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Einlcitung.

In dem groBen Briefe an Oldenburg, in welchem Spinoza diesem
Freund seine Bemerkungen iiber Robert Boyles ,New experiments
touchingthespring of the Air" mitteilte, kommt der folgende Passusvor:

» Endlich, um auch dies nebenher zu bemerken, geniigt es zum all-
gemeinen Verstandnis der Natur der Flussigkeiten, zu wissen, daB man
seine Hand in einer Fliissigkeit mit einer i hr proportionierten Bewegung
in alien Richtungen ohne Widerstand bewegen kann; was denen hin-
langlich bekannt, die genau auf jene Begriffe achten, welche die Natur
erklaren, wie se an sich ist, statt in ihrer Beziehung zur menschlichen
Sinneswahrnehmung. Gleichwohl halte ich diese Beschreibung nicht
fiir wertlos, im Gegenteil wiirde ich eine ebenso genaue und treue Be-
schreibung jeder Fliissigkeit fiir auBerst niitzlich zum Verstandnisihrer
Eigenart erachten, was ja as hochst wichtig von alien Philosophen er-
strebt wird."*

Die Eigenschaft der ,idealen" Flussigkeiten, bei stationarer Be-
wegung keinen Widerstand gegen einen Korper zu leisten, die Spinoza
hier (1662?) erwahnt, wurde im achtzehntcn Jahrhundert mit dem
Namen ,das Paradoxon von d'Alembert” oder ,das Paradoxon von
Euler" belegt.

Der Beweggrund fiir die Untersuchungen des Verfassers, iiber welche
dieses Buch berichtet, war der Wunsch, durch das Studium der Be-
wegungen der wirklichen, zahen Flussigkeiten auf dieses Paradoxon Licht
zu werfen. In der Zeit, in welcher diese Untersuchungen angefangen
wurden, war die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein be-
liebter Gegenstand der mathematischeii Forschung. Es schien mir eine
verlockende Aufgabe, die Methoden, welche in diesem Teile der reinen
Mathematik gewonnen waren, zur Losung jenes Ratsels anzuwenden.

Um eine Grundlage fur folgende Untersuchungen zu gewinnen, hatte
ich zuerst die linearen Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu

* tfbersetzung von J. Stern.
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untersuchen, welche man aus den Bewegungsgleichungen einer zahen
Fliissigkeit durch Weglassen der quadratischen Glieder erhalt. | ch hatte
die Grundlosungen jener Systeme zu bestimmen. Uber diese Unter-
suchungen berichtet der erste Teil diesss Buches.

Die oben erwahnten linearen Systeme von partiellen Differential-
gleichungen, welche man aus den vollstandigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen durch Weglassen der quadratischen Glieder er-
halt, gelten annahernd fur langsame Bewegungen einer zahen Fliissig-
keit. Durch die Kolloidchemie hat dieses Gebiet der langsamen Be-
wegungen wissenschaftliche Bedeutung bekommen. Meine Beschaftigung
mit dem Gegenstand gab mir dieL osung eines hydr odynamischen Batsels
auf diesem Gebiete, des Paradoxons von Whitehead. Lamb zcigte, daB
auch ein anderes hydrodynamisches Ratsel, das Paradoxon von Stokes,
durch meine Methoden seine Losung findet. Faxén hat im AnschluB an
meine Arbeiten die Theorieder langsamen Fliissigkeitsbewegungen durch
ausgedehnte und wer tvolle Unter suchungen gefordert. | ch hoffe, daB die
Zusammenstellung der auf diesem Gebiete in den letzten Jahren ge
wonnenen Ergebnisse, welche ich im zweiten Teile meines Buches gebe,
fur die Kolloidchemie willkommen sein wird.

DasHauptziel meiner Untersuchungen war aber, den Grenziiber gang
zu verschwindender Zahigkeit in exakter Weise auszufiihren. DiesesZiel
habe ich noch nicht erreicht. Dagegen konnteich in den linearen Syste-
men, von welchen ich oben gesprochen habe, den Grenziibergang aus
fiihren. Die Ergebnisse, welche ich dabel erhielt, stehen in schroffem
Widerspruch zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten, dagegen in quali-
tativer Cbereinstimmung mit dem Verhalten der wirklichen Fliissig-
keiten. Schon aus diesen Tatsachen schien mir hervorzugehen, daB das
d'Alembertsche Paradoxon auf einem schlecht vollzogenen Grenziiber-
gange zu verschwindender Zahigkeit beruht. Die Untersuchungen von
Zeilon, der auf diesem Gebiete meine Arbeit fortgefiihrt hat, haben ge-
zeigt, daB mein Grenziibergang weit mehr als dieses negative Resultat
ergibt. In bezug auf den Widerstand gibt er zwar nicht genau, aber doch
der GroBenordnung nach richtige Werte. Und von der Druckverteilung
auf der Vorderseite eéines Korpersgibt er ein auch quantitativ fast rich-
tiges Bild. t)ber diese Dinge berichtet der dritte Teil des Buches.

Durch Untersuchungen, welche noch nicht veroffentlicht sind, hat
Zeilon gezeigt, daB man durch einen weiteren Ausbau meines Ansatzes
die tJbereinstimmung mit den Tatsachen zu einer fast vollstandigen
machen kann. Auch hat er den Magnuseffekt in sehr schoner Weise
behandelt. Es war mir nicht moglich, diese neuen Ergebnisse in mein
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Buch aufzunehmen. Einen Ersatz ergeben zwei Vortrage von Herrn
Zeilon, welche im Anhange mitgeteilt werden.

Um die Ubersicht zu erleichtern und die Bedeutung der verschiedenen
Methoden und Resultate zu charakterisieren, geben wir im folgenden eine
genauere tJbersicht liber den Inhalt des Buches, die einige Einzelaus-
sagen bringen wird, die wir im Text nicht wiederholen werden.

Im ersten Paragraphen werden die hydrodynamischen Differential-
gleichungen abgeleitet. Als Ausgangspunkt wird dabei der Impulssatz
der Newtonschen Mechanik benutzt. Dieser Satz wird auf einen beliebig
herausgegriffenen Teil der Fliissigkeit angewandt. Die Beziehungen,
welche so erhalten werden, haben die Form von Integralgleichungen.
In diesen Integralgleichungen kommen die zunachst unbekannten Krafte
vor, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit
auf jenen Teil ausiibt. Die Annahme, daB diese Krafte von der Form-
anderung der Fliissigkeit abhangen, ermoglicht es, einen Ansatz fur se
zu gewinnen. Aus den Integralgleichungen, welche keine andere Ab-
leitungen der Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes als die
Ableitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, werden in gewohnlicher Weise,
unter Voraussetzung, daB die Geschwindigkeitskomponenten stetige Ab-
leitungen erster Ordnung in bezug auf die Zeit, zweiter Ordnung in bezug
auf die Raumkoordinaten haben und daB der Druck einmal stetig in
bezug auf die Raumkoordinaten differenzierbarist, die hydrodynamischen
Differential gleichungen abgel eitet. AuBer den allgemeinen hydrodynami-
schen Differentialgleichungen werden zwei in speziellen Fallen giiltige
Formen derselben aufgestellt, namlich die Gleichungen fur stationare
Bewegung in bezug auf ein ruhendes Bezugssystem und die Gleichungen
fur stationare Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindig-
keit bewegtes Bezugssystem.

Der zweite Paragraph hat den Zweck, die mathematische Methode,
welche spater verwcndet wird, durch ein einfaches Beispiel zu erlau-
tern. Hierzu wird die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung benutzt.
Es wird gezeigt, wie das innere Problem fur diese Gleichung durch
Reihenentwicklung nach Potenzen eines Parameters X auf ein unend-
liches System von gewohnlichen Poissonschen Gleichungen zuriickgef iihrt
werden kann. Die Losung der Poissonschen Gleichung mit Hilfe des
Greenschen Satzes, der Grundlosung und der ersten Greenschen Funktion
wird dargelegt. Betreffs des auBeren Problems wird auf eine charak-
teristische Schwierigkeit hingewiesen, welche darin ihre Wurzel hat, daB
die Losung nicht mehr in der Umgebung von A =0 eine analytische
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Funktion des Parameters X ist. Die hydrodynamische Bedeutung dieser
Tatsache wird hervorgehoben.

Im dritten Paragraphen wird, nach dem Vorgange von H. A. Lo-
rentz, der verallgemeinerte Greensche Satz fur das lineare System der
Gleichungen aufgestellt, die man im stationaren Falle durch Weglassen
der quadratischen GKeder aus den vollstandigen hydrodynamischen
Gleichungen erhalt und die man kurz die Stokesschen Gleichungen
nennen kann. M it Hilfevon Symmetriebetrachtungen werden die Grund-
losungen (von H. A. Lorentz) wiedergefunden. Mit Hilfe dieser Grund-
losungen werden die vollstandigen hydrodynamischen Differential-
gleichungen fiir stationare Bewegung in ein System von | ntegrodifferen-
tialgleichungen umgeformt.

Im vierten Paragraphen werden diesslben Aufgaben fur die ,er-
weiterten Stokesschen Gleichungen" gelost, d. h. fiir das lineare System
von partiellen Differentialgleichungen, welches man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus dem System erhalt, das fiir stationare
Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes
Bezugssystem giiltig ist.

Der fiinfte Paragraph gibt die Losung dersaben Aufgaben fiir das
lineare System von Differentialgleichungen, das man durch Weglassen
der quadratischen Glieder aus den allgemeinen hydr odynamischen Diffe-
rentialgleichungen erhalt. In diesem Paragraphen wird also das all-
gemeine vollstandige System von hydrodynamischen Differential-
gleichungen in ein System von Integrodifferentialgleichungen umge-
formt. In diesen Gleichungen kommen keine anderen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes vor als die Ableitungen
erser Ordnung von den Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die
Raumkoor dinaten.

In den Paragraphen 1—5 sind diel ntegralgleichungen — oder genauer
Integrodifferentialgleichungen —, welche der unmittelbare Ausdruck
der zugrunde gelegten mechanischen Satze sind und welche nur die Ab-
leitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug
auf die Raumkoordinaten enthalten, durch Vermittlung der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen und ihrer Grundlosungen in ein
neues System von Integrodifferentialgleichungen umgeformt worden,
welche ebenfalls nur die Ableitungen erster Ordnung der Geschwindig-
keitskomponenten in bezug auf die Raumkoordinaten enthalten. Es ist
eine naheiegende Frage, ob man nicht, ohne Vermittlung der Differen-
tialgleichungen, direkt aus den zugrunde gelegten mechanischen Satzen
zu den schlieBlichen Integr odiffer entialgleichungen gelangen kann. Para-
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graph 6 zeigt, daB diestatsachlich der Fall ist. WieausdiesemBerichtiiber
den I nhalt diesss Paragraphen unmittelbar klar sain diirfte, liegt sein I n-
teresse wesentlich auf dem mathematischen Gebiete. Die Kenntnisdie-
s Paragraphen ist fiir das Verstandnis des folgenden nicht notwendig.

Paragraph 7 gibt eine erste Anwendung der gefundenen Integro-
differentialgleichungen. Es handelt sich urn die Berechnung der Be-
wegung einer zahen, den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit, wenn die
Geschwindigkeit in einem gewissen Momente, t= T, bekannt ist und
der Kontinuitatsgleichung genligt. M an kann diese Aufgabe mittelst der
im zweiten Paragraphen dargelegten Methode der Reihenentwicklung
nach den Potenzen eines Parameters angreifen. Es war leider bei der
Darstellung dieser Untersuchungen nicht moglich, die Beweise fiir die
mitgeteilten Satze vollstandig zu geben. Betreffend eniger Integral-
abschatzungen muBte ich auf die Originalabhandlungen verweisen. Als
erses Resultat ergibt sch der Satzz Wenn die Bewegung einer zahen
Fliissigkeit in einem gewissen Momentet = T regular (in einem gewissen
Sinne) ist, dann gibt es gets ein Intervall T t<T+r (T >0), in
welchem die Bewegung regular bleibt. Dieser Satz gibt zu einer Frage
AnlaB: Kann die GroBe r stets beliebig groB genommen werden, oder
gibt es wenigstens in gewissen Fallen, eine endliche obere Grenze der
GroBe r, das heiBt der Zeit, wahrend welcher die Bewegung regular
bleibt? Der Verfasser hat sch lange bemuht, durch Verscharfung der
Ungleichungen, weche die Grundlage der Konvergenzbeweise bilden,
den Beweis dafiir zu fiihren, daB die in einem Momente T regulare Be-
wegung fiir t > T stetsregular bleibt. Das Ergebnis dieser Bemiihungen
war, daB es, wenigstens in diesr Welise, nicht moglich ist, einen solchen
Beweis zu fithren. Wir miissen vielmehr damit rechnen, daB eine in
einem Momenteregulare Bewegungin einem spateren Momenteirregular
werden kann. Esist unter diesen Umstanden von erheblichem Interesse
zu wissen, welcher Art die lrregularitaten sind, diein einer den ganzen
Raum erfiillenden zahen Fliissigkeit auftreten konnen. Es wird be-
wiesen, daB se entweder darin bestehen, daB der Wirbelvektor irgendwo
unendlich groB wird, oder darin, daB die Wirbelbewegung sich in solcher
Weise in unendlicher Ferae ausbreitet, daB die Bewegung nicht mehr
~regular” ist. Eswird auf die Bedeutung dieses Ergebnisses hingewiesen.
DieHypothesewird (mit allem Vorbehalt) aufgestellt, daB dieirregularen
Fliissigkeitshewegungen mit den , turbulenten” Bewegungen der Hy-
draulik identisch sind.

Der letzte Paragraph des ersten Telles behandelt die einfachsten
Beispiele von Wirbelbewegung in einer zahen Fliissigkeit. Gegenstand
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der Untersuchung ist einmal der einzelne, geradlinige, rotationssymme-
trische Wirbelfaden, anderer seits die Wechselwirkung zwischen zwel sol-
chen Wirbelfaden. Bei der ersten Aufgabe geben die Integrodifferential-
gleichungen direkt die exakte Losung des Problems. Die Bewegung ist
nur wenig komplizierter als die im Grenzfalle u = 0 auftretende Helm-
holtzsche Bewegung. Bei dem zweiten Probleme wird nur ene an-
genaherte Losung gegeben. Sewird zur Ableitung eines Satzes iiber die
Wechselwirkung zwischen zwei Wirbeln in ener zahen Fliissigkeit an-
gewandt.

Der zweite Teil des Buchesist, wie schon erwahnt wurde, den hydro-
dynamischen Randwer taufgaben gewidmet. Er ist in drei Abschnitte zer-
legt. Im ersten Abschnittewer den einige Fallebehandelt, in denen esmog-
lich ist, eine exakte Losung der Randwertaufgabe zu geben. Zuerst wird
in Paragraph 9 dasProblem behandelt, eine Losung der linearen Stokes
schen Gleichungen fiir stationare Bewegung zu finden, bei welchen die
Geschwindigkeitskomponenten u, im Unendlichen ver schwinden und auf
der Oberflache einer Kugel vorgeschriebene Werte annehmen. Lamb hat
dieses Problem durch Reihenentwicklung gelogt. Hier wird eine Losung
in gexcthlossener Form gegeben, indem die verallgemeinertcn Greenschen
Funktionen des Problems aufgestdlt werden. Die gefundenen Formeln
geben theor etisch die L osung der allgemeinsten hydr odynamischen Rand-
wertaufgabe der Kugel fiir die Stokesschen Gleichungen. Einfache Auf-
gaben lost man aber bequemer durch spezidle Methoden. So erhalt man
sehr einfach mit Hilfe der Grundlosung der Stokesschen Gleichungen die
Losung der Randwertaufgabe, wenn die vorgeschriebenen Werte auf der
Kugel konstant sind. Man kann mit Hilfe dieser Losung die sogenannte
Sokessche Wider standsformel ableiten, welche den Widerstand ergibt,
den eine kleine Kugel erfahrt, welche sich mit konstanter Geschwindig-
keit in ener Fliissigkeit bewegt. Faxen hat diese Stokessche Formel in
schoner Weise verallgemeinert, indem er gezeigt hat, wie man die Re-
sultierende der Krafte berechnen kann, welche eine in beliebiger sta-
tionarer Bewegung beyrifEene Fliissigkeit auf eine darin ver senkte Kugel
ausiibt. Man kann diesss Resultat mit Hilfe der Losung der allgemeinen
Randwertaufgabe gewinnen. Leider sind aber die hierfiir notigen Rech-
nungen so langwierig, daB ich davon absehen muBte, se hier zu repro-
duzieren, und mich darauf beschranken muBte, den Gang des Beweises
anzudeuten. Paragraph 9 gibt endlich die Losung der Randwertaufgabe
der ebenen Wand fiir die Stokesschen Gleichungen.

Paragraph 10ist derjenigen Randwertaufgabe der Kugel gewidmet,
zuwelcher dieallgemeinen hydr odynamischen Differentialgleichungen fiir
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nichtstationare Bewegungen Anlal) geben. Verfasser hat vor Jahren
dieses Problem durch Reihenentwicklungen gelost. Spater gelang esihm
durch Summieren jener Reihen, das Problem auf bekannte Randwert-
aufgaben fiir die Laplacesche Gleichung und die Warmeleitungsgleichung
zuriickzufiihren. Hier wird der Versuch gemacht, durch Hervorhebung
der analytischen Tatsache, auf welcher diese Zuruckfiihrung beruht, den
Kern des Problems in moglichst helles Licht zu setzen. Der Beweis jener
analytischen Tatsache wird auch hier durch Reihenentwicklungen ge-
geben. Von einer Darlcgung der (iibrigens leicht zu fiihrenden) Konver-
genzbeweise muBte hier abgesehen werden. Eine einfache Anwendung
der gefundenen Ergebnisse gibt die Losung der Boussinesgschen Auf-
gabe, den Widerstand gegen die nichtstationare Bewegung einer kleinen
Kugel in einer zahen Flussigkeit zu berechnen.

Paragraph 11 reproduziert, als Vorbereitung zum folgenden, die von
Oberbeck gegebene Theorie fiir die stationare Bewegung eines Ellipsoids
in einer zahen Flussigkeit.

Der zweite Abschnitt des zweiten Teiles bringt angenaherte Losungen '
von Randwertaufgaben bei den Stokesschen Differentialgleichungen fiir
die stationare Bewegung. Es dtirfte hier am Platze sein, den Grund dafur
anzugeben, daB wir diesen Stokesschen Differentialgleichungen soviel
Raum und Interesse widmen. Schon beim fliichtigen Durchblattern dieses
zweiten Abschnitts wird es dem Leser sicher auffallen, daB nirgends Be-
dingungenfiir die Giiltigkeit der mitgeteilten Formel n angegeben werden.
Den Grund hierzu findet er im letzten Paragraphen des Abschnitts, wo
gezeigt wird, daB die Stokesschen Differentialgleichungen eine nicht zu-
lassige Annaherung darstellen, indem man, um zu diesen Gleichungen zu
kommen, in den vollstandigen hydrodynamischen Differential gleichungen
Glieder vernachlassigen muB, welche nicht nur von derselben GroBen-
ordnung wie die von Stokes beibehaltenen Glieder sind, sondern sogar,
diesen Gliedern gegemiber, beliebig groB sein konnen. Der ganze zweite
Abschnitt entbehrt inf olge dieses Umstandes einer festen Grundlage. Nun
stimmt aber das Stokessche Widerstandsgesetz mit den Tatsachen gut
uberein. Der Grund hierzu liegt darin, daB man bei strenger Losung der
hydrodynamischen Differentialgleichungen eine Bewegung bekommt, die
zwar in groBen Entfernungen von der Kugel einen ganz andercn Cha
rakter als die von Stokes untersuchte Bewegung hat, die aber in der
Nahe der Kugel nahezu mit der Stokesschen Bewegung ubereinstimmt.
In solchen Fallen, wo nur die Bewegung der Flussigkeit in der Niihe des
bewegten Korpers von Bedeutung ist, kann man aso die Bewegung in
erster Naherung nach der Stokesschen Methode berechnen. Solche Falle
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kommen in der Kolloidchemie in groBer Zahl vor. Diesist der Gmnd,
warum wir, obwohl die Stokesschen Gleichungen von theoretischem
Standpunkte aus unrichtig sind, ihnen doch sovid Aufmerksamkeit
widmen.

Paragraph 12 behandelt die stationare Bewegung einer Kugel in
einer von einer ebenen Wand begrenzten zahen Fltissigkeit. Es handelt
sich hier wesentlich um einen Bericht uber eine Untersuchung von
H. A. Lorentz.

In Paragraph 13 wird die Bewegung einer Kugel zwischen zwei paral-
lelen, ebenen Wanden untersucht. Es ist die Hoffnung des Verfassers,
daB seine Darstellung in diessm Paragraphen die schone von Faxen
gegebene Losung diesss fur die Kolloidchemie bedeutsamen Problems
lei'chter zuganglich machen wird.

Paragraph 14 gibt einen Bericht iiber die Untersuchungen betreffend
die Wechsdwirkungen zwischen zwei Kugeln, die sich in einer zahen
Fliissigkeit bewegen. Die erste, angenaherte Losung des Problemsriihrt
*von Smoluchowski her. Tiefergehende Untersuchungen verdanken wir
Faxén, Dahl und in neuester Zeit Margaret Stimson und G. B. Jeffery.

In Paragraph 15 werden die sogenannten Par adoxien von Stokesund
von Whitehead besprochen. Das erse Paradoxon besagt, daB es un-
moglich ist, eine Losung der hydrodynamischen Differentialgleichungen
zu finden, welche dem Fall entspricht, wo ein Kreiszylinder sich mit
konstanter Geschwindigkeit in einer zahen Fliissigkeit bewegt. Das Par a-
doxon von Whitehead besagt, daB es bei Zugrundelegung der Stokes-
schen Theorie fur die trandatorische Bewegung ener Kugel in ener
zahen Fliissigkeit unmoglich ist, diese Theorie dadurch zu verbessern,
daB man weitere Glieder fur die Geschwindigkeitskomponenten und fiir
den Druck berechnet. Eswird gezeigt, daB die Wur zel der Schwierigkeiten
in beiden Fallen diesdlbe ist und daB dSe einfach darin besteht, daB die
Stokesschen Gleichungen im oben erorterten Sinne eine unzulassge
Naherung dar stellen.

Der zweite Abschnitt endet mit dem Nachweis, daB in den Stokesschen
Differentialgleichungen Glieder vernachlassigt worden sind, welche die-
selbe GroBenordnung wie die beriicksichtigten Glieder haben. Wenn man
jene Glieder schon in erster Naherungin die Differentialgleichungen auf-
nimmt, erhalt man die Gleichungen, welche ich die erweiterten Stokes-
schen Gleichungen genannt habe. Diesen Gleichungen und den bei ihnen
auftretenden Randwertaufgaben ist der dritte Abschnitt gewidmet. Ein
Bewels, daB diese Gleichungen eine zuverlassige Grundlage einer exakten
Berechnung der durch die Verschiebung enes K or pers hervorgerufenen
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Bewegung einer zahen Fliissigkeit darstellen, wird hier nicht gegeben.
Als ioh mich zuerst mit diesen Gleiclmngen beschaftigte, konnte ich
diesen Beweis nicht fUhren, weil die allgemeine Bandwertaufgabe fiir
diese Gleichungen nicht gelost war. Als einen Ersatz fur den mangelnden
Beweiszeigteich, daB man, von den erweitertenStokesschen Gleichimgen
ausgehend, durch sukzessive Naherungen in exakter Weise die Bewegung
berechnen kann, welche in einer den ganzen Baum erfiillenden zahen
Fliissigkeit von einem System von Kraften erzeugt wird, deren Angriffs-
punkte sch mit konstanter Geschwindigkeit verschieben, die aber songt
von der Zeit unabhangig sind. In der letzten Zeit ist nun die allgemeine
Bandwertaufgabe der erweiterten Stokesschen Gleichungen in mathe-
matischem Sinne geogt worden. Es ware also aller Wahr scheinlichkeit
nach jetzt moglich, den Beweis zu fuhren, daB man auf der Grundlage
der erweiterten Stokesschen Gleichungen in exakter Weise digenige Be-
wegung einer zahen Fliissigkeit berechnen kann, die durch die Ver-
schiebung eines starren Korpersdarin hervorgerufen wird. Doch wiirde
ein solcher Beweis notwendig einen sehr abstrakten, rein mathematischen
Char akter haben und wurdedeshalb in diesem Buchekaum am Platze sain.

In Paragraph 16 wird mit der neuen Methode fiir eine zahe Fliissig-
keit die Bewegung untersucht, welche durch eine kleine Kugel erzeugt
wird, die sich mit konstanter Geschwindigkeit darin bewegt. Es wird
gezeigt, daB schon die Bewegung, die man in erster Naherung bekommt,
einen ganz anderen Charakter als die Stokessche Bewegung hat. Kurz
kann man den Unterschied so ausdriicken, daB, wahrend nach Stokes
die Bewegung hinter der Kugel ein Spiegelbild der Bewegung vor der
Kugel ist, in der neuen Theorie eine ausgepragte Dissymmetrie her-
vortritt, indem hinter der Kugel ein Wirbelschwanz zum Vorschein
kommt. Eswird ferner gezeigt, daB man in zweiter Naherung ein neues,
mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionales Glied im Aus-
drucke fiir den Widerstand erhalt. Endlich wird die Bewegung in der
Umgebung der Kugel in zweiter Naherung untersucht.

Paragraph 17 behandelt das Problem desKreiszylinders. Zuerst wird
Lambs fiir kleine Geschwindigkeiten giiltige Losung diesss Problems
wiedergegeben. Es folgt eine tfbersicht liber die Untersuchungen von
Prof. Bairstow, MiB Caveund MiB Lang.

In Paragraph 18 wird das Problem des Ellipsoids wieder aufgenom-
men. Fiir die Komponenten der Besultierenden der Krafte, welche die
Fliissigkeit auf den Korper ausiibt, erhalt man in erster Naherung die
W ertevon Oberbeck. I n zweiter Naher ung kommen neue Glieder hinzu,
welche mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Das
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zweidimensionale Analogon desProblems, die Bewegung eineselliptischen
Zylindersin einer zahen Fllissigkeit, hat Harrison behandelt. Seine Er -
gebnise werden (ohne Bewels) mitgeteilt.

Paragraph 19 behandelt die stationar e Bewegung einer Kugel in einer
von einer ebenen Wand begrenzten Fliissigkeit. Dieses Problem hat prin-
zipielle Bedeutung, weil der darin untersuchte Fall der einfachste ist,
worin sich eine Kugel in der Nahe einer Wand bewegt. Die Losung des
Problems ver danken wir Faxen. Der Paragraph gibt die Ausdriicke der
Geschwindigkeitskomponenten in For m von I ntegralen. Dagegen war es
nicht moglich, auf die Auswertungdieser I ntegraleeinzugehen. | ch muBte
mich darauf beschranken, die SchluBformeln von Fax6n mitzuteilen.
Die Widerstandsformel zeigt, daB die Wand sozusagen den EinfluB der
Tragheitsglieder aufhebt. Wenn die Entfernung des Kugelmittelpunktes
von der Wand, f, und die Geschwindigkeit der Kugel, U, so klein sind,
daB g{/E£/2jM eine kleine GroBe ist, fallt das oben erwahnte, mit dem
Quadrateder Geschwindigkeit proportionaleGlied im Ausdruckefiir den
Widerstand weg. Dagegen kommt es bei groBeren f-Werten, also bei
groBeren Entfernungen der Kugel von der Wand, wieder zum Vorschein.

Paragraph 20 ist mit Paragraph 19 nahe verwandt. Gegenstand der
Untersuchung ist hier die Bewegung einer Kugel langs der Achse einer
Rohre. Dieses Problem hat praktische Bedeutung, weil Unter suchungen
iiber Fallbewegungen von Kugeln meistens in dieser Welse ausgefiihrt
werden. Ladenburg hat als erster dieses Problem behandelt. Er ging,
was damals selbstverstandlich war, von den Stokesschen Gleichungen
aus. Fax6n hat dann das Problem unter Zugrundelegung der erweiterten
Stokesschen Gleichungen gelost. Der Paragraph gibt die Theorie von
Fax6n.

Paragraph 21 behandelt auf Grundlage der erweiterten Stokesschen
Gleichungen die Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln, welche sich mit
dersdben konstanten Geschwindigkeit in ener Fliissigkeit bewegen.

Paragraph 22 gibt endlich eine Zusammenstellung der mitgeteilten
Wider standsformeln.

Der dritte Teil beschaftigt sich, wie schon oben mitgeteilt wurde, mit
dem Grenziibergang zu verschwindender Zahigkeit. Urn diese Aufgabe
in endgiiltiger und vollauf befriedigender Weise auszufiihren, hatten wir
die Differential- oder Integralgleichungen fur die Bewegung einer zahen
Fliissigkeit exakt zu losen und dann den Grenziibergang (u- 0 in der
erhaltenen Losung auszufiihren. Es ist wohl kaum notwendig zu sagen,
dafi dieses Problem zur Zeit unlosbar ist. Eine exakte Losung der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen konnen wir bei endlichem fi nur in
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der Form von Reihen geben, die bei geniigend groBen /i-Werten kon-
vergieren. Ausjenen Reihen muBten wir Ausdriicke bilden, welche bei
beliebig kleinem /JL ihren Sinn und Bedeutung behalten, und dann in
diesen Ausdrucken fi gegen Null konver gieren lassen. | n mathematischem
Sinne mag diese Aufgabe losbar sein. Aber ein anderesist es, ein mecha-
nisches Problem durch eine mathematische Formel zu losen, ein anderes,
esim mechanischen Sinne zu losen. Von einer Losung des hier vorliegen-
den Problems, welche den Anforderungen der Hydrodynamik geniigt,
sind wir noch weit entfernt.

Die Aufgabe, mit welcher wir unsim dritten Teile des Buches be-
schaftigen, ist eine bescheidenere. Wir fiihren in den linearisierten hydro-
dynamischen Differentialgleichungen, alsoin den erweiterten Stokesschen
Gleichungen, und in den entsprechenden, die zeitlichen Ableitungen der
Geschwindigkeitskomponenten enthaltenden Differentialgleichungen fiir
nichtstationare Bewegung den Grenzubergang p - 0 aus.

In Paragraph 23 untersuchen wir die stationare Bewegung ener
ebenen Schelbe in der gegen die Scheibe senkrechten Richtung. Dies
war der erste Fall, in welchem der Grenzubergang ausgefiihrt wurde.
Das Ergebnis ist, daB die Bewegung der Fliissigkeit in dem nicht von
der Scheibe durchschrittenen Bereiche bei (i = 0 eine Potentialbewe-
gung ist, wahrend se in dem durchschrittenen Bereiche eine Wirbel-
bewegung ist. Die explizite Bestimmung der Bewegung wird auf die
Auffindung einer vierwertigen Potentialfunktion zuruckgefiihrt, deren
Werte permutiert werden, wenn der Aufpunkt eine kleine geschlossene
Kurveum dieRandkurve beschreibt und dabeil die Platte einmal dur ch-
dringt, und die einen Zweig hat, der in einem gewissen, iibrigenswillkur -
lichen Punkte wie \|R unendlich wird, song aber iiberall regular ist
und im Unendlichen verschwindet. In dem Falle, worin die Schebe
kreisformig ist, gelingt es leicht, eine solche Potentialfunktion herzu-
stellen. In diesem Falleist also dasProblem explizit losbar. Die Behand-
lung dieses speziellen Falles wird indessen erst in Paragraph 31 gegeben.

In Paragraph 24 wird der allgemeinste Fall untersucht. Eswird nur
vorausgesetzt, daB eine im allgemeinen nicht starre Flache sich in irgend-
ener Weise in einer Flussigkeit bewegt und daB dabei die Werte der
Geschwindigkeitskomponenten auf jener Flache vorgeschrieben sind. Die
Ergebnisse bestatigen die in Paragraph 23 gefundenen Resultate, gehen
aber weit liber de hinaus.

In Paragraph 25 werden die in Paragraph 24 gefundenen Ergebnisse
auf den speziellen Fall angewandt, daB ein starrer Korper mit verander -
licher Geschwindigkeit, aber in ener konstanten Richtung sch in ener
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Flussigkeit bewegt. Die Losung des Problemswird in diesem Fall auf die
Bestimmung von zwei Potentialfunktionen, p, and g, zuruickgefuhrt,
von welchen g, in dem vom Korper nicht durchschrittenen Bereiche
extatieren soil, p dagegen in dem vom Kor per durchschrittenen Bereiche.
p, soil auf der Vorderseite des Korpers der Bedingung:

dp
an T

geniigen; p, auf der Riickseite des Korpers der Bedingung:

Auf der Grenze zwischen den beiden Bereichen soil g, = ¢, sein. Dagegen
sollen die beiden normalen Ableitungen:

do, dpa
dn nnd 't?fﬂ—
sich in bestimmter Weise voneinander unterscheiden.

In Paragraph 26 wir d dasProblem der stationaren Bewegung mittelst
ener neuen Methode untersucht. Die friiher gefundenen Ergebnisse
wer den wieder gefimden. AuBerdem ergeben sich neue Resultate. Eswird
gezeigt, daii in dem zweidimensionalen Probleme und in dem rotations-
symmetrischen dreidimensionalen Probleme die Funktionen ¢ und ¢
eine einzige, iiberall auBerhalb des Korpers regulare Potentialfunktion
definieren. Wenn die x;-Achse in der Bewegungsrichtung desK or pers ge-
legt wird, kann die Randbedingung, welcher jene Funktion auf der
Riickseite des Korpers geniigen mufi, in der Form:

de
9z, 0

geschrieben werden. In dem rotationssymmetrischen dreidimensionalen
Falle kann die entsprechende Bedingung, wenn die gjj-Achse die Symme-
trieachse ist imd wenn R die Entfernung eines Punktes von jener Achse
ist, in der Form:

9% _,

oR

gechrieben werden. Die Losung des Problems der stationaren Bewegung
wird in Paragraph 26 allgemein auf die Auflosung gewisser Fredholm-
soher Integralgleichungen zuruckgefuhrt werden.
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In Paragraph 27 wird im AnschluB an Hilbert ene Methode ent-
wickelt, das mathematische Problem, zu welchem die stationare Be-
wegung eines Zylinders (mit beliebigem Querschnitt und in einer gegen
die Erzeugenden des Zylinders senkrechten Richtung) AnlaB gibt, ex-
plizit zu losen. Eswird gezeigt, daB, wenn der Querschnitt keine Ecken
oder Spitzen hat, die Losung eindeutig bestimmt ist.

Paragraph 28 schlieBt sich eng an Paragraph 27 an. Er gibt Aus
driicke fiir den Widerstand gegen die Bewegung des Zylinders und fur
die Tragkraft der Fliissigkeit.

In Paragraph 29 wird die in Paragraph 27 und Paragraph 28 ent-
wickelte Theorie auf den Fall des Kreiszylinders angewandt.

Paragraph 30 behandelt, ebenfalls nach der in Paragraph 27 und
Paragraph 28 entwickelten Methode, die Bewegung der ebenen Platte.

Paragraph 31 gibt, wie schon oben erwahnt wurde, die explizite
Theorieder kreisformigen Platte. Die dliptischen Funktionen spielen in
diessr Theorie eine wesentliche Rolle. Mit densdben Hilfsmitteln kann
man die Bewegung einer Halbkugel in den beiden rotationssymmetrischen
Fallen behandelin. Doch gibt der Paragraph in bezug auf diese beiden
Falle nur die numerischen Resultate.

Il Oseen, llydrodynamik
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8 1. Die hydrodynamischen DifFerentialgleichungen.

11. Der Inipulssatz. Die Kontinuitfttsbedingung.

Wir wollen in diesem Paragraphen die partiellen Differential-
gleichungen aufstellen, denen die Bewegungen einer zahen Fliissig-
keit, soweit wir jetzt wissen, gehorchen. Die allgemeine Form
dieser Differentialgleichungen werden wir dadurch erhalten, daB
wir auf einen beliebigen, zusammenhangenden Teil einer Fliissigkeit
den Satz der Newtonschen Mechanik anwenden, nach dem man
den Zuwachs des Impulses, den ein materielles System wahrend
einer gewissen Zeit erfahrt, dadurch finden kann, daB man das Zeit-
integral der Resultierenden der auBeren, auf das System wirkenden
Krafte fur diese Zeit berechnet. Um diesen Satz auf die Hydrodyna-
mik anwenden zu konnen, miissen wir die Krafte kennen, welche auf
einen beliebig herausgegriffenen Teil einer Fliissigkeit wirken. DaB
auBere Krafte, welche jedes Volumenelement angreifen, vorkommen
konnen, ist unmittelbar klar. Eine solche Kraft ist ja die Schwere.
Die Hauptfrage ist aber, was wir von den Kraften aussagen konnen,
welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flussigkeit auf
denselben ausubt. Den mathematischen Ausdruck fur diese Kraft zu
bestimmen, ist unsere wichtigste Aufgabe in diesem Paragraphen.
An dieser Stelle moge nur vorbereitend gesagt sein, daB der innere
Grund dieser Kraft die zwischen den Molekeln der Flussigkeit wir-
kende Molekularkraft ist. Wir wissen, daB die Molekularkraft nur,
wenn die Entfernung zwischen den Molekeln sehr klein ist, eine merk-
liche GroBe hat. Wir schlieBen hieraus, daB die Krafte, welche die
Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit auf denselben
ausiibt, nur in der unmittelbaren Nahe der Grenzflache eine merk-
liche GroBe haben. Wir konnen deshalb die Komponenten der Re-
sultierenden aller dieser Krafte als liber die Grenzflache erstreckte
Flachenintegrale darstellen.

Wir wenden ein rechtwinkliges Bezugssystem an. Wir bezeichnen
mit u; =1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissig-
keit und fassen u; als Funktionen der Koordinaten X9 Xs9 X3 und der
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Zeit t auf. Q sa die Dichte der Fllissigkeit. Xf sden die auf die
Masseneinheit der Fllissigkeit bezogenen Eomponenten der aufieren,
auf die Fllissigkeit wirkenden Kraft. F; seien endlich die auf die
Flacheneinheit der Grenzflache, F(t), bezogenen Eomponenten der
Kraft, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fllissig-
keit auf die Oberflache desselben auslibt. Wir nehmen an, daB F(t)
eine gexhlossene Flache mit ener stlickweise stetigen Tangenten-
ebene ist. Den von F(t) begrenzten Raumbereich, den der heraus
gegriffene Teil der Fllissigkeit im Momente t einnimmt, nennen wir
B(t). Der oben erwahnte Satz aus der Newtonschen Mechanik er-
gibt dann, wenn do = dxdx,dxs ein Volumenelement und dS ein
Flachenelement bezeichnet:

! ((OQW)gdm ~ £ ((f)lq)pclw = ! dt ! ;Xﬂw + ! dt L ﬁ,ds. a)

Wir wollen annehmen, daB unsere Fllissigkeit unzusammendriick-
bar sai, daB also die Dichte Q konstant sei. Durch die Grenzflache
F(t) tritt dann stets ebensovid Fllissigkeit ein wie aus. Die gesamte
Menge von Fllissigkeit, welche wahrend einer Zeiteinheit durch F (t)
hindurchtritt, ist also Null. Wir bezeichnen mit n einenach aufien ge-
zogene Nor male eines Flachenelementes, dS, von F(t) von der Lange 1.
Mitrij (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir die Richtungskosinusse dieser Nor -
malen. Die gesamte Menge von Fllissigkeit, welche wahrend der Zeit-
einheit durch F(t) hindurchtritt, ist dann:

Diesss Integral muB also den Wert Null haben. Wir wollen im
folgendm dievon Einstein eingefiihrte Bezeichmmg benutzm, wonach ein
Glied, dasdenselben | ndex zwemal enthalt, in bezug auf diesen I ndex sum-
vmert iverden soll, hier liber dieWerte 1, 2, 3. Wir konnen dann unsere
Gleichung in der einfacheren Form:

foumas =0 @
o)

schrelben. (2) ist die Kontinuitatsbedingung.

12. Der Deformationstensor.

Wir miissen jetzt untersuchen, wie die GroBen F; von der Be-
wegung der Flussigkeit abhangen. Eine erschopfende Antwort auf
diee Frage kann nur die Molekulartheorie geben. Hier wollen wir
uns nicht in diese Theorie vertiefen. Durch eine phanomenologische
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Betrachtung konnen wir eine Antwort auf unsere Frage erhalten,
die fur unseren Zweck geniigt. Einen ersten Teil von F; kennen
wir schon aus der Hydrostatik. Auf die Grenzflache F(t) mufi ein
Druck wirken. Nennen wir diesen hydrostatischen Druck p, so er-
halten wir als erstes Glied von F; die GroBe — pnj. Die Annahme,
dafi die GroBen Fj durch diese ersten Glieder erschopft sind, wurde
una zu der Theorie der idealen Flussigkeiten fuhren. Bei den zahen
Fliissigkeiten miissen die F; auch andere Glieder enthalten. Von die-
sen anderen Gliedern mussen wir annehmen, daB se von den Form-
anderungen, den Deformationen, abhangen, welche die Fliissigkeit
wahrend der Bewegung erleidet. Um unsere Aufgabe zu losen, mus-
sen wir unszuer st klarmachen, wie man diese Formander ungen mathe-
matisch beschreiben kann.

W ir betrachten einen beliebigen Punkt, P, mit den Koordinaten Xy,
inder Fliissigkeit. u; s& dort die Geschwindigkeit. Ein anderer Punkt,
P', in der Fliissigkeit habe die Koordinaten x' und die Geschwindig-
keit Uj'. Wenn die GroBen Uj als Funktionen von xjg X,, Xg Stetige
Ableitungen erster Ordnung haben und wenn diedrei GroBen | X' — X;
geniigend klein sind, so giIt annahernd:

a
' = u;-&-(mg—mg)a =+ (2 — @) o (g:’ T::)+

+ (7' —2) < ( +g:;)

Mit Hilfe dieser Gleichungen untersuchen wir die Bewegung der
Fliissigkeit in der Umgebung von P. Wir halten also diesen Punkt
fest, lassen aber P' einen beliebigen Punkt der Umgebung von P.
sein. Das erste Glied in unserem letzten Ausdrucke fiir uist von P’
unabhangig. Es entspricht einer Translation des ganzen, P umgeben-
den Fliissigkeitsvolumens. Das zweite Glied gibt, explizite ausgeschrie-
ben, in den drei Fallen j= 1, 2, 3:

g L (0808 1 (0O

Oz, dz, Oz, Oz’
(e’ )2@:: ‘55;)_(* )2(%'2‘%.)
=g (7o gey — = 3 (5= )

Diese Geschwindigkeitskomponenten entsprechen ener Drehung
des P umgebenden Fliissigkeitsvolumens um eine durch P gehende
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Drehachse mit den Komponenten: (Qﬁ-——q— (Ou, 6«,)
9 3 2\0z, 8 2 \dzy Oz,/°
(3%-521) Die beiden ersten Glieder in unserem Ausdruck fur

u/ entsprechen also zusammen der allgemeinsten Bewegung, welche
ein fester Korper ausfiihren kann. Wir schlieBen hieraus, daB das
letzte Glied in unserem Ausdruck fur u; einer Bewegung entspricht,
bei welcher dieVolumenelementeder Fliissigkeitihre Form andernund
also fortwahrend deformiert werden. Wir sehen, daB wir alsMaB der
Geschwindigkeit, mit welcher die Deformationen ablaufen, die neun
GroBen: (

au, t':hu) \ _
am. aa;’ Dﬂ = Dg’ (j, k= I, 2, 3,

verwenden konnen. Wir bezeichnen diese neun GroBen als Kom-
ponenten des Deformationstensors. Der Tensor komponentencharakter
kommt in unserer Formel fur u; darin zum Ausdruck, daB diedrei
GroBen [z’ — ) Dye {f = 1, 2, 3) Komponenten eines Vektors sind,
was bekanntlich besagt, daB se bei Ubergang zu einem anderen recht-
winkligen Bezugssyseme mit demselben Anfangspunkte in dersdben
Weise wie die Koordinaten transformiert werden. Dies gilt stets,
wo wir auch den Punkt P'in der Nahe von P nehmen. Wir schen
hieraus, daB, wenn v; die Komponenten eines ganz beliebigen Vektors
sind, immer die drei Summen vi D(j = I, 2, 3) Komponenten enes
Vektors sind. Hieraus folgt ferner, daB GroBetripeln wie VkDuDu
usw. Vektoren sind.*

18. Beziehung zwischen ReibungskrSten
und Deformationstensor.

Wir haben angenommen, daB die GroBen F; auBer den Druck-
komponenten andere Glieder enthalten, welche von den Deforma-
tionen der Fliissigkeit wahrend der Bewegung abhangen. Wir konnen
jetzt diese Annahmein bestimmterer Form aussprechen. Wir nehmen
an, daB diese Glieder von den Defor mationskomponenten Dk und von
den drei GroBen N,, welche die Orientierung des betrachteten Flachen-
elementes von F (t) festlegen, abhangen. Wir setzen also:

Fy = —pn -+ Dying, Dig).

Die drei GroBen 0; miissen, wie unsere Formel zeigt, Komponenten
enes Vektors sain.

* Vgl. wegen weiterer Ausfuhrungen uber Tensoren 3 8.
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t)ber die Abhangigkeit der Funktionen O; von ny gibt unsere Be-
wegungsgleichung (1) AufschluB. Wir wenden diese Gleichung auf ein
raumliches Viereck an, daswir in der Weise erhalten, daB wir durch
einen beliebigen Punkt P der Fliissigkeit drei mit den Koordinaten-
achsen parallele Geraden Ziehen und diese Geraden mit einer nioht
durch P hindurchgehenden Ebene abschneiden. Wenn wir diese Ebene
sich dem Punkte P nahern lassen, konvergieren sowohl das Volumen
des Vierecks wie die Flacheninhalte seiner Grenzflachen gegen Null,
wobel jedoch das Volumen schneller als die Flacheninhalte gegen
Null geht. Wir bezeichnen mit S den Flacheninhalt der Seite des
raumlichen Vierecks, die gegen die x-Achse senkrecht ist, und mit
Fj& den dieser Seite entsprechenden Wert der GroBe Fi. S und F¢
haben diesdbe Bedeutung fur die vierte Seite des Vierecks. Die
Gleichung (1) ergibt fur ein sehr kleines Gebiet annahernd:

!F,ds-——o

und also fur unser Viereck in den hier eingefiihrten Bezeichnungen:
SF,+ S: F{® =0.
83 =S”l;
F’ = -—ﬂgF,(*).
Wir sehen hieraus, daB F; eine lineare und homogene Funktion der
GroBen ny ist. Dasselbe gilt offenbar von den GroBen 0.
Unsere Aufgabe ist jetzt, einen von den GroBen n*, Am abhan-

gigen Vektor zu bestimmen, der von den GroBen w* linear abhangt.
Es gibt unendlich viele solche Vektoren. Wir konnen fiir 0j den Ansatz:

Da:

s folgt:

Dy = gyny + pene Dy + @gm Dy Dy -+ ...

machen, wo g>, ¢>... beliebige Funktionen der skalaren GroBen sind,
die man aus dem Tensor Dj erhalten kann (Dyy Dji%, DjDuD,f usw.).
Das erste Glied in diessem Ansatz gibt ersichtlich nichts Neues. Es hat
genau diesdlbe Form wie das Glied: — pnj, das wir aus dem hydro-
statischen Drucke erhielten. Dieses erste Glied in unserem Ansatze
konnen wir deshalb weglassen. Aber sdbst wenn wir dies tun, bleibt
ene unendliche Zahl von Ansatzen fiir &] iibrig, die alle theoretisch
moglich sind. Der einfachste Ansatz, den wir fur Fj machen konnen,
wenn Fj iiberhaupt von den DeformationsgroBen abhangen soil, ist:

p;] Ju,
Fy=—pny + 2pmDyy = — pmy+ pm (5‘";% * W:) 9
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wo p bel konstanter Temperatur und Dichte eine konstante GroBe ist.
Bei langsamen Bewegungen hat sich dieser Ansatz bewahrt. Ob er auch
bei schndllen Bewegungen geniigt, kann nur der Vergleich zwischen der
auf diessr Annahme aufgebauten Theorie und der Erfahrung lehren.
In diessm Buch werden wir den Ansatz (3) unseren Betrachtungen zu-
grunde legen.

14. Aufstellung der grundlegenden hydrodynamischen
I ntegralgleichungen.

Wir fiihren den Wert (3) von Jy in unsere Gleichung (1) ein und
bekommen:

Bfa()eﬂi): dw —:J;(‘)gw),-dw =’f;ig£gx’dw 4

[
fa] | (324 35
pio)

Wir haben angenommen, dafi die Dichte der Fliissigkeit konstant
ist. Q hat aso in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un-
abhangigen Wert. Wir wollen annehmen, daB mit genligender An-
naherung dassdbe in bezug auf die Temperatur gilt. Auch die Zahig-
keit /JJL muB dann in der ganzen Flussigkeit denselben, von der Zeit un-
abhangigen Wert haben. Wir konnen unter diesen Voraussetzungen
unsere Bewegungsgleichung in einfacherer Weise schreiben. Fur eine
beliebige gexthlossene Flache innerhalb der Fliissigkeit gilt wegen der
Kontinuitatsbedingung (2):

fu;n.dS:O.

Wir verschieben die geschlossene Flache ein Stiickchen A Xj in der Rich-
tung der ay-Achse und stellen ebenfalls fiir die so erhaltene Flache die
Kontinuitatsbedingung auf. Se kann in der Form:

f U'n/dS =0

geschrieben werden, wo: #’ =m, d8 =d8, w' = + Az,gi'-
Wir erhalten alsodurch Subtrakfion und "Division miit Axf

Oup
f‘aﬂé; ﬂgds ={).

Unsere Bewegungsgleichung kann also auch in der folgenden Form
geschrieben werden:
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af(w):dw —QI(W)ndm = gfdth,dm +

B O 1)

!ds'f pm—}-pma )ds

Wir konnen den Inhalt der Gleichung (4) auch in anderer Weise
schreiben. Wir betrachten einen unbeweglichen Raumbereich, 5,
von desen Grenzflache F wir annehmen, daB de eine stiickweise
stetige Tangentenebene besitzt. Wir nehmen an, daB B wahrend
der Zeit t° bis t innerhalb der Fliissigkeit liegt. Wir konnen den
Impuls, der wahrend derselben Zeit in B erzeugt wird, dadurch
berechnen, daB wir die Resultierende der Krafte, die auf die Fliis-
sigkeit in B wirken, zwischen t? und t integrieren. Ein Teil dieses
Impulses befindet sich noch zur Zeit t in 5. Er hat in der Richtung
der sy-Achse die Komponente:

gf(u;)‘ do — gf(u,)p dw.
4 I

Der andere Teil ist, der Flussigkeit folgend, durch die Grenzflache F
hinausgestromt. Es ist leicht, die Komponenten dieses Teiles zu
berechnen. Wahrend der Zeit dt stromt durch das Flachenelement
dS eine Fliissigkeitsmenge gujtnjtdSdt hinaus, wenn w* die Richtungs-
cosnuse der nach auBen gezogenen Normale von dS sind. Gleich-
zeitig stromt ein langs der dy-Achse gerichteter Impuls von dem Be-
trage QUjUunudSdt durch dS hinaus. Der gesamte Impuls in der
Richtung der x;Achse, der wahrend der Zeit fl bist durch F hinaus-

stromt, ist also: .
Q!dtfu;uﬂhds,
und wir haben: d
t
ef(w):dw —ef(ﬁ:)rdw + efdt iyt 45 =
a B F
¢ [ a
= — 0%
= gjdi X;dw +!dsf( oy + prg 6:6;) ds.

Wir erhalten durch direkte I ntegration:

8 (uytha) _
jf——a—x-;-— dow -Jﬂ;‘l‘;ﬂ;ds.
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Folglichigt:
fu,.u.n,,ds -f( 94 + a"’) dw

Die Kontinuitatsbedingung:
gfug ﬂgdi‘s = 0,

welche fiir jede gechlossene Flache in der Flussigkeit gilt, zeigt, daB
fur jeden Bereich innerhalb der Flussigkeit:

uy
fda:.,d
Daraus folgt als andere Form der Kontinuitatsgleichung Ouy =),
Iz
%0 daB auch:
fu,« — dew =0,

folglich:'

fu,u,,mds = u;g“'dw

Wir erhalten also endlich unsere Bewegungsgleichung in der fol-
genden Form:

of tdo o [ twpeduw = efdsf(x,—u.g;‘f)dw +
F1 B & &

+jd¢f(-—pu, + pene g::) as.
J

15. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen.

©)

Uber die Geschwindigkeitskomponenten Uj haben wirjbis®jetzt
nur vorausgesetzt, daB se stetige Ableitungen nach x, xz, Xs haben.
Wir wollen jetzt unsere Voraussetzungen erweitern. Wir nebmen zu-
nacbst an, daB die GroBen u; Ableitungen nach t besitzen, welche in
Eaum und Zeit stetig sind. Wir setzen dann in (5) t°=t—ot>divi-
dieren unsere Gleichung mit dt und fiihren den Grenziibergang dt-+ 0
aus. Wir erhalten:

Quyy f’";f) f( Ou
"Jaad“’“gj(x"_”‘ﬁ. dw+r -pn,+pmaz‘)ds. (6)

Die Beschleunigung eines Partikels mit der Geschwindigkeit
Uf (xy X29 Xg, 1) hat die Komponenten:
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d d oudz, 0 i)
dt“ﬂ("’v”ss%:‘)— “1+6:, d; a:"‘]‘ i“ﬁ'
Wir konnen deshalb unsere Gleichung (6) kiirzer in der folgenden

For m schreiben:
;

%dm=gfx,dw +f(— py+ pm g—:::)ds. 7
B r

Wir nehmen jetzt an, dafi die GroBen Uj stetige Ableitungen zweiter
Ordnung in bezug auf die Koordinaten x, besitzen. AuBerdem neh-
men wir an, daB der Druck p stetige Ableitungen erster Ordnung in
bezug auf diesdben Variabeln besitzt. Wir konnen in diesem Fall
das in Gleichung (6) vorkommende Flachenintegral in ein Volumen-
integral umformen. Wir haben schon oben die Tatsache benutzt, daB,
wenn / eine in einem Bereiche B stetige Funktion ist und wenn die
Grenzflache F von B eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt:

!—(,;%dwifimds

ist. Wir setzen in dieser Formel / einerseits = p, anderersets—g—ﬁ
Ty

und er halten:

fpmdS _fg” do, fn.a“’ds ._f dw—fau,dw,

wenn wir in iiblicher Weise:

Puy  Puy Py Py
m’-a?:}l'+6‘x,’+6xa A

setzen. Unter den oben gemachten Voraussetzungen konnen wir also
unsere Bewegungsgleichung in der folgenden Form schreiben:

f[# Auf—g- e?:’—ke(x, ty %)ldwzg,
B

Diese Gleichung soil erfiillt sein, wie wir auch den Bereich B
innerhalb der Fliissigkeit wahlen. Von alien im I ntegranden vor kom-
menden GroBen mit Ausnahme von X, haben wir vorausgesetzt, daB
se stetige Funktionen von xy Xz, X, sind. Wir nehmen jetzt an, daB
auch die GroBen Xj stetig sind. Der Integrand in unserem Integrale
ist dann eine stetige Funktion von x, X, x3. Hat diese Funktion in
irgendeinem Punkte einen nicht verschwindenden Wert, so konnen
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wir diesen Funkt mit einer gexchlossenen Flache umgeben, inner-
halb welcher der Integrand iiberall dasselbe Vorzeichen hat. Da dies
in Widerspruch mit unserer Gleichung steht, so konnen wir schlie-
fien, daB diese Gleichnng unter den zugrunde gelegten Annahmen nur
dann erfullt sein kann, wenn uberall in der Fliissigkeit:

ad 0
a-—@ a.=*'-exi+9“13-gf' 1*

Da:
a d a 1 8
t‘ﬂ = 6:’ f;:;:) u. (u' u] + uﬂz -+ uag)’

&
so laflt scﬁ diexe GIe|chung auch in :(Ej'er Form:

oq Bu,__ (6‘u, Ou.)
FAW_E"_Q‘}’? —eXj+ew |5 o, P
g=p+ tew'

schreiben. Im stationaren Falle, d. h. wenn die GroBen Uj von t un-
abhangig sind, gehen diese Gleichungen in die folgenden iiber:

ap _ _ Qv .
Y. kn 3z, QX,-}-euraE: l
dg _ (Mf %)
Ff]%—g;,——exi-i'e“k 9% s, N
g=p+fou'

Wir betrachten schlieBlich den Fall, wo ein Korper sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit U in einer Flussigkeit bewegt. Wir wenden
ein Bezugssystem an, das dem Korper in seiner Bewegung folgt und
das wir so orientieren, daB die x;-Achse mit der Bewegungsrichtung
desKorpers parallel ist. Wenn u” diein diesem Bezugssystem gemesse-
nen Geschwindigkeitskomponenten sind, so setzen wir: S,=—V +u,
U =W»,, S3=wg. Wir erhalten so im stationaren Falle und auf ein
Eoordinatensystem bezogen, das sich mit der Geschwindigkeit u langs
der Xj-Achse bewegt:

p4w+9U6“’——p=-—gx,+gu.f—‘: 1P
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#Auf+eUa—'—"~—a—q=—eX:+eua(Q;—";~%:)- e

8 2. Die verallgemenerte Passonsche Gleichung.

21. Zuriickfithrung auf Poissonsche Gleichungen fiir das
innere Problem.

Zur Vorbereitung unserer Behandlung des hydrodynamischen Pro-
blems werden wir in diesem Paragraphen eine matbematische Auf-
gabe betrachten, die eine weitgehende Ahnlichkeit mit einem wich-
tigen Spezialfalle des hydrodynamischen Problems besitzt, die aber
viel einfacher ist und die man auBerdem als ein klassisches mathe-
matisches Problem bezeichnen kann. Wir betrachten die verall-
gemeinerte Poissonsche Gleichung:

Au=X ey, 2029 + 1 (31w, 3 ). ()

wo wir unter / eine ganze rationale Funktion von u und den partiellen

du

Ableitungen 3 verstehen, von welcher wir iibrigens offenbar annehmen

ou
9%,
stellen uns,hinsichtlich diesr Gleicrlung zwel Fragen. Eine lautet: wie
findet man ene Losung diesr Gleichung, die innerhalb einer gegebenen
geschlossenen Flache F regular ist und auf dieser Flache vorgeschriebene
Werte annimmt ? Die andere lautet: wie findet man eine L osung dieser
Gleichung, die auBerhalb einer gegebenen, gexchlossenen Flache F re-
gular ist, auf dieser Flache vorgeschriebene Werte annimmt und in
unendlich fernen Punkten verschwindet?

Wir betrachten zuerst das innere Problem. Es erweist sich als
zweckmafiig, in die partielle Differentialgleichung einen Parameter |
einzuflihren und se folgendermaBen zu schreben:

konnen, daB se kein von u und unabhangiges Glied besitzt. Wir
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du = (e + Mo w55 @

M an kann, wenn man will, gleichzeitigden Parameter A indieWerte
einftihren, welche u auf der Grenzflache F annehmen soil. Wir
schreiben vor, daB auf F:

u=UD 4+ 1004 ... 4L 8™ ... 3)
sein soil, wo E/W, U(2) ... vorgeschriebene Funktionen sind. Wir ver-
suchen die so abgeanderte Aufgabe durch eine Reihe zu losen, welche
nach Potenzen von i. fortschreitet:

w(g; A) = u@ 4 AuD 4 - . 4
Zur Bestimmung der Funktionen u(o),u(l).. . erhalten wir die Glei-
chungen:

du®
A4 = X(zf)’ Auﬂ)zf( ;u(o)l .3.5;_).
5)
ou® du® 3u(n—1)) (
M) — f) e @ 1) iy~ L.
Au f( (x,!u ’az’!“ ’ az’! u » 03,

wo die Glieder rechts durch Einsetzung der Reihe (4) in das rechte
Glied der Gleichung (2) und nachfolgender Entwicklung nach Po-
tenzen von X erhalten werden. Die zugehorigen Nebenbedingungen
sind: auf der Grenzflache F:u<"=z7"” (n=0, 1, 2. ..)s Offenbar
miissen wir bei der Losung des Systems (5) so verfahren, daB wir
zuerst die erste Gleichung mit der Nebenbedingung u(O) = i7” auf F
losen, dann die gefundene Funktion w™ rechts in die zweite Glei-
chung einsetzen, diese Gleichung mit der Nebenbedingung u(1)= v/
auf F auflosen und sofortfahren. Diepartiellen Differentialgleichungen
und die Nebenbedingungen, zu welchen wir durch diesss Rekursions
verfahren gefiihrt werden, sind alle von demsdalben Typus. Die Diffe-
rentialgleichungen sind von der Pnissnnachen Art:

Adu = X(z), (6)
und die Nebenbedingung ist immer, daB die Funktion u auf der
Grenzflache F vorgeschriebene Werte U annehmen soil. Mit diesem
Poissonschen Problem miissen wir uns zuerst beschaftigen.

22. Losung der Poissonschen Gleichungen vermittels der
Greenschen Funktion.

Wir erinnern zunachst daran, wie man mittels der von Green ein-
gefithrten Methoden die Poissonsche Gleichung (6) auf die Laplace-
sche Gleichung:
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Au=0 (7)

zurlickfilhren kann. Wenn F* (k = 1, 2, 3) die Komponenten enesim
Bereiche B stetigen und in bezug auf x, X, X, stetig differenzierbaren
Vektors sind, so ist, wie wir oben geschen haben:

f s 10> = [, V228
F.4

v s& jetzt ene in B stetige und zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion von X Xo, X, Wir setzen Vg = u{,? und erhalten:
du 60) f dv dv
!( wdo+ % %o Fun.a——-ds w3 g,

wenn wir g 6?0 g’—': setzen. Wir erhalten in dersdben Weise, wenn
Ty

u ebenfalls in B zweimal stetig differenzierbar ist:

du Ov du .
!(M +om )dw = [ogmes

I{M»wh)@:ﬂ g;'i— j:)ds ®)

X1 (I =1, 2, 3) sden jetzt die Koordinaten eines Punktes P(0) inner-
halb von F. Wir verstehen unter B(e) den Bereich, der innerhalb von
F und auflerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkte in P(O) und dem
Radius e liegt. Wir wahlen e von Anfang an so klein, dafi die in-
nere Grenzflache ganz im Innern des Gebietes B liegt, und werden
bald e gegen Null konvergieren lassen. Wir nehmen an, daB v inner-
halb von 8 in der Form:

Also:

-+ 0@

dargestellt werden kann, wo r = F{zy— ®)? die Entfernung zwischen
dem Aufpunkte Xj und dem PunkteP(O)ist und wo w eine stetige
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von ay ist, welche der

Differentialgleichung
dw=20

genligt. Wenn u eine Losung der Poissonschen Gleichung (7) ist, so
haben wir dann in B(e):

Au =X, Av=0.
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Folglich:
f(a.dv—u.du)dw = — [vXdo.

B(s) 0]

Wir wenden die Gléichung (8) auf die Funktionen u und v und den

Bereich B(e) an. Wir erhalten:

dv du dv du
f(uﬁ d”)ds-i-!( pes -—u;f—‘)d8= —Ef(exm

oy ]

Wir haben auf der Kugel r = e

dv dw
dn s’ +dn'
Ferner:
fds = dmet,
Folglich: P '_.d
‘ LA { P T ©y
lim r_(:‘dn "dn)ds dau(5®)
und:

u(r ) == 1 dew+ 1 f( g:)ds

Wir wollen iiber die Funktion v noch eine Annahme machen. Auf
der Flache F soil v verschwinden. Dann folgt wegen u — U auf F:

uloy®) = —; !dew IfUdv m

Wenn die Poissonsche Gleichung (6) mit der Nebenbedingung u = U
auf F eine Losung besitzt, welche in B zweimal stetig diSerenzierbar
ist, so wird sie durch dasrechte Glied von (9) dargestellt. Umgekehrt
geniigt die durch (9) definierte Funktion u, wenn X stetig differen-
Zierbar ist, im Innern von F stetsder Gleichung Au =X und nimmt,
wenn F stetige Tangentenebenen und stetige Krummungen besitzt
und V stetig ist, auf F den Wert U an. In diesem Sinne kann man
sagen, dafi durch diese Gleichung das Poissonsche Problem auf eine
soezielle Randwertaufgabe bei der Laplaceschen Gleichung zurtick-
gefiihrt worden ist, auf die Aufgabe, eine in B regulare, d. h. stetige
und zweimal stetig differenzierbarelL osungw der L aplaceschen Gleichung
zu bestimmen, die an der Grenzflache F die Werte — 1r annimmt.
Man sieht, daB die Hermit gewonnene Beduktion des Poissonschen
Problems ganz und gar auf den Eigenschaften der Funktion Ur be
ruht. Diesist ein Grand, warum man diese Funktion alsdieGrund-
losung der Laplaceschen Gleichung bezeichnet. Die oben definierte
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Funktion v nennt man die (erste) Greensche Funktion der La-
placeschen Gleichung.

Wie bestimmt man die Funktion w? — In einigen Fallen, wie bei
eingd Kugel, kann man mit einfachen Mitteln diese Funktion her-
stellen. Im allgemeinen ist aber die Bestimmung von w ebenso kom-
pliziert wie das Problem, eine in B regulare Losung, v, der Laplace-
schen Differentialgleichung zu bestimmen, welche auf F beliebig vor-
geschriebene Werte annimmt. Um v allgemein zu bestimmen, machen
wir unter Benutzung der Grundlosung den Ansatz:

o (PO)= 1 f a(P)_—-- udsf.

P<°> ist hier ein beliebiger Punkt mnerhalb von F, P ein Punkt auf

F. r ist die Entfernung P—~P®, - hat die Bedeutung ng ad (Xk

d np
die Koordinaten von P, xiW die Koordinaten von P(O). a ist ene
Funktion, deren Werte auf F aus der Bedingung v = V auf F zu be
stimmen sind. Diese Bedingung fiihrt, wenn man P(0) auf F riicken
laBt, nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie auf die I nte-
gralgleichung vom Fredholmschen Typus*:

1 d 1
O(P’) + '2—3‘ fﬂ(P)m 'r" dsp = V(P’).
F

Die Auf losung dieser Integralgleichung gibt uns o und damit v.

2 3. Anwendung auf die verallgemeinerte Poissonsche
Gleichung.

Wir nehmen an, dafi es uns gdungen ist, die Funktionen w zu
bestimmen. Wir konnen jetzt die Reihes‘u('ﬂi'd en . Wir begegnen

0

hier der Frage, ob diese Reihe konvergiert. Wir werden nicht auf diese
Frage eingehen, sondern erwahnen nur, da8 man unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen beweisen kann, daB die Reihe konvergiert, wenn \X\
unterhalb ener gewissen Grenze liegt. Die Reihe definiert dann in der
Umgebung von A =0 eine Funktion u(zy; 1), die in A analytisch ist.
Wir konnen unter densdben Voraussetzungen beweisen, dall w(zy; 1)
innerhalb von F partielle Ableitungen der zwei ersten Ordnungen in
bezug auf #,, 4, #4 besitzt und der partiellen DifEerentialgleichung:

* Man vergleiche bierzu etwa Courant-Hilbert, Methoden der mathematiachen
Phyaik I ,Kap.l11.

2 Oseen, Hydrodynamik
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du
Au—X+1](z,, u, E)

gentigt. Liegt der Punkt X =1 im Konvergenzbereiche der Reihe, so kon-
nenwir in derselben X = 1 setzen und erhalten dadurch eine Losung un-
sres Problems. Es ist aber wohl zu bemerken, daB es keineswegs sicher
14, daB nur diese Losung existiert. Man kann in der komplexen A-Ebene
iangs verschiedener Wege vom Punkte X =0 zum Punkte X — 1 kom-
men. Wenn die Funktion U(XJ\ X) eine vieldeutige Funktion von X ist,
so kann man auf diese Weise mehrere Werte dieser Funktion im Punkte
X=1 erhalten. Wir haben ers dann unser Problem vollstandig gelogt,
wenn wir dasVerhalten der Funktion w(ay; X) in der ganzen komplexen
A-Ebene kennen. — Wenn der Punkt X = 1 auBerhalb des Konver-
genzkreises unserer Reihe liegt, so liegt er doch oft im Existenz-
bereiche der Funktion w(ay; X). Man kann dann den Wert (oder die
Werte) dieser Funktion im Punkte X=1 aus der Potenzreihe durch
analytische Fortsetzung erhalten oder auch durch eine der Polynom-
reihen, durch welche man, nach dem Vorgange von Mittag-L effler, die
analytische Fortsetzung ersetzen kann.

2 4. DasfiuBere Problem. Eine char akteristische
Schwierigkeit.

Wir wenden uns zum zweiten Problem, das wir bei der verall-
gemeinerten Poissonschen Gleichung zu betrachten haben, dem auBeren
Probleme. Es liegt nahe, die Losung in dersdben Weise wie fur das
innere Problem zu versuchen. Wir fiihren wieder sowohl in die Diffe-
rentialgleichung wie in die Randwerte einen Parameter X ein und
erhalten wieder ein System von Poissonschen Gleichungen. Was neu
hinzugekommen ist, ist nur, daB wir jetzt von den Losungen dieser
Gleichungen nicht nur verlangen mussen, daB se auBerhalb von F
regular sind und auf F vorgeschriebene Werte annehmen, sondern
auch, daB se im unendlich Fernen verschwinden. DaB mit dieser Be-
dingung etwas wesentlich Neues hinzugekommen ist, das wird, wie
ich glaube, am einfachsten und besten aus der Behandlung enes
speziellen Belspides hervorgehen.

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung der partiellen Differen-
tialgleichung: du

du= 21%1 (10)

zu bestimmen, welche auBerhalb von der Kugel R* = x,2= a’ regular
ist, im unendlich Fernen verschwindet und auf der Kugel den Wert:
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11':"""1“:31:.
Z n!
“
annimmt. Wir versuchen unser Problem durch ene Potenzreihe:

u(zy, A} =Zu(“)i." zu losen. Wir erhalten zur Bestimmung der Funk-

tionen u” die Diff erentialgleichungen:

() (s —1}
A —0, 4uw—=39%0  guw T2
dz, ay
Die Grenzbedingungen sind: im unendlich Fernen: u(n) =0,
n=0, 1, 2... auf der Kugel R=a:u(n)=1,u()-x, .
w(€) = -1, ... Wir erhalten sofort: u(o) = a/A. Zur Bestimmung von
n! '

u** dient die Differentialgleichung:

mit den Nebenbedingungen: fiir R = a: u® = Xx,; im unendlich Fer-
nen: uW — 0. Man kann nun leicht unendlich viele auBerhalb von
R = a regulare Losungen dieser Differentialgleichung finden, welche
auf der Kugel R — a den Wert x, annehmen. Eine solche Losung ist,
wie wir auch die Konstanten A, B ... wahlen:

o 5 __ﬂ_“iﬁ)
R+A(l R)+B("‘1 )t

Aber fiir kein Wertsystem A, B ... verschwindet dieser Ausdruck im
unendlich Fernen, und eine nahere Untersuchung zeigt, daB es keine
Funktion gibt, welche alle unsere Bedingungen fiir u(l) erfullt. Wir
miissen hieraus schlieBen, daB die oben dargelegte M ethode zur Losung

einer partiellen Differentialgleichung in dem hier betrachteten Falle
nicht anwendbar ist.

2 5. Auflosung der Schwierigkeit.

Esist nicht schwer, den inneren Grund der oben hervorgehobenen
Schwierigkeit zu finden. Wir konnen leicht digenige Losung der
Gleichung (10) bilden, welche den vorgeschriebenen Grenzbedingungen
geniigt. Wir setzen zu diesem Zweck:

tt=-" €M «/(12)-

2%
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Zur Bestimmung der Funktion / erhalten wir aus (10):

&
an

Diese Differentialgleichung hat zwei partikulare Integrale: ex*®, Fur
una kommt nur digjenige Losung der Differentialgleichung inBetracht,
die im unendlich Fernen verschwindet. Wir bezeichnen mit V die-
jenige der beiden Zahlen + A, deren redler Teil positiv ist. Die Losung
unseres Problems ist dann:

=12

/]
u= 2 i EB—tir,
R

Wenr G i a (:ﬂ a) IS:
=— g MR—u—z) == — A z
Wenn u=-‘-’—e‘(ﬂ—'+#;)=.i+a(.w_1+1__‘_'_);_._'_“. nr:
R R R B

Wir sehen, daB man in beiden Fallen u in ene nach steigenden Po-
tenzen von X fortschreitende Rethe entwickeln kann. Wir sehen aber,
deB die Koeffizienten u(n) dieser Rethen, wenn \s 221 ist, im unend-
lich Fernen nicht verschwinden. Wir sehen schlieBlich, daB diese
Koeffizienten in den beiden Fallen verschiedene Werte haben. Die
letzte Tatsache ist die wichtigste. Se zeigt sofort, daB es keine Po-
tenzreihe in X gibt, die in ihrem ganzen Konvergenzbereiche unsere
Losung darstellt. Esist aso nicht moglich, diese Losung durch ene
nach steigenden Potenzen von X fortschreitende Reihe darzustellen.
Der innere Grund der Schwierigkeit, auf welche wir gestoBen sind,
war der unrichtige Ansatz der Losung, von welchem wir ausgegan-
gen sind.

Wir werden im zweiten Telle, Kap. S, zu einem Problem gefiihrt
werden, das in mathematischer Hinsicht diesdbe Natur wie das
zuletzt behandelte hat. Wir werden dort sehen, deB solche Fragen
wie digenigen, mit welchen wir uns in diesem Paragraphen beschef-
tigt haben, nicht nur ein mathematisches Interesse besitzen, sondern
daB die Losung der hydrodynamischen Paradoxien auf der richtigen
Beantwortung solcher Fragen beruht.
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8 3. Die Grundlosungen der hydrodynamischen
Differentialgleichungen von Stokes.

3i. Die Siokesschen Glachungen.

Wenn wir die oben dargelegte Methode zur Losung der verall-
gemeinerten Poissonschen Gleichung auf das hydrodynamische Pro-
blem anwenden wollen, haben wir zuerst die Grundlosungen der
linearen, homogenen Systeme von partiellen Differentialgleichungen
aufzusuchen, die man aus den verschiedenen Systemen von hydro-
dynamischen Differentialgleichungen erhalt. Diese Losungen haben
fur jene linearen Gleichungen diesdbe Bedeutung wie die Funktion
Ur fur die Laplacesche Gleichung. Wir behandeln zuerst den einfach-
sten Fall, den stationaren. Wir kehren also zu den Systemen | | #und

IPin & 1 zuriick. Durch Vernachlassigung der in y, du’ quadr ati-

schen Glieder und durch die Annahme X; = 0 erhalten wir aus diesen
beiden Systemen diesdben linearen, homogenen Systeme von par-
tiellen Differentialgleichungen:
dp ou;
5= G5O 2
Wir nennen diese Gleichungen die Stokesschen, weil Stokes ene
Methode zur Herleitung der Differentialgleichungen der Hydrodyna-
mik angegeben hat, und weil er eine wichtige Anwendung der ver-
einfachten Form (1) derselben gemacht hat.

p dug—

3 2. Vcrallgemeinerung der Greenschen Formel.

Wir nehmen an, daB in einem Bereiche B des X9 X, X3-Raumes
zwei Systeme von Losungen des Systemes (1), u-, p und uy, p, existieren.
Wir nehmen an, daB u; u; in B eindeutig, stetig und zweimal stetig
differenzierbar sind, ferner daB p und p eindeutig, stetig und einmal
stetig differenzierbar sind. Wir haben dann in B:

Mu,-—%:ﬂ, pAv,_»@=0, 6"’ 9o _y,

dzy T Bay

[l 22 sfoin- ) ans

und, wenn wir mit F die Grenzflache von B und mit n; die Kom-
ponenten einer nach auBen gezogenen Normale von der Lange 1 be
zeichnen:

also:
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[l —pm)—ulG—mm)las=0. o

Unsere Aufgabe ist, solche Losungen Vj, p des Systemes (1) zu finden,
daB wir mit Hilfe von ilinen und der Gleichung (2) die Werte von
Uy Uy, U, in einem beliebigen Punkte xf von B berechnen konnen, in
ahnlicher Weise wie wir mit Hilfe der Funktion I/r den Wert einer
Losung derLaplaceschenDifferentialgleichung in eineminneren Punkte
bei gegebenen Werten der Losung selbst und ihrer normalen Ableitung
an der Grenzflache berechnen konnten. Wir brauchen offenbar drei
verschiedene Systeme von Losungen des Systemes (1), um die drei
Komponenten u, U, U, in den Randwerten ausdriicken zu konnen.
Klar ist ferner, daB wir dieses System von neun Funktionen v so
wahlen konnen, daB es nur von den beiden Punkten P -= X Xx ‘&
PO> = 2,0, 2,0, 2,0 abhangt, und daB es dann eine Form haben
muB, welche von dem speziellen Bezugssysteme, das wir unserer
Untersuchung zugrunde gelegt haben, vollstandig unabhangig ist.
Wir haben wieder mit einem Tensor zu tun und wollen deshalb hier
einige Bemerkungen liber Tensoren einschalten.

38. Grundeigenschaften der Tensoren.

Wenn ein bestimmtes, rechtwinkliges Bezugssystem x gegeben
ist, kann man drei beliebige GroBen vy V,, V3 Stets als Komponenten
eines Vektors in diesem Bezugssysteme auffassen. Geht man durch

eine Transformation:
== Gy + l,‘kxi »

i=li=lg=1, lpla(k:l)=0, @)

zu einem neuen rechtwinkligen Bezugssysteme iiber, so werden die
Komponenten des soeben betrachteten Vektors im neuen Systeme v/
aus den F 0] r m e | n : / K .
o' =l (5

erhalten. In entsprechender Weise kann man stets neun beliebige
GroBen ty (j, k= 1, 2, 3), as die Komponenten eines Tensors (vom
Range 2) in einem bestimmten Bezugssysteme auffassen. Geht man
dann durch eine Transformation (3), (4) zu einem neuen Bezugssysteme
iiber, so bekommt der Tensor in diesem Systeme die Komponenten:

tﬂ-’ - limzutmu * (6)

Wir nehmen jetzt an, daB drei Funktionen xy(x, x (0),x (1..) gegeben
Bind, welche von einem veranderlichen Punkte P mit den Koordinaten

Wo:
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X1 X2 X3 und auBerdem von festen Punkten P(O), P(1)... mit den
Koordinaten x:”, x; .. abhangen mogen. Wenn ein bestimmtes
Bezugssystem vorliegt, ordnen die Funktionen v jedem Punkte P
einen bestimmten Vektor zu. Sie definieren mit anderen Worten ein
Vektorfeld. Gehen wir durch die Transformation (3), (4) zu enem
anderen Bezugssysteme iiber, so erhalten wir die Komponenten un-
saes Vektorfeldes im neuen Bezugssyseme durch die Formeln (5).
Es kann nun vorkommen, daB:

vf =l = v(a’, 2, 20, ©

wo XjW, a*'. .. aus x*°\ x/**... in dersdben Weise wie x' aus x
erhalten werden und also:

o =+ lpre, =g+ lnu™, n=01... (8)

oder, wie wir wegen (4) diese Gleichungen auch schrelben konnen:
T = —hyoe + Lm0 = — Ly + Lz

Wenn die Beziehungen (7) fur alle Werte von a- und alle mit der Be-
dingung (4) vertraglichen Werte von ljx bestehen, wenn also die
Komponenten des Vektorfeldes diesdben Funktionen der Koordinaten
bleiben, wie man auch das rechtwinklige Bezugssysem wahlt, so
sagen wir, daB das Vektorfeld gegeniiber der kontinuierlichen Trans
formationsgruppe (8) invariant ist. Wir sagen in dersdben Weise,
daB ein Tensorfeld tj(x, x*, z(*)...) gegeniiber der Transformations-
gruppe (8) invariant ist, wenn:

5! = lymlentmn (2, €0, V- ) = tu (@, 2, &, (9)
Aus den Beziehungen (9) folgt:

tf = tys(z, 2O, 2o ) = (', 2, 20¥ L)

Aus jedem gegeniiber den Transformationen (8) invarianten Tensor
vom zweiten Range konnen wir also eine skalare GroBe ty ableiten,
welche diesslbe Funktion der Koordinaten bleibt, weches recht-
winklige Bezugssystem man auch benutzt.

Esist leicht, Beispiele invarianter Vektorfelder zu bilden. &(r) e
eine beliebige Funktion der Entfernung r zwischen zwei Punkten
P =z, 25, 7 und PO = £, ®, £, £,®. Wir bilden die drei Funk-

tionen Vj = -~gi Wir haben bei einer Transformation (8):
12 = (; — GO == (¢ — @R =¢?, abor=r¢

dd(r) _ 9z, 90 _ OD(r)
ox, O 0z O/

und:

Uf’= zp,- = 01(23', il )-
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Also: l},' = l,w. (:3, z@)) =1 (.‘B’, :tmy),

wenn:
o =g+ lpdy, HY =g+ lpa® (10)

und wenn die lj, der Bedingung (4) geniigen.

Es ist ebenso leicht, Beispide invarianter Tensorfelder zu bilden.
In einem bestimmten Bezugssystem definieren wir ein Tensorfeld durch
die Beziehungen: ty = tp =*aa = -4, fy* =0 (y * k), wo A eine Kon-
stante ist. Die Transformation (6) ergibt fur ein beliebiges, recht-
winkliges Bezugssystem:

byl =l =8'=4, 4:/G+ ¥ =0

' = bnlintnn = tj2 (Z).
Ein anderes invariantes Tensorf €ld ist:
0, = 201
= dx; 02y’
Wir erhalten in der Tat bel der Transformation (10):
02n Oz 0 020(r)
Ozf 02y 02y 0z, Dz Oz’
Aus diesem Vektorfelde erhalten wir eine skalare Grofie ¢y = A, ®,
welche gegeniiber der Transformation (10) invariant ist. Aus dieser
Invariante konnen wir ein neuesinvariantes Tensorfeld bilden, indem
WIr Setzen: by =ty = &gy = 4 P(r), tal(j + k) =0. Bei der Trans
formation (10) haben wir dann:

‘11' = tgs' = tss' == A:¢(r) = Axl' ¢(’r’), tjt’(" * k) = 0!
also:
' =ty (2!, 2).

Eine Bemerkung iiber die in der Physik auftretenden Vektorfelder
und Tensorfelder moge endlich hier Platz fin den. Man kann de stets
in solcher Form darstellen, daB sSe gegeniiber einer Transformations-
gruppe von der Form (8) invariant sind. Dies folgt unmittelbar dar-
aus, daB man seimmer alsFunktionen der realen Dinge dar stellen kann,
welche einen EinfluB auf die physikalischen Erscheinungen ausiiben.
Wenn wir auf alle diese Dinge Riicksicht genommen haben, kann das
benutzte Bezugssystem keinen EinfluB auf die Form des Vektor- oder
Tensorfeldes haben. Wir sehen aber, daB wir in der Transformations-
gruppe (8), gegeniiber welcher ein Feld invariant ist, ein MaB fur die
Einfachheit des Feldes haben. Je geringer die Zahl der Punkte P(n)
ist, die wir zu beriicksichtigen haben, um so einfacher ist das Feld.

Folglich:

r=P P =Yz —zO.

tﬁ’ = me lintmn = = tjl (5'3 w(ﬂ)’)-
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84. Grundlosungen zur Bestimmung der
Geschwindigkeitskomponenten.

W ir kehren zu unserem Problem, die Grundlosungen der Stokesschen
Difierentialgleichungen zu bestimmen, zuriick. Wie gesagt, wollen
wir diese Grundlosungen so wahlen, daB die darin eingehenden Funk-
tionen v nur von zwei Punkten, P und P(0), abhangen, und ferner,
daB das System dieser neun Funktionen in ganz derseben Weise von
den Koordinaten abhangt, wie man auch das rechtwinklige Bezugs-
system wahlt. Es liegt nahe, anzunehmen, daB diese neun Funktionen
die Komponenten eines gegeniiber der Transformation (10) invarianten
Tensors vom Range zwei sind. Wir betrachten, von dieser Uberlegung
geleitet, einen Tensor, der in einem beliebigen rechtwinkligen Bezugs
system die folgenden Komponenten hat:

2
tix = 8 AP(r) — g;,%(g' = (m— 5O r>0, (i)
djjcist hier undim folgenden die?fc-K oinponcnteeines Tensor s, dessen
Diagonalkomponenten (j = k) den Wert 1 und dessen iibrige Kom-
ponenten den Wert 0 haben.
Die drei Funktionen t tx, tz geniigen stets, d. h. wenn k den

Wert 1, 2 oder 3 hat, der Gleichung:

M _ g (12)
r).'c;
Wenn wir vorschreiben, daB 0 der Gleichung:
g i2 a® )*
4.4.0=0  (4.- owat a3 T ong (13)

geniigen soil, und wenn wir:
_#B'%; 4,D =p;
setzen, so haben wir fur alle zulassigen /- und fc-Werte:
- g?;: —0. (14)

Fiir jeden A-Wert (1, 2 oder 3) sind also die drei Funktionen ty, toko
ts und pg eine Losungder Stokesschen Gleichungen. — Die Differential-
gleichung (13) kann, da 0 nur von r abhangt, nach der bekannten
Transformation von A in Polarkoordinaten, in der Form:

* Bei einer Funktion, die von mehreren Punkten abhangt, ist es zweckmaBig
und zuweilen notwendig, durch eincn Index auf den Punkt hinzuweisen, in bezug
auf welchen man die Operation A auszufiihren bat.
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dt (r D)
drt
geschrieben werden. lhre allgemeine Losung ist also: & = as? + br

+ec+ d, wWo a, &, ¢, d Konstanten sind. Wir setzen aus Griinden, die
bald deutllch werden, &(r) =r. Wir haben dann:

AD = = e = (m! _ zf(n)) (T — zlm))
’,3
_ a 1 Zg—Igm)
P —_2‘”6:-':;, Pl

Wir betrachten jetzt einen Bereich B des z, z,z,-Raumes. F =i
sine Grenzflache. Wir nehmen an, dalJ die Stokesschen Difierential-
gleichungen ene in B regulare Losung haben. Wir bezeichnen mit
PO = z,® 2@ 20 dnen beliebigen Punkt im Innern von B. Wir
umgeben P® mit einer Kugel r == e und wahlen e so klein, daB diese
Kugel innerhalb von F liegt. B(e) sa der Teil von B, der auBerhalb
der Kugel r = e fallt. Wir wenden Formel (2) auf das Gebiet B(e)
an und setzen dabei # = t, P = . Die Grenzflache besteht jetzt
aus zwel Teilen, aus F und der Kugel r = e. Wir haben, weil die
GroBen rtjy iiberall, auch im Punkte P?, stetig sind und weil dieOber-
flache der Kugel r = e mit € proportional ist:

lim tn,( 5= —pn,)dS=0.

¢—+lj
Ferner:
W I8
Hof o (o G —pim) s = ]’mf‘f {“t+3uf(:f — gy T E
Wir setzen: ;= 4" + rg, wo u® = u, (P®)

und wo wir mit <p eine in der Umgebung von P® endliche Funktion
des Punktes P bezeichnen. Wir haben dann, weil

d§ (zy — :r,@) (:c:, — 5% dS 4mx
"o P N
. diy _ 5
Lm | uy{p in P a8 = 8au u, (PO).
Also: rer

iy (PO) = '&i—#ﬂfn(ﬂ % — P"!) — % (# ‘%: — Pt”f)} 48. | (15)
r
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Wenn man zwolf Funktionen Ty und P, kennt, welche innerhalb
einer geschlossenen Flache F inder Form 1Ty =te+ tys, Pr=ps + m
dargestellt werden konnen, wo T, px fur jeden A;-Wert (k= 1,2 oder 3)
eine innerhalb von F regulare Losung der Stokesschen Gleichungen
ergeben, so konnen wir, wie aus der Gewinnung von (15) unmittelbar
folgt, in den Gleichungen (15) &4, p& durch Ty, Py ersetzen. Wenn die
neun Funktionen Tj alle verschwinden, wenn der Punkt P in die
Grenzflache F hineinfallt, so erhalten wir:

w(PO) - — fu,«( i _ pow)ds. (16)

Bru

35. Grundlosung zur Bestimmung des Druckes.

Die Gleichungen (15) driicken die GroBen u;{P®) durch andere
Grofien aus, welche sch auf die Grenzflache F beziehen. Man kann
in ahnlicher Weise p(P<®) durch jene Grofien ausdriicken. Wir wen-
den noch einmal die Formel (2) auf den Bereich B(e) an, setzen
aber jetzt: .

Yy = 'd' l p=10,
oz v’
welcher Ansatz ersichtlich dem System (1) geniigt. Wir fiihren dann
wieder den Grenziibergang e-+0 aus. Wir haben, da auf der Kugel
r=e ny(xy — Xj)/r:
lim v,(p‘:%—pn,) dS=3iﬂ'f(pg;‘:n,m—p) %‘3.

=0
r

0 uy

Wir konnen in duy
(3x;,

) +re, p=pP+ryp

6%

48 4=, |
At mmn siaA Av A “’“t ;.2- = ? éfl;.

P p

i duy )8 = — 4p® L
11_13} v,(‘udﬂ pny) dS = — 4 mp® 4 "\az, ap

for

weil ja:
duy —0.
a:c,
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W ir haben ferner:
. dt’f _ . f ™ dig
ot g, 98 = B i Ju (5@ — )

Wir setzen:
N ) R
und erhalten:

oo B 345 - (3::)‘"’_0
e [T )t T | o

36. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleichnngen.

Wir wenden unsere Methoden und Ergebnisse auf die vollstan-
digen hydrodynamischen Differentialgleiohungen fiir den stationaren
Fall, also auf die Gleichungen | | 2und IP an. Wir erhalten aus | | * :

e g o )+

8 pf(xf_umd )tjidms II-

B

2@ =3 o ()l —om) =i Jas +

(x, au,) 01,

g
tin P Ox; r

4::

und in derselben Weiae aus IIb:

“E(P(n))_'_"'f[!i(:“"_“_?“f)_“f(ﬁ“%_ﬁ“f)lds+
+s_:E';;f |x— (g—:,.“?a“f)
-S40 s

0 S )_?_l
* 1a fle u"(@:rm dz Bx,rdm

t’gdw » :[]:ll
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ti und px haben in diesen Formeln die Bedeutungen:

9% g 1
be =G Ar — =— P*=_2‘u0_a:,,?'

Oa;0,
DieGleichungen| | und | | ®sind fur jede geschlossene Flache F filtig,
welche ene dtiickweise stetige Tangentenebene besitzt und welche
einen inneren Bereich B begrenzt, wo eine regulare Losung des
Systemes | | # bzw. | P existiert. Aus | | ©bzw. | | ¢ folgt umgekehrt,

wenn die GroBen Xy, u, g;u’— in bezug auf x, X, X3 stetig differenzier-
*

bar sind, die Giiitigkeit von | | ® bzw. |P sowie der Kontinuitats-
bedingung. Der Inhalt dieser Integro-Differentialgleichungen ist also
unter den angegebenen Voraussetzungen sachlich dersdbe wie der
Inhalt der Differentialgleichungen IP und | P sowie der Kontinuitats-
bedingung.

Wenn die der Flache F zugehorigen Funktionen Ty und Py be-
kannt sind, kann man offenbar in 11° und IP fy, und px mit Ty und
P, vertauschen und dadurch diese Formeln vereinfachen.

Die Grundlosungen der Stokesschen Differentialgleichungen wur-
den im Jahre 1896 von H. A. Lorentz aufgestellt.

37. Das zweildimensionale Problem.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Worten iiber die
zweidimensionalen Stokesschen Gleichungen ab. Die Differential-
gleichungen sind wieder:

ap

pdu;— P —9,

Ouy _
an =1 =0.

oz,

i
r=(g—a, (r>0), th=~0:4P(r)— 3 8(::) .
: soil abi P %0%  hjetzt:
?’z=—#ﬁ;A¢(f)-

A¢(f)=2logl—2, AABE) =0, pp=2u2—7"%,
0(r) ¥

1 3 — TN [y — )
s,,,=a,,,(1o ?__2_)4_(% % )rgl: £

Wir betrachten jetzt eine Losung der zweidimensionalen Stokesschen
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Gleichungen, die innerhalb einer gesthlossnen Kurve K in der x;Xo-
Ebene regular ist. Wir verstehen unter #®,;, 2, die Koordinaten
eines beliebigen Punktes innerhalb von K. Wir legen urn diesen Punkt
einen kleinen Kreis r = e nnd bilden die Gleichung:

e L

wo die Integration langs der Kurve K und des Kreises r = e gefiihrt
wer den soil und wobei die Normale am Rande des von diesen beiden
Kurven begrenzten Bereiches stets nach auBen gezogen wird. Wir
haben:

lim ‘ﬂ( zui—pﬂ,)ds =0

l"""o
hm uf(ﬂ%‘——pkﬂj)dsﬁ]]m;.{f[uk._}_gﬂf(m, :c,“')) % )ld:
= 4mpu (P©).
Also:
% (P®) = —f{ (# dﬁ-—pn,) !&;(,u%l '—’;‘Jtm)}d a18)

DalJ man diee Gleichung in derseben Weise wie die entsprechende
Formel (16) im dreidimensionalen Falle anwenden kann, ist unmittel-
bar klar.

8 4. Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen
Gleichungen-

41. Verallgemeinerung der Greenschen Formel.

Wir wenden uns zu den Gleichungen |11* und || P im ersten Para-
graphen. Das lineare, homogene System von Differentialgleichungen,
welches aus diesen Gleichungen erhalten wird, ist:

duy 0 :

#AW+QU—0—Z—%=0 (i)
duy _

oz, @)

Wir nennen diese Gleichungen die erweiterten Stokesschen Gleichun-
gen. Sie unterscheiden sch von den Stokesschen Gleichungen durch
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ein Glied in den Gleichungen (1). Unsere Aufgabe ist, die Grund-
losungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen zu  bestimmen.
DaB diese Aufgabe weniger einfach als digenige ist, womit wir uns
im vorigen Paragraphen beschaftigt haben, ist schon daraus deutlich,
daB die Gleichungen (1) nicht mehr gegeniiber einer beliebigen Drehung
des Bezugsystemes invariant sind.

Wir bezeichnen mit v peine Losung des , adjungierten" Systemes
der Gleichungen (1), (2):

dv;, dp
al’,_
3@ =0.

Wir betrachten einen Bereich B, mit der Grenzflache F, im xx”-
Raume. Wir nehmen an, daB in B ene Losung uj, p des Systemes (1),.
(2) und eine Losung Vj, p des Sysemes (3), (4) beide regular sind.
Wir behandeln die Gleichungen (1) und (3) in der iiblichen Wese,.
multiplizieren also (1) mit Vj und (3) mit uj ziehen dann (3) von (1)
ab und integrieren die so erhaltene Differenz iiber den Bereich B.
Partielle Integration ergibt, wegen (2) und (4):

d d —
f[”f(#ﬁ“?ﬂf)—“v(#"d;f —P"f) 4"901‘1”1"1}ds=0- 5>
r

42. Die Grundlosungen zur Bestimmung der Gesohwindig-
keitskomponenten. Einfiihrung der Funktion O.

Unsere Aufgabe ist jetzt solche Losungen v p des Systemes (3),.
(4) zu finden, daB wir aus (5) die Werte der GroBen Uj in einem be-
liebigen Punkt vonJB, durch Bandwerte ausgedriickt, erhalten konnen.
Wir betrachten zu diesem Zweck wieder einen Tensor:*
Ad i ]
= Al b

d ad

und einen Vektor:

63;-
Wir schreiben vor, daB & der partiellen Differentialgleichung:
6(1")
genligen soil. Wir haben dann fur jeden JcWet (k = 1, 2, 3):

* Man vergleiche hierzu die Entwioklungen S. 22—24.
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Von der Funktion O miissen wir verlangen, da8 se iiberall mit Aus-
nahme eines Punktes P(0) mit den Koordinaten z® stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar ist. Wir konnen ferner erwarten, daB,
wenn der Aufpunkt P in der Umgebung von P(? liegt, @ sich in ahn-
licher Weise wie die Funktion r verhalten wird, welche im Grenz-
falle U =0 uns die Losung unseres Problems gab. Um nun eine
Funktion mit diesen Eigenschaften zu bilden, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB die Laplacesche Gleichung die Losung Lfr besitzt. Wir
sehen aus (6), daB wenn 0 der Gleichung:

AD—-2¢ 6—?— = ?

Oz, )

geniigt, wo a=g¥/2u *&> ® *“°~ der Gleichung (6) geniigt. Im
Grenzfalle U = o0 = 0 besitzt die Gleichung (7) die Losung & = ¢ und
wir konnen erwarten, daB se auch im allgemeinen Falle eine Losung
besitzen wird, welche sich in der Umgebung des singularen Punktes P(®
in derselben Weise wie die Funktion r verhalten wird. Nun konnen
wir aber die Gleichung (6) auch in der Form:

d
schreiben. Die Gleichung:
ad
AP —2a_—=0
dz,

besitzt die Losung:
e—a r—a{z,(M—g,)

?= r - (9)

a' ist hier digenige der beiden GroBen + a, deren redler Teil positiv
ist. Die Funktion (9) verhalt sch in der Umgebung des singularen
Punktes wie 1/r. Wir schlieBen hieraus, daB wir die Losung unserer
Aufgabe auch in der Weise herstellen konnen, daB wir fur O ene
geeignete Losung der Gleichung

Qe—o r—a(z (P—z,)

4 = ——— (10)

wabhlen.
Wir werden durch die obigen tJberlegungen zu der Vermutung
gefiihrt, daB es eine Losung der Gleichung (6) gibt, welche liberall
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mit Ausnahme vom Punkte P(0) regular ist, sich dort wie die Funk-
tion r verhalt und welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (7) und
(10), folglich auch der Gleichung:

il 1 — e—or—alm"—z,)

dz, o7

geniigt.
Es ist jetzt leicht, einen expliziten Ausdruck fiir die gesuchte
Funktion zu bilden. Wir setzen:

r+ %(zlm)—ﬁ) =3
Wir haben dann:

o) = -I——é—da = Lo, ay

wenn wir mit 0(x) die Funktion

-1--_-3*“&,&
[+]
bezeichnen.

Die durch die Form el (11) definierte Funktion O ist ene in jedem
endlichen Bereiche des x; X, Xz-Raumes endliche, eindeutige und stetige
Funktion des Punktes P mit den Koordinaten xj. Die Ableitungen
beliebiger Ordnung in bezug auf x; X, X3 sind im ganzen Raume mit
Ausnahme des Anfangspunktes endlich, eindeutig und stetig. Wenn
P sich ins Unendliche entfernt, wachst 0 im allgemeinen ins Unend-
liche. Doch gibt es eine Ausnahme von diessr Kegel. Wenn P sich
in einer Richtung entfernt, welche, wenn a' = o ist, mit der positiven
a‘*-Achs und, wenn a' = — o ist, mit der negativen x;-Achse parallel
ist, so nahert sch 0 der Null. Die Ableitungen von 0 gehen nach Null,
wenn P gch ins Unendliche entfernt. Wir haben:

ds __ o 8 (33) 28 -aff-#zjs—-%--
oz, o r’ Bz v’ Azt T o«
Folglich:
P [0s)2 2 a(a¢)__2_ »
40 =50 4s +as=(m,)*“;a" FTY A
e 0,02 _2 e 2 a2
AP~ g = 4P —2ogp = ¢ ey =]

Wir sehen hieraus, daB 0 die Gleichung (6) erfullt. Wir haben end-
lich, fur kleine Werte von | o's\:

3 08een, Hydrodynamik
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¢=,__:Tarsa.g_...gf.;.%(ﬁm_m]),_.
1 1 (i2)
— 3 I+ @O -zl — 5 or;® ) + .

Wir sehen aus der Formel (12), dafi die in diesem Paragraphen ein-
gefiithrten Tensorkomponenten tj, in der Umgebung des Punktes P<*>
in der Form:
—s 2 %y
b= "";““az,ax, o

geschrieben werden konnen, wo die nicht ausgeschriebenen Glieder
im Punkte P(0) endliche Werte haben, wahrend ihre ersten Ableitungen
in bezug auf x, X, X3 in demselben Punkte hochstens wie 1/r unend-
lich werden. Fur pg hat man im ganzen Raume den einfachen Ausdruck:

] 1 Ty — .’.Cg(o)

p=—2pg- = & (13)

Wir kehren zur Formel (5) zuriick. Wir setzen in dieser Formel
Vj = tx, p = px und wenden se auf den in derselben Weise wie oben
definierten Bereich B(e) an. Wir fuhren dann den Grenziibergang
e-*0 aus und erhalten:

1 du di
o b))
¥

n
(i4)
+ o Usstyen, }dS.
Hier ist:
7ol d od
t,.=6,,A¢—m, pk=_d_$-;(ydqj_gud—$l)
¢=— 0 LAY Elanl S 8
o=9—§, g% = g%, ¢ >0
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4 3. Grundlosung ffir den Druck.

Um die entsprechende Formel fiir p abzuleiten, setzen wir in (5):
g 1 - Jg 1
75 Poelgn T
und wenden se dann wieder auf den Bereich B(e) an. Wir haben an
der Kugel r = e
o _ — g, @
_ % raxf__ peoU AT Uny

P2 P I e 72

‘Uj=

foIinch.

Py +oUnw; =0,
Die Glieder:

pugny + o Unyuyo;
in der Formel (5) geben also, sofern es sich um die Kugel r = e han-
delt, keinen Beitrag zum rechten Gliede. Wir konnen deshalb den
Grenzubergang ganz in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen
ausflihren und bekommen:

P = i [ oz, () (o —vm) w2

21 0 1) .
+QUW( dx,r_”"t')zlf_"db

1
—+

(15)

44. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleicliungen.

Mit Hilfe der gefundenen Grundldsung kann man die Differential-
gleichungen I11%und | | P nebst der zugehorigen K ontinuitatsbedingung
in Integrodifferentialgleichungen uberfiihren. Sie lauten:

_W - Kb/MS_**)_[\ _**)+
+er%(('»i|<*+jJ;/(i'-((-S<»i"'

'N-EJLIK(7)M-«)-««. K7+ lii«

+&/(*—840

S«
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1 d it
% (PO) = mﬂ’u (n;-':;’ —qu) - u;(# In 'pm) +
F

d
N
B

0z,
d a1
f“’"’"‘*ﬂaz( e ?"f)—”"f;z‘;;a;,?Jf I
a1
+eUu(m s —mgy s+

e Iy, _ f’"fﬁ%)f_f?_ (_1)
+4an’ u"'(r)a-m Gy )0 \'r da

Die (Gedom, bir duchaben bigr fie Bedewwngs, wie man auch die ge

schlossene Flache F jagerhalb des Reg_ularltatsberqc enger..Losung
des‘@stémém *‘b@% 4P wah®. =nygs A(ohw 1z ;qug

we_m: —X,, ;, 6‘ ol fin bezug auf Xé X2i ¥z sllen% d[Efr(ijW sgdo die
Giiltigke von I | P 6zw I I P soméﬁer"Kontmwtatsb%ﬂmgung [1°

und I11° sind sachlich mit I11* und || P nebst der Kontinuitats-
bedingung gleichbedeutend.

DieGrundlosungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen wurden
vom Verfasser diesss Buches im Jahre 1910 gefunden.

45. Das zweidimensionale Problem.

Wir losen zum SchluB das zweidimensionale Problem, das dem
oben behandelten dreidimensionalen Problem entspricht. Wir be-
stimmen also die Grundlosung des Systems (3), (4), wo ; jetzt nur die
Werte 1, 2 annimmt. Wir miissen, um dieses Ziel zu erreichen, der
partiellen DifEerentialgleichung:

TR T du

dzb + dz,t 2061 0 (19

eine kurze Betrachtung widmen. Wir setzen:
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r=Vz — o+ (2, — 5P, = et-rM (),

Zur Bestimmung der Funktion f(r) erhalten wir aus (16):

g+-}g—a=f=(}. (17)
Diese Gleichung zeigt, daB f(r) ene Zylinderfunktion O-ter Ordnung
mit der Veranderlichen tor ist. Fiir uns kommen nur solche L 6-
sungen in Betracht, die im unendlich Fernen verschwinden. Wir be-
zeichnen wieder mit o' digjenige der beiden GroBen * a, deren redller
Teil positiv ist. Wir erhalten dann eine im Unendlichen verschwin-
dende Losung der Gleichung (17) durch das Integral:

fe“""’“‘hﬂ td D = %T HyV (ia’r)*,

wo Hg&>¢ die sogenannte Hankelsche Funktion, von einem konstanten
Faktor abgeschen das einzige Integral der Differentialgleichung (17)
ist, das im Unendlichen verschwindet. Um nicht fortwahrend mit
imaginaren GroBen rechnen zu miissen, benutzen wir fiir das Inte-
gral dieBezeichnung Ko (0'r). Wir losen also die Differentialgleichung (15)

durch den Ansatz: u = e E—EO K (o).

Das Verhalten von Kq(o'r) fiir kleine und fiir groBe Werte von o'r
geht aus den bekannten Reihenentwicklungen bzw. asymptotischen
Entwicklungen fiir die Hankelschen Zylinderfunktionen hervor. Wir
haben fiir kleine Werte von o'r\

~ ’ ,2 42 342
Eo(o'n)=[e-eremmadim—1og? 3" (1427 4+ T 4 (18)
Q

y=17811-...
Fiir groBe Werte von o'r haben wir:

: A pwe(p_ ]
Ko {a’r) ZV%G“ (1 8o + "‘) (19)

Wir definieren jetzt einen Tensor ty und einen Vektor pg durch
die Gleichungen:

o 0@ ad
tyy = 2K, (o'r) e n® — oz’ tip = by = oy
=02, &= Ligrt Kyenee—som), o)
dx; o

¥

* Man vergleiche hier und im Folgenden: Jahnke-Emde, Funktionentafeln.
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Wir haben dann fur ;, k=1, 2:

6:,; Bpk_ a‘jk _
F‘A‘it""QU‘g'z'I—'a—g— : 5&;—0- (21)
Wir haben ferner fur kleine Werte von o'r\
Clog Ly @ —m® o yd
tn—logr+ PR log 2+ .
— o, ) — g )
g =ty = _(-701 % _)rz(i._‘?’;. . )_ 4 eeny (22)
— 002 g
tyy = log - + -(?’——'5-3—)——1—10g%+---

Die Hauptglieder unserer GroBen tj, px in der Umgebung von r = 0
sind mit den Hauptgliedern der entsprechenden, ebenso benannten
GroBen des vorigen Paragraphen identisch. Wir konnen infolgedessen
das dort gefundene Ergebnis benutzen und erhalten sofort:

1 d
W (PO) = mfl‘;k (P dz — P‘“f) -
K

at
— Y% (.“ —d;:f _?t"f) +e U“f‘ﬂ"llds-

(23)

Die GroBen tj und py haben hier die in (20) angegebenen Werte.

8 5. Die Grundlosungen
der allgemeinen, linearen, homogenen
hydrodynamischen Differentialgleichungen.

5i. Verallgemeinerung der Greenschen Formel.

Die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen 12 und
I® geben zu demselben linearen homogenen System:
;;Au,—g—g—g‘zif=o, %’%=0 G=123) ()
AnlaB. Wir wollen die Grundlosungen diesss Systemes bestimmen.
Es s V; p ene Losung des Systems:
9y _

ap de
pdy—5r ezl =0

61‘, Bt o
des sogenannten adjungierten Systems.

0, 0 @)
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Aus (1) und (2) folgt:
wlop Auy — u; Avgy — o, 3p+ 9p 0% (u,.u)__
] 7 L ] "63, iaz, EY) H

Wir betrachten einen Bereich B(t) des x; X, Xz-Raumes, in welchem
zwei Losungen ify, p; Vj, p der Systeme (1) und (2) regular sind. Wir
nehmen an, daB die Begrenzung F(t) von B aus einer oder mehreren,
im allgemeinen bewegten Flachen besteht. Wir integrieren unsere zu-
letzt erhaltene Gleichung liber B(t) und auBerdem in bezug auf t von
einer beliebigen Anfangszeit T bist(O). Wir erhalten, unter Benutzung
der Greenschen ldentitat, wenn wir mit U, die Komponente der Ge-
schwindigkeit eines Punktes von F(t) in Richtung der nach auBen
gezogenen Normalen im sdben Punkte bezeichnen und wenn wir be-

achten, daB f@ (wv))dow = fﬂ;v,dw —~fU TR I H

Fn
vy .
fdtf{v;( zm;) “f(# a:ii-_pn,)}das-gﬂf(g(l:ﬂ‘)‘mdwq_
'(l’
+e [de [Usua8 + o [ o) pdw = 0. 3
T F@ BT

52. Ansatz fiir die Grundlosungen der Geschwindigkeits
komponenten.

Um drei Losungen der Gleichungen (2) zu finden, welche fur v, p
in (3) eingesetzt uns die Werte von ug(P(0) t(o), durch die Werte der
Funktionen Uj und ihrer normalen Ableitungen sowie von p an der
Grenzflache F(t) ausgedriickt, geben konnen, lassen wir uns von den
im dritten Paragraphen mitgeteilten Betrachtungen leiten. Die ge-
suchten Losungen mussen von zwei Punkten P und P(O)und auBer-
dem von t und t(O) abhangen. Wir mussen se so wahlen konnen, daB
se, von den konstanten GroBen Q und u abgesehen, nur von diesen
GroBen abhangen. Sie mussen in ganz derselben Weise von den Ko-
ordinaten X, Xy, X3 abhangen, wie man auch das rechtwinkelige Be-
zugsystem im X; X, Xs-Raume wahlt. Wir geniigen diesen Bedin-
gungen, indem wir annehmen, daB die neun GroBen v die Komponenten
enes gegeniiber der Transformation (10) im dritten Paragraphen in-
varianten Tensors vom Range 2 sind und daB die 3 GroBen p die
Komponenten enesbei derseben Transformation invarianten Vektors
sind. Wir haben im dritten Paragraphen geschen, wie man invariante
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Tensoren und Vektoren bilden kann. Wir setzen in Cbereinstimmung
damit:

bl ]
tp=—Opd P(r, 1,1®) +-—$; 7 BT an (#M”+9 a,) (4)

und schreiben vor, dafl 0 der Bedingung:

g
4(pao+e57) =0 ®
geniigen soil.
Wir haben dann fur ;, k=1, 2, 3:
a a ot
pAbs—- pt+ ‘” =0, _d::::=0' (6)

Die Gleichung (5) konnen wir, weil 0 die Groflen x; X; nur in der
Kombination r enthalt, in der Form:

o2 a2 (rd)
(F‘W te ds) o =0 (7)

schreiben. Diese partielle Differentialgleichung besitzt offenbar unend-
lich viele Losungen. Unter ihnen befindet sich auch digjenige, die wir
brauchen. Wir finden sie in der folgenden Weise. Die Gleichung

i 0f

#aetem =0

hat eine aus der Theorie der Warmeleitungsgleichung wohlbekannte

Losung: "
—_er
dp (0™ —i)
/= A E(r, (0 —3),
yew ¢

Eine andere Losung derselben Differentialgleichung ist folglich:

_ T
dJ d e nEv—d
= .o L
6rE(r" f) G l{‘_(o)—l

Wir konnen also der Gleichung (7) durch den Ansatz

D = };JE(G, t® —t)da ®)

geniigen.
Aus (8) folgt sofort:

"= XMz, 8
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Wir haben andererseits:
0 1 f 9 {0
— = — | = ) . ===z ©) __ =
s 57 E(a,t t)da or, E(a,t t)da

1E(r, t—p)

I L
Also: i
pAd® 4o 5m=0. (10)
Die Formeln (4) ergeben folglich:
g E(r,t®—1) 7l
L L iy S P P AR L (12)

Die Funktionen tj, px sind fur to— ¢ = 0 endlich, stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar. Dagegen sind die Funktionen tj fur
t=1(0), r=0 singular. Wenn wir in der Gleichung (3) vy=4&s, pe =0
setzen wollen und wenn, wie wir voraussetzen wollen, der Punkt P(0)
im Innern des BereichesB(t(o) liegt, so dtirfen wir deshab nicht die
Integration in bezug auf t bis nach t =t(0) ausdehnen, sondern miissen
als obere Grenze fiir t: t{(O) — e anwenden, wo a eine positive Grolle
ist. Wir schreiben die in dieser Weise aus (3) hervorgehende Glei-
chung in der Form:

E‘lf(ui‘ﬂ);-ﬁu.—.. =g f (usts), .
B - |
L (12)
dtye) 5o |
+fd‘ﬂ‘u(i“ an —PMT GUn“f) By ———]dS |

Ful{3]
Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzubergang e -+ 0 ausfiihren.

53. Der Grenzubergang e-» 0 in der linken Seite von (12).

Wir benutzen den Ausdruck (11) fiir tx. Wenn wir diesen Aus-
druck links in (12) einfiihren, bekommen wir:

2P

o D [
2p wuB(r, (0 —1t) t(ﬂJ + e uf aa:,a:udw

I (f—g)
Wir formen das letzte Glied durch partielle Integration um. Wegen

der Kontinuitatsbedingg=01alten wir dabei kein neues

Raumintegral, sondern nur einFlachenintegral. Indem wir gleichzeitig
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in das erste Glied den Wert der Funktion E einfuhren, erhalten wir:
» et

[ dnr

e 0
g—# e (24, t(").-_s)—- dow:+ o u,u,(‘%) as.

B e g
B{M—z) F{g™—e)

Bei dem Grenziibergange e-+ 0 konvergiert die Funktion (von x; X, Xs):
—zn
e due
s’u’l
iiberall mit Ausnahme von der Umgebung des Punktes #,®, £,®, 2,

gleichmafiig gegen Null. Wir haben deshalb, wenn & eine beliebig
kleine positive GroBe ist:

« I N
. @ e 4rr
}1_13' 2;‘.} e {@;, 60— a) i dmz =
Bw— )
_en
— tim £ e Am
= Elf-]l.l ﬂ “k(wfl 80 — 5) - 8.";— dw:-
B red
Wir setzen:
— _&‘_!'_ _en
2 2 Lpr
L iyt — ) ¥ g doo, = -2—1;,,(3;,@) o) | S +
3\f‘| haben: e’ K &
red 3
4.“8
L (_ll" '!
T dur *1 14
lim 8~%dw, = limin('i—p—) ale—¢'da = ()
r—rl £ t =0 e
red 0

= 49:(498).;‘!&;28—“'(1& = (4—?;&)./.

Der Grenzwert des ersten Gliedes von (14) ist also:

4im v“p Qu,(g;’(o), ‘(0’) .
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Das zweite Glied dessslben Ausdruckes ist dem absoluten Betrage
nach kleiner als:
dnVapoMax| up(z, £) — (5, 1)
Pr—<ta<s
d kann beliebig klein gewahlt werden, e soil nach Null gehen. Wir
konnen iiber d und e so verfiigen, daB der letzte Ausdruck beliebig
klein wird. Esfolgt, daB das zweite Glied in (13) den Grenzwert Null
haben muB. Wir haben also:

lim & ©

m-— I wp(z;, 1% —¢

."’02# *(zf )
B™——x)

Wir haben andererseits nach (8):

1 4 _.ﬂ 1 4 " 4:::
_ !",__‘_.“_l V # f —
QS-I"'—-P'_ rf E% dﬁ

Folglich, wenn r > 0 ist
N 1
lim®,_ po_, = l]/i& e—Fdp = - rY,
r—>0 r 9 o f 9
In derselben Weise findet man, immer unter der Voraussetzung r > O:

i (0) 2L
dxt E=t"-—r

dw, = 4n]f:tpguk(:z:,(°) t®) . (15)

£—+0

Die Konvergenz gegen den Grenzwert ist auf jeder Flache, welche
nicht durch den Punkt P(0) geht, sondern von ihm eine endliche Ent-
fernung hat, gleichmaBig. Da diese Bedingung nach unserer Voraus-
setzung fur die Grenzflache F(0) gilt, so folgt:

oo L)
limp | u;ny (——)‘_‘m_‘ds }fn,ugfufn,m o PR (16)

a
=0 pus—a) o

Wir haben wegen (13), (15), (16):
limef(“f‘ﬂ)tnsm—fdw =4z Va};éut(;;’(o), 1) +

=0 Bu™— 2

+Vaiig [m T ®as. ()
Py
54. Der Grenziibergang e-0 in der rechten Sete von (12).

Das erste Glied rechts in (12) hangt nicht von e ab. Im zweiten
Gliede kommt e nur in der oberen Grenze fur t vor. Wir wissen, daB
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fur positive r-Werte & und iy bei ¢ — ¢© gegen endliche und stetige

o s
writ

Grenzwerte konvergieren. Wir konnen deshalb den Grenziibergang
einfach so machen, daB wir ¢® statt £9—e als obere Grenze fur t
einfiihren.

Als Ergebnis unseres Grenziiberganges erhalten wir also die
Gleichung:

tacVrpgun (PO, 1) = o f tuytehiords —

A
i 4 J
t
_._fdl‘«f{ﬂujﬁi_:——lﬁ(p.a%’_}m’-;. QU,,u,)HdS-{. (18)
r ko

— 2,0)

+ Vgt gf(u,n,)g_‘m ‘?‘._..;:_“ - a8

F(ew)

In der Formel (18) treten rechts die feaum- und Zeitflacheninte-
grale auf, welche wir nach (3) zu erwarten hatten. Aber aufierdem
tritt ein liber die Grenzflache der Fliissigkeit im betrachteten Zeit-
momentet(o) zu erstreckendes Flachenintegral auf. Der innere Grund
dieses Gliedes ist die Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeit, welche
wir vorausgesetzt haben. Wegen dieser Unzusammendriickbarkeit ruft
eine Bewegung der Grenzflache der Fliissigkeit momentan eine Be-
wegung der ganzen Fliissigkeit hervor. Diese momentan einsetzende
Bewegung ist stets eine Potential bewegung.

DaB wir, um unser Ergebnis zu erhalten, einen Grenziibergang
auszufiihren hatten, wird durch das letzte Glied der rechten Seite
von (18) erklarlich.

55. Erweiterung des gefundenen Ergebnisses.

Wir betrachten das System:
o0 d 7]
"A“’““B:,_QF?""-’X’:O’ -02=0, (19

das sich nur durch die Glieder g X; von (1) unterscheidet. Wir nehmen
an, daB diese Glieder stetige Funktionen von &, s, %y, ¢ sind. Wir
erhalten statt Gleichung (12):
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Qf(“f‘jt),_ ‘m__xdw = 9[(“;‘;’&), f +
Baw—4 B

e—

+fdﬂfltu(ﬂ'al‘“’_39“f+ev ”l) Juuf' ,dS-F (20)
T Fit)
™

+ Qfd‘ fX’tudw .
T * B
Wir haben demnach den Grenzwert:

t"‘—s

=0

r n(o

zu berechnen. Zu diesem Zweck miissen wir das Verhalten der Funk-
tionen ty in der Umgebung des Punktes P(o) und bei kleinen Werten
von t(0)— t kennen. Wir haben nach (11):

@ B(r,e®—y) aP

by == (5,1- % e 33:_,-5%'
W ir haben ferner:
#p 130 " (g — 2,0) (2 — 2 ") (d’(li 1 d(.b)
dz,d::;,'_ oy or 2 dr2  r dr/)’
od a2e 2
9 Lo B -], T =510 EC® -
g Efr, t<°>—tl
T W™y
Aus diesen Gleichungen folgt:
= Loy G5V @B O—h
ET g™ 72 L™ —¢ -
— O (g — 2, O
_%(a” 3 (s — = 33(:‘5; Lr )) (B — Eir, tO—1¢)).

Wir wenden die Formel (21) an, um eine obere Grenze fur | !
zu berechnen. Wir haben:
1 S(ﬁl‘_?ﬂ)g’}_:x_ﬂg_ 1.
T
Ferner:
|@ —E(r,6® —2)| kleiner alsdiegroBereder Zahlen Ound E (r, > —1).

Da nun sowohl:
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Wie:

¢ fE(a, 10— )dg
(]

kleiner als(t (0)—t)1%ist, so folgt:

@B t®—t) < .
Pt —¢
Wir haben endlich fiir x > 0 : xe~~* <, e~* und also:
L
B i®—p g W5 4 3
o 10—y B g) T ert YO g T gY@
Aus diesen Ungleichungen folgt:
]
e ] < o (22)
Wir kehren zum Integral:
1" —y
Qfd! fX"udw
r H)

zuriick. Aus (22) folgt, daB dieses Integral auch fiir e=0 einen Sinn
hat und daB:

W Fdd

limo [dt [Xtpdw = o [dt [Xitnde.
=0 7 ke I 10

Die Gleichung (20) ergibt unter diesen Umstanden:

dinfrpou (P, t®) = gf(u,-tfg)‘_!.dw + gfdth,t,gdw —

o &(T) T 8@
dtfk ( dﬂ’ H )
—farf{ 2 1 (5 2yt Ua)as + @
r PO
]f—— Iy — :B(u)g
+ mpo (ufﬂ‘f)‘_‘m o ";_3"'""_ d8s.
F@my

B(t) ist in diesr Formel der von der Flache F(t) eingexhlossne
Bereich des a*a*Xg-Raumes. tj, ist durch die Gleichung:
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gat
P 1 | e 4w@™—0
tfk_ - 6?l’A¢ + d idzt @ = 'r‘" -F‘-'(-Es_t

definiert.

5e. Grundlosung zur Bestimmung des Druckes.

Wir haben noch eine Formel fiir p(P?, £ abzuleiten. Dies kann
nun auf vielen verschiedenen Wegen gechehen. Wenn es erlaubt ist,
die Gleichungen (19) in bezug auf X9 X, X3 zu differenzieren, so er-
halt man aus ihnen:

OX,

dp=c¢ iy

Aus dieser Poissonschen Gleichung kann man mit Hilfe der Green-
schen Formeln einen Ausdruck fiir je(P®, {®) ableiten und dies ist
die einfachste Methode, um zu einem solchen Ausdruck zu gelangen.
Se ist aber in unserem Falle wenig befriedigend. Einmal macht se
iiber die Funktionen w/, p, X; Annahmen notig, die friiher nicht not-
wendig waren. Andererseits ist aus jenem Ausdruck nicht ersichtlich,
daB er zusammen mit dem durch die Formel (23) gegebenen Werte
von u(P(°\ t@) den Differentialgleichungen (19) geniigt. Wir werden
aus diesen Grtinden einen Weg einschlagen, der zwar ein wenig lang
ist, der aber ohne unnotige Annahmen zu eben dem Ausdruck fiir
p(P©, t(o) fiihrt, der den Ausdriicken (23) entspricht. — Wir bezeich-
nen wieder mit u;; p eine Losung der Gleichungen (19) und mit Vj, p
ene Losung der adjungierten Gleichungen (2). Wir erhalten aus (19),
und (2) in iiblicher Weise:

dv,
fdtﬂvf(ﬂw — -+ oUnsy) — vy (1 5 — )| as —

r Fy
| (24).
- of(wopede + o f (wedrdw + 0 f dt [Xyode = 0.
Bi™ T B

Die Frage ist jetzt, wie wir die Losung Vj, p des adjungierten Sy-
sems wahlen sollen. In 8 3 und § 4 haben wir, um unsere For mel
fur p(P<”) zu erhalten, den Umstand benutzt, daB die adjungierten
Gleichungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen Losungen
besitzen, bei welchen Vj die partielle Ableitung der Funktion 1/r in
bezug auf Xj ist. Auch jetzt wollen wir eine Losung der adjungierten
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Gleichungen (2) benutzen, bei welcher die GroBen Vj mit den par-
tiellen Ableitungen von 1/r proportional sind. Wir setzen aber jetzt:

_o?E@,i®—1) 8 1

U= @ —t T Oy v (29)
und konnen dann:

S_ 01 E(, 1 —1)

P= 9 0t 10 % (29)

setzen. Wir tragen diese Werte von Vj und p in die Gleichung (24)
ein und wenden diese Formel auf den Bereich B(t, r') an, den man aus
B(t) durch AusschlieBung des Bereiches r < r' erhalt. Wir setzen da-
bei voraus, daB der' Punkt P (0) im Innern des Bereiches B (t (0) liegt.
Wir setzen T = t(0) — e und nehmen an, dab die positiven GroBen r'
und e so klein sind, daB die Kugel r =r" wahrend der Zeit

m-s<t<tw

im Innern des Bereiches B(t) liegt. Wir schreiben die Gleichung,
welche wir unter diesen Voraussetzungen aus (24) erhalten, in der

Forms
rl]
d dov - }
Jar [lon{n 2 —pmg) —ws(u 32 — )} a5 =
r' .

o P
‘(.l

= o[y udo — o [(4o) _do—efdt [Xpdo—
BO, B, ) e Nl ) | @7
m ‘

—fdt f{ﬂ,(ﬂt—ii:f -—pﬂ,—i—gU,,u;)—u;p %?’{}JS— |
. F(D
o
—fdt fﬁ s ugngdS.
e P y
Wir wollen in diesr Gleichung zuerst den Grenziibergang r' -+ 0
und dann den Grenziibergang e-> 0 ausfuhren.

57. Ausfuhrung des Grenzuberganges auf der linken Sdate
von (27).

Wir haben bei der Ableitung der hydrodynamischen DifEerential-
gleichungen vom Anfang an angenommen, daB die GroBen Uj und
ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf x; X, X, stetige Funk-
tionen von x, Xy Xs, t sind. Wir haben unter dieser Voraussetzung:
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uy(P, 1) = wy (PO, ) + (g—‘;’) (es— 1) + r8(r)g,

L1
(522,
dw,,

Hier ist tp irgendeine Funkt|on von P und P© von welcher wir nur
zu wissen brauchen, dafi se einen endlichen Wert hat, wenn P in der
Umgebung von P(0) liegt. d(r) ist eine Funktion von r, welche der
Bedingung:

duy
= (32) + o009

lim 8(r) = 0

()

geniigt. Wir haben ebenfalls, wenn p ene stetige Funktion der
GrdBen Xiy X, X3 t ist:

p(P, 1) = p(PD, 1) + d(r)p.

Wir fiihren diese Ausdriicke in die linke Seite von (27) ein und er-
halten, weil:

d
f”i (ﬂaui—?"f)ds =

For
E(, cm-c)f ( )
=89y m I P (PO, t) n; + (r) pin,d8 =
B (f’ ‘(0) ) - E (f" 2o ‘)
B —2:tgp(P(°) ) 1@ — ¢ )y Ty g
Wir haben:
f zn ____ey'f_"
rE(r, 1@ —2) , . rle in@ i
yfn ;(0)___‘__" dt _'];l_l:]c" (‘(n) ‘)-;.
Wy
Vé‘ufe_“'da =
r'—ro
I’ _e._
dus

Wir schlieflen aus diesem Ergebnis, daB, wenn /(J%) eine stetige Funk-
tion von t ist:

__art
vy L)
Lm lim | £ ';:m_(‘),, dt ~2l/ f ™).

e—0 ¥'—+0

4 Oseen, Hydrodynamik
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Wir schliefien ferner aus demselben Ergebnis:

‘l'.'l
. r'$(r)E (1, 1O — )
lim |- T g —dt=0.

r—0

AL

Also:

Faul

lim Lim d’tfv, (p, g;‘fi — pn,) 28 = — 4 {mpg p(P®, (™).
—0 r'—\-ofnul oy n

Man findet durch ahnliche Rechnungen:

lim lim dsfu,(,u pn,)ds 0.
PR ]
(P —

Der Grenzwert der linken Seite von (27) ist also:

— 4nfmpo p(P®, 1),

58. Ausfuhrnng des Grenzuberganges in der rechten Sete
von (27).

Das erste Glied rechts in (27) hat den Wert Null. Im Bereiche
B (t®\ r') konvergieren in der Tat die Funktionen Vj bei t -» £5 gleich-
mallg gegen Null.

Wir betrachten sodann das zweite Glied rechts in (27). Durch
eine Kugel r = r zerlegen wir den Integrationsbereich B(t — e, r')
in zwei Teile, indem wir voraussetzen, daB r' <r ist. In dem auBeren
Teile konvergieren unsere GroBenv beim Grenziibergang r' -> 0 gleich-
miiBig gegen Null. Vom inneren Teile erhalten wir einen Beitrag,
dessen absoluter Betrag kleiner als:

3ot dw  bnp*rr .
ST By tad A M :
9 E(r, &) Max | vy | & A E(r', e) 05?32 ;|
RAA r<r F=1,3,3

ist. Auch der von dem inneren Teile herriihrende Beitrag hat also
einen beim Grenziibergang r'-> 0 verschwindenden Grenzwert. Wir
haben folglich:
fim f (yv,) dw =0
=0 t=t®—r
Be— e, 7
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und folglich:
lim lim | (u9) dw =0
ra e ps g
B(EY — 6, )
Wir betrachten sodann das dritte Glied rechts in (27). Auch hier
zerlegen wir den Integrationsbereich im x;xpXz-Raume durch die
Kugel r = FinzweiTeile. Wir schreiben dasdritte Glied in der Form:

‘ll’
_ er
1 e Ap(t™ -0 i 1
e T T - o de—
28 | (o yn X1 52 v 2@
0y Bit,7)
tlll
L
1 f’e 4p{iw—1) a 1
IS — e - - L
7@ | oy @ | Xigg, ,de
" A, ry— B{L¥)

Auf den ersten Teil diesssAusdrucks wenden wir das oben gewonnene
Resultat an, daB, wenn f(t) eine stetige Funktion von t ist:

“I'l
ot
P e @D _ mu ©
}l..i% rl'l_'n:. f(t) (g(ﬁ) ‘)a‘f dt =2 V 9 f(‘ )‘ (28)
" —r

Wir erhalten so den Grenzwert:

— P!
HQVn#efX;d —-dw

AR, T

Betreffs des zweiten Teiles schen wir sofort, daB es dem absoluten
Betrage nach kleiner ist als:

o
A Lo
- i r'e SuE"—5 _ —
2 .
6zg ‘:m_ﬁf?";ﬂjxﬂ o g W <12aTekmpe Max | Xyl
j?—:s;,;:s o —s

Wir lassen schlieBlich r gegen Null abnehmen und erhalten:

lim lim — Qfd‘fxfﬂidw = QVnpef(X; 9 J) dw.
[T i

day r
=0 r'—0 w80, ) )
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Den Grenzwert des vierten Gliedes rechts in (27) erhalt man
ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (28). Er ist:

8 1 du
—l’weimg)a—%;ﬂ(ﬂa-mﬁeffm) F"’:‘d“am’ ,} ds.

o~ o
_ 1 a E(r, cm_z) f ds .
—fdtfpu,n,ds =— gl 8F 1 — d Ugmy g -
" Mo ] Pin
Fi
e
r 8 1, |reme=s g ds
ge B ] Crm oy V2 | o Y |
FEn—e) P Py

Die Grenziibergange #* — 0, & -+ 0+ ergeben wegen (28):
d a8
efnpe dto® (stgg)em o r
F(pn

Indem wir unsere Ergebnisse zusammenfassen, erhalten wir die ge-
suchte Formel ftir p ((0), t(0):

41
p(P®, 1) = £ f (x, 9z, 7 )‘_‘mdw-’;—

d d 9 1
49;_[{63 7 (e —pm+ eUuw) %4 g 52y 15— (29

d ds
—f_ﬂ.’ FITL)) (uf“!)fwl"' v '
(™

59. Zusammenfassung.
Die hydrodynamischen Integralgleichungen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen und wenden se gleich.
zeitig auf die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichimgen
an. Diese werden dadurch in Integrodifferentialgleichungen umge-
formt. Wir erhalten den Gleichungen |? entsprechend:
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4 g s (PO,0) — o [ (4= rdw -+
BT

+gfdtf(X, n gt 1 do fdgf{#u,‘i‘fe_

d —_ ®
— (ﬁf —Ph QUn“;)} a8 +Ynp gf(u;n,),b,mf" —5TT a8,
r(c“’)
d“:‘

(“) 0y = 5

PR J i m...) 3%;
B

e @ s d 2 1)

T dn EW’F(‘E:’”’)"W N QU"“i) Py a7 dS —

T

Wir erhalten andersaits P entsnrechend:
”~
F.

P .
d¢ d
—fdtf!pu,—d—:: — by (p duf —gn; + gU,u,)’ a8 +
L Rity

z — 2, @
+Pﬂ#9f(“1“:):=f" v - *-as,
P
e |l 7ty
) O — = — puiont SR tteid |
(PO, ¢®) 47J|X’ (3:0,,. dz;)lﬂz, r do +
du d 4 1
4:.-: L?x, r (,udn——qﬂ,—%eb',.u,) Y Bz, }‘ 'ls,,,_
Fo
In ety 45 »
P 1 [

h=—dpd®t 55, = o

53

10
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, daB umgekehrt, wenn Xy, u;, %% in
{ 2

bezug auf ;#y, 4, 5 Stetig differenzierbar sind, 12 bzw. 1° aus | ¢ bzw.
| * folgt.

5i0. Bas zweidimensionale Problem.

Die Formeln (23) und (29) nebst den aus ihnen abgeleiteten For-
meln 1°und ¢ enthalten fiir den dreidimensionalen Fall die Losung
der Aufgabe, welche wir uns in diesem Paragraphen gestellt hatten.
Es bleibt noch iibrig die Losung derselben Aufgabe fiir den zwei-
dimensionalen Fall anzugeben, den man z. B. durch die Annahme
uy= Xy=0 erhalt. Die Methoden, die in diesem zweidimensionalen
Falle zum Ziele fiihren, sind denjenigen, welche wir im dreidimen-
sionalen Falle angewandt haben, sehr ahnlich. Wir begniigen uns
deshalb damit, aufier den SchluBformeln die Hilfsfunktionen an-
zugeben, die man zu benutzen hat.

Die partiellen Differentialgleichungen, mit denen wir uns jetzt zu
beschaftigen haben, sind:

0?] fh&, _ a‘u,' _ N

Das adjungierte System ist:

fh:f __ .
pdﬂ,—«a—;ﬂ—‘-{-gﬁt—ﬂ, (,)'z‘ 0. j—— 1,2.
Wir befriedigen, fiir k = 1 oder 2, dieses System durch den Ansatz:
fr el J f 0d
o= ) = 8406 — G0 o) = 0 (e g+ ud D),

a2 0%
(4= oap T Hx;i) ’

WO:

— 22 da 1

D (e) =fe tn( 0;- - log7
und wo r die Entfernung zwischen den Punkten P und P ist. Die
so erhaltenen beiden Losungen sind fiir ¢ << ¢® fiir alle Werte von x;
regular. Wir wenden diese Losungen in derselben Weise an, wie wir
oben die entsprechenden Losungen des dreidimensionalen Problems
angewandt haben. Wir erhalten, wenn K(t) die Grenzkurve eines zwei-.
dimensionalen Bereiches B(t) ist, in welchem eine Losung u;, p der
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Gleichungen (30) fiir T<#<i® regular ist und wenn P<*>> (mit den
Koordinatenz®) innerlialb von E(t®) liegt:

2npu (PO, t0)) = gf(u,ll")‘” plo + gfdth, tipdew —

BN T B
Fill
—fdsﬂ " ———t (fii‘-’— n, +oU )Ids+ (31)
 dn BT PRy o n"’f]
2,0
+ef(ufm), PC P
xiy
Hier ist- o™
N L —d 1
3;:-—5nd¢ 33’0% qj:fﬂ Y T ua log r

r

Die Funktion 0 ist, bis auf eine hier belanglose Konstante, mit
der Funktion:

ort
r _-Buz 4”01.!_,‘1
1—e wE"=5 Ifl——e * 1 ( pr? )
) —da— da — L L
f a da=g ) o 07 90l ey
)] 1]
identisch.

Urn die entsprechende Formel fur p(P(0), t(0) zu finden, geht man
von der Tatsache aus, dafi das adjungierte System von (30) eine
Losung: o .

L I T

v;(e) = “hp(t® i 95, -logr, ple)= 0 Au(t® B log r

besitzt. Indem man diese Losung in wohlbekannter Weise anwendet,
findet man:

2np (PO, 1®) = Qf(X’)tu Iog dw —
B

d 9 1 0 1/ du; )}
_Bf(‘l'f;“’iﬁﬁ?,log?—'55,103}'(”2;'“?’“1”}“90"“1 ds— (32)

2 1
— 2 (uymy), . o log ;ds :
K@)
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8§ 6. Die hydrodynainischen Integralgleichungen,

6i. Die Aufgabe: Direkte Ableitung der hydrodynamischen
Integralgleichungen ans den grnndlegenden mechanischen
Satzen.

Als wir im ersten Paragraphen die Gesetze fur die Bewegung
einer zahen Fliissigkeit mathematisch zu formulieren versuchten,
wurden wir zu den Gleichungen (2), (4), (5) gefuhrt. Diese Gleichun-
gen stellen Beziehungen zwischen gewissen Integralen dar. Se sind,
kurz ausgedrlickt, Integralgleichungen. Fiir ihre Gultigkeit ist hin-
reichend (aber nicht notwendig), daB uj und p stetige Funktionen von
X 2>%zU"x A gind, daB die Uj partielle Ableitungen erster Ordnung
in bezug auf die Variablen Xj besitzen (Ableitungen, die selbst stetige
Funktionen von x, X X; und t sind), endlich daB die GroBen Xj ihren
absoluten Betragen nach unterhalb einer endlichen Grenze liegen und
in dem Sinne integrabel sind, daB die aus ihnen gebildeten Raum-
Zeit-Integrale einen bestimmten Sinn haben. Aus den Gleichungen (2),
(4) und (5) leiteten wir partielle Differentialgleichungen fiir Uj und p
ab. Dabei muBten wir voraussetzen, daB die GroBen Uj partielle Ab-
leitungen zweiter Ordnung in bezug auf die sc-Variablen und erster
Ordnung in bezug auft besitzen und daB p partielle Ableitungen erster
Ordnung in bezug auf X; X, X3 besitzt, endlich, daB alle diee Ab-
leitungen sowie die GroBen Xj stetige Funktionen von X; Xp, Xs, t
sind. Unter diesen Voraussetzungen erhielten wir die Grundgleichun-
gen I 1°, 11, 1P, I11* 11 Pin § 1. Aus diesen Differentialgleichun-
gen haben wir in den Paragraphen 3, 4, 5 neueGleichungen | ¢, 19 usw.
hergeleitet, welche die Werte von Uj und p in einem beliebigen Raum-
Zeit-Punkte durch gewise Integrale ausdriicken. Wenn diee Inte-
grale von Uj und p unabhangig war en, so hatten wir hiermit die
Grundgleichungen gelost. Diesist nicht der Fall. Was wir getan haben,
ist also nur, daB wir die Gesetze fiir die Bewegung einer Fliissigkeit
in ein neues mathematisches Gewand gekleidet haben, das insofern
demjenigen ahnelt, in welchem jene Gesetze zuerst auftraten, als es
wieder die Form von Integralgleichungen hat. Wenn wir diese Inte-
gralgleichungen betrachten, so werden wir finden, daB, mit einer Aus-
nahme, in ihnen keine anderen Ableitungen der GroBen uj und p vor-
kommen als die partiellen" Ableitungen erster Ordnung nach x; X, X3
von den GroBen Uj. Die Ausnahme'bildet die Formel fiir ;p(P®, ¢03),

* Wegen der Idieoi®isdNMRadMriM & g diessr Untersuchungen vgl. 69!
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in welcher rechts eine Ableitung eines Flachenintegralsin bezug auf J©
vorkommt, welches Uj(t") enthalt. Wenn man bedenkt, daB wir zur
Grenzflache die wirkliche Begrenzung der Flussigkeit wahlen konnen,
so sieht man indessen, daB die Existenz der Ableitungen dw,/d¢® im
Innern der Flussigkeit nicht vorausgesetzt zu werden braucht. Es ist
auch nicht notwendig, die Existenz anderer Ableitungen vorauszu-
setzen, um zu erreichen, daB diein unseren Formeln| ¢, 19 usw. vor-
kommenden I ntegrate einen Sinn haben. Auch ist es von dem Gesichts
punkte der Formeln1 ¢, 1% usw. aus gleichgliltig, ob die Funktionen Xj
stetig sind. Notwendig ist nur, daB seintegrierbar sind. Die hier her-
vor gehobenen Tatsachen deuten darauf hin, daB dieFormeln 1°, 19 usw.
unter allgemeineren Voraussetzungen giiltig sind, als wir unseren bis
jetzt gegebenen Beweisen zugrunde gelegt haben. Wir werden in die-
sem Paragraphen zeigen, daB es sich tatsachlich so verhalt. Indem
wir uns, der Kiirze wegen, auf die Gleichungen 1°und I beschranken,
werden wir zeigen, daB Se unter den allgemeineren Voraussetzungen
giiltig sind, die wir im Anfang dieses Paragraphen als fiir die Gultig-
keit der Grundgleichungen (1,2)*, (1,4) und (1,5) hinreichend (nicht
notwendig) erwahnt haben. Es verhalt sich also s, daB die Existenz
ow; Oy dp
3t ’ 92,07, Iz
(1,2), (1,4), (1,5), noch fiir die Systeme| ©, |9 notwendigist, sondern
daB wir se nur des Beweises wegen voraussetzen muBten. Die par-
tiellen Differentialgleichungen | #, | ®, welche Beziehungen zwischen
diesen nicht notwendigen Ableitungen enthalten, konnen nicht als
der sinngemaBe Ausdruck der allgemeinen'Gesetze fiir die Bewegung
eine zahen Flussigkeit aufgefaBt werden. Der snngemaBe Ausdruck
sind statt dessn die Gleichungen (1,2), (1,4) und (1,5). Man kann
diese Gleichungen als die hydrodynamischen Integralgleichungen be-
zeichnen.

Wir haben zu zeigen, daB, wenn uj und p den obenerwahnten Be-
dingungen betreffs Stetigkeit und Differenzierbarkeit genugen und
wenn fiir jeden Teil der Flussigkeit die Gleichungen (1,2), (1,4) und
also fiir jeden Teil des Raumes die Gleichung (1,5) gilt, digenigen
Teile der Gleichungen 1€ und 19 wahr sind, welche sich auf die
GroBenw, (£W, t™) beziehen. Wir haben ferner zu zeigen, daB, wenn
wir auBerdem annehmen, daB an der physikalischen Begrenzung der
Flussigkeit die GroBen u;- differenzierbare Funktionen von t sind, dann,

der Ableitungen weder fiir die Grundgleichungen

* (1, 2) hat die Bedeutung: Formel 2 im Paragraphen 1.
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vorausgesetzt, daB wir zur Flache F(t) gerade die physikalische Be-
grenzung der Fliissigkeit wahlen, auch der Teil der Gleichungen 1° und
|4 wahr ist, der sich auf p (P®, #) bezieht.

6 2, Mathematische For mulierung der Aufgabe.

Wir bemerken zuerst, daB wir, urn diese Satze zu beweisen, nur
Zu zeigen haben, daB aus (1,4) oder (1,5) folgt:

tﬂl.l
d dv _
fdt”v;(#-&%—pn;-% E’U""’)_“f(ﬂg;:—pm)}ds_

rFrm
—of tyo),_pedo + o f (o), pdo + a)
A(@p*) BT
- 6u,
+eojdt{X;—w, '|ldu=0,
dﬁt
TP

wo Vj, p eine beliebige in B(t)g also innerhalb von F(t), regulare L 6-
sung des adjungierten Systems:

iap do
pln— gt e =0 g =0 @

ist. Aus der Gleichung (1) (wo wir der Einfachheit wegen anfangs das
letzte Glied vernachlassigten) haben wir namlich im vorigen Para-
graphen die Systeme 1° und 1 abgeleitet. Wir haben bei dieser Ab-
leitung betont, daB wir von unseren damaligen Voraussetzungen be-
trefiend die Funktionen uj bei der Berechnung von uj(P(0), t°) nur die
Annahme benutzt haben, daB die uj stetige Funktionen von X9 Xzg X3, t
sind, welche stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xjg X2, X3
besitzen. Bei der Berechnung von p(P'?, t (0) kommt die schon be-
sprochene Bedingung hinzu, daB:

d as
i) G-’y
Fem
einen Sinn haben soil. Wenn man den Paragraphen (5) nachpriift,
wird man finden, daB auch betreffend 'p und Xj keine andere An-
nahmen notwendig sind als digjenigen, welche wir hier oben gemacht
haben.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Zeitintervall T < ¢ < ¢® und
wahlen einen Bereich B(t), von dessen Grenzflache F(t) wir unsere
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iiblichen Annahmen machen. Sie konnen in der folgenden Form aus
gedriickt werden: F(t) soil aus einer endlichen Zahl von Teilen be-
stehen, derart, daB fur jeden Teil die Koordinaten eines Punktes
dessdlben als stetige und einmal stetig differenzierbare Funktionen
von zwei Parametern s und s, und von t dargestellt werden konnen.
Wir nehmen an, daB u;, 44, %3 und p innerhalb von B(t) und fiir
T <t <t® getige Funktionen von #;, @4, #3 und t sind und daB
«1 Uy Uz in demsdben Raum-Zeit-Bereich in bezug auf X, X,, Xs
stetig differenzierbar sind. Wir nehmen an, daB fur jeden Bereich B
innerhalb von B(t) und fiir jedes Zeitintervall zwischen den Grenzen
T und t(O) die Gleichungen (1,5) bestehen. Wir behaupten, daB dann
die Gleichung (1) giiltig ist, wie man auch die innerhalb von B(t)
regulare Losung oy, v, ¥4, P des adjungierten Systems (2) wahlt.

6 3. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung.

Urn diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zunachst das Zeit-
intervall t < <<t <4 &2. Wir wahlen St so klein, daB die Verande-
rung der Lage der Flache F(t) wahrend dt sehr klein ist. Durch drei
Scharen von parallelen, aquidistanten, mit den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen zerlegen wir dann den &, z,#,-Raum in parallele-
pipedische Teilgebiete. Ihre GroBe wird Az AzyA x5 s8in, wenn Az
die Entfernung zweier benachbarter, gegen die x;-Achse senkrechter
Ebenen ist. Wenn wir die A geniigend klein wahlen, so wird der Be-
reich JB(J) durch jene Scharen von Ebenen in Teilgebiete zerlegt wer-
den, von denen die iiberwiegende Mehrzahl paralleepipedische Ge-
stalt haben, wahrend eine kleinere Zahl von Teilbereichen, welche
langs der Grenzflache F(t) liegen, zum Teil von dieser Flache be
grenzt werden. Wir numerieren in irgendeiner Weise diese Teilbereiche
und bezeichnen mit B, den A;ten Bereich. Fy s& die Grenzflache von
Bx. Jedem Bereich B, ordnen wir einen bestimmten Punkt P, zu.
Wie wir diesen Punkt innerhalb von By wahlen, ist ziemlich gleich-
giiltig, der Einfachheit wegen wollen wir ihn aber bei den parallele-
pipedischen Teilbereichen in den Mittelpunkt derseben verlegen.
Die Funktionen Vj nehmen in P, wennt = T ist, die Werte vy{P,, r) an.

Wir wenden jetzt die Gleichungen (I, 5) auf das Zeitintervall
T tZr-+ 8t und auf den Bereich By an. Wegen der Kleinheit
von dt konnen wir das Ergebnis in der Form:

0 f (), 00 — ¢ f (u) dw = ot f X/do + 6t f TymdS (3)
Rt 3. B, }'.
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schreiben, wenn wir zur Abkiirzung:

du a

Xi"'“:g‘;f=xi', _P‘sﬂ‘i"ﬂjg:: T,

setzen. Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit Vj(P« 2 und sum-
mieren hinsichtlich / uber die Werte 1, 2, 3, hinsichtlich k iiber alle

Teilgebiete von B(r). Wir erhalten:

e 2:@) J'u,(P,‘r+68)v,(P,,r)d’m—gZ‘mJ_u,(P,r)v,(P,,t)dw =

) i |
=€""2"" f X/(P,7)oy(Py,v)dws+ 68 D ® I Tyu(P,7)mes(Py7)ds.

64. Ausftihrung des Grenzuberganges day-90 (~=1,2,3)
in den drei ersten Gliedern der Gleichung (4).

Wir lasen jetzt A=, 4%, 4z, gegen Null konvergieren. Gleich-
zeitig wachst die Anzahl der Teilbereiche von B(t) iiber alle Grenzen.
Wir untersuchen, was die Gleichung (4) in der Grenze, bei verschwin-
denden Az, Az, Axy gibt.

Das erste Glied kann in der Form:

ghfu,(P,  + 82)v, (P, v)dew +-
(1)

+ 92;0)}'-'!:, (P, v + 88){ vy (Ps, ) — %(P, 1)} dw (5)

geschrieben werden. Die Vj sind stetige Funktionen von X, Xp, X
Wir konnen deshalb eine solche, von 4#,, 4%, A%, abhangigeGroBee
bestimmen, daB, wenn P in By liegt:

1) (Pe, T) — v4(P, T)| <8,

wahrend gleichzeitig:
lime = Q.

dxf -0

f=1,8,5
Die GroBen Uj sind nach unseren Annahmen stetige Funktionen von
X1 X2 XsES  gibt also ene solche positive GroBe M, daB in B(t),
Tr=t<to;

(P, z+ 80 < M.

Folglich: [ !

|Z‘mfu,(P, v+ 88){0;(Ps, 7) — o (P, 7))} do | < 32 M fdw.
By

B {r)
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Das zweite Glied in (5) konvergiert also gleichzeitig mit den A
gegen Null und wir haben

e > f (P, v + 81y (Ps, 1)do = @ [(w), o) do>.

dx’—ro B
F=1,2,8
Die einfache Beweismethode, die wir hier angewandt haben, fuhrt
auch bei den folgenden Gliedern der Gleichung (4) zum Ziele. Um
nicht durch Wiederholungen zu ermiiden, geben wir fiir das zweite
und dritte Glied sofort das Ergebnis des Grenzuberganges AXJ-+0 an.
Wir haben ersichtlich:

lim ¢ > f (P, 1)y (Py, vydw = o [ (9, do,

da:i—ro B(‘,

§=1,23

lim ¢ > & | X/(P, 1)v;(Py, t}dw == g | (X)) dew.
a3 I

65. Ausfuhrung des Grenzuberganges 4x;~0 (5 =1,2,3)
im letzten Gliede der Gleichung (4).

Dem letzten Gliede in (4) miissen wir dagegen eine nahere Unter-
suchung widmen. Wir betrachten die ebenen Grenzflachen, welche wir
im Innern von B(r) durch unsere drei Scharen von Ebenen erhalten
haben. Wir wollen, um einen bestimmten Fall zu haben, enen mit
derx,xs-Ebene parallelen Teil ener Grenzflache Fy betrachten. Dieses
ebene Flachenstiick ist die Grenze zwischen zwei Teilbereichen B,. Es
kommt also in der Summe, aus welcher das letzte Glied in (4) be
steht, an zwel Stellen vor. Einmal grenzt esin der Richtung der pos-
tiven x;-Achse einen gewissen Bereich, etwa B, 1, ab. Man hat dann
ni= 1, n,=wz= 0. Andererseits ist es die Grenze in der Richtung
der negativen x;-Achse enes anderen Bereiches, etwa By. Man hat in
diesem Falle n; = — 1, n,= n= 0. Wenn wir mit fy, f,, £5 die Ko-
ordinaten des Mittelpunktes des hervorgehobenen Flachenstiickes be-
zeichnen, so erhalten wir also aus dem letzten Gliede in (4), diesem
Flachenstiick entsprechend :

El+*£‘: €a+'k"’|
8tfdzy  [duy Tyylos(Gi— 1 A2y, &y, ba) — vyl + 3 Aoy, b &)
b,—4dz, &, —L4a, .

Nach unseren Annahmen besitzen die Funktionen V] stetige Ableitun-
gen erster Ordnung in bezug auf x, X, X, Wir haben demnach:
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vy (§y— } Az, &, &) — (6 + $ A=y, £o, &) =
[T LEN
— f 9s(21, 63,63 42y
o

Wir erhalten also: & dda

Ehbdey Et+idrg bt idag
_&fdzl fdzs fTJI(Ev Zg, Ty) - 601(%’ Ez, Ea) dxy
1—hde & MdTy H—ldx

Unter Vernachlassigung von GroBen, welche bei dem Grenziibergange
Bz — 0(j = 1, 2, B) verschwinden, |aBt sich dies auch in der Form:

- mfr,l g: do —-50¢[T, g:’l de
By 1 By
schreiben. Wenn wir bedenken, daB jeder parallelepipedische Teil-
bereich zwei mit der X, xs3-Ebene parallele Grenzebenen besitzt und
daB die mit den x3 X und X, X,-Ebenen parallelen Grenzebenen ahn-
liche Beitrage ergeben, so scheint aus unserem Eesultat hervorzugehen,
daB wir bei dem Grenziibergange Ax; — 0 aus den Teilen der Inte-

grationsflachen Fy, welche nicht Teile der auBeren Grenzflache F(r)
sind, einen Beitrag:

% g1 = f ( dey , 9% "_"i) _
_&.I-T”@m;dm- — o pdm +pt’)a:;da;; o=
() £{r)

18t ﬂufav,d

erhalten Um za('taev\fel)sen daB dies tatsachlich der Pall ist, miissen
wir doch auch die besonderen Verhaltnisse in der Nahe der auBeren
Grenzflache ~ (T) in Betracht ziehen. Wir behandeln die Integrale,
welche von den ebenen Grenzflachen der an F(r) grenzenden Teil-
gebiete herriihren, in derselben Weise wie wir aus den inneren Teil-
gebieten herriihrende Flachenintegrale behandelt haben. Wir stellen
also den von einem solchen ebenen Flachenstiick herrlihrenden Bei-
trag als eine Summe von zwei Raumintegralen dar. Wenn das ebene
Flachenstiick an der einen Seite einen Teilbereich hat, der ganz im
Innern von B(r) liegt, so wird der Integrationsbereich eines dieser
Raumintegrale die GroBe: } 4z, 4%, 4z5 haben und also wie oben die
Halfte einesinneren Teilbereiches sein. Die Schwierigkeit, welche hier
auftritt, ist die, daB der Integrationsbereich des anderen Raum-



66. Das Ergebnis des Grenzuberganges Ax,-*- 63

integrals keine bestimmte Beziehung zu dem an F(T) grenzenden Teil-
bereiche haben wird. Von dersdben Art ist die Schwierigkeit, zu
welcher ein ebenes Flachenstiick AnlaB gibt, weches die Grenze zwi-
schen zwel Teilbereichen ist, die beide an F(r) grenzen. DaB nun
diese Schwierigkeiten jedoch keine wesentliche Bedeutung haben, geht
daraus hervor, daB der Rauminhalt enerseits aller an F(r) gren-
zenden Teilbereiche B,y andererseits aller Integrationsbereiche, die
wir bei unserer Umformung aus den ebenen Grenzflachen derselben
Teilbereiche erhalten, bel verschwindenden Ay (7 == 1, 2, 3) gegen
Null konvergieren. Der oben angegebene Wert ist aus diesem Grunde
wirklich der Grenzwert der Beitrage, die wir im letzten Gliede von
(4) aus den ebenen Grenzflachen erhalten, die im Innern von F(r)
liegen.

Wir berechnen schlieBlich den Beitrag, den die Grenzflache F(X)
ergibt. Er ist, wie man sofort findet:

6thme;dS = (’tf(—— PRy -+ Fis. M 3!:) u,d:S.
I

iy F

6 6* DasErgebnisdes GrenziibergangesA xj -»0(J =1, 2,3).

Das Ergebnis unserer Untersuchung ist also die Gleichung:
of (et o0 doo — o [ e dn =

B(n) Bty
Au i, do
= X, — .f) Aoy — 1%
Qa‘f( 1Y o vidw — ot dx

R(r) H(r)

+ 6tf(-— pny 4 pn,g ") v;dS.

i
Flr)y o

d [{}] vi-

67. Der Grenziibergang 6t -> 0.

Um weiter zu kommen, setzen wir in 16) §¢ = (¢@ .— T)/N, wo N
eine ganze Zahl ist. Wir sstzen dann nachenander =T, T + éty
T+28t,...T4 (N—1) 44 und addieren dieso erhaltenen Gleichungen (6).
Wir lassen dann N ins Unendliche wachsen. Rechts konnen wir sofort
den Grenziibergang ausftihren. Das Ergebnisist eéine Summe von drei
Raum-Zeit-Integralen. Links miissen wir eine Umformung machen,
um den Grenziibergang ausfuhren zu konnen. Wir schreiben die linke
Seite in der Form:
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Qf(uy):w (o) _se di — Qf(u;v,)g-dw A4

B —an B{T}
N—2
+e Z ® U(Uf)f+(u+ nae @) n00 40 — [ (y0)r 43 nan oo}
0 B(T+ndn) B (T4 (n4-1)88)

Die hier vorkommende Summe kann auch in der Form:
N—2

Z, [ (W)t 1 0 [0 24 m8s — O 4o 006] b0 }—
o BT+ (r4+1)AD

N2
—2‘“’f(“«)r+(a+1)a:(l?f)r+mu dw
[i] B{T4(n-4-1}80) — B{LF}-nde)
geschrieben werden. Die Funktionen Vj besitzen nach unseren An-
nahmen stetige Ableitungen in bezug auf t. Wir haben deshalb mit

gentigender Genauigkeit:

_ dw) .
(V)2 4nss — (P)r4(ntnae = 6‘(0‘5 T4ndt

Wirhabenferner, wennwir mitUj die Komponenten der Geschwindigkeit
des Flachenelementes d/Sbezeichnen und wenn wir Uyny = U, setzen:

Bir g pon—Baiasng = 5th..dS.
F(T4no0)
Wir haben folglich mit geniigender Genauigkeit:
f(“f]i'+(n+n-s: (®)r4nae do = 5tfu, v, U, d8.
B(T-+(n+1)38)—B(T4ndl) Fir+ady

Nach diesen Umformungen konnen wir auch links den Grenziibergang
N -+ oo ausfiihren. Wir erhalten:

f(u,u,),w dw-—ef(u, v)rdw — gfdsfu, e —
r

By
Fu

-—gfdtfu,v;UndS=

roF@

duy 0
 of o [ 3t fa [ 9

BN

+fdtf(—pn,+pn,g )o,dS

r rm
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Nach unseren Annahmen geniigen die Funktionen vj den Differentiai-
gleichungen:

60’__ 65 61;,-
Tl P I
Wir fiithren in (7) den Wert v om ¢n , den wir aus der ersten dieser

at
Gleichungen erhalten. Einepartielle Integration gibt uns dann, wenn

wir beachten, daB auch nach unsern jetzigen Voraussetzungen aus der
Kontinuitatsgleichung (1,2) die Be2|ehung 6‘ = { folgt:

fdtﬂv;(# d——wﬂreU u:)-—u, (.“ 3— —ﬁﬂf)} a8 —

—gf(ujv,),u do + gf(u, )rdw + fdtf(X; — u;.d .)v,dm = 0.
F 1] T B@)

Dies war die Gleichung, welche wir herleiten wollten. Unser Be-
wels ist damit zu Ende gefuhrt. Wir haben geseben, daB man aus den
Integralgleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5) direkt, obne Vermittelung
der hydrodynamischen Differentialgleichungen | @, 1°und ohnedieExi-
stenz der in diesen Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen
du; Oy dp
0t O in aw, da;
kann, welche die Grundlage unserer Formeln 1° und I® war. Umge-
kehrt kann man aus| ®bzw. | °ruckwar tsdie Gleichung (6,1) ableiten.

vorauszusetzen, zu der Integralgleichung gelangen

6 8. Die Bedeutung des gefundenen Ergebnisses.

Welche Bedeutung hat der Satz, den wir in diesem Paragraphen
bewiesen haben? Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir daran,
daB es eine unkorTekte Ausdrucksweise ist, wenn man von der Ge-
schwindigkeit einer Fliissigkeit in einem bestimmten Punkte oder von
der Kraft spricht, welche in einem bestimmten Punkte eine Flussig-
keit angreift. Was man in der Hydrodynamik unter der Geschwindig-
keit einer Fliissigkeit versteht, ist der Mittelwert der Geschwindig-
keiten der Molekel innerhalb eines Bereiches, der zwar klein sein soil,
aber doch viele Molekel enthalten muB. Ebenso verstehen wir unter
der Kraft in einem Punkte einer Flussigkeit den Mittelwert der Krafte
auf die Molekel in einem Bereiche um den Punkt herum. Da also die
grundlegenden Begriffe der Hydrodynamik durch Mittelwerte definiert
sind, also durch Summen, welche wir wegen der groBen Anzahl der M o-
lekel durch Integrale ausdriicken miissen, so ist verstandlich, daB die

6 Oseen, Hydrodynamik
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Grundgesetze der Hydrodynamik Beziehungen zwischen Integralen sein
miissen. Wenn wir diese ursprunglichen Integralgleichungen statt der,
unter spezidlen und keineswegs notwendigen Annahmen, aus ihnen
abgeleiteten Differentialgleichungen zum Ausgangspunkt unserer Theo-
rie wahlen, so bedeutet dies, daB wir die Theorie die Form behalten
lassen, welche am besten dem Wesen der Erscheinungen angepaBt ist.
Man kann, wenn man so will, sagen, daB dies ein Fortschritt in bezug
auf die Reinheit der Methode ist. — Dieser Fortschritt in bezugauf
Reinheit ist gleichzeitig ein wesentlicher Fortschritt in bezug auf Ein-
fachheit. Die einzige Methode zur Berechnung der Bewegung einer
zahen Fliissigkeit, welche wir zur Zeit besitzen, ist die Methode der
sukzessven Annaherungen. Wenn man bei der Anwendung dieser
Methode von den hydrodynamischen Differentialgleichungen ausgeht,
so mufi man bei jedem Schritt der Rechnung nachpriifen, ob die Ab-
leitungen, deren Existenz die hydr odynamischen Differentialgleichungen
voraussetzen, wirklich existieren. Es verhalt sch nun mit diesen Ab-
leitungen o, daB man sehr leicht und unter sehr allgemeinen Voraus
setzungen beweisen kann, daB die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung von u; U Uz in bezug auf x, X, X3, deren Existenz ja auch
die Integralgleichungen voraussetzen, wirklich existieren und stetige
Funktionen von x; X,, as t sind. Dagegen ist die Frage von den not-
wendigen Bedingungen fur die Existenz der Ableitungen zweiter Ord-
nung derselben GrdBen nach t von sehr komplizierter Natur. Dieses
verwickelte Problem fallt weg, wenn wir bel unseren Berechnungen
von den Integralgleichungen anstatt von den Differentialgleichungen
auggehen. Darin besteht die prinzipielle Vereinfachung, die in dieser
Weise gewonnen wird.

8 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen
Integralgleichungen. Theorieder Singularitaten
in der Bewegung einer den ganzen Raum
erfiillenden Fliissigkeit.

71. Das Problem. Definition des Begriffes ,regulare
Bewegung" fur eneden ganzen Raum erfiillende Fliissigkeit.

Die einfachste Aufgabe, die wir uns betreffs der Bewegung einer
zahen Fliissigkeit stellen konnen, ist die folgende. Auf eine den gan-
zen Raum erfullende Flussigkeit wirkt ein bekanntes System von
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Kraften. In einem gewissen Momente, etwat=T, ist die Geschwindig-
keit iiberall bekannt. Se geniigt der Kontinuitatsbedingung. Man
soil die Bewegung fiir ¢ > T berechnen.

W ir legen unserer Behandlung der erwahnten Aufgabedie Annahme
zugrunde, daB der absolute Betrag der auf die Flussigkeit pro Massen-
einheit wirkenden Kraft Xj=1,2, 3), einer Bedingung von der Form:

VXA VETF R < g ()

geniigt. R ==j/a*? wail hier die Entfernung des betrachteten Punktes
von einem festen Punkte sein, den wir zum Anfangspunkte wahlen
konnen. p ist ene Konstante mit der Dimension einer inversen Lange.
a und K sind positive Konstanten, von denen a dimensondos ist,
wahrend K die Dimension einer Beschleunigung hat. — Wir nehmen
ferner an, daB die Geschwindigkeit {%;= u;*, § = 1, 2, 3) der Fliissig-
keit im Momente t = T sowie der Druck (p = p*) bzw. die Funktion
g{== ¢*)| Bedingungen von der Form:

R e i L
Vo = Vu? + o+ g <) g s

g U :

d:: (1 _i-. ﬁR)b}-u (j! k= 1,2, 3) (2)

\ P
|pl’ lgi<(1__FBR)tl

geniigen, wo U und P Konstanten sind, von denen U der Dimension
nach eine Geschwindigkeit, P ein Druck ist.

Wenn die Geschwindigkeit und der Druck einer Flussigkeit Be-
dingungen von der Form (2) geniigen, werden wir im folgenden sagen,
daB die Bewegung der Flussigkeit regular ist.

Wir haben angenommen, daB die Bewegung unserer Flussigkeit im
Momentet =T regular ist. Wir fragen, ob se auch fur ¢ > I regular
bleibt und wie man de unter diessr Voraussetzung berechnen kann.

W ir gehen im folgenden nicht auf alle Einzelheiten ein. Man findet
die hier nicht ausgefiihrten Integralabschatzungen, auf welchen die
Beweise der mitgeteilten Satze beruhen, in den im Literaturverzeichnis
erwahnten Abhandlungen.*

* Wir verweisen an dieser Stelle besonders auf die letzfce dieser Abhandlungen:
Sur la representation analytique usw.

6»
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7 2. Integralgleichungen zur Berechnung der regulttren
Bewegung einer zahen Flussigkeit.

Fiir die Bewegung einer zahen Flussigkeit gelten, wie wir in den
zwei letzten Paragraphen gesehen haben, dielntegralgleichungen (oder,
wenn man sowill, I ntegro-Differentialgleichungen) 1 cund | ¢ . Wir gehen
hier von 19 aus. Sie muB erfullt sein, wie wir auch die Grenzflache F
wahlen. Insbesondere konnen wir zur Grenzflache eine Kugel wahlen,
deren Radius wir dann ins Unendliche wachsen lassen konnen. Die
Flachenintegrale rechts in den Formeln 1¢ konvergieren bei diesem
Grenziibergang wegen der Ungleichungen (2), welche hier giiltig sind,
weil nach unserer Voraussetzung die Bewegung regular ist, und wegen
der Kontinuitiitsbedingung:

f(u,ﬂ,) d8 =0

gegen Null und wir erhalten die einfachen Gleichungen:

dnympou (PO, 1) .= gf(ﬁf*‘n) g0+

befaf 5 ua(3 2ida 1 (3

semm= & [lna(B 2] b

0% Oz} Ozi v

78 AbscMtzungen der Grofien #x, 5 at"‘

Die GroBen ti wurden in 8 5 (vgl. z. B. S. 40) durch die Formeln:

r

_ d ¢ _ l e i]’((‘;’ ‘)
"k_&afkd¢+0xfdxt ¢= fﬁm)—-s e

]
definiert. Man findet (vgl. S. 45) durch Ausfiihrung der Differentiationen,
wenn wieder: _er
=1
e el — B, —y)
yeor —¢

gesetzt wird:
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]

1 — 2, (2, — x, @
b= s (EM Vo =) a,.) (@ — Er, t®—p)) —

re
4 ((z;—x,‘“’)(r.-—x.(")) s )E(r, 10— g)
A e T ey T
— @) (z, — 2,
(3(f‘f__ _xi_;)_(xt -2 %) 5“) 190 |' 1 f (o, 19— t)da)—

((z,——x,‘“’)(x.-—xg(“)) s )E(r, ¢ — f)
T2\ R TR e

Die Funktion E(atW—p) geniigt der partiellen Differential-
gleicliung:

8E  RE
CgptH g =0

Wir multiplizieren mit dad(5 und integrieren zwischen den Gren-
zeng=0,a==r; f——ow, § =1t < t@). Wir erhalten, da:

lim Ela, t®—f)--0,

fr -

i d
ng(a, O da + '“fdrE(r’ t0— fydg —

—-‘uf.( Ela, el")-—ﬂ)) df -

-

Da (fiix § < t®): ) - )
2o E@ tO—f)

om0

o folgt:

' F o
_!E(a,t“”—-t)da= —-gjdrE(f"(o)“ﬁ)dﬁ

& o=

9" . f-"::___ ; ot d
e e AR df=r e E"D —r 0 ¢ inem-p e e
(t® — gy (¢® — gyt o HO=F

— fom—m —

af

L
rE(r, 19— 1) + %:‘ fE(r, 1@ — f) (0 — gp

Mit Hilfe diessr Beziehung konneu wir unseren Ausdruck fiir tj
in der folgenden Form schreiben:
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3 ®) (2 — 2, ’
fa= 4P( (@y— 4 32( n_afi)_fwg(,’gm)_ﬁ)(_mifﬂﬁ)i_

_e ((_*'_‘!“-'ff‘”’) (e —2 _, )E(f, 0 —1)
2p r? — o) e

Wir bezeichnen mit a(n) das Maximum der Funktion

(1 + a2me—2"
firogo< B o—p< - 0
Folglich:
i ]
LI
E ==
[ (r, 10— 8) (o ﬁ)z<a(21})j (g(ﬂ) ﬂ+9,s)';.
| L ©
__2e(2))
- Qrs *%h
3 (cm_ £ 4 '4_#)
Anderer seits:
E(r,tO—1) a(l}) 5
Wy (atﬂl- ‘- gre)ﬂ. 6)
4u

Aus (4), (5), (6) folgt, daB man eine solche positive GroBe A bestim-
men kann, daB, fiir ¥ > 0, t® ¢ > 0:

<, A
(g@)_g + i_r) @)
B

Man beweist in ahnlicher Weise, daB man eine solche positive GroBe B
angeben kann, daB, fiir ¥ > @, tM—§ > 0:

< . ._..._._.—B amon
r (g(O)_,. t- Qf)lh (8)
4p
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74. Losung der Integralgleichungen durch Rethen.

In den Gleichungen (3) fiihren wir einen Parameter X em und
schreiben de folgender mafien:

4n Iru' ﬂ‘uQ‘u‘t(P(o): g(“)) = 9’ (uf*tn)‘_rdw +

co

a i)
+ gfdth,t;;dw—lgfdt u,.,( Y Juxg) tpdw, )

0 1 J.g (01&, t?u,..) 71

(®), 0y = .
(P, 40) fX d.r r Or, O a.r., 7 do
Wir versuchen diexe Integralglacﬁ'ungen fur w- und g durch Reihen

Zu losen, welche nach Potenzen von A fortschreiten. Wir setzen also:

= Sorrun, 4= oo, @
0 1]

Einsetzen dieser Reihen in (9) gibt sofort:
‘Il!

4 mpgu PO, 1®) = o f (*t12), . 4o + 0 [t [ Xytpdoo,
Fy w
(if)

gOHP®, (®) = ._9 f ! o

d.c r

o
- " (0) (0)
4n }/n,u Qﬂgu)(P(o), t(o)) =—p I de¢ [ﬂs:)(é:"- fijh )t" dw,

Do 0 du (0) J 1 (12)
Ay PO, (@) = . & | o0 .
gEPD, e®) 4nfum(dzm 0:::,)0:t,rdw’

()
@) (PO, () = - wf 0@ Oy )
4 fn pou® (PO, 1) fdzfl )(01:,,. o) +

au'('ﬂ dull (1)
“‘(3)( i t do,

dx,, da: (13)
- LAY
e, )=~ £ | (| Jo(ou®_ou\l 0 1,
3 da:, |8z, r @

usw.
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Nach unserer Voraussetzung ist die Bewegung im Momente £ =T
regular. Die Ungleichung (7) zeigt unter diesen Umstanden sofort, daB
das erge Integral rechts in (11) konvergent ist und also einen be-
stimmten Sinn hat. Wegen der Ungleichung (1) haben auch dieiibri-
gen Integrate rechts in (11) einen bestimmten Sinn. Man kann ferner
zeigen, daB die durch (11) definierte Stromung u,(O) q(o) fur ¢ = T re-
gular ist. Aus diesen Ergebnissen folgt wiederum, daB die Integrate
rechts in (12) einen bestimmten Sinn haben und daB die durch (12)
definierte Bewegung w,®, ¢@ ebenfalls f > 7 regular ist. So kann
man fortfahren und zeigen, daB fur jedes ganzzahlige nicht negative
n die Funktionen w#®, ¢ existieren und eine regulare Stromung
definieren.

In bezug auf die Konvergenz der Reihen (10) lehren die Integral-
abschatzungen, welche den Beweis der oben mitgeteilten Ergebnisse
ergeben, daB es eine solche positive GroBe r gibt, daB die beiden
Reihen unbedingt und gleichmaBig konvergieren, wenn:

O< PP —1) <.
Wenn wir 0 <¢t-— P~ annehmen, konnen wid=1 zen . Die
Reihen (10) geben uns dann eine Losung unseres Problems. Wir haben
aso den Satz gewonnen:

Wenn im Momenter =T eine regulare Bewegung einer den ganzen
Raum erfiillenden zahen Fliissigkeit vorgeschrieben ist, so gibt es stets
einein einem Intervall T <¢<T 4 1 regulare Bewegung der Fliissig-
keit, welche im Momente t — T mit der vorgeschriebenen Bewegung
iibereinstimmt.

Man kann zeigen, daB es nur eine regulare Bewegung mit diesen
Eigenschaften geben kann.

Wenn wir dasVerhalten der Flussigkeit in unendlicher Feme durch
die Vorschrift bestimmen, daB fur geniigend groBes R stets die Bedin-
gungen (2) erfiillt sein sollen, so konnen wir unser Ergebnis auch in
der Form aussprechen:

Wenn die Bewegung eina den ganzen Raum erfiillenden zahen
Fliissigkeit in eéinem Momente t = T regular ist, so gibt es stets ein
IntervallT <t =< T+ T, innerhalb dessen die Bewegung regular bleibt.

75. Fortffihrung der Berechnung der reguiaren Bewegung,

Wir gehen von einem Moment t = T aus und nehmen an, daB in
diesem Moment die Bewegung der Fliissigkeit regular ist. Es gibt dann
ein T <t=<T+4 7, innerhalb dessen die Bewegung regular
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bleibt und fur welches wir se berechnen konnen. Wir kennen also die
Bewegung im Momente T -}- z. Sie ist regular. Es gibt dann ein neues
Intervallf' 4+ 2, <t < T + 7, + 7,, innerhalb dessen die Bewegung
regular bleibt und also der Berechnung zuganglich ist. So konnen wir
fortsetzen. Wir erhalten eine unendliche Reihe von positiven Zahlen
Ty, Ty * - - ZWei Falle sind jetzt moglich. Wenn die Reihe:

T+ Tt Tyt (14)
divergiert, dann bleibt die Fliissigkeit fiir # > I~ stetsregular und kann
fiir ein beliebiges t {>> T} berechnet werden. Wenn dagegen die Reihe
konvergiert, dann gibt es einen Moment:

5=T+'¥1+Ta+"',
in welchem die Bewegung aufhort regular zu sein.

Es ist nicht geungen zu zeigen, daB die Reihe (14) stets divergent
ist. Wir miissen also damit rechnen, daB se, wenigstens unter ge-
wissen Umstanden, konvergent ist. So werden wir zu der Frage ge
fiihrt, was dann geschieht, wenn die Bewegung einer Fliissigkeit auf-
hort regular zu sein. Wir konnen unsere Frage auch so formulieren:
welcher Art sind die Singularitaten, die in der Bewegung einer zahen
Fliissigkeit auftreten konnen?

7e. Analyseder Singularitaten, welchein der Bewegung einer
den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit auftreten konnen.
Der Hauptsatz.

Im Momente t = T sa die Bewegung der Flussigkeit regular. Es
gibt dann ein Intervall T <<¢ < T,, in welchem die Bewegung eben-
falls regular ist. Wir nehmen an, daB T, die Grenze diexss Intervalls
ist, so daB es kein Intervall T < ¢ < T, + v {z > 0} gibt, in welchem
die Bewegung regular ist. Wir wollen untersuchen, was sich iiber die
Bewegung der Fliissigkeit im Momente t = T, aussagen laBt und setzen
dabei voraus, daB die auBere Kraft stets der Bedingung (1) geniigt.

Die regulare Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daB jedem
Raum-Zeit-Punkte g, 4, 4, ¢ bestimmte Geschwindigkeitskomponen-
ten Uj und ein bestimmter Druck p zugeordnet werden konnen und
daB diese Geschwindigkeitskomponenten, die Ableitungen dersdben
nach #,, &,, 2 sowie der Druck (bzw. die Funktion g) Ungleichungen
von der Form (2) geniigen. Wenn die Bewegung bei t = T; aufhort
regular zu sein, so muB es sich also entweder so verhalten, daB, wenn
t sich dem Werte T; nahert, in gewissen Punkten oder vielleicht ge-
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wissen Teilen der Fliissigkeit eine Geschwindigkeitskomponente Uj oder
der Druck p nicht gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, oder
0, daB zwar diese Grenzwerte existieren, aber nicht Ungleichungen
von der Form (2) geniigen.

Von den verschiedenen Arten von Singularitaten, welche nach
dem obigen als moglich erscheinen, konnen wir sofort einige aus
BchlieBen. Wenn bei t -+ T, die GroBen uj gegen bestimmte, in bezug
auf Xig Xo9 &% stetig difEerenzierbare Funktionen konver gieren und wenn
diese Funktionen und ihre Ableitungen den zwei ersten Ungleichungen
(2) geniigen, dann hat nach der letzten Formel (3) die Funktion q —
und somit auch p — in jedem Punkte X/+ (j =1, 2, 3) fur t = Ty einen
bestimmten Wert, und diessr Wert geniigt, wie wir schon oben er-
wahnt haben, und wie sich leicht direkt zeigen laBt, einer Ungleichung
von der in (2) vorkommenden Form. Eine Singularitat, welche nur
den Druck betrifft, kann nicht vorkommen. Jede Singularitat ist auch
eine Singularitat fiir die Geschwindigkeitskomponenten oder fur ihre
Ableitungen.

Wir wollen jetzt zeigen, daB das Wesen einer Singularitat — we-
nigstens wenn se im Endlichen liegt — darin besteht, daB der Wirbel-
vektor unendlich groB wird. Wir wollen, praziser ausgedriickt, den
folgenden Satz beweisen:

Wennim IntervalleT <t < Ty der Wirbelvektor u==iotu
einer Ungleichung von der Form:

5 w
== B
]rotu] V“’ ~ {1 +ﬁR)1+u (15)
geniigt, wo W und a positive Konstanten sind, so ist die Be-

wegung der Flussigkeit im Momentet = T, regular.
Dieser Satz ist der Hauptsatz unserer Theorie der Singularitaten.

77. Erster Teil des Beweises des Hauptsatzes.
Ausdruck der Geschwindigkeitskomponenten durch die
Wirbelkompoiienten. Abschatzung der selben.

Um unseren Satz zu beweisen, wollen wir zunachst die Geschwin-
digkeitskomponenten Uj durch die Komponenten des Wirbelvektors:

_ ouy, Duy _ Ouy, dug _  Ouy, Ouy

SR P PR CI PR P A P P
ausdrucken. DieGleichungen (16) konnen als ein System von partiellen
Differentialgleichungen fiir u; u;, u aufgefaBt werden. Aus diesem

System, der Kontinuitatsbedingung:

(16)
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Qug

Ouy | Ouy
+ dzy

0z, da:,+

und der Nebenbedingung Uj=0 (j =1, 2, 3) in unendlicher Feme
konnen wir flir I <t <« Ty die GroBen Uj bestimmen. Wir machen
fur u den Ansatz:

@ = rot ¥ 4 grad ¢. (17)
Wegen der Kontinuitatsbedingung muB dabei:
divgradg = Ap =20 (18)
sein. Aus (17) folgt anderersets
rot rot ' = grad div F — A F =rot w = %.
Wi ir schreiben vor, daB iiberall:
dW.F-—--— +6:E,+b—i'3u-0 (19)
sein soil. Zur Bestimmung von F erhalten wir dann die Gleichung:
AF = —u.
Wir losen de durch den Ansatz:
, 11 1 1
¥ =, [50(] — pes) 1o, (20

= (23 — 5N, r 2 0; BOR = ,®%, RO > ¢;
do® =dz® dz,® dr,®,

Die rechte Seite von (20) hat einen bestimmten Sinn, wenn die Un-
gleichung (15) erfiillt ist. Diesist, wegen der Voraussetzung I<¢< T,
der Fall.

Wir haben jetzt zu prufen, ob die Gleichung (19) erfiillt ist. Um
Zu beweisen, daB dies tatsachlich der Fall ist, zeigen wir, daB, wie
klein auch die positive GroBe d gewahlt wird, stets:

[div F| < 8
ist. Wir haben in der T at:
div F(z) = 1f_:t(°)-a ldf")
iv (z)_—-ﬁwu,( )65,(")1' w®,

Denjenigen Teil des Integrals rechts, der sich auf das Innere einer
Kugel JB®) = R* bezieht, formen wir durch partielle I ntegration um.
Wir erhalten wegen der Beziehung:
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ouy .
d_x’ — 0-
. 1 a1 1 (. s (21)
div Flo) = — g, [ e Y L
Rm)n e R
Wir wahlen JS* so groB, daB:
zf = R% < B%,

Im ersten Integral ist dann:
r > RO — R,

Der absolute Betran des eraten Gliedes rechts in (21) ist also, wegen
(15), kleiner als: RORIRO
W[ gy w7

Der absolute Betrag des zweiten Gliedes rechts in (21) ist kleiner als:

3 WR*2
B~ R)(1+ RS+ ®)

Die Ausdriicke (22) und (23) konvergieren beide bel wachsendem R*

gegen Null. Wir konnen also 22 so groB wahlen, daB die Summe von

(22) und (23) kleiner als 6 wird. Damit haben wir die Ungleichung:
| div.F| < é

bewiesen. Da diese .Ungleichung giiltig ist, wie klein wir auch die po-

sitive GroBe d wahlen, so folgt:

(22)

div F=20. (29
DaB anderersaits:
AF=—u
ist wohl bekannt.
Der Ansatz: w = 10t

gibt uns eine partikulare Losung des Systems (16) sowie der Konti-
nuitatsgleichung. Die allgemeine Losung gibt der Ansatz (17) mit der
daraus folgenden Gleichung (18). Unsere Aufgabe ist jetzt, die Po-
tentialfunktion g zu bestimmen. Dazu miissen wir die Randbedingungen:
Uj = 0 in unendlicher Fernp benutzen.

Wir haben, wenn wir mit r den Vektor mit den Komponenten
#; — 2™ (F = 1, 2, 3) bezeichnen und wenn wir unter v; X v, das vek-
torielle Produkt der beiden Vektoren v; und v, verstehen:
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Wir schlieBen hieraus:

Iw dw®
ok F| < g | ooy oy (24)

Wir wollen das in der rechten Seite von (24) vorkommende Integral
abschatzen. Wir zerlegen es zu diesem Zwecke in drei Teile. J, s
derjenige Teil des Integrals, der dem Inneren der Kugel RW = R/2
entspricht, J, der Teil, der von dem Zwischenraume zwischen den
beiden Kugeln JR(O) = R/2 und R(o) = 3R{2 herriihrt, endlich J; der
Teil, den man aus dem Bereiche .BR® > 3 Rf2 erhalt. Wir haben
dann in J;: R

-
T3

Also: . R

4 : 47 ROR JRO) 16x d

7] G gRponiss < gitage) BO¢TV 4RO
Rn(1+pR())+ ﬁ1+Rn

Wenn die Ungleichung (15) fiir ein gewisses a erfullt ist, ist se esurn

s0 mehr fiir ein kleineres a. Es ist also stets erlaubt anzunehmen,
dafi & << & ist. Wir haben unter dieser Voraussetzung:

1_6::
(2 — o) PERS

Jy <

Jy <

In J, besteht die Ungleichung:

R
(0) = .,
B 2. 2
Folglich: m
21+a fiur“dr 23+e.10x
Wir haben endlidn< Al fel A T TH¥eRa '

f' ROJRO
Jo <4 (1 + BRO)i+a (RO Ry’

3R

Fir 5= < R® «; oo gilt die Ungleichung:
R® R
o5~ Tro—gs?
Eolglich:

36m. 2

Jy < $p1¥a aR
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Unsere Abschatzungen von J,, d4, 45 zeigen, daB man eine solctte
positive Zahl C bestimmen kann, dafi:

cw

|rot._F|<(ﬁR)u (25)

Wir kehren zur Gleichung (17) zuriick. Wenn der Punkt X, Xz, X;
sich ins Unendliche entfernt, so wachst JR = ¥#2 iiber alle Grenzen.
Nach unserer Annahme konvergiert dabei der Vektor u gegen Null.
Nach (25) konvergiert ebenfalls rot F gegen Null. Wir schlieBen liier-
aus, daB auch grad q gegen Null konvergieren muB. Nun geniigen die
Komponenten dieses Vektors nach (18) der Laplaceschen Gleichung.
Se konnen as nirgends Maxima oder Minima haben. Wenn de im

Unendlichen verschwinden, miissen se deshalb uberall verschwinden.
Wir haben also:

grad g = 0
und folglich: _
B ., 1 e XuE®) o
=10t I = — iy da®. (26)

Die Formel (26) driickt die Geschwindigkeitskomponenten durch die
Wirbelkomponenten aus.

Wir betrachten jetzt die Funktion:
{1+ BR)* | rot F|. (27)
Die Ungleichung (25) lehrt, daB diexe positive Funktion kleiner als:
1 )‘
ow (14
ist. Wenn R eine bdiebige Lange ist, so haben wir ao fiii R > R:
(1+ﬁmﬂan|<CW(Lk;%r

Anderersaitsist die Funktion (27) fur R < R ofEenbar stetig und hat
also in diesem Bereich einen endlichen groBten Wert, etwa M(R) « W.
Wenn D die groBere der beiden Zahlen:
1 [ o
C{l14+-—-_) uwnd M(R
( ﬁR) )
ist, so haben wir alsoiiherall:
| rot F| <
Also (fiir T <t << T):

_bw |
(1+ B8Ry

DW
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7 8. DurchfUhrung des Beweises des Hauptsatzes.
Die Bedeutung dessdben.

Wir haben angenommen, daB die Bewegungim Intervalle® <t < T,
regular ist. TJberdies haben wir angenommen, daB der Wirbelvektor
in diesem Intervalle der Bedingung (15) mit festen Werten von W und
ageniigt. Wir haben gesehen, daB aus dieser Bedingung die Ungleichung
(28) flir die Geschwindigkeit folgt. Ob die GroBen uj (j = 1, 2, 3)
beim Grenziibergange t-+T; gegen bestimmte Grenzwerte konver gieren,
wissen wir nicht. Ebensowenig wissen wir, ob die Geschwindigkeits-
komponenten uj bei demsdben Grenziibergange gegen bestimmte Grenz-
werte konvergieren. Wir wissen aber, daB die Ungleichungen (15) und
(28) mit festen Werten von W, aund D im ganzen Intervalle T <g < T,
erfiillt sind.

Um weiter zu kommen, miissen wir die Integralgleichungen (3) be-
nutzen. Sie sind im Intervalle T <t < T, giiltig. Wir betrachten die
erste dieser Integralgleichungen und wollen in der rechten Seite jener
Gleichung den Grenziibergangt(>>-* T, ausfiihren. Wir behaupten, daB
se bei diesem Grenziibergang gegen einen bestimmten Grenzwert kon-
vergiert. DaB diese Behauptung fur die Glieder:

Falll

Qf(-u,*c“,),:fdw und gfdth,t,gdm
w o L3

zutrifft, bedarf keincs besonderen Beweisss. Was wir zu beweisen
haben, ist also nur, daB bei t(o)-+ T, die Integrale:
‘“h

du du,
it un (0% %) 40
9.! wu 02w  Oz;) '* “

gegen bestmimte Grenzwerte konvergieren. Um diesen Jiewes zu
“lihren, geniigt es wiederum, zu zeigen, daB die absoluten Betriige der
Ausdriicke:

]
gjdtfu, ((Mi 6”"‘) te(x, t; 2, T, — 6)dw -
(29)
—_ gfdtfum (0::' {:;""') (2, ¢ 20, T, —z)dw,

wo £ > & > 0 ist, gleichzeitig mit e gegen Null konvergieren. Dies ist
aber leicht durchzufiihren. Wir schreiben unsere Ausdriicke in der

J
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folgenden Form, worin wir unter y eine positive GroBe verstehen, die
groBer als e ist, die wir aber songt beliebig klein wahlen konnen:

r—4
du, @
gfdsfum(az_g';?) te (. 6 2@, Ty — 8) dew —
—gfdtfum(auf- )t”(a:,t,x(”) T, —e)dw +
LEA (30)

au; t')um) . 0
+eld‘!%(a_zm—‘ﬂsz} {tie {2, t; 29, T} — &) —

— Lyl t; 29, T, — )l do.

Das erste Glied ist wegen (7), (15), (28) dem absoluten Betrage nach
kleiner als:

¥y—d
6od4DW2 [dt [ do__ <
142a —_ 8 — ="
(4 pRp+ (T, — 6~ + )
f‘—r @«
r,_a P
{0
2 ——
<24pADWf 1—6_—15 e
—~48uADWfy — af(l B
In 7,7 haben wir gesehen, daB:
dw, D

0T RO Fer < (I + SRy

Wir schlieBen hieraus, (da R? = #,2, ROA = 2,08, #2 = (g, — 2,02, dal:
<« D
1+ ﬁR)1+“ A = L+ FEOy:

Da auBerdem Yy—d < ¥y ist, so sehen wir, daB das erste Glied des
Ausdruckes (30) kleiner als:

Bmp ADW

(14 BRO)
ist. Der absolute Betrag des zweiten Gliedes in (30) genugt derselben
Ungleichung. Im letzten Gliede von (30) ist der Faktor:

‘fl(xa t; 3(0)3 T],'_a) '—‘ﬂ(z’ t; x(o)s Tl—e)
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des Integranden eine im ganzen Integrationsbereiche stetige und be-
liebig oft stetig differenzierbare Funktion aller darin vorkommenden
Veranderlichen. Dieser Faktor konvergiert gegen Null gleichzeitig mit
e— <& Eine nahere Betrachtung, die sdir einfach ist, die wir aber hier
nicht ausfuhren wollen, zeigt, daB bei beliebigen x,9 X9 Xg, das dritte
Glied des Ausdrucks (30), bei festem vy, gleichzeitig mit e—d ver-
schwindet. Wenn nun d* ene beliebig kleine positive GroBe ist, so
konnen wir y so klein wahlen, daB die Summe der absoluten Betrage
der beiden ersten Glieder in (30) kleiner als d* ausfallt. Wir konnen
dann sund é (0 < 8 - e < »)i so klein wahlen, daB das letzte Glied
in (30) dem absolutem Betrage nach d kleiner als "d* ist. Wie klein
auch (5~ ist, wir konnen also eund & {0 < 8 << &) so klein wahlen, daB
der Ausdruck (29) dem absoluten Betrage nach kleiner als d* ist.
Damit ist bewiesen, daB die GroBen w*(P<®>, tf<?), welche durch die
erste Gleichung (3) definiert werden, bei J< -» T, gegen bestimmte
Grenzwertekonver gieren.

Man beweist in ahnlicher Weise, indem man sich diesmal auf die
Ungleichungen (8) stiitzt, daB die Ableitungen:

a Hy
i x;

(k,1=1,2,9)

bei t -» T, gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren.

Sowohl fur die Geschwindigkeitskomponenten wie fur ihre Ab-
leitungen nach x;; X9 X, kann man beweisen — die oben dargeegten
Hilfsmittel reichen hierzu vollkommen aus — daB die Konvergenz
gegen die Grenzwerte im ganzen Raume gleichmaBig ist. Daraus folgt,
daB die GroBen uy bei t «= T; stetige und in bezug auf x; X, X3 €in-
mal stetig differenzierbare Funktionen sind und daB die Ableitungen

@;fﬂ dieser Funktionen die Grenzwerte sind, gegen welche die
1

GroBen 9';;;5‘) bei ¢ —+ T, konvergieren.
Aus der ersten Gleichung (3) folgt nun weiter wegen (7), (15) und
(28), daB fur t = Tig Uj undg-:’ﬂleichungen von der in (2) an-
]

gegebenen Form genugen. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt schlieB-
lich, daB q fur t = T, eine stetige Funktion von Xjg Xp9 X, ist, welche
einer Ungleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt.

Unser Hauptsatz ist hiermit bewiesen. Br sagt aus, daB die Sin-
gularitaten, welche in der Bewegung einer zahen Flussigkeit auftreten
konnen, wesentlich Singularitaten der Wirbel sind. Wenn in einem

6 Oseen, Hydrodynamik
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Momente T, die Bewegung einer zahen, den ganzen Raum erfullenden
Fliissigkeit aufhort regular zu sein, so heiBt das nach unserem Haupt-
satze entweder, dafi der Wirbelvektor irgendwo im Momente t == T,
unendlich goldJ wird, oder daB die Wirbelbewegung sch so ins Un-
endliche ausgebreitet hat, daB, wie klein die positive GroBe a auch
gewahlt wird, doch der groBte Wert der Funktion:

(1 + BRY | rot e

im Raume bel t -+ T, ins Unendliche wachst.

t)ber die Bedeutung unseres Hauptsatzes wollen wir an dieser Steile
folgendes sagen. Nach der klassischen Hydrodynaniik, welchevon vor n-
herein die Zahigkeit vernachlassigt, konnen in einer Flussigkeit niemals
Wirbel entstehen. Andererseits muB auch diese Theorie, um mit den
Tatsachen einigermaBen in t)bereinstimmung zu kommen, annehmen,
daB Wirbel existieren. Meistens nimmt man an, daB der Wirbelvektor
langs einzelner Wirbelfaden unendlich groB ist. Unser Hauptsatz er-
ofInet die Aussicht zu einer Theorieder Entstehung solcher Wirbelfaden.

Auch von einem anderen Gesichtspunkte aus scheint es verlohnend,
dieSingularitaten in der Bewegung einer zahen Flussigkeit einem naheren
Studium zu unterwerfen. Wenn Singularitaten auftreten konnen, dann
miissen wir ofEenbar zwei Arten von Bewegungen einer zahen Flussig-
keit unterscheiden, die regularen Bewegungen, d. h. die Bewegungen
ohne Singularitaten, und die irregularen Bewegungen, d. h. die Be-
wegungen mit Singularitaten. Nun unterscheidet man andererseits in
der Hydraulik zwei Arten von Bewegungen, die laminaren und die
turbulenten Bewegungen. Es liegt nahe zu vermuten, daB die experi-
mentellen , laminaren" Bewegungen mit den theoretischen , regularen”,
die experimentellen , turbulenten" Bewegungen mit den theoretischen
»irregularen” Bewegungen identisch sind. Ob diee Vermutung der
Wahr heit entspricht, kann freilich erst durch weitere Untersuchungen
entschieden werden.

8 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen
in einer zaben Fliissigkeit.

81. Zirkulation urn einen geradlinigen Wirbelfaden.

Wir behandeln das folgende Problem. In einer Fliissigkeit, welche
den ganzen Raum erfiillt, s in einem gewissen Momente, etwat = 0,
wjz iiberall gleich Null. Ebenso sollen flir t = O iiberall:
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‘_‘I_st__au,_ Juy Ou;  duy _ 0wy

Tdwy duzy . dwy’ BT dm dz, dug
gleich Null sein. Dagegen soil:
— . Ouy Owy
B 0z oz

im Innern des Zylinders R*= #,2+ z,2-- a® eine stetige und stetig
differenzierbare nirgends verschwindende Funktion von R. - fu,® + 5t
sein. Ftir R == a soll #3= 0 sein. Die Bewegung der Fliissigkeit ist
alsoim Anfangsmomente eine Helmholtzsche Wir belbewegung um einen
zylindrischen Wirbel. Wir wollen untersuchen, welche Bewegung sich
aus diesem Anfangszustande entwickelt.

Wir gehen bei unserer Untersuchung von Formel (31) S. 55 aus.
Sie wurde aus dem System (5, 30) abgeleitet. Wenn wir in (5, 30):
duy

AN

(?vk - 11 2)
setzen, so geht diesss System in die vollstandigen hydrodynamischen
Differentialgleichungen (jedoch ohneauBereKr afte) fiir den zweidimen-
sionalen Fall liber. Wir konnen aber dassdbe Ziel audi dadurch er-
reichen, dad ..... , 9
- - . L7573 H

Xy cugty, Xy - — w4, (“x - 0:::: _d:t;;)
setzen und gleichzeitig p durch p -+ L gfu,+ w5 = ¢ ersetzen. Wir
legen also unsre Untersuchung das folgende System zugrunde
(da) = dx;dx,):

2 guy(P®, () = QJ (), pde + gj h’tj {rglie— b)) yd o —~
BCTY T B

“-]. d;J Ly ‘;‘: —t, (p ‘;:’ gy QU,.u,)}ds I
Y Ep o

+ of tmp, s, 0)
Ky

2 _ ’ -*‘—(%:.‘_Qda 1 i

(”k= 1: 2)

Wir nehmen an, daB im I ntervalle 7' << ¢ < @ die Grofien u; und ihre
Ableitungen den folgenden Ungleichungen geniigen:

6%
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P v 6u,| sU
PO+ ARE (0rl T (I pRYT 2
2

|p1s ]gl<(1_-i-_ffﬂ)_“’ a>90.

Wir wenden das System (1) auf das Innere enes Kreises an,
dessen Radius wir nachtraglich ins Unendliche wachsen lassen. Wegen
(2) konvergieren die Kurvenintegrale in (1) dabel gegen Null und wir
erhalten, indem wir T = 0 setzen:

2au, (PO, ¢9) —f(u,;lu)‘_odw +fd!f(uot”,—u; uyder . (3)
Hier Tist:
ap P2d 2P
‘u=§5;ar Lig= by = - 03, BT gz’
Die Gleicliung (3) laBt sch wesentlich vereinfachen. Partielle Inte-
gration ergibt:

f(“i‘h), JEw -—j (uagz) dw —fSu, d:.,) udm ,

)

{(n,tn)‘_odw == —i!;(aﬁs 3?;) dw.

i=0

Wir haben ferner, wenn wir die Integration zunachst iiber ein end-
liches Oebiet Q mit der Randkurve K ausdehnen:

f(“s‘n — Uylyg) gl = “—f i (d 5 + g::) +

ou A\ ) 0P 4
+ u, 6::: + d::)}d dw ‘I‘f“n“a ds.

Wegen der Kontinuitatsbedingung mussen wir verlangen, dali:
Ou, | Ou,

day " Quy 0,

und in der Tat folgt diese Beziehung aus (3). Aus Symmetriegriinden
ist ferner ersichtlich, daB die Partikel der Fliissigkeit Kreise um die
£3-Achse beschreiben und daB uy auch fiir ¢ > 0 nur von R abhangen
kann. Wir haben folglich:

¢ I
ﬂ':lﬂl-f-m’u’:o, xsai‘s_mlaz_i:().
Also: 0 .
u. _us
th g+t =0
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Das Randintegral in (4) konvergiert gegen Null, wenn die Kurve K
ins Unendliche wachst. Wir haben also:

f(“:‘u_ thytyp)iizdw = 0
und finden in derselben Weise:

f(“s‘m — Uy lgy)Uydew = 0
Wir erhalten also schlieBlich aus (3):

(PO, 1) = J(- o

dm,)‘_udw =

.er o _
j"s(“’n -’sso) 1—e 'ﬂ‘) Ta ':n._"fﬂ dw,

169

1 [ —en
1, (PO, ¢®)) = 9m fu,(:r;,,:r,,ﬂ) (1 e 4,,,)?’51 A e I P
R<n
P V= HF £ @B, do = dnds,.
Fur die zugehorige Funktion g erhalt man (aus 8§ 5, 32):

e |- a 0) 1
q == 23[“3(%01'1 "‘J;t, log , de .

Man seht sofort, daB uy und u, Ungleichungen von der Form (2)
geniigen. Man bestatigt ferner ohne Schwierigkeit, daB q einer Un-
gleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt.

M an erhalt aus (5) die Helmholtzschen For meln, wenn man das Glied:

e 4::':"

weglaBt. Dieses Glied verschwindet in der Tat, wenn p gegen Null
konvergiert. Die Helmholtzsche Theorie stellt also tatsachlich die
Grenze dar, gegen welche die Bewegung bei \i -+ 0 konvergiert. Man
sieht aber, daB in diesem Falle die Losung bei Beriicksichtigung der
Zahigkeit nicht wesentlich komplizierter ist als bei Vernachlassigung
der Zahigkeit.

Betrachten wir einen Punkt in der Flussigkeit, desssn Abstand
vom anfanglichen Wirbel groB ist, so haben wir annahernd:

r=R, ==0.

Wir erhalten mit dieser Naherung:
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J ek
ul(zlizs!‘)=_2?: ;'_5(1_'6 4‘":)!

J ek
Uy (m‘h g, ‘) = 2 o ;13 (1 — € ‘”‘) (6)
Rr=zi+a? J, -=f'7‘s (21: %,, O} d .
Ren

Jo ist das MaB der Intensitat des Wirbels bei t = 0.

Man sieht aus den Formeln (6), daB die Geschwindigkeit, mit der
die Partikel ihre kreisformigen Bahnen urn den anfanglichen Wirbel
beschreiben, in einem gegen den Durchmesser des anfanglichen Wir -
bels groBen Abstande gleich:

2JR(1—"* if)

ist. Die Zeit, nach welcher diese Geschwindigkeit auf die Halfte ihres
anfanglichen Wertes gesunken ist, wird aus der Gleichung:

n Rt
l—¢ 48t =

bestiramt. Sie ergibt sch zu:
_ ek
T 2712
Sucht man die Punkte zu bestimmen, fur welche die Geschwindigkeit
nach den Formeln (6) am groBten ist, so bekommt man die Gleichung:

R

e _ G
1+ Qut et
Der Abstand diesr Punkte vom Mittelpunkte des Wirbels ist also

1/ .
zu 3 proportional.

Der Betrag des Wirbelvektors im Abstande R von der Achse ist:
et
duy, duyj o Jy du

= o, T e | T 4::;&:

Seinen groBten Wert hat dieser Vektor aso stets im anfanglichen
Wirbel oder wenigstens in der Umgebung dessalben.

Der qualitative Inhalt der Gleichungen (5) kann folgendermaBen
zusammengefaBt wer den: vom Zentrum desanfanglichen Wirbelsbreitet
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dch in der Fliissigkeit eine Bewegung aus, deren Rotation uberall
auBerhalb des anfanglichen Wirbels dassdbe Vorzeichen wie dieser
hat, deren Geschwindigkeit aber der anfanglichen Geschwindigkeit ent-
gegengesetzt ist.

8a. Zwei parallele, geradlinige Wirbel in einer zahen
Fliissigkeit.

Wir haben in dem oben behandelten, exakt losbaren Falle des ein-
zelnen geradlinigen Wirbelfadens gesehen, dafi die Helmholtzsche Theo-
rie die Grenze bildet, gegen welche die Erscheinimgen bei u - 0 kon-
vergieren. In dem jetzt vorliegenden Problem gehen wir deshalb von
der Helmholtzschen Theorie als ener ersten Naherung aus. Wir neh-
men also in erster Naherung an, daB der Wirbelvektor u; (o)auBerhalb
von den beiden Wirbeln uberall verschwindet. Im Inneren eénesWir bel -
fadens soil uz(0) nur von der Entfernung von der Achse des Wirbel-
fadens abhangen. Die beiden Wirbelachsen bewegen sich be dieser
Naherung in Kreisen um einen gemeinsamen Mittelpunkt oder, wenn
die Intensitaten dersdben entgegengesetzt gleich sind, langs zwel pa-
ralleler Geraden.

Um nun die Annaherung einen Schritt weiter zu treiben, fuhren
wir in den Formeln (3) rechts fur u; u, us die Werte u (0) u, (o) 3
ein, welche die Helmholtzsche Theorie fiir diese GroBen gibt. Die so
erhaltenen Ausdrucke:

g (PO, 1) = 213'! f(m(u)‘n)t- pdw + l

: (7)
-J- 2 fdtf(w,mch — 2, M8 )6,V dw
0 =

geben uns die in zweiter Naherung giiltigen Werte der Geschwindig-
keitskomponenten.

Um die rechten Seiten der Gleichungen (7) zu vereinfachen, for-
men wir zunachst das erste Glied rechts mittels der in 81 dar-
gelegten Methode um. Wir erhalten:

f(“im)‘h)t odﬂ’— y f(' mr_)?_) dw-|-

1 d¢)
oy ___. d
+2;’lz ( d:l:, tmp s

(8
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1
In !("’i(o)‘is)t-odw T T 9 f( @ -d_i;) - do —
9
1 (__ » d@) do ©
2?:8 02/ img

wo die beiden Glieder rechts sich auf die Querschnitte der beiden
Wirbelfaden beziehen.

Wir betrachten dann das zweite Glied rechts in (7). Da us(0)
iiberall auBerhalb der Helmholtzchen Wirbelfaden verschwindet, so
zerfallt diesss Glied in zwei Teile, welche den beiden Wirbelfaden ent-
sprechen. S(°> hat nur in den beiden Wirbeln einen von Null ver-
schiedenen Wert und hangt im Inneren eines Wirbelsnur von der Ent-
fernung von der Achse dessdben ab. Wir bezeichnen die Koordinaten
der Achse des ersten Wirbels mit x(1), X, (1)Fur den zweiten Wir bel
bezeichnen wir die entsprechenden GroBen mit  xix &\ wy® hangt
as im ersen Wirbel nur von der GroBe:

flay - -2+ (3=
ab, im zweiten nur von der GroBe:
V(‘El - 7, ®) + lzs — @2,
Wir haben ferner im ersten Wirbel nach dem Taylorschen Lehrsatze:

0O (2, Ty £) = 1® (D, 2., 1) + (a(;‘: ) (7 — 2.
* Lzt

Hier ist x, r,* en von x, X, abhangiger Punkt im Inneren des
Wirbels. Wenn der Wirbel diinn ist und wenn die Ableitungen:

Aduy
i, g, k=1,2)

im Inneren des Wirbels nicht dem absoluten Betrage nach sehr groBe
Werte annehmen, so konnen wir mit geniigender Annaherung im ersten

Wirbel:

day®
14, ® (g, gy ) = 44 (2, D, 24D, £) = .:".

setzen. Unter entsprechenden Voraussetzungen haben wir im zweiten
Wirbel annahernd:

d )
%0 (2, @y, t) = %"m

Wir betrachten jetzt den vom ersten Wirbel herruhrenden Teil des
Ausdruckes:
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0 [t f (1 ®ty - 94,008, ) 5, d 0. (10)
0 =

Er hat nach dem Obigen annahernd den Wert:
[
1 AP dn 2P dm,ﬂ)) = y
2:&!6‘1[(53:;‘33, 2t Taggar )BT (i)
Wir betrachten den Ausdruck:

6t g:ﬁam(ﬁ—‘ﬂ” g — 730) dw,

wo bei der Differentiation x, und x, konstant gehalten werden sollen
und wo ¢ << ¢® angenommen wird. Wir erhalten:

ddﬁ ey f( P _ a:p 0«,(0)) lo -
as ®=I\ozat™ T oz, o | *°°
i Ng _ P (a"a"” dzlm A, ‘h’m)}d
92,02 " day \ ooy dt T o,

l” AEP RAD* dz, M R D da,t)

S TR
6.1:,6& Oz, 0zy de dat dt ,us de.

Der Ausdruck (40) kann mit Hilfe dieses Ergebnisses in der Form:

f’i(b _ 1 r=e
®de — ®)
fd 68 u, de fdt 9, ; dw

geschrieben werden. Ausfiihrung der Integration im ersten Gliede und
Einsetzen des Wertes von O:

L o ;-l
f e ‘#(‘“’“‘3 — log
r

*2‘154 (o), f (5055, o+

2O —ty e -
Sn,uf f(t('” t)’e g HMdw.

Einen abnlichen Beitrag erhalten wir vom zweiten Wirbelfaden. Wir
haben also, annahernd:

ergibt:
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1 ™~
ghfd‘f(“sm‘n —1,92,) G,MWdo =
o

2:: (m,«»_ 2 3y®) do— . f z,) (12)

er

N DA vy S
S.mu fd 1(;;(0)_ o e u,Ndw,

Die Formel (7) ergibt jetzt, wogen (8), (1)), (12):
1w, (PO), 1) =

1 7™ — .y ) 1 f (.:: @ )
- g ) 4 - 2 2y
2“1 ( e " e e ‘mdw }
0) e (13)
o —0 4,J'rl'l“‘I L
8 pf [ e " e ¢

ar'
.}s d.u(l“' O (ﬂ)
Sn»f f (g do.

Wir erhalten in ahnlicher We|se, in derselben Annaherung:
"y (P(O), g(ﬂ)) £

o (1 i) oy [(7 )
- L m (0} —
2::1( p a®) do b S ®) dw
ert
AL e, TanEe -t
®dy — } (14)
Sat,u [ [ (¢® — t)’ e W

art
2,@ . - 4,«(’:"" 2w
Snpf f(t‘“’ . t)’ 1, ™ d o,

Wenn wir in den Gleichungen (13), (14) den Grenziibergang \i-+o0 aus-
fithren, so konvergierenin beiden Gleichungen die beiden letzten Glieder
rechts gegen Null, wie man sofort sieht, wenn man statt x; x, durch
die Substutionen

2y — 6 = & Ju(t® 1), ag — 15y© = B u(t® 1)

neue Veranderliche, £4£, einfuhrt. Die so erhaltenen, im Grenzfalle
li = o giiltigen Formeln:
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u (P, 1®) =

b xg("l—r,_m) . lf(:r.('”—:r, (0))

uy (P®, 1®) =

)
stimmen mit d hdftzschen Fborie i r

Lassen wir einen Wirbelfaden, etwa den zweiten, sch unbegrenzt
vom Anfangspunkte und von dem ersten Wirbelfaden entfernen, so
geht der EinfluB jenes Wirbelfadens nach; Null und wir kommen zu
der in 8 8i dargelegten exakten Theorie eines einzelnen Wirbelfadens
zurfick.

Nach der Helmholtzschen Theorie bleibt die Entfernung zwischen
den beiden Wirbeln stets dieselbe. Wir benutzen die Formeln (13), (14)
zu einer qualitativen Untersuchung dariiber, wie die Zahigkeit diesss
Gestz beeinfluBt. Wir untersuchen zu diessm Zweck, wie die Be-
wegung degenigen Teiles der Fliissigkeit, der in einem gewissen Mo-
ment sich gerade dort befindet, wo nach der Helmholtzschen Theorie
ein Wirbel sein soil, von der Bewegung abweicht, welche jener Wirbel
nach Helmholtz haben soil. Wir haben geschen, daB die zwei ersten
Glieder rechts in unseren Formeln (13) und (14) mit den von Helm-
holtz gefundenen iibereinstimmen. Die Abweichung rtihrt also von den
zwei letzten Gliedern her. Betrachten wir jetzt z. B. den ersten Wirbel-
faden, so ist klar, daB die Integrale, welche von diesem ersten Wirbel-
faden herriihren, im allgemeinen die von dem zweiten Wirbelfaden
herriihrenden iiberwiegen miissen. Der Inhalt jener Integrale kann
folgendermaBen ausgedriickt werden: von jedem Punkt der vom
Wirbel zuriickgelegten Bahn breitet sch eine Bewegung aus, deren
Rotation auBerhalb der nachsten Umgebung des Punktes dasselbe
Vorzeichen wie der Wirbel sdbg hat, deren Geschwindigkeit aber der-
jenigen entgegengesetzt ist, welche nach Helmholtz vom Wirbel sdbst
in dem Momente hervorgerufen wurde, wo er sich im betrachteten
Punkt der Bahn befand. Die Geschwindigkeit jener Bewegung nimmt,
wenn fi klein ist, mit wachsender Entfernung vom Mittelpunkte schnell
ab. Ebenso nimmt se schnel mit wachsendem t ab. Es folgt hier-
aus, daB der Teil der Flussigkeit, der in einem gewissen Momente
sch gerade im Helmholtzschen Wirbel befindet, sch von diesem in
der Bichtung entfernen muB, in der sich die Fliissigkeit hinter dem
Helmholtzschen Wirbel bewegt. Wenn man auf diesslbe Weise die von
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dem zweten Wirbefaden herriihrenden Integrale untersucht, so findet
man, daB die Fliissgkeit hinter dem Hdmholtzschen Wirbel zuriick-
bleben muB. Den egen Teil unsres Resultates konnen wir im fol-
genden Satze zusammenfassn:

Die Teilchen, welche sich in den Wirbeln befinden, be-
wegen sich so, als wenn die beiden Wirbel durch Vermitte-
lung der Fliissigkeit eine Kraft aufeinander ausiibten, ab-
stoBend, wenn dieWirbel gleichnamig sind, anziehend, wenn
sie ungleichnamig sind.



Zweiter Teil.

Die Randwertaufgaben.






Einleitung.

Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es moglich,
die Bewegung einer zahen unzusammendriickbaren Fliissigkeit zu be-
rechnen, wenn man annehmen darf, daB diese Flussigkeit den ganzen
Raum ausfiillt und in unendlicher Feme ruht, und wenn entweder die
Bewegung stationar, d. h. von der Zeit unabhangig ist oder auch in
einem bestimmten Momente, etwa fiir t = 0, bekannt ist. Jene Pro-
bleme sind aber nicht digenigen, zu welchen die wirkliche Bewegung
einer zahen Fliissigkeit AnlaB gibt. Diese Probleme haben einenanderen
Charakter. Eine wirkliche Fliissigkeit hat stets eine Begrenzung, die
iibrigens aus einer oder mehreren, festen oder bewegten Grenzflachen
bestehen kann. Wir nehmen an, daB die Flussigkeit an diesen Grenz-
flachen haftet, so daB die Bewegung der Grenzflachen die Bewegung
der auBersten Schichten der Flussigkeit bestimmt. Wir bezeichnen mit
Vj( = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes
einer Grenzflache. Das mathematische Problem, zu welchem die
wirkliche Bewegung einer zahen Flussigkeit AnlaB gibt, be-
steht dann darin, eine Losung der hydrodynamischen Glei-
chungenl, Il oder | I I zu finden, welche an den Grenzflachen
den Bedingungen uj= Uj(j = 1, 2, 3) geniigt. Wenn die Bewegung
nicht stationar ist, kommt noch die Bedingung hinzu, dafi in einem
gewissen Momente, etwa fiir t = 0, die GroBen uj in dem von der
Fliissigkeit erfiillten Bereiche bestimmte, vorgeschriebene Werte an-
nehmen sollen. Jene Werte mussen jedoch der Kontinuitatsbedingung
geniigen. Die Methode zur Losung dieses Problems, die wir zur Zeit
besitzen, ist wieder die Methode der sukzessven Annaherungen. Se
erfordert in erster Linie die Losung des linearen Problems, das man
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhalt. So werden wir zu
den Problemen gefiihrt, die man die hydrodynamischen Rand-
wertaufgaben nennen kann. Wir werden uns im folgenden mit
speziellen Fallen beschaftigen, in denen man die hydrodynamische
Randwertaufgabe exakt oder annahemd losen konnte. Zwar gibt es
auch allgemeine mathematische Untersuchungen iiber die hydrodyna-



96 Einleitung

mischen Randwertaufgaben. Se sind aber noch nicht so weit gefordert,
daB se Bedeutung fur die Hydrodynamik gewonnen hatten. Wir gehen
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein.
Im ersten Kapitel behandeln wir enige Falle, in denen es gelungen
ist, eine exakte Losung der hydrodynamischen Randwertaiifgabe zu
finden. Im zweiten Kapitel beschaftigen wir uns mit dem linearen
System, welches aus | | 2 (oder | P) durch Vernachlassigung der qua-
dratischen Glieder hervorgeht, und geben angenaherte Losungen einiger
spezidler Falle der diesem System entsprechenden Randwertaiifgabe.
Im dritten Kapitel behandeln wir in ahnlicher Weise die Randwert-
aufgabe des Systems | I1* (oder |1P).

Esist ausdem oben Gesagten ersichtlich, daB die Randwerte, welche
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen, im allgemeinen in
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzflache
abhangen. Trotzdem muB man, um die Methode der sukzessven An-
naherungen anwenden zu konnen, bei den linearen Systemen, welche
wir hier zu behandeln haben, Randwerte allgemeinster Art betrachten.



Exakte Losungen hydrodynamischer Randwer t-
aufgaben.

8 9. Die Sokesschen Gleichungen.

91. Eine Kugel. Randwertaufgabe fur das innere Problem.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daB die Bewegung der
Fliissigkeit stationar ist. In den Gleichungen | | # (oder | P) vernach-
lassgen wir die quadratischen Glieder und setzen auBerdem Xj = O.
Wir werden so zu dem System:

a

pAﬂ,-—*-a%=0,

Ou;  Ou;  duy | Ouy 0 .
Oy O | dzy Oz (i)
gefiihrt.

Wir unterscheiden zwei Falle. Bei dem inneren hydrodynamischen
Problem betrachtet man eine Fliissigkeit, die sich im Inneren einer ge-
schlossenen Flache befindet und deren Geschwindigkeit an dieser Flache
bekannt ist. Bei dem auBeren hydrodynamischen Problem betrachtet
man eine Fliissigkeit, welche den ganzen Raum auBerhalb einer geschlos
senen Flache erfiillt. In diesem Falle muB man die Geschwindigkeit
sowohl an der inneren Grenzflache wie in unendlicher Feme kennen.

Wir losen in diesem Paragraphen die innere und die auBere hydro-
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) fiir eine Kugel. Wir
betrachten zuerst das innere Problem. Die Randbedingungen sind in
diesem Fall: ;= U,{§ =1, 2, 3) an der Oberflache der Kugel. Die
GroBen Uj miissen wegen der Kontinuitiitsbedingung (1, 2) S. 4 der
Beziehung:

fUmd8 =0

geniigen, wo die Integration iiber die Oberflache der Kugel erstreckt
wird und wo, wie ublich, w/ die Richtungscosinusse der nach auBen
gezogenen Normalen dieser Flache sind.

«7 Oseen, Hydrodynamik
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes geschen.
Wenn man einen Tensor ¥, und einen Vektor Py finden kann, die an
einer gexhlossenen Flache S den Bedingungen Ty == 0 geniigen, im
Innern derselben Flacheiiberall mit Ausnahme eines Punktes x;(0)(P (0)
regular sind und den Differentialgleichungen:

6P; _ aTﬂ _

ﬂAT’g—a—z"-——O, -a—zf——-—

geniigen, endlich sich in der Umgebung des Punktes x;(0), bis auf
regulare Glieder, wie der Tensor tj und der Vektor py:

0 @)

8 — ) (2 — 2, — e
‘y’i=‘$+(xf -T«f 1&2:; o ’)’ ‘px=2ﬂﬁ—;sﬂ‘“’ r = Vg — 2003

verhalten, dann gilt fiir jede innerhalb dersdben Flache regulare
Losung des Systemes (1):

1 ar,
ug(P“’)) =H8_3;}; U’(ﬂT':!'—Pgﬂf) 8. 3)

Um unsere Aufgabe zu losen, bestimmen wir eine Losung Tjy N
des Systems (2), die innerhalb von S regular ist und an S den Be-
dingungen: Tjx=tjk genugt; dann hat Tye= tjx— Tsp, Pr= 1z —m
die verlangten Eigenschaften.

Fiir eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die GroBen Xjy
und ny herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an,
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel
loste. Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssysems in den Mittel-
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit aden Radiusderseben und setzen:

af=RE, oR=RO2, R>0, R9>0.
Durch die Formeln: .
5O = _1_;0‘.. Z®
definieren wir dann das Spiegelbild P(”) des Punktes P@{(= 2,®, x,®,
z,®). Wir setzen ferner:
ZOR = RO, (5—3O)2=F, RO>0, 720,

Um nun Xjx und ng zu berechnen, verzichten wir zunachst auf die Er -
fiillung der Kontinuitatsbedingung (2 b) und stellen uns die Aufgabe,
einen Tensor 7;* und einenV ek t m* 7 u berechnen, die iiberall,
auBer im Punkte P(0), regular sind und die Differentialgleichungen:

i E A
,HA‘I.'"'-—- a; =0 (4)
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befriedigen und die an der Kugel R = a den Bedingungen t;;* = t;,
geniigen. Wir versuchen diesevorbereitende Aufgabe durch den Ansatz:

gy 01, 01 w21, o
Tix + '§ 03’ +cl a + 2d§ixl a + e awfaﬁg
1

zu losen, wo ay, &, C, dix und e Konstanten sind. Dieser Ansatz
erfiillt, wie sofort ersichtlich ist, die Bedingung, daB T.i* und p¢* iiber-
all mit Ausnahme des Punktes P (o) reqular sind. Wir haben ferner:
6’ . - 62 1 0::.
At Tk =#d:Th _2;‘869:,6.1, 7

Wenn wir die Konstanten so bestimmen konnen, daB an der Kugel
R= a noch ry— tk({, k =1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende
Aufaabe adost. Nun ist fiir R = a;
_ 2z & ) _ o

also:
- _Gf

= vom

2
und fe 2 E® = (a’-i— Fiomy l;s - (1 + TZ(E“T') — %P .

Wire cw 01 __@2%—3a% _ 1 a{E%—d)
K 7 ¥ 27 OReeP

roa A "\I‘ﬁl Al R(o)‘!

Tik *=——fﬂu+ din - eén)} —-——I""‘-""‘

—(eZ/® — b))z, — (e @ — )2 + @ (1 R@“) d"l & s O
DieForder way"

20N (s — 1, O
'I'.'fg =l = 6“. + (ﬂ-_. .‘?i‘_..);?i __'-E_l'____)
fiir R = a ergibt jetzt:
R© Rs
— {an + dix + edp) = by, — g e=1,

ROP

—=- (eZ® —b) = 2,®, — (eT:® — &) = #,®,

RO® a®
~— gx’(o) 2300 — b’ W — o 5’(0) + a? (1 — R(O)i) du}= x,f")n:;(“’.



100 8§ 9. Die Stoke8Bchen Gleichungen

Wir erhalten schlieBlich:

BO2 _ g2
o= g (1 + os) o + g HOR,
a a? a at \ _
b= p® ( 10 ) & = p@ (1 - R(n‘rz) 7,
RO®Z _q2 _ a®
gy = — TR0 2, 7,0, €=— RER
und damit:
a @ (z;— 79 (x, — 7@
11&*=F°)—?611+W(*’ . )F(“* -i—)+
R(ﬂ)ﬁ — as A0 T 0 I/ _ .
F1) 31(“8 F‘; - Eﬁiﬁ [z/® (ze — ) + (5)
_ ( ) 2 0 d 1
+ B0 5O - T 50 O,
2;133 7} 1
"= = s b, 7 ®

Wir sgtzen jetzt, urn unser anfangliches Problem zu losen:
0
Tie = T5:* + (R® — ﬂg) % (7)

s0 daB also das Zusatzglied fur R = a also auf der Kugel verschwindet.

Die Funktionen g, sollen Losungen der Laplaceschen Differential-
gleichung sein, die im Innern der Kugel R=a regular snd. Wir
haben unter dieser Voraussetzung in demsaben Bereich:

acp;. 2“3 a 1_
0z, RO® gz, 7
_ atp, a’ ﬂ 1)
W&—2.“(%+2x;6—m“"ﬁm—ﬁ 3z F (8)
setzen, so sind dann Xj N, innerhalb der Kugel R = a regular und ge-
niigen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schlieBlich
die Potentialfunktionen gy so, daB die Kontinuitatsbedingung erfiillt
wird. Wir haben:

a
A= 5;,{2%‘ + day
Wennwir:

dfi; . 01’,;" O_G_t
- + 22 dz;’
01,*  ROR_glig(z, — 5, &© g 1

95, ~ " EO® 7 e Pamr T

T
+ az,co) _‘?_ T Fz*m + 2 2”*@ ( 56_) (x,to) __) —_~
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Da:

a 1 - 6 1 1 - d z.—i,“” 2(3;-—-53(0),
LIV~ X () MW —_—py___"=__F - __ = L
Yoz, 7 T oz, 7 ?’(I" ¥ )('n, T =

- 6)(* 6)1 ( 6)(- 6)] a1 2

o _"_ (1 Tl il PSS () e I T Wl

(”’ 0\ dm) 7 \Han/\" am) 7 T 57 T

. .. ﬂ‘rn* . i
so konnen wir unseren Ausdruck fiir 32 auch in der Form:
7
ROZ _ g2 gz, — 7@ 35,0 3p® 3 1
TTRe TR T T Mg
Az, — 5 2::,,(")( 7] ) (—m g3y 1
Yo%, T e War) \® a5 7
schreiben. In der Kontinuitatsbedingung:
Oty dgr 1 d*
Y i N P

haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt
£ aq;; diese geben fiir p, den Beitrag:
RO —a(300 | a(e,—50) | 300 1 0 1)
2 RO® ar 7 a owy T

welcher der Laplaceschen Gleichung geniigt.

Um die noch iibrigen Glieder von py zu bestimmen, miissen wir
ene fiir B =< & regulare Losung tp, der Differentialgleichung:

Q_'Pf - x‘e{ln o2 Ty — E*(ﬂ)

dzy 7 7

suchen, welche auldJerdem der Laplaceschen Gleichung 4z¢r = 0 ge-
niigt. Dies geschieht ohne Schwierigkeit. Wir fiihren statt x; Xo, X3
Polarkoordinaten ein und driicken also X; X, X3 durch R und zwei
Winkel aus. Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt
dadurch die Form:

pv:,

oR

Die rechte Seite konnen wir in ene nach steigenden Potenzen der GroBe
R/R® fortlaufende Keihe entwickeln. Da die rechte Seite fiir alle B®
eine Losung der Laplaceschen Gleichung Ad.w =0 ist, so wird jedes
Glied der Beihe ebenfalls eine Losung der Laplaceschen Gleichung
sein. Da ferner, wie man leicht verifiziert, die rechte Seite fiir R=0
verschwindet, wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten. Nicht
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nur die reclite Seite selbst, sondern auch die mit R dividierte rechte
Seite laBt sich aso in eine Potenzreihe nach R/Bentwickeln. Wenn
wir diese Reihe in bezugauf R zwischenO und R gliedweise integrieren,
so bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon-
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Losungen
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist w4, Esist
indessen nicht notwendig, rpx durch eine Potenzreihe darzustellen. Es
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck fur g Wir
setzen: @4 Z,® = RR® cos , wo also & der Winkel zwischen den Vek-
toren Xj und #@> ist, und haben dann unter Benutzung der Formeln
S. 98:

:E?_('.L) as (wt J— xt(o)) z.(n) ( 2 a‘ ) + a’xl

= = ~ Ron 7
(R* — 3 RE® cosd) + & ”*
Also
oy #®(R — 2RO cos %) iz, L

OR (R _2RR® cosd + RO%)/: ' R(R*— 2 RR® cos® + RO=)"

”mf (R— 2R® cos#) dR
Ve R — 2 RRO cos & 4+ RORH

TR f(R’—2RE‘°’cos:9+R_(°J‘3)‘h o R® T -

R— E®cos® + 7 cos P

oy — 2, . 2 0.
+ RR©?2 gin2d .7 @ ¢ 1247)
Wir haben also:
RO _a¥35,0  a(z,— 5©) "x;,('” _ ,_h_ 1,3
Vi = _'2_1?(01“&_[ ar B Zhe + i
_ ROR— g2 i35  a(z —2,") 2z.(°) _ )_('?_ 1
TR |, 5o 7T "emFT (0

38 R— R® coad 4- 7 cos

8 RROMgin*d.7
Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die GroBen Ty
und ny bestimmt. Wir setzen jetzt:

(@2 — 2~ 2y 70 |-
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5 — 2,00 (2, — 2,
Tpe =y — Tz = u {2y — 2/ ))rgxt Ty )—‘ru.

& — 2,0
P,,—p;,——m—2p '-k'fal = T

Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von uy in einem beliebigen
Punkt P<®>>innerhalb der Kugel.

Um zur vollstandigen L osung unseres Problems zu gelangen, miissen
wir noch eine Formel fur P ableiten. Da p durch die Differentialglei-
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante
bestimmt ist, so suchen wir die Differenz p\P®) —p(0) zu berechnen,
wobei wir unter 0 den Mittelpunkt der Kugel verstehen. Wir gehen
von der Formel (3, 17) S. 28 aus und bezeichnen mit »y, $ eineinner-
halb der Kugel R = a regulare Losung der Stokesschen Gleichungen:
g{; =o, g: o, (ii)
welche an der Kugel R— a den Bedingungen: v; = ;—(%— %) igenugt.
Wir haben nach (3, 2) S. 22: %

ﬂv,( _pn,)—u, (p‘; n,)]d3=o,

9
ik

1 eV _
p(PO) —pO0)=— =[O (a5 + Fm)as. (1
Ran

pdv; —

und folglich nach (3, 17), wenn wir (% — --1—)—v,= ¥y setzen:

R

Die Schwierigkeit besteht also nur in der Bestimmung der GroBen
Vj und p. Wir gehen, um diese Aufgabe zu losen, in ahnlicher Weise
wie oben hervor. Wir setzen:

dp )
vy=v/* + (B —a?) a—;, P=p*+2 (tp + 2% 3-:’;)- (13

Hier soilles*, $* eine innerhalb der Kugel regulare L osung des Systemes

op*
ﬂA '.’]* —~5-zf’—-0

1 1
sein, welche an der Kugel den Bedingungen v* = --— (?_E)i gt .

0> soil eine im Innern der Kugel regulare Losung der JLapiaceschen
Gleichung sein. — Um w;#*, * zu bestimmen, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB auf der Kugel R — a:
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l__ a
r  ROF
ist. Wir differenzieren diese Gleichung nach X;(O) und erhalten fur R=a:
_ 81 8 1 _ az%% @& 950 8 1 _
dz; v 0z/@ ¢ B G T 0z 8z v
a zO® at 9 1 2 n=m 9 1
—_—— e T ) @ —— —.
Fo® 5 R og 7 T ak® T % 557
Wir setzen jetzt:
o :c,(") et d 1 2 d 2
_ o ) IR L) I Bt
=gyt Ron g7~ ako 0 B0 4 e (9
p*=0, (15)
und haben dann: _
Aop—0=27"
# B 61’, a 1
innerhalb der Kugel R=a, und an der Kugel: #* =~ ( —l)
9z; \r R
Zur Bestimmung der Potentialfunktion <p erhalten wir die Gleichung:
do 1 Bv, 1 B 1 a2 1

o

— ©)
“’ax, T2 iy 2aR(°)x’ 0x; 7 +aR(°)z’ i VE

3 3/ 1 1 1 7] d 1
— 500 (s = @) t SR (""a—m) G+ O o 7)
Se ergibt:
1 = a
o= 2.«.&:«»( + 230 3—--—+3w (16)

ip ist hier eine innerhalb der Kugel R = a regulare Losung der La-
placeschen Gleichung, welche auBeTdem der Gleichung:

L _1_E®_1_ 1

Bw, -? a? 7 _:E-Ea—)
geniigen muB. Aus diesr Gleichung konnen wir y in der oben ausein-
andergesetzten Weise entweder durch Keihenentwicklung der rechten
Seite oder durch direkte Integration berechnen. Wir setzen wieder:

2 2/ = RR® coa &

und haben dann: .

== Z«)Pm (co8s &) B

wo die P(n) die Kugelfunktionen sind und also P®=1 ist. Wir er-
halten so:

i
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o« R(")
y= 21 P"(cos ) A RO

Durch direkte Integration erhalten wir dagegen:

f( ) __ 1 7+ RO~ Reoed
=15 T e o 2T gfw

Wir haben also schlieBlich:
1 /3 d 1 3 r+R(°) ——Rcosa?)
__-_{Z o S Al
2a R(u)(? +22 ooy ¥ ﬁ(mlog 9 o (17)

Die Formeln (12—(17) vermitteln die Bestimmung von p(P (o) — p{0).

9 2. Zusammengdlung der Formeln fur das innere Problem
der Kugel.

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammen:
Um eine innerhalb einer Kugel:

R=YVer=Valitztitzli=—a
regulare Losung der Stokesschen Gleichungen:

_0p Oy
02 ’ 621;
zu konstruieren, welche auf der Kugel den Randbedingungen ;= U,

geniigt, wo ¥y vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der
Kugel sind, bildet man die Funktionen:

O, B—29) (B —uY) e

=0 (=1,2,3)

Tu=7+"-—""5 —  ~poy O3 —
@ (o~ M) (z —7Y) RO _ g 3070
R wm T RO | a@F
a __ _ _
~ poEs (249 (e — 2x®) + 2@ (25 — 2fD)] —
9307, _ 02 a 1 . Oz
CBRAP 02 1 0,

&y — ;O 8 1z — 1@
P;-=2#-—*—-rs—k-—2lu}-2(—ﬁ)—a—*—-—_ﬁj— (?7&'}‘23! 63)
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9’*“2?_3(0_)5(3(“ a,)‘s a(xg;;ﬂ+2z:@) _lm%’}?"i"
+mw'm%%—f’——w—a’)§§i

p= #( +2z.g )

d 1 r-{-R‘“’—Rcosﬁl
l +250 6_: leog 2RO |’

=2 Ro»
RO = Y 002, T = oo ), RO =y z @2,

R_
r=Ve =, =¥ — 5, cond =20,

Dann geben die Formeln:

U (PO) = — _—fU;( T —'Pgﬂj) ds,

v, _
p(P®) —p(0)=— - [0,{u 011 wi) as,
E=a

wo P<> der Punkt ,®, z,®, #@> und 0 der Mittelpunkt der Kugel
ist, die Losung des Problems.

9 3. Eine Kugel. Randwertaufgabe fur das aufiere Problem.

Wir wenden uns zum auBeren Probleme, also zu der Aufgabe, eine
Losung des Sysems (1) zu finden, die auBerhalb der Kugel R=a
regular ist und an diesr Kugel der Bedingung w= Us{j = 1, 2, 3)
genugt. Eine solche Losung ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn
ihr Verhalten in unendlicher Feme vorgeschrieben ist. Wir schreiben
vor, daB dieGroBen R|u;|, R? au,i Rp|l(5,k=1,23) fir R>a
eine endliche obere Grenze haben sollen. Man sieht leicht, daB diese
Bedingung nebst der Grenzbedingung w. = Uj fur R = a genugt, urn
eine fiir R = a regulare Losung des Systems (1) eindeutig festzulegen.
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle, wenn wir auch jetzt die
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Normale der Kugel R = a nach aufien ziehen und wenn der Punkt
P(°) (mit den Koordinaten z/%} jetzt auBerhalb der Kugel liegt:

w(P®) = — ! f U,( d-T £ P,n,) 48 (18)

Tjki Pk soil hier eine Losung des Systems (2) sain, die sich in der Um-
gebung des Punktes P(0) wie die oben eingefiihrte Losung tix, px ver-
halt, fur R = a den Bedingungen T,; = 0 geniigt und ferner der Be-

dingung geniigt, daB die GroBen R|Ty|, R“|?—;~£15 , |G, &L=

1, 2, 3) fur B = 2R® eine vom Punkte P¥ unabhangige, obere Grenze
haben. Um Ty und Py zu bestimmen, benutzen wir dieselbe Methode
wiebeim inneren Problem. Wir setzen wieder Typ=4¢,p— %44, Pr=px — Ps-
Fur 17¢ und B, machen wir wieder die Ansatze (7) und (8). T.;* hat
dieselbe Bedeutung wie oben. Fur px erhalten wir wieder den ersten,
in Formel (10) angegebenen Ausdruck. ipx soil jedoch eine andere Be-
deutung haben. Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die-
selben Gleichungen wie friiher:

. a% A g e — @

A'P&_O’ az’ —i: a* - _:Fs r—n

Wir miissen aber jetzt einefur B > a regulare Losung dieser Gleichung
suchen. Um \py zu bestimmen, geniigt es, eine fur B > a regulare
Losung der Gleichungen:

dy 1
Adp=0, m;%‘r:? (19)

zu bestimmen. M an erhalt se entweder durch Reihenentwicklung von
1/r nach Potenzen von /R oder durch direkte Integration. Das Er -
gebnis ist:

= R(0a 7 . pw
p=— Seweons) B0 LT Roosd R‘=|
]

(n+ )R+ RO R(1 + cos®)

1 R(°)r+:c; ('”—R“'ﬁ 0)
o log YT T Ty
Ro RE® + :u:n(‘“
Wir haben dann:
i) 2 9 ko %, T 0 — Ror
vi=50y + o 62:20) & o 7+ 22— RO® (21)

R T % = RO 4 TyT®

Man bestatigt durch elementare Rechnungen, daB die hiermit erhal-
tenen GroBen 7y;, P, den oben angegebenen Bedingungen geniigen.



108 § 0. Die Stokesschen Gleichungen

Aus unserer Voraussetzung, daB .R?|p| fiir B > g eine obere Grenze
hat, folgt, daB p in unendlicher Feme verschwindet. Unter diesen Um-
standen ist es moglich, den Wert von p in einem beliebigen PunkteP(0)
auBerhalb der Kugel durch die Werte Uj, welche die GroBen Uj auf
der Kugel annehmen, auszudriicken. Wir haben:

1 av, _ )
p(P®) = in f U, (,u i -+ png|dS . (22
Hier ist: 31

Vj=ﬁ’.;'—‘vjo

Vjund p ist eine fur .R > a regulare Losung des Systems (11), welche
fur R=a der Bedingung Vj— 0 geniigt. Wir machen fur Vj und p
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt:

a z0 @ 41 2 _ o 01
?

W — ..o LT —_ )y
U gonF T R® g7 T aRO™ % g,

1] 5* =

Fur <p erhalten wir wieder den Ausdruck (16). xp muB aber jetzt den
Gleichungen (19) gemigen. Fur ip konnen wir also den Ausdruck (20)
benutzen.

9 4. Zusammengelung der Formeln fur das aufiere Problem
der Kugel.

um dne auBa’halh anar Kiinal:
R=V-— V_2+332+x3 =a

regulare Los 2 du .
pduf——a—%=0, So=0 (=129

zu konstruieren, welche in unendlicher Ferae der Bedingung Uj -> 0,

p -+ 0 und aufj der Kugel der Bedingung ;= U;(j = 1, 2, 3) geniigt,

wo Vj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der Kugel sind,

hildAat man Aia Ciinls tianAan:

LT e S @ (@~ o—7% _

5 —ROFYE T RS »

RO2__ q8¢ FA0)2 (0)
A |2 130 (e 5®) + B (5 — FO)] —
R e ) -
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_ Ty — 3;-{0) _ a® Tp— 5;(0) ( aw;.) .
Py=2p ~ 20“}2(0). P - 2p 'Pt+23'l‘a_: ;
_ROZ . g2(32,0  glr,— 7@ 25®_ a1
Pe="gRo8 | a7 F ot st
+

3a 8 |  ROF+ ;%% — ROR)

R0In® °8 PO+ 250 |

R0z, B R® + 2,z

g1 g 9 @ 91 2 w9 }
r

dg

— R —al) 5
— aqﬂ).
?"“2#(9’4'23&5? ;

1 31, 3, ROF4a50— R@“)
(0)_ . o
?= somm(y + 2% 7 t 50 rror e )

RO gk, FO= Zoam,  RO—yzon,
r=Va— O, F=Vz—z9)%.
Dann geben die Formeln:
() = g ! f ( a1 -Hp,mf) ds,

(p@)__ 1 fU,( —-——n+'pnf)ds

R—=n

wo P (0) der Punkt 2,®, 2,®, «® ist und wo die Normale der Kugel
(von der Lange 1): n, w,, nz nach auBen gezogen wird, die Losung des
Problems.

Die beiden Probleme der Kugel konnen auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelost werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter-
sucht.

95. Die Stokessche Wider standsfor mel.

Wenn wir in Formel (18) S. 107 die GroBen Vj konstant annehmen,
erhalten wir die Losung des Stokesschen Problems, ene fur R>a re-
gulare Losung des Systems (1) zu finden, bei welcher die GroBen uj in
imendlicher Feme verschwinden und an der Kugel R = a vorgeschrie-
bene, konstante Werte, Vj, annehmen. Man kann indessen diese Lo-
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es genugt:
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3., 4 3 Jd 1
w=gUig— 4U"6:r:, (3R+R) p=—gurelig-g 23

Zu setzen. Stokes wurde zu diesem Problem durch die Aufgabe ge-
fuhrt, den Widerstand zu berechnen, den eine kleine Kugel erfahrt,
wenn se sicli mit konstanter Geschwindigkeit Vj in einer zahen Fliissig-
keit bewegt. Er fiihrte, urn diese Aufgabe zu losen, ein Bezugssystem
ein, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und
sich also mit dieser bewegte. Er fiihrte dadurch seine Aufgabe auf
den Fall zuriick, wo eine ruhende, kleine Kugel in eine mit der Ge-
schwindigkeit — Vj stromenden Fliissigkeit eingetaucht ist. Indem er
die GroBen Vj klein annahm und alle (se esin Uj oder u,) quadra-
tischen Glieder vernachlassigte, erhielt er zur Bestimmung der Be-
wegung der Fliissigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen:
fiir R = a: #;=0, in unendlicher Feme: w; = — U; Durch die Sub-
stitution: #;= — U;+ w/ fiihrte er diesss Problem auf das oben be-
handelte zuriick. Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs
system bezogen, ist also seine Losung des Problems:

3 a i L] a?
w=— Ut 5 Uip— U"ﬁa: P (3R+ R‘)’ .y
3 1 (24)

P=— gl U*a b

In schroffem Gegensatz zu den bei gewohnlichen Korpern und ge
wohnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen
die Stromungsrichtung senkrechte, durch den Mittelpunkt der Kugel
gelegte Ebene. In zwei Punkten, welche in bezug auf diese Ebene
Spiegelbilder voneinander sind, haben die Geschwindigkeiten in der
Stromungsrichtung gleiche, die Geschwindigkeiten in einer gegen jene
Bichtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte. Dafi
diesss Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehort, sondern durch die
angewandte Naherungsmethode bedingt wird, werden wir spater sehen.

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Losung dieResultierende
der Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt. Wir haben
im ersten Paragraphen gesshen (vgl. S. 7), daB jene Resultierende
die Komponenten:

f[ ooy um (527 + 52 | as

hat. Ausden Gleichungen (1) folgt leicht, daB die Werte dieser Inte-
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grale von der Integrationsflache unabhangig sind, vorausgesetzt, daB
diee eine gexthlosene Flache ist, welche den Anfangspunkt umgibt.
Dies folgt aus der Beziehung:

Bu,
_ﬂ" Pyt “‘"’*( ax,)}
8
3 6

welche giiltig ist, wenn u, u,, t/3, p in dem von der gechlossnen
Flache S begrenzten Bereiche Q eine regulare Losung der Stokesschen
Gleichungen(l) bilden. Wir benutzen dieUnabhangigkeit desIntegrals
von der Integrationsflache in der Weise, daB wir zur Integrations-
flache eine Kugel urn den Anfangspunkt mit sehr groBem Radius R
wahlen. Wir haben auf jener Kugel in geniigender Annaherung:

du 0
“?’”’*““"*(az +a:-:)‘"“§"‘ U2,

R = Konzt.

Die Resultierende der Krafte, welche die Flussigkeit auf
die Kugel ausiibt, hat also die Komponenten — Qn/naU” Dies
ist die beriihmte Stokessche Widerstandsformel.

Die Stokessche Formel hat eine sehr groBe Bedeutung fur die
Molekularphysik, die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen. Die
genaueren Bedingungen fiir ihre Gultigkeit werden wir spater disku-
tieren. Wir werden dort auch etwas Naheres iiber ihre Anwendungen
sagen.

ferner ist:

96. Ein Satz von Faxen.

Dr. H. Faxén hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be
merkenswerter Weise verallgemeinert. Man kann den Satz von Fax6n
mit Hilfe der oben gegebenen, allgemeinen Losung des Problems der
Kugel beweisen. Obwohl wir den Bewels seiner Lange wegen hier
nicht ausfiihren konnen, wollen wir doch den Gang desselbenandeuten.
Wir fragen zunachst, wie kann man, wenn die Bewegung einer Flussig-
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht, die Geschwindig-
keitskomponenten u, sowie die GroBen A in einem Punkte P(% in
der Fliissigkeit durch die Werte ausdriicken, welche die GroBen uj auf
einer in der Flussigkeit gelegenen Kugel annehmen, die ihren Mittel-
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punkt im PunkteP(0) hat? DieFormel (3) S. 98 gibt hinsichtlich der
GroBen u, unmittelbar eine Antwort auf diese Frage. Wir verlegen fiir
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssysems in den
Punkt P(®. Es ware ziemlich miihsam, aus der allgemeinen Formel fur
die Greenschen Funktionen durch Grenziibergang die Werte von Tj
und Px zu berechnen. Man bestatigt aber leicht, daB diese GroBen
die folgenden Werte haben:
2

22 - 3).
10ux, 2ux
@ TR
In der Tat geniigen Ty, Py be festem k den Stokessehen Gleichungen
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singular. Die For-
mel (3) ergibt unter diesen Umstanden nach Ausfiihrung der Inte-
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen
Punkt verlegen:

P, —

3 a8
wt®) =g [u] @—o @—nm > e
r = Kolib.
Durch ahnliche Kechnungen findet man:
I _3(zi—2O) (2 —z, )45
(A u.l-).l"" T4 -3_;:-; _pm f {é 7'2 ];"—- (26)

r == Ronat.

Wir nehmen jetzt an, daB ene Flussigkeit sich in Chereinstimmung
mit den linearen Stokessehen Gleichungen stationar bewegt. Wir be
trachten einen Bereich, wo die Bewegung regular ist. In diesen Be-
reich tauchen wir einen kugelformigen starren Kor per mit dem Radiusa
ein und denken uns ihn dort festgehalten. Die Flussigkeit iibt auf die
Kugel Krafte aus, deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Sto-
ning der Fliissigkeitshewegung zu berechnen. Diese Auf gabeist durch die
Formel (18) S. 107 gdost. Wir haben hier die mit entgegengesetzten
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfang-
lichen ungestorten Fliissigkeitsbewegung zu nehmen. Die wirkliche Be-
wegung der Fliissigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel
hervorgerufenen Stoning zusammengesetzt. Man sieht nun leicht, daB
unsere Resultierende nur von der Stoning abhangt. Wie wir schon
oben hervorgehoben haben, konnen wir in den Integralen, welche die
Komponenten der Resultierenden darstellen, zur Integrationsflache eine
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beliebige, geschlossene Flache wahlen, welche dieselben Singularitaten
der Grofien Uj wie unsere Kugel umschlieBt. Nun hat die anfangliche,
ungestorte Bewegung der Flussigkeit nach unserer Annahme im Innern
der Kugel keine Singularitaten. Bei der Berechnung der Resultieren-
den der von dieser ungestorten Bewegung herruhrenden Krafte konnen
wir deshalb die Integrationsflache zu einem Punkt zusammenziehen.
Das Ergebnis der Integration ist also Null. Betreffs der Stoning kann
man mit Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech-
nungen, die Komponenten der Resultierenden berechnen. Das Ergeb-
nis lafit sich, wenn wir mit u, die Komponenten der Geschwindigkeit
in der anfanglichen, ungestorten, regularen Bewegung bezeichnen, in
der einfachen Form:

E o AL Ez_l?

g MM (27)
schreiben. Wegen (25) konnen wir diesen Ausdruck der Komponenten
der Resultierenden auch in der integrallosen Form:

(r)
8 pau,O(P®) 1 g (%1"?---)”- (28)

darstellen. Dies ist der Satz von Faxen. Er ermoglicht es unter ganz
allgemeinen Verhaltnissen in sehr einfacher Weise die Krafte, welche
eine stationar bewegte, zahe Flussigkeit auf eine Kugel ausubt, in
erster Naherung zu berechnen.*

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten, wird die
Kugel sich um diesen Punkt drehen. Fur die Drehgeschwindigkeit hat
Dr. Fax6n einen sehr einfachen Ausdruck berechnet. Man driickt ihn
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus. Die Drehgeschwin-
digkeit ist: } Tot ut,

wenn u der Vektor mit den Komponenten uj ist.

97. Das Problem der ebenen Wand.

Das Problem der Kugel enthalt as speziellen Fall das Problem
der Ebene, mit anderen Worten die Aufgabe, eine in einem Halbraume
z, > 0 regulare Losung der Gleichungen (1) zu finden, welche den

* Dr. Faxen hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt.
Einen Beweis gab er spater in dem Aufsatze: Der Widerstand gegen die Bewegung
«iner starren Kugel in einer zahen Flussigkeit, die zwischen zwel parallelen, ebenen
Wanden eingeschlossen ist. Arkiv f. mat., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein-
facher Bewels ware sehr erwunscht.

8 Oaeen, Hydrodyuamik
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Bedingungen: fiir #y=0: ;= Uy; imw;=0 (=1, 2, 3) gentigt. Um

ry—>@m
die Losung dieses Problems zu erhalten, hat man nur notig, in Tj
und Py # und %% mit x, + a und x® + a zu vertauschen und dann
den Grenziibergang a-> oo auszufuhren. tj, und p¢ bleiben dabei un-
verandert. Man 7,® = z,®, 7,0 = z,® 7,0 — _5® und
f o FT=fz—z+ (3 —2O0+ (z3+2,™2% n  erhalt
ferner:

filr§ =1,2,3; k=1, 2;

_—_ a;,, + (z; — ) ;gw, —a®) 224 7,® e %
= 2‘“6_6:.-:}, % —pw® dzf;:r; %ﬂ
T 5 (5= 2, @ 1
Tty = 7 +2n e T
0) 2
Tyg = + (3 +rx,=!(___)_ + 2 zg,y 6253 %_’
fy = — 2“3“1}*‘ tp ‘“’0—0;;2-;:-

Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech-
nung, indem man zeigt, daB die Funktionen t,*, 7t, den Diflerential-
gleichungen (2) und den zugehorigen Nebenbedingungen geniigen.

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H. A. Lorents
im Jahre 1896 gelogt.

§10. Die nicht-stationaren Gleichungen, DasProblem
der Kugel. Die Formel von Boussnesq. Das Problem
des Kreiszylinders.

101. Der Ansatz

In den Gleichungen 1* S. 12 setzen wir Xj- = 0 und vernachlassigen
die quadratischen Glieder. So erhalten wir das System:

duy 1 dp M .
W= aetrAw =t (=129 a)
Die Kontinuitatsbedingung ergibt:

au,
9z (2)



101. Der Ansatz 115

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung dieses Systems zu finden,
welche den folgenden Bedingungen geniigt. Fiir t=0 sollenuj (/ = 1,2,3)
den Wert NuII annehmen Fiir ir>0 sollen uj, p in dem Bereiche.Q
chungen (1), (2) vorkommenden Able|tungen stetig sein. An der Ku-
gel R — a sollen die GroBen uj vorgeschriebene, im allgemeinen vom
Orte und von t abhangige Werte Z7. annehmen. Endlich soil die Be-
dingung lim u;- = 0 erfullt sein.
R—m

Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelost, welche
nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde spater durch Summie-
rung dieser Reihen 711 dpm folnenden An<atz nefithrt \Wir setzen:

. OF ( . QF}) 7
%= gt 05 Y ounl’ P=—eay (3)

A soil dabei eine in Q regulare und im Unendlichen verschwindende
Losung der Laplaceschen Gleichung sein. Die GroBen Fj sollen die
Komponenten eines der Differentialgleichung:

%—f‘-‘= vAF (4)
genugenden Vektors sein. Dieser Vektor soil fiir t = 0 verschwinden,
fiir +>>0 in 2 regular s8in und in unendlicher Feme verschwin-
den. Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umstanden, wie man
sofort sieht, die Systeme (1) und (2).

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R=a.
n,j snd die Komponenten ener nach auBen gezogenen NorMale von
der Lange 1 in diesem Punkte. Mit Tj (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir
die Komponenten eines beliebigen, zur Normalen senkrechten, also die
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektorsvon der Lange 1.
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets:

Ty =0. (5)
Die Bedingungen uj = Uj fur R = a ergeben jetzt:
dFy v 2F, N
(73! Uit+3 32y -t 0z;0x Ty=0, ®)
o J*F
(ﬂ—'Ui'F"AFf""a B )n,—-.(} (7)

Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise.
Wir setzen: Y b O, JOX
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und bestimmen 0 durch die Forderung, daB @ eine fiir B > a regu-
lare und in unendlicher Feme verschwindende Losung der Laplace-
schen Gleichung sein soil, welche auf der Kugel R = a der Bedingung:

dd oP
n = g™ = U= ©

geniigt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek-
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: fiir R = a

aF ad
(—-a-t—’ — U+ Fﬁ) T;=0, wenn n; Ty = 0. (10)
Sie ergibt:
]
T,p,=r,f(v,(f)_%‘i)) dv  firR=a. (ii)
[

Aus (6) folgt dann:

L i 2 F, ) .
; (?@f — 3y ) = 0, wenn B = a. (12)
Da diexe Beziehung fiir jeden zu n senkrechten Vektor gelten soil, so

ist, wie man auch auf der Kugel R = a fortschreitet, die Anderung
oF;

von @* —y_—* Null, also:
Bz,,
ar,
o* —y 7 Vol Konstante, wenn B = a. (13)
k

Wegen (7) muB 0* auBerdem der Bedingung:

»

%i—+v(AF,—-$;é)n,=0, fir R—a (14
geniigen.

Wir haben also zwei Potentialfunktionen @ imd @* und eineVektor -
funktion F, welche der Gleichung (4) geniigt, eingefuhrt. @ ist durch
sine Randbedingung vollstandig bestimmt. Von dem Vektor F ken-
nen wir den Wert fiir t =0, das Verhalten im Unendlichen, sowie
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigem t, so daB also
der Wert der Normalkomponente von F auf der Kugel noch zur Ver-
fiigung steht. Es entsteht dann die Aufgabe, uber den Wert dieser
Normalkomponente von F auf der Kugel so zu verfugen, daB die bei-
den Randbedingungen (13), (14) fiir \®* auf der Kugel so erfullt wer-
den konnen, daB @* noch im Unendlichen verschwindet.
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10 2. Einfiihrung ernes Hilfsproblems.

Die Losung der komplizierten, durch die Beziehungen (13), (14)
gekennzeichneten Aufgabe, welche wir hier geben werden, beruht auf
einer analytischen Tatsache, welche durch die oben erwahnten Reihen-
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde. Wir behaupten: man
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be
stimmen, daB zwei aufierhalb der Kugel R = a regulare und im Un-
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P* existieren,
welche Ableitungen in bezug auf x; X, X3 besitzen, P von den zwei
ersten Ordnungen, [P* von der ersten Ordnung, die an der Kugel
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferae
verschwinden und welche an der Kugel R = a die Bedingungen:

WP _ 0P _OF, o F,
" Bn = Moz Jay ”’“*ax

_ 2 n F,= Ao F;
a

P = n;Ff:-- F

pr— g O _ A 4Pt 8 (r, aF,) (19)
02, ~ dn’ dn Oz \R O
9 (z; ap,) 2z OF, iF
MM\ R Ba, MR B A dn

erfiillen.
Wir behaupten ferner: wenn P und P* in diessr Weise bestimmt
worden sind, dann hat der Ausdruck

2 0P )
(Ho i

alle die Eigenschaften, welche wir von der Funktion <P* verlangen
miissen, und esist also:
0P
¢*=v( i i P+P*) (16)
a dxy
Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung. DaB
die durch (16) definierte Funktion ** (wenn P und P* existieren)
eine aufierhalb der Kugel R = a regulare und in unendlicher Feme
verschwindende Potentialfunktion ist, ist unmittelbar klar. Auf der
Kugel R = a hat man ferner nach (15):
(dP ,,)z oF,

Dy E__!_ — P+ P '55;
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Die Bedingung (13) ist also erfullt. Es ist also nur mehr zu zeigen,
daB an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfullt ist. Nun ist*:

a0

AswF —lim L f F,Ti™ds,
&

wo d 8 das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der
Kugel ist, welche das Flachenelement a umschlieBt, und T/"> die Kom-
ponenten der die Kugel R = a tangierenden, auBeren Normale (von

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab-

hangigen Vektors als den Grenzwert:
lim 1 Vingd 8.
=0
L L]

Hier ist S eine beliebige geschlossene Flache im Raume, n die nach auBen gezogene
Normale von der Lange 1 der Flache S und o) das Volumen des von 8 eingeschlos-
senen Baumbereiches. Es wird vorausgesetzt, [daB beim Grenziibergange co®+0 die
die Flache S sich urn einen bestimmten Punkt zusammenzieht. Wir nehmen jetzt
an, daB ein Vektor V auBerhalb derj Kugel B=a, aso im Bereiche Q, definiert
ist. Wir wollen div V in einem Punkte der Kugel R =a berechnen. Wir Ziehen zu
diesem Zweck auf der Kugel |eine [kleine geschlossene Kurve S und verbinden die
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel. Die so definierte konische
Flache und die beiden Kugeln R—a und R =a+ da grenzen einen kleinen Bereich
im Raume ab. Das Volumen dieses Bereiches ist ada, wcnn a der Flacheninhalt
des von der Kurve 8 begrenzten kleineren Teiles der Kugel R— a ist. Wie erhalten,
indem wir bei der Bereohnung von div V diesen Bereich benutzen und indem wir
mit T" die Komponenten einer die Kugel R =a tangierenden, auBeren Normale
(von der Lange 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken, daB, wenn dS ein Flachen-
element einer Kugel mit dem Radius R ist, welches vom Mittelpunkte aus unter
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird, dSR* konstant ist:

; . 1 zd§
{dN V}R_“=a‘l:ﬁo[mfl(‘r’m}ﬂ =-a4da VfB')R“,_fiT+

+— lfV,T()da] ‘ (V,
*

oV, » .1
= il S lim —_ (n)
- ("’“i dz, + a V’)R - + ViTi de.

. lim L V,Ti""as =

a—~0 g
a3

o0 ¢ Vits

Nun haben wir andererseits:
6V’
divV = =-*.

i av . 7.®
Folgllchdwy___(divy_n’utﬁ_x!_%nfl”)ﬂ = @uif;', ARE
t - o
a
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der Lange 1) der Kurve ssind. dew #F hangt also nur von den Tan-
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab. — Bei Einfuhrung von
Polarkoordinaten ist nun:

f_,F = F 3’} 6F’ OF

R 7% 'Roa. OR

Wir haben ferner entsprechend der Definition von Aiv in (15) auf
der Kugel R = &

0= AP — divgdp =2F 4 2. 9F

OR:" ROR

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich Fr ist, so folgt
aus dem in der Anmerkung S. 18 bewiesenen Satz, daB:

+ + Ao grad P,

Ao grad P = Avo grad Fp,
ist. Wir haben also:

ap 24P
6R’+'E6-;_R=_AwgmdFR’ fiir R = g,
Hl"%p g op #F, 2 OF
®, 2 0F; _
BT RoE= At g T g gr W E=v
Die Gleichungen (15) ergeben fur R = &
aP  9F, 2
ﬁ_d VE— 5k 5 e
oP* L OF_ PFy 2 OFg
dR dR OR: a OR

Aus den letzten drei Gleichungen folgt, immer unter der Voraus
setzung R = &

dfREP 2 . OF | 18F, 2
GH g 5R+ 2 P+ P = div g g — AFat divF— LA Fs
Nun ist:
div@_li'= L ("fi 0_{‘_,) _& O | 19F zw 0F;
aR Ba;; R 0z Rﬂxfamk R 0z; RS 0z
1 0F
afed’ vF+ d F—por

28F;, 2z oF; 2z
R 0z, R 0z, R®

2 .. QF, 2

AF,,:A(%F,):%AFH_ Fi=
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Folglich fur R = a
6 (R arP

9
3 Et o P+P*) 2 div F — (A F)x.

aR

Diese Gleichung zeigt, dafi, wenn die Funktionen P und P* die hier
vorausgesetzten Eigenschaften haben, der Ansatz (16) in derTat nicht
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) geniigt.

108, Ansatz zur Losung durch Rehen nach
Kugelfunktionen.

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Losung Uber. Es
muB gezeigt werden, dafi die Normalkomponente des Vektors F
an der Kugel It = a so bestimmt werden kann, da6 zwei in £ re-
gulare und in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktionen
P und .P* existieren, welche an der Kugel It = a den Bedingungen
(15) geniigen. Wir fiihren zu diesem Nachweis Polarkoordinaten
ein, indem wir x,= Rcos#, #;= R si#coscp, x3=R sising
setzen und entwickeln die Funktionen Fj in Reihen von der folgen-
den Form:

Fi= 2‘"" Z(n) (e, cosng -+ s sinng) P, , (cosd),
0

[

Fy= »'tm Z"" (2, + eS.) cosme +
(17)
+ (s S,.? +s(3),.) sinn @] Py, . (cos ),
(&

1]

)
5

1]

™ Do s2) coang
L1}

(2, — e ) sin ng] Py » (cos ).

+

Hier sind:
" dm+n(ms_1)m

Py (@)= gy} O

(2m)!
die zugeordnetenAngQbquuoﬁén(lSLQcﬂs)de &M-EEJ&:HE[ liurch die

Beziehungen:
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== 0Ot D P g — (M 1) P ey =

—ncot O Py pt{m+n)Prp_,

(18)
e m Py 4, az%'——mmtﬂpm.m=

—meot PPy s+ 2M Py oy

(m - 1) cos‘ﬂP,..,,.-&-amﬂa =@2m+ 1) Pnyi,n
019 (19)

Sln‘ﬂpm,mspm-}—],m-g-l

verbunden. ¢, und &%, sind Funktionen von R und t. Wir nehmen
an, daB sie der partiellen Differentialgleichung:
Un _o(8fn | 20n _mimid), )
ot \odR? R OR R? "
geniigen, fiir t =0, B > a4 verschwinden und bei R -* oo den Bedin-
gungen: lim¢® , ==km s, =0 geniigen. Die durch die Reihen (17)
definierten drei Vektorkomponenten befriedigen dann fiir ¢ > 0 und
R > a, wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist, die DifEerential-
gleichung: 6
}1
Wir zeigen jetzt, daB, wenn wir den Funktionen ¢ und s folgende
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfullt sind:
firl<<m<gm—1;
(m? —n?) caln+ (m + m) (m +n+ 1)y 1 —
—(m—n)(m—n+ 1) n =0,
(m2—n) s, 4 (m +n) (m + n + 1)t —
—m—n)(m—n+ 1), =0,
melo+ (m+1) o1 =0, ¢o=0,

3 2
Zm ﬂg]m cSRJﬁl-— 1=0, s:njv 0,

(20)

(1) (3)

Mo — S m—1=0.

104. Berechnung von Fg, AtvF und nrot F fur R— a.

Wir berechnen unter der Voraussetzung, daB die Beziehungen (20)
bestehen, Fr und At F und berechnen auBerdem die Normalkompo-
nente von rot F auf der Kugel R = a. Wir gehen bei der Berechnung
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von Fr auf die Einzelheiten ein, geben aber betreffs AtwF nur das
Ergebnis der Rechnung. Wir haben:

Fp =Z(n)2(n){[ 008 & cos np + ¢ ,8ind cos(n — 1)g +
0 0

+ ¢S 6in 9 cos (n 4 1) @] Py, o + [85)0 co8 & 8D ngp +-

+ ¢, sindsin(n —1) @ 4 s, sin & gin (0 4 1) @] Py, o} =

3 m—1
=D |Z'o-) [ Prncos ® + 6Ty Proyysind +
[} 1

+ 600 ~1 Pa,n 1508 0088 p + [, Pr, o cO8 B +-
+ 8w n+ 1 Pmnt 15O+ 8w — 1 Pm,n— (80 O] sin ) +
4+ & Ppocosd+ e, P (8in# + (¢ o Pr. 0088 +
46— 1 Py 1 510 8) COB I @ 4 &) 4, Py, oy 8IN 8 €08 (1 + 1) @ +
+ (8% o P, 608D + 85 e . 1 Prs, n — 1 80 9) sinmep +
+ 62 . P, s sin & sin (m - 1) ‘Pl-
Wir formen diesen Ausdruck urn, indem wir mit Hilfe von (18) Py, q—1

und P, a4 1 durch Py, U n(a—i‘;,—;;'—" riicken. Wenn wir beachten,
daB aus (20) folgt:

n f®
cﬁ?,+mcﬁ’,+l+ﬁ+—icﬁ.’“_ln
=(m+1)( N S I, )
M+ﬂ , =1 m—n A L]s
1] n (4 n )
3|(n.)u +Ef'—_’;3|:,}n+1+m+“ Sa(n,)u—-lz

1 1
=t (oo e )

1€£n<m—1

und auferdem:
m+1 1 m4-1
02.)0=—T0g),1: 0&)n+§0:(-33m—-1=~2-’—n—0$!n—1,
e 1 o _m+1
m,m '2‘ m,ﬂlul_'W m—1

so konnen wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben:
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m—1 1
Fa= Z(n) | S o i oy ) cos mp

™M —

i 1 .
4 (;__F_n P p— sﬁ?,_,.l) smnq:“(m + 1) Py, cosd 4

m—
OPp . . 1 0P,
+ smal —cﬁ’ll(m+1)P,..ocosﬂ+ -—(m——mnﬂl-f-
+ 2::"' c,.. m—1C08MP + sf,f.),,._l 8in mqi} l (m+ 1) Py, pcosd 4-
+ 31630 smﬂl +4 ¢ pcos(m+1)p + 8 sin (m + )p}Pm,m ainﬂ} .

Wir wenden jetzt die Identitaten (19) an. Da wegen (20):

3 £ )]
(2m+1)("”—* "*+) OO @

m-+n m-—n

(8 (2)

Smin—1  Sw
L I N

2m+1 2m 11
_“""‘_"+ 05331:6&) ci(:?ly T e 2;: 02,) —1 (1’ +c‘$:)m 1y
2m+1 o ®

2m fmm—1=8m.m+ Smm—1+
konnen wir das Ergebnis in der einfachen Form:

Fa= ' 8nsy (21)
schreiben, wo: ¢

m—1
Sm+1=2<"’Pu+1. alles s — e 1+ P yoosngp +

+(33‘)-— ,(.f,’,.+1+s,(3_),._l]sinnq:]+
+Pﬂ+1:0("gl.)o (g)l)"f*‘Pm-;-x.m[(cg.)m cm,.,...l)cosmgo-{—

+(3m,|n+ I’!ll.m 1) Blnqu]
{3}

+ Prt 1y 410 m 008 (m -+ 1) @+ 550 wsin (m+ 1) .
Man findet durch ahnliche Rechnungen:
. d
divF= D> (aR R)S"'+" (22)
Aus (21) und (22) folgt:
e aFp 2 ) 1 N
AwF—(dwF— TR RF' B“_—Ezc"m(m+2)8,.+l (23)



124 § 10. Die nicht-stationaren Gleichungen. Das Problem der Kugel

Wir betrachten schliefilich:

=B Qﬁ_a_fla) “s(?ﬂ_”s) %(‘E aFl)
"’"’”’_a(ax, 0y dz, Oz, fr, 0w,

Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne
die Beziehungen (20) zu benutzen:

" m-1
1 f . ) (2
nrot F= aZ(m)lZ(nJ{[(m P R A .

_“cm n]mnﬂ'?’_ [(m—n-1) sts)n-l'}‘ (m+n41) 3m,u+1—
— 059 ] cos ne) Py o (co8 D) — (m 1) 85 3 P, o+

+ [m {620+ G + (m 4 2) e s — €)1] Sin g Py, —

— [m (s} 0+ s o) + (m + 2) sf.f’z 85)1] co @ Pon

e (D ey — m D ,,.)BmmgpP,,.,,.

3 1
— (& 1— ms ) cosm g P"""'l

(24)

105. Veriflkation der Bedingungen.

Wir konnen leicht zeigen, daB, wenn ene Vektorfunktion F
existiert, welche alien bis jetzt aufgestellten Bedingungen geniigt,
welche aso die Differentialgleichung (4) befriedigt, fiir¢ =10, > a
und fiir ¢ = 0, B — «» verschwindet, an der Kugel R — a Tangential-
komponenten hat, welche der Bedingung (11) geniigen, und endlich
die Bedingungen (20) erfiillt, daB dann tatsachlich die beiden Poten-
tialfunktionen P und P* existieren. Wir haben in der Tat:

@8 an+2
P= Z(m) (Sm+1)ﬂ=1§ RM+2’ —-2( )(——'ﬂ) =¢R_’"—+3'

DieFrage, welchewir schliefilich zu beantworten haben, ist also die,
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin-
gungen geniigt. Wir konnen diese Frage auch so formulieren: gibt es
eine Vektorfunktion F, welche der Differentialgleichung (4) und den
Bedingungen (20) geniigt und deren Tangentialkomponenten an der
Kugel R = a vorgeschriebene Werte annehmen? Urn diese Frage zu
beantworten, bemerken wir zunachst, daB die linken Seiten der Glei-
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen voraTypus der Warme-
leitungsgleichung geniigen und fur ¢ =0, R > asowiefiir ¢>>0, R —+w
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) fiir R = a erfiillt sind, so
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miissen sie unter diesen Umstanden auch fiir R > a erfullt sein.* Wir
bemerken ferner, dafi durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom-
ponenten von F bestimmt wird, wahrend die ubrigen unbestimmt blei-
ben. Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist aso, daB eine Kompo-
nente von F an der Kugel R = a durch die anderen Komponenten aus-
gedriickt wird. Wenn wir zeigen konnen, daB die Beziehungen sich
insbesondere so deuten lassen, daB sie die Normalkomponente von
F an der Kugel R=a durch die Tangentialkomponenten ausdriicken,
wahrend diese vollstandig unbestimmt bleiben, so haben wir unseren
Beweis zu Ende gefuhrt.

Um nun zu zeigen, daB die Beziehungen (20) in keiner Weise die
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim-
men, betrachten wir fiir R = a die Ausdrucke (23) und (24) fur A ivF
und nrot F. Wir behaupten, daB diese trotz der Beziehungen (20)
frei wahlbar sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, daB
wir die GréBen ¢, &, (fir B = a) so bestimmen konnen, daB (20)
erfullt ist und daB gleichzeitig (fiir R = a) die Koeffizienten der Reihen
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen vont sind. Wenn wir uns
der Kurze wegen auf die Hauptglieder, fiir die } <#u << m ist, be
schranken und ferner nur die GroBen c betrachten, so ergeben diese
Bedingungen:

(M2 — 22 o2 n - (m + 0) (1 4 1+ 1) 05 n g —
—{m—n)(m —n + 1)y =0,
Og?n—cy(:,)n—1+ cﬁ?a+1= a,,.,,.(t),
— et (m A1 4 1) npat (n—n 1) e 1= P n ()

WO O, 5 (£} und B, (#) vorgeschriebene Funktionen von t sind. Die
Determinante dieses linearen Systemes ist:

—2mm+ D(2m + 1).

Sie kann also niemals verschwinden. Da auch die , pathologischen"
Glieder in (23) und (24), d. h. die Glieder, bei denenin sinn”, cos ncp
n=0,1 oder n=m ist, willkiirlich bestimmt werden konnen, so ist
bewiesen, daB die Werte von A¢¢ F' und n rot F auf der Kugel R=a
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt sind.

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung:
du [iLI"
daB eine Losung, welche fiir £ >=a, ¢ == 0» regular ist und fiir ¥ >>a, ¢ =0 und fiir
t>0, r=mg und ¥ = o verschwindet, fiir #>»a, # >0 identisch gleich Null ist.
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o—0 @

n rot F—lim -l—fr,dx,,

[Fiaz =0
¥

P
fFfdxf:
P‘.‘

il
[Fyiz = a(P).

P

Aw ¥ = lim %fF,T{")ds -0
o—0
4

[Firmds=o.
G
el ") —_
fd:t,T’( de=0

il
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oG
'a'—;dszo
]
dP
-&-ﬂj‘= Ao F,

> f AeolU (1) —grad B(x)jdr.

& 4]
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i

= =Awl
dn
genugt. Da:
(pp O 2&:15) __(a_sg 2 09
dwgnd 0 ~(40 IR EoRy.. BT Rk,

ist, s0 konnen wir, fiir bdiebige JE-Werte

‘f{*ﬁt )+ 22200 4 Lom)ar

a

satzen. Fiir R= aerhaten wir hieraus,

F*=p=j |1:;‘,(T)>>/+ *(r) + 1-0(r)\dr. (%)

107. Zusammenfassung.

Wir fassn die ganvonnenen Ergebnisse in dem folgenden Saize
Zusammen:

Um eine fiirt > 0, R > a regulare Losung des Systems (1),
(2) zu bestimmen, welche fiirt =0, R> a und fiirt >0, R-+ 00
der Bedingung Uj = 0 (/ =1, 2, 3) und an der Kugel R= a der
Bedingung & = U; genugt, bestimmt man zunachst zwei
auBerhalb der Kugel regulare, in unendlich entfernten
Punkten verschwindende Potentialfunktionen O und &, die
an der Kugel R = a den Bedingungen:

dd id

E‘;l._'— U’l’ % = AI-‘UU
geniigen. Die Normale wird hier nach auBen gezogen. Die
Operation AivU ist durch die Gleichung:

; - —  dan -
= >>. <N/~ )
AivU a_ng |, f T>[lé)%s deD n N,Y;
definiert, wo a ein Flachenelement der Kugel R= 0, s die
Kandkurve von o und T/™> die Komponenten eines die K u-
gel tangierenden, gegen das Element ds der Kurve 8 senk-

rechten, von o nach aufien gezogenen V ektors von der Lange
list.
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Nachdem 0 und &> bestimmt worden sind, sucht man eine
fur ¢> 0, R>aregulare, fiirt=0,BR>aundé>0, R - ver-

schwindende Losung der Gleichung:

o = =%
—a-t-—'ﬂAF, ‘l’—'é—

die an der Kugel R = a den Wert:

f (U0 —gndd+n (0s) + B() +~0(x))

[
annimmt. Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben

Trf(Uf(f) aqj(r))

a
was mit (11) ubereinstimmt. Die Normalkomponente hat

wegen (9) den Wert:

1

[{oat)+ 60+ Low)as,
1]

was mit (26) ubereinstimmt.
Man bestimmt schlieBlich eine fur ¢ > 0, > aregulare

in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktion @*
die an der Kugel R = a den Wert:
oF;

r_.._
dzx,

die Werte:

annimmt. Dann ist an derselben Kugel:
do* d*F
“an =™ ggng, — PmAFe

und die Losung des Problems ist:
LN T, pmolio+00
-“0‘ +d.’8 ¢+¢"_”d’r 2= Qat(¢+¢)

108. Erste Anwendung.

Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir
zwei spezidle Falle| von denen der erste trivial ist, wahrend der

zweite hydrodynamisches Interesse besitzt.

9 Oseen, Hydrodynamik
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<P (%1>0°%*°®i"*fur ¢ >0, R >aregulare, fiir t=8, £ > aund
fiir ¢ > 0, K -* oo verschwindende Potentialfunktion. Wir setzen in der
in 10, 1 formnlierten Aufgabe;

Die Losung des hiermit gegebenen Problems ist

_9¢ Oy :
uj—a‘;j‘a P——Qm‘ (?'_1!233)'
Wir bestatigen, daB man aus unserer Kegel dieses Ergebnis bekommt.
Wir haben:

_ (%) (T 20)
U”—(BE Rnc, ASUU—"’" 6—R2+§—a}i Res

alsor Rdp 1
— _rve
P=p, &= adR a
Folglich:
(Uﬂﬁﬂ =0,@n+6+1@ -0
dzj/p=a & /gma
Also:
F=0, ¢¥=00
Also schlieBlich: a 9
o9 = _pY%%
ﬂ\,—-— z’, p 9 at

100. Zweite Anwendung.

In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an, daB die GroBen Uj(t)
an der Kugel R =a vom Orte unabhangig sind. Wir haben unter
diesen Umstanden fur R = a

dd 1 dP 2
i = U= Pl 2 Uy, an AwU=—?x,U;,
folglich:
1 a® = a?
P=—aiUigm, P=auUi5
und, fiir R = a:

F=%!U(t)dt.

Wir sind aso zu der Aufgabe gefiihrt worden, einefur ¢ >0, R >a
regulare, fiir ¢ =0, B => aund fiir ¢ > 0, B+ o verschwindende L6-
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen, die an der Kugel R = a
einen nur von der Zeit abhangigen Wert annimmt. Die Substitution:
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i
= B

fiihrt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung:

or_, s
9t~ " 3R

iiber. Eine Losung dieser Gleichung, welche fiir ¢ > 0, R >~ a regular
ist, fiir t= 0, R > a und fur £ > 0, B - e« verschwindet und an der
Kugel R = a den Wert:

f

% s f U(r)dz

4]
annimmt, ist (vgl. hierzu unsere Ausfuhrungen im fiinften Paragraphen
S 40ff),=

(B ap
4v !-—l‘”
f(R (o))a; di® f Ult)dx
a

Sie ergibx* roe

tR—a)'
4}& f(R a) = ;{0))°f dt )fU('r)dr

Wir erhalten hieraus:

OF, _ % 0F; ;_
Ax. RAR

(R—a
v ag | 8 e Tavtie) f
f oR? (¢ — (O)F dt® | Uy(z)de =

e

(r—or
32) a | 0 e 46—
~ z,F,+2 oy j 550 G ioys f Uy(x)dr =
0

AR—a)*
3z e 4-(:-4")
RngFf 2V_ R U,'(t( )) (‘ tu]))l,.‘: d1@
und fiir R = a

JOF e S”WUU,(z)d +l, :’(‘(:2)@:@)}.
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U, (1o
o=~ 5ot ]

0wy S
Ly — pduy ""‘53,,—'9(“14- k) 0:5
Ou,_
9z = ¥

fo £ 2t 7>
>0, Rrw: uy =0,

[ (o om Gt ) v
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auszuwerten. Wegen der Kontinuitatsbedingung ist das Integral:

a"‘* a8 (4> a)
oz

F L))

von A unabhangig, da fur 4 > B > a:

f a“*ds__ QE‘fdg=fi?&dm=0_
d T,
H=d

dz; 0
isnda
Da:
hm r')u,, .
s | PGS, d8=0,
Re="d
so folgt:
au,,
f“ﬁ; s =
R=p
und also:
7] Jdu
f( ‘pﬂ,+pn.(a k+d::)d3~—f(pn;+pn,,d ’)ds
R=a

Wir haben (vgl. S. 129, 130 und 132):

D + D*
p=—g" % + Ayl ;’;

Ui{t‘“’) ol , 4T
V_ﬂt i) (=)

BV + o valy) +

Da:

Ty Ly 4T _THO (U
3‘ Vt__-sm = f A E J—e wo

0 folgt

2 a U0
——J pydS = — 3 neatUy(t) — 2apa} Us(t) + — " ~—;‘£ )
R=n
U,(!

) d:wnl

) }/:: ”, }’t_— 1o

Wir haben ferner:
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(3& 0 0F,
gt 63:,- Oy

3 a T __h-W)'
4]/;,-;,. R (8’ FTRE )fU () (R—a) S {t —to)% 4t +

Fulll

(R—a)'
3ar 1 3 Lr(i—")
+ = 4[‘3" a,, -'vm f(R oy duo fU,(r)dr+
Li}

m-a)'
3av 1 3“%*) f (0 0,
+ = 2}, Ra ((5, L R," U, (‘ )‘V_‘ 1© d‘
[+]

Hierzus:

d (0F, d OF, 4a® LU L0
a“fdn(ﬁ_t_ % Oz )"S-—“*‘“Uf“’—p—*ff;—'_ﬁ"““
Rmg

Die aus 0 und ¢* hervorgehenden Glieder von Uj geben keinen
Beitrag zur Resultante. Die Resultante der Krafte, welche die Fliissig-
keit auf den Korper ausubt, ist also:

Raa
U’(t“") Y
Vm Vi o dacﬂa} 2321/_'1_ U(0).

Der Betrag der Resultante wird fur t = 0 unendlich grofi ausfallen,
wenn nicht U(0) = 0 ist. Wir sehen hieraus, daB es nicht moglich ist,
einem Korper in einer zahen Flussigkeit plotzlich eine endliche 6e-.
8chwindigkeit zu geben. Wir setzen also U(0) = 0. Die so modifizierte
Formel wurde zuerst von Boussnesg gefunden.

Das Problem der Kugel enthalt als speziellen Fall das Problem der
ebenen Wand. Die Regel, welche wir oben zur Losung des Problems
der Kugel gegeben haben, kann auch zur Losung des Problems der
ebenen Wand verwendet werden.

|On. Das zwedimensionale Problem.

M it dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre-
cbende zweidimensionale Aufgabe, also das Problem desKreiszylinders.
Die Methode, welche uns die L osung des-Problems der Kugel gab, laBt
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duy  @p Quy ,
ot a—;’+vdu;, 6;;‘—0 (1=12

firr=yr24 22 >a,t>0

d¢ 1
dn = dr fU dd,

dd
qn= ondﬂ

i .
‘al;!:"dffs (1=12)

coae? cos # 0D (1) ein 09 (7))
‘"flU‘(')—_ T U(’d"+“a_“'aﬂ o ad 10"

¥
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do* d .. dd 100
G T T T

und die Losung des Problems ist:

_0f;, @ af" ) Al .,
W—E?-E-Eld}-}-gb*.}.g_’io Up(t)dd logr—v-a-z;},(y,k— 1,2)

2x
d
P=—eg { D | D* -+ %JU..(S)d&-logr}-

8 11. Die Stokesschen Gleichungen. Ein Ellipsoid mit
konstanter Geschwindigkeit. Die Formeln von
Ober beck.

Unter den spezidlen hydrodynamischen Randwertaufgaben, deren
Losung bekannt ist, gibt es eine, die ein so groBes Interesse besitzt,
daB wir hier einen Bericht daruber geben wollen. Es ist die zuerst
von Oberbeck behandelte Aufgabe, eine Losung der Stokesschen Glei-
chungen:

I o, W _ g

pdug— iz iz, (i=12,3) ()
zu bilden, welche auBerhalb des EIIipsoids:
az + b* + 2

regular ist, in unendlicher Ferae den Bedingungen Uj = 0 und am ElI-
lipsoid den Bedingungen Uj = Uj genugt, wo Uj Konstanten sind.
Durch die GIeichung'

Ty xy?
a*+).+b"+1+c’+1 =1

3)

und die Bedingung 2 > 0 definieren wir eine Funktion Ji{z,, z;, Z,).
Wir setzen:
-__3:1:_ Ty" &g"
O Ty LR Ty
VW+MW+5W+M=Wm, @
dlog Wid) 11 1 1
- di Eta”+1+bs+1 ;‘_FT}—E(Z-)-

4

=D,
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren:

gl 2::'1
le T3 il
Folglich: o o o
5 Ty %3
#3110z, (Brioen Tation > 5)

D {(3:1) (dx,) (dzs)} 4. (6)

Nochmaliges Differenzieren der Gle|chungen (3) ergibt:
21 2 4z, |
TR @A (@ Ga:,+ I(a=+2)3+ (bf' et
— (01 )n usw
2y i e
Folglich wegen (5) und (6): (654 471 oz,
021 0log W(k)

di
Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen:

2(x,, 24, 23) = :tabcf(

zg*

4+

z,? x? ds
+ba=13+afu;“;— )"W(s)’
F ds

J Wi

S_I_a

x (%1 Zq, &3) = abe

Wir haben:

zyds
P 2‘.’!0601[( i s)W(s) usw,
und:

1 = di
'—*2"“”"|f(=+_s)'w(s) Woyae+iag) %

Folglich _ U‘ 1 4 _
A82 = 4nabe J Wis) ds log W(s)ds 0.

-

Ferner wegen (6) und (7):
g oy az)e a;.)s (01) B
da=7144+ 57 (a:c +(a‘;, + Ez]“
_ Aabe [po 0wl —o.
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz:

® 920

d

zu losen. Dieser Ansatz befriedigt fur alle konstanten Werte von A®

und AP die Glachung?-~= 0. Wir haben ferner:
o*
a4y 77X
Au’_ 2At 33;3.?.,
Die Bewegungsgleichungen sind also erfiillt, wenn wir:

p=—2udd g%t_ + Konst.

setzen. Auf dem Ellipsoid (2) haben wir X =0 und:

e _, bU d _m 0k} #Q 2z, 0
dat TN QIS W (s) a'be 0y’ Oz 0wy BB Bz
) al
Ty ax = — ¥ ‘a—;;'

Wir sehen hieraus, daB die Bedingungen: Uj = Uj am Ellipsoide er-
fiillt sind, wenn wir den Konstanten A* und A* die Bedingungen:

A(i) = a

A(‘) A(ﬁ) — A(i) AP - Y A(l)
2n

abc[Ame()—l»Z Am’f(aws)W(s)l U, usw.

auferlegen. Wir setzen:

b f ds P 5 f ds .
J (a® +5) W(s) ! N P4 W)~ “~°
und erhalten:

Av—__ U o U w__ Uy

Lot “s_ﬁl.’ 2 .xo‘f‘ Py ® %ot °=P

Das Problem ist hiermit gelost. Wenn wir iiber die gefundene Bewe-
gung der Fliissigkeit eine trandatorische Bewegung mit der konstanten
Geschwindigkeit Uj~— Uj iiberlagern, erhalten wir die Bewegung einer
Fliissigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit — U an einem ellip-
soidformigen Kor per voriiberstromt. Um die Resultante der Krafte zu
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berechnen, welche die Fliissigkeit auf den Kdrper ausiibt, benutaen
wir diesslbeM ethodewieim 7. Paragraphen. Wir berechnen dasIntegral :

du 0
f( p“’+”"*(dz +02)) 48,

wo die Integration iiber eéine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel
erstreckt wird. Wir haben fur groBe JR-Werte:

dmabe 2abe

A=, Q=200 p =0

und erhalten mit Hilfe diessr Werte leicht:J

f( Py + un (Bu,r + (’Ju,)) dS = —16npuabed’.

Die Komponente der Kesultante in der Richtung der x;-Achse hat

also den Betrag: \6zpabel
1

T x+ @ Py
Dies ist die Formel von Oberbeck.
Wenn wir a=b— c setzen, so erhaltenwir: P, = i %, = 2a%. Die

Resultante der von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeubten Krafte
ist in diesem Falle also: — 67ifxaU. Wir haben hiermit die Stokessche
Formel wiedergefunden. Mit anderen speziellen Fallen der Formel von
Oberbeck werden wir uns beschaftigen, nachdem wir die Formel er-
weitert haben.



Ty > U

6 u,_ =0
dp 0y,

Ly P

Vz]s 2'}22
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gesetzt, wo <> die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der
festen Wand ist. Wir setzen im folgenden:
Vay? + ag? + (g + 2, @) =1,

Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet, welche
eine stationar bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfullenden
Fliissigkeit hervorruft. Fiir die Komponenten jener Fliissigkeitsbewe-
gung erhielten wir S. 110 (23) mit unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nungen:

3 e ot a*)
37 U5 U oram (347 @

und fiir den Druck: 01

3
p=—gauliy. o
Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste
Wand gestort. Man kann in gewissem Sinne sagen, dafi sich uber diese
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert.
Um die zuruckgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine fur
xs> 0 regulare Losung des Systems (1) zu suchen, die den Rand-
bedinffunfffin:.
fir 2, =0: w=— SaU—I— Ug 0 (r+ ) 3)
2 r 02,0,
filr z, — w: w;=0
geniigt. Wie wir jene Losung in der Gestalt von Doppelintegralen
darstellen konnen, haben wir im 9. Paragraphen S. 113 gesehen. Es
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Losung.
Wenn wir mit u* die Komponenten der zuriickgeworfenen Stromung
bezeichnen, so haben wir:

firj =1, 2:
i 2 )
.*__m_ (37 4.2 . 5% %7
¥ Uy + Zde ST tE T F ot
¢ 13 a ot - & 6r3z,® J 1
2y U0 j A b MO O S
+2‘“‘*dzaa—'i+4UamazJ3 T Ty
ferner:
9a a @ - 6 Bxyr,™
«__ "y _= A R Jut MR 4
“ 77 g, 20 PR @
o 4 1) e @ 3(_:11'.1(‘”__—“2:,,) a2t 01
20 %U:csF 2,‘_21;?"6:&1 T + 0z, f]
a., (.- b2t Bzz® ', '} a 1
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Fiir den zugehorigen Druck p* gilt:

2 » 1
(0)____._ 1]
ph= 2;“2]‘?'0 l by 0z, +2a Oz, 7 s 5
31 0 1
— m_— . __9q2 _t
+2”“U30 l O PP P

Man verifiziert leicht, daB uj* und p* dem System (1) und den Eand-
bedingungen (3) genugen.

Wenn wir a/x*°\ dso das Verhaltnis des Kugelradius zum Ab-
stand des Kugelmittel punktes von der Wand so klein annehmen, daB
wir Glieder von der GroBenordnung &/a?°)* neben 1 vernachlassigen
dlirfen, so haben wir im Mittelpunkt der Kugel, dso im Punkte
0,0, x4(°\ mit geniigender Annaherung:

9 9 «a
u,,* = '—-E — Ug (k —}1 2), u;, = —8 5'.73(0) Ua-
Die Kesultante der von der Fliissigkeit infolge der Bewegung (2) auf
die Kugel ausgeiibten Krafte ist nach 9,5 S. I | | — 6jz//al7. Die

von der Bewegung (4) abhangigen Krafte haben nach dem Saze von
Fax6n S. 113 die Eesultante:

bapau*(PO) 4 na®(grad p*)pm,

wenn wir mit P© den Mittel punkt der Kugel bezeichnen. Ein Blick
auf den Ausdruck (5) fiir p* zeigt sofort, deB das letzte Glied des
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlassigen ist. Die Re-
sultante der von u* abhangigen Krafte auf die Kugel hat dso die
Komponenten:

27 al 27 a? 27 a?
H?“‘“gﬁﬁ U1, '——'8'3!)‘%('0_) Uz, —_— 4“”3_8(?). Usu

Die Fliissigkeit iibt dso auf die Kugel Krafte aus, deren Eesultante
in der hier angestrebten Naherung die Komponenten:

—6rpal,; (1 +1ﬁ (0)) —baual, (1 + o a@),

9 a

hat. Dieses Ergebnisriihrt von H. A. Lorentz her.
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12 2. Eine Spiegdungsmethode von H. A. Lorentz.

Wenn man die Annaherung weiter treiben will, so muB man be-
achten, daB die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht
der Bedingung uj= uj an der Oberflache der Kugel geniigt. Mit an-
derenWorten: diereflektierte Bewegung u* muB ihrerseitsan der Ober-
flacheder Kugel reflektiert werden. Dieso erhaltene, doppelt reflektierte
Bewegung wird wiederum von der Ebene x3= 0 zuriickgeworfen. So
kann man fortfahren. Wir wissen aus 8 9, daB die Randwertaufgaben,
zu welchen man durch diesss Verfahren gefuhrt wird, mit Hilfe von
Doppelintegralen gelost werden konnen. Die Spiegelung in der Ebene
x3= 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H. A. Lorentz gefun-
denen Satzes viel einfacher ausfiihren. Nehmen wir an, daB wir ene
Losung Uj, p des Systemes (1) kennen. Man bestatigt leicbt, daB die
F o r m e | n ,:

U= — 1wy — 20, a“*+ BOP =19

x4 i d:r,,
g g~ dus 2,2 (}p ©)
# dz,’
6p TR
5 — A
P P+ 2:‘3 iz 4!“ da.’

eineneue Losung u (s) p (s) des Systemes (1) definieren. Wenn die GroBen
Uj, p einen singularen Punkt x; (x3(®> 0) haben, soist dieser Punkt
offenbar auch fiir uf\ p*> singular. Man kann in diessm Fall, wenn
&/°> der einzige singulare Punkt der Funktionen Uj, p ist, von der
L osung des Systemes (1) ausgehen, die man aus Uj, p durch Fortsetzung
iiber die Grenzebene x3; = 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewohn-
lichen Sinne desWortes) der so fiir x3 < 0 erhaltenen Bewegung an der
a*-Ebene erhalt. Wenn wir fur einen Augenblick die durch das er-
wahnte Verfahren aus Uj, p erhaltene Bewegung mit wy, p bezeichnen,
so haben wir offenbar auf der Ebene x3=0: uy=u, Uy = Uy, U3=—Ugj.
Die Losung w.®), pW des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For-
meln (6) aus Uj, p herstellen konnen, erfullt also auf der Ebene xg = 0
die Bedingungen iijW =—Uj (j = 1, 2, 3). Se ist iiberdies fur x3>0
regular. Sie stellt also die von der Ebene x3 = 0 zuriickgeworfene
Stromung Uj, p dar. — Man bestatigt leicht, daB die GroBen uf, p*
in dieser Weise aus den GroBen (2) abgeleitet werden konnen.

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxen
eingehend den Fall untersucht, daB die Kugel sich parallel zur Wand
bewegt und also Z7; = 0 ist. Wir werden im folgenden (S. 194) eine
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Formel von Faxen mitteilen, welche in einem Grenzfalle den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt, den man aus dem Sy-
stem (1) bei Beriicksichtigung von Gliedern von der GroBenordnung
a8/z, % erhalten wiirde.

8 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder
zwischen zwei ebenen Wandeii.

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes R
durch Integrate.

Die Aufgabe, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa-
rallelen, ebenen Wanden in einer zu den Wanden parallelen Richtung
bewegt, hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen. Eine an-
genaherte Losung dieses Problems erhalten wir durch dasin § 12 dar-
gelegte Verfahren. Die von der Kugel zunachst hervorgerufene Bewe-
gung der Fltissigkeit wird von den beiden Grenzebenen zurtickgeworfen.
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zuruckge-
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem
Punkte abbrechen, erhalten wir fur die Komponenten der Resultante
der Krafte, welche die Fltissigkeit auf die Kugel ausubt, die Werte:

—ommati{t+ 350+ )} 0

wo |, und |, die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den
beiden Wanden sind. Um genauere Werte dieser Komponenten zu er-
halten, miissen wir fur beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re-
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen. So kann
man fortfahren. Man erhalt auf diese Weise die gesuchten GroBen durch
unendliche Reihen dargestellt. Die Konvergenz dieser Reihen ist je-
doch schlecht, und deshalb hat der Forscher, dem wir die Losung dieses
Problems verdanken, Fax6n, eine andere Methods benutzt, die immer
bei solchen Problemen anwendbar ist, in denen Randbedingungen an
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen.

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen
Gleichungen (fur stationare Bewegung) fur die Kugel losten, erhielten
wir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale
iiber die Oberflache der Kugel ausgedruckt. In dem einfachen Falle,
daB die Randwerte Uj vom Orte unabhangig waren, war es moglich,
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eine einfache integrallose Darstellung der Losung zu finden. In den
meisten Fallen ist eine solche integrallose Losung einer in Integralform
dargestellten weitaus vorzuziehen. Aber in dem Problem, daswir hier
zu behandeln haben, liegen die Verhaltnisse anders. Hier ist es zweck-
mafiig, die einfache Losung des Problems der Kugel bei konstanten
Randwerten, diewir im 9. Paragraphen (Gl. 23) erhielten, in I ntegral-
form darzustellen.
Wir gehen von dem Integral*:

}}1? fzf (1 — &) dal(d“;ndaa )

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des
a1aa3 is  diesss Integral nur bedingt konvergent. Um dem-
selben einen bestimmten Wert zu geben, schlieBen wir zunachst durch
eine kleine Kugel a* = € den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen I ntegrates bei e-* 0 soil der Wert
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen fuhren wir im a-Raum
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn © der Winkel zwischen den
beiden Vektoren Xj und a- ist:

lim2 ““'“fa %% gin @de_—-- {aRﬂsm(cR)Ih- OR,
e—+0 7

wo die Substitution: aR = P unmittelbar zeigt, daB C eineK onstanteist.
Um C zu bestimmen, bemerken wir, daB:

0_52( om) f{aR sin (a R)}d“ f“‘-’-‘(“R’
Wir haben also: T o
R~ f_f Ja—d ‘ili'%iﬁf 5. ®

Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf az
ausfiihren. Wir betrachten also das Integral:

+ d
1f Sy, oy
— | (1€ .
n? (e)?
—=
* Wir schreiben der Ktirze wegon und in "Cbereinsimmung mit dem hier ge-
folgten Brauche statt: c<ai*, +«,*,+«*,) ~der: e<«”".

** Man vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathcmatischen Physik. I, S.55.

10 Oseen, Hydrodynamik
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Wir nehmen zunachst an, daB a; und a, bestimmte Werte haben,
welche der Ungleichung a,® + a,°> > € > 0 geniigen. a; soil dann alle
reellen Wertezwischen — oo und + oo dur chlauf en. Wenn wir einekom-
plexe az-Ebene einfuhren, konnen wir indessen den Integrationsweg
in dieser Ebene beliebig verschieben, wenn nur dabei die Endpnnkte
fest bleiben. Wir benutzen diesen Umstand o, daB wir, wenn x3 > 0
ist, den Integrationswegin seinenmittlieren Teilennachoben
verschieben, dagegen wenn x, < 0 ist, nach unten. Dabei wird
einer der beiden singularen Punkte:

ay=+ifal + af = + ik

iiberschritten. Er gibt zu einem Glied:

— g+ oz~
pagall— e NL+ ki)
AnlaB. Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschrankter
Verschiebung des I ntegrationsweges nach oben (wenn xz > 0) oder nach
unten (wenn xs < 0).
Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) fur Rin zwei Teile:

e 1o et 3 fo-omn e

gt <t
{¢|‘+ﬂ,'>!’ —m Lt tw

Der erste Teil lait sich nach dem Obigen, wenn |3:,|> 0 ist, in
der Form:

ff{l — gilemt o) —timl) (1 - k| z4) - d“ldan

oy +“c >l

schreiben. Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle e = 0 berechnen.
Wir haben offenbar, wenn d irgend eine positive GroBe ist:

da,da dag
: 1—é'Y o S =
e-rn j:-_[‘-‘[(“, K (als)s
—wSattw

~lim . fff(l—e"’f‘f)da"da’{ﬁ .

"’““2«0-{-“.'«' (alz)’
—8<ag+d
. da,da,da
-tin L[ [ [ o~ 25 s

"+ agt € &1
—i’iﬂ--’_u!
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen
Festsetzung zuerst den Anf angspunkt durch ene kleine Kugel, deren
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist, auszuschlieBen. Wir haben unter
diesen Umstanden:

. 1 da,da,d

T (yzy)da dagda,

€0 ﬂgu1’+a’<r'(alg+ a22+a82)2

—8%aq<d
da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben.
M an findet ferner:

1 da,da,da, ——
bt ﬂ et tagp 0 PE=LL3
_..;c,,,qj

weil das Integral unbedingt konvergent ist.
Wir haben folglich, wenn |z,| > 0 ist:

R=1lim - —ff{]__el(u,s‘-l—u,:,) ;|3.|}(1 + k[ |) daldag

a-—bﬂz

«.'+a. » &

Wir konnen diee Gleichung in der einfacheren Form:

da, @a,

ff{l_ il 3+ anda)- ﬂx.l}(]_ -+ ki 1 4)

schreiben, wenn wir ubereinkommen, daB bel der Berechnung der
linken Seite der Anfangspunkt zunachst durch einen kleinen Kreis
a’> +222n "2 gugyeschlossen und nachtraglieh der Grenziibergang
e -+ 0 vollzogen werden soil.

Man sieht leicht, daB die Gleichung (4), wenn | x,\ > 6 > 0 ist, be-
liebig oft in bezug auf xi9 X, X3 differenziert werden darf. So z. B.
erhalten wir:

+ @
R '

C R

eMazi+ oz — | .‘;; (14 klz)dayday (5

Q.)[QJ

%
2x
— &

day day
2

B
=

1 {F
- f mntas) k] (6)

=~
[

usw.

10
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Die Formel (6) hat eine sdir groBe Bedeutung. Man kann in
anderer Weise zu dieser Formel gelangen, indem man von dem In-

tegral:
fffe‘“j’;dalda,das
2m? Tt a4 apt

ausgeht. Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als
die oben benutzte.

132. Einsetzung der so gewonnenen Dar stellnngen von [t usw.
in die Sokesxche Formel behufs Gewinnung
allgemeiner Integrate.

Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zuruck. Wir
legen den Anf angspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und diex,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel parallel. Die ebenen Wandemogen
die Gleichungen =, = 4 I, und x3 = — |, haben. Die Bewegung, welche
die Kugel in einer den ganzen Raum erfullenden, mit der Geschwin-
digkeit — Uy, 0,0 stromenden Flussigkeit hervorrufenwtirde, ist durch
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben, wenn wir in dieser Formel
J7,= U3= 0 setzen. Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdriicke fur Uj und p:

[ 2
ty = U1+ 8 ffe‘cu.x, +n.r.)—k|m.|= %_‘;‘13-(1+ klay+

+% e }dal da,,

a? “1‘12

dada | (7)

Uy — ffe‘(“lzs‘{’“:’a)‘“klhl as (l-f-]c |13|)+-
—_— ffe'(“l’-'l“l "lﬁ’"‘”ﬁl k xs_i_ 1q, - 3! |

=c_£‘ffe‘(“1"l+ﬂa=a)-‘ﬂfa|
i —m

In diesen Formeln hat c¢ die Bedeutung §a ¥/,
DieLosungen der Stokesschen Gleichungen, welche durch die obigen
Formeln definiert werden, sind uberall mit Ausnahme vomAnfangs-

daldag,

iyl

- e day
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punkteregular. Selbstverstandlich ist dies nicht die einzige L osung der
Stokesschen Gleichungen, welche diese Eigenschaft hat. Man kann viel-
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen L o-
sung in bezug auf x; X, oder x3 eine unbeschrankte Zahl von solchen
Losungen herstellen. Wir werden im folgenden eine Losung der Sto-
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen:

u1=— 1+ 1 ffef(“lzl'f‘ﬂnfn)—ﬂ'-"n l‘;:l 2+“gl —
a
P]T‘?] (14 k|zy) +—1k—galdu1da2,
+ w
= l_ffe-cu.xl+u,r,1—k|x.|§a If"f! .4_“'1 (1+ kg ) —
2 2|k T 3
“les

=g { dalda,, (8)

1 ; z
ua - 2;‘“ fet("-l 2y frugza)— k|| | -‘——:! I 9‘2 k-l gl Ly +

da,da,,

+2 g5 (1+ k|2 )

4+«
p=Fffe‘(ﬂl-“:+“nﬁ) klz.lml‘ g1+ kgyidayday
Sy |af

9i> 92 y 93 %"g A ®" ynbekannte Funktionen von a a,, k, von denen
wir nur annehmen, daB de die Eigenschaften haben, welche notig sind,
damit unsere Integrale (8) enen Sinn haben und wir seunter den I n-
tegralzeichen (u; u, us zweimal, p einmal) in bezug auf x; X, X3
differenzieren diirfen. Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen
umgekehrt leicht, daB uj, p den Stokesschen Gleichungen fur sta-
tionare Bewegung geniigen. Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich
ist, konnen wir den Bedingungen Uj — 0 an der Oberflache der Kugel
R = a durch den Ansatz:

f1=0¢ go=—%cta-0 g3=0, ¢=4}al

geniigen.
Neue Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche mit (8) nahe
verwandt sind, sind die folgenden:
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Rl
1 3 2 3
wr = g [ [otmecrassnltg 1 2o 800001 4 kay) +

2
+ Eé—z,g,}dalda,,

+ﬁ
i ffe“ﬂﬂ':‘l‘ﬂl’l) —ka iag I% + 'al gl(l + k%)

Uyt = 2%

— 00| dayday, | (9)

“8' = _ffg"['llfrf‘ﬂasﬂ txll 95— T P23 +

mlﬂ'u(l + kay) } da,day,

{— g+ k.‘hldﬁdan ;

4= .
s _ B f f ey 2ot agzg) — bz, 101
L4 n ¢ k

-ul*‘ = %ffg‘(“|’|+“lgl)+ﬁ=l { tg_! gs+ —:; g,; —_

4t k 4 g\ dad
‘_F.‘h(l'—' xs)‘*“}‘%?u @, 0dy,

efmstan) i {g, I%: + %‘ g (1 — kwg) —

st-.._.;é‘

u,“"=§£—-

da,da,, (10}

_ i
72 %305
1 e ;
ia
_2.._ f‘(“""*'“'"H”‘lga--—gl‘gv%"'

+ (1 — k) dayda,

+= .
P** = %ffei(a.x.+a.x.)+tr. %[—g?-—- k.%'ldalda'a'

tJber die Funktionen ga, 9s, Js; O10 O, §o Machen wir ahnliche An-
nahmen wie betreffs der Funktionen g ¢, g, Aus der formalen
Analogie mit (8) folgt unmittelbar, daB sowohl us*, p* wie u**, p**
den SokeBSchen Gleichungen fiir stationare Bewegung geniigen.



133. Ansatz zur Losung und zur Widerstandsberechnung 151

138. Ansatz zur Losung und zur Widerstandsberechnung.

Wir betrachten jetzt eine Flussigkeitsbewegung mit den Kom-
ponenten w; -+ #* + u**. Wir bestimmen die Funktionen g so, daB
jene Bewegung uns eine angenaherte Losung unseres Problems ergibt.
Wir fordern zunachst, daB die Geschwindigkeitskomponenten an den

ebenen Wanden x, — |;, x, = —I, die Werte — Uy 0, 0 annehmen.
Dieses bewirken wir dadurch, daB wir die Funktionen g der Bedin-
gung unterwerfen, daB fur x3=+I, und X3 =—I, und fur j=1, 2, 3

die Summe der Integranden in unserem Ausdruckefur wy+ w® + u**
verschwinden soil. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wir setzen e* = s,ge®'*—s,

und haben dann:
B, — 1 88_ 1

.t .
9s = £ 8g— 1 i T2 88, — 1 g1

ga+ g5+ 98— 24 '?';:3 9281 — Liay (g3 + 9o + 981) = 0,
. ia
— s — g5+ 9551+ 4,30y (g + Go — o 8;) + ‘}'1 (ga+ g6+ 9081) =0, L (11)
3 .
g2+ s+ 9582 — 2y ";:‘1 ge8p 10, (95 o+ Fu83) =0,

. ia
g2t go— 9582+ lata gy + 9o~ 9582) + Tl {93+ 991 9483) = 0.

Zur Befriedigung der Bedingung uj =0 an der Oberflache der
Kugel verfiigen wir iiber drei Funktionen g. Offenbar genugt diese
Zahl nicht, urn die Bandbedingungen exakt zu erfiillen. Um eine an-
genaherte Losung unsres Problems zu bekommen, konnen wir so
vorgehen, daB wir den Funktionen g,g.gs die S. 149 angegebenen
Werte: ¢, ~ tcia,a®, 0 geben und dabel ¢ = }alU, setzen. Die Be-
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen <7,.<fo. Wir er-
halten so die Stoning, welche unsere ruhende Kugel in einer mit der
Geschwindigkeit — £7,0,0 stromenden, den ganzen Raum erfullenden
Fliissigkeit hervorrufen wiirde, und daruber gelagert die Bewegung,
welche durch die Reflexion diesr Storung von den Wanden entstehen
wiirde. Mit Hilfe des Satzes von Faxén (89 S. 113) konnen wir die
Resultante der Krafte berechnen, welche die Flussigkeit unter diesen
Umstanden auf die Kugel ausiibt. Wir konnen aber auch einen etwas
anderen Weg gehen. Wir konnen die drei Funktionen g, welche zu
unserer Verfiigung stehen, so bestimmen, daB die Mittelwerte der
Geschwindigkeitskomponenten w; + u®* + w/** an der Oberflache der
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Kugel verschwinden. Wennwir daim die Geschwindigkeit in zwei Teile:

1 * L 3 ) 1
(u* + 1 )dSundu,—mfu,dS

4na?
Rx=o Rmg

o™+ ut* —

zerlegen, so wird nach dem Satze von Faxen (vgl. 8 9 (28) S. 113) der
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Kesultante geben. Die Eesultante
riihrt also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede
dieses Teiles, weil das zweite Glied eine iiberall, auch im Innern der
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt, die keinen Beitrag zur Re-
sultante geben kann.

134. Durchfiihrung in spezielen Fallen.

Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wiclitigsten
Fall, namlich denjenigen, bei dem die Kugel sich gerade in der Mitte
zwischen den beiden Wanden bewegt und also I, = I, ist. Wir setzen
in diesem Fall },=1, =1, 8, =8, = 8. Wir benutzen die zuletzt er-
wahnte Methode und sucéhen aso g9 %> zu bestimmen, daB

[y +ur+uprmas=0 (=133

A=a
Aus geometrischen Griinden ist nun unmittelbar klar, daB zwei von
diesen Gleichungen identisch erfiillt sind. Wir konnen deshalb auch
ietzt:

h=20 gs=—1}ciqa®, g=0 12

setzen. ¢ soil aber jetzt keineswegs den Wert faU; haben, sondern
muB vielmehr aus der Bedingung:

a8
[t + g =0 (13)
R=a
bestimmt werden. — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar fur

R=a:u4yy=—U;+ %% Aus 89 (27) und (28) S. 113 folgt ferner:

ag (a p. aP* ‘)

l ® x4 d_S_ * o : -~ 1
i 0+ ) G = ok o (G0 )

R=n
Zur Bestimmung von ¢ erhalten wir also die Gleichung:
2 * L L)
L2 (31’ op ) =0
1]

6u\dz, = 0z

4
- U+ Y £'+ (w* + ©,**)
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Da u,*, p*, u,**, p** ¢ als Faktor enthalten, so konnen wir die
letzte Gleichung in der Form:
{al;

=
1+u_("1 +u1**)°+8pc( d dxlp ))n

auflosen.
Wir haben oben geschen, daB die resultierende Kraft auf die
Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten uj oder wie wir

auch sagen konnen, von w, + U, u,,u4,; abhe=7, *Vir wissen ferner,
daB diese GroBen sich nur durch den Faktor _-—- von den GroBen

89 (23) S. 110 (mit V,= Z73=0) unterscheiden. Nun erhielten wir
in 89 aus der Formel (23) fur die Komponenten der resultierenden
Kraft auf dieKugel dieWerte— 6zga ;. Wir schlieBen hieraus, daB
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 8""0,0,0 sein miissen.
Fur den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir:

bruall,
36 *k (0(1”*4‘?’**))
1+__ (ul +u1 ) +8,uc dxl o
Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung

des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zuriickgefiihrt, Wir
schreiben diesen Nenner:

8ruc = (14)

a® d(p* + p* *)]
1]

* %
1+4 [ul t + 6p  dx

imd haben nach (9) und (10):

w4 2207 “ff'

T st g0 + l
(15)

Die Gleichungen (11) geben inunserem Falle ({, ={,=1, 8, =8, =34,
g5 =0):

N/ SR .. . W
B=R="5 10 5= =™ " i (st = ilks — 1)
2ls(s — 1)y
T —4lks— D+ 1)’
5§ —1

B=BTF 4k 1"k 2T @k T
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Wir haben auBerdem: g, = ¢, gqy= — % cia,a?,
Wir tragen die gefundenen Ausdriicke fiir die Funktionen g in
(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form:

4ca 4eat
14+ g5 B— 35 C-

A, B, C sind hier Zahlen, welche durch die Gleichungen:

L Iks
2 af 1  ap ‘i1 ’
(=)t e g dades,

B_zs;fﬂgg ks —s+1 a? 1
T ix ks —Alks—1 Tk le+1

2tks(s — 1)
TR Ak D {s 4+ 1) Id“‘d“”

ask
ffﬁ- ks =1 faden

k=fal’+ ag?, &=t

definiert werden.

Wenn man in der aa, — Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, so
kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Integration in bezug
auf den Winkel sofort ausfiihren. Fur die Ausfiihrung der letzten
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen.
Fax&i findet so: A = 1,004, B = 0,418, C=0,169. Eine Kugel, welche
dch. in der Mitte zwischen zwel parallelen ebenen Wanden in ener
mit den Wanden parallelen Bichtung und mit der Geschwindigkeit V;
bewegt, erfahrt also, wenn a der Radius der Kugel und 21 die Ent-
fernung zwischen den Wanden ist, einen Widerstand:

6rua U’1

1 —1,0041;-+ 0,418.z — 0,169 . ‘;

W=

]
Glieder von der GrdBenordnunfg %rind hier vernachlassigt worden.

Fax6n hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren
verglichen. Die Obereinstimmung zwischen Theorie und Begbachtung
war gut.



135. Dae sweidimensionale Problem 155

Faxén hat auch den Fall /; = 3!, untersucht. Er findet in diesem
Fall, unter Voraussetzung, daB die Kugel sich frei um ihren Mittel-
punkt drehen kann:

W Bnpa U,

1—49 6526 l- + 0,1475 z-a——O 131 ;‘—‘—0 06443 g

Faxén hat endlich eine Formel fiir die mittlere Geschwindigkeit
berechnet, mit welcher eine Kugel mit der Dichte ¢ und dem Radius
6 in einer Flilssigkeit mit der Zahigkeit 4 und der Dichte pp fallt,
wenn die Kugel zwischen zwei vertikalen parallelen Winden mit der
Entfernung 2L eingeschlossen ist. Dabei wurde angenommen, daf} die
verachiedenen Lagen der Kugel zwischen den Winden dieselbe Wahr-
scheinlichkeit haben. Faxén fand unter diesen Voraussetzungen fiir
die Geschwindigkeit U:

U= "“’Q(E—QF)(I-ZA-F -),

- 3 9 2(1+ H)

A_M—H+ﬁ 103(3;H)'(IQ—'H')—F(I_C)“_H)_CH +Ry,
B 1 1

]}

— . 8
= GIH(I —HAp 60 —H) esH(3— iy T1zs T B

H=1— E s, = 1,20205, € = 0,57722.

R, und R; sind, wenn H in der Nahe von 1 liegt, kleine Kor-
rektionsglieder. Fiir H = 0,9 findet Faxén R, = 0,0340, Ry = 0,104;
fir H = 0,85: R, = 0,0352, Ry = 0,108.

13 5. Das zweidimensionale Problem.

Das zweidimensionale Problem, das der hier behandelten Aufgabe
entspricht, ist die Berechnung des Wideratandes einen Kreiszylinders,
der sich zwischen zwei parallelen ebenen Winden in einer zihen Flis-
sigkeit bewegt. Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang haben
dieses Problem fiir den speziellen Fall gelost, daB der Zylinder sich
in der Mitte zwischen den Wiinden befindet und die Entfernung zwi-
schen diesen fiinfmal gréBer als der Durchmesser des Zylinders ist.
Sie finden unter diesen Umstiinden fiir den Widerstand pro Léngen-
einheit des Zylinders 2,26zx U,. Eine neuere Berechnung von Harri-
son gab flir dieselbe GroBe den Wert 5,21zxu U,. Mit der in diesem
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Paragraphen behandelten Aufgabe ist ferner nahe verwandt die Frage
nach dem Widerstande, den eine Kugel erfihrt, die sich langs der
Achge einer mit Flitssigkeit gefiiliten Rohre bewegt. Dieses Problem
bat Ladenburg auf Grundlage der Stokesschen (leichungen behandelt.
Wir werden im folgenden Kapitel 5. 196 auf diese Frage zuriickkommen.

§ 14. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

14 1. Einleitung nnd Satz von Faxén iiber die Wechsel-
wirkung zwischen zwei Kugeln von derselben GriBe.

Wenn zwei Kugeln sich in einer zithen Fliissigkeit bewegen, so
wird die Strémung der Fliissigkeit in der Umgebung einer dieser Ku-
geln nicht nur von der Bewegung dieser Kugel, sondern auch von
der Bewegung der anderen Kugel abhiingen. Die Krifte, welche die
Fliiesigkeit auf einen dieser Kérper ausiibt, wird folglich von der Be-
wegung des anderen Korpers beeinflult. Die beiden Kugeln iiben mit
anderen Worten durch Vermittelung der Fliissigkeit scheinbare Kriifte
aufeinander aus. Diese Krifte verdienen von mehreren Gesichts-
punkten aus Interesse. Unter anderem haben sie Bedeutung fiir die
Kolloidforschung.

Wir stellen uns zuniichst die Frage: welche Kriifte {ibt eine ziihe
Fliissigkeit auf zwei gleich grofle, gleich schwere mit derselben kon-
stanten Geschwindigkeit darin fallende Kugeln aus? Um diese Frage
zu beantworten, bemerken wir zunéichst, daf die Kriifte, welche die
Flisssigkeit auf eine Kugel ausiibt, auf eine Resultierende durch den
Mittelpunkt und auf ein Drehmoment um denselben Punkt reduziert
werden kénnen. Wenn keine anderen #uBeren Drehmomente auf die
Kugeln wirken, was im sallgemeinen der Fall sein wird, wenn der
Schwerpunkt jeder Kugel mit dem Mittelpunkt zusammenfillt, so
kann die Bewegung nur dann stationér sein, wenn jene Drehmomente
verschwinden. Dies wird im allgemeinen bei rein translatorischer Be-
wegung der Kugeln nicht der Fall sein, Jede Kugel muf} sich infolge-
dessen um eine durch den Mittelpunkt gehende Achse drehen, die
gowohl auf der Translationsrichtung wie auf der Verbindungslinie
zwischen den Mittelpunkten der Kugeln senkrecht steht. Wir be-
zeichnen mit U; die Komponenten der translatorischen Bewegung,
mit K0 und K/ die Komponenten der auf die Kugeln wirkenden
Resultierenden und mit w und «;® die Komponenten der Dreh-
geschwindigkeiten.
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Wegen der linearen Form der Stokesschen Gleichungen miissen
K, K®, /D und ;@ lineare und homogene Funktionen der GréBen
Uy sein, Wenn wir die Richtung des Vektors ¥ umkehren, miissen
also KM, K/®, o/ und ;® ijhre Vorzeichen wechseln, Wir gehen
jetzt von einer stationdren Bewegung des ganzen Systems aus, kehren
zuniichst den Vektor I/ um und drehen dann das System um 180°
um eine Achse, welche sowohl auf der Bewegungsrichtung der Ku-
geln wie auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht steht
und welche jene Verbindungslinie gerade in der Mitte zwischen den
beiden Kugeln schneidet. Die Kugeln bewegen sich nach diesen beiden
Operationen wieder mit der Geschwindigkeit ¥7. Die Resultierende auf
die erste Kugel ist wieder K®, die auf die zweite K™, Andereraeits
haben die beiden Kugeln durch die beiden Operationen ihre Plitze
gewechselt, Die Resultierende auf die erste Kugel muB also den Wert
K®, die Resultierende auf die zweite Kugel den Wert K™ haben,
Daraus folgt, daB K= K®, also K = K;® sein mull. In derselben
Weise sehen wir, dal @/ = — w,® ist. Wir haben damit den von
Faxén gefundenen Satz bewiesen:

Wenn zwei Kugeln von derselben GréBe und mit der-
selben Schwere unter dem Finflufl dieser Schwere in einer
den ganzen Raum erfiillenden Fliiasigkeit steigen oder sin-
ken, so hat die Resultierende der von der Fliissigkeit auf
eine Kugel ausgetibten Kriifte fiir beide Kugeln dieselbe
Richtung und denselben Betrag. Die Entfernung und der
Hohenunterschied zwischen den beiden Kugeln werden also
durch diese Kriifte nicht geindert. Dagegen geriit im allge-
meinen jede Kugel in eine Rotation umeinedurchdenMittel-
punktgehende,gegendie Vertikalebene,welche beide Mittel-
punkte enthilt, senkrechte Achse. Die Drehgeschwindig-
keiten haben denselbenBetrag, aber entgegengesetzte Rich-
tungen.

142, Erste Niherung bei Kugeln mit verschiedenen Radien.

Wir wollen jetzt fiir zwei Kugeln mit verschiedenen Radien, a,
und g,, die Resultierenden K™ und K® in erster Niherung berechnen.
@D und z/® seien die Koordinaten der Mittelpunkte der beiden Ku-
geln. Unsere Aufgabe ist, eine Lisung der Stokesschen Gleichungen:

op  Ow_ (1)

pdu = 5y 0%
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zu finden, welche auBerhalb der beiden Kugeln reguliir ist und welche
den folgenden Randbedingungen geniigt:

fiir "12 = (25 — x,(l))’ = alzz 4 = UI, = uy =0,
fiil‘;R2 = ;‘l‘,z -+ 000 U; 0.

Eine angeniherte Losung dieser Aufgabe finden wir in der folgenden
Weise. Wir suchen zuerst eine auBerhalb der Kugel r, = &, reguliire
Losung wuf1), p® der Gleichungen (1), welche an dieser Kugel den
Bedingungen w3 = 4,0 (j = 1, 2, 3) geniigt, wo v;1) die Komponenten
eines konstanten Vektors sind. Diese Loésungen kinnen wir offenbar
in der Form:

u® = U 6,0, p® = P,Dp® ()
schreiben und wir haben nach § 9 8. 110:
- 3a 7o a® 3 g1
= v 1 “ H___ 2
Ui = 2 6” 4 Dz 02y (3,' + rl)’ B 2 #%52, 7, v ©)

Wir Buchen ferner eine auflerhalb der Kugel r, = a, regulire Lisung
der Gleichungen (1) #), @, welche an dieser Kugel den Bedingungen
15 = vf® geniigt, wo v;® ebenfalls Komponenten eines konstanten
Vektors sind. Wir haben:

u}s) — U}IE) vﬁ ) ?(21 — Pﬁﬂ) v(:). (4)

U und PP haben in diesen Gleichungen leichtverstindliche Be-
deutungen, Wir versuchen jetzt unser Problem durch den Ansatz

y = “51)_'_ u}z), p= P(I) + ]9(2)

zu losen, Mit diesem Ansatz den Randbedingungen exakt zu geniigen,
ist offenbar unméglich. Bel unserer angeniherten Behandlung
des Problems wollen wir aber die zweiten und hoheren Po-
tenzen der GroBen a,fr s, agfrys (r® = @V — @8, 1,22 0) ver-
nachlissigen. Unter diesen Umstiinden ist ep gar nicht nétig, den
Randbedingungen exakt zu geniigen. Es reicht vielmehr vollkom-
men sus, dal sie durchschnittlich erfiillt sind. Wir legen also den
GroBen v/ und v/® die Bedingungen:

Ulu) + 4_]‘;; ul(a)___ — Ul, (1) + 1 f 2) dS k - 2’ 3’

= a0y =i

(z)_|___1f (1)_ = Uy, o mf“’ds 0, k=2,3.

Ty = 8y
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auf. Aus (27) und (28) 8, 113 folgt nun fiir I =1, m =2 und { = 2,
m=1k=1,2,3;

1 ds dp ‘J)
WO ) = g, ® () 4 S T ",
i [0 = )+ 52 (O o
Ty ™ G
Wir setzen hier zunéchst { = 1, m = 2, Einsetzen der Werte (2) von
w®, g zeigt sofort, dal das zweite Glied der rechten Seite vernach-

lassigt werden kann. Wir haben also annihernd:

1 f (1} g o= ul,(l) (2:‘,'(2)) (6}
Ty Ay
Wir erhalten in derselben Weise:
. f (z)_ = 14 (). 0
om0y

Zur Bestimmung der Gréflen v, und v, erhalten wir also nach (4)
und {5} die Qleichungen:
o0+ PURED) = U, o+ oOUP®) =0, I=1,2,
oD+ TN = U, o® +oPUDE) =0, L=1,2.
Die Auflésung dieser Gleichungen in der hier angestrebten Ge-
nauigkeit ergibt:
v = U,(6,, ~ UfEM), of = U,0,, — UL(=?).
Wir haben also:
4= U, (0 — URURE) + U,(U8 — URUDGD). )

Wir konnen dieses Ergebnis in der folgenden Weise deuten, In der
Umgebung der ersten Kugel sind die Komponenten der von der zwei-
ten Kugel herrilhrenden Stromung asnnihernd konstant und haben
(annihernd) die Werte:
U, UiY (&™)

In dieser Stromung bewegt sich die erste Kugel mit einer relativen
Geschwindigkeit, deren Komponenten:

Uy (3 — URzn)

gind. Die Resultierende der Kriifte, welche die Fliissigkeit auf diese
KRugel ausitbt, kann nur von dieser relativen Bewegung abhiéngen.
Sie hat folglich die Komponenten:

—8apa, Uy (8, — URz ).
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In derselben Weise wirkt auf die andere Kugel die Kraft:
— 8xpa, Uy (81 — Ui (&/®).

Aufler dem Stokesschen Widerstande wirkt also auf die erste Kugel
eine Kraft:

9 a, Gy

) __ o (2) (LY __ o (2F
D" U6y, + -g- mp ey e, Uy (@D — 5 ®) (s T ).
12

3
T3

Die Symmetrie dieses Ausdruckes in bezug auf die beiden Kugeln
zeigh, daB auf die zweite Kugel eine Kraft derselben Grofe und der-
selben Richtung wirkt. Diese Kraft kann als die Resultierende von
zwei Kriften aunfgefat werden, von welchen eine dieselbe Richtung
wie die Bewegung der Kugeln hat und alse auf die Kugeln beschleu-
nigend wirkt, wihrend die andere dieselbe Richtung wie eine vom
Mittelpunkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Ku-
gel gezogene Gerade hat. Jene Kraft hat den Betrag:
9 S ap U, & g

und diese den Betrag: Mz

9 2 ® — 7,®
o "8, al%(ﬁ‘ ).

Diese Bitze sind von M. Smoluchowski gefunden worden.

14 3. Genauere Formeln.

Fiir den Fall, da8 die Bewegungarichtung der beiden Kugeln mit
der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zusammenfillt, hat Faxén eine
genauere Formel fiir den Widerstand berechnet. Er findet fiir den
Widerstand der ersten Kugel:

3 a&2 90, ay
-+ vl

1 71 27

+ -3 (2 “2—‘5'“1%‘5'2"%)4'

3
T2

=6rpa, U

1 3 9
+ — (— ‘2"“13“2 + 16 “12“22 + f“lazs) -

712
1 /9 243

_?(4“1 a:® + - 39 -6,%a,® +_“1“s‘) +"‘}'
Den Widerstand der zweiten Kugel erhiilt man einfach durch Ver-
tauschen von @, und @, Welche von den beiden Kugeln vorangeht,

ist fiir den Widerstand helanglos.
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In dem Fall, daB die beiden Kugeln sich mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten (aber doch stets in einer zur Verbindungslinie der
Mittelpunkte parallelen Richtung) bewegen, findet Faxén fiir den
Widerstand der ersten Kugel:

W==6mpa U ll + :‘ag +
12

1 3 9
Va3 2,2 ) 3
+r“‘( 2a1a2+16a1a2+4ala,)+

3 a 1 27 1
—8npa, Uzl 5 ,,1’2 + ,1-2 (— 5 02 + G0yt — 5 a,)+

l 9 243
5 (Facer + G ates + et + -

Den Widerstand der zweiten Kugel erhalt man durch Vertanschen von
a, und a,, U, und U,.

Eine von H. Dahl ausgefiihrte genauere Berechnung des Falles
a, = a, = a ergab fiir den Widerstand der ersten Kugel den Wert:

W==6xual, 1 + 92 { 9325 4 11972% 4 19821a% + .. -} —
—Brual,{3z 4 192® 4 3872% + 533127 + 7611527 + .. J,

&

. "
“f9

Der Widerstand der zweiten Kugel erhalt man doreh Vertauschen von
U, und U,

Die Bewegung zweier Kugeln mit derselben konstanten Geschwin-
digkeit 1angs der Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben ist kiirz-
lich Gegenstand einer Untersuchung von Margaret Stimson und (. B.
Jeffery gewesen. Diese Autoren geben auf der Grundlage der Stokes-
schen Gleichungen eine vollstindige Lisung des Problems dureh un-
endliche Reihen. In dem Falle, da die beiden Kugeln denselben Ra-
dius (a) haben, finden sie fiir den Widerstand jeder Kugel einen
Ausdruck: 6mpall,d,

wo*:

_ 4. _n{n+1) 4sinh? (n+ §)a—{2n + 1)2sinh?e
A== gsinh 24(2-?;—1)("»4—3) 1- " 2sinh (264 1)a 4 (204 1)sinh 24’

« 18t dabei durch die Gleichung:

* In dor Formel von Mil} Stimson und Dr. Jeflery fehlt infolge eines Druck-
fehlers rechta ein Faktor 2. Ich verdanke Dr. Faxén dics¢ Bemerkung.

11 Owssen, Hydrodynamik
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r
cosha = 1%
2a

definiert, Fiir 2 haben die beiden Autoren eine Tabelle berechnet:

a riuf2a i
0,6 1,128 0,683
1,0 1,643 0,702
1,5 2,352 0,768
2,0 3,762 0,838
2,6 6,132 0,842
3,0 10,088 0,081

w -] 1,00

Dr, Faxén hat zu dieser Tabelle eine nene Zeile hinzugefiigt:
a=0, flezu =1, 1= 0,645,

§ 15. Die sogenannten Paradoxien von Stokes
und von Whitehead.

1561. Das Paradoxon von Stokes.

Wir haben in § 9 das Problem behandelt, eine Lésung der 8to-
kesschen Gleichungen;

o .
pAuy == 0 =% =123 (1)

zu finden, bei welcher die GréBen w; auBerhalb der Kugel R =a
regulir sind, an dieser Kugel die konstanten Werte U; annehmen und
in unendlicher Ferne verschwinden. Das entsprechende zweidimensio-
nale Problem iat die Aufgabe, eine Losung der Gleichungen:

#A Uy — .—'—; —= =0, (k =1, 2) (2)

ist und den Randbedingungen: fiir R = g, %, = U, = Konst., fir R
-+ 4y -+ 0 geniigh. Zu dieser Aufgabe wird man gefiihrt, wenn man
nach der Methode von Stokes die Bewegung untersuchen will, die in
einer den ganzen Raum erfiillenden Flissigkeit durch einen unendlich
langen Kreiszylinder erzeugt wird, der sich mit konstanter Geschwin-
digkeit in einer gegen die Lingsrichtung senkrechten Richtung darin
bewegt. Man kann leicht eine Ldsung der Gleichungen (2) angeben,
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die formal der von Stokes gefundenen Losung des Problems der Kugel
entapricht, Sie ist:

R o (1, 1
u,,—A{2UklogR—U;m SB g R —1) + ga’logR],,l
9 1 l (3)
p=_2FAUE6£g IOgR, A =m'

Ein Blick auf diese Lésung zeigt sofort, dald sie sich aber bei grofien
R-Werten nicht in der Weise verhiilt, wie wir von der Lisung einea hy-
drodynamischen Problems verlangen miissen. Bei wachsendem R kon-
vergieren die Grfen u, nicht gegen Null, sondern wachsen vielmehr,
den absoluten Betrigen nach, tiber alle Grenzen. Wenn man trotzdem
unter Verzicht der Forderung w4 —+ 0 fiir B —+ o der Ldsung eine
hydrodynamische Bedeutung zuschreiben wollte, so wilrde man auf
die Schwierigkeit stoBen, daB die Randwertauigabe unendlich viele
Lisungen besitzt. Eine von (3) verschiedene Lisung ist z. B. u; = U,
in der ganzen Fliissipkeit. Stokes zog aus diesen Umstiinden den
Schlu, daB das physikalische Problem der stationiren Bewegung
eines Zylinders in einer zéihen Flitssigkeit unlosbar ist. Natiirlich ist
die Tatsache, da die in formaler Analogie gebildete Lisung die Rand-
bedingung im Unendlichen nicht erfiillt, an sich kein Beweis fiir die
Nichtexistenz einer solchen Losung. Andererseite diirfte es nicht sehr
schwer sein, diesen Beweis streng zu fiihren.

15 2. Das Paradoxon von Whitehead.

In der von Stokes gegebenen Lésung des Problems der stationiren
Bewegung der Kugel (§ 9, (23)) sind #; und p lineare und homogene
Funktionen der GréBen U,, U,, U;. Es ist naheliegend, die von Stokes
gefundenen Ausdriicke als die ersten Glieder von Reihen aufzufassen,
die nach Potenzen von U,, U,, U, fortachreiten. I Jahre 1888 machte
Whitehead in Anschlul an SBtokes einen Versuch, die Glieder in uy, p,
welche im U,, U,, U; vom zweiten Grade sind, zu berechnen. Wir
geben einen kurzen Bericht fiber diese Untersuchung von Whitehead.
Wir legen der Einfachheit halber die Koordinatenachsen so, dal die
#;-Achse mit der Bewegungsrichtung parallel wird. Die vollstindigen
hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir stationire Bewegung,
auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugssystem bezogen, sind,
wie wir im ersten Teile, 8. 12, sahen, wenn wir die Geechwindigkeits-
komponenten = — U, 8y + uy setzen:

1=
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dp _ 6‘u, 61&; Ouy oy
Die Nebenbedingungen amd: Fir BE=g22=q% u,;=U,d;; fir R >0,
=0
Stokes vernachlissigte in den Gleichungen (4) die rechten Seiten.
Er léste also die Gleichungen:

op o Ou _
pdwy— g =0, 4 =0 ®
und zwar durch den Ansatz:
_ 3 a a 62 ( ﬂz)_ (1)
w__ﬂvlﬂa"_zvxﬂx 0y 3R+§—u,,
3 a1 (5)

= ——— (1),
) ) P 2 pa Ul d R =p
Wir setzen jetzt:
=4+ u®+---, pp=pP+pP+--

wo 4, p®) die in (b} angegebenen Werte haben sollen und wo w;t™,
p® den Faktor U;» enthalten sollen. Zur Bestimmung von u;®, p®
erhalten wir aus (4) die Gleichungen:

ap( ) Bu B0 Bu® _

) — = — —_7 . -7 LA

pAuf eV, L+ ewd S, (6)

GES

Die Nebenbedmgungen sind: fiilr B = @, %® = 0; fiir B —+ o0, 4/® -+ 0.
Wir sehen hier vom letzten Gliede rechts in der ersten Gleichung (6)
ab. Wir beschrinken uns also auf die Aufgabe, cine Lisung u®, p®
der Gleichungen: 2y (':lu,(l) du
A uf®— da;=—eUl iz’ 9z (7

zu finden, welche den oben bei (6) erwihnten Nebenbedingungen ge-
niigt. Das System (7) ist ein lineares, inhomogenes System, es emp-
fiehlt pich daher, diese Aufgabe in zwei zu zerlegen: erstens irgendeine
suflerhalb der Kugel R = a reguliire Lésung des Systems (7) zu finden,
zweitens eine jene Losung an der Kugel R = ¢ und in unendlicher
Ferne kompensierende, fiix B > a regulire Losung der Stokesschen
Gleichungen (1) zu finden.

Es ist nicht schwer, die erste Aufgabe zu ldsen. Eine Losung des
Systems (7) ist:
galU2( 3z, 1 &

1 &R
w=— p 4R O — )

- RE__
16 ozlkax,R 4 ( s 91+ 537 2dz;
p®=0.
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Um so schwieriger ist aber die zweite Aufgabe. Es gelang in der
Tat Herm Whitchead nicht, diese Aufgabe fu lésen. Er zog hieraus
den SchluB, dafl das physikalische Problem, das er lsen wollte, keine
Lisung besitzt. Bei der Bewegung eines Korpers in einer zihen Fliis-
sigkeit sollen nach Whitehead Diskontinuitétsflichen auftreten.

15 8. Erklirung dieser Paradoxien.

Dem inneren Grunde der Paradoxien, zn welchen Stokes und White-
bead in ihren hier dargelegten Untersuchungen sich gefiihrt sahen,
sind wir schon im 2. Paragraphen, 8. 18, begegnet. Die Annahme,
dal eine Losung der Gleichungen (4), die auBerhalb einer gewissen
Fliache regulir ist, in eine Potenzreihe nach U, entwickelt werden
kann, ist unzulissig. Aber nicht nur diese Annahme, sondern auch
die Stokesschen Gleichungen (1) sind unrichtig. Man sicht das sofort,
wenn man die Glieder dieser Gleichungen hinsichtlich der GriBen-
ordnung mit den in den vollstindigen Gleichungen (4) vorkommenden,
aber in (1) vernachlissigten Gliedern vergleicht. Wir haben z. B.:

Gleichzeitig haben wir:

du,® 3 2:.!:_1( __3@:1’) 3 s 63_1.
—eligp = el pe U= ) T 40 Wi

m
Wie klein auch {7 ist, es gibt stets Bereiche, in denen |@ U, 6£l |

im Verhiilinis zu | 1z 2™ | beliebig groB ist. Sehon in erster Niherung
ist es deshalb, wenn man ein iiberall richtiges Bild der Bewegung er-
halten will, noiwendig, das erste Gllied rechis in der ersten Gleichung (4)
mitzunehmesn. Um so mehr ist dies notwendig, wenn man die in erster
Naherung gefundene Lisung zur Grundlage einer genaueren Berochnung
der Bewegung machen will. Zu einer exakten Berechnung des Wider-
standes miissen wir also sunéichst von den erweiterten Stokesschen Glei-
chungen (giche 8. 12) ausgehen.



It

Angeniiherte Lisungen von Randwertaufgaben
bei den erweiterten Stokesschen Gleichungen.

& 16. Das Problem der Kugel.*

161. Aufstellung spezieller Lisungen der erweiterten
Stokesschen Gleichungen.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, die Strémung einer sonst den
ganzen Raum erfiillenden, zihen Fliissigkeit zu berechnen, welche durch
eine kleine Kugel erzeugt wird, die sich darin mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt. Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Anfangspunkt
mit dem Mittelpunkte der Kugel zusammenfillt und dessen z,-Achse
mit der Bewegungsrichtung der Kugel paralle] ist. Wir bezeichnen die
auf dieses System bezogenen Geschwindigkeitskomponenten der Fliis-
sigkeit mit — U, + w,, u,, #y. Zur Bestimmung von u;und des Druckes
p erhalten wir, wie wir 8. 12 sahen, bei Vernachlissigung der in den
Grofen w; quadratischen Glieder:

op _ Ow; Oy _
.HA‘H,T— d—w‘f-—-""“e 15:._31’ (E’““'O' (1)

Wir haben eine Losung dieses Systems zu suchen, die aulerhalb
der Kugel R = ¢ reguliir ist und welche den Nebenbedingungen: fiir
R=a:uy=U,, uy= 4y,=0; fiir B> 0: u;—~ 0 geniigt.

Wir haben im 4. Paragraphen 8. 32 gesehen, daf das S8ystem (1}
die Losung:

0% d ad
)= e M~ | Sl
= 0uyAP dz, day’ 4 dx, (#A¢+ebl 62:1)
* Vgl. §15, BchluBhemerkung.
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besitzt, wo:

(p""—O( 8)—__-’.1___e:da, a=92~%, 3=R+:'_1:1,

Re_“ﬁ’ RZOQ

und wo o’ diejenige der beiden GréBen + o ist, welche positiv ist. 20’ @,
d. h. o| T | afu ist die sogenannte Reynoldssche Zahl. Wir nekmen zu-
ndchst an, daf sie verglichen mit 1 kein ist, d. k. wir betrachten Félle,
tn denen entweder der Kugelradius oder die Geschwindigheit verhilinis-
mifig klein oder aber der Reibungskoeffiziens u grof ist. Wir haben;

8D 11— e 2
dz,  oR ' AP = pe=
folglich ;
eU, 00 2
49 + = dz, R
2 L ux
M=, Se—ate __ U T gy UL )
duge omyia; P B )

Wir haben in § 4 Formel (12), 8. 34, ferner gesehen, daf fiir kleine
Werte von o’s:

@:a—--i-o’sz—f---=R+;x1-—ia’(83+$la)—IaR:rl -+ (3)

also fiir kleine B annihernd, bei Vernachlassigung der Glieder, welche
o’ oder s als Faktor enthalten:

2 R
1) — s
4O= %1 g ~ bz0s
Eine andere Lisung von (1) ist offenbar:
d 1 * o1
) JEOU (2) = e s
't dr,0a; B P el dz,® R 4

162. Lisungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen,
welche die Randbedingungen angeniihert erfiillen.

Kin Blick auf (9, 24) zeigt sofort, daB wir aus (2) und (4) eine
angeniherte Losung unseres Problems bilden kionnen, welche dem Sy-
stem (1) geniigt, im Unendlichen die Bedingungen u; == 0 und auf der
Kugel, bis auf Glieder von der Gréfenordnung o’ a U, die Bedingungen
u, = U,, 4= uy= 0 erfiillt. Wir setzen:



168 i 16. Das Problem der Kugel

Uy =%“U1“lm"' %“301“1‘2): ;% Ure="*8,;—

1 a3 a®

32,2

3 .05
p=guelig + el (1 ‘R’)

Wenn wir in (5) den Wert von O einsetzen, erhalten wir:

3a 8, 01—e 1 ... & 1

w=gx V1" gl 1% Ui anr ©

Die gefundene Losung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die
a*-Achse Wir konnen de infolgedessen durch die sogenannte Stokes-
lie Stromfunktion ausdriicken. Wir setzen fur einen Augenblick:

3 1 ... 1
1—0U1¢+IGU1}—Z—W

und haben dann:
i 4
dx, Oy
W kann als eine Funktion der beiden GroBen X, und & =} ,2 -+ :c,’"
aufgefafit werden. Wenn wir:

Uy = AY¥ . 6“—

av

setzen, so haben wir:

sy #¥Y 1é¥ 6% 19gH

SR P Tl T S Pl W T

a¥ Ty ¥

i R iR
folglich: . s

10 z 1 0H
S N L R A @

H ist dann die Stokessche Stromfunktion fur die Bewegung mit den
Geschwindigkeitskomponenten wy, U,, Ws. Dagegen ist H -+ 3 U, A% die
Stromfunktion fiir die Bewegung, deren Geschwindigkeitskomponenten
— U, + w;, 4y, 43 Sind. Die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahn-
kurven der Fliissigkeitspartikel, ist in unserem Falle:

H+ 4 U h?== Konst.

Wir setzen die obigen Werte fiir Wund 0 ein und erhalten so flir
die Funktion H den Ausdruck:
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_ 1 h’ (;: 1 _...e—o'R——a:l)
H=5o0pg\m = orves ) ®

DieFormeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich-
bedeutend.

168. Untersuchung der Giiltigkeit der Losung. Vergleich mit
der Stokesschen Losung.

Wir wollen jetzt priifen, unter welchen Umstanden unsere For-
meln (5) eine hinreichend genaue Losung unseres Problems ergeben.
Wir haben vorausgesetzt, daB es an der Oberflache der Kugel R = a
erlaubt ist, in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu
beriicksichtigen. Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort, daB dies nur dann
gestattet ist, wenn o'a eine kleine GroBe ist, die neben 1 vernach-
lassigt werden kann. Wenn dies der Fall ist, haben wir in der Um-
gebung der Kugel R = a annahernd:

3 G a2
=, UIRJI,— '“Ulazla (3R+ )
d. h. die Stokessche Losung des Problems der Kugel. Wenn man aus

jener Losung die Glieder g g;—‘f.der vollstandigen hydrodynamischen
k

Differentialgleichungen berechnet, so findet man, daB Se unter der
Voraussetzung o'a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit-
genommenen Gliedern klein sind. In der Umgebung der Kugel ist
also unsere Naherung erlaubt, wenn a'a klein gegen 1 ist. In den von
der Kugel entfernten Teilen der Flussigkeit ist die aus (6) berechnete
Geschwindigkeit klein neben U; Wir haben deshalb in diesen Be-
reichen:
j Uy 3:: J klein gegen! U, d.’cJ

Wenn o'a klein gegen 1 ist, so gibt also unsere Losung (6) sowohl
in der Umgebung der Kugel wie in groBer Entfernung davon ein an-
genahert richtiges Bild der Bewegung.

Ein Vergleich der hier gefundenen Bewegung mit der-
jenigen, zu welcher Stokes gefiihrt wurde, zeigt sofort
einen charakteristischen Unterschied zwischen diesen bei-
den Bewegungen. Die Symmetric in bezug auf die Ebene
x1=0, welche fur die von Stokes betrachtete Bewegung
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charakteristisch ist, ist in der neuen Bewegung nicht mehr
vorhanden. Mit anderen Worten, die Beziehungen:

U(X1,X2,Xg) = Ui(— XiX2X3), X2(X1X2,Xz) = — Ua(— X1X2,X3),
U3(X1X2,X3) = — Us(— X1X2,X3),

welche fur die von Stokes untersuchte Bewegung Geltung
haben, bestehen bei der neuen Bewegung nicht.

164. Eigenschaften der neuen Losung. Ausblick auf die
Theorie der idealen Flussgkeiten.

Wir haben gesshen, daB fur die neue Losung eine gewise Dis-
symmetric der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch
ist. Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen, bemerken wir, daB
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen
Losung in groBer Entfernung von der Kugel vor derseben:

3al,
MTL e R

3al,
“= 9 R
ist. In der Stokesschen Losung ist dagegen sowohl vor wie hinter
der Kugel in groBer Entfernung:
3al,
U= g R
Wir sehen, daB nach der neuen Losung die Flussigkeit hinter der
Kugel eine Tendenz hat, dieser zu folgen, wahrend die Flussigkeit
vor der Kugel ausweicht.

Die Art des Schwanzes, der sich hinter der Kugel bildet, erkennt
man durch Berechnung des Wirbelvektors. Die Wirbellinien sind
offenbar Kreise, deren Ebenen gegeri die x;-Achse senkrecht sind und
deren Mittelpunkte auf diesr Achse liegen. Die Wirbelbewegung in
einem beliebigen Punkte des Raumes ist unter diesen Umstanden
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet. Er ist in einem
mitbewegten Bezugssystem:

hinter derselben:

3 }’m,’+ xﬂ' ! —o' R—am
S alU DLl (1L R e .

Nach Stokes wiirde er den Wert:
3 o Yzt
?: (IU]_ 4 Ra—'
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haben. Wir sehen, daB er nach der neuen Losung in grofien Entfer-
nungen vor der Kugel, wo x; dassdbe Vorzeichen wie a hat und also
der Exponent in unserer Formel den Wert:

— o' (R + |2 |)
hat, shr viel schndler mit /R abnimmt, als es in der Stokesschen
Theorie der Fall ist. Wir sehen ferner, daB hinter der Kugel, wo Xx;
dasselbe Vorzeichen wie — a hat und wo also der Exponent den

Wert: .
— o' (R —[zy|)

hat, zwar in grofien Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneler als nach
der Stokesschen Formel abnimmt, daB aber die Umgebung der vom
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet,
indem hier:

1 p2 8
R=|z]|+ ~m+.
1

aso annahernd: R = |=,]| ist und folglich der Exponent annahernd
den Wert Null hat. Tn diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel-
vektors annahernd:

Bei grofien o'R konnen wir hierfur einfacher:

Nzt + ot
e

schreiben. Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors

wie R ab, also langsamer als bei der Theorie von Stokes, nach welcher

der Betrag des Wirbelvektors in alien Richtungen wie 1/R? abnimmt.
Wenn wir zwar iR > a, aber doch o'R klein annehmen, konnen

wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die

ersten Glieder beriicksichtigen. Man erhalt fur den Betrag des Wirbel-

vektors:

%aUlo

g 80— (L—ozm(1+ 'R + ).
Auch in der Nahe der Kugel ist wegen des Gliedes:

—oz,(1 + o'R)

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter
der Kugel. Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt, daB auch
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen
Theorie kleiner als nach der alten ist, hinter der Kugel dagegen urn-
gekehrt nach der neuen Theorie groBer als nach der alten ist.

Wir wollen, an diesem Punkte angelangt, einen Blick auf die
klasssche Green-Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in
einer idealen Fliissigkeit werfen. Nach jener Theorie soil die Bewe-
gung der Fliissigkeit diesslbe Symmetric in bezug auf eine durch den
Mittelpunkt der Kugel gehende, gegen die Bewegungsrichtung der-
selben senkrechte Ebene aufweisen, welche wir in der von Stokes
untersuchten Bewegung fanden. Kann diesss Ergebnis richtig sein?
Wir haben geschen, daB sdbst bel den kleinsten Geschwindigkeiten,
wo die Bewegung in so hohem MaBe, wie es iiberhaupt moglich ist,
von der Reibung beherrscht wird, doch die Tragheit eine Dissym-
metrie erzeugt. Kann man annehmen, daB in dem entgegengesetzten
Grenzfalle, wo die Reibung keine Rolle mehr spielt, sondern die Trag-
heit allein das Feld beherrscht, jeneDissymmetrie ver schwinden wird?
Ist es nicht wahrscheinlich, daB die Dissymmetrie auch bei ver-
schwindender Reibung bestehen bleibt? Auf diese Frage kommen wir
spater zuriick.

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel konnen offen-
bar nur die Verhaltnisse in der Umgebung derselben einen EinfluB
haben. Da unsere Losung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge-
fundeneu iibereinstimmt, so erhalten wir in erster Naherung fur den
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl. S. |1 11): 8zua U,

Es diirfte hier am Platze sein, einige Worte iiber die Bedeutung
des Stokesschen Wider standsgesetzes zu sagen. Stokes wurde zu seinen
Untersuchungen iiber den Widerstand einer Kugel in einer zahen
Fliissigkeit durch seine Pendelstudien gefiihrt. Eine grofiere Bedeu-
tung bekam das Gesetz erst, nachdem es in der Kolloidchemie Ver-
wendung gefunden hatte. Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung. AuBerdem hat
man das Gesetz dazu benutzt, die GroBe der kolloidalen Partikel zu
bestimmen. Durch diese Umstande hat das Gesstz eine seéhr groBe
Bedeutung fur die Kolloidchemie gewonnen. DaB das Gesstz fiir die
Theorie des Regens und damit fur die Meteorologie wichtig ist, liegt
auf der Hand. Aber auch bei vielen rein physikalischen Unter suchungen
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen. Es geniige, hier auf zwei
Beispiele hinzuweisen. Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg-
lichkeit angewandt. Millikan hat es bei seiner Bestimmung der GroBe
der Elektronenladung benutzt.
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I65. Teilung der vernachlassgten Glieder zweiter Ordnung
in Glieder mit Ty| Ty |und in Glieder mit U;2.

Die oben gegebene Losung des Problems der Kugel stellt nur eine
Annaherung dar. An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlassigt.
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen:

dp Gu; duy 1
pAU — o T elUi g = et o
Qu,- ‘](9)

haben wir dierechte Seite derdgsten Gleichung vernachlassigt. Und
die Randbedingung uj = U1l an der Oberflache der Kugel wird von
unserer Losung nicht exakt, sondern nur annahernd erfullt. Eine
Priifung der vernachlassigten Glieder zeigt nun, daB sie von verschie-
dener Art sind. Wenn wir die oben gegebene Losung unseres Pro-
blems unter Beriicksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung
(9) verbesaern wollen, so mussen wir in jenes Glied unsere angenaherte
Losung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme:

, oy auy Oy
pdus— ot el g =0y
B (10)
¥ _
dxy

mit den Nebenbedingungen: fur B =g, %% = 0; fiir R-—a, 4 -0
die Korrektionsglieder u'y, p' berechnen. Nun enthalten die GroBen
Uj in (5) den Faktor U, Die rechte Seite von (10) wird also den
Faktor U2 enthalten. OfEenbar werden u'j, p' mit demselben Faktor
behaftet sein. Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir
bei der Erfullung der Grenzbedingung u- = U,8,; fur R = a vernach-
lassigt haben, so schen wir aus (3) sofort, daB sich unter ihnen Glie-
der befinden, welche den Faktor U,o\ also, fur redles U; den Faktor
U, | U, | enthalten. Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions-
glieder enthalten, welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen.
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern, welche wir
hier unterschieden haben, von ganz verschiedener Natur. So kann in
dem Ausdruck fiir den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor
U,|U,|, aber kein Glied mit dem Faktor U;2 vorkommen, weil die
Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausubt, gleichzeitig mit
U, ihreVorzeichen wechsan mussen. Es ist ferner ersichtlich, daB ein
Glied mit dem Faktor il7;} T, | nicht von einem Gliede mit dem Fak-
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tor TJf aufgehoben werden kann. Es ist deshalb berechtigt, die Auf-
gabe, die uns jetzt obliegt, in zwei zu zerlegen, indem wir zuerst die
Korrektionsglieder mit dem Faktor U,|U;] und dann, naherungs-
weise, die Korrektionsglieder mit dem Faktor ¥, berechnen.

16 6. Beriicksichtigung der Glieder mit ThfjUi].
Genauere Widerstandsfor mel.

Die erste Aufgabe konnen wir ohne Schwierigkeit losen. Wir setzen
A O Au_Bu®,  p=dAp®_ Bp®

und bestimmen-4 und5 aus denBedingungen: fiir R = a, #; = U, 8,,,
indem wir jetzt auch die Glieder: — <5;.a des Ausdruckes(2) fiir *’
beriicksichtigen.

Wir erhalten:
B 38
40— aa) + 'afl + D (A - _ag) ~aU,5,;.
Also: B B
A(1—~ad) + oy =T, A-—% —0
und:

A= jalU (14 {ac’), B={0*U,(1 4 }ac’).

Diese Ausdriicke fiir A und B unterscheiden sich nur durch den
Faktor 1 + \ao' von den Ausdriicken, welche wir in erster Naherung,
bei ao' -* 0, erhielten. Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der
Fliissigkeit mit diesem Faktor multipliziert werden, so muB offenbar
auch der Widerstand mit ihm multipliziert werden. Der Widerstand
hat also, in zweiter Naherung, den Wert:

Sapal, (1 + -3 gq-'f‘—')' (ii)

Betreffs des Gultigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen
werden, daB se unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, daB
die Fliissigkeit, von der Kugel abgesehen, den ganzen Raum erfiillt.
Wir werden spater in § 19 darauf zuriickkommen.

16 7. Beriicksichtigung der Glieder mit Ui?.

Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder, welche
den Faktor U enthalten. Eine Gruppe dieser Glieder, wir nennen sie
u,*, p*, riihren von den Nebenbedingungen her, indem wir noch nicht



167. Beriiocksichtigung der Glieder mit U,3 175

auf das Glied — 6z, der Exponentialfunktion und suf das letzte
ausgeschricbene Glied: — 4o R, der Reihe (3) 8. 167 fiir & Riicksicht
genommen haben. Die Funktionen u/*, p* miissen also auBerhalb der
Kugel R = a das System (1) befriedigen, fiit R = a der Bedingung:

wr =Sl aaid, + (% — 1)), (12

und fir B — o der Bedingung: «,* — 0 gentigen. Wir setzen:

P i ] a1
*_ il ’
Uy —C( 174 aml )

= 0525 ~ Ozt B
1
pr=— 2:“0“‘”2' '
Wir haben fiir kleine B-Werte:
3,2 Y bz
s o 2l ) -

Wir kénnen deshalb der Bedingung (12) annihernd, d. h. bis auf Glie-
der der Ordnung o263 U;, dadurch geniigen, daB wir setzen:

C =—}oU,d%, ¢'=—laoU,d5

Die der Geschwindigkeit #* entaprechende Stokessche Stromfunk-
tion ist:

[/ 1
H*=

anha 0k+ 0Uaha th
52 ) ; . 1"2 (13)

Wir wenden uns dem schwierigsten Teile unserer Aufgabe zu, der
Lésung des Systemes (10) mit den dort angegebenen Nebenbedingungen.
Ihre einfachste Gestalt nimamt diese Aufgabe an, wenn wir durch die
Gleichungen {7) 8. 168 die Stokessche Stromfunktion einfiilhren. Man
bestéitigt durch eine direkte Rechnung, dal, wenn w**, p** dem
System (10) geniigen sollen, die diesen GréBen entsprechende Strom-
funktion H** die partielle Differentialgleichung:

) pprwn 2 (PH.3DE_0H 0DH_ 200 )
("D“'E'U‘%;)DH =k \oz, 9k ok om, “hozmF) 04

3
4
3

Ulﬂs

befriedigen muB, wo:
D a2 ik

10
3z T O LK
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und wo H den in Gleichung (8) angegebenen Wert hat*. Die Schwie-
rigkeit der Gleichung (14) beruht auf der komplizierten Form der rech-
ten Seite, Wenn man eine im ganzen Raume gitltige Losung der Glei-
chung (14) wiinecht, liBt sich die rechte Seite nicht vereinfachen. An-
ders liegh aber die S8ache, wenn man nur die Bewegung in der Umge-
bung der Kugel berechnen wiil. In diesem Falle kann man H durch
den einfachen Ausdruck:

1 h? (a®
A
ersetzen. Man findet in diesem Falle:
DI = E al s
= L
o[@HODH HHOIDH ‘?0H I o202 z b2 ( )
Koz ok T ok 0m ko U= 100U g (g —3
Den Beweis, dal} es bei der Berechnung der Bewegung in der Um-
gebung der Kugel tatsichlich erlaubt ist, in (14) rechta diesen einfachen

Wert zu benutzen, kann man in der Weise fithren, daB man mittels der
in §4 8. 30 dargelegten Methode die partielle Differentialgleichung (14)

Wenn man in (10):
19H Ty

x4 190H

n=— dTi h“s‘f‘h“s:i‘a_x'l- (h=Vm)
ol amsl oy a1 QH
it B TS R e

solzt tnd die Rotationssymmotrie um die x,-Achso bonutzt, welchs sowohl das
Vektorfeld uy wie das Voktorfold wi' baben muB, so erhilt man cinoraeits:

8% 9" 1 8\[19H* 1 gries
"(éﬁ}i"'m- kdh)(k a.\.)J" tely haaaf,
16H 1 %K 10 d( l]

V% Ok K Tz, 5% K dr IA\E OAJ

andererseits:

(T D B OVIOM e
losatamt s onls as, j=r Wt %)=

2 du/’ 2.'.", On, 2w, Oug
h Oz, T R TOR T M 3R
_mw om0 o 0 (1OHW 3 0tHN
TR = T G \% 0w, | T K Bhom,
2.9 {108\ o 0H O (10H\ e @H &(18M\
b oW\ or, | & @k dm\N 0x,) T Bx, 9E\B Bx,
Elimination von p' zwischen diceon heiden Gleichungen gibt die Formel (14)
des Toxtes. Einfacher kann diese Formel aus don grundlegenden hydrodynamischen
Integralgloichungen in §1 abgeleitot werden.

-_-;:{%Au,' + :;:—"'-Au,' -
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(welche ja cinen speziellen Fall der erweiterten Stokesschen (leichun-
gen darstellt) durch ein iiber den Bereich R > a erstrecktes Integral
integriert und dann ans diesem Integral die Glieder anawihlt, welche
in der Umgebung der Kugel R = a die Hauptglieder gind. Man findet
durch dieses Verfahren, auf dessen Einzelheiten wir der Kiirze wegen
hier nicht eingehen wollen, daB noch eine Vereinfachung der Gleichung
(14) erlaubt ist, wenn wir nur die Umgebung der Kugel in Betracht
ziehen wollen. Wir kénnen nimlich links in (14) das Glied mit dem
Faktor p U, vernachlissigen und erhalten so die einfache Gleichung:

2 F4
DDH**=-§ 2y, 2k (@ _3).

Es iat nun leicht, eine Lisung dieser (leichung zu finden, die sowohl
an der Kugel R = a wie in unendlicher Ferne der Bedingung geniigt,

daeB die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten dort ver-
schwinden. Diese Lisung ist:

9 :.clhz( 1 ) 3 3_1!‘2( _a’)
H*‘——Iﬁ GSUIU“R"‘ R2+3a2 +1—gaaU16 Rs"" __R-’ .
Wir bilden jetzt die Stromfunktion der ganzen Bewegung:
$UR + (14 Jao)H + H* + H*, (15)

Wir fithren in (15) fiir H und H* ihre Werte in der Umgebung
der Kugel ein und erhalten s0 den folgenden, in der Umgebung der
Kugel giiltigen Ausdruck fiir die Stromfunktion:

E)SE (1 + -:-3ao’)R(2R+a)+ :-3-6621 (2R*-a R+ a®)l- (16)
R/ R? 4 4 R

Der Ausdruck (16) wurde, mit Ausnahme der Glieder, welche den Fak-
tor o’ enthalten, zuerst von F. Noether aufgestellt (1911). Er erméglicht
offenbar ein genauves Studium der Strdmung der Flilssigkeit in der
Umgebung der Kugel. Die von der Trigheit bedingte Dissymmetrie
tritt in den mit dem Faktor 2, behafteten Gliedern zu Tage.

1o

§ 17. Das Problem des Kreiszylinders.

17 1. Die Lambsche Liisung.

Wir haben in § 15 ein zweidimensionales Analogon dex von Stokes
gegebenen Theorie der Beweguug einer Kugel in einer zahen Fliissig-
keit gesucht. Wir fanden, daB ein solches Analogon nicht existiert.

18 Osasen, Hydrodynamik
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Wir untersuchen jetzt, ob es ein zweidimensionales Analogon der im
vorigen Paragraphen gegebenen Lésung des Problemes der Kugel gibt.
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von der am SchluB des
4. Paragrapher gefundenen Grundlésung des Systemes:

6‘19 _ 6‘1:,, au‘.
pldu—go =—elizs  oa
aus. Wir setzen in (4, 20} 8. 37 2, = #, = 0 und schreiben dann statt

2@, z,®, z, und z,. Aus ,;, ¢;5, p, erhalten wir in dieser Weige eine
Ldsung des Systemes (1), die wir mit «,@, p® bezeichnen, Wir haben:

-0, k=12 (1)

149
ﬂ‘a) = qKo(GrR) 8_““161; + 0 d_:.c; {log R + KO(U’R)G_'”’I},

P L (2)
P(l)= 2# . lOgR ' R = xls —+ .1.722.
Ty
Wir haben nach (4, 2) 8. 39 fiir kleine B-Werte:
2
wO=dixlog 5+ ”};", (3)

y = 1,7811.
Eine andere Liosung des Systemes (1) ist:

oo P 2 Gy
% = ~—log R, p(=gUla;:1—20gR.

a5, 0%

Wir bilden jetzt eine Losung: wy =A%, + 4,4, p = 4,pV 4+
+ A,p® des Systemes (1) und versuchen die Konstanten 4,, 4, so
zu bestimmen, daB fiir B = ¢ die Bedingungen: u, = U,, u,= 0 er-
fiilllt werden. Wir erhalten, wenn a so klein ist, dafl wir mit geniigen-
der Anniherung mit dem angenaherten Wert (3) von «® rechnen

konnen:
= U, 1o
b= e 1 AT )
A
In der Niihe des Zylinders haben wir also:
2
%, =A,|—;—~log (%ya’R) — %(Ra — a?) %12- log B
] P (5)
_— i_ g9y T
Uy = 2A1(R 3 )6%6% log B.

Die Kriifte, welche die Fliissigkeit auf den Zylinder ausiibt, haben
eine Resultierende, welche pro Liingeneinheit die GréSe:
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—pfy (% (_r_l Oty .E"sf.’“s)l
Rf_[a 'Pa+p(dn+‘u a6z1+ & 0z de

(ds =Vdz,? + dx,?)
hat. Man findet leicht:

B dy — . Bty e
fp a ds =—3Zmpud,, ‘ufdn ds=—2npud,,
Re=g R=a
f("l Ty Tl g, o,

adx, adg
=g

Die Resultierende, deren Richtung selbstverstiandlich lings der nega-
tiven z,-Achse verliuft, hat also den Betrag:

4| U,
e/ nd Rt 6
| § —log (kyd'a)] ©
Tlie hier entwickelte Theorie fiir die Bewegung eines Kreiszylinders
in einer zdhen Fliissigkeit wurde im Jahre 1911 von Lamb gegeben.

[drpd;|=

17 2. Magnuseffekt bei kieinen Geschwindigkeiten.

Wenn der Zylinder gleichzeitig mit der oben betrachteten trans-
latorischen Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit U, eine
Drehbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit o ausfiihrt,
so lagert sich iiber die oben betrachtete Bewegung der Fliissigkeit
eine andere:

f® = o 0_ arctg 2 P = —oUaw 2. (7

d-’Eg &y iy 1 R

Die von dieser Bewegung erzeugten Krifte der Fliissigkeit auf den
Zylinder haben (vgl. § 1 (3) S.7) eine Resultierende, deren Betrag pro
Liangeneinheit des Zylinders mgU;a?w ist und deren Richtung mit
der Richtung des vektoriellen Produktes des Drehvektors und der trans-
latorischen Geschwindigkeit zusammenfillt. Was wir hier gefunden
haben, ist der Magnuseffekt bei kleinen Geschwindigkeiten.

17 3. Methode zur numerischen Berechnung des Widerstandes
bei griferen Werten von o’a bzw. der Reynoldsschen
Zahl 2¢°a.

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den ein Kreiszylinder
erfahrt, der sich ohne Drehung mit konstanter, gegen die Achse senk-
rechter Richtung in einer zdhen Flissigkeit bewegt, wurde kiirzlich

="
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von Prof. Bairstow, Friulein Cave und Friulein Lang wieder aufge-
nommen (1923). Diese Autoren gingen vom System (1) 8. 166 aus. Sie
driickten die Geschwindigkeitskomponenten w;, und w, durch eine
Lagrangesche Stromfunktion ¢ aus, indem sie:

__y oy
it P P

setzten. Die Stromfunktion y muB dabei, wie aus (1) durch Elimina-
tion von p hervorgeht, der partiellen Differentialgleichung:

(A+2oaa—$1).dw=0 (8)

geniigen. Eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung konnen wir
aus unserer Losung (5) der Gleichungen (1) ableiten, Um jene Lisung
in einfachster Weise schreiben zu konnen, fithren wir die Besselschen
Funktionen K,(z) ein, indem wir sie durch die Gleichungen:

K, (z) = | e—#°="704 cog hypnsds
(]

definieren. Zwischen den Funktionen K,(z) und K,(z) bestehen dann
die Besziehungen:
dK, 1 dK;
K1+E“0’ Ku+—z~K1+ dJs_O'
Wir definieren jetzt eine Funktion L von 2, = R cos #, 2, = Rsin#
durch die Gleichung:

3
P 9
L(zp 35) = RKI(O R) o e—Reosady o
)]

(9

L
— RKo(o’R)fe—“RW"‘ cos ada.
]

Man findet durch eine einfache Rechnung, da

oL . 10L o
55 = — Ko(@R)emonsind, o0 == K,(dR)en—

1

—gF Ky(o' Rye—*%con D,

Folglich nach (2):
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9%, "ROR R 096~ 005,08+ Kol Beor) = u)®,

6L z0L g OL 7y DA ox
9z, R Rt s = om Kol By

—_ ’ —ad, I-=
-}— 4 Kl(a Rye—o+ R
=—2K,(¢' R)e—"% — 1o {log R+Ky (o' Rye—o4ij=—u,®,
o 0z,
L ist eine eindeutige Funktion von z; und z,.

Aus L kbnnen wir eine etwas allgemeinere Lisung der partiellen
Differentialgleichung (8) bilden. Wir setzen rechts in (9):

2 -—_x,( )

R = V(x'l _ x}(’éﬁn + (2, — 2,08, H= a.lrctg:r _y @

%

Die so erhaltene Funktion L hingt von zwei Punkten w, z,,
D, £, ab. Wir schreiben sie deshalb L(z;, z,; #,, 2,™). Diese
Funktion haben Bairstow, Cave und Lang ihrer Losung des Problems
des Kreiszylinders zugrunde gelegt, Sie setzen;

iz, a:,)—vp(R cosdd, Rsind) = AL(R cosd, R sin, 0, 0) +

mnn0

+fL(R cosa, R sina; a cosg; ¢ sina) f{a)da —E-ZG

4,6, G,...sind hier Konstanten, welche zur Verfilgung stehen. f{a)
ist eine unbekannte Funktion, von welcher die Autoren doch an-
nehmen, dal sie in eine Reihe von der Form:
fla) = e—2= > g cosga
g i)

entwickelt werden kann, Wenn eine Lisung dieser Form existiert, so ist
das Problem offenbar auf die Berechnung der Konstanten 4, g, a,, .. .,
Gy, Gy, . . . zurilckgefilhrt worden. Wenn man in den Reihen eine end-
liche Zahl von Gliedern behiilt, kann man mit ihrer Hilfe erreichen,
daB die Randbedingungen an der Oberfliche des Zylinders in einer
gewissen Annéherung erfiillt sind. In dieser Weise haben die drei
Autoren ihre Koeffizienten bestimmt.

Nach der hier dargelegten Methode haben Bairstow, Cave und
Lang den Widerstand eines Xreiszylinders in dem Bereich von
¢’a =0 bis zu ¢’s = 5 berechnet. In demjenigen Gebiete, wo experi-
mentelle Bestimmungen des Widerstandes vorliegen, stimmt der be-
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rechnete Widerstand in bezug auf die GriBenordnung mit dem Beob-
achteten iiberein, ist aber durchweg groBer. Etwas Uberraschendes
liegt darin nicht, de die Geschwindigkeiten, welche hier in Betracht
kommen, weit auBerhalb des Bereiches liegen, wo die in (1) wegge-
lassenen Glieder vernachliissigt werden kénnen.

Prof. Bairstow hat mit seinen beiden Mitarbeiterinnen auch den
Widerstand berechnet, den eine ebene Scheibe erfahrt, welche sich in

einer mit jhrer eigenen Ebene parallelen Richtung in einer zdhen
Flissigkeit bewegt.

& 18. Das Problem des Ellipsoides.

181. Einleitung.

Bei unserer Behandlung des Problems der Kugel sahen wir, da
in dem Ausdruck fiir den Widerstand, den eine Kugel erfihrt, die
gich in einer sonst den ganzen Raum erftillenden Fliissigkeit bewegt,
ein Glied vorkommt, das den Faktor U, ¢’ enthiilt und also mit dem
Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist. Dieses Ergebnis liBt
sich unmittelbar auf das Ellipsoid tibertragen. Zu den von Oberbeck
in schiner Weise berechneten Gliedern des Widerstandes miissen an-
dere mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glieder
hinzukommen, deren GroBe von der Orientierung des Ellipsoides in
bezug auf die Bewegungsrichtung desselben abhéangen mufl. Wir wollen
hier jene Glieder berechnen.

Wir wenden dieselben Bezeichnungen wie in § 9 an und setzen

aullerdem: U,: Ua,!, U 2 0’ afg = 1.

a,, Gy, @y sind dann die Richtungscosinusse der Bewegungsrichtung
des Ellipsoides in bezug auf die Hauptachsen desselben. Wir sohrei-
ben die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissigkeit in der
Form: — Ua;+ w. Zur Bestimmung der GroBen u; erhalten wir die
Gleichungen: ap PY .
Pﬁui—a—@=—'9U‘3‘k3ﬁ, ﬁ;=0- (1)

Die Ncbenbedingungen sind an der Oberfidche des Ellipsoides

L 2 2
A+ E+S =1 (2)
w= Uay;

fiir B?= 72 ~ 0o: lim sy = 0.
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18 2. Herstellung dreier spezieller Lisungen des Systemes (1).

Wir kinnen die zur Losung unserer Aufgabe ndtigen Hilfsmittel
dadurch gewinnen, da wir drei verschiedene Systeme von Lisungen
des Systemee (1) konstruieren. Wir gehen zunachst von dem im § 4 8. 34
betrachteten Tensor ¢, aus, wobei wir jedoch die GroBen z; und #®
vertauschen. Die drei GrdBen ¢z, tas, £3x (kK = 1, 2 oder 3) definieren
dann drei Funktionen der Groflen =z, #,, ©5. Diese Funktionen ge-
niigen den partiellen Differentialgleichungen, welche wir im § 4 die
erweiterten Stokesschen (Heichungen genannt haben und welche wir
durch eine Drehung des Bezugssystemes in das System (1) {iberfihren
kénnen. Indem wir diese Drehung des Bezugssystemes fiir die drei
Funktionen &, 31, {32 selbst aunsfiihren, erhalten wir eine erste Li-
sung des Systemes (1):

Ly a1
w=tn=0pd® —Go o P=TER o

df':lfl“r“da,

[43 [+1

° U

g

s=r+a{ey—z®), 6=, ,

1(25— 0% 24

= (5 —aO)p, r>0.

% hat in diesen Formeln den Wert 1, 2 oder 3.
Wir haben im § 11, 8, 137 eine durch die Gleichungen:

[ d
i
N A I

W(s) =¥(a*+ s)(B2 + 8)(c* + 8)

definierte Potentialfunktion benutzt. Sie nimmt, wie aus (4) ersicht-
lich ist, auf jedem Kllipsoid i = Konst. einen konstanten Wert an.
‘Wir betrachten jetzt ein beliebiges Ellipsoid E jener Schar 2 = Konst.,
welches wir jedoch so wihlen, daB es innerhalb des Ellipeoids i = 0
fallt. 2 acll also auf E einen solchen negativen Wert annehmen, dal
al+ 4, b2 4 1, ¢®4- 1 alle positiv susfallen. Aus dem Greenschen Satze
folgt, wenn der Punkt «,, z,, w3 auBerhalb von E liegt:

1 d 1 1 dyx
1@ =g, .ﬂ"(“ﬂ’” n® 7 'y dno] 45
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oder, da auf E x(z®) einen konstanten Wert hat und da:

d 1
J @n® 7 A8 =

ist, weil der Punkt z,, »,, 2, nach unserer Annahme auBerhalb von E liegt:

_ dy(a®) d5®
2(z) =~ H Tdn® r

Wir konnen also die Funktion y auBerhalb von E durch ein

Integral von der Form:
0
f Fi=®) z50
T
¥4

darstellen,
Aus der Funktion @ bilden wir jetzt eine neue Funktion ¥ von
%, Ty, %y, indem wir setzen:

P(r) = f F(z0)® (z, 2®)dS®. (6)
£

In derselben Weise, wie wir aus der Funktion @ eine Lisung des
Systems (1) abgeleitet haben, kénnen wir jetzt aus ¥ eine Ldsung
desselben Systemes herleiten. Wir setzen:

ik’

u’g = ts“-A'.P— _6_2:,6:53 (7)

P = 2p f F(a) 2 B0

2 S, (8)

Fiir jeden Wert von k (k= 1, 2 oder 3) geniigen dann die Funk-
tionen wl2, ul3, uj; ), 2,1} dem System (1).

Ein neues System von Ldésungen der Differentialgleichungen (1)
leiten wir aus der Potentialfunktion £ ab, welche wir in § 11 8. 137

benutzten und durch die Gleichung:

2 ds
—nabcf[’+s+b3+s+c’+s 121(35 (9)
definiert haben. Wir setzen:
(g) 6’91 6’9

T dxdm’ P = "U“‘az,az (10)

Ein drittes System von Losungen erhalten wir durch den Ansatz:
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o o
“y(’)=a—z;, P@)=EU°‘1§5‘W (11)

wo IT eine belichige, auBerhalb der Flache (2) regulire und in
unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion ist.

18 8. Ansatz zur Lisung des Problems.

Aus den gefundenen drei Systemen von Liosungen (7)—(8), (10),
{11) setzen wir eine neue allgemeinere Liésung der Gleichungen (1)

zusammen:
vy = AP+ AP 4 o,

p= A,ﬂ)pt(l).{_ At@)'Pﬁa)'*" 'p(x).
Sie enthilt sechs willkiirliche XKonstanten 4,™, 4,® und eine will-
kiirliche Potentialfunktion JI. Wir werden zeigen, dal wir, wenn ag,
bo, co gentigend klein sind, iiber diese willkiirlichen Elemente un-
serer Losung so verfiigen konnen, dal} die Nebenbedingungen in ge-
niigender Anniherung erfiillt werden.
Wenn g7 eine kleine GréBe ist, so haben wir anniithernd:

® =1+ ayfe— 2% — folr + [uylzy— HO)P} + - -

ad 1 — 2/ (& — o™ 1

81 AD — dr0m =5 81 + s )f" wh . 0} 0(3d; — aya).
Wir haben also:

U)) — 0
D = 5”1‘5(_:2 dS‘“J-i—m;.fMl(g — 5 g0 _
J.4 E

und:

Ofp, — )
— f F () ”*—(Efa—”’@ ) a5 _ i (38 — aya;) f Fag) 45O,
B E

Wir hatten:

f F(=) ye0 %
’

E

und haben in § 11 8. 139 gesehen, daB y fiir groBe Werte von R den
Wert 2abe/R annimmt. Da die linke Seite der obigen Gleichung fiir
grolle B-Werte den Wert:

1 0y 09
RlF(z‘ )d 8¢

annimmt, so schlieBen wir, daf:
f F(z®)d8® = 2abe
K
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ist, folglich fiir kleine o’ R-Werte anniihernd:

dy O F (20
uﬂ, =y — 55’ + 6%‘[”"__(__)48(0) — gabe(38; — ayay).

Wir setzen jetzt:
! I=_— 4w f 2O F (&) dS®
r

E
und haben dann fiir kleine o' R-Werte:
A0+ u® = 4y — 4,0z, 3:’ — aabe(3 A — aya, 4,1). (12)

Da nun auf der Flache (2) 1 = 0, y = x® und:
dg _dxod a4k
dx; 04 0zy Oxy
so gilt auf der Fliche (2) annihernd:

A®u)+ uf® =A@y, + 4, D, ;’:’ —aabe(34,0— a;a. 4,W). (12)
Wir haben andererseits auf derselben Fliiche:

4@ ?Q =2nabed,C f
Bz t (t+nau)
v | (3)1,1 A (’)zg A (ﬂ]xa) i
—Ia ( a4 T ta dz,
usw. Wir sehen aus diesen Gleichungen, daB wir, wenn g, b, ¢ so
klein sind, da wir o%a?, 0%b%, o®¢® neben 1 vernachlissigen konnen,
die Nebenbedingungen in geniigender Anndherung dadurch erfiillen

kénnen, daB wir den Konstanten 4,M, 4% die folgenden Bedin-
gungen auferlegen:

4= 4w A(=)=ﬁ,4cn A(e)z"s;Au)- (13)
T e A AT =g Aa AT T gp e

Ay, + a? P, — 3oabe) + cabea;p 4,8 = Ua,,
A D (gg+ ¥ Py — 3oabe) + oabcayga, 4,0 = Ug,, (14)
A8 gy + 2Py — 3oabe) + sabeaga 4V = Uag,

Wir haben dabei der Kiirzse wegen:

ds ds

J@raw ™ o

abe J (b’-:{--s) W*(;)— =P,

ds

we) @ awE



184. Berechnung des Wideratandes 187

gesetzt. Die Gleichungen (14) ergeben in erster Niaherung, wenn wir
die o enthaltenden Glieder vernachlissigen:

Ual Ua Ua
A= % gy s 4m= U9
! 2o+ a*Py 2 2o+ PP, ? Yot Py

In zweiter Niherung erhalten wir:

40 = f‘-;; p;| 1+ oabe L-:; -i-% 5~ M] )

4= f‘;:p,; 1 4 gabe L’o‘f'::’ipz ~ M] ,

4D = io—fvggP; 1+ gabe [-xn +3c*P3 — M] ,
W OE T A vE i en,

18 4. Berechnung des Widerstandes,

Die Kriifte, welche die Fliissigkeit aui das Ellipsoid ausiibt,
hangen nur von der Bewegung in der Umgebung desselben ab. Ein
Vergleich zwischen den Formeln im § 11, 8, 136—139 und den bhier
entwickelten Formeln, besonders (12), zcigt, daB, von der verinder-
ten Bedentung von A4,W), 4, abgesehen, die hier betrachteten Ge-
schwirdigkeiteskomponenten sich nur durch konstante (lieder von
den dort gefundenen unterscheiden. Da konstante Glieder der Ge-
schwindigkeitskomponenten bei der Berechnung der auf das Ellip-
soid ausgeiibten Krifte ohne Belang sind, konnen wir das 8. 139 ge-
wonnene Ergebnis sofort auf unsere jetzt erhaltene Lésung iiber-
tragen. Die Resultierende der Krifte, welche die Fliissigkeit auf das
Ellipsoid ausiibt, hat die Komponenten:

— 16z pabed,® h=1,23).

Die Griflen y, und Py, welche sowohl in Oberbecks Widerstands-
formeln wie in unseren Formeln vorkommen, sind Funktionen von
a, b, ¢, welche durch elliptische Integrale definiert sind. Von beson-
derem Interesse sind diejenigen Falle, in denen diese elliptischen
Integrale in einfachere Funktionen von a, b, ¢ entarten. Dies trifft
ein, wenn das Ellipsoid Rotationssymmetrie um eine Achse besitzt.
Wir setzen in diesem ¥all ¢ = & und erhalten, wenn a =& < ¢:
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2alc 2
Xo= 5 —z log (—c— + [/%— 1)

¢ —a? a a?
ct a?c c 2
P1=P==ea_as—t;=—a=y—z‘°g(‘;+ a—l)'

Py= (@ '2_235'! ( + F) - “2

Wir haben dagegen, wenn & = b > c,

2aPc Fru
L g N A i E

a*c o &
bi=Py= far L o2y MO8 (V’éi —1 ) o

2a? 2ac a®
P3= az_—. cs-_. (GS_ES)"J’; a.rctg( En—-—' 1).
Der Widerstand, den ein Rotationsellipsoid erfihrt, das sich parallel
der Symmetrieachse, der ¢-Achse, bewegt, ist also:

20a’c)

16z pualc UV

o okl (3

WO, wenn ¢ > @ ist:
2 2 ' 2
2a%c(2¢ — a?) o (_c g’: 1) 2a%c?

N="@—ap I

ist, und wenn ¢ < @ ist:

as - cs (02 _— G‘S)'f,
Fiir ¢ = a geben beide Formeln N = §a? und folglich:
W—ﬁ:man(l—}—————P ), (U >0

was mit dem 8. 174 gefundenen Ergebnis iibereinstimmt. - Fiir ¢ = 0
findet man N = mac und folglich:

W = 16pal (1 + ""_g) (U>0)
Das Ellipsoid kann in eine ebene Scheibe entarten, ohne daf

g = b ist. Stets kdénnen wir aber in diesem Falle ¢ = O getzen. Wir
setzen;
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Die Resultierende der Kriifte, welche die Fltssigkeit auf die Scheibe
ausiibt, hat dann die Komponenten:

_ 16npaba, U [ 3
Kl—_;t__l__éi'p a1t oad| *_};;,sp‘l'i—ﬂ‘“,
__18npaba,U [ ]
Bym— e i |1+ 00 *+b,P, —ae|],
lﬁ:zpabaaU .
wobei;
e a? o ag?

'z',gf_i;asp?‘{' t+bsp ¢+

Man sieht aus diesen Formeln, daB der mit I/? proportionale Teil
der Kraft im allgemeinen nicht senkrecht gegen die Scheibe ist. Bein
Betrag und seine Richtung hingen von der Orientierung des Ge-
schwindigkeitsveltors in bezug auf dis Scheibe ab. Die gegen die
Scheibe senkrechte. Komponente jener Kraft hat den Betrag:
_ Y8apodltie, U ( 3 _ M.)

Xo* '

[

Da: o
e pw_ ; ds 3 sds b f sds
bR W T @ W) e W(s) BT W (s’

so folgt, daB wenn a > b ist, a2P* > b’P,"‘ ist. Wenn a > b ist, so
ist deshalb M* im Falle @, = 0, a;= cos # griBer als im Falle a, =
cos &, @y = 0. Hieraus folgt wiederum, dal die gegen die Scheibe
senkrechte Komponente der mit dem Quadrate der Geschwindigkeit
proportionalen Kraft im ,apteroid aspect {a, = 0) gréfler als im
»pterygoid aspects {a, = 0) ist.

Wenn g = b ist, 8o kénnen wir a, = 0 setzen und erhalten dann:

K1=—33g poa, U1 -}--GE (4—:1,,’)],

K,=0, K,-—16,uaa,U|l+3 (T—agh)y.

Die gegen die Scheibe senkrechte Komponente der mit dem Qua-
drate der Geschwindigkeit proportionalen Kraft verschwindet, wenn
az =0 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitevektor der Scheibe mit
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der Ebene derselben parallel ist. Sie nimmt den groBStmdglichen Wert
an, wenn az =1 ist, d. h. wenn der Geschwindigkeitsvektor gegen
die Ebene der Scheibe senkrecht ist.

In einer in mehrerer Hinsicht interessanten und wertvollen Arbeit
hat W. J. Harrison unter anderem auch den Widerstand berechnet,
den ein elliptischer Zylinder erfihrt, wenn er sich mit konstanter
Geschwindigkeit in einer zihen Flissigkeit bewegt und wenn dabei
entweder die grolle Achse oder die kleine Achse des Querschnittes
mit der Bewegungsrichtung parallel ist. Er findet flir den Widerstand
pro Liingeneinheit im ersten Falle:

dnplU o
1
— log [1-— ya'(a + b)]

Wl = - p

a+b

Dabei ist U die Geschwindigkeit, 2a die grole und 25 die kleine
Achse des Querschnittes. y hat den Wert 1,7811.

Wenn die Bewegungerichtung mit der Lleinen Achse des Quer-
schnittes parallel ist, ist der Widerstand pro Lingeneinheit:

dmpl
b

Wy= - .
a5 s [grotato]

Wenn a =05 ist, stimmen W, und W, mit dem von Lamb berech-
neten Widerstand eines kreisformigen Zylinders iiberein.

§ 19. Eine kleine Kugel und eine ebene Wand.

19 1. Einleitung. Die von der Kugel primiir hervorgernfene
Strémung.

Wir sahen in § 12, 2, B. 143 wie man bel den Stokesschen
Gleichungen Probleme behandeln kann, in denen eine ebene Grenz-
fliche vorkommt. Nach dieser Methode hat, wie in § 12 erwihnt
wurde, Stock eine genaue Berechnung des Widerstandes susgefiihrt,
den eine Kugel erfihrt, die in einer von einer ebenen Wand be-
grenzten zdhen Flilsgigkeit sich mit konstanter Geschwindigkeit in
einer mit der Wand parallelen Richtung bewegt. Faxén hat dieses
hydrodynamische Problem wieder aufgenommen, aber dabei die er-
weiterten Stokesschen (Hleichungen zugrunde gelegt. Seine Methode
ist die in § 13 dargelegte. Zuerst wird die in § 16, 8. 168 gegebene
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Losung des Problems der Kugel derart umgeformt, daf die Geschwin-
digkeitakomponenten und der Druck durch Doppelintegrale dar-
gestellt werden, in denen die Koordinaten z,, x,, #, des Aufpunktes
nur im Exponenten, und zwar linear, vorkommen. Faxén benutzt ein
Bezugssystem, dessen z,-Achse in die Bewegungerichtung fillt. Er
schreibt die Geschwindigkeitskomponenten der durch die Kugel primir
eingeprigten St:ﬁmung in der Form — Ud;; + u; wo:
6P

.-.-204515“4- (¢1+ Py, p=oU,, (1)
6 a2 e-—-o’R oz,
b,=c 1-—03“5;6; ( +01)o’u i sll ' (2)
SN B N 413 .
3 dz, 'V " 3z2IR
Hier ist
dap 1 n
T2 1—jao’ *)

¢, ist eine Konstante, deren Betrag ohne Belang ist,

19 2. Integraldarstellung der Funktionen @, und P.
Fiir die Funktion 1/R haben wir in § 13 die Darstellung gefunden:

ffgf(nm+«.=.)—» s @Elia! (5)

Ri=g?4 22422, R>0, x=Vu’4 a?.

Um eine entsprechende Darstellung fiir die Funktion:
e-—a"ﬂ—ﬂrl

R
zu finden, gehen wir von dem Integrale:

el
2::2] f I e 4 o) T

aus. Da dieses Integral fur reelle z; unbedingt konvergent ist, so
haben wir:

hm GS eiuiz’
J = Jim wfff oy Gdoadas =

0« u’ cAr

eiﬂi! ety
= 27‘2[[.{] ———’dalda,dash-fff&:é—_;"a,- da,dadag(.

0 ¢ aftc 42
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Die beiden Glieder innerhalb der Parenthese haben bei 4 —+ o be-
stimmte Grenzwerte. Wir haben in der Tat:

4 x
e‘q’"d da.d da | eseReose g
fff o Goda, a,=2n ufe sin #df =
O<ay< At a=0 =0
4
Bin (aR)
R a

Der Grenzwert dieses Integrales ist also g;_s

Wir haben ferner:

ety Ty . 24 ; .
fff o adaydayda = mf ;‘_ﬁz o cos 0gin P

0(!4”(.&1 w={

4z usm (aR)d
R a? | of

Wir lassen jetzt A ins Unendliche wachaen. Das Integral, welches
wir zuletzt bekommen haben, nihert sich dabei einem endlichen Grenz-
werte, den wir am einfachsten durch komplexe Integration berechnen.
Wir erhalten so: 98

—— @ 'R

und haben also schlieBlich:
1—e—'R

J=""5 - (6)

Wir konnen andererseits, wegen der unbedingten Konvergenz des In-
tegrales J, den Wert desselben in der Weise berechnen, dal wir zu-
erst die Integration in bezug auf a, ausfilhren. Wir kinnen dabei
komplexe Integration anwenden, indem wir, wenn x; > 0 ist, den In-
tegrationsweg in der komplexen a,-Ebene nach oben schieben, da-
gegen wenn @y << O ist, nach unten. Wir erhalten so, indem wir be-
achten, daB der Integrand von J die singuliren Punkte:

ag = tifat +al =+ 1ix, a;=+if "+a i o8 = 4 ¢i*

hat;
J = _ffg‘(q!.-!-qs,)—u[!sl dayday
orx x

—_ ffg‘(ﬂ‘t‘i‘“z'a) 1% |zl daidus
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Da das erste Glied rechts nach (5) den Wert 1/R hat, so folgt

wegen (6): 4w
e_v’f_? = - ! [fﬁ‘(alﬁ + iy Zg) — A%y dt{ld—az .
B 27, a*

Wir sehen aus dieser Formel, daB:

+ w
—_— R
ezrimon 1 eilla -+ E0)7y + upre] — 3% | 4y da,da,
R 2 . FC

also, wenn wir rechts a, + i statt a, als Integrationsvariable be-
nutzen und diese Varinble wieder mit a, bezeichnen:

r e

— ' R—uor 't

: 7 = ] JJ el Fpr) — 4| 7! dql_t.i.a'a . (7)
R 27 i

Hier ist: R
A=VYa, ¥ + gt — 24aa,.
Mit Hilfe der Bezichungen (5) und (7) kénnen wir @, und P
durch Integrale darstellen:

&, = 2Hff 9’1‘,;(“‘:.-;..1:,) —tulda, da,,

P = .)] ff e bl b er) -x r,:da] duz,
e, 4 X
-

wo: 1 |
g = c|1 —aga®.ia, + (6 + r‘!l) aat. (ial)zl,

ga = -—-cll — g aa? « iuy 4 ¢, 0%at . (“:"1)2’-

19 3. Berechnung der von der Wand zuriickgeworfenen
Strimung.

Der jetzt folgende Teil unserer Untersuchung ist dic Berechnung
der von der Wand z, = —  erzeugten, zuriickgeworfenen Strémung.
Fiir diese Stromung kann man den folgenden Ansatz machen:

0D*

a 1>
“i'”2“(¢1*511+ ‘('j"ﬂ; a!s)+ (¢*+P*+‘ 2 )

0,

13 Oween, Hydrodyoamik
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o
1 1
¢1‘ — ﬁ!f%vﬁ?d(ﬂlh*, gy — 2 {2y 24) dﬂ.l da, ’
4o
P‘ — __]_'_f {gﬁ (a‘l' a@) Sl Tyl yry) —sl(gs-+ 203 da da
2xJ. ® e

Pr=, f f Be(215 %) ficus,+ apmd ~2nt 20 da, day.

Die Bedingungen u* = - wu; fiir £, = — crgeben:
_ (A + x)p? A=) . 0,
=G = 9’2*27‘&; g1 ica, &
. AMA+#) L ien o AMA %)
Y= "% joux * N Jeaun

Wegen des singuliren Punktes a, = 0 sind die Integrale, durch
welche wir die Funktionen P* und @g* darstellten, divergent. Wir
definieren P* und @,* als die Cauchyschen Hauptwerte der Integrale,
welehe wir zur Darstellung derselben benutzt haben.

19 4. Resultierende Kraft auf die Kugel.

Durch unsere Formeln ist die Berechnung der einmal zurfickge-
worfenen Stromung im mathematischen Sinne erledigt. Um die er-
haltenen Formeln hydrodynamisch zu verwerten, ist man aber auf
ein eingehendes Studium der Integrale angewiesen, durch welche @ *,
P* und @,* definiert wurden. Wir werden hier nicht auf diese kom-
plizierten Fragen eingehen. Wir begniigen uns demit, die Ergebnisae
von Faxén mitzutetlen. Wir bemerken, dall Faxén nicht nur die chen
bestimmte, einmal zuriickgeworfene Stromung, sondern auch die dop-
pelt zuriickgeworfene Stromung berechnet hat. Er findet fiir den
Widerstand gegen die Bewegung der Kugel:

o 6ruall o
1- 2“"' N ac (°":)+(a)s*§g(;?)‘“2(2%)ﬁ

_ 4 23 16 N7 8 25 | YT
z(m)—l—3-z+-ﬁ:::“ 913+864:t‘+9z5-- ~2-Z-a:‘+ log2

W=

Hier ist:

(y = 1,781070).
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Fir x(z) hat Faxén die folgende Tabelle berechnet:

i 1) z | @) T x ()
0 1 0,30  0,6978 08 | 04211 3 0,0873
0,05 0,9367 0,35 | 0,0808 0,9 | 0,3925 4 0,0479
0,10 0,8708 0,40 | o0,6285 LO | 10,3603 5 0,0202
0,15 0,826 0,5 | 0,5660 15 i 0,2300 10 0,004
0,20 0,7804 06 | 05137 20 ! 01692 18 | — 0,001
0,25 0,7370 0,7 04880 25 . 01195 z u

Die Widerstandsformel ist giiltig, wenn a%¢® und ®/&% neben 1
vernachlissigt werden kénnen.

Die Resultierende der Krifte, welche dic Fliissigkeit auf die Kugel
augiibt, hat auch eine gegen die Wand senkrechte Komponente, Sie
strebt die Entfernung der Kugel von der Wand zu vergréBlern und
hat den Betrag: s

" gﬂan-a'u z(0°8)

8 1 9
Hier ist: 16 ¢
() =1— “ 0’22 + 0"1Z3 — 1%7 a"zs — E: 0% 4 ..
1750,4@ do logya C_

Faxén findet ferner, dufl die Kugel, wenn sie um ihren Mittelpunkt
frei rotieren kann, dic Drehgeschwindigkeit:

3U o (1 . 3a)

32ae ¢ 8¢

hat. Die Drehachse und die Drehrichtung sind dieselben wie in dem
Falle, dal} die Kugel die ebene Wand beriihrt.

Wenn man in der Widerstandsformel o’¢ und aff so klein an-
nimmt, dafl ¢’( - ¢’a und a%/ £ neben 1 vernachlissigt werden kinnen,
wird das Glied --- § a¢’ im Nenner von W durch das zweite Glied der
Entwickelung von x (¢’t) aufgehoben, und wir erhalten annihernd:

m =

, 6::an ( 9 a
;! —l 9 4 = Grpall 1+ 6 - 5)
6t

Dies ist die von H. A. Lorentx aufgestelite Widerstandsformel, welche
wir im 12. Pa.ra.gra.phen 8. 142, abgeleitet haben. Bie iat also gilltig,
wenn die Kugel sich in geniigender Nihe der Wand befindet und wenn
der Radius und die Geschwindigkeit derselben geniigend klein sind.

13*
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§ 20. Eine Kugel in einer Rihre.

20 1. Einleitung.
. i e—o H—am

Integraldarstellungen fiir die Funktionen = und -- "

Das Problem, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fihrt, die sich mit konstanter Geschwindigkeit lings der Achse einer
mit einer zihen Fliissigkeit gefilllten Rohre bewegt, hat als erster
Ladenburg in seiner Dissertation in Angriff genommen. Er legte seiner
Berechnung die Stokesschen Differentinlgleichungen zugrunde. Faxén
nahm das Problem wieder auf. Er zeigte, daB man durch eine verhilt-
nismiBig geringe Abiinderung der von Ladenburg gegebenen Formeln
die den erweiterten Stokcsschen Differentialgleichungen entsprechende
Lisung des Problems erhalten kann. Der Ausgangspunkt von Faxén
iet die 8. 191 (1)—(3) gegebene Darstellung der Bewegung, welche
eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit
erzeugt. Fiir die Funktion:

g— R -am

R

benutzt er zuniichst die Darstellung (19, 7) 8. 193, fithrt sie jedoch
durch Auvafithrung der Integration in bezug auf @, in eine Form itber,
welche die Symmetrie des Problems in bezug auf dic Achse des Rohres
zum Ausdruck bringt. Wir setzen:

Vo ! + 22 =r, iz, —rsinhyp(i€), |xs} =rcoshyp(i&).
Wir setzen ferner: R
ay = Ya,T — 216a, sin hyp?,
und geben dabei der Wurzel ein solches Vorzeichen, daB der reelle
Teil derselben positiv ausfillt. Wir erhalten:

+ =
e wken 1 f f umtarp—iln) $0108s _
R 2x s i
1 F° - d
o
— 23:_ et dal f:n.,r,—-zlm 1_3; —
+m +=
_ él_ R f g— Yo Tl ey cos byd ¢ 483,
n

Das zweite Integral in der letzten Formel definiert eine Hankelsche
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Zylinderfunktion, und zwar hat man*;
+o
e—tVu?—21aa cos hyp (¢ — i fp — — RIHDL (— ir I(ala — 2&05;).

Wir haben also:
4=
P—G'R—- Ay

- f et HO(— irYa? — Sioa) da, (1)

—

R

Ein spezieller Fall der Beziehung (1) ist die Formel:
. +o
- %fe""l"lH2°(-ir|a1|)dal.

1
B
Man erhilt sie aus (1), indem man ¢ = 0 setat,
Aus den Formeln (1), (2), (3) 8. 191 folgt jetzt:

. d T . J
=200 4 @ P, g T b T = (¢1+P),|

U(JP @)
~ eV g,
. ko
- _; g etnsHI(—srfa— 2i0a,) du,, (3)
P — ‘:fgggl'hfaHsu(-—- iriall)dal. (4)

¢, und g, haben die S. 193 angegebenen Bedeutungen.

Umgekehrt kann man sofort verifizieren, da diese Ausdriicke den
Stokesschen Differentialgleichungen geniigen, wenn man nur die Tat-
sache benutzt, dal die Hankelsche Zylinderfunktion H,*Y(— iz) der
linearen Differentialgleichung:

dfy 1 d?;
it g

geniigt. Hieraus erhellt sofort, dall wir eine neue Lisung der erwei-
terten Stokesschen (Rleichungen in der Weise erhalten kinnen, daB wir
in (2) — (4) H,°(— iz} durch eine andere Losung der Gleichung (5} er-
setzen. Eine solche Losung ist die Funktion:

JO(— ix) 2 22“(”’!)2

* Vgl. N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen, 8. 124.

—y=0 (6)
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202, Ansatz zur Lisung des Problems.

Wir benutzen diese fiir alle z-Werte regulire Losung von (5) in
unserem Ansatz filr die Bewegung, welche durch die Reflexion der
Stromung (3) in der zylindrischen Wand der Rohre erhalten wird.
Wir setzen fiir die zuriickgeworfene Strémung:

P * - P i)
= 2ob* + ( r}i‘. }’ = or (% -+ B¥),
o Px
p=el da, '

{ =
1 . .
o = 2 fga""" “d0(— irta,® — 2Hoa,)day,

-+ @
Px = lfg‘e"" O —dr uy Yy,

wobei wir uns vornehmen, g, und ¢, so zu bestimmen, dall die Inte-
grale konvergieren,

Die Bedingungen w, +#,* =0, ¢ 4+ ¢*— 0 an der zylindrischen
Grenzfliche, etwa fiir v = I, driicken ¢, und ¢, als lineare, homogene
Funktiouen von ¢, und g, aus. Die so erhaltenen Ausdriicke erfiillen
die oben erwihnte Bedingung. Die Berechnung der von der Waned zu-
riickgeworfenen Stromung ist damit in mathematischem Sinne erledigt.

20 3. Die Widerstandsformel.

Dic weitere Aufgabe ist jetzt, aua der gefundenen Losung den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel zu berechnen. Wie oben erwithnt
wurde, hat Ladenburg diese Aufgabe fiir den Fall 6 = 0 geldst und
Faxén fir den allgemeinen Fall, wo ¢ einen von Null verschiedenen
Wert hat. Auf die Berechnungen, welche zur Gewinnung der Wider-
standsformel notwendig sind, wollen wir hier nicht eingehen. Wir be-
gniigen uns damit, das Ergebnis mitzuteilen. Faxén findet fiir den Wider-
stand eincr Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit U lings der Achse
einer zylindrischen Réhre mit dem inneren Radius ! bewegt, unter
Voraussetzung, dall o%a?, o’a-a%/® und a%/l% gegen 1 vernachlissigt
werden konnen:

W .. . Grpall ) -
@ @
;s - 0,95

3 I}
- o Iy
| 4fm IL(O 1y -+ 2,09 ;
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Hier ist:

L gg_— 41.1.)((; — %) i
L) 8:zzf I a-Siz [P—inp
2 a A= e ) — (= i

adI(—ifa)dJ(—id) @

A=Yat—2iza,

4 =TV (— 1| a)JoU—id) — ol I~ ¢ | a|}J% (- id).

Eine Reihenentwickelung der Funktion L({s’l) ergab:

L{o'ly = 2,104 — 30’1 - - -
Eine numeriache Berechnung ergab:

L(0) = 2,104, L(0,5) =176, L(l)=1,48, L(2)=1,04,
L(5) = 0,46.

Die Widerstandsformel zeigt, dal das Glied — { a0’ im Nenner fin
kleine Werte von o’/ vom zweiten Gliede in der Entwickelung vor
L (¢'l)aufgehoben wird. Eine Priifung dererweiterten Stokesschen Wider
standaformel durch Messung der Fallgeschwindigkeit einer Kugel ling:
der Achse einer vertikal gestellten, von einer zihen Fliissigkeit erfiill
ten Réhre ist also nur dann moglich, wenn der innere Radius de
Réhre so grof} ist, daB es nicht erlaubt ist, die Entwickelung von L (o’{,
nach dem zweiten Gliede abzubrechen. Wie Faxén hervorgehoben hat
ist diese Bedingung bei zwei Messungsreihen von Arnold erfiillt, und
bei diesen Messungen ist der Einfluf} des Gliedes — }ao’ deutlich zu

schen®.

§ 21. Zwei Kugeln in einer Fliissigkeit.

211. Einleitung.
Die Theorie voen Smochuloweki nach § 14.

Wir haben im 14. Paragraphen eine Untersuchung von Smolu-
chowski kennen gelernt, in welcher er die Kriifte untersucht hat,
welche zwei Kugeln, welche sich mit derselben konastanten Geschwin-
digkeit in einer githen Fliissigkeit bewegen, durch die Vermittlung

* Nach Experimenten, die in Leipzig unter der Leitung von Prof. Schiller
aungefiihrt worden sind, stimmt des Widerstandsgesetz (11) in § 16 noch hei e’ = 0,25
bix auf ein Prozent mit den Memsungen iiberein. Vgl. Geiger und Schoel, Handbuch
der Physk. Bd. 7, 8. 111.
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dieser Fliissigkeit auf einander ausiiben. Wenn wir die Geschwindig-
keit der Kugeln ¥ nennen und wenn wir die z,-Achse mit der Rich-
tung derselben parallel Jegen, so kénnen wir das in § 12 gewonnene
Ergebnis so ausdriicken, dall auf die Kugel 1 mit dem Mittelpunkte
W, 2,0, £,0 und dem Radius @, einc Kraft wirkt, deren Kompo-
nemten:  _ Gnua,Udy— US @), (k=1,2 3)
sind, wihrend auf die Kugel 2 mit dem Mittelpunkte ,®, 2,2, £,®
und dem Radius o, die Kraft:
— Grpa, U(by — Ugl’(a:m})

wirkt. Die GréBen UY), U sind dabei durch die Annahme definiert, da8

w2 U, p®= P,

uﬁ!) - Uﬁ) vﬁ:‘", Pt == me) ﬂgzl,

wo 1, und »,® willkiirliche Konstanten sind, Ldsungen der Sto-
kesschen Differentialgleichungen sind, welche den Nebenbedingungen:

und

far rl = (2 P 0 W=D, limwu = 0;
hzw.: "o
fir Pl = (g~ ) = a? 1 @ =@, lim ¢ =0
geniigen. e

Die hier gegebenc Lisung des Problems von Smoluchowski ist
nur bis auf Glieder von den Groenordnungen a,%/r%,, a.3/r2, (13, =
(2,117 — 2®N?) richtig.

21 2. Nene Lisung
auf Grand der erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Wenn wir das Problem von Smoluchowski unter Zugrundelegung
der erweiterten Stokesschen Differentialgieichung statt der von Stokes
selbst benutzten Differentialgleichungen 16sen wollen, haben wir nar
in der oben gegebenen Vorschrift znr Losung des Problems die Worte
,,Btokesschen Differentialgleichungen‘s mit ,erweiterten Stokesschen
Differentialgleichungen‘ zu vertauschen.

Die Werte der GraBen UY], UL kinnen wir jetzt aus (16,5) 8. 168
entnehmen. Wir erhalten unter Vernachlissigung von Gliedern von den
GroBenordnungen a2fr?,, a2/, o’ay, 0'a,:
3a
27y
3 d 1 — eg—oru—nlm®—2")
TTMn® oty

Ui (@) =

e - g B — 1 é w—
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3 . LI} 7y
UL ey = :‘_sc_.,.,,_.,(,, Y Y
=18
3 It 1— g Fra—elry™—a'"
— az H (1]—-. . A
4 Ty oFy

Auf die Kugel 1 wirkt alse eine Xraft mit den Koniponenten:

r 9 g Py —o(nM — P
—brpe, Ud i+ mpaya, U - o T O —
- 12
9 a U xt(g) — xl(l) 1 — (1 _} 0'?'13) e w'fiy  o(T 1
_—— n - —— ——— - BRI a—— e o
g TH b T ort,

Die Kraft, welche anf die Kugel 2 wirkt, erhillt man dureh Ver-
tauschung von z,, x,® sowie von a,, a,.

21 3. Diskussion der neuen Lisung.

Wir sehen aus unserer Formel, daB die Kraft, welche eine Kugel
durch Vermittlung der Fliissigkeit auf die anders Kugel ausiibt, sich
in zwei Teilkrifto zerlegen 1at. Die erste Teilkraft hat dieselbe Rich-
tung wie die Geschwindigkeit und kann also als einc Abschwichung
des Widerstandes gegen dic Bewegung der Kugel unfgefalt werden.
Die zweite Teilkraft fillt in die Richtung der Verbindungsgeraden
zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Die erste Teilkraft
hat fiir die Kugel (1) den Betrag:

9 e~ wlz'—un'")
o #0810, U Vo
und folglieh fiir die Kugel 2 den Betrag:
2“!‘“1%{;5 -2 "_(_: i
2 12
Wenn wir U = 0, 2,® - 2,® annelimen, so hat der erste dieser beiden
Ausdriicke stets einen kleineren Wert als der zweite. Die Abschwiichung
des Widerstandes ist also fiir die vorangehende Kugel stets kleiner als
fiir die nachfolgende Kugel. Dic vorangehende Kugel hat mit anderen
Worten stets einen gréfleren Widerstand zu tiberwinden als die nach-
folgende Kugel.

Wir gehen zur zweiten Teilkraft iiber. Lings der Verbindungs-
geraden zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln, in der Rich-
tung von der Kugel 2 nach der Kugel 1, wirkt auf die Kugel 1 cine Kraft:

1— (1 4+ o'ryg)e oru—oln® s

9
g 1Oy 0 (5] ey —_
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und auf die Kugel 2 eine Kraft:

9 1 —— (1 + o’,r )8_""u+ﬂ(-l‘|"’—:,‘”}
—gapamU — T2 ._1_2_“?3 ol —n)

Wir nehmen wieder an, daB U >- 0, ;™ > 2, ist, Da unter diesen
Umsténden ¢ = 0 und;

(L4 o'ry)em ora g1, e va—a" <]

ist, 8o hat der erste der beiden Ausdriicke sicher einen positiven Wert.
Wir sehen hicraus, daB die lings der Verbindungsgeraden wirkende
Kraft auf die vorangehende Kugel steta den Charakter einer AbstoBung
von der nachfolgenden Kugel hat.
Der Auedruck:
71— (l + 0’,-12) e fy ba(y, " —2,'"M

m J—
Ufm

kann sowohl positive wie negative Werte annehmen. Er ist negativ,
wenn ¢ >> 0 und:

14 0'ryy < e m—ola™ —a™),
positiv, wenn o > 0 und:

1+ a'ryy > e e O—a™),

Die lings der Verbindungegeraden wirkende Kraft auf die nachfolgende
Kugel kann also sowohl denr Charakter einer Abstofung wie den Cha-
rakter einer Anziehung von der vorangehenden Kugel haben. Wenn
U >0, 20> 2® 7,0 =z®, z0=2® wenn also dic nachfol-
gende Kugel genau hinter der vorangehenden folgt, so ist die Kraft
eine Anzichung. Wenn dagegen z, ) = z,® iat, so ist sie eine AbstoBung,

Wenn o'ryy=p| U|r,/2u cine kleine GroBe ist, kinnen wir an-
néhernd :

e-—ﬁ’r“.}." LI M R I’ 1 — e~ g dofe " o'y

o'tig 4 (%M — 5, ®)
setzen. Wir kommen in dicser Weise zu den in § 14 mitgeteilten, von

Bmoluchowski aufgestellten Satzen zuriick. Die Voraussetzung fiir die
Giiltigkeit dieser Sdtze ist also, daB o¢’r, eine kleine GroBe ist.
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§ 22. Zusammenstellung
der mitgeteilten Widerstandsformeln.

221, Stationiire Bewegung. Die Stokesschen Gleichungen.

W = Widerstand, K;{f =1, 2, 3) = Komponenten der Resultieren-

den der Krifte, welche die Fliissigkeit auf den Karper ausiibt.

1.

Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissig-
keit. Formel von Stokes. § 9. & = Radius, U/ = Geachwindigkeit
der Kugel. W= 6rpall.

. Ruhende Kugel in einer in beliebiger stationirer und regulirer Be-

wegung begriffenen Fliissigheit. Formel von Faxén. § 9. v = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Fliissigkeit bei Abweaenheit der Ku-
gel, 7 = der Druck in derselben, ¢ = Radius der Kugel, P® der
Mittelpunkt derselben.

. ()'p(’")
. £){ JH0) 3| .
K= 6xpuau(POy 4 xa (dw, o

. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum erfiillenden Fliissig-

keit. Formeln von Oberbeck. § 11. @, b, ¢ = Halbachsen. U/; = Ge-
schwindigkeitskomponenten des Ellipaoides, U, lings der a-, U, der
b-, U; der ¢-Achse.

W(s) = V(a® + ) (B2 -+ 8) (c® |- 8).

¢ ds T ds
Lo = abcnf-w(s), P, = cmbcuf(a2 LW usw.

Koo 16z pabel, Ko 16npabel,
e o+ aP’ 2 [T 23
_ 18mpabel,
T et By

. Eine Kugel in einer aullerdem von einer ebenen Wand begrenzten

Fliissigkeit. Formein von H. A. Lorentz. § 12. z,z,-Achsen in der
Grenzebene. zy > 0 in der Fllissigkeit. z,/ = Entfernung des Mit-
telpunktes der Kugel von der Grenzebene. a = Radius. U; = Ge-
schwindigkeitskomponenten der Kugel.

- : 9 a 9 a
K,=—6nual, (1 + 16 zs(-o)), K,=—6rual, (l +- 16 E),

K. = — 6apal.(1 9“)
g= —oDRuG :( +8%(0} .
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5. Eine Kugel zwischen zwei parallelen ebenen Winden. Die Geschwin-
digkeit: der Kugel den Winden parallel. Formeln von H. Faxén.
§ 13. a = Radius. U = Geschwindigkeit der Kugel. /,, I, = Entfer-
nungen des Mittelpunktes der Kugel von den Winden.
a) 38 = Jl =1

W - G:zan -
1-—-1004 —|—04183-—-—0169£5
b) I, = 31,:
W= - 6“1“"!’.!} .
1——06526~~+01475” 0131£———(}0644115

¢) Mittlere Geschwindigkeit ciner Kugel, die zwischen zwei senk-
rechten, parallelen, ebenen Wiinden fillt. Siehe 8. 155.

6. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Flissigkeit. § 14. a,, a,
= Radien, U,, U, = Geschwindigkeiten der Kugeln, r,, = Entfer-
nung zwischen den Mittelpunkten derselben, # = Winkel zwischen
der gemeinsamen Bewegungsrichtung beider Kugein und der Ver-

bindungglinie zwischen den Mittelpunkten derselben (0 <4 <%).
a) Formeln von M. Smoluchowski. U, = U, = U.

W1=6:tpalU(l _3 E’-) y Wy=6rua,U (1 _3 ﬁ).
4,

AuBierdem wirkt anf beide Kugeln in der Richtung vom Mittel-

punkte der hinteren Kugel zum Mittelpunkte der vorderen Kugel

cine Krafi: 9 cos

g TH Ua,a, e

b} Formeln von H. Faxén. 4 = 0:

W= 6xpa, U ll + - AL 3

4"12
1 3 81 9
+ ?m( W%t gt 4“1“’*3)]“
3 a 1( 1, o 1 a)
*GRP“IUSE,T"I‘;;]E:; _2“1 “=+B“1“z — g o)t

1 {9 243

W, wird aus W, durch Vertauschen von g, und a,, U, und U,
erhalten.
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¢) Formeln von H. Dabl, ¢, =a,=a, # = 0.

Wy=6rpual, {1 4 92* + 932% 4 11972 + 198212° + ..} —
—b6npal, 32 4+ 192 + 38725 + B33147 4- 761152° 4 -+
a
o
W, wird aus W, durch Vertauschen von U, und U, erhalten.

d) Formeln von M, Stimson und G. F, Jeflery. a,=a;=a, U, =
=U,#=0;:
2 ] :

T =

W,=W,=6apualUl

nin - 1) 1— 4sinh?(n + §)a—(2n +1)%sinhia|
2(2n—1)(2n+'5) 2sinh (25 + 1) a + (2n+1)sinh2al

_ T
cosha = 3a"

Tabelle fiir i siche 8. 162,

22 ¢. Stationiire Bewegung.
Die erweiterten Stokesschen Gleichungen.

Bezeichnungen wie oben. AuBerdem:
Ui=Uq, U>0, af =1, a—poUf2p.

1. Eine Kugel in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Fliissigkeit.
Formel vom Verf. § 16. a = Radius, U = Geachwindigkeit.

W= BnpuU(l—l— %ad)-

2. Ein Ellipsoid in einer sonst den ganzen Raum fiillenden Flitesig-
keit. Formeln vom Verf. § 18. Vgl. oben 8. 187—189.

e o]
.= li:ﬁ_az:g% 1+ aabc[ 1o+ WP M]l,
.= lf;?f%‘%aa 1+ aabc[ u+3 P, Mh,

M SRt e E R
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Spezielle Fille:

gla=b<e
2a%¢ ¢ P
}/—2103 T 1],
c? ate e &2
P1=PB= ;;'i__az'_' (cg——tle)i!’ 10g(ﬂ + Eg-—l)$
2% TN 2w
Fa (c’--_a_z)"* ( * a_g—_l)_ ot — a®
bya=b-¢
2a® 1/ a2
o 22 ()% 1).

. Ein Kreiszylinder in einer sonst unbegrenzten Flitssigkeit. Formel
von Lamb. § 17. y = 1,7811, a = Radius, U = Geschwindigkeit des
Zylinders.

dmpl )
} —log (47 00)
. Ein elliptischer Zylinder in einer sonat unbegrenzten Fliissigkeit.
Formeln von Harrison. § 18. ¢, 5 = Halbachsen des Querachnittes,
U,, U, = Geschwindigkeitskomponenten des Zylinders lings der
Hauptachsen.

W pro Lingeneinheit =

K, pro Lingeneinheit == — - in T i} 1

e TD ~ log [—- yole + b)]
K, pro Lingeneinheit = — - dnpl,

6t b 103[ ya(a+b)]

. Eine Kugel in einer auerdem von einer ebenen Wand begrensten
Fliissigheit. Formeln von H. Faxén, § 19. Geachwindigkeit der
Kugel, U, parallel der Wand. ¢ = Radius, ¢ = Entfernung des
Mittelpunktes der Kugel von der Wand.
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W— Snual
-8 T 9Te {a\r 48 fa\s a\s’
l—gea~-y 2:"(“C)+(2_c) ~ s (9:) "2(25:)
4 B, 317
1@ =1~ 5o+ ot— x’+864:c‘+9
(25

- ce re
g™+ }l"“ 2
Tabelle fiir y(x) siehe 8. 195.

AuBerdem wirkt auf die Kugel eine Kraft, welche die Entfer-
nung { von der Wand zu vergroBern strebt. Sie hat den Betrag:

t{al)

apal . oa ——2'—

8 i __27 a

16

wo!
11 8 137 8 175
e e gy P O O
T{x) = 1 g ¥ + 5 @ 288# 5 26 x‘—{— }log( ;J:r)
y = 1,781070.

6. Eine Kugel in einer Rihre. Die Kugel bewegt sich Jings der Achse
der Réhre. Formel von Faxén. § 20. a = Radius der Kugel, / = in-
nerer Radius des Zylinders, 7 = Geschwindigkeit der Kugel.

We_ _____jﬂ#aU

-3 Loty +209% —o095®
— ooy Lo+ ss“ 0

Numerische Werte der Funktion L s, 8. 199,

7. Zwei Kugeln in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit. Beide Kugeln
bewegen sich mit der konstanten (eschwindigkeit U in der Rich-
tung der positiven z,-Achse. § 21. Formeln vom Verf. a,, a, = Ra-
dien, 2™, 2, (§ = 1, 2, 3) Koordinaten der Mittelpunkte, ,, = Ent-
fernung zwischen den Mittelpunkten der beiden Kugeln. Auf die
erste Kugel wirkt in der Richtung der x,-Achse eine Kraft:

K®=—6npal (1 _ 3 ro(r..+x,‘"-—r."'))_
4 7,

Auf die zweite Kugel wirkt ecine gleichgerichtete Kraft:

K®=—6nuaU (1 _3a e—-w(f..+r,"'—r.'“)).
41y,
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AuBlerdem wirkt auf die erste Kugel eine Kraft, welche dieselbe
Richtung hat wie der Vektor vom Mittelpunkte der zweiten Kugel
zum Mittelpunkte der ersten Kugel und deren Betrag:

_g_. A7) Elgg U‘l —_ (] .i_. 0flz)e""’("ll'l"lm—"'l“')}

LT

ist. Auf die sweite Kugel wirkt eine Kraft, welche die entgegen-
gesetzte Richtung hat und deren Betrag:

g ﬂ:f" ___= Uil (1 ..i- a.r.m) e’—ﬂffls+$:"“‘-f|m)=

2 fm
int.

22 8. Nicht-stationiire Bewegung.

Eine Kugel bewegt sich in einer sonst unbegrenzten Fliissigkeit.
Die Bewegung ist stetig und fingt beit = 0 an. Formeln von Boussi-
nesq. § 10. ¢ = Radius, U;(t) = Geschwindigkeitskomponenten der
Kugel, » == s /p.

2 dU,(t)

R L 710 NP P
K, mea® -~ o Gapal Ui +

AU) O |
3 "

l/m- 70N |
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Einleitung.

Die Fliiesigkeit, welche fiir uns die weitaus grofite Bedeutung hat,
ist das Wasser. Der Koeffizient der Zghigkeit u hat flir das Wasser
einen kleinen Wert (bei 15° C 0,0113). Unter diesen Umstiinden hat
die Frage, wie sich eine Fliissigkeit bei verachwindender Zihigkeit
bewegen wiirde, ein sehr grofes Interesse, Es kann scheinen, als ob
man diese Frage sofort und ohne Schwierigkeit beantworten kénne.
In der Tat liegt der Gedanke nahe, den Grenziibergang zu verschwin-
dender Zihigkeit einfach so auszufithren, daB man in den Differen-
tialgleichungen fiir die Bewegung einer ziihen Fliissigkeit ¢t = O petazt.
Man kommt in dieser Weise zu den Eulerschen Differentialgleichungen
fiir die Bewegung einer Fliissigkeit:

1y 0 uy dp Ow
e ('aa Tt aa:,,) ="z oz, °
zuriick. Das Studium dieser Gleichungen hat indessen zu Ergebnissen
gefithrt, die mit den jedermann gelinfigen Tatsachen in Widerspruch
stehen. Die auf sie begrindete Theorie der idealen Flissigkeit lehrt,
dal ein Wirbel niemals in einer Fliissigkeit entstehen kann. Sie lehrt
ferner, daB ein starrer Korper, der sich mit konstanter Geschwindig-
keit in einer Fliissigkeit bewegt, keinen Widerstand erfahrt (das Para-
doxon von Kuler oder von d’Alembert).

Welcher ist der innere Grund dieses Widerspruches zwischen der
hydrodynamischen Theorie und der Erfahrung? Kann er nicht in der
Art der Ausfithrung des Grenziiberganges zu verschwindender Zihig-
keit liegen? Es gibt von einem rein mathematischen Gesichtspunkte
gus einen Grund, zu bezweifeln, dal man den Grenziibergang in der
oben geschilderten einfachen Weise ausfithren kann,

Bei Differentialgleichungen hiéingt der analytische Charakter der
Lisungen wesentlich von den Gliedern héchster Differentiationsord-
nung ab, also bei den Differentialgleichungen fiir die Bewegung einer

zihen Flissigkeit von den Gliedern der Form % (héchste Ableitung

in bezug auf ¢), u A, g{ + Es ist unter diesen Umstiinden mathe-
H

14*
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matisch nicht okne weiteres erlaubt, den Grenzlibergang in der Weise
auszufiibren, dall man einfach die mit g behafteten Glieder weglit.

Wir werden so zu der Aufgabe gefiihrt, den Grenziibergang zu
verschwindender Zihigkeit in exakter Weise auszufiihren. Wir schrei-
ben die hydrodynamischen Differentialgleichungen in der uns wohl-
bekannten Form (vgl. 8. 12, Ib):

9ty (Qﬂ_@“t - .9 0w _
Q 3t + & Bz,, 5;?;) - 5;’+,udu,-, 6:&:,_0’
g =7+ fout.

Wir gehen von einem Zustand aus, in welchem die Fliissigkeit
ruht. Anfinglich gibt es also keinen Wirbel in derselben. Wenn die
iiberlieferte Theorie der idealen Fliissigkeiten der Wahrheit entapricht,
so wiirde, wenn i = 0 wiire, sauch fernerhin kein Wirbel in der Fliisaig-
keit entstehen kénnen. Nach dieser Theorie behélt in der Tat die
Zirlmlation:

§ wdz;

fiir jede geschlossene, von Partikeln der Flissigkeit gebildete Kurve
einen konstanten, von der Zeit unabhingigen Wert. Wenn anfangs
die Zirkulation flir jede geschlossene Kurve den Wert Null hat, was
insbesondere dann der Fall ist, wenn die Flisaigkeit anfangs ruht,
8o mufl also in jedem Momente fiir jede geschlossene Kurve die Zir-
kulation verschwinden. Das ist nur ein anderer Ausdruck dafiir, daB
die Bewegung wirbellos ist. Wenn jetzt g nicht Null, aber doch sehr
klein ist, 8o treten zu den Kulerschen Differentialgleichungen nur die
kleinen Gieder pAu;. Wir hitten also zu erwarten, daB die Wirbel-
komponenten:

sehr klein sind und daB sie beim Grenzilbergange g -+ 0 gegen Null
konvergieren. Wenn die Wirbelkomponenten klein sind, so sind auch

die GréBen: du  Bug

QYU (5;; - 55;)
klein. Wir begehen dann einen kleinen Fehler, wenn wir in unseren
hydredynamischen Differentiaigieichungen jene Glieder vernachlassigen
und dieser Fehler muB gleichzeitig mit # gegen Null konvergieren,
Sind unsere Voraussetzungen richtig, so miissen wir durch Lisung
des Systems:

du;  d¢ ou; N 1
9*5,—-——%+#Au;, gz, 0 I=PHgev
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bei enteprechenden Randbedingungen ein anniahernd richtiges Bild
der Bewegung bekommen. Wenn dieses Bild bei 4 — 0 mit der Theorie
der idealen Flissigkeiten iibercinstimmt, so erhélt diese Theorie da-
durch eine Bestiitigung. Wenn dagegen die gefundene Bewegung bei
#~ 0 mit irgendeiner der zugrunde gelegten Voraussetzungen nicht
ibereinstimmt, dann muB mindestens eine jener Voraussetzungen
falach sein. Aber unter unseren Vorausgetzungen gibt es nur eine,
an welcher wir fiiglich zweifeln konnen, eben die, daB bei verschwin-
dender Zahigkeit die Theorie der idealen Fliissigkeiten die Wahrheit
trifit. Unsere Methode gibt uns also, soweit dieses theoretisch moglich
ist, ein Mittel, zu entscheiden, ob diese Theorie eine physikalische
Bedeutung hat oder ob sie nur eine mathematische Fiktion ist.

Unsere Methode besitzt aber nicht nur das oben dargelegte nega-
tive Interesse, sondern auch ein nicht geringeres positives Interesse.
Es gibt keine andere allgemeine Methode, die hydrodynamischen
Differentialgleichungen zu behandeln, als diejenige, welche darin be-
steht, daB man zuniichst die quadratischen Glieder vernachléssigt
und nach Lisung der so erhaltenen linearen Gleichungen durch die
Methode der sukzessiven Niherungen die anfangs vernachlissigten
Glieder beriicksichtigt. Auch bei kleinem u ist dies die einzige bis
jetzt bekannte mathematisch sichere und zuverlassige Methode, die
zu unserer Verfiigung steht. Von diesem Gesichtspunkte aus stellt das
durch unseren Grenziibergang erbaltene Ergebnis eine erste Naherung
der erstrebten, vollstéindigen Lésung dar. Aus den Widerstandsberech-
nungen von Zeilon geht nun hervor, dal} diese erste Niherung viel
mehr ergibt, als man von vornherein erwarten konnte. Die Druck-
verteilung auf der Vorderseite eines Korpers kommt in den von diesem
Forscher behandelten Fillen schon bei dieser ersten Niaherung fast
genau richtig heraus. Und wenn bei dieser ersten Niherung der
Unterdruck auf der Riickseite des Korpers zn grof ausfillt, so kann
man, wie Zeilon an dem Beispiel des Kreiszylinders gezeigt hat, durch
weiteren Ausbau der Theorie in zweiter Niéherung auch in diesem
Punkte zu einer fast vollstindigen Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen gelangen. An dieser Stelle mag schlieBlich an die schone
Theorie des Magnuseffektes erinnert werden, die Prof. Zeilon in nahem
AnschluB en die in diesem Teile entwickelten Gedanken und Metho-
den gegeben hat. Uber die zuletzt erwiihnten Arbeiten von Zeilon
gibt der Anhang einen Bericht.



8§ 23. Em gpezieller Fall. Eine diinne Platte.

231. Ansatz zur Lisung des Problems im Anschiuf an den
fritheren Ansatz bei dem Ellipsoid.

Wir betrachten in diesem Paragraphen einen speziellen Fall. In
einer zihen Flisesigkeit, welche sonst den ganzen Raum einnimmt,
bewege sich eine unendlich diinne, ebene Scheibe mit konstanter Ge-
schwindigkeit U/ in einer gegen die Scheibe senkrechten Richtung.
Wir benutzen ein Bezugssystem, dessen Aufangspunkt auf der Scheibe
liegt und sich mit dieser bewegt, und dessen x,-Achse mit der Be-
wegungsrichtung der Scheibe parallel und gleichgerichtet ist. Wir
wenden in unserer iiblichen Weise fiir die Geschwindigkeitskompo-
nenten der Flissigkeit, auf dieses Koordinatensystem bezogen, die
Bezeichnungen: — U + 1w, 4y, %3 an, Zur Bestimmung der Grolen wu;
haben wir das System IIIP S. 13:

du; g (Bu_, 6u;)
ndu ol o — g =0 o ~ b5 (1)
¢=p + te*
und die Kontinuitatsgleichung:
6u; __
gz = 0 2)

Wir vernachlissigen die rechten Seiten der Gleichungen (1) und suchen
das so erhaltene System: s A 5
Uy g _ Y
pAu,-i—eU—a—xl—a;:"-—os a‘&;—o (3)

n dem Grenzfall u = 0 zu lésen,

Wir bezeichnen mit &, = 0, §,, & die Koordinaten der Punkte der
Scheibe. Wir setzen wie liblich p U/2u == ¢. Nach unseren Annahmen
ist a > 0. Wir setzen ferner:

r= Vz12+ (z— &)* + (ws-:-é;)_é- s=1r+4

—

da-

a

¢w~a=}f§
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Die Fuunktion & geniigt, wie wir Seite 33 gesehen haben, den par-
tiellen Differentialgleichungen:

20
A,@ == r (4)
o 2
A®+20’a-— =—f—' (5)

Wir bezeichnen mit g, p,, g drei Funktionen von £,,&, und versuchen
unser Problem durch den Ansatz (vgl. § 18);]

o
Uy =G (61‘- Ax —_ 5—@1):!.?;@(@ — E)dS_: »

(6)
d 1
g= —“QUf?’l-a'z—‘_ " a8;
&
zu lésen, § ist hier die Oberfliche der einen Seite, etwa der vorderen
Seite der Scheibe. d8; = d&,d&, ist ein Element von 8.

23 2. Aufstellung von Integro-Differentialgleichungen zur
Bestimmung der Funktionen ¢,, ¢, @s.

Unser Ansatz (6) geniigt wegen (5) den partiellen Differential-
gleichungen (3). Die GriéBen w; verschwinden in unendlicher Ferne.
Zur Befriedigung der Grenzbedingungen w, = U, wu, == 4y = 0 an bei-
den Seiten der Scheibe verfiigen wir itber die drei Funktionen ¢, p,, ¢5.

In der ersten Gleichung (6), die wir wegen (4) auch in der Form:

i 0P

u;= 20 tp;——- dS; 35:, 0%53:,‘18‘- (N

5
schreiben kénnen, setzen wir zuniichst § = 1. Wir setzen der Kiirze

wegen (bemerke hier und im folgenden, dalB Os =2 !):

9z, r
6@ 1—e—
e ®)
Wir bemerken, daBl, wenn der Punkt z,, z,, #; sich in der Umgebung
des Punktes & = 0, &,, &; befindet, der Ausdruck:

aP os —or__ Ty e

o A A A
pich wie: P oz, (.1.__”12;)
Pz, r O\
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verhilt, und daB fiir ,=0, r > 0:

iy 0
9oy 1"
WO To= [f]¢,-0=Y(32“ £ + (25— &5)%

Die (leichung (7} ergibt unter dieser Umstinden, fiir j = 1:
e—on 8 d
udseo= 093 48— o0 [@uPe 088 — o [ 93Pe,odS.
(thy)e, =0 °!991 7 e — g | #aba= oS a%s% od8;
Zur Bestimmung von ¢,, @,, ¢; erhalten wir so eine erste (leichung:

o[ @S 'as;-;;, J"’*P"""‘S‘“a%s Ef%Px._odsﬁU. @
Eol

Sie mull erfiillt sein, wenn der Punkt z, = 0, z,, z, im Inneren von
8 liegt.

Weitere Gleichungen zur Bestimmung von g¢,, @;, g, erhalten wir
aus den zwei iibrigen Gleichungen (7). Die Grenzbedingungen wu,=
u, = 0 an der Scheibe ergeben:

—af, a
25_[%(52, £s) 8_’;‘ dSy —
H]

6:!:,8

a0

omlgn]  aSi=0,

T=0

- (10)
e—°n i) ad
20!%(5,, b 08— !ocp;- L,EL_ndsg =0,

wenn g, =0 ist und wenn der Punkt 2,=0, x,, 2, im Inneren der
Platte liegt. Wir konnen die letzten Gleichungen auch in der Form:

o[ oaeas & {3—:':] a85 = 4np(am, 24),

Xyw-= 0

ag (A1
01y

oy e—n
20[@, = 4y 1 oz, 20!% o = 4x

schreiben,

28 8. Yereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
bei p -0,

Die Gleichungen (9), (10} — oder (9), (11) — sind leider zu kom-
pliziert, um eine Losung in einfacher Form zu gestatten. Zum Gliick
vereinfachen sie sich wesentlich in eben dem Nalle, der filr uns das
grofte Interesse besitzt, dem Grenzfalle g — 0, dies wenigstens dann,
wenn wir voraussetzen diirfen, daB beim u — 0, also bei 0 — o die Funk-
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tionen ¢,, @;, @5, ¥ gegen endliche, stetige und differenzierbare Funk-
tionen (9, ¢, @, @@, y® konvergieren, und zwar in solcher Weise, daB:
. Oy Oy@ oy _ op®
lim —— lim -
0By 02y ,._..063:,, Oz,
Man hat, wenn ¢ eine stetige Funktion ist und wenn der Punkt z, = 0,
z,, y zur Scheibe gehﬁrt.:

lim o ! P& &)

dS;

= lim offtp(z,+ 7o €08 &, 29+ rysindle—ondr,dd =

o= o

= lim offq;(:c,-!— 79c08 D, Ty + BN P e—ndry dd =

—+® K

= llm oz, , a:a)ffe—"-drodt? <+

WX

+ lim °ff[9°(“’2+f00030 Zg}-1oBIDD) — @ (xg,25) e Mdrydd =

T @ Lok

= 27p(2y, ).

Dagegen ist: lim o | ¢(£,, Es)f_f'.dse =0,
p—0 3 T

wenn der Punkt z, = 0, @;, z; auberhalb von S liegt. Wir haben ferner:
lim fqv(fg, E) Py, 0 dS; ,—_f ?. ds;

o0 f‘P (2, £5) [0%]:1 a5, *—J (&, 53) 52 ds;

usw. Wir bekommen also zur Bestimmung von %(0), @9, %(o), o
die (leichungen:
9@ duy®
%(o) (.‘L‘,, :’63) = (;Px y @8(0) (-1:2, 33) = 5'%,'“ 3

a Dy d8y a dy® d8;
a2 {0)
)“‘pl (-"72: -"s) a 52 fo 653 ro

=U,

(12)

- f%(“)(fs' §y) = ‘E‘ =0.

. Von dieven Voraussstzungen unsbhingige Untersuchungen iiber den Grenz-
ithergang g — 0 worden in § 26 mitgeteilt.
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28 4. Vereinfachung der Integro-Differentialgleichungen
fiir die Funktionen ¢,® und y®,

Wir wollen annehmen, daB die Funktion ® am Rande der 8cheibe
verschwindet. Wir haben dann:

3 (oy®ds, _ 8 [ a1 f,pw)
0z, 08 o f VOl 83) 5 oo e =53] % 48
a Iy dS; .p«n "

653 rﬂ 32:3 &
a"i"m —& Op® z,— &
|75 B st | B as,—

d
a.cgfdfz Iogfod85+a fags log r,dS; ==

2 9°
(ai R Y )f YOUs, &) log 70dS; = 2y (2, 3),

wenn der Punkt x,, z, auf S liegt.
Wir erhalten also zur Bestimmung von ¢, und @ die Gleichungen:

2 2
2O, ) — (g5 + ) [ Y0 e €0

13)
2y ) [ 100 £97E =0 I

Bie miissen erfiillt sein, wenn der Punkt £, = 0, 2,, #; im Inneren von

8 liegt.

23 5. Zuriickfilhrung der Funktionen ¢ und y©
auf eine Pofentialfunktion A.

Die Bestimmung der Funktionen ¢,® und ¢ aus (13} kann als
eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aufgefaBt werden. Wir
netzen;

—f %“”(Eg,ss)ds* a—‘l:f PO (&, Es)ifgir.A(x,,x,,z,). (14)

Die Funktion 4 ist eine iiberall mit Ausnahme der Scheibe regu-
lire und in unendlicher Ferne verschwindende Losung der Laplace-
schen (leichung. Thr Verhalten auf der Scheibe geht aus den Glei-



23e. Aufstellung einer Greenschen Funktion zur Bestimmung von 4 219

chungen (13) hervor. Sie zeigen, dal auf derselben*:
= lim ._f YO8, _fq,lm)dsi

31-4-—0 Ty e =}

ds
= 2y (z,, z5) ._f PO, &) _’.'oi =0,
o

i) d8;
L il 3
z, -+oﬂz1 # -+0Uf’ @S, +6:c “ ’ r ]
62 '2 dS
C == () [0 8 Tl =

Wenn wir 4 bestimmt haben, so ergeben sich ¢,® und »® aus
den Formeln:

1%y, 23) = 41.7!_ ((;};%)x:=+uﬁ(g_:1)x,=_o} =
=002 ) s

1 1
1"[0)(”3’9’3)=—'4—§ (‘4-¢'1=‘+0_A¢1='—‘0) = 43 Aﬁ“-}'ﬂ'

Die Bestimmung der Funktionen ¢,®, ¢® ist also auf die Bestim-
mung der Funktion 4 zuriickgetfithrt worden.

23 ¢. Aufstellung einer Greenschen Funktion
zur Bestimmung von A.

Wir wollen. annehmen, dall wir eine vierwertige Potentialfunktion
mit den folgenden Eigenschaften finden kénnen.

1. Thre Werte werden permutiert, wenn der Punkt z um die Rand-
kurve der Scheibe eine kleine, geschlossene Kurve beschreibt, welche
die Scheibe durchdringt.

2. Sie nimmt auf der Scheibe iiberall endliche Werte an.

3. Thre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,, x,, 5, werden
am Rande hochstens derart unendlich, daB sie iiber eine beliebige
Fliche integriert einen endlichen Wert geben.

* Der hier benutzte potentislthoorotische Satz wird selbstvorstindlich, wenn man

x
bedonkt, daB — f dSy, bsw. - >4 d8; der Raumwinkel ist, unter welohem das

Flichenelement 485 vom Punkte x,, x,, x, aus gesehen wird. Vgl (brigens etwa
Korn, Potentisltheorie I, 8. 74.
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4. 8ie besitzt einen Zweig, der im Punkte y,, y,, y, wie:

1
V(z— 91+ (@ — y)® + (23— y)?
unendlich wird, withrend die iibrigen Zweige dort reguliir bleiben.
5. Bie ist, von diesen Ausnahmen sabgesehen, tiberall regulir und ver-
schwindet in unendlicher Ferne.
F(z), @3, T35 Y1, Yo, ¥s) 8¢l eine Potentialfunktion mit den in 1 bis
b aufgeziihlten Rigenschaften, F,, ¥, Fg, F, seien ihre Zweige, wo-
bei wir den Ubergang von F; zu F; ., beim Durchgange des Punktes =
durch die Scheibe geschehen lassen. F, sei derjenige Zweig, der im
Punkte yy, 9;, y5 unendlich ist. Fy,, moge endlich aus F; dadurch
hervorgehen, dal der Punkt x,, z,, z, eine geschlossene Kurve be-
schreibt, welche die Scheibe einmal durchdringt und sich ihr dabeil
von der Seite der negativen z,-Achse nihert. Wir haben dann:

Fy(wy ==—0, 2, 2g; 4y, Y» Yo} = Frpq(@; =+ 0, 25, 24; .'hsyzsys)}
(16)

Lim O Fy = lim 0F.;,

tym—008%; zmio 0%
Wir betrachten jetzt die Funktion:

Fy(21: %31 Tg5 Y15 Yoo Yo) + Fal@y, Ba5 Tg5 — 10 Yoy Ya) —
— F3(ys %35 233 Y15 Ya, ¥a) — Fol21, 22, 295 — Y1, Yas ¥s) =
=G (21, Tgs T3} Y15 Ya» Y3)-
Wir bemerken, daB wegen der Symmetrie:
Fi(2ys %y T35 Y15 Yas Ys) = Frl~ 2, Tp, 255 — 15 Y20 Ya)»
Fy(@ys @3, a3 Y15 Ya» Ys) = Fyl~ %y, B3, 253 — Y1) Yas Ys)s }(17)
Falzy, 23 235 115 Yo» Us) = Fal— 21, 29, @5 — Y1, Y35 Ya)-
Wir haben nach (18) und (17):

hm ‘Fl(zl: Toy Ty5 Y15 Ya» !fs) ‘_hm Fl(-"'wl! Tgs Ty — Y1 yﬂ’ ys) -

o=—0 ]

=hm F,(x,, %5, 23} — Y1, Y2, ¥} = lim Fe.(“"l: Ty, Tyy — Y1, Yo Ya)

=m0 £y=—0
Ferner:

. hnﬁlopa(zl’zﬂi TS’ y‘ls y!! .'ls] = h-niFs(_xls xQI ws:'_yls !Iz, ys) =
';hI_':_‘ Folxyy 25 @3 — 15 Y2 ¥3) = I:IEFS(II' Ty, T3 — Y1» Y2r Ya)-
Also: lim G =0.

=0
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Wir haben ferner nach (16) und (17):

. 7
hm ""_Fs(x]!zﬂ’ T3y — ¥1> Ya» yﬂ) =

Zy om0 63’1
\ é
= lim HFI(%', Tgs T3; — Y11 Ya» Yp) =
&= —0 1
. d
— ’.].-I‘I-Eil-o E F;(%: Ty T3 Y10 Yar ¥a)
. d
x,]ilio dz, Fi(21) o> B33 — Y15 ¥p» Ys) =
. i}
= lim %-Fs(zng:%;—yvymys)=
=0 1
. d
— ]].m_ E-E-Fs{mlg xal xs; yl’ yl’ ya)'
. =40 1
Folglich:
. 06
lim =—=0.
o =40 am].

Wenn wir die Scheibe als undurchdringlich suffassen, so ist @
eine im ganzen Raume eindeutige Losung der Laplaceschen Gleichung,
welche tiberall mit Ausnahme des Punktes y reguliir ist, wihrend sie
dort wie: 1

V(‘ru —y P+ (2 - 9'2)2“}' (”s—"' .’}gi

unendlich wird. & verschwindet im Unendlichen und geniigt an der
Scheibe den Bedingungen:

Greo=0, (09) —o.

azl L o

Wir kinnen unter diesen Umstinden & als Greensche Funktion
benutzen, um A zu beatimmen und wir erhalten:

U
A2y, 23, 35) = — | 6(0, &y, £y; 21, Ty, 75) dB; .
g

Man zeigt mit Hilfe des Greenschen Satzes leicht, dalB

G(ﬁp T g3 Y15 Yoo y3)

in bezug auf die beiden Punkte x und y symmetrisch ist. Man hat
also auch:

U
A(zy, Ty, 2y) = — in (%), Ty, 73; 0, &g, £5)d8; .
3
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Da in der Verzweigungskurve F, = F, = F, = F, ist, so folgt, daB
A und somit @ am Rande verschwinden,

Wir wurden zu der Aufgabe gefiihrt, die Funktion F zu bestim-
men. In einem der interessantesten Fille ist diese Aufgabe leicht ids-
bar. Wenn unsere Scheibe kreisformig ist, kann man die Funktion
F entweder durch ein Sommerfeldsches Integral darstellen oder F nach
Ringfunktionen entwickeln. Man bestiitigt leicht, daB 4 in diesem
Fall auf der Scheibe fiberall endlich, im Innern derselben beliebig oft
differenzierbar ist und am Rande verschwindet. In diesem Falle fithrt
also unsere Methode die Gleichungen (9), (10) — oder (9), (11) — 8.216
bei @ — 0 aufzulésen sicher zum Ziele.

Wir werden spiter, in § 31 8. 311, einer expliziten Lisung des Pro-
blems der kreisformigen Platte begegnen. Jener Paragraph kann un-
mittelbar nach diegem gelesen werden, Wir haben ihn nur deswegen
an den Schlub gesetzt, um moglichst raach zu den praktisch wichti-
geren Fillen zu kommen,.

28 7, Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit auBerhalb
des von der Scheibe durchsehrittenen Raumes.

Wir kehren zu den Gleichungen (6) 8. 215 zuriick. Wir nehmen
an, daB es gelungen sei, die Funktionen @, g,, ¢3 aus den Gleichungen
(9) und (10) zu bestimmen und daB diese Funktionen nebst ihren Ab-
leitungen beim Grenziibergange p — © im Innern der Scheibe gleich-
miBig gegen die Funktionen ¢,®), p,®, ¢ und ibre Ableitungen kon-
vergieren. Wir nehmen iiberdies an, dall am Rande ¢©® = 0 ist. Wir
wollen unter diesen Voraussetzungen, unter Annahme, dal der Punkt
gich auBerhalb der Scheibe befindet, den Grenziibergang -+ 0 aus-
filhren. Wir haben wegen der Gleichungen (6) 8. 215, (12) 8. 217 und
(14) 8. 218:

lim q——evf%mai—dsg
Ty

B0

WO 31 oy a1
— (0)_..__. = —

0 [(B2_ o 2. 1) o4
Uaz[( A PR LSl L Py
Durch jeden Punkt derRandkurve unsererScheibe und in

einer der Bewegungsrichtung derselben entgegengesetzten
Ricbtung ziehen wir eine Gerade. Wir nehmen zuerst an,
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dalB der Punkt 2 auBlerhalb des von dieser Geraden erseug-
ten Zylinders Z liegt. Wir haben nach (7) 8. 215:

U = 20 ?’1(&:&) dSE —

Ologs (19)

- f;, [ountna—emen G as,.

Wenn der Punkt z aullerhalb von Z liegt, so haben wir ferner 4 > 0
und folglich:

1‘1“ of et " 8i=o0, (20)
ﬂlogs _
llm P %(Eg, &) 75— €7 d8; = 0. (21}
Folglich:
. 1
lim thy — — —f?k J(egs Es ?_?_g’f dSE
gm0
o [¢® *[OpO
~az) 1 = o 6‘52 loged8; —
;z Ay® 22)
T om,00,) 08 B0 =
d {g® g (o * f 0
6:::1 > dse_b_z:, (5;9.? 4+ 5%’)8 y©log sdS; .

Dabet wurde unter Beriicksichtigung, da8 @ am Rande verschwin-
det, partiell integriert.

Die Funktion log # (s > 0) gentigt der Laplaceschen Gleichung
A, log 8 = 0. Wir haben folglich nach (14):

. 8 R 6’_ 0)1 _
Jim vy = — az,! S T g 0B YOS =
(23}
_9 [[a? 'P“” 7 l } a8, = BA_ .
dzyy | r oz

23 5. Untersuchung der Bewegung der Fliissigkeit in dem
von der Scheibe durchschrittenen Raume.

Wenn wir zu dem Falle iibergehen wollen, daB der Punkt 2
innerhalb vom Zylinder Z liegt, so mtissen wir bedenken, daB die
Gleichungen (20) und (21) jetzt nicht mehr erfiillt zn sein brauchen,
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weil es jetzt im Integrationsbereiche einen Punkt &, = z,, &, = 2,
gibt, in welchem s den Wert Null annimm¢. Nur die Umgebung dieses
Punktes kann zu den linken Seiten dieser Gleichungen Beitrige geben,
die nicht beim Grenziibergange 4 — 0 verschwinden. Um den Grenz-
wert des Integrals:

8—0"
f“‘?i(ss»fs) r dSg
Ev— 2z - (Ey —z)* ot

zu bestimmen, fithren wir neue Integrationsvariable ein:

|1!acosﬁ, £y =3+ il:f—l-—lasinﬁ.

fp=2;+

Wenn ¢ geniigend klein ist, so kénnen wir mit geniigender Annihe-

(zy — &) + (mg—~ 1Y) = 9—3 setzen.
2|2, ¢

rung r =z |, &=
Wir erhalten so:

2f“dﬂf%(% +1/2 |:11 acosfl, +]/—§—i?:—5‘—i asinﬁ)e—"' dp.
1] Q
Der Grenziibergang x —+ 0, d. h. 0 — « ergibt:
2np Ty T)-

Um das Integral:

7| enty e 58 as

bei u -+ 0 zu untersuchen, schreiben wir s in der Form:

ad
— E!%(fs’ £3) P f—'_ dadS; .

Wir haben:
0 __0s s __ 01
Oz, 08 0z, 0%

Durch partielle Integrationen kinnen wir deshalb unser Integral
so umformen, daB neben Randintegralen, welche iiber den Kreis
(&g — 2)* + (&3 — 7,)* = € zu erstrecken sind und also fiir 0 +
verschwinden, nur Integrale von den folgenden drei Typen vor-
kommen:

— dad$; ,

[#taef %
F-4 )



28s. Unterauchung der Bowegung der Flissigkeit 225

JECAAE f = dads, = —fqo(s.,sa) £ as,,

ol

[#60e0 3 f o dadsy = — [t 5 T d
K

K ist hier eine Abkiirzung fiir: (£, — x,)® + (£; — %) < 2. Man zeigt
leicht unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB r oberhalb einer
positiven Grenze liegt, daB alle drei Integrale bei u —{ verschwin-
dende Grenzwerte haben. Wenn der Punkt z innerhalb des Zylinders
Z liegt, so haben wir also:

fim o[ (6 &) 2 a8, = 2000y, 35), (20%)
. e 0logs =
lim J Pl e 580 ag = 0. (219

Wir haben schlieBlich unter unserer jetzigen Voraussetzung, da
der Punkt z innerhalb vom Zylinder Z liegt, den Grenzwert des

Gliedes: P log .

f oulte £ 228 as,
rechts in (19) zu bestimmen, Man sieht leicht, daB die Gleichung {(22):
61; q,::n) a8, — % (aa—; 66—;‘;2) !wi") log ¢d 8,

immer noch giltig ist. Wir haben folglich:

. 0 0 logs
im — 5./ me,,es)—af—dsﬁ

]

9 'Pl 0 logs
a_zf- et . a f A ds; —
(24)
- 3-5;; A:J‘w(o)(&'z, E;) log stE =

g4 d
= -a—-x—i — E A’!v’«”(éﬂ' 63) 1033&8; .

16 Oseen, Hydrodynamiy
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Zur Best.immung des letzten Gliedes in (24) betrachten wir das Integral:

f 2t YOSy, £)dS .
- ! V(a’l"" 51)2 + (27— &)+ {2y — Ea)’

Wir haben (wemnn l/(:c; —~E P (B — 5P+ (2 — &) = Vo — &P
gesetzt wird):

O g {Vim—EP o
0'—51 108{ (xt"" E.t)a -+ Ty —'El}= — V(—m?'“_'?:ji'
Wir haben demzufolge:
J = — [y, &) logedS; +

+ fw(")(fg,fs) log {Y (z; -+ OF + (my — &+ (w3 — o) -+ 3y -+ 2} 48 =
—dy+ Jdy

Nach unseren Annahmen ist 2, eine negative GroBe. Wir wihlen jetzt
die positive GroBe [ so groB, daB ! + z, positiv ausfillt. Wir haben

dann: 4,0, =0.
Folglich:
'eh A dy=—A.J.
Nun 1i0t sich J als das Newtonsche Potential von Massen auffassen,
welche hinter der Scheibe liegen. Thre Raumdichte ist 9(&;,.&,). Wir

haben folglich: Ad oeg®
und also: o) = = 4nyOley %)
A, [p0(Ey, £)log sdSy = 4.0, = by (zy, 7). (25)
&

Aus(19),(20%),(21%),(24) und (25} folgt wegen der ersten Gleichungen (12):

04
T v (o, 29, 7) = 45Oy, 23) + 5

(26)

Oz,’ oz,
wenn der Punkt ,, 2y, x; sich in dem von der Scheibe durchachrittenen
Bereiche befindet. — Wegen der Beziehungen (15) und wegen

. a4 a4
#h_?ous(wn Ty, Ty) = 57— :lm teg(%y, g, %) =

gilt also fiir die Geschwindigkeit in dem von der Scheibe durchechrit-
tenen Raume:
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. iy | 04 . 04 04
i8]0, tho )
#-—Elﬂul 0z, \dz, =;==——0+ nl—?oug 0z, \dZys-_o 27
b= 24 (04) o
w0 © 0% \ITylem_o

Diese Formeln zeigen sofort, daB die Flassigkeit auch bei ver-
schwindender Zihigkeit an der Riickseite der Scheibe haftet.

23 9. Zusammenfassung.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

In einer zihen Fliissigkeit, welche sonst den ganzen
Raum erfiillt, bewegt sich eine ebene Scheibe mit konstan-
ter Geschwindigkeit (Komponenten U,, Uy, U,) in einer gegen
die Scheibe senkrechten Richtung. Es wird angenommen,
daB die Bewegung der Fliisaigkeit stationir ist und dem
Gleichungen: 3 P s

pdu + U, a—;%—-é-:ﬂ, 6;:: =
gehorcht. Bei g+ 0 erhalten wir unter diesen Umastiéinden
fiir v, und ¢ die folgenden Ausdriicke:
In dem von der Scheibe nicht durchschrittenen Bereiche:

w4
1= ax;
In dem von der Scheibe durchachrittenen Bereiche:

aA 94
= az, ((m,) + Uy

(g—j)h bezeichnet hier den Werf, den g—:; in demjenigen
Pu;kte der Riickseite der Bcheibe annimmt, in welchem
diese von einer durch den Punkt z,, 2,, #; gezogenen, mit der
Geschwindigkeit () der Scheibe parallelen Geraden getrof-
fen wird.

A ist eine auBerhalb der Scheibe regulére und in unend-
licher Ferne verschwindende Lésung der Laplaceschen Glei-

chung: AAd—0.

An der Scheibe geniigt 4 den Bedingungen:

an der Vorderseite:
d4
oy ; 2
dn

15*
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wenn # die nach auBlen gezogene Normale der Scheibe ist;
auf der Ritckseite:
4=0

Qualitativ kénnen wir diese Ergebnisse in dem folgen-
den Batze zusammenfassen: Bei dem Grenzilbergange y -0
tritt in derFliissigkeit eine Diskontinuititaflicheanf. Diese
Fléche ist ein Zylinder, der von der Randkurve der 8cheibe
ausgeht und sich in der Richtung erstreckt, welche der Be-
wegungsrichtung der Scheibe entgegengesetzt ist. Auler-
halb dieser Flache gehorcht die Bewegung den Gesetzen
fiir die wirbellose Bewegung einer idealen Fliissigkeit. In-
nerhalb derselben herrschen andere Gesetze. Uber die wir-
bellose Bewegung ist hier eine Wirbelbewegung fiberla-
gert, welche von dem Gliede (gf—f) herrithrt. Die Fliissigkeit
gleitet an der Vorderseite der Scheibe, sie haftet an der
Riickasite.

Mit der Theorie der idealen Fliissigkeiten stehen unsere Ergeb-
nisse in schroffem Widerspruch. Dagegen stimmen sie, wenigstens
qualitativ, gut mit den Tatsachen iiberein. Wir schlieBen hieraus, daB
die paradoxen Resultate der Theorie der idealen Fliissigkeiten auf
der unrichtigen Durchfiihrung des Grenziiberganges zu verschwinden-
der Zahigkeit beruhen.

§ 24. Allgemeinere Untersuchungen.
241. Aufgabestellung. Ansatz zur Lisung auf Grund des § 5.

Im vorigen Paragraphen haben wir uns mit einem sehr spezielien
Falle beachiftigt. In diesem Paragraphen wenden wir uns aligemei-
neren Betrachtungen zu. Wir nehmen an, daB ein Koérper sich in
irgendeiner Weise in einer Fliissigkeit bewegt. Wir brauchen nicht
vorguszusetzen, daB der Ké&rper starr ist. Was wir voraussetzen, ist
nur, dal eine Fliissigkeit, die sonst den ganzen Raum erfiillt, nach
innen von einer, im allgemeinen von der Zeit abhingigen Fliache S(¢)
begrenzt wird, auf welcher die Geschwindigkeitskomponenten u; vor-
geschriebene Werte annehmen sollen. Wir nehmen an, daB das ganze
System fiir ¢ < ¢, ruht. Bei ¢ = ¢, fingt die Bewegung an. Wir stellen
uns die Aufgabe, die Bewegung der Pliissigkeit fiir ¢ > ¢, unter Ver-
nachlissigung der quadratischen Glieder und im Grenzfalle u — 0 zu
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berechnen, Wir miissen dabei, wegen der Unzusammendriickbarkeit
der Flissigkeit, mit der Moglichkeit rechnen, dal die ganze Fliissig-
keit bei ¢ = ¢, sich auf einmal zn bewegen anfingt. Wir setzen vor-
aus, daB eine derartige, momentan einsetzende Bewegung wirbellos
ist. Wir stellen uns also die Aunfgabe, fiir £ > ¢, und fiir & — 0 das
System:

Ou, __Og Ou;
mit den Nebenbedingungen: auf S{2) : %;—= v(S, ¢}; in unendlicher
. a 0 . "
Ferne: u; = 0; fir £ = £,: 5-::—5%=0, (, k=1, 2, 8) zu l5sen.

Der Behandlung unseres Problems legen wir einige Annahmen be-
trefis der Fliche S(f) und der Funktionen v(8, £} zugrunde. Wir neh-
men zuniéchst an, daB S(t} stetige Tangentenebenen besitzt. Wir be-
trachten jetzt einen beliebigen Punkt @ von 8{(¢). Wir beziehen die
Fliche in der Umgebung von @ auf ein Bezugssystem z,’, zp’, zy"
dessen Anfengspunkt der Punkt @ ist, dessen z,-Achse lings der
nach aullen gezogenen Normale der Fliche im Punkte @ fillt und
dessen ,- und 2,"-Achsen zwei gegeneinander senkrechte Tangenten
von S{t) in @ sind. Wir schreiben die Gleichung der Fliche S(¢) in

der Form: , ,
Iy, = F(xl H :tg', ‘)

und wir nehmen an, dafl die Funktion F in der Umgebung deg Punk-
tes Q stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen in bezug auf
z,', o', ¢ besitzt. Wir nehmen ferner an, daB die Funktionen vy(S, ¢)
gich in der Umgebung von @ als zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen von x,’, ,/, ¢ darstellen lassen.

Um unsere Aufgabe zu lésen, gehen wir von den in § 6 gewon-
nenen Ergebniasen sus. Sie zeigen, daB wir durch den folgenden An-
satz eine auBerhalb von S({t) und fiir ¢ > ¢, giiltige Losung des By-
stemes (1) erhalten:

4
wlB,1) = [ds J‘ B(@, Tun(P, Qit — )50 + 57,
(6] (2]

d
2(P, 1) = — Vrem [m@,0) 5 L a8q — o5
F10]
%y, %g @y 8ind hier die Koordinaten des Punktes P in einem festen,
rechtwinkligen Bezugssysteme. Die Koordinaten des Punktes @ im
selben System werden wir mit £, &), & bezeichnen, Wir heben ferner:
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oo
e (P, Q=) == 0u 40 4 50
¢=—f~fE(a,£—r)da, (3)

-
p dplf—12

={5; — &), r=20; BE(a,t —7) =

i—7
yp ist eine Lieung der Laplaceschen Gleichung:
Ay =0,

Unsere Aufgabe ist, die Funktion %.(Q, v) und die Potentialfunk-
tion y 8o zu bestimmen, dafl bei verschwindendem u die Grenzbedin-
gungen erflillt werden. Wir werden dabei annehmen, daf die Funk-
tionen A, in bezug auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit dieselben
Eigenschaften haben, welche wir oben fiir die Funktionen v4(S, ¢) an-
genommen haben.

24 2. Vorléufige Zerlegnng des Fliichenintegrales in zwei
Summanden ¥5, und §52°.

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Element o(r) der Fliche S(1)
und bilden das Integral:

Jio =[he(Q, D)upa(P, Q,t — ) @8 =
a(®)

—-fk,(Q, t) AP dSQ +fkg dSQ = ,?«) + ‘7(2)
a(r)
‘Wir haben, da @ nur von # und ¢ — v abhiingt:

2 i)
Ve 2 (1 2o
4 ax,!ﬁi‘*a& 48,

Wir betrachten einen bestimmten Punkt @ des Flichenelementes o (7).
El, E,, f, seien die Koordinaten desselben im festen Bezugssysteme.
Dem Punkte @ entspricht in der oben dargelegten Weise ein Bezugs-
system z,, %, ' — und &/, &', &’ — dessen zy/- (oder &,’-)Achse
mit der im Punkte @ nach auflen gezogenen Normal der Fliche 8(r)
zusammenfillt, Die Bezichungen zwischen den Koordinaten z,, z,, #;

* Die Abteilangen 242-—248 behendeln das Verbalten der Flichenintegrale in
(2) bei g—0.



248. Definltive Zorlegung des Flichenintegrals in zwei Bummenden 231

und der Koordinaten 2/, 2,’, " desselben Punktes mégen durch
die Gleichungen:

= gy (T — E-.t), iz By = iy
ausgedriickt sein. Wir haben dann ebenso:

¥y = o {8 — &)

Wir haben ferner, wenn wir mit %/ die Komponente des Vektors
Ay, hy, hg lings der z/-Achse bezeichnen:

0P
kf"'afl'hlt hfas '_'h'fae;’

0 9 d

5 ~ M om0

}{ fkialfagyaef S

Also:

24 3. Deflnitive Zerlegung des Flichenintegrales
in zwei Summanden J7 und JJ7.

Wir zerlegen 5{> in zwei Teile. Einen Teil:
[h'ayy A@dSq= [y cos (nz) 4GS,
'a(rJ a(r)

fithren wir mit {2 zusammen und bilden sus diesen beiden Ausdriicken
ein Glied:

72 = — [[h— ha c0s (n2})] 498, ®
ol7)

Den iibrigen Teil von 5 nennen wir Jj. und haben dann:

J(za) =f|h'lauae !a'.tf hﬂfas.fAd)Id‘SQ -

A hyloy o
‘%’65'65"{' “uW'i' i (6)

atd oo otd 2P
+h3’[alfaeta$:+a“fa£;last af(asfz-l—aeleldsq
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24 4. Das Verhalten des Integrales % bei kleinem .
Wir betrachten zuerst das Integral J{.. Wir haben:

Also:

_er
datt — 1)
J =f(h, — Rk, cos(nz)) % %‘F—) d8q.
o) =
Die Funktion:

er .
Q .g h‘(l-—- 1)

2 (¢ — )

konvergiert beim Grenziibergange x — 0, wenn r > § > 0 ist, gleich-
miBig gegen Null. Auch die Funktion:
u—r| Ady,

wo p irgendeine positive Zahl ist, konvergiert, wenn r > 8 > 0 ist,
bei g + 0 gegen Null. Wenn beim Grenziibergange g — 0 die Funk-
tionen k; selbst oder die Produkte dieser Funktionen mit irgendeiner
positiven Potenz von u endlich bleiben, so konvergiert also das In-
tegral Ji» bei diesem Grenziibergange gegen Null, sofern nicht das
Flichenelement ¢(t) den Punkt P enthilt.

Wir betrachten jetzt den Fall, dall P in der Nihe von o(v) liegt.
Wir nehmen an, daB eine Normale von P auf o(v) dieses Flichen-
stiick in P© trifit und daB P P® die kiirzeste Entfernung von P nach
o(t) ist. Wir setzen die Entfernung P P® = d, wobei also d eine posi-
tive GroBe ist. Wir benutzen das Bezugssystem, welches nach der
oben dargelegten Regel dem Punkte P© entspricht. Die Koordinaten
des Punktes P in diesem Bezugssysteme sind: z,= 0, @,/ = 0, 23’ =4
und wir haben folglich:

P=(—§P=(— &) ="+ 5"+ &)
Wenn wir speziell zu z,’- und »,’-Achsen die Tangenten der Kriim-
mungslinien der Flache S(r) im Punkte P® wiblen, so haben wir:

| 4P |=

& = 521R + 5 Es + ;Ffu(eﬁ ,O8NE ESE/,
a*F
0&951,?,‘1,;: 1 0der2, F,'u:m:@’

|R;| und |R,| sind die Hauptkriimmungsradien der Fliche 8(z) im
Pupkte P®), Wir nehmen an, dal d < |R,|, d < |Ry| ist. Wir fithren
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in unserem Auedruck fiir #? den obigen Wert von £ ein und be-
kommen:

p=(1- e+ (1o e+ @ st —p Rt

Wir betrachten jetzt die Funktion:

S L
e t—n g E(r,t—1)

t—n" 2 t—<

£l

und bemerken, daB diese Funktion fir u{t — z) - 0 fiir alle r wie
eine Kxponentialfunktion verschwindet mit Ausnahme von denjenigen,
welche von der GroBenordnung Vu (¢ — ) sind, d. h. genauer ausge-
driickt in der ganzen §,’£,;/- Ebene mit Ausnahme von demjenigen Teile,
in dem £’ und &’ von der Gréfenordnung

gind.
Wir fithren den sceben gefundenen Wert von 2 ¢in und erhalten:

e E(r,it—r) e 4n(t~:)[( ")s;"+(z~-;.);.u+¢-}.
2;& t— 1t 2”(‘—'[)' [
e X
4‘u(t—t) - 5‘{;‘&”5{& 5:) ,

= 1 ader &
Wir haben ferner:

[; — kg co8 (n zp2)]o = [B; — ks cO8 (n2;)] 5y +2k,‘*) &'

o 1B
dé—l d§2 [ [ rE s
= 208 (nqzy) = d&,/dE, (1 +;9wff h]-
= 1 pder 4

Fjsy, 8®, ¢41 sind Funktionen von £, &’ und von v. Wenn wir a(z)
geniigend klein withlen, so gibt es flir die absoluten Betriige aller dieser
Funktionen endliche Grenzwerte, welche nicht tiberschritten werden,
so lange der Punkt P innerhalb von o(z) bleibt.

Wir kehren zu unserem Integral Ji. zuriick. Die gefundenen Aus-
driicke der in J{ eingehenden GroSen zeigen, daB des Hauptglied
{wenn g und d klein sind) dieses Integrales in der Form:
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P L
e dnlt—1o

{Ay — ks cos (nzy)]pe imr
e _ ~misnilom)a+0-m)e e e
[y

geschrieben werden kann. Wenn wir in dem hier anftretenden Inte-
gral die Integration iiber die ganze &,’§,’-Ebene ausdehnen, so be-
gehen wir einen Fehler, der um so kiciner ist, je kleiner g ist, und
der bei u — 0 verschwindet. Wir kinnen also, wenn wir einen bei
g -+ 0 verachwindenden Fehler vernachliissigen:

f ——-——-8 4#(‘ r){( ) ’2+(I_R%)E’"|d$1rd£2r:

2uit—r1)

2

26

setzen. Fiir das Hauptglied von Jj, erhalten wir so den Ausdruck:

42

(1+a(,u})e 4?‘(‘—’) o

3 FAY

_ __‘i) ( _4
(¢t —7) (1 ) (0 Rg)

limg(g) = 0.
o=
Wir betrachten jetzt die iibrigen Glieder in Ji,. Sie enthalten alle
den Faktor E (d, ¢ — 7). Dieser Faktor ist mit einem Integral vom Typus:

d Ly} _‘ 3
ff2ﬂ(t—-t ol R R P TY

multipliziert. Hier ist G eine Funktion von £, £’ und 7, welche als
Faktor eine der Griofen:

£, &, Lﬁﬁ_..., _e&t
dpu(t—r1) 4p(t—1)
enthiilt. Da nun fiir kleine - und d-Werte nur die unmittelbare Um-
gebung des Punktes P®, d.h. des Punktes &’ =0, £,’ = 0 cinen merk-
lichen Beitrag zum obigen Integrale gibt, so folgt, wenn wir annehmen
diirfen, daB die ibrigen Faktoren von G von derselben Grilenordnung
wie [hy — A, cos(nz)]s~ sind, daB diejenigen Beitrige zu dem Werf
von J}?, welche wir aus diesen librigen Gliedern erhalten, neben dem

2% [hy — hy cos (nay)]pe

Dabei ist:
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p—0

Hauptgliede klein sind und daB der Fehler, den wir durch Vernach-
lassigung dieser Glieder begehen, bei y — 0 verschwindet. Fiir kieine
d-Werte konnen wir ferner d/R, und &/R, neben 1 vernachliissigen.
Wir erhalten so, filr kleine z- und d-Werte, annihernd:

I = ks — hy cos (nz)] E(d, ¢ — ). ®)
Wenn d > 0 ist, 8o konnen wir bei gz — 0 stets J%) = 0 setzen.

245. Beweis, das lim Jj% = 0, wenn bei u —+ 0 die Funktionen
"

h; endlich bleiben.
Wir gehen zu J$) iiber. Wir setzen wieder:

af'déy

coR (ng 23")

und formen unseren Ausdruck (5) durch partielle Integrationen in be-
zug auf &, und &, um, Wir erhalten so eine Summe von einem dop-
pelten und einem iiber die Randkurve des Integrationsbereiches er-
streckten einfachen Integral. Die Integranden dieser Integrale be-
stehen aus Gliedern, die entweder & oder eine Ableitung erster Ordnung
von ¢ enthalten. Inshbesondere enthalten die Glieder des Doppelinte-

0=

grales entweder @ oder Q Nun haben wir:

gy’
? o
£V u—o)
¢ = g -"ul e""“.da.
rr e
4]
Fiir kleine g-Werte haben wir also annéhernd:
—_— ot
& — p:r: 1 o &_’fil.;. le 4ué=9 gr
o v 95 TV e 0k T Y=y 8§

Wenn @ ein Punkt des Randes ist und P auBerhalb von o(z) liegt
oder ein innerer Punkt von o¢(z) ist, so gibt e¢s ein solches &, daf
r > 8 > 0 ist. Die Funktion & und ihre Ableitungen erater Ordnung
konvergieren also bei g —+0 auf der Randkurve gleichmiBig gegen Null.
Aber such das Doppelintegral hat den Grenzwert Null, wie man so-
fort sieht, wenn man bedenkt, daB fiir r = §;

d 1 d 1 dr

ﬁ?;=m;, W=co&(ﬂp!’)=0.
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Wir schlieBen hieraus, da8, wenn beim Grenziibergange u — 0 die
Funktionen k; endlich bleiben, steta:
lim J = M

p—+0

sel es, daBl der Punkt P auferhalb von o(z) oder auf a(r) liegt.

24 6. Untersuchung des Verhaltens von Jj2,
wenn bei g -» 0 die Funktionen Vx h; endlich bleiben.

Es ist fiir das folgende notwendig zu wissen, wie sich J) beim
Grengiibergange verhilt, wenn {dabei nicht die Funktionen #; selbst,
wohl aber die Produkte Ju s endlich bleiben. Es geniigt diese Frage
fiir den Fall zu beantworten, daB der Punkt P picht auf dem Flichen-
element o liegt. Um diese Frage zu beantworten bemerken wir, daB
das Glied: o

le 4xt=% gr
275 -'W—r 9/

bei g — 0 neben dem Gliede:

_|/e=. 0 1
h= o 6 Ej' r
zu vernachliissigen ist. Wir haben in der Tat:
g2 2 ;l V g -
¥ — ze— g=rf/ -F— -
th ]/n dpu(t —1)

Ga/9, hat also fiir 4 > 0, » = 0 den Wert Null und fiir r >> 0 den Grenz-
wert 0, wenn g — 0. Wir konnen also fiberall g, neben g, vernach-
lissigen. Wenn wir das tun, und wepn wir dann durch neue par-

tielle Integrationen die frither vorgenommene Umformung von Jm
riickgiingig machen, was stets erlaubt ist, wenn der Punkt P auﬁer—
halb von o(7) liegt, so erhalten wir anniihernd:

7t
;?HV‘“ fhi' “uds dEf dSQ“'

IS V2 PR T ﬂ“__f"_
“Vef(’:*ae,as.rds“‘ V% f"*asn

Dieser Ausdruck ist also annahernd giiltig, wenn P auBerhalb von

a(z) liegt.

(8)
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24 7. Die Randbedingnngen. Rahendes Flichenelement.

Wir kehren zu unserem Ansatz (2) zuriick. Wir setzen:

ZJ(" ;2! Z jo — 131

wobel wir links iiber slle Elemente der Fliiche 8 summieren. Wir
haben dann:

lﬂPﬂ—J Mr+aﬁ (9)
Die Bedingung:

u; = v;(8, 1t
auf § ergibt: = 0i(5.1)

fu%+#%h+a — 0(8,0), (95)

wenn P auf S(¢) liegt. Wir wollen in dieser Gleichung den Grenziiber-
gang u# — 0 ausfithren und miissen dabei zwei Hauptfille unterschei.
den. Wir nehmen zuerst an, dafl das Flachenelement ap(t), zu welcher
P gehort, wihrend der Zeit von ¢, bis ¢ geruht hat. Fiir dieses Flichen-
element haben wir dann in Formel (6) d = 0 zu setzen und wir hahen
folglich:
m 1
lim J%, =2x[k;— k,cos (nz)] |7£_

H—t —T

Fir alle tibrigen Flichenelemente o haben wir & > 0 und folglich
lim JY) = 0. Wir haben ferner nach (7) fiir alle Flichenelemente o,
p—0

auch 6p, lim J& = 0. Wir erhalten folglich:
o —=0
I

dy
2 hy, — h, cos — =
ﬂ,_ [, co (nz,)] 7 v — dz,- (10)

(=1, 2, 3.

Diese Gleichungen miissen zur Bestimmung der drei Funktionen %; im
Punkte P dienen. Multiplikation von (10) mit cos {n2y) und Summie-
rung in bezug auf j ergibt:

(v,—aa?g) cos(nxy) =0

oder:
er by

on
in P. Dies ist eine Bedingung, welche y im Pynkte P erfiillen muB.

(11)
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Wenn sie erfiillt ist, so ist eine der Gleichungen (10} eine Folge der
fibrigen. Wir konnen dann den Funktionen %; im Punkte P noch eine
Bedingung, etwa A, = 0 auferlegen. Wir erhalten dann:

[

hirydr 1 ( 6:,»)

Mrmdr 1 (, _ 9v), (12)
‘mw__ r 2= oz,

Um diese Integralgleichung anfzulésen, multiplizieren wir nach dem
Vorgange von Abel die beiden Seiten derselben mit (I — t)"i* und
integrieren in bezug auf ¢ zwischen den Grenzen ¢® und 7. Links
kehren wir die Ordnung der beiden Integrationen um, Wir erhalten so:

r r
% _Ov() _dt
f’if(‘l‘)d V(T— ( 1( ) azj ) V.T — ‘ﬂ'

Die Substltutlon.
t=1t+ 3{T—7)(1+sind)
fithrt das Integral:

f__dt__ B
JIT—5¢—1)

in =

iiber. Sein Wert ist also 2. Wir haben folglich:

T

i b(e)dr = 55 (v 0 — 3v£)) ﬁd;%
iw gn
und also achlieBlich:
hit) = 5.3 :, f [v;(S r)-é%?] ?t%f'r_. (13)

Wir sehen aus dieser Formel, daB die Grien &y tatsichlich
beim Grenztibergange u + 0 gegen endliche und stetige
Grenzwerte konvergieren.

Wir wollen fiir einen Augenblick annehmen, daf nicht nur das
Flachenelement 6p, sondern die ganze Fliche S in der Zeit von ¢, bis
t ruht, Wir lassen unter dieser Voraussetzung P einen Punkt im
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Inneren der Fliissigkeit bedeuten und fithren in den Formeln (9) den

Grenztibergang u — 0 aus. Wir erhalten wegen (6) und (7):
_ @

Y= g

Diese Gleichungen nebst der Laplaceschen Gleichung Ay = 0 und

der Gleichung (11) bestimmen die Bewegung der Fliissigkeit. Wenn wir

verlangen, daB bei g > 0 die Fliissigkeit an der Fliche § haften soll,

miigsen wir in dem jetzt behandelten Falle v;(S,t) = 0 setzen. Die

Gleichung (11) ergibt dann: dy

dn
an S. Dieses Ergebnis steht in voller Ubereinstimmung mit
der Eulerachen Hydrodynamik. Wenn es in einer Fliissigkeit
nur ruhende Korper gibt, so erhiilt man bei u -+ 0 aus den
Gleichungen (1) eine Potentinlbewegung der Fliissigkeit,

welche durch die Bedingung festgelegt ist, daB die Flissig-
keit an der Oberfliche der Kérper gleiten muB.

0

24 3. Bewegtes Flichenelement. Grundlegende
Voraussetzungen,

Wir gehen zu dem anderen Hauptfalle {iber. Wir nehmen an, dal
ein beliebiger Punkt im Raume, z,, 2,, 2,, wihrend der Zeit t; < 7
< ¢ hichstens in einzelnen Momenten v =1;, v = 4§ ... T=1Iallp =<
<1y ... <ty <t)suf der Fliche S(r} liegt. Wir nehmen an, dal man
jedem Werte k(k=1,2....m) zwei positive GroBen U, und a; in
solcher Weise zuordnen kann, daBl fiir genligend kleine Werte von
{7 — t; | mit geniigender Anniherung d = Uy |v — t;|"¢ gesetzt werden
kann. Wenn a; = 1 ist, so ist U, die Geschwindigkeit, mit welcher
die Fliche sich im Momente v = ¢, dem Punkte z nihert oder sich
von ihm entfernt. Wenn a, < 1 wiire, so wiirde jene Geschwindigkeit
unendlich groB sein. Diesen Fall schlieBen wir aus und kénnen also
im folgenden stets ¢; > 1 voraussetzen.

t
24 9. Untersuchung des Integrales f Jdx,

wenn der betrachtete Punkt im betraehtet‘én Zeitmoment
auf dem Fléchenelement liegt.

Wir haben nach (6), wenn ¢, = ¢ und ¢, > f, ist und wenn wir nur
die Hauptglieder von Jjy berticksichtigen:
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J953 85 = 2Ty — b 008 o)), E o, € — 1) 5 +
b

t—z
ey e
+ 2::2m [ Ty — b 008 (% %) 103 E (e, ¢t — 1) .
‘t“'

Wir haben hier mit 2 den Punkt bezeichnet, in welchem wihrend
des Intervalles {, — & < v <#; 4 & baw. fiir ¥ = m, wahrend ¢t —¢
= 1 % ¢t die kiirgeste vom Punkte P (mit den Koordinaten x,, z,, %,)
nach der Pliche S gezogene Gerade diese Fliche trifft. £ ist eine
Grofe, die wir, wenn u geniigend klein ist, sehr klein annehmen kén-
nen, Wir benutzen diesen Umstand, um unseren Ausdruck zu verein-
fachen und konnen, wenn & genfigend klein ist, fiir zig) den Punkt P
gelbst einsetzen. Wir konnen ferner in:

[As — hn coB (ne, 2))]cc

T = {; setzen. Indem wir ferner filr d,, den Wert:
U s I T — l‘ag i“t

einsetzen, erhalten wir bei kleinem g anniihernd:

2
le—_(f—-mlt_‘[gmm—-l
f Ji8dv = 2mhs — by, cos ezl , | —* i dt +
oy f—a
- P ol ] iyi lf— ‘ti'Eu‘
27 > Wk 08 (N Z, J ¥ gy,
+ Z (B — hy 008 (nay2y) e, e

fy—r

Noch eine Vereinfachung ist bei unserer angeniherten Berechnung
er Integrale in der Summe erlaubt. ¢ — 7, dasim Nenner des Integran-
den und im Nenner des Exponenten vorkoromt, weicht wenig von¢—¢,
ab und wir kiénnen dafiir ¢ — ¢; schreiben. Wir setzen dann im ersten
Integrale:

Wir erhalten so annihernd:
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4 1
B an —1) e— ay—1

o (Ap(f— t)\Fe +ah)
+ 2n 20:) (‘:l.u(SUIr tg))h* [A;— hx €08 (e T)]zye, - _.E_T fe_mz % gg,

&
-—(RY

ot L U 1

. g,ﬂ ey — 1 1] L 2 oy

g(m) =€ ( ) , elk)y=¢g- (4'“(‘_“)) .

Wir gehen in den Integralen der letzten Formel zur Grenze z — 0

tiber und setzen:
+ w

ue_sg“"l_l "'—]E]gﬂk
f. o d§=0,.,fe dt = D,.

Wir erhalten bei kleinen x-Werten annihernd:

1
fﬁwr_zﬂ%CE)w%ﬁ%%—ﬁmew@m"F

i K (14}
+ 27 Z{*’ }’t'_fﬁ. (4”:U_ ';Q) * [h—hacos ng, )]s, -

—

24 10. Entsprechende Resultate in den anderen Fiillen.

Wir haben oben ¢, = ¢, {, > ¢, angenommen. Wir betrachten jetzt
den Fall ¢, < t, 8, > ¢,. Wir erhalten:

i 1
i 4p(l— )N\
fJgg dT ] 23‘[2(*) V_ ‘ ‘ ) (__!‘_e(t}_t_i_“)_)s [k,- —_ k‘n COB (ﬂ(&)q)]t“t. (15}

n

Der Fall ¢, = ¢, kann in derselben Weise behandelt werden wie der
Fall ¢,,= ¢ ist, Wir brauchen uns deshalb nicht bei diesem Falle auf-
zuhalten.

3
24 11. Entsprechende Untersuchung fiir das Integral f I,
ty
Wir gehen zum Integrale:
i
18-
i

itber. Wir sehen aus Formel (8), daB, wenn g klein ist, annihernd:

16 Oseen, Hydrodynamik
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V’Tn af ae i (26)

vorausgesetzt, daB der Punkt P mcht auf S{z) liegt. Wenn dies der
Fall ist, ist Formel (16) nicht giiltig. Wir wissen aber, daB auch in
diesem Falle J{§ einen endlichen Wert hat, dessen Hauptglied mit | u
proportional ist. Dies reicht fiir unsere jetzigen Zwecke aus und wir
schen, daB annidhernd:

fJ}%dTH—VEfa %fhide ~ d8q. (17)

24.12. Aufstellung von Integrodifferentialgleichungen fiir die
Grigen Ay bei kleinem .

Wir sind jetzt imstande, die Gleichungen aufzustellen, welche zur
Bestimmung der Funktionen %; und der Potentialfunktion ¢ dienen
konnen. Wir bezeichnen mit P, einen beliehigen Punkt der Grenz-
fliche § und erhalten dann aus (9a) wegen (14} und (17}):

1

v;(Ps,t) = 2nCn (-9—4{—‘;%)3(!%_ n[’w — h, cos (ﬂzf)]ng‘ +

"o Di [dut—t)\"
+an 3 ﬁ__“_( ”éu,f)‘) [hy— ho 008 (02 ]p o, — | (18)

_]/&35 9 1
f b 5E 7 ds““*"(az,)ps.

2413. Nachweis, daB in dem von der Fliiche nicht durchschrit-
tenen Bereiche die Bewegnng eine Potentialbewegung ist.

Wenn es gelungen ist, aus den Bedingungen (18) und aus der
auBerhalb vor § giiltigen Gleichung 4y =0, die & und y zu be-
rechnen, s0 kann man die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck in einem beliebigen Punkte P der Fliissigkeit berechnen.
Wenn P in demjenigen Bereiche — wir wollen ihn B, nennen — der
gwischen , und ¢ nicht von S(f) durchschritten worden ist, liegt,
haben wir, da jetzt d > 0 ist, wegen (9), (15), (17):
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u.,(Pt)_(—)P' V"‘-"f fk“dsr Sg. (19

Im letzten Gliede rechts in (19) hat nach unserer Voraussetzung
r iiberall einen positiven, von Null verschiedenen Wert. Wir haben

folglich: )
a a 1 d d 1 *
e 8ix) ()
und also:
a
w(P,t) = 3;'{'&'(3%‘) —V=1e fka - dsq ' (20)
¥

Die Bewegung ist also in diesem Teﬂe der Fliissigkeit eine Potential-
bewegung.

24 14. Nachweis, da8l die Flilssigkeit an der Vorderseite der
Fliiche gleitet.

Uber das Verhalten der Fliissigkeit an demjenigen Teile von S(¢),
der an B, grenzt — wir nennen ihn 8§, — gibt Formel (18) AnfschluB.
Wenn wir jene Formel auf einen Punkt Py anwenden, der zum ersten
Male auf 8 Legt, fillt das zweite Glied rechts, also die Summe, weg
und wir haben:

1
4u By, -
4 ( Py, t) = 2nCn (U ) [k; — hyco8(n2))lps, ,—

f“' de 7 ds“*(aw)m.,,'

Wir mulfiplizieren diese Gle:lchu.ng mit cos (na;) und summieren in
bezug auf § (=1, 2, 3). Da.s Ergebnis kinnen wir in der Form:

‘u'.Tl:
(a'ﬁ_)m. : I/ d'r f he dSq = Lonlra,, &

schreiben. Das in (21) links vorkommende Integral kann auch in der

Form:
pr (g, 4 0 é_._@
V f dﬂ az,, r ds

5"



244 § 24. Allgemeinere Untersuchungen

geschrieben werden. Wenn der Punkt P im Innern des Bereiches B,
lage, so wiirden wir dafiir auch:

(&) i 9
dn 6‘2:; f f d8q (3,;3_ = co8 (nzy) —6—:‘;—)

schreiben, kdnnen. Da.s Integral, zu welchem wir so gefiithrt worden
gind, kann als das Potential gewisse Massen gedeutet werden, welche in
dem von § in der Zeit ¢, bis ¢ durchschrittenen Bereiche — wir nennen
ihn B, — ausgebreitet sind. Aus der Potentialtheorie ist nun bekannt,
daf} die Ableitungen zweiter Ordnung riumlicher Potentialfunktionen
einen Sprung erleiden, wenn der Aufpunkt eine Unstetigkeit der
Dichte durchschreitet, Insbesondere kann man einem Punkte P der
Oberfliche des Korpers, von welchem das Potential herriibrt, im all-
gemeinen drei verschiedene Werte einer solchen Ableitung zweiter
Ordnung zuordnen, Ein Wert ist der Wert der in P selbst gebildeten
Ableitung. Ein anderer ist der Grenzwert, gegen welchen die Ableitung
konvergiert, wenn der Aufpunkt von Innen sich P nihert, Der dritte
endlich ist der Grenzwert der Ableitung, wenn der Aufpunkt aich von
aulen P nihert. Wir behaupten nun, da8, wenn z,, 2,, 2; die Koordi-
naten des Punktes Py sind:

-
l/ﬁ‘“ Ry (8) ]/ﬂ‘*‘f 4, a1
duax. f f dSe= o ) an g v P5e

% ()

vorausgesetzt, daB wir der linken Beite die letate (dritte) der oben
erwihnten Bedeutungen geben. Zum Beweise geniigt es, zu bemerken,

dal:
f7E
_l/ fd fhkafr

T prf, 8 {, 91
= 3_,0-_ —-g ‘fdtdnfhg 05* ph dSQ.

Wir konnen infolgedessen die Gleichung (21) auch in der folgenden
Form schreiben:

. ] ]/pn o 1 }
dr | A —d8q=
thg:*Pscos(ﬂygx,) -"i{v ; rs( Yok r O (22)

= (UI)PE| Lt
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Wenn wir die v; als die Komponenten der Geschwindigkeit der
Fliche 8 auffassen, so ist wegen (20) die Formel (22) die Bedingung
dafiir, daB die Fliissigkeit lings der Vorderseite S, der Fliche S
gleiten soll, d. h. die Bedingung dafiir, daB Flissigkeit und Fliche
gleiche Normalgeschwindigkeit haben.

2415. Untersuchung der Bewegung in dem von der Fliche
durchschrittenen Teilbereiche.

Wir betrachten jetzt einen Punkt P in dem Bereiche B, der in der
Zeit von t, bis ¢ von der Fliche S durchschritten worden ist. Wenn
P ¢ine allgemeine Lage hat, so wird man o, =1(k=1,2..m)
haben. Man hat denn entsprechend 8. 241 €= D; =}z und folgkich
wegen (9), (18), (17):

m .&
w (P, 8) = 2xn 2‘*’ Ggf;) [y — hq 008 (n2y)]p, ¢, —

o |, o9

Ve oo
bplaes b (g <8 < lg...< lp < t) sind die Momente, in welchen P
auf 8 gelegen hat. Wir nehmen zuniichst an, dal ¢ > ¢, ist. Wir

Iassen denn bei festgehaltenem P ¢ gegen ¢, abnehmen und erhalten
in dieser Weise aus (23):

m 4 i
(Pt} = 0y (P, \tm) = 2:;2(” (ggf;) Fhy— ha 008 (n2,)]p,4, ~

————— ‘
J XU
_V'E fd fh,ds . “Sﬁa TRy
te

Wir ziehen diese Gleichung von (23) ab und erhalten:

(23)

vy (P,1) = v;(Pg,, tn} — V‘unfdt fk, T dSQ + on

9
+ 5&; 'P(WJ) "“?(xs m
Wenn wir jetzt bei festgehaltenem ¢ den Punkt P sich der Grenz-
fliche 8, nihern lassen und wenn dabei ¢, gegen ¢ konvergiert, was
immer an der Riickseite des Korpers der Fall sein wird, so haben wir:
lim u,-(P,‘) = v’(ng,;) . (25)

P durch By -rPSh
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Wenn wir wieder die v; als Geschwindigkeitakomponenten der
Fliche S auffassen, so sagt diese Gleichung aus, da die Fliissigkeit,
wenn ihre Bewegung dem System (1) gehorcht und wenn sie bei
# >0 an 8 haftet, auch bei verschwindender Zihigkeit g an der
Riickseite des Korpers haften muB. Den Fall, daB die Fliche eine Ge-
schwindigkeit hat, die in das Gebiet der schon durchwirbelten Fliissig-
keit, das sie hinter sich gelassen hat, hinein gerichtet ist, haben wir
hier nicht untersucht.

24 16. Zusammenfassung.

Es sei die Aufgabe vorgelegt, bei kleinem positivem s auBerhalb
einer geschlossenen, im aligemeinen von der Zeit ¢ abhingigen Fliche
S(t) eine Lisung des Systems:

Buf i)q Ouy .
@ 5, ET I+FA“’, B_é"_‘—'o’(f—lxg’s)

zu finden, welche den folgenden Nebenbedingungen geniigt: aunf §(¢):
%; = vorgeschriebenen Funktionen (8, ¢); in unendlicher Ferne:
=0, Um diese Aufgabe zu lisen, suche man auf der Oberfliche
S(¢) drei Funktionen k,,kg,k; und im-Raume auBerbalb von S{t) eine
regulire und in unendlicher Ferne verschwindende Potentialfunktion
zu bestimmen, welche in den Punkten Py (= =,,%,,7,} den Bedingungen:

dp @D
2::0.,,( é‘) i [y — hy 008 (0 ) ]py, ¢ +

1

et
+ 2‘::2(&) }Tt_f_& (4}‘{(:[;—:&)) [y — ha 08 (RT})]pg, o, —

]/;m oy
- fd __'fh.taé fdsa'i'(ax’) Pyt "‘“f(P,g’t)

geniigt. &, £, &, sind hier die Koordinaten eines Punktes @ auf der
Fliche S(r); r ist die Entfernung zwischen den Punkten Py und @Q.
by by oo b, b (b <y < ... <lym_y <ln) sind die Zeitpunkte,
in welchen Pg auf der Fliche S gelegen hat. In der obigen Gleichung
ist also ¢y = ¢. Es wird angenommen, daB die kleinste Entfernung d,
des Punktes Py von der Fliche S(¢), wenn |¢ — ¢ ] klein ist, in der

Form:
d= U*]‘—t;l“l‘
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dargestellt werden kann und es ist:
+ =

d¢, D, =fe—|e|‘“a ds.

ﬂe_ 5!«,,,— 1
Ve
Wenn es gelungen ist, die Funktionen A, Ay, A, v zu bestimmen,

so hat man in demjenigen Bereiche, der nicht von der Fliche S(¢)
durchschritten worden ist:

0 un ‘ é 1
" = a"al“’(“’"’ —]/_?fdrfh. i dsq]-

PE I

0m=

Dagegen hat man in dem von S{t) durchschrittenen Bereiche:

!
P,t) = v;(Ps,, t) — Pff 9 f o1
W(P,1) = 1{Payta) /22 draszkta&rdsq+
[ 8(z)

I —

Hier ist ¢, der Zeitpunkt, in welchem der Punkt P zuletst auf
8 lag. Pg, ist der Punkt auf der Riickseite von S(i,), der geo-
metrisch mit P zusammenfillt.

Wenn die GroBen v; (8,1) die Komponenten der Geschwindigkeit
sind, welche der betreffende Punkt von S(t) bei der Bewegung dieser
Fliche hat, so lassen sich die erhaltenen Formeln so deuten, daB die
Bewegung der Flitssigkeit in dem von 8 nicht durchschrittenen Raume
eine Potentialbewegung ist, bei welcher die Fliissigkeit lings der
Vorderseite von § gleitet; dagegen die Bewegung in dem von §{¢)
durchschrittenen Raume eine Wirbelbewegung, bei welcher die Flissig-
keit an der Ritckseite — vgl. hierzu 8. 227 — an S{¢) haftet.

§ 25. Translatorische Bewegung.

26 1. Vereinfachungen durch die Annahme, dag der Korper
sich stets in derselben Richtung bewegt.

Wir wenden die im vorigen Paragraphen gefundenen Ergebnisse
auf den Fall an, daB sich ein sterrer Korper in einer bestimmten,
von der Zeit unabbingigen Richtung in einer Fliissigkeit bewegt,
die sonst den ganzen Raum erfiillt. U{f) sei die Geschwindigkeit
des Korpers, 8(¢) die Oberfliche desselben, K(¢) der vom Korper
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erfiillte Bereich des Raumes, B(t) der iibrige Teil des Raumes. Der
Einfachheit wegen nehmen wir zunidchst an, daB eine mit der Be-
wegungsrichtung des Korpers parallele Gerade S(#) hochstens in zwei
Punkten schneidet. S(¢) zerfillt denn in zwei Teile, einen vorderen
Teil §,(t) und einen hinteren Teil S,(). B(t) zerfillt ebenfalls in
zwel Teile, einen B;(t), der vom Kérper oder von einem Teile des
Korpers durchschritten worden ist, und einen B,(f) und K(f) um-
gebenden Teil B,(t). Wir bezeichnen wie gewshnlich mit Uy (j = 1,2, 3)
die Komponenten des Vektors U, mit n eine nach aullen gezogene
Normale der Fliche S{¢) von der Linge 1. Wir setzen:
| Uy(t) co8 (nay) | = | Uy(t)ny | = Ualt) -

Das Flichonelement €8 durchschreitet dann wiihrend der Zeit ¢ bis
t -+ dt einen Raumbereich U, (t)dSdt.

Ein beliebiger Punkt, &,,&,,&,, in By{¢t) ist vor der Zeit ¢ entweder
von der Fliche 8; allein oder sowohl von 8, wie von 8, iiberstrichen
worden., Wir bezeichnen mit ¢, und ¢, die Zeiten, zu denen 8, bzw. §,
den Punkt § enthielt, Mit T, U®, [, U™ bezeichnen wir die
den Zeiten f, und ¢, und dem Punkte ¢ entsprechenden Werte von
Uand U,. U und U®), sind im Bereiche By {f) mit Ausnahme von
K (ty) definiert, U™ und U,® im ganzen Bereiche B,(t). Wir nehmen
an, daB U;{t,) und Uyfty) stetige und stetig differenzierbare Funk-
tionen der Koordinaten &, £,, & sind.

Unsere Aufgabe ist, das System:

9% _ _ 2 4 paw, M=o 1
e a;,+‘" 4y 2 (1)

mit den Nebenbedingungen: in unendlicher Ferne w; = 0;
an S(z):
3 u; But

= Uy, fivt=tyig—o-

im Grenzfalle 2 = 0 zu lésen.
‘Wir machen wieder {vgl. 8. 228) den Ansatz:

=0 (j,k = 1,2,3)

(P 1) = f s [@r)wa(P.0.t - )dSa+ 5

Iy LI
2
qw=%~—hmnfhwﬁum—d& e%f ®

Hin)

Adp=0.
Wir stelien jetzt die Grenzbedingungen auf und benutzen dabei
die im vorigen Paragraphen gefundenen, bei kleinem g angenihert



252. Beginn der Umformung der Gleichung (3) 249

richtigen Ausdrilcke fiir die in unserem Ansatze vorkommenden In-
tegrale. Wir haben jetzt a = 1 zu setzen. Wie man sofort sieht, tritt
unter diesen Umstiinden in unseren angeniherten Ausdriicken A, stets

mit dem Faktor l/%{‘ multipliziert auf. Wir setzen deshalb:

Ve b= .

Der Umstand, daB wir fiir & endliche Werte finden, zeigt, daB
die k;, den absoluten Betrdgen nach, beim Grenziibergange u —~ 0 wie
u~%t unendlich werden. Wir bezeichnen mit k() die Werte der %;
en der Vorderseite von S(¢), S,(f), und in derselben Weise mit &/™(¢)
die Werte von k; an der Riickseite, Sy(¢), von S(f). Die Grenzbedin-
gungen konnen dann bei kleinem u in der folgenden Form geschrieben
werden:

auf 8,{t): A
U0) = 5 5 U9 — ¥ 008 ()l —
. ] d 1
_ o v) __ J —_
jdt’ d kg E dSQ (3)
3,
— Z ®.0 .
f dz f h® Et d8e+ |
auf S,(2):

Uy(t) = 4“{3'17“) [&f® — &, ™ cos (nzy)]p,. +

fdr— fk.,n g ldSQ—
4

H, ()

+- U oy L — k" cos (nay))p,

——fﬂr—-—-fkﬂ)aﬁ dSQ+

25 2. Beginn der Umformung der Gleichung (3).
Verwandlung der Zeit-Oberflichenintegrale in Ableitungen
von Potentialfunktionen.

In § 23 gelang es uns, die Bestimmung der Funktionen ¢/, wel-
chen hier die Funktionen %; enteprechen, auf die Auflisung einer
potentialtheoretischen Randwertaufgabe zuritckzufilhren, Wir suchen
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hijer ein #hnliches Ziel zn erreichen. Es ist zu diesem Zweck not-
wendig, die in den Gleichungen (3) und (4) vorkommenden Integrale
einer niheren Untersuchung zu unterwerfen. Wir betrachten zuniichst
die Gleichung (3). Wir nehmen also an, daf der Punkt P auf S,(f)
liegt. Wir nehmen iiberdies an, daB P ein innerer Punkt von S, (¢)
ist und also nicht auf der Grenzkurve zwischen 8, () und S;(t) liegt.
Wir haben dann:

a 9 1
@ Y = w2
fdr fk, dSq M’fdr B o 80
By(m ta By ()
U.®drdS, ist das Volumenelement deg (= d§,d&,dé;), das wihrend
der Zeit dr vom Flichenelemente dSq von S, (¢} durchschritten wird.
Unser Integral kann deshalb in der Form:

a (k® a1,
oz | U, 5, v *“°
Bpin

geschrieben werden, wo B, (t) die in 251 8. 248 angegebene Bedeutung
hat. Um das Integral:

[}
fd‘aifkim 6? 1
H m’s.,(r)

- d8q

in ihnlicher Weise umzuformen, fithren wir eine Annahme ein, deren

Zuliéissigkeit wir spiter nachpriifen werden, die Annahme, daB an S, (t):
k= k™) cos (nay) = 0. (5)

Wir haben, wenn wir innerhalb von K{t;} k"= 0 setzen:

—a

fdt———fk,(') -—-—dSQ_. Iim {dz —fk,vhu 1ag,=

l-bﬂ

pt ko 82 1
= ® T -
']Jirll) d‘r k, P T dSQ ‘11_1.1‘1'.) K] af rdwq
B Syln Byit— :H—K(l—c)
_ R? 91 é (kg(')) 81,4
=Lim) | 7.6 54, 7 ¢ fa—a 0] I P

B(Ek(l—l}-f-l\'(f—l)) Bp{t— )} KE(t—1)

Da &, = 0 an 8,, brauchen wir das Flichenintegral im letzten Aus-
drucke nur {iber die zylindrische Mantelfliche von B,(¢ — £) und tiber
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Sy(t,) zu erstrecken. Wir kénnen deshalb unmittelbar den Grenziiber-
gang & — 0 ausfithren und bekommen:

kO 81 8 (k,tﬂ) o1,
fU(-)az, 7 48— fﬁ“&: U@ Fé}?dwa_
A(By0+ X ) B+ K

ko dSa_ ([0 (ki) doa)_

Um r AE\UM v [
58,0+ K@)
0 ko a 1

0z | TWoE *
Byn+E®

Oz

—dw

25 3. Durchfiihrung der Umformung der Gleichung (3).
Darstellung der Grilen %, durch eine Potentialfunktion ¢.

Um unter Benutzung der eben gewonnenen Resultate die rechte
Seite der (Heichung (3) in einfacherer Weise schreiben zu kénnen,

petzen wir: .
1f(lr) j( )

U(v)"l'U(k) Ly. (A)
Wir setzen ferner:
a1 E» o 1
"’_f"‘*a*s;';”’“"‘ f*“)as 7 loe=e ®)
3o 40

Da die Funktion ¢ offenbar in B,(f) ganz andere Eigenschaften als
in B,(t) bat, so wollen wir statt ¢, wenn der Aufpunkt in B,(t) liegt,
@, und, wenn der Aufpunkt in B,{t) liegt, gs schreiben. Unsere Glei-
chung (3) ergibt jetzt wegen (5):

an S,{):
) 5 ) .
Uyt) = 4 I’f,’-(?) + ( 62,-)3 . 6
Das letzte Glied rechts in (6) kann als der Wert aufgefallt werden,

gegen welchen g% konvergiert, wenn der Aufpunkt von aulen, also

durch B,(t), sich der Grenzfliche S, (f) nihert. Wegen (5) miissen wir
¢ die Bedingung:

0% _ 11w
3 = Us ()
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auferlegen. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so haben wir:

t)
ko = 2200 (U ) — z’) ®)

254, Beginn der entsprechenden Umnformung der Gleichung (4).
Zuriickfilhrung der Zeitflichenintegrale auf Potential-
fanktionen nebat einem Zusatzgliede.

Wir gehen zur Formel (4) itber. Wir haben, da im Momente {, die
Vorderseite S, durch den Punkt = geht, der erst zur Zeit ¢ anf der

Riickseite liegt:
fd'r fkg(’)——— —d8Sq =
()
t,—e

= lim fdt—-—- f k,,t»)b—g; s+ fdr f k,,m

Wegen der Beziehung (5) konnen wir die Glieder rechts pach derselben
Methode behandeln, welche wir bei der Formel (3) benutzt haben. Wir

erhalten so:
i

a a L 9 1
. ) _ -z
fd‘l.' Iz fk." 0L, 7 dSQ ) fUn(") 08 7 dawgq. {7}

o 8412 B+ K@

Mehr Miihe macht uns das letzte Integral in (4). Wir haben:

fd-r w-fk,(*)a 57 —~dS, _sllm; dt fk,} Jd_}": = dSQ.—

=Lk kg 9 1 »_
= | Uab oaof v 9"
By{t—e)
B k,.<>a1 ™ 91, |
=Ihm ) | 5,® 5 7 50— fas U@Jdm,rd"’ﬂ
MRy —e)) Byt—r)

Dabei ist §(B) die Grenzfliche des Bereiches B.

* Wir setzen hier voraws, was durch das Ergebnis unserer Untersuchung be-
e

stiitigt werden wird, dab die Quotienten U("J iiberall endliche Werte haben.
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Die Grenzfliche S(B, (¢ — ¢)) des Bereiches B, (t — &) enthilt unter
anderem die Fliche S,(t — ). Beim Grenziibergange & — 0 wird ein
Element dieser Fliche sich dem Aufpunkte z unbegrenzt nihern.
Um den Grenzwert dea Teilea des im letzten Ausdrucke vorkommen-
den Flichenintegrales, das von diesem Flichenelemente, o, herriihrt,
zu bestimmen, filhren wir in derselben Weise wie im vorigen Para-
graphen ein mit ¢ verbundenes Bezugssystem ein, dessen £,’- und
&,'-Achsen o in dem Anfangspunkte tangieren und dessen &;’-Achse
also gegen o normal ist. Wir haben dann:

E® D1, [R® 91,
f UATER R ‘f 0.5 08, 7 4=

o(t—r) alt—=)
k® g 1
- _fzr,m 008 (64'%)) 5.5 5 @S0

a{t—)

Unser letztes Flichenintegral zerfdllt, entsprechend den Werten
£=1,2,3, in drei. Zwei von diesen Integralen, diejenigen, in denen
k =1 oder 2 ist, kénnen durch partielle Integration in bezug auf &’
oder &’ umgeformt werden. Man sieht leicht, dafl die Grenzwerte dieser
beiden Integrale bei £ -~ 0 erstens endlich sind und zweitens gegen
Null konvergieren, wenn man den Flicheninhalt des Elementes o gegen
Null konvergieren laft. Der Grenzwert des dritten Integrales:

#
lim cos (na;) ki d 1

2 0.5 an, 7 45

behilt dagegen einen endlichen Wert:

)
— 9= 'U-.;zhj COR (ﬂx’),
selbst wenn der Flicheninhalt des Elementes ¢ gegen Null konvergiert.
Wir erhalten infolgedessen:
]
()
fdr aifkf') % -}_ dS¢=—2= ;’E’:ﬁ coB(nzy) +-
H Haw O°F Un
B a1 o K 91
* ) uPag 5 ‘f OF y day 10
H( 8y (0) By(0
Fiir das Flichenintegral der rechten Seite soll hier der Wert ge-
nommen werden, den man erhilt, wenn man zuerst den singuliren
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Punkt §; = z; durch eine um ihn gezogene geschlossene Kurve auf der
Integrationefliche ausachlieSt und dann diese Kurve sich von allen
Beiten um den singuliren Punkt zusemmenzichen laB8t.

25 5. Weitere Umformung vermittelst der Sitze der
Potentialtheorie.

Um weiter zu kommen, milssen wir einen Satz aus der Potential-
theorie heranzichen. Das Flichenintegral:

fm—f) i8¢ (= (xy— &) r20),

wo F(£) auf der Integrationsfliche eine stetig differenzierbare Funk-
tion ist, besitzt particlle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf z,,
Z4, %3, dies auch dann, wenn der Funkt P, dessen Koordinaten z,
Ty, %5 8ind, auf der Integretionsfliche liegt. Man erhilt diese Ablei-
tungen dadurch, daf man unter dem Integralzeichen deriviert, aber
bei der Berechnung des 30 entstehenden Integrales zuerst den singu-
liren Punkt P ausschlieft und dann den ausgeschlossenen Bereich
sich um P zusammenziehen 1a8t.

Aus diesem Satze folgt:

B o1, (oK a1,
U® oz r T | 98 p® Bz ¢ U0
H(By(1) By
_ o [[Wase_ [0 K dag
To%| U® ET® r -
8(2,(0) By
o [k a1
=5 | pP G T 0%
Byt

Wir haben also:

. 0 1 [
fdr—{(kﬁ’aé —d8q=— 27:W°°5(ﬂz!)+

o (K> 8 1
o5 | pag s

By
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Wir konnen dieses Ergebnis auch in einer anderen Form schreiben.
Die rechte Seite ist, wie aus den obigen Rechnungen unmittelbar her-
vorgeht, der Grenzwert des Ausdruckes:

@ (K 91,
dz; yPag r @as

wenn der Punkt P (mit den Koordinaten «,, #,, 2;) von aulen, also
durch den Bereich K (£), sich der Grenzfliche S,(¢) des Integrations-
bereiches nidhert. Wir wollen unter:

den Grenzwert einer Ableitung in bezug auf z, verstehen, den sie an-
nimmt, wenn der Aufpunkt P (mit den Koordinaten =, z;, z3} sich
durch die Flissigkeit, also durch den Bereich B(t), der Grenzfliche
8(t) nihert. Die Berechnung von:

ki o 1.,
(h) UPaL v
B0

konnen wir nach denselben Methoden ausfithren, die wir oben
benutzt haben. Man hat nur zu beachten, daB der Punkt P jetzt
innerhalb der Grenzfliche S(Bi()} des Integrationsbereiches Legt.
Man findet:

KNSRy oy
(a)fv(h)aE we =+ 2n —L@cos(nz,) +

Bp(H)
@ (& 91
"'b?,fﬁ»ﬁ;?d °

(0

Wir haben also schlieBlich auch:

(n) g 1 ks.k)
fd :[”., 9E 7 ~d8g=— 4:':[-;(35008(?12:,)4-

a K a1 ©)

By J
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Wir bemerken, daB wir offenbar unsere Formel {7) auch in der Form:

o 8 (& 81
f f B 55350 5 | go sy doet

8, (1) Byt (9)

NENCEE
03?') Uf:) v C

K1)

schreiben kénnen.

26 6. Durchfiihrung der Umformung.
Darstellang der Griéflen L; durch die Potentialfunktion ¢.

Wir fiihren jetzt in (4) die in {8) und (%) gefundenen Werte der
dort vorkommenden Integrale ein. Die Glieder, welche &, enthalten,
heben sich auf. k£, hat nach (5) den Wert Null. Wir erhalten folglich:

i)
Uit = 42i) + (52),. (10)
‘Wir haben salso:
ki g 1 a
Lo = g+ o= 00—~ (o), |

2567. Vorliufige Formulierung der Bedingungen
fiir die Potentialfunktion ¢.

Mit Hilfe der Gleichung D 8. 2562 kénnen wir % in bekeannten
GriBen und in ¢ ansdriicken. Die Gleichung (11) gibt uns dann k,®
in denselben GréBen ausgedritckt., Wir sehen, daB das ganze Problem
auf die Bestimmung von ¢ zuriickgefithrt worden ist.

Wenn wir in die Definitionsgleichung B {iir ¢ die in D und (11)
gegebenen Werte von &/ und L, einsetzen, geht sie in ein System von
zwei Integro-Differentialgleichungen fiir ¢, und ¢, iiber. Dazu kommt
die Grenzbedingung C.

256 8. Darstellung der Bewegung im Inneren der Fliissigkeit
vermittelst der Funktion ¢.

Wenn es gelungen ist ¢ zu bestimmen, so ist damit die Bewegung
fiir & = 0 bekannt. Die Umformungen unseres urspriinglichen Ansatzes
fir die Geschwindigkeitskomponenten, die wir oben gemacht haben,
konnen natiirlich auch dann gemacht werden, wenn der Aufpunkt P
nicht auf der Oberfliche des Korpers 8 (¢) liegt. Wir gehen wieder vom
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Ansatze (2) aus und verfahren genau wie in 251. Wir erhalten, wenn
der Punkt P in dem von S(f) nicht durchschrittenen Bereiche liegt:

fe A (
o f a1 ap
fd:— k-l a8, 4+ 2%,
7 Bx,“m* at, » dx
a
0P ) = — o [ (@ ) 5o +dSa—o Y-
J(6)

Wir formen die Integrale rechts in der ersten dieser Gleichungen mit
Hilfe der in 252 und 2567 dargelegten Methoden um und erhalten:

_ %%
wy= gt (12)
Differentiation der Gleichung B in bezug auf ¢ gibt ferner:
_ 6‘%
g=—o°3 13)

‘Wenn dagegen der Punkt P in dem von 8 (2} durchschrittenen Bereiche
liegt, so erhalten wir aus (2} zuniichst:

1 .
w(P,0) = dn| (7G5 BO — b s ]+

y in

1 dy
— i L — ) . s
fdt fkp 5 fd'r fk,, oy 8ot 5,

A
3 1 oy
) =-—9fk»(0,t) P Lage—o Y-
2

tyund #,sind hier die Zeitpunkte,in welchen der Punkt P auf S bzw. 8, lag.
Die Umiormung ergibt jetzt:
- O a%
= 4dxlsts) + Bz, §=—e5;
Nach z}leichung (11) kénnen wir dieses Ergebnis auch in der Form:

6% (6%)
e =2 .
Yy = 1( .\) + axi it

schreiben.

17 Oseen, Hrdrodynamik

—— D (14)
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Die Bedingung C fiir ¢ zeigt, daB die Fliissigkeit lings der Vorder-
seite des Kdrpers gleitet. Die Gleichungen (14) zeigen dagegen, daB
die Flissigkeit an S, haftet.

256 9. Definitive Formulierung der Bedingungen fiir ¢.
Verifikation der Kontinuitlitsbedingang.

Wir haben oben in 257 die Integro-Differentialgleichung erwihnt,
welcher die Funktion ¢ geniigen muB. Wir wollen jetzt den Inhalt
jener Integro-Differentialgleichung in anderer Form darstellen. Vorab
bemerken wir folgendes: die GroBen L; sind durch die Gleichungen
(11) als Funktionen von ¢ und den Punkten der Fliche 8, definiert.
Wir konnen sie aber auch als (von der Zeit unabhiingige) Funk-
tionen der Punkte des Bereiches B, auffassen. Wir kénnen mit ande-
ren Worten jedem Punkte P. in B, einen und zwar nur einen, von der
Zeit unabhingigen Vektor L zuordnen. Zu diesem Zwecke haben wir
nur den Zeitmoment ¢, zu bestimmen, in welchem P auf 8, lag. Wir
ordnen P den Vektor L zu, der im Momente ¢, demjeniger Punkte von
S; zugehdrt, der zu eben dieser Zeit mit P zusammenfillt, Wir be-
trachten im folgenden die GriBen L; als Funktionen von z, x,, ;.
Die GroBen Uy, die wegen der vorausgesetzten Starrheit des Kérpers
auf der ganzen Fliche S, die selben Werte haben, kinnen wir ebenso
als Funktionen von =,, x,, 2, suffassen. Aus den Gleichungen B, C,
D schlieBen wir, daB g jetzt den folgenden Bedingungen geniigen muf:

1. Im Bereiche B,(f) mul ¢ = g, der Laplaceschen Gleichung:
| P = 0
genfigen. @, muB in B, regulér sein und im Unendlichen verschwin-
den.
2. Auf 8,(2) mufl:
9% _ p®
) dn *
sein.
3. Im Bereiche B,(¢) mufl ¢ = ¢, der Poissonschen Gleichung:

_ aLy
Ay =—14x 2,

geniigen.
4, Auf der Grenzfiiche Z, zwischen B, und B,, mul:

] Pe = Pa
geln.
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b. Auf Z muB ferner:
a9, _ 2o

dnz = Eﬂ_z + 4RL"Z

sein.
6. In jedem Punkte P von By mull, wenn ¢, der Zeitmoment ist, in
welchem P auf S, lag:

(P = o | Oyp) — (?_.‘E’*)P‘ ) |

Diese sechs Bedingungen enthalten alles, was wir von der Funk-
tion @ wissen. Sie bilden also einen vollstindigen Ersatz fiir die friiher
erwithnte Integro-Differentialgleichung.

Die Frage erhebt sich jetzt, ob die Bedingungen 1—6 die Funk-
tion ¢ und den Vektor X eindeutig bestimmen. Es ist leicht zu sehen,
daB dies nicht der Fall ist. Wir betrachten die Bewegung eines starren
Kirpers wihrend einer bestimmten Zeit, etwa t, < ¢ < ¢,. Fiir jedes
¢, welches in dieses Intervall fillt, sind dann die Gré8en U; in By ()
bekannte Funktionen von z,, z,. #,. Wir nehmen an, da es gelungen
ist, eine diesen Werten von U; entsprechende Lésung ¢, L; der Be-
dingungen 1—6 zu finden. Wir konstruieren dann in folgender Weise
eine neue Lisung derselben Bedingungen, Wir bezeichnen mit § ir-
gendeine von { unabhingige, im Inneren des Bereiches By(t,) stetige
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von z,, =,, 2y, welche
auf der Grenzfliche 8(B, (¢,)) von B, (t,) verschwindet. Wir setzen dann:
in B,(t):

‘P‘ = 930* = P>

in By(t): o = on* = on - B,
1 d¢

L —_——lie e,
L? B L! in 02’

Man sieht sofort, daB p*, L;* eine neue Liosung der Bedingungen 1—6 ist.
Und ein Blick suf die Gleichungen (12), (13), (14) zeigt, daB die durch
diese Formeln beschriebene Bewegung der Fliissigkeit in keiner Weise
verandert wird, wenn wir ¢ mit ¢* vertauschen.
Wir koénpen die Unbestimmtheit der Funktion ¢ und der GréBen
L; benutzen, um die Bedingungen 1—6 zu vereinfachen. Wir erreichen
diesez Ziel, indem wir die Funktion § so wihlen, dal in B,:
oL®
ox;

0
susfillt.

17+
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Wir brauchen dazu nur fiir § eine Lisung der Gleichung:

4§ —4n g—% =0
wihlen, welche in By (¢,) reguldr ist und auf der (Grenzfiiche dieses Be-
reiches verschwindet.
Es folgt aus dem oben Gesagten, daB wir vom Anfang an hétten
voranssetzen kionnen, daB in B,
aL,
Oz
ist. Wir fiihren jetzt diese Voraussetzung ein und wollen die Folge-
rungen daraus zichen.
Wir kehren zu der Bedingung (6), 3.269, zuriick. Bie ergibt wegen(15):

i(m) _ 03U, _ o0, ot
6@{ 6{6,' F aa:, at;‘ Bz,

Diese Gleichung enthilt, wie unmittelbar ersichtlich ist, eine Bedin-
gung, welche die Funktion ¢, an 8, erfiillen muB. In den Fillen, welche
fiir die Anwendungen Interesse haben, kann man diese Bedingung in
viel einfacherer Weise schreiben, Es ist wohl bekannt, daB die Poten-
tialfunktionen, mit welchen man sich in der mathematischen Physik
beschiiftigt, bei den einfach geformten Kérpern, mit denen man am
meisten zu tun hat, nicht nur auBerhalb dieser Kérper existieren, son-
dern vielmehr ein Stiickchen ins Innere der Kérper fortgesetzt werden
kénnen. Wenn wir annehmen, daB dies such fiir unser Problem gilt, so
konnen wir unsere Gleichung in der Form:

a2 Qp. at;. GU, 8#,.

=0 (15)

A+ 55t bz, — 0% 9z,
achreiben. Da:
4 Pa = — dx ab’
oz

ist, und da an 8, # konstant ist und folglich:

0ty a1, _ o,
3a, ° 1cos (nz,) = 9z, : coB (nzy) iz, €o8 (nxy)

ist, so folgt:

ai
Gyt 00 (M) = 5L 008 ()
oder:
" iaﬂﬂav-
on 0t 0Ot

an Sy,
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Wir fassen zusammen, wae wir unter unseren jetzigen Vorsusset-
zungen {iber die Funktion ¢ aussagen kénnen.
I. Im Bereiche B,(¢) ist ¢ == @, eine regulire und im Unendlichen
verschwindende Ldsung der Laplaceschen Gleichung:
II. Auf S,(¢) gilt:

O gy
— = (v}
dn U,
IIT. Tm Bereiche B,(t) geniigt ¢ = ¢, ebenfalls der Laplaceschen (lei-
I chung: Ags = 0.
V. Auf S,() gils:
(0) gil 2 0m o0,
on Ot &
V. Auf der Grenzfliche Z zwischen B, und B, gilt:
Po = Pa-

VI. Auf Z gilt ferner:

dg, _Oon _ (92‘1) + Uny(P).

dﬂ:x o aﬂ.g aﬂ_g Bty

Wenn es gelungen ist, eine Funktion ¢ zu bestimmen, welche diesen
Bedingungen geniigt, so ist die Bewegung der Fliissigkeit durch die
einfachen Formeln:

in B,:

_a% _ a?’v
W= By 1770 g
i]lB*: a P P
_ 9o _&) — o0
Uy = Uf(tﬁ)'l' axf (63} P,t; r o at
bestimmt.

In den folgenden Paragraphen 27—31 werden wir uns mit spezi-
ellen Probleren beschiftigen, in denen es gelungen ist, die Funktion
@ explizit zu bestimmen.

25610, Befreiung von einschrinkenden Voraunssetzungen.

Wir haben unserer Analyse des Systemes (3}, (4) die Annahme (5):
k®=0an8, (), zugrunde gelegt. Mansiehtleicht, daBdiese Annahmezu-
lisaig, aber nicht notwendig ist. Aus dem in §2414 bewiesenen Satze folgt,
dafl auch ohne diese Annahme @, an S, () der Bedingung C geniigen
muB, Und man sieht leicht, da8 auch die iibrige Analyse ohne diese
Annshme ausgefithrt werden kann. Unsere Ergebnisse sind also da-
von unabhéngig, ob man die Annahme (5) macht oder nicht.
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Wir heben ferner zur Vereinfachung unseres Problemes angenom-
men, dal eine mit der Bewegungsrichtung des Korpers parallele Ge-
rade die Oberfliiche desselben héchstens in zwei Punkten schneidet.
Auch von dieser Annahme kénnen wir uns leicht frei machen. Wenn
man sie aufgibt, kann es eintreten, daf die Oberfliche des Korpers
einen zylindrischen Teil hat, dessen Erzengenden mit der Bewegungs-
richtung parallel sind. Man zeigt leicht, da ein solcher Teil der Ober-
fliche zur Vorderseite zu 2ihlen ist. Es kann ferner eintreten, daB
gewisse Teilberciche von B, (¢) von mehreren Flichen S, und mehreren
TFlichen 8, durchachritten worden sind. In diesen Fillen gibt es meh-
rere mit der Bewegungsrichtung parallele, zylindrische Flichen, welche
den Kdrper K{¢) umhiillen. Die hinter dem Korper gelegenen Teile
dieser Flichen zerlegen den Bereich Bi(f) in Teilbereiche. In jedem
Teilbereiche gelten die oben gefundenen Gesetze I—VI. Die verschie-
denen Potentialfunktionen g, gehen auf den Grenzflichen ihrer Exi-
stenzbereiche stetig ineinander oder in ¢, iiber.

2511. Stationilirer Fall.

Wenn die Geschwindigkeit des Korpers konstant und die Bewe-
gung der Flissigkeit stationiir ist, kann ¢ nur von den Variabelen
xz; — Uyt (j =1, 2, 3) abhéingen. Wir haben in diesem Falle:

8% _ U 6% 6U"

Rt U T
Die Bedingung IV, 8. 261, ergibt unter diesen Umstiinden:
d 3%) _
dT; (U’ 6—:31 =10 auf Sﬁ. (16)

Wenn wir die »,-Achse in die Richtung der Bewegung des Korpers
legen, kinnen wir diese Bedingung einfacher:
a oy
. a-; m = () anf Sn (17)
schreiben.
Wir haben also den S8atz: Bei stationirer Bewegung ge-
niigt ¢ an der Vorderseite der Bedingung:
dg _
aw = U

und an der Riickseite der Bedingung:
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2512, Ausfilhrungen iiber den Begriff der hydrodynamischen
Riickseite.

Wir gind schon mehrmals dem Satze begegnet: bei verschwinden-
der Zihigkeit gleitet eine Flilssigkeit lings der Vorderseite eines Kor-
pers, aber haftet an der Riickseite desselben. Wir wellen noch einen
Augenblick bei diesem Satze stehen bleiben. Wir sind bei der Ablei-
tung desselben von den vereinfachten hydrodynamischen Differential-
gleichungen (1) ausgegangen. Wenn unser Satz eine physikalische Be-
deutung haben soll, so muB er auch fiir die vollstindigen hydrodyna-
mischen Differentialgleichungen gelten. Was ist aber, wenn man von
diesen vollstindigen Differentialgleichungen ausgeht, unter ,,Vorder-
seite und ,,Riickeeite* eines Korpers zu verstehen? DaB hier nicht
die geometrischen Verhidltnisse, sondern die relative Bewegung des
Kérpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht entacheidend sind,
liegt im Wesen der S8ache. Etwas definitives dariiber zu sagen wird erst
dannméglich sein, wenn es gelungen iat, bei den vollsténdigenhydrodyna-
mischen Differentialgleichungen den Grenziibergang u — 0 suszufiihren.
Es gibt aber eine Vermutung, die einen 80 hohen Girad von innerer Wahr-
scheinlichkeit hat, daf} wir sie hier aussprechen wollen. Als MaB der rela-
tiven Bewegung des Korpers und der angrenzenden Fliissigkeitsschicht
in einem bestimmten Punkte der Oberfliche desK8rpers withlen wir die
GrisBe:

% = c08 (nx;) cos {n ;) g:—:-

'Wir bemerken, daB an einem Teile der Oberfliche eines stationir be-
wegten Korpers, wo die Flitssigkeit am Kérper haftet, wegen der Konti-
nuititsbedingung notwendig: P

ty,

In = 0

ist, und wir stellen das (hy pothetische) Gesetz auf: Bei verachwinden-
derZihigkeit darf an der Oberflichecinesstationérbewegten
starren Korpers die GréfBe:

dun

dn
nirgends einen positiven Wert annehmen.

Werfen wir von dem hier eingenommenen 8tandpunkte aus einen
Blick auf die Theorie der idealen Fliissigkeiten! Betrachten wir etwa
die Bewegung einer starren Kugel in einer solchen Fliissigkeit! U sei
thre Geachwindigkeit in einem gewisser Momente. Wir legen den An-
fangspunkt in den Mittelpunkt der Kugel in diesem Momente und die
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#,-Achse in die Bewegungerichtung derselben. Die Bewegung der Fliie-
sigkeit in diesem Momente ist dann dureh die Formel;

8 =
dz, R?
gegeben, wo a der Radius der Kugel und R = V=, + 2,2 + ,° ist. Wir
berechnen 2™ an der Oberfliche der Kugel und finden:

ty=—3Ud—

dn
du, . 3z, U‘
[ i
Nach unseren Annshmen ist {7 > 0. Wir haben dann:
dn ~ >0

je nachdem z, = 0. Der Fehler der Theorie der idealen Flissigkeiten
ist nach unserem jetzigen Standpunkte der, daB nach ihr an der Riick-
seite des Korpers, d. h. fiir 2, < 0, die nicht zuliissige Ungleichung

‘fi“" > 0 bestehen soll.

§ 26, Neue Methode
zur Behandlung des stationiiren Falles,

A. Zweidimensionaler Fall,

261. Der Grenziibergang bei geradliniger Begrenzung,.

Die am meisten befriedigende Methode den Grenziibergang zu ver-
schwindender Zahigkeit auszufiibren, wiirde darin bestehen, zuerst das
Randwertproblem bei endlichem, nicht verschwindendem gz zu lésen
und dann den Grenziibergang p — 0 zu vollziehen. Dieser Weg ist in
dem allgemeinen Falle noch nicht gangbar. Dagegen kann man fiir
einen Bereich mit einer geradlinigen — bzw. im dreidimensionalen
Falle, ebenen — Begrenzung die Gleichungen:

04y
ﬂ“ﬁ=aM‘ U Gy O
mit vorgeschriebenen Werten der u; an der Grenze, auch wenn u > Oist,
exaktlisen und dann den Grenziibergang #—0in dieserLisungausfiihren.
Die Resultate, welche man in dieser Weise erhilt, stimmen mit den oben
sbgeleiteten vollstiindig tiberein. Sie gestatten uns aber, wie wir spéter
sehenwerden, einen Schrittweiter zu gehen, als unsere bis jetat exhaltenen
Ergebnisse erlauben, Wir wollen deshalb diese Resultate hier mitteilen,
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Wir betrachten zuerst den zweidimensionalen ¥all und wihlen
die gerade Grenzlinie zu unserer z,-Achse. Wir miiesen dann die Be-
wegungsgleichungen der Fliissigkeit in der allgemeinen Form:

dg 0% _ 0 (5=
—gvidz -—'——"-'I‘;“A“h a‘z'—o (1=12) (1)

schreiben. Wir suchen eine fiir z, >> 0 giiltige Losung dieses Systernes.
Die Nebenbedingungen seien fiir z > 0: fiir 2, = 0: w; = Vy(z,); in
unendlicher Ferne: w = 0.

Die Lisung dieser Aufgabe und der Grenziibergang u — 0 ergibt:

wenn U, > 0 ist:

oo, 8
w= 65 9=9Ue(-,—::,
9
%=§ﬁmmwma @
P=gtd (@—¢ r=0;

wenn U, < 0 ist:

@ Uy -+ (2, — 6 Uy _
7~

]
1
= g | OV —Va@ U]

1
U, v
RA + U =|U "1 ("” U, "’1) + UiV, (”"“_ U:“‘l)

(@ — &) gs"ﬁvl_ (3

1 ﬁ
% U+ U I EVz(E) U,—Vu(§)Uy]

7'93___ dt 4+
2
2—&— g

[#f U U
+m§’ﬁ'iIU1V1 (ms_ _’”1) + U, ¥V, (-'52“ ﬁle)

q-~ﬁmmm ACIAL =T
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Wenn wir mit einem Strich iiber einer Funktion von z,, z, an-
deuten, dall darin z; mit 2; — %izl vertaunscht werden soll, kinnen
wir die Gleichungen (3) auch in der Form:

a% a% ¥
Tz dmy +
9=QUtb_:—:“9
+w (3hh)
= s |V O U — V(@ U1 U, log r —
P “(U12+ Us’)‘_m 1 * 2 ! 278

— U, arctg iﬂvf—é ] dé
schreiben, 1

262. Ansatz zur Lésung des allgemeinen Problems.

Die Formeln {2), (3) geben die Losung der allgemeinen Randwert-
aufgabe des Systemes (1) bei g = O fiir den Fall, dal die Grenz-
kurve 8 des , Korpers® eine gerade Linie ist, Wir sehen aus diesen
Formeln, da in diesem ¥alle die u; aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche je von einem Elemente der geradlinigen (Grenzkurve ab-
hingen. Es liegt nahe, anzunehmen, daff anch im allgemeinen Falle,
d. h. wenn die Grenzkurve nicht geradlinig ist, die w; sich durch
Ausdriicke darstellen lassen, welche aus Elementen zusammengesetzt
sind, welche in derselben Weise von je einem Elemente der Grenz-
kurve S abhiingen. Die Verfolgung dieses (Redankens fiihrt zu dem
folgenden Ansatz zur Losung des Problemes:

in B,:

d
- f e — £ aE) — (o — Ea)oy (0] 5,

(4)
1 —

+1 f RO — Edmy (@) + (a3 — Ema(E) o




268. Zuruokfuhrung der Randbedingungen UBW. 267

in B;:

ul—hfz(e) b an +

+3 fp(a""* 2 (o EIm @) + (— Gl T+
+"("’e): ()

ﬂn“—fl(f) et

+1 f (B — Em(8) + (2 — Edmy ()] Sk

&, &, sind hier die Koordinaten eines Punktes auf dem Elemente ds
von 8. n(f) ist die im Punkte £, & nach auBen gezogene Normale
der Kurve § von der Liinge 1. B,, B, 8,, 8, haben dieselbe Bedeu-
tung wie im vorigen Paragraphen. 1(£), u(£), v(£) sind Funktionen
von &, &,, welche aus den Randbedingungen: u, = U,n, an 8,; 4,
= U, 4, =0 an 8, bestimmt werden miissen. r hat die Bedeutung

V(-’-"l"' P+ (mg— &)

268, Zuriickfiihrung der Randbedingungen auf eine
Fredholmsche Integralgleichung.

Die Randbedingungen:
thy=U;n, an S,, 4, =0 an 8,

ergeben unter Benutzung bekannter Bigenschaften des logarithmischen
Potentiales, wenn der Punkt P’ mit den Koordinaten x,’, z,’ auf 8
iegt: wenn P’ auf S, lLiegt:

M)+ f M) L(ax' — Edma(e) + (&' — Eana@)] 5 +

= [ hOler — B @ Inal®) + ny(@ma(6))— [ ®)
84

d
— (&g’ — E)Im () (&) — m@ e (B} 5 = Urmy,
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wenn P’ auf S, liegt:

pe) + = (105 S an 4
8'

+ 2 [a@ter— tam@ + @ — tam@n =0 | D
Hh

v/ =V(“’1"_ §P+ (z — &)

Die Gleichungen (6), (7) lassen sich als eine Fredholmsche Inte-
gralgleichung auffassen. Der Kern derselben ist iibersll endlich, wenn
die Randkurve eine iiberall stetige Tangente und eine iiberall endliche
Kriimmung bat. Er ist als Funktion der beiden Punkte z,’, z,’ und
&’, & stetig, so lange diese beiden Punkte nicht die Grenzpunkte
der beiden Bereiche 8, und 8, fiberschreiten. Dagegen macht der Kern
im allgemeinen einen endlichen Sprung, wenn einer der beiden Punkte
durch einen der beiden Grenzpunkte zwischen S, und S, passiert. Das
System (6), (7) kann unter diesen Umstiinden offenbar mittels der
Fredholmschen Methode behandelt werden.

Nachdem A(£) und p(£)} bestimmt sind, erhilt man v(z;) aus der
Bedingung u, = U, an §,. Bie ergibt:

v(z;)—v~-fzts) Sl VP

@
5 L= Eam )+ (o — Ema(en L -

Man hat hier rechts «,’ als Funktion von z,’ aufzufaseen, Die Be-
ziehung zwischen ihnen wird durch die Gleichung des Kurvenstfickes
Sy gegeben. Man erhilt so » in seiner Abhingigkeit von z,’ oder all-
gemeiner von z,.

26 4. Nachweis, dafl die erhaltene Lisung dieselbe Gestalt hat
wie die in den Paragraphen 23 und 26 gewonnene Lisung.

Wir haben im §23 8. 227 und 228 die Losung eines speziellen
Falles des hier behandelten Problems in der Form:

n B,
o4 04
¥y oz’ §g=e o
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o B 94 (04 94
“i-_-a—%—(ﬁ)h‘*'vh 9=9U13'251,
A4 =0

gefunden, In § 25 (12), (13) und (14) haben wir die Losung eines all-
gemeineren Problemes, das unsere jetzige Aufgabe als speziellen Fall
enthilt, in einer dhnlichen Form dargestellt. Es ist unter diesen Um-
stéinden von Interesse zu sehen, ob die jetzt gefundene Lésung auch
in dieser Form dargestellt werden kann. Man siecht nun leicht, daB
dies in der Tat der Fall ist. Wir definieren durch die Formel:

p= %fl(é) log »dS; +
-,

1 —
+o f W) () log r 4 ny @) arotg 1 T 2)as, (9

eine Funktion von z,, z,. Sie ist eine auBerhalb der Kurve §
iiberall regulire Losung der Laplaceschen Gleichung:

do=0.
Sie iat nicht eindeutig. Vielmehr wiichst der Betzag von ¢ um:

2[ u (@ (0135,
I

wenn der Punkt z,, %, in positiver Richtung die Kurve § umkreist.
@ verschwindet in unendlicher Ferne nicht, sondern nimmt im allge-
meinen dort einen dem absoluten Betrage nach unendlich groBen Wert
an. Dagegen sind die Ableitungen g—:, g-: : guBerhalb der Kurve 8
1 ]

itberall endliche, eindeutige und stetige Losungen der Laplaceschen
Gleichung. Auch verschwinden sie in unendlicher Ferne.

Wir wollen zeigen, daB man die durch (4) und (5) gegebene L&-
sung unseres Problemes durch die Funktion ¢ susdriicken kann. Mit
Hiife der Beziebungen:

Cd _a Ty—& —§
a‘——:‘:llogif—c,j]——a;ﬁa.rctgs;1 A
9 -_29 n—5_fu—h
a%logr_ axlarct-gzl A

sieht man in der Tat sofort, daB die Formeln (4) sich in der Form:
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in B,:
oy
Yy = oz
schreiben lassen, Der zugehtrige Wert von ¢ ist:
.. 2%,
g=e0lU, (7:1;1

In die erste Gleichung (5) fithren wir den Wert (8) von v(z,) ein
Wir erhalten so:

in Bn'

lfz(s)l“l Bon by
+ f(s)l—-u i [~ E0m(8) + (g — Emal)] 3 ~

— 1
- —_—i; [(ay — &)(E) + (&' — Ena(@)] Jy |dos + Uy,

Hier ist ®)’ = »g. 2/, x,’ ist der Punkt der Riickseite, S;, in welche
diese von einer mit der z,-Achee parallelen, durch den Punkt «,, z, ge-
zogenen Geraden getroffen wird. Unser Ausdruck fiir u, 180t sich unte:
diesen Umstéinden auch in der folgenden Form schreiben:

-1 f A8 [ n—h w:’;;_g_, , ds; +
+ L1 e~ 2ng(®) — (@~ Edm (@1 5 ~
bt 3

— [ = Ema(8) — (&’ — &) m (E)) s | doe + Ty,

‘Wir sehen hieraus, dall in B;:

= o5 —oe)
e d * a Ty/a + Ul )
Ein Blick auf die zweite Gleichung (b) zeigt, daB in B, auch:
¢
Yo = aa. 2
Fiir ¢ erhélt man wieder den Wert:
op
g=el

lazl
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Wir haben also, zusammenfassend :

in B,: P 2
=g 4=0eUs 57, (10)
mBk:
%_(22) o
=i B, TV u Ty 170Gy

Die Randbedingungen, welchen die Funktion ¢ geniigt, sind durch
(?.l)f lgld (7) 8. 267 u. 268 gegeben. Die erste Gleichung driickt aus, daB
suf §,:

do
T =1, an
Die Gleichung (7) driickt aus, daB auf 8;:

do _ bie
52, = (11%%)
ist. Diese Gleichung kénnen wir aber in einer anderen Form
schreiben,

Wir konnen die Gleichung (11"%) als die Gleichung der Kurve S,
anffassen. Fiir die Normale dieser Kurve folgt dann:

2 2
84 CO8 N2y — 3@ cos nxy = {.

EXTA
Wenn nun, wie wir vorausgesetzt haben, auf S,:
Py fp
oxz,? t oag Bzl
ist, so folgt:
6*9} B’tp _
d 7 COR T, + P P o7, cos nLy =0
auf 8. Also: i
s 99
dn 9, 0 (12)
ﬂllf Skl

Die Gleichungen (10), (11), (12) zeigen, daB die in diesem Para-
graphen gefundenen Ergebnisse vollstindig mit den in den Para-
graphen 23 und 25 gefundenen iibereinstimmen. Aber offenbar gehen
die hier gefundenen Resultate fiber die frither gefundenen hinaus. Wir
sehen aus der Definitionsgleichung (9) vor ¢ und aus den Gleichun-
gen (10}, daB die Unterscheidung zwischen ¢, und ¢,, welche wir im



272 f 26. Neue Methode zur Behandlung des stationaren Falles

Paragraph 26 machen muBten, im zweidimensionalen Falle iiberfiissig
ist. Die Definitionsgleichung von ¢ zeigt ferner, wie sich diese Funk-
tion in unendlicher Ferne verhilt. Auch geht die Vieldeutigkeit der
Funktion ¢ unmittelbar aus dieser Gleichung hervor. Diese Viel-
deutigkeit hat einen sehr einfachen Sinn. Sie zeigt, daB die Fliissig-
keit um den Kdrper zirkulieren muB. Unsere Formeln bestitigen
mit anderen Worten die zuerst von Lenchester aufgestellte Hypo-
these, daB, wenn ein Korper sich in einer reibungslosen Fliissig-
keit bewegt, diese im allgemeinen um den Korper zirkulieren muS.
Und =chlieBlich sind wir ja durchk die Fredholmsche Theorie im-
stande, die Funktion ¢ explizit zu berechnen und also das ganze
Problem definitiv zu losen.

B. Dreidimensionaler Fall.

265. Der Grenzitbergang bei ebener Begrenzung.
Im dreidimensionalen Falle legen wir zunichst die z,z;-Ebene in
die Grenzebene. Die Fliiasigkeit mbge den Halbraum z, > 0 erfiillen.
Unsere Aufgabe ist, das System:

duy 33{{ e

mit den Nebenbedingungen: fiir 2, = 0: w; = V{2, ,), in unendlicher
Ferne: w, = 0 zu lozsen und dann den Grenziibergang u — 0 auszu-
fithren. Auch hier miissen wir uns damit begniigen, das Ergebnis dieser
Untersuchung mitzuteilen. Wir setzen, um es in einigermafen ein-
facher Form schreiben zu konnen:

Upg=U, (U20); Ui=aqU; aVi—aVy=W,
aVy— ¥y =Wy =2+ (& — &) + (@ — &)* = (@ — &)
(£, = 0). Ein Strich iiber einer Funktion von z,, #;, %, soll bedeuten,
daB z; darin mit &; — g—rl% vertauscht werden soll. Wir haben dann:

fiir U1>0:

s 0%

Uy = a ' Q—EU!:

Po=" “ffvl(fss Es) de’des

(14)
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a"’*_‘?_,‘?’* ( % I3 )
a3, 3@+V! T B BT E)
0
9=9Uea%2,

—+w
1 9 a (15)
o= 2EI ! [Ws oa, " Ma a*x;] log {r + aj{z; — &)} d&,d &,

+
- f J G =5 et + e — g dtudts.

Man kann aus den Formeln (14), (15) folgendes ablesen. Wenn U,
> 0 ist, so ist die Bewegung eine reine Potentialbewegung. Von den
Grenzbedingungen w; = ¥, an der Ebene x;, = 0 ist nur eine, 4, =V,,
erfiillt. Wenn dagegen U, < 0 ist, so ist die Bewegung aus einer Po-
tentialbewegung und einer den Gleichungen:

6«;

6:1:,, =0

Us
geniigenden Wirbelbewegung zusammengesetzt. Die Grenzbedingungen
%, = ¥; an der Ebene %, = 0 sind alle erfiillt. Unser Satz, dal eine
Fliissigkeit bei verschwindender Zihigkeit an der Vorderseite eines
Kérpers gleitet und an der Riickseite deasselben haftet, findet auch
in diesen Ergebnissen eine Bestitigung.

266. Ansatz zur Lisung des allgemeinen Problems.

Wir legen die x,-Achse zur Geschwindigkeit des Krpers parallel.
Unser System von Differentialgleichungen hat dann die Form:
dg

9wy _ P
—oly; xl——'a—-l-.“A“h ‘E_O (#1=1,2,3) (16)

Wir stellen uns die Aufgabe, dieses System an der Grenze g = 0 fiir
den Fall zu ldsen, daB u,;, u,, 1, suf einer geschlossenen Fliche § die
Werte U,, U, = 0, Uz =0 annehmen und, so lange & > 0 ist, in un-
endlicher Ferne verschwinden. Die Formeln (14), (15} legen es nahe,
die Lisung dieser Aufgabe durch den Ansatz:
in B,:
P oP

“f=ﬁs q= E'Uﬁam1

18 Oseen, Hydrodynamik
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in By:

0 Py
uf"_’a—(’i‘_(ax’)"'vn g_QUIax
P(&)dS (17)
*vg—uf—ii,#é+§§!N(s)1og(r+x1—-e,)dss,
¢ ]

zu versuchen. Die Funktionen P und N sind dasbei aus den Rand-
bedingungen zu bestimmen,

26 7. Nachweis, daBl der Ansatz sich auf die ans § 23 und § 26
bekannte Form zuriickfiihren lift.
Die Funktion:
log (r +2, — &)
geniigt in dem Bereich, wo 4 x;, — & > 0 ist, der Laplaceschen
Gleichung:
Alog{r + z,— §)=0.

Die Funktion @ in (17) ist infolgedessen in B, eine Logung der La-
placeschen Gleichung. Dagegen gentigt ® in B,, wie wir aus der For-
mel (25) 8. 226 ersechen konnen, der Gleichung:

Y CIY
AP = Q(I oon (nzy) s {18)
Die Gleichung (18) zeigt, da8 der Ansatz (17) nicht die Form hat,
welche wir nach den in § 23, Formeln (27) 8. 227 und im § 26, For-
meln (12), (13), (14) 8. 257 gewonnenen Ergebnissen fiir die Lo-
sung unseres Problems zu erwarten haben. Sie zeigt aber auch, daB
wir unseren Ansatz (17) leicht auf jene Form bringen konnen. Die
rechte Beite von (18) hingt nur von z,, z; ab. Wir konnen infolge-
dessen eine nur von z,, , abhdngige Funktion, ¢ (z,, x,), bilden, die
in By der Gleichung:
oty | O%p

a%f+a,_4¢ (19)
geniigh, Wenn wir dann:
in B,:
o= Pes
in By:
P—y=mn

setzen, so geniigen g, und ¢, der Laplaceschen Gleichung, und wir
haben:
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in B,: 3 3
Pr — Fe
“i"'-'a—a;;s g=10U, az,’ %0
in B,: (20)
a% (a%) Ogn

Die Funktion y ist durch die Gleichung (20) noch nicht bestimmt.
Wir konnen noch vorschreiben, daB der Wert von y am Rande dea
Existenzbereiches, d. h. auf der zylindrischen Grenzfliche Z, zwischen
B, und B, eine beliebige stetige Funktion von z,, z; sein =oll. Wenn
wir insbesondere vorschreiben, da8 am Rande ¢ = 0 sein soll, so wer-
den ¢, und ¢, auf Z stetig ineinander iibergehen. Dagegen wird im
allgemeinen auf Z die Bezichung:

d?’v d‘F’h
dﬂz dﬂg

nicht bestehen. Diese Ergebnisse stimmen mit den in § 25 gefundenen
vollstindig iiberein.

26 3. Die Randbedingungen.

Wir konnen jetzt die Gleichungen aufstellen, die zar Bestimmung
von P und N in (17) dienen miissen. Die Bedingung, daB die Flissig-
keit in der Grenze g = 0 lings der Vorderseite S, gleiten soll, ergibt:

auf 8, :
%%“_" 2= U, cosnz,
also:

P(z) + o fP(E)d—*dS;+
ﬁl—qu(e) 5; log (r + & — &)d8; = Ua. (21)
n

Die Kontinuititsbedingung:

9% _ o

oz;
auf den Bereich B, angewandt, ergibt andererseits, wie wir aus § 26
8. 262 sehen konnen:

auf §,: ddg,  d do

dn 0z, dn dz, =0,
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also: i 81
N{z) + 5~ fP(E)dn a“—dse+

(22)
1 d 1
b

Die Gleichungen (21) und (22} kénnen als eine lineare Integral-
gleichung aufgefat werden. Singulir ist diese Integralgleichung nicht
nur wegen des Verhaltens der Kerne im Punkte # = §;, sondern auch
besonders dadurch, daB, wenn der Punkt z,,%,, #; zu der Randkurve
8, gehort, welche die Grenze zwischen 8, und 8, ist, das Integral:

f (§) 53— d “Q'l d8;

dn, 0

keinen Sinn het, wenn uber P (%) nichts als Stetigkeit vorausgesetzt
wird. Doch liBt sich die Integralgleichung durch Iteration auf eine
regulire Form bringen.

269. Nachweis, dafl die Potentialfunktion ¢ im rotations-
symmetrischen Falle aulerhalb des Kirpers reguliir ist,

Wir kehren zu den Gleichungen (17) zurilck und wenden die
Kontinuitiitebedingung:
du; 0
Bz
suf den Bereich B an. Wir erhalten:

g (0P 0 (0P
40 = (a‘z:)+ iz (az-“)

Wir integrieren diese Gleichung iiber einen gegen die z;,-Achse

senkrechten, die Fliche & nicht schneidenden Querschnitt @ des
Bereiches B;. Wir erhalten:

-! A@dzdz, = Qf [39.'1:; (g::) + Dy (Bw,)J dayda, =

12 s 02) s~ (22 5.

s it hier die Randkurve von Q. s ist die Normale des Zylinders Z.
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()
6"& A
der Grenzwert, welchem sich die normale Ableitung von @ auf S,
nihert, wenn der Aufpunkt sich der Grenzkurve g, niihert. Anderer-
geite folgt aus dem Ausdruck (17) von @, dal die normale Ableitung
von @ auf § stetig ist. Daraus folgt, dali:

B

dnz/s

(dcb

_&;)'n = (U, coe(nz,), =0

Nun ist offenbar:

den Wert:

bhaben mufl, Folglich:
[[A®dzydz, =0 (23)
Q

Die Beziechung (23) ist die Bedingung dafiir, dafl die Gleichung
(19) eine Lisung besitzt, welche am Rande, d. h. auf der zylindri-
schen Grenzfliche Z zwischen B, und B, der Bedingung:

dy

an, =0 (24)
geniigt. Statt der Bedingung y = 0 an Z konnen wir also der Funk-
tion ¢ die Bedingung (24) an Z vorschreiben. Da y durch diese Be-
dingung nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, so kinnen wir
suBerdem vorschreiben, daB y in einem bestimmten Punkte von Z
verschwindet.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB der Kérper Rotationssymmaetrie
um eine mit der Bewegungsrichtung parallele Gerade hat, Wir setzen
iiberdies voraus, dafl die Fliche Z aus einer einzigen, zylindrischen
Fliche besteht. Wir bestimmen unsere Losung ¢ der Gleichung (19)
durch die Bedingung (24) und die Forderung, daB ¢ in einem gewissen
Punkte von Z verschwinden soll. Aus der Symmetrie des Problems
folgt, dal y nur von der Entfernung des Aufpunktes von der Sym-
metrieachse des Kérpers abhingen kann. Wenn ¢ in einem Punkte
von Z verschwindet, muBl dann iiberall auf Z:

=20
sein, In diesem Falle bestebt auf Z sowohl die Beziehung:

Po = F



278 1 26. Neue Methode zur Behandlung des stationaren Falles

wie die Beziehung:
d% — d% .
dﬂg dﬂrg

Nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie folgt aus diesen
Beziehungen, daB alle Ableitungen von ¢, an der Grenzfiiche Z die-
selber Werte annehmen, wie die entsprechenden Ableitungen von g;.
¢, kann als die Fortsetzung der innerhalb von B, definierten Funk-
tion ¢, in B, aufgefaBt werden. @, und ¢, bilden eine einzige
Funlktion,

DaB es im zweidimensionalen Falle ebenfalls {iberfliissig ist, zwi-
schen den Funktionen ¢, und ¢; zu unterscheiden, haben wir oben
geschen.

2610. Vereinfachung der Randbedingungen im rotations-
symmetrischen Falle,

Die Verwandtschaft zwischen dem zweidimensionalen und dem
rotationssymmetrischen dreidimensionalen Falle tritt auch in anderer
Weise zntage. Wir haben oben gesehen, dafl die allgemeine Bedingung
auf Sy:

d 8¢

dn 6@1

im zweidimensionalen Falle in der einfachen Form:

geschrieben werden kann. Prof. Zeilon hat gezeigt, dal, wenn
Y22 + 23* = R gesetzt wird, im rotationssymmetrischen dreidimen-
sionalen Falle dieselbe Bedingung in der Form:
L A
aRr
geschrieben werden kann. Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir

von den Formeln (20) aus. Sie zeigen sofort, daf die Kontinuitats-
bedingung im Bereiche B, in der Form:

6
6% 6% + 3% z.) 0
geschrieben werden kann. Nun kann sber ¢ nur von 2, und R ab-
hiingen. Wir haben infolgedessen, wenn auf 8y 2, = o(R) ist:
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99 i(?_*a) __f?_(@z) o (d¢ -
( :t,),,+6z3 Dz~ 0 \Dghe, = oy T 0%y (55;),,-,@‘

?
9z,

LIS (T do(R) _
RI|8R| 0R|)wum (szﬁﬁ)x.-@ iR
1 '

-3

dg\ _C
(aﬁ)a R’ #0)

wo € eine Konstante ist. Nach unseren Annahmen mull ¢ auf S,
eine stetige und stetig differenzierbare Funktion sein. Auf der Kurve,
welche 8, von S, scheidet, muB nach unseren obigen Ergebnissen

(vgl. Nr. 9 oben): oy .

ok
sein, Es folgt hieraus und aus (25) daB {iberall auf 8;:

99 _y
. aR
sein mub.

26 11. Zusammenfassung.

In diesem Paragraphen sind fiic den stationiiren Fall die friher
erhaltenen Ergebnisse mittels einer neuen Methode wiedergefunden
worden. Dabei hat es sich gezeigt, dal fiir das ebene Problem und
fiir das rotationesymmetrische dreidimensionale Problem die Potential-
funktion g, auf deren Bestimmung die Losung des Problems zuriick-
geftihrt werden kann, fiberall auBerhalb des Korpers regulir ist, so
daB die Unterscheidung zwischen den Funktionen ¢, und ¢, iber-
fliissig wird. Die Randbedingungen, welche ¢ zu erfiillen hat, sind,
wenn die Bewegung des Kérpers in der Richtung der z,-Achse ge-
schieht, im zweidimensionalen Falle:

an 8,:

de

ﬁ’— Um
an 8;:

dp

=0

oz,
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im rotationssymmetrischen, dreidimensionalen Falle, wenn die 2,-Achse

die Symmetrieachse ist und wenn Vz, -+ 7,2 = R gesetzt wird:
an 8,:

dn = U»
an S;: p

2 _o.

oR

Die Bestimmung von ¢ ist im zweidimensionalen Falle auf eine regu-
lire Fredholmeche Integralgleichung zuriickgefiihrt worden. Auch im
allgemeinen dreidimensionalen Falle ist das Problem auf eine Fred-
holmsche Integralgleichung reduziert worden. Sie ist singulir, kann
aber durch Iterationen in eine regulire Fredholmsche Integralglei-
chung tibergefiihrt werden.

§ 27. Liosung der potentialtheoretischen Randwert-
aufgabe, zu welcher die stationéire Bewegung in der
Ebene AnlaBl gibt.

271, Lisung eines potentialtheoretischen Problems
nach Hilbert.

Nach den Ergebnissen des § 26 konnen wir die potentialtheoretische
Randwertaufgabe, zu welcher die stationare Bewegung im zweidimen-
sionalen Falle Anlaf gibt, mit Hilfe der Fredholmschen Determinanten
ldsen. Die Losung, welche wir in dieser Weise erhalten, hat aber eine
so komplizierte Form, daB sie keine Aussagen iiber die Dinge erlaubt,
die uns am meisten interessieren, den Widerstand und die Druckver-
teilung auf den Kérper. Wir miissen uns deshalb nach einer einfacheren
Methode zur Losung unseres Problems umsehen. Zum Glick gibt es
eine eolche.

In seinen Grundziigen einer allgemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen 168t Hilbert* u. a. das folgende Problem: Eine
innerhalb einer geschlossenen Kurve € mit stetig sich indernder Tan-
gente und von der Gesamthogenlinge ! regulire analytische Funktion
der komplexen Veréinderlichen 2 = z - iy:

/(2) = u(z, y) + iv(3, y)

* D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, Kap. X, 8. 82, Leoipzig 1012,
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zu finden, deren Real- und Imaginirteil w(s) bzw. v(s) auf C der
linearen Relation:
a(s)u(s) + b(s)v(e) + c(s) =0

geniigen; dabei sind a(s), b(s), ¢(s) ale stetig differenzierbare Funk-
tionen der Bogenlinge ¢ mit der Periode ! — die ersteren beiden
a(s), b(s) ohne gemeinsame Nullstelle — gegeben.

Hilbert lost dieses Problem in der folgenden Weise. Er bezeichnet
mit 2n¢x die Anderung, die log (a(s) + tb(s)) beim positiven Umlauf
lings der geschlossenen Kurve C erfihrt. Durch den Imagindirteil
von log (a(8) + $b(8)), d. h. durch den Ausdruck:

wird denn eine reelle Funktion auf ¢ dargestellt, die von & stetig
abhingt mit Ausnahme eines Punktes, etwa des Punktes s = 0, wo
ein Sprung ihrer Werte um 2nz stattfindet. Mittels der bekannten
Randwertaufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials kann
man nun eine analytische Funktion F(z) bestimmen, die sich inner-
halb der Kurve ¢ wie eine ganze Funktion verhilt und deren Ima-

ginarteil die Randwerto arotg 2((:)) besitzt. Wird daan:
G(z2) = @ = Ulz, y) + i¥V(z, y)

gesetzt, wihrend: .
U(s) + iV (s)

die Randwerte dieser Funktion G'(z) bezeichnen, so erkennen wir auf
der Kurve O die Ubereinstimmung der Imaginiirteile von:

log (U(a) + ¢V(&)) und log (a(s) 4- 2b(s)),
d. h. es ist auf der Kurve C:
a(8)V{s} — b{a)U(a) = 0.
Endlich konstroieren wir eine analytische Funktion f*(z), die inner-

halb € den Charakter einer ganzen Funktion hat und deren Realteil
suf ¢ die Randwerte:

c(a)U(a) _ e(s) ¥ (s)
T a() (TGP + Vit b)) (UGE+ VisR)

besitzt; dann ist:

f(z) = G(2)f*(z)
eine analytische Funktion, die das vorgelegte Problem lost,
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Die gefundene Funktion f(z) hat innerhalb ¢ den Charakter einer
ganzen Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n negativ ausfillt, auf C
im Punkte s = 0 einen Pol — 2n-ter Ordnung.

27 2. Unterschied unserer hydrodynamischen Randwert-
aufgabe von der Hilbertschen.

Unsger Problem ist nicht mit ders von Hilbert behandelten iden-
tisch, es ist aber damit eng verwandt. Um dies einzusehen, bezeich-
nen wir mit &(z} eine analytische Funktion der komplexen Verdnder-
lichen x, + $%,=27, deren Realteil die durch die Gleichung (26, 9)
8. 269 definierte Funktion ¢ ist. Wir setzen:

_9p  _d¢
und bhaben dann:
Ul--ivg= '_dz_-

v; und — v, sind also Real- und Imaginiirteil einer auBerhalb der
Kurve 8 reguliren und im unendlich fernen Punkte verschwindenden
analytischen Funktion der komplexen Verdnderlichen z = 2, + i2,.
Wenn wir die Werte von v; und v, auf der Kurve S mit v, {s) und v,(s)
bezeichnen, so geniigen sie nach 8, 271 (11) und (11**) den Bedingungen:

auf 8,:

9,(8) 08 (n2,) + vy(s) 008 (nzy) = U, cos (ny);

auf 8,: vg = 0.

Diese Bedingungen kénnen in der Form:

a(8)v,(8) + b(8)v,(8) = cy(8)
geschrieben werden. Dabei ist:
auf S,:
a(3) = cos(nz;), b(s) = cos(nzy), c(s) = U, cos(nz,);
suf §,: a(s) =0, ble)=1, ofs)=0.

Der Unterschied von dem Hilbertechen Probleme besteht einmal
darin, daB die Funktion b(s) nicht wie bei Hilbert durchweg stetig
ist. Mindestens in einem der Grenzpunkte zwischen S, und S, macht
b(s) einen endlichen Sprung, von — 1 nach + 1. Andererseits ver-
langen wir von der gesuchten analytischen Funktion v, — iv, mehr
als Hilbert, indem in unserem Probleme diese Funktion im unendlich
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fernen Punkte verschwinden muB. Wir werden unten sehen, dafl
die Unstetigkeit von b(s) die Anwendung der Hilbertechen Methode
nicht hindert und daf die Bedingung v, — tv, = 0 im unendlich fer-
nen Punkte aus den unendlich vielen Ldsungen des Hilbertschen Pro-
blemes eine auswihlt, welche allein fiir die Hydrodynamik Bedeu-
tung hat.

273. Konforme Abbildung des Bereiches anf das AunBere
eines Kreises.

Durch eine konforme Abbildung kiénnen wir den Bereich B, + B,,
das heiBlt die ganze z, 2,-Ebene mit Ausnahme des von der Kurve 8
eingeachlossenen Teiles auf den Bereich |2z| > 1 abbilden. Der Kurve §
wird dann der Kreis |z |= 1 entsprechen, Wenn § eine einzige zusam-
menhingende Vorderseite S, besitzt, kénnen wir eg so einrichten, da
die beiden (irenzpunkte zwischen S, und S, auf die beiden Punkte
2= 4 1 abgebildet werden. Durch diese Transformation wird unsere
Aufgabe in die folgende iibergefilhrt. Man soll eine auBerhalb des
Kreises | 2| = 1 reguliire analytische Funktion W=wv, — iv, bestimmen,
welche in einem Punkte 2,(| 242 | > 1) verschwindet und welche auf dem
Kreise |z |==1 den Bedingungen geniigs:

s —Zs0s+7, (6= antg ).
g =Vs+5, A
a(8)0,(8) + b(B)v,(0) = ¢(8),
fiir: ’ n 3:‘
FE0s g
v,(0) = 0.

Wir erreichen eine kleine Vereinfachung unserer Formel, wenn wir
statt W(z) die Funktion: W®(z) = {W(z) betrachten. Wir setzen:
W) = 0,0z, 2,) + iv,(z,, 2,) und erhalten fiir die Werte von
£,® und 5,® auf dem Kreise | z|=1: v,®}(f), #,(0)} die Bedingung:

&, (0)0,3(8) — b, (B)0,™(6) = c(6). (1)
3
Dabei ist: a, (6) = b(6), b,(0)=—a(6) und also, wenn -2’5&8 < b

2:
a,1=1’ b1=0, c=0. (2)
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274, Ansatz zur Lisung der Randwertaufgabe fiir den Kreis
mit Hilfe des Poissonschen Integrales.

Wir betrachten jetzt die auf dem Kreise [z [= 1, kurz dem Kreise C,
erklarte, rein imagindre Funktion:
1 &y (6) + 5, (6)
—log 2o 100 3
% 4, (6) — ib,(6) ®

Wir wollen eine aulerhalb des Kreiges regulire analytische Funktion
konstruieren, deren imaginérer Teil dieselben Werte wie jene Funktion
annimmmt. Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunéchst eine auBerhalb
des Kreisen reguliire Potentialfunktion, welche auf der Kreisperipherie
die Werte (3) annimmt. Eine solche Funktion erhiilt man bekanntlich
durch das Poissonsche Integral* in der Form:

2m
1 @, (0%} + b, (6") (2 — 1)d0’
_f log a,(0') — £b,(6') ¥ — 2¢ cos (0 — &) + 1°

wobei , .
2= +izy,=re% alsox, =rcosf, =z, =rsinl

gesetzt worden ist. Nun ist, wenn e/ =3’ gesetzt wird:
1 1— 2

22 - 2rcos (f—0)+ 1
der reelle Teil von:
o)
2 —z 22

Also ist, wenn die Integration in positiver Richtung lings des Kreises C
gefiihrt wird:

1 § a,(0°) + 45, (') ( 1 ) ,

W) =5 P8 G v, @) \v =5 34 B )
eine auBerhalb dieses Kreises regulire analytische Funktion, deren
imaginarer Teil auf dem Kreise die Werte (3) annimmt.

Der reelle Teil von w(z) nimmt auf dem Kreise O den Wert:

o, (0) +4b,(6) .1 (6’ — 6)d o’ (6

w() = 4m 08, @) — ity (6) *°3

an. Man hat dabei rechta den Caucbyschen Hauptwert zu nebmen.

* Man vorgleiche betreffend dsa Poissonsche Integral etwa Picard, Treité d'Ane-
lyse T. II oder Encyklopidie der mathematischen Wissenscheften, II C3 Lichten-
stein 8, 220 £,
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27 5. Herstellung einer Lisung der Randwertaufgabe
im Falle ¢ = 0 auf dem ganzen Kreise.

Wir bilden jetzt die Funktion:
G(z) = ev®, (6)
Sie ist auBerhalb des Kreises C reguliir und nimmt auf dem Kreise die

Werte:
]/al(a) —0,00) ooy _ oy (0) — b, (0) o
0,(0) + ib, () Va,(0) + 51(9)3
an. Die Wurzel rechts wird hier positiv genommen. Die Exponential-
funktion ist reell und positiv. Wenn wir jetzt;
14 () = 6,0, ) + 19,0(z;, 7,)

setzen, o haben wir auf dem Kreise C':

©(8 b,() (g 48 _ e (&)
"0 = e nert 0= o 5 En
Folglich:
clgle 3, 89, @(6) — b, 6)o,® (8) = . )

Wir konnen diese Tatsache so ausdriicken, dall die Funktion G (2)
eine Nullsung unseres Problems ist.

27¢. Herstellung einer Liésung der Randwertaunfgabe
im Falle e = Uja.

Inden Anwendungen, mit welchen wir uns spiter be-
schiaftigen werden, tritt insofern eine Vereinfachung auf,
als stets ¢(0) = U,a(f) ist. In diesem Falle erfiillt, wie man
sofort verifizieren kann, die analytische und im Unend-
lichen regulire Funktion W =¥, die Randbedingung (1}
8. 283. Ehe wir nun weiter gehen, empfiehlt ea sich des all-
gemeinen Interesses wegen in der folgenden Nummer eine
spezielle Losung fiir den allgemeinen Fall herzustellen.

27 7. Herstellung einer Lisung der allgemeinen Randwert-
aufgabe.
Wir bilden dazu die analytische Funktion f*(z), welche aulerhalb
des Kreiges C regulir ist und deren Reslteil auf C' die Werte:
¢(8)v,@(6)
by (6) (0,9(6) + v 6))
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annimmt. Wir haben:

_ 1 ¢ (6w, @ (8" 1y,,
Fre= ;‘7‘? bl(ﬂ')(v,<°>w')1=+v,mw'a*) (z'—z_ﬂ) de ==
8
1§ o0) wea( 1 ..1_) i @)
7 Yo, (OF + by (0 ‘-z 227

Wir setzen jetzt:
= 1 c(6)e—®(®) 1
FO= {26 =— . e*® &f - é, '); T )7, ©)
Auf dem Kreise C haben wir dann:
W =5,0(6) + i5,0(0) =
0y(0) — By 6) oy (cO)O o
Va4 (}[“1 '+ b2 ),

wo P der Cauchysche Hauptwert von:

1 ec@)e—>®

2% ] Ya, (0 + b, (0
und also eine positive GriBe ist. Wir haben also:
a,(8)e®) , b(6)P

1 ¥ '
cot (6" ~ 6)dB

OO = e e
- b, (8)c(f) (P
v, 0(0) = — g+ba+ ,—bne(‘”.
Folglich: _ ~
&, (0)7,M(F) — b, (8)9,(6) = o(6). (10)

Die Funktion W® ist also bis auf die Bedingung W@)(z))=0, die im
allgemeinen nicht erflillt ist, eine Losung unseres Probleme.

27 8. Herstellung der allgemeinen Nullsung.
Untersuchung der singuléiren Stellen auf dem Kreise C.

Um eine Losung unseres Problems zu erhalten, haben wir zu W@
eine zweckmiBig gewdhlte Nullssung, d. b, eine der Annahme c¢(f)
== 0 entsprechende, aber nicht die Bedingung W@ (z;) = 0 erfiillende
Lidsung unseres Problemes hinzuzufiigen. Nun haben wir oben gesehen,
daf: iG(z) = fewt®

eine solche Nullésung ist. Eine neue Nullsung kann men offenbar in
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der Weise bilden, da man $G(z) mit einer beliebigen, fiir |z| > 1 re-
guliren, analytischen Funktion von z multipliziert, die auf dem Kreise
C reelle Werte annimmt. Die Grofle:
b z2—
24+
nimmt auf dem Kreise C reelle Werte an. Dem Bereiche |2|>> 1 ent-
spricht in der £; £y-Ebene ({ =, + i{,) die Halbebene £, > 0, dem
Kreise |z | =1 die reelle {,-Achse. Fiir unseren Zweck ist also eine
beliebige, in der Halbebene {, > 0 reguliire, analytische Funktion von
{ verwendbar, die auf der reellen {,-Achse reelle Werte annimmt. Eine
solche Funktion ist aber nach einem bekannten S8atze der Funktionen-
theorie auch in der Halbebene £, <C 0 regulir. Sie kann also nur auf
der reellen Z;-Achse Singularititen haben. Nun miissen wir aber von
unserer Funktion ¢(z) verlangen, dal:
g{z)er®
auf dem Kreise C' regulir ist. Die entsprechende Funktion von { darf
alzo nur in einem solchen Punkte auf der {;-Achse singulir sein, dem
ein Punkt z auf dem Kreise ' entspricht, wo ev® = ( ist. Wir werden
8o zu der Frage gefiihrt, wie sich die Funktion ¢*(*) am Kreise (' verhilt.
Wir batten nach (5) 8. 284:

Bx
! ¥
0

& . (6') — 15, (0) 2

Da nach (2) 8. 283 &,(6') = 0, wenn E <o < 37 ist, 80 kdnnen wir
diese Formel auch in der Form:
+£
L[y (@) + i) 6—8
w(f) = flog a0y — 3b,(0") cot 5 db (11)

schreiben. Wir hatten:
6, (@) =b(0), b,(6) =—a(d).

Wir haben folglich:
L 1og @+ h) _ 1,,a0) +ib0)

& () — 5,8 2 Ba(0) — sb(ﬂ’)
b6 |
(ﬂr) 5y (1 + 2”)’

b’ £ .

wo arctg ) zwischen — und + 5 genommen wird und wo n
irgendeine nicht-negative, ganze Zahl ist.

+ 5 lg(-—l)—
(12)

=1{ arotg
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Aus (12) folgt:

l/‘h (6 — by (6) 8~imts"f$;+fﬁ(t+sn)
@, (6") + ¢6,(0")
- a(f’) — b (®’ ) —(1+2a)
Ya(e)® + b ('9’)a
_ a0 — 151(9’) ®) FZa+em

Nun haben wir aber oben:

l/ & (@) =i (0) _ &) — b (@)
& (0 + 35,80 Ya, (0 + b, (O
gesetzt. Wenn wir die Quadratwurzeln gleicher Grofien iiberall mit

denselben Vorzeichen nehmen wollen, so folgt, daBl wir der ganzen
2ahl 5 die Bedingung:

—in
P S
auferlegen missen. Sie ist erfiillt, wenn wir links das untere Vorzeichen
wihlen und » eine gerade Zahl ist; oder wenn wir das obere Vorzeichen
wihlen und dabei # eine ungerade Zahl ist. Wir withlen das untere

Vorzeichen und setzen n = 0. Wir setzen also:
b{o) ix

& (6) + i, (0) _
g8 (@) — b, () ~ P8 (e')“? (a2
und haben also:
1 b{o
0~ (e 0 e
+- atetige Funktion von B.
Wir haben: v—o & o6
0ot — = = =g, (2103 ainmzt—‘)-
Folglich:
{1 b(6) 1) ! ( 7 u)l .
w(f) _(u arctg a0 "3 log | cot 5t + stet. Funktion
und also: . by 1
¢ (®) = | cot (?_ + —’E) ;"“"‘.-@—7. stet. Funktion
- 2" 4 : ’

Der letzte Faktor hat iiberall auf dem Kreise € einen von Null ver-
schiedenen Wert.
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Unger Ausdruck fiir ¢*(®) zeigt sofort, daB diese Funktion fiir 0

= ;:, arctg l;((e)) § einen endlichen, von Null verachiedenen Wert
het und daB sie fiir § == — %, arctg i%)) =— —""25 in derselben Weise

wie 8 4+ %;F oder z - ¢ verschwindet.

27 9. Lisung des Problems.

Wir kehren zur Funktion g (2} zuriick. Wir sahen, da8 diese Funk-
tion nur in solchen Punkten des Kreises € singuliir sein darf, wo %®)
verschwindet, Wir wissen jetzt, dall es nur cinen solchen Punkt gibt,
den Punkt z = — ¢ oder { = w, In diesem Punkt darf ¢{z}, als Funk-
tion von { aufgefaBt, von erster Ordnung unendlich werden. Wir
schlieBen hieraus, dal g(z) notwe.ndig dia Form:

haben muB, wo &, und &, reelle Konstanten sind. Diese Konstanten
miissen g0 bestimmt werden, dal:
(z) — TO() . o w(x)( g 2t

W 2) = W2) - {e kl--f-ﬂ'c,z_'_“r
im Punkte z, verschwindet. Da 2z, aulerhalb des Kreisea ! liegt und
nur fir Punkte dieses Kreises die Determinante des aus dieser Be-
ziehung hervorgehenden Gleichungssystems fiir %, und &, verschwin-
det, so sehen wir, daB %; und %, durch diese Bedingung eindeutig be-
stimmt sind. s gibt eine und nur eine Lésung fiir unser hydrodyna-
misches Problem.

Gehen wir wieder gur urspriinglichen z-Ebene zuriick, so folgt aus
unserer Formel fiir W, daB diese Funktion sich fiir groBe z-Werte wie
iU, 4—-—;—-&3
verhilt, wo 4 und B reelle, im allgemeinen nicht verschwindende
GriBen sind. Die Funktion W= v, {(z,, x,) — iv,(x,, 25} verhalt sich

also filr groBe Werte von Jz,2 + 2, = r wie:
A—iB _ U Az, — Bz, — i(Az,+ Bxy)

Wenn wir ¢, und v, ale die Geschwindigkeitskomponenten einer
Stromung auffassen, so beste¢ht diese Strimung aue einem radialen
AunsfluB vom Kérper mit der Geschwindigkeit:

U,

19 Osean, Hydrodyuamik
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40,
r
und einer Zirkulation in positiver Richtung um den Kérper mit: der
(Geschwindigkeit:
dig BU,

¥y

27 10. Zusammenfassung.

Das Problem, zu welchem die stationsire Bewegung eines Korpers
in einer Fliissigkeit im zweidimensionalen Falle in erster Niherung
und bei u ~ O fithrt, wurde im vorigen Paragraphen auf die Be-
stimmung einer Potentialfunktion, ¢, zurfickgefithrt. Wenn man statt
¢ die Ableitungen: g _ g

Y1y Fo- =Y
dz, dz,

betrachtet, o kann man das Problem in folgender Weise formulieren.
Man soll zwei auBerhalb der Grenzkurve S des Krpers zweimal stetig
differenzierbare und im Unendlichen verschwindende Funktionen v,
und v,, von 2, und ®, bestimmen, welche auBerhalb von § den Glei-

chungen: do, Ovy

dzy O
und auf § folgenden Bedingungen geniigen:
auf der Vorderseite von 8, d. h, auf §,;
COBN %, +9; + COBN Ty vy = coa na, » Uy;
auf der Rickseite von 8, d. h. auf 8;:
v, =0.

At’lﬁ 0, Aﬂ2=0, 0

Um dieses Problem zu l6sen, kann man folgendermaBen verfahren,
Man setzt @, + $x, = z und bildet durch die Transformation z = f(2’)
(¢ = a;’ -} s2,") das AuBere der Kurve S auf das AuBere des Kreises
[#/{ =1 konform ab. v, und vy befriedigen als Funktionen von ,’,
z,’ die Gleichungen:

Ao, =0, dvy=0, 2O
1 ’ 2 3 ] %’ azlr
und man kann es so einrichten, daB die Randbedingungen, welche

sich auf den Kreis |2’| =1 bezichen, die Form:

avi+ by =c="U,a

0,

annehmen, Dabei aoll fiir — 3—; <@ < -;f-(z' =¢e?, ¢ =1):a=rcosnz,,
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b = cosnx, sein. Dagegen soll fiir — ) <8,<3?n a6 =0, b=1 sein.

Die Funktionen v, und v, miissen iiberdies in dem Punkte zy ver-
schwinden, der dem Punkt z = = entapricht.
Man bildet nun die Funktion:
b(6*) u) 1 )
w(z) = ——§ (arc tg — a@® 3 32% dz*, (13)

wo die Integration in positiver Richtung lings des Kreises [2*| =1

* z.r

getiihrt werden soll und wo arctg ‘g- zwischen — —g- und + .;‘_ genom-
men wird. Man bildet ferner die Funktion:
2 —i
n w(e) ; I
Wiz)=U+e (k1+sk=s,+‘:)
Man bestimmt %, und &, so, dal W(z,") = 0 ausfillt. Man kehrt dann
zu den urspriinglichen Verinderlichen zuriick und driickt also W als

Funktion von z ans, Wenn man dann z = x; + sz, setzt und W in

der Form: .
W = o,(z,, B} — ivg(zy, %)

darstellt, wo v, und v, reelle Grolen sind, so geben diese Funktionen
vy, v, die Losung des Problems.

§ 28. Die Druckverteilung und der Widerstand bei
zweidimensionalen hydrodynamischen Problemen.

281. Einleitung. Ist der Druck bei g —+ 0 iiberall stetig?
Wir haben nach den Formeln (10) im § 26:

in B,: i 39
’ “1=a_£;! €=9U1a*ml‘ (71 =1,2)
in B“:
2o _ (%) )
=gz \gz T U1 B=gg
= o0 2%
ﬁ'—'QUJ.dzl'
Unter ¢ haben wir die Grofe:
P+ dout

verstanden. Wir haben also:
dp 1
= ol oF — — o(,2+ ).
p=elig, - —gelu’+u)

10
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Da u, beim Passieren der zylindrischen Grenzfliche zwiachen B,
und B, einen endlichen S8prung macht, so mub ebenfalls p beim Pas-
sieren dieser Fliche eine Unstetigkeit aufweisen. Dies Ergebnis kann
befremdend erscheinen. Man darf aber nicht vergessen, daB die in der
Theorie der idealen Fliissigkeiten tbliche Annahme, da der Druck
in einer bewegten Fliissigheit eine stetige Punktiion der Raumkoordi-
naten ist, auf der stillachweigend gemachten Annahme beruht, daS
die Groflen p A4 u; beim Grenziibergange g — 0 iiberall in der Fliissig-
keit, also auch in den Diekontinuititeflichen, gegen Null konvergieren.
DaB es im mathematischen Sinne nicht selbstverstindlich ist, deB p
bei i —+ 0 tiberall stetig ausfallen wird, zeigt das System:

N
8wy
oz =
das sich nur durch Vertauschen der Indizes § und % an einer Stelle
von dem System der hydrodynamischen Gleichungen unterscheidet.
Dies ist ja gerade das System, fiir welches wir den Grenziibergang
ausgefilhrt haben und bei welchem wir bei g — 0 den Druck unstetig
gefunden haben. Es zeigt, daB bei Difierentialgleichungen von
demselben Typus wie die hydrodynamischen Differentialgleichungen
bei dem Grenziibergang zu verschwindendem u im allgemeinen der
Druck unstetig ausfillt und daB also, wenn eich die hydrodynamischen
Differentialgleichungen anders verhalten, es sich dabei, mathematisch
gesprochen, um eine Ausnahme handeln mub.

Ubrigens darf natiirlich nicht vergessen werden, daB unsere Li-
sung nur eine erste Niherung darstellt®.

282. Zerlegung des Druckes in zwei Teile.
Wir setzen:

d¢ 1 1
el a—%—ﬁ evt = el — e’ + o) =p"

Dabei soll, wie im vorigen Paragrapben:

d¢ ¢

175, T B,

* Auch durch die Ausfihrmgen von Prof. Zeilon, welche im Anhange mitge-
teilt werden, wird die Frage von der Stetigkeit des Druckes bei u =0 nicht in ab-
strakt mathematischem Sinne entschieden,
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gein. Wir haben dann an 8,: p =’ und an 8,, weil dort %2 = U2 ist:
— a‘p 1 2 — #
p=elige — el =r+p"
wo:
P’ =—de(Us*— v —v).

28 3. Berechnung des Widerstandes.

Um die Resultierende der auf den Korper ausgeiibten Druckkrifte
zu berechnen, betrachten wir zunichat:

—!p'cos (nz,)ds = —‘?g?"d“’z-

wo die Integration im letzten Integral in positiver Richtung um S
berum gefithrt werden soll. Um das Integral auszuwerten, addieren wir:

—J=—p fﬂl(vldxs — v,d,).
Wir erhalten: ¢
— § pdz—J=—¢ 56 U,v,dwy— 4o fﬁ [0 — ve2)d, — 2o, v,dz,].
3 g b

Das letzte Glied ist der reelle Teil von:

)
wo W = v, — ¢v, eine auberhalb von 8 regulire analytische Funktion

von z = &, + 1, ist, welche in unendlicher Ferne von derselben Ord-
nung klein wie 1/z ist. Wir sehen hieraus, da8:

Yo P Widzs = 0.

!

Folglich:

- §p'd% = — 9U1§vld:c, +J.
8 8

Nun ist, wenn wir:
dz, = ds cos (nz,), dz, = — ds cos(nzy), (ds>0)
sefzen:

J = g | v,(v, cos(nz,) + vg co8 (n7y))ds = Qf"x gzd"
4 5

An der Vorderseite S, haben wir:; ‘—}E = U, cos (n2,) und an der Riick-
seite Syt vy = 0, Also:
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- fp'd% =-—oU,[v,dz; + 0| v, da,.
8 A
Wir haben andererseits;

—[prde, = yo [(U2 — 02 — v,2)dzy = 1o ! (Uf? — v2)da,.
3y Y A
Folglich:
— $pizy = — $priz,— [ iz = 1o (U, — vpda,
] E] Sy 8

Auf 8, hat dz, = dscos (nz,) einen negativen Wert. Die Kompo-
nente der Resultierenden der Druckkrifte in der Richtung der Be-
wegung des Korpers ist also stete negativ. Der Korper hat daher stets
einen Widerstand zu fiberwinden, Wir setzen diesen Widerstand
= o¢U,?R,, wo R, der Widerstandskoeffizient ist, und haben dann:

Widerstand = g U*R, = — }p ! (Uy— v,)*da,. (1)
L]

Wir konnen dieser Formel eine anschauliche Deutung geben. Wir

haben in By: P 3
=99 (9%
= 0z, (02:1) + U
dy

Nun verschwindet Fry in unendlicher Entfernung vom Korper. Wir
haben also in weit entfernten Punkten von B,:

wo (3:) wie frither den Wert von a-—a.u.f der Riickseite des Korpers
1/ 4 %

bedeutet. Wir konnen unsere Formel deshalb auch in der Form:

oU R, = §9f“12d3=

schreiben, wo die Integration jetzt iiber einen weit entfernten Quer-
gchnitt des Wirbelschwanzes gefiihrt werden soll und dabei dz, > 0
angenommen werden soll. Diese Formel sagt aus:

Der Widerstand in der Richtung der Bewegung ist
gleich der kinetischen Energie, welche der Wirbelschwanz
pro Lingeneinheit transportiert.
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28 4. Berechnung des Druckes senkrecht zur
Bewegnngsrichtung.
Wir berechnen jetzt die zur Bewegungerichtung senkrechte zg-
Komponente der Resultierenden der Druckkrifte.
‘Wir setzen:

e %"s(”sd“&“ 0,d%,) = J;
und haben dann: !

—fp'con(nm,)ds +J,= §'p’da:1 +Jdy=
K.} )
=l 4;"1‘1”1 — 40 §[("1g— v?}dz; + 20,0,d7,) =
8 5

=pl, §u,dzl — }o. Realteil von §W‘dz =polU, §u1d:¢,,
B N

Wir haben: P
Jy=—p v,%ds
8

und, weil an §,: e = U, cos (nz,), an S,: v, = 0:

4
"dn
Folglich: s

——fp'cos(nx,)ds = gUlgg(uldxl + voday) = QU1§J¢.
L 8

Btatt der Kurve S kinnen wir, wie die letzte Formel zeigt, eine be-
liebige, 8 einmal umlaufende, geschlossene Kurve zum Integrations-
weg benuntzen, Wir wihlen dazu einen Kreis um den Anfangspunkt
mit sehr groSem Radius. Nun kann man, wie wir am SchluB des
letzten Paragraphen gesehen haben, fiir groBes r (= z,7 + #,2) v, und
v, durch Ausdriicke von der Form:
Ax,— Bz,
e
darstellen. Wir erhalten demnach:
-—-éfp' cos (nz,)ds = 2rBo U2

_ gy Az, 4+ Bz
vy = U, Py

v1=U

Setzt man also den Druck senkrecht zur Bewegung, d. h. die Trag-
krait = p U,2R,, so erhilt man also schlieBlich:
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] Ul’R,——--fpcos(nx,)dsz—fp'cos(nxs) da—fp"cos(nzg) de=
& .1 By

o ZRBQUI’—igf(Ule—vl’)dzl. (2)
#y

Das erste Glied unseres Ausdruckes fiir oT7,2R, hangt nur von der Zirkn-
lation der Fliisaigkeit um den Kérper beider Stromung v,, v, ab. Eskann
als ein Zirkulationeglied bezeichnet werden. Das zweite Glied hiingt von
dem Unterdruck in der Fliissigkeit hinter dem Korper ab und kann als
eine Saugwirkung des Wirbelschwanzes auf den Korper gedeutet werden.

28 5. Zusammenfassung.

Nachdem man mittels der in § 27 dargelegten Methode die Funk-
tionen v, und v, berechnet hat, erhilt man aus den Formeln:

pU Ry = — 59_[(01— v, dx,,
Hﬁ
eUPRy,=2nBoU2— ;-gf(UI’-— v, ) dw,
I |

A
den Widerstand g U2R, und die Tragkraft oU2R,. In diesen For-
meln soll die Integration in positiver Richtung um den Korper gefiihrt
werden. Im ersten Integral ist also dz, stets <. 0. B hat die angegebene
Bedeutung. B ist also ein Ma8 der Zirkualation um den Kérper.

8 29. Das Problem des Kreiszylinders.

291. Bericht iiber die Methode von Prof. Burgers.

Prof. Burgers in Delft hat im Jahre 1921 den aus unserer Theorie
hervorgehenden Widerstand gegen einen Zylinder mit kreisférmigem
Querschnitt berechnet, der sich mit konstanter, sehr groBer Geschwin-
digkeit in einer reibungslosen Fliissigkeit bewegt. Die Methode von Prof,
Burgers bestand darin, daB er fiir die Potentialiunktion den Ansatz:

¢ = 4, log ’_ZA cos 1
(2, =rcoall, z,= rsmﬂ)

machte und mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate die end-
lich vielen Koeffizienten 4, 4,,..., 45 so bestimmte, da8 die Rand-
bedingungen:
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de
an U, ans,,
4
b2y =0 an S,

maoglichst genau erfiillt wurden. Obwohl diese Methode ein sehr
groBea Interesse besitzt, wollen wir doch, nachdem dureh Prof. Zeilon
eine exakte Losung des Problems gewonnen ist, von einem genaueren
Bericht iiber die Untersuchung von Prof. Burgers absehen und statt
dessen die in den zwei vorhergehenden Paragraphen dargelegte Me-
thode’ benutzen.

29 2. Berechnung der Funktion 2o (2).

Wir betrachten einen Kreiszylinder, dessen Radius den Wert R
haben mége. Um die in § 27 (vgl. besonders die Zusammenfassung
8.290!) entwickelte Methode benutzen zu kénnen, setzen wir:

i ® L TR
¥=p also: r 7 & =0.

Wir haben auf 8,: ¢ = cosf, b =3in @ (— f: <8<+ g) - Folglich:

0.l=+——

=== O

e-=—-— R

Wir berechnen den reellen und den imaginiren Teil der Funktion w auf
dem Kreise €, d. h. fiir # = 1, r = R. Der reelle Teil hat den Wert:

L3

+5
w()= 5 (o* )cot—;—(ﬂ'—ﬂ)dﬁ*s

+=
R TR
n )

mf(o* 0) cot (6% — 8)d6* =

= (5= 3)ilsatlg+ )+ 1(T+3) +1 (i - 5)
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f ist hier die durch die Gleichung:

[
16y =2 [ecorzas 3)
0

definierte Funktion.
Der imagindre Teil von w(z’) nimmmt nach der Definition von
w(z) (§ 274 8. 284) auf dem Kreise (' den Wert:

1 ay(0)+ iby(8) ( b(8) n)
- im0\ aw 2
an. Wir haben also auf dem Kreise C, wenn: — ? < B < -E:
imagingrer Teil von w({z') = — s(o _ —’25) &)
P 3::
wenn: i <<
imagmirer Teil von w(2’)= 0. (5)

Betreffend die Funktion ¢ konnen wir hieraus schlieBen, daB
gie auf dem Kreise C(|2’| =1, |z| = R) die folgenden Werte an-

. E T
nimmt, wenn: —-§<ﬂ<~2—.

te— 10 ew (), (6)
7T 3x
wenn: <8 <3
ev(®), (M
29 8. Lisung des Problems.
Um unser Problem zu lisen, d. h. um die beiden Funktionen:

0 =02 402

az,’ * Oz,
zu bestimmen, haben wir nach § 27, Zusammenfassung (8. 290),
in dem Ausdruck:

W)= W(2) = U, + ek + P

die beiden reellen Konstanten %, und %, so zu bestimmen, daB in
dem Punkte z,, der dem Punkte z = « entapricht, W(z’) = 0 aus-
fillt. Nun ist offenbar in diesem Falle z/ = co. Wir haben:

L L
+3 +3

x x
*=—3 -3
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Zur Bestimmung von %, und k; erhalten wir also die Gleichung:
ix

U+ e ¥ (k + sky) =
fie ergibt: ! bt ik in

bt ib=—Tpe ¢
Ul

U,

d.h.:

Wir haben also:
w(5)=we) = Ulll - ‘lﬁf(l = Z:E—:)l ®)

Um v, und v, zu erhalten, geniigt es, W(z’) in einen reellen und
einen rein imaginéren Teil zu zerlegen und dapn 2’ mit & TR , Ty’ mit

% zu vertauschen. Wir haben mit anderen Worten:

vy (%, 73) — t05(2y, 23) = W(2').

29 4. Verhalten der Liosang in unendlicher Ferne.

Besonderes Interesse hat, wie wir oben gesehen haben, das Ver-
halten der Funktion W in unendlicher Ferne, Wir wollen deshalb
dieses Verhalten untersuchen. Wir erhalten aus (1) fiir grofle |z |-Werte:

+£

w(z')= w(%)= %—::: (e*——-—) (0036*'}‘ ismﬂ")ﬂﬂ*—
'z
LN

Die Formel (8) ergibt unter diesen Umsténden flir grofes |z|:

a0,

Wir sehen aus (9), daB beim Kreiszylinder die 8. 289 definierte
GroBe B = 0 ist und aleo keine Zirkulation um den Zylinder statt-

findet. Wegen der Symmetrie war dies von vornherein zu erwarten.
Wir sehen ferner, daB:
2

und also, daB der radiale Ausfiul, der nach 8.291 den Wert 2x4 U, hat,

Wiz) -
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= 2(n — 2)RU, = 2,283R U,

ist. Prof. Burgers fand bei seiner angeniherten Losung des Problems
fiir diese Gr6Be den Wert 2,30RU,,

295. Werte von v, und v, auf der Oberfliiche des Zylinders.
Auf der Oberfliche des Zylinders haben wir nach (8) und (6),

L] n
wenn — - << <

2 2
2\ _ b, —w( _ coaB-i—asmB—
W(R) Ulll ﬁew} 1 ‘cosﬂ+$sm8+a
/] 7
““‘(2 "'4‘)
= U —-_.(sm6+tcosﬁ)e"<9) 14+ —— %
& m(z +I)

Wir haben also anf der Oberflache des Zylinders, wenn

X 7
sin § = l
v, {0) = U1|1 —_ Vo e"(ﬂ)(l — cot(2 4+ —-))l,

v3(6) = ﬁcmwe"(ﬂ)(l — cot(g + %))’

Wir haben dagegen, wenn r = R, —2— <0< %‘-:at

W(%)= Ulll_i},"l(_;(l —cot(%—-}- j))}

v,(0) = W(;)= U ‘1 —-%3(1—6013(3—4- }))
vy(8) =

also:

298. Numerische Ergebnisse. Vergleich mit der Erfahrung.

Wir geben eine von Prof. Zeilon berechnete Tabelle fiir die zwei
Funktionen wieder:

0
f(8) = -2—[0“‘ cot 6*do*
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und:
e eili-2)
9 u) (6 n) =2 (e 4T
cot|—+ - ||e?® =|eot|— 4 — . 4 2 L2
| (2 Ty cotlg + 3 e
Tabelle 1
(&) & = e =
e -——6) ‘cot(2+4)‘e|ﬂ(9) e e |cot(2+‘)|eﬂ(6)
— 1800 — 0,79 +9 0,090 2,31
— 182 — 0,02 18 0,185 2,07
—~ 144 — 1,05 27 0,202 1,78
- 128 — 1,24 38 0,383 1,52
—117 — 1,35 45 0,465 1,23
— 108 — 1,49 54 0,537 0,048
— 89 — 1,68 63 0,599 0,673
— 80 — 2,00 72 0,848 0,418
— 8 — 2,37 81 0,642 0,187
— 72 — 2,82 20 0,693 0,000
— 83 — 2,80 89 0,879 0,132
—~ b4 - 2,91 108 0,034 0,236
— 45 — 2 96 117 0,551 0,325
— 36 — 2,08 126 0,423 0,403
— 27 — 9,02 135 0,229 0,477
— 18 —0,198 2,85 144 — 0,538
—_ 8 — 0,000 2,71 162 — 0,667
0 0,000 2,53 180 — 0,790

Mit Hilfe der Tabelle I kann man die Werte von v, und v, auf dem
Umkreise des Zylinders berechnen. Man erhilt dann p. Man hat

auf 8,: .
p=eUjv;— %1'2'(1’1n + v*) = — g— (_"Léii_:;i + %‘ Ug?,
auf 8!
p=eUw — boUs?

Die Tabelle IT ist ebenfalls von Prof. Zeilon berechnet worden.
Sie bringt in der zweiten und dritten Kolumne die theoretisch berech-
neten Werte von v,/U, und pfo U,?® auf der Oberfliche des Zylinders.
Die in der vierten und fiinften Kolumne gegebenen Werte wur-
den bei Experimenten gefunden, in denen ein Zylinder mit einem
Durchmesser von 7,5 cm einem Luftstrom susgesetzt wurde, dessen
Geschwindigkeit in einem Experiment 25, in einem anderen 18 Me-
ter/Sekunde war.* Die Werte sind hier auf absolute Einheiten redu-
ziert. Man sicht, dal der theoretisch berechnete Druck an der Vorder-
gseite des Zylinders ganz denselben allgemeinen Verlauf wie der ex-
perimentell bestimmte Druck hat und daB sogar die theoretischen

* Die experimentellen Werte sind aus Jacob, La Résistance de I'Alr et I'Ex.
périence, tome 2, Parls 1921, entnommen.
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Tabelle I1
: a pig U plo U2
e A e U, Brp, Uw2 Eaop U =18
0° 1,900 + 0,500 +- 0,500 + 0,600
9 0,954 0,457 0,45 0,44
18 0,838 0,380 0,32 0,42
27 0,835 0,179 0,24 0,28
2.5 0,612 - 0,060 0,08 0,06
ag 0,387 — 0,043 —0,17 —0,14
45 0,127 — 0,130 —0,37 —0,20
54 —0,130 — 0,474 —~0,47 — 0,36
a3 —0344 | —0635 —~ 0,50 i 0,40
79 — 0,493 — 0,725 — 0,50 - 0,39
81 — 0,531 — 0,005 — 0,57 — 0,37
90 — 0,410 —0,503 —0,63 — 0,38
o - 0,275 — —047 —0,31
108 — 0,218 — — 0,40 —0,27
117 — 0,181 — —0,33 —0,28
128 —0,159 — - —
135 — 0,144 — 0,27 —024
144 — 0,131 — — -
153 — 0,128 — —0,24 —0,23
162 — 0,120 - — —
180 —0,117 — — 0,2 —o0,19

Werte numerisch in iiberraschend guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten sind. Man sieht auch, daB die theoretischen
Werte am besten mit denjenigen experimentellen Werten iiberein-
stimmen, welche der groBeren Geschwindigkeit entsprechen. Auch
dies war theoretisch zu erwarten.

In Figur 1 stellt die untere, voll ausgezogene Kurve die theore-
tische Druckverteilung an der Vorderseite des Zylinders dar. Die ge-
strichelten Kurven entsprechen den beiden in Tabelle 11 aufgenomme-
nen experimentellen Messungsreihen, Offenbar schlieBt sich die unters
der beiden gestrichelten Kurven, welche der Geschwindigleit U =25 m
pro Sekunde entspricht, gut an die theoretische Kurve an. Man be-
kommt aus der Figur den Eindruck, daBl die beiden experimentellen
Kurven Glieder einer unendlichen Schar von Kurven sind, welche
sich bei wachsender Geschwindigkeit immer ndher an die theore-
tische Kurve anschlie@en.

Die obere voll ausgezogene Kurve stelit graphisch »,/U, dar,

Mit Hilfe der Tabelie I konnen wir auch den Widerstandskoeffi-
gient R, berechnen. Das Ergebnis ist:

R, = 1,314,

Fir einen Zylinder mit dem Querschnitt 1 ergibt dies:
Rl = 0,657.
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Dieser Widerstandskoeffizient ist zu groS. Die experimentellen Be-
stimmungen ergeben etwa:
R, = 0,38.

Da der theoretische Druck an der Vorderseite des Zylinders nahe
mit dem experimentellen iibereinstimmt, so miissen wir schlieen,
daB die theoretische Druckerniedrigung in dem Wirbelschwanze zu
grof susfallt. Eine nihere Untersuchung bestitigt dies. Hier ist
offenbar der Punkt, wo der weitere Ausbau der Theorie einzusetzen
hat. Dies ist auch theoretisch verstindlich. Im Wirbelschwanze und
nur dort befriedigt unsere in erster Naherung erhaltene Ldsung
nicht die vollstindigen Bewegungsgleichungen einer reibungslosen
Fliissigkeit.

Wie Professor Zeilon durch weitere Ausfiihrung der Theorie beim
Kreiszylinder eine fast vollstindige Ubereinstimmung mit den Tat-
sachen erreicht hat, wird im Anhange gezeigt.
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§ 30. Das Problem einer diinnen Platte.

30 1. Einleitung. Konforme Abbildung.

Wir wihlen die MaBeinheiten so, dall die Breite der Platte den
Wert 2 hat, Der Neigungswinkel derselben gegen die Bewegungs-
richtung gei a. Eine mit der Bewegungerichtung parallele, gegen die
Platte senkrechte z-Ebene (z = z; + {2,) schneide die Platte lings
der geraden Verbindungelinie zwischen den beiden Punkten +- efe,
Um unsere allgemeine Methode zur Losung dieses speziellen Pro-
blemes anzuwenden, baben wir die lings L zerschnittene z-Ebene
konform auf denjenigen Teil einer z’-Ebene abzubilden, der auBer-
halb des Kreises C, d. h. des Kreises | 2| =1 liegt. Wenn wir die in
§ 27, Zusammenfassung, 8. 290 entwickelten Formeln anwenden
wollen, miissen dabei die Punkte z = - ¢« den Punkten 2/ =44 ent-
sprechen. Diese Abbildung wird durch die Formel:

==Y

bewirkt.

302, Formulierung der Aufgabe.
Berechnung der Funktion w(s’).

Unsere Aufgabe ist, eine in der zerschnittencn z-Ebene regulire
und eindeutige, in unendlicher Ferne verschwindende Funktion
W (z) = v,(%,, T3) —~ tv,{z,, %,) zn finden, welche an der Vorderseite
der Platte der Bedingung:

v, 8ina — vy co8g = U sina

und en der Riickseite der Bedingung:

v, =20
geniigt. Die enteprechende Aufgabe in der z-Ebene ist eine aullerhalb
des Kreises C regulire und eindeutige, in unendlicher Ferne ver-
schwindende Funktion:

W(Z') = vy {z', 7)) — iv,{zy’, 2")

zu finden, welche fiir:

r=1,-5<0< 32‘ (%, =1"c08 0, z,/ = +'¢in ),

der Bedingung: ) )
v,8ina —vycosa = U, sina,

3
“<8<—f

. =
flir: v =1, ) 5
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der Bedingung:
=0
genfigt. Wir sehen hieraus, daB beim Problem der Platte:
g(@)=sinag, b(f)=—ocomea; a(f)=—cosa, b (0)=—ana.
Die Formel (27, 13) 8. 201 ergibt unter diesen Umstinden:

” Sla—m) =8 fa—mn)
w(2’) “*_—f(z e ) z*__-“——losz—,:.;__z___
0'-__
Folglich: u
G(@) = @)= ie-_%“(::i ::)1&;, (2)

Wir haben in § 27 8. 287 eine komplexe Grofe £ eingefithrt. Wenn wir
sie auch jetzt benutzen wollen, missen wir sie durch die Gleichung:

¥ =1
definieren. Mit Hiife dieser Grofe { konnen wir unser Ergebnis (2)
in der einfachen Form:
Q) = — e—taf® | 4)
schreiben.

30 4. Berechnung der Funktion W{(2). Eigenschaften,

Die Lieung unseres Problems wird nach § 27, Zusammenfassung
8. 200 durch die Funktion:

W(z)=U, + e (kx +ik % 7t t)

gegeben. k, und k, miissen so bestimmt werden, dafl in dem Punkte
%o, der dem Punkt z = « entspricht, W (z’) = 0 ausfillt. Jener Punkt
z,’ ist offenbar 2z’ = o, Wiir 2’ = o haben wir:
fa_in e
f=1, W)= _¢g—la.g? 8 4g ¥
Zur Bestimmung der beiden recllen Gréfen &, und %, erhalten wir
also die Gleichung: i
kg =5l et,
Sie ergibt: btk !
b= —Uysing, k,=U,cos-§-

20 Opeen, Hydrodynamik
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Wir haben also:
’ e .
W(z)—Ull——(sm2 scos2 ,+;) l.._

I OB R

Wir haben jetzt W(z’) als Funktion von 2 auszudriicken. Zwischen {
und 2z besteht die Beziehung:

1=t
=

Sie ergibt:
C _ Ve‘“ —mz

T Velagz

Wir haben folglich:
W(Z) =t — ‘iﬂs =

a
1 e—i] con a (8‘“‘ — z)au sin ei’u 23
J\ec+t 2 e‘“ -|- z

Wir benutzen den Aunsdruck (6), um das Verhalten der Funktion
W(z) bei z + o zu untersuchen. Man findet:

=U,

W) - U1A sB
wo! . .
a a
A == ; cosa + sln“ SR (_ﬁ — :?) cos a, {7
1 .
B= (—2- — %) sin a. (8)

Fiir a = —g—haben wir nach diesen Formeln 4 = -%— , B =0. Fiir kleine

a-Werte werden sowobl 4 wie B klein, Die Zirkulation hat fiir kleines a
den Wert msin a. Dies int die Hilfte des Wertes, den Kutta aus seiner
Theorie abgeleitet hat.

304, Berechnung des Widerstandes und der Tragkraft.

Um den Widerstand und die Tragkraft zu berechnen, haben wir
nach den Formeln (28,1 8, 294) und (28, 2 8. 296) die beiden Integrale:

_J(Ul — v dz,, J'( U2 —ot)de,
A A

anszuwerten. Nun haben wir auf 8, nach (5), weil dort vy=0 ist:



304 Berechnung des Widsratandes und der Tragkrait ao%
(U= = (U, —~ WP =

2a 9 fa
= U, 3e—2ia nos'—q—t"— 2m-§cus—c = + sin‘—g-t,’ﬂ;ﬁs .
Wir haben auf 8, ferner:
—ta 4{df
dz, = sinae—* d:s=—sma(1_'_cﬁ)s

Wir bemerken, dal z* auf 8, im Punkie z = —¢'= den Wert—¢ und ¢
den Wert — w annimmt. ~ Wir haben folglich:

wina
_J(U1—”1)’d32 =f(U1 —udzy = UNJ, + J3+ Jy),
i1

—iing
=,
— — a1 ﬂa —%ia 4’:
Jy = —sinacos? 5 e~ ¥ (C’ g él,
0 2a
e i @ R U
Jp= 2mnasm—§cos 5 e (C’+ ¥ al,
4c ~
J,=—-smasm’§e""“ (C’+1)’ dL.
Um J,, J;, Jy zu berechnen, betrachten wir das Integral:
+w "
I Sl dt 9
J G+

in dem der Integrationsweg in der Umgebung des singuldren Punktes
{=0 in der komplexen [-Ebene oberhalb des ginguliren Punktes
gehen soll. Wenn wir gwei Punkte {, — {({ > 0) des Integrations-
weges miteinander vergleichen, haben wir dann:

£ L4
C___ (__ c)e—ul' c+u=_e—-lﬂ(_ C')l+ll"
Wir kdnnen deshalb unser Int-eg:al (9) in der Form:

Jh
- | @i 9

schreiben. Wir konnen andererseits den Wert des Integrales {9) in
der Weise berechnen, daB wir den Integrationsweg unbegrenzt nach
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oben verschieben. Dabei wird der singuldre Punkt { =+ ¢ iberschrit-
ten, Wir erhalten deshalb:

"5 1
tg‘m dc= — 2ﬂ£¢’ “-
Also: o
#
Tk Bett
e = . (10
f @ IF sin 2

Mit Hilfe der Formel (10) erhalten wir:
sin® .o @
J1= 2“00‘5’ —;'. J==(W—2G)W;:, Js=2(ﬂ'—a)mn=§'
Folglich:

— B da = | for cos 2a] ., o
!(U1 v )3dz, [n {7 — 2a) e Uz
]
Wir erhalten in dhnlicher Weise:
f(Uls_vlz)dzl =2 Ulf(Ul. — Ul)dz,—-f(Ul — o, dzy =
o ay 8y

n— 2a) .
cosa

a

Nun haben wir an 8,: d2, = cot @ dz;. Folglich:

—f( U—v,8)dz, = (:: cota — > 2“) Ut
“

pin a

Die Formeln (28,1 8. 294), (28,2 8. 298) ergeben jetzt:

1 co8 2a
eUR, ﬁ:@ e Ut (" — (= — 2a) "Gos & )‘1

()
pU R, = ;- e U? (u cota — (m — 2a) %..1%)- :
Die Begichung: By = B, cota

driickt die Tatsache aus, daB die Kraft o U,2R,, gU,2R, die Resul-
tierende eines iiberall gegen die Platte senkrechten Druckes ist. Da-
bei ist su bemerken, daB pU,2R, die Komponente dieser Resultie-
renden in der Richtung der negativen z,-Achse ist, dagegen o U, R,
die Komponente in der Richtung der positiven x,-Achse.
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805. Vergleich mit der Erfahrung.

Die nachfolgende Tabelle enthilt in den vier ersten Kolumnen einige
numerische Exgebnisse, die aus den Formeln (11) erhalten worden sind.

R hat die Bedentung: VBT TR
1 2

Alle Resultate sind auf die Plattenbreite 1 reduziert, aise die direkt
aus (11) hervorgehenden Werte nachtriglich mit 2 dividiert. Die
Kolumne R exp. enthilt experimentelle Werte. Sie sind den von Eiffel
fiir eine rechteckige Platte gefundenenWerte proportional, wobei:
Linge : Breite =9

war. Die Werte von Eiffel’sind aber mit einem gemeinsamen Faktor
multipliziert, der so gewihlt ist, daf R fiir a = 90° den Wert 0,78 be-
kommt, der nach Jacob* fiir eine unendlich lange, zur Bewegungs-
richtung senkrechte Platte der wahrecheinlich richtige Wert ist.

Tabelle I
« R, R, R Rexp, | RiRexp.| RiRy,. | (RIRy.)exp.
00 | 0000 | 0500 | 0,500 | (0,00) | (o) - -
8% | 0088 | 0810 | 0814 | 035 | 1,73 | 047 0,48
109 0,121 0,673 0,007 0.46 1,52 0,54 0,60

20° | 0,288 0,788 0,845 | 0,56 1,52 0,86 | 0,600,73
300 | 0,483 0,837 0,006 | 0,81 1,89 6,78 | 0,73--0,80

40° | o602 | o824 1,078 - - 0,84 0,82
45 | 0785 0,785 1,112 — . - -
a0° | 1,047 0,807 1,212 | 073 1,85 0,94 0,04
00 | LIT? 0,172 1,252 - - — -
900 | 1,288 0,000 1,285 | 0,78 1,86 1,00 1,00

Wir sehen aus dieser Tabelle, daB die theoretischen R-Werte
durchweg gréSer als die experimentellen Werte sind. Wir sehen aber,
daB im Intervalle 6° < @ <t 90° das Verhiltnis zwischen dem theore-
tischen und dem experimentellen B-Wert annéhernd konstant ist.
Dies tritt besonders deutlich in den zwei letzten Kolumnen der Ta-
belle zutage. Besonders hervorzuheben ist die geringe Abhéngigkeit
vom Neigungswinkel, welche sowohl der theoretische wie der experi-
mentelle B-Wert im Intervalle 60° < a < 90° sufweist.

Bei kleinen Neigungswinkeln (a < 6°) steht die Theorie in schrof-
fem Widerspruch mit den Tatsachen. Es ist nicht schwer, den inneren
Grund bierfiir zu finden. Im Grenzfalle @ =0 wiirden nach den Ergeb-

* Jacob, La Résistance de I'Air ot ' Expérience. T. I, B. 108 u. 110, T. IT, Teb. 1.
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nissen, welche wir beim Grenziibergange 4 — 0 gefunden haben, beide
Seiten der Platte zur Vorderseite 8, gehdren. Die Fliissigkeit wiirde
also an beiden Seiten der Platte gleiten und die Platte wiirde unter
diesen Umstdnden gar keine Bewegung in der Fliissigkeit hervor-
rufen. Wir wiirden also notwendig B =0 haben. Hier aber, wo wir
zuerst bei @ > 0 den Grenziibergang 4 — 0 und dann den Grenziiber-
gang a — 0 susgefilhrt haben, bekommen wir eine Bewegung, bei
welcher die Flissigkeit immer noch an der einen Seite der Scheibe
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haftet, wihrend sie an der anderen Seite gleitet. Dall wir unter
solchen Umstinden Ergebnisse erhalten, die nicht mit den Tatsachen
{ibereinstimmen, kann nicht Wunder nehmen. Immerhin stellen diese
Ergebnisse die Theorie vor neue und interessante Aunfgaben.

Dr. Zeilon, dem wir die Theorie der Platte verdanken, hat auch
das Moment der Druckkrifte auf die Platte in bezug auf die Mittel-
linie derselben berechnet. Er hat aus seiner Formel die in der
nachfolgenden Tabelle enthsltenen theoretischen Werte berechnet.
Die experimentellen Werte sind Messungen von Eiffel entnommen.
Bie sind auf die Breite 2 redusiert. Bei diesen Messungen war
Linge : Breite = 6.

Dr. Zeilon hat auch die Druckverteilung auf beiden Seiten der
Platte untersucht. Die Ergebnisse fiir die Vorderseite der Platte sind

in Fig. 2 dargestellt,
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Tabelle 11
am 10° 25° [ 0" 80° po®
[ﬁpada theor, 0,117 0,192 0,188 0,150 0
[§pada 8Xp. 0,280 0,204 0,102 0,160 0

Die voll anagezogenen Kurven geben bei verschiedenen Neigungs-
winkeln a die theoretische Druckverteilung. Die gestrichelten Kurven
beziehen sich anf die bekannten Messungen von Eiffel. Wenn man
bedenkt, dal die Theorie ja nur eine erste Niherung darstellt und
daB die Messungen von Eiffel sich auf Platten von endlicher Linge
beziehen, darf man wohl die Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Erfahrung als iiberraschend gut bezeichnen.

Auf der Riickeeite ist der Druck in Ubereinstimmung mit den
Tatsachen annihernd konstant. Degegen fillt der Unterdruck dort
zu groB aus. Auf diesemn Umatand beruht es, daB die theoretischen
R-Werte zu groB ausfallen.

§31. Die kreisformige Platte und verwandte Probleme.

811. Formulierung des Problems.

Das Problem der kreisférmigen Platte erheischt, wie wir schon
in § 23 gesehen haben, die Bestimmung einer auBerhalb von der
Platte reguliren und in unendlicher Ferne verschwindenden Poten-
tialfunktion, 4, welche an der Vorderseite der Platte, etwa fiir z, =
+ 0, B = Jz,! + z,* < & der Bedingung:

04 _

an der Riickseite derselben, d. h. fiir ;= —0, R < a, der Bedin-
gung A = 0 geniigt. Wenn wir diese Funktion 4 bestimmt haben,
80 haben wir:
in B,:

W=7 (?-=1’2!3)

B4 (e 94 04

A
= oz, (a;;),.__.,* U, =gz, %=5a,
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Wir kénnen die mathematische Aufgabe, von deren Erledigung
die Losung des Problems der kreisférmigen Platte abhingt, such in
etwas anderer Weise formulieren. Wir haben am Schlusse des ersten
Paragraphen bei der Ableitung der Gleichungen ITI 8. 12, die Geschwin-
digkeitakomponenten der Fliissigkeit, auf ein Koordinatensystem, in
welchem der Kérper ruht, bezogen, mit # (f == 1, 2, 8) bezeiochnet und
wir haben: %, = 4, — U, @, = ty, U3 — Uy gesetzt. Wenn wir jetat:

— Uz +A=@
setzen, so ist @ eine auBerhalb der Platte regulire Potentialfunk-
tion und wir haben:
in B,:

.. oO@
. %= o2,
in By: (1)
Qo0 (09 g 00 00
U m T \Itn—d T Bz, W T 0,

" Die Potentialfunktion @ muB sich in unendlicher Ferne wie:
— Ulz1+Konst.+%+ <

verhalten, Auf der Platte mul ¢ den Bedingungen:

anf S,:
L 6¢
auf 8;:
b=0 (3

geniigen. Wenn es also gelingt, eine Potentialfunktion & mit diesen
Eigenschaften zu bestimmen, so ist das Problem der kreisférmigen
Platte gelost. DaB dieses Problem ldsbar ist, haben wir ibrigens
schon in § 23 geschen. Wir haben dort auch das Hilfsmittel kennen-
gelernt, das zur Lisung des Problems Hihrt: die vierwertigen Poten-
tialfunktionen, deren Werte bei Umkreisung der Randkurve der
Platte permutiert werden. Es handelt sich jetzt um die explizite Aus-
fithrung des in § 23 angedeuteten Gedankens.

81 ¢. Einftthrung von dipolaren Koordinaten.

Wir setzen:

____asinv F ¥ __asinhypu (4)
coshyp u + cose’ ~ voshyp u + cosv

Wir bemerken, daB ein Punkt z,, R, fiir welchen R <4, %=+ 0

w‘=
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ist, auf der Vorderseite 8, der Platte liegt, ein Punkt filr welchen
R <@, 3, = —0 ist, dagegen auf der Ritckseite der Platte. — Wir
betrachten jetzt die reziproke Entfernung der Punkte z,, z,, 2, und
atg 4 a,0,0. Es ist:

1
Wz, —atgfal + =7 + ”a

vorensgesetzt, daf die Wurzeln rechts mit solchen Vorzeichen genom-
men werden, daB sie fiir reelle Werte von z,, 2,, 24, a, d. h. fiir
0<u<w, 0<v<2n, —w< @<+ o, positiv ausfallen. Wir
schlieBen aus (5), daB die Funktion:

Ycoshyp -+ cosw
fcoshyp % — cos (¢ — a)
fiir alle a, als Funktion von x,, z,, z, aufgefaBt, der Laplaceschen
Gleichung genfigt.

cos _1_ o ___Vcoshyp %+ cosv )
Yeoshyp u— cos (2 —a)

81s. Einflihrung einer aus vierwertigen Funktionen anf-
gebauten Potentialfunktion mit Hilfe der Sommerfeldschen
Methode. Eigenschaften derselben.

Wir betrachten jetzt die Funktion:
®,(z,, R)

]fcoshyp 1% co v I f _da +
8ns chghyp %— 008 (0 — G) gin 2 Y0
4

_da
fﬂeoshypu-—cos(v + a} 4in _ﬁolﬁ_
{Fy) 4 (6)

_Vc—oshypu;{~cosﬂ ' _ 1 ____ld__ T+
COR a( in

8xns Vcoshyl; % — GOB ¢
(W)

sin

Wir wihlen den Integrationsweg (W) des letzten Integrals in der
folgenden Weise. Kin Zweig geht etwa vom Punkte a=tu-} ¢+ io
(¢ > 0) aus, umkreiet in negativer Richtung den Punkt a= fu und
kehrt ins Unendliche zuriick, etwa nach dem Punkte a = fu — & 4c0.
Ein anderer Zweig des Integrationeweges (W) ist das Bpiegelbild des
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ersten in berug auf den Punkt a = 0. Wie die Integrationswege (W)
und (W,) zu wihlen sind, damit die Besiehung (6) besteht, ist leicht
ersichtlich und hat hier keine Bedeutung®.

Wir setzen v,= z und wollen unter dieser Voraussetzung die
Eigenachaften der Funktion @, untersuchen. Wir nehmen an, da8
0<vx<2n ist. In dem Bereiche des =, z, z,-Raumes, wo v > &
> 0 ist, ist dann offenbar @, eine regulére Lsung der Laplaceschen
Gleichung, welohe auf 8,, also fiir v = 0, der Bedingung:

0P,
o = O
und auf Sy, also fiir v= 22, der Bedingung:

genfigh. Um zu untersuchen, wie sich @, verhiilt, wenn « sich dem
Waerte Null ndhert, bemerken wir, daB, wenn |x —o|> & > 0ist, &,
such in der folgenden Weise dargestellt werden kann:

. — i e —f o
¢1(z,,§)='°°’h“;:‘.'" coRv fF(a)da-l-fF(a)da C
—s—iw +stio

Wir haber hier zur Abkilirsung:

1 1 1
Yeoshyp u— °°”“(aina—';°+" + sina—lr-—v) Fla)

gesetzt. Die Integrationswege in (7) sollen zwei mit der imaginiren
a-Achse parallele Geraden sein. Wir sehen aus dieser Darstellung,
daB @1(9:,,1_2) in dem Bereiche des z-Raumes, wo |z —v|>> & ist,
endlich und regulir bleibt, wenn 4 gegen Nuill konvergiert. Um
schlieBlich festzustellen, wie sich @, verhilt, wenn u gegen Null
und gleichzeitig v gegen x konvergiert, das heiBt, wenn der Punkt
%, %4, % sich ins Unendliche entfernt, bemerken wir, daB, wenn
{m—w!| <& ist, rechts in (7) noch ein Glied hinzukomxmen muf,
Dieses Glied rithrt von dem singuliren Punkte a = = — v her, der,
wenn ¢ den Wert 7 L ¢ passiert, den Integrationsweg eines der
beiden Integrale in (7) durchdringt. Das Glied hat den Wert + 1.
Wir baben also, wenn |z — ¢ | < 8 ist:

* Die Vierwertigkeit der einzalnen Integrale in(s)rahr:mmnmuﬁn"';""
bew. .in“_“;"“’. xin her.

a— v—v

4
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+e—im

fr( )da+fF(a)da|+ 1. (8

—a—te Fadd

hu+
d)1[“1’3) V(;s;: o=

Wir aghen hieraus, daf:

¢1(31!ﬁ}" L

R=|ixl‘+.§’—+ oo,

Man beweist in dhnlicher Weise, dall bei R — w0, d. h. bei v —» x:

oD, _ 9 1 _
(Buu)u.- . Yeoshypu+ cos o (ﬁ; Yeoshyp 4 — cos(n, —-u)),,.. .
- siny —_n,
2(coshyp 4 + cosv) 2a

wenn:

81 4. Lisung des Problems.

Wir echlieBen aus diesen Ergebnissen, daB} der Ausdruck:
[(2aU13i +1) ‘p‘]. =9,

wo A eine beliebige Konstante ist, eine Potentialfunktion definiert,
welche auBerhalb der Platte regulér ist, sich in unendlicher Ferne von
einer belanglosen Konstante abgesehen wie:

c
- le: + E + e
verhidlt und euf der Platte den Bedingungen :
auf S,: PP N
da,
auf 8y:
D=0
gentigt.

315. Das Verhalten der Liisung am Rande der Scheibe.

Wir haben bis jetzt die besonderen Verhdltnisse am Rande der
Platte auller acht gelassen. Um die Konstante 1 zu bestimmen, ist es
notwendig, auf sie Rticksicht zu nehmen. 1 so zu bestimmen, daB die
Greschwindigkeitskomponenten, also die GréBen:

P
75
am Rande endlich bleiben, ist unméglich. Diea ist aber auch nicht
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notig. Was wir verlangen miissen, ist nur, daB die Resultierende der
Druckkrifte auf die Platte einen endlichen Beitrag hat. Dafiir ist
notwendig und, wie wir unten zeigen werden, auch hinreichend, daB:
20
Oz,
suf der Riickseite der Platte quadratisch integrierbar ist. Was wir
verlangen miissen, ist also, daB

[/ st

einen endlichen Wert hat. Es liBt sich zeigen, daB durch diese Be-
dingung 1 eindentig bestimmt ist und daB 1 den Wert  haben muB.
Man kann ferner zeigen, daB, wenn 1 diesen Wert hat,

20

dzy
in der Nihe des Randes wie (6 — R)_* unendlich wird und also tate

sichlich auf Sy quadratisch integrierbar ist. Auf den Beweis dieser
Bitze gehen wir nicht ein.

81 &. Berechnung des Widerstandes.
Vergleich mit der Erfahrung. Verwandte Probleme.

Um den Widerstand der Fltissigkeit gegen die kreisformige Platte
zu berechnen, wenden wir den Impulssatz an. Um die Platte mit der
Geschwindigkeit U, vorwiirts zu treiben, muB auf sie eine Kraft wirken,
welche dem pro Bekunde gewonnenen Zuwachs des Impulses der ganzen
Fluseigkeit gleich ist. Der Zuwachs, den der Impuls der Fliissigkeit
wihrend der Bewegung erfahrt, besteht darin, daB der Wirbelschwanz
sich verlingert hat. Offenbar ist der Impuls mit der Bewegungerich-
tung der Platte parallel. Der Zuwachs desselben withrend einer Se-

kunde ist deshalb:
e af f udzydz,,

wo wir mit @ einen Querschnitt des Wirbelschwanzes in groBer Ent-
fernung hinter der Platte bezeichnen. Wir haben deshalb auf @:

)
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Wenn wir mit nalpU,2R, den Widerstand der Fliissigkeit gegen die
Platte bezeiohnen, so haben wir folglich:

natpUR, = gff(g—:;):dz,dw,.
&

Das Integral, durch welchee wir @, dargestellt baben, ist offen-
bar ein elliptisches Integral. Auch:

(6=

1t sich durch elliptische Integrale und zwar durch zwei {im Le-
gendreschen Sinne) ,,vollsténdige* elliptische Integrale dritter Art
ausdriicken. Wenn wir namlich zur Abkiirzung:

oshypu+4 1= a2

cosuyp T d—R K?

setzen und wenn wir durch die Beziehungen:

1

uidu

uEu+1)(1—w)
/]

H,y,

: wdu
c - =N
f Vu(Eu+1)(1— v?)
0
zwei Funktionen von K definieren, so haben wir auf S,:
od 2 (3 -4 b ).
O E(‘IK H,+K H,)

H, und H, sind vollstindige elliptische Integrale dritter Art und
konnen deshalb durch die Legendreschen Integrale E und F aus-
gedriickt und mit Hilfe der Tabellen tiber £ und F auch numerisch
berechnet werden, Dr. Zeilon hat indessen vorgezogen H, und H, neu
#u berechnen. Aus der so erhaltenen Tabelle der Werte von

00

P
auf 8, hat Dr. Zeilon schlieBlich den Widerstand berechnet. Er findet

madoUAR, = 1,179xa*p U,3,
also;
Rl = 1,179.
Die Methoden, welche wir in diesem Paragraphen benutzt haben,

lassen sich auch in einigen anderen Fiillen anwenden. So hat Dr. Zeilon
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nach diesen Methoden die Bewegung einer Halbkngel in einer Fliisgig-
keit untersucht. Fiir den Widerstand fand er:
wenn die krumme Fliche vorangeht:
0,611 =a%p U2
wenn die ebene Fliche vorangeht:
0,622 ma*o U2,

Die hier angegebenen Widerstinde sind, mit den experimentellen
Werten verglichen, etwa in demselben MaBe zu groB wie die Wider-
stinde, welche wir bei den zweidimensionalen Problemen gefunden
haben. Auch bei den Reumproblemen f&llt also die Druckerniedrigung
im Wirbelschwanze su groB aus. Wenn dieser Umstand nachdriick-
lich daran erinnert, daB unsere Lésung des hydrodynamischen Pro-
blemes nur eine erste Niherung darstellt, so bleibt es andererseite
sehr bemerkenswert, daB schon die Berficksichtignng der linearen
Glieder der Bewegungsgleichungen ein sowohl bei den kleinsten wie
bei den groBten Geschwindigkeiten qualitativ richtiges Bild der Be-
wegung gibt und daf die daraus berechneten Widerstinde in dem
weiten Bereich von den kleinsten zu den gréSten Geschwindigkeiten
hinsichtlich der GréBenordnung richtig aind.
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I-

Ein allgemeines hydrodynamisches
Potentialproblem.

1. Die folgende Fragestellung achlieBt sich als natiirliche Weiter-
fithrung der hydrodynamischen Theorie Oseens an. Die von einem
eingetanchten Korper in einer reibungslosen Flissigkeit hervorgeru-
fenen Bewegungszustinde werden durch Lobsung der in geeigneter
Weise linearisierten Differentialgleichungen bei nachfolgendem Grenz-
fibergang u -» 0 beschrieben. Unter Beschrinkung, der Einfachheit
wegen, auf zweidimenaionale Bewegung, lilt sich der Grundgedanke
der Oseenschen Theorie folgendermaBen in verallgemeinerter Fassung
aussprechen. Man geht aus von den bekannten Gleichungen der sta-
tionéren Bewegung und nimmt an, daf durch:

u=uo+u’, l}=vu+v'

die gesamte Geschwindigkeit in eine bekannte ,eingeprigtes Stro-
mung #,, v, und eine noch zu bestimmende ,,Stérungsstrémung* auf-
geteilt sei. Ks wird angenommen, daB die quadratischen 8td-

rungsglieder:
vave (50 _0Y)
’ T 8z dy
gegeniiber den halbgquadratischen:

gt VoW
vernachlissigt werden diirfen.

2. Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, wo als
Primiratromung eine laminare Bewegung eingefithrt worden ist.
Setzen wir also:

~ -4 0y -
uo—""'a""r v—+"6;s A'P—O:

80 erhalten wir zundchst aus den Grundgleichungen nach Elimina-
tion von:

21 Onewn, Hydrodynamik
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g=p+ 5+ %
die Gleichung:

dww 0w _ - 8y o
e(ngs +vgy) = naB, =303, )
die, wenn u = 0 gesetzt wird, sofort
Oy Oy
oz’ oy _
YT = 0, oder & = f(yp)
8z’ By

ergibt. Wir schliefien somit, da die asymptotische Losung des linea-
risierten Gleichungssystems auBer einer laminaren 8trémung noch
eine turbulente Strémung enthalten kann, derart, dali der
Wirbel auf gewissen Stromlinien der eingeprigten Strs-
mung mit konstanter Intensitét verteilt ist.

Die Bestimmung dieser Wirbelverteilung wird dadurch erleich-
tert, daB die asymptotische Behandlung der Gleichung (1} sich auf
eine schon bekannte Diskussion zurlickfiihren liBt. Setzen wir némlich

v = Imaginirteil von (p 4 iy),
so erecheint es natiirlich, anf die Koordinaten ¢, v zu transformieren.
Setzen wir, um die Kontinuitétagleichung zu befriedigen:

, 08 ., 08
-"_a_y: v*""+"a'_'w’

so liBt sich, nach einer leichten Rechnung, die Gleichung (1} so

schreiben:
*

0 a —
(9 a‘é""PA%w)Az.rB: (eatp‘f'a“"w- .,,)'w= 0. (2)

3. Die obige [leichung fiir w ist, von der Koordinatenwahl ab-
gesehen, mit derjenigen Gleichung identisch, deren asymptotisches
Verhalten in Oseens Theorie Wirbelbildung und Kielwasser bestimmt.
An der Grenge fiir 4 =0 kommt betrefis der Randbedingungen prin-
zipiell dasselbe Resultat heraus. Die Randkurve wird in zwei Be-
reiche geteilt, einer ,hydrodynamischen Vorder-* bzw. ,Riickseite
entsprechend. An der Vorderseite (S,) gleitet die Fliissigkeit einfach

* Man verglsiche hierzu: J, Boussinesq, Journ. de Lionville {8) 1 8. 286, 1905;
ferner J. M, Burgera, K. Ak. v. Wot. te Amsterdam, Verslag d. Wis- en Natunurk,
Atdesl. D. XXIX 8. 852, 1921.
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in reiner Potentialstromung vorbei, wihrend an der Rfickseite (S,)
die Wirbelverteilung g0 zu bestimmen ist, daB, wenn méglich, die
Fitissigkeit daselbat am Kirper haftet.

Die Herleitung dieses Resultates ist aus den Eigenschaften der
Grundlésung von (2) leicht verstdndlich. Wenn (g,, v,) einen will-
kiirtichen Punkt der Randkurve beszeichnet, so wird die gesuchte
Losung % mit Hilfe der Funktion:

]
1 it eilalp—go+ Flw—wd)
F(q’! ¥, Yo 'Po) = int f ?(&2 ,T_'ﬂ_a)'__‘e—&- da ﬁ =

— 2 (p—oe R
e % Ko(?ﬂ); B =Yg — oo + (v — vol,
wo K, eine Hankelsche Funktion von imaginirem Argument bedeutet,
in gewshnlicher Weise durch die Greensche Formel dargestellt*, Fir

¢ — 0 findet man, daB F iiberall gegen Null konvergiert auBer auf
der durch:

V=9 ¢ — P <0
definierten singnliren Kurve, wo ¥ derart unendlich wird, daB
das Greensche Randintegral einen entsprechenden endlichen Betrag
Liefert.

Durch jeden Punkt @, y, hat man also die betreffende Strom-
linie ¢ = g, zu zichen; die Gesamtheit aller Punkte der Flissigkeit,
fir welche @ << @, ist, bestimmt die Form und Ausdehnung des der
hydrodynamischen Riickseite angeschlossenen Wirbelbereiches.

Die Art des neuen potentialtheoretischen Problems ist damit auch
featgelegt. Nach dem Gesetz:

9% 94,0 . . o
5"2 = -—a¢ = 0, Ag,’ﬂ - f('l’)’

soll auf den genannten singuliren Kurven eine Wirbelbelegung mit
zugehdriger Strémung, d. h. die unbekannte Funktion & und die
damit verbundene Strimungsfunktion &, so bestimmt werden, daB:

(up + u')cos(n, T) + (vg -+ v)cos(n,y)=0  ans,;
Uyt W=0,+v' =0 an Sg;
W= v =0 im Unendlichen.

4. Nachdem dae so formulierte Potentialproblem durch eine kon-
forme Abbildung zuerst auf den Fall des Kreiszylinders zuriick-

* Vgl hierzu 8. 38.
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gefithrt worden ist, machen wir fiir die Losung folgenden Ansatz.
Der Wirbelbereich wird mit Wirbelfiiden von der unbekannten Stéirke:

22 P(y) _ @'y dedy

Iy T I )
belegt, wo
d N oy el [
d::j-::;; ;- _)_x(ZJ=uo—wn; %(Z) = tp + vy,

Dabei setzen wir, was keine wesentliche Beschrinkung bedingt,
voraus, duf im Wirbelbereich das Produkt x(z)3%(z) nicht verschwindet
oder jedenfalls zu koiner gefihrlichen Singularitit AnlaB gibt,

Im Unendlichen sei ferner:
w > 2z,

Wir betrachten zuniichst die Stromfunktion:

=t +g; [ [~ 1) gos e Ramdve

. . R=V(z—zo)’+(y—yo).
die der Bedingung:

B = Ayy 0y = (2 + G2 Ay 0y = s

geniigt. Der Funktion 8, entspricht eine Geschwindigkeit, die aua
Wirbelelementen:
|
T 2mz—z,
aufgebaut ist. Wird ferner eine laminare Bewegung superponiert, in-
dem die gespiegelte Winkelfunktion:

=z 1
% (1) 1—242
z
fiber dem Wirbelgebiet mit der Verteilung:
1 ar 1
dpydy, (;(—z;);m — 1) PR ("-o P 1) 2f(yo)d o,
integriert wird, so sieht man sogleich, dal die gesamte Bewegung
eine am Kreise | | =1 verschwindende y-Komponente der Geschwin-
digkeit ergibt.
Wird jetzt am Kreise noch die p-Komponente U¥ berechnet, so
liBt sich die Schwierigkeit des fiir z = z, unendlichen Kernes durch
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Isolieren des singuliren Bestandteiles beseitigen. Eine Diskussion,
die ich hier iibergehe, zeigt, daB U, so geschrieben werden kann:
H
(3) _tw+[Kwwotwadse =1,
[#]=1
wo f(y) auBerhalb des Wirbelgehietes (insbesondere an 8,) verschwin-
det und K einen fiir ¢ = yp, hochstens logarithmisch unendlichen
Kern bedeutet,

Ferner 1Bt sich ein ,,gemischtes Potentizl* superponieren
derart, daB:

an 8,;

%g + ugycos (n,%) + vyco8(n,y) = — U, cos(n,p)
an Sy:

0o

6; =0.

Das Potential @, das durch die noch hinzukommende Bedingung
betreffa der Geschwindigkeitsverhiltnisse im Unendlichen eindeutig
festgelegt ist, wird an der Riickeeite des Kreises eine p-Geschwin-
digkeit ergeben, die ihrerseits das unbekannte U, mit einem regu-
liren Kerne langs jener Riickseite integriert enthilt.

Die schlieBlich iibriggebliebene Bedingung, dall die gesamte ¢-
Geschwindigkeit an der Riickseite verschwinden soll, fithrt somit die
Bestimmung der unbekannten Funktion f auf eine Fredholmsche In-
tegralgleichung zuriick, deren Kern sowohl in ¢ wie y, quadratisch
integrierbar ist.

Das hier gefundene Resultat liBt sich, wie unmittelbar ersicht-
lich sein diirfte, noch suf den Fall itbertragen, daB die Geschwin-
digkeit an der Riickseite vorgeschriebene Werte annehmen soll.

5. Beispiel. Der Magnuseffekt. Es ist klar, daB die Wahl
der eingepriigten Stromung ¢ gewissermaBen willkfirlich ist und selbst-
verstindlich den natiirlichen Voraussetzungen des beziiglichen Pro-
blems gemiB getroffen werden muB. Im Falle des in einem gleich-
méBigen Strome stillstehenden Zylinders fithrte die einfachste natiir-
liche Annahme:

u,= Konst.,, v,=0
auf die Theorie Oseens. Als ebenso natiirlichen Aneatz nimmt man
fiir den rotierenden Zylinder am einfachsten:

¢ +iyp=A(z +1iy)+iBlog(z +iy)
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Figur 1

Die Aufgabe, die Gesamtheit der Kurven y mit p — @, < 0 an-
Zugeben, jst eine rein elementare, deren Ergebnis die beigefiigte
Pig. 1 (f{ir % =0; 2; 3) lllustriert. Man sieht, wie der Wirbel-
bereich, der in der Oseenschen Theorie des stillstehenden Zylinders
der Stromungsrichtung parallel verlduft und geredlinig begrenzt ist,

jetzt durch die Rotation deformiert und abgelenkt erscheint.
Inshesondere bemerkt man, daB fiir groBe Werte von -g {>1)

die untere Begrenzung des Wirbelschwanzes durch jene yp-Kurve ge-
bildet wird, die durch den Doppelpunkt der Primiirstrémung, z = 0,
¥ = — B, hindurch geht. Die Folge davon ist, daB mit zunehmen-
der Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelschwanz sich immer héher
an der der Translationsstromung zugewandten Vorderseite des
Zylinders hinaufsaugt, und daB er gleichzeitig hinter dem Karper
immer achmiler wird. SchlieSlich (bei :«3— = etwa 3,6) trifft der in
der Figur gestrichelte Grenzfall ein; der ganze Wirbelschwanz ist
zu einer Art von Korona, die den Zylinder umhiillt, zusammen-
geschrumpft,
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Figur 2

_Fiigur [ 3N

Die nach zanehmender Rotationsgeschwindigkeit geordneten Auf-
nahmen, Fig. 2—4, zeigen, daB der theoretische Ansatz jedenfalls
qualitativ sich der Erfahrung sehr gut anpaBt. Es ist wohl kaum
nitig, hervorzuheben, daB die ausgefithrte Berechnung nicht nur
einen Auftrieb, sondern gleichzeitig auch einen Widerstand ergeben
wiirde, '
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1.

Zur Berechnung des Kielwasserdruckes
in der asymptotischen Widerstandstheorie.

1. Die L3sung des Oseenschen stationiiren Bewegungsproblems
ergibt z. B. fiir den Kreiszylinder ein mit der Erfahrung gut tiber-
einstimmendes durchschnittliches Strémungsbild. Der Physiker wird
aber an zwei Umstiinden AnstoB nehmen. Erstens fillt der Wider-
stand viel zn groB aus, zweitens wird beim Passieren des Wirbel-
schwanzes der Druck unstetig.

Setzen wir, wie gewshnlich:

=y w, v=4v,

wo 4, die konstante Stromungsgeschwindigkeit bedeutet, so folgt
aus den Grundgleichungen bei Vernachlissigung der quadratischen
Glieder, fiir g — 0, sofort:

g =— 0% f wdy,
wiihrend exakt:

g= s.’fﬂfv(v’chg — (W + uwy) dy)
sein Bollte, Die Druckbestimmung wird also fehlerhaft sein, robald
der Ausdruck:
[ (vdz — wdy)

bedeutende Werte annimmt. Nehmen wir besonders die Druckver-
teilung lings der Oberfliche des Zylinders, so ist dort in der Oseen-
schen Lésung entweder:

@ oder v =0.

Eine unrichtige Druckberechnung wird somit hauptaiichlich dadurch
entstehen, daB das quadratische Produkt «’w% nicht {iberall ver-
nachlissigt werden kann. Dieses Produkt nimmt aber in jener Lé-
sung nahe der Grenze des Wirbelgebietes groBe Werte an; insbe-
sondere wird beim Eintritt in das Wirbelgebiet % derart unendlich,
daB ¢ mit einem endlichen Betrag diskontinuierlich bis zu jenem
ibertriebenen SBaugdruck herabfillt, der fiir den zu groBen Wider-
standskoeffizienten verantwortlich ist. Das fehlerhafte SchluBresul-
tat ist eben die natiirliche Folge davon, daB in einem kritischen
Bereich die Differentialgleichungen in allzu grober Weize verletzt
worden sind.
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2. Ein charakteristisches Ergebnis der Osg¢enschen Theorie ist
die Einteilung des Xorpers in eine ,hydrodynamische Vorder-«
und ,,Rilckseite’*. Vieles {z. B. die experimentelle Tatsache des an
der Riickseite eines K&rpers naheru konstanten Druckes) deutet
darauf hin, daB die damit zusammenhingenden verschiedenartigen
Grenzbedingungen (Rleiten der Fliissigkeit an der Vorderseite, Haf-
ten an der Riickseite) der Erfahrung gut entaprechen. Da8 fiber-
haupt eine ,,reibungslose's Fliissigkeit einen Widerstand aufweisen
kann, riihrt davon her, dall an der Koérperoberfliche die Reibungs-
kréifte noch bei verschwindender Viskositit eine endliche Arbeit aus-
fiithren, die zum Losreifen und Transportieren von Wirbeln von der
Hinterseite nach riickwiirts verbraucht wird. Da aber hinter dem
Kérper die Geschwindigkeit iiberall Null sein sollte, wird der eigent-
liche Wirbeltransport nur in den ,kritischen* Ubergangspunkten
gwischen Vorder- und Riickseite stattfinden. Von diesem Gesichts-
punkte aus erscheint es natiirlich, die Druckdiskontinuitit dadurch
,aufzulockern‘, daB man jene Punkte als den Grenzfall von sehr
kleinen Gleitungsintervallen betrachtet. Eine derartige Vorstellung
wird im folgenden zu einer eindeutigen Festlegung des Kielwasser-
druckes benutzt.

3. Nehmen wir nun die Lésung des Oseenschen Problemes als
erste Niherung des Widerstandsproblemes an, so eracheint zunichst
der Druck {(oder die Funktion ¢} als bei der gewdhlten Vereinfachung
der Bewegungsgleichungen eindeutig bestimmt. In derTat ist aber
diese BEindeutigkeit gewissermafen nur scheinbar,

Denn schreiben wir:
u=1{y)+ ¢, v=1,
wo u, auBerhalb des Oseenschen Wirbelschwanzes gleich w, ist und
innerhalb dieses Bereiches in irgendeiner Weise von y stetig abhingt,
so konnen wir statt w, ebensogut u,(y) als eine modifizierte Primir-
strémung mit tiberlagerter Stérungsstrémung «’, v’ einfilhren. Wenn
aber jetzt w'i, v'w als quadratische Glieder vernachlissigt werden,
80 kommt durch Elimination von ¢ aus:

dq

die Gleichung P
16 _
et{y) 5o = pdw (1)
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heraus, die fiir # -+ 0 voraussichtlich auf die fundamentale Gleichung
der Oseenschen Theorie:
dw

3= (2)

fithren wu-d Dementeprechend wird man jetzt die in der Flilssig-
keit giiltige Beziehung:

_ (7} .
q——-—gfu,(y)wdy, %i_‘ =0

finden. Damit hat man aber innerhalb des Wirbelgebietes eine ganz
verschiedene Druckbestimmung eingefthrt, obschon das Strémungs-
bild immer durch die Gleichung (2} bestimmt wird und folglich auf
den Oseenschen Typus zuriickkommt.

4. Nach der obigen Auseinandersetzung wird man, von der Oseen-
schen S8trémung ausgehend, nur dadurch zu einer bestimmten Druck-
berechnung gelangen, dal man durch irgendeine erginzende Hy-
pothese einen geeigneten Anteil der geradlinigen turbulenten Ge-
schwindigkeit als ,,Primirstrémung* absondert. Mit Riicksicht auf
die vollatindigen Differentialgleichungen erscheint es fir das Wider-
standaproblem natfirlich, die Auswahl 8o zu treffen, daB inder
Nihe des Korpers diege vollstindigen Gleichungen so gut
wie moglich befriedigt werden, d. h., wir sollten:

% (y) = “Sa(y)
setzen, wo ug, die totale Geschwindigkeit an der Korperoberfliche
bedeutet.
Da aber, bei vollstand1gem Haften an der Riickseite,
tg, =0
ist, so wiirde folgen:
dg =0, g = Konat.
Der absolute Wert des Kielwasserdruckes wiirde aber immer noch
unbeatimmt bleiben, weil in den kritischen Punkten als einzigem
Sitz der Wirbelablésung # = » und s, diskontinuierlich ist. Um
bestimmte Druckwerte zu erzielen, muf man die Annabme von den
oben erwihnten, den kritischen Punkten zugeordneten Gleitungs-
intervallen zu Hilfe nehmen. Dabei wird die Qseensche Strémung
durch eine gewisse naholisgende Strémung ersetzt, bei der der Druck-
fibergang in bestimmter stetiger Weise durch die Gleitungsintervalie
hindurch erfolgt. LaBt man nachher die Ausdehnung des Gleitunge-
intervalles nach Null konvergieren, so wird es méglich, auf eine der
Oseenstrdmung entsprechende Druckbestimmung zu scblieSen.
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B. Gehen wir umgekehrt davon aus, es handle sich darum, eine
moglichst genaue Losung der vollstindigen Gleichungen in der
Nihe des Kérpers zu erhalten, go wiirden wir immer, bei Annahme
von sehr kleinen Gleitintervallen und vollstindigem Haften an
der iibrigen Riickseite, entweder v’ sehr klein oder = 0 haben.
Die vollstindige Gleichung:

a4 dw _
wiirde somit, in der unmittelbaren Nidhe von S, mit guter Nihe-
rung in die Gleichung

7} _
o ty, (y) 3: = uAw (3

ibergehen. Aus (3) folgert man aber unter aligemeinen Yorausset-
zungen, dal die lings der Korperoberfliche exakt giiltige Beziehung:

9= —nf(Audz+ Avdy)

wirklich, fiir ¢ — 0, die Formel;

) §'=—efus,,(y)%‘vdy
ergibt.

6. Die explizite Durchfiihrung des oben geschilderten Vorganges
kann in wenigen Worten abgefertigt werden. Die besondere Art, Gleit-
intervalle einzufiihren ist mehr oder weniger gleichgtiltig. Das unten
angefithrte Resultat bezieht sich auf folgende Anordnung. Der
Zylinderumfang wird vom vorderen Staupunkte aus in Bogenmal
von 0 bis 25 gerechnet. Es wird angenommen, daB die Fliissigkeit
zwischen 27 —a und a vorbei gleitet, so dal die Gleitintervalle

die Winkel zwischen 27 — « bis ?';-‘ und zwischen g- und @ einneh-

men. Um zu erzielen, daB die Gleitung der Fliissigkeit gegen
die Riickseite hin stetig gegen Null retardiert wird, fithren wir
vom Anfang an in die Streifen:

1>y>sina, 0
— 1< y<-—sine, z<b,

eine geeignete Wirbelverteilung an. Es sei z. B. eine geradlinige Stro-
mung u'(y) vorhanden derart, daB:

t? = Konst, = — U/

auBerhalb dez Oseenschen Wirbelstreifens, und daB am Zylinder:
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. o cos P 4
""“‘“‘"’*“ﬂ-—”(—lﬂﬁ)* g<®<a
' 2w—a<0<§;;
u“(sin#)=u033=0, e<d<In—a.

Wir losen jetzt des folgende Potentialproblem. Eine Geschwindig-
keitsfunktion v — 49’ wird so bestimmt, daf3:

u’cosﬂ+v’sin§+u§pcos§=0, —a<d<a
v'=0 , a<¥<2n—a;
w=v=0 ,  im Unendlichen.

Um zwischen ¢ und 2z — a Haftung su erzielen, wird nachher eine
geradlinige turbulente 8trémung nach dem Schema Oseens fiberlagert.
Die Punktion «’-— ¢v’ 148t sich nach bekannten Prinzipien kon-

struieren und chne Schwierigkeit berechnen. Die so erhaltene Stro-

mung liegt fiir @ nahe :— der Oseenschen Strdmung sehr nahe, hat

aber {iberall endlichen Wirbel und ist mit einem sietigen Geschwin-
digkeits- und Druckverlauf hinter dem Zylinder verbunden.

Die beigelegte Figur zeigt das Resultat der durch Integration
iiber den Gleitungsintervallen mit ug, = us, + % ersielten Druckbe-
rechnung.

Die Kurven haben folgende Bedeutung:

I. Druckverteilung am Zylinderumfang bei direkter Lisung des
QOseenschen Problemes;

05 s 135 20°
[}
\ | A=
\ f7T 1
-l \.\\@ & 1
/=
10 \ : f/
N
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1L, Druckverteilung mit Gleitung, a == 108°;
IIL. » » p o @=1269;
IV. Experimentelle Druckwerte, nach Eisner®, fiilr hohe Reynolds-
sche Zahl;
V. Experimentelle Werte, nach Lafay**.

Der Vergleich der Kurve I mit den Kurven IT und TIT zeigt,
daB die listige Druckdiskontinuitit nunmehr verschwunden ist, und
daB ferner der grofle Unterdruck der Kurve I durch einen maBige-
ren, im Haftungsbereich konstanten und mit zunehmender Ausdeh-
nung der Gleitintervalle abnehmenden Saugdruck ersetzt wird,

Die Kurven IT und III schlieflen sich, sowohl ihrem allgemeinen
Typus nach wie auch quantitativ, den experimentellen Kurven er-
sichtlich gut an. Durch Integration der Kurven erhilt man sofort
den Widerstandskoeffizienten, Sowohl die theoretischen wie die ex-
perimentellen Kurven zeigen einen sehr kleinen resultierenden Uber-
druck an der Vorderseite des Zylinders; der Widerstand hingt
(im Gegensatz zur Helmholz-Dirichletschen Diskontinuitiitsfiichen-
theorie)} fast ausachlieBlich von dem hinteren Saugdruck ab.

Der experimentell gefundene Widerstand ist sowohl nach Eisner
wie nach Lafay zwischen den theoretischen Widerstinden nach II
und ITI enthalten.

Die Verringerung des Widerstandes mit erhGhter Gleitung deutet
auf die Moglichkeit einer zwanglosen Erklirung des mit steigender
Reynoldsscher Zahl abnehmenden Widerstandskoeffizienten. Es mag
in diesem Zusammenhang bemerkt werden, dal der Widerstands-
koeffizient der reinen Oseenschen Bewegung, mit Haftung an der
ganzen Riickseite, nach den obigen Prinzipien als Grenzfall berech-
net, sich auf ungefibr 0,6 (in.absolutem MaBe) erhebt. Dieser Wert
deckt sich etwa mit dem experimentell gefundenen Koeffizienten
unmittelbar vor dem bei einer Reynoldsschen Zahl von der Grofen-
ordnung 10° eintretenden Widerstandsabfall.

* Druckmessungen sn umstrdmten Zylindern. Zoitechr. £, angew. Math. u. Mech.
Bd. 5, 1925,

** Tnoob, La Résistance de 'Air ot |'Expérience. Tome II, Tafel X1I, bis,
Encyol. Scientif, Octave Doin, Paris 1921.
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