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Einlcitung. 
In dem groBen Briefe an Oldenburg, in welchem Spinoza diesem 

Freund seine Bemerkungen iiber Robert Boyles „New experiments 
touching the spring of the A i r " mitteilte, kommt der folgende Passus vor: 

„Endlich, um auch dies nebenher zu bemerken, geniigt es zum all-
gemeinen Verstandnis der Natur der Flussigkeiten, zu wissen, daB man 
seine Hand in einer Fliissigkeit mi t einer ihr proportionierten Bewegung 
in alien Richtungen ohne Widerstand bewegen kann; was denen hin-
langlich bekannt, die genau auf jene Begriffe achten, welche die Natur 
erklaren, wie sie an sich ist, statt in ihrer Beziehung zur menschlichen 
Sinneswahrnehmung. Gleichwohl halte ich diese Beschreibung nicht 
fiir wertlos, im Gegenteil wiirde ich eine ebenso genaue und treue Be­
schreibung jeder Fliissigkeit fiir auBerst niitzlich zum Verstandnis ihrer 
Eigenart erachten, was ja als hochst wichtig von alien Philosophen er-
strebt wi rd . "* 

Die Eigenschaft der „idealen" Flussigkeiten, bei stationarer Be­
wegung keinen Widerstand gegen einen Korper zu leisten, die Spinoza 
hier (1662?) erwahnt, wurde im achtzehntcn Jahrhundert mi t dem 
Namen „das Paradoxon von d'Alembert" oder „das Paradoxon von 
Euler" belegt. 

Der Beweggrund fiir die Untersuchungen des Verfassers, iiber welche 
dieses Buch berichtet, war der Wunsch, durch das Studium der Be-
wegungen der wirklichen, zahen Flussigkeiten auf dieses Paradoxon Licht 
zu werfen. In der Zeit, in welcher diese Untersuchungen angefangen 
wurden, war die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein be-
liebter Gegenstand der mathematischeii Forschung. Es schien mir eine 
verlockende Aufgabe, die Methoden, welche in diesem Teile der reinen 
Mathematik gewonnen waren, zur Losung jenes Ratsels anzuwenden. 

Um eine Grundlage fur folgende Untersuchungen zu gewinnen, hatte 
ich zuerst die linearen Systeme von partiellen Differentialgleichungen zu 

* tfbersetzung von J. Stern. 
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untersuchen, welche man aus den Bewegungsgleichungen einer zahen 
Fliissigkeit durch Weglassen der quadratischen Glieder erhalt. Ich hatte 
die Grundlosungen jener Systeme zu bestimmen. Uber diese Unter-
suchungen berichtet der erste Teil dieses Buches. 

Die oben erwahnten linearen Systeme von partiellen Differential-
gleichungen, welche man aus den vollstandigen hydrodynamischen 
Differentialgleichungen durch Weglassen der quadratischen Glieder er­
halt, gelten annahernd fur langsame Bewegungen einer zahen Fliissig­
keit. Durch die Kolloidchemie hat dieses Gebiet der langsamen Be­
wegungen wissenschaftliche Bedeutung bekommen. Meine Beschaftigung 
mit dem Gegenstand gab mir die Losung eines hydrodynamischen Batsels 
auf diesem Gebiete, des Paradoxons von Whitehead. Lamb zcigte, daB 
auch ein anderes hydrodynamisches Ratsel, das Paradoxon von Stokes, 
durch meine Methoden seine Losung findet. Fax6n hat im AnschluB an 
meine Arbeiten die Theorie der langsamen Fliissigkeitsbewegungen durch 
ausgedehnte und wertvolle Untersuchungen gefordert. Ich hoffe, daB die 
Zusammenstellung der auf diesem Gebiete in den letzten Jahren ge-
wonnenen Ergebnisse, welche ich im zweiten Teile meines Buches gebe, 
fur die Kolloidchemie willkommen sein wird. 

Das Hauptziel meiner Untersuchungen war aber, den Grenziibergang 
zu verschwindender Zahigkeit in exakter Weise auszufiihren. Dieses Ziel 
habe ich noch nicht erreicht. Dagegen konnte ich in den linearen Syste-
men, von welchen ich oben gesprochen habe, den Grenziibergang aus-
fiihren. Die Ergebnisse, welche ich dabei erhielt, stehen in schroffem 
Widerspruch zu der Theorie der idealen Fliissigkeiten, dagegen in quali-
tativer Cbereinstimmung mit dem Verhalten der wirklichen Fliissig­
keiten. Schon aus diesen Tatsachen schien mir hervorzugehen, daB das 
d'Alembertsche Paradoxon auf einem schlecht vollzogenen Grenziiber-
gange zu verschwindender Zahigkeit beruht. Die Untersuchungen von 
Zeilon, der auf diesem Gebiete meine Arbeit fortgefiihrt hat, haben ge-
zeigt, daB mein Grenziibergang weit mehr als dieses negative Resultat 
ergibt. In bezug auf den Widerstand gibt er zwar nicht genau, aber doch 
der GroBenordnung nach richtige Werte. Und von der Druckverteilung 
auf der Vorderseite eines Korpers gibt er ein auch quantitativ fast rich-
tiges Bild. t)ber diese Dinge berichtet der dritte Teil des Buches. 

Durch Untersuchungen, welche noch nicht veroffentlicht sind, hat 
Zeilon gezeigt, daB man durch einen weiteren Ausbau meines Ansatzes 
die tJbereinstimmung mit den Tatsachen zu einer fast vollstandigen 
machen kann. Auch hat er den Magnuseffekt in sehr schoner Weise 
behandelt. Es war mir nicht moglich, diese neuen Ergebnisse in mein 
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Buch aufzunehmen. Einen Ersatz ergeben zwei Vortrage von Herrn 
Zeilon, welche im Anhange mitgeteilt werden. 

Um die Ubersicht zu erleichtern und die Bedeutung der verschiedenen 
Methoden und Resultate zu charakterisieren, geben wir im folgenden eine 
genauere tJbersicht liber den lnhalt des Buches, die einige Einzelaus-
sagen bringen wird, die wir im Text nicht wiederholen werden. 

Im ersten Paragraphen werden die hydrodynamischen Differential­
gleichungen abgeleitet. Als Ausgangspunkt wird dabei der Impulssatz 
der Newtonschen Mechanik benutzt. Dieser Satz wird auf einen beliebig 
herausgegriffenen Teil der Fliissigkeit angewandt. Die Beziehungen, 
welche so erhalten werden, haben die Form von Integralgleichungen. 
In diesen Integralgleichungen kommen die zunachst unbekannten Krafte 
vor, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit 
auf jenen Teil ausiibt. Die Annahme, daB diese Krafte von der Form-
anderung der Fliissigkeit abhangen, ermoglicht es, einen Ansatz fur sie 
zu gewinnen. Aus den Integralgleichungen, welche keine andere Ab-
leitungen der Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes als die 
Ableitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug 
auf die Raumkoordinaten enthalten, werden in gewohnlicher Weise, 
unter Voraussetzung, daB die Geschwindigkeitskomponenten stetige Ab­
leitungen erster Ordnung in bezug auf die Zeit, zweiter Ordnung in bezug 
auf die Raumkoordinaten haben und daB der Druck einmal stetig in 
bezug auf die Raumkoordinaten differenzierbar ist, die hydrodynamischen 
Differentialgleichungen abgeleitet. AuBer den allgemeinen hydrodynami­
schen Differentialgleichungen werden zwei in speziellen Fallen giiltige 
Formen derselben aufgestellt, namlich die Gleichungen fur stationare 
Bewegung in bezug auf ein ruhendes Bezugssystem und die Gleichungen 
fur stationare Bewegung in bezug auf ein mi t konstanter Geschwindig-
keit bewegtes Bezugssystem. 

Der zweite Paragraph hat den Zweck, die mathematische Methode, 
welche spater verwcndet wird, durch ein einfaches Beispiel zu erlau-
tern. Hierzu wird die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung benutzt. 
Es wird gezeigt, wie das innere Problem fur diese Gleichung durch 
Reihenentwicklung nach Potenzen eines Parameters X auf ein unend-
liches System von gewohnlichen Poissonschen Gleichungen zuriickgef i ihrt 
werden kann. Die Losung der Poissonschen Gleichung mi t Hilfe des 
Greenschen Satzes, der Grundlosung und der ersten Greenschen Funktion 
wird dargelegt. Betreffs des auBeren Problems wird auf eine charak-
teristische Schwierigkeit hingewiesen, welche darin ihre Wurzel hat, daB 
die Losung nicht mehr in der Umgebung von A = 0 eine analytische 
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Funktion des Parameters X ist. Die hydrodynamische Bedeutung dieser 
Tatsache wird hervorgehoben. 

Im dritten Paragraphen wird, nach dem Vorgange von H. A. Lo-
rentz, der verallgemeinerte Greensche Satz fur das lineare System der 
Gleichungen aufgestellt, die man im stationaren Falle durch Weglassen 
der quadratischen GKeder aus den vollstandigen hydrodynamischen 
Gleichungen erhalt und die man kurz die Stokesschen Gleichungen 
nennen kann. Mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen werden die Grund-
losungen (von H. A. Lorentz) wiedergefunden. Mit Hilfe dieser Grund-
losungen werden die vollstandigen hydrodynamischen Differential­
gleichungen fiir stationare Bewegung in ein System von Integrodifferen-
tialgleichungen umgeformt. 

Im vierten Paragraphen werden dieselben Aufgaben fur die „er-
weiterten Stokesschen Gleichungen" gelost, d. h. fiir das lineare System 
von partiellen Differentialgleichungen, welches man durch Weglassen 
der quadratischen Glieder aus dem System erhalt, das fiir stationare 
Bewegung in bezug auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes 
Bezugssystem giiltig ist. 

Der fiinfte Paragraph gibt die Losung derselben Aufgaben fiir das 
lineare System von Differentialgleichungen, das man durch Weglassen 
der quadratischen Glieder aus den allgemeinen hydrodynamischen Diffe­
rentialgleichungen erhalt. In diesem Paragraphen wird also das all-
gemeine vollstandige System von hydrodynamischen Differential­
gleichungen in ein System von Integrodifferentialgleichungen umge­
formt. In diesen Gleichungen kommen keine anderen Ableitungen der 
Geschwindigkeitskomponenten oder des Druckes vor als die Ableitungen 
erster Ordnung von den Geschwindigkeitskomponenten in bezug auf die 
Raumkoordinaten. 

In den Paragraphen 1—5 sind die Integralgleichungen — oder genauer 
Integrodifferentialgleichungen —, welche der unmittelbare Ausdruck 
der zugrunde gelegten mechanischen Satze sind und welche nur die Ab­
leitungen erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten in bezug 
auf die Raumkoordinaten enthalten, durch Vermittlung der hydro­
dynamischen Differentialgleichungen und ihrer Grundlosungen in ein 
neues System von Integrodifferentialgleichungen umgeformt worden, 
welche ebenfalls nur die Ableitungen erster Ordnung der Geschwindig­
keitskomponenten in bezug auf die Raumkoordinaten enthalten. Es ist 
eine naheliegende Frage, ob man nicht, ohne Vermittlung der Differen­
tialgleichungen, direkt aus den zugrunde gelegten mechanischen Satzen 
zu den schlieBlichen Integrodifferentialgleichungen gelangen kann. Para-
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graph 6 zeigt, daB dies tatsachlich der Fall ist. WieausdiesemBerichtiiber 
den Inhalt dieses Paragraphen unmittelbar klar sein diirfte, liegt sein I n -
teresse wesentlich auf dem mathematischen Gebiete. Die Kenntnis die­
ses Paragraphen ist fiir das Verstandnis des folgenden nicht notwendig. 

Paragraph 7 gibt eine erste Anwendung der gefundenen Integro-
differentialgleichungen. Es handelt sich urn die Berechnung der Be-
wegung einer zahen, den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit, wenn die 
Geschwindigkeit in einem gewissen Momente, t = T, bekannt ist und 
der Kontinuitatsgleichung genligt. Man kann diese Aufgabe mittelst der 
im zweiten Paragraphen dargelegten Methode der Reihenentwicklung 
nach den Potenzen eines Parameters angreifen. Es war leider bei der 
Darstellung dieser Untersuchungen nicht moglich, die Beweise fiir die 
mitgeteilten Satze vollstandig zu geben. Betreffend einiger Integral-
abschatzungen muBte ich auf die Originalabhandlungen verweisen. Als 
erstes Resultat ergibt sich der Satz: Wenn die Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit in einem gewissen Momente t = T regular (in einem gewissen 
Sinne) ist, dann gibt es stets ein Intervall T t < T + r (T > 0), in 
welchem die Bewegung regular bleibt. Dieser Satz gibt zu einer Frage 
AnlaB: Kann die GroBe r stets beliebig groB genommen werden, oder 
gibt es, wenigstens in gewissen Fallen, eine endliche obere Grenze der 
GroBe r, das heiBt der Zeit, wahrend welcher die Bewegung regular 
bleibt? Der Verfasser hat sich lange bemuht, durch Verscharfung der 
Ungleichungen, welche die Grundlage der Konvergenzbeweise bilden, 
den Beweis dafiir zu fiihren, daB die in einem Momente T regulare Be­
wegung fiir t > T stets regular bleibt. Das Ergebnis dieser Bemiihungen 
war, daB es, wenigstens in dieser Weise, nicht moglich ist, einen solchen 
Beweis zu fiihren. Wir miissen vielmehr damit rechnen, daB eine in 
einem Momente regulare Bewegung in einem spateren Momente irregular 
werden kann. Es ist unter diesen Umstanden von erheblichem Interesse 
zu wissen, welcher Art die Irregularitaten sind, die in einer den ganzen 
Raum erfiillenden zahen Fliissigkeit auftreten konnen. Es wird be-
wiesen, daB sie entweder darin bestehen, daB der Wirbelvektor irgendwo 
unendlich groB wird, oder darin, daB die Wirbelbewegung sich in solcher 
Weise in unendlicher Ferae ausbreitet, daB die Bewegung nicht mehr 
„regular" ist. Es wird auf die Bedeutung dieses Ergebnisses hingewiesen. 
Die Hypothese wird (mit allem Vorbehalt) aufgestellt, daB die irregularen 
Fliissigkeitsbewegungen mit den „turbulenten" Bewegungen der Hy-
draulik identisch sind. 

Der letzte Paragraph des ersten Teiles behandelt die einfachsten 
Beispiele von Wirbelbewegung in einer zahen Fliissigkeit. Gegenstand 
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der Untersuchung ist einmal der einzelne, geradlinige, rotationssymme-
trische Wirbelfaden, andererseits die Wechselwirkung zwischen zwei sol-
chen Wirbelfaden. Bei der ersten Aufgabe geben die Integrodifferential-
gleichungen direkt die exakte Losung des Problems. Die Bewegung ist 
nur wenig komplizierter als die im Grenzfalle u = 0 auftretende Helm-
holtzsche Bewegung. Bei dem zweiten Probleme wird nur eine an-
genaherte Losung gegeben. Sie wird zur Ableitung eines Satzes iiber die 
Wechselwirkung zwischen zwei Wirbeln in einer zahen Fliissigkeit an-
gewandt. 

Der zweite Teil des Buches ist, wie schon erwahnt wurde, den hydro-
dynamischen Randwertaufgaben gewidmet. Er ist in drei Abschnitte zer-
legt. Im ersten Abschnitte werden einige Falle behandelt, in denen es mog-
lich ist, eine exakte Losung der Randwertaufgabe zu geben. Zuerst wird 
in Paragraph 9 das Problem behandelt, eine Losung der linearen Stokes-
schen Gleichungen fiir stationare Bewegung zu finden, bei welchen die 
Geschwindigkeitskomponenten u, im Unendlichen verschwinden und auf 
der Oberflache einer Kugel vorgeschriebene Werte annehmen. Lamb hat 
dieses Problem durch Reihenentwicklung gelost. Hier wird eine Losung 
in geschlossener Form gegeben, indem die verallgemeinertcn Greenschen 
Funktionen des Problems aufgestellt werden. Die gefundenen Formeln 
geben theoretisch die Losung der allgemeinsten hydrodynamischen Rand­
wertaufgabe der Kugel fiir die Stokesschen Gleichungen. Einfache Auf-
gaben lost man aber bequemer durch spezielle Methoden. So erhalt man 
sehr einfach mit Hilfe der Grundlosung der Stokesschen Gleichungen die 
Losung der Randwertaufgabe, wenn die vorgeschriebenen Werte auf der 
Kugel konstant sind. Man kann mit Hilfe dieser Losung die sogenannte 
Stokessche Widerstandsformel ableiten, welche den Widerstand ergibt, 
den eine kleine Kugel erfahrt, welche sich mit konstanter Geschwindig-
keit in einer Fliissigkeit bewegt. Faxen hat diese Stokessche Formel in 
schoner Weise verallgemeinert, indem er gezeigt hat, wie man die Re-
sultierende der Krafte berechnen kann, welche eine in beliebiger sta-
tionarer Bewegung begrifEene Fliissigkeit auf eine darin versenkte Kugel 
ausiibt. Man kann dieses Resultat mit Hilfe der Losung der allgemeinen 
Randwertaufgabe gewinnen. Leider sind aber die hierfiir notigen Rech-
nungen so langwierig, daB ich davon absehen muBte, sie hier zu repro-
duzieren, und mich darauf beschranken muBte, den Gang des Beweises 
anzudeuten. Paragraph 9 gibt endlich die Losung der Randwertaufgabe 
der ebenen Wand fiir die Stokesschen Gleichungen. 

Paragraph 10 ist derjenigen Randwertaufgabe der Kugel gewidmet, 
zu welcher die allgemeinen hydrodynamischen Differentialgleichungen fiir 
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nichtstationare Bewegungen AnlaJJ geben. Verfasser hat vor Jahren 
dieses Problem durch Reihenentwicklungen gelost. Spater gelang es ihm 
durch Summieren jener Reihen, das Problem auf bekannte Randwert-
aufgaben fiir die Laplacesche Gleichung und die Warmeleitungsgleichung 
zuriickzufiihren. Hier wird der Versuch gemacht, durch Hervorhebung 
der analytischen Tatsache, auf welcher diese Zuruckfiihrung beruht, den 
Kern des Problems in moglichst helles Licht zu setzen. Der Beweis jener 
analytischen Tatsache wird auch hier durch Reihenentwicklungen ge-
geben. Von einer Darlcgung der (iibrigens leicht zu fiihrenden) Konver-
genzbeweise muBte hier abgesehen werden. Eine einfache Anwendung 
der gefundenen Ergebnisse gibt die Losung der Boussinesqschen Auf-
gabe, den Widerstand gegen die nichtstationare Bewegung einer kleinen 
Kugel in einer zahen Flussigkeit zu berechnen. 

Paragraph 11 reproduziert, als Vorbereitung zum folgenden, die von 
Oberbeck gegebene Theorie fiir die stationare Bewegung eines Ellipsoids 
in einer zahen Flussigkeit. 

Der zweite Abschnitt des zweiten Teiles bringt angenaherte Losungen ' 
von Randwertaufgaben bei den Stokesschen Differentialgleichungen fiir 
die stationare Bewegung. Es dtirfte hier am Platze sein, den Grund dafur 
anzugeben, daB wir diesen Stokesschen Differentialgleichungen soviel 
Raum und Interesse widmen. Schon beim fliichtigen Durchblattern dieses 
zweiten Abschnitts wird es dem Leser sicher auffallen, daB nirgends Be-
dingungen fiir die Giiltigkeit der mitgeteilten Formeln angegeben werden. 
Den Grund hierzu findet er im letzten Paragraphen des Abschnitts, wo 
gezeigt wird, daB die Stokesschen Differentialgleichungen eine nicht zu-
lassige Annaherung darstellen, indem man, um zu diesen Gleichungen zu 
kommen, in den vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen 
Glieder vernachlassigen muB, welche nicht nur von derselben GroBen-
ordnung wie die von Stokes beibehaltenen Glieder sind, sondern sogar, 
diesen Gliedern gegemiber, beliebig groB sein konnen. Der ganze zweite 
Abschnitt entbehrt inf olge dieses Umstandes einer festen Grundlage. Nun 
stimmt aber das Stokessche Widerstandsgesetz mi t den Tatsachen gut 
uberein. Der Grund hierzu liegt darin, daB man bei strenger Losung der 
hydrodynamischen Differentialgleichungen eine Bewegung bekommt, die 
zwar in groBen Entfernungen von der Kugel einen ganz andercn Cha-
rakter als die von Stokes untersuchte Bewegung hat, die aber in der 
Nahe der Kugel nahezu mi t der Stokesschen Bewegung ubereinstimmt. 
In solchen Fallen, wo nur die Bewegung der Flussigkeit in der Niihe des 
bewegten Korpers von Bedeutung ist, kann man also die Bewegung in 
erster Naherung nach der Stokesschen Methode berechnen. Solche Falle 
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kommen in der Kolloidchemie in groBer Zahl vor. Dies ist der Gmnd, 
warum wir, obwohl die Stokesschen Gleichungen von theoretischem 
Standpunkte aus unrichtig sind, ihnen doch soviel Aufmerksamkeit 
widmen. 

Paragraph 12 behandelt die stationare Bewegung einer Kugel in 
einer von einer ebenen Wand begrenzten zahen Fltissigkeit. Es handelt 
sich hier wesentlich um einen Bericht uber eine Untersuchung von 
H. A. Lorentz. 

In Paragraph 13 wird die Bewegung einer Kugel zwischen zwei paral-
lelen, ebenen Wanden untersucht. Es ist die Hoffnung des Verfassers, 
daB seine Darstellung in diesem Paragraphen die schone, von Faxen 
gegebene Losung dieses fur die Kolloidchemie bedeutsamen Problems 
lei'chter zuganglich machen wird. 

Paragraph 14 gibt einen Bericht iiber die Untersuchungen betreffend 
die Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln, die sich in einer zahen 
Fliissigkeit bewegen. Die erste, angenaherte Losung des Problems riihrt 

*von Smoluchowski her. Tiefergehende Untersuchungen verdanken wir 
Fax6n, Dahl und in neuester Zeit Margaret Stimson und G. B. Jeffery. 

In Paragraph 15 werden die sogenannten Paradoxien von Stokes und 
von Whitehead besprochen. Das erste Paradoxon besagt, daB es un-
moglich ist, eine Losung der hydrodynamischen Differentialgleichungen 
zu finden, welche dem Fall entspricht, wo ein Kreiszylinder sich mit 
konstanter Geschwindigkeit in einer zahen Fliissigkeit bewegt. Das Para­
doxon von Whitehead besagt, daB es bei Zugrundelegung der Stokes­
schen Theorie fur die translatorische Bewegung einer Kugel in einer 
zahen Fliissigkeit unmoglich ist, diese Theorie dadurch zu verbessern, 
daB man weitere Glieder fur die Geschwindigkeitskomponenten und fiir 
den Druck berechnet. Es wird gezeigt, daB die Wurzel der Schwierigkeiten 
in beiden Fallen dieselbe ist und daB sie einfach darin besteht, daB die 
Stokesschen Gleichungen im oben erorterten Sinne eine unzulassige 
Naherung darstellen. 

Der zweite Abschnitt endet mit dem Nachweis, daB in den Stokesschen 
Differentialgleichungen Glieder vernachlassigt worden sind, welche die­
selbe GroBenordnung wie die beriicksichtigten Glieder haben. Wenn man 
jene Glieder schon in erster Naherung in die Differentialgleichungen auf-
nimmt, erhalt man die Gleichungen, welche ich die erweiterten Stokes­
schen Gleichungen genannt habe. Diesen Gleichungen und den bei ihnen 
auftretenden Randwertaufgaben ist der dritte Abschnitt gewidmet. Ein 
Beweis, daB diese Gleichungen eine zuverlassige Grundlage einer exakten 
Berechnung der durch die Verschiebung eines Korpers hervorgerufenen 
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Bewegung einer zahen Fliissigkeit darstellen, wird hier nicht gegeben. 
Als ioh mich zuerst mit diesen Gleiclmngen beschaftigte, konnte ich 
diesen Beweis nicht fUhren, weil die allgemeine Bandwertaufgabe fiir 
diese Gleichungen nicht gelost war. Als einen Ersatz fur den mangelnden 
Beweis zeigte ich, daB man, von den erweitertenStokesschen Gleichimgen 
ausgehend, durch sukzessive Naherungen in exakter Weise die Bewegung 
berechnen kann, welche in einer den ganzen Baum erfiillenden zahen 
Fliissigkeit von einem System von Kraften erzeugt wird, deren Angriffs-
punkte sich mit konstanter Geschwindigkeit verschieben, die aber sonst 
von der Zeit unabhangig sind. In der letzten Zeit ist nun die allgemeine 
Bandwertaufgabe der erweiterten Stokesschen Gleichungen in mathe-
matischem Sinne gelost worden. Es ware also aller Wahrscheinlichkeit 
nach jetzt moglich, den Beweis zu fuhren, daB man auf der Grundlage 
der erweiterten Stokesschen Gleichungen in exakter Weise diejenige Be­
wegung einer zahen Fliissigkeit berechnen kann, die durch die Ver-
schiebung eines starren Korpers darin hervorgerufen wird. Doch wiirde 
ein solcher Beweis notwendig einen sehr abstrakten, rein mathematischen 
Charakter haben und wurde deshalb in diesem Buche kaum am Platze sein. 

In Paragraph 16 wird mit der neuen Methode fiir eine zahe Fliissig­
keit die Bewegung untersucht, welche durch eine kleine Kugel erzeugt 
wird, die sich mit konstanter Geschwindigkeit darin bewegt. Es wird 
gezeigt, daB schon die Bewegung, die man in erster Naherung bekommt, 
einen ganz anderen Charakter als die Stokessche Bewegung hat. Kurz 
kann man den Unterschied so ausdriicken, daB, wahrend nach Stokes 
die Bewegung hinter der Kugel ein Spiegelbild der Bewegung vor der 
Kugel ist, in der neuen Theorie eine ausgepragte Dissymmetrie her-
vortritt, indem hinter der Kugel ein Wirbelschwanz zum Vorschein 
kommt. Es wird ferner gezeigt, daB man in zweiter Naherung ein neues, 
mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportionales Glied im Aus-
drucke fiir den Widerstand erhalt. Endlich wird die Bewegung in der 
Umgebung der Kugel in zweiter Naherung untersucht. 

Paragraph 17 behandelt das Problem des Kreiszylinders. Zuerst wird 
Lambs fiir kleine Geschwindigkeiten giiltige Losung dieses Problems 
wiedergegeben. Es folgt eine tfbersicht liber die Untersuchungen von 
Prof. Bairstow, MiB Cave und MiB Lang. 

In Paragraph 18 wird das Problem des Ellipsoids wieder aufgenom-
men. Fiir die Komponenten der Besultierenden der Krafte, welche die 
Fliissigkeit auf den Korper ausiibt, erhalt man in erster Naherung die 
Werte von Oberbeck. In zweiter Naherung kommen neue Glieder hinzu, 
welche mit dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Das 
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zweidimensionale Analogon des Problems, die Bewegung eines elliptischen 
Zylinders in einer zahen Fllissigkeit, hat Harrison behandelt. Seine Er-
gebnisse werden (ohne Beweis) mitgeteilt. 

Paragraph 19 behandelt die stationare Bewegung einer Kugel in einer 
von einer ebenen Wand begrenzten Fliissigkeit. Dieses Problem hat prin-
zipielle Bedeutung, weil der darin untersuchte Fall der einfachste ist, 
worin sich eine Kugel in der Nahe einer Wand bewegt. Die Losung des 
Problems verdanken wir Faxen. Der Paragraph gibt die Ausdriicke der 
Geschwindigkeitskomponenten in Form von Integralen. Dagegen war es 
nicht moglich, auf die Auswertung dieser Integrale einzugehen. Ich muBte 
mich darauf beschranken, die SchluBformeln von Fax6n mitzuteilen. 
Die Widerstandsformel zeigt, daB die Wand sozusagen den EinfluB der 
Tragheitsglieder aufhebt. Wenn die Entfernung des Kugelmittelpunktes 
von der Wand, f, und die Geschwindigkeit der Kugel, U, so klein sind, 
daB g{/£/2jM eine kleine GroBe ist, fallt das oben erwahnte, mit dem 
Quadrate der Geschwindigkeit proportionale Glied im Ausdrucke f iir den 
Widerstand weg. Dagegen kommt es bei groBeren f-Werten, also bei 
groBeren Entfernungen der Kugel von der Wand, wieder zum Vorschein. 

Paragraph 20 ist mit Paragraph 19 nahe verwandt. Gegenstand der 
Untersuchung ist hier die Bewegung einer Kugel langs der Achse einer 
Rohre. Dieses Problem hat praktische Bedeutung, weil Untersuchungen 
iiber Fallbewegungen von Kugeln meistens in dieser Weise ausgefiihrt 
werden. Ladenburg hat als erster dieses Problem behandelt. Er ging, 
was damals selbstverstandlich war, von den Stokesschen Gleichungen 
aus. Fax6n hat dann das Problem unter Zugrundelegung der erweiterten 
Stokesschen Gleichungen gelost. Der Paragraph gibt die Theorie von 
Fax6n. 

Paragraph 21 behandelt auf Grundlage der erweiterten Stokesschen 
Gleichungen die Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln, welche sich mit 
derselben konstanten Geschwindigkeit in einer Fliissigkeit bewegen. 

Paragraph 22 gibt endlich eine Zusammenstellung der mitgeteilten 
Widerstandsformeln. 

Der dritte Teil beschaftigt sich, wie schon oben mitgeteilt wurde, mit 
dem Grenziibergang zu verschwindender Zahigkeit. Urn diese Aufgabe 
in endgiiltiger und vollauf befriedigender Weise auszufiihren, hatten wir 
die Differential- oder Integralgleichungen fur die Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit exakt zu losen und dann den Grenziibergang (u - 0 in der 
erhaltenen Losung auszufiihren. Es ist wohl kaum notwendig zu sagen, 
dafi dieses Problem zur Zeit unlosbar ist. Eine exakte Losung der hydro-
dynamischen Differentialgleichungen konnen wir bei endlichem fi nur in 
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der Form von Reihen geben, die bei geniigend groBen /i-Werten kon-
vergieren. Aus jenen Reihen muBten wir Ausdriicke bilden, welche bei 
beliebig kleinem /JL ihren Sinn und Bedeutung behalten, und dann in 
diesen Ausdrucken fi gegen Null konvergieren lassen. In mathematischem 
Sinne mag diese Aufgabe losbar sein. Aber ein anderes ist es, ein mecha-
nisches Problem durch eine mathematische Formel zu losen, ein anderes, 
es im mechanischen Sinne zu losen. Von einer Losung des hier vorliegen-
den Problems, welche den Anforderungen der Hydrodynamik geniigt, 
sind wir noch weit entfernt. 

Die Aufgabe, mit welcher wir uns im dritten Teile des Buches be-
schaftigen, ist eine bescheidenere. Wir fiihren in den linearisierten hydro-
dynamischen Differentialgleichungen, also in den erweiterten Stokesschen 
Gleichungen, und in den entsprechenden, die zeitlichen Ableitungen der 
Geschwindigkeitskomponenten enthaltenden Differentialgleichungen fiir 
nichtstationare Bewegung den Grenzubergang p - 0 aus. 

In Paragraph 23 untersuchen wir die stationare Bewegung einer 
ebenen Scheibe in der gegen die Scheibe senkrechten Richtung. Dies 
war der erste Fall, in welchem der Grenzubergang ausgefiihrt wurde. 
Das Ergebnis ist, daB die Bewegung der Fliissigkeit in dem nicht von 
der Scheibe durchschrittenen Bereiche bei (i = 0 eine Potentialbewe-
gung ist, wahrend sie in dem durchschrittenen Bereiche eine Wirbel-
bewegung ist. Die explizite Bestimmung der Bewegung wird auf die 
Auffindung einer vierwertigen Potentialfunktion zuruckgefiihrt, deren 
Werte permutiert werden, wenn der Aufpunkt eine kleine geschlossene 
Kurve um die Randkurve beschreibt und dabei die Platte einmal durch-
dringt, und die einen Zweig hat, der in einem gewissen, iibrigens willkur-
lichen Punkte wie \jR unendlich wird, sonst aber iiberall regular ist 
und im Unendlichen verschwindet. In dem Falle, worin die Scheibe 
kreisformig ist, gelingt es leicht, eine solche Potentialfunktion herzu-
stellen. In diesem Falle ist also das Problem explizit losbar. Die Behand-
lung dieses speziellen Falles wird indessen erst in Paragraph 31 gegeben. 

In Paragraph 24 wird der allgemeinste Fall untersucht. Es wird nur 
vorausgesetzt, daB eine im allgemeinen nicht starre Flache sich in irgend-
einer Weise in einer Flussigkeit bewegt und daB dabei die Werte der 
Geschwindigkeitskomponenten auf jener Flache vorgeschrieben sind. Die 
Ergebnisse bestatigen die in Paragraph 23 gefundenen Resultate, gehen 
aber weit liber sie hinaus. 

In Paragraph 25 werden die in Paragraph 24 gefundenen Ergebnisse 
auf den speziellen Fall angewandt, daB ein starrer Korper mit verander-
licher Geschwindigkeit, aber in einer konstanten Richtung sich in einer 
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Flussigkeit bewegt. Die Losung des Problems wird in diesem Fall auf die 
Bestimmung von zwei Potentialfunktionen, pv and qh zuruickgefuhrt, 
von welchen qv in dem vom Korper nicht durchschrittenen Bereiche 
extatieren soil, p dagegen in dem vom Korper durchschrittenen Bereiche. 
pv soil auf der Vorderseite des Korpers der Bedingung: 

geniigen; ph auf der Riickseite des Korpers der Bedingung: 

Auf der Grenze zwischen den beiden Bereichen soil qv = qh sein. Dagegen 
sollen die beiden normalen Ableitungen: 

sich in bestimmter Weise voneinander unterscbeiden. 
In Paragraph 26 wird das Problem der stationaren Bewegung mittelst 

einer neuen Methode untersucht. Die friiher gefundenen Ergebnisse 
werden wiedergefimden. AuBerdem ergeben sich neue Resultate. Es wird 
gezeigt, daii in dem zweidimensionalen Probleme und in dem rotations-
symmetrischen dreidimensionalen Probleme die Funktionen qt und qh 

eine einzige, iiberall auBerhalb des Korpers regulare Potentialfunktion 
definieren. Wenn die x1-Achse in der Bewegungsrichtung des Korpers ge-
legt wird, kann die Randbedingung, welcher jene Funktion auf der 
Riickseite des Korpers geniigen mufi, in der Form: 

geschrieben werden. In dem rotationssymmetrischen dreidimensionalen 
Falle kann die entsprechende Bedingung, wenn die ajj-Achse die Symme-
trieachse ist imd wenn R die Entfernung eines Punktes von jener Achse 
ist, in der Form:  

geschrieben werden. Die Losung des Problems der stationaren Bewegung 
wird in Paragraph 26 allgemein auf die Auflosung gewisser Fredholm-
soher Integralgleichungen zuruckgefuhrt werden. 
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In Paragraph 27 wird im AnschluB an Hilbert eine Methode ent-
wickelt, das mathematische Problem, zu welchem die stationare Be­
wegung eines Zylinders (mit beliebigem Querschnitt und in einer gegen 
die Erzeugenden des Zylinders senkrechten Richtung) AnlaB gibt, ex-
plizit zu losen. Es wird gezeigt, daB, wenn der Querschnitt keine Ecken 
oder Spitzen hat, die Losung eindeutig bestimmt ist. 

Paragraph 28 schlieBt sich eng an Paragraph 27 an. Er gibt Aus-
driicke fiir den Widerstand gegen die Bewegung des Zylinders und fur 
die Tragkraft der Fliissigkeit. 

In Paragraph 29 wird die in Paragraph 27 und Paragraph 28 ent-
wickelte Theorie auf den Fall des Kreiszylinders angewandt. 

Paragraph 30 behandelt, ebenfalls nach der in Paragraph 27 und 
Paragraph 28 entwickelten Methode, die Bewegung der ebenen Platte. 

Paragraph 31 gibt, wie schon oben erwahnt wurde, die explizite 
Theorie der kreisformigen Platte. Die elliptischen Funktionen spielen in 
dieser Theorie eine wesentliche Rolle. Mit denselben Hilfsmitteln kann 
man die Bewegung einer Halbkugel in den beiden rotationssymmetrischen 
Fallen behandeln. Doch gibt der Paragraph in bezug auf diese beiden 
Falle nur die numerischen Resultate. 

I I Oseen, llydrodynamik 
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§ 1. Die hydrodynamischen DifFerentialgleichungen. 

11. Der Inipulssatz. Die Kontinuitfttsbedingung. 
Wir wollen in diesem Paragraphen die partiellen Differential-

gleichungen aufstellen, denen die Bewegungen einer zahen Fliissig-
keit, soweit wir jetzt wissen, gehorchen. Die allgemeine Form 
dieser Differentialgleichungen werden wir dadurch erhalten, daB 
wir auf einen beliebigen, zusammenhangenden Teil einer Fliissigkeit 
den Satz der Newtonschen Mechanik anwenden, nach dem man 
den Zuwachs des Impulses, den ein materielles System wahrend 
einer gewissen Zeit erfahrt, dadurch finden kann, daB man das Zeit-
integral der Resultierenden der auBeren, auf das System wirkenden 
Krafte fur diese Zeit berechnet. Um diesen Satz auf die Hydrodyna-
mik anwenden zu konnen, miissen wir die Krafte kennen, welche auf 
einen beliebig herausgegriffenen Teil einer Fliissigkeit wirken. DaB 
auBere Krafte, welche jedes Volumenelement angreifen, vorkommen 
konnen, ist unmittelbar klar. Eine solche Kraft ist ja die Schwere. 
Die Hauptfrage ist aber, was wir von den Kraften aussagen konnen, 
welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Flussigkeit auf 
denselben ausubt. Den mathematischen Ausdruck fur diese Kraft zu 
bestimmen, ist unsere wichtigste Aufgabe in diesem Paragraphen. 
An dieser Stelle moge nur vorbereitend gesagt sein, daB der innere 
Grund dieser Kraft die zwischen den Molekeln der Flussigkeit wir-
kende Molekularkraft ist. Wir wissen, daB die Molekularkraft nur, 
wenn die Entfernung zwischen den Molekeln sehr klein ist, eine merk-
liche GroBe hat. Wir schlieBen hieraus, daB die Krafte, welche die 
Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fliissigkeit auf denselben 
ausiibt, nur in der unmittelbaren Nahe der Grenzflache eine merk-
liche GroBe haben. Wir konnen deshalb die Komponenten der Re­
sultierenden aller dieser Krafte als liber die Grenzflache erstreckte 
Flachenintegrale darstellen. 

Wir wenden ein rechtwinkliges Bezugssystem an. Wir bezeichnen 
mit u1 = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit der Fliissig­
keit und fassen u1 als Funktionen der Koordinaten xl9 x29 x3 und der 

!• 
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Zeit t auf. Q sei die Dichte der Fllissigkeit. Xf seien die auf die 
Masseneinheit der Fllissigkeit bezogenen Eomponenten der aufieren, 
auf die Fllissigkeit wirkenden Kraft. F1 seien endlich die auf die 
Flacheneinheit der Grenzflache, F(t), bezogenen Eomponenten der 
Kraft, welche die Umgebung des herausgegriffenen Teiles der Fllissig­
keit auf die Oberflache desselben auslibt. Wir nehmen an, daB F(t) 
eine geschlossene Flache mit einer stlickweise stetigen Tangenten-
ebene ist. Den von F(t) begrenzten Raumbereich, den der heraus-
gegriffene Teil der Fllissigkeit im Momente t einnimmt, nennen wir 
B(t). Der oben erwahnte Satz aus der Newtonschen Mechanik er-
gibt dann, wenn do = dxldx2dx3 ein Volumenelement und dS ein 
Flachenelement bezeichnet: 

* § 

a) 
Wir wollen annehmen, daB unsere Fllissigkeit unzusammendriick-

bar sei, daB also die Dichte Q konstant sei. Durch die Grenzflache 
F(t) tritt dann stets ebensoviel Fllissigkeit ein wie aus. Die gesamte 
Menge von Fllissigkeit, welche wahrend einer Zeiteinheit durch F (t) 
hindurchtritt, ist also Null. Wir bezeichnen mit n eine nach aufien ge-
zogene Normale eines Flachenelementes, dS, von F(t) von der Lange 1. 
Mit rij (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir die Richtungskosinusse dieser Nor-
malen. Die gesamte Menge von Fllissigkeit, welche wahrend der Zeit­
einheit durch F(t) hindurchtritt, ist dann: 

Dieses Integral muB also den Wert Null haben. Wir wollen im 
folgendm die von Einstein eingefiihrte Bezeichmmg benutzm, wonach ein 
Glied, das denselben Index zwemal enthalt, in bezug auf diesen Index sum-
vmert iverden soll, hier liber die Werte 1, 2, 3. Wir konnen dann unsere 
Gleichung in der einfacheren Form: 

(2) 

schreiben. (2) ist die Kont inu i ta t sbed ingung . 

12. Der Deformationstensor. 
Wir miissen jetzt untersuchen, wie die GroBen F1 von der Be-

wegung der Flussigkeit abhangen. Eine erschopfende Antwort auf 
diese Frage kann nur die Molekulartheorie geben. Hier wollen wir 
uns nicht in diese Theorie vertiefen. Durch eine phanomenologische 
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Betrachtung konnen wir eine Antwort auf unsere Frage erhalten, 
die fur unseren Zweck geniigt. Einen ersten Teil von F1 kennen 
wir schon aus der Hydrostatik. Auf die Grenzflache F(t) mufi ein 
Druck wirken. Nennen wir diesen hydrostatischen Druck p, so er­
halten wir als erstes Glied von F1 die GroBe — pnj. Die Annahme, 
dafi die GroBen Fj durch diese ersten Glieder erschopft sind, wurde 
una zu der Theorie der idealen Flussigkeiten fuhren. Bei den zahen 
Fliissigkeiten miissen die F1 auch andere Glieder enthalten. Von die-
sen anderen Gliedern mussen wir annehmen, daB sie von den Form-
anderungen, den Deformationen, abhangen, welche die Fliissigkeit 
wahrend der Bewegung erleidet. Um unsere Aufgabe zu losen, mus­
sen wir unszuerst klarmachen, wie man diese Formanderungen mathe-
matisch beschreiben kann. 

Wir betrachten einen beliebigen Punkt, P, mit den Koordinaten X1, 

in der Fliissigkeit. u1 sei dort die Geschwindigkeit. Ein anderer Punkt, 
P', in der Fliissigkeit habe die Koordinaten x' und die Geschwindig­
keit Uj'. Wenn die GroBen Uj als Funktionen von xl9 x2, xB stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben und wenn die drei GroBen | x' — x1 

geniigend klein sind, so gilt annahernd: 

Mit Hilfe dieser Gleichungen untersuchen wir die Bewegung der 
Fliissigkeit in der Umgebung von P. Wir halten also diesen Punkt 
fest, lassen aber P' einen beliebigen Punkt der Umgebung von P. 
sein. Das erste Glied in unserem letzten Ausdrucke fiir u1ist von P' 
unabhangig. Es entspricht einer Translation des ganzen, P umgeben-
den Fliissigkeitsvolumens. Das zweite Glied gibt, explizite ausgeschrie-
ben, in den drei Fallen j= 1, 2, 3: 

Diese Geschwindigkeitskomponenten entsprechen einer Drehung 
des P umgebenden Fliissigkeitsvolumens um eine durch P gehende 
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Drehachse mit den Komponenten:  

Die beiden ersten Glieder in unserem Ausdruck fur 

u/ entsprechen also zusammen der allgemeinsten Bewegung, welche 
ein fester Korper ausfiihren kann. Wir schlieBen hieraus, daB das 
letzte Glied in unserem Ausdruck fur u1 einer Bewegung entspricht, 
bei welcher die Volumenelemente der Fliissigkeit ihre Form andern und 
also fortwahrend deformiert werden. Wir sehen, daB wir als MaB der 
Geschwindigkeit, mit welcher die Deformationen ablaufen, die neun 
GroBen:  

verwenden konnen. Wir bezeichnen diese neun GroBen als Kom­
ponenten des Deformationstensors. Der Tensorkomponentencharakter 
kommt in unserer Formel fur u1 darin zum Ausdruck, daB die drei 
GroBen | Komponenten eines Vektors sind, 
was bekanntlich besagt, daB sie bei Ubergang zu einem anderen recht-
winkligen Bezugssysteme mit demselben Anfangspunkte in derselben 
Weise wie die Koordinaten transformiert werden. Dies gilt stets, 
wo wir auch den Punkt Pf in der Nahe von P nehmen. Wir sehen 
hieraus, daB, wenn vf die Komponenten eines ganz beliebigen Vektors 
sind, immer die drei Summen vk Dk(j = l, 2, 3) Komponenten eines 
Vektors sind. Hieraus folgt ferner, daB GroBetripeln wie VkDuDu 
usw. Vektoren sind.* 

18. Beziehung zwischen ReibungskrSlten 
und Deformationstensor. 

Wir haben angenommen, daB die GroBen F1 auBer den Druck-
komponenten andere Glieder enthalten, welche von den Deforma­
tionen der Fliissigkeit wahrend der Bewegung abhangen. Wir konnen 
jetzt diese Annahme in bestimmterer Form aussprechen. Wir nehmen 
an, daB diese Glieder von den Deformationskomponenten DIK und von 
den drei GroBen N,, welche die Orientierung des betrachteten Flachen-
elementes von F (t) festlegen, abhangen. Wir setzen also: 

Die drei GroBen 0i miissen, wie unsere Formel zeigt, Komponenten 
eines Vektors sein. 

* Vgl. wegen weiterer Ausfuhrungen uber Tensoren 3 8. 
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t)ber die Abhangigkeit der Funktionen 0i von nk gibt unsere Be-
wegungsgleichung (1) AufschluB. Wir wenden diese Gleichung auf ein 
raumliches Viereck an, das wir in der Weise erhalten, daB wir durch 
einen beliebigen Punkt P der Fliissigkeit drei mit den Koordinaten-
achsen parallele Geraden Ziehen und diese Geraden mit einer nioht 
durch P hindurchgehenden Ebene abschneiden. Wenn wir diese Ebene 
sich dem Punkte P nahern lassen, konvergieren sowohl das Volumen 
des Vierecks wie die Flacheninhalte seiner Grenzflachen gegen Null, 
wobei jedoch das Volumen schneller als die Flacheninhalte gegen 
Null geht. Wir bezeichnen mit Sk den Flacheninhalt der Seite des 
raumlichen Vierecks, die gegen die xk-Achse senkrecht ist, und mit 
Fj& den dieser Seite entsprechenden Wert der GroBe F1. S und Ff 

haben dieselbe Bedeutung fur die vierte Seite des Vierecks. Die 
Gleichung (1) ergibt fur ein sehr kleines Gebiet annahernd: 

und also fur unser Viereck in den hier eingefiihrten Bezeichnungen: 

Da: 

so folgt:  

Wir sehen hieraus, daB F1 eine lineare und homogene Funktion der 
GroBen nk ist. Dasselbe gilt offenbar von den GroBen 0j. 

Unsere Aufgabe ist jetzt, einen von den GroBen n*, Am abhan-
gigen Vektor zu bestimmen, der von den GroBen w* linear abhangt. 
Es gibt unendlich viele solche Vektoren. Wir konnen fiir 0j den Ansatz: 

machen, wo q>v q>2... beliebige Funktionen der skalaren GroBen sind, 
die man aus dem Tensor Dik erhalten kann (Dkky Djk

2, DjkDkiD,f usw.). 
Das erste Glied in diesem Ansatz gibt ersichtlich nichts Neues. Es hat 
genau dieselbe Form wie das Glied: — pnj, das wir aus dem hydro-
statischen Drucke erhielten. Dieses erste Glied in unserem Ansatze 
konnen wir deshalb weglassen. Aber selbst wenn wir dies tun, bleibt 
eine unendliche Zahl von Ansatzen fiir &j iibrig, die alle theoretisch 
moglich sind. Der einfachste Ansatz, den wir fur Fj machen konnen, 
wenn Fj iiberhaupt von den DeformationsgroBen abhangen soil, ist: 

(3) 
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wo p bei konstanter Temperatur und Dichte eine konstante GroBe ist. 
Bei langsamen Bewegungen hat sich dieser Ansatz bewahrt. Ob er auch 
bei schnellen Bewegungen geniigt, kann nur der Vergleich zwischen der 
auf dieser Annahme aufgebauten Theorie und der Erfahrung lehren. 
In diesem Buch werden wir den Ansatz (3) unseren Betrachtungen zu-
grunde legen. 

14. Aufstellung der grundlegenden hydrodynamischen 
Integralgleichungen. 

Wir fiihren den Wert (3) von Jfy in unsere Gleichung (1) ein und 
bekommen: 

Wir haben angenommen, dafi die Dichte der Fliissigkeit konstant 
ist. Q hat also in der ganzen Fliissigkeit denselben, von der Zeit un-
abhangigen Wert. Wir wollen annehmen, daB mit genligender An-
naherung dasselbe in bezug auf die Temperatur gilt. Auch die Zahig-
keit /JL muB dann in der ganzen Flussigkeit denselben, von der Zeit un-
abhangigen Wert haben. Wir konnen unter diesen Voraussetzungen 
unsere Bewegungsgleichung in einfacherer Weise schreiben. Fur eine 
beliebige geschlossene Flache innerhalb der Fliissigkeit gilt wegen der 
Kontinuitatsbedingung (2):  

Wir verschieben die geschlossene Flache ein Stiickchen A Xj in der Rich-
tung der ay-Achse und stellen ebenfalls fiir die so erhaltene Flache die 
Kontinuitatsbedingung auf. Sie kann in der Form: 

geschrieben werden, 

Wir erhalten also durch Subtraktion und .Division mit Axf 

Unsere Bewegungsgleichung kann also auch in der folgenden Form 
geschrieben werden: 
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W 

Wir konnen den Inhalt der Gleichung (4) auch in anderer Weise 
schreiben. Wir betrachten einen unbeweglichen Raumbereich, 5, 
von dessen Grenzflache F wir annehmen, daB sie eine stiickweise 
stetige Tangentenebene besitzt. Wir nehmen an, daB B wahrend 
der Zeit t° bis t innerhalb der Fliissigkeit liegt. Wir konnen den 
Impuls, der wahrend derselben Zeit in B erzeugt wird, dadurch 
berechnen, daB wir die Resultierende der Krafte, die auf die Fliis­
sigkeit in B wirken, zwischen tQ und t integrieren. Ein Teil dieses 
Impulses befindet sich noch zur Zeit t in 5. Er hat in der Richtung 
der sty-Achse die Komponente: 

Der andere Teil ist, der Flussigkeit folgend, durch die Grenzflache F 
hinausgestromt. Es ist leicht, die Komponenten dieses Teiles zu 
berechnen. Wahrend der Zeit dt stromt durch das Flachenelement 
dS eine Fliissigkeitsmenge gujtnjtdSdt hinaus, wenn w* die Richtungs-
cosinusse der nach auBen gezogenen Normale von dS sind. Gleich-
zeitig stromt ein langs der cty-Achse gerichteter Impuls von dem Be-
trage QUjUunudSdt durch dS hinaus. Der gesamte Impuls in der 
Richtung der xrAchse, der wahrend der Zeit fl bis t durch F hinaus-
stromt, ist also: 

und wir haben:  
t 

Wir erhalten durch direkte Integration: 
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Folglichist:  

Die Kontinuitatsbedingung: 

welche fiir jede geschlossene Flache in der Flussigkeit gilt, zeigt, daB 
fur jeden Bereich innerhalb der Flussigkeit: 

Daraus folgt als andere Form der Kontinuitatsgleichung 
so daB auch:  

folglich:'  

Wir erhalten also endlich unsere Bewegungsgleichung in der fol-
genden Form: 

15. Die hydrodynamischen Differentialgleichungen. 

Uber die Geschwindigkeitskomponenten Uj haben wirjbis^jetzt 
nur vorausgesetzt, daB sie stetige Ableitungen nach xv x2, xs haben. 
Wir wollen jetzt unsere Voraussetzungen erweitern. Wir nebmen zu-
nacbst an, daB die GroBen u1 Ableitungen nach t besitzen, welche in 
Eaum und Zeit stetig sind. Wir setzen dann in (5) t° = t — ot> divi-
dieren unsere Gleichung mit dt und fiihren den Grenziibergang dt -+ 0 
aus. Wir erhalten: 

(6) 

Die Beschleunigung eines Partikels mit der Geschwindigkeit 
Uf (xv x29 x8, t) hat die Komponenten : 

(5) 
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Wir konnen deshalb unsere Gleichung (6) kiirzer in der folgenden 
Form schreiben: 

(7) 

Wir nehmen jetzt an, dafi die GroBen Uj stetige Ableitungen zweiter 
Ordnung in bezug auf die Koordinaten xk besitzen. AuBerdem neh­
men wir an, daB der Druck p stetige Ableitungen erster Ordnung in 
bezug auf dieselben Variabeln besitzt. Wir konnen in diesem Fall 
das in Gleichung (6) vorkommende Flachenintegral in ein Volumen-
integral umformen. Wir haben schon oben die Tatsache benutzt, daB, 
wenn / eine in einem Bereiche B stetige Funktion ist und wenn die 
Grenzflache F von B eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt: 

ist. Wir setzen in dieser Formel / einerseits = p, andererseits = 

und erhalten:  

wenn wir in iiblicher Weise: 

setzen. Unter den oben gemachten Voraussetzungen konnen wir also 
unsere Bewegungsgleichung in der folgenden Form schreiben: 

Diese Gleichung soil erfiillt sein, wie wir auch den Bereich B 
innerhalb der Fliissigkeit wahlen. Von alien im Integranden vorkom-
menden GroBen mit Ausnahme von X, haben wir vorausgesetzt, daB 
sie stetige Funktionen von xv x2, xz sind. Wir nehmen jetzt an, daB 
auch die GroBen Xj stetig sind. Der Integrand in unserem Integrale 
ist dann eine stetige Funktion von xv xv x3. Hat diese Funktion in 
irgendeinem Punkte einen nicht verschwindenden Wert, so konnen 
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wir diesen Funkt mit einer geschlossenen Flache umgeben, inner-
halb welcher der Integrand iiberall dasselbe Vorzeichen hat. Da dies 
in Widerspruch mit unserer Gleichung steht, so konnen wir schlie-
fien, daB diese Gleichnng unter den zugrunde gelegten Annahmen nur 
dann erfullt sein kann, wenn uberall in der Fliissigkeit: 

1* 
V'JDj VI - . _ ux^ 

Da:  

so laflt sich diese Gleichung auch in der Form: 

P 

schreiben. Im stationaren Falle, d. h. wenn die GroBen Uj von t un-
abhangig sind, gehen diese Gleichungen in die folgenden iiber: 

I I * 

I I b 

Wir betrachten schlieBlich den Fall, wo ein Korper sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit U in einer Flussigkeit bewegt. Wir wenden 
ein Bezugssystem an, das dem Korper in seiner Bewegung folgt und 
das wir so orientieren, daB die x1-Achse mit der Bewegungsrichtung 
des Korpers parallel ist. Wenn u^ die in diesem Bezugssystem gemesse-
nen Geschwindigkeitskomponenten sind, so setzen wir: Sx = — V + uv 

u2 =w2 , S3 = w8. Wir erhalten so im stationaren Falle und auf ein 
Eoordinatensystem bezogen, das sich mit der Geschwindigkeit u langs 
der Xj-Achse bewegt: 

I I P 



2l . Zuruckfuhrung auf PoiBsonsohe Gleichungen 13 

I I I " 

Die Kontinuitatsbedingung hat in alien drei FallendieselbeForm: 

§ 2. Die verallgemeinerte Poissonsche Gleichung. 

21. Zuriickfiihrung auf Poissonsche Gleichungen fiir das 
innere Problem. 

Zur Vorbereitung unserer Behandlung des hydrodynamischen Pro­
blems werden wir in diesem Paragraphen eine matbematiscbe Auf-
gabe betrachten, die eine weitgehende Ahnlichkeit mit einem wich-
tigen Spezialfalle des hydrodynamischen Problems besitzt, die aber 
viel einfacher ist und die man auBerdem als ein klassisches mathe-
matisches Problem bezeichnen kann. Wir betrachten die verall­
gemeinerte Poissonsche Gleichung: 

( i ) 

wo wir unter / eine ganze rationale Funktion von u und den partiellen 

Ableitungen verstehen, von welcher wir iibrigens offenbar annehmen 

konnen, daB sie kein von u und unabhangiges Glied besitzt. Wir 

stellen uns,hinsichtlich dieser Gleicnung zwei Fragen. Eine lautet: wie 
findet man eine Losung dieser Gleichung, die innerhalb einer gegebenen 
geschlossenen Flache F regular ist und auf dieser Flache vorgeschriebene 
Werte annimmt ? Die andere lautet: wie findet man eine Losung dieser 
Gleichung, die auBerhalb einer gegebenen, geschlossenen Flache F re­
gular ist, auf dieser Flache vorgeschriebene Werte annimmt und in 
unendlich fernen Punkten verschwindet? 

Wir betrachten zuerst das innere Problem. Es erweist sich als 
zweckmafiig, in die partielle Differentialgleichung einen Parameter I 
einzuflihren und sie folgendermaBen zu schreiben: 
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(2) 

Man kann, wenn man will, gleichzeitig den Parameter A in die Werte 
einftihren, welche u auf der Grenzflache F annehmen soil. Wir 
schreiben vor, daB auf F: 

(3) 
sein soil, wo E/W, U(1) . . . vorgeschriebene Funktionen sind. Wir ver-
suchen die so abgeanderte Aufgabe durch eine Reihe zu losen, welche 
nach Potenzen von i. fortschreitet: 

(4) 

Zur Bestimmung der Funktionen u(o), u(1). . . erhalten wir die Glei-
chungen: 

I (5) 

wo die Glieder rechts durch Einsetzung der Reihe (4) in das rechte 
Glied der Gleichung (2) und nachfolgender Entwicklung nach Po­
tenzen von X erhalten werden. Die zugehorigen Nebenbedingungen 
sind: auf der Grenzflache F:u<n) = Z7(n) (n = 0, 1, 2 . . .)• Offenbar 
miissen wir bei der Losung des Systems (5) so verfahren, daB wir 
zuerst die erste Gleichung mit der Nebenbedingung u(O) = i7(0) auf F 
losen, dann die gefundene Funktion wC0) rechts in die zweite Glei­
chung einsetzen, diese Gleichung mit der Nebenbedingung u(1)= V^ 
auf F auflosen und so fortfahren. Die partiellen Differentialgleichungen 
und die Nebenbedingungen, zu welchen wir durch dieses Rekursions-
verfahren gefiihrt werden, sind alle von demselben Typus. Die Diffe­
rentialgleichungen sind von der Poissonschen Art: 

(6) 
und die Nebenbedingung ist immer, daB die Funktion u auf der 
Grenzflache F vorgeschriebene Werte U annehmen soil. Mit diesem 
Poissonschen Problem miissen wir uns zuerst beschaftigen. 

22. Losung der Poissonschen Gleichungen vermittels der 
Greenschen Funktion. 

Wir erinnern zunachst daran, wie man mittels der von Green ein-
gefiihrten Methoden die Poissonsche Gleichung (6) auf die Laplace-
sche Gleichung: 
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Au = 0 (7) 

zurlickfilhren kann. Wenn F* (k = 1, 2, 3) die Komponenten eines im 
Bereiche B stetigen und in bezug auf xv x2, xz stetig differenzierbaren 
Vektors sind, so ist, wie wir oben gesehen haben: 

v sei jetzt eine in B stetige und zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion von xl9 x2, xz. Wir setzer und erhalten: 

wenn wir setzen. Wir erhalten in derselben Weise, wenn 

u ebenfalls in B zweimal stetig differenzierbar ist: 

Also: 

(8) 

x1 (/ = 1, 2, 3) seien jetzt die Koordinaten eines Punktes P(o) inner-
halb von F. Wir verstehen unter B(e) den Bereich, der innerhalb von 
F und auflerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkte in P(O) und dem 
Radius e liegt. Wir wahlen e von Anfang an so klein, dafi die in-
nere Grenzflache ganz im Innern des Gebietes B liegt, und werden 
bald e gegen Null konvergieren lassen. Wir nehmen an, daB v inner­
halb von 8 in der Form:  

dargestellt werden kann, wo die Entfernung zwischen 
dem Aufpunkte Xj und dem Punkte P(O) ist und wo w eine stetige 
und zweimal stetig differenzierbare Funktion von ay ist, welche der 
Differentialgleichung  

genligt. Wenn u eine Losung der Poissonschen Gleichung (7) ist, so 
haben wir dann in B(e): 
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Folglich: 

Wir wenden die Gleichung (8) auf die Funktionen u und v und den 
Bereich B(e) an. Wir erhalten: 

Wir haben auf der Kugel r = e: 

Ferner: 

Folglich:  

und:  

Wir wollen iiber die Funktion v noch eine Annahme machen. Auf 
der Flache F soil v verschwinden. Dann folgt wegen u — U auf F: 

m 
Wenn die Poissonsche Gleichung (6) mit der Nebenbedingung u = U 
auf F eine Losung besitzt, welche in B zweimal stetig diSerenzierbar 
ist, so wird sie durch das rechte Glied von (9) dargestellt. Umgekehrt 
geniigt die durch (9) definierte Funktion u, wenn X stetig differen-
zierbar ist, im Innern von F stets der Gleichung A u = X und nimmt, 
wenn F stetige Tangentenebenen und stetige Krummungen besitzt 
und V stetig ist, auf F den Wert U an. In diesem Sinne kann man 
sagen, dafi durch diese Gleichung das Poissonsche Problem auf eine 
spezielle Randwertaufgabe bei der Laplaceschen Gleichung zurtick-
gefiihrt worden ist, auf die Aufgabe, eine in B regulare, d. h. stetige 
und zweimal stetig differenzierbare Losung w der Laplaceschen Gleichung 
zu bestimmen, die an der Grenzflache F die Werte — 1/r annimmt. 
Man sieht, daB die Hermit gewonnene Beduktion des Poissonschen 
Problems ganz und gar auf den Eigenschaften der Funktion 1/r be-
ruht. Dies ist ein Grand, warum man diese Funktion als die Grund-
losung der Laplaceschen Gleichung bezeichnet. Die oben definierte 
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Funktion v nennt man die (erste) Greensche F u n k t i o n der La-
placeschen Gleichung. 

Wie bestimmt man die Funktion w? — In einigen Fallen, wie bei 
einer Kugel, kann man mit einfachen Mitteln diese Funktion her-
stellen. Im allgemeinen ist aber die Bestimmung von w ebenso kom-
pliziert wie das Problem, eine in B regulare Losung, v, der Laplace-
schen Differentialgleichung zu bestimmen, welche auf F beliebig vor-
geschriebene Werte annimmt. Um v allgemein zu bestimmen, machen 
wir unter Benutzung der Grundlosung den Ansatz: 

P<°> ist hier ein beliebiger Punkt innerhalb von F, P ein Punkt auf 

F. r ist die Entfernung hat die Bedeutung (xk 

die Koordinaten von P, xkW die Koordinaten von P(O). a ist eine 
Funktion, deren Werte auf F aus der Bedingung v = V auf F zu be­
stimmen sind. Diese Bedingung fiihrt, wenn man P(o) auf F riicken 
laBt, nach einem bekannten Satze der Potentialtheorie auf die Inte-
gralgleichung vom Fredholmschen Typus*: 

Die Auf losung dieser Integralgleichung gibt uns o und damit v. 

2 3. Anwendung auf die verallgemeinerte Poissonsche 
Gleichung. 

Wir nehmen an, dafi es uns gelungen ist, die Funktionen w(n) zu 

bestimmen. Wir konnen jetzt die Reihe . b i l d e n . Wir begegnen 

hier der Frage, ob diese Reihe konvergiert. Wir werden nicht auf diese 
Frage eingehen, sondern erwahnen nur, da8 man unter sehr allgemeinen 
Voraussetzungen beweisen kann, daB die Reihe konvergiert, wenn \X\ 
unterhalb einer gewissen Grenze liegt. Die Reihe definiert dann in der 
Umgebung von A = 0 eine Funktion die in A analytisch ist. 
Wir konnen unter denselben Voraussetzungen beweisen, 
innerhalb von F partielle Ableitungen der zwei ersten Ordnungen in 
bezug auf besitzt und der partiellen DifEerentialgleichung: 

* Man vergleiche bierzu etwa Courant-Hilbert, Methoden der mathematiachen 
Phyaik I , Kap. I I I . 

2 Oseen, Hydrodynamik 



18 i 2. Die verallgemeinerte PoissonBche Gleichung 

gentigt. Liegt derPunkt X = l im Konvergenzbereiche der Reihe, so kon-
nen wir in derselben X = 1 setzen und erhalten dadurch eine Losung un-
seres Problems. Es ist aber wohl zu bemerken, daB es keineswegs sicber 
1st, daB nur diese Losung existiert. Man kann in der komplexen A-Ebene 
iangs verschiedener Wege vom Punkte X = 0 zum Punkte X — 1 kom-
men. Wenn die Funktion U(XJ\ X) eine vieldeutige Funktion von X ist, 
so kann man auf diese Weise mehrere Werte dieser Funktion im Punkte 
X = 1 erhalten. Wir haben erst dann unser Problem vollstandig gelost, 
wenn wir das Verhalten der Funktion w(ay; X) in der ganzen komplexen 
A-Ebene kennen. — Wenn der Punkt X = 1 auBerhalb des Konver-
genzkreises unserer Reihe liegt, so liegt er doch oft im Existenz-
bereiche der Funktion w(ay; X). Man kann dann den Wert (oder die 
Werte) dieser Funktion im Punkte X = 1 aus der Potenzreihe durch 
analytische Fortsetzung erhalten oder auch durch eine der Polynom-
reihen, durch welche man, nach dem Vorgange von Mittag-Leffler, die 
analytische Fortsetzung ersetzen kann. 

2 4. Das fiuBere Problem. Eine charakteristische 
Schwierigkeit. 

Wir wenden uns zum zweiten Problem, das wir bei der verall-
gemeinerten Poissonschen Gleichung zu betrachten haben, dem auBeren 
Probleme. Es liegt nahe, die Losung in derselben Weise wie fur das 
innere Problem zu versuchen. Wir fiihren wieder sowohl in die Diffe-
rentialgleichung wie in die Randwerte einen Parameter X ein und 
erhalten wieder ein System von Poissonschen Gleichungen. Was neu 
hinzugekommen ist, ist nur, daB wir jetzt von den Losungen dieser 
Gleichungen nicht nur verlangen mussen, daB sie auBerhalb von F 
regular sind und auf F vorgeschriebene Werte annehmen, sondern 
auch, daB sie im unendlich Fernen verschwinden. DaB mit dieser Be-
dingung etwas wesentlich Neues hinzugekommen ist, das wird, wie 
ich glaube, am einfachsten und besten aus der Behandlung eines 
speziellen Beispieles hervorgehen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung der partiellen Differen-
tialgleichung: 

(10) 

zu bestimmen, welche auBerhalb von der Kugel R2 = xk
2 = a2 regular 

ist, im unendlich Fernen verschwindet und auf der Kugel den Wert: 
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annimmt. Wir versuchen unser Problem durch eine Potenzreihe: 
zu losen. Wir erhalten zur Bestimmung der Funk-

tionen u^ die Diff erentialgleichungen: 

Die Grenzbedingungen sind: im unendlich Fernen: u(n) = 0, 
n = 0, 1, 2 . . .; auf der Kugel R = a: u(n) = 1, u (1) = Xl, . . ., 

w(«) = -1, . . . Wir erhalten sofort: u(o) = a/A. Zur Bestimmung von 
n! ' 

u*1* dient die Differentialgleichung: 

mit den Nebenbedingungen: fiir R = a : u^ = xx; im unendlich Fer­
nen: uW — 0. Man kann nun leicht unendlich viele auBerhalb von 
R = a regulare Losungen dieser Differentialgleichung finden, welche 
auf der Kugel R — a den Wert xx annehmen. Eine solche Losung ist, 
wie wir auch die Konstanten A, B . . . wahlen: 

Aber fiir kein Wertsystem A, B ... verschwindet dieser Ausdruck im 
unendlich Fernen, und eine nahere Untersuchung zeigt, daB es keine 
Funktion gibt, welche alle unsere Bedingungen fiir u(1) erfullt. Wir 
miissen hieraus schlieBen, daB die oben dargelegte Methode zur Losung 
einer partiellen Differentialgleichung in dem hier betrachteten Falle 
nicht anwendbar ist. 

2 5. Auflosung der Schwierigkeit. 

Es ist nicht schwer, den inneren Grund der oben hervorgehobenen 
Schwierigkeit zu finden. Wir konnen leicht diejenige Losung der 
Gleichung (10) bilden, welche den vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
geniigt. Wir setzen zu diesem Zweck: 

tt=-^€A*«/(12)-

2* 
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Zur Bestimmung der Funktion / erhalten wir aus (10): 

Diese Differentialgleichung hat zwei partikulare Integrale: Fur 
una kommt nur diejenige Losung der Differentialgleichung inBetracht, 
die im unendlich Fernen verschwindet. Wir bezeichnen mit V die­
jenige der beiden Zahlen + A, deren reeller Teil positiv ist. Die Losung 
unseres Problems ist dann: 

Wenn der reelle Teil von X positiv ist, so erhalten wir hieraus: 

Wenn dagegen der reelle Teil von X negativ ist, so erhalten wir: 

Wir sehen, daB man in beiden Fallen u in eine nach steigenden Po-
tenzen von X fortschreitende Reihe entwickeln kann. Wir sehen aber, 
daB die Koeffizienten u(n) dieser Reihen, wenn \ ist, im unend­
lich Fernen nicht verschwinden. Wir sehen schlieBlich, daB diese 
Koeffizienten in den beiden Fallen verschiedene Werte haben. Die 
letzte Tatsache ist die wichtigste. Sie zeigt sofort, daB es keine Po-
tenzreihe in X gibt, die in ihrem ganzen Konvergenzbereiche unsere 
Losung darstellt. Es ist also nicht moglich, diese Losung durch eine 
nach steigenden Potenzen von X fortschreitende Reihe darzustellen. 
Der innere Grund der Schwierigkeit, auf welche wir gestoBen sind, 
war der unrichtige Ansatz der Losung, von welchem wir ausgegan-
gen sind. 

Wir werden im zweiten Teile, Kap. S, zu einem Problem gefiihrt 
werden, das in mathematischer Hinsicht dieselbe Natur wie das 
zuletzt behandelte hat. Wir werden dort sehen, daB solche Fragen 
wie diejenigen, mit welchen wir uns in diesem Paragraphen beschaf-
tigt haben, nicht nur ein mathematisches Interesse besitzen, sondern 
daB die Losung der hydrodynamischen Paradoxien auf der richtigen 
Beantwortung solcher Fragen beruht. 
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§ 3. Die Grundlosungen der hydrodynamischen 
Differentialgleichungen von Stokes. 

3i . Die Stokesschen Gleichungen. 
Wenn wir die oben dargelegte Methode zur Losung der verall-

gemeinerten Poissonschen Gleichung auf das hydrodynamische Pro­
blem anwenden wollen, haben wir zuerst die Grundlosungen der 
linearen, homogenen Systeme von partiellen Differentialgleichungen 
aufzusuchen, die man aus den verschiedenen Systemen von hydro­
dynamischen Differentialgleichungen erhalt. Diese Losungen haben 
fur jene linearen Gleichungen dieselbe Bedeutung wie die Funktion 
1/r fur die Laplacesche Gleichung. Wir behandeln zuerst den einfach-
sten Fall, den stationaren. Wir kehren also zu den Systemen I I a und 

IP in § 1 zuriick. Durch Vernachlassigung der in quadrati-

schen Glieder und durch die Annahme X1 = 0 erhalten wir aus diesen 
beiden Systemen dieselben linearen, homogenen Systeme von par­
tiellen Differentialgleichungen: 

a) 
Wir nennen diese Gleichungen die Stokesschen, weil Stokes eine 

Methode zur Herleitung der Differentialgleichungen der Hydrodyna-
mik angegeben hat, und weil er eine wichtige Anwendung der ver-
einfachten Form (1) derselben gemacht hat. 

3 2. Vcrallgemeinerung der Greenschen Formel. 
Wir nehmen an, daB in einem Bereiche B des xl9 x2, x3-Raumes 

zwei Systeme von Losungen des Systemes (1), u;-, p und u1, p, existieren. 
Wir nehmen an, daB u1 u1 in B eindeutig, stetig und zweimal stetig 
differenzierbar sind, ferner daB p und p eindeutig, stetig und einmal 
stetig differenzierbar sind. Wir haben dann in B: 

also: 

und, wenn wir mit F die Grenzflache von B und mit n1 die Kom-
ponenten einer nach auBen gezogenen Normale von der Lange 1 be-
zeichnen: 
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(2) 

Unsere Aufgabe ist, solche Losungen Vj, p des Systemes (1) zu finden, 
daB wir mi t Hilfe von ilinen und der Gleichung (2) die Werte von 
uv u2, uz in einem beliebigen Punkte xf von B berechnen konnen, in 
ahnlicher Weise wie wir mi t Hilfe der Funktion l/r den Wert einer 
Losung derLaplaceschenDifferentialgleichung in einem inneren Punkte 
bei gegebenen Werten der Losung selbst und ihrer normalen Ableitung 
an der Grenzflache berechnen konnten. Wir brauchen offenbar drei 
verschiedene Systeme von Losungen des Systemes (1), um die drei 
Komponenten uv u2, uz in den Randwerten ausdriicken zu konnen. 
Kla r ist ferner, daB wir dieses System von neun Funktionen v so 
wahlen konnen, daB es nur von den beiden Punkten P -= xlf x2f

 x& 
P(0> = abhangt, und daB es dann eine Form haben 
muB, welche von dem speziellen Bezugssysteme, das wir unserer 
Untersuchung zugrunde gelegt haben, vollstandig unabhangig ist. 
Wi r haben wieder mi t einem Tensor zu tun und wollen deshalb hier 
einige Bemerkungen liber Tensoren einschalten. 

38. Grundeigenschaften der Tensoren. 
Wenn ein bestimmtes, rechtwinkliges Bezugssystem x gegeben 

ist, kann man drei beliebige GroBen vl9 v2, v3 stets als Komponenten 
eines Vektors in diesem Bezugssysteme auffassen. Geht man durch 
eine Transformation:  

wo: 
(4) 

zu einem neuen rechtwinkligen Bezugssysteme iiber, so werden die 
Komponenten des soeben betrachteten Vektors im neuen Systeme v/ 
aus den F o r m e l n : / K . 

(5) 
erhalten. In entsprechender Weise kann man stets neun beliebige 
GroBen tjk (j, k = 1, 2, 3), als die Komponenten eines Tensors (vom 
Range 2) in einem bestimmten Bezugssysteme auffassen. Geht man 
dann durch eine Transformation (3), (4) zu einem neuen Bezugssysteme 
iiber, so bekommt der Tensor in diesem Systeme die Komponenten: 

(6) 

Wir nehmen jetzt an, daB drei Funktionen x1(x, x (o), x (1 . . ) gegeben 
Bind, welche von einem veranderlichen Punkte P mi t den Koordinaten 
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x1 x2 x3 und auBerdem von festen Punkten P(O), P (1 ) . . . mit den 
Koordinaten x1

0), x1 . . abhangen mogen. Wenn ein bestimmtes 
Bezugssystem vorliegt, ordnen die Funktionen v jedem Punkte P 
einen bestimmten Vektor zu. Sie definieren mit anderen Worten ein 
Vektorfeld. Gehen wir durch die Transformation (3), (4) zu einem 
anderen Bezugssysteme iiber, so erhalten wir die Komponenten un-
seres Vektorfeldes im neuen Bezugssysteme durch die Formeln (5). 
Es kann nun vorkommen, daB: 

(7) 
wo XjW, a 1*' . . . aus x^°\ x/1^... in derselben Weise wie xf aus x 
erhalten werden und also: 

(8) 
oder, wie wir wegen (4) diese Gleichungen auch schreiben konnen: 

Wenn die Beziehungen (7) fur alle Werte von a;- und alle mit der Be-
dingung (4) vertraglichen Werte von ljk bestehen, wenn also die 
Komponenten des Vektorfeldes dieselben Funktionen der Koordinaten 
bleiben, wie man auch das rechtwinklige Bezugssystem wahlt, so 
sagen wir, daB das Vektorfeld gegeniiber der kontinuierlichen Trans-
formationsgruppe (8) invariant ist. Wir sagen in derselben Weise, 
daB ein Tensorfeld tjk(x, x^, z ( 1 ) . . . ) gegeniiber der Transformations-
gruppe (8) invariant ist, wenn: 

(9) 
Aus den Beziehungen (9) folgt: 

Aus jedem gegeniiber den Transformationen (8) invarianten Tensor 
vom zweiten Range konnen wir also eine skalare GroBe ty ableiten, 
welche dieselbe Funktion der Koordinaten bleibt, welches recht­
winklige Bezugssystem man auch benutzt. 

Es ist leicht, Beispiele invarianter Vektorfelder zu bilden. &(r) sei 
eine beliebige Funktion der Entfernung r zwischen zwei Punkten 

Wir bilden die drei Funk-
d& 

tionen Vj = -~— Wir haben bei einer Transformation (8): 

und:  
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Also: 
wenn: 

(10) 

und wenn die ljk der Bedingung (4) geniigen. 
Es ist ebenso leicht, Beispiele invarianter Tensorfelder zu bilden. 

In einem bestimmten Bezugssystem definieren wir ein Tensorfeld durch 
die Beziehungen: ttl = t22 = *sa = -4, fy* = 0 (y * k), wo A eine Kon-
stante ist. Die Transformation (6) ergibt fur ein beliebiges, recht-
winkliges Bezugssystem: 

Folglich:  

Ein anderes invariantes Tensorf eld ist: 

Wir erhalten in der Tat bei der Transformation (10): 

Aus diesem Vektorfelde erhalten wir eine skalare Grofie 
welche gegeniiber der Transformation (10) invariant ist. Aus dieser 
Invariante konnen wir ein neues invariantes Tensorfeld bilden, indem 
wir setzen: Bei der Trans­
formation (10) haben wir dann: 

also:  

Eine Bemerkung iiber die in der Physik auftretenden Vektorfelder 
und Tensorfelder moge endlich hier Platz fin den. Man kann sie stets 
in solcher Form darstellen, daB sie gegeniiber einer Transformations-
gruppe von der Form (8) invariant sind. Dies folgt unmittelbar dar-
aus, daB man sie immer alsFunktionen der realen Dinge darstellen kann, 
welche einen EinfluB auf die physikalischen Erscheinungen ausiiben. 
Wenn wir auf alle diese Dinge Riicksicht genommen haben, kann das 
benutzte Bezugssystem keinen EinfluB auf die Form des Vektor- oder 
Tensorfeldes haben. Wir sehen aber, daB wir in der Transformations-
gruppe (8), gegeniiber welcher ein Feld invariant ist, ein MaB fur die 
Einfachheit des Feldes haben. Je geringer die Zahl der Punkte P(n) 
ist, die wir zu beriicksichtigen haben, um so einfacher ist das Feld. 
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8 4. Grundlosungen zur Bestimmung der 
Geschwindigkeitskomponenten. 

Wir kehren zu unserem Problem, die Grundlosungen der Stokesschen 
Difierentialgleichungen zu bestimmen, zuriick. Wie gesagt, wollen 
wir diese Grundlosungen so wahlen, daB die darin eingehenden Funk-
tionen v nur von zwei Punkten, P und P(o), abhangen, und ferner, 
daB das System dieser neun Funktionen in ganz derselben Weise von 
den Koordinaten abhangt, wie man auch das rechtwinklige Bezugs-
system wahlt. Es liegt nahe, anzunehmen, daB diese neun Funktionen 
die Komponenten eines gegeniiber der Transformation (10) invarianten 
Tensors vom Range zwei sind. Wir betrachten, von dieser Uberlegung 
geleitet, einen Tensor, der in einem beliebigen rechtwinkligen Bezugs-
system die folgenden Komponenten hat: 

( i i ) 

djjc ist hier und im folgenden die ? fc-Koinponcnte eines Tensors, dessen 
Diagonalkomponenten (j = k) den Wert 1 und dessen iibrige Kom­
ponenten den Wert 0 haben. 

Die drei Funktionen tlki t2k, tZk geniigen stets, d. h. wenn k den 
Wert 1, 2 oder 3 hat, der Gleichung: 

(12) 

Wenn wir vorschreiben, daB 0 der Gleichung: 

(13) 

geniigen soil, und wenn wir: 

setzen, so haben wir fur alle zulassigen /- und fc-Werte: 

(14) 

Fiir jeden A-Wert (1, 2 oder 3) sind also die drei Funktionen tlk, t2k9 

tSk und pk eine Losungder Stokesschen Gleichungen. — Die Differential-
gleichung (13) kann, da 0 nur von r abhangt, nach der bekannten 
Transformation von A in Polarkoordinaten, in der Form: 

* Bei einer Funktion, die von mehreren Punkten abhangt, ist es zweckmaBig 
und zuweilen notwendig, durch eincn Index auf den Punkt hinzuweisen, in bezug 
auf welchen man die Operation A auszufiihren bat. 
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geschrieben werden. Ihre allgemeine Losung ist also:  

wo a, &, c, d Konstanten sind. Wir setzen aus Griinden, die 

bald deutlich werden, &(r) = r. Wir haben dann: 

Wir betrachten jetzt einen Bereich B des Raumes. F sei 
seine Grenzflache. Wir nehmen an, daJJ die Stokesschen Difierential-
gleichungen eine in B regulare Losung haben. Wir bezeichnen mit 
P (0 ) = einen beliebigen Punkt im Innern von B. Wir 
umgeben P (0 ) mit einer Kugel r == e und wahlen e so klein, daB diese 
Kugel innerhalb von F liegt. B(e) sei der Teil von B, der auBerhalb 
der Kugel r = e fallt. Wir wenden Formel (2) auf das Gebiet B(e) 
an und setzen dabei Die Grenzflache besteht jetzt 
aus zwei Teilen, aus F und der Kugel r = e. Wir haben, weil die 
GroBen rtjk iiberall, auch im Punkte P(0), stetig sind und weil dieOber-
flache der Kugel r = e mit e2 proportional ist: 

Ferner: 

Wir setzen:  

und wo wir mit <p eine in der Umgebung von P (0 ) endliche Funktion 
des Punktes P bezeichnen. Wir haben dann, weil 

Also:  

(15) 
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Wenn man zwolf Funktionen Tik und Pk kennt, welche innerhalb 
einer geschlossenen Flache F in der Form I  
dargestellt werden konnen, wo pk fur jeden A;-Wert (k = 1,2 oder 3) 
eine innerhalb von F regulare Losung der Stokesschen Gleichungen 
ergeben, so konnen wir, wie aus der Gewinnung von (15) unmittelbar 
folgt, in den Gleichungen (15) durch Tfk, Pk ersetzen. Wenn die 
neun Funktionen Tjk alle verschwinden, wenn der Punkt P in die 
Grenzflache F hineinfallt, so erhalten wir: 

3 5. Grundlosung zur Bestimmung des Druckes. 
Die Gleichungen (15) driicken die GroBen durch andere 

Grofien aus, welche sich auf die Grenzflache F beziehen. Man kann 
in ahnlicher Weise p(P<0)) durch jene Grofien ausdriicken. Wir wen-
den noch einmal die Formel (2) auf den Bereich B(e) an, setzen 
aber jetzt:  

welcher Ansatz ersichtlich dem System (1) geniigt. Wir fiihren dann 
wieder den Grenziibergang e-+0 aus. Wir haben, da auf der Kugel 
r = e: n1(x1

) — Xj)/r: 

Wir konnen in der Umgebung des Punktes P^>: 

setzen und erhalten wegen der Beziehung: 
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Wir haben ferner: 

Wi r setzen: 

und erhalten:  

Die Formel (2) gibt also: 

(17) 

3 6. Zusammenfassung. 
Die hydrodynamischen Integralgleichnngen. 

Wir wenden unsere Methoden und Ergebnisse auf die vollstan-
digen hydrodynamischen Differentialgleiohungen fiir den stationaren 
Fall , also auf die Gleichungen I I a und IP an. Wir erhalten aus I I * : 
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tjk und pk haben in diesen Formeln die Bedeutungen: 

Die Gleichungen I I 0 und I I d sind fur jede geschlossene Flache F gfiltig, 
welche eine stiickweise stetige Tangentenebene besitzt und welche 
einen inneren Bereich B begrenzt, wo eine regulare Losung des 
Systemes I I a bzw. IP existiert. Aus I I C bzw. I I d folgt umgekehrt, 

wenn die GroBen in bezug auf xv x2, x3 stetig differenzier-

bar sind, die Giiitigkeit von I I a bzw. IP sowie der Kontinuitats-
bedingung. Der Inhalt dieser Integro-Differentialgleichungen ist also 
unter den angegebenen Voraussetzungen sachlich derselbe wie der 
Inhalt der Differentialgleichungen IP und IP sowie der Kontinuitats-
bedingung. 

Wenn die der Flache F zugehorigen Funktionen Tjk und Pk be-
kannt sind, kann man offenbar in 11° und IP fyt und pk mit TJk und 
Pk vertauschen und dadurch diese Formeln vereinfachen. 

Die Grundlosungen der Stokesschen Differentialgleichungen wur-
den im Jahre 1896 von H. A. Lorentz aufgestellt. 

3 7. Das zweidimensionale Problem. 
Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Worten iiber die 

zweidimensionalen Stokesschen Gleichungen ab. Die Differential­
gleichungen sind wieder: 

; soil aber jetzt nur die Werte 1 und 2 annehmen. Wir setzen auch jetzt: 

0(r) soil aber jetzt die Funktion: -^ r2log— sein. Wir haben: 

Wir betrachten jetzt eine Losung der zweidimensionalen Stokesschen 
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Gleichungen, die innerhalb einer geschlossenen Kurve K in der x1x2-
Ebene regular ist. Wir verstehen unter die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes innerhalb von K. Wir legen urn diesen Punkt 
einen kleinen Kreis r = e nnd bilden die Gleichung: 

wo die Integration langs der Kurve K und des Kreises r = e gefiihrt 
werden soil und wobei die Normale am Rande des von diesen beiden 
Kurven begrenzten Bereiches stets nach auBen gezogen wird. Wir 
haben: 

DaJJ man diese Gleichung in derselben Weise wie die entsprechende 
Formel (16) im dreidimensionalen Falle anwenden kann, ist unmittel-
bar klar. 

§ 4. Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen 
Gleichungen-

41. Verallgemeinerung der Greenschen Formel. 

Wir wenden uns zu den Gleichungen I I I a und I I P im ersten Para-
graphen. Das lineare, homogene System von Differentialgleichungen, 
welches aus diesen Gleichungen erhalten wird, ist: 

(i) 

(2) 

Wir nennen diese Gleichungen die erweiterten Stokesschen Gleichun­
gen. Sie unterscheiden sich von den Stokesschen Gleichungen durch 
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ein Glied in den Gleichungen (1). Unsere Aufgabe ist, die Grund­
losungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen zu bestimmen. 
DaB diese Aufgabe weniger einfach als diejenige ist, womit wir uns 
im vorigen Paragraphen beschaftigt haben, ist schon daraus deutlich, 
daB die Gleichungen (1) nicht mehr gegeniiber einer beliebigen Drehung 
des Bezugsystemes invariant sind. 

Wir bezeichnen mit vit peine Losung des „adjungierten" Systemes 
der Gleichungen (1), (2): 

(S> 

Wir betrachten einen Bereich B, mit der Grenzflache F, im xx^-
Raume. Wir nehmen an, daB in B eine Losung uj, p des Systemes (1),. 
(2) und eine Losung Vj, p des Systemes (3), (4) beide regular sind. 
Wir behandeln die Gleichungen (1) und (3) in der iiblichen Weise,. 
multiplizieren also (1) mit Vj und (3) mit uj ziehen dann (3) von (1) 
ab und integrieren die so erhaltene Differenz iiber den Bereich B. 
Partielle Integration ergibt, wegen (2) und (4): 

(5> 

42. Die Grundlosungen zur Bestimmung der Gesohwindig­
keitskomponenten. Einfiihrung der Funktion 0. 

Unsere Aufgabe ist jetzt solche Losungen v/} p des Systemes (3),. 
(4) zu finden, daB wir aus (5) die Werte der GroBen Uj in einem be­
liebigen Punkt vonJB, durch Bandwerte ausgedriickt, erhalten konnen. 
Wir betrachten zu diesem Zweck wieder einen Tensor:* 

und einen Vektor:  

Wir schreiben vor, daB & der partiellen Differentialgleichung: 

genligen soil. Wir haben dann fur jeden Jfc-Wert (k = 1, 2, 3): 

* Man vergleiche hierzu die Entwioklungen S. 22—24. 
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Von der Funktion 0 miissen wir verlangen, da8 sie iiberall mit Aus-
nahme eines Punktes P(o) mit den Koordinaten stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar ist. Wir konnen ferner erwarten, daB, 
wenn der Aufpunkt P in der Umgebung von P(0) liegt, sich in ahn-
licher Weise wie die Funktion r verhalten wird, welche im Grenz-
falle U = 0 uns die Losung unseres Problems gab. Um nun eine 
Funktion mit diesen Eigenschaften zu bilden, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB die Laplacesche Gleichung die Losung . besitzt. Wir 
sehen aus (6), daB wenn 0 der Gleichung: 

(7) 

geniigt, , ~7~. *&> ® a u c ^ der Gleichung (6) geniigt. Im 
Grenzfalle U = o = 0 besitzt die Gleichung (7) die Losung und 
wir konnen erwarten, daB sie auch im allgemeinen Falle eine Losung 
besitzen wird, welche sich in der Umgebung des singularen Punktes P(0) 

in derselben Weise wie die Funktion r verhalten wird. Nun konnen 
wir aber die Gleichung (6) auch in der Form: 

(8) 

schreiben. Die Gleichung: 

besitzt die Losung:  

(9) 

a' ist hier diejenige der beiden GroBen ± a, deren reeller Teil positiv 
ist. Die Funktion (9) verhalt sich in der Umgebung des singularen 
Punktes wie 1/r. Wir schlieBen hieraus, daB wir die Losung unserer 
Aufgabe auch in der Weise herstellen konnen, daB wir fur 0 eine 
geeignete Losung der Gleichung 

(10) 

wahlen.  
Wir werden durch die obigen tJberlegungen zu der Vermutung 

gefiihrt, daB es eine Losung der Gleichung (6) gibt, welche Iiberall 
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mit Ausnahme vom Punkte P(o) regular ist, sich dort wie die Funk-
tion r verhalt und welche gleichzeitig den beiden Gleichungen (7) und 
(10), folglich auch der Gleichung: 

geniigt.  
Es ist jetzt leicht, einen expliziten Ausdruck fiir die gesuchte 

Funktion zu bilden. Wir setzen: 

Wir haben dann:  

(11) 

wenn wir mit 0(x) die Funktion 

bezeichnen.  
Die durch die Form el (11) definierte Funktion 0 ist eine in jedem 

endlichen Bereiche des x1 x2 x3-Raumes endliche, eindeutige und stetige 
Funktion des Punktes P mit den Koordinaten xj. Die Ableitungen 
beliebiger Ordnung in bezug auf x1 x2, x3 sind im ganzen Raume mit 
Ausnahme des Anfangspunktes endlich, eindeutig und stetig. Wenn 
P sich ins Unendliche entfernt, wachst 0 im allgemeinen ins Unend-
liche. Doch gibt es eine Ausnahme von dieser Kegel. Wenn P sich 
in einer Richtung entfernt, welche, wenn a' = o ist, mit der positiven 
a -̂Achse und, wenn a' = — o ist, mit der negativen x1-Achse parallel 
ist, so nahert sich 0 der Null. Die Ableitungen von 0 gehen nach Null, 
wenn P sich ins Unendliche entfernt. Wir haben: 

Folglich: 

Wir sehen hieraus, daB 0 die Gleichung (6) erfullt. Wir haben end­
lich, fur kleine Werte von | o's \: 

3 0 8 e e n , Hydrodynamik 
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:i2) 

Wir sehen aus der Formel (12), dafi die in diesem Paragraphen ein-
gefiihrten Tensorkomponenten tih in der Umgebung des Punktes P<°> 
in der Form: 

geschrieben werden konnen, wo die nicht ausgeschriebenen Glieder 
im Punkte P(o) endliche Werte haben, wahrend ihre ersten Ableitungen 
in bezug auf xv x2, x3 in demselben Punkte hochstens wie 1/r unend-
lich werden. Fur pk hat man im ganzen Raume den einfachen Ausdruck: 

(13) 

Wir kehren zur Formel (5) zuriick. Wir setzen in dieser Formel 
Vj = tjk, p = pk und wenden sie auf den in derselben Weise wie oben 
definierten Bereich B(e) an. Wir fuhren dann den Grenziibergang 
e-*0 aus und erhalten: 

(i4) 

Hier ist: 
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4 3. Grundlosung ffir den Druck. 

Um die entsprechende Formel fiir p abzuleiten, setzen wir in (5): 

und wenden sie dann wieder auf den Bereich B(e) an. Wir haben an 
der Kugel r = e: 

f olglich : 

Die Glieder:  

in der Formel (5) geben also, sofern es sich um die Kugel r = e han-
delt, keinen Beitrag zum rechten Gliede. Wir konnen deshalb den 
Grenzubergang ganz in derselben Weise wie im vorigen Paragraphen 
ausflihren und bekommen: 

(15) 

44. Zusammenfassung. 
Die hydrodynamischen Integralgleicliungen. 

Mit Hilfe der gefundenen Grundldsung kann man die Differential-
gleichungen I I I a und I I P nebst der zugehorigen Kontinuitatsbedingung 
in Integrodifferentialgleichungen uberfiihren. Sie lauten: 

-W - Kb/MS-**)-^-**)+ 

+er%((.»i|<*+jJ;/(i'-«-S<»i"' 

' ^ - E / 1 K ( 7 ) ^ - « ) - « « . K 7 + 
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d 

Die Gleichungen I I I 0 und I I I d sind erfullt, wie man auch die ge-
schlossene Flache F innerhalb des Regularitatsbereiches einer Losung 
des Systems I I I a bzw. I I P wahlt. Aus I I I 0 bzw. I I I d folgt wiederum, 

wenn . in bezug auf xv x2i xz stetig difEerenzierbar sind, die 

Giiltigkeit von I I P bzw. I I P sowie der Kontinuitatsbedingung. I l l 0 

und I I I d sind sachlich mit I I I a und I I P nebst der Kontinuitats­
bedingung gleichbedeutend. 

Die Grundlosungen der erweiterten Stokesschen Gleichungen wurden 
vom Verfasser dieses Buches im Jahre 1910 gefunden. 

45. Das zweidimensionale Problem. 
Wir losen zum SchluB das zweidimensionale Problem, das dem 

oben behandelten dreidimensionalen Problem entspricht. Wir be-
stimmen also die Grundlosung des Systems (3), (4), wo ; jetzt nur die 
Werte 1, 2 annimmt. Wir miissen, um dieses Ziel zu erreichen, der 
partiellen DifEerentialgleichung: 

(16) 

eine kurze Betrachtung widmen. Wir setzen: 
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Zur Bestimmung der Funktion f(r) erhalten wir aus (16): 

(17) 

Diese Gleichung zeigt, daB f(r) eine Zylinderfunktion 0-ter Ordnung 
mit der Veranderlichen tor ist. Fiir uns kommen nur solche L6-
sungen in Betracht, die im unendlich Fernen verschwinden. Wir be-
zeichnen wieder mit o' diejenige der beiden GroBen ± a, deren reeller 
Teil positiv ist. Wir erhalten dann eine im Unendlichen verschwin-
dende Losung der Gleichung (17) durch das Integral: 

wo H0&>9 die sogenannte Hankelsche Funktion, von einem konstanten 
Faktor abgesehen das einzige Integral der Differentialgleichung (17) 
ist, das im Unendlichen verschwindet. Um nicht fortwahrend mit 
imaginaren GroBen rechnen zu miissen, benutzen wir fiir das Inte­
gral die Bezeichnung K0 (o'r). Wir losen also die Differentialgleichung (15) 
durch den Ansatz:  

Das Verhalten von KQ(o'r) fiir kleine und fiir groBe Werte von o'r 
geht aus den bekannten Reihenentwicklungen bzw. asymptotischen 
Entwicklungen fiir die Hankelschen Zylinderfunktionen hervor. Wir 
haben fiir kleine Werte von o'r\ 

Fiir groBe Werte von o'r haben wir: 

(19) 

Wir definieren jetzt einen Tensor tjk und einen Vektor pk durch 
die Gleichungen: 

* Man vergleiche hier und im Folgenden: Jahnke-Emde, Funktionentafeln. 
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Wir haben dann fur ;, k = 1, 2: 

(21) 

Wir haben ferner fur kleine Werte von o'r\ 

(22) 

Die Hauptglieder unserer GroBen tjk, pk in der Umgebung von r = 0 
sind mit den Hauptgliedern der entsprechenden, ebenso benannten 
GroBen des vorigen Paragraphen identisch. Wir konnen infolgedessen 
das dort gefundene Ergebnis benutzen und erhalten sofort: 

(23) 

Die GroBen tjk und pk haben hier die in (20) angegebenen Werte. 

§ 5. Die Grundlosungen 
der allgemeinen, linearen, homogenen 

hydrodynamischen Differentialgleichungen. 

5 i . Verallgemeinerung der Greenschen Formel. 
Die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichungen Ia und 

Ib geben zu demselben linearen homogenen System: 

( i ) 

AnlaB. Wir wollen die Grundlosungen dieses Systemes bestimmen. 
Es sei V1 p eine Losung des Systems: 

(2) 

des sogenannten adjungierten Systems. 
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Aus (1) und (2) folgt: 

Wir betrachten einen Bereich B(t) des x1 x2, x3-Raumes, in welchem 
zwei Losungen i/y, p; Vj, p der Systeme (1) und (2) regular sind. Wir 
nehmen an, daB die Begrenzung F(t) von B aus einer oder mehreren, 
im allgemeinen bewegten Flachen besteht. Wir integrieren unsere zu-
letzt erhaltene Gleichung liber B(t) und auBerdem in bezug auf t von 
einer beliebigen Anfangszeit T bis t(O). Wir erhalten, unter Benutzung 
der Greenschen Identitat, wenn wir mit Un die Komponente der Ge-
schwindigkeit eines Punktes von F(t) in Richtung der nach auBen 
gezogenen Normalen im selben Punkte bezeichnen und wenn wir be-

achten, daB  

4(0) 

(3) 

5 2. Ansatz fiir die Grundlosungen der Geschwindigkeits-
komponenten. 

Um drei Losungen der Gleichungen (2) zu finden, welche fur v, p 
in (3) eingesetzt uns die Werte von uk(P(o) t(o), durch die Werte der 
Funktionen Uj und ihrer normalen Ableitungen sowie von p an der 
Grenzflache F(t) ausgedriickt, geben konnen, lassen wir uns von den 
im dritten Paragraphen mitgeteilten Betrachtungen leiten. Die ge-
suchten Losungen mussen von zwei Punkten P und P(O) und auBer­
dem von t und t(O) abhangen. Wir mussen sie so wahlen konnen, daB 
sie, von den konstanten GroBen Q und u abgesehen, nur von diesen 
GroBen abhangen. Sie mussen in ganz derselben Weise von den Ko-
ordinaten xv x2, x3 abhangen, wie man auch das rechtwinkelige Be-
zugsystem im x1 x2, x3-Raume wahlt. Wir geniigen diesen Bedin-
gungen, indem wir annehmen, daB die neun GroBen v die Komponenten 
eines gegeniiber der Transformation (10) im dritten Paragraphen in-
varianten Tensors vom Range 2 sind und daB die 3 GroBen p die 
Komponenten eines bei derselben Transformation invarianten Vektors 
sind. Wir haben im dritten Paragraphen gesehen, wie man invariante 
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Tensoren und Vektoren bilden kann. Wir setzen in Cbereinstimmung 
damit: 

(4) 

und schreiben vor, dafl 0 der Bedingung: 

(5) 

geniigen soil.  
Wir haben dann fur ;, k = 1, 2, 3: 

(6) 

Die Gleichung (5) konnen wir, weil 0 die Groflen x1 x1 nur in der 
Kombination r enthalt, in der Form: 

(7) 

schreiben. Diese partielle Differentialgleichung besitzt offenbar unend-
lich viele Losungen. Unter ihnen befindet sich auch diejenige, die wir 
brauchen. Wir finden sie in der folgenden Weise. Die Gleichung 

hat eine aus der Theorie der Warmeleitungsgleichung wohlbekannte 
Losung:  

Eine andere Losung derselben Differentialgleichung ist folglich: 

Wir konnen also der Gleichung (7) durch den Ansatz 

(8) 

geniigen.  
Aus (8) folgt sofort: 

^ = _X^M°iz-J). (9) 
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Wir haben andererseits: 

Die Formeln (4) ergeben folglich: 

(11) 

Die Funktionen tjk, pk sind fur t(o)—- endlich, stetig und be-
liebig oft stetig differenzierbar. Dagegen sind die Funktionen tjk fur 
t = t(o), r = 0 singular. Wenn wir in der Gleichung (3) 
setzen wollen und wenn, wie wir voraussetzen wollen, der Punkt P(o) 
im Innern des BereichesB(t(o) liegt, so dtirfen wir deshalb nicht die 
Integration in bezug auf t bis nach t = t(o) ausdehnen, sondern miissen 
als obere Grenze fiir t: t(O) — e anwenden, wo a eine positive GroJJe 
ist. Wi r schreiben die in dieser Weise aus (3) hervorgehende Glei­
chung in der Form: 

(12) 

Wir wollen in dieser Gleichung den Grenzubergang e -+ 0 ausfiihren. 

53. Der Grenzubergang e -» 0 in der linken Seite von (12). 
Wir benutzen den Ausdruck (11) fiir tjk. Wenn wir diesen Aus-

druck links in (12) einfiihren, bekommen wi r : 

Wi r formen das letzte Glied durch partielle Integration um. Wegen 

der K o n t i n u i t a t s b e d i n g u n g e r h a l t e n wir dabei kein neues 

Raumintegral, sondern nur ein Flachenintegral. Indem wir gleichzeitig 
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in das erste Glied den Wert der Funktion E einfuhren, erhalten wir: 

Bei dem Grenziibergange e -• 0 konvergiert die Funktion (von xl x2, xs): 

iiberall mit Ausnahme von der Umgebung des Punktes  
gleichmafiig gegen Null. Wir haben deshalb, wenn eine beliebig 
kleine positive GroBe ist: 

« r _̂ _ 

Wir haben: 

Der Grenzwert des ersten Gliedes von (14) ist also: 
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Das zweite Glied desselben Ausdruckes ist dem absoluten Betrage 
nach kleiner als: 

d kann beliebig klein gewahlt werden, e soil nach Null gehen. Wir 
konnen iiber d und e so verfiigen, daB der letzte Ausdruck beliebig 
klein wird. Es folgt, daB das zweite Glied in (13) den Grenzwert Null 
haben muB. Wir haben also: 

. (15) 

Wir haben andererseits nach (8): 

Folglich, wenn r > 0 ist 

In derselben Weise findet man, immer unter der Voraussetzung r > 0: 

Die Konvergenz gegen den Grenzwert ist auf jeder Flache, welche 
nicht durch den Punkt P(o) geht, sondern von ihm eine endliche Ent-
fernung hat, gleichmaBig. Da diese Bedingung nach unserer Voraus­
setzung fur die Grenzflache F ( o ) gilt, so folgt: 

(16) 

Wir haben wegen (13), (15), (16): 

(17) 

54. Der Grenziibergang e - 0 in der rechten Seite von (12). 
Das erste Glied rechts in (12) hangt nicht von e ab. Im zweiten 

Gliede kommt e nur in der oberen Grenze fur t vor. Wir wissen, daB 
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fur positive r-Werte gegen endliche und stetige 
writ 

Grenzwerte konvergieren. Wi r konnen deshalb den Grenziibergang 
einfach so machen, daB wir — e als obere Grenze fur t 
einfiihren. 

Als Ergebnis unseres Grenziiberganges erhalten wir also die 
Gleichung: 

(18) 

In der Formel (18) treten rechts die feaum- und Zeitflacheninte-
grale auf, welche wir nach (3) zu erwarten hatten. Aber aufierdem 
t r i t t ein liber die Grenzflache der Fliissigkeit im betrachteten Zeit-
momente t(o) zu erstreckendes Flachenintegral auf. Der innere Grund 
dieses Gliedes ist die Unzusammendriickbarkeit der Fliissigkeit, welche 
wir vorausgesetzt haben. Wegen dieser Unzusammendriickbarkeit ruft 
eine Bewegung der Grenzflache der Fliissigkeit momentan eine Be-
wegung der ganzen Fliissigkeit hervor. Diese momentan einsetzende 
Bewegung ist stets eine Potentialbewegung. 

DaB wir, um unser Ergebnis zu erhalten, einen Grenziibergang 
auszufiihren hatten, wird durch das letzte Glied der rechten Seite 
von (18) erklarlich. 

5 5. Erweiterung des gefundenen Ergebnisses. 

Wir betrachten das System: 

(19) 

das sich nur durch die Glieder von (1) unterscheidet. Wir nehmen 
an, daB diese Glieder stetige Funktionen von sind. Wir 
erhalten statt Gleichung (12): 
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(20) 

Wir haben demnach den Grenzwert: 

zu berechnen. Zu diesem Zweck miissen wir das Verhalten der Funk-
tionen tjk in der Umgebung des Punktes P(o) und bei kleinen Werten 
von t(o)— t kennen. Wir haben nach (11): 

Wir haben ferner: 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

(21) 

Wir wenden die Formel (21) an, um eine obere Grenze fur 
zu berechnen. Wir haben:  

Ferner:  

| kleiner als die groBere der Zahlen 0 und E (r, > — t). 

Da nun sowohl: 
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wie:  

kleiner als (t (o)— t)1½ ist, so folgt: 

Wir haben endlich fiir x > 0 : xe~~x <, e~x und also: 

Aus diesen Ungleichungen folgt: 

(22) 

Wir kehren zum Integral: 

zuriick. Aus (22) folgt, daB dieses Integral auch fiir e = 0 einen Sinn 
hat und daB:  

Die Gleichung (20) ergibt unter diesen Umstanden: 

(23) 

B(t) ist in dieser Formel der von der Flache F(t) eingeschlossene 
Bereich des a^a^Xg-Raumes. tjk ist durch die Gleichung: 
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Wir haben noch eine Formel fiir p(P (0 ) , £(0) abzuleiten. Dies kann 
nun auf vielen verschiedenen Wegen geschehen. Wenn es erlaubt ist, 
die Gleichungen (19) in bezug auf xl9 x2, x3 zu differenzieren, so er-
halt man aus ihnen:  

Aus dieser Poissonschen Gleichung kann man mit Hilfe der Green-
schen Formeln einen Ausdruck fiir j ableiten und dies ist 
die einfachste Methode, um zu einem solchen Ausdruck zu gelangen. 
Sie ist aber in unserem Falle wenig befriedigend. Einmal macht sie 
iiber die Funktionen w/, p, X1 Annahmen notig, die friiher nicht not-
wendig waren. Andererseits ist aus jenem Ausdruck nicht ersichtlich, 
daB er zusammen mit dem durch die Formel (23) gegebenen Werte 
von uk(P(°\ t@)) den Differentialgleichungen (19) geniigt. Wir werden 
aus diesen Grtinden einen Weg einschlagen, der zwar ein wenig lang 
ist, der aber ohne unnotige Annahmen zu eben dem Ausdruck fiir 
p(P (0 ) , t(o) fiihrt, der den Ausdriicken (23) entspricht. — Wir bezeich-
nen wieder mit u7; p eine Losung der Gleichungen (19) und mit Vj, p 
eine Losung der adjungierten Gleichungen (2). Wir erhalten aus (19), 
und (2) in iiblicher Weise: 

! (24). 

Die Frage ist jetzt, wie wir die Losung Vjy p des adjungierten Sy­
stems wahlen sollen. In § 3 und § 4 haben wir, um unsere Formel 
fur p(P<0)) zu erhalten, den Umstand benutzt, daB die adjungierten 
Gleichungen der hydrodynamischen Differentialgleichungen Losungen 
besitzen, bei welchen Vj die partielle Ableitung der Funktion 1/r in 
bezug auf Xj ist. Auch jetzt wollen wir eine Losung der adjungierten 
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definiert. 
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Gleichungen (2) benutzen, bei welcher die GroBen Vj mit den par-
tiellen Ableitungen von 1/r proportional sind. Wir setzen aber jetzt: 

(25) 

und konnen dann: 

(26) 

setzen. Wir tragen diese Werte von Vj und p in die Gleichung (24) 
ein und wenden diese Formel auf den Bereich B(t, r') an, den man aus 
B(t) durch AusschlieBung des Bereiches r < r' erhalt. Wir setzen da-
bei voraus, daB der' Punkt P (o) im Innern des Bereiches B (t (o) liegt. 
Wir setzen T = t(o) — e und nehmen an, dab die positiven GroBen r' 
und e so klein sind, daB die Kugel r = rf wahrend der Zeit 

m-s<t<tw 

im Innern des Bereiches B(t) liegt. Wir schreiben die Gleichung, 
welche wir unter diesen Voraussetzungen aus (24) erhalten, in der 
Form-

(27) 

Wir wollen in dieser Gleichung zuerst den Grenziibergang r' -• 0 
und dann den Grenziibergang e -> 0 ausfuhren. 

5 7. Ausfuhrung des Grenzuberganges auf der linken Seite 
von (27). 

Wir haben bei der Ableitung der hydrodynamischen DifEerential-
gleichungen vom Anfang an angenommen, daB die GroBen Uj und 
ihre Ableitungen erster Ordnung in bezug auf x1 x2, xz stetige Funk-
tionen von xv x2i xs, t sind. Wir haben unter dieser Voraussetzung: 
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Hier ist tp irgendeine Funktion von P und P (0), von welcher wir nur 
zu wissen brauchen, dafi sie einen endlichen Wert hat, wenn P in der 
Umgebung von P(o) liegt. d(r) ist eine Funktion von r, welche der 
Bedingung:  

geniigt. Wir haben ebenfalls, wenn p eine stetige Funktion der 
GrdBen xly x2, x3i t ist: 

Wir fiihren diese Ausdriicke in die linke Seite von (27) ein und er-
halten, weil:  

Wir haben: 

Wir schlieflen aus diesem Ergebnis, daB, wenn /(J(0)) eine stetige Funk­
tion von t ist: 

4 Oseen, Hydrodynamik 
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W i r schliefien ferner aus demselben Ergebnis: 

Also:  
#<0) 

Man findet durch ahnliche Rechnungen: 

Der Grenzwert der linken Seite von (27) ist also: 

5 8. Ausfuhrnng des Grenzuberganges in der rechten Seite 
von (27). 

Das erste Glied rechts in (27) hat den Wert Nul l . Im Bereiche 
B (t®\ r') konvergieren in der Tat die Funktionen Vj bei t -• £(0> gleich-
maJJig gegen Nul l . 

Wi r betrachten sodann das zweite Glied rechts in (27). Durch 
eine Kugel r = r zerlegen wir den Integrationsbereich B(t^ — e, r') 
in zwei Teile, indem wir voraussetzen, daB r' <r ist. In dem auBeren 
Teile konvergieren unsere GroBen v beim Grenziibergang r' -> 0 gleich-
miiBig gegen Nul l . Vom inneren Teile erhalten wir einen Beitrag, 
dessen absoluter Betrag kleiner als: 

ist. Auch der von dem inneren Teile herriihrende Beitrag hat also 
einen beim Grenziibergang r' -> 0 verschwindenden Grenzwert. Wi r 
haben folglich:  
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und folglich:  

Wir betrachten sodann das dritte Glied rechts in (27). Auch hier 
zerlegen wir den Integrationsbereich im x1x2X3-Raume durch die 
Kugel r = FinzweiTeile. Wir schreiben das dritte Glied in der Form: 

Auf den ersten Teil dieses Ausdrucks wenden wir das oben gewonnene 
Resultat an, daB, wenn f(t) eine stetige Funktion von t ist: 

(28) 

Wir erhalten so den Grenzwert: 

Betreffs des zweiten Teiles sehen wir sofort, daB es dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als: 

Wir lassen schlieBlich r gegen Null abnehmen und erhalten: 
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Den Grenzwert des vierten Gliedes rechts in (27) erhalt man 
ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (28). Er ist: 

Das letzte Glied in (27), dessen Grenzwert wir zu berechnen haben, ist: 

Eine partielle Integration fiihrt diesen Ausdruck in den folgenden iiber: 

Die Grenziibergange "• ergeben wegen (28): 

Indem wir unsere Ergebnisse zusammenfassen, erhalten wir die ge-
suchte Formel ftir p ((o), t(o): 

(29) 

5 9. Zusammenfassung. 
Die hydrodynamischen Integralgleichungen. 

. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen und wenden sie gleich. 
zeitig auf die vollstandigen hydrodynamischen Differentialgleichimgen 
an. Diese werden dadurch in Integrodifferentialgleichungen umge-
formt. Wir erhalten den Gleichungen Ia entsprechend: 
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1° 

Wir erhalten anderseits, P entsprechend: 

I " 

In diesen Formeln ist: 
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, daB umgekehrt, wenn  

bezug auf ; stetig differenzierbar sind, Ia bzw. Ib aus I c bzw. 
I * folgt. 

5 io. Bas zweidimensionale Problem. 
Die Formeln (23) und (29) nebst den aus ihnen abgeleiteten For-

meln Ic und Id enthalten fiir den dreidimensionalen Fall die Losung 
der Aufgabe, welche wir uns in diesem Paragraphen gestellt hatten. 
Es bleibt noch iibrig die Losung derselben Aufgabe fiir den zwei-
dimensionalen Fall anzugeben, den man z. B. durch die Annahme 

erhalt. Die Methoden, die in diesem zweidimensionalen 
Falle zum Ziele fiihren, sind denjenigen, welche wir im dreidimen-
sionalen Falle angewandt haben, sehr ahnlich. Wir begniigen uns 
deshalb damit, aufier den SchluBformeln die Hilfsfunktionen an-
zugeben, die man zu benutzen hat. 

Die partiellen Differentialgleichungen, mit denen wir uns jetzt zu 
beschaftigen haben, sind: 

(30) 

Das adjungierte System ist: 

Wir befriedigen, fiir k = 1 oder 2, dieses System durch den Ansatz: 

wo: 

und wo r die Entfernung zwischen den Punkten P und P ( 0 ) ist. Die 
so erhaltenen beiden Losungen sind fiir fiir alle Werte von xj 

regular. Wir wenden diese Losungen in derselben Weise an, wie wir 
oben die entsprechenden Losungen des dreidimensionalen Problems 
angewandt haben. Wir erhalten, wenn K(t) die Grenzkurve eines zwei-. 
dimensionalen Bereiches B(t) ist, in welchem eine Losung ujy p der 
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Gleichungen (30) fiir regular ist und wenn P<°> (mit den 
Koordinaten innerlialb von liegt: 

(31) 

Hier is*-

Die Funktion 0 ist, bis auf eine hier belanglose Konstante, mit 
der Funktion: 

identisch. 
Urn die entsprechende Formel fur p(P(o), t(o) zu finden, geht man 

von der Tatsache aus, dafi das adjungierte System von (30) eine 
Losung: 

besitzt. Indem man diese Losung in wohlbekannter Weise anwendet, 
findet man: 

(32) 
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§ 6. Die hydrodynainischen Integralgleichungen, 

6 i . Die Aufgabe: Direkte Ableitung der hydrodynamischen 
Integralgleichungen ans den grnndlegenden mechanischen 

Satzen. 
Als wir im ersten Paragraphen die Gesetze fur die Bewegung 

einer zahen Fliissigkeit mathematisch zu formulieren versuchten, 
wurden wir zu den Gleichungen (2), (4), (5) gefuhrt. Diese Gleichun-
gen stellen Beziehungen zwischen gewissen Integralen dar. Sie sind, 
kurz ausgedrlickt, Integralgleichungen. Fiir ihre Gultigkeit ist hin-
reichend (aber nicht notwendig), daB uj und p stetige Funktionen von 
x 2> xz un(* ^ sind, daB die Uj partielle Ableitungen erster Ordnung 
in bezug auf die Variablen Xj besitzen (Ableitungen, die selbst stetige 
Funktionen von xv x2i xz und t sind), endlich daB die GroBen Xj ihren 
absoluten Betragen nach unterhalb einer endlichen Grenze liegen und 
in dem Sinne integrabel sind, daB die aus ihnen gebildeten Raum-
Zeit-Integrale einen bestimmten Sinn haben. Aus den Gleichungen (2), 
(4) und (5) leiteten wir partielle Differentialgleichungen fiir Uj und p 
ab. Dabei muBten wir voraussetzen, daB die GroBen Uj partielle Ab­
leitungen zweiter Ordnung in bezug auf die sc-Variablen und erster 
Ordnung in bezug auf t besitzen und daB p partielle Ableitungen erster 
Ordnung in bezug auf x1 x2, x3 besitzt, endlich, daB alle diese Ab­
leitungen sowie die GroBen Xj stetige Funktionen von x1 x2, x3, t 
sind. Unter diesen Voraussetzungen erhielten wir die Grundgleichun-
gen I a , I b , I I a , I P , I I I a , I I P in § 1. Aus diesen Differentialgleichun­
gen haben wir in den Paragraphen 3, 4, 5 neue Gleichungen I c , Id usw. 
hergeleitet, welche die Werte von Uj und p in einem beliebigen Raum-
Zeit-Punkte durch gewisse Integrale ausdriicken. Wenn diese Inte-
grale von Uj und p unabhangig war en, so hatten wir hiermit die 
Grundgleichungen gelost. Dies ist nicht der Fall. Was wir getan haben, 
ist also nur, daB wir die Gesetze fiir die Bewegung einer Fliissigkeit 
in ein neues mathematisches Gewand gekleidet haben, das insofern 
demjenigen ahnelt, in welchem jene Gesetze zuerst auftraten, als es 
wieder die Form von Integralgleichungen hat. Wenn wir diese Inte­
gralgleichungen betrachten, so werden wir finden, daB, mit einer Aus-
nahme, in ihnen keine anderen Ableitungen der GroBen uj und p vor-
kommen als die partiellen"Ableitungen erster Ordnung nach xl x2, x3 

von den GroBen Uj. Die Ausnahme 'bildet die Formel fiir ;  

* Wegen der Idieoi^isdNMRadMriM&g dieser Untersuchungen vgl. 6g! 
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in welcher rechts eine Ableitung eines Flachenintegrals in bezug auf J(0) 

vorkommt, welches Uj(t^) enthalt. Wenn man bedenkt, daB wir zur 
Grenzflache die wirkliche Begrenzung der Flussigkeit wahlen konnen, 
so sieht man indessen, daB die Existenz der Ableitungen im 
Innern der Flussigkeit nicht vorausgesetzt zu werden braucht. Es ist 
auch nicht notwendig, die Existenz anderer Ableitungen vorauszu-
setzen, um zu erreichen, daB die in unseren Formeln I c , Id usw. vor-
kommenden Integrate einen Sinn haben. Auch ist es von dem Gesichts-
punkte der Formeln I c , Id usw. aus gleichgliltig, ob die Funktionen Xj 
stetig sind. Notwendig ist nur, daB sie integrierbar sind. Die hier her-
vorgehobenen Tatsachen deuten darauf hin, daB die Formeln 1°, Id usw. 
unter allgemeineren Voraussetzungen giiltig sind, als wir unseren bis 
jetzt gegebenen Beweisen zugrunde gelegt haben. Wir werden in die-
sem Paragraphen zeigen, daB es sich tatsachlich so verhalt. Indem 
wir uns, der Kiirze wegen, auf die Gleichungen Ic und Id beschranken, 
werden wir zeigen, daB sie unter den allgemeineren Voraussetzungen 
giiltig sind, die wir im Anfang dieses Paragraphen als fiir die Gultig-
keit der Grundgleichungen (1,2)*, (1,4) und (1,5) hinreichend (nicht 
notwendig) erwahnt haben. Es verhalt sich also so, daB die Existenz 

der Ableitungen weder fiir die Grundgleichungen 

(1,2), (1,4), (1, 5), noch fiir die Systeme I c , Id notwendig ist, sondern 
daB wir sie nur des Beweises wegen voraussetzen muBten. Die par-
tiellen Differentialgleichungen I a , I b , welche Beziehungen zwischen 
diesen nicht notwendigen Ableitungen enthalten, konnen nicht als 
der sinngemaBe Ausdruck der allgemeinen'Gesetze fiir die Bewegung 
einer zahen Flussigkeit aufgefaBt werden. Der sinngemaBe Ausdruck 
sind statt dessen die Gleichungen (1,2), (1,4) und (1,5). Man kann 
diese Gleichungen als die hydrodynamischen Integralgleichungen be-
zeichnen. 

Wir haben zu zeigen, daB, wenn uj und p den obenerwahnten Be-
dingungen betreffs Stetigkeit und Differenzierbarkeit genugen und 
wenn fiir jeden Teil der Flussigkeit die Gleichungen (1,2), (1,4) und 
also fiir jeden Teil des Raumes die Gleichung (1,5) gilt, diejenigen 
Teile der Gleichungen Ic und Id wahr sind, welche sich auf die 
GroBen ^ i beziehen. Wir haben ferner zu zeigen, daB, wenn 
wir auBerdem annehmen, daB an der physikalischen Begrenzung der 
Flussigkeit die GroBen u}- differenzierbare Funktionen von t sind, dann, 

* (1, 2) hat die Bedeutung: Formel 2 im Paragraphen 1. 
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vorausgesetzt, daB wir zur Flache F(t) gerade die physikalische Be-
grenzung der Fliissigkeit wahlen, auch der Teil der Gleichungen 1° und 
Id wahr ist, der sich auf bezieht. 

6 2, Mathematische Formulierung der Aufgabe. 

Wir bemerken zuerst, daB wir, urn diese Satze zu beweisen, nur 
zu zeigen haben, daB aus (1,4) oder (1,5) folgt: 

a) 

wo Vj, p eine beliebige in B(t)9 also innerhalb von F(t), regulare L6-
sung des adjungierten Systems: 

(2) 

ist. Aus der Gleichung (1) (wo wir der Einfachheit wegen anfangs das 
letzte Glied vernachlassigten) haben wir namlich im vorigen Para-
graphen die Systeme 1° und Id abgeleitet. Wir haben bei dieser Ab-
leitung betont, daB wir von unseren damaligen Voraussetzungen be-
trefiend die Funktionen uj bei der Berechnung von uj(P(o), t°) nur die 
Annahme benutzt haben, daB die uj stetige Funktionen von xl9 x29 x3, t 
sind, welche stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf xl9 x2, x3 

besitzen. Bei der Berechnung von p (P (0), t (o) kommt die schon be-
sprochene Bedingung hinzu, daB: 

einen Sinn haben soil. Wenn man den Paragraphen (5) nachpriift, 
wird man finden, daB auch betreffend 'p und Xj keine andere An-
nahmen notwendig sind als diejenigen, welche wir hier oben gemacht 
haben. 

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Zeitintervall und 
wahlen einen Bereich B(t), von dessen Grenzflache F(t) wir unsere 
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iiblichen Annahmen machen. Sie konnen in der folgenden Form aus-
gedriickt werden: F(t) soil aus einer endlichen Zahl von Teilen be-
stehen, derart, daB fur jeden Teil die Koordinaten eines Punktes 
desselben als stetige und einmal stetig differenzierbare Funktionen 
von zwei Parametern st und s2 und von t dargestellt werden konnen. 
Wir nehmen an, daB und p innerhalb von B(t) und fiir 

stetige Funktionen von und t sind und daB 
«*!, u2, u3 in demselben Raum-Zeit-Bereich in bezug auf xv x2, xs 

stetig differenzierbar sind. Wir nehmen an, daB fur jeden Bereich B 
innerhalb von B(t) und fiir jedes Zeitintervall zwischen den Grenzen 
T und t(O) die Gleichungen (1,5) bestehen. Wir behaupten, daB dann 
die Gleichung (1) giiltig ist, wie man auch die innerhalb von B(t) 
regulare Losung des adjungierten Systems (2) wahlt. 

6 3. Ableitung einer grundlegenden Integralbeziehung. 
Urn diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zunachst das Zeit-

intervall Wir wahlen St so klein, daB die Verande-
rung der Lage der Flache F(t) wahrend dt sehr klein ist. Durch drei 
Scharen von parallelen, aquidistanten, mit den Koordinatenebenen 
parallelen Ebenen zerlegen wir dann den Raum in parallele-
pipedische Teilgebiete. Ihre GroBe wird sein, wenn 
die Entfernung zweier benachbarter, gegen die x1-Achse senkrechter 
Ebenen ist. Wenn wir die geniigend klein wahlen, so wird der Be-
reich JB(J) durch jene Scharen von Ebenen in Teilgebiete zerlegt wer-
den, von denen die iiberwiegende Mehrzahl parallelepipedische Ge-
stalt haben, wahrend eine kleinere Zahl von Teilbereichen, welche 
langs der Grenzflache F(t) liegen, zum Teil von dieser Flache be-
grenzt werden. Wir numerieren in irgendeiner Weise diese Teilbereiche 
und bezeichnen mit Bk den A;ten Bereich. Fk sei die Grenzflache von 
Bk. Jedem Bereich Bk ordnen wir einen bestimmten Punkt Pk zu. 
Wie wir diesen Punkt innerhalb von Bk wahlen, ist ziemlich gleich-
giiltig, der Einfachheit wegen wollen wir ihn aber bei den parallele-
pipedischen Teilbereichen in den Mittelpunkt derselben verlegen. 
Die Funktionen Vj nehmen in Pk, wenn t = T ist, die Werte an. 

Wir wenden jetzt die Gleichungen ( I , 5) auf das Zeitintervall 
und auf den Bereich Bk an. Wegen der Kleinheit 

von dt konnen wir das Ergebnis in der Form: 

(3) 
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schreiben, wenn wir zur Abkiirzung: 

setzen. Wir multiplizieren die Gleichung (3) mit Vj(Pki z) und sum-
mieren hinsichtlich / uber die Werte 1, 2, 3, hinsichtlich k iiber alle 
Teilgebiete von B(r). Wir erhalten: 

64. Ausftihrung des Grenzuberganges (^=1,2 ,3) 
in den drei ersten Gliedern der Gleichung (4). 

Wir lassen jetzt , gegen Null konvergieren. Gleich-
zeitig wachst die Anzahl der Teilbereiche von B(t) iiber alle Grenzen. 
Wir untersuchen, was die Gleichung (4) in der Grenze, bei verschwin-
denden  

Das erste Glied kann in der Form: 

~ ~ " (5) 

geschrieben werden. Die Vj sind stetige Funktionen von xl x2, xz. 
Wir konnen deshalb eine solche, von abhangige GroBe e 
bestimmen, daB, wenn P in Bk liegt: 

wahrend gleichzeitig:  

Die GroBen Uj sind nach unseren Annahmen stetige Funktionen von 
x1 x2 x3Es gibt also eine solche positive GroBe M, daB in B(t), 

Folglich:  
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Das zweite Glied in (5) konvergiert also gleichzeitig mit den 
gegen Null und wir haben 

Die einfache Beweismethode, die wir hier angewandt haben, fuhrt 
auch bei den folgenden Gliedern der Gleichung (4) zum Ziele. Um 
nicht durch Wiederholungen zu ermiiden, geben wir fiir das zweite 
und dritte Glied sofort das Ergebnis des Grenzuberganges AXJ-+0 an. 

Wir haben ersichtlich: 

65. Ausfuhrung des Grenzuberganges = 1 , 2 , 3 ) 
im letzten Gliede der Gleichung (4). 

Dem letzten Gliede in (4) miissen wir dagegen eine nahere Unter-
suchung widmen. Wir betrachten die ebenen Grenzflachen, welche wir 
im Innern von B(r) durch unsere drei Scharen von Ebenen erhalten 
haben. Wir wollen, um einen bestimmten Fall zu haben, einen mit 
derx2x3-Ebene parallelen Teil einer Grenzflache Fk betrachten. Dieses 
ebene Flachenstiick ist die Grenze zwischen zwei Teilbereichen Bk. Es 
kommt also in der Summe, aus welcher das letzte Glied in (4) be-
steht, an zwei Stellen vor. Einmal grenzt es in der Richtung der posi-
tiven x1-Achse einen gewissen Bereich, etwa Bk__1, ab. Man hat dann 
n1= 1, n2= w 3 = 0. Andererseits ist es die Grenze in der Richtung 
der negativen x1-Achse eines anderen Bereiches, etwa Bk. Man hat in 
diesem Falle n1 = — 1, n2= n3= 0. Wenn wir mit f1? f2, £3 die Ko-
ordinaten des Mittelpunktes des hervorgehobenen Flachenstiickes be-
zeichnen, so erhalten wir also aus dem letzten Gliede in (4), diesem 
Flachenstiick entsprechend : 

Nach unseren Annahmen besitzen die Funktionen Vj stetige Ableitun-
gen erster Ordnung in bezug auf xv x2, xz. Wir haben demnach: 
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Wir erhalten also:  

Unter Vernachlassigung von GroBen, welche bei dem Grenziibergange 
verschwinden, laBt sich dies auch in der Form: 

schreiben. Wenn wir bedenken, daB jeder parallelepipedische Teil-
bereich zwei mi t der x2 x3-Ebene parallele Grenzebenen besitzt und 
daB die mi t den x3 xx- und xx x2-Ebenen parallelen Grenzebenen ahn-
liche Beitrage ergeben, so scheint aus unserem Eesultat hervorzugehen, 
daB wir bei dem Grenziibergange aus den Teilen der Inte-
grationsflachen Fky welche nicht Teile der auBeren Grenzflache F(r) 
sind, einen Beitrag: 

erhalten. Um zu beweisen, daB dies tatsachlich der Pall ist, miissen 
wir doch auch die besonderen Verhaltnisse in der Nahe der auBeren 
Grenzflache ^ ( T ) in Betracht ziehen. Wir behandeln die Integrale, 
welche von den ebenen Grenzflachen der an F(r) grenzenden Teil-
gebiete herriihren, in derselben Weise wie wir aus den inneren Teil-
gebieten herriihrende Flachenintegrale behandelt haben. W i r stellen 
also den von einem solchen ebenen Flachenstiick herrlihrenden Bei-
trag als eine Summe von zwei Raumintegralen dar. Wenn das ebene 
Flachenstiick an der einen Seite einen Teilbereich hat, der ganz im 
Innern von B(r) liegt, so wird der Integrationsbereich eines dieser 
Raumintegrale die GroBe: haben und also wie oben die 
Halfte eines inneren Teilbereiches sein. Die Schwierigkeit, welche hier 
auftri t t , ist die, daB der Integrationsbereich des anderen Raum-
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integrals keine bestimmte Beziehung zu dem an F(T) grenzenden Teil-
bereiche haben wird. Von derselben Art ist die Schwierigkeit, zu 
welcher ein ebenes Flachenstiick AnlaB gibt, welches die Grenze zwi-
schen zwei Teilbereichen ist, die beide an F(r) grenzen. DaB nun 
diese Schwierigkeiten jedoch keine wesentliche Bedeutung haben, geht 
daraus hervor, daB der Rauminhalt einerseits aller an F(r) gren-
zenden Teilbereiche Bky andererseits aller Integrationsbereiche, die 
wir bei unserer Umformung aus den ebenen Grenzflachen derselben 
Teilbereiche erhalten, bei verschwindenden gegen 
Null konvergieren. Der oben angegebene Wert ist aus diesem Grunde 
wirklich der Grenzwert der Beitrage, die wir im letzten Gliede von 
(4) aus den ebenen Grenzflachen erhalten, die im Innern von F(r) 
liegen. 

Wir berechnen schlieBlich den Beitrag, den die Grenzflache F(X) 
ergibt. Er ist, wie man sofort findet: 

6 6* Das Ergebnis des Grenziiberganges A xj -» 0 (J = 1, 2,3). 
Das Ergebnis unserer Untersuchung ist also die Gleichung: 

67. Der Grcnziibergang 6t -> 0. 
Um weiter zu kommen, setzen wir in 1 wo N 

eine ganze Zahl ist. Wir setzen dann nacheinander t9 

! und addieren die so erhaltenen Gleichungen (6). 
Wir lassen dann N ins Unendliche wachsen. Rechts konnen wir sofort 
den Grenziibergang ausftihren. Das Ergebnis ist eine Summe von drei 
Raum-Zeit-Integralen. Links miissen wir eine Umformung machen, 
um den Grenziibergang ausfuhren zu konnen. Wir schreiben die linke 
Seite in der Form: 
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Die hier vorkommende Summe kann auch in der Form: 

geschrieben werden. Die Funktionen Vj besitzen nach unseren An-
nahmen stetige Ableitungen in bezug auf t. Wir haben deshalb mi t 
gentigender Genauigkeit: 

Wir haben ferner, wenn wir mit Uj die Komponenten der Geschwindigkeit 
des Flachenelementes d/Sbezeichnen und wenn wir setzen: 

Wir haben folglich mit geniigender Genauigkeit: 

Nach diesen Umformungen konnen wir auch links den Grenziibergang 
N -+ oo ausfiihren. Wir erhalten: 
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Nach unseren Annahmen geniigen die Funktionen vj den Differentiai-
gleichungen:  

Wir fiihren in (7) den Wert v o n s i n , den wir aus der ersten dieser 

Gleichungen erhalten. Eine partielle Integration gibt uns dann, wenn 
wir beachten, daB auch nach unsern jetzigen Voraussetzungen aus der 

Kontinuitatsgleichung (1,2) die Beziehung folgt: 

Dies war die Gleichung, welche wir herleiten wollten. Unser Be-
weis ist damit zu Ende gefuhrt. Wir haben geseben, daB man aus den 
Integralgleichungen (1, 2), (1, 4) und (1, 5) direkt, obne Vermittelung 
der hydrodynamischen Differentialgleichungen I a , Ib und ohne die Exi-
stenz der in diesen Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen 

vorauszusetzen, zu der Integralgleichung gelangen 

kann, welche die Grundlage unserer Formeln 1° und Id war. Umge-
kehrt kann man aus Ic bzw. Idruckwarts die Gleichung (6,1) ableiten. 

6 8. Die Bedeutung des gefundenen Ergebnisses. 
Welche Bedeutung hat der Satz, den wir in diesem Paragraphen 

bewiesen haben? Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir daran, 
daB es eine unkorTekte Ausdrucksweise ist, wenn man von der Ge-
schwindigkeit einer Fliissigkeit in einem bestimmten Punkte oder von 
der Kraft spricht, welche in einem bestimmten Punkte eine Flussig­
keit angreift. Was man in der Hydrodynamik unter der Geschwindig-
keit einer Fliissigkeit versteht, ist der Mittelwert der Geschwindig-
keiten der Molekel innerhalb eines Bereiches, der zwar klein sein soil, 
aber doch viele Molekel enthalten muB. Ebenso verstehen wir unter 
der Kraft in einem Punkte einer Flussigkeit den Mittelwert der Krafte 
auf die Molekel in einem Bereiche um den Punkt herum. Da also die 
grundlegenden Begriffe der Hydrodynamik durch Mittelwerte definiert 
sind, also durch Summen, welche wir wegen der groBen Anzahl der Mo­
lekel durch Integrale ausdriicken miissen, so ist verstandlich, daB die 

6 Oseen, Hydrodynamik 
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Grundgesetze der Hydrodynamik Beziehungen zwischen Integralen sein 
miissen. Wenn wir diese ursprunglichen Integralgleichungen statt der, 
unter speziellen und keineswegs notwendigen Annahmen, aus ihnen 
abgeleiteten Differentialgleichungen zum Ausgangspunkt unserer Theo­
rie wahlen, so bedeutet dies, daB wir die Theorie die Form behalten 
lassen, welche am besten dem Wesen der Erscheinungen angepaBt ist. 
Man kann, wenn man so will, sagen, daB dies ein Fortschritt in bezug 
auf die Reinheit der Methode ist. — Dieser Fortschritt in bezugauf 
Reinheit ist gleichzeitig ein wesentlicher Fortschritt in bezug auf Ein-
fachheit. Die einzige Methode zur Berechnung der Bewegung einer 
zahen Fliissigkeit, welche wir zur Zeit besitzen, ist die Methode der 
sukzessiven Annaherungen. Wenn man bei der Anwendung dieser 
Methode von den hydrodynamischen Differentialgleichungen ausgeht, 
so mufi man bei jedem Schritt der Rechnung nachpriifen, ob die Ab-
leitungen, deren Existenz die hydrodynamischen Differentialgleichungen 
voraussetzen, wirklich existieren. Es verhalt sich nun mit diesen Ab-
leitungen so, daB man sehr leicht und unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen beweisen kann, daB die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung von u1 u2 u3 in bezug auf xv x2, x3, deren Existenz ja auch 
die Integralgleichungen voraussetzen, wirklich existieren und stetige 
Funktionen von xlt x2, ar3, t sind. Dagegen ist die Frage von den not­
wendigen Bedingungen fur die Existenz der Ableitungen zweiter Ord-
nung derselben GrdBen nach t von sehr komplizierter Natur. Dieses 
verwickelte Problem fallt weg, wenn wir bei unseren Berechnungen 
von den Integralgleichungen anstatt von den Differentialgleichungen 
ausgehen. Darin besteht die prinzipielle Vereinfachung, die in dieser 
Weise gewonnen wird. 

§ 7. Erste Anwendungen der hydrodynamischen 
Integralgleichungen. Theorie der Singularitaten 

in der Bewegung einer den ganzen Raum 
erfiillenden Fliissigkeit. 

71. Das Problem. Definition des Begriffes „regulare 
Bewegung" fur eine den ganzen Raum erfiillende Fliissigkeit. 

Die einfachste Aufgabe, die wir uns betreffs der Bewegung einer 
zahen Fliissigkeit stellen konnen, ist die folgende. Auf eine den gan­
zen Raum erfullende Flussigkeit wirkt ein bekanntes System von 
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Kraften. In einem gewissen Momente, etwa t = T, ist die Geschwindig-
keit iiberall bekannt. Sie geniigt der Kontinuitatsbedingung. Man 
soil die Bewegung fiir berechnen. 

Wir legen unserer Behandlung der erwahnten Aufgabe die Annahme 
zugrunde, daB der absolute Betrag der auf die Flussigkeit pro Massen-
einheit wirkenden Kraft Xj=1,2, 3), einer Bedingung von der Form: 

( i ) 

geniigt. R == j/a^2 soil hier die Entfernung des betrachteten Punktes 
von einem festen Punkte sein, den wir zum Anfangspunkte wahlen 
konnen. p ist eine Konstante mit der Dimension einer inversen Lange. 
a und K sind positive Konstanten, von denen a dimensionslos ist, 
wahrend K die Dimension einer Beschleunigung hat. — Wir nehmen 
ferner an, daB die Geschwindigkeit der Fliissig-
keit im Momente t = T sowie der Druck (p = p*) bzw. die Funktion 
I I Bedingungen von der Form: 

(2) 

geniigen, wo U und P Konstanten sind, von denen U der Dimension 
nach eine Geschwindigkeit, P ein Druck ist. 

Wenn die Geschwindigkeit und der Druck einer Flussigkeit Be-
dingungen von der Form (2) geniigen, werden wir im folgenden sagen, 
daB die Bewegung der Flussigkeit regular ist. 

Wir haben angenommen, daB die Bewegung unserer Flussigkeit im 
Momente t = T regular ist. Wir fragen, ob sie auch fur regular 
bleibt und wie man sie unter dieser Voraussetzung berechnen kann. 

Wir gehen im folgenden nicht auf alle Einzelheiten ein. Man findet 
die hier nicht ausgefiihrten Integralabschatzungen, auf welchen die 
Beweise der mitgeteilten Satze beruhen, in den im Literaturverzeichnis 
erwahnten Abhandlungen.* 

* Wir verweisen an dieser Stelle besonders auf die letzfce dieser Abhandlungen: 
Sur la representation analytique usw. 

6» 
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7 2. Integralgleichungen zur Berechnung der regulttren 
Bewegung einer zahen Flussigkeit. 

Fiir die Bewegung einer zahen Flussigkeit gelten, wie wir in den 
zwei letzten Paragraphen gesehen haben, die Integralgleichungen (oder, 
wenn man so will, Integro-Differentialgleichungen) Ic und I d . Wir gehen 
hier von Id aus. Sie muB erfullt sein, wie wir auch die Grenzflache F 
wahlen. Insbesondere konnen wir zur Grenzflache eine Kugel wahlen, 
deren Radius wir dann ins Unendliche wachsen lassen konnen. Die 
Flachenintegrale rechts in den Formeln Id konvergieren bei diesem 
Grenziibergang wegen der Ungleichungen (2), welche hier giiltig sind, 
weil nach unserer Voraussetzung die Bewegung regular ist, und wegen 
der Kontinuitiitsbedingung: 

gegen Null und wir erhalten die einfachen Gleichungen: 

. [ (3) 

7 8- AbscMtzungen der Grofien  

Die GroBen tik wurden in § 5 (vgl. z. B. S. 40) durch die Formeln: 

definiert. Man findet (vgl. S. 45) durch Ausfiihrung der Differentiationen, 
wenn wieder: 

gesetzt wird:  



73. Abschatzungen der GrdOen 69 

Die Funktion E(a,tW — p) geniigt der partiellen Differential-
gleicliung:  

Wir multiplizieren mit dad(5 und integrieren zwischen den Gren-
Wir erhalten, da: 

so folgt:  

Mit Hilfe dieser Beziehung konneu wir unseren Ausdruck fiir tjk 

in der folgenden Form schreiben: 
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(*) 

Wir bezeichnen mit a(n) das Maximum der Funktion 

. Wir haben dann: 

Folglich:  

(5) 

Andererseits:  

(6) 

Aus (4), (5), (6) folgt, daB man eine solche positive GroBe A bestim-
men kann, daB, fiir  

(7) 

Man beweist in ahnlicher Weise, daB man eine solche positive GroBe B 
angeben kann, daB, fiir  

(8) 



74. Losung der Integralgleichungen duroh Reihen 71 

7 4. Losung der Integralgleichungen durch Reihen. 
In den Gleichungen (3) fiihren wir einen Parameter X em und 

schreiben sie folgendermafien: 

co I 

(9) 

Wir versuchen diese Integralgleichungen fur w;- und q durch Reihen 
zu losen, welche nach Potenzen von A fortschreiten. Wir setzen also: 

(10) 

Einsetzen dieser Reihen in (9) gibt sofort: 

( i i ) 

(12) 

(13) 
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Nach unserer Voraussetzung ist die Bewegung im Momente T 
regular. Die Ungleichung (7) zeigt unter diesen Umstanden sofort, daB 
das erste Integral rechts in (11) konvergent ist und also einen be-
stimmten Sinn hat. Wegen der Ungleichung (1) haben auch die iibri-
gen Integrate rechts in (11) einen bestimmten Sinn. Man kann ferner 
zeigen, daB die durch (11) definierte Stromung u,(O) q(o) fur ' re­
gular ist. Aus diesen Ergebnissen folgt wiederum, daB die Integrate 
rechts in (12) einen bestimmten Sinn haben und daB die durch (12) 
definierte Bewegung ebenfalls f u r T regular ist. So kann 
man fortfahren und zeigen, daB fur jedes ganzzahlige nicht negative 
n die Funktionen existieren und eine regulare Stromung 
definieren. 

In bezug auf die Konvergenz der Reihen (10) lehren die Integral-
abschatzungen, welche den Beweis der oben mitgeteilten Ergebnisse 
ergeben, daB es eine solche positive GroBe r gibt, daB die beiden 
Reihen unbedingt und gleichmaBig konvergieren, wenn: 

Wenn wir ~~ annehmen, konnen w i r s e t z e n . Die 
Reihen (10) geben uns dann eine Losung unseres Problems. Wir haben 
also den Satz gewonnen: 

Wenn im Momente r = T eine regulare Bewegung einer den ganzen 
Raum erfiillenden zahen Fliissigkeit vorgeschrieben ist, so gibt es stets 
eine in einem Intervall regulare Bewegung der Fliissig­
keit, welche im Momente t — T mit der vorgeschriebenen Bewegung 
iibereinstimmt. 

Man kann zeigen, daB es nur eine regulare Bewegung mit diesen 
Eigenschaften geben kann. 

Wenn wir das Verhalten der Flussigkeit in unendlicher Feme durch 
die Vorschrift bestimmen, daB fur geniigend groBes R stets die Bedin-
gungen (2) erfiillt sein sollen, so konnen wir unser Ergebnis auch in 
der Form aussprechen: 

Wenn die Bewegung einer den ganzen Raum erfiillenden zahen 
Fliissigkeit in einem Momente t = T regular ist, so gibt es stets ein 
Intervall innerhalb dessen die Bewegung regular bleibt. 

7 5. Fortffihrung der Berechnung der reguiaren Bewegung, 
Wir gehen von einem Moment t = T aus und nehmen an, daB in 

diesem Moment die Bewegung der Fliissigkeit regular ist. Es gibt dann 
ein Intervall innerhalb dessen die Bewegung regular 
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bleibt und fur welches wir sie berechnen konnen. Wir kennen also die 
Bewegung im Momente Sie ist regular. Es gibt dann ein neues 
Intervall innerhalb dessen die Bewegung 
regular bleibt und also der Berechnung zuganglich ist. So konnen wir 
fortsetzen. Wir erhalten eine unendliche Reihe von positiven Zahlen 

Zwei Falle sind jetzt moglich. Wenn die Reihe: 

(14) 
divergiert, dann bleibt die Fliissigkeit fiir *~ stets regular und kann 
fiir ein beliebiges berechnet werden. Wenn dagegen die Reihe 
konvergiert, dann gibt es einen Moment: 

in welchem die Bewegung aufhort regular zu sein. 
Es ist nicht gelungen zu zeigen, daB die Reihe (14) stets divergent 

ist. Wir miissen also damit rechnen, daB sie, wenigstens unter ge-
wissen Umstanden, konvergent ist. So werden wir zu der Frage ge-
fiihrt, was dann geschieht, wenn die Bewegung einer Fliissigkeit auf-
hort regular zu sein. Wir konnen unsere Frage auch so formulieren: 
welcher Art sind die Singularitaten, die in der Bewegung einer zahen 
Fliissigkeit auftreten konnen? 

7 e. Analyse der Singularitaten, welche in der Bewegung einer 
den ganzen Raum erfiillenden Fliissigkeit auftreten konnen. 

Der Hauptsatz. 
Im Momente t = T sei die Bewegung der Flussigkeit regular. Es 

gibt dann ein Intervall in welchem die Bewegung eben-
falls regular ist. Wir nehmen an, daB T1 die Grenze dieses Intervalls 
ist, so daB es kein Intervall gibt, in welchem 
die Bewegung regular ist. Wir wollen untersuchen, was sich iiber die 
Bewegung der Fliissigkeit im Momente t = Tx aussagen laBt und setzen 
dabei voraus, daB die auBere Kraft stets der Bedingung (1) geniigt. 

Die regulare Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, daB jedem 
Raum-Zeit-Punkte : bestimmte Geschwindigkeitskomponen-
ten Uj und ein bestimmter Druck p zugeordnet werden konnen und 
daB diese Geschwindigkeitskomponenten, die Ableitungen derselben 
nach , sowie der Druck (bzw. die Funktion q) Ungleichungen 
von der Form (2) geniigen. Wenn die Bewegung bei t = Tt aufhort 
regular zu sein, so muB es sich also entweder so verhalten, daB, wenn 
t sich dem Werte T1 nahert, in gewissen Punkten oder vielleicht ge-
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wissen Teilen der Fliissigkeit eine Geschwindigkeitskomponente Uj oder 
der Druck p nicht gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, oder 
so, daB zwar diese Grenzwerte existieren, aber nicht Ungleichungen 
von der Form (2) geniigen. 

Von den verschiedenen Arten von Singularitaten, welche nach 
dem obigen als moglich erscheinen, konnen wir sofort einige aus-
BchlieBen. Wenn bei t -+ T1 die GroBen uj gegen bestimmte, in bezug 
auf xl9 x29 a?3 stetig difEerenzierbare Funktionen konvergieren und wenn 
diese Funktionen und ihre Ableitungen den zwei ersten Ungleichungen 
(2) geniigen, dann hat nach der letzten Formel (3) die Funktion q — 
und somit auch p — in jedem Punkte X/+ (j = 1, 2, 3) fur t = Tx einen 
bestimmten Wert, und dieser Wert geniigt, wie wir schon oben er-
wahnt haben, und wie sich leicht direkt zeigen laBt, einer Ungleichung 
von der in (2) vorkommenden Form. Eine Singularitat, welche nur 
den Druck betrifft, kann nicht vorkommen. Jede Singularitat ist auch 
eine Singularitat fiir die Geschwindigkeitskomponenten oder fur ihre 
Ableitungen. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB das Wesen einer Singularitat — we-
nigstens wenn sie im Endlichen liegt — darin besteht, daB der Wirbel-
vektor unendlich groB wird. Wir wollen, praziser ausgedriickt, den 
folgenden Satz beweisen: 

W e n n i m I n t e r v a l l e Wirbe lvektor u==iotu 
einer Ungleichung von der Form: 

(15) 

geniigt, wo W und a positive Konstanten sind, so ist die Be-
wegung der Flussigkeit im Momente t = Tx regular. 

Dieser Satz ist der Hauptsatz unserer Theorie der Singularitaten. 

7 7. Erster Teil des Beweises des Hauptsatzes. 
Ausdruck der Geschwindigkeitskomponenten durch die 

Wirbelkompoiienten. Abschatzung derselben. 
Um unseren Satz zu beweisen, wollen wir zunachst die Geschwin-

digkeitskomponenten Uj durch die Komponenten des Wirbelvektors: 

(16) 

ausdrucken. Die Gleichungen (16) konnen als ein System von partiellen 
Differentialgleichungen fiir u1 u2, u aufgefaBt werden. Aus diesem 
System, der Kontinuitatsbedingung: 
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und der Nebenbedingung Uj = 0 (j = 1, 2, 3) in unendlicher Feme 
konnen wir flir L die GroBen Uj bestimmen. Wir machen 
fur u den Ansatz: 

(17) 

Wegen der Kontinuitatsbedingung muB dabei: 

(18) 

sein. Aus (17) folgt andererseits: 

Wir schreiben vor, daB iiberall: 

(19) 

sein soil. Zur Bestimmung von F erhalten wir dann die Gleichung: 

Wir losen sie durch den Ansatz: 

(20) 

Die rechte Seite von (20) hat einen bestimmten Sinn, wenn die Un-
gleichung (15) erfiillt ist. Dies ist, wegen der Voraussetzung 
der Fall. 

Wir haben jetzt zu prufen, ob die Gleichung (19) erfiillt ist. Um 
zu beweisen, daB dies tatsachlich der Fall ist, zeigen wir, daB, wie 
klein auch die positive GroBe d gewahlt wird, stets: 

ist. Wir haben in der Tat:  
* 

Denjenigen Teil des Integrals rechts, der sich auf das Innere einer 
Kugel JB(°) = R* bezieht, formen wir durch partielle Integration um. 
Wir erhalten wegen der Beziehung: 
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(21) 

Wir wahlen JS* so groB, daB: 

Im ersten Integral ist dann: 

Der absolute Betrag des ersten Gliedes rechts in (21) ist also, wegen 
(15), kleiner als: 

(22) 

Der absolute Betrag des zweiten Gliedes rechts in (21) ist kleiner als: 

(23) 

Die Ausdriicke (22) und (23) konvergieren beide bei wachsendem R* 
gegen Null. Wir konnen also 22* so groB wahlen, daB die Summe von 
(22) und (23) kleiner als 6 wird. Damit haben wir die Ungleichung: 

bewiesen. Da diese .Ungleichung giiltig ist, wie klein wir auch die po-
sitive GroBe d wahlen, so folgt: 

(19) 
DaB andererseits: 

ist wohl bekannt. 
Der Ansatz:  

gibt uns eine partikulare Losung des Systems (16) sowie der Konti-
nuitatsgleichung. Die allgemeine Losung gibt der Ansatz (17) mit der 
daraus folgenden Gleichung (18). Unsere Aufgabe ist jetzt, die Po-
tentialfunktion q zu bestimmen. Dazu miissen wir die Randbedingungen: 
Uj = 0 in unendlicher Fernp benutzen. 

Wir haben, wenn wir mit r den Vektor mit den Komponenten 
bezeichnen und wenn wir unter v1 X v2 das vek-

torielle Produkt der beiden Vektoren v1 und v2 verstehen: 
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Wir schlieBen hieraus: 

(24) 

Wir wollen das in der rechten Seite von (24) vorkommende Integral 
abschatzen. Wir zerlegen es zu diesem Zwecke in drei Teile. Jx sei 
derjenige Teil des Integrals, der dem Inneren der Kugel RW = R/2 
entspricht, J2 der Teil, der von dem Zwischenraume zwischen den 
beiden Kugeln JR(O) = R/2 und R(o) = , herriihrt, endlich J3 der 
Teil, den man aus dem Bereiche . 2 erhalt. Wir haben 
dann in J1:  

Also:  

Wenn die Ungleichung (15) fiir ein gewisses a erfullt ist, ist sie es urn 
so mehr fiir ein kleineres a. Es ist also stets erlaubt anzunehmen, 
dafi ~ ist. Wir haben unter dieser Voraussetzung: 

In J2 besteht die Ungleichung: 

Folglich:   

Wir haben endlich: 

; oo gilt die Ungleichung: 

Eolglich:   
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Unsere Abschatzungen von zeigen, daB man eine solctte 
positive Zahl C bestimmen kann, dafi: 

(25) 

Wir kehren zur Gleichung (17) zuriick. Wenn der Punkt xv x2, xz 

sich ins Unendliche entfernt, so wachst J iiber alle Grenzen. 
Nach unserer Annahme konvergiert dabei der Vektor u gegen Null. 
Nach (25) konvergiert ebenfalls rot F gegen Null. Wir schlieBen liier-
aus, daB auch grad q gegen Null konvergieren muB. Nun geniigen die 
Komponenten dieses Vektors nach (18) der Laplaceschen Gleichung. 
Sie konnen also nirgends Maxima oder Minima haben. Wenn sie im 
Unendlichen verschwinden, miissen sie deshalb uberall verschwinden. 
Wir haben also:  

und folglich: 
(26) 

Die Formel (26) driickt die Geschwindigkeitskomponenten durch die 
Wirbelkomponenten aus. 

Wir betrachten jetzt die Funktion: 

(27) 

Die Ungleichung (25) lehrt, daB diese positive Funktion kleiner als: 

ist. Wenn R eine beliebige Lange ist, so haben wir also fiii  

Andererseits ist die Funktion (27) fur R < R ofEenbar stetig und hat 
also in diesem Bereich einen endlichen groBten Wert, etwa M(R) • W. 
Wenn D die groBere der beiden Zahlen: 

ist, so haben wir also iiberall: 

(28) 
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7 8. DurchfUhrung des Beweises des Hauptsatzes. 
Die Bedeutung desselben. 

Wir haben angenommen, daB die Bewegung im Intervalle ~ 
regular ist. TJberdies haben wir angenommen, daB der Wirbelvektor 
in diesem Intervalle der Bedingung (15) mit festen Werten von W und 
a geniigt. Wir haben gesehen, daB aus dieser Bedingung die Ungleichung 
(28) flir die Geschwindigkeit folgt. Ob die GroBen uj (j = 1, 2, 3) 
beim Grenziibergange t -+T 1 gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren, 
wissen wir nicht. Ebensowenig wissen wir, ob die Geschwindigkeits-
komponenten uj bei demselben Grenziibergange gegen bestimmte Grenz­
werte konvergieren. Wir wissen aber, daB die Ungleichungen (15) und 
(28) mit festen Werten von W, a und D im ganzen Intervalle 
erfiillt sind. 

Um weiter zu kommen, miissen wir die Integralgleichungen (3) be-
nutzen. Sie sind im Intervalle giiltig. Wir betrachten die 
erste dieser Integralgleichungen und wollen in der rechten Seite jener 
Gleichung den Grenziibergang t(°> -* Tx ausfiihren. Wir behaupten, daB 
sie bei diesem Grenziibergang gegen einen bestimmten Grenzwert kon-
vergiert. DaB diese Behauptung fur die Glieder: 

zutrifft, bedarf keincs besonderen Beweises. Was wir zu beweisen 
haben, ist also nur, daB bei t(o)-+ T1 die Integrale: 

gegen bestmimte Grenzwerte konvergieren. Um diesen Jieweis zu 
; lihren, geniigt es wiederum, zu zeigen, daB die absoluten Betriige der 
Ausdriicke: 

(29) 

T oo J 

ist, gleichzeitig mit e gegen Null konvergieren. Dies ist 
aber leicht durchzufiihren. Wir schreiben unsere Ausdriicke in der 
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folgenden Form, worin wir unter y eine positive GroBe verstehen, die 
groBer als e ist, die wir aber sonst beliebig klein wahlen konnen: 

(30) 

Das erste Glied ist wegen (7), (15), (28) dem absoluten Betrage nach 
kleiner als: „ . 

In 7,7 haben wir gesehen, daB: 

Wir schlieBen hieraus, ( : 

Da auBerdem ist, so sehen wir, daB das erste Glied des 
Ausdruckes (30) kleiner als: 

ist. Der absolute Betrag des zweiten Gliedes in (30) genugt derselben 
Ungleichung. Im letzten Gliede von (30) ist der Faktor: 
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des Integranden eine im ganzen Integrationsbereiche stetige und be-
liebig oft stetig differenzierbare Funktion aller darin vorkommenden 
Veranderlichen. Dieser Faktor konvergiert gegen Null gleichzeitig mit 
e — <5. Eine nahere Betrachtung, die selir einfach ist, die wir aber hier 
nicht ausfuhren wollen, zeigt, daB bei beliebigen xl9 x29 xB, das dritte 
Glied des Ausdrucks (30), bei festem y, gleichzeitig mit e — d ver-
schwindet. Wenn nun d* eine beliebig kleine positive GroBe ist, so 
konnen wir y so klein wahlen, daB die Summe der absoluten Betrage 
der beiden ersten Glieder in (30) kleiner als d* ausfallt. Wir konnen 
dann s und i so klein wahlen, daB das letzte Glied 
in (30) dem absolutem Betrage nach d kleiner als ^d* ist. Wie klein 
auch (5* ist, wir konnen also e und so klein wahlen, daB 
der Ausdruck (29) dem absoluten Betrage nach kleiner als d* ist. 
Damit ist bewiesen, daB die GroBen w*(P<°>, tf<0)), welche durch die 
erste Gleichung (3) definiert werden, bei J<0) -» Tx gegen bestimmte 
Grenzwerte konvergieren. 

Man beweist in ahnlicher Weise, indem man sich diesmal auf die 
Ungleichungen (8) stiitzt, daB die Ableitungen: 

bei t -• Tx gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren. 
Sowohl fur die Geschwindigkeitskomponenten wie fur ihre Ab-

leitungen nach xlf x29 xz kann man beweisen — die oben dargelegten 
Hilfsmittel reichen hierzu vollkommen aus — daB die Konvergenz 
gegen die Grenzwerte im ganzen Raume gleichmaBig ist. Daraus folgt, 
daB die GroBen uk bei t •= T1 stetige und in bezug auf x1 x2, x3 ein-
mal stetig differenzierbare Funktionen sind und daB die Ableitungen 

dieser Funktionen die Grenzwerte sind, gegen welche die 

GroBen konvergieren. 

Aus der ersten Gleichung (3) folgt nun weiter wegen (7), (15) und 

(28), daB fur t = Tl9 Uj u n d U n g l e i c h u n g e n von der in (2) an-

gegebenen Form genugen. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt schlieB-
lich, daB q fur t = Tx eine stetige Funktion von xl9 x29 xz ist, welche 
einer Ungleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt. 

Unser Hauptsatz ist hiermit bewiesen. Br sagt aus, daB die Sin-
gularitaten, welche in der Bewegung einer zahen Flussigkeit auftreten 
konnen, wesentlich Singularitaten der Wirbel sind. Wenn in einem 

6 Oseen, Hydrodynamik 
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Momente T1 die Bewegung einer zahen, den ganzen Raum erfullenden 
Fliissigkeit aufhort regular zu sein, so heiBt das nach unserem Haupt-
satze entweder, dafi der Wirbelvektor irgendwo im Momente t == Tt 

unendlich groJJ wird, oder daB die Wirbelbewegung sich so ins Un-
endliche ausgebreitet hat, daB, wie klein die positive GroBe a auch 
gewahlt wird, doch der groBte Wert der Funktion: 

im Raume bei t -+ T1 ins Unendliche wachst. 
t)ber die Bedeutung unseres Hauptsatzes wollen wir an dieser Steile 

folgendes sagen. Nach der klassischen Hydrodynaniik, welche von vorn-
herein die Zahigkeit vernachlassigt, konnen in einer Flussigkeit niemals 
Wirbel entstehen. Andererseits muB auch diese Theorie, um mit den 
Tatsachen einigermaBen in t)bereinstimmung zu kommen, annehmen, 
daB Wirbel existieren. Meistens nimmt man an, daB der Wirbelvektor 
langs einzelner Wirbelfaden unendlich groB ist. Unser Hauptsatz er-
oflnet die Aussicht zu einer Theorie der Entstehung solcher Wirbelfaden. 

Auch von einem anderen Gesichtspunkte aus scheint es verlohnend, 
die Singularitaten in der Bewegung einer zahen Flussigkeit einem naheren 
Studium zu unterwerfen. Wenn Singularitaten auftreten konnen, dann 
miissen wir ofEenbar zwei Arten von Bewegungen einer zahen Flussig­
keit unterscheiden, die regularen Bewegungen, d. h. die Bewegungen 
ohne Singularitaten, und die irregularen Bewegungen, d. h. die Be­
wegungen mit Singularitaten. Nun unterscheidet man andererseits in 
der Hydraulik zwei Arten von Bewegungen, die laminaren und die 
turbulenten Bewegungen. Es liegt nahe zu vermuten, daB die experi-
mentellen „laminaren" Bewegungen mit den theoretischen „regularen", 
die experimentellen „turbulenten" Bewegungen mit den theoretischen 
„irregularen" Bewegungen identisch sind. Ob diese Vermutung der 
Wahrheit entspricht, kann freilich erst durch weitere Untersuchungen 
entschieden werden. 

§ 8. Einfachste Beispiele von Wirbelbewegungen 
in einer zaben Fliissigkeit. 

81. Zirkulation urn einen geradlinigen Wirbelfaden. 
Wir behandeln das folgende Problem. In einer Fliissigkeit, welche 

den ganzen Raum erfiillt, sei in einem gewissen Momente, etwa t = 0, 
w3 iiberall gleich Null. Ebenso sollen flir t = 0 iiberall: 



8i. Zirkulation um einen geradlinigen Wirbelfaden 83 

gleich Null sein. Dagegen soil: 

im Innern des Zylinders R2= eine stetige und stetig 
differenzierbare nirgends verschwindende Funktion von 
sein. Ftir sein. Die Bewegung der Fliissigkeit ist 
also im Anfangsmomente eine Helmholtzsche Wirbelbewegung um einen 
zylindrischen Wirbel. Wir wollen untersuchen, welche Bewegung sich 
aus diesem Anfangszustande entwickelt. 

Wir gehen bei unserer Untersuchung von Formel (31) S. 55 aus. 
Sie wurde aus dem System (5, 30) abgeleitet. Wenn wir in (5, 30): 

setzen, so geht dieses System in die vollstandigen hydrodynamischen 
Differentialgleichungen (jedoch ohne auBere Krafte) fiir den zweidimen-
sionalen Fall liber. Wir konnen aber dasselbe Ziel audi dadurch er-
reichen, daa  

setzen und gleichzeitig p durch '* ersetzen. Wir 
legen also unserer Untersuchung das folgende System zugrunde 
(da) = dx1dx2): 

0) 

Wir nehmen an, daB im Intervalle ) die Grofien und ihre 
Ableitungen den folgenden Ungleichungen geniigen: 

6* 
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(2) 

Wir wenden das System (1) auf das Innere eines Kreises an, 
dessen Radius wir nachtraglich ins Unendliche wachsen lassen. Wegen 
(2) konvergieren die Kurvenintegrale in (1) dabei gegen Null und wir 
erhalten, indem wir T = 0 setzen: 

(3) 

Hier ist:  

Die Gleicliung (3) laBt sich wesentlich vereinfachen. Partielle Inte-
gration ergibt: 

Wir haben ferner, wenn wir die Integration zunachst iiber ein end-
liches Oebiet Q mit der Randkurve K ausdehnen: 

(4) 

Wegen der Kontinuitatsbedingung mussen wir verlangen, dali: 

und in der Tat folgt diese Beziehung aus (3). Aus Symmetriegriinden 
ist ferner ersichtlich, daB die Partikel der Fliissigkeit Kreise um die 
£3-Achse beschreiben und daB r t auch fiir nur von R abhangen 
kann. Wir haben folglich: 

Also:  
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Das Randintegral in (4) konvergiert gegen Null, wenn die Kurve K 
ins Unendliche wachst. Wir haben also: 

und finden in derselben Weise: 

Wir erhalten also schlieBlich aus (3): 

1 (5) 

Fur die zugehorige Funktion q erhalt man (aus § 5, 32): 

Man sieht sofort, daB ux und u2 Ungleichungen von der Form (2) 
geniigen. Man bestatigt ferner ohne Schwierigkeit, daB q einer Un-
gleichung von der in (2) angegebenen Form geniigt. 

Man erhalt aus (5) die Helmholtzschen Formeln, wenn man das Glied: 

weglaBt. Dieses Glied verschwindet in der Tat, wenn p gegen Null 
konvergiert. Die Helmholtzsche Theorie stellt also tatsachlich die 
Grenze dar, gegen welche die Bewegung bei \i -+ 0 konvergiert. Man 
sieht aber, daB in diesem Falle die Losung bei Beriicksichtigung der 
Zahigkeit nicht wesentlich komplizierter ist als bei Vernachlassigung 
der Zahigkeit. 

Betrachten wir einen Punkt in der Flussigkeit, dessen Abstand 
vom anfanglichen Wirbel groB ist, so haben wir annahernd: 

Wir erhalten mit dieser Naherung: 
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(6) 

J0 ist das MaB der Intensitat des Wirbels bei t = 0. 
Man sieht aus den Formeln (6), daB die Geschwindigkeit, mit der 

die Partikel ihre kreisformigen Bahnen urn den anfanglichen Wirbel 
beschreiben, in einem gegen den Durchmesser des anfanglichen Wir­
bels groBen Abstande gleich: 

ist. Die Zeit, nach welcher diese Geschwindigkeit auf die Halfte ihres 
anfanglichen Wertes gesunken ist, wird aus der Gleichung: 

bestiramt. Sie ergibt sich zu: 

Sucht man die Punkte zu bestimmen, fur welche die Geschwindigkeit 
nach den Formeln (6) am groBten ist, so bekommt man die Gleichung: 

Der Abstand dieser Punkte vom Mittelpunkte des Wirbels ist also 

proportional. 

Der Betrag des Wirbelvektors im Abstande R von der Achse ist: 

Seinen groBten Wert hat dieser Vektor also stets im anfanglichen 
Wirbel oder wenigstens in der Umgebung desselben. 

Der qualitative Inhalt der Gleichungen (5) kann folgendermaBen 
zusammengefaBt werden: vom Zentrum des anfanglichen Wirbels breitet 
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sich in der Fliissigkeit eine Bewegung aus, deren Rotation uberall 
auBerhalb des anfanglichen Wirbels dasselbe Vorzeichen wie dieser 
hat, deren Geschwindigkeit aber der anfanglichen Geschwindigkeit ent-
gegengesetzt ist. 

8 a. Zwei parallele, geradlinige Wirbel in einer zahen 
Fliissigkeit. 

Wir haben in dem oben behandelten, exakt losbaren Falle des ein-
zelnen geradlinigen Wirbelfadens gesehen, dafi die Helmholtzsche Theo-
rie die Grenze bildet, gegen welche die Erscheinimgen bei u - 0 kon-
vergieren. In dem jetzt vorliegenden Problem gehen wir deshalb von 
der Helmholtzschen Theorie als einer ersten Naherung aus. Wir neh-
men also in erster Naherung an, daB der Wirbelvektor u3 (o)auBerhalb 
von den beiden Wirbeln uberall verschwindet. Im Inneren eines Wirbel­
fadens soil u3(o) nur von der Entfernung von der Achse des Wirbel­
fadens abhangen. Die beiden Wirbelachsen bewegen sich bei dieser 
Naherung in Kreisen um einen gemeinsamen Mittelpunkt oder, wenn 
die Intensitaten derselben entgegengesetzt gleich sind, langs zwei pa-
ralleler Geraden. 

Um nun die Annaherung einen Schritt weiter zu treiben, fuhren 
wir in den Formeln (3) rechts fur u1 u2 u3 die Werte u (o) u2 (o) 3(0) 

ein, welche die Helmholtzsche Theorie fiir diese GroBen gibt. Die so 
erhaltenen Ausdrucke: 

geben uns die in zweiter Naherung giiltigen Werte der Geschwindig-
keitskomponenten. 

Um die rechten Seiten der Gleichungen (7) zu vereinfachen, for-
men wir zunachst das erste Glied rechts mittels der in 81 dar-
gelegten Methode um. Wir erhalten: 
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(9) 

wo die beiden Glieder rechts sich auf die Querschnitte der beiden 
Wirbelfaden beziehen. 

Wir betrachten dann das zweite Glied rechts in (7). Da u3(o) 
iiberall auBerhalb der Helmholtzchen Wirbelfaden verschwindet, so 
zerfallt dieses Glied in zwei Teile, welche den beiden Wirbelfaden ent-
sprechen. S3(°> hat nur in den beiden Wirbeln einen von Null ver-
schiedenen Wert und hangt im Inneren eines Wirbels nur von der Ent-
fernung von der Achse desselben ab. Wir bezeichnen die Koordinaten 
der Achse des ersten Wirbels mit x(1), x2 (1)Fur den zweiten Wirbel 
bezeichnen wir die entsprechenden GroBen mit x1x 2&\ w3

(0> hangt 
also im ersten Wirbel nur von der GroBe: 

ab, im zweiten nur von der GroBe: 

Wir haben ferner im ersten Wirbel nach dem Taylorschen Lehrsatze: 

Hier ist xt*, r2* ein von xv x2 abhangiger Punkt im Inneren des 
Wirbels. Wenn der Wirbel diinn ist und wenn die Ableitungen: 

im Inneren des Wirbels nicht dem absoluten Betrage nach sehr groBe 
Werte annehmen, so konnen wir mit geniigender Annaherung im ersten 
Wirbel:  

setzen. Unter entsprechenden Voraussetzungen haben wir im zweiten 
Wirbel annahernd:  

Wir betrachten jetzt den vom ersten Wirbel herruhrenden Teil des 
Ausdruckes: 
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(10) 

Er hat nach dem Obigen annahernd den Wert: 

( i i ) 

Wir betrachten den Ausdruck: 

wo bei der Differentiation xx und x2 konstant gehalten werden sollen 
und wo angenommen wird. Wir erhalten: 

Der Ausdruck (40) kann mit Hilfe dieses Ergebnisses in der Form: 

geschrieben werden. Ausfiihrung der Integration im ersten Gliede und 
Einsetzen des Wertes von 0: 

r 
ergibt:  

Einen abnlichen Beitrag erhalten wir vom zweiten Wirbelfaden. Wir 
haben also, annahernd: 



90 § 8. Einfachste Bcispiele von Wirbelbewogungen 

(12) 

Die Formel (7) ergibt jetzt, wogen (8), (!)), (12): 

• - • \ 

(13) 

Wir erhalten in ahnlicher Weise, in derselben Annaherung: 

(14) 

Wenn wir in den Gleichungen (13), (14) den Grenziibergang \i-+o aus-
fiihren, so konvergieren in beiden Gleichungen die beiden letzten Glieder 
rechts gegen Null, wie man sofort sieht, wenn man statt xi x2 durch 
die Substutionen 

neue Veranderliche, £l9£2 einfuhrt. Die so erhaltenen, im Grenzfalle 
li = o giiltigen Formeln: 
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stimmen mit der Helmholtzschen Theorie iiberein. 
Lassen wir einen Wirbelfaden, etwa den zweiten, sich unbegrenzt 

vom Anfangspunkte und von dem ersten Wirbelfaden entfernen, so 
geht der EinfluB jenes Wirbelfadens nach; Null und wir kommen zu 
der in § 8 i dargelegten exakten Theorie eines einzelnen Wirbelfadens 
zurfick. 

Nach der Helmholtzschen Theorie bleibt die Entfernung zwischen 
den beiden Wirbeln stets dieselbe. Wir benutzen die Formeln (13), (14) 
zu einer qualitativen Untersuchung dariiber, wie die Zahigkeit dieses 
Gesetz beeinfluBt. Wir untersuchen zu diesem Zweck, wie die Be-
wegung desjenigen Teiles der Fliissigkeit, der in einem gewissen Mo­
ment sich gerade dort befindet, wo nach der Helmholtzschen Theorie 
ein Wirbel sein soil, von der Bewegung abweicht, welche jener Wirbel 
nach Helmholtz haben soil. Wir haben gesehen, daB die zwei ersten 
Glieder rechts in unseren Formeln (13) und (14) mit den von Helm­
holtz gefundenen iibereinstimmen. Die Abweichung rtihrt also von den 
zwei letzten Gliedern her. Betrachten wir jetzt z. B. den ersten Wirbel­
faden, so ist klar, daB die Integrale, welche von diesem ersten Wirbel­
faden herriihren, im allgemeinen die von dem zweiten Wirbelfaden 
herriihrenden iiberwiegen miissen. Der Inhalt jener Integrale kann 
folgendermaBen ausgedriickt werden: von jedem Punkt der vom 
Wirbel zuriickgelegten Bahn breitet sich eine Bewegung aus, deren 
Rotation auBerhalb der nachsten Umgebung des Punktes dasselbe 
Vorzeichen wie der Wirbel selbst hat, deren Geschwindigkeit aber der-
jenigen entgegengesetzt ist, welche nach Helmholtz vom Wirbel selbst 
in dem Momente hervorgerufen wurde, wo er sich im betrachteten 
Punkt der Bahn befand. Die Geschwindigkeit jener Bewegung nimmt, 
wenn fi klein ist, mit wachsender Entfernung vom Mittelpunkte schnell 
ab. Ebenso nimmt sie schnell mit wachsendem t ab. Es folgt hier-
aus, daB der Teil der Flussigkeit, der in einem gewissen Momente 
sich gerade im Helmholtzschen Wirbel befindet, sich von diesem in 
der Bichtung entfernen muB, in der sich die Fliissigkeit hinter dem 
Helmholtzschen Wirbel bewegt. Wenn man auf dieselbe Weise die von 
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dem zweiten Wirbelfaden herriihrenden Integrale untersucht, so findet 
man, daB die Fliissigkeit hinter dem Helmholtzschen Wirbel zuriick-
bleiben muB. Den ersten Teil unseres Resultates konnen wir im fol-
genden Satze zusammenfassen: 

Die Teilchen, welche sich in den Wirbeln befinden, be-
wegen sich so, als wenn die beiden Wirbel durch Vermitte-
lung der Fliissigkeit eine Kraft aufeinander ausiibten, ab-
stoBend, wenn die Wirbel gleichnamig sind, anziehend, wenn 
sie ungleichnamig sind. 



Zweiter Teil. 

Die Randwertaufgaben. 





Einleitung. 
Mit Hilfe der im ersten Teile entwickelten Formeln ist es moglich, 

die Bewegung einer zahen unzusammendriickbaren Fliissigkeit zu be-
rechnen, wenn man annehmen darf, daB diese Flussigkeit den ganzen 
Raum ausfiillt und in unendlicher Feme ruht, und wenn entweder die 
Bewegung stationar, d. h. von der Zeit unabhangig ist oder auch in 
einem bestimmten Momente, etwa fiir t = 0, bekannt ist. Jene Pro-
bleme sind aber nicht diejenigen, zu welchen die wirkliche Bewegung 
einer zahen Fliissigkeit AnlaB gibt. Diese Probleme haben einenanderen 
Charakter. Eine wirkliche Fliissigkeit hat stets eine Begrenzung, die 
iibrigens aus einer oder mehreren, festen oder bewegten Grenzflachen 
bestehen kann. Wir nehmen an, daB die Flussigkeit an diesen Grenz­
flachen haftet, so daB die Bewegung der Grenzflachen die Bewegung 
der auBersten Schichten der Flussigkeit bestimmt. Wir bezeichnen mit 
Vj(j = 1, 2, 3) die Komponenten der Geschwindigkeit eines Punktes 
einer Grenzflache. Das mathematische Problem, zu welchem die 
wirkl iche Bewegung einer zahen Flussigkeit AnlaB gibt , be-
steht dann dar in , eine Losung der hydrodynamischen Gle i -
chungen I , I I oder I I I z u finden, welche a n den Grenzflachen 
den Bedingungen uj= Uj(j = 1, 2, 3) geniigt. Wenn die Bewegung 
nicht stationar ist, kommt noch die Bedingung hinzu, dafi in einem 
gewissen Momente, etwa fiir t = 0, die GroBen uj in dem von der 
Fliissigkeit erfiillten Bereiche bestimmte, vorgeschriebene Werte an-
nehmen sollen. Jene Werte mussen jedoch der Kontinuitatsbedingung 
geniigen. Die Methode zur Losung dieses Problems, die wir zur Zeit 
besitzen, ist wieder die Methode der sukzessiven Annaherungen. Sie 
erfordert in erster Linie die Losung des linearen Problems, das man 
durch Weglassen der quadratischen Glieder erhalt. So werden wir zu 
den Problemen gefiihrt, die man die hydrodynamischen Rand-
wertaufgaben nennen kann. Wir werden uns im folgenden mit 
speziellen Fallen beschaftigen, in denen man die hydrodynamische 
Randwertaufgabe exakt oder annahemd losen konnte. Zwar gibt es 
auch allgemeine mathematische Untersuchungen iiber die hydrodyna-
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mischen Randwertaufgaben. Sie sind aber noch nicht so weit gefordert, 
daB sie Bedeutung fur die Hydrodynamik gewonnen hatten. Wir gehen 
deshalb hier nicht auf diese allgemeinen mathematischen Probleme ein. 
Im ersten Kapitel behandeln wir einige Falle, in denen es gelungen 
ist, eine exakte Losung der hydrodynamischen Randwertaiifgabe zu 
finden. Im zweiten Kapitel beschaftigen wir uns mit dem linearen 
System, welches aus I I a (oder I P ) durch Vernachlassigung der qua-
dratischen Glieder hervorgeht, und geben angenaherte Losungen einiger 
spezieller Falle der diesem System entsprechenden Randwertaiifgabe. 
Im dritten Kapitel behandeln wir in ahnlicher Weise die Randwert-
aufgabe des Systems I I I a (oder I I P ) . 

Es ist aus dem oben Gesagten ersichtlich, daB die Randwerte, welche 
in den hydrodynamischen Problemen vorkommen, im allgemeinen in 
sehr einfacher Weise von den Koordinaten der Punkte der Grenzflache 
abhangen. Trotzdem muB man, um die Methode der sukzessiven An-
naherungen anwenden zu konnen, bei den linearen Systemen, welche 
wir hier zu behandeln haben, Randwerte allgemeinster Art betrachten. 
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Exakte Losungen hydrodynamischer Randwert-
aufgaben. 

§ 9. Die Stokesschen Gleichungen. 

91. Eine Kugel. Randwertaufgabe fur das innere Problem. 
Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daB die Bewegung der 

Fliissigkeit stationar ist. In den Gleichungen I I a (oder I P ) vernach-
lassigen wir die quadratischen Glieder und setzen auBerdem Xj = 0. 
Wir werden so zu dem System: 

( i ) 
gefiihrt.  

Wir unterscheiden zwei Falle. Bei dem inneren hydrodynamischen 
Problem betrachtet man eine Fliissigkeit, die sich im Inneren einer ge-
schlossenen Flache befindet und deren Geschwindigkeit an dieser Flache 
bekannt ist. Bei dem auBeren hydrodynamischen Problem betrachtet 
man eine Fliissigkeit, welche den ganzen Raum auBerhalb einer geschlos-
senen Flache erfiillt. In diesem Falle muB man die Geschwindigkeit 
sowohl an der inneren Grenzflache wie in unendlicher Feme kennen. 

Wir losen in diesem Paragraphen die innere und die auBere hydro-
dynamische Randwertaufgabe der Gleichungen (1) fiir eine Kugel. Wir 
betrachten zuerst das innere Problem. Die Randbedingungen sind in 
diesem Fall: an der Oberflache der Kugel. Die 
GroBen Uj miissen wegen der Kontinuitiitsbedingung (1, 2) S. 4 der 
Beziehung:  

geniigen, wo die Integration iiber die Oberflache der Kugel erstreckt 
wird und wo, wie ublich, w/ die Richtungscosinusse der nach auBen 
gezogenen Normalen dieser Flache sind. 

•7 Oseen, Hydrodynamik 
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Wir haben im dritten Paragraphen S. 27 folgendes gesehen. 
Wenn man einen Tensor "" und einen Vektor Pk finden kann, die an 
einer geschlossenen Flache S den Bedingungen geniigen, im 
Innern derselben Flache iiberall mit Ausnahme eines Punktes x1(o)(P (o) 
regular sind und den Differentialgleichungen: 

(2) 

geniigen, endlich sich in der Umgebung des Punktes x1(o), bis auf 
regulare Glieder, wie der Tensor tjk und der Vektor pk: 

verhalten, dann gilt fiir jede innerhalb derselben Flache regulare 
Losung des Systemes (1): 

(3) 

Um unsere Aufgabe zu losen, bestimmen wir eine Losung Tjki nk 

des Systems (2), die innerhalb von S regular ist und an S den Be-
dingungen: Tjk = tjk genugt; dann hat 
die verlangten Eigenschaften.  

Fiir eine Kugel kann man mit einfachen Mitteln die GroBen Xjk 

und nk herstellen. Wir wenden dazu das Spiegelungsverfahren an, 
durch welches W. Thomson das elektrostatische Problem der Kugel 
loste. Wir legen den Anfangspunkt des Bezugssystems in den Mittel-
punkt unserer Kugel, bezeichnen mit a den Radius derselben und setzen: 

Durch die Formeln:  

definieren wir dann das Spiegelbild P (0 ) des Punktes 
Wir setzen ferner:  

Um nun Xjk und nk zu berechnen, verzichten wir zunachst auf die Er-
fiillung der Kontinuitatsbedingung (2 b) und stellen uns die Aufgabe, 
einen Tensor und einen V e k t o r z u berechnen, die iiberall, 
auBer im Punkte P(o), regular sind und die Differentialgleichungen: 

(4) 
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befriedigen und die an der Kugel R = a den Bedingungen 
geniigen. Wir versuchen diese vorbereitende Aufgabe durch den Ansatz: 

zu losen, wo aik, &;, ck, djk und e Konstanten sind. Dieser Ansatz 
erfiillt, wie sofort ersichtlich ist, die Bedingung, daB T;ifc* und pk* iiber-
all mit Ausnahme des Punktes P (o) regular sind. Wir haben ferner: 

Wenn wir die Konstanten so bestimmen konnen, daB an der Kugel 
R= a noch rik— tjk(j, k = 1, 2, 3) wird, so ist unsere vorbereitende 
Aufgabe gelost. Nun ist fiir R = a: 

also: 

und ferner:  

Wir erhalten mit Hilfe dieser Beziehungen fur R = a: 

und folglich: 

Die Forderv~"#  

fiir R = a ergibt jetzt: 
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Wir erhalten schlieBlich: 

und damit: 

(5) 

(6) 

Wir setzen jetzt, urn unser anfangliches Problem zu losen: 

(7) 

so daB also das Zusatzglied fur R = a also auf der Kugel verschwindet. 
Die Funktionen qk sollen Losungen der Laplaceschen Differential-

gleichung sein, die im Innern der Kugel R = a regular sind. Wir 
haben unter dieser Voraussetzung in demselben Bereich: 

Wenn wir:  

(8) 

setzen, so sind dann Xjki nk innerhalb der Kugel R = a regular und ge-
niigen den Differentialgleichungen (4). — Wir bestimmen schlieBlich 
die Potentialfunktionen qk so, daB die Kontinuitatsbedingung erfiillt 
wird. Wir haben: 
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Da: 

so konnen wir unseren Ausdruck fiir auch in der Form: 

schreiben. In der Kontinuitatsbedingung: 

haben auf der rechten Seite einige Glieder unmittelbar die Gestalt 

diese geben fiir pk den Beitrag: 

welcher der Laplaceschen Gleichung geniigt. 
Um die noch iibrigen Glieder von pk zu bestimmen, miissen wir 

eine fiir regulare Losung tpk der Differentialgleichung: 

suchen, welche auJJerdem der Laplaceschen Gleichung 
niigt. Dies geschieht ohne Schwierigkeit. Wir fiihren statt x1 x2, x3 

Polarkoordinaten ein und driicken also x1 x2, x3 durch R und zwei 
Winkel aus. Die linke Seite unserer Differentialgleichung bekommt 
dadurch die Form:  

Die rechte Seite konnen wir in eine nach steigenden Potenzen der GroBe 
fortlaufende Keihe entwickeln. Da die rechte Seite fiir alle 

eine Losung der Laplaceschen Gleichung _ w ist, so wird jedes 
Glied der Beihe ebenfalls eine Losung der Laplaceschen Gleichung 
sein. Da ferner, wie man leicht verifiziert, die rechte Seite fiir R = 0 
verschwindet, wird die Reihe kein konstantes Glied enthalten. Nicht 
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nur die reclite Seite selbst, sondern auch die mi t R dividierte rechte 
Seite laBt sich also in eine Potenzreihe nach , fcntwickeln. Wenn 
wir diese Reihe in bezugauf R zwischenO und R gliedweise integrieren, 
so bekommen wir eine neue Reihe, deren Glieder sich nur durch kon-
stante Faktoren von den entsprechenden Gliedern der Entwicklung 
der rechten Seite selbst unterscheiden. Sie sind also ebenfalls Losungen 
der Laplaceschen Gleichung. Die Summe dieser Glieder ist m Es ist 
indessen nicht notwendig, rpk durch eine Potenzreihe darzustellen. Es 
gibt einen ziemlich einfachen, geschlossenen Ausdruck fur Wir 
setzen: # cos , wo also & der Winkel zwischen den Vek-
toren Xj und _, > ist, und haben dann unter Benutzung der Formeln 
S. 98:  

Also:  

(9) 

W i r haben also: 

(10) 

Durch die Gleichungen (5)—(8) S. 100 und (10) sind die GroBen 
und nk bestimmt. Wir setzen jetzt:  
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Die Formel (3) ergibt uns dann den Wert von uk in einem beliebigen 
Punkt P<°> innerhalb der Kugel. 

Um zur vollstandigen Losung unseres Problems zu gelangen, miissen 
wir noch eine Formel fur P ableiten. Da p durch die Differentialglei-
chungen und Randbedingungen nur bis auf eine additive Konstante 
bestimmt ist, so suchen wir die Differenz p\ zu berechnen, 
wobei wir unter 0 den Mittelpunkt der Kugel verstehen. Wir gehen 
von der Formel (3, 17) S. 28 aus und bezeichnen mit eine inner-
halb der Kugel R = a regulare Losung der Stokesschen Gleichungen: 

( i i ) 

welche an der Kugel R — a den Bedingungen: genugt. 
Wir haben nach (3, 2) S. 22:  

und folglich nach (3, 17), wenn wir r setzen: 

(12) 

Die Schwierigkeit besteht also nur in der Bestimmung der GroBen 
Vj und p. Wir gehen, um diese Aufgabe zu losen, in ahnlicher Weise 
wie oben hervor. Wir setzen: 

(13) 

Hier soil eine innerhalb der Kugel regulare Losung des Systemes: 

sein, welche an der Kugel den Bedingungen = g e a i i g t . 

q> soil eine im Innern der Kugel regulare Losung der JLapiaceschen 
Gleichung sein. — Um zu bestimmen, gehen wir von der Tat-
sache aus, daB auf der Kugel R — a: 
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ist. Wir differenzieren diese Gleichung nach X1(O) und erhalten fur R = a: 

Wir setzen jetzt: 

(15) 
und haben dann:  

innerhalb der Kugel R = a, und an der Kugel:  

Zur Bestimmung der Potentialfunktion <p erhalten wir die Gleichung: 

Sie ergibt: 

(16) 

ip ist hier eine innerhalb der Kugel R = a regulare Losung der La-
placeschen Gleichung, welche auBeTdem der Gleichung: 

geniigen muB. Aus dieser Gleichung konnen wir y in der oben ausein-
andergesetzten Weise entweder durch Keihenentwicklung der rechten 
Seite oder durch direkte Integration berechnen. Wir setzen wieder: 

und haben dann:   

wo die P(n) die Kugelfunktionen sind und also ist. Wir er-
halten so: 
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Durch direkte Integration erhalten wir dagegen: 

Wir haben also schlieBlich: 

• (17) 

Die Formeln (12)—(17) vermitteln die Bestimmung von p(P (o) — p{0). 

9 2. Zusammenstellung der Formeln fur das innere Problem 
der Kugel. 

Wir fassen unsere bis jetzt gewonnenen Ergebnisse in dem folgen-
den Satze zusammen: 

Um eine innerhalb einer Kugel: 

regulare Losung der Stokesschen Gleichungen: 

zu konstruieren, welche auf der Kugel den Randbedingungen 
geniigt, wo vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der 
Kugel sind, bildet man die Funktionen: 
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wo P<°> der Punkt f> und 0 der Mittelpunkt der Kugel 
ist, die Losung des Problems. 

9 3. Eine Kugel. Randwertaufgabe fur das aufiere Problem. 
Wir wenden uns zum auBeren Probleme, also zu der Aufgabe, eine 

Losung des Systems (1) zu finden, die auBerhalb der Kugel R = a 
regular ist und an dieser Kugel der Bedingung = 1, 2, 3) 
genugt. Eine solche Losung ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn 
ihr Verhalten in unendlicher Feme vorgeschrieben ist. Wir schreiben 

vor, daB die GroBen ,  

eine endliche obere Grenze haben sollen. Man sieht leicht, daB diese 
Bedingung nebst der Grenzbedingung w; = Uj fur R = a genugt, urn 
eine fiir R = a regulare Losung des Systems (1) eindeutig festzulegen. 
Die Formel (3, 17) gibt in unserem Falle, wenn wir auch jetzt die 
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Normale der Kugel R = a nach aufien ziehen und wenn der Punkt 
P(°) (mit den Koordinaten jetzt auBerhalb der Kugel liegt: 

(18) 

Tjki Pk soil hier eine Losung des Systems (2) sein, die sich in der Um-
gebung des Punktes P(o) wie die oben eingefiihrte Losung tik, pk ver-
halt, fur R = a den Bedingungen Tki = 0 geniigt und ferner der Be-

dingung geniigt, daB die GroBen  

1, 2, 3) fur eine vom Punkte P (0) unabhangige, obere Grenze 
haben. Um Tkj und Pk zu bestimmen, benutzen wir dieselbe Methode 
wie beim inneren Problem. Wir setzen wieder  
Fur und . machen wir wieder die Ansatze (7) und (8). T;it* hat 
dieselbe Bedeutung wie oben. Fur pk erhalten wir wieder den ersten, 
in Formel (10) angegebenen Ausdruck. ipk soil jedoch eine andere Be-
deutung haben. Zur Bestimmung dieser Funktion erhalten wir die-
selben Gleichungen wie friiher: 

Wir miissen aber jetzt eine fur regulare Losung dieser Gleichung 
suchen. Um \pk zu bestimmen, geniigt es, eine fur regulare 
Losung der Gleichungen: 

(19) 

zu bestimmen. Man erhalt sie entweder durch Reihenentwicklung von 
1/r nach Potenzen von 1/R oder durch direkte Integration. Das Er-
gebnis ist: 

Wir haben dann: 

(21) 

Man bestatigt durch elementare Rechnungen, daB die hiermit erhal-
tenen GroBen den oben angegebenen Bedingungen geniigen. 
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Aus unserer Voraussetzung, daB . eine obere Grenze 
hat, folgt, daB p in unendlicher Feme verschwindet. Unter diesen Um-
standen ist es moglich, den Wert von p in einem beliebigen PunkteP(o) 
auBerhalb der Kugel durch die Werte Uj, welche die GroBen Uj auf 
der Kugel annehmen, auszudriicken. Wir haben: 

(22) 

Hier ist:   

Vj und p ist eine fur . regulare Losung des Systems (11), welche 
fur R = a der Bedingung Vj — 0 geniigt. Wir machen fur Vj und p 
wieder den Ansatz (13), setzen aber jetzt: 

Fur <p erhalten wir wieder den Ausdruck (16). xp muB aber jetzt den 
Gleichungen (19) gemigen. Fur ip konnen wir also den Ausdruck (20) 
benutzen. 

9 4. Zusammenstellung der Formeln fur das aufiere Problem 
der Kugel. 

Um eine auBerhalb einer Kugel: 

regulare Losung der Stokesschen Gleichungen: 

zu konstruieren, welche in unendlicher Ferae der Bedingung Uj -> 0, 
p -• 0 und aufj der Kugel der Bedingung = 1, 2, 3) geniigt, 
wo Vj vorgeschriebene Funktionen auf der Oberflache der Kugel sind, 
bildet man die Funktionen: 
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wo P (o) der Punkt ist und wo die Normale der Kugel 
(von der Lange 1): nv w2, n3 nach auBen gezogen wird, die Losung des 
Problems. 

Die beiden Probleme der Kugel konnen auch mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen gelost werden. Solche Reihen wurden von Lamb unter-
sucht. 

9 5. Die Stokessche Widerstandsformel. 
Wenn wir in Formel (18) S. 107 die GroBen Vj konstant annehmen, 

erhalten wir die Losung des Stokesschen Problems, eine fur re-
gulare Losung des Systems (1) zu finden, bei welcher die GroBen uj in 
imendlicher Feme verschwinden und an der Kugel R = a vorgeschrie-
bene, konstante Werte, Vj, annehmen. Man kann indessen diese Lo-
sung in viel einfacherer Form darstellen. Es genugt: 
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zu setzen. Stokes wurde zu diesem Problem durch die Aufgabe ge-
fuhrt, den Widerstand zu berechnen, den eine kleine Kugel erfahrt, 
wenn sie sicli mit konstanter Geschwindigkeit Vj in einer zahen Fliissig-
keit bewegt. Er fiihrte, urn diese Aufgabe zu losen, ein Bezugssystem 
ein, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkte der Kugel befand und 
sich also mit dieser bewegte. Er fiihrte dadurch seine Aufgabe auf 
den Fall zuriick, wo eine ruhende, kleine Kugel in eine mit der Ge-
schwindigkeit — Vj stromenden Fliissigkeit eingetaucht ist. Indem er 
die GroBen Vj klein annahm und alle (sei es in Uj oder uk) quadra-
tischen Glieder vernachlassigte, erhielt er zur Bestimmung der Be-
wegung der Fliissigkeit das System (1) mit den Nebenbedingungen: 
fiir in unendlicher Feme: Durch die Sub-
stitution: fiihrte er dieses Problem auf das oben be-
handelte zuriick. Auf ein mit der Kugel fest verbundenes Bezugs-
system bezogen, ist also seine Losung des Problems: 

(24) 

In schroffem Gegensatz zu den bei gewohnlichen Korpern und ge-
wohnlichen Geschwindigkeiten beobachteten Erscheinungen ist diese 
Bewegung in gewissem Sinne symmetrisch in bezug auf eine gegen 
die Stromungsrichtung senkrechte, durch den Mittelpunkt der Kugel 
gelegte Ebene. In zwei Punkten, welche in bezug auf diese Ebene 
Spiegelbilder voneinander sind, haben die Geschwindigkeiten in der 
Stromungsrichtung gleiche, die Geschwindigkeiten in einer gegen jene 
Bichtung senkrechten Richtung entgegengesetzt gleiche Werte. Dafi 
dieses Ergebnis nicht zum Wesen der Sache gehort, sondern durch die 
angewandte Naherungsmethode bedingt wird, werden wir spater sehen. 

Wir berechnen mit Hilfe der Stokesschen Losung die Resultierende 
der Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausiibt. Wir haben 
im ersten Paragraphen gesehen (vgl. S. 7), daB jene Resultierende 
die Komponenten: 

hat. Aus den Gleichungen (1) folgt leicht, daB die Werte dieser Inte-
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grale von der Integrationsflache unabhangig sind, vorausgesetzt, daB 
diese eine geschlossene Flache ist, welche den Anfangspunkt umgibt. 
Dies folgt aus der Beziehung: 

welche giiltig ist, wenn uv u2, t/3, p in dem von der geschlossenen 
Flache S begrenzten Bereiche Q eine regulare Losung der Stokesschen 
Gleichungen(l) bilden. Wir benutzen die Unabhangigkeit des Integrals 
von der Integrationsflache in der Weise, daB wir zur Integrations-
flache eine Kugel urn den Anfangspunkt mit sehr groBem Radius R 
wahlen. Wir haben auf jener Kugel in geniigender Annaherung: 

ferner ist:  

D ie Result ierende der K r a f t e , welche die Flussigkeit auf 
die Kuge l ausiibt, hat also die Komponenten — Qn/naU^ Dies 
ist die beri ihmte Stokessche Widerstandsformel . 

Die Stokessche Formel hat eine sehr groBe Bedeutung fur die 
Molekularphysik, die Kolloidchemie und Meteorologie gewonnen. Die 
genaueren Bedingungen fiir ihre Gultigkeit werden wir spater disku-
tieren. Wir werden dort auch etwas Naheres iiber ihre Anwendungen 
sagen. 

9 6. Ein Satz von Faxen. 
Dr. H. Fax6n hat die Stokessche Widerstandsformel in sehr be-

merkenswerter Weise verallgemeinert. Man kann den Satz von Fax6n 
mit Hilfe der oben gegebenen, allgemeinen Losung des Problems der 
Kugel beweisen. Obwohl wir den Beweis seiner Lange wegen hier 
nicht ausfiihren konnen, wollen wir doch den Gang desselbenandeuten. 
Wir fragen zunachst, wie kann man, wenn die Bewegung einer Flussig-
keit den linearen Stokesschen Gleichungen gehorcht, die Geschwindig-
keitskomponenten uk sowie die GroBen in einem Punkte P (0 ) in 
der Fliissigkeit durch die Werte ausdriicken, welche die GroBen uj auf 
einer in der Flussigkeit gelegenen Kugel annehmen, die ihren Mittel-
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punkt im Punkte P(o) hat? Die Formel (3) S. 98 gibt hinsichtlich der 
GroBen uk unmittelbar eine Antwort auf diese Frage. Wir verlegen fiir 
einen Augenblick den Anfangspunkt unseres Bezugssystems in den 
Punkt P (0). Es ware ziemlich miihsam, aus der allgemeinen Formel fur 
die Greenschen Funktionen durch Grenziibergang die Werte von Tjk 

und Pk zu berechnen. Man bestatigt aber leicht, daB diese GroBen 
die folgenden Werte haben: 

In der Tat geniigen TJk, Pk bei festem k den Stokessehen Gleichungen 
und sind im Anfangspunkte in der richtigen Weise singular. Die For-
mel (3) ergibt unter diesen Umstanden nach Ausfiihrung der Inte-
grationen und wenn wir wieder den Anfangspunkt in einen beliebigen 
Punkt verlegen: 

(25) 

Durch ahnliche Kechnungen findet man: 

(26) 

Wir nehmen jetzt an, daB eine Flussigkeit sich in Cbereinstimmung 
mit den linearen Stokessehen Gleichungen stationar bewegt. Wir be-
trachten einen Bereich, wo die Bewegung regular ist. In diesen Be-
reich tauchen wir einen kugelformigen starren Korper mit dem Radius a 
ein und denken uns ihn dort festgehalten. Die Flussigkeit iibt auf die 
Kugel Krafte aus, deren Resultierende wir berechnen wollen. Wir 
haben zu diesem Zweck zuerst die von der Kugel hervorgerufene Sto-
ning der Fliissigkeitsbewegung zu berechnen. Diese Auf gabe ist durch die 
Formel (18) S. 107 gelost. Wir haben hier die mit entgegengesetzten 
Vorzeichen genommenen Komponenten der Geschwindigkeit der anfang-
lichen ungestorten Fliissigkeitsbewegung zu nehmen. Die wirkliche Be-
wegung der Fliissigkeit ist aus dieser Bewegung und der von der Kugel 
hervorgerufenen Stoning zusammengesetzt. Man sieht nun leicht, daB 
unsere Resultierende nur von der Stoning abhangt. Wie wir schon 
oben hervorgehoben haben, konnen wir in den Integralen, welche die 
Komponenten derResultierenden darstellen, zur Integrationsflache eine 
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beliebige, geschlossene Flache wahlen, welche dieselben Singularitaten 
der Grofien Uj wie unsere Kugel umschlieBt. Nun hat die anfangliche, 
ungestorte Bewegung der Flussigkeit nach unserer Annahme im Innern 
der Kugel keine Singularitaten. Bei der Berechnung der Resultieren-
den der von dieser ungestorten Bewegung herruhrenden Krafte konnen 
wir deshalb die Integrationsflache zu einem Punkt zusammenziehen. 
Das Ergebnis der Integration ist also Nul l . Betreffs der Stoning kann 
man mi t Hilfe der Formel (18), allerdings nur durch langwierige Rech-
nungen, die Komponenten der Resultierenden berechnen. Das Ergeb­
nis lafit sich, wenn wir mi t uk die Komponenten der Geschwindigkeit 
in der anfanglichen, ungestorten, regularen Bewegung bezeichnen, in 
der einfachen Form: 

(27) 

schreiben. Wegen (25) konnen wir diesen Ausdruck der Komponenten 
der Resultierenden auch in der integrallosen Form: 

(28) 

darstellen. Dies ist der Satz von Faxen. Er ermoglicht es unter ganz 
allgemeinen Verhaltnissen in sehr einfacher Weise die Krafte, welche 
eine stationar bewegte, zahe Flussigkeit auf eine Kugel ausubt, in 
erster Naherung zu berechnen.* 

Wenn wir nur den Mittelpunkt der Kugel festhalten, wird die 
Kugel sich um diesen Punkt drehen. Fur die Drehgeschwindigkeit hat 
Dr . Fax6n einen sehr einfachen Ausdruck berechnet. Man driickt ihn 
am einfachsten in der vektoriellen Schreibweise aus. Die Drehgeschwin­
digkeit ist:  

wenn u der Vektor mi t den Komponenten uj ist. 

9 7. Das Problem der ebenen Wand. 
Das Problem der Kugel enthalt als speziellen Fall das Problem 

der Ebene, mi t anderen Worten die Aufgabe, eine in einem Halbraume 
regulare Losung der Gleichungen (1) zu finden, welche den 

* Dr. Faxen hat seinen Satz ohne Beweis in seiner Dissertation mitgeteilt. 
Einen Beweis gab er spater in dem Aufsatze: Der Widerstand gegen die Bewegung 
«iner starren Kugel in einer zahen Flussigkeit, die zwischen zwei parallelen, ebenen 
Wanden eingeschlossen ist. Arkiv f. mat., astr. och fysik. Bd. 18, 1924. Ein ein­
facher Beweis ware sehr erwunscht. 

8 Oaeen, Hydrodyuamik 
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Bedingungen: fiir gentigt. Um 

die Losung dieses Problems zu erhalten, hat man nur notig, in Tjk 

und Pk #3 und #3
(0> mit xz + a und x3

(0> + a zu vertauschen und dann 
den Grenziibergang a -> oo auszufuhren. tjk und pk bleiben dabei un-
verandert. Man findet: ) und 

f o l g l i c h : M a n erhalt 
f erner:  

Man beweist am einfachsten diese Formeln durch direkte Ausrech-
nung, indem man zeigt, daB die Funktionen t,*, 7tk den Diflerential-
gleichungen (2) und den zugehorigen Nebenbedingungen geniigen. 

Das Problem der ebenen Wand wurde zuerst von H. A. Lorents 
im Jahre 1896 gelost. 

§ 10. Die nicht-stationaren Gleichungen, Das Problem 
der Kugel. Die Formel von Boussinesq. Das Problem 

des Kreiszylinders. 

101. Der Ansatz. 
In den Gleichungen Ia S. 12 setzen wir Xj- = 0 und vernachlassigen 

die quadratischen Glieder. So erhalten wir das System: 

a) 
Die Kontinuitatsbedingung ergibt: 

(2) 
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Wir stellen uns die Aufgabe, eine Losung dieses Systems zu finden, 
welche den folgenden Bedingungen geniigt. Fiir t = 0 sollen uj (/ = 1,2,3) 
den Wert Null annehmen. Fiir i sollen uj, p in dem Bereiche , 
das heifit hier fiir , , nebst den in den Glei-
chungen (1), (2) vorkommenden Ableitungen stetig sein. An der Ku-
gel R — a sollen die GroBen uj vorgeschriebene, im allgemeinen vom 
Orte und von t abhangige Werte Z7; annehmen. Endlich soil die Be-
dingung lim u7- = 0 erfullt sein. 

Verfasser hat dieses Problem zuerst durch Reihen gelost, welche 
nach Kugelfunktionen fortschreiten und wurde spater durch Summie-
rung dieser Reihen zu dem folgenden Ansatz gefuhrt. Wir setzen: 

(3) 

^ soil dabei eine in Q regulare und im Unendlichen verschwindende 
Losung der Laplaceschen Gleichung sein. Die GroBen Fj sollen die 
Komponenten eines der Differentialgleichung: 

(4) 

genugenden Vektors sein. Dieser Vektor soil fiir t = 0 verschwinden, 
fiir in regular sein und in unendlicher Feme verschwin­
den. Unser Ansatz (3) befriedigt unter diesen Umstanden, wie man 
sofort sieht, die Systeme (1) und (2). 

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Punkt der Kugel R = a. 
n,j sind die Komponenten einer nach auBen gezogenen NorMale von 
der Lange 1 in diesem Punkte. Mit Tj (j = 1, 2, 3) bezeichnen wir 
die Komponenten eines beliebigen, zur Normalen senkrechten, also die 
Kugel im betrachteten Punkte tangierenden Vektors von der Lange 1. 
Wir haben nach diesen Festsetzungen stets: 

(5) 

Die Bedingungen uj = Uj fur R = a ergeben jetzt: 

(6) 

(7) 

Wir befriedigen die Beziehungen (6) und (7) in der folgenden Weise. 
Wir setzen: ,QX 

8» 
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und bestimmen 0 durch die Forderung, daB eine fiir regu-
lare und in unendlicher Feme verschwindende Losung der Laplace-
schen Gleichung sein soil, welche auf der Kugel R = a der Bedingung: 

(9) 

geniigt. Wir bestimmen sodann die Tangentialkomponenten des Vek-
tors F auf der Kugel R = a durch die Bedingung: fiir R = a: 

(10) 

Sie ergibt: 

( i i ) 

Aus (6) folgt dann: 

(12) 

Da diese Beziehung fiir jeden zu n senkrechten Vektor gelten soil, so 
ist, wie man auch auf der Kugel R = a fortschreitet, die Anderung 

von Null, also: 

Konstante, (13) 

Wegen (7) muB 0* auBerdem der Bedingung: 

(14) 

geniigen. 
Wir haben also zwei Potentialfunktionen imd und eine Vektor-

funktion F, welche der Gleichung (4) geniigt, eingefuhrt. ist durch 
seine Randbedingung vollstandig bestimmt. Von dem Vektor F ken-
nen wir den Wert fiir t = 0, das Verhalten im Unendlichen, sowie 
die Tangentialkomponenten an der Kugel bei beliebigem t, so daB also 
der Wert der Normalkomponente von F auf der Kugel noch zur Ver-
fiigung steht. Es entsteht dann die Aufgabe, uber den Wert dieser 
Normalkomponente von F auf der Kugel so zu verfugen, daB die bei-
den Randbedingungen (13), (14) fiir \ ' auf der Kugel so erfullt wer-
den konnen, daB l noch im Unendlichen verschwindet. 
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10 2. Einfiihrung ernes Hilfsproblems. 
Die Losung der komplizierten, durch die Beziehungen (13), (14) 

gekennzeichneten Aufgabe, welche wir hier geben werden, beruht auf 
einer analytischen Tatsache, welche durch die oben erwahnten Reihen-
entwicklungen des Verfassers aufgedeckt wurde. Wir behaupten: man 
kann die Normalkomponente des Vektors F auf der Kugel so be-
stimmen, daB zwei aufierhalb der Kugel R = a regulare und im Un-
endlichen verschwindende Potentialfunktionen P und P* existieren, 
welche Ableitungen in bezug auf x1 x2, x3 besitzen, P von den zwei 
ersten Ordnungen, | von der ersten Ordnung, die an der Kugel 
R = a endliche und stetige Werte annehmen und in unendlicher Ferae 
verschwinden und welche an der Kugel R = a die Bedingungen: 

(15) 

erfiillen. 
Wir behaupten ferner: wenn P und P* in dieser Weise bestimmt 

worden sind, dann hat der Ausdruck 

alle die Eigenschaften, welche wir von der Funktion <P* verlangen 
miissen, und es ist also: 

(16) 

Wir beweisen zuerst die Richtigkeit der zweiten Behauptung. DaB 
die durch (16) definierte Funktion ** (wenn P und P* existieren) 
eine aufierhalb der Kugel R = a regulare und in unendlicher Feme 
verschwindende Potentialfunktion ist, ist unmittelbar klar. Auf der 
Kugel R = a hat man ferner nach (15): 
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Die Bedingung (13) ist also erfullt. Es ist also nur mehr zu zeigen, 
daB an der Kugel R = a die Bedingung (14) erfullt ist. Nun ist*: 

wo d 8 das Linienelement einer beliebigen kleinen Kurve auf der 
Kugel ist, welche das Flachenelement a umschlieBt, und T/n> die Kom-
ponenten der die Kugel R = a tangierenden, auBeren Normale (von 

* Man definiert in der Vektoranalysis die Divergenz eines vom Orte ab-
hangigen Vektors als den Grenzwert: 

Hier ist S eine beliebige geschlossene Flache im Raume, n die nach auBen gezogene 
Normale von der Lange 1 der Flache S und o) das Volumen des von 8 eingeschlos-
senen Baumbereiches. Es wird vorausgesetzt, [daB beim Grenziibergange co^+0 die 
die Flache S sich urn einen bestimmten Punkt zusammenzieht. Wir nehmen jetzt 
an, daB ein Vektor V auBerhalb derj Kugel B = a, also im Bereiche Qy definiert 
ist. Wir wollen div V in einem Punkte der Kugel R = a berechnen. Wir Ziehen zu 
diesem Zweck auf der Kugel |eine [kleine geschlossene Kurve S und verbinden die 
Punkte dieser Kurve mit dem Mittelpunkte der Kugel. Die so definierte konische 
Flache und die beiden Kugeln R — a und R = a + da grenzen einen kleinen Bereich 
im Raume ab. Das Volumen dieses Bereiches ist ada, wcnn a der Flacheninhalt 
des von der Kurve 8 begrenzten kleineren Teiles der Kugel R — a ist. Wie erhalten, 
indem wir bei der Bereohnung von div V diesen Bereich benutzen und indem wir 
mit T^ die Komponenten einer die Kugel R = a tangierenden, auBeren Normale 
(von der Lange 1) der Kurve s bezeichnen und bedenken, daB, wenn dS ein Flachen-
element einer Kugel mit dem Radius R ist, welches vom Mittelpunkte aus unter 
einem bestimmten Raumwinkel gesehen wird, dS'R* konstant ist: 

9 

Nun haben wir andererseits: 

Folglich, nach (15), fur R = a: 
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der Lange 1) der Kurve s sind. hangt also nur von den Tan-
gentialkomponenten von F auf der Kugel ab. — Bei Einfuhrung von 
Polarkoordinaten ist nun: 

Wir haben ferner entsprechend der Definition von Aiv in (15) auf 
der Kugel R = a: 

Da nach (15) P aut der betrachteten Kugel gleich FR ist, so folgt 
aus dem in der Anmerkung S. 18 bewiesenen Satz, daB: 

ist. Wir haben also: 

f olglich:  

Die Gleichungen (15) ergeben fur R = a: 

Aus den letzten drei Gleichungen folgt, immer unter der Voraus-
setzung R = a: 

Nun ist: 
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Folglich fur R = a: 

Diese Gleichung zeigt, dafi, wenn die Funktionen P und P* die hier 
vorausgesetzten Eigenschaften haben, der Ansatz (16) in derTat nicht 
nur der Bedingung (13), sondern auch der Bedingung (14) geniigt. 

108, Ansatz zur Losung durch Reihen nach 
Kugelfunktionen. 

Wir gehen zum Beweise der Existenz unserer Losung Uber. Es 
muB gezeigt werden, dafi die Normalkomponente des Vektors F 
an der Kugel It = a so bestimmt werden kann, da6 zwei in re-
gulare und in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktionen 
P und . existieren, welche an der Kugel It = a den Bedingungen 
(15) geniigen. Wir fiihren zu diesem Nachweis Polarkoordinaten 
ein, indem wir xx = R cos = R s i n c o s cp, x3 = R s i n s i n   
setzen und entwickeln die Funktionen Fj in Reihen von der folgen-
den Form: 

(17) 

die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind miteinander durch die 
Beziehungen: 
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(18) 

(19) 

verbunden. sind Funktionen von R und t. Wi r nehmen 
an, daB sie der partiellen Differentialgleichung: 

geniigen, fiir t = 0, verschwinden und bei R -* oo den Bedin-
gungen: l im geniigen. Die durch die Reihen (17) 
definierten drei Vektorkomponenten befriedigen dann fiir und 

wenn gliedweise Differentiation erlaubt ist, die DifEerential­
gleichung :  

Wi r zeigen jetzt, daB, wenn wir den Funktionen c und s folgende 
neue Bedingungen auferlegen, alle unsere Bedingungen erfullt sind: 
fiir : 

(20) 

10 4. Berechnung von FR, A tvF und n rot F fur R — a. 
Wir berechnen unter der Voraussetzung, daB die Beziehungen (20) 

bestehen, FR und F und berechnen auBerdem die Normalkompo-
nente von rot F auf der Kugel R = a. Wir gehen bei der Berechnung 
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von FR auf die Einzelheiten ein, geben aber betreffs nur das 
Ergebnis der Rechnung. Wir haben: 

Wir formen diesen Ausdruck urn, indem wir mit Hilfe von (18) J  

und durch Pmt n u n d a u s d r i i c k e n . Wenn wir beachten, 

daB aus (20) folgt:  

so konnen wir das Ergebnis in der folgenden Form schreiben: 
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Wir wenden jetzt die Identitaten (19) an. Da wegen (20): 

konnen wir das Ergebnis in der einfachen Form: 

L (21) 

schreiben, wo:  

Man findet durch ahnliche Rechnungen: 

(22) 

Aus (21) und (22) folgt: 

(23) 
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Wir betrachten schliefilich: 

Die Berechnung geschieht ohne Schwierigkeit und man findet, ohne 
die Beziehungen (20) zu benutzen: 

(24) 

10 5. Veriflkation der Bedingungen. 
Wir konnen leicht zeigen, daB, wenn eine Vektorfunktion F 

existiert, welche alien bis jetzt aufgestellten Bedingungen geniigt, 
welche also die Differentialgleichung (4) befriedigt, fiir 
und fiir ., .. » verschwindet, an der Kugel R — a Tangential-
komponenten hat, welche der Bedingung (11) geniigen, und endlich 
die Bedingungen (20) erfiillt, daB dann tatsachlich die beiden Poten-
tialfunktionen P und P* existieren. Wir haben in der Tat : 

Die Frage, welche wir schliefilich zu beantworten haben, ist also die, 
ob es eine Vektorfunktion F gibt, die den oben aufgestellten Bedin­
gungen geniigt. Wir konnen diese Frage auch so formulieren: gibt es 
eine Vektorfunktion F, welche der Differentialgleichung (4) und den 
Bedingungen (20) geniigt und deren Tangentialkomponenten an der 
Kugel R = a vorgeschriebene Werte annehmen? Urn diese Frage zu 
beantworten, bemerken wir zunachst, daB die linken Seiten der Glei­
chungen (20) partiellen Differentialgleichungen voraTypus der Warme-
leitungsgleichung geniigen und fur > a sowie fiir  
verschwinden. Wenn die Bedingungen (20) fiir R = a erfiillt sind, so 
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miissen sie unter diesen Umstanden auch fiir R > a erfullt sein.* Wir 
bemerken ferner, dafi durch die Beziehungen (20) nur eine der Kom-
ponenten von F bestimmt wird, wahrend die ubrigen unbestimmt blei-
ben. Die Bedeutung der Beziehungen (20) ist also, daB eine Kompo-
nente von F an der Kugel R = a durch die anderen Komponenten aus-
gedriickt wi rd . Wenn wir zeigen konnen, daB die Beziehungen sich 
insbesondere so deuten lassen, daB sie die Normalkomponente von 
F an der Kugel R = a durch die Tangentialkomponenten ausdriicken, 
wahrend diese vollstandig unbestimmt bleiben, so haben wir unseren 
Beweis zu Ende gefuhrt. 

Um nun zu zeigen, daB die Beziehungen (20) in keiner Weise die 
Tangentialkomponenten des Vektors F an der Kugel R = a bestim-
men, betrachten wir fiir R = a die Ausdrucke (23) und (24) fur A ivF 
und n rot F. Wi r behaupten, daB diese trotz der Beziehungen (20) 
frei wahlbar sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, daB 
wir die so bestimmen konnen, daB (20) 
erfullt ist und daB gleichzeitig (fiir R = a) die Koeffizienten der Reihen 
(23) und (24) vorgeschriebene Funktionen von t sind. Wenn wir uns 
der Kurze wegen auf die Hauptglieder, fiir die ist, be-
schranken und ferner nur die GroBen c betrachten, so ergeben diese 
Bedingungen: 

vorgeschriebene Funktionen von t sind. Die 
Determinante dieses linearen Systemes ist : 

— 2m(m + l)(2m + l). 

Sie kann also niemals verschwinden. Da auch die „pathologischen" 
Glieder in (23) und (24), d. h. die Glieder, bei denen in s inn^ , cos ncp 
n = 0,1 oder n = m ist, wil lki ir l ich bestimmt werden konnen, so ist 
bewiesen, daB die Werte von ' und n rot F auf der Kugel R = a 
in keiner Weise durch die Beziehungen (20) bestimmt sind. 

* Es ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung: 

daB eine Losung, welche fiir » regular ist und fiir und fiir 
verschwindet, fiir " identisch gleich Null ist. 
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genugt. Da: 

ist, so konnen wir, fiir beliebige JE-Werte: 

o 
setzen. Fiir R = a erhalten wir hieraus: 

F*=P=j | ff,(T)»/ + *(r) + I 0(r)\dr. (26) 

10 7. Zusammenfassung. 
Wir fassen die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden Satze 

zusammen: 
Um eine fiir t > 0, R > a regulare Losung des Systems (1), 

(2) zu bestimmen, welche fiir t = 0, R > a und fiir t > 0, R -+ oo 
der Bedingung Uj = 0 (/ = 1, 2, 3) und an der Kugel R = a der 
Bedingung te;- = U7 genugt, bestimmt man zunachst zwei 
auBerhalb der Kugel regulare, in unendlich entfernten 
Punkten verschwindende Potentialfunktionen 0 und &, die 
an der Kugel R = a den Bedingungen: 

geniigen. Die Normale wird hier nach auBen gezogen. Die 
Operation AivU ist durch die Gleichung: 

AivU = Um I f T>>Ujds = d^-^n<nk^-~n,Uj 
a_^0 o J 7 [dxj 7 K dxk a 7 7 

definiert, wo a ein Flachenelement der Kugel R = o, s die 
Kandkurve von o und T/n> die Komponenten eines die Ku­
gel tangierenden, gegen das Element ds der Kurve 8 senk-
rechten, von o nach aufien gezogenen Vektors von der Lange 
1 ist. 
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Nachdem 0 und > bestimmt worden sind, sucht man eine 
fur a regulare, fiir a und  
schwindende Losung der Gleichung: 

die an der Kugel R = a den Wert: 

annimmt. Die Tangentialkomponenten dieses Vektors haben 
die Werte:  

was mit (11) ubereinstimmt. Die Normalkomponente hat 
wegen (9) den Wert: 

was mit (26) ubereinstimmt. 
Man bestimmt schlieBlich eine fur ~ a regulare, 

in unendlicher Feme verschwindende Potentialfunktion 
die an der Kugel R = a den Wert: 

annimmt. Dann ist an derselben Kugel: 

und die Losung des Problems ist: 

10 8. Erste Anwendung. 
Um die Anwendung dieses Satzes zu illustrieren, behandeln wir 

zwei spezielle Falle,| von denen der erste trivial ist, wahrend der 
zweite hydrodynamisches Interesse besitzt. 

9 Oseen, Hydrodynamik 
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<P (%1> 0 se* e i n e fur a regulare, fiir ~ ~ - a und 
fiir ~ -* oo verschwindende Potentialfunktion. Wir setzen in der 
in 10, 1 formnlierten Aufgabe: 

Die Losung des hiermit gegebenen Problems ist 

Wir bestatigen, daB man aus unserer Kegel dieses Ergebnis bekommt. 
Wir haben: 

also: 

Folglich:  

Also:  

Also schlieBlich:  

10o. Zweite Anwendung. 
In unserem zweiten Beispiel nehmen wir an, daB die GroBen Uj(t) 

an der Kugel R = a vom Orte unabhangig sind. Wir haben unter 
diesen Umstanden fur R = a: 

folglich: 

und, fiir R = a  

Wir sind also zu der Aufgabe gefiihrt worden, eine fur 
regulare, fiir > a und fiir verschwindende L6-
sung der Vektorgleichung (4) zu bestimmen, die an der Kugel R = a 
einen nur von der Zeit abhangigen Wert annimmt. Die Substitution: 
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I 

fiihrt die Differentialgleichung (4) in die einfachere Gleichung: 

iiber. Eine Losung dieser Gleichung, welche fiir a regular 
ist, fiir t = 0, und fur verschwindet und an der 
Kugel R = a den Wert:  

annimmt, ist (vgl. hierzu unsere Ausfuhrungen im fiinften Paragraphen 
S. 40ff.)"-

Sie ergib** 

Wir erhalten hieraus: 

und fiir R = a: 

9* 
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auszuwerten. Wegen der Kontinuitatsbedingung ist das Integral: 

von A unabhangig, da fur  

Da: 

so folgt: 

und also:  

Wir haben (vgl. S. 129, 130 und 132): 

Da:  

so folgt: 

Wir haben ferner: 
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Die aus 0 und hervorgehenden Glieder von Uj geben keinen 
Beitrag zur Resultante. Die Resultante der Krafte, welche die Fliissig-
keit auf den Korper ausubt, ist also: 

I. 

Der Betrag der Resultante wird fur t = 0 unendlich grofi ausfallen, 
wenn nicht U(0) = 0 ist. Wir sehen hieraus, daB es nicht moglich ist, 
einem Korper in einer zahen Flussigkeit plotzlich eine endliche 6e-. 
8chwindigkeit zu geben. Wir setzen also U(0) = 0. Die so modifizierte 
Formel wurde zuerst von Boussinesq gefunden. 

Das Problem der Kugel enthalt als speziellen Fall das Problem der 
ebenen Wand. Die Regel, welche wir oben zur Losung des Problems 
der Kugel gegeben haben, kann auch zur Losung des Problems der 
ebenen Wand verwendet werden. 

lOn. Das zweidimensionale Problem. 
Mit dem Problem der Kugel eng verwandt ist endlich die entspre-

cbende zweidimensionale Aufgabe, also das Problem des Kreiszylinders. 
Die Methode, welche uns die Losung des-Problems der Kugel gab, laBt 
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und die Losung des Problems ist: 

§ 11. Die Stokesschen Gleichungen. Ein Ellipsoid mit 
konstanter Geschwindigkeit. Die Formeln von 

Oberbeck. 

Unter den speziellen hydrodynamischen Randwertaufgaben, deren 
Losung bekannt ist, gibt es eine, die ein so groBes Interesse besitzt, 
daB wir hier einen Bericht daruber geben wollen. Es ist die zuerst 
von Oberbeck behandelte Aufgabe, eine Losung der Stokesschen Glei-
chungen: 

( i ) 

zu bilden, welche auBerhalb des Ellipsoids: 

(2) 

regular ist, in unendlicher Ferae den Bedingungen Uj = 0 und am El­
lipsoid den Bedingungen Uj = Uj genugt, wo Uj Konstanten sind. 

Durch die Gleichung: 

(3) 

und die Bedingung definieren wir eine Funktion J  
Wir setzen: 

(4) 
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Wir erhalten aus (3) durch Differenzieren: 

Folglich:  

(5) 

(6) 

Nochmaliges Differenzieren der Gleichungen (3) ergibt: 

Folglich wegen (5) und (6):  

(7) 

Wir betrachten jetzt die beiden Funktionen: 

Wir haben: 

und:  

Folglich wegen (4) und (5): 

Ferner wegen (6) und (7): 
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Wir versuchen unsere Aufgabe durch den Ansatz: 

zu losen. Dieser Ansatz befriedigt fur alle konstanten Werte von A^ 

und A(P die Gleichung Wir haben ferner: 

Die Bewegungsgleichungen sind also erfiillt, wenn wir: 

setzen. Auf dem Ellipsoid (2) haben wir X = 0 und: 

Wir sehen hieraus, daB die Bedingungen: Uj = Uj am Ellipsoide er­
fiillt sind, wenn wir den Konstanten A^ und A^ die Bedingungen: 

auferlegen. Wir setzen: 

und erhalten: 

Das Problem ist hiermit gelost. Wenn wir iiber die gefundene Bewe-
gung der Fliissigkeit eine translatorische Bewegung mit der konstanten 
Geschwindigkeit Uj~ — Uj iiberlagern, erhalten wir die Bewegung einer 
Fliissigkeit, die mit konstanter Geschwindigkeit — U an einem ellip-
soidformigen Korper voriiberstromt. Um die Resultante der Krafte zu 
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berechnen, welche die Fliissigkeit auf den Kdrper ausiibt, benutaen 
wir dieselbe Methode wie im 7. Paragraphen. Wir berechnen das Integral : 

wo die Integration iiber eine mit dem Ellipsoide konzentrische Kugel 
erstreckt wird. Wir haben fur groBe JR-Werte: 

und erhalten mit Hilfe dieser Werte leicht:J 

Die Komponente der Kesultante in der Richtung der x1-Achse hat 
also den Betrag:  

Dies ist die Formel von Oberbeck. 
2 

Wenn wir a = b — c setzen, so erhalten wir: Pk = --, %0 = 2a2. Die 
o 

Resultante der von der Fliissigkeit auf den Korper ausgeubten Krafte 
ist in diesem Falle also: — 67ifxaU. Wir haben hiermit die Stokessche 
Formel wiedergefunden. Mit anderen speziellen Fallen der Formel von 
Oberbeck werden wir uns beschaftigen, nachdem wir die Formel er-
weitert haben. 



I I . 
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gesetzt, wo x3<°> die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel von der 
festen Wand ist. Wi r setzen im folgenden: 

Wir haben im 9. Paragraphen die Bewegung berechnet, welche 
eine stationar bewegte Kugel in einer den ganzen Raum erfullenden 
Fliissigkeit hervorruft. Fi i r die Komponenten jener Fliissigkeitsbewe-
gung erhielten wir S. 110 (23) mi t unseren jetzt gebrauchten Bezeich-
nungen: 

(2) 

und fiir den Druck:  

Diese Bewegung wird in dem jetzt vorliegenden Falle durch die feste 
Wand gestort. Man kann in gewissem Sinne sagen, dafi sich uber diese 
Bewegung eine durch Reflexion an der festen Wand erhaltene lagert. 
Um die zuruckgeworfene Bewegung zu berechnen, haben wir eine fur 
x3> 0 regulare Losung des Systems (1) zu suchen, die den Rand-
bedinffunffftn: 

(3) 

geniigt. Wie wir jene Losung in der Gestalt von Doppelintegralen 
darstellen konnen, haben wir im 9. Paragraphen S. 113 gesehen. Es 
gibt aber auch eine einfache, integrallose Darstellung dieser Losung. 
Wenn wir m i t u?* die Komponenten der zuriickgeworfenen Stromung 
bezeichnen, so haben wi r : 

(4) 
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Fiir den zugehorigen Druck p* gilt: 

(5) 

Man verifiziert leicht, daB uj* und p* dem System (1) und den Eand-
bedingungen (3) genugen. 

Wenn wir a/x^°\ also das Verhaltnis des Kugelradius zum Ab-
stand des Kugelmittelpunktes von der Wand so klein annehmen, daB 
wir Glieder von der GroBenordnung a2/a?3

(°)2 neben 1 vernachlassigen 
dlirfen, so haben wir im Mittelpunkt der Kugel, also im Punkte 
0,0, xs(°\ mit geniigender Annaherung: 

Die Kesultante der von der Fliissigkeit infolge der Bewegung (2) auf 
die Kugel ausgeiibten Krafte ist nach 9, 5 S. I l l — 6jz//a 17. Die 
von der Bewegung (4) abhangigen Krafte haben nach dem Satze von 
Fax6n S. 113 die Eesultante: 

wenn wir mit P(0) den Mittelpunkt der Kugel bezeichnen. Ein Blick 
auf den Ausdruck (5) fiir p* zeigt sofort, daB das letzte Glied des 
obigen Ausdruckes neben dem ersten zu vernachlassigen ist. Die Re-
sultante der von u* abhangigen Krafte auf die Kugel hat also die 
Komponenten: 

Die Fliissigkeit iibt also auf die Kugel Krafte aus, deren Eesultante 
in der hier angestrebten Naherung die Komponenten: 

hat. Dieses Ergebnis riihrt von H. A. Lorentz her. 



122. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz 143 

12 2. Eine Spiegelungsmethode von H. A. Lorentz. 
Wenn man die Annaherung weiter treiben will, so muB man be-

achten, daB die aus (2) und (4) zusammengesetzte Bewegung nicht 
der Bedingung uj= uj an der Oberflache der Kugel geniigt. Mit an-
deren Worten: die reflektierte Bewegung u* muB ihrerseits an der Ober-
flache der Kugel reflektiert werden. Die so erhaltene, doppelt reflektierte 
Bewegung wird wiederum von der Ebene x3 = 0 zuriickgeworfen. So 
kann man fortfahren. Wir wissen aus § 9, daB die Randwertaufgaben, 
zu welchen man durch dieses Verfahren gefuhrt wird, mit Hilfe von 
Doppelintegralen gelost werden konnen. Die Spiegelung in der Ebene 
x3 = 0 kann man indessen mit Hilfe eines von H. A. Lorentz gefun-
denen Satzes viel einfacher ausfiihren. Nehmen wir an, daB wir eine 
Losung Uj, p des Systemes (1) kennen. Man bestatigt leicbt, daB die 
F o r m e l n : . „ 

(6) 

eine neue Losung u (s) p (s) des Systemes (1) definieren. Wenn die GroBen 
Uj, p einen singularen Punkt x1 (x 3

( 0 ) > 0) haben, so ist dieser Punkt 
offenbar auch fiir ufs\ p^> singular. Man kann in diesem Fall, wenn 
&/°> der einzige singulare Punkt der Funktionen Uj, p ist, von der 
Losung des Systemes (1) ausgehen, die man aus Uj, p durch Fortsetzung 
iiber die Grenzebene x3 = 0 hinaus und durch Spiegelung (im gewohn-
lichen Sinne des Wortes) der so fiir x3 < 0 erhaltenen Bewegung an der 
a^-Ebene erhalt. Wenn wir fur einen Augenblick die durch das er-
wahnte Verfahren aus Uj, p erhaltene Bewegung mit wy, p bezeichnen, 
so haben wir offenbar auf der Ebene x3 = 0: ux = uv u2 = u2, u3 = — u 3 . 
Die Losung w;

(5), pW des Systemes (1), welche wir mit Hilfe der For-
meln (6) aus Uj, p herstellen konnen, erfullt also auf der Ebene xB = 0 
die Bedingungen iijW = — Uj (j = 1, 2, 3). Sie ist iiberdies fur x3 > 0 
regular. Sie stellt also die von der Ebene x3 = 0 zuriickgeworfene 
Stromung Uj, p dar. — Man bestatigt leicht, daB die GroBen uf, p* 
in dieser Weise aus den GroBen (2) abgeleitet werden konnen. 

Mit Hilfe der hier dargelegten Methode haben Stock und Faxen 
eingehend den Fall untersucht, daB die Kugel sich parallel zur Wand 
bewegt und also Z73 = 0 ist. Wir werden im folgenden (S. 194) eine 
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Formel von Faxen mitteilen, welche in einem Grenzfalle den Wider-
stand gegen die Bewegung der Kugel gibt, den man aus dem Sy-
stem (1) bei Beriicksichtigung von Gliedern von der GroBenordnung 

erhalten wiirde. 

§ 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder 
zwischen zwei ebenen Wandeii. 

131. Einleitung und Darstellung des Abstandes R 
durch Integrate. 

Die Aufgabe, den Widerstand zu berechnen, den eine Kugel er-
fahrt, welche sich mi t konstanter Geschwindigkeit zwischen zwei pa-
rallelen, ebenen Wanden in einer zu den Wanden parallelen Richtung 
bewegt, hat durch die Kolloidforschung Interesse gewonnen. Eine an-
genaherte Losung dieses Problems erhalten wir durch das in § 12 dar-
gelegte Verfahren. Die von der Kugel zunachst hervorgerufene Bewe-
gung der Fltissigkeit wird von den beiden Grenzebenen zurtickgeworfen. 
Wenn wir auf die Kenntnis des weiteren Schicksals dieser zuruckge-
worfenen Bewegungen verzichten und die Berechnung schon an diesem 
Punkte abbrechen, erhalten wir fur die Komponenten der Resultante 
der Krafte, welche die Fltissigkeit auf die Kugel ausubt, die Werte: 

( i ) 

wo lx und l2 die Entfernungen des Mittelpunktes der Kugel von den 
beiden Wanden sind. Um genauere Werte dieser Komponenten zu er-
halten, miissen wir fur beide reflektierte Bewegungen ihre neue Re-
flexion an der Kugel und an der anderen Wand untersuchen. So kann 
man fortfahren. Man erhalt auf diese Weise die gesuchten GroBen durch 
unendliche Reihen dargestellt. Die Konvergenz dieser Reihen ist je-
doch schlecht, und deshalb hat der Forscher, dem wir die Losung dieses 
Problems verdanken, Fax6n, eine andere Methods benutzt, die immer 
bei solchen Problemen anwendbar ist, in denen Randbedingungen an 
einer Ebene oder an zwei parallelen Ebenen eine Hauptrolle spielen. 

Als wir im 9. Paragraphen die Randwertaufgabe der Stokesschen 
Gleichungen (fur stationare Bewegung) fur die Kugel losten, erhielten 
wir die Geschwindigkeitskomponenten und den Druck durch Integrale 
iiber die Oberflache der Kugel ausgedruckt. In dem einfachen Falle, 
daB die Randwerte Uj vom Orte unabhangig waren, war es moglich, 
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eine einfache integrallose Darstellung der Losung zu finden. In den 
meisten Fallen ist eine solche integrallose Losung einer in Integralform 
dargestellten weitaus vorzuziehen. Aber in dem Problem, das wir hier 
zu behandeln haben, liegen die Verhaltnisse anders. Hier ist es zweck-
mafiig, die einfache Losung des Problems der Kugel bei konstanten 
Randwerten, die wir im 9. Paragraphen (GI. 23) erhielten, in Integral-
form darzustellen. 

Wir gehen von dem Integral*: 

(2) 

aus. Wegen des Verhaltens des Integranden im Anfangspunkte des 
a1a2a3 is dieses Integral nur bedingt konvergent. Um dem-
selben einen bestimmten Wert zu geben, schlieBen wir zunachst durch 
eine kleine Kugel a7-

2 = e2 den Anfangspunkt vom Integrationsbereiche 
aus. Der Grenzwert des so erhaltenen Integrates bei e -* 0 soil der Wert 
von (2) sein. Um diesen Wert zu berechnen fuhren wir im a-Raum 
Polarkoordinaten ein. Wir erhalten, wenn © der Winkel zwischen den 
beiden Vektoren Xj und a,- ist: 

wo die Substitution: aR = P unmittelbar zeigt, daB C eineKonstante ist. 
Um C zu bestimmen, bemerken wir, daB: 

Wir haben also: 

(3) 

Wir wollen in dem Integral rechts die Integration in bezug auf a3 

ausfiihren. Wir betrachten also das Integral: 

* Wir schreiben der Ktirze wegon und in "Cbereinstimmung mit dem hier ge-

folgten Brauche statt: c < ( a i * , + « , * , + «,*,) ^ d e r : e < « ^ . 

** Man vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathcmatischen Physik. I, S. 55. 

10 Oseen, Hydrodynamik 
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Wir nehmen zunachst an, daB a1 und a2 bestimmte Werte haben, 
welche der Ungleichung a1

2 + a2
2 > e2 > 0 geniigen. a3 soil dann alle 

reellen Werte zwischen — oo und + oo durchlauf en. Wenn wir eine kom-
plexe a3-Ebene einfuhren, konnen wir indessen den Integrationsweg 
in dieser Ebene beliebig verschieben, wenn nur dabei die Endpnnkte 
fest bleiben. Wir benutzen diesen Umstand so, daB wir, wenn x3 > 0 
ist , den Integrat ionsweg in se inenmit t l eren Te i l ennachoben 
verschieben, dagegen wenn xz < 0 ist , nach unten. Dabei wird 
einer der beiden singularen Punkte: 

iiberschritten. Er gibt zu einem Glied: 

AnlaB. Dagegen verschwindet das Kurvenintegral bei unbeschrankter 
Verschiebung des Integrationsweges nach oben (wenn x3 > 0) oder nach 
unten (wenn x3 < 0). 

Wir zerlegen jetzt unseren Ausdruck (3) fur R in zwei Teile: 

schreiben. Den zweiten Teil wollen wir im Grenzfalle e = 0 berechnen. 
Wir haben offenbar, wenn d irgend eine positive GroBe ist: 
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Bei der Berechnung unseres Integrals haben wir nach der obigen 
Festsetzung zuerst den Anf angspunkt durch eine kleine Kugel, deren 
Mittelpunkt der Anfangspunkt ist, auszuschlieBen. Wir haben unter 
diesen Umstanden: 

da die Elemente des Integrals sich zu je zwei aufheben. 
Man findet ferner: 

weil das Integral unbedingt konvereent ist. 
Wir haben folglich, wenn  

Wir konnen diese Gleichung in der einfacheren Form: 

(4) 

schreiben, wenn wir ubereinkommen, daB bei der Berechnung der 
linken Seite der Anfangspunkt zunachst durch einen kleinen Kreis 
a2 + a22 ^ fi2 ausgeschlossen und nachtraglieh der Grenziibergang 
e -• 0 vollzogen werden soil. 

Man sieht leicht, daB die Gleichung (4), wenn | xz \ > 6 > 0 ist, be-
liebig oft in bezug auf x19 x2, x3 differenziert werden darf. So z. B. 
erhalten wir: 

(5) 

(6) 

10 • 
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Die Formel (6) hat eine selir groBe Bedeutung. Man kann in 
anderer Weise zu dieser Formel gelangen, indem man von dem In-
tegral:  

ausgeht. Doch ist diese Beweismethode wesentlich komplizierter als 
die oben benutzte. 

132. Einsetzung der so gewonnenen Darstellnngen von It us w. 
in die Stokessche Formel behufs Gewinnung 

allgemeiner Integrate. 
Wir kehren zu unserem hydrodynamischen Probleme zuruck. Wir 

legen den Anf angspunkt in den Mittelpunkt der Kugel und die xx-Achse 
mit derBewegungsrichtung der Kugel parallel. Die ebenen Wandemogen 
die Gleichungen und x3 = — l2 haben. Die Bewegung, welche 
die Kugel in einer den ganzen Raum erfullenden, mit der Geschwin-
digkeit — Ux, 0,0 stromenden Flussigkeit hervorrufen wtirde, ist durch 
die Stokessche Formel (24) S. 110 gegeben, wenn wir in dieser Formel 
J72 = U3 = 0 setzen. Mit Hilfe der oben entwickelten Beziehungen 
finden wir leicht die unten angegebenen Ausdriicke fur Uj und p: 

[ (7) 

In diesen Formeln hat c die Bedeutung  
Die Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche durch die obigen 

Formeln definiert werden, sind uberall mit Ausnahme vomAnfangs-
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punkte regular. Selbstverstandlich ist dies nicht die einzige Losung der 
Stokesschen Gleichungen, welche diese Eigenschaft hat. Man kann viel-
mehr z. B. durch partielle Differenzierung der schon gefundenen Lo­
sung in bezug auf x1 x2 oder x3 eine unbeschrankte Zahl von solchen 
Losungen herstellen. Wir werden im folgenden eine Losung der Sto­
kesschen Gleichungen von der folgenden Form benutzen: 

(8) 

9i> 92 y 93 8*n& ^ e r unbekannte Funktionen von al a2, k, von denen 
wir nur annehmen, daB sie die Eigenschaften haben, welche notig sind, 
damit unsere Integrale (8) einen Sinn haben und wir sie unter den In -
tegralzeichen (ul u2 u3 zweimal, p einmal) in bezug auf x1 x2, x3 

differenzieren diirfen. Man verifiziert unter diesen Voraussetzungen 
umgekehrt leicht, daB uj, p den Stokesschen Gleichungen fur sta-
tionare Bewegung geniigen. Wie aus dem oben Gesagten ersichtlich 
ist, konnen wir den Bedingungen Uj — 0 an der Oberflache der Kugel 
R = a durch den Ansatz: 

geniigen. 
Neue Losungen der Stokesschen Gleichungen, welche mit (8) nahe 

verwandt sind, sind die folgenden: 
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tJber die Funktionen gA, g6, g6; g19 gB, g9 machen wir ahnliche An-
nahmen wie betreffs der Funktionen glt g2, gz. Aus der formalen 
Analogie mit (8) folgt unmittelbar, daB sowohl 
den StokeBSchen Gleichungen fiir stationare Bewegung geniigen. 
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138. Ansatz zur Losung und zur Widerstandsberechnung. 
Wir betrachten jetzt eine Flussigkeitsbewegung mit den Kom-

ponenten Wir bestimmen die Funktionen g so, daB 
jene Bewegung uns eine angenaherte Losung unseres Problems ergibt. 
Wir fordern zunachst, daB die Geschwindigkeitskomponenten an den 
ebenen Wanden xz — l1, xz = —l2 die Werte — Ul9 0, 0 annehmen. 
Dieses bewirken wir dadurch, daB wir die Funktionen g der Bedin-
gung unterwerfen, daB fur x3 = + lx und x3 = —l2 und fur j = 1, 2, 3 
die Summe der Integranden in unserem Ausdrucke fur 
verschwinden soil. Wir erhalten hieraus sechs lineare und homogene 
Beziehungen zwischen den Funktionen g. Wirsetzen e2kl* = s19 e

2kl*—s2 

und haben dann: 

Zur Befriedigung der Bedingung uj = 0 an der Oberflache der 
Kugel verfiigen wir iiber drei Funktionen g. Offenbar genugt diese 
Zahl nicht, urn die Bandbedingungen exakt zu erfiillen. Um eine an­
genaherte Losung unseres Problems zu bekommen, konnen wir so 
vorgehen, daB wir den Funktionen gvg2g3 die S. 149 angegebenen 
Werte: geben und dabei c = setzen. Die Be­
ziehungen (11) geben dann die Werte der Funktionen <74...<fo. Wir er­
halten so die Stoning, welche unsere ruhende Kugel in einer mit der 
Geschwindigkeit — £^,0,0 stromenden, den ganzen Raum erfullenden 
Fliissigkeit hervorrufen wiirde, und daruber gelagert die Bewegung, 
welche durch die Reflexion dieser Storung von den Wanden entstehen 
wiirde. Mit Hilfe des Satzes von Fax6n (§ 9 S. 113) konnen wir die 
Resultante der Krafte berechnen, welche die Flussigkeit unter diesen 
Umstanden auf die Kugel ausiibt. Wir konnen aber auch einen etwas 
anderen Weg gehen. Wir konnen die drei Funktionen g, welche zu 
unserer Verfiigung stehen, so bestimmen, daB die Mittelwerte der 
Geschwindigkeitskomponenten an der Oberflache der 



152 § 13. Eine Kugel oder ein Kreiszylinder zwischen zwei Wanden 

Kugel verschwinden. Wenn wir daim die Geschwindigkeit in zwei Teile: 

zerlegen, so wi rd nach dem Satze von Faxen (vgl. § 9 (28) S. 113) der 
erste Teil keinen Beitrag zu unserer Kesultante geben. Die Eesultante 
r i ih r t also nur vom zweiten Teile her und zwar vom ersten Gliede 
dieses Teiles, weil das zweite Glied eine iiberall, auch im Innern der 
Kugel konstante Geschwindigkeit gibt, die keinen Beitrag zur Re-
sultante geben kann. 

134. Durchfiihrung in speziellen Fallen. 
Wir behandeln im folgenden nur den einfachsten und wiclitigsten 

Fall , namlich denjenigen, bei dem die Kugel sich gerade in der Mit te 
zwischen den beiden Wanden bewegt und also lx = l2 ist. Wi r setzen 
in diesem Fall Wi r benutzen die zuletzt er-
wahnte Methode und suchen also gl2i9s s<> zu bestimmen, daB 

Aus geometrischen Griinden ist nun unmittelbar klar, daB zwei von 
diesen Gleichungen identisch erfiil l t sind. Wir konnen deshalb auch 
ietzt: 

(12) 

setzen. c soil aber jetzt keineswegs den Wert f aU1 haben, sondern 
muB vielmehr aus der Bedingung: 

(13) 

bestimmt werden. — Der Ansatz (12) gibt nun unmittelbar fur 

. Aus § 9 (27) und (28) S. 113 folgt ferner: 

Zur Bestimmung von c erhalten wir also die Gleichung: 
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Da als Faktor enthalten, so konnen wir die 
letzte Gleichung in der Form: 

auflosen. 
Wir haben oben gesehen, daB die resultierende Kraft auf die 

Kugel nur von den Geschwindigkeitskomponenten uj oder wie wir 
auch sagen konnen, von abhangt. Wir wissen ferner, 
daB diese GroBen sich nur durch den Faktor von den GroBen 
§ 9 (23) S. 110 (mit V2= Z73= 0) unterscheiden. Nun erhielten wir 
in § 9 aus der Formel (23) fur die Komponenten der resultierenden 
Kraft auf die Kugel die Werte — . Wir schlieBen hieraus, daB 
jetzt die Komponenten der Resultierenden — 8^^0,0,0 sein miissen. 
Fur den Betrag der Kraft auf die Kugel erhalten wir: 

(14) 

Unsere Aufgabe wird durch die Formel (14) auf die Berechnung 
des Nenners auf der rechten Seite dieser Gleichung zuriickgefiihrt, Wir 
schreiben diesen Nenner: 

l  
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Wir haben auBerdem: 
Wir tragen die gefundenen Ausdriicke fiir die Funktionen g in 

(15) ein und schreiben das Ergebnis in der Form: 

A, B, C sind hier Zahlen, welche durch die Gleichungen: 

definiert werden. 
Wenn man in der axa2 — Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, so 

kann man, wie unmittelbar ersichtlich ist, die Integration in bezug 
auf den Winkel sofort ausfiihren. Fur die Ausfiihrung der letzten 
Integration ist man dagegen auf numerische Rechnung angewiesen. 
Fax&i findet so: A = 1,004, B = 0,418, C = 0,169. Eine Kugel, welche 
sich. in der Mitte zwischen zwei parallelen ebenen Wanden in einer 
mit den Wanden parallelen Bichtung und mit der Geschwindigkeit V1 

bewegt, erfahrt also, wenn a der Radius der Kugel und 21 die Ent-
fernung zwischen den Wanden ist, einen Widerstand: 

Glieder von der GrdBenordnun| rind hier vernachlassigt worden. 

Fax6n hat diese theoretische Formel mit Messungen von Westgren 
verglichen. Die Obereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
war gut. 
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(5) 

Wenn wir in (5) den Wert von 0 einsetzen, erhalten wir: 

(6) 

Die gefundene Losung besitzt offenbar Rotationssymmetrie um die 
a^-Achse. Wir konnen sie infolgedessen durch die sogenannte Stokes-
sclie Stromfunktion ausdriicken. Wir setzen fur einen Augenblick: 

und haben dann:  

W kann als eine Funktion der beiden GroBen xx und 
aufgefafit werden. Wenn wir:  

setzen, so haben wir:  

folglich: 

(7) 

H ist dann die Stokessche Stromfunktion fur die Bewegung mit den 
Geschwindigkeitskomponenten wx, u2, w3. Dagegen ist die 
Stromfunktion fiir die Bewegung, deren Geschwindigkeitskomponenten 

sind. Die Gleichung der Stromlinien, d. h. der Bahn-
kurven der Fliissigkeitspartikel, ist in unserem Falle: 

= Konst. 

Wir setzen die obigen Werte fiir W und 0 ein und erhalten so flir 
die Funktion H den Ausdruck: 



168. Untersuohung der Giiltigkeit der Losung 169 

(8) 

Die Formeln (7) und (8) sind mit den Formeln (5) und (6) gleich-
bedeutend. 

168. Untersuchung der Giiltigkeit der Losung. Vergleich mit 
der Stokesschen Losung. 

Wir wollen jetzt priifen, unter welchen Umstanden unsere For-
meln (5) eine hinreichend genaue Losung unseres Problems ergeben. 
Wir haben vorausgesetzt, daB es an der Oberflache der Kugel R = a 
erlaubt ist, in der zweiten Reihe (3) nur die zwei ersten Glieder zu 
beriicksichtigen. Ein Blick auf (3) zeigt nun sofort, daB dies nur dann 
gestattet ist, wenn o'a eine kleine GroBe ist, die neben 1 vernach-
lassigt werden kann. Wenn dies der Fall ist, haben wir in der Um-
gebung der Kugel R = a annahernd: 

d. h. die Stokessche Losung des Problems der Kugel. Wenn man aus 

jener Losung die Glieder der vollstandigen hydrodynamischen 

Differentialgleichungen berechnet, so findet man, daB sie unter der 
Voraussetzung o'a klein gegen 1 im Vergleich mit den in (1) mit-
genommenen Gliedern klein sind. In der Umgebung der Kugel ist 
also unsere Naherung erlaubt, wenn a'a klein gegen 1 ist. In den von 
der Kugel entfernten Teilen der Flussigkeit ist die aus (6) berechnete 
Geschwindigkeit klein neben U1 Wir haben deshalb in diesen Be-
reichen:  

Wenn o'a klein gegen 1 ist, so gibt also unsere Losung (6) sowohl 
in der Umgebung der Kugel wie in groBer Entfernung davon ein an-
genahert richtiges Bild der Bewegung. 

E i n Vergleich der hier gefundenen Bewegung m i t der-
jenigen, zu welcher Stokes gefi ihrt wurde, zeigt sofort 
einen charakterist ischen Unterschied zwischen diesen bei-
den Bewegungen. D i e Symmetric in bezug auf die Ebene 
x 1 = 0 , welche fur die von Stokes betrachtete Bewegung 
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charakterist isch ist , ist in der neuen Bewegung nicht mehr 
vorhanden. M i t anderen Worten , die Beziehungen: 

u(x1,x2,x8) = u1(— x l x 2 x 3 ) , x2(x1x2,xz) = — u2(— x1x2,x3), 
u3(x1x2,x3) = — u3(— x1x2,x3), 

welche fur die von Stokes untersuchte Bewegung Geltung 
haben, bestehen bei der neuen Bewegung nicht. 

164. Eigenschaften der neuen Losung. Ausblick auf die 
Theorie der idealen Flussigkeiten. 

Wir haben gesehen, daB fur die neue Losung eine gewisse Dis-
symmetric der Bewegung vor und hinter der Kugel charakteristisch 
ist. Um die Art dieser Dissymmetrie festzustellen, bemerken wir, daB 
in Bezug auf ein mitbewegtes Koordinatensystem nach der neuen 
Losung in groBer Entfernung von der Kugel vor derselben: 

hinter derselben:  

ist. In der Stokesschen Losung ist dagegen sowohl vor wie hinter 
der Kugel in groBer Entfernung: 

Wir sehen, daB nach der neuen Losung die Flussigkeit hinter der 
Kugel eine Tendenz hat, dieser zu folgen, wahrend die Flussigkeit 
vor der Kugel ausweicht. 

Die Art des Schwanzes, der sich hinter der Kugel bildet, erkennt 
man durch Berechnung des Wirbelvektors. Die Wirbellinien sind 
offenbar Kreise, deren Ebenen gegeri die x1-Achse senkrecht sind und 
deren Mittelpunkte auf dieser Achse liegen. Die Wirbelbewegung in 
einem beliebigen Punkte des Raumes ist unter diesen Umstanden 
durch den Betrag des Wirbelvektors gekennzeichnet. Er ist in einem 
mitbewegten Bezugssystem: 

Nach Stokes wiirde er den Wert: 



164. Eigenschaften der neuen Losung 171 

haben. Wir sehen, daB er nach der neuen Losung in grofien Entfer-
nungen vor der Kugel, wo x1 dasselbe Vorzeichen wie a hat und also 
der Exponent in unserer Formel den Wert: 

hat, sehr viel schneller mit 1/R abnimmt, als es in der Stokesschen 
Theorie der Fall ist. Wir sehen ferner, daB hinter der Kugel, wo x1 

dasselbe Vorzeichen wie — a hat und wo also der Exponent den 
Wert:  

hat, zwar in grofien Entfernungen von der Kugel im allgemeinen der 
Betrag des Wirbelvektors exponentiell und also schneller als nach 
der Stokesschen Formel abnimmt, daB aber die Umgebung der vom 
Mittelpunkt der Kugel durchlaufenen Bahn eine Ausnahme bildet, 
indem hier:  

also annahernd: ist und folglich der Exponent annahernd 
den Wert Null hat. In diesem Bereich ist der Betrag des Wirbel-
vektors annahernd: 

Bei grofien o'R konnen wir hierfur einfacher: 

schreiben. Hinter der Kugel nimmt also der Betrag des Wirbelvektors 
wie 1/-R ab, also langsamer als bei der Theorie von Stokes, nach welcher 
der Betrag des Wirbelvektors in alien Richtungen wie abnimmt. 

.Wenn wir zwar i aber doch o'R klein annehmen, konnen 
wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und nur die 
ersten Glieder beriicksichtigen. Man erhalt fur den Betrag des Wirbel-
vektors:  

Auch in der Nahe der Kugel ist wegen des Gliedes: 

der Wirbelvektor vor der Kugel dem Betrage nach kleiner als hinter 
der Kugel. Ein Vergleich mit der Stokesschen Formel zeigt, daB auch 
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in diesem Bereich der Wirbelvektor vor der Kugel nach der neuen 
Theorie kleiner als nach der alten ist, hinter der Kugel dagegen urn-
gekehrt nach der neuen Theorie groBer als nach der alten ist. 

Wir wollen, an diesem Punkte angelangt, einen Blick auf die 
klassische Green-Dirichletsche Theorie der Bewegung einer Kugel in 
einer idealen Fliissigkeit werfen. Nach jener Theorie soil die Bewe­
gung der Fliissigkeit dieselbe Symmetric in bezug auf eine durch den 
Mittelpunkt der Kugel gehende, gegen die Bewegungsrichtung der-
selben senkrechte Ebene aufweisen, welche wir in der von Stokes 
untersuchten Bewegung fanden. Kann dieses Ergebnis richtig sein? 
Wir haben gesehen, daB selbst bei den kleinsten Geschwindigkeiten, 
wo die Bewegung in so hohem MaBe, wie es iiberhaupt moglich ist, 
von der Reibung beherrscht wird, doch die Tragheit eine Dissym-
metrie erzeugt. Kann man annehmen, daB in dem entgegengesetzten 
Grenzfalle, wo die Reibung keine Rolle mehr spielt, sondern die Trag­
heit allein das Feld beherrscht, jeneDissymmetrie verschwinden wird? 
Ist es nicht wahrscheinlich, daB die Dissymmetrie auch bei ver-
schwindender Reibung bestehen bleibt? Auf diese Frage kommen wir 
spater zuriick. 

Auf den Widerstand gegen die Bewegung der Kugel konnen offen-
bar nur die Verhaltnisse in der Umgebung derselben einen EinfluB 
haben. Da unsere Losung in diesem Gebiete mit der von Stokes ge-
fundeneu iibereinstimmt, so erhalten wir in erster Naherung fur den 
Widerstand den Stokesschen Wert (vgl. S. I l l ) :  

Es diirfte hier am Platze sein, einige Worte iiber die Bedeutung 
des Stokesschen Widerstandsgesetzes zu sagen. Stokes wurde zu seinen 
Untersuchungen iiber den Widerstand einer Kugel in einer zahen 
Fliissigkeit durch seine Pendelstudien gefiihrt. Eine grofiere Bedeu­
tung bekam das Gesetz erst, nachdem es in der Kolloidchemie Ver-
wendung gefunden hatte. Das Gesetz spielt in der Tat eine wichtige 
Rolle in Einsteins Theorie der Brownschen Bewegung. AuBerdem hat 
man das Gesetz dazu benutzt, die GroBe der kolloidalen Partikel zu 
bestimmen. Durch diese Umstande hat das Gesetz eine sehr groBe 
Bedeutung fur die Kolloidchemie gewonnen. DaB das Gesetz fiir die 
Theorie des Regens und damit fur die Meteorologie wichtig ist, liegt 
auf der Hand. Aber auch bei vielen rein physikalischen Untersuchungen 
ist das Gesetz von Bedeutung gewesen. Es geniige, hier auf zwei 
Beispiele hinzuweisen. Einstein hat das Gesetz auf die Jonenbeweg-
lichkeit angewandt. Millikan hat es bei seiner Bestimmung der GroBe 
der Elektronenladung benutzt. 
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I65. Teilung der vernachlassigten Glieder zweiter Ordnung 
in Glieder mit . | und in Glieder mit U12. 

Die oben gegebene Losung des Problems der Kugel stellt nur eine 
Annaherung dar. An zwei Stellen haben wir Glieder vernachlassigt. 
In den hydrodynamischen Differentialgleichungen: 

1 
J (9) 

haben wir die rechte Seite der ersten Gleichung vernachlassigt. Und 
die Randbedingung uj = U1 an der Oberflache der Kugel wird von 
unserer Losung nicht exakt, sondern nur annahernd erfullt. Eine 
Priifung der vernachlassigten Glieder zeigt nun, daB sie von verschie-
dener Art sind. Wenn wir die oben gegebene Losung unseres Pro-
blems unter Beriicksichtigung der rechten Seite der ersten Gleichung 
(9) verbesaern wollen, so mussen wir in jenes Glied unsere angenaherte 
Losung (5) einsetzen und aus dem so erhaltenen Systeme: 

(10) 

mit den Nebenbedingungen: fur _. „, „ j = 0; fiir 7- -• 0 
die Korrektionsglieder u'u p' berechnen. Nun enthalten die GroBen 
Uj in (5) den Faktor Uv Die rechte Seite von (10) wird also den 
Faktor Ux

2 enthalten. OfEenbar werden u'j, p' mit demselben Faktor 
behaftet sein. Betrachten wir dagegen die Glieder in (5), welche wir 
bei der Erfullung der Grenzbedingung u7- = fur R = a vernach­
lassigt haben, so sehen wir aus (3) sofort, daB sich unter ihnen Glie­
der befinden, welche den Faktor Uxo\ also, fur reelles U1 den Faktor 

enthalten. Denselben Faktor werden offenbar die Korrektions­
glieder enthalten, welche aus jenen Gliedern in (5) hervorgehen. 
Offenbar sind die beiden Arten von Korrektionsgliedern, welche wir 
hier unterschieden haben, von ganz verschiedener Natur. So kann in 
dem Ausdruck fiir den Widerstand wohl ein Glied mit dem Faktor 

, aber kein Glied mit dem Faktor U12 vorkommen, weil die 
Krafte, welche die Fliissigkeit auf die Kugel ausubt, gleichzeitig mit 
Ux ihre Vorzeichen wechseln mussen. Es ist ferner ersichtlich, daB ein 
Glied mit dem Faktor i nicht von einem Gliede mit dem Fak-
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tor TJf aufgehoben werden kann. Es ist deshalb berechtigt, die Auf-
gabe, die uns jetzt obliegt, in zwei zu zerleeen, indem wir zuerst die 
Korrektionsglieder m i t dem Faktor und dann, naherungs-
weise, die Korrektionsglieder mi t dem Faktor berechnen. 

16 6. Beriicksichtigung der Glieder mit 
Genauere Widerstandsformel.  

Die erste Aufgabe konnen wir ohne Schwierigkeit losen. Wir setzen 
?tatt (5):  

und bestimmen-4 und 5 aus denBedingungen: fiir 
indem wir jetzt auch die Glieder: — <5l;a' des Ausdruckes 
beriicksichtigen. 

Wir erhalten: 

Also: 

und:  

Diese Ausdriicke fiir A und B unterscheiden sich nur durch den 
Faktor 1 + \ao' von den Ausdriicken, welche wir in erster Naherung, 
bei ao' -* 0, erhielten. Wenn die Geschwindigkeitskomponenten der 
Fliissigkeit mi t diesem Faktor multipliziert werden, so muB offenbar 
auch der Widerstand mi t ihm multipliziert werden. Der Widerstand 
hat also, in zweiter Naherung, den Wert : 

( i i ) 

Betreffs des Gultigkeitsbereiches dieser Formel darf nicht vergessen 
werden, daB sie unter der Voraussetzung abgeleitet worden ist, daB 
die Fliissigkeit, von der Kugel abgesehen, den ganzen Raum erfiillt . 
Wir werden spater in § 19 darauf zuriickkommen. 

16 7. Beriicksichtigung der Glieder mit Ui2. 
Wir wenden uns zur Bestimmung der Korrektionsglieder, welche 

den Faktor Ut
2 enthalten. Eine Gruppe dieser Glieder, wir nennen sie 

, riihren von den Nebenbedingungen her, indem wir noch nicht 
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Anhang. 

Zwei Vortr&ge von Prof. N. Zei lon, 

gehalten vor dem zweiten internationalen KongreB 

fiir technische Mechanik Zttrich 1926. 
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