TIGHT BINDING BOOK



UNIVERSAL
LIBRARY

OU_ 220431

AdVHdl ]
TVSHIAINN



539.3 16355



Call No. 53‘).3/1719 Accession No: ]'é--BS’s"
Authos | JJJMOMQ—) R. _
'I‘nle—_D\"— NHebodow 2oo0c lu[&l‘ma—kjl,u

This beok should be returned on or before the date last marked belor

DR







ERGEBNISSE DER MATHEMATIK
UND IHRER GRENZGEBIETE

HERAUSGEGEBEN VON DER SCHRI1FTLEITUNG
DES

,ZENTRALBLATT FOR MATHEMATIK"

ERSTER BAND
4

DIE METHODEN
ZUR ANGENAHERTEN LOSUNG
VON EIGENWERTPROBLEMEN
IN DER ELASTOKINETIK

VON

K. HOHENEMSER

MIT 15 FIGUREN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1932



ALLE RECHTE, INSBESONDERE DAS DER UBERSETZUNG
IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.
COPYRIGHT 193 By JULIUS SPRINGER IN BERLIN.
PRINTED IN GERMANY.



| nhaltsverzeichnis.

Einleitung.

1.

2.

|. Allgemeine Methoden . = . o
3.

Abgrenzung des Referats
Problemstellung in der Technik

Die SchW|ngungsmtegralglelchlmg .

Einige Satze aus der Theorie der linearen Integralglelchung zweiter
Art mit symmetrischem Kern .
Methoden, welchc die explizite Kenntnis der EinfluBfunktion er-
fordern o o
Das Iterat|onsverfahren zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes

6.
7. Beschleunigung der Konvergenz durch Mittelwertbildung
8. Das lIterationsverfahren fur die hdheren Eigenwerte
9. Die Extremalprinzipien der Elastokinetik
10. Anwendung der Extremalprinzipien
11. Differentialgleichungsmethoden o
12. Ersatz eines elastischen Systems durch angendhert &aquivalente
Systeme
13. Angenéherte Berechnung der Schwingungszahlen zusammengesetzter
Systeme .
14. Die Auflésung von Frcquenzdetermlnanten
. Einzelprobleme
15. Uberblick
16. Drehschwingungen von Staben
17. Transversalschwingungen von Staben .
18. Die kritischen Drehzahlen umlaufender Wellen
19. Fachwerkschwingungen o
20. Transversalschwingungen von Platten

13
16
18
19
22
25
31

37

40
44

46
46
49
63
82
84
86






|. Einleitung.

1. Abgrenzung des Referats.

Seit dem Erscheinen des Enzyklopéadieartikels von H. LAMB® Uber
die Schwingungen elastischer Systeme ist von mathematisch-physikali-
scher Seite verhadltnismanig wenig zu diesem Gebiet beigetragen worden.
Die Berechnung der Schwingungen von Saiten, St&ben, Membranen,
Platten, Schalen usw. ist fur die mathematisch einfacheren Félle in
den klassischen Arbeiten von H.HELMHOLTZ? G. KIRCHHOFF®, Lord
RAYLEIGH* U. a. erledigt, wahrend die allgemeine mathematische Be-
grundung der Schwingungstheorie elastischer Kontinua und die noch
fehlenden LoOsungen gewisser Existenzfragen in den Untersuchungen
von D. HILBERT®, | . FREDHOLM® und E. SCHMIDT' im Zusammenhang
mit der Theorie der linearen Integralgleichungen nachgeholt worden
sind. Die Lehre von den Schwingungen elastischer Korper war daher
zu einem gewissen Abschlufd gekommen, as die Fortschritte der Technik,
insbesondere im Bau schnellaufender Antriebs- und Arbeitsmaschinen,
ein immer mehr wachsendes Interesse der Techniker an mechanischen
Schwingungsvorgangen hervorriefen. Der Ingenieur konnte die Einzel-
ergebnisse der bisherigen Theorie nur zu einem kleinen Teil verwerten,
da die praktisch vorkommenden schwingungsféhigen Systeme fast nie
die einfache Gestalt haben wie die in der klassischen Theorie behandelten
Korper. Uberhaupt sind fur den Ingenieur noch so sorgféltige und voll-
stéandige Losungen von Sonderféllen viel weniger wichtig as die Aus-
arbeitung von allgemeinen Methoden, die eine nicht zu umsténdliche,
wenn auch nur angendherte und teilweise Ldsung jedes praktisch vor-
kommenden Problems erméglichen. Mit dieser Aufgabe beschéftigen
sich eine Reihe von technisch orientierten Arbeiten, in welchen ins-
besondere die Torsions- und Biegungsschwingungen von Stdben und
die kritischen Drehzahlen umlaufender Wellen behandelt werden. Im

1 LAMB, H.: Enz. math. Wiss. | V Bd. 4 (1906) S. 253-

2 HELMHOLTZ, H.: Vorl. math. Phys. Bd. 3- Leipzig 1898 — siehe auch
Die Lehre von den Tonempfindungen. Braunschweig 1862.

3 KIRCHHOFF, G.: Vorl. math. Phys., Mechanik. Leipzig 1897-

4 Lord RAYLEIGH, Theory of Sound. London 1929- Deutsche Ubersetzung
von F. NEESEN. Braunschweig 1880.

S5HILBERT, D.: Verschiedene Arbeiten in den Nachr. Ges. Wiss. Gottingen
von 1904ff. sind zusammengefaRt in Grundziige einer allgem. Theorie der linearen
Integralgleichungen. Leipzig 1912.

6 FREDHOLM, 1.: Actamath. Bd. 27 (1903) S. 365.

7 SCHMIDT, E.: Diss. Gottingen 1905 Math. Ann. Bd. 63 (1907) S. 433.

Ergebnise der Mathematik. |. Hohenemser. *



2 Einleitung. (328

folgenden soll ein Uberblick gegeben werden uber die allgemeinen
Naherungsmethoden zur Ldsung von Eigenschwingungsaufgaben; es ist
weniger Wert auf liickenlose Literaturangaben gelegt worden® als viel-
mehr auf eine moglichst klare Herausarbeitung der allgemeinen Ge-
sichtspunkte. Da das Referat nicht nur dazu dienen soll, dem Mathe-
matiker eine Ubersicht tber die praktischen Anwendungen der Theorie
zu geben, sondern vor allem auch dem Ingenieur die Orientierung auf
diesem Gebiet erleichtern will, sind die mathematischen Grundlagen
wenigstens andeutungsweise mitbehandelt worden. So enthalt der Ab-
schnitt ,AUgemeine Methoden" eine kurze Zusammenstellung der zum
Verstandnis notwendigen Sédtze und Tatsachen aus der Theorie der
linearen Integralgleichung zweiter Art. Dieser Abschnitt bringt einen
wichtigen Teil der Methoden in ihrer allgemeinsten Form, der weitere
Abschnitt Uber Einzelprobleme enthalt Spezialisierungen der dargestell-
ten Methoden und bringt diejenigen Verfahren, welche durch die be-
sondere Art der betreffenden Aufgaben bedingt sind.

2. Problemstellung in der Technik.

Das eigentliche Ziel der Schwingungsvorausberechnungen in der
Maschinen- und Bautechnik ist in den meisten Fallen, einen mdglichst
vollstandigen Einblick in die dynamischen Beanspruchungen von Kon-
struktionsteilen zu erhalten. Vor allem handelt es sich darum, geféahr-
liche Resonanzerscheinungen, die zu Briichen Anlal3 geben kdnnen, zu
vermeiden. Immer wieder sind schwere Betriebsunfalle durch Schwin-
gungsbriiche entstanden, die nur dadurch auftreten konnten, dal die

! Es sind in der Regel nur solche Arbeiten iiber Schwingungen elastischer
Korper zitiert, welche Anwendungen von allgemeinen N&aherungsmethoden ent-
halten, wahrend auf die schon anderweitig mehrfach referierten Arbeiten Uber die
Lésungen der Differentialgleichungen von gewissen einfachen schwingenden elasti-
schen Kdrpern (homogene Membran, Platte, Schale, Kugel usw.) nicht eingegangen
wird. Das vorliegende Referat bildet daher eine Ergdnzung zu den Artikeln von
F. PFEIFFER: Handb. Phys. Bd. 6 (Berlin 1928) S 309 und von F. AUERBACH:
Handb. phys. u. techn. Mechanik Bd. 3 (Leipzig 1927) S. 283. AuBerdem seien
noch folgende neuere Lehrblcher genannt, in welchen Schwingungen elastischer
Korper behandelt werden: COURANT, R., U. D. HILBERT, Meth. math. Phys. Bd. 1.
Berlin 1931. — VAN DEN DUNGEN, F. H.: Cours de Technique des Vibrations Bd. 1
und 2. Bruxelles 1926 — Les Problémes généraux de la Technique des Vibrations.
Mém. Sci. physiquesBd. 4 (Paris 1928). — Die Differential- und Integralgleichungen
der Mechanik und Physik. Herausgegeben von PH. FRANCK U. R. VON MISES.
Bd. | und 2. Berlin 1927 und 1931. — HORT, W.: Technische Schwingungslehre.
Berlin 1922. — KALAHNE, A.: Grundziige der mathematischen und physikalischen
Akustik Bd. 2. Leipzig 1913. — LAMB, H.: The dynamical Theory of Sound.
London 1910. — LOVE, A. E. H.: Mathematical Theory of Elasticity. Cambridge
1927. — MORRIS, J.: The Strenghth of Shafts in Vibration. London 1929. —
TIMOSHENKO, S.: Vibration Problems in Engineering. London 1928. Deutsch von
I. MALKIN U. E. HELLY. Berlin 1932. — STODOLA, A.: Dampf- und Gasturbinen.
Berlin 1924.



329 Problemstellung in der Technik. 3

dynamischen Beanspruchungen nicht im voraus geniigend geklart waren *
Vor Ausfihrung eines Entwurfs moéchte man eine Antwort auf folgende
drei Fragen haben:

4. Liegen bei den Anfahr- oder Betriebsdrehzahlen Resonanzen von
Konstruktionsteilen?

2. Konnen eventuelle Resonanzen im Anfahrbereich durch geniigend
rasches Anfahren wirkungslos gemacht werden?

3. Liegen bei allen vorkommenden Betriebsdrehzahlen die dynami-
schen Beanspruchungen der erzwungenen Schwingungen irgendwelcher
Konstruktionsteile im zuléssigen Bereich?

Um die erste Frage zu beantworten, muf3 der Periodenbereich der
erregenden Krafte bekannt sein, die, wenn sie nicht von Haus aus
harmonisch sind, in harmonische Komponenten zerlegt werden. Mit
der Ermittlung der in dem Periodenbereich der erregenden Kréafte
liegenden Eigenschwingungszahlen ist eine wichtige Aufgabe geldst, denn
es gelingt dann oft, die Konstruktion so auszifiihren, dal Betriebs-
resonanzen nicht eintreten kénnen. Ein groRer Teil der Literatur be-
schéftigt sich daher lediglich mit der Berechnung der Eigenschwingungs-
zahlen. Uber die zweite Frage liegt wegen der Schwierigkeit in der Be-
handlung nichtstationdrer Vorgéange leider kein Material vor, obwohl
sie von grofRem Interesse ist. Um die dritte Frage zu beantworten,
hat man fur die vorkommenden Erregerperioden die réaumlichen Schwin-
gungsformen der erzwungenen Schwingung, d. h. die Amplitude der
Auslenkung an jeder Stelle zu bestimmen. Die Berechnung der er-
zwungenen Schwingungsform ist bei dampfungsfreier Bewegung viel-
fach mit weniger Mihe verbunden as die Berechnung der Form einer
freien Schwingung, denn im letzten Fall kommt noch die Auswertung
einer Frequenzgleichung hinzu, welche die Eigenschwingungszahlen als
Wurzeln besitzt. Wenn man von der erzwungenen Schwingung ausgeht,

! Es sei nur an den auch auBerhalb der Fachwelt bekannten Fall der Schwin-
gungsbriiche in der Motorenanlage des ,, Grafen Zeppelin" auf seiner zweiten
Amerikafahrt im Mai 1929 erinnert, deren Ursachen voll aufgeklart wurden. Vgl.
H. THOMA: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 73 (1929) S. 1383. Die Untersuchungen Uber
die Sicherheit von schwingenden Konstruktionsteilen liegen auf zwei voneinander
unabhéngigen Gebieten: Einmal ist die Kenntnis der Bewegungsvorgénge und
damit der im Material entstehenden Spannungen erforderlich. Dies ist die Aufgabe
der Elastokinetik. Auferdem ist jedoch zur Beurteilung der Bruchgefahr bei be-
kannten Materialspannungen eine besondere Prifung des Konstruktionsmaterials
notwendig, die Ermittlung der sog. Schwingungsfestigkeit. Es zeigt sich ndmlich,
dal? bei wiederholter Belastung die groRte tragbare Spannung weit unterhalb der
bei einmaliger Belastung tragbaren Bruchspannung liegt. Auf die sehr verwickelten
und zum groBten Teil noch unerforschten Bruchgesetze der Materialien bei wieder-
holter Belastung, ohne deren Kenntnis die Berechnung der dynamischen Bean-
spruchung praktisch wertlos ist, soil hier nur hingewiesen werden. Vgl. etwa:
O. FOPPL, E. BECKER u. G. V. HEYDEKAMPF: Die Dauerprufung der Werkstoffe.

Berlin 1928. — GOUGH, H. J.: The Fatigue of Metals. London 1926. — MOORE,
H. F., and J. B. KOMMERS, The Fatigue of Metals. New York 1927.

l*
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ergeben sich die Eigenschwingungszahlen als Unendlichkeitsstellen
der Resonanzfunktion, welche die Amplitude in Abhangigkeit von der
Erregerperiode darstellt. Nachdem fir verschiedene Erregerperioden
die Amplituden bestimmt sind, findet man die Resonanzstellen durch
Interpolation, und in diesem Sinne ordnet sich die Behandlung der er-
zwungenen Schwingungen eines elastischen Systems in die Methoden
zur angendherten Bestimmung der Eigenwerte ein.

In Wirklichkeit bleiben die Ausschlage infolge der Dampfung auch
fur die Resonanzerregung endlich, wenn nicht schon vor Erreichen der
maximalen Amplitude der Korper zerstort worden ist. Fur die Be-
urteilung der dynamischen Beanspruchung in den Resonanzpunkten ist
die Berlcksichtigung der Dampfung unerl@Rlich. Man unterscheidet
auBere und innere Dampfung. Bei der aufleren Dampfung héngen die
Dampfungskrafte allein von der zeitlichen Anderung der Amplitude in
jedem Punkt ab, man setzt sie meist, um eine einfache mathematische
Behandlung zu ermdglichen, proportional der Anderungsgeschwindig-
keit der Amplitude an. In diesem Fall beeinflulit die Dampfung die
Schwingungsformen eines stabil gelagerten Systems nicht, es entsteht
lediglich eine Amplitudenverringerung und eine Phasenverschiebung
der Bewegung gegenliber den harmonischen erregenden Kréften. Anders
ist dies bei der inneren Dampfung, welche den Z&higkeitskraften bei der
Strémung einer zéhen Fluissigkeit entspricht und von der relativen Ver-
schiebungsgeschwindigkeit  benachbarter ~ Korperelemente  abhangt®.
Die genaue Bertcksichtigung der inneren Dampfung gestaltet sich recht
verwickelt, da jetzt nicht mehr alle Teile des Kérpers in gleicher Phase
schwingen. Man beschrankt sich daher meist auf so kleine innere Damp-
fung, dal in erster Néherung die Bewegung synchron verlduft. Obwohl
durch eine noch so geringe Dampfung die Amplituden in der Né&he
einer Resonanzstelle sehr stark beeinfluldt werden, sind doch die prak-
tisch vorkommenden Dampfungen meist so klein (auch dann, wenn
besondere Dampfungsvorrichtungen zur Verringerung der Schwingungs-
amplituden angebracht werden), dall dadurch die Resonanzperioden
selbst, d. h. die Perioden, bei denen die erzwungenen Schwingungen
maximale Ausschldge haben, gegenlber dem dampfungsfreien Fall nur
unwesentlich verschoben werden. Da hier nur die Bestimmung der
Resonanzstellen interessiert, soll von der Behandlung der geddmpften
Bewegung abgesehen werden.

! Ein entsprechender Ansatz stammt von W.VOIGT: Abh. Ges. Wiss. Got-
tingen Bd. 36 (1889) S 3; Bd. 38 (1891) S I, doch bemerkte schon VOIGT, daf
sein Ansatz mit Experimenten uber Drehschwingungen von Metalldréhten nicht
vereinbar ist. Die innere Dampfungsarbeit der Metalle ist in Wirklichkeit weit-
gehend von der Frequenz unabhé&ngig, so dal die Proportionalitdt von Dé&mpfungs-
kraft und Schiebungsgeschwindigkeit nicht zutrifft. Vgl. Gber Abweichungen vom
elastischen Verhalten (Dampfung, Hysteresis, Nachwirkung, Plastizitét) die Artikel
von H. FROMM: Handb., phys. u. techn. Mechanik Bd. 4, (Berlin 1931) S. 359, 436.
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1. Allgemeine Methoden.
3. Die Schwingungsintegralgleichung.

Alle Aufgaben der Elastizitatslehre, welche das Ziel haben, aus vor-
gegebenen &dufleren Kréaften, die auf einen Korper wirken, die Ver-
schiebungen jedes Korperpunktes zu finden, lassen sich auf eine ein-
fache Qudratur zurickfuhren, wenn die ,,GREENsche Funktion" oder
EinfluBfunktion fur den betreffenden Korper bekannt ist. Die Existenz
und die Eigenschaften der GREENschen Funktion fir ein bestimmtes
Problem werden meist aus der Differentialgleichung des betreffenden
Elastikums bewiesen. Vom Standpunkt der Elastizitatslehre aus ist
die Existenz einer Einflufunktion fir die Verschiebungen nichts anderes
als der Ausdruck fir die lineare Superponierbarkeit der Kraftwirkungen.
Man hat im Bestehen einer EinfluBfunktion ein Kriterium fir den
ideal elastischen Koérper zu sehen, dessen ausgezeichnetste Eigenschaft
darin enthalten ist. Hangen die &aulleren Kréafte linear von den Ver-
schiebungen ab, die ihre Angriffspunkte wahrend der Deformation des
Korpers erfahren, wie es fir die Tragheitskrafte. der freien harmonischen
Schwingungen der Fall ist, dann entsteht eine lineare homogene Inte-
gralgleichung fur die Verschiebung. An diese Integralgleichung knipfen
die zunachst zu besprechenden Methoden an, ohne daR Uber die Be-
schaffenheit der EinfluRfunktion spezialisierende Annahmen nétig sind.
Die Integralgleichung enthalt lediglich die Voraussetzung linearer Ab-
hangigkeit der auReren Krafte von den Ver-

schiebungen ihrer Angriffspunkte, wodurch die r/—%m

sehr allgemeine Verwendbarkeit der betreffen- &> e

o

den Methoden bedingt ist. & Eiig'ulr'lngg%g
Es mogen zunéchst nur Verschiebungen und | St%es_ unter

Kréafte in einer einzigen Richtung vorkommen ¢ vcle_rgsl%glrsn
wie beispielsweise bei dem zweifach gestiitzten

Balken, der durch vertikale Kréafte p belastet sei (Fig. 1). Die lineare
Superposition der von den verschiedenen Lastelementen dp herriihrenden
Vertikalverschiebungen ¢ findet ihren Ausdruck in der Gleichung

QY ®(u) = J K(uw) dp(w) ,

Die Bedeutung, welche die Integralgleichungsmethoden fur die ver-
schiedenartigsten Untersuchungen in der Mathematik gewonnen haben, hat sich
zum Teil auch auf die Anwendungsgebiete, insbesondere die Schwingungslehre,
Ubertragen, so dall die Integralgleichungsmethoden in einigen neueren Lehr-
blchern Uber Schwingungen elastischer Korper sogar in den Vordergrund der
Betrachtungen gestelltwurden. Vgl. diea. a. O. zitierten Lehrbicher vonF. H. VAN
DEN DUNGEN. Die Integralgleichungsmethoden liefern zwar Formeln zur Be-
stimmung der Eigenschwingungszahlen, welche fur die numerische Auswertung
wenig geeignet sind, doch lassen sich die verschiedensten Verfahren so ibersichtlich
darstellen, wenn man von der Integralgleichungsdarstellung der Schwingungen
elastischer Korper ausgeht, dall auch in dem vorliegenden Artikel die Voran-
stellung der Integralgleichungsmethoden fir zweckmaRlig angesehen werden mufite.
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u und w sind Bezeichnungen fiir einen Parameter, welcher eine bestimmte
Stelle angibt, K(uw) ist die Einflu3funktion und stellt die Verschiebung
an der Stelle u infolge der Lasteinheit an der Stelle w dar, die Integration
ist immer Uber den ganzen Korper zu erstrecken, die Integrations-
grenzen sind daher weggelassen, ohne dall dadurch MiRverstandnisse
entstehen kdnnen. Das Integral versteht sich im STIELTJESschen Sinne,
d. h. es kénnen auch Einzelkrafte vorkommen. Die EinfluRfunktion
K(uw) ist symmetrisch, es gilt also
Kuw) = K(wu).

Man zeigt dies dadurch, daR man fur den Fall des lediglich an den
Stellen u und w mit je einer Einheitslast besetzten Balkens die De-
formationsarbeiten bestimmt, die geleistet werden, wenn einmal zuerst
die Last in u, das andere Mal zuerst die Last in w aufgesetzt wird.
Aus der Gleichheit der beiden Deformationsarbeiten ergibt sich die Sym-
metriebedingung, die im Ubrigen auch als Eigenschaft der GREENschen
Funktion fur die entsprechenden Differentialgleichungen gewonnenwird.

Als aulere Krafte treten bei den freien Schwingungen nur die nega-
tiven Massenbeschleunigungen auf, also ist

dp: —dm ?,

die Punkte bedeuten Ableitungen nach der Zeit, dm ist ein Massen-
element. Die Gleichung (1) heif3t dann

) plu) = -—fK(uw) p{w) dm(w) .
Es soll noch eine Bezeichnungsvereinfachung eingefihrt werden dadurch,

dall an Stelle des Argumentes u das Integral Uber die Massenbelegung
bis zum Punkt u genommen wird, welches mit s bezeichnet werden soll:

u
S dm(u),
|
entsprechend sei w
t dmiw),
/
ds bzw. dt stellt dan- -~ *"~==~r~'-=m=r A== == (D) schreibt sich

@(s) = — [K(st) p(t) ¢

und geht mit dem Ansatz
glst) = g(s) eVir,
in dem die Zeit bedeutet, Uber in die lineare homogene Integral-
gleichung zweiter Ar+?
3) @(s) =4 [K(st) () dt.
" Die Gleichung (3) stellt die Bedingung dafiir dar, daB alle Teile des elasti-

schen Korpers eine harmonische Bewegung mit der gleichen Phase und der gleichen
Kreisfrequenz ausfiihren. Es ergibt sich, dal dies nur moglichist fiir ganz gewisse
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Die Schwingungszahl v je Sekunde hangt mit der Kreisfrequenz }/I
vermittels
¥i

Y= —

2n
zusammen. Greifen noch harmonische aiiRere Kréafte

f(s7) = f(s) V2=

an, dann ist auf der Integral

fz(s) = fK(st) df{f)

hinzuzufigen, und die Integralgleichung der erzwungenen Schwingung
hei 3t
(4) @(s) =4[ K(st)p(t)dt + h(s) .

Im allgemeinen Fall, dal beliebige periodische &uRere Krafte an-
greifen, sind diese in harmonische Komponenten zu zerlegen, und es
gilt fur jede Komponente eine Integralgleichung von der Art wie (4),
die gesamte LOsung setzt sich linear aus den Losungen fur die harmoni-
schen Komponenten der Erregerkrfte und aus den Ldsungen der
homogenen Gleichung zusammen.

Erfolgt eine Verschiebung der Kdérperpunkte in vererhiedenon Rich-
tungen, dann gilt ein System von linear en Int h
verschiedenen Verschiebungskomponenten, das
sich durch geeignete Substitutionen auf eine
einzige Integralgleichung mit symmetrischer
EinfluBfunktion zurickfihren 14Rt. Man be-
trachte z. B. den Fall eines schwingenden Stabes, @
der mit Scheiben besetzt ist (Fig. 2). Die Schei- ! ' Fig. 2. Mit Scheiben
ben machen auRer der Vertikalbewegung wéah- g besetzter Stab.
rend der Schwingung auch eine Drehbewegung,
es treten infolgedessen Tragheitsdrehmomente
auf. Man mul} jetzt neben der Vertikalbewegung jedes Stabelementes
auch dessen Drehbewegung berucksichtigen. Es gibt eine EinfluRfunktion
a (uw), welche die Vertikalverschiebung des Punktes u infolge der
Einheitslast in w darstellt, es gibt eine weitere EinflulZfunktion R(uw),
welche die Vertikalverschiebung des Punktes u infolge des Einheits-
momentes in w angibt, ebenso gibt es zwei weitere EinfluRfunktionen
y(uw) und o(uw), welche die Verdrehung der Stabtangente im Punkte u

infolge der Einheitslast in w bzw. infolge des Einheitsmomentes in w
Werte, die ,,Eigenwerte" uud die dazugehorigen ,,Eigenfunktionen”. Die Uber-
legungen, mit denen man zeigt, dal die allgemeinste Bewegung des Korpers sich
als Superposition aller nach Gleichung (3) mdglichen harmonischen Bewegungen
auffassen &Rt (Einfiihrung der voneinander unabhéangigen ,,Normalkoordinaten"),
werden hier Ubergangen. Vgl. Lord RAYLEIGH: Theory of Sound, Kap. V.
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angeben’. Das System von Gleichungen, welches an Stelle von (1)
tritt, heifl3t dann

@ (u) = [ o (ww) dp(w) + [ §(ww) dM(w),

3 w) = [y (uw) dp (w) + [ (uw)dD (w),
@ st die Vertikalverschiebung, # die Verdrehung eines Stabelementes,
dIM (w) ist ein Element der Drehmomentenbelastung, die auch in einzel-
nen konzentrierten Momenten bestehen kann (wie z. B. die Tragheits-
momente der Scheiben in Fig. 2). Dadurch, da3 man nur in zwei
Punkten u und w je eine Einheitslast und ein Einheitsmoment an-
greifen 1alt und die auf verschiedenen Wegen gewonnenen Form-
anderungsarbeiten vergleicht, erkennt man, dal} die Matrix

' a(uu)  afuww)  fluw)  fluw)
La{wuy  a(ww) Plew)  flww) !
Cy{uw)  yw)  S(uw)  B(uw) |
L y(ww)  y(ww)  S{ww) O(ww) |
symmetrisch ist. (Dagegen sind nicht alle Einflul3funktionen sym-

metrisch, z. B. ist R(uw) R(wu).) Bei den freien Schwingungen treten
as auBere Kréafte die negativen Massenbeschleunigungen

p=—dmd,

als aBere Momente die Tragheitsmomente

auf, wo di ein Element der Tragheitsmomentenbelegung ist. Man hat
dann das System von Integralgleichungen

Do) = — [aluw) Dlw)dm — [ fluw) §(w)di,
Hu) = — [ yww) D(w)dm — [S(uw)d(w)di.
Es laRt sich auf die Form
plu) = — [K(st) p(8) ¢

bringen: Die Integration hierin soll sich zweimal Uber den urspriing-
lichen Integrationsbereich erstrecken, und zwar soll bei den Teilintegra-
tionen / und // @ und df identisch sein mit

I : ir
@ ¢ B
di dm di

' Die EinfluRkoeffizienten o bis d sind nicht unabhdngig voneinander,
sondern gehen durch Differentiationen auseinander hervor, vgl. z.B. F.H.VAN
DEN DUNGEN: Cours de Technique des Vibrations Bd. 2 (1926) S. 10, doch ist diese
Eigenschaft fur die Zuriickfuhrung des Systems von Integralgleichungen auf eine
einzige bedeutungslos.
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Fir K(st) soll folgendes Schema gelten:

i Su
i o B
‘n b4 d

Fur solche s und t, die im ersten Bereich liegen, ist demnach
Kst) = a (UW) usw.

Man Uberzeugt sich leicht, dal infolge der Symmetrieeigenschaften der
EinfluRfunktionen auch K(st) symmetrisch wird. Bestehen aul3erdem
harmonische &uRere Krifte

R(u)ettir
und harmonische &ulere Momente

glu)etti,
dann kommt noch, genau wie in (4), das Glied

h(s) = [K(s8)df ()

hinzu, wobei df(t) im ersten Integrationsbereich identisch mit dk(u),
im zweiten identisch mit dg(u) ist. (4) stellt also eine Form dar, in
welche man alle Schwingungsprobleme elastischer K6rper bringen kann.
Die Integralgleichung (4) unterscheidet sich von der von D. HILBERT
und E. SCHMIDT behandelten dadurch, da das Integral im Sinne von
STIELTJES aufzufassen ist. A. KNESER! hat gezeigt, daR die Theorie
auch auf die hier interessierenden sog. ,,belasteten” Integralgleichungen
angewendet werden kann, wenn man sich auf endliche Bereiche be-
schrankt. Das Integralzeichen in (4) darf tatséchlich aufgefaflst werden
as Symbol fur den Ausdruck

[K(shyptydt + 3 K(st) ot &,

wo t; die konzentrierten Massen bezeichnet, und die Beziehungen fir
den belasteten Fall erhdlt man aus den entsprechenden fir den un-
belasteten durch Ersetzen des Integralzeichens durch die Summe

4. Einige Satze aus der Theorie der linearen Integralgleichung
zweiter Art mit symmetrischem KernZ.
Wir betrachten zundchst die homogene Integralgleichung (3), die
im Fall der freien Schwingungen gilt Sie ist als Grenzfall aufzufassen
fur ein System linearer Gleichungen

(PL'Z;‘E-\_,‘KH:IPIJI:: 1,'21’ 2,...n
=1

PKNESER, A.: Rend. Circ. mat. Palermo Bd. 37 (1914) S. 169.
2 Eine kurze Einfihrung in die Theorie der linearen Integralgleichungen
findet sich bei R. COURANT und D. HILBERT: Methoden der math.'Physik Bd. 1.
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wenn n nach unendlich geht. Alle Sdtze fir das lineare Gleichungs-
system gelten analog fur die Integralgleichung. Sie hat nur dann eine
von identisch Null verschiedene Losung, wenn 4 einen der reellen
positiven Werte 2, <Z 4y << +++ & << ¢ o+ annimmt, welche die Eigen-
werte des Kernes K(st) heiRen. Zu jedem Eigenwert 2; gehort im all-
gemeinen eine einzige LOsung @, (s) der Integralgleichung. (In Sonder-
falien konnen auch mehrere Lbsungen zu einem Eigenwert gehoren,
doch soll dieser Fall nicht betrachtet werden, da man dann immer
durch ene kleine Anderung des Systems erreichen kann, daR vorher
zusammenliegende Eigenwerte auseinanderfalien.) Fir je zwei Ldsungen
¢, (s) und @, (s) gilt die Beziehung

f(p,-(s)qok(s)ds:—o, 14k
d. h. die Eigenldsungen sind orthogonal zueinander. Die Eigenlésungen

sind nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der zweckmafig
durch die Normierungsbedingung

fq;?(s}ds == 1
festgelegt wird.

Die unhomogene Gleichung (4) hat eine und nur eine Ldsung, wenn
der Parameter 4 (Quadrat der Eigenfrequenz) nicht mit einem der
Eigenwerte 4; der homogenen Gleichung zusammenfalt. Ist 4 mit
einem der Werte 4; identisch, dann 1aB3t sich die inhomogene Gleichung
nur l6sen, wenn die Funktion h(s) orthogonal ist zu der Eigenfunktion
®,(s), wenn also

[h(s)gils)ds =0
gilt. Die Losung enthélt dann noch eine willkirliche Konstante. Die
Losung von (4) laBkt sich schreiben in der Form

@(s) = h(s) + A [ I'{sth) k(t)dt.

Fir den l6senden Kern r(s¢4) gibt die Theorie der linearen Integral-
gleichung verschiedene Ausdriicke (NEUMANNsche Reihe, FREDHOLMsche
Formeln), auf die hier nicht eingegangen werden soll. Dagegen ist es
nutzlich, auf die mechanische Bedeutung des |6senden Kernes hinzu-
weisen®. Nimmt man ndmlich an, da nur an einem einzigen Punkt t

Kap. 1 11; vgl. auch Die Differential- und Integralgleichungen der Mathematik
und Physik, herausgegeben von R.v. MISES, Bd. 1 Kap. X 11, und den Hand-
buchartikel von J LENSE: Handb. d. Physik Bd. 3 (Berlin 1928) S. 283. An
Lehrbichern seien weiter genannt: KNESER, A.: Die Integralgleichungen und ihre
Anwendungen in der mathematischen Physik. Braunschweig 1922. — LOVITT,
W. V.: Linear Integral Equations. New York 1924. — VIVANTI, G.: Elemente der
Theorie der linearen Integralgleichungen. Ubersetzt von F. SCHWANK. Hannover
1929. — WIKARDA, G.: Integralgleichungen. Leipzig 1930. — Ausfiihrliche Litera-
turangaben finden sich bei E. HELLINGER U. O. TOEPLITZ: Enz. math. Wiss. | |
Bd. 32 (1928) S. 1335.

1 VANDENDUNGEN, F. H.: Verh. 3. intern. KongreR techn. Mech. Bd. 3 (Stock-
holm 1931) s. 150.



337] Séize aus der Theorie der linearen Integralgleichung zweiter Art. \\

eine harmonische &auRere Einzelkraft mit der Kraftamplitude 1 angreift,
dann ist
h(s) =K(st),
und man erhalt
p(s) =K(s)) + A D(sr )y K{rs)dr.

Nun gilt fur den lésenden Kern die Funktionalgleichung®

Iisti) = K{st) + J.fP(srl)K(rt) dr,
und es folgt
@(s) = I{std).

Der losende Kern stellt also die Verschiebungsamplitude im Punkt s
infolge einer im Punkt t angreifenden Einheitskraft dar, die mit der
Frequenz ]/l harmonisch variiert. Es |aRt sich zeigen, daR auch I'(s¢d)
in sund t symmetrischist. Nachdem die , harmonische Einflufunktion”
I'{std) bekannt ist, lassen sich alle Aufgaben, bei denen aus irgend-
welchen gegebenen harmonisch variierenden &ufleren Kraften

5y et

die Formen der erzwungenen Schwingung berechnet werden sollen, durch
einfache Quadratur
@ls) = [ T(st)df(1)
[0sen, die lineare Superponierbarkeit der Kraftwirkungen gilt auch fir
zeitlich veranderliche Kréafte.
Die Eigenwerte i; des Kernes K(st) ergeben sich als Wurzeln der
Gleichung

(5) Ag— A A+ 4,2 — - =9,
wo die A, durch die Rekursionsformeln
Ay =1, Ay (st) = K(s¢),
A, = [K(ss)ds, A,(st) = A, K(5) =~ fK(sr) Ag(rt)dr,

/i,, = -;—fA;__,[ss)ds, A,,ist) = A,,I.((st) —fK (s7) ‘:1,,_1 (rt)dr

gegeben sind. Am fruchtbarsten fir die Methoden zur angendherten
Berechnung der Eigenwerte haben sich deren Deutung as Extremal-
werte gewisser Integralformen erwiesen. Es gelten folgende Sétze, die
ebenfalls ihr vollkommenes Analogon in der Theorie der quadratischen
Formen haben: Die Form

JSwiisids
© JTR vl v B ds dt

1 Z.B.: R. COURANT u. D. HILBERT: Meth. math. Phys. Bd. 1 (1931) S 119-
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nimmt fir ¢ = ¢, ein absolutes Minimum an, das den Wert 4, besitzt,
die Form (6) nimmt unter der Nebenbedingung

Jvisypytsids =0
fur @ = g, ein absolutes Minimum an, das den W er A, besitzt, allgemein
nimmt (6) unter den Nebenbedingungen

7 ftp(s)q:;(s)d.GZO i=1 2,...n-1
fur = @, ein absolutes Minimum an, das den Wert £, besitzt. Das
Integral im Nenner von (6) kann aufgefat werden als doppelte De-
formationsarbeit des elastischen Korpers, wenn dieser mit &ul3eren
Kraften (s)ds belastet wird, denn [K(st)y(s)ds ist dann die Ver-
schiebung des Lastangriffspunktes an der Stelle t. Diese Arbeit und
damit die Form (6) ist sicher positiv, woraus folgt, dal alle Eigenwerte
positiv sind.

Ein fir die angendherte Berechnung der Oberténe wichtiger Satz
sagt aus, dafd das Minimum von (6) kleiner wird, wenn statt der Neben-
bedingungen (7) andere von der Form

(8) f'lp sjds =0 i=1,2,...n—1
verwendet werden, wo die vy(s) vz(s), , « - Vo (9) beliebige Funktionen
sind*. SchlieBlich seien noch einige Entwicklungstheoreme, die ge-

braucht werden, angegeben. Fur den Kern K(st) gilt die bilineare
gleichméfliig konvergente Entwicklung

(9 Kist)= D' LRAUR

Durch die Bezichungen
K2(st) = (K {(sn) K (ri)dr,

K3(st) = fK2(s_r)K(rt) dr,

I\;” {st) = fK"‘l-(sr) K{rt)dr

erhalt man den v-ten iterierten Kern K'(st), fir den die gleichmaRig
konvergente Entwicklung

gilt. LaRt sich eine Funktion f (s) vermittels irgendeiner anderen Funk-
tion g(s) ,quellenmaRig", d. h. in der Form

fls) = ‘[K(st)g(t) di
darstellen, dann besteht die gleichmaRig konvergente Entwicklung

1) F(s) = 2 fipils)

! COURANT, R.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 278.
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worin die Entwicklungskoeffizienten durch

fi= ({6 qils) ds
gegeben sind. (Die Eigenfunktionen ¢; sind hierbei wie auch im folgenden
immer als normiert vorausgesetzt.) Stellt K(st) die Einflufunktion
irgendeines elastischen Kontinuums dar, dann ist die Zahl der Eigen-
werte unendlich, und die Eigenfunktionen bilden ein ,vollstéandiges"
System, d. h. es ist jede quellenmafRig darstellbare Funktion entspre-
chend (11) nach den Eigenlésungen entwickelbar.

5. Methoden, welche die explizite Kenntnis der
EinfluBfunktion erfordern.

Die Frequenzgleichung (5) &Rt sich zur angendherten Bestimmung
der ersten n Eigenwerte verwenden, wenn man in dieser Gleichung nur
die ersten n 1 Glieder bericksichtigt. Es bleibt dann eine Gleichung
nten Grades fur dibrig, deren Wurzeln man etwa mit Hilfe der GRAEFFE-
schen Methode aufsuchen kann. Die hdheren Eigenwerte ergeben sich
auf diese Weise mit wachsendem Fehler, so daR etwa fir n = 5 nur die
ersten beiden Eigenwerte brauchbar angendhert werden. Fir die
Wurzeln gilt bekanntlich

1 1 1
L e S
1 1 1
oL Tnn ot =
und man erhédlt die Abschatzungen
- s “1 C. __1
(12) Ay =y Ay A,

Die Abschatzungen sind um so genauer, je gréRer der Abstand zwischen
dem ersten und zweiten bzw. zwischen dem zweiten und den folgenden
Eigenwerten ist. Die Ndaherung (12) ist zwar im Vergleich zu anderen
Verfahren schlechter!, doch ist zu bemerken, daR die meist angewen-
deten Verfahren eine obere Grenze fir den kleinsten Eigenwert liefern,
wahrend man hier eine untere Grenze erhalt, die zur Kontrolle erwiinscht
sein kann.

Die erste der Abschatzungen (12) laBt sich verbessern, wenn man
die iterierten Kerne verwendet. Durch Integration von (10) und
Berticksichtigung der Normierungsbedingung fir die Eigenldsungen
erhalt man

jK"(ss) ds = }1‘— ,

i 1

! Sehe das Beispiel in 16 a dieses Artikels.
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woraus folgt
(13) hz g und
[K"{(ss)ds

4, = lim .1%

voo VIRV (s5) ds -

Entsprechende Formeln fir die hoheren Eigenwerte erhat man unter
Verwendung der Sitze von J. SCHUR! Uber assoziierte Kerne. Der vte
assoziierte Kern

K{sity) ... K(s )

14 K 31 Pa— S,. _ L]

a4 Lot | Ki(st) ... K(s,d)
hat namlich as Eigenwerte alle maglichen v fachen Produkte der Eigen-
werte des Kernes K(st), und die zugehtrigen Eigenldsungen heil3en
TAC A
@rlss) - @rls))
Der kleinste Eigenwert des v ten assoziierten Kerns ist 4,4, ... 4,, und
man erhdlt vermittels (12) oder (13), angewendet auf den assoziierten

Kern, Abschdtzungen fir dieses Produkt. Zur Berechnung der ersten
beiden Eigenwerte geht man z. B. aus von den Naherungen

~—+ ——fK(ss ds,
K (st}

m; ﬂ K(ts) Kt

und erhalt. fur 4; eine bessere Approximation as (12).

(15) D(sy...s,) =

\dsdt

fK(sk t)dthc, @{t) & k=1,2,...n

Je nachdem, welche Formel fir die numerische Integration gewahit
wird, ergeben sich andere Beiwerte ¢. Man konnte vermuten, dal}
digienigen Integralformeln, welchen Parabeln hoherer Ordnung zu-
grunde liegen, bessere Ergebnisse liefern mufdten as etwa die Trapez-

! SCHUR, I .: Math. Ann. Bd. 67 (1909) S. 306.

2 Diese Beziehungen sind bei der Behandlung von Transversalschwingungen
von Staben benutzt worden von R. C. J. HOWLAND: Philos. Mag. (7) Bd. 3 (1927)
S. 513. Auf die Verwendbarkeit der Formeln fur die Eigenwerte assoziierter Kerne
weist hin F. H. VAN DENDUNGEN: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S, 225 —
C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 184 (1927) S. 1413-



341] Methoden, welche die explizite Kenntnis der Einflul3funktion erfordern. 15

regel, doch trifft das nur fur den Grundton zu. Dagegen gibt die Trapez-
regel fur die hoheren Eigenwerte oft weit bessere Naherungen als die
SIMPSONSche Regel oder entsprechende mit Parabeln hoherer Ordnung®.
Es ist dies darauf zuriickzufiihren, daR die hoheren Eigenfunktionen
mit ihren zahlreichen Bauchen, Knoten- und Wendepunkten immer
noch besser durch einen Polygonzug als etwa durch je drei Punkte
verbindende Parabeln approximiert werden. Fur die Auflésung der
Frequenzdeterminante sind die Rekursionsformeln fir die in (5) auf-
tretenden Koeffizienten A; nicht gut geeignet. Da die Behandlung
einer Frequenzdeterminante bei einigen weiteren Verfahren notwendig
wird, stehen Bemerkungen hieriiber erst am Ende des ersten Abschnitts.

Wenn es gelingt, den Kern in eine rasch konvergierende Reihe zu
entwickeln, ist ein Ersatz des Kernes durch einen sog. ,ausgearteten”
vom Polynomtypus, der nur die ersten Glieder der Entwicklung ent-
halt, von Vorteil. Der Kern sei angenadhert dargestellt durch

K@ggémmmm

Die Integralgleichung (3) heiflst dann
Mﬁ=2;a$U&MQmﬂ-

Multiplikation mit 3 (s) und Integration liefert

(16) xk:lﬁchx‘;, =1 2,...»
wo - —jﬁ, Ye{s)ds
und —-fﬁn-, & (s) ds.

Man hat jetzt nur noch die n linearen homogenen Gleichungen (16)
aufzulésen und erhalt dadurch Naherungen fir die ersten n Eigen-
werte und Eigenfunktionen?.

Zusammenfassend ist zu den Methoden, welche die Kenntnis der
EinfluRfunktion erfordern, zu bemerken, dald die grolRe Allgemeinheit
der Methoden und die Schonheit und Geschlossenheit der mathematischen
Theorie nicht dazu verleiten darf, die praktische Bedeutung dieser
Methoden zu Uberschatzen. Wenn die Differentialgleichungen und die
Randbedingungen fir die Schwingungen eines Elastikums gegeben sind,
wird es meist zweckmaRiger sein, die Differentialgleichung unmittelbar
zu integrieren, anstatt die Losung mit Hilfe der GREENschen Funktion

L Auf diese Tatsache machte aufmerksam R. C. J. HOWLAND, Philos. Mag.
(7) Bd. 3 (1927) S. 513; vgl. auch das Beispiel in 16a dieses Artikels.

2 Eine Anwendung dieser Methode auf Transversalschwingungen von Stiben
gabE. SCHWERIN: Z. techn. Physik Bd. 8 (1927) S. 264 — Verh. 2. intern. Kongref}
techn. Mech., S. 138. Zurich 1926.
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zu gewinnen. Dagegen ist die Verwendung der EinfluRfunktion an-
gebracht, wenn es sich darum handelt, statische Belastungsversuche
als Grundlage fur die Berechnung von Schwingungen zu benutzen®.

6. Das Iterationsverfahren zur Berechnung des kleinsten
Eigenwertes.

Das Iterationsverfahren steht in engem Zusammenhang mit der
Methode der sukzessiven Approximation, die zu einem sehr allgemein
verwendbaren und haufig benutzten Hilfsmittel zur numerischen Auf-
l6sung von Differentialgleichungen der verschiedensten Typen geworden
ist. H.A.SCHWARz?> machte wohl zum erstenmal Gebrauch von der
Methode fur allgemeine Untersuchungen liber die Losung der Differen-
tialgleichung Au p(xy)u = 0. Die Methode wurde weiter entwickelt
von E. PICCARD®. Auf ein technisches Problem, namlich das der Stab-
knickung, wurde das Verfahren zuerst von L.VIANELLO‘ angewendet.
R. VON MISES® brachte das bekannte STODOLASche Verfahren zur Be-
rechnung der kritischen Drehzahlen umlaufender Wellen® in Zusammen-
hang mit PICCARDS Methode der sukzessiven Approximation und wies
darauf hin, dal} die Konvergenz der Methode auch fur die Differential-
gleichung der Stabschwingung

(py"Y' — dgy =0

gilt, wodurch die empirisch festgestellte Konvergenz des STODOLAschen
Verfahrens auch mathematisch begriindet wurde. Wir deuten einen
allgemeinen Beweis fir die Konvergenz des Iterationsverfahrens an,
der von der Integralgleichung (3) ausgeht und daher sémtliche Félle
von Schwingungen elastischer Koérper umfallt. Es sei f(s) eine be-
schrénkte, aber sonst beliebige, nach Eigenfunktionen von K(st) ent-
wickelbare Funktion, so dal} die Reihe

fis) = 2 fipils)
fo= [1(s) pils) ds
gleichméfig konvergiert. Man bildet die Funktionenfolge

o (5) = f(s),
'Pl_(s) == fK_(St) yolf) dt,

mit

1,0,,.(3) = fI(:(st) Pa_1 ()} A2

! vgl. W. PRAGER: Bauingenieur Bd. 8 (1927) S. 923.

2 SCHWARZ, H. A.: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 1 (Berlin
1890) S. 241-265.

® PICCARD, E.: Traité d'Analyse Bd. 3 (Paris 1928) Kap. 6.

* VIANELLO, L.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 42 (1898) S. 1436.

® MISES, R.V.: Mh. Math. Phys. Bd. 22 (1911) S 33.

® STODOLA, A.: Dampf- und Gasturbinen, S. 381. Berlin 1924.
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und eralt durch Einsetzen der Reihe fur f (s), die gliedweise integriert
werden darf, und unter Beriicksichtigung der Beziehung

JRGH g ar =7
die Reihe
figids)

‘%(S) = i

T

Die (pi(s) sind beschrankt, man hat daher
vale) =B g,

wobei die obere Schranke der Funktion e(s) gegeniber derjenigen des
ersten Gliedes auf der rechten Seite mit wachsendem n kleiner wird.
Es gilt daher

A = lim Vfl oals)

>0 ¥n (3)
oder "

> 00 w,+,(s} )

In der Rekursionsformel
Yals) = [ K(st)yp, () di

&Rt sich g, (5) as Deformation durch die Krafte y,_.(S) deuten. Die
Aufgabe, die Eigenschwingungsform und -zahl der ersten Eigenschwin-
gung zu finden, ist zurlckgefihrt auf die einfachere, aus bekannten
Kraften die elastischen Verschiebungen zu ermitteln. Diese Aufgabe
kann durch graphische, numerische oder analytische Integration der
Differentialgleichung fur das betreffende Elastikum geldst werden, ohne
daR die Kenntnis der EinfluBfunktion erforderlich ist. Daim Grenzfall
die Funktion %, (9 bis auf einen konstanten Faktor mit der ersten
Eigenfunktion ¢() Ubereinstimmt, ist die Konvergenz um so besser,
je genauer ¢,(s) durch die Ausgangsfunktion f(s) angeniihert wird.
Die Konvergenz ist jedoch in alien Fallen sehr gut, d. h. nach sehr
wenigen Schritten (in der Regel gentigen 2 bis 3) unterscheiden sich die
Funktionen #, 1(s) und w,(9 im wesentlichen nur noch um einen
konstanten Faktor, d. h. sind einander ,,dhnlich", auch dann, wenn as
Ausgangsfunkti #o(S) eine von der ersten Eigenfunktion erheblich
abweichende Function, etwa eine Konstante, eingesetzt wird. Das Ver-
fahren gilt zunachst nur fir die Berechnung des Grundtons, dessen
Kenntnis oft allein interessiert, da man vielfach die Betriebsdrehzahl
so zu legen winscht, dal? die niedrigste Resonanz oberhalb der-
selben liegt.

Ergebnisse der Mathematik. 1. Hohenemser. 2
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7. Bechleunigung der Konvergenz durch Mittelwertbildung,

Wenn man die Iterationen noch nicht so weit durchgefihrt hat,
dal? die aufeinanderfolgenden Naherungsfunktionen geniigend genau ein-
ander dhnlich sind, hangt der Naherungswert

(18) A~ Ya-1l5)

da von ab, fur welche Stelle s man die Funktionswerte genommen hat,
Es liegt nahe, statt der willkirlichen Wahl einer solchen Stelle einen
Mittelwert Uber den gesamten Bereich vorzunehmen. R. GRAMMEL!
vergleicht an einem einfachen Beispiel die Gite von vier Mittelwert-
bildungen und findet, dal3 digjenige am vorteilhaftesten ist, welche sich
auch weiter unten as Ausdruck fir ein Minimumprinzip von Lord
RAYLEIGH ergeben wird. Man hat danach fur den kleinsten Eigenwert
die N&herung

Swa(s)yu_i(s)ds

19 BT as

zu benutzen, welche eine ganz wesentliche Abkirzung des Iterations-
verfahrens gestattet. In fast alien Fallen ist es zulassig, das Verfahren
nach dem ersten Schritt abzubrechen und , nach (19) zu bestimmen.

Eine andere Art der Mittelwertbildung erhélt man unter Benutzung
der in 4 erwdhnten Extremumseigenschaft des kleinsten Eigenwerts.
Dieser ist ja gleich dem Minimum, welches die Integralform

Jyris)ds
JTE st wisty(f)dsdt

annehmen kann. Setzt man hierin die Funktion g,._4(S) €in, dann er-
halt man die Ungleichung

L OL
5T Tpa(s) s (s)ds”
Die Mittelwertbildung (20) gibt aso eine obere Grenze fir den kleinsten
Eigenwert an. Man kann nun folgende Ungleichungen beweisen:

b JREAS s e (45 S¥ials) ds
ftpn(s)wn+1(3] ..... flP,,( - lhl” (“‘ wu 1(5) ds

Die erste entspricht der Beziehung (20), wenn dort y, (S) statt ,_, (s)
gesetzt wird. Die letzte ist die SCHWARZshe Ungleichung

U“#’n $) Ya_1(8) ds]z j’i’fn(s) dsf“!«'i-l(s) ds
Die mittlere Ungleichung heif3t

(21) ([e2(s)ds] = {9 S) a1 (S} S [ @ (S) Wnir (5) ds.

! GRAMMEL, R.: Ergebn. der exakten Naturwissenschaften Bd. 1 (Berlin 1922)
S. 93-1109.

(20)
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Verwendet man die Entwicklung von #,(s) nach den Eigenfunktionen
von K(st), dann erhalt man unter Berlicksichtigung von

/‘() ()dI1 flir ¢+=-"F%
PRGBSI o far ik

[roas=3T L
j’a”n(s) Yaya (5) d5 == M 72}:—“ s

i

f n (S) P -1 () dS:Z ;;:f;i' .
S| S A
j*f"_ T | et A2 | i 22 A

v

die Beziehungen

Dann ist aber

nichts anderes als die ScCHWARZsche Ungleichung, wenn man

BERY yp Loty
Pl VI* = &, a Vﬂ{, - ba
setzt. Es stellt also auch (19) eine obcre Grenze fur 4, dar, und zwar
eine genauere als (20). Dal3 die Nédherung (19) besser sein muf3 als (20),
ist plausibel, da in (19) der né&chsthihere Schritt w, in Zahler und Nenner
vorkommt, wahrend er in (20) nur im Nenner erscheint.

8. Das Iterationsverfahren fir die héheren Eigenwerte.

Es sind einige Erweiterungen der Iterationsmethode auf die Be-
rechnung der hdheren Eigenwerte vorgeschlagen worden, die jedoch
nicht mehr so bequem zu handhaben sind und zumTeil an dem Ubelstand
leiden, dal} die Rechnungen mit sehr groRRer Genauigkeit durchgefihrt
werden miissen. Der urspriingliche Gedanke war der, nachdem 4, und
¢,(s) ermittelt sind, die Ausgangsfunktion f{s) vom Bestandteil der
ersten Eigenfunktion zu befreien, also von einer Funktion

Yols) = F{s} ~— fLp (8)

auszugehen und hierauf das gewohnliche Iterationsverfahren anzuwen-
den. Man erhalt dann
o
s (8)
%(S) = 2, f';;vle '
=2

und die Folge w,(s) mufBte nach der zweiten Eigenfunktion konver-
gieren, wenn tatsachlich fir ¢(s) die exakte erste Eigenfunktion ein-
gesetzt werden konnte. Da jedoch @, (s) auch nur durch eine N&herungs-

2*
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methode gefunden werden kann und im allgemeinen nur in Form einer
Kurve oder einer Zahlentafel vorliegt, wird man das Glied mit @)
niemals vollig ausmerzen kénnen, und die Entwicklung von #, (s) nach
den Eigenfunktionen wird immer von der Form sein

w“() o C?’l{s} +2 ft

fe=
worin ¢ um so kleiner ist, je genauer die Naherung fir die erste Eigen-
funktion war. Man sieht, dal} nach genlgend vielen Schritten flur be-
liebig kleines c die Folge #,(s) nach der ersten und nicht wie gewtnscht
nach der zweiten Eigenfunktion konvergiert. Man kann jedoch die
Konvergenz nach der zweiten Eigenfunktion dadurch erzwingen, daf}
man nach jedem Schritt von neuem das Glied mit @(s) beseitigt'.

Es seien 4; und () die gewonnenen Naherungen fiir Ay und  @,(s),
man bildet dann die Folge

”%(5) = f(s),
()=%( Y — 108) [ 9o s) py(9) ds
(s) = f (s8) %(z) dt,
): 1)) Tals) ds
)

{s) jR (sf) W, ( dt
W - _ ‘h f’Pu S]')"I(Sst
Y (s) Wa {8 i .

Es ist also jede einzelne Funktion der Folge ¥, (s) orthogonalzu @,(s).
Die Folge %'s(s) konvergiert nach enter Grenzfunktion, die eine um so
bessere Naherung flr ¢,(s) darstellt, je genauer die verwendeten N&he-
rungen ¢(5) und 4 mit @@ und 2 Ubereingestimmt haben. Der
zweite Eigenwert ist angendhert gegeben durch

'Pu 1 (5)

ta T (s)

und das Verfahren kann wieder durch Mittelwertbildungen wie (19) und
(20) erheblich abgekirrzt werden. Nachdem Né&herungen fiir @,(s) und 4,
bekannt sind, lassen sich entsprechend auch @,s) und 4; berechnen,
Die Konvergenz ist wieder um so besser, je genauer @,(s) durch die
Ausgangsfunktion f{s) angendhert wird. Es genligen jedoch auch hier
sehr wenige Schritte (bei Anwendung der Mittelwertbildung ein einziger
Schritt), und als Ausgangsfunktion kann wieder f(s) = f1 genommen
werden. Die Nullstelle von f(s) = £ 1 bestimmt man dann zweckméfig
aus der Bedingung
[HS) §r(s)ds = 0.
1 KOCH, J. J.: Verh. 2. intern. KongreR techn. Mech., S. 213. Zurich 1926.
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An Stelle der sukzessiven Ermittlung der Eigenwerte schlagt F. H.
VAN DEN DUNGEN! eine gleichzeitige Berechnung derselben vor. Aus

der Reihe fir w,[s)

Yuls) = figds)
n A’;‘
folgt auch 3
) Ay kg = lim 22 (8) Wurals) ~ ‘_P. (s)
2 i

n>ooWalS) Waye (5} ‘i"n+1 (5}

und ahnliche Formeln fur die Produkte Z;4,4; ... Es ist also aus-
reichend, sich eine einzige Funktionenfolge ¥, (s) zu berechnen, urn
nach (17) und (22) die ersten beiden Eigenwerte und entsprechend auch
hohere zu erhalten. Im Grenzfall n = oc sind Zahler und Nenner von
(22) Null, wie man aus (17) ersieht. Nun werden die Funktioneny, (9
und ¥, (), wie oben bemerkt wurde, nach sehr wenigen Schritten ein-
ander ahnlich, in (22) wird aber gerade die Abweichung von der Ahnlich-
keit verwendet, so da3 eine sehr exakte Berechnung der 4, (s) notig
ist. Dadurch wird aber der Vorteil, dal3 nur eine einzige Funktionen-
folge gebildet zu werden braucht, wieder aufgehoben.

Es sel noch erwahnt, da® man auch bei der gleichzeitigcn Berechnung
der Eigenwerte das Iterationsverfahren durch Mittelwertbildungen er-
heblich abkiirzen kann. Am geeignetstenistwieder dieMittelwertbildung,
welche (19) entspricht. Eine solche Formel ist z. B. gegeben durch?®

Jv.. ~1Y%n dsf%%+1ds ___[w:u 1‘f’n+ld5;w dS

Ay hy A
(23) L f'\” dsf‘PanS - Lan !|U,|+1d5]3
Man kommt zu dieser Beziehung durch Betrachtung des zweiten asso-

ziierten Kernes K(gltsﬂ). (23) ist dann nichts anderes as die Naherung
142
(19) fur den kleinsten Eigenwert 4, 4, des assoziierten Kernes, die rechte

Seite von (23) stellt daher eine obere Grenze fiir das Produkt 4,2, dar.
Naturlichhilft auch die Mittelwertbildung nicht lber die Tatsache hin-
weg, da die Rechnung mit einer groRen Stellenzahl angelegt werden muf3,
denn auch in (23) gehen mit wachsendem n Z&hler und Nenner gegen N ul .

Eine andere Erweiterung des lterationsverfahrens® geht von zwei
Ausgangsfunktionen aus. Man bildet die Folgen

’;"u(s) = f(S), ‘Y ( ) = (5}
%(s) = [ K (st) %(t)dt, X, () = [K(s) Xp(pdt,
%( B [K(sz)% (B de, X- fK(st w1(Ddt.

1VANDENDUNGEN, F.H.: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 176 (1923) S. 1864.

2 VAN DEN DUNGEN, F.H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S 225 —
C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 184 (1927) S. 1413. Eine ganz &hnliche Beziehung
gibt an G. TEMPLE: Proc. London Math. Soc. Bd. 29 (1929) S. 257.

% MISES, R. v., u. H. POLLACZEK-GEIRINGER: Z. angew. Math. Mech. Bd. 9

(1929) S. 156.
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Aus den Entwicklungen von f (s) und g(s) nach den Eigenldsungen von
K(st) folgt der Grenzwert
. i — — 1 (S)
1 =1 &1 ¥ 1(_5)_?'1 n-115)
2 v ) = 1K)

worin wieder
h=[les)ds, g = [gls) g (s)ds

ist. Entsprechende Formeln lassen sich fiir die héheren Eigenwerte auf-
stellen, wenn man von mehreren Ausgangsfunktionen ausgeht. Fir diese
Formeln gelten dieselben Bemerkungen wie fir (22). Nach sehr wenigen
Schritten sind die Funktionen #,(s) und Xy(s) einander &hnlich, es
wird aber wieder gerade die Abweichung von der Ahnlichkeit verwendet,
mit wachsendem n gehen Z&hler und Nenner gegen Null, und es ist
die gleiche Genauigkeit der Rechnung erforderlich wie fir das vorher
besprochene Verfahren. Diese Genauigkeit ist um so schwieriger zu
erreichen, als man im allgemeinen alle Integrationen auf numerischem
Wege erledigen mulB. Es ergibt sich daher die Notwendigkeit, die
Intervallteilung sehr eng zu gestalten, graphische Integrationen kénnen
wegen der geringeren Genauigkeit schon gar nicht mehr verwendet
werden.

9. Die Extremalprinzipien der Elastokinetik.

Die Eigenwerte sind durch zwei aquivalente Extremalprinzipien ge-
kennzeichnet, die in der technischen Literatur gelegentlich verwechselt
und nicht klar auseinandergehalten worden sind. Eines derselben wurde
in 4 formuliert und bezieht sich auf die Minimumeigenschaften der
Form (6). Ein &quivalentes Minimumprinzip, das man auch oft das
RAYLEIGHschePrinzip nennt!, und an welchem ebenfalls wichtige und
brauchbare Naherungsmethoden fir die Eigenwerte anknipfen, soll im
folgenden behandelt werden. Es mdge sich um einen elastischen Korper
handeln, der so gelagert ist, da® wahrend der freien Schwingungen die
Oberflachenkrafte keine Arbeit leisten (starre Stiitzen). Der Zusammen-
hang zwischen den Verschiebungen % (s) und den &uBeren Kraften f (s),
welche diese Verschiebungen erzeugen, sei vermittels der Einflul3-
funktion K(st) gegeben durch

(24) p(s) :fK(st)f(t) dt.

Man beachte, dafl dt ein Massenelement und nicht ein L&ngenelement
bedeutet. Dementsprechend stellen die Funktionen f(s) und alle im
weiteren vorkommenden Kréafteverteilungen nicht die Kraftdichte,

sondern den Quotienten Kraftdichte durch Massendichte dar. Durch
formale Auflésung der Gleichung (24) nach f(§ erhat man

(24a) fis) = [K(st)p(t)dt.

Lord RAYLEIGH: Theory of Sound, Kap. 4.
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K (st) ist der zu K (st) reziproke Kern und bedeutet die Kraft in s infolge
der Auslenkung Eins in t. Diese Kraft verschwindet an alien Punkten s
bis auf eine gewisse Lastsingularitat in t. Das Integral in (24a) ist ein
uneigentliches Integral und steht an Stelle eines Differentialausdrucks
L (¢). Die symbolische Schreibweise (24a) ist gewahlt worden, um den
Zusammenhang der beiden Extremalprinzipien deutlicher zu machen.
Bedeutet A die Formanderungsarbeit je Masseneinheit, ausgedriickt
in den Dehnungen & bzw. in den Verschiebungen, dann gilt fir die erste
Eigenschwingung ¢, die Arbeitsgleichung

fA‘ds — 421 f(p‘fds =0,

welche besagt, daB die potentielle Energie der Auslenkungsform o,
gleich der Arbeit der auBeren Tréagheitskréafte

L=4n
ist. Die Arbeitsgleichung kann auch in der Form

[E () gu(s) @y (0 dsdt — 4, [ gi(s)ds = 0
geschrieben werden.
(24a) geht far den Fall einer harmonischen freien Schwingung o;

Uber in
hgils) = [K(st) pi{t) dt

und durch Multiplikation mltq)k (s) und Integratlon folgen daraus unter
Berlcksichtigung von

/' (5) e (s) =0 fir {4 %,
i\S) e s)ds .
. Pils)els) =1 fir i==%

die Beziehungen

[K £ :(s) ddtl_ Gr ¢k,
.S s s

oitsl el luz, fir == k.
Um zu untersuchen, wie sich die Arbeitsgleichung andert, wenn an
Stelle von ¢(s) irgendeine andere geschatzte Funktion g (s) eingesetzt
wird, denken wir uns% (s) nach den Eigenfunktionen von K(st) ent-
wickelt

‘) == Z Ca‘Pa(*‘

=1

was nach dem HILBERTschen Entwicklungssatz immer zuléssig ist, wenn

 (s) eine mogliche Verschiebung des Systems darstellt, also in der Form
= [K(st)g(t) d¢

erhalten werden kann mit irgendeiner , Belastungsfunktion" g(s). Der

Ausdruck

J[Rsnpis)pydsde — by [y2(s)ds
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geht dann unter Berlcksichtigung der eben abgeleiteten Beziehungen

tber in oo ©

chii - 11203

=1 i=1
und ist wegen A=A i=1 2
sicher groRer als Null. Fur den kleinsten Eigenwert gilt also die Un-
gleichung 1 < LR () vl dsar
. T visds

ar
p(s) = @, (s}

gilt das Gleichheitszeichen entsprechend der Arbeitsgleichung. Genligt
¥ (s) der Bedingung
[ ei(s)ds =0,

dann folgt daraus c; = 0, und man erhdlt wegen

fur den zweiten Eigenwert die Beziehung

5 SR (O wis)plds dr

= Sviisyds
wobei wieder entsprechend der Arbeitsgleichung fur die zweite Eigen-
schwingung im Falle ¥ (s)=¢,(s) das Gleichheitszeichen gilt. Wird
fur % (s) eine andere Nebenbedingung

[v©v()ds=0
vorgeschrieben, dann gilt fir

P{s) =691 + s
wobei c;/.c, aus der Nebenbedingung folgt, die Ungleichung

JJE (s pl) dsdt — L{y2(s)ds = 4,8 + lyc} — &y(cd + ) = 0.

Das Gleichheitszeichen trifft nur fir ¢, = 0 zu, also fir die ,richtige”
Nebenbedingung
fe gis)ds=o0.

Fulir % (s) war eine ganz bestimmte Funktion eingesetzt worden, namlich
eine lineare Kombination aus den erst en beiden Eigenfunktionen. Das
Minimum ist dann erst recht kleiner als Null. Entsprechende Be-
ziehungen gelten auch fir die hdheren Eigenwerte. Wenn wir die in 4
angegebenen Satze hinzunehmen, konnen wir zusammenfassend sagen
(mehrfache Eigenwerte seien wieder ausgeschlossen): Die Formen

S (s) ds
(25d) JIK (st) w(s) wit) ds dt
un y
LK (st) w(s) w()y dsdt

(26) (] ds
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nehmen flr ¢ = @, ein absolutes Minimum an, das den Wert 4, besitzt,
die Formen (25) und (26) nehmen unter der Nebenbedingung

fp @ (s)ds=0

ein absolutes Minimum an, das den Wert 12 besitzt, allgemein nehmen
die Formen (25) und (26) unter den Nebenbedingungen

Jp&gils)ds =0 i=1,2 ..,n—1

fur ¢ = @, ein absolutes Minimum an, welches den Wert 4, besitzt.
Treten an Stelle der obigen Nebenbedingungen andere von der Form

fips)v, sids =0, i=1,2,....,n—1

dann werden die Minima von (25) und (26) kleiner als ln. Es sei noch
bemerkt, dal’ sich die Eigenschaften des Ausdrucks (25) auf einem dem
obigen analogen Wege gewinnen lassen, wenn man von der Arbeits-
gleichung in der Form

ausgeht, worin A° die Formanderungsarbeit, ausgedriickt in den Span-
nungen ¢ bzw. in den &uReren Tragheitskraften f, = 4, ¢,, bedeutet®.

10. Anwendungder Extremalprinzipien.

Die Extremalprinzipien lassen sich in mannigfacher Weise zur an-
gendherten Bestimmung der Eigenwerte verwenden. Am einfachsten
ist es, eine Naherungsfunktion fir die zu dem gewtlnschten Eigenwert
gehdrende Eigenfunktion in (25) oder (26) einzusetzen. Man kommt
dadurch oft schon zu einer recht brauchbaren Naherung, da der un-
gefahre Verlauf der Eigenfunktionen, wenigstens bei den eindimen-
sionalen Problemen, wie es der schwingende Stab ist, meist angegeben
werden kann. Fir die Grundschwingung ist dasvollig problemlos, fir
die Oberschwingungen ebenfalls, wenn die ungefahren Lagen der Knoten-
punkte bekannt sind. Von grollem Vorteil ist diese Methode, wenn es
sich darum handelt, die Schwingungszahlen von Systemen zu berechnen,
die gegenliiber bekannten Systemen ,,benachbart" sind. Man setzt dann
die Eigenfunktionen des bekannten Systems in (25) oder (26) ein und
erhadlt damit sehr Gbersichtliche Formeln, die zeigen, wie die Schwin-
gungszahlen von den Parametern des gegebenen Systems, wenigstens
in der Nachbarschaft des bekannten, abhangen. Es zeigt sich, dafl3 der
Begriff der Nachbarschaft sehr weit gefalt werden kann, d. h. dal} die
obige Methode selbst bei stark abweichenden Formen von Grund-
system und gegebenem System zu bemerkenswert guten Na&herungen

! HOHENEMSER, K, u. W. PRAGER: Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 306. Die
Eigenschaften der Form (26) wurden eingehend untersucht von G. TEMPLE: Proc.
London Math. Soc. Bd. 29 (1929) S. 257.
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fur die Eigenwerte fuhrt. Fur den Grundton erhdalt man auf diese
Weise immer eine obere Grenze. Fir den nten Oberton liefert (25)
und (26) nur dann eine obere Grenze, wenn die Nebenbedingungen

(27) feis)p(sids=0 i= 1 2 ..n

fir die einzusetzende Funktion w (s) erfillt sind. Nun sinddieg, . . . ¢,
im allgemeinen nicht genau bekannt, und nach dem oben angegebenen
Satz erniedrigt sich das Minimum von (25) und (26), wenn andere als
die Nebenbedingungen (27) verwendet werden, so daf die Ausdriicke
(25) und (26) fir Oberténe auch zu niedrige Werte ergeben konnen.
Die beiden Extremalprinzipien sind, was die Genauigkeit der mit
ihrer Hilfe zu erzielenden Naherungen fir die Eigenwerte betrifft, ein-
ander nicht gleichwertig, es |aRt sich vielmehr allgemein voraussagen,
wann das eine und wann das andere Prinzip die bessere Naherung
liefert. Zunadchst laBt sich zeigen, dal? (25) einen kleineren — also fir
den Grundton besseren — Wert liefert als (26), wenn man eine be-
stimmte Naherungsfunktion # (s) einsetzt. Mit den Bezeichnungen

Pori(8) = [K(GDya0)dt,  wu_ () = [K(s) yu(0) dt,
die mit den friher verwendeten identisch sind, schreiben sich (25) und
(26) in der Form
B — .. Jvab)ds B, — J¥n() wnils)ds
L fypa(s) wep (s)ds’ 2 S (s)ds ’
und aus der Ungleichung (21) folgt B; B, Allerdingsist zu bemerken,
dald bei der praktischen Anwendung auf Saiten, Stdbe, Platten usw.
die Berechnung von A° aus der angenommenen Verschiebung 1 (9
nur Differentiationen, dagegen die Berechnung von A° aus den an-
genommenen Tragheitskrafteno (s) Integrationen erfordert, so dal} die
héhere Genauigkeit von (25) nur durch einen Mehraufwand an Rechen-
arbeit erkauft werden kann. Es soll das dadurch angedeutet werden,
dal man schreibt

a(fow.)  wnd av(fyas. ).

Man erhélt also, wenn man von einer Naherungsfunktion i, (s) fur die
erste Eigenfunktion ausgeht, nacheinander die folgenden Na&herungen
fur den ersten Eigenwert mit wachsender Genauigkeit®:

' In (28) kann man den Zahler als maximale potentielle Energie, den Nenner
as durch 4 dividierte maximale kinetische Energie der harmonischen Bewegung
mit der maximalen Auslenkungsform w, auffassen. In dieser Bedeutung wurde
der Ausdruck (28) auch von Lord RAYLEIGH (Theory of Sound, Kap. 4) aufgefaldt
und abgeleitet, ebenso in alien Arbeiten, welche das RAYLEiGHsche Prinzip ver-
wenden. — Vgl. besondersdie Ableitung dieses Prinzipsbei TH. POSCHL: Ing.-Arch.
Bd. 1 (1930) S. 469. Da in (29) Zahler und Nenner nicht mehr die maximal e kinetische
und maximale potentielle Energie der Auslenkungsform bedeuten, haben wir vor-
gezogen, sowohl (28) wie (29) von der Arbeitsgleichung ausgehend abzuleiten.
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(2w Yas

(28) A il ds
t/wils) ds
(29 Aw/'Aa(_/yJ ds ..)ds’
30 _[A (d ¥1 _Ej tp" (S) 1;1 8) ds
(30) 1/wils) ds Jyils

Hierinisty (s dieVerschiebunginfolge der Kréftew, (s). In A"(f% ds...)
sind weniger Integrationen auszufuhren, as zur Berechnung der Ver-
schiebungen 44 (s) aus den Kraften wy(s) erforderlich sind (bei der
Saite eine statt zwei, bei dem Biegestab zwei statt vier). (30) entspricht
der Mittelwertbildung (19), (29) der Mittelwertbildung (20) fur den
ersten Iterationsschritt. (28) und (29) sind auch fir Obertdne zu ver-
wenden, wenn durch 44 (s) die entsprechende Oberschwingungsform an-
gendhert wird.

In manchen Féllen kann es lohnend sein, die Einflu3funktion zu
berechnen®, z. B. dann, wenn die Schwingungen eines und desselben
elastischen Systems mit verschiedenen Massenbelegungen untersucht
werden sollen. Da sowohl die Einflul3funktion wie auch die Integrate
tber die EinfluBfunktion in den meisten Féllen nur eine recht um-
stéandliche oder gar keine analytische Darstellung zulassen, bestimmt
man zweckmafRig die Funktionswerte des Kernes in einzelnen diskreten
Punkten, die keinen zu grof’en Abstand voneinander haben, und wertet
die vorkommenden Integrate mit Hilfe der Formeln zur numerischen
Integration aus. Bei gegebener Einflul3funktion ist zur Berechnung
der Eigenwerte aus der angenommenen Schwingungsform der giinstigere
Ausdruck (25) zu verwenden.

Anstatt eine feste Funktion (s} zu schétzen und in die Extremal-
formen einzusetzen, kann man nach einem Vorschlag von Lord RAY -

LEIGH? auch von einer Funktion (¢, ¢s,...¢,, §) ausgehen, in der
einige Parameter c; ¢ . . . Cc, zundchst unbestimmt gelassen sind. Die
Parameter ¢; ¢ ... ermittelt man dann so, dal der kleinste Eigen-
wert zu einem Minimum wird, die ¢; Cp ¢ ¢ ¢ sind also aus den Glei-
chungen P 2 )

(3D a-géjAfds—ijzds] P=1,2,...m

zu bestimmen. W. R1Tz® behandelt einen Sonderfall dieser Methode,
welche sich auch fir allgemeinere Variationsprobleme durchfihren 1aRt.

! Im allgemeinen empfiehlt sich die Verwendung der EinfluRfunktion nicht,
wie schon friher bemerkt wurde; fir praktische Rechnungen wird zweckmaRig
an Stelle von (25) die Form (29) benutzt.

2 Lord RAYLEIGH: Theory of Sound, Kap. 4.

® RITZ, W.: J. reine angew. Math. Bd. 135 (1909) S 1



28 Allgemeine Methoden. [354

Benutzt man mit RITZ als Ausgangsfunktion eine lineare Kombination
von Funktionen "
p(s) = z ¢; Xi(s)
=1

dann erh@t man nach (34) n lineare homogene Gleichungen fur die c;

es ergeben sich also n Losungssysteme c¢; und entsprechend n relative
. Acd . . - . .

Minimavon 3%—;-&'5—&-;. Das kleinste dieser Minima ist eine obere Grenze

fur den kleinsten Eigenwert, die Ulbrigen sind mehr oder weniger gute

Naherungen fir die nachst héheren Eigenwerte. Im allgemeinen kon-
vergieren die mit den n Ldsungssystemen der c¢; gebildeten Funktionen
¥ (9 mit wachsendem n nach den Eigenfunktionen ¢, (s), wenn die
Ansatzfunktionen X, (s) die Randbedingungen des Problems erfillen
und ein ,vollstandiges" Funktionensystem bilden'. Die Beriick-
sichtigung samtlicher Randbedingungen ist fir die praktische Rech-
nung im dbrigen durchaus nicht erforderlich, und es ergeben sich auch
gute Naherungen, wenn nur ein Teil der Randbedingungen fir die X; (9
erfullt ist.

Eine fir die praktische Rechnung etwas bequemere Formulierung
des RITZschen Verfahrens wurde von GALERKIN? angegeben. Man
geht hiernach aus von der Form

A= fla(Er )= b
bildet die erste Variation

sa=[[a( )= Ly ovas
und fuhrt hierin den Ansatz

= Zn: ;X (s
=31

i )=,

' vgl. z. B. die Untersuchungen von M. N. KRILLOFF Uber die Konvergenz
und Fehlerabschétzung bei demRITZschenVerfahren[C. R. Acad. Sci., ParisBd. 180
(1925) S. 1316; Bd. 181 (1925) S. 86; Bd. 183 (1926) S. 676]. Wenn die Form unter
dem Integral nicht mehr positiv definit ist, versagen die Konvergenzbeweise,
man verwendet dann zweckmdfRlig ein en anderen Extremalausdruck, vgl. M. N.
KRILOFF: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 186 (1928) S. 298. — Vgl. ebenfalls die zu-
sammenfassende Arbeit von M. N. KRILOFF: Les méthodes de solution approchée
des problémes de la physique mathématique. Procédés del'algorithmevaritionnel
(méthode de W. RITZ), des differences finies, etc., justifiés par I'appréciation de
I'erreur commise a lam'®™® approximation (Problémes & une dimension). Mém.
Sci. math. Fasc. 49 (Paris 1931) und die Arbeit von M. KRAWTCHOUK: C. R.
Acad. Sci., Paris Bd. 187 (1928) S. 411; Bd. 188 (1929) S. 978.

2 vgl. das Referat iiber die GALERKINschein russischer Sprache erschienene
Arbeit bei H. HENCKY: Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S. 80.

ein. Der Ausdruck



355J Anwendung der Extremalprinzipien. 29

bedeutet die Variationsableitung des Integranden und ergibt gleich Null
gesetzt die EULERsche Gleichung zu dem Variationsproblem. Fir den
speziellen RITZschen Ansatz ist

dyp = Z“‘dc,»X 3
&

also 84 =/[As(%) iqp s)] (Z‘échi s))ds

und aus der Willkir der d¢; folgen die n Gleichungen

flA (f;:’ ) — i 1,02(3)}";_Xi(s)ds =0. £=1,2,...n

Man hat hierin lediglich .
y(s) = 2 eXils)
=

einzusetzen und erhélt sofort n lineare homogene Gleichungen fur die
Ci, ohne dal3 wie bei dem urspriinglichen RITZschen Verfahren die Diffe-
rentiationen 8A/de; ausgefiihrt werden missen. Es ist zu beachten,
daid der vollstandige Ausdruck fir die erste Variation zu nehmen ist, im
Fall von frelen Randern (naturliche Randbedingungen) enthalt 44
noch einen Randterm, welcher beriicksichtigt werden muf.

Die Brauchbarkeit des RITZschen Verfahrens héngt ganz wesentlich
von der geeigneten Wahl der Ansatzfunktionen ab, denn auch in den
Fallen, bei denen die Konvergenz mit wachsender Gliederzahl des An-
satzes feststeht, ist das Verfahren praktisch unbrauchbar, wenn nicht
schon ein Ansatz mit wenigen Gliedern, der zu einem System von wenigen
linearen Gleichungen fiihrt, geniigend gute Naherungen liefert' Als ge-
eignetes Funktionensystem fir einen Ansatz nach R1Tz wird man die Eigen-
funktionen eines moglichst benachbarten elastischen Systems wéhlen.

Eine Kombination des RITZschen Verfahrens mit der Iterations-
methode ist von A. TRAENKLE behandelt worden?. Urn z. B. die ersten
beiden Eigenwerte zu erhalten, geht man aus von zwei Ansatzfunktionen

! Bei der Verwendung des RITZschen Verfahrens kann es erwiinscht sein,
eine Ableitung bestimmter Ordnung der Né&herungsfunktion mit gréRerer Ge-
nauigkeit zu erhalten als andere Ableitungen oder als die Funktionswerte selbst.
Man kann dann nach dem Vorgang von R. COURANT (Nachr. Ges. Wiss. Gottingen
1922 S. 144) dem Extremalausdrtick Glieder hinzufligen, welche fir die Extremal-
l6ésung verschwinden, aber in den nach RITZ ZU bestimmenden benachbarten Funk-
tionen gerade die gewiinschten Ableitungen besonders fehlerfrei werden lassen.
Das Verfahren von RITZ ist nicht nur fur Schwingungen, sondern auch fur andere
Probleme der Elastizitatstheorie viel und mit Erfolg angewendet worden. Es
seien nur genannt die Arbeiten von B. BIEZENO: Verh. 1. intern. Kongrel3 techn.
Mech., S 3 Delft 1924, — KARMAN, TH.v.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 59 (1911)
S. 173. - LORENZ, H.: Ebenda Bd. 57 (1913) S. 543. — NADAI, A.: Ebenda Bd. 59
(1915) S. 173. — POSCHL, TH.: Armierter Beton. 1912. — TIMOSHENKO, S. Z.
Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 337.

2 TRAENKLE, A.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 499.
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$9(9) und ¥{¥(s), bestimmt nach RITZ die gunstigsten linearen Kom-

binationen 0

P = iyl + cidyy’,
pi = eyl + Ryl
und stellt sich damit vermittels
pP(s) = [ K (s yP () dt,
¥ (s) = [ K(st)p (t) dt
zwei weitere Ansatzfunktionen #{¥(s) und iV (s) her,dienachRITZR
wieder die gunstigste Kombination
vl = cil i’ + cliud

vl = iyl + ciyl
ergeben usw. Die Anwendung des RITZschen Verfahrens zwischen zwei
Iterationsschritten entspricht der Befreiung der Funktion %{®(s) von
Bestandteilen der ersten Eigenfunktion, welche nach jedem Schritt
vorgenommen werden muf}, wenn das Iterationsverfahren nach der
zweiten Eigenfunktion konvergieren soll, vgl. 8. Zugleich wird aber
damit auch die Naherung fir die erste Eigenfunktion verbessert und
die Konvergenz des Iterationsverfahrens fur die erste Eigenfunktion
beschleunigt. Die ersten beiden Eigenwerte erhdlt man am besten
durch Einsetzen von(™(s) und Y (9) in (28), fur den ersten Eigenwert
ergibt sich dann wieder eine obere Grenze, dagegen nicht mehr not-
wendig fur die hoheren Eigenwerte.

Es sei noch bemerkt, da dievon E.TREFFTZz®* und von K. FRIED-
RICHS? angegebene Methode, ein Minimumproblem der Variations-
rechnung in ein Maximumproblem zu transformieren, so da man durch
Einsetzen einer geschatzten LoOsung eine obere und eine untere Grenze
fur den Extremalwert erhdlt, fur die Variationsaufgaben, welche zu
Eigenwertproblemen gehéren, versagt®.

! TREFFTZ, E.: Verh. 2. intern. Kongref? techn. Mech., S. 131. Zurich 1926.

2 FRIEDRICHS, K.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1929 S. 13.

® Wahrend bei dem RITZschen Verfahren Approximationsfunktionen ver-
wendet werden, welche den Randbedingungcn geniigen, dagegen nicht die Diffe-
rentialgleichungen des Problems erfillen, geht man bei dem Verfahren von
TREFFTZ von einem System von Partikularlésungen der Differentialgleichung aus,
welche die Randbedingungen nicht erfullen. Nach K. FRIEDRICHS (siehe a a O.)
entspricht das der Verwendung eines dem urspringlichen Variationsprinzip durch
eine Legendretransformation zugeordneten Variationsprinzips. Die Tatsache, dafR
dadurch an Stelle eines Minimums ein Maximum tritt, ist an das Bestehen von
gewissen starken Definitheitsbedingungen gekniipft, welche flr Eigenwertprobleme
gerade nicht mehr zutreffen. Die Verwendung eines Systems von Partikular-
l6sungen der Differentialgleichung an Stelle des nach RITZ ZU bildenden Ansatzes
und die moglichst gute Anpassung der aus einer Summe von Partikularldsungen
gebildeten Né&herungsfunktion an die Randbedingungen ist auch von S. BERGMANN

inverschiedenen Arbeiten durchgefihrtworden; vgl. Math. Ann. Bd. 86 (1922) S. 237;
Bd. 98 (1927) S. 248 - Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S.402; Bd. 11 (1931) S. 323.
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11. Differentialgleichungsmethoden.

Es soll zunéchst ein zusammenfassender Uberblick tber die ver-
schiedenen Verfahren gegeben werden, welche eine angenaherte Inte-
gration von Differentialgleichungen schwingender Elastika zum Ziel
haben. Man betrachte, nur um die Vorstellungen zu fixieren, eine
Differentialgleichung vom STURM-LIOUVILLEschen Typus

(32) @YY + Agx)y = 0. Y = ;;;y

Die Randbedingungen an den Randern x = 0 und x = 1 seien homogen,
d. h. von der Form
v(0) + ay’(0} =0,

y(1) + by'(4) == 0,

so daB ein Eigenwertproblem vorliegt, p(x) und q(x) sind gegebene
positive Funktionen von x; eine von identisch Null verschiedene L&sung
existiert nur, wenn der Parameter 4 gleich einem der Eigenwerte
A <7 Ay <C -+« ist. Die Verfahren zur angenaherten Losung lassen sich
in drei Gruppen einteilen, die man etwa folgendermaen kennzeichnen
kann:

1. Lésung der Randwertaufgabe mit Hilfe von probeweise an-
genommenen Eigenwerten und Anfangswerten und Anwendung numeri-
scher oder graphischer Integrationsmethoden fur das Anfangswert-
problem.

2. Ersatz der Differentialgleichung durch ein System von Differenzen-
gleichungen und strenge oder angendherte Auflésung des linearen
Gleichungssystems (Methode der unendlich vielen Variablen).

3. Methode der sukzessiven Approximation, ausgehend von der
Losung der verkirzten Differentialgleichung.

Bei dem ersten Verfahren, das auf eindimensionale Probleme be-
schréankt ist, macht man sich die Tatsache zu Nutzen, daf} es bequeme
Methoden der numerischen oder graphischen Integration von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen gibt, wenn es sich um ein Anfangswert-
problem handelt. Im Fall der Differentialgleichung (32) ist die Ldsung
bei gegebenem Parameter 4 durch Vorgeben der Anfangswerte y (0) und
y'(0) festgelegt und 1aRt sich etwa mit Hilfe der CAUCHYschen Diffe-
renzenmethode numerisch gewinnen. Sind nun z. B. die Randbedingun-
gen y(o) =0, y(l) =0 vorgeschrieben, dann berechnet man flr einen
angenommenen A-Wert und fir ein angenommenes y'(0) die Ld&sung,
die im allgemeinen nicht die Bedingung y (1) = 0 erfullen wird. Indem
man die Berechnung fiir weitere angenommene Z-Werte wiederholt,
erhalt man Funktionswerte der Funktiony(l) = f{#), deren Nullstellen
die Eigenwerte der Differentialgleichung sind. Eine Verdnderung im
angenommenen y'(0) verandert in diesem Fall nicht den Charakter
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der Losung, die dadurch lediglich mit einem konstanten Faktor multi-
pliziert wird. Man bekommt auf diese Weise gleichzeitig Eigenwerte
und die dazugehdrigen Eigenfunktionen, allerdings auf’erdem noch eine
Reihe von Ldsungen, welche die rechte Randbedingung nicht erfillen,
und die sich als Schwingungsformen einer gewissen erzwungenen Schwin-
gung deuten lassen. Ist die Differentialgleichung hoheren Grades, dann
missen auRer 4 noch y(0), y'(0), )>"(0), ... bekannt sein, von denen ein
Teil durch die Randbedingungen gegeben ist, ein anderer Teil angenom-
men werden mul3. Man erhé@lt dannamRandex 1 diey(1), y'(1), y'(2)..
als Funktionen von 4 und von diesen angenommenen GroRen und sucht
sich diejenigen ~~Werte heraus, fur welche alle gegebenen Randbedingun-
gen erfullt sind. Die Methode ist praktisch durchgefihrt fir die Trans-
versal- und Drehschwingungen von Stében von L. cumBEL! und spéter
in fast der gleichen Weise von R. V. SOUTHWELL2.

Bei der zweiten. Methode wird das Intervall in n gleiche Teile geteilt,
die Funktionswerte im i ten Teilpunkt seien y; pi, g.. Die Differential-
quotienten werden ersetzt durch das Mittel aus dem vorderen und
hinteren Differenzenquotienten. An Stelle der Differentialgleichung (32)
steht dann das lineare homogene Gleichungssystem

Vigz Pits = YilPiv + Pic1) +¥i2bioi +4Aqy;=0. 1=0,1,2,...n

Hierbei ist die Intervallange gleich Eins gesetzt worden. Die Treppen-
funktion y; ist Uber die Rander hinaus so fortzusetzen, dal? die Rand-
bedingungen, welche in analoger Weise in Differenzengleichungen zu
verwandeln sind, nicht verletzt werden. Im Fall der Randbedingung
y(0) 0 ist die Funktion y einfach zu spiegeln, so dal y ; —y,
Yy » — Y, gilt, in gleicher Weise ist p; und g fortzusetzen®.
Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems liefert gleich Null
gesetzt n Wurzeln 1;, welche Naherungen fur die ersten n Eigenwerte
darstellen. Allerdings sind die Naherungen fur die Eigenwerte nur dann
brauchbar, wenn die dazugehorigen Eigenfunktionen mit einiger An-
naherung durch einen Polygonzug durch die n + 1 Punkte O bis n er-
setzt werden koénnen. Man kénnte daran denken, an Stelle des Mittels
aus dem vorderen und hinteren Differenzenquotienten andere Formeln
fur numerische Differentiation zu verwenden, welche einer Annéherung
der gesuchten Funktion durch Stiicke von ganzen rationalen Funktionen

! GUMBEL, L.: Jb. schiffbautechn. Ges. Bd. 2 (1901) S. 211 — Z. Ver.
Deutsch. Ing. Bd. 63 (1919) S. 771, 802.

2 SOUTHWELL, R. V.: Philos. Mag. (6) Bd. 41 (1921) S. 419.

3 An Lehrbiichern iiber Differenzenrechnung seien genannt: BLEICH, F., U.
E. MELAN: Die gewdhnlichen und partiellen Differenzengleichungen der Baustatik.
Berlin 1927. — FUNK, P.. Die linearen Differenzengleichungen. Berlin 1920. —
NORLUND, E.: Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Berlin 1924. — WALLEN-
BERG, G., u. A. GULDBERG: Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig
1911. — WALTHER, A.: Differenzenrechnung, in E. PASCAL, Repertorium der
hoheren Mathematik | 3, Leipzig 1929.
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héherer Ordnung entsprechen. Es gelten jedoch hier die gleichen Be-
merkungen wie in 5. Uber den Ersatz der Integralgleichung durch ein
lineares Gleichungssystem, der Grundton wird dadurch etwas ver-
bessert, dagegen die Obertone unter Umstéanden wesentlich verschlech-
tert. Wenn man fir eine Reihe von Schwingungszahlen und nicht nur
fur die erste moglichst gute N&herungen zu erhalten winscht, ist es
zweckmaRiger, die Eigenfunktionen durch Polygonziige zu ersetzen.
Das lineare Gleichungssystem, welches man an Stelle der Differential-
gleichung erhalt, eignet sich vorzuglich zur Aufldsung durch Iteration,
da die Diagonalglieder der Koeffizientenmatrix (iberwiegen'. Man
erhalt damit zunachst den kleinsten Eigenwert. Wenn auch die héheren
Eigenwerte interessieren, kénnen die erweiterten Iterationsverfahren
angewendet werden, doch ist dann wohl die Entwicklung der Koeffi-
zientendeterminante nach steigenden Potenzen von A und die Be-
stimmung der Wurzeln etwa mit Hilfe des GRAEFFEschen Verfahrens
vorzuziehen. Die Methode der unendlich vielen Variablen ist auch auf
mehrdimensionale Probleme, etwa Aufgaben (ber Plattenschwingungen,
anwendbar?.

Es sei noch bemerkt, dal} das System von Differenzengleichungen,
welches aus der Differentialgleichung

ByY+ f(x)=0
mit den entsprechenden Randbedingungen entsteht, wenn die Differen-
tialquotienten durch den Mittelwert aus vorderem und hinterem Dif-

ferenzenquotienten ersetzt werden, durch Auflésung nach den y; in
das lineare Gleichungssystem Ubergeht, welches aus der Gleichung

y(x) = [K(x&) f(&) d&

folgt, wenn das Integral mit der Trapezregel ausgewertet wird. Die
beiden Gleichungssysteme sind véllig gleichwertig, und die entsprechen-
den homogenen Gleichungssysteme haben dieselben Eigenwerte 4;. Das
System der Differenzengleichungen hat den Vorteil, dal3 in der Koeffi-
zientenmatrix eine Anzahl Nullen stehen, wodurch die Aufldsung
wesentlich erleichtert wird®.

Die dritte Methode, die der sukzessiven Approximation, ist in einigen
Varianten benitzt worden, und sie hat sich as recht geeignet fir die
angendherte Bestimmung wenigstens des ersten Eigenwertes und der

' vgl. tber die Auflésung von Systemen linearer Gleichungen durch Iteration
z.B. R.v.MISES u. H. POLLACZEK-GEIRINGER: Z.angew. Math. Mech. Bd. 9
(1929) S. 58.

2 Auf die praktische Verwendbarkeit von partiellen Differenzengleichungen
in der Technik wies hin H.HENCKY: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922)
S. 58.

3 Fehlerabschatzungen fur die Methode der Differenzengleichungen gibt
N. KRILOFF: Acta math. Bd. 52 (1928) S. 134.

Ergebnise der Mathematik. 1. Hohenemss. 3
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ersten Eigenfunktion erwiesen'. In der urspriinglichen Form bildet
man eine Folge von Funktionen yo, Vi Va, ..., welche den Differential-

leichungen ,
JEENHNS BV + Ag(x) ynos =0
genligen. Die Funktion y ; sa identisch Null. Man erhdlt dann

fp(x

Die Integrationskonstanten ergeben sich zu
4 =020, B = y,(0),
4,: y; (O) ’ 'B.'z yl.{o) 4

Die Funktionen ygq, y; ... sind also festgelegt durch Annahme der An-
fangswerte y (0) und y' (0). Die Funktion y; wird erhalten in der Form

(33) yilx) = y(0) i (x, &) + ¥'(0) £ (=, 2} .

Die f"(x,4) und f®(x,4) sind irianze rationale Funktionenvom iten
Grade, die Koeffizienten der Potenzen von A sind Funktionen von X,
welche durch einfache Quadraturen gefunden werden, die fur beliebige
p(x) und q(x) immer durchgefihrt werden kénnen, meist durch numeri-
sche oder graphische Methoden. Bricht man mit y(x) ab und setzt
diese Funktion in die homogenen Randbedingungen ein, dann erhalt
man fur y(0) und y'(0) zwei lineare homogene Gleichungen, deren
Koeffizientendeterminante gleich Null gesetzt eine Anzahl von Wurzeln
A, Ay, ... liefert, welche Naherungen fur die ersten Eigenwerte dar-
stellen. Fihrt man die 4;, 43, ... 1in yi(x) ein, dann ergeben sich Nahe-
rungen fir die entsprechenden Eigenfunktionen.

In einer far die Rechnung Ubersichtlicheren Form ist die gleiche
Methode — allerdings ohne einen Hinweis auf die klassische Methode
der sukzessiven Approximation — von W. L .cowLey undH.LEvVY?
gegeben worden. Man geht danach aus von einem Ansatz

y(x) = yo (%) + Ay, (x) + Pyyx) + -
und fahrt y in die Differentialgleichung ein. Durch Vergleich der
Koeffizienten der Potenzen von 4 erhalt man die Differentialgleichungen
PRy =0, PV +gE) Ya-1=0.

1 vgl. auRer den in 6 zitierten Arbeiten auch E.COTTON: Approximations
successives et équations differentielles. Mem. Sci. math. Fasc. 28 (Paris 1928).
2 COWLEY, W.L., u H.LEVY: Philos. Mag. (6) Bd. 41 (1921) S. 584.
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Die Ldsung der ersten Gleichung heif3t

x

Yo =0 y0) [ 5o +300).
1]

In den Ldsungen fir die weiteren Gleichungen wird y; (0) =y(0) =0
gesetzt, da bereits das erste Glied in der angesetzten Reihe fir y die
zwei willkurlichen Konstanten y(0) und y' (0) enthdlt und somit die
Losung beliebigen Randbedingungen angepaft werden kann. Die
weiteren Funktionen yi, y,, . . . ergeben sich daher zu

£ d x
Y1=— {H'f;)fyn g(x}dx,
0 ]
ﬂ’d x
Yz = —"[},—;—)fyl g{x)dx,
0 0

Bricht man mit y;(x) ab und setzt die Funktionen in die Reihe fir
y(X) ein, dann ergibt sich fir y(x) der Ausdruck (33). Die Methode ist
ganz analog auch fir Differentialgleichungen héherer Ordnung durch-
zufuhren. Die Naherung fur den ersten Eigenwert ist bereits mit zwei
bis drei Gliedern auferordentlich gut, dagegen eignet sich die Methode
nicht fir die Berechnung der hdheren Eigenwerte, da die Reihe fir
y(x) fur groRere A-Werte nur sehr langsam konvergiert, so daB eine
grofRe Zahl von Gliedern erforderlich wird.

Eine Modifikation der klassischen Methode der sukzessiven Approxi-
mation entspricht dem in 6. fir die Schwingungsintegralgleichung be-
handelten Iterationsverfahren und ist fir technische Probleme vielfach
angewendet worden. Man geht dabei aus von der geschétzten Funktion
Yo(X) und berechnet aus

(PO ) +a¥na =0

die Folge y',y, +++ Die Ausgangsfunktion y, wird zweckméaRig so
gewahlt, dal die Randbedingungen erfillt sind (doch ist dies nicht
unbedingt notwendig), ebenso werden die y; V,, . . . den Randbedingun-
gen angepallt. Die y; konvergieren dann sehr rasch nach der ersten
Eigenfunktion, und der erste Eigenwert ergibt sich, wie in 6. gezeigt
war, zu

¥i-1 (%)

A, e Vo)

wobei fir x meist die Stelle gréBten Ausschlagsgenommenwird. Eine obere

h Vi lx) s ¥i_1 (%)

C Y@ e A gl
3*

und untere Schranke erhalt man durc

min
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J. morrow?! rechnet zahlreiche Beispiele hierzu, die alle die sehr
rasche Konvergenz der Methode beweisen. Fur die Berechnung der
héheren Eigenwerte lassen sich alle in 8. angegebenen Formeln verwenden.
I n neuerer Zeit ist dievon Lord RAYLEIGH? angegebene ,,Stérungs-
rechnung" verschiedentlich angewendet und in einer Weise ausgebaut
worden®, die den oben besprochenen Verfahren ahnlich ist. Es handelt
sich dabei urn eine Entwicklung der Eigenlésungen und der Eigenwerte
nach einem ,,Stérungsparameter”, wobei die Entwicklungsfunktionen
und Koeffizienten sich durch Rekursion aus den Lésungen des Grund-
problems berechnen lassen. Die Methode soll wieder fir die sTuRM-
LIOUVILLEsche Differentialgleichung, die jetzt in der Form

(3 2 b0 y) + 1y +a)y =0

gegeben sei, im AnschluR an die Arbeit von W. MEYER ZUR CAPELLEN*
kurz dargestellt werden, p(x) und g(X) seien wieder positive gegebene
Funktionen, die Randbedingungen seien wieder homogen, so daf3 ein
Eigenwertproblem vorliegt. Die p(x) und q(x) sollen dargestellt werden
in der Form

;')zf‘)o-l—ocf)l—{—----}-a"pk,
g=gqy+oaq +---+oFgq,

wobei die pg und g9 so gewahlt werden, dafd die Ldsung des Grund-
problems

;‘; o) ¥} + Ay + qolx) y = 0

mit den gleichen Randbedingungen bekannt ist, also etwa py = konst.,
Jo = konst. Fir die nte Eigenfunktion von (34) wird angesetzt

Uy == Upo + KUy + &FUps + 4+,
fur den nten Eigenwert von (34) wird entsprechend angesetzt
in: 1“0 + X En +(x."‘£n2 —i— e,

Die Funktionen v, und die Koeffizienten e, lassen sich durch Ein-
setzen der Reihen in (34) ermitteln. Man lost die Aufgabe zuné&chst
fur ein beliebiges a, dann missen die Koeffizienten der O ten, 1 ten,. . .
Potenzenvon a einzeln verschwinden, und man erhalt unter Weglassen
des Index n:

! MORROW, J.: Philos. Mag. () Bd. 10 (1905) S. 113; Bd. 11 (1906) S. 354;
Bd. 12 (1906) S. 233.

2 Lord RAYLEIGH: Theory of Sound, Kap. 4.

3 COURANT, R., u. D. HILBERT: Mathematische Methoden der Physik Bd. 1
S. 296. — FUNK, P.: Mitt. Hauptver. deutsch. Ing. Tschechoslowak. Rep. 1931
H.21 u. 22. — MEYER ZURCAPELLEN, W.: Ann. Physik (5) Bd. 8 (1931) S. 297.
- SCHRODINGER, E.: Ebenda (4 Bd. 80 (1926) S 440. — SCHUNCK, T.E.: Ing.-
Arch. Bd. 2 (1931) S. 591.

* Siehe a a O.
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d ;
a7 {(Pove) + AoV + vy = 0,

d a ’
v (Bovd) + Aoty + qovy = _W(Plvu) Uy — & Ty,

a ’
v (Povd) + Aoty + govi = —"Z L{‘ (Bevies) + @uvioe + e vin

Aus der ersten Gleichung ergeben sich die bekannten Eigenwerte 4,
und Eigenfunktionen v,. Die zweite Gleichung hat, da i, ein Eigenwert
der homogenen Gleichung ist, nur dann eine Ldsung, wenn die rechte
Seite orthogonal ist zu der Ldsung der homogenen Gleichung, also
mull sein

4 / 3
[ Gz + [q,08dx + o, [gax =0,

woraus sich & berechnen |aRt, da sonst auf der rechten Seite nur be-
kannte GréRen vorkommen. Es laft sich jetzt v, berechnen. Die all-
gemeine Rekursionsformel fir die ite Eigenwertanderung heif3t

w=f o (Z’p,{ A)vodx—[(ZQ,,v, ;)vadx

k=1

Die rechte Seite der Differentialgleichung fiur v; ist damit bekannt, und
v; kann berechnet werden, etwa mit der Methode der Variation der
Konstanten. Bei der obigen Formel war vorausgesetzt worden, dall man
die Gleichungen

fvﬁdxxh fviwodxzo 140
erfullt hat. Die Methode ist auch fir Differentialgleichungen hoéherer
Ordnung verwendbar. Fur die praktische Anwendung kommt es darauf
an, dal die Grundldésung mit p, und go sich auf ein dem wirklichen
System geniligend benachbartes System bezieht. Als besonderer Vorzug
der Methode ware vielleicht anzusehen, dal} jede Eigenschwingung ge-
sondert und unabhangig von denen niedrigerer Ordnung gefunden
werden kann.

12. Ersatz eines elastischen Systems durch angenahert
aquivalente Systeme.

Anstatt die genaue Differential- oder Integralgleichung fir die
Schwingungen eines elastischen Systems angendhert zu lésen, ist es
oft angebracht, das vorliegende System so zu verdndern, dal zwar
dadurch die gewunschten Schwingungszahlen nicht wesentlich anders
werden, aber das veranderte System einer bequemeren Berechnung
zuganglich ist. In welcher Weise eine solche Verdnderung zweckmaRig
vorgenommen wird, ist naturlich nur fir den Einzelfall zu entscheiden,
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es sollen jedoch zunachst allgemein die verschiedenen Mdglichkeiten
zusammengestellt werden, die sich folgendermaflen kennzeichnen lassen:

1. Ersatz eines Systems durch ein benachbartes mit endlich vielen
Freiheitsgraden.

2. Ersatz eines Systems durch ein benachbartes mit gleichfalls un-
endlich vielen Freiheitsgraden, das jedoch einer analytischen Behand-
lung zuganglich ist.

3. Ersatz eines Systems durch ein anderes, dessen Grundton an-
genahert mit einem gewiinschten Oberton des urspriinglichen Systems
zusammenfallt.

Das erste Verfahren besteht in einer Konzentration der verteilten
Massen zu einer Anzahl von Einzelmassen. Das System ist dann auf-
geteilt in masselose Elastizitdten und unelastische Massen. Inhaltlich
ist diese Methode vollkommen identisch mit dem Ersatz der Integral-
gleichung durch ein lineares Gleichungssystem oder der Differential-
gleichung durch ein System von Differenzengleichungen. Bei verhalt-
nismaRig einfachen Systemen, bei denen man die Schwingungsformen
einigermalRen (bersehen kann, ist die Methode der Systemveranderung
wohl dem schematischen Ersetzen der Differential- oder Integral-
gleichung durch ein lineares Gleichungssystem vorzuziehen, da durch
eine geschickte Massenkonzentration sich die N&aherung bei gleicher
Zahl der Einzelmassen erheblich verbessern kann®.

Die Anwendung der zweiten Methode hangt da von ab, ob sich ein
genigend benachbartes, der analytischen Behandlung zugangliches
System angeben |aRt. Da die Lésungen der Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten leicht zu finden sind, ersetzt man das gegebene
System mit veranderlicher Steifigkeit und veranderlicher Massen-
belegung durch ein anderes von stiickweise konstanter Steifigkeit und
Massenverteilung. Es sind dann die Ldsungen der Differentialgleichun-
gen, die abschnittweise konstante Koeffizienten haben, unter Ein-
haltung gewisser Ubergangsbedingungen aneinanderzuflicken. Man ver-
bessert die gewonnenen Naherungen noch ganz wesentlich, wenn man
die Formeln fiur die Eigenwerte benachbarter Systeme benutzt, z. B.
die Eigenfunktionen des Systems mit stiickweise konstanter Elastizitat
und Masse in (28) oder (29) einsetzt. Sehr wertvoll fir die geeignete
Auswahl eines benachbarten Systems sind die Formeln fir die asympto-
tischen Grofen der Eigenwerte, die spater fir die einzelnen Elastika
angegeben werden. Die asymptotischen Grofen der Eigenwerte lassen

YIn den meisten Fallen, in denen eine Trennung in reine Elastizitaten und
in reine Massen vorgenommen worden ist, entsprach es allerdings mehr dem Be-
dirfnis des Ingenieurs nach Anschaulichkeit der Berechnungsmethode; vgl. z. B.
H. HENCKY: Der Eisenbau Bd. 11 (1920) S. 437, wo Stabilitatsprobleme von Stab-
werken unter Zugrundelegung einer ,,elastischen Gelenkkette" behandelt werden,

oder J. J. KOCH: Eenige Toepassingen von de Leer der Eigenfuncties op vrag-
stukken uit de toegepasste Mechanica. Proefschrift. Delft 1929.
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sich fir jedes System mihelos berechnen, da die entsprechenden Formeln
nur Integrate Gber die Massen und Steifigkeiten enthalten, und in den
meisten Fallen konvergieren die Eigenwerte rasch nach ihren asymptoti-
schen Betrdgen. Wahlt man nun das benachbarte System so, daR die
asymptotische Eigenwertverteilung mit derjenigen des wirklichen
Systems zusammenfallt, dann weichen praktisch nur wenige der unter-
sten Eigenwerte der beiden Systeme voneinander ab, und nur fir diese
Eigenwerte sind Verbesserungen mit Hilfe der Formeln (28) oder (29)
notwendig.

Die dritte Methode bezieht sich auf die Berechnung von Oberténen.
Samtliche bisher besprochenen N&herungsverfahren gestalten sich sehr
einfach, wenn nur der Grundton gesucht wird. Das in (6) behandelte
Iterationsverfahren liefert ihn unmittelbar, die Ubrigen Verfahren,
welche auf ein lineares Gleichungssystem fihren, erfordern eine geringe
Zahl von Gleichungen, wenn es nur auf den Grundton ankommt. Da-
gegen werden die Iterationsverfahren schon fir den ersten Oberton
wesentlich unbequemer, und die Ubrigen Methoden erfordern die Auf-
I6sung einer sehr viel groReren Zahl von Gleichungen, wenn auch die
Obertdone einigermallen genau berechnet werden sollen. Dieser Nachteil
ist zu einem Teil behoben, wenn es gelingt, das System so zu verandern,
dal sein Grundton mit dem gewinschten Oberton des urspringlichen
Systems zusammenfallt'. Es moge sich um ein eindimensionales
Problem handeln. Die Veranderung mdge so vorgenommen werden,
dal an n-1 Punkten s der Schwingungsform Nullstellen vorgeschrie-
ben werden. Man kann nun aus den Differentialgleichungen der ein-
dimensionalen Elastika zeigen, dald die nte Eigenschwingungsform
gerade n — 1 Nullstellen besitzt. Fallen die n — 1 Punkte s an denen
das System festgehalten wird, fir die aso gilt

(35) pis) =0, i=1.2, ...n—1

mit den Knotenpunkten der nten Schwingungsform zusammen, dann
ist der nte Eigenton gekennzeichnet durch das Minimum von (25) oder
(26) unter den Nebenbedingungen (35), denn dieses Minimum liefert
den Grundton des in den Punkten s; gebundenen Systems, und der
Grundton des in den Knotenpunkten einer Oberschwingung gehaltenen
Systems ist, wie die Betrachtung der Differentialgleichungen fir die
Schwingungen eindimensionaler Elastika lehrt, identisch mit der be-
treffenden Oberschwingung. Werden andere als die richtigen Null-
stellen vorgeschrieben, dann erniedrigt sich das Minimum von (25)

! Die Methode wurde fiir Saitenschwingungen vorgeschlagen von O. FOPPL:
Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S. 437. die Verallgemeinerung auf Trans-
versalschwingungen von Stdben und den Zusammenhang mit der Maximum-
Minimum-Eigenschaft der Oberténe gab K. HOHENEM SER: Ing.-Arch. Bd. | (1930)
S.271.
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oder (26). Das sei kurz angedeutet: Man wahlt fur ¢ (s) eine lineare
Kombination aus den ersten n Eigenfunktionen

p(s) = g & pils)

und ermittelt n — 1 Konstanten aus den n — 1 Gleichungen (35).
Unter Berilicksichtigung von
() oe (5) 1 fir ¢t==%
PP 0 fir ik
und . (5)
JEGH gy ar = T

erhalt man fir (25) den Wert

der wegen

kleiner oder gleich 4, sein muf. Das Minimum von (25) unter denselben
Nebenbedingungen ist also erst recht kleiner oder gleich 4,. Das be-
deutet folgendes: Die Ldsung der Aufgabe, unter alien Systemen, welche
aus dem urspringlichen durch Auferlegung von n Bindungen

wis) =0, i=1,2 ...n

hervorgehen, dasjenige zu suchen, welches den hdchsten Grundton hat,
liefert zugleich den nten Oberton. Man mul3 bei dieser Methode die
Knot en ' der gewiinschten Schwingung schétzen, das System in den
geschéatzten Knoten festhalten und die Grundschwingung dieses ge-
bundenen Systems berechnen. Die so gewonnene Eigenfrequenz ist
eine untere Grenze fir den betreffenden Oberton. Das Verfahren hat
mit den Methoden zur Berechnung benachbarter Systeme den Vorteil
gemein, dal jeder Oberton fir sich und unabhéngig von den anderen
Frequenzen bestimmt werden kann.

13. Angendherte Berechnung der Schwingungszahlen
zusammengesetzter Systeme.

Vielfach kann es von Nutzen sein, ein System als Ubereinander-
lagerung von verschiedenen Einzelsystemen aufzufassen, deren Schwin-
gungszahlen der Berechnung leichter zuganglich sind. Die Art der
Ubereinanderlagerung erfolgt entweder so, daR die elastischen Eigen-
schaften, also die EinfluRBfunktion der Teilsysteme, die gleichen sind
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wie bei dem zusammengesetzten System, und dal nur die Massen-
belegung aufgefalt wird als Summe von Teilbelegungen®. Oder aber
die Massenbelegungen der Teilsysteme sind die gleichen wie digjenigen
des urspringlichen Systems, und die elastischen Rickstellkréfte werden
aufgefallt als Summe von Teilkraften®. Zunéchst folgen aus den Ex-
tremaleigenschaften der Eigenwerte folgende Sétze:

1. Wird die Massenbelegung des Systems an manchen Stellen er-
hoht und nirgends erniedrigt, dann fallen alle Eigentbne des Systems
oder nehmen wenigstens nicht zu, entsprechend steigen alle Eigentdne
des Systems bei Verminderung der Massenbelegung.

2. Werden die elastischen Riickstellkrafte des Systems an manchen
Stellen erhéht und nirgends erniedrigt, dann steigen alle Eigenténe oder
nehmen wenigstens nicht ab, entsprechend fallen alle Eigentdne bei
Verminderung der elastischen Rlckstellkrafte.

Zum Beweis® beachte man nur, daR die Form (28) fiir alle be-
liebigen Funktionen (s}, die beliebigen Randbedingungen

fz'l-(s)w(s) ds=0 i=1, 2, .. n—1

genugen, kleiner wird, wenn man die Massenbelegung erhoht, da dann
der Nenner wéachst und der Z&hler konstant bleibt, ebenso wird (28)
far alle beliebigen Funktionen 4 (s), die n — 1 beliebigen Bedingungen
genugen, gréRer, wenn man die Steifigkeit des Systems erhoht, da dann
der Z&hler wéachst und der Nenner konstant bleibt. Da das fur alle in
Frage kommenden Funktionen gilt, kann das gréf3te Minimum im erst en
Fall nicht groRer, im zweiten Fall nicht kleiner werden.
Die Massenbelegung dt modge sich jetzt aus n Teilbelegungen

up (t) dt, ... un(t) dt
zusammensetzen, wobei die uy nur positive Werte kleiner as Eins an-
nehmen koénnen und wobei die Gleichung
1

(36) o (#) =1

1l

! Zusammensetzungen dieser Art wurden betrachtet von G. TEMPLE: Proc.
London Math. Soc. Bd. 29 (1929) S. 257. Die analoge Methode bei Stabilitas-
problemen besteht in der Zusammensetzung der kritischen Lasten von ver-
schiedenen Lastgruppen, wie sie etwa bei der Berechnung der Knicksicherheit
eines Stabes zweckmaBig sein kann, der durch axiale Endkréfte und durch eine
gleichmaRig tUber die Lange verteilte axiale Last beansprucht wird. Die Zusammen-
setzung von schwingenden Systemen mit gleicher Steifigkeit und verschiedener
Massenbelegung wurde weiter untersucht von K. KLOTTER: Ing.-Arch. Bd. 1
(1930) S. 132,491 — Verh. 3. intern. Kongre techn. Mech. Bd. 3 (Stockholm 1931)
S. 154. - HOHENEMSER, K.: Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 89.

2 Zusammensetzungen dieser Art betrachtet H. LAMB U. R. V. SOUTHWELL;
Proc. Roy. Soc. London A Bd. 99 (1921) S. 272.

3 COURANT, R.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 281.
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gilt. Die elastischen Eigenschaften der Teilsysteme sollen die gleichen
sein wie die des zusammengesetzten Systems, Die Eigenwerte der Teil-
systeme folgen dann aus den Gleichungen

k 1% (s). o= A® [ K (s8) o (t) 1, (£) dt
oder symmetrisiert
V() @® (s) = A K (s8) Yt (S 0 ) @@ () YO d2. k1,2, ...
Man vergleicht die Eigenwerte l‘f’ der positiv definiten Kerne
K (st) Yz (5) 4 (0) , k=1,2, ...n

mit den Eigenwerten 4; des Kernes K{st). Nach (9) erhat man durch

Integration .
[K(ss) up(s) ds = Z’ 0

w

?

und .

[K(ss)ds = > L,
. — A
%

woraus unter Bertcksichtigung von (36) folgt

n
@) 2= 2

Haben die Teilsysteme nur einen einzigen Freiheitsgrad, d. h. bestehen
die Teilbelegungen aus je einer Einzelmasse, dann reduziert sich die
Doppelsumme auf eine einzige Summe, und die Zahl der Eigenwerte
des zusammengesetzten Systems wird gerade gleich n. Es gilt dann

1 S
_ =1 = k=1
und hieraus folgt
1 . 1
‘Il“ == T
k=1

dies wird eine um so bessere Naherung fur 4, sein, je gr 6 Rer Abstand
der hoheren Eigenwerte von dem kleinsten ist. Denkt man sich die
Massenbelegung zusammengesetzt aus sehr vielen kleinen Einzelmassen,
dann geht im Grenzfall diese Ungleichung uber in die erste der Un-
gleichungen (12). Im allgemeinen Fall, wenn die Teilsysteme nicht nur
einen einzigen Freiheitsgrad haben, folgt aus (37) die N&herung

L3
1 1
(@) T~ 2
E=1

Die Gute dieser Naherung wird um so besser, je mehr sich die Zusammen-

setzung dem Fall
u(t) = konst. k 1,2 ..n
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néhert. Die Eigenwerte der Teilsysteme ergeben sich namlich in diesem

Fall aus
g® (s) = A® u, [ K (st) g™ (8) dt.

Die Eigenfunktionen der Teilsysteme sind identisch mit denen des
zusammengesetzten Systems, wahrend fiur die Eigenwerte gilt

b= AP u,. ;f:,g,...n
(36) liefert ﬂ e
1 i :
(40) ‘li‘= 'iE,—,, t1=1,2,...
k=1

so'dal in diesem Fall die N@herung (39) exakt gilt. Weichen die u(s)
nur wenig von Uy konst. ab, dann wird man diese Gleichung fur
alle 4; als gute N&herung benutzen durfen. Man hat also wieder eine
Methode fir die Behandlung benachbarter Systeme, soweit sie wenig-
stens die gleichen elastischen Eigenschaften und nur verschiedene
Massenbelegungen haben. Man kann leicht zeigen, dal die Naherung
(39) eine untere Grenze fir A, liefert. Bezeichnen 7T die kinetischen
Energien der Teilsysteme, dannist nach (28), wenn man fiir die potentielle
Energie U setzt,

1 T T

‘11 - | k=1 v i'mu.x
1 T I

1® T U lmax

. o7 TW . ) .
Nun kann das Maximum der Form E ia unmoglich grofler sein
eml
als die Summe der Maxima der Formen T® /U, aso gilt

Die entsprechende Ungleichung fir die andere Art der Zusammen-
setzung von elastischen Systemen, bei welcher die Teilsysteme die
gleiche Massenbelegung wie das zusammengesetzte System, aber ver-
schiedene Steifigkeiten haben, erhdlt man auf die gleiche Weise. Es
ist jetzt die kinetische Energie AT fir alle Teilsysteme die gleiche,
wahrend sich die potentielle Energie U aus den Teilbetragen U™® fiir
die einzelnen Systeme zusammensetzt. Es gilt dann

.0
h=| > T
k=1 min
und e
AW o |
1 T lmin
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- O Us . .
Da das Minimum der Form Z? dglich kleiner sein kann als

k=1
die Summe der Minima der Formen U¥/T, gilt
"
(41) boe= 2000

k=]

Man erhadlt audi hier eine untere Grenze fir den kleinsten Eigenwert
des zusammengesetzten Systems. Zu einem Urteil Uber die Glte der
Naherung kommt man wie oben. Es seien

U(st) K(st) k 1,2 ...n

die EinfluRBfunktionen der Teilsysteme, wobei die ug(st) nur positive
Werte groller als 1 annehmen konnen. Es gilt dann die Gleichung

i)

1 ———
g“k(“} =1

Fur den Sonderfall u, = konst., k=1, 2, . . . n, folgt daraus wegen
Ay == APy
die Gleichung
n
(42) by =240, i= 1,2,
k=T

so dal} in diesem Fall (41) exakt gilt. Weichen die ux nur wenig von
der Bedingung ux = konst. ab, dann wird (42) gute N&herungen liefern,
und diese Beziehung kann zur Behandlung benachbarter Systeme ver-
wendet werden, soweit die Systeme die gleichen Massenbelegungen,
aber verschiedene Steifigkeiten besitzen.

14. Die Auflésung von Frequenzdeter minanten.

Einige der besprochenen Methoden fihren auf ein lineares homogenes
Gleichungssystem. Da die Aufldsung einer vielreihigen Frequenzdeter-
minante nur dann mit ertréaglichem Rechenaufwand geleistet werden
kann, wenn man die entsprechenden Hilfsmittel verwendet, sollen einige
Bemerkungen hiertiber den SchluR des Abschnittes Uber allgemeine
Methoden bilden. Es wird manchmal empfohlen, die Frequenzdeter-
minante mit Hilfe der Rekursionsformeln fir die Koeffizienten A; in
(5) aufzuldsen', die ganz analog auch firr lineare Gleichungssysteme
gelten. Wenn das Gleichungssystem in der Form

3 .
‘Pi:;*k;io‘ik?k i=1,2, ...n

1'Z.B.: F.H.VANDENDUNGEN: Cours de Technique des Vibrations Bd. 2
S. 55.
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gegeben ist, &kt sich der Koeffizient A; in der Frequenzgleichung

1 — AL+ A2~ ... =0
leicht berechnen zu “
Al = Z *ig
=1

Ebenso &Rt sich auch A, verhaltnismaRlig leicht bestimmen zu

n i)
Ay = %(A% —“é V;O‘w am‘) '
Die Berechnung der hoéheren A; ist sehr mihsam, da flr jeden néchst
héheren Koeffizienten eineMatrizenmultiplikationmitihren n® Produkt-
bildungen auszufiihren ist. Es ist deshalb nicht vorteilhaft, weitere
Koeffizienten der Frequenzgleichung auf diesem Wege auszurechnen.
Fiur die ersten beiden Wurzeln hat man so die (meist sehr groben)

Abschéatzungen
1

1 1
1 === Al »

1 A

iy =
Winscht man bessere Werte fir die Wurzeln und sollen auch die héheren
Eigenwerte bestimmt werden, dann nimmt man zweckmaRig eine Um-
formung der Frequenzdeterminante nach Art des GAUSSschen Algorith-
mus vor. Die allgemeinste Form der Frequenzdeterminante ist

i; all _bllz alz—blgl PR a,|““'_ b|“i {

] azl —_ bgl }. asz _' bﬂﬂl PR agﬂ _"_ bgnl — 0.
.f : ; :

| @Bpy — bnll s — b,!g;. v Bpgg bn“l ‘

In dieser Form wird sie bei der Anwendung des RITZschen Verfahrens
erhalten. Durch Multiplikation der zweiten Reihe mit bp/by, und
Subtraktion von der ersten Reihe verschwindet das Glied b;,A. Durch
weitere entsprechende Operationen wird die Form

|
a4y — 4 ay N |

|
a21 “22 - A an“ ! — O
@y Az v s lgm A |

hergestellt, die bei den Ubrigen Methoden bereits urspriinglich vorliegt.
Die zweite Reihewird jetzt mit a;,/az, multipliziert und von der ersten
subtrahiert, dadurch entsteht an Stelle von a,, eine Null, ebenso werden
in der letzten Spalte weitere Nullen hergestellt bis auf a—;, Dann
stehen jedoch an den Stellen rechts neben den Diagonalgliedern wieder
Glieder mit 4, die durch entsprechende Multiplikation und Subtraktion
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von Spalten, von links anfangend, eliminiert werden. Schliefdlich be-
kommt die Frequenzdeterminante die Form

all - A als O 0 PRI 0 . 0
631 ass - 1 023 0 L) 0 0
0 Bgg fAg3— A gy ... 0 o |=0.
0 0 o 0 Gan-t Gpn— 1|
Se wird leicht aufgelést durch die Rekursionsformeln
D= (a,—4,

Dy = (8 ~ ) Dy — a5, 85,
Dy = (ags — ) Dy — agga5, D, ,

Dn = (ama - i) Dn—l — fp_1in ama-IDn—2 =0.

Die Auflésung einer sechsreihigen Determinante erfordert bei Entwick-
lung nach Unterdeterminanten 1236 Produktbildungen, bei Anwendung
des GAUSSschen Algorithmic* 89. In derselben GréRenordnung ist der
Zeitgewinn bel Anwendung des obigen Verfahrens zur Aufldsung von
Frequenzdeterminanten gegenuber der Behandlung der nicht umgeform-
ten Determinante. Die Auffindung der Wurzeln geschieht entweder
mit Hilfe des GRAEFFESchen Verfahrens® oder, wenn die ungefahre
Lage der gesuchten Wurzeln geschétzt werden kann, mit Hilfe des
bekannten Horner-Schemas”.

|I'l.  Einzelprobleme.

15. Uberblick.

Von den zahlreichen Eihzelproblemen Uber Schwingungen elastischer
Korper, welche mit Naherungsmethoden behandelt worden sind, kann
nur eine beschrankte Auswahl getroffen werden. Es s& zunéchst eine
kurze Zusammenstellung derjenigen Falle gegeben, bei denen die Be-
handlung von Schwingungen elastischer Systeme in der Technik be-
sonders interessiert und durchgefiihrt worden ist.

a) Torsionsschwingungen in Wellenleitungen. Sie missen ins-
besondere im Schiffbau beriicksichtigt werden, da dort lange Wellen-

' vgl. z. B. E. NETTO: Die Determinanten. Leipzig 1925.

2 Siehe z. B. C. RUNGE: Praxis der Gleichungen, § 21. Berlin 1921.

% Uber eine andere Methode der Auflésung der Sakulargleichung siehe das
Referat Gber eine russische Arbeit von A. KRYLOFF: Zbl. Math. Bd. 2 (1932) S. 291,
graphische Methoden geben H. H. JEFFCOTT: Philos. Mag. (7) Bd. 3 (1927) S. 689
und R. SODERBERG: Ebenda (7) Bd. 5 (1928) S. 47.
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leitungen auftreten. Die Welle tragt an einem Ende die Schiffsschraube,
am anderen Ende eine starre oder elastische Kupplung, welche die Ver-
bindting mit der Antriebsmaschine herstellt. Oft besteht die Wellen-
leitung aus verschiedenen Wellen, die aneinandergekuppelt sind. In
der Rechnungwird jede Kupplung durch ein Einzeltragheitsmoment und
durch eine starre oder elastische Verbindung der Wellenabschnitte ersetzt.
In die Welle werden periodisch veranderliche Antriebsdrehmomente ein-
geleitet, welche das System zu Drehschwingungen erregen kénnen.

b) Schwingungserscheinungen in Kolbenmaschinen. Im Kolben-
maschinenbau wird auf die Vermeidung von Torsionsschwingungen der
Kurbelwellen groRRe Sorgfalt verwendet. Die exakte Berechnung der
Schwingungen von Kurbelwellen unter Berilcksichtigung der hin und
her gehenden Massen ist schwierig', man beschrankt sich meist darauf,
ein nach gewissen Vorschriften zu bildendes Ersatzsystem zu berechnen,
namlich die glatte Welle, welche an Stelle der Kurbeln Einzeltragheits-
momente besitzt. st eine Wellenleitung an die Kurbelwelle angeschlos-
sen, dann muissen die Schwingungen des gesamten Systems untersucht
werden. Die Erregung erfolgt wieder durch die periodisch veranderlichen
Antriebsmomente?.

c) Schwingungserscheinungen bei Kreiselmaschinen. Im Laufe
der Entwicklung der modernen schnellaufenden Kreiselmaschinen, ins-
besondere der Dampfturbinen, ist man auf eine Reihe von Schwingungs-
erscheinungen gestol3en, welche alle gelegentlich die Ursache zu schweren
Betriebsunfallen waren. Es handelt sich dabei zunachst um die Frage
der kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen oder des ,,Schleu-
derns" der Wellen bei gewissen Drehzahlen. Es liegen hier zwar
keine Eigenschwingungen eines elastischen Systems vor, doch ist die
Behandlung der kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen unter
gewissen Voraussetzungenvolligidentisch mit der Behandlung von Eigen-

! Selbst bei Beschrankung aufilkleine Schwingungen fiihrt das Problem auf
ein System von linearen Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten.
Vgl. E. TREFFTZ: Vortrage aus dem Gebiet der Aerodynamik und verwandter
Gebiete, S. 214. Aachen 1929. Numerische Auswertungen des TREFFTZschen An-
satzes sind enthalten in den Arbeiten von F. KLUGE: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931)
S. 119 und von T. E. SCHUNCK: Ebenda Bd. 2 (1931) S 591. In der zuletzt ge-
nannten Arbeit wird die in 11 dargestellte Methode der Stérungsrechnung auf die

TREFFTZschen Differentialgleichungen angewendet. Vgl. auch die Arbeiten von
J. R. GOLDSBROUGH: Proc. Roy. Soc. London A Bd. 109 (1925) S. 99; Bd. 113
(1927) s. 259.

2 An Lehrbichern, die Drehschwingungen von Maschinenwellen behandeln,
seien aufBer den bereits zitierten genannt: GEIGER, |.: Technische Schwingungen
und ihre Messung. Berlin 1927. — HOLZER, H.: Die Berechnung der Drehschwin-
gungen. Berlin 1921. — FOPPL, O.: Grundziige der technischen Schwingungslehre.
Berlin 1923. — WYDLER, H.: Drehschwingungen in Kolbenmaschinenanlagen.
Berlin 1922. Eine sehr eingehende Diskussion aller hierhergehérigen Fragen und
ziemlich vollstandige Literaturangaben finden sich bei F. M. LEWIS: Trans. Soc.
Naval Arch. Marine Engs. Bd. 33 (1925) 109-145-
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schwingungsaufgaben. Aufler dem Schleudern der Welle, das durch sorg-
faltige Auswuchtung des Rotationskdrpers ungefahrlich gemacht werden
kann, sind noch die Schwingungen der auf der Welle befestigten
Scheiben und der am Scheibenumfang angeordneten Schaufeln zu be-
ricksichtigen. Die Erregung der Scheiben- und Schaufelschwingungen
erfolgt durch die vom Standpunkt des mitrotierenden Beobachters
periodische Beaufschlagung der Schaufeln durch den Dampf. Bei der
Berechnung der Schwingung sind die recht erheblichen Zentrifugalkréafte
zu beriicksichtigen®. Eine &hnliche Aufgabe wie bei den Schwingungen
von Turbinenschaufeln liegt bei den Schwingungen von Flugzeug-
propellern vor, die ebenfalls durch Zentrifugalkrafte beeinflufdt werden.

d) Schwingungserscheinungen bei Bauwerken. Sie kdnnen auf die
verschiedenste Weise erregt werden. Die Kolben- und Kreiselmaschinen
Uben auf ihre Fundamente periodische horizontale oder vertikale bzw.
umlaufende Kréafte aus, da sich der Massenausgleich in voéllig idealer
Weise nie erreichen lalt. Die so entstehenden Schwingungen der
Fundamente sind der Gegenstand eingehender Untersuchungen ge-
wesen®. In der gleichen Weise kénnen Schiffe durch die periodischen
von der Schraube ausgehenden Krafte zu Schwingungen erregt werden?®.

! Die bei Kreiselmaschinen auftretenden Schwingungserscheinungen und
kritischen Drehzahlen werden ausfuhrlich behandelt bei A. STODOLA: Dampf-
und Gasturbinen. Berlin 1924. Uber Schwingungen von Schaufeln und Schaufel-
gruppen siehe E. SCHWERIN: Z. techn. Physik Bd. 8 (1927) S. 312 — Verh. 2. intern.
Kongrel3 techn. Mech., S. 207. Zurich 1926. — Vgl. auch die zusammenfassende
Arbeit von W. HORT: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 70 (1926) S. 1375, 1419, die
insbesondere auch Material liber die Scheibenschwingungen enthélt.

> Die Fundamente der modernen GroRkraftmaschinen werden nicht mehr
als massive Blocke, sondern in aufgeldster Bauweise als Rahmenkonstruktionen
ausgefuhrt. Infolge der verhéltnismaRig geringen Steifigkeit solcher Fundamente
und der hohen Drehzahl der Kraftmaschinen kénnen starke Resonanzschwingungen
der Fundamente entstehen. Von Arbeiten, die sich mit der Berechnung und
Messung von Fundamentschwingungen befassen, seien genannt: EHLERS, G.:
Beton und Eisen Bd. 28 (1929) H. 22 u. 23. — FUHRMANN, O.: Bauing. Bd. 12
(1931) S. 417. — GEIGER, | .: Z.Ver. Deutsch. Ing. Bd. 67 (1923) S.287. —
KAYSER, H., U. A.TROCHE: Beton und Eisen Bd. 29 (1930) S 15, 119. —
MTJLLER, P.: Bauing. Bd. 10 (1929) S. 228. - PRAGER, W.: Z. techn. Physik Bd. 9
(1928) S. 223 — Bauing. Bd. 8 (1927) S. 923. — RAUSCH, E.: Beton und Eisen
Bd. 27 (1928) S. 396 — Bauing. Bd. 11 (1930) S. 226, 247. — SPILKER, A.: Ebenda
Bd. 12(1931) S. 573, 601. — WINGERTER, E.: EbendaBd. 8 (1927) S. 515. Vorallem
interessiert auch die Frage nach dem Energieverlust infolge der in den Boden aus-
gestrahlten Wellen. Vgl. hieriiber G. BORNITZ: Uber die Ausbreitung der von GroR-
kolbenmaschinen erzeugten Bodenschwingungen in die Tiefe. Berlin 1932. — Ferner
A.HEINRICH: Diss. Breslau 1930. — MINTROP, L .: Diss. Géttingen 1911.

® Das Schiff wird als sch win gender Stab mit freien Enden betrachtet. Der
Einflufld des umgebenden Wassers ist nur schwer abzuschétzen. Vgl. E. B. MOULLIN:
Verh. 3. intern. KongreR techn. Mech. Bd. 3 (Stockholm 1931) S. 28 — Proc. Cam-
bridge Philos. Soc. Bd. 24 (1928) S. 531. — Altere Untersuchungen (iber Schiffs-
schwingungen sind referiert bei A. KRILOFF u. C. H. MILLER: Die Theorie des
Schiffs. Enz. Math. Wiss. IV Bd. 3 (1907) S. 559.



375 Drehschwingungen von Staben. 49

In manchen Fallen kann man die Periode der erregenden Kréafte nur
auf statistische Weise erfassen. So z. B. enthalten die natirlichen
Winde periodische Geschwindigkeitsschwankungen, deren Perioden mit
den Schwingungszahlen von Bauwerken, welche besonders den Wind-
kraften ausgesetzt sind (Leuchttiirme, Schornsteine), mdoglichst nicht
Ubereinstimmen sollen’. Ein &hnliches Problem liegt vor bei Bau-
werken, die in Erdbebengebieten errichtet werden?. Endlich sei noch
auf die Untersuchungen hingewiesen, welche in der Dynamik des
Brickenbaus auftreten, und welche zum Ziel haben, die dynamischen
Beanspruchungen von Briicken infolge der dariber fahrenden Ziige
zu berechnen®.

16. Drehschwingungen von Stében.

Die Differentialgleichung fir die Amplitude y der harmonischen
Drehschwingungen eines Stabes heilf3t

(43) ';;i‘ {1px)y}y+ lglx)y=0.

Hierin ist pX¥) die Drehsteifigkeit des Stabes (das ist das Moment,
welches ndtig ist, um einen homogenen Stab von der Lange Eins um
den Drehwinkel Eins zu tordieren), q(x) ist das Tragheitsmoment je
Langeneinheit, y der Verdrehungswinkel und ]/jl die Kreisfrequenz der
Schwingung. Fur die Transversalschwingungen einer Saite und fir die
Longitudinalschwingungen von Staben gilt die gleiche Differential-
gleichung, so daR alle Ergebnisse ohne weiteres auf diese Félle Uber-
tragen werden kénnen.

Um einen Uberblick lber die Giite samtlicher dargestellter Nahe-
rungsverfahren zu geben, sollen in den folgenden Abschnitten die Er-
gebnisse von Zahlenrechnungen mitgeteilt werden, die teils der Literatur

! Uber Schwingungen von Schornsteinen vgl. K. DOHRING: Beton und Eisen
Bd. 28 (1929) S 352. — LEHR, E.: Ebenda Bd. 27 (1928) S 301. - P.M.:
Ebenda Bd. 27 (1928) S. 400. — Betreffend Schwingungen von Leuchttiirmen siehe
C. RIBIERE: Phares et Signaux maritimes. Paris 1908.

2 Vgl. H. ROHDE: Bauing. Bd. 11 (1930) S. 214.

% Eine Ubersicht iiber die Probleme der Briickendynamik gibt R. BERNHARD :
Bauing. Bd. 11 (1930) S. 481. Die Messung der Eigenschwingungszahl einer Brucke
in regelmalgen Zeitabsténden kann as gute Kontrolle fur den Bauzustand der
Bricke verwertet werden, da sich eine Veranderung in der Steifigkeit auf diese
Art leicht nachweisen |aRt. An Arbeiten Uber die Berechnung und Messung von
Brickenschwingungen seien weiter genannt: BERNHARD, R.: Z. Ver. Deutsch. Ing.
Bd. 73 (1929) S 1675 — Stahlbau Bd. 1 (1928) S. 145. — BERNHARD, R., U.
W. SPATH: Ebenda Bd. 2 (1929) S. 61. — BUHLER, A.: Schweizerische Ingenieur-
bauten in Theorie und Praxis. Zurich 1926. — GEIGER, | . : Bauing. Bd. 5 (1924)
S 606. — HAWRANEK: Der Eisenbau 1914 H. 7 — HORT, W.: Bautechnik Bd. 6
(1928) S. 37, 50. - JEFFCOTT, H.H.: Philos. Mag. (7) Bd. 8 (1929) S. 66. —
INGLIS, C: Proc. Inst. Civil Engs. Bd. 218 (1924) S 225. — KULKA, H.: Stahlbau
Bd. 3 (1930) S. 301. — STEINER, F.: Z. 6st. Arch. Ing. Ver. Bd. 44 (1892) S. 113,
149. — STRELETZKY, N.: Bautechnik Bd. 5 (1927) S. 598.

Ergebnise der Mathematik. 1. Hohenemsa. 4
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entnommen sind, zu einem Teil vom Referenten durchgefihrt wurden.
Naturgemal? laBt sich an Hand eines einzigen Beispiels kein zuver-
lassiges Urteil Uber den Wert der einzelnen Methoden gewinnen, und
wenn einige Verfahren in den gewahlten Beispielen schlecht abschneiden,
liefen sich andere Falle angeben, bei denen dieselben Verfahren den
Vorzug verdienen. Letzten Endes kommt es bei der geeigneten Wahl
eines Verfahrens nicht nur auf die Aufgabe selbst, sondern auch viel
auf Gewdhnung und Vorbildung an, so dald ein allgemein und objektiv
glltiges Urteil Uber den Wert oder Unwert einer Methode nur schwer
gegeben werden kann. Die Reihenfolge der Verfahren ist die gleiche
wie im allgemeinen Abschnitt.

Es werden zunachst die Drehschwingungen eines homogenen Stabes
von der Lange | betrachtet, der am einen Ende x = 0 gehalten, am
anderen Ende x = 4 frei ist. Es modge p(x) = q(xX) = 4 gelten, so dal
die Differentialgleichung der Schwingung die Form

d2
dxj; +4dy=0

hat. Mit den Randbedingungen y(0) =0,y"'(I) 0 erhdlt man die

Ldsung
y = Asin}ix
. - 2 1
mit V;,n:.”_:_n. =0,1.2,...

Die Umrechnung auf einen Stab mit der Lange /, der Steifigkeit p und
der Masse q erfolgt vermittels

W:aﬁr
a) Verwendung der EinfluRfunktion. Die EinfluRfunktion des
Stabes ist von der Form
K(xf =£§& fir x>§,
K{x&) =x fir x<§.
Der Koeffizient A; in (5) betréagt

A1=fK@@dxu§,

also liefert die erste der Abschatzungen (42): Yi, =1,414, wéhrend
der wahre Wert #/2 =4,574 betragt; die Abschatzung (12) ist recht
grob, aber einfach zu erhalten, wenn die EinfluBfunktion bekannt ist.
Die Integralgleichung

y(x) = [ K (x8) y(§) &
0

soll jetzt ersetzt werden durch ein System von linearen Gleichungen.
Der Stab wird zun&chst in vier gleich groRe Intervalle eingeteilt, die
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Werte der EinfluBfunktion in den finf Intervallendpunkten werden
dargestellt durch die Matrix

0 00 0 0
0+ 4 1 ¢
0 & & 4 4
0 + % 1 %
0 1 & % 1

Das in der Integralgleichung stehende Integral wurde ausgewertet mit
Hilfe der Trapezregel, der SIMPSONschen Regel und der entsprechenden
Formel zur numerischen Quadratur mit finf Ordinaten. AuRerdem wurde
die TSCHEBY SCHEFFSche Formel fir funf Ordinaten verwendet. Das Er-
gebnis fir die Eigenfrequenzen zeigt folgende Tabelle, die in Klammern
angegebenen Zahlen beziehen sich auf die prozentuale Abweichung
vom genauen Wert.

2p-tl x SiMPSONsche NEWTONSsche TSCHEBY SCHEFFSChe

n o Regel 5-Ordinaten-Formel | 5-Ordinaten-Formel

1571 | 1560 (-0,7) | 1556 (-0,9) 1556 (-0,9) | 1564 (-0,5)
4712 | 4444 (-5,7) | 4,280 (-9,1) 4,208 (-10,6) | 4,520 (-4,0)
7854 | 665 (-15,3) | 7.33 (-6,6) 7,71 (-1,8) 7,06 (—10,0)
| 10,996 | 7,84 (-28,7) | 834 (-24,2) 877 (-20,2) | 9,04 (-18,1)

WM~ O

Man sieht, da3 die Verwendung von komplizierteren Formeln zur
numerischen Integration keine wesentlichen Vorteile bringt gegeniber
der Trapezregel. Der Grundton wird in alien Fallen mit groRer Ge-
nauigkeit erhalten, die Oberténe mit regellos wechselnder Genauigkeit.

Bei dem Stab, der an beiden Enden frei ist, tritt eine Schwierigkeit
auf insofern, als die im Ublichen Sinn definierte EinfluBfunktion unend-
lichwird. Man kann jedoch auch fir diesen Fall eine Integralgleichung
anschreiben. Es gilt 1

(@4) y(x) — y(0) = A[K(x8) 9 v (&) ¢,

worin K({x&) die EinfluRRfunktion des fest-freien Stabes ist. Die Gleich-
gewichtsbedingung aller Tragheitsmomente erfordert die Gultigkeit der

Beziehung 1
jg(x) yxydx = 0.
a

Unter Benutzung dieser Gleichung erhdlt man durch Multiplikation
von (44) mit q(x) und Integration
1 ;
[K(x¥qlx)dx
¥(0) = —1 [ (O g(®) - —--—dE,

ﬁfq(x) dx
0 4%
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also lant sich (44) schreiben in der Form

y(x) = 1 [ K*(x&) g @) y(§) £

1}

" J K (58) g () dx

(xf) = (x$ SR
fq(x) dx

b) Das Iterationsverfahren fir den Grundton. Man bildet die Folge
Vo4t Yaer=0. #=0,1,2... mit y,=1,
Unter Berlicksichtigung der Randbedingungeny (0) = y'(1) = 0 erhalt man

po- x  ox ot 2 EZE x"°

Yo=1, M=r—n. M=3T e T BT T T 1

Bildet man 2=y, ; (1)/y,(1) fur die Stelle der groRten Auslenkung,
dann ergibt sich nacheinander

- ‘r_ . | =
Ve | Ve | Ve 3
|

1.414 1,550 . 1,568

c) Mittelwertbildung. Die Mittelwertbildung (19) liefert bei Ver-

wendung von
yound yi yi undy, 2

die Werte 1,581 1,5709 1,57089

Diese Werte sind, wie es sein mul3, zu grolR. Die Quotienten vy, iy,
ergaben fur die Stelle des maximalen Ausschlags einen zu kleinen Wert,
doch gilt das nicht allgemein, sondern nur fur die Ausgangsfunktion
yo = 1. Die Verbesserung der Konvergenz durch die Mittelwertbildung
ist sehr grof. Der zweite Schritt ist schon ganz wesentlich besser als
der dritte Schritt des gewohnlichen Iterationsverfahrens.

d) Das lterationsverfahren fir die héheren Eigenwerte. Es sei
angenommen, daf die Grundschwingungsform bekannt sei, also

@, (%) = sin ; x.

Als Ausgangsfunktion fir die zweite Eigenfunktion wird yo= £ 1
genommen, dann ist mit den Bezeichnungen von 8

1
3’023’0_‘9’1[}’0991dx-
hY

Die Nullstelle von yo wird so gewéhlt, dal’ das Integral auf der rechten
Seite verschwindet, also aus der Gleichung

1
. I . ki 2
fsmaxdx—fsm—ixdx =0
0 i
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zu & =%/;ermittelt. Die Verdrehung y,(x), welche zu den Momenten
Yo == 1 fir 0<x< %,
vp==—1 fir §<ux <1
gehort, heildt o X ) )
b fiir 0<x<3,
2 4

n=2—x+d fir Z<x<y.

Diese Funktion hat ihre Nullstelle ebenfalls bei & =2/5, und der Ausdruck

1
%(:"1" [3’1?31 dx

1]
wird so klein, daR er vernachlassigt werden kann. Die Mittelwertformel
(19) liefert, angewandt auf yo und y; den Wert ¥i, 4,74 an Stelle
des wahren Wertes 4,712. Die einfache Quotientenbildung yo,/y; an
der Stellex = 1 ergibtﬂ; = 4,24, also wider ein wesentlich schlechteres
Ergebnis. Die Formel (22) ergibt mit den aus b) zu entnehmenden
Werten

Yo(1) ,  va(1), y2(1) und ys3(1)

fur das Produkt des ersten und zweiten Eigenwertes 4,4, — 40,0, also
¥4, = 4,02, esist zu beachten, daB hier drei Iterationsschritte verwendet
wurden, wahrend bei der vorhergehenden Methode ein einziger Schritt
schon ein besseres Ergebnis brachte. Die Mittelwertformel (23) gibt
mit yo, y1 und y, das Produkt der ersten beiden Eigenwerte zu 4,4, = 63,
also {2, = 5,05. Man sieht, daR auch diese Berechnungsart hier gegen-
Uber der obigen Methode zurlicksteht, ganz abgesehen von den Un-
begquemlichkeiten infolge des Auftretens kleiner Differenzen von grof3en
Zahlen in (22) und (23).

e) Anwendung der Extremalprinzipien. (28) und (29) heiRen in
dem Fall der Drehschwingungen

[pytdx
(45) Jo== e e
Ulqy’ dx
f‘!’ff dx
1] q
(46) P S
H
Jgdx

Hierin bedeutet M das in einem Querschnitt libertragene Drehmoment,
M' ist das auf den Stab wirkende &ul’ere Moment je Langeneinheit.
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Ist yo eine geschétzte Schwingungsform, dann ist M' = qy, zu setzen,
M erhalt man daraus durch einmalige Integration. Wir nehmen wieder
p(xX) =q(x) = 1 an und setzen zunadchst yo = 1, diese Funktion erfillt
die Randbedingungen nicht und liefert in (45) eingesetzt, das unbrauch-
bare Ergebnis 4, = 0, dagegen gibt (46) den Wert }/Z = 1,73 (gegen
#zf2 = 1,571). Zur Auswertung von (46) war nur eine einzige Integration
erforderlich, die M = 1 — x ergab. Man beachte, da zur Bildung
eines Iterationsschrittes zwei Integrationen notwendig sind. (46) er-
moglicht es, mit der halben Arbeit eines Iterationsschrittes die Naherung
(45) wesentlich zu verbessern. Die Ausfihrung des gesamten Iterations-
schrittes erhdht die Genauigkeit natirlich nochmals erheblich. Man
erhalt .
X
h=x—-.

was, in (45) eingesetzt, ]/11 = 1,581 ergibt. Wa&hlt man as Ausgangs-
funktion yo= X, dann gibt (45) 1/4_1 =173 und (46) (mit M =% (1 — x%))
](Tl: 1,581. Man sieht, dal die Schétzung der Schwingungsform nur
sehr grob zu sein braucht (in dem Beispiel eine Gerade statt einer
Sinuslinie), um trotzdem mit (46) sehr gute Werte fir die kleinste Eigen-
frequenz zu erhalten. Um dagegen mit (45) gute Naherungen zu er-
halten, ist eine wesentlich genauere Schéatzung der Schwingungsform
notwendig. Sie wird am besten durch Ausflihrung eines lterations-
schrittes gewonnen, (45) wird dann in der Form

1

_['ynqudx
hoe=t
fvigdx
verwendet und ist identisch mit der Mittelwertbildung (19).

Es sei hier auf eine Reziprozitatsbeziehung zwischen der Masse g (X)
und der Steifigkeit p(x) hingewiesen, die unmittelbar aus (45) und (46)
abzulesen ist'’. Deutet man namlich in (46) die GréRe M as Ver-
drehung y, dann geht (46) in (45) Uber, wenn auf’erdem noch

1 - 1 -
= und - =
g =P =1
gesetzt wird. Das bedeutet folgendes: Bildet man aus einem System
ein neues, dessen Steifigkeit gleich der reziproken Masse des urspriing-
lichen Systems und dessen Masse gleich der reziproken Steifigkeit des
urspringlichen Systems ist, dann haben beide Systeme die gleichen

Grundschwingungszahlen, wenn Uberdies noch die Randbedingungen
fir die Auslenkung mit den Randbedingungen fiir die Momente des

! HOHENEMSER, K., u. W. PRAGER : Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 306.
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ursprunglichen dbereinstimmen. Man kann nun leicht fur die ,,Eigen-
momente” M; die Beziehungen

"M, M,
——2dx=0
[~
nachweisen, die fir das neue System in die Orthogonalitatsbeziehungen
ff’if’ké’dx =0

Ubergehen. Damit ist gezeigt, dal? die Extremalform (46) inklusive der
fur die hoheren Eigenwerte zu fordernden Nebenbedingungen durch die
angegebene Substitution in die Extremalform (45) mit Nebenbedingungen
Ubergeht, d. h. der oben formulierte Satz gilt auch fir alle Obertdne.
f) Graphische Lésung der Differentialgleichung mit probeweise
angenommenen Eigenwerten. Diese Methode wird fir technische Auf-
gaben wohl mit am
haufigsten  angewen-
det'. Die graphische
Integration der Diffe-
rentialgleichung

d ,
2 @)Y= —f(x)
mit gegebener Funk-

tion f(x) st Ieichtl %
durchzufiihren®.  Es Y

ist namlich der Aus- Fig. 3. Graphische Integration der Differentialgleichung
druck ‘i Py = —Hx).
¥
1 ;
e oL —f fa) dx 0} ¥'(0
y W)( 6_lf() -HJ()y())

folgendermal3en graphisch anzunahern: Man teilt den Argumentbereicl.
in n Intervalle und ersetzt das Integral durch die Summe Xf,;dxi.
i

Das nach Fig. 3 zu zeichnende Poleck liefert die Neigungen y' der
Ldsungskurve, die dann durch Parallelenziehen und unter Berdick-
sichtigung der Randbedingungen [in Fig. 3 ist y(0) = y(l) =0 ge-
wahlt] gefunden wird. Die Schwingungsdifferentialgleichung unter-
scheidet sich von der obigen Differentialgleichung dadurch, daf an

! Die Methode wurde zuerst entwickelt von L. GUMBEL fur die Transversal-
schwingungen eines Stabes (Schiffsschwingungen): Jb. schiffbautechn. Ges. Bd. 2
(1901) S. 209. Die Ubertragung der Methode auf die Drehschwingungen von
Wellen mit Beriicksichtigung von dampfenden Kraften behandelt GUMBEL in
den Arbeiten in der Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 55 (1912) S. 1025; Bd. 63 (1919)
S. 771, 802; Bd. 66 (1922) S.252. Die gleiche Methode wurde ohne Kenntnis
der GUMBELSchen Arbeiten angegeben von R.V.SOUTHWELL: Philos. Mag. (6)
Bd. 41 (1921) S. 419.

2 Es ist das das bekannte MOHRSche Verfahren. Vgl. z. B. A. FOPPL: Tech-
nische Mechanik Bd. 2, § 13. Berlin 1900.
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Stelle einer gegebenen Funktion f (x) der Ausdruck Aqy steht, dersowohl
den unbekannten Eigenwert 4 wie auch die unbekannte Eigenfunktion
y(x) enthalt. Wenn jedoch die Anfangsneigung y'(0) und der Anfangs-
wert der Losung y (0) gegeben sind, dann &t sich nach Annahme von
4 die Losung gewinnen. Es ergibt sich mit den Bezeichntmgen der Fig. 3

zunéchst Ax
¥ ={0) + 22 (0),

und man erhdt mit f; == igy, die Neigung im nachsten Intervall, wo-
durch y, gewonnen wird usw. Fallt A mit einem Eigenwert zusammen,
dann sind die Randbedingungen am anderen Ende erflllt, wahrend sich
far andere 4 Werte unrichtige Randbedingungen ergeben. Besonders
geeignet ist die Methode zur Ermittlung der Schwingungsform einer
erzwungenen Schwingung von gegebener Periode. Es ist dann

fx) =1g(x)y + k(x)

zu setzen, wo k(x) die Kraftamplitude der erregenden periodischen
Kraft ist.

g) Methode der Differenzengleichungen. Es werde wieder
p(xX) = q(xX) = 4 angenommen, dann heit die Differenzengleichung
der Schwingung

Yioy — 2%+ Vg1 + Ay =0 i=1,2,...

Der Stab werde wieder in vier Intervalle von der Lange 1 geteilt. Das
System der Differenzengleichungen heifst dann unter Bericksichtigung
der Randbedingungen y(0) = y(1) =0

11— 2) + =0,
Y1 + ¥ — 2) 4 ¥ =0,
¥ + 3304 —2) + y4 =0,
2% +y,A—2y=0.
Die Frequenzgleichung
A—2 1 0 U
1 A—2 1 0 |
=0
| 0 1 i—2 ‘1
I o 0 2 A—2

! Die graphische Integration der Differentialgleichung
(py)'+ f(x)=0
und entsprechend auch die der homogenen Differentialgleichung 1Rt sich ebenfalls
mit Hilfe einer Methode von V. BLAESS [Z. techn. Physik Bd. 9 (1928) S. 7] aus-
fuhren, die auf einer geometrischen Interpretation der TAYLORSchen Reihe beruht.
Eine Konstruktion des Krimmungsmittel punktes zur BLAESSschen Methode gibt
W.MEYER ZUR CAPELLEN: Z. techn. Physik Bd. 11 (1930) S. 259.
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hat die gleichen Wurzeln wie die mit der Trapezregel fur funf Ordinaten
ausgewertete Integralgleichung in a) (wobei die 2 auf die Lange Eins
umzurechnen sind). Die Methode der Differenzengleichungen hat, wie
schon friher bemerkt wurde, gegenliber der Integralgleichungsmethode
den Vorteil, dal3 die Frequenzdeterminante bereits in der reduzierten
Formerhaltenwird, so daf’ sich dasin 14 beschriebene V erfahren ertbrigt.

h) Sukzessive Approximation. Das Verfahren in der Form von
COWLEY und LEVY liefert mit p = q = 1 und mit den Randbedingungen
y(0) = y'(l) = 0 fur die Ldsung y(x) die Reihe

Y= Yo+ Ay + By + -oe.

Die y; ergeben sich aus

dfyo p— d2 :Vn -+ 1 —-
T TO0 T T
zu . . \
. A X - 4
yD:Cx" y‘:-—-—(, 1-!—, yz:Cgl R }13:..__(, 7| .
Daraus folgt die Frequenzgleichung
’ i A2 i3
y (1) == 1 - 2—!" -J(— 4—|— — 61 —I-- P T 0 .

Der erste Schritt liefert ¥4, = 1,414, der zweite J4, = 1,591, der drittc
V4, = 1570 (gegen =2 =1,571). Der zweite Eigenwert ist selbst bei
Verwendung der dritten N&herung nicht reell, die Reihe fir y(x) kon-
vergiert bei groReren 4 so langsam, daR eine sehr groRe Gliederzahl
erforderlich ware, urn daraus auch gute Naherungen fir die héheren
Eigenwerte zu erhalten.

i) Storungsrechnung. Als Beispiel soll hier ein Stab mit Kreis-
guerschnitt genommen werden, fur den gq.= ocp gilt (a ist gleich dem
Verhéaltnisvon Dichte zum Gleitmodul des Materialsund unabhéngig von
der QuerschnittsgroRe). Die Differentialgleichung der Schwingung hei 3t

dann d .
iy BY)+ipy=o0,

worin i jetzt das Produkt aus Eigenwert mit a darstellt. Die Rand-
bedingungen seien wieder y(0) =y'(l1) =0, und fur p werde gesetzt
P (1—Rx)*
(konischer Stab). Durch die Substitution u= y]/p wird die in (34)
vorausgesetzte Form der Differentialgleichung hergestellt:
2p _
[
Die Randbedingungen gehen dber in
, 2

W+ Ao —
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Fir B = 0 erhdlt man die Grundlésung uy mit den Eigenfrequenzen

wobei n die Ordnung der Schwingung angibt. Eine bessere Naherung u;
erhalt man dadurch, dall R in der Differentialgleichung gleich Null
gesetzt, in den Randbedingungen aber berlicksichtigt wird. Es ergeben
sich dann fur 3 = 0,5 die vier ersten Eigenfrequenzen zu

Vijo = 1,456V20,  Viy, = 1,080V1y,,
Vi = 1,03 VAos.  Vhys = 1,015 Vios.

Der erste Index deutet an, dal3 es sich um die Ote, 1te,. .. Annéherung
an die wirklichen Eigenwerte handelt. Eine néachst bessere Naherung
erhdlt man dadurch, dafl

28
(7 pap = O T
gesetzt wird. C ist ein Mittelwert fir die Funktion 2 B?/(I —fix)%, t(x)
die Abweichung von diesem Mittelwert. Die Differentialgleichung
hei3t jetzt
w4+ (A —CQu—tx)uw=0,

Fir t(x) =0 sind die Ldsungen u, mit u; identisch, und die Eigenwerte
betragen Ao =Aya+C.

Wenn man jetzt das in 11 beschriebene Verfahren, ausgehend von der
Grundlisung u;, anwendet, erhdlt man fir die erste Eigenwertéanderung

des Grundtons den Ausdruck
1

£ = I‘t{x) tydx.
0
Die Konstante C wird zweckméllig so bestimmt, daf dieses Integral
anndhernd verschwindet. Dies ergibt C = 1,125, nnd man erhélt

Viso = 1,403V, Vi, = 1,021V,

Vie = 1,000V45,  Vies = 1,004V1, 5.
Bei dem nachsten Schritt der Stérungsrechnung werden die 4,4, 255, . . .
mit bzw. 1,002, 0,999, 1,000, . . . multipliziert, der nachfolgende Schritt

andert die dritte Dezimale nach dem Komma nicht mehr. Als genaue
Werte haben zu gelten

Vie=16077, Vh=11023, V=100, yi=10097".

Diese Zahlen werden spéater noch zu dem Vergleich fir die Genauigkeit
anderer Methoden herangezogen®.

! Die Rechnungsergebnisse sind der Arbeit von W.MEYER ZUR CAPELLEN
[Ann. Physik (5) Bd. 8 (1931) S. 297] entnommen.
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k) Benachbarte Systeme. In vielen technischen Anwendungs-
gebieten, z. B. bei den Drehschwingungen von Kurbelwellen, sind die
Einzeltragheitsmomente grol3 im Verhaltnis zu den Tragheitsmomenten
der Welle, es ist dann zul&ssig und Ublich, die Trégheitsmomente der
Wellenabschnitte zu vernachlassigen, so dall ein System mit endlich
vielen Freiheitsgraden entsteht. Die Zahl der Freiheitsgrade ist aller-
dings meist so groR3, dalR Naherungsmethoden zur Auffindung der
Eigenfrequenzen verwendet werden. Es lassen sich allo besprochenen
Verfahren auch auf Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden uber-
tragen, da die Integrale ja immer im STIELTJESschen Sinne aufgefaf3t
wurden. Auf eine Reihe von graphischen und numerischen Probier-
verfahren, die der besonderen Aufgabe der Drehschwingungen einer
Welle mit Einzeltragheitsmomenten angepafdt sind, soll nur hingewiesen
werden®.

Die Berechnung eines Ersatzsystems, welches aus Stababschnitten
mit stuckweise konstanter Steifigkeit und Massenbelegung besteht, kann
auf graphischem Wege vorgenommen werden®. Die Losung fur einen

' vgl. H. DEUTLER: Z.techn. Mech. Thermodyn. Bd. 1 (1930) S.434. —
DREVES: Z.Ver. Deutsch. Ing. Bd. 62 (1918) S. 588. — GEIGER, | .: Diss. Char-
lottenburg 1914. — FOPPL, O.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 367. —
KOHN, P.: Maschinenbau Bd. 5 (1926) S. 220. — RAUSCH, E.: Ing.-Arch. Bd. 1
(1930) S. 203. Bei den praktisch interessierenden Fallen kommt immer eine
Reihe von gleichen Einzeltrdgheitsmomenten vor, die aquidistante Abstédnde von-
einander haben, cntsprechend den Kurbeln der Kolbenmaschinenwellen. Man
kann daher die Rcchnung so weit vorbereiten, da die Welle nur noch wie ein
System mit ganz wenigcn Massen berechnet wird. In dieser Richtung gehen die
Arbeiten von H. BEHRENS: Wert Reederei und Hafen Bd. 11 (1930) S. 55. 141.
— BENZ, W.: Automobiltechn. Z. Bd. 33 (1930) S. 648. - GEIGER, |.: Z. Ver.
Deutsch. Ing. Bd. 65 (1921) S. 1241. — GOLLER, F.: Ebenda Bd. 74 (1930) S. 497.
— GRAMMEL, R.: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931) S 228. - SASS, F.: Z. Ver. Deutsch.
Ing. Bd. 65 (1921) S. 67. — TAYLOR, J.L.: Engg. Bd. 131 (1931) S. 259. An
weiterer Literatur Uber Drehschwingungen seien hier genannt: BRAUCHITSCH, E. V. :
Z.techn. Physik Bd. 4 (1923) S. 426. — EICHELBERG, G.: Festschrift Stodolazum
70. Geburtstag, S. 122. Zurich 1929. — FOPPL, O.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 223.
— Fox, J.F.: J. Amer. Soc. Naval Engs. Bd. 38 (1926) S. 695. — FRAHM: Z.
Ver. Deutsch. Ing. Bd. 46 (1902) S 779, 886. - FRITH, J., u. E.H.LAMB:
J. Inst. Mech. Engs. Bd. 31 (1901) S. 646. - JANSON, E. N., U. J. O. RICHARDSON:
J. Amer. Soc. Naval Engs. Bd. 29 (1917) S. 1. — LURENBAUM, K .: Luftfahrtforschg.
Bd. 6 (1929) S. 97. Das an Stelle der Kurbelwelle verwendete Ersatzsystem ist
mit der gleichen Steifigkeit gegen Verdrehung zu versehen, wie sie die Kurbel-
welle besitzt. Mit Untersuchungen Uber die Torsionssteifigkeit von Kurbelwellen
beschéftigen sich die Arbeiten von B. C. CARTER: Engg. Bd. 126 (1928) S. 36. -
STIEGLITZ, A.: Jb. Deutsch. Versuchsanst. f. Luftfahrt 1929 S. 426. — TIMO-
SHENKO, S.: Trans. Amer. Soc. Mech. Engs. Bd. 44 (1922) S. 653.

2LEWIS, F.M.: J. Amer. Soc. Naval Engs. Bd. 31 (1919) S. 857. Dasselbe
Verfahren wurde von R. GRAMMEL [Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 193]
zur Auflésung der Differentialgleichung der Drillungsschwingungen einer Scheibe

angegeben, welche in die Form der Differentialgleichung (43) gebracht werden
kann.
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Stababschnitt heif3t, wenn wieder wie in i) Kreisquerschnitt voraus-
gesetzt wird und 4 das Produkt aus Eigenwert mit oc darstellt:

y = C;sin (}’7:& -+ ﬁ,-) .

An den Sprungstellen gelt en, wenn keine Einzeltragheitsmomente oder
elastischen Kupplungen dort angebracht sind, die Ubergangsbedingungen

Yi-0 = Yi+o,

3’;—0 Pio = 3/{+n Piso-

Sind wieder die Anfangswerte y(0) und
y'(O) gegeben, etwa y(0)=0, y(Q=h,
dann 18Rt sich die Lésung nach Fig. 4
zeichnerisch gewinnen, wenn auferdem
noch 4 vorgegeben wird. Man tragt auf
einem Kreis vom Durchmesser 2h die
GraRe Vi, ab, wobei |, die Lange des
ersten Abschnitts ist. An der Sprungstelle
bleibt die Verdrehung

y = % sinyil,

Fig. 4. Zeichnerische Ennittlung der

Schwingungsform  eines  Stabes rait . . .
sﬁ]ckwegi’seg konstantem Querschnitt. konstant, dagegen erleidet die Ableltung

¥ =hcosYAl

einen Sprung im Verhaltnis

AC Pi-

AB Py
Jetzt wird auf dem Kreis durch B die Strecke BD =]-"H, aufgetragen
usw. Am Ende des Stabes erhdlt man dann Randbedingungen, die nur
dann mit den wirklichen Randbedingungen (bereinstimmen, wenn 2
einer der Eigenwerte des Systems ist.

Fur die rechnerische Behandlung derselben Aufgabe, besonders auch
dann, wenn es sich um die erzwungenen Schwingungen durch mehrere
erregende Momente handelt, ist eine Methode geeignet, welche in be-
quemer Weise zu einem System linearer Gleichungen fiihrt'. Man
geht dabei aus von den erzwungenen Schwingungen eines Stababschnitts
von der Lange I, dessen Enden periodisch mit der Kreisfrequenz }/I
und mit den Amplituden y, ; und yx verdreht werden. Die Amplituden
der periodischen Endmomente, die zur Aufrechterhaltung der Bewegung

! Die Methode wurde angegeben von W. PRAGER: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930)
S. 527. Auf die Behandlung von Drehschwingungen wurde sie angewendet von
S. GRADSTEIN: Ebenda Bd. 3 (1932) S. 206. Berechnungen der Schwingungszahlen
von Well en mit stlickweise konstantem Querschnitt finden sich auch bei CH. PLAT-
RIER [J. Ecole Polytechn. (2) Bd. 25 (1925) S. 93] und bei O. SESINI [Torino Atti
Bd. 55 (1919) S. 365].
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notig sind, lassen sich dann leicht angeben als Funktion der Endver-
drehungen. Schreibt man fir eine Ubergangsstelle k die Gleichgewichts-
bedingungen an, dann erhdlt man eine in den Enddrehwinkeln vy,
Yk und Vi1 lineare Gleichung (Dreidrehwinkelgleichung), die fur den
Fall, daR an der Ubergangsstelle k noch ein periodisches erregendes
Moment My und ein Einzeltragheitsmoment Qy angreifen, die Form hat

— Y- 1 PV A cosec Ay A+ v (B VA cotgV Ak + pryr VA cotg ¥k, — Qud)
- 3’k+1?k+1]ﬁ cosec}’zal,.+l = M,.

Fur My = 0 erhalt man ein System von homogenen linearen Gleichungen,
und das Verschwinden der Koeffizientendeterminante liefert eine trans-
zendente Gleichung, deren Wurzeln dieEigenwerte des Ersatzsystems sind.

Die Eigenwerte des wirklichen Systems erhalt man durch Einsetzen
der Eigenfunktionen des Ersatzsystems in Forme In wie (28) oder (29).
Um zu zeigen, wie wenig benachbart das Ersatzsystem zu sein braucht,
soll das in i) behandelte Beispiel mit Hilfe eines Ersatzstabes berechnet
werden, welcher konstanten Querschnitt hat. Man erhalt unter Ver-
wendung von (28) 1

(1 — fx)%cos? 2’%_ Laxdx

. 2 +1 \20
Ay = ( +—:7) 1
2% -+ 1

0
Mit B = 0,5 (dasist ein konischer Stab, der am Ende den halben Durch-

messer hat wie am Anfang) ergibt diese Beziehung fiir die vier ersten
Eigenwerte

= 3 e In Ix
Vi, = 1,665 ;(1,607 ’2‘) Vi, = 1,068—2—(1,102 2-),

is- S5x 3= W rEd iz
i = 1,025 %7 (1040°F), Vi = 1015 Z2 (10197,

In Klammern sind die genauen Werte aus i) angegeben. Eine weitere

Verbesserung bringt die Anwendung des RITZSchen Verfahrens mit zwei

Gliedern. Man setzt
3a

X
2

] .
Y = €, 8In -é-x-{—czsm-

und bestimmt das Minimum von
1 1
A=[(t = papy2de—Af(1 — pr)yidx.
1] L]

Es ergeben sich zwei lineare homogene Gleichungen fir ¢; und ¢, und
das Verschwinden der Koeffizientendeterminante liefert

- E 2 T 3
Vie=16025,  Vh =109
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Es wurde schon in 12 bemerkt, dall es zweckmaRig ist, das Ersatz-
system mit gleicher asymptotischer Eigenwertverteilung zu wahlen wie
das wirkliche System. Der asymptotische Ausdruck fir die Eigenwerte

heiRt* ;
im 7 =1 ()1
m W/Vde’
0

und er ist unabhangig von den Randbedingungen und unabhangig von
etwaigen Einzeltragheitsmomenten. Hat der Stab ahnlich veranderliche
Querschnitte, dann gilt ¢/p = konst. Uber die Stablange, und die
asymptotischen Eigenwerte sind unabhéngig von der Stabform. Dies
geht auch aus den obigen Zahlen fiir den konischen Stab hervor. Schon
die dritte Eigenfrequenz unterscheidet sich von der des zylindrischen
Stabes nur um 4%.

1) Schéatzung der Knotenpunkte fur die Berechnung der Obertdne.
Halt man den Stab in einigen Punkten gegen Verdrehung fest, dann
zerfallt das System in eine Anzahl von Einzelsystemen, die unabhéangig
voneinander schwingen, da an den festgehaltenen Stellen keine Momente
von dem einen Stabschnitt auf den néchsten Ubertragen werden kdnnen.
Der an n — 1 Punkten gehaltene Stab hat nicht eine einzige Grund-
schwingungszahl, sondern die Einzelabschnitte schwingen im all-
gemeinen mit verschiedenen Schwingungszahlen, die nur dann einander
gleich sind, wenn die festgehaltenen Punkte gerade mit den Knoten
einer Oberschwingung zusammenfalien. Diese Tatsache ist in einer
Reihe von Verfahren zur Bestimmung der Drehschwingungen von Wellen
verwendet worden?. Benutzt man den in 12 formulierten Satz,
wonach bei der Bestimmung der Oberschwingungen die Knotenpunkte
so zu legen sind, dal3 der Grundton des gebundenen Systems am héchsten
wird, dann ist zu beachten, dal} als Grundton des gebundenen Systems
der niedrigste der Grundtdne fur die einzelnen Stababschnitte zu nehmen
ist. Es folgt das aus der Bemerkung, dal der kleinste Wert, welchen
die Form ZU;/ZT,; annehmen kann, (Ux/T()min betragt. Die U, und 7
bedeuten hierbei die potentielle und kinetische Energie der Stab-
abschnitte, k bezeichnet denjenigen Abschnitt, fur den (Ui/T; )min den
Kleinstwert annimmt. Verschiebt man z. B. den Knotenpunkt der
ersten Oberschwingung eines Stabes mit festen Endpunkten nach irgend-
einer Seite, dann verlangert sich einer der beiden Stababschnitte, der
Grundton des gebundenen Systems ist gleich demjenigen des langeren

! COURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik Bd. 1 S 361.
Die asymptotischen Beziehungen der Eigenwerte auch fir mehrdimensionale Be-
reiche wurden untersucht von H. WEYL: Math. Ann. Bd. 71 (1912) S 441.

27.B.: O. FOPPL: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 367. — GRAM-
MEL, R.: Ing.-Arch. Bd. 2 (1931) S 228. — WYDLER, H.: Drehschwingungen in
Kolbenmaschinenanlagen.
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Stababschnittes, und man erkennt anschaulich, dafl dieser Ton fir die
richtige Knotenlage am hoéchsten wird. Der Satz, dal} die nte Ober-
schwingung gerade n Knoten besitzt, ist fur den Fall der Differential-
gleichung der Torsionsschwingung leicht zu beweisen', und er bietet
die Gewahr dafir, dafl3 die Methode der Bindungen immer zum Ziel fihrt.
Es sei noch auf den Zusammenhang mit dem ersten der in d) angewen-
deten Iterationsverf ahren hingewiesen. Man kann genau wie an jener Stelle,
um den Knoten zunachst einmal angendhert zu ermitteln, die Beziehung
f}’u(Pl dx =0 mit y;==J1
verwenden, dann ist im weiteren Verlauf der Rechnung aber nicht
wie in d) das lterationsverfahren mit der Ausgangsfunktion y, auf das
urspringliche,  sondern auf das gebundene System anzuwenden. Man
erhalt dann in den Schwingungszahlen der beiden Abschnitte eine
obere und eine untere Grenze fir den gewunschten Eigenton. Die
Methode der Bindungen dirfte dem in d) angewendeten Verfahren im
allgemeinen vorzuziehen sein.

17. Transversalschwingungen von Stében.

Die Differentialgleichung fur die Transversalschwingungen ernes
Stabes heif3t unter Vernachlassigung der Rotationstrdgheit der Stab-
massen und unter Vernachlassigung der Schubdeformation

(47) (Ppy)' — gy =0,

p ist wieder die Steifigkeit des Stabes (das ist das Produkt aus dem
Elastizitatsmodul und dem axialen Traghcitsmoment des Stabquer-
schnittes), q ist die Masse je Langeneinheit des Stabes, ¥4 die Kreis-
frequenz der Schwingung. Die Behandlung dieser Differentialgleichung
kann auf ganz analoge Weise erfolgen wie diejenige der Differential-
gleichung (43). Es soll nur auf digjenigen Verfahren naher eingegangen
werden, bei denen gegeniber (43) neue Gesichtspunkte auftreten.

a) Verwendung der EinfluRfunktion. Fir den einseitig eingespann-
ten, am anderen Ende freien Stab ist die Methode der Entwicklung
des Kerns nach Polynomen angewendet und die Rechnung durch An-
gabe von Zahlentafeln so weit vorbereitet worden, da sich Naherungen
fur die -ersten drei Eigenfrequenzen eines solchen Stabes leicht be-
stimmen lassen, wenn der Verlauf des Tragheitsmomentes und des Quer-
schnitts Uber die Stabléange durch

Jj“=1+ax+bx2, I;_"
gegeben ist>. Jo und F, sind das Traghcitsmoment und die Quer-

schnittsflache an der Stabwurzel.
' COURANT-HILBERT: Meth. mathem. Physik Bd. 1 S 366.

2 SCHWERIN, E.: Z. techn. Physik Bd. 8 (1927) S. 264 — Verh. 2. intern. Kon-
gre3 techn. Mech., S. 138. Zurich 1926.

=4 4 cx 4 dx?
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Fig. 5. Erste Oberschwingung eines -
zweifach gestiitzten Stabes. =

y1=4e (B + Br2¥a)s
Yo = 29 (Bary1 + Baaya)

und der zweite Eigenwert 4, 8Bt sich aus 2 1 0

ﬁsl ﬁzz "“ A_g
berechnen. Die zweite Wurzel dieser Gleichung liefert dann eine
Naherung fir den Grundton. Je besser y mit der zweiten Eigenschwin-
gungsform Ubereinstimmt, desto besser wird die aus demGleichungssystem
gewonnene Naherung 4, fir den zweiten Eigenwert. Wahrend bei dem
fruher besprochenen Ersatz der Integralgleichung durch ein lineares
Gleichungssystem die hoheren Eigenténe mit wachsendem Fehler heraus-
kommen, wird bei der obigen Methode das Gleichungssystem gerade so
gewahlt, dall der hochste damit berechnete Oberton mdéglichst gut
angenahert wird.

b) Das lIterationsverfahren fur den Grundton. Die in der tech-
nischen Praxis verwendeten und oft recht unbefriedigend begriindeten
Naherungsformeln und Verfahren fir den Grundton lassen sich als
Anwendungen des lterationsverfahrens auffassen. Sehr viel verwendet
wird das Verfahren in der Form, daR man die ,,statischen" Durch-
biegungen des Stabes bzw. des Stabwerkes unter dem Eigengewicht
ermittelt und die Schwingungszahl je Minute aus der leicht einpréagbaren
Formel

00
(48) p = 20
}/J’mnx

! BOROWICZ, W.: Diss. Munchen 1915. — Vgl. auch R. GRAMMEL: Ergebn.

exakt. Naturwiss. Bd. 1 (Berlin 1922) S 92. — ZERKOWITZ, G.: Z. angew. Math.
Mech. Bd. 9 (1929) S. 487.
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bestimmt®. Es entspricht das der Anwendung des Iterationsverfahrens
mit der Ausgangsfunktion yo =L und der Bildung des Quotienten

o Yo lx)
=5

an derjenigen Stelle x, fur welche die Durchbiegung y; am grof3ten ist.
Man erhélt auf diese Weise immer eine untere Grenze fir den Eigenwert,
denn fir eine Funktion yo, welche der wirklichen Schwingungsform
entspricht, liefert yomax/Yimax den wahren Eigenwert, fir yo= 1wird
aber die Last, welche zu der Durchbiegung y; gehort, an alien Stellen
vergréRert (vgl. Fig. 6a), so dal der Quotient yYomax/Y1max NOtwendig

‘E\Ka% %%

Fig. 6. Ersatz der Schwingungsform eines Stabes durch a) ein Rechteck, b) durch zwei Dreiecke.

kleiner wird. Dies gilt jedoch nur fir die spezielle Ausgangsfunktion
Yo = 1, wahrend z. B. flir die aus zwei Geraden gebildete Funktion yg
in Fig. 6b der Quotient yonax/Y1max €ineobere Grenze fir denEigenwert
liefert. Bezeichnet man mit | bis IV die Félle nach Fig. 7, dann sind
die nach (48) fir den Stab mit konstantem Querschnitt berechneten
Eigenschwingungszahlen mit

I I 0l v
125 113 116 113

zu multiplizieren, um die wirklichen Schwingungszahlen zu erhalten.
Man wird also etwa mit

p= 3
V¥ tmax
die Schwingungszahlen aller nach | bis | I | gelagerten Stdbe auch mit

veranderlichen Querschnitten praktisch geniigend genau erfassen’.
Das Verfahren ist auch fur kompliziertere Stabwerke vervvendbar, etwa
fur einen Rahmen nach Fig. 8. In diesem Fall darf nicht nur die

! Diese Beziehung wurde wohl zuerst von K. BAUMANN [J. Inst. Electr.
Engs. Bd. 48 (1911) S 768] verwendet. |.GEIGER [Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 67
(1923) S. 287] benutzt die Formel auch zur Berechnung der Schwingungszahlen
von Fundamentrahmen (vgl. Fig. 8).

2 sehr viel genauere Werte ergeben sich, wenn man fiir y, eine Approximation
benutzt, welche den Randbedingungen gentigt. C. A. B. GARRET [Philos. Mag. (6)
Bd. 8 (1904) S. 581] venvendet zur Berechnung der Grundschwingungszahl eines
einseitig eingespannten, am anderen Ende freien Stabes fir y, die Durchbiegung
unter einer Einzellast und findet, dal} Yomax /Y 1max den kleinsten Eigenwert des
Stabes dann am besten wiedergibt, wenn die Einzellast in einem Punkt angreift,
der vom freien Ende den Abstand von /s der Stablénge hat.

Ergebnisse der Mathematik. |. Hohenemser. 5
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Durchbiegung unter dem Eigengewicht genommen werden, sondern
man hat auch die Wirkung von an den Stielen angreifenden Lasten

[§ QYo zu bericksichtigen. Auf das Vorzeichen
& y{d)—yzﬂj-ﬂ von Y, ist zu achten, das jedoch fur eine be-
P yro-y-¢ . stimmte Schwingungsform (etwa die der sym-

¥ @-y0)-0

AR, metrischen Schwingung, vergleiche Fig. 8)

. leicht angegeben werden kann.

ﬂ§ ¥ (0)=y(0)-0 Es sei hier auf zwei Formeln zur nume-
Y=yit) =0 rischen Zweifachintegration hingewiesen, die

§ bei der Integration der Differentialgleichung

I

7§ 7 O B =7

(g'(i)mo (py")"=f(x)
I % gute Dienste leisten’. Es soll das Zweifach-
4

integral z =
Fig. 7. Vier Lagerungsarten eines Jix) :fdx/dxu

Stabes. i
V] 0

gebildet werden mit gegebenen Anfangswerten
J () und J (0). Teilt man den Integrations-
bereich in Intervalle von der Lange h, dann
lakt sich die Integration numerisch mit Hilfe
der Formeln

Jo =Jo+ 2]_:1}34“%‘“0 + 5

]_4 =2Js— Jo+ uy -+ uy - uy,

Fig. 8. Symmetriselle Schwingungs-
form enes Rahmens.

fn+2 == 2jﬂ. _jn—2 + ) Uy + LN

7 3

]l: == ]I:ak_g .
Die Formel gilt exakt, wenn die Ausgangsfunktion u eine Gerade oder
eine Parabel ist. Der Bau der Gleichungen ist bemerkenswert einfach,
die Ordinaten haben alle das gleiche Gewicht 1, was die Anwendung der
Integrationsformeln bei Benutzung einer Rechenmaschine auBerordent-
lich bequem macht. Die obigen Gleichungen liefern die Integralwerte nur
in jedem zweiten Punkt. Da bei der Integration der Stabdifferentialglei-
chung zweimal hintereinander eine Zweif achintegration ausgefiihrt werden

mufB, erhalt man dieDurchbiegungen nur injedem vierten Punkt der Inter-
vallteilung. Diesen Nachteil vermeiden die folgenden Formeln:

Ji =Jo+ Joh+3,5u + 34, — 0,54,
Jo =2]y— Jo+ up + 108, + u,,

ausfiihren, hierin ist

jn+l = 2fn - anl =+ Upoq -+ 10u, <+ L S

1 Die Formeln, die ich Herrn W. PRAGER verdanke, scheinen in der Literatur
nicht bekannt zu sein.
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hierin st jk_]l:'12
=Jiype -

Auch diese Gleichungen gelten genau, wenn die Ausgangsfunktion u
vom ersten oder zweiten Grade ist. Sie sind ebenfalls sehr bequem mit
der Rechenmaschine auszuwerten.

c) Mittelwertbildung. Die Mittelwertbildung

¢
Svey1qdx
u

(49) b=
[rigdx
iy

mit der Funktion yo = + 1 gibt im Gegensatz zu (48) eine obere Grenze
fur den kleinsten Eigenwert. Die nach (49) berechneten Schwingungs-
zahlen sind bei konstantem Stabquerschnitt fur die vier Falle | bis IV
der Fig. 7 mit

I I m v
0,996 0,999 0,999 0,999

zu multiplizieren, urn die exakten Werte zu erhalten, die Naherung (49)
ist also schon auRerordentlich gut®.

d) Iterationsverfahren fir die hoheren Eigenwerte. Die An-
wendung der Methoden erfolgt vollig analog zu (16d).

! Die Beziehung (49) wurde zum erstenmal von A.MORLEY [Engg. Bd. 88
(1909) S. 135, 205] verwendet und aus dem RAYLEIGHschen Minimumprinzip
abgeleitet. In der deutschen Maschinenbauliteratur ist sie fir yo = 1 untcr der
Bezeichnung KULLSche Formel [KULL, G.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 62 (1928)
S. 249], im Bauingenieurwesen unter der Bezeichnung KAYSERSche Formel be-
kannt [KAYSER, H.: Ebenda Bd. 73 (1929) S. 1305. — Siehe aueh H. KAYSER U.
A. TROCHE: Beton und Eisen Bd. 29 (1930) S 15. - TROCHE, A.: Ebenda Bd. 29
(1930) S. 119]. Die Formel (49) wurde weiter verwendet und auf ihre Genauigkeit
hinuntersuchtvonJ.J.KOCH: Verh. 2.intern. Kongr. techn. Mech., S. 213. Zirich
1926 — Eenige Toepassingen von de Leer der Eigenfuncties op vragstukken uit
de toegepasste Mechanica. Proefschrift. Delft 1929. — HOHENEMSER, K.: Ing.-
Arch. Bd. 1 (1930) S. 271. (49) ist ebenfalls fir mehrfach gelagerte Stdbe zu be-
nutzen und liefert auch dort sehr gute Naherungen fur den Grundton, wenn das
Vorzeichen von y, entsprechend der Schwingungsform in aufeinanderfolgenden
Feldern abgewechselt wird, so da3 der Integrand immer positiv ist. Vgl. A. MOR-
LEY: Engg. Bd. 106 (1918) S. 573, 601. O. FOPPL [Z. angew. Math. Mech. Bd. 7
(1927) S. 72] leitet die Beziehung (49) aus einer Impulsbhetrachtung ab und kommt
zu dem Ergebnis, da6 in aufeinanderfolgenden Feldern die Teilintegrale in (49)
mit verschiedenem Vorzeichen eingesetzt werden mussen, wodurch auch der Fall
von kleinen Differenzen grof3er Zahlen eintreten kann. Urn auch dann noch brauch-
bare Naherungen fiir die Eigenfrequenz zu erhalten, schlagt O. FOPPL an Stelle
von (49) eine andere Beziehung vor, deren Anwendung sich jedoch ertibrigt, wenn
man (49) as Quotient aus maximaler potentieller und maximaler kinetischer
Energie der Schwingungsform y; deutet und entsprechend alle Teilintegrale in
den einzelnen Feldern des durchlaufenden Balkens positiv einsetzt.

5*
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e) Anwendung der Extremalprinzipien. (28) und (29) heil3en jetzt

e g
) v
’_?5?1;“__ dx
(51) 1 = "'].——Sji_s"dj
b

Hierin bedeutet M das Biegemoment, -I" s t die auf den Stab
wirkende &dullere Last je Langeneinheit. Nach Annahme einer ge-
schatzten Schwingungsform yg ist ' = — qy, zu setzen, M erhalt man
hieraus durch zweimalige Integration. Fir den bei x = 0 eingespannten
bei x = 1 freien Stab erhdlt man, wenn p =q =1 gesetzt wird,
mit yo x* aus (50) die Naherung 4; =20, aus (51) die Naherung
1, =12, 46 (gegen 12, 36 als exakten Wert). Zur Auswertung von (51)
sind nur zwei Integrationen notwendig, dagegen sind bei Ausfihrung
eines Iterationsschrittes deren vier erforderlich. (51) ermdéglicht es, mit
der halben Arbeit eines lterationsschrittes die Naherung (50) fur eine
geschéatzte Schwingungsform wesentlich zu verbessern. Die Ausfihrung
des ganzen Iterationsschrittes und das Einsetzen von y; in (50) liefert
den exakten Wert in alien angeschriebenen Stellen genau. Man sieht,
dall auch hier die Schatzung der Schwingungslinie nur grob zu sein
braucht (im obenerwahnten Fall erfillt die Parabel nicht einmal alle
Randbedingungen), um trotzdem vermittels (51) gute Naherungen zu
geben. Im dbrigen gilt auch fir die Transversalschwingungen von
Stében die gleiche Reziprozitdt zwischen Masse und Steifigkeit, wie
sie in 16e fir die Drehschwingungen formuliert wurde'.

f) Graphische Losung der Differentialgleichung mit probeweise
angenommenen Eigenwerten. Die graphische Integration der Diffe-

rentialgleichung
(py")" =f(x)

! HOHENEMSER, K., u. W. PRAGER: Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 306. Dort ist
auch die Beziehung (51) wohl zum erstenmal im selben Sinne wie das RAYLEiGHSche
Prinzip angewendet worden. Als Kontrolle fur das Iterationsverfahren wurde (51)
vonV.BLAESS[Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 58 (1914) S. 183] benutzt. An Arbeiten,
welche das RAYLEIGH-RITzsche Verfahren unter Zugrundelegung der Extremal-
form (50) anwenden, seien genannt: AKIMOFF, N.W.: Trans. Soc. Naval Arch.
New York Bd. 26 (1918) S. 11 fir Schiffschwingungen. — DEN HARTOG, J. P.
Philos. Mag. (7) Bd. 5 (1928) S. 400 fur die Trans versalschvvingungen eines kreis-
bogenférmigen Stabes. — KARAS, K.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S 84. 158 fur die
kritischen Drehzahlen mit Léangsbelastimg und Kreisehvirkung. — KENLYAN, G.H.:
Bur. of Stand. J. of Res. Bd. 6 (1931) S. 553 Rep. 293 auf Schwingungen von
U-Trégern. — LIEBERS, F.: Z.techn. Phys. Bd. 9 (1929) S. 361 fir Propeller-
schwingungen. — MELAN, H.: Z. ést. Ing. Arch. Verein Bd. 69 (1917) S. 610, 619
fur kritische Drehzahlen mit Léngslast der Welle. — POSCHL, TH.: Ing.-Arch.
Bd. 1(1930) S. 469 fir Schwingungenvon Rahmen. — SORENSEN, E.: Werft, Reederei
und Hafen Bd. 9 (1928) S. 67 fir Schwingungen von Dampfturbinenschaufeln.
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ist leicht durchzufiihren!, indem das in 16f beschriebene Verfahren
zweimal hintereinander angewendet wird zur Bestimmung des Zwischen-
integrals

g(x) = [dx [dxJ(x)
und des Integrals "

] g%

y —-jdxfdx b )
In der Schwingungsdifferentialgleichung steht an Stelle von f(x) die
GroRe Aq(x)y, in der y noch unbekannt ist. Wenn jedoch die Anfangs-
vverte

y(0), y(0), y"(0) und y"(o)

gegeben sind, dann &Rt sich die Lésung nach Annahme von & gewinnen,
indem genau wie in 16f zunadchst einmal

Axy Axt v

’ 7 ;1']!. ”’0
3y = 3(0) 4+ L2 g0y + 7 YOy AR YO

3!

und daraus wieder durch zweimalige sukzessive Durchfiihrung der
in Fig. 3 skizzierten Konstruktion y, gewonnen wird. Zwei der
vier bendtigten Anfangswerte sind immer gegeben (vgl. die in
Fig. 7 angegebenen (blichen Randbedingungen), einer der vier An-
fangswerte kann vvillkurlich gewé&hlt werden, da die Ldsung eine
willkurliche Konstante enthalt. Es bleibt dann noch eine einzige
Randbedingung anzunehmen, diese Annahme st zusammen mit
derjenigen iiber 4 solange zu variieren, bis am anderen Ende die
beiden Randbedingungen erfillt sind. Die Methode ist wiederum
besonders geeignet zur Bestimmung der Schwingungsform einer durch
periodische Krafte erzwungenen Schwingung, da dann 4 eine gegebene
Groflle ist.

g) Die Methode der Differenzengleichungen. Die Differenzen-
gleichungen, durch welche die Differentialgleichung (47) zu ersetzen
ist, werden flnfgliedrig. Fir den Grundton erhalt man mit wenigen
Gleichungen eine brauchbare Naherung?.

h) Sukzessive Approximation. Die Methode ist wieder nur fir den
Grundton zu venvenden, da die Entwicklung nach Potenzen von A
nur flr kleine i1 praktisch geniigend rasch konvergiert. Fir einen Stab
mit Einzelmassen liefert die Methode, wenn man in der Reihe

y =30+ A9+ Byt oo

! GtIMBEL, L.: Jb. schiffbautechn. Ges. Bd. 2 (1901) S. 209.—- SOUTH-
WELL, R. V.: Philos. Mag. (6) Bd. 41 (1921) S 419.

2 Die von E. OEHLER [Techn. Mech., Beiheft zur Z. Ver. Deutsch. Ing.
Bd. 69 (1925)] ausgefiihrte Rechnung entspricht der Anwendung von Differenzen-
gleichungen.
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nur die ersten beiden Glieder beriicksichtigt, die von DUNKERLEY!
empirisch gefundene Formel

n
1 1 ZY 1

worin A® der erste Eigenwert des Stabes ohne Einzelmassen und 4
der Eigenwert des masselosen mit der iten Einzelmasse behafteten
Stabes ist?.

i) Storungsrechnung. Die Zurlckfihrung auf eine Grundgleichung
mit bekannten und benachbarten L&sungen ist flr beliebige p und g
nicht mehr ohne weiteres durchfiihrbar. Es gelingt, dies jedoch in
Sonderfalien, von denen einer gegeben ist, durch?

P =p(1 — xx), g = gt — %),

das ist ein rechteckiger Stab mit konstanter Hohe und linear abnehmen-
der Breite, po und go sind die Steifigkeit und Masse je Langeneinheit
fir den Bezugsquerschnitt bei x = 0. Die Differentialgleichung (47)
nimmt hierfir den Wert an

vy Te ., 2% e
Man kann jetzt ausgehen von dem bekannten Grundproblem fiur & = 0,
die Eigenfunktionen und Eigenwerte werden wieder nach wachsenden
Potenzen von a entwickelt, und man erhélt Rekursionsformeln fur die
Eigenwertanderungen. Aus Differentialgleichungen von der Form

vV — hyv; = fi(x)

konnen die Funktionen v; berechnet werden, nach denen die L&ésung vy
entwickelt wird, ganz analog wie in 11.

k) Benachbarte Systeme. Die Konzentration der Massen in einzelnen
Punkten, die gelegentlich verwendet wurde, ist inhaltlich identisch mit
der Methode der Differenzengleichungen. Die Berechnung eines Ersatz-
systemes mit stiickweise konstantem Querschnitt ist sehr viel schwie-
riger als bei den Drehschwingungen®. Fir den Stab auf mehreren
Stutzen, der in jedem Feld konstanten Querschnitt hat, ist die Be-
rechnung der Schwingungszahlen von pARNLEY durch Angabe von
Zahlentafeln fur gewisse in der Frequenzgleichung vorkommende

! DUNKERLEY, S. Philos. Trans. Roy. Soc. London A Bd. 185 (1894) S. 279.

2 R.C. J.HOWLAND [Philos. Mag. (6) Bd. 49 (1925) S. 1131] berechnet auch
Korrekturen zu der DUNKERLEYschen Formel (52), welche er dadurch erhélt,
dal3 in der Reihe fir y die ersten drei Glieder berlcksichtigt werden.

3 MEYER ZUR CAPELLEN, W.: Ann. Physik (5) Bd. 8 (1931) S. 297.

* Vgl. die Rechnungen von H. H. JEFFCOTT [Philos. Mag. (6) Bd. 42 (1921)
S. 635], die bereits sehr langwierig sind, obwohl nur wenige punktférmige Massen
vorausgesetzt werden.
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Funktionen vorbereitet worden!. Hier soll ein von W.PRAGER? aus-
gearbeitetes Verfahren angegeben werden, das eine verhaltnismagig
einfache Berechnung der Schwingungen, insbesondere der erzwungenen,
von Stében mit abschnittsweise konstantem Querschnitt gestattet. Es
moge sich zunachst urn die von einer periodischen Einzellast oder von
einem Einzelmoment erzwungenen Schwingungen handeln, die mit einer
gegebenen Kreisfrequenz }@. erfolgen. Esgilt dannin dem iten Abschnitt

die Differentialgleichung

]
[: .y,__,o)

worin mt = ) _f_{f.;.“ B

gesetzt ist. Die allgemeine LOsung &t sich linear aus einem Fundamen-
talsystem in jedem Abschnitt aufbauen, welches vier linear voneinander
unabhangige Lodsungen enthalt. Meist verwendet man als Fundamental -
system die Funktionen

P

vP(x) = Cof 7, vP(x) = Ein T"x.
v¥ (x) = cos T" %, (%) = sin ’?‘x,
i i

und die allgemeine Ldsung heilst dann
4
yilw) = > CP o (x).
=1

An denjenigen Stellen, an denen Einzellasten oder Einzelmassen an-
greifen oder an denen der Querschnitt springt, gelten gewisse Uber-

! E. DARNLEY [Philos. Mag. (6) Bd. 41 (1921) S. 81] beweist fur den Sonder-
fall eines homogenen Stabes, der auf n Stitzen gelagert ist, den Satz, dal3 die
Grundschwingungszahl einen Extremwert annimmt, wenn die Stitzen &qui-
distanten Abstand voneinander haben. Es ist das eine Spezialisierung des in 11
behandelten Satzes, wonach die Grundschwingungszahl eines in n Punkten ge
bundenen Systems am hochsten wird, wenn die festgehaltenen Punkte mit den
Knoten der nten Oberschwingung zusammenfallen. Uber Transversalschwingungen
durchlaufender Tréger siehe auch: COWLEY, W. L., u. H.LEVY: Proc. Roy. Soc.
London A Bd. 95 (1918) S. 405. — KAUFMANN, W.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2
(1922) S. 34. — KUSSNER, H. G.: Luftfahrtforschg. Bd. 4 (1929) S. 63. Auch
KUSSNER untersucht dhnlich wie DARNLEY den EinfluR von Verschiebungen der
Zwischenstutzen. — PRAGER, W.: Ing.-Arch. Bd. 3 (1932) S. 298 Nomogramm fir
die Schwingungszahlen eines Trégers auf 4 Stiitzen. - SMITH, D. M.: Engg. Bd. 120
(1925) S. 808 Nomogramm fiir die DARNLEY sche Rechnung. — SHOGENJI: Mem.
Coll. Engg. Kyushu Bd. 3 (1924) Nr. 3 Stédbe mit Axialkraft, RAYLEIGHSches Ver-
fahren.

2 PRAGER, W.: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S 527. — PRAGER, W.; u. S GRAD-
STEIN: Ebenda Bd. 2 (1931) S. 622. Es sei bemerkt, dal in der zuletzt genannten
Arbeit die Formel (13) S. 628, soweit sie sich auf die Berticksichtigung der Langs-
kraftbezieht, unrichtigist, eine Richtigstellung wird demnéachst iming.-Arch.Bd .3
(1932) veroffentlicht werden.
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gangsbedingungen, die zusammen mit den Randbedingungen gerade
ausreichen, ura alle Integrationskonstanten C¥ zu berechnen. Man
erhalt auf diese Art ein kompliziert gebautes lineares Gleichungssystem
mit einer groRen Anzahl von Unbekannten. Nehmen wir als Beispiel
einen Stab auf n Stitzen, der durch ein periodisches Endmoment

M, cosyit
erregt wird. Die Argumentwerte x mdgen an jeder Stiitze von neuem

mit O beginnen, %% und 4% seien die Funktionswerte unmittelbar links
oder rechts neben der Stitze. Die Randbedingungen

Vi=Ya=y =0, py"=M,
und die Stitzenbedingungen
w206, ...n—1,
reduzieren die 4 (n — 1) Unbekannten zunéchst auf
dn—21-n+2)=3(nh—2) .
Fir diese 3(n — 2) Unbekannten ergeben die Ubergangsbgdingungen
ein System von n — 2 dreigliedrigen (nadmlich fir die Ubergangs-

bedingungen
¥ =0, i=23,...n—1

und 2 (n — 2) sechsgliedrigen linearen Gleichungen fiir die tibrigen Uber-
gangsbedingungen.

Die Zahl der Unbekannten wird wesentlich herabgesetzt und die
Gleichungen alle auf hochstens drei Glieder reduziert, wenn man an
Stelle des oben angenommenen Ublichen Fundamentalsystems ein
anderes mechanisch sinnvolles setzt, so dal} die zu diesem System ge-
hérenden Integrationskonstanten identisch werden mit solchen mecha-
nischen GroRen, die in den Ubergangsbedingungen auftreten (z. B.
Biegemomente und Durchbiegungen an beiden Enden des Stabes).
Das Verfahren sei zunachst in allgemeiner Form angegeben, d. h. an
den Ubergangsstellen solien auch Verschiebungen auftreten kdénnen.
Es mdgen an einem herausgeschnittenen Balkenabschnitt die periodi-
schen Endmomente

Mi_jcosydt und  MicosVit
angreifen, ferner solien die Stabendpunkte gemafd
yi_ycosy it und yLcosY it

bewegt werden. Die Amplituden &, der Enddrehwinkel ergeben sich
dann zu

| A _ -
ey = ‘3: (M7 yplmy) + Mipim) + }1; iwlmy) + ¥i, pimy) ,

4 by o
O = - (ML wom) + Migim) + - (i lms) — yi pom),
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wonn
pm) = (ﬁntgm — cotgm), w(m) = -’-g- (Cotgm + cotgm) ,
pim) = — 5’—‘ (Cofecm — cosecm), p(m) = 3: {€ofecm + cosecm)

zu setzen ist, die Vorzeichen der GroflRen sind der Fig. 9 zu entnehmen,
Mg und R¢ sind die von auflen auf den Stababschnitt Ubertragenen
Momente und Krafte. Ahnliche Aus-
drucke ergeben sich auch fur die .
Endquerkréafte R¢_; und R.. Die bené-
tigten Funktionen g, %, ¢ undy liegen 6;",
tabuliert vor. Die Lésung innerhalb
eines Stababschnitts ist jetzt nicht
mehr eine Funktion der mechanisch
bedeutungslosenlntegrationskonstan- rig. o, vorzeichenfestsetzung der Endkratte
ten C®,;  SOndem eine Funktion der und Momente eines Stababschnitts.
Amplituden der Endmomente M ;

und M', und der Amplituden der Endverschiebungen Y, ; und Yy Der
Vorteil dieser Darstellung ist sofort ersichtlich, wenn man fir das oben-
erwahnte Beispiel des Balkens auf n Stitzen, der durch ein periodi-
sches Endmoment erregt wird, die Gleichungen zur Bestimmung der
Integrationskonstanten aufstellt. Diese heilien

Yi=yi =0, =12,
M{=M, M=M, i=2,3,...0—1,M,=0
= 1=2,3,...—1

Die letzten Bedingungen liefern n — 2 dreigliedrige Gleichungen, in
denen die Biegemomente in drei aufeinanderfolgenden Stiitzen vor-
kommen. Die Anzahl der aufzulésenden Gleichungen ist gegeniber
dem Ublichen Verfahren auf den dritten Teil gesunken, die Gleichungen
sind Uberdies nur dreigUedrig und bequem aufzulésen. Die Amplitude
der Durchbiegung in der Mitte eines Balkenabschnitts ergibt sich zu

ﬂﬂs%Wh+MWMHh%+%WW,

2
worm p(m) = 4m=(®e': ' _ sec ’;ﬁ),
pm) = 3 (Gec 5+ sec 3.

Fur das Biegemoment in Balkenmitte gilt eine &hnliche Beziehung.
Auch die Funktionen g (m) und ¥ (m) liegen tabuliert vor, es ist somit
die Schwingungsform leicht auszurechnen, indem man zun&chst aus
den bekannten Endmomenten und Verschiebungen die Verschiebungen
und das Moment in der Mitte und dann entsprechend in den Viertels-
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punkten usw. berechnet. Handelt es sich um freie Schwingungen, dann
ist in dem obigen Beispiel das Gleichungssystem

i#2=3.,.. n—1

in den M; homogen und das Verschwinden der Koeffizientendeterminante
liefert die Frequenzgleichung. Die Eigenfunktionen werden am besten
punktweise mit Hilfe der Formeln fur die Durchbiegung in der Mitte
eines Stababschnitts berechnet?.

Die Eigenwerte des wirklichen Systems erhadlt man durch Einsetzen
der Eigenfunktionen des Ersatzsystems in (50) oder (51). Auch hier
braucht das Ersatzsystem dem wirklichen nicht sehr benachbart zu
sein. Als Beispiel seien die Ergebnisse der Rechnung fir einen bei
x = 0 eingespannten, bei x = 1 freien Stab angegeben, der konstante
Massenbelegung q = 1 hat und dessen Steifigkeit mit

p=1 -0,347x —0,430X?

variiert, also parabolischvon p (0) =1 auf p (1) = 0,223

abnimmt. Es entspricht das etwa einem Turm oder

Freileitungsmast, der aus vier Winkeleisen besteht,

die einen Pyramidenstumpf bilden (vgl. Fig. 10).

Als benachbartes System wird ein Stab mit kon-

Sehrif A stanter Steifigkeit genommen, die so bestimmt wird,

[, ] daB die asymptotischen Eigenwerte beider Systeme

—T | miteinander Ubereinstimmen. Die Eigenwerte eines

! Stabes mit beliebigen Randbedingungen und be-

§ liebiger Massen- und Steifigkeitsverteilung nahern
Hg. 10. Halatungamed. sich asymptotisch dem Wert
9 i =215

w0 l

B

| st ﬁf; der asymptotische Betrag des n ten Eigenwertes fur den Stab
mit p = g = 1, dann sind die Eigenwerte des Ersatzstabes durch

L

¥i, =
[l

gegeben und man erhalt wegen
Vi =352, YA =2205, YIF =622

fur die ersten drei Eigenwerte des Ersatzstabes die Né&herungen
Vie =254, Vi, =159, Vi, = 44,8.

! Eine Tabellierung der dynamischen Durchbiegung als Funktion der har-
monisch veranderlichen Enddurchbiegungen und Endmomente enes Balken-
abschnitts ist in Vorbereitung.



401] Transversalschwingungen von Stében. 75

Setzt man die Eigenfunktionen des Ersatzstabes in (50) ein, dann
erhalt man

Yie =317, Vi, =176, Vi, =473.

Der genaue Betrag des ersten Eigenwertes, der durch zweimalige An-
wendung des lterationsverfahrens gefunden wurde, ist ]/J._o = 3,11. Die
nach (50) berechneten hdheren Eigenwerte durften noch weniger von
den genauen Werten abweichen. Man sieht, dal. schon der zweite
und dritte Eigenwert des Ersatzstabes mit konstantem Querschnitt
und richtiger asymptotischer Eigenwertverteilung ganz gute Ab-
schatzungen fur die wirklichen Eigenwerte liefert.

Der geringe Unterschied zwischen der Naherung (50) und dem ge-
nauen Grundton zeigt, daf3 die Auswahl eines benachbarten Systems
ohne groRe Sorgfalt vorgenommen werden kann®. Diese Tatsache ist
praktisch von grofRRer Bedeutung. Es genigt, eine geringe Anzahl von
durchgerechneten Systemen vorrétig zu haben, um daraus eine grof3e
Mannigfaltigkeit von benachbarten Systemen mihelos zu beherrschen?.

! Fur den Fall des einseitig eingespannten Stabes, der am andercn Ende
eine Einzelmasse tragt, findet sich bei A. ESAU und M. HEMPEL [Z. techn. Physik
Bd. 11 (1930) S. 150] eine Gegenuberstellung der genauen Rechnung von W. HORT
(Technische Schwingungslehre, S. 459. Berlin 1922) mit einer Naherungsrechnung
von Lord RAYLEIGH (Theory of Sound, S 287), der als benachbartes System den
Stab ohne Einzelmasse verwendet. Die Naherung weicht selbst bei einem Ver-
héaltnis von Einzelmasse zu Stabmasse von 3:1 um weniger als 1 % von dem genauen
Wert ab. Die mangelnde Ubereinstimmung der Rechnung mit den Versuchcn ist
allerdings nicht, wie die Verfasser glauben, auf Konto der Rechnung zu setzen,
worauf auch schon TH. POSCHL [Z. techn. Physik Bd. 11 (1930) S. 220] hinwies.
Da es sich um betrachtliche Einzelmassen handelt, wird die Abweichung der Ver-
suchsergebnisse von den Rechnungswerten vermutlich daran liegen, daf? die Einzel-
masse nicht punktférmig angenommen werden darf. Die N&herung (50) ist all-
gemein ausgewertet worden fir den Fall eines Stabes, der am einen Ende frei,
am anderen eingespannt ist und dessen Querschnitts- und Tragheitsmomenten-
verlauf durch Superposition einer Geraden mit einer Sinuslinie dargestellt wird,
von W. HORT: Z. techn. Physik Bd. 6 (1925) S. 181 — Verh. 1. intern. Kongref3
techn. Mech., S. 282. Delft 1924 — ebenfals ,Hltte", Ingenieurtaschenbuch
Bd. 1 (Berlin 1925) S. 403. Als Grundsystem wird der Stab mit konstanter Steifig-
keit und konstantem Querschnitt benutzt. Das RAYLEiGHsche Verfahren fiir
benachbarte Systeme verwendet auch N. MONONOBE [Z. angew. Math. Mech. Bd. 1
(1921) S. 449] zur Berechnung der Schwingungszahlen kegelformiger Stébe.

2 Als benachbartes System flr einen einseitig freien und am anderen Ende
eingespannten Stab kann z. B. auch der von G. KIRCHHOFF [Wied. Ann. Bd. 501
(1880) - Ges. Abh. Bd. 339 (Leipzig 1882)] behandelte und von P.F.WARD
[Philos. Mag. (6) Bd. 25 (1913) S. 85] numerisch durchgerechnete Stab mit einem
Querschnittsverlauf

F = FxX™
und einemVerlauf des Tragheitsradius K= J/F (| ist das Trégheitsmoment) von
K2 - K20X2n

genommen werden. Fq und K, sind der Querschnitt und der Tréagheitsradius am
eingespannten Ende. WARD gibt fir m = 1, n = 0 (Stab von konstanter Hohe
und linear abnehmender Breite) und fir n = m = 1 (Pyramide auf quadratischer
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Die Anzahl der vorratigen Systeme wird durch Anwendung des Rezi-
prozitétssatzes zwischen Steifigkeiten und Massen genau verdoppelt,
denn jedem System von einer gegebenen Steifigkeit und Massenver-
teilung entspricht ein zugeordnetes mit reziproker Steifigkeit und
Massenbelegung, welches die gleichen Schwingungszahlen besitzt.
1) Schatzung der Knotenpunkte zur Berechnung der Oberténe.
Da die Grundschwingungszahl des durch zusétzliche Stitzen ver-
- p - anderten Systems ein Maximum wird, wenn die
~—a—= Lage der Stutzen mit den Knotenpunkten einer
§ & Oberschwingung zusammenfallt, ist die Grand-
Ah 11 geb mit éng Bindung schwingungszahl des gebundenen Systems gegen

im geschétzten Knoten.

Fehlschdtzungen der Knoten ziemlich unemp-
findlich. Es betragen z. B. die Grundschwingungszahlen eines nach
Fig. 11 gelagerten Stabes mit p = q = 1 fur verschiedene Abstadnde a
des Knotens

a 0,250 0,214 0,187

¥i 21,8 22,0 21,6

Die Eigenfrequenz des ersten Obertons mit dem Knoten in a = 0,226

betragt ¥1, = 22,03. Die Schitzung der Knoten erfolgt wieder am
einfachsten mit Hilfe der Beziehung

!

j(tvlyudx: o,
0

wo yo= +1 gesetzt werde, und wo @, die erste Eigenfunktion ist.
Falls man die Oberschwingung unabhangig von der Kenntnis der
Schwingungen niedrigerer Ordnung bestimmen will, lassen sich auch
Methoden zur Verbesserung von beliebig geschétzten Knoten angeben’.

Die Frage nach der Zahl der Knoten einer Oberschwingung ist for
Stébe, insbesondere fir solche mit mehreren Stutzen, nicht mehr ohne
weiteres zu beantworten und erfordert besondere Untersuchungen, die
kurz angedeutet werden sollen?. Es mége sich um einen Stab handeln,
der bei x = 0 gestutzt und an beliebig vielen anderen Punkten frei
drehbar oder mit elastischer Einspannung gelagert ist (vgl. Fig. 12).

Basis oder konischer Rundstab) die ersten drei Eigenténe und z. T. auch die
Eigenfunktionen an. Schwingungszahlen konischer Stabe wurden weiter berechnet
vonA. ONO: J. Soc. Mech. Engs. Tokyo Bd. 28 (1925) S. 429; Bd. 27 (1924) S. 467.
— WEBB, H. A., u. L. M. SWAIN: Advis. Comm. Aeron. Reps. Mem. (Mai) 1919
Nr. 626 (Propellerschwingungen). — WRINCH, D.: Proc. Roy. Soc. London A
Bd. 101 (1922) S. 493.

! HOHENEMSER, K.: Z. Flugtechn. Motorluftsch. Bd. 23 (1932) S. 37.

2 HOHENEMSER, K., U. W. PRAGER: Z. angew. Math. Mech. Bd. 11 (1931)
S. 92.
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Die Stutze bei x = 0 werde jetzt beseitigt und an ihrer Stelle eine
periodischveréanderlicheKraft Qsi n}/ft wirkend gedacht, die das System
zu erzwungenen Schwingungen erregt. Man kann nun allgemein zeigen,
daRR die Auslenkung an der Stelle x = 0 als Funktion von 4 nach Fig. 13
verlauft, d. h. y{0,4) hat eine dauernd

positive Ableitung nach 4 und springt lﬁ

an den Stellen 4, 4,,... von o0 auf x < N
—o00. Die 4;,4,,... sind die Eigenwerte | l | g
des bei x =0 freien Stabes, die A}, 4, ... | '
sind digjenigen des bei x = 0 gestiitzten
Stabes. Aus gewissen Monotonitétseigen-
schaften der Losungen der Differential-
gleichung (47) folgt, daR fur ale 4 die

Ungleichung &i"y(o’ A} <20 gilt. Man er-

halt mit wachsendem 4 nacheinander die
Formen der Fig. 12 und erkennt, daf x
jedesmal ein Knoten von links herein- r;g.:fz. Vel;af‘der”“i? dZ’ SCIQWE”'
wandert, wenn y(0,4) durch Null geht. 7 ?,L;Zien"z'mdef'effginf;’ne_’penfgi
Aus den erwahnten Monotonitatsséitzen schen Kraft Q cos¥2 ¢.

lalkt sich weiter folgern, dal3 ein einmal
hereingewanderter Knoten nicht mehr
verschwinden kann. Die Eigenschwin-
gungen sowohl des bei x = 0 freien wie
auch des bei x = 0 gestltzten Stabes
sind in dem Kontinuum der erzwungenen
Schwingungsformen enthalten, némlich

wioA)

.

die ersten fir i =4, die zweiten fir
+# =4, Esgilt daher flr den mit beliebig
vielen Stutzen oder elastischen Einspan-
nungen gelagerten Stab der Satz, daid
die n te Oberschwingung gerade n Knoten 'l
beSitZt’ so daf aso auch hier die Me- Fig. 13. Die ,Resonan7.funktion" an der
thode der Bindungen immer zum Ziel Angriffsstelle der erregenden Kraft.
fuhren muR.

m) Venvendung der Naherungen fir die Eigenwerte zusammen-
gesetzter Systeme. Die von S. DUNKERLEY empirisch gefundene N&he-
rung (52) ist identisch mit der Beziehung (39), und die DUNKERLEY sche
Methode 18Rt sich auch as Verfahren zur angendherten Eigenwert-
berechnung eines Stabes mit zusammengesetzter Massenbelegung auf-
fassen. Streng gultig muRte (39) auch fur alle Obertone sein, wenn es
sich um eine Zusammensetzung &hnlicher Massenbelegungen handelt
[vgl. (40)], doch liefert die Formel (39) auch dann noch brauchbare
N&herungen, wenn die Teilbelegungen von der Ahnlichkeit stark

e
&3
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abweichen. Fiur den Grenzfall, dal} die Teilbelegungen aus unendlich
vielen kleinen Einzelmassen bestehen, geht (39) in

All% [K(xx)g(x) dx

Uber, und man erhalt z. B. fir den bei x = 0 und x = 1 gestiutzten
Stab mit p —q — 1 den Werty1, = 9,49 an Stelle des genauen Wertes
®% = 9,86.

Ein wichtiger Fall von zusammengesetzter Steifigkeit liegt vor bei
Stében, welche infolge Rotation um einen Punkt auf ihrer Achse Zentri-
fugalkraft en in Richtung der Achse ausgesetzt sind (Turbinenschaufeln,
Propeller). Die Wirkung der Zentrifugalkraft ist die gleiche wie die-
jenige von elastischen Riuckstellkraften, der transversalen Auslenkung
eines Punktes steht infolge der Zentrifugalkraft ein Widerstand ent-
gegen, welcher proportional der Auslenkung ist. Die Teilsysteme sind
der biegesteife Stab ohne Zentrifugalkrafte und das Seil von verschwin-
dender Biegesteifigkeit, das den Zentrifugalkraften allein unterworfen
ist. Die Grundfrequenz eines mit der Kreisfrequenz « umlaufenden
Seiles von konstanter Dicke und beliebiger Lange betragt ]/'}.1 =aw¥,
(41) ergibt daher fir die Grundschwingungszahl eines bei x = 0 ein-
gespannten bei x = 1 freien Stabes, der um die Einspannstelle rotiert,
den Wert

Ay o A + w2,
worin A der erste Eigenwert des ruhenden Stabes ist. Der genaue
Betrag ist bei konstantem Querschnitt!

4= A9 4+ 1,08w?.

Die Zusammensetzungsformel (41) gilt um so genauer, je ahnlicher
die Steifigkeiten der Teilsysteme sind, doch liefert sie, wie das obige
Beispiel zeigt, auch bei recht undhnlichen Steifigkeiten der Teilsysteme
wenigstens fur den Grundton brauchbare Werte?. Dieselbe Zusammen-
setzung kann natirlich auch verwendet werden, wenn es sich um den
EinfluR von irgendwelchen anderen Axialkraften handelt. Man erhalt
in alien diesen Fallen immer eine untere Grenze fiir den ersten Eigenwert
durch Addition der Eigenwerte fiir den Biegestab und fir das Seil mit
der gleichen Massenbelegung.

* Uber die Transversalschwingungen umlaufender Seile siehe J. GHOSH: Bull.
Calcutta Math. Soc. Bd. 14 (1923) S. 161.

! Uber die Integration der Differentialgleichung des transversal schwingen-
den und rotierenden Stabes vermittels eines Reihenansatzes vgl. H.v. SANDEN:
Z. techn. Physik Bd. 10 (1929) S. 443.

2 Diese Zusammensetzung wurde fir die Berechnung der Schwingungs-
zahlen von transversal schwingenden Propellern angewendet von F. LIEBERS:
Z.techn. Physik Bd. 9 (1929) S. 361. — HOHENEMSER, K.: Z. Flugtechn. Motor-

luftsch. Bd. 23 (1932) S 37 (bei Oberschwingungen). — SOUTHWELL, R. V.: Advis.
Comm. Aeronaut. Reps. Mem. 1918 (August) Nr. 486; 1921 (Oktober) Nr. 766.
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n) Der EinfluR der Rotationstragheit. Bisher war angenommen
worden, dall die Stabachse mit linienférmigen oder punktférmigen
Massen belegt ist. Tragt der Stab jedoch Scheiben, dann verstarken
die Tréagheitsmomente der Scheiben die aushiegende Wirkung der
Massenkréafte. |st der Stab kontinuierlich mit Scheiben von dem axialen
Tragheitsmoment r(x) je Langeneinheit belegt [r(x) kann auch das
Tragheitsmoment des Stabquerschnitts sein], dann heil3t die Differential-
gleichung fir die freien Schwingungen des Stabes

(54) By + Ar@y) — Aglx)y = 0.
Samtliche Methoden sind ohne weiteres auf diesen Fall {bertragbar.
Die Reduktion des auftretenden Systems von zwei Integralgleichungen

auf eine einzige ist in (3) gegeben worden. Die erste der Gleichungen (12)

hei3t demnach
;.

(55) _{ x(xx) q(x) dx + [6( x)r(x)dy,
i

wobei « (x&) die Durchblegung in x infolge einer Lasteinheit in &, und
d(x%) der Drehwinkel der Stabtangente in x infolge eines Einheits-
momentes in & ist. Das lterationsverfahren erfolgt so, dal mit einer
angenommenen Schwingungsform y, die Durchbiegung y; infolge der
Krafte yog(x) und infolge der Momente Yor(X) bestimmt wird. Bei
der Wahl einer Ausgangsfunktion yo = 1 laBRt sich der Einflul der
Tragheitsmomente weder in der BAUMANNschen Formel (48), noch in
der Mittelwertbildung (49) erfassen, wohl aber bei Verwendung der
Extremalprinzipe. Man erhalt z. B. an Stelle von (50) die Beziehung

S {(x)dx
(56) b= e T
Da der Einflul3 der Tragheitsmomente auf die niedrigeren Eigenwerte
meist nicht sehr groB ist, kann man auch von den Schwingungsformen
y; des Stabes mit r(x) = 0 als einem benachbarten System ausgehen
und diese in

(57)

P Shyitdx

CIvtgdx + fyPrdx
einsetzen. Der Einfluld der Rotationstragheit wachst mit der Ordnung
der Eigenschwingung, in der Grenze u sind die Schwingungs-
zahlen sogar lediglich von der Verteilung der Tragheitsmomente ab-
hangig, denn die asymptotischen Grolen der Eigenwerte von (54)
sind durch

&9 o i?z / l/ b (x

gegeben, d. h. sie sind unabhangig nicht nur von den Randbedin-
gungen, sondern auch von der Massenbelegung. Die Tragheitsmomente
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beeinflussen die tieferen Schwingungszahlen nur wenig, die Massen
beeinflussen die htheren Schwingungszahlen nur wenig.

Sind auf dem Stab Scheiben befestigt, die sowohl Masse wie Trég-
heitsmoment haben, dann folgt aus (39) Uber die Eigenwerte zusammen-
gesetzter Systeme einmal

59 i ,t«»+2 +Z’

oder auch

(60) i {0: + Z FE

=1

AY ist der erste Eigenwert des Stabes ohne Einzelmassen, A% ist der
Eigenwert des massdosen Stabes, wenn nur die Einzelmasse M, 47,
wenn nur das Einzeltragheitsmoment T, und 2®, wenn nur die i te
Scheibe mit der Masse M; und dem Tragheitsmoment T; angebracht
ist. (60) wurde von DUNKERLEY' angegeben, (59) von E. HAHN?,
(59) ist infolge der grofkeren Anzahl der verwendeten Teilsysteme un-
genauer als (60)°. Fir unendlich dichte Besetzung des Stabes mit
Scheiben geht (59) in (55) Uber. Infolge Beriicksichtigung der Trég-
heitsmomente verringern sich ale Schwingungszahlen, da die Steifig-
keit konstant bleibt und die kinetische Energie vergrof3ert wird. Dies
geht auch aus (55) bis (57) hervor, ebenso aus dem Vergleich von (58)
mit (53). Die Eigenwerte fir den Stab ohne Bericksichtigung der
Trégheitsmomente gehen mit n?, digjenigen bei Beriicksichtigung der
Tragheitsmoment e mit n? nach unendlich.

o) Der EinfluB von Axialkréaften. Die Naherungsverfahren sind
auch ale ohne weiteres anwendbar, wenn Axialkrafte auf den Stab
wirken, bei der Berechnung der EinfluRfunktion oder bei der Aus-
fihrung der Iterationen ist die bei Zug erhéhte, bei Druck erniedrigte
Steifigkeit zu beriicksichtigen®. Da im algemeinen der EinfluR der
Axialkréfte einen wesentlich kleineren Beitrag zur Steifigkeit liefert
as die Biegesteifigkeit selbst, ist die Verwendung der Formeln fir
benachbarte Systeme angebracht. (50) heifdt jetzt

jpy”’dx +_/Ny’“dx-

(61) Jytgdx

! DUNKERLEY, S: Siehe a a O.

2 HAHN, E.: Schweiz. Bauzeitung Bd. 72 (1918) S 191, 206. — Vgl. auch
F. H. VAN DEN DUNGEN: C. R. Acad. Sei., Paris Bd. 177 (1923) S. 243, 387.

®Vgl. M.TH.GOT: C.R. Acad. Sci., Paris Bd. 193 (1931) S. 836.

4 Bemerkungen iber die Integralgleichungen mit zwei Parametern, wie sie
bei den Problemen der Stabschwingungen mit Axialkraften vorkommen, stehen
bei F. H. VAN DEN DUNGEN: Verh. 2. intern. Kongref3 techn. Mech., S. 113. Zurich
1926. Die Methode der sukzessiven Approximation wurde auf die Differentiai-
gleichung der Transversalschwingungen eines axial belasteten Stabes angewendet
von R. C. J. HOWLAND: Philos. Mag. (7) Bd. 1 (1926) S. 674.
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N ist die im Querschnitt Ubertragene Langskraft, sie ist als Zugkraft
positiv, als Druckkraft negativ einzusetzen. (61) gibt fir den Grundton
eine obere Grenze, eine untere Grenze erhat man, wie unter m) bemerkt
wurde, durch

(62) A=A L e

wobei A% und 1® die Eigenwerte des Biegestabes und des Seiles mit
der Seilspannung N(x) sind, A% hat nur fur Zugkrafte N(X) eine physi-
kalische Bedeutung. In (61) sind fur y die Schwingungsformen des
Stabes ohne Langskrafte einzusetzen. Da bei den hoheren Eigen-
schwingungen die Krimmungen y" im Verhédltnis zu den Tangenten-
neigungen y' im Mittel immer groRBer werden, haben die Langskrafte
fur die héheren Eigenschwingungen abnehmenden Einflu und es gilt
asymptotisch die Eigenwertverteilung (53), unabhéngig von den Langs-
kraften. Fir den Fall des an beiden Enden gelagerten Stabes mit
konstanter Steifigkeit und Masse und konstanter Zugkraft N ergeben
die obere Grenze (61) und die untere Grenze (62) den gleichen, also
exakten Wert
ot at N
Ay == e g+ r g

Fur negative N (Druckkraft) kann der Fall eintreten, daR4, Nullwird,

namlich fur N = ’;: #, das ist gerade die EULERsche Knicklast fir den

Stab. Die Knicklast eincs Stabes kann ganz allgemein definiert werden
als digjenige Last, fur welche die Periode des Grundtons unendlich
wird. Es geniigt dann ein beliebig
kleiner Impuls, urn dem Stab be-
liebig groRBe Auslenkungen zu er-
teilen. Die Ursache dafiir, dal} in
dem erwahnten Beispiel (61) exakie iy, eimentiint § ¥
Werte lieferte, liegt in der Identitéat ' e

der Schwingungsformen mit den Ausknickformen, im allgemeinen liegt
diese ldentitat nicht vor, und man wird bei kleinem N in (61) die
Schwingungsform fur N = 0 und bei groBem N, d. h. in der Nahe der
Knicklast, die Ausknickungsform einsetzen. In manchcn Fallen kann
es auch vorkommen, dal3 eine Endlast parallel zur Endtangente an-
greift, etwa bei einer Uberhédngenden Welle, die einen Propeller tragt
(Fig. 14). Die Steifigkeit und die Schwingungszahlen werden dann
durch Druck erh6ht, durch Zug erniedrigt, aso umgekehrt wie bei
reinen Axialkraften.

! Die Beziehung (62) wurde, allerdings ohne befriedigende Begriindung,
angewendet von K. HINZ [Z. techn. Physik Bd. 8 (1927) S 370] zur Berechnung
der Schwingungen von Spannbolzen bei grofRen Asynchronmotoren.

Ergebnise der Mathematik. |. Hohenemsar. 6
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18. Die kritischen Drehzahlen umlaufender Wellen.

Von den zahlreichen und viel untersuchten Problemen {ber die
kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen sollen hier nur die-
jenigen herausgegriffen werden, die sich in unmittelbare Analogie zu
den Eigenschwingungsaufgaben der Elastokinetik bringen lassen. A uf
die Fragen der Stabilitat der Bewegung und auf die sog. kritischen
Drehzahlen zweiter Art wird nicht eingegangen. Man kann die kritischen
Drehzahlen umlaufender Wellen auf drei Arten definieren:

a) Man setzt zunadchst voraus, dald die Welle, falls sie starr ware,
um ihre freie Achse rotieren mifdte, d. h., dal3 sie véllig ausgewuchtet
ist. Wahrend der Drehung soll die Welle eine ausgebogene Form an-
nehmen, die mit irgendeiner Winkelgeschwindigkeit um die Ruhelage
rotiert. Setzt man die dabei entstehenden Tragheitskrafte den elastischen
Ruckstellkraften gleich, dann erhalt man ein Eigenwertproblem fur die
Drehzahl der Welle, d. h. bei gegebenem Verhéaltnis von Drehzahl der
Welle zu der Umlaufgeschwindigkeit der ausgebogenen Form gibt es
nur gewisse Drehzahlen, bei welchen eine von Null verschiedene Aus-
lenkung der Welle méglich ist. Die Beobachtung lehrt nun, daR prak-
tisch die ausgebogene Form immer mit der Geschwindigkeit der Wellen-
drehung umléauft, und zwar entweder im selben Sinn wie die Wellen-
bewegung (kritische Drehzahl im Gleichlauf) oder im entgegengesetzten
Sinn (kritische Drehzahl im Gegenlauf). Die Beobachtung lehrt weiter,
dal die kritischen Drehzahlen im Gleichlauf bei weitem gefahrlicher
sind als digjenigen im Gegenlauf. Dies erscheint plausibel, wenn man
bedenkt, daR bei unendlich groRer Torsionssteifigkeit der Gleichlauf
die einzig mogliche Bewegungsform der Welle ist, und dal} bei den
praktisch vorkommenden Wellenabmessungen die Torsionssteifigkeit
gegenuber der Biegesteifigkeit grof3 ist. Legt man den Gleichlauf zu-
grunde, dann ergeben sich eindeutig gewisse Drehzahlen, bei denen eine
solche Bewegung moglich ist, wahrend bei alien anderen Drehzahlen
die Auslenkung identisch verschwinden muB. Diese Betrachtungsart
entspricht vollstandig der Ermittlung der Eigenschwingungszahlen, sie
lakt offen, ob bei den betreffenden Drehzahlen tatsachlich geféahrlich
grofle Auslenkungen entstehen.

b) Die zweite Definition der kritischen Drehzahlen knipft an die
Transversalschwingungen einer rotierenden Welle an'. Wenn man
wieder unendlich groRe Torsionssteifigkeit der Welle voraussetzt, miissen
die Transversalschwingungen in einer Ebene erfolgen, die mit der Welle
umléauft, es gibt nun gewisse Drehzahlen, bei denen die Perioden der
transversalen Eigenschwingungen unendlich werden. Dann genilgt ein
beliebig kleiner Impuls, um dem Stab beliebig grofe Auslenkungen zu

! Diese Definition stammt von C. CHREE: Philos. Mag. (6) Bd. 7 (1904)
S. 504; Bd. 9 (1905) S. 132.
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erteilen. Bei dieser Auffassung der kritischen Drehzahlen erkennt man,
dald die Auslenkungen bei den kritischen Drehzahlen nicht nur méglich
sind, sondern infolge irgendwelcher zufdlligen Impulswirkungen auch
leicht geféhrlich gro werden koénnen.

c) Die dritte Definition' der kritischen Drehzahlen geht davon
aus, daB die Welle nicht vollig ausgewuchtet ist. Bei der Drehung ent-
stehen dann Zentrifugalkréafte, die eine Ausbiegung bewirken. Nimmt
man wieder Gleichlauf an, dann wird diese Auslenkung unendlich, wenn
die Drehzahl mit einer der kritischen Drehzahlen identisch ist. Eine
beliebig kleine Unwucht geniigt, urn bei der kritischen Drehzahl im
Lauf der Zeit beliebig groRe Auslenkungen entstehen zu lassen. Diese
Auffassung entspricht vollkommen der Behandlung erzwungener Schwin-
gungen,

Tragt die Welle nur linienférmig verteilte Massen, dann ist die
Differentialgleichung der Auslenkung durch die Zentrifugalkréafte vollig
identisch mit (47), worin jetzt ]/}. die Kreisfrequenz der Drehbewegung
bedeutet. Auf diesen Fall trifft also alles unter 17 Gesagte zu. Tréagt
die Welle jedoch Scheiben, dann entstehen beim Gleichlauf Kreisel-
momente, welche die Welle in die gestreckte Lage zuriickzudrehen
suchen. Es gilt dann fur den Fall kontinuierlich verteilter Scheiben
die Differentialgleichung

(py"Y — Ar@yY — Aqx)y =0,

die mit (54) bis auf das Vorzeichen des zweiten Gliedes Ubereinstimmt.
(55) bis (58) gelten auch hier, wenn Uberall r(x) durch —r(x) ersetzt
wird. Die Kreiselmomente erhdohen die kritischen Drehzahlen, und zwar
ist der EinfluBR, genau wie derjenige der Rotationstragheit, um so
groler, je hoher die Ordnung der kritischen Drehzahl. Der asymptotische
Wert in (58) wird imaginér, d. h. die Zahl der kritischen Wellengeschwin-
digkeiten bei Berlcksichtigung der Kreiselwirkung ist stets endlich.
(60) ist auch jetzt brauchbar, (59) verliert ihrcn physikalischen Sinn, da
die 45 as negative GrofRen eingesetzt werden missen. Der Einflu
der Axialkrafte kann wie in 17m und 0 beriicksichtigt werden?.

! Diese Definition wurde gegeben von A. FOPPL: Civil. Ing. Bd. 249 (1895)

siehe auch Technische Mechanik Bd. 4 (Leipzig 1914) S. 238.

2 An weiteren Arbeiten Uber die Berechnung kritischer Drehzahlen erster
Art seien auller den auf S 48 zitierten genannt: CARSTEN, H.: Z. techn. Physik
Bd. 2 (1921) S. 183 — ECK, B.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 72 (1928) S. 51. -
FOPPL, O.: Z. ges. Turbinenwesen Bd. 13 (1916) S 61, 75. — GRAMMEL, R.:
Festschrift Stodola 70. Geburtstag, S. 180. Zurich 1929 (Einflu? der Wellen-
torsion auf die kritische Drehzahl) — Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 64 (1920) S. 911;
Bd. 73 (1929) S. 1114 (EinfluR der Kreiselwirkung) — Der Kreisel, seine Theorie
und Anwendungen, S. 213ff. Braunschweig 1920. — KARAS, K.: Ing.-Arch. Bd. 1
(1930) S. 84, 158. - H. D. I. Mitt. Bd. 17 (1928) S. 95, 119. 167 — Z. Ver.
Deutsch. Ing. Bd. 72 (1928) S. 1648 - Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 485
(EinfluB von Langsbelastung und Kreiselwirkung). — KNESER, A.: Z. Math.

6*
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19. Fachwerkschwingungen.

Bei den Fachwerken liegen die Verhaltnisse so, dal die Haupt-
massen des Systems sich in den Knoten befinden. Man schlagt daher
die Massen der Stadbe zu den Knotenmassen hinzu und berechnet die
Schwingungszahlen eines benachbarten Systems mit endlich vielen
Freiheitsgraden, d. h. eines Systems von Punktmassen, die durch elasti-
selle Krafte aneinander gebunden sind'. Infolge der groRen Zahl der
Freiheitsgrade missen Naherungsverfahren angewendet werden. Fir
die Ermittlung des Grundtons ist die Anwendung des Iterationsver-
fahrens zweckmaRig, das genau in der friher dargestellten Weise gehand-
habt werden kann, wobei jetzt allerdings an Stelle der skalaren Ver-
schiebungsgroBen yV erschiebungstvektorenntreten. Fir die Berechnung
der Grundschwingungszahl geht man von geschatzten Verschiebungen
no der Knoten aus und berechnet zu den Kraften gy Y& ist die
Masse des iten Knotens) die Knotenverschiebungen t)“’ und erhalt
den kleinsten Eigenwert durch

i;lmtjm {7}
(63) Ay = 25'-0::2 e

Phys. Bd. 51 (1904) S 64 (Bedingung fir Scheinrcsonanz). — KRAUSE, M.: Z.
Ver. Deutsch. Ing. Bd. 58 (1914) S 878. — LEBLANC, M.M.: Mém. Soc. Ing.
Civils France Bd. 66, (1913) S 171. — LEES, L.: Philos. Mag. (6) Bd. 45 (1923)
S. 689; Bd. 37 (1919) S. 515. - LORENZ, H.: Z. Ver. Deutsch. Ing. Bd. 63 (1919)
S. 240, 888 (mit zahlrcichen Literaturangaben). — POSCHL, TH.: Z. angew.
Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 297 (zusammenfassendes Referat Uber das Problem
der kritischen Drehzahl). — RODGERS, C.: Philos. Mag. (6) Bd. 44 (1922) S. 122.
— RYAN, J. J.: J. FranklinInst. Bd. 211 (1931) S 151.

! H. REISSNER [Z. Bainvesen Bd. 49 (1899) S.477; Bd. 53 (1903) S. 135]
rechnete erstmalig Eigenschwingungen von komplizierteren ebenen Stabwerken
unter Bericksichtigung sowohl der longitudinalen wie auch der transversalen
Bewegung, wobei einmal die Differentialgleichung der Schwingungen mit den ent-
sprcchenden Rand- und Ubergangsbedingungen exakt integriert wurde, das aridere
Mal ein Ersatzsystem mit masselosen Staben und in den Knotenpunkten konzen-
trierten Massen behandelt wurde. Es ergab sich, da3 bei gclenkigen Stabver-
bindungen und bei den praktisch schon ohnedies in den Knoten stark konzen-
trierten Massen (zur Knotenmasse ist nicht nur die Masse der Stabverbindung,
sondern bei einer Briicke vor allem auch der entsprechende Anteil der Fahrbahn-
masse zu rechnen) das Ersatzsystem Schwingungszahlen hat, die von denen des
wirklichen Systems nur wenig abvveichen. Abschétzungen hiertiber stellt auch
E. POHLHAUSEN [Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S 28] an. Sind allerdings
die Stabverbindungen steif und sind die Massen im wesentlichen auf die Stabe
verteilt, wie bei den Fundamentrahmen der GroRkraftmaschinen, dann kann
andererseits die Léangselastizitét der Stébe vernachléssigt werden, da die Schwin-
gungszahlen dann in der Hauptsache von der Biegesteifigkeit der Stabe abhéngen.
Vgl. die Arbeitenvon W. PRAGER: Bauing. Bd. 8 (1927) S. 923 — Z. techn. Physik
Bd. 9 (1928) S 223; Bd. 10 (1929) S. 275. — Ferner F. W. VVALTKING: Ing.-Arch.
Bd. 2 (1931) S. 247. Das RAYLEiGHsche Verfahren wurde fir ebene Stabwerke
angewendet von TH. POSCHL [Ebenda Bd. 1 (1930) S. 469] und von H. KAYSER
und A. TROCHE [Beton und Eisen Bd. 29 (1930) S. 15, 119].
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Die Multiplikation im Zahler ist auf skalare Art auszufiihren, (63) gibt
wieder eine obere Grenze fiir 4,.. Handelt es sich z. B. um einen Fach-
werktrager nach Fig. 15, dann wahlt man etwa no an alien Knoten
gleich Null bis auf den mittleren Knoten des Obergurtes, der sich verti-
kal um no = 1 verschiebensoll. g} sind 14,@-

danndie Verschiebungen unter der Einzcl-

1
last ¢ und (63) heiRt /\/\/\

(64) 7 ) °
Ay = )*l]mv qua . Fig. 15. Fachvverktrager.
POHLHAUSEN' verivéndet eine s unginstige Mittelwertbildung, namlich
zt}m Eaiiy
(65) V U[x]z’. R

da das Verfahren sehr viel langwieriger erscheint, als in Wirklichkeit
der Fall ist. So erh@lt F. BLEICH fir einen nach dem POHLHAUSENSschen
Verfahren berechneten Fachvverktrdger nach dem ersten Schritt eine
um 64% zu hohe Schwingungszahl?, dagegen liefert (64) nur einen
Fehler von 7%. Infolge Anwendung der unginstigen Mittehvertbildung
(65) ist POHLHAUSEN gezwungen, noch einen zweiten und dritten Schritt
durchzurechnen, wéhrend man in fast alien Fallen bei Verwendung von
(63) mit einem einzigen Schritt auskommen wird.

Wahlt man @ = 1 vertikal nach unten in alien Punkten, dann
sind die yf¥ die Verschiebungen der Knoten unter dem Eigengewicht.
Da die statischen Verschiebungen unter der Eigenlast ohnedies be-
stimmt werden missen, macht die Ermittlung der Grundschxvingungs-
zahl nach (63) fast keine Mehrarbeit gegeniiber der statischen Berechnung
des Trégers. Man kann die Naherung fur 4, noch weiter verbessern,
ohne einen neuen Verschiebungsplan zeichnen zu missen, dadurch,
dall man Gleichung (29) verwendet, welche jetzt heildt

y 1 (Yt
Ay =7 Z(:}E‘S‘)ﬁ:‘%—-
2, pm
Die S sind die Stabkréafte, welche zu den Knotenlasten {#¢? gehéren,
und sie lassen sich aus dem Kremonaplan fir diesc Lasten ermitteln,
die p) sind die Steifigkeiten der Stabe (Produkt aus Elastizitatsmodul
und Querschnittsflache). Die Anwendung dieser Beziehung dirfte die
praktisch erforderliche Genauigkeit immer Uberschreiten, besonders in
Anbetracht dessen, dald es sich ja um die Schwingungszahl eines be-
nachbarten Systems handelt, die ohnedies nur angendhert mit der-
jenigen des wirklichen Systems Ubereinstimmt. Im dbrigen ist es,
nachdem die Schwingungsform des Ersatzsystems mit den Einzelmassen

Siehe a. a O.
2 BLEICH, F.: Theorie und Berechnung eiserner Brucken, § 5. Berlin 1924,
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bekannt ist, nicht schwer, mit Hilfe der Formeln fir benachbarte Systeme
auch bessere Naherungen fur das wirkliche System zu erhalten, indem
man in die Ausdriicke flr die potentielle und kinetische Energie des
wirklichen Systems mit verteilten Stabmassen die Schwingungsform
des benachbarten Systems einsetzt.

20. Transversalschwingungen von Platten.

Die Differentialgleichung fir die Transversalschwingungen einer
dinnen isotropen Platte heif3t

A(Pdw) - (1 - r)(?xawyy + Pyywﬂ: - szywzy) - 1&'“’ =0

&® o2 fw
(4= 5+ 550 we=Gr )
p(xy) ist die Steifigkeit, g(xy) die Masse je Flacheneinheit der Platte,
r ist die Querkontraktionszahl des elastischen Materials. Die Steifigkeit
hangt mit der Dicke h der Platte vermittels
ER
p= =7
zusammen, worin E den Elastizitatsmodul des Materials bedeutet. Fur
konstante Steifigkeit vereinfacht sich die Differentialgleichung wesent-
lich und heif3t dann
pAdw — Aqw =0.

Es lassen sich wieder alle dargestellten N&herungsverfahren verwenden.
Die Berechnung der EinflufZfunktion ist noch schwieriger als bei den
vorhergehenden Beispielen®, doch wird man die Methoden, welche von
der Integralgleichung unmittelbar Gebrauch machen, dann vorteilhaft
anwenden kénnen, wenn es sich darum handelt, systematische Versuche
Uber die Schwingungen von Platten mit veranderlichen Steifigkeiten
und Massen auszufiihren. Geht man von statischen Versuchen aus und
bestimmt die EinfluBfunktion auf experimentellem Wege, dann sind
lediglich die Steifigkeiten der Platten zu variieren, wahrend Schwin-
gungsversuche auch fir alle in Frage kommenden Massenverteilungen
durchgefihrt werden muRten. Die Berechnung des Grundtons erfolgt
dann am zweckmaRigsten durch Iteration, wobei die Verschiebungen w;
infolge der Kréafte gwg unmittelbar durch

wi(%,9) = [ [hlx, 9, &, n) g5, ) w(&, n) dEdy

gefunden werden. Bei konstanter Plattensteifigkeit 148t sich die Losung
der Differentialgleichung
Adw = f(x,9)

Fir Kreisplatten ist die Methode der Integralgleichung angewendet
worden von R. C. J. HOWLAND [Philos. Mag. (7) Bd. 7 (1928) S 5 39], doch
handelt es sich hier eigentlich urn ein eindimensionales Problem, da eine Schwin-
gungsform mit einer bestimmten Zahl von Knotendurchmessern angenommen wird.

1
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auf graphischem Wege gewinnen, indem zuerst die Zwischenldsung
v(xy) aus _
dv = f(x,y)

und dann auf die gleiche Weise w aus
dw = v{x,y)

erhalten wird®. Die zeichnerische Integration der Differentialgleichung
Av —f(xy) erfolgt auf eine Weise, welche eine unmittelbare Ver-
allgemeinerung der in 16. f) angegebenen Methode flr die entsprechende
eindimensionale Aufgabe darstellt. Die beim Iterationsverfahren zu
l6sende Aufgabe, zu einer Belastung qw, wobei wy die angenommene
Schwingungsform ist, die Durchbiegung w; zu ermitteln, 1&3t sich also
ebenso wie bei dem Stab graphisch behandeln. Allerdings ist die graphi-
sche Methode auf den Fall konstanter Steifigkeit beschréankt. Die
Mittelwertformel
_ Mwawigdrdy
Jfwlqdzdy

liefert wieder bereits mit der einfachen Annahme wy, = + 1 die Schwin-
gungszahlen bis auf 1 bis 2% genau.

Gerade bei komplizierteren elastischen Systemen, bei welchen wie
im Fall der elastischen Platten schon die Behandlung statischer Auf-
gaben mihsam ist, sind die Methoden, welche von den Extremalprin-
zipien ausgehen, besonders zweckmalig. (28) heildt jetzt
= AP WY — 2p(1 — #)(w, s wyy — wi,ydx dy

Jfurgdxdy '
Hierinist fur w eine geschatzte Schwingungsform einzusetzen. Praktisch
wichtig sind die Schwingungen von Kreisplatten (Turbinenscheiben),
man verwendet dann Polarkoordinaten r und # und die obige Gleichung
geht iber in?

(67) 1 = _ﬂf’{(w” + 2:;5- + ??;E-'?)_ 2.;;&;:’[;&;;(3_’ + ?’;'(";f_’_)__ (Fi—ﬁ)]}rdrdﬂ |

(66) 2

! MARCUS, H.: Armierter Beton Bd. 12 (1919) S. 107, 129, 164, 181, 219,
245, 281.

2 Diese Beziehung wird von A. STODOLA zur Berechnung der Schwingungen
von Turbinenscheiben benutzt. Als Ansatz fur die Auslenkung w wird

w=f(r)sink &

gewahlt, also eine Schwingung mit k Knotendurchmessern. Fur f(r) werden einige
Funktionen eingesetzt und das Minimum von (67) bestimmt. Sehr grundliche
rechnerische und experimentelle Untersuchungen von Turbinenscheibenschwin-
gungen sind durchgefuhrt von W. CAMPBELL: Trans. Amer. Soc. Mech. Engs.
Bd. 46 (1924) S. 31. Uber Vergleiche der STODOLASchen Berechnungsweise von
Turbinenscheibenschwingungen mit Versuchen siehe auch J. v. FREUDENREICH:
Engg. Bd. 119 (1925) S. 2, 31. Bei Erregung der Platten mit einer harmonischen
Kraft von allmahlich steigender Eigenfrequenz entstehen Schwingungen mit
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Eine bessere Néherung erhé@t man mit Hilfe des RITZschen Verfahrens,
das gerade fiir die Eigenschwingungen von Platten mit besonderem Er-
folg angewendet worden ist. W. RITz' verwendet zur Berechnung
der Schwingungszahlen und Formen einer quadratischen Platte mit
freien Randern folgenden Ansatz

69 {w(x, y) = Ay ot (%) 4y (y) -+ Ayt (%) %o (y) + Ay #o(x) 2, (¥)
+ Ay w0 (%) 43 (y) 4 Agg (%) ug(y) + -+

Die U; (x) sind dabei das vollstandige Orthogonalsystem der Eigen-
funktionen eines Stabes mit freien Enden (ds O te Eigenfunktion wird
Up = konst. genommen, der dazugehtrige Eigenwert ist 4, =0). Es
zeigt sich, dal? samtliche Eigenschwingungsformen mit grof3er Anndhe-
rung dargestellt werden koénnen durch

W = (%) U (Y) + U (Y) 4n (),
Winn = Uiy (%) 865 (y) — tp{y) 14, (x),
d. h. in der Reihe (68) fur die Schwingungsformen Uberwiegen immer
zwei Glieder sehr stark, wodurch die rasche Konvergenz des Verfahrens
bedingt ist. Durch Einsetzen der Reihe (68) in die Extremalform (66)
und Bestimmung der Extremalwerte dieser Form as Funktion der
Konstanten Ay erhdlt man ein lineares homogenes Gleichungssystem
fur die Konstanten und durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante
die Frequenzgleichung fur 4. Es werden zweckméRig die symmetrischen
und die antisymmetrischen Schwingungsformen getrennt berechnet.
(66) kann auch vorteilhaft zur Berechnung der Schwingungszahlen
mit Hilfe der Schwingungsformen eines benachbarten Systems verwendet
werden®. Auch die Formeln iber die Schwingungszahlen zusammen-

kontinuierlich ineinander (bergehendcn Knotenlinicn. W. HORT und M. KONIG
[Z. techn. Physik Bd. 9 (1928) S. 373] deuten Versuche von A. ELSAS [Wied. Ann.,
N. F. Bd. 19 (1883) S. 474] an Kreisplatten, welche die mit der Frequenzveréande-
rung wandernden Knotenlinien zeigten, as Abweichung von der KiIRCHHOFFschen
Theorie [Crelles J. Bd. 40 (1850) S. 51]. In Wirklichkeit handelt es sich bei den
Versuchen von A. ELSAS urn erawungene Schwingungen im Gegensatz zu den von
KIRCHHOFF berechneten und von F. STREHLKE [Pogg. Ann. Bd. 95 (1855) S. 577]
in Ubereinstimmung mit der Rechnung experimentell erzeugten freien Schwin-
gungen der Kreisplatten. Die erzwungenen Schwingungen von Kreisplatten mit
freiem Rand wurden von W. FLUGGE [Z. techn. Physik Bd. 13 (1932) S. 199
behandelt. Das RAYLEiGHsche Verfahren wurde fir Platten weiter angewendet
von PRESCOTT (Applied Electricity 1924 S. 338) und fir Platten, die in Beriihrung
mit Wasser stehen, von H. LAMB [Proc. Roy. Soc. London A Bd. 98 (1920) S. 205.

Y RITZ, W.: Ann. Physik (4 Bd.28 (1909) S. 737. Auf die Schwingungen
rechteckiger, rhombischer, dreieckiger und elliptischer Platten ist das Verfahren
angewendet worden von E. GOLDMANN (Diss. Breslau 1918), auf die Schwingungen
einer Membran von E. REINSTEIN [Ann. Physik (4 Bd. 35 (1911) S. 109].

2 vgl. M. KONIG: Diss. E. T. H. Zurich 1927. — HORT, W., U. M. KONIG:
Z. techn. Physik Bd. 9 (1928) S. 373. Als Grundsystem wird die Kreisplatte
konstanter Dicke genommen und mit Hilfe der Eigenfunktionen dieser Platte die
Schwingungszahlen profilierter Kreisplatten berechnet.
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gesetzter Systeme sind verschiedentlich fir die Berechnung von Platten-
schwingungen bentitzt worden. Die N&herung (39) wurde von K. KLOT-
TER® zur Berechnung einer in der Mitte eingespannten Kreisplatte
verwendet, die auf einem zur Mitte konzentrischen Kreis ene linien-
formig gleichmaldig verteilte Masse tragt. Als Teilsysteme werden ge-
nommen die Platte mit konstanter Massenbelegung ohne die linien-
formige Mase und die massdose Platte, welche allein mit der linien-
formigen Mase belegtist. Fur den Fall, daf} dielinienformig verteilte
Mase sich am AufRenrand befindet und etwa ebenso grof3 ist wie die-
jenige der Platte, ist die Zusammensetzungsformel (39) fur den Grund-
ton durch eine exakte Berechnung kontrolliert und innerhalb der
Rechengenauigkeit von zwei Stellen bestdtigt worden?>. Man kann
aso selbst bei sehr undhnlichen Massenverteilungen der Teilsysteme
die Beziehung (39) auch bei Platten unbedenklich gebrauchen. Die
Beziehung (41) fur die Zusammensetzung von Teilsystemen von ver-
schiedenen Steifigkeiten ist .insbesondere fir die Schwingungsberechnung
rotierender Scheiben von Bedeutung®. Die Kreisplatte, ohne Einwirkung
der Zentrifugalkrafte, und die rotierende Membran, die allein durch die
Zentrifugalkréfte gespannt wird, treten dabei as Teilsysteme auf. (41)
liefert dann eine untere Grenze fir den Grundton, wahrend man eine
obere Grenze erhdlt durch Einsetzen einer Naherungsfunktion fur die
Schwingungsform in (67); wenn dort im Zghler noch die potentielle
Energie infolge der Zentrifugalkrafte

[loter (2]

(0. und o, sind die Radial- und Tangentialspannungen infolge der Flieh-
krafte) hinzugefugt wird. Auf die gleiche Weise geht man vor, wenn
beliebige andere Kréfte in der Plattenebene wirken.

lrardo

! K.KLOTTER: Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S 123,

2 Wie 0. HECK, Darmstadt, in einem noch unvcroffentlichten Aufsatz be-
merkt hat, enthdlt die KLOTTERSthe Arbeit einen Irrtum. Bei der Berechnung
der Grundschwingungszahl einer Platte, welche auf einem zur Mitte konzentrischen
Kreis eine gleichformige linienformige Mase trégt, verwendet KLOTTER ds Teil-
system eine massdose Tragerplatte, deren freier Rand mit dem massebelegten
Kreis zusammenfallt, diese Platte hat aber eine geringere Steifigkeit as die wirk-
liche Platte, so dald die Voraussetzung gleicher Steifigkeiten der Teilsysteme nicht
erfullt ist.

3 SOUTHWELL, R. V.: Proc. Roy. Soc. London A Bd. 101 (1922) S 133 —
LAMB, H., u. R.V.SOUTHWELL: Ebenda Bd. 99 (1921) S 272.
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Mit 187 Textabbildungen. X X111, 295 Seiten. 1930.
RM 24.—; gebunden RM 25.50

*Rechenschablonen fur harmonische Analyse und
Synthese nachC. Runge. Von P. Terebesi, Darmstadt. Wissenschaft-
liche Erlauterungen mit 8 Textabbildungen und 13 Tafeln. Dazu 26 Rechen-
schablonen, 2 Rechenbeispiele und 2 Kontrollblatter sowie | Gebrauchs-
anweisung. 13 Seiten, 5 Blatter; 4 Seiten, 28 Tafeln, 2 Blatter. 1930.

In Mappe RM 18—

*)Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Bucket wird ein Notnachlafi von 10°/y


















