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Vorwort.

Der vorliegende zweite Band meines Lehrbuches der Elektro-
dynamik bietet ebenso wie der erste, einige Besonderheiten dar, die
ich hier kurz erwéghnen méchte.

Ich habe den ganzen Stoff in zwei Abschnitte eingeteilt, wobei
zunéchst die Grundlagen und dann die Probleme der makroskopischen
Theorie behandelt werden.

Da die algemeinen Gesetze — einschliefflich der relativistischen
Formulierung der Elektrodynamik — als schon (aus dem |. Bande)
bekannt anzusehen sind, konnte ich im ersten Abschnitt neben der
gewodhnlichen dreidimensionalen Form der Grundgleichungen auch die
vierdimensionale (relativistisch invariante) Form angeben. Dadurch
ist es moglich gewesen, die Feldgleichungen und die Ausdriicke fir
die Energie und Kréfte nicht nur fir ruhende Kérper, sondern gleich-
zeitig flr bewegte Korper aufzustellen, wobei sich unter anderem eine
nicht unwesentliche Berichtigung der erwahnten Ausdriicke ergeben
hat. Ich habe ferner versucht, die Ubliche Einteilung der linearen
GroRen (Ladungs- und Stromdichte, Feldstérken und Erregungen’) in
die den freien (Leitungs-) Elektronen und den gebundenen Elektronen
zugehdrigen Anteile auch fir die quadratischen GrofRen konsequent
durchzufihren, wodurch eine erhebliche Vertiefung und Prézisierung
der entsprechenden Begriffe (Energie, Strahlung, Spannungen) fur die
materiellen Korper erzielt worden ist. Zum Schluf? des zweiten Kapitels
sind die algemeinen Begriffe durch Heranziehung der Thermodynamik
und der Elastizitatstheorie konkretisiert und auf thermische und
elastische Gleichgewichtszustdnde angewandt worden.

Im dritten Kapitel habe ich die ,,quasimikroskopische" Theorie der
elektromagnetischen Eigenschaften der materiellen Korper entwickelt,
und zwar ohne mich in die Einzelheiten zu vertiefen habe ich die
Gesamtheit aller GroRen und Erscheinungen betrachtet, welche fir
diese Eigenschaften (elektrische und magnetische Suszeptilitét, optische
Gyration, Dispersion, Absorption, Widerstand und elektrolytische
Polarisation) mafigebend sind.

Im zweiten Abschnitt, bei der Behandlung der Grundprobleme der
makroskopischen Theorie, habe ich einen gegeniber dem gewdhnlichen

) Es sei bemerkt, daR ich eine zur Gblichen verkehrte Definition und Be-
zeichnung der magnetischen Feldstarke und magnetischen Erregung eingefiihrt
und im ganzen Buche benutzt habe.
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entgegengesetzten Weg eingeschlagen, indem ich zunéchst die allgemeine
unci exakte Theorie der Schwingungsvorgange, dann die angendherte
Theorie der langsamen Schwingungen (quasi-stationédre Vorgange) und
schliefflich die rein statischen Erscheinungen behandelt habe. Wenn
einfache Dinge von einem hoheren Standpunkte aus betrachtet werden,
so erhalten sic eine tiefere Bedeutung, wobei die entsprechenden physi-
kalischen oder formellen Zusammenhdnge klar zutage treten. Diese
Anordnung seheint mir cinen bedeutenden Vorzug zu haben gegeniiber
der Ublichen Darstellungsvveise, wo ganz éhnliche Fragen, wie z. B. die
galvanischen, elektrostatischen und magnetostatischen Erscheinungen,
getrennt voneinander in versehiedenen Abschnitten der Elektizitétslehre
behandelt vverden.

Was die algemeinen Schvvingungsvorgange anbetrifft, so habe ich
hier neben der Ublichen analytischen Methode der Integration der
makroskopischen Feldgleichungen manchmal auch die direkte Methode
der Integralgleichungen (in &uRerst einfacher Form), welche dem
Standpunkte der Fernwirkungstheorie entspricht, benutzt. Auf diese
weise &t sich der Mechanismus der betreffenden Erscheinungen
verstehen, wobei die rein formelle Bedeutung der ,Nahvvirkungs-
theorie", deren Ausdruck man in der Differentialfform der Feld-
gleichungen zu sehen pflegt, klargemacht wird. — Gelegentlich habe
ich die Beziehung der Optik der quasi-homogenen Medien zur
Mechanik (im Hamilton-Schrodingerschen Sinne), ferner die Theorie der
raumlienhen Wellengruppen (,,Wellenpakete") und die Theorie der
elktrischen Eigenschwingungen etwas ausfuhrlicher entwickelt, as
dies Ublich ist, wegen der wichtigen Bedeutung dieser Fragen in der
modernen Mikrophysik (die im I11. Bande zu behandeln ist).

Die vollstdndige Behandlung (d. h. rechnerische Durchfihrung) der
Probleme der freien und erzwungenen elektrischen Schwingungen, wie
auch der entsprechenden statischen Probleme, erfordert einen sehr um-
fangreichen und ziemlich komplizierten mathematischen Apparat.
Dieser Apparat reduziert sich hauptséchlich zur Methode der komplexen
Integration (Darstellung der gesuchten und bekannten Funktionen durch
Integrale im komplexen Gebiet) und besonders zur Methode der Reihen-
entwicklung. Leider konnte ich auf eine ausfuhrliche Darstellung dieser
Dinge nicht eingehen, um den Umfang meines Buches nicht zu erweitern.
Dies waére Ubrigens kaum nétig, da die entsprechenden Fragen in vielen
Buchern Uber die Differentialgleichungen der mathematischen Physik
behandelt werden (besonders schon und vollkommen in der , Neuaus-
gabe' von Riemann-Weber durch R. Mises und P. Franck). Um
die physikalischen Begriffe durch mathematische Schwierigkeiten
nicht zu komplizieren, habe ich im zvveiten Abschnitt mdlichst
elcmentare Losungsmethoden benutzt. Die algemeine Theorie der
krimmungslinigen Koordinaten und der Reihenentwicklung nach den
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harmonischen Funktionen oder den Eigenfunktionen dieser Koordinaten
habe ich anhangsweise kurz entwickelt und auf die einfachsten (teilweise
schon geldsten) statischen und Schwingungsaufgaben angewandt.

Der in den zwei ersten Bénden zuriickgelegte Weg umschlief}t also
— obwohl selbstverstandlich sehr unvollkommen, besonders hinsicht-
lich der verschiedenen speziellen Probleme — das eigentliche Gehiet
der ,klassischen Elektrodynamik" (und Mechanik). In der von mir be-
nutzten Darstellungsweise erscheint dieser Weg as das Uberschreiten
eines Gebirges, wobei im ersten Bande man auf der einen etwas 6den
Seite bis zum Gipfel aufsteigt, um dann im zweiten Bande auf der
anderen grinen und belebten Seite wieder ins Tal zuriickzukommen.
Der noch fehlende dritte Band soll dem Eindringen in diesen Berg ge-
widmet werden, durch den Tunnel, welcher eben von manchen Forschern
energisch durchgelegt wird, zum Anfangspunkt zuriick.

Zum Schlu? méchte ich den Herren Dr. J. Dorfmann und Dr.
G. Grinberg fur die Durchsicht eines Teiles des Manuskriptes herzlich
danken, ebenso Frl. Dr. H. Miller, die mir bei der Korrekturarbeit
in der freundlichsten Weise sehr viel geholfen hat. Dem Verlage
Julius Springer moéchte ich fur die Obliche GroRzigigkeit ebenfalls
meinen tiefsten Dank aussprechen.

Leningrad, Ende 1927. J. Frenket.
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Grundlagen
der makroskopischen Theorie.
Erstes Kapitel.

Die Grundgleichungen des makroskopischen
elektromagnetischen Feldes.

§ 1. Abhangigkeit der gemittdten Feldgrden von den
gemittdten Subgtanzgr 6en.

1. Definition der Mittelwerte verschiedener GroRen.

Die elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Korpern, die
aus ener sehr grofen Anzahl von elementaren Teilchen — Molekiilen,
Atomen oder Elektronen — bestehen, sind auf3erordentlich kompliziert.
Eine genaue Beschreibung dieser Erscheinungen ist praktisch unméglich
und sogar kaum nétig, denn unsere Sinnesorgane und Beobachtungs-
mittel sind zu grob, um unszu erlauben, die Einzelheiten solcher kompli-
zierter Erscheinungen wahrzunehmen. Damit ist nicht gemeint, dal3
wir im allgemeinen nicht imstande sind, die elementaren Vorgange, wel-
chein den einzelnen Korperteilchen stattfinden, zu beobachten. Es han-
delt sich vielmehr um die empirische Beschreibung und theoretische Be-
urteilung der elektromagnetischen Vorgange in Systemen, die aus einer
ungeheuren Anzahl solcher Teilchen bestehen. Dabei sollen die von
der GrofR3e dieser Zahl herriihrenden Komplikationen irgendwie aus-
gechlossen werden, d. h. wir missen die wirklichen Erscheinungen
durch bestimmte vereinfachte ersetzen, die mit den wirklichen hinsicht-
lich ihrer beobachtbaren Effekte aquivalent sind.

Diese vereinfachten Ersatzerscheinungen bilden den Gegenstand der
makroskopischen Theorie. DieVereinfachung besteht im Prinzipin einer
Ausglattung der mikroskopischen I nhomogenitéaten, d. h. der Schwankungen,
welche die verschiedenen elektromagnetischen GrofRen innerhalb sehr
kleiner raumlicher und zeitlicher Gebiete wegen der diskontinuierlichen
Verteilung der elektrischen Elementarladungen und ihrer raschen Be-
wegung erfahren. Um diese Begriffe zu préazisieren, wollen wir unter
einem ,sehr kleinen" oder , mikroskopischen" Raumgebiet ein solches
Raumgebiet verstehen, dessen lineare Abmessungen L von der Groél3en-
ordnung des mittleren Abstandes der Nachbar molekiile des betrachteten
Korpers sind. Mit anderen Worten: ein mikroskopisches Raumgebiet

Frenkel, Elektrodynamik 1L 1
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soll das durch ein Molekil durchschnittlich eingenommene Volum be-
deuten. Ferner wollen wir ein ,sehr kleines* oder mikroskopisches
Zeitintervall T definieren as ein Zeitintervall von der GrolRenord-
nung der natirlichen Umlaufs- bzw. Schwingungsperiode der Elek-
tronen (oder lonen), aus welchen die betrachteten Molekile aufge-
baut sind.

Die obenerwéhnte ,, Ausglattung der mikroskopischen Unhomogeni-
taten" fir irgendwelche elektromagnetische GréRe F, die as eine ge-
gebene Orts- und Zeitfunktion zu behandeln ist, kann man nun allgemein
definieren as den Ersatz des wirklichen Wertes dieser Funktion fur
einen bestimmten Raumzeitpunkt durch seinen Mittelwert in einem
diesen Punkt enthaltenden mikroskopischen Raumzeitgebiet von be-
liebiger, aber fur alle Punkte derselben Gestalt und Grole. Es ist
dieser Mittelwert F, welcher in der makroskopischen Theorie statt des
wirklichen Wertes F betrachtet wird.

Eine solche Betrachtungsweise hat, wie leicht einzusehen, gewisse
prinzipielle Grenzen, aulRerhalb deren sie jeden physikalischen Sinn ver-
liert. Und zwar ist sie nur dann erlaubt und vorteilhaft, wenn die mi-
kroskopischen Léangen und Zeiten (L, T) klein genug im Vergleich mit
den entsprechenden , makroskopischen" Gréf3en sind. Im Falle schwin-
gungs- bzw. wellenartiger elektromagnetischer Vorgénge sind diese ma-
kroskopischen Langen- und Zeiteinheiten in einer ganz natirlichen und
unzweideutigen Weise durch die Wellenlange 4 und die Schwingungs-
periode x festgelegt. Sonst bleiben sie gewissermallen unbestimmt, ja
sogar willkarlich.

Eine konsequente makroskopische Theorie der Fortpflanzung elek-
tromagnetischer Wellen in einem materiellen Korper ist aso im all-
gemeinen nur dann méglich, wenn die Ungleichungen

AL, v »T D

erfullt sind, d. h. wenn die Wellen nicht zu kurz sind oder wenn die
Materie nicht zu verdinnt ist.

Solange L sehr klein im Vergleich zu 4 bleibt, kann man das Orts-
mittel der Funktion F fir ein mikroskopisches Gebiet ersetzen durch das
entsprechende Mittel fir ein mikroskopisch sehr grofies Gebiet, welches
eine sehr groRe Anzahl von Molekilen enthalt und trotzdem sehr klein
gegen das makroskopische Einheitsvolumen (43) ist. Dies ist besonders
bei amorphen Korpern notwendig wegen der nicht ganz regelmafiigen
Anordnung der Nachbarmolekiile.

Ein solches ,erweitertes’ Ortsmittel stellt im algemeinen auch
das Zeitmittel der betrachteten Funktion dar, denn die zeitlichen
Schwankungen, welche von der Bewegung der Elektronen in den ein-
zelnen Molekulen herriihren, zerstéren sich gegenseitig bei Zusammen-
setzung vieler Molekile.
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2. Bestimmung der Mittelwerte der FeldgroRen.

Wir wenden uns jetzt speziell dem Falle zu, dal3 F eine elektromagne-
tische FeldgrolRe (elektrische oder magnetische Feldstérke, Potential
usw.) bedeutet. Nach der allgemeinen Theorie, die im ersten Bande
entwickelt worden ist, kann sie — jedenfalls prinzipiell — bestimmt
werden, falls die Lage aler den betrachteten Korper bildenden Ele-
mentarladungen (Elektronen) zu jeder Zeit bekannt ist. Diese Bestim-
mung kann auf zwei verschiedene Weisen geschehen, und zwar ent-
weder direkt, mittels der Integralausdriicke fir das elektromagnetische
Feld (oder Potential) jedes einzigen Elektrons, oder indirekt, mittels
der Differentialgleichungen, welche die raumzeitlichen Ableitungen von
F mit der rdumlichen Dichte s der Elektrizitat (d. h. der Ladung, des
Stromes, der Polarisation usw.) verknupfen. Fur die ,,mikroskopische"
Theorie sind beide Methoden physikalisch wie mathematisch vollkommen
aquivalent. Anders ist es mit der makroskopischen Theorie, wo wir
nicht die wirklichen Werte von F, sondern nur die mikroskopischen
Mittelwerte £ brauchen. Hier erweist sich die indirekte Methode in
mathematischer Hinsicht viel einfacher as die direkte, denn die Mittel-
wertshildung 18t sich schon vor der Integration der Fcldglcichungen
vollziehen. Schreibt man némlich diese Differentialgleichungen sym-
bolisch in der Form

D(F)=s, ¢
so gilt wegen der Linearitdt des Differentialausdruckes D(F) in bezug
auf F

D(F)=D(F), (2a)

D(F)=s. (2b)
Wir wollen die Formel (2a), wegen ihrer fundamentalen Bedeutung fur
den weiteren Aufbau der makroskopischen Theorie, etwas nadher be-
trachten und strenger beweisen.

Es seien die rdumlichen Koordinaten des betrachteten Punktes P
und die Zeit durch x;,X, Xs, X4 bezeichnet. Die entsprechenden Gréfien
fur einen benachbarten Punkt P' sden #;, x3, x5, ;. Den mikroskopi-
schen Mittelwert von F in P definieren wir durch die Formel

: TIIf Fisl 2 ag sddsjdxldxjdx]

F {2y, %5, 23, 2 = '_'I'f,l'f“di'; Zxjdy sl A 3
wobei die Integration auf ein den Punkt P enthaltendes mikroskopisches
Raumzeitgebiet erstreckt werden muf. Wir kénnen uns P as Mittel-
punkt dieses Gebiets denken. Setzt man

XAy =&,

und folglich

und
dxy,dxy, dxy, dxy==dl dEdEdE =d82,
1*
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so wird
Fnmmz) = 5F e+ n+buntén+£042. (39

In dem rechtsstehenden Integral treten die Koordinaten des betrach-
teten Punktes als Parameter auf. Differenziert man es nach einem
dieser Parameter und beachtet, daid

a ] a »
g FE e V=g Fintb,. )= 5F @, ..
ist, so erhdlt man

a - ira ,
a.-x—ﬂ-'F(xll . )= DJ‘mF{x!,.,_}dQ ,
d. h.

= g F la,. ). (3b)
Diese Formel |&at sich sofort auf einen beliebigen Differentialope-
rator D verallgemeinern.

Neben dem Vorteil der mathematischen Einfachheit hat aber die
indirekte Methode gegentber der direkten den Nachteil der physikali-
schen Unanschaulichkeit und Formalitat. Um den physikalischen Sinn
ihrer Resultate sich klarmachen zu kénnen und einen tieferen Einblick
in den Mechanismus der elektromagnetischen Erscheinungen in mate-
riellen Kdrpern zu gewinnen, muf? man diese Resultate — wenigstens
in den einfachsten Féllen — auch nach der direkten Methode ableiten
und interpretieren.

a .
a;;F(xl, . )

§ 2. Abhangigkeit der gemittelten SubstanzgrolRen von den
gemittelten Feldgrdien.

Fir die Bestimmung von F nach der indirekten Methode ist die
genaue Kenntnisder wirklichen Elektrizitéatsverteilung nicht nétig; wir
brauchen nach (2 b) nur den mikroskopischen Mittelwert der entspre-
chenden Dichtefunktion s zu wissen. Dieser Mittelwert s ist aber im
allgemeinen nicht vorgegeben, sondern muf selbst als eine bestimmte
Funktion des gemittelten Feldes & betrachtet werden. Die Gestalt dieser
Funktion

§=5(F) (4
hangt von den speziellen elektromagnetischen Eigenschaften des ent-
sprechenden Korpers ab; ferner von dem Charakter des zu behan-
delnden Vorgangs, z. B. im einfachsten Falle von rein sinusoidalen
Schwingungsvorgangen von der Schwingungsfrequenz (oder der Wellen-
lange), und schliefllich gewissermal3en auch von der Art der Mittel-
wertsbildung, d. h. von der Groe des gewahlten mikroskopischen
Raumzeitgebietes. Wir werden aber im folgenden den letzten Um-
stand auf3er acht lassen, wasin ziemlich weiten Grenzen erlaubt scheint.
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Es sei bemerkt, da3 diese Grenzen durch den Charakter des fir
die Funktion s(F gemachten Ansatzes tatséchlich festgelegt werden
(s. unten).

1. Allgemeine Ansétze und Einfahrung von Material-
konstanten.

Die genaue Ermittlung der Funktion (4) bildet eine Aufgabe, die
auRerhalb der makroskopischen Theorie liegt und ein tieferes Ein-
dringen in die Mechanik der einzelnen Molekile und Elektronen
erfordert. Die allgemeinen Prinzipien einer solchen ,,mikroskopischen”
Mechanik, die wir im ersten Bande aufgestellt haben, erweisen sich aber
dabei asinexakt und unvollkommen. lhre Berichtigung und Vervoll-
standigung wollen wir nur im dritten Bande unternehmen, wo aufer
der neuen Quantenmechanik auch die quantentheoretische Umgestal-
tung der Elektrodynamik dargelegt werden soll.

Verzichtet man also auf die exakte Losung des mikromechanischen
Problems, welche zur Ermittlung der Funktion (4) notwendig ist, so
bleiben zwei Methoden Ubrig, um die Gestalt dieser Funktion wenigstens
néherungsweise festzustellen.

In der ersten, rein phanomenologischen Methode wird ein ganz be-
stimmter, moglichst einfacher Ansatz Uber die Funktion 5 (F} gemacht.
Und zwar wird angenommen, daR die Grofe s oder ihre Komponenten
sich linear durch die Komponenten von F bzw. durch deren Ableitungen
nach den rédumlichen Koordinaten und nach der Zeit ausdriicken. Die
Koeffizienten dieses linearen Zusammenhanges betrachtet man dabei as
bestimmte Materialkonstanten, welche die elektromagnetischen Eigen-
schaften des betreffenden Korpers charakterisieren und sich empirisch
bestimmen lassen (sie kénnen dabei selbstverstandlich auch von der Art
des betrachteten Vorganges, z. B. von der Schwingungsfrequenz, ab-
héngen). — Diese Betrachtungsweise ist der Ublichen Betrachtungsweise
der Elastizitatstheorie und der Hydrodynamik, wobei das obenerwahnte
lineare Gesetz fiir die Funktion s{F) dem Hookesehen Gesetz oder dem
Reibungsgesetz entspricht, ganz analog.

In der zweiten, gewissermal3en mikroskopischen Methode wird ein
dem Hookesehen Gesetz analoger Ansatz fir die einzelnen Korper-
molekiile (oder Atome) gemacht. Und zwar nimmt man an, daf die Elek-
tronen, aus welchen diese Molekiile bestehen, miteinander quasielastisch
gebunden sind, d. h. bei einer Verschiebung ausihren (relativen) Gleich-
gewichtslagen eine riicktreibende Kraft erfahren, die dieser Verschiebung
proportional ist. Obwohl eine solche Annahme sicher unrichtig ist,
fihrt se trotzdem zu Resultaten, die mit den Erfahrungstatsachen und
mit den Ergebnissen der exakten quantenmechanischen Theorie in
voller Ubereinstimmung sind.



6 Die Grundgleichungen des makroskopischen elektromagnetischen Feldes.

Es sei daran erinnert, dal} die elektromagnetischen Eigenschaften
eines Molekils durch Angabe seiner elekirischen und magnetischen Mo-
mente verschiedener Ordnung charakterisiert werden kénnen. Den Ein-
fluR &uRerer, z. B. von den anderen Molekilen herrihrender Kréafte
kann man folglich durch die zusétzlichen, von diesen Kréften ,,indu-
zierten" elektromagnetischen Momente des betrachteten Molekiils cha-
rakterisieren. Flr den Spezialfall zeitlich konstanter &uRerer Kréfte
haben wir diese Frage schon im ersten Bande (Kap. 1V, § 8) behandelt;
die dort betrachteten ,,reellen Systeme" entsprechen vollkommen dem
oben definierten ,,quasielastischen” Modell eines Molekiils. Gewdohnlich
pflegt man nur die elektrischen und magnetischen Momente erster Ord-
nung (,Dipolmomente") zu beriicksichtigen. Sind diese Momente be-
kannt, so ist es leicht, ihre Mittelwerte zu berechnen, d. h. die elek-
trische und magnetische Polarisation des betrachteten Kérpers als |i-
neare Funktion der entsprechenden gemittelten Feldgréfen zu bestim-
men. Die auf diese Weise bestimmte Funktion ist selbstverstandlich
identisch mit der linearen Funktion s (¥} der phdnomenol ogischen Theorie,
wobei die in der letzteren auftretenden makroskopischen Materialkon-
stanten sich durch die entsprechenden Molekularkonstanten (Kompo-
nenten des Polarisationstensors) ausdriicken lassen.

2. Behandlung von Schwingungsvorgéngen in der quasi-
elastischen Theorie.

Wir sehen also, dal’ im Falle zeitlich konstanter Felder die phéno-
menologische und die quasielastische Theorie vollkommen &quivalent
sind. Der Vorteil der letzteren liegt aber in dem Umstand, da3 sie auch
auf den allgemeinen Fall zetlich variabler Felder mit vollem Erfolg an-
gewandt werden kann. Es handelt sich dabei um die Integration der
Bewegungsgleichungen der quasielastisch gebundenen Elektronen unter
dem kombinierten EinfluB der &uferen Kré&fte einerseits und der ihrer
Verschiebung proportionalen inneren Kréfte andererseits. Diese Frage
werden wir im 3. Kapitel eingehend betrachten. Hier sei zur Erléute-
rung der Begriffe das einfachste Beispiel eines ,,linearen Oszillators",
d. h. eines Elektrons, das nur in einer bestimmten Richtung (x) sich
verschieben kann, behandelt.

Die Gleichgewichtslage sei x=0. Wir denken uns in dieser Lage
ein zweites unbewegliches Elektron mit der entgegengesetzten La-
dung —e. Das elektrische Moment des durch die beiden Elektronen
gebildeten Dipols ist folglich p=ex. Die innere quasielastische Kraft
wollen wir mit — %k bezeichnen. Dabei bedeutet & einen konstanten
Faktor, welcher die Starke der Bindung charakterisiert. Bei Anwesen-
heit eines &ufleren elektrischen Feldes mit der zeitlich konstanten Feld-
starke E (in der x-Richtung) verschiebt sich die Gleichgewichtslage des be-
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weglichen Elektrons nach x -"if. Vergleichen wir das entsprechende

. . . e .
induzierte Dipolmoment p = ex = 4 E mit dem Ausdruck p =« E auf

S. 120 des ersten Bandes, so ergibt sich die folgende Formel fir den
statischen  Polarisationskoeffizient o:
F

=7 5
Es sei nun E eine zeitlich variable GrolRe. Dann lautet die Bewegungs
gleichung des Elektrons, wenn m seine Masse bedeutet:
¥ L
(e -J;::-kx—}—eE.

Die Integration dieser Gleichung bei Fehlen der &ufferen Kraft (E — 0)
ergibt bekanntlich
x==acoswygt 4 bainoygt (7
mit
&
w=)k. (72)
Wir bekommen also ungedédmpfte freie Schwingungen mit der ,natir-

. " [/
lichen" Frequenz »g= -2—;.

Im Falle eines harmonisch mit der Frequenz r=§9~; schwingenden

Feldes
E = E,cos (wt— @)

|&Rt sich die Gleichung (6) l6sen durch den einfachen Ansatz
x = xp cos (wi—¢) .

Dabei wird wegen ':;;=—-w‘x
(A—met)x=¢E,

d. h. wegen (7 @)
e £ e E
Tomol-wt F . wt )
1-—-""
@}
und folglich
p=ouE (8a)
mit
=_* .=
%—1-—9‘1'."1_‘5. (8b)
w} »}

Sofern es also die eramungenen Schwingungen unseres Oszillators
anbetrifft, kann man ihn, ebenso wie im statischen Falle, durch einen
bestimmten dynamischen oder ,harmonischen" Polarisationskoeffi-
zienten &, charakterisieren.
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Im allgemeinen Falle eines unharmonisch schwingenden Feldes bleibt
die Abhangigkeit des Dipolmomentes von der Feldstérke zwar linear,
kann aber durch eine Formel vom Typus (8 a), die der einfachsten
»Statischen"” Form des Hookesehen Gesetzes entspricht, nicht aus-
gedriickt werden. Wir bekommen vielmehr fir p eine Fourierreihe
oder ein Fourierintegra von der Gestalt

P#E%En’, . bzw. Pzﬁrﬁdemt (9)

je nachdem E eine periodische oder unperiodische Funktion der Zeit
darstellt, wobei E, bzw. dE.. seine harmonischen Komponenten be-
deuten (E= XE, oder E = de,,,]. Will man auch die freien Schwin-
gungen des Elektrons beriicksichtigen, so muf? man zu den angegebenen
Ausdriicken fir p noch die der Formel (7) entsprechenden Glieder hin-
zufiigen.

Die angefuihrten Erérterungen machen es klar, dafd die makroskopi-
sche Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Kor-
pern zunéchst nur fir rein harmonische Schwingungsvorgange entwickelt
werden kann (die statischen Erscheinungen sind dabei as Grenzfall bei
verschwindendem CD ZU betrachten). Die allgemeine Ldsung des ent-
sprechenden Problems fir beliebige elektromagnetische Vorgénge 18Rt
sich dann leicht als eine Superposition solcher harmonischer Ldsungen
darstellen. _

Die Materialkonstanten, welche in den linearen Funktionen s{F}
auftreten, haben nur fir diese harmonischen Ldsungen bestimmte Werte,

die im allgemeinen den mit dem Faktor - %, multiplizierten Werten
P—--

L
dieser Konstanten fir den statischen Fall gleich sind.

Die fir ungeddmpfte harmonische Schwingungen abgeleiteten Re-
sultate lassen sich in einer ganz formalen Weise ohne Zerlegung in ein
Fourier integral auf den Fall gedampfter harmonischer Schwingungen
Ubertragen. Eine Schwingung dieser Art (fur die elektrische Feld-
starke E) kann man durch den reellen Teil des Ausdrucks Eg** mit
einer komplexen Frequenz und einer im algemeinen auch komplexen
Amplitude darstellen. Setzt man némlich @ =w’+4+f@” und
E,={Ej e*?=E' —4{E”, wo o',w” E' und E" reelle GroRen sind,
so wird

R (Foeirot) = E,! 6" cos ('t = ¢p) = e~ {E' cos 't 4 E' sinw'#).
Wir bekommen also eine geddmpfte Schwingung mit der Frequenz w',
der] Dé&mpfungskonstante " (> 0) und der urspriinglichen Amplitude

Esl.

Wegen der Linearitdt der Bewegungsgleichung (6) kann man die
erzwungenen Schwingungen des Oszillators durch den reellen Teil der
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Lésung (8) bestimmen, wenn man dort fir E den algemeinen kom-
plexen Ansatz E = E,ef** macht. Dabei muR man selbstverstandlich
fur den harmonischen Polarisationskoeffizienten «, einen komplexen
Wert bekommen.

Wir konnen uns ferner vorstellen, dal? die nattrlichen Schwingungen
des Oszillators auch gedampft sind (wir werden spater sehen, dal3 dies
im algemeinen tatséchlich der Fall ist). Diese natiirliche Dampfung
lart sich formal beriicksichtigen durch Einfiuhrung einer komplexen
Schwingungsfrequenz e, = ey + img. Dynamisch kann sie erklért
werden durch Hinzufiigung einer z. B. der ersten oder dritten Ab-
leitung von x proportionalen , Reibungskraft* auf der rechten Seite der
Bewegungsgleichung (6). Dabei muf} der Polarisationskoeffizient e,
auch fur ungeddmpfte erzwungene Schwingungen einen komplexen
Wert haben, der neben der Amplitude dieser Schwingungen auch ihre
Phasenverschiebung (gegen E) bestimmen soll.

3. Drehbewegung von Dipolmolekilen und fortschreitende
Bewegung von lonen.

Die oben skizzierte quasielastische Theorie betrachtet nur die rela-
tive Bewegung der gebundenen Elektronen, aus denen ein Molekil be-
steht, in bezug auf den Mittelpunkt dieses Molekils oder eher auf ein
mit ihm fest verbundenes Koordinatensystem. Sieist deshalb ohne wei-
teres nur auf den Fall idealer fester Korper, wo die Molekile sich als
ganze weder drehen noch verschieben kénnen, anwendbar. Im Falle
flissiger und gasformiger Korper (und zum Teil auch wirklicher fester
Korper) mu3 man noch diese Drehungs- und Verschiebungsbewegung
der Molekule in Betracht ziehen. Die erstere ist besonders zu beriick-
sichtigen, wenn die betrachteten Molekile (oder Atome) ein festes
(,natdrliches") elektrisches oder magnetisches Moment besitzen; in-
folgedessen missen sie sich in einem &aufleren Felde mehr oder minder
in der entsprechenden Richtung orientieren und auf diese Weise einen
gewissen Beitrag zur vollstédndigen elektrischen oder magnetischen
Polarisation des betreffenden Kdorpers, unabhéngig von der relativen
Verschiebung der gebundenen Elektronen, beibringen.

Was die Verschiebungsbewegung anbetrifft, so spielt sie eine sehr
wichtige Rolle, wenn die Molekiile geladen sind, d. h. einen Uberschuf
von positiven oder negativen Elektronen besitzen. Solche geladenen
Molekile oder Atome pflegt man as lonen zu bezeichnen. Einen Spe-
zialfall der lonen bilden die frei beweglichen oder , freien* Elektronen,
die in festen und flussigen Metallkdrpern stets vorhanden sind und ihre
charakteristische elektrische Leitfahigkeit bedingen. In anderen nicht-
metallischen Kdrpern treten solche Elektronen nur ausnahmsweise auf.
Dieelektrische Leitfahigkeit dieser Kérper, sofern sie nicht vollkommene
Isolatoren sind, ist also auf den Umstand zurlickzufihren, dafd sie wenig-
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stens teilweise nicht aus neutralen Molekilen (oder Atomen), sondern
aus lonen bestehen, die eine gewisse Beweglichkeit besitzen.

Unter der Wirkung eines aufReren elektrischen Feldes miissen die
.freien“ Elektronen und die lonen eine zusétzliche Geschwindigkeit in
der Richtung der auf sie ausgelibten Krafte bekommen. Diese zusétz-
liche Bewegung aufert sich als der durch das betrachtete Feld hervor-
gerufene elektrische Leitungsstrom. Nach dem Ohm schen Gesetze ist
die Stérke dieses Stromes immer proportional der entsprechenden elek-
trischen Feldstéarke. Um diesen phdnomenologischen Zusammenhang
beider GroRen, die der tblichen Form des Reibungsgesetzes fiir die Be-
wegung fester Kdrper in Gasen und Fliissigkeiten entspricht, zu erkléren,
mufl? man eine mikroskopische Reibungstheorie aufbauen, nach welcher
die freien Elektronen und lonen bei ihrer Bewegung im betreffenden
Korper eine Reibungskraft erfahren, die der mittleren Geschwindigkeit
proportional ist und die der d@uferen Kraft das Gleichgewicht halt.
Dem Polarisationskoeffizienten eines gebundenen Elektrons entspricht
hier die Beweglichkeit eines , freien" Elektrons (oder lons), die man ge-
woéhnlich as das Verhéltnis der mittleren Geschwindigkeit » zu der
eingeprégten (&uleren) Feldstérke E definiert. Fuhrt man noch den
Reibungskoeffizienten #, den wir as Verhéltnis der duleren Kraft zu
der mittleren Geschwindigkeit definieren wollen, so wird

und folglich fur die Beweglichkeit

B=;. (10a)
Es sei bemerkt, da3 die Formel (10) oder, was dasselbe ist,

v=8E, (10b)

streng genommen nur fir statische oder harmonisch schwingende Felder
gilt, ebenso wie (8a). Dabei ist Bas eine bestimmte Funktion der Schwin-
gungszahl e zu betrachten.

§ 3. Die Differentialgleichungen des makroskopischen Fedes

1. Trennung der Beitragen der freien und der gebundenen
Elektronen; Erregungsgrofen.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir uns zur tatséchlichen Auf-
stellung der Differentialgleichungen des gemittelten oder makroskopischen
elektromagnetischen Feldesin materiellen Korpern wenden. Wir missen
also statt der symbolischen Gleichung (2b) die Maxwell-Lorentzschen
Gleichungen einfihren. Der Einfachheit halber wollen wir die die
Mittelwertsbildung bezeichnenden Querstriche weglassen, d. h. unter
F {&, )} und s\{{, g}> die mikroskopischen Mittelwerte der entsprechenden
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GroRen verstehen. Die Grundgleichungen des makroskopischen Feldes
werden dann formal identisch mit den Gleichungen | und Il auf
S. 132 des ersten Bandes. Es gilt aso mit den Ublichen Bezeich-
nungen :

div) =0
ot 4 189 0
und
div@mfin:gl

) 96 (I

w0t H— -5, —4xj ]

Die mittlere Stromdichte setzt sich im allgemeinen aus zwei verschie-
denen Anteilen, die von der fortschreitenden Bewegung der freien Elek-
tronen oder lonen relativ zum betrachteten Korper als Ganzem bzw. von
der Bewegung der gebundenen Elektronen, aus welchen diese lonen und
die neutralen Molekile bestehen, relativ zu den letzteren oder zu ihren
Mittelpunkten (Drehungsbewegung) herriihren, zusammen. Der erste
Anteil, den wir mit j, bezeichnen werden, bildet den Leitungsstrom
und 183t sich nach dem Ohmsehen Gesetz durch die elektrische Feld-
stérke ausdriicken. Der zweite Anteil i, hangt in einer ganz verschie-
denen, dem Hookeschen Gesetze analogen Weise von der elektrischen
und magnetischen Feldstarke ab und muR deshalb einzeln behandelt
werden.

Dementsprechend wollen wir auch die (mittlere) elektrische Ladungs-
dichte g in zwei Teile zerlegen. Der ersteTeil g, soll nur von der Kon-
zentration der freien Elektronen und der lonen oder genauer der lonen-
mittelpunkte abhéngen, wahrend der zweite durch die relative Lage der
gebundenen Elektronen in bezug auf die Mittelpunkte der lonen und
der neutralen Molekille, oder kurz: von der Verteilung der Elektronen
in diesen Teilchen bestimmt wird.

Wir stellen uns vor, da3 der betrachtete Korper aus Teilchen meh-
rer Arten besteht, mit den resultierenden Ladungen &* und den Konzen-
trationen N° (N“ bedeutet die Anzahl der Mittelpunkte der Teilchen
a-er Art pro Volumeinheit). Eskdnnen diese Teilchen sowohl Elektronen
und lonen as auch neutrale Molekiile sein (im letzteren Falle hat man
¢ = 0). Dann gilt nach den obigen Definitionen

o= INE, =N, (1)

wo p* die mittlere Geschwindigkeit der entsprechenden Teilchen ist.
Zur Berechnung von g, und f, fihren wir die von den lonen und den
neutralen Molekiilen bedingte elektrische und magnetische Polarisation
des betrachteten Koérpers  und M ein. Dabei wird nach (188) und
(18b) S. 134—135 des |. Bandes
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e=—div® |

(12)

Es sei daran erinnert, daR die Vektoren § und M das elektrische und
magnetische Moment pro Volumeinheit bedeuten. Wenn man sich die
Molekile (und lonen) as elementare Dipole denkt, d. h. ihre elektrische
und magnetische Momente p*, m® in den entsprechenden Mittel punkten
|okalisiert, so hat man offenbar

B=INp, M= IN"m", (124)

Um die Konzentration N=® as eine bestimmte , glatte" Ortsfunktion
behandeln zu kénnen, betrachtet man jeden Raumpunkt as den Mittel-
punkt eines kugelférmigen Volumens v, welches eine grofe Anzahl
n* der betreffenden Molekile enthdlt, und definiert N® as das Ver-
héltnis #* : v. Je grofler man dabei v wéahlt, desto glatter verhalt sich
die Funktion &={r}. Man muB aber v nicht zu groR wéhlen, denn sonst
verliert diese Funktion und die damit verkniipften Mittelwerte g, i»
P, M jeden physikalischen Sinn.

Bei einer vollkommen regelméBigen Verteilung der Molekile im
Raume (wie dies z. B. in kristallinischen Korpern der Fall ist) oder
auch bei regelloser, aber durchschnittlich homogener Verteilung,
{¥V* = konst) ist esim algemeinen vorteilhaft, statt der grob definier-
baren Konzentration N* (im obigen Sinne) die dazu reziproken Grof3en

Ve __N; einzufihren und sie als das durch ein einziges Teilchen der

betrachteten Art, bei Fehlen aller Teilchen anderer Art, durchschnitt-
lich eingenommenes Volum zu definieren. Man kann sich aso vor-
stellen, daB3 die GroRen g, i (oder %, M), durch eine gleichférmige
Verteilung der Ladungen &* oder der Momente p® usw. (ber die zu-
gehormgn Vqurr;’l na (¥*) und durch eine Superposition solcher Mittel-
werte 3z {oder 37z) flr Teilchen verschiedener Art entstehen.

Es ist chhtlg zu bemerken, dafl? aus den angefiihrten Definitionen
der mittleren Ladungs- und Stromdichte eine ganz bestimmte Vor-
schrift fur die Mittelwertsbildung der elektrischen und magnetischen
Feldstarken folgt. Und zwar muR man bei dem Ubergang von den
exakten Feldgleichungen (2) zu den makroskopischen (2b) die Feld-
starken (F) auf dieselbe Weise wie die Elektrizitétsdichte (s) mittein.

Eine konsequente Durchfiihrung dieser Regel fihrt zur folgenden
Vorschrift zur Mittelwertshildung fir die Feldstarken (F).

Es soll zunachst F in einzelne Bestandteile F* zerlegt werden, die
den verschiedenen Teilchenarten entsprechen. Jeder dieser Bestand-
teile muR ferner Uber das zugehdrige Volumen V"=NLu um den be-

trachteten Raumpunkt gemittelt werden, und schliefllich mussen solche
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»Partialmittelwerte" zusammengesetzt werden zu dem gesuchten ma-
kroskopischen Mittelwert')

F=3F= g-;;‘[zr“ V= %‘N"J'F' ave, (13)

Der Einfachheit und auch der Bestimmtheit halber ist es zweck-
maRig, fur alle Volumina V* dieselbe Gestalt anzunehmen, und zwar
die Gestalt einer Kugel, deren Mittelpunkt mit dem betrachteten Punkt
zusammenfdllt. Es ist ferner zu beachten, da3 neben den Raummittel-
werten auch die Zeitmittelwerte zu bilden sind. — Falls die vollstéandige
Feldstarke F noch einen Teil F° enthalt, der von fremden (,&uReren”)
Ladungen herriihrt, so muR man fir diesen Teil seinen exakten Wert
benutzen, d. h. F¥ == F? setzen.

Wenn man die Molekile und lonen nicht as elementare Dipole
behandelt und ihre elektromagnetischen Momente zweiter und héherer
Ordnung beriicksichtigt, treten auf der rechten Seite von (12a) zusdtz-
liche Glieder, die wir in 85 eingehend betrachten werden, auf.

Die lonen bilden den allgemeinen Typus der Korperteilchen; es
konnen dabei die Elektronen und die neutralen Molekile as Spezial-
falle angeschen werden. Es ist aber manchma methodologisch vor-
teilhaft, mit Ricksicht auf die oben angefiihrte Einteilung der Elektri-
zitétsdichte, sich die lonen durch freie Elektronen mit derselben Kon-
zentration und Ladung, und neutrale Molekille ersetzt zu denken. Eine
solche , Aufspaltung” der lonen ist auch deshalb niitzlich (obwohl
selbstverstéandlich nicht notwendig), weil nur neutrale Teilchen ein
ganz bestimmtes, von der Wahl ihres Mittelpunktes unabhangiges elek-
trisches Dipolmoment besitzen. Will man also die elektrische Polari-
sation nach (12a) eindeutig bestimmen, so mu3 man die Ladung des
lons einem quasi freien Ersatzelektron zuschreiben. — Wir werden dem-
entsprechend von den lonen nicht mehr reden und nur zwischen den
freien und den gebundenen Elektronen (die neutrale Molekile bilden)
unterscheiden. Bei Einsetzen von (12) in die Grundgleichungen (11)
nehmen die letzteren die folgende Gestalt an:

diviE+ 4w P)=4dmy,,
rof (P — 4= WMy — lc g‘ (E+ 47 P) = a7y,

oder, wenn wir noch die Bezeichnungen
P=E+4x%, (14)
B=H—4aM (14q)
) Es s8 bemerkt, daR die auf diese Weise definierten Mittelwerte auch fiir
den Fall der Fortpflanzung sehr kurzer Wellen — wie es die Réntgenweilen

snd — einen physkalischen Sinn beibehalten, wahrend die ubliche Definition
sch auf diesen Fall gar nicht anwenden [&ft.
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einfuhren und die Indizes ; weglassen
divD =4ng
1 a L[
rot B— -z D=dmj

(1)
Diese Gleichungen haben dieselbe Gestalt wie (I1), aber eine andere
Bedeutung. Und zwar sind die elektrische und magnetische Feldstérke
ersetzt durch die Vektoren D und 8B, die wir als die elektrische bzw.
magnetische Erregung bezeichnen werden'). Dabei sollen g und i hier
und auch im folgenden nicht die totalen, sondern nur die von den
freien Elektronen herriihrende Ladungs- und Stromdichte bedeuten.

2. Unstetigkeitsflachen und Grenzbedingungen.

In den vorhergehenden Betrachtungen haben wir die Groflen g, {, B.
M as endlich und stetig vorausgesetzt. Diese Voraussetzung gilt aber im
algemeinen nur fiir das innere irgend eines materiellen Korpers. Sofern
der letztere begrenzt ist, muRd die Grenzfldche in der makroskopischen
Theorie as eine Unstetigkeitsflache betrachtet werden, wobei dort g
und { auch unendlich werden kénnen, was einer endlichen Flachendichte
der elektrischen Ladung (%} und des elektrischen Stroms () entsprechen
soll. Die an der Grenzfldche zwischen zwei verschiedenen Korpern
(as einer von ihnen kann auch das Vakuum auftreten) geltenden Be-
ziehungen lassen sich sehr einfach aus den Gleichungen (1) und (111)
mittels des folgenden Kunstgriffes ableiten. Wir stellen uns zunéchst
vor, dal} der eine Korper (a) in den anderen (b) stetig Ubergeht und
lassen dann die Dicke & der Ubergangsschicht gegen Null streben.
Integriert man (1) und (111) Uber ein Volumen V dieser Schicht, welches
einem bestimmten Teil S der wirklichen Grenzfl&che entspricht und be-
zeichnet die dieser Flache parallelen (fingierten) Grenzfldchen der Schicht
mit S, und S, so folgt nach den bekannten Formeln der Vektorrech-
nung [vgl. (16 @) und (16b) Einleitung, Bd. 1], wenn wir noch die vom
Korper a zum Korper b weisende Normale mit n bezeichnen (n,=mn,

1y =-—n) und die Bedingung 45, = 45, = 4§ beruicksichtigen:
Jn-§r—gmas=o,
., 1@
Jux@—g9as+ 5, foav=o,

und ebenso
S (D —DYdS=4an[odV,

fux (@ —B9as—1 L Dav—ax[iav

') Diese Bezeichnung ist hinsichtlich der GroRen § und B gegenuber der
Ublichen verkehrt. Die Griunde dafur werden wir weiter unten anfihren.
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Da offenbar die Vektoren § und D und ihre Ableitungen nach der
Zeit endlich bleiben mussen, so ergibt sich bei verschwindender Schicht-
dichte, wenn wir noch die Flachendichte der Ladung und des Stroms
durch die Formeln

Lim f gdV=[7dS, Lim [jav=[1tds
d—=-0 d—=p
definieren und die Bezeichnungen §?* — §* = A § usw. einfuhren:
Jn-49ds=0, [nxdGdS=o0
und
[nADdS=4xnf4dS, [nxdBdS=4xn[tds.
Darausfolgt wegen der Willkurlichkeit desbetrachteten Fl&chenteils (S):
n-A4H=0, uxJdE=0 <N
und
nAD=dny, uxAdB=4nt. (1Y)
Diese Formeln') zeigen, daR die Normalkomponente von § und die
Tangentialkomponente von & sich immer stetig andern, die entsprechen-
den Komponenten von D und ¥ dagegen nur dann, wenn es keine freie
Flachenladung oder keinen Flachenstrom gibt. Es sei bemerkt, dal’
die Formeln (111") tatsachlich den Flachensprung der Normalkompo-
nente von & und der Tangentialkomponente von § bestimmen, und
zwar durch die Fléchendichte der totalen — d. h. nicht nur von den
freien, sondern auch von den gebundenen Elektronen — herriihrenden
Ladung und des totalen Stroms. In der Tat wird die Flachendichte
der ,gebundenen" Ladung und Stromes auf jedem der angrenzenden
Korper bestimmt durch die bekannten Formeln [vgl. (31a) S. 90
und (338) S 92, Bd.I1:
n::_....%a.n“, !:-.:E}lﬂxna,
gp=—"P"n, B=Mxm,.
Fir die resultierende Flachendichte bekommt man folglich mit Riick-
sicht auf n,=-—mny=mu:
fe=n-4%, L=uxAWM. (15)
Die Formeln (I11") lassen sich aso nach (13) und (14) folgendermal3en
aufschreiben:
nAG=4n{n +n), uxdp=4xn{t,+4). (1"

3. Der verkehrte Charakter der iblichen Definition der
magnetischen Erregung.

Die von den gebundenen Elektronen herriihrende magnetische Po-
larisation M kann, in ganz formaler Weise, auf fiktive ,, molekulare"

1y Die wir teilweise schon in Bd. I, S. 116 und 117, abgeleitet haben.
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magnetische Dipole, die den in den Molekilen rotierenden Elektronen
aquivalent sind, zuriickgefiinrt werden. Dabei muf’ man statt der ge-
bundenen Stromdichte i, und ¥,, die den gebundenen Ladungsdichten g,
und %, analogen magnetischen Groéfen g,, und #,, nach den Formeln:
om=—diviR, p.=n- (16)
einfihren. Bei Fehlen von freien Elektronen, d. h. im Falle nichtleiten-
der Korper, erlaubt dieses Verfahren eine weitgehende Analogie zwischen
elektrischen und magnetischen GroflRen durchzufiihren, die von der all-
gemeinen Beziehung zwischen ihnen ganz verschieden ist und gegen-
Uber dieser Beziehung einen sozusagen ,gekreuzten“ Charakter hat.
Und zwar konnen dabei die Gleichungen (1), (111) und die Grenz-
bedingungen (1'), (111") folgendermaf3en umgruppiert werden:

div =0, divph=0, (17
ot 000, rot@+ 199=0 (18)
und
nx AP =0, uxdH=0, (19)
n-4€=0, n-AB=0; (20)
statt (11') hat man ferner
n-AE=4n,,, W AB =4, (21)

In diesen Formeln spielen die Vektoren € und % einerseits, D und §
andererseits eine ganz analoge Rolle. Dabei ist die Beziehung von
D zu § (D=E +4x P) identisch mit der Beziehung von § zu % (H="
+ 4xM). Aus diesen Griinden werden gewohnlich fir die beiden letz-
teren Groflen zu den unserigen umgekehrte Definitionen und Bezeich-
nungen benutzt: die mittlere (makroskopische) magnetische Feld-
starke (§} nennt man Ublicherweise die ,,magnetische Erregung” (oder
Induktion) und bezeichnet sie mit @; dagegen nennt man unsere
GroRe B die magnetische ,Feldstéarke" und bezeichnet se mit $.
Diese Bezeichnungsweise stammt noch aus der Zeit, zu der den
magnetischen Substanzen dieselbe physikalische Realitat zugeschrieben
wurde wie den elektrischen Ladungen. Da wir in diesem Buche die
»magnetischen Substanzen" von Haus aus ausgeschlossen haben, so
dirfen wir die alte Bezeichnungsweise modernisieren und wollen es
einfach durch Umkehrung der beiden Begriffe tun.

Wir missen aber noch einen Umstand erwahnen, weshalb die tbliche
Auffassung der GroRen § und %8 fur praktische Zwecke manchmal be-
quemer und ,natirlicher" as die unsrige erscheint. Die magnetische
Polarisation wird gewdhnlich') durch Einfilhrung des betreffenden
Kdrpers in ein ulleres magnetisches Feld, dessen Kraftlinien sich inner-

) Besonders bei der Untersuchung der ferromagnetischen Korper.
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halb dieses Korpers schlieffen und folglich parallel zu seiner Oberflache
laufen, erzeugt. Dies erreicht man am einfachsten dadurch, dal3 man einen
ringférmigen Korper in ein Stromsolenoid derselben Gestalt einfihrt.

Es ist nun leicht zu zeigen, dafd im Falle eines homogenen Korpers
die durch die @uRere Feldstéarke erzeugte Erregung # (in unserem
Sinne) an jeder Stelle mit dieser Feldstéarke selbst identisch ist. Dabei
verstehen wir unter ,&ullerer Feldstérke" digjenige Feldstérke, welche
im betrachteten Stromsolenoid bei Fehlen des Kérpers herrscht und
nehmen sie ds zeitlich konstant an. — Diese Behauptung folgt sofort
aus der Grenzbedingung A % x 11 =0 [siehe (20)] in Verknlpfung mit
dem Umstand, daR innerhalb des Korpers die Grofle 8 derselben
Gleichung rot 8 = 0 wie die erwdhnte &uRere Feldstérke geniigt. —
Es ist aber zu beachten, daR dieseldentitat zwischen den beiden Gréien
im allgemeinen nicht stattfindet.

Im Falle der elektrischen Polarisation hat man gewohnlich (bei
der Untersuchung von dielektrischen Koérpern) mit &uBeren zeitlich
konstanten Feldern zu tun, deren Kraftlinien nicht geschlossen sind
und senkrecht zur Oberflache der betrachteten Korper durchlaufen (wie
dies z. B. in einem elektrischen Kondensator der Fall ist). Es muR
dabei wegen der Bedingung n 4‘® = 0 die elektrische Erregung D mit
der aufleren Feldstarke Ubereinstimmen, und um konsequent zu sein,
sollte man diese Gréle und nicht & as (makroskopische) Feldstérke
bezeichnen.

8 4. Die vierdimensonale Form der Grundgleichungen und
ihre Anwendung auf langsam bewegte Korper.

Der verkehrte Charakter der Ublichen Auffassung der Grofken &
und B &Rt sich am klarsten erkennen, wenn man die Grundgleichungen
(1) und (111) auf eine vierdimensionale Form bringen will. Dabei muf3
man offenbar die Vektoren § und & as den raumlichen und zeitlichen
Anteil des schon im ersten Bande (Kap. I I I, S. 1) eingeflihrten schief-
symmetrischen Feldtensors 2§ — oder genauer seines mikroskopischen
Mittelwertes — behandeln und dementsprechend die Vektoren % und D
als den raumlichen bzw. den zeitlichen Anteil eines zweiten schiefsymme-
trischen Tensors 28, den wir as elektromagnetischen Erregungstensor
bezeichnen werden, betrachten.

Die Gleichungen (1) lassen sich bekanntlich zu dem Gleichungs-
system

gl Um0 Goh=1,2,3,4 (22)
zusammenfassen [vgl. (6) S. 252, Bd. 1], wobei
Hﬂ-;Hl, Ha|=H9.: H:esz: } (22&)
Hyy=—1E, Hyy=—iE,, Hy=—1iE,

Frenkel, Elektrodynamik |1 . 2
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gesetzt wird. Die Gleichungen (111) haben, wegen ihrer formalen Ana-
logie mit (11), auch dieselbe vierdimensionale Gestalt, ndmlich

4
78 By,
= FEN
[val. (7) S.257]. Es sei daran erinnert, daf? 4, hier die nur von den
freilen Elektronen herrihrende mittlere Strom- (und Ladungs-)dichte
bedeutet. Fir den von den gebundenen Elektronen herriihrenden

»Viererstrom" gilt die Formel

= 4“‘.?;& (k = l: 21 3’ 4) (23)

& on (24)

wo "B der schiefsymmetrische Polarisationstensor mit den Kompo-

nenten Py= M, Py =My, My, - My l

Pu“"‘ '*".Ph Pna: '+".sz Psi ‘=+*:Ps J

ist. Die Tensoren'<§, #8, 2B sind miteinander durch die Gleichung

=P —4n2P, (25)

welche den beiden Gleichungen (13) und (14) aquivalent ist, verknipft.
Die Komponenten von M8 sind aso durch das folgende Schema

By=B,. By=B,. B,=B,. )
By =—iD,, By =—iD,. By~ —iD,]|

(24.))

(259)

gegeben.

Um die Grenzbedingungen (1'), (I11") in die vierdimensionale Ge-
stalt zu bringen, mu man zu den drei rdumlichen Komponenten des
Vektors n noch ene vierte n, = i m hinzufiigen, die im Falle ruhender
Korper gleich Null ist. Die Gleichungen (I') lassen sich dabei folgender-
maf3en schreiben:

AHyw + AHyn, + AHp0,=0 (26)
oder, wenn man statt # den ,,dualen” Tensor * einfuhrt (vgl.Bd. 1.,

S 257),
SJAH;; n, =0 (A% n=0}. (26a)
=1

Ebenso bekommt man nach (I11")
4
ZAB, n=dnk (4W-n=4nl), (27
=1

wo k, die mit -1 multiplizierte Dichte der Flachenladung bedeutet.

Die angefiihrte vierdimensionale Darstellung der Differentialglei-
chungen und der Grenzbedingungen, die wir im vorigen Paragraphen
fur den Fall ruhender Korper aufgestellt haben, zeigt, dal’ die obigen
dreidimensionalen Gleichungen auch fir geradlinig und gleichfrmig
bewegte K érper giiltig bleiben. Denn die, Vierdimensionalitéat" bedeutet
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nichts anderes als die Invarianz gegeniiber Lorentztransformationen,
welche den Ubergang von einem ,,ruhenden” Koordinatensystem zu
einem geradlinig-gleichférmig bewegten bestimmen.

Da die (relative) Geschwindigkeit der materiellen Kérper (9} immer
klein gegenliber der Lichtgeschwindigkeit (c) bleibt, gentigt esbei solchen

Transformationen nur die angengherten, in bezug auf 2 linearen Trans-
formationsformeln fir die in unseren Gleichungen auftretenden Kompo-
nenten der Vierer- und Sechservektoren zu berlicksichtigen.

Bewegt sich folglich der betrachtete Korper as festes Ganzes relativ
zum Koordinatensystem S mit der konstanten Geschwindigkeit v, so
bestehen zwischen den sich auf dieses System beziehenden Werten von
verschiedenen GréfRen und ihren Werten im mitbewegten Koordinaten-
system S die folgenden angengherten Beziehungen (vgl. Bd. I, Kap. 1 X,
88 1 und 2; das mitbewegte System wurde dort mit S, das , ruhende"
mit S bezeichnet; die Geschwindigkeit v entspricht der friheren v*):

P= i, xE
: (28)
E—=E— xH
¥ xm
. (289)
MW P
und
8 -9 TxD)
N (28b)
Do xw |
Ferner hat man
. ., D . [
=1k 0. o -—-p: -
o » (29)
$ =t o M o=yt . -t
und schliellich, wegen n, = 0,
w=u. (29a)
Die mittels dieser Formeln und der Formeln
ek o, vt 7y (29b)

transformierten Gleichungen (1), (111) usw. missen dieselbe Gestalt
haben wie die urspringlichen (bis auf die in 2 quadratischen Grofien),

was sich leicht direkt prifen |&3t. Es gilt speziell

HEE . Y * -y laD’___ it
div' D' =4mg’, rot’ B — . =daj

2%
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oder, wenn man hier 93'=@'+4nﬁ3'=(!’+4n$+4u-2 x # und
B = —4aM = P —4aM + 4n | x P einsetzt:

div' € = 4 (g — div' P—div’ ° xIR,
W 7

e, v M
c at +a X 'ai")

I g : B (30)
rot'§'— 5, =4 (1’+ rot'PW—rot’ - X P+

Die rechtsstehenden Glieder stellen offenbar die verschiedenen Anteile
der totalen elektrischen Ladungs- bzw. Stromdichte dar. Zu den schon
friher betrachteten Gliedern kommen jetzt noch einige hinzu, die durch
die Mitbewegung der gebundenen Elektronen bedingt sind. Es sei

bemerkt, da3 die GrolRe —rot' (v X P) == rot’ ( B ><~2—) gewdhnlich as

Réntgenstrom bezeichnet wird. — Diese Zusatzglieder beziehen sich streng
genommen nicht auf die Gleichungen, sondern auf die elektromagneti-
schen GrofRen, welche in den letzteren auftreten und welche sich beim
Ubergange vom ruhenden zum bewegten Korper nach den angegebenen
Formeln transformieren. Will man aber die fir ruhende Korper
gultigen Definitionen dieser GroRen — speziell der elektrischen und
magnetischen Polarisation — auch im Falle bewegter Korper
beibehalten, so muR man in den entsprechenden Differential-
gleichungen Zusatzglieder einfiihren. Diese (Ubliche) Betrachtungs-
weise ist aber prinzipiell verkehrt, denn es sind tatséchlich die
Differentialgleichungen (1) und (I11), die bei dem erwéhnten Uber-
gang invariant bleiben, wahrend die in ihnen auftretenden
GroRen nach den Formeln (28) und folgenden transformiert werden
miissen.

Dasselbe gilt selbstverstandlich auch fur die Grenzbedingungen. Es
wird z. B. nach (I11") und (293)|

n-AD =dny, Wx AW =datl’,

oder, wenn man hier die urspriinglichen (,,wahren") Werte der elek-
trischen und magnetischen Polarisation einfihrt:

n- ;l(f’zfl;'z(q'—n- AP - :'_XAE)R)
. ) (31)
s D =4 {t +uxdM— l;x_fl B)

Wir bekommen adso fir die linksstehenden Oberfléchenspriinge
der elektrischen und der magnetischen Feldstarke die ,Zusatz-
glieder”

—-43‘: x 4M  und --4:!2;((123.
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8 5. Die dektromagnetische Polarisation zweiter und hoherer
Ordnung *

1. Die der elektrischen Polarisation hdherer Ordnung
aquivalente Raum- und Fl&achenladung.

Wir haben in § 3 die GroRen ¥ und M as die Verhaltnisse der mitt-
leren Dipolmomente eines Molekills zu dem von diesem Molekil ein-
genommenen (mittleren) Volum definiert. Bei einer solchen Definition
missen die Beitrdge der Quadrupol- und héheren Multipolmomente
der Molekille zu g, und j, besonders berlicksichtigt werden. Zu diesem
Zweck flihren wir neben den Vektoren 9§ und 9% noch die Tensoren
zweiten und héheren Ranges *$, #*9% usw. ein, die das Verhdltnis des
mittleren elektrischen bzw. magnetischen Momentes der entsprechenden
Ordnung eines Molekiils zu ihrem Volumen [im Sinne der Gleichung (12a)]
darstellen sollen.

Wir wollen zunachst der Einfachheit halber nur die ,elektrische
Polarisation zweiter Ordnung” #% betrachten. Es |&f%t sich nun leicht
zeigen, dal? diese von den elektrischen Quadrupolmomenten herriihrende
Polarisation auf eine gewodhnliche Polarisation (erster Ordnung) nebst
einer elektrischen Doppelschicht auf der Grenzfléache S des betrachteten
Korpers zuriickgefihrt werden kann. — Dies geschieht am einfachsten
mittels der Methode, die wir in Bd. I, Kap. 111, § 10 bei der Zuriick-
fdhrung der gewdhnlichen Polarisation auf eine Volum- und Flachcn-
ladung benutzt haben.

Es bedeute aso ¢ das skalare Potential irgend eines &uReren elek-
trischen Feldes, das wir als zeitlich konstant voraussetzen werden.
Dann drickt sich die potentielle Energie des betrachteten Korpers —
sofern er aus Quadrupolen besteht — in bezug auf dieses Feld durch
das Volumintegral

a 0%
v f s NN 0 pav (32)
T T
(vgl. (9a) S. 102, Bd. I; dabei ist e, durch P;.-dV zu ersetzen).
Man kann nun mittels der ldentitéaten

*Fe P o o .P de ] " B Oy
Su, e, TN T A N R, T Dy g
] {le K d g o 'Pilc\ o P‘*
= P Y RS E S S
r,' Foags dry dy, | dadx,

) Die in diesem und in dem nachsten Paragraphen dargelegten Resultate
haben fir das folgende keine praktische Bedeutung, sind aber von prinzipiellem
Interesse.  Ich mochte dazu bemerken, dal3 se mir zum Teil zuerst von Herrn
V. Bursian mitgeteilt worden sind; ich habe sie aber in einer viel einfacheren
unten dargestellten Weise abgeleitet.
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das obige Integral auf die folgende Gestalt bringen
U= [div OBV g)dVe— [div3B-PpaV (329)
oder
e Lg,. .
U=, Idw CPR-Fe)dV— 2 ‘fdw (g divER) 4V +
- [ o diviaivegyay (32b)

(vgl. Bd. I, Einleitung, 8820 und 23).

Formt man diese Ausdriicke nach der GauRschen Formel um, so
ergibt sich im ersten Falle [wegen (2% - Fgl, = B -Feg) ' n
= (B 0Py = 2B Vol

Uy vpds s [ gdl (33)
mit den Bezeichnungen
?j! im= i %‘Bn- \‘B" P i di\-zs‘B R (333)
und im zweiten Falle
o fofvgds . foyrdStforav (34)
mit?)
=, o= —divi. (34a)

Die betrachtete Polarisation zweiter Ordnung % ist aso nach (33)
einer Polarisation erster Ordnung P’ und einer Doppelschicht mit dem
Moment n' pro Flacheneinheit &quivalent (es sei bemerkt, dal dieses
Moment im algemeinen nicht parallel der Flachennormale n ist). Die
Formeln (34) und (34a) stellen die uns schon bekannte Zurlckfihrung
der Polarisation ¥’ auf eine Flachen- und eine Volumladung dar.
Dieselben Resultate ergeben sich selbstversténdlich, wenn man statt
der Energie U das Potential des von den Ouadrupolmomenten des
Korpers herriihrenden Feldes
(1)
- T A
L :? -:" % Gy dx, Pipav
betrachtet und es in analoger Weise transformiert (vgl. Bd. I, S. 91).
Durch Anwendung des geschilderten Verfahrens auf die elektrische
Polarisation k-er Ordnung bekommt man die Rekursionsformeln:

. EL s i,
@y S oo DR — — p i kR (35)

Dabei bedeutet ®—3p’ die aquivalente Polarisation (k — I)-er Ordnung
und %Dy die Flachendichte des Moments der sie erganzenden 2% -
fachen Schicht. Daraus folgt, daf? die betrachtete Polarisation k-er Ord-
nung immer auf eine Polarisation erster oder auch nullter Ordnung

Y Den Index g lassen wir in diessm Paragraphen der Einfachheit halber weg.
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zurtckgefihrt werden kann, nebst einer Anzahl ergdnzender Ober-
flachenschichten. Die Volumdichte der &quivalenten elektrischen La-
dungsverteilung driickt sich durch die Formel

'l 3‘ ‘P‘l L

axi, Oxi, ... Gy (353)

o® = (--;)' dive () = 1}'

aus’) oder bei anderer Bezeichnung fur dle Komponenten von R
[entsprechend der Bezeichnung e(k,, k,. &,). Vgl. Bd. 1, S.99]

Wes (1 B ! PR AR) 35h

o= { h)_i_h%‘mkkll‘k-:!'kslaxfl8va6xfa (35b)

Von den vielfachen Oberflachen schichten, die sich bei Reduktion der

Polarisationen hoherer Ordnungen auf eine Volumladung ergeben, be-

wirkt nur die Schicht nullter Ordnung einen Sprung der elektrischen

Feldstarke an der Grenze zweier Korper. Bezeichnet man durch A*§

die Differenz ¥ — @ an dem betrachteten Grenzflachenelement,

so hat man flr den entsprechenden Sprung der elektrischen Feldstéarke

(A B g =dm Ayt® (36)
wobei nach (35)

) == ] PED . e ¢ ;,” 1A it *P)-n (30a)

ist (die Tangentialkomponente von & bleibt immer stetig).

Es ist aber zu beachten, da die Oberfldchenschichten erster und
hoherer Ordnung auferdem noch eine sprunghafte Anderung des elektro-
statischen Potentials ¢ bedingen. Es war namlich in Bd. | (S. 89
und 117) gezeigt, daB ¢ beim Durchgang im Sinne der dul3eren Normale
durch eine Doppelschicht mit dem Moment i pro Flacheneinheit um den
Betrag 4mi springt. Der Anteil des Sprunges A, welcher von der
Polarisation k-ev Ordnung herriihrt, ist aso gleich

(Agr=dmd 0, (37)
Fir den Fall k = 2 ergibt sich speziell
(d@y® =27 AP -n-1. (379

Sofern wir diese Unstetigkeiten des skalaren Potentials (und auch des
Polarisationspotentials B) auRer acht lassen, konnen wir den EinfluR
der Quadrupol- und héheren elektrischen Momente der Molekile auf
das gemittelte (makroskopische) Feld & formal durch eine Erweiterung
der oben angegebenen Definition des Vektors B berlicksichtigen; wir
brauchen nur darunter nicht nur die von den Dipolmomenten herriih-
rende, sondern die vollsténdige Polarisation erster Ordnung zu verstehen.
Die Einteilung dieser Polarisation entsprechend den Beitragen der
elektrischen Momente verschiedener Ordnungen ist darum nétig, weil

%) Dabei bedeutet div die k-mal wiederholte Divergenzoperation.
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diese Beitrdge auf eine verschiedene Weise von der makroskopischen
Feldstdrke und deren Ableitungen nach den Koordinaten abhéngen
miissen.

Ganz &hnliche Resultate ergeben sich flr die magnetischen Polari-
sationen zweiter und héherer Ordnung, falls man sie als zeitlich konstant
voraussetzt und sich die elektrischen Stréme durch fiktive magnetische
Ladungen ersetzt denkt.

2. Relativistische Verallgemeinerung.

Die Relativitatstheorie erlaubt es aber, die vorhergehenden, sich
nur auf zeitlich konstante elektrische Felder und Polarisationen be-
ziehenden Formeln in einer auRerst einfachen, obwohl etwas formalen
Weise auf den Fall beliebiger (zeitlich veranderlicher) elekiromagne-
tischer Felder und Polarisationen zu verallgemeinern. Diese Verall-
gemeinerung bekommt man namlich durch eine vierdimensionale Er-
weiterung der entsprechenden Grofen und Operationen.

Da die elektrische Ladungsdichte g® die (durch y—T1 dividierte)
vierte Komponente des Viererstroms i** darstellt, so muR die vier-
dimensionale Erweiterung der Formel (35b) folgendermalien lauten:
¥ 1 F Py ey by kg R

LU Y .
Rt LATE I MY N 3.1'-5'::?.\'_‘_"-0 l':’:'al'}.i'fl ' (38)

R T R
oder anders geschrieben:

1.4 i+

; { B 7P 4, i L LI L o/ TR A

) . b3 Lt R D Ay, faen i

Fi KU Aag Ovig. 0w kY & Qg dvi, 05 (389)
i ® i [ v *

LTER

Es bedeuten dabei P, ;, .. g;» die Komponenten eines vierdimensio-
nalen Tensors vom Range k + 1. der die elektromagnetische Polarisa-

tion k-er Ordnung bestimmt. Fur k = 1 hat man nach (38a)

+ 4
13 A\ Py,

o .
h — dy
[y §

(38b)

Diese Formel ist identisch mit der Formel (24), so da3 der Tensor Py,
nichts anderes as der durch (24a) definierte Sechservektor der elektro
magnetischen Polarisation (erster Ordnung) ist. Wir koénnen aso be-
haupten, daf3 auch im allgemeinen Falle Ik > 1} die Komponenten des
Polarisationstensors Py ;. 4 s Schiefsymmetrisch bezlglich ~ der
Indexpaare i, h sind (daraus folgt die Relation Py g . i s == (—1)*
Py; iiis,.. 4s ihre Symmetrie beziglich der k Indizes 4, . .. 4, folgt
unmittelbar aus der Symmetrie der entsprechenden dreidimensionalen
Tensoren. — Da ale Komponenten von P; i .5 bel welchen
einer der Indizes i gleich hist, verschwinden, ist die Anzahl der nicht-
verschwindenden Komponenten, vom Vorzeichen abgesehen, fir jeden
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Wert von h identisch mit der Anzahl der Komponenten eines symme-
trischen dreidimensionalen Tensors vom Range k.

Es sei bemerkt, dal’ die Formel (38a) auch fur den Fall k = O einen
Sinn behdlt, wenn wir die Grofien P, mit den Komponenten des von
den freien Elektronen herriihrenden Viererstromes identifizieren.

Wegen der oben aufgestellten Antisymmetrie des Tensors Py, ;.\, s
in bezug auf die Indexpaare (i, h) mul3 die algemeine Formel (38a)
far h = 4 mit der ,,speziellen" (35a) zusammenfallen (denn es kénnen
dabei Differentiationen nach der Zeit x, nicht auftreten). Ebenso treten
bei h =1, 2, 3 die Ableitungen nach x, im Ausdruck fur 7, nicht auf.
Esist z. B.

L[ Pay | @ Py PPy Py G @ Py 8 Py
:.h — 2] 9+ i } Av? f “degdy D Tandr, e rld.r,}'

Die zweite Gruppe der Differentialgleichungen des makroskopischen
elektromagnetischen Feldes kann bei Beriicksichtigung der Polarisa-
tionen héherer Ordnungen folgendermalen geschrieben werden:

I

3161?,”
— g
1

AP R ),

d. h. nach (38 a), wenn man sich die Summation beziglich aller gleichen
Indexpaare ausgefiihrt denkt, unter Fortlassung der entsprechenden
Summenzeichen:

in_ o NI P

gy ;-—'-’I X rlr.i_lt'i.rl'Z...iJ.rit'

(39)

Diese Gleichungen lassen sich auf die Uibliche Form (23) bringen, wenn
man §§ = P{ ==, setzt und den elektromagnetischen Erregungstensor %8
mittels der Formel

o
VEE P i A
B . H —:-4:{ LITRL TR 1 W 39a
al hi & ox; dxe,... 0 ( )

definiert. Wir koénnen auch die urspringliche Definition von 8 bei-
behalten, missen aber dann unter der gewdhnlichen Polarisation
(erster Ordnung) die vollstéandige oder resultierende Polarisation, d. h.
die Summe

V@ Pun 1 @ Pyane

9 ez - -
Pli=Pp 2 9, 3 dxg 0y,

(39b)
verstehen.

Wie schon oben erwdhnt wurde, ist diese Einteilung der resultie-
renden Polarisation fir die Bestimmung ihrer Abhangigkeit vom elektro-
magnetischen Feldtensor wesentlich. Sie ist auch bei der Betrachtung
der Potentialspriinge auf der Grenzflache zweier Korper zu berticksich-
tigen.
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8 6. Geometrische Deutung der makroskopischen
Elektrizitatsverteilung mittels Molekilmodellen.

1. Elektrische Polarisation und Ladungsdichte.

Zur Erlauterung und Veranschaulichung der im vorhergehenden
Paragraphen abgeleiteten Resultate wollen wir sie nochmals von einem
etwas anderen Standpunkt behandeln.

Wir stellen uns zunéchst vor, da} die Molekiile des betrachteten
Korpers je zwei Elektronen enthalten, und zwar ein negatives Elek-
tron — e im Mittelpunkt P und ein positives Elektron + e in einem
Punkt P', dessen Koordinaten in bezug auf .P{&,, &,, &) stetige Funk-
tionen der Koordinaten x; X, X3 von P beziglich eines festen Punktes 0
sind. Mit anderen Worten, die Differenz der Vektoren OP' und OP
t'=-r =§ sd ene stetige Funktion von t. Die Lage eines Molekils
ist durch den Radiusvektor t seines Mittelpunktes definiert. Die Anzahl
dieser Mittelpunkte in einem makroskopischen Volumelement dV be-
zeichnen wir mit NdV. Die auf diese Weise definierte Konzentration N
der Molekile ist dabei as eine gewisse stetige Funktion von t zu behan-
deln. Die entsprechende Grofe fir die positiven Elektronen, d. h. fir
die P'-Punkte, sei N'. Den P-Punkten, die im Volumenelement dV (Ra-
diusvektor r) enthalten sind, entsprechen P'-Punkte, die das ,zu-
gehorige" Volumelement dVv' auffillen. Es besteht dabei offenbar die
Gleichung

N (Y dV' =N @)dV. (40)
Vermdge der Relationen
vo=rd- &) (409
und
aE] 652 dfa
1+a,r." gy’ oy
T DE, O,
4V 6.1-:‘ l+6,r:' LRSS (40b)
AL, &, ek,
da’ avy’ 'l+3x,

kann man aus dieser Gleichung die Konzentration N' as Funktion von
r bestimmen, d. h. eine Beziehung zwischen den Konzentrationen N
und N' fir denselben Raumpunkt ermitteln. Die direkte Methode zur
Losung dieser Aufgabe besteht in der Benutzung der bekannten La-
grangeschen Reihenentwicklung. Man kommt aber viel einfacher zum
Ziele durch eine indirekte Methode, die wir im vorigen Paragraphen
tatséchlich schon benutzt haben. Und zwar betrachte man das uber
ein beliebiges Volum V erstreckte Integral

U=fy)N@)dv, (41)
wo y (x"} eine ganz willkirliche stetige Funktion von r' bedeutet. Dieses
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Integral 18Rt sich auf zweierlei Arten umformen. Erstens kann man
setzen

=fp )N {)dV + §F 485, (41a)
wobei das rechtsstehende Volumintegral Uber das zu V zugehtrige
Volum V erstreckt wird, waéhrend das Flachenintegral die Differenz
fyeyN @y av — _ffp[r)N (t} 4V darstellt. Diese Darstellung ergibt
sich unmittelbar, wenn man beachtet, da die Differenz der beiden
Volumina durch das Uber die Grenzflache 5 von V erstreckte Integral
VI—V=4§E dS
ausgedriickt werden kann (Abb. 1). Es gilt dementsprechend in erster
Annéherung
T=p N (0§, (41b)

Eine genauere Rechnung muB noch die Anderung von g und N' inner-
halb eines dem Flachenelement dS entsprechenden Volumelement &,45
berlicksichtigen.

Zweitens kann man, nach der Gleichung
(40), das Integral (41) durch das Uber das
Volum V erstreckte Integral

= [y N@)dv (42)

ersetzen. Entwickelt man hier

v} = play + & v + &2y - &)
in eine Taylorsche Reihe nach Potenzen der Abb. 1,
GroRen & und formt das Produkt jedes
Gliedes mit N(r) durch partielle Integration (d.h. durch wiederholte
Anwendung des Gaullsehen Satzes) um, so bekommt man [vgl. die
Ableitung der Formeln (32) bis (3f>b) im_vorigen Paraaraphen]

v=[ymve= eva) sy, 0 GENE - v
X frd.s. (42a)

Die Summenzeichen bezlglich gleicher Indexpaare sind dabei fort-
gelassen; wir verzichten auch auf eine explizite Darstellung von F. —
Die Formeln (41a) und (42a) haben eine ganz dhnliche Gestalt. Wegen
der willkurlichen Wahl der Funktion y mussen ihre Koeffizienten in
den beiden Volumintegralen identisch sein, ebenso wie die Grofen F
und F'. Die gesuchte Beziehung zwischen N'(X) und N(r) lautet also:

o & | S ,
N ﬂN'—a.‘_{ (A E,) *‘218‘,‘,‘8_\,*(}\ Eu‘EJ.'}_' et (43)

Multipliziert man diese Gleichung mit e und beachtet, daf
e=¢(N'(t) —N{)

die mittlere Dichte der durch die beiden Elektronen der Molekiile be-

dingten Raumladung darstellt, und daR ferner die Produkte Neg,.
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Nef k. usw. nichts anders as die Komponenten der elektrischen Po-
larisation erster, zweiter und htherer Ordnungen sind, so folgt
7 7O B O
9_'_0x,- T2 x,dx,
Wir haben aso das uns schon bekannte Resultat wiedergefunden, und
zwar praktisch in derselben Weise wie frither®). Das neue, was wir dabei
gewonnen haben, ist die geometrische Interpretation dieses Resultats.
Wir haben namlich gezeigt, da3 die von den gebundenen Elektronen
herriihrende Volumladung eines Korpers durch die azentrische Lage
dieser Elektronen oder eines Teiles von ihnen in bezug auf den Mittel-
punkt der Molekile bedingt wird. Die soeben angefiihrten Betrach-
tungen lassen sich auf eine beliebige Anzahl von Elektronen verall-
gemeinern, wobei der ,,Mittelpunkt" des von ihnen gebildeten Systems
(Molekills) ganz beliebig gewahlt werden kann. Es sel bemerkt, dal die
elektrischen Momente zweiter und héherer Ordnung im allgemeinen eine
von der Wahl des ,,Mittelpunktes" abhangige Gréle haben; nur die
Momente erster Ordnung sind — sofern das Molekll im ganzen neutral
ist — von dieser Wahl unabhéngig. Man kann aber leicht zeigen, dal3
die durch (43a) resultierende bestimmte Volumdichte der elektrischen
Ladung von der Wahl des Mittel punktes unabhéngig bleibt. In der Tat
schreibt man die relativen Koordinaten £; der verschiedenen Elektronen
in der Form §&; 4+ &, wo &, &. & die Koordinaten des neuen Mittel-
punktes beziglich desurspriinglichen bedeuten, und driickt dieurspring-
lichen elektrischen Momente durch die neuen aus, so wird nach der
Definition der elektrischen Polarisation (P, ; ..., == Ne,
=Ne& &, ... &, vgl Bd I, 5. 102) ’
PPy, Py P4 8P+ 8P|
Puy =Pl v 8P, L YERP

usw., wo zur Abkilirzung mit ¥ die Summe aller durch Vertauschung
der Indizes sich ergebender Glieder bezeichnet ist. Setzt man diese
Ausdriicke in die Formel (43a) ein und beachtet, da’ die Reihe

ar Ri 7 T a P
6,1' 2 z 25?64 Br, 3' > 2/ ) Bx dr, g

die Entwicklung der Grofe zgz‘ fur den Punkt x,— & = «} be-
i 3

deutet [Ahnliches gilt fur andere GroRen, die in (43a) auftreten], so
bekommt man wieder eine Formel derselben Gestalt, wobei aber g
nicht auf den urspringlichen, sondern auf den verschobenen Punkt
mit den Koordinaten x,-—&}, x;— &3, 23 — &} bezogen werden muf3.

(433)

£y fp vt ot ik

(43b)

1) Diese Formel gilt selbstverstandlich auch dann, wenn es Molekiile von
mehreren verschiedenen Arten gibt. Es ist dabei nur nétig, in (43) die Produkte
eNE,, eNEE, usw. durch Summen solcher Produkte Uber alle Molekiilarten zu
ersetzen.
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Ganz analog wie die Volumladung &Rt sich auch die durch die ge-
bundenen Elektronen bedingte Flachenladung ebenso wie die Momente
der Doppel- und Vielfachenschichten erklaren.

Diese Oberflachenschichten entstehen durch Verschiebung der die
verschiedenen Elektronen enthaltenden Volumina gegeneinander. Im
Falle einfacher Dipolmolekille bekommen wir zwei Volumina (Abb. 1),
deren Teile, die sich nicht Uberdecken, eine diinne Schicht mit der

Ladung y =Nek, =P,

pro Flacheneinheit bilden. Diese Schicht kann man in erster Annéhe-
rung as eine einfache Fléchenbelegung betrachten und sich auf der
Oberflédche S, die durch die dulersten Molekllmittelpunkte geht, ver-
teilt denken. Will man aber ihre endliche Dicke berlicksichtigen, so muf
man zu der letztgenannten einfachen Schicht auf S eine Doppelschicht
hinzufiigen, deren eine Seite durch die entgegengesetzte Oberfléchen-
schicht auf S gebildet ist, und die andere Seite durch die zwischen S
und S eingeschlossene Volumladung. In zweiter Anndherung kann man
diese Volumladung durch eine Flachenladung von derselben GroRe er-
setzen, wobei die entsprechende Fléche S' ungeféhr in der Mitte zwi-
schen den Flachen Sund S laufen muRB. Auf diese Weise bekommen wir

eine Doppelschicht mit dem Moment # - },_ &, = },_ Nefl= 1 *Boan Pro

Flacheneinheit — im Einklang mit der Formel (33a). Wenn man noch
den Umstand beriicksichtigt, daR’ die Raumdichte der Ladung zwischen S
und S' nicht exakt konstant ist, sondern sich in einer durch die Ab-
hangigkeit der Konzentration N von den Koordinaten bestimmten
Weise andert, so erhdlt man eine zusdtzliche einfache Flachenladung
(auf S mit der Dichte s = — n,.-"”-“gf-*’=~— 5 ©-div#B. — Diese
Betrachtungen konnen leicht weiter fortgesetzt werden. Doch werden
wir auf diese Frage nicht ndher eingehen und wollen jetzt die ent-
sprechende Frage fiir die magnetische Polarisation und die davon her-
ruhrende Strémungsdichte ganz kurz besprechen.

2. Magnetische Polarisation und relativistische
Verallgemeinerung.
Wir betrachten wieder das Molekilmodell mit zwei Elektronen,

stellen uns aber vor, dal3 das positive Elektron nicht ruht, sondern
um das negative (d. h. den ,,Mittelpunkt" des Molekils) sich mit der

‘;E bewegt. Dementsprechend muR3 jedes Molekiil

das magnetische Moment

Geschwindigkeit b =

*Exu (44

m:-?c

besitzen (vgl. Bd. I, S. 87, 241).
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Die elektrischen Impulse der einzelnen Elektronen -‘; setzen sich zu

einem Impuls zusammen, dessen mittlere Grofe pro Volumeinheit in
derselben Weise bestimmt werden kann, wie die mittlere Ladungsdichte.
Und zwar behandelt man v, ebenso wie E und N, as stetige Ortsfunk-
tion, so hat man fir den Mittelwert des Produktes N”vy, auf die Mittel-
punkte der Molekiile bezogen, nach (43)

' s ! i
Nty= Noy— 2 (V&) + 5 5.0 (Nu &b —  (49)

Da die Geschwindigkeit » sich sehr schnell &ndert, miissen wir um
den gesuchten Raunmzeitmittelwert der Stromdichte j zu bekommen,
den Ausdruck (45) noch Uber die Zeit (d. h. Uber einige Umlaufsperioden
der Elektronen) mittein. Der zeitliche Mittelwert der Ableitung einer
Koordinate {£;) oder eines Produktes von mehreren Koordinaten ist
offenbar gleich Null zu setzen. Wir haben aso

dE,

{
a0, B =k + by, =0,

;, Gal b = by b by brgdpdi=0
usw. Daraus folgt
”h'fx"_"“_'fhl’; T ; (7-'351'_‘7-’; Ea)‘;
ferner
v &, &y —u by v & .]3 (vhfisk_v.'ékék'_'ﬂkflgi);

d.h. ) |
;3 né b= 2 (e & — v B by oy § 8 — 0, 8, 8L)

oder schliellich

Uy E.‘fn- - _-l; [(”hf; — &) &b (g — "’k‘EnJ Ei]
usw.
Multipliziert man das Zeitmittel von (45) mit : und ersetzt den
Vektor m durch den entsprechenden schiefsymmetrischen Tensor *m

mit den Komponenten
MMy = é (Envi— & va), (45a)

so bekommt man fiir die mittlere Dichte des von der Umlaufsbewegung
der Elektronen herrihrenden Stroms (elektrischer Impuls pro Volum-
einheit) die folgende Formel
1 & 3 -
?izai‘ (Nt g a,(ax.{N(’”ﬁEu‘f‘mu E()}+ +++ (45b)

Das erste Glied auf der rechten Seite kann offenbar als die h-Kompo-
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nente des Vektors rot % aufgefadt werden, wo M = Nm das (mitt-
lere) magnetische Moment pro Volumeinheit, d. h. die magnetische
Polarisation erster Ordnung bedeutet. Wir bekommen aso in erster
Annéherung unsere ursprungliche Formel i = rot M.

Lant man die Indizesh, i, k. . . nicht drei, sondern alle vier Werte 1,
2, 3, 4 durchlaufen, so bekommt man as vierdimensionale Erweiterung
von (45 b) die Formel (38 a) oder eher die Summe der Ausdriicke (38 a)
vonk = 1bisk =, wobei fur die Gréken P, ,, ,, ... sichdiefolgenden
Ausdriicke ergeben: .

Ppy=Nomy,. Ppp= .i N [:m;.;fr;“‘maxég.}: nEwW. (45¢)

Diese Ausdriicke haben tatséchlich die Symmetrieeigenschaften, welche
oben behauptet (aber nicht streng bewiesen) wurden.

Es sglen noch einige Worte zur geometrischen Deutung des von den
gebundenen Elektronen bedingten Flachenstromes hinzugefiigt. — In
der durch S und S begrenzten Flachenschicht (Abb. 1) sind durch-
schnittlich ¥ & Elektronen pro Flécheneinheit eingeschlossen, welche
sich in tangentialer Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegen.
Dabei bedeuten & und v Mittelwerte, die derart zu wahlen sind, da3

die Beziehung E-v:; |Exv: bestehen soll. Auf diese Weise ergibt

sich fir den elektrischen Impuls pro Flacheneinheit, d. h. fir die
Stromdichte ¥ der bekannte Ausdruck

P=NZ ;{Exnv')'xnzﬂ]lxn.

Wir haben bisher die Tatsache auRRer acht gelassen, dal die Elek-
tronen wegen ihrer Eigenrotation ein zusétzliches magnetisches und
elektrisches Moment besitzen. Diese Momente mussen offenbar zur
magnetischen und eventuell auch zur elektrischen Polarisation des
betrachteten Korpers auch etwas beitragen. Insofern dieser Beitrag
bekannt ist, kénnen wir nach der in den vorhergehenden Paragraphen
geschilderten analytischen Methode die &quivalente Strom- und La-
dungsdichte berechnen. Um ihren Ursprung geometrisch zu deuten,
sollte man die Elektronen in Elementarladungen einteilen und die
letzteren auf dieselbe Weise behandeln wie wir es oben bei den Elek-
tronen selbst getan haben. Diesist selbstverstandlich nur dann méglich,
wenn man die Elektronen as ausgedehnte Teilchen betrachtet.

Bezeichnet man das eigene magnetische Moment eines Elektrons
mit m, so kann man den Mittelwert des Produktes N'#,, bezogen auf
die Mittel punkte der Molekiile, durch die Formel

Mn=th—;i,‘(Nmk$i)+';'3;?‘;‘;;(Nma$t'5k) (46)
bestimmen [diese Formel ergibt sich aus (45), wenn man dort ¥ durch
m ersetzt]. Der unmittelbare Effekt der Elektronenmagneteist folglich
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eine einfache magnetische Polarisation (erster Ordnung) von der durch
(46) definierten Grofle. Aus dieser Polarisation bekommt man die aqui-
valente Stromdichte in der Ublichen Weise, d. h. mittels der Formel
i= rot Tt (ohne irgendwelche Zusatzglieder). Ahnliches gilt fir die ent-
sprechende elektrische Polarisation (falls sie Uberhaupt nicht verschwin-
det). Auf diese Frage werden wir nicht eingehen. Es muR} aber darauf
geachtet werden, da die Abhangigkeit des betrachteten Anteils der
magnetischen Polarisation von dem (mittleren) Feld von der Abhén-
gigkeit des anderen Anteils, welcher von der Umlaufsbewegung herrihrt,
verschieden sein kann.

§ 7. Die einfachge Form der dektromagnetischen Fedgleichungen
flr isotrope und anisotrope Korper.

1. Die elektromagnetischen Konstanten isotroper Korper

Die endgliltige Form der Differentialgleichungen des makroskopi-
schen elektromagnetischen Feldes muB, wie im § 2 gezeigt wurde, von
der Wahl der Funktion s(F) oder, ausfiihrlicher geschrieben, der Funk-

tionen .
BED, ME), ¢®H) und jE9)

abhangen. Es bedeuten dabei % und 3% die vollsténdige elektrische bzw.
magnetische Polarisation im gewéhnlichen Sinne, d. h. die Summe der
Polarisationen erster Ordnung, welche von den Dipol-, Quadrupol- und
hoheren Momenten der Molekile abhéngen, wahrend g und i die von
den freien Elektronen herriihrenden Ladungs- und Stromdichte sind.
Der einfachste Ansatz, den man fiir die Funktionen % und %t in
Analogie zum Hookeschen Gesetz machen kann, ist der folgende:
B=xi, 47)
M=y 9, (479
wo x und y zwei Materialkonstanten bedeuten, die wir as elektrische
bzw. magnetische Suszeptibilitdt des betrachteten Korpers bezeichnen
werden. Dieser Ansatz entspricht offenbar dem Falle eines isotropen
Korpers, dessen Moleklle keine natlrlichen elektrischen und magne-
tischen Momente, sondern nur die durch das &uRere Feld induzierten
Momente erster Ordnung besitzen; induzierte Momente héherer Ordnung
sind in (47) und (47a) nicht berlicksichtigt. Bei homogenen Koérpern
haben die Suszeptibilitéten x und y dieselben Werte im ganzen Volumen;
sonst sind sie as bestimmte Ortsfunktionen zu behandeln. Wir werden
spater sehen, dal’ die Formeln (47) und (478) anndherungsweise auch
dann gultig bleiben, wenn die Kdrpermolekile natiirliche Dipolmomente
besitzen, falls sie beim Fehlen des Feldes unregelméRig orientiert sind,
so daB das Zeit- oder Raummittel ihrer Komponente in jeder be-
stimmten Richtung verschwindet. Es ist ferner zu beachten, dal3 die
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mittels (47) und (47a) eingeflhrten Suszeptibilitdten streng genommen
nur flr harmonisch schwingende (oder statische) Felder einen Sinn,
d. h. einen bestimmten Wert haben. Im allgemeinen Falle eines beliebig
wechselnden Feldes mul3 man es in harmonische Komponenten zerlegen
und jeder Komponente die entsprechende Komponente der Polarisation
mit dem zugehdrigen Wert der Suszeptibilitat zuordnen.

Ahnliches gilt beziiglich der Funktion i, die sich nach dem Ohmschen
Gesetz linear durch die Feldkomponenten ausdriicken muB. Der ein-
fachste, fur isotrope Korper giltige Ansatz fir i lautet bei Vernachlassi-
gung der elektromagnetischen Kraft

i=7€, (48)
wo o die spezifische elektrische Leitfahigkeit (oder das Leitvermdgen)
des betreffenden Korpers ist).

Will man den EinfluR des eventuell vorhandenen magnetischen
Feldes auf die Stromdichte berticksichtigen, so muf? man & durch die
Summe & —I—-: % § ersetzen, wo v die mittlere Geschwindigkeit der

betrachteten ,freien" Elektronen bedeutet (wenn mehrere Elektronen
oder lonengattungen vorhanden sind, mu man die entsprechenden
Anteilevon { einzeln behandeln). Es wird folglich

i=%(€+ ) x9).
Die Geschwindigkeit v 1813t sich aus der Stromdichte nach der Formel

nep

j="7 (48a)

berechnen (n bedeutet hier die mittlere Anzahl freier Elektronen pro
Volumeinheit). Wir bekommen auf diese Weise die folgende Glei-

chungfiri . )
j= c...(@-k--” ij;).

Vernachlassigt man die in § quadratischen Glieder, so kann man im
zweiten Gliede der rechten Seite i durch ‘:—@ ersetzen; dies liefert fir

i den Ausdruck
j=7C+ ;. ExD. (48D)

Das erste Glied stellt den gewodhnlichen Ohtnschen Strom dar; das zweite
mag as Hall scher Strom bezeichnet werden, da es den von Hall ent-
deckten Effekt mi3t. Im folgenden werden wir diesen Hallschen Strom
weglassen, also die einfache Formel (48) benutzen.

') Bei dieser Definition ist die Leitfahigkeit in elekirostatischen Einheiten ge-
messen. Das Verhdltnis & stellt dieselbe Leitfahigkeit in elektromagnetischen
Einheiten dar. €

Frenkel, Elektrodynamik | | . 3
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Fur die elektrische Ladungsdichte g (die von den freien Elektronen
herriihrt) gibt es keine Beziehung zu den elektromagnetischen Feld-
groRen. Wegen der Differentialgleichung

1dg

corravi=o,

die den Erhaltungssatz der Elektrizitat ausdriickt, kann eine selb
stdndige Beziehung dieser Art Uberhaupt nicht existieren. In dem
Falle eines homogenen (und isotropen) Korpers a3t sich die letzte

Gleichung leicht integrieren. Setzt man némlich i=q§- ein und
bertcksichtigt die Gleichung div®=4=p, und die Beziehung
D=C+4aB = (1 +4m)E [nach (47)], so wird

cdivj =odivE= 1 +4ﬂ.xdw D= 1_-:::%3—:

Wir haben adso fur jede Komponente die folgende Differential-
gleichung

2¢ dno
ot T1ieaxe =0
deren Integral lautet
e = g 6+ {gg=konst), (49)
wo zur Abklrzung
1+ 4
T e (494a)

gesetzt ist.

Diese Formeln zeigen, dal in einem homogenen isotropen Korper
mit nicht verschwindender Leitféhigkeit eine dauernde Volumver-
teilung der Elektrizitdt unmoglich ist; ihre Dichte muf3, ganz unab-
hangig von dem zeitlichen Verlauf der anderen elektromagnetischen
Grolen in jedem Raumpunkt mit der Zeit exponentiell abklingen,
und zwar desto rascher, je kleiner die Grole ¥+ — die sogenannte Re-
laxationszeit — ist.

Die soeben eingefiihrte GroRe

e=144nan (50)
hei3t die Dielektrizitdtskonstante des Korpers. Sie ist dem Verhdltnis
der elektrischen Erregung D zur elektrischen Feldstéarke & gleich, d. h.

D=cE. (50a)
Die entsprechende Beziehung zwischen der magnetischen Erregung
B = H —4xM und magnetischen Feldstérke lautet
B=p19, (51)
wobei der Proportionalitatsfaktor — die , magnetische Konstante" —
sich nach (47a) folgendermalen ausdriickt
pl=1-—-4ay. (51a)
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Wie schon oben erwéhnt wurde, definiert man in der Gblichen Darstel-
lung der Elektrizitatslehre die gemittelte Feldstérke § as die magne-
tische Erregung und die GroRe 8 as die ,Feldstérke". Dementspre-
chend definiert man die magnetische Suszeptibilitét X durch die Formel

D=y B (52)

und fihrt statt =1 die reziproke Grofie g == ;1_--1- ein, die als magnetische

Permeabilitét bezeichnet wird und die sich durch X auf dieselbe Weise
wie ¢ durch x ausdriickt, d. h. nach der Formel

p=1+4my. (52 )
Diese gewdhnliche Suspeztibilitét X ist mit unserer y durch die Bezie-
hung 144z = I__--Lt-y-- verkniipft. Man hat folglich

. X 4
Y Leng T (52 b)
und
P=pB, (52c)

2. Die Grundgleichungen und die Grenzbedingungen.

Wenn man die Ausdriicke (50a) und (52c) in die Gleichungen (17)
und (18) fur nichtleitende Kérper einfihrt, nehmen diese Gleichungen
die folgende Gestalt an:

dive=0, divpB=0, (53)
rat@+ % 2% —o, (53a)
ot — 280, (53b)

Fir leitende Korper (¢ =0} muB die letzte Gleichung durch
rot B— : %(‘g = 4-? & (54

ersetzt werden (die elektrische Ladungsdichte g kénnen wir von vorn-
herein gleich Null setzen).

Wie schon manchmal erwéhnt wurde, kénnen diese Gleichungen
nur in dem Fall harmonisch schwingender Felder streng glltig sein.
Wir machen demgemal? den Ansatz

E= @ﬂaiw!’ @ = %0 ghoe (55)
und bekommen zur Bestimmung der Amplituden &® und $*¢ as Orts-
funktionen die Gleichungen:

dive@ =0, divpH'=0, (554)
rot @+ 2 W0 =0, (55 b)
rot 23"—":'&' E=0. (550

3*



36 Die Grundgleichungen des makroskopischen elektromagnetischen Feldes.

Wir haben dabei die beiden Konstanten € und o zu einer einzigen kom-
plexen Grofe
F=g—1i-— (55d)

vereinigt, die als ,komplexe Dielektrizitatskonstante* des betreffen-
den Korpers bezeichnet werden kann. Es sei daran erinnert, dafd auch
bei ¢ = 0 die GroRRe € ebenso wie | einen komplexen Wert haben kann
(vgl. Ende §2).

Neben den Differentialgleichungen fir die elektromagnetischen Feld-
groRen, wollen wir noch die auf der Grenzfldche zweier solcher Korper
(a und b) geltenden Bedingungen kurz betrachten. Falls es keine Fl&-
chenladung und keinen Flachenstrom gibt, hat man nach (19) und (20)

g0 E% = gb B3, E:=E:l

pepp  Di_Dt (56)
d n nr P eb
un
4o B == ¥ BY B?=B:]
HY H! (56a)
H"::H:' j‘n= ﬂbl

wo E,, D, usw. die tangentiellen Komponenten der entsprechenden
Vektoren bedeuten. Bezeichnet man die Winkel zwischen der Fléchen-
normale n und der elektrischen Feldstarke (oder Erregung) in den beiden
Kérpern mit ¢, und 4,, so bekommt man nach (56) das folgende
»Brechungsgesetz der elektrischen Kraftlinien®

tgd, €°

{g—‘-‘= 8‘- . (56b)
Ein dhnliches Gesetz gilt fur die magnetischen Kraftlinien, welche die
Vektoren § und % graphisch darstellen.

Die oben angefuhrten Differentialgleichungen und Grenzbedin-
gungen lassen sich leicht auf den Fall anisotroper Korper verallgemeinern.
Und zwar muf3 man einfach statt der skalaren Materialkonstanten x, ¢,
2 & {oder p, u=3) und o entsprechende Tensoren zweiten Ranges ein-
fuhren. Es wird dabei

P, =k§",;x,.kE,. D, zl,g‘lsmﬁ‘k, B ="d .+ 4ax;,, (57)
wo 2§ den Einheitstensor bedeutet; ferner

Ms=t§'ixm3m Hi=éla“rt3k» =0, +4my, (579
oder

M, :é?m H,, B;= lé?f‘;; Hy, pi=é,~4ayq, (67b)

und schlief3lich B

fo= 2 TV E,. (570)

k=1
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Die Tensoren 3 und %~* sind zueinander reziprok. Bezeichnet man
die aus den Komponenten von %z gebildete Determinante mit |u},
so gilt

a1 0k

l--— -
e B

Wiewir es spéter zeigen werden, sind die obigen Tensoren im allgemeinen
alle symmetrisch. Man kann folglich fir jeden anisotropen Koérper
solche rechtwinkligen Koordinatenachsen wahlen, in bezug auf welche
die nichtdiagonalen Komponenten der Tensoren x* und ’e oder °X und
’u verschwinden. Diese Achsen heiRen die elektrischen bzw. magnetischen
Achsen des betrachteten Korpers (oder Volumelementes, falls der Kor-
per nicht nur anisotrop, sondern auch inhomogen ist). Die entsprechen-
den nichtverschwindenden Komponenten der erwadhnten Tensoren
heiBen ihre Hauptkomponenten und werden gewohnlich durch Anhan-
gung eines Indizes, also z. B. mit X;,X;,Xs bezeichnet.

Die elektrischen und magnetischen Achsen, ebenso wie die Achsen
des Leitfahigkeitstensors kénnen im algemeinen verschiedene Rich-
tungen haben. Fallen se alle zusammen, so nehmen die Differential-
gleichungen des elektromagnetischen Feldes, bezogen auf diese Achsen,
die folgende verhdltnismalig einfache Gestalt an:

gx; B E,) t g, (62 Ep)ty,, (eaEa) =0

a a a
a7, (¢, B) - ax, (#y By) + Dy (st By) =0 (58)

EES_BES b #008, =0
3.\’, .61’3_ c 8¢

QE, 8K, @B, o

dxy 9%, | ¢ Ot ’
0E, _0E:  mdBy_ (532
dx,  dxy e ot
3B, 3B, & dF_, o
dxy dxg e ot =47 Ey
8B, 0B, £ dE . o
0 an e o 4 B (58b)
632_63, £y 5"}__1:3,__ ay
ox, "an ¢ o1~ [ Ea

Die elektrischen und magnetischen Achsen sind dadurch ausgezeichnet,
dal3 fir se — und nur fiir se — die Feldstarken und die entsprechenden
Erregungen einander parallel sind. Im allgemeinen aber missen die
Kraftlinien und die Erregungslinien in verschiedenen Richtungen ver-
laufen. An der Grenzflache zweier Koérper werden sie folglich ver-
schieden gebrochen.
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8 8. Die Verallgemeinerung der Feldgleichungen fir bewegte Korper.
1. Direkte Beriicksichtigung der Bewegungsgeschwindigkeit.

Die oben angefiihrten Feldgleichungen fir isotrope Korper lassen
sich leicht noch nach einer anderen Richtung verallgemeinern, namlich
fur den Fall, daB der Korper sich in bezug auf das betreffende Koordi-
natensystem S geradlinig und gleichférmig bewegt. Das mit dem
Koérper fest verbundene Koordinatensystem sei S. Wir nehmen an,
dal? die beiden Systeme gleich orientiert sind und da S sich gegen-
Uber S in der Richtung der (gemeinsamen) ersten Achse mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt.

Diese Frage haben wir in 84 von einem allgemeinen Standpunkte
aus, d. h. unabhangig von irgend einer Beziehung zwischen den Feld-
starken {&, §} und den Polarisationen (§, M) oder Erregungen (B, B)
schon ausfihrlich diskutiert. Jetzt bleibt uns folglich die im vorigen
Paragraphen fiir das System 5 eingefiihrten Beziehungen (47), (474),
(50 @) und (51) zu beriicksichtigen (wir betrachten zunéchst den Fall
eines nicht leitenden Korpers, d. h. setzen o = 0).

Dies laRt sich mittels der (angendherten) Transformationsgleichun-
gen (28), (28a) und (28b) des § 4 sehr leicht ausfihren. Wir setzen
namlich in den Gleichungen (28 a) und (28 b) die Ausdriicke = x&,
M=yH D=¢E B =pxtH ein, und dricken ferner & und § durch
€' und §’ aus nach den Formeln

v

P=p— %
G=6 x|
die sich durch Umkehrung von (28) bei Vernachléssigung der in : qua-

dratischen Glieder ergeben. Auf diese Weise bekommen wir die fol-
genden (angendherten) Beziehungen

P=x@tixbp) ) x 9

¥ " T b ’ (59)
W=y —(xt+y , <€
und mit Ricksicht auf die Relationen (50) und 51a)
Dwe @ + (e—p?) ] x sgyl
(59a)

B =p 19 +(r-——-p) 1: x & l

Aus den letzten Gleichungen ergeben sich mit derselben Anngherung
die Formeln
' ¢, E— “ly :
g = g G T j.;:l-c X B

. 1 e e—p~1y
-@ =-—'lﬂ3-— -,;_-i--e-XE'
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. 1
-1 =
d.h. mit g a

D=cC@+Ep—1) " xW
] . (59 b)
PY=pB —(cp—1 L X @

Es sei daran erinnert, daf3 die Grundgleichungen (1) und (111) bei einem
Ubergang von 5 zu S unverdndert bleiben, d.h. die bliche Gestalt

div e =0 ror@+ Y=g

roge
s g 10T (60)
divvh' =90, rot .B---c Py =0

beibehalten. Driickt man aber hier D' und ¥’ {eder §") durch & und
' (bzw. B\ nach (59a) oder (59b) aus, so bekommt man Gleichungen,
die von den einfachen, sich auf das mit dem Korper bewegte Koordi-
natensystem S beziehenden Gleichungen (53), (53a) und (53b), wesent-
lich verschieden sind. Diese verallgemeinerten, fir einen in bezug auf
das System S mit der Geschwindigkeits bewegten Kdérper geltenden
Gleichungen lauten, mit der Abkiirzung

Ww=(sp—1) (61)

und mit Ricksicht auf die Identitét div' (tpx€’) == — w - rot €, folgen-
dermal3en :

divi e +o-rot" B =0,

div'y%'—-—tu -tot’ & =90,

rot’ & + (p 0}: — 1% ?f,) =0, ) - (61a)

&
cepe Lot ay
rot’ P’ — L€ a‘ +10X Bl')_o

Wir haben bisher die elektrische Leitfahigkeit des betrachteten Kor-
pers vernachlassigt. Wenn es sich um harmonisch schwingende Felder
handelt, kann man sie sehr einfach beriicksichtigen, und zwar durch

Hinzufligung der imaginéren Grdf&e——i*:f zur dielektrischen Kon-

stante €. Hier bedeutet w die (mit 27 multiplizierte) Frequenz der
Schwingungen in bezug auf das System S. In der von uns gebrauchten
Annadherung kann w mit der entsprechenden Grofe fur S identifi-

ziert werden (die exakte Beziehung lautet e’ 2 .
THSwa

Im allgemeinen Falle beliebiger elektromagnetischer Vorgange mufd
man auf der rechten Seite der ersten und letzten der Gleichungen (61 a)
die (mit 4x multiplizierte) Ladungsdichte g* bzw. die Stromdichte {’
einfihren. Setzt man wie Ublich g =0, so wird nach (29) g'=-P i



40 Die Grundgleichungen des makroskopischen elektromagnetischen Feldes.

und {’ == {. Esergibtsichfolglich Wegenj=‘-:-e und & =¢* +-:—x$':
i="(€+2xg)

1

(62)
, OB ap ¥
=% 6% . ¢
Diese Formeln stellen die angendherte Form der folgenden exakten
vierdimensionalen Relation

]

,, o ' -

=7 D M, (i=1,...4) (624)
k=l

dar, wo Hy, die durch (22 a) definierten Komponenten des elektro-
magnetischen Feldtensors bedeuten und u, die Komponenten des Vierer-

vektors s, welcher die Translationsgeschwindigkeit des Korpers cha-
rakterisiert (die rdumliche Projektion von u istﬁ P%}E# und die zeit-
liche - ' ).

FL— w3/t

2. Relativistische Verallgemeinerung der
elektromagnetischen Materialkonstanten.

Die angefiihrten Beziehungen zwischen den Polarisationen, Erre-
gungen und Strom- (bzw. Ladungs-) dichte einerseits und den Feld-
stdrken andererseits sind zuerst von H. Minkowski abgeleitet worden.
Man kann aber diese Beziehungen in einer etwas verschiedenen vier-
dimensionalen Form darstellen in der Weise, dal} die Translations-
geschwindigkeit b des Korpers nicht explizite in se eingeht, sondern
inplizite in den Materialkonstanten enthalten ist. Diese veralgemei-
nerten Materialkonstanten eines bewegten isotropen Korpers lassen
sich nicht mehr as skalare GrofRen behandeln, sondern ebenso wie bei
anisotropen Kérpern (die Anisotropie ruhrt im betrachteten Fall von der
Bewegung her) missen als gewisse Tensoren aufgefalit werden, und zwar,
wie leicht einzusehen ist, as vierdimensionale Tensoren vierten und
dritten Ranges").

In der Tat will man die Komponenten des  Erregungstensors 8
als lineare Funktionen der Komponenten des Feldtensors 2§ definieren,
so miissen die Koeffizienten dieses linearen Zusammenhanges die Kom-
ponenten eines Tensors vierten Ranges bilden. Bezeichnet man diesen
Tensor mit 8, sowird

Bik= Sikiap Ha.ﬂ ¥ (63)

wobei die Summenzeichen flr gleiche Indexpaare (oo und RB3) weg-
gelassen sind. Da die Tensoren 3§,z und #8,, schiefsymmetrisch sind,

%) Die nachfolgenden Resultate rithren von Ig. Tamm her (Math. Zs 1925).
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so mussen die Tensorkomponenten s, ., beziiglich der Indexpaare i, k
und a, 3 auch schiefsymmetrisch sein. Man kann ferner leicht zeigen,
dal3 im Falle isotroper Koérper die folgende Formel

Siv;ae = Sia Sxp (639)
gilt, wo s,, und s,z die Komponenten eines symmetrischen Tensors
zweiten Ranges 2# sind. Diese Formel lait sich unmittelbar fir einen
ruhenden Korper beweisen, wobei die Komponenten von %8 nach dem
folgenden Schema gebildet sind:

1

¢ 060

"
(Sp) = i T
| 1
100, 0 |
Q0 0 ey
Wegen des invarianten Charakters der Beziehung (63a) gegeniber be-
liebiger Lorentztransformationen mul3 sie aber dann auch fir bewegte
Korper bestehen bleiben.

Die Lorentztransformation, welche dem Ubergang vom ,,mit-
bewegten" System S zum ,ruhenden“ S entspricht, ist bekanntlich
durch das folgende Koeffizientenschema

!
i

¥

oo (63b)

y 00
0100

il l v
0010 PTpopfee ©)

(o) =
I g :
|00y
definiert (vgl. Bd. I, S.291; wir missen dabei das Vorzeichen von v
wechseln).
Setzt man diese Koeffizienten in die Transformationsformel
Sy = Cx v GF Sap
ein, so bekommt man nach einer einfachen Rechnung:

. 0 B 1—em), |
.'”“. ,625,0}, 1 on ]‘,ﬂ{ elu') !
0. oo o, |
g = Ve . © (64a)
0 o, 1}, 0 !
Fu
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Daraus ergibt sich nach (63) und (63 a)
dh Dy=iBy=isy sy Hpp=i(sy sy Hy+si,saHy),

D} = (su st Siesia) By = B eyt | (—pre ) (1— )= (1—eup

oder , ; 1
D’lf—sLl-—y‘ﬁ’(E’P"—‘E#‘i‘Ep)_]Eli

ferner

dh Dy = £ By ==isy, S:ﬂ H;c;;=is;g(s'u Hy+ s Hy),
o D&=sr*(l—'f;)5é—-ﬁf(1—emﬂ;

und in derselbe= ‘A~ o

Dy=ey?{1— )E;+ﬁ;"u-gmﬂg.

ep
Ahnliche Formeln ergeben sich fiir die Komponenten von 8. Vernach-

lassigt man die in ﬁ=: quadratischen Glieder, so kann man diese
Komponenten vektoriell zu den schon oben abgeleiteten angenaherten
Formeln (59a) oder (59b) zusammenfassen.
Die Formeln (62 a) fir die Komponenten des Viererstroms kann
man in der Gestalt
fi=Hiop (65)
umschreiben, wodurch statt des Leitfahigkeitsskalars o der entspre-
chende Vektor mit den Komponenten aj = ': #; eingefiihrt wird. Im
Falle anisotroper Korper ist aber eine solche Darstellung der Leitfahig-
keit nicht mehr mdéglich; wir missen vielmehr statt des dreidimensio-
nalen Tensors zweiten Ranges %% einen Tensor dritten Ranges einfiihren
mittels der Gleichung
=0 Hi. (653)
Auf die Diskussion dieses Tensors, sowie des Tensors *& firr anisotrope
Korper soll hier nicht eingegangen werden. Es sei nur bemerkt, daf3
der Leitfahigkeitstensor sich in diesem Falle nicht auf einen Tensor
zweiten Ranges zurlckfihren 18R3t.
Um die eventuell auch in einem ruhenden Kérper vorhandene freie
Raumladung zu beriicksichtigen, muf? man ihre Dichte ¢ as die zeit-
liche Komponente eines Vierervektors mit verschwindender raumlicher

Projektion betrachten. Fir einen bewegten Koérper, d. h. in bezug auf
das Koordinatensystem S, ist diese Projektion von Null verschieden,

e
und zwar gleich ':::aii}é' Sie wird gewo6hnlich als Konvektionsstrom be-

zeichnet, im Gegensatz zu dem durch das Ohmsche Gesetz bestimmten
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Leitungsstrom. Dem Konvektionsstrom entspricht als zeitliche Kompo-

nente die freie Ladungsdichte g’ =ii_':€"3'§; sieist praktisch (fur kleine
—

Werte von —'{5 mit g identisch.

Bei Fehlen eines Konvektionsstromes nehmen die allgemeinen elektro-
magnetischen Feldgleichungen fiir bewegte anisotrope Kdorper in vier-
dimensiomaler Schreibweise nach (22), (23), (63) und (618) die folgende
Gestalt an:

aH,,

i . a_F‘_-l‘_l d Hl ¥
B, ]

1 #x, axy =0 1

> (66)
dz, (sﬂ;kl-'Hkl) =dna,,,H, l

Dieses Gleichungssystem kann man as die Zusammenfassung der ge-
wohnlichen makroskopischen Theorie des elektromagnetischen Feldes
in materiellen Korpern betrachten.

Flhrt man das gemiitelte Viererpotential % nach der Gblichen Formel

Hop= o) (662)
ein (vgl. Bd. I, S.252; dort bedeuten Hix und A; die exakten Werte
der entsprechenden Grofien im betrachteten Raum Zeitpunkt), so werden
die ersten Gleichungen (66) identisch erfullt, wahrend die zweiten die
Gestalt

ar a4, 94 dA, fA.
day! Siited (6,1':_" flx:)i":t;naikl(_ﬂi'k"'_ dx,) (66 b)
annehmen.

Durch Integration dieser Gleichungen mit Ricksicht auf die oben
angefuhrten Grenzbedingungen kann man ein harmonisch schwin-
gendes (oder statisches) elektromagnetisches Feld eindeutig bestimmen.
Im allgemeinen Falle nicht periodischer Vorgange miissen noch gewisse
Anfangsbedingungen angegeben werden, welche zur Bestimmung der
harmonischen Komponenten der FeldgrélRen dienen. Diese Frage wer-
den wir im zweiten Abschnitt ausfihrlich behandeln.

§9. Verschiedene Komplikationen der Theoriebe wirklichen Korpern.

Die in den letzten zwei Paragraphen entwickelte, von Maxwell her-
ruhrende phdnomenologische Theorie des makroskopischen Feldes, ver-
vollstéandigt durch die mikroskopische Dispersionstheorie, welche die
Abhéngigkeit der Materialkonstanten e, o flr harmonische Schwin-
gungen von ihrer Frequenz bestimmt, ist erfahrungsgema3 mit der
Mehrzahl der Beobachtungstatsachen in sehr gutem Einklang. In
dieser Hinsicht, ebenso wie hinsichtlich der Form der Grundgleichungen
entspricht sie vollkommen der klassischen, auf dem Hookeschen Gesetz
basierenden Elastizitétstheorie, die ihre mathematische Formulierung
in linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Verschie-
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bungskomponenten findet (den letzteren entsprechen in der Max-
wellschen Theorie die elektromagnetischen Potentiale).

In beiden Féllen werden aber die materiellen Korper beziglich
ihrer elektromagnetischen bzw. elastischen Eigenschaften etwas ideali-
sert. Um die Erscheinungen behandeln zu kénnen, wo diese Ideali-
sierung nicht mehr zutrifft, mit anderen Worten, um die Abweichungen
wirklicher Korper von den ,idealen" zu beriicksichtigen, muf3 man
in die Ubliche phanomenologische Theorie gewisse Komplikationen ein-
flhren. Diese Komplikationen werden mathematisch durch Zusatz-
glieder, welche die Ordnung oder den Grad der Differentialgleichungen er-
héhen, ausgedrickt.

1. Die von den Polarisationen hoherer Ordnung
herrithrenden Komplikationen.

Die ersten dieser Komplikationen rihren in unserem Falle von
der elektromagnetischen Polarisation zweiter und hoherer Ordnung,
diewir in § 5 ausfuhrlich besprochen haben, die aber bei der Aufstellung
der Grundgleichungen in § 7 auler acht gelassen wurden, her. — In
Bd. | (Kap. 1V, § 8) haben wir fir dieinduzierten elektrischen Momente
eines Molekiils den folgenden linearen Ansatz gemacht:

1
png. sy, tiy) Z: ;va {1y, Ny, Mgy 1Y, Mg, 1) :}-,\fr’l-[;X;; em
wo (p das Potential des &ulReren, zeitlich konstant vorausgesetzten elek-
trischen Feldes bedeutet und die Summation sich auf alle (nichtnega-
tive) Werte der Zahlen sy m, ng erstreckt, die den Ungleichungen
0-< w1y + 2y =n" = n=mn, +ny - ny genligen. Die vierdimen-
sionale Veralgemeinerung dieses Ansatzes lautet in einer etwas ver-
schiedenen Schreibweise unter Weglassung der Summenzeichen flr
gleiche Indexpaare')
N 4
L T A 2: Hhis .. da kL 8, D a'x"a .f'axi}_, (67)
n=

Es bedeuten dabei s, die Komponenten des gewohnlichen elektro-
magnetischen MOMENttensors (g, = 1, g, = ty, my, = my Stellen
das induzierte magnetische Moment, — i, = Py, — iy = Py,
—im,y, = $3— das induzierte elektrische Moment des betrachteten
Molekils dar). Man hat ferner nach (45c)

2
Mhik =g (my Ex-tmy &) usw

') Diese Indexpaare durchlaufen unabhangig voneinander die vier Zahlen -
werte 1, 2, 3, 4.
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Multipliziert man die mikroskopischen Mittelwerte der induzierten Mo-
mente mit der Anzahl der Molekile pro Volumeinheit, so bekommt man
die entsprechenden Polarisationen. Die letzteren lassen sich nach (39b)
auf eine resultierende Polarisation erster Ordnung reduzieren, die wegen
(67) und (66 a) die folgende Gestalt annimmt

‘12‘ an+u’—-2H“;
""’ _Z Xri, .. ki “"-:.'{'ix‘-’ ”.Bx'.“ 6x‘;'..“.'_'a.x‘.;' (67a)

Die Koeffizienten x kdnnen leicht durch die Polarisationskoeffizienten a
ausgedriickt werden, worauf wir aber nicht eingehen werden.

Vereinigt man in (67 a) alle Glieder, welche dieselbe Ableitung von
H, ., enthalten, so bekommt man statt (67 a) die folgende Formel

o
v N7 d"H
Piy= ) wiin; e o, e (67b)
LR n
WO #aiskt; 4, ...7a die Summe aller Koeffizienten von der Form
Mhify..dviklive e TUr V=0, 1, . . . n und fur verschiedene Permutationen

der Indizesj,...j, untereinander bedeutet. Die Koeffizienten x, die wir
as , Suszeptibilitatskoeffizienten" bezeichnen konnen, bilden fur jeden
festen Wert von n einen Tensor vom Range n + 4; se sind offenbar
symmetrisch in bezug auf die Indizes f,...j, und schiefsymmetrisch
in bezug auf die Indexpaare hi und K.

Wir flihren nun statt der resultierenden Polarisation die entspre-
chende Erregung

Bhi= HM—"4$“I:P,{'§ (68)
ein. Aus (67b) folgt
o
ol o H
hZ Sh; Kt i g, oy, (683)
A=l

wobei die ,,Erregungskoeffizienten" s mit den Polarisationskoeffizienten
durch die Beziehungen

Swiskt = Opx O — &R Mhis i, Shisktyy .. ™= —AMHRGen g, .. (68D)

verknipft sind.

Die Formel (68a) stellt die gesuchte, die Polarisationen hherer Ord-
nungen berlicksichtigende Verallgemeinerung der Beziehung (63) dar.
Bei Beibehaltung der drei ersten Glieder von (683 erhd@t man

2 Hy, N H,
Byi==sae i Hir 4 Sni v 81, "t Shy ki ax, 3:::. (68 c)
Es sei bemerkt, daB diese drei Glieder die Polarisation erster und
zweiter Ordnung (und nur teilweise die der dritten Ordnung) beriick-
sichtigen.

Setzt man den letzten Ausdruck in die Glelchungen a----- ‘=4ma; Hyt
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ein, so bekommt man mit H,; =%—f-'-—%-‘? vier lineare Gleichungen
] i

vierter Ordnung fir die Komponenten des Potentials. Diese Gleichungen
wollen wir fir den allgemeinen Fall nicht diskutieren. Es sei hier nur
der einfachste Fall harmonisch schwingender (oder statischer) Felder
in einem ruhenden Korper etwas ndher betrachtet. Dabei kdnnen wir

1
die Differentiation nach x, = ict durch Multiplikation mit ﬂ: ersetzen

(;;‘- bedeutet die Frequenz der Schwingungen] und die entsprechenden

Glieder mit solchen der vorhergehenden Ordnung vereinigen. Man
kann ferner die elektrische und magnetische Erregung einzeln behandeln,
und zwar as Funktionen der entsprechenden Feldstarken. Auf diese
Weise ergibt sich fur die elektrische Erregung eine Formel von folgender
Gestalt

PE

aE
Di“’BarcEk+£ika'g;t+*‘-‘ekhtz'a;;a;h . (69)

wobei Uber gleiche Indexpaare von 1 bis 3 zu summieren ist. In dem
Spezialfall isotroper Korper reduziert sich der Tensor e auf einen
Skalar € oder, genauer gesprochen, auf das Produkt dieses Skalars
mit dem symmetrischen Einheitstensor

10 @

6,& = ‘ 01 0 .

00 1
Was den Tensor &, anbelangt, so reduziert er sich in diesem Fall auf
das Produkt eines zweiten Skalars &' mit dem schief symmetrischen
Einheitstensor dritten Ranges §;,;, dessen Komponenten gleich 1 sind,
wenn ikl eine zyklische Permutation der Indizes 12 3 darstellt, — 1
bei Vertauschung zweier Indizes, und Null, falls zwei von ihnen oder alle
drei zusammenfallen'). Die Summe 5&'%% stellt dabei, wie leicht

einzusehen ist, die negative i-Komponente des Vektors rot € dar, so
da die zwei ersten Glieder von (69) sich vektoriell in der Formel

D=cE—c' 10t E (69a)

zusammenfassen lassen. Der Tensor &4, MuB sich auch auf zwei
Skalare reduzieren, und zwar nach der Formel

Y) e
Eertiy=E" O3 dy 1+ " 8,0, 0xy,,

woraus folgt:
a’E& L alEt rH ¢ aEt___ "o I a :
Erun gu din =% Gron.T ¢ dvdn ¢ VEE + & 5 -div E.

b Die allgemeine Bedingung fiir die Komponenten von #& lautet: 8,,, = — 4,

=—3,,.



Verschiedene Komplikationen der Theorie bei wirklichen Koérpern. 47

Wir haben also bei Beriicksichtigung des dritten Gliedes in (69)
D=rE—£'rotE+ " P2 E+ "V divE. (69b)

Ahnliche Formeln ergeben sich fir die magnetische Erregung 8 als
Funktion der magnetischen Feldstérke, wobei aber div & identisch
verschwindet.

2. Komplikationen, welche die Lincaritat der Gleichungen
aufheben.

Wir haben bisher nur die von den induzierten Quadrupolen her-
rihrenden und sich auf die Ordnung der Differentialgleichungen des
makroskopischen Feldes beziehenden Komplikationen betrachtet. Es
bleiben aber noch andere Komplikationen Ubrig, welche den Grad dieser
Gleichungen beeinflussen und ihre Linearitét aufheben.

Wir missen zunédchst solche Komplikationen erwéhnen, die die
Abhéngigkeit der elektrischen und magnetischen Polarisation von den
Feldstéarken betreffen und den bekannten Abweichungen von dem
Hookeschen Gesetz in der Elastizitatstheorie entsprechen. Sie werden
gewodhnlich auf eine Abweichung der elektrischen oder magnetischen
Suszeptibilitdt von den ,konstanten", sich auf schwache Felder be-
ziehenden Werten zuriickgefihrt. In verha@tnismaRig einfachen Féllen
kann man diese Abweichungen durch Entwicklung der dielektrischen
. Konstante" oder der magnetischen Permeabilitét in eine Reihe nach
Potenzen der elektrischen bzw. magnetischen Feldstérke beriicksich-
tigen. Auf diese Weise lassen sich z. B. die fur einige Stoffe charakte-
ristischen , Séttigungserscheinungen” beschreiben, d. h. das Streben
der Polarisation gegen einen endlichen Grenzwert bei unendlich wachsen-
der Feldstarke, Es gibt ferner solche Erscheinungen, welche durch die
gleichzeitige Wirkung eines schwachen, schnell schwingenden Feldes
und enes starken konstanten Feldes bedingt werden (Faraday-Effekt,
Kerr-Effekt) und welche sich durch Hinzufligung zur gewéhnlichen Di -
elektrizitétskonstante eines der Stérke des konstanten Feldes proportio-
nalen Zusatzgliedes erkléren lassen.

Ahnliche Abweichungen von der Linearitét sind in der allgemeinen
Beziehung (65 a) zwischen Stromdichte und Feldstarke zu beriicksich-
tigen. Wir haben schon den Fall des Hallschen dem Produkte von E
und H proportionalen Stromes erwdhnt [vgl. (48b)]. Aber auch bei
Fehlen eines magnetischen Feldes kdnnen bei sehr groflen elektrischen
Feldstéarken bestimmte Abweichungen vom Ohmschen Gesetze auf-
treten, welche die Erscheinung des elektrischen Durchschlags in schiecht
leitenden oder ,isolierenden" Substanzen bedingen (in Metallen und
Elektrolyten sind Abweichungen dieser Art nicht beobachtet).

Zusammenfassend kann man sagen, dal3 die Komplikationen , zweiter
Art", infolge deren die Linearitdt der Gleichungen verloren geht, nur
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bei sehr starken Feldern vorkommen. Es ist deshalb zweckmaRig, die
elektromagnetischen Erscheinungen in materiellen Koérpern in zwei
Klassen einzuteilen: solche, die schwachen, und solche, die starken
Feldern entsprechen. Nur die ersten sind einer allgemeinen theoreti-
schen Behandlung fahig. In diesem Buche werden wir deshalb die Elek-
trodynamik materieller Kérper hauptséchlich fir schwache Felder ent-
wickeln (entsprechend der gewohnlichen Elastizitétstheorie, die sich
ausschlieRRlich mit kleinen Deformationen, fir welche das Hookesche
Gesetz gultig bleibt, beschéftigt). Die elektromagnetischen Erschei-
nungen der zweiten Gruppe (starke Felder) werden wir nur fir die wich-
tigsten Speziafélle, die sich auf konstante Felder beziehen, betrachten.

Zweites Kapitel.

Energie und Kraéfte.

8 1. Vorbemerkungen.

1. Physikalische Bedeutung der Energie in der
makroskopischen Elektrodynamik.
Wir haben in Bd. | gezeigt, daB die vollstandige elektrische Energie
eines Systems ruhender Elektronen mit endlicher Volum- oder Flachen-
ladung durch das auf den ganzen Raum erstreckte Integral gl,—hr&'dV

dargestellt werden kann, wobei & die resultierende elektrische Feld-
stéarke im Volumelement dV bedeutet. Wir haben ferner gesehen, dai
diese Energie sich aus zwei Teilen zusammensetzt, ndmlich 1. der
Summe der Eigenenergien der einzelnen Elektronen und 2. der gegen-
seitigen Energie dieser Elektronen. Und zwar zerlegt man € in Sum-
manden §,, die den einzelnen Elektronen entsprechen, so driickt sich

der erste— immer Uberwiegende— Anteil durch die SummeZIsng
aus, und der zweite durch die Doppelsumme

2“; [,

Dieselbe Einteilung der Energie ergibt sich, wenn man sie durch die auf
das V olum oder die Oberfléche der Elektronen erstreckte Integral %Iqﬁbdv
bzw.%fgoq a5 darstellt, falls man dabei das Potential ¢ in zwei Teile

zerlegt, die von dem betrachteten Elektron selbst und von allen Gbrigen
Elektronen herrhren (vgl. Bd. I, Kap.V I, §1).

Esist nun von vornherein klar, daf3 in der makroskopischen Elektro-
dynamik materieller Korper eine derartige Darstellung der vollstandigen
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elektrischen Energie im obigen Sinne (d. h. der Energie der Elektronen,
aus welchen der betrachtete Kdrper aufgebaut ist) prinzipiell unméglich
ist. In der Tat hat ja die makroskopische Theorie nur mit (mikroskopi-
schen) Mittelwerten der GroRen &, ¢, p Usw. zu tun. Diese Mittelwerte,
die wir im folgenden, wie am Anfang des Kap. |, durch Uberstreichen
bezeichnen werden, sind aber fiir die Bestimmung der vollstandigen
Energie ganz unzutreffend, denn die letzte driickt sich durch Produkte
oder Quadrate der entsprechenden exakten GrofRen aus. Man konnte
selbstverstandlich statt dieser Produkte oder Quadrate ihre Mittelwerte

in Betracht ziehen, also z. B. die Energiedichte —durch die mittlere
chhte{%’ ersetzen. Dadurch wirde — jedenfalls bei zeitlich kon-
stanten Feldern — das die vollstandige Energie darstellende Volum-
integral keine Anderung erleiden. Es ist aber im allgemeinen ganz
unmdglich, den Mittelwert des Produktes zweier Grolken a und b durch
das Produkt oder irgend eine andere Funktion ihrer Mittelwerte aus
zudriicken. Es besteht vielmehr zwischen den Ausdriicken ab und
& - b gar keine Beziehung. Dies |&Rt sich im Falle elektromagnetischer
Groflen am einfachsten einsehen, wenn man einen materiellen Korper
,,im Normalzustand" betrachtet, d. h. in einem solchen Zustand, in
dem die Mittelwerte der Ladungsdichte, der Feldstérke usw. verschwin-
den. Die entsprechenden quadratischen Mittelwerte aber bleiben offen-
bar dabei von Null verschieden. Wir kénnen aso die dem Normalzu-
stand entsprechende elektromagnetische Gesamtenergie W, des Kor-
persin keiner Weise bestimmen, solange wir nur mit den linearen Mittel -
werten der makroskopischen Theorie operieren.

Diese ,Normalzustandsenergie” muf3 unter anderem auch die Eigen-
energie der Elektronen einschlieen, welche durch c? dividiert, den
Hauptteil ihrer Gesamtmasse bestimmt (es ist noch ein geringer, durch
die gegenseitige Energie bedingter ,Massendefekt" zu berticksichtigen).
Speziell mud sie die kinetische Energie der Elektronen, Atome und
Molekiile enthalten, welche z. B. in der Warmebewegung zum Vorschein
kommt. Zu der ,Normalzustandsenergie” missen ferner die gegen-
seitige Energie der Elektronen in den einzelnen Atomen und die gegen-
seitige Energie dieser Atome und Molekile gehdren. Alle diese Energie-
betrége, welche in der mikroskopischen Theorie der materiellen Korper
as die verschiedenen Anteile derselben elektromagnetischen Gesamt-
energie anzusehen sind, werden in der makroskopischen. Theorie as
qualitativ verschiedene Energieformen behandelt — namlich als me-
chanische, interatomare, chemische, molekulare, elastische Energie,
Warme usw. Als elektromagnetische Energie 18Rt sich in der makro-
skopischen Elektrodynamik der materiellen Korper nur derjenige Anteil
der mikroskopischen Gesamtenergie definieren, welcher dem Ubergange

Frenkel, Elektrodynamik || . 4
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vom Normalzustand zu einem , el ektromagneti sch angeregten" Zustand,
entspricht, d. h. einem solchen Zustand, wo der mikroskopische Mittel -
wert mindestens einer der ,linearen” Grof3en g, i{n, £, B, P usw. von
Null verschieden ist. Diese makroskopische elekiromagnetische Energie
oder Zusatzenergie kann als eine gewisse Funktion der , linearen Mittel -
werte" bestimmt werden, und zwar im allgemeinen as eine quadra-
tische Funktion, ebenso wie in der mikroskopischen Theorie. Es sei be-
merkt, dal3 diese Funktion, deren Bestimmung uns im folgenden be-
schéftigen wird, eine andere Form haben kann as die einfachste
nach dem Muster der makroskopischen Theorie gebildete Funktion

o J (@R + R av.

2. Physikalische Bedeutung der makroskopischen elektro-
magnetischen Kréfte.

Wir haben bisher nur von der Energie gesprochen; damit sind aber
die im Korper und auf seiner Oberflache wirkenden Kréfte und Span-
nungen, ferner auch die Energiestrémung und die elektromagnetische
Bewegungsgrolie eng verkniipft. Alle diese dynamischen Grofien driicken
sich in der mikroskopischen Theorie durch Quadrate oder Produkte der
oben erwahnten linearen GréRen aus'). Zum Beispiel die auf die Volum-
einheit wirkende elektromagnetische Kraft §§ ist durch den Ausdruck
e & 41X % gegeben. — Esfragt sichnun, ob der mikroskopische Mittel -
wert dieses Ausdrucks als makroskopische , Kraftdichte" definiert wer-
den darf. Diese Frage miissen wir aber verneinen schon aus dem Grunde,
weil der obige Mittelwert dem Lorentzschen Bewegungsprinzip gemal
(Bd. 1, S. 202) immer gleich Null ist, also fiir die makroskopische Theorie
ganz belanglos ist. Der tiefere Grund fiir eine andere Definition der
makroskopischen Kraft (oder Kraftdichte) liegt in der Tatsache, daf
diese Definition der oben angefiihrten Definition der makroskopischen
elektromagnetischen Energie entsprechen muB3, und zwar in der Weise,
dal3 die Arbeit der Kraft gleich der Energieabnahme sein soll. Be-
trachtet man die Frage von diesem Standpunkte aus, so sieht man
sofort, dal3 die dem Lorentzschen Bewegungsprinzip zugrunde liegenden
Selbstkréfte aus der mikroskopischen Gesamtkraft ausgeschlossen wer-
den mussen. Denn diesen Kréften entspricht die Eigenenergie der Elek-
tronen (oder Atome und Molekiile), die in der makroskopischen Theorie
nicht mehr a's elektromagnetische Energie, sondern als Masse und kine-
tische Energie zu behandeln sind. Neben den Selbstkréften (die sich

% In dieser Hinsicht bestent zwischen der Elektrodynamik und der Elastizi-
tatstheorie, die wir im vorigen Kapitel manchmal in Parallele gestellt haben,
ein gewissy Gegensatz, da in der Elastizitétstheorie die Krafte und Spannungen
sch linear durch die Deformationskomponenten ausdriicken. In der Elektro-
dynamik entsprechen den Defor mationskomponenten die Feldstarken und den Span-
nungen — die Polarisationen und die Stromdichte.
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auptséchlic h als Tragheitskrafte &ufern), missen wir aus der im
Mittel verschwindenden mikroskopischen Gesamtkraft noch andere
Bestandteile subtrahieren, welche as interatomare, chemische, Kohé-
sionskréfte usw. aufgefaldt werden sollen. Der Ubrigbleibende Bestand-
teil, welcher im ,Normalzustand”, d. h. bei verschwindenden Mittel-
werten von g, i. B, ™ usw. verschwindet, bildet die eigentliche makro-
skopische elektromagnetische Kraft (pro Volumeinheit). Diese letztere
laRt sich offenbar als eine gewisse — im algemeinen quadratische —
Funktion der erw&hnten linearen Mittelwerte bestimmen, ebenso wie die
elektromagnetische Energie und selbstverstandlich im Einklang damit.
Es ist dabei zu beachten, daf3 diese Funktion von dem einfachsten der
mikroskopischen Theorie nachgebildeten Ausdruck & 4 j x § ver-
schieden sein kann.

Ahnliche Betrachtungen sind bei der makroskopischen Umdeutung
anderer dynamischer GroRRen, die wir hier nicht né&her behandeln wer-
den, anwendbar.

Es sei zum Schluf3 noch folgendes bemerkt. In der allgemeinen oder
mikroskopischen Elektrodynamik war die Alternative: ausgedehnte
oder punktférmige Elektronen fur den Aufbau der Energielehre sehr
wichtig. Und zwar wurde eine konsequente Entwicklung dieser Lehre
nur im Falle ausgedehnter Elektronen mit endlicher Raum- bzw.
Flachenladung moglich. Fir die makroskopische Energielehre hat die
erwahnte Alternative gar keine Bedeutung. Die raumliche Ausdehnung
der Elektronen, solange sie als klein gegen die Abmessungen der Atome
und Moleklle vorausgesetzt wird, kommt fir die makroskopische
Theoriekaumin Betracht. Indem siediewirkliche Ladungs- und Strom-
verteilung durch die entsprechenden Mittelwerte Uber die den einzelnen
Molekllen zukommenden (oder noch gréfderen) Volumina ersetzt, ver-
teilt sie tatséchlich die Elektronenladungen Uber diese Volumina.
Die ,Individualitat" der verschiedenen Elektronen geht folglich voll-
standig verloren, und die Gesamtenergie des sie ersetzenden quasi-
kontinuierlichen elektrischen Mediums stellt nur einen &uRerst geringen
Teil ihrer Eigenenergie dar.

3. Einteilung der quadratischen GrdRen entsprechend den
Beitragen der freien und der gebundenen Elektronen.
Die verschiedenen linearen Groflen (Ladungs- und Stromdichte,

Feldstarken usw.), welche den elektromagnetischen Zustand eines K or-

pers im makroskopischen Sinne charakterisieren, lassen sich, wie im

vorigen Kapitel gezeigt wurde, in zwei Teile zerlegen, welche resp. den

freien und den gebundenen Ladungen (Elektronen) entsprechen. Diese

zwei Bestandteile irgendeiner linearen Grofe a wollen wir mit a,

bzw. a, bezeichnen (die die Mittelwertsbildung ausdriickenden Quer-

striche lassen wir im folgenden wieder weg).
4*
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Fir quadratische GroRen, wie z. B. die elektromagnetische Energie,
Kréfte, Spannungen usw., die sich durch Produkte zweier linearer
Groflen a und b (oder Summen von Produkten dieser Art) darstellen
lassen, ist eine solche Einteilung offenbar unmdglich. Denn das Pro-
dukt a.b zerfélt in vier Summanden a,b;, a,b,, a,b,, a,b,, die den
verschiedenen Kombinationen der freien und der gebundenen Elektronen
untereinander entsprechen. Jede quadratische GroRe @ = 3'ab kann
dementsprechend in vier Bestandteile zerlegt werden:

Q=2ab, Q=2ab,, Qy=12ab, @,=ab,.

Die physikalische Bedeutung von @, und @,, ist ohnehin klar. Um
die Bedeutung von @,, und @,, zu prézisieren, miissen wie die Tatsache
beachten, da3 einer der beiden Faktoren, sagen wir a, im algemeinen
eine FeldgroRe (Feldstérke, Potential), wahrend der andere die zu-
gehdrige Substanzgrole (Ladungs- oder Stromdichte, Polarisation usw.)
bedeutet. Ist das der Fall fir alle Summanden in Xab, so lassen
sich ¢,, und @, eindeutig definieren as die Wirkung, welche von den
freien (bzw. gebundenen) Ladungen herrihrt und auf die gebundenen
(freien) ausgelibt wird. Wenn man noch ein &ul3eres, von irgendwel chen
fremden Ladungen herriihrendes Feld betrachtet, das als gegeben be-
handelt wird, mu man zu den obigen Bestandteilen a; und a4 von a
(nicht aber b\) noch einen dritten a, hinzufiigen und dementsprechend
die eigentlich quadratischen Terme von Q durch lineare @y = Xayb,
und @,, = Xa, b, vervollstandigen. Die Summen

Qr =Qor + 0 + ;. @

Qn ':(.)On'i‘ofn"’@cn (1a)
kénnen dabei as die den freien bzw. den gebundenen Ladungen des
betrachteten Korpers zugehdrigen Anteile von Q aufgefaldt werden.

Diese Einteilung der quadratische Grof3en ist nicht nur prinzipiell,
sondern auch methodologisch wesentlich, denn hinsichtlich der auf sie
wirkenden Krafte b. stehen fir die freien und die gebundenen Elek-
tronen ganz verschiedene Bedingungen; dementsprechend missen sie
auf verschiedene Weisen behandelt werden.

8§ 2. Die den freien Ladungen zugehérigen quadratischen Groflen
(Energie, Kréafte, Spannungen).
1. Die auf die freien Elektronen wirkenden (effektiven)
Kréafte und deren Arbeit.

Bei der Behandlung der freien Elektronen macht man (gewdhnlich
implizite) die folgende Annahme: Das mittlere ,effektive" elektro-
magnetische Feld, welches in einem materiellen Kérper auf irgend ein
freiles Elektron seitens aller anderen (fremden, freien und gebundenen)
wirkt, ist durchschnittlich mit dem gemittelten Totalfeld der makro-
skopischen Theorie identisch.
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Diese Annahme scheint zundchst ganz trivial zu sein und keiner
Rechtfertigung zu bedirfen. Dies ist aber nicht der Fall. Denn das
von dem betreffenden Elektron selbst erzeugte Feld mul} bei der Be-
rechnung des effektiven Feldes auler acht gelassen werden; dagegen
ist es bei der Berechnung des makroskopischen Totalfeldes auch zu
beriicksichtigen. Die obige Annahme bedeutet also, da3 der Mittelwert
des von einem Elektron erzeugten Feldes in einem mikroskopischen
Volum, dessen Mittelpunkt mit diesem Elektron zusammenfallt, ver-
schwindet. Fir das elektrostatische (Coulombsche) und das magne-
tische (Biot-Savartsehe) Feld, die von der Lage bzw. der Geschwindig-
keit des Elektrons abhéngen, ist diese Voraussetzung sicher erfillt.
Der Mittelwert des durch die Beschleunigung des Elektrons bedingten
elektrischen Feldes ist dagegen von Null verschieden. Es ist aber
leicht einzusehen, dalR dieser Mittelwert verschwindend klein im Ver-
gleich mit dem effektiven Feld ist, und dal3 er deshalb auRer acht ge-
lassen werden kann. Dies folgt aus der Tatsache, dal3 der Radius des
Elektrons (wenn man sich letzteres als ausgedehnt denkt) sehr klein
gegenilber den mikroskopischen Abstanden ist. Bei der Berechnung
des erwahnten Feldes kann man das Elektron sogar als punktférmig
behandeln. Bezeichnet man seine Ladung mit e und seine Beschleuni-
gung mit w, so bekommt man fir die entsprechende Feldstdrke im
Abstand R, nach der Formel (17) Bd. I, S. 201, den folgenden Ausdruck:

60 =— % {0 — R (R 10)}.

dessen Mittelwert fiir verschiedene Richtungen von 3t (bei festgehaltener
GroRe) lautet

e

2 g
GO = 10

3o
Wir missen noch die betrachtete Feldstarke Uber verschiedene Ab-
stdnde R mittein. Der Einfachheit halber nehmen wir ein kugelférmiges
Volumen mit dem mikroskopischen Radius | (von der GréRenordnung
des Abstandes zwischen zwei Nachbarmolekilen). Dann ist
f I
1 ew L3
Eo =, sf@m-mmm.--:—-c, wf2RaR=="]" ©
'3_1 L] n
Um die GréRenordnung von & zu bestimmen, ersetzen wir w durch

‘E“' ., WO &y die effektive elektrische Feldstarke und m die Mase

des Elektrons bedeuten. Wir setzen ferner

e
M‘.-.’.’c—.;.

wo a der Elektronenradius im Sinne der elektromagnetischen Theorie
der Mase ist. Aber auch unabhédngig von dieser Theorie kann man a
as eine HilfsgroRe, die fir negative Elektronen gleich 107*% cm
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fir positive gleich 10*®cm ist, einfilhren. Es wird folglich nach (2)
E® = & ‘ ” Eory 2 —-—Qfgn (2a)

Da | immer grofer als 10°%cm, alsoT immer kleiner als 10 ist, sind
wir vollkommen berechtigt, die mittlere effektive Feldstéarke mit dem
Mittelwert der totalen & = @err + E* zu identifizieren.

Die mittlere Kraft §;, welche auf die sich in der Volumeinheit des
betrachteten Korpers befindlichen freien Elektronen wirkt, driickt sich
folglich durch

S S xo)=(Sger(I2)xo.

Wir bekommen also wegen 2‘ = g, und 2563-— i die Ubliche Formel

Fr=0,C+i,x 9. ()
Ebenso bekommen wir fir die entsprechende, pro Volum- und Zeit-
einheit geleistete Arbeit

Ly e vencl D2,

d. h. wie in der mikroskopischen Theorie
Li=cl-j,. (3a)
Es sei daran erinnert, da zwischen & und L keine direkte Beziehung

besteht; sie sind vielmehr as die Simmen der Elementarkrafte bzw.
der Arbeiten dieser Krafte zu definieren.

2. Transformation der Arbeit; die den freien Elektronen
zugehdrige elektromagnetische Energie.

Der Ausdruck (3 a) laRt sich auf eine &hnliche Weise umformen
wie der entsprechende Ausdruck (19) Bd. I, S. 205. Setzt man ném-
lich nach den allgemeinen makroskopischen Feldgleichungen:

. 1 1%
i = (rot 9= 257,
so bekommt man unter Hinzufligung des verschwindenden Ausdruckes

L"}":—; - (rot@-l- . ab)

welcher die Arbeit der magnetlschen Kréafte bei nicht verschwindender
magnetischer Stromdichte darstellen sollte:
b a
L=L+Lg=/ {Crot®—B-rot@)— (€701 8. 29),
d.h.

Ly = div gt~ %%
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f=1-ExB (43)
und
ds, =¢_-§'D_:; B-4p (4b)

Diese Formeln sind den entsprechenden Formeln des Bd. | (S. 205)
ganz analog. Wir kdnnen aso den Vektor &, as den Strahlunsgvektor
definieren und die skalare Grofke &,, falls se Uberhaupt existiert (Sehe
unten), als die Energiedichte. Es ist aber dabei zu beachten, daf? diese
Grofen nicht die vollstdndigen, sondern nur die den freien Elektronen
zugehdrige Energiedichte und Energiestrahlung darstellen. Nach den
allgemeinen Bezeichnungen, die am Anfang dieses Paragraphen ein-
gefuhrt worden sind, koénnten wir schreiben &, = &3p 4 &¢ + Euz-
®, = ®,; + #,, + ®,, usw. Die gebundenen Elektronen sind aso in
den obigen GroRen nur teilweise beriicksichtigt, und zwar nur hin-
sichtlich der von ihnen herriihrenden, nicht aber der auf Se ausgelibten
Wirkungen.

Zur Existenz der Grof3e &, als einer bestimmten Ortzeitfunktion ist
es notwendig (und hinreichend), daR’ der se definierende Differential-
ausdruck (4b) ein vollstandiges Differential darstellen soll. Wir werden
spater sehen, da diese Forderung nicht immer erfullt zu werden
braucht. In den Féllen, wo sie verletzt ist, kann von einer Energie der
freien Elektronen Uberhaupt keine Rede sein.

Solange die Erregungen D und B nur von den entsprechenden
Feldstarken abhangen (was nur bei ruhenden Korpern der Fall
sein kann), und im Gultigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes kann
man setzen:

EdD=D-dE=7d(ED) und B-dH=PdB=754(8 D),
d. h. nach (4b) . .
AR ©

Diese Formel bleibt wie bei isotropen so auch bei anisotropen Koérpern
giltig. Im ersten Fall nimmt sie die folgende einfache Gestalt an:

gEV - pBY e LA pmlit
AT (52)

- E.

im zweiten Falle aber die etwas kompliziertere

3 ]

& = 51“22(3.151 Eit+pnB By . (5b)
1 1

Es sollen aber dabel fiir die Existenz der Energie &, die folgenden Sym-
metriebedingungen erfiillt sein:

Eya = Frqs £y x = Py (P“l=?‘“l) (6)
IR 157!
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]
In der Tat, damit &-4d® = YE,-dD, ein vollstandiges Differential
}

2
ist, muR es der Ausdruck ® - d& = ¥ D, d E, offenbar auch sein. Daraus
1

D, ap
folgt abergl‘.-.:z--‘,;:, d. h. wegen Dy = 3¢, E,, &, = &4 |In der-

selben Weise ergibt sich die zweite Bedingung (6).
Fir isotrope Korper hat man nach dem Ohmschen Gesetzi=%@,
und folglich nach (3 @)

Flr anisotrope Korper mul3 man diese Formel durch
Ly=3%3ouEE, (7a)

ersetzen.

Wir bekommen aso fur die Arbeit der auf die freien Elektronen
wirkenden Kréafte zwei &uRerlich ganz verschiedene Ausdriicke, nam-
lich (4) einerseits und (7) oder (7 &) andererseits. Diesen zwei Aus-
dricken fur L¢ entsprechen zwei makroskopisch verschiedene Energie-
formen, die durch die erwahnte Arbeit miteinander verkniipft werden —
die elektromagnetische Energie und die mechanische oder Warmeenergie.
Die letztere wird auf Kosten der ersteren entwickelt durch einen Me-
chanismus, welcher allen Reibungsprozessen gemein ist. Und zwar
mufd die zusdtzliche, von der Arbeit L; herrihrende kinetische Energie
der freien Elektronen, wegen der auf sie seitens der Atome (und Mole-
kile) des Korpers ausgelbten Reibungskréfte in die mechanische
Energie dieser Atome Ubergefihrt werden (vgl. Kap. |, Ende des § 2).
Diese pro Volum- und Zeiteinheit entwickelte Wéarmeenergie oder
»Joulesche Warme" ist durch (7) oder (7a) gegeben. Bezeichnet man
die in einem beliebigen Volumen V des betrachteten Korpers erzeugte
Warme [ L,2V mit Q, so wird nach (4)

A LR ®
Hier bedeutet W; die im Volumen V enthaltene, den freien Elekironen
zugehdrige elektromagnetische Energie f &dV. Beschrankt man sich
auf den Fall isotroper Korper, so hat man

W=y [(cB +uBav = [(E+prE9aV (83
und
Q=[aE2 V. (8b)
Die Formel (8) driickt die Tatsache aus, dal? die im betreffenden Vo-
lumen verlorene elektromagnetische Energie der freien Elektronen teil-
weise nach auflen ausgestrahlt und teilweise in Warme verwandelt
wird.
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3. Transformation der Krafte; der den freien Elektronen
zugehdrige Spannungstensor.

Ebenso wie die Arbeit Ly, 183t sich auch die durch (3) definierte
Kraft §, umformen, falls dabei gewisse Bedingungen erfillt sind, die
der Integrierbarkeit des Ausdrucks (4b) fur die Energie entsprechen.

Wir ersetzen zunéchst o und i durch die bekannten , Feldausdricke"

1, .1 19
o=z 0V, j= o{rotB- 20U

Dabei wird

g,=4‘n{@div§>+rotsaxsp--—

AELIE

Zur Umformung dieses Ausdrucks versuchen wir ihn zu symme-
trieren durch Hinzufigung des entsprechenden Ausdruckes fir die
»magnetische Kraft"

T = ('Bdwﬁ—’rrot(,x'})-——‘b 6?}

der wegen der Feldgleichungen

1o _
¢ 61_'“

identisch verschwindet (vgl. Bd. I, S.215). Wir bekommen aso
%,=;!’-‘{(&divi)-i-rot@x®)+(ﬂ3div$+mtSBx&)——::‘(‘Dx@} ©)
Aus dieser Formel folgt, da’ der Vektor

fr= ur‘Dx% (9a)

as die Raumdichte der den freien Elektronen zugehtrigen Bewegungs-
grofke definiert werden kann. Es |&B3t sich aber leicht einsehen, da
der Vektor

Y= CdivD +rotExD+Bdivy +rot BxH (%)

im allgemeinen keine Divergenz irgendeines (auch asymmetrischen)
Tensors zweiten Ranges ist. Damit nadmlich eine Gleichung von der

Gestalt g, = —diviE, (10)

div=0 und rotl +

bestehen kdnnte, missen die Erregungen D und 8 mit den entsprechen-
den Feldstarken durch Beziehungen ganz spezieller Art verknlpft sein.
Diese Beziehungen miissen offenbar die rdumlichen Koordinaten nicht
explizite oder implizite — durch die Materialkonstanten — enthalten
(dasselbe gilt im Falle von (4b) bezuglich der Zeit). Daraus folgt, da’
die Formel (10) nur im Falle homogener Korper bestehen kann. Fir den
Spezialfall isotroper Korper, die dem Hookeschen Gesetz gehorchen,
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laBt sich =g, sofort bestimmen. Und zwar setzt man in (9b)
D=e€ und =W (oder B = p1§) ein, so wird

Yy =5 (CdivE+ rot Ex B) + 2 (BdivB + rot Bx B)
und folglich nach der Formel (30 b) S. 216, Bd. I:

Yu=—(eCE,+ 1B B, +u " EET) (108)
oder
Tu=— (€D, + 9B, —nPELHY) (10b)

Esist leicht zu zeigen, da die letzte Formel auch im Falle anisotroper
Korper glltig bleibt, sofern fir diese Korper die Symmetriebedin-
gungen (6) erfillt sind. — Zu diesem Zweck betrachten wir irgend
eine— z. B. die erste — Komponente desVektors& div D + rot € x B,
d. h. die GroRe

VO 9Ly By g (E, N1,
E ax,"(ax,—'a'ﬁ)ﬂs ('a"xl d.r)D =Ey 2 o,

iZ 'dx Z' 'Ox Zax(ED} ZD‘gfl"

Setzt man im letzten Gliede D)= Y& E, ein, sowird wegen &;;==&,:
1 9L vy, g DE
.:LD-';;" =A‘2¢£ikkka'x"_‘_'¢-’£fk

) JIE aa
=2 2 Tra (Bt B o) = (2 2 2 e ik)

= dal ] )_,‘E D, _6x (@29)'

Wir bekommen also nach (9b)

In==go 0+ 2 a5 o= B0+ 3 5 By,

d.h.
a .
Jro=— 2;5}‘[:.“ (11)
‘

] -8
~Tpne= g (EaDi+ BB~ Z2ERR) (1)

EBL

mit

wo &, die Komponenten des Einheitstensors sind. Diese Formeln
sind offenbar mit (10) und (10b) gleichbedeutend. Es ist zu beachten,
daf? der Tensor *&, im Gegensatz zum vollstandigen Spannungstensor *E
des Bd. I nicht symmetrischist (vgl. unten, § 3). Sonst aber unterscheidet
er sich von *E nur in dem Sinne, dai3 er die passive Wirkung der gebun-
denen Elektronen gar nicht enthélt.
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Nach der ursprunglichen Definition der Volumkraft &, in Ver-
bindung mit dem Ohmschen Gesetz hat man fir isotrope Korper

§r=9r‘5+ir>‘$=9r@+%@xb-

In diesem Ausdruck ist der Hallsche Strom selbstversténdlich nicht
berlicksichtigt. Im Falle homogener isotroper Korper kann man ferner
g, = 0 setzen, denn die Raumdichte der freien Ladung nimmt mit der

Zeit nach dem Gesetz gy = const eh wo = i’:?& diein §7, Kap. |

eingefiihrte Relaxationszeit bedeutet, ab. Andererseits haben wir in

diesem Falle nach (9 @)

0= €% 9.

Es wird folglich
. 1
3‘;'=%@><’0:‘;Gr- (12

Durch Integration der Kraft %, Uber ein beliebigesVolumen desbetrach-
teten (homogenen und isotropen) Korpers bekommen wir nach (9),
(9 @ und (9 b)

a .
jﬁ,dV=ﬁ51fg,dV —§‘I,,,db.
Daraus folgt nach (12):
1 4
;—j gedV 4—3—‘J‘g,dV=—-§I,,,dS. (12a)

4. Grenzflache und Flachenkrafte.

Die angefiihrten Formeln lassen sich im allgemeinen auf den Fall in-
homogener Korper oder mehrerer aneinander grenzender homogener
Kdrper nicht tbertragen. Dabei ist nur die Inhomogenitat beziiglich
der Parameter € und p wesentlich; die elektrische Leitféhigkeit kann
dagegen eine ganz beliebige Ortsfunktion sein. Bei der Behandlung
begrenzter (d. h. gegen den leeren Raum oder gegeneinander grenzender)
homogener Kdrper ist es ferner notwendig, die gewohnlich vorhandenen
Fiachenladungen und eventuell auch die Flachenstrome zu bericksich-
tigen. Die entsprechenden zusédtzlichen Flachenkréfte lassen sich mit
Ricksicht auf die Grenzbedingungen durch die Grenzwerte der Feld-
starken und der Erregungen ausdriicken, wobei sie eine zur Normal-
projektion des Spannungstensors *%, analoge Gestalt annehmen.

Wir betrachten zundchst die auf der Grenzflache zwischen zwei
Korpern a und b verteilte Ladung mit der Dichte = %, + #,. Die
von der sich auf einem Flachenelement dS befindlichen Ladung be-
dingte Feldstarke muR offenbar auf den beiden Seiten von dS den-
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selben Betrag und entgegengesetzte, zu dS senkrechte Richtungen
haben. Da die Differenz der beiden Feldstérken (oder genauer, ihrer
Normalkomponenten) gleich 4a{n, + n,)
ist, so bekommen wir fir ihre Werte
in b und a2a(n + p)n bzw. ~—2Za(n,
+5,n (die Normale n ist von a nach b
gerichtet, vgl. Abb. 2).

Die effektive elektrische Feldstérke
Fe.1e, welche auf die im betrachteten
Flachenelement befindlicheLadung seitens
anderer mehr oder minder entfernter
Ladungen wirkt, bestimmt sich also durch
die Gleichungen

Cor=6—2x({n,+n)n=6E42=(n+9,)n,
woraus folgt

Abb. 2.

= 3 (€ + &), (13

Andererseits haben wir fir die Flachendichte der freien Ladung
nach (I11"), §3, Kap I

=g AD =, AeE, =\ (@B E.
Die auf diese Ladung wirkende Kraft ¢ ist folglich gleich
— TP = (6 @) (B — e B (139

Um die vollstandige Kraft zu bestimmen, welche auf den Koérper a,

einschliefllich seiner Oberflache, ausgelibt wird, missen wir zu (13a)

noch den elektrischen Anteil des Vektors (10 a) fir diesen Kérper, also
{ }]

—q = (CeEs—n®y ) (130)
hinzufligen. Wenn die Dielektrizitatskonstante von b (z. B. des den
Korper a umgebenden leeren Raumes) denselben Wert hat wie fir a,
muf3 die Summe von (13 &) und (13 b) mit dem Vektor &}, auf der b-Seite
der Grenzflache S identisch sein. Diese Gleichung (die man symbolisch
in der Form % 4 §*® = ¥* schreiben kann) muR offenbar auch dann
bestehen bleiben, wenn die Dielektrizitatskonstanten ¢ und ¢ ver-
schieden sind, falls die elektrische Feldstarke im Korper a verschwindet
(denn dabei wird die Verschiedenheit von ¢° und ¢’ belanglos). Das ist
z. B. der Fall, wenn a ein Metallkdrper ist, der sich im elektrostatischen
Gleichgewicht befindet. Es muf dabei die Feldstarke &* verschwinden
und @& senkrecht zur Oberflache stehen (vgl. unten Kap. VI) Die

Flachenkraft (13 a) reduziert sich in diesem Falle auf n s , falt
aso mit dem Vektor (13b) fir den Korper b zusammen. Die auf die
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Flécheneinheit eines Metalls wirkende Zugkraft ist aso der den freien
Elektronen zugehdrigen elektrostatischen Energie im angrenzenden Di -
elektrikum gleich.

Ahnliche Betrachtungen sind bei Anwesenheit von Flachenstrémen
anwendbar. Es gilt dabei, wenn mit ¥ =%, -#, die Flachendichte
des totalen (von freien und gebundenen Elektronen herriihrenden)
Stromes bezeichnet wird:

Dot =P —2rlxn==H L 2xtxn,

. 1.,

Derr =5 (° + 9. (14)
Die Flachendichte der freien Stromung ist nach (111') Kap. I:

ff=j4—ln ll><A‘B=4lﬂ-n>< (3L~ By,

Wir bekommen aso fir die entsprechende magnetische Flachenkraft
den Ausdruck

TP = i (00 (B0 — By X (42 BY - gt B)

d.h.

oder
T g (B~ B9) (1 Lot XD — (057~ B)- (4 B+ U1 (140)

§ 3. Die den gebundenen Elektronen zugehdrigen quadratischen
Grofien.

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Kréfte, welche auf die gebun-
denen Elektronen, d.h. auf die neutralen Molekile, wirken und der
zugehdrigen Energie Uber. Wir sollten dabei, ebenso wie im Falle
freier Elektronen, die Beziehung der gemittelten totalen Feldstérken
zu den entsprechenden effektiven untersuchen. Wir wollen dies aber
erst im nachsten Paragraphen tun und zunédchst den Unterschied
zwischen den Feldstarken beider Art aufler acht lassen.

Es scheint nun, daf3 dabei die auf die gebundenen Elektronen aus-
getibten Wirkungen einer Volum kraft §, = 0,€ + j, X £ und einer
Arbeit L, = ¢€ - j, (pro Volum- und Zeiteinheit) entsprechen mussen.
Dieser Ansatz ist aber physikalisch nicht zutreffend, denn die gebun-
denen Elektronen, welche einem beliebigen Korperteil (z. B. einem
einzigen Molekul) angehdren, koénnen durch eine rdumliche Ladung
und Strémung nur in Verknipfung mit den entsprechenden Fléchen-
belegungen représentiert werden. Es ist deshalb natlrlicher, die
Volumkraft §, und die Arbeit Ly in diesem Fall durch die Formeln:

[F,av = [ (0,6 +1,x DAV +§ ( € + L, x 9}dS, (15
JLdVv=c[Gj,dV+c§E-1,dS (16)
zu definieren.
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1. Die den gebundenen Elektronen zugehérige Energie.
Setzt man in die Formel (16) die bekannten Ausdriicke

j,—ia?—f-rot!R und Y, = X n

ein, so wird mit Ricksicht auf die Identitat & « (M} X n) =1 (E X M)
J'L,dV:j@%?dV+cfrotm-@dv+c§n(@xm155 .

Beriicksichtigt man noch die Identitat
E-rot M = div (M x &) + M- rot &

und die Gleichung 149

rot@=-—--—c--a—‘ .

Jrav=[(e}¥—mIDav + ¢fdiv (M x € dV + ¢ fu(@x W as,
oder, d{:\.dle beiden letzten Integrale sich nach der Gaulschen Formel
gegenseitig  aufheben, P20 an

Diese Formel entspricht der Formel (4) fir die auf die freien Elektronen
geleistete Arbeit Ly. Se &Rt sich in derselben Gestalt schreiben

wenn man die den gebundenen Elektronen zugehdrige Energiedichte
durch den Differentialausdruck

df,=—EdB+ M4 (18)
definiert und die entsprechende Energiestrahlung gleich Null setzt
®,=0. (184q)

Es sei bemerkt, da3 der Ansatz L, = ¢ -, ebenso wie (16) zur
Formel (17a) fihrt, und zwar mit derselben Definition der Energie-
dichte, aber mit einer von Null verschiedenen Energiestrahlung

$,=cEx M. (18b)

Der Differentialausdruck (18) ist im allgemeinen kein vollsténdiges
Differential, so dal die Einteilung der elektromagnetischen Energie
nach den freien und gebundenen Elektronen nicht immer mdglich ist.
Die Bedingungen der Integrierbarkeit von (18) sind selbstversténdlich
dieselben wie fir (4 a). Im Glltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes

hat man offenbar | 1
$,=-—?(E-‘.B+?Sﬂl-$. (19)

Die verschiedenen Vorzeichen der beiden Glieder erklaren sich dadurch,
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dal3 das erste der potentiellen und das zweite der kinetischen Energie
entspricht.

Wir wollen noch ene direkte elementare Ableitung dieser
Formel angeben; es wird sich daraus unter anderem ergeben, daf die

magnetische Energie +%9R - § ebenso wie die elektrische -—% $-€

im algemeinen negativ sein mul3.

Wir stellen uns zundchst vor, da ein Molekil des betrachteten
Korpers in einem &ufleren elektrischen Felde ein induziertes Dipol-
moment p bekommt von einer der effektiven Feldstarke & proportio-
nalen GroRe und positiven Richtung (d. h. p, > 0). Die diesem Dipol-
moment entsprechende potentielle Energie U setzt sich aus zwei Teilen
zusammen: aus der gewdhnlichen »&aulferen” elektrischen Energie— p-&

und der inneren ,,quasielastischen” Energie -,}p -& Eswird dso
U=—3p-E<o (20

(vgl. Bd. I, S.102). Die potentielle Energie der polarisierten Molekile
in der Volumeinheit ist folglich gleich —T:-qs-@ in Ubereinstimmung
mit (19).

Wenn man die magnetische Energie as potentielle behandelt (wie
wir es am Anfang von Bd. | getan haben), so ergibt sich bei Proportio-
nalitdt zwischen dem induzierten magnetischen Moment eines Mole-
kils m und der effektiven Feldstdrke § eine Energie ~-2—m-® pro

Molekul oder -—-;—?.R-g) pro Volumeinheit, ebenso wie in dem elek-

trischen Fall. Dieser Energie entspricht die auf die Molekile aus-
geiibte , pondermotorische” Wirkung. Berticksichtigt man aber neben
dieser mechanischen Wirkung noch die elektromotorischen Kréfte,
welche auf die im Molekul kreisenden Elektronen in longitudinaler
Richtung wirken, so bekommt man statt der potentiellen Energie eine
kinetische Energie von entgegengesetzter GroRe (Bd. |, S. 128).

Um eine tieferes Verstandnis dieser Beziehungen und gleichzeitig
ein Urteil Uber die (normale) Richtung der magnetischen Polarisation
zu gewinnen, wollen wir noch beispielsweise den Fall eines elementaren
linearen Leiters, welcher ein wirkliches Molekil modellmaRig vertreten
soll, betrachten.

Wir haben in Bd. | gezeigt, dad in einem linearen Leiter bei Ein-
schaltung eines @uReren Magnetfeldes oder bei Einfilhrung in ein schon
vorhandenes Feld elektrische Induktionskréfte erzeugt werden, derart,
dal ein im Sinne dieser Kréfte zirkulierender Strom ein magnetisches
Moment von der zur &uReren Feldstarke entgegengesetzten Richtung
bedingen wirde [dieser Umstand ist durch das negative Vorzeichen
in den Formeln (3) und (4) auf S. 125 und 127 angedeutet]. Nun muf3
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in jedem wirklichen Leiter ein solcher I nduktionsstrom tatséchlich ent-
stehen und desto lénger flieRen, je groRer die Leitfahigkeit ist. Bei
unendlich groRer Leitfahigkeit kann seine Stérke sich nur bei Anderung
der magnetischen Feldstérke oder eher des aufleren magnetischen Flus-
xS fH.,ds andern, und zwar, wie leicht zu sehen ist, genau proportional
zu diesem FluR. In der Tat, bezeichnet man den Selbstinduktions-
koeffizienten des betrachteten Leiters mit L und die Stromstéarke mit

i, so hat man fir die Anderung seiner eigenen magnetischen Energie-%L i*
die folgende Gleichung (vgl. Bd. I, S. 127 und 199):

dil,, ;3
a—g(-g‘L")=L‘“_‘§F tdo=—ir $H dS

{§ F, do ist dieinduzierte elektromotorische Kraft), woraus folgt:
Li=—4§H, d5 konst.

Da das magnetische Moment des Leiters m der Stromstérke proportional
ist, so mu3 auch m bei festgehaltener Orientierung und Feldrichtung
der Feldstarke proportional sein. Im Falle eines elementaren Leiters
oder eines homogenen &uReren Feldes hat man bekanntlich die Be-
ziehung i_fH,,dS=m—$ (Bd. I, S.56). Eswird also, wenn wir die
Konstante in der vorhergehenden Formel gleich Null setzen, entspre-
chend dem Fehlen des Stromes (oder des Moments) bei H = 0

-é—L:"=—-;-m-SJ- (204a)

Aus dieser Formel folgt sofort, da’ das induzierte magnetische Moment
eine zur magnetischen Feldstérke negative Richtung haben muR, denn
die ,,innere" Energie-;—Lz" ist eine wesentlich positive Grolle. Um die

vollsténdige magnetische Energie T des betrachteten Leiters zu erhal-
ten, muR man noch dazu seine ,duRere" (oder gegenseitige) Ener-
gie 4+ mt - P addieren. Es wird aso

T=+;-m-bb<0.

2. Krafte und Spannungen.

Setzt man in die Formel (15), welche die auf die gebundenen
Elektronen (oder neutralen Molekiile) pro Volumeinheit wirkende
Kraft definiert, die bekannten Ausdricke fir g,. i, 7, T, €n, so wird

I%,dV _ﬂ——dlvﬂl (E+(l 4 Lrot%)x@_—!dl’

+§[P,@+{9Rxn)x$]ds.
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Nun ist [vgl. Bd. I, Einleitung, Formeln (16c) und (27)]:
P EdS=§(uP)CdS=[{{PFP)E+ Ediv P}d¥V .
FMxM)xPES=$[n(H- M)~ (n - H)}4S
=[P (H-M—(HF) M —MdivHdV
=[{(MPF)H+Mxrot H+ H x rot | — WM div H]4V.

Es wird folglich:

1%
jg,dV=j[($-7) G+ X O+HEIMP) D+ x rotb—mdwﬁ]
oder nach den Gleichungen

divfp=0 und rot(&-{-t%? ¢,

J’s;,av:j[(qsp)@Jr B x rot G + (M) § + M X rot

1a$ 18%
c-a‘xﬁ-&‘.ﬂx -]dV

Wir bekommen also wegen der Willkirlichkeit des ausgewdhiten Vo-
lumens
Fe=(PP)E+ Pxrot € + (9327)®+mxnnt$+{ gg(ﬂsx@- {21)

Diese Formel 143t sich bei gewissen Bedingungen in der Gestalt

Fo=— "0 diveT, (21a)
mit
go=— BxH (21b)

und
—diviE, = (BPIE+ Pxrot E+ (MP) H+Mxretd (210)

aufschreiben. Dies ist dcher dann mdglich, wenn der betrachtete
Korper homogen und isotrop ist. Setzt man némlich

P=xE und M=»9,
so bekommt man mit Ricksicht auf die Identitat
P ({EY)=2(EW)E+2E xrot E:
Fo=— 2w (2EEYY, 22)
In diesem Falle reduziert sich also der Spannungstensor *, auf einen

Skalar, der einem negativen hydrostatischen Druck ——;— (xEt+ pyHY

entspricht, oder eher auf dasProdukt dieses Skalars mit dem Einheits-

tensor 4; 1
P, =—W 5 (xEP+y HY), (224)

Dieses Resultat 1aRt sich auf den Fall homogener anisotroper Koérper
Frenkel, Elektrodynamik RN 5
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mit symmetrischen Tensoren 2x und %y verallgemeinern. Bildet man
die erste Komponente des Vektors {RF)E + B X rot § so bekommt
man [vgl. oben die Ableitung der Formeln (11) und (11a)]:

g g dF, OEN dE aE d ..
s '8: b‘+P‘(E)x:mﬂx:)'_P'-‘(_Bx:—63:)=Z'Piaxlh"
N 7} G W EE
_2:‘ ;-xikEk{;_llEi=;;xikEiax:
B RN A9 BB
_axl [-;2— Z ; Hoe E‘- }11’} _33’1 2

"-H

und ebenso
[(RV) 4 T x rot ), = _"’ A

Es wird folglich s
Fo=— or V- z{513 E+ M- D), (23)

d. h.
CIEG L G (239
wie oben.

Die angefuhrten Formeln kénnen leicht direkt aufgestellt werden,
wenn man die Kraft betrachtet, welche auf die enzelnen Molekile
wirkt. Die Molekile missen dabei as elementare elektrische und magne-
tische Dipole behandelt werden. Die auf einen solchen Dipol mit dem
elektrischen Moment p in einem &uleren elektrischen Felde & wir-
kende Kraft ist bekanntlich gleich (pF)& (vgl. Bd. I, S.47). Wenn
das Moment p sich mit der Zeit andert, mul? man bei Anwesenheit
eines aulleren magnetischen Feldes$ zu der obigen ,,elektrostatischen”

Kraft noch die , elektromagnetische" Kraft - %‘: x $ hinzufigen und

ferner die magnetostatische Kraft I (m$), wo m das als fest gedachte
magnetische Moment des Molekdls ist [Bd. 1, S. 56, Formel (9)]. Es
gilt folglich F(m&) ={mPF1$H + m xrotH. Durch Addition der
obigen drei Krafte und Multiplikationen mit der Anzahl N der
Molekule in der Volumeinheit ergibt sich fir die Kraft (3, die Formel

& —(*EF’J@+(MV}$+mxmg+ x9. (24)
die durch Hinzufiigung des immer verschwindenden Ausdrucks
‘.Bx(l as’+mt@)

in die frihere Formel (21) (bergeht.

Nach derselben direkten Methode bekommen wir den folgenden
Ausdruck fir das auf die Volumeinheit bezogene Drehmoment & der auf
die Molekile wirkenden Kréfte

C=PxEL+Mx Y. (24a)
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Diese Formeln (23a, b, ¢) sind nur innerhalb homogener Koérper gultig,
nicht aber an ihrer Oberfléche, wo die Feldstérken  und $§ sich sprung-
haft &ndern.

Will man dievollstéandige Kraft berechnen, die auf einen begrenzten
Korper a (oder eher die darin enthaltenen gebundenen Elektronen)
ausgelibt wird, so muf man in dem oben benutzten Ausdruck fir die
Flachenkraft # [P,& 4 (M xu)x H}dS dieinneren Feldstarken E = E*
und $ = $* durch

€= (E4+E), B (DY

ersetzen, ebenso wie dies im vorhergehenden Paragraphen bei Berilick-
sichtigung der freien Flachenladungen und Strome getan wurde.

Wir mussen folglich nach den oben angefiihrten Formeln berech-
neten Volumkraft fi}dV noch eine eigentliche (d.h. auf Volumkréfte
irreducible) Flachenkraft

-;~ gS[P.. (@ — ) L (M) x (PP HY IS,

hinzufiigen, d. h. pro Flacheneinheit die Kraft
;{(‘B-II)AE b(xn) x A9, (24b)
Statt dessen kann man selbstverstandlich die betrachtete vollstandige

Kraft auch als Summe der eigentlichen Volumkraft

fo 1 oR .
_]'.l_-—dwﬂs-(-fﬂ—( ot M H

und der Flachenkraft
;—45[(‘.]3-11}{@¢-+-LE°) POy~ (D0 NS, (240

darstellen.

Es sl bemerkt, daf? auch das vollsténdige Drehmoment in &hnlicher
Weise erganzt werden muf3, und zwar durch Hinzufligung zu dem nach
(248) bestimmten V olummoment f(SB X & + M « H) 4V, eines eigent-
lichen Flachenmomentes

L étx[ﬂS-nAtE—{—{‘mxn}xA@]dSa (24d)

dv,

+
oder durch Addition der Drehmomente, welche der ,.eigentlichen
Volumkraft" und der vollstdndigen Fléchenkraft entsprechen.

8 4. Beziehung zwischen den gemittelten, effektiven und totalen
Fddgéarken im Falle gebundener Elektronen; Berichtigung der
Reaultate des vorhergenenden Paragraphen.

1. Dieeffektiven Feldstarkenim Mittel punkt eines neutralen
Molekils; Korrektion der Energie- und Strahlungsdichte.

Die mittlere effektive Feldstarke in irgend einem Punkte eines ge-
gebenen Moleklls kann man allgemein definieren as die Differenz
5*
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zwischen der entsprechenden totalen Feldstarke und dem Mittelwert
derjenigen Feldstéike (Fyy g, Welche von dem betrachteten Mol ekl
selbst erzeugt wird. Unsere Aufgabe reduziert sich folglich auf die
Untersuchung des gemittelten Feldes eines einzigen neutralen Molekils.

Wir denken uns ein solches Molekil als eine kleine Kugel K mit
dem Radius a, innerhalb deren die gebundenen Elektronen ganz beliebig
angeordnet sein konnen. Sofern es sich um die Bestimmung des vom
Molekil erzeugten auleren Feldes handelt, kann man diese Anordnung
durch eine beliebige andere Verteilung der elektrischen Ladung und
Strémung innerhalb oder auf der Oberflache von K ersetzen, die zu den-
selben Werten der elektrischen und magnetischen Momente des Mole-
kils Anlaf? geben. Wir wollen nun annehmen, daf? auch bei der Berech-
nung des mittleren Feldes innerhalb des Molekiils (d. h. innerhalb der
Kugel K) alle solche &quivalenten Elektriztatsverteilungen dasselbe Resultat
liefern. Diese Annahme |&Rt sich selbstverstandlich nicht streng recht-
fertigen; doch muR sie as erste Approximation sicher zutreffend sein.

Wir denken uns also statt der wirklichen Anordnung der Elektronen
die aquivalente Flachenverteilung auf K und berechnen den rdumlichen
Mittelwert der elektrischen und magnetischen Feldstarke innerhalb
einer mit K konzentrischen Kugel S mit dem Radius > ¢; ¢ soll dabei
von der GréRenordnung des mittleren Abstandes zwischen zwei Mole-
kilen sein, so dal das Volumenvon § (71—3-’513) mit dem V olumen zusammen-
fallt, welches durchschnittlich einem Molekil des betrachteten Korpers
angehort. Ist also die Anzahl der Molekiile proVolumeinheit gleich N%),

so bestimmt sich | durch
4 1

ey (25)

Wir betrachten zundchst das elektrostatische Feld, welches dem
Dipolmoment des Molekils oder, genauer, seinem zeitlichen Mittel-
wert p entspricht. Das Potential dieses Feldes auf3erhalb K ist bekannt-
lichgt® =22 und innerhalb g9 =2 (vgi. Bd. 1, 5. 108). Dieent-
sprechenden Feldstarken sind folglich

Gitg = e (3R (Ro-p)—p}  (vgl Bd.15.85)

und
Cle—— ;.
Der gesuchte Mittelwert drickt sich durch die Formel

i . 4
. 1 1
€=y J CudV = {J‘Ea‘”“r-[ﬁ'dv}
_3 o -‘9' 1] a

) Wir nehmen nur eine Art von Molekiilen an; vgl. unten Nr. 3.
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aus. Durch den Index,wird die Tatsache angedeutet, da dieser Mittel -
wert sich auf den Mittelpunkt des Molekils bezieht. Esist nun leicht
¢

zu sehen, dal? das Integral f@‘dV verschwindet, denn der Mittelwert

a
von @* fir verschiedene Richtungen von R, (bei festgehaltenem Ab-
stand R) gleich Null ist. Wir bekommen also

i 1 4
e R
g A
d. h. nach (14) P
G=—"FNp=—17%, @)

wo ¥ die elektrische Polarisation des betrachteten Koérpers bedeutet.

Auf eine dhnliche Weise kann man den Mittelwert der anderen,
den elektrischen Momenten zweiter und héherer Ordnung entsprechen-
den Feldstérken berechnen. Essind dabei nur die innerhalb K wirkenden
Felder zu berticksichtigen, denn die Mittelwerte der 8ufl3eren Feldstarken
flr verschiedene Richtungen von R, sind immer gleich Null. Diein
einer beliebigen festen Richtung x genommene Komponente der elek-
trischen Feldstérke, die von einem Moment n-ter Ordnung herriihrt,
ist in der Tat auRerhalb K formal mit dem Potential eines Multipols
(n + 1)-er Ordnung, dessen eine Achse mit dieser Richtung zusammen-
fallt, identisch. Da aber ein solches Potential einer Kugelfunktion
(n + 1)-er Ordnung proportional ist, muB sein Mittelwert auf jeder mit
K konzentrischen Kugelfldche verschwinden (Bd.I. S. 110). Was die
inneren Feldstarken anbelangt, so muR man zwei Félle unterscheiden,
je nachdem sie elektrischen Momenten gerader oder ungerader Ord-
nung entsprechen. Im ersten Falle ist das elektrische Potential eine
gerade und die Feldstdrke eine ungerade Funktion der Koordinaten
(innerhalb K), so dal3 ihr Mittelwert verschwindet. Im zweiten Fall
kann dieser Mittelwert von Null verschieden sein. — Insbesondere geben
die Quadrupolmomente keinen Beitrag zur mittleren Feldstérke, so
daR die letztere, wenn man die Momente dritter und héherer Ordnung
auRer acht 183t, durch die einfache Formel (26) ausgedriickt werden kann.

Ahnliche Resultate ergeben sich fiir den Mittelwert der von einem
Molekill erzeugten magnetischen Feldstarke'). Denkt man sich die
wirkliche Stromvertelung innerhalb K durch eine quivalente Flachen-
strémung mit dem magnetischen Moment m ersetzt, so bekommt man
innerhalb K ein homogenes Magnetfeld von der Stérke

Pl

) Sofern die letztere von sdnem magnetischen Moment abhangt. Dazu
kommt noch die zeitliche Anderung des elektrischen Moments. Es ist aber leicht
zu shen, daR das entsprechende Feld keinen Beitrag zum obigen Mittelwert
gibt (vgl. unten).
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(vgl. Bd. I, S. 118) und auRerhalb ein Feld von demselben Typus wie
im Falle eines elektrischen Dipols. Da dieses uRere Feld keinen Beitrag
zum Mittelwert gibt, so wird

o . 1 Zm 4m o
AT
i
3
d. h.

Pl== o N ="y M, (262)
wo 9t die magnetische Polarisation des betrachteten Korpers ist. Diese
Formel, ebenso wie (15), erfordert noch eine von den magnetischen
Momenten dritter, finfter usw. Ordnung herrihrende Korrektion, die
wir aber im folgenden auRer acht lassen werden.

Wir sind jetzt imstande, die auf ein Molekil wirkende &uffere oder
effektive Feldstarke zu berechnen. Diese effektive Feldstarke ergibt
sich, wenn man von der mittleren totalen Feldstarke (&, §) denMittel-
wert des von dem betreffenden Molekill selbst erzeugten Feldes, d.h.
die Grofke (26) bzw. (26a) subtrahiert. Es wird folglich

8= €Y B @)
und

~2“_.:5...3:.:'.\j]t_ (27a)

Die letztere Formel nimmt eine der Formel (27) ganz dhnliche Gestalt
an, wenn man statt der magnetischen Feldstérke die entsprechende
Erregung B = § — 429 einflhrt, namlich

D= B 4T (27b)

Die Formeln (27) und (27a) sind zuerst von H. A. Lorentz (in einer
von der hier angefiihrten, etwas verschiedenen Weise) abgeleitet worden.
Sie sind selbstverstandlich nur as eine erste Naherung anzu-
sehen, auch wenn man sich auf die Polarisation erster Ordnung be-
schrankt. Es ist aber unmdglich, sie theoretisch zu verbessern, ohne
genauere Kenntnis der Struktur der Atome und Molekile. Man
koénnte versuchen, sie durch empirische Formeln von der Gestalt

EBh=E+y P oder EHL=EL+%-P @7¢)

Zu ersetzen. Es erweist sich aber, dal der theoretische Wert des
Koeffizienten y sehr gut mit der Erfahrung Ubereinstimmt (vgl.
unten Kap. I11).

Esist nun leicht, die im 8 3 gegebenen Ausdriicke fur dieelektrische
und magnetische Energiedichte zu berichtigen. Dazu braucht man
namlich in die erwahnten Ausdriicke statt der totalen die entsprechen-
den effektiven Feldstérken fur die Mittelpunkte der Molekile einzu-
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fuhren. Fir die elektrische Energie eines Moleklls bekommt man
dabei U=—%p(@ +?3f ‘,B), d. h. eine Energie

1 2x
G=—gyBe-p (28)
pro Volumeinheit.

Eine analoge Formel ergibt sich fir die magnetische Energie, falls
letztere als potentielle Energie der pondermotorischen Kréfte definiert
wird. Will man aber die eigentliche magnetische Energie, die der Arbeit
der elektrischen Induktionskréfte entspricht, betrachten, so muf3 man
wieder die entgegengesetzte Grole einfihren, d. h.

E=sMB+ M= WMo T M (289)
setzen.

Der Ursprung des Zusatzgliedes —-4;114‘ mag zunédchst etwas

rétselhaft erscheinen, denn in unserer allgemeinen Ausgangsformel (16)
flr &, tritt die magnetische Feldstarke gar nicht auf (sie bleibt in der Tat
immer ,,arbeitslos"). Wir miissen vielmehr in dieser Formel & durch
&,y ersetzen und dabei den Umstand beachten, dal? fur den Mittel punkt

des Molekiils die Beziehung rot LE,_."z—i g, Perr gilt'). Dement-
sprechend bekommen wir statt (17) die Formel
L= @Yo (29
und folglich, fals die Beziehu;m ok,
v T A
Uberhaupt mdglich ist, nach (27) und (27 &)
dey=—GdB+Md—d (3P4 ) (293)
oder:
e, =—G-dB+M-dH—d (7 P=—3;'M=) 9h)

2. Gradient der effektiven Feldstarken im Mittelpunkt
eines Molekuls; Korrektion der Krafte und Spannungen.

Wir missen jetzt die von dem Unterschied zwischen den gemittel-
ten totalen und effektiven Feldstérken herriihrenden Korrektionen in
den Formeln des vorangehenden Paragraphen fur die Kréafte und
Spannungen einfihren. — Es scheint zun&chst, da3 man dafir nur
die Feldstérken® und § durch die effektiven Feldstérken (16) und (16a)
zu ersetzen braucht. Was die Formel (24a) betrifft, die nur die Feld-

) Beziehungen dieser Art werden wir eingehend unten betrachten.



72 Energie und Kraéfte.

starken, nicht aber deren Ableitungen nach den Koordinaten ent-
hélt, so ist dies sicher richtig. Dadurch aber wird keine Anderung in
den Ausdruck fur & eingeftihrt, denn die &uReren Produkte von B
und Bt mit den entsprechenden Lorentzschen Korrektionsgliedern
identisch verschwinden.

Ganz anders wird die Sache im Falle der Formel (24). Hier missen
wir bei den drei ersten Gliedern nicht die effektiven Feldstarken selbst,
sondern ihre Differentialquotienten im Mittelpunkt des Molekils be-
trachten. Es wére ganz irrig anzunehmen, da3 aus der Gleichung

=6+ B auch [(BF)ELy=(BV){E+% B)folgen soll. Um die
Beziehung zwischen den Differential quotienten von Egs und & im Mittel-
punkt eines Molekdils zu erhalten, muf? man nach dem am Anfang dieses
Paragraphen geschilderten Verfahren die (mittlere) effektive Feldstarke
nicht nur fir diesen Mittelpunkt (0), sondern auch fir naheliegende
Punkte (0') bestimmen. Unsere frihere effektive Feldstarke@ly be-
zieht sich nur auf den Punkt 0. Esist nun ganz klar, da3 die Diffe-
renz @oy— 8% , WO &,y die effektive Feldstdrke im Punkte 0' bedeutet,
nichts mit der GréRe (05’7) Ee = (00’ P} (@—+—§—;—’ ) zu tun hat.
Bezeichnet man die unendlich kleine Strecke G¢* mit b, so hat man
Gy — G2y = [{OF) Eert}®. wobei durch den Index °, wie friher an-
gedeutet wird, daR3 die entsprechende GroRe fur den Punkt @ zu be-
rechnen ist.

Die Bestimmung von @ reduziert sich auf die Berechnung des
Mittelwertes der von dem Molekiil selbst erzeugten Feldstérke Egp in
einer Kugel von derselben Grofe wie friher, aber mit exzentrisch lie-
gendem Mittelpunkt @', Die Differenz zwischen den Integralen dieser
Feldstarke Uber dasVolumen der Kugeln S (Radius |, Mittelpunkt 0')
und S (Radius I, Mittelpunkt 0) 183t sich offenbar durch das Fl&chen-
integral § Gy, 4,45 darstellen (es bedeutet hier d,, dS das mit positiven
oder negativen Vorzeichen genommene Element des zwischen S und
S eingeschlossenen Volumens). Dieses Integral hangt nur vom &ufReren
Feld des Molekils ab und kann folglich ohne irgendwelche verein-
fachenden Annahmen ausgerechnet werden.

Die Komponente von @, in einer festen Richtung kann auf S durch
eine Reihe von Kugelfunktionen verschiedener Ordnung ausgedriickt
werden. Wenn das Molekil neutral ist, wie wir es von Anfang an vor-
ausgesetzt haben, mufl} diese Reihe mit einer Funktion zweiter Ord-
nung, die dem Dipolmoment des Molekils entspricht, anfangen. Die
GroRe dnd. h. die Projektion des Vektors b auf den Kugelradius
stellt offenbar auch eine Kugelfunktion, und zwar erster Ordnung dar
(denn de ist dem Kosinus des Winkels zwischen b und n proportional).
Wegen der Orthogonalitdtseigenschaft der Kugelfunktionen verschie-
dener Ordnung (Bd. I, S.110) muB das Integral § &y, d. 45 identisch
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verschwinden.  Es gilt aso @, — @ = [(bF)Gygl® =0 und

folglich .
[(BF) o ]l*=[{b V) (& — Cag)'= (D) E.

Dasselbe gilt selbstversténdlich auch beziiglich des magnetischen Feldes,
sofern es von der magnetischen Polarisation abhangt. Wir miissen aber
noch dasjenige magnetische Feld berlcksichtigen, welches von der
zeitlichen Anderung des elektrischen Momentes des Molekils herrihrt.
Da dieses Feld eine Zylindersymmetrie besitzt (d. h. seine Linien sind
koaxiale Kreise, die senkrecht zum Vektor %g:‘ verlaufen, vgl. Bd. I,
S. 83), so muR sein Mittelwert fur den Mittelpunkt des Molekdls ver-
schwinden — wie schon oben bemerkt wurde. Esist aber leicht einzu-
sehen, dafd fur solche Punkte, die aulerhalb der den Vektor g{’ ent-
haltenden Gerade liegen, dieser Mittelwert 5%1; und folglich auch das
Differential {{bF} .9,,,]0 einen von Null verschiedenen Wert hat. Es
gilt in der Tat nach dem Biot-Savartsehen Gesetz fur den betrachteten

Anteil des Magnetfeldes aullerhalb des Molekils

19 W
D=, 5 ¥ g

Auf der Oberflache der Kugel 5 féllt der Einheitsvektor Ry = #R: R
mit der auReren Normale zusammen, so dal3 wir

[O%) Dugl*= é;ivm 8,05 = 320 x Ff)ums

bekommen, oder, da der Mittelwert des Vektors nd, = n{b +n) auf
der Kugeloberflache gleich ; bist,

4zl d
[(0F) Do) = ; . a?xt:. (30)
Daraus folgt ferner, wenn man $es; as Funktion des Radiusvektorsbd
betrachtet: 8108
rot (Peg — Detg) = 1ot Yerg = 5~ 55 (309
Es sei bemerkt, dal? diese Formel sich direkt aus der Gleichung
1 9, N
rot Perg— , g; = 4% fere
ergibt, wenn man hier i;eu=4n-i-aa? und G‘.u=—i;ﬂ3 einsetzt.

Der von dem magnetischen Moment des Molekiils bedingte Anteil der
Stromdichte darf aufer acht bleiben, da der Volumstrom frot Mmav
durch den entsprechenden Oberflachenstrom $3R X n 45 kompensiert
wird — in Ubereinstimmung mit der vorangehenden Betrachtung.
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Es ist nun klar, daB auch bei der Berechnung von {(bF)etg das von
der zeitlichen Anderung des magnetischen Moments des Molekiils her-
rihrende elektrische Feld zu berticksichtigen ware. Dieses zusétzliche
(nicht rein elektrostatische) Feld Iaft sich aus der Gleichung

rot Gerg + ! "5"“ =0
mit Rucksicht auf die Beziehung é;e,.=-’-‘3’fme bestimmen. Daraus
folgt aber, wie der Vergleich von (25) und (253) zeigt,

[OF)Gagl =— 4 | ¥

Diese Formel kann man auch aus der Definition des betrachteten zu-
satzlichen elektrischen Feldes

LE a9t
D=, 3¢ b X 2t - (30b)

Eoq :"“': a,;:l ~ g:
(vgl. Bd. 1, S. 165) unmittelbar ableiten, ebenso wie (30).
Durch Subtraktion der Grofzen (30), (30a) und (30b) von den ent-
sprechenden GroRen fir das totale gemittelte Feld bekommt man,
wenn man den Vektor b durch 8 oder M ersetzt

47 1 39

((BP)Cenjo== (BPIE 3 ¢ gt X B, (31
(MR PorP= M9 — % 1 0¥ o, (319)
(D xrot Pose == Mxcrot §— o Mx L 7%, (31b)

Ersetzt man die drei ersten Glieder von (24) § 3 durch die obigen Aus-
driicke und fuhrt im vierten statt § die effektive Feldstarke

" . 8
Dlu=$— g M
ein, so wird

in 9
Fo= (BPIE-+ @) O +Mxrorg+ 1 0¥ x4 37 2 amx ). @2

oder [val. (22)]
Fo=(BNEA+PxrotE+ (MP)H+M X rot H
197 dny
FLax(o—)m
Die Beriicksichtigung der Differenz zwischen den effektiven und den
totalen (gemittelten) Feldstarken und deren Ableitungen |3t also den

den gebundenen Elektronen zugehorigen Spannungstensor (sofern er
Uberhaupt existiert) unverandert, wahrend der friihere Ausdruck (21b)

I (3249
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fir die Dichte der entsprechenden Bewegungsgrofle dabei durch
1 4n
go=—, Bx (oM (32b)

ersetzt werden mufi.

3. Effektive Feldstarken im Falle einer Mischung
verschiedener Molekile.

Wir haben bisher nur solche Korper betrachtet, die aus neutralen
Molekilen einer einzigen Art und eventuell auch aus freien Elektronen
aufgebaut sind. Wir wollen nun die Verallgemeinerung der obigen
Resultate aufsuchen fur den Fall eines Korpers, der aus einer Menge
verschiedenartiger Molekille oder lonen besteht (die letzteren kdnnen
selbstverstandlich auch unbeweglich sein).

Die durch diese lonen bedingten Ladungs- und Stromdichten sind
durch die Formeln (11), (12) und (12a) des Kap. | gegeben. Wir miissen
aber noch neben den totalen Feldstarken (&, $ die fur verschiedene
lonenarten verschiedenen effektiven Feldstarken (e, §heu Unterscheiden.
Wir koénnen dabei wie im Falle einer lonengattung

€= E— 6. Die=H-Dle- (33
setzen.

Esware aber irrtiimlich anzunehmen, dai? die GroRen {Eag) ®{$eg) ®~-
oder eher ihre Mittelwerte fur die Mittelpunkte der entsprechenden
lonen — mit den von dleq;en lonen herruhrenden .,partiellen" Polari-
sationen” PB* == N* p° _-V,, M =N w" m ; durch dieselben Be-
ziehungen

Ear =" B (D= (33

welche fur eine lonengattung gelten, veranpft sind. Dies laft sich am
einfachsten aus der folgenden Uberlegung einsehen. Wir denken uns
die lonen einer Gattung (Konzentration N, Moment p) in zwei gleich-
zahlige Hélften eingeteilt. Dann wirde man gemd (32a) fir jede Halfte
eine zweimal kleinere Korrektion fir die mittlere effektive Feldstérke
bekommen as ohne diese Einteilung.

Es ist leicht einzusehen, daR die Sachlane nicht wesentlich ver-
bessert wird, wenn man die Koeffizienten — —; und —; in (33 @) durch
irgendwelche andere Zahlenkoeffizienten ersetzt. Erstens mifdten dabei
die letzteren von den relativen Konzentrationen der verschiedenen
lonen und von ihren Momenten abhéngen, so daf3 die Beziehung zwi-
schen (€g,,)® und B* [oder (95,)® und IM*] nicht linear sein sollte. —
Ferner WUrde man dabei auf Widerspriiche mit den aus den Gleichungen

a 1
rot §,— 1 5,65, =4nj* und rot €4 + - 40ce=0 folgenden Be-
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Ziehungen stoRen [vgl. Nr. 2]. Damit ist noch eine andere Schwierig-
keit verknipft. Verschwindet ndmlich die resultierende freie Ladungs-
dichtezjg}', so sind die einzelnen Summanden im allgemeinen von Null
verschieden; dementsprechend sollte auch die resultierende Kraft
X6y oy =— ZC4q - nach unserem Ansatz von Null verschieden
sein. Dies ist aber sicher unmdglich, denn sonst wirde ein neutraler, aus
entgegengesetzten lonen aufgebauter Korper in einem homogenen
elektrostatischen Felde eine im allgemeinen sehr groRRe Kraft erfahren.

Aus allen diesen Widersprichen scheint es nur einen Ausweg zu
geben, und zwar in der Ersetzung der Formeln (33 a) durch die all-
gemeinen linearen Beziehungen von der Gestalt

(Eg)r = Vs BS, (B3 =+ s (3
[

mit Zahlenkoeffizienten s®, s die nur von dem algemeinen Charak-
ter der lonenverteilung (unregelmaRige oder regelméige Anordnung im
Raume usw.) abhdngen. Die Notwendigkeit des Auftretens von , gegen-
seitigen” Koeffizienten (8 == &) 1803t sich am einfachsten aus der folgen-
den Uberlegung erkennen. Wir stellen uns vor, daR der betrachtete
Korper aus zweiatomigen Molekilen besteht, die vollkommen identisch
und gleichorientiert sind. Nun kénnen wir offenbar diese Atome as
einzelne Molekile a =1 und a = 2 behandeln. Ist die effektive elek-
trische Feldstarke fur die zusammengesetzten Molekile nach der Formel
(Egp)® =€ + sP bestimmt, so mull man bei der Bestimmung der
effektiven Feldstérken fir die einzelnen Atome auch ihre gegenseitige
Wechselwirkung in Betracht ziehen. Die effektiven Feldstérken
@ und {E%&h°® ergeben sich in erster Naherung aus (E.® durch
Hinzufugung der Feldstérken @ * bzw. E*!, welche die betrachteten
Atome aufeinander ausliben und welche offenbar ihren elektrischen
Momenten, d. h. den entsprechenden partiellen Polarisationen $ und
B proportional sind (wir setzen die Atome as neutral voraus).

Man bekommt selbstverstandlich wesentlich verschiedene Resultate,
je nachdem die einzelnen Atome (oder Atomgruppen) relativ zueinander
regelmafdig oder unregelmélig angeordnet sind. Im ersten Falle kann
man se in sehr natiirlicher Weise zu Molekilen vereinigen (oder ver-
einigt denken); im zweiten Falle ist dies kaum mdglich.

Wir kénnen hier auf diese Frage nicht ndher eingehen, da sie aulRer-
halb des Rahmens der makroskopischen Theorie liegt. Wir werden
darauf noch in einem etwas verschiedenen Zusammenhange (und
zwar bei der Bestimmung der Dielektrizitétskonstante zweiatomiger
Substanzen, Kap. I 1|, 8 1) zurickkommen. In diesem Kapitel werden
wir aber die materiellen Kérper as chemisch homogen behandeln und
nur digjenige Inhomogenitét zulassen, die der Anwesenheit von neutralen
Molekilen und freien Elektronen (oder ,Ersatzelektronen™) entspricht.
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§ 5. Die vollgandigen quadratischen GréRen und die
verallgemeinerten Bedingungen ihrer Aufspaltung.

1. Der vollstandige Energiespannungstensor.

Durch Addition der quadratischen Grofien, die sich einzeln auf die
freien und die gebundenen Elektronen beziehen und die in den
vorhergehenden Paragraphen berechnet worden sind, bekommt man die
entsprechenden vollstdndigen GroRen. Es lassen sich dabei, wie wir
sogleich sehen werden, die elektromagnetische Energie und der Span-
nungstensor immer ganz unabhangig von irgendwelchen Beziehungen
zwischen den Polarisationen und den Feldstérken definieren.

In der Tat, durch Addition der Ausdriicke (4b) und (29b) ergibt
sich fur die vollstdndige Energiedichte der Differentialausdruck

dE=db+ a8, = L (6D~ 4ndB)+ (B+42M) 49}

_5(2; Pty “; Mz) )

d.h.
de= . (@€ +9dp)—d(*y Pry T M),
woraus folgt AL HY % 4
_ St: —_ ;_pzu.;Ms_ (34)

In derselben Weise bekommen wir fir den vollsténdigen Spannungs-
tensor nach (9b) und (324)

—divaT = o (EdivD+rot € x D)+ (FF)E+ P x rot €

o (BdivH - rot B x )+ (IRPID + § X ot §,
d. h. wegen
®=@+45$ und B:&—-énm’
._..di\"%=£n"(@divﬁ+r0l@x@-i-ﬁdiv&%—rot.bxb)

+ Ediv B+ (FPIE— MdivH—rot M H+ (M H 4 M x 1ot §
oder
—divi T = - (GdivE+rotE x B+ Hdivh+rot Hx §)

+ Gdiv P + (BV)E—Mdiv H— (HFIT + V(- 9)

Der mit- multiplizierte Klammerausdruck ist formal mit dem auf der
S. 215, Bd. I, angeflihrten Ausdruck fir die (negative) Divergenz des
Spannungstensors identisch. Es gilt ferner bei der Integration Uber
ein beliebiges Volumen [nach Formel (16c) Bd. I, S. 15]

f[Ediv B+ (BP)E]dV =§(Pn)EdS=§ EP,dS,
ST divH + (HV)M]aV =§ MH 45
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und (M- D)1dS =41 (M-H)dS

Wir sehen also, dal? der Tensor *% immer existiert, denn das Inte-
gral — _fdiv 1T AV 18kt sich in ein Flachenintegral — § T, 4§ transfor-
mieren. Der Vektor %,, d. h. die Projektion des Tensors ¢ auf die
Normalenrichtung driickt sich dabei folgendermalien aus:

To= 4y (n T} —CE,—9H,)—CP, + MH, —n(-H)

oder [ E2 (8- 4xdl)-H
(L B ¥ 4 .
o=, {n A H..}- (343)
Die Komponenten von %% in bezug auf je zwei Koordinatenachsen
lauten folglich

Ty = d;k(

Efp By

O mg)-pn-nm. G

Was schliefilich die elektromagnetische Energiestrahlung &= $, + 8,
und die Dichte der BewegungsgroRe ¢ = g, + ¢, anbetrifft, so be-
kommen wir nach (4a), (9a), (18a) und (32b):

W=, ExB (35)
und

4= 4:1rr |[(,D X H—4mP x (53_4;: Ym)l

d. h.

4= (0 ExH+ 3 BxXM. (359)

Esist beachtenswert, daf? die elektrischen und magnetischen linearen
Groflen in einer nicht ganz symmetrischen Weise in die quadratischen
Groften £, *E, f und g eingehen.

Man kénnte den Vektor & und den Tensor 2, d. h. die Energie- und
Impulsstrahlung auf eine etwas verschiedene Weise definieren, wenn
man die den gebundenen Elektronen entsprechende Fléchenladung und
den Flachenstrom bei der Berechnung der Kraft auRer acht lassen wollte.
Es wére dabei nach (18 b) , = ¢& x R zu setzen und folglich

N i
Ebenso ergibt sich unter Weglassung der Lorentzschen Korrektionen
1 E% L. 10
To=4(n" " ~EE,~HH,). (35¢)

Die exakte Formel sieht ziemlich kompliziert aus. Die GroRRen (35b)
und (35c¢) sind formal mit den entsprechenden V ektoren der allgemeinen
Theorie des |.Bandes identisch. Dies folgt sofort aus der entsprechenden
Definition der (unvollsténdigen) Arbeit und Kraft nach den Formeln

Lo Lyt Ly =G (jy +,) = o€
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und A _
F=Fs+ Fe=1los t o) €+ (i; +1,) X P=0pC +ix P,

denn die vollstandigen (mittleren) Elektrizitétsdichten ¢ und j sind
mit den entsprechenden Feldstarken durch die in Bd. | behandelten
Feldgleichungen

div G =dmo, rotH— €

y = 47§

verknlpft. Die Ausdriicke L° und #%* lassen sich deshalb auf dieselbe
Weise wie dort (Kap. V11, 884 und 5) umformen.

Die obigen Formeln gelten ganz unabhangig von der Beziehung
zwischen den Polarisationen und den Feldstdrken. Sie konnen
also auf beliebige Korper oder Koérpersysteme angewandt werden, im
Gegensatz zu den Formeln der zwei vorhergehenden Paragraphen, die
nur bei gewissen, in der Wirklichkeit nicht streng erflllbaren Bedin-
gungen gultig sind. Wir konnen aso sagen, dal3 die vollstandige
elektromagnetische Energie und der Spannungstensor immer existieren—
und zwar als quadratische oder bilineare Funktionen der gemittelten
Feldstéarken und Polarisationen (totalen oder auch partiellen); ihre Zer-
legung in die den freien und den gebundenen Elektronen zugehdrigen
Anteile ist dagegen im allgemeinen nicht moglich.

In dem Speziafal nicht leitender Korper, die aus unbeweglichen
lonen oder aus lauter neutralen Molekiilen aufgebaut sind (fir die
dso die Leitfahigkeit o verschwindet), miissen die vollstandigen
quadratischen GrofBen mit solchen, die den gebundenen Elektronen
zugehoren, physikalisch aquivalent sein. Beide GroRenarten bleiben
aber, wie leicht zu sehen ist, auch in diesem Fall formal von-
enander verschieden. Es s& daran erinnert, da die Bedingungen,
welche wir in den 88 2 und 3 fir die Existenz der GroRen &,
und #g_ (als bestimmter Funktionen der linearen Grofien) aufgestellt
haben, sich nur auf die Abhangigkeit der Polarisationen von den Feld-
stérken beziehen und von der elektrischen Leitfahigkeit der betreffenden
Kérper ganz unabhangig sind. Sofern diese Bedingungen erfiillt werden,
d. h. sofern die GroRen &,, ®;, 94, %%, sich Uberhaupt definieren lassen,
missen se mit den entsprechenden vollstandigen GréRen durch die

Gleichungen :

S fdiva, (36)

@ . 8
L= dive, =
g, " ag div ¥
_Ct}‘...._ at +d1v I’... a!—{— w’l (36a)

verknipft sein. Es sind dies die Gleichungen, welche die physikalische
Aquivalenz beider GroRenarten ausdriicken; daraus aber soll keineswegs
geschlossen werden, daR die Gleichungen &, =&, &, =8, g, = g.
¥, = * einzeln bestehen. In der Tat sind die letzteren Gleichungen
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strenggenommen niemals erfullt. Dies a3t sich schon aus dem Um-
stand ersehen, daf} der Vektor f, immer gleich Null bleibt, wahrend
# im allgemeinen von Null verschieden ist.

Diese Bemerkung wirft ein neues Licht auf den physikalischen Sinn
der Bedingungen, welche fir die Existenz der Grofle &, notwendig
sind'). Damit namlich die Gleichung

[rav=—71[¢,av (37)

bestehen kann, muf} die resultierende durch die Bewegung der gebun-
denen Elektronen bedingte Energieausstrahlung verschwinden. Das ist
aber nur dann moglich, wenn die freien Schwingungen dieser Elektronen
ungedampft sind. Im entgegengesetzten Falle kann man die elektro-
magnetische Energie eines (nicht leitenden) Korpers durch die Grofe &,
nur bei rein statischen Erscheinungen definieren.

2. Die Mittelwerte der quadratischen GroéBen im Falle
harmonischer Schwingungen; Hermitesche Bedingungen fir
die Suszeptibilitatstensoren.

Wir wollen jetzt den allgemeineren Fall eines harmonischen Schwin-
gungsvorgangs betrachten unter der Voraussetzung, dal3 die elektrische
und magnetische Polarisation der entsprechenden Feldstérken proportio-
nal sind. Die Abhangigkeit der verschiedenen linearen Gréfien von der
Zeit soll dabei durch den komplexen Faktor ¢«¢ dargestellt werden

(wo -2'3-’;;=v die Frequenz der Schwingungen bedeutet). Wie schon

in Kap. | angedeutet wurde, mul man den Suszeptibilitdten x, X und
den Erregungskoeffizienten e,u4 — oder den entsprechenden Tensoren
im Falle anisotroper Kérper — im allgemeinen komplexe Werte beilegen,
um eine eventuelle Phasenverschiebung in den Schwingungen der
GrolRen &, P (oder . M), zu berlcksichtigen. Im Falle erzwungener
Schwingungen der gebundenen Elektronen &uflert sich die fir ihre
freien Schwingungen charakteristische Dampfung gerade in einer solchen
Phasenverschiebung des elektrischen Moments der aus ihnen gebildeten
Molekile beziiglich der auReren Kraft (vgl. Kap. |, 82; siehe auch
unten Kap. Il 1, 84). Wir sehen also, dal? bei Anwesenheit von natir-
licher Déampfung die Grofen x,x,e, x4 — oder algemeiner die ent-
sprechenden Tensorkomponenten — komplexe Werte annehmen muissen.

Bei der Formulierung der Symmetriebedingungen (6), welchen die
GroBen ¢, und g fur die Existenz der Energie & und folglich auch
der Energie &, geniigen mussen, haben wir diese GréR3en als reell voraus-

Y Es s in diesem Zusammenhang bemerkt, daR die Energie <€, im be-
trachteten Korper selbst zu lokalisieren ist, denn se verschwindet mit § und MR,
wahrend die ,vollstandige” Energie im allgemeinen auch auRerhalb des Kérpers
verbreitet ist (sehe unten §7).
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gesetzt. Es ist leicht zu zeigen, daR auch bei Fehlen der (naturlichen)
Dampfung die betrachteten Tensorkomponenten komplexe Werte an-
nehmen koénnen, die nur den folgenden sogenannten Hermiteschen
Bedingungen geniigen missen

Ery =0k, ;= plr, @79
wo durch a* die zu a komplex-konjugierte GrofRRe bezeichnet wird.
Die Gleichungen (37) stellen selbstverstandlich gleichzeitig die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fir die Existenz der
Energie &, dar und koénnen dementsprechend as die Verallgemeinerung
der frilheren Symmetriebedingungen (6) angesehen werden').

Zum Beweis genligt es nur, den algemeinen Zusammenhang zwischen
guadratischen und linearen Grofen fir den betrachteten Fall, wenn
letztere as reelle Anteile komplexer Grofien definiert sind, festzustellen.

Esseien dlso aund b zwei GroRen von der Form a = a,ef®t, b == b,et¢,
WO ag und by im allgemeinen auch komplex sind. lhre reellen An-
teile Ra = ; fa + a*) und Rb= L {h -1- 6%} sollen zwei beliebige
lineare GroRen, z. B. die Feldstarke und die Polarisation darstellen;
die (reellen) Amplituden dieser GroRen sind offenbar gleich den Mo-
duln der entsprechenden komplexen Amplituden {a, und |& .

Wir betrachten nun die quadratische Grofe

(Ra) (Rb)== | (a | a%)- | (b1 b%), (39)
Sie 183t sich offenbar as reeller Anteil der folgenden komplexen GrofRe

oder auch Q= ; fa t a*pb.= : {ab + a*h) (384)

; (aDb* 4 a* %), ; (2b 1 al®) ; (8™ b -} ar&*)
auffassen. Da der zeitliche Mittelwert von e*f und ¢*2¢ verschwindet,

reduziert sich der zeitliche Mittelwert von Q auf ; a*b.und wir bekommen
folglich

0=} Ra*b=: | Radby. (38h)
Esse nuna = — & und b = 6;‘5, wo & und B komplexe Vektoren

sind, welche die elektrische Feldstéarke und Polarisation darstellen. Es
bedeutet dann Q die zeitliche Ableitung der (komplexen) elektrischen
Energiedichte &, so dald wir schreiben kénnen
3 _ pe B
4 h R = RlERt,“,
a1 P a9
= R(E ) e G0
) Im Falle isotroper Koérper bedeuten die Bedingungen (43a) nichts anderes
als die Realitat der dielektrischen Konstante und der magnetischen Permeabilitét.
Frenkel, Elektrodynamik |1 . 6
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Damit die Funktion & existiere, muB ihr Mittelwert durch die kom-
plexen Amplituden von & und %P sich folgendermalRen ausdriicken:

. ]
df=— , R} -dPo=— 3 R 3 E5dP, .

d. h. es soll die Summe

‘%ledPu. k— ‘ Eok dPjy

und folglich auch die Summe;
dU NP, dEl+ SPJdE (39)

ein vollstandiges Differential darstellen.
Setzt man nun (fir eine gegebene Schwingungsfrequenz)
3
Pl)i -.-'xlicE
~1
ein und behandelt die GroRen Es; und Ej: als unabhidngige Variable,
so wird
F (au)_ IPYE 2 (au) a1y,

BEX \BE, ) T AER T wle  und Dt \aER) T ok, T e

d. h. 20 = #,. Dieselben Hermiteschen Symmetriebedingungen miissen
sich fiir die Komponenten des Erregungstensors ‘e ergeben.

Fur die GroRe U as homogene quadratische Funktion der Argu-
mente E,, und Ejgrgibt  sich ferner

1 M 3’ 1 YoyT
U=y (SPSEy-t YPo ) = 5 N N (Ey B8y + s, B o)

l hl T h Al T
=, Y EgENt lb“kibgkhnf-: X0 By,
Die rechtsstehende quadratische Form ist reell, denn sie ist, wegen der
Bedingung s, == %,,, mit der konjugierten GroRe
.L‘....:"hf Edi= \‘ D Eg Efi= X Xy Fo Efy
T F TF
identisch. Der Mittelwert der Energie &% ergibt sich dabei ebenfalls
als eine reelle GroRe, die durch die Formeln
1 ., 1 .
5;2_4:.““#11‘01}’[" 4._.
| 2
(39a)
T4 EEMPE"

dargestellt werden kann.

Ahnliche Resultate ergeben sich fiir den magnetischen Anteil der
Energie &,.

Bei harmonischen Schwingungsvorgéngen mul3 der Mittelwert der
Arbeit L (= Lg) nach (37) verschwinden, denn die Energie &,, falls sie
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Uberhaupt existiert, kann nur um seinen konstanten Mittelwert schwin-
gen. Es wird aso in diesem Fall auf die Bewegung der gebundenen
Elektronen durchschnittlich keine Energie verbraucht. Dieses Resultat
gilt bekanntlich fir ungedampfte Schwingungen jeder Art. — In Wirk-
lichkeit aber sind die Schwingungen der gebundenen Elektronen immer
als gedampft anzusehen, obwohl diese Dampfung in manchen Féallen
sehr gering ist. Es &Rt sich dementsprechend die Energie &, — auller-
halb des Falles statischer Erscheinungen — nicht streng definieren. Wir
missen folglich strenggenommen stets, auch bei nicht leitenden Korpern,
mit der vollstandigen Energie & und anderen damit verkniipften Grof3en
operieren.

3. Gedampfte Schwingungen und Zurtckfihrung der
Dampfung auf eine scheinbare Leitféahigkeit.

Im Falle harmonischer Schwingungen ist es aber gewdhnlich még-
lich, den Begriff der Energie &, formal zu retten, und zwar durch Zu-
rickfiihrung der Dampfungserscheinungen auf eine fiktive elektrische
Leitfahigkeit des betreffenden Korpers. Diese ,,effektive” Leitfahigkeit
lait sich fir einen isotropen Korper mit der komplexen Dielektrizitéts-
konstante €' nach der Formel (55d), Kap. I, bestimmen (es soll dabei
in der genannten Formel ¢ nicht die wirkliche Dielektrizitatskonstante,
sondern deren reellenTeil bedeuten). Die wirkliche elektrische Leit-
fahigkeit des Korpers, falls es kein absoluter Isolator ist, kann dabei
mit der erwadhnten fiktiven , Dampfungsleitfahigkeit" zu einer einzigen
Konstante vereinigt werden. — Es ist aber gewohnlich einfacher und
vorteilhafter, umgekehrt die wirkliche elektrische Leitfahigkeit durch
eine imaginare Dielektrizitatskonstante (oder bei anisotropen Korpern
durch einen der Hermiteschen Bedingung nicht geniigenden Tensor)
zu ersetzen und den Korper as einen vollkommenen lIsolator zu be-
handeln, der nur gebundene, schwingungsféhige Elektronen enthalt,
wobei ihre Schwingungen schwach oder stark, je nach dem Material
und der Schwingungsfrequenz, gedampft sind. — Es sei bemerkt,
dal? komplexe Werte der magnetischen Permeabilitét sich auf eine ge-
wohnliche elektrische Leitfahigkeit nicht zurlickfihren lassen. Man
konnte selbstverstandlich den entsprechenden magnetischen Begriff
konstruieren und fiktive ,magnetische Stréme" betrachten. Dies
wiirde aber kaum eine Vereinfachung der Theorie bedeuten.

Bei langsamen Schwingungen und besonders bei zeitlich konstanten
Feldern ist eine Verschmelzung der dynamischen Effekte, welche von
den freien und den gebundenen Elektronen herriihren, nicht mehr
moglich. Eine Trennung der vollstandigen Energie oder des vollstan-
digen Spannungstensors in die den freien und den gebundenen Elek-
tronen gehorigen Anteile ist deshalb in diesem Falle empfehlenswert.
Die vollstéandige Arbeit L reduziert sich dabei offenbar auf den ersten

6



84 Energie und Kréfte.

Anteil (Ly), wahrend der zweite (L,} verschwindet. Wir bekommen
aso
L=gk?. (40)
Diesist die in der Volumeinheit pro Zeiteinheit entwickelte (Joulesche)
Warme.
Es wird folglich nach (30)

faﬁst:ﬂfﬂ 9S(t§><*l!),.dsl (40a)

Diese Formel driickt die Tatsache aus, daf? die von aufen durch die Ober-
fléche S eingestrahlte Energie vollstandig in Warme transformiert wird.

In dhnlicher Weise ergibt sich bei Fehlen von Ddmpfung fur harmo-
nische Schwingungen die Formel

fcr@@*dV:—- @ xmas, (4ob)

welche das (doppelte) Zeitmittel der entsprechenden quadratischen
Grolen bestimmt.

Bei Anwesenheit von Dampfung tritt auf der linken Seite noch die
Grole 2_]'1., dV auf, wobei L, nach (21) und (38b) folgendermallen de-
finiert wird:

2f, — R{E* 2% _gpe®®
e 1y ai

)= Rin(@ B — M), (D)
. o wn @ (27 4 .
Die zusétzliche Grole 5, (3 P2g oy M) ist hier weggelassen, daihr
Mittelwert verschwindet. Es verschwindet ebenfalls derjenige Anteil
von (41), welcher den Hermiteschen Anteilen von $ und 9 ent-
spricht (denn damit wird die zeitliche Ableitung einer bestimmten
Funktion der linearen GroRen ausgedriickt). Es bleibt uns folglich
nur den nicht-Hermiteschen Anteil der Polarisationen zu bertick-
sichtigen. Zu diesem Zweck spalten wir die komplexen Suszeptibilitéts-
tensoren x und y in die symmetrischen oder genauer ,,Hermiteschen"
Anteile X, y' und die ,Anti-Hermiteschen" x')y" nach den Formeln

’ l r r ] L
= 4 (ot =20%, #iz= 2 (e, — 28 = — i I

) 1 * - 4 Y] 1 * 1z 3 | (42)
Yie= g rie TR =R = (rar— VR = e

und setzen dementsprechend = B 4 B~ und ;| = MW’ + M”. Da
die GroRen &* - " und M™ - H reell sind, liefern sie keinen Beitrag
zu Ly Die GroRen E*« B und MM"”* - H sind dagegen rein imaginar.
Es gilt in der Tat
G* R = NEPP{=X Ny B} Ey=— N Nt EY E,
i LI . i &
== N Vuif E B} =— YE P =G 3"
ki i
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und ebenfalls
ml’i"- nb — ““ﬂ}l‘.”'uﬁt.

Das Produkt dieser Grofen mit dem imagindren Faktor iw stellt
folglich eine reelle GroRe dar, und zwar gerade den gesuchten Wert
von 2L,. Fuhrt man aso die Bezeichnungen

F—laxfi=al, | —Lloyy: -5 (424)
ein, so wird
2 L'.r = .i‘._\f‘afk EME, + > .l'ﬂﬂ H. Hy (43)
und folglich ok ¢k

J Z3[0n0 +54) EF By + o H HE ]V~ [ (8% x )45, (433)

Das linksstehende Volumintegral ist der doppelte Mittelwert der pro
Zeiteinheit in Warme (und eventuell auch andere Energieformen) um-
gewandelten elektromagnetischen Energie, welche in das entsprechende
Volum von auBen zugestrahlt wird. Die Grofen of, und &7, sind die
oben erwahnten Komponenten der fiktiven elektrischen und magne-
tischen Leitfahigkeitstensoren, welche die von den gebundenen Elek-
tronen erfahrenen Reibungskréfte charakterisieren. Was die freien Elek-
tronen anbelangt, so mul3 man die auf sie ausgelibten Reibungskréfte
im allgemeinen auch durch einen Tensor °o (die wirkliche L eitfahigkeit)
charakterisieren, dessen Komponenten a,, statt der GroRen &, in
(439) eingesetzt werden sollen.

Wir haben bisher hauptséchlich die Frage nach der Arbeit, Energie
und Strahlung diskutiert. Ahnliche Betrachtungen sind aber auf die
entsprechenden  ImpulsgroRen &, g, *& anwendbar. Es besteht ein
Unterschied zwischen diesen GroRen und den EnergiegréRen L, &, &
nur insofern, als g immer eine Zerlegung in die den freien und den
gebundenen Elektronen gehdrigen Anteile zuldflt, im Gegensatz zu &,
wahrend fir 23, (im Gegensatz zu ) eine solche Zerlegung nur in ge-
wissen speziellen Fallen moglich ist. Da aber hier (bei der Betrachtung
raumlicher und nicht zeitlicher Differentialquotienten) die auf die ge-
bundenen Elektronen wirkenden Dampfungskrafte nicht berlicksichtigt
zu werden brauchen, kann nichts Neues zu dem friher Gesagten hin-
zugefiigt werden. Es sei nur bemerkt, dal3 die Symmetriebedingung (6)
die wir friiher fir die Existenz des Tensors ¥%, aufgestellt hatten, ebenso
wie im Falle der Energie durch die allgemeinere Hermitesche Bedingung
(37a) ersetzt werden kann. Das Zeitmittel der auf die gebundenen Elekt-
ronen wirkenden Kraft driickt sich dabei (bei harmonischen Schwingungs-
vorgangen) nach (23) und (38b) durch die folgende einfache Formel

f}‘i—, deiEﬁll(‘.B‘-G+m'-@)d.§ (44)
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aus, in welcher die partiellen Polarisationen explizite nicht auftreten
[vgl. die Formeln (21) und (32a)]. Fur die freien Elektronen bekommen
wir demenstprechend nach (10b)

f’ﬁ-;dv = gS [ (TR0, gpp 1 9B ]as  (449)

(freie Oberflachenladungen und Stréme sind dabei auszuschlief3en),
wobei andererseits im Falle einer skalaren Leitfahigkeit die Beziehung

_ e
§ =g B xp=""y, (44)

gilt [vgl. (11)]. — Wenn die Hermiteschen Bedingungen nicht erfillt
sind, verlieren die Gleichungen (44) und (448 jeden Sinn, denn ihre
rechten Seiten nehmen komplexe Werte an, und wir kénnen in diesem
Falle nur die Summe & = %, + &, bestimmen.

8 6. Vierdimendonale Form des Energiespannungstensors

1. Oberflacheneffekte und die aus der Invarianzforderung
folgenden Zusatzglicder.

Bei Weglassung der Lorentzschen Korrektionen und der Oberflachen-
effekte kann man die GroRen &, £, g, *T zu einem vierdimensionalen
symmetrischen Tensor 2&° vereinigen, und zwar genau in derselben
Weise, wie dies in Bd. | ausgefiihrt worden ist (vgl. Bd. |, S.255).
Wie aber schon manchmal angedeutet wurde, sind die von den gebun-
denen Elektronen herriihrenden dynamischen Oberflécheneffekte von
den entsprechenden Volumeffekten prinzipiell untrennbar. Bei der
Aufstellung des vierdimensionalen Energiespannungstensors *@, der die
vier ,vollstandigen" Groflen &, &, g, *%T as zeitliche, raumzeitliche
und rédumliche Projektionen enthalten soll, missen wir deshalb zunéchst
die erwahnten Oberflacheneffekte untersuchen,

Diese Effekte reduzieren sich bekanntlich, bei dreidimensionaler
Rechnung, auf die zusétzliche Arbeit

JLav=c§@xn)-EdS
und die zusétzliche Kraft
SFaAV=§[P.E+Mxn)xHds.
Es gilt folglich
L'=cdiv({ExM) (45)

und

F=(BP)E+EdivP—(HF)M—-Mdiv P+ p (M-9) (459
[vgl. die Formel (28a)].

Um die vollsténdige Arbeit L und Kraft oder Impuls % proVolum-
und Zeiteinheit zu finden, muR man die obigen Grofen zu den Grofden

Ly=¢@j, P=gC+ixD (46)
addieren (9=9f+9w .=f1'+7.v}-
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Setzt man ict = x4 und —:-L°=F,,". so wird nach Bd. I, S. 254 und
255:

4
«__ 1994
Fu__z dxp - (46a)
1

wo der Tensor 280 durch die auf S. 255 angefiihrten Formeln definiert

ist (wir missen uns nur bei den dort auftretenden Grofeen £, &, q, ¥
den Index ° hinzugefiigt denken). Wir versuchen dementsprechend

die vier GroRen Fy, Iy, Fg, !

, L' =4 in der Form

4
, XA
F,= _lz P (@7)

darzustellen.
Im Falle statischer Erscheinungen, die von der Zeit (x4) unabhéngig
sind, 1aB3t sich die Formel (47) tatsachlich befriedigen, und zwar

durch den Ansatz
o = .L HoyPyp= NHa Py, (479)
rt

wo Hy, und P, die nach den Formeln (22 a) und (24a) des Kap. |
definierten Komponenten des Feldtensors und des Polarisationstensors
bedeuten. Es wird z. B. bei a=4

Ou=—H, Py —Hy Py =i(E, M, - E,My)=i(ExM),. (47b)
und ebenso @, == i(E x M),, @ = ¢(E > M),, woraus folgt nach (47)
= idiv(Ex I, d.h. L=cdivi@xM).

Man hat ferner bei a = 1
Ol =H P+ Hy Py + H Py = H, M+ H My o+ £, Py

912 H P +H1‘PN ::—HIMI'+'E1P2 (47C)
913_H1!P1=+H14P :'"H.M +E, P,
und a6
Fi= Z’ = {a,ﬂ (PoEy) = 0 (Ha M) + 5, (Ha My}

Das ist aber nichts anderes als die erste Komponente des Vektors §%',
denn es wird nach (45a) bei a =1, 2,3
3
e a Pg M, aHa d
Fe Z{Paa Eut B — Hy Gt = Moot 4 o0 (M Hy))

,1-

II

Zl{"’ (Pp Ea—Hy M) + o (M H.
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Aus der Tatsache, daR die Gleichungen (47) und (47 @) bei statischen
Erscheinungen richtig sind, folgt sofort wegen ihrer Symmetrie hin-
sichtlich aller vier Indizes 1, 2, 3, 4 (d. h. wegen ihrer Invarianz gegen
Lorenztransformationen), da3 sie allgemein fir beliebige, von der Zeit
abhéngige Erscheinungen giiltig bleiben missen.

Wir sehen also, dafd unsere Ausgangsformeln (45) und (45a) unvoll-
sténdig sind, denn es fehlen bei ihnen auf der rechten Seite die zeitlichen
Ableitungen des ,,Skalars"

_Q:N:_'[H;1P41+H42P42+HuP-as):_(‘ﬁ'iB (47d)
bzw. des dreidimensionalen Vektors mit den Komponenten
1., 1, 1 .,
"-'r@l“ ”924, 1C934l
d.h. l .
i (Ba)= (DX B)a. (47¢)

Wir mussen folglich, wie es scheint, die Grofen L' und §’ durch die
Formeln

L= (G B+ edivEx M, (48)

Efﬁcg‘@x%)-!-(‘BV)QE-}-@LHV‘B—‘(E?V}W (4823)
—MdivH+ V (H

definieren, die as zeitliche und réumliche Projektion der vierdimensio-
nalen Gleichung (47a) anzusehen sind.
Durch Addition von (46a) und (47) bekommt man die vollsténdige
Viererkraft in der Form 20
T |
rﬂ. - axl’ (49)
(die Summationszeichen in bezug auf gleiche Indexpaare, welche alle
vier Werte 1,2,3,4 durchlaufen sollen, lassen wir im folgenden weg), mit

615 = 92,9 'i' 9;3 ] (49 a)
d.h. nach (478) und nach der Formel (11) auf S. 255, Bd. I:

HY _ |2t 1
gy T sgHay(Hy,—4ab, ),

oder nach der Definition des Erregungstensors B.g [Siehe Formel (25)
des Kap. I]:

@ﬂ; = 6,_,1

Hi_ Y HyyB
s = das = gy Lt (49b)

Flhrt man die rdumliche, raumzeitliche und zeitliche Projektion des
Tensors Oqg nach dem Schema

S
=1 (50)
';?R’ ¢
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ein (vgl. das entsprechende Schema auf S. 255, Bd. |), so ergeben sich
fur die GroRen &, &, q, *% die folgenden Formeln:

BV MY HY _ Fx )
N=—ExB, (50b)
1
8= 47e VXD (50c)
und
sl
~0,=T,= [w(" 7 _dam.p) - H,8-D,¢] (500)
oder '

. r .
T o (T T 0wl mm  nE]. (50
Eserhaltenfolglich& und®% ihren friheren Wert (35) und (34 &), wéhrend
bei & und g zusétzliche Glieder auftreten, welche ihre ursprungliche
Symmetrie hinsichtlich der elektrischen und magnetischen Grofien zer-
stéren, und zwar in einer zu $ und *§ entgegengesetzten , komplemen-
téren" Weise.

Das Auftreten der GroRBe % - dE statt — & - @B im Energiediffe-
rential £, kann man sich folgendermal3en erkléren. — Ein (elemen-
tarer) Dipol mit dem festen elektrischen Moment 9 hat in einem &uferen
Felde € die potentielle Energie --E - . Das | n't e—f&' ~dPst
im algemeinen von — & - § verschieden, und die Differenz

~[E B (P =6 P[6-dB~[B-26

stellt offenbar die innere elektrische Energie des Dipols, d. h. die Arbeit,
welche gegen die inneren ,,quasielastischen" Kréafte bei Zunahme des
Moments von 0 bis @ geleistet werden mul, dar. Im einfachsten Falle
der Proportionalitét zwischen ¢ und ¢ ist diese innere quasielastische
Energiegleich + %ﬂl -E ,Wéhrend—fﬁf dP = ~; B-&ihre Summe
mit der @Reren potentiellen Energie darstellt (vgl. Bd. I, S. 120). —
Im Falle der magnetischen Polarisation hat man statt der quasielasti-
schen die innere kinetische Energie [ - 4§, aus welcher sich durch
Subtraktion von -+ § - 9t die der GrbBePf(E +d® entsprechende ,,voll-
stéandige” magnetische Energie ergibt. Diese Beziehung zwischen den
Grofen beider Art werden wir im nachsten Paragraphen noch von
einem anderen Standpunkte aus betrachten.

2. Aufspaltung des vierdimensionalen Energiespannungs-
tensors in die den gebundenen und den freien Elektronen
gehdrigen Anteile.

Die physikalische Bedeutung der sich aus der Invarianzforderung
der Relativitétstheorie ergebenden Zusatzglieder wird uns klarer sein,
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wenn wir die nach den Formeln (17) und (21) bestimmte Arbeit L4
und Kraft §, in vierdimensioneller Schreibweise darzustellen suchen.
Wir missen dabei die Komponenten von §,, Fe, Fg, F2 und die

GroRe :L, = F{ as die vier Komponenten des vierdimensionalen

Impulsarbeitsvektor #*¥ auffassen, welcher die auf die (neutralen)
Molekile pro Volum- und Zeiteinheit ausgeiibte Wirkung charakteri-
siert. Wir haben schon bei der Ableitung der Formel (23) gesehen,
da die Komponenten des Vektors (BFIE + B x rotE gleich
3

Z'P]r 61,' E, sind (k = 1, 2, 3). Es wird folglich nach (21)

3 3
' p, 9 a 1 a2
F :i% P, o E;+£M,.ax; Bt 2 (B on.

oder

1
2P“ﬂ Bx °"3+,; ar {;-BX&");‘, (k=1,2,3)

wobei nach den Indizes a und B von 1 bis 4 zu summieren ist. Ebenso

Fi=

bekommen wir nach (17)
jL 1 aH, i 8
'=F§=2- Loy ox:ﬂ + : at (€ B).
Vom Standpunkte der Relativitétstheorie konnen diese Ausdriicke
nicht richtig sein, da sie dem fundamentalen Invarlanzpr|n2|p wegen des

Auftretens der Zusatzglleder - a‘ B x Ph und * c a: (& - B} nicht

genigen. Man kann sie mit dlesem Prinzip am einfachsten in Einklang
bringen, wenn man diese Zusatzglieder weglalt, d. h. wenn man

1, o
Fy= 3 P, 00" (51)

setzt und dementsprechend in den Gleichungen
at . o .
== o —divl, F=-— a—%-vdw'il
fur die vollstandige Arbeit und den Impuls (pro Volum- und Zeiteinheit)
die urspriinglichen Grofken & und g durch die Zusatzglieder & - bzw.
%—?ﬁ % § erweitert; dabei ergeben sich gerade die oben aufgestellten

Formeln (50a) und (50c).

Infolge der Feldgleichungen
aH 8H,
0¥ir+ Bx;“-l-

l&Rt sich (51) folgendermalien umschrelben

_1 dH,,  oH,g 1 dH,y aHyn OHay
Fs=4 P, (%; ""ax,)_zpﬂax + g P e ax = Lar gy

BH.,,, 0



Vierdimensonde Form des Energiespannungstensors. 01
Es folgt daraus durch Subtraktion aus (49)

a3 9 aH,
F£=F¢__F%=ax-t'wj+'a;r (H,,-P“) '”’_3};1’
d.h.
09. F
Fam==grt+ ‘,,'36;”. (51a)

Diese Formel fir die auf die freien Elektronen wirkende Viererkraft
ergibt sich sofort aus dem Ausdruck

Fl = Hyst,.
wenn man hier 7 = ; aa:’" einsetzt [vgl. §4 Kap. 1].

Die durch die Relativitétstheorie erforderte Modifikation der
Viererkraft, sofern es die dreidimensionale Kraft §, anbelangt, reduziert
sich, wie leicht zu sehen ist, auf die Ersetzung unseres urspriinglichen
Ausdrucks (pP)& fur die auf einen elektrischen Dipol wirkende Kraft
durch den Ausdruck F{p &) = (pF)}& +p x rot & (das Moment p
des Dipols ist dabei as fest zu denken). Es kann zunéchst scheinen,
daR irgendwelche Anderung des fritheren Ausdrucks aus rein physikali-
schen Griinden ausgeschlossen sei. In der Tat: definiert man die auf
einer elementaren Dipol wirkende Kraft f as die geometrische Summe
derjenigen Kréfte +4e@; und —eE,, welche auf seine Enden wirken,
S0 ergibt sich § = ¢ (§; — &,) = e((V)& == (pV)E. Es ist aber zu be-
achten, daf? diese Definition oder vielmehr diese Formel auf der impliziten
Annahme beruht, da3 die beiden Enden des Dipols zu derselben Zeit
betrachtet werden sollen. Diese Annahme hat vom Standpunkte der
Relativitéatstheorie keinen physikalischen Sinn. L&Rt man sie fallen,
so ist das Erscheinen eines Zusatzgliedes nicht mehr verwunderlich.

Man konnte nun flr dieses Zusatzglied die Gestalt e%‘f At vermuten,
wo A# ein der Dipollénge | proportionales Zeitintervall bedeutet, d. h.

die Gestalt clp—t- 35? {¢; == unbestimmter Proportionalitéatskoeffizient)

. . . 18
und nichtp xrot &. Die Beziehungen 1 %‘f =unot § rot @ = - , 6?
in Verknupfung mit der engen Relation zwischen dem elektrischen und
dem magnetischen Moment eines Dipols scheinen nun die folgende
Vermutung zu stitzen: in dem vollstdndigen Ausdruck fir die auf
ein Teilchen mit den Momenten p, m wirkende Kraft

Fip-C+m-D=0prE+pxrotE+ mF}H+mxrotH

ist
¢
n x rot@ﬂ mX 3

als das elektrische und

pxmtgm._.-- %)X a?
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als das magnetische Zusatzglied zu den statischen Ausdriicken (pF) &
bzw. (m¥) $ anzusehen.

Es sei bemerkt, daf der Ansatz (51) vollkommen mit der im
letzten Paragraphen des Bd. | entwickelten relativistischen Theorie
der Bewegung enes ,rotierenden” Elektrons Ubereinstimmt. Wir
haben namlich dort die auf ein solches Elektron infolge seines elektro-
magnetischen Moments (u_g) wirkende Viererkraft auf eine Energie-
funktion U == -— 5 1,3 Hqgt zurtickgefhrt [siehe Formel (55a) auf S.356],
d. h. diese Kraft durch die Formel

d 1 &
Fu=_ax“'U=+2ax“(F;nrHﬂ¥) (52)

bestimmt, wobei die Differentiation nur auf den Tensor Hg, bezogen
wurde. Will man aber den Momenttensor auch as von den Koordi-
naten x;, %X, X4 abhangig betrachten, so mufl man offenbar die obige
Formel durch (51) ersetzen. Wir haben ferner gezeigt, dafd das auf
das rotierende Elektron ausgeiibte Drehmoment sich durch den Sechser-
vektor Mys = gy, Hg, ~— pg, H,, darstellen [803t.  Dementsprechend
bekommen wir fir den auf die Volum- und Zeiteinheit bezogenen Dreh-
momenttensor *¥R#, der die auf die Molekile infolge der Existenz
ihrer elektrischen und magnetischen Momente ausgelibten Drehkréfte
charakterisiert, den Ausdruck

Mg, =P, H,, —F, H,,.

Da die freien, als momentlos gedachten Elektronen keine Drehkraft
erleiden konnen, ist durch diese Formel auch die vollstdndige Dreh-
wirkung Mgz = Mg bestimmt. Der rédumliche Anteil des Sechser-
vektors (51a), d.h. das eigentliche dreidimensionale Drehmoment
drickt sich offenbar durch die Formel (24a) aus. Es sei bemerkt, dal’
der Tensor M,, den (doppelten) antisymmetrischen Anteil des Energie-
spannungstensors  (49b) bildet. Es gilt in der Tat wegen

B,,=H, ,—4nP,,

Mﬂtﬂ =Oyp—Ehy . (53)
Damit es moglich wére, den Tensor &, in zwei, den gebundenen und
den freien Elektronen — oder genauer den elektromagnetischen Mo-
menten und den Ladungen der lonen — zugehtrende Anteile zu
spalten, waére es nach (51) notwendig und hinreichend, dal? die Summe

- -12- P, dH,,, welche as die bei einer unendlich kleinen Anderung der

Feldstérken geleistete elementare Arbeit 4L, definiert werden kann,
ein vollstandiges Differential, d. h. das Differential einer bestimmten
Funktion des Tensors Hy, darstellt. Bezeichnet man diese Funktion
mit &, so muR folglich gelten:

1 3
—dL,= 2—-P”£1H“,=‘§;[P‘JE‘+M‘JH,}=39’, (54)
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d.h.

anl" aPcr
FHg,  OH,, (549)
oder in dreidimensionaler Schreibweise
P, 9P, 3M,_aM, 4P a\f,
BE,  9E, ' 4H, aH,' 0H, JE, (54b)

Die beiden ersten Gruppen dieser Gleichungen sind uns schon bekannt.
Die dritte Gruppe ist dann zu beriicksichtigen, wenn die elektrische
Polarisation auch von der magnetischen Feldstarke und vice versa ab-
hangt, wie dies z. B. bei bewegten Kérpern der Fall ist. Nimmt man an,
dal die Grofen P, sich linear durch H,, nach den Formeln

Ppy=spy; aeHss (55

ausdriicken, so ergeben sich aus (52a) die folgenden Symmetrieeigen-
schaften des , Suszeptibilitatstensors" **:

Hpyi o1 = Ko iy - (55a)
Sind diese Bedingungen fir einen ruhenden Korper erfllt, so missen
sie wegen ihrer Invarianz gegen die Lorentztransformation auch bei
geradlinig gleichférmiger Bewegung erflllt bleiben. Es ist leicht zu
sehen, dal3 im Falle harmonischer Schwingungsvorgénge diese Symmetrie-
bedingungen durch die etwas allgemeineren Hermiteschen Bedingungen

Kip; nr ™= x:r; By (55b)
ersetzt werden konnen.
Es folgt aus (54) und (55)

o= 4 Poy Hyy = 2(21; E+M-D (56)
und
o W
Ft = g & = e &, (364)
mit
01,—8,, 6 (56b)

[vgl.(23a),83]. & ist folglich mit der Energie &, identisch. Fur den den
freien Elektronen, d.h. der lonenladungen zugehdrigen Energiespan-
nungstensor @, =8, ,— &4, ergibt sich folglich im betrachteten Falle
nach (49 b) m|t Rucksmht auf die Formeln

He — E# --H H.., B,, —-l.mP,,und- B.H,=%-9—CD
a.,—a.,’-’---b %y el (57)

" 8a in
d.h.

(578)



94 Energie und Kréfte.

Die beiden Anteile von %@ sehen also ganz symmetrisch in bezug auf
die elektrischen und magnetischen GrofRRen aus. Bei ihrer Addition
wird aber diese Symmetrie teilweise zerstort infolge der entgegengesetz-
ten Vorzeichen in den Beziehungen® ==& +- 4z P und B=H—4a M.

3. Relativistische Betrachtung der Lorentzschen
Korrektionen.

Wir haben bisher den Unterschied zwischen den totalen und den
effektiven Feldstarken auRer acht gelassen. Bei Beriicksichtigung dieses
Unterschieds auf Grund der Relativitatstheorie sto3t man ebenfalls
auf einen Widerspruch mit den Resultaten der in § 4 angefiihrten drei-
dimensionalen Rechnung bezlglich der Zahlenkoeffizienten s* == -3

und s™ ———? in den Formeln @, =--s°p und Hj,=+s*M. Und
zwar konnen diese Formeln mit dem Invarianzprinzip der Relativitéts-
theorie nur dann vertréaglich sein, wenn diese Koeffizienten denselben
Wert s haben. Sie lassen sich dabei zu einer vierdimensionalen Be-
ziehung

(HiQ=sF,,, ©9)

vereinigen, welche, wieleicht einzusehenist, die einzige durch (invariante)
skalare GroRen darstellbare lineare Beziehung zwischen Sechservektoren
bildet. Im allgemeinen Fall asymmetrischer Tensoren kénnte man

4
noch auf der rechten Seite von (58) einen Tensor von der Formed,,* 2P, ,
1

mit einem zweiten, von s unabhéngigen ZahlenkoeffizientenT hinzufligen.
Inunserem Falle aber sind die Komponenten P,, identisch gleich Null.
Uber die GréRe des Koeffizienten s kann man auf Grund des Invarianz-
prinzips allein selbstverstandlich keine Aussage machen. Es wére aber
von vornherein naturlich, fir ihn das Mittel der beiden friher

gefundenen Werte s*= '%’-' und sﬂ'=§3’—' anzunehmen, d. h.
§=2n (58a)
Zu setzen.

Wir haben aber in § 4 auf die Tatsache hingewiesen, daf3 alle von der
obigen (Lorentzschen) verschiedenen Zahlenwerte der Koeffizienten s*
und s™ den Feldgleichungen

rot Pog— —-'?-?ﬁ'!=431d,, rot Eug+ L@_ng =0

[
widersprechen missen, falls man fir die mittlere Sromdichte jug den
Wert %‘%? annimmt und dementsprechend den Gradient von eg in
irgend einer Richtung nach der Formel (30), d. h. auf Grund des Biot-
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Savartsehen Gesatzes bestimmt. Wegen des grob angendherten Cha-
rakters der Uberlegungen, die zu der Formel (30) und folgenden gefiihrt
haben und die ohne genaue Kenntnis des Aufbaus und der Mechanik
der einzelnen Atome und Molekiile sich kaum verfeinern und préazisieren
lassen, wollen wir auf diese Frage hier nicht ndher eingehen. Es s
nur bemerkt, da man bei ener genauen Rechnung vielleicht den bei

Betrachtung der Arbeit L' entdeckten, dem Zusatzgliede—,_d'?‘ {E - B

entsprechenden Oberflacheneffekt auch berlicksichtigen muf3.

Sofern der erwahnte Widerspruch beseitigt ist, kann die der Ein-
filhrung der effektiven Feldstarken entsprechende Anderung der Energie
ohne Schwierigkeit bestimmt werden. Wir missen namlich in der
Formel (54) die totalen Feldstarken H,, durch die effektiven
H,,—sP,, ersetzen (fur die ,freien Elektronen" sind die beiden
als identisch anzusehen). Dabei ergibt sich sofort, da der Energie-
skalar @#, falls er tatséchlich existiert, durch die GroRe

460 =— PygPog=+, (P*— MY (59)
zu vermehren ist.
Es wird also nach (50 a)
Eiq Ha 1
§="F T4 G s (Pr—-MY), (592)
Diesdlbe Korrektion wie & (nur dividiert durch c) erhalt auch der
Vektor g. Da aber die Formel

{H;',‘E)" =Hyp—s PM*

nicht differenziert werden darf, kénnen wir daraus keine Schliisse fir
die Korrektionen der beiden anderen GroRen § und ¥ ziehen.

§ 7. Elektromagnetische Energie und Thermodynamik.

1. Allgemeine Prinzipien und fundamentale Grof3en;
Bedeutung der den gebundenen Elektronen zugehérigen
Energie.

Nach der im Bd. | entwickelten allgemeinen Elektronentheorie
koénnen alle Erscheinungen in materiellen Koérpern als elektromagne
tische Erscheinungen aufgefalit werden. Die makroskopische Elektro-
dynamik der materiellen Korper beschéftigt sich dagegen nur mit
solchen Erscheinungen, bei welchen die raumzeitlichen Mittelwerte der
Elektrizitatsdichten, Polarisationen, Feldstarken usw. von Null ver-
schieden sind. Diese im makroskopischen Sinne elektromagnetischen
Erscheinungen sind aber mit anderen — chemischen, thermischen und
mechanischen — eng verkniipft und lassen sich oft nur in Verbindung
mit jenen verstehen.
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Das einfachste und vielleicht wichtigste Beispiel dieser Verkniipfung
ist die schon oben betrachtete Verwandlung der elektromagnetischen
Energie in Warme. Dieser Vorgang findet fast immer in leitenden und
in nichtleitenden Korpern, bei Stromdurchgang oder bei geddmpften
Schwingungen der gebundenen Elektronen statt. Nur in vollkommen
isolierenden Korpern, die keine freien Elektronen oder bewegte lonen
enthalten, bei rein statischen Erscheinungen, d. h. bei zeitlich konstanten
elektrischen und magnetischen Feldern tritt keine Warmeentwicklung
auf Kosten der elektromagnetischen Energie auf. — Es bestehen aber
auch in diesem Falle sehr wichtige Beziehungen zwischen elektro-
magnetischen und thermischen Grof3en, und zwar solche, welche nach
den bekannten thermodynamischen Methoden untersucht werden kénnen.
Die Beziehungen dieser Art spielen eine wichtige Rolle bei verschie-
denen quasistatischen Vorgangen, welche in der Thermodynamik als
,,umkehrbar" (oder reversibel) bezeichnet werden. Dazu gehdren be-
kanntlich alle geniigend langsamen Zustandsanderungen, die als eine
Reihe nacheinanderfolgender Gleichgewichtszustdnde aufgefaldt werden
kénnen, in denen also die Zeit nicht explizite auftritt.

Um die erwdhnten Beziehungen zu formulieren, mussen wir zunachst
noch zwei thermische GréRen einfiihren, und zwar die (absolute) Tempe-
ratur T und die Entropie 5, die wir auf die Volumeinheit des betrach-
teten Korpers beziehen werden (das spezifische Volum setzen wir vor-
laufig als konstant voraus). Die Entropie entspricht offenbar den Po-
larisationen und die Temperatur den Feldstarken.

Wir nehmen ferner an, dal3 die durch den Ausdruck &&, = P« d@§
+ M -4 definierte, den gebundenen Elektronen zugehdrige innere
Energie §, existiere, d. h. dal die Bedingungen (52 b) bei gegebener
Temperatur erfullt sind. Die Konstanz der Temperatur war friher
deshalb nicht ausdriicklich vorausgesetzt, weil wir nur mit elektro-
magnetischen GroRen zu tun hatten. Sofern aber die Polarisationen
nicht nur von den Feldstarken, sondern auch von der Temperatur
abhangig sind, was tatsachlich der Fall ist, wenn sie wenigstens teil-
weise durch Orientierung der Molekile mit natlrlichen Dipolmomenten
bedingt werden, mul3 man bei der Aufstellung der Integrabilitéts-
bedingungen fiir die unendlich kleine Arbeit 4L, = — d&, eine gleich-
zeitige Anderung der Temperatur von vornherein ausschlieRen.

Man konnte freilich statt der GroRe &, die vollstandige Energie-
dichte & betrachten. Die letzte GroRe ist aber nicht mit dem betreffen-
den Korper selbst, sondern mit seinem elektromagnetischen Feld ver-
bunden und muf} deshalb manchmal groftenteils auRerhalb des Kor-
pers lokalisiert werden. Die Energie &, dagegen, falls sie Uberhaupt
existiert, mufl durch die elektrische und magnetische Polarisation an
der betreffenden Selle bestimmt werden; sie ist folglich, ebenso wie die
Entropie S, im Korper selbst zu lokalisieren und darf dementsprechend
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als eine Eigenschaft dieses Kérpers und nicht seines Feldes angesehen
werden.

Es sei daran erinnert, daR die unendlich kleine Anderung der inneren
Energie U eines homogenen Korpers, welcher bei einem allseitigen
Druck p das Volum V besitzt, nach den Grandprinzipien der Thermo-
dynamik durch die Gleichung

dU=TdS—pdV (60)
bestimmt wird. Es bedeutet hier TdS die dem Korper zugefihrte Warme
und —pdV die durch die &Reren Druckkréfte, welche bei p > ¢ das
Volumen zu vermindern streben, geleistete Arbeit.

Fiihrt man statt U die freie Energie des Korpers

F=U-TS
oder sein thermodynamisches Potential
D=F+pV=U—TS4pV
ein, so bekommt man statt (60) die Gleichungen:
dF =—SdT — pdV (60a)
bzw.
dPp=—SdT - Vdp. (60b)

Wir setzen nun das (spezifische) Volumen as konstant voraus und
ziehen statt der auBeren Druckkrafte effektive eektrische Kréfte, die
das elektrische Moment der Volumeinheit § zu vergréfiern suchen, in
Betracht. Die Arbeit dieser Krafte bei einer unendlich kleinen Ande-
rung von 9§ 1aRt sich bekanntlich durch das innere Produkt =+ @ « 4B
darstellen [vgl. (18)]. Es entspricht adso die Polarisation % dem Vo-
lumen V und die effektive elektrische Feldstarke & == @4 dem nega
tiven Druck —p in der Gleichung (60). Diese Gleichung missen wir
folglich in unserem Falle durch

AU=TdS+E-dP (62)
ersetzen. Ebenso bekommen wir statt (60a) und (60b) die Gleichungen
dF =—5dT 4+ & -dP (61a)

und
dp=—3dT—B-dE (61b)

mit
F=U—-7T85 und ¢=F—E- . (61c)

Bei konstanter Temperatur (d T =0) und H = M = 0 fallt dF mit
der nach (18) definierten GroRe — 4&, zusammen, wéhrend 4¢ mit
der nach (52) definierten Grolle — 4§, Ubereinstimmt. Die Tatsache,
daf? in beiden Féllen negative Vorzeichen auftreten, erklart sich dadurch,
dal wir die Arbeit der elektrischen Krafte nicht der Zunahme der elek-
trischen Energie gleichgesetzt hatten, wie dies in der Thermodynamik
Uiblich ist, wenn es sich um &auere Kréafte handelt, sondern ihrer Ab-

Frenkel, Elektrodynamik I . 7
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nahme. Wir haben folglich die elektrische Energie nicht as innere
Energie des Korpers selbst, sondern als die dullere Energie der auf ihn
wirkenden Kréfte definiert. Die Gleichung (61) driickt den Gedanken
aus, daf? diese aufRere elektrische Energie vermoge der erwahnten Arbeit
bei adiabatischen Vorgéangen in innere Energie des betreffenden Koérpers
Ubergeht. Dagegen geht sie bei isothermischen Vorgéangen nach (618) in
seine freie Energie tiber. Dementsprechend bedeutet die GroRe B-dE’,
die wir in 86 as Zunahme der inneren Energie zu interpretieren ver-
suchten, tatséchlich die Abnahme des thermodynamischen Potentials
bei konstanter Temperatur. Da die Existenzbedingungen fir die
Funktionen

k4 -]
f@dﬂ! und —~f‘B‘d@
¢ 0

im allgemeinen nur fir isothermische Prozesse formuliert werden kénnen,
sind diese Funktionen als elektrische Anteile nicht der totalen inneren
Korperenergie, sondern der freien Energie oder des thermodynami-
schen Potentials zu behandeln. Bei nicht isothermischen Prozessen
sind die Werte der obigen Integrale, sofern 9 nicht nur von &, son-
dern auch von der Temperatur abhangt, durch die Integrationsgrenzen,
d. h. die Endzustande, nicht eindeutig bestimmt.

Auf dieselbe Weise lassen sich die fir isothermische Vorgange be-
stimmten Integrale [ -dM und — [M -4 (§ = P ds die
magnetischen Anteile der freien Energie bzw. des thermodynamischen
Potentials des betreffenden Korpers definieren. Dabei bekommt man
fur die vollstandigen Werte dieser Grofle (F bzw. @] und der inneren
Energie U (ale auf die Volumeinheit bezogen) die Gleichungen

dU= TdS+E-dfI-9aMm, (62)

dF = —SdT + G- d R+ §' -dM, (62a)

. dP=—SdT — P dE —M-dH' = —SdT —d§, (62b)

m F=U—~TS und @=F—F - $-5"M. (62c)

In der Gleichung (62 b) haben wir die GroRe &, in Einklang mit (52)
eingefihrt.

Fir die Aufstellung der oben erwghnten thermodynamischen Be-
ziehungen sind die Ausdriicke (62a) und (62b) vollkommen &quival ent,da
sie sich voneinander durch ein vollstandiges Differential unterscheiden.
Aus demselben Grunde kann man in diesen Formeln die effektiven
Feldstarken durch die totalen oder auch durch die entsprechenden
Erregungen ersetzen, wobei selbstverstandlich unter W, F und Q von
den urspriinglichen etwas verschiedene Funktionen desselben Typus
zu verstehen sind. Setzt man z. B.

F=C+s, P, 9 =0+suM,



Elektromagnetische Energie und Thermodynamik. 99

so wird nach (62), (62a) und (62b)
U= TdS+EdP+ B-4M,
dF' = —S5dT4- & dP+ B-4M,
AP'=—SdT - PG~ M- 48

mit
U=U— !

1

1 . I
S,P'—“'z' S'.,.AMS, FﬁF—-é-S‘P’—'z"SmM’

und 1 1
¢'=(D+-2- 5, P24 s ME,

2. Fundamentale thermodynamische Relationen fir die
elektrischen und magnetischen Polarisationserscheinungen.
Der Einfachheit halber wollen wir uns auf den Fall ruhender iso-
troper Korper beschréanken und die Polarisationen als skalare Funk-
tionen der entsprechenden Feldstarken oder Erregungen behandeln.
Die Frage nach der Gestalt dieser Funktionen lassen wir dabei ganz
offen. Die Integrabilitétsbedinaunaen der Differentialausdriicke
—~PAdE-—MdH, EdP—-MdH', EdP+ BdM
usw. sind dabei (fir T = konst oder S = konst.) von selbst erfillt,
und es missen nur die Integrabilitétsbedingungen ihrer Summe mit
TdS oder —SdT berlcksichtigt werden.
Fihrt man as unabhéngige Variable die GrolRe T, E, H ein, so
lauten diese eigentlich thermodynamischen Bedingungen:

- N W W

Se verknipfen also den thermischen (kalorischen) Effekt der elek-
trischen und magnetischen Feldstérken mit den Temperaturkoeffi-
zienten der entsprechenden Polarisationen.

Die Gr(’jﬁe(g—‘;)r bedeutet die durch T dividierte Warmemenge,

welche bei einer isothermischen Anderung der elektrischen Feldstérke
der Volumeinheit des betrachteten Korpers zugefiihrt werden mul.
In dhnlicher Weise bekommt man eine Reihe anderer Beziehungen der-
selben Art, z. B.

(:?f—') TE (?1{)3.3' ' (g%) rE (‘;?js. 3

usw. Es gilt dabei, wegen dH’ = d B 4 s,d M,
(BM) ‘M aM)

9T/ B LﬁT)z,n' + (6Ti’ 3,1'(%{;:)2,3
= (0 s+ 5 (570,67 ),
1.
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d. h., wenn wir den Index E weglassen,

am __E_)_nr
(& T)B 1—s, (6M)T '

aH

Da die thermoelektrischen und thermomagnetischen Beziehungen ganz
analog sind, wollen wir nur die letzteren betrachten und P = E —0
setzen. Es sei daran erinnert, dafd die magnetische Erregung gewohn-
lich mit der &uReren Feldstarke (d. h. der Feldstarke'des aufferen Feldes,
in welchem sich der betreffende Kdérper befindet) identisch ist (vgl.
Kap. I, § 3). — Bezeichnet man die Warmekapazitét (pro Volumeinheit)
bei konstantenWerten von B oder M mit cg bzw. cy, so bekommt man
nach (62)

cx=T (Si)n: e —-H' (‘;2{)3 '
d.h.
com=cu—{ p(BM+ ) sud?)] . (634)

Es ergibt sich ferner durch partielle Differentiation von (63) nach T
(wenn man H durch B ersetzt)

d a8 d JdS o (c,_)

BTuB T BEaTT s\ T
und folglich
den ot A
4B T (a "n)a‘ (630)

Diese Beziehungen sind besonders fr ferromagnetische K 6érper, die unter
einer bestimmten , kritischen" (oder Curie-) Temperatur durch ihre

aulerordentlich grofle Suszeptibilitét (}g) fur kleine Erregungen (B)

charakterisiert sind, wichtig. In der Ndhe dieses kritischen Punktes
fallt aber diese Suszeptibilitét sehr rasch ab. — Bei sehr groRRen Feld-
stérken (&ueren B oder totalen H) strebt die Magnetisierung M ober-
halb wie unterhalb der kritischen Temperatur zu einem Maximal- oder
» Sattigungswert" M.y, der von der Temperatur ebenso wie von der
Feldstarke unabhangig ist.

Aber gerade bei den ferromagnetischen Korpern sind die obigen
Beziehungen streng genommen nicht anwendbar. Denn diese Korper
unterscheiden sich von den gewdhnlichen (schwach magnetischen) noch
durch den Umstand, dal? ihre magnetische Polarisation auch bei kon-
stanter Temperatur keine eindeutige Funktion von B oder H ist, d. h. da3
der Ausdruck MdH kein vollstéandiges Differential ist.

Es héngt also M in diesem Falle nicht nur von dem momentanen
Wert von B; sondern gewissermal3en auch von der ,Vorgeschichte"
d. h. von der Weise, auf welche der betreffende Wert der dul3eren Feld-
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stérke erreicht worden ist, ab. Diese Erscheinung heif3t die magne-
tische Hysteresis. Sie ist unmittelbar mit der Erscheinung der , per-
manenten Magnetisierung” verknipft. Letztere beobachtet man, wenn
man einen ferromagnetischen Korper, der
urspringlich keine Magnetisierung besal3,
durch ein starkes aueres Feld magnetisiert
und dann das Feld wieder zum Verschwinden
bringt. Es ergibt sich dabei die in der
Abb. 3 durch die Kurve 0OAQ; angedeutete
Anderung von M mit B. 00, stellt die er-
wahnte permanente Magnetisierung dar. Um
diese ,permanente” oder besser remanente
Magnetisierung zu vernichten, mufd man ein
auReres Feld von entgegengesetzter Richtung
einwirken lassen. Seine Starke (OC) bestimmt die sogenannte , K oerzi-
tivkraft". Falls man jetzt die &uRere Feldstéarke zum Verschwinden
bringt, bleibt der Korper wieder entmagnetisiert. Vergrofiert man sie
dagegen weiter bis zum urspriinglichen Wert OD' =0OD, so wéchst
die Magnetisierung nicht nach der zu OA symmetrisch liegenden (punk-
tierten) Kurve OA, sondern nach der Kurve CA'. Wenn die maximale
Feldstérke grof3 genug ist (was oben vorausgesetzt wurde), sind die ent-
sprechenden Séttigungswerte der Magnetisierung einander gleich und
Uberhaupt von der Feldstarke unabhéngig.

Wenn man die Feldstéarke von OD' wieder bis zu OD andert, ver-
lauft die Magnetisierung léngs der zu AO,C'A" symmetrischen (in
bezug auf den Nullpunkt 0) Kurve A0, C A. Diedurch diebeiden Kurven
gebildete Schleife heift die Hysteresisschleife, Bei den sogenannten
»magnetisch-weichen" Korpern ist sie sehr schmal, so da3 M nahe-
rungsweise als eine bestimmte eindeutige Funktion von B oder H
behandelt werden kann. Im entgegengesetzten Falle ,magnetisch
harter" Korper &Rt sich M as Funktion von B und T Uberhaupt nicht
definieren. Es kann also in diesem Falle von einer magnetischen Energie
(oder auch freien , Energie" und , Potential") in dem am Anfang dieses
Paragraphen aufgestellten Sinne keine Rede sein. Es bleibt selbst-
verstandlich die Mdglichkeit Ubrig, statt dieser Energie die immer
existierende Energie des magnetischen Feldes einzufiihren. Es wére
dann aber nétig, auch den Begriff der Entropie auf eine dhnliche Weise
umzuformen. Wir werden auf diese Frage noch spéter zuriickkommen.

Der Flacheninhalt der Hysteresisschleife, d. h. das Integral § M d B
stellt offenbar die Arbeit dar, welche bei dem entsprechenden Kreis-
prozeld in der Volumeinheit des Kdrpers durch die elektrischen I nduk-
tionskrafte geleistet wird. Diese Arbeit kann man auch in der Ge-
stalt — f BdM oder [ MdH = — [ HdM darstellen und dement-
sprechend als die Arbeit der ,magnetischen Kréfte" (die dabei auf
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fiktive magnetische Pole wirken sollen) auffassen. Sie muR3 selbstver-
stéandlich auf Kosten einer auReren Energiequelle stattfinden, ebenso
wie die Arbeit der in einem leitenden Korper auf die freien Elektronen
wirkenden Krafte, falls diesser Koérper zum urspriinglichen Zustand
wiederkehrt. Und in dersdben Weise wie im letzten Fall — obwohl
durch einen verschiedenen Mechanismus — muf3 die auRere Energie
in Warmeenergie, die an der betreffenden Stelle des ferromagnetischen
Korpers entwickelt wird, Ubergehen. Dieser Effekt — die sogenannte
» Hysteresiswarme" — 1aRt sich im Falle schwacher harmonisch schwin-
gender magnetischer Felder durch eine Phasenver schiebung der M agneti-
serung (beziglich der Erregung B oder der Feldstarke H) beschreiben
und kann dementsprechend in dersedben Weise behandelt werden wie
die Déatnpfungswértne, welche durch die (natirliche) Dampfung der
elektrischen Oszillatoren erzeugt wird.

Es mul3 aber beachtet werden, dal? die beiden Effekte nur formal
einander (und zugleich der Jouleschen Wé&rme) analog sind, und daf sie
von ganz verschiedenen Ursachen herrihren. Dieslafit sich am klarsten
aus der Tatsache erkennen, dall die erwahnte Analogie bei starken
langsam wechsenden Feldern (quasi-statische Vorgéange) verschwindet.
Es gibt namlich kein dektrisches Analogon zur oben beschriebenen
Erscheinung der magnetischen Hysteresis, obwohl Kristalle existieren,
dieeinepermanenteelektrischePolarisation aufweisen (, piesoelektrische”
Kristalle, sehe § 8). — Man kann folglich bei der Betrachtung der
elektrischen Polarisation die entsprechende Energie (freie Energie, Po-
tential) immer definieren, und es bleibt die zur Gleichung (63b) analoge
elektrische Beziehung

deog AP
JE™ TOT, (63¢)
immer gultig.

Neben diesen Beziehungen kann man eine Reihe anderer von der-
sdben Art ableiten, indem man alsunabhéngige Variabledie Grolzen P,M
(eventuell auch S) wahlt und von den Differentialausdr ticken fir die ent-
sprechenden Energie- oder Potentialfunktionen ausgeht. Wir wollen
aber auf diee Frage hier nicht naher eingehen.

Wi ir haben bisher nur von den nichtleitenden K &r per n gesprochen. Die
angefiihrten Resultate — sofern se sich auf diePolarisalionserscheinungen
beziehen — lassen sich aber ohne jegliche Anderung auf den Fall, da
alle oder enige der betrachteten Kérper eine endliche Leitfahigkeit be-
sitzen, ausdehnen. Will man aber dabei statt der GroRe &, die ent-
sprechende, den freien Elektronen zugehtrige Grol3e &, in Betracht ziehen,
so ot man auf die folgende Schwierigkeit.

Im Gegensatz zur Energie £,, die, falls sSe tiberhaupt existiert, in
dem betreffenden Korper lokalisiert werden muB, ist die Energie &
nicht mit diesem Korper, sondern mit seinem elektromagnetischen Feld
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verbunden — denn se it im allgemeinen auch auferhalb des Kér-
pers (bei P=M =0) von Null verschieden. Dies erklart sich, wie
schon oben angedeutet wurde, durch den Umstand, daf in leitenden
Korpern eine irreversible Warmeentwicklung stattfindet, und da die
Quelle dieser Warmeenergie im auReren elektromagnetischen Felde
liegt, aus welchem se in Form eektromagnetischer Energie durch die

K érperoberflache immer mit einer durch den Vektor ﬂ,=f§@ x B

bestimmten Intensitéat stromt.

Es scheint deshalb nicht erlaubt zu sein, irgendwelche zu den
vorhergehenden &hnliche thermodynamischen Beziehungen fur die den
freien Elektronen zugehdrende Energie &, aufzustellen.

3. Thermodynamische Relationen fir die von den freien
Elektronen abhangigen Kontakterscheinungen.

Diefreien Elektronen und frei beweglichen lonen kdénnen aber bei Be-
rihrung zweier leitender Korper zu einer zusitzlichen Oberflachen-
energie Anlal3 geben, und zwar durch Bildung von eektrischen Doppel-
schichten auf der entsprechenden Grenzflache. Einfache Oberflachen-
schichten dieser Art haben wir in §2 untersucht. Man kann aber die
ihnen zugehdrige Energie nicht als Flachenenergie darstellen, d. h.
auf der Grenzflache lokalisieren. Se bieten auch vom thermodynami-
schen Standpunkte aus kein Interesse, da ihre Dichte mit der Tempe-
ratur nichts zu tun hat und im Gleichgewichtszustand nur von der
resultierenden Ladung des Kérpers und seiner Gestalt abhangt. Die
Doppelschichten erzeugen dagegen kein oder ein nur sehr schwaches
aulleres Feld, so dal die mit ihnen verknipfte Energie als Flachen-
energie aufgefaldt werden kann.

Die erwédhnten Doppdschichten lassen dch durch ihr auf die
Flacheneinheit bezogenes dektrisches Moment oder den entsprechen-
den Potentialsprung ¢, der bekanntlich gleich dem Produkt dieses
Moments mit 4 n ist, charakteriseren. Dieser Potentialsprung
entspricht einer zusitzlichen Arbeit dL = qde, weche von den
elektrostatischen Kréften geleistet wird, wenn die Elektrizitdtsmenge
de durch die Schicht in podtiver Richtung (d h. in der Rich-
tung des Potentialgefélles) durchgeht. Wir bezeichnen mit e die voll-
standige Elektrizitatsmenge, die durch die Schicht pro Flacheneinheit
vom Korper a zum Kérper b in der erwahnten Richtung hindurch-
geflossen ist. Im allgemeinen mu3 man <p als Funktion von e und zu-
gleich als Funktion der Temperatur behandeln (im Falle zweler Metall-
korper, die keine beweglichen lonen enthalten, héngt ¢ nur von der
Temperatur ab). Fihrt man noch die auf die Flacheneinheit bezogene
Entropie s ein, so bekommt man die folgende Gleichung fur die Ande-
rung der freien Energie ¢ (pro Flacheneinheit)

dyp=a—sdT—pde (64)
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[vgl. (60a)]. Es ergibt sich daraus die Beziehung

Bs_?g
oder 6-5"61‘
fi]
g=T2, (64 a)

wo q die Warmemenge bedeutet, welche bei Durchgang der Elektrizi-
taétsmenge e = 1 in der Doppelschicht entwickelt wird (und sebst-
verstandlich von ihr abgefiihrt werden muf3, damit ihre Temperatur
konstant bleiben kann). Das ist die sogenannte Peltierwdarme. Se
entspricht — obwohl nicht vollkommen — der durch (63) bestimmten
»latenten Polarisationswarme”. Ein vollkommenes Analogon zur Pel-
tier warme ergibt sich, wenn man statt E (oder) H die Polarisation P
(bzw. M) als unabhéngige Variable einfiihrt. — Die der Grofe g ent-
sprechende gewdhnliche Energie w 18t sich nach der Formel

w=9p+Ts
berechnen oder wenn man hier den aus (64) folgenden Ausdruck
dy .
=—j7 einsetzt, )
w=p—T%, (64b)

Es se bemerkt, dal} die dem isothermischen Durchgang der Elektrizi-
tatseinheit entsprechende Abnahme von g gleich ¢ ist. Die entspre-
chende Abnahme von w ist folglich gleich

dw=gp—-TT. (640)

Wenn der Stromdurchgang mit einer chemischen Umsetzung verbunden
ist (das ist immer dann der Fall, wenn der elektrische Strom durch
lonen bedingt wird), kann man dw als die entsprechende Reaktions-
warme definieren und nach den tblichen thermodynamischen Methoden
direkt bestimmen. Seist mit der Peltierwarme nach (64a) durch die
Beziehung g = @ - dw verknipft.

4. Thermodynamik der elektromagnetischen
Strahlungser scheinungen.

Wir missen noch zum Schluf? den Weg andeuten, auf welchem die
thermodynamische Betrachtungsweise ausgedehnt werden kann auf
den Fall der der klassschen Mechanik und Warmelehre ganz fremden
Darstellung der elektromagnetischen Energie als einer nicht mit den
materiellen Korpern, sondern mitihrem Feld verbundenen und in diesem
Feld lokalisierbaren Grofe.

Zu diessem Zweck ist es offenbar notwendig, die Entropie ebenfalls
als eine Feldgrofie zu betrachten. Man muf? ferner dem elektromagneti-
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sehen Feld auch eine Temperatur zuschreiben, die im Falle thermo-
dynamischen Gleichgewichts im betrachteten Raumgebiet (wenn nicht
im ganzen Raum) denselben Wert haben soll. Dementsprechend wiirde
es notig sein, die Ubliche Warmeenergie (und Uberhaupt jede andere
Energieform) as elektromagnetische Feldenergie aufzufassen. Mit
anderen Worten, es sollte zum betrachteten makroskopischen Feld
ein anderes, vom makroskopischen Standpunkte aus nicht beschreib-
bares Feld hinzugefugt werden, das as Tréger dieser Wéarmeenergie
anzusehen waére.

Man kann aber dieses recht radikale Programm durch einen Kom-
promif3 mit den Ublichen mechanischen Vorstellungen etwas verengen
und vereinfachen. Die Mdglichkeit eines solchen Kompromisses ergibt
sich aus der in Bd. I, S. 209 angefiihrten Zerlegung der vollstandigen
elektromagnetischen Energie in zwei Teile W + W und W®, wobei
der erste Teil durch die Lage und die Geschwindigkeit der Elektronen
bedingt wird und der zweite durch ihre Beschleunigung. Der erste
Teil entspricht der gewohnlichen mechanischen Energie der betreffenden
Korper und kann (ndherungsweise) in diesen Kérpern lokalisiert werden.
Den zweiten Teil mu3 man aber as eine zusétzliche nichtmechanische
Feldenergie behandeln. Das obenerwdhnte Programm wird dement-
sprechend nur auf diese Energie W die man als ,,Strahlungsenergie"
zu bezeichnen pflegt, angewandt, wahrend die Energie W + W in
der Ublichen Weise behandelt wird.

Man schreibt aso dem Strahlungsfeld, welches sich mit einem
System materieller Kdrper im thermodynamischen Gleichgewicht be-
findet und den Energieaustausch zwischen ihnen — wenigstens teil-
weise— bedingt, dieselbe Temperatur zuwie diesen Kérpern selbst und
eine mit bestimmter Dichte verteilten Entropie S?. Man zieht ferner
die mechanische Wirkung, welche von dem Strahlungsfeld auf die mate-
riellen Korper ausgeiibt wird, in Betracht. Diese mechanische Wirkung
reduziert sich bekanntlich auf einen Srahlungsdruck, dessen Betrag
durch die Formel

T“"=ECOS’B (65)

(Bd. I, S. 220) bestimmt wird. Es bedeutet hier T,, die Normalkompo-
nente des Spannungstensors, welcher einem elementaren Bestandteil des
Strahlungsfeldes angehort, und zwar einem Lichtbindel (oder Licht-
welle), das mit der Flachennormale den Winkel & bildet. Essei bemerkt,
dalR ein in einer bestimmten Richtung einfallendes Lichtbiindel nach (65)
denselben Druck ausiibt wie ein in der entgegengesetzten Richtung
emittiertes Lichtbundel derselben Intensit&. Man kann sich das be-
trachtete Strahlungsfeld aus einer Menge solcher einfallender und emit-
tierter Lichtbindel (oder ebenen Wellen) zusammengesetzt denken,
die nach den verschiedenen Richtungen gleichférmig verteilt sind und
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keine konstanten Phasenbeziehungen zueinander haben. Dann |&Bt sich
der resultierende mittlere Lichtdruck p auf die Fl&acheneinheit irgend
eines Korpers nach der Formel (65) berechnen, wenn man dort unter
& die resultierende mittlere Energiedichte versteht und fiir cos’® seinen

Mittelwert % einsetzt. Es wird folglich
p=yE. (653)

Die tangentiellen Kréfte brauchen dabei nicht bericksichtigt zu
werden, da ihr Mittelwert offenbar verschwindet.

Wir sehen also, dal3 die ,Hohlraumstrahlung", die durch feste
materielle Wénde in einer Hille mit dem Volumen V eingeschlossen
ist, sich in dhnlicher Weise wie ein gasférmiger Korper verhélt. Es
besteht ein Unterschied zwischen ihnen nur in der Hinsicht, daR der
von einem Gas ausgelibte Druck nicht ein, sondern zwei Drittel der
mittleren Energiedichte betragt, wie dies aus der bekannten gaskine-
tischen Formel p = , Nmv folgt. Es bedeutet hieriV die Anzahl der

Molekiile in der Volumeinheit, m ihre Masse und v ihre Geschwindig-
keit; die kinetische Energie pro Volumeinheit driickt sich dabei nach

der klassischen Mechanik durch % Nmv? aus.

Will man aber die Analogie zwischen dem Strahlungsfeld und einem
materiellen Gas konsequent durchfilhren, so muR man die Tatsache
berlicksichtigen, da3 die den Lichtstrahlen entsprechenden Teilchen
sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen (vgl. Bd. I, S. 207 und 217)
und daf fir diese kritische Geschwindigkeit, ebenso wie fir solche
Geschwindigkeiten, die ihr nahe kommen, die klassische Mechanik
versagt und durch die relativistische Mechanik ersetzt werden muR.
Nach der letzteren besitzt aber ein sich mit der Geschwindigkeit v

bewegtes Teilchen mit der Ruhmasse m, eine kinetische Energie

sy (.o L )= 2t

¢ m“(]"'l_:v'ﬁ' 1 c? {m — my)
(Bd. I, Kap. X, §1). ImFalle von Teilchen, die sich mit der Licht-
geschwindigkeit bewegen, mu man die Ruhmasse gleich Null setzen,
wobei sich fiir ihre kinetische Energie der Ausdruck m¢? d. h. m/

(v=c) statt der klassischen ¥ mv? ergibt. Die oben angefiihrte klassische

Druckformel bleibt auch im betrachteten Falle glltig, da der Gasdruck
nicht durch die Energie der Teilchen, sondern durch das Produkt
ihrer BewegungsgroBe mit der Geschwindigkeit bestimmt wird; die
Bewegungsgrofle aber driickt sich in der Relativitétsmechanik auf die-
selbe Weise wie in der klassischen durch das Produkt mv aus. Es folgt
daraus, daf} der Druck eines dem Strahlungsfeld analogen Gases sich
durch dieselbe Formel (658) ausdriicken wiirde.
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Es sal bemerkt, da esrichtiger wére, die Hohlraumstrahlung, d. h.
das auRerhalb der materiellen Korper im leeren Raum befindliche
Strahlungsfeld nicht als ein Gas, sondern als einen Dampf zu behan-
deln, der sich mit dem in den materiellen Korpern enthaltenen , Licht-
stoff* im satischen Gleichgewicht befindet. Denn die Energie-
dichte £, und auch die Entropiedichtes der Hohlraumstrahlung ist
von ihrem Volum V offenbar unabhangig und muf3 nur von der Tempe-
ratur abhéngen, ebenso wie dies fir enen sich mit den entsprechenden
festen oder flissigen Koérpern im Gleichgewicht befindlichen Dampf
der Fall ist.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir die thermodynamische
Grundgleichung fur den betrachteten Fall in der Ublichen Form

dW = TdS-pdv
aufschreiben mit den folgenden Werten fir die im Volum V vorhan-
dene Energie W und Entropie S

W=¢V, S=sV.

Es wird also:
VdE + £dV = TVds + TsdV — pdV

oder, da & und s nur von T abhangen:

dé¢=Tds (66)
und

E=Ts—p,
d. h. nach (66 a)

f=27s. (662)

Daraus folgt nach leichter Rechnung
F==gT4, (66b)

wo ceinen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Das ist die wohlbekannte
Stephan-Boltzmannsche Formel.

Diese Formel kann man als einen Spezialfall der allgemeinen Dampf-
druckformel betrachten, und zwar fir ene solche Substanz, deren
latente Verdampfungswdrme bei T =0 gleich Null ist. Fuhrt man
statt der Energie W die freie Energie nach der Gleichung

dF = — SdT — paVv
ein, so bekommt man die Beziehung
ap as
(ﬁ)!’z(w)r’

die in dem Falle enes gewthnlichen Verdampfungsprozesses in der
bekannten Form ap .

It T(V,=Vy
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geschrieben werden kann (Clausiussche Formel; r-Verdampfungswarme
pro Masseneinheit, V—V; — die entsprechende Volum Vermehrung).
In unserem Falle gilt offenbar

(‘55) 1 ["WH"_‘FK]T L ot 4

Ve~ TU  av T
woraus folgt
i _§+¢
dT T
oder wegen (65 a)
if _4¢
4T~ T

d. h. die Formel (66b).

§ 8. Elektromagnetische Kréfte und Elagtizitatstheorie.
1. Elektro- und Magnetostriktion in gasférmigen und
flussigen Kdrpern.

Bei der Aufstellung der Beziehungen (62), (62 a), (62 b) haben wir
das spezifische Volumen (v) als konstant vorausgesetzt. Wir wollen
nun diese Voraussetzung fallen lassen und verschiedene, mit den elektro-
magnetischen Kraften verknipfte elastische Deformationen des Korpers
betrachten.

Im einfachsten Fall, der bei gasférmigen und flissigen Korpern
immer verwirklicht wird, lassen sich diese Deformationen auf eine
Anderung des spezifischen Volums (oder Dichte) zuriickfiihren. Bezieht
man die Grollen S, F, @ usw. nicht auf die Volumeinheit (was nur bei
konstantem Volumen erlaubt ist), sondern auf die Masseneinheit, d. h.
auf das (veranderliche) spezifische Volumen, so kann man den Einflul3
der Voluménderung durch Hinzufligung des Produktes — p dv oder
vdp zu den fruheren Ausdriucken fir dF bzw. d@ bericksichtigen
(je nachdem es sich von der freien Energie oder des thermodynamischen
Potentialshandelt), wobei selbstversténdlich die Polarisationen % und 3®
mitv zu multiplizieren sind. Dawir den Fall isotroper K érper betrach-
ten, konnen wir die GrolRen P, M, E, H als Skaare behandeln. Es
wird aso

dp=—SdT — PydE —MuvdH +vdp. (67)

Daraus ergibt sich bei T = konst. und M = H = 0 die Relation

dey __ [d(Py)] d(xv)

(:;'3:'),— [“‘a}“}g—*E (5w (672)
WO x == %dieelektrische Suszeptibilitat ist. Die vollstandige Anderung

von v bei gleichzeitiger Anderung von E und p,

av=(55),22+ (35), 49
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&Rt dch folglich in der Gestalt

dv=—(20N paE+(] S )ad? (68)
schreiben, oder auch mit der Abkirzung
e
= (3‘5)8 s (68a)
2w wEdE+ ! (-g—;)s(dp—xEdE). (68b)

Nun gilt nach der Grundgleichung der Hydrostatik im Gleichge-
wichtszustand einer FlUssigkeit oder eines Gases.

Vo=, (69)
wo §¥ die (8uRere), auf die Volumeinheit bezogene Kraft bedeutet. In
unserem Falle ist F=(BPFIE + P X 10t & =xi7(£;-) =xEVE,
so dal3 die Gleichgewichtsbedingung (69) die Form

Pp=nEVE=xp 5 (69a)

annimmt. Daraus aber folgt, daR bei einer quasistatischen Anderung
von p und E

dp = xEdE
ist und wir erhalten nach (68 b) die Gleichung
4 o %,EdE. (69b)

1

Diese Gleichung bestimmt die sogenannte Erscheinung der Elekiro-
driktion, d. h. die durch das elektrische Feld bedingte Anderung
des (spezifischen) Volums (oder der Dichte) des betrachteten Korpers.

Im Falle eines Gases ist die elektrische Suszeptibilitét der Dichte(--:v)
streng proportional. Man hat folglich
xv —konst = Xq
und wegen der Beziehung pv = RT (wo R die Gaskonstante und T
die absolute Temperatur bedeutet):

= P ____ﬂ_
RT' RT®

Eslé&Rt sich nun die Gleichung (69a) sofort integrieren und man bekommt

lgv=— %0 + konst (70)
oder
1g = + o + konst (708)

Im Falle schwach komprimierbarer Flissigkeiten kann man die GroRe x;
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ebenfalls als konstant behandeln, sofern sie von der Feldstdrke unab-
hangig ist, und man bekommt fir kleine Voluménderungen
s . T
ve 2

(70b)
Ist aber x eine Funktion von E, so mufd manin diesen Formeln xIE’

durch das Integral fxlEdE ersetzen. Es sei bemerkt, daR dieses Inte-

gral nichts andergﬁ as die Ableitung nach p der elektrischen
,Energie" § = [xEdE = [ PdE ist.

Ganz adhnliche Resultate ergeben sich flr die Magnetostriktion; man
braucht nur in den vorhergehenden Formeln E durch H (= uB) und

X durch g == . 7u ersetzen.
Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (69) kann man noch
in der folgenden Form darstellen:
Py B
~PpV (%) — g Pa=0. (71)
Es lassen sich folglich die elektrischen Volumkréfte durch einen all-

seitigen Zug (negativer Druck) vom Betrage ”2 -und durch zusétzliche

Ex L .
oder eher Restkréfte — V x ersetzen, die in einem homogenen

Korper nur insofern von Null verschieden sind, as x wegen der
Elektrostriktion und auch eventuell wegen seiner Abhéngigkeit von E
eine veranderliche GréRe sein muR. Man kann offenbar im allgemeinen

Pe=xFp+=xFE (719)
setzen, WO xy = ( ) bedeutet. Wir konnen uns folglich vorstellen,

dal3 die Oberflache einer Fllssigkeit, die sich in einem elektrischen
Feld befindet, einen von der Richtung dieses Feldes unabhéngigen

Zug ”f'- in Richtung der @ufleren Normalen erféhrt. Die Grenzflache
zweier sich berthrender Fllssigkeiten %der einer FIUssigkeit und eines
Gases) mit den Suszeptibilitaten x* und x> wird folglich einer senkrechten
Zugkl’aft 8__"“(""53‘_#‘85‘) (nb)

unterworfen. Es sei erinnert, daf} die Tangentialemponenten der
beiden Feldstarken E? und E® denselben Wert haben, wahrend die
Normalkomponenten zueinander im Verhdltnis der reziproken Di-
elektrizitatskonstanten stehen.

2. Grundztige der Elastizitatstheorie fester Korper.

Auf den Fall fester Korper lassen sich die obigen Resultate nicht
streng anwenden, auch wenn es sich von einer einfachen Voluméanderung



Elektromagnetische Kréfte und Elastizitétstheorie. 111

eines isotropen Korpers handelt. Wir missen deshalb diesen Fall be-
sonders untersuchen und wollen dies etwas eingehender machen wegen
der zahlreichen Analogien der Elastizitétstheorie fester Korper mit der
in diesem Kapitel dargelegten Theorie der elektromagnetischen Kréafte
und Spannungen.

Wir stellen uns die Verriickungen u der Teilchen eines festen Kor-
pers as Funktionen ihrer Gleichgewichtslagen vor, d. h. der ent-
sprechenden Radiusvektoren r dargestellt. Es bedeutet aso die
Summe t' =1t +n die verschobene Lage eines Teilchens, das sich im
undeformierten Zustande des Korpers im Punkte t befindet.

Wir betrachten ferner die relative Verschiebung zweier Nachbar-
teilchen ¥y = ¢ und Iy 0. die Differenz

du =1, —u; = ulr+dr)—ufr).
Diese relative Verschiebung kann man offenbar durch die Formel
du = () (72)

darstellen oder in tensorieller Schreibweise bei Weglassung der Summen-
zeichen fir paarweise gleichen Indizes

du,
du; =ix Bz,

. . 3 . . . )
Die Ableitungen ;:‘- bilden einen asymmetrischen Tensor zweiten
¥

Ranges mit dem symmetrischen Anteil
et ]
=2 (G + %) 729
und dem asymmetrischen
b= L (..‘.’_f*_.fj_“')
7 2 \dx, T im)?
der offenbar dem Vektor

(72b)

1
b= 2 rot i

aquivalent ist (by = bey, by = By, by == byy, vgl. Bd. |, Einleitung).

Dieser Vektor bestimmt die unendlich kleine Rotation des die beiden
betrachteten Punkte enthaltenden Volumelements als ganzen und ist
deshalb fir die Elastizitatstheorie unwesentlich, ebenso wie die absolute
Verschiebung u. Die eigentliche relative Deformation ist dso vollkommen
durch den Tensor a,, bestimmt. Wenn die Koordinatenachsen mit den
Symmetrieachsen dieses Tensors zusammenfallen (was durch eine
Drehung des urspriinglichen Koordinatensystems immer erzielt werden
kann), sind nur seine Hauptkomponenten @y, , #yg, &4 von Null (undim
allgemeinen auch voneinander) verschieden. Man kann sie offenbar als
die linearen Ausdehnungskoeffizienten des Korpers im betreffenden
Punkte definieren (Hauptdilatationen). Ihre Summe

a;,, =divu
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ist von der Koordinatenwahl unabhéngig und bestimmt die relative
Volumdilatation (‘i“)

Die durch die Deformation hervorgerufenen elastischen Kréafte
lassen sich ebenfalls durch einen Tensor charakterisieren, dessen Kom-
ponente p,, die auf eine zur t-Achse senkrechte Einheitsflache in Rich-
tung der k-Achse wirkende Kraft bedeutet. Wir stellen uns dabei vor,
daB diese Kraft auf den in der ,,positiven" Richtung von i liegenden
Teil des Korpers seitens des anderen ,,negativen” Teils ausgelibt wird.
Es bedeutet also die GréRe pudie von der ,,negativen' Hélfte auf
die positive pro Fléacheneinheit ausgelibte Druckkraft bei g > 0
und Zugkraft bei fyy < 0.

Wir stellen uns ein Volumelement des Korpers, welches (im Gleich-
gewichtszustand) die Gestalt eines Quaders (Paralelepipeds) mit den
Kanten &zx,, dx,, dx4 hat, vor. Die auf seine Grundfléchen in Richtung
der A-Achse wirkende Kraft 188t sich offenbar durch die Summe

b

Jx, dx,dx, 6%,

darstellen, woraus sich fir die auf die Volumeinheit bezogene elastische
Kraft der Ausdruck B

he=—"4,, (73)
ergibt. Man kann diesen Ausdruck auch durch eine koordinatenfreie
Rechnung bekommen, wenn man den Umstand beachtet, dal3 die auf
einen beliebigen Teil desKorpers ausgelibte elastische Kraft durch dasFla-
chenintegral — § b, 45 ausgedriickt werden kann (es bedeutet hier
pn die Projektion des elastischen  Spannungstensors #p auf die Rich-
tung der &duReren Normale; S bezieht sich auf den undeformierten
Zustand), und daR dieses Integral dem Volumintegral —-J‘div ndV
gleich ist.

Man kann sich leicht davon Uberzeugen, da3der Spannungstensor ; x
ebenso wie der Deformationstensor &, , symmetrisch ist'). — Wir betrach-
ten ferner die unendlich kleine Arbeit, welche bei einer unendlich kleinen
Anderung der Deformation des oben erwahnten Quaders durch die auf
ihn wirkenden Flachenkréfte geleistet wird. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, da die Koordinatenachsen mit den Symmetrieachsen
des Tensors da,,, Welcher die zusétzliche Deformation bestimmt, zu-
sammenfallen. Die betrachtete Arbeit driickt sich dabei, wenn man die
Drehung auRer acht |&Rt, durch die Summe

— (P 02y 85, day, 8%, + Py, 82y 8%, -dagy 82y 4 Py, 8%, 824-day, §2,)

') Dies folgt aus der Untersuchung der Drehkrafte, die auf einen beliebigen
Teil des Korpers (Volum und Oberflache) wirken. Auf den Beweis werden wir hier
nicht eingehen.
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aus, oder, da die nichtdiagonalen Komponenten dw,, verschwinden,

durch
—pipda, SV (V=4dx0dxdx,).

Wir nehmen nun an, da3 es eine elastische Energie (oder freie
Energie) gibt, die im Kdrper mit einer bestimmten Volumdichte w
verteilt ist. Dann kénnen wir die obige Arbeit der Vermehrung der dem
betrachteten Volumelement 8¥ zugehorigen Energie (oder eher freien
Energie, da die Temperatur as konstant vorausgesetzt wird) woV
setzen. Es wird folglich

dw=—p,da,,. (738)

Der rechtsstehende Ausdruck ist gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen invariant und muf} deshalb fur jedes (rechtwinklige)
Koordinatensystem gultig bleiben. Es folgt ferner

d
Pir=— s, (73b)
und
"P.‘F — _'"..P“! (73c)

ENE Y
Der Symmetrie der Deformationskomponenten {a,, = a,,) entspricht
dabei die Symmetrie der Spannungskomponenten {p,; = #,.}. Nach
dem Hooke sehen Gesetz missen diese GroRen miteinander durch lineare
Beziehungen von der Form

— i = A a1t g (74)

= —Yik.om Par (74a)
verkniipft sein. Die Proportionalitéatsfaktoren 4 und y bezeichnet man
gewohnlich als die Elastizitdtsmoduln bzw. die Elastizitatskoeffizienten
des betreffenden Korpers. Es gelten offenbar die Symmetrierelationen

VRN I TR The lhl.tk]

Ved A= Yiw MU= VAL, %
welche die Anzahl der voneinander verschiedenen Komponenten der
Tensoren 44 und % von 3* = 81 auf 36 reduzieren.

In dem einfachsten Fall isotroper Korper reduzieren sich ferner
diese 36 Varianten, d. h. von der Wahl des Koordinatensystems abhén-
gigen, Skalare auf zwei invariante Materialkonstanten. Die allgemeinste
lineare Beziehung zwischen den beiden Tensoren %p und %a mit lauter
invarianten Proportionalitatsfaktoren muf3 in der Tat die Gestalt

—pix=Abray+ A" a,; (79

(74b)

oder
"“m"""?'dnpn"l‘?"f'u (75a)

haben. Die Moduln &' und & (die man gewéhnlich mit A. und 2u be-
Frenkel, Elektrodynamik |1 . 8
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zeichnet), sind mit den Koeffizienten ¢*, " durch die Formeln

3 4
y” - "7 32,+ l" 2]
verknipft. A Wy

Diese Gleichungen kénnen auch auf den Fall flussiger und gasfor-

(75b)

miger Korper angewandt werden, wenn man die Konstanteu =", — den

sogenannten Scherrungsmodul — gleich Null setzt. — In allen Fallen
driickt sich die Deformationsenergie w nach der Formel
1
W=y Pip @ik (76)
aus.

Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung (69) ist jetzt durch
die folgende allgemeinere Glei chung:

zu ersetzen. Wir nehmen Wieder an, dai die auflere Volumkraft § von
einem elektrostatischen Feld herrihrt und setzen dementsprechend
vt (773)

dx; '

)
Fi=Pyy, Ep=

wobei fir anisotrope Kdrper mit einem konstanten, d. h. von der Feld-
stérke unabhéngigen, Suszeptibilitétstensor die Formel

f—' PE T ".'kEiEk (77 b)
gilt ( diel ntegrabilitétsbedingungenax.=3j;’: setzen wirals erfiillt voraus].
Es sei bemerkt, daR die Gleichung (77) in der Gestalt

&
l),',.{aikf"?u)zo (77°¢)

umgeschrieben werden kann'). Siel&Rt sich im allgemeinen nicht direkt
integrieren. Man muf} vielmehr zu diesem Zweck die Spannungs-
komponenten $,; durch die Verriickungskomponenten u, ausdriicken.
Man bekommt dabei im Falle isotroper Korper nach (75) und (72 a)

r)x (W diva 48+ 3 an ({;::‘*g%:)ﬁo'
d. h.
-‘;;- [(A+mdiva+ &l +u d:;;.—o
oder in vektorieller Schreibweise
P+ A+ pydivu)+pPtu=0. (78)

") Die elektrische Energie & entspricht folglich nicht der eagtischen Energie w,
sondern dem elagtischen Spannungstensor.
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Daraus ergibt sich durch Divergenzbildung die folgende Gleichung fur

v

die kubische Dilatation div p = # = =~

K1y +Fig=0, (78a)
wo
K=i4+2u=2+4+2" (78b)
den Kompressibilitatsmodul (fir allseitigen Druck) bedeutet. Die Glei-
chung (78a) ist mit der entsprechenden, sich aus (69a) mittels der Re-
lation $ = K-¢ ergebenden hydrostatischen Gleichung flr schwach
kompressible Flussigkeiten identisch.

3. Elektromagnetische Striktionserscheinungen in festen
Kdrpern.

Die Arbeit —p dv, welche durch die duBeren Druckkréfte bei einer
Anderung des Volums einer bestimmten Fliissigkeitsmasse geleistet
wird, ist im Falle fester Korper nach (73 &) durch — vyp,s da; zU er-
setzen, wo Vv, das von der betrachteten Masse im undeformierten Zu-
stand eingenommene Volumen bedeutet. Diese Arbeit stellt bei kon-
stant gehaltener Temperatur die Zunahme der freilen Energie des be-
treffenden Korperelements dar. Dementsprechend bekommen wir fir
die Anderung seines thermodynamischen Potentials statt (67) die fol-
gende allgemeine Gleichung

P =—SdT — o Py dE,—uvMdH +voa,, 4P, (79)
aus welcher sich die Gleichung (67) als Spezialfall ergibt.
Wir betrachten wieder wie friiher quasistatische Vorgange bei kon-

stanter Temperatur und bei Fehlen des Magnetfeldes. Es wird dabei
statt (67 a)

day, . [B(uP] Hoxya}
(aft-‘l) Tl a!’u‘, = ( ahl:) Ex (793)

und ferner wegen
dau“(d““) dr; +(aa") ddu:

1 ]
da,=—, ggv;::l Eyd Byt 522 dpy,. (79b)
Setzt man hier
p=lt =y =1t a,, =1+ (80)
und ferner zur Abkilrzung
]
( 3 ;::) = XA, ik (80a)

so wird bei Vernachléssigung von a,, gegen 1 in dem Faktor 1+ a,,:

a an
dagp=—xn, o Ead By + (d;“) 2 prr— (‘5%‘;),"1; Eyd E; (80D)
8*
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oder nach (74)
dag=—ua i+ EAdE;— Yo, 18 Pas + Yan a9 € (80c)

Die GroRen gy sind hier as die durch (77 c) bestimmten Funktionen
anzusehen. Falls es moglich wére, diese Gleichungen durch den An-
Satz gy = &, ;& + konst zu befriedigen, so miften sich die zwei letzten
Glieder (oder eher Summen) auf der rechten Seite von (80c) gegenseitig
zerstoren und man wirde einfach
Bip=— : TS Y Ei=“(ad:;)x

bekommen. Der obige Ansatz ist aber zu speziell und fihrt zu Wider-
sprichen mit den allgemeinen Beziehungen (74 a), welche bei der L6-
sung der Gleichungen (77c) und (80c) mitberiicksichtigt werden missen.

Man bekommt einfachere Resultate, wenn man nicht die Deforma-
tionskomponente a;,. sondern die Spannungskomponente fty nach
der thermodynamischen Methode untersucht. Betrachtet man nédmlich
statt (79) das ,,gemischte" thermodynamische Potential

AP =—SdTl—vP,dE,—v,p, da,. (81)
so ergeben sich die Beziehungen
ap 1 {it{sPy)
( D) f;:)u = Uy ( 9 “1-&”)3 ! (818)
d.h. nach (80)
i .
(a?:)‘ZCIh,ikEh+ S Ey (82
mit der neuen Abkilrzung
d
Lonir= (0:::)3‘ (829)
Daraus folgt

1 o p. .
dpa={ N dE+ (0" dani=Cu i Ead i+ 60+ pids.

ia

Es bedeutet hier (dpi)e die Zunahme der gewdhnlichen, durch die
Deformation ay bedingten Spannung bei konstant gehaltener Feld-
stérke (néherungsweise bei E = 0). Die Grofe
1 1 N d

App= g L i ErEi+ 5;&"n:£abl=é«%+aik$ (82h)
stellt dagegen die zusétzliche Spannung, welche bei festgehaltener De-
formation durch das Einschalten des elektrischen Feldes erzeugt wird.
Sie besteht aus einem allseitigen Druck & und einem ,ergénzenden’

Spannungssystem a?-.

(1]

Die dieses System charakterisierenden Grofen (82 a) bilden einen
Tensor 4-ten Ranges mit denselben Symmetrieeigenschaften wie bei

den Tensoren 42 oder “y. Daraus folgt, daR im Spezialfall isotroper
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AP-‘& =6r‘k &+ C"Ez) + C"EiEk ¥

(' E%
¢+

P=Pitean,

LTT

d
(;é:)‘ =cu+d,P,.

117
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Daraus folgt, dal? ein (duReres) elektrisches Feld bei festgehaltener
Deformation die zusétzlichen Spannungen

Apje=e1; B4+ 8, PV Ey (83q)

erzeugt. Wir haben dabei die Abhangigkeit der piesoelektrischen Polari-
sation von der elektrischen Feldstarke in erster Naherung auf3er acht
gelassen.

Ahnliche Resultate ergeben sich fir die Magnetostriktion und die
dazu reziproke Erscheinung des Piesomagnetismus, sofern man die
Hysteresis vernachlassgen kann. Bei Berilicksichtigung der Hysteresis
bekommt man wegen des Aufhérens des Energiebegriffs viel kompli-
zZiertere Erscheinungen, auf welche wir hier nicht ndher eingehen wollen.

Drittes Kapitel.

Quasi-mikroskopische Theorie der elektromagnetischen
Eigenschaften materieller Korper.

8 1. Elektrodatishe Polarisation (dektrische Suszeptibilitét
fur zeitlich kongante Felder).

I.Berechnung der Suszeptibilitat vondielektrischen Korpern
mittels des Polarisationstensors der einzelnen Molekile.

WiesthoninKap. |, 82 erwahnt wurde, kann die elektrische Polari-
sation eines materiellen Korpers (abgesehen von piesodektrischen und
anderen zusammengesetzten Effekten derseben Art) durch zwe ver-
schiedene Ursachen bedingt werden, und zwar erstens durch eine
quasidlastische Deformation der Molekile im aulReren elektrischen Felde
und zweitens durch ihre Orientierung in diesem Felde. Sofern das letz-
terein demjenigen sehr kleinen Raumgebiet, welches von einem Molek il
eingenommen ist, als (ndherungsweise) homogen angesehen werden darf,
braucht man dabel nur die elektrischen Momente erster Ordnung zu
berlicksichtigen, d. h. die Molekiile als elementare Dipole zu behandeln.

Wir betrachten zunéchst den am haufigsten vorkommenden Fall,
dal’ die Molekiile kein natiirliches oder ,, remanentes’ Dipolmoment be-
sitzen. In diesem Fall kann der oben erwahnte Orientierungseffekt
nicht auftreten, und esbleibt nur der Deforrnationseffekt tibrig, welchen
wir als eine intramolekulare oder , mikroskopische' Elektrostriktion
behandeln diirfen.

Wir stellen uns also ein Molekil als einen sehr kleinen, festen, elasti-
schen, deformierbaren Korper vor und nehmen an, dal3 er in einem
auReren, raumlich und zeitlich konstanten elektrischen Felde E® ein der
Feldstarke proportionales und im positiven Sinne gerichtetes elektri-
sthes Moment  annimmt. Fihrt man ein mit dem Molekll fest ver-
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bundenes Koordinatensystem (S) ein, so bekommt man zwischen den
Komponenten von § und &? eine Beziechung von der Form

b= Doy B}, @)
wo die & ganz bestimmte, fur das betrachtete Molekil charakteristische
GréRen sind, die einen symmetrischen Tensor — den sogenannten

Polarisationstensor — bilden. Seine Symmetrie flr den hier betrachteten
Fall enes zeitlich konstanten Feldes it als eine Folge des Energie-
prinzips, d. h. der Tatsache, da3 die Summe 2 E] dg, oder Fp.4E? ein
vollstandiges Differential darstellt, anzuschen. Falls die Koordinaten-
achsen mit den Symmetrieachsen diesss Tensors zusammenfallen, kann
man e i n f a c h , v

h=a, B}, py=a, B}, py=uo,E} (1a)
Setzen, WO of == oty,, tg = dgy, Oy = gy Oie Hauptkomponenten des
Polarisationstensors bedeuten (die anderen Komponenten miissen dabei
ver schwinden).

Wir nehmen nun an, dal} der betrachtete Korper aus gleichen und
gleich orientierten Molekulen besteht, wie dies bei festen kristallinischen
Korpern tatsichlich der Fall ist. Um die Polarisation, d. h. das elek-
trische Moment der Volumeinheit ¢ zu bekommen, geniigt es dann,
p mit der Konzentration der Molekile, d. h. ihrer Anzahl N in der
Volumeinheit zu multiplizieren. Das auRere Feld ist dabei mit dem
im vorigen Kapitel (84) bestimmten effektiven Feld zu identifizieren.
Es wird aso in

$=NP. E":@—]—S%, 5='3; (Ib)
wo & wie Ublich die mittlere totale Feldstérke bedeutet. Man kénnte
statt des Lorentzschen Wertes%" fur den Koeffizient s einen anderen

empirisch zu bestimmenden Zahlenwert benutzen. — Durch Einsetzen
von (Ib) in (la) bekommt man die Gleichungen

P =Nu(E +sP)
deren Loésung lautet:

P,=xE, (2)
mit N
o AR
= 1—Ne,s* (2a)

Das sind die Hauptkomponenten des Suszeptibilitétstensors s {x; = %;).
Die Hauptkomponenten des Tensors’e (dielektrische Konstante) lassen
sich daraus nach den Beziehungen &; = 1 -} 473, berechnen.

Wir wenden uns jetzt dem Falle eines isotropen Koérpers mit voll-
kommen regellos orientierten Molekiilen zu. Diese Regelosigkeit kann
man sich bei Gasen und Flissigkeiten durch die Drehung der Molekiile
entstanden denken. Es &t sich dabei die Polarisation als das Produkt
der Konzentration N mit dem zeitlichen Mittelwert des Momentesirgend
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eines Molekils definieren. Song muf? man die Raummittelwer tsbildung
Uber ein physkalisch kleines Gebiet vollziehen, welches geniigend
viele Molekile enthélt. In beiden Fallen bekommt man statt (1) eine
nisotrope" Beziehung von der Gestalt

p=a€, ©)
woraus sich ergibt:,
P=xE, (3a)
mit
N
r= N (30)

Der mittlere Polarisationskoeffizient a stellt offenbar eine Molekular-
konstante dar, die von der Konzentration N und anderen Zustands-
grolRen des betreffenden Korpers unabhéngig ist. Die Formel (3b)
bestimmt folglich die Abhangigkeit der elektrischen Suszeptibilitat
dieses Korpers von seiner Dichte — falls die letztere verandert werden
kann. Bei experimenteller Prifung der Formel (3b) in diessr Hinsicht
ist es bequemer, die GrolRe N, welche der Dichte exakt proportional
ist, durch x oder durch die Dielektrizitatskonstantee =1 + 4= x aus-
zudricken. Es wird dabei

NG. —= ol = 8"..'1.._._ . (4)

I45x drtsfe—~1)

oder mit dem theoretischen Wertt van s (= 1‘;)
=.3e~l
X =Ine 42"
Diese letzte Lorentzsehe Formel ist experimentell bei komprimierten
Gasen und Flissigkeiten sehr gut bestétigt worden. Im Falleverdinnter
Gase kann man die GroéfRe sx gegen 1 vernachlassigen und einfach
e—1
R Nag=1= 4 (4b)
Es sal bemerkt, da die eektrische Suszeptibilitdt von Flissigkeiten
und festen (amorphen) Kérpern gewdhnlich von der GréfRenordnung 1
oder etwas kleiner ist. Daraus folgt, dal? der (mittlere) Polarisations-
koeffizient a von dersdben GroéRenordnung (und auch selbstverstand-
lich von derseben physikalischen Dimension) ist, wie das Volum N

welches von einem Molekiil in solchen Kérpern eingenommen ist. Da
aber diesss Volum von dem eigentlichen Volum des Molekiils selbst
nicht sehr verschieden ist, so kann man schliefflich sagen, dal3 der
Polarisationskoeffizient eines Molekiils der GroRenordnung nach mit
seinem Volum Ubereinstimmt. Um die physikalische Bedeutung dieses
Resultats einzusehen, stellen wir uns ein Molekiil als eine Kugel vor,
wiewir esbei der Bestimmung der effektiven Feldstarkein §4, Kap. |1
schon getan haben. Dann ist die mittlere Feldstarke, die innerhalb

N (4a)
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eines polarisierten Molekils mit dem Radius a herrscht, bekanntlich
gleich — . Nach dem oben Gesagten hat man aber a’ga Es muR

folglich das durch die Polarisation (oder Elektrostriktion) des Molekiils
erzeugte innere Feld das dulRere Feld &9, welche diese Polarisation
bedingt, ndherungsweise kompensieren. Wir sehen also, da3 das Molek il
sich gegeniiber dufReren elektrischen Kréaften wie ein elektrisch leitendes
Teilchen von derselben GroRe verhélt.

Es ist leicht zu sehen, daB der mittlere Polarisationskoeffizient
enes Molekils a gleich dem arithmetischen Mittel aus seinen drei
Haupt polarisationskoeffizienten:

ai‘; (ﬁ1+0’.g -+ U'.a] (6)
ist. In der Tat, bezieht man die Komponenten von p und €2 in der
Formel (1) auf ein raumfestes Koordinatensystem und bildet die ent-
sprechenden Mittelwerte fr verschiedene Orientierungen des Molekils,
so ergibt sich, da die Mittelwerte von p und E® einander parallel sein
mussen:

) tr=an B}, py=onE}. py=a B
mit
@y == Ggg T Myy = ;1; (oty) + ttyg 4 Olgy) = a.

Die Summe o ,, + a,, + «,, ist aber invariant gegenuber verschie-
denen Koordinatentransformationen; se bleibt folglich immer gleich
o to,to,.

2. Berechnung des Polarisationstensors der Molekile mittels
der Polarisationskoeffizienten der einzelnen Atome.
Die elektrische Anisotropie der Molekile |&4Rt sich auf die Wechsel-

wirkung der Atome, aus welchen se aufgebaut sind, zuruckfiihren,

wobei jedes Atomin elektrischer Hinsicht alskugel symmetrisch angesehen

werden darf. Wir betrachten z.B. ein zweiatomiges Molekiil A'A"

und nehmen an, daR die beiden Atome, einzeln genommen, sich isotrop

verhalten, A. h. durch die skalaren Polarisationskoeffizienten o' und

o" charakterisiert werden kdnnen. Wenn das auRere Feld zur Molekiil-

achse, d. h. zur Verbindungslinie der beiden .

Atome (oder eher ihrer Mittelpunkte A’ 4

und A") parallel gerichtet ist (Abb. 4a), —» —_—

muR seine Wirkung durch ihre Wechsd- 4'O==grm=Q4* d[

wirkung verstarkt werden. Bei senkrechter » b

Richtung des Feldes (Abb. 4b) ist dagegen apba. A

seine Wirkung durch die Wechsdwirkung

der beiden Atome geschwécht. Der vollstédndige Polarisations-

koeffizient des Molekils muf3 deshalb im ersten Falle groRer und

im zweiten kleiner sein as die Summe o' + a". Es misen
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dabei offenbar in beiden Féllen die induzierten Dipolmomente der
Atome p' und p" mit dem &uReren Feld gleichgerichtet sein. Be-
zeichnet man mit & und &" die zusatzlichen Feldstarken, welche im
Mittelpunkt jedes Atoms (A' bzw. A") durch die Polarisation des an-
deren erzeugt werden, so hat man zur Bestimmung dieser Polarisation
die Gleichungen
pf = “I' (E{' + @1) R pf! - ul’l’ (@0 + @ll’) .
Es wird dabei im Falle (a) (vgl. Bd. I, S. 85):

r 2”" " 2 !
E="L, 6 ==F
und im Falle (b)

’

N w___F
E=—" E'=-1

wo d den Abstand A' A" bedeutet.
Wir bekommen also im ersten Fall:

p}_g%pu=uon’ ﬁn__-2:a ?r=mﬂEo,
d. h
1, 2 . 1 2 7]
(ul 'T"d') ? - (d”. }‘ﬂ")?
und
(' +p"y == EY
mit

BT 2 aeite Tl B ae
o A d2a” a7 & B2y
In ahnlicher Weise ergibt sich im zweiten Falle:
P+ ==y E°
mit
1 i
W= de—d TITYV B
® P " AP
Diese ziemlich komplizierten Formeln vereinfachen sich betréchtlich,
wenn man den beiden Atomen dieselben Polarisationskoeffizienten zu-
schreibt. Setzt man namlich o' = a", so wird

(6)

Es stellen offenbar die Koeffizienten o, und o, die Hauptpolari-
sationskoeffizienten des betrachteten Molekils fir die Richtungen
parallel und senkrecht zu seiner ,,Figurenachse" A'A" dar, die wir als
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erste Koordinatenachse gewahlt haben. Da die dritte Achse der zweiten
vollkommen &quivalent ist, so muB a, = a,sein. Man kann also den
Polarisationstensor eines zweiatomigen Molekils durch ein Rotations-
ellipsoid darstellen. Fir den mittleren Polarisationskoeffizienten a be-
kommt man dabei nach (6) und (6)

a= ;(a1+2a,)——' g-u'( !

2
e 4+ - G\, (Ga)
L)

Wenn das Molekil nicht aus neutralen Atomen, sondern aus zwei
lonen mit entgegengesetzten Ladungen (+ €) aufgebaut ist, muB es auch
bei Fehlen auflferer elektrischer Kréfte ein naturliches Dipolmoment p°
besitzen. Bei Vernachldssigung der gegenseitigen Polarisation der
beiden lonen kann man dieses Moment einfach dem Produkt ed gleich-
setzen. Bei Berlcksichtigung dieser Polarisation muf3 man dazu noch
die entgegengesetzt gerichteten induzierten Momente addieren. Diese
induzierten Momente lassen sich naherungsweise aus den Gleichunger.

i N B 41

die sich aus den oben fir den Fall (a) betrachteten ergeben, wenn man die
auRere Feldstarke E° durch die innere Coulombsche Feldstarke —;.

ersetzt, bestimmen. Bei Anwesenheit eines &uReren elektrischen
Feldes &® muRR das Molekil noch ein zusétzliches Dipolmoment
p—p°=4p

bekommen, welches bei fester Orientierung durch die Polarisation der
beiden lonen und zum Teil durch die Anderung ihres Abstandes bedingt
wird. Neben diesem Striktionseffekt muR3 aber jetzt, sofern der Molekill
frei drehbar ist, d. h. in flissigen und gasférmigen Korpern, der viel
wesentlichere Orientierungseffekt entstehen. Bei der Betrachtung dieses
Effektes kann man in erster Naherung den Striktionseffekt ganz aufler
acht lassen, d. h. das elektrische Moment der Molekiile seinem Betrage
nach as konstant (=p°) voraussetzen.

3. Die durch Orientierung von Dipolmolektilen bedingte
Polarisation.

Die orientierende Wirkung des (&uReren) Feldes besteht in der
Tendenz, die Molekildipole in seiner eigenen Richtung einzustellen,
was dem Minimalwert ihrer potentiellen Energie —E®-p entspricht.
Diese Tendenz kann sich aber bei schnell rotierenden Molekilen gar
nicht auBern. Nur solche Molekile, deren Rotationsenergie so klein
ist, daR sie ihre Richtung nicht umkehren kénnen und deshalb um die
Feldrichtung pendeln missen, sind durch das Feld tatsachlich — wenn
auch teilweise — orientiert. Der Bruchteil aller Molekiile, den die
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»pendelnden” Molekile bilden, oder — was auf dasselbe herauskommt —
die Wahrscheinlichkeit dafir, daf3 ein bestimmtes Mol ek iil wegen Mangel
an Rotationsenergie eine solche Pendelbewegung ausfihrt, ist eine
abnehmende Funktion der Temperatur des betreffenden Korpers.
Diese Funktion laRt sich ndherungsweise auf Grund des Maxwellschen
Verteilungsgesetzes ermitteln. Man kann némlich leicht zeigen, da
im Falle zweiatomiger Molekile, die zwei Rotationsfreiheitsgrade be-
sitzen, die Wahrscheinlichkeit dafur, dal? die Rotationsenergie W im
Intervalle dW liegt, proportional dem Produkte von dW mit
w

g_lr R (V)
ist, wo T die absolute Temperatur und k die bekannte Boltzmannsche
Konstante bedeutet. Die Wahrscheinlichkeit, da diese Energie gleich
oder kleiner as ein vorgegebener Wert W, ist, drickt sich folglich
durch die Formel

W, W oW ¥y
JerrdW: [eTvrdW=1—e"r7 (78)

aus. Man kann die pendelnden Molekile von den rotierenden néhe-
rungsweise durch den Grenzwert W, = pE® trennen; das ist die kine-
tische Energie, die notwendig ist, damit ein zum Feld &® senkrecht
orientiertes Molekll die zu E° entgegengesetzte Richtung erreichen
kann.

Wir sehen also, dal? der Bruchteil der Molekiile, die wegen ihrer

Orientierung zur Polarisation des Korpers beitragen, ngherungsweise
pE
gleich 1— ¢ &7 ist; bei geniigend schwachen Feldern oder nicht zu

tiefen Temperaturen (d. h. bei der Bedingung p£° <€ 2T) reduziert

sich dieser Ausdruck auf
pE®
RT "

Um die gesuchte Orientierungspolarisation der GréRenordnung nach zu
bestimmen, geniigt es, diesen Ausdruck mit Np zu multiplizieren. Es

wird folglich

B~ e (70)

Die angefiihrte, anschauliche, aber ungenaue Uberlegung®) wollen wir
nun durch eine exakte, von Debye herrilhrende Uberlegung, die zuerst
von Langevin auf die magnetische Polarsiation desselben Typus ange-
wandt worden ist, ersetzen. Die Maxwellsche oder eher Boltzmannsche
Wahrscheinlichkeitsfunktion (7) bezieht sich bekanntlich nicht nur auf
die kinetische Energie, sondern auch auf die potentielle und ebenfals
auf die Summe beider Energieformen, d. h. auf die vollstandige Energie.

Y Se rihrt von W. Pauli her.
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Bei der Betrachtung des Orientierungseffektes und anderer Effekte
derselben Art, die unmittelbar nur durch die Koordinaten der Molekile
und nicht durch ihre Geschwindigkeiten bedingt werden, kann man von
der kinetischen Energie ganz absehen und dementsprechend unter
W die potentielle Energie eines Molekills verstehen. Bezeichnet man
mit F den geometrischen Mittelwert irgend einer Funktion F der
Koordinaten, d. h. denjenigen Mittelwert, welcher der Gleichwahrschein-
lichkeit aller Konfigurationen (oder im betrachteten Falle aller Orientie-
rungen entspricht), so 183t sich der physikalische oder statistische Mittel-
wert derselben Funktion unter Beriicksichtigung von (7) nach der
Formel
- w

. Fg *T
IF)="° _ ®)
o kT
berechnen.
Die potentielle Energie eines Molekiils, dessen Dipolmoment den

Winkel 0 mit der Feldrichtung bildet, ist gleich
W= —@F-=—FE%cos&.

Wenn diese Energie kein gegen kT, d. h. gegen die mittlere Energie
der Warmebewegung ist, kann man fir ihren statistischen Mittelwert
die Reihenentwicklung

W Wa 1 ws Wa

- W - . e
(W] we ¥ st 2y Temrp
_W'. 1__w..f Lo oW RO
¢ kT BT 2 (AT 6GlkTH

benutzen. Es ergibt sich dabei nach den bekannten Formeln (vgl.
Bd. |, S 2398)

cos@=0, cos? G — ; ,cost@ =m0, cost@= ; . vt

(E°2P |, (E%p)

. + i
__ 3kT V30T
(W]= L (Eopp
BATI
d.h.
o (B ER
(WI=—"3ur (1 “ws@prpt (88)

Da andererseits i o
[W]=—[€"p]=—E (5]
ist und da der statistische Mittelwert des Vektors p mit der Feldstérke

gleichgerichtet ist, genlgt es, um diesen Mittelwert zu bekommen,
(88) durch — E° zu dividieren. Daraus ergibt sich durch Multipli-
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kation mit N die gesuchte Polarisation
Npt gy
¥=57% [ 15( )+] (8)

Wir sehen also, daRdiese,, Orientierungspolarisation” im Gegensatz
zur gewohnlichen ,, Striktionspolarisation” von der Feldstdrke nicht
linear abhangt. Bei sehr groflen Feldstarken oder sehr tiefen Tempera-
turen muB} die Polarisation (8b) dem Séittigungswert

Prax=Np (8c)

zustreben, welcher dersdben Orientierung aller Molekiile entspricht.
Fur diesen Grenzfall ist die Reihenentwicklung (8b) unbrauchbar. Es
ist aber nicht schwer, die exakte Form der entsprechenden Funktion zu
ermitteln.

Bei derselben Wahrscheinlichkeit aller Orientierungen ist die Wahr-
scheinlichkelit dafiir. daf der VYinkeI S imlntelrvall 46 liegt, bekannt-
lich gleich 4;;+ 27 sin® 0 =5 sin@d@= —-dcos®. Daraus folgt

x W +1
-lJ‘Ws_de cos 9 J'e" xdx
(W)= °. ——Eop
. w
)'J‘ Haos Ia“dx
0 -t
wo zur Abkiirzung
]
W=gcos@, arsl;; (9)

gesetzt ist. Nun gilt
+1
Ie”xdx- Je"dx—
—1

Es wird folglich

der—g et g0 o
dn a = a ad

W)= —Ep( T 1)

e g

oder
P=Np(cotha— ). (%)

Bei kleinen Werten von a ergibt sch aus diesr Langevin-Debyeschen
Formel wieder die Reihe (8b).

Im Falle von Gasen, wo die effektive Feldstarke E° mit der totalen
E praktisch Ubereinstimmt, kann man sofort durch Division von (8b)
mit E° die Orientierungssuszeptibilitat bestimmen. Song muR man
se aus der transzendenten Gleichung, die sich ergibt, wenn man

in (8b) E®=E + %Peinsetzt, ermitteln. Esist aber dabei auch die
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Striktionspolarisation zu berucksichtigen. Mit einer gewthnlich genu-
genden Approximation kann man se einfach zu (8 b) addieren und sich
auf die zwei ersten Glieder dieser Reihe beschrénken. Wenn man noch

. . . 4 .
im zweiten G|I€d€“§j P gegen E vernachlassigt, so bekommt man fir

die vollsténdige Dielektrizitatskonstante als Funktion der Dichte (N)
der Temperatur und der Feldstéarke die folgende Formel [vgl. (4a)]

4“33—2 :;—_; =N {“ + 3?? (l - 1'16 (ﬁ).)] (%)

Mittels dieser Formel lassen sch die natiirlichen Momente der Molekiile
aus experimentellen Daten uUber die Temperaturabhéangigkeit von €
bestimmen. Man bekommt dabei Zahlenwerte von der Gro6Renord-
nung 10~® (z. B. p= 1,87 « 10*® fir Wasser), was nach der ange-
naherten Beziehung p — cd bei e — 4,8+ 10~'° (Elementarladung)
einen Abstand d« 108 cm zwischen den lonen, aus welchen das
Molekil besteht, entspricht. — Die angefiihrten Resultate bleiben salbst-
versténdlich nicht nur bel zweiatomigen Molekilen, sondern auch bei
mehratomigen Molekilen mit feten Dipolmomenten gultig. Die ent-
sprechenden, aus solchen Molekllen bestehenden Flussigkeiten und
Gase sind gerade durch die starke Temperaturabhangigkeit ihrer Di-
elektrizitatskonstante ausgezeichnet. Bei den gewohnlichen nicht
polaren (oder ,homopolaren") Substanzen ist die Dielektrizitatskon-
stante eine von der Temperatur praktisch unabhéngige GrofRe.

4. Orientierungseffekt im Falle nicht-polarer Molekule.

Es muR aber erwéhnt werden, daf? auch in diesem Falle eine vielleicht
auch sehr schwache Temperaturabhangigkeit stattfindet, solange die
Molekile in eektrischer Hinsicht keine Kugelsymmetrie besitzen, d. h.
solange die Hauptkomponenten ihres Polarisationstensors nicht ein-
ander gleich sind. Denn die potentielle Energie eines solchen Molekils
in einem gegebenen auReren Felde E?® hangt — obwohl in nicht so
hohem Grade wie bei Dipolmolekiilen — von seiner Orientierung ab.
In dem oben betrachteten Falle eines zweiatomigen Molekils entspricht
die Lage a (Figurenachse parallel zur Feldrichtung) dem Minimum und
die Lage b (Figurenachse senkrecht zur Feldrichtung) dem Maximum
der potentiellen Energie. Dies bedeutet, daR das Molekdl im all-
gemeinen ein Drehomment p x &® erfahrt, welches sdne Figuren-
achse parallel zur Feldrichtung einzustellen sucht. Die entgegengesetz-
ten Orientierungen sind dabei energetisch aquivalent (im Gegensatz zu
den Dipolmolekiilen, wo se entgegengesetzten Werten der Energie
entsprechen). In der Tat bezeichnet man den Winkel zwischen der
Feldrichtung und der Figurenachse mit @, so bekommt man nach (1)
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oder (la) mit Ricksicht auf o, = a, den folgenden Ausdruck fir die
Energie 1 1
W=—p E==— 5 E%(a, cos? @ - a, sin? ). (10)

Es wird dabei vorausgesetzt, da3 die Feldstérke in der (1, 2)-Ebene
liegt. Wegen der Symmetrie der Molekile ist aber die Wahl dieser
Ebene, sofern sie die Figurenachse enthalt, belanglos. Im allgemeinen
Falle eines Molekiils mit drei verschiedenen Hauptpolarisationskoeffi-
zienten mu3 man (10) durch

— ; E® (g, cos? @ -+ o, 5in? @ cos? g + oy sin? Gsin? ¢}  (10a)

ersetzen, wo ¢ den Winkel zwischen der (1, 2)-Ebene und der (1, E°)-
Ebene bedeutet.
Die Formel (10) laft sich auch in der folgenden Gestalt schreiben:

W=— ) E% (a, + 4 c0s? ) (10b)

mit
d=ay—a,. (10c)
Wir haben friiher bei der Berechnung des mittleren Polarisations-
koeffizienten a nach den Formeln (5) oder (6a) alle Orientierungen as
gleichwahrscheinlich angenommen. Diese Formeln stellen folglich den
geometrischen und nicht den statistischen Mittelwert dar. Um diesen
statistischen Mittelwert [a] = a zu erhalten, berechnen wir wieder den
statistischen Mittelwert der Energie W nach der schon benutzten Formel

— . v w
[W)=We kr:exr"
Es wird dabei nach (10b)

M- -1 cost & £ coa? &

[W]=_._.. EUB(%+ACOSSQ)5 Tage T gt ERT (11
oder mit der Abkiirzung

p B4 (I1a)

2T

. c05‘9(1+bcoa'9+ Hcost @ .. )
W]=— E'" ogt A - e o e ay
1+bcos'9+ b’cos‘O
Unter Weglassung von Gliedern dritter und %oherer Ordnung in 4

Ut}l—l

ergibt sich daraus mit Ricksicht auf cos’@ __;‘ und cos'@ =
(W)= g Enfant 5 {1+ 52)}
Andererseits gilt nach der Definition von a = [a]

[W]=-—~%—a5°'.
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Wir bekommen folglich
1 2 — En
a=oy+ 5 (o) (1 +1; i”l___.:i..i_) i ) i (11b)

Bei kleinen Feldstéarken oder hohen Temperaturen geht dieser Ausdruck
in den friheren (6b) Uber.

Wir haben bisher das elektrische Feld als homogen vorausgesetzt.
Bei stark inhomogenen Feldern treten zusétzliche Striktions- und Orien-
tierungseffekte auf, die man durch Einfihrung induzierter und natir-
licher Quadrupolmomente ber licksichtigen kann. Diese Komplikationen
spielen aber in der makroskopischen Elektrostatik, die nur mit schwach
inhomogenen Feldern zu tun hat, gar keine Ralle.

§ 2. Magnetodatische Polarisation (dia-, para- und ierromagnetische
Erscheinungen).

Die mikroskopische Theorie der magnetischen Polarisation oder kurz
der Magnetisierung ist in vieler Hinsicht zu der in 8§ 1 dargelegten
Theorie der elektrischen Polarisation ganz analog. Der Striktionspolari-
sation entspricht dabei die diamagnetische Polarisation, die ebenfalls
einen allgemeinen, bei allen Kérpern zu beobachtenden Effekt darstellt.
Der Orientierungspolarisation entspricht die paramagnetische Polari-
sation, welche man nur bel solchen Substanzen beobachtet, deren
Atome oder Molekiile feste (natiirliche) magnetische M omente besitzen.
Schliefilich gibt es noch ene verhaltnismaiig sehr geringe Anzahl ferro-
magnetischer Korper, die unterhalb gewisser , kritischer” Temperaturen
durch eine paramagnetische Polarisation von anomaler GroéfRe und
Charakter ausgezeichnet sind (vgl. Kap. 11, 87).

1. Das Wesen des Diamagnetismus.

Wahrend die elektrische Striktionspolarisation als eine elektrosta-
tischel nduktionswirkung aufgefafdt werden kann, 1ai3t sich ihr magne-
tischesAnalogon alseineelektromagnetischel nduktionswir kungerklaren.
Bei der Betrachtung der magnetischen Kréafte mul man sets auch
die elektrischen Induktionskréafte, welche wahrend der Einstellung des
Magnetfeldes und bei seiner zeitlichen Anderung immer tétig sind und
von deren Arbeit die magnetische Energie herriihrt, in Betracht ziehen.
Diesdlbe Rolle kénnen auch digenigen ,elektromotorischen" Kréafte
spielen, die bei der Bewegung eines materiellen Korpersin einem zeit-
lich konstanten magnetischen Felde auftreten. Nach dem Relativitats-
prinzip sind se mit den obigen Induktionskréaften prinzipiell gleich-
wertig (vgl. Bd. |, Kap. V).

Die elektrostatische Induktion (oder , Striktion™) hat immer eine
positive, d. h. im Sinne des elektrischen Feldes gerichtete Polarisation
zur Folge. Die entsprechende diamagnetische Polarisation hat aber

Ftenkel, Elektrodynamik |1 9
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dagegen eine zur magnetischen Feldstdrke immer umgekehrte Richtung,
Dabei bleibt sie dieser Feldstarke streng proportional und ist von der
Temperatur und anderen ZustandsgréfRen, ebenso wie ihr elektrisches
Analogon, praktisch unabhéngig. Diese Tatsachen konnen, worauf
schon Ampére hingewiesen hat, in einer quasi-makroskopischen Weise
erklart werden, wenn man annimmt, daR sich die Atome und Molekiile
gegeniber dem magnetischen Feld, ebenso wie gegeniber dem elek-
trischen, wie sehr kleine ideal leitende Teilchen verhalten. Eine solche
grob modellmaRige Erklérung des Diamagnetismus, bei welcher das
Molekdl durch einen elementaren Stromleiter ersetzt wurde, haben wir
schon in Kap. I 1, §4 angefiihrt. Man kann sie aber leicht verfeinern
und prézisieren, und zwar indem man statt des elementaren
linearen Stromleiters ein Atom mit einem um seinen Mittelpunkt

kreisenden Elektron einfihrt. Die Eigenenergie des Stromes —;-Li’
(L-Selbstinduktionskoeffizient, i-Stromstérke) mufl man dabei einfach
durch die kinetische Energie des Elektrons -;—nw* ersetzen. Es wird

dann nach der Formel (20a), Kap. Il

dmots oy mep. (12)
Bei der Ableitung dieser Formel haben wir nur die Arbeit der elektro-
motorischen Kréfte berlicksichtigt, d. h. keine anderen Kréfte as diese
elektrischen Induktionskréafte in Betracht gezogen. In dem Augen-
blick, wo die magnetische Feldstérke ihren konstanten Endwert $
erreicht, missen die elektrischen Induktionskrafte verschwinden und
das Elektron muf3 sich von hier an mit der gewonnenen Geschwindig-
keit gleichformig bewegen. Es ist leicht zu sehen, dal die Ubrig
bleibenden magnetischen Kréfte gerade diese durch die elektrischen
Kréfte erzeugte und ihnen als Erbung Ubergebene Bewegung bedingen
mussen. Bewegt sich namlich ein Elektron mit der Geschwindigkeit v
senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien (d. h. in der Richtung
der induzierten elektrischen Kréafte, von denen es, nach unserer
Voraussetzung, im Ruhezustand angegriffen wurde), so erféhrt es

eine ihrem Betrag nach konstante Kraftf-'i;f, die in derselben, zu $
senkrechten Ebene bleibt und nach der Bahnnormale gerichtet ist.
Das Elektron muR folglich (sofern keine anderen Kréfte auf es wirken)
eine Kreisbahn beschreiben mit dem Radius r, der sich aus der

Gleichung
m vy
r &

bestimmen |aRt. Falls das Elektron um ein festes Zentrum Kkreist,
mu3 das Produkt _;_,.f; gleich seinem magnetischen Moment m sein.
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Man konnte dann, unter Berlicksichtigung der Tatsache, daR im
Falle eines positiven Elektrons der Umlaufssinn negativ  (hin-
sichtlich der Feldrichtung) ist, die vorhergehende Formel in der
Gestalt

(. i
o MEEes

schreiben. Das Fehlen des Faktors % (auf der rechten Seite) erklart sich

dadurch, dal’ die obige Definition des magnetischen Moments nur fur
gebundene Elektronen gilt, d. h. flr solche Elektronen, die sich (wie im
Falle eines linearen Leiters) in einer festen Bahn bewegen oder — wie
dies bei Atomen tatséchlich der Fall ist — um ein festes Anziehungs-
zentrum kreisen. Aber im Falle eines frelen Elektrons, das nur magne-
tischen Kréaften unterworfen ist, muf? man nach der Formel (12) das

[

magnetische Moment verdoppeln, d. h. es durch das Produkt » : defi-

nieren [vgl. Bd. I, S. 339, Formel (31)].
Die entsprechende Formel flr ein gebundenes Elektron muf, wie
leicht einzusehen ist, folgendermal3en lauten:

1—%-mn‘=mﬂ-:|b-=—m-£}, (12a)

wo Aw die zusétzliche, durch das magnetische Feld (oder eher durch
die elektrischen Induktionskrafte, welche bei seinem Anwachsen er-
zeugt wurden) bedingte Geschwindigkeit und m das urspringliche
magnetische Moment der ungestorten Elektronenbahn bedeuten. Es
wird dabei vorausgesetzt, daR die Anderung diesess Momentes Am
relativ sehr klein ist, d. h. dal3 die Geschwindigkeit des Elektrons bei
der Einschaltung des Magnetfeldes nur unbetréachtlich gedndert wird. —
Zur Ableitung der Formel (12 a) ersetzen wir wieder das kreisende
Elektron durch einen elementaren linearen Strom, nehmen aber an,
im Gegensatz zu unserer friheren Voraussetzung, da3 die urspriing-
liche Stromstarke (bei H = 0) nicht Null ist, sondern einen sehr grof3en
Wert i hat, welcher bei Anwachsen des Feldes eine verhaltnisméalig
kleine Anderung Ai erfahrt. Es ergibt sich dann [vgl. die Ableitung
der Formel (26) des Kap. 11]:

d 1 . .- . d

GlgLel=—iy [Haas,
d. h. in erster Naherung

Lidéi=—ifH, d5=—m-$.

Das ist aber, wenn man %L:" durch —;-mv' ersetzt, nichts anderes als
die Formel (12 a). Man konnte sie selbstverstandlich auch direkt ab-
9*
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leiten durch zeitliche Mittelwertbliidung Uber die Bewegung des Elek-
trons, ohne irgendwelche Ersatzmodelle einzufithren?).

Falls fur die ungestorte Bewegung der Fléchensatz gilt, d. h. wenn
das mechanische Impulsmoment des Elektrons $ ==t x mv konstant
bleibt, muR sich die durch die elektrischen Induktionskréfte bedingte
Stérung auf eine gleichférmige Prézession reduzieren. Setzt man in
der Tat Av =0 xr. wo p die entsprechende (zusétzliche) Winkel-
geschwindigkeit bedeutet, so wird:

my- Av=mp- (D X)=0-(tXmY) =03
und folglich nach (12 a)

0 =—m-9 (12b)
oder, da die Vektoren ¥ und m einander parallel sind,
mn’
o=-|2is
Mit der Ublichen Definition des magnetischen Momentes
1 1]
m= FTXe,
bekommen wir also .
0=—,. . B (12¢)

Das ist aber genau die Larmorsche Prézessionsgeschwindigkeit, die, wie
in Bd. | (S. 243 und 244) gezeigt wurde, durch ein zeitlich konstantes
magnetisches Feld bedingt werden muf.

2. Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilitat.

Es ist nun leicht das dieser Prézessionsbewegung entsprechende
zusétzliche magnetische Moment des betrachteten Elektrons auszu-
rechnen. Man hat ndmlich nach der Definition von m fur seinen zeit-

lichen Mittelwert:
g e e e m e .
25:><An=2ctx{uxr)=-2;[nt=—-r(n-r)],

d. h. wegen (12c)

Am=

Adm=— 5 [9t—t®- 0], (13)

oder in Koordinatendarstellung (unter Weglassung der Summations-
zeichen)

dm; =g, H, (133)
mit
& -
Bi=—im BB m—%%,). (13)

" Se lakt sich Ubrigens als ein unmittelbarer Ausdruck der Tatsache auf-
fasen, dal die potentielle Energie eines gebundenen Elektrons in einem aufleren
magnetischen Felde nichts anderes ist als die zusitdiche kinetische Energie
sine  Umlaufsbewegung.
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Es bedeuten hier die Querstriche zeitliche Mittelwerte fur die unge
stérte Bewegung. Diese Mittelwerte lassen sich ohne genaue Kenntnis
der Bewegung nicht berechnen. Im einfachsten Falle einer ebenen
Bewegung mit durchschnittlicher Symmetrie beziiglich der Bahnachse,
d. h. der durch den Mittelpunkt (Anziehungszentrum) in Richtung des
Impulsmoments gezogenen Geraden, hat man, wenn man diese Ge
rade zur 1. Achse wahlt,

o . .
=0 xx=0, x§=x§=-2r‘

und folglich
By = Bas== =0, 14
2% 12 2 1
Bu=— tcim' Bia = g = M::,, =g Bu-
Man bekommt dabei fiir das innere Produkt von Am und §
- 1 " .
(Am)»$=p,, Hi+ ) (HI+HY =y H* (cost @+ sint 6)

= ‘l} B HE (1 -+ cost @),

wo O@ den Winkel zwischen der Bahnachse und der Feldrichtung be-
deutet.

Nimmt man ferner an, daf} alle Orientierungen der Bahnachse (oder
Bahnebene) gleichwahrscheinlich sind und bildet den entsprechenden
Mittelwert von (14 a), so wird

(dm)-p =3 gy, H

oder nach (14) Al
dm -9 =—g. (14b)
Da offenbar der Mittelwert von Am parallel zur Feldstarke ist, so folgt
daraus _ A
dm =_Bc,-m$. (24c)

Dieses Resultat |alt sich auf den Fall der Atome mit beliebig vielen
Elektronen ausdehnen. Denn jedes Atom besteht bekanntlich aus einem
Zentraikern mit positiver Ladung und einer Anzahl von , Planetelek-
tronen", welche diesdlbe Ladung e= — 4,77« 10"*° und Masse my=9 » 102
haben. Sie missen deshalb, sofern man von ihrer Eigenrotation ab-
sieht, bei Einschaltung eines duReren Magnetfeldes ohne Anderung
ihrer relativen Konfiguration als ein fetes Ganzes um die Feldrichtung
mit der durch (12 c) bestimmten Winkelgeschwindigkeit prézesseren.
Um das zusatzliche magnetische Moment des ganzen Atoms zu er mitteln,
genugt es folglich, die oben berechneten Beitrédge der einzelnen Elek-
tronen einfach zu addieren. Eine wesentliche Rolle spielen dabel nur
die &uleren Elektronen, deren Bahnradius (r) von der GrofRRenord-
nung 10~¢ cm ist. Da diese (mittleren) Bahnradien quadratisch im Aus-
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druck von 4 m eintreten, kénnen die inneren Elektronen nur einen ver-
haltnisméaRig kleinen Beitrag zu Am liefern.

Die Eigenrotation der Elektronen kann auf die GroRe des gesamten
induzierten Momentes des Atoms keinen unmittelbaren Einflu haben
(se ist in dieser Hinsicht vollkommen einer Bewegung in einer Bahn
von den Eigendimensionen des Elektrons selbst aquivalent). Sie muf
sich aber indirekt @ern, und zwar in der durch sie bedingten Stérung
in der Umlaufsbewegung des Elektrons. Diese Stérung darf keineswegs
als unwesentlich angesehen werden, besonders bei Anwesenheit eines
auReren Magnetfeldes. Denn die natlrliche Prézessionsgeschwindig-
keit fir die Eigenrotation ist zweimal groRer als die Larmorsche. Sofern
die Drehimpulse der Rotations- und der Umlaufsbewegung mitein-
ander fest gekoppelt bleiben, missen se um das resultierende Impuls-
moment des Elektrons préazessieren, wéahrend das letztere mit einer
,,kompromiRhaften", zwischen o und 20 liegenden Winkelgeschwindig-
keit um die Feldrichtung prézessiert.

Wir koénnen aber auf diese Einzelheiten hier nicht néher eingehen,
denn sie gehdren zur eigentlichen mikroskopischen Theorie, die wir erst
in Bd. | | ausfuhrlich behandeln werden. Wir miissen vielmehr schon
damit zufrieden sein, daR die dargelegte quasi-mikroskopische Theorie!)
nicht nur den algemeinen Charakter der betrachteten Erscheinung,
sondern auch seine Groéfienordnung zu bestimmen gestattet.

Was diese GroRenordnung anbetrifft, so ergibt sich fir das Ver-
haltn, 'S:'“"lch (14c) mitew — 4,8 - 10-10, g = 8 - 10-28, ¢ = 3-10%
und 7 & 10-% cm etwa 4 * 10~*°. Um die GroRenordnung der diamagne-
tischen Suszeptibilitat X eines festen oder fllssigen Korpers zu bestim-
men, mulR man diese Zahl noch durch das von einem Atom durchschnitt-
lich eingenommene Volum (etwa 102® — 10"?* cm®) dividieren. Es
ergibt sich dabei —X & 10 — 107, und das ist tatsachlich der Maxi-
malwert der experimentell bestimmten diamagnetischen Suszeptibili-
taten verschiedener Substanzen (abgesehen von einigen Ausnahmeféllen).

Wegen dieser Kleinheit der diamagnetischen Suszeptibilitat braucht
man bei ihrer theoretischen Bestimmung den Unterschied zwischen der
effektiven und der totalen (gemittelten) Feldstérke gar nicht zu ber(lcl;‘-
sichtinen_Fsist ehenfalls kaum nétig, die beiden Suszeptibilitaten y==;
und x = -5 (B = H -—4a M} zu unterscheiden, da sie praktisch zusam-

menfallen. Fur isotrope Koérper kann man aso einfach setzen:

M=29 (15)
mit

Net
2 g ST, (15a)

) Seist ebenso wie die Theorie des Paramagnetismus zuerst von Langevin
entwickelt worden.
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wo N die Anzahl der Molekile in der Volumeinheit bedeutet und die
Summe 2’ T? auf ale Elektronen, die sich in einem Molekil befinden,
Zu erstrecken ist.

Den Fall diamagnetisch anisotroper Korper wollen wir nicht disku-
tieren. Essel bemerkt, daf? diese Anisotropie nur von einer bestimmten
Orientierung der Atome herrithren kann, nicht aber von ihrer Wechsel-
wirkung wie im Falle der elektrischen Striktionspolarisation.

3. Paramagnetismus.

Eine solche Orientierung ist selbstverstandlich nur in dem Fall
maoglich, wenn die Atome in magnetischer Hinsicht nicht kugelsymme-
trisch sind, d. h. wenn sie ein von Null verschiedenes Moment haben.
In diesem Fall tritt aber neben der diamagnetischen Polarisation noch
eine durch die orientierende Wirkung des Feldes unmittelbar bedingte
paramagnetische Polarisation auf, die sie gewohnlich vollkommen Uber-
deckt. Diese paramagnetische Polarisation &Rt sich formal in genau
derselben Weise wie die entsprechende elektrische Orientierungspolari-
sation behandeln. Sie héngt in der Tat nicht von den elektromotorischen,
sondern von der , pondermotorischen” Wirkung des Magnetfeldes ab,
d. h. von dem durch dieses Feld ausgelibten Drehmoment m x ¥
(m-resultierendes magnetisches Moment des Atoms, $9-effektive Feld-
starke) oder der entsprechenden potentiellen Energie

W=—m-$ (16)
Sie muf’ deshalb im Gegensatz zur diamagnetischen Polarisation eine
Positive Richtung — ebenso wie im elektrischen Falle — haben. Seine
Groflke kann man folglich durch die (Langevinsehe) Formel

M=Nmicotha-- ! ) l
v a

w HY l (163)
2= T '
bestimmen oder ndherungsweise durch die Formel
Nm? 1 fH*m\1
=g 9 =i (a4 (160)
diesich aus (9a) bzw. (8a) ergeben, wenn man p durch TU und &? durch

H° ersetzt.

Es muf dabei beachtet werden, dal’ diese |dentitét der elektrischen
und magnetischen Orientierungspolarisation rein formaler Natur ist und
dal? sieihrem Mechanismus nach voneinander ganz verschieden sind. Wir
haben im vorigen Paragraphen gesehen, dal? die elektrische Polarisation
durch das Pendeln der Dipolmolekiile mit geringer Drehungsenergie um
die Feldrichtung entsteht. Das magnetische Feld kann eine solche Pendel -
bewegung nicht bedingen. Seine Tendenz, die magnetischen Atome oder
die einzelnen Magnetonen (Elektronenbahnen) in seine eigene Richtung
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einzustellen, wird durch den gyroskopischen Effekt vollkommen zer-
stort ; deshalb entsteht statt der Orientierung eine Prézessionsbewegung
der Atome um die Feldrichtung. Diese Prézessionsbewegung bedingt
aber, wie wir soeben gezeigt haben, eine diamagnetische Polarisation.
Der sich aus der formalen statistischen Betrachtung ergebende — und
tatsachlich beobachtbare — Orientierungseffekt ist folglich nicht ds
direkte Wirkung des Magnetfeldes selbst anzusehen, sondern ist der
kombinierten Wirkung dieses Feldes und gewisser anderer durch die
Wérmebewegung der Atome oder durch ihre Warmestrahlung bedingten
Kréafte zuzuschreiben. Diese zusatzlichen Wechselwirkungskréfte spielen
aso eine doppelte Rolle: einerseits eine beginstigende und andererseits
verzdgernde, denn mit der Erhéhung der Temperatur muf3 die Orien-
tierungspolarisation nach (16a) und (16b) rasch abnehmen.

Wahrend die elektrische Orientierungspolarisation nur in Gasen und
Flussigkeiten mit zwei oder mehratomigen Molekilen stattfindet, kann
die ,Paramagnetisierung" ebensogut bei einatomigen Substanzen im
festen Zustand auftreten, wobei ihre Abhéngigkeit von der Feldstérke
und der Temperatur durch dieselbe Langevinsche Formel ausgedriickt
wird. Diese Tatsache erklart sich dadurch, daR die einzelnen Atome
keine angreifbaren elektrischen Dipolmomente besitzen, und da3 die
Molekile, bei welchen solche Dipolmomente vorhanden sind, in festen
Korpern sich weder drehen noch orientieren kénnen. — Die magneti-
schen Momente dagegen sind schon bei den einzelnen Atomen oder
sogar Elektronen vorhanden; ihre Orientierung kann deshalb unabhéngig
von der chemischen Zusammensetzung und dem Aggregatzustand ent-
stehen.

Wie schon in Bd. | (S. 245) erwéhnt wurde, sind die magnetischen
Momente der Atome kleine Vielfache einer ElementargroRRe |m| & 10-%°,
Diese Tatsache, die zuerst von Weil? experimentell gefunden worden
ist, werdenwirin Bd. I | | erkldren. Hier sei nur eine kleine Uberschlags-
rechnung zur Prifung der GroRenordnung angefthrt. — Im Falle
eines Elektrons, welches sich in einer Kreisbahn mit dem Radius r
um ein festes Zentrum mit der entgegengesetzten Ladung (— €) bewegt,
muR3 die folgende Gleichung gelten:

(Zentrifugalkra@}':;’:— riehungskraft).
Es ergibt sich daraus
fa L ® e Vr
| = 2 TV =9 W
Setzt man hier r g 10°8, was ungeféhr den Bahndimensionen der duf3eren

Elektronen entsprechen muf3, so wird mit den Gblichen Werten fir e. ¢

und m
) im|a3-10-%
in Ubereinstimmung mit der Erfahrung.
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Daraus folgt ferner, dal der Sattigungswert von M, d. h. das Pro-
dukt N m die GréRBenordnung 10° — 10* haben mufR. Der gréfte tat-
sichlich beobachtete Wert ist gleich etwa 2 » 10° (im Falle von Eisen). —
Bei tiefen Temperaturen kann dieser Sattigungswert schon bei ver-
haltnismaRig seshr schwachen dufleren Magnetfeldern erreicht werden.
Bei hohen Temperaturen bleibt dagegen die paramagnetische Polari-
sation auch in starken Feldern sehr gering, obwohl doch im allgemeinen
viel groRer als die diamagnetische.

4. Ferromagnetische Erscheinungen.

Bei grolen Werten von M mufd man die effektive Feldstarke H °
von der totalen H und von der magnetischen Erregung B scharf unter-
scheiden. Es ist dabei zu beachten, dal bei den gewohnlichen experi-
mentellen Bedingungen B mit der dufleren Feldstdrke zusammenfallt
(vagl. Kap. I, 83).—Will man also nach der Langevinschen Formel (16a) die
Magnetisierung als Funktion dieser duf3eren Feldstarke bestimmen, d. h.

M
die ubliche magnetische Suszeptibilitat y = 5 berechnen, so muf? man

HY = H Q;_ M=B4 453’5- M setzen und die M dglichkeit berticksich-

tigen, da M eventuell viel groRer als B ist.

In diesem Fall ist eine direkte Ermittelung von X aus (16 a) kaum
moglich, und es ist vorteilhafter, die folgende von Weil3 eingefiihrte
graphische Methode zu benutzen.

Man zeichnet einersdts die Langevin sche Kurve M = L(a) nach
(16 a) und anderersdits die ,,Lorentzsche Gerade"

a=2%.(3+ 4; M)
mit a als Abszisse, M als Ordinate und B als willkiirlich angebbarem
Parameter.
Der Allgemeinheit halber ersetzen wir den Lorentzschen Koeffi-
Zient J"—; durch einen zunachst unbestimmten Zahlenkoeffizient s. Es
wird dabei

und
14T
M= s-(--;a— B} (17a)

Der Wert von M, welcher einem gegebenen Wert von B und T
entspricht, ergibt sich als die Ordinate des Schnittpunktes der Lange-
vinschen Kurve und der Gerade (17 a). Dabei bestimmt die Tempe-
ratur die Neigung dieser Geraden gegen die a-Achse und die Erregung
ihren Schnittpunkt mit der Af-Achse (Abb. 5).

Aus dieser graphischen Darstellung lassen sich leicht die folgenden
Schlise ziehen.
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1. Solange der Neigungskoeffizient der Geraden (17 a) ’:—: kleiner
ist als der Neigungskoeffizient 1/3 Nm der Tangente zur Langevinschsn

Kurve im Nullpunkt 0 [vgl. die asymptotische Formel (16b)], bleibt
die Magnetisierung auch bei B = 0, d. h. bei Verschwinden des &uf3eren
Feldes von Null verschieden. Die ,kritische Temperatur", unterhalb
welcher diese remanente Magnetisierung existieren kann, ist folglich
gleich .

= S Nm (19)
Oberhalb diesser Temperatur kann die Abhéangigkeit der Magnetisierung
von der Erregung B (bel kleinen Werten von B) naherungsweise durch
die aus (16b) und (17) folgende Formel

Nms
M= arT (B+SM)

M -8 ,
@-o = s _:._ dioe
L’

2 // -t
/ /__f =L
By
Lo K3
Ly ad
Abb. 5.

dargestellt werden. Ersetzt man hier den Koeffizienten s nach (18)

3ke i
dur Nt *° wird NmtB

M= r—8-
Bel ® = 0 bekommt man das von Curie experimentell gefundene Ge-
setz MT = konst B. Die kritische Temperatur wird gewchnlich als
die Cwne-Temperatur bezeichnet.

2. Unterhalb der kritischen Temperatur bekommt man fir den-
slben Wert der Erregung im allgemeinen drei verschiedene Werte der
Magnetisierung, die drei Schnittpunkten der Langevinschen Kurve mit
der Geraden (17a) entsprechen. Um diese Tatsache zu erkléren, stellen
wir uns zunachst vor, daf3 die Erregung einen sehr grof3en positiven
Wert hat, bei welchem der Sattigungszustand erreicht wird. Es gibt
in diesem Falle nur einen Schnittpunkt Ly, (benso wie bei T > &),
und zwar fur M = -4 Nm = My,.,. Wenn man nun bei konstanter
Temperatur die Erregung verkleinert, d. h. die Gerade (17a) bei fest-
gehaltener Neigung nach oben verschiebt, bekommt man neben dem
ersten Schnittpunkt, der sich dabei allméhlich nach unten und nach links
verschiebt, einen Beruhrungspunkt K' auf dem negativen Aste der

(18a)
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Kurve. Der entsprechende Schnittpunkt mit dem positiven Ast sei
mit L> und die Erregung mit Bp bezeichnet. Obwohl die , mathe-
matische M 6glichkeit" besteht, dal? die Magnetisierung in diesem Augen-
blick auf die negative Achse Uberspringt, kann sich diese Mdglich-
keit offenbar nicht verwirklichen, und bei weiterer Abnahme der
Erregung wird sich die Magnetisierung in einer éahnlichen Weise wie
bisher @ndern, einen positiven Wert beibehaltend, bis man die Rich-
tung der Erregung umkehrt und den negativen Wert B = — By erreicht.
Bei diesem Werte von B beriihrt die Gerade (17 a) den positiven Ast im
Punkte K und schneidet den negativen im Punkte L'y, die symmetrisch
(beziiglich 0) zu den Punkten K' und Ly Hegen. Wenn man die Ei -
regung noch ferner in der negativen Richtung vergroRert, muf3 die Magne-
tisierung zu dem negativen Wert, welcher dem Schnittpunkte Ly ent-
spricht, Uberspringen (positive Werte von M sind nicht mehr méglich!)
und schliellich den negativen Séttigungswert M M=—Nm erreichen.

Nachdem man in umgekehrter Ordnung zur urspriinglichen
positiven Erregung zuriickgekehrt ist, wird man nicht die friiheren
Werte der Magnetisierung bekommen, sondern Werte, die der Strecke
L, —L; — K* des negativen Astes entsprechen und dann der L, — L
Strecke des positiven Astes.

Wir sehen also, daR die Strecken K — K' zwischen den beiden
Bertihrungspunkten niemals und die Strecken Ly —» X und L;— K’
nur einmal in der durch die Pfeile angedeuteten Richtung passiert
werden konnen. Die Ubergangspunkte KK' sind dabei um so mehr
von dem Nullpunkt O entfernt, je weniger die Neigung der Geraden,
d. h. je tiefer die Temperatur ist.

Wir bekommen folglich fir die Temperaturen, die unterhalb der
kritischen Temperatur © liegen, eine teilweise zweideutige Abhéngig-
keit der Magnetisierung von der Erregung,

die durch die Abb. 6 graphisch dargestellt 4

ist. Diese Kurve ist nichts anderes as eine T .
Schematisierung der in Kap. 11, 87 schon 1
angefiihrten  experimentellen Hysteresiskurve »8
der ferromagnetischen Substanzen (vgl. Abb. 3). i O

Die GroRen My und By d. h. die remanente
Magnetisierung und die sogenannte Koerzti-
vitét (oder ,koerzitive Kraft") sind dabei ge- Abb. 6
wisse Funktionen der Temperatur, die nach
der graphischen Methode der Abb. 5 leicht bestimmt werden kdnnen;
bei Anndherung der Temperatur an den kritischen Punkt streben sie
gegen Null und bei T> © verschwinden sie.

Wir sehen also, dal3 die am Anfang dieses Paragraphen angefiihrte
Einteilung der positiv magnetisierbaren K érper in para- und ferromagne-
tischc theoretisch nicht zutreffend ist. Wir sollten vielmehr sagen, daf3

)
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die paramagnetischen Koérper in zwei Zustdnden existieren kdnnen, die
etwa dem gasférmigen und dem flussigen Aggregatzustand der Materie
entsprechen und die voneinander in einer &hnlichen Weise — durch
eine bestimmte kritische Temperatur — getrennt sind.

Was die GroRenordnung dieser Temperatur anbetrifft, so sollte
man dafir nach den oben erwéhnten Daten fur Nm und m in Ver-
bindung mit dem bekannten Wert der Boltzmannschen Konstante
(kw2 1.4-10-*) und bei Benutzung des Lorentzschen Wertes fir
den Koeffizis (=4-';-)‘twa S=1Grad (Maximum!) be
kommen. Tatséchlich aber liegt die kritische Temperatur im Falle von
Eisen und anderer eigentlich ferromagnetischer Kdérper zwischen etwa
500 und 1000 Grad (der absoluten Skala). Will man also die dargelegte
Theorie des Ferromagnetismus — oder des ferromagnetischen Zu-
standes — behalten, so muR man den Lorentzschen Koeffizienten s etwa
tausendmal vergroRern. P. WeiR, von welchem diese Theorie herrihrt,
hat das sich ergebende zusétzliche Glied sM in (17) as molekulares
Feld bezeichnet. Es ist aber sicher unmdglich, die Grole sM bei
s« 1000 ds eine wirkliche magnetische Feldstérke zu deuten. Denn
die (gemittelte) totale Feldstarke H = B -+ 4xM muR bei verhaltnis-
mafig kleinen Werten von B von der GroRenordnung 13 « M sein. Dies
gibt im Séttigungszustand ungeféhr H 2 25000, wéhrend das Weil3-
sehe molekulare Feld von der GréRenordnung 107 ist.

Die rein formale Natur des Weildschen molekularen Feldes folgt
am klarsten aus der Tatsache, daf? sich die Suszeptibilitét mancher para-
magnetischer Stoffe (z. B. des Sauerstoffes und einer groen Anzahl von
Salzen) sehr genau durch die Formel (18 a) mit einem negativen Wert
der Konstante @ ausdriickt. Dies entspricht offenbar einem negativen
Wert des K oeffizienten sund folglich einem negativen molekularen Feld.

Die Langevin-Weil3sehe Theorie kann aso nur als formal richtig
anerkannt werden; den eigentlichen Mechanismus des &uf3eren (von
B herriihrenden) und des inneren oder gegenseitigen (durch sM dar-
gestellten) Orientierungseffektes a3t sie aber vollkommen ungeklart.

5. Spontane Magnetisierung.

Nach dieser Theorie sollten die eigentlich ferromagnetischen Korper
unterhalb ihrer (sehr hohen) kritischen Temperatur immer, d. h. auch
bei Fehlen &uRerer magnetischer Krafte magnetisiert sein. Da aber die
Richtung dieser , spontanen” Magnetisierung ganz unbestimmt bleibt,
so muf3 sie im allgemeinen nur in verhatnismaiig kleinen Volumele-
menten (die aber eine grofie, vielleicht auch sehr groe Anzahl Atome
enthalten) dieselbe Richtung haben. Beim Ubergang von einem solchen
Volumelement zum néchsten kann sich die letzte — in einer stetigen
oder unstetigen Weise — andern. Wenn diese Anderung ganz unregel-
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mafig geschieht, so wird in makroskopisch groen Raumgebieten keine
resultierende Magnetisierung beobachtet. Es geniigt aber schon ein
sehr schwaches aulleres Feld, um die spontane Magnetisierung in der-
selben Richtung einzustellen, wobei man sofort die fur die ferromagne-
tischen Korper charakteristische Abhangigkeit der resultierenden Magne-
tisierung von der uReren Feldstérke erhalt. — Bei magnetisch harten
Korpern wird diese Richtung auch beim Verschwinden des Feldes teil-
weise beibehalten (remanente Magnetisierung); bei magnetisch weichen
K 6rpern bekommt man dagegen wieder die urspriingliche unregemaiige
Verteilung der spontanen Magnetisierung, die sich unmittelbar nicht
auflert, obwohl se bei niedrigen Temperaturen zum Sattigungswert
shr nahe sin kann.

lhre Verkleinerung bei Erhéhung der Temperatur mufd sich aber
indirekt duf3ern, und zwar in einem abnorm grolRen Wert der Warme-
kapazitat des betreffenden Korpers. Diese zusatzliche, durch die Ab-
nahme de spontanen Magnetiserung bedingte ,ferromagnetische
Warmekapazitat" kann man nach der Formel

P P d"r(; sM?) (19)

berechnen, die sch aus der Fonnel (63a) Kap. Il be verschwindender
Erregung ergibt. Die Gestalt der Funktion M(T) fir B = 0 laft sch
leicht graphisch ermitteln (3ehe Abb. 5)
und darstellen (Abb. 7). Man bekommt 4
dabei den gréRten Wert fir Ac in der Nahe ym
des kritischen Punktes, wo die Magnetisie-
rung am raschesten abnimmt. Bei Ubergang
durch diesen Punkt muf se aber plétzlich ver-
schwinden, was tatsichlich beobachtet wird ¢ o
(vgl. die schraffierte Kurve in der Abb. 7). Abb. 7.

Diese sprunghafte Anderung der Wéarmekapazitat bei T =0 und
B = 0 kann nadherungsweise direkt ausgerechnet werden mittels der
etwas fortgesetzten Reihenentwicklung (16b) in Verbindung mit (17)
und (18). Es ergibt sch dabel

(oo g =S an (19a)

in qualitativer Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

Auf die Frage nach der Natur der ,magnetischen Harte" und auf
die weitere Entwicklung der Theorie der ferromagnetischen Korper
kénnen wir hier nicht eingehen. Es sei zum SchluR bemerkt, dal? man
ahnliche Erscheinungen auch im Falle der eektrischen Orientierungs-
polarisation bekommen wiirde, falls die entsprechenden Dipolsubstanzen
unterhalb ihrer , elektrischen kritischen Temperatur" im flisigen Zu-
stand existieren konnten. Bei enigen kristallinisch-flissigen Korpern,
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deren Molekile sehr grole Momente haben, ist das nach Born tat-
séchlich der Fall. Fur gewdhnliche Dipolflussigkeiten mit Momenten
von der Ublichen GroRenordnung {m &2 10-!%) bekommt man aber bei

5= 4;— kritische Temperaturen, die unterhalb des Erstarrungspunktes

liegen. Der obige (Lorentzsehe) Zahlenwert fir s wird aso im Falle
der elektrischen Polarisation nicht nur durch die Abhéangigkeit dei
Dielektrizitatskonstante von der Dichte bestétigt, sondern auch durch
das Fehlen eines ferromagnetisch-dhnlichen Zustandes.

§ 3. Elektrische Polarisation bei harmonisch schwingenden Feldern;
Gyration und optische Aktivitat.

1. Polarisationstensor und Gyrationsvektor.

Die im 81 dargelegte Theorie der Striktionspolarisation &3t sich
sofort auf den Fall eines harmonisch schwingenden elektrischen Feldes
verallgemeinern, wenn man die Molekiile wie quasielastische Oszilla-
toren (oder Systeme von quasielastisch gebundenen Elektronen) be-
handelt. Zur vollkommenen Charakterisierung dieser Oszillatoren
genugt es, wie im 82, Kap. | gezeigt wurde, neben ihren statischen
Polarisationskoeffizienten ihre Eigenfrequenzen anzugeben. Man muf3
dabei den resultierenden statischen Polarisationstensor eines Molekiils **
im allgemeinen als die Summe einer Anzahl von elementaren Bestand-
teilen 3«8 aquffassen, die von harmonischen Oszillatoren mit verschiedenen
Eigenfrequenzen w, herriihren. Diese Auffassung, ist nicht nur im Falle
mehratomiger Molekille, wo sie ganz natlrlich erscheint, sondern er-
fahrungsgemald auch im Falle der einzelnen Atome beizubehalten: man
muBd sich aso jedes Atom as ein System von harmonischen Oszilla-
toren vorstellen mit den fir sein Emissions- oder Absorptionsspektrum
charakteristischen Eigenfrequenzen, wobei die Anzahl dieser Ersatz-
oszillatoren mit der Anzahl der im Atom tatsachlich vorhandenen
Elektronen nichts zu tun hat.

Bezeichnet man die Frequenz der durch die effektive Feldstarke &?
erzwungenen Schwingungen mit » =--;:‘—. so erhdlt man fir die Kom-

ponenten des elektrischen Momentes eine Formel von der Ublichen
Gestalt [vgl. (1)]

] P =, (W ED (2"
mit
w (V) = Tl
x( “2 . :;_ (208)

nach (8b) Kap.|. Es mussen dabeiig® und p as komplexe Vektoren

behandelt werden, die demselben Phasenfaktor et —127°f = g™f pro.
portional sind.



Elektrische Polarisation bei harmonisch schwingenden Feldern. 143

Wir wollen zundchst die Eigenfrequenzen v, als reell ansetzen,
d. h. jegliche Dampfung ausschliel}en und dementsprechend nur solche
erzwungene Schwingungen betrachten, deren Frequenz mit den Eigen-
frequenzen nicht zusammenféllt; das Versagen der Formel (20a) bei
V = v, bedeutet nichts anderes als die Unmdglichkeit stationérer Schwin-
gungen fir solche , Resonanzstellen" (siehe unten § 4).

Was die partiellen Polarisationskoeffizienten of¥ anbetrifft, so
nehmen wir sie as reell und symmetrisch oder im allgemeinen als kom-
plex und konjugiert symmetrisch an im Sinne der Htrmiteschen Bedin-
gungen (37 a) Kap. 1 1 .

Diese Annahme ist prinzipiell notwendig, um die Existenz einer
den gebundenen Elektronen, d. h. den sie vertretenden Ersatzoszilla-
toren zugehorigen elektrischen Energie zu sichern. — Die Komponenten
des resultierenden harmonischen Polarisationstera,, (vymissen
folglich auch den Hermite sehen Bedingungen

ot () = oy (¥) (21)
genugen. Wir zerlegen nun diesen Tensor in seinen reellen (symmetri-
schen) und imaginéren (antisymmetrischen) Anteil

we(V) =B+ ¥ — 1y (21q)

und fuhren den dem Tensor vy aquivalenten Vektor g mit den Kom-
ponenten

£1=VYes. Eg=)m,» Ks=)1g (21b)

ein. Dieser Vektor bestimmt die sogenannte Gyration des betreffen-
den Molekils (s. unten) und wird as Gyrationsvektor bezeichnet. —
Es a3t sich dann das induzierte elektrische Moment p nach (20) in
der Gestalt
p=16-G1 +Y—16"x g (22)
darstellen, oder in koordinatenmafliger Schreibweise, beziuglich eines
mit den Symmetrieachsen des Tensors 2R zusammenfallenden Achsen-
system:
b= EY+ ¥~ 1(Flgs— Elgs)
pa= B B3+ V‘_ul (ES¢,— Elgy) l (229)
py=PyE3 + ¥ —1(E%¢,— E}gy)
Es sei bemerkt, da die Symmetrieachsen der partiellen Polari-
sationstensoren g = Raf¥? im allgemeinen voneinander und von den

Symmetrieachsen des resultierenden Tensors 2R verschieden sind. Setzt
man also, entsprechend (20a)

oo v g
ﬂkzZ’ I ﬂ=2r I (22b)
A l-—'z l—“'g
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so mu man unter 8§ nicht die Hauptkomponenten der Tensoren 2§,
sondern einfach ihre “(k, k)-Komponenten in bezug auf das betrachtete
Koordinatensystem verstehen. Es ist schliefflich zu beachten, daf3
im statischen Falle (v —0) der Tensor &, reell und symmetrisch sein
muR. Daraus folgt, daB die Vektoren g™ im Gegensatz zu den Ten-
soren 28W von der Frequenz der erzwungenen Schwingungen abhéngen
missen, und zwar in der Weise, dal3 sie bei v = 0 samtlich verschwinden.
Diese eigentimliche Abhéngigkeit kann aus der quasielastischen Theorie
der Striktionspolarisation nicht abgeleitet werden, denn nach der
letzteren sollte man immer g* = 0 haben.

Es |&Rt sich zeigen, da3 man fir g¢® von Null verschiedene Werte
bekommt, wenn man die Elektronen nicht as quasielastisch gebunden
behandelt, sondern das wirklische Rutherfordsche Kernatommodell
zugrunde legt und die Stérung betrachtet, welche durch das elektrische
Feld &9 in der normalen Umlaufsbewegung der Elektronen bedingt
wird. Wir kénnen auf diese Frage nicht ndher eingehen, da sie auler-
halb des Rahmens der hier dargelegten quasi-mikroskopischen Theorie
liegt. Wir wollen aber beispielsweise einen einfachen Fall untersuchen,
wo neben den phanomenologischen quasielastischen Kréften zusétz-
liche Kréafte auf die Elektronen wirken, welche von einem zeitlich
konstanten magnetischen Feld herriihren. Wegen der durch dieses
Feld bedingten ,diamagnetischen" Prézessionsbewegung bekommt
man dabei, solange die Frequenz v von Null verschieden bleibt, nicht
verschwindende Werte fur die Vektoren gt

2. Die durch ein zusétzliches magnetisches Feld bedingte
Gyration.

Der Einfachheit halber stellen wir uns einen isotropen harmo-
nischen Oszillator vor, welcher aus einem quasielastisch gebundenen
Elektron mit der Ladung e und der Masse mund einer zweiten im Mittel-
punkt O festgehaltenen Ladung —e besteht. Die Bewegung dieses
Elektrons unter kombinierter Wirkung der harmonisch schwingenden
elektrischen Feldstarke ® und der zeitlich und raumlich konstanten
magnetischen Feldstérke §¢ geschient nach der folgenden Gleichung

a1
m e+ Rr=c@+ S0 x §°, (3)

wo & = mwd = 4avim den Bindungsfaktor und v, die Eigenfrequenz
bedeutet (vgl. [6] § 2 Kap. |); x ist der Radiusvektor des Elektrons

beziiglich 0 und b=% - sgine Geschwindigkeit.

Flhrt man in (23) statt r das Dipolmoment des betrachteten Oszil-
lators p = ex ein, so wird

as e e /dp
aw+otp= € L (G X 9)
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oder dap ~ &% ist (m = 22xv)
@—ep="C Co+ pxge. (=1 -1) (239

Um den Einflul? des magnetischen Feldes in erster Naherung zu be-
stimmen, setzten wir auf der rechten Seite von (23 a) fur p den Ausdruck

1]
m(w.g e ein, der sich daraus in nullter Naherung, d. h. bei H° +0
ergibt. Dies gibt as erste Naherung
Ag w)e
p=mfm0 'a;l) + el = wl)l
Diese Formel stimmt mit der algemeinen Formel (22) Uberein,
wenn man

& x §o. (23b)

A
ﬂl‘k = 6{ [ {eod — ml] (24)
und
24559
U= cme :::13 '—b—— wi)t (24a)
setzt. Diese letzte Formel kann man auch in der Gestalt
2
1= o fo o (24b)
schreiben, wo
0= 2 :m o

die Winkelgeschwindigkeit der Larmorprézession bedeutet. Wie zu
erwarten war, verschwindet g bei w = 0.

Die betrachtete Wirkung des magnetischen Feldes &uRert sich,
wiewir im folgenden Kapitel zeigen werden, in der Drehung der Polarisa-
tionsebene des Lichtes, welches sich im betreffenden Korper parallel
zu den magnetischen Kraftlinien fortpflanzt (der sogenannte Faraday-
effekt). Da se von der effektiven Feldstdrke abhéngt, so bietet sie
eine neue Mdoglichkeit, auf einem rein optischen Wege die durch die
Weilksche Theorie des Ferromagnetismus verlangten Werte des ,, mole-
kularen Feldes" zu priifen. Es ergeben sich dabei fiir ferromagnetische
Korper tatséchlich dieselben ungeheuren Werte von H° (—B+sM).

Man muB aber darauf achten, daf} dieser Effekt in einer ganz ver-
schiedenen Weise entstehen kann, und zwar nicht durch eine aufler-
ordentlich rasche Prézessionsbewegung und die damit verknipfte
diamagnetische Polarisation, sondern durch die orientierende ,,para-
magnetische" Wirkung des Magnetfeldes. Es mul3 dabei angenommen
werden, da3 auch bei Fehlen des letzteren die Atome (oder Molekiile)
feste Gyrationsvektoren besitzen, die ihren natlrlichen magnetischen
Momenten parallel sind. Man bekommt dabei fir den statistischen
Mittelwert von g oder die auf die Volumeinheit bezogene Gyration

®=N[g] (2)

Frenkel, Elektrodynamik |1 . 10
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eine Formel derselben Gestalt wie fur die magnetische Polarisation
M = N [m], so daR man einfach

= ;‘j;‘sm (253)
setzen kann.

Eine solche Orientierung der Gyrationsvektoren kann auch durch
ein zusdtzliches, geniigend starkes elektrisches Feld bedingt werden,
falls die Molekule des betreffenden fllissigen oder gasférmigen Korpers
feste Dipolmomente mit dazu parallelen Gyrationsvektoren besitzen.

Um die Abhéngigkeit der elektrischen Polarisation von der totalen
(harmonisch schwingenden) Feldstérke € nach (22) zu bestimmen,
multiplizieren wir diese Gleichung mit N, und ersetzen ® durch die

Summe @+?3E€B. Es ergibt sich dabei im einfachsten Falle, wenn
der Tensor 2R sich auf einen Skalar B reduziert:

P=Np(E+7B)+i(C+B)xE.

Diese Gleichung kann man ndherungsweise |ésen, indem man in das
zweite Glied auf der rechten Seite den Wert von ¥ einsetzt, welcher
G=0 entspricht. Nun gilt bekanntlich in diesem Fall [vgl. (3a)
und (3b)]:

P=xC, x= P | 26)
— 3Nﬁ
Wir bekommen folr! =t i ~rmtor A mmfhow s
(14472
P=xE i 4 -Ex @
1__..;1\"3
d.h.
B=nGri, 39 (263)

(-5m)"

Ein Korper der betrachteten Art, d. h. mit einer von Null verschie-
denen Gyration @, wollen wir as , gyrotrop” bezeichnen, um ihn von
den gewohnlichen isotropen und anisotropen Kdrpern zu unterscheiden.
Ein Koérper kann selbstverstandlich gleichzeitig anisotrop und gyrotrop
sein. Diesen allgemeinen Fall wollen wir aber nicht néher betrachten.

3. Die durch ein zusatzliches elektrisches Feld bedingte
optische Anisotropie.

Ebenso wie die Gyrotropie kann auch die Anisotropie bel Flussig-
keiten und Gasen durch auRere Einwirkungen, spezidl durch zusitz-
liche datische Felder bedingt werden. Eine solche kinstliche An-
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isotropie bezlglich der schnellen Lichtschwingungen erreicht man
z. B. durch Einschalten eines starken zusétzlichen elektrostatischen
Feldes (Kerr-Effekt). Wenn die Frequenz v hoch genug ist, und die
Feldstarke & sehr schwach im Vergleich zu der zusétzlichen zeitlich
konstanten Feldstarke §, mufl3 die Orientierung der Molekiile aus-
schliefflich durch die letztere bedingt werden (s. unten). Wir nehmen
an, dal die Molekiile eine Rotationssymmetrie um ihre , erste" Achse
besitzen. Die Hauptkomponenten des Polarisationstensors 2R fir die
dazu senkrechten Richtungen missen folglich denselben Wert 3, = 3
haben. Wir wollen nun die statistischen Mittelwerte seiner Kompo-
nenten fir die raumfeste Richtung des V e k t § (fy,} n d fur die dazu
senkrechten Richtungen (fgg) bestimmen'). Dabel betrachten wir
die potentielle Energie der Molekile W as eine bekannte Funktion
ihrer Orientierung, d. h. des Winkels B zwischen ihrer Figurenachse
und .

Wir fahren fur einen Augenblick die Winkelkosinus g, zwischen
den mit einem Molekil verbundenen und den raumfesten Achsen ein.
Dann lassen sich die neuen (raumfesten) K omponenten von %R folgender-
malien ausdriicken

ﬁ;1= %‘%‘?‘u}’m Bin=ri 0+ W5 W80 fo =51 (B — By + Ji
ﬁ;s=%‘§}'iz?uﬁm=?§sﬁ1 + (Yia+ ¥in) Ba = s (B —Ps) + Ba.

Es gilt ferner fir die statistischen (oder auch geometrischen) Mittel-
werte
[te] = [sl= g [P} 4 Vsl = 5, (1 =[]}

und folglich, mit Ricksicht auf y;; =—=c0s0,

- 1 e (27)
[B2e] = B2+ (B = B2 9 [sin 9]]
Fir den Mittelwert v >~ - . -3 (bliche Formel
C A cop @ EF
[c052 9] = :_._I_i_-
s KT
[vgl. (8) §1]. Man bekommt daraus im Falle von Dipolmolekiilen
Ecosg)
(w- AT
Go¥ B + 5 A cost® + .
[COS’ 8] = — . = . =y (G - ﬁ') ,
l+-2--a’cos'8-L 1_|._ii

') Die hier dargelegte Theorie stammt von P. Langevin.
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d. h. in erster Anndherung

F
o] = (1 +E (20 ) (273)
und im Falle von nichtpolaren Molekilen mit den statischen Polari-
sationskoeffizienten e, o, = oy [W = — § F? (ay + (o) ~— ey} <0526},
vgl. (10b) 81]:
1 @&
- um’e—}—bcm‘e 3T % (ot — mg) FE:
lcos2 6] = Vibeode b (B=""07" )
*3
d.h.
Doy — etg) £72
lcosi®] = (14 2 20, (271)

Die mit? NlpllZlertenGroBen(27) sind glee,;+2zw
e:’il, wo g, & die Hauptdielektrizitatskonstanten des betrach-
e+ 2 LU

teten Korpers fur die E°-Schwingungen bedeuten.

4. EinfluR der magnetischen Schwingungen auf die
elektrische Polarisation.

Wegen der Kleinheit der diamagnetischen Polarisation kann man
sie bei Betrachtung schneller elektromagnetischer Schwingungen ganz
aufler acht lassen.

Es ist aber zu beachten, da3 die elektrischen und magnetischen
Schwingungen niemals getrennt stattfinden kénnen, sondern sich immer
gegenseitig induzieren. In der Wellenzone, d. h. in grolRer Entfernung
von ihrer gemeinsamen Quelle, haben die elektrische und magne-
tische Feldstérke bekanntlich genau denselben Betrag und eine zu-
einander und zur Wellennormale senkrechte Richtung. Aber auch in
diesem Fall bleibt der Beitrag der magnetischen Kréfte zur elektrischen
Polarisation, ebenso wie die diamagnetische Polarisation, welche
strenggenommen ebenfalls von den elektrischen Kréaften herriihrt,
verschwindend klein im Vergleich mit dem unmittelbaren Striktions-
effekt (,statischer Induktionseffekt") der letzteren.

Die Bewegung eines freien Elektrons im elektromagnetischen Felde
ebener Lichtwellen haben wir im ersten Bande (S. 341) ausfihrlich
untersucht. Die Wirkung des magnetischen Feldes besteht haupt-
sachlich, wie dort gezeigt wurde, in der Erzeugung des Lichtdruckes,
der eine fortschreitende Bewegung des Elektrons bedingt. Im Falle
eines gebundenen Elektrons kann eine solche Bewegung nicht statt-
finden und wird durch eine zusétzliche longitudinale Verschiebung
ersetzt. Diese Verschiebung muf3 offenbar zur transversalen, durch
die elektrische Kraft allein bedingten Verschiebung im Verhéltnis der
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magnetischen Kraft%x@ zur elektrischen stehen, d. h. im Verhaltnis

der durch dieletztere bedingten Geschwindigkeit v zur Lichtgeschwindig-
keit. Bei den gewohnlichen Bedingungen bleibt aber dieses Verhéltnis
verschwindend klein.

Zur Prézisierung der angefilhrten Uberlegungen wollen wir noch
die Bewegungsgleichung (23) fur den betrachteten Fall (§ =nx@E,
n — Wellennormale) néherungsweise integrieren (den Index o lassen
wir fort). Zu diesem Zwecke setzen wir wieder im zweiten Gliede auf
der rechten Seite fiir p denjenigen Ausdruck ein, welcher sich hei Wea-
lassung dieses Gliedes ergibt, d. h. den reellen Anteil von m---(m @m.)
Setzt man w, as reell voraus und & proportional zu coswot, so wird

g

v == m (w'g'_‘ w‘.j sinewf,

wo @’ die reelle Amplitude von § bedeutet, und folglich nach (23)

§;+m§r-———;l§’cosmt+ o

g Y cos e i si
m,{mz__w,)(. x MxEYcoswisinwt

oder Wegen neE =0
_____ +wor__ ‘E'mﬁ‘”z*'zlmﬂm! m,)nE f5in 2we. (28)

Da diese Gleichung linear ist, so setzt sich ihre Losung (beim Fehlen
von freien Schwingungen) aus zwei Anteilen zusammen, die den durch
die zwei Glieder auf der rechten Seite dargestellten Kréften entsprechen.
Den ersten Anteil brauchen wir nicht zu betrachten. Fur den zweiten
Ar bekommen wir in der Ublichen Weise (mittels des Ansatzes

Ay ~sin 2 wi)
Aoy £
2wl (] — @)

Ay= sine 2end . (28a)

Diese zusétzliche longitudinale Verschiebung hat aso eine doppelte
Frequenz, se kann sich deshalb in den optischen Erscheinungen, wie
wir spéter sehen werden, gar nicht auern. Es ist ferner interessant, zu
bemerken, dal3 ihr Mittelwert verschwindet und nicht positiv ist, wie
zu erwarten war. Dies entspricht dem Verschwinden des mittleren
Lichtdrucks bei fehlender Dampfung (s unten § 4).

5. Einflull der raumlichen Periodizitat des elektrischen
Feldes; optische Aktivitat.

Obwohl die Wellenléngen des sichtbaren Lichtes viel grofier sind as
die Molekiilabmessungen, ist es doch in einigen Fallen notwendig,
neben ihrer zeitlichen Periodizitat auch ihre rdumliche Periodizitédt —
oder eher die dadurch bedingte Inhomogenitat des effektiven elektri-
schen Feldes — zu berticksichtigen. Diese Inhomogenitét hat die Tat-
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sache zur Folge, da3 die Atome, aus welchen das betrachtete Mol ekl
aufgebaut ist, zwar mit derselben Frequenz, aber mit etwas verschie-
denen Phasen schwingen.

Bezeichnet man die duRere (oder effektive) Feldstarke im Mittel-
punkt O eines Molekils mit &°, so kann man ihren Wert im Mittel-
punkt eines Atoms A mit dem Radiusvektor €® durch = g
+ (xo4) ° bestimmen. Man erhdlt dabei, wenn man die Wechselwirkung
der Atome aufler acht lar’t, den folgenden Ausdruck fir das induzierte
Dipolmoment des ganzen Molekiils

p= Mot G+ Sas (r*F)E°, (29)
wo o' die Polarisationskoeffizienten der einzelnen Atome bedeuten.

Bei Berlicksichtigung der erwadhnten Wechselwirkung muf? man
zur aufleren Feldstarke @s noch die von den Ubrigen Atomen herrih-

renden Feldstarken @b (b = 1,2...) hinzufigen. Diese driicken
sich durch die entsprechenden Momente p° nach der Formel

1
Eo0 = 1 (302 (Rl p) — 7). (209)
aus, wo 9, == 1¢ — gt den Vektor BA und @®R§, den entsprechenden

Einheitsvektor bedeuten (vgl. Bd. I, S. 85). Durch Einsetzen dieser
Ausdriicke in die Formeln

Pt == a8 @0 = 02 [EC .} (ro ) KO _}_bg&ﬂ] (29b)

bekommen wir ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Momente
der einzelnen Atome, wobei sich fir das resultierende Moment des
Molekils ein Ausdruck von der Gestalt

Pi“‘*‘“mEg']'“tuoaf: (29¢)
ergibt. Die Koeffizienten ay bilden den uns schon bekannten Polari-
sationstensor des Molekils. Dazu tritt aber noch ein zweiter, flr das
letztere charakteristischer, Tensor dritten Ranges mit den Komponen-
ten Kip1-

Er bestimmt nach M. Born die sogenannte , optische Aktivitat'*
des betreffenden Korpers, die sich in einer Drehung der Polarisations-
ebene des durchgehenden Lichtes auRert (s. unten Kap. IV §3).

Im Falle ebener Wellen hat man

gaif{r—~"T)

Go""'g i [ (30)
wo 4 die Wellenlange und n die Wellennormale bedeuten. Es wird
dabei

9L _ i EY (30a)
und folglich nach (29 c) 9
1

ﬁ.’ - G‘.‘*Eg - “‘;:- T E? * (SOb)
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Wenn es sich um einen amorphen (fliissigen oder gasférmigen) K 6r per
handelt, desssn Molekiile vollkommen regdlos orientiert sind, muf3
man zur Berechnung der Polarisation den geometrischen Mittelwert
von (30a) bilden. Der Mittelwert vona;x reduziert sch bekanntlich

! . 1 y
beim Fehlen der Gyration auf ey + g+ tas) dre== a 855 FUr den

Mittelwert vor e, ; bekommt man, wie leicht zu zeigen ist, das Produkt
enes invarianten Skalars y mit dem antisymmetrischen Einheitstensor
dritten Ranges 4,,;. dessen Komponenten sch durch die Bedin-
gungen

S129== 1, i =—8p =08y,

bestimmen lassen. Sie sind also gleich + 1, wenn alle drei Indizes ver-
schieden sind und Null, wenn zwei von ihnen zusammenfallenl).

Die Summe &, %, E? = #ny E§— n, E} stelt die erste Kompo-
nente des Vektors nxE® dar. Die der Formel (30 a) entsprechende
Polarisation ist folglich gleich

P = NGO+ i GOx T (31)
oder [vgl. (26)]
RoxCri EXT (31a)
(1-"5~8)
wo
r=2% Nn (31b)
ist.

Der Vektor r spielt hier diesdlbe Rolle wie die dem antisymmetri-
schen (imaginéren) Anteil des Tensors ey entsprechende Gyration .
Es besteht aber zwischen ihnen der wichtige Unterschied, dak? @ ein
fester, von der Richtung der Lichtstrahlen unabhéngiger Vektor ist,
wahrend der , Aktivitatsvektor" T der Wellennormale parallel bleiben
muB, falls er Uberhaupt von Null verschieden ist. Es sa bemerkt,
daf3, wenn man den Mittelwert von p aus (29c) bestimmt, bekommt
man einfach

(32)

und folglich p=FE° +yrot&
L ESPT LES arot(@-{-!;ffs) (32a)
mit a— ?N-—. Diese Formel ist allgemeiner as (31a), denn se

lant sch auf® beFeblge Wellenvorgénge anwenden.
Fallswir bei der Berechnung des elektrischen Momentes der Molekile
auch die Groéfien zweiter und hoéherer Ordnung in den Koordinaten der

1 vgl. C. G. Darwin: Optical Constants of M atter.
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Atome (in bezug auf den Mittelpunkt 0) beriicksichtigen wollten,
wirden wir fur p, eine Reihe von der Form

f’f=°'-mE£+U-un """ +°'-iu:ndx a“ + (33)

bekommen [vgl. Ende des §9, Kap. 1]. Wegen der Gleichung
1 ats0
d h VS@D.,..(S ﬂ-l_’”w__o'

SEL | am
dryam T g En=0 (333)

lassen sich aber alle hoheren Glieder dieser Reihe (wenn man die Mittel-
werte der Polarisationskoeffizienten fir verschiedene Orientierungen
der Molekile nimmt), auf die ersten zwei reduzieren. Wir erhalten
rolglich auf diese Weise keine Verallgemeinerung der oben gefundenen
Resultate.

|8 4. Elektrische Dampfung.

1. Formale Theorie der Da&mpfung und ihr Einflufl auf
den elektrischen Polarisationstensor fir harmonische
Schwingungen.

Wir haben im vorigen Paragraphen die Molekile as Systeme von
Oszillatoren aufgefaldt, die ungedampfte harmonische Schwingungen von
bestimmten Eigenfrequenzen ausfiihren kodnnen. Diese freilen Schwin-
gungen haben wir aber auBer acht gelassen und nur die mit der
&uleren Feldstérke synchronen oder ,kohérenten” Anteile der er-
zwungenen Schwingungen betrachtet. Das vollstédndige elektrische
Moment eines isotropen harmonischen Oszillators, der sich unter der
Wirkung einer effektiven elektrischen Feldstarke @ ~ & (g = 2av)
befindet, setzt sich aber bekanntlich zusammen aus dem erwéahnten
kohérenten Anteile

e F
P= et —aY (34)
[nach (23b)] und einem von den freien Schwingungen herriihrenden
Anteile
P =peient | ple=tont (349)

wo die komplexen Amplituden g;, p; sich im allgemeinen aus den
Anfangsbedingungen bestimmen |assen.

Um die eventuell vorhandene D&mpfung dieser freien Schwin-
gungen zu beriicksichtigen, geniigt es, die in (34a) auftretenden Eigen-
frequenzen 4- e, durch komplexe Zahlen

+ @ +ia”
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mit einem positiven imaginaren Anteil w" > 0 zu ersetzen. Man muf3
dementsprechend in (34) w, ebenfalls durch eine komplexe Zahl er setzen,
aber wie leicht einzusehen ist, nicht durch diesdlbe, sondern durch eine
andere Zahl, die von der Frequenz der erzwungenen Schwingungen (w)
in einer von dem Mechanismus der Dampfung bestimmten Weise ab-
hangt und bei w= 0 reell wird.

Wir stellen uns z. B. vor, dafd das isotrop und quasidlastisch gebun-
dene Elektron ene sener Geschwindigkeit proportionale Reibungs
kraft—#v (# > 0) erfahrt. Dann lautet seine Bewegungsgleichung
folgendermaRen [vgl. (23) §3]:

dir it
’ﬂd‘.+§' dt +hr=¢§. (35)
Bei E =0 bekommt man daraus mit dem Ansatz t~ &®¢ die

»Charakterigische" Gleichung
— ¢ i k-0

oder wel w ' +je"

ansatzt —M{wt—ow' —da” +k+i(—2mo'n”’ FHa’) =10
Eswird alse "
w' =, (354)

und

d.h.

0 = 4 Joi—n'? I

mit m‘,:-lf’:. I

Es bedeutet hier wo, wie friher, digenige Frequenz der freien Schwin-

gungen, die sich beim Fehlen der Dampfung (f = 0) ergeben wirde.
Die Losung von (35) stellt sich also bei E = 0 folgendermalfen dar,

wenn man statt t das Moment des Ozillators p = er einflhrt:

(35b)

# !
p= p: 8_2-.’.'." ali —rareht + ﬁ:"e_ﬁil’ g—i“naﬁ—-m"ﬂ.
wo . und p; zwei unabhangige konstante Vektoren sind. Wenn man
diese Vektoren als komplexe Gréfl3en auffafdt, kann man ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit den einen von ihnen, z. B. den zweiten gleich
Null setzen. Man bekommt dabei
p=pyetie’ =t (350)

Bei Anwesenheit der auRBeren Feldstérke ergibt sch flr den synchronen
Anteil von t die Gleichung

(—mot +ifwt kv =1¢E,
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Der entsprechende Anteil des elektrischen Momentes 183t sich folglich
nach (35 a) und (35b) in der Gestalt
AE
P = ol T b £ 2iaw”) (36)
schreiben, oder wenn man die komplexe Amplitude von €& einfihrt
(€ = Eyet¥)

A, gl i-F
p= : (3649
wo ¢ die Phasenverschiebung von p gegen & bedeutet. Diese Phasen-
verschiebung ist durch die Gleichung

2 ww”

Bp= . (36b)

wi

bestimmt und im Resonanzfall (W =w,) wird sie gleich i;— Die ent-
sprechende maximale Amplitude ist
et |, 2
Pmax= 2!&%.6"’-2 m,;ﬂE“ . (36c)
Wir missen den Umstand betonen, dal die Resonanzfrequenz

-;;=-;';=v, von der Dampfung unabhangig und folglich von der tat-

sachlichen Frequenz der freien geddmpften Schwingungen%‘ver-

schieden ist.

Die allgemeine Ldsung der Schwingungsgleichung (35) driickt sich
durch die Summe von (35c) und (36) aus. Da aber der erste koharente
Anteil von p mit der Zeit exponentiell abklingt, kann man ihn, wenn
die Dampfung grof3 genug ist, auBer acht lassen, wie wir es im vorigen
Paragraphen tatséchlich getan haben.

Um die algemeine Formel (20a), welche die Frequenzabhangigkeit
des Polarisationstensors eines Molekils bestimmt, auf den Fall ge-
dampfter Schwingungen auszudehnen, wollen wir zundchst statt der
statischen Polarisationskoeffizienten a}§ neue dimensionslose Zahlen-
koeffizienten f#., nach der Formel,

L]
= it (37)

einfihren. Es wird dann bei Beriicksichtigung der Dampfung
_.a i1}
wr )= 3 S g iy (373
wobei v =§2 wie friher als die Eigenfrequenz oder besser as die

Resonanzfrequenz  und ¥§ ='£; as die Dampfungsfrequenz oder der
Dampfungsdekrement des entsprechenden Ersatzoszillators bezeichnet
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werden mag. — Es sei bemerkt, daf3 diese GréRen in dem Fall eines
anisotropen Oszillators verschiedene Werte fir die drei Grundschwin-
gungen des letzteren haben missen. Es ist deshalb zweckmaRig, lineare
Ersatzoszillatoren zu benutzen, die nur in einer Richtung schwingen
konnen, d. h. einen rdumlichen Oszillator durch drei lineare zu ersetzen.

Zerlegt man den Polarisationskoeffizienten a,, in seinen reellen und
imagindren Anteil, so wird

%o =B —Eyu I
— = 7 (n "')ﬂ
ik_,";ta' 2;'{,n__,l]l+ 4yty ul

St
Yie= 43’»! (i — ]’+4v'v”'

Die Koeffizienten fis haben in dem Falle eines isotropen Oszillators
eine sehr anschauliche Bedeutung. Und zwar kann man dabei die Zahl
M =3/ = 38 =3/ ds die Anzahl der in einem Molekil isotrop
und quasielastisch gebundenen Elektronen mit der Ladung e, der Massem
und der Eigenfrequenz ¥4 behandeln. Diese Deutung braucht selbst-
verstandlich nicht physikalisch zutreffend zu sein. Man erhélt aber in
manchen Fallen auf Grund der optischen Messungen sehr verniinftige
Werte fir f, die mit den chemischen Daten Uber die Anzahl der valenten
Elektronen in den einzelnen Atomen genau oder naherungsweise Uber-
einstimmen. Dies bezieht sich auf das sichtbare Spektralgebiet. Fir
solche Substanzen, die Resonanzlinien ¥, im fernen Ultrarot besitzen,
erhdlt man gute Werte fur f®, wenn man die Elektronen durch die
entsprechenden lonen mit derselben (oder doppelten usw. je nach der
Valenz) Ladung und einer viel grofleren Masse ersetzt.

Es sei bemerkt, da die Koeffizienten B die Dispersion der be-
treffenden Substanz, d. h. die Abhangigkeit der Geschwindigkeit der
Wellen von der Schwingungsfrequenz (v), wahrend die Koeffizienten y
ihre Da&mpfung oder Absorption bestimmen (s. unten). Die Dampfung
ist bekanntlich mit einer Warmeentwicklung verkniipft. Obwohl diese

(37b)

Warmeentwicklung schon oben (Kap. 11, §6) in einer ganz allgemeinen
Form behandelt wurde, wollen wir se — oder vielmehr den ihr ent-
sprechenden elementaren Effekt — in dem einfachen Beispiel eines

isotropen Oszillators etwas ausfuhrlicher betrachten.
Nach (36), (36a) und (36b) kann man in diesem Fall schreiben

E=Cewr,  p=qt, x= o= iy

S ot e 1 - I ‘
p=laicosp, y=wsing, =z mfwoh — o - doda® | . (39)
ﬂ 9‘ w¢ ot = e - _____.?,,?_a_i,:._. .y

m (0] - oM {deie™ V= m {wi e+ v

Die auf den Oszillator pro Zeiteinheit durchschnittlich aufgewandte
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Arbeit drickt sich bekanntlich [vgl. Kap. I |, (41)] durch die Formel
4 )
L=.%.R(&*. ET”): 5 RGw€*-p)

aus, d. h. nach (38) mit Riicksicht auf die Beziehung E?= -;—Eﬁ:

_L=—g-mEo-posin¢=';—yE}=m?E’-. (384)
In der Resonanzstelle (W = wp) erhélt se den Maximalwert
¥l A
Lusx =g, n= 5 %, (38b)
der sich merkwirdigerweise um so groRer ergibt, je kleiner die
Dé&mpfung ist.
:f Tragt man die L- oder die

y-Werte as Ordinaten und die ent-
sprechenden w-Werte as Abszissen
auf, so bekommt man eine soge
nannte ,,Resonanzkurve” (Abb. 8),
die desto steiler von ihrem Héhepunkt
abfallt, je hoher dieser Punkt liegt.
In der Nahe der Resonanzstelle,

»w . h. bel | — eyl <€ wy kann man
naherungsweise

(0? ~mf)* = 4 f (0 — ;)3

?Jr.

|
1
]
1
4
H

und _—
_der 1 !
r= Dy ™ | (g L (39
. .. _ e e e —y
setzen mit den AbkUrzungen ymax = mate " uy b umd =

Definiert man die Halbwertsbreite der Resonanzkurve Aw as den
horizontalen Abstand zwischen den auf der Mittelhdhe liegenden Punk-
ten, so wird nach der obigen Formel

" ﬂ
Aw=2e = - (399

Der Flacheninhalt der ganzen Resonanzkurve 13t sich dabei mit ge-
niigender N&herung durch das Integral

re re a \

@ nfod4® | wetad  ad
Ymax 'J‘l T T Vuaxt j‘"l T Imiogw” Imu, (39b)
- —x

darstellen. Sie ist also von der Scharfe der Resonanz ::T: unab-
héngig.

In der Abb. 9 ist die der y(w)-Kurve entsprechende R(w)-Kurve
angegeben. |hre Gestalt in der Nahe der Resonanzstelle wird néherungs-
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weise durch die Gleichung
X

e LTI
bestimmt. Die Extremalwerte von B liegen in einem Abstand
voneinander, der ungeféhr mit der Halbwertsbreite (bereinstimmt.
Zur Unterscheidung der beiden Resonanzkurven bezeichnet man ge-
wohnlich die 3(w)-Kurve as die Dispersionskurve und die y(w)-Kurve
als die Absorptionskurve. Wie wir im folgenden Kapitel sehen wer-
den, bestimmt die erste die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek-
tromagnetischen Wellen oder genauer 4
ihrer Phasen in materiellen Korpern,
und die zweite ihre Absorption, d. h.
die Verminderung ihrer Energie. Die
|etztere mull dabei, wie schon erwahnt w
wurde in mechanische und schliellich
in Warmeenergie Ubergehen.

Der Mechanismus dieses Ubergangs Abb. 5.

ist aufs innigste mit dem Mechanismus
des ganzen Dé&mpfungsvorgangs verbunden, d. h. mit der Natur
der in den obigen Uberlegungen in einer rein formalen Weise ein-
gefuhrten Reibungskraft. Wie kann man sich nun den Ursprung einer
solchen Kraft vorstellen ?

2. Strahlungsdéampfung.

Die einfachste und universellste Kraft dieser Art ist die uns schon

bekannte Plancksche Srahlungsdampfung (Bd. I, S. 210)
N 2 A0

Ty 8 g (40)

Im Falle des kohédrenten Anteiles der erzwungenen harmonischen

Schwingungen (e ~¢&*¥, w=2x¥») kann man diese Kraft as eine

gewohnliche der Geschwindigkeit o= :‘: proportionale Reibungskraft
=—0p (40a)

darstellen mit einem von der Schwingungsfrequenz abhangigen Koeffi-

zienten
B Bniplet

Dies entspricht nach (35 @) dem folgenden Wert fir die ,Dampfungs-

feque12u i C:
‘,” = .__,._,_ = -
32 2 !

(40c)

o . - _
wo = g & den ,Radius” des Elektrons im Sinne der gewohnlichen
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elektromagnetischen Theorie des Masse (Bd. I, S. 201) und A=-i‘die der

Frequenz v zugehorige Wellenlénge bedeutet
Fur gewshnliches Licht ist 4 von der GréRenordnung 107 cm,
wiahrend a etwa 10™*% cm betragt. Wir sehen also, daR die Strahlungs-

dampfung einer auflerordentlich schmalen Resonanzkurve mit einem

sehr hohen Maximum entspricht (relative BrelteAw 2" ~ 2 10~ )

Es fragt sich nun: in welche Energieform und |n Welcher Weise die
elektromagnetische Energie infolge der Strahlungsdéampfung um-
gewandelt wird? Diese Frage ist nicht so einfach zu beantworten, wie
es im ersten Augenblick scheinen kann. Denn nach unserer urspriing-
lichen Annahme sind die erzwungenen Schwingungen des Oszillators
wegen der Abklingung des inkohédrenten Anteils as streng stationér an-
zusehen. lhre Energie, d. h. die Summe der kinetischen und der poten-
tiellen Energie des Elektrons bezuglich des ads fest gedachten An-
ziehungszentrums 0, muB folglich konstant bleiben. Um aso einen
Widerspruch mit dem Energieprinzip zu vermeiden, ist es notwendig,
die letzte Voraussetzung fallen zu lassen und sich vorzustellen, daf
die elektromagnetische Energie in die kinetische Energie der fortschrei-
tenden Bewegung des Oszllators als Ganzen Ubergeht. Der entsprechende
Mechanismus ist offenbar in dem durch die elektromagnetischen Wellen
ausgelbten ,, Lichtdruck" zu sehen. Wir haben zwar in unserer Aus-
gangsgleichung (35) nur die elektrische Feldstérke eingefuhrt, aber,
wie schon manchmal angedeutet wurde, mul3 ein harmonisch schwin-
gendes elektrisches Feld immer von einem synchron schwingenden
magnetischen Feld begleitet werden. Die vollstdndige Bewegungs-
gleichung des Oszillators bei Beriicksichtigung der Strahlungsdampfung
und der magnetischen Feldstérke hat die folgende Gestalt [vgl. die
Formel (23)]:

iy 2 e
miow— :,d;+kr—s&+ DX . (42)

Um den Mittelwert der durch das letzte Glied dargestellten Kraft &%
in erster Naherung zu bestimmen, gentigt es fir die Geschwindigkeit p
die nullte Naherung einzusetzen [vgl. die Ableitung von (28a), §3].
Nun gilt bei H = 0
(—morttifatR)r—=cE,

und folglich

e ldp _‘fw

€ =" ¢ dt p !
wo p nach den friheren Formeln (38) zu bestimmen ist, mit dem nach
(40b) definierten Werte von #. Es wird aso

F= 2 R(Ppx9*) = LR(1 Latxp7). (412)
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Im enfachsten Falle ebener elektromagnetischer Wellen hat man
ExH* =n®, wo n wie ublich die Wellennormale bedeutet. Man hat

1 L, = . . .
ferner [vgl. (382)] 5 &=€*und R(ia)=y. Der gesuchte mittlere Licht-
druck ist folglich gleich

FenyEr=n’. (41h)

Diese Relation stimmt vollkommen Uberein mit der entsprechenden Rela-
tion zwischen der elektromagnetischen Energie {£i und Bewegungsgr e

(g=n i) . Se drickt also die Tatsache aus, dal? die dem Oszillator

pro Zeiteinheit zugefihrte mechanische Energie und Bewegungsgroliie
in dersedben Beziehung zueinander stehen, wie die entsprechenden
elektromagnetischen GroRRen. Man kann aber daraus noch nicht schlie-
Ren, daR ihre Absolutwerte Ubereinstimmen, wie dies von dem Er-
haltungssatz gefordert wird.

Wir werden auf diese Frage nicht ndher eingehen, denn se hat fur
die makroskopische Elektrodynamik keine (oder eine ziemlich geringe)
Bedeutung. Der oben skizzierte Mechanismus der ,reinen” Strahlungs-
dampfung kann nur in dem Falle stattfinden, wenn die Molekile des
betreffenden Korpers sch ganz ohne irgendwelche gegensditige Be-
einflussung bewegen konnen. Diese Verhdltnisse snd aber nur in
auRerst verdiinnten Gasen realisierbar. Bel den gewdhnlichen irdischen
Bedingungen muf3 man schon im Falle sehr verdinnter Gase die Zu-
sammenstoRe der Molekile miteinander in Betracht ziehen. Diese Zu-
sammenstolle haben aber zur Folge, dal der durch die Strahlungs
dampfungstheorie betrachtete stationdre Zustand sich niemals ver-
wirklichen kann. Die erzwungenen Schwingungen mussen in der
Tat bei jedem Zusammenstol3 gestort oder vollkommen zerstért werden,
um dann wieder von Anfang an zu beginnen. Esist nun leicht zu sehen,
daR die Zeit T, die zwischen zwel nachfolgenden Zusammenstti3en
durchschnittlich zur Verfugung steht, im allgemeinen so klein ist, dafd
der Schwingungsvorgang am Ende dieses Intervalls noch sehr entfernt
von demjenigen stationdren Zustand bleibt, welcher dem Abklingen
der inkohérenten Schwingungen entspricht.

Die der Strahlungsdampfung entsprechende Frequenz V' fir freie
Schwingungen von der Eigenfrequenz v driickt sich ungeféhr durch
dieselbe Formel (40c) aus, wie fiir koharente erzwungene Schwingungen
derselben Frequenz. Die Amplitude dieser freien Schwingungen fallt
mit der Zeit nach dem Exponentialgesetz e~ @t = £-27""¢ ap [s. (35C)].
Ihrerelative Verminderung (bezlglich ihres Anfangswertes) in der Zeit T
ist folglich gleich &"". Im Falle von Lichtwellen des sichtbaren Spek-
tralgebietes, diesich in einem Gasevon normaler Temperatur und Druck
fortpflanzen, hat man nach (40c) @’ @ 10~% - 10% = 107 und
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210~ — 10-19, Das Produkt " 7 betragt aso etwa 10— 1073
Das Abklingen der freien Schwingungen in dem Zeitintervall zwischen
zwei nachfolgenden ZusammenstdflRen eines Molekils mit den anderen
bleibt folglich unbetrachtlich, so dad man von der Strahlungsdémpfung
praktisch absehen und diese Schwingungen as vollkommen ungedampft
behandeln kann.

3. StoRdampfung.

Es kommt aber jetzt statt der Strahlungsdémpfung eine viel kréfti-
gere Dampfung vor, die von der Zerstérung der erzwungenen Schwin-
gungen der Molekille bei ihren Zusammenstdflen mit den anderen
Molekilen abhéngt. Diese von Lorentz zuerst untersuchte Dampfung
pflegt man as StoRdampfung zu bezeichnen. Thren Mechanismus kann
man sich folgendermaflen vorstellen. Wahrend der Zeit T ist jedes
Molekil ausschliefflich der Wirkung der &uBeren (oder effektiven)
elektrischen Krafte unterworfen. Die dabei von der letzteren durch-
schnittlich geleistete Arbeit L ist gleich der zusétzlichen mechanischen
Energie W, die das Molekiil vertretenden Oszillatoren auf Kosten der
elektromagnetischen Energie des sie umhillenden Feldes erhalten.
Bei einem Zusammensto3 zweier Molekile geht diese ,,innere" mecha-
nische Energie in die gewohnliche kinetische Energie ihrer fortschrei-
tenden oder ihrer Drehungsbewegung Uber, d. h. mit anderen Worten
in Warme. — Die angefiihrte Vorstellung ist selbstversténdlich sehr
schematisch und driickt nur die mittleren Verhaltnisse aus, ohne Riick-
sicht auf die dabei auftretenden Schwankungen. Sie geniigt aber voll-
kommen, um die effektive GroRRe des Dampfungsdekrementes zu be-
stimmen.

Der Einfachheit halber wollen wir die Molekile als isotrope har-
monische Oszillatoren der am Anfang dieses Paragraphen betrach-
teten Art behandeln. Wir versuchen zundchst die Dampfung
formal durch eine stetig wirkende Reibungskraft —#» darzu-
stellen. Die Arbeit, welche gegen diese Kraft pro Zeiteinheit
aufgewandt werden muf, ist offenbar gleich & v%, oder durchschnitt-
lich in der Zeit

L= ﬂ!ﬁt‘ .

Diese Arbeit mu andererseits gleich der wahrend der Zeit T auf-
genommenen Energie W sein. Die letztere setzt sich dabei zusammen

aus der kinetischen Energie—;— my? und der potentie %kr’,li edurch-
schnittlich denselben Wert haben. Es ist aso

. T B
W o g MR+ kri=mu
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und folglich, wenn wir noch die Beziehungff"—=%W ber ticksichtigen?),

Hotr=2mm,

d.h.
19=2:' (42)
oder nach (35a)
v b o 2my" (42a)

T

Dieses Resultat kann man nach Lorentz noch in der folgenden Weise
ableiten, die etwas komplizierter als die angefihrte formale Ableitung
ist, aber ihr gegenuber den Vorteil groRerer Anschaulichkeit besitzt.

W ie schon oben hingewiesen wurde, bleiben die erzwungenen Schwin-
gungen eines Molekiils wahrend der Zeit, die zwischen zwei Zusammen-
stoRen verstreicht, tatsachlich vollkommen ungedampft (abgesehen selbst-
verstandlich von der Strahlungsdampfung). Die Projektion seines
elektrischen Momentes in einer bestimmten Richtung, z. B. die Rich-
tung der elektrischen Feldstarke, 1aRt sich folglich in diesem Intervall
als Funktion der Zeit t durch die Formel

Po=as¥t Lo gt ! 4 gt gmiont (43)
darstellen, wo zur Abkilrzung

Ak,

= miwi — w)

gesetzt ist. a' und o" sind zwei zunédchst unbestimmte Konstanten, die

d
wir derart wahlen werden, daflim Augenblick #5 << £ p und —df- ver schwin-
den sollten. Dieser Augenblick entspricht demvorhergehenden Zusammen-
sto3, bei welchem der Oszillator in Ruhe gebracht wurde. Es gilt also

a_gim.r, + u'sim.,t. + a"e—""’-'- =0 .

e me‘ml‘p + ﬁ'gl'mo(g —g gt = 0 .
ty

woraus folgt

.k & i (g £

o =—r (l + %)6 o,
v__ 2 —_— o {en e g )¢,
o = ) (]_ m‘)g‘ o

und mit $—#¢, = £, nach (43):

P == qebos [1 - 9‘%‘? Slug—wde .“’_;_;_;____ 2—iae+ me (43a)
L]

Der durch diese Formel dargestellte Schwingungsvorgang kann auf-

%) Es s erinnert, daR W nicht die mittlere, sondern die maximale Energie
bedeutet, welche der Oszillator wéhrend der Zeit T aufgespeichert hat. Wir nehmen
dabei an, dal3 diese Energie mit der Zeit proportional wéchst.

Frentel, Elektrodynamik | | . H
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gefalt werden als eine Uberlagerung dreier Schwingungen derselben

Frequenz ;’;, deren Amplituden nicht alle konstant sind, sondern mit

den Frequenzen 0, 9°§;9’-, a’lz'gw schwingen. Um den Charakter

dieses Vorgangs besser einzusehen, betrachten wir den Spezialfall
to = 0. Geht man dabei zu den reellen Grof3en Uber, so ergibt sich ein-
fach

Pp=a(cos mf— coswyt) = 2ot sin -%—2_ @ ¢sin % ;_ Y. (43)

Dieses Resultat 183t sich sofort aus der allgemeinen reellen Darstellung
von p{= acoswt + f' cosmyt + ' sinw,s) ableiten unter der Be-

dingung p = 0 und :f =0beit=0.

Die Formel (43 b) bestimmt einen Schwebungsvorgang, den man auf-

sonders in der Ndhe der Resonanzstelle — Frequenz ?—"4:«9- schwingt

(s Abb. 10).

Es ist dabei zu beachten, dafd si= vor iprem yrspriinglichen Wert 0
zum Maximalwert 2a in der Zeit 7= r—--—- gelangt, um danach
wieder bis Null herabzufallen usw. Ir% Faile der Resonanz (W = wy)

...... PUREE. v Y AU S ST DU AR IR DR o S U URPUR S S

s sin (P8 T M ysin P01 2 in @0 %
2 E, sin ( 2 )Ssm 3 AE (sm 3 I)

(el ¥ mmmncuswod Lim

¢ = Lim

=k nip Wy — @

d. h.
ﬁ:-g-'&%.ftcosw,t. {43c)

Der Mechanismus der StoRdampfung besteht in der Bremsung oder
der Vernichtung des nach jedem Stol3 beginnenden Schwebungsvorgangs
der beschriebenen Art; in der Nadhe der Resonanzfrequenz wird der
letztere schon in seinem Anfangsstadium ,totgeschlagen"”.
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Um den Mittelwert des elektrischen Momentes einer grof3en Anzahl
Molekile fir denselben Augenblick t zu bestimmen, mu3 man den
Mittelwert des Ausdruckes (43 a) fir verschiedene Werte der Zeit f die
von dem letzten ZusammenstoR verlaufen ist, bilden. Nunist die Wahr-
scheinlichkeit dafir, dal? ein Molekul wahrend der Zeit t' keinen Zu-
sammenstol’ erfahrt, bekanntlich gleich

¢
e " (44)
wo T den mittleren (oder wahrscheinlichsten) Wert von t' bedeutet.
Die Wahrscheinlichkeit, da der letzte Zusammenstol3 im Intervall
zwischen t' und t' +dt' eingetreten ist, driickt sich folglich durch
[ v,
de v e 0
T
aus. Wir missen also (43 @) mit diesem Ausdruck multiplizieren und
nach V von 0 bis oo integrieren. Es wird dabei wegen der bekannten
Formel

[ra)
. 1
iU f e
e—tein d!"-x-}—iy' (x> 0)
0
& Eemt Wo +W I Wo— W
P=m w — w? 2wy 1-i'(Wo—w)T 2wol+i(we+w)]

oder schliefflich nach einer elementaren Rechnung
- Eger®e

P“—‘mr

wl -+ ! ) w‘ + 2: (449)
\ 2

Diese Formel, abgesehen von dem Zusatzglledew bei  stimmtvoll-
kommen Uberein mit unserer urspringlichen Formel (36) und dem oben
gefundenen Wert o = } fur das Dampfungsdekrement. Bei den ge-

wohnlichen Umstanden ist die Grb[&e:,- sehr klein gegen w , so dal

man sie in (44a) weglassen kann. — Es sei bemerkt, da3z = 5 ist, wo |
die mittlere Weglange und v die mittlere Geschwindigkeit der Gas-
molekiile bedeuten. Es gilt dabei n&herungsweise
1
2
(m=Mase des Molekills, T—Temperatur) Man hat aso

l :lkT (44b)

mv’=-g—kT

Bei tiefen Temperaturen muf} folgllch die StoRRdémpfung gegen Null
streben.
11.
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Die angefiihrte Lorentzsche Theorie kann in einer rein formalen
Weise auf den Fall flussiger und fester Korper Ubertragen werden.
Man muR dabei den Begriff der ,Zusammenstéf3e" im eigentlichen
Sinne des Wortes ganz weglassen, da die Molekile und Atome dieser
Korper sich in einer stetigen Wechselwirkung miteinander befinden.
Es folgt aber daraus nicht notwendig, daf} die Dampfung der indu-
zierten elektrischen Schwingungen auch in einer stetigen Weise vor
sich gehen muB. Man kann sich im Gegenteil vorstellen, dafd die Um-
wandlung der Schwingungsenergie der in den Atomen verborgenen
Oszillatoren in die kinetische Energie dieser Atome nur unter bestimm-
ten Bedingungen stattfindet, so dal wahrend einer gewissen Zeit
der Schwingungsvorgang in jedem Atom sich ungestort entwickelt.
Wenn man dabei flr diese ,Verweilszeiten" dasselbe Verteilungsgesetz
(44) wie im Falle von Gasen annimmt, mufd man wieder fur das elek-
trische Moment eine Formel von der Gestalt (44a) bekommen. Was den
Wert der mittleren Verweilszeit x betrifft, so kann man darliber a priori
keine bestimmte Aussage machen. Diese Zeit muf} jedenfalls viel
kleiner als die StoRzeit sein und ebenso wie die letztere bei sinkender
Temperatur zunehmen.

Neben der skizzierten Vorstellung der unstetigen Dampfungs-
vorgange ist es aber méglich, im Falle flissiger und fester Korper
diese Vorgange durch bestimmte, in einer stetigen Weise wirkende
Reibungskréfte zu erkléren. Diese Kréfte lassen sich dabei interpretieren
as diejenigen zusétzlichen mechanischen Wechselwirkungskréfte zwi-
schen den benachbarten Molekilen, welche gerade von ihren indu-
zierten elektrischen Momenten abhéngen. Im Falle mehratomiger
Molekile mussen solche Kréfte auch zwischen den verschiedenen
Atomen tatig sein, sofern die |letzteren miteinander nicht starr gebunden
sind, sondern um ihren gemeinsamen Schwerpunkt schwingen kdnnen.
Die Energie der elektrischen Schwingungen in den einzelnen Atomen
muf} dabei teilweise in die Energie dieser mechanischen Schwingungen
der Atome, d. h. in die Wé&meenergie des von ihr gebildeten Molekils
stetig tibergehen. Das ist vielleicht auch der eigentliche Mechanismus
der Verwandlung der inneren Schwingungsenergie der Gasmolekile in
ihre kinetische Energie bei den ZusammenstolRen, — eine Verwandlung,
die von der Lorentzschen StoRdampfungstheorie postuliert aber keines-
wegs erklart worden ist.

§ 5. Die Orientierungspolarisation und die ihr entsprechende
Dampfung in harmonisch schwingenden Feldern.

Die theoretische Bestimmung der Orientierungspolarisation und
der ihr entsprechenden Dampfung fir harmonisch schwingende Felder
l&Rt sich auf eine ganz verschiedene Weise as fur die gewohnliche
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Striktionspolarisation durchfuhren, und zwar nach einer zuerst von
Einstein in die Theorie der Brownschen Bewegung eingefihrten Methode,
die auf die hier behandelte Frage durch Debye angewandt worden ist,
und die wir im folgenden Paragraphen zur Bestimmung der elektrischen
Leitfahigkeit anwenden werden.

Zur Erlauterung dieser Methode betrachten wir zunéchst die fol-
gende eindimensionale Aufgabe.

1. Allgemeine Theorie der Diffusions- und
Reibungshewegung.

Wir stellen uns einen Korper vor, dessen Teilchen sich parallel zu
einer bestimmten Rtichtung, die wir zur X-Achse waéhlen, bewegen
kénnen. Bei Fehlen &uferer Kr&fte sind positive und negative Ge-
schwindigkeiten as gleichwahrscheinlich anzusehen, so dal’ die mittlere
Geschwindigkeit  eines Teilchens gleich Null ist. Wenn die Konzen-
tration der betrachteten Teilchen (n) nicht konstant ist, d. h. sich mit
x andert, muB die Anzahl der Teilchen, die durch eine zur X-Achse
senkrechte Flache in positiver und in negativer Richtung durchgehen,
trotz der GleichWahrscheinlichkeit der positiven und negativen, der
GroRe nach gleicher Geschwindigkeiten, verschieden sein. Und zwar
mu3 ein Diffusionsstrom in der Richtung abnehmender Konzentration
entstehen. Die Dichte dieses Stromes J, d. h. die Differenz der An-
zahl Teilchen, die pro Zeit- und Fl&cheneinheit in positiver und in
negativer Richting hindurchgehen, ist proportional dem Konzentra-
. .. dn .
tionsgefdle —-; -, d. h. gleich

J=—D", (45)

wo D den ,,Diffusionskoeffizienten" bedeutet.

Bei Anwesenheit einer in positiver Richtung wirkenden Kraft
missen die positiven Geschwindigkeiten  wahrscheinlicher  (oder
groRer) as die negativen werden. Wir wollen dabei annehmen,
daR die mittlere Geschwindigkeit eines Teilchens (v) der auf es
wirkenden mittleren effektiven Kraft f proportional ist.  Unter
Einflhrung enes , Reibungskoeffizienten" # kann man folglich
setzen

#v=f. (45 a)

Bei gleichférmiger Verteilung der Teilchen, d. h. bei konstanter
Konzentration muB man dabei einen Konvektionsstrom von der Stérke
K =Nv, d.h.

n

K=",/ (45b)

bekommen.
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Die Konzentration wird sich dabei mit der Zeit andern, und zwar
nach den folgenden Gleichungen
an d
i + dx {f + K)=0 '
d.h.

an a9 in =n
Sr=ar(DiE— 1) (48)

Wenn die Kraft f zeitlich konstant ist, muRR sich schlieRlich ein sta-
tionarer Zustand einstellen, bei welchem der Konvektions- und der
Diffusionsstrom sich einander genau kompensieren. Die Bedingung
dafiir lautet

dn »

Ddx 6‘(

oder wenn man die der Kraft f entsprechende potentielle Energie U
nach

d

p=—" (46b)
einfihrt und die obige Gleichuna durch ': dividiert,
1 dn  dU
Dﬂ'n dx +"c-fx'=0’

d. h. wegen der Konstanz von D und

Ddlgn4 U=NKkonst,
oder schliefilich
T

n=konstee 2%, (47)

Es muR aber andererseits diese stationére Verteilung der Teilchen mit
der algemeinen, durch das Boltzmannsche Gesetz bestimmten Ver-

teilung
v

«- konst-e EF ('

Uibereinstimmen, wo k wie iblich die Boltzmannsche Konstante und T
die absolute Temperatur des betrachteten Koérpers bedeuten. Daraus
folgt die merkwirdige von Einstein aufgestellte Beziehung

D& =kT. (47b)

Es sei bemerkt, dal die Temperatur in dieser Beziehung nicht
als MaR der mittleren kinetischen Energie der Teilchen auftritt, son-
dern as der Parameter des Boltzmannschen Verteilungsgesetzes. Die
Eigentimlichkeit der angefiihrten Ableitung liegt gerade in ihrer All-
gemeinheit, die durch keine spezielle Annahme Uber den Charakter der
Bewegung beschrankt wird. Diese Bewegung muf3 nur bei Fehlen



Die Orientierungspolarisation und die Dampfung. 167

aulerer Krafte vollkommen ungeordnet sein und dem Diffusionsgesetz (46)
gehorchen. Das ,Reibungsgesetz” (45a8) kann man dabei as Folge
des letzteren und des Bo/tewannschen Verteilungsgesetzes (47a8) be-
trachten. Die diesem Gesetz dquivalente Gleichung (46 a) lalt sich
wegen (47h) in der Gestalt

d
P =F (48)
schreiben mit
p=unkT, F=unf (48a)

und driickt das bekannte hydrostatische Gleichgewichtsgesetz (69) (Kap. 11
aus, wobei die Grolep as hydrostatischer Druck aufgefalit werden muf3
— in Ubereinstimmung mit dem dblichen Ausdruck der elementaren
Gastheorie oder der Theorie des osmotischen Druckes in verdinnten
Losungen. Die evtl. vorhandene Wechselwirkung zwischen den verschie-
denen Teilchen muf3 dabei im Ausdruck der pro Volumeinheit wirkenden
effektiven Kraft F beriicksichtigt werden. Unter dieser Bedingung kann
man die Formel p = nkT auf reelle Gase und Fliissigkeiten, konzen-
trierte Losungen und Uberhaupt auf beliebige materielle Koérper an-
wenden?).

2. Anwendung auf die Theorie der Orientierungspolarisation.

Die dargelegte Theorie bleibt nicht nur fir die fortschreitende Be-
wegung, sondern mit einer geringen formalen Modifikation, auch fir die
Drehungsbewegung der Molekile in fliissigen und teilweise auch in gas-
formigen Korpern giltig.

Dafir ist es nur nétig, in den obigen Formeln (45) bis (47 b) statt
der Langenkoordinate x eine Winkelkoordinate 0 (oder im allgemeinen
Falle einer nicht ebenen Drehung zwei Winkelkoordinaten ©, @) ein-
zufihren und die GroRen n, B, f,# durch die entsprechenden Winkel-
grofden zu ersetzen. Wir wollen fir die letzten drei GroRen die friihere
Bezeichnung beibehalten. Was nun die Konzentration n betrifft, so
muR man folgendes beachten: In dem oben betrachteten Falle bedeutete

% Zur Vermeidung von MiRverstandnissen s hier bespidsveise der Fall

enes reellen, der Van der Waalschen Gleichung (p + ;:) {v—b)=A T gehorchen-
den Gases betrachtet. Wir ersetzen diese Gleichung der Einfachheit halber durch
p= {!;T + {“—1;,:-“) und flhren statt der vollstandigen Kraft f nur die &uRere f2

ein. Es wird dann nach (48), wenn wir das spezifische Volum v durch

. dn dn dife )
ersetzen: RTE; +2BRT—ang =nfe=—=n g+ Woraus folgt: RT Ign

+2(BRTaYn+ Ut=kondt, oder RTlgnt U=kont mit U= U?
+ 2(bRT —a)n. Das zweite Glied muf? hier als die innere (Wechselwirkungs-
energie) der Molekileinterpretiert werden.
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das Produkt ndx die Anzahl Teilchen, die sich im Intervall zwischen x
und x + dx befinden. Es sei dementsprechend mit nd® die (relative)
Anzahl der Teilchen bezeichnet, deren Dipolmomente p einen zwischen
© und © + dO liegenden Winkel mit einer gegebenen festen Richtung
— z. B. der Richtung der Amplitude &, der elektrischen Schwingun-
gen — bilden. Die so definierte Zahl n bedeutet dann nicht die wirk-
liche ,, Richtungskonzentration" der Molekile n', sondern, wie leicht
zu sehen ist, das Produkt davon mit 27t sin ©. Denn das dem IntervalldR
zugehdrige Raumwinkelelement ist offenbar gleich 27 sin ©d6®. Es wird
also definitin2ysin®d® =ndo,

n=27n'sin@ . (49)
Der Einfachheit halber wollen wir die Drehung der Molekiile nur in den
die ,Polarachse" &, enthaltenden Meridionalebenen betrachten (ihre
Verteilung nach den Asimuten kann offenbar durch das elektrische

Feld nicht verandert werden, und muB folglich gleichférmig bleiben).
Der Ausdruck (45) fur die Dichte des Diffusionsstromes ist dabei durch

J=—2msin 9D (49a)

Zu ersetzen. Man bekommt dementsprechend statt (46) die Gleichung

? } ) sin @
alﬂ@'" 0‘9( 1119”' ”-—H—?——--f),
wo f das auf das Molekll durch die effektive elektrische Feldstarke
E = E, & ausgeiibte Drehmoment

J=1p X & =—pEsin® (49b)

bedeutet. Wir haben hier das Minuszeichen deshalb angefiigt, weil
diesess Moment bei positiv gerichteter Feldstéarke & den Winkel © zu
vermindern strebt, d. h. in negativer Richtung wirkt.

Wir bekommen schlieflich mit Ricksicht auf (47 b) die folgende
Grundgleichung fir die ,Richtungskonzentration" oder die ,Vertei-
lungsfunktion” #":

o’ 1

B = e 09 (k Tsin 9 — + w pE, eisint 9) (60)

Diese Gleichung a3t sich bei der Bedingung ”,{l fleicht durch suk-

zessve Approximationen auflésen. Es gilt ndmlich in nullter An-
naherung (Eo, = 0)

¢ anl, 1 o 7. aw,

¥T 5t =me e ("0 55) (503)
und ferner in erster Annaherung, mit #' = #y -+ n;:

Bu‘, _ AT o . aﬂ" y 1 i . .
P = 66 (sm9 0..9.) +PE 0 o= (Mysin?@).  (500)
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Zur Ermittelung des stationéren Zustandes kann man einfach:, = konst
setzen (was einer gleichformigen Richtungsverteilung bei Fehlen von
auBeren Kréaften entspricht). Es ergibt sich dabei fur », die parti-
kuldre Lésung von der Gestalt

n=Ae%cos@

mit A ™PE,
iad’
AT,
Man hat aso ) B, gt
# =konst {14 " P a\. (51)
AT 4 .“;_

Bei CD = 0 stimmt diese Formel mit der angendherten Form des be-
kannten Verteilungsgesetzes

»E . ; .
g%y Ll + ‘::‘_ cos @ )
(vgl. (9 81) uUberein. Durch Multiplikation von (51) mit Np cos ©
(N Anzahl der Molekdile in der Volumeinheit) und geometrische Mittel -
Wertsbildung (56@ = 0, cos*@ = ;) ergibt sich schlieRlich die fol-
gende Formel fur die Orientierungspolarisation

g "G (51)
KT+ i h
2
Bei w = 0 geht sie in das erste Glied der friiher abgeleiteten Formel

(8n) Uber.]

Um die GroRenordnung des Reibungskoeffizienten # zu bestimmen,
stellen wir uns ein Molekll (nach Debye oder eher nach Einstein) vor
als eine kleine Kugel mit dem Radius ag 10°® cm, und behandeln es
as eine gewohnliche Kugel von makroskopischen Abmessungen. Wenn
eine solche Kugel sich in einer Flussigkeit mit dem Viskositatskoeffi-
zienten mit der Winkelgeschwindigkeit a7 dreht, erfahrt sie, wie in der
Hvdrodvnamik gezeigt wird, eine Reibungsdrehkraft mit dem Moment
—8xpat_ . Wir konnen also néherungsweise

de8xyad
setzen. Im Falle von Wasser {p @ 10-% gibt diese Formel

§ @ 10-%,
Fir Lichtschwingungen von einer in dem sichtbaren Spektralgebiet
liegenden Frequenz (co @ 10" — 10" hat man folglich

2% 4101,

wahrend KT fur gewshnliche Temperaturen etwa H)™** betragt.
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In diesem Fall und im allgemeinen in dem Fall sehr schneller Schwin-
gungen kann man deshalb den Einflul? der Temperatur vernachléssigen
und in der Formel (51a) T = 0 setzen.

Es sei bemerkt, dal} die algemeine Lésung der Gleichung (50a)
sich in der Form einer Reihe der folgenden Gestalt

= Do v P,(cos@), (51b)
=0

darstellen 1&R3t, wo Ps (cosi?) die Legendreschen Polynome der entsprechen-
den Ordnung bedeuten [P,,:l, Py=cos@, P,= (g cos’@—l) usw. .
Diese Gleichung entspricht den freilen Schwingungen eines gedampf-

ten Oszillators, aber mit einer so starken Dampfung, daf tat-
sachlich keine Schwingungen eintreten kénnen und der ganze Vorgang

aperiodisch wird dieser Fall ergibt sich nach (35 b) bei }—2%>w.,].

Die Abklingungszeit oder wie man sie gewdhnlich nennt, die Rela-
tionszeit, d. h. die Zeit, in welcher die urspriingliche nicht gleich-
formige Richtungsverteilung der Molekile sich bei Fehlen des elektri-
schen Feldes praktisch uniformisiert, oder die Zeit, in welcher diese
gleichformige Verteilung bei Anwesenheit der elektrischen Schwin-
gungen in die stationdre durch (51) bestimmte Verteilung Ubergeht, ist
nach (51b) von der Grélzenordnung

2

AT
d. h. fir Wasser bei gewodhnlichen Bedeutungen von der GréRenord-
nung 10! Sek.

Die Formel (51a) entspricht offenbar dem kohérenten Anteil der
erzwungenen Schwingungen eines harmonischen Oszillators mit dem
Polarisationskoeffizienten

P 1
&= g wd

Es gibt aso in diesem Fall keine Resonanzstelle’, mit wachsender Fre-
quenz féllt a monoton ab. Die auf diese ,,erzwungenen Drehschwin-
gungen" pro Volum- und Zeiteinheit aufgewandte Arbeit driickt sich
nach (38 a) durch

. Npt o
L:Nerl=_,_. PO ._._....Eﬂ (52)
6 (AT 'ﬂ’f_
aus.
Der Maximalwert dieses Ausdruckes wird bei %"‘ — KT, d. h. bei
28T
W=—g- (52a)

erreicht.
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Die Arbeit (52) ist offenbar gleich der im betreffenden Korper
(pro Volum- und Zeiteinheit) entwickelten Warme.

§ 6. Elektrische Leitfahigkeit.

1. Allgemeine Theorie der elektrischen Leitung;
Zurickfuhrung der Leitfahigkeit auf den
Diffusionskoeffizienten.

Die Hauptquelle der Wéarme, welche in den materiellen Korpern
bei elektrischen Schwingungen kleiner Frequenz erzeugt wird, liegt
nicht in der mit der elektrischen Polarisation verknlpften Dampfung,
sondern in den von den freien Elektronen oder den frei beweglichen
lonen abhédngigen Leitungsstromen. Im Gegensatz zum Polarisations-
strom tritt der Leitungsstrom auch im Falle zeitlich konstanter
elektrischer Felder auf, wobei seine Starke durch das Ohwsche Gesetz
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j="7, (53)
bestimmt wird, und die zugehdrige Wé&rmeentwicklung durch das
Joulesche Gesetz L —gEs (539

Diese Formeln beziehen sich selbstverstandlich auf den Fall isotroper
Korper. Wenn der betreffende Koérper mehrere lonengattungen (ein-
schlieRlich der freien Elektronen) enthalt, 183t sich die Stromstérke

durch die Summe
i=2 'I':‘ 0, (34)
[

darstellen, wo e n; und B, die Ladungen, Konzentrationen und mitt-
leren Geschwindigkeiten der verschiedenen lonengattungen bedeuten.
Wir nehmen nun an, da3 beim Fehlen dulerer (oder effektiver) elek-
trischer Kréfte die lonen sich in einer ganz ungeordneten Weise be-
wegen, und daf ferner unter der Wirkung der von der effektiven Feld-
stirke @ bedingten K r ¢f, =¢,& + e entsprechenden lonen eine
mittlere Geschwindigkeit

b= €

v,= 8 (54a)

erhalten. Durch Einsetzen in (54) bekommen wir

j=-1 (2 %{1)@ , (54b)

[}

d. h. das Ohmsche Gesetz (53) mit dem folgenden Wert flr die Leit-
fahigkeit :
o= ROMLN (54c)
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Wir beschrénken uns zunéchst der Einfachheit halber auf lonen einer
Gattung, und setzen die anderen als vollkommen unbeweglich voraus.
Fihrt man statt des Reibungskoeffizienten # den entsprechenden
Diffusionskoeffizienten D nach der Einsteinschen Beziehung (47b) ein,
so wird
snD

=57 - (55)
Die theoretische Abschétzung der elektrischen Leitfahigkeit reduziert
sich nach dieser Formel, sofern die Konzentration der lonen be-
kannt ist, auf die Bestimmung ihres Diffusionskoeffizienten. Diese
Bestimmung kann man fir verschiedene Korper — gasformige, fliissige
und feste — naherungsweise ausfiihren, mittels der Formel
o
6
wo r? den Mittelwert des Verschiebungsquadrates eines lons in der Zeit t
beim Fehlen &uRerer Krafte bedeutet.

Die angefiihrte Formel 18Rt sich folgendermallen aufstellen. Wir
fassen eine Menge von lonen ins Auge, die sich urspringlich, d. h
im Augenblick t =0, in der N&he des Nullpunktes t = 0 befinden.
Wegen ihrer ungeordneten Bewegung missen sich die betrachteten
lonen allmahlich Uber den ganzen Raum zerstreuen, und zwar gleich-
formig nach alen Richtungen. lhre Konzentration m (die mit der
totalen Konzentration n nicht zu verwechseln ist!) darf folglich ds
eine Funktion der Zeit und des Abstandesr = |r angesehen werden,
die bei t — 0 der Bedingung m=0 fir r>0 und m—eo fir r = 0
geniigt, und auRerdem fir alle Zeiten der Bedingung

D= (553)

fde = ﬁinmr’df = M = konst.,

welche die Konstanz der Zahl der betreffenden lonen ausdriickt.
Diese Funktion mul man in Einklang mit den angefiihrten Bedin-
gungen als eine Losung der Differentialgleichung

bestimmen. Es wird dabei, da m von der Richtung des Radiusvektors

unabhéngig ist, F'm:—l; g:—-, (rm) [vgl. Bd. I, S.75], und folglich

{rm)
Tan

i)
m(mr) =D

Die gesuchte Losung dieser Gleichung lautet, wie man sich leicht

Uberzeugen kann:

M "

Y ¥ T
M= 2w Di ©
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Daraus folgt nach einer einfachen Rechnung:

o
Fl= —;?j rim datrtdr =601,
0
Es sei bemerkt, da3 der Mittelwert der vektoriellen Verschiebung r der
lonen verschwinden muR, wahrend der Mittelwert ihres absoluten Be-
trages r einen von Null verschiedenen Wert

o -
- 1 4
r=x rmdnridy = V;Dt
L]

hat. Man kann folglich (55&) durch
nr)
D= _4(...‘.’ (55b)
ersetzen.

Diese Formeln sind strenggenommen nur fir makroskopische Ver-
schiebungen und Zeitintervalle gultig. Sie missen aber ndherungsweise
auch fur mikroskopische Verschiebungen und Zeiten giiltig sein, solange
die letzteren oberhalb gewisser Grenzwerte bleiben, die wir als elemen-
tare Verschiebung (1) bzw. elementare Zeit (¥) bezeichnen werden. Die
elementaren Verschiebungen kann man ganz allgemein definieren
als digienigen kleinstmdglichen Verschiebungen, deren Richtungen von-
einander unabhéngig, d. h. nach Zufallgesetzen verteilt sind. Die ele-
mentaren Zeiten sind die entsprechenden Zeitintervalle.

2. Elektrische Leitfahigkeit von Gasen.

Im Falle von Gasen stimmt die elementare Verschiebung in unserem
Sinne offenbar mit der freien Wegléange und die elementare Zeit mit der
StoRRzeit Uberein. Die Wahrscheinlichkeit daflr, dal3 ein Molekul den

L4
Weg r ohne ZusammenstoR zuriicklegt, ist bekanntlich gleich ¢ ¥,
wo | die mittlere freie Weglange bedeutet. Esfolgt darausfir den Mittel -
wert des Verschieburigsquadrats

o d
r:=fs ‘r’-r':ﬂ’.
0

Setzt man diesen Wert in (55b) ein, und flhrt statt t die mittlere Stof3-
zeit T ein, so wird e 1

Dz?i—‘—“*s'lﬂ, (56)

wo v diemittlere Geschwindigkeit der lonenist. Diese Geschwindigkeit
drickt sich as Funktion der Temperatur ngherungsweise durch die
Formel T

p= |/ 3T (66a)
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aus. Wir brauchen uns um eine exakte Bestimmung der Zahlen-
koeffizienten nicht zu kiimmern, schon aus dem Grunde, weil die Er-
setzung der makroskopischen GréfRen in (55 a) durch mikroskopische
strenggenommen nicht erlaubt ist. Bei Beniitzung der Formel (55 b)
statt (55 a) wiirden wir z. B. statt (56) den Wert

p=="
bekommen. iz

Die elektrische Leitfahigkeit eines Gases, sofern sie von den lonen
der betrachteten Gattung abhéngt, kann man nach (55), (56) und

(56a) folgendermalen darstellen:

eInl

o= - (56 b)
Diese Formel wird gewohnlich auf eine viel einfachere Weise abgeleitet.
Und zwar betrachtet man die zusétziiche Geschwindigkeit A9, welche ein
lon in dem Zeitintervall ¥ zwischen zwei ZusammenstdlRen infolge der
auf es wirkenden elektrischen Kraft ¢@ erhdlt. Da die entsprechende
Beschleunigung gleich f’f ist, so wird du :%?-17 =:E, L. Um den Mittel-
wert dieser zusétzlichen Geschwindigkeit zu erhalten, mufl man noch
den vorhergehenden Wert halbieren. Es ergibt sich dabei fur die Strom-
starke der Ausdruck

mit einem Wert von o, der sich nur durch den Faktor % von (56 a) unter-
scheidet').

3. Leitfahigkeit von flissigen und festen Elektrolyten.

Diese einfache und anschauliche Methode ist aber nur auf den Fall
von Gasen anwendbar. Im Falle von flissigen und festen Kdérpern
muf} man sich die Warmebewegung der Atome und lonen ganz anders
wie in Gasen vorstellen. Die Tatsache, da die atomare Warme-
kapazitét der Flissigkeiten und der festen Kérper ungeféhr denselben
Wert (6 Kal.) hat, und zwar zweimal gréRer als bei Gasen ist, zeigt dal?
1. die Flissigkeitsatome und lonen um gewisse Gleichgewichtslagen
schwingen, ebenso wie es in festen Korpern geschieht, und 2. dai diese
Gleichgewichtslagen in festen Kdérpern ebenso wie in Flissigkeiten
nicht unveranderlich sind, sondern sich allmahlich durch das ganze
Kdrpervolum verschieben. Wir kénnen hier auf die Einzelheiten dieser

) Um dne numerische Ubereinstimmung zu bekommen, sollte man in der ur-

springlichen Methode den Diffusionskoeffizienten nach der Formel % : =-%- iv

bestimmen.
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Frage nicht ndher eingehen. Es genlgt fir unseren Zweck die Tat-
sache festzustellen, da die elementaren Verschiebungen der lonen
in festen und fliissigen Korpern in Ubergdngen von einer Schwingungs-
lage (oder Gleichgewichtslage) zur néchsten bestehen.

Diese elementaren Verschiebungen (/) missen offenbar von derselben
GroRenordnung sein, wie die Abstédnde zwischen den Nachbaratomen
oder Molekillen. Was die entsprechenden elementaren Zeiten {x) an-
betrifft, so setzen sie sich aus zwei Anteilen zusammen, namlich aus
der Schwingungsdauer ¥ um dieselbe Gleichgewichtslage und aus
der eigentlichen Ubergangszeit =" zum néchsten. Diese Ubergangs-
oder , Sprungzeit" mu im algemeinen sehr klein im Vergleich mit
der Schwingungsdauer sein. Es |aRt sich leicht zeigen, dal die letzte
mit der Schwingungsperiode T, durch eine Beziehung von der Gestalt

o
T =1,ekT (57)
verknlpft ist, wo U' die nétige Energie fur das Entreif3en von einer

(o
bestimmten Gleichgweichtslage bedeutet!). Das VerhaJtnlsi~g”'
ist gleich der mittleren Anzahl von Schwingungen, die um dlwelbe
Gleichgewichtslage ausgefiihrt werden. Diese Zahl kann — besonders
bei festen Korpern und tiefen Temperaturen — sehr grof3 (von der
GroRenordnung mehrerer Zehnerpotenzen) sein. Die Sprungszeit da-
gegen mufy _immer von derselber_1 (jrbBenordnu_ng wie die Schv_vingun_gs—
periode bleiben. Das Verhéltms? muB folglich ndherungsweise gleich
der durch (56a) bestimmten mittleren Geschwindigkeit der Warme-
bewegung sein, wéhrend die in (56) auftretende mittlere Verschiebungs-
geschwindigkeit ¢ = ;_-E?,- nur einen sehr geringen Bruchteil davon
darstellt. Wenn man ¥'* gegenz' vernachléssigt, bekommt man fur den
Diffusionskoeffizienten der lonen die Formel
-
D= *3_6;.ff (57a)
und dementsprechend fir die elektrische Leitfahigkeit
- ='.__'_'_"_f_f’ . (57b)
G, kT
Diese Formel bezieht sich nur auf elektrolytisch leitende Korper, d. h.
solche (feste und flussige) Korper, die keine freien Elektronen enthalten,

" Diese Formel kann man als eine direkte Folge des Boltztnannschen Verteilungs-
geetzes betrachten, in Verbindung mit der Tatsache, daf die Wahrscheinlich-
keiten von zwei verschiedenen Zusisnden (in unserem Fall des Schwingungs- und
des }Jber%angszustands) den entsprechenden mittleren Verweilszeiten propor-
tional sin
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und wo der Strom durch eigentliche lonen, d. h. durch geladene Atome
oder Atomgruppen Ubertragen wird?).

4. Die Leitfahigkeit von Metallen.

Im Falle von Metallen, deren Leitfahigkeit ausschliefflich von den
frelen Elektronen bedingt wird, sind die obigen Vorstellungen (ber die
lonenbewegung weder in Gasen noch in festen und flissigen Korpern
gar nicht anwendbar. Es |t sich namlich leicht beweisen, dal’ 1. die
freien Elektronen in einem festen oder fllissigen Metallkorper bei Fehlen
aulerer Krafte sich mit einer Geschwindigkeit von derselben Grofen-
ordnung bewegen, wie die Umlaufsgeschwindigkeit der dufleren (Vaenz-)
Elektronen in isolierten Atomen, und 2. daR sie nur eine oder hdchstens
einige Umdrehungen um dasselbe Atom machen und sofort zu einem
der Nachbaratome Ubergehen, wobei die nachfolgenden Dbergangs-
richtungen voneinander im allgemeinen unabhéngig bleiben.

In der Tat sind die as ,,freie" bezeichneten Elektronen nichts an-
deres als digjenigen Elektronen, welche im dampfférmigen Zustand des
entsprechenden Metalls am schwéchsten mit den einzelnen Atomen
gebunden sind, d. h. in den gréften Abstanden um ihren Mittel punkt
(Kern) herumlaufen. Wenn man ein Atom, nach Rutherford, mit dem
Sonnensystem vergleicht, so sind die Metallatome dadurch ausgezeichnet,
dal3 sie neben den gewohnlichen stark gebundenen ,Planetenelektro-
nen" noch ein oder einige — je nach ihrer chemischen Valenz — schwach
gebundene ,,Kometenelektronen" enthalten. Bei der Kondensation
des Metalldampfes kénnen diese , Kometenelektronen" sich nicht langer
stets um dieselben Atomen drehen, da die Abstdnde zwischen den
Nachbaratomen von derselben GréRenordnung wie die Abmessungen
ihrer Bahnen werden. Sie miissen folglich nach einer Umdrehung in
einem bestimmten , Planetensystem" zu einem der Nachbarsysteme
Ubergehen. Die Kometen- oder Valenzelektronen in einem festen oder
fllssigen Metall sind nur in dem Sinn ,,frei", dal sie keinem bestimmten
Atom, sondern dem ganzen Kollektiv angehdren. Esist aber leicht ein-
zusehen, dal3 sie mit diesem Kollektiv noch fester gebunden sind als
mit den einzelnen isolierten Atomen des entsprechenden Metalldampfes
und daf} sie sich gleichzeitig noch etwas rascher bewegen miissen. Dies
folgt unmittelbar aus dem im ersten Bande (S. 343) bewiesenen Virial-
satz mit Riicksicht auf dieTatsache, dal bei der Kondensation des M etall-
dampfes dieEnergie des ganzen Aggregats um einen bestimmten Betrag W,
der gleich der Kondensationswérme ist, abnimmt. Die potentielle
Energie der Valenzelektronen mufl} dabei um den doppelten Betrag

) Die Konzentration n der frei beweglichen lonen muR dabei besonders im
Falle fester Korper einen sehr geringen Bruchteil der Konzentration aller Atome
oder auch aller lonen (wenn nur die dissoziierten lonen als beweglich betrachtet
werden) darstellen.
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abnehmen und ihre kinetische Energie um denselben Betrag zunehmen
(da die kinetische Energie der Warmebewegung der Atome, sofern die
Kondensation bei konstanter Temperatur stattfindet, unveréndert
bleibt).

Di)e Geschwindigkeit der Valenzelektronen 143t sich |eicht abschétzen
als das Verhdltnis der Bahnabmessungen { w2 19-8 cm zu der Umlaufs-
periode * «@@ 10~ ¢ (die letzte entspricht ndherungsweise den Eigen-
frequenzen der Ersatzoszillatoren und kann deshalb aus spektrosko-
pischen Daten ermittelt werden). Wir hekommen auf diese Weise Zahlen-
werte von der GrolRenordnung 10?——10323}':. Mit ungefdhr derselben
Geschwindigkeit miissen nach dem oben Gesagten die ,freien" Elek-
tronen in einem festen oder flussigen Metall von einem Atom zum
néchsten Ubergehen. Es sei bemerkt, dafd diese Geschwindigkeit einige
tausend Male groRer ist as die mittlere Geschwindigkeit der Warme-
bewegung der Atome und lonen bei den gewohnlichen Temperaturen
(die Geschwindigkeit der Elekfrsnnm, fals se sich wie die Gasmole-
kile mit der Ublichen Energie kT tatséchlich frei bewegen sollten,

.- . . cm. .
wirde bei denselben Bedingungen nur etwa 10%_  betragen). Wir

bekommen also fur die Diffusionskonstante der freien Elektronen in
Metallen nach (56) einen tausendmal grofReren Wert als fir die Diffu-
sionskonstante der Gasionen, die ihrerseits viele tausend Male grofier
sein kann ds die Diffusionskonstante der lonen in elektrolytisch leiten-
den Koérpern. Durch diesen Umstand in Verknipfung mit der sehr
groflen Konzentration der freien Elektronen, die ungefdhr mit der Kon-
zentration der Metallatome Ubereinstimmt, erkléart sich die aul3erordent-
lich grofle Leitfahigkeit der Metalle im Vergleich mit allen anderen
Korpern.

Diese Leitfahigkeit 1aRt sich durch die algemeine Formel (653)
ausdriicken, wenn man n == zN setzt (N Anzahl Atome pro Volum-
einheit, z Zahl der Valenzelektronen pro Atom) und bei Bestimmung
von D nach (56) die elementare Verschiebung | mit dem Abstand zwi-
schen den nachsten Atomen und die entsprechende elementare Zeit
mit der Umlaufsperiode der Valenzelektronen in isolierten Atomen
identifiziert. Ersetzt man dabei den sicher inexakten Zahlenkoeffizienten

-} (oder ‘tlT' oder%:-) durch einen unbestimmten Zahlenkoeffizienten y
von der Grofenordnung 1, so wird

__N:a‘.D___ Nyelyt
=T T Y RT

(58)

Diese Formel, abgesehen von absoluten Zahlenwerten, liefert die er-
fahrungsgemaR richtige Abhéngigkeit der elektrischen Leitfahigkeit
der Metalle von der absoluten Temperatur — jedenfalls fur nicht zu

Frenkel. Elektrodynamik |1 . 12
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tiefe Temperaturen. Bei tiefen Temperaturen wachst die Leitfahigkeit
viel schneller als umgekehrt proportional zu T. Dies erklart sich wahr-
scheinlich dadurch, da3 die Warmebewegung der Atome einen mehr
geordneten Charakter annimmt, so dal3 die Nachbaratome in derselben
Phase oder mit einer konstanten Phasendifferenz schwingen. Die ,ele-
mentare Verschiebung" | mulR sich dabei vergréRern und da die ele-
mentare Zeit T ihr proportional bleibt, muR die Diffusionskonstante
in demselben Verhaltnis zunehmen®). Bei einigen (verhaltnismaRig
schlecht leitenden) Metallen tritt in der Néhe des absoluten Nullpunktes
der Temperatur ein sprunghaftes Unendlich werden der L eitfahigkeit ein.
Diese Erscheinung (, Supraleitfahigkeit") lalt sich im Rahmen der
obigen Theorie nicht erklaren.

Was den absoluten Wert der Leitfahigkeit anbetrifft, so bekommt
man nach (58) — wenigstens in dem einfachsten Falle der Alkalimetalle
(z== 1) — Zahlenwerte von der richtigen GréRenordnung. Bei anderen
Metallen mit mehreren Valenzelektronen gibt die Formel (58) bei ge-
wohnlichen Temperaturen zu groRe Werte fir 0. Dies kann man in
der Weise deuten, dal? die Elektronenbahnen in diesem Fall etwaskleiner
werden, so daf3 jedes El ektron mehrere Umdrehungen in demselben Atom
macht, bevor es die Gelegenheit hat zum néchsten tiberzugehen.

Es s& bemerkt, da3 die freien Elektronen keine selbstandigen
Elemente des Metallkorpers bilden in dem Sinne, da3 sie in der Ver-
teilung der Warmeenergie keinen selbsténdigen Anteil nehmen. Jedes
Metallatom mit den zugehdrigen (oder eher in dem betreffenden Augen-
blick hindurchlaufenden) Valenzelektronen, besitzt dieselbe mittlere
Waérmeenergie 3kT als ob diese Elektronen damit immer festgebunden
blieben. Mit anderen Worten, die sehr gro3e kinetische Energie der
freien Elektronen hat mit der kinetischen Energie der Warmebewegung

KT (die bei gewdhnlichen Temperaturen etwa hundertmal kleiner ist)
gar nichts zu tun. Die freien Elektronen konnen aber diese Warme-
energie von einem Atom zum néchsten Ubertragen und auf diese Weise
die thermische Leitfahigkeit der Metalle bedingen. Die Warmeleitung
wird formal beschrieben mittels der Gleichung

aT
[ F) = p3T .
wo ¢ die Warmekapazitét der Volumeinheit des betrachteten Kérpers

und 4 seinen Warmeleitfahigkeitskoeffizient bedeutet. Vergleicht man
diese Gleichung mit der , Diffusionsgleichung”

68—':‘ =DPim,
" Denn solange das Elektron mit einer solchen , geordneten” Atomgruppe ver-

bunden ist, kann sgne Bewegunggichtung nicht ,, zuféllig”, d. h. auf eine durch
sane Vorgeschichte nicht besimmte Wese wechsan.
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welche die Verteilung einer beliebig ausgewahiten Menge von freien
Elektronen bestimmt, so bekommt man as Bedingung dafir, daf die
Waérmeenergie durch die freien Elektronen ubertragen wird, die Be-
ziehung

A=cD, (58a)

Setzt man hierc=;%:(N . 3kT) = 3kN ein und driickt den Diffusions-

koeffizient durch die elektrische Leitfahigkeit nach (58) aus, so ergibt
sich die folgende Relation

i 3 sk

o:g\e)r. (58h)
Diese Relation stimmt mit den Erfahrungstatsachen (Wiedemann-
Franzsches Gesetz) berein, aber merkwirdigerweise nur bei z = 1.

8 7. Elektrolytische Polarisation und Kontaktpotentiale.
1. Diffusionskrafte und Polarisationsschichten.

Die in dem vorhergehenden Paragraphen bestimmten Werte der
elektrischen Leitfahigkeit erlauben es, die Stromstarke nur in dem Fall
zu berechnen, dal die Konzentration der lonen (oder der freien Elek-
tronen) rdumlich konstant ist. Wenn die Konzentration n der
lonen einer bestimmten Gattung sich in der Umgebung des betrach-

teten Punktes irgendwie @ndert, so setzt sich der elektrische Strom aus

dem eigentlichen Leitungsstrom ’—'5:@ und dem Diffusionsstrom, dessen

Projektion in einer beliebigen Richtung x gleich —-Deg; ist. Die
vollstdndige Stromstérke ist folglich gleich

j=‘2(”—§@——ﬂe[/’u}zd(§——_},‘ﬂ£?ﬂ, (59)

wo die Summation auf die verschiedenen lonengattungen (einschliel3-
lich der freien Elektronen, falls sie vorhanden sind) erstreckt werden
muf}. Die diese lonengattungen charakterisierenden Indizes lassen
wir der Einfachheit halber weg.

Der Ubliche Ansatz (53) der makroskopischen Theorie beriicksich-
tigt den Diffusionsstrom scheinbar gar nicht. Es ist aber klar, daf3
dieser Strom auch dort irgendwie enthalten werden soll, denn sonst
wirde sich die aus den Differentialgleichungen

RTEEY e SPR
ergebende Formiel

1é i

c_')o_‘ 4- div i =0 (59 b)
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dem Erhaltungsprinzip der Elektrizitat nicht immer Genige leisten.
Mit dem Ansatz (59) und
o= Xne (59¢)

wird sie wegen der Differentialgleichung (46) oder eher der entsprechen-
den Gleichung fir drei Dimensionen, identisch erfillt, und zwar nicht
nur fir die gesamte Ladungs- und Stromdichte, sondern schon fir die
von den einzelnen lonengattungen herriihrenden Anteile.

Wenn man also in der makroskopischen Theorie den Ansatz j = 0@
oder i —* - macht, so fiihrt man im allgemeinen eine ,,scheinbare"
elektrische Leitfahigkeit ein, die von der eigentlichen, der gleichférmigen
Verteilung der lonen entsprechenden Leitfahigkeit mehr oder minder
verschieden ist. Diese scheinbare oder resultierende Leitfahigkeit
werden wir von der wirklichen durch einen Akzent unterscheiden. Es
gilt aso definitionsgemar:

W E=0E— 3Deln. (60)

Man kann aber den Diffusionsstrom noch auf eine andere Weise formal
berlicksichtigen, und zwar durch Einfllhrung statt der wirklichen
elektrischen Feldstarke @ einer scheinbaren oder resultierenden Feld-
stérke & nach der Gleichung

j=0oE. (60a)
Die Differenz

@ GGt TDel s (60b)

stellt eine fiktive elektrische Feldstérke dar, welche der von dem
Konzentrationsgefélle abhangigen osmotischen Druckkraft aquivalent
ist. Im einfachsten Fall, wenn man nur mit einer Gattuna von (beweg-
. . . Detn
lichen) lonen zu tun hat, reduziert sich (60b) wegen o= S va [val.
(55 @)] auf

G=—tIp,, (60c)

Diese Gleichung ist nichts anderes als die Ubliche hydrostatische Gleich-
gewichtsbedingung, wobei nkT =p den osmotischen Druck der
lonen und tnE* die auf die Volumeinheit bezogene elektrische Kraft
bedeutet. Wir werden die GréRe  as die elektrolytische Polarisations-
stérke bezeichnen. Bei j = 0 muB sie die effektive Feldstérke & genau
kompensieren.

Es ist nun leicht zu zeigen, dafd in homogenen Kdrpern wenigstens
bei statischen elektrischen Feldern, merkliche Konzentrationsunter-
schiede der lonen und besonders der freien Elektronen nur in aufRerst
diinnen Grenzschichten auftreten kdnnen. Es sind gerade diese sogenannten
Polarisationsschichten, oder eher die damit verbundenen elektrischen
Ladungen, die in der makroskopischen Theorie as freie Flachenladungen
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(d. h. von den freien Elektronen oder lonen bedingte Ladungen mit
endlicher Flachendichte) behandelt werden. Nur im Falle schlecht
leitender Substanzen bei zeitlich wechselnden Feldern sind die von den
raumzeitlichen Anderungen der Ionenkonzentration bedingten elektro-
nischen Polarisationserscheinungen im ganzen Korpervolumen zu
berilicksichtigen.

Um das Wesen dieser Erscheinungen besser einzusehen, wollen wir
sie an einem einfachen Beispiel ausfiihrlich behandeln.

2. Elektrolytische Polarisation im Falle einer beweglichen
lonengattung (feste Elektrolyten und Metalle).

Wir stellen uns eine planparallele Platte vor, die in ein homogenes
auleres Feld von der gegebenen Stérke {8 senkrecht zu dessen Kraft-
linien eingefihrt wird. Es bildet sich dabei fast augenblicklich die
Ubliche, von der Verschiebung der gebundenen Elektronen abhéngige
Polarisation %, weshalb die elektrische Feldstérke innerhalb der
Platte von der urspriinglichen Grofe §* auf & =@* —4xP sinkt
Dieelektrische Erregung ® Ibleibt dabei mit &* identisch. Essei bemerkt,
dal? + P mit der Flachendichte der gebundenen Grenzladungen uber-
einstimmt und daR die GroRe — 4 : B nichts anderes ist, als die zusitz-
liche, von diesen Flachenladungen bedingte Feldstérke (auflerhalb der
Platte ist die letztere gleich Null).

Es beginnen ferner auch die beweglichen lonen (die wir positiv
voraussetzen wollen; die entgegengesetzten negativen lonen seien fest
gebunden und haben eine unverénderliche Konzentration ng) sich in
der Feldrichtung zu verschieben. Sie missen sich dabei an einer Seite
der Platte ansammeln, wahrend an der anderen Seite die entgegen-
gesetzten lonen in Uberschiissiger Anzahl bleiben werden. Sie kénnen
aber keine echten Fl&achenladungen bilden, denn bei VergréfRerung oder
Verkleinerung der Konzentration treten osmotische Druckkréfte ein,
welche die vorhandenen Konzentrationsunterschiede auszugleichen stre-
ben. (Essei bemerkt, da’ diese Druckkréfte einerein fiktive Bedeutung
haben und nur als ein dynamischer Aquivalent der Diffusionsbewegung
anzusehen sind). Es missen sich deshalb an den beiden Seiten der
Platte zwei entgegengesetzte lonenschichten bilden, welche ebenso wie
die von den gebundenen Elektronen herriihrenden Fl&chenladungen
das Feld innerhalb der Platte noch weiter — praktisch bis auf Null —
herabsetzen.

Der Gang dieses Prozesses |aRt sich leicht quantitativ mittels der
Gleichungen (59) bis (59¢) bestimmen. Man mufR dabei noch den Um-
stand beriicksichtigen, dal? die Leitfahigkeit o an jeder Stelle der tat-
séchlichen und nicht der mittleren Konzentration der beweglichen

lonen proportional ist. Es wird folglich cr=a,;f—_, wo o, as die normale
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Leitfahigkeit des betreffenden Materials bezeichnet werden kann. Wir

kénnen ferner nach (55a) Ds=°§'~:§ setzen. Die erwahnten Glei-

chungen nehmen dabei in unserem eindimensionalen Fall die folgende
Gestalt an:

. 7
Q=‘ﬂ_”ol'3’ l_on e(”gg kT' ”) (61)
1dg, dj
it iy=0 (61a)
D
5 =4mo. (61t?)

Wir haben hier die Glachungrotg)_—gu—+4n; durch (6la)

ersetzt, um die magnetische Feldstéarke nicht explizite einzufiihren.
Zu den obigen Gleichungen missen wir noch die Beziehung

D=:E (61c)
und die Anfangs- und Grenzbedingungen
® =Ee fur t — 0 und alle x

D = 2 an den Grenzflachen der Plattefir aJIet} (61d)

hinzufiigen. Mittels (61c) und (61b) kann man i durch % ausdrlicken.
Es gilt ndmlich:

| T Rt

neE =1, ¢ {—{nm—-no)e@— ‘B s ey
dn 1 G(n—t_u,)e 1 de 1 &3
= 0 dY T Fdx dmean

und folglich .
: T
1= [(1+4ﬂs,e ax) %_Z:i_e_’;o bx'}

Wir bekommen aso nach (6la) und (61b) die folgende Gleichung

fir B
ax{.:m 4%[(14'4“0 am)@__-‘-’_*?_.__. '3?2}=o_ (62a)

e dx dmetn, 050

(62)

Der eingeklammerte {} Ausdruck ist folglich von x unabhéngig und
stellt eine Funktion der Zeit allein dar.

Es sdi bemerkt, dal der Koeffizient ;- nichts anderes ist als die
schon im |. Kap. (87) eingefiihrte ,,Relaxatlonsze|t T, welche bel
Annahme einer raumlich und zeitlich konstanten Leitfahigkeit, das
Verschwinden einer urspriinglich vorhandenen und ganz beliebig ver-
teilten Volumladung nach der Formel g = go¢” ™ bestimmen sollte.

Im betrachteten Fall wird sich dagegen eéme solche Ladung erst

spater bilden, und zwar in einer Zeit von der GréRenordnung T. Dieser
scheinbare Widerspruch mit der elementaren Theorie erklart sich
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folgendermaRen. — Das Verschwinden der freien Volumladung kann
nach der letzteren (mit Rucksicht auf das Erhaltungsgesetz der Elek-
trizitat) nur sene Verschiebung auf die Oberflache des betreffenden
Korpers bedeuten. Nach der hier entwickelten exakteren Theorie ist
aber diexe frele , Flachenladung" als eine eigentliche Volumladung auf-
zufassen, deren Dichte aber nur in einer sehr diinnen Ober flachenschicht
betréachtliche Werte erreichen kann.

Die exakte Formel (62), wenn man dort nye = oo oder auch kT =0
setzt, d. h. die Konzentrationsunterschiede und die damit verknipften
Diffusionsstr éme vernachléssigt reduziert sch auf

itx (df D+ 'D)
woraus folgt
1353 d%9 -t
3 ( ):uog )

dx  \dx

in Ubereinstimmung mit dem friiheren Resultat.
Wenn man den Diffusionsstrom beriicksichtigt, aber die GroéRe

_ ]_ @_.E_m"—”ﬂ

4_:3_:;0_4: dx " nye n.
gegen 1 vernachlassigt und sich auf den Fall enes statischen Zistandes,
bei welchem die Stromstarke j — 0 ist, beschrankt, bekommt man die

folgende einfache Gleichung

AD _ 4netn
Fri sk‘r“@ ©3
deren Lésung lautet
D=, 62"+ g
mit der AbkGrzung _
- Vé_g ;";T’_'e (63a)

Wir nehmen an, dal3 der Nullpunkt x =0 in der Mitte der Platte
liegt, und bezeichnen ihre Dicke mit 2d.
Es wird dann wegen der Grenzbedingung (61c)

.
O = = i e
und folglich
T oz
D=6 d-{;-'i-, . (63b)

Wenn d sehr gro3 im Vergleich mit dem Parameter — ist, kann man die

elektrische Erregung in der Néhe einer Grenzflache als Funktion des
Abstandes | #-~—d| = 2’ durch die Formel

D=Csenr (63c)
ausdriicken. Man kann sch nun leicht Uberzeugen, dald — bei den
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gewdhnlichen Bedingungen eine auerordentlich kleine Lénge darstellt.
Wir betrachten zunéchst den Extremfall von freien Elektronen in einem
festen oder flissigen Metallkorper. lhre (normale)l Konzentration be-
tragt etwa m, xa 10%, so da3 bei T 300 und el < von der GroRen-
ordnung 10® wird. Etwas groBere Werte ergeben sich fir den Fall
nicht sehr verdiinnter flussiger Elektrolytenlésungen. Und nur im Falle
sehr schlecht leitender fester Korper mit einer auRerordentlich geringen

Konzentration der beweglichen lonen ergeben sich fir — Werte von
einer makroskopischen GroRenordnung (etwa— = 10™*cm bei no = 10°)

Nach (62 c) isti—gleich demjenigen Abstand von der Oberflache des
betreffenden Korpers, bei welchem die Erregung und folglich auch die
Ladungsdichte g = 199 4 dem Verhaltnis e:1 (e—21...) herab-

in dx
gesetzt wird. In einem Abstand, der einige Male groRer als —ist und
doch vom makroskopischen Standpunkt aus im allgemeinen sehr klein

bleibt, ist das &ullere Feld praktisch vollkommen abgeschirmt. Die auf
die Flécheneinheit bezogene freie Ladung betrégt dabei

a0
1. 1 Es
r,a,—-——J‘ng = 4q Dy = i
o

in Ubereinstimmung mit der tblichen ,,Grenzbedingung" fiir die sprung-
hafte Anderung der elektrischen Erregung beim Durchgang durch die
idealisierte geometrische Korper Oberflache.

Was die gebundene Ladung anbetrifft, so mufl} se auch wegen der
Inhomogenitdt des Feldes eine von Null verschiedene Raumdichte

o P e—10E e—10% __ e—1

e e T i T A

besitzen. AuRerdem aber bedingt die Polarisation P noch eine eigent-

liche Flachenladung von der Dichte 5, = Py = :-;—é Dy Eswird folg-

o
lich #, »{—{g,d& =40. Dies bedeutet, dal in einem leitenden Korper
die effektive Flachendichte der von den gebundenen Elektronen
herrihrenden Ladung bei zeitlich konstanten Feldern immer gleich
Null bleibt (im Gegensatz zu dem Fall idealer Isolatoren).

3. Elektrolytische Polarisation im Falle zweier beweglicher
lonengattungen.

Wir wollen jetzt noch den Fall eines Korpers betrachten, der zwei
bewegliche lonengattungen (mit entgegengesetzt gleichen Ladungen)
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enthalt. Bei flissgen Elektrolyten ist dieser Fall tatsachlich der ein-
fachste, denn unbewegliche lonen kénnen nur in festen Korpern auf-
treten.

Die oben erwéhnte , Schirmwirkung", d. h. das Verschwinden des
elektrischen Feldes in makroskopischen Abstanden von der Grenz-
flache bei verschwindender Stromstérke findet in diesem Fall im all-
gemeinen nicht statt. Denn es kdnnen dabei gleichzeitig j und q gleich
Null sein, wahrend E + Oist.

Man hat némlich bel diesen Bedingungen m;e, + figey = 0,
d.h. wegen ¢ = —e, =c¢,

By = Heg = #,

und ferner nach (59), mit Ricksicht auf die RelationD =£;:
1 1 1 1
Enet (5 + 5, =ATe(g,— 5, )7
d.h.
€= T Vn. (64)

Fuhrt man hier statt der Feldstdrke das entsprechende Potential @
ein, so wird fur zwei beliebige Punkte P' und P":
¢i'___ (P"z chg: N z: Ig :’5. s (64 a)
Diese zuerst von Nernst aufgestellte Formel 183t sich auf zweierlei Weise
interpretieren — je nachdem die eektrische Potentialdifferenz als Ur-
sache oder als Folge der ungleichférmigen Verteilung der lonen im be-
treffenden Korper betrachtet wird. Im zweiten Fall kann man den letz-
teren als ein galvanisches Element auffassen. Wenn man zwei ver schiedene
Stellen eines solchen ,, Konzentrationselementes' durch einen Metall-
draht verbindet, sowird in diessm Draht ein elektrischer Strom fliel3en,
und zwar so lange, bis die an den Drahtenden vorhandene Konzentra-
tionsdifferenz verschwindet. Es mul3 beachtet werden, daB3, wahrend
die Stromrichtung im Drahte mit der Richtung der Potentialgefélle
@' — @" d. h. der elektrischen Feldstérke, Ubereinstimmt, se inner-
halb des Elektrolytes einen dazu entgegengesetzten Sinn hat. Und
zwar ist hier die Stromstarke nicht durch die effektive Feldstéarke &,
sondern durch ihre Summe mit der elektrolytischen Polarisation*-
stérke @* bestimmt. Das urspringlich vorhandene und durch die
Gleichung (64) ausgedriickte Gleichgewicht zwischen den elektrischen
und osmotischen Kréften muf3 bei Einfihrung des Drahtes etwas
(zugunsten der letzteren) zerstort werden, und gerade auf diese Weise
entsteht tatsdchlich der ,galvanische Strom".
Das Linienintegral der elektrolytischen Polarisationsstérke heifdt die
zwischen den entsprechenden Punkten wirkende elektromotorische Kraft.
Diese elektromotorische Kraft ist im betrachteten Fall durch die rechte
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Seite von (64) gegeben. Im Gleichgewichtszustand stimmt se mit der
entsprechenden elektrischen Potentialdifferenz Gberein, im allgemeinen
ist se aber davon verschieden.

Es mulR beachtet werden, dal3 es sich hier nicht um einen echten
Gleichgewichtszustand, sondern blof3 um das Gleichgewicht zwischen
elektrischen und Diffusionskréften handelt. Denn das Verschwinden
der totalen Stromstérke bedeutet nur, da die beiden lonengattungen
sich zusammen mit dersdben mittleren Geschwindigkeit bewegen.
Die Dichte dieser neutralen Materiestrdmung, d. h. die Anzahl Ionen
irgend einer Gattung, die pro Zeit- und Flacheneinheit hindurchgehen,
driickt sich nach GréRe und Richtung durch den Vektor

ne kT @ﬂe BT
3 & - 91 E Fa=— ?, 0;' VFn
aus, d. h. nach (64) durch
2aT Dnelf
G=— Py FPn _“8_,_: 8" (64b)

Wenn der wirkliche Gleichgewichtszustand erreicht ist, muf3 dieser
Strom verschwinden. Die Bedingung n; — n, kann aber bel Anwesen-
heit duRerer elektrischer Krafte in diesem Gleichgewichtszustand
nicht erfullt werden, besonders in der N&he der Grenzflachen, wo die
Raumdichte der freien Ladung @ = e(n1—ny) von Null verschieden
wird.

Wir stellen uns wieder den betreffenden Koérper als plattenférmig
vor. Im Falle einesflissigen Elektrolyts kann man sich denken, daf3 er
in en isolierendes GefaR mit planparallelen Wanden eingegossen ist.
Das duRRere Feld sa wie friher senkrecht dazu gerichtet.

Nach der Einstellung des Gleichgewichtszustandes (das auere
Feld ? setzen wir als konstant voraus) missen n; und n, den Glei-
chungen

dny

Enla—kT——- =0

(65)

gentigen, die nach (59) das Verschwinden der einzelnen von den beiden
lonengattungen herrithrender Anteile der Stromstérke ausdriicken.

Fihrt man das elektrische Potential nach E=-—;—E ein, so lakt sch

die Lésung von (65) in der Form

(23 4

B = mpe IT ,,3_,,0,*'” (66a)

darstellen, im Einklang mit dem allgemeinen Boltzmannschen Vertei-
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lungsgesetz. Zur Bestimmung des Potentials hat man ferner die Glei-
chung

e
EE;;=—4HQ,
d.h.
a 4:
=7 el ), (65b)
L a% . . . de .
die sch aus 4 = 4ng in Verbindung mit B =& = — e ergibt.

Wenn die Konzentrationen n; und w, von ihrem gemeinsamen

Mittelwert no nicht sehr verschieden sind (f‘—z-"—’- und “'a_'f'— klein
a

gegen |, kann man néherungsweise

=1, (1 —-Eg) und  mg== 1, (1 + ;‘;)

setzen, wobei (65b) die Gestalt

g Baeln,

dad T kT
annimmt. Diese Gleichung unterscheidet sich von der Gleichung (63)
nur dadurch, daf statt der Erregung$® dasPotential 9? auftritt und der
Parameter o verdoppelt wird. Diese Verdoppelung entspricht dem
Umstand, daR wir jetzt nicht mit einer, sondern mit zwei beweglichen
lonengattungen zu tun haben. Setzt man also jetzt

_1/37,
o= |07 (66a)

so lautet die L ésung von (66)

(66)

gor — gy
P=Pm ge_ i

(66b)

"% + @, den maximalen und minimalen Wert des Potentials an den

Grenzflachen bedeutet (es wird dabei an- wE
genommen, dal im Mittelpunkt ¢ = 0).
Diese Formel kann man aus (63 b) mit

Rucksicht auf dieBeziehungg=— 1/ 5dx

erhalten. Daraus folgt unter anderem die
Relation
E' = aep,coshad. (66¢)

Die durch (66b) und (63b) bestimmte Ver-
teilung des Potentials und der Feldstarke
(oder der Erregung) ist in der Abb. 11 graphisch dargestellt. Bei
den tatsachlich vorkommenden sehr grofRen Werten von a (s. oben)
ist die Feldstérke nur in der unmittelbaren Nahe der Grenzflachen von
Null verschieden. Geringen Werten der Potentialdifferenz 2¢, ent-

Abb. 1L
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sprechen dabei ungeheure Werte der Feldstérke in den beiden ,, Polari-

sationsschichten” .
Es ist nicht schwierig, die exakte Losung der Gleichung (65b) zu

finden. Setzt man zurAkarzung:%=f und ax =&, so &Rkt Se
sich, wie leicht zu sehen ist, in der Form

ay

EE’=Smhf (67)
schreiben.  Wir behandeln zundchst f as die unabhdngige Variable
und bekommen, wegen

M ey _dpr df _faf
48 T aE T af Tag T df

5 19=cosh / + kenst = cosh f — cosh f,

woraus folgt
E -+ kanst ___‘I' ...... (67a)

coshf Zcosh f©
Auf die Untersuchung dieser Lésung werden wir nicht ngher eingehen.

Es s& nun auf die folgende Schwierigkeit hingewiesen, die sich
ergibt, wenn man den Fall zweier beweglicher lonengattungen mit dem
friher betrachteten Fall einer lonengattung vergleicht. Die Unbeweg-
lichkeit der lonen zweiter Gattung kann man offenbar as den Grenz-
fall eines unendlich groRen Reibungskoeffizienten#, auffassen. Da aber
dieser Koeffizient in das Boltzmannsche Verteilungsgesetz (65a) gar
nicht eingeht, muB das letztere auch bei #, = oo bestehen bleiben,
wahrend wir in diesem Fall n, = ny = konst gesetzt hatten. Dieser
Widerspruch 183t sich dadurch erkléren, da3 bei , = oo der Gleich-
gewichtszustand sich nur in einem unendlich groflen Zeitraum, d. h.
tatsachlich niemals, einstellen kann, da dabei die Relatationszeit T4
unendlich groBwird.

Wenn man aso den Gleichgewichtszustand bestimmen will, ist es
vorteilhaft, solche lonen, die eine sehr kleine Beweglichkeit besitzen,
als vollkommen unbewegliche oder as quasielastisch gebundene Ladun-
gen zu behandeln. Nach der im vorhergehenden Paragraphen skizzierten
Vorstellung von der Warmebewegung der lonen in festen und flissigen
Korpern missen sie tatséchlich as solche quasielastisch gebundene
Ladungen aufgefal®t werden, aber nicht mit festen, sondern mit ver-
schiebbaren Gleichgewichtslagen.

Man muB ferner den Umstand beachten, daR die in (61) auftretende
effektive Feldstérke, sofern se nach der Gleichung (65b) bestimmt
wird, nur bei kleinen lonenkonzentrationen ihre Wechselwirkungs-
kréfte richtig darstellen kann. Denn estreten in (65b) nur die Ladungen
der lonen auf, d. h. die letzteren werden as Punktladungen behandelt.
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Wenn ihre Abstdnde von derselben GroRenordnung wie ihre eigenen
Abmessungen sind, mu3 man auch die letzteren berticksichtigen, d. h.
neben den Ladungen auch die elektrischen Momente héherer Ordnung,
welche die Wechselwirkungskréfte zwischen ungeladenen Atomen be-
stimmen, in Betracht ziehen. Diese Aufgabe liegt aber auRBerhalb des
Rahmens der makroskopischen oder der hier dargelegten ,, quasi-mikro-
skopischen" Theorie.

4. Kontaktpotentiale.

Wenn zwei verschiedene Metalle, oder ein Metall undeinElektrolyt,
oder zwei Elektrolyte — kurz zwei verschiedene leitende Korper a und
b — sich beriihren, miissen im algemeinen die a-lonen in b und die
Monen in a diffundieren. Es werden dabei elektrische Kréafte erzeugt,
dieschlieflich den Diffusionskréften das Gleichgewicht halten. Auf diese
Weise bilden sich auf oder eher an der Berlihrungsfléche elektrische
Doppelschichten mit bestimmten Potential springen, die man gewohnlich
a's Kontaktpotentiale bezeichnet. Im Gleichgewichtszustand sind sie mit
den entsprechenden elektromotorischen Kréften identisch.

Im einfachsten Fall zweier Metalle mit verschiedenen K onzentrationen
der freien Elektronen (n' bzw. n") driuckt sich diese elektromotorische
Kraft oder das entsprechende Kontaktpotential durch die Formel

' " AT, w
¢ ¢ =g="lg (68)
aus, die unmittelbar aus dem Boltzmannschen Verteilungsgesetz
eq’ e

Win' e KT g ET

folgt. Die Konzentrationen n' und n" beziehen sich auf das innere der
beiden Metalle und bleiben bei ihrer Berlihrung unveréndert.

Im Falle zweier Elektrolyte, die dieselben lonengattungen (1, 2)
mit verschiedenen festgegebenen Konzentrationen o) =nf ==# ,
n, =n, = #", enthalten, muB sich eine durch die Formel {64a) be-
stimmte Potentialdifferenz bilden. Essei bemerkt, daf3 die Formel (68)
sich daraus ergibt, wenn man &, oder ¢ = & setzt, d. h. eine lonen-
gattung als unbeweglich voraussetzt, wie dies bei Metallen ngherungs-
weise der Fall ist.

Bei der Berlihrung eines festen Metalls und eines flussigen Elektro-
lyten treten die Metallionen in das letztere hinein, diefreien Elektronen
aber nicht. Im Gleichgewichtszustand erreicht ihre Konzentration '
einen ganz bestimmten Wert, der mit dem entsprechenden Potential-
sprung und der Temperatur durch eine Formel von derselben Gestalt
wie (68) verkniipftist. Die Grof3e n' stellt dabei eine fir das betreffende
Metall charakteristische Konstante dar, die aber von der wirklichen
Konzentration der lonen ganz verschieden ist.
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Wenn man eine gexhlosene Kette aus mehreren Metallen und
Elektrolyten bildet, bekommt man eine resultierende elektromotorische
Kraft, die so lange von Null verschieden bleibt, als die urspring-
liche Konzentration der lonen in den Elektrolyten durch Auflésung
der Metallelektroden oder durch andere chemische Umsetzungen bei-
behalten wird. Wenn die so gebildete Kette nur Metalle enthalt, muf3
die resultierende elektromotorische Kraft nach (68) verschwinden,
sofern keine Temperaturunterschiede vorhanden sind. Bei Anwesen-
heit solcher Temperaturunterschiede (in den Verbindungsstellen) be-
kommt man sogenannte ,,thermoelektrische" Kréfte, die sch nach (86)
qualitativ (nicht aber quantitativ) erklaren lassen.



Zweiter Abschnitt.

Allgemeine Probleme der makroskopischen
Theorie.

Viertes Kapitel.

Fortpflanzung dektromagnetischer Schwingungen
(Wellen) in unbegrenzten Korpern.

8 1 Hamagpre und istrape Karper.
1. Allgemeine Differentialgleichungen.

Obwohl ale materiellen Kérper immer begrenzt sind, wollen wir
de doch bei der Untersuchung der Fortpflanzungsgesetze elektro-
magnetischer Schwingungen as unbegrenzte Medion behandeln. Die
von den Grenzerscheinungen herriihrenden Komplikationen werden
wir in den nachfolgenden Kapiteln berticksichtigen.

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall enes homogenen
und isotropen Korpers, dessen Eigenschaften durch die Konstanten ¢
(DieIektrizitétskons:-g);p (magnetische Permeabilitét %) und
o (elektrische Leitfahigkeit) charakterisiert werden koénnen. Wie im
vorhergehenden Kapitel ausfihrlich gezeigt worden ist, haben diee
Konstanten nur fir harmonische Schwingungen bestimmte von der
Frequenz abhdngige Werte; im algemeinen Fall 183t sich die Beziehung
zwischen den Erregungen ®, 8 und den Feldstérken &, § mittelszwei
Proportionalitétsfaktoren nicht charakterisieren. Wir wollen deshalb
von vornherein annehmen, dal? diese Vektoren as Funktionen der Zeit
in der Form® = @®e~éw¢ usw. dargestellt werden kénnen®). Wir werden
zundchgt die Konstanten € und p als reell ansetzen. Die Démpfung
der dektrischen Schwingungen, unabhéngig davon, ob se von der
freden oder den gebundenen Elektronen herriihrt, werden wir dabel
durch eine redle , effektive" Leitfahigkeit o charakterisieren. Wenn
die wirkliche Dielektrizitétskonstante gleich & +4¢ ist, und die
wirkliche Leitfahigkeit gleich o, so hat man, nach der Gleichung

e+ e’ € | dnmay
rot B= ey + ==t & .

Fd
=05+ G - ()

') Es wird fir das Folgende beguemer sein, den Exponentialfaktor e=-f=
statt e+ wie friher zu benutzen.
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Die allgemeinen Feldgleichungen lassen sich aso im betrachteten Fall
in der Gestalt schreiben:

otE+-32—0, div =0 (la)
e 0@ 4dno
v rotﬁ—?—ﬁz E, divE=0 (Ib)

(vgl. (53) bis (54) Kap. ). Die Gleichungen div =0 und div& =0
sind Ubrigens Uberflussig, denn sie ergeben sich durch Divergenzbildung
aus den vorhergehenden Gleichungen. Es sind dabei freie Volum-
ladungen selbstversténdlich ausgeschlossen.  Sonst wére die obige
Zurickfihrung der elektrischen Dampfung auf die Leitféhigkeit nicht
mdoglich, denn wir hétten statt div E = 0 die Gleichung div (g 4§ &"}&
= 47p.
. aE ET) . )

Wenn man in (la) und(Ib) 4 und—7 durch —iw€ bzw. — i
ersetzt und statt der wirklichen Dielektrizitétskonstante e+ ¢4 die
effektive

- imr,__ . .4na
e+ie +i ebiy )
einfuhrt, so wird: io
rOt@-—- '“‘-'—% =1l R (2a)
rot + PHE G0, (2b)

Obwohl diese Gleichungen formal einfacher sind als (Ia) und (Ib),
sind doch die letzteren, da sie lauter reelle Grof3en enthalten, fur das
Verstdndnis der dadurch ausgedriickten allgemeinen physikalischen
Gesetze vielfach bequemer.

Durch Differentiation von (Ib) nach ct ergibt sich mit Ricksicht
auf (la)

—rotrot & —-%f—gf:i’ggz—‘f,

d. h. wegen der Identitat

rotrot & = divE— g,

Vi€ —r 5w =—u 57 . ©)
Ebenso bekommt man durch Elimination von &:
sp a'ﬁ 430,« a9
PO —a %= 3¢ (33)
Bei 0 = 0 reduzieren sich diese Gleichungen auf die bekannte d'Alem-
Jerfeche Form 1 Py
Py—rza=0 (v=E€9) )

mit c
==, (4a)

I

% [
=L
Yen
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Dies bedeutet, dal? bei Fehlen der elektrischen Dampfung oder
Leitung die elektromagnetischen Schwingungen sich in einem homo-
genen und isotropen Koérper auf dieselbe Weise wie im leeren Raum

fortpflanzen, aber mit einer vonc =3 * 1010% verschiedenen, durch
(3b) bestimmten, Geschwindigkeit. Solche Korper werden wir als
durchsichtig bezeichnen. Der Koeffizient # = - = Y&z heift ihr

Brechungsindex (der Grund fir diese Bezeichnung liegt in den be-
kannten Brechungserscheinungen an der Trennungsflache zweier
homogener Korper, s. unten, Kap. V).

Im entgegengesetzten Falle einer sehr groflen Dampfungskonstante
und bei nicht zu hohen Schwingungsfrequenzen, kann man die in (3)
und (3a) auftretenden zweiten Ableitungen nach der Zeit, d. h. die

GroRen 5;- w¥yp, gegen die rechten Seiten i’{—fﬁ fwy vernachlassigen,

und man bekommt

a
. d‘§ _GPS (5)
mit
£
- . 5
Jamop (53)

Die Gleichung (5) hat dieselbe Gestalt wie die im vorigen Kapitel be-
trachtete Diffusionsgleichung, oder die Grundgleichung der Theorie
der Warmeleitung, wobei die Konstante a die Rolle der Diffusions-
konstante oder des thermischen Leitfahigkeitskoeffizienten spielt. Es
miissen also in diesem Falle — den man hauptséchlich bei Metallkdrpern
trifft — die urspriinglich vorhandenen rdumlichen Inhomogenitéten des
elektromagnetischen Feldes gegen Null streben.
Im allgemeinen Falle, der der Gleichung
1 A ie
V2= oa = 5f ©®)

entspricht, pflanzen sich die elektromagnetischen Schwingungen in
einer komplizierteren, die beiden betrachteten Typen zusammen-
fassenden Weise fort.

Da die Gleichungen (la) dieselbe Form wie fir den leeren Raum
haben, kann man die Feldstérken durch die Potentiale @ und ¥ nach
den Ublichen Formeln

1%

ferot¥, E=—po—ti¥ (6a)

ausdriicken. Um aber fir diese Potentiale dieselbe Fortpflanzungs-
gleichung (6) wie fir die Feldstarken zu erhalten muf man, wie leicht

zu ersehen ist, die Ubliche Relation 77‘ 4 div ¥ = 0 durch

div¥ + ‘:‘ %': +5—-’?—"—'(p=0 (6b)

Fienkel, Elektrodynamik I 1. 13
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ersetzen. Es lassen sich schliefllich diese Potentiale durch einen einzigen
Vektor 8 — welcher dem (iblichen Polarisationspotential entspricht —
ausdriicken, und zwar nach den Formeln

. i 4n
g=--divy, 9[=-I§:-‘-—5::-3-+ :ﬁs (6¢)

(vgl. Bd. I, S. 134), wobei ,3 ebenfalls der Gleichung (6) genligt.
Geht man wieder zu komplexen Grofien Uber, so wird mit Ruck-

sicht auf o ie o
W e A et
Pry+ Yot gm0, @

(lp=§ 9. ¢ U, B); ferner

@ﬁ-—-pr+———-9I Vdivg -+ 2 = a,pﬁ—-rutmtgl
i (74
o r 3 |
und . o
div¥— " g pg=0. (7b)

2. Ebene Wellen:
Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Absorptionskoeffizient.

Wir wollen jetzt unseren Ansatz noch weiter spezialisieren und solche
elektromagnetischen Vorgange untersuchen, die nicht nur zeitlich,
sondern auch réumlich, d.h. hinsichtlich der Abhéngigkeit von den
raumlichen Koordinaten, harmonisch oder sinusoidal sind. Wir setzen

aso = poriS \
=—wi+ 1, ®)

wo ! einen konstanten (im algemeinen komplexen) Vektor bedeutet;
Sist die fur ale Vektoren &, § usw. gemeinsame Schwingungsphase;
¢?=E° $HY, ... bedeutet die (im allgemeinen ebenfalls komplexe)
Amplitude der entsprechenden elektromagnetischen GroRen. Wenn
der Vektor ! reell ist, stimmt der Ansatz (8) mit dem im ersten Bande
vielfach betrachteten Ansatz fir ebene sinusoidale Wellen Uberein. Es

gilt dabei .

f=-1—ﬂ,. (8a)

wo 4 die Wellenlange und n die Wellennormale (in der Fortpflanzungs-
richtung) sind.

Im allgemeinen Falle kann man zwei verschiedene Einheits-
vektoren n* n®@ einfUhren und f in der Form

= (Y = T (“m + ipniM) = T et} <+ fina (8b)
darstellen.
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Wir bekommen dann nach (8) eine sogenannte gedampfte ebene

Welle mit der reellen Amplitude
lo|=|p®[ et rux| 0| gminttr, (8)

die in der n®-Richtung im Verhdltnis &: 1 pro Langeneinheit (oder
e¥22:1 pro Wellenlange A) abnimmt, wahrend ihre reelle Phase
SW=—g¢ 10 . X sich in der nP-Richtung andert. Die letzte Richtung
ist as die eigentliche Fortpflanzungsrlchtung der Welle anzusehen; zur
Unterscheidung werden wir die n®®-Richtung as die Dampfungsrich-
tung bezeichnen. Der Koeffizient £ heiRt dementsprechend der Damp-
fungskoeffiziient oder auch der Absorptionsindex (s. unten).

Es |&Rt sich nun leicht zeigen, da3 der Ansatz (8) bei passender Wahl
von ¥ die Grundgleichung (7) [oder (6)] tatsachlich befriedigt.

Es gilt némlich (unabhéngig davon, ob y eine skalare oder vekto-
rielle Grole ist, s. Bd. I, S. 152):

Vig=—1y
und folglich nach (7):
ks=§3.p=ftl:n__t121=+2,'tt11.[tsi (9)
oder wegen (2)
kun_ﬁkm:=§sﬂ,
(92)

FL . R = A0, B2 s @ = _23:.#00 l

Wir sehen also, dal? die Dampfungsrichtung mit der Fortpflanzungs-
richtung immer einen spitzen Winkel (6) bilden muR. AuRerhab
dieser Bedingung sind die Richtungen n® und n® vollkommen will-
kiarlich und voneinander unabhangig. Durch Auflésen von (9 a) be-
kommt man die folgenden Formeln fir die Betrage der Vektoren f®
(Phasenvektor) und t® (Dampfungsvektor)

ALV R @ 80“(1 +_Vl+s’v‘m.e)

L (9b)

w? L T

KDI=3 ( 1+|/1+sm;m79')
Wir merken noch die Néaherungsformeln

w5 2n @ p a
ke © V!p R = cos @ V-'s (E;rco'-"!é < l) ' (10)

2x m o
U g ki e—Vixe (;coa—e - l) (109)

die fur den Fall sehr kleiner bzw. sehr grofler Dampfung gelten.
Die entsprechenden Né&herungsformeln fir dund lauten, wenn man
noch die der betrachteten Schwingungsfrequenz entsprechende Wellen-

13



196  Fortpflanzung eektromagnetischer Schwingungen in unbegrenzten Korpern.

. . 2 -
lange im leeren Raum A, =£—=735 einfuhrt

A 2o o
ielen oo le  (miwe<l) (0D
ho 1)K o
valiits eal,  (Gae>l) (%

In dem betrachteten Falle ebener sinusoidaler Wellen kann man
neben 3% == —{ew noch V¥ == ¢f setzen. Es wird aso nach (7a) und (9)
E=—txxB) =883 1
9="eptxF=2Mtx3
(vgl. Bd. I, S. 152). Daraus ergeben sich die folgenden Beziehungen:
“9= IxE, (Ia)

(1)

an®E=—1x9, (11b)

die offenbar nichts anderes als die spezielle Form der Grundgleichungen
(2 @) und (2b) fur den betrachteten Fall sind. Aus diesen Gleichungen
kann man durch Elimination von & oder § die Gleichung (9) firr k*
bekommen. Es folgen daraus ferner die Gleichungen

1':@=0, t-9=0, (Ilc)

die sich auch unmittelbar aus den Gleichungen div@ = 0 und div§= 0
ergeben.

3. Ebene Wellen: Amplituden und Energie.

Wir fihren nun die reellen Komponenten der komplexen Ampli-
tuden von & und § nach

E® =& +{E", D=9 +:9" (12
ein. Essel erinnert, dal & und @ zwei konjugierte Halbmesser der
Schwingungsellipse darstellen, die von dem Endpunkt des Vektors
R (E% ') = E cos wt -+ E" sin cot, und zwar in der Richtung von
&' nach E" beschrieben wird.

Um die Beziehungen zwischen diesen reellen Komponenten und
den reellen Komponenten von t zu bekommen, setzen wir (12) in die
Gleichungen (llc) ein. Es wird dabei

({0 - sy, (@'_i. FLUR T GYRL I (LY 1 "([m EH IR E) =0,
d.h.

BOL = 0, UL = . (12a)
und ebenso

o s'm Hn .5"‘ itH .g," = —Hd .5! B (12b)
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Durch Einsetzen von (12) in (l1a) bekommt man ferner
T D) = (t0+ 5@ x (@' + @)
=0 X §'— M x E" - i(fox ' 4 1w x §),
2§ =H0xE —twxE” ]
2 =tox E Lt

d.h.
(12c)

Daraus ergeben sich neben den Beziehungen (12 b) noch die folgenden
Relationen:

Doy g = (Y x HUY . (E
;! @” (0 x 1) @’ l (120
210§ = (10 x 19)- € .

Wir nehmen zunédchst an, dal? der elektrische Vektor linear schwingt
und setzen dementsprechend &"” =0 (& = E9). Es folgt dann aus
(12a), daR diese Schwingungen eine zu den beiden Vektoren t!") und f®
senkrechte Richtung haben missen. Die magnetischen Schwingungen
ergeben sich dann nach Grofe und Richtung aus (12 c). Und zwar
liegen die beiden Komponenten von § in der (1, f®)-Ebene, senk-
recht zu 1Y und f® und stehen zueinander im Verhaltnis ki":k?:

Wenn die magnetischen Schwingungen linear sind, muissen sie eben-
falls nach (12b) eine zu t' und f" senkrechte Richtung haben. Daraus
folgt aber wegen (12 d), daB die elektrischen Schwingungen in der
(tY, t®)-Ebene stattfinden. Die beiden Falle sind also zueinander
reziprok.

Wirwenden unsjetzt dem einfachstenundin Wirklichkeitam meisten
vorkommenden Falle, daB3 die Vektoren t* und f? dieselbe Richtung
haben (n® =n'® =n), zu. Es ist in diesem Falle nicht nétig, die
Amplitudenvektoren@® und $° in ihre reellen und komplexen Anteile
zu zerlegen. Man sieht zunéchst aus (12), daid die elektrische und magne-
tische Feldstérke senkrecht zu n sind. Setzt man ferner

B RO R = k| et?, (13)

sowird nach (l1a) fur beliebige (d. h. im allgemeinen elliptisch polari-
sierte) harmonische Schwingungen

Po==_ | inx Boet?, (134)
d. h. nach (9b) mit Riicksicht auf [k |=m 3 | k.
Hor=eul/1+ S5 B0 (13b)

Fir die Phasenverschiebung wollen wir nur die angendherten For-
meln angeben, die sehr kleinen oder sehr groBen Dampfungen ent-
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sprechen. Dies sind nach (10) und (10a)

tgdad=1- (€l)
bzw. (13¢)
tgd=1,dh =7

Bei vollkommen durchsichtigen Kérpern (0 — 0) hat man § = 0 und
HY=cpk?

oder

pBt=Er. (13d)

Diese Relation wird gewohnlich interpretiert as die Gleichheit der
elektrischen und magnetischen Energiedichte fiir ungeddmpfte elektro-
magnetische Wellen. Eine solche Interpretation ist aber kaum zulassig,

1
denn der Ausdruck FEE-EEE %5+_§_‘53 stellt bekanntlich nur den

den freien Elektronen zugehdrigen Ante1| der Energiedichte dar
(s Kap. 11, 81). Es kann aber im betrachteten Fall Uberhaupt keine
freien Elektronen geben, denn sie mufiten eine Dampfung der Wellen
bedingen. Bei 6>0, d.h. bei Anwesenheit von Dampfung, haben
nur die vollstandigen quadratischen GroRen einen unmittelbaren
physikalischen Sinn. Da se in Kap. Il ausflhrlich untersucht worden
sind, werden wir hier nur die einfachste und fir die Wellenvorgange
wichtigste von ihnen diskutieren, namlich die Energiestrahlungsdichte

= CEx B 7B XD (14)

[s. z. B. Kap. |1, Formel (50b)]. Es sei bemerkt, dafd dieser Ausdruck
ganz exakt ist, d. h. auch bei der Beriicksichtigung des Unterschiedes
zwischen den totalen und effektiven Feldstarken richtig bleibt. Die in
(14) auftretenden Feldstdrken sind dabei selbstversténdlich as reell
anzusehen. Bei ihrer komplexen Darstellung bekommt man fir den
zeitlichen Mittelwert von & den Ausdruck:

f=g i REXEY.

Wenn die Dampfungsrichtung der Wellen mit ihrer Fortpflanzungs-
richtung zusammenfallt, hat man nach (13a) und (13b)

i/1+ ----- L cosd | (149)

Bei kleiner Dampfung erglbt sich daraus mit Rucksicht auf (13 c) die
folgende bis auf Grofen zweiter Ordnung in ﬁichtige Formel:

ﬁmnﬁ]@(ﬂ-if};)lﬁl‘. (14b)
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In dem entgegengesetzten Extremfall wird
@ nf— Vﬂ @ (14c)
Y vy

4. Fortpflanzung ebener Wellen in bewegten Korpern.

Wir wollen noch zum Schlul® einige der hier angefihrten Resultate
fur den Fall bewegter Medien verallgemeinern. Wir denken uns dabei
eine geradlinig-gleichformige Bewegung mit ener gegen ¢ sehr kleinen
Geschwindigkeit v (relativ zu dem als ruhend vorausgesetzten Bezugs-
system S). Es mussen in diesem Falle die Grundgleichungen (la) und
(Ib) durch die Gleichungen (61a) des |. Kapitels (88) ersetzt werden.
Der Einfachheit halber wollen wir die dort auftretende Dielektrizitats-
konstante ¢ (die unserer e, entspricht) als eine reelle Grof3e betrachten,
d. h. eine Dampfung ausschliefen. Fir den Fall ebener sinusoidaler
Wellen (8) nehmen diese Gleichungen bei Weglassen der jetzt belang-
losen Striche die folgende Gestalt:

st-@+mx(txﬁi)=0,} 15
#t-B—wx(txE =0, (15)
tx€— ¥ (uB—1wxE) =0,

(15a)
txB+ Y (e€+wxB)=0,
an, mit o
Ww=(ep—1} (15b)
Wir betrachten zunachst solche Wellen, die sich in der Bewegungs-
richtung fortpflanzen. Eswird dann mit—} =L: =1
wE=0, nB=0 (16)

und ferner nach (15 a)
(k+ ‘-'-’~w)nx(§——?’-pﬂ3=0,
4 2
(16a)
(k-}-fgw) nx%—}—?-s@:o.
Multipliziert man dieerstedieser Gleichungen vektoriell mit (k+~‘::E W) n
und die zweite mit 1:—;5, so ergibt sich durch ihre Addition
(k-{-%’- w)'nx(nx &)+'§sy@=0.
d.h. wegen n X (n X €) = —E:
t ot
(k'i' ?W) =§'£#,
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oder folglich:
—_— P — - I
k=G (Yep—w)=TVen[1—F Veu(1—5; )] (6b)
Hier bede —s==nie Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betrach-

Yo

teten Schwingungen im ruhenden Kérper. Fir den bewegten Koérper

ist de nach der Definition von k gleich u'=5;—-. Wir haben also:
u v i
o' =1— " (I*sp_)’

d. h. ndherungsweise (wegen v <€ )
w v i
W= ()

. [
oder mit ept=_,

u'=u+v(l—::-). (16c)

Diese Formel zeigt, daR die Geschwindigkeit u' sich aus u und v
nicht durch einfache Addition, sondern nach dem Additionsgesetz der
Relativitatstheorie zusammensetzt (vgl. Bd. |, S. 278 und 288).

Die exakte Form dieses Kompostionsgesetzes fur den betrachteten
Fall (U | b) lautet

#4v
“’—- R,

- uy *
1422

Daraus ergibt sich in erster Naherung (berincr.--:--) «die vorhergehende

Formel.

Es ist nicht schwierig, die Gleichungen (15 a) auch fur den all-
gemeinen Fall (f nicht parallel zu b) zu lésen. Man bekommt dann
mittels dessdben Verfahrens wie friher statt (16 b) die Gleichung

2 ot
(t‘{"";" m) = R,
d.h.
] 3
k'+?wkc059+f.-1ﬂ’=?; ep,
wo S den Winkel zwischen ! und o bedeutet. Eswird folglich in erster
Naherung

k= ':’ {Yeu —wcos@), (17)

oder “’a“-}-(l-—;—:-)tlcose, (172a)

in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Kompositionsgesetz (4)
(s Bd. I, S 288).
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Der Energiestromungsvektor driickt sich in diesem Falle wegen
p$=(-£’!-m)xﬁ.
[siehe die erste Gleichung (15a)] durch die Formel
= ex (5 t—w) xe] (17b)

aus. Es hat eine von der Wellennormale verschiedene Richtung, was
der Tatsache entspricht, daR die Vektoren & und ® nach (15) nicht
mehr in der Wellenebene liegen.

Wir sehen also, dal3 die Bewegung eines homogenen und isotropen
Korpers eine eigenartige Anisotropie verursacht. Diese ,,kinematische
Anisotropie" ist Ubrigens ganz verschieden von derjenigen , physika-
lischen Anisotropie", die fir ruhende kristallinische Korper charakteri-
stisch ist.

§ 2. Ebene Weéllen in homogenen anisotropen Korpern.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der Fortpflanzungsgesetze ebener
elektromagnetischer Wellen in physikalisch anisotropen Kdérpern, die
sich im algemeinen durch drei Tensoren &z, wyy {oder ') und oy,

(statt der Skalaren e, p oder ; und o) charakterisieren lassen, Uber.
Die allgemeinen Feldgleichungen

rot &+ E-§=o. divp =0,

1a% . .
otB— . ore=dnj, divD=4np
nehmen fir den Fall ebener harmonischer Wellen [Ansatz (8)] die

Gestalt
IXE—" 9 =0, 1-9=0, (18

IxB+ Y D=dnj, D=0 (18a)

an (die Dichte der freien Ladung setzen wir von vornherein gleich Null).

Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir sienichtin voller Allgemein-
heit 16sen, sondern beschranken uns zunéchst auf den einfachsten Fall
1 =1, %o =0, *¢ = reel. Dies entspricht einem vollkommen durch-
sichtigen unmagnetischen Kristallkdrper ohne Gyrotropie oder natiir-
liche Aktivitat.

1. Wellengeschwindigkeit als Funktion der Wellennormale;
®-Grundschwingungen.

Die Gleichungen (18a) reduzieren sich dabei auf
Ix9+ D=0, 1-D=0. (18b)
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Ersetzt man hier § durchi—!x@ nach (18), so wird

Ex(txE)+5 D=0 (19)
oder auch @
n(&m—E+ D=0, (193)

wo wielblich nt = -:— die Wellennormale und # = %die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit bedeuten.
Wir fihren nun die Beziehung zwischen @ und % in der Form

Dy=g5E;, Dy=gE;,, D;y=¢E, (19b)

ein, lassen aso die Koordinatenachsen mit den Symmetrieachsen des
Tensors °, zusammenfallen, und bestimmen u als Funktion von n, n,,
n, (Richtungskosinus der Wellennormale). Diese Aufgabe 18Rt sich be-
sonders einfach 16sen, wenn n einer der Koordinatenachsen parallel
ist. Eswird z. B. bei n, = n; = 0, nach (19a):

wl
Ey— Byt e E1=0, —Eyt's Ey=0, —Ey+ s eyEy=0,

d.h. E; =0 und u= entweder < od é,e nachdem E; oder E,
£y £

ebenfalls verschwindet. Dies bedeutet, d%[z‘ in der Richtung einer
Symmetrieachse des Tensors °, sich nur solche lineare Schwingungen
fortpflanzen kénnen, die parallel zu einer der zwei anderen Achsen sind,
und zwar mit einer ihrer Richtung nach der Formel

&
= 19
#, = 78' (19¢)
entsprechenden Geschwindigkeit. Wir wollen diese Geschwindigkeiten
als Hauptgeschwindigkeiten bezeichnen.

Zur Bestimmung von u im algemeinen Falle schreiben wir die
Gleichung (19 a) koordinatenméafig in der Gestalt

", EnkEk—E,Jr;;—E,-=0 (i=1,23) 20)

um. Wir bekommen aso ein homogenes System von drei linearen
Gleichungen mit drei unbekannten E; E,, E; (oder D;, D,, D3, wenn
man die ersteren durch die letzteren ausdriickt). Als Kompatibilitéts-
bedingung ergibt sich die Glelchung

in¥—1+ My Ty, 1y, |
i

ﬂ‘
A= n,s,, u§-—-1+;;, iy By,

|
L mymy, oty -1+ |
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welche gerade die gesuchte Gleichung fur u darstellt. Seist vom dritten
Grade in u?, und muR wegen der Symmetrie der Determinante drei
reelle Wur zeln haben. Eine diessr Wurzeln ist aber, wieleicht zu ersehen,
unendlich und kommt deshalb nicht in Betracht. Die zwel anderen
Wurzeln #" und %' entsprechen zwei bestimmten Schwingungstypen,
die sch in der betreffenden Richtung n fortpflanzen kénnen, und zwar
zwei lineare Schwingungen von ganz bestimmten Richtungen &', €"
bzw. ®', ®". lhreLinearitat folgt aus dem Umstand, daR die K oeffi-
zienten des Gleichungssystems (20) einschliellich der u-Werte, reell sind.
DieVerhdltnisse E;: Ex Ez (und Dy D, D3) milssen deshalb auch reell
sin. Die Betrage der Viktoren & (und @}, d. h. die Amplituden der
entsprechenden Schwingungen, bleiben selbstverstandlich willktrlich.
Ausden |dentitéaten
! '
n X mE—Ei+ 5 Ei=0
k

2 # ”' ’
o 2"&5; —E 'f‘%’"E: =0
t

ergibt sich durch Multiplikation mit Ef bzw. E;, Summierung beziig-
lich i und Subtraktion:

( 1»,-E:’) (;»,E;)—-(Z::,E;) (ZH.E:)

+(wi—u) Z‘F—f}ff =0,

L}

d. h. wenn #' und " verschieden sind:
ETBY _ avs perr __ ey et —
o YL =D =D =0, (20b)

In dhnlicher Weise bekommt man aus (19 a) mit Ricksicht auf (20b)
und n*® =0 die Relation
D - D' =0, (20c)

welche zeigt, da die Richtungen von ®° und ®" senkrecht zueinander
sind. Wir wollen diese Richtungen als die zu der betreffenden Wellen-
normale gehérigen Grundrichtungen oder Grundschwingungsrichtungen
bezeichnen. Es sai bemerkt, daR & - & & ¢; es ware deshalb nicht zweck-
maRig die Grundrichtungen durch den Vektor & zu definieren, desto
mehr, da er auRerhlab der Wellenebene liegt (& - 1 == 0).

Die Gleichung (20a) &Rt sich betréachtlich vereinfachen, wenn man
die Determinante ausrechnet und die Beziehung sl +ngtug=1
beriicksichtigt. Man kommt aber schneller zum Ziele, wenn man dir ekt
von den Gleichungen (20) ausgeht. Man hat namlich

, i SmEr=E,,
uf
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woraus durch Multiplikation mit n,und Summierung die Relation

oder schlieRlich
M M ,,,%— =0 (20d)

folgt. Diese zuerst von Fresnel aufgestellte Gleichung ist offenbar
mit (20a) aquivalent.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten und die Schwingungsrichtungen
sind miteinander eindeutig verknipft. Man kann in der Tat die ersten
unmittelbar durch die zweiten in eindeutiger Weise ausdriicken, ohne
die Fortpflanzungsrichtung explizite enzufihren. Man bekommt
namlich durch Multiplikation von (19a) mit ® wegen n « ® =0:

WD=e0= 300,

d.h.
W2Dd— MutD} (21)
oder
W= S, (212)
wo
=3 (210)

die Richtungskosinus des Vektors % sind.

Esware aber irrtimlich zu glauben, daf? einelineare ®©- Schwingung

von eir . — /\ = p— Rich-
tungen . . w \-\J\ o\ |t fort-

Abb, 12.

pflanzen kann. Denn ene solche Schwingung wird nur einer ganz
bestimmten Fortpflanzungsrichtung (oder eher zwei entgegengesetzten
Richtungen der Wellennormale) als Grundschwingung zugeordnet und

kann sich nach den anderen Richtungen gar nicht fortpflanzen.

Es sai bemerkt, dald sich zwei lineare Grundschwingungen ®* und
%, obwohl se sch mit verschiedenen Geschwindigkeiten fortpflanzen,
an jeder Stelle zu einer resultierenden harmonischen Schwingung
vereinigen lassen, deren Gestalt (, Polarisationsart") von der Zeit unab-

handig blailt-aber Schin der Fortbilanzungsrichtung in einer besti;mmign



Ebene Wdlen in homogenen anisotropen Korpern. 205

®' und®” Ubereinstimmen, setzen se sich zu einer linearen Schwingung
zusammen; bei einer Phasenverschiebung von % ergibt sch einedlip-
tische Schwingung mit den Halbachsen [®'| und |®”| usv. Diese

Gestaltsdnderungen der resultierenden Schwingung
D = (Do it 4 Py et t)g-iot
sind in der Abb. 12 schematisch dargestellt.

2. Strahlengeschwindigkeit als Funktion der
Lichtstrahlenrichtung; - Grundschwingungen.

Die Gleichung (19a) zeigt, dal die dektrische Feldstarke @& in der
Schwingungsebe(®,1) Hegt; sSe steht aber nicht senkrecht auf n,
sondern bildet mit & einen bestimmten, im allgemeinen von Null ver-
schiedenen Winkel ®, welcher von % (und n) abhangt. Dieser Winkel
verschwindet nur in dem Falle, wenn % und n zwei Symmetrieachsen
des Tensors °, parallel sind. Die magnetische Feldstérke ist dagegen
nach (18) immer senkrecht zu ® und n gerichtet, und zwar 0, dafd der
Vektor ® x § mit n Ubereinstimmt (Abb. 13).

Der Vektor 1
™D X § (22)

stellt bekanntlich die Dichte der elektromagnetischen Bewegungs
groRBedar [Kap.! | , (50c)].

In der Kristalloptik hat man meigens nicht & .
mit unbegrenzten ebenen Wellen, sondern mit diinnen
Strahlenbtindeln (d. h. seitlich begrenzten Wellen) zu
tun. Die Richtung dieser Strahlenbiindel fallt nicht
mit der Wellennormale, sondern mit der des Energie- ; I

strahlungsvektors ,4'# A
f= ';::'@ x$ (H=8) (229 Abb, 13,

zusammen. Letzterer bestimmt gleichzeitig auch die Intensitdt der
Lichtstrahlen. Es ist deshalb zweckmaRig, neben der oben betrach-
teten skalaren Wellengeschwindigkeit u noch eine vektorielle Strahlen-
geschwindigkeit v einzufuhren, diemit $ gleichgerichtet ist und ihrem
Betrage nach durch die Formel
u—n-p—vcos® (22b)

bestimmt wird.

Mittels dieser Geschwindigkeit kann man den Strahlungsvektor
in der Form

f=£ (23)

¢ EH
Rt

mit

darstellen. Nun gilt nach der ersten Gleichung (18) mit Ricksicht auf
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(X @ |==RE cos @, -'-'::_—,u und - % =

cos &

E='H. (23a)
Ebenso bekommt man aus (18 b):
]

=--D. (23b)

Man hat folglich mit Ricksicht auf E+%® = E D cos ©
H ¢9D €9 H
== = TEn (23c)

Die GroRe & ist adso gleich der ,den freien Elektronen zugehérigen
Energiedichte". Es sei daran erinnert, daf die vollstandige Energie-
dichte (bei Identifizierung der totalen und effektiven Feldstarken)
nach (50) Kap. Il gleich
1
z‘i’ (&'% + "'_2'___
ist.
Die Gleichungen (23 @) und (23 b) lassen sich mit Ricksicht auf
die Richtung der entsprechenden Vektoren durch die Vektorglei-

chungen

(24)

ersetzen. Die erste von ihnen ist ohne weiteres klar. Was die zweite
anbetrifft, so folgt sie aus dem Umstand, daR die Differenz der Vek-
toren un und o parallel zu® ist; es missen deshalb die Vektorprodukte
un X B und vx B identisch sein.

Die Gleichungen (18) und (18 b) lassen sich offenbar in der zu (24)
analogen oder eher reziproken Form

: uxE—o=o0, l
. (24a)
of
o
schreiben. Das Verhdltnis % spielt in (248) dieselbe Rolle wie das
Verhdltnis {- in (24); es entspricht dabei dem Einheitsvektor n der

Einheitsvektor -:—=L welcher die Lichtstrahlenrichtung bestimmt.

Durch Elimination von $ ergibt sich aus (24) die folgende zu (19 a)
analoge Gleichung

(D H--D+ 5 E=0. (24b)
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Daraus bekommt man ferner, mittels der Relationen
Ei— Di A
in derselben Weise wie (20d), (20c) und (21a) aus (19a), die Formeln:

gl P
d.h.
‘3 :l ‘i
1....__1. ...l._+ l.,.J. T + i " i =0, (25>
7 R R B e N
@I _@u —0 (253)
und
B 5D (25b>
IF'
oder
ot ute 4 uptdd b uptdd, (250)

wo e den Einheitsvektor & : E bedeutet.
Die Beziehung von —:— zu & und | ist folglich vollkommen identisch
mit der Beziehung von # zu ® und n.

3. GraphischeBestimmung der Grundschwingungsrichtungen
mittels der (v, €)- und (u, b}-Flachen.

Diee Beziehungen lassen sich in einer sehr anschaulichen Weise
graphisch darstellen.

Wir betrachten zunachs die Flache, welche sich ergibt, wenn man
aus einem festen Punkt O in jeder Richtung c ene Strecke von der
durch die Gleichung (25c) bestimmten Lange v zieht. Bezeichnet man
die Komponenten dieser Strecke, d. h. die GréBen e ¢ v mit x;, so be-
kommt man

+ ot + (26)

Das ist die Gleichung enes EII|p50|ds mit den Halbachsen u; u,, us.

Mittels dieses Ellipsoids kann man aber nicht nur die einer beliebigen
Richtung der dektrischen Feldstarke (c) entsprechende Strahlen-
geschwindigkeit v bestimmen, sondern auch die beiden einer beliebigen
Strahlenrichtungi zugehdrigen Richtungen der elektrischen Feldstarkee
und €' (und selbstverstandlich, die entsprechenden Geschwindigkeiten
V' und v').

Wir bemerken zunéchst, daf? die Vektoren € und €' in einer zu |
senkrechten Ebene liegen misen und denken uns diese Ebene durch
den Mittelpunkt des Ellipsoids gezogen. |hre Schnittlinie stellt bekannt-
lich eine Ellipse dar. Eslaft sich nun leicht zeigen, dal? die Halbachsen
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dieser Ellipse V' und v' — sofern sie voneinander verschieden sind —
nach ihrer Richtung mit den elektrischen Schwingungsvektoren €'
und €" und nach ihrer GréRe mit den entsprechenden Strahlengeschwin-
digkeiten Ubereinstimmen (Abb. 14). Um dies einzusehen, betrachten
wir die Variationsgleichung

S+ 2+ 2 =0, (263

welche in Verknipfung mit den Nebenbe-
, dingungen (26) und

Zydy + yly 4 %yly =0 (26b)

die Halbachsen der zu 1 senkrechten
Schnittellipse  bestimmt.  Nach der be
kannten Lagrangeschen Multiplikatormethode bilden wir die Varia-
tionen der linken Seite der letzten Gleichung und der Gleichung (26),
multiplizieren se mit zwei unbestimmten Faktoren —2a bzw. —f3,
addieren zu der Variation von Z#¥ und setzen schlieflich die Koeffi-
zienten der Variationen éx,, éx,, éx, gleich Null, asob die letzteren
voneinander unabhangig wéaren. Wir bekommen auf diese Weise die
folgenden Gleichungen

Abb. 14,

#—al— ﬁ .1—0 (1=1,23)
oder

Durch Multiplikation mit x bzw. I, und Addition ergibt sich daraus

ng_ﬂz.g;. =0, d.h §=1 nach (26)

und

d. h. die Gleichung (28).

Wenn die beiden Wurzeln dieser Gleichung zusammenfallen, redu-
ziert sich die Schnittellipse auf einen Kreis. Es gibt wie leicht zu sehen
ist, zwei solche Kreisschnitte des Ellipsoids (26); sie gehen durch seine
mittlere Achse (uy) in solcher Weise, da3 ihre Normalen | mit der grofien
Achse (u;) den durch die Formel

B | (26¢)

tge= + P S
definierten Winkel bilden.

Diese ausgezeichneten Normalen- oder eher Srahlenrichtungen
heiBen die optischen Achsen des betreffenden Kristallkdrpers. Ihnen

entsprechen keine bestimmten Grundschwingungen, sondern alle dazu
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senkrechten Richtungen erweisen sich as vollkommen gleich-
berechtigt.

Man erhdlt ganz analoge Resultate mittels der graphischen Dar-
stellung der Gleichung (21b). Zieht man namlich in jeder durch den
Einheitsvektor b definierten Richtung eine Strecke r mit der durch
(21b) bestimmten Lénge r = u, so bekommt man eine dem oben be-
trachteten Ellipsoid &hnliche Flache — das sogenannte Fresnelsche
Ovalaid:

M rwadtufg=r.  (x,=rd)

Es ist nun leicht zu beweisen «— und zwar in genau derselben Weise,
wie oben —, dal die Halbachsen (rmax und rni,) einesbeliebigen ebenen
Zentralschnittes dieses Ovaloids mit einer Ebene ihrer Richtung nach
mit den ®-Grundschwingungen zusammenfallen, welche der dazu senk-
rechten Wellennormale zugehdren (es gilt dabei selbstverstandlich
max = %' UNd rmim = #”). Das Fresnelsche Ovaloid, ebenso wie das
Ellipsoid (26) besitzt zwei kreisférmige Zentralschnitte {rmax =~ #mia}.
welche zwei den optischen Achsen analogene Richtungen der Wellen-
normale definieren.

4. Strahlenflache und Normalenflache.

In den angeflihrten graphischen Darstellungen werden die Geschwin-
digkeiten v und u in der Richtung der elektrischen Feldstarke bzw. der
Erregung gezogen. Zieht man se — was
naturlicher erscheint — in der Strahlenrichtung
bzw. in der Richtung der Wellennormale geméi
den Gleichungen

Z’l £?1=0 Oder 1“:”_‘-'“‘:0,
L

so bekommt man zwei Flachen, die as
Srahlenflache bzw. Normalflache bezeichnet
werden. Diese Flachen haben ene sehr &hn-
liche Gestalt (ebenso wie das Ellipsoid (26)
und das Fresnelsche Ovaloid), die in der
Abb. 16 schematisch dargestellt ist. Wegen ihrer Symmetrie haben
wir uns nur auf einen Oktant beschrénkt, und die Schnittlinien mit
den Koordinatenebenen gezeichnet. Im Falle der Strahlenflache (v,)
sind diese Schnittlinien Kreise oder Ellipsen; die schraffierte Gerade
bezeichnet eine der beiden optischen Achsen.

Die Strahlenflache hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung.
Sie stellt ndmlich den geometrischen Locus derjenigen Raumpunkte dar,

Frenkel, Elektrodynamik L 14

Abb. 1%,
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nach welchen die im Mittelpunkt auftretende elektromagnetische
Storung sich in der Zeiteinheit fortpflanzt. Es entsprechen dabei jeder
Fortpflanzungsrichtung (1) zwei Elementarstrahlen mit zueinander
senkrechten E-Schwingungsrichtungen (diese Aufspaltung der urspriing-
lichen Stérung in eine Menge linear polarisierter Strahlenbindel muf3
offenbar von selbst eintreten). Die optischen Achsen bilden eine Aus-
nahme: in ihren Richtungen erfolgt die Lichtfortpflanzung auf eine
quasi-isotrope Weise (mit der Geschwindigkeit v — uy).

Der Normalflache kommt eine &hnliche unmittelbare physikalische
Bedeutung nicht zu. Sie steht aber in einer sehr einfachen und ein-
leuchtenden geometrischen Beziehung zur Strahlenflache. Und zwar
sind die Tangentialebenen zur Srahlenflache parallel den Wellenebenen,
die den entsprechenden Srahlenrichtungen zugehtéren. Mit anderen Worten:
die Strahlenflache ist die einhiillende derjenigen (doppelten) Ebenen-
schar, die sich ergibt, wenn man ebene Wellen von allen mdglichen
Richtungen durch den Punkt O gleichzeitig passieren und sich wahrend
der Zeiteinheit mit den entsprechenden Geschwindigkeiten u', u" fort-
pflanzen 14Rt.

Zum Beweis schreiben wir zunéchst die Gleichung der erwahnten
Ebenenschar

J=Nan,—u=0 27

auf. Diese Gleichung enthdlt 4 Parameter n; ny, ns, u, die miteinander

durch die Relationen
-1 n]?
2m=1 2N, =0

verkniipft sind. Die Einhillende von (27) ergibt sich bekanntlich durch
Elimination dieser Parameter aus f = 0 und aus der Gleichung =0, woé
einer beliebigen Variation der unabhangigen Parameter entspricht. Unter

Einflihrung von zwei unbestimmten Multiplikatoren — % a und — ;— B
kann man die letzte Gleichung durch

8~ %8 " 5_2'“,’2’;“,:0 (27 a)

ersetzen und dabei alle vier Parameter als unabhangig behandeln,
d. h. die Koeffizienten der einzelnen Variationen é#,, dny, 80y, &4
gleich Null setzen. Eswird also:

Z—at— o =0 (i=1,2,3), (27b)

Wi
-+ a
l—ﬁ“z(}?{"’;‘ns=0- (27¢)
Aus (27 b) folgt durch Multiplikation mit n; und Summierung [mit
Ricksicht auf (20d)]:

Sximy—o=0, dh nach (27) a = u.
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Aus (27 c) ergibt sch sofort der zweite M ultiplikator
_ 1
< (ﬁliu”:
M an hat ferner nach (27 b)

232=Ga+ "“ﬁ -_1 Wi ‘ +ﬁ’ 2 (u._tfu|}| '

d.h.
_ B
r? =gl 4 "
oder B =mnr*—ud).
Die Gleichungen (27 b) kdnnen jetzt in der Gestalt
8__ j—
X = ﬂ(l+ ’ . :.) w= u,u::_:;

geschrieben werden. Daraus ergibt sch ferner
LTS HE eI \ R
b =% 2 —u 2 x +u ) JEIP

— ey} W—up —u}

e 30
oder mit Ricksicht auf

n; %, 7= % uf Fﬁu,_w

und
wl 1 i ¥ nf 1
) u"‘i‘ii a ey ¥ ™

N L0, (27d)

— 3l IH
d. h. schlietlich
\Y i =0 (I.-*—"'r‘).

— ] 1

ul ¥
Das ist aber nichts anderes als die Gleichung der Strahlenflache (mit
r =v.

Es s& bemerkt, da} jeder Strahlenrichtung im allgemeinen zwei
Normalenrichtungen entsprechen (s Abb. 15). Eine Ausnahme bilden
nur die optischen Achsen; die zugehdrenden Nor malenrichtungen bilden,
wie man leicht zeigen kann, einen Kegel.

Umgekehrt, zu jeder Normalenrichtung gehdren im allgemeinen zwei
Strahlenrichtungen. Es gibt aber zwel ausgezeichnete Tangential-
ebenen zur Strahlenflache, welche se langs einem Kreis ber ihren: ihnen
entsprechen zwei Strahlenkegel. Die erwahnten Tangentialebenen stellen
digenigen Wellenebenen dar, fur welche die beiden Geschwindigkeiten
u' und u" tibereinstimmen. Diese eigenartigen Beziehungen zwischen

14
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den ausgezeichneten Wellen- und Strahlenrichtungen bedingen die
merkwdirdigen Erscheinungen der inneren und &uferen konischen
Refraktion (s. unten Kap. V).

5. Einachsige Kristalle.

Kristalle der oben betrachteten Art mit zwei verschiedenen optischen
Achsen nennt man zZweiachsige. In solchen Kristallen, bei welchen zwei der
Hauptgeschwindigkeiten zueinander gleich sind, die aso in bezug auf
den Tensor °, eine Rotationssymmetrie besitzen, fallen die optischen
Achsen mit der Rotationsachse dieses Tensors zusammen. Dabei zer-
fallt die Strahlenflache in eine Kugel und ein Ellipsoid, die sich in
den Endpunkten der optischen Achse beriihren.

Schreibt man in der Tat die Gleichung (27d) in der Form
wE ot (2 o) (P ed) -+ 0frd (12— 1) (P — ) + 93 2f (7o) (P — ) = O
um, so ergibt sich bei u; = uy:

(r?—ud) {uf 2 —f) + 0§ A3 (2~ 1) + uf 2} (2—ud)} =0,
d.h.
r=uy (Kugel) (27¢)
und
i (o] 4 23) (P —w) el (P —ady = 2 [ (0 D) 4 s 2F—uiu] = 0
oder ¥i+xi ¥ ; T
s + o= (Rotationsellipsoid). (271)

IMF a %, = u, > = > uzhat maneinerstrecktes, i m entgegengesetzten
Falle (s == u, < u,} €in abgeplattetes Rotationsellipsoid (Abb. 16 a
und 16b)Y). Die entsprechenden einachsigen Kristalle bezeichnet man
als positive bzw. negative.

Man bezeichnet ferner digjenigen Strahlen, deren Geschwindigkeit
von der Richtung unabhangig ist, die also durch die Kugelflache dar-

gestellt werden, as die gewohn-

4 lichen, dieanderendurchdasEllip-
Lo soid dargestellten Strahlen,heif3en
auRBergewohnliche.  In positiven

L+ Kristallenist die Geschwindigkeit

der gewdhnlichen Strahlen grofder

v als der auRergewdhnlichen, in ne-

a4 b =) gativen umgekehrt.

Abb. 16, Die Richtung der ®- oder der
E--Schwingungeninirgend einem Strahl [at sich im allgemeinen aus dem
Umstand bestimmen, daR sie in der Ebene enthalten ist, die diesen Strahl
und die zugehdrige Wellennormale enthdlt (s. Abb. 13). Im Falle ein-

') Diese Ellipsoide sollen nicht mit denjenigen verwechselt werden, die sich
bei den erwahnten Voraussetzungen aus dem Ellipsoid ergeben, welches die Be-
ziehung % = ' u7® s} darstellt (Abb. 14).
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achsiger Kristalleist diese Regel nur auf den aulRergewohnlichen Strahl an-
wendbar; die —%-Schwingungsebene fallt dabei mit der durch diesen
Strahl und die optische Achse gehenden Meridionalebene zusammen. Die
Schwingungsrichtung in dem derselben Wellennormale zugehérigen ge-
wohnlichen Strahl ergibt sich dann einfach as die zu der obigen Meridional -
ebene senkrechte Richtung. Im gewohnlichen Strahl sind die Vektoren

L]
& und ® immer parallel; das Verhdltnis D: E ist dabei gleich ;‘i = €)== Eg.

§ 3. Ebene Wdllen in gyrotropen Koérpern; Verallgemeinerung fir
belicbige homogene Korper.

Wir haben im vorigen Paragraphen den Tensor °, als symmetrisch
und reell vorausgesetzt. Wir wollen nun den Fall betrachten, dal} seine
Komponenten komplex und konjugiert-symmetrisch, d. h. , hermitisch"
sind. Dieser Fall entspricht im allgemeinen der" Kombination der ge-
wohnlichen Anisotropie mit der Gyrotropie. Um die Bedeutung der
letzteren besser zu verstehen, werden wir zundchst den reellen Anteil
von °, als kugelsymmetrisch ansetzen. Es wird dabei nach der Formel
(26a) Kap. I11:

D=CtanB=(l+dn0C+ o' EXG ()
o=)
oder
D=e@+IEXY (28 a)
mit der Abkilirzung
e=1+dnx, F=——20 (28b)
' (1 g Nﬁ}

Wir beschranken uns wieder auf den Fall ebener Wellen, fihren
aber eine von 1 verschiedene skalare magnetische Permeabilitat p
ein, wodurch die Frage nicht betréachtlich kompliziert wird.

1. Allgemeine Theorie der optischen Gyrotropie;
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen und
Grundschwingungstypen.

Die Grundgleichungen (18 b) ersetzen wir dementsprechend durch

txp+““ D=0, (29)
wahrend die Gleichung (18)
IxE— - H=0, (293)

unverandert bleibt.
Die Elimination von $ ergibt, wie fruher,

tx(IxE)+% 4 D=0,
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oder mit | = kn und%—=u
n@ w6+ % uD=0. (29b)

Diese Gleichung unterscheidet sich von (19 &) nur durch den
Faktor fi.
Durch Einsetzen von (28a) in (29b) erhalten wir:

1@ ) —(1—"ep)E+i% pEx3=0, (30)
oder in Komponenten

(”§_1+ 1;:: 5”)E1+ (”1 gt ‘J:: ﬂ‘fa)E2+ (”1 “3"":'1:_:!513) Ey=0,
(mam =i ST Bt (mE—14 % eV Eot {mamg s T By =0, (309)
(ﬂ3ﬂ1+£°::pf,)El+(ﬂsﬂ,——-it:-pjl)Eﬁ‘(n&-—l—1—’?::- sp)&,:O.I

Dieses Gleichungssystem 183t sich auf dieselbe Weise wie das
System (20) I6sen. Wir bilden also zunachst die Determinante 4 der
Koeffizienten von E;, E,, Ez und bekommen as Kompatibilitats-
bedingung die Gleichung

A=0,

aus welcher man die einer gegebenen Wellenrichtung n zugehdrigen
Geschwindigkeiten berechnen kann. Wegen des hermitischen Charak-
ters der Elemente der Determinante A miissen die Wurzeln von A =0
samtlich reell sein (s. unten Nr.4); es kommen dabei in Betracht nur
zwei Wurzeln u' und u", wahrend die dritte unendlich wird.

Die diesen Wurzeln entsprechenden Losungen G’ und &, d. h.
die Verhdltnisse E;: E': Es und E';: E,: Es haben aber jetzt, im
Gegensatz zu dem im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Fall,
komplexe Werte.

Dies bedeutet, da E; E, E'; (oder E"; E, E"3;) verschiedene
Phasen haben, oder mit anderen Worten, da die Grundschwingungen,
welche sich in einer gegebenen Richtung mit bestimmten Geschwindig-
keiten fortpflanzen kénnen, nicht linear, sondern im algemeinen ellip-
tisch polarisiert sind, und zwar in einer ganz bestimmten, flr verschiedene
Fortpflanzungsrichtungen verschiedenen Weise.

Diese Grundschwingungen sind miteinander durch Orthogona-
litétsrelationen &hnlicher Gestalt wie im oben betrachteten Falle
verknipft: Es gilt ndmlich nach (29b) mit Rilcksicht auf ne® = 0:

@f. %ﬂ*= “?;‘_# %J’ @l’* .

&>, %: — ?._;_‘_ ® %J‘ gn* .
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Ferner hat man wegen des hermitischen Charakters des Tensors °:
€D = SELDf*= 3 SBEEL* =3 ey E[EL*
i

— SE{*D,=E"* .
*

Es wird also
i:_{“.r,_ ug)wr.mu‘=0'
d.h.
P-B*=0 (30Db)
und folglich auch
DE =D s (30c)

2. Nahere Diskussion der vorhergehenden Resultate.

Die Gleichung A4 =0 18t sich erheblich vereinfachen, wenn man
die erste Achse in der §-Richtung und die zweite in der {&, n)--Ebene
zieht. Setzt man dso J;=J Jb=X3%=0 n3=0 n; =cosS

n, =sin0 (097 n, %), soergibt sichmit den Akarzungen%:- ep—l=a,
W
wul=b=@+1]

;cos?@+a, cosOsin@, O ‘
A=fcos@sin9. sini® 44 , =g
| 0 , —ib . a

cost@4-a, cosPsin@
cos@sin®@, sin*@+ta

, cos?@+a, 0!
+sb!c0595in9. iblﬁ
d.h.
A= @+ 1)@+ D (cos26 - a),
und folglich (wegen a + 1 + 0):
a‘(l—'«r:-) a—-, (cos‘6+1}~—  cost@ = a,
oder schlief3lich o
o 14-cos*@ + V{l +cos"B)t -4 (%—l)cos‘ﬁ
=1+ ¢ (31)
2(5-1)
Wenn % sehr klein gegen 1 ist (diese Voraussetzung trifft praktisch fast
immer zu), hat man in erster Naherung

, ] (1 + COSG)

u’

oder
w1+ 5 1%, (31a)
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WO #y = vi_.-die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei Fehlen der Gyra-
ep

tion und J, die Projektion des Vektors auf die Wellennormale bedeutet.

Wir geben noch die exakten Formeln fir u bei ® = 0 und & = %

an. Dies sind

w= Hr_ (O0=0) (31b)
7
und
Womty. W= (=73)- (31c)

per T
Diese zwei Speziaféle lassen sich leicht direkt behandeln. Im ersten
Falle setzen wir & = In und schreiben die Grundgleichung (30) in der
Gestalt:
NEn+Eat+idExn=0
um.
Durch skalare Multiplikation mit n ergibt sich daraus

(& n} (a-!—l)=l§-n'::-ep=0‘

Wir sehen aso, dal’ € -n = 0 ist, d. h. die Schwingungsebene von &
fallt mit der Wellenebene zusammen. Die vorhergehende Gleichung
reduziert sich folglich auf

€+i’Exn=0. 32)
Durch auere Multiplikation mit n bekommt man ferner
nxE4-¢ z [E—u(E -n)]=uxE 4-': E=0,.
Daraus folgt durch Vergleich mit (32)

ib @

& i
oder ’

A==l (32a)
d. h.

2 L]
wep—l=tgnl
in Ubereinstimmung mit (31b).
Zur Bestimmung der zugehdrigen Grundschwingungen setzen wir
@0 = @I+ ‘.Ea ]

wo @y und &, die reellen Komponenten der komplexen Amplitude
von € {= E%*9 nach der zweiten und dritten Achse bedeuten.
Durch Einsetzen in (32) ergibt sich mit Ricksicht auf (32 a):

€, + G,xn=0. (32b)
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Diese Gleichung zeigt, daR die Betrage von &, und &, einander gleich
sind, d. h. daRR wir zwei zrkulér polarisierte Schwingungen mit entgegen-
gesetztem Drehungssinn haben.

Im zweiten Falle {3 L n) |&Bt sich die Gleichung (30) sofort durch
den Ansatz €| & d.h. € x =0 und Ben =0 befriedigen. Diese
erste lineare Grundschwingung pflanzt sich mit derselben Geschwindig-
keit up wie bei Fehlen der Gyration fort. — Die zweite Grundschwingung
muB offenbar [nach (30c)] in der zu $¥ senkrechten Ebene stattfinden.
Wir bezeichnen die letztere as die (1, 2)-Ebene und denken uns die
erste Achse in der Richtung der Wellennormale gezogen. Setzt man
nun fir die betrachtete Schwingung

E=E +1E,,
so bekommt man nach (30)
p o uld

By~ uJE, =0,

: ; (33)
iEz(\uﬂi":-—lJ—i"-:f-}E,=0.

Daraus folgt

E

B=17 (333)
und

w1l o,
d.h.
JEs
U ?:-(lﬁ o) =

in Ubereinstimmung mit (31c).
Bei %Ql kann man diese zweite Grundschwingung ebenfalls als

linear behandeln und ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit ug
identifizieren.

Es ist leicht zu zeigen, daR’ die Grundschwingungen, welche anderen
Richtungen der Wellennormale in bezug auf den Gyrationsvektor
entsprechen, elliptisch polarisiert sind. Die grof3en
Achsen der @ Schwingungsellipsen liegen in der Wellen-
ebene paralel und senkrecht zu der (n, J)-Ebene,
wobei die Ebene der ersten Ellipse senkrecht zur Wellen
normale und die der zweiten zum Gyrationsvektor ist.
Die ®-Schwingungsellipsen liegen dagegen beide in
der Wellenebene (dies folgt unmittelbar aus der AbB, 17
Gleichung % +n =0) und haben entgegengesetzte

Drehungssinne; ihre AchsenVerhatnisse sind néherungsweise (bei -é-- - l)

einander gleich, und zwar betragen sie cos® (Abb. 17).
Wir wollen hier in die Diskussion dieser Schwingungen nicht naher
eingehen und begniigen uns mit dem Hinweis darauf, da die im vorigen
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Paragraphen dargelegten Zusammenhange zwischen Wellen und Strahlen-
fortpflanzung sich mutatis mutandis auch auf den hier betrachteten
Fall anwenden lassen. Zu jeder Normalenrichtung gehort ein ,, gew6hn-
licher", damit zusammenfallender Strahl und ein auffergewohnlicher,
der zu ihr etwas geneigt ist und in der (n, )-Ebene liegt. Die gyro-
tropen Korper sind also in dieser Hinsicht einachsigen Kristallen aqui-
valent, wobei die Gyrationsrichtung die Rolle der optischen Achse
spielt.

3. Drehung der Polarisationsebene; Faradayeffekt.

Jede lineare Schwingung 1aft sich bekanntlich as Summe zweier
zirkularer Schwingungen mit denselben Amplituden und entgegen-
gesetzem Drehungssinn auffassen.  Wenn man die Fortpflanzung solcher
zirkularen Schwingungen in der Gyrationsrichtung betrachtet, be-
kommt man an jeder Stelle eine resultierende lineare Schwingung mit
zeitlich konstanter Richtung. Diese Richtung oder die se und die
Wellennormale enthaltende ,,Polarisationsebene” muRd aber, wegen der
verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der beiden zirkularen
Schwingungen, bei Fortschreiten in der Fortpflanzungsrichtung sich
um die letztere gleichmdtig drehen. Der Betrag dieser ,,Drehung der
Polarisationsebene” pro Langeneinheit driickt sich, wie leicht zu sehen
ist, durch die Formel

Loni e 1 1 -
o= B~y =aly—p)=n g (34

aus. Esgilt in der Tat fur die resultierende Schwingung:

Fop—iot — (@24_ i@,)e"("“""k"‘)-l- (@2._._;@’) gHl— o;s+k"x,),
d.h.

Ko,

@ne—iwa(@, FiGye T (G, —iG,)e il 1 i[moe 53 0)
r+r “

. R — B -k
:2{@,(:0 -3 — &, s1n——2—-—x1:|

Man kann sich aso vorstellen, daf die betrachtete Schwingung sich mit
einer mittleren Geschwindigkeit

Bt e e (34a)

s

fortpflanzt, wéhrend ihre Amplitude um den Winkel (k'—2k )x1 auf
einem Strahlenweg x; gedreht wird. Nach (31a) hat man néherungs-

. B .
weise \(/fur -;{1).

9@ L cos6. (34b)

Diese Formel bleibt auch fir solche lineare Schwingungen giltig, die
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sich schief zur Richtung des Gyrationsvektors fortpflanzen (@ = 0).
Man muB sie namlich in diesem Falle in zwei elliptische Grundschwin-
gungen zerlegen, d. h. die Gleichheit von |E, | und | &, | nicht voraus-
setzen. Fir die vorhergehende Uberlegung ist aber diese Voraus-
setzung offenbar unwesentlich.

Wir haben in § 3 Kap. 11 gezeigt, dal? die Gyrotropie eines isotropen
Korpers durch ein &auReres zeitlich konstantes Magnetfeld bedingt
werden kann; der Vektor & ist dabei der magnetischen Feldstérke
parallel und proportional [vgl. die Formeln (24a) und (25 a), Kap. I 11].
Dieser Effekt ist von Faraday entdeckt worden und wird deshab ge-
wohnlich as Faradayeffekt bezeichnet.

Auf dieselbe Weise wie die Gyrotropie |at sich diein §3 Kap. I | |
betrachtete optische Aktivitdt behandeln. Die letztere Erscheinung ist
aber viel einfacher as die erstere, denn der dem Gyrationsvektor &
entsprechende Aktivitatsvektor T [siehe Formeln (31) bis(31b), Kap. 1 11]
hat keine raumfeste Richtung, sondern fallt stets mit der Wellennormale
zusammen (oder ist ihr entgegengerichtet, je nach dem Vorzeichen des
Koeffizienten y). Bei Umkehrung der Fortpfianzungsrichtung muB sich
folglich in optisch aktiven Korpern auch der Drehungssinn der Polari-
sationsebene von linear polarisiertem Licht umkehren, wahrend z. B.
die magnetische Drehung der Polarisationsebene fiir beide Lichtstrahlen-
richtungen (parallel zu den magnetischen Kraftlinien) dieselbe bleibt.

4. Allgemeine Theorie durchsichtiger Korper.

Die obigen Resultate kénnen ohne wesentliche Modifikation auf den
algemeinen Fall solcher Kérper verallgemeinert werden, die zu gleicher
Zeit elektrisch anisotrop, magnetisch anisotrop und gyrotrop sind —
sofern sie vollkommen durchsichtig bleiben, d. h. sofern keine Damp-
fung der elektromagnetischen Schwingungen in ihnen stattfindet.

Fur die Bestimmung der ebenen Wellen, die sich in einer gegebenen
Richtung n fortpflanzen kénnen, hat man jetzt die allgemein giltigen
Gleichungen

tlx@—:-$=0, n><$+‘:-‘33=0 (35)
und die linearen Beziehungen
D= enEy, By=2up'H, (359)
mit konjugiert symmetrischen (hermitischen) Koeffizienten
B =6y M =g (85b)

Fihrt man statt n den entsprechenden schiefsymmetrischen
Tensor nach

My =Hggz=—tlyy, Hp=Hg=—Hy,, MNy=H=—Nly (36)



220  Fortpflanzung eektromagnetischer Schwingungen in unbegrenzten Korpern,
ein, so lassen sich die Gleichungen (35) in der Form
® * .

—Hi=3n,.E,, +- Di=2n,B, @37

darstellen. Daraus bekommt man ferner

' o _ ¥ -
= Dy= 3 Inpp* Hy ,: =— N X it my By
dh k£ i k1
. 3
_)_:'(m‘., +% ,:-”) E;="% (379)
i
mit
Mg oo :1 T Y ra P (37b)

Das Gleichungssystem (37a) ist die Verallgemeinerung von (20)
und (30a)Y). — Esist leicht zu sehen, daR die Koeffizienten m,, ebenfalls
hermitisch sind. Man hat namlich mit Ricksicht auf #,, = - #y;:

mey= %Y.%.r‘”ekﬂﬁ” ;== .§ d‘?”‘[kﬂﬁclﬂlf = 2By By ==y
Daraus folgt, da3 die Kompatibilitdtsbedingung des Systems (37a)

|”'u+,aen- ”“1!+cx 125 ’"m+ -‘-’m|

4= mu‘f"r;i'ﬁul ’”22+';§ 221 mas“i"}‘:'sn_:u (38)

. ut wt u
My gens et g Ee, eyt Eg

durch reelle Werte des Parameters u® befriedigt wird. Zum Beweis
multiplizieren wir (37 @) mit Ef und summieren beziiglich i. Es wird

dabei

_ T EZmyEFE, _ Z X m,EFE
e Z'EB::E?E: e ’3) g (382)

Nun gilt wegen e;; = &y
G D= 3 ZMEYE = (N Moy EFE ) = (E*-D*=§&-D*.

Dies bedeutet, da3 der Nenner von (38a) einen reellen Wert hat. Da
wegen #y == mf* der Zahler ebenfalls reell ist, mud u® auch reell sein.
Man kann ferner leicht zeigen, daB eine Wurzel von (38) unendlich ist
und deshalb keine physikalische Bedeutung hat, wahrend die andern
zwei verschiedene reelle Fortpflanzungsgeschwindigkeiten u' und u" —
ebenso wie in den friiher betrachteten Spezialfélen — liefern. Diesen
Geschwindigkeiten entsprechen zwei bestimmte, im algemeinen elip~

%) Wenn man & durch ®i und § durch B ausdriickt, bekommt man statt
(37 a) das dazu aquivalente Gleichungssystem

ut .
Z(’u + a_l‘""") By=0 mit ¢;= Z_Z,#usﬁ‘”u .
[ i
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tische Grundschwingungen &' und € (bzw. ®' und®")}, die der Ortho-
gonalitatsrelation
. P*=E*.D"=0 (38b)

gentigen. Die andere Orthogonalitétsrelation - ®"* = 0 ist dagegen
im allgemeinen, eben sowie die Relation & - & * =0, nicht erfillt.
Die &- und ®-Grundschwingungen sind folglich sozusagen nur reziprok
zueinander orthogonal.

5. EinfluR der Dampfung.

E sbleibt unsnoch {brig, die von der Dampfung herriihrenden K ompli-
kationen zu beriicksichtigen. Dies aft sich im allgemeinen Falle formal
durch Hinzufigung zu den hermitischen Tensoren m,, und ¢, ent-
sprechender antihermitischer (konjugiert-antisymmetrischer) jTensoren
(vgl. Kap. 111, §3) durchfiihren. Man bekommt dabei fur u' und u"
(oder k' und k") aus (38) komplexe Werte, deren imaginédre Anteile den
Absorptionskoeffizienten der entsprechenden Grundschwingungen in der
Fortpflanzungsrichtung bestimmen. Man kann aber das Problem noch
allgemeiner formulieren — und zwar, wie wir esim 8§ 1 fiir den Spezial-
fall isotroper Korper getan haben, die Fortpflanzungsrichtung nt
und die Dampfungsrichtung n® as verschieden voraussetzen. Es er-
geben sich dabei fiir jedes derartige Richtungspaar je zwei Grundschwin-
gungen vom elliptischen Typus, die miteinander und mit den Vektoren
n®, n® in einer ziemlich komplizierten Beziehung stehen. Aber auch
in dem Falle, dak n'™) und n® zusammenfallen, kdnnen Orthogonalitats-
relationen von der oben betrachteten Art bei Anwesenheit von Damp-
fung im allgemeinen nicht bestehen.

Die ausfiihrliche Untersuchung dieser Fragen fur den allgemeinen
Fall bietet kein physikalisches Interesse. Wir wollen deshalb den Ein-
fluR der Dampfung auf die Lichtfortpflanzung in nicht-isotropen Kor-
pern nur an dem einfachen Beispiel der einachsigen Kristalleillustrieren.
Die Grundgleichungen (20) konnen dabei unverandert bleiben (fals
man keine zu allgemeine Annahmen (ber den Leitféhigkeitstensor
macht) und es ist nur nétig, die Hauptgeschwindigkeiten u; oder die

Hauptdiel ektrizitatskonstanten 8 == o~ ads komplexe GroRen zu be-

handeln. Die dort auftretenden Komponenten der elektrischen Feld-
starke (oder der Erregung) sind dementsprechend ebenfalls als kom-
plexe Grofen anzusehen. Dadurch wird die Mdoglichkeit von linear
polarisierten Grundschwingungen von Anfang an ausgeschlossen. Bei
der Bedingung#, ¥ t4 = ug spaltet sich die Fresnelsche Gleichung (20d)
oder die ihr entsprechende Gleichung der , Normalenflache"

7
2;"—;7?- =0 (x;=un;)
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in zwei Gleichungen auf, namlich
1= u,
und
W= (0] 4 )+ = o+ (0 — ) cos? O

[vgl. (27d), (27¢) und (27f)]; © ist der Winkel der Wellennor-
male zur optischen Achse, die wir jetzt als die erste Achse wahlen
(cos 0 = n;). Der Einfachheit halber denken wir die zweite Achse
in der Ebene (1, n) gezogen, was n, = sin 0 und nz = 0 entspricht.

Durch Einsetzen des ersten Wertes von u in die Gleichungen (20)
bekommt man

”1{E1”1+Ea”s}+(%;“1)51=0»

ny(Eymy +Egn) =0, 0=0,
und folglich E; = E, — 0. Die entsprechende Schwingung ist aso
linear polarisiert in derselben Weise wie bei Fehlen der Dampfung

(senkrecht zur (1, n)-Ebene).
Ebenso bekommt man bei u = u":

aig
el el

#y(Eymy + Eyng) +

m._./
k)
b
-
I
=

#g(Eymy + Egny) +

P T e S
i-ae
|_|
L
o
by
]
it
=

AR OE
l
—
——
it
iy
L
I
(=]

(R

Daraus folgt Es — 0, und ferner

£y #hy 4]
T ww oder Dy:Dy=—mnyin,.

Diese Formeln zeigen, dal obwohl die ®-Schwingungen linear bleiben,

die entsprechenden &-Schwingungen — sofern das Verhéltnis-:i=§:
H

komplex ist, eliptisch polarisiert sein miissen, wobei die Ebene dieser
Ellipse mit der (1, n)-Ebene zusammenfallt.

Der Absorptionsindex pro Langeneinheit fir die beiden Grund-
schwingungen 1803t sich, wie diesim § 1 ausfiihrlich gezeigt wurde, als

der imagindre Anteil von % definieren. Wir brauchen deshalb auf

seine Berechnung nicht naéher einzugehen. Es sei nur bemerkt, dafR
im Falle der zweiten Grundschwingung dieser Index, ebenso wie
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die gleich dem reellen Anteil
von u ist, von der Richtung der Wellennormale abhangig ist.
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§ 4. Nicht-harmonische Schwingungsvorgénge in homogenen
Kdérpern; lineare und raumliche Wellengruppen.

1. Darstellung beliebiger elektromagnetischer Vorgéange
durch Superposition ebener sinusoidaler Elementarwellen.

Wir haben bisher ausschliefllich harmonische Schwingungsvorgénge
betrachtet. Wie schon manchmal erwahnt wurde, kann man die Aus-
breitung jedes anderen elektromagnetischen Vorgangs in materiellen
Korpern verfolgen, nur durch Zerlegung der verschiedenen Feldgrofien
in ihre harmonisch schwingende Komponenten.

Die weitere Spezialisierung dieser harmonischen Schwingungsvor-
gange durch Einfiihrung ebener Wellen war nicht unbedingt notwendig,
und sollte eher as Vorbereitung fir die Behandlung nicht isotroper
Korper dienen.

Nun konnen aber solche harmonisch schwingenden sinusoidalen
ebenen Wellen, die wir im folgenden kurz als Elementarwellen bezeichnen
werden, vom mathematischen Standpunkte aus aufgefalt werden asdie
» harmonischen Komponenten" von verschiedenen Raumzeitfunktionen
F(t X)) =F (t X, X, %), in demselben Sinne, wie wir bisher von
harmonischen Funktionen der Zeit allein gesprochen haben. Faft man
z. B. bestimmte Werte von t, X; X, ins Auge, und betrachtet F as
Funktion der Variablen X3, so kann man sie in harmonische Kom-
ponenten vom Typus fe¥#s# zerlegen, genau in derselben Weise, wie
dies getan wird, wenn man die Zeit als unabhéngige Variable und die
Koordinaten as Parameter behandelt.

Mit anderen Worten, jede gegebene eindeutige Raumzeitfunktion
F (t, X1,%, X3), diebestimmten in der Wirklichkeit immer erfillten Stetig-
keitsbedingungen genigt, 1aRt sich als eine Summe von Elementarwellen

= pP@l— ot +ha + ks + ke ta) — 0 (= wt + 1) (39)

mit passend gewdhlten Amplituden -p® darstellen. Die Parameter
co, ky, ko, ks kénnen sich dabei entweder in einer diskontinuierlichen
oder in einer kontinuierlichen Weise @ndern. Im letzten Fall bekommt
man statt einer gewohnlichen Summe oder einer unendlichen Reihe ein
Integral, und zwar ein vierfaches Integral, wenn die Parameterwerte
unabhéngig sind, oder ein dreifaches, wenn sie miteinander durch eine
bestimmte Relation verknipft sind. Die Amplituden 1p® sind dabei
als gewisse Funktionen der unabhdngigen Parameter anzusehen.
Wenn irgendwelche Funktionen Ldsungen der elektromagnetischen
Feldgleichungen darstellen, so ist wegen der Linearitat der letzteren
auch ihre Summe eine solche Losung. Umgekehrt ist die allgemeine
Losung dieser Feldgleichungen immer darstellbar als eine Superposition
von Elementarwellen (39), welche diesen Gleichungen gentigen. Diese
Darstellung ist offenbar fir den Fall homogener Korper geeignet, ins-
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besondere fir den Fall nicht isotroper Korper, wo der Betrag desV ektors!

nicht nur von der Frequenz (—2%), sondern auch von seiner Richtung,

d. h. der Richtung der Wellennormale n =! : k abhangt.

Wir beschrénken uns zunachst auf den Fall vollkommen durch-
sichtiger Korper, schlielen also irgendwelche Dampfung aus. Man kann
dabei die drei Komponenten von f as unabhéngige reelle Variablen
behandeln und die Frequenz w as eine fir den betrachteten Korper
charakteristische Funktion der letzteren. Die algemeine Lésung der
Feldgleichungen fur diesen Korper F (t, r) kann man dementsprechend
in der Form

F(i.r)=2,'¥'23“"""‘+""’+J.If PO (R kg, k) el e Y UD AL Qe dk,

darstellen. Es ist dabei zu beachten, daR die beiden Anteile dieser Dar-
stellung — der diskrete und der kontinuierliche — aufeinander keines-
wegs zuriickgefuhrt werden kénnen (s. unten). Wir werden im folgenden
den ersten Teil weglassen und hauptséachlich solche Vorgénge betrachten,
die sich durch ein Integral, d.h. in der Form:

F(t, t) s J‘ ,Po{t) gt —wiide (39 a)

darstellen lassen; es bedeutet hier dx ein Volumelement des f-Raumes.
In dem Spezialfall isotroper Korper hangt w nur von dem Betrage
von t ab. Im allgemeinen mufl w aber flr jeden Wert von ! zwei
verschiedene Werte annehmen, die den oben betrachteten ,,Grund-
schwingungen" entsprechen. Um dies ausdriicklich zu zeigen, werden
wir auch statt (39 a)

Fity=[ [¢' (e~ i+ p" () e i it dy (396)
schreiben.
Wenn die Funktion F (t,r) fur einen bestimmten Zeitpunkt, z. B.
t = 0 bekannt ist, kann man die Amplitudenfunktion @ {t}i nach der
Formel

Vo) = 0 S FO e 2V, (39c)

berechnen. [Diese aus der Theorie der Fourierschen Integrale wohl-
bekannte Formel bleibt auch dann giltig, wenn | eine Reihe diskreter
Werte annimmt, d. h. wenn F nicht durch ein Integral, sondern durch
eine Fouriersche Reihe sich darstellen 18Rt]Y). Auf diese Weise ist es
mdglich, nach einer ,,momentanen Photographie" einesbeliebigen el ektro-
magnetischen Vorganges alle friheren und spédteren Zustdnde zu
bestimmen, d. h. den ganzen Vorgang sozusagen ,theoretisch zu
kinematographieren”. Dabei ist es selbstverstandlich nur notwendig,
die Gestalt der , Frequenzfunktion" w (f) zu kennen.

Hvgl. Bd.1, S. 163—154.
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Wegen der Symmetrie der Ausdriicke (39) in bezug auf die
raumlichen Koordinaten und die Zeit kann man bei der Konstruktion
der allgemeinen LoOsung der betrachteten Feldgleichungen die , Zeit-
koordinate" t mit einer der raumlichen Koordinaten, z. B. x; vertau-
schen. Man bekommt dabe statt (39 a) eine Darstellung von der Ge-
stalt:

Fit,vy=[[[ 9" @, ky k) et + ¥ deydk, dby . (40)

Zur Bestimmung der Amplitudenkoeffizienten % (CD, ki, ki) ist es
hinreichend, die Funktion F fiir einen einzigen x;-Punkt, d. h. in
einer einzigen Ebene, z. B. x; — 0 zu kennen. Die Betrachtung einer
Ebene ist aber nicht notwendig, und man kann ebensogut die Werte
von F fur eine ganz beliebige Flache x; = f (x2 X3) als gegeben vor-
aussetzen (de missen selbstverstandlich in den Punkten dieser Flache
fur alle Zeiten bekannt sein). Es wird dabei, wenn wir diee Werte
mit F(t) bezeichnen:

2. Lineare (ebene) Wellengruppen.

Wir betrachten zunachst solche elektromagnetischen Vorgange, die
nur von einer rdumlichen Koordinate und selbstverstéandlich auch von
der Zeit abhangen. Diese ,planaren” Vorgédnge lassen sich as ene
Superposition von Elementarwellen mit densdben oder entgegen-
gesetzten Fortpflanzungsrichtungen darstellen nach den Formeln

F(t,x) = Zyo(k) ettha == (41)
oder

Flt, %)= | po(e) i@ — w0 dh= [ [+ (B) bty ()= th8]s—tdk (41a)

je nachdem die ,Wellenzahl" k (oder die Frequenz w) diskrete oder
kontinuierlich verteilte Werte annehmen kann. Die Gesamtheit dieser
Werte heifdt das Spektrum des betreffenden Vorgangs.

W ie schon oben bemerkt wurde, lassen sich die Vorgange mit diskreten
und kontinuierlichen Spektren aufeinander keineswegs zurlckfihren.
Denn das eigentliche Element enes Vorganges vom Typus (4la) —
sofern die Amplitudenfunktion ¢%(k) endlich und wenigsens stiick-
weise stetig bleibt —wird nicht durch eine Elementarwelle wie im Falle
von (41), sondern durch eine Gruppe von Elementarwellen, die einem
unendlich kleinen Spektralbereich A% (bzw. dw) entsprechen, dar-
gestellt. Falls das betrachtete Spektralbereich keine Unstetigkeits-
stelle der Amplitudenfunktion enthélt, und die Frequenz w sich stetig

Frenkel, Elektrodynamik | | . 15
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mit k &ndert, kann man eine solche Wellengruppe durch die folgende
angendherte Formel darstellen:

AF(t, %)= Ay® (kg) githx—wnl)fai(s—(f,?).:) -t gy
Ak

wo ko einen beliebigen , Punkt" innerhalb der , Strecke" 4% bedeutet.
Wahlt man diesen Punkt als den Mittelpunkt von A&, sowird

) _‘(,* dony ) Ak
£

(e () @t g _ OGN Y o=
[
[4

(@)Y

T (Ei).
und folglich (den Index lassen wir jetzt wieder fort):

! (&) sin j; (x - Ek :) )
AF(t,x)= - 7o gz~ (42

1 day
=52
Die Wellengruppe laRt sich aso auffassen as eine Elementarwelle
mit einer veranderlichen Amplitude, die (abgesehen von ihrem Vor-
zeichen) ein starkes Maximum im Punkte x =d°;£ aufweist. Dieses

Maximum verschiebt sich mit der Geschwindigkeit
dm dy

W=~ == wma——

dk [

A7)

die man as Gruppengeschwindigkeit bezeichnet; sie ist im allgemeinen

von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der einzelnen Elementarwellen
oder der ,Phasengeschwindigkeit”

(42a)

w
_&_ﬁ.

ganz verschieden. Durch Einsetzen von w = ku in (428) bekommt
man die folgende Beziehuna zwischen den beiden Geschwindigkeiten:
T Y - (42b)

In einem Abstand 4x = ¥ von seinem Maximum (fur einen beliebig

gegebenen Zeitpunkt t) ist das Quadrat der Amplitude oder eher das
Quadrat seines absoluten Wertes gleich

Ak
sm'—n y
| AF(y) P =|po(k) |t (42c)

(~)
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Die Grole des Maximumsist folglich gleich:
PR P (AR

Bei sehr kleinen Werten von A& und nicht zu groen Werten von y
hat man naherungsweise

i Y = ¥ (dr)ty? 1 gl
sindk-} = Ak-7 (1__..._2_4___. +...)w._2 yAhe
Die exakte Formel (42 c) kann man folglich durch
; IRLL
|AF(y)E=|pok)is{dRpe 12 (42d)

ersetzen, die die Verteilung der Schwingungsamplitude mit geniigen-
der Anndherung darstellt.

Es sei bemerkt, dal} diese Amplitudenverteilung sich as Ganzes,
ohne irgendwelche Anderung, mit der Geschwindigkeit (42 a) verschiebt.
In bezug auf dieses sozusagen feste ,,Amplitudengerust” pflanzen sich
die einzelnen Elementarwellen (oder deren Phasen) mit der relativen
Geschwindigkeit

du
w—w=24,,

fort.

Ahnliche Resultate ergeben sich, wenn man statt einer Wellengruppe
zwei Elementarwellen mit identischen Amplituden und fast tiberein-
stimmenden Frequenzen w', w" oder Wellenzahlen k' und k" betrachtet.
Setzt man diese Amplituden gleich I, so bekommt man fir dieresultie-

rende Schwingung: wzgitt'z—f-f*!+giw"*w"*>.

oder mit
’ r ¥ o+
P —;k, w:m--—-_;-m-. A=k —F, Ao=a"—o"
p= siQ{Ak‘x—Am-l)_}_6—\'*(Al-z—dw-t)]aitk:-—w.t)

=2cos[-; Ak(x—ﬂf;-!)le‘“"“”.
Bei konstant gehaltenem x stellt diese Formel einen Schwebungsvorgang
dar, den wir schonin Kap. | 11, 84 [Formel (43b)] eingehend diskutiert
haben. Ganz analoge ,rdumliche Schwebungen" ergeben sich, wenn
man g as Funktion von x fiir einen bestimmten Zeitpunkt betrachtet
(sehe oben Abb. 10). Man bekommt dabei eine Reihe &quidistanter
»Knotenpunkte", wo die Amplitude verschwindet, Niese Knoten-
punkte verschieben sich mit der Geschwindigkeit —f. wahrend die
Schwingungen mit einer zunédchst wachsenden und nachher wieder
abnehmenden Amplitude zwischen ihnen mit der relativen Geschwindig-
15
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keit ‘-:u-%? laufen. — Die oben betrachtete Wellengruppe, welche

einem kontinuierlichen Frequenzintervall entspricht, unterscheidet sich
von diesem einfachen Bild durch die besonders starke Entwicklung
eines Hauptmaximums; man kann sich praktisch den ganzen Schwin-
gungsvorgang in der Né&he dieses Hauptmaximums konzentriert denken.

3. Dispersion von ebenen Wellen.

Jeder planare Vorgang mit einem kontinuierlichen Spektrum
&Rt sich offenbar as eine Summe von Wellengruppen darstellen.
Man muf3 dabei die elementaren Spektralbereiche A% so klein wahlen,
daR die entsprechende Anderung (,,Oszillation") der Amplitudenfunktion
Ap®(K) unbetréachtlich bleibt. Absolut genommen konnen sie auch sehr
groR sein.

Die Fortpflanzung von Elementarwellen derselben Richtung aber
verschiedener Frequenz mit verschiedenen Phasengeschwindigkeiten

u=-‘;’- bezeichnet man as ihre Dispersion. Bei Anwesenheit der

Dispersion verliert die Phasengeschwindigkeit fir Vorgénge mit kon-
tinuierlichem Spektrum auch in dem Falle, wenn man sehr enge Spektral-
bereiche betrachtet, eine unmittelbare physikalische Bedeutung und wird
in dieser Hinsicht durch die Gruppengeschwindigkeit ersetzt (bei Fehlen
der Dispersion fallen die beiden Geschwindigkeiten zusammen). Die
letztere kann aber ihrerseits einen bestimmten Sinn nur dann behalten,
wenn sie in dem betrachteten Spektralbereiche praktisch konstant
bleibt. In der N&he von Resonanzfrequenzen, wo u sich sehr rasch mit
A (oder CD) andert, ist diese Forderung nicht erfallt. Nach den Formeln,
dieim § 3, Kap. I | | fur die Abhangigkeit der elektrischen Suszeptibilitét
von der Frequenz abgeleitet worden sind, mul3 die Dielektrizitétskon-
stante in der Ndhe einer Resonanzstelle (oder wie man gewohnlich sagt,
einer ,,Absorptionslinie") die Gestalt

e=a+¢;3--f_ ot 43)
haben, wo a und b zwei fur die betreffenden Korper charakteristischen
positiven Konstanten bedeuten. Es ergibt sich daraus (wenn man die
magnetische Suszeptibilitdt vernachléassigt):

c < ‘b
! u=l3_£]"_" [l+'2a'('d:-§:'w'j]’ (4349)
falls das zweite Glied in (43) klein gegenlber dem ersten bleibt, oder
a1
I N 43b
@ j o} — ot (430)

im entgegengesetzten Fall, bei der Bedingung w < w, die der sogenann-
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ten ,normalen Dispersion" entspricht (imagindare Werte von u fir
w>W>, lassen sich tatsachlich, wegen der Anwesenheit von Dampfung,
nicht realisieren). Nun hat man mit Rucksicht auf # = ':- fir das
Verhéltnis der beiden Geschwindigkeiten:

w___t_ig:_.m__dlgm_ d g w
w  dh R dlgh digw-digu’
d. h.
H—w dlgu
Tw T dlige”
Eswird aso im Falle von (43 a):
H—w 4—w bt
w % alad ;—--c-u']' >0 (430)
und
H—w wd 1
wl

im Falle von (43 b).

In einem geniigend groRBen Abstande von der Resonanzstelle, d. h.
bei w <w g, ist die Gruppengeschwindigkeit von der Phasengeschwindig-
keit kaum verschieden. Bei Erhdhung der Frequenz muR sie aber
immer schneller wachsen und schlieflich die Phasengeschwindigkeit
Ubertreffen. In diesem Spektralgebiet, obwohl es gewdhnlich (speziell
bei Gasen) verhaltnismaRig sehr eng ist, kann die Gruppengeschwindig-
keit ebenso wenig einen unmittelbaren Sinn haben, wie die Phasen-
geschwindigkeit.

Sie verliert diesen Sinn auch bei impulsartigen Vorgangen, oder in
dem Anfangs- und Endstadium eines SehwingungsVorgangs mit be-
schrénkter Zeitdauer, denn diese Vorgénge sind durch ein &ulerst aus-
gedehntes Spektrum charakterisiert. Wir betrachten z. B. den Fall, daf3
die Funktion F(t,x) im Punkte x = 0, wéhrend eines bestimmten Zeit-
intervalls r die Form F & N)— g—%=¢ hgt und auRerhalb dieses Inter-
valls, bei if< % und£> % verschwindet. Dieser Fall wird néherungs-
weise verwirklicht, wenn man auf einen durch die Ebene x=0 begrenzten
Korper einen harmonischen Wellenzug &uBeren Ursprungs wéahrend der
Zeit T einfallen |&Rt. Um die auf diese Weise verursachte elektromagne-
tische Stoérung und seine Fortpflanzung im betrachteten Kérper, d. h.
die Gestalt der Funktion F (t, x) (fur x>0) bestimmen zu konnen,
muR man die oben definierte Funktion F (t, 0) durch eine Uberlagerung
unendlichvieler, zeitlich unbegrenzter harmonischer Schwingungen aller
Frequenzen nach der Formel

row

F{t, 0) = [yp(w)e~totde
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darstellen und dementsprechend den einfallenden harmonischen Wellen-
zug von beschrénkter Lange oder Zeitdauer, durch eine Superposition
von unendlich vielen unbeschrénkten Wellenziigen ersetzen mit allen
mdglichen Frequenzen und mit der Amplitudenfunktion

T

% T

W {w) = %J.F“»O}i"“"d ¢ =J'g¢(w-m.)¢d£ ,
% %
F]

d.h.
sin (@ — @) ;
Pw) = - = '('w"—_-c;;,) “ (44)
Es wird also nach (40)
+ oo .
sin (@ — ex) g
F,8)=J i wy ¢*7"4d0 (449)
-0
oder mit der Abkirzung (w —wy) ;- = 6
+oo oar
F(t, %)= ; e—imsj?': “gle=" ) gy (44b)
—w

Aus diesen Formeln 183t sich leicht ersehen, dal die Anfangsphase der
betrachteten Stérung sich im Koérper mit praktisch derselben Geschwin-
digkeit c wie im leeren Raum fortpflanzt in der Form von Elementar-
wellen von sehr kurzer Léange (d. h. sehr hoher Frequenz) und mit sehr
kleinen Amplituden. Die letzteren sind direkt durch (44) bestimmt.
Was die Fortpflanzungsgeschwindigkeit betrifft, so mu3 sie deshalb
mit ¢ Ubereinstimmen, da die Dielektrizitatskonstante aller Kérper bei
w = e gleich 1 wird, wie dies aus den in §3 Kap. | | | angegebenen
Formeln fur die elektrische Suszeptibilitdt hervorgeht. Nach den er-
wahnten sehr schwachen kurzwelligen ,,Vorlaufern" muR die Haupt-
phase der Stérung ankommen, mit einer Geschwindigkeit, die ungefahr
der Gruppengeschwindigkeit in der Nahe der Frequenz wg entspricht,
und zwar desto néher je kleiner dasZeitintervall T ist.

Ahnliche Resultate ergeben sich, wenn man die Fortpflanzung einer
elektromagnetischen Stérung betrachtet, die in einem bestimmten
Augenblick t = 0 die Gestalt eines raumlich begrenzten harmonischen
Wellenzuges von der Lénge / hat. Diesen Wellenzug muf man wieder
durch eine Superposition unendlich vieler unbegrenzter Wellenziige aller
Freguenzen ersetzen, nach der Formel

+ o

F(0, x)= [y (k)esh=dk
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mit der Amplitudenfunktion
+o +'.:
vO(k) = 2.%;]'}?(0. zje—tksdy — 2.1.#‘[,.; e—B15dy — .
— 3

¥

3in (kg ~ A) ;
F7 vy T

Die Gestalt der Stérung fir einen beliebigen anderen Zeitpunkt
t + 0 wird dann durch das Integral

+m
F(¢, x) = J‘wn{k)g‘(kt—mﬂ ah
—®

bestimmt, und muf3 offenbar bei Anwesenheit irgendwelcher Dispersion
von der urspringlichen Gestalt mehr oder minder verschieden sein.
Die verschiedenen Elementarwellenziige, die bei t = 0 sich zu einem
einzigen Individuum vereinigen lassen, missen bei t. O sozusagen
,auseinanderlaufen”, und zwar nicht in ener bestimmten Rich-
tung, sondern, wie leicht zu sehen ist, in die beiden Richtungen
der x-Achse.

4. Stehende ebene Wellen.

Zwei unbegrenzte Elementarwellenziige von derselben Frequenz
und Amplitude aber mit entgegengesetzten, Fortpflanzungsrichtungen
setzen sich zusammen zu einer sogenannten stehenden Welle von der
Gestalt

F(t, x)=gitkz—wtd 4 gil=ks—wh - Fcas hxe—to*, (45)

Man bekommt dabei an jeder Stelle eine Schwingung von konstanter
Amplitude, die sich langs der x-Achse sinusoidal &ndert. Die Ebenen

coskz =0, dh x="(n+ )= 2{n+y) (cganze zah), die

nacheinander in Abstanden g folgen, heilfen die Knotenebenen; auf

den beiden Seiten einer solchen Ebene haben die Schwingungen dieselbe
Amplitude, aber entgegengesetzte Phasen.

Im Mittelabstand zwischen den Knotenebenen erreicht die Schwin-
gungsamplitude ihren Maximalwert (coskx = 1). Solche Stellen wer-
den ,,Schwingungsbduche" genannt.

Wahrend bei den sich in einer Richtung fortpflanzenden Elementar «
wellen die elektrischen und magnetischen Schwingungen dieselben

Phasen haben, erscheinen sie bei stehenden Wellen zeitlich und
2n

raumlich um ein Vierted ihrer P e (t=-2£, bzw. ZsT)e n -
einander verschoben.

Wir nehmen z. B. an, da3 die GrolRe F in (45) die elektrische
Feldstérke bezeichnet. Die magnetische Feldstarke |&Rt sich daraus
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nach der fir die einzelnen Komponenten giltigen Gleichung
w
IXE— - H=0

bestimmen. Sie ist also wie Ublich senkrecht zur elektrischen Feld-
stérke gerichtet und ist ihrem Betrag (und Phase) nach gleich

H= :;_t_ (ei(l‘ﬁ—mﬂ — e‘(—kz—m!)) - 2‘:}‘_:_ sin kx.ie—iw!_ (45a)

(kn= -w) . Diereellen Anteile von (45) und (45 a) sind
1

E=2coskxcosmwi, l

H= —i—k- sin kxsinmé, I (45b)
(1]

Es fallen folglich die Knotenebenen von E mit den Schwingungs
bauchen von H zusammen und umgekehrt die Knotenebenen von H
mit den Schwingungsb&duchen von E. Dieser Verschiebung der Schwin-

gungsamplituden um %- entspricht eine Verschiebung der Schwingungs-
phasen (im gewothnlichen Sinne) um }

Ahnliche Verhéltnisse findet man bei stehenden Wellen beliebiger
Gestalt.

5.RaumlicheWellengruppen; Wellenbiindel,Wellenpakete,
monochromatische Strahlenbiindel.

Solche elektromagnetischen Vorgange, die sich nur in einer oder in
zwei entgegengesetzten Richtungen fortpflanzen, sind im allgemeinen
als eine ldealisierung der wirklichen Vorgange anzusehen, — derselben
Art wie streng harmonische sinusoidale unbegrenzte Wellenziige. Die
wirklichen Vorgéange lassen sich strenggenommen nur durch Integrale
von der Gestalt (39a) darstellen, wobei nicht nur der Betrag, sondern
auch die Richtung des Phasenvektors! in einer stdigen Weise verandert
werden mufl. Dem oben definierten Begriff einer Wellengruppe von
bestimmter Richtung entspricht dabei der Begriff eines Wellen-
bindels. Ein Wellenblindel 14t sch im allgemeinen definieren
als ene Superposition von Elementarwellen, deren Normalen n
ginen sehr kleinen Kegel mit dem Offnungswinke A2 bilden,
wahrend ihre Langen oder Frequenzen wie friher enen sehr
kleinen Spektralbereich ausfilllen. Setzt man in (39a) dt = k'dAdQ,
so ergibt sch fir ein Wellenblindel die folgende Definitions-
formel :

AF (1) = f ,f Yl)eitr—wodid Q, (46)
Ak40
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Wenn das betrachtete Intervall {d&, Af) so klein ist, daB die
entsprechende Anderung der Amplitudenfunktion ® (kY unbetr&cht-
lich bleibt, kann man die vorhergehende Formel durch

AF{ )= .,,o(f,.)”eiﬂ-rwtwakm
A k.44
ersetzen. Esbedeutet hier fo wie Uiblich einen willkirlich ausgewahlten
Mittelwert von f. Setzt man nun t—to=g und w —wp—g* Fe

):gig-‘ (der Gradient von w bezieht sich selbstverstandlich nicht

]
auf den gewohnlichen t-Raum, sondern auf den f-Raum), so wird:
J‘fai(l-t—ml}ksdkdg = eiﬂ.-t—mt)fei(t—le)-gdr.

Der Wert des rechtsstehenden Integrals mul? offenbar von der Gestalt
des ausgewdahlten sehr kleinen Gebietes des f-Raumes wenigstens nahe-
rungsweise unabhangig sein und nur von seinem Volum abhéangen.
Wir koénnen deshalb bei der Ausfiihrung der Integration diesss Ge-
biet alseine Kugel mit dem Mittelpunkt fo und dem durch die Gleichung

*g:'-'-g":kﬁdk-dﬁ bestimmten Radius g behandeln. Es ergibt sich

dabei, wenn man durch 0 den Winkel zwischen g und dem Vektor
t— Fw-t bezeichnet:
ptl

feite—tvaragr— _ffe‘ |2tV wig0n® 2 ot d o sin Hd@ = gﬂf'fatunug:dgd“ ,
2% 0-1

wo zur Abkirzung ix =it-—{Few| und % = cos® gesatzt wird. Nun
hat man

+1
fotg __ =i i
Ie‘“"du= ef®? ﬁ;. e =%’:’g°‘g
-1
und ferner
¢ sin xg 1 3 sin o8
. «p - ap COI o
0

Wir bekommen also _
AF(t, 1) =390l T2 @ "B ytr—wd 2 A4 AQ  (4603)

_ (el
mit
d
u:.;rug% (46b)
und
3
o= ]/Gkgaug. (460)

Dieses Resultat ist mit dem oben berechneten, fir den Fall einer streng
gerichteten Wellengruppe ganz analog. Der Hauptunter schied zwischen
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den beiden Féllen besteht in dem Umstand, daR der durch die Formel
(46a) bestimmte Vorgang nicht in der Nahe einer (unendlichen) Ebene,

sondern in der N&he eines Punktesr=f‘:'T +t konzentriert bleibt).

Der Absolutwert von AF in der Umgebung dieses Punktes 1aRt sich
ds Funktion des entsprechenden Abstandes | 4| naherungsweise dar-
stellen durch die Formel

) - g 47
[AF 2ewe 15 (47)

Il

die sich ergibt, wenn man den Ausdruck ;-,- (siny —y cosy) nach

Potenzen von y entwickelt und durch die Exponentialfunktion mit
derselben Anfangsentwicklung ersetzt.

Dieses ,,punktférmige” Maximum oder ,,Wellenpaket" verschiebt
sich geradlinig-gleichférmig mit der Geschwindigkeit

de
w= FTE
die als die vektorielle Verallgemeinerung der oben definierten Gruppen-
geschwindigkeit angesehen werden darf.

In dem Fall isotroper Korper ist sie mit der mittleren Normalen des
Wellenbiindels, d. h. der Achse des Kegels dQ2 gleich gerichtet. Im all-
gemeinen Fall hat sie aber eine davon verschiedene Richtung, die auch
mit der zugehdrigen Strahlenrichtung bei Anwesenheit der Dispersion
nicht zusammenfallt.

Neben den Wellenbiindeln, die einem sehr kleinen Volumelement
des f-Raumes entsprechen, kann man noch solche Wellenbiindel defi-
nieren, die einem bestimmten (gekrimmten) Flachenelement in diesem
Raume zugehdren, insbesondere einem Element der Kugelflache
k = konst oder der Flache w = konst. Bei isotropen Korpern fallen
diese Flachen selbstverstandlich zusammen. — Solche ,,monochro-
matische" Bundel mit konstanter Wellenlange oder konstanter Frequenz
lassen sich durch die Formeln

(AF), = yo(ny) [t —u0k2.Q (48)

(474q)

bzw.
(AE)y = y° (na)e—t[e 720 (48a)
A5
darstellen, wobei u in beiden Fallen als eine Funktion der Wellen-
normale n anzusehen ist.
Wir werden auf eine néhere Untersuchung dieser Formeln fir den
allgemeinen Fall anisotroper Koérper nicht eingehen. Es sei bemerkt,

" Der Koordinatenursprung und der Augenblick t = 0 kann selbstverstand-
lich auf eine ganz beliebige Weise definiert werden.
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dal? die Ausfliihrung der Integration in der ersten von ihnen zu einer
effektiven Fortpflanzungsgeschwindigkeit
du

ey (22
w0 (dnja-lmmt

fuhrt, die von der Strahlengeschwindigkeit verschieden ist. Die letztere
kann man namlich durch die Formel

1 d ¢l

L = (E“ (“ ))m-nknnlt
definieren, die eine Umkehrung unserer urspringlichen Definitions-
formel b *n = u bildet.

In dem einfachsten Fall isotroper Kdérper sind die beiden Formeln
(48) und (48a) vollkommen aquivalent. Es wird dabei, wenn man die
Richtung des Radiusvektors t zur Polarachse wahlt

nee=rcos@ und dQ —=sin@dOdyp,
und folglich:

fgi(n-r—mudg = g—iwt Ifeil‘rmuﬁd' cos @d g

== — f"__,.;..?...‘ §cﬂrmﬂ,dq) — _{‘_':\;:'" é ¢— Lkrind !;."dfp ’
wo O, den Randwert von 0 bedeutet.

Bei ® {n) = konst, erhdlt man aso

glier—ty . s B
AF = —p0" - é,—‘urw 3de, (48b)

d. h. eine Art von Kugelwelle, die sich aus dem Nullpunkt r = 0 aus-
breitet oder nach diesem Punkt konvergiert, und deren Amplitude in
bestimmter Weise von der Richtung abhangt. Bei AL = 4= ergibt
sich speziell
o Sin &v

ky

AF =2y gt (48c)

d. h. eine ,stehende” Kugelwelle, die as Superposition von diver-
gierenden und konvergierenden Kugelwellen aufgefalit werden kann.

6. Ergéanzungen.

Wir haben bisher die Ddmpfung der Elementarwellen ausgeschlossen.
Die obigen Resultate sind aso nur bei vollkommen durchsichtigen
Koérpern gultig. Sie lassen sich aber sehr einfach auf den Fall absor-
bierender Korper verallgemeinern. In diesem Fall muR man namlich
statt des komplexen f-Raumes den reellen ¥ Raum betrachten, d. h.
die Formel (39a) durch

Ft,v) = [pt{fm) ft@a+ i wpl gin
ersetzen. Es bedeuten hier f und | (2, wie Ublich, den reellen und
imagindren Anteil von !, die wir der Einfachheit halber as gleich-
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gerichtet betrachten. Dabei ist der Absorptionskoeffizient k@ ebenso
wie die Frequenz as eine im allgemeinen zweideutige Funktion von
fW zu behandeln.

Wir wollen noch zum Schlul einige Worte hinzufiigen Uber die
Darstellung der quadratischen Groflee, die der angefihrten , harmoni-
schen Analyse" von verschiedenen linearen GrofRen (F) entspricht.

In dem einfachsten Fall eines planaren Vorgangs mit einem dis-
kreten Spektrum

F= YE, dittnz—uni)
"

bekommt man fir den quadratischen Mittelwert in bezug auf die Zeit
[Fit=y SF.FE =5 JIFI. (49)

Die entsprechende Formel fir einen Vorgang mit einem kontinuier-
lichen Spektrum F = [ y (k) ¢*#—+% df|autet:

Fla=g [y @y mrae= [ly@pde (492)

In dem allgemeinsten Fall eines nicht-planaren Vorgangs mit konti-
nuierlichem Spektrum F-;fv({)sm‘t—wﬂd-; ergibt sich dement-
sprechend

Fli= flv s, (4ob)

Wenn die Richtungen von'! kontinuierlich verteilt sind, wahrend sein
Betrag diskrete Werte annimmt, bekommt man statt (49) eine Formel
von der Gestalt

Fi= g Sf1ymtampraf. (490)

Auf genau dieselbe Weise kann man die Mittelwerte des Produktes
von zwei verschiedenen linearen GroRen (z. B. der elektrischen und
der magnetischen Feldstérke) bestimmen, falls es sich um denselben
Vorgang handelt, oder im allgemeinen, falls die beiden GroRen dasselbe
Spektrum und irgendwelche konstante Phasenbeziehungen haben. Bei
verschiedenen Spektren oder bei unregelmélig wechselnden Phasen-
beziehungen missen diese Mittelwerte verschwinden. Im ersten Falle
nennt man die Schwingungen kohdrent — oder ,interferenzfahig" —
im zweiten inkohérent

8 5. Elektromagnetische Welen in quas-homogenen Korpern.
1. Allgemeine Diskussion der Wellengleichung.

Der Begriff der Elementai wellen im oben definierten Sinne ist nur
auf homogene Korper oder auf inhomogene Korper mit einer ganz spe-
ziellen geschichteten Struktur anwendbar.
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Wir wollen hier die Fortpflanzung der elektromagnetischen Schwin-
gungen in inhomogenen Kdrpern von beliebiger Struktur untersuchen
und nur die stetige Anderung ihrer elektromagnetischen Eigenschaften
voraussetzen. Wir werden dementsprechend keine Annahmen uber
den geometrischen Charakter der elektromagnetischen V organge machen.
Wir kénnen uns dabei auf rein harmonische Schwingungen beschran-
ken und die Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes in der
Gestalt

1t H=0, divg=0, (50)
rot B+’ D=0, divD=0 (50a)

schreiben [vgl. (2a) und (b) §1].

Wir missen dabei zwei besonders wichtige und interessante Grenz-
falle unterscheiden, je nachdem die elektromagnetischen Eigenschaften
des Korpers, d. h. die Dielektrizitatskonstante, Dampfungskonstante
und magnetische Permeabilitat, sich sehr langsam oder sehr rasch
andern, oder genauer ausgesprochen, je nachdem ihre ,,Oszillation”
in Abstanden von der GroRRenordnung der Wellenlange der betreffenden
Schwingungen sehr klein ist oder nicht. Im ersten Falle werden wir
den Korper ads quasi-homogen, im zweiten as triib bezeichnen.

In diesem Paragraphen werden wir uns ausschlie8lich mit quasi homo-
genen Korpern beschéftigen. Der Einfachheit halber wollen wir uns
zunachst auf den Fall isotroper durchsichtiger unmagnetischer Korper
beschrénken, die nur durch einen Parameter — namlich die Dielektrizi-
tétskonstante ¢ — charakterisiert werden kdnnen. Wir betrachten also
diese ,Konstante" ads eine reelle stetige Ortsfunktion, die der Be-
dingung | el-d <€1 oder |Feld<€l geniigen soll. Es bedeutet

Zne

hier 4, = e die Wellenlange von Schwingungen derselben Frequenz

. A . . .
im leeren Raum u n A= ':r e Wellenldnge in einem vollkommen
&

homogenen Kérper, dessen Dielektrizitatskonstante mit demWert von
¢ an der betrachteten Stelle Ubereinstimmt.

Wir missen hier ausdriicklich betonen, daf3 der Begriff der Wellen-
lange nur im Falle homogener Koérper einen unmittelbaren physikali-
schen Sinn hat. Strenggenommen kann man bei inhomogenen Korpern
von der Wellenlange — as dem Abstande zwischen zwei Nachbar-
flachen gleicher Schwingungsphase — gar nicht reden.

Setzt man in (508) ® = && ein, so wird (mit Ricksicht auf

B =9 dive@=gdivE + G Fe=0, (51)

DurchEliminationvon $ bekommt man andererseits in der Ublichen
Weise die Gleichung ot
—rotrot E+ - D=0, (51a)
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a-n. —VdivE-i—P’lE+%:—s&=o. (51b)
Bei homogenen Kérpern ist das erste Glied auf der linken Seite gleich
Null. In dem betrachteten Fall ist es dagegen von Null verschieden.

Man hat namlich nach (51)

~PavE=p(€-2) =" rote+(Z-v)E+ @ 1TE (5l
Die Gleichung (51b) hat aso eine viel kompliziertere Form as die b-
liche Wellengleichung fiir homogene Korper und dementsprechend viel
kompliziertere Losungen, die sich strenggenommen mittels Wellen-
flachen irgendwelcher Gestalt nicht beschreiben lassen.

Unsere obige Voraussetzung iber die langsame Anderung von e
erlaubt uns aber die GréRe (51c) zu vernachldssigen. Wir bekommen
folglich fir quasi-homogene K 6rper eine angenaherte Gleichung derselben
Form wie fiir homogene, d. h. [vgl. (7)]

Viy+Ryp=0 (52)
mit dem einzelnen — sehr wesentlichen — Unterschied, dal3 der Wellen-

parameter
b= e = e =k e (522
o

keine konstante Grofe, sondern eine gegebene Ortsfunktion ist.

Wir machen fir die Wellenfunktion (die irgend eine lineare Grofie
&,  usw. bedeuten mag) den folgenden Ansatz

= O ilwtt k) (53)

wo %° eine konstante , Amplitude" und s eine zunachst unbekannte
Ortsfunktion bedeutet. Dieser Ansatz stellt eine Verallgemeinerung
unseres friheren Ansatzes (8) fir ebene sinusoidale Wellen dar. Die
Funktion s, fallssereell ist, mulk die Gestalt der Wellen, d. h. die Gestalt
der Flachen konstanter Phasen s— konst charakterisieren. Die
Schwingungsphase ist dabei gleich

=—wit bys (53a)

Es ist zu beachten, dal3 s im allgemeinen auch bei reellen Werten
von € komplex sein kann (sieche unten). Man mul dann

g=stl} 4§ 5 (53b)
setzen und die eigentliche Phase durch
SM=— it k, S0 (53c)

definieren, wahrend $™ = k,s® die eventuell vorhandene Anderung
der Amplitude nach der Formel
{pl=|p® & 2e® (53d)
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bestimmt. Eine solche Anderung der Amplitude kann beim Fehlen
wahrer Dampfung durch die Ausbreitung der Wellen bedingt werden.
Durch Einsetzen von (53) in (52) bekommt man, mit Ricksicht auf
die Formeln
Vet = giharif s,
P eibis — div 7 eibor— gihs { k P35 — gitar 3 (P s,

die folgende Gleichung fir die , Phasenfunktion" s:
thyPis—RE{Fsp-P=0,
oder nach (52)
o4 Vs L (Vsp=s. (54)
n

Daraus sieht man, dal? s im algemeinen auch bei reellem ¢ eine
komplexe GroRe darstellen muf3.

2. Kurze Wellen; geometrische Optik und ihre Analogie
mit der Mechanik.

Wenn man mit elektromagnetischen Schwingungen von sehr hoher
Frequenz, d. h. einer sehr kleinen Wellenlange zu tun hat, kann man
bei gewissen Bedingungen das erste Glied in (54) weglassen, d.h. die
Phasenfunktion durch die angendherte Gleichung

(Fs)li=e, (54a8)

in welcher die Wellenlange gar nicht auftritt, ersetzen. Die erwahnten
Bedingungen lassen sich, wie leicht zu sehen ist, auf den Umstand zuriick-
flhren, dal die Krimmung der sich aus (54 &) ergebenden Wellen-
flachen s = konst sehr klein gegen ko ist. Mit anderen Worten, der
Krimmungsradius der zu diesen Flachen orthogonalen , Strahlen”
muR sehr groR gegen die Wellenldange 4, oder auch A (denn die Dielek-
trizitétskonstante ist immer von der GroRenordnung 1) bleiben.

Die Gleichung (54a) hat genau dieselbe Gestalt wie die in Bd. |
(S. 336) abgeleitete Hamilton-Jakobische Gleichung (27a), welche die
Bewegung eines Elektrons in einem gegebenen elektrostatischen Feld
(bei Fehlen magnetischer Krafte) bestimmt. Und zwar entspricht die
Phasenfunktion s dem von der Zeit unabhéngigen Anteile © der Wir-

kungsfunktion
V*= ——Ht+ @

und die Dielektrizitatskonstante der Grofe

Zmg (H—eq),
die gleich der mit 2 my multiplizierten kinetischen Energie des Elektrons
oder einfach dem Quadrat seiner mechanischen Bewegungsgrofle sseb

ist. Die Wirkungsfunktion V* entspricht ferner der durch ko divi-
dierten Schwingungsphase S und die vollstandige Energie H dem Ver-
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haltnis der Frequenz co zu ko, d. h. der Lichtgeschwindigkeit im leeren
Raum.

Wir sehen aso, dal die Fortpflanzung sehr kurzer elektromagne-
tischer Wellen in einem quasi-homogenen isotropen durchsichtigen
Korper ungeféhr nach denselben Gesetzen geschieht wie die Fortpflan-
zung der Flachen konstanter Wirkung (7* = konst) in der Hamilton-
Jakobischen Form des mechanischen Problems der Bewegung eines
materiellen Teilchensin einem statischen Kraftfeld. Diese korrepondenz-
mafiige Beziehung zwischen den beiden Problemen &3t sich symbolisch
durch die Formeln

myd=hko¥Vs, Z2wmg(H —cp)=hke,
V=43, H=ho

ausdriicken. Wir haben hier eine willkurliche Konstante h von der
Dimension der Wirkung eingefilhrt, um die Ubereinstimmung der
Dimension der rechts- und linksstehenden GroRen zu sichern. In dem
mechanischen Problem spielen die ,Wirkungswellen" die Rolle eines
Hilfsbegriffes, wahrend eine unmittelbare physikalische Bedeutung
nur ihren Orthogonaltrajektorien, welche die Bahnen der einzelnen Teil-
chen bei verschiedenen Anfangs- oder Endbedingungen darstellen, zu-
kommt. Diesen Bahnen entsprechen in dem elektrodynamischen oder
optischen Problem — sofern es sich von der Fortpflanzung kurzer
elektromagnetischer Licht wellen handelt — die Energie- oder Licht-
strahlen. In der durch die Gleichung (53 a) dargestellten Anndherung
haben diese Strahlen dieselbe unmittelbare Realitét wie die mechanischen
Bahnlinien. Man kann sie einfach definieren as die Bahnlinien einer
Schar von Teilchen, die sich nach der Gleichung

¢ hk

T = amyV E (54c)
bewegen. — Diese fiktive Bewegungsgleichung ergibt sich aus der
Ublichen Gleichung mo%?=—e7go mit Rucksicht auf die Beziehun-
gen (54 b).

Ak,

Es sei bemerkt, daf die Bewegungsgeschwindigkeit v = -—"F s,

"
die man durch Integration von (54c) bekommt, nur seiner Richtung
nach mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen Ubereinstimmt.
Um die GrofRe dieser Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu finden, betrachten
wir die Anderung der Schwingungsphase S in einem sehr kleinen
Raumzeitgebiet:

(54b)

dS=—wdt+ kdr-Vs. (55)

Dieser Ausdruck hat genau dieselbe Gestalt wie im Falle ebener
Elementarwellen mit dem Phasenvektor

1=kVs. (55a)
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Nach (54 a) ist der Betrag von ! gleich dem friiher angeflihrten Para-
meter (52 a). Wir sehen also, dal in der der Gleichung (54a) entspre-
chenden N&herung die Wellen sich in jedem geniigend kleinen Raum-
gebiet in genau derseben Weise fortpflanzen, wie die Elementarwellen

derselben Léange ﬁ.-———zf und Richtung n=: in einem vollkommen

homogenen Korper mit der Dielektrizitatskonstante €. Die Wellen-
geschwindigkeit ist dabei gleich wie Ublich

i m
"= =ik vs (55b)
woraus folgt nach (54 b) hee
v= - (56c)
"W

Die , Bewegungsgeschwindigkeit" vist also umgekehrt proportional der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit u.

Wir stellen uns eine beliebige Kurveo vor, die zwischen zwei festen
Punkten P, und P, gezogen ist. Das langs diessr Kurve genommene

Integral j‘!-drﬂj‘kdocose=2n‘f?cm €, wo © den Winkel
zwischen da und der Strahlenrichtung in dem entsprechenden Punkt
bedeutet, ist nach (55) in jedem Augenblick gleich der Phasendifferenz
S, — S, der Schwingungen in den beiden Endpunkten und hat folglich
einen von der Gestalt der Kurve o unabhéngigen Wert. Wenn die
Punkte P, und P,sich auf demsalben Strahle, befinden, muf3 man offenbar
J‘%QCOS@= {{;-“

haben und folglich wegen as® <1

dg day,

T ;J’.I. ]

Diese Ungleichung zeigt, dal3 die Gestalt enes durch zwei gegebene
Punkte hindurchgehenden Strahles durch die Bedingung

PI —
‘;‘:J‘P-‘;‘:“ = minimum (56)
P,

bestimmt werden kann (Abb. 18). Diese Bedingung laf3t sich noch in
der folgenden Form auffassen: die Licht-
strahlen gehen von einem Punkt zum anderen
auf demjenigen Weg, welcher der kiirzesten
Ankunftszeit entspricht (FernuUsches Prinzip).
Die Geschwindigkeit der Lichtstrahlen wird

dabei als die Wellengeschwindigkeit u definiert,

© dal 5;=v--°’-5’-=vdt ist.
H

Frenke, Elektrodynamik 11 . 16
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Fihrt man in (56) statt u die nach (55 c¢) definierte Bewegungs-
geschwindigkeit v ein, so bekommt man, mit Ricksicht auf da = vdt:

'PE
fmanar:fmv“dt:minimum . (56 4)
Py

Das ist das Maupertuische Prinzip der kleinsten Wirkung, welches die
Bahn eines Teilchens mit gegebener totaler Energie H bestimmt. Der
Konstanz der letzteren in (56 a) entspricht nach (54 b) die Konstanz
der Schwingungsfrequenz in (56).

Es muR betont werden, daR diese Ubereinstimmung zwischen
Optik und Mechanik keine genaue ist, sondern nur dann besteht, wenn
man die Fortpflanzungsgesetze der elektromagnetischen Wellen in der
angenaherten Gestalt (54a) formuliert’). Diese angendherte optische
Theorie, bei welcher der Srahlenbegriff statt desWellenbegriffes an die
Spitze gestellt wird, pflegt man as die Srahlenoptik oder die geometrische
Optik zu bezeichnen — im Gegensatz zu der exakten oder eher der
exakteren Theorie, die ihre einfachste mathematische Formulierung in
der Gleichung (52) findet und die man gewohnlich Wellenoptik nennt.

3. Erganzungen; Wellenoptik und Huyghenssche
Elementarwellen.

In dieser — ebenfalls nicht vollkommen exakten —e Theorie mui
die Funktion s, wie schon oben erwahnt wurde, im allgemeinen kom-
plexe Werte annehmen. Der durch (55a) definierte Phasenvektor wird
folglichauch komplex, und seinem Betrage nach von dem Parameter k
in (52) verschieden. Der reelle Anteil von (f)_hleibt auch davon ver-
schieden, so dai3 die effektive Wel lenl ali.—-r -1i t der wirklichen |tw

nicht zusammenféllt. Diese Unterschiede bei groflen Krimmungen
der Wellenflachen (oder der Lichtstrahlen) koénnen sehr wesentlich
werden. Die dabei auftretenden Komplikationen rihren gar nicht von
der Inhomogenitat des Korpers her — denn sie bleiben auch dann be-
stehen, wenn man in der Gleichung (54) ¢ = konst ansetzt. Diese
Komplikationen stammen einfach von den geometrischen Bedingungen
der Wellenfortpflanzung in Verbindung mit der Tatsache, dal die
durch eine bestimmte Wellenflache Ubertragene Energie bei ihrer
Ausbreitung unverandert bleiben muf3. Denkt man sich z. B. die
Lichtquelle in einem Punkt O konzentriert, so bekommt man in
der Nahe dieses Punktes fast kugelférmige Wellen — ebenso wie im
Falle eines vollkommen homogenen Koérpers — deren Amplitude un-

") Die oben dargelegten Resultate rithren zum Teil noch von Hamilton
sdbgt her. Sie sind neuerdings der Ausgangspunkt einer wichtigen Entwicklung
der Quantentheorie in der Gestalt der von L. de Broglie und E. Schrodinger
begriindeten Wellenmechanik geworden.
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gefahr umgekehrt proportional mit ihrem Radius abnimmt
I:Jp ~ :, Sl’lnv]gr).

Bei ihrer weiteren Ausbreitung in einem quasi-homogenen Korper
mussen sich diese Wellenflachen (d. h. die Fl&hen bestimmter
Phase) allméahlich deformieren (Abb. 19), was
einer komplizierteren Gestalt der Amplituden-
funktion | w1 entspricht. Das fiir solche Kérper
charakteristische Merkmal besteht in der Tatsache,
dalR die nacheinander folgenden Wellenflachen
trotz dieser Deformation sich niemals schneiden
konnen. Dies heifdt, analytisch ausgedriickt, daf
die Phasenfunktion s eine eindeutige Funktion der
Koordinaten ist (s. unten).

Setzt man in der Gleichung {54) s == s 4 {5 ein, so |&Rt sich
die letztere in die folgenden zwei Gleichungen spalten:

Abb. 19,

:.; PR (SN2 () sy (57)
.l PRrsltl 7 S 5B o, (579)
2hy

Dadurch wird aber keine Vereinfachung des betrachteten Problems
erreicht. Seine exakte Losung ist am einfachsten durch Integration der
urspriinglichen linearen Gleichung (52) zu suchen. Um die eventuell
vorhandene Dampfung zu berticksichtigen genligt es, ¢ als eine kom-
plexe Grofle zu behandeln; dabei sollte man in (57) statt € den reellen
Anteil und in (57a) statt Null den imagindren Anteil von ¢ einsetzen.

In dem Fall anisotroper Korper wird die Gleichung (52) auch schon
bei vollkommener Homogenitat nicht mehr giltig. Man hat namlich
dabei D, = X'g;, E, und folglich statt (51)

div ® = Zdi: Zé‘mgk 322(5‘.#';?:-}-.531‘::)=0

Dementsprechend muf? man in diesem Falle zu der allgemeinen Glei-
chung (51a) zurtickkehren. — Wir werden diese Gleichung nicht naher
untersuchen und begnigen uns mit der Bemerkung, dal} in quasi-
homogenen K érpern, wo die Komponenten des Tensors °, sich verhéltnis-
maRig langsam andern, in kleinen Raumgebieten dieselben Gesetze der
Wellenfortpflanzung gelten, die oben fiir die Fortpflanzung von Ele-
mentarwellen in vollkommen homogenen Koérpern aufgestellt worden
sind.

Statt ebener sinusoidaler Wellen pflegt man in dem Fall isotroper
Koérper as Elementarwellen kugelférmige Wellen zu definieren.  Die
Fortpflanzung einer Welle irgendwelcher Form in einem homogenen
isotropen Korper kann man dann auf die Fortpflanzung solcher kugel-

16*
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férmigen Elementarwellen von jedem Punkt der jeweiligen Wellenfront
oder genauer einer Flache konstanter Phase zuriickfiihren und die neue
Lage dieser Flache as die Einhillende der obigen Elementarwellen
definieren. Dieses sogenannte Huyghenssches Prinzip haben wir im
ersten Bande fir die Fortpflanzung elektromagnetischerWellen im leeren
Raum bewiesen. SeineVerallgemeinerung fur den Fall homogener K 6rper
liegt auf der Hand. Sofern es sich aber dabei von der Ausbreitung von
Wellen in unendlich kleinen Rdumen handelt, muR dieses Prinzip auch
fr quasi-homogene Koérper giltig bleiben. Esist dabei nur nétig, die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der kugelformigen oder eher quasi-
kugelformigen Elementarwellen as eine gegebene Ortsfunktion zu be-
handeln.

§ 6. Streuung der dektromagnetischen Wedlen in triben Korpern.

Die Vorstellung der elementaren Kugelwellen ist auch in dem Fall
solcher Korper anwendbar, die sehr kleine Inhomogenitéten irgend-
welcher Art enthalten, so daR ihre Dielektrizitatskonstante schonin
solchen Volumelementen, deren lineare Abmessungen von der Grolen-
ordnung der Wellenlange sind, betrachtliche Schwankungen erleidet. Den
EinfluR dieser Schwankungen auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
kann man in erster Anndherung vernachlassigen und die Huyghens-
schen Elementarwellen as kugelférmig behandeln. Sie missen aber im
betrachteten Fall schon in benachbarten Punkten sehr verschiedene
Amplituden haben und konnen deshalb bei ihrer Superposition oder
Interferenz sich zu einer resultierenden einhullenden Wellenfléche im
algemeinen nicht vollkommen verschmelzen. Eine solche Verschmel-
zung ist nur dann mdglich, wenn die rdumliche Verteilung der Inhomo-
genitaten einen ganz regelmaligen Charakter hat (wie z. B. die Anord-
nung der Kristallatome, die ebenfallsals mikroskopische Inhomogenitéten
des ds ein kontinuierliches Medium betrachteten Korpers angesehen
werden konnen). Sofern diese RegelmaRigkeit fehlt, sofern aso die
Schwankungen der Dielektrizitatskonstante in Raumgebieten von der
Grolenordnung der Wellenldnge einen vollkommen ungeordneten
Charakter haben, missen die Huyghensschen Elementarwellen sich teil-
weise ohne Verschmelzung sozusagenindividuell nach alien Seiten aus-
breiten. Solche zusétzlichen ,anarchistischen" Wellen pflegt man as
zerstreute Wellen zu bezeichnen.  Sie missen den entsprechenden K orper
auch beim Fehlen einer echten Absorption nicht vollkommen durch-
sichtig oder, wie man sagt, optisch triib machen.

Die Erscheinung der Lichtzerstreuung oder ,,Triibung" wird haupt-
sachlich bei solchen Korpern beobachtet, deren Homogenitédt durch
die Anwesenheit sehr kleiner fremder Teilchen in sehr grofer Anzahl
und regelloser Anordnung zerstort wird (Kolloidall6sungen), aber auch
gewissermallen bei makroskopisch vollkommen homogenen Korpern,
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wegen der sogenannten Fluktuationen oder Schwankungen des Zustandes
und der Zusammensetzung sehr kleiner Volumelemente. Wir denken
uns z. B. ein sich bei konstantem Druck und Temperatur befindendes
Gas, das N Molekiile in der Volumeinheit enthdlt. Ein sehr kleines
Volumelement v dieses Gases muld durchschnittlich ng = NvMolkile
enthalten. Wegen des unregelméalligen Charakters der Warmebewegung
der Molekile kann aber das betrachtete VVolumelement in verschiedenen
Augenblicken verschiedene Molkilzahien n enthalten, die um den
obigen Mittelwert schwanken. Diese Konzentrattonsschwankungen sind
relativ desto intensiver, je kleiner v oder nist. Da sie in benachbarten
Volumelementen ganz unabhangig voneinander stattfinden, muf3 das
Gas in jedem Augenblick etwas unhomogen erscheinen. — Neben den
Konzentrationsschwankungen sind noch in gasférmigen und fllssigen
K &rpern die Orientierungsschwankungen der Mol ekiile zu beriicksichtigen,
die durch den unregelmafligen Charakter ihrer Drehungsbewegung be-
dingt werden. Sofern die Molekile keine Kugelsymmetrie besitzen,
missen diese Orientierungsschwankungen eine zeitlich und raumlich
rasch wechselnde Anisotropie der einzelnen Volumelemente hervor-
rufen.

1. Bestimmung der Streustrahlung durch angenaherte
Ldsung der ,,gestérten” Wellengleichung.

Der EinfluB solcher sehr kleiner Inhomogenitaten in Kolloidallésun-
gen und makroskopisch homogenen Kérpern auf die Fortpflanzung
elektromagnetischer Wellen (wir werden im folgenden nur von Licht-
wellen reden), 1883t sich ndherungsweise folgendermaf3en bestimmen.

Wir machen fur die Dielektrizitatskonstante den Ansatz

e==g%q g (58)

wo 6° die mittlere Dielektrizitatskonstante des betreffenden Kérpers
(den wir der Einfachheit halber as isotrop annehmen wollen) bedeutet
und &' — die zusétzliche sehr kleine Anderung der letzteren, welche
von den betrachteten Inhomogenitéten herriihrt und unregelméRig
um den Nullwert schwankt.

Dementsprechend schreiben wir die vollstandige elektrische Feld-

starke & in der Form
E .5 & (58a)

wo * denjenigen Wert von & bedeutet, der sich in nullter N&herung,
d. h. bei ¢" =0 ergibt. Diese nullte Ndherung denken wir uns in der
bekannten Weise aus der Differentialgleichung

prEo + kgt e =10 (58b)

bestimmt. Um die erste Naherung fur & zu erhalten, setzen wir in
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der exakten Gleichung

V(670 P2+ M@ =0
[vgl. (51) und (51b)] & =&*+ & ein und vernachldssigen die GroRen
zweiter Ordnung in &, d. h. ¢@, & +Fe¢ und (F )% Wir bekommen
dabei

-:,,V(Eft'-ffs')-;- PAGO - P2E | RE OG04 RE eV - i’ B0 =0

d. h. wegen (58 b):
VRO i B =1, ]
f:... kuzs' @-0 ‘ul' _:'u V {@D. Ed F‘} . J (58C)
Der Vektor f ist hier als eine bekannte GroRe anzusehen, von der Ge-
stalt f = fge~**¢, wo f, nur von x abhéngt. — Die obige (angenaherte)
Gleichung fir @ stimmt mit der allgemeinen Gleichung der retardierten
Potentiale

-y L H!w .
I—.zw. 2o :‘HI'

die wir im ersten Bande untersucht haben, tiberein, wenn man p== y¢ i
1]
setzt und statt 5-1,- die Grofie :,f ‘:,- einfihrt. Eswird aso [vgl. Bd. I,
S. 158—1591.:
* f[ voh R.‘ .
Cwn="1" _ ar Rer—1) (59)
' 47 e iy '

Der Anteil von &’, welcher von einem nicht nur gegen den Abstand R,
sondern auch gegen die Wellenlange kleinen Volum AV herrihrt, kann
man mit genigender Anndherung durch die Formel

27 w

P (k= = (598

. ferrn
1€ = Ry

T4ar’
darstellen.

Diese Formel zeigt in Ubereinstimmung mit den qualitativen Betrach-
tungen, die am Anfang dieses Paragraphen angefuhrt worden sind,
dal bei Fortpflanzung der Lichtschwingungen in triiben Kérpern die
sich regelmafiig ausbreitenden ,,priméren" &°Wellen schwache , sekun-
dare" Kugelwellen erzeugen, deren Amplituden den Schwankungen der
Dielektrizitatskonstante proportional sind (s. Abb. 19).

Wenn diese Schwankungen, wie wir es im folgenden immer voraus-
setzen werden, ganz unregelmélig sind, missen die elementaren Feld-
starken (59 a) die von den verschiedenen — auch den benachbarten —
Volumelementen herriihren, in jedem beliebig ausgwahiten Augenblick,

t—R) verschiedene GrofRen und auch im

trotzder gemeinsamen Phasew ( .
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allgemeinen verschiedene Vorzeichen haben (denn &' kann ebenso gut
positiv wie negativ ausfallen). Die Summe XA fir ein Volum
AV =V, welches viele Elemente 4 ¥ enthdlt und doch klein gegen die
Wellenlange ist [oder was dasselbe ist, das entsprechende Integral (59)]
muB folalich sehr klein bleiben, und der entsprechende rdumliche Mittel -
wert A =4 ‘jjg,: praktisch verschwinden. (Wir benutzen den Quer-
strich I I, um den betrachteten Mittelwert von den Gblichen, in bezug
auf die Zeit genommenen Mittelwerte AE' zu unterscheiden).
Wenn man zwei AE’-Schwingungen

Aeot-1) und geoin (%)

betrachtet, so kann man bei # =: -— B ebensogut sagen, dal sie dieselbe
Phase aber entgegengesetzte Amplituden haben, oder umgekehrt, die-
selbe Amplitude und entgegengesetzte Phasen. Wenn nicht nur die
Vorzeichen, sondern auch die Betrage der Amplituden 9 und ¥ un-
abhéngig voneinander wechseln (wegen der Schwankungen der Di-
elektrizitatskonstante), verhalten sich die betrachteten A&’-Schwin-
gungen bei ihrer Zusammensetzung (,Interferenz") zu der resul-
tierenden Schwingung & = &® 4 €' so as ob se vollkommen inkohérent
mit den primaren {®-Schwingungen und miteinander waren. Wir
missen also bei der makroskopischen Behandlung der Fortpflanzung
elektromagnetischer Schwingungen in trilben Koérpern die sekundéren
oder ,anarchistischen" Wellen auRer acht lassen und einfach & = &°

Es ist aber dabei notwendig, ihre Energie in Betracht zu
ziehen, da die letztere auf Kosten der Energie der ,regelmaRigen”
Eo-Wellen erzeugt wird, wodurch eine spezifische von der eigentlichen
Dampfung wesentlich verschiedene, aber hinsichtlich der Effekte ganz
ahnliche , Streuungsdampfung” der letzteren bedingt wird. Die Energie
der Streustrahlung manifestiert sich auch unmittelbar in der , Tribung",
d. h. in der unvollkommenen Durchsichtigkeit der entsprechenden K ér-
per; das bekannteste und eindruckvollste Beispiel dafiir liefert die
Erdatmosphére.

Die Energie der resultierenden €-Schwingungen (d. h. die Licht-
intensitat) ist durch den zeitlichen Mittelwert von E#* bestimmt. Nun
gilt B® = (@2 4 )2 == B9 + 260 @ + G = @Y + &%, wegen der
erwdhnten Inkohérenz von &' und E* Wir haben ferner, wegen der
Inkoharenz der elementaren A&’-Schwingungen miteinander:

=5 \V(AEy,
wo die innere Summe () auf benachbarte Volumelemente AV, deren

Abmessungen klein gegen die Wellenlange sind, erstreckt wird; S be-
deutet die nachfolgende Summation Uber das ganze Kérpervolum. Da
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die einzelnen Summanden in % tatsachlich dieselbe Phase und nur
verschiedene Amplituden haben, kann man sie durch ihre rdumlichen
Mittelwerte ersetzen, nach der Formel

SAEP= 3 (4EP= ) X A€ Y,
wo durch  der Absolutwert der entsprechenden komplexen Vektor-
grolRe bezeichnet wird. Das betrachtete Problem reduziert sich folglich
nach (59 &) auf die Berechnung von

Agp=_ vy (59b)

Iﬂn‘ T
Wir beschrénken uns auf die Untersuchung desjenigen Anteils dieser
Grofke, welcher dem ersten Gliede in dem Ausdruck (58b) fur f ent-
spricht (vgl. unten). Es ergibt sich dabei:

agr ="

o 7 AVR. (60)

In dem einfachsten Fall eines gasférmigen Korpers, dessen Inhomogeni-
tat durch die Konzentrationsschwankungen der Molekile bedingt wird,
hat man:

= ; ot e n gt dw omy
ghomledpal,  Heodmas gy et gy (60a)

wo a den Polarisationskoeffizienten eines MolekUIsl) bedeutet, und
folglich
£V = (S'N.".l_)f {—t)?. (60b)

Der Mittelwert des ,Schwankungsquadrates' [#— ny)3 183t sich in
der folgenden Weise bestimmen. — Wir denken uns N Molekiile, die
in einem Volum ¥=2ZXAV eingeschlossen sind, wo sie sich unab-
héngig voneinander bewegen kénnen. Die Wahrscheinlichkeit p dafir,
daR ein bestimmtes Molekil sich in einem ausgewdhiten Teilvolum AV,
das durchschnittlich #, = Ni’Vf Molekille enthélt, befindet, ist offenbar

Hy

gle|ch—-- N Die Wahrscheinlichkeit daftir, da? n bestimmte

Molekile innerhalb A¥ und die anderen auRerhally A ¥ (aber innerhalb
V) enthalten sind, driickt sich durch das Produkt #* (1-—p)¥—*

aus. Multipliziert man diesen Ausdruck n
die Wahrscheinlichkeit
Nl

Pr= iy ap @ —=p" " (61)

einer solchen Verteilung der Molekile, bei welcher n und nur n beliebige
Molekile sich gerade im Volumelement A¥ befinden.

AT — mi’ o erhalt man

" Fir die betrachtete Schwingungsfrequenz.
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Der Mittelwert irgend einer Funktion von n ist durch die Formel

¥
'F(n)' = S F(m) Py (61a)
n=P
gegeben.
N
Es gilt insbesondere 1= X' P%; ferner
1]
C (N~ LNp o e (e —

W Qi D = (et P A AED =N Seyzi=vs,

LT
d.h. |n1 == 1ty — Wie selbstverstandlich zu erwarten war.
In dersdlben Weise ergibt sich

N
e (N-2INWN-—p —2)—(n— —
L”(u—l)'=,,§(ni'2)ll(N Sy AW DO D N (N 1y,
d.h.

2 by ogif1 1
und folglich n i = N)'

Js

g e R e Tl LE

oder naherungsweise bei % {1
i — ) = #y. (61b)
Es wird also nach (60b), wenn wir jetzt V = 1 setzen:

e avye = (e ;'._l..)' 1o = (e® ;1}’ AV,
und schlieBlich nach (60):
TA® |n = | g0 fzﬂ’f(;l" l--"AV (62)

Diese Formel ist nicht ganz richtig; man kann namlich leicht zeigen,
dal3 das weggdassne Glied in f die longitudinale, d. h. zum Radius-
vektor # paralledle Komponente von &' genau kompensiert, ohne (in
erster Annadherung) die dazu senkrechte Komponente zu beeinflussen.
Um die endgiltige Formel zu bekommen, muR man folglich &® durch
sine transversale Komponente E* — My (€2 - M) = R, X {E* X Ry
ersetzen {Ry = R: R}). Dies gibt:

— o A% By X (B0 X M) B (e9 — 1P
AFH = » - ol | "ﬁjc:“AV' (62 a)

2. Elementare Bestimmung der von den Dichteschwankungen
herrihrenden Streustrahlung und ihrer Polarisation.

Dieletztezuer st von Rayleigh gegebene For mel 1aRtsichganz elementar
ableiten, wenn man die im Volumelement A¥ befindlichen Molekile
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as einen elementaren Oszllator behandelt, der unter der Wirkung der
auleren oder priméren elektrischen Feldstérke E® erzwungene Schwin-
gungen ausfihrt.

Das (induzierte) elektrische Moment dieses Oszillators bezeichnen
wirmit AV, Es bedeutet hier wie Ublic$iie elektrische Polarisation
des Korpers an der betreffenden Stelle. Im Gegensatz aber zu unseren
friheren Ausflihrungen, bei welchen die Schwankungserscheinungen
oder die permanenten sehr kleinen Inhomogenitéten auBer acht gelassen
wurden, wollen wir jetzt die den Schwankungen der Konzentration und
auch der Orientierung der Molekiile entsprechenden Schwankungen der
Polarisation berucksichtigen.

Wir denken uns zundchst, der Einfachheit halber, daR die im
Volumelement AV befindlichen n Molekiile dieselbe Orientierung und
folglich dasselbe (induzierte) Moment p haben; diese Orientierung
kann beim Ubergang von einem Volumelement zum néchsten ganz be-
liebig schwanken, ebenso wie die Konzentration n: AV. DenMittel-
wert von p fir ale Orientierungen, bel festgehaltener Feldstarke &®°, be-
zeichnen wir mit p° oder fp!, und seine Schwankung p — p° mit p'.

Dementsprechend setzen wir

BAV = PoAY + B'AV = a9 + 2'p° 4 0% +#'p’,
woraus folgt, wenn man das Produkt =’ p* vernachl&ssigt
WAV =n' potnop’ (63)

Die mittlere Polarisation %2 = "$* bestimmt die Fortpflanzung der
.regelmatigen” priméren Wellen, wahrend ihre Schwankung $° die
Energie der zerstreuten Wellen charakterisieren muf.

Nach der Formel (35) auf S. 150 des ersten Bandes ist die durch
einen elementaren Oszillator mit dem Moment B'AV = P, A Ve—tet
in einem gegeniber der Wellenlange sehr groflen Abstand R erzeugte
elektrische Feldstarke durch die Formel

s M (P X Ry w27 2a 2x
AE =" '[?\‘ n)lac.ne_dy "'zl;.’ ;,__..__A ; l. )
gegeben.

Die Projektion von A€ auf die Richtung eines beliebigen zu® senk-
rechten Einheitsvektors n ist folalich aleich

. datelrr
AE, =— ' PLAV,
Man hat also

NAE = 16""'|fr=';|=l (A4V). (63a)

Nun gilt nach (63), wegen der Unabhéngigkeit der Konzentrations-
und Orientierungsschwankungen:

TR AV = Wty v (o i (63b)
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Wenn man die letzteren auler acht 183t und nach (60 a)

g —1
1IN & (630)

setzt, so ergibt sich, mit Ricksicht auf (61b):
i 1 n
B @Y= DB e (e=NAY)

p0=a[£9=

und dementsprechend:

l I ! E"‘(F"'—l'

AEG’!B = Rn Al )
Diese Formel ist gleichbedeutend mit (62a). Se erklart die Haupt-
tatsachen der Lichtzerstreuung in Gasen und insbesondere die blaue
Farbe des Himmels, d. h. des durch die Erdatmosphére zerstreuten
Sonnenlichtes. Die Wellenlange des blauen Lichtes ist bekanntlich etwa
zweimal kleiner as die des roten. Da die Grofe ¢, — 1 fur Luft keine
betrachtliche Anderung im sichtbaren Spektralgebiet aufweist, muR die
Energie der Streustrahlung im Falle des blauen Lichtes etwa 16 mal
groler sein as im Falle des roten.

Es folgt ferner aus der Formel (64), daf3
auch bei unpolarisiertcn priméren Strahlen die
zerstreuten Strahlen teilweise linear polarisiert
sein missen. — Es sei ndmlich X; die Richtung
der primaren Strahlen und @der ,,Streuwinkel”
(X, ®). Wir denken uns die zweite Achse
in der (X, R) -Ebene gezogen und zerlegen
den zu X senkrechten Vektor E® in seinen
Komponenten Eg und E§ (Abb. 20). Die Kom-
ponenten des Vektors ', der senkrecht zu R
gerichtet ist, parallel und senkrecht zur (1, [2)-Ebene E;,, und E}
stehen zueinander in dem Verhdltnis

EQcos@: E3
und die entsprechenden Energien in dem Verhdltnis

El%cos* @ EY?
wie es sich sofort aus (64) ergibt, wenn man den Vektor q parallel der
(1, 2)-Ebene bzw. parallel der 3-Achse ansetzt.

Die unpolarisierten Strahlen sind durch den Umstand gekennzeich-
net, dal} die Quadrate der Komponenten von E° in allen zu X; senk-
rechten Richtungen durchschnittlich denselben Wert haben. Setzt

man also E§* = Eg* =—}§-E_°i, so bekommt man fiir das obige Verhalt-
nis einfach cos®*®:1 und dementsprechend fir das Verhdltnis von
(AE"S zu E®* (,,Streuungskoeffizient”) den Wert

e — 101 +coe_a'8
S= muwN 2

(64)

X

Abb. 20.

(644)
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Bei@ = -;— muB Ej, verschwinden, unabhéngig von dem Charakter der
priméaren Schwingungen: die sekundéren Schwingungen sind also in

diesem Fall immer linear polarisiert.

3. Die von den Orientierungsschwankungen herrihrende
Streustrahlung und ihre depolarisierende Wirkung.

Tatséchlich aber (besonders deutlich bei dem Himmelslicht) wird
auch in diesem Fall eine unvollstédndige Polarisation, d. h. eine nicht-
verschwindende E,Komponente beobachtet. Diese Tatsache (die so-
genannte ,, Depolarisation" des zerstreuten Lichtes) erklart sich durch
die oben erwahnten Orientierungsschwankungen der Molekile in Ver-
bindung mit ihrer optischen Asymmetrie. Denn das elektrische Moment
eines nicht kugelsymmetrischen Molekils mul im algemeinen eine
von der primédren Feldstérke €° verschiedene Richtung haben und
speziell eine nicht verschwindende longitudinale Komponente p;.

Die Komponenten des Polarisationstensors 2x ¢ines Molekdls, be-
zogen auf das raumfeste Achsensystem, seien g, und auf die mit
dem Molekil festgebundenen Symmetrieachsen (X7, X3, X§) i = ai,
ol = 0 (bei s R).

Es g||t dann in ercter Annihariinn
?"i=1§a'°'-uEk¥-? o By

po=2 o Eb

Daraus bekc

1 .
d . h . Vay =% =y =g +%a tagg) =a d a,'=0
bei i =k

Pl =pi=a k] (65)
und folglich ' g3=0.
Wir haben ferner:
P =Y = = N S w0 EREY - o B, (659)
mit
ih %o oy = XX Yabpapy yevyavie v’

“M“{::=.§T§‘¢’i‘¢}' eovervirpy (65b)
WO Vi = cos (X, X) ist.
Wir setzen nun der Ubersichtlichkeit wegen
i =0 Y=, ya=e,

wo a, b, ¢ die Koordinatenvektoren des Systems X' bezeichnen, und
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unterscheiden bei der Bestimmung der obigen Mittelwerte die folgenden
zwei Félle:
1l i=j=1
s vreysr iy ="l Gy dy
Mittelwerte dieser Art sind schon im ersten Bande (S. 238) berechnet
worden. Es gilt namlich:

aia,a, =0.

'I?ii' b T T Y ! a;a. b o .

Bei der Berechnung dieser Mittelwerte mufd berlicksichtigt werden,
daB ab = }ab, =0 ist. Daraus folgt (durch Quadrierung):
k

ZXa,a.b, by, =4, und ferner
Pk

d. h.

122 BB 1 |
Nun ist der Mittelwerc%l\?bﬁra’f L2 %?PethaT i%lentisch mit dem Mittel-
wert des Produktes @84%, wo b den mit der X-Achse gleichgerichteten
Einheitsvektor bedeutet, wenn wir die Achsen X; und X, festhalten
und der X-Achse alle mdglichen Orientierungen angeben. Da es sich
dabei nur von ihrer relativen Richtung handelt, so wird

o
A =i~

15
und folglich
- 1
a,ayhybi=—g,.
Bei k =1 muB der betrachtete Mittelwert verschwinden: denn songt

wirde er bei Umkehrung einer der Koordinatenrichtungen sein Vor-
zeichen wechsaln.
Eswird also nach (65 b)

Al =0  bei k1, I
o = 4 (e g+ 0q) + 1 (hech + ochocs + 03 3) (650)
o = 0 (i ot o) — o (o + oot + atad) | (& 4 4)
und schlieBlich nach (65 a)

‘5 mé' (g —dyon ) | B2 (65d)
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Der von den Richtungsschwankungen der Molekile bedingte Anteil
der gestreuten Lichtenergie ist aso bestimmt durch

g lea i :
T2EF = g 0o Yok —duet) B12.

Diese Formel bedarf aber noch der folgenden Berichtigung. Wir haben
anfangs angenommen, dal die im Volumelement AV befindlichen
Molekiile dieselbe Orientierung haben. Dasie tatséchlich sich ganz unab-
héngig voneinander drehen kdnnen, mufl man diese Volumelemente so
klein wahlen, da3 se nur je ein Molekil enthalten (von den Dichte-
schwankungen koénnen wir dabei absehen). Mit anderen Worten, es
mufd in der obigen Formel n° = 1 gesetzt werden. Um dann den von
einer beliebigen Anzahl #® = NAV Molekile herrihrenden Beitrag
ziv| E;|# zu berechnen mul man den entsprechenden Ausdruck mit n°
(und nicht n®) multiplizieren.

Flihrt man noch statt des urspringlichen, sich auf ein Molekdl
beziehenden Polarisationstensors ?« die entsprechende fiktive Suszep-
tibilitét 2 == N% (die ener bestimmten Orientierung aller in der
Volumeinheit enthaltenen Molekile entspricht), so ergibt sich die
folgende endgiiltige Formel fur die Energie der ,,Orientierungsstreu-
strahlung" :

(PEAR }:—-8%2 (W — b ) | EQ -4V (66)
Es sei bemerkt, dal die letztere gewohnlich nur einige Prozente
der von der Dichteschwankungen bedingten Streustrahlungsenergie
betrdgt. In dem Fall nicht polarisierter primérer Strahlen hat

man bei 9=-g- (siehe Abb. 20) mit Ricksicht auf ‘;ﬁ#:xﬁs JEl =10

| AE] | —R,EN b @AV,

Das Verhdltnis dieser ,longitudinalen" Schwingungsenergie, die nur
von den Richtungsschwankungen abhéngen kann, zur ,transversalen”
[AE,[¥ die hauptsichlich von den Dichteschwankungen herriihrt,
bezeichnet man as den , Depolarisationsgrad" der gestreuten Strahlung.
Man erhalt aso fir diesen Depolarisationsgrad d nach (64 &), wenn man

noch in den letzten Formeln &--1 durch 4nx,———-N oz -+ ot + arg)
ersetzt und den Orlentlerungsbeltrag zu [AE;|¥ vernachlassigt:

;:n-] 8 "+ af? 4 o — afal — %9{1_“1“'1 (663)
24 =10 T

dug.s



Streuung der eektromagnetischen Wellen in triiben Korpern. 255

Bei rotationssymmetrischen Molekilen, die durch die Gleichheit

von e« und e charakterisiert werden koénnen, reduziert sich diese
Formel auf
3 (o —af)
Die experimentelle Bestimmung von & erlaubt es die optischen Eigen-
schaften solcher Molekile vollstandig festzustellen und dadurch mittels
der in 81 Kap. | I'| skizzierten Theorie der elektrischen oder optischen
Anisotropie der Molekiile den Abstand zwischen den sie bildenden (und
as kugelsymmetrisch vorausgesetzten) Atomen zu berechnen.

dw

4. Dichteschwankungen in flissigen und festen Korpern.

Die dargelegte Theorie, die wir fir den Fall gasformiger Korper
entwickelt haben, 18Rt sich ohne Schwierigkeit auf den Fall von
Flussigkeiten verallgemeinern. Sofern es sich um die Richtungs-
schwankungen handelt, geniigt es, in den Formeln (65), (65a) und folg.
die mittlere primédre Feldstérke @® durch die entsprechende effektive
Feldstarke &° -+ %;—: PO == (1 + %’E xn) &% zu ersetzen. Bei den Dichte-
schwankungen muf} man noch die Formel (61b) berichtigen, denn die
letztere ist nur in dem Falle giiltig, daR’ die Molekile sich ganz unab-
héngig voneinander bewegen. Diese Bedingung ist aber in bezug auf
die Translationsbewegung der Flissigkeitsmolekule nicht erfullt.

Um die exaktere Formel fir »'% zu gewinnen, betrachten wir zu-
néchst nicht die veranderliche Anzahl Molekiile n in einem gegebenen
Volum, sondern das veranderliche Volum V, welchesvon einer gegebenen
Anzahl Molekile n° eingenommen wird. Seine mittlere Grofle sa V°

und seine Schwankung V— V° — V.
Die Arbeit, welche bei einer VergréRRerung des betrachteten Volums
von V° bis V° + V durch die &Reren Druckkréfte geleistet wird,

ist offenbar gleich W=~—£{p——p")dV’, wo p den Druck und

p° seinen Mittelwert fur V = V° bedeutet. Entwickelt man nun
die Differenz $ — $% nach Potenzen von V

P\, , 1 rdpre
p=rm (B SR
S0 ergibt sich
1 70pN0.., 1 ¢ @pro.,,
Wy (3%) V=g () Voo (67)
Die Wahrscheinlichkeit dafir, daf3 die Volumschwankung im Intervall
dV liegt, ist nach dem .schon vielfach benutzten BoUzmannschen Prinzip
w

proportional zu ¢ *T ¥, Wir bekommen aso fir das mittlere
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Schwankungsquadrat die folgende Formel:
w w
Vi< [vaEray: " E ay

Man kann hier ohne merkliche Fehler die Integrationsgrenzen ins
Unendliche (¥’ = + oo} verschieben. Beschrankt man sich auf das

erste Glied von (67), so wird mit der Abkurzung»—-gir (ap) g0

+@ + o +o
'VT"me”s—”"dV':J‘s—W”dV'——~5- At el
-0 -0 ﬁ —_
—_9, Vg_“l_
ST EYETEE
d.h. I",‘| AT
| -—--( d}) (67a)
av

Die Anzahl n Molekile, die im Volum V° engeschlossen bleiben, ist
n

offenbar gleich # = 3'—;“-. Ihre Schwankung drickt sich folglich

durch

V—ve | 44

ﬂ-—‘#o"“-—”o—w—SQ—ﬂo 7o =—NV’

und der Mittelwert ihres Quadrats durch
¥ = NP,
d.h. nach (67a)

NtaT NAT (67b)
-G -G

Es bedeutet hier — ¥© (ap) den Kompressibilitdtsmodul der betrach-

teten Flussigkeit. — Diese Formel mul3 selbstversténdlich auch im Falle
von Gasen glltig bleiben. Setzt man in der Tat pV =n° kT, so wird

(jf,) !-:—%!=N:.T und folglich ¥ = #® — in Ubereinstimmung
mit (61b).

In der Néhe der kritischen Temperatur verschwindet die erste und
zweite Ableitung von p nach V und die Entwicklung (67) beginnt mit
dem Gliede vierter Ordnung in V. Man bekommt dabei aufRerordent-
lich starke Dichteschwankungen und dementsprechend eine auf3er ordent-
lich intensive Lichtzerstreuung (sogenannte ,Opaleszenzerscheinung").

e —

5. Die durch die Streuung der priméaren Wellen bedingte
scheinbare Absorption (Streudampfung).

W ir missen noch zum Schluf? die schon frither erwéhnte Schwéchung

der priméren Strahlen (oder Wellen) betrachten, die infolge ihrer Zer-
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Streuung stattfindet. Zu diesem Zweck berechnen wir zunéchst die
Energie, welche in der Form zerstreuter Wellen aus einem gegebenen
Volumelement AV pro Zeiteinheit ausgestrahlt wird. Diese Energie-

strahlung driickt sich durch das Integral U’dl’:iﬁ_k::ds,wo

14 ﬁ‘—f A KAD = 'AFS" WRO istl). wahlt man fir S die
Oberflache einer Kugel m|t dem Radius R und dem Mittelpunkt O in

AV, so bekommt man nach (62a) — die von den Richtungsschwan-
kungen bedingte Streustrahlung kénnen wir aufler acht lassen —:

U4V =car g1 W anigav
TN :

wo 0 den Winkel zwischen 8 und E® bedeutet (der Einfachheit halber
denken wir uns die % Schwingungen als linear polarisiert) und sin’®
den Mittelwert von sin’ ® fir alle Richtungen von ®. Nun ist

sin? @ — l—ct)s*9=-i ; die pro Zeit- und Volumeinheit gestreute

Energie ist folglich gleich
U= 3 miciE0 ’“";;: k. (68)
Diese Energie wird den primaren Wellen entzogen; sie kann aber,
wenn die letzteren sich nach allen Richtungen (z. B. in der Form von
Kugelwellen) fortpflanzen, sich mit der primaren Schwingungsenergie
wieder verschmelzen. Sind aber die primaren Wellen streng gerichtet,
d.h. eben, oder bilden sie ein enges divergierendes Strahlenbindel,
so mufd ihre Energie beim Fortschreiten im betrachteten Kérper, um
den der GroRe U' entsprechenden Betrag abnehmen. Dieser Betrag
&Rt sich leicht mittels der Gleichung

@Kgds 4-jw;ld5=o

bestimmen, welche die Tatsache ausdrickt, daB die Energie der Schwin-
gungen an jeder Stelle sich durchschnittlich mit der Zeit nicht andert.
Die letzte Gleichung kann man in der Form

div §° + div' ®1=0 (682)
schreiben. Nun gilt offenbar, nach der Definition der GroRe U':
divigh=v
und folglich
div it =—1TF.

1) Eshandelt sich hier nicht nur um raumliche, sondern auch um zeitliche Mittel-
werte; die entsprechenden Querstriche sind aber weggedassen.

Frenke, Elektrodynamik || . 17
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Dies gibt im Falle ebener Wellen, die sich in der Richtung der X-Achse

fortpflanzen,
BE ,
ax v,

d. h. wegen K° = :;lE"]’, nach (68):

o sk (68b)
mit
R (g, — 1Y
=57 (_%M:l. ) (68¢)

Die Intensitdt der primaren Wellen muB folglich in der x-Richtung
exponentiell abnehmen nach der Formel

KUHaﬂI’
as ob eine wahre Dampfung vorhanden wére. Der Koeffizient swird
gewohnlich as Streuungskoeffizient oder Streudampfungskoeffizient
bezeichnet.

8 7. Behandlung der Waelenfortpflanzung in homogenen Korpern
nach de direkten Methode der Fernwirkungstheorie.

1. Vorbemerkungen.

Dieim letzten Paragraphen benutzte direkte Methode der Bestimmung
der gestreuten Strahlung kann auch auf die priméren Wellen angewandt
werden. Man bekommt dabei selbstverstéandlich dieselben Resultate,
die wir in den vorhergehenden Paragraphen mittels der indirekten
Methode, d. h. durch Integration der makroskopischen Feldgleichungen
aufgestellt haben; man erhalt aber gleichzeitig ein tieferes Einsehen in
den physikalischen Sinn dieser Resultate und das Wesen der elektro-
magnetischen Vorgéange, die se formal wiedergeben (vgl. Kap. I, § 1).

Wir wollen uns auf den einfachsten Fall der Fortpflanzung
ebener sinusoidaler Wellen in vollkommen homogenen Koérpern be-
schrénken. Dabei werden wir die Molekiile as quasielastische Oszilla-
toren behandeln, die unter der Wirkung der effektiven elektrischen
Feldstarke &® erzwungene Schwingungen ausfiihren. Das durch diese
Schwingungen erzeugte ,sekundare" Feld & bestimmen wir auf die-
selbe Weise, wie dies oben flr das Feld der gestreuten Wellen getan
wurde. Es soll aber jetzt die Tatsache beriicksichtigt werden, dal diese
sekundéren elektrischen Schwingungen, im Gegensatz zu den zerstreu-
ten, mit den priméren @E°-Schwingungen kohérent (interferenzfahig)
sind. Die ,primaren" und die ,sekunddren" Schwingungen missen
sich folglich vollkommen verschmelzen, so dal’ die resultierenden &-
Schwingungen nur durch eine sozusagen , geschichtliche" Analyse in die
obigen zwei Anteile zerlegt werden kénnen.
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Zwischen dem jetzt betrachteten Fall und dem friher unter-
suchten Fall der gestreuten Wellen bestehen noch die folgenden
Unterschiede.

Erstens haben wir die gestreuten Wellen als sehr schwach angenom-
men und dementsprechend die von ihnen erzeugten ,tertidren" Schwin-
gungen, d. h. gestreuten Wellen zweiter (und héherer) Ordnung, aufer
acht gelassen. Dies ist bei der Kohdrenz der sekundéen und der
primédren Schwingungen nicht mehr erlaubt. Wir missen vielmehr
in diesem Fall neben den sekundéren &’- Schwingungen auch tertidre
E"-+Schwingungen (die gestreuten Wellen zweiter Ordnung entsprechen)
usw. in Betracht ziehen.

Zweitens mussen wir uns vorstellen, da alle diese Schwingungen
(oder Wellen) sich auf dieselbe Weise fortpflanzen wie im leeren Raum.
In der Tat, vom mikroskopischen Standpunkte aus stellt ein materieller
Kdrper nichts anderes dar, as ein Raumgebiet, wo eine sehr grolRe Anzahl
praktisch punktférmiger Elektronen enthalten ist. Die Wechselwirkung
zwischen diesen Elektronen geschieht nach Gesetzen, die von ihrer
Konzentration ganz unabhangig sind, und die wir im ersten Bande ein-
gehend untersucht hatten — und zwar in der Form von retardierten
Fern Wirkungen, die sich im ganzen Raum mit der , kritischen" Ge-
schwindigkeit ¢ fortpflanzen. Dabei sind die mechanischen Schwin-
gungen jedes Elektrons oder Atoms zu gleicher Zeit as Folge und as
Ursache der elektrischen (oder elektromagnetischen) Kraftschwin-

gungen anzusshen — namlich as Folge von Kraftschwingungen
w-ter Ordnung und as Ursache von Kraftschwingungen (n +1 I)ter
Ordnung.

Dieses auRerordentlich komplizierte mikroskopische Bild der Fort-
pflanzung eines elektromagnetischen Schwingungsvorgangs in einem
materiellen Korper steht in einem auffallenden Gegensatz mit dem
auflerordentlich einfachen Bild der makroskopischen Theorie, die be-
hauptet, dafd ebene harmonische Wellen sich auf dieselbe Weise wie
im leeren Raum, aber mit einer von c¢ verschiedenen Geschwindigkeit
(und eventuell einer Dampfung) fortpflanzen.

Man muf} aber nicht vergessen, erstens dal? dieses einfache Bild
nur im Falle streng harmonischer Schwingungen zutreffend ist, und
zweitens dal3 die makroskopische Theorie nicht dasselbe Feld wie die
mikroskopische betrachtet, sondern ein sich aus dem letzteren durch
Ausglattung der mikroskopischen Inhomogenitaten (Mittelwertsbildung)
ergebendes Feld.

Wir werden sofort zeigen, da auch die dem Standpunkt
der mikroskopischen Theorie entsprechende direkte Methode in
dem obigen Spezialfall dieselben Resultate wie die makroskopische
Theorie, und zwar in einer kaum mehr komplizierten Weise
liefert.

17+
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2. Die durch eine den priméaren Wellen parallele
Materieschicht bedingte sekundare Strahlung.

Wir stellen uns zundchst ebene harmonische Wellen vor, die sich
im leeren Raum in der Richtung der X-Achse fortpflanzen. Ihre Fre-
quenz sai ¥ =2% und dieWellenlange 4 = —: Die elektrische Feld-
starke &® soll sich folglich durch die Formel

Fo — @3 B-im (I‘— :) = @g eﬂhx—mﬂ (kl) = 2_’{) (69)

A
ausdriicken.
Wir denken uns ferner in der Ebene % = 0 oder genauer zwischen den

Ebenen x=-——;-- un x=+—;- e unendlich dinne Schicht irgend-

einer homogenen Substanz eingebracht. Die Anwesenheit dieser Schicht
kann die Fortpflanzung der betrachteten Wellen garnicht beeinflussen;
sofern aber die darin engeschlossenen Elektronen schwingungsfahig
sind, missen sie erzwungene Schwingungen derselben Frequenz aus-
flhren und auf diese Weise kohérente sekundére elektromagnetische
Wellen erzeugen. Da die Schicht unendlich dinn ist, kann man
die Rickwirkung dieser Wellen auf die Elektronen und die damit
verkniipften tertidren Schwingungen vernachldssigen. Die Bewegung
der Elektronen muR folglich ausschlieflich durch die primaren
%°-Schwingungen bedingt werden und dieselbe Phase in der ganzen
x — 0 Ebene haben. Wir wollen sie einfach durch die GréRe des pro
Flacheneinheit induzierten elektrischen Momentes p charakterisieren,
oder durch die elektrische Polarisation der Substanz P, wobei g == B +{
ist'). Die Abhangigkeit dieser GréRen von der Zeit muR offenbar durch
die Formel
a5 B =Ya et
Fal
4 > dargestellt werden.

Die sekundére elektrische Feldstérke & &Rt
sich am einfachsten bestimmen, wenn man
Abb. 21. zundchst das entsprechende Polarisationspoten-

tial 8' nach der tblichen Formel

[

8 j( )ds pre-io [ 20 as

berechnet.
Wir wahlen den Aufpunkt A auf der positiven Seite der Schicht
und bezeichnen seinen Abstand von der letzteren mit % (Abb. 21). Das

") Die eventuell vorhandene magnetische Polarisation lassen wir der Einfach-
heit halber aufler acht, d. h. behandeln den betreffenden Koérper as vollkommen
unmagnetisch. Es wére nicht schwierig, auch die magnetische Polarisation zu
berticksichtigen (s. unten).
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Flachenelement dS sei ein Kreisring mit den Radien r und r + dr
und dem Mittelpunkt im Schnittpunkte 0 der X-Achse mit der
Schichtebene. Es wird aso

dS — 2mrdr =mdr,
oder mit Rucksicht auf r?2 = R — x

dS=ndR’ =27RdR.
Wir haben folglich

‘].‘-‘-Eds = 2:;‘[3"*»“;# R o= 27 gikeR 4 konst.
R Ly

Dieses Integral wird, wenn man die Schicht als unbegrenzt betrachtet,
d. h. die obere Grenze von R gleich @@ setzt, unbestimmt. Dies
ist aber fir die Bestimmung von{§’ ganz belanglos, denn sofern die in
der vorhergehenden Formel auftretende Konstante von x (jedenfalls
ndherungsweise) unabhangig ist, mul? sie bei Differentiation von 3'
ausfallen. Wir kénnen also

2r ;
D _ 2% (kg2
'3 = "ko"poe‘ L (696)
setzen.
Daraus ergibt sich nach der bekannten Formel
&' = rot rot §'

mit Rucksicht auf
rot Yo glke — | eikek ¢ Yo = ikﬂ X Py 8“"%“,

wo n einen Einheitsvektor in der X-Richtung bedeutet:
B == —2mi k-1 X (1 X o) o8

oder wenn wir die zu x senkrechte Komponente von p mit p, bezeich-
nen:

6 = 2o ko Po, otor0 2 iRy p, (1~ ’;) . (69 b)
Diese Formel 4Rt sich auch in der Gestalt schreiben
, 2n - R
€=—"Tp(t—") (pud‘p). (69 ¢)

Die sekundére elektrische Feldstarke ist also proportional der ersten
Ableitung der Polarisation nach der Zeit, d.b. der Geschwindigkeit der
Elektronen, und ist vom Abstande x des Aufpunktes von der betrach-
teten Schicht nur insofern abhangig, als die fur & (t, x) mal3gebende
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Polarisation der effektiven Zeit ¢ =¢— 'z entspricht. Die sekun-
déren elektrischen Schwingungen pflanzen sich also in der positiven
x-Richtung auf dieselbe Weise wie die priméren, d. h. in der Gestalt
eines ebenen sinusoidalen Wellenzuges. Zu gleicher Zeit missen sie
sich aber auch in der negativen x-Richtung, und zwar in genau derselben
Weise fortpflanzen.

Zum Vergleich wollen wir noch auf den Umstand hinweisen, daf3
die von einem Element dS der Schicht in der Néhe des PunktesO in A
herrihrende elementare Feldstérke gleich

a6 = 0 p,(1—")ds

ist [vgl. (31) S. 144, Bd.1]. Sie ist dso der zweiten Ableitung der
Polarisation nach der Zeit, d.h. der Beschleunigung der Elektronen,
proportional, und auRerdem dem Abstande x umgekehrt proportional%).

3. Angendherte Form der Gesetze der Wellenfortpflanzung
in homogenen Kd&rpern und ihre anschauliche Deutung.

Wenn wir die sich in der negativen Richtung fortpflanzenden
E'-Wellen aufler acht lassen und die positiven E'-Wellen mit den
E-Wellen zusammenfassen, so bekommen wir resultierende Wellen von
der Gestalt

" Ler. " i
= ERetlbr—mtr  fiir x .7

— 5
G= (B3 + 2ovi by B, ) r—od fiar x>
Die durch die Anwesenheit der Schicht bedingte Anderung der kom-
plexen Amplitude &, der resulti 1erenden elektrischen Schwingungen auf
der Strecke ¥ =— I+« =51 drlicktsichfolglichdurch
AG=2mik Py, !

aus.

%) Es s bemerkt, daR die sekundare m"?\gnaische Feldstarke sich aus (69 a)
nach der Formel §’' = “’t‘:}fz B = —-::’- rot 8’ =1 % & bestimmen laRt.

Bei Berlicksichtigung der magnetischen Polarisation mt == #-! wirde es not-
wendig sein, neben dem elektrischen Polarisationspotential B° noch das ent-
sprechende magnetische Potential &'t einzufiihren. Das letztere muR sich offen-

bar durch m auf diesslbe Weise ausdriicken, wie §* durch p, so daR man einfach
g - —*2?—;:!8“'-‘““" setzen kann. Daraus bekommt man nach der Formel
(21a), S. 135 des |. Bandes die zusétzliche magnetische Feldstarke
= == ot rot ™ =2m‘knm,(‘~ :)
und eine zusitzliche elektrische Feldstarke o
Fim = — E?M 3'1-1 =-nX gﬂm.
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Fihrt man zwei in der x = 0 Ebene liegende und zueinander senk-
rechte Achsen y und z ein und bezeichnet die Schichtdicke | mit dx,
so wird

4E,

T anik, Py,

s gnik, Py,. (70)

Wir setzen nun (mit Ricksicht auf E; = 0)

P,-——x,,E,+x“E,,}

Po=unE, +2,E,,
wo Xy, die Komponenten des elektrischen Suszeptibilitatstensors der
betrachteten Substanz bedeuten; wir haben hier statt der priméren
die vollstéandige elektrische Feldstérke eingefiihrt, da ihre Differenz
eine unendlich kleine Grofe (von derselben GroRenordnung wie dx)
darstellt und fir (70) belanglosist. Eswird also

(70a)

4E, .
?:—'= 2w ko ("ggEﬂv _‘_ xﬂEﬂl) '

‘ (70b)
‘E‘%"-= 27 kg (Map Egy T Xaa By a) -

Diese Formeln bleiben auch dann giltig, wenn wir uns nicht nur eine
Schicht, sondern eine Reihe aneinander liegender Schichten irgend
eines homogenen Korpers langs der X-Achse eingestellt denken, d.h.
mit anderen Worten, die Fortpflanzung der Wellen in einem (seitlich
unbegrenzten) homogenen Korper betrachten — sofern die rick-
laufenden sekundéren Wellen und der Unterschied zwischen der totalen
und der effektiven Feldstdrke immer vernachlassigt werden konnen.

Diese Vernachléssigung ist nur in dem Fall verdinnter gas
formiger Korper oder sehr schneller Schwingungen als gestattet an-
zusehen. Setzt man einen solchen Korper alsisotrop voraus

{Hgq = Hga ==X, Hey=¥gq=0),

so bekommt man die folgende angendherte Gleichung

2 SmikynEy. (71)
deren Losung lautet
E,=Aehxz (4 =konst) (718)
Es wird folglich
E == Egdithe—atl = 4 githomal (71b)
mit
ke=lko(1+2mx). (71c)

Bei x <1 unterscheidet sich dieses Resultat unbetréchtlich von dem
bekannten Ergebnis der Ublichen makroskopischen Theorie

kb fe=k Y11 dnn. (71d)
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Die hier angefiihrte direkte, obwohl nicht vollkommen exakte Ab-
leitung dieser Formel zeigt, daR die scheinbare Anderung der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen in mate-
riellen Korpern, ebenso wie ihre Absorption und andere Effekte der-
selben Art durch eine Uberlagerung (Interferenz) von primarenund
sekundéren Wellen, die sich genau wie im leeren Raum fortpflanzen,
bedingt werden. Wenn die Suszeptibilitdt x einen reellen Wert hat,
d. h. wenn die Elektronenschwingungen dieselbe Phase wie die se
erzeugenden priméren Kraftschwingungen haben, so sind die sekundaren

Kraftschwingungen nach (69 c) um 3 gegen den letzteren hinsichtlich

ihrer Phase verschoben. Die komplexe Amplitude der resultierenden
Kraft Schwingungen hat in diesem Fall nach (718) einen konstanten
Betrag und eine sich mit x stetig dndernde Phase. Dies ist aber nach
(71b) vollkommen &quivalent der Fortpflanzung von Schwingungen
mit konstanter Amplitude, und mit einem von dem wirklichen Phasen-
parameter ko etwas abweichenden Parameter k, d. h. mit einer von der

wirklichen Wellenlange 4, = -?? etwas abweichenden Wellenlange
a

2n
A=T.

Bei komplexen Werten von x bekommt man aufer dieser schein-
baren Wellenl&ngenanderung noch eine Absorption der Wellen nach der
Formel -

(B[R pmimnirtos — 75 <% )
wo x? den imaginaren Anteil von x bedeutet. Auf dieselbe Weise er-
klaren sich die Erscheinungen, die bei Fortpflanzung der elektromagne-
tischen Wellen in gyrotropen und anisotropen Korpern stattfinden.
Setzt man z. B. xgg = ¥, ey = — g = 10 (Was dem ersten Fall
entspricht), so ergibt sich nach (70b), wenn man fiir einen gegebenen
Wert von x E4, = @ annimmt:

dE ,=2rnikxEy, dx, dhdE,6 =0
und
dE , =2nkygk,,-dx.
Der Betrag des Vektors @, bleibt also bei dem Fortschreiten um die
Strecke dx in der Fortpflanzungsrichtung unveréndert, wéahrend die
Schwingungs- (oder Polarisations-)ebene um den Winkel

“‘P_"“ =2mkjgdx

gedrent wird. Diese Drehung der Polarisationsebene oder , Gyration"
pro Lé&ngeneinheit betrgnt alen oy

(p=2.7rk g——: (729)

Man kann dieses Resultat durch Betrachtung der Fortpflanzung von



Fernwirkungstheorie der Wellenfortpflanzung in homogenen Koérpern. 265

zweizirkular polarisierten Schwingungen mit entgegengesetzten Drehungs-
sinnen ableiten — ebenso wie wir esim § 3 getan hatten. Solche Schwin-
gungen lassen sich bekanntlich durch die Beziehung Eg, = 4 $E,,
charakterisieren. Multipliziert man die zweite Gleichung (70b) mit
=4 4 und addiert sie zu der ersten, so wird

F oy £ 18, =27 i kg (% - @) oy £ )

woraus f 0 | oy & i€y, = s t und ferner

E=rky(xd:-8) (72b)
fur digjenige Schwingung, bei welcher die S u rEy, ik ,Cc h t
verschwindet.

Im Falle eines anisotropen Koérpers (eine solche Anisotropie kann
in einem Gas durch ein, zusédtzliches elektrostatisches Feld bedingt
werden) kann man schliefllich die Richtungen der y- und z-Achsen
so wahlen, dal3 H,3 = X3, = 0 ist. Die in diesen ausgezeichneten Rich-
tungen stattfindenden linearen Schwingungen pflanzen sich nach (72a)
auf dieselbe Weise fort wie in isotropen Korpern mit verschiedenen
N-Parametern:

By=hony und &y =fqg,

Schwingungen aller anderen Richtungen missen dagegen eine stetige
Anderung ihrer Polarisationsart erleiden [vgl. §2].

4. Die exakte Losung des Problems mittels einer
Integralgleichung.

Die oben erwahnten riicklaufenden sekundéren Wellen kommen bei der
Fortpflanzung elektromagnetischer Schwingungen in homogenen K érpern
unmittelbar nicht zum Vorschein, sondern &ufern sich in der Tatsache,
da der Phasenparameter k nicht durch (71c), sondern durch (71d)
ausgedriickt wird. Die letzte Formel ergibt sich bekanntlich aus der
makroskopischen Gleichung

ey
ds 4 e E=0.

Wir wollen nun dasselbe Resultat nach der Methode der Fernwirkungs-
theorie auf Grund der Formel (69b) ableiten.

Die resultierende Feldstarke E (x, t) mufl offenbar nichts anderes
darstellen als die Summe der unendlich kleinen sekundéren Feldstérken
E'; die von den verschiedenen Schichten des Korpers — und zwar
wie auf der negativen, so auch auf der positiven Seite von der betrach-
teten Stelle — herrtihren. Es gilt aso

+ o0 ,
E(x,t)=2ni k,,J'P, (x’,t ~ L )d e (73)

_—
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Andererseits driickt sich die Polarisation (im Falle isotroper Korper)
durch die resultierende Feldstarke nach der Formel

Px, ) ==»E (x, 1)

aus. Wir bekommen folglich flr die Bestimmung von E (oder P) die

lineare Integralgleichung -

E(x,£)=2niknx_J~E(x’,t—lx":x Jax. (733)
+ao

Diese Gleichung 1&ft sich, wie leicht zu sehen ist, durch den Ansatz
E (%, 1= Agkr—ud) (73b)
|6sen, mit einem zunadchst unbestimmten Parameter k und einer will-

kirlichen Amplitude A. Es wird némlich, beim Einsetzen dieses Aus-
drucks in (73 a):

+w -
L=2mikyx [ et{te a+% w—slgy
—_
oder mit der Abkirzungs’ — x = &:
1=2mikyn [ ebbot {ebhs | o=0bE) 4§ (73c)
i

Es bleibt uns folglich, um der Gleichung (73 a) zu geniigen, den Para-
meter k nach (73c) zu bestimmen. Um die Konvergenz des rechts-
stehenden Integrals zu sichern, ersetzen wir ko durch kg 4-ty, wo »
eine positive Grofe ist, die wir as einen fiktiven Démpfungsfaktor ein-
fuhren, und die wir nachtraglich gleich Null setzen werden.

Dabei erhalten wir:

-]

[+#]
. 1 1
- [p—tka + 115 4 =itk — N E N I U

{" ’ "H!’ =0 ithrty Ty i B
= ik
B SR

d.h. beiy—0 g

y l=2u£koxk£“::,
oder

R=h3(l+dnx).
Das ist nichts anderes ds die Formel (71d). Bei Vernachlassigung der
ricklaufenden Wellen sollte man in (73 a) die Integration nach x' von
¥ = —a bis # = x erstrecken, und folglich das erste Glied in dem
Klammerausdruck (73c) weglassen. Auf diese Weise wiirden wir die

Beziehung [ ik
P { 7 Ly

d.h. by (L 4+ 277

bekommen, im Einklang mit (71c).
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Flnftes Kapitel.

Elektromagnetische Schwingungen in begrenzten
Korpern.

§ 1 Rdlexion und Durchgang ébene Welen be snkrechtem
Einfalen auf dne ebene Trennungdlache zweer homogener
Korper.

1. Behandlung des Problems nach der Methode der

Fern Wirkungstheorie.

Wir stellen uns zwei homogene isotrope Korper vor, die langs einer
Ebene x — 0 aneinander grenzen, so dal? ein Korper (b) den positiven
Halbraum (x > 0) und der andere (a), den negativen Halbraum (x < 0)
einnimmt. Wir betrachten ferner einen harmonischen Schwingungs-
vorgang, bei welchem sich im Korper b in positiver Richtung ebene
sinusoidale Wellen fortpflanzen. Ahnliche Wellen miissen offenbar
auch im Korper a stattfinden. Es ist aber leicht zu zeigen, dal3 neben
den ,einfallenden” sich ebenfals in positiver Richtung fortpflanzenden
Wellen man im Korper a noch ricklaufende oder , reflektierte” Wellen
berticksichtigen muf3, die desto intensiver sind, je groRer die Differenz
zwischen den elektromagnetischen Konstanten der beiden Korper ist.
Die Notwendigkeit und der Ursprung dieser reflektierten Wellen |&ft
sich am klarsten erkennen, wenn man die Frage nach der im vorigen
Paragraphen dargelegten direkten Methode behandelt.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf den Fall, dal} a
den leeren Raum und b einen nichtmagnetischen Koérper mit der elek-
trischen Suszeptibilitdt x darstellt.

Wir nehmen dabei an, da im positiven Halbraum die elektro-
magnetischen Schwingungen sich genau in derselben Weise fortpflan-
zen, ds ob der betreffende Korper (6) unbegrenzt wére. Wir machen
dementsprechend den Ansatz:

E (x,#) = B gito-on ]

Pr=xE, x=0h p‘sz.":.fs,] x>0 1)

wo B die (konstante) Amplitude von E bedeutet.

Es ware aber falsch sich vorzustellen, daf} die E-Schwingungen,
die hier as Ursache der P-Schwingungen behandelt werden, gleich-
zeitig as Folge der letzteren, ebenso wie in dem friher untersuchten
Fall enes unbegrenzten Korpers, aufgefalt werden konnen. Die
durch die P-Schwingungen erzeugten Kraftschwingungen sind nam-
lich im betrachteten Fall nicht durch (73), Kap. 1V, sondern durch
die Formel

&

E'xh=2nik [P(2.-T "N ay (1)
i
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bestimmt. Da andererseits E der Integralgleichung (73b) und folglich
der Beziehung (73) genugt, so miissen wir uns vorstellen, daf die mecha-
nischen P-Schwingungen nicht nur durch die von ihnen erzeugten E'-
Schwingungen beibehalten werden, sondern dafd die letzteren durch
bestimmte zusétzliche, von auen (d. h. aus dem negativen Halbraum)
kommende Kraftschwingungen unterstitzt werden. DieFeldstérke dieser
.einfallenden" Schwingungen innerhalb des Korpers missen wir offen-
bar durch die Formel E® = E — E’, d.h.

x—x

4]
EY(x,8) = 2mk‘,J'P{x', t—'% —) dx', (x>0) (Ib)
—w

definieren.

Es sei bemerkt, dal3 diese Formel nur fir positive Werte von X
einen unmittelbaren Sinn hat. Fir den negativen Halbraum missen
die einfalenden Schwingungen durch die analytische Fortsetzung
von (Ib) definiert werden (siehe unten).

Den Parameter k kdnnen wir bei Ausfihrung der Integrationen as
komplex behandeln, was der tatsachlich immer vorhandenen Dampfung
der Schwingungen entspricht.

Bei x<O0 und x>0 hat man | #" — x| = x'— %, und folglich
nach (1) und (la)

E (x, i) =Pmi kll x B¢ Sthortun ‘[gitk+k..lx'dxf,
]

oder wegm
‘[emuow dx’ = —i'('kl-i-—kj (b= k2 48, B >0y
1]
0
E'{x,8)=A e tthzton @
mit
e ___:’._7_:3:03: B 27xB __ 2x x_(___l".e -- ]}_b’
kot k L LYE e—1 7
d.h.
A“=“;-(Ve-~l)}3, (2a)

Bei x>0 unx'<03ibt sichim Gegenteil |x —x|=x—=x".
Fihrt man statt x' die Variable — x' = £ ein, so wird nach (Ib)
. 3 : BnikpBattkez-wn
— i{kax—r ko =
EV(x,8) = 27 ko x Bebthor ng]'eﬂ dg =T

d.h.

E0(x, §) = A* ghtbos—wt) )
mit

At = ﬁ;(v&i' I)B. (33)
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Die Formel (2) stellt nichts anderes dar as die oben erwahnten
reflektierten Wellen; (E°(xt) ist offenbar auch fur negative Werte
von x as die einfallende Welle zu interpretieren. Es mufl beachtet
werden, da sie nur im letzten Fall eine unmittelbare physikalische
Bedeutung hat; in dem positiven Halbraum ist der Schwingungsvorgang
durch (1) bestimmt und die beiden Anteile der totalen Feldstarke E' und
E° spielen einzeln genommen keine Rolle.

2. Behandlung des Problems nach der ublichen
Methode; isotrope Kdorper.

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate nach der Methode der
Differential gleichungen ableiten, und zwar fir den allgemeinen Fall, daf?
aund b zwei beliebigehomogene und isotrope K6rper sind mit den Dielek-
trizitatskonstanten e,, & und den magnetischen Permeabilitéten g, .

Dabei bekommt man die folgende, fur die Anwendung dieser Methode
auf elektromagnetische Schwingungsvorgénge in begrenzten Korpern
charakteristische Fragestellung.

Es sollen die Feldgleichungen [vgl. (2 a) und 2b) Kap. 1V]

ro — =10,
o inae ol (=) @
rot§+ikgeul =0 ¢
fir jeden Korper allein integriert werden, als ob es unbegrenzt ware,
derart, da3 an der Grenzflache die Bedingungen
Ei=E;, ¢,E%=g,Et,
"= 'm, Hecm ]
e e
erfillt seien. Zur vollkommenen Bestimmtheit der Aufgabe muf3 man
im algemeinen noch irgendwelchen Ansatz flr das elektromagnetische
Feld in einem unendlich entfernten Punkte machen.

Die Gleichungen (4) kann man nach (7) und (7a) Kap. IV durch die

Gleichungen

(42)

V28-+hepd=0, (4b)

E=rotroty, $=—1tkoepuroty (4c)
ersetzen {g, == &),

Zur Losung der oben nach der Methode der Fernwirkungstheorie
behandelten Aufgabe nehmen wir zunachst an, daf nur von der
x-Koordinate abhangt. Es ergeben sich dabei bekanntlich fir alle
elektromagnetischen Groflen Ausdriicke von der Form

p= 9”+ PALL y- ik (5)
mit
h=ky Y“JP
(den Zeitfaktor ¢t werden wir im folgenden immer weglassen). Die
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Formel (5) stellt zwei ebene sinusoidale Wellenziige von derselben
Wellenlange =§§ dar, die sich in entgegengesetzten Richtungen fort-
pflanzen. Die Grenzbedingungen (4 &) reduzieren sich dabei auf be-
stimmte Beziehungen zwischen denAmplituden g* und y— der elektri-
schen und der magnetischen Feldstérken in den beiden Korpern.
Die Operation rot auf einen Vektor von der Gestalt (5) angewandt,
liefert
rotp=¢kefksn X gt)—-ikeE (X p),
wo n wie frilher einen mit der positiven x-Richtung zusammenfallenden
Einheitsvektor bedeutet (x —r * n). Eswird aso nach (4 c):
C=+Amx(Brxn)ekr L nx(B-xn)eits) =R2ux(Jxn).
§=tokeu {(nX F) 2 (nx B tbs). ©
Wir konnen offenbar dem Vektor 8 eine zu x senkrechte Richtung
zuschreiben, denn seine zu x parallele Komponente fir & und § ist
belanglos. Dann bekommt man einfach nx {§ % n) = Bund folglich
E=45. (6a)
Die Grenzbedingungen (4 a) fir die Ebene x = 0 nehmen dabei mit
Rucksicht auf (5 a) die folgende Gestalt an
B8 + 8 =5(8 + Bp). (6b)
kneu(BJ_-Bu_J :‘kbfn(B;_Bb_)' |
Zwei von den vier hier auftretenden Amplituden konnen ganz will-
kirlich angegeben werden. Wir setzen, im Einklang mit den friiheren
Erorterungen, 8; =0 und betrachten §;* —die Amplitude der , durch-

gehenden" Wellen — als eine bekannte Grole. Es ergeben sich dabei
fur die Amplituden der einfallenden und der reflektierten Wellen die

Ausdriicke

thE,
== (Ve —) s

Die entsprechenden Beziehungen zwischen den Amplituden der elek-
trischen Feldstarken lauten nach (6 a)

o= g(/pEer)e

In dem Spezialfall, dal? a den leeren Raum darstellt und b unmagne-
tisch ist, gehen diese Formeln in die oben abgeleiteten Formeln (2 a)
und (3 a) Uber.

(6c)

(6d)
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Die magnetischen Feldstéarken der einzelnen Wellenarten sind
ihrem Betrage nach gleich den elektrischen Feldstarken, multipliziert

mit dem Faktor %"sp = Yeu [vgl.Kap. 1V, §1, (133)].

Die relative Intensitat der einfallenden, reflektierten und durch-
gelassenen  Schwingungen bestimmt sich durch das Verhdltnis der
entsprechenden Energiestromungsvektoren oder eher ihrer zeitlichen
Mittelwerte

ol R H f._m]/-“ EE*.

Das Verhals ——-*rvelchnet man as Reflexionskoeffizient, und

das Verh'altnis—%- =4 ils den Durchlassigkeitskoeffizient des Kérpers b

&

relativ zum a oder einfach des Korpers b, wenn a den leeren Raum
bedeutet.
Eswird dabei im letzten Fall

und

4: E
d= ._|._VJ‘. b . (74)

RYES 2
1
|]/# + |

Es sei erinnert, daf3 in den obigen Formeln sim algemeinen die kom
plexe Dielektrizitatskonstante bezeichnen muf3. Um den Einfluf? der
elektrischen Dampfung (Absorption) auf die Koeffizienten r und d
ausdriicklich zu zeigen, ersetzen wir € durch die Summe &, = & +1.4M
nach (2) Kap.IV.

Wir beschrénken uns dabei auf die zwei extremen Félle, wenn ;’5

sehr klein oder sehr grof3 gegen 1 ist.
Im ersten Fall hat man néherungsweise (vgl. § 1, Kap. I V):

Ye.2 Ve (l—i«ii)

und folglich
JV‘- ﬂ:ll : £ j:1+‘£'“

!’:;1)‘+( 4V;_ > (7b)

d.h



272 Elektromagnetische Schwingungen in begrenzten Korpern.

Im zweiten Fall kann man einfach

setzen. Es wird dabei

o1 4iq/2a Vs.. 2 Vcr V g 2
R 4 N FALREEE R . 1 gz
¥ &, TAEEE p:i: | ‘ "Fi o

_ o ' g 20( ]/;u
-5+ AETIETACEN Ak

woraus folgt:
1 -]/ #* _
R /“ w1 2,/_&!_.,
4 )/ ¢
14 l £ (7¢)
d. h.

Diese Formeln erlauben es, das Reflexionsvermdgen oder den Durch-
lassigkeitskoeffizienten der Metalle fir ultrarotes Licht und noch
langsamere Schwingungen, die in der Radiotechnik benutzt werden,
mit grofler Genauigkeit zu bestimmen. Der Durchlassigkeitskoeffizient
verschiedener Metalle fur Schwingungen einer bestimmten Frequenz

ergibt sich desto kleiner, je groRer ihr Absorptionskoeffizient & & ?-:' ]/;Tcw
ist [vgl. (108) § 1, Kap. IV]: je mehr Licht durch die Oberflache eines
Metalls durchgehen kann, desto kraftiger mulR innerhalb dieses Metalls
absorbiert werden. Bei gegebener Dampfung (d. h. Leitfahigkeit) sind
die beiden Koeffizienten der Quadratwurzel aus der Frequenz propor-
tional.

Die Leitfahigkeit o der Metalle betragt (in elektromagnetischen

Einheiten) ungefahr 10" —10'". Fir langwelliges ultrarotes Licht

wird also nach (7 ¢) bei u 1, d

(» @ 1018) v = und £ &2 108 em—1.
Fur Schwingungen der Radiofrequenz {w g 10° sec—1) ergibt sich:
dw10-% und £ 102cm". Aus diesen Beispielen sieht man leicht,
daid es flr jedes Metall eine sozusagen ,,optimale" Frequenz gibt, bei
welcher die elektromagnetischen Schwingungen in sein Inneres am
schlechtesten eindringen.

Bei Fehlen der Absorption (o =10) missen die durchgehenden
Schwingungen nach (6c¢) an der Grenzflache x = 0 dieselbe Phase
wie die einfallenden haben und die reflgktierten — diecelbe oder die
entgegengesetzte Phase — je nachdem -~ oder << als —* ist. Bei
Anwesenheit der Absorption {g> Q) B&ommt man kom‘pliziertere
Phasenbeziehungen, die wir hier nicht n&her untersuchen werden. Es
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sei nur bemerkt, daR im Falle der Metallreflexion die Phasenverschie-
bung 4 der reflektierten Wellen gegeniber den einfallenden sich
ndherungsweise durch die Gleichung

bestimmen 183t und etwas mehr as n betréagt.

Aber auch in diesem extremen Fall behalten die drei Wellenziige,
wie leicht zu sehen ist, denselben Polarisationscharakter, z. B. dieselbe
Schwingungsrichtung, falls es sich um linear polarisierte Wellen han-
delt. Dieser Umstand ist fUr isotrope Korper bei senkrechtem Einfallen
der Wellen charakteristisch.

3. Anisotrope und gyrotrope Kdorper.

Im Falle anisotroper und gyrotroper Korper bekommt man bei
denselben Bedingungen bestimmte Anderungen im Schwingungstypus
der reflektierten und durchgehenden Wellen beziglich der einfallenden,
die wir noch kurz betrachten werden.

Wir stellen uns aso vor, da3 a den leeren Raum und b irgend
einen anisotropen Korper (Kristall) bezeichnet, den wir der Einfach-
heit halber as vollkommen durchsichtig und unmagnetisch annehmen
werden. Es konnen sich dann parallel zur X-Achse bekanntlich zwei
linear polarisierte Wellen fortpflanzen mit den Geschwindigkeiten u'
und u", die sich aus der Fresnelschen Gleichung bestimmen lassen
(siehe Kap. IV, 82). Esist dabei zweckméRig, statt der elektrischen
Feldstérke die elektrische Erregung % as GrundgroBe einzufuhren.
Diesen Vektor kann man in zwei zur Fortpflanzungsrichtung und zu-
einander senkrechte Komponenten D' = D® und D" = D® zerlegen,
welche die entsprechenden Grundschwingungen darsteften; man be-
kommt dabei statt einer Gleichung vom Typus (5) zwei Gleichungen

Dbe=Dj¥gi¥a | Di—¢-i¥e,
D2= D;’+ gikite + D;"*e‘""‘”“ (8)
mit ¥ =2 =3% und 4" =% = .
w A @ W

Die zugehdrigen magnetischen Feldstarken driicken sich nach (18b),
Kap. 1V, durch die Formeln

H= _‘_:'_ (D}* et¥'® — D e ¥ 3) ]

o - (8a)
aus’) Hy= ¥ (= Dy * o2 4 D= e 1¥72)
%) Eswird dabei angenommen, daB die Richtungen xyz ein positives (rechts-

schraubiges) Achsenkreuz bilden. Es mu ferner beachtet werden, dal H zu x
und D senkrecht ist.

Frenkel, Elektrodynamik |1 . 18
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DieVektoren &&= ®= und s, die dem leeren Halbraum entsprechen,
kdnnen in genau derselben Weise dargestellt werden mit dem einzigen
Unterschied, daR man k' = k" = ky setzen mul3.

Die Grenzbedingungen (4 &) fir x = 0 nehmen dabei die folgende

Gestalt an: M —HY, H—H?,
Ebem ;0 Db+ 51Dy = ES=D8, E'=g Db e Db B2 = D0,

WO gz usw. die Komponenten des reziproken Dielektrizitétstensors
bedeuten d.h. nach (8) und (8a):

o (DY D) =D D) Y (D D)= — (0 D). (8D)

SO D) L D) =D D }
(D;+ } D )+S (Dﬂ+ +D;f__) H’+ +_ Dﬂ'_.
Die sich auf die einfallenden Wellen beziehenden GréRen D;", Dy*
sind hier as bekannt anzusehen. Es muB ferner fir die durchgehenden
Wellen Dy~ =D,™ =0 sein. Die anderen 4 GroRen DgF, Dy* und
Dy, Dy~ welche die durchgehenden und die reflektierten Wellen
charakterisieren, lassen sich dann leicht aus den obigen Gleichungen
bestimmen. Wir wollen hier die vollstdndige Losung der betrachteten
Aufgabe in ausdriicklicher Form nicht angeben. Es ist aber schon
aus der algemeinen Gestalt dieser Gleichungen klar, da im Falle
linear polarisierter einfallender Wellen, deren Schwingungsrichtung
von den beiden Grundschwingungsrichtungen y und z verschieden ist,
nicht nur die durchgehenden, sondern auch die reflektierten Wellen
eliptisch-polarisiert sein mussen.

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dal3 bei Einfallen linear po-
larisierten Lichtes auf einen gyrotrapen Korper, dessen Gyrationsvektor
der X-Achse paralel ist, die reflektierten Schwingungen zwar linear
bleiben, aber in bezug auf die einfallenden eine gewisse Richtungsande-
rung erleiden. Diese Drehung der Polarisationsebene des reflektierten
Lichtes wird gewdhnlich bei Einfallen der Lichtstrahlen auf magneti-
sierte Korper beobachtet und as magnetischer Kerreffekt bezeichnet.

Die diesen Effekt bestimmenden Grundgleichungen haben dieselbe
Gestalt (8) und (8 @) wie fur den soeben behandelten Fall der anisotro-
pen Korper. Man muf} nur unter y und z (bzw. ' und ") nicht zwei
zueinander senkrechte Richtungen, sondern zwei entgegengesetzte
Drehungssinne der entsprechenden zirkularen (oder elliptischen, wenn
der Gyrationsvektor der X-Achse nicht parallel ist) Grundschwin-
gungen verstehen.

Es ist dabei nicht nétig, die elektrische Erregung statt der Feld-
starke einzufiihren. Wir setzen also statt (8)

@= @;+ gfkr e E;—rlb"w'
E2= @';"’ FLL + @:—6"‘k”3

(8c)

©)
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und nach der Formel (29 a), Kap. I V:
2P x [E) e¥'a e dra],

[

u re tr 4. ' (ga)
- ®:= nx [@D-'- elk t_@a—a—iﬁ 'i] .

Auf dieselbe Weise mussen selbstverstandlich auch die a-Schwingungen
dargestellt werden (d. h. man muRR sie ebenfalls in rechts- und links-
zirkulare Schwingungen zerlegen).

Wir setzen nun B~ = &, ~ =0, wobei die Grenzbedingungen (4 a)
die folgende Gestalt annehmen

Gt = EF + 6, @ = G 4 B
;“—; = (‘5;*' _ ":,_ ) #:‘I‘.'n' @h = — (E:'

Es ergibt sich daraus:
v, 1 3 L ’ ” ”
= G, TYE € = ,(GL+1)E,

(9b)
. 1 t!
L
Man kann hier mit genigender Anndherung nach (31a), Kap. IV
c c c J 1/ e J
R I ET ALY (%)
g F“n(ligfs') .““n{. 23) V.u( 23)

setzen. Wenn die Dielektrizitatskonstante ¢ komplex ist, sofern es
also eine Dampfung (Absorption) der Schwingungen in den betreffen-
den Korpern gibt — wie dies bei der Beobachtung des Kerreffektes an
magnetisierten Eisen und anderen ferromagnetischen Metallen tat-
séachlich der Fall ist — missen die beiden zirkularen Komponenten
der reflektierten Wellen verschiedene Phasenverschiebungen gegeniiber
den entsprechenden Komponenten der einfallenden Wellen erfahren,
wodurch eine gewisse Drehung der Ebene der resultierenden (linear
polarisierten) Schwingungen bedingt wird.

Diese Drehung ist offenbar gleich %2{#” — &, wo §" und & die Pha-

senverschiebungen von &,~ in bezug a € baw.&;~ n bezug auf &
bedeuten. Es gilt dabei nach (9b):

8, 8 =arg o

Es muB beachtet werden, dal? bei Anwendung dieser Formel auf

sichtbares Licht {» & 102* sec~1} die Formell ¢ = ‘-?:g nicht immer eine
18*
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genugende Anndherung darstellt. Was die magnetische Suszeptibilitét
ju betrifft, so ist sie auch bei den ferromagnetischen Korpern schon
fur ultrarote Lichtschwingungen praktisch gleich 1.

§ 2. Reflexion und Brechung ebener Wellen beim schiefen Einfallen
auf eine ebene Grenzflache.

1. Isotrope durchsichtige Korper.

Wir wollen nun die im vorigen Paragraphen aufgestellten Resultate fir
den Fall verallgemeinern, da3 die Grenzebene der beiden Kérper aund b
mit der Ebene der einfallenden Wellen einen beliebigen Winkel bildet.
Man konnte diesen Fall ebenfalls nach der Methode der Fernwirkungs-
theorie behandeln; dies ist aber jetzt kaum nétig, denn der Mechanismus
der Wellenfortpflanzung ist durch die Anwendung dieser Methode an den
oben betrachteten einfacheren Féllen genligend klar gemacht. — Die
Neigung der einfalenden Wellenflachen zu der Grenzebene mul,
wie leicht zu ersehen ist, mit einer entsprechenden Neigung der reflek-
tierten und der durchgehenden Wellen verknilipft sein; sonst aber wird
an unseren friheren Ausfiihrungen gar nichts geéndert.

Wir stellen uns aso vor, da3 im Koérper b sich ebene Wellen in einer
bestimmten Richtung n, fortpflanzen, in derselben Weise ds ob er
unbegrenzt wére, da} aber an der Grenze (x = 0) se durch zwel
andere Wellenziige mit den Fortpflanzungsrichtungen n"  (einfallende
Wellen) und ng (reflektierte Wellen) ersetzt worden sind. Die Winkel
zwischen den TFortpflanzungsrichtungen einerseits und der X-Achse
andererseits (die letztere denken wir uns wie friiher senkrecht zur Grenz-
ebene von a und b gerichtet) bezeichnen wir mit&,,8F und@;-. Die Be-
ziehung zwischen diesen Winkeln 18Rt sich unmittelbar aus dem Umstand
bestimmen, daB jede b-Wellenflache (d.h. Flache konstanter Phase in b)
auf seiner Schnittlinie mit der Grenzebene in zwei ,zugehdrige" a-

- - . 4 Wellenfl&chen (bergeht, die damit eine

N bestimmte  konstante  Phasendifferenz

V| e (z. B. 0 und n) beibehalten (Abb. 22).

@ N z Diese gemeinsame  Schnittlinie von
; 4 drei  zugehorigen Wellenflachen  ver-

schiebt sich in der dazu senkrechten

P Richtung y mit ener Geschwindigkeit

. V, deren Projektionen auf die Fort-

Abh. 22, pflanzungsrichtungen der Wellen offenbar

mit den entsprechenden Wellengeschwin-

digkeiten u, und u, Ubereinstimmen mussen. Wir bekommen aso
die folgenden Gleichungen:

Vsin@f=Vsin@r=u,, Vsin®,=u,, (10)
d.h. mit Ricksicht auf die Tatsache, daR die einfallenden und die
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reflektierten Wellen sich nach verschiedenen Richtungen fortpflanzen:

B =n—0y =0, (109)
und
sSn®, __#, Jep (100)

sin®, o, FEn e

Die Gleichungen stellen die bekannten Reflexions- und Brechungs-
gesetze dar. Die Groflm,,ei Rt der relative Brechungsindex des
Korpers b in bezug auf a.

Es sei bemerkt, daR die angefiihrte anschauliche Ableitung der
Relationen (10) die Realitdat der GroRen u, und u, d.h. die Durch-
sichtigkeit der beiden Korper voraussetzt. lhre Veralgemeinerung fir
den Fall absorbierender Koérper werden wir spater auf rein ana
lytischem Wege aufstellen. Zunachst beschranken wir uns auf den ein-
fachsten Fall vollkommen durchsichtiger isotroper Korper.

Da die Konstanz der Phasenbeziehungen der zugehérigen Wellen
durch die Relation (10) gesichert ist, brauchen wir die Grenzbedingun-
gen (4a) nur fir die Amplituden der elektrischen und magnetischen
Feldstérke aufzuschreiben. Die letztere |&B3t sich dabei durch die erstere
nach der schon vielfach benutzten Formel [vgl. (11a), Kap. V]

:bz-uxté, dh H=VemnxE

ausdriicken. Wir bemerken noch die reziproke Beziehung

und die daraus folgenden Transversalitatsbedingungen
nNEg=0 nHH=0.

Diese Beziehungen erlauben es, jede Welle durch die z-Komponenten
der Amplituden & und § zu charakterisieren (z ist die zur Einfalls-
ebene senkrechte Richtung, d. h. die Richtung der Schnittlinie der
Wellen mit der Grenzebene).

Es gilt namlich mit Ricksicht auf ng == cos &, 1y =sin G, n, == 0:
H,=VeuE,sin®@, H,=—Veuk,cos8, (11)

L H,c056. (I1a)

Ep

Die Grenzbedingungen (4 a) mussen dabei nur fiir die z- und v-Kompo-

nenten von E und § berlicksichtigt werden; die entsprechenden Grenz-

bedingungen fir die x-Komponenten ergeben sich dann, wie leicht zu

sehen ist, als Folge der Relationen (10). Man kann selbstverstandlich
umgekehrt die letzteren as Folge der Grenzbedingungen betrachten.

E,=— ' H,sn@, E,=+-
fen ¥
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Wir haben also:
E? = E3+ + E3-
' . 1 (11b)
__.:_;;Hﬁ'= '/;:EZ cor @, = V;a (E3t—E%-} cos B, = —-’i;H;

und
B (R H), I
L]
: (11c)
E}= —-—H'cos@,,h - He+ — He) cos @, = E3,
Ve ztn €q Pa
Wir setzen nun zur Abkirzung
2o, f=u (12)

(relative Dielektrizitatskonstante bzw. magnetische Permeabilitat von
b in bezug auf a), ferner nach (10 b)

ﬁ;& = s-’i.n O = 7 (12a)

sin &,

(relativer Brechungsindex = n,p) und lassen die Indizes a bei E undH
fort. Es wird dann nach (I1b):

1 ( £ Cos@,
= -+ 1)
2 p cos @, (12b)
I (‘Vs cas 9, )E°
~ s 5 cos B, #
und ebenfalls nach (1lc)
+ u cosé)
B = gV Se)me,
. o (12c)
- Hcos8y
Hi= 2u (V_ia_ cos, 1) H;.

Im Falle von genugend schnellen elektromagnetischen Schwingungen,
diez. B. dem sichtbaren Licht entsprechen, kann manimmer g = g4 =1
setzen. Man hat dabei nach (12 a):

/-s__ cos®, I sin @, cos @, + cos B, 5in @, _ sin (6, 4 6y)
]’ ‘8 cos6, = 08 @, 5in B, = (s, 5in 6,
und
V'_p__ cos@, 1< sin @, cos @, +-5in O,c088, €in2H, 4 sin26,
¢ coal, T 1T T 6, s @, = T ing®,
oder:

B cos8, 2 sin (8, + 8,) co8 (8, —
,'/8 cos &, +1= sin 29

/p cosB, 2(:0‘{6. +0 )sm{ﬁ,—-_ )
] s cos®, sin 26, ‘
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Die Formeln (12b) und (12c) koénnen also in diesem (,optischen") Fall
folgendermal3en umgeschrieben werden:

B 2cos8,in®, E; sin (8, — 6,)

EF = 0,18, BT sm (0,16 (13)

M En28, H t8(6.-6) 5,
Hf " 5in(8,4-6,)cos(0,—-8,)' Hf (B, +86,)°

In dieser (oder eher in einer dhnlichen) Form sind sie zuerst von
Fresne angegeben worden®).

2. Vollstandige Polarisation, Totalreflexion, Absorption.
Die letzte Formel zeigt, daR b 8, + &, = ;, h. nach (12a), bei
tg&,=n (13b)
das reflektierte Licht linear polarisiert sein muf, und zwar bleiben in
diesem Fall nur die z-Komponente von E und die zugehdrige (zu z senk-
rechte) Komponente von H von Null verschieden. Der durch (13b)
bestimmte Einfallswinkel heifst der Brewstersche Polarisationswinkel
oder der Winkel der vollstéandigen Polarisation.
Neben diesem Winkel hat bei der Bedingung # << 1 noch der
durch die G | e i ¢ h u n g , < 4 v
sin@,=n (130
bestimmte Einfallswinkel eine besondere Bedeutung, der dem Maximal-

wert des Refraktionswir®s =%|tspricht. Bei s@a>#mnnen
die einfallenden Schwingungen sich im Korper b (iberhaupt nicht mehr
fortpflanzen, sondern es findet dabei die sogenannte Totalreflexion statt.

Die obigen Formeln behalten ihre Giltigkeit auch in dem Fall,
wenn man den Winkel ©, als eine komplexe Grofle nach der Gleichung

sinQ&_—;:sl'}”E'

definiert, wobei er selbstverstéandlich seine anschauliche Bedeutung
verliert. — Es muR aber beachtet werden, da die am Anfang dieses
Paragraphen angefiihrte anschauliche Ableitung der Beziehungen (10)
durch eine rein analytische Ableitung ersetzt werden kann. Definiert

man die Komponenten der Wellennormalen in einer ganz formalen
Weise durch die Formeln

Ny =cosf, 1y=s5in@, u,=0,

') DieTatsache, daRdieWinkel ®,und @, in die Ausdriickefiir die Reflexions-
koeffizienten E~: E* symmetrisch oder schiefsymmetrisch eingehen, zeigt, dal
diese Koeffizienten bei der Umkehrung der Einfallsrichtung unveréndert bleiben
und nur ihre Vorzeichen wechseln.
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so bekommt man fir die verschiedenen elektromagnetischen Groflen
as Funktionen der raumlichen Koordinaten und der Zeit Ausdriicke von

der Gestalt:
Y= ,‘,n gi—wt k) — ?o gh[—uwt +b{zoos 6+ yala )] | (14)

Es folgt dann sofort aus der Grenzbedingung (4a), da’ die Phasen-
faktoren der betrachteten drei Wellen, abgesehen von ihren komplexen
Amplituden, fir x = 0 identisch sein missen. Diese Forderung gibt
die Relationen
ko sin@F =k, sin@; =h,sin@,,

die mit (10 identisch sind. Dieselben Relationen ergeben sich, wie schon
erwghnt wurde, aus den Beziehungen zwischen den Amplituden der
z- und x-Komponenten von & oder $. Setzt man al#<1 nd
sn@,>#, so wird

a8y — V‘ 6, ,-V%!_f;Ten. —_1

und folglich

o=y g () smay—on) (143)
wo

. &
kbz (:’ '!I'Ebph B ,: = E:) F‘Emunzka
und
et L=t, 18— sin? @, = kI — k2sint @), (14b)
eutet.

Diese Formeln zeigen, dal’ auch bei Totalreflexion die einfallenden
Schwingungen in den Kérper b eindringen; sie werden aber schon in
sehr kleinen Abstdnden von der Oberflache durch die sekundéren
E'-Schwingungen (vgl. §1) praktisch vollkommen ausgeldscht. Es
handelt sich dabei hauptsachlich um sekundére Schwingungen, die im
Korper a und nicht im Korper b erzeugt werden; denn die Bedingung
n< 1 ist im allgemeinen auch dann erfillt, wenn b den leeren Raum
darstellt. Die reflektierten Wellen missen dabei dieselben Ampli-
tuden wie die einfallenden haben und kénnen sich von ihnen nur durch
ihre Phase unterscheiden. Es wird z. B. nach (12 b) (bei p = 1)

by _ o8, —ifsint@, -
EN " cos®, 4 i Ysint @, — w2
mit
2c0!9, Sind 6, — n?

Den durch die Formel (14 a) dargestellten Schwingungsvorgang kann
man as einen Wellenzug ansehen, der sich in der Richtung der Y-Achse
mit der Geschwindigkeit (10) fortpflanzt und gleichzeitig in der dazu
senkrechten xRichtung gedampft wird. Solche Wellen mit verschiede-
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nen Fortpflanzungs- und Dampfungsrichtungen haben wir in Kap. IV
(8 1) eingehend untersucht. Sie mussen sich bei allen Einfallswinkeln
bilden, wenn der Kérper b absorbierend ist. Die Dampfungsrichtung

n? fallt dabei, wie leicht zu sehen ist, stets mit der X-Achse zusammen,
Wahrend die Fortpflanzungsrichtung nf¥, d. h. der Winkel @}, %)
=6 =@, diesdlbe Funktion des Einfallswinkels &, wie im Falle
vollkommen durchsichtiger Korper bleibt. — Die letzte Behauptung
folgt sofort aus den am Anfang diesss Paragraphen angefiihrten Uber-
legungen, die von der Anwesenheit der Dampfung ganz unabhéangig
bleiben. Selalt sich ebenfalls analytisch auf Grund des verallgemeiner-

ten Ansatzes
p= v’,ll g2V e + [k (poos & 4 yain W} —wi} (15)

ableiten, as Folge der Grenzbedingungen fir x = 0. Um die Verhalt-
nisse nicht unndtig zu komplizieren, denken wir uns den Korper a as
durchsichtig (¥® =0, EM =%, Die Parameter &Y und & driicken
sichasFunktionen desWinkels®, durch die Formeln (9b) (Kap.IV,§ 1)
aus (wobei man selbstverstandlich den Konstanten ¢, u, o den Index b
anfigen muR). Statt der friheren Beziehungen (11) und (11a), die fur
a glltig bleiben, bekommt man fir b Beziehungen von der Gestalt

T o= (B gy x §
it E=— (MY 4 RD Dy X §

[vgl. (118 und (11b) Kap. 1V], d. h. mit den Abkirzungen

R . ail T 4gt
e (154)
‘Lﬂa [

g = = Ve, s V {__ 14+ V +s§v‘cns‘9, )
H?,*-»‘”E" sin@,, Hi=—(n'cosd, —{-ﬂ{,”)Eg ,
B " mane,, E= S g
" 2 v LHY
Die Grenzbedingungen fir E, und E; bleiben unverandert, wahrend

man fir H, und E, die folgenden Relationen erhélt [vgl. (I1b) und
(11c)]:

— l.Hgﬁ"_L_l.)E‘.Ef_!f_{ff‘;E}.Egl (Ea+_|_Ea—)C059 _— H«I
b ¥

} (15b)

E“—’-'P] co:ﬁ:i—uﬁn Ho= {H‘+ —~H3™y cos@, = = E%.

Es bedeutet hier n, = Ve, g und & = s,—s‘-%. Wir bekommen aso
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statt (12b) und (12c):
1 nil cos8, 4 njlt
Ef= (1 m R ) B

: =2 [N TR

(150)

.

Wir koénnen hier in die néhere Diskussion dieser Formeln nicht ein-
gehen. Es sei nur bemerkt, dal die Erscheinungen der vollstandigen
Polarisation (H" = 0) und der Totalreflexion auch in dem Fall absor-
bierender Korper stattfinden, die letztere bei derselben Bedingung

(sin®, == -L) wie in dem Fall durchsichtiger Korper, die erstere bei

einem Einfallswinkel, der sich in einer komplizierten Weise durch die
charakterisierten Konstanten ausdriickt.

3. Anisotrope Korper; Doppelbrechung und konische
Refraktion; graphische Konstruktion der gebrochenen
Wellen und Strahlen.

Die Reflexion und Brechung der Lichtwellen an der Oberflache
durchsichtiger anisotroper (kristallinischer) Koérper [&Rt sich bei schiefer
Inzidenz folgendermal3en behandeln. — Zunédchst mul man den Um-
stand beriicksichtigen, dal? jeder Fortpflanzungsrichtung ns; der Wellen
in einem solchen Korper zwei verschiedene Grundschwingungsrich-
tungen B, ®" und Phasengeschwindigkeit, %, ntsprechen. Damit
aber diese beiden Schwingungsarten sich in derselben Richtung fort-
pflanzen kdnnten, miRten die Beziehungen

““ “!’ “H
e, = in6, = sne, (/9 (0]
[vgl. (10)] erfiillt werden, was bei #, == #; unmdglich ist. Daraus
folgt, daB einem bestimmten Einfallswinkel®, zwei verschiedene gebro-
chene Wellenziige entsprechen miissen, deren Fortpflanzungsrichtungen
durch die Relationen

L a “. u’b’

sin@, " sin 8" =08
bestimmt sind. Jeder Wellenzug muf? dabei nur eine Schwingungsart
enthalten, und zwar digjenige, welche der entsprechenden Geschwindig-
keit angehort. — Diese Erscheinung bezeichnet man a's Doppelbrechung;
man kann dabei die beiden gebrochenen Wellen oder die zugehdrigen
Strahlen in Betracht ziehen, deren R|chtungen Y und T" von den ent-
sprechenden Wellennormalen ny, 11, im allgememen versch|eden sind.
Nur im Falle einachsiger Kristalle stimmt die Richtung eines — und
zwar des gewohnlichen — Strahles mit der Wellennormale (berein.
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Der andere , auBergew6hnliche" Strahl liegt dagegen in einer Ebene,
welche die x-Richtung und die optische Achse enthé@lt und von der
Einfallsebene im algemeinen abweicht.

Bei bestimmten Einfallsrichtungen, die dem Zusammenfalien der
beiden Wellengeschwindigkeiten u', und u', entsprechen, bekommt man
in zweiachsigen Kristallen, statt der Ublichen zwei Strahlenrichtungen,
einen Srahlenkegel von der in §2, Kap. IV beschriebenen Gestalt.
Diese Erscheinung heif3t innere konische Refraktion. Sie ist von der
sogenannten affieren konischen Refraktion zu unterscheiden, die be-
obachtet wird, wenn ein sich im Kristall in der Richtung einer der
beiden optischen Achsen fortpflanzender Strahl in den &uBeren Raum
heraustritt. — Die einem solchen Strahl zugehérenden Normalrichtungen
bilden bekanntlich ebenfalls einen Kegel, und man bekommt im
aulReren Raum nach einer Brechung dieser Normalrichtungen einen
divergierenden Strahlenkegel. Diese Erscheinung kann man umkehren,
wenn man (mittels einer Linse) einen konvergierenden Strahlenkegel
auf das Kristall einf alien laf3t.

Die Doppelbrechungserscheinungen kénnen in einer sehr einfachen
und anschaulichen Weise graphisch dargestellt werden, mittels der in
§2, Kap. IV beschriebenen Strahlenflache, in Verkmipfung mit dem
Huyghensschen Prinzip. — Wir stellen uns vor, da eine elektromagne-
tische Stérung aus einem Punkte 0 auf der Grenzfléache x = 0 sich nach
alien Seiten — d. h. im &uReren leeren Raum (a) und in dem Kristall-
korper (b) — ausbreitet. Wir bekommen dabei in a eine halbkugel-
formige Strahlenflache mit dem Radius ugt (t = Fortpflanzungszeit)
und in b eine Halfte der
charakteristischen  Strah-
lenfléche des betrachteten
Kristalls. Diese Flachen
sind in der Abb. 23 fiir den
Fall eines einachsigen posi-
tiven Kristalls aufgezeich- b
net (vgl. Abb. 16 a § 2,
Kap. V). Wir haben se
dabei durch punktierte
Linien auf der anderen
Seite der Grenzebene ver-

ADD. 23.

vollstandigt.

Die Richtung der einfallenden Wellen (oder Strahlen) sei OA+.
Die Tangentenebene A'Q zu der inneren (punktierten) Halbkugel ugt
stellt offenbar die Richtung der einfallenden (ebenen) Wellenflachen dar.
Die zugehorigen reflektierten und durchgehenden Wellenflachen er-
geben sich dann as die durch Q gezogenen Tangentenebenen zur &ufleren
Halbkugel einerseits (QA) und zu den zwei (inneren) Bléttern der
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Kristallstrahlenflache andererseits (QBo, QBe). Im betrachteten Fall
reduziert sich die letztere auf eine Kugel mit dem Radius

==l =e)
und ein Rotationsellipsoid mit den Halbachsen

#y UG g =S,
ke

Die Vektoren 0By und OB, stellen die Richtungen resp. der gewdhn-
lichen und der auRergewohnlichen Strahlen dar. Die Betrége dieser
Vektoren sind den entsprechenden Strahlengeschwindigkeiten und die
Langen der zugehdrigen Normalen (aus 0) sind den Wellengeschwindig-
keiten uy bzw. ue proportional. Fir die gewdhnlichen Strahlen stimmen
die Strahlen- und Weliengeschwindigkeit nach Richtung und GroRe
Uberein.

Was schliefflich die Grundschwingungsrichtungen anbetrifft, so sind
sie, sofern es sich um die elektrische Feldstarke oder Erregung handelt,
im Falle der gewohnlichen Strahlen senkrecht zu der Ebene 0,0B,
On0--optische Achse) und im Falle der auBergewdhnlichen Strahlen
parallel der Ebene 0,0B.. Es mul} beachtet werden, dafd die beiden
Ebenen voneinander im allgemeinen verschieden sind. Die betrach-
teten Grundschwingungsrichtungen ®,, ®, (oder &, @&, brauchen
deshalb nicht notwendig zueinander genau senkrecht zu sein.

Diese Resultate und die entsprechenden Resultate fur den allgemeinen
Fall zweiachsiger Kristalle, kénnen selbstverstandlich rein analytisch
aufgestellt werden. Zu diesem Zweck muf} man die obigen Gleichungen
fr u, und U', mit der Fresnelschtn Gleichung kombinieren. Wenn man
den Richtungskosinus zwischen den Symmetrieachsen des Kristalls
(oder genauer seines Dielektrizitatstensors) Xi,Xp,Xs mit den Achsen
XYZ durch yy bezeichnet [z. B. y;, = cos (X3, Y)], so bekommt man
die folgenden Relationen zwischen den Komponenten der Wellen-
normale nO in bezug auf die beiden Achsensysteme

By = M Y11 + By Pro T M Yis USW.
oder mit Rucksicht auf #, = cos&,, #, =sin &, n, = 0.
#hy=py, €08 By + y1,5i0 6,
iy = P4, €03 @, + o, 5iN G,
#y= 508G+ yy,5in ).

Durch Einsetzen dieser Werte in die Fresnelsche Gleichung
#3
du Dt =0

erhalt man, in Verknipfung mit #f =F§-€sm*9,, eine Gleichung
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fir die Bestimmung der beiden moglichen Werte des Refraktions-
winkels &,.

Nachdem die Fortpflanzungsrichtungen und Geschwindigkeiten
und auch die Grundschwingungsrichtungen festgelegt sind, kann man
ohne Schwierigkeit die Beziehung zwischen den Amplituden der ein-
fallenden, reflektierten und den beiden gebrochenen Wellen bestimmen,
und zwar ungeféhr auf dieselbe Weise wie fir den im § 1 betrachteten
Fall der senkrechten Inzidenz.

§ 3. Reflexion und Brechurg von Kugedwellen an ener ebenen
Grenzflache, Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie.

1. Vollkommen leitende Ebene.

Die Reflexion der elektromagnetischen Wellen an der Grenzebene
eines isotropen absorbierenden Korpers (b) und des leeren Raumes (oder
eines vollkommen durchsichtigen Kérpers) aist, wie schon oben erwadhnt
wurde, desto stérker, je groRer der Absorptionskoeffizient von b, d. h.
seine Dampfungskonstante oder effektive elektrische Leitfahigkeit o ist.
In dem Grenzfall ¢ = o0, welcher den sogenannten idealen oder
vollkommenen Leitern entspricht, mufd bei allen Richtungen der ein-
fallenden Wellen eine Totalreflexion stattfinden, wobei die durch-
gehenden Schwingungen (ebenso wie in dem friiher betrachteten Fall
der inneren Totalreflexion) in einem unendlich kleinen Abstand von der
Grenzflache verschwinden.

Ideale Leiter sind in der Wirklichkeit selbstverstandlich nicht vor-
handen. Man kann aber leicht zeigen, dafd jeder Metallkdrper fir
elektromagnetische Schwingungen, deren Frequenz in bestimmten
Grenzen liegt (d. h. nicht zu hoch und nicht zu kleinist) sich ndherungs-
weise as vollkommener Leiter behandeln [aft.

Der Reflexions- und Durchlassigkeitskoeffizient von b (in bezug
auf @) hangt in der Tat, wie man aus den Formeln (15c) ersehen kann,

von dem Verhaltnis z— {o ==a,} ab. Eine Verminderung der Frequenz
ist folglich in dieser Hinsicht &quivalent einer VergroRerung der Leit-
fahigkeit. B ei:-zoo zieren sich die Formeln (15 c) auf die Ge-
stalt:

E-=—E}

z

Eb=0, (16)
H-=+4H7, H2=2:—:-1H: (x=0), (163

ganz unabhéngig davon, ob dieser Grenzfall durch o — > oder » =&
erreicht wird. Man muR aber den Umstand beachten, da3 der Absorp-
tionskoeffizient der Metalle, welcher bei groen Werten von ¢ sich
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naherungsweise durch die Formel C=2T”V;;;{=km) ausdriickt,
bei ¥ — 9 gegen Null konvergiert. Die durchgehenden Schwingungen
konnen dabei nach (15) und (154) in der Form:

'P.= 1p“8"'¢‘+ L[5 {moos B 4 b sin A8) — o]

dargestellt werden, mit dem folgenden Wert von ©,:
sin @, sm9

”(1) 2 Vﬁ

d.h. 8y—0. Es wird also in der betrachteten Anngherung

sin 9&

q,h = wobg—ts +illx—mi)

Die mit E verkniipften GroRen (H, H3) missen folglich jenseits der
Grenzebene verschwinden, wahrend die mit H, verknupften GrofRen
{EY, E) desto tiefer in den Korper b eindringen, je kleiner die Schwin-
gungsfrequenz ist.

Diesen entgegengesetzten EinfluR der Schwingungsfrequenz auf die
Durchlassigkeit der Metalloberflache und des Metallinneren haben wir
schon im § 1 betont. Die ,,optimale" Frequenz, bei welcher die E
und gleichzeitig die H,-Schwingungen am schlechtesten in das Metall
eindringen, bei welcher es also sich am besten einem Idealleiter annahert,
ist keine ganz bestimmte Zahl. Se hangt offenbar von der Eindringungs-
tiefe ab, die in Betracht genommen wird und auch gewissermalien von
dem Einfallswinkel. Sie ist jedenfalls proportional der Leitféhigkeit
und gleich einem kleinen Bruchteil davon.

Die Grenzbedingungen fir den Fall eines |dealleiters lassen sich |eicht
direkt aufstellen, und zwar nicht nur fir ebene Wellen und ebene
Oberflachen, sondern fiir beliebige elektromagnetische Vorgange (ina) und
eine beliebige Gestalt der Grenzflache (ab). Es miissen namlich in diesem
Fall die Feldstéarken® und §* samtlich verschwinden. Denn eine von
Null verschiedene elektrische Feldstéarke wirde einen unendlich starken
Strom in b erzeugen. Und aus dem Verschwinden von @ muR nach

der Gleichung r@*+—l~é§—= > h das Verschwinden von $*

(abgesehen von einem unwesentlichen zeitlich konstanten Anteil)
folgen. Es konnen also bei einem idealen Leiter nur Flachenladungen
und Flachenstrome stattfinden, die sein Inneres von dem elektromagne-
tischen Feld vollkommen abschirmen. Diese Schirmwirkung besteht
offenbar in einer Vernichtung (oder eher einer Kompensation) des von
aullen eindringenden priméren Feldes durch das sekundére Feld, das
von den erwahnten Flachenladungen und Stromen bedingt wird.

Nach den allgemeinen Grenzbedingungen (1') & 3, Kap. I, missen
dabei die tangentiale Komponentevon  und die normale Komponente
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von $# verschwinden:
nx&=0, nH=0, (17)

wahrend nach (I1P) die Flachendichte der (freien) Ladung und Strémung
mit der Normalkomponente von &* und der Tangentialkomponente
von §? durch die Beziehungen

n-&'“_—:%?n, nxXpe=dmp,l (174)
verknipft sind.

Die Formeln (17) stellen die Verallgemeinerung der Beziehungen (16),
d. h. von E; = 0 und der daraus nach (11) folgenden Formel Hy, = Q
dar. Der Vektor n bedeutet hier die &fere Normale zum Korper b.

Wir wollen nun wieder zu dem friher betrachteten Fall einer un-
endlich ausgedehnten ebenen Grenzflache x = 0 zurlickkehren, aber
statt ebener Wellen einen ganz beliebigen elektromagnetischen Vorgang
in dem Halbraum a in Betracht ziehen. Die X-Achse denken wir uns
dabei in diesem Halbraum (und nicht in b, wie friiher) gezogen, so
dal se mit der Normalen n zusammenféllt. Der Einfachheit halber
setzen wir g, = g, = 1, nchmen also ¢ als leer und lassen den
Index a fort.

Es 18Rt sich leicht zeigen, daR eine solche ideal leitende Ebene wie
ein vollkommener Spiegel wirkk — in dem Sinne, da’ sein sekundéres-
(oder reflektiertes) Feld identisch ist mit dem elektromagnetischen Feld
eines Systems von (fiktiven) elektrischen Ladungen, die in jedem Augen-
blick symmetrisch zu den in a vorhandenen Ladungen verteilt sind und
die entgegengesetzte GrofRen haben.

Wit stellen uns zundchst vor, dal} das primére Feld durch eine
Punktladung e erzeugt wird, die sich in einer gegebenen ganz willkir-
lichen Weise im Halbraum x > O bewegt. Seine Koordinaten x, y, z
sind also as gegebene Funktionen der Zeit t anzusehen. Da dieses Feld

im negativen Halbraum durch das sekundare en . en
Feld der Flachenladungen und Stréme ver- 1 i :
nichtet wird, so muf das letztere identisch +d iew

[ 4
sein mit dem Feld der zu e entgegengesetzten

Punktladung —e mit denselben Koordi- :

naten x>0, y, z Andererseits mul3 dieses

sekundére Feld offenbar symmetrisch in '--——;\‘M'u.‘,
-w,:>

bezug auf die Flache x = 0 sein.  Daraus
folgt, dad es im positiven Halbraum mit
dem Feld einer sich im negativen Halbraum
befindlichen Punktladung — e mit den Koordinaten — x, y, z Uberein -
stimmen muf3 (Abb. 24).

Man kann sich leicht berzeugen, daf3 die Grenzbedingungen (17)
fur das resultierende Feld immer, d. h. unabhéngig von der Bewegung

-8
Abb. 24
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von e und seines Spiegelbildes befriedigt werden. Dies folgt sofort aus
den allgemeinen Ausdriicken fir das elektromagnetische Feld einer
bewegten Punktladung [Bd. I, S. 170, (8) und (9)], mit Ricksicht
darauf, dal? die tangentiellen (y, 2 Komponenten der Geschwindigkeit
und der Beschleunigung von e und — e zusammenfallen, wahrend ihre
Normakomponenten entgegengesetzt gleich sind.

Die Komponenten der primdren und der sekunddren Feldstérken
yt bzw. y~ in symmetrisch liegenden Punkten (x, y, z) und speziell auf
der Ebene x = 0 sind dabei miteinander durch die Beziehungen

E;= E;? E::—Ev_, E:+=_Ez—
Hy=—H;, Hy= Hy, H= Hs‘}
verknupft.

Die angefiihrten Resultate bleiben selbstverstandlich fur ein belie-
biges System von Ladungen giltig. Will man ein solches System durch
kontinuierlich verteilte Ladungen und Stréme mit der Raumdichte
gt bzw. i+ ersetzen, so bekommt man as Spiegelbild eines Volum-
elementes V ein symmetrisch liegendes Volumelement derselben GrolRe
mit der Ladungsdichte p- = — g+ und der Stromdichte j7 = + 5I,
dy =—if. j7 =—4F. Es kann sich dabei ebensogut um freie wie
um gebundene Ladungen handeln.

Es sei bemerkt, daR die Gestalt und die Beschaffenheit des Korpers b
jenseits der ideal leitenden Ebene fir diese Resultate ganz belanglos
ist. Sie gelten ndherungsweise auch bei einer gekrimmten Fléache,
sofern die Krimmungsradien gro3 gegeniber dem Abstand des elek-
trischen Systems sind.

(17b)

2. Elektrische und magnetische Antenne bei der Annahme
einer ideal leitenden Erde.

Wir wollen nun etwas eingehender den einfachsten Fall eines solchen
Systems, ndmlich einen elementaren harmonischen Oszllator betrachten.
Wenn der Abstand x, des letzteren von der Spiegelebene sehr gro3 im
Vergleich mit der Wellenlédnge X der ausgestrahlten Schwingungen ist,
bekommt man eine schematische Darstellung einer punktférmigen
Lichtquelle, die sich in der Ebene x — 0 spiegelt. Bei unendlich groflem
Abstand kommen wir zurlck auf den friher betrachteten Fall der
Reflexion ebener Wellen. Der entgegengesetzte Fall eines sehr kleinen
Abstandes entspricht néherungsweise den Verhéltnissen, die in der
drahtlosen Telegraphie verwirklicht werden, wobei der Oszillator die
Sendeantenne und die leitende Ebene die Erd- oder Seeoberfléche
schematisiert.

Die gewohnlich gebrauchten Antennen konnen als elektrische Oszilla-
toren mit einer festen vertikalen oder horizontalen Achse aufgefalit
werden. Es ist abermdglich, statt solcher ,gedffneter" Antennen auch
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geschlossene ,, Rahmenantennen” zu benutzen, die sich durch elementare
magnetische Oszillatoren schematisieren lassen (Bd. I, S. 165).

Im Falle einer elektrischen Antenne mit vertikaler Achse haben die
Schwingungen in ihrem Spiegelbild dieselbe Phase. Denn die Spiegelung
geschieht in diesem Fall durch Umkehrung der Ladungsgréfie und der

Bewegungsrichtung (¢~ = — e+, v~ = —pt). Der elektrische Impuls
(s%—) und das elektrische Moment g (en—%) missen dabei un-

verandert bleiben (vgl. Abb.25€). Die Spiegelungist folglich aquival ent—
sofern die Sendeantenne sich in unmittelbarer Ndhe von der ideal-
leitenden Erde befindet — einer Verdoppelung dieser Antenne, oder
genauer seines elektrischen Momentes, und dementsprechend der elek-
trischen und magnetischen Feldstdrke im ganzen oberen Halbraum.
Die Energiestrahlung muf? aso in diesem Halbraum durch die Anwesen-
heit des , Erdspiegels" viermal ver-
groRert werden oder sich verdop-
peln, wenn man seinen Betrag fur
den ganzen Raum rechnet.
Ahnliche Verhaltnisse bekommt

2 fas

¢| T-l

l'_"!
man im Falle der magnetischen l! fi ____5
Antenne mit horizontaler Achse anboos
(Abb. 25m). T

Bei einer elektrischen Antenne mit horizontaler Achse oder einer
magnetischen mit vertikaler Achse mufl die Strahlung und auch das
elektromagnetische Feld — abgesehen von den benachbarten Punkten —
in erster Anndherung verschwinden (siehe unten”.

Das elektromagnetische Feld eines harmonischen elektrischen Oszil-
lators ist fir genligend grofe Absténde (d. h. in der , Wellenzone") durch
die Formel (35) auf S. 150 des ersten Bandes gegeben. Das elektrische
Feld einer vertikalen elektrischen Antenne mit dem effektiven (ver-
doppelten) Moment $, = pye—¢=t (p, = $, = ) drickt sich folglich
in der Nahe der Erdoberflache (x = 0) durch die Formel

iy,
E0=Ep="Pronr(k=", R=ypi7), (18)
aus, wahrend das magnetische Feld sich daraus mittels der Relation
H@ =R, x E» {(R,=N: RNy

ergibt.

In dem Falle einer horizontalen magnetischen Antenne mit derselben
Schwingungsfrequenz und dem effektiven magnetischen Moment
m == 11, = pigs~®t {m, = m, = 0} haben wir andererseits nach (51a)
(Bd. I, S 166):

E™ — E® — — bam, 25 #ER

Frenkel, Elektrodynamik | | . 19
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oder wenn wir zu einem polaren Koordinatensystem in der x = O-Ebene
Ubergehen und die Polarachse in der -Richtung ziehen (y = Rcos q,
z = Rsin ¢}:

Etm) — __k';%e. kR cos (18a)

wobei die Relation zwischen E und H unverandert bleibt.

Diese Formeln zeigen, dal durch Kombination einer elektrischen
Vertikalantenne und einer magnetischen Horizontalantenne eine ge-
richtete Ausstrahlung bedingt werden kann. Es miissen dabei die Schwin-
gungsphasen entweder gleich oder entgegengesetzt sein, und die Ampli-
tuden po und my numerisch Ubereinstimmen. Man bekommt z. B. bei
me = —pyx das folgende resultierende Feld (in der Néhe der Ober-
flache) :

E = Eo 4 Bn =% p (14 cosp),
d.h.

B =2 ':- pocost & (18b)

g
Die Abhangigkeit der Strahlungsintensitét |E|# von dem Azimut-
winkel ¢ fur die soeben betrachteten drei Félleist in der Abb. 26 graphisch
dargestellt  (der

ml il Radiusvektor des

@
m m Diagrammsist der
u VAV ¥ GroRe |E|* fur die
g betreffende Rich-

Abb. 28. .

- tung proportional).

Diese Ergebnisse stellen eine nur sehr grobe Anndherung an die

Verhdltnisse dar, die bei der Ausbreitung der Radiowellen (d. h. der

elektromagnetischen Wellen der drahtlosen Telegraphie und Telephonie)

tatsachlich beobachtet werden. Die Haupt quelle der dabei auftretenden

Komplikationen liegt nicht in der Kugelférmigkeit der Erde, sondern

wie zuerst von Sommerfeld gezeigt worden ist. in ihrer ziemlich geringen
elektrischen Leitfahigkeit.

Die Erdoberflache (und auch die Seeoberfléche) ist ndmlich ein sehr
unvollkommener Spiegel nicht nur fir die schnellen Lichtschwingungen
(das konnen wir ohne weiteres erkennen!), sondern auch fir die ver-
haltnismaRig langsamen Schwingungen der Radiotechnik. Um diesen
Umstand zu beriicksichtigen, missen wir zu der genauen Fragestellung
der Vorhergehenden Paragraphen zuriickkehren, d.h. die Erde as
einen homogenen Korper mit der komplexen Dielektrizitatskonstante
s-»s,+2i-:-iagzgl behandeln. Im Gegensatz aber zu unseren
friheren Ausfiihrungen, bei welchen die Quelle der einfallenden
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Wellen as unendlich entfernt angesehen wurde, missen wir jetzt
diese Quelle, in der Gestalt eines elementaren Oszillators, in der un-
mittelbaren Nahe der Oberflache, oder eher auf dieser Oberflache selbst
lokalisieren.

Wir wollen hier die Sommerfeldsche Losung dieser Aufgabe fur den
Fall eines elektrischen Oszillators mit vertikaler Achse angeben.

3. Zylindrische Elementarwellen und Darstellung beliebiger
Wellenvorgadnge durch ihre Superposition.

Wir fassen irgend eine elektromagnetische GréRe y, z.B. das Polari-
sationspotential, ins Auge und zerlegen sie in zwei Anteile: den priméren
%, welcher von dem Oszillator selbst herruhrt und den sekundéren ¢,
welcher von den (erzwungenen) Schwingungen im Koérper b (d. h. in
der Erde) bedingt wird. Der erste Anteil ist as bekannt anzusehen;
der zweite 1813t sich auf Grund der Differentialgleichung

Py + Ry =0 (k= ky) (19)
und der Grenzbedingungen bestimmen.
Es ist dabei zweckméfig, nicht von der fur ® mal3gebenden kugel-
symmetrischen Ldsung dieser Gleichung
LY
v ="yo (19)
auszugehen, sondern aus der einfachsten zylindersymmetrischen Ldsung,
die sich ergibt, wenn man
y=u{x)v () (19b)
Setzt, WO # = ¥ ¢4 % den Abstand von der X-Achse (paralel zur
yz-Ebene) bedeutet (r = R bei x = 0).
Man hat in diesem Fall:
J_w dy dr _dyy Sy Jipyt :Jw(l y’)

Ay S dr oy T dr s’ g anaT gy T e

und ebenso
f)’w fjsvzs+d_2_(_l_ gl
@v Py 1oy 1 G'(Fr\u)
Es wird alsy, dy’ am =ty Ty, em "+4a'f"
und folglich
1 ]
ThA St SRy =0, (20)
oder
L 2 1 -
Pt Ol (g )y e =0, (2049)
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Durch Einsetzen von (19b) bekommen wir ferner nach Division
mit lpf_r:
1du, 1 #(vyr)

'-T'a_x'i+ efr 0 + R+ =0

Daraus folgt, da u nur von x und v nur von r abhéngt:

1 3% 1 Aeyr) 1
W TR=— e — =

d.h.
=t ),

und

a{vyr) 1 1 4o
d s +(l’+ﬁ)0V1‘=0, oder dr'+ I3 dr+l’ v=0. (20b)
Die allgemeinen Ldsungen dieser Gleichungen lauten

“=CIB+V:T-T- 4 Cye VE_—ia
und

v=C, J(in+C, K (Ir)
wo/ (Q) und K (Q) die Besselschen Funktionen (nullter Ordnung) erster
bzw. zweiter Art bedeuten:

](g}-——jg‘emv‘dw 2 1}" 2:.. (””.: (200)
n=10
[ &)
K ()= J'sie o o Ig 2P L0@y).  ( =00615 (20d)

o

Die einfachste zylindersymmetrische Lésung von (19) hat aso die
folgende Gestalt:

p=Ce= TR 1y, @1

Der Parameter | kann dabei beliebige — auch komplexe — Werte
annehmen. Betrachtet man C as eine willktrliche Funktion von /,
so kann man die algemeine im Unendlichen verschwindende L&sung
der Gleichung (19) durch das Integral

v=[CtyIune T F (z20) (21a)
1]

darstellen wobei das Minuszeichen fir x > 0 und das Pluszeichen fiir
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x>0 gilt}). Der Integrationsveg kann in der komplexen |-Ebene
beliebig verlaufen.

Diese Integraldarstellung ist ganz analog zu der (Fourierschen)
Integraldarstellung der Lésungen von (19) mittels ebener sinusoidaler
Wellen, die im 84, Kap. IV angefuhrt worden ist [vgl. insbesondere
(39a) und (41a)]. Es spidt dabei die *-Koordinate die Rolle der Zeit t
und r die Rolle der rdumlichen Koordinaten; die Exponentialfunktion
{7 ist hier durch die Bsselsche Funktion J(Ir) ersetzt. Wenn die
Funktion w {#, #) fur x = 0 bekannt ist, kann man de flr enen be-
liebigen Wert von x nach (21a) berechnen. Dazu ist es nur notwendig,
die , Amplitudenfunktion" C (/) der Bessaschen Integraldarstellung

¥ (0,7 =Tc (7 1di (21b)
zu wissen; diese Amplitudenfunktion &Rt sich nach der Formel

ciy :Tw 0.9 J(lr) rdr (21c)
bestimmen — in voIIkomm;ner Analogie zu der entsprechenden

Formel der Fourierschen Integraldarstellung.
Es sai bemerkt, dal} die Bessehche Integraldarstellung sich aus der
Fowwschen, fur den Fall von zwei Variablen (y, z2) direkt ergibt.

Setzt man namlich
+ o+

lp(y,z}=% J‘J‘C(m,n) gimvturidm dn,
— o =
so wird v o
C (m, n):%i- J‘J.'f’(-"' gpeftmytnstdydy,
—_ —

Wir fihren nun den Vektor mit den Komponenten I, = m, Iy — n ein,
und bezeichnen den Winkel ((, y) mit a. Die obigen Integrale kénnen
dabei folgendermalen dargestellt werden:

o Z2x
viv,2d=u(r, ¢ =IMI§!’;J3‘"“"{?""’C ( o)da,
0 0

(21d)

o 2=
Cl,9)=Cm,m)=[rdrg_[esirme-agyy,g)dgp.
0 0

In dem Spezialfall, daR g nur von r = ¥y3 ¥ 2 abhangt, redu-
zieren sich diese wegen (20 ¢) Formeln auf (21b) und (21c).

;) Der redle Anteil der Quadratwurzel soll positiv sein.
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4. Anwendung der allgemeinen Formeln auf den Fall
einer elektrischen Vertikalantenne; zylindrische

Oberflachenwellen.
Wir wenden die letzteren Formeln zundchst auf die kugelsymme-
trische L6sung (19a) und (19) an. Eswird dabei y (0,7} = [r}:wof::
und folglich

& -3

oz
Cly=pof e Junar=2efag e Crverla,.
(] o a

Wir setzen nun k as komplex (= %@ 4-$&®) und seinen imaginéren

ol
Anteil (g3 al,J';h (edomn), L . infach
s & (1 + s cusq;)

En
und nach ¢ @y “1 J . 4?’ ?’;_._I Vo %
ih2m ik B oy’
14 FEo® l/l—-— ¥
i

oder schlielich

,'u-n

¥o J (i) eTI PR (22
Die Komponenten d&s M ﬁ Polarlsanonspotentlals lassen sich
in dieser Form bei k = k, und bei passender Wah! der Amplituden
darstellen. In dem Fall eines Oszillators mit vertikaler Achse kann man
dso Z3 = - T

Zo=yte [ iin (x>0) (229)
setzen (den Zeltfaktq[ et fassen wir im folgenden immer weg). Fur
das sekundare Polarlsat|onspotent|al in a und das totale Polarisations-

Z=Z=0, Z =y = %’,’?'{”N) ‘7_“, (x>0) (22b)
B0, Revy ;’f’"‘nz;”‘ B <o) (@29

wo fy () und fy(l) zwei zu bestimmende Funktionen bedeuten.
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Die durch die Potentiale ¢+, ¢~ und w, dargestellten Wellen ent-
sprechen den einfallenden, reflektierten und durchgehenden Wellen
der in den vorhergehenden Paragraphen dargelegten optischen Theorie.

Die Funktionen f, und f, lassen sich mittels der Grenzbedingungen
(4a) bestimmen. Nach den Formeln (7a) in Kap. IV hat man bei
Zy=27,=0:

H,=0, H,=—ikos,pai", H,:ikoe,p%,

822, 082, c = 92,
Bo=—(Gyw+52) E Bxd}’ AL
d.h.
Ry dy iy -
(1) BB s @
H,=0, H,=0, H,="w¥, (233)

wo E; und Ey die radiale und die azimutale Komponente von &
bedeuten.

Die Grenzbedingungen (4 a) lauten in unserem Fall bei ¢, — p, = 1:

& B —Ef +Ef, EP=Ef +Er,

=0 23b
—H L H, (x=0) (23b)
Wir bekommen also mit Rucksicht auf E} = 0:
a '] I

VEIR T Rk
ok _ ML)
BopElE o yBoom T

Die erste und dritte Gleichung sind miteinander wegen &% = & e,
aquivalent. Es wird folglich

fh=—fo= sdiB

= (23c)
P iy COUIR Y el T

oder wenn wir p = 1 setzen

- LY Lo
h=—1l= M- k==+k*ws_k-' (23d)

Die vollstandigen Potentiale in a und b driicken sich also durch die
Integrale:

o
=B [L) e R a1, ]
" @4
po= 2 [T e P Ha1a |
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aus, wo zur Abkiirzung

N=B{F—E+RYr -7 (242)
gesetzt ist.

Durch diese Formeln ist unsere Aufgabe prinzipiell gelést und auf
die Auswertung der obigen Integrale reduziert.

Diese Auswertung laft sich nach der Methode der komplexen Inte-
gration ausfuhren.

Die Integranden in (24) haben drei singul&re Punkte, ndmlich einen
Pol | — g bei N =0 und zwei Verzweigungspunkte | — k, und | = k.
Wir betrachten zundchst den ersten Bestandteil der entsprechenden
Integrale, welcher dem Umgang in der komplexen /-Ebene um diesen
Pol entspricht. Durch Residuumbildung bekommen wir

éﬂ‘ﬂ. eFWRE ] dni ] gr)e¥ Velvs 9

N
¢ (- f)f::g
Nun ist
d.h BV — K+ B Y — k=0,
. g (h — by == B2 RE (42 — B2)
oder
RE kg 11
=R (o= m+) @)
Man hat also: :
_ k,ﬂ___k_:_ s g M
‘Is e k"-f—kz' i i Rar?
aN & N\ dyREIRE (ML K
und schlieflich:
f,‘_{f} FVO_Fa 14l — 2n KA 7@ cFHO—Ha (25a)

IRCET LR

Bei genligend grofen Werten des Arguments gilt bekanntlich die
asymptotische Formel
2 AT T B (R S PR

J@e Vﬂg cos (o— %) = . {s +o 2 (sh)
Man sieht daraus, dafd der Ausdruck (24 c) in grofRen Entfernungen von
der Antenne stehende Wellen darstellt, deren Amplitude umgekehrt
proportional der Quadratwurzel aus dem horizontalen Abstand r ab-
nimmt. Mit dem Vertikalabstand x von der Erdoberflache mu3 se
exponentiell abklingen.
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. - 124
Wenn man & ds r e (—) n d & ds imaginar (=%?¥9)
voraussetzt, so wird

Vo~ B=cti =+ 0+in yip

i G, «—if) 2w
qu ks_ “‘+ﬁ' » b" ]

wtif= VLR

wo
d.h.

— P+ 2iqf=ht+ 24 9-'9’-
gesetzt ist. Wir kdnnen dabei oe und B als positiv voraussetzen und in
den vorhergehenden Formeln das obere Zeichen wahlen.
ﬂ'g -

Bei —3 > 1 hat man naherungsweise @ === —V =, Pra=¢{

[vgl. (16b)] und folgllch
ReVPHE 57 (x>0), ReV¥ ¥y (<),

In dem entgegengesetzten Extremfall ('—:i'< l) muR man auch die
(reelle) Dielektrizitétskonstante €, des Erdbodens berlicksichtigen. Es
wird dabei:

R(]}q’ kg) C(l: }2’ R(an 9)227! c{l-l-E)’

Wellen der betrachteten Art heiRen Ober flachenwellen, da sie sich
tatsachlich nicht im ganzen Raum, sondern entlang der Grenzflache der
beiden Kérper fortpflanzen und nur in der Nahe dieser Oberflache
betrachtliche Amplituden haben. In der Formel (25b) sind stehende
Oberflachenwellen als Superposition von divergierenden und konvergie-
renden Wellen dargestellt. Wir missen offenbar die letzteren weg-
lassen, denn in dem von uns behandelten Problem kénnen nur diver-
gierende Wellen in Betracht kommen. Wir erhalten dabei den folgenden
Ausdruck fir die Potentiale (24) in grofen horizontalen Entfernungen
von der Antenne und in der N&he der Erdoberfléche:

Yo _ | ¢ :{qr—wﬂ | }2;5 kEkk’
Kt 1€l |y rgmr |

Nach (25) hat man nadherungsweise:
o V_Bw}?v
q:kc 1424,y '
d. h. bei grofen Werten von?.qm% In diesem Grenzfall, der einer
vollkommen leitenden Erde entspricht, mufl aber die Amplitude der

(25¢)
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Oberfléchenwellen verschwinden. Wir haben in der Tat bei der direkten
Behandlung dieses Falles keine Spur solcher Wellen gefunden. Sie
bilden also nur dann einen wesentlichen Anteil des durch die Formeln (24)
dargestellten Wellenkomplexes, wenn das Verhéltnis—:-von der Grolen-
ordnung 1 ist. Es sei bemerkt, dafl? in dem entgegengesetzten Grenzfall
:!gl fir den Parameter q sich die folgende Né&herungsformel
crgibt
w (s — Zioylv) ] & [ a1 1
=) Vi oy € V:ﬁ';;[”' (o 1)

Wir konnen hier auf die ausfihrliche Diskussion der Formel (25 c)
nicht eingehen'). — Wir werden ebenfals diejenigen Anteile der
Integrale (24), welche den Verzweigungspunkten / = k, ky entsprechen,
nicht néher betrachten. Man bekommt dabei in der Luft und im Erd-
innern zwei Raumwellen, deren Amplituden ungefdhr umgekehrt pro-
portional dem Quadrate des Abstandes ,R=}/r’+x‘ abnehmen. In
groBen Abstanden spielen diese Wellen eine untergeordnete Rolle.
In dem Grenzfall einer ideal leitenden Erde verschwindet die innere
Raumwelle und die Ober flachen welle, wahrend die dulere Raum welle
die Ubliche Gestalt annimmt (wobei die Amplitude umgekehrt pro-
portional zur ersten Potenz des Abstandes abféllt).

6. Ubersicht der anderen Typen von Sendeantennen.

Ahnliche Resultate ergeben sich in dem Fall einer elektrischen
Horizontalantenne, den wir hier noch kurz betrachten werden. Wir
stellen uns aso einen elektrischen Oszillator vor, der parallel zur Y-
Achse mit der Amplitude 1 schwingt. Es konnte zunéchst erscheinen,
da3 man in diesem Fall nur die jy-Komponente des Polarisations-
potentials zu berlicksichtigen braucht, wahrend die zwei anderen ver-
schwinden. Diese Annahme fiihrt aber auf einen Widerspruch mit den
Grenzbedingungen. Um die letzteren zu befriedigen, mu3 man noch
die Vertikale (x)-Komponente dieses Potentials in Betracht ziehen.

Wir setzen zunéchst wie in dem Falle einer Vertikalantenne

o
ik R idi g
B=2=0, B=y/="3 -=uj gy TR
an. Man bekommt dann die folgenden Ausdriicke fir die vollsténdigen
Potentiale in a und b:

- -]
pi— J’fgj’-’e-l'm&w;, ") =%§ jf_gﬁ ebViE*1d], (26
0 /]

) Sehe die Sommerfeldschen Arbeiten: Ann. d. Physik Bd. 28, 1909 und
Bd. 81, 1927.
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-]
P8 = (kf — &%) cos qaj'{q{;;? A Idl,
o

(26a)
= (42— ) e : cos @ {f\r(N’) et leRPagy,
0
wo
N' = P24 YR g (26b)
und

}'(9)=i~£="11

bedeutet (J; ist die Bessdsche Funktion erster Ordnung).

Diese Formeln zeigen, dal3 die primaren horizontalen elektrischen
Schwingungen neben den sekunddren Horizontalschwingungen auch
vertikale erregen, die ihren Maximalwert gerade in derjenigen (longi-
tudinalen) Richtung erreichen, wo bei Fehlen der Erde das elektro-
magnetische Feld berhaupt verschwinden sollte. Hinsichtlich seiner
Abhéngigkeit von dem Azimutwinkel <p fallt diesss yp,-Feld zu-
sammen mit dem Feld einer Rahmenantenne mit der Schwingungs-
ebene xy, das wir oben unter der Voraussetzung vollkommener Spiege-
lung betrachtet haben. Dementsprechend kann man mittels einer
»geknickten" elektrischen Antenne von der Gestalt | eine gerichtete
Ausstrahlung des in der Abb. 26 dargestellten Typus hervorbringen.

Der durch (26 a) bestimmte Wellenkomplex &Rt sich in eine Ober-
flachenwelle derselben Art, d. h. mit demselben Parameter g, wie in
dem Fall einer Vertikalantenne, zerlegen und in zwei Raum wellen,
die noch schneller mit dem Abstand R abnehmen. Die horizontalen
Schwingungen, welche durch die Formeln (26) ausgedriickt werden,
pflanzen sich dagegen nur in der Gestalt von Raum wellen fort. Dies
folgt vom mathematischen Standpunkt aus dem Fehlen von Polen
in den Integranden (26). Physikalisch bedeutet das, da Oberflachen-
wellen mit tangentielen elektrischen und vertikalen magnetischen
Feldstarken unmaglich sind (sehe unten § 4).

In groRBen Horizontalabstéanden von der Antenne sind die verti-
kalen elektrischen Schwingungen {.), besonders in der Nahe der Erd-
oberflache viel kraftiger as die Horizontalschwingungen {g,), durch
welche sie urspriinglich erregt werden. Es gelten dabei fir genigend
groRe Leitfahigkeitendie folgenden N&herungsformeln:

LAY Ay LTI Ry ik
¥y e cmqad ( » ),z-—kcomp F R TTT 4 C0S¢-

i 4 (P‘h‘?\@kn b B 0
WL o\ W )2 kR

x-+0 (26¢)
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Das elektromagnetische Feld einer Rahmenantenne, d.h. eines ma-
gnetischen Oszillators, |&Rt sich bei Beriicksichtigung der endlichen Leit-
fahigkeit der Erde am einfachsten mittels eines magnetischen Polari-
sationspotentials B bestimmen. Die Feldstérken ergeben sich daraus
nach den Formeln

D=rotrot 8=, E= i-:, rot Bt @7)

(vgl. Anmerkung zum 87, Kap. 1V), die zu den entsprechenden Formeln
fir das elektrische Polarisationspotential [(7 a) § 1, Kap. | V] reziprok

sind.
Man bekommt dabei im Falle einer Horizontalantenne der friiher

betrachteten Art (#y, = 1, m, = m, = 0):

@
pa= [ Jun e rewimtas,
[1]

- (2749
v _—_‘f f;:: Flr)etvo-iizldy,
1]
@ L4
w8 = (k2 — k%) sin ¢ J'{v(:_} e Vikz 0d],
¢ (27b)

[re]
vh= (Al — Al sing J'{\F{;;_] H VB R AT
0

In diesen Formeln bedeutet 4 selbstverstédndlich das magnetische
und nicht das elektrische Polarisationspotential. Diesem Umstand ent-
spricht das Auftreten von sin ¢ in (27 b) statt des cos @ wie in den fast
identischen Formeln (26 a). Die aus (27 b) nach (27) berechneten Feld-
stérken stimmen aber mit denjenigen, welche sich aus (26a) nach den
Ublichen Formeln (7a), 81, Kap. IV ergeben, vollkommen Uberein.
Die ,vertikalen" Anteile des Feldes von elektrischen und magnetischen
Horizontalantennen sind aso identisch. Die , horizontalen Anteile"
(26) und (27 a) haben aber eine wesentlich verschiedene Beschaffenheit,
wie schon aus dem Umstande einleuchtet, dal? der Wellenkomplex
(27a) ebenso wie (24) Oberfléchenwellen enthélt, im Gegensatz zu (26).

Im Falle einer magnetischen Vertikalantenne (s, = 1, m, = #, =0
hat man schlieflich:

[-+]
@y ye = [T ViR L, I
‘ 27 ¢)
p=[L et viaz 11 I
L]
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Hier sind Ober flachenwellen Gberhaupt nicht zu finden. — Die letzten
Formeln ergeben sich in genau derselben Weise wie die entsprechenden
(oder ,reziproken") Formeln (24) fur die elektrische Vertikalantenen.
Und zwar mu3 man von denselben Ansétzen (22a, b, c) ausgehen und
dieselben Grenzbedingungen (23b) berlicksichtigen, wobei nur die
Formeln (23) und (23 &) durch die reziproken Formeln

imdy Py , 1 ay
Ba=B,=0, Ep=—773% Ho=—(Gi+55)),
diy
H =dxar H"’= 0
Zu ersetzen sind. Man bekommt dabei statt (23 d)
¥ ag

fa=—h= TR -

§ 4. Drahtwelen und Oberflachenwelen.

1. Vollkommen leitende Dréahte.

Nach dieser kurzen Ubersicht der Gesetze der drahtlosen Wellen-
ausbreitung wollen wir jetzt die Fortpflanzung der elektromagnetischen
Schwingungen — oder Wellen — langs metallischer Dréhte betrachten.
Dabei werden wir die letzteren as ein System unendlich ausgedehnter,
paralleler Zylinder von beliebigem Querschnitt behandeln und sie zu-
nachst als vollkommen leitend voraussetzen'). Die gemeinsame Richtung
der Drahte (oder ihrer Erzeugenden) soll' mit der Fortpflanzungs-
richtung (2 der elektromagnetischen Wellen im Aufenraum (den
wir as leer voraussetzen) (bereinstimmen.

Diese Wellen mussen folglich eben und sinusoidal sein. Im Gegensatz
aber zu den friher betrachteten Wellen dieser Art mussen sie eine
in ihrer Ebene verénderliche Amplitude haben, die innerhalb der ein-
zelnen Dréhte — sofern es sich um die Feldstérken handelt — ver-
schwindet.

Die Komponenten dieser Feldstarken und aller anderen elektro-
magnetischen GroRen konnen also als Funktionen der Koordinaten
und der Zeit in der Form

P = Yo%, Yy Fe—on (28)

dargestellt werden. Die Amplitudenfunktion g, (X, y) .soll dabei derart
bestimmt werden, daf} aulRerhalb der Drahte die Differentialgleichung
Vig + k39 =0 oder nach (28)

a""' 4 a;;. =0 (28a)

Y Die sich auf diesen Fall beziehende und unten dargelegte einfache Theorie
rahrt von M. Abraham her.
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und auf ihrer Oberflache die Grenzbedingungen (17) befriedigt seien.
Die Flachendichte der Ladung (n) und des Stromes (1) lassen sich dann
nach den Formeln (17 &) bestimmen.

Es sei bemerkt, dal3 es gerade diese Ladungen und Stréme sind,
die den eigentlichen Inhalt der betrachteten Erscheinungen bilden.
Den Mechanismusihrer Entstehung lassen wir hier auler acht. Wéahrend
in dem friher behandelten Problem der drahtlosen Wellenausbreitung
die Wellen durch eine auRere Quelle (in der Gestalt eines harmonischen
Oszillators) erzeugt wurden, sind sie jetzt ausschliefflich durch die
Ladungs- und Stromschwingungen in oder eher auf den Dréahten selbst
erzeugt. Es gibt adso in diesem Fall keine priméren Schwingungen,
sondern nur ,sekundére", die besser as freie Schwingungen der Drahte
zu bezeichnen sind. Praktisch werden solche Schwingungen immer
durch irgendwelche duRere Einwirkung an einem Ende der Drahtleitung
erregt. Bei sehr groRBer Lénge dieser Leitung ist aber ihre Fortpflanzung
von dem Erregungsmechanismus unabhéngig und durch die Gleichun-
gen (28), (28 &) in Verknupfung mit den Beziehungen (17), (17 &) be-
stimmt.

Die Losung der Aufgabe gestaltet sich am einfachsten, wenn man
neben den Elektrizitétsdichten n, t noch die entsprechenden Poten-
tiale @, A einfihrt. Wir nehmen dabei an, da die Stromdichte !
der z-Achse parallel ist; das Vektorpotential ¥ muf} sich dement-
sprechend auf die z-Komponente A, — A reduzieren. Die algemeine
Beziehung zwischen den beiden Potentialen

1lde

Ty +divH =0
reduziert sich dabei auf
ldg 94
st =0
oder nach (28) auf
p=A (29)
(wegen & —~~-)
Daraus folgt nach den algemeinen Formeln &= --I?'tp--*-:-?‘l,
b=rot91
. L 4 =
E, = gt Ey= By E,=0 (29a)
und :
dA A
H.r::"(j':;r Hﬂ=_""ax'n Hs=0a

d. h. nach (29) und (29a):
Hy=—E, H,=E,, H,=E,=(.
Die letzten Formeln zeigen, daf? die Vektoren & und § in der tiblichen,
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fir die Wellenzone charakteristischen Weise miteinander und mit der
Fortpflahzungsrichtung verknipft sind (F = H, § ==t X G, & = H Xn,
n-Wellennormale), ganz unabhéngig von der Art, in welcher sie sich in
der xy-Ebene é&ndern.

Auf Grund der Gleichung (28 @) kann man das Vektorpotential A
durch ein skalares magnetisches Potential 4 ersetzen, d. h. die Kompo-
nenten von £ nach den Formeln

—_ 9 -
H,—— oy H, = by (30)
ausdriicken. Durch Vergleich dieser Formeln mit den vorhergehenden
bekommt man in der Tat die Beziehungen

a a 2] o
E=Gy ey = o (308)
woraus folgt

A a* s A

o T o= g+ g4 =0
in Ubereinstimmung mit (28 a).

Die Beziehungen (30 a) zeigen, dal? @ und ¢ den reellen und den
imagindren Anteil einer analytischen Funktion f (£} der komplexen
Variablen { == x 4-iy darstellen (von dem Faktor gf%¢—«# schen wir
"im folgenden ab). Die Linien ¢ = konstund 4 = konst sind orthogonal
zueinander und fallen resp. mit den magnetischen und den elektrischen
Kraftlinien zusammen. Dabei missen die Drahtrander, d. h. dieKurvena,
welche die Querschnitte der Drahte mit
einer Ebene z = konst begrenzen, mit
gewissen  @-Kurven  {bereinstimmen
(Abb. 27). Es missen ferner innerhalb
jedes Drahtes ¢ und w konstant bleiben.
AuRerhalb der Drahte ist @ eine eindeu-
tige und ¢ eine mehrdeutige Funktion
von x und y: bei jedem Umlauf um
einen Draht erfahrt die letztere die Zu-
nahme— $ H,do = —4nf=—4xfldc
(/-Stromstarke). Abb. 7.

Die Formeln (29 a) und (30) kénnen am Rande eines Drahtes in
die Gestalt

E,=—2%, E.%,

7 T dn’

H,=0,  H=—3¢
umgeschrieben werden. Die Ladungs- und Stromdichte driicken sich
dabei folgendermallen aus

2 Ii4
n=__9’=...._3’. =1. (31a)

(31)



304 Elektromagnetische Schwingungen in begrenzten Korpern.

Ihre numerische Gleichheit entspricht der Gleichheit der Potentiale ¢
und A. Es muR selbstverstandlich auch die Stromstarke J = ffde
mit fqda-_-a e — der elektrischen Ladung pro Langeneinheit — lberein-
stimmen.

Wenno eine ganz beliebige in der xy-Ebene liegende Kurve bedeutet,
kann man die Formeln (30) durch

—_99__ 2y —_ %9 __

AT s do’ E = + ’ 31b
H__%%_ 2% v ___ 2 (G1b)
LR 7! oy’ ¥. oa an

ersetzen.
Daraus folgt, da die Differenz ¢, — ¢, flr zwei beliebige
Punkte P; P, (in der xy-Ebene) gleichzeitig die Zirkulation von &

léngs einer beliebigen durch diese Punkte gezogenen Kurve (P:E,dof)
und den FIuR von § durch diese Kurvepoder vielmehr die damit ver-
kniipfte Zylinderflache von der Hohe 1 (J'H dg) darstellt. Dement-
sprechend stellt die Differenz qul—wn die magnetische Zirkulation

(J'H,da) und den elektrischen FIuB(J'E,,da) durch die Kurve P, P, dar.
Das am Anfang dieses Paragraphen gestellte Problem reduziert

sich adso auf die folgende verhatnismaRig einfache zweidimensionale
Aufgabe:

Es soll eine analytische Funktion

Q) =1x+i=9p@ N+ipiz ) 32)
bestimmt werden, deren reeller Anteil in einer Anzahl vorgegebener Rand-
kurven o, o, ... konstante Werte annimmt. Diese Kurven miissen

im allgemeinen geschlossen sein; sie kénnen sich aber auch im Unend-
lichen schlieBen. Der in der Technik gewodhnlich getroffene Fall eines
dinnen Drahtes mit kreisférmigem Querschnitt, der parallel der Erdober-
flache aufgespannt ist, 183t sich in die allgemeine Theorie unmittelbar
einfiigen, wenn man die Erde as einen ideal leitenden Draht mit un-
endlich groRem, durch eine Gerade begrenztem Querschnitt auffalit.
Hinsichtlich des von ihr herrihrenden elektromagnetischen Feldes
ist die Erde dem Spiegelbild des Drahtes (oder des Drahtesystems,
wenn man mehrere parallele Drahtleitungen betrachtet) vollstandig
aquivalent. — Wir werden die Funktion (32) das komplexe Potential
nennen. Wie jede komplexe Grofle kann sie durch einen Vektor f mit den
Komponenten fy = ¢ und f, =y dargestellt werden. Die Vektoren
& und § lassen sich umgekehrt als die komplexen GroRen

E=E,+iE,, H=H,+iH,
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behandeln. Die Formeln (29 @) und (29 c) kdnnen dabei, wie leicht zu
sehen ist, durch die komplexen Ausdriicke
df\* .

E=—(E) , H—iE (323)
ersetzt werden (wo A*, wie Ublich, die zu A komplex konjugierte
GroRe bedeutet).

Im Falle eines einzelnen Drahtes mit kreisférmigem Querschnitt
hat man z. B.

I8 =clg ;- + ¢z,

wo ¢; und c, zwei reelle Konstanten sind.
Setzt man { = re** (a-Azimutwinkel), sowird

I .
dh. f(C)=(c11g;-- +cg)—w,ot,
tp=allg: +e¢ und p=—c=. (32t)

Bei einem Umlauf um den Draht nimmt ¢ um den Betrag 2 mt ¢, ab,
der nach dem oben Gesagten gleich 4 ;tJ = 4n7e sein mul3. Wir haben
also ¢c; — 2e und folglich

=21, +6 (33)

Wir betrachten noch beispielsweise den Fall eines kreisférmigen Drahtes
mit dem Radius a, welcher die Achse eines kreisformigen Zylinders
mit dem inneren Radius b (> a) bildet. Wir wollen dabei annehmen,
dal die Ladungen und Strome des Drahtes und des Zylinders sich
gegenseitig kompensieren (wie dies bei den Kabelleitungen stets der
Fall ist).

Das elektromagnetische Feld in dem Zwischenraum (a <r < b)
lant sich durch das komplexe Potential (33) bestimmen, wenn man
mit e die Ladung (oder eher die lineare Ladungsdichte) des Drahtes
bezeichnet und die Konstante c, in passender Weise wahlt. Da inner-
halb des Zylinders und folglich auch im AufRenraum das elektromagne-
tische Feld verschwindet, kénnen wir bei r>b ¢ =0 setzen. Dies gibt

Zelg o+ g =0, d. h. ¢, = 2elg b und folglich
1) = 2slg-g~. (33a)

Das Potential des Drahtes — oder seine Potentialdifferenz gegen den
Zylinder — ergibt sich also zu

Far=2e1g . (33b)

Frenkel, Elektrodynamik I1. 20
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Fur die elektrische und magnetische Feldstérke in dem Zwischen-
raum bekommen wir nach (32a) die folgenden Ausdricke:

E_.;* —s‘“_—_—iH. (33c)
Die elektrischen Kraftlinien sind radial gerichtet, wahrend die magne-
tischen ein System dazu orthogonaler koaxialer Kreise bilden. lhre
Dichte ist umgekehrt proportional dem Achsenabstand r.

In diesen Formeln ist die Ladungsdichte keine konstante Grofle,
sondern eine Funktion der z-Koordinate und der Zeit, die dem reellen
Anteil des Faktors e¢#®s—=f proportional ist, d.h. sich durch die
Formel

¢ = £, C0s (k2 —wi) (33d)
ausdriickt.

Wenn der Zwischenraum vollkommen leer ist, wie dies oben voraus-
gesetzt wurde, bleiben die angefiihrten Resultate nicht nur fir harmo-
nische Schwingungen, sondern fir beliebige elektromagnetische Vor-
gange gultig (sofern es sich um ihre Fortpflanzung léngs der Drahte
handelt). Diese Resultate lassen sich leicht auf den Fall verallgemei-
nern, da3 der Zwischenraum durch ein homogenes vollkommen isolie-
rendes Medium erflllt ist. Es geniigt ndmlich in diesem Fall, wie ein
Blick auf die Formeln (17 a) zeigt, die Ladungsdichte n (und €) durch
die Dielektrizitatskonstante ¢ des Isolators zu dividieren und die
Stromdichte f (oder die Stromstarke J) mit q=m¢=r manneti schen Permea-
bilitat u, zu multiplizieren. Eswird dabei & = - Vsp und ferner nach
der Formel (6 @) § 1, Kap. IV

spdp 94 34
T ta=h 9
d.h.
Yepg=A. (34a)
Dementsprechend bekommen wir
He=VenE und t=_T1. (oder 7= é). (34b)
Feu Fep

2. Unvollkommen leitende Drahte.

Die dargelegte Abrahamsche Theorie der Drahtwellen stellt eine
ebenso grobe Annadherung an die Wirklichkeit wie die am Anfang des
vorigen Paragraphen betrachtete Theorie der drahtlosen Wellenausbrei-
tung auf der vollkommen leitenden Erde. Wir wollen nun die Grund-
lagen der strengen Theorie (nach A. Sommerfeld) entwickeln. Wir
betrachten also die Dréhte als unvollkommene Leiter mit der endlichen
Leitfahigkeit @y, Dielektrizitdtskonstante & und magnetischen Per-
meabilitat up (h=1, 2, 3...). Das umgebende Medium sei durch den
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Index O bezeichnet. Man kann dabei o, = 0 und u, = ¢ =1 (fir
h > 0) setzen.
Wir machen fur die verschiedenen elektromagnetischen GroRen den
folgenden Ansatz
,Pm=,,,gu(x, y)e@e—wd (h:0,1,2...), (35)

der die unmittelbare Verallgemeinerung von (28) darstellt. Der Para-
meter ¢, welcher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und die Dampfung
der Wellen charakterisiert, mu3 hier denselben Wert fir ale Korper
haben, und muf folglich von den sémtlichen Wellenparametern

ka: ?: My (”’h= F_E;i(n » E;= £ —23:6:) ’ (35a)

welche die einzelnen Dréhte (einschliefllich das Medium) charakteri-

sieren, verschieden sein. Wie wir sofort sehen werden, sind die durch

(35) bestimmten Wellen im gewissen Sinne as die Veralgemeinerung

der im vorigen Paragraphen betrachteten Oberfléchenwellen anzusehen.
Durch Einsetzen von (34) in die Gleichung

Fip® L klps =0
ergibt sich statt (28a):

9! ihr 2 pth
o g+ G gy =0, (35b)
Wir versuchen ferner den frilheren Ansatz fir das Vektorpotential
A= AP0, 4P=4 (3)

zu machen — obwohl er im allgemeinen bei unsymmetrischer Verteilung
der elektrischen Strémung senkrecht zur zAchse nicht glltig ist (s
unten). Es wird dann nach (34)

Ak ‘::i @™ = .’;_?, pth (m = ;-g) s (364)

N iF g™ i
EW = — ?g’;, = dg’;.. , Ep= (B—ge™, (36h)
HO=— R g, 9= ER, HP=0.  (360)

Die Ipngitudinale Komponente der elektrischen Feldstérke ist folglich
von Null verschieden. Dies ist ohnehin klar, denn es ist gerade diese
Komponente, welche die elektrischen Stréme in den Drédhten be
dingt.

Die Darstellung der magnetischen Feldstérke mittels eines skalaren
magnetischen Potentials erweist sich im allgemeinen as unmdglich,
denn aus (36 b) und (30) sollten die Beziehungen

KHog _ov moe_ oy

max @y’ mady  dx
20*
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und daraus die Gleichung (28 a) folgen—im Widerspruch mit (35 b). Die
Darstellung von ¢ als des reellen Anteils einer analytischen Funktion
der komplexen Veranderlichen x+iy ist selbstverstandlich ebenfalls
unmoglich — mit Ausschlu® des statischen Falles (w = 0), wenn die
Parameter %, und g samtlich verschwinden.

Die Grenzbedingungen (4 a) fiir die Trennungsflache des A-ten und
I~ten Korpers (die Drahte konnen sich teilweise beriihren) lauten,
wenn man freie Flachenladungen durch Einfiihrung der komplexen
Dielektrizitatskonstante berlicksichtigt und freie Flachenstrome aus-
schlielt (letztere kdnnen bei endlicher Leitféhigkeit nicht auftreten):

S EM=¢EP, EWM=EP, EM=EP, (37
_l_H(kJ — __1__H{h Lre— (373)

Ha T It LA L3 "

Es bedeuten hier uundr die Normale und denTangentialvektor zur Grenz-

kurveo im betreffenden Punkt. Der Einfachheit halber denken wir uns

fur einen Augenblick, da3 sie resp. mit der x- und y-Richtung zusammen-

fallen. Esfolgt dann aus (37a) nach (36c) mit Rucksicht auf n = g} p

N R o K of gy B
e EP =g EP, S EY =g ED

Die erste dieser Gleichungen ist mit der ersten Gleichung (37) identisch.
Die zweite Gleichung widerspricht aber im algemeinen der zweiten
Gleichung (37). Um diesen Widerspruch zu beseitigen, missen wir

E|: Hn:O (37b)

setzen. Das ist also die Glltigkeitsbedingung des Ansatzes (36).
Die zwei Ubrig bleibenden Grenzbedingungen reduzieren sich nach
(36 @) auf
awll)

GO0 =g B— W =W, (@70

Es miissen dabei wegen (37b) die Potentiale ¢ und ¢ konstante
Randwerte haben, die aber miteinander nicht zusammenzufallen brauchen.
Wir miissen in der Tat diese Potentiale fur jeden Draht nach der Glei-
chung (35b) einzeln bestimmen, und ihre Beziehung zueinander gerade
auf Grund der Grenzbedingungen (37c) aufstellen. Es ist zu be-
tonen, daB die Potentialspringe g™ — ¢## in dem betrachteten Fall
keine unmittelbare physikalische Bedeutung haben.

Da die Gleichungen (37 c) in bezug auf die Randwerte von ¢ linear
und homogen sind, kénnen sie nur bei bestimmten Werten des Para-
meters q miteinander kompatibel sein. Wir missen folglich durch
Elimination dieser Randwerte eine Gleichung

A{g)==0 (37d)
bekommen, welche zur Bestimmung von q dient.
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Nach diesen allgemeinen Ausfiihrungen wollenwir nun diewichtigsten
Speziafélle untersuchen.

3. Draht von unendlich groflem Radius (ebene
Oberflachenwellen.)

Der einfachste Fall entspricht einem Drahte von unendlich grofiem
Radius, d.h. einer ebenen Grenzflache zwischen dem Isolator (0) und dem
Leiter (1). Der letztere stellt aso in diesem Fall keinen eigentlichen
,Draht" dar, sondern den schon manchmal behandelten , Halbraum".
Die betrachteten (zuerst von J. Zenneck untersuchten) Wellen unter-
scheiden sich aber von denjenigen, die wir in den Paragraphen 1 und 2
behandelt haben, durch die Tatsache, daR sie auf den beiden Seiten der
Grenzflache x — 0 sich mit derselben Geschwindigkeit fortpflanzen. Solche
Wellen haben wir in § 3 aus dem durch eine Antenne der drahtlosen
Telegraphie erregten Wellenkomplexe gesondert und als Oberfléachen-
wellen bezeichnet. Der einzige Unterschied zwischen den erwahnten
Wellen und den Wellen, die wir jetzt nach der soeben dargelegten
Methode betrachten wollen, besteht in der Tatsache, daR die ersteren
sich nach allen Seiten ausbreiten, wahrend die letzteren entlang der
Erdoberfléche in einer bestimmten Richtung (2) fortschreiten.

Wir kdnnen also den Ansatz (35) durch die Annahme vereinfachen,
da3 4 von y unabhéngig ist. Es wird dann nach (35b):

e - e =0, (=0, 1)
d.h.
e P L L PR

Wir haben hier mit dem Pluszeichen digjenige Quadratwurzel bezeichnet,
welche einen positiven reellen Anteil hat. Damit die Potentiale mit der
Entfernung von der Grenzflache x = 0 nicht unendlich werden kdnnen,
muR man dabei € = C{’ = 0 setzen.

Die vorhergehende Formel reduziert sich aso auf

(x>0}, ]
(38)
(x<0).

Die Bedingungen (37b) sind im betrachteten Fall von selbst erfillt,
wéhrend die Bedingungen (37¢) liefern:

(FP— A Co= (2 —F) C,, }
— gy YgE—REC, =€ Vg* — B} .

Wir nehmen ferner die beiden Korper (Luft und Erde) als nicht magne-

Gy R

e
q:'=C,e+h' kix

(38a)
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tisch an, setzen also g, = k%, €, = k% und bekommen durch Elimina-
tion der Konstanten die Beziehung

die wir im vorigen Paragraphen nach einer ganz verschiedenen Methode
gefunden haben, und woraus sich fir q der Wert

L (38h)
¥+ M
ergibt.
Da dieses Ergebnis im § 3 schon diskutiert worden ist, wollen wir
anhangsweise nur die Feldstérken noch bestimmen.
Durch Einsetzen von (38) in (36 b) und (36 c) erhalten wir

=i, E=—l@—#e, H=1%VF R
oder mit Ricksicht auf (38 b) [vgl. § 3]

i83 o P4}

P ] EY= 0
T " Tmian¥
o ok (38c)
HY = R
oY ko By

und dhnliche Formeln fur h = 1. Das Verhdltnis zwischen den verti-
kalen und den horizontalen Komponenten der elektrischen Feldstérke
in der unmittelbaren N&he der Erdoberfldche druckt sich folglich,
wegen E? == EL, durch die Gleichungen

.k 3
E =\ E3='E (38d)
aus.

4. Draht von endlichem Radius; Kabel.

Wir gehen jetzt zu dem etwas komplizierteren Fall der Fortpflan-
zung elektromagnetischer Schwingungen léngs einem Draht mit kreis-
formigem Querschnitt vom endlichen Radius a Uber. Die Achse dieses
Drahtes soll zur Z-Achse gewdhlt werden und der Abstand davon wie

Da das elektrische Potential aufer z und t nur von r abhdngen kann,
setzen wir
pW=grew-en (= 0, 1) (3)

an. Die elektrische und magnetische Feldstarke bestimmen sich daraus
nach den Formeln
dg T4
E=—%3. E,=o0, E,=— (¢ — ¥y,

or
H,=0, H,=E, H=0.

wq

(393)
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Die Bedingungen (37b) sind aso erfillt!), wodurch unserer Ansatz
gerechtfertigt wird.
Die Amplitudenfunktion ¢ (») muf dabei der Gleichung

4% Id
an T E—Me=0
oder
e 19 00, o= fB—gr=sr (39b)
dgi T g TEPTT €% -
genligen, deren allgemeine Lésung ist:
=A@+ BK(), (3%)

wo J (e) und K(e) wie Ublich die Besselschen Funktionen erster und
zweiter Art bedeuten [vgl. (20c) und (20d)].

Da @ bei » = 0 endlich bleiben muf3, wihrend K (e) dabei logarith-
misch unendlich wird, soist B; = 0 zu setzen. Im Aufenraum (h = 0)
muf3 dagegen das Potential durch die Funktion K (e) bestimmt werden,
wie schon aus der Tatsache ersichtlich ist, daR es sich bei unendlicher

Leitfahigkeit des Drahtes auf c,lg—:- reduziert [vgl. (33)]. Wir haben
folglich

W= Af(s,r), @W=BK(s#). (40)
Die Grenzb 442s J' (5,8) = BiEs, K’ (s48) , wir beschranken
mswfw1F(ﬁ—¢UmM=mﬁ—ﬁKmﬂ} (402

Daraus ergibt dch die folgende transzendente Eliminationsgleichung
far q:
8y Jma) _fy By Kisa)
(= %) aren={1=T) i

oder anders geschrieben

syJ (519} sy K(sq0)

H (sa) = BK(sqa) (40b)
In dem Fall eines vollkommen leitenden Drahtes stimmt der Para-
meter g, wiewir oben gesshen haben, mit ko Uberein. Dieszeigt, daf3 auch
bei geniigend grofRRen endlichen Werten von |k,|, g nicht sehr verschieden
von ko und folglich seinem Betrage nach sehr klein im Vergleich mit | kj\
sein mufl3. Wir kénnen also mit geniigender Annéherung

s, =k (41)
setzen.

") Die dort durch T bezeichnete Richtung ist nichts anderes als die Azimutal-
richtung o, wéhrend n mit r Ubereinstimmt.
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Bei den in der Elektrotechnik gebrauchten Schwingungen ist die
Wellenlénge ,1,-.— immer sehr grofd im Vergleich mit dem Draht-

radius, d. h. kea ist eme sehr kleine Zahl. Nach dem soeben Gesagten
mufl3 man ebenfalls

lspa <1 (41a)

haben. Es wird dabei mit geniigender Anngherung

K(spa)= 2 Und K’ (s,a) = 1.

Die exakte Gleichung (40 b's kann aso durch die fofgende angenéherte
Gleichung ersetzt werden
_5e 2,:: spe J(sa)
"‘u Sy P lse
in welcher die rechte Seite as bekannt anzusehen ist. Setzt man noch
zur - Abkiirzung ;"}: =¥n, o wird

kil 1
—MET= s L (419

(41b)

Die Losung dieser Gleichung &Rt sich (nach J.J. Thomson) in der
folgenden kettenbruch-ahnlichen Form darstellen:

= §
' ' (41 d)

Bei den gewohnlich vorkommenden sehr kleinen Werten von f ist
dieses Verfahren rasch konvergent.

Wenn |s; @] 2 1 ist, ergibt sich nach diesen Formeln q ¢ k.
Dieses Resultat a8t sich direkt aus dem Umstand ersehen, dafl
der Ansatz |s;a| 3 1 einer sehr hohen Leitfahigkeit des Drahtes
entspricht. Im entgegengesetzen Fall {js, | <€ 1} bekommt man eine
betrachtliche Verzdgerung der Wellen und zu gleicher Zeit eine starke
longitudinale D&mpfung.

Es sei bemerkt, da3 im ersten Fall die elektrische Strdmung in einer
sehr diinnen Oberfl&chenschicht des Drahtes konzentriert wird. Diese
Erscheinung pflegt man as Skinneffekt zu bezeichnen. Mit Vermin-
derung der Leitfahigkeit oder der Schwingungsfrequenz dringt der
Strom tiefer und tiefer in das Drahtinnere hinein; bei verschwindender
Frequenz (Gleichstrom) hat die Stromdichte denselben Wert tber den
ganzen Querschnitt des Drahtes. — Die Sromdichte ist im allgemeinen
Falle as Funktion von r durch die Formel

gegeben. =g E{Y'= ”}{ — k) A [ (5,7)
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Es ist interessant zu konstatieren, da das Fortleiten der elektro-
magnetischen Wellen léngs eines Drahtes und ihre , drahtlose" Fort-
pflanzung entlang der Erdoberfléche, prinzipiell denselben Vorgang
darstellen. Diese drahtlose Fortpflanzxmg — sofern es sich um Ober-
flachenwellen (im groRen Abstand von der Sendeantenne) handelt —
ergibt sich einfach as Grenzfall der gewoéhnlichen Drahtleitung, wenn
der Drahtradius sehr groR3 gegeniiber der Wellenlédnge A, wird.

Wir wollen noch zum Schluf? einige Worte Uber die exakte Theorie
der Kabelleitung hinzufiigen. Man mufd in diesem Fall wenigstens vier
Medien unterscheiden: den AufRenraum (0), den &ufleren Metallzylinder
(2), den inneren isolierenden Zylinder (2) .und den Achsendraht (3).

Die Formeln (39) bis (39 c) lassen sich auf diesen Fall ohne irgend-
welche Anderung anwenden. Statt der Formeln (40) bekommen wir
aber kompliziertere Ausdriicke:

go=By K(so1}, @D = Ay [ {s,2) F B, K (5,7},
¢ =A J(s,7)+ B, K (5,7, PP = A, J(sy7)
und dementsprechend statt der Grenzbedingungen (40a) das folgende
Gleichungssystem:
By s} K (s an)=s}[ 4, ] (s, @} + By (s, a0)].
By ks K (so ap) = Ris (A J' (5, 20) + B, K (s;40) ],
{5% [A, ] (sy2,) + B, K (5, 2))] = s3 [Az J{sga) + By K (s;a,)],
B [A F(sya)+ B, K (s,a)]=FRs, [Azj'" {spa)+ B, K’ (sna,)] ,
Isg [AsJ (s285) + By K (sya.)] =33 A [ (5544) ,
REsy[As J' (a8} 4 Bo K' (a0} = K5, 4, J' (s225)
WO &g, &, @, die drei in Betracht kommenden Grenzradien sind. Durch

Elimination der Konstanten By, . . . A; bekommt man eine sehr kom-
plizierte Gleichung fur g, die man aber unter den Voraussetzungen

sk, s;wk und isa, €1, sa <1
ndherungsweise ohne Schwierigkeit lésen kann.

8 5. Elektromagnetische Schwingungen in  allsdtig begrenzten
Koérpern; algemeine Theorie der Eigenschwingungen.

Wir haben bisher elektromagnetische Schwingungen in solchen
Kdrpern betrachtet, die in allen drei oder zwei oder schliefllich in einer
Dimension unbegrenzt sind. Es gibt aber eine Reihe von wichtigen
elektromagnetischen SehwingungsVorgdngen, bei welchen eine solche
Idealisierung der wirklichen — allseitig begrenzten — Korper unzu-
l&ssig ist, bei welchen dso ihre endlichen geometrischen Abmessungen
eine wesentliche Rolle spielen. Es sind dabei drei F'édle zu unterscheiden,
je nachdem diese Abmessungen grof3, von derselben GrélRenordnung
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oder klein gegen die Wellenlange der betrachteten Schwingungen (im
leer en Raum) sind. Wir mdchten die Fortpflanzung der elektromagne-
tischen Wellen um die Erde, bei Beriicksichtigung ihrer kugelférmigen
Gestalt als Beispiel des ersten Falles, die Erregung der elektromagne-
tischen Schwingungen in den Sendeantennen der drahtlosen Telegraphie
als Beispiel des zweiten und ihren Empfang mittels kleiner Rahmen-
antennen als Beispiel des dritten Falles erwahnen. Zum dritten Fall
gehdren auch die im Kap. IV behandelten optischen Erscheinungen
der Lichtzerstreuung in Kolloidallésungen. Ihnen entsprechen im
zweiten Fall die sogenannten Beugungs- oder Diffraktionserscheinungen,
die wir unten betrachten werden.

Neben diesen drei Fallen sind noch drei ihnen gewissermaf3en komple-
mentdre Falle zu unterscheiden, wenn esin einem (praktisch) unbegrenz-
ten Koérper oder Hille irgendwelche ,Lécher”, d. h. Hohlrdume oder
Offnungen gibt, deren Abmessungen grof3, von dersdben GréRenordnung
oder klein gegenliber der Wellenlénge sind.

Die erwdhnten sehr verwickelten Erscheinungen stellen sich ver-
haltnismaRig einfach dar, wenn man die betreffenden Kérper als voll-
kommen leitend, d. h. vollkommen absorbierend oder reflektierend be-
handelt. Der entgegengesstzte Extremfall vollkommener Isolatoren
bietet kein besonderes Interesse dar.

1. Mechanismus der elektrischen Eigenschwingungen
in Metallkoérpern.

Die einfachsten Schwingungsvorgange, die gerade nur in allseitig
begrenzten leitenden Korpern (Metallen oder auch in den durch Metall-
hillen geschlossenen Hohlrdumen) stattfinden kénnen, sind die sogenann-
ten elektrischen (oder elektromagnetischen) Eigenschwingungen. Se
sind zu den mechanischen Eigenschwingungen in elastischen festen
Korpern sehr analog und lassen sich durch die Schwingungen von
elektrischen Oszillatoren erster und héherer Ordnung schematisieren.

Die Frage nach ihrer Entstehung oder Erregung wollen wir aufRer
acht lassen und nur den Mechanismus untersuchen, durch welchen
sie beibehalten und gedampft werden. — Der Einfachheit wegen be-
schranken wir uns auf Korper von rotationssymmetrischer Gestalt und
auf eektromagnetische Schwingungsvorgange, welche diesdbe Sym-
metric aufweisen.

Wir stellen uns also vor, dal3 in einem rotationssymmetrischen
Metallkorper eine eektrische Strémung stattfindet, derart, da die
Stromlinien in den Meridionalebenen enthalten bleiben und daf die
Stromdichte von dem Azymutwinkel a diessr Ebenen in bezug auf
eine von ihnen unabhéngig ist. Wir denken uns ferner, daf3 in alien
zu der Rotationsachse (die wir zur Z-Achse wahlen) senkrechten Quer-
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schnitten (xy-Ebenen) des Korpers die elektrische Strdmung in dem-
selben Augenblick denselben Snn hat, d. h. im Sinne der positiven oder
negativen Z-Achse gerichtet ist. Es missen sich dann in der Néhe
der beiden Pole — oder eher in den entsprechenden , oberen® (positiven)
und ,unteren" (negativen) Héalften der Kovperoberflache — entgegen-
gesetzte elektrische Ladungen bilden, wie dies in der Abb. 28 angedeu-
tet ist. Diese Ladungen erzeugen ihrerseits ein zur Stromrichtung
entgegengesetztes elektrostatisches Feld, welches die Stromstarke ver-
mindern und schliefllich vernichten mu3. Das Verschwinden der elek-
trischen Stromung kann aber nur fir einen Augenblick statt-
finden, denn die von dem erwahnten Feld herrihrenden
elektrostatischen Kréafte werden sofort eine Strdmung der
entgegengesetzten Richtung hervorrufen. Andererseits sind
mit der zeitlichen Anderung der Stromstdrke elektrische
Induktionskrafte verbunden, infolge deren die Stromstérke nur
allmahlich zunehmen wird, und zwar in der zur urspring-
lichen entgegengesetzten Richtung (von oben nach unten).
Dieses Anwachsen der Stromstarke kann nur so lange
dauern, bis die aufgespeicherten elektrischen Ladungen
der beiden Korperhéften nicht verschwinden. Gleichzeitig ver-
schwindet das dadurch bedingte elektrostatische Feld. Die elek-
trische Stromung mufl trotzdem unter der Wirkung der Induk-
tionskréfte in derselben Richtung fortdauern, wobei jetzt die untere
Halfte des Korpers positiv und die obere negativ geladen werden.
Das sich auf diese Weise wieder bildende, nach oben gerichtete elektro-
statische Feld wirkt dabei zundchst wie eine Bremse; die Stromstérke
fallt alsowieder ab, bis die durch ihre Abnahme hervorgerufenen elek-
trischen Induktionskréfte diese elektrischen Bremskréfte und auch die
immer vorhandenen Reibungskréfte nicht mehr (berwinden kdnnen.
Dann kehrt sich die Stromrichtung wieder um, und der oben beschriebene
Vorgang wiederholt sich nochmals mit einer infolge der Reibungs-
verluste etwas verminderten Stérke.

Wir haben aso in dem betrachteten Fall genau denselben Schwin-
gungsmechanismus wie bei den freien Schwingungen eines Pendels
oder eines quasielastischen elektrischen Oszillators, den wirim Kap. | 11,
8 4 ausfuhrlich untersucht hatten. Es entsprechen dabei den elektro-
statischen Kréften die quasielastische Kraft — kr und den Induktions-
kraften die Inertialkraft —m%}'. Die Ladung einer bestimmten
Halfte des Metallkorpers entspricht der Verschiebung r, unddie Strom-
starke der Geschwindigkeit © == ;i. Man kann in der Tat das betrach-
tete Problem auf dieselbe Gleichung

Pty dp . d
L A 42)

Abb.28:
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zurlckfihren, welche die Eigenschwingungen eines isotropen quasi-
elastischen Oszillators bestimmt [vgl. (35 § 4, Kap. 111], wenn
man p as das elektrische Moment des Metallkorpers (oder eines
Teiles des letzteren) definiert und die Konstanten m, #, k oder

eher die Verhaltnisse* : = 0} und 3 = 2" in passender Weise
wahlt. Man kann vielmehr sagen, dal3 das ganze Problem der elektrischen
Eigenschwingungen eines Metallkdrpers in der Bestimmung dieser Kon-
stanten besteht, wobei selbstverstandlich der Schwingungstypus gleich-
zeitig festgestellt werden muf3. Die Schwingungsfrequenz w' 1813t sich dann
mittels dieser Konstanten nach der Formel (35b), Kap. I I | berechnen.

Was den Schwingungstypus anbelangt, so sind bei jedem Metall-
korper unendlich viele verschiedene Schwingungstypen mdglich, die den
mechanischen Partial- oder Normalschwingungen einer gespannten Seite
und im algemeinen irgendwelcher elastischer Kdrper entsprechen. Die
oben betrachteten elektrischen Schwingungen eines rotationssymme-
trischen Metallkdrpers sind nur as die einfachsten in dem charak-
teristischen System von Normalschwingungen anzusehen (sie ent-
sprechen den Grundschwingungen einer gespannten Seite). Man kann
sich leicht kompliziertere Schwingungstypen vorstellen, bei welchen
die Stromdichte auf der Korperoberflache nicht nur in den beiden
Polen, sondern gleichzeitig in einer Anzahl von sogenannten Knoten-
linien verschwindet. Die Schwingungsphasen missen dabei auf den
beiden Seiten einer jeden solchen Linie entgegengesetzt bleiben, ebenso
wie dies bei den elastischen Oberschwingungen der Fall ist.

Es ist wichtig zu bemerken, dal} die Knotenstellen der Strom-
dichte mit den Bauchstellen (d. h. Stellen maximaler Amplitude) der
Fléchendichte der elektrischen Ladung (Volumladungen in einem homo-
genen Korper sind nicht vorhanden) zusammenfallen, und umgekehrt,
die Bauchstellen der Stromdichte auf der Kérperoberflache sind die
Knotenlinien der Ladungsdichte. Wir werden noch zu dieser Frage
bei der Betrachtung einiger Spezialfédlle zuriickkehren. — Im folgenden
werden wir unter den Knotenstellen immer solche Stellen wo die

’ Stromdichte verschwindet, ver-
stehen. In der Abb. 29a, b sind
die erste und zweite Ober-
schwingung des betrachteten Me-
tallkorpers schematisch darge-
stellt; diepunktiertenLiniensind

= b ° die Knotenlinien. Die Pole kdnnen
Abb. 2. dabei as Knotenlinien von ver-
schwindender GroRe aufgefalit werden.

Neben diesen meridionalen Schwingungen koénnen in einem Rota-
tionskorper auch laterale elektrische Schwingungen stattfinden, bei
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welchen die Stromlinien koaxiale Kreise oder eher Kreisbogen bilden,
die durch eine Anzahl &quidistanter meridionaler Knotenebenen aus
den Parallelkreisen ausgeschnitten werden. In diesem lateralen Schwin-
gungssystem gibt es keine Grundschwingung; man kann auch sagen,
dal3 die Frequenz dieser Grundschwingung, die dem Fehlen irgendwel-
cher Knotenflachen entspricht, gleich Null ist.

Die Gesamtheit der Frequenzen der verschiedenen elektrischen
Eigenschwingungen eines metallischen Kérpers heif3t sein eektrisches
Spektrum.  Bei Anwesenheit der Dampfung ist es zweckmaRig, dieses
Spektrum durch die komplexen Zahlen w" 4 iw" zu charakterisieren,
die nicht nur die Schwingungsfrequenz, sondern gleichzeitig die zugehdri-
gen Dampfungsdekremente bestimmen.

Jeder elektrische Schwingungsvorgang, der in einem solchen Kdérper
bei Fehlen auRerer Kréfte stattfindet, 1aft sich als eine Superposition
von verschiedenen Eigenschwingungen mit bestimmten (relativen)
Amplituden und Phasen auffassen. Die Tatsache, dal3 bei dieser Super-
position die Eigenschwingungen ganz ungestort bleiben miissen, folgt
aus der Linearitdt der Grundgleichungen des elektromagnetischen
Feldes. Wir haben also im elektrischen Fall genau dieselben Verhalt-
nisse wie bei den mechanischen (elastischen) Schwingungen.

2. Feld- und Substanztheorie der Eigenschwingungen.

Die betrachteten elektrischen Schwingungen in metallischen Kor-
pern koénnen von einem &auRerlich ganz verschiedenen Standpunkte
aus behandelt werden, bei welchem ihre Analogie mit den mechanischen
Schwingungen scheinbar verloren geht. Und zwar kann man statt der
elektrischen SubstanzgroRBen, wie es die Ladungs- und Stromdichte
sind, die damit verkniipften elektromagnetischen Feldgrofen in Betracht
ziehen. Der Schwerpunkt des beschriebenen Erscheinungskomplexes
verschiebt sich dabei aus dem Metallinnern in den umgebenden Raum.
Das Metallinnere bedeutet hier nur denjenigen Raumteil, wo der Vektor

rot § — lc ?5? (c-der rot B — 1 6;?) von Null verschieden ist. In dem

Grenzfall eines vollkommen leitenden Metallkdrpers muf? das elektro-
magnetische Feld innerhalb des letzteren Uberhaupt verschwinden.
Die Flachenladungen und Stréme lassen sich dabei durch die Grenz-
werte der elektrischen und magnetischen Feldstérke ausdriicken nach
den Formeln: 1 1

n=y4;n-€ und l=_nx§. (43)

Diese Formeln sind dann gultig, wenn das Metall sich im leeren Raum
befindet. Wenn es in ein isolierendes Medium mit der Dielektrizitats-
konstante € und der magnetischen Permeabilitét p eingebettet ist, mufd
man sie durch R 1
ﬂ=ﬁﬂ'@ und fEf‘*;;TlX@ (433)
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ersetzen. Man bekommt dabei den Eindruck, dal der ganze elektro-
magnetische Vorgang sich in diesem Medium in der Form von stehenden
oder sich nach aulfen fortpflanzenden Wellen abspielt, wahrend das
Metall einfach ein ,Loch" bildet, das nur wegen der Grenzbedingungen

Exn=0, H-n=0 (43b)
in Betracht kommt.
Die elektrischen Eigenschwingungen des Metalls erscheinen in diesem
» Feldbild" als bestimmte, sich aus der allgemeinen Feldgleichung flr
harmonische Schwingungsvorgange

PRyt itp=0 (k=" (43¢)

ergebende Wellentypen, die dadurch ausgezeichnet sind, dal die
Feldstarken eindeutige, stetige und endliche Funktionen der rdumlichen
Koordinaten darstellen, die auf der Oberflache des Metalls den Be-
dingungen (43b) genigen und im Unendlichen verschwinden. In dem
Fall eines wirklichen ,Metalloches" (,Kastens" oder ,Hulle") fallt
die letzte Bedingung weg; man bekommt dabei innerhalb des ,Loches"
stehende elektromagnetische Wellen, so dal? in diesem Fall keine Aus-
strahlung und folglich keine Dampfung stattfindet.

Will man die endliche Leitfahigkeit der betreffenden Metalle be-
rucksichtigen, so findet man vom Standpunkte des , Feldbildes", dafl
das elektromagnetische Feld in das Metallinnere von aufen oder von
innen (im Falle eines wirklichen Loches) eindringt, und dal3 neben der
gewohnlichen Energieausstrahlung eine stetige Zufiihrung der elektro-
magnetischen Energie in das Metallinnere stattfindet. Die Energie der
elektromagnetischen Wellen (auch im Falle des Loches) muf? infolge-
dessen mit der Zeit exponentiell abklingen. Wenn man diese , Ent-
saugung" der elektromagnetischen Energie durch das Metall auler
acht 18Rt, kann man den Schwingungsvorgang auffassen as eine
aternierende Verwandlung der elektrischen Energie in magnetische
und vice versa; beim Fehlen einer auReren Metallhllle ist diese
Energie allmahlich in die Wellenzone ausgestrahlt.

Dieses Feldbild der elektrischen Eigenschwingungen eines Metalls
und das oben skizzierte quasimechanische oder , Substanzbild" sind
selbstverstandlich in physikalischer und mathematischer Hinsicht ein-
ander vollkommen &quivalent. Vom physikalischen Standpunkt ist
aber das , Substanzbild" viel einfacher und einleuchtender. Wie wir
schon bei anderen Gelegenheiten, besonders im ersten Bande, manch-
mal hingewiesen haben, kann man den Begriff des Feldes vollkommen
ausschlielen und die elektromagnetischen Vorgénge auf die retardierte
Fernwirkung der einzelnen Elektronen und die damit verknlpfte
Bewegung der letzteren zuriickfihren. Nach dieser ,direkten" Methode
haben wir im letzten Paragraphen des vorigen und im ersten Paragraphen
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dieses Kapitels die Fortpflanzung ebener elektromagnetischer Wellen
behandelt. Die Behandlung der hier betrachteten Frage nach der-
sdben Methodefihrt aber auf ziemlich komplizierte I ntegralgleichungen.
Wir wollen hier nur die allgemeine Gestalt dieser Integralgleichungen
andeuten.

Die in den letzteren auftretende zu bestimmende Grundfunktion ist
die Stromdichte j. Da se als harmonische Funktion der Zeit (j ~ e=¥v#)
angesetzt wird, geniigt es nur ihre Abhangigkeit von den raumlichen
Koordinaten, d. h. vom Radiusvektor r zu bestimmen. Zu diesem Zweck
misen wir in die ,mechanische" Beziehung

i=7€ (44)

den allgemeinen Ausdruck der elektrischen Feldstdrke als Funktion
der Stromdichte einsetzen.

Um das Problem nicht zu komplizieren, wollen wir den Effekt der
gebundenen Elektronen aufer acht lassen (e = p=1).

Es wird dabei

E=rotrot § = :'l.k rot rot 9 (k = ? = -2;) , (44a)

wo B wie Ublich das Polarisationspotential und  das Vektorpotential
b e d ( =i—ﬂ=n-?}ﬂiﬁ) und ferner

Ay = [ srray (Re=r ). (44b)

Bei der Differentiation von ¥ nach r ist j (r') als konstant zu behandeln.
Wir haben also mit der Abkurzung w-_~f-‘—:;:
rotjy=F pxj, rotrotjp=(iV)Pyp—jry,
d. h. wegen P3y + k% = 0 und (443, b):
e=—g[limr S+ m R ilav= 2. (44c)
Dies ist die gesuchte Integralgleichung. In dem Grenzfall eines voll-

kommenen leitenden Korpers (o — oo) nimmt sie die folgende etwas
einfachere Gestalt an:

VP y+#pt]ldS=0, (44d)

wo ! die Flachendichte des Stromes ist und der Radiusvektor r sich auf
die im Metallinneren liegenden Punkte bezieht.

Wie in der Theorie der Integralgleichungen gezeigt wird, sind die
linearen homogenen Gleichungen vom Typus (44c) und (44d) nur bei
gewissen Werten des Parameters k lésbar. Es sind gerade diexe aus
gezeichneten , Eigenwerte" von k, welche die Frequenz der verschie-
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denen fir den betreffenden Korper charakteristischen Eigenschwin-
gungen bestimmen. Die zugehdrigen Losungen j (t) oder | (t) stellen
die entsprechenden Schwingungstypen dar. Man bezeichnet sie gewohn-
lich as die Eigenfunktionen des betreffenden Problems. Den verschie-
denen Substanz- oder FeldgréfRen entsprechen selbstverstandlich ver-
schiedene Eigenfunktionen.

3. Einige allgemeine Eigenschaften der Eigenschwingungen;
Orthogonalitat der Eigenfunktionen beim inneren Problem.

Wir wollen zum Schiul? einige algemeine Eigenschaften dieser
Eigenfunktionen betrachten. Der Einfachheit wegen beschrénken wir
uns auf den Fall vollkommen leitender Kérper. Wir stellen uns dabei
auf den Standpunkt der ,Feldtheorie", denn die ihr entsprechende
»indirekte" Methode erweist sich in mathematischer Hinsicht viel
bequemer as die direkte Methode der , Substanztheorie".

Man muB zundchst die zwei schon erwdhnten Grundtypen von
Eigenschwingungsproblemen unterscheiden, je nachdem es sich um ein
nach aulen begrenztes oder unbegrenztes Raumgebiet handelt. Im
ersten Fall (,inneres Problem") sind die Schwingungen stehende un-
gedampfte Wellen mit einem reellen Spektrum, d. h. mit reellen Eigen-
werten k; ky, ks, ... Im zweiten Fall (,&uleres Problem") sind diese
Eigenwerte komplex, was zeitlich gedampften und rdumlich divergie-
renden Wellen entspricht.

Wir wollen zuerst den ersten Fall betrachten. Es seien aso k; und ks
zwei verschiedene reelle Eigenwerte und ,, 4, die zugehérigen Eigen-
funktionen, welche den Identitaten

genligen. Vigy+ify, =0, Piy,+ Ry,

Multipliziert man die erste Identitat mit 3 (d|e Zu y, komplex
konjugierte Grole) und die zur zweiten konjugierte Identitét

Pr s+ kpg=0
mit gy, subtrahiert diese Produkte voneinander und integriert das
Resultat Uber das ganze betrachtete Volumen, so wird:
J=[ s Py, —p, ProaV=_—) [y, vidV. (4
Wenn eine skalare Grof3e bedeutet, 1813t sich das linksstehende Integral
in das Integral
J=$iVuy—v Vayis (458)
Uber die Grenzflache transformieren (oder eine Summe dhnlicher Inte-
grale, fals es innerhalb V noch andere Korper gibt). Stellt aber y eine

vektorielle GroRe, z. B. die elektrische oder die magnetische Feldstarke
dar, so hat man, wie leicht zu sehen ist:

J=§[vixroty, —y,xroty¥)-ndS. (45b)
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Diese Formel ergibt sich mittels der Beziehung P*ey = —rotroty
(wegen divy =0} und der Identitét div (# xB) =9 - rot H—¥ -rotB,
wenn man A =g, B = pf oder A = ¢f, B =y, setzt.

Nach den Feldgleichungen

mt@——‘?&mo, rot § + '-:"(E:O

muf} rot ¢ gleich ik§» oder —ik& sein, je nachdem g = & oder § ist.
In beiden Féllen sind die V e k ty, xrotef n d ¢f x roty,
wegen der Grenzbedingungen (43 b) senkrecnt zur Jbidchennormale ge-
richtet, so daB / identisch verschwindet. Daraus folgt nach (45) die
Beziehung

Secvidv=o, (48%)

welche die sogenannte Orthogonalitét der verschiedenen Eigenfunktionen
zueinander ausdriickt. Diese Orthogonalitdtseigenschaft bezieht sich
offenbar nur auf die Eigenfunktionen, welche die elektrische und
magnetische Feldstarke charakterisieren.

Da die Eigenfunktionen bisauf einen willkirlichen konstanten Faktor
(der die Schwingungsamplitude charakterisiert) bestimmt sind, kann
man sie immer der Bedingung

SwavtdV=1 (n=1,2,3...). (46d)

unterwerfen; se heiRen in diesem Fall normiert.
Es sei bemerkt, da3 wegen der Realitét der Eigenwerte und folglich
auch der Frequenzen w, — ck, die Zeit ausdem Produktes,, - yfwegfallt.

Setzt man namlich y, = 9§ e'“», wo die Amplitudenfunktion 8
nur von den raumlichen Koordinaten abhangt, so wird ¢f = pl*e+iout

und v, ¥% = yjo ¥a*
Wenn die Eigenwerte in einer Reihe k;, kp, k3 . . . nach zunehmender

Grofe eingeordnet sind, so bezieht sich der erste vonihnen auf die Grund-
schwingung und die anderen auf die Oberschwingungen.
Jede Losung der allgemeinen Wellengleichung
2 L aty
PRy~ 4 50 =0, (46)

welche den Grenzbedingungen] (43b) Genlige leistet, 1af}t 'sich durch
eine Reihe von der Form

o
== ‘}:C“ ¥a (46 a)
a=l

darstellen mit passend gewahlten Amplitudenkoeffizienten c,. Ist y
bekannt, so kann man diese Koeffizienten nach der Formel

c,,==_|"p-w:d¥’ (46 b)
bestimmen, die unmittelbar aus (45c) und (45d) folgt. Der zeitliche
Flenkel, Elektrodynamik I I . 21
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Mittelwert der elektrischen oder magnetischen Energiedichte driickt
sich offenbar durch die Formel

1gp* 1

g7 2 T g 2OnCa¥aty

aus. Nun gilt, wegen der Orthogonalitédt und Normalitétsbsdingungen

Sop*xdv =S¢, ct= 3, ¢, (460)
Die vollstandige, im ganzen Volum V enthaltene Energie ist folglich
(im Mittel) gleich der Summe der entsprechenden Energien, die den
einzelnen Eigenschwingungen angehdren.

Die angefihrten Resultate sind nicht nur fir die Schwingungen
eines Hohlraumes gultig, sondern fur die freien Schwingungen eines
beliebigen Systems von vollkommen leitenden Kdérpern, die durch eine
beliebig entfernte, vollkommen leitende Hiille umschlossen sind.

Sie lassen sich aber fir den Fall, wenn eine solche Hille fehlt
(;aulReres Problem” siehe oben) nicht — oder nur nadherungsweise —
Ubertragen. Um dies einzusehen, fiihren wir zunadchst statt der voll-
kommen spiegelnden Hiille eine sehr entfernte Flache %, die den betrach-
teten Korper (oder Korpersystem) einschlief3t und erstrecken die Inte-
gration in (45) Uber das innerhalb X und auRerhalb des Koérpers (oder
der Korper) enthaltene Volum. Wahrend nun das Integral (45b) fir die
Korperoberflache wegen der Grenzbedingungen verschwindet, bleibt
das entsprechende Integral fur die &uRere Flache von Null verschieden.
Die Orthogonalitatsbedingung (45 c) ist folglich in diesem Fall nicht er-
fullt. Was die Normalitatsbedingung (45d) anbetrifft, so kann sie tiber-
haupt nur dann formuliert werden, wenn man statt der Eigenfunktionen
v, ihreAmplituden 2 betrachtet und die Zeitfaktoreneg st = g-o" t=iwy
weglaRt.

Man bekommt dabei mit Ricksicht darauf, dal die Eigenwerte
komplex sind:

(RA2—EY) [p, v dV =§[p3xroty,—y, Xrot ¥ .vd X
(v — &uRere Normale zu X), oder fur ¢ = €:
kP —I) € ELdV = [[£ €I x P, — AL €, X §3]-vdZ

und eine ahnliche Formel fur  =$. Nun missen in der Wellenzone
die Produkte € x $, und &, x §¥ durchschnittlich parallel der Nor-
malen v gerichtet sein, so dal? das rechtsstehende Integral niemals ver-
schwinden kann (gleichzeitig fur alle Eigenfunktionenpaare). Bei
geringer Ausstrahlung ist es aber vielfach moglich, die Wellenzone
auler acht zu lassen und die Schwingungen als ungedampft zu
behandeln.

Es sei noch bemerkt, da gedampfte Schwingungen, im Gegensatz
zu den ungedampften, in einem bestimmten Augenblick beginnen miissen
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(sonst miBte ihre Stérke bei Vertiefung in die Vergangenheit un-
begrenzt anwachsen). Sie kénnen deshalb hinsichtlich ihrer Abhéangig-
keit von der Zeit durch den Faktor e~*®¢ nur von diesem Augenblick
ab dargestellt werden. Der Fall, da3 sie unbegrenzt von # = — @ bis
£ == 4 oo dauern, ist in der Wirklichkeit auch ngherungsweise nicht
realisierbar.

§ 6. Einfachge Spezialfélle von Eigenschwingungen.
1. Kugel.

Im Falle von Eigenschwingungen vom meridionalen Typus in
rotationssymmetrischen Koérpern missen, wie schon aus Symmetrie-
grinden ersichtlich wird, die magnetischen Kraftlinien mit den Parallel-
kreisen zusammenfallen, und die elektrischen in Meridianebenen ver-
laufen. Die Bedingungen (37 b) und folglich der Ansatz (36), den wir
im vorigen Paragraphen auf Wellen in unendlichen Dréhten oder Kabeln
mit kreisformigem Querschnitt angewandt haben, bleiben aso in dem
Fall eines Rotationskdrpers von endlicher Lange auch gultig. Wir
missen aber die Formel (39) fur ¢ und A = A_ durch den allge-
meineren Ansatz:

P M [, 7) gieat (h=0,1) 47)
ersetzen. Dementsprechend bekommen wir statt (39a) die Formeln
Erz—a}¢’ Ez: 0, ES=_(19J+‘mA'
or Az [
' (47 a)
H.— 0, H,=—"° H,= o0,
dr
wobei @ und 4 miteinander nach (34) durch die Beziehung
dd i
T R (47b)
verknupft sind.
Die Formel H, = —-%‘::- ergibt sich aus den Ausdriicken
oA 7 ad a4
Hy=y, = -'-(rr- sing, Hy=-—37=—"cosa

mit Rucksicht auf H, = H, sina — H, cos a.

Fihrt man statt der zylindrischen Koordinaten (z r, a) polare
Koordinaten (R, 0, a) mit dem Ursprung R=0 in irgend einem Punkte O
der Z-Achse, so wird z — Rcos 0, r — Rsin 0 und dementsprechend

E =Rpsin@+4 Egcos @,

E,=Egcos®@—Epsin®
21*
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oder umgekehrt
Ep=E, sin@-} E,cos0, Ey=E,cos@—E_sin®,

wie man aus der Abb. 30 sofort ersehen kann.

Diese Transformationsformeln sind nicht nur fir &, sondern fir
beliebige Vektoren, die in den Meridianebenen liegen, glltig. Man hat
aso mit Ricksicht darauf daB die Komponenten des Vektors 74 in

bezug auf R und 0 glelch 5p ¥ und :e g‘g sind:
Ep=- L:ﬁ +'w Acos@, E,<=0, FEy=— J(, :g ‘—:U sin@ [
oA 3 A (47C)
H_R=0, Hﬁr=0, H“Z_"d}‘ sin@ — RIJQCO‘-@ l
2 4 und
Ty
A " a,u(p ——cosG Raesm@ (47 d)
Die Losung der Gleichung Fiy 4 A*yp = 0, unter
*  Beriicksichtigung der blichen Grenzbedingungen,
P bietet auch fur den Fall rotationssymmetrischer Me-

Abb, 50. tallkorper erhebliche mathematische Schwierigkeiten,
und nur bei Voraussetzung einer unendlich grof3en
Leitfahigkeit 1aR3t sie sich verhdltnisméalig einfach behandeln.

Wir beschréanken uns hier auf den einfachsten (zuerst von J.J.
Thomson betrachteten) Fall einer vollkommen leitenden Kugel. Man
kann dabei die im ersten Bande Kap. V, § 10 gegebene Ent-
wicklungder Potentiale @ und 4 benutzen, welche die allgemeine L 6sung
der Gleichung P*y 4 k? ¢ = 0 aulerhalb einer Kugel darstellen und
besonders geeignet sind, sich der Befriedigung der Grenzbedingungen
fir die Kugeloberflache anzupassen.

Mit anderen Worten — man kann in diesem Fall die Flachenladungen
und Strome, die das zu bestimmende elektromagnetische Feld erzeugen,
durch eine Anzahl Multipole im Kugelmittelpunkt ersetzen.

Da A und Ay gleich Null sind und Z eine Symmetrieachse ist, so
ergibt sich fir A, = A die folgende allgemeine Darstellung:

Amfovt DSt 0SB, (48)
wo
kR 2
=5 (k= fen) (e

ist und Jo, Ji... unbestimmte Konstanten bedeuten. Wir setzen zu-
nachst alle diese Konstanten auf3er Jo gleich Null und versuchen durch
geeignete Wahl des Parameters k die erhaltene Losung den Grenz-
bedingungen anzupassen. Im betrachteten Fall reduzieren sich diese
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Bedingungen einfach auf
Ey=0 fir R=aga, (48b)

wo a den Kugelradius bedeutet.
Nun haben wir nach (47d), da A = J, % von 9 unabhéngig ist,

c &4
lwspaﬂcoqe
und folglich nach (47 c)
¢ dd |, .
Eq= iwepl FRENG— 0 4sin®.

Die Bedingung (48b) 1aRt sich also tatséchlich befriedigen, wenn man
fur R=a
1294

RyrtHA=0

setzt.
Dies gibt mit A = Jgp

1 13
P e .
: i1
k=+_;.__.a..=0_
Das ist die gesuchte Gleichung fiir den Parameter r fur die

entsprechende Eigenfrequenz e == I‘k_%) Ihre Losung lautet:
E

i
R TR o (49)
oder
n=wn —iw'" (49a)
mit
v ' Zn X Sc
-2 "= ! .
@ = 2a|‘s,u
und (49b)
R
SaFep

Die erhaltene L ésung, welche offenbar dem elektrischen ,, Grundton”
der Kugel entspricht, stimmt also vollkommen Uberein hinsichtlich der
Schwingungsfrequenz, der Dampfung und der Beschaffenheit des elek-
tromagnetischen Feldes (auRBerhalb der Kugel), mit den Schwingungen
enes sch im Kugelmittelpunkt befindlichen elementaren Oszillators.
Die natlrliche Frequenz diesss Ersatzoszillators ist nach (36 a, b)

Kap. I'I'| gleich:
wp= Yo' + & (49c)

a]fsy
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Da bei einem vollkommenen Leiter die Dampfung der Eigenschwin-
gungen nur durch die Ausstrahlung bedingt wird, so kénnen wir die
effektivc'Ladung und Masse des Ersatzosziliators oder eher das Ver-
héltnis ;n durch die Formel

Agy’?

o = Smes
[vgl. (40c) Kap. Il1], d. h.

‘-2 at
s = @ Ven

definieren. Bei e =p =1 |&’t sich m as die elektromagnetische
Mase der auf der Kugeloberfldche verteilten Ladung e ansehen.

Wir betrachten nun das zweite Glied der Reihe (48) und versuchen
der Grenzbedingung (48 b) mit dem Ansatz

]
A= L dz =/ alfem“‘@
zu gentgen.
Es wird dabei wie friher:

3#"?’ f!onzco"s@-l‘jlaw“‘n’@
und
e 1 20y 2 dy w
[
Die Bedingung (48b) ist dso wieder erfiillt, wenn man k aus der

Gleichung

2 fty 2y dy .
H'_a_}?’"{'( m)}a—-§=0, fir R=a
d.h.
2
(ks_,f‘)(,k_d)+2_"‘_+ﬂ‘ —. ._=0
bestimmt.

Auf diese Weise erh@lt man die erste elektrische ,,Oberschwingung”
oder ,Oberton" der Kugel. Dieses Verfahren |3t sich aber nicht ohne
weiteres fortsetzen; z. B. liefert das dritte Glied von (48) einzeln ge-
nommen einen Ausdruck fir Eg, der nicht gleichzeitig fur die ganze
Kugeloberflache verschwindet. Um die dritte Eigenschwingung der
Kugel, d. h. den zweiten Oberton zu erhalten, muf? man

A= fzazl 4_]0';’

setzen; die Bedingung (48b) 1&Rt sich dann bei einem bestimmten
Verhdltnis Jo: J, tatséchlich befriedigen. Im algemeinen drickt sich
das Vektorpoterftial des n-ten Obertons durch eine Summe von der
Gestalt

an-3
AW =], a: + Tz 63"“"+' .
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bei bestimmten Verhdltnissen zwischen den Amplitudenkoeffizienten
JatFu-2:.-. aus. Dieser Ausdruck kann in einer kompakteren Form
geschrieben werden, wenn man die Kugelfunktionen der entsprechenden
Ordnungen einfiihrt. Doch wollen wir auf diese Frage, die ein rein
mathematisches Interesse bietet, nicht eingehen (s. Anhang, 83).

Es ist leicht sich zu Uberzeugen, dal? die erste Oberschwingung eine

Knotenlinie & ——-% besitzt. Dies folgt am einfachsten aus der Formel

H,=— 5% [sehe (45 3)] mit Rucksicht auf 4 = 7, 3 = 1, %¥ cos 0.
Hinsichtlich dieser Schwingung ist die Kugel aquivalent einem Quadru-
poloszllator im Kugelmittelpunkt. Hinsichtlich aber der zweiten Ober-
schwingung ist sie dquivalent einem System, das aus einem Oszillator
dritter Ordnung und einem einfachen Oszillator besteht. Es ergeben
sich in diesem Fall zwei Knoten — deren Lage durch eine ziemlich

komplizierteGIeichung,WelchedasVerhéItnis—’;- enthalt, bestimmtwird.

Es sei daran erinnert, dal3 wir unter den Kno.tenlinien die Nullstellen
der elektrischen Sromdichte und folglich der damit verknipften magne-
tischen Feldstérke verstehen (im Einklang mit der urspriinglichen Defi-
nition). Wir haben aber schon die Tatsache erwéhnt, dal? die Knoten-
stellen der Stromdichte mit den Bauchstellen der elektrischen Ladungs
dichte (und folglich der damit verknlpften elekirischen Feldstérke)
zusammenfallen. Dies a3t sich an dem betrachteten Beispiel leicht
einsehen. Man hat z. B. in dem Fall der Grundschwingung nach (40b)
und (46 c): .

Bam ey R) 0=
PooEs

und 2 '
H“=—joﬁ%sin9=4np]!!.
Wiéhrend also H an den beiden Polen verschwindet und am Aquator

der K u g(@:—’;-) r e ,Bauchstelle” hat, verschwindet die elek-

trische Feldstarke (und Ladungsdichte) am Aquator und hat ihre
Bauchstelle an den Polen. Dabei sind E und H hinsichtlich ihrer

Phase gegeneinander um 3;— verschoben. Genau dieselben Verhéltnisse

findet man bei allen Oberschwingungen. Es sei bemerkt, daR sie fir
stehende elektromagnetische Wellen irgendwelcher Art typisch sind

(Kap. 111, 84).
2. Geradliniger Draht von endlicher' Lange.

Diese Verhdltnisse kommen noch klarer zutage in dem Extremfall
eines sehr erstreckten , stabférmigen” Rotationskorpers, den man as
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einen Draht von endlicher Lange auffassen kann. Die genaue Gestalt
der beiden Enden ist dabei praktisch belanglos. Die Knotenstellen (fur
Obertdne nicht zu hoher Ordnung) teilen den Draht in eine Anzahl
gleicher Strecken, d. h. auf genau dieselbe Weise wie in dem Fall der
elastischen Schwingungen einer gespannten Seite. Die elektrischen
Eigenschwingungen jeder Strecke sind dabei mit den Grundschwin-
gungen eines einzelnen Drahtes derselben Léange identisch.

Was nun die Grundschwingungen betrifft, so kann man leicht zeigen,
daB die zugehdrige Wellenldnge 4 mit der doppelten Lange des Drahtes |
tibereinstimmt (ebenso wie fir die elastischen Schwingungen dieses
Drahtes, wenn seine beiden Enden befestigt sind). Daselektromagnetische
Feld des Drahtes, in solchen Abstéanden, die klein gegeniiber seiner
Lange sind — mit Ausschlu® der Umgebung der beiden Enden — mufd
néherungsweise mit dem Feld eines unendlich langen Drahtes derselben
Dicke Ubereinstimmen. Wir kénnen aso unseren friheren Ansatz fur
das Potential A benutzen, mit dem wesentlichen Unterschied, daR wir
jetzt stehende und nicht in einer bestimmten Richtung fortschreitende
Wellen haben.

Es wird aso nach (39) in der N&he des Drahtes

A=[4,(ryee+ A,(7) r"“]e—i"" = A(r)cos (gz+ d)e—ie=t.  (50)
Da wir den Draht ads vollkommen leitend annehmen, ist

g=" Ven
und A=€,Ig : +cz (506.)
zu setzen [vgl. (32b)]. Esgilt ferner ebenso wie in dem Fall fortschrei-
tender Wellen c; = 2j und nach H, = — %ﬂ

H=?,
¥
wo j die Sromstdrke im entsprechenden Querschnitt des Drahtes be-

deutet. Man hat also nach (50)
f=7acos{gz + G)e—tot. (50 b)

Wir denken uns den Koordinatenursprung im Mittelpunkt des

Drahtes gelegen, so daid fur seine Enden £ = 4; % ist. Dadiese Punkte
Knotenstellen von j sein missen, so hat man

cos(%i+6)=cos(~—q2‘—+&)=0,
d. h. e n ,
=0 und g¢l=nn (w=l,3,5..))

oder n
6=§- und gi==»n («=2,4,6,...)
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und folglich, wenn wir zur reellen Grof3e ibergehen:

(50c)

1"=:i"n:,-.: (n—“) cosw, ¢

filr ungerades n}
i

filr gerades ».

Bei reellen Werten des Parameters g ist er mit der Wellenlange
2

durch die Beziehung ¢ = ;) verknipft. Es ergibt sich also:

21 21 21 !

1:22. 2; gr-c ’&,...

(50d)

Die Frequenzen der entsprechenden Eigenschwingungen sind ge-
geben durch v=--%., oder durch
Afep

14
= yeu . (50e)
Diese Resultate lassen sich in der Ublichen Weise, d. h. aus der Grenz-
bedingung E4 = 0 nicht ableiten, da im Ansatz (50) die endliche Lange
des Drahtes nicht enthalten ist. Man kann sich aber leicht iber zeugen,
daR diese Bedingung aulRerhalb der Drahtenden tatsachlich erfillt ist.

Die fur fortschreitende Wellen geltenden Beziehungen zwischen den
magnetischen und elektrischen GrélRen bleiben auch fir stehende Wellen
bestehen, abgeschen von der schon vielfach erwédhnten raum-zeitlichen
Verschiebung der Amnlitudan nind Bhagen um ein Viertel der entspre-
chenden P e r |4 bew. ¥=-1).0 hat man z.B. nach der

Gleichung

Wy

1 de  9f
¢ ot T2 =0 (1)
wo e die lineare Ladungsdichte (pro Léngeneinheit) bezeichnet, in Ver-
knipfung mit (50 c):

e & ::;(Jf?i) sinw, ! (51a)
mit
w®, an
T %= [l
d. h. nach (50¢)

ta=1s Vet (51b)

Die elektrische Feldstarke driickt sich durch ein genau derseben Weise
wie die magnetische durch j, d. h. nach der Formel

E:H-gg
¥
und entspricht einem skalaren Potential

p=2clg L 4e,. (51c)
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Die vorhergehenden Formeln sind selbstverstandlich nur in der Nahe
des Drahtes giiltig, d.h. in solchen Abstanden r, die klein gegen
seine Lange | sind. In grofRen Absténden mufd man das elektromagne-
tische Feld mittels der allgemeinen Formeln fir retardierte Potentiale
auf Grund der durch (50 c), (57 &) und (57 b) gegebenen Verteilung der
Ladung und des Stromes berechnen. Die Berilicksichtigung dieses
Fernfeldes erlaubt es, die Dampfung der Eigenschwingungen zu berech-
nen und auf diese Weise die obigen Formeln, bei welchen die Schwin-
gungen as ungedampft erschienen, zu berichtigen.

Das Fernfeld &Rt sich in der Gestalt (48) darstellen und seine Be-
stimmung erfordert nur die Ausrechnung der Koeffizienten Jo, J; . ..

Fur die Grundschwingung hat man naherungsweise ebenso wie in
dem Fall einer Kugel:

a=A=Jp(v="5. ¢=7).

Es bedeutet hier f = J,e-%= den elektrischen Impuls des Drahtes.
Fuhrt man das entsprechende elektrische Moment p ein, so wird
13p
wegen J = 4 e
Jo=— © Po-

Die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie driickt sich durch py nach der

bekannten Formel

2 £l
g=1o'8

aus [vgl. (23a), Bd. I, S. 208]. Dies gibt, wenn wir statt p, die
Grole Jo einsetzen:

1 ]
0= =13 (52
Nun gilt nach der Definition von J, (Bd. I, S. 162):
+4¢
24,1
o_g,.[cm( )dz- :‘—“ (52a)
_i.;

Die mittlere Energie in der Umgebung des Drahtes |af3t sich durch jo
folgendermal?en ausdriicken (wenn wir uns auf den Fall ¢ —pu =1
beschranken):

Wir setzen hier dV = 2mrdr'dz und integrieren nach z Uber die Draht-
lange und nach r von r = a (Drahtradius) bisr = ol, wo x einen Zahlen-
koeffizienten von der GroRenordnung 1 bedeutet. Die exakte Bestim-
mung dieses Koeffizienten spielt keine wesentliche Rolle, denn die
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Energie W ist hauptséchlich in der unmittelbaren N&dhe des Drahtes

aufgespeichert.
Wir bekommen also:
af + é‘
: d ; 1,. '
W—.:fgj :Jcm* ?-dz:-z l}%]g-“ﬂ. (52b)
) _ #;
Der Dampfungsdekrement w" ist bestimmt durch die Formeln:
— "d.‘_:f =" W=0 (520)
woraus folgt, nach (52) und (52a):
M - -
(fJ it ]g‘:' '
oder schliefflich nach (50¢€)
LL £
o' =g ig® (524d)

Wir wollen noch eine andere, etwas einfachere Ableitung dieser Formel
angeben, welche die Betrachtung des Fernfeldes gar nicht braucht.
Und zwar kann man statt der Ausstrahlung die damit verknlpfte
Plancksche Reibungskraft pro Ladungseinheit

2e d'n_ 2 4% gy

e8dp T 34 ¢
in Betracht ziehen, die von den Schwingungen einer Ladung e
oder eines Impulses ‘c—b bedingt wird. Da diese zusétzliche Kraft von

der Lage des Aufpunktes unabhéngig ist, driickt sich die resultierende
Kraft, welche von den Eigenschwingungen des ganzen Drahtes her-

ruhrt, durch '

+ 4
2
sasad= 3w (9=[i¢ (59
1
aus. Diesen Ausdruck kann man as die Feldstérke eines zusétzlichen
homogenen elektrischen Feldes — des |, Reibungsfeldesl' — auffassen.
Die durch das letztere pro Zeiteinheit geleistete Arbeit ist gleich dem
Produkt von (53) mit cJ'i dz=¢3; fur den Mittelwert dieser Arbeit
bekommen wir also den friheren Ausdruck (52).

Die Energie W kann man als die , mechanische" Energie der Schwin-
gungen, d. h. die Summe der potentiellen (elektrischen) und kinetischen
(magnetischen) Energie auffassen und in der Form

+ 4 + }s
W= g [(df+ go)da= 4] ds (53a)
2

darstellen. -1, ~§
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Nun ist in der Nahe des DrahtesA =2 § lg;l— + ¢5. DieKonstantecy,

lakt sich ndherungsweise aus dem Umstand bestimmen, dal3 in Ab-
standen von der GréRenordnung der Drahtlange A & 0 wird. Dies
gibt c;=2; gl (xa 1) und

A=2iig%. (53h)

Im Integral (53a) ist 4 auf die Drahtoberflache r = a bezogen. Wir
haben also:
+ 4
W=2igt“‘ dz= ; l;'glgt:
_ *g
in Einklang mit (52 b).

Will man auf diesdhe Weise die Dampfung der Ober schwingungen
bestimmen, so ergibt sich sofort, da die nach (53) berechnete Reibungs-
kraft fir Schwingungen gerader Ordnung (n = 2, 4, .. .) verschwindet.
Dies bedeutet, da diese Schwingungen keine Ausstrahlung geben.
Das ist aber nicht exakt der Fall. Denn die Plancksche Reibungskraft
stellt strenggenommen nur die Strahlungsreaktion von Dipolschwin-
gungen dar. Wie wir aber im ersten Bande geschen haben, geben auch
die Quadrupolschwingungen und im allgemeinen Schwingungen be-
liebiger Ordnung zu ener gewissen Ausstrahlung AnlaB.  Wir
betrachten z. B. die erse Oberschwingung des Drahtes (n = 2).
Ihr Fernfeld stimmt in erster Anndherung mit dem elektromagneti-
shen Feld enes Quadrupoloszillators Uberein und ergibt sch aus
dem Vektorpotential

A= A, =], 0¥ = ], 5% cos0
mit
+ 41
. . 2z , 1
}'l=}ojism 7T zdz=102_1‘
- *;
Fir sehr groRe Abstdnde R hat man (bei e = p — 1)
d .
Fraigy
und
a4 .
E=H=——"=F fypcossind.
Der mittlere Energiefluf durch die Oberflache einer Kugel mit dem
Radius R ist folglich gleich
— 1 L ettt rrrr——
Q—_--i-‘r-f{--de: ;-cg4jfcm'esin’6.
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wo der Querstrich tiber cos? ® sin> ® den Mittelwert dieses Ausdrucks
fur die Kugeloberflache bedeutet.

Nun ist
i [ — _ 1 1 2
+ x = 9 —_ _ e ——
cos*@sin® @ = cos*@ —cost O= -y — 5 =5,
und folglich
1
Q= lﬁ'cg‘ﬁ!
oder wegen

2 , n
9*_—'“;! und f|=?n§l

4
0=jtes.

Andererseits haben wir nach (53 a) und (53b)
+:
H
W= 2lg°; j‘ ;"dx- l','ulg——

2
wie friher.

Eswird also nach (52 c)

w_ 2 8 Lo
w15 g%

Die angefiihrten Resultate sind nicht genau, denn das Fernfeld des
Drahtes laRt sich fir jede Eigenschwingung des Drahtes nur durch
eine unendliche Reihe von der Gestalt (48) darstellen. Man hat z. B.
im Falle der Grundschwingung:

- l‘!

Ux=;!‘]‘cos{;-z -2k dz

- &;
Das rechtsstehende Integral verschwindet fur ungerade Werte von k;
fir gerade Werte bleibt es dagegen von Null verschieden. Ebenso
bekommen wir im Falle des ersten Obertons nichtver schwindende K oeffi-
zienten Ji fur ungerade Werte von k. Dassdbe gilt fur héhere Ober-
tone. Man hat namlich bei ungeradem n

+il n—l
= feos 2 = (-1) T 2 (1 )”’, (kgerade)
Y
und bei geradem n
+ 4t
],',“’m J'sm—— z*dz ==(—-—1} -l(”i“)i. (k ungerade)

— 41
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Mittels dieser Ausdriicke ist es leicht die gesamte Ausstrahlung fir jede
Schwingungsart zu berechnen. Wir werden uns aber bei dieser Frage
nicht aufhalten.

Es sei bemerkt, dal3 geradlinige Dréhte von endlicher Lange, die
sehr grofd gegentiber ihren Querdimensionen ist, in der Radiotechnik als
Sendeantennen (vom elektrischen Typus) benutzt werden. Ihre Eigen-
schwingungen sind durch spezielle Generatoren erregt und unterhalten
— etwa in derselben Weise wie die elastischen Eigenschwingungen einer
gespannten Seite durch den Bogen.

Dabei spielt die Strahlungsddmpfung gar keine Rolle. Die Aus-
breitung des durch solche ungedampften Schwingungen erzeugten elek-
tromagnetischen Feldes haben wir im 8§ 3 eingehend betrachtet. Es
handelte sich aber dort nur um Dipolschwingungen. Um die vollstandige
Losung dieser Aufgabe zu erhalten, mu3 man die Sommerfeldsche Theorie
auf den Fall von Multipolen héherer Ordnung verallgemeinern, was
bisher noch nicht geschehen ist.

Bei der Voraussetzung einer vollkommen leitenden Erde bietet
diese Verallgemeinerung keine Schwierigkeit, aber auch kein prak-
tisches Interesse.

3. Hohlraum (rechtwinkliger Kasten).

Wir wollen noch zum Schlul? dieses Paragraphen die theoretisch
wichtige Frage nach den Eigenschwingungen eines ,Metalloches”, d. h.
eines durch vollkommen leitende (oder ,,spiegelnde") Wande begrenzten
Hohlraumes untersuchen. Man muR dabei, wie schon erwahnt wurde,
lauter stehende ungeddmpfte Wellen bekommen, deren Lange und Ge-
stalt von der GroRe und der Gestalt der Metallhllle abhangen. Wenn
die letztere eine Polyederflache bildet, sind die Wellen eben. In dem
Speziafall eines , Quaders', d.h. enes rechtwinkligen Kastens, lassen
sich diese Wellen besonders einfach und anschaulich bestimmen.

Wir stellen uns vor, dal die Wande des Kastens mit den Koordi-
natenebenen bzw. den Ebenen x; — a; (I = 1, 2, 3) zusammenfallen
und versuchen die Grenzbedingungen

Exn=0 H1=0 (64)
durch einen Ansatz von der Form
p=y0 o by xy) o () o (g Hg) e (54a)

zu befriedigen. Dieser Ansatz (wobei 4 eine beliebige elektromagne-
tische Feldgrofle bedeutet) entspricht einem System von 6 Elementar-
wellen (im Sinne des 84, Kap. I11) von der Gestalt

gl hz ket by 2 —ot)
r

die sich durch Spiegelung einer von ihnen z. B.
Sz + Eags + Ry zy—rif) (54b)
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an den Kastenwanden ergeben; ¢°® bedeutet die Amplitude der resul-
tierenden , stehenden" Schwingungen.

Die Bedingungen (54) kénnen tatséchlich erfllt werden, wenn man
die Komponenten von & folgendermalRen definiert

E,= E{cosk, x,sin ky 2, 5in ky 25 65,
Ey;=Egsink, x,cos k, %, sin k, x, et (55)
. Ey=Egsink, x,sinkyx,cos kg 2, e-5%7,
mit
by = :-‘ n,, #,= ganze Zahl. (55a)
Was die Bedingung & x n = 0 anbetrifft, so ist dies unmittelbar er-

sichtlich. Die magnetsiche Feldstérke &Rt sich andererseits aus (55)
nach der Gleichung

i:'-’- P=rotif
bestimmen, welche ergibt:
H,=Hisink % coskyx, 005 Ry % e,
Hy=H cosk 3 sink,xgcoskyxg-ic-imt (55b)
_ Hy=Hycoshk 2 cos byx,sin by z;- e,
mit
Hi= .;, (ky Eq—ky ) usw, (55¢)

Die Bedingung § *n =0 ist aso ebenfalls erfullt, wie selbstver-
standlich zu erwarten war (denn sie ist als eine Folge der Bedingung
X n=0 und der Feldgleichungen anzusehen).

Die vorhergehenden Formeln stellen folglich eine bestimmte Eigen-
schwingung des betrachteten Hohlraumes (oder Metallhille) dar.
Die gemeinsame Lange der 6 fortschreitenden Wellen, aus welchen
diese Eigenschwingung sich zusammensetzt, ist gleich

L2 2n

A .k - 'r-k_i!_’{. k_g-'l':_k‘é:,
d. h. nach (55a)
YR
n} | i | uf (56)
Vi+ai+d
und die Schwingungsfrequenz
PR
=a=alatata (569

Die Richtung dieser Wellen, ebenso wie ihre Lénge lassen sich sehr
anschaulich interpretieren. Und zwar faf3t man die zwei fortschreitenden
Wellen 4 ky, 4+ Ry, + kg und — R, —— k3, — &k, zu einer stehenden
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Welle zusammen, so bilden die Knotenstellen der elektrischen Feld-
stérke ein System von n+ n, + ng aquidistanter Ebenen, welche die
Kanten des Kastens a;, a,, agresp. in ny, np, nz gleiche Strecken schnei-
den. Dieser Zusammenhang ist in der Abb. 31
ﬂ:’i fur den Fall n; —2, n, = 3 und n; = 4 dar-
' ™ gestellt.
- Wir haben hier die Zahlen n; ny ngz as
‘ ™. positiv vorausgesetzt. Sie kdnnen aber eben-
A > sogut negative Werte annehmen oder auch
' (nicht gleichzeitig!) verschwinden. Die Winkel-
Abb. 3L kosinus der Normalen zu der betrachteten
Ebenenschar stehen dabei zueinander im

Verhéltnis My NoiNg.

Wegen der Gleichungen div§ = 0 und div§ = 0 missen dieVek-
toren & und $ in diesen Ebenen liegen; in der Tat nehmen die obigen
Gleichungen mit Riicksicht auf (55) und (55 b) die Gestalt Ej &, + Egk,
+ Egky = 0 bzw. Hyk, + Hik, +H3k =0 an.

Mankannin (55) . E4 'cos kgxs durch _,,

| COS klxl,E'gcos kyxe, Ey E;sinkyx,,
E3 sin kyx, Ey sin k% ersetzen, wodurch die Grenzbedingung xn=0
unverletzt bleibt. ‘Dementsprechend muB man in (55b) H'isin kyXx;,
H';sin koxo, H's sinksxs durch H"jcos, Ky X, H',Coskoxo, H" 3 cosksXs  er-
setzen. Man bekommt aso fir jeden Schwingungstypus zwei verschie-
dene Schwingungsamplituden, die man derart definieren kann, da sie
senkrecht zueinander stehen (&' - € = 0).

Esist fur manche Zwecke wichtig, die Anzahl von Schwingungstypen
(Eigenschwingungen) abzuschétzen, deren Frequenz in einem gegebenen
Intervall zwischen v und » 4 A liegt. Diese Abschadtzung &Rt sich
ndherungsweise folgendermaflen ausfihren. — Jedem Schwingungs-
typus entspricht (wenn man von der ,Polarisationsrichtung” absieht)
ein bestimmtes System der Zahlen n; n,, n;, die man as die Koordi-
naten eines ,ganzen" Punktes in dem ,n-Raum" auffassen kann. Fir
solche Schwingungen, deren Frequenz kleiner als v ist, liegen diese
Punkte nach (56 a) m;mrhalh nf*'gr anf ﬂﬂr hhﬂrfl:\r‘he des Ellipsoids

+ 3 +
Sa,v § 2a ! Sayy
NS
Ihre Anzahl mufR3 ngherungsweise fir geniigend groRe Werte von v
(d. h. geniigend kleine Wellenldnge) mit dem Volum des Ellipsoids,
d. h. mit

G (2] () (o) b

Uibereinstimmen. Betrachtet man die Schwingungen, welche denselben
Absolutwerten von n; np, nz angehdren as gleichwertig, und unter-
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scheidet die zwei Schwingungen mit den zueinander senkrechten Pola-
risationsrichtungen, so mu3 man den Faktor 8 auf der rechten Seite
durch 2 ersetzen. Die Anzahl der Eigenschwingungen, deren Frequenz

kleiner als v oder deren Wellenlange groRRer als & = { ist, druckt sich
folglich durch die Formel

R V fa V
N, = ;_‘ ¥ s — :;'_ 19 (V=a,a, a,) (56b)

aus. Daraus erhadlt man durch Differentiation (bei A—v’i {1)‘

AN, =8r g:— Ay (56c)

Man kann zeigen, dal? diese Formel nicht nur fir den Fall eines recht-
winkligen Kastens, sondern fur einen Hohlraum von beliebiger Gestalt
mit dem Volumen V gultig ist.

§ 7. Erzwungene Schwingungen und Beugungser scheinungen.
1. Allgemeine Behandlungsweise.

Die erzwungenen elektrischen Schwingungen, welche in einem
begrenzten Kdorper (oder in einem unbegrenzten Korper mit einem Loch
von endlicher GroRe) durch ein gegebenes priméres Feld erzeugt
werden, lassen sich im algemeinen folgendermal3en bestimmen.

Das &ulere oder primére elektromagnetische Feld sei mit ° (€9,
$°, ¢° AU® usw.) bezeichnet. Esist auch bei Fehlen des Korpers an der
betreffenden Stelle vorhanden und geniigt in dem von diesem Korper
eingenommenen Volum V (zum Teil auch auRerhalb des letzteren) der
Gleichung

Vipd+igypt=0 (ko-:(:').
Bei Anwesenheit des Korpers bekommt man ein resultierendes
Feld (), welches im Volum V der Gleichung
Pyt idy=0 (k*:kﬁs,,u, s,=e+4ni‘:)
und auf der Oberfléche S den Grenzbedingungen
4Exn=0, 4%  n=0,
Ag,€ -n=0, 4%xn=0

genugt. Dieses resultierende Feld betrachten wir nun als Summe des
priméren und des sekundaren Feldes

v =p—9p
Frenkel, Elektrodynamik I 1 . 22
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Durch Subtraktion der Gleichungen fir g und $*® ergibt sich fur
¢ innerhalb V die Differentialgleichung

Pry Ry = (R — Ry, (57)
wahrend auRerhalb ¥ .
Ply +iy =0 (573)

gelten muf. Die Grenzbedingungen lassen sich wegen Ay®=10in der
Gestalt
AE xXnu=0, AH - n=0, ]
Je® -n1=—49¢Eu, l?‘ X =~ A ‘f: X1 I (57b)
darstellen, wobei die rechten Seiten von (57) und (57b) as bekannt
anzusehen sind.

Diese Gleichungen mit der Zusatzbedingung, daR ¢" im Unendlichen
verschwinden soll, bilden die vollstandige Formulierung des Problems
der erzwungenen Schwingungen und lassen eine eindeutige Ldsung zu
(s. Anhang, 8 3). In dem Extremfall eines vollkommenen Leiters
{| #| = o) reduzieren sich die Gleichungen (57) und (57 b) auf

' = — %+ konst, |

Exn=—@Exn, § n=—"n,|

wobei in die Grenzbedingungen die yw-Werte aulerhalb V eintreten.
Die zweite Gruppe der Grenzbedingungen (57b) verwandelt sich in

die Gleichungen E-1n =4xn, § xn=4nat fur die Oberflachen-
dichte der freien Ladung und des Stromes.

(57¢)

2. Qualitative Betrachtung zweier Grenzfélle.

Die exakte Bestimmung der erzwungenen Schwingungen in einem
Korper von endlicher Grofie bietet im allgemeinen eine noch schwieri-
gere Aufgabe as die Bestimmung der Eigenschwingungen. Diese Auf-
gabe l&Rt sich verhdtnismaRig einfach in dem Grenzfall 16sen, daR die
&uleren Krafte von einem sehr entfernten Oszillator bedingt werden,
dessen  Schwingungsfrequenz klein gegentber den Eigenfrequenzen des
Korpers ist. Es mul? dabei die Lénge der einfallenden Wellen groR
gegeniber den Lineardimensionen des Korpers sein, so dal3 das aufere
elektromagnetische Feld, in welchem das letztere eingebettet ist, as
homogen behandelt werden darf. Sind die Eigenschwingungen be-
kannt, so kann man den Korper duich eine Anzahl harmonischer Oszilla-
toren ersetzen mit bestimmten Eigenfrequenzen w', Dampfungsdekre-
menten CD" und ,, Empfindlichkeiten" = Das erzwungene elektrische
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Moment des Korpers oder eher der mit der priméren elektrischen Feld-
stéarke synchron schwingende Anteil dieses Momentes |83t sich dann
mit genugender Anngherung durch eine Reihe von der Form
—e. VY
p=¢ Ml — et 2ign”
darstellen. Es bedeudet hier wy, nicht die Eigenfrequenz w" des
entsprechenden Ersatzoszillators, sondern seine Resonanzfrequenz

Wy = f'm" + w''e

[vgl. die Formeln (36) und (35b), Kap.I11]. Man hat z. B. fur die
Grundschwingungen eines kugelférmigen vollkommen leitenden Korpers
nach (49c) und (49d) (bei e =p = 1):

2

), ¢
2 und =2¢dg.
nt

;=

8=

Der entsprechende Anteil des erzwungenen Momentes ist folglich

gleich
2ctalg

e

1
BN LIS e
4]

P= L

al

oder, wenn man statt w die Wellenlange A = ::' einfuhrt,

2aF
=1 4w zav
a2 2T la

Diese Formel ist selbstverstandlich nur bei der Voraussetzung A 2 &
gultig (sonst kbnnte man der priméren Feldstarke@ nicht denselben Wert
fir die ganze Kugel zuschreiben). In dem Grenzfall A == s (statisches
Feld) reduziert sie sich auf

p=2a"¢.

Das vollstandige Moment der Kugel ist in diesem Fall tatsachlich
gleich

p=a*C.
Diese Formel folgt aus dem Umstand, dal3 das primére Feld innerhalb

der Kugel durch sein eigenes Feld, dessen Feldstarke gleich —-:-. ist,

kompensiert werden muB3 [vgl. die Ableitung der Formel (15), Kap. 11].
Der Unterschied zwischen dieser ,,statischen” Formel und der vorher-
gehenden erklart sich dadurch, dal? neben der Grundschwingung auch
die Oberschwingungen der Kugel zu seinem resultierenden Dipol-
moment beitragen.
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Die obige Formel kann strenggenommen, nur fir den Fall einer
Kugel gultig sein. Bei nicht kugelférmigen Korpern missen die
Vektoren p und & im allgemeinen verschiedene Richtungen haben und
miteinander durch eine Formel von der Gestalt

3
= Eam &,
=1

verknipft sein.

Der entgegengesetzte Grenzfall eines gegenuber der Wellenlange
sehr groflen und ,,glatten” Korpers ist zwar vielfach in Angriff ge
nommen worden — im Anschluf an die Fortpflanzung der Radiowellen
um den Erdball — doch ist es bisher nicht gelungen, diese Aufgabe in
befriedigender Weise zu [ésen. Auch wenn man die Erde als einen voll-
kommenen Leiter behandelt und die Rotationssymmetrie, die sich bei
einer Vertikalantenne ergibt, ausnutzt, kommt man zu &uRerst ver-
wickelten Reihen, die keine bestimmte Aussage Uber das Verhalten
der Schwingungen in groBen Abstanden von ihrer Quelle zulassen®).

Erfahrungsgeméal lbt die Krimmung der Erde auf die Stérke der
Radiosignale in sehr groRen Entfernungen einen ziemlich geringen
EinfluR aus. Wahrend die Sonnenstrahlen durch die beleuchtete
Hélfte der Erdoberfléache vollkommen abgeschirmt werden, dringen die
»Radiostrahlen" fast ungehindert bis zumAntipod. Wir haben hier
ein eindrucksvolles — aber wie wir sofort sehen werden, falsches —
Beispiel der sogenannten Reugungserscheinungen, die man gewdhnlich
as ene Krimmung der Lichtstrahlen in einem vollkommen homogenen
Medium zu definieren pflegt.

Wodurch kommt dieser Unterschied zwischen den Sonnenstrahlen
oder den Strahlen einer irdischen Lichtquelle und den Radiostrahlen?

" Eine einfache angenaherte Losung dieser Aufgabe ist neulich von Kiebitz
vorgeschlagen. Diese Losung ergibt sich aus der Annahme, dal? die elektrische
und magnetische Feldstarke nicht nur in der Wellenzone, sondern tberall — ein-
schlieBllich der Erdoberflache — denselben Betrag haben. Bei dieser Voraussetzung
lassen sich die Gleichungen (45, a,b) nicht nur fir die Kugel, sondern fiir einen
beliebigen Rotationskdrper leicht integrieren. Man erhalt dabei das merkwirdige
Resultat, daB die aus dem Ogzillator ausgehenden Strahlen Kreisbogen sind, die
im Antipodenpunkt konvergieren. Dies ist aber dcher falsch, da die elektro-
magnetische Energiein einem Brennpunkt nicht akkumuliert werden kann. Falls
ein solcher Punkt tatsichlich vorhanden wére, mufiten die Lichtstrahlen daraus
in dersdben Weise wie aus dem Oszillator sdbs riickwarts divergieren. Man
wirde dann stehende Wellen bekommen, bei welchen die Kiebitzsche Annahme
E = H dcher unhaltbar wird. Tatsachlich snd weder rein fortschreitende noch
rein sehende Wellen moglich, denn es mul3 eine stetige Ausstrahlung der elektro-
magnetischen Energie nach aufen stattfinden. Bei der Integration der Feld-
gleichungen ist die Gestalt des primaren Feldes nicht nur in der Nahe des Oszil-
lators, sondern auch im Unendlichen, d. h. in der Wellenzone, zu beriicksich-
tigen.

Nach einer mindlichen Mitteilung von Prof. A. Sommerfeld ist es ihm
inzwischen relnncren. das betrachtete Problem einwandfrei zu lésen.



Die néachstliegende Ursache davon kann man offenbar in den Ober-
flachenwellen erblicken. Die letzteren bilden sich nur in dem Fall, wenn
der Abstand des Oszillators von der Oberflache dieselbe GréfRenordnung
wie die Wellenlénge hat oder noch kleiner ist. Diese Bedingung ist bei
den Sendeantennen der drahtlosen Telegraphie tatsachlich erfillt, bei
den gewohnlichen Lichtquellen aber nicht. Es sei betont, dal} eine
zweite Voraussetzung fur die Mdoglichkeit der Oberflachenwellen
die endliche Leitfahigkeit der Erde ist. Bei einem vollkommen
leitenden Erdball sollte man aso keine Beugung der Radiostrahlen
erwarten.

Es kann aber noch eine andere Ursache der betrachteten Erschei-
nung vorhanden sein — und zwar die Inhomogenitét der Atmosphére.
Diese Ursache ist zuerst von Heaviside angedeutet worden. Wir stellen
uns z. B. vor, dal} die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Radiowellen
mit der H6he zunimmt. Dann kdnnen die Radiostrahlen, die urspring-
lich, d. h. in der Ndhe der Sendeantenne nach oben gerichtet sind, in
einem bestimmten Abstand davon nach der Erdoberflache abgelenkt
werden (Abb. 32). Statt einer solchen ,,Refraktion” (die auch in der
Atmospharenoptik stattfindet) kann man eine Reflexion der Radio-
strahlen (oder Wellen) an den oberen Atmosphérenschichten einfiihren,
die Ubrigens einen Extremfall der Refraktion darstellt und eine diskon-
tinuierliche Anderung der Eigenschaften der Atmosphére in einer be-
stimmten Hohe voraussetzt.

Eine kontinuierliche aber vielleicht sehr rascheAnderung der betrach-
teten Art 18Rt sich tatsachlich experimentell wie theoretisch nachweisen.
Die hoheren Atmospharenschichten sind
namlich durch die ultravioletten Sonnen-
strahlen stark ionisiert. Sie haben aso im
Gegensatz zu den niedrigen eine betréchtliche
elektrische Leitjahigkeit. Infolgedessen miissen
sie die von unten einfallenden Wellen stark
absorbieren, aber gleichzeitig stark reflek-
tieren (vgl. Kap. 1V, 82). Man bekommt
(nach J. Larmor) besonders giinstige Verhdltnisse fir kurze Wellen
(etwa 30 bis 40 m), deren Schwingungsperiode von derselben GréfRen
ordnung oder noch kleiner als die Stol3zeiten der lonen in der be-
treffenden Hohe sind.  Gegenliber solchen Schwingungen verhalten
sich die lonen nicht nur as frei beweglich im gewohnlichen Sinne,
sondern auch als reibungsfrei. Man bekommt in diesem Fall nach den
allgemeinen Formeln des 8 3, Kap. I | | (wp = 0) reelle negative Werte
fur die elektrische Suszeptibilitdt und dementsprechend (wegen &< 1)
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, die groRer alscsind. Unter solchen
Umstanden kann eine kraftige Refraktion der Radiostrahlen statt-
finden (vgl. Abb. 32).
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Es ist schlieBlich méglich, statt von Refraktion oder Reflexion zu
reden, die Fortpflanzung der Radiowellen um die Erde in derselben
Weise wie die Fortpflanzung von zusammengesetzten Oberflachen-
wellen in Kabeln zu behandeln, wobei die Erde die innere und die
héheren Atmosphérenschichten die &ullere Belegung dieses ', Kabels"
bilden.

Falls die angefihrte Erklérung zutreffend ist — und sie scheint
experimentell sehr gut bestétigt zu sein — so hat die Fortpflanzung
der Radiowellen um die Erde mit den eigentlichen Beugungserscheinun-
gen gar nichts zu tun.

3. Die einfachsten Diffraktionsprobleme; Beugung des
Lichtes an Schirmen und Offnungen.

Diese eigentlichen Beugungserscheinungen lassen sich dann beob-
achten, wenn die ,,Lichtquelle” (wir fassen dabei elektromagnetische
Schwingungen von beliebiger Frequenz as , Licht" auf) sich in einem
gegenliber der Wellenldnge groBen Abstand von dem betreffenden
undurchsichtigen Korper befindet (so daf’ keine Oberflachenwellen sich
bilden kénnen). Se bestehen, wie schon oben erwahnt wurde, in einer
Krimmung der Lichtstrahlen an der Korpergrenze, d. h. in deren Ein-
dringen in das geometrische Schattengebiet. Es sei bemerkt, da3 diese
Definition und Fragestellung von der geometrischen Optik herrihrt,
welche die Lichtstrahlen as die Bahnen von materiellen Teilchen be-
handelt, d. h. die Gesetze der Lichtfortpflanzung durch die gendherte
Gleichung (54 a), Kap. 1V, beschreibt. Vom Standpunkt der Wellen-
optik bietet gerade das Auftreten des Schattens bei Einfallen von
elektromagnetischen Wellen auf einen undurchsichtigen Koérper —
oder mit anderen Worten die ,,geradlinige Lichtfortpflanzung" — die
zu erklérende Tatsache. Von einer scharfen Begrenzung dieses Schat-
tens kann dabei keine Rede sein. — Dasselbe bezieht sich auf die koni-
plementére Erscheinung der Ausblendung eines Strahlenbiindels. Ein
Strahlenbindel von bestimmtem Querschnitt oder Offnung (in dem
Fall von divergierenden oder konvergierenden Wellen) ist vom Stand-
punkt der Wellenoptik eine Abstraktion oder Idealisierung derselben
Art, wie ein scharf begrenztes Schattenbiindel oder Schattenkegel. Es
erhebt sich aso die Frage nach dem Entstehen solcher Biindel und
nach der Struktur des Wellenfeldes in der Nahe ihrer geometrischen
Grenze.

Wir bemerken zunachst, daf3 es sich hier wie Uberall um eine Super-
position der priméren elektromagnetischen Wellen und der sekundéren
Wellen, welche von den erzwungenen Schwingungen im betreffenden
Korper erzeugt werden, handelt. Die Fortpflanzung der primaren
Wellen im Raume wird durch die Anwesenheit irgend eines Korpers
unmittelbar gar nicht beeinflufdt; es ist aber praktisch sinnlos, diese
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Wellen einzeln zu betrachten, denn nur das resultierende Wellenfeld
ist der Beobachtung zugénglich.

Ein gegeniber der Wellenlange kleiner, auch vollkommen leitender
Korper wirft Gberhaupt gar keinen Schatten. Das sekundére Feld redu-
ziert sich dabei in der Tat auf das kugelsymmetrische (oder axial symme-
trische) Feld eines elementaren Oszillators und schon inverhad tnisméig
kleinen Abstanden gegen das primére Feld verschwindet es praktisch.

Wir denken uns nun die Lichtquelle von einer vollkommen
absorbierenden (oder reflektierenden) Metallhiille umgeben mit einem
zum obigen K&rper komplementéren Loch. Wenn das L och durch diesen
Korper (,Schirm") geschlossen ist, tritt aus der Hille gar kein Licht,
d. h. die primaren Wellen werden aufferhalb der Hille durch die sekun-
daren vollkommen aufgehoben, Offnet man nun das Loch, d. h. nimmt
man den betrachteten Kdrper weg, so muf3 man im Auf3enraum ein resul-
tierendes Feld bekommen, das zum sekundéren Feld des Korpers
komplementér ist, d. h. dieselbe Beschaffenheit und nur die entgegen-
gesetzte Phase hat. Daraus sieht man, dafd man beim Durchlassen von
Licht durch eine gegen die Wellenlange kleine Offnung in einem
ausgedehnten absorbierenden Korper gar keine Lichtbindel erhélt,
sondern kugelférmige Wellen derselben Art, die von einer sich in dieser
Offnung befindlichen elementaren Lichtquelle ausgestrahlt wiirden.

Diehier benutzte Komplementaritét zwischen Offnungen und Schirmen
derselben Gestalt?) 4Rt sich auf Offnungen und Schirme von beliebiger
GroRe anwenden. Man muR aber darauf achten, dald diese Komple-
mentaritat nicht in dem Sinne aufzufassen ist, dafd das sekundére Feld
des Schirmes bei Fehlen der Hille {g,) und das sekunddre Feld der
durchlochten Hulle bei Fehlen des Schirmes {g,) in Summa dem pri-
méren Feld der Lichtquelle (y,} genau entgegengesetzt gleich sind.
Die Gleichung

Yot y, =0 (58)

i st nur dann streng»erfillt, wenn man die Hille und den Schirm zusammen
betrachtet. Das primére Feld fur die erstere ist dann s, + %, und fur
den zweiten p, 4 g, wahrend es bei Fehlen eines von ihnen sich auf
v, reduziert. Wenn der Schirm geniigend klein ist (er braucht dabei
nicht klein gegenliber der Wellenlédnge zu sein), kann man den Unter-
schied zwischen g, + , und g, vernachlassigen und die Gleichung (58)
im ,naiven" Sinne als gultig ansehen.

Die an kleinen Offnungen oder , Blenden" stattfindenden Beugungs-
erscheinungen werden gewdhnlich in einer formalen Weise auf Grund des
Huyghensschen Prinzips (Bd. I, S. 154) behandelt. Statt die von der ge-
schlossenen oder unendlich ausgedehnten Hille (mit der betrachteten
Offnung) herriihrenden sekundédren Wellen (s, zu berechnen, nimrrt

Y Sogenanntes,, Bobinetsches Prinzip”.
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man an, da das auBere Feld von demjenigen Anteil der primaren
Wellen (y,) bedingt wird, welcher aus der Blende heraustritt. Man stellt
sich also irgend eine (ungeschlossene) Flache 5 vor, die durch die be-
trachtete Blende begrenzt ist, und definiert den Schwingungszustand
in einem &uferen Punkt P durch die Formel

4nﬁd5_.].8ﬂ (4 R)V RdS (583)
[vgl. (41) Bd. I, S. 157]. Es bedeutet hier ~den Wert von 4, :in einem
Punkt P' von S fur den Augenblick t'=t——£; (R —PP). Wenn

die Lichtquelle O sich in endlicher Ent-
\ fernung befindet, und zwar in einem Ab-
1‘!-1—-'-‘5'

' ] o stand r von P' (Abb. 33), so kann man
b fkir+ 2
a/j\ 4 ¥' ==~ (¥ = konst)
Atb. $5. setzen (den Zeitfaktor ¢-$=# lassen wir weg).
Nun gilt nach der Definition der Operation F* (Gradient bei festgehal-

tenem t', d. h. R)
‘o ol 1
Pip'=yp (m-_ -;-)cos(n,r).
Ferner ist

'a'aﬁ (';) v (,»» - ;,_) cos {n, ).
Man hat also
1 eikk‘l‘

v= v {3k[COb(nr)—cos(It§]‘l)] [onien) o)) s

¥

oder wenn man l, und ‘-f gegen k == ?;5 vernachlassigt (d. h. sich auf
die Wellenzone beschréankt)

: ikir
p= .;_'; ,PoJ’f :}: -[cos (mx) —cos n R}]4S (58 b)
Das durch diese Formel bestimmte Feld muR3 jedenfalls ndherungsweise

mit p¢ + @, oder mit--y,"einstimmen. Wir wollen uns davon
Uberzeugen fir den Grenzfall einer unendlich entfernten Lichtquelle.

: % . .
Man kann dabei #, f—' durch g, e%** ersetzen, wo z eine in der Fort-

pflanzungsrichtung der primaren Wellen gezogene Koordinate bedeutet.
Der Einfachheit wegen nehmen wir ferner an, dal? die Blende (oder der
Schirm) S der Wellenebenen parallel ist und zwar in der Ebene z= 0
liegt (in den Anwendungen hat man es fast ausschliefflich mit diesem
Fall zu tun). Eswird aso cos(nt) == cos{n# =— 1 und folglich, wenn
wir uns auf kleine Beugungswinkel (zwischen den priméren und gebeug-
ten Strahlen) beschranken, d. h. cos(mit) & 1 setzen

¥ ] ek B
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Wir denken uns den Schirm S als eine unendlich dinne vollkommen
leitende Metallplatte. ES moge ferner y, die primére elektrische Feld-
stérke bedeuten. Dann kann man leicht zeigen, dal3 — ¢ die sekundére
elektrische Feldstarke im Punkte P bedeuten soll.

Es muB in der Tat auf der Oberflache des Schirmes die sekundare
elektrische Feldstarke die primare genau kompensieren, d.h. gleich — s,
sein[nach (57 ¢)]. Diepriméren und sekundédren magnetischen Feldstérken
sind dagegen beide gleichgerichtet und gleich y, (die Schirmoberflache
ist eine Knotenstelle der elektrischen und eine Bauchstelle der ma-
gnetischen Fel dstérke) Die Flachendichte des elektrischen Stromes ist

folglich gleich °y % ;" . Die von der Beschleunigung tu einer Ladung

de bedingte Feldstarke in grolen Absténden R bei ® L w drickt
sich bekanntlich durch die Formel

d R . de-plhy elkR
d(&(r)-;_ﬁ';? m(!—— c_):w, _8_;(};

. . dab .
aus. In dem betrachteten Fall ist der elektrische Impuls—‘;—'J enes

Fléchenelementes dS gleich w»“- dS. Man hat folglich

detp  twy
2] I3 ansu—-f-w“ds

Dasselbe Resultat ergibt sich fir unvollkommen leitende Schirme,
wenn man sie genugend dick voraussetzt und die Integration auf ihr
ganzes Volum erstreckt.

Bei den praktischen Anwendungen der Formel (58 b) sind die Ab-
messungen der Schirme oder Offnungen sehr klein im Vergleich mit ihren
Absténden vom Aufpunkt; sie kénnen aber grof gegeniber der Wellen-
lange sein. Man kann demgemédf? die Groflie R im Nenner von (58b) als
konstant (= Ry) ansetzen und im Exponent nach Potenzen der Koordi-
naten X'y des Flachenelementes dS und des Aufpunktes xy ent-
wickeln.

Es wird dabei bis auf Gréfen dritter Ordnung in x und "

und

PR . | o
R= fin o (y-y st = Ry — 10 P 2002 (”-’ ;}ef’"' (59)

mit o
Ry=fat 438+ 2,
oder wenn wir zur Abkirzung

Z=a r=f R—R=/[(z,¥) (59)
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setzen: _
q,:__;;iez_:f' LTS (59b)
Wirwollen zundchst nur die in x' undy' linearen Glieder in f beibehalten
(Frauenhofersche Beugungserscheinungen). Man bekommt dabei im
Falle eines rechteckigen Schirmes (oder Offnung) mit den Seiten a

und b

I.' b

s + o, NTTERT L
= 5in g - 5in 2
iR gy [g—ibor gor [p—ikbe goy . ;
J} dN je de} dy =ab . T (HO)
o N 202
T2 2

Bei a = g =0 ergibt sich ein Maximum von |i?, d. h. des Schattens
oder der Beleuchtung — je nachdem es sich um einen Schirm oder um
eine Offnung handelt. Dazu treten aber noch seitliche Nebenmaxima,
und zwar in den durch die Formeln

*;“:3{,,,,+ f,_} kgb-—:n(n—k ;) m, n ganze Zahlen,

d. h.

sy ) Byt y) (603
bestimmten Richtungen (a und R sind die Winkelkosinus der gebeugten
Strahlen in bezug auf die entsprechenden Achsen). Zwischen diesen
Maxima liegen die Minima, d.h. die Nullstellen:

a=£’-m. 8= i’ n.
In dem Fall eines kreisformigen Schirmes (Blende) kann man chne
Beschrankung der Allgemeinheit y — 0 und folglich
i
Hn
setzen, w g = | "2+ ¥"%d < p den Winkel zwischen g und der X-Achse
bedeutet.
Es wird dabei

LAY

Jeirtds= [ [oibarwsagdpde (aRadiusdes Schirmes),
na

=@ pCos ¢

d. h. nach den bekannten Formeln
g e Ay J (&) und [T EdE=£],()
1} ¢}

(J Besselsche Funktion nullter, J; erster Ordnung):
Jerras=gnaliftes) (60b)
ad
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Die Funktion J—‘g}- hat ihr absolutes Maximum % fir § ==0. Die

nachfolgenden M axima sind verhaltnismagig sehr schwach. Die Kurven
int ?

32-,—5 und Jgﬂ, welche die Abhangigkeit des Schattens oder der Be-
leuchtung von dem Beugungswinkel charakterisieren, haben eine sehr
ahnliche Gestalt, die schema-

tisch in der Abb. 34 darge-

stellt ist. Es sei daran erin-

nert, da® man unter dem

Beugungswinkel den Winkel _, o=~y

zwischen den primérenund den Abb. 4.

gebeugten Strahlen versteht,

d. h. im betrachteten Fall den Winkel zwischen der if-Achse und dem
Vektor R = P'P. Die Grofe a ist gleich dem Sinus dieses Winkels;
da wir uns von vornherein auf kleine Beugungswinkel beschrankt
haben, stimmt sie ndherungsweise mit dem Winkel selbst lberein.

Je groRer der Radius a oder je kleiner die Wellenlénge 4 ist, desto
steiler fallt die Beleuchtung (oder die Schwarzung) von ihrem Maximal-
wert bisNull ab. Jenseits dieser Nullstelle liegen aber Nebenmaxima, die
von der geometrischen Optik aus ganz unverstéandlich erscheinen mufiten.
Die Ubliche Vorstellung eines scharf begrenzten homogenen zylindrischen
Lichtbindels oder Schattengebietes stellt also eine grobe Vereinfachung
der wirklichen Verhdltnisse dar. In der Wirklichkeit 16st sich die
Grenze zwischen Licht und Schatten in eine eigenartige periodische
Feinstruktur. Diese Feinstruktur fir den Fall eines ,,parallelen Licht-
bundels" mit kreisférmigem Querschnitt ist in der Abb. 35 gezeichnet.
Die Winkelabstande zwischen den nachfolgenden Maxima und Minima
sind desto kleiner, je groRer ka, d. h. je kleiner die Wellenlange und je
gréRer der geometrische Querschnitt (7a’) ist.

Man erhdlt etwas kompliziertere Resultate,
wenn man eine im endlichen Abstand befind-
liche Lichtquelle — dso divergierende primare
Strahlenbiindel — in Betracht zieht und be-
sonders wenn man in der Reihenentwicklung
(59) und in der entsprechenden Entwicklung fir
r Glieder zweiter Ordnung in f-; bzw.f—’;y
berticksichtigt (, Fresnelsche Beugungserschei-
nungen"). Wir konnen aber auf diese Frage hier nicht nadher ein-
gehen.

In der dargelegten vereinfachten Beugungstheorie, wie es aus der
oben angefiihrten Analyse der Gleichung (58) (d.h. des Komplemen-
taritatsprinzips) hervorgeht, wird die Rickwirkung der sekundéren
Wellen auRer acht gelassen. Man bestimmt also die erzwungenen elek-

Abb. 5.
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trischen Schwingungen in der Weise, als ob sie nur durch die priméaren
(gegebenen) Kraftschwingungen erzeugt wirden, und dann addiert
man die letzteren mit den durch diese erzwungenen Elektronenschwin-
gungen bedingten sekundéren Kraftschwingungen. Dieses vereinfachte
Verfahren ist vollkommen identisch mit demjenigen, das wir in der
Theorie der Streuung der elektromagnetischen Wellen (Kap. IV, § 6)
benutzt hatten. Der Unterschied zwischen Streuung und Beugung be-
steht ausschlieflich in dem Umstand, da esman im ersten Fall mit inko-
hérenten und im zweiten mit kohdrenten Sekundérstrahlern (, Resona-
toren") zu tun hat. Es missen in der Tat zwischen den elementaren
Kraftschwingungen, die von den verschiedenen Elementen eines raum-
lich ausgedehnten Sekundérstrahlers (Schirmes, durchlochten Hille
usw.) herriihren, bestimmte konstante Phasendifferenzen bestehen, die
bei der Berechnung der resultierenden Schwingungsenergie beriick-
sichtigt werden missen (wahrend bei der gewohnlichen Streuung die
elementaren Energien sich einfach arithmetisch addieren).

4. Elementare Diffraktionstheorie fur den Fall paralleler
priméarer bzw. sekundarer Strahlenbindel.

Wir wollen nun einige algemeine Gesetze der Beugungs- und
Streuungserscheinungen fiir den Fall betrachten, daR3 die Lichtquelle (0)
und der Aufpunkt (P) sich in einem sehr grofen Abstand von dem
betreffenden Korper (P) befinden. Man kann dabei nicht nur die
primaren sondern auch die sekundaren Wellen als eben und die ent-
sprechenden Strahlen als geradlinig behandeln. Es seien P, und P,
zwei Punkte oder eher zwei sehr kleine Teilchen (z. B. Molekile) des
Kdérpers. Die Phasendifferenz @ der von ihnen herrihrenden sekun-
déren Schwingungen im Punkte P ist offenbar gleich

9= ""[(OP; + PP — (OP; + PiP)1 =27 [(ry + R} —(r, + Ry)]
(sehe Abb. 36).

Wir denken uns die Vektoren t im Sinne
OP' und dieVektoren® im Sinne P' P gezogen
und bezeichnen ihre Richtungen mit den

Abb. 6. Einheitsvektoren n; bzw. n,. Es wird
dann naherungsweise, wenn wir die Strecke
P, P, mit b bezeichnen:

ra—ry = b= dcos(b,t‘l;).
By—R,=—b-ny=—4dcos (b, ng)
und folglich
mit
2a

- (i — ). (61a)
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Wir werden den durch diese Formel definierten Vektor g den Phasen-
oder den Diffraktionsvektor nennen. Seine Richtung und GroRe laft
sich leicht aus der Abb. 37 erkennen; man hat dabei offenbar

?n,—ul[=2sin-g-

(& = < n,, ng=Diffraktionswinkel) und folglich

g="7siny . (01b)

Wenn die beiden Teilchen sich ineiner zu g senkrechten Ebene be-

finden, ist @ nach (61) gleich Null unabhéngig von ihrer Lage in dieser

Ebene. Die sekundédren Schwingungen, die von einer zu q senkrechten
Schicht herriihren, haben aso dieselbe Phase

und miissen sich gegenseitig verstérken. Die @ n

g ny)
resultierende Schwingungsamplitude ist der ——— ‘
Anzahl der Teilchen in der Schicht propor- b 2™
tional und die Schwingungsenergie dem Qua- Abb. §7.

drate dieser Anzahl. Es sei daran erinnert,

dal bei inkohadrenten Sekundarschwingungen die mittlere Ampli-
tude verschwindet, wahrend die Energie der Anzahl der ,Resona-
toren" proportional ist.

Das soeben erhaltene Resultat liefert eine neue sehr anschauliche
Erklérung der am Anfang dieses Kapitels betrachteten Reflexion ebener
Wellen an der (ebenen) Oberflache eines Korpers. Die Vektoren ny
und n, bestimmen namlich die Richtung der einfallenden und der
reflektierten Strahlen, wahrend der Vektor n, — n; die Flachen normale
darstellt (vgl. Abb. 37; die Oberflache ist dort durch dieschraffierteLLinie
angedeutet). Man kann aber aus der angefiihrten Ableitung klar er-
sehen, dal3 auch in solchen Richtungen n,, die von der Reflexions-
richtung verschieden sind, eine gewisse Energie in der Form von
Sekundérwellen ausgestrahlt werden muf3. Die Energie dieser ,ge-
beugten™ Strahlen ist im Vergleich mit der Energie des reflektierten
Hauptstrahlenbiindels desto kleiner, je groRer die Anzahl der Sekundar-
strahlen, d.h. je groBer der Flacheninhalt der reflektierenden Ebene
oder der Querschnitt des einfallenden Strahlenbiindels ist.

Die Amplitude der resultierenden sekundaren Schwingungen laRt
sich leicht berechnen, wenn man die Amplituden der durch die einzelnen
Teilchen ausgestrahiten Elementarwellen kennt. Diese elementaren
Amplituden seien durch die reellen positiven oder negativen Zahlen
& &, as, .. . Charakterisiert, wo die Indizes sich auf die verschie-
denen Teilchen beziehen. Die Radiusvektoren der letzteren in bezug
auf eine von ihnen oder irgend einen anderen festen Punkt seien ty, Ta, . - »
Dann bekommt man fiir die resultierende Schwingung im betrachteten
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Aufpunkt die folgende Formel

w — wng—iw!: Eans—f(wt + 4 m) .
d. h. nach (61)
Vo= Jaqe—iata. (62)

Es bedeutet hier g, die komplexe Amplitude von w; wir werden sie
im folgenden einfach durch s bezeichnen. Es kann dabei s eine beliebige
lineare FeldgroRe bedeuten (z. B. die elektrische Feldstérke usw.).

Wenn man den beugenden oder diffragierenden Korper nicht as
Aggregat von einzelnen Teilchen, sondern im Sinne der makrosko-
pischen Theorie als Kontinuum behandelt, so erhé@t man statt (62) ein
Integral von der Gestalt

p=[fa(x)e-inrdy:, (62a)

wo a(x)dV der Amplitudenkoeffizient des entsprechenden Volum-
elementesist. Bei vollkommen reflektierenden plattenférmigen Korpern
kann man ¢ durch ein Flachenintegral darstellen. Die Grofie g t'
ist offenbar nichts anderes als die durch (59) und (59 a) definierte
Funktion — & - { {x", ¥"), wenn man darin nur Glieder erster Ordnung
beibehdlt. Bei Z =0 geht ge+r' in den uns schon bekannten Aus

druck gi-’f{ak'jLﬁy’) Uber. Man hat aso in diesem Fall fir die
relative Amplitude der sekundéren Schwingungen [vgl. (58 b)]:

(h AER . e

= ;R Ru 'J.B_‘“'r ds . (62 b)
Es fehlt noch auf der rechten Seite ein vom Beugungswinkel © ab-
hangiger, sich verhadltnismaRig sehr langsam &ndernder Koeffizient,
welcher fur verschiedene FeldgrofRen verschieden sein kann. Wenn ¢
das Polarisationspotential bedeutet, ist dieser Koeffizient gleich 1.

5. Die Beugungsgitter als physikalische und mathematische
Instrumente.

Man bekommt besonders einfache und interessante Resultate, wenn
die Koeffizienten a (t') periodische Funktionen der Koordinaten X, y', Z
sind. Einen derart beschaffenen Korper bezeichnet man im allgemeinen
as ein Beugungsgitter. Das mathematisch einfachste, obwohl physi-
kalisch nicht redlisierbare Gitter ergibt sich, wenn a eine harmonische
(sinusoidale) Funktion von r' darstellt (sogenannte Rayleighsche Gitter).
Die Beschaffenheit des beugenden Korpers &Rt sich in diesem Fall
durch sinusoidale stehende oder gelegentlich auch durch fortschreitende
, Strukturwellen" darstellen.

Im allgemeinen kann man die Funktion a (r') durch eine Fouriersche
Reihe, oder falls keine Periodizitat vorhanden ist — durch ein Fourier-
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<ches Integral darstellen, wobel das Beugungsbild, d. h. die Verteilung
der sekundéren Schwingungen nach verschiedenen Richtungen, als eine
Uberlagerung der entsprechenden , harmonischen" Beugungsbilder er-

scheint.
Wir betrachten z. B. das harmonische Beugungsbild, welches sich

nach (62 a) bei
@a=ggcos -t (63)

ergibt. Setzt man cos p. rt' = ; (oY +e-80¢) | 0 it es unmittel-
bar ersichtlich, da sekunddre Schwingungen (oder gebeugte Wellen)
von betréachtlicher Amplitude sch nur in den zwel durch die Bedin-

gungen

bestimmten Richtungen fortpflanzen kénnen. Fihrt man statt p die
entsprechende , Gitterkonstante" d=?§ ein, d.h. den Abstand zwi-
schen zwei Nachbarebenen, die demsdben Wert von a entsprechen, so
bekommt man nach (61b) die folgende Formel fir den Beugungs
winkel

. B A

sin-y =4, (63 b)

Der Fall eines periodischen aber nicht sinusoidalen Gitters 1alt sch
als eine Uberlagerung einer Reihe von sinusoidalen Gittern mit den

Konstanten 4, ;—d —;—d usw. behandeln. Man kann namlich dieFunk-
tion ain diessm Fall in eine Fouriersche Reihe von der Gestalt

oo
a= Y{a,cosnp-t'+ b, sinnp-r}
R0

entwickeln, wobei fiir die gebeugten (sekundéren) Strahlen sich die
Formeln

T
g=fnp, d h sin- =gﬂ,‘ (63c)

ergeben. Diese Beugungsmaxima bezeichnet man als , Spektra"; die
Zahl n heif3t die Ordnung des betreffenden Diffraktionsspektrums. Die
Maxima sind desto schéarfer je groRer das Beugungsgitter ist, d. h. je
groler die Anzahl Perioden ist, die Se enthalt. Da diese Anzahl immer
endlich bleibt, mufd man das Gitter nicht als streng periodisches Gebilde
behandeln und es nicht durch ene Reihe, sondern durch en Fourier-
integral darstellen. Man erhalt dabei neben dem etwas unscharfen
diskreten , Linienspektrum” (63c) noch ein kontinuierliches Spektrum,
dessen Starke bei abnehmender GittergréflRe auf Kosten des diskreten
Spektrums zunimmt.
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Gitter der soeben betrachteten Art heiffen eindimensionale Raum-
gitter. Bei den zwei- und dreidimensionalen Raumgittern hat man zwei
bzw. drei sich schneidende aquidistante Ebenenscharen statt einer
einzigen Schar wie oben. In dem Fall eines orthogonalen dreidimen-
sionalen harmonischen Gitters hat man z. B. statt (63):

a=a, ::): (pe %) ::): (#g %) :?:(f’s %q) . (64)

Dieses Gitter ist adso hinsichtlich seiner Struktur analog einem System
von drei zueinander senkrechten stehenden sinusoidalen Wellenziigen.
Man bekommt dabei nicht 2, sondern 2°=8 Beugungsmaxima in den
Richtungen, deren Winkelkosinus mit den Koordinatenachsen durch die
Gleichungen

gi==% #i) (i=1.2,3)

bestimmt sind. Bei zusammengesetzten Gittern von diesem Typus
ergeben sich neben den vorhergehenden 8 Grundspektren noch eine
Reihe von Spektren hoherer Ordnung, und zwar in den Richtungen

g: = = mp; (m,, %, 1y Qanze Zahlen) (64a)
oder nach (61b)
. ] 0 o
sin & = 1 V’;H:—Jr;‘ (d,=%2) (64b)

Solche und noch kompliziertere (schiefe) dreidimensionale Raum-
gitter stehen bekanntlich fur kurzwellige Rontgenstrahlen in der Ge-
stalt von verschiedenen natirlichen Kristallkérpern zur Verfiigung.
Wir werden diese Frage eingehend im dritten Bande betrachten.

In der Optik sind ausschlieRflich eindimensionale ebene Gitter (oder
algemeiner Fléchengitter) gebraucht, die bekanntlich zur Spektral-
zerlegung des zusammengesetzten Lichtes und zur Messung der Wellen-
lénge dienen (Wellen verschiedener Lange sind hier ebenso wie im Falle
von Raumgittern nach verschiedenen Richtungen gebeugt). Man be-
kommt dabei Beziehungen derselben Art wie in dem Fall von Raum-
gittern.

Die Beugung des Lichtes an Schirmen und Offnungen 14Rt sich eben-
falls nach der Methode der harmonischen Flachengitter behandeln,
wobei man die Amplitudenfunktion a in der Ublichen Weise durch ein
Fouriersches (oder bei gekrimmten Flachen etwas komplizierteres)
Integral darstellen muB. So hat man z. B. in dem oben betrachteten
Fall eines ebenen rechteckigen vollkommen leitenden Schirmes mit den
Seiten 1 |

.. 1 ’ 1 ’ 1
a= a;— konst fir -—2-31<x,<—|—21-£l, -3 l,<x,<-|—2-£,
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und a =0, wenn xund X', auRBerhalb dieser Grenzen liegen. Setzt
man

a=[[A(p,, py)-fPHFPRIpdp,,  (—w<al, af <+ o)
0 wird

+oo 4t +44

1 - roar — -
Alpr, b) = g [Jae™ 0 o d i dag = 2 [emimtld g [omimsla g,

- + 44 —§h

d.h.
A(py )= n, f’ # smp—’z—sm p,;,

Das Beugungsbild des Schirmes laft sich folglich nach der Formel
j‘P ?‘ ‘e-ﬂmﬂds’ d"1f l -sin tal ’ritmﬂ.ls. dax

bestimmen.

Sechstes Kapitel.

Theorie der strahlungslosen (quasistationaren und
quasistatischen) Erscheinungen in begrenzten
Korpern.

8 1 Grundlagen da angenédheten Theorie dg quasdationdren
(drahlungdosn) Vorgange

Im vorhergehenden Kapitel haben wir hauptsachlich solche Schwin-
gungsvorgange behandelt, die mit einer Energieausstrahlung verbunden
sind.

Wie wir gesehen haben, fehlt diese Ausstrahlung nur in den folgenden
drei Fallen:

1. wenn die eektromagnetischen Schwingungen innerhalb einer
vollkommen leitenden geschlossnen Hille stattfinden;

2. wenn se sich langs der Trennungsflache von zwei (oder mehreren)
unvollkommen leitenden Korpern fortpflanzen (Oberflachen wellen);

3. wenn ihre Frequenz gleich Null ist.

Der erste Fall bietet kein praktisches Interesse und wir werden
ihn im folgenden gar nicht betrachten.

Den zweiten Fall haben wir schon ziemlich ausfihrlich untersucht.

Was nun den dritten Fall anbetrifft, so 1a3t er sich in die allgemeine
Theorie der Schwingungsvorgange nur rein formal einflgen. Er ent-
spricht tatséchlich den von der Zeit unabhangigen — statischen und
stationaren — Erscheinungen, die gewise eigentiimliche Besonder-
heiten darbieten und einer speziellen Untersuchung bedirfen.

Frenkel, Elektrodynamik |1 . 23
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Neben diesen Erscheinungen werden wir aber auch die sich daran
anschlieflenden langsamen Schwingungsvorgange behandeln — nicht in
derselben Weise wie wir esim vorigen Kapitel getan haben, sondern nach
einer vereinfachten Methode, die fiir praktische Zwecke vollkommen
ausreichend ist, und sich auf eine Reihe wichtiger Spezialfdlle anwenden
|aRt, wo die exakte Theorie machtlos bleibt.

1. Angenaherte Feldgleichungen.

Der Sinn dieser Methode besteht, kurz ausgesprochen, in der Ver-
nachléssigung der Retardierung der elektromagnetischen Fernwirkungen®).
Die letzteren werden aso nicht durch die retardierten, sondern durch
die ,,momentanen" Potentiale

@t = "(:-;'ﬂdV’, Ale.f) =J‘”“H".‘.’.dvf (R={t—t') ()

beschrieben, die den Differential gleichungen
Pegp—=-—4dmg, P3U=—4nj (la)

genligen. Die elektrischen und magnetischen Feldstarken werden durch
diese Potentiale in der iblichen Weise, d. h. nach den Formeln

=Pt p—roru (Ib)
ausgedr iickt .

Man pflegt deshalb solche Vorgdnge, die nach den angefiihrten
Gleichungen mit genligender Anndherung behandelt werden kdénnen,
as quasistatisch oder quasistationdr zu bezeichnen. Wir werden sie
einfach strahlungdos nennen, da ihr algemeinstes Merkmal gerade
in dem Fehlen der Ublichen, aus den exakten Gleichungen folgenden
Energieausstrahlung besteht.

Aus (Ib) ergibt sich unmittelbar

wotE4 . Peo, divg=0 @

d. h. die erste Gruppe der Maxwellschen Feldgleichungen in exakter
Form. Da ferner, wegen des Erhaltungsgesetzes der Elektrizitat die
Beziehung
1 dg
FFT
und folglich nach (1 a) die Beziehung

1dg
PR T

+ divi=0

+divi =40

*) Da die Anerkennung diessr Retardierung vor Maxwell fehite, ist die er-
wahnte Methode historisch frither entwickelt worden als die exakte.
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bestehen miissen, so bekommt man nach den Gleichungen (1) und (la)

rotP—rotrotU=FdivU —FP A= — l_p‘?}‘f__psgl
und
1 g
divE=—Prg— | 7 divi=—Ptp+ )\ 50,
d.h.
x
rotb—t—--:;‘lﬁpz.éni, diVlE=4n9+$—%§ (2a)

statt der exakten Gleichungen
ot — 2 G=axj, divE=dno.

Wir sehen also, da der durch den Ansatz (1) eingeflhrte
Fehler sich desto kleiner ergibt, je kleiner die zeitliche Anderung
der elektrischen Feldstarke ist. Fir geniigend langsame Schwin-
gungen kann man die Grofle -l-gf immer vernachléssigen. Dem-
entsprechend wird auch :-‘;T::o und ferner divi — 0, divi{ =0,
rot § =4=junddivE =4 =p. Die sich dabei ergebenden Beziehungen
bleiben aber von denjenigen, die flr streng statische und stationare
Erscheinungen charakteristisch sind, in der Hinsicht verschieden,

dal3 die elektrische Feldstarke nach (Ib) oder (2), neben dem ge-
wohnlichen statischen Anteil noch einen Indaktionsantell enthalt.

Es sei bemerkt, dal? die GroRRe ag bei Fehlen des Faktors , nicht
i c

vernachlassigt werden darf. Sonst sollte man das elektrostatische Feld

as streng konstant betrachten. Hier wie bei den anderen elektrischen

GroBen (&, ¢, ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ as unendlich
groR3 anzusetzen — nicht aber bei den magnetischen Groflien ($, H)

Man muB ferner darauf achten, da3 in den vorhergehenden For-
meln e und i die totalen (freien + gebundenen) Ladungs- und Strom-
dichten bedeuten. In dem Fall eines homogenen isotropen Korpers
kann man folglich in der betrachteten N&herung

rotp=4nucl, diveE=0 (2b)
setzen. Die freie Ladungsdichte tritt in die letzte Gleichung deshalb
nicht ein, wel freie Ladungen nur auf der Oberflache des Korpers (oder
der Trennungsfldche zwischen zwei verschiedenen Kdrpern) vorhanden
sein koénnen.

Was dierdumliche Verteilung des Stromesanbetrifft, soist sie durch
die Gleichung

divi=0 3
naherungsweise bestimmt. Diese Gleichung ist nur bei den streng
stationdren Strémen, die durch zeitlich konstante elektrostatische

23
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Kréafte bedingt werden, exakt giiltig. Man hat in diesem Fall wegen
L
i=€und
E=—Fep, (3a)
Fio=0. (3b)

Das elektrostatische Potential muf also innerhalb jedes homogenen
Leiters derselben (Laplaceschen) Gleichung genligen, wie bei Fehlen
des Stromes.

Die quasistationdren Strome konnen entweder durch zeitlich wech-
selnde elektrostatische Felder oder durch zeitlich wechselnde magne-
tische Felder, d. h. die zugehdrigen elektrischen Induktionskréfte, er-
zeugt werden. Es ist im letzten Fall manchmal méglich, das elektro-
statische Feld zu vernachl&ssigen (es kann auch exakt verschwinden)
und einfach

194
E=—- .5 4
Zu setzen.
Bei Beriicksichtigung der magnetischen Permeabilitét ist die Glei-
chung ¥#9 = — 4xj durch die allgemeinere
el =—dmpuj (4a)

zu ersetzen, wie dies unmittelbar aus der ersten Gleichung (2b) folgt.

Daraus ergibt sich wegeni = t:-@:—-:, '?:
Pa=te (4b)
oder nach (4 a): _
. 4 a2
rri="5E 50 (40)

Wie schon im 81 des Kap. IV erlautert worden ist, ist diese
Gleichung mit der Grundgleichung der Theorie der Wéarmeleitung voll-
kommen analog; sie drickt also die Tatsache aus, daf3 der elektrische
Strom und die elektromagnetischen Felder in das Korperinnere desto
schlechter eindringen, je groRer die Schwingungsfrequenz ist (, Skin-
effekt").

Im Grenzfall sehr langsamer Schwingungen kann man einfach
F*§ = 0 setzen [was mit der Gleichung (3) nicht gleichbedeutend ist!].

Es sai bemerkt, daB die Dielektrizitatskonstante aus den
Grundgleichungen (2 b) wegféllt, und zwar aus der ersten

(oder eher der entsprechenden exakten Gleichungrotb 1 & _dxg )

1 98

e B =

A TR
wegen der Kleinheit von - -=1and aus der zweiten wegen der vorausge-

setzten Homogenitdt des Korpers. Sie kann aso nur in den Grenz-
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bedingungen erscheinen, welche die elektrischen Feldstarken an der
BerUhrungsflache zweier solcher Korper verknipfen.

2. Grenzbedingungen.

Diese Grenzbedingungen sind mit den entsprechenden Bedingungen
der exakten Theorie identisch. Se lauten also (vgl. 87, Kap.1):

de@Gu=4ny, AExn=0, (5)
49-n=0, di x*n=4nt (5a)

wobei die Flachendichte des freien Stromes (!) im allgemeinen gleich
Null zu setzen ist.

Wir miissen aber jetzt bei dem Ubergang zu stationéren Strémen noch
die Bedingung

. Yin

Ajon= Y]
ber iicksichtigen, die sch aus der Gleichung
i 1 e

d VI== " &

auf diesdbe Weise ergibt wie die erste Formel (5) aus der Gleichung
div eE = 4mp.

Bei Einsetzen von i=-g-€ nimmt die obige Beziehung die Ge-
stalt

.-_]c@-ﬁ=—%}’ (6)

an. In dem Fall von harmonischen Schwingungen, bei welchen alle
elektromagnetischen GroRen den Faktor e=*®* enthalten, reduziert sich
(6) auf

doE -n=1iwn (6a)

Im vorhergehenden Kapitel haben wir statt der Beziehungen (5)

und (6 a) die daraus durch Multiplikation der letzteren mit *zj- und

Addition mit der ersteren sich ergebende Beziehung
A(S+*-E‘£)@-u=0
benutzt, in welcher die Ladungsdichte n gar nicht vorkommt. In dem
Fall von quasistationaren Strémen in metallischen Kérpern kann man €
gegen -:; vernachlassigen und einfach
AoE =0 (6b)

setzen (was offenbar einer Vernachlassigung von % gegen n entspricht).
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Diese Bedingung, die bei stationdren Stromen streng erfillt wird,
spielt dieselbe Rolle wie die Bedingung A& - n = 0 fur vollkommene
Isolatoren. In Verknupfung mit der zweiten Gleichung (5) bestimmt sie
die ,,Brechung" der elektrischen Kraft- oder Stromlinien an der
Grenze zwischen den betreffenden Korpern. Es gilt namlich, wenn wir
den Neigungswinkel dieser Linien zur Flachennormale mit ©, bzw. O,
bezeichnen: 26, o
58, a," (6e)

Wenn b ein Metall oder Elektrolyt und a ein Isolator ist, so folgt
daraus wegen @, =10

Die Stromlinien missen also dabei im Leiter parallel zur Grenzflache
verlaufen. Im Dielektrikum kénnen sie aber eine beliebige von Null
verschiedene Neigung zu dieser Flache besitzen — je nach der Groflze
der Flachenladung, die durch die erste Gleichung (5) bestimmt wird.
Der Betrag der Feldstarke im Metall muf3 folglich immer kleiner als
im umgebenden Dielektrikum sein, und zwar desto kleiner, je grofRer
die Leitfahigkeit ist.

3. Energie.

Die im IL Kapitel gegebenen Ausdriicke fur die elektromagnetische
Energie, Kréfte, Strahlung und Bewegungsgréfle, kénnen ebenfalls in
der betrachteten Naherung bestehen bleiben. Die sich nach den Formeln
(1) und (Ib) ergebenden Feldstérken geben aber keine Ausstrahlung ins
Unendliche, wie man schon aus der Tatsache ersehen kann, daR die
magnetische Feldstérke nicht mit der ersten, sondern mindestens mit
der zweiten Potenz des Abstandes abnehmen muR. Die elektrische

Feldstarke, welche durch die magnetische Induktion bedingt wird

-—-:%‘;) behalt dagegen ein der ersten Potenz des Abstandes propor-

tionales Glied. Es ist zweckméfig, dieses Glied bei der Bestimmung
der Energie wegzulassen. Die letztere zerféllt dabei in zwei Anteile,
die der potentiellen und der kinetischen Energie der gewdhnlichen
Mechanik entsprechen, genau in derselben Weise, wie dies bei den
statischen und stationdren Erscheinungen der Fall ist (vgl. Bd. I,
Kap. V11, 881 und2). Man muB3 aber nicht vergessen, dal? die magne-
tische Energie gerade durch die Arbeit der elektrischen Induktions-
kréfte zustande kommt.

Diese unvollstandige ,,mechanische” Energie 1&ft sich in dem ein-
fachsten Fall eines Systems von Leitern bei Fehlen irgendwelcher
gebundener Ladungen und Stréme in der Form

Wzg(%‘rqmds-{—%jﬂ-idlf) @
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darstellen, oder auch in der &quivalenten Form
! 1
W= gl o+ et W) dV = [ (Eha +HYAV. (73

wobei im letzten Fall die Integration Uber den ganzen Raum zu er-
strecken ist.

Wenn die betrachteten Leiter in ein nicht leitendes Medium ein-
gebettet sind, bleibt der Ausdruck (7a) fir die vollstandige Energie
unverandert (sofern man den Unterschied zwischen den mittleren tota-
len und den effektiven Feldstarken aufler acht [aRt). lhre GréRe aber
andert sich in einer bestimmten Weise, die von den Eigenschaften (e, 1)
der dieses Medium bildenden Korper und deren Gestalt abhangt.

Wir betrachten z. B. die elektrostatische Energie eines Systems von
geladenen Leitern, die sich in ein homogenes, unendlich ausgedehntes
Medium mit der Dielektrizitatskonstante € befinden. Die Grofe und
Verteilung der freien Ladungen ist dabei, wie leicht zu sehen ist, von ¢
unabhéngig (siehe unten §6). Dazu kommen aber noch gebundene
Ladungen, welche die resultierende Ladungsdichte auf der Oberflache
der Leiter und folglich auch die elektrische Feldstéarke und das
Potential im ganzen Raum in dem Verhéltnis ¢ : 1 herabsetzen

(denn es gilt fir jedes Oberflachenelement E = 55?’-). Wir sehen aso,
dai die vollstandige elektrische Energie in dem Verhaltnis £°: 1 ver-
kleinert wird. Dagegen ist die den freien Ladungen zugehdrige Energie
nur in dem Verhaltnis €: 1 verkleinert. Wir haben folglich:

U'=::- U’::'E' U= sHl)U=_..(1—%)U;, (7b)

1

j— 3’ (
wo U sich auf den Fall € = 1 bezieht. In derselben Weise ergeben sich
flr die magnetische Energie eines Systems von stationdren Stromen,
bei Beriicksichtigung der gebundenen Oberflachenstrémung in dem
umgebenden homogenen Medium mit der Permeabilitét p die Formeln

T , T 1
T': ;‘-", T,:—;-, T;'_"_—‘—--—;.,- {ﬂ——l}r. (7(:)

8 2. Elektrische Schwingungen in éinem linearen Leiter.

1. Krafte und Strom in einem nicht vollkommen
geschlossenen Leiter.

Die skizzierte angendherte Methode liefert besonders einfache und
wichtige Resultate fiir den Fall von langsamen Schwingungen in linearen
Leitern. Die letzteren brauchen dabei nicht vollkommen geschlossen zu
sein, wie die linearen Leiter, welche wir im ersten Bande behandelt
haben. Sie kdnnen vielmehr in einer oder mehreren Stellen unter-
brochen sein, wobei wir nur annehmen miissen, daf? die Unterbrechungs-
stellen sehr kurz gegeniiber der Totalldnge der betreffenden Leiter
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sind. Fur diese Stellen, die wir als Kondensatoren bezeichnen werden,
sind die angendherten Gleichungen nicht mehr giiltig. Man hat namlich
hier sehr starke elektrostatische Felder, die von den an den beiden End-
punkten (Kondensatorbelegungen) aufgespeicherten entgegengesetzten

Ladungen herriihren und deren zeitliche Anderung nach der Gleichung

rot § = ‘E‘%‘% -+ 4mi die Rolle der Stromstérke spielt.

Als ,langsam" sind solche Schwingungen anzusehen, deren Wellen-
lange sehr grof3 gegeniiber den Abmessungen des betreffenden Leiters
(,Drahtes") sind. In diesem Fall mul3 die Schwingungsphase im gan-
zen Stromkreis praktisch dieselbe sein. Das ist gerade der Grund dafdr,
warum man hier die Retardierung der elektrischen Fernwirkungen ver-
nachlassigen kann.

Die Frage nach der Stromverteilung in einem beliebigen Quer-
schnitt des Leiters lassen wir zunachst ganz offen. Wir missen nur
annehmen, dal die Stromdichte der Sationdritatsbedingung divj = 0
(ndherungsweise) Geniige leistet. Daraus folgt, dal die Stromstéarke

}=_]'j,,ds
fur alle Querschnitte () denselben Wert hat, der nur von der Zeit ab-
hangigist. Fir solche Querschnitte (S), die durch eine Unterbrechungs-

stelle gehen, ist die Stromstérke selbstverstéandlich gleich Null. Hier
kann man aber nach dem oben Gesagten

I= J'4:u: .&s_-incdrjs'a s, (8
setzen, und andererseits, nach der Gleichung - az +dw1 =0
1 de
J= Fary (8a)

wo + edie (freien) elektrischen Ladungen der betreffenden Kondensator-
belegungen bedeuten (Abb. 38). Die Formeln (8) und (8a) sind tat-
5 séchlich einander &aquivalent: denn es folgt nach
divels = 4mp:

$eE,dS = 4 4me

l fur jede sich im Endlichen oder Unendlichen schlie-
fende Fléche S.

Abb. 88, Die Bestimmung der Stromstarke ist auf Grund
der Formel
i=7€

zu vollziehen. Hier bedeutet & die elektrische Feldstérke innerhalb
des Leiters. Wenn der letzte homogen ist (o = konst), mul’ sie wegen
div i=0 der Gleichung div@=0 genugen, die einfach das Fehlen
von freien Ladungen innerhalb des Leiters ausdriickt [vgl. (2b)]. Die
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obige Gleichung driickt aber gleichzeitig die Tatsache aus, dal3 die
elektrischen Kraftlinien im Leiter longitudinal verlaufen und dafd der
elektrische FluR J E,dS durch irgendwelchen Querschnitt (s) denselben
Wert

JE,as=27 (8b)

hat. Je groRer dieLeitfahigkeit ist, deso kleiner muf3 die innere elek-
trische Feldstarke oder eher der innere FluR F' im Verhaltnis zum
duReren Fo = [ E,dS sein. Diess Verhéltnis betragt namlich fir

harmonische Schwingungen von der Frequenz U Joc249%, nach

(8) und (8b)
Fi 2q Taf s
iFn 4:_:& = T

wo = 2;? die Schwingungsperiode und =, _4;6 die Relaxationszeit

des Leiters (wenn die Dielektrizitatskonstante des letzteren gleich 1
gesetzt wird) bedeutet. Fur metallische Leiter ist To von der GroéRen-
ordnung 10-18, also auRerordentlich klein gegeniiber der Periode von
»langsamen" technischen Schwingungen.

Wir wollen nun die spater zu rechtfertigende Annahme machen,
dal? der Strom gleichférmig, mit konstanter Dichte, lber die verschie-
denen zur Langsrichtung senkrechten Querschnitte verteilt ist (da
aso kein , Skineffekt" vorkommt). Dann muf} nach (5a) auch die elek-
trische Feldstarke in jedem Querschnitt diesalbe longitudinal gerichtete
GroRe

E_'scr /

haben. Wir multiplizieren diesen Ausdruck mit dem Linienelement dl
des Leiters und integrieren Uber seine ganze Lange /, mit AusschluR
der eventuell vorhandenen Unterbrechungsstellen. Dies gibt:

éEd; =155:;d1

oder
v
=% ©)
mit den Abkirzungen
V=¢Edl (9a)
und
[
R= 9Sa;d‘ (9b)

Die Beziehung (9) ist die Ubliche (elementare) Form des OAwschen
Gettzes. Man bezeichnet dabel V als die elektromotorische Kraft und
R als den (OAwschen) Widerstand des betrachteten Leiters.
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Die innere elektrische Feldstarke setzt sich nach (Ib) aus zwei

Anteilen zusammen: des elektrostatischen Anteiles E* = —F ¢ und
des eIektromagnetE"‘=—%%¥. 'ntsprechend bekommen
wir

V=Vt Vm (10)

wo V die Summe der Potentialgefdlle in den einzelnen Strecken des
Leiters (oder, was dassdbe ist, in den Unterbrechungsstellen) und V™
dieinduzierte elektromotorische Kraft bedeuten. Bei Fehlen @uflerer (oder
~€eingepragter") Krafte kann man offenbar

Ldj

Vem—2 und Vme= '

K ¢ dt (108.)

setzen. Hier ist L nichts anderes as der schon im ersten Bande ein-
gefuhrte Selbstinduktionskoeffizient des Leiters (S. 199); K heif3t sein
Kapazitatskoeffizient, Der letztere hangt ausschliefllich von den Unter-
brechungsstellen ab und wird deshalb auch as Kapazitét der im Strom-
kreis geschalteten Kondensatoren bezeichnet. Der Selbstinduktions-
koeffizient ist dagegen von diesen Unterbrechungen (sofern sie geniigend
kurz sind) praktisch unabhéngig.

2. Die Eigenschwingungen und die erzwungenen
Schwingungen eines fast geschlossenen Leiters.

Wir haben also bei der Anwesenheit einer duferen elektromotorischen
Kraft V«

1=y E v, o
oder nach (8 )
Ldle Rde &
adat o TR=V" (if)
Durch diese Gleichung werden die erzwungenen Schwingungen oder
bei V* = 0 die Eigenschwingungen des betrachteten Leiters oder Strom-
kreises bestimmt, und zwar desto genauer, je kleiner die Frequenz dieser
Schwingungen ist.
Die Gleichung (11) hat dieselbe Gestalt wie die schon manchmal
diskutierte Gleichung (35), Kap. I I |, fir die geddmpften Schwingungen
eines quasielastisch gebundenen Elektrons. Es entspricht dabei seiner

Masse (m) der Selbstinduktionskoeffizient G’,) ,dem Reibungskoeffizienten
(# der OAwsche Widerstand (?), und schlieRlich dem Bindungs-
koeffizienten k die zur Kapazitét reziproke GrbBe%,.

Wir bekommen aso ohne weitere Rechnung nach den Formeln (35 a)
und (35 b) die folgenden Ausdriicke fur die Resonanzfrequenz%:, die
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Eigenfrequenz g'-’; und das Dampfungsdekrement e)*’:

c

D=k
f_c:.__. .
i Re
oL

Es ergibt sich ferner fur die erzwungenen Schwingungen, die durch
eine harmonisch schwingende auRere Kraft Ve = ¥,¢** erzeugt wer-
den (Kap. I11):

_ 2 e
= Lot — o+ 2iww™)
und folglich
cigp Ve Va
J= Liwi Z b+ 2iwa*)™ . Lty (11b)
R 3(7_01 K)
d.h.
A pffo b—ipy
I = — .—.;:;.':-o_-. VI I e
L ¢ \?
JETEREN
mit (11c)
w ¢
¢ wk |
tgp=—rpm—".

Die durch die &Beren Kréafte pro Zeiteinheit durchschnittlich geleistete
ArbeitQ driickt sich durch den reellen Anteil des Produktes-4 g cJ* VO
aus [vgl. (38a) Kap.I11]. Diese Arbeit

V“cusg)
Q""'z]o Voc()‘s(;_.‘l_._ R,
12
VR=+ e ) (12)

muld gleichzeitig die pro Zeiteinheit entwickelte Joulesche Wérme
bestimmen. Dasselbe Resultat kann man mittels der allgemeinen
Formel

0=[oErdv= [aE4dv= ]y ¥, (12a)

bekommen, wo E die totale (&uBere + innere) elektrische Feldstérke
ist. Man hat namlich nach (10a)
L 4

VeVomg—TGr=Ve—i(F -7 (120)

Die innere elektromotorische Kraft, die durch das zweite Glied dar-
gestellt wird, ist also bei reellem w um—;—gegenuber der Stromstéarke
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(hinsichtlich der Phase) verschoben und leistet deshalb durchschnitt-
lich keine Arbeit. Im Falle der Eigenschwingungen ist ihre Arbeit
proportional dem imaginéren Anteil von w, d.h. dem Dampfungs-
dekrement @',

Diein der Zeit dt geleistete Arbeit driickt sich nach (12b) folgender-
mallen aus:

cJVdi=cjVedt—Gefat—Lj %,
Daraus folgt wegen ¢fdi =de und V == RJ:

oJve="Y 1 cRpe (12¢)
mit PR
W=2—K+'-2—L]’. (12d)

Die letzte Formel stellt die ,,mechanische" Energie des Leiters im oben
definierten Sinne dar. Und zwar ist-;-L J2 die magnetische (kinetische)

3
und ;—Kdie elektrostatische (potentielle) Energie. Die Formel (12c)

spricht die Tatsache aus, dal3 die Arbeit der duleren Kraft teilweise
in diese Energie, teilweise in Joulesche Warme ubergeht.

Wir brauchen die vorhergehenden Formeln nicht néher zu disku-
tieren, denn dies ist fir die ganz analogen Formeln des §4, Kap. | ||
getan worden.

Zur vollstdndigen Losung des Problems der Eigenschwingungen
oder der erzwungenen Schwingungen eines linearen Stromkreises
mul man aso in der betrachteten Naherung nur die Koeffizienten
R, L und K kennen. Dabei ist der Widerstand R durch das Integral (6b)
gegeben. Der Selbstinduktionskoeffizient 183t sich nach den Formeln
(12) und (144@), S. 197 und 199 des |. Bandes durch das uber das Volumen
des Leiters erstreckte Doppelintegral

L::— jl ¥ gy av (13)

darstellen (r = Abstand zwischen dt; und dv'). Bei konstantem Quer-
schnitt (s = konst) und gleichférmiger Stromverteilung reduziert sich
diese Formel auf die Gestalt

L= s,j‘]'”- 8 dsds diar, (13a)

wo 0 den Winkel zwischen den Linienelementen dl und dI' bedeutet.
Was schlielflich den Kapazitatskoeffizienten anbetrifft, so ist er
ausschliefflich von der Beschaffenheit der Unterbrechungsstellen ab-
héangig.
Zur Erléuterung dieser Begriffe denken wir uns eine solche Unter-
brechungsstelle in der Gestalt von zwei parallelen Platten mit demselben
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Flacheninhalt S, die sich voneinander in einem verhéltnismaRig sehr
kleinen Abstand d befinden. Wir konnen uns dann vorstellen, daR

die Ladungen * e gleichformig mit der Fléchendichte 4 4 = 4- ;
Uiber die beiden Platten verteilt sind, so daR zwischen den letzteren ein
homogenes elektrisches Feld E=4my = 4—5"-5 herrscht. Die entspre-
chende Potentialdifferenz @ ist gleich dem Produkte £ « d. Wir haben

also nach der Definition von K (= ;-):

5 (13b)

Einen approximativen Wert fir den Selbstinduktionskoeffizienten
erhdlt man leicht in dem (in der Praxis wichtigen) Fall, da der Leiter
die Gestalt einer ,,Spule” oder eines Solenoids hat. Es herrscht inner-
halb dieses Solenocids ein (nahezu) homogenes magnetisches Feld
H =4xfn, wo n die Anzahl Windungen pro Léngeneinheit bedeutet
[vgl. Formel (13) auf S. 72 des|. Bandes]. Durch Multiplikation von H
mit der totalen Anzahl der Windungen N = n -« |3 (Zs-Lange des Sole-
noids) und dem Flacheninhalts einer Windung (Querschnitt des Sole-
noids) bekommen wir den vollstandigen magnetischen Fluf3 durch
den betrachteten Leiter. Da aber dieser Fluf3 definitionsgeméaR sich as
Produkt der Stromstdrke mit dem Selbstinduktionskoeffizienten dar-
stellen 1aR3t, sowird

L:4nSuN=4nSl,n‘=4“s-N'

L (13c)

Dieser Ausdruck ist desto genauer, je kleiner die Querdimensionen des
Solenoids im Vergleich mit seiner Lénge und je kleiner die Dicke der
Stromschicht im Vergleich mit diesen Querdimensionen ist.

Wenn der betrachtete Kondensator mit einem Dielektrikum erfullt
ist, und der Solenoid mit einem magnetisierbaren Koérper, so mu3 man
die obigen Werte von K und L mit der Dielektrizitatskonstante € bzw.
der magnetischen Permeabilitdt p multiplizieren. Es sei bemerkt,
daR dabei die Resonanzfrequenz wo nach (18 @) in dem Verhaltnis yep:1’
verkleinert wird. Diese Abhangigkeit der Eigenfrequenzen eines voll-
kommen leitenden Korpers von den Eigenschaften des umgebenden
nicht leitenden Mediums haben wir im vorigen Kapitel (§6) in exakter
Form nachgewiesen.

Einen vollkommen geschlossenen Leiter kann man formal durch
das Unendlichwerden des Kapazitatskoeffizienten charakterisieren [es
wird z. B. nach (13b) K = oo bei d=0]. In einem solchen Leiter sind
elektrische Eigenschwingungen nicht mdglich. Die Formeln (I1b, c)
und (12) fur die erzwungenen Schwingungen bleiben aber auch in diesem

- 1
Fall gultig, wenn man dort 5 =@ setzt.
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Man kann dabei zum Grenzfall einer zeitlich konstanten &ufReren
Kraft (ibergehen, wobei man einen zeitlich konstanten Strom erhélt —
was bei nicht vollkommen geschlossenen Stromkreisen unmoglich ist.

Wenn die &Rere Kraft plétdich, sagen wir im Augenblick t —0
eingefuhrt wird, muf die Stromstérke nach der Differentialgleichung

RJ+5 % — e~ konsty
anwachsen. Die Integration dieser Gleichung ergibt bei der Bedingung
J=0furt=0:

J= ‘;;- (1-8"?‘).
Bei plotzlichem Verschwindenvon V2 fallt sewieder vonihrem M aximal -

a _ ke
wert J, = ‘;; nach der Formel J = J,e¢~ +° ab.

3. Fortpflanzung der elektromagnetischen Schwingungen
in Draht- und Kabelleitungen.

Die dargelegte Methode 1&Rt sich, wenn man die GrolRen erster
Ordnung in 1 :j beibehdlt, auf den Fall der Fortpflanzung der elektro-

magnetischen Schwingungen langs unendlich ausgedehnten linearen
Leitern (Drahten oder Kabeln) und auf &hnliche nicht quasistationédre
aber strahlungslose Vorgénge anwenden. Dabei ist es selbstverstand-
lich notwendig, die Stromstérke als Funktion nicht nur der Zeit, sondern
auch einer Lagerkoordinate, namlich des Abstandes z des betreffenden
Querschnittes von einem beliebig ausgewéhlten Anfangspunkt zu be-
handeln (der Draht braucht aber nicht notwendig geradlinig zu sein).
Man muf ferner bei Fehlen irgendwelcher Unterbrechungsstellen, wo
sich groRRe elektrische Ladungen akkumulieren koénnen, die zeitliche
Anderung der Ladungsdichte in (oder auf) jedem Linienelement des
Drahtes beriicksichtigen. Bezeichnet man die lineare Ladungsdichte
(Ladung pro Langeneinheit) mit e, so hat man nach dem Erhaltungs-
gesetz der Elektrizitat, die Beziehung:

180  af
;i tar =0 (14)

Wir setzen ferner an
__dg 1a4_ 18 LJ (143)

TTer e @t Kadr ¢ o’

wo K und L die auf die Léngeneinheit bezogene Kapazitat und Induk-
tionskoeffizient sind (die elektrische Feldstéarke E kann man ebenfalls
as die elektromotorische Kraft pro Lé&ngeneinheit auffassen). Der
Ansatz (148) hat dieselbe Form wie (108) aber einen etwas verschie-
denen Sinn, denn es bedeuten hier e und J die Ladung und den
Strom an derjenigen Selle, fir welche E bestimmt wird.
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Wir haben schliefilich nach (9)
E
f‘__R"-
wo R =;s den Widerstand pro Léngeneinheit bedeutet. Es wird aso
nach (14 a): 1/1a L@
T==%(xoi% ;51
oder, wenn man diese Gleichung nach t differenziert undg; nach (14)
durch — c%“—:, ersetzt:
Loy ¢ @3f aj
e Tk gu TR =0. (140)
Setzt man hier
J = Jye- bt (140)
ein, so wird L ¢ 4
— ety f—iwR=0,
d.h. g
' r . £
g=?]/KLV1+aH. (14d)

Die Gleichung (14b), die man als ,, Telegraphengleichung" zu bezeichnen
pflegt, und ihre Lésung (14c, d) fur harmonische Schwingungen, haben
dieselbe Gestalt, wie die entsprechenden exakten Formeln, die wir
im vorhergehenden Kapitel abgeleitet haben. Sie konnten aso bei
passender Wahl der Koeffizienten K, L, R vollkommen exakte Resul-
tate liefern. Aber gerade an dieser Stelle macht man die fir die
hier betrachtete Methode charakteristische Vernachléssigung. Und
zwar bestimmt man K, L und R fir den Fall g = 0 (bei gegebenem o),
was einer unendlich grolRen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektro-
magnetischen Fern Wirkungen entspricht. Man bekommt eine noch
grobere Anndherung, wenn man gleichzeitig q =0 und co = 0 setzt,
d. h. eine statische LadungsVerteilung und einen stationdren Strom
betrachtet.

Wir wollen hier beispielsweise den schon im vorigen Kapitel be-
handelten Fall eines Kabels betrachten, der aus einem inneren Draht
mit kreisférmigem Querschnitt vom Radius a und
einem &duReren sehr dinnen Zylinder mit dem inneren
Radius b, und dem &uReren b, besteht (Abb. 39)%). Wir
stellen uns dabei vor, dal3 die innere und &uRere Be-
legung dieses Kabels sich stets in entgegengesetzten
Phasen befinden, und dal die Ladung +e auf der
Oberflache des Drahtes und die entgegengesetzte La-
dung —e auf der inneren Oberflache des Zylinders gleichférmig
verteilt sind. Dann ist das elektrische Potential des Zylinders gleich

Abb. 38.

"} Der Kabel braucht nicht geradlinig zu sdn. Der Krimmungsradius muf3
eber gro3 gegen die Querdimensionen bleben.
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Null (denn das elektrische Feld auRerhalb des letzteren verschwindet)
und des Drahtes

@=2ﬂg%

[vgl. (33b) Kap. V]. Daraus folgt definitionsgemafd

—~‘- (15)

2lg

Was die Stromverteilung anbetrifft, so wollen wir zwei Grenzféle
betrachten. Erstens, wenn die Schwingungen so schnell sind, dal3 der
Strom in einer sehr dinnen hautférmigen Schicht auf dem Drahte
und dem Zylinder flieBt. Dann bekommt man fir das Vektorpotential
des Drahtes

A=2Jigh

und folglich, nach der Definition von L [siehe Formel (14a)]

.1.

L=2g’ =1 (152)

Den Widerstand kann man vernachldssigen, so dal3 die Formel (14d)
fir diesen Fall

o
9=,

gibt. Dies bedeutet, da’ die Schwingungen sich mit der Geschwindig-
keit -‘;’ = ¢ ohne Dampfung fortpflanzen.

In dem entgegengesetzten Grenzfall (sehr langsame Schwingungen)
mussen wir uns vorstellen, da der Strom gleichférmig Uber den
Querschnitt des Drahtes und des Zylinders verteilt ist. Den Zylinder
behandeln wir Gbrigens as unendlich dinn {b, ¢4 by = &}, so daB die

Anderung des Potentials nur fiir den Draht beriicksichtigt werden
muBB. AuRerhalb des Drahtes bleibt der fruhere Ausdruck

A4=2]1g7 (r>a)

bestehen. Innerhalb des letzteren hat man nach (la)

P4, 1d4 'Y
ity =—4= 3__7’

d.h.

woraus folgt, mit Rucksmhtrg' ﬂaﬁd& bei r = 0 endlich bleibt
und bei r — a in das &uRere PotentlaJ tibergeht,

A=]KL—S)+2@%}
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Die magnetische Energie pro Langeneinheit 18Rt sich in den folgenden
zwei Formen darstellen

-

1 1 .

g LJ* oder 2-]'A;d$.
(]

Daraus ergibt sch mit Ricksicht auf 1‘dS=]"—:,—' der folgende Aus
druck fur L:

=21 4. (15b)

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwingungen im Kabel wird
alsoin diesem Fall etwaskleiner alsc, und zwar, wenn man die Dé&mpfung

vernachldssigt, gleich
® 14 .1._.b__ —
q 4lg ‘

Bei kleinen Widerstdnden (R=ﬂ—:5,-) kann man (14d) durch den ge-

naherten Ausdruck

‘VKL+4 K

ersetzen. Die longitudinale Dampfung der Schwingungen, d. h. die
Abnahme ihrer Amplitude beim Fortschreiten langs dem Kabel, drickt
sich folglich durch die Formel aus:

Tl= e, mit ¢= 55 (150)

In Wirklichkeit hat die Stromverteilung im Drahtquer schnitt einen
zwischen den beiden soeben betrachteten Extremféllen intermedidren
Charakter. DieAbhangigkeit dieser Verteilung, d.h. des, Skineffektes'
von der Frequenz ist in der betrachteten Anndherung durch die

Gleichung
d¥y 14df dnow

Gttt =0
gegeben. Diese Gleichung ergibt sich aus (4b) oder aus der exakten
Gleichung (39b), Kap.V, wenn man dort k':iim:” setzt.

Die oben flr Stromkreise von endlicher Lange gegebene Definition
der elektromotorischen Kraft und des Ohmschen Widerstandes ist nur
bei gleichformiger Stromverteilung gultig. Bei Anwesenheit des Skin-
effektes mufld man diese Grofllen derart definieren, daf’ die Formeln

J=% und QmcRjimc)V

fur die Stromstarke und die Joulesche Warme unverletzt bleiben.
Frenke, Elektrodynamik |1 . 24
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Es wird aso, mit Ricksicht auf die allgemeinen Formeln

]=-': IEds und Q=d!E’dv=aj E2dsdi:

yo @ _[IBdsa
Tej [Eds
und
R= v __F.”Eldsa‘f

7T R

Die dargelegte Theorie kann auf die Fortpflanzung von Schwin-
gungen oder eher auf stehende Schwingungen in Drahten und Kabeln
von endlicher Lénge ausgedehnt werden. Man bekommt dabei gleich-
zeitig die Verallgemeinerung der urspringlich entwickelten Theorie
der Schwingungen in ,fast geschlossenen" Stromkreisen. Man mul
namlich die Enden der Leitung als Unterbrechungsstellen mit einer ver-
haltnismaiig kleinen Kapazitét behandeln, und gleichzeitig als Knoten-
stellen der elektrischen Stromstarke. Die im § 6 des vorigen Kapitels
angefiihrte Untersuchung der Eigenschwingungen eines geradlinigen
Drahtes, bei welcher die Ausstrahlung urspriinglich vernachléssigt, wor-
den ist (und nur nachtréglich beriicksichtigt wurde), schliefdt sich un-
mittelbar an die obige elementare Theorie der linearen Leiter. Das
eigentliche Gebiet dieser Theorie bilden aber solche geschlossene oder
fast geschlossene Leiter, deren Abmessungen klein gegen die Wellen-
lange sind, d. h. mit anderen Worten, solche Schwingungen, bei welchen
die Phase im ganzen Leiter praktisch denselben, nur von der Zeit ab-
héngigen, Wert hat. In diesem Fall kann man nicht nur von der Strah-
lungslosigkeit, sondern auch von dem quasistationdren Charakter der
betreffenden Vorgange reden. Wir werden uns im folgenden ausschlief3-
lich auf solche quasistationdre oder quasistatische Vorgange be
schrénken.

§ 3. Elektrische Schwingungen in enem Sysem von linearen
Leitern (quasdationdre lineare Stréme).

1. Induktiv gekoppelte Leiter.

Wir stellen uns jetzt ein System geschlossener oder fast geschlossener
Stromkreise vor, die miteinander durch ihre gegenseitigen elektrischen
Induktionskréfte gekoppelt sind. Diese ,induktive" oder ,elektro-
magnetische" Koppelung zweier beliebiger Stromkreise (8 und (R)
|&Rt sich quantitativ durch Angabe ihrer gegenseitigen Induktions-
koeffizienten Lyg= Lg, charakterisieren (Bd. I, S. 194ff.). Die zusitz-
liche elektrische Induktionskraft ¥, die in (a) durch eine Anderung
der Stromstarke Jg in (1) bedingt wird, driickt sich dabei bekanntlich
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durch die Formel
! d
vep=—! 1,22 (16)
aus. Bezeichnet man noch mit ¥% die in <x eventuell wirkende &ufere
elektromotorische Kraft, so bekommt man fur die Stromstarke J,
die folgende Gleichung [vgl. (10b)]:

j; :ﬁl— (V;-—;“‘:—%ZL“B iiéﬂ) , (n= Anzahl der Stromkreise)
a A1 :
d.h.

1 3 d
et a4 R = (16a)
Py

oder

"
1 g7, @ Rod :
AN et by w=1,2...m)  (16D)
=1 * ’

Diese Gleichungen bezichen sich auf den Fall, da die betrachteten
Stromkreise in (relativer) Ruhe bleiben. Sonst sollte man

_ P 4 . Lag dfp J’deuﬁ
Van ="z gillan Jh=—"7" 37 =0}

setzen, wo die Anderung des Induktionskoeffizienten Lyqg durch die
fortschreitende Bewegung, Drehung und eventuell auch durch die
Deformation der betreffenden Stromleiter bedingt wird.

Wir werden aber zundchst die Stromkreise als ruhend betrachten.
Der Einfachheit wegen beschrénken wir uns auf den Fall n = 2, den
man bei den Transformatoren und Induktionsspulen findet.

Wir nehmen ferner an, dal3 im ersten Stromkreis eine harmonische
auBere Kraft ¥§ = Vief~* wirkt, wéhrend ¥V§ = 0 ist und ziehen die
mit dieser Kraft synchronen erzwungenen Schwingungen der beiden
Kreise in Betracht. Es wird dabei

dla
41

_4ds

=iwf,, ¢, =i

und folglich nach (15):

(3 It g+ Ri) ot P L =T, (17)
. ) . _
‘%”Lnfl"' ("?’Ln‘i‘ §'6K,+R=)]z=0'

Diese Gleichungen lassen sich sofort aufldsen und ergeben mit den
24*
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Akarzungen
Rl+s( L, — mk;)' g,=R,+£(%L,,—w—cktj: (17a)
7 __‘%'_Im )
a1+ foe)
‘0 gy o, (17b)
Jo= e:eﬁ?:f‘ o v

DieWirkung des ersten Stromkreises auf den zweiten ist also aquivalent
einer aufleren elektromotorischen Kraft

o
o L“ Ve
TV LS,
Wit
& o s

und die Riickwirkung von™ (2) auf (1) driickt sich in einer Herabsetzung

der tatsichlich vorhandenen Kraft V; im Verhéltnis l-!-a:L;" 1
5

aus. Diese gegensdtige Storung der beiden Systeme ist desto grofer
je groRer der ,,Koppelungskoeffizient"

= - - ’

010

ist. Bei vollkommen gexchlossenen Stromkreisen (K, = K; = o)

mit kleinen Widerstanden hat man ndherungsweise
i

K= L (17¢)

Ist der erste Stromkreis nicht gesthlossen und der zweite geschlossen,
so wird bei Vernachlassigung von Ry:

= i

Jfo _ ey _ e’

"“*’{( Ly= %)~ tr)

Durch Nullsetzen des imaginaren Anteiles des Nenners erhalten wir
den folgenden Ausdruck fir die Resonanzfrequenz, die dem Maximal-
wert 'i?: von J; entspricht:

1L S U~ 5
Ty =R (17d)
L K 1—* 11 L]
Y umi -]
WO Wi ngestorte” Resonanzfrequenz des ersten Stromkreises

bedeutet.
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W ill man den EinfluR der Koppelung auf diefreien Schwingungen
des betrachteten Systems bestimmen, so muB man in (17) ¥1 =10
setzen und die Kompatibilitatsbedingung

| . w
@ L Ly, @
i IE€’192+ i =20 (18)

1
| -G
oLy oy

berticksichtigen. In dem einfachsten Fall, da@ R; = R, = 0 igt,
nimmt (18) die folgende Form an:

R T )__wi e
' Ly Rl“ Ly By 1 Lnlye ’
d.h.

fo — @) (o —-d) A bR = 0,

wo w; und w, die ungestorten Eigen- (oder Resonanz-Frequenzen
der betreffenden Stromkreise bedeuten. Die Lésung diesr Gleichung
lautet
ot o @1 W3 flof o) dajol(l - &)
= 201 k)
oder
@] + wi kot - ol + 457 ejo}

2 e
o= YT T

(18a)
Man erhalt also immer zwei verschiedene Eigenfrequenzen (denn der
Radikand in (18b) ist eine wesentlich positive Groéfe). Es ergibt sich
insbesondere bei my — wy = @y
had}
= == 18b
Vida, (180)
Wir wollen noch diese Verhaltnissefiir den Extr emfall sehr schwacher
Koppelung mittels einer Néherungsmethode betrachten. Dabei werden
wir die Gleichheit von w; und we ausschlielen und die Differenzen
ol —w, = Awy und wi! — wy = Aw, als unendlich kleine GroRen
behandeln. Wir koénnen dann in der Gleichung (18)
ewlof)= (328} o, 20 = gu(on) (3, p=1.2)
und ferner im zweiten Glied e®*=wi (wegen der vorausgesetzten
Kleinheit von Z,, setzen). Dies gibt

KPR L
O e (38)

und eine dhnliche Formel fir Awg. Bei Vernachlassigung der Wider -

© -ay
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stéande hat man

d (3= (5 i) =20 (e = )
un

ol =i (4% = G ) =il P (1= )

Es wird folglich:

Aoy 8B
und ebenso
dag K
“ ol

Bei w, > w; hat man dso AW; > 0 und Aw < 0, d. h. eine Ver-
schiebung der Eigenfrequenzen gegeneinander. Diese Verschiebungen
stehen zueinander im Verhdltnis «d: —wd. Das Verhdltnis J;: J;
fur die erste Eigenschwingung betragt nach (16):

Jo__ _tenly Ly
Ji rgglw) Ly, (wg . i)
wi

I, ist aso sehr klein gegen J;. In &hnlicher Weise hat man fir
o = wf,”:

j'(: - Lu(g,f—:"u— 1) =<t

Diese Formeln sind selbstverstandlich nur in demjenigen Fall glltig,
daR die beiden Stromkreise schwingungsféhig sind ( w ; + und w; 4=0).
Bei w, =0 hat man nach (18a)

] 12
of = 5P dh 20 418

in Ubereinstimmung mit (17 d), und w“’ Awy,=0.

Der zum oben betrachteten entgegengesetzte Extremfall von zwei
geschlossenen und sehr stark gekoppelten Stromkreisen ist in der Wechsel-
stromtechnik, d. h. der Technik von langsamen elektrischen Schwin-
gungen, in der Form von Transformatoren verwirklicht. Die letzteren
werden bekanntlich gebraucht, um einen starken Wechselstrom von
kleiner Spannung (d. h. elektromotorischer Kraft) in einen schwachen
Strom hoher Spannung — oder umgekehrt — zu transformieren. Dies
wird durch ein passendes Verhdltnis der Selbstinduktionskoeffi-
zienten (und teilweise auch der Widerstande) bei mdglichst grofiem
gegenseitigen Induktionskoeffizienten erreicht. Zu diesem Zweck benutzt
man zwei solenoidale Stromkreise oder Spulen mit einem gemeinsamen
geschlossenen Eisenkern, in welchem die Kraftlinien des resultierenden
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magnetischen Feldes verlaufen (Abb. 40)'). Die &uBere elektromoto-
rische Kraft in der ersten Spule verhdlt sich dann zur induzierten Kraft
in der zweiten ungeféhr wie die Anzahl ihrer Windungen N; bzw. Ny.
Bezeichnet man né&mlich den magnetischen Fluf? durch irgendeinen
Querschnitt des Eisenkernes, d. h. durch eine Windung der , priméren”
oder der ,sekundéren” Spule mit O, so sind die entsprechenden totalen
Flisse gleich N;O bzw. N, 0 und die induzierten elektromagnetischen
Kréfte

1 ,, 49

— N 57 baw, — N (19)

Die im priméren Stromkreis induzierte Kraft ist aber bei kleinem

Widerstand der duReren Spannung V, ngherungsweise entgegengesetzt
gleich.

Die innerhalb eines Stromsolenoids erzeugte magnetische Feldstérke

ist bei Fehlen des Eisenkernes gleich 4z f#, won

die Anzahl Windungen pro Léangeneinheit des r b bl
Solenoids bedeutet. Bei Anwesenheit des Kernes - ___'_7
ist se f.i mal groRer. Man hat aso fir die resul- ¢ i: =
tierende- von den beiden Spulen herriihrende Feld- L =
stirke H = d4mp{fin;+ Jang) und  dement- —*
sprechend Al 40,

S =4nuS(Jynt+Jyny) (LSq)

(5 = Querschnitt der Spulen oder des Eisenkernes). Vergleicht man die
oben angefiihrten Ausdriicke fir die induzierten Spannungen mit den
ublichen Ausdricken

—La el ()

so erhélt man:
Ly=4nuSNn,, Lyg=4apSNyng, 195
Lp=4nuSNn;, Ly=4=pSN;n,. (190)

Damit die Gleichheit der letzteren Koeffizienten genau bestehen kdnnte,
missen die beiden Spulen dieselbe Lange haben. Die vorhergehenden
Formeln sind in der Tat nur dann mit gentigender Anndherung gultig,
wenn die Solenoide geschlossen sind, d. h. den ganzen Kern umwickeln.
Der Koppelungskoeffizient (17 c) betragt in diesem Fall

B=1

und das ist offenbar der Maximalwert, den er Uberhaupt erreichen
kann.

*) Sehe unten §7.
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2. Elektrostatische und galvanische Koppelung
(Stromnetze).

Wir haben bisher nur elektromagnetisch gekoppelte Systeme betrach-
tet. Ungeschlossene (oder fast geschlossene) Stromkreise kénnen aber
miteinander elektrostatisch gekoppelt sein, z. B. durch gemeinsame
oder aneinander liegende Unterbrechungsstellen (Kondensatoren). Die
in einem Stromkreis (8 wirkende elektrostatische Spannung (Potential -
gefdlle) muB in diesem Fall nicht nur von e, sondern auch von den an
den Unterbrechungsstellen der anderen Stromkreise akkumulierten
Ladungen (ef}) abhangen. Da diese Abhangigkeit einen linearen Charak-
ter haben muR (denn die Potentiale sind den sie erzeugenden Ladungen
proportional), so kénnen wir den von fy herriihrenden Beitrag zur
elektrostatischen Spannung in (a) in der zu (15) analogen Form

Vid=—tdants (20
darstellen. Die Koeffizienten guf3 heilfen die elektrostatischen Induktions-
koeffizienten des betrachteten Systems; die elektrostatischen Selbst-
induktionskoeffizienten ¢, sind dabei einfach die zu den entspre-
chenden Kapazitéten K, reziproke Grofien (qm— K )

Bei der Beriicksichtigung der elektrostatischen und der elektro-

magnetischen Induktion bekommt man aso statt (15a) und (15b)
die folgernden allgemeineren Gleichungen

H

1 ! df "
j_\:l_‘?aﬂ“ﬁ - . Luﬂ' ..ﬂﬂ) R, Ja=V3

oder (204)

“1 Loy ete, Kaide .
?—\" I'/ ('sﬂ ﬂ‘ ff+ q“'r’ tﬁ)‘ + & dr I’“l ]
ot

die in dem Fall von zwei Stromkreisen, deren Schwingungen durch die
in einem von ihnen wirkende harmonische Kraft erzeugt werden,
sich auf die Gestalt

:u.u -n‘+’ K TR;'L'H - ?13]!3—01

vt

] (20D)
L “ Ly +y ‘i's:” +( ¢ !'se+;wK!"f'Rz)fz=0 I

reduzieren.

Wir werden diese Gleichungen nicht ndher untersuchen und wollen
uns mit der Bemerkung begniigen, daf3 bei harmonischen Schwingungen
die elektrostatische Koppelung mit der elektromagnetischen voll-
kommen &quivalent ist: man kann nédmlich statt einer durch g, bestimm-
ten elektrostatischen Koppelung eine elektromagnetische Koppelung
mit dem Induktionskoeffizienten

Lig=— o e

n

(20c)
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einfihren, ohne da3 dadurch irgend etwas verandert wird. Bei
|
Lp=+ :,i F12 (20d)

bekommt man im Gegenteil eine gegensaitige Kompensation der beiden
Koppelungstypen, so da in diesem Fall die Stromkreise in derseben
Weise schwingen, als ob se ganz ungekoppelt wéaren?).

Die Koeffizienten ggg und gaa missen dabei ebenso wie die ent-
sprechenden  elektromagnetischen  Induktionskoeffizienten, einander
gleich séin. Die Produkteg,ge,es UNd gg, ege, Stéllen in der Tat eine
und diesdlbe GroRe dar — und zwar die gegenseitige
elektrostatische Energie der Stromkreise a und 3 (Sehe
unten).

Neben den oben betrachteten induktiven oder dyna-
mischen Koppelungen zwischen verschiedenen Strom-
kreisen kann es noch ene dritte geometrische oder
.galvanische” Koppelung geben, die darin besteht,
dal? die betreffenden Stromkreise einen gemeinsamen
Teil haben (Abb. 41). Dadurch wird die zusitzliche Bedingung ein-
gefuhrt, dafd der im letzteren flieflende Strom der algebraischen Summe
der Einzelstrome gleich sein mufd — oder, mit anderen Worten, die
algebraische Summe de an jedem Verzweigungspunkt zuflieRenden
Stréme verschwindet (Kirchhoffsehe Regel).

Die Einteilung des ganzen Stromnetzes in einzelne Kreise ist nicht
eindeutig, d. h. kann auf verschiedene Weisen durchgefiihrt werden.
Z.B. kann man sch vorstellen, da das in der Abb. 41 gezeichnete
System aus zwei Stromkreissn ACBDA und BEACB besteht mit
dem gemeinsamen Anteil ACB oder aus den Stromkreisen ACBDA
und ADBEA mit dem gemeinsamen Anteil ADB oder schliellich aus
ACBEA und ADBEA mit dem gemeinsamen Anteil AEB. — Infolge
dessn it es zweckmaRig gar keine Einteilung des Stromnetzes in
gethlossene oder fast geschlossene Stromkreise zu unternehmen, son-
dern jedes unverzweigte Stiick einzeln zu betrachten unter Berlick-
sichtigung der Bedingung

]
20 S0 (s=1.2m) (21)
g =1
flr die verschiedenen Verzweigungspunkte. Esbedeuten hier die K oeffi-
zienten A2 + 1, wenn der Strom (a) zum betrachteten Verzweigungs-
punkt ($) flieRt, — 1 wenn er die entgegengesetzte Richtung hat und
Null, wenn er diesen Punkt Uberhaupt nicht trifft.
Es konnte zundchst scheinen, da die Bestimmung der Stromstér-
ken J, oder der Ladungen e, fur die Einzelstiicke des Stromnetzes
nach den friiheren Gleichungen gesthehen soll. Das ist aber nicht der

%) Eine solche Kompensation ist offenbar nicht immer maglich.
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Fall, wie man schon aus dem Umstand einsehen kann, dal? die Anzahl
n+ m der Gleichungen [(20a) und (21)] dabei groRer as die Anzahl
der Unbekannten (n) sein wirde.

Dies erklart sich dadurch, daf die in (20a) auftretenden &uferen
und elektrostatischen Krafte (Spannungen) nur flr geschlossene oder
fast geschlossene Stromkreise einen bestimmten Sinn haben. Es be-
deutet z. B. ¢,,¢, die vollstandige elektrostatische Spannung, die von
dem in dem ersten Stromstiick eingeschalteten Kondensator (oder
Kondensatoren) herriihrt. Welcher Teil dieser Spannung auf dem be-
treffenden Stiick (a) selbst zukommt, bleibt dabei vollkommen un-
bestimmt.

Die in (a) tatséchlich wirkende Spannung ¥ ist also im allgemeinen
von dem Ausdruck

L] L] ‘:-' 1 df
Ve=Vi+t Vi Va"‘ﬂ% (‘hﬂ ex+ i Lyg ,ﬁﬁj

verschieden. Man kann zeigen, daR die Differenz ¥, — ¥, die Ge-
stalt

Vi Vy= SIS M,

haben muf, wo M3 zunéchst unbestimmte Multiplikatoren bedeuten.
Es gilt also, wegen V, — R, J.:
n I
\ 1 o - ¥
Dlgepes— ) Lup" )+ ReJa=Vit DM, (219)
A=1 a=1
Aus diesen Gleichungen, welch' die Verallgemeinerung von (20a) dar-
stellen, kénnen in Verkniipfung mit den Bedingungen (21) oder den &qui-
valenten Bedingungen

ﬁ:’ﬂ;" 2=0 (21b)
=1
dien+m  Unbekannten f,,... f,. M;.... M, eindeutig bestimmt
werden.

3. Anwendung auf Stromnetze des allgemeinen
Hamiltonsehen Variationsprinzips.

Der Beweis von (21a) laRt sich am einfachsten erbringen, wenn man
das Problem der Strom- und Ladungsverteilung im betrachteten System
in der Gestalt eines Variationsprinzips formuliert. Dieses Variétions-
prinzip haben wir schon im ersten Bande eingefiihrt, und zwar in zwei
verschiedenen Formen, je nachdem es sich von der Bestimmung des
elektromagnetischen Feldes bei gegebener Ladungs- und Stromvertei-
lung oder von der Bewegung der Elektronen in einem gegebenen &ufReren
Feld handelte. Das hier betrachtete Problem entspricht der letzteren
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mechanischen Form des Variationsprinzips. Wir haben namlich ge-
sehen, dal} die Bewegungsgleichungen eines Elektrons sich aus der
Variationsgleichung

sfLdt=0 (22)

ergeben, wenn man die Lagrangesche Funktion L nach der Formel
L= %—muv' +—:—o-91—ecp

definiert (Bd. I, S. 328 und 330)1*).

Sofern die elektromagnetischen Wechselwirkungen als momentan
behandelt werden, 183t sich die Bewegung eines beliebigen Systems von
Elektronen auf Grund derselben Variationsgleichung (22) bestimmen
mit dem folgenden Ansétz fir die Lagrangesche Funktion

L=Q+T—U, 224)
Q: Z‘; mﬂv!,

T e en-e'y
T=, 2= 300, (22b)
Es bedeuten hier ng@_kjrzlgfe;E g!_'e_ der Elhdronen im gewdhn-
lichen, rein mechaniscRerf~Sinne, <¥—t ihre gegenseitige kinetische
Energie und U die gegenseitige potentielle Energie. Vom Standpunkte
der makroskopischen elektromagnetischen Theorie ist Q im Falle ruhen-
der Korper as die Quelle der Wéarmeenergie anzusehen, T as die
magnetische und U als die elektrische oder eher elektrostatische Energie
des betreffenden Systems (dies bezieht sich selbstversténdlich nur auf
die von uns hier betrachtete Né&herung).

In dem Fall eines Systems von linearen gekoppelten elektrischen
Stromen &Rt sich T bei Fehlen dulerer Kréfte nach den Formeln (10)
und (14a) des V1. Kapitels des |. Bandes (S. 195 und 199) in der
Form

1 )
T=2 Zﬂz:'['nﬂ}u]ﬁ (23)
[ §
darstellen. In &hnlicher Weise ergibt sich fir U der Ausdruck
1
U=152;qas¢aﬂﬂ (234)

[vgl. (10a) §1], Was die Warmeenergie anbetrifft, so brauchen wir
nicht ihren vollsténdigen Wert zu kennen, sondern nur die pro Zeit-
einheit entwickelte Wéarme

— B YR Ji= IR JG2. (23b)

1) Wir beschranken uns auf den Fall kleiner Geschwindigkeiten.
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Die Langrangesche Funktion hat also die Gestalt:
T - . de
L=L{e), 0 ..ty &u85..., e, (.e,— -5—0})

d. h. sieist eine Funktion der Ladungen e,, welche die Rolle von Lage-
koordinaten eines gewohnlichen mechanischen Systems spielen, und der

entsprechenden , Geschwindigkeiten” -3 :‘. Sie muf? auRBerdem vermdge

der Koeffizienten L., und g,4 auch die gewdhnlichen Lagekoordinaten
der verschiedenen Stromkreise oder ihrer Elemente enthalten. Diese
Lagekoordinaten (X;, X.. ..) kommen aber nur dann in Betracht,
wenn diese Stromkreise beweglich sind — was wir zunéchst nicht
voraussetzen wollen.

Die Ableitung der ,elektrischen Bewegungsgleichungen” fiir die
Ladungen e, aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip (20) ge-
schieht in derselben Weise wie in dem im ersten Band betrachteten
Falle eines einzigen Elektrons. Der Hauptwert dieser Ableitung liegt
aber gerade in dem Umstand, daf die Nebenbedingungen (21) oder (21b)
die Ldsung des Problems gar nicht erschweren.

Diese Bedingungen lassen sich in zwei verschiedenen Weisen bertick-
sichtigen. Erstens kann man zunéchst bei Ausfiihrung der Variation
die Ladungen e, als voneinander unabhéngige Grofien behandeln. Man
bekommt dabei:

ar, au,
L= 594-22( g Ot (24)
mit
§Q=— NR, [, be,, (249)
t 6é¢=;‘-66,
und ferner wegery ¢ d BT A doT
oin Mo gy Upgy Bl —Bex 00
B eswr, 4 fdar
s[Late) Xz sea; _.r,.z‘(rnaeu"'ae +Re Ja) b0 dt=0.
1a ¢ 1 %

DieVariationen de; sind miteinander nach (21b) durch die Be-
ziehungen
e =0 (s=12..m (24b)
ge]
verkniipft und missen an den Grenzen des Integrals, d. h. fur t =t

undt ==t; verschwinden; abgesehen von diesen Bedingungen sind sie
ganz willkurliche infinitesimale GréRen. Daraus folgt nach der be-
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kannten Multiplikatormethode von Lagrange [vgl. die Ableitung von
(15 auf S. 329, Bd.I]:
L ]
49T U Ya
d"b—é;+a—'—¢+R¢]¢=2{A¢M.. (24(:)
T
Das sind aber gerade die Gleichungen (21a) bei Fehlen irgendwelcher
auRerer Krafte. Die letzteren kdnnen in der angefiihrten Ableitung
einfach dadurch berlcksichtigt werden, dal? man neben d T und -3 U
ihre Arbeit

L]
dLy=2Vibe (24d)
=1

im Ausdruck (24) fur &L hinzufugt.

Zweitens kann man die Bedingungen (21b) vor der Ausfiihrung
der Variation beriicksichtigen durch Einfihrung von n—m unab-
hangigen Variablen ¢;,... ¢, _, und die n Ladungen ¢,,... &, as
Funktionen dieser verallgemeinerten (,Lagrangeschen") Koordinaten
darstellen. Wir setzen also

Ex=fulti .. . thew) (2=12...1) (25)
derart, daf} die Bedingungen (21b) identisch erfiillt seien (sonst kdénnen
die Funktionen fg ganz beliebig sein), driicken die Grofle

Li=T—-U

(eigentliche Lagrangesche Funktion) als Funktion dieser neuen elek-
trischen Koordinaten und der entsprechenden Geschwindigkeiten

o 4 - o .

e};:—&—: aus, und setzen schliellich mit Rucksicht auf die Formeln
de,_ dfudey _ Ay .

= e wnd de= 3l

n
, i, i1qd
—00m I YR 0a(1i=" b Ry SR, (250
8 x w=l

"
8L,= X Vivde (_V;,-=Z‘v;3£;). (25b)
a—1
Die Ausfiihrung der Variation ergibt in diesem Fall
N
dar, alL
d‘ﬁi—a_grz'*'ZRﬂr]a-_-V;m (25¢)
=1

Wenn die Funktionen (25) linear sind, so sind es die letzten Gleichungen
ebenfalls. Durch solche Gleichungen kann man insesondere die
elektrischen Schwingungen bestimmen, die in den verschiedenen Syste-
men von geschlossenen (oder fast geschlossenen) Stromkreisen, in welche
das betrachtete Stromnetz zerlegt werden kann, stattfinden; die Anzahl
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solcher Stromkreise ist offenbar gerade gleich n— m, d. h. der Anzahl
der Gleichungen (25 c).

Die urspriinglichen Gleichungen (21a) lassen eine Reihe interessan-
ter Interpretationen zu, betreffs der Verteilung deselektrischen Stromes
zwischen den Einzelstticken des betrachteten Stromnetzes. In dem
einfachsten Fall von stationdrer Stromung nehmen se die Gestalt

R, Ju=Vot+ ZW'M

an und driicken die Tatsache aus, da3 die Stromverteilung einem Mini-
mum der Wérmeerzeugung im Netze { 3R, J%} bei gegebener Arbeit der
auReren Krafte pro Zeiteinheit { 2% J,} entspricht. Sucht man in der
Tat das Minimum der Funktion X R, jz bei den Bedingungen (21) und
der zusdtzlichen Bedingung,} ¥4 f. = konst, so erhalt man das vorher-
gehende Gleichungssystem.

Bei sehr schnellen Eigenschwingungen des Netzes reduziert sich
(24 ¢) néherungsweise auf

in 4 T 7

& d] = 2(‘1
Es entspricht aso in diesem Fall die Verteilung des Stromes einem
Minimum der kinetischen (magnetischen) Energie.

Zur Erlauterung der obigen Resultate wollen wir sie auf dem in
der Abb. 41 dargestellten einfachsten Stromnetz anwenden. Die Strom-
starken in ACB, ADB und AEB seien JJ;,J;; die positive Rich-
tung der zwei letzteren sei von B nach A, so dal? man einfach von einer

Verzweigung des Stromes Jin J; und J, reden kann. Die Bedingungen
(21) fur die Punkte A und B reduzieren sich dabei auf

I=h+1s (26)

Der Einfachheit wegen setzen wir den Strom / als bekannt voraus,
schlieffen irgendwelche Kondensatoren aus und vernachldssigen die
elektromagnetische Koppelung von (1) und (2) mit ACD. Dann
lauten die Gleichungen (21a) mit J = Jqet** und V§ = Vi =0:

(!:j Lu‘l‘Rl) ]1‘!" ’f) LypJ.=M
CLohit (FLatRe) Ja=M

Durch Subtraktion dieser Gleichungen voneinander erh@t man mit
Ricksicht auf (26):

L], (269)

]a ]‘2 9+91

Ji= 91+9

wo zur Abkiirzung

=R+ “;q" {(Lyy— L), QI=RI+":’ (Lyy—Lyy) (26b)
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gesetzt ist. Bei w =0 verteilt sich der Strom Jin (1) und (2) um-
gekehrt proportional zu den entsprechenden Widerstanden, und dies
ist gerade die Bedingung des Minimumsvon R, 34+ R, Jibei J;+ J,=TJ
und festgehaltenem J. Bei sehr hohen Schwingungsfrequenzen und
schwachen Koppelungen sind die Stromstérken umgekehrt proportional
zu den Selbstinduktionskoeffizienten. |st aber die Differenz L ,,—L 15
klein, so kann |J,| viel gréRer nicht nur as J,, sondern auch as |J|
ausfallen.

4. Mechanische Krafte zwischen Wechselstromen; bewegte
Stromleiter; Dynamomaschinen.

Wenn wir in dem allgemeinen Ausdruck der Lagrangeschen Funktion
L (oder L) neben den ,elektrischen" Koordinaten und Geschwindig-
keiten auch die gewohnlichen ,»mechanischen” Koordinaten x; X.. . .
und Geschwindigkeiten 3, == &,, %3 = &,,... berlcksichtigen, so be-
kommen wir neben den elektrischen Bewegungsgleichungen (25c) die
vollkommen analogen mechanischen Bewegungsgleichungen

d aL. AL

PR P Fa, 27)

wo F, die der Koordinate x, entsprechende verallgemeinerte &uRere
Kraft bedeutet. Die letztere ist durch die Bedingung definiert, dafd das
Produkt F&-4x, gleich der bei der infinitesimalen Anderung von x,
durch die gewdhnlichen &ulleren Kréfte geleistete Arbeit ist (wobei die
eventuell vorhandenen Reibungskréfte ebenfalls als &uRere gerechnet
werden). Die Koordinaten x treten im Ausdruck von L nicht explizite
auf, sondern vermoge der gegenseitigen Induktionskoeffizienten L,y
und g, 4; den Geschwindigkeiten x entspricht ein zusdtzliches rein mecha-
nisches Glied in L, das einfach die gewdhnliche kinetische Energie des
betrachteten Systems ausdriickt.

Wir haben bisher angenommen, dald das letztere in Ruhe bleibt.
Dann reduziert sich (27) auf

a—f; (T-U)+FP =0, (272)

wobei das erste Glied die der Koordinaten x, entsprechende innere
Kraft F® ausdriickt. Bei der Differentiation nach x, missen ale
Ubrigen mechanischen und elektrischen Koordinaten festgehalten
werden.

Wi ll man nicht die augenblickliche, sondern die mittlereKraft berech-
nen, die zwischen zwei harmonisch schwingenden induktiv gekoppelten
Stromkreisen wirkt, so muf3 man den zeitlichen Mittelwert von T— U
differenzieren. Wir betrachten z. B. den Fall von elektromagnetischer
Koppelung, setzen aso U =0 und T = Lag Jo Js. Diemittlere Kraft,
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die (a) seitens iR3) erfahrt, ist gleich (wenn man J_und J, als komplexe
Grof3en behandelt)

'.'.rr~ 5 R(Jo Js%)-

Es ist interessant, an dieser Stelle den folgenden Umstand zu beachten.
Wir haben urspringlich die magnetische Energie als potentielle
Energie eingefuhrt und fur die gegenseitige Energie von zwei linearen
Stromen den Ausdruck Uy == Jaf Hpng 45 = — Lapfa Ja 0&
funden. Spéter haben wir gezeigt, dal3, wenn man neben den trans-
versalen (pondermotorischen) Kréaften auch die longitudinalen (elektro-
motorischen) in Betracht zieht, die magnetische Energie als kinetische
behandelt werden muf3 und sich von derselben Gréf3e und dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen, als die ,potentielle” erweist. Die Formel (27a)
zeigt, dald sofern es die pondermotorischen Kréfte anbetrifft, die beiden
Deutungen der magnetischen Energie vollkommen &quivalent sind:
man bekommt fur diese Kréfte denselben Ausdruck mit dem Ansatz
T=LegfaJo, U=0wiemit T =0, U =~—L.,[aJs

Bei der Bestimmung der elektromotorischen Kréfte ist es aber
sinnlos, die magnetische Energie als potentielle anzusehen, denn se
hangt von den elektrischen Koordinaten (e,} gar nicht ab und als eine
quadratische Funktion der zugehdrigen Geschwindigkeiten (e) er-
scheint.

Wir haben im 1. Band die Formel (27 b) ausschlie3lich auf stationare
Stréme angewandt. Wir wollen sie jetzt auf den oben betrachteten
Fall anwenden, daf’ der Strom in <x dur ch dieerzwungenen Schwingungen
in B induziert wird (=1 entspricht also dem priméaren und a =2
dem sekundéren Stromkreis). Es wird dabei nach der zweiten Formel
(16b), wenn wir den Widerstand R; vernachlassgen (um den maxi-
malen Effekt zu bekommen):

4 L’ﬂ ——F,. (27b)

L
fs__';_i:fx
und folglich nach (27 b)
1, 1 a(Ly
RS EPRRECR)
oder
: J( A
FYy=—Ty 't',;_,:!n (279

WO T’y g -é-Ln i F11? die eigene kinetische Energie des primaren Strom-

kreises und k* der Koppelungskoeffizient ist. Die Selbstinduktions-
koeffizienten L ;und Ly sind gegeniber der Koordinate x, welche
die relative Lage von 1 und 2 charakterisiert, als konstant anzusehen.

Wir nehmen z. B. an, daf3 x, den Abstand zwischen 1 und 2 bedeutet.
Dann muRR der Koppelungskoeffizient unabhangig von ihrer relativen
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Orientierung mit VergroRerung von x; stets abnehmen. Es wird also
F§) >0 — was eine gegensdtigen AbstoBung der beiden Strom-
kreise entspricht. Die Formel (27 ¢) ist in der Tat ihrem Wesen nach
ganzanalogdeninKap.! | | ,§2betrachteten Formeln fir diediamagne-
tischen Wirkungen.

Wir stellen uns nun vor, da® der zweite Stromkreis oder die ,, sekun-
dare Spule" sich unter der Wirkung einer gegebenen dufleren Kraft
irgendwie bewegt, z. B. sich um ene bestimmte festgehaltene Achse
dreht — wie dies in den Dynanomaschinen (und Elektromotoren) tat-
sichlich der Fall ist. Der induzierte Strom J,ist in diesem Fall nach der
Gleichung

Lod
e+ PP R =0
oder

1 d L“

L L L R T=— | 1

gy (28)

zu bestimmen. Diese Gleichung laRt sich in das allgemeine Schema
der ,elektrischen Bewegungsgleichungen® (21a) oder (25c) einfiigen,
wenn man die GroRe

1, dL,
- c]’ d

d. h. die durch die Bewegung bedingte induzierte Spannung als aulRere
elektromotorische Kraft behandelt. In dem betrachteten Fall kann
man setzen

aL,,d0

]1 ae ‘“ ’ (283)

wo S =x, den Umdrehungswinkel der sekunddren Spule be

deutet. Fidhrt man noch ihre gewéhnliche mechanische Energie

7\nech= ;A (de) (4 = Tragheitsmoment um die Achse) ein und
bezeichnet mit F das Moment der auReren Drehkréafte, so findet man

nach @) mitL= T+ =, LaJi+LadiJat yLas Ji-+ 3 A6

0[.
d;t ]1 }3 =

Wenn man den Widerstand der sekundéren Spule vernachlassgen kann,
so ergibt dch wie friher:

(28b)

L
Jrsz L::jl .
und folglich nach (28 b)
a(m 1
AZ an et Ty ,59)' F, (Tn = g Ly ﬁ)

Dieser Fall bietet aber kein praktisches Interesse, denn die Dynamo-
Fnmkel, Elektrodynamik 11 . 25
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maschinen sind immer,belastet”, d. h. sie besitzen einen Widerstand im
sekundéren Stromkreise. Vernachldssigt man das zweite Glied auf der
linken Seite von (28) gegen das dritte, so ergibt sich einfach

Je=—7 3006 (280)

Man hat ferner nach (28 b)

T::?—l-cﬁ‘ ((:JIS’) @=F.

Im quasistationdren Zustand bekommt man eine fast gleichférmige
Drehung des ,,Rotors" (d. h. der sekundéren Spule) mit der Winkel-
geschwindigkeit

g (28d)

Ly,

ey
Gewohnlich wird der primére Strom tatsachlich durch den sekundéren
erzeugt (Dynamomaschinen mit Selbsterregung), und zwar in der Weise,
dal3 er immer dieselbe Richtung und eine zum Absolutwert des sekun-
daren Stromes proportionale Grole hat (dies wird durch automatische

Kommutierung des letzteren erreicht). Setzt man z. B. J, =|J,|
und Li, = Lgcosn@ ein, so wird nach (28¢):

f==if:i:i¥;sinn9-n9, d.h, J2 [=b,R,|j,[3~.m’n9 (nO),
und ferner nach (28 d):
6-17, sin? ne':'j;f' @F.

Man bekommt also in diesem Fall wegen | J§ = 'i'f, ‘ind sin An@ = %
einen Wechselstrom von der (mittleren) Frequenz
wLndw 12 2 B R
die von der &uBeren Drehkraft unabhanglg ist, und mit der Stérke
l]!l Ql “L.n

8§ 4. Theorie der Induktionsstrome in korperlichen
(dreidimensionalen) und plattenférmigen Leitern.

1. Angenaherte Methode der Bestimmung der
Induktionsstréme.

Eine angendherte Theorie der Eigenschwingungen von drei- oder
zweidimensionalen Leitern 18Rt sich konsequent nicht aufbauen, denn
in diesem Fall sollte die zeitliche Anderung der elektrostatischen
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Grofien nicht nurin gewissen Ausnahmestellen, wie den Unterbrechungs-
stellen von fast geschlossenen linearen Leitern, sondern im ganzen
Korper berticksichtigt werden. Wir missen uns deshalb bei rdumlich
ausgedehnten Korpern auf erzwungene Schwingungen oder Stréme be-
schréanken. Den algemeinen Fall eines priméren elektromagnetischen
Feldes mit einem schnell schwingenden elektrostatischen Anteil (g%
wollen wir dabei aulRer acht lassen und nur die folgenden zwei
Extremfélle betrachten: eines quasistatischen elektrischen Feldes
@°=-—F ¢ oder des durch die zeitliche Anderung eines gegebenen
primédren magnetischen Feldes $° =rot %°® induzierten elektrischen
a
Feldes @ =— | 2%

Im ersten Fall muR das sekundére elektrische Feld &' ebenfalls

statisch oder quasistatisch sein (5’}( vzo) Im zweiten Fall muf? es

d
im allgemeinen neben einem ,kinetischen" A n t — 11 '::.::-) ¢ h einen
statischen -— p¢* enthalten. Es gibt aber eine Reihe von Erschei-
nungen, wo das letztere verschwindet. In diesem Paragraphen werden
wir hauptsachlich einige dieser Erscheinungen betrachten.

Wir stellen uns einen isolierten Metalleiter vor, der sich in einem
gegebenen priméren Feld W® befindet. Zur Bestimmung des sekundéren
Feldes %' und der resultierenden Stromverteilung kann man
die folgende Naherungsmethode benutzen'). Man vernachlssigt in
erster Néherung den EinfluR des sekundédren Feldes auf die gesuchte
Stromverteilung (d. h. die Selbstinduktion des Korpers) und berechnet
die Stromdichte nach der Formel

o vY®

= (§0 o —
1 ¢ ¢ L7

(29)
Da innerhalb des Korpers P2¥%® = sein muf3, so hat man ferner

RO = — 4R,
d.h.

jdy 9o
9[(1;=J'! g = d‘j' av, (29a)

Wenn die Korperoberflache ungeladen bleibt, ist das sekundédre Feld
durch die letzte Formel in erster Anndherung bestimmt. Im allgemeinen
mufl man aber noch die sich auf dieser Oberflache bildende Ladung
berticksichtigen. Die letzte wird durch die Gleichung

an
91 =¢1n

*) Vgl. die Methode, welche in Kap. V, § 7 bei der Behandlung der Beugungs-
probleme angewandt worden ist.

25*
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bestimmt, also in der betrachteten Naherung durch

gt g 6!:
S TR O
d.h.
o
h=—_M, (29b)

wenn man fir t =0 9U* =0 setzt. Daraus bekommen wir nach der
Formel

¢t1:=Iﬂ;’d5=—-§f?§-d5 (290)

das zugehérige skalare Potential des sekundéren Feldes. |st das letzte
in erser Naherung bestimmt, so kann man mittels der Formel

j# = ': (E° 4 E) (29d)

die Stromverteilung in zweiter Naherung ermitteln usw. In dem Fall
eines harmonisch schwingenden &uReren Feldes!#® ~ ##2¢) |4kt sich ¢’
sofort aus  nach der schon vielfach benutzten Beziehung

AT 4 diver =0

bestimmen.

2. Axiales (meridionales) magnetisches Wechselfeld.

Wir woallen uns im folgenden auf den Fall beschrénken, daf3 @' =0
ist, d. h. daR die Korperoberflache ungeladen bleibt. Diese Bedingung
ist z. B.immer dann erfillt, wenn der betrachtete L eiter und dasprimére
Feld eine Rotationssymmetrie um diesdlbe Achse besitzen, wobei die
4°-Linien parallele Kreise sind. Dann missen auch die elektrischen
Kraftlinien des primdren und des sekundéaren Feldes diesdbe Gestalt
haben, wahrend die magnetischen Kraftlinien in Meridianebenen ver-
laufen. Essa bemerkt, daB bei der Betrachtung der Eigenschwingungen
in rotationssymmetrischen Leitern (Kap. V) das elektrische Feld als
meridional und das magnetische als lateral vorausgesetzt wurden. Bei
der jetzt betrachteten Symmetrie vom komplementaren Typus sind
irgendwelche Eigenschwingungen unmdglich, denn die eektrischen
Kraftlinien verlaufen parallel zur Korperoberflache und kénnen
keine Flachenladungen erzeugen.

Wir stellen uns z. B. vor, dal’ das primére Feld durch einen prak-
tisch unendlich langen geradlinigen Solenoid erzeugt wird, der einen
zylindrischen ebenfalls unendlichen Metallkern mit kreisférmigem
Querschnitt enthalt. Dann ist das primare magnetische Feld homogen
und das sekundédre Feld muf? auerhalb des Zylinders verschwinden.
Die im letzteren induzierten Kreisstrome erzeugen namlich ein Feld
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dersdben Art, wie eine Anzahl koaxialer Solenoide, die bekanntlich
kein Feld im AuBenraum geben.

Das resultierende Feld 143t sich in diesem Fall am einfachsten durch
Integration der sich aus (4 b) ergebenden Differentialgleichung

V,H_.snw-g (He=H,, H,—H,=0) (30)

ermitteln mit der Bedingung H = H® flir » 2> a (a Radius des Metall-
zylinders, r Abstand von s@ner Achse). Wir bekommen also wegen
der axialen Symmetrie des betrachteten Feldes

d'H 1 dH

..... =+ 9 d@ +H=0 (g-:k?, J L e — 4:“‘"”) . (303.)

ch

Diese Gleichung ist &uRerlich identisch mit der Gleichung (39 b),
Kap. V, welche die Verteilung des Vektorpotentials bei Fortschreiten
von elektrischen Schwingungen in einem kreisformigen Draht bestimmt.
Dort waren die A -Linien parallel der Drahtachse und die iZ-Linien
kreisformig. Hier ist es gerade umgekehrt. Die Ldsung von (30a)
mit den oben erwadhnten Grenzbedingungen lautet

H=H® j‘{:;‘) (30b)

Fur kleine Werte von (ka) hat man n&herungsveise wegen
Jw=1-" 4

H= H"[l—-z’w (a'—r')-l (300)
und fur |#e| 31
H=H0)f? Vs aroen, (30d)
Die Stromdichte lakt sch daraus nach der Formel i=;,:—,,mt 9.
d.h.
==y e G=fe H=H) (31)

berechnen [vgl. die Formel H, =«—%‘—;- (47 a), Kap. V]. Da die radiale
und longitudinale Komponente des Vektorpotentials verschwinden, so

hat man ferner nach § =rot¥, d.h. § A.do = 2ar4 =J'H2a:rdf:
H=, ( A)—_-+ A (H=H, A=4). (33
Es wird also nach (30b) mit Riicksicht auf f& J(§)d§=§J (§):

HY &
a=T 0. (31b)
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Diese Formel, ebenso wie (30b), ist nur bei r <a gultig. AuRerhalb
des Zylinders (r > a) ist das Potential A durch die Gleichung P34 =0
bestimmt in Verknlipfung mit der Bedingung, daf3 es bei r =a den Wert

. = E;i;‘—gg))anmmmt und im Unendlichen (r = 00) mit A ° zusammen-

fallt. Sein Wert 18Rt sich wie oben mittels der Formel
fAd,doe=[H2xrdr,

angewandt auf einen Kreis mit dem Radius r > a bestimmen. Man
bekommt ndmlich auf diese Weise

rA-—-IH rdr4- fH"rdr
!

d.h.
1

A= " A+, HO(r—a). (31c)

Hier ist
SH =4 (31d)

nichts anderes as das primare Potential des homogenen Feldes
(?(°=;$° X ¢, rot 9(”:&)0). Das sekundare Potential ist folglich
gleich

=" (4,4 (3Lle)
und das entsprechende induzierte elektrische Feld
E=—"24 (E=E).

']

Es ist bemerkenswert, dal} wahrend H' auflerhalb des Zylinders
verschwindet, E' dort von Null verschieden bleibt (man hat also rot&’ =0
fir r> a). Diese induzierten elektrischen Kréfte bedingen eine schein-
bare VergréRerung des Widerstandes und eine Verringerung des Selbst-
induktionskoeffizienten der umgebenden Spule.

Wenn der betrachtete Korper keine zylindrische Gestalt besitzt,
so daB die magnetischen Kraftlinien des priméren Feldes seine Ober-
flache schneiden, mufl man zur exakten Bestimmung des sekundéren
Feldes das am Anfang des § 7, Kap. V skizzierte Verfahren anwenden.

Man hat also fir das Kbrperinnere
1AH!
et o+
mit dem angendherten Wert (30a) fur ky; auRerhalb des Korpers
wird wegen A%« 0:

PH =

M H = — 32)

190H, &H,

ars'+ v or T e =0 (322)
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und schlief?lich auf seiner Oberfléache:
' g 9
AE,=0, 4% n=0, Aﬂxn:-——-;l“xn. (32b)

Bei W4, =1 (unmagnetischer Korper) fallt das primére Feld aus den
Grenzbedingungen vollkommen weg.
Statt des Vektorpotentials A=4, kann man auch ein skalares
magnetisches Potential einfiihren, d. h. $ in der Form
=—V@u (33)

suchen. Dieses Potential mul3 offenbar denselben Gleichungen ge-
niigen, wie die axiale Komponente der magnetischen Feldstarke

H,=-—gé%"3. Es sai bemerkt, daR die letztere mit der elektrischen
Feldstéarke (E = E) durch die Gleichung
Hy=—'"" % ¢ E) (33a)
verknipft ist, die sich aus der Gleichung (31a) mit Ricksicht auf
die Beziehung lE=—':!QI ergibt.  Flr ein homogenes priméres
Feld H®= H? hat man offenbar
Pl =—Hz (33b)

statt der Formel (31c) fur das Vektorpotential.

Diese Formeln sind nicht zu verwechseln mit denjenigen, welche sich
auf die ,,komplementére" Aufgabe eines rotationssymmetrischen Feldes
mit meridionalen elektrischen und kreisférmigen maanetischen Kraft-
linien beziehen. Im letzteren Fall hat man némlich E-—-—Vg:—'--?ﬁl
und

¢ 1L a{rH,)
E;={mouv ar '
nach der Gleichung rot .‘@:f—ﬁ‘:@: die Grenzbedingungen erhalten

£
ebenfalls eine ganz verschiedene Bedeutung.

In dem Grenzfal eines vollkommen leitenden Korpers sind die

Grenzbedingungen (32b) durch

E'=—E* H,=—H}
zu ersetzen, wahrend die dritte Bedingung in die bekannte Formel
4% xn=4nt
"

fur die Flachendichte des Stromes (bergeht. Innerhalb des Kdérpers
wird selbstverstandlich ¢’ == — ¢?(y =&, $}. Fur eine vollkommen
leitende Kugel mit dem Radius a, die sich in einem homogenen priméaren
Feld He®(~ e befindet, bekommt man dabei eine Losung derselben
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Form wie fir ein homogenes konstantes dektrisches Feld mit dem
sekundéren Potential g4, =+ H®z innerhalb und

’ » 1
aulRerhalb der Kugel. Hier bedeutet m' das induzierte magnetische
Moment der Kugel = —§ H9:a2

Diese Ldsung verliert jeden Sinn fir W =0. Den Fall eines statischen
Magnetfeldes bei 1, + 1 werden wir unten im 8 7 betrachten.

3. Transversales magnetisches Wechselfeld;
Drehfelder und Drehstrommotoren.

Neben dem axialen magnetischen Wechsdfeld ist theoretisch in-
teressant (wegen sainer Einfachheit) und praktisch wichtig (wegen der
Anwendung auf Drehstrommotoren), der Fall enes transversalen, d. h.
zur Z-Achse senkrechten priméaren magnetischen Feldes, dessen Starke
von der *-Koordinate unabhangig ist. Ein solches Feld entspricht, wie
leicht zu sehen ist, einem longitudinalem Vektorpotential, welches der

Bedingung -a—;; =0 genligt (A= A%==0).
Es gelten dabei die Beziehungen
He %A g 0%

a= gy G
Ay AL
CERET Sl (34

die zeigen, da® man A; als den imaginaren Teil einer im betreffenden
Raumgebiet analytischen Funktion A ° der komplexen Variablen{=x-+1y
(oder x — iy) definieren kann, wobei sich die Komponenten H2 und H}
als der redle und imagindre Anteil der komplexen GroRe
oy
HO = (E‘;;) (34a)
ergeben.

Das komplexe Vektorpotential A° ist analog dem komplexen ska-
laren Potential f = ¢ + #¢,,, das wir im §4, Kap. V bei der Betrach-
tung der Wellenfortpflanzung langs vollkommen leitenden Dréhten
eingefihrt hatten. Wir haben aber jetzt statt eines mit H verknlpften
transversalen elektrischen Feldes ein rein longitudinales Feld .E?, das
dem imaginaren Anteil von

134 o
B — - e A
gleich ist.

Denkt man sch in ein soches Feld einen unendlich langen, der
Z-Achse paralldlen Zylinder mit beliebigem Querschnitt eingebracht,
so miisen im letzteren longitudinale (,axiale") eektrische Stréome
induziert werden, die s2ne Oberflache offenbar ungeladen lassen. Das
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sekundare dektromagnetische Feld kann folglich in diesem Fall durch
ein komplexes Vektorpotential A' dargestellt werden (den Index z
lassen wir vorbei), das aullerhalb des Zylinders der Gleichung (34)
genligen mufB3, d.h. eine im Unendlichen verschwindende analytische
Funktion von ¢ ist.

Innerhalb des Zylinders muf? es die Gleichung

AL PA ,

) +-~a),- A=A (34b)
befriedigen, wobei die beiden Lésungen nach der ersten Bedingung
(32 b) ineinander stetig tibergehen sollen [die zwei anderen Bedingungen
(32b) werden bei 44* =0 von sdbg erfiillt].

Man bekommt besonders einfache Verhaltnisse in dem Extremfall
enes vollkommen leitenden Zylinders. In diesem Fall ist die Funktion
A’ innerhalb und auf der Oberflache des letzteren gleich — A°, wahrend
ihre Gestalt fur den AuBenraum durch die Bedingung A' = — A° fir
die Grenzflache des Zylinders, d. h. die Grenzlinie seines Querschnittes
eindeutig bestimmt ist (in Verbindung mit der Bedingung des Ver-
senwindens im Unendlichen).

Ist z. B. das priméare magnetische Feld homogen, so hat man
nach (34a) mit {=re":

A= H* [ =y H* &, (35)

Da der redle und der imagindre Teil von H° die x- bzw. y-Kompo-
nente der magnetischen Feldstérke bedeuten sollen, kann die Abhangig-
keit der letzteren von der Zeit durch den komplexen Faktor ef*¢ im
allgemeinen nicht dargestellt werden. Setzt man namlich

H" = Bei“t=PBcosw!+1iBsinwt, (35a)

wo B eineredle Zahl ist, so bedeutet dies, da® man
H¢=Bcoswt, Hj=Bsinw!

hat. Durch die obige Formel ist folglich ein , zirkular schwingendes',
d. h. sich gleichformig um die Z-Achse drehendes magnetisches Feld
gegeben.  Solche Drehfelder sind in der Technik flir manche Zwecke
gebraucht, insbesondere bei den Drehstrommotoren. Das komplexe
Vektorpotential eines Drehfddes mit der Amplitude B ist folglich
gleich

A= By glo—wt

oder wenn wir zu den redlen GroéfRen Ubergehen
Al == Brsin (x —w1), (35b)
Dies entspricht einem elektrischen Feld E‘,’:-?— Brcos(a—tot), die

der Projektion von r auf eine sich gleichférmig drehende Gerade propor-
tional ist. In dem Falle eines kreisférmigen Zylinders mit dem Quer-
schnittradius aist das sekundére Potential bei r > a eindeutig durch den
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imaginéren Anteil der Funktion
A!ﬂ_g_ s+‘wl= % 6‘(!\!8—:1} ,
d. h. durch
A;:-—-(; sin (o — o )
bestimmt. Denn diese Funktion verschwindet bei r == ¢ und fir
r =sawird mit — A? identisch, falls man

C=a8
setzt. Esist aso
] 2
A=-"Lin g—wn=—2 4. (35¢)

Die azimutalen Komponenten der magnetischen Feldstérke auf
der duleren Seite der Zylinderoberflache sind

aa ,
Hi=— ", =—Bsin(a—w,
’ 8 AL at . "
H., =T Bsinfe—wl)=H;,

wahrend die normalen Komponenten ebenso wie die elektrischen Feld-
starken sich gegenseitig zerstoren.
Daraus ergibt sich fur die Flachendichte des Stromes der Ausdruck

£, = 4‘;!2[{; = —;nBsin (a—w?),

1
was einem radial gerichteten Druck von der G ré-!,H:-%—l t -

spricht.

Bei Beriicksichtigung der endlichen Leitfahigkeit des Zylinders
bekommt man neben diessm Druck, der keine resultierende Kraft oder
Drehkraft liefert, noch azimutal gerichtete mechanische Kréfte, welche
ein mit dem Drehungssinn des Magnetfeldes Ubereinstimmendes Dreh-
moment bedingen.

Um dies zu zeigen, wollen wir zunéchst das vollstandige Feld fir
diesen Fall bestimmen. Fir den AuBenraum missen wir offenbar
eine Losung der friheren Form beibehalten, d. h.

A= (B r— ?) -t (yg) (36)

setzen, wobei C einen zun&chst unbestimmten Koeffizienten bedeutet.
Fir das totale (komplexe) Potential innerhalb des Zylinders haben wir
die Gleichung

4 N4
w+"a‘;.“+k’44=o (f‘(ﬂ)
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oder in zylindrischen Koordinaten

NA 1 a4 1 oA .
Tt Tt e g tHA=0.

Um der Stetigkeitsbedingung (A4 =0 bei r = a) zu geniigen, muB

ia

A ds Funktion von o den Faktor €” enthalten. Dies gibt: %.—“'::— =—A

und folglich
AA 164 1
optapt{i—p)d=0. ¢=#1)
d.h.
A=D]} (kr)eite=wd, (r< a) (36 a)

Die Grenzbedingungen AE, =90 und dH, =0 (g =1) liefern die
folgenden zwei Bestimmungsgleichungen fir die Konstanten C und D:

Ba~—=DJ,(ka)

B+ S, =kDJ; (k).

Daraus folgt
. pattfitta) —/i(ka)
=B ke wa
. 8B
kafilha) + Ji(29)
Durch diese Formeln ist das Problem vollstandig geldst.
Fur kleine Werte von ka (< 1) erhalten wir in erster N&herung

. .. . e E' 1
mit Ricksicht auf J, (§)« 4 (1"‘ 8)_]:

(36b)
D=

A=B(r= "0 se—en p>a),
. . (36¢)
A=Br[1—73 (r—2ah)] = (r<ca).

Die Stromdichte innerhalb des Zylinders 183t sich aus der zweiten dieser

Formeln nach der Gleichung
. gdd iwo
flz_"cl';j‘=+_ -4
berechnen. Durch Multiplikation dieses Ausdrucks mit der radialen
Komponente der magnetischen Feldstarke
184 i
.H'= rda r 4,
oder eher mit H¥ =— : A* erhalten wir die oben erwahnte mittlere

azymutale Kraft pro Volumeinheit. Das entsprechende Drehmoment
ist folglich gleich:

=g 1R (360)
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Das vollstandige Drehungsmoment pro Hoheneinheit des Zylinders ist
a
M,=j"§¢,2mdr,
Q

oder mit genligender Anndherung, wenn man |A| = By setzt,
M,="07Bias (36€)

Es sei daran erinnert, dal’ B die Starke des magnetischen Drehfeldes ist.

4. Relativitat der Drehbewegung; dinne Scheiben im
transversalen und longitudinalen Magnetfeld.

Dieselben Resultate ergeben sich in dem Fall, dal} der Zylinder
sich in einem konstanten homogenen Magnetfeld mit der Winkel geschwin-
digkeit w, =w (oder eher —(w) dreht, sofern selbstverstéandlich die
lineare Geschwindigkeit (wa) klein gegen die Lichtgeschwindigkeit
bleibt. Diese Relativitdt der Drehungsbewegung des Koérpers und des
Feldes scheint eine unmittelbare Folge der Relativitat der fortschrei-
tenden Bewegung zu sein, schon in derjenigen ganz speziellen Form,
diewirim §2, Kap. V des |. Bandes as , Relativitat der Geschwindig-
keit" bezeichnet haben (sehe unten). Die elektromagnetische Kraft

-:-’-x $° welche auf eine sich im zeitlich konstanten Feld $® mit der
Geschwindigkeit b bewegende Einheitsladung wirkt, nimmt namlich
in dem betrachteten Fall (v =e,r) de G e :E,=-": rH®0 sa an,
wo o =@, ¢ den Winkel zwischen r und § bedeutet. Dieser Ausdruck
stimmt tatséchlich mit der durch die Drehung des Feldes in einem ruhen-

a
den Punkt induzierten elektrischen Feldstarke E,=~—%%‘%’—Uberein.

Die Formel (36€) 1&f3t sich aso auf einen sich mitdrehenden Zylinder
ausdehnen, wenn man unter co die Winkelgeschwindigkeit des Feldes
relativ zum Zylinder versteht.

Diese Resultate sind nur bei solchen Zylindern giltig, deren Lénge
sehr grofl3 gegen ihre Querdimensionen ist. Und zwar miissen sich auf
den Grundfléchen des Zylinders elektrische Ladungen bilden, die ein
zu beriicksichtigendes elektrostatisches Feld erzeugen. In dem Grenz-
fall einer zylindrischen Scheibe, d. h. einer diinnen Platte, kann man
dieses elektrostatische Feld ebenfalls as longitudinal behandeln und
seine Stérke nach der Formel

—¢eE =4nn= 4::cjfd:= 4::0!{52 +E, +E)di¢

4no

=—2% A, +4no[E at



Theorie der Induktionsstrome in korperlichen und plattenférmigen Leitern. 397

bestimmen. Geht man wieder zu den komplexen Grof3en lber, so wird

(s+4u£;)£"=4—’:—“.¢4.

oder bei-:;}s
E"=?A=—(E°+E’).

In dieser (,,nullten") Naherung wird also das elektromagnetisch indu-
zierte Feld durch das datische aufgehoben. In erster Naherung
erhalten wir

we Ty

E'=—(E'+EY(1+if) mit g=rt=2n"

dno = T
(v¢ = Relaxationszeit, t = Drehungsperiode), d. h.
=—if(E*+ EY.

Das resultierende elektrische Feld und folglich die Stromstérke sind
also im Verhdltnis B: 1 herabgesetzt. Der mechanische Effekt (mittlere
Drehkraft) mu aber vollkommen verschwinden, da jetzt die Strom-
dichte gegen die radiale Komponente des magnetischen Feldes eine

Phasenverschiebung um g aufweist.

Interessant ist noch, den Fall zu erwéhnen, wenn eine metallische
Platte sch in einem ,longitudinalen", d. h. zu ihren Grundflachen
senkrechten magnetischen Feld H dreht. Man bekommt dabei an jeder
Stelle eine radial gerichtete elektromagnetische Feldstarke

Et="H="rH, (37)
die einem primaren durch das skalare Potential
gty U HP 374)

(+ je nach der Feldrichtung) bestimmten elektrostatischen Feld aqui-
valent ist. Wenn man zwei verschiedene Stellen der Platte mittels
gleitender Kontakte durch einen Draht verbindet, so bekommt man
im letzteren einen Strom, dessen Starke einer eingepragten (&ufReren)
elektromotorischen Kraft ¢} - ¢8 entspricht (,unipolare Induktion").
In diesem Fall kann man offenbar von einer relativen Drehung der
Platte und des Feldes nicht mehr reden. Denkt man sich zB. das Feld H
innerhalb einer Spule erzeugt, also vollkommen homogen, so wird durch
die Drehung der Spule um ihre Achse gar kein zusétzliches Feld hervor-
gerufen.  An diesem Beispiel kann man klar sehen, da3 dieim I. Band
formulierte Relativitatstheorie nur fur fortschreitende (geradlinig
gleichformige) Bewegungen unbedingt glltig ist. Fur kompliziertere
Bewegungen bleibt se nur ausnahmsweise giltig, und zwar in allen
den Fallen, wenn man mit einer solchen zeitlichen Anderung des magne-
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tischen Feldes zu tun hat, die durch eine Bewegung dieses Feldes
as eines festen Ganzen beschrieben werden kann (wie dies z. B. bei
dem oben betrachteten Drehfeld der Fall ist).

Von einer eigentlichen ,, Bewegung" des magnetischen oder auch des
elektrischen Feldes im 0blichen mechanischen Sinne kann streng-
genommen keine Rede sein. Dieser Begriff tritt in der allgemeinen elektro-
magnetischen Theorie gar nicht auf und muf deshalb mit groflem Vor-
behalt benutzt werden.

5. Unbegrenzte ebene Platte in einem beliebigen
magnetischen Wechselfeld.

Die Theorie der induzierten Stréme in diinnen ruhenden Platten
(,zweidimensionale Leiter"), 1aRt sich ganz allgemeinin einer verhaltnis-
maRig sehr einfachen Form entwickeln, besonders fur den Fall,
daR man die Platte as eben und unendlich ausgedehnt betrachtet.

Wir stellen uns aso eine solche durch die Ebenen z = +-g und

z x——;-- begrenzte Platte vor, die sich in einem gegebenen durch das

Vektorpotential ¥ charakterisierten Wechselfeld befindet. Wie es
an dem Beispiel des Drehfeldes erldutert wurde, muf3 die z-Komponente
dieses Potentials oder eher des entsprechenden elektromagnetischen

Feldes — : -a—;i. ein elektrostatisches Feld hervorrufen, welches es
praktisch vollkommen zerstort, also eine ganz unbetréchtliche Strdmung
in der z-Richtung zuldlt. Wir kénnen uns deshalb auf die Betrachtung
der x- und jy-Komponenten der Stromdichte beschrénken. Bei nicht
zu schnellen Schwingungen und fir genligend dinne Platten ist die
letztere von der z-Koordinate praktisch unabhéngig. Wir fihren des-
halb statt der gewohnlichen Stromdichte die GroRe

Ko (38)
ein, die offenbar mit der ,Flachendichte" gleichbedeutend ist und
die wir einfach as Stromstarke bezeichnen werden.

Sie muB3 der Gleichung
af, | Sy
S+ Wy = 0 (384a)
genligen und mit den Komponenten der elektrischen Feldstérke durch

die Beziehungen

(] 4
Jo="" E,, 1,="E, (38b)

verknlpft sein. Hier bedeutet & die vollstandige elektrische Feldstarke,
d. h. die Summe
1 (BE" 6&’)

E=—+ == (2242 (39)
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Es muf? dabei die z-Komponente von %’ offenbar verschwinden, so daf?
man das sekunddre magnetische Feld nach den Formeln

M A
Ho=— 3;" H' = (}-.l (396')

bestimmen kann.
Die Differenz von §° auf den beiden Seiten der Platte ist mit der

Stromstérke & durch die Beziehung
A4 xn=4x%

verknipft (wo n in die zRichtung weist). Die entsprechenden Grenz-
werte der sekunddren magnetischen Feldstarke miissen offenbar
entgegengesetzt gleich sein, so da man

Hy—t2a], H,=F2a/, (1=1£%) (%)
setzen kann, wahrend die Anderung von H° und anderen priméren
GroRen fur 4z =8 zu vernachldssigen ist. Die letzten Gleichungen
lassen sich mit Ricksicht auf (39 a), (39) und (38b) in der folgenden
Form zusammenfassen:

AW ._ 2nad oUW 2nad dY°

ik S S fir s=+6  (40)

wo %*® die Projektion des priméren Vektorpotentials auf die xy-Ebene
bedeutet.
Durch diese , Grenzbedingung" und die auRerhalb der Platte gel-
tende Gleichung
AY  AY A

o T oy T e

=10 (408)
ist das sekundédre Feld im ganzen Raum und fur ale Zeiten eindeutig
bestimmt.

Wir denken uns, da3 das primédre Feld nach einer ganz beliebigen

Vorgeschichte im Augenblick t = 0 konstant wird, so dal3—~ a4? Ffurt>0

gleich Null ist. Man bekommt dann nach (40)

U 109 . et

Diese Gleichung bezieht sich zunéchst nur auf die Platte, d. h. die
Ebenez = 0. Da aber das Potential W im ganzen Raum die Gleichung
(40a), in welcher die Zeit explizite nicht vorkommt, befriedigen muf,

so ergibt sich fir dieses Potential die folgende algemeine Formel
=A"{x,y.z 4 ut), (40c¢)

wobei das obere Vorzeichen fir z> 0 und das untere firz< 0 gilt.
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Diese Formel zeigt, da’ das Abklingen des sekundéren Feldes an jeder
Stelle (z —konst) und speziell in der Platte, in der Weise erfolgt, als ob
das im Augenblick t = 0 stattfindende Feld gleichférmig mit der Ge-
schwindigkeit u parallel zur z-Achse verschoben wiirde, so daf? in der
Ebene z = 0 zur Zeit t dasselbe sekundére Feld herrscht, das im Augen-
blick 0 im Abstand z=ut davon herrschte. Das Feld muR3 selbstver-
stéandlich vollkommen symmetrisch beziiglich der Platte sein. Fir
¢ = oo wird u = 0: dies bedeutet, dal3 die induzierten Strome und das
dadurch erzeugte sekundére Feld nach dem Verschwinden des priméren
elektrischen Feldes sozusagen ,, erstarren”, d.h. den in diesem Augenblick
erreichten Wert unveréndert beibehalten. — Es braucht kaum erwéhnt zu
werden, daR die Platte sich in diesem Fall als ein vollkommener Schirm
verhdlt; das primare Feld #® der Strome, die sich auf einer Seite einer
solchen Platte (sagen wir im oberen Halbraum) befinden, indu-
ziert in der letzteren solche Flachenstrome, welche dieses Feld
im ganzen auf der anderen Seite liegenden Halbraum vernichten. Das
auf der anderen (oberen) Seite erzeugte sekundére Feld ist folglich mit
dem Feld des Spiegelbildes der priméren Stréme identisch. Dies bezieht
sich eigentlich auf solche Stréme, die parallel zur Platte flieRen (und
deren Richtungen bei Spiegelung umgekehrt werden miissen). Was die
z-Komponente der primaren Feldstarke anbetrifft, so wird sie nicht
kinetisch, sondern statisch, d. h. durch das elektrostatische Feld der
induzierten Flachenladungen von der anderen Seite der Platte ab-
geschirmt (vgl. Kap. V, §3).

Wegen der zwischen den Stromkomponenten geltenden Beziehung
(38 @), kann man

a a
Te= g =5 @
setzen, wo g die sogennante Stromfunktion ist. Die Differenz gy —
fir zwei beliebige Punkte der Platte ist gleich der Totalstarke
J']',,ds des Stromes, welcher durch irgendeine diese Punkte verbin-
dende Linie (oder eher Zylinderfléche) s flielt. Man hat in der Tat

Ij,ds =‘r ‘Z% ds = y3—,. — Die Stromlinien kdnnen folglich as
die Linien g = konst definiert werden.

Die Stromfunktionist mit den Oberflachen werten von $° nach (39 b)
durch die Beziehung

§'=TFV(@2ny) (z=110) (41a)

verknipft, 18Rt sich also als das mit 2n dividierte skalare magnetische
Potential auf der Platte auffassen. Man kann sie in diesem Sinn auch
auRerhalb der Platte nach einer oder, mit entgegengesetztem Vorzeichen,
nach der anderen Seite der Platte analytisch fortgesetzt denken.
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§ 5. Stationar e (galvanische) Stréme und Ubergang zur Elektrostatik.

1. Stromverteilung in Elektrolyten (unvollkommen
leitenden Kdérpern) bei Anwesenheit von metallischen
(vollkommen leitenden) Elektroden.

Streng stationdre Strome konnen, wie schon am Anfang dieses
Kapitels erwahnt wurde, nur durch elektrostatische Krafte erzeugt
werden. In dreidimensionalen Korpern werden solche Strome
hauptsachlich bei verhaltnismaRig kleinen elektrischen Leitfahig-
keiten beobachtet (Elektrolyte; Erde bei einer Reihe geophy-
sikalischer Untersuchungen usw.). Als Stromquellen (oder Sinken)
dienen dabei metallische Elektroden von einer viel héheren Leitfahig-
keit, die durch sehr diinne Metalldréhte mit irgendwelchen sich aufZer-
halb des betrachteten Raumgebietes befindlichen galvanischen Zellen,
Akkumulatorbatterien usw. verbunden sind. Den Einflu3 dieser Draht-
leitungen auf die Potential- und Stromverteilung kann man in solchen
Fallen vernachlassigen und die Elektroden as vollkommen leitend
(¢ = a0} behandeln. Das elektrische Feld innerhalb der letzteren muRd
bei dieser Bedingung offenbar verschwinden (denn eine endliche Feld-
starke wirde einen unendlich grofen Strom erzeugen), so dal3 jede
Elektrode ein bestimmtes elektrostatisches Potential ¢, (a=1, 2...)
haben muR. Neben diesem Potential 183t sich jede Elektrode durch
den von ihr zu (oder ab-)gefuhrten StromJ, charakterisieren, den wir
als positiv oder negativ rechnen werden, je nachdem er nach auf3en oder
nach innen flief3t.

Die GroBen @, ... @, und J, ... J, («-Anzahl der Elektroden)
sind nicht unabhéngig voneinander. Da némlich J, = § 7,dS, ist,

missen die Stromstarken J wegen der Beziehungen i=¥:--@ und

a

= ~— V ¢ lineare Funktionen der Elektrodenpotentiale sein und um-
gekehrt. Man kann folglich setzen:

}axgsaﬁ @,

(42)
Fu= %'erﬂ fﬁl
wo die Koeffizienten sgs und Ry sich bei der vollstandigen Losung des
Problems der Strom- oder Potential Verteilung aulerhalb der Elektroden,
— sagen wir im umgebenden oder eingeschlossenen Elektrolyt — be-
stimmen lassen.

Wir werden im folgenden immer voraussetzen, dafR3 dieser Elektrolyt
entweder vollkommen homogen ist oder aus einigen homogenen Stiicken
besteht. Zuné&chst wollen wir aber nur den ersten Fall betrachten.

Wir stellen uns also vor, dal? eine Anzahl Elektroden von gegebener
Gestalt und Grofie in einen homogenen Elektrolyten eingetaucht sind.

Frenkel, Elektrodynamik |1 . 26
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Die Potentiale der Elektroden oder die zugehérigen Stromstarken seien
als bekannt angesetzt. Zu bestimmen ist dieVerteilung des elektrischen
Potentials ¢ im Elektrolyten. Die Stromverteilung l&aRt sich daraus

nach der Formel
. T g
j=,€=— Vo

ermitteln. Dabei muf ¢ innerhalb des Elektrolyten stetig bleiben, der
Laplaceschen Gleichung

Prg=0 (43)

genugen, und auf den Elektroden die Grenzbedingungen

p=g, (bekannte Grofie) (433)
oder

o= konst {(unbekannte GrioBe)
u ! a . i 3 b )
— . V.pdS.= J, (bekannte GroBen)]

befriedigen.

Die Konstanz des Potentials auf jeder Elektrode ist namlich auch
in dem Fall zuverlangen, wenn sein Wert unbekannt ist. Daraus folgt
aber, dal3 der Gradient von ¢ auf der Oberflache der Elektrode senk-
recht dazu gerichtet ist. Wir kdnnen deshalb in (43b) ¥,¢ = + |F ¢|
= - F setzen mit dem + oder — Zeichen je nach der Richtung des
Feldes.

Wenn nicht ein, sondern mehrere Elektrolyten vorhanden sind, die
aneinander langs bestimmter Flachen X grenzen, So muf3 man zu den
Grenzbedingungen (43 &) oder (43 b) noch die Grenzbedingungen

AE,=0, Ac¢E,=0 (E=—F¢} (430
fir diese Flachen berilicksichtigen, wobei E, die normale und E, die
tangentiele Projektion von E bedeuten. Die erste Bedingung ist dabei
von selbst eniillt, solange @ eine stetige Ortsfunktion darstellt, was wir
immer voraussetzen werden (dg =0). Die Dielektrizitatskonstanten
der Elektrolyten kommen in diesen Grenzbedingungen gar nicht vor.
Sie gestatten es, nur die Dichte der sich auf den FlachenZ ansammelnden
freien Ladungen nach der Formel

AeE,=4dny (43d)
zu berechnen, wobei aber diese Beziehung flr die Ldésung der oben
formulierten Aufgabe belanglosist. Die angefiihrte Fragestellung wird
aber teilweise oder vollkommen sinnlos, wenn die Leitfahigkeit einiger
oder aler Korper, die wir as Elektrolyten bezeichnet haben, gleich
Null ist, wenn man also von schlecht leitenden K 6rpern zu vollkommenen
Isolatoren Ubergeht. Die Bedingungen AgE, =0 verwandeln sich
dann in Identitaten, wahrend die , belanglosen" Beziehungen (43 d)
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wegen n =0 ihre Rolle tbernehmen, so dal} man jetzt statt (43c)
die Grenzbedingungen
{4E,=0), A:E,=0 (44)

erhdlt. Wenn nur ein der langs £ aneinander grenzenden Korper ein
vollkommener |solator ist, wahrend der andere eine endliche — sonst
aber beliebig kleine — Leitféhigkeit besitzt, so missen wir noch von
der Bedingung 4 o, E, = 0 ausgehen; sie reduziert sich aber in diesem
Fall auf die Bedingung

E.=0 (449)

fur den zweiten (leitenden) Korper, wahrend fir den ersten die Be-
ziehung

tE ==4my (44b)
besteht.

2. Elektrostatische Potentialverteilung und ihre
Beziehung zur galvanischen.

Sind alle , Elektrolyte" vollkommene Isolatoren, so verliert die
Frage nach der Stromverteilung jeden Sinn, da dabei gar keine
Elektrizitétsstromung stattfinden kann. Will man aber die Elektroden-
potentiale noch als bekannte GrofRen ansehen, so bekommt man auf
Grund der Gleichungen (43), (43 a) und (44) eine bestimmte Potential-
verteilung, die offenbar genau mit derjenigen Potential Verteilung tber-
einstimmt, welche sich ergeben wirde, wenn man statt Isolatoren mit
den Dielektrizitatskonstanten ¢ Elektrolyten mit den Leitfahigkeiten
o =g hdtte. Dabei bekommt man aber statt der Stromstérken J,
aus den Grenzbedingungen (44a, b) eine bestimmte freie Ladungs-
dichte auf der Oberfléche jeder Elektrode, d. h. folglich eine bestimmte
(freie) Ladung der letzteren

ea==fndS,,

welche die Rolle der Stromstérke J, spielt. Das urspriingliche , galva-
nische" Problem verwandelt sich aso sprungweise bei o =0 in ein
formalidentisches aber wesentlich verschiedenes elektrostatisches Problem.
— Das letztere lalt noch eine zweite Formulierung zu, die dem Fall
entspricht, wenn nicht die Potentiale, sondern die Ladungen der Elek-
troden gegeben sind. In diesem Fall sind die Grenzbedingungen (43a)
durch die zu (43 b) analogen Bedingungen

@ — konst (unbekannt),
. (44¢)
—‘[4;7,¢d5,= ¢5 (bekannte GrofRen)

Zu ersetzen.
Es brauchen dabei die Elektroden nicht vollkommen leitend zu sein;
auch wenn sie eine geringe Leitféhigkeit besitzen, muf3 die Bedingung
26*
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(44a), d. h. @ — konst auf ihrer Oberflache und im Innern erflllt sein.
Die Drahtleitungen sind in diesem Fall offenbar unnétig, da die Elek-
troden voneinander isoliert sind; man pflegt sie deshalb einfach as
,,Leiter" zu bezeichnen.

Bei den elektrostatischen Problemen kénnen die Leiter sich im leeren
Raum befinden; letzterer wird as ein Isolator mit der Dielektrizitéts-
konstante € = 1 behandelt. Dabei, ebenso wie bei € > 1, wird der
Schwerpunkt der Aufgabe gewohnlich nicht in die Verteilung des
Potentials im Raume oder im Dielektrikum gelegt, sondern in die Ver-
teilung der Ladungen e, auf der Oberflache der Leiter, d. h. in die Be-
stimmung der Ladungsdichte r\. Wenn das elektrische Feld bekannt
ist, 1aBt sich die letztere nach der Formel (44b) bestimmen. Ware n
direkt bekannt, so kénnte man umgekehrt das elektrische Feld nach
der Formel ¢= ZJ "-‘f,—esg berechnen.

Im galvanischen Problem entspricht der Ladungsdichte die Grofie
fa=— Z V.¢==1. d h die Volumdichte des elektrischen Stromes
an der Oberflache der betreffenden Elektrode; die Rolle der Dielek-
trizitétskonstante spielt in diesem Fall die GroRe 4’:“. Wirwollendies

symbolisch durch die Formel
il 4

ausdr ticken.

Die Ladungen e, missen nach (44 b) mit den Potentialen ¢,
durch lineare Beziehungen derselben Gestalt verknipft sein wie
die Stromstérken J, im galvanischen Problem. Wir konnen
folglich

e = ?\.‘paﬂ P, ]
Pa== ‘_?__-"Iuﬁ L J

setzen. Die letztere Formel ist schon in einem etwas verschiedenen
Sinn von uns gebraucht worden [vgl. (20) §3], und zwar fir die elektro-
statischen Spannungen in einem System statisch gekoppelter Strom-
kreise. ~ Wir haben dabei die Koeffizienten gz (mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen) as die Induktionskoeffizienten bezeichnet.
Diese Bezeichnung wollen wir auch hier beibehalten. Die dazu rezi-
proken Koeffizienten pz heilen die Kapaztétskoeffizienten des be-
treffenden Leitersystems. Ihnen entsprechen im galvanischen Problem
die, Leitfahigkeitskoeffizienten" sz und den Induktionskoeffizienten g5
die ,,Widerstandkoeffizienten" Rg.

Wir wollen im folgenden die Stromstérken in elektrostatischen Ein-
heiten messen und dementsprechend den Faktor ¢ = 1 setzen. Die
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vorhergehende symbolische Beziehung zwischen € und o reduziert sich
dabei a u f .
E=4nco. (46 a)
Ist das elektrostatische Problem fir ein gegebenes System von
Leitern und Dielektrika gelést, so erhdlt man daraus sofort die Ldsung
des zugehdrigen galvanischen Problems, wenn man die Ladungen e,
durch die Stréme J, und die Dielektrizitétskonstanten e durch 4me
ersetzt. Daraus folgt, dafd in dem einfachsten Fall eines einzigen iso-
lierenden bzw. elektrolytischen Mediums die statischen und galvani-
schen Koeffizienten p, g bzw. s, R miteinander durch die Formeln:

LT S
sap= ", P
(45b)
o F ]
uff = 4..:'013 9'«
verkniipft sein milssen. Die Striche sind hier angefiigt, um zu zeigen',
dal die Konstanten € und o sich auf verschiedene Korper beziehen.

3. Der Fall eines homogenen Elektrolyten.

Sofern man sich auf diesen Fall beschrankt, ist die eigentimliche
Unstetigkeit, welche den Ubergang vom galvanischen Problem zum
elektrostatischen bei 0 =0 charakterisiert, nicht stérend. Sind z. B.
die Potentiale ¢, gegeben, so ist nach der Gleichung (43) das elektrische
Feld im ganzen Raum eindeutig bestimmt, gleichgiiltig ob dieser
Raum mit einem Isolator oder einem Elektrolyt erfullt ist. Im ersten
Fall bekommt man nach (44 b) eine bestimmte Ladungsverteilung
auf der Oberflache der Elektroden und gar keinen Strom; im zweiten
Fall — dieselbe Ladungsverteilung und dazu noch eine damit proportio-
nale Stromverteilung (j= e E,). Die Ladungen e, und die Stréme /«
sind dabei miteinander durch die Beziehung

]u:#_zgga‘_“*?- (46)
verknlpft, wo ¥ die schon manchmal betrachtete Relaxationszeit des
betreffenden Korpers bedeutet.

Fast ebenso einfach gestaltet sich das Problem, wenn man nicht die
Potentiale, sondern die Ladungen e, fur einen bestimmten Augenblick
t =0 angibt und irgendwelche Drahtverbindungen der Elektroden
mit &uflerlichen Stromquellen ausschliefit. Bei o = 0 ist dieser Aus-
schluf? unwesentlich und wir haben vor uns das gewdhnliche elektro-
statische Problem (in zweiter Fassung). Ist aber o > 0 (wie dies bei
allen wirklichen unvollkommenen Isolatoren der Fall ist), so missen
sich die Metalleiter entladen, wobei die Stromstédrken mit den ent-
sprechenden Ladungen durch die Beziehung

d‘¢

Ja= i (469)
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verknupft werden. Zu gleicher Zeit mul aber auch die vorhergehende
Beziehung (46) bestehen bleiben, denn se folgt aus den auf der Elek-
trodenoberflache immer glltigen Formeln

E .
2;3’?’ j“=a'E".
Wir bekommen aso
deqg  fg
I T
d.h.
Eq==Ene . (46b)

Die Entladung der Elektroden geschieht folglich genau nach dem-
selben Gesetze wie das Abklingen einer urspriinglich vorhandenen
freien Volumladung

4

e=gne * .

4. Der Fall zweier verschiedener Elektrolyten.

Die Sachlage wird viel komplizierter, wenn man nicht einen, sondern
mehrere Elektrolyten (oder unvollkommene Isolatoren) hat. Es kommen
namlich an ihren Trennungsflachen die Grenzbedingungen Ae¢E, =&
und Ae¢E, =0 in Konkurrenz, die sich nach der angefuhrten unvoll-
sténdigen (,zeitlosen") Theorie bei 0 = 0 zugunsten der ersten und bei
o > 0 zugunsten der zweiten |6st. Die Berlicksichtigung des Zeitfaktors
erlaubt es, die diese Losung charakterisierende Unstetigkeit in sehr
einfacher und natirlicher Weise auszugleichen. Und zwar kann man
folgendes behaupten: Wenn ein System von Elektroden plétzlich zu
den Potentialen @, gebracht wird, so stellt sich eine der Gleichung
P*p =0 und den Grenzbedingungen (44) geniigende ,,statische"
Potentialverteilung ein, die sich allmahlich in die galvanische Potential -
verteilung verwandelt, welche durch dieselbe Gleichung und die Grenz-
bedingungen (43 c) bestimmt wird. Die Einstellungs- oder , Ubergangs-
zeit" von der statischen Verteilung zur galvanischen ist von derselben
GroRenordnung wie die Relaxationszeiten der verschiedenen , Elek-
trolyten" oder ,lsolatoren". Fiir vollkommene Isolatoren ist sie un-
endlich groR').

Die genaue Abhéngigkeit des Potentials <p von der Zeit 1aBt sich
auf Grund der allgemeinen Grenzbedingungen

AE=0, Ao+, 5)E=0 @7)

!) Strenggenommen ist sie auch fiir unvollkommene Isolatoren unendlich grof,
denn die stationére Stromverteilung, welche durch die Grenzbedingungen (43 c)
bestimmt ist, wird nur asymptotisch erreicht.
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ermitteln, die man aus den Gleichungen (5b) und (6), d.h.

=91
A in = und Aok 3t

durch Differentiation des ersten nacht und Addition mit der zweiten
erhdlt. Dazu ist aber noch die zusétzliche Bedingung hinzuzufiigen,
dal3 man urspriinglich die rein elektrostatische Potential Verteilung hat,
d. h. daf im Augenblick t = 0, wenn die Elektroden plétzlich geladen
werden, @ — ¢’ ist, wo ¢° dem Fall 6 =0 entspricht. Bei geniigend
kleinen Werten von o muB3 dieser Vorgang so langsam vor sich gehen,
dal? man irgendwelche Induktionseffekte, welche durch die zeitliche
Anderung des Vektorpotentials der elektrischen Stréme bedingt werden,
auBer acht lassen kann. Solche Vorgange werden wir als quasistatische
bezeichnen.

Wir wollen beispielsweise den folgenden Fall betrachten. Die Elek-
troden seien zwei unendlich ausgedehnte parallele Platten, die mit den
Ebenen x =0 und x =1 zusammenfallen. An der ersten Elektrode
befindet sich ein Elektrolyt (oder unvollkommener Isolator) a in der
Gestalt einer Schicht von der Dicke l;=x;; daran grenzt eine zweite
elektrolytische Schicht von der Dicke l, — | — 1, (Abb. 42). Die Poten-
tiale der Elektroden ¢, und @, setzen wir als konstant voraus.

Das Potential <p muB innerhalb a und innerhalb b der Gleichung

3
g—,?=0 genligen, deren Ldsung lautet

lp=c12tey,

wo die Koeffizienten c; und c, fir a und b verschiedene Werte haben
und von der Zeit abhéngig sind.

Diese Formel stellt ein homogenes elek-
trisches Feld dar.

Bezeichnet man seine Starke in a und b -
mit E; bzw. E, so wird nach (47)

(d“+ in 6:) (“" i a:)Eb (4723)

e

B

5 5;
Andererseits mu3 zwischen den beiden Feld- Amf 42 y
stérken die Beziehung
o Eq+ b Ey = g, — py ==konst (47b)

bestehen. Durch Elimination von E, aus (47 a) und (47 b) erhalten wir
die folgende Differentialgleichung fir Ea:

1 dEn
anlEah el g7 T h+o,l)E, =0 (p1— )
Ihre Integration liefert:

E=7+ 455 (48)
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mit den Abkirzungen

_shtal

i 1 ﬂ=0¢l,,+0'nl‘, }'=Gn.(991'-99g}- (48&1)
A bedeutet eine zun&chst unbekannte Integrationskonstante.

Bei ¢ = o bekommen wir nach (48)
_ g — @)
Eiﬂ_ Uaib'i_dbln '
Dies entspricht der endgultigen galvanischen Potentialverteilung. Um
im urspriinglichen Augenblick t=0 die entsprechende statische Poten-
tialverteilung

Ey— 20— #2) (48b)

4 b t+ad,

zu erhalten, mussen wir die Konstante A gleich
A=E'_E® (48c)
setzen. Durch diese Formeln ist unsere Aufgabe vollstandig gelost.

Es ist interessant zu bemerken, dal3 der betrachtete Vorgang hin-
sichtlich seiner Abhangigkeit von der Zeit denselben Exponent ial-
charakter hat wie die Entladung eines Systems von Metalleitern, die
sich in einem homogenen schlecht leitenden Medium befinden. Die
Einstellungszeit

T
T BT An{olteufh)
spielt dabei dieselbe Rolle wie dort die Abklingungszeit und néhert
sich der letzteren an, wenn man die Dicke einer der beiden Schichten
vermindert. Merkwirdigerweise néhert se sich aber der Relaxations-
zeit der verschwindenden Schicht und nicht der Ubrig bleibenden an.

Dieses Paradoxon erklart sich durch den Umstand, da’ die darge-
legte Theorie die Diffusionskréfte auler acht 1a13t, welche bei den betrach
teten Erscheinungen immer auftreten, sowie die durch die rdumliche
Separation von verschiedenen lonengattungen bedingten freien Volum-
ladungen. Die letzteren missen sich hauptséchlich an den Elektroden
und den Trennungsflachen zwischen den verschiedenen Elektrolyten
ansammeln in der Gestalt von sehr diinnen , Polarisationsschichten".

In erster Anndherung kann man diese Schichten as elektrische
Doppelschichten behandeln, die durch bestimmte Potentialspriinge
charakterisiert werden. Die Bestimmung dieser Potentialspriinge |aft
sich tatsachlich nach der im Kap. 111, 88 entwickelten allgemeinen
Theorie der elektrolytischen Polarisation durchfihren, wobei aber
diese Theorie gewisse Berichtigungen und Vervollstandigungen braucht.
Denn sie fuhrt zu dem Ergebnis, daf? im Gleichgewichtszustand das
elektrische Feld praktisch vollkommen in den an den Elektroden be-
findlichen Polarisationsschichten konzentriert wird, wo sie auRerordent-
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lieh groRBe Werte erreichen kann, wahrend auflerhalb der Schichten
die elektrische Feldstérke praktisch verschwindet. In Wirklichkeit aber
erreichen die Potentialsprtinge in den Elektrodenschichten bald nach
dem Beginn des Stromdurchgangs bestimmte praktisch konstante Werte
Ay, und die resultierende Potential- und Stromverteilung — jedenfalls
fir sehr lange Zeitdauern — laft sich auf Grund der ,,effektiven”
Elektrodenpotentiale ¢', — ¢, — Agy nach der oben geschilderten
Methode ermitteln, mit der Zusatzbedingung, dal3 bei dem Durchgang
durch die Trennungsfldche zweier verschiedener Elektrolyte das Poten-
tial einen ebenfalls konstanten Sprung erfahrt.

5. Thermoelektrische Erscheinungen und Einfluf3 der freien
Volumladung auf die elektrostatische Potentialverteilung.

Wir missen schlieflich noch auf eine Komplikation hinweisen, die
eintreten kann, wenn die Elektroden sich in einem vollkommenen Iso-
lator, z. B. im Vakuum befinden, und wenn folglich eine rein statische
Potential Verteilung zu erwarten ist. Bei sehr hohen Temperaturen
findet namlich bei allen Metalleitern eine Verddmpfung der freien Elek-
tronen statt. Die letzteren treten aus dem Metall in desto grolerer Menge
und mit desto groReren Geschwindigkeiten heraus, je héher die Tem-
peratur ist. Eine vollstandige Theorie dieses Richardsonschen oder
thermoelektronschen Effektes werden wir erst im |11. Bande angeben.
Hier wollen wir einfach kurz den Einflul3 derjenigen Raumladung be-
trachten, die sich in der Nahe der Metalloberflache wegen des Heraus-
tretens der , Thermoelektronen" bildetl). Wir werden uns dabei vor-
stellen, daB die Elektroden auf konstanten Potentialen gehalten werden,
und daR die ausgesandten Elektronen sich im umgebenden Dielektri-
kum frei bewegen kdnnen. Es sind dabei zwei Falle zu unterscheiden,
jenachdem die Elektroden sichin einem echten materiellen Diel ektrikum,
z. B. in einem nicht zu stark verdiinnten Gas, oder im Vakuum befinden.
Im ersten Fall muf3 die Geschwindigkeit v, im zweiten die Beschleunigung w
der Elektronen der elektrischen Feldstarke proportional sein. Man
bekommt dementsprechend fir die resultierende Stromdichtej im ersten
Fall den Ausdruck

. 9

j=a€=5"€, (49)

wo n die Konzentration der freien Elektronen und # ihr Reibungs-

koeffizient ist (ua% effektive Leitfahigkeit des Isolators) und im
zweiten Fall

j=enp mit ;-mv'=e(p+konst (4949)

) Wir haben bisher angenommen, daR die Volumdichte der freien Ladung
gleich Null ist.
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Die letzte Formel ist fir die Bestimmung der Stromstérke im allgemeinen
ungeniigend, denn die Bewegungsrichtung der Elektronen ist darin
nicht enthalten. Diese Unbestimmtheit verschwindet aber in allen
den Féllen, wo die elektrischen Kraftlinien aus Symmetriegitnden
geradlinig sind®).

Wir betrachten z. B. den einfachsten Fall von zwei planparallelen
Elektroden, unter der Voraussetzung, daf nur die erste von ihnen
geheizt wird und Thermoelektronen emittiert. Die Anzahl der
pro Flachen- und Zeiteinheit emittierten (oder ,sich verdampfenden")
Elektronen sei N. lhre Austrittsgeschwindigkeit kann auer acht
bleiben, denn sie wird entweder sofort vernichtet (bei Anwesenheit
eines materiellen Isolators) oder ist sehr klein gegentber der durch das
elektrische Feld erteilten Geschwindigkeit (bei Fehlen eines solchen
Isolators, d. h. in vacuo).

Die Stromstarke (oder eher Dichte) J = env darf dabei nicht groRer
sein as die gesamte aus der ersten Elektrode pro Zeiteinheit heraus-
tretende elektrische Ladung Ne. Ist die Bedingung

env<<Ne

erflllt, so muR ein Teil der Thermoelektronen in die erste Elektrode
zurlickkehren. Dagegen bei nv = N gehen se ale zur zweiten Elek-
trode Uber. Der entsprechende Maximalwert oder Sattigungswert des
Stromes driickt sich folglich durch
Jmax=¢eNv (49b)
aus. Wir nehmen zunéchst an, dald J< /nax iSt und beschrénken uns
auf die stationdre Stromverteilung, bei welcher Jvon x unabhéngig ist.
Das Potential 9? wird jetzt nicht durch die Lapiacesche, sondern
durch die Poissonsche Gleichung

Ja=—4nne (50)
bestimmt, wobei man in der rechten Seite entweder
_Jb_ 8
ne=_ 5= (508)
& .
da
nach (49), oder 7
BE= o (50b)

nach (49a) setzen mufl}. Dies gibt im ersten Fall

1 /dgy? 4x [

“27(&"%) =—-’f-££-— ‘x+konst = x4 ¢, (51)
und folglich 243
g =g (@x4-c) 46, (51a)

*) Sonst muR man statt der Ener giegleichung die tiblichen Bewegungsgleichungen
betrachten.
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wo ¢; und ¢, zwei Konstanten bedeuten, die durch die Potentiale @,
und @, der beiden Elektroden ausgedriickt werden kénnen.

Im zweiten Fall ergibt sich, wenn man diein (60b) auftretende K on-
stante gleich Null setzt (dies entspricht bei @, = 0 einer verschwin-
denden Austrittsgeschwindigkeit der Thermoelektronen)

dp do'_d¢' , B

dxt dx d¢¢ - T
mit den Abklrzungen

P Yy 4nJ

P = und = ot

o
Daraus folgt yd(w g _PE' d.h.
L2

@r=FEre=c—4f ‘/‘P‘

Da bei x — 0 @ — 0 ist, so bedeutet c, das Quadrat der elektrischen
Feldstarke Eg in der unmittelbaren Nahe der ersten Elektrode. Man
hat also

—Er=apYp. (52)

Diese Gleichung I‘ciBt_sich ohne Schwierigkeit weiter integrieren. Man
erhalt namlich mit Yo =¥

v
YE:”“:M— [yVEs 48 ] UIE” 48ydy,
d.h.
x= LBl LR —4py—y (Bi—4py),  (529)
oder nach (52)
(E’ By & ﬁE IE. (52b)

Wir werden diese Formeln nicht néher diskutieren und wollen uns mit
der folgenden Bemerkung begnugen. Der maximale Strom, den man
bei einer gegebenen Potentialdifferenz @, — @, — ¢, erhalten kann,
entspricht dem Verschwinden der elektrischen Feldstarke an der
zweiten Elektrode E;=0. Dies gibt nach (52) und (62b) die Bezie-
hungen

- 3
E}=4fYp. l=ggmEl.
Durch Elimination von Ey; bekommen wir

g]/ 2

| S p—y (529
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Setzt man hier J= Ne ein, so erhdlt man die kleinste Potentialdifferenz,
die notwendig ist, um alle aus der geheizten Elektrode heraustretenden
Thermoelektronen zur kalten Elektrode wegzutreiben.

Diese (von Langumir herriihrenden) Resultate lassen sich auf den
Fall von Elektroden beliebiger Gestalt verallgemeinern. Doch kénnen
wir hier auf diese Frage nicht eingehen.

8 6. Allgemeine Prinzipien der Elektro- und Galvanostatik.

1. Eindeutigkeit der Lésung des elektrostatischen
Problems und Minimalsétze.

Wir werden im folgenden die von der elektrolytischen Polarisation
und von dem thermoel ektronschen Effekt herriihrenden Komplikationen
auler acht lassen und die statische oder galvanische Potentialvertei-
lung nach den am Anfang des vorigen Paragraphen dargel egten Prinzipien
ausfihrlich untersuchen. Da diese beiden Verteilungen formal identisch
sind, wobei die erste in die zweite Ubergeht, wenn man die Elektroden-
ladungen e, durch die Stromstérken J, und die Dielektrizitatskonstan-
ten ¢, durch die mit 4I1 multiplizierten Leitfahigkeiten o, ersetzt, so
kénnen wir uns auf die Untersuchung des elektrostatischen Problems
beschréanken.

Wir wollen zunédchst zeigen, dal? dieses Problem in den beiden oben
angefiihrten Formulierungen sich eindeutig [dsen 1aRt.

Fir den einfachsten Fall, dal} alle Elektroden oder ,,Metalleiter"
sich im leeren Raum befinden, ist der gesuchte Eindeutigkeitsbeweis
tatsachlich schon im |.Bande, Kap. 1V, 85 (S. 111) durchgefihrt
worden, und zwar bei der Behandlung der Frage nach der aquivalenten
Flachenverteilung der Ladungen, die aullerhalb oder innerhalb der
gegebenen Oberflachen ein bekanntes der Laplaceschen Gleichung
genligendes elektrisches Feld erzeugen.

Diesen Beweis kann man leicht auf den Fall verallgemeinern, daf3
es neben den Leitern eine beliebige Anzahl von Isolatoren oder Dielek-
trika gibt, die zwischen ihnen liegen oder sie umgeben.

Wir denken uns dabei das ganze System durch eine zusétzliche
Flache S, eingeschlossen, und teilen das zwischen dieser Fl&che und den
Oberflachen der betreffenden Leiter S, enthaltene Volum V auf
einzelne Volumina V, die durch homogene Dielektrika erfillt und
durch ihre Trennungsflachen oder die Oberflachen S, (a=0,1,2, ..., n)
begrenzt sind. Auf jedes dieser Teilvolumina wenden wir die Trans-
formationsformel

§oVapdS,=[fyPtodV,+ [V y-VedV, (53)
an [vgl. (20) S. 111, Bd. 1], setzen hier
Y=y

und summieren nach t.
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Falls ¢ der Gleichung Fig =0 und den Grenzbedingungen (44)
genugt, so zerstoren sich die Uber die Trennungsflachen der verschie-
denen Dielektrika genommenen Integrale gegenseitig und man bekommt
einfach:

H=n
-\_‘It‘cpl-’nq’dS,:fF(l‘g&‘)’dV. (53a)
a=u

Die hier auftretenden Normalrichtungen bedeuten die in bezug auf
das Volum V &uReren und folglich in bezug auf die Oberflachen S,
S, ¢« « der Leiter inneren Normale. Man hat folglich {e ¥V, gl = + 427,
und wegen (¢), — @, = konst:

S SeoPpdSi=47 Xpyty (53b)
[ 3R+ a>U
Was nun den Wert des Uber Sy erstreckten Integrals betrifft, so missen
wir zwei Féalle unterscheiden, je nachdem das betrachtete Leitersystem
nach auRen durch eine leitende Hiille tatsachlich abgeschlossen ist oder
nicht. Im ersten Fall werden wir fir Sy die innere Oberflache dieser
Hille annehmen, wobei wir fir das entsprechende Integral den Wert
4mpye, erhalten. Im zweiten Fall lassen wir die Oberflache Sy ins
unendliche riicken, wobei das betreffende Integral verschwindet. Wir
bekommen also in den beiden Fallen nach (53 a)
j;%e,zs'ﬂjsgedv (54)
L
Es sai bemerkt, dalR fir eine innerhalb der &auReren Metallhille
liegende Flache S, die folgende sich aus der Gleichung divcE = 4xg
ergebende Relation besteht:

"
$eE dS,=4n Ye,=0,
o

denn E ist offenbar gleich Null. Dies bedeutet, dal die auf
der inneren Oberflache der Metallhtille (falls eine solche vorhanden ist)
befindliche Ladung entgegengesetzt gleich ist der algebraischen Summe
der Ladungen der inneren Leiter.

Die rechte Seite der Formel (54) stellt [vgl. IL Kap., § 1)
die den freien Elektronen zugehdrige Energie W; dar. Die linke Seite
hat folglich dieselbe Bedeutung, wobei sie der , Substanzvorstellung”
oder der , Fernwirkungstheorie" entspricht.

Wir werden diese Frage noch spéter diskutieren. Fir den Augen-
blick brauchen wir die Formel (54) nur um den oben erwéhnten Ein-
deutigkeitsheweis zu erbringen. Zu diesem Zweck stellen wir uns vor,
daB @'und @" zwei verschiedene stetige und denselben Grenzbedingun-
gen geniigende Losungen der Laplaceschen Gleichung sind. Dann muR
auch ihre Differenz ¢ =@ — ¢" eine Ldsung der letzteren Gleichung
darstellen, die den Grenzbedingungen (44) Gentige leistet und auf der
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Oberflache der Leiter entweder gleich Null wird oder jedenfalls kon-
stante Werte annimmt, wobei im letzten Fall dieLadungen &, == &5 — ey
gleich Null sein missen. Nach der Formel (54) mul3 in beiden Fallen
dasIntegral f e (Fg)*dV verschwinden. Da aber die Dielektrizitats-
konstanten ¢ positive Zahlen sind, so ist dies nur dann moglich, wenn
P g und folglich auch <p im ganzen Volum V verschwindet, d. h.
wenn @ '= @" ist.

Wir nehmen nun an, da3 @ (=@ '= @’) die einzige LOsung des
betrachteten Problems ist und vergleichen den Wert des ,,Energie-
integrals’

w,= [eErav (54a)
T 8n

mit demjenigen Wert W= W, 4 4 W, welcher einem anderen variierten
FeldE =—VF @', o'=0+d@ entspricht. Diesss variierte Feld soll
dabei den Grenzbedingungen (44) fur die Trennungsflachen der ver-
schiedenen Dielektrika geniigen. Von der Gleichung F2 @ =0 und den
Bedingungen (43a) oder (43b) sehen wir aber vorléaufig ab.

Wir betrachten zunéchst denjenigen Teil von AW; welcher einem
homogenen Teilvolum V; entspricht. Es ergibt sch dabel (vgl. Bd. I,
S 111)

Ba{AW,),=2feVo-FVépdV, 4+ [e(Fép)RdV.

Nun kann man nach (53) das erste Integral auf der rechten Seite

in der Gestalt

§edpV 9dS,— [ dgPiedV,
oder

§epVad9dS,—[eqP2ipdV,
darstellen.

Setzt man diee Ausdriicke in die vorhergehende Formel ein und
summiert Uber i, so erhdlt man mit Ricksicht auf die Grenzbedingungen
fur die ,,dieektrischen Unstetigkeiten" :

AW,=41-H%'§36@ V,.q»ds,—;nfsaq:|?=ng+s’5fs(V dgpav
bhzw. (54b)
AW,= ! 3‘({5”.'17 bpdS,— fe¢v=ade+ ! fe(?éw)’dV
LR n T 4x LE S ]

(540)

Das zweite Integral auf der rechten Seite von (54b) verschwindet
wegen P¥p = 0. Wahlt man nun dasvariierte Potential ¢'in der Weise,
daf3 es auf den Oberflachen der Leiter diesslben Werte @, wie ¢ an-
nimmt, so mul auch das erste Integral verschwinden. Es sei bemerkt,
daR bei diesen Bedingungen ¢’ der Laplaceschen Gleichung im ganzen
Volum V nicht geniigen kann, denn man wirde song einfach @' = @
haben. Da das dritte Integral einen wesentlich positiven Wert hat.
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so mull W, immer groBer als W; sein. Dieses Resultat 183t d€ch
folgendermaflen auffassen:

Sind die Potentiale der Leiter (Elektroden) festgehalten, so erhdlt
die den freien elektrischen Ladungen zugehérige Energie dann enen
minimalen Wert, wenn diese Ladungen sch ausschliellich auf den
Leiteroberflachen verteilen.

Ein dhnlicher Minimalsatz ergibt sich auf Grund der Formel (54 c).
Wir sellen uns jetzt vor, dal3 die variierte Potentialfunktion, ebenso
wie die urspriingliche der Laplaceschen Gleichung geniigt (0 da die
freien Ladungen auf den Leiterober flachen verteilt bleiben). Es muR
folglich in diesem Fall das erste Volumintegral in (54c) verschwinden.
Da ferner das Potential <p auf den Leiteroberflachen konstante Werte
annimmt — die Ubrigens unbekannt sein kénnen — reduzieren sch
diee Integrale auf die Produkte diessr Werte mit

I . £
J‘4;r£|?nfsq’db¢=:6.[4:r.l}n gdS;=4de,,

d. h. auf Null, falls die Ladungen e, unveréndert bleiben.

Sind also die Ladungen der Leiter festgehalten, so erhalt die zugehd
rige Energie W; einen minimalen Wert bei derjenigen Verteilung
diess Ladungen, bel welchen die Potentiale der Leiter konstante Werte
annehmen. Mit anderen Worten: die Gleichgewichtsverteilung der
Ladungen auf der Leiteroberflache entspricht einem Minimum ihrer
potentiellen Energie.

Diesss in der obigen mathematischen Form zuerst von W. Thomson
gegebene Resultat ist von vornherein klar und vollkommen analog
zu der allgemeinen Gleichgewichtshedingung der gewdhnlichen Statik.
Es kann als der einfachste Spezialfall des im |. Bande angefiihrten
Schwarzschildschen Variationsprinzips angesshen werden, aus welchem
bekanntlich die allgemeinen Feld- und Bewegungsgleichungen eines
beliebigen Systems von Elektronen unmittelbar folgen.

Die beiden durch die Bedingungen (43 a) oder (44 c) charakteri-
sierten Formulierungen des elektrostatischen Problems lasen sch
folglich durch die vorhergehenden zwei Variationsformulierungen er-
setzen, d. h. durch das allgemeine Prinzip

W, = minimum
mit der Nebenbedingung ¢, = gegeben (@, =0) oder e, = gegeben
{de, = 0). Es missen aulerdem in beiden Fallen die Grenzbedingungen
(44) erfullt sein.

2. Galvanostatisches Problem und seine Verknipfung mit
dem elektrostatischen im Falle von zwei Elektroden.

Wegen der formalen ldentitat des elektrostatischen und des galva-
nischen Problems koénnen diese Ergebnisse sofort auf das letztere Uber-
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tragen werden. Fuhrt man inshesondere statt der Energie W, die
Funktion

Q=faEav, (55)

welche die im ganzen betrachteten Volum pro Zeiteinheit entwickelte
Joulesche Warme bedeutet, so kann man behaupten, dal? die stationére
Verteilung der elektrischen Stromung in diesem Volum einem
Minimum von Q bei festgehaltenen Elektroden potentialen ¢, oder
Stromstérken J, entspricht. Dieses Resultat haben wir fir den Fall
eines linearen Stromnetzes in einer etwas verschiedenen Form schon
im § 3 gefunden.

Wir koénnen ferner [vgl. (54)] die Joulesche Warme in der Gestalt

0= Ngafo (5549)

darstellen; durch diese Formel ist sie as die durch die elektrischen
Krafte pro Zeiteinheit geleistete Arbeit bestimmt.

Die agebraische Summe der von allen Elektroden zugefiihrten

Stréme ist fir ale in Betracht kommenden Félle einer stationaren
Stromverteilung gleich Null. Dieser Bedingung

Efix:o
entspricht im elektrostatischen Problem die Neutralitdt des ganzen

Leitersystems. In dem einfachsten Fall von zwei Elektroden ergibt
sich dabei

Q=Apy—g}J] U=hi=—1F9- (55D)

In dem entsprechenden elektrostatischen Problem ergibt sich nach (54):
-1

uf!=§.iql--—q=)g {ﬁ——.:dlz—*-ﬂ’). (55(:)

Setzt manin diese AusdriickedieWertevon ¢, und ¢, nach den Formeln
(42) oder (45) ein, so erhdlt man:

Qz; Rji = {wl "}'?%)' (56)
mit
R=R, +Ky—Ry—Ry,
und
. 1 1 2
“!='2 K’=2K(?31—Q?g) (568-)
mit

[
B =Tt iu—tn.

Die Koeffizienten R und K heifen der Widerstand bzw. die Kapa-
zitat des betreffenden Systems. Im galvanischen Fall spricht man
gewohnlich von dem Widerstand des die Elektroden umgebenden
Mediums und im elektrostatischen — von der Kapazitét des durch die



Allgemeine Prinzipien der Elektro- und Galvanostatik. 417

beiden Leiter gebildeten ,Kondensators", wobei dem dielektrischen
Zwischenmedium eine untergeordnete Rolle zugeschrieben wird. In
dem Falle eines einzigen homogenen Mediums mit der Leitfahigkeit o
bzw. der Dielektrizitétskonstante ¢ sind die Koeffizienten R und K
(bei derselben Gestalt und relativer Lage der Elektroden) miteinander
nach (45b) durch die Beziehung

F
RK=4M (56 b)
verknupft.

Diese Beziehung |&Rt sich direkt ableiten, wenn wir uns vorstellen,
daR es sich um ein und dasselbe Medium handelt, und dal? unser
Kondensator sich durch diesss Medium entladet. Es mufl} dabei die
elektrische Energie W; in Joulesche Warme (bergehen, gemaR der
Gleichung

W
Q:— (ff’ ' (57)
woraus nach (56) und (56 a) folgt
(@, — %) d

2 = K o (91— ) (57a)

oder
¢

{p,— ps) — konst e BE , (57 b)

Aus dem Vergleich dieser Formel mit (46 b) ergibt sich
KR=1=_ .
-

Der Zusammenhang zwischen Q und W; fir den algemeinen Fall
einer beliebigen Anzahl Elektroden, die sich durch irgendein schlecht
leitendes Medium entladen, muR3 offenbar durch dieselbe Gleichung (57)
ausgedriickt werden.

3. Nahere Betrachtung der elektrostatischen Energie und
der Induktions- bzw. der Kapazitatskoeffizienten.

Aus der Gleichung (57) in Verknipfung mit (558 und
],=-—f§f ergibt sich die Formel:

AW, = Fpqde, (58)

Es ist aber leicht zu sehen, daR diese Formel nicht nur fir

den obigen EntladungsVorgang, sondern fir beliebige quasistatische

Prozesse gliltig ist. Dies folgt direkt aus der Definition des Potentials @

in Verknlpfung mit dem Umstand, dal bei solchen Prozessen das

Potential jedes Leiters (Elektrode) in allen Punkten des letzteren
stets denselben Wert behdlt.

Frenkd, Elektrodynamik |1 . 27
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Der Vergleich von (58) mit der Formel
1
Wy=" 2 Pata (58a)

zeigt'), daB W; eine homogene quadratische Funktion der La-
dungen ist, und daR folglich die Potentiale mit den letzteren
durch homogene lineare Beziehungen verknipft sein missen — wie
wir es von Anfang an angenommen haben.

Die soeben angefiihrte energetische Ableitung dieses Resultats
erlaubt es aber, die erwéhnten Beziehungen in einer wichtigen Hinsicht
zu prézisieren. — Man hat ndmlich nach (58), wenn man die Energie W;
als Funktion der Ladungen behandelt:

oW,
Pa= ( a'e';'),,’
und folglich dos  dpp
083 = itey '
d. h. nach (45)
Fag = qpx -

Die elektrostatischen Induktionskoeffizienten sind also symmetrisch be-
zuglich der beiden Indizes [ebenso wie die elektromagnetischen L,gvQl.
§3]. Dieselbe Symmetrieeigenschaft miissen offenbar auch die K apazitéts-
koeffizienten pz und die Koeffizienten Rz, s,z besitzen. Was die
ersteren anbetrifft, so kann man dies unmittelbar beweisen, und zwar
in derselben Weise wie fur die Koeffizienten gz

Wir schreiben ndmlich die Gleichung (58) folgendermaf3en um:

dWI=d(2‘P¢ gu)_):‘u‘i';’a)
woraus folgt geméR (58 a)

AW, = Segdpy, (58b)
d.h. aw,
b= ("aq';: )w
und dea_ deg
dor dgg dpa’
° ibau?:pﬁu-

Mittels der Koeffizienten gys oder p,s ergeben sich die folgenden
Ausdriicke fir die Energie W; als Funktion der Ladungen allein, oder

der Potentiale allein:
1
We= o 3 D) qustucs,

Wf'n ;'Zz‘ﬁnﬂq%?’ﬂ'

%) Mit Riicksicht auf den bekannten Eulerschen Satz iiber homogene Funk-
tionen.

(58¢c)
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Die einzelnen Glieder gq4 €5 eR bzw. pap ¢ g Stellen denjenigen Anteil
dieser Energie, welcher von der Wechselwirkung der entsprechenden
Elektrodenpaare herriihrt. Es kénnte schon daraus geschlossen werden,
dal g5 und pg symmetrische Gréfen sind.

Wir mdchten noch den Umstand betonen, daf diese Gréfien nur von
der Gestalt und Lage der Elektroden und selbstverstandlich von der
Beschaffenheit des dielektrischen Mediums abhéngen, nicht aber von den
Verhaltnissen. ex: g oder gq: . Wéren z. B. dieKoeffizienten g4 homo-
gene Funktionen ,,nullten Grades" von ey, €;..., S0 wiirde man nach (58c)

dw,= 3 () Jagca) deat 3 57 3 eutadgen

:.‘:_f q‘udga. 2 -—-‘2‘ "ﬂd‘{m‘l
haben, was bei dgzg = 0 mit (58) unvertréglich ist.

Die angefiihrten Resultate konnte man freilich aufstellen, ohne den
Energiebegriff einzufiihren. Die Konstanz der Koeffizienten q (im obigen
Sinne) 18Rt sich z. B. leicht ableiten aus der Addivitdt von verschiedenen
Losungen dessdlben elektrostatischen Problems, die verschiedenen
Werten der Potentiale ¢, oder der Ladungen e, entsprechen. Sind nédm-
lich ¢ = ¢ und ¢ = ¢@" die Potentiale, welche sich bei den Grenz-
bedingungen @, — @, (oder e, — &3} bzw. ¢, = gz {&, = ¢} ergeben,
so stellt ihre Summe ¢"+ @ das Potential desjenigen Feldes dar,
welches man bei den Grenzbedingungen ¢, — ¢5 + @a (oder e, = €5+ €5)
bekommen wiirde. Wir stellen uns nun vor, ‘daR zunachst nur die erste
Elektrode eine Ladung e; erhalt, wahrend die anderen ungeladen bleiben.
Sie mUssen aber dabei gewisse, dieser Ladung proportionale Potentiale

=q,,%, ®,—4a,° --* bekommen. Dann superponieren wir
uber dieses Feld daslenlge Feld, welches einer Ladung e, der zweiten Elek-
trode bei Neutralitat aller anderen entspricht usw. Wirerhalten auf diese
Weise fir die Potentiale (p, Summen von der Gestalt gayry+ gugey+ -+,
wobei die Unabhéngigkeit der Koeffizienten gy;, ¢as,... vOn den
Verhdltnissen e;: &: ... ganz einleuchtend wird. In &hnlicher Weise
|ai3t sich auch ihre Symmetrie beweisen.

Aus der Tatsache, da die Energie W; eine wesentlich positive GréRe
darstellen muRR, unabhéngig von den Vorzeichen der Ladungen ey, e... &,
(oder der Potentiale), kann man sofort eine Reihe von Ungleichungen fiir die
Induktionskoeffizienteng,s und die Kapazitatskoeffizienten gy aufstellen.

Erstens miissen die Koeffizienten ggq Pqa €0eNs0 wie die verschie-
denen Determinanten von der Gestdlt:

E qﬂl¢| * QIHH e ‘Icn X Pﬂ!ﬂl 4 pav E Pﬂ] X
; qﬂlﬂl 2 qﬂsﬂa e %. L bZW. p«;:m 'ag pﬂf . pﬂs X (59)
Cammy: Tamor ... Tawow Pamarr Pomzz .-. Prmam

27
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{m < n} positiv sein, wie dies aus der allgemeinen Theorie der quadra-
tischen Formen bekannt ist.

Wegen der speziellen Bedingungen des betrachteten Problems, die
mit der Gleichung Fig == @ verknipft sind, kann man aber eine Reihe
anderer die Werte der Koeffizienten gz und ps;s enger beschrénkender
Ungleichungen aufstellen. Die obige Gleichung zeigt namlich, daf3 das
Potential ¢ auferhalb der Elektroden keine Maxima oder Minima be-
sitzen kann. Denn in einem solchen Punkt sollte man neben der Gleichung
F ¢ = 0 noch die Ungleichungen

g Py
it o

L
P00 oder 98>0, G50, TE>o0,
d.h. P!e<0 o0 ¥ip>>0 haben. Die groRten und Kkleinsten
Werte des Potentials <p miissen folglich .auf den Elektroden erreicht
werden. Dabei ist noch der Umstand zu beruicksichtigen, da3 im Un-
endlichen 99 =0 ist.

Wir stellen uns nun vor, da e = 1, wéhrend ¢y =+-+ =¢, =0
ist. Dann muB offenbar der maximale (positive) Wert des Potentials
der ersten Elektrode zugehoren, wéhrend die anderen Elektroden
positive aber kleinere Potentiale haben. Dies gibt die Ungleichungen

fea— g > 0, gup>0. (e« + ﬂ) (59a)

Wir nehmen jetzt an, dal} das Potential der ersten Elektrode = 1
und der anderen ==0 ist. Dann sind ihre Ladungen gleich e;=pi,
eg=mPgs, ... €n=Pq1. Nun mul offenbar e, positiv und die anderen
»induzierten" Ladungen negativ sein, wobei ihre Summe nach dem
absoluten Betrag nicht grofer as e; sein kann. Dies folgt aus dem
Umstand, daRR die elektrischen Kraftlinien im betrachteten Falle auf
der ersten Elektrode beginnen und teilweise auf den anderen enden,
teilweise ins Unendliche laufen. Wir haben aso

P¢§<01 P¢1+pag+'“+?an>0° (¢+ﬁ} (59b)
Ahnliche Resultate gelten fiir die galvanischen Widerstands- bzw.
Leitfahigkeitskoeffizienten R und sp  Wegen der formalen Aqui-

valenz des elektrostatischen und des galvanischen Problems brauchen
wir auf diese Frage nicht néher einzugehen.

<0, <0,

4. Die elektrostatischen Kréafte.

Sind die Koeffizienten g,z oder Py as Funktionen der Koordinaten
X1, X. .., welche die relative Lage der Leiter bestimmen, bekannt,
so ist es leicht, die auf den letzteren im Sinne dieser Koordinaten
wirkenden mechanischen Krafte F™, Fi™ ... mittels der Energie-
ausdriicke (58 c) zu berechnen. Wenn die Ladungen der Leiter fest-
gehalten sind, so hat man einfach

F:'“ =—(8‘§%).= _-;_ZZ ag:f"’a ‘3. (60)
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Dieser Alisdruck fir die mechanische Kraft bleibt offenbar auch in
demjenigen Fall giiltig, wenn nicht die Ladungen, sondern die Potentiale
der Leiter festgehalten werden. Dabei ist das betrachtete System nicht
isoliert, sondern mit &auRBeren Stromquellen verbunden. Die durch
dx dargestellte Verschiebung der Leiter ist im allgemeinen mit einem
gewissen Zu- oder AbfluR der Elektrizitat von diesen Quellen ver-
knupft, wobei durch die &uReren elektromotorischen Krafte eine gewisse
Arbeit F dx geleistet wird. Wir missen folglich in diesem Fall statt
(60) die Beziehung

o mr == (==} I Z e )
haben.

Nun giIt identisch in den Variablen ¢,, gs, #;:

1
2 ‘_.«E Guptatp+ 9 22?«.3@«?’3‘-‘_}_:‘::?)3 .

Betrachtet man aso diee Variablen als unabhéngig voneinander, so
ergibt sich durch Differentiation nach x;

1 i 1:’}4;,3 1 T \Ydpap
2'21-?: o, "“"ﬂ“'sz—f or, Pa¥a=0

(o) ()= (60b)

d.h.

Daraus folgt nach (60 a)

o W ]
Fite ot () — i = —2Fp.

Die Arbeit der elektromotorischen Kréafte bei festgehaltenen Poten-
tialen ist folglich doppelt so groR als die mechanische Arbeit und hat
das entgegengesetzte Vorzeichen. Die mechanische Kraft [aBt sich
nach (60) und (60 b) auch in der Gestalt

F""*Hdw') + 22 1 e vy

darstellen, die besonders bequem ist, wenn die Potentiale gegeben
sind. — Es ist nicht schwierig, auch den allgemeinen Fall zu behandeln,
wenn bei enigen Leitern die Ladungen, bei den anderen die Potentiale
als gegebene festgehaltene GroRen anzusehen sind.

Die mechanischen Kréfte, welche auf die einzelnen Leiter seitens der
anderen ausgelibt werden, konnen fiir jede gegebene L age ohne Kenntnis
der Koeffizienten q und p bestimmt werden, sofern das elektrische
Feld an ihrer Oberflache (E) oder — was auf dassdbe herauskommt —
die Verteilung der Ladung (n) bekannt ist. Zu diesem Zweck kdnnen
wir den im IL Kapitel gegebenen allgemeinen Ausdruck fir den den
freien Elektronen zugehdrigen Spannungstensor 3, benutzen. Da die
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elektrischen Kraftlinien senkrecht zur Oberfldche gerichtet sind,
bekommen wir eine nach der &uReren Normale gerichtete Zugkraft,
deren Betrag pro Flécheneinheit mit der Volumdichte der Energie W;
d. h. mit

eEt

E;r = bn (61)
Ubereinstimmt. Die vollstandige auf einen beliebigen Leiter wirkende
Kraft ist folglich gleich

K=y 98" cE2dS. (61a)

Die Krafte, mit welchen die verschiedenen Elemente seiner eigenen
Oberflachenladung aufeinander wirken, missen sich selbstversténdlich
bei der Integration gegenseitig aufheben.

Der Ausdruck (61a) laRt sich ganz elementar ableiten, wenn man
die Gleichgewichtsbedingung der auf die Leiteroberflache verteilten
Ladung etwas nadher betrachtet. Denken wir uns namlich die in der
unmittelbaren Né&he eines Fléchenelementes s wirkende elektrische
Feldstarke in zwei Bestandteile zerlegt — denjenigen &*, welcher von
der auf diesem Flachenelement befindlichen Ladung ns herriihrt und
einen zweiten &', welcher durch die Gesamtheit aller anderen La-
dungen bedingt wird. In solchen Absténden, die sehr klein gegen die
Linearabmessungen von s sind, kann man s as unendlich ausgedehnt be-
handeln und &’ gleich - u - 2w setzen. Da innerhalb des Leiters die
resultierende Feldstarke gleich Null ist, und da ferner bei dem Ubergang
von innen nach auRen & keine merkliche Anderung erfahrt, so muR
diese ,auRere” Feldstarke auf der &uReren Seite von s gleich einer
Halfte der resultierenden Feldstérke E sein. Wir bekommen also®)

E'=E'=) E=2ny. (61b)

Es muBin dieser Formel n die totale von den freien und von den gebun-
denen Elektronen des umgebenden Dielektrikums herrithrende Flachen-
dichte der elektrischen Ladung bedeuten. Mit Ricksicht auf die Be-
ziehung
y= ':! (61C)

erhalten wir also die ibliche Formel

eE=4nn,.
Die auf den Leiter allein (nicht aber auf das Dielektrikum) pro Fl&chen-
einheit wirkende Kraft ist folglich gleich

" . L eE e ET
Elom=n g By =" g

Y vgl. Kap.11. 82, Formel (13a).
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in Ubereinstimmung mit (61). Die entsprechende totale, d. h. auf den
Leiter und das Dielektrikum ausgelibte Flachenkraft ist emal kleiner,

Kt
also gleich Br wie in dem Fall des leeren Raumes.

Die auf ein Dielektrikum allein pro Volumeinheit wirkende Kraft
ist bekanntlich gleich

- |
@ne="7lErne=""veE,
d. h. nach (61)
1~
(l_ e')VE' '
wo £, die den gebundenen Elektronen zugehérige Energiedichte
bedeutet (von der Lorentzschen Korrektion sehen wir ab). Die voll-

standige Kraft §,, die auf einen dielektrischen Kérper a von endlicher
GroRe wirkt, drickt sch nach den Formeln (23 b, c) und (24b),

Kap. | |, durch die Summe des Integrals f(‘B Py&dV, and des

Flachenintegrals » #P, AEdS, ' (AE =G - §%; & bedeutet

das umgebende Medium, z. B. den leeren Raum). Man hat folglich
mit Ricksicht darauf, da %8 nicht nur im Inneren, sondern auch
auf der Oberfliche gleich #,&, ist (%= fg--‘-):

= SB[n Ees 4 B3 (@ —69)dS, . (62
Da die tangentiele Komponente von & auf der Grenzflache stetig

bleibt, reduziert sch dieDifferenz & — E® auf die Differenz der Normal -
komponenten # (Et -~ E2). Nun haben wir wegen g, E} = ¢, E3:

By By = E3 (% —1)
ey

und folglich
ﬁ:“‘fs‘;' 4)niE~*+E;={:‘ —I)dS
oder schliefilich

Fe="0 1 (ﬁ 3'Er=+{: El|uds,. (62a)

In einem homogenen isotropen Dielektrikum muf3 divE und folglich
div$ verschwinden. Es gibt also in diesem Fall tatséchlich keine
»eigentliche"” Volumkraft (—div - &), so da man nach (24c), Kap.I I ,
die betrachtete Kraft auch in der Gestalt

§=t L OE @+ 6 as, (62b)
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darstellen kann. Fir das resultierende Drehmoment erhalt man dem-
entsprechend

”qsg-'-(ﬁE:rx (G @) dS,.
Die ,inneren" Kréfte, d.h. die Wechselwirkungskréfte zwischen

den verschiedenen Teilen desselben Korpers geben keinen Beitrag zur
resultierenden Kraft §§. Man kann deshalb die mittlere (oder effektive)

Feldstérke —;—(G"+@} durch die &uRere oder ,priméare", d.h. von

den anderen Koérpern herrihernde Feldstarke &9 ersetzen. Dadie letztere
auf der Oberflache des Korpers stetig bleibt, so ist es ebenfalls moglich,
% as Resultierende der Volumkréfte {RF}E® darzustellen. Es wird
also

:g=f=;ﬂlf(w)@°w,=f;;‘SBE:WS,. (620)

§ 7. Grundprobleme und allgemeine Methoden der Elektro-,
Galvano- und Magnetogtatik.

Die Bestimmung der resultierenden Feldstérke unter Bertck-
sichtigung der Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Leitern
und Isolatoren (sofern die letzteren kein unbegrenztes homogenes
Medium bilden) bietet im algemeinen eine sehr schwierige Aufgabe.
Man kann ihre Lésung durch sukzessive Approximationen ermitteln,
indem man zunadchst die obige Wechselwirkung aufler acht 18Rt; aus
der entsprechenden ,ungestérten" Ladungsverteilung auf den einzelnen
Leitern {#2) das Feld in ,nullter Ndherung" bestimmt {§%; dann dieses
Feld als &uReres (priméres) behandelt und die dadurch bedingte Anderung
der Ladungsverteilung auf den Leitern und die Polarisation der Dielek-
trika bestimmt; aus der verbesserten Ladungsverteilung und Polari-
sation das Feld in erster Naherung berechnet usw.

Mittels dieses ApproximationsVerfahrens wird das allgemeine elektro-
statische Problem auf die folgenden zwei Grundprobleme reduziert:

1. Die Bestimmung der Ladungsverteilung auf einem Leiter, der
sich allein im leeren Raum (oder in einem homogenen Dielektrikum)
befindet.

2. Die Bestimmung der Ladungsverteilung—oder der Polarisation—,
die auf einem Leiter oder in einem Isolator von endlicher Grof3e durch ein
gegebenes priméres Feld erzeugt (,induziert") wird. Der Fall des
Leiters |&Rt sich dabei als Grenzfall des Isolators fir ¢ = oo behandeln.
Dieser zweiten elektrostatischen Aufgabe entspricht neben der galva-
nischen noch ein drittes formal identisches magnetisches Problem der
Bestimmung der ,induzierten" Magnetisierung. Ein gewisser Unter-
schied zwischen diesen drei Problemen besteht nur insofern, als die zugeho-
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rigen Parameter e, p, o verschiedene Grenzwerte annehmen konnen;
man hat namlich ez 1, 4> @, o == 03},

Die soeben formulierten zwei elektrostatischen Grundprobleme
entsprechen offenbar den oben betrachteten Problemen der freien und
der erzwungenen elektrischen Schwingungen, und kénnen als Spezial-
oder genauer Grenzlle jener Schwingungsprobleme fir verschwindende
Frequenz aufgefaldt werden. Das allgemeine elektrostatische Problem ent-
spricht dem Problem der Eigenschwingungen eines Systems gekoppelter
Leiter (und Isolatoren); das oben geschilderte Approximationsverfahren
zu seiner Losung kann offenbar nur in dem Fall schwacher Koppelung
mit Erfolg angewandt werden. Song ist die Gesamtheit der Leiter
und der Dielektrika als ein Ganzes zu behandeln.

1. Leitende Korper von beliebiger Gestalt
(raumliche Probleme).

Allgemeine Methoden zur Lésung diessr Aufgabe oder der beiden
Grundaufgaben, auf welche se gewohnlich reduziert werden kann, gibt
es nicht. In dem Falle enes isolierten Leiters kommt man gewohnlich
am einfachsten zum Ziele (Bestimmung der freien oder der induzierten
Ladungsverteilung) durch Einfuhrung gpeziedller der Gestalt dieses
Korpers angepalRten Koordinaten {, . &} derart, daB die L eiter ober-
flache mit einer der , Koordinatenflachen", z. B. §{#, ¥, #) = £,;= konst
zusammenfallt. Wenn es gelingt, diese Koordinaten so zu waéhlen,
daR die ganze Flachenschar & =konst mit Aquipotentialflachen
(die der freilen Ladungsverteilung entsprechen) zusammenfallen,
s0 ist die Aufgabe praktisch gelGst: es bleibt dann nur den Ausdruck
von @ als Funktion von & zu finden. Es sei bemerkt, da3 solche
Funktionen g {f, %, &), der Variablen &, %, {, die der Laplaceschen
Gleichung geniigen, in bezug auf diese Variablen harmonisch heif3en.
Mittels diesr Funktionen kann man auch die durch en beiebiges
primdres Feld induzierte Ladungsverteilung und das entsprechende
sekundére Feld ohne besondere Schwierigkeit bestimmen.

Diese Methode der , krimmungslinigen Koordinaten" werden wir
spater betrachten, da se nicht nur auf statische, sondern ebensogut auf
Schwingungsprobleme anwendbar ist. Statt der harmonischen Funk-
tionen treten im letzteren Fall allgemeinere Funktionen auf, die der
Gleichung P*y - k29 =0 genligen. Die Hauptschwierigkeit besteht
aber in den beiden Féallen in der Auffindung des angepaldten Koor-
dinatensystems.

') Es sdi daran erinnert, daf die durch diese Koeffizienten verkniipften und
einander entsprechenden GroéfR3en sind: die elektrische Feldstarke (E) bzw. die
magnetische Erregung (B) enerseits, und die elektrische Erregung (D), Strom-
dichte (/) und magnetische Feldstarke (H) andererseits [ = ¢E, § = o, H = pB],
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Wenn man von vornherein keine bestimmte Voraussetzung Uber die
Gestalt der Leiter macht, kann man eine Reihe von elektrostatischen
Problemen in der folgenden Weise l6sen. Man wahlt irgendwelche
bekannte Funktion @), die in bestimmten endlichen oder unendlichen
Raumgebieten stetigund ,,harmonisch" ist, d. h. der Gleichung F3gp =0

(g

gentigt (z B (p-Z’R , oder ?’"2,2"”« {n,n,ﬂa) xarpors Iusw)
Diese Funktion betrachtet man as das Potentlal eines Leiters oder Sy-
stems von Leitern, deren Oberflachen mit einigen der Flachen ¢ = konst
zusammenfallen. — Wir denken uns z. B., dal3 die Fla&chen ¢ = konst
geschlossen sind und ineinander liegen (sie kénnen sich nicht schneiden,
denn ¢ muf} eine eindeutige Funktion der Koordinaten X, y, z sein).
Fihrt man statt der ,, geometrischen" Flache ¢ — ¢, eine physikalische
leitende Flache §,, ein, die mit der Ladung

1
’;‘z_""lnpn(p

(pro Fléacheneinheit) belegt ist, so muf} diese Ladung auf und auler-
halb der betrachteten Fl&che genau dasienige Feld erzeugen, welches
dort tatsachlich herrscht, wahrend innerhalb 5, das Potential den
konstanten Wert ¢, behalten wird. Dieses Resultat ist eine direkte
Folge des im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Eindeutigkeits-
satzes, gemal welchem die Werte der harmonischen Funktion ¢ aufler-
halb S, durch ihren Randwert eindeutig bestimmt sind (bei der Voraus-
setzung, da @ und P ¢ stetig bleiben). Es sei daran erinnert, daf die
sich innerhalb irgend einer Flache 5 befindlichen Ladungen hinsicht-
lich des auRRerhalb der letzteren erzeugten Feldesimmer einer bestimmten
Flachenladung auf 5 &quivalent sind (vgl. Bd. I, S. 108 ff.). Um eine
fur leitende Korper charakteristische Ladungsverteilung zu erhalten,
miissen wir uns auf Aquipotentialflachen beschranken. — Es sei ferner
bemerkt, dal3 die mit den verschiedenen Flachen der Schar ¢ — konst
zusammenfallenden leitenden Flachen bei derselben Gesamtladung
aulBerhalb der grolten von ihnen dasselbe Feld erzeugen, d. h. hin-
sichtlich dieses auReren Feldes einander aquivalent sind. Als Beispiel

sel der einfachste Fall ¢p=-j;- erwshnt: die Flachen S, sind hier

konzentrische Kugeln.

Denkt man sich zwei verschiedene Flachen ¢= konst ,,materiali-
siert”, so erhdlt man einen geschlossenen , Kondensator"; zwischen
seinen ,Belegungen” (die entgegengesetzt gleiche Ladungen tragen)
herrscht des gegebene Feld ¢, wahrend auferhalb der letzteren, d. h.
innerhalb der inneren und aufRerhalb der auf¥eren, das Potential die ent-
sprechenden konstanten Grenzwerte ¢ _bzw. ¢, annimmt.
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Wenn die Flachen ¢ = konst teilweise geschlossen, teilweise un-
endlich sind, kann man durch ,,Materialisierung" einer der geschlos-
senen Flachen (Abb. 43) die Losung der allgemeineren Aufgabe erhalten
— namlich der Superposition einer auf dieser Flache S eventuell vor-
handenen freien Ladung und der durch ein gegebenes priméres Feld
induzierten Ladung. Es stellt @ in diesem

Fall das Potential des resultierenden Feldes

dar. Um das letztere in das ,,primare"

¢'® und das sekunddre @' zu zerlegen,

missen wir zunachst ¢’ nach der Formel m
¢ =SB 7ds

berechnen, mit dem oben bestimmten Wert
flr n, wobei sich das primére Feld durch
einfache Subtraktion ergibt (¢° = ¢ — ¢},
Wenn die Totalladung ¢ = §xdS von Null verschieden ist, muR man
@' strenggenommen nicht als sekundéres (d.h. durch ¢°bedingtes) Feld be-
trachten, sondern als Summe des letzteren und des Eigenfeldes, welches
der Gleichgewichtsverteilung der Ladung e auf der Oberflache S ent-
spricht und von der Anwesenheit irgendwelcher priméren Felder un-
abhéngig ist.

AlsBeispiel dieser komplizierteren Sachlage magdasdurch die Funktion

a1
7=—E%} :f“P)AR :'4 (R‘—"M}x (63)

bestimmte Feld erwdhnt werden. Se |&Rt sich offenbar auffassen als
die Superposition eines homogenen Feldes E° in der Richtung der
X-Achse, des Feldes einer Punktladung e und eines damit zusammen-
fallenden Dipols mit dem Moment p (ebenfals in der X-Richtung).
Die vorhergehende Formel zeigt dal? bei

Abb. 43,

o
R g0 EE G (63a)
q:— == konst wird. Eine der Flachen ¢ = konst stellt folglich eine

Kugel mit dem Radius @ dar. Durch ,,Materialisierung" dieser Flache
erhalten wir die Losung der Aufgabe nach der Ladungsverteilung auf
einem kugelformigen Leiter, der sich in einem homogenen ,aul3eren”
oder genauer primdren Feld E° befindet. Die resultierende Ladungs-
dichte a3t sich in diesem Fall nach der Formel

o V{2
bestimmen. Mit Ricksicht auf die Beziehung £=E“ erhalten wir

e Ipr _ e
dmat " dnat 4aa?

b2 csO= + hes®,  (63D)

= LEL
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wo S die Oberflache der Kugel, V ihr Volumen und ® den Winkel
zwischen dem Radiusvektor zum betrachteten Punkt und der

X-Achse bedeutet- Das Verhéltnisj:- ist die Dichte der freien Ladung;

das Verhaltnis% entspricht der Polarisation (elektrisches Moment pro

Volumeinheit) und sein Produkt mit cos O ist die induzierte Ladungs-
dichte. Das dadurch erzeugte Feld innerhalb der Kugel mu3 dem
priméren Feld entgegengesetzt gleich sein; wir bekommen auf diese
Weise das uns schon bekannte Resultat
. 4x
¢ =_:: =" 3 f
(R <& vgl. Kap. Il, 82).

In dem angefihrten Beispiel kénnte man selbstverstandlich statt
der Kugel R — a irgendwelche andere geschlossene Flache ¢ = konst.
materialisieren und eine Reihe neuer elektrostatischer Probleme [6sen. —
Der Mangel der beschriebenen Losungsmethode liegt in dem Umstand,
da3 sie uns im allgemeinen eine Fille von Loésungen liefert, die wir
gar nicht brauchen und nur zuféllig die gesuchte Losung fir einen Leiter
von gegebener Gestalt liefern kann.

2. Zylindrische Leiter (ebene Probleme).

Die Aufsuchung der zu materialisierenden Potentialflachen wird
auBBerordentlich erleichtert in dem Falle eines zjlindrischen Leiters
(mit beliebigem Querschnitt) oder einer Anzahl solcher Leiter mit
parallelen Erzeugenden (z. B. eine Anzahl parallelen Drahten), falls
man ihre Lange as unendlich gro behandeln kann. In diesem Fall
reduziert sich das Potential ¢ aufeine Funktion von zwei Koordinaten
x, y, so da3 die dritte (in der Langsrichtung gerechnete) aufler acht
gelassen werden kann.  Wir bekommen dabei ein zweidimensionales
oder ebenes Problem: eine harmonische Funktion o(x, y) zu finden,
die auf bestimmte Randkurven s, s,. .. konstante Werte ¢, @,. ..
annimmt.

Wie schon im Kap. V, §4 bei der Betrachtung der Drahtwellen
gezeigt worden ist, kann man diese Funktion als den reellen Teil einer
Funktion f {{) der komplexen Variable £ = x 4 £y definieren, wobei
die elektrische Feldstarke sich aus diesem komplexen Potential nach

der Formel

. df
Bt -5
ergibt (E = E,+ #E,). Der imagindre Anteil von /, der im Falle von
Draht wellen das skalare magnetische Potential bedeutet, wird fir die
statischen Probleme belanglos.
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Jede analytische Funktion f({} liefert mittels der ,Materialisie-
rungsmethode" eine Fille von mehr oder minder interessanten Resul-
taten, die bei ihrer systematischen Untersuchung sehr nitzlich fir die
Ldsung bestimmter ebener Aufgaben sein kdnnen. Die Lésung solcher Auf-
gaben |4t sich aber in jedem gegebenen Spezialfall durch diese Methode
nicht ermitteln. Hier ist die oben skizzierte Methode der krimmungs-
linigen Koordinaten anzuwenden, mit derjenigen sehr wesentlichen
Vereinfachung, dal mit dem Auffinden der passenden Koordinaten
die Aufgabe ohne irgendwelche Integrationen gelost wird. Dazu ist
es nur notwendig, die neuen Koordinaten in der Form

Etin={(x+iy)

zu suchen. Sie missen dann harmonische Funktionen von x und y
darstellen, und falls es gelingt, sie in der Weise zu bestimmen, daf die
Randlinie des gegebenen Leiters (oder eher seines Querschnittes) einem
konstanten Wert der neuen Koordinateg entspricht, so stellt die letztere
multipliziert mit einem konstanten Proportionalitétsfaktor das gesuchte
Potential ¢ dar.

Die angefiihrten Betrachtungen lassen sich ohne irgendwelche
Anderung auf galvanische Probleme (ibertragen, bei welchen es sich
um die Stromverteilung in einem homogenen Korper handelt. Wir
missen nur auf den Umstand hinweisen, da3 den ebenen elektro-
statischen Problemen zwei mathematisch-identische, physikalisch aber
etwas verschiedene galvanische Probleme entsprechen.

Dies sind erstens das Problem der Stromverteilung in einem homo-
genen schlecht leitenden ,,Elektrolyt" mit zylindrischen, praktisch
unendlich langen Elektroden, und zweitens das Problem der Stromvertei-
lung in praktisch unendlich diinnen ebenen Metallplatten. Im letzteren
Falle wird der Strom aus der dritten (fehlenden) Dimension durch be-
stimmte Stellen der Oberflache der betreffenden Platte zu- oder ab-
gefiihrt — und es sind gerade diese Stellen, welche die Rolle der Elek-
troden spielen. In der unmittelbaren Né&he solcher , Flachenelektro-
den" ist die Stromverteilung ziemlich kompliziert und jedenfalls nicht
eben; aber je dinner die Platte ist, desto kleiner weichen sich die Strom-
linien an jeder Elektrode von einer zur Randlinie des letzteren senk-
rechten Richtung (was einer Konstanz des Potentials langs dieser Linie
entspricht).

Die Theorie der induzierten Stréme in ebenen Metallplatten haben
wir schon im §4 skizziert. Die galvanischen Strome dieser Art miissen
aulerhalb der Elektroden derselben Gleichung wie die induzierten ge-
niigen, d.h. der Gleichung

8ty
ox
woraus sich, wegen J,=wad8E, und J, = odE, ene dhnliche Gleichung

87, _
+*5;f--—0,
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fir die elektrische Feldstarke ergibt und schliefflich infolge der Be-

ziehung & = —¥ @ (welche die frihere Beziehung & = — i %’} ersetzt)
die Gleichung

Jdig  dtp 0

WrE T gys T

fir das elektrostatische Potential.

Wir bekommen aso in diesem Fall dieselben Verhéltnisse wie bei
den galvanischen Problemen mit unendlich langen zylindrischen Elek-
troden im unbegrenzten Elektrolyt, und koénnen deshalb auf ihre
Diskussion nicht naher eingehen.

Es scheint nicht Uberfliissig, zu erwéhnen, dal? jedem gewohnlichen
ebenen galvanischen Problem ein zweites Problem zugeordnet werden
kann, bei welchem die elektrischen Stréme langs den zylindrischen Elek-
troden flieBen, wéhrend im umgebenden Medium keine Strémung
stattfindet. Der imaginére Teil des komplexen Potentials f = ¢ + £y
|&3t sich dabei ebenso wie in der Theorie der Drahtwellen als das skalare
magnetische Potential verwerten.

Es sei bemerkt, dal} bei den ebenen Problemen die Rolle des ge-
wohnlichen Coulombschen Potentials einer ruhenden Punktladung

p= ; (R = réumlicher Abstand) das schon manchma benutzte
logarithmische Potential

g=2elg ) [r=ebener Abstand) (64)

spielt. Dieses Potential (welches den reellen Teil von f=2elg% dar-

stellt) rihrt von einer unendlich langen geradlinigen Elektrode her,
die mit der Ladung e pro Langeneinheit belegt ist, oder — im Falle
von galvanischen Strémen in ebenen Platten — von einer praktisch
punktférmigen Flachenelektrode. Im letzteren Fall hat aber die GroRe e
mit der wirklichen Ladung der Elektrode nichts zu tun und ist mit
dem dadurch zugefuhrten (oder abgefiihrten) Strom J durch die Be-
ziehung

e= 7 (64a)

verknupft.

Das Potential einer beliebigen Anzahl von Linienelektroden oder
punktférmigen Flachenelektroden &3t sich folglich durch eine Summe
von Ausdriicken (64) oder durch das entsprechende Integral darstellen.
Man hat z. B. im Falle von zwei entgegengesetzt gleichen Ladungen
e =—eunde =+ €

g=2elg *. (64b)
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Wenn die algebraische Summe der Ladungen, aus welchen das
betrachtete System besteht, verschwindet, kann man ¢ immer in
die Gestalt (64b) bringen, bei welcher unter dem Logarithmuszeichen
eine dimensionslose Zahl erscheint; sonst bleibt das Potential nur bis
aufeine willkirliche, von der Wahl der Ladungseinheit abhangige Kon-
stante bestimmt. Diese Konstante ist fir die Bestimmung des el ektri-
schen Feldes belanglos, nicht aber flr die Energie, welche einen be-
stimmten Wert nur fur neutrale Systeme erhélt.

Dieim V. Kapitel des |. Bandes entwickelte Potentialtheorie und

die sich daran anschlieRende Theorie der Multipole kénnte bei Er-
setzen von -:E-durch 21g : fast unverandert auf ebene elektrostatische
und galvanische Probleme Uibertragen werden. Diesist aber kaum nétig,
denn die Theorie der analytischen Funktionen stellt ein viel bequemeres
und méchtigeres Werkzeug zur Lésung solcher Probleme dar, as jene
sich eigentlich nur auf kreisférmige Randkurven beziehende Potential -

theorie.

3. Dielektrische und magnetisierbare Kdérper im gegebenen
primaren Feld.

In den vorhergehenden Ausfiihrungen handelte es sich um Leiter
(Elektroden), die sich im leeren Raum oder in einem homogenen Dielek-
trikum (Elektrolyt oder Metallplatte) befinden. Bei der Anwesenheit
mehrerer aneinandergrenzenden Dielektrika (bzw. in dem Fall mehrerer
aneinanderliegenden Elektrolyte oder Metallplatten aus verschiedenem
Material), wird das Problem der Bestimmung des resultierenden Feldes
im allgemeinen auflerordentlich kompliziert. Man muf3 némlich in
diesem Fall das Potential <p aus einzelnen Stiicken konstruieren, dieden
einzelnen homogenen Raumgebieten entsprechen, und die ineinander
stetig Ubergehen, wahrend ihre Normalableitungen auf den Trennungs-
flachen (oder Trennungslinien, bei den ebenen Problemen) solcher

Gebiete einen durch die Bedingung 4 (s Z—E) =40 bestimmten Sprung

erleiden. Da ferner das Potential sich langs jeder dieser Trennungs-
flachen in einer von vornherein unbekannten Weise éndern kann, so ist
es nicht méglich, seine Gestalt fur die einzelnen Raumgebiete (unabhangig
voneinander) zu ermitteln. Bei dieser Sachlage scheint die oben er-
wahnte Aproximationsmethode, die auf der Bestimmung der durch
ein gegebenes priméres Feld bedingten Polarisation beruht, den einzigen
allgemeinen Weg zur Losung derartiger Probleme darzubieten.

Der Einfachheit wegen wollen wir uns vorstellen, da der betrachtete
dielektrische Korper sich im leeren Raum befindet. Das Potential ¢,
ebenso wie seine Bestandteile ¢° (Potential des gegebenen priméren
Feldes) und ¢’ (gesuchtes sekundares Feld) missen aullerhalb wie
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innerhalb des Kdrpers der Laflaceschen Gleichung gentigen. Es bleiben
noch zur Bestimmung des sekundéren Feldes die Grenzbedingungen
Ap =0und A{eF ¢} =0,d.h. mit Ricksicht auf 1 g®=0und 4E*=0
Ade' =0, JEE)=—Elde=+4(e—1)EL (65)
und die zusédtzliche sehr wesentliche Bedingung, dal} das sekundére
Feld im Unendlichen verschwindet (oder dal3 das resultierende Feld im
Unendlichen mit dem priméren identisch wird, falls letzteres fir den
ganzen Raum definiert werden kann).
Das Zeichen A in (65) bedeutet die im Sinne der duferen Normalen
genommene Differenz der entsprechenden Grenzwerte

{4 9= Yaus— ¥i) -
Bei ¢ oo reduziert sich die zweite Bedingung (65) auf
(En+ EDinn=10.
Daraus folgt nach der Identitét (53) mit ¢ =¢ und E =~-—F, dal
die elektrische Feldstarke innerhalb des betrachteten Korpers ver-

schwindet. Letzterer verhélt sich also in diesem Fall wie ein Metall-
leiter.

Wir haben oben gezeigt, da das sekundédre Feld einer in einem

homogenen primaren Feld .E®{= E2 befindlichen Metallkugel durch
die Formeln

* Px
Paum = 535+ l (653)
Pine = Ejpe ¥
dargestellt wird mit # = E%q3 und Ej,, = — E®

Durch diese Formeln ist folglich auch die Ldsung des Problems der
Polarisation einer dielektrischen Kugel fir den Grenzfall € — oo ge-
geben. Es ist leicht zu zeigen, dal} sie auch bei endlichen Werten von e
giltig bleibt, wenn man das induzierte Moment p und die innere Feld-
starke E'lhn in einem bestimmten von ¢ abhangigen Verhéltnis ver-
mindert. — Fuhrt man namlich die Ausdriicke (65a) in die Grenzbedin-
gungen (65) ein, so erhadlt man mit Ricksicht auf

dx ¥ P
R= R T OBE,
Ein=—"%
und
Y e Ea——DE.
Diese Grenzbedingungen lassen sich folglich tatsachlich befriedigen mit

e—1

3 3
Emm—"—_‘:s Ee, Elnn=mE°, (65b)
?_?,:_! g Eo p.__s_t_!_Eo
T+ 2 S’ Tdme 427
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Wenn der betrachtete begrenzte dielektrische Koérper (a) sich nicht
im leeren Raum, sondern in einem unbegrenzten homogenen dielek-
trischen Medium mit der Dielektrizittskonstante ¢, befindet, so miissen
wir in (65, a, b)
Ey

8=s'; (65c)
setzen. DieEinfuhrung desMediumsist folglich aquivalent einer Herab-
setzung der Dielektrizitatskonstante des Kérpersin dem Verhaltniss,: 1
Diese , -effektive" oder relative Dielektrizitéatskonstante (von a in bezug
auf b) kann kleiner als 1 ausfallen; in diesem Fall verhélt sch a als ein
diamagnetischer Koérper (mit negativer Suszeptibilitét).

Ersetzt man in den vorhergehenden Formeln  durch® (magnetische
Erregung) und s durch p (»relative’ magnetische Permeabilitat), so
bestimmen se die ,induzierte Magnetiserung*’, d. h. die magnetische
Polarisation enes magnetisierbaren Koérpers in einem gegebenen pri-
maren magnetischen Feld B°, falls das letztere in dem betrachteten
Raumgebiet aus einem eindeutigen skalaren Potential abgeleitet wer-
den kann. Man hat z. B. in dem Fall einer Kugel in einem homogenen
Magnetfeld

3 ]
Higp = #a Binp -'_-;‘_:fg B,

66)
m= T2 ad Be, M-'_{}':jf#}:i Bb, I
o He o T
wou = und B PR

Dieselben Formeln bestimmen die zur elektrischen und magnetischen
Polarisation analoge galvanische Erscheinung — namlich die Anderung
einer gegebenen priméren Stromverteilung in einem homogenen leiten-
den Medium (b), wenn in das letztere ein Leiter a von endlicher GroRe
und mit ener verschiedenen Leitfahigkeit eingebracht wird. Es
bleiben insbesondere die Formeln (65b) vollkommen unveréndert,
falls man darin € durch die relative Leitfahigkeit" von a

LA

== (66 a)
ersetzt. Die GroRen p und P behalten dabel diesslbe Bedeutung wie
in dem entsprechenden elektrostatischen Problem; es soll nur beachtet
werden, daf se nicht von der Verschiebung der gebundenen Ladungen,
sondern durch ene bestimmte Verteilung der freilen Ladungen (Elek-
tronen, lonen) auf der Kugeloberflache abhangen. Die Fléchendichte
diesr Ladungen ist mit der ,effektiven Polarisation" P durch die
bekannte Beziehung

5= P, = Pcos ©
Fienkel»  Elektrodynamik | 1 . 28
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verkniipft. Ausfihrlich geschrieben driickt se sich folglich durch die
Formel

_3 oo
%= im0, 20, Ecos & (66b)

aus.

4. Magnetische Kreise.

In der Theorie der induzierten Magnetisierung ist noch der Fall zu
berlicksichtigen, dal3 die primére magnetische Feldstarke §° (oder die
Erregung 8% in dem betrachteten Raumgebiet sich durch ein eindeu-
tiges skalares Potential nicht darstellen [aRt. Diesen Fall hat man z. B.
vor sich, wenn die magnetischen Kraftlinien geschlossene Kurven sind,
die innerhalb enes ringférmigen Kérpers oder einer Reihe von ver-
schiedenen magnetisierbaren Korpern verlaufen. Ein solches System
wird als , magnetischer Kreis' bezeichnet.

Besonders wichtig in technischer Hinsicht

sind magnetische Kreise, die aus einer Spule

(Stromsolenoid) mit einem geschlossenen  oder

fast geschlossenen (, geschlitzten") Eisenkern

bestehen. Die magnetischen Kraftlinien ver-

laufen in diesem Fall fast vollkommen inner-

halb des Eisenkernes auch dann, wenn die

magnetisierende Spule nur enen Teil des letz-

teren umfaldt (Abb. 44). Dies laBt sich viel-

Abb. 44, leicht am besten ensehen auf Grund der

schon erwahnten , galvanomagnetischen Ana-

logie", die hier besonders deutlich zutage kommt. Ersetzt man namlich

die magnetischen Groflen 9, B, u {H = uB) durch die galvanischen

i. € o (j =0o6), so erhdlt man die folgende Aufgabe. In einem un-

begrenzten homogenen Medium mit der sehr kleinen Leitfahigkeit a— 1

(magnetische Permeabilitdt des leeren Raumes) wird ein priméares

elektrisches FeldiEg?® (primére magnetische Erregung 89 erzeugt, dessen

Linien innerhalb der Spule einen kréaftigen und naherungsweise homo-

genen FluRR bilden, wahrend das duflere Feld sehr schwach ist. In

diesss Feld wird ein ringformiger Metallkern mit sehr hoher Leit-

fahigkeit ¢ &g 1000 (magnetische Permeabilitat des Eisens) eingebracht,

derart, daR der HauptfluR des Feldes durch sein Inneres hindurchgeht.

Die dabei erzeugte eektrische Strémung mufR offenbar hauptsachlich

innerhalb des Metalleiters stattfinden, so dal? nur ein sehr kleiner

Bruchteil der Stromlinien durch sane Oberflache in das umgebende

schlecht leitende Medium eindringen wird. Dies folgt unmittelbar aus

den Grundbedingungen AE, =0, AgE, =0, die den magnetischen
Grenzbedingungen A B, == 0, 4u B, = 0 entsprechen.

Die primére Erregung 8° genigt der Gleichung rot B° = 4=j®,
wo f? die Dichte des primdren Stromes in der magnetiserenden Spule
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bedeutet. Insofern bei der Magnetiserung keine neuen freien Stréme
induziert werden, muf3 die resultierende Erregung dersdben Gleichung
rot® = 4xi® genligen, woraus sich fur die sskundére Erregung die
identische Gleichung rot 8’ = & ergibt. Wir konnen also

B =—7 g (67)

setzen, obwohl 8% in dem betrachteten Fall sich nicht aus einem ska-
laren, sondern aus einem Vektorpotential nach der Formel % = rot %®
berechnen 1al3t. In den einzelnen homogenen Raumgebieten miissen
wir ferner die Gleichungen divIB® = div® =sdivl®®’ =40 haben und
folglich nach (67)

Ptga=0. (67a)

Die Grenzbedingungen fir #8’ nehmen dabei ene mit den elektro-
statischen Bedingungen (65) identische Gestalt

Agh=0, AuB,=(u—1)B. (67b)

Die Bestimmung von 8’ ist folglich in dersdben Weise durchzu-
fuhren, wenn $® = —F o oder §° = rot H? ist.

Wenn die Querdimensionen des Eisenkernes klein im Vergleich zu
seiner Lange sind, kann man ihn als einen linearen Leiter behandeln.
Man kann ferner mit einer fir praktische Zwecke vollkommen ge
niigenden Annéherung die magnetische Permeabilitat des leeren Raumes
aulerhalb der eventuell vorhandenen Schlitzstellen gleich Null setzen
(was einer Vernachlassigung der Leitfahigkeit des obigen schlecht
leitenden Mediums gegeniiber der Leitfahigkeit des Metalleiters ent-
spricht). Die magnetischen H-Linien missen dabei innerhalb diesss
Leiters in longitudinaler Richtung verlaufen, ebenso wie die Strom-
linien im entsprechenden galvanischen Problem. Der Stromstérke
(]=fj,.dS} entspricht in dem magnetischen Problem der durch
einen Querschnitt des Kernes (oder durch einen Schlitz des letzteren)
hindurchgehende magnetische FluRR ¢ =f H,d8 = HS. Diesr FluB
mufR fir alle Querschnitte densdben Wert haben. Wir kénnen dabei in
Analogie zu den Formeln (9 a, b)

V-
¢ = R (68)
setzen, mit
al
R”=§;‘-§ (683)
(magnetischer Widerstand) und
V~=§B,d1 (68 b)

28*
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(magnetomotorische Kraft). Da das Linienintegral von 8’ wegen der
Gleichung (67) identisch verschwindet, so erhalt man fiir die ,, magneto-
motorische Kraft" oder , magnetische Spannung” den Ausdruck

Vo= [ Bldl, (68¢)
welcher auch fiir nicht geschlossene Spulen giiltig bleibt.

Wenn die Lange der Spule (I,) nicht zu klein ist, kann man fir die
innerhalb der letzteren erzeugten Erregung (oder Feldstérke bei Fehlen
des Kernes) die Formel

Bi=dmnin

benutzen, wo i die Starke des priméaren Stromes und n die Anzahl
Windungen pro Léngeneinheit der Spule bedeutet. Dies gibt

Va=4minl,=4xiN (N=gesamte Windungszahl)
In dem enfachsten Fall eines geschlossnen homogenen Kernes
mit konstantem Querschnitt 5 hat man ferner
— 'Jl
R"'_jus
(lk Lénge des Kernes) und folglich
P=4dainusS i'
k

[vgl. (19a) §3]. Wenn der Kern einen Schlitz von der Dicke 8 und
mit der magnetischen Permeabilitat 1 enthalt, wird sein magnetischer
Widerstand schon bei sehr kleinen Werten von & erheblich vergrofert.
Man hat namlich in diesem Fall nach (68a)
Lt1 g
Ro=3 (p + l;) ’

Der entsprechende magnetische FluR &, multipliziert mit der An-
zahl der Windungen N — nl; und dividiert durch die Stromstarke *
gibt bekanntlich den Selbstinduktionskoeffizient L der (priméren)
Spule. Wir haben also

Diese Formel 4Rt sich leicht fur den Fall einesaus mehreren ferro-
magnetischen K oérpern bestehenden und mehrere Schlitze enthaltenden
magnetischen Kreises verallgemeinern.

§ 8« Elementar loshare dektrogatische Aufgaben.

Es gibt eine sehr beschrénkte Anzahl elektrostatischer Aufgaben,
die in geschlossener Form gelést werden kénnen. Wir wollen in diesem
Paragraphen die einfachsten sich hauptséchlich auf kugelférmige und
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elipsoidale K 6r per beziehenden Aufgaben dieser Art betrachten, diesch
nach ganz elementaren, leider aber nur auf solche Aufgaben anwend-
baren Methoden I6sen lassen.

1. Ladungsverteilung auf einem leitenden Ellipsoid.

Die einfachste Aufgabe der Elektrostatik ist freilich die Verteilung
der elektrischen Ladung auf der Oberflache einer leitenden Kugel. Wenn
die letztere vollkommen isoliert ist, verteilt sich ihre Ladung e gleich-
formig mit der Dichte n=4%, (# = Radius der Kugel) und wirkt
nach auflen in dersdben Weise, als ob se im Kugelmittelpunkt

konzentriert ware, wahrend innerhalb der Kugel das eektrische Feld
verschwindet. Die entsprechenden Werte des Potentials sind

(p:‘:;- (Rza) und ¢ = : {R = a). Darausfolgt unter anderem, daR

die Kapazitat einer isolierten Kugel gleich ihrem Radius ist.

Die Tatsache, daR die gleichférmige Ladungsver- &
teilung auf der Kugeloberflache dem Verschwinden des
Feldes innerhalb der Kugel entspricht, 1aRt sch ganz
elementar beweisen. Wir wollen diessn — noch von
Newton herrithrenden — Beweis anfiihren, denn er kann
ohne Schwierigkeit auf Ellipsoide Ubertragen werden. #;

Wir denken uns durch einen beliebigen Punkt P b 4.
innerhalb der Kugel einen Kegel Q1PQ2 mit ener be-
liehigen Achsenrichtung und mit ener sehr kleinen Offnung gezogen
(Abb. 45). Die Strahlen, welche diesen Kegel bilden, schneiden die
Kugeloberflache in Q; und Q, unter demsdben Winkel. Daraus folgt,
dai3 die darauf ausgeschnittenen Flachenelemente S; und S, zueinander
in dem Verhaltnis der Quadrate der entsprechenden Abstande PQ; = Ry
und PQ; = R; stehen miissen. Multipliziert man die beiden Seiten
der Gleichung 3 8§

R Ry
mit der (konstanten) Flachendichte der Ladung n, so erhélt man den
mathematischen Ausdruck der Tatsache, daR die von den auf Q; und Q.
befindlichen Ladungen herriihrenden Feldstarken in P einander gleich
und entgegengerichtet sind, und folglich sich gegensaitig zerstéren. Da
dies fur alle Richtungen des Kegels richtig bleibt, so mul3 die resul-
tierende Feldstarke in P gleich Null sein.

Man erhélt dasselbe Resultat, wenn man die Ladung e nicht auf der
Kugeloberflache, sondern in einer diinnen, durch zwei konzentrische
Kugeln mit den Radien a und a -f a begrenzten Schale mit gleich-
formiger Volumdichte

=% _1
8= §natda  da

verteilt.
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Wir stellen uns nun vor, daR diese Schale einer linearen Deformation
unterworfen wird, d. h. ener solchen Deformation, bei welcher die
Verschiebungskomponenten jedes Punktes lineare Funktionen seiner
Koordinaten sind. Die Kugelflachen verwandeln sich dabe in Ellip-
side und die sphédrische Schale — in ene édlipsoidale Schale,
die zwischen zwei ahnlichen und gleichorientierten Ellipsoiden ein-
gethlosen ist. Da bekanntlich die geraden
Linien bei der betrachteten Transformation
gerade bleiben und die parallelen Geraden ein-
ander parallel bleiben, so miisseen die urspriing-
lich gleichen Winkel zwischen den Geraden
Q: PQ, und den Normalen in Q; undQ, auch
nach der Deformation einander gleich s8n (Abb. 46). Wir haben
folglich wie friher

Abb, 8.

S, S

Rp— Ry’
Bezeichnet man die Dicke der deformierten Schale bei Q';und Q', mit
day bzw. da5, s0 hat man ferner die Beziehungen

dal _day doy 45,
BT R,' R R,
und folglich wegen
=2t und day,=éda,=da:

(Es s& daran erinnert, daf3 die VerhéJtnis@e% und die Offnung des
Kegels als unendlich kleine GroRen zu behandeln sind). Da
schliefflich die urspringlich mit der konstanten Volumdichte g ver-
teilte Ladung auch nach der Transformation gleichformig verteilt
bleibt mit einer im allgemeinen verschiedenen Volumdichte g’, so er-

halten wir:
AL 1L

TRF @ TR
d, h. innerhalb der betrachteten ellipsoidalen Schale bleibt die elektrische
Feldstarke immer, d. h. bei beliebiger Gestalt der beiden Ellipsoide
(sofern se einander dhnlich und konzentrisch bleiben), gleich Null.
Wir gehen jetzt wieder zum Grenzfall 4 - @ Uber und bekommen
statt der urspringlich gleichféormig verteilten Flachenladung eine un-
gleichférmige Ladungsverteilung mit der Flachendichte

y =Limg'-§a’.

Das ist offenbar gerade digenige Ladungsverteilung auf der Oberflache
des zugehdrigen Ellipsoids, bei welcher das Potential innerhalb des
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letzteren einen konstanten Wert annimmt. Wegen des im vorher-
gehenden Paragraphen angefuhrten Eindeutigkeitsheweises konnen wir
behaupten, dald die gefundene Ladungsverteilung auch die einzige ist,
die der Gleichgewichtsbedingung ¢ = konst genligt.

Die Gleichung des betrachteten Ellipsoids sai

f=Ax"Y4+ By*4+ Cx1=kong =D. (69)
Halt man die Koeffizienten A, B, C fest, so ergibt sich bei der Ande-
rung des Parameters D die ganze Schar der dazu &hnlichen Ellipsoide.

Der Abstand da’ zwischen dem betrachteten Ellipsoid und dem Ellip-
soid D 4- 8D ist mit dem Betrag des VektoF fan der betreffenden

Stelle durch die Formel [F’fl=g—§ verknipft. Wir haben also
. tao L
ne~oa~ g
LUV,
d.h. N = pAsz Ly L G’ (69a)
wo a einen Proportionalitatskoeffizienten bedeutet.

Durch diese Formel ist die Frage nach der LadungsVerteillung auf
einem leitenden Ellipsoid erledigt. Es sai bemerkt, dal3 die Ladungs
dichte desto groRer ist, je groBer die Krimmung des Ellipsoids im
betreffenden Punkt ist. Es gibt aber zwischen der Ladungsdichte und
der Krimmung keinen einfachen Zusammenhang.

In dem allgemeinen Fall enes dreiachsigen Ellipsoids fihrt die
Ausrechnung des Potentials

97(t)=‘l"gd.'5’ (R=1—7'), (69b)

gemédl der Formel (69a) auf elliptische Integrale, die wir hier nicht
betrachten werden (sehe unten).

2. Das Potential eines Rotationsellipsoids.

In dem Falle eines Rotationsellipsoids 1aRt sch die Integration ver-
haltnismalig einfach ausfihren. Setzt man namlich A —B + C
(z-Rotationsachse), #' =+cos®, y =1¢sin@ (r Abstand von der
Achse), so wird mit D = 1:

AVt Cei=1,
'y ar _ c¥
Ardy +C2dz =0, P 7 Aty el
4y = YariFdds = | YAy Cidvaz,
wo ds die Bogenlange einer ,Meridionalellipse® bedeutet. Daraus folgt
fur das Flachenelement des Ellipsoids die Formel:
" . _ ey L
35 =y ds'd@=YA 1L V781 d6. (70)
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Wir missen zunachst die in (69 a) auftretende Konstante a durch die
Ladung des Ellipsoids e ausdriicken. Nun gilt nach (64)

.3 o ird® 2ma 2
s [0 5

wo I’E = ¢ die Rotationshalbachse bedeutet. Man hat also
4y¥c¢ ¢ e
A="G7O= Taatc =3P (702)

(a= b= YLI aquatoriale Halbachse, V=¥ abe-—VolumdesEllipsoids).

Fur das Potential in irgend einem (&uleren) Punkt P (r, 0, 2)
erhalten wir nach (69 b) und (70)'

e de'd® ea' dz’de
9’=mﬂ = f f Voo op iy dremgin (0D

Wir wollen dieses Integral nur fur den Fall r — O ausrechnen (dies
entspricht einem auf der Rotationsachse liegenden Aufpunkt). Eswird

—_— 3
dabei mit Riicksicht auf #% = > ff

=af— g:z"
2ncat

9’()"‘" - ==,
37 f’/ I—-- 2y +l'+a'

d. h. bei ¢ > a (gestrecktes Rotatlonselllpsmd):

T ar N
‘P(’)—gc‘? :_:ﬁ (y=l/ 1_..:; = Exzentrizitat]. (71)
Diese Formel bleibt auch bei c<a (abgeplattetes Rotationsellipsoid)
glltig. Mankann aber in diesem Fall den Logarithmus durch die Funk-
tion arctg ersetzen. Es gilt ndmlich bei reellem &:
1 l+sé‘
arctg{—““z‘lg T
und folglich mit y =4dé:

9 ) = arctg S (e -—-]/f:—_l) (71a)

Setzt man in (71) und (71a) z —c ein, so bekommt man den Wert
des Potentials auf der Oberflache (und im Inneren) des betreffenden
Ellipsoids selbst. Daraus ergibt sich nach der Definition der Kapazitéat

(x=2)

. 2oy
K= T4z . (e<a)

L8 et (71b)

cf
;EE?. (C)ﬂ}
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Das &ufllere Feld enes gestreckten Rotationsellipsoids ist identisch,
wie leicht zu zeigen ist, mit demjenigen Feld, welches ssne Ladung
erzeugen wirde, falls ge langs der Brennlinie gleichformig verteilt wére.
Setzt man néamlich

+i
e =5% @=cy=|d=at, R=p—rp+r) (1

5 LWL .Y
so erhélt man P =5 ]g‘_H_R', (72a)
wo R; und R, die Abstande des Aufpunktes von den Brennpunkten
z =4 ¢ bedeuten. Nun stellt die Gleichung @ = konst, d. h.

:—‘_*—g{%: = = konst (72b)
eine Schar von konfokalen gestreckten Rotationsellipsoiden dar (wobei
die belegte Brennlinie als Grenzfall dieser Schar erscheint). Dies
folgt aus der bekannten Tatsache, daR die Radiusvektoren R;, R, der
verschiedenen Punkte eines solchen Ellipsoids mit der groRen Halb-
achse ¢ und der Exzentrizitat y sch durch ihre Abszissen linear aus
dricken nach den Formeln

Ri=c¢+yz, Ry=c—yz.

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (72 b) bekommen wir
Zl+py—all—p}+i+ctatl-—c)=0

oder mit Ricksicht auf 1 )
(3+C)(i—i—:—¢)=°»

d. h. tatsachlich einen konstanta:i_-_l-__?.l‘]r a, namlich

-7
Als Funktion der Exzentrizitat der betreffenden Flache ¢ = Kkonst
laRt sich also <p nach (72 a) und (72 b) in der Gestalt

e 1+
p=3rle l—__—; (72¢)

darstellen.

Diese Formel ist &quivalent der ersten Formel (71b) fur die Kapazitat
des gestreckten Rotationsellipsoids. Sie ist aber allgemeiner als jene,
denn de bestimmt das Potential nicht nur auf der Oberflache des
gegebenen Ellipsoids, sondern auch im umgebenden Raum. — Es sai
bemerkt, daR die Formel (72a) bel r =0 in (71) Ubergeht. Die Tat-
sache, dal} se die Verallgemeinerung der letzteren darstellt, kénnte
man selbstver standlich durch Ausrechnung des | ntegrals (70b) beweisen.
Dies wére aber mihsam und unnétig, denn aus dem Zusammenfallen
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der beiden Potentiale auf der Oberfléche des betrachteten Leiters
folgt, daR sie im ganzen AuRenraum zusammenfallen missen.

Ahnliche Verhaltnisse ergeben sich in dem Fall des abgeplatteten
Rotationsellipsoids. Als Grenzform des letzteren ist eine kreisférmige
Scheibe anzusehen; sie muR aber nicht gleichférmig geladen sein, wie die
geradlinige Strecke, welche die Grenzform gles nestreckten Ellipsoids dar-
stellt, sondern mit einer dem A usdr UW) ortional enFlachen-
dichte (ay = Radius der Scheibe).

Dies folgt aus der allgemeinen Formel (69 a), wenn man zur Grenze

¢—+90, d.h. C—+ co Ubergeht. Es wird datqﬂ..;l,—-ier geméald der

¢
Gleichung i: + ;: =1 )

)Ihu
(Bei dem entgegengesetzten Grenzilbergang ¢ = konst, &, & —+0 er-
hélt man in derselben Weise n — konst.)

Die Aquipotentialflachen einer solchen Scheibe sind abgeplattete
Rotationsellipsoide

N+ =1 a*—cd=a=konst (733)

mit einem gemeinsamen ,,Brennfleck” und verschiedenen , Exzentrizi-
téten" 5—— die zugehérigen Potentialwerte driicken sich durch

nach der Formel @ = :. arctg & (73b)

aus, die prinzipiell mit der zweiten Formel (71b) identisch ist. Das
Potential bleibt auf der Scheibe endlich und erreicht hier (§ =+ oo}
den Grenzwertg::. Daraus folgt, dal? die betrachtete Scheibe die
Kapazitat
K= (73¢)
. Fi

besitzt.

Es sei bemerkt, dal die Kapazitadt eines Stabes oder Drahtes mit
kreisformigem Querschnitt sich durch die Kapazitét eines sehr erstreckten
Rotationsellipsoids mit derselben Lange (2 c¢) und einer dem Quer-
schnittradius a gleichen kleinen Halbachse approximieren lakt. Man

kann in diesem F Vl-——-- 20. n , und
folglich nach (71b)

Ko (73d)
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Die GroRe

2lg 2;‘

kénnte man definieren als die Kapazitat des Drahtes pro Léangen-
einheit; se stimmt mit der Kapazitat (pro Langeneinheit) enes Kabes
mit dem inneren Radius a und dem &uferen 2c [(vgl. (33b) Kap. V,
8 4; dieser Wert von K, ist in die Formel (62b) zur Bestimmung des
Dampfungsdekrementes einer geradlinigen Antenne einzusetzen).

3. Elliptischer Zylinder.

Die dargelegte Methode der Bestimmung der Ladungsverteilung auf
einem Ellipsoid kann auf das entsprechende ebene Problem — namlich
die Bestimmung der Ladungsverteilung auf einem unendlich langen
Zylinder mit elliptischem Querschnitt angewandt werden. In diesem
Fall ist die elektrische Feldstérke nicht der zweiten, sondern der ersten

Potenz des Abstandes proportional (E == —) gleichzeitig aber ist die

durch enen sehr kleinen ebenen Winkel ausgeschnittene zylindrische
Flache (oder die entsprechende Randlinie) proportional der ersten und
nicht der zweiten Potenz des Abstandes. Wir bekommen aso fur die
Flachendichte der auf einem elliptischen Zylinder verteilten Ladung
diesdlbe Formel .
qr=leeaaar.‘

wie in dem Fall desEllipsoids, mit dem Unterschied, daR 8a” hier die
Dicke ener ebenen von zwei &hnlichen konzentrischen Ellipsen be-
grenzten Schicht bedeutet. Durch die Koordinaten %, ¥ der Quer
schnittellipse des betreffenden Zylinders

PV

drickt sch r\ nach der folgenden zu (69a) analogen Formel aus:

T
Va+%

L

De~ Pr~mmalmmmnt dee Flliaan P sloia !.,}__ .
ds' = Ydzt £ dyr= }"1+(‘,—Z =)+
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wo 5 den Flacheninhalt senes Querschnittes bedeutet. Man hat also
schlieRlich

q=

nab |/ —

y’l

bl

Das Potential des Zylinders in einem auBeren Aufpunkt (x,y) drickt
sich durch das Integral

+a
¢=2¢ﬂ lg ds 2b f—;,lg: dx’
-
aus, mit ¥ = 'f (§ m_x'}"_+(y '.:'y"')_s i

Mit der Ausrechnung dieses Integrals werden wir uns aber nicht auf-
halten, da ¢ mittels der Theorie der analytischen Funktion sich ohne
irgendwelche Integration bestimmen |a3t (Sehe Anhang, § 3).

4. Zwei leitende Kugeln; die Methode der elektrischen
Bilder.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung einiger Spezialfélle von Systemen,
die aus mehreren Leitern bestehen, Gber und im Anschluf® daran eniger
einfachsten Falle der elektrostatischen Induktion.

Das einfachste System dieser Art ist der sogenannte Kugelkondensa-
tor, welcher aus zwei konzentrischen Kugeln besteht. Bezeichnet man
die Ladungen der beiden Kugeln mit e; = e, &, =— e und ihre Radien
mit a;, a; (a1 < &), so erhélt man die folgenden Werte fur das Potential
als Funktion des Abstandes von ihrem gemeinsamen Mittelpunkt:

1 1
rsa, ‘?1=::+::=8(- —),

H &
£ ’ 1 1
mSrsa, p=r+lt=e(,— .}

r2a gt
Die Induktionskoeffizienten ¢ dieses Systems sind:
1 1
M= ™, =l =,
. T £
DieKapazitéat des Kondensators(% — %)
K=_.,£__=-_...L L N
-9 L 1_ ay— (74)
4 &
ist desto groRer, je kleiner der Abstand a,—a; = d zwischen den
beiden Kugeln ist. In dem Grenzfall d <a;, a, kann man

at s
K= =y=r (74a)
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setzen, wo S die Kugeloberflache bedeutet. Durch diessbe Formel
wird offenbar die Kapazitdt eines aus dem Kugekondensator aus
geschnittenen ,fast ebenen” Kondensators mit der Oberflache S dar-
gestellt.

Ahnliche Resultate ergeben sich fiir dlipsoidale Kondensatoren,
die durch zwei zu derselben Schar von Aquipotentialflachen gehérenden
Ellipsoiden gebildet sind. So hat man z. B. in dem Fall von zwei konfo-
kalen gestreckten Ellipsoiden mit den Exzentrizitaten y; und y, {< )}

nach (72c):
.. 1+p 1+ _
12 ;{g( ) ig(b_hﬂ- Py =0,
was einer Kapazitét K= (Hj’c){l v (74b)
1 -
R R T} R
entspricht.

Wir kehren nun wieder zu dem Fall von zwei Kugeln zuriick, die
aber jetzt gegeneinander eine beliebige relative Lage haben mdgen.
Dabei stellen wir uns zunachgt vor, daid eine Kugel so klein im Vergleich
mit der anderen ist, da de als eine Punktladung behandet werden
kann.

Wir haben im ersten Bande (S. 104 und 105) gezeigt, dald zwei in
bezug auf ene Kugel S mit dem Radius a harmonisch konjugierte
Punktladungen

=27 (75)

(a Kugelradius; g, o' Absténde der beiden Punkte vom Kugelmittel-
punkt O; e, € ihre Ladungen) auf der Oberflache der Kugel dieselben
Potentiale erzeugen. Kehrt man nun das Vorzeichen ener dieser Ladun-
gen um —sewird dabel als , elektrisches Bild" der anderen bezeichnet —
und addiert ihre Potentiale, so erhdlt man ein resultierendes Potential <p,
welches auf der betreffenden Kugeloberflache den konstanten Wert
Null annimmt. Durch Materialisierung diessr Oberflache bekommen
wir die Lésung der folgenden Aufgabe:

AuRerhalb (oder innerhalb) einer ,zur Erde abgeleiteten” Kugel
mit dem Potential 0 befindet sch eine Punktladung e. Welches ist die
GroRe und die Verteilung der auf der Oberflache diessr Kugel durch

das primare Feld ¢°=—E- induzierten eektrischen Ladung? — Die

Antwort lautet: das sekundare Feld der letzteren auBerhalb (bzw. inner-
4

halb) der Kugel ist gegeben durch das Potential ¢’ = -, des elek-

trischen Bildes von € innerhalb (bzw. auRerhalb) durch =~ ¢ =-—7‘,-
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Die Ladungsdichte 1af3t sch daraus in der Ublichen Weise, d. h. nach
der Formel

N=—fngn (@=9"+9),

) 1 ,
oder 7 =4 (EI+E,),

berechnen, wobel in dem Fall einer
auferen Ladung die Feldstarken
auf der auReren Seite der Kugel-
oberflache und im entgegenge
setzten Fall auf der inneren Seite
bestimmt werden missen.

Aus der Abb. 47 folgt, fallsA
einen Punkt auf der auleren
Seite der Kugel bedeutet:

E=—jycosp, Ey=—pncosy’

(R=PA, R = PA g und ¢ dieWinkel zwischen OA einerseitsund
A P bzw. A P' andererseits), d. h. wegen
e [ 3
RT®
E =B+ Ei=— (304557,
Nun ist
pP=a*+R*+2Racosy, p't=at+ R?*—2aR cosy’,

cosy  cosy @) —at— RY o'+ R'E—g" g’-—a’ al— gt o' —at

F B 2am 2aR's B T 9art T R

. . . R _¢ _
[mit Rucksicht auf 3, = -%- = e') . Man hat also

2 e!_al
Ey=— Rt aR
F a'__“l
und f o N=—ynTd Ha ’ 7 5a)
oder wegen - ’"9( ) ele—e)=24e,

wo mit 2h der Abstand PP' bezeichnet wird:

eh e
r=—gim & (50

Lant man den Kugelradius a bei festgehaltenem h unbegrenzt wachsen,
so erhalt man die Flachendichte der Ladung, die durch e auf einer sich

im Abstand h befindlichen leitenden Ebene induziert wird (q_—z-—‘-u%)
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Das Bild von e nimmt dabel die zu e entgegengesetzt gleiche Grofe
(¢ =—e€) und ene in bezug auf die Ebene symmetrische Lage an.
Dieses Resultat, welches hier als Grenzfall der allgemeinen Theorie
der ,Kugelbilder" erscheint, lafit sch bekanntlich auf den Fall beliebig
bewegter Punktladungen verallgemeinern, wenn man die spiegeinde
Ebene als einen vollkommenen Leiter behanddt (Kap. V, 84). In dem
Fall aber einer auch vollkommen leitenden Kugel it der Giltigkeits-
bereich der Bildertheorie nur auf elektrostatische (oder galvanostatische)
Erscheinungen beschrankt.

Wenn die betrachtete Kugel isoliert ist und keine resultierende La-
dung tragt, mufl man aus den oben angeflihrten Ausdriicken fur die

Ladungsdichte die Grofie —4:;,-. welche die Dichte der gleichférmig

verteilten induzierten Ladung darstellt, subtrahieren. Dies gibt
r_ fe (2K 1
7= sl )
wobel die Kugel dasPotential’;z *. erhalt. Hinsichtlichihrem &uReren

Feld ist se offenbar in diessm Fall &quivalent einem Dipol, welcher
ausder Ladung + € im Mittelpunkt 0 und der entgegengesetzten Ladung
—e¢' im Punkte P' besteht. LaBRt man den Abstand g unbegrenzt
wachsen, bel festgehaltener Grole der priméren Feldstarke Ef= '-i

im Kugelmittelpunkt, so kann man das primare Feld als praktisch
homogen behandeln und den induzierten Dipol als einen elementaren
Dipol mit dem Moment

pmeg=? T

= arom Eog,

e ¢ ¢

Wir haben auf diee Weise das uns schon bekannte Resultat [vgl.

(63a)] als Spezialfall des allgemeineren Problems wieder gefunden.
Die Kugel und die induzierende Ladung missen sich gegensetig

anziehen. Fir groBe Abstande (—§>l]léf3t sich ihre Anziehungs

kraft in der Form

e’ fa
darstellen, falls die Kugel , geerdet” ist, oder
2pc Zetat
PeE_ =T 75d
Fa'y P (75d)
falls se neutral bleibt. Die gegenseitige Energie der Punktladung und

L . ” ¢ . .
der Kugel ist im ersten Fall gleich —--;—-E;L—;—E und im zweiten

Ll a5 fart : .
AT T Ig (F) . Denkt man sich statt der Punktladung eine sehr
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kleine Kugel vom Radius a, und vernachlassigt die durch die Riick-
wirkung der groReren Kugel bedingte Anderung der Ladungsvertei-
lung auf der letzteren, so bekommt man fur ihre vollstdndige Energie W

' ]
im ersten Falli—‘—e. Dies entspricht nach der allgemeinen Formel

2pt
W= emer effektlven Kapazitat
K—-w—-!-~~gza,(1+“°)

s

Die Methode der eektrischen Bilder erlaubt es auch, den Fall von
zwei oder mehreren beliebig groRen und in einer beliebigen relativen
Lage befindlichen Kugeln zu behandeln. Man muf3 dabei das am Anfang
des vorhergehenden Paragraphen skizzierte Approximationsverfahren
benutzen, weches hier als die Methode ,,der sukzessiven Bilder" bezeich-
net wird. Hat man zwei Kugeln S S, mit den gegebenen (fest-
gehaltenen) Ladungen e, e, so kann man die Gleichgewichtsverteilung
dieser Ladungen folgendermafRen bestimmen. Wir stellen uns zunédchst
vor, dafd die Ladungen e und e, gleichformig auf den entsprechenden
Kugeln verteilt sind (nullte Ndherung). Se sind dabei hinsichtlich ihrer
auReren Wirkungen den in den Mittelpunkten O; 0, konzentrierten
Ladungen aquivalent. Nun bestimmen wir das Bild von e; in S, (—e@)
und das Bild von & in S; (—éitY. Falls die Potentiale der Kugeln feﬂ-
gehalten wirden, konnte man ihre auBeren Felder in erster Naherung
durch die Punkt ladungen (g, —e"} baw. (e;,—ef") charakterisieren.
Sind dagegen die beiden Kugeln isoliert, d. h. ihre Ladungen konstant
gehalten, so mul? man auf’erdem noch die zentralen Ladungen durch
die zu den induzierten entgegengesetzt gleichen vervollstdndigen. Dieses
Verfahren |aRt sch beliebig weit fortsetzen, so dal? die exakte Ldsung
des Problems der gegenseitigen Influenz von zwei Kugeln in der Form
einer unendlichen Reihe dargestellt werden kann. — Esist dabei vorteil-
haft, zunéchst nicht die Ladungen, sondern die Potentiale der Kugeln als
konstant zu behandeln und die zusdtzlichen (induzierten) Ladungen
nur nachtréglich durch entgegengesetzt gleiche Zentralladungen zu
kompensieren.

In dem einfachsten Fall von zwei gleichen Kugeln (ay =& = @)
mit den entgegengesetzten Ladungen e, = — e, = e bekommt man auf
diee Weise flr die Ladungen der sukzessven Bilder und ihren Ab-
stdnden vom Mittelpunkt der betreffenden Kugel die rekurrenten

Beziehungen tu -
2inl — pin—1) QT , Qin} - é :}ﬁ .
wo g=p® den Mittelpunktabstand bedeutet. Es s bemerkt,

daR dieses Problem®) vollkommen &quivalent ist dem Problem der

*) Wenn die beiden Kugdn sch nicht e@nsthlie?en oder schneiden.
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gegensaitigen Influenz einer Kugel und einer Ebene. — Die Kapa-
zitat des betrachteten Svsems it in nullter Naherung durch die Glei-
chung w,mcp,=2¢(%—-—:,—)=~;—(-bestimmt, also gleich

. %0
St T
5. Anwendung der Bildermethode auf zylindrische Leiter.
Die Methode der €eektrischen Bilder laRt sich auch auf ebene
Probleme, und zwar in einer auRerordentlich einfachen Form, an-
wenden. Man hat namlich in diesem Fall firr das Potential zweier Linien-
ladungen e und — € den Ausdruck

up=2slg%—2s'lg~:7,

der bei eg=e’ keine kreisférmigen Aquipotentiallinien liefert. Bei e=¢€

sind dagegen die Linien 9? = konst ausschliefllich Kreise, wie man

leicht daraus sieht, dal} ihre Gleichung in der Gestalt ;', = konst

geschrieben werden kann. Das elektrische Bild einer geladenen Ge-

rade P in einem parallelen Kreiszylinder ist folglich dargestellt durch

die in bezug auf diesen Zylinder harmonisch konjugierte Gerade,

diemit der entgegengesetzt gleichen Ladung (proL angeneinheit) belegtist.
Das (konstante) Potential des Zylinders driickt sich dabel wegen der

Beziehung

== (76)
durch dieFormel p= 23]3% (76a)
aus. Die resultierende Feldstarke an seiner Oberflache ist

; [

E=E3+E=—2e(7¥ 4+ 227,
d. h. (vgl. den entsprechenden Ausdruck fur die Kugel):
Eo_te=d
¥ ar

und die Ladungsdichte . .

¢ - ch ¢

e (700

Dies gibt fir den Grenzfall einer leitenden (,spiegeinden”) Ebene
oh

—_ —— ——a

x

Wenn der Zylinder keine resultierende Ladung hat, muf3 man zu (70b)

die GréRe !“L“ hinzufiigen. Der Zylinder erzeugt dabei im Auf3enraum
Fronkel, Elektrodynamik | 1 . 29
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dasselbe Feld wie ein durch zwei entgegengesetzt geladene Geraden

gebildeter , Dipol" mit dem Moment
, ¢€at 1
flﬁsg =T= 2—¢’E‘

pro Langeneinheit, wo E° die primére Feldstarke in den Punkten der
Zylinderachse bedeutet.

Die Methode der sukzessven Bilder gestaltet sich in dem Fall von
zylindrischen Leitern besonders einfach, denn man hat dabei immer
mit densgben Ladungen zu tun. Aber gerade aus diesem Grunde sind
die entsprechenden Reihen im allgemeinen schlecht (nur bedingt)
konvergent. Diese Schwierigkeit verschwindet, wenn die Gesamt-
ladung der betrachteten Leiter gleich Null ist. In dem Fall von zwel
isolierten parallelen Drahten mit den entgegengesetzten Ladungen
erhdlt man z. B. in erster Naherung nur zwei gegeneinander um die

L]
Strecken gt = %~ verschobene Bildlinien, wahrend die urspringlichen

axialen Ladungen kompensiert werden. In zweiter Naherung ver-
schieben sch diee effektiven Linienladungen noch weiter und in der
endgultigen Losung erscheinen Se in einem Abstand

~ s
von den entsprechenden Drahtachsen. Diesen Abstand kann man
leicht berechnen, Man hat némlich

ot
e = e
woraus folgt
ot

ﬂtm-_-. o— V____alm___ B
2
g

Wenn der Radius der Dréahte klein gegenuber ihrem Abstand ist, kann
man V—-—a‘iﬂ G (1—%—) setzen, was flr ™ den ersten Naherungs-

wert (eY) liefert.

Dieses Resultat koénnte man noch enfacher erhalten und zwar
durch Betrachtung des von zwei entgegengesetzt geladenen Linien be-
dingten Potentials

p=20lg"

und durch Materialisierung zweier Flachen ¢ — konst.
In der vorhergehenden Formel bedeuten r und r’' die Abstande
des Aufpunktes nicht von den Drahtachsen, sondern von den effek-
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tiven Linienladungen. Fir solche Auf punkte, die in ener durch die
beiden Achsen hindurchgehenden Ebene liegen, hat man offenbar,
bei der Ublichen Bedeutung von r und r'
¥ — plob
w=2slg’—_—:[—m ' f+f'=e = 2h.
Fir die Potentiale der beiden Drahte (r — a bzw. r' = a) ergeben sch
daraus nach (77) die folgenden Werte

_ e—a—g= | A
p=r 2¢lg Fpaprt _i2s]g?i‘_

was einer Kapazitat

1
TER f= l Y (773)
1-¢

pro Langeneinheit entspricht. In dem Grenzfall a £k, Bl — :-

verwandelt sich diese Formel in
1 1

K= R N

[+ a

Es s& bemerkt, dal} die Kapazitét eines Telegraphendrahtes, der Uber
der Erde (@ = 0) in der Hohe h aufgespannt ist, gleich dem zweifachen
von (77 @) ist.

6. Dielektrische Koérper; unvollkommene Spiegelung in einer
Ebene; Ellipsoid im homogenen Felde.

Die Bildermethode kann gewissermallen auch auf dielektrische
K orper ausgedehnt werden, aber nur auf solche, die durch ebene Flachen
begrenzt sind. Wir stellen uns ein durch
die Ebene z— 0 nach oben (im Sinne der
positiven Z-Achse) begrenztes homogenes
didektrisches Medium vor, weches durch
ene sch im leeren Raum in einem Abstand
z=h > 0 befindliche Punktladung polari-
siert ist (Abb. 48). Bei ener unendlich
groBen Dielektrizitatskonstantes diesess Me-
diumswirde man dieselben Verhaltnisse wie
in dem Falle eines Leiters bekommen, d. h. eine induzierte gebundene
Flachenladung, die au3erhalb des Dielektrikums dem elektrischen Bild
von e aquivalent ist und innerhalb — der mit e entgegengesetzten
Ladung.

Esist leicht zu sehen, daR eine &hnliche Verteilung der gebundenen
Flachenladung auch bei endlichen Werten von ¢ stattfindet, mit dem
Unterschied, dal die GroéRe diessr Ladung —€ ihrem Absolutwert
nach kleiner als \e\ ist. Diese Ladung wirkt nach innen in derselben

s

Abb, 48,
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Weise als ob se (bei Fehlen des Dielektrikums) im Punkte P konzen-
triert ware, und nach auRen — wiein dem Bildpunkt P'.
Um dies zu zeigen, betrachten wir die Grenzbedingungen

Ag=90, A{E,)=0.

Die erste von ihnen ist offenbar erfillt. Die zweite gibt, wenn wir den
Abstand von P und P' von irgend einem Punkt A der Oberflache mit
R bezeichnen:

" B A
fet+e) gw=c(e—2) pi-
Se lakt sich folglich identisch befriedigen, wenn man

ele—ey=e+ ¢,
d.h.
o= +i ¢ (78)
setzt.

Dieses Resultat kann aber auf irgendwelche andere und speziell
auf kugelformige Oberflachen nicht ausgedehnt werden, und zwar
schon aus dem Grunde, weil man dabei die Spiegdung der primaren
Ladung nicht nur auf der vorderen, sondern, wegen der unvollkommenen
Abschirmung ihres Feldes, auch auf der hinteren Seite dieser Ober-
flache zu beriicksichtigen sollte. — Ware z. B. das Dielektrikum nicht
nur nach oben, sondern auch nach unten begrenzt, so hétte man statt
einer einzigen Spiegeung eine unendliche Reihe von sukzessven unvoll-
kommenen Spiegelungen durchzufiihren, um die Ladungsverteilung
auf den beiden Seiten der dielektrischen Schicht und das entsprechende
sekundére Feld zu ermitteln.

DieWirkung eines homogenen primaren Feldes auf eine dielektrische
Kugel laBt sich, wie wir im vorhergehenden Paragraphen gesshen
haben, sehr einfach bestimmen. Wir wollen nun das dort gefundene
Resultat fir den Fall enes Ellipsoiis verallgemeinern. Dabei legen wir
die (spater zu rechtfertigende) Annahme zugrunde, dal3 die in einem
homogenen dielektrischen Korper von ellipsoidaler Gestalt durch ein homo-
genes priméares Feld erzeugte Polarisation auch homogen ist — ebenso
wie wir dies fiir den Spezialfall der Kugel gefunden haben.

Da die Polarisation mit der resultierenden inneren Feldstérke durch
die Beziehung

$=M{E. = %l
verknlpft ist, und da ferner die primare Feldstarke konstant ist, so
folgt aus unserer Voraussetzung, dal auch die sekundére Feldstarke
innerhalb des Korpers einen konstanten Wert & haben muB. Diesen
Wert, ebenso wie den entsprechenden Wert fiir den AuRenraum (§9)
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kann man als Funktion von % mittels des bekannten Ausdruckes
¥ -8 ’ 1 'y
¢ =J'§h'.._dy =_J'c_g.|7,k...dy

fur das Potential des sekundéren Feldes berechnen. Wegen der voraus-
gesetzten Konstanz von % erhalten wir

’ B ; d ¥
g=—%-Fy, ¢=|-5. (79)

Hier bedeutet %" das Potential enes (iber sein Volum gleichformig —
und zwar mit der Dichte e = 1 — geladenen Ellipsoids der betrachteten
Gestalt.

In dem allgemeinen Fall eines Ellipsoids mit den (verschiedenen)
Halbachsen a, b, c gilt fur dieses Potential die folgende Parameter-
darstellung

Lrul

B »? yi zr di

wt‘l_—ﬂ:abt"‘j(l"‘aa_flg ‘ba+:'“c-+r)"f(7)' I
1]

© (719a)
x4 ¥ Ay di
por=mabe [(1= =g~ age) T !

L}

wobei in beiden Féllen
T Y@ FAE+ A

ist, und s die positive Wur zel der Gleichung

: 39 e

astestay. =1 (79b)

bedeutet, d.h. den Parameter degenigen Ellipsoids der durch (79b)
definierten Schar, welches durch den gegebenen &ulReren Punkt (X, Y, 2)
hindur chgeht.

Die Ausdriicke (79 a) ergeben sich in der einfachsten und natir-
lichsten Weise, wenn man die Gleichung Py’ =—4sg mit e=1
innerhalb und = 0 auRerhalb des gegebenen Ellipsoids (s = 0) in den
entsprechenden , ellipsoidalen” Koordinaten aufschreibt und integriert
(sehe Anhang). Wir begniigen unshier mit ihrer Verifikation, diedarin
besteht, daR y und p* ebenso wie ihre ersten Ableitungen nach den
Koordinaten bei s = 0 stetigineinander Gibergehen, wahrend ihre zweiten
Ableitungen den Gleichungen

Filyhe=—gn, Plyi=) (79¢)

gentigen sollen.
Der Stetigkeitsbeweis bietet keine Schwierigkeit und wir werden uns
nicht dabei aufhalten. Durch zweimalige Differentiation der Ausdriicke
(79a) — wobei die untere Grenze in dem Ausdruck fiir ¢’ als Funktion
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der Koordinaten xyz zu behandeln ist, erhalten wir

1 a8 T
A +bl+l +c’—1-f) __4’”“.[?‘_'

o0
Frypih= —2uabc‘r(
0

TRV PR T

abe abe x ¥ ds £ s
Vs?m:‘{ 4x: T(s) +2x T (a'-j—s dx +ta PLER 8y+ E’TEB:)}a-o'

Anderersgits 57" “g; o =

si=wii @i teta e
Daraus ergibt sch fur den Klammerausdruck in der vorhergehenden
Formel der Wert 2, so da3 29 tatsachlich verschwindet.

Der Ausdruck (79a) fur * 1Rt sich als Funktion der Koordinaten
in der Form

w‘=-; (A 2% 4 By* 4 C 28 J- konst
darstellen, mit den Koeffizienten

A= 2uabc‘r(“, (80)

+HF

Daraus folgt nach (79
p=AdP_x+BP y+BP,z

und ferner fir die sekundédre Feldstéarke innerhalb des gleichférmig
polarisierten Ellipsoids

E=—AP,, E¥=-—-BP, EP=—_CP, (80a)
Dadurch wird die Rechtfertigung unserer Grundannahme erbracht.
Durch Elimination von &* aus diesen Gleichungen und der Gleichung
P ==x=(E*+ EY) erhalten wir die folgenden Ausdriicke fur die Haupt-
komponenten der Polarisation als I;‘lémktion der priméren Feldstarke:

P,= ﬁ;j, usw. (80b)

DiePolarisation desEllipsoids|&aft sich also dur ch einen symmetrischen
Polarisationstensor o, charakterisieren mit den Hauptkomponenten
xV xV %V
T¥wi’ ITxB 1 +xC(V__ abc—"Volum des Ellipsoids]; das
vollsténdige Moment p = BV des letzteren in bezug auf ein belie-

biges Koordinatensystem ist durch die Formel

3
# =32_;' 1“1 H E}
gegeben.
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Essal bemerkt, dal3in der Theorieder Magnetisierung die K oeffizienten
A, B, C als die , Entmagnetisierungskoeffizienten" bezeichnet werden.

Wenn alle drei Achsen des betrachteten Ellipsoids zusammen-
fallen, d. h. in dem Falle einer Kugel, erhalten wir nach (80)

4::
A=B=C= 2na°fw SR =g
und folglich nach (80b}
% E0 3e—1
P*ag =tarre £*

d. h. die schon fruher abgeleitete Formel (65 b).
Bei a = b < c (gestreckter Rotationsellipsoid) ergibt sich

L =3
A=B= 2:”'5_[ o # e
{84 1)t yer 44
0
Das letzte Integral nimmt mittels der Substitution c?+1=u, die
folgende Gestalt an:
an
2du € 1 c+§
@ e i B @—a)

L
Eswird also mit £:c =y (Exzentrizitét)

1 1—pt, 14y
und in ahnlicher Weise
1+ 1
C=4"“"’?‘)[2?s’gl_¥ ,,-]

Bei sehr grof3en Exzentrizitdaten hat man néherungsweise
at 2e
C=dn’y (lg . —1)- (80d)

Die entsprechenden Formeln fir das abgeplattete Rotationsellipsoid
werden wir nicht aufschreiben, denn sSebieten kein praktisches I nteresse
dar.

Diein Nr.2angeftihrten Formeln fiir dasPotential und dieK apazitat
eines geladenen leitenden Rotationsellipsoid kénnen mittels der Aus-
dricke (79 a) auf den Fall eines dreiachsigen Ellipsoids verallgemeinert
werden. Die Verteilung der Flachenladung entspricht einer durch zwei
ahnliche koaxiale Ellipsoide begrenzten gleichférmig geladenen
Schale. Das Potential der letzteren ¢ ist gleich der Differenz der
Potentiale @ von zwei volumgeladenen Ellipsoiden mit den Halbachsen
a, b, cunda (1+ #,6(1+ &),c(1-f&. Bei unendlich kleinem 4 kann
man folglich setzen

p=(3ra+ 328+ 32 c)00. @1)
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Dabei ist die Volumdichte e der Ladung durch die Totalladung e der
Schale nach der Formel

. e:——-(%a+3—:b+%c)gé=4uabcgé (81a)
bestimmt.

Setzt man in (81) dieAusdriicke (79a) ein, so erhalt man nach einer
einfachen Rechnung die folgenden Formeln:

o
d: ] di
gl = 2 e PYTTITE-
r
Die Kapazitat des E||IpSOIdS driickt dch folglich im allgemeinen Fall
folgendermafRen aus:

(81b)

dt
JETE e (81c)

Bei a— b =+ c erhalten wir daraus dieschon bekannten Formeln (71b)
fir die Kapazitat eines gestreckten oder abgeplatteten Rotations-
dlipsoids.

Die InduktionsWirkung, welche auf einem leitenden Ellipsoid durch
ein homogenes priméres Feld ausgelibt wird, ergibt sch aus den ent-
sprechenden Formeln fiir das dielektrische Ellipsoid bei x = eo. Wir
haben insbesondere fur die Komponenten des induzierten Momentes
p = BV nach (80b)

VEQ 2
Py B usw.

3.[ T
Da die Richtung diesss Momentes bei dem leitenden wie bei dem
dielektrischen Ellipsoid von der Richtung des priméren Feldes im all-
gemeinen verschieden ist, muf das Ellipsoid eine Drehkraft erfahren
mit dem Moment

die saine groRte Achse in der Feldrichtung einzustellen sucht. Diesem
Drehmoment entspricht die potentielle Energie

d. h. nach (80b) U=—3p-@,
x En B Eo
V==V (it s T irae) (822)

die bei der oben erwdhnten Orientierung ihr Minimum erreicht. Die
letzte Formel bleibt ndherungsweise auch in dem Fall eines nicht voll-
kommen homogenen Feldes gultig und bestimmt dabei die auf das
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Ellipsoid wirkende treibende Kraft. Die Komponenten der letzteren
sind folglich gleich

AET aE? aE?
o S B
au ox ax dx
F'”_"a_“"v[lﬁ'-’m tiryeE T roee] U
In dem Spezialfall einer Kugel ergibt sich:
F=3 T ierE (82b)
2e+2

[vgl. (65b) 87]. Setzt man hier E® = J;, ein, so bekommt man den
angendherten Ausdruck fur die Anziehungskraft zwischen einer Punkt -
ladung und der dadurch polarisierten dielektrischen (bzw. bei & = @@
leitenden) Kugel. Die Formel (82 b) gilt nur fir den Fall, daB a klein
gegen den Abstand Rist. Wenn die Ladung sich in unmittelbarer Nahe der

Kugeloberflache befindet, wirkt die letztere als eine unbegrenzte Ebene,
d. h. als das elektrische Bild der betrachteten Punktladung &' = -—:: : e.

Man bekommt folglich in diesem Fall eine Anziehungskraft

es g1 ot
F=omi=oyiame (820)

was einer gegenseitigen Energie
U____".l L
T exian
entspricht (h = Abstand der Ladung e von der Spiegelebene).



Anhang. Mathematische Ergéanzungen.

§ 1. Krummungdinige orthogonale Koordinaten.

Es ssien X, y, z die Koordinaten der verschiedenen Raumpunkte in
bezug auf ein gegebenes rechtwinkliges und geradliniges K oordinaten-
system. Wir fihren nun statt dieser Koordinaten drei neue unab-
héngigeVariable§, , £ ein, die mitihnen stetigund eindeutig verknipft
sind. Dies bedeutet in geometrischer Sprache, da3 jedem Raumpunkt P
ein ganz bestimmter Wertetripel &, n, { entspricht, oder noch anschau-
licher, dal’ die verschiedenen Fléchen

(X, y, 2 — konsgt
¢

(oder n =konst bzw. ¢ = konst) sch nicht schneiden, wahrend jede
Flache & = konst durch jede der Flachen n = konst oder { = konst
usw. geschnitten wird. In diesem geometrischen Sinne werden die Va-
riablen & n, { als neue raumliche Koordinaten bezeichnet. Die Flachen
& = konst heilRen die Koordinatenflachen ( n, £}; die Schnittlinien der
Flachen n = konst { = kongt stellen die zugehdrenden &-Koordinaten-
linien dar. Die Koordinatenlinien sind also die Linien
Cx=xERD y=yEnd z=z2(E00,

die einer Anderung der entsprechenden Koordinate  bei festgehaltenen
Werten der zwei anderen entsprechen. Da diee Linien im allgemeinen
gekrimmt sind, bezeichnet man die Koordinaten &£, n, ¢ als,,krtim-
mungdinig".

Wir werden uns im folgenden nur auf orthogonale krimmungslinige
Koordinaten beschranken, d. h. solche, bei welchen die verschiedenen
Flachenscharen &, n, £ = konst zueinander senkrecht sind. Als ein-
fachste und wichtigste Beispiele solcher Koordinaten kénnen die schon
vielfach benutzten zylindrischen Koordinaten (r, <x, z) oder polare
Koordinaten (R, 0, @) dienen.

Einer unendlich kleinen Anderung irgend einer Koordinate —
sagen wir §— bei festgehaltenen Werten der zwei anderen entspricht
eine unendlich kleine Verschiebung des entsprechenden Punktes langs
der zugehdrenden Koordinatenlinie um die Strecke &; ¢ c£, wo #; eine
von dem Charakter der Koordinatenlinien abhangige Funktion der
Variableng, n, { ist. Wenn die Gestalt der Funktionen x {&, #, {) usw.
bekannt ist, kann man diesen Koeffizienten nach der Formel

ane ent, font
=) GO+ @+ W

berechnen.
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Die Projektionen einer infinitesimalen Verschiebung ds, die einer
Anderung von &, n, £ um d¢§, dn, dZ entspricht, auf die zugehdrigen
Koordinatenrichtungen, d. h. die Tangenten zu den Koordinatenlinien,
welche sch im Punkte (& #. £) schneiden, sind gleich h d¢g, &,d ,
hdf. Da diese Richtungen, gemaB unserer Voraussetzung, zueinander
senkrecht sind so hat man die folgende Formel fiir das Linienelement ds:

dst==hidft - Kydv2+ AR A, (la)
Die den paarweise genommenen Differentialen d&, dn, d{ entsprechen-
den Flachendemente sind

dSh=hyhydndl, dS,=h; hedldE, dS;=hh,dEdy (Ib)

und das Volum des durch de aufgespannten elementaren Parallel-
epipeds (Quaders)
dV =heh, h:dédndl. (Ic)
Wir denken uns irgend ein Vektorfeld (r) und bezeichnen die
Projektionen des Vektors % in einem gegebenen Punkt r {&, %, {) auf
die entsprechenden Koordinatenrichtungen (im Sinne der Zunahme der
Variablen &, #, { gerechnet) mit A, A,, A;. Sofern wir uns auf diesen
Punkt beschranken, spidt die Krimmung de hindurchgehenden
Koordinatenlinien keine Rolle. Fir die Summen, Differenzen und
Produktevon zwei ver schiedenen sich auf denselben Punkt beziehenden
Vektoren % und ¥ bleiben folglich diesdben Formeln giiltig, wie bei
den gewdhnlichen rechtwinkligen Koordinaten, ndmlich

(U Vg =As £ By usw. )

U-B == Ag Be - 4, By + 4 - By (2a)
(insbesondere 42 = A} 4 A% 4 4} und

(U X B)g= A, By— 4c B, usw. (2b)

Die letzteren Formeln gelten nur in demjenigen Falle, wenn die drei
Koordinatenrichtungen in jedem Punkt ein positives oder rechtsschrau-
biges System bilden.

Wenn die Vektoren'df und 8 sich auf zwei verschiedene Punkte P
und P'beziehen, sind die Ublichen Formeln im allgemeinen nicht mehr
gultig, da die Koordinatenrichtungen in P und Q verschieden sind. Will
man z. B. dieZunahme d¥ = ®' — A bestimmen, welche die betrachtete
VektorgroRe bei einem Ubergang von dem gegebenen Punkt P zum
nachsten P' erfahrt, so mul man den Umstand berlicksichtigen, daR
einem tatsachlich konstanten Vektor ® in P und P' verschiedene Kom-
ponenten Ag bzw. Af usw. entsprechen, und umgekehrt konstanten
Werten der Komponenten Ay = Af usw. verschiedene Werte des
Vektors #.

Aus diesem Grunde ist die Koordinatendarstellung der Differential-
operationen P % = div¥ und ¥ X ¥ = rot ¥ in einer zu (2 @) und
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(2b) ahnlichen For m — wie dies bei gewdhnlichen rechtwinkligen K oor di-
naten der Fall ist — bei krimmungslinigen Koordinaten unmdglich.
Diese Darstellung |aRt sch am einfachsten in derselben Weise ableiten
wie fur geradlinige Koordinaten, und zwar durch Anwendung der
allgemeinen Definitionsformeln

div¥l = Lim -, &A ds
und rot % =Lim énxﬁds

odler roty 9 = Lim 5 56 A, do

[vgl.Bd.I,S. 18] auf unendlich kleinegekr immte Quader oder Rechtecke,
¢ die um den betrachteten Punkt durch drei Paare
von Koordinatenflachen {& = &, &'; 5 =#", n*';
¢ =1¢', &) oder durch zwei Paarevon Koordinaten-
linien (d. h. durch eine Flache eines Koordinaten-
quaders) gebildet sind (Abb. 49).
4 »  Manbekommt dabei nach (Ib)

ARD. 0. § A, 88 =3 (g Wy B — Ag by iy Ay AL,
wo das Summenzeichen sch auf die verschiedenen Flachenpaare be-
zieht und 4§ =¢§" ~ &, dn=n"—x', A, =" — {' bedeuten, d. h.
nach (lc)

4
éa‘l ds-:wz’ae(d;h heyAE- Ay AL = Zaf(&h*hﬂ.iﬁ-'
oder folglich
div =5z |7 o s 40+ 5= (e e Ap) + 5 (e 4D 3

Fiur die Komponenten des Vektorsrot ergeben sich in genau der-
selben Weise die folgenden Formeln

2]
rot|91-—£ j; [6,’{3_14;)—3?{&.,44.,)] USW. (3a)

Was schliefllich die Komponenten des Vektors I ¢ anbetrifft, so sind
se offenbar durch

e
(V¢)E=§;E; ceea e
gegeben, wo 8s¢ usw. die Elemente der einzelnen Koordinatenlinien
bedeuten oder nach (la)

18
Vep=3;

a]

(30)

|
m
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Durch Einsetzen dieser Ausdriicke fur die Komponenten des
Vektors =¥ ¢ in (3) bekommen wir den Laplaceschen Operator
in krimmungslinigen K oor dinaten:

. ko by O @ (h; A; dp hehydg
V"P'nen.,xc[ae( v 50)+5n O ™ a.,)*ac( T "6 @)
Wir wollen nun die vorhergehenden Formeln fur die gebrauchlichsten
krimmungslinigen Koordinatensysteme spezialisieren.

1. Zylindrische Koordinaten (r, a, 2).

DieKoordinatenflachen sind hier eine Schar von koaxialen Zylindern
(r= konst), ene Schar von Ebenen a = konst, die durch die gemein-
same Achsedieser Zylinder durchgehen (aist der Azimutwinkel zwischen
diesen Meridionalebenen und einer von ihnen) und schliel’lich eine Schar
von Ebenen z = konst, die zu diessr Achse senkrecht stehen. Die
Koordinatenlinien sind eine doppelte Schar von radialen Geraden, eine
doppelte Schar von koaxialen Kreisen und eine doppelte Schar von
axialen Geraden, die der Zylinderachse parallel sind.

Der Ausdruck eines Linienelementes in zylindrischen Koordinaten
lautet:

ds? = 1+t da® 4 d2'. 4)
Eswird dso h, = 1, h, =r, h, = 1 und folglich
R TR
rot, 9 = :Ea::‘_-_ . ?._ge, l (42)
roty Y ~= %1—' — -a-é?;
rot, 9 — 1 3(;:;5_) ,,_:.E;‘T- (4b)
V.o=35 Fup—, 3% dio=3L,
pond 45+ e
Sra i it
2. Raumliche Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten

(A.0.0).
Die Koordinatenflachen sind: eine Schar von konzentrischen Kugeln
R = konst, eine Schar von Kegeln 6 = konst, mit der gemeinsamen
Spitze (Kugelmittelpunkt) und Achse (polare Achse); eine Schar von
Meridionalebenen a = konst.
Die Koordinatenlinien sind: (R) = radiale Geraden, (©) = Meri-



462 Anhang. Mathematische Ergénzungen.

dionalkreise, () = parallele Kreise. Das Linienelement driickt sich
durch die Formel
ds' =dR"+ RV\36*  R'sin* @ 0 (5)
aus, was den folgenden Werten der Koeffizienten h entspricht:
k3=1, k9==R, h¢=R5il'l9.
Daraus folgt ferner

divl = ———(R‘ Az} + Rsme i) {51n9A9)+ 931“9 aa‘:“,
rota ¥ = i [ (510 € 4a) — T2, ©9
rote W = 1 [si: 6 ?g‘_aT?(R A“)J ’

o L [ 2 -
PaP=5R: FeP= p75  VaP menere
7o w3 et (7 O) s 8 |

1 %R 2 é i
TR ;Rf) +R'sm969(5m9 90) +R' sin® & a:: -

Diese Formeln haben wir in den Kapiteln V und VI schon teilweise
benutzt, insbesondere die Formeln (4b) und (5b) fur rot, 21 in zylin-
drischen und Kugelkoordinaten und die Formel (4d).

3. Konform abbildende Koordinaten (§, », 2).
Diese Koordinaten ergeben sich aus den gewohnlichen rechtwink-
ligen Koordinaten x, y, z durch eine Transformation von der Gestalt

Ehin=F(xtiy) ol s+iy=iE+in, O

wo F bzw. f beliebige analytische Funktionen bedeuten. Setzt man
z.B.

x +1.)' u pght = glertie
so bekommt man Koordinaten & =1gr, n — a, die sch von den zylin-
drischen nur dadurch unterscheiden, daR der Radiusvektor r durch seinen
Logarithmus ersetzt wird. Durch Differentiation von (6) und Multipli-
kation mit dem komplex konjugierten Ausdruck erhalten wir

(dE +idn)(dE — idn) = F F*(dx+idy)(dx — idy)
d.h.
487 +dyp® = | F' ' (da* - dy")

oder durch Anwendung dersdben Operationen auf die zweite Glei-

chung (6)
do® +dy = |/ F(dE" + dy?). (6a).
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wo f' und F' die Ableitungen von f und F nach den entsprechenden
komplexen Argumenten
x-liy=w Ww {+tin=o
bedeuten. Das Quadrat des Linienelements
ds? = da' - dy* + da*

driickt sich folglich in den neuen Koordinaten durch die Formel

2 = | [ (482 + dy) + da* (6b)
aus. Daraus sieht man erstens, daf3 die neuen Koordinaten immer, d. h.
bei beliebiger Gestalt der FunktionF (oder f) orthogonal sind, und zweitens
dal’ sejede unendlich kleine Figur auf der xy-Ebenein eine vollkommen
ahnliche Figur auf der &, n-Ebene transformieren oder wie man sagt
»abbilden", wobei die GroRe

] =gy =h (69)

die Rolle des Eichfaktors spielt. Eine solche Abbildung wird konform
genannt. |hr spezieller Charakter ist dadurch bedingt, da die K oordi-
natenkoeffizienten A; und &, einander gleich sind; man hat namlich
nach (6 b)
=h =1f], & =1.
Die Formeln (3a, b, ¢, d) nehmen dabei die folgende Gestalt an:

24,
d“"g“—'[a—g(’“‘s)-f‘a (ha )]+-5;, )
1494, a4, a4, 1 24,
L e e D

A4y (hAg)
I'Dt’ﬁ k'[ ﬁE! ar}’
Vio=12, ve=12% Pv,e=2 @b)
¢F 7 Far’ P=%ay VaPT s
1 /2 @ e
7= (o + o)+ 5 70

Setzt man hier £=Igr, n —a, h =r ein, so bekommt man die
schon oben angefiihrten Formeln fir zylindrische Koordinaten.
Ein anderes fir die Anwendungen wichtiges Koordinatensystem
wird durch die Transformation
w=ga,coséw, dh xfiy=gycos(sé—y) (8)
definiert mit dem reellen Koeffizienten a; der eine bestimmte Lange
darstellt {¢€ und n sind dimensondose Zahlen).
Geht man zu den reellen Groéfen Uber, so erhalt man mit Ricksicht
auf die Formeln
cos§ g = ‘E—‘;-‘;_ =cosh§, sini.f:——i’e“;‘:-z"-"iﬂhfs
x—=aycoshfcosy, y=a,sinhfsinyg, (8a)
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oder wegen der Beziehungen cosh®& — sinht# = 1, cos?{ 4 sin?f = 1:

Pl y. _ 1
o3 coshf y + alginhiE ~ 7’

= » (3b)
ajcosly — ajsin'y

Dieletzten Gleichungen zeigen, daB die Koordinatenflachen & = konst
und n =konst konfokale ellip-
tische bzw. hyperbolische Zylin-
der darstellen mit dem Brenn-
. punktabstand 2a,. Die -Linien
sind Hyperbel und die n-Linien
— Ellipse, welche den radialen
Geraden und den Kreisen des
,,zylindrischen" Koordinatensy-
stems (r, a 2 entsprechen
Abb. 50. (Abb. 50).

Der Eichfaktor des betrachteten , elliptischen" oder ,konfokalen"

Koordinatensystems ist

h == 4 | sin (i £ — 7)| = a, | sinh? & cos? y |- cosh® s’y (8c)

Statt der Koordinaten {§, n) fuhrt man gewdhnlich as ,elliptische
Koordinaten" die Grofien

#=rcoshf, wv=cosy. (9)

ein. Multipliziert mit ay sind sie gleich der x-Halbachse der sich im

Punkte (&, n) schneidenden Ellipse und Hyperbel (8 b). Bezeichnet man

die Abstande des Schnittpunktes von den beiden Brennpunkten mit ry
und r,, so hat man die Relationen:

ntr —h-n
2% » = 2“0 - (ga)

Da u nur von & und v nur von n abhangt, sind die Koordinaten-
flachen und -linien fiir die beiden Systeme (£, n) und (u, v) dieselben.
Es gilt ferner nach (9) und (8 c)
du=sinhfdé = Yu' —1d¢, dv= —singdy— — Y1 o*dy,

A =g} [(s* — 1o - ' (1 — )] = a] (? — 7},
woraus folgt gema3 (6b):

ds‘ma:(u"——v‘)(

H =

d
P ]

P PP
kumaa]/—'—“,_la ho=a, T hy=1.

Wir wollen die Formeln (3a—d) fir dieses Koordinatensystem nicht
aufschreiben — desto mehr, da sie sich unmittelbar aus (7 a b, ¢)

M) e, (9b)
d.h.
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ergeben — und begniigen uns damit den Ausdruck fir P*p anzugeben.
Der letzte lautet

o= ke 932 012
Rk (LI S

4. Rotationssymmetrische Koordinaten [&,n, ).

Durch Rotation eines ebenen Koordinatensystems, das eine Sym-
metricachse besitzt (wie z. B. die x- oder y-Achse in dem soeben be-
trachteten elliptischen Koordinatensystem), um diese Symmetrieachse
und Hinzufiigung des Azimutwinkels o als dritter Koordinate ergibt
sich ein rotationssymmetrisches Koordinatensystem. Wir wollen die
Rotationsachse als z-Achse bezeichnen und werden das entsprechende
zylindrische Koordinatensystem (z, r, a) als Grundsystem dieser Art
betrachten. Es spielen dabei fiir jede Meridionalebene o == konst die
GréRen (z, r) genau dieselbe Rolle wie die rechtwinkligen Koordinaten
(%, y); die verschiedenen Koordinatentransformationen, bei welchen die
Rotationssymmetrie um die zAchse beibehalten wird, reduzieren sich
auf ebene Transformationen

(@s7)—~ (¢, 1)

ebenso wie in der vorigen Nummer. Der Unterschied besteht in dem
Umstand, dal die Ausgangsform fir das Linienelement in dem jetzt
betrachteten Fall _

dst=d2 4+ det 4 da?,
ist, statt

ds?! = da? + dy? 4 37,
wie friher.

Handelt es sich insbesondere um eine konforme Transformation

von der Gestalt

Fhir=f({+in)=fE 0+ ik, (10
so wird statt (6b)
ds® =8 {8+ dqD) + 1 dot, (10a)

wobei hwie frither gleich dem Absolutwert der Ableitung vonf{& + in)
nach &+ in ist.

Dies hat zur Folge, daB die Formeln fir div®, rot¥ usw. eine von
(7, a, b, c) wesentlich verschiedene Gestalt erhalten. Und zwar ergibt
sich nach (3a—d):

. 4
iV = L [FohA)+ Hhd)) + 152, (ob)
Frenkel, Elektrodynamik 11 . 30
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1484
L 124y
rot. ¥ kaq(A) r Aw
L Log 1o
e TAR T (10c)

rot, & = 5 [ 2 (h4,) — 5= (B 4],

19 18 12
=G Ve kE,  FeP=va. 100

17198 g 2 1 ¢
Poaala et Tl al twsse (09

Indem Fall der ,,rotationselliptischen" oder spheroidalen K oordinaten
(u, v, @), welche durch die Formeln:

ztir—gycosi{§ +ip =g v+ iY@ —nI— o}, ()
(== cosh §, wv==cosy),
d.h. g::aou'u, r:.-.-;auVui____]_Vi:Uﬂ (Ha)
definiert werden, bekommt man z. B. den folgenden Ausdruck fir
Fig:

! o9 g 1 Mg
Prp= syazolon (41 00 +as {007 |1 aea 1ycion o
(11b)

Das eingeklammerte Glied unterscheidet sich von dem entsprechen-
den Glied in (9 ¢) durch ug:-‘f —v -‘j;:: :

Es sei bemerkt, dal die Fldchen u — konst gestreckte konfokal e Rota-
tionsellipsoide mit dem Brennpunktabstand 2a, darstellen; die Flachen
v = konst sind dazu orthogonale zweischalige Rotationshyperboloide.
Durch Vertauschung der Ausdriicke (118) fir zund r, d. h. durch die
Transformation

t(ztir)=iz—r=gycosi(§+in)=aycos ({f—mn).
cosh =<, COS =1
wirden wir statt der gestreckten abgeblattete Rotationsellipsoide er-
halten mit dem gemeinsamen ,,Brennfleck” in der Gestalt eines zur
Rotationsachse senkrechten Kreises vom Radius ag.

5. Ellipsoidales (konfokales) Koordinatensystem.
Wir fassen nun ein dreiachsiges EIIipsoid

LA AR (12)

ins Auge und betrachten die Schar von Flachen, die sich daraus durch
Vermehrung von a,, b, c? um diesdbe GroRke s ergeben, d. h. die zu-
gehorigen ,,konfokalen" Fléchen:

b #
a4 s +b‘+s+c‘+s

=1, (12a)
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Wir nehmen dabei an, dal? a die grofte, b die mittlere und c die kleinste
Achse des Ellipsoids (12) bedeutet, d. h., da

. ax>b>ec

ist.

Solange der Parameter s sich im Intervall {—e% + o) &andert,
stellen die Flachen (12 a) Ellipsoide; bei den Extremwerten dieses
Intervalls bekommen wir eine unendlich grofRe Kugel (s = az) bzw.
einein der xy-Ebene liegende Ellipse mit den Halbachsen & — ¢, b — c%
Der Anderung von sin dem Intervall (— b%, — ¢?) entspricht eine Schar
von einschaligen Hyperboloiden

%2 y* o
@rdtmts Taga— i
deren Grenzformen die obige Ellipse und (bei s = —b? die in der
y-Ebene liegende Hyperbel
23 2
al W g T
ist.
Bei der weiteren Verminderung von s bekommen wir zweischalige
Hyperboloide, die sich bei s=—a’ ins Unendliche verschieben.

Negativen Werten von s, die kleiner ds —a? sind, entsprechen nur
imaginére Punkte.

Wir sehen also, dal’ die durch (12 a) bestimmte Flachenschar tat-
sichlich aus drei verschiedenen Fl&chenscharen besteht. Es gehen
dabei durch jeden Raumpunkt P je eine Fl&che jeder Schar, d. h. ein
Elhpsoid, ein einschaiges und ein zweischaliges Hyperboloid. Die
drei Werte von s, welche diese sich in P schneidenden Flachen charak-
terisieren, konnen folglich as die Koordinaten dieses Punktes auf-
gefaldt werden. Wir wollen sie mit u, v, w bezeichnen. Dies sind die
drei Wurzeln der Gleichung (12a) bei festgehatenen Werten von x, y, z
Es bedeutet dabei u die im Intervall {—¢3 + <o} liegende Wurzel,
v entspricht dem Intervall (—b® —c% und w — dem Intervall (—&,

Es ist leicht zu zeigen, dal3 das so definierte Koordinatensystem
orthogonal ist. Wir driicken zunéchst x,y, z durch u, v, w aus. Dies ge-
schieht am einfachsten auf Grund der folgenden Uberlegung. Die
Funktion

((l’ -+ S)(b’ + S)(C’ -+ S) |:1 — _ﬁ‘f:{;,; - 'gl-y_—‘:_*s— — -Ei{':_‘s J

ist ein ganzes Polynom dritten Gradesin s mit dem Hauptglied s und
mit den drei Wurzelnu, v, w. Es muf3 folglich gleich dem Produkt
(s ~ s - 0)s — @)
sein. Wir haben also die Identitat
{— L o= (s--w)(s—v}(s —w}
V4 5 Wis P et (T (P + 9
30*
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Multipliziert man diese Identitat mit a® + s und setzt dann s = — a?
ein, so erhdt man
¥ 4 w) (a4 v) (a¥ 4
x‘l:( (e _(bs](an)f P )' 13)

Ahnliche Ausdriicke ergeben sich firr y* und 2.
Daraus folgt durch partielle Differentiation nach u, v, w

% 1 1 = 1 x
i b R | R LTk
1 ¥ 1 ¥
Yo TG Hfu P gL UV

Diese GroRen bestimmen offenbar die Richtungskosinus der Koordi-
natenlinien in dem betrachteten Punkt (X, y, 2. Nun hat man

%%+ 5.9, +242,
1 xt 49 P
{<a=+u)(a'+v1 THTHETY T EIRE Ty }
d. h. nach (13)
x,x, ot y"yb—rz“zv
- 1 &% w 0w i w
= gl@ine-on T EmaEs T EE )=

Dadurch wird die Orthogonalitdt des neuen Koordinatensystems
bewiesen. — In derselben Weise ergibt sich

s+ = (5] = et wre t e

d. h.
’I'“l{ (a'+v)(a‘_—i_—_wﬂ)___+ (5% -+ v} (8% + @) + o))
L (R T2 TR B R Y T R s T T
oder schliefdich
. () ()
L@+ LW+
5 {v—w}(r—w)
L (P T reY e (139
B = (w—w)(w—1)
4(u‘+w}[b’+w}[c'+w)

Setzt man zur Abkiirzung
T,=y{@ + s+ ) 1 ).
so erhdlt man nach (3d) den folgenden Ausdruck fur den Laplaceschen
Operator

7o m4{(;7;"(!;:;;) Ball ( b 6‘“) +(v—u)(v w) Bav (T"i_f)

+ pmae oy 7s e r))

(13b)
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Die entsprechenden Ausdriicke fir div¥ und rot® werden wir nicht
aufschreiben.

Da die GroRen T,, T,, T, nur von den betreffenden Koordinaten
M, v, w abhangen, so liegt es nahe, statt der letzteren die Variablen

rd fd rd
5 = _Ti:_) n = _1-_:" : c L"_'J T,:i (13C)
u " L
einzufihren. Dabei nimmt P2 die folgende einfache Gestalt an:
4 a » e
Pe= oY vy rpumpry {(W - *’)5‘; + (%~ w) 3—,: +{v— “)%}- (18d)

§ 2. Satische Probleme; Entwicklung nach den harmonischen
Grundfunktionen.

1. Fragestellung und einfachste Ldsungsmethode.

Die elektrostatischen (ebenso wie die magnetostatischen und die
galvanischen) Probleme reduzieren sich vom mathematischen Stand-
punkte aus auf die Integration der Gleichung

Pl 0 (149
unter gewissen Bedingungen, die folgendermal3en zusammengefaldt wer-
den kdénnen.

1. <p soll in dem betrachteten (endlichen oder unendlichen) Raum-
gebiet eindeutig, stetig und endlich bleiben.

2. An den Grenzen dieses Gebietes oder auf gegebene Fléchen S, wo
verschiedene homogene Kdorper aneinander grenzen, mufd die Normal-
komponente des Gradienten von @ einen Sprung erleiden. Die Rand-
werte des Potentials oder der Betrag des Sprunges sind dabei im allge-
meinen nicht gegeben, sondern durch die Gleichungen

P=p-ke¢ (Ha)
oder A(EF @) = fo (14b)

in einer indirekten Weise bestimmt. Die Grenzbedingung (14a) ent-
spricht dem Falle einer leitenden Oberfl&che; es bedeuten dabei ¢, eine
gegebene Funktion (bei Anwesenheit eines priméren Feldes) und c
eine unbestimmte K onstante (oder Null falls ¢, eine gegebene Konstante
ist). Die Bedingung (14b) bezieht sich auf die Trennungsflache zweier
Dielektrika, wobei f eine gegebene Funktion [z. B. (e—1) E, ] ist.

3. Im Unendlichen soll <p entweder verschwinden (sekundéres Feld)
oder einen bekannten Wert annehmen (priméres Potential).

Die Ldsung dieser Aufgabe laRt sich am einfachsten ermitteln,
wenn es gelingt, ein den Unstetigkeitsflachen angepalites K oordinaten-
system aufzufinden. Um dies zu illustrieren, betrachten wir den Fall
eines geladenen isolierten Leiters von ellipsoidaler Gestalt (Halbachsen
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a, b, ¢). Fihrt man die durch (13c) definierten Koordinaten ein, so
erhdlt man flir die Bestimmung seines Feldes die Gleichung
i & &
(@ — v) 55 +(u~w)-5f:~+(%u)5—g —90.

Die einfachsten partikularen Integrale der letzteren sind ¢ = konst
und g =af + 8n+ y&, wo o, B y konstante Koeffizienten bedeuten.
Dabei liefert die mit einer Konstante multiplizierte Koordinate & sofort
die gesuchte Losung, da sie auf der Oberflache des betrachteten Ellip-
soids den konstanten Wert

andu
& J' o
1
annimmt und in Unendlichkeit verschwindet. Wir kénnen folglich
wdu
7 uf g

L]
setzen, wobei die Konstante a durch die Gesamt ladung des Ellipsoids e
bestimmt wird. Es mu namlich fir sehr entfernte Punkte ¢ die Ge-
stalt ';2' haben. Da solche Punkte sehr grofRen Werten von u entspre-

chen, so haben wir
x

du 2_01

‘}’ﬁﬁ.f—“ﬁ = ";l N

Es bedeutet u in diesem Fall offenbar nichts anderes as das Quadrat
der Entfernung [gemafR3 der Definitionsgleichung (12a)]. Wir erhalten
folglich 2 a— e im Einklang mit der Formel (81b) des letzten Kapitels.

2. Allgemeine Eigenschaften der harmonischen
Grundfunktionen; Kugelfunktionen.

Ein sehr wesentliches Hilfsmittel zur Lésung komplizierterer sta-
tischer Aufgaben bei festgelegten (orthogonalen) Koordinaten &, n, £
bilden die zu diesen Koordinaten gehdrenden harmonischen Grund-
funktionen. Damit werden wir die einfachsten Funktionen g {&, %, {)
bezeichnen, welche samt ihren Gradienten im ganzen Raum ein-
deutig, endlich und stetig bleiben und der Gleichung F 3y == ¢ geniigen,
mit AusschluR von einzelnen Punkten, Linien oder Fl&chen (ohne Volumen-
inhalt), deren Lage durch den Charakter des betreffenden Koordinaten-
systems bestimmt ist. Diese , aulergewdhnlichen Stellen" oder , Pole"
konnen ebensogut im Endlichen wie im Unendlichen liegen. Dement-
sprechend muB man zwei verschiedene Arten von Grundfunktionen
unterscheiden. Die Funktionen zweiter Art ¢@ (£, 5, {) haben einen
Pol (oder mehrere Pole) im Endlichen, wahrend se im Unendlichen
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verschwinden. Die Funktionen erster Art gt (&, , &) verhalten sich
dagegen im Endlichen reguldr und haben einen Pol im Unendlichen
(wo sie unendlich grolRe Werte erreichen).

Wir nehmen an, dal} die Flachen & = konst geschlossen sind
und folglich ineinanderliegen. Die innerste von ihnen muB sich offenbar
auf einen Punkt zusammenziehen (der Kugelmittelpunkt bei dem pola-
ren Koordinatensystem mit & = R), oder auf eine Linie (z. B. die Zylin-
derachse r = 0 bei den zylindrischen Koordinaten oder die Brennlinie
bei den gestreckten Ellipsoiden), oder schlieRlich auf eine volumlose
Flache (z.B. die Ellipse u——c? in dem ellipsoidalen Koordinaten-
system u, v, w). Der Wert von § fir irgendwelche Flache & = konst
stellt aso das MaB ihrer Entfernung von dieser innersten entarteten
,,Nullflache" dar. Die zwei anderen Koordinaten n, ¢ definieren dann
die Lage des betreffenden Raumpunktes auf der Flache & = konst,
d. h. sie spielen die Rolle der Winkelkoordinaten; in dem Falle des polaren
Koordinatensystems sind sie nichts anderes as diese Winkelkoordina-
ten 9, a.

Die harmonischen Grundfunktionen beider Art lassen sich in den
meisten Féllen als Produkte einer Funktion U if§) der ,Abstands-
koordinate" & mit einer Funktion T (n, £} der beiden ,,Winkelkoordi-
naten" n, { darstellen. Man kann dabei | eicht zeigen, dal jeder Funktion
T(n, &) zwei verschiedene Funktionen U™ it§) und U®(#) entsprechen,
mit einer aulRergewdhnlichen Stelle entweder auf der,,Nullflache" oder
im Unendlichen. Diesfolgt ausdem Umstand, daf? die Abstandsfunktion
U (&) nach (3 c) einer homogenen linearen Differentialgleichung von der
Gestalt

2 (PO +e@U=o0. (15

genligen mul3 (s. unten).

Ist nun U® eine Losung dieser Gleichung, so kann man eine zweite
davon unabhangige Losung in der Form C® — U®WA suchen, wobei
fir die unbekannte Funktion A {£) sich die Gleichung

w é /44 4UM 44
R S

ergibt.
.. dA
Daraus folgt mit ;&3—5—:3:
d8 2d4uw
&t -ge =0,
t
d.h. B o= it
d¢
und ferner A :fm
oder ym—pym[ 2t (153)

o
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Wenn die Funktion U® derart gewahlt ist, daR sie im Unendlichen
unendlich gro3 wird, so ist hier die Integration von dem betreffenden
Punkt & bis ins Unendliche zu vollziehen. Dabei muR die Funktion
U auf der ,Nullflache" unendlich werden und im Unendlichen ver-
schwinden.

Die Funktionen

PP 0) = UV E)-T(n,8) |
v P (&7 0) = U T, |

stellen aso tatsachlich die beiden der , Winkelfunktion" T zugehérenden
harmonischen Grundfunktionen dar.

Wir betrachten z. B. den Fall des polaren Koordinatensystems
(#= R n = 61{=a). Eswird dabei nach (5d) bei ¢ = U (R) T(6, a) :

(15b)

U a U T
P’qJ::QTd_ﬁ(Rng) + R’smeau(mgdﬂ) +iﬁ"s?i17§-b_&i=0'
d.h.
1 4 Uy 11 @ 1 #7
_Uik(miif) "T{'s'i'rT"éaﬁ aa 'i sin? @ 3 *} —C€.(16)

wo C eine von R, © und a unabhdngige Konstante bedeutet.
Wir versuchen nun fur U den Ansatz

UDW—=R" (n positive Zahl oder Null) (16 a)
zu machen. Dies gibt
1 d ¢, 400
Wf'd—R( d'f?') =nrt1)=C
d.h. tatsichlich eine Ldsung der betrachteten Gleichung. Die zweite
Losung, welche derselben Winkelfunktion T angehért, driickt sich nach
(loa), von einem konstanten (belanglosen) Faktor abgesehen, durch
o= 1 (16b)

antl

aus. Was diese Winkelfunktion betrifft, so ist sie durch die Gleichung

1 1
s:nsaﬂ(smgd;)"'—smcﬂ Fov +un +1)T=0. (17)
bestimmt.

Wir haben im |. Bande (Kap. |V, 88 3 und 4) gezeigt, dal? das Poten-
tial eines beliebigen Systems von elektrischen Ladungen, die sich auf3er-
halb (bzw. innerhalb) einer Kugel befinden, d. h. jede Funktion ¢, die
innerhalb (bzw. auBerhalb) dieser Kugel regulér bleibt und der Gleichung
P1 i = 0 genligt, in eine Reihe der folgenden Gestalt

< R
?’—EQ 16,-+H ‘,..+ = DH,

a=0

H, , H, , H > H,
bzw. 9’2ﬁ?+?€;‘+ﬁ'+”'=2§ﬁr
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entwickelt werden kann, deren Koeffizienten bestimmte Funktionen
der Richtungskosinus von ® oder der Winkelvariablen ®, « dar-
stellen, die wir als Kugelfunktionen verschiedener Ordnung definiert
hatten. Jedes Glied dieser Reihe (@) mufl dabei definitionsgeman
[vgl. die Formeln (7) und (8) Bd. 1 ., S.99] der Gleichung P, = @
gentigen. Daraus folgt, daR die Kugelfunktionen nter Ordnung H, der
Differentialgleichung (17) genligen miissen — oder, mit anderen Worten,
daR diese Gleichung bei ganzzahligem n die Differentialgleichung der
Kugelfunktionen darstellt.

Man kann leicht zeigen, dald obwohl se einen Sinn auch bei nicht
ganzzahligen Werten von n behalt, da aber die entsprechenden ,,ver-
allgemeinerten Kugelfunktionen" mehrdeutig sind. Solche nicht ganz-
zahligen n-Werte sind folglich durch die Eindeutigkeitsbedingung,
welcher das Potential <p genligen muf3, ausgeschlossen. In diesem Sinne
kann man sagen, daR3 die Werte des Parameters C in (16)

C=n(n+1 n = ganzzahlig
die ,,Eigenwerte" der zweiten Gleichung (16) darstellen und die Kugel-
funktionen — die zugehdérenden ,,Eigenfunktionen" (vgl. Kap. V, §5).

Fihrt man statt @ die Variable v = cos® ein, so nimmt (17) die

Gestalt

R R e RV S (A

an. Bei %—i = 0 reduziert sich diese Gleichung auf die Gleichung

—;-J(l—v*- +an+1)T=0, 17b)

deren Losung durch dieim |. Bande definierten Legendreschen Polynome
[S. 98 (5b)] gegeben ist — wie man sich mittels des Ansatzes

T o= ﬂn+a1”+“‘v‘+"'
direkt Uberzeugen kann.
Die Legrendeschen Polynome, die wir im folgenden mit P,(v) be-
zeichnen werden, sind die einfachsten Partikularlésungen der Gleichung
(17a). Allgemeinere Partikularlésungen erhalt man durch den Ansatz

T V() W(a),

welcher gibt'
1 1 W
(u""’”‘)v)""l__ﬂtw dat +a(n+1)=0, (18)
1 &W
d . AT € == konst )
1 4 [
und 75({1_1;8]17)4._1.".”‘.+n(n+1)=0. (18b)
Damit W eindeutig und endlich wiirde, muR man offenbar C = — m?

setzen, wo m eine ganze Zahl (positive, negative oder Null) bedeutet.
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Es wird dabei
W=cosma, W=sinma oder W=gimt (18c)

(irgendwelche konstante Faktoren lassen wir zunéchst weg). Die zu-
gehdrigen Loésungen der Gleichung (18b) sind, wie man leicht zeigen
kann:

Ve (1-— ua)"?' di"; P, (v)= PP (v). (18d)

wobei selbstverstandlich m as positive ganze Zahl (oder Null) gerechnet
wird.

Mit dem Beweis dieser Formel werden wir unsnicht aufhalten!) und
wollen nur die daraus folgende Tatsache beachten, dal? jedem Wert von n
(2n + 1) verschiedene unabhéngige (endliche und eindeutige) Partikular-
lésungen der Gleichung (17a) entsprechen, namlich Py(v), PY (v) cos a,
P" sina,... P” (v)cos na, P” (v) sin na (P, ist ein Polynom nten
Grades, so daB P("Y (v) = 0 ist). Wir haben andererseits im |. Bande
geschen, dal? jede Kugelfunktion nter Ordnung durch 2n + 1 unab-
hangige Konstanten, namlich die 2nWinkel ©, a, (k=1,...n),
welche die Richtung ihrer n Achsen charakterisieren und den Absolut-
wert ihres Momentes (p”) bestimmt wird. Man kann folglich eine be-
liebige Kugelfunktion nter Ordnung als eine Summe der oben angefihr-
ten speziellen Kugelfunktionen derselben Ordnung darstellen:

T, = A, P, + 3(A, cosma -} B, sinme) P (o) (19)
1

mit passend gewahiten Koeffizienten A, Bp.

Diese speziellen Kugelfunktionen sind dadurch ausgezeichnet, daf
sie ale zueinander , orthogonal" sind — in demselben Sinne wie dies fur
Kugelfunktionen verschiedener Ordnung gilt [Bd. I, S. 110, (18b)].
Bezeichnet man sie also mit 7%, so hat man die allgemeinen Ortho-
gonalitatsbedingungen

$§THTWis =0, (194)
die immer dann erfiillt sind, wenn n=n' oder m=m' ist. Es bedeutet
hier dS=sin®d® da das Flachenelement der Einheitskugel.

Die angeflihrten Resultate lassen sich leicht auf den Fall beliebiger
Winkelfunktionen T (n, £) verallgemeinern. Es seien namlich

n=U (T 0
und ve=Us(§) Ty(n )

zwei harmonische Grundfunktionen des betrachteten Koordinaten-

Y Er 4Rt sch z B. durch Entwicklung von V in eine Potenzreihe erbringen
und durch Vergleich solcher Reihen fiir zwel nachfolgende Wertevon m (bei fest-
gehaltenem n).
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Systems, die zwei verschiedenen Abstandsfunktionen U{g) erstet Art
entsprechen.

Dann gilt fir ein beliebiges im Endlichen liegendes Raumgebiet
die Transformationsformel:

a é
r(‘yl rt\ug — ¥y F"PJdeé(wl d‘v_‘)_q,' av’l)ds
oder wegen Py, = Py, =0

Wir stellen uns nun vor, daB die Flache S mit einer Flache & ~ konst
{= &} Ubereinstimmt. Es wird dann

dy 1dpy TadlU

n T hg 0k dF
und folglich

Plv - wih)as- (wiy v g nny

oder schliefllich
43 . ,k ”_rr,- dndl =0 (19b)

Man kann ferner zeigen, daB jeder Abstandsfunktion U,\§), bei passen-
der Indizierung, 2 n + | linear unabhingige Winkelfunktionen T
entsprechen, die ebenfalls im Sinne der Gleichung (19b) orthogonalisiert
werden kénnen. Dasie nur bis zu gewissen konstanten Faktoren bestimmt
sind, so kénnen wir zur Festlegung dieser Konstanten die,,Normalitéats-
bedingungen" einfuhren, d.h. die in (19b) auftretenden Integrale bei
T, = T, gleich 1 setzen.

3. Ldsung der elektrostatischen Probleme durch
Entwicklung des Potentials nach harmonischen
Grundfunktionen.

Mittels der ,normierten” Winkelfunktionen und der durch die
Bedingung U =1 fir & =§&, normierten Abstandsfunktionen kann
man jede harmonische Funktion, die sich innerhalb oder aulRerhalb der
Flache & = &, regulér verhélt, durch eine Reihe von der Gestalt

p=JIQUTY (20)

L
darstellen, mit U = U® im ersten und U = U@ im zweiten Fall und
mit bestimmten Koeffizienten C!*, welche die Beschaffenheit der Funk-

tion ¢ charakterisiecren. Wenn die Randwerte dieser Funktion Iigg)
bekannt sind, kann man diese Koeffizienten nach der Formel

d5
Oxzé‘i’a?‘: B (20 a)
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die eine unmittelbare Folge der Orthogonalitatseigenschaft der Funktionen
I3 und ihrer Normierung darstellt, bestimmen.

Auf diese Weise |aft sich z. B. die Aufgabe |ésen nach der Wirkung
eines gegebenen priméren Feldes ¢° auf einen Leiter, dessen Potential
festgehalten wird, d. h. einen bestimmten konstanten Wert ¢ , hat.

Wenn die elektrischen Ladungen, welche das priméare Feld erzeugen,
sich auBerhalb der betrachteten leitenden Flache & = konst befinden,
ist ihr Potential innerhalb und teilweise auch auRerhalb dieser Fl&che
durch die Reihe

@0 3 U T (20b)

darstellbar, deren Koeffizienten durch die Randwerte ¢ von (p° geméaR
der Formel (20a) bestimmt werden kénnen.

Die Werte des sekundéren Potentials innerhalb des Leiters miissen
offenbar gleich

Plon = P — ¢° = @ Uy’ — 3 ZCR UL T (200)

sein (mit der Bedingung &Y =1 und T, = 1). Die Randwerte er-
geben sich aus dieser Formel wenn man U = 1 setzt; um das auBere
Feld des Leiters zu bestimmen, missen wir einfach die Abstandsfunk-
tionen erster Art durch die Abstandsfunktionen zweiter Art ersetzen
(falls auf der Oberflache & = konst U @ =1 ist). Wir haben also'):

Phss = 1 UF — X ZCRUD Y. (20d)
Die Ladungsdichte berechnet sich daraus in der Ublichen Weise, d. h.

geméald der Formel

1 = g (e @ = 2 9,

oder nach (20b) und (20d):

1 dg 1 4y . ayg®  audy .
'3=—;";5533§ 41":{ ws--@-+zch.'(—;,f— E)T}
Es sei bemerkt, daR die Funktion UB () das &ulRere Potential
des Leiters darstellt, wenn seine Oberfldche das Potential 1 hat, bei
¢° — konst, d. h. bei Fehlen eines priméren Feldes. Die entsprechende
Ladung ist offenbar gleich der Kapazitat des Leiters K. Wir erhalten
folglich fur die letztere die Formel

e (A ) [ans

Wir betrachten jetzt das etwas allgemelnere Problem eines homo-
genen Dielektrikums mit der Oberflache & = konst = & in einem
gegebenen priméren Felde.

1y vgl. Bd. I, S 105 und 109.
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Die Formel (20b) bleibt dabei unveréndert. Fir das sekundére
Potential miissen wir aber neue Koeffizienten D} einfiihren, d. h.

O = ZIONULTY
(21)
Vim= I IDVUVTT
setzen. Diese Koeffizienten bestimmen wir aus der Grenzbedingung
Vo Plus — £ Py Ploe = (¢ — 1} p, 9% (5 &p)
die in dem betrachteten Fall die Gestalt
) H 1
fi)g (d U;i — € d—[{tu) = (g - 1} C:'(‘f:};- --)0 (21a)

annimmt.

Diese Aufgabe a3t sich leicht noch weiter verallgemeinern, und zwar
auf den Fall einer dielektrischen Schale, die von innen durch die Flache
£ = £, und von auBen durch & = £ > &; begrenzt ist (z. B. eine Kugel-
schale oder ellipsoidale Schale usw.). Wir missen dabei fir das sekun-
dare Potential den folgenden Ansatz machen:

E<t)y ¢ =AUV TY
. 7828) o = ZIAIUY +BRUNTY (21b)
(>8) ¢=ZIBRUDT
mit den Bedingungen

A Um A U“’+B Um (21¢)

‘" U( ] U{ - i fir & - ¢
(A" T rEr i ) e ’
and AU + BRUP - BR U (21d)
1 fiir&=¢,.,

(A""‘”1 + B dl )+B:“‘”L=-.(e—1)c.‘?%— "

In dem Fall einer Kugelschale mit den Radien a; und a, die sch
in einem homogenen priméren Feld befindet, haben wir z. B., wenn
wir die Polarachse (® = 0) in der Feldrichtung ziehen:

=0 T = — E°Rcos@

und dementsprechend:
(R<a): ¢ =ARcosH,

4, >R>ay: ¢ = (A’R+ )cose
Rz ay: = —cos®

mit Aa,-A’a1+“, s
rFr i B B T 23’\ 2B rFa -t O
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Daraus ergibt sich nach leichter Rechnung der folgende Ausdruck
fur die totale Feldstarke E° + E' in dem inneren Hohlraum (R <ay):

E— B
T Ra=Ipr. TaN
e
Ist € sehr gro3 (oder auch kleln gegen 1), sowird E sehr klein, und

zwar desto kleiner, je klelner , d. h. jedicker die Schaleist.

Obwohl die dargelegte Methode besonders geeignet ist, solche
Kdorper zu behandeln, deren Oberflache 5 mit einer (oder zwei) der
Koordinatenflachen & = konst zusammenfallt, kann sie auch dann
angewandt werden, wenn S von diesen Flachen mehr oder minder
abweicht. Wir bekommen dabei eine Art von Stdrungsproblem, das
sich durch sukzessive Anndherungen beliebig genau |ésen |aft.

Wir nehmen zunédchst an, da? die erwahnte Abweichung sehr klein
ist und entwickeln die Differenz & — &, ,wo £ die Abstandskoordinate
der verschiedenen Punkte von S und &, der néchstliegenden Flache
£ == konst bedeuten, in eine Reihe

— b= Y YEST (), (22)
deren Koeffizienten als unendlich kleine GréRen erster Ordnung anzu-
sehen sind.

Wir denken uns dabei, dal} S eine leitende Flache mit dem fest-
gehaltenen Potential 1 ist, und daB es sich von der Bestimmung der
Ladungsverteilung und des dadurch erzeugten duferen Feldes handelt.

Wir machen fir das Potential dieses Feldes den Ansatz

P& 9,0 = I XCT UL BT (1,8),
und bestimmen die Koeffizienten €7 in der Weise, daR

Pl ¢ =1

wird. Zu diesem Zweck entwickeln wir U& (&) nach Potenzen der
Differenz # — & und behalten nur die GrolRen erster Ordnung in
E™ bei.

Dabei erhalten wir

U ) = U e+ (45
und folglich mit U@ &) = 1:
1= 23CT [+ {2, Z3Ey | 7. (229)

DieProdukte ™ I'® |assen sich durch lineare Aggregate der Winkel-
funktionen verschiedener Ordnung (bis n + n') darstellen, so daR die
rechte Seite der obigen Gleichung in eine einfache Reihe von der Gestalt

ZIDRTY

D) s zer Ty
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umgeformt werden kann, mit Koeffizienten D, die sich linear durch die
unbekannten Koeffizienten €3 ausdricken. Es muRR dabei D% =0
fur alle Werte von n und m sem, mit Ausschlul? des Fallesn =m =0,
fir welchen D =1 ist (T¢=1). Aus diesen Gleichungen kénnen die
Koeffizienten Cf* bestimmt werden.

Die letzteren, mit Ausschluf3 von Cg muissen, wie leicht zu ersehen
ist, von derselben GroRenordnung wie die Koeffizienten E® sein. Es
sollte in der Tat die oben angefilhrte Reihe fur ¢ (£, #. £) bei E® = 0,
d.h.bei & = &, sich auf das einzige Glied U?T§ = UD reduzieren.
Wir kénnen deshalb in erster Naherung die Formel (22 a) durch

1=a+(GE), sy sy (221)
A ™
ersetzen, wo der Strich an den Summenzeichen das Fehlen des Gliedes
n —m — 0 bedeutet. Dabei erhalten wir

(e
und (22¢)
o cg(‘”’i”)oE:'.

df

Diese Methode 183t sich leicht auf den Fall der Anwesenheit eines
beliebigen priméaren Feldes verallgemeinern. Man muf3 ndmlich in diesem
Fall dielinke Seitevon (22 a) durch g — @° ersetzen (@ = resultierendes
Potential des Leiters) und das primére Potential @° in eine Reihe der
Ublichen Gestalt (20b), aber mit bekannten Koeffizienten anstatt der
Koeffizienten C* entwickeln.

In ghnlicher Weise kann man kompliziertere Probleme mit dielek-
trischen Korpern oder Schalen 16sen.

Wir betrachten beispielsweise den Fall eines kugelférmigen Konden-
sators, wenn die auRere Kugel (Radius b) nicht ganz konzentrisch mit
dem inneren (Radius @) ist. Ist die Verschiebung der aufferen Kugel
gleich ¢, so kann man in erster Naherung ihre Oberflache durch die

Gleichung R—=b4+8P =bfdcos@®

darstellen (P;—Legendresches Polynom erster Ordnung). Fir das
Potential in dem Zwischenraum machen wir den Ansatz

=5+ frcos® + C 4 DRcos#,
wo B und D kleine GroRen sind, mit den Grenzbedingungen ¢ = 1
auf der inneren und ¢ = 0 auf der 8ulReren Kugel. Dies gibt
==; —[«if-.—cose+C+DacosB
und (in erster Naherung)

0=2(1—-3c0s0)+ 228 1y C+Dbcos @,
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woraus folgt durch Nullsetzen der Koeffizienten bei cosO:

4 4c-1=0, 24+ Da=0; L4c=0, -4, 2,.p
‘“—+ —1= F] a_.+ a—=\u; “b_‘+ =, ’"‘F"*"F""‘ b=0-
Fir den Koeffizient A ergibt sich dabei der ,ungestérte” Wert b—‘?,
woraus folgt, dal die Kapazitat des Kugelkondensators in erster Nahe-
rung bei einer kleinen relativen Verschiebung der beiden Kugeln
unverandert bleibt. Man kann leicht zeigen, daf’ dieses Resultat fir
Kondensatoren beliebiger Gestalt gultig ist.

4. Die harmonischen Grundfunktionen fur spheroidale und
zylindrische Koordinaten.

Wir sehen aso, dal die Grundprobleme der Elektrostatik (vgl.
Kap. VI, 87) ohne Schwierigkeit gelost werden konnen, sobald
1. ein passendes orthogonales Koordinatensystem gefunden ist derart,
daR die Flachen & = konst wenigstens ndherungsweise mit den Grenz-
flachen der betreffenden Korper Ubereinstimmen, und 2. die harmo-
nischen Grundfunktionen dieses Koordinatensystems, d. h. alle von-
einander unabhangigen Partikularldsungen der Gleichung P2y = 0 von

der Gestalt
_ vU@ T, )=UEVmW(E)
gefunden sind.

Es sei bemerkt, daf3 nicht alle Koordinatensysteme derartige L 6sun-
gen , mit separierten Variablen" zulassen. Solche Koordinaten (Varia-
blen), fir welche dies der Fall ist, nennt man separierbar. Die dar-
gelegte Methode der Entwicklung nach den harmonischen Grund-
funktionen ist selbstverstéandlich nur auf den Fall vollkommen oder
nur in bezug auf die Abstandskoordinate § separierbaren Koordinaten
anwendbar. Esist leicht zu sehen, daR dieim § 1 betrachteten gebrauch-
lichsten K oordinatensysteme dieser Forderung tatséchlich Gentige leisten.

Man muR3 dabei digjenigen Systeme, welche geschlossene Koordi-
natenflachen, d. h. ausgeartete , Nullflachen" endlicher oder verschwin-
dender GrofRe, haben, von denjenigen, wie das zylindrische Koor-
dinatensystem, welche solche Flachen nicht haben, scharf unterscheiden.

Neben dem polaren Koordinatensystem, das wir schon as das
Muster von Systemen des ersten Typus ausfiihrlich behandelt haben,
wollen wir hier noch das spheroidale Koordinatensystem kurz betrach-
ten. Die Gleichung F#*y lautet in diesem Fall nach (I1b):

ul— o’ kA

d iy a8
PG i i "") tawoyai—wee — 0 @
Setzt man hier p=Uw V(?)W(a) (23a)
ein, so erhdlt man, nach Divisionmit y:

@W-)(1—r1 4 U 1 d 1 @
O T N — DR =M R]+ g e =0
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Die einzige, mit der Eindeutigkeitsbedingung vertragliche L&sung
dieser Gleichung ergibt sich, ebenso wie in dem Fall von polaren Koordi-
naten, bei 1 Pw

T konst = — m?, (m ganze Zahl)
d.h. bei W=W,=cosmy, sinmg oder gxime, (23b)
Es wird ferner mit RUcksicht auf
L WD (l-e) 1
[T YY) B R { (v i”-"ui‘f“ i
1 & mt 1 d it .
i _"1)'5_"‘.._1"" = pas - ”q) +1-.;! = ¢,
d du me iy —
d.h. [1‘—“]““ R "'EC U'—-—O,

av my ,
-&;(1 - U‘}?v - '.'l‘_—v," + C'V-- 0

Diese Gleichungen sind identisch mit der Gleichung (18b) fir die
Funktionen P™ wenn man dort C=m und hier C'=n(n+ 1)
setzt (beide Ansétze sind als Folgerungen aus der Eindeutigkeitsbedin-
gung anzusehen). Man hat aso wie friher

U=PFr{x), V=PF{v). (23 ¢)
Da hier u die Rolle der Abstandskoordinate spielt (V = arccos n hat die
Bedeutung einer Winkelkoordinate, und zwar entspricht se dem polaren
Winkel ©), so miussen wir neben der Funktion ¥ = P% (1), die offenbar
eine Abstandsfunktion erster Art darstellt, noch die entsprechende
Funktion zweiter Art einfihren. Gemdl der allgemeinen Formel (15a)
erhalten wir (unter Umkehrung des Vorzeichens von p)

=]

U ()= PF () [~ v 55 o s = 00 00 (234)

Man kann zeigen, daR Q%(u), ebenso wie P™(w), die mit {1 — u%s
multiplizierte wte Ableitung einer Funktion Qu(u) darstellt, welche
derselben Gleichung

d du
-&;(luu”)a—;—l—u(ﬂ-]—l)UmO (24)
wie Pn(u) genigt und sich daraus durch die Quadratur
“} P (“ J‘“l. 1) [P‘{“)ll' (24a)

ausrechnen a3t (,zugeordnete” Legendresche Funktion nter Ordnung).
Diese Quadratur kann man bei n= 0 und n= 1 ohne Schwierigkeit
ausfihren mit dem Ergebnis:
1 1
Q=7 qm=jutTi—1. ()
Frenkel, Elektrodynamik |1 . 31
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Die Bestimmung der Funktionen héherer Ordnung geschieht am
einfachsten mittels der folgenden Rekursionsformel, die aus (24) folgt
und ebensogut fir U, =P, wie fir U,=Q, gilt:

M+ U =@+ U, s—nl, _,. (24c)

Wir gehen jetzt zu denjenigen Koordinatensystemen (ber, welche
keine geschlossene Koordinatenflachen haben. Das einfachste Beispiel
solcher Systeme bietet, wie schon erwahnt wurde, das zylindrische
Koordinatensystem (r, a, z). Die entsprechende Gestalt der Laplace
schen Gleichung ist

12 dip Fy 1 #y

T )+ w =0 (25)
Der Ansatz ¢ =UmNV{)W()
. 1 d au 1 8 1 1w
licfert ar s tvas tawas =0

d. h. wie friher
W= W, == cosma, sinme oder gt ime
3 \]
und ferner 1.4 ( dU)-—m 1 &y

A\ TS S ST A= ¢ (25a)

Im Gegensatz zu den friiher betrachteten Fallen bleibt hier die , Separa-
tionskonstante" ¢ durch die Eindeutigkeitsbedingung nicht bestimmt.
Eswird dabei

Y = atVer (25b)
und U=JL.(Yer) bw. K, (Ver) (250)

wo Jp, (u) die erste und Ky, (u) die zweite Besselsche Funktion wter Ord-
nung bedeuten?). Sie driicken sich durch einander nach den Formeln

~ . dr
K (Yen=Ju(Yen) 55

bw, LVen=R,(Ven [ 5

aus.

Will man solche Losungen der Gleichung (25) bekommen, die im
Unendlichen, und speziel bei 2= - oo verschwinden, so muf} man
¢ = k?® (positive Zahl) setzen und in (25 a) das untere Vorzeichen fiir
z> 0 und das obere fir z< 0 wahlen.

) Im AnschluR an unsere allgemeinen Bezeichnungen sollten wir statt Jum{¥er)
J? v} schreiben. Es sei bemerkt, daRR die Besselschen Funktionen sich als Grenz-
fall der entsprechenden Legrendre sehen Kugelfunktionen auffassen lassen, gemén
der Formel  Ju (g)={—1)" Lim Py {cos @/n) {ir % -+ .
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Bei ¢ = 0 erhélt man insbesondere
V—=1lonst, yp=UW,

mit UW= ym und Umm—;l; oder lgr fiir m==0.

Dies entspricht der folgenden Entwicklung der Ldsung der zweidimen-
sionalen Laplaceschen Gleichung
_Pe | Pop

Po=x+35: =0, (26)
dieinnerhalb oder auRerhalb eines Kreiszylinders vom gegebenen Radius
r =a regulér bleibt:

@= Sy(4 cosme-| B_sinmep), r<a

bzw . | (26 a)
¢=Aalg-;J+EF(Amcosmqn+B“sinm¢), r>a

Diese Formeln séellen das zweidimensionale Analogon zur Ent-
wicklung des dreidimensionalen Potentials nach Kugelfunktionen (oder,
genauer, nach den harmonischen Funktionen des polaren raumlichen
Koordinatensystems) dar.

Betrachtet man .4,, cosme + B, sn m@ als den reellen Teil des
komplexen Ausdrucks C,e*™*, so erhalt man nach der ersten Formel
(26a)

=R}, /.=-.2°°c_wm, e A (26b)
1]
und nach der zweiten

poR (DS rcigl). (260)
i

Das ,komplexe Potential" f fur ein zwischen zwei Kreiszylinder ge-
schlosenes Raumgebiet 4Rt sich durch die Reihe

f= SChwm + Cawm)+ Cilg & (26d)
a

darstellen. Die Winkelkoordinaten und die Abstandskoordinaten sind
hier zu einer einzigen vektoriellen oder komplexen K oor dinate zusammen-
geschmolzen.

5. Ebene Probleme und analytische Funktionen.

Die Formeln (26c) und (26d) sind die bekannte Taylorsche bzw.
Laurentsche Reihe fir ene beliebige analytische Funktion der kom-
plexen Veranderlichen w. Wir haben in der Tat schon geschen, dal? der
reclle (oder der imagindre) Teil einer jeden solchen Funktion ene
Loésung der Gleichung (26) darstellt. Es ist deshalb in zweidimen-
sionalen statischen Aufgaben nicht nétig und sogar unzweckmagig, die

31*
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gesuchte harmonische Funktion in eine Reihe nach den harmonischen
Grundfunktionen des entsprechenden Koordinatensystems zu ent-
wickeln. Wenn es gelungen ist, dieses Koordinatensystem aufzufinden,
so ist die Aufgabe praktisch as geldst anzusehen.

Wir betrachten z. B. den Fall enes leitenden elliptischen Zylinders
mit den Halbachsen a, b. Die entsprechenden konformen Koordinaten
{&, ) sind bekanntlich durch die Transformation

x+iy=aycossi(f 4 in), (ay==a" — b9
gegeben [vgl. (8) §1]. Diejenige von ihnen, die eine eindeutige Funktion
von x und y ist, stellt offenbar bis auf einen konstanten Faktor das
Potential des isolierten geladenen Zylinders im &uReren Raum dar.
Das ist in dem betrachteten Fall die Koordinate & denn die Randkurve
des Zylinders wird nach der ersten Gleichung (8b) durch die Formel

a . b
. cosh § = a (oder sinh &,=- %-)
bestimmt.

Fuhrt man statt der konformen Koordinaten (&,%) dieelliptischenu, v
gemd (9) ein, so erhdlt man durch Umkehrung der Formel

cosh & = ; (e 4~ = u,

§- lglw+ Yot 1),

oder mit Riicksicht auf1 (92 o
=1k 21:.:.(’1 4+ V(’l + 1l - 4} )

Far %hr grOBe Abstande rnrlll-rinvi'oi(\h Ainca Carmal  anf

§olg—-, (r e Der,)

Vergleicht man dies mit dem Pofential einer geladenen Linie
tp=2elg—;-+konst,

wo e die Ladung pro Lé&ngeneinheit bedeutet, so sient man, daf das
gesuchte Potential (des elliptischen Zylinders) gleich —2eé ist.
Befindet sich der betrachtete Zylinder in einem primaren Feld mit
dem komplexen Potential f°(w), welches fur sein Inneres und seine Um-
gebung definiert ist, so muB das sekundére komplexe Potential der
induzierten Ladung innerhalb und auf der Oberfliche des Zylinders
gleich ran o 27
sein, wo ¢ eine komplexé' &"gnﬁa{:nﬁ bgﬁgutet. Die Werte von fg(w))
aulerhalb des Zylinders ergeben sich einfach durch analytische Fort-

setzung dieser Funktion in den aufe ~ T~um, unter der Bedingung,
da sie im Unendlichen die Gestalt 2elg— + konst annimmt. Diese
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analytische Fortsetzung geschieht am einfachsten durch Entwicklung
von f'in eine Reihe vom Typus (26 d) nach den negativen Potenzen der
komplexen Variablen g = ¢ 4 7x:

' 1., viCu
F'=0Cke ° + < o (27a)
wobei die Koeffizienten Cqy, C4,... in bekannter Weise bestimmt werden

kénnen. Und zwar hat man
1 '
Co = 'mgif p)gmde,

wo das Integral langs der Randlinie in negativer Richtung genommen

werden muf3. Durch die Substitution Q———-:-'-Wil’d diese ,aullere Auf-

gabe' auf eine ,innere" reduziert, wobei die Koeffizienten C, sich
unmittelbar durch Residuumbildung berechnen lassen.

6. Raumliche Probleme und Greensche Funktionen.

Ein ahnliches Verfahren &Rt sich (wenigstens prinzipiell) auf die
Losung von réaumlichen elektrostatischen Problemen derselben Art an-
wenden. Wir betrachten namlich einen leitenden Korper von beliebiger
Gestalt, der sich in einem gegebenen priméren Feld befindet. Die
Quellen dieses Feldes seien aulerhalb der Korperoberflache S; dann mui3
das primare Potential ¢° innerhalb S eine harmonische Funktion dar-
stellen {P2e®=0). Ist das resultierende Potential von S gleich Null
(,geerdeter” Leiter), so kann man das sekundare Potential innerhalb
und auf S sofort nach der Formel

bestimmen. Die ,analytische Fortsetzung" dieses inneren sekundéren
Potentials in das duRere Raumgebiet &Rt sich nun nach der Methode
vollziehen, die wir im I. Band, Kap. 1V, 8§86 bei der Bestimmung der
Laquivalenten Flachenladung" entwickelt haben. Es handelte sich dort
um die Bestimmung der Flachendichte n° derjenigen Uber S verteilten
Ladung, welche innerhalb (oder auerhalb) S das gegebene von einem
auReren (bzw. inneren) Ladungssystem herriihrende Feld ¢° erzeugen
wirde. Bedeutet nun S eine geerdete leitende Flache, so mufd die Dichte
n' der auf sie induzierten Ladung offenbar entgegengesetzt gleich der
erwdhnten &quivalenten Flachenladung sein:
7 =—r.

Ist das @ulere sekundére Potential bekannt, so kann man n' auf
die Ubliche Weise, d. h. durch Differentiation berechnen. — Diese Auf-
gabe reduziert sich, wieim |I. Band (loc. cit.) gezeigt worden ist, auf die
Bestimmung der Greenschen Funktion der betrachteten Flache. Falls
es gelungen ist, diese Funktion s {r,t*) zu bestimmen {t* bedeutet
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den Radiusvektor des betreffenden aufleren Aufpunktes), so bekommt
man fir gy die folgende algemeine Darstellung:

¢ (1) = —f;,gﬁ P Vay(r.1*)dS

(vgl. (21c), S. 114, Bd. | .; das dort auftretende Oberflachenpotential
¢ haben wir durch ¢'= — ¢@° und die in bezug auf das aullere Raum-
gebiet ,,duBere” Normale durch die entgegengerichtete auflere Normale
im Ublichen Sinne ersetzt).

Die Greensche Funktion hat einen sehr einfachen und anschaulichen
physikalischen Sinn; und zwar bedeutet sie, nach der im |. Bande an-
gegebenen Definition, das resultierende Potential, welches von einer
Punktladung von der Grofe 1 bei Anwesenheit der betrachteten ge-
erdeten Flache auRerhalb (bzw. innerhalb) der letzteren erzeugt wird.

Da die tatsachliche Bestimmung der Ganschen Funktion in ge-
schlossener Form im allgemeinen (aulerhalb des einfachsten Falles der
Kugelflache) unmdglich ist, hat das geschilderte Verfahren nur eine
prinzipielle Bedeutung. In Praxi ist die Methode der kriimmungs-
linigen Koordinaten und der Entwicklung nach den harmonischen
Grundfunktionen as die vorteilhafteste anzusehen. Dies bezieht sich
insbesondere auf das allgemeine Problem der Wirkung eines gegebenen
priméren Feldes auf einen dielektrischen Korper; leitende Korper kénnen
bekanntlich als Dielektrika mit einer unendlich groRen Dielektrizitéts-
konstante betrachtet werden.

§ 3. Schwingungsprobleme,  Entwicklung nach den
Eigenfunktionen.

Das Problem der Bestimmung der freien elektrischen Schwingungen
eines metallischen Leiters (oder eines gekoppelten Systems solcher
Leiter) reduziert sich, wie im Kap. V, 86 gezeigt wurde, auf die Inte-
gration einer Differentialgleichung von der Gestalt

PobRy=0, B fous Bap- B, (@9)

wo die Konstante p (komplexer Brechungsindex) fir verschiedene Raum-
gebiete (z. B. innerhalb und auRerhalb des Leiters oder der eventuell
vorhandenen Dielektrika) verschiedene Werte annimmt, wéahrend
w einen unbekannten Parameter (Schwingungsfrequenz), welcher fir
das ganze System denselben Wert hat, darstellt. Die Integration
von (28) soll mit Rucksicht auf die bekannten Grenzbedingungen be-
treffs der Oberflachenwerte der elektrischen und magnetischen Feld
stérken geschehen, wobei die Ubliche Forderung Uber die Eindeutigkeit,
Endlichkeit und Stetigkeit der Potentiale (p, %, 8) inVerknlpfung
mit diesen Grenzbedingungen auf bestimmte diskrete ,Eigenwerte"
des Parameters OD und die zugehdrigen ausgezeichneten , Eigenldsun-
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gen" von (28) (, Eigenfunktionen") fihrt. Die statischeVerteilung einer
Ladung (falls solche vorhanden ist) auf den betrachteten Leitern und
das entsprechende statische Feld kénnen als die einfachste Eigenldsung
der Gleichung (28) angesshen werden, und zwar digjenige, welche der
Eigenfrequenz w=0 entspricht. Diese Ldsung, die wir in dem vor-
hergehenden Paragraphen ausfiihrlich behandelt haben, lassen wir jetzt
beiseite.

Neben den freien Schwingungen missen wir noch die erzwungenen
Schwingungen betrachten, die durch ein gegebenes priméres harmo-
nisch schwingendes Feld bedingt werden. In diesem Fall kann man
die Gleichung (28) auch in der Gestalt

PV ey —— (- (B—) (@89

schreiben (vgl. Kap.V, 87). Man bekommt also fir das sekundére
Feld bei w >0 ( w-Frequenz der erzwungenen Schwingungen) eine
inhomogene Gleichung, im Gegensatz zu dem entsprechenden statischen
Fall.

Wir sellen uns dabei vor, daR die betrachteten Korper ene
endliche Ausdehnung im Raume besitzen, und daf3 das primére Feld
nur fur das von ihnen eingenommene endliche Raumgebiet V gegeben
ist. Die Integration der Gleichung (28a) ist also fur dieses endliche
Raumgebiet durchzufithren, wobei die Randwerte von ' und deren
Ableitungen, ebenso wie die Grenzbedingungen an den Trennungs
flachen zwischen den verschiedenen Koérpern (bzw. an ihren Ober-
flachen) berucksichtigt werden mussen.

Ein zweiter wesentlicher Unterschied zwischen dem statischen und
dem Schwingungsproblem besteht in dem Umstand, dal} das letztere
nicht durch das skalare Potential ¢, wie das erstere, sondern durch das
Vektorpotenttal ¥ (oder das Polarisationspotential J} charakterisiert
werden kann. Es mufR folglich ¢ in (28) und (28 a) im allgemeinen eine
vektorielle Grofe bedeuten, was bei der Einfuhrung von krimmungs-
linigen Koordinaten und teilweise auch bei der Integration von (28 a)
sehr wesentlich ist.

1. Die Gestalt der Eigenfunktionen fir rotationssymmetri-
sche (sphéarische und sphéroidale) Koordinaten.

Wir beschranken uns im folgenden auf den Fall enes einzigen Kor-
pers, der sch im leeren Raum befindet (auRReres Problem) und fihren,
ebenso wie bei dem statischen Problem, ein Koordinatensystem ein,
bei welchem eine der Flachen & = konst mit der Korperoberflache zu-
sammenféllt. Dabei betrachten wir zunéchst den einfachsten Fall der
freien Schwingungen eines vollkommen leitenden Korpers von rotations-
symmetrischer Gestalt, und nehmen an, daf die zur Rotationsachse (2)
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senkrechten Komponenten des Vektorpotentials verschwinden. Dann
kann man ¥ as eine skalare GroRe behandeln, und zwar p =4, = 4
oder — ¢ setzen wobei 4 und <p miteinander durch die bekannte

Beziehung

iho == a—A

verknupft sind.
Wir versuchen die Eigenfunktionen im Anschlul an die harmo-

nischen Grundfunktionen, deren Verallgemeinerung se bilden, in der
Gestalt

&

(kﬂ.f”,' ,p,\,.,—cm:)

W (s ma) = U (&) T(n, o) = U (&} V() Wle) (29)
Zu bestimmen.
Dies ist im allgemeinen moglich fur ale solche Koordinaten die
hinsichtlich der Gleichung F2yp =0 (& = 0) separierbar sind.
Wir haben z. B. in dem Fall des polaren Koordinatensystems:

T 4., 2
Py +Ey= g (R dR)+R“sinHaé? sin 939
U T
+ g g TAUT=0
und folglich [vgl. (16)]:

I 4 dir 1 1 1
F&T?'(Raa_ﬁ)+kqm= T{smﬂ 78 °* 969+sm“9£‘a°} +C.

Diesgibt bei C—n (n + 1) (wegen der Eindeutigkeitsbedingung) die
frihere Gleichung (17) fur T und die Gleichung

1 4 aur nin+ 1)
fur U. Die letzte Gleichung &Rt sich mittelsdes A nsalli= % uf

die schon bekannte Bessekche Differentialgleichung:

#z 132 T nint 1)+§ _
dR'+RER K - ]Z_O
oder
1 4 a4z w4+,
par(Rap)+ B~ T 20
zur tickf tihren.

Wir erhalten folglich [vgl. (25a) und (25 b)]

WO = UPT, = 20 (RIT,0,0),
(29b)
o =UDT, __-—Zfl,(kR) (6 0).

Es bedeuten hier T, eine Kugelfunktlon nter Ordnung und Z2% 3, Zat 4
zwei zylindrische Funktionen von halbzahliger Ordnung, deren erste
bei R =0 regulédr bleibt, wahrend die zweite im Nullpunkt unendlich
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wird und im Unendlichen nach auBen hin forteilende Wellen darstellt,
d. h. sich wie die Hankeische Funktion erster Art H“'i verhalt. Es

gilt ndmlich

Hyl(o) I/;,?; deg=int) (e~ o)
und folglich bei & » o0
UP o G ovm, (29¢)

Die zylindrischen Funktionen von halbzahliger Ordnung lassen sich
fur beliebige (endliche) Werte des Argumentes durch exponentielle
oder trigonometrische Funktionen ausdriicken. Man kann dies am
einfachsten beweisen indem man die Gleichung (29 a) in der Gestalt

1 d* winpl)
e @+ v =0
schreibt. Es wird dabei mit
RU,== YR Zx+y =S, und kRe=p:

=", —o. (30)

Die allgemeine Lésung dieser Gleichung fur den Fall n =0 lautet
Sy =C82 4+ Chete. Ist S, bekannt so kann man eine Losung S
nach der folgenden sich aus (30) leicht ergebenden Rekursionsformel
berechnen:

: s, ds,
Spr1 % [(ﬂ -+ 1) 0 a?]

Diese Formel liefert, wenn man S8 (p) = e*'¢ wiihit:

min! 2m gm

S(g) - gie M i (302)
m=0

oder anders geschrieben:

st~ e (L4 14

Die entsprechenden Funktionen erster Art lassen sich, wie leicht
zu sehen ist, folgendermafBen definieren

[ k.
1) Sn{g) Su(—8) _ bd (5 )2 sm[g_.(' "_M)EJ
S =37 [P - }“...ﬂ("wf!"ﬁ-"f = agge 0D

Entwickelt man namlich die Exponentialfunktionen € und € in
Potenzreihen nach e, SO heben sich die negativen Potenzen von e
weg, und man bekommt die folgende Potenzreihe

S“‘(Q) 2 (_1)-; n-i-ls--H. _ o (300)

@m+ 1) Cm+8)@Em By .. . (Tmt2asl)
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mit lauter reellen Koeffizienten'). Man kann also setzen
1 1
pi = -5 @T,(8,0), v =—5'@T,6,2) (=4R), (30d)

wobel der betrachtete der Ordnung n entsprechende Eigenwert von
k (= kn) nachtraglich aus den Grenzbedingungen des Problems zu be-
stimmen ist.

Als zweites Beispiel der Bestimmung der Eigenfunktionen moge der
Fall enes ellipsoidalen Korpers dienen. In dem Fall des gestreckten
Rotationsdlipsoids haben wir nach (11b)

1 8 é L g
;(-_].k’ a(u'—u’)[ﬂu( ‘!_1).3%_*__3” (l_v’)%]

1 Py _
t e = T oy =

Der Ansatz V= U V) g (31
liefert [vgl. oben die Gleichung (23) u. ff.]:
b0 0 O) = )~ b Y
¢ ek = C,
d.h.
d—d;[(“’ ~14 U+ {apr (@ - ) g5y — CJU=0  (3La)

und dieselbe Gleichung fur V (v) — mit demjenigen Unterschied, dal
uimintervall (1, 4+ o0} und vim Intervall (—1, +1) liegt. Es s
bemerkt, dal3, wenn der Abstandsfaktor der Eigenfunktion erster Art
U® gefunden ist, der entsprechende Faktor der Eigenfunktion zweiter
Art nach dersdben Formel

Us=ym J‘(,‘n -1 [Um]s (Slb)

bestimmt werden kann, wieim Falleder harmonischen Grundfunktionen.
Dies bezieht sich sdbstverstandlich auch auf den Fall des polaren
Koordinatensystems. Man kénnte z. B. die Funktion S® aus der
Funktion S& nach der Formel

iR
Sy = S§ sty

berechnen, die sich aus der allgemeinen Formel (15a) bei p — R? und
U=; ergibt. Die Frage nach den Integrationsgrenzen muf3 in jedem
Spezialfall besonders erledigt werden. In der vorhergehenden Formel
muf? man z. B. von — R bis + R integrieren.

% vgl. G. Mit: Ann. d. Physik Bd. 26, 1908.
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Die in (31a) auftretende , Separationskonstante” C muf} gleich-
zeitig mit k aus den Endlichkeits- bzw. Eindeutigkeitsbedingungen,
inVerknlpfung mit den Grenzbedingungen bestimmt werden, wozu man
zuerst die entsprechenden Ausdriicke fur die Feldstarken kennen muf3.

2. Rotationssymmetrische Eigenschwingungen.

Zur vollkommenen Bestimmung der rotationsymmetrischen Eigen-
schwingungen ist es notwendig, neben der Gestalt der Eigenfunktionen
dieEigenwerte, d. h. die Werte der entsprechenden Schwingungsfrequenzen
festzulegen. Dies geschieht bekanntlich durch Einsetzen der allgemeinen
Ausdriicke fur die Feldstéarken in die Grenzbedingungen. Im Falle
des zylindrischen Koordinatensystems driicken sich die letzteren wegen
(4b, ¢) und (28b) nach den folgenden Formeln aus:

aAd

H = —5 (Hy=H, =0), @)
1 &4 1 a4
Er=—twas E~=— s tid

[vgl. (47a) Kap. V]. Der Ubergang von diesen Formeln zu den ent-
sprechenden Formeln fir ein anderes rotationssymmetrisches Koordi-
natensystem bi etet sel bstversténdlich keine prinzipiellen Schwierigkeiten,
erweist sich aber as ziemlich umstandlich, wenn dabei die Richtungs-
kosinus der Koordinatenlinien {&) mit der Z-Achse einzufiihren sind.
Wirhabenim Kap. V, §7 diesen Weg bei dem Ubergang von zylindrischen
Koordinaten zu polaren benutzt.

Die allgemeinste und einfachste Methode der Behandlung rotations-
symmetrischer Felder ergibt sich in der folgenden Weise'). Wir gehen
von den Feidgleichungen

rotH = —ikE, rotE = | ikH
aus, welche flr ein rotationssymmetrisches Koordinatensystem {&, n, a)
nach (3 a) die Gestalt
é
- iREy = h——’[aq(rlﬂ = (b, H,)]
. 3 g
— iRE, = ﬂ;[ﬁ(hies) - a—E(rH,)}

vz L O Hy) — 5 (e HY)

usw. annehmen. Wenn das Feld dieselbe Rotationssymmetrie wie das
betreffende Koordinatensystem hat, zerfallen diese Gleichungen in zwei
voneinander unabhanglge Gruppen, namlich:

hE, — kraq('ﬁ)’ 'kE_+hEra;(r )

A, —n,,[ae( E) ~ 5 (hE))]
)V gl. M. Abraham: Enz. d. math. Wiss. Bd. V, 2, S. 498ff.

—~tkE =

(33)
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und

. 1 @
FkHE fE) Squﬂ—;E—;—ae(fEa)

*-z'au(

- (33a)
—sksn:--l—[i(k H)— Lk ).
Die erste Gruppe, welche nur die Komponenten H, Eg, E, enthalt
(die anderen konnen gleich Null gesetzt werden), bestlmmt dle elek-
trischen Schwingungen vom meriodionalen Typus, wahrend die zweite
einem System von stationdren zirkularen Stromen entspricht.
Wir kénnen uns folglich auf die Betrachtung der Gleichungen (33)
beschranken. Wir flhren dabei statt der Potentiale A oder ¢ die

Groie

a4
Q=rH = — v (33b)

ein, welche in bezug auf die elektrische Feldstérke die Rolle des Poten-
tials spielt. Durch Einsetzen der entsprechenden Ausdrucke fir die
Komponenten von &:
L 2Q ST N '
EE T ikehg iy E,’ =+ Thrhy Ak (33¢)
in die dritte Gleichung (33) erhalten wir die folgende Differential-
gleichung fur das neue Potential:

r [ PO N L _
Achy, {65(!25 o.s)‘f (""s a,;ﬂ—i—k”Q-----U- (34)
Es sei bea erkt, daf? diese Gleichung von der entsprechenden Gleichung

¢ + k% =0 fir A oder @ wesentlich verschieden ist; die letzte
Gleichung hat namlich bei der Unabhangigkeit dieser GroRen () von a

die Gestalt:
1 d fhyrd 8 fhevr Dy
iy Lo (he 3%) + a5 (f‘ an)| R w=0 (342)

Die Grofe Q hat eine sehr anschauliche Bedeutung; und zwar stellen die
Linien Q = konst nichts anderes als die elektrischen Kraftlinien dar.
Se entspricht also der Stromfunktion oder dem skalaren magnetischen
Potential fur den Fall ebener Probleme.

Die der Gleichung (34) entsprechenden Eigenfunktionen sind selbst-
verstandlich etwas verschieden von denjenigen, welche sich aus der
Gleichung (34a) bei denselben Werten von k ergeben.

Man hat z. B. im Falle des polaren Koordinatensystems {h = 1,
hn = R h=r = Rsin0) nach (34):

& sin® 3 1

-E—R% "F69(51n9 69)+k'0 0.
Die Loésung dieser Gleichung, welche der friher gefundenen Eigen-
funktionyy, = Zu+ 3 (kR) P, (cos @) =S, (k R) P, {cos®) entspricht, ist:

0,..= S® (k R)sin® 6 P, (cos ).
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Mittels dieses Ausdrucks lassen sich sofort die zugehérigen Eigenwerte
des Parameters k (= k), d. h. die Frequenzen und die Dampfungen
der entsprechenden Eigenschwingungen berechnen. Die algemeine
Grenzbedingung fiir die Oberflache § = &, (= konst) enes vollkommen
leitenden Korpers lautet namlich E,, == 0, d. h. nach (33c)
(48),o. o
Dies gibt in dem betrachteten Fall die Gleichung
d

3 SP(RR) =0 (fir R = @),

woraus sich bei n — 1 der schon berechnete erste Eigenwert von Kk,
welcher der Grundschwingung der Kugel entspricht und bei n> 1
die Eigenwerte der Oberschwingungen direkt ergeben.

In dem Falle des gestreckten Rotationsellipsoids nimmt (34) in den
Koordinaten (u, v, @) die folgende Gestalt an:

@ 05 - e 00 (39)

Daraus erhdlt man mit dem Ansatz

Q=U{u)V({v):
a2y C
el (@R T VU= 0,
A 53
w1 (@E — Z5) V=0
und ferner nach (33¢):
WY e U@V
N T o A (] (35b)
oo AUV

SR TC ()
Damit E, und H, auf der Symmetrieachse endlich wirden, muf3 V(v)
bei v = 41 verschwinden. Aus dieser Endlichkeitsbedingung (die mit
der Eindeutigkeitsbedingung zusammenféallt) und der Grenzbedingung
E -0, d h
Uu)=0 fir w=u, (Oberfliche des Ellipsoids),

lassen sich die verschiedenen erlaubten Werte von C(=C;, C,...)
und die entsprechenden Eigenwerte von & (= &y, &y, ...} bestimmen.

Man bekommt dabei fUr ein sehr gestrecktes , stabférmiges" Ellip-
soid in erster Naherung

"

C.=0’ kzga—="’$" n=1213,...

wo a die grofle Halbachse des Ellipsoids und | seine Lénge bedeutet.
Dieses Resultat stimmt mit demjenigen Giberein, welcheswirimKap. V, 86
fir die Eigenschwingungen eines geradlinigen Drahtes bei Vernach-
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lassigung der Dampfung gefunden haben. Der EinfluR der Dampfung

kann hier ohne irgendwelche zusitzliche Betrachtungen (wie dort)

bestimmt werden, einfach durch Weitertreibung der Approximation.
Und zwar ergibt sich in zweiter Naherung

k=22 4 iy K

wo

1
K= =gy,

4ilg 3

(d. h. ungefahr eine Halfte der auf die Langeneinheit bezogenen Kapa-

zitat) und
L1 ]

?, == J 1~c°”dx==lg2nn +~0577+{2 T
0

ist.

3. Allgemeine Theorie der freien elektrischen

Schwingungen einer nicht vollkommen leitenden Kugel.

Der allgemeine Fall von elektromagnetischen Feldern, die keine
Rotationssymmetrie besitzen, lalt sich verhaltnismaRig einfach nur
fur das polare Koordinatensystem, d. h. fur kugelférmige Korper,
behandeln. Wir wollen dabei eine nicht vollkommen leitende Kugel
in Betracht ziehen und dementsprechend die Feldgleichungen in der
Form

. W .
ot == — i a--e.,u@, ot =+i--9
schreiben. Wir setzen zur Abkdrzung
=k ep=#'. Rhp—p (36)
und schreiben die obigen Gleichungen in polaren Koordinaten folgender-

mafen um [vgl. (5b)]:
dEg

—lkHRRsmG—ﬁ—u-————-(stE‘),
—skﬂgRsmG_smea‘RE‘) aai’ , (36a)
. __9En _ #(REg)
—IRH R =55 — "5
und
. 2H, .
IRPPEpRsin @ = —=> — (su:OH )s
ikp*Eq Rsing — sing LTS _ 28 (36b)

ipE,R=TR_ Lﬂ;“”.



Schwingungsprobleme;  Entwicklung nach den Eigenfunktionen. 495

Wir flgen dazu noch die Gleichungen div& = O div% =0, d. h.
9
sin 4 (R,ER)_I_aO -0,
sin® 9

- aR(R'Hn)"f— ‘{EIHOHQ)—l--—v--—-__O}

welche eine Folge der vorhergehenden bilden und mittels deren man
aus (36 a, b) ohne Schwierigkeit die folgenden Eliminationsgleichungen
fur die radialen Komponenten der elektrischen und magnetischen Feld-
stérke erhélt:

8K 1 #E
(9 ER}+5m939(l n8- R) + Gnte Bu.'ﬂ +e"Eg -

36¢)
aH 1 #H (

5 (500 %) + g et +e*Ha 0.
Daraus sient man, da3 das elektromagnetische Feld in zwei voneinander

unabhangige Teile zerlegt werden kann, namlich den , elekirischen",
bei welchem

53:(9’”!!) 87

Er=+0, Hp=0
und den ,, magnetischen"
Hp+0, Ez=0,

Wir konnen deshalb diese zwei Teile einzeln betrachten. Es sei be-
merkt, daR der elektrische Teil die Verallgemeinerung der oben betrach-
teten elektrischen Schwingungen vom meridionalen Typus darstellt.
Die Grole Eg spielt dabei die Rolle des Potentials, denn die anderen
GroRen lassen sich durch Eg nach den Formeln:

PloEp) . PEBg
Togt T eEe = 7pg,
E,(gsm 6E)-+ osinBF, -"gj,z Hp==0 (37)

,-TQ(QHG) =—ipek,. 33(9”,.) =1i1poEe
bestimmen. Ahnliche Formeln gelten fir den magnetischen Teil.
Die Gleichung (36 ¢) fir Eg stimmt mit der Gleichung

Evp\

1
'FFV‘V’J'_'P gag'(Q'P)+g’sln889(SIn9 J

1
+g sin‘88¢'+w 0

vollkommen Uberein bei
w=0FEs.

Den friher gefundenen Eigenfunktionen entsprechen aso die folgenden
»Eigenldsungen” dieser Gleichung:

B =597 (6,0) (Hx—0). (379
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Setzt man diesen Ausdruck in die Formeln (37) ein, so erhdlt man fur
E, und E Gleichungen von der Gestalt

Ay _ d 75,
wrr=Ccg ()
wo C nur von den Winkelkoordinaten abhéngt Nun ist nach (30)
S 4S, = nln 1)
und folglich
@ é (8, . d5,
Eaisn+s:u==”[”+1)d_g'(;¢')- (Su= dg)-

Aus dem Vergleich dieser Gleichung mit der vorhergehenden ergibt

sich p= “,‘_¢,‘S' Wir bekommen also nach (37):
ES = E, 5(¢7T, , E® = Ey S._ o7,
‘wntlio 36 A(n+1)gsin® dg (Ha=0). (37b)
in tpE, §, T, ) ipE, S5,4T,
HH T , H

“nint+1psin® e T an+l) o 28

Wegen der Symmetrie der Gleichungen (30 a, b), die nur durch den
Faktoi- — p2 = (ip)2 zerstort wird, kénnen wir sofort die entsprechenden
Formeln fir die ,,magnetischen" Schwingungen aufschreiben. Es wird
namlich mit

L} Su
HR =H, 51,(0.a),

w . Hy ST, H® = L S ATy

4 n(n+1) e 98’ ¢ T an+l)gsing go’ (En=0). 37¢)
Eo . Ho_ ST pe . He ST [VRTEN

# ipn(ntl) ¢ 2o ipn(nt+l) ¢ 66

Es brauchen die Kugelfunktionen T, in (37b) und (37c) selbst-
verstandlich nicht dieselben zu sein.
Es sei bemerkt, daf? die Gleichungen (37b) einem Vektorpotential ¥
von der folgenden Form:
m = E0 Ln +1 V‘Pﬂ (38)
entsprechen mit

Py = Tn 9“ baw. _g‘:-_".l._
und " e (383)
L,= sy bzw. Sy'g".

@, stellt also die der betrachteten Eigenfunktion zugehdrige harmonische
Grundfunktion (skalares Potential) fir das Innere der Kugel bzw. fir
den AuRenraum dar. Mit dem Beweise dieser Formeln werden wir uns
nicht aufhalten. Er ergibt sich ohne Schwierigkeit mittels der Gleichung

Flp, =0 und der Rekursionsformel $,,, =f [{u + 1)%‘-——-5;].
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Die Formeln (37 a, b, ¢) erlauben es, die freien Schwingungen eines
homogenen kugelférmigen Leiters zu bestimmen, ohne irgendwelche
Beschrénkungen Uber ihren Charakter oder die Grof3e der Leitféahigkeit
zu machen. Die elektrischen Eigenschwingungen nter Ordnung lassen
sch durch den Ansatz (37a) ba:hreiben mit

fr das Innere (R < a) und
§,=E,5%{g), p—1, e=4R
fur den AuBenraum (R >a). Es missen dabei die Grenzbedingungen
AdEq=0, AE, =0 l

39
4% =0, Af‘ ~0 | (39)
erflllt werden. Dies gibt nach (37b) fir R = a
1 dsw 1 25@
E (e dp )nmx E"(o —de_)l\m
und SN g (5
E“( g )hm E,’( e )luu
oder bel ,, _. » 1480 o dSY
p=l By by Yr=a) (393)
E Stl! E s!'l'i

Durch Division dlm Gle|chungen durcheinander ergibt sich die

Gleichung

1 4850 1 d4s®
P dp S de (390)

aus welcher die Eigenwerte von k, d. h. die Schwingungsfreguenzen

und die Dampfungsdekremente bestimmt werden koénnen. In dem
Grenzfall einer vollkommen leitenden Kugel hat man jp] = und

folglich
d 5 .
G

wie schon fruher gefunden wurde.
Mitteis der Formeln

S = —;— ete und S = - cosp 4 3’%‘—'

kann man z. B. den Wert von k fir die eektrische Grundschwingung
der Kugel berechnen. Es ergibt sich namlich bei endlichen Werten von p

die folaende tralnszendente Gleichuna fir k:
cospla sinpha
H0{pha) —pha cospka ["‘“P*“"f‘ pha ‘fp"iajr}
iatks 1 1
(ia-}-u“")( + ks (ia)')’
Fronkel, Biiliteciamilati |11, 32
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die sich durch sukzessve Approximationen l6sen 1a3t, wenn man als
nullte Naherung ihre Lésung fur den Fall {#] = oo nimmt.

Essei bemerkt, dai die spezielle For m der K ugelfunktionen {8, a),
die in den vorhergehenden Gleichungen auftreten, ganz unbestimmt
bleibt. Dies bedeutet offenbar, daf alle Eigenschwingungen vom Typus,

T P®(cosP)eima
zu demselben Eigenwert von k angehéren, d.h. dieselbe Frequenz
und Dampfung besitzen. Diese Erscheinung, d. h. das Zusammen-
fallen der Eigenwerte fiir eine Anzahl verschiedener Eigenschwingungen
pflegt man als Entartung zu bezeichnen. Da T, durch eine Summe von
(2n+ 1) linear unabhangigen Kugelfunktionen mit willkirlichen
Koeffizienten, d. h. durch (2n + 1) voneinander unabhangigen Partial-
schwingungen mit beliebigen Amplituden dargestellt werden kann,
spricht man von ener Entartung (2 n + l)ter .Ordnung oder (2 n + 1)-
facher Entartung. Se hangt offenbar mit dem besonderen ausgezeich-
neten Charakter der Kugeloberflache zusammen. Denkt man sich die
letztere etwas deformiert, so wird die Entartung sofort aufgehoben.

4. Erzwungene Schwingungen einer Kugel im Felde ebener
elektromagnetischer Wellen.

Der Fall von erzwungenen Schwingungen |aBt sich mittels der
Eigenfunktionen des betreffenden Korpers in genau derseben Weise
behandeln wie die Wirkung eines zeitlich konstanten priméren Feldes
mittels der entsprechenden harmonischen Grundfunktionen. Man muf3
namlich jede das primére Feld charakteriserende GroRe w® -~ g—if
in eine Reihe nach den Eigenfunktionen erster Art flir dasKérperinnere
entwickeln, wobel flr k nicht die entsprechenden Eigenwerte, sondern
der gegebene Wert we {wf2 7 Frequenz der erzwungenen Schwingungen)
einzusetzen ist. Man muB ferner die zu bestimmende sekundare GroRe ¢’
nach densdben Eigenfunktionen fiir das Kérperinnere und nach den
Eigenfunktionen zweiter Art fir den Auf3enraum entwickeln, und zwar
fur densdben ,priméren” oder erzwungenen Wert von k. Mittels der
Grenzbedingungen (39) fir die resultierenden (totalen) Feldstéarken
konnen die Koeffizienten der beiden Reihen fur ¢’ bestimmt werden
durch Gleichsetzen der Koeffizienten bei den einzelnen Winkel-
funktionen. Dabei wird vorausgesetzt, daf} die letzteren diesdbe
Gestalt wie bel dem entsprechenden statischen Problem beibehalten
oder jedenfalls (wie bei dem statischen Problem) orthogonal bleiben, und
ebenso wie die Abstandsfunktionen in bestimmter Weise normiert sind.

Wir wollen hier beispielsweise die Wirkung ebener linear polari-
serter elektromagnetischer Wellen auf eine leitende Kugel und die
damit verkniipfte Beugung dieser Wellen kurz betrachten®).

1) Dieses Problem ist eingehend von G. Mie (1. c) und P. Debye behandelt
worden.
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Diexg#¥nponenten der primdren Feldstdrken sden (von dem
Faktor s~ ahgesehen):
maﬂ:“kl‘, E::E::O; H;:IO,_ H:,Ic‘h, H = 0;

(z bedeutet also die Fortpflanzungsrichtung). Gehen wir jetzt zu einem
polaren Koordinatensystem Uber, dessen Polarachse mit der zAchse
zusammenféllt und die xz-Ebene mit der Ebene a = 0, so erhalten wir
die folgenden Ausdriicke fir die radialen Komponenten:

E% — gikRem85in @ cos g, HY == ¢tk RO 5in G cos e, (40)

Die anderen Komponenten brauchen wir nicht aufzuschreiben, denn
de lassen sich in der Ublichen Weise aus E% und H% berechnen.

Nun kann man die Ausdricke (40) in der N&he des Nullpunktes
(R =0), d. h. innerhalb und in der Umgebung der Kugel in eine Reihe
nach den zugehdrigen Eigenfunktionen erster Art entwickeln. Es gilt
namlich (mit e = kR)

I cosu Lud m g SV () cosu
gtecfsin @ 20X — %‘{2 n 1)1 By Pa(cos@) 4/, (409)

wo P, (cos ) == sin@d:;f:;?} die erste zugeordnete Legendresche
Funktion ist.

Diese Formeln oder die se zusammenfassende Formel
S50 dP, (v)

giee — %‘:(2 1 1) ‘ff"— 1) 5 oy

lassen sch auf verschiedene Weisen ableiten; ihr Bewels ergibt sich am
einfachsten mittels der Differentialgleichungen und der bekannten
Rekursionsformeln fiir die Funktionen S%* und P,.

Zur Bestimmung des sekundéren Feldes denken wir uns die radialen
Komponenten von & und " in Reihen von der Gestalt (40 a) mit un-
bestimmten Koeffizienten entwickelt. Es missen dabei selbstverstéand-
lich Funktionen erster Art fir das Kugelinnere und zweiter Art fur den
AuRenraum benutzt werden. In beiden Féallen kénnen wir e als Produkt

von R mit & = —‘5:-- definieren, d. h. die Konstante ¢ = ¥z, welche die

elektromagnetischen Eigenschaften des betrachteten Korpers charak-

terisiert, nur bei der Aufstellung der Grenzbedingungen ber ticksichtigen,

ebenso wie dies in den entsprechenden statischen Problemen geschieht.
Wir machen also den folgenden Ansatz:

Ef— 2- AL %@ P (cos B)cosa,
0 (40Db)

Hp = f- B .5"_,:}9_} Py (cos G}sina,
T

fir R<a
32*
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und Ei= 347 22 pi(cos 6)cosa,
1
] S{i’(g) (400)
Hi=3B? _.E'_ Py(cos &) sina,
i

fir R>a,

berechnen dann die tangentialen (©- und a-) Komponenten von 9, §¢
und &', " [darch Addition der Ausdriicke (37b) und (37 c), wobei
P — 1 zu setzen ist] und schlieflich setzen alle diese Komponenten in
die Grenzbedingungen (39) und die Bedingungen

Ae,Ep =0, dHg=0. (40d)

ein. Aus diesen 6 Bedingungen sind tatséchlich nur 4 notwendig; die
zwei anderen werden dabei identisch erfiillt. Wir haben hier genau die-
selben Verhéltnissewie in der Theorie der Reflexion und Brechung von
ebenen Wellen an ebenen Oberflachen (Kap. V, § 1 und 2). Es stellen
dabei die Formeln (40 c) die reflektierten und die Ausdriicke (40 b),
mit den priméren (einfalenden) Wellen zusammengenommen, die ge-
brochenen Wellen dar.

Das skizzierte Verfahren 183t sich in einer Hinsicht etwas modifi-
zieren. Und zwar braucht man bei der Bestimmung des inneren elektro-
magnetischen Feldes die priméren und die sekundéren Feldstérken von-
einander nicht zu trennen; statt dessen kann man die resultierende
Feldstarke (die den durchgehenden Wellen der gewdhnlichen optischen
Theorie entspricht) durch einen Ansatz von der Gestalt (40 b) mit
einem von 1 verschiedenem Wert vonp, d. h. mit ¢ = &R Ye, pu, charak-
terisieren. Dabei mul? man das Feld auRerhalb der Kugel durch
Superposition der , reflektierten” Wellen (40 c) und der , einfallenden”
bestimmen; die letzteren missen in diesem Fall nach den Eigen-
funktionen zweiter Art mit p=1 entwickelt werden. Diese Entwick-
lung ergibt sich aus (40a), wenn man SY durch S® ersetzt, unter der
Normierungsbedingung S (k4) = S (ka).

Die beiden Verfahren sind selbstverstandlich einander vollkommen
aquivalent.

Es sei bemerkt, daf} die einzelnen Glieder von (40 a) einfallende
Wellen darstellen, die inbezug auf die Kugelflache den einfachsten mog-
lichen Typus besitzen; in diesem Sinne entsprechen sie den ebenen
Wellen im Falle einer ebenen Korperoberflache. Man kann sie anderer-
seits betrachten als digjenigen priméaren , Elementarwellen", welche den
verschiedenen Eigenschwingungen des betrachteten Korpers ent-
sprechen.

Sobald also diese Eigenschwingungen, d. h. die Eigenlésungen der
Wellengleichung Py + 4% =0 in einem der Gestalt der Kdorper-
oberflache angepaliten Koordinatensytem ermittelt sind, kann man
das Problem der erzwungenen Schwingungen fir beliebige primare
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Wellen und die zugehérigen Probleme der Brechung, Reflexion, Beugung
oder Streuung der letzteren ohne besondere Schwierigkeit 16sen. Der
betrachtete Kérper verhalt sich hinsichtlich dieser Wellen wie en
System von harmonischen Oszillatoren, die desto starker angeregt
werden, je ndher die erzwungene Frequenz zur entsprechenden Reso-
nanzfrequenz ist (vgl. Kap.V, §5).

5. Bestimmung der erzwungenen Schwingungen durch
Quadratur.

Es gibt noch ein zweites Verfahren zur Lésung des Problems der
erzwungenen Schwingungen, welches auf der inhomogenen Differential-
gleichung (28a) beruht und kein Analogon in der Theorie der statischen
InduktionsWirkung hat. Die Durchfiihrung dieses Verfahrens ist aber
durch das Auftreten von unbekannten Randwerten bei der Integration
von (28 a) sehr erschwert. Man muf3 ferner darauf achten, daf’ im leeren
Raum, d. h. aul3erhalb des betrachteten Korpers, die rechte Seite der
Gleichung (28 a) gleich Null wird. Esist deshalb notwendig, die ver halt-
nismafig leicht zu ermittelnde partikulédre Lésung von (28 a) durch
eine allgemeine Ldésung der entsprechenden homogenen Gleichung zu
vervollstandigen, welche mit Ricksicht auf die Grenzbedingungen be-
stimmt werden muf3 (vgl. Formel (58 a) 8 7, Kap. V). Es sa bemerkt,
daRd die erwéhnte pertikulére Lésung (28 a) durch das Integral

1 peRY— &g
Vo [P er gy Rerer) @)
dargestellt werden kann. Essind hier kund ® als gegebene Funktionen
von r' zu behandeln. Ersetzt man ko durch k und k durch kp im Ein-
klang mit den vorhergehenden Bezeichnungen, so nimmt diese Ldsung,
ausfiihrlich geschrieben, die folgende Gestalt an:

¥t = 1‘1; (T;_:l:'T YOt etrtls—viay”, (41a)
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