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GELEITWORT DESHERAUSGEBERS

Fir die Sammlung ,Arbeitsmethoden der modernen Natur-
wissenschaften" war von Anfang an auch ein Blichlein vorgesehen,
das eine Anleitung zur mathematischen Behandlung naturwissen-
schaftlicher und insbesondere chemischer Probleme bringen sollte.
Es fehlt zwar nicht an derartigen Spezialwerken. Von dem é&lte-
sten, dem allbekannten ,Nernst-Schoenflies", an, den ich
selbst schon as Student benutzt habe, bis zu den in den letzten
Jahren erschienenen Bichern bemiihen sie sich, dem Naturwissen-
schaftler den Gebrauch mathematischer Hilfsmittel schmackhaft
zu machen, indem sie in moglichst leichtfa3licher Form die Ele-
mente der Differential- und Integralrechnung auseinandersetzen
und Beispiele fur ihre Anwendung bringen. Diese Bemihungen
finden, soweit es sich um Chemiker handelt, Unterstiitzung durch
die im Lehrplane des Chemiestudiums enthaltene Forderung des
Nachweises eines MindestmalRes an mathematischen Kenntnissen,
der as Vorbedingung der Zulassung zum physikochemischen
Praktikum gelten soll. Um den Studierenden der Chemie die
Flhrung dieses Nachweises zu erleichtern, werden denn wohl auch
allenthalben mathematische Sondervorlesungen (nebst "Ubungen)
abgehalten, in denen die einschldgigen Kapitel aus der hoheren
Mathematik behandelt werden.

Es ist aber eine unter den Chemikern wohlbekannte Tatsache,
daf3 ein grof3er Teil der Chemiestudierenden — von den sich speziell
der physikalischen Chemie widmenden Studierenden, die von Haus
aus ein engeres personliches Verhaltnis zu Physik und Mathematik
haben und daher einen Sonderfall darstellen, wird hier natirlich
abgeschen — die Beschéftigung mit Mathematik immer noch as
einen lastigen Zwang empfindet und demgemaf3 auch nicht leicht
fur eine interessierte Mitarbeit in Vorlesungen und Ubungen
mathematischen Charakters zu gewinnen ist. Diese Aufgabe ist
um so schwieriger zu l6sen, je weniger die Studierenden den un-
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mittelbaren praktischen Nutzen dieser Disziplin fur ihren ongeren
chemischen Aufgabenkreis erkennen und wirdigen. Wenn also in
einer solchen einfilnrenden mathematischen Vorlesung oder Ubung
die Mathematik als Selbstzweck auftritt, so ist der innere Kon-
takt zwischen Lehrer und Schiler meist nur sehr schwer her-
zustellen. Ganz anders aber wird die Sachlage, wenn man die
mathematischen Gegenstande als Hilfsmittel zur L6ésung inter-
essanter chemischer Probleme darbietet, also den praktischen
Nutzen des Vorgetragenen fir das Gebiet der Chemie' in den
Vordergrund stellt. Dann kann man mit relativ geringer Mihe
Lust und Liebe zur Anwendung der mathematischen Behandlungs-
weise auch bei urspringlich widerstrebenden Horern erwecken
und erhalten. Das Ganze ist also wesentlich ein didaktisches
Problem.

Es war darum von vornherein beabsichtigt, das vorliegende
Bandchen der ,Arbeitsmethoden*' einem Autor anzuvertrauen,
der Uber eine ausgiebige Lehrerfahrung auf diesem Gebiete ver-
fagt und unverkennbare Lehrerfolge aufzuweisen hat.

Einen solchen Autor haben wir erfreulicherweise in Herrn
Dozenten Dr. E.Asmus in Marburg gefunden. Herr Dr. Asmus
hat seit mehreren Semestern im Marburger Physikalisch-chemi-
schen Institut die mathematischen Einfiihrungsvorlesungen in
Gestalt einer ,theoretischen Einfihrung in die physikalische
Chemig" abgehalten und Ubungen dazu durchgefiihrt. Seine Lehr-
methode entsprach dabei so vollkommen dem Ideal, das oben mit
wenigen Strichen gezeichnet wurde, dal es ihm nicht nur gelang,
das lebhafte Interesse der Gesamtheit der Chemiestudierenden
fur den Gegenstand zu gewinnen und bis zum Ende jeder Vor-
lesungsreihe zu fesseln, sondern bei seinen Horern geradezu Freude
an der Erwerbung und am gesicherten Besitze mathematischer
Hilfsmittel zu erwecken, mit dem Ergebnis, dal die Horerschaft
spontan eine Fortsetzung und Vertiefung des Gebotenen in Vor-
lesungen und Ubungen fiir Fortgeschrittenere verlangte. Nichts
beweist besser als diese Tatsache, daR der eingeschlagene Weg
4er richtige war. Denn schlieRlich werden Vorlesungen und Ubun-
gen ja nicht gehalten, um nur belegt und , mitgenommen" zu wer-
den, sondern zu dem Zwecke, den Horern fir Leben und Beruf
Nutzen zu bringen.
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Das vorliegende Buch lehnt sich eng an die genannte Lehr-
methode an. Der Leser wird ohne Mihe die grundlegenden Unter-
schiede gegenliber anderen Bichern mit &hnlichem Ziel erkennen.
Unvermeidlich ist die Verwendung mancher Beispiele, die auch
von anderen Autoren benutzt werden; das ist in der Begrenztheit
des Materials an guten Beispielen begriindet. Aber entscheidend
— auch fur den Erfolg — ist eben die Art und Weise, wie der
Stoff dem Leser (oder Horer) dargeboten wird. Hierin bringt das
Buch von Asmus meines Erachtens vollig Neuartiges. Es lehrt
nicht Mathematik an sich oder um ihrer selbst willen, sondern
zeigt, wie man mit einem relativ bescheidenen Grundstock an
mathematischem Wissen einen mdglichst groflen Nutzeffekt auf
den vor allem den Chemiker interessierenden Gebieten erzielen
kann.

Marburg, im Februar 1942.
A.Thid T

Nachdem der Satz dieses Buches zweimal, ehe es zum Druck
kam, zerstort wurde, kann es nun endlich erscheinen und damit
der Wunsch des hochgeschétzten leider viel zu frih verstorbenen
Herausgebers A. Thiel, der an diesem Werke besonders hing,
erflllt werden.

Berlin, im April 1947.
Walter de Gruyter & Co.
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Das Béandchen , Einfihrung in die hthere Mathematik und ihre
Anwendungen" der Buchreihe ,Arbeitsmethoden der modernen
Naturwissenschaften" ist as Niederschlag einer Vorlesung ent-
standen, die ich seit einer Beihe von Jahren in Marburg fir Natur-
wissenschaftler — vorwiegend Chemiker — gehalten habe und
lakt im Aufbau wohl deutlich seinen Ursprung erkennen.

Das Buch verfolgt, genau wie die Vorlesung, aus der es sich ent-
wickelt hat, mehrere Ziele.

Die Studierenden der Chemie haben in ihrer Uberwiegenden
Mehrzahl mehr Interesse fiir Fragen der organischen und anorga-
nischen as der physikalischen Chemie und verhalten sich fast aus-
nahmslos ablehnend abstrakt mathematischen Problemstellungen
gegenilber. Sie sind daher auch fast nie dazu zu bewegen, aus
dauernd eine rein mathematische Vorlesung zu besuchen, obgleich
sie eines gewissen Mindestmal3es mathematischer Kenntnisse zum
Studium des durch die Diplom-Priifungsordnung fir Chemiker
vorgeschriebenen Faches der physikalischen Chemie unbedingt be-
diirfen. Als Folge der geringen Beschaftigung mit mathematischen
Fragen ergibt sich oft ein mangelndes Verstandnis der auf mathe-
matischer Grundlage aufgebauten physikochemischen Vorlesungen
und damit wiederum eine ungeniigende Vertiefung in denjenigen
Zweig der Chemie, auf dessen Erkenntnisse sich sowohl der An-
organiker as auch der Organiker heute bei ihrer Arbeit stiitzen
missen und es auch weitgehend tun.

Eine Einfihrung in die mathematische Behandlung natur-
wissenschaftlicher Fragen muf3 daher fir den Chemiker recht-
zeitig in den ersten Studiensemestern geschehen und muf3 sehr
behutsam vorgenommen werden. Eine gewisse fast episch an-
mutende Breite der Darstellung und mehrfach wiederholte Anwen-
dung desselben mathematischen Gesetzes auf verschiedene physi-
kalisch-chemische Probleme ist nach meiner Erfahrung empfehlens-
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werter als eine knappe Abfassung des Inhaltes. Auch muB3 eine
solche Einfuhrung bewuf3t einen gewissen eng gezogenen Rahmen
nicht Uberschreiten und stets von einer naturwissenschaftlichen,
maoglichst chemischen, Fragestellung ausgehen.

Das Buch will daher den Chemiker, noch ehe er physikochemische
Vorlesungen gehort hat, auf die Beschaftigung mit mathematischen
Fragen dadurch hinweisen, dal} es chemische Probleme — die
natirlich nur gestreift werden kénnen — mathematisch so be-
handelt, dal} sich die Moéglichkeit bietet, zundchst die auf der
Schule erworbenen mathematischen Kenntnisse anzuwenden und
se dann bis zu einem gewissen fur den Chemiker unbedingt not-
wendigen Mindestmalie auszuweiten.

Ich bin mir dabei dessen vollauf bewuft, dald es sich nicht um
eine in mathematischer Hinsicht erschopfende Darstellung handeln
kann, immerhin wird das Buch vielleicht ein gewisses Mal3 rechne-
rischer Fertigkeit dem Leser vermitteln und den interessierteren
zum Besuch mathematischer Vorlesungen und zum Durcharbeiten
rein mathematischer Blicher anregen konnen.

Durch die Behandlung vorwiegend physikochemischer Probleme
versucht das Buch gleichzeitig den Chemiestudierenden schon in
seinen ersten Studiensemestern in Berlhrung mit dem ihm zu-
nachst fernerliegenden Zweige seiner Wissenschaft zu bringen und
ihn fur eine Beschéftigung mit seinen Fragenkomplexen zu gewinnen.

Dal auch der Physiker, der natiirlich eine weit tiefer gehende
mathematische Ausbildung, as es beim Chemiker der Fall ist,
erhalten muB, unter denjenigen, fir die das Buch bestimmt ist,
im Buchtitel gesondert erwéhnt ist, hat seinen besonderen Grund.
Als Physiker, der sowohl auf der technischen Hochschule als auch
auf der Universitat studiert und als Assistent gearbeitet hat, weil3
ich aus eigener Erfahrung, da der Durchschnittsstudierende der
Physik kein besonderes Interesse fir chemische Fragen besitzt.
Ja, er neigt sogar dazu, die Chemie als eine nicht exakte Probier-
wissenschaft, deren ausschliefdliches Ziel es ist, Préparate nach be-
stimmten empirischen Vorschriften herzustellen, anzusehen. Zwi-
schen dem Physiker und Chemiker besteht so ein gewisser Gegen-
satz, der unbedingt im Interesse der Wissenschaft und Praxis tber-
brickt werden mufi. Gerade der Physiker sollte sich viel mehr der
Schwesterwissenschaft zur Verfiigung stellen, denn er kann durch
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sane tiefergehenden mathematischen und physikalischen Kennt-
nisse befruchtend auf die Arbeit des Chemikers wirken und ihm
vor allem in der Technik durch Hineintragen physikalischer Me-
thoden in die chemischen Arbeiten helfen. Und so will das Buch
den jungen Physiker fiir die Beschaftigung mit chemischen Pro-
blemen gewinnen, indem es ihm gewissermal3en im Vorbeigehen
zeigt, da3 die Chemie viele Probleme kennt, die auch fir den
Physiker interessant sein konnen.

Ungunstige Zeitumstande, der Tod des Herausgebers der Buch-
rethe und die zweimalige vollstandige Vernichtung des fertigen
Buchsatzes als Folge der Kriegsereignisse haben das Erscheinen
des schon vor Jahren fertiggestellten Buches lange Zeit verhindert.
Ich habe dem Verlage W. de Gruyter & Co. daflr zu danken, dafd
er sich nicht entmutigen lief3, immer wieder von neuem das Her-
ausbringen des Buches zu versuchen.

Mit Dankbarkeit gedenke ich des verstorbenen Herausgebers
der Buchreihe , Arbeitsmethoden der modernen Naturwissenschaf-
ten", Herrn Prof. Dr. A.Thiel, auf dessen Anregung ich dieses
Buch schrieb und der mich in meinen Bestrebungen, die Studierenden
der Chemie flr die Beschaftigung mit Mathematik zu gewinnen, in
jeder Weise unterstiitzt hat.

Herrn Dr. J. Reich danke ich fur das Lesen einer Korrektur.

Den groRten Dank schulde ich meiner lieben Frau, die mit nie
ermudendem Eifer mir bei der Niederschrift des Manuskriptes be-
hilflich gewesen ist, unter den unglnstigsten Umstanden mit mir
zusammen samtliche Korrekturen gelesen und mich in stilistischen
Fragen bestens beraten hat.

Marburg, im Méarz 1946.

E. Asmus
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. TEIL

FUNKTIONEN
EINER VERANDERLICHEN

1. ABSCHNITT

DIFFERENTIALRECHNUNG

Asmu s, Einfohrung in die hohere Mathematik
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und & gern mit den letzten Buchstaben des Alphabets bezeich-
net, tut es der Naturwissenschaftler in der Regel nicht; er pflegt
gewohnlich als abkirzende Bezeichnung seiner Grof3en die ersten
Buchstaben ihres deutschen, lateinischen oder griechischen Namens
zu verwenden oder einen Buchstaben, der sich durch historische
Uberlieferung eingebiirgert hat. Die Beziehung zwischen Dichte
und Temperatur wirde er vielleicht als d = f(t) oder, wie es nach
der Empfehlung des AEF. (Ausschul fir Einheiten und Formel-
groflen) heute meistens geschieht, als ¢ = f(t) schreiben. Einzelne
Buchstaben werden nun in den verschiedenen Gebieten der Chemie
und Physik immer wieder fur dieselben Grofen verwendet und es
ist erforderlich, sich diese Bezeichnungen zu merken.

Die Grolen y und x nennt man, wie bereits erwéhnt, die Ver-
anderlichen oder Variablen und spricht von x als der unabhéngigen
und y as der abhéngigen Variablen. Diese Bezeichnung kann
leicht zu Irrtiiniern Anla geben insofern, als man vermuten
konnte, beide Grofen standen zueinander im Verhéltnis von
Ursache (x) und Wirkung (y). Wohl ist bei unserem Beispiel die
Dichtednderung des Wassers die Folge der Temperaturadnderung;
verfolgen wir jedoch die Dichte p einerseits und die Z&higkeit 5
des Wassers andererseits, so finden wir, dal3 auch zwischen diesen
ein funktioneller Zusammenhang besteht, 5 = F{g). Wir schrei-
ben F, weil der Zusammenhang zwischen # und ¢ ein anderer
ist als zwischen g und t. Dieses Symbol betleutet, dal? mit einer
Dichtednderung eine Zahigkeitsdnderung verbunden ist. Das
kommt aber nur daher, dal sowohl die Dichte as auch die Zahig-
keit von der Temperatur abhéngen. Wird also die Temperatur
des Wassers geéndert, so @ndern sich y und g einzeln fur sich
nach bestimmten Gesetzen und es besteht daher, gekoppelt Uber
die gemeinsame Ursache, eine mathematische Beziehung zwischen
der n- und g-Anderung. So ist es auch muRig, zu fragen, ob in
diesem Falle # oder ¢ die unabhangige Variable sei. Hangt »
von g ab, so wird auch umgekehrt g von 7] abhéngen. Ob die eine
oder die andere Veranderliche als abhangig bezeichnet wird, hangt
lediglich von der Schreib- oder Darstellungsweise des funktio-
nellen Zusammenhanges ab.

Hangt eine Grofe von einer einzigen anderen ab, so spricht
man von der Funktion einer unabhéngigen Verénderlichen.
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Es ist aber auch durchaus mdéglich, ja, sogar die Regel, dald eine
Grofle von mehreren anderen gleichzeitig abhéngt. So ist z.B.
das Volumen eines Gasss von drei Grofen abhangig: der Tem-
peratur — das Volumen nimmt mit wachsender Temperatur zu —,
dem Druck — es nimmt ab bei wachsendem Druck —, und der
Molzahl —, mit der zusammen es wéachst. Man sagt in einem
solchen Fall, das Volumen sei eine Funktion dreier unabhangigen
Veranderlichen. Mit dieser Art von Funktionen werden wir uns
erst im zweiten Teil des Buches befassen.

2. Darstellung von Funktionen

Es wurde bereits hervorgehoben, dal} es u.a das Ziel einer
chemischen oder physikalischen Arbeit ist, den quantitativen
zahlenmélligen Zusammenhang zweier GrofRen zu ermitteln. Die
Mathematik gibt uns nun die Hilfsmittel, diesen Zusammenhang
in entsprechender Weise darzustellen und aus ihm Schluf¥folge-
rungen verschiedener Art zu ziehen.

Welche Darstellungsarten stehen uns fir eine Funktion zui
Verfiigung ?

Tabelarische Darstellung

Eine der einfachsten Darstellungsarten ist die tabellarische
In Tab. 1 werden so z.B. Dichte und Temperatur des Wassers
inihrer Abhangigkeit dargestellt. Auf3er

der Angabe der Zahlen werte muf3 in der Tabelle 1
Tabelle bel der Darstellung von Gréfien, m
die eine Dimension besitzen (benannte gm
Zahlen), diese enthalten sein. In unse- 0,00 0,99987
rem Beispiel sind die Temperatur- %8% 8’8333:73
angaben in Celsiusgraden gemacht, die 300 0.99999
Dichteeinheit ist das Gramm im Milli- 400 100000
liter.- 5,00 0,99999
Die Darstellung einer Funktion durch (73% 8*33332
eine Tabelle ist &auRerst unibersicht- 800 099983
lich. Es ist nicht moglich, durch einen 9.00 0.99981
Blick auf diese die speziellen Eigen- 10,00 0,99973
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Schaften der Punktion zu erkennen. Wenn es sich aber um eine
empirische Funktion handelt, also eine solche, deren Eigenschaften
durch naturwissenschaftliche Versuche erst erforscht werden sollen,
so wird in fast allen Fallen die Tabelle der Beobachtungswerte
Ausgangspunkt aller weiteren mathematischen Uberlegungen sein.

Die Tabelle enthélt nur eine begrenzte Zahl von Weitepaaren.
Das bedeutet jedoch z. B. nicht, da3 das Wasser nur bei 0°, 1°,
2° usw. eine Dichte besitzt, sondern, dal3 bei dem durch die Tabelle
dargestellten Versuch nur fir diese Temperaturen die Dichte be-
stimmt oder ausgerechnet wurde. Auch fir alle Zwischentempe-
raturen besitzt das Wasser eine meRbare’ Dichte. Ein solches
Verhalten zeigen jedoch nicht alle Funktionen.

Graphische Darstellung

Das rechtwinklige Koordinatensystem. Wesentlich Ubersicht-
licher als eine Tabelle ist die graphische Darstellung einer
Funktion. Am gebrauch-
lichsten ist dabei die
Darstellung durch eine
Kurve in einem Koordi-
I - natensystem, und von
! diesen ist wiederum ein
rechtwinkliges oder
7 3 3 ¢ # Kartesisches Koordi-
natensystem das weitaus
T ¥ ubliche.

Zwei senkrecht zuein-
ander gezeichnete Ge
raden, die sogenannten
Fig. 1. Rechtwinkliges Koordinatensystem Koordinatenachsen,

teilen die Zeichenebene in
dievier Quadranten I, 11,11 lund!lV. Vonihrem Schnittpunkt,
dem Koordinatenursprung 0O aus, werden auf den Achsen, der
waagerechten Abszissenachse und der senkrechten Ordinaten-
aohse, Teilungen angebracht, wie es die Fig. 1 zeigt.

Ein Punkt P wird in seiner Lage in einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem durch Angabe seiner Abszisse (x-Koordinate)

o

o By

4 d

(.m&l
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und seiner Ordinate (y-Koordinate) bestimmt. So hat der ge
zeichnete Punkt die Koordinaten x = 4 und y = 3. Der Punkt P
reprasentiert damit ein Wertepaar. Liegt nun eine Funktion ab
Tabelle vor, so |8kt sich diese Funktion durch eine Kurve derart
darstellen, da® man die in der Tabelle zusammengehdrenden
Wertepaare durch Punkte in einem Koordinatensystem darstellt
und dann diese Einzel-

punkte durch eine glatte

¥l
Torr
Tabelle 2
L/
t %
°C Torr
0,0 4.6
50 6.5
10,0 9,2 30
15,0 12,8
20,0 17,5
25,0 23,8
30,0 31,8 2
35,0 42,2
40,0 55,3

Kurve verbindet. So ge -
schah esinFig. 2 fir diein
Tab. 2 dargestellte Funktion 9 w 2 % o

,, Séttigungsdampfdruck  Fig. 2. Sattigungsdampfdruck des Wassern
des Wassers in Abhangig- als Funktion der Temperatur
keit von der Temperatur".

Wenn man die einzelnen Punkte, wie gezeichnet, miteinander
verbindet, so driickt man damit stillschweigend aus, man ndhme
an, dal zwischen den gezeichneten (bei einem Versuch beob-
achteten) Punkten der Kurvenverlauf wirklich der dargestellte
sei. Zu dieser Annahme mufd man natirlich berechtigt sein.

Die gezeichnete Kurve 1aBt nun mit einem Blick alle wesent-
lichen Eigenschaften der dargestellten Funktion im gezeichneten
Gebiete erkennen. Man sieht sofort, da der Dampfdruck des
Wassers mit steigender Temperatur ebenfalls wéchst, und zwar
beschleunigt.
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Zur Darstellung einer Funktion durch eine Kurve im recht-
winkligen Koordinatensystem verwendet man aus Bequemlich-
keitsgrinden das sogenannte Millimeterpapier, ein Blatt Papier,
das mit einem Netz von quadratischen, 1 mm? groRen Maschen
bedruckt ist, wobei jede flinfte Linie durch etwas stérkeren, jede
zehnte durch fetten Druck hervorgehoben ist. Man erkennt das
Netz in der Fig. 2.

Die Wahl des Malistabes auf den Koordinatenachsem ist beliebig.
Man wahlt ihn so, dal’ der ganze darzustellende Funktionsbereich
auf einem Blatt bestimmten Formates gerade Platz hat. Aus
Zweckmaligkeitsgrinden wird man dabei die Einheitslange, also
die Strecke, die die Einheit (1 Grad, 1 Torr usw.) darstellt, nicht
gerade 73 mm (oder sonst irgendeine unbequeme Zahl), sondern
10, 20, 50 oder 100 mm lang wéahlen. Die in Fig. 2 dargestellte
Funktion g = f{f) ist so gezeichnet, dald der Abszissen- und Ordi-
natenmal3stab gleich sind. 2 mm bedeuten 1° C bzw. 1 Torr.

Es ist natlrlich nicht notwendig, auf beiden Achsen gleiche
Malistabe zu wahlen, auch ist es fir die Ubersichtlichkeit der
graphischen Darstellung oft von Vorteil,, nicht das ganze Koordi-
natensystem oder nur wenigstens einen ganzen Quadranten, son-
dern lediglich einen Ausschnitt aus einem solchen darzustellen,
d.h. die Zahlung auf den Koordinatenachsen nicht mit Null zu
beginnen. Als Beispiel fir einen solchen Fall moge die in Tab. 1
dargestellte Funktion g = f{#) dienen. Wdirden wir hier gleiche
Malkstédbe verwenden und wirden wir auf der Abszisse 1 Grad
durch eine Strecke von 1 cm darstellen, so mufdten wir entsprechend
auf der Ordinatenachse fur 1 g/ml die Strecke 1 cm wahlen. In
diesem Falle wirde man aber die Kurve gar nicht in ihren Einzel-
heiten zeichnen konnen, da die Dichte werte sich im dargestellten
Bereich nur hochstens um drei Stellen der vierten Dezimalen
andern, was einer Langenanderung der Ordinaten von 0,003 mm
entspricht. Daher wird man den Mal3stab von vornherein so fest-
legen, dald er auf der Ordinatenachse um ein Vielfaches grofer ist
as auf der Abszissenachse. Wir machen ihn 20000mal groRer;
die GroRe lg/ml soll also durch die Strecke von 200000mm
= 200 m dargestellt werden. Da nun aber die ganze Dichtednderung
sich doch nur in einem kleinen Bereich abspielt, wére es unsinnig,
eine 200 m lange Ordinatenachse zu zeichnen; wir lassen daher
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bei der Zeichnung alle Werte unterhalb g = 0,99970 g/ml fort
und stellen unsere Funktion so dar, wie es Fig. 3 zeigt.

Die Darstellung einer Funktion durch eine Kurve hat gegeniber
der tabellarischen den Vorteil, da® man an der Zeichnung, soweit
es natirlich die Zeichengenauigkeit zulaft, jedes beliebige Werte-
paar ablesen kann, was bei der Tabelle, die fir diskrete Werte
aufgestellt ist, nur durch eén Sorrderverfahren (die Interpolation)
moglichist. Diesen in der Kontinuitét der Aufzeichnung liegenden

‘P

o/l
100000

099990

.

099980 |

999970 . . ‘ . L
0 2 ] 6 8 90 c

Fig. 3. Dichte des Wassers als Funktion der Temperatur

Vorteil macht man sich zunutze bei der Aufzeichnung von Funk-
tionen durch automatisch arbeitende Geréte. Vor allem in der
Grofiindustrie gibt es solche Apparate, die bestimmte Wertepaare
selbsttéatig messen und auf einem Registrierstreifen mechanisch
oder photographisch in Kurvenform festhalten. Fig. 4 zeigt einen
Ausschnitt aus einem solchen Registrierstreifen, bei dem die Tempe-
ratur von Ammoniakwasser in Abhéngigkeit von der Zeit dar-
gestellt ist, wobei als eine Besonderheit hervorgehoben werden
mui3, dal3 das Koordinatensystem nicht rechtwinklig ist. Die
Ordinatenachse ist, bedingt durch die Konstruktion des Mel3-
gerdtes, keine Gerade, sondern ein Teil eines Kreisbogens.

Bei automatisch arbeitenden Geréten braucht die Funktion nicht
unbedingt durch eine gezeichnete Kurve dargestellt zu werden.
Bei dem Gasdichteschreiber, der in der Grofindustrie zur Kon-
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trolle der NH3-Synthese verwendet wird, wird der zu registrierende
Wert as senkrechter Strich auf dem auf einer Trommel befestigten
Registrierstreifen aufgezeichnet. Nach kurzer Zeit dreht sich die
Trommel ein wenig und nun wird neben dem ersten Strich ein
zweiter gezogen, dessen Lange ein Mal3 fur die Dichte des unter-
suchten Gases zu diesem Zeitpunkt ist. So reiht sich Strich an

47
Foise
gl

{0000 1

09990 11

g5 W B X B

Fig. 6. Dichte und Zahigkeit des Wassers als Funktion der Temperatur

Strich und schliefilich Uberdecken diese fortlaufend einen Teil der
Papierflache. Nimmt man nach 24 Stunden den Registrierstreifen
ab, so hat er das in Fig. 5 teilweise dargestellte Aussehen. Hier
wird also die untersuchte Punktion durch die Trennlinie des schwar-
zen und weilBen Teilfeldes wiedergegeben.

In einem Koordinatensystem kénnen auch gleichzeitig mehrere
Kurven dargestellt werden, z. B. dann, wenn zwei Grofen von
einer dritten abhéngen. So kann man Dichte und Zahigkeit des
Wassers als Funktion der Temperatur darstellen, wie es Fig. 6
zeigt. Die Ordinatenachse muR3 in einem solchen Falle natirlich
eine doppelte Teilung aufweisen. Diese Darstellungsart wird dann
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gewdhlt, wenn es sich darum handelt, festzustellen, ob die beiden
zu untersuchenden GréfRen gewisse Parallelerscheinungen in ihrem
Gang aufweisen. Lediglich aus Raumersparnis sollte man nie
mehrere Kurven in dasselbe Achsenkreuz einzeichnen, da sonst
die Ubersichtlichkeit stark leidet.
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Fig. 7. Graphische Darstellung einer Kurvenschar

Einen anderen Fall, bei dem ebenfalls mehrere Kurven in einem
Koordinatensystem eingezeichnet sind, zeigt Fig. 7. Die Kurven
stellen die Loslichkeit von Nay[Sn(OH)e] (nach Reiff) in Wasser
und Natronlauge verschiedener Konzentration as Funktion der
Temperatur dar. Durch eine solche Kurvenschar wird einerseits
gezeigt, wie sich die Ldslichkeit mit der Temperatur éndert, anderer-
seits aber auch, wie sie mit wachsender Konzentration der Natron-
lauge abnimmt. Jede Kurve gilt flr einen bestimmten Prozent-
gehalt p der Natronlauge. Man nennt eine solche Gréf3e, die fur
alle Punkte einer Kurve konstant ist, jedoch von Kurve zu Kurve
sich andert, den Parameter der Kurvenschar.
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Unstetige und mehrdeutige Funktionen. Die im vorstehenden be-
sprochenen Funktionen konnten durch eine Kurve dargestellt
werden, die in einem Zuge, ohne Absetzen des Bleistiftes zeichen-
bar war. Es waren stetige Funktionen.

Der Naturwissenschaftler hat es in der Regel mit stetigen Funk-
tionen zu tun. Tritt bei ihm in einer Kurve eine Unstetigkeit auf,
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Fig. 8. Bild einer unstetigen Funktion. Temperaturabhangigkeit
der Molwarme von kondensiertem Ammoniak

so bedeutet das stets, dal3 bei dem untersuchten Korper etwas
Besonderes geschehen ist. Als Beispiel sei die unstetig verlaufende
Kurve fir die Molwérme bei konstantem Druck C, von konden-
siertem Ammoniak as Funktion der absoluten Temperatur an-
gefuhrt. Untersucht man Cp als Funktion von T, so findet man im
Gebiete sehr tiefer Temperaturen ein gleichméaliiges Ansteigen von
Cp. Bei etwa 195° K springt die Kurve plétzlieh (sehe Fig. 8) nach
oben, um dann wieder langsam weiter zu steigen. An der Unstetig-
keitsstelle, die nach Messungen von Overstreet und Giauque bei
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195,36° K liegt, schmilzt ndmlich das feste Ammoniak und dieser
Prozeld macht sich durch einen Sprung in der Kurve bemerkbar.

Wir hatten bis jetzt stillschweigend angenommen, dal’ jedem
Wert der unabhadngigen Variablen nur ein einziger Wert der ab-
héngigen Veranderlichen entspricht, da3 wir es also mit sogenann-
ten eindeutigen Funktionen zu tun haben. Die reine Mathe-
matik kennt eine gro3e Zahl von mehrdeutigen Funktionen,
also solchen, bei denen zu einem x-Wert gleichzeitig mehrere
«-Werte gehoren. In der Praxis der Chemie und Physik treten

i
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Fig. 9. Bild einer mehrdeutigen Funktion. Mischbarkeit von Aniin
und Wasser als Funktion der Temperatur

mehrdeutige Funktionen im allgemeinen nicht auf. Bei Funk-
tionen, die mehrdeutig aussehen, wird sich die Mehrdeutigkeit
vielfach durch eine andere Auffassung der Funktion beheben
lassen. Fig. 9 zeigt einen solchen Fall.

Mischt man Wasser und Anilin, so laf3 sich bei 80° C eine homo-
gene Mischung so lange herstellen, bis der Anteil des Anilins 5,5%
nicht Gberschreitet. Nimmt man mehr Anilin, so ist eine einzige
homogene Phase nicht zu erzielen, es sei denn, daf3 der Anteil des
Anilins 93,5% Uberschreitet. Mischungen, die noch mehr Anilin
enthalten, sind wieder homogen. Es gibt also beim System
H,0-CsHsNH, eine untere und eine obere Grenze der homo-
genen Mischbarkeit. Diese Grenzen verschieben sich nun mit
der Temperatur. Bei 167° C, der sogenannten kritischen Losungs-
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temperatur, hat die gezeichnete Kurve ihren weitest nach rechts
gelegenen Punkt. Die Mehrdeutigkeit dieser Funktion verschwin-
det, wenn wir sie aus zwei Asten zusammengesetzt denken. Der
obere Ast kann aufgefaldt werden as Loslichkeitskurve fir Wasser

losnchkeit von Cu 304510
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Fig. 10. Entstehung einer Funktionsleiter
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in Anilin, der untere als Loslichkeitskurve von Anilin in Wasser.
Beide Teilkurven treffen sich im kritischen Punkt und gehen mit
stetiger Kriimmung ineinander (ber.

Die Funktionsleiter. Eine besondere Art der graphischen Dar-
stellung einer Funktion, die sich aus der Darstellung in. recht-
winkligen Koordinaten herleiten 1&3t, ist die sogenannte Funk-
tionsleiter. Begriff und Handhabung der Funktionsleiter lassen
»ich am einfachsten an einem Beispiel erklaren.
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DieLdslichkeit vonkristallisiertem Kupfersulfat, CuS04+5H,0,
in Wasser nimmt stark mit wachsender Temperatur zu, so wie es
Fig. 10 zeigt.

Unterhalb der Abszissenachse ist auf einer parallelen Geraden
die Teilung der Abszissenachse noch einmal aufgetragen. Uber-
tragt man nun die Teilung der Ordinatenachse in der dargestellten
Weise Uber die Kurve auf diese Gerade, so erhalt man zwei neben-
einander . liegende Skalen, die gemeinsam eine Darstellung' der
Funktion sind. Auf dieser Doppelskala, der Funktionsleiter,
stehen sich jeweils zwei zu einem Wertepaar gehorende Zahlen
gegeniiber. So liest man z. B. ab, daB bei 55° C die Ldslichkeit
des Kupfersulfats 73 g Salz in 100g Wasser betragt. Wahrend
die eine Skala (t-Skaia) gleichmaRig geteilt ist, ist die andere
nach groReren Werten hin mehr zusammengedrangt als am An-
fang.

Solchen ungleichméRigen Teilungen werden wir spater noch bei
der Besprechung von Spezialpapieren begegnen.

Das Polarkoordinatensystem. Das rechtwinklige Koordinaten-
system ist das wichtigste und gebréuchlichste, aber nicht das
einzig verwendete. Fir den Chemiker und Experimentalphysiker
ist die Kenntnis dieser anderen Systeme mehr oder minder Uber-
flissig, daher wollen wir sie auch nicht besprechen. Nur auf ein
etwas haufiger gebrauchtes wollen wir kurz hinweisen, das Polar-
koordinatensystem. Es wird fast ausschliefflich zur Dar-
stellung von Grof3en verwendet, die Funktionen eines Winkels sind.
Das Polarkoordinatennetz besteht aus konzentrischen Kreisen,
deren Radien von Kreis zu Kreis um den gleichen Betrag zunehmen,
und aus Strahlen, die vom Zentrum ausgehen und so die Kreise
senkrecht schneiden. Fig. 11 zeigt ein Blatt Polarkoordinaten-
papier. Die Winkelteilung ist bei dem abgebildeten Blatt von
zwei zu zwei Grad eingerichtet, die Zehnergrade sind durch fett-
gedruckte Strahlen hervorgehoben. Bei den Kreisen, deren grofter
einen Radius von 150 mm besitzt, ist jeder funfte etwas, jeder
zehnte stark durch fetten Druck markiert. Die Winkelskala liegt
fest, die Radialskala muf3 der jeweils darzustellenden GrofRe an-
gepal’t werden. Die Winkelz&éhlung beginnt wie Ublich von der
Waagerechten (der Polarachse) aus und schreitet im mathe-
matisch positiven Sinne, also entgegen der Uhrzeigerdrehung,
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fort. Die Teillung der Radialskala beginnt im Mittelpunkt. Die
Skalenwerte nehmen von innen nach auflen zu. Die Verwendung

\o Riskandreepgie S5 éen Bagod erlautert.

Fig. Il. Darstellung der Streuintensitét von Elektronenstrahlen
als Funktion des Streuwinkels in Polarkoordinaten

Davission und Germer stellten 1927 Veasuche mn Bewese
dg Wellennatur ds Elektrons an wil lielRen zu demsm Znek
Elektronen auf Niekeleinkristalle fallen, waa sie dan die Streu-
intenstdt der Elektronen ds Funktion des Streuwinkels maien.
Stellt ma diee Funktion in rechtwinkligen Koordinaten da, 0

A S M US, ETNIUHRUNG IN DI E HOHERE MATHEMATIK 2
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erhdlt man Fig. 12. Viel anschaulicher ist jedoch die Darstellung
derselben Funktion in Polarkoordinaten (Fig. 11). Die Darstellung
ist ohne weitere Erklarungen zu verstehen. Jeder Punkt ist in seiner
Lage durch den Schnitt eines Kreises mit einem Radius gegeben.

7

o L L o Azimut-Winkel
0 HO 80 120 160 200 240 280 320 360°

Fig. 12. Darstellung der Streuintensitdt von Elektronenstrahlen ds Funktion
des Streuwinkels in rechtwinkligen Koordinaten

Analytische Darstellung

Die analytische Darstellung einer Funktion durch eine Glei-
chung ist die praziseste und knappste, wenn auch nicht die (ber-
sichtlichste.

Man unterscheidet explizite und implizite Funktionen, die
man symbolisch as y = f(x) bzw. f(x, y) = 0 darstellt. Mit dem
Zeichen y = f(x) drickt man aus, da’ eine Beziehung zwischen x
und y besteht und daR’ speziell diese Beziehung durch eine Glei-
chung so gegeben ist, dal? auf der linken Seite vom Gleichheits-
zeichen nur die abhangige Variable selbst, rechts vom Gleichheils-
zeichen dagegen ein ganzer mathematischer Ausdruck steht, eine
Rechen Vorschrift, die sich auf die unabhéngige Veranderliche be-
zieht. Mit f(x,y) = 0 ist irgendein mathematischer Ausdruck,
der die beiden Veranderlichen und etwaige unveradnderliche GréfRen
(Konstanten) enthalt, gemeint, der fir jedes x und y den Wert
Null haben soll.
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Der Siedepunkt des Schwefels tg hangt vom Druck ab, bei dem
das Sieden erfolgt, nach der Gleichung

£, = 444,60 4 0,0909 (p— 760) — 0,000048 {p - 760)2,

wenn tg in Celsiusgraden und p in Torr gezéhlt werden.

Setzt man bei dieser expliziten Funktion fir p Werte ein,
so |&lkt sich zu jedem p cin £, ausrechnen, auf diese Weise eine
Tabelle aufstellen und nach der Tabelle eine Kurve, die die Funk-
tion darstellt, zeichnen.

Als typisches Beispiel einer impliziten Funktion s die
van derWaalssche Zustandsgieichung fir CO, bei einer abso-
luten Temperatur von 273° angefihrt. Se lautet

(s + 3 PN — 0,04275) = 22,4,
wenn p den Druck in Atmosphéren und V das Molvolumen in
Litern bedeuten. Um die Ubereinstimmung mit dem Symbol
f{z, ) = 0 zu erhalten, kann man die Gleichung auch

(p Sﬁoq)w 0,04275) — 22,4 = 0

schreiben, was aber selbstverstandlich belanglos ist.

Bei einer solchen impliziten Funktion kann die tabellarische und
graphische Darstellung erst erfolgen, wenn man die Gleichung
nach der einen Veranderlichen aufgelést hat, also in die Form

224 8,609
T V004276 T Ve
gebracht hat.
Wollte man die Gleichung nach V auflésen, so wirde das grofe
Schwierigkeiten machen, weil es sich dann um die Bestimmung
der Wurzeln folgender Gleichung dritten Grades handeln wiirde:

s (0,00275 4 24 ) ey WSOy D0UT-8608 _

In vielen Fallen ist eine |mpI|Z|te Funktion gar nicht explizit
darstellbar, so dal eine tabellarische Darstellung nicht moglich ist.
Die expliziten Funktionen sind demnach fir den Naturwissen-
schaftler die weitaus wichtigeren und auch angenehmeren. Leider
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sind die impliziten nicht ganz zu umgehen, da man auf diese Funk-
tionsart gelegentlich durch theoretische Uberlegungen gefiihrt wird.

Die analytische Darstellung einer Funktion ist nicht anschau-
lich, und es wird meistens das Bestreben des Praktikers sein,
von der analytischen zur graphischen Darstellung Uberzugehen.
Das kann auf dem Umweg Uber die tabellarische Darstellung
geschehen. Dieser Umweg laRt sich, vor allem, wenn es sich um
eine qualitative Darstellung des Funktionsverlaufes handelt, ver-
meiden. Voraussetzung dafir ist, dad man die Eigenschaften
einer gewissen Gruppe elementarer Funktionen kennt und diese
Kenntnisse in geeigneter Weise auszunutzen versteht.

Die Ubersetzung der Gleichung in das Kurvenbild unter Um-
gehung der Tabelle muR natiirlich gelibt werden, was nicht im
Rahmen dieses Buches geschehen kann. An passender Stelle soll
jedoch kurz auf die diesbeziiglichen Methoden hingewiesen werden.



2. KAPITEL
Die wichtigsten Funktionstypen

A. Potenzfunktionen

3. Die Konstante

Die einfachste Funktion, die es gibt, ist die Konstante. Se
wird analytisch durch die Gleichung

gegeben. Da x in der Gleichung nicht vorkommt, hat y fir jeden
beliebigen Wert von x denselben Wert a. Die Funktion wird
durcheine Parallele zur x-Achse im Abstande a dargestellt (Fig. 13).
Diese Gerade besitzt weder Anfang

noch Ende, sie ist unbegrenzt. Schon Y
an dieser Eigenschaft erkennt man,
daR y =a nur eine mathematische
Abstraktion ohne einen physikalischen
Sinn ist. Wohl kennt der Naturwissen-

— ]

schaftler Funktionen, die er as Kon- X
stanten bezeichnet, er sagt z. B., die Fig. 13
elektromotorische Kraft E eines Ak- Bild eimrgkm;“mten

kumulators sei konstant und betrage

2Volt, oder die Temperatur # in einem Thermostaten sei konstant
gleich 25° C. Im mathematischen Sinne handelt es sich aber nicht
um Konstanten, denn der Akku war ja nicht seit aller Ewigkeit
geladen, und er behdlt auch seine Spannung nicht unbegrenzt
lange Zeit. Auch der Thermostat mufte einmal angeheizt werden
und wird zu gegebener Zeit wieder aul3er Betrieb gesetzt. Der
tatsachliche Verlauf der beiden Zeitkurven sieht vielleicht so aus
(Fig. 14 und Fig. 15).
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Die Spannung ist kurz nach dem Laden etwas héher als zwei
Volt, fallt dann auf diesen Wert, hélt sich hier sehr lange, um
dann wieder abzusinken. Der Thermostat, der mit kaltem Wasser
gefdllt ist, hat vielleicht zun&chst eine Temperatur von 10° C,
wird dann auf 25° aufgeheizt, halt diese Temperatur konstant,
£ um nach dem Abschalten
Voit wieder abzukihlen. Und
20 —— = —- Wenn wir sagen, E oder &

t 1 sel konstant, so meinen wir

damit, dal3 die wahren, aus-

70t gezogen gezeichneten Funk-
* tionen wahrend der uns in-
teressierenden Zeitdauer, die
inFig. 14 und Fig. 15durch

1] /lo 2'0 3;0 ao 50 hor je zwei Pfeile angegeben ist,
Fig. 14, EMK cines Akkumulators durch ein Stuck der mathe-

r

als Funktion der Zeit matischen Konstanten er-

kA setzt werden konnen. Wah-
¢ rend dieser Zeit haben wir
- — . — —— irgendeinen Versuch ange-

2t ' I\ stellt; welche Spannung der

Akku oder welche Tempera-

tur der Thermostat vorher

0 und nachher besessen haben,

¢ ist fir uns ohne Interesse.

. . : So ist es bei den Natur-

g 7 2 7 ¢ jmwssenschaften fast immer.

Fig. 15. Temperatur in einem Thermostaten Man 'l_nte_ressert S.ICh meist

als Funktion der Zeit nur fir einen speziellen Ast

oder einen Teil der mathe-

matischen Kurve, weil nur dieser Teil eine physikalische oder

chemische Bedeutung hat. Wir werden solchen Beispielen spéter
noch begegnen.

Aber noch ein weiterer Unterschied besteht zwischen der Aus-
drucksweise eines Mathematikers und eines experimentell arbeiten-
den Chemikers oder Physikers. Folgendes Bei spiel mége daserlautern.

Ein Thermostat, der Uber Stunden oder Tage die Temperatur
konstant halten soll, besitzt nie eine wirklich unveranderliche
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Temperatur. Infolge seiner Konstruktion schwankt vielmehr seine
Temperatur in einem engen Bereich von vielleicht einigen tausend-
stein Grad periodisch um den eingestellten Temperaturwert, so
wie es Fig. 16 anschaulich zeigt. Diese Schwankungen kénnen
beobachtet werden, wenn man zur Temperaturmessung ein Beck-
mann-Thermometer mit einer in tausendstel Grad geteilten Skala
verwendet. Nimmt man jedoch nur ein die Zehntelgrade an-
zeigendes Thermometer, so wird man von den Schwankungen nichts
bemerken und den konstanten Temperaturwert 25,0° C messen.
Wahrend aso der A5
Mathematiker nur die ¢
Falle ,konstant" oder
_nicht konstant" kennt, 307[
ist flir den Naturwissen- » - — ——
schaftler noch der Zu- Z‘S:OOMQ?H
satz ,innerhalb der
MeRgenauigkeit"  von 299 {
Bedeutung. Flr den 2498

Praktiker, der mit ei- £
nem Zehntelgradther- + 4 4 2
mometer arbeitet, ist 0 7 2 3 min
eben die Temperatur Im Fig. 16. Schwankungen der Temperatur
Thermostaten(innerhalb in einem Thermostaten

seiner  Mel3genauigkeit)
konstant, auch wenn der Mathematiker hier anderer Meinung ist.
Daher ist es fir den Praktiker auch nicht dasselbe, ob z. B. als
Ergebnis einer Temperaturmessung der Wert 25,00° oder 25° an-
gegeben wird. Abstrakt mathematisch gesehen, sind beide Zahlen-
werte zwar gleich, fur den Praktiker bedeuten sie aber etwas total
Verschiedenes. Die Zahlenangabe 25,00° sagt im Gegensatz zu 25°
aus, dal? die Zehntel- und Hundertstelgrade gemessen wurden und
dal? die Abweichungen vom angegebenen Wert nur in der letzt-
angeschriebenen Dezimalen liegen kénnen. Bei der zweiten Angabe
wird also durch die Schreibweise angedeutet, dal3 bei der Tempe-
raturmessung nur die ganzen Grade beriicksichtigt worden sind.
Hat man es mit groBeren Zahlen zu tun, so wahlt man gern die
Zehnerpotenzschreibweise, wenn man beim Anschreiben einer Zahl
auch ihre Genauigkeit zum Ausdruck bringen will. So bedeutet
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2,78 + 10° im Gegensatz zu 278000, daR die angegebenen Tausender
nicht mehr ganz sicher sind, wahrend man bei 278000 nur an der
Richtigkeit der letzten Ziffer, der Einer, zweifeln darf.

4. Die Proportionalitat

Begriff und Darstellung

LaRt man linear polarisiertes, gelbes Natriumlicht bei 20°0
durch eine 10 cm lange Schicht einer Rohrzuckerlésimg von der
Konzentration cg/cm® hindurchtreten, so wird die Polarisations-
ebene um den Winkel

Q) ad = 66,b¢

gedreht.
Eine Funktion dieses Typus,
in allgemeiner Schreibweise

y = &
bel der eine Verdoppelung von
X zu einer Verdoppelung von vy,
eine Verdreifachung von x zu
einer Verdreifachung von vy

usw. fihrt, nennt man eine
Proportionalitat. ln unse

-#
Fig. 17. Graphische Darstellung o Beispiele ist aB propor-

der Proportionalitét tional c, aber umgekeéhrtist auch

¢ proportional denn nach ¢ aufgelost, lautet die Gleichimg:
(2) 6= 0,0150 . a?j(',

So kann man durch die Messung von &R die Konzentration der
Zuckerlésung ermitteln (Saccharimetrie).

Die Funktion y = ax wird graphisch durch eine Gerade durch
den Koordinatenursprung dargestellt. Ist a gleich 1, aso y = x,
so verlauft die Gerade bei gleichen MaRstédben auf der x und
y-Achse unter einem Winkel von 45° zur positiven Richtung der
x-Achse. Ein Faktor a vergroRert jede Ordinate oder verkleinert
sie, je nachdem, ob a groRer oder kleiner als 1 ist. Dadurch wird
der Verlauf der Geraden steiler oder flacher. Ist a negativ, so ver-
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lauft die Gerade im zweiten und vierten Quadranten, so wie es
Fig. 17 zeigt.

Man erkennt leicht, dal a=%=tga ist. Man nennt den

Faktor a das Steigungsmall oder die Neigung der Geraden.

Wir hatten an den beiden Gleichungen (1) und (2) gesehen, dai
die begriffliche Vertauschung der unabhéngigen und der ab-
hangigen Variablen den Typus der Funktion nicht andert, das

y X
ye3x

X 4

Fig. 18. Die Vertauschung der Koordinatenachsen fiihrt bei einer Geraden
zu keiner Anderung des Kurventypus

bedeutet, dal in einem Koordinatensystem mit vertauschten
Achsen die Kurve wiederum eine Gerade ist, was eigentlich selbst-
verstandlich und an den Figuren in Fig. 18 direkt ablesbar ist.

Die experimentell ermittelte Proportionalitét

Die Kapazitat eines Kondensators beliebiger Form ist gegeben
durch die Gleichung
C=0C)-e;

dabei ist Cy die Kapazitéat, die der Kondensator im Vakuum
besitzen wirde, und X die Dielektrizitdtskonstante. C, ist eine
durch die Konstruktion gegebene feste GroRle, die durch den Ver-
such bestimmt werden soll, X ist von Substanz zu Substanz ver-
schieden.

Bei einem Versuch wird nun der Kondensator bei 18° C in ver-
schiedene Flussigkeiten eingebettet und seine Kapazitét gemessen.
Es ergeben sich folgende in Tab. 3 zusammengestellte Werte.
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Tabelle 3

Substanz Formel ) ¢

cm

Toluol . . . . CsHsCH3 45
Athylacetat . CH3COOC;Hs &3 89
Essigséaure . . CH3;COOH 9,7 131
Aceton . . . (CH3),CO 21,5 320
Athylalkohol . C,HsCH 26,0 402
Nitrobcnzol . CsHsNO, 36,4 525
Ameisensaure HCOOH 58,0 860

Die gemessenen Werte tragen wir in €

n Koordinatensystem ein

(Fig. 19). Wegen der verschiedenen Groflenordnung der Werte X

4
om

5 ¥ 5888 vy 88

&
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fig. 19. Kapazitat eines Kondensators in
Abhéangigkeit vom Dielektrikum

und C missen wir die
MaRdstdbe auf den Koor-
dinatenachsen  verschie-
den wahlen. Die Léange
der Einheit auf der Ab-
szissenachse lg  machen
wir 2mm, die Einheits-
lange I auf der Ordinaten-
achse 0,2 mm grof3. Nach
Einzeichnung der Mef3-
werte erkennt man so-
fort, da3einegeradeLinie
sich durch die gezeichne-
ten Punkte nicht hin-
durchlegen lant. Der
Grund daflr ist, da die
Werte ¢ wegen mangel-
hafter Reinheit der Sub-
stanzen nicht streng rich-
tig und die Werte C mit
MeRfehlern behaftet sind.

Da man aber weil3, dal} die Kurve eine Gerade durch den Ko-
ordinatenursprung mit dem Steigungsmald C, sein muf3, legt man
durch die Punkte eine durch den Koordinatenursprung gehende
Gerade — man nennt sie die Ausgleichsgerade — so, dal
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die MeRpunkte in ihrer Gesamtheit moglichst gleichmafiig ober-
halb und unterhalb der Geraden liegen. Diese graphische Aus-
gleichung nach Augenmal ist natlrrlich nicht ganz frei von
Willkar. Wir werden im zweiten Teil des Buches ein objektives
rechnerisches Ausgleichsverfahren (Methode der kleinsten Qua
drate) kennenlernen.

Nun &Rt sich C, direkt an der Zeichnung ablesen. Es ist selbst-
verstandlich nicht identisch mit tg a, weil die Malistdbe auf den
Achsen verschieden sind. Ist der Abstand eines auf der Geraden
gelegenen Punktes von der Abszissenachse p mm, derjenige von
der Ordinatenachse g mm, so représentieren diese Strecken einen

Wert ¢ 312 und & =Ii. Der gesuchte Wert Cq ist damit

L ]
¢ n A
00 — — ..?_. = =tgar—
7 e l,
. . . 146,54 mm .
Wie man an der Figur ablesen kann, i tg'“:']'m);i)?ﬁm it

wird N
Co = 1,468 5 = 14,68,

Praktisch denselben Wert erhalten wir auch, wenn wir fir irgend-
einen Punkt nicht seine Abstdnde von den Achsen ausmessen,
sondern seinen C- und seinen e-Wert an den Teilungen ablesen
und diese Werte ins Verhdltnis setzen. Fir ¢ — 40 finden wir
auf der Geraden C = 585; damit wird
685
Cy= T 14,63.

Das erste Verfahren, das zunachst etwas umstandlich erscheint,
hat dann eine besondere Bedeutung, wenn die Teilungen auf den
Achsen ungleichméRig sind, so wie wir sie in Nr. 16 bei den log-
arithmischen Papieren kennenlernen werden.

Die dargestellte Gerade hat also die Gleichung C = 14,65 ¢
Wir wollen bei dieser Gleichung noch etwas verweilen, um uns
noch einmal den Gegensatz zwischen reiner und angewandter
Mathematik vor Augen zu halten. Die Gleichung C = 14,65 + ¢
bedeutet eine unbegrenzte Gerade, die im dritten und ersten
Quadranten verlauft. Bei gedankenloser Anwendung der Glei-
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chung wirde man z.B. finden, dal3 C fur e=—10 den Wert
— 146,5 hat. Das ist zwar mathematisch richtig, hat aber keinen
physikalischen Sinn, denn es gibt keinen Stoff, der eine negative
Dielektrizitétskonstante besitzt. Aber auch e-Werte zwischen 0
und + 1 sind fir unsere Stoffe auszuschlieRfen, da das Vakuum
den kleinsten Wert der Dielektrizitdtskonstante besitzt, namlich
e = 1. So hat also unsere Gleichung und die dargestellte Gerade
nur einen Sinn fUr e-Werte grélker als 1. Wie weit die Gerade
nach oben reicht, kann man nicht von vornherein sagen, denn
es lassen sich neuerdings Stoffe herstellen, bei denen man durch
geeignete Zusammensetzung € recht gro3 machen kann.

Es zeigt sich also, dal der Naturwissenschaftler mit der obigen
Gleichung etwas anderes als der Mathematiker meint, ndmlich
nur ein Stick der mathematischen Geraden.

6. Die lineare Funktion

Gleichung ener Geraden

Eine lineare Funktion wird in allgemeiner Form analytisch dar-
gestellt durch die Gleichung
y=a+ bx.

Se setzt sich aus zwei Anteilen additiv zusammen: y; =a und

y.=bx. Die graphische Darstellung dieser Teilfunktionen ist

uns bereits bekannt. Um y = a + bx

yaetx Qraphisch darzustellen (Fig. 20), mussen

die zu gleichen Abszissenwerten ge-

hérenden Ordinatenwerte der Teilfunk-

N o ~ _ tionen addiert oder Uberlagert werden,

K& und so erhdlt man eine gerade Linie,

] /}2,5, die die Ordinatenachse im Abstande a

. : von der x-Achse schneidet und dieselbe

l Steigung wie die Geradey, — bx, also &,

. X pesitzt. Je nach dem Vorzeichen von a

-~ und b erhélt die Gerade eine verschie-

_ dene Lage. In Fig. 21 sind die Geraden
Fig. 20. Zusammensetzung

der linearen Funktion y=1l+x, y=1—x, = —1+x
aus zwei Anteilen und y = —1 — x dargestellt.

Y
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Eine besondere, gelegentlich gebrauchte Form einer Geraden-
gleichung ist die sogenannte Abschnittsform

x
=+

Wie man sich leicht an. Hand der Fig. 22 Uberzeugt, sind a und b
hier die Abschnitte, die die Gerade auf den Koordinatenachsen ab-

schneidet, denn es ist ja
y=b fir x=0 und
y=0 fir x=a

Die lineare Funktion
ist eine der wichtigsten
Funktionen, mit denen es
der Naturwissenschaftler

¥=1-X,

Y=1+X

Ye-teX

zu tun hat, und zwar des-
wegen, weil jede Kurve
auf einem kurzen Stiick.
in erster Naherung durch
eine Gerade ersetzt wer-
den kann. Viele lineare
naturwissenschaftliche
Gesetze sind nur  as
Naherungsgesetze aufzu-
fassen.

Wir wollennuneine praktische #|

lineare Funktion besprechen.

Lart man durch eine Silber-
nitratlésung zwischen zwei
Elektroden einen Gleichstrom
von der konstanten Strom-
stéarke i Amp. eine Zeit t Sek.
hindurchgehen, so scheidet sich
auf der Kathode nach Faraday
eine Silbermenge m mg,

m= 1118« o t,

ab. Ist die Anfangsmasse der
Kathode 20,346 g und betragt

vom

Fig. 21. Abhangigkeit der Lage einer Geraden

Vorzeichen der Zahlen a und b

!

JT
|
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die Stromstarke i = 100mA = 0,1 A, so ist die Gesamtmasse
der Kathode M (in g) von der Zeit abhangig nach der Gleichung

M = 20,346 + 1118 « 108+ 0,1t = 20,346 + 1,118 « 10™*t.

Diese Funktion wird durch eine gerade Linie dargestellt, die auf
der Ordinatenachse die Strecke, welche 20,3469 darstellt, ab-
schneidet und so ansteigt, daR auf je 10° Sekunden eine Massen-
zunahme von 1,118 g erfolgt.

Koordinatentransiormation

Ein weiteres Beispiel bietet uns die Funktion, welche die Siede-
temperatur des Wassers (in ° C) in Abhangigkeit vom reduzierten
Barometerstand (in Torr) darstellt. Die Gleichung lautet

©) t = 100 + 0,0375 (byeq - 760)

Um die diese Gleichung darstellende Gerade zeichnen zu konnen,
¢ muflten wir die Glei-
"CI chung auf die Form

) y = a+ bxbringen. Das

wére aber ungeschickt
und umstandlich. Statt
dessen formen wir die
Gleichung etwas um:

700 %
/ (4 15100
= 0,0375 (byeg - 760) .

Nennen wir t—100jetzt
7 und bree—760 jetzt B3,

%0 b,; so geht GI. (4) Uber in
rr r=00375R.
Fig. 23. Durchtiihrung einer Koordinaten- . .
kreuzverschiebung Wir haben eine soge

nannte Koordinaten-
transformation durchgefihrt, und indem neuen 3, TKoordi-
natensystem (Fig. 23) ist ¥+ —0,0375 3 eine Gerade durch den
Koordinatenursprung, die sofort, da ihre Neigung bekannt ist, ge-
zeichnet werden kann. Das Ziel war aber, die Funktion als Gerade
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im b , t-System darzustellen. Wegen
T=t— 100 und R =l — 760

liegt der Koordinatenursprung des [, t-Systems (3 =0, T = 0)
bei t = 100 und b,eq = 760, so dal? wir um das R, T-Koordinaten-
system mit der Geraden das eigentliche by, t-Koordinatensystem
herumzeichnen kénnen, womit wir die Darstellung der Gl. (3) er-
halten. Das R, T-Koordinatensystem spielte bei der ganzen Uber-
legung nur eine Hilfsrolle.

Im Gbrigen sei bemerkt, da3 Gl. (3) ein Beispiel fur ein Né&he-
rungsgesetz darstellt. Nur in unmittelbarer Umgebung des Punktes
breg = 760, t = 100, stellt sie das tatsachliche Verhalten der Siede-
temperatur dar.

Etwas Uber absolute und relative Fehler

Kennt man die Neigung einer geraden Linie und die Koordi-
naten eines ihrer Punkte, so lassen sich die Koordinaten aller
anderen Punkte berechnen.

Es sei P, ein Punkt mity“
den bekannten Koordinaten xgq P
und g,. VergroRert man die
Abszisse umdx (siehe Fig. 24),
so hat der auf der Geraden Y |
liegende Punkt P, der die
Abszisse & = x, + Az be N
sitzt, eine Ordinate, die um e "fdy
das Stiick Ay gegeniber %, “ Yo
geandert ist. Man liest an der :

Figur ab, daB

)
N
<

dy _
E—tga—b

-.«-—xo—-J

_ o _ X=Xot4¥
ist. Somit ist die Ordinate Fig. 24
des Punktes P gegeben als

y=w+Ay=a+b{x,+Axy=a+ bax,+ b Ax.
Der Ordinatenzuwachs Ay = b -4« ist nur durch die Neigung
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und den Abszissenzuwachs gegeben, dabei ist das Steigungsmald 6
konstant, also unabhangig von Az.

Auf S. 24 hatten wir die Beziehung zwischen der Konzentration
einer Rohrzuckerlésung und dem Drehwinkel a2 besprochen. Sie
lautete
(5) c = 00150 * &2,

MiRt man denWinkel &2, so laRt sich nach der GI. (5) ¢ berech-
nen. Wie wirkt sich aber ein MeRfehler beiaf, auf die Berechnung
der Konzentration aus?

Wirdal: um den Betrag 4«2, falsch gemessen, so wird ¢ um den
Betrag Ac fehlerhaft und dleser Konzentrationsfehler mul3 as

A = 0,0150 - 4o,

aus dem Winkelfehler zu berechnen sein.

A¢ und 4xD sind sogenannte absolute Fehler. Der absolute
Fehler der abhangigen (berechneten) Grolie ist bei gleichbleibender
Mel3genauigkeit um so groBer, je groRer das Steigungsmald der
Geraden ist, die die funktionelle Beziehung zwischen den Ver-
anderlichen darstellt.

Unter dem relativen Fehler verstent man das Verhdltnis des
absoluten Fehlers zur gemessenen Gréle und unter dem prozen-
tischen Fehler den mit 100 multiplizierten relativen.

Absoluter Fehler de,

Relativer Fehler j_f s

Prozentischer Fehler ‘-’l—c 100.

Wir wollen den prozentischen Fehler unserer Zuckerbestimmung
berechnen. Fr it

%.100 _ 0,0lﬁf)-:lag'

AaP
0.100 ="—¥2- 100
0,0150 + a2 n ’

%30

also genau so grol wie der prozentische Fehler der Winkelmessung.
Ist die Winkelmessung mit einer Unsicherheit (einem maoglichen
Fehler) von 1%, behaftet, so ist die aus dem gemessenen Winkel
berechnete Konzentration ebenfalls auf 1%, unsicher.
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6. Die Parabeln y=x"

Die lineare Funktion und ihr Spezialfall, die Proportionalitét,
sind fir den Naturwissenschaftler, wie schon erwéhnt, von
sehr grofler Bedeutung. Damit soll aber nicht gesagt sein, dal
andere kompliziertere Funktionen in Chemie und Physik nicht
vorkommen.

Betrachten wir eine Funktion, bei der eine Grof¥e nicht propor-
tional einer anderen, sondern proportional deren Quadrat ist! In
allgemeiner  Schreibweise

soll aso y — b x* sein. & Vomey,
Schiitttelt man Benzoe- g

sdure mit Benzol und 3

Wasser, so verteilt sich die % 32

Ssure auf beide Flussig- %

keiten nach einem bestimm- kY ;;

ten Gesetz (Nernstscher N\ %

Verteilungssatz) derart, dai? kY 2

bei 10° C die Konzentra- N, &

tionen der Benzoesdure im RN Cw

Benzol (cg) und im Wasser =

-5 -4 -2 g 2 ¢ 6 1040y

Fig. 25. Verteilung von Benzoestiure
zwischen Cylly und H,0

(cw) durch die Beziehung
verknlpft sind
6) cp = 70,6 ¢}y .
Wird die eine Konzentration, z.B. ¢, durch Titration be
stimmt, so 18Rt sich die andere aus der Gl. (6) ausrechnen oder
an der graphischen Darstellung (Fig. 25) direkt ablesen. Bei der
in Fig. 25 dargestellten Parabel gilt natlrlich nur der Ast im ersten
Quadranten, da negative Konzentrationen nicht existieren.

Eine ganze Anzahl naturwissenschaftlicher Gesetze ist ,,quadra-
tisch", soist z. B. die Leistung des elektrischen Stromes & == R %
proportional dem Quadrate der Stromstérke i; die kinetische Ener-
gie eines bewegten Korpers # =¥v’ ist proportional dem Qua-
drate der Geschwindigkeit v; der bei einer gleichférmig beschleu-
nigten Bewegung geradlinig zuriickgelegte Weg & = ria ist propor-
tional dem Quadrate der Zeit.

Asmus, Einfihrung in die hthere Mathematik 3
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Aber nicht nur in der zweiten Potenz kann die unabhangige Ver-
anderliche auftreten: z.B. ist die Reichweite von a-Strahlen in
Luft proportional der dritten Potenz der Anfangsgeschwindigkeit,
die Gesamtstrahlung eines
schwarzen Korpers pro-
portional der vierten Po-
tenz der absoluten Tem-
peratur. Die graphische
Darstellung  dieser Po-
tenzfunktionen ist im
wesentlichen dieselbe wie
fir die Funktionen
y=x%y=xy=x
usw., deren Kurvenbilder
in Fig. 26 dargestellt
sind.

Man erkennt, da3 die
Raugege o2 1415 4 beiden Aste der geraden
Potenzfunktionen im er-
sten und zweiten, digjeni-
gen der ungeraden im
ersten und dritten Qua
dranten liegen und man
sient ferner, dall mit
wachsender Potenz die
Kurvenform immer,,ecki-
“22] ger" wird und die Kurven
| 28 sich immer mehr den

x5 gestrichelt  eingezeichne-
Fig. 26. Graphische Darstellung einiger ten Geraden anschmie-
Parabeln héherer Ordnung gen.

7. Der Bogriff des Differentialquotienten

Die Tangentenneigung als Mald gewisser Grolden

Bewegt sich ein Korper ohne den EinfluR von Kraften, véllig
sich selbst Uberlassen, so wéchst der von ihm zurlickgelegte Weg s
nach der Gleichung
(7) 8 == 8 + k‘!
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wobei t die Zeit, s den zur Zeit t = O bereits zurlickgelegten Weg
und k eine Konstante bedeuten. Diese Funktion wird durch die
in Fig. 27 wiedergegebene Gerade dargestellt. Welche Geschwindig-
keit besitzt nun der bewegte Kdorper zur Zeit t?

Wir kénnen die Geschwindigkeit v definieren as denjenigen Weg,
den der Korper in der auf
t folgenden Sekunde zuriick- )
legen wird, dann ist A

o B %
o= =, P —
wie man leicht an der Figur -/ s

ablesen kann. Man kénnte $ r
als Geschwindigkeit zur Zeit .- 5
t auch die Strecke festsetzen, s
die der Korper in der dem ¢
Zeitpunkt t voraufgegange-

nen Sekunde zuriickgelegt z-7 ¢ rer £
hat. In diesem Falle ist Fig. 27. Weg-Zeit-Diagramm eines mit

konstanter ~ Geschwindigkeit sich  be-
wegenden Korpers

o 8—8__1_
=t
und dies ist wiederum gleich tga. Es ist also v, = V; die Ge-
schwindigkeit ist also unabhangig von der speziellen Wahl des
Hilfspunktes (P, oder P_;). Das ist deswegen der Fall, weil die
Geschwindigkeit eine konstante Grofe ist und sich mit fortschrei-
tender Zeit nicht &ndert. Man erkennt auch leicht, dafd die Kon-
stante k in GIl. (7) die konstante Geschwindigkeit selbst ist, und
die Geschwindigkeit v kann allgemein definiert werden as

As
V=g tgu,
wenn 4s ein beliebiger, in dem Zeitintervall A¢ zuriickgelegter Weg
ist. Die Geschwindigkeit ist geometrisch durch das Steigungsmald
der die Bewegungsgleichung wiedergebenden Geraden dargestellt;
se lant sich aso aus der Weg— Zeit-Funktion ableiten und an
der Weg — Zeit-Kurve geometrisch darstellen.

Anders wird die Sachlage, wenn ein Korper sich ungleichmafiig,
etwa mit stets zunehmender Geschwindigkeit bewegt, wie es z. B.

3*

Yo
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beim freien Fall im luftleeren Raum ist. Hier ist der zurlickgelegte
Weg nicht eine lineare, sondern eine quadratische Funktion der Zeit.

Es ist s=kit=1dgP,

wenn k wiederum eine Konstante bedeutet (die halbe Erdbeschleu-
nigung) und wir annehmen, dal3 der frei fallende Korper zur Zeit
s t=0 erst zu fallen be-

| ginnt.
s Stellen wir die Funk-
L tion s= ki graphisch
dar, so erhalten wir eine
zur sAchse symmetri-
sche Parabel, von der
$ nur der im ersten Qua
Piay | dranten liegende Teil in
Fig. 28 gezeichnetist. Es
sel wieder P ein Punkt
P s der Kurve, dessen Or-
T dinate den in der Zeit t

-w— ZUrlickgelegten Weg s

Ko A 4 t+7 ¢ darstellt. Wir wollen

auch hier nach der Ge-

Fig. 28. Weg-Zeit-Diagramm eines konstant schwindigkeit des Kor-
beschleunigten und geradlinig sich bewegenden ;

Korpers pers zur Zeit t fragen.

Wiederum kdnnen wir v

als den Weg definieren, der in der auf t folgenden oder vorher-

gegangenen Sekunde zuriickgelegt worden ist. Im ersten Fall ist

die Geschwindigkeit
th = t’gﬁl s

v =tgf,.

Die so erhatenen Geschwindigkeiten sind nicht gleich, denn
tg 3 ist groRer als tg f_;. Es muld ja auch so sein, denn die Be-
obachtung des frei fallenden Korpers lehrt, dad die Geschwindig-
keit mit fortschreitender Zeit zunimmt. Die Neigungen der beiden
Sehnen P_, P und P P; stellen offensichtlich gar nicht die Ge-
schwindigkeit zur Zeit t dar. So ist v; eigentlich diejenige kon-
stante Geschwindigkeit, die ein Kdrper haben mifte, um in ener

im zweiten
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Sekunde den Weg s—s zuriickzulegen. Der frei fallende Korper
bewegt sich aber nicht mit konstanter Geschwindigkeit und daher
hat v nur den Sinn einer Durchschnittsgeschwindigkeit auf der
Wegstrecke s—s. Man erkennt daran, dal3 die Steigung einer
Sehne nicht ein MaR fir die sogenannte Momentangeschwindigkeit
eines Korpers zur Zeit t sein kann.

Nimmt man nun statt der Zeitintervalle von je einer Sekunde
kleinere, |alit also die beiden Hilfspunkte auf der Kurve an P
heranriicken, so sieht man leicht ein, dal? die Steigungen der beiden
Sehnen sich nicht mehr so stark unterscheiden wie im ersten Falle,
und dieser Steigungsunterschied wird um so geringer, je naher
die beiden Hilfspunkte an P herankommen, je kleinere Zeiten
man also betrachtet. Grundsétzlich bleibt aber bei der Definition
der Geschwindigkeit als Sehnenneigung die oben genannte Schwie-
rigkeit bestehen. Bei der Wanderung der beiden Hilfspunkte auf P
zu drehen sich die beiden Sehnen um P; dabei werden ihre Nei-
gungen immer mehr untereinander und gleichzeitig der Neigung
der Kurventangente im Punkte P gleich. Und so kann man die
Momentangeschwindigkeit des fallenden Korpers als durch die
Neigung der Kurventangente in P dargestellt definieren.

Wir haben also gesehen, dal3 die Ermittelung der Geschwindig-
keit eines ungleichformig bewegten Korpers auf die Frage fihrt:
wie bestimmt man die Lage der in einem Punkte an eine Kurve
gelegten Tangente ?

Wir wollen dieses Problem an zwei speziellen Beispielen unter-
suchen.

Die Ermittelung der Tangentenneigung als Grenzwertproblem

Es sei gegeben die Parabel y = x° und es sei die Neigung der
Tangente in einem Punkte P mit den Koordinaten x, y zu er-
mitteln.

Wir nehmen auf der Parabel (Fig. 29) einen Punkt P, in der
Nachbarschaft von P an und zeichnen die Sehne P P; die die
Neigung tg 3 besitzt. Es ist

Ay
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Diese Neigung ist zwar nicht identisch mit tg &, der Neigung der
Tangente, aber ihre Ermittelung fihrt zur Berechnung der letz-
teren. Der Punkt P; besitzt dieKoordinaten -+ 42 und # + Ay,
die, weil der Punkt auf der Parabel liegt, durch die Gleichung
y-+ Ay = (- dz)?
miteinander verkoppelt sind. Durch Auflésen der Klammer
finden wir ,
¥ g+ Ay =2+ 22 Ax
+ (dx)2.
Weil y = x* ist, vereinfacht
{/3 sich die Gleichung zu
| Ay == 2 -de 4 (A=)

V und die Neigung der Sehne
Pk PP, ist

/’ x| tgf ==Y =22 + Az,

e - - w-—  \Wir erkennen daraus, daf3
X X die Neigung der Sehne von
Tig. 29 zwei Bedingungen abhéangt:

1. von der Lage des Punktes
P wegen des Summanden 2 x, und 2. von der gegenseitigen Lage
der Punkte P und P;, ausgedriickt durch Az.

L&t man nun den Punkt P; auf dem Parabelbogen néher an P
herankommen, so dreht sich die Sehne auf die Tangente zu und
tgl? wird kleiner, weil A« abnimmt. Ax spielt dabei gegeniber
2 X eéine um so untergeordnetere Rolle, je ndher der Punkt P,
an P herankommt. Die Lage der Tangente ist nun bei dieser
Drehung der Sehne insofern wichtig, als die Sehne sich nicht Uber
die Tangente hinaus drehen kann, da sie in ihrer Lage stets durch
zwei Parabelpunkte gegeben ist. Je ndher P, an P herankommt,
um so kleinerwird A« und um so mehr nahert sich die Sehne in
ihrer Lage der Tangente, ohne aber diese Lage je erreichen zu
kénnen. Nun ist

tgﬁ:j-—i:"z-{-.dx

2 x ist eine bestimmte feste Zahl, fur x =10 z.B. ist 2 x = 20;
dz durchl&uft eine Folge von Werten und wird dabei immer kleiner
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und kleiner, so daB die Werte tgg8 zj—g sich immer mehr und

mehr dem Werte 2 x ndhern. Fir alle Werte von tg R stellt nun
tg a einen sogenannten Grenzwert dar, eine Grof3e, der sich die
Zahlen der Zahlenfolge tg 3 beliebig ndhern kdnnen, ohne sie zu
erreichen. Man deutet diese Zusammenhénge mathematisch durch
die Gleichung

tgar = lim tgf— lim S — lim 2% + 42)
Adr -0 Ar»pd¥ Ar—+0
an. Das Symbol lim (limes = Grenze; lies: limes fir Az nach

A0
Null) deutet an, dal? die Zahlenfolge tg B sich dem Werte tg a
ndhert, wenn Az dem Werte Null zustrebt.

Dieser Grenzwert ist aber 2 x. Die Neigung der Tangente an
die Parabel in einem Punkt mit der Abszisse xist gleich der doppel-
ten Abszisse.

Fur die Neigung der Tangente tg a verwendet man auch noch
einige andere Symbole. Um anzudeuten, dal die Steigung eine
Funktion der Abszisse ist, schreibt man flr tg a auch y' (y Strich)
oder f'{x) und nennt diese Funktion die Ableitung von y. Um
anzudeuten, dald tga durch einen Grenziibergangsprozefd aus dem

Differenzenquotienten % entstanden ist, verwendet man daf ir auch

die symbolische Bezeichnung j—i (gelesen: de y nach de x) und
spricht dann vom Differentialquotienten. Esist aso

i Ay St ARy flx) L, L, dy
tga —Alﬂ_{lo Z-J-: —Aiﬂ-'lilu——‘_—-'dx—' =Y = f(:r} = a‘a—:.

Wir haben festgestellt, da3 die Neigungen der Parabeltangenten
so grof3 sind wie die jeweiligen doppelten Abszissen. Diesen Sach-
verhalt kénnen wir auch durch eine Kurve darstellen, indem wir

die Parabel y = x* und ihre abgeleitete Funktion ¥’ :—;-S;Z =2z
zeichnen. Fig. 30 zeigt die beiden Kurven.

An der Kurve Il lesen wir ab, da3 ' fir x = 0 ebenfalls 0 ist,
d. h. also, dal3 die Parabel an der Stelle x = 0 eine Tangente ohne
Neigung, also waagerecht liegend, besitzt. Im ersten Quadranten
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hat die Parabel positive Steigungen, sie steigt, im zweiten dagegen
negative, sie fallt mit wachsendem x.

Nun wollen wir nach dem eben besprochenen Verfahren die
Momentangeschwindigkeit eines im luftleeren Raum frei fallenden

Korpers berechnen. Wir hatten
uns Uberlegt, dal? sie gegeben ist
durch die Steigung der Tangente
an die Weg—Zeit-Kurve. Wir
verfahren wie oben und erhalten

s=1tgt,
s+ As=4g @+ A
=gttt gt A+ by (A
Da s =} g ist, folgt
As = gt At 4 L g (44)*

und s

1
;ﬁzgt+gg‘dt.

- Diesist die Steigung einer Sehne

'{
!
I
4
| !/
|
12
!
|
ro7
t
4
L 1 f L
-2 -7 7 R
..’-
Fig. 30. Die Parabd y = x“ und ihre
Ableitung y' = 2 x

oder, physikalisch gesprochen,
die Durchschnittsgeschwindig-
keit eines Korpers wéhrend des
Zeitintervalk 4¢. Die Neigung
der Tangente oder die Momen-
tangeschwindigkeit ist dann v:

v fim L

T At odlt T dl
= Hm (gt-{- g- At)'—gt
T at-o0

Die Momentangeschwindigkeit
eines im luftleeren Raum frei

fallenden Koérpers wachst also proportional der Zeit.

Der Diffcrontialquotient in den Naturwissenschaften. Nichtdilferen-

zierbarkeit

Den mathematischen Proze3 der Ermittelung der Tangenten-
neigung nennt man das Ableiten oder Differenzieren einer Funk-
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tion. z—': hei3t der erste Differentialquotient des Weges nach der
Zeit. Statt %% kann man auch s schreiben. Allerdings pflegt man
Ableitungen nach der Zeit, und zwar nur diese, statt mit einem
Strich mit einem Uber das ., .. .

; 4 7
Funktionssymbol gesetzten m‘fte’

Punkt besonders zu kenn-  |9peseriie
zeichnen. Man schreibt al so: P 00 Losy.
© o
dt -

20
und liest diesss Symbol
s-Punkt statt s-Strich 1

Die Ermittelung enes
Differentialquotienten hat
fur einen Chemiker oder R I B S R
Physiker insofern eine be- :
sondere Bedeutung, als er 24
es oft mit abgeleiteten‘ﬁ
Funktionen zu tun hat. So
sind z. B. die Reaktions-
geschwindigkeit, die spezi-
fische Warme, die Kom-
pressibilitat, der Ausdeh-
nungskoeffizient, die Nach-
giebigkeit eines Puffersy- p
stems usw. solche Diffe- S T a T e
rentialquotienten  gewisser 0 0o mLJL—50 ¢
Funktionen. Aber auich zur Fig. 31. Die Léslichkeit von Natrium
Ldsung vieler anderen Pro- sulgfat in Wasser und deren Temperatur-

blemeist esnotwendig, vor- koeffizient als Funktion der Temperatur
gegebene Funktionen diffe-

renzieren zu koénnen, mit anderen Worten, die Neigung ihrer
Tangenten fur jeden Punkt der Kurve festzustellen.

Esist aber durchaus nicht immer so, da eine Funktion # = f{x}
fir jeden beliebigen x-Wert einen Differentialquotienten ‘besitzt,
oder anders ausgedriickt, daB sich in jedem Punkte der die Funk-
tion darstellenden Kurve eine Tangente zeichnen |aft.
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Der Begriff der Differenzierbarkeit einer Funktion ist nicht iden-
tisch mit dem Begriff der Stetigkeit. Wir wollen aber auf diese
Fragen, die mehr rein mathematisches Interesse haben, im Rahmen
dieses Buches nicht eingehen.

An einem speziellen Beispiel jedoch, das der physikochemischen
Praxis entnommen ist, soll erléutert werden, dal3 auch stetige
Kurven in einzelnen Punkten keine eindeutig liegende Tangente
besitzen konnen. Fig. 31 stellt graphisch die Loslichkeit von
Natriumsulfat in Wasser als Funktion der Temperatur dar. Unterhalb
von 32,4° C nimmt die Loslichkeit mit wachsender Temperatur zu,
oberhalb dagegen ab. Bei 32,4° C besitzt die Kurve einen Knick.

Bildet man den ersten Differentialquotienten dieser Funktion
(Temperaturkoeffizient der Loslichkeit) und trégt diesen in einem
Koordinatensystem gegen die Temperatur auf, so erhdlt man eine
unstetige Kurve, die ebenfals in Fig. 31 dargestellt ist. Bei
t = 32,4° C |&Rt sich aso an die Loslichkeitskurve keine Tangente
in eindeutiger Lage legen, denn die Kurve besitzt hier eine Spitze.
Man erhalt fur t =,32,4° C, je nach der Anndherungsrichtung, zwei
verschiedene Grenzwerte fir den Differentialquotienten.

Selbstversténdlich bedeutet das Auftreten eines Knickes in der
Loslichkeitskurve, dald mit dem untersuchten Stoff bel der Tempe-
ratur von 32,4° C etwas Besonderes geschieht. Hier wandelt sich
namlich das Dekahydrat Na,S0, ¢ 10H,0, welches nur unterhalb
von 32,4° C bestandig ist, in das anhydrische Salz Na,S0, um.

8. Einige Differentiationsregeln

Differentiation von y=x"

Es gibt eine Anzahl von Differentiationsregeln, die wir nach
und nach kennenlernen werden.

Wir wollen dabei beginnen mit dem Funktionstypus y = X',
wenn n irgendeine beliebige Zahl ist.

Es ist z. B. die Molwarme bei konstantem Volumen C, enes
sogenannten idealen festen Koérpers in der Néhe des absoluten
Nullpunktes gegeben als Differentialquotient der. Temperatur-
funktion ¥ = a?™, aso

U d{a T't)

Co=31="ar -
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Wie differenziert man den Ausdruck a7, der dem oben erwéahn-
ten Funktionstypus angehort ?

Der Differentialquotient %—:’ war definiert as

f{x+ Az —flx)
Az '

dy .
-2 = [im
dx Adx =0
In unsteem Falle ist y = f(2) == 2™, al:o
W _ iy EA e
dix _d.l: -+ {) )
Nach dem binomischen Lehrsatz, der aus der Elementarmathe-
matik fur ganze positive Zahlen n bekannt sein dirfte (vgl. S. 194),
formen wir {x+ Az um und erhalten

™+ (T) e R (g)a."" (1)?
A

W _ fim
dx dzr =0

4.

(”ii);.(dxy—l_i_(l.]x)n —x?
! Az :
Die Summanden X" heben sich fort und nach Division durch Az

folgt
i im e e dot (oo

+ (n jl) 2z (Ax)=? 4 (4 x}n-l] .

Geht man nun zur Grenze Uber, so verschwinden alle Glieder
aulRer dem ersten und man erhalt

dy w1
TRt
dee?

o = n—1
de nx

Eine Funktion des Typus # = a* wird also differenziert, indem
man den Exponenten als Faktor vor die um eine Einheit erniedrigte
Potenz von x setzt. Dieses Ergebnis stimmt auch mit unserer
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Rechnung an der Parabel iiberein. Wir erhielten da fir y = x?

d’_y . 2—1 __ &
Je = 2921 =2z,
Die fur ganze positive Zahlen n abgeleitete Differentiations-
regel gilt auch, wie wir spéter noch zeigen wollen, fir gebrochene
oder negative Exponenten.

Ableitung ener Funktion mit konstantem Faktor

Nun konnten wir unsere Aufgabe Ulber die Molwarme schon
[6sen, wenn U = a7 nicht noch den konstanten Faktor a ent-
hielte. Dieser verursacht aber beim Differenzieren keine weiteren
Schwierigkeiten, wie sich leicht zeigen |aft.

Ist y = a -« f(x), wobei f(x) irgendeine Funktion von x ist, so ist

dy _ — Iim - {2 4 Az) —a - flz) hmuf{x—l—/lx} _f(’r)
(£x Ax = 1{) da dx =4 Az
Da a ein konstanter Faktor ist, bezieht sich der Grenzibergangs-

prozel? nicht auf ihn, wir kénnen ihn vor das. Limeszeichen ziehen
und erhalten

?—' -alllnf{x+Ax) —f= =a-f(x),
£ drap =
dia f(x)] _ dj(:c)
dz dx

Steht also vor einer Funktion ein konstanter Zahlenfaktor, so
wird dieser beim Differenzieren einfach vor die differenzierte
Funktion gesetzt.

In unserem Beispiel der Molwarme ergibt sich daher

U=aTt,
_d;[_]__ I . T . TS
G,._M,__a 4.-M1=dp 73,

Es ergibt sich nach dieser Hegel auch z. B. die Geschwindigkeit
des frei fallenden Korpers aus s = igt”

ds

v=d=

2g 201 =~ g 2t =gt,
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ganz so, wie wir es durch die spezielle Untersuchung des Grenz-
Uberganges gefunden hatten.

Kehren wir nochmals zu einer rein geometrischen Betrachtung
zuriick! Die Ableitung oder der Differentialquotient stellte den
Verlauf der Tangentenneigung as Funktion der unabhéngigen
Veranderlichen dar. Fir die Kurven

y=a und y=by

sind die Differentialquotienten nach unserer Differentiationsregel
leicht zu ermitteln, denn es ist

y=a=da-1l=q-2"

da jede Zahl hoch Null den Wert Eins hat. Es muR in diesen
Fallen also sein

ég:a.(}‘x“‘l und dﬂ:b-l-xl—l-:b-l-x“,
dx dy

dy _ 8y

da:_o’ da;_b’

y — a bedeutet eine Parallele zur x~Achse; wir finden nach unserer
Differentiationsregel jetzt, dad sie eine Neigung Null besitzt, wie
sofort an der graphischen Darstellung (Fig. 13) abzulesen ist.

y = b x war die Gleichung einer geraden Linie durch den Ko-
ordinatenursprung; es ergibt sich, dal3 sie eine konstante Steigung
vom Betrage b besitzt, ein Ergebnis, das uns schon bekannt ist.

Diflerentiation einer Summe von Funktionen

Die Lange | eines bei 0° C gerade 1 m langen Stabes aus Quarz-
glas ist zwischen 0° und 500° nach Messungen von Scheel von
der Temperatur abhéngig nach der Gleichung

l=1-+3895-10"7¢4- 12821024 —1,608- 10—
Unter dem linearen Ausdehnungskoeffizienten a versteht man

den Differentialquotienten % Wir wollen ihn berechnen.

Die Lange | ist as eine Summe von vier Funktionen dargestellt
und so missen wir uns zundchst die Frage vorlegen, wie differen-
ziert man eine Summe von Funktionen. Die Antwort auf diese
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Frage ist: eine Summe von Funktionen wird differenziert, indem
man jede einzelne Funktion differenziert und die Teil-Differential-
guotienten addiert. Das ist leicht gezeigt. Es sei

¥ = hHx) T+ f(2),
wobei fi(xX) und fy(x) beliebige Funktionen von x sein mdgen.
Es ist dann
y+ Ay = fi(x -+ Az) 4 fo(z + d2) ,
Ay fle A0 + file + Az)—fi(2) — fa(2)

Az Ax
B A [iEEADN—HE@ | i A9) —fy@)
dr 4, . ol x_,o dx Az
_— fl(z4 AT) fl(x} fz(i_t_ﬁ) =ful®)
Ai"iu Az + 41;40_“ Az '
dy df {x) afa()
dz = ds T dx
d{fl(x)__'__.&(x}] dfl (ﬂ dfy(7)
e T +‘—_

Der Sinn dieser Gleichung ist folgender. Setzt sich die
y-Kurve additiv aus zwei Teilkurven zusammen, so ist die
Steigung der  Summenkurve

y ;! gleich der Summe der Stei-
/ gungen der beiden Teilkur-

A ven. Sehr  anschaulich er-

kennt man das an dem in
Fig. 32 dargestellten Spezial-

» 4 beispiel  der  Uberlagerung
[ zweier Geraden, die durch
¥ den Koordinatenursprung ge
] hen. Die Ordinaten der aus

X gezogen gezeichneten Summen-

Fig. 32. Steigung der Geraden, die gerad.en ergebe“. sich dur.Ch

sich additiv aus y: =%x (-.-) und graphlsche Addition der Teil-
Yo = X ( ) zusammensetzt. ordinaten.
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Im angenommenen Beispiel ist

y=h+p=txtz=>F+1=x,
dy 1 3
&=z tl=37

Natdrlich gilt die Regel fir die Differentiation einer Funktions-
summe flr eine Summe aus beliebig vielen Summanden.

Ist einer der Summanden eine Konstante, so fallt sein Differen-
tialquotient fort, weil die Ableitung einer Konstanten Null ist.
Das ist anschaulich aus Fig. 33y“
zu ersehen. Ein konstanter Sum-

mand verschiebt eine Kurve y=a#fix)
parallel zu sich selbst und da-

her ist die Steigung der Kurve = FlX,
y =a -+ flz) genau so grold wie 8 y-fo

die Steigung von y == f(x).
Nach diesen allgemeinen Er-
orterungen kénnen wir zur Auf-
gabe Uiber den A usdehnungskoeffi- —
Zienten des Quarzglases zuriick- X
kehren. Er errechnet sich als  Fig. 33. Gleiche Stcigungen bei
porallel verschobenen Xurven

a=D 0395107+ 2- 1,282 1074 — 3 1,698~ 10 82,
&= 3,95 1077 2,564 - 10791 — 5,094 - 107122,

9. Das Differential
Begriffe

Bei der Ableitung des Begriffes des Differentialquotienten as
Neigung der Tangente an eine Kurve erhielten wir ng=tgﬁ

als Neigung der Sehne und schrieben fir die Neigung der Tangente
tg a symbolisch

._Ey——- i é..g.—_: ’
"g““dxzﬁ‘foax*””)'

:—: betrachteten wir als ein unteilbares Symbol, eine andere Schreib-
weise fur f'{z), mit der angedeutet werden sollte, daR der Diffe-
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rentialquotient durch einen Grenziibergang aus dem Differenzen-
quotienten'd—: entsteht. So scheint es zunachst, dald eine Auf-
teilung des Differentialquotienten in Einzelgréfien dy und dx, die
man Differentiale nennt, nach der Gleichung

¥ =12,
dy = f'(z)  da

nur as angendhert richtiger Ansatz anzusehen ist, der um so
bessr stimmt, je kleiner die Gréflen dy und dx sind und. der die
7} streng richtige Gleichung erst
nach Division durch die eine
rechts stehende kleine GrolRe
by und einen darauf folgenden
Grenzlbergang ergibt. Diese
" Auffassung des Differentials
4 as eine laufende und dabei
unendlich klein werdende
A & CFV Grole, man sagt nachléssig
NP R abkirzend ., unendlich kleine
Grofe", ist die in den Natur-

P wissenschaften tibliche.

/3

S

Man kann aber auch dx und
Fig. 34 X dy as endliche GroRen auf-
fassen und diese Auffassung
wird am einfachsten durch die Fig. 34 erlautert, dx ist dabe
gleichbedeutend mit Az, dem Abszissenzuwachs beim Ubergang
vom Punkte P zu einem beliebig weit liegenden Nachbarpunkte
Py; Ay ist der gleichzeitige Ordinatenzuwachs der Kurve, wéahrend
dy den Ordinatenzuwachs der Tangente im Punkte P, der dem
Abszissenzuwachs dz = Ax entspricht, bedeutet.

SISt dmh gyt p @) e,
denn esist ja dy = f'(z)dz = [ (2)- Az
Ay > dy
(in unserem Beispiel).

und
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Es ist aber immer méglich, den Punkt P; sonahe an P zu wéahlen,
dal3 sich A% und 4y nur noch sehr wenig, ja sogar beliebig wenig,
voneinander unterscheiden.

Diese Feststellung kénnen wir zu einer Anwendung der Diffe-
rentialrechnung auf die Frage der Fortpflanzung von experimen-
tellen Fehlern bei der Berechnung von Grélen, die aus Versuchen
abgeleitet sind, benutzen.

Etwas Uber Fehlcrfortpflanzung

Wir hatten bereits gesehen, da C;H,COOH sich beim Schitteln
mit CgHg und H,0O auf beide Phasen so verteilt, dal? die Konzen-
tration der Saure im Benzol cg mit der Konzentration im Wasser ¢,
bei 10° C nach der Gleichung

Cp = 70,6 0??‘
zusammenhangt.

Stellen wir ¢, durch Titration fest, so kbnnen wir cg ausrechnen.
Die Titration moge 0,1 Mol/Liter {(M/l) fUr ey ergeben haben,
jedoch mit einer Unsicherheit von 1%. Der absolute Fehler von ez
ist aso ey == 0,001 M/l. Wie wirkt sich dieser experimentelle
Fehler bei der Berechnung von cg aus ?

.,/,103 == 70,6 [{G]p + Aﬁ;y]s — G%F] = 70,6 [2 Cppr * AGW + (ACW)S]
== 70,6 [2+0,1- 0,001 - 0,001*] = 70,6 [0,0002 -} 0,000001]
Ac = 0,01419 M/,

Dies ist der streng berechnete Fehler d¢g. Rechnen wir statt
dessen deg aus, so ist

deg = 70,6+ 3¢y ~do = 70,6 2.0+ Aoypy = 10,6-2-0,1-0,001,

dog = 0,01412 M/L.

"Wie vorauszusehen war, ergibt sich deg kleiner a deg. ber
da die Fehler relativ kleine GroRen sind, ist der Unterschied von
deg und deg nur sehr gering, ja er ist vollstéandig bedeutungslos,
denn in unserem Falle war die Messung Uberhaupt nur bis in die

dritte Dezimale sicher, und bis in die dritte Dezimale stimmen
die nach beiden M ethoden berechneten Fehler mit 0,014 M/1 iberein.

Asmus, Einfuhrung in die héhere Mathematik 4
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Man kann sich aso bei der Untersuchung der Fortpflanzung

eines Felders in guter Naherung der Differentialrechnung bedienen.

Ist allgemein ﬂ
y=ax

und wird x mit einem gewissen relativen Fehler "—Lf gemessen, SO

pflanzt sich dieser Fehler bei der Berechnung von y so fort, dald
er n-mal groRer wird. Denn es ist

d

Y—anan1, dy —=anz"tdr.

dx _

dy _amal  anE p T 4
] i [ 3 g x x

und damit mit hinreichender Genauigkeit

b Ay

10. Umkehrfunktionen und Umkehrregel

Umkehrfunktion

DieAquivalentleitfahigkeit A der wasserigen Losung eines Elek-
trolyten ist eine Funktion der molaren Konzentration ¢. Im Ge
biete sehr hoher Verdiinnungen ist bei starken Elektrolyten nach
Untersuchungen von Kohlrausch

A=Adu—b)ec .
Ae, die sogenannte Aquivalentleitfahigkeit bei unendlicher Ver-
diinnung, und b sind konstante Gréfen.
Wir wollen diese Funktion graphisch darstellen und aufRerdem
ermitteln, wie stark die Anderung der Aquivalentleitfahigkeit mit

der Konzertr=tion ist, also mit anderen Worten, den Differential-
quotienten —- finden. Der allgemeine Typus der angeschriebenen

de
y=a—b-[/;.

Gleichung ist
Die graphische Darstellung dieser Funktion soll nun besprochen
wer den.
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u = z* wurde graphisch durch die in Fig. 35 gezeichnete Parabel
dargestellt. Nach x aufgelést, lautet diese Gleichung

z=+tVy

Diese Schreibweise bedeutet eine Vertauschimg der Begriffe:
»abhangige" und ,unabhangige" Variable. Da es ublich ist, die
abhangige Veranderliche mit vy, die Yy

unabhangige hingegen mit x zu be-
zeichnen, ersetzen wir in der obigen
Gleichung den Buchstaben x durch
y und umgekehrt, worauf wir

y= V=

erhalten. .

Die Vertauschung der Buchstaben " wr
x und y entspricht einer Umbenen-
nung der Koordinatenachsen in 4
Fig. 35 (in Klammern hinzugefigt) - ! %
und man erhélt die graphische Dar- %, !
stellung der Funktion » = - I/x ' -
wenn man das neue Koordinaten- K ‘
system in Fig. 35 so umklappt, dal N, A
in Oblicher Weise die y-Achse nach N 4
oben, die x-Achse nach rechts zeigt. TN
So ergibt sich die in Fig. 35 dar-
gestellte, nach rechts gebffnete
Parabel. .

Man erhdlt sie in einfacher Weise 4
aus der Parabel y = x* durch Spie-
gelung derselben an der Geraden Fig. 35. Spiegelungsregel bei
A B, die unter 45° durch den Ko- Umbkehrfunktionen
ordinatenursprung gezogen ist. Eine
Funktion, die aus einer anderen durch Vertauschung der Ver-
anderlichen entsteht, nennt man die Umkehrfunktion (inverse
Funktion) der urspriinglichen.

So ist auch z. B. y = f/? die Umkehrfunktion von y = x* und

kann bei Kenntnis des Kurvenverlaufs der letzteren Funk-

*
4
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tion sofort durch Anwendung der Spiegelungsregel gezeichnet
werden. .

Die Kurve y = -4- b -}/ = unterscheidet sich vony == 4}z nur
dadurch, dai3 jede Ordinate mit dem Faktor b zu multiplizierenist.
Die nach rechts getffnete Parabel wird breiter oder schmaéler, je
nachdem b grofer oder kleiner als 1 ist.

y=a—1b ]/x bedeutet, dald zu jeder Ordinate der Parabel die

konstante Strecke a hinzugezahlt werden soll, wodurch die Parabel

o . um das Stlick o nach oben verscho-

p - ben wird. Das negative Zeichen vor
L dem Waurzelglied sagt schliefdlich

s aus, dal3 nur der untere, in Fig. 36

o :‘; ausgezogen gezeichnete, Ast der

Parabel betrachtet werden soll.
Durch eine solche Kurvewird auch
dieGleichung 4 = A —b-} ¢ dar-
w gestellt. Die Kurve mindet bei Aq
in die Ordinatenachse. Allerdings
Fig. 36. Graphische Darstellung  gilt nicht der ganze untere Parabel-
des Gesetzes von Kohlrausch — agt — es miiRte sonst bei hoheren
Konzentrationen die Leitfahigkeit
negativ werden, was natlrlich unmdéglich ist —, sondern nur ein
Stiick der Kurvein der Nahe der Ordinatenachse hat physikalische

Bedeutung.

Umkehrregel

Um den Differentialquotienten der Funktion y=a —b- |z
zu ermitteln, erinnern wir uns der Darstellung einer Wurzel als
gebrochene Potenz. Danach erhalten wir

y=a—b- .
Wir hatten auf S. 44 erwahnt, dal die Differentiationsregel

einer Potenzfunktion auch fir gebrochene Exponenten gilt. Unter
Anwendung dieser Regel erhalten wir

dy o 1, 4 1. 1 1
£=0—3bzr = bz i=—2b

3

By m

(8) %=_ﬁﬁ.
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Wir hatten aber noch nicht bewiesen, dal3 die benutzte Differen-
tiationsregel auch fir gebrochene Exponenten gilt. Daher wollen
wir das erhaltene Resultat durch ein anderes Rechenverfahren
bestétigen und dabei eine neue Differentiationsregel, die soge-
nannte Umkehrreg el, kennenlernen. y
Es sal in F|g 37 wiederum die
Parabel y — x* gezeichnet. In einem
Punkte P mit den Koordinaten x und
y sa an die Parabel die Tangente ge-
zogen, die mitder positiven Richtung
der x-Achse den Winkel a, mit der 0
positiven Richtung der y-Achse den
Winkel [ bildet. Unter der Ableitung
von y nach x versteht man den tga

/’/

undbezeichnetihn als Y Betrachtet

man nun x als die abhanglge, y as Y
die unabhangige Veranderliche, so be- B 2y
deutet das eine Drehung des Koordi- @(,é

natensystems in die ebenfals in 7
Fig. 37 dargestellte Lage. Die Tan- i
gente PA bildet mit der positiven \

Richtung der y-Achse den Winkel )

und man muf} jetzt tg 3 als— be- ] N
zeichnen (beim leferent|alquot|énten Fig. 37. Erléuterung zur
steht ja Uber dem Bruchstrich das Umnkefrregel
Differential der abhéngigen Veranderlichen!). Nun liest man an
der Figur im Dreieck AOB ab, dal3 a und 3 sich gegenseitig zu
90° erganzen. Also ist

tgo = tg (90° — By =ctg B = d

~t

dy 1
oder ol
dy

Diese Regel, die in der Bruchschreibweife der Differential quotien-
ten fast trivial aussieht. nennt man die Umkehrregel. Wir wollen
se benutzen, um g == Va: zu differenzieren.
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Aus Y = V;

erhalt man =2z oder z=y

Durch diese Schreibweise haben wir die Bedeutung der Variablen
vertauscht. Jetzt differenzieren wir nach .

X == ys R
dx
2y = 24
Durch Anwendung der Umkehrregel folgt hieraus
dy 1 1
dz #z 7 Iy
dy

Nun ist die gesuchte Ableitung aber noch als Funktion von y

geschrieben. Wir ersetzen y durch /= und erhalten das gewiinschte

Resultat dy 1

de o/ %
Unter Anwendung der fiir gebrochene Exponenten noch nicht be-
wiesenen Differentiationsregel fur Potenzfunktionen erhalten wir

ebenfalls 1
y=Vw=z,
dy 1 .1 1
24 __ P e
i 2 x

Damit ist auch erwiesen, dal} unser Differentiationsergebnis in
Gl. (8) zu Recht besteht. )

Wenden wir es auf unser urspriingliches Problem, die Anderung
der Aquivalentleitfahigkeit bei Anderung der Konzentration an, so
erhalten wir A b

& ofe

Die Neigung unserer Leitfahigkeitskurve ist stets negativ, die
Kurve fallt dauernd. Sie wird immer steiler, je mehr wir uns der
Ordinatenachse ndhern, und lauft in diese (c->0) senkrecht ein,
dA
e
sagt, %‘g- geht nach Unendlich (%—roo).

weil dann Uber jeden angebbaren Betrag hinauswéchst. Man
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II. Die Funktionen vom Typus y=-

Umgekehrfe Proportionalitét

Neben der linearen Punktion und ihrem Spezialfall der Propor-
tionalitat spielt in Chemie und Physik eine besondere Rolle auch
die sogenannte umgekehrte Proportionalitat. Diese Funk-
tion ist dadurch gekennzeichnet, da’ die eine Veranderliche sich
im selben Malde verkleinert, wie die andere vergroflert wird; das
Produkt beider behélt dabei stets denselben Wert. Ein Beispiel
hierfir ist das bekannte Boyle-Mariotte-Gesetz fir ideale Gase:

PO=Pyvg =k,

welches aussagt, da3 das Produkt aus dem Druck p und dem
Volumen v eines idealen Gasss bei gleichbleibender Temperatur
konstant gleich k ist. Aus der impliziten Form ergibt sich die
explizite as k_pyry

P=y="
Po und vq ist ein irgendwie herausgegriffenes, zreinander gehoren-
des Wertepaar.

Die umgekehrte Proportionalitét trifft man sehr haufig an.
Einige weitere Gesetze, die durch den gleichen Funktionstyp be-
schrieben werden, sind z. B. das in der Photochemie wichtige
Gesetz von Bimsen und Roscoe, welches besagt, da zur Er-
zielung des gleichen photochemischen Effektes das Produkt aus
der Intensitdt J der wirksamen Strahlung und der Belichtungs-
dauer t konstant sein mufd

J et = const.

Auch das in der Magnetochemie wichtige Gesetz von Curie gehort
hierher. Bringt man einen paramagnetischen Stoff, z. B. Sauer-
stoff, in ein Magnetfeld, so erhdlt er ein magnetisches Moment.
Dasjenige Moment, welches ein Mol des Stoffes, wenn dieser in
ein Feld von der Stérke eines Orsted gebracht wird, annimmt,
nennt man die Molsuszeptibilitdt *Moi- Diese Grofe ist nach
Curie der absoluten Temperatur T umgekehrt proportional, also
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C bedeutet dabei eine Konstante, das unveranderliche Produkt
as XMol und T.

Wendet man das Massenwirkungsgesetz von Guldberg und
Waage auf wésserige Ldsungen von Laugen oder Sduren an, so
findet man flr die Konzentrationen der Wasserstoffionen [1T] und
Hydroxylionen [OH'] wieder die gleiche mathematische Form. In
jeder wasserigen Losung ist

[H]- [OH'] = ky .

ky bedeutet dabei wiederum eine fir gleichbleibende Temperatur
s konstante GroRe. Se be

%l / tragt 10 **Mol?/Liter? fir
i J/ 25°C.

3 7 Wie sieht nun die Kurve

2t Y aus, die diesen Funktions-

p typus graphisch darstellt ?

In allgemeiner Form ge-
schrieben, handelt es sich
2 ¢34 imPrinzip um die Punktion

®  y=-,

wenn wir die Konstante der
Einfachheit halber gleich
. o . Einswahlen. Sie wird dar-
Fig. 38. Gleichseitige Hyperbel, die die A :
Kgoordinatenachsen gzu ngmptoten hat g(_astelltdurch dlemFlg' 3_8
wiedergegebene gleichsei-
tige Hyperbel. Aus der Tatsache, dald in Gl. (9) x und y ver-
tauscht werden kdnnen, ohne daf3 sich der .Typus der Gleichung
andert, erkennt man, dald eine Spiegelung der Kurve an der Ge-
raden unter 45° durch den Koordinatenursprung wieder sie selbst
ergibt. Die Kurve muf? also zu dieser Geraden symmetrisch liegen.
Fur sehr groRe x-Werte wird y sehr klein und die Kurve néahert
sich asymptotisch der x-Achse. An der Stelle x = 0 ist die Kurve
unstetig. Sie geht hier, wie man sagt, nach Unendlich (y->  fir
x->0). Eine solche Stelle nennt man Unendlichkeitsstelle
oder Pol. Bei Anndherung an eine solche Stelle wachsen die
y-Werte Uber jeden angebbaren Betrag hinaus.
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Wie verlauft die Steigung dieser Kurve ?
Zu ihrer Ermittelung wollen wir die Funktion y.= -iﬂ- differen-

zieren. Wir tun das nach der Regel Uber die Differentiation einer
Potenzfunktion unter der Voraussetzung, dal3 sie auch fir negative

Exponenten gilt, d e g ::—::—a n n auch as y = 2 geschrieben
werden. Es ist dann

y=al,
dy 1 1
a—iz—‘-‘l 3311*—'—‘.1,‘_2'—'—-‘@-,.

Da wir die Regel fir negative Exponenten noch nicht bewiesen
haben, wollen wir zur Kontrolle des Ergebnisses den Differential-
quotienten auch durch Grenzibergang ermitteln. Hierbei finden
wir

Y=
Y+ dy = !
’ x 1+ A’
1 1 1
= Y= i T
Wir bringen die beiden Briche auf den gemeinsamen Nenner
Ay — z—z—Az A
¥ = (z+dnye  (z+Az)z’
Der Differenzenquotic Ay 1
Az~ (z+dma’
und dur %% __ um 4% _ [_ 1 ],____%_
HAxToAx A;TU {z+ dz) x wt!?

das bereits gefundene Resultat. Wir haben aso die Differentia-
tionsregel fur y = x" auch bei negativen Exponenten anwenden
durfen.
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Nach diesem Ergebnis muR3 die Kurve y == % stets fallen. Ihre

Neigung ist dauernd negativ, da x* eine positive Zahl ist. Ein
Blick auf die Kurve bestétigt diesen Befund. In der N&he w_
x =0 ist die Steigung sehr groR und wird immer geringer, je
weiter man sich von der y-Achse entfernt.

Ay
Moll; Gebiet der
2007 \sauren Resktion

Neulralpunks

7707 — — /

Gebrol der
dikalischen Reaklion

| .
0 1707 210 Mol

Fig. 39. Gegenseitige Abhangigkeit der H'- und OH"lonenkonzentration
bei wiisserigen Losungen

Einen physikalischen Sinn besitzt nur der im ersten Quadranten
gelegene Zweig der Hyperbel, da es weder negative Volumina
noch negative absolute Temperaturen, noch negative Konzen-
trationen gibt.

Im speziellen Fall des auf wésserige Ldsungen angewandten
Massenwirkungsgesetzes haben die einzelnen Teile der Hyperbel
eine besondere Bedeutung. Die Hyperbel (Fig. 39)

ey
[OH]
sieht qualitativ genau so aus w 3 =—i—, u r hat der Schnittpunkt

der Hyperbel mit der unter 45° verlaufenden Geraden durch den
Koordinatenursprung nicht die Koordinaten x=|/l_=1 und

[H]=
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y=)1 =1, sondern [H'] = [OH'] =}k . Dieser Punkt auf
der Hyperbel, bei dem also die Konzentration der H'-lonen und
ler OH'-lonen gleich ist, reprasentiert die Noutralreaktion. Punkte
auf dem oberen Halbzweig, fir die [H'] > {OH’}ist, représentieren
die sauer reagierenden Ldsungen, die Punkte auf dem unteren
Halbzweig ([H 1<z [OH']} die akalisch reagierenden.

Feststellung des Funktionstypus experimentell ermittelter
Funktionen

Von alen mogliehen Kurven ist eine besonders ausgezeichnet,
es ist die gerade Linie. Se hat in jedem ihrer Punkte dieselbe
Steigung und teilt diese Eigenschaft mit keiner anderen Kurve.
Daher ist man auch ohne weiteres in der Lage, auf den ersten
Blick, eventuell unter Zuhilfenahme eines Lineales, die Gerade
von allen anderen Kurven zu unterscheiden. Hat man bei einem
Versuch eine Reihe von Wertepaaren gemessen, so lat sich durch
Einzeichnung der Mef3punkte in ein rechtwinkliges Koordinaten-
system sofort entscheiden, ob die gemessene Funktion linear ist
oder nicht. L&Rt sich durch die gemessenen Punkte aber nur eine
gekriimmte Kurve hindurchlegen, so gibt es wohl kaum jemand,
der auf den ersten Blick entscheiden konnte, ob das gezeichnete
gekrimmte Kurvenstiick zu einer Parabel, Hyperbel, Exponential-
funktion oder irgendeiner anderen Funktion gehort. Da es aber
von grofem Wert ist, zu wissen, mit welcher Art von Funktion
man es bei den durchgefiihrten Versuchen zu tun hatte, ist es
notwendig, nach einem Verfahren zu suchen, das eindeutig und
bequem den fraglichen Funktionstypus festlegt. Zu diesem Zwecke
mull man versuchen, aus den Mel3werten neue Wertepaare so zu
errechnen, dal3 diese als Koordinaten von Punkten einer Geraden
erscheinen.

Zwei Beispiele mogen das erldutern.

Druck und Volumen eines idealen Gasss sind einander umgekehrt
proportional. Nimmt man 100 Liter Stickstoff und untersucht
das Volumen bei variiertem Druck, so findet man die in Spalte 1
und 2 der Tabelle 4 wiedergegebenen, von Amagat gemessenen
Werte.
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Tabelle 4
1
\ v pv

Atm. Liter Liter « Atm Vo

Liter
10 100,0 100,0 0,010
27,3 3,622 98,9 0,276
46,5 2,225 98,8 0,449
62,0 1,590 98,6 0,628
73,0 1,352 98,7 0,739
80,6 1,226 98,8 0,816
91,0 1,088 98,9 0,920
109,2 0,909 99,4 1,101
123,4 0,810 100,0 1,235
168,8 0,608 102,6 1,645
208.6 0,505 105,2 1,980
251,1 0,432 108,2 2,316
290,9 0,386 112,2 2,590

Tragt man diese Werte in einem p v-Koordinatensystem auf, so
erhélt man diein Fig. 40 dargestellte Kurve. Sie hat das Aussehen
einer Hyperbel, ist zumindest von einer Hyperbel nicht auf den
ersten Blick zu unterscheiden. Es gilt aber fur Stickstoff gar nicht

o das ideale Gasgesetz und
wt so ist die dargestellte Kur-
ve auch keine Hyperbel.
i Dies &Rt sich sofort da
2 durch zeigen, da? man
nicht die Werte v, sondern
“ %gegen p auftrégt. Ware
“r die dargestellte Kurve eine
s+ Hyperbel, so mufite
ol _ Py 1:100
Z p - v - v
o5t
=10 100-(1)
L 1 3 b v
L/ e 200 300 aim

Fig. 40. Abhingigkeit des Volumens vom sgin, aso p dir_ekt propor-
Druck beim Stickstoff tional dem reziproken Vo-
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lumen. %gegen p aufgetragen, mifite eine gerade Linie durch

den Koordinatenursprung ergeben. Ander Fig. 41 erkennt man, dai3
dies nicht der Fall ist; die eingezeichnete Kurve weicht deutlich
von der durch die beiden &uRBersten Punkte gelegten Geraden ab.

pr
2 LRt

=l
TN

oy
el
o8

P
%00 200 oAt

Fig. 41. Beweis fir die Tatsache, da3 N, kein ideales Gas ist

Noch augenscheinlicher wird die Ungultigkeit des Gesetzes
pv=const fur Stickstoff, wenn man, was ebenfals in Fig. 41
geschehen ist, das Produkt aus p und v gegen p auftragt. Ware
der Zusammenhang zwischen p und v hyperbolisch, so mifite pv
stets denselben Wert ergeben, also pv = f(p) durch eine Parallele
zur p-Achse darzustellen sein. Man erkennt deutlich, dal? die ein-
gezeichnete Kurve keine Parallele zur p-Achse ist.

Die paramagnetische Suszeptibilitdt von 0, gehorcht in einem
weiten Temperaturbereich dem Gesetz von Curie. Es ist aso

1 T = xas 249,
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wenn Xy die bei T = 249° K gemessene Suszeptibilitat bedeutet.
Tragt man 7%"3 gegen T in einem Koordinatensystem auf, so muf}
sich bei Gultigkeit des Curie-Gesetzes eine Gerade

L

Xz .
R 7T r
ergeben. Fig. 42 zeigt, dalR die Werte —, die experimentell er-

mittelten Daten entnommen sind, tatsachlich auf einer Geraden

10 liegen, wodurch die Gultigkeit des

¥

%éﬂ,i / Curie- Gesetzes erwiesen ist.
a8 Die Funktionen y:L fir n>1
4 an

” / Die umgekehrte Proportionalitét ist
" / zwar die einfachste Potenzfunktion
mit negativem Exponenten, jedoch
04 / darf sich die Kenntnis solcher Funk-
/ tionen beim  Naturwissenschaftler
' nicht allein auf diesen Spezialfall
b2l —A (Exponent = — 1) beschrénken. Auch
hohere als die erste Potenz treten
héufig genug bei physikochemischen

¢ & w A& & @7 proplemen auf. So ist z. B. die ab-
'Fig. 42. Bewes der Gultigkeit stoBendeKrafg Kl grgleich-
des Gesetzes von Curie bei O, 2
sinnig geladenen einwertigen lonen,

die die Ladung e tragen und sich in einem Medium mit der
Dielektrizitatskonstante ¢ im groflen Abstande r voneinander be-
finden, umgekehrt proportional dem Quadrate dieses Abstandes.

Auch das zwischen zwei Kernen einer Molekel geltende An-
ziehungs- bzw. AbstoRungspotentialgesetz féallt in diese Funk-
tionengruppe. Diese Potentiale sind umgekehrt proportional rP,
wobei r den Abstand der Kerne und p eine gewisse Zahl, die gleich
oder gréRer als 1 ist, bedeuten. So hat z. B. bei den Hydriden im
AbstoRungspotentialgesetz p den Wert 3 bis 4, bei den Oxyden
hingegen 6 bis 9. Bei der letzteren Gruppe von chemischen Ver-
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bindungen ist der Exponent, der beim Anziehungsgesetz auf-

tritt, 3 bis 4.

Auch Druck und Volumen eines idealen Gases brauchen nicht
immer nach dem Gesatz von Boyle und Mariotte zusammen-

zuhdngen. Wird eine Gas
kompression oder Dilata-
tion nicht isotherm (aso
bei konstanter Tempera
tur), sondern adiabatisch
(bel vollkommenem Warme-
abschluf®) durchgefihrt, so
gilt fir die funktionelle Ab-
hangigkeit des Druckes
vom Volumen die Adi-
abatengleichung

pv* = const
oder auch

wobel x das Verhaltnis der

Molwérmen%" bedeutet.

Die graphisthe Darstel-
lung dieser Funktionen -
klassefindetsichinFig. 43.
Bei den Hyperbeln mit ge-
raden Exponenten liegen
die beiden Aste im ersten
bzw. zweiten Quadranten,
bei denjenigen mit ungera-
den Exponenten dagegen im
ersten bzw. dritten Qua
dranten.

Ganz ahnlich, wie es bei
den Parabeln (S. 34) war,

H
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Fig. 43. Graphische Darstellung der
Funktionen vom Typus ¥ = -;-];‘ﬂ-—ljr n>1

schmiegen sich auch hier die Kurven

mit wachsendem Exponenten einer gewissen Grenzfigur immer

besser an.
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Naturwissenschaftliche Bedeutung besitzen in der Regel nur
die Aste im ersten Quadranten.

12. Die Kettenregel

Ableitung und Anwendung der Kettenregel
Die organische Chemie kennt eine Reihe von festen Stoffen,

wie z. B. Tribiphenylmethyl (<:>C>)"C oder Di-p-ani-

sylstickst CH,O/ . O, die Radikalcharakter besitzen.

( Q) Man kann diesen u. A. durch
X _ _magnetische  Messungen
feststellen.

Die Temperaturabhan-
gigkeit der Suszeptibilitét
der oben genannten Stoffe
folgt einer Gleichung der
allgemeinen Form

\ g

A= %

7 wobd® und C Konstanten

l
...]/3
sind (Gesetz von Curieund
| WeiR).
Flr das Tribiphenylme-
thyl lautet die Gleichung
’ Z.B. o -

Fig. 44. Graphische Darstellung des Gesetzes *= T+18°
ig. 44. i u Z A - .
von Curie-WeiR Wie sieht diese Funktion

graphisch dargestellt aus 2.

Esist ganz offensichtlich eine gleichseitioge Hvperbel, die gegen-

Uber der Hyperbel y = Z um die Strecke I = 18 nach links ver-
schoben ist (Fig. 44).

Wir wollen nun den Temperaturkoeffizienten der Suszeptibilitét

berechnen, d. h. bei diessr Kurve die Steigung ermitteln.
Das ist unter Zuhilfenahme der bisher kennengelernten Differenz
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tiationsregeln nicht moéglich. Wir missen daher eine neue Regel
besprechen, die wohl as wichtigste Differentiationsregel bezeichnet
werden kann. Man nennt sie die Kettenregel.

Die. Gleichung ZI"T_EEE‘ hétten wir ohne weiteres differen-
zieren konnen, wenn der Nenner lediglich die GroRe T enthalten

dy C

hétte; dann wére -2 37 =%
Da uns das zweite Glied stort, setzen wir

7T+ 18 =
und fuhren damit unsere Gleichung in die Form
1= £
tber. ?
Jetzt konnen wir einen Differentialquotienten bilden, namlich
dy C
(10 =z
Das ist aber nicht der gesuchte Differentialquotient, denn was
wir brauchen, ist dT’ Aus unserer Definitionsgleichung
z=T+418
kénnen wir aber 77 bilden. Es ist, hier besonders einfach,
dz
(11) aF=1-
Nun ergibt sich aus Gl. (10) das Differential dz zu
2
dz = — %dx
und aus Gl. (11) ds — dT
Durch Gleichsetzen der beiden Differentiale erhalten wir
2, dy € _ (o)
—e=4T, G=—5=—@Frix

Wegen der Wichtigkeit der Kettenregel wollen wir sie uns in all-
gemeiner Form jetzt ableiten.

Asmus, Einfihrung in die héhere Mathematik 5
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Die Kettenregel wird stets dann angewandt, wenn die abhéngige
Veranderliche als Funktion einer Funktion von x erscheint, z. B.

—(z+52 oder y=Yu{10,

oder wenn in allgemeiner Form
y =1y ()}

Ist I n unser~~ haidan Raicninlan hadaiitan

pr)=x+5 bzw. @)~ 22-- 10

und das Symbol f[ ] bedeutet die Operation des Quadrierens bzw.

des Radizierens, -
FEl=() M=y
Die ZW|schenfunkt|on g (%) wollen wir im folgenden z nennen.
In unserem Y = z, wobei z = 2* -+ 10 ist.
Die y =t 10, Y= ]/Tz und z=x2+ 10

werden durch die in Fig. 45 qualitativ gezeichneten Kurven dar-
gestellt.

Eswird der erste leferentlalquotlent fur die Kurve | gesucht,
also die Steigung der Kurve in einem Punkt mit den Koordinaten

x und y. Se ist tgazj—g, wobei dx ein willkirlich wahlbares
Differential ist und dy mit diesem durch die Gleichungdy = tg e - dx
verkoppelt ist. Um zu dem willkirlich gewéhlten dx das zugehérige
dy zu finden, gehen wir von der Kurve | | | aus. In einem Punkte Py
mit der Abszisse x und der Ordinate z besitzt die Kurve | | | eine

Steigung z’' = ¢’ (#) = tgy = g—;. Aus dem willkdrlich wéhlbaren
dx und der Steigung tgy ergibt sich
dz=1tgy de.

Nun gehen wir zur Kurve Il Uber und zeichnen hier in einem
Punkte P, mit der Abszisse z (es war die Ordinate von P; bei
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Kurve I'11) die Tangente, wobei wir dz nicht willktrlich wahlen,
sondern gerade so grofl3 nehmen, wie essich an der Kurve | | | ergab,
aso dz =tgy-dx. Zu diesem dz finden wir ein dy = tgf - d:,
Dieses dy gehort jetzt bei der Kurve | im Punkte P zu einem dx.

j I
yriel

welches genau so grof ist wie das I
willkdrlich gewéhlte dx bei Kurve I l1.
So ist alsn

dy =tgfh-dz=tgfl-tgy- -dx,
und die gesuchte Steigung ist

d
mtga=tgf tgy,

. Fig.45. Figur zur Ableitung
In Worten ist der Inhalt der Ketten- derlgettenregel

regel folgender:
Um die Ableitung der Funktion einer Funktion zu erhalten,
differenziert man zundchst nach der Zwischenveranderlichen z,

(%)- bildet dann die Ableitung der Zwischenveranderlichen

nach x (%),1 d multipliziert beide Ableitungen miteinander.
5*
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Es sei z. B.
(12 y=(a"+ 2.

Wir setzen ze=gtt 2
und erhalten zwei Gleichungen:

y =22 und r=2xtF+ 2.
Dann ist d d
§== z und d—i=2x,
A0 g 4y 4z '
£=5-5=2z'2x=4x224x(x‘+2)=4x3+8x.

Dasselbe Resultat missen wir natirlich in diesem einfachen Falle
auch erhalten, wenn wir in der Ausgangsgleichung (12) ausquadrie-
ren und dann differenzieren.

y=(z4+2P=0+4224 4,
W 423 4 8a.

Wir wollen die Anwendung der Kettenregel noch an einem
weiteren, der chemischen Praxis entnommenen Beispiel Gben.

Bei der Oxydation von Stickoxyd, 2NO - 0, - 2NO,, sei
die zur Zeit t fur die Oxydation verbrauchte molare Sauerstoff-
menge, a die molare Anfangsmenge des Sauerstoffs und 2 a die-
jenige des Stickoxyds. Ist schliefflich v das Reaktionsvolumen
und k eine Reaktionskonstante, so gilt fir die als Punktion der
Zeit verbrauchte Sauerstoffmenge die Gleichung

Die Reaktionsgeschwindigkeit RG. ergibt sich aus dieser Gleichung

durch Differentiation nach t. Wir setzen %‘i‘;la':z und er-

halten
1 -1 2Lkt 1
x_—..a—V_:':G—z’, =-v—s—-+a—=,
dx 1 -2 d2 2k
&'z-—o-{-—g'zg, d‘=ﬂ2 +0‘
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Damit wird g‘-'g:g;_g;zéz.; Q: ks =1i£f:,
2 y2aF ¥ l-za
RG. = :‘—? = = "—:'——-Tzilg"“"; A
Y&+ )

Die zu differenzierende Funktion kann natdrlich in noch kompli-
Zierterer Weise gegeben sein, dso z. B. as

_ y = HF [plpan))
Nennen wir

plx) =1z, glz)=mu, Flu)y=0v und flr) =w,
s0 ist dy dy dw dv du

dr dw dv du dz’

Implizite Differentiation

Eine besondere Anwendung der Kettenregel ist das sogenannte
implizite Differenzieren. Wir haben bereits auf S. 19 gesehen,
dal3 es implizite Funktionen gibt, die nur schwer oder gar nicht
explizit darzustellen sind. Wie findet man in einem solchen Falle
den Differentialquotienten ?

Die Gleichung eines Kreises, mit dem Radius r um den Koordi-
natenursprung als Zentrum, hat die implizite Form

(13 yPtar=1r8 oder P+at—r2=0,.
Nach y aufgelost, lautet die Funktion
Y= V‘."2 — 5’:—’.
Hieraus ergibt sich unter Benutzung der Kettenregel
t_ig _1-(=2x %
dx _2],/r’—-x’ - Vr_’——'x‘

Zu diesem Resultat kann man auch direkt gelangen, ohne y
erst explizit darstellen zu missen. Wir denken uns lediglich y
durch x ausgedriickt und in GL (13) eingesetzt. Der nun nur in x
geschrieben gedachte Ausdruck wird nach x differenziert, y* muR
dann nach der Kettenregel zunéchst nach y differenziert werden,
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was 2y ergibt, und dann mu3 y nach x differenziert werden,
was f—;i'z ergibt. So erhadlt man als Ergebnis der Differentiation:

2y-£+2x—0=0.
Nach 2 aifgelost, folgt

dy _ 8z _ 2
de — By Ty
oder durch Einsetzen von y
dy o x
A Ty

entsprechend dem oben erhaltenen Ergebnis.
Ein weiteres Beispiel fur das implizite Differenzieren ist die
Bildung des Differentialquotienten :‘1_]:’ fir ein redes van der

Waalssches Gas. Die Zustandsgieichung fir CO0, (vgl. S. 19
lautet fir eine Temperatur von 0° C;

(14) (p +2520) (7 — 0,04270) = 22,4,

Um g—:: nach dem Ublichen Differentiationsverfahren zu erhalten,

mufsten wir die Gleichung nach V auflésen, was aber, wie schon
erwahnt, in geschlossener Form nur sehr umstandlich geschehen
kann. Daher denken wir uns nur V durch p ausgedriickt und
differenzieren implizit.

Zunéchst formen wir die GI. (14) etwas um:
3,609 22,4
P+ Ty = Vo0
p-+ 8,609 - V2 = 22,4 (V — 0,04275)1,
Jede Seite der Gleichung wird fur sich differenziert und man erhalt
bei der Differentiation nach p

1-3,609-2- V-39 — 99,4 (¥ — 0,04275)2 L.
P dp
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Durch Ausklammern von Z—; folgt

av. 2 22,4 .
ay X5 v — =g o] = !
und damit dv 1
P N

TP T (F —o,0427508

Dasselbe Resultat wirden wir erhalten, wenn wir g% bilden und

1 y
daraus nach der Umkehrregel :?,:T als &1; berechnen whurden.
av

13. Extremwert- und Wendepunktsbestimmung

Maxima, Minima, Wendepunkte

Sehr viele Funktionen zeigen, wenn sie graphisch dargestellt
werden, einen Verlauf, wie er qualitativ in Fig. 46 dargestellt ist.
In einigen Punkten besitzt die Kurve Ordi-
natenwerte, die groRer bzw. kleiner ds alle
Nachbarwerte sind. Man nennt solche Funk-

/]

4 ¥ g X

Fig. 46. Graphische Darstellung einer Funktion mit Extremwerten

tionswerte Extremwerte der Funktion und unterscheidet hierbei
Maxima (Max.) und Minima (Min.). Drei solche Extremwerte
weist die gezeichnete Kurve auf. Auf ihr sind aber noch vier
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andere Punkte mit den Buchstaben W; bis W, markiert. Man
nennt diese Punkte die Wendepunkte, weil sich inihnen der Krim-
mungssinn der Kurve &ndert (die Kurve wendet sich). So besitzt
z. B. die Kurvein der Gegend des ersten Maximums von der x-Achse
aus betrachtet, eine konkave Kriimmung, in der Gegend des Mini-
mums dagegen eine konvexe. Im Wendepunkt &ndert sich der
Krimmungssinn von konkav nach konvex, so daf¥ im Wendepunkt-
selbst die Kurve gar keine Krimmung besitzt.

Die Kenntnis der Lage der Extremwerte und Wendepunkte bei
einer Kurve ist von grolRer Bedeutung. Zunéchst einmal gehort
zu der Diskussion einer Kurve neben der Angabe von Symmetrie-
eigenschaften, der Lage der Nullstellen und Pole sowie etwaiger
Asymptoten auch die Angabe der Lage der Extremwerte und
Wendepunkte. Mit diesen Angaben kann man sich schon einen
guten qualitativen Uberblick iiber den Verlauf der die Funktion
darstellenden Kurve verschaffen. Wenn man z. B. weil3, dal} eine
Funktion bei x = —1 eine Nullstelle, bei x = 2 und x = 8 Maxima,
bei x = 4 ein Minimum und bei x — 3, x=b, x=6und x =75
Wendepunkte besitzt und die positive x-Halbachse zur Asymptote
hat, dann kann die Kurve qualitativ nicht wesentlich anders ver-
laufen als die in Fig. 46 dargestellte.

Aber nicht lediglich rein mathematisches Interesse besitzt die
Frage nach der Methode der Ermittelung von Extremwerten und
Wendepunkten einer Kurve. Auch fur die chemisch-physikalische
Praxis ist sie von Bedeutung. Drei Beispiele sollen das quali-
tativ erlautern.

1. Die elektrolytische spezifische Leitféhigkeit der Schwefel-
saure ist abhangig von der Verdinnung. Tragt man die spezifische
Leitféahigkeit x als Funktion der Normalitat der Séure auf, so
erhdlt man die in Fig. 47 dargestellte Kurve. Man kann die Leit-
fahigkeit dazu benutzen, um laufend die Konzentration der Saure
festzustellen und zu registrieren, denn zu jedem gemessenen Xo-Wert
gehort ein bestimmter Wert n,. (Wegen der Form der Kurve ist
die Aussage Uber die Konzentration eigentlich zweideutig, denn
auch Schwefelsdure der Normalitat n; besitzt ebenfalls die Leit-
fahigkeit xo. Man weild aber im praktischen Fall, ob man es mit
verdinnter oder hochkonzentrierter Séure zu tun hat und kann
einen der beiden Werte ausschlieBen.) Die Messung von x ist mit
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einem gewissen Fehler 4x verbunden, daher wird auch n nur mit
einem Fehler An ermittelt. Dieser Fehler hélt sich so lange in
maligen Grenzen, als man nicht in der Néhe des Maximums mif3t.
Hier verursacht jedoch wegen des flachen Kurven verlaufes ein

o 2em?
aa__;_ax
' Z
o6} //
> 44X e NA o oL
g4| / |
/ '
02 Jan :
/% " Mmelit
. ' /s v , Lk 50,
0 2% & 6 ] 02w B Ba

Fig. 47. Spezifische Leitféhigkeit von Schwefelsdure verschiedener Normalitéat

kleiner x-Fehler eine grole Unsicherheit bei n, wie man es aus der
Zeichnung leicht ersieht. Man muf3 daher bei den Messungen die
Nahe des Kurvenmaximums meiden, und um das tun zu konnen,
mul3 man die Méglichkeit besitzen; W=l
seine Lage festzustellen. 2

2. Die Messung der Leitfahigkeit
verdunnter Schwefelsdure kann mit
der sogenannten Wheatstoneschen
Briicke geschehen (Fig. 48). Ist die /
Brlcke abgeglichen, dann ist der f— ! ——
gesuchte Widerstand 4 I'§ 6 -
a
v-ret L5y
und die gesuchte Leitfahigkeit ist IFig. 48.
Cl~a Vitheststomesehe Briicke
*=Ra

wenn C die Widerstandskapazitét des Gefél3es ist, in dem die unter-
suchte Sdure sich befindet. Die Ermittelung des Widerstandes W
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(und damit auch die von x) ist mit einem Fehler behaftet, do man
die Strecke a nur mit einer bestimmten Genauigkeit ablesen kann.

Feiztiver
fehler

b% t
Fig. 49. Relativer Fehler bei
Messungen mit der Wheat-
stoneschen Briicke in Ab-
héngigkeit von der Stellung
des Schleifkontaktes

Ein gleichbleibender Ablesefehler von a
wirkt sich aber auf das Mefdresultat ganz
verschieden aus, je nachdem, wo der
Schleifkontakt bei abgeglichener Briicke
steht. So 1at es sich zeigen, dafR3 der
durch die Ableseungenauigkeit entste-
hende relative Fehler sich bei W so aus-
wirkt, wie es Fig. 49 schematisch angibt.

Bei a=% besitzt die Fehlerkurve ein

Minimum und bei einer solchen Stellung
des Schleifkontaktes ist die Messung am
genauesten. Hier ist aso die Kenntnis
der Lage des Minimums der Fehlerkurve
von grof3er Bedeutung.

3. Auch die Ermittelung von Wendepunkten hat praktischen
Wert, so z. B bei der potentiometrischen Analyse.
Bei der argentometrischen Bestimmung von Jodid wird eine

£ .

Fig. 50. Potentiometrisehe Bestimmung von Jodid

auf ihren J-Gehalt zu untersuchende Losung taucht eine Silber-
elektrode, wodurch ein Halbelement entsteht. Dieses Halbelement
ist durch einen elektrolytischen KNOz-Stromschlissel mit einer



13 Extremwert- und Wendepunktsbestimmung 75

Vergleichselektrode, etwa einer % - Kalomelektrode verbunden.

Die Kette weist eine gewisse elektromotorische Kraft E auf, die
z. B. durch Kompensation oder mit einem Ro&hrenvoltmeter ge-
messen werden kann. Gibt man nun portionsweise in das Mef3
gefal aus der Burette AgNO,-
Lésung, so féallt festes Ag'J aus £
und gleichzeitig andert sich die
EMK. der Kette so, wie es in
Fig. 51 dargestellt ist.

Zunéchst andert sich E nur ) ¥ oom
wenig, dann in der Gegend e -
des Aquivalenzpunktes sehr —-JIW%/% 49 40s
stark, um schliefdlich wieder ¢
einem kontanten Wert zu- Fig. 51. Verlauf der EMK. wahrend
zustreben. Dem Wendepunkt einer potentiometrischen Titration
dieser Kurve kommt insofern
eine besondere Bedeutung zu, as er die quantitative Fallung des
AgJ anzeigt. Die Abszisse des Wendepunktes zeigt die der zu
titrierenden Jodidmenge &quivalente AgNO;-Menge an.

Ermittelung von Extremwerten

Nach dem vorhergehend Gesagten ist es von Bedeutung, die
Lage der Extremwerte und Wendepunkte einer Funktion bestim-
men zu kdnnen, und wir wollen uns jetzt mit den mathematischen
Grundlagen dieser Ermittelung befassen.

InFig. 52 ist eine willkirlich angenommene Funktion qualitativ
dargestellt. Sie besitzt zwei Maxima (Max; und Max,), ein Mini-
mum (Min), vier Wendepunkte (W,, W,, W, und ¥,) und schlie3-
lich zwei Wendepunkte mit horizontaler Tangente (1¥y, und W, ).
Verfolgt man nun langs der Kurve die Neigung der Tangente,
was man so tun kann, da3 man mit einem tangential angelegten
Lineal an der Kurve entlangfahrt, so findet man leicht, daR die
Extremwerte dadurch ausgezeichnet sind, dal} die Tangenten in
ihnen parallel zur x-Achse liegen, aso die Neigung der Kurve
im Maximum oder Minimum gleich Null ist. Da die Neigung der
Kurve in jedem Punkte durch die erste Ableitung der Funktion
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(y’ oder g—g) gegeben ist, braucht man zur Ermittelung der Lage

der Extremwerte nur digjenigen Werte x zu finden, fir dieg
den Wert Null annimmt.

4

yo 2 . .

ool

Fig. 62. Graphische Darstellung einer Funktion, sowie ihrer
ersten und zweiten Ableitung
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Die Funktion y= 26 9+ 12 x — 3

wird graphisch durch die in Fig. 53 gezeichnete Kurve dargestellt.
Se besitzt ein Maximum und ein Minimum, deren Lage wir jetzt

ermitteln wollen. Ka ist :—’; =6z2—18 24 12

Dieerste Ableitunghatihre
Nullstellen bei denjenigen ¥
x-Werten, die sich aus der
Bestimmungsgleichung 3t

Yy =622 182+ 12=0

errechnen. Wir |6sen diese
quadratische Gleichung af
und erhalten

-3t 2=0,
3 9 di
x=§tﬁ: ]/I“2,
3 1 - . - -
=5t3> g ] 72 3 4k
=1, =92,
Fu; X = 1 undng = 2 ist 7 Fig. 53. Gra;'):hirs]ckt:_eorl?arstellung der
aso y' = 0 und damit ha- y=2za_;x2_;_123__3

ben wir gleichzeitig fest-
gestellt, dal bei diesen Abszissenwerten unsere urspriingliche
Funktion ¢ =2a*—9x*4 122—3 ihre Extremwerte besitzt,
wohlgemerkt, ohne zunachst entscheiden zu kdnnen, ob z. B. bei
x=1 Pm Maximum oder ein Minimum vorliegt. Die Bedin-
gung 7 ¥ == 0 bedeutet jalediglich, dal? die Kurve an der betreffen-
den Ste le eine waagerechte Tangente besitzt. Dies ist aber sowohl
beim Maximum (Max) als auch beim Minimum (Min), ja auch bei
einem Wendepunkt mit horizontaler Tangente (W,) der Fall. Wie
|&Rt es sich entscheiden, um welchen der drei Falle es sich handelt ?
Betrachten wir hierzu nochmals die Fig. 52 und untersuchen
speziell die Lage der Tangenten in der Néhe des Maximums Max,!
Links von diessm Maximum bildet die Tangente mit der posi-
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tiven Richtung der x-Achse einen spitzen Winkel, dessen Tangens
positiv ist, rechts vom Maximum einen stumpfen Winkel,
dessen Tangens negativ ist. Infolgedessen schneidet die Kurve,
die die erste Ableitung darstellt, die x-Achse bei der Abszisse des
Maximums in der Richtung von oben nach unten, wie es der Pfeil
bei der y'-Kurve andeutet. Bei der Abszisse des Maximums der
urspringlichen Kurve hat also y' den Wert Null, wobei hier die
y'-Kurve fallend ist.

Anders ist es in der Nahe eines Minimums. Hier bildet, wie
man ebenfalls der Fig. 52 entnimmt, die Tangente links vom
Minimum einen stumpfen Winkel (mit negativem tg), rechts
vom Minimum einen spitzen Winkel (mit positivem tg) mit der
positiven Richtung der x-Achse. Die Ableitungskurve schneidet
aso die x-Achse bei der Abszisse des Minimums jetzt von unten
her, aso steigend. Um die beiden Falle, Passieren der x-Achse
von oben her einerseits und von unten her andererseits unter-
scheiden zu kénnen, mufl? man den Verlauf der Neigung der Ab-
Jeitungskurve untersuchen. Die Neigung der Ableitungskurve hat
bei der Abszisse des Maximums offensichtlich einen negativen, bei
der Abszisse des Minimums dagegen einen positiven Wert.

Die zweite Ableitung

Differenziert man die Ableitungsfunktion, so erhdlt man die

sogenannte zweite Ableitung ¥’ (lies: y zwei Strich) oder den
2

zweiten Differentialquotienten :—;’: (lies: d zwei y nach dx Quadrat)
der urspringlichen Funktion. Se stellt den Verlauf der Neigung
der ersten Ableitung as Funktion von x dar und sagt gleichzeitig
qualitativ etwas Uber die Krimmung der urspriinglichen Kurve
aus. Dort, wo die erste Ableitung durch eine fallende Kurve dar-
gestellt wird, muf die zweite Ableitung negative Werte besitzen;
wo die erste Ableitung steigt, mul3 die zweite Ableitung positiv sein.
Dies gibt uns die Mdglichkeit der Entscheidung dariiber, ob bei
einem bestimmten Abszissenwert, bei dem % = 0 ist, die Kurve
y =f(X) ein Maximum oder ein Minimum hat.

Bei unserem Zahlenbeispiel fanden wir, da bei x=1 und
x = 2 Extremwerte liegen. Wir bilden nun durch Differentiation
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der ersten Ableitung die zweite und erhalten

?;’Ezgg = 6x2— 18214 12,

v __ 4ty
Y=, = 12218,

An der Stelle x =1 hat 3" den Wert
Weo17=12-1--18 =—6.

Der negative Wert bedeutet, dal3 die erste Ableitung bei x = 1
die x-Achse fallend schneidet und daf3 die urspriingliche Kurve
hier ein Maximum besitzt.

Ist hingegen = == 2, so ist

Wrop=12-2— 18 = L.
Der positive Wert deutet ein Minimum der urspriinglichen Kurvean.

Ermittelung von Wendepunkten. Dritte Ableitung
Wie findet man nun einen Wendepunkt ?

Betrachten wir zu diesem Zweck die Lage der Tangenten in der
Nahe des zweiten Wendepunktes W, bei der Kurve in Fig. 52.
Die Tangenten bilden sowohl links wie rechts von W, einen spitzen
Winkel mit der positiven Richtung der a-Achse, der Tangens

dieses Winkels und damit gg ist in der Umgebung von W, dauernd

positiv. Die Steigungen sind aber, obgleich standig positiv, zu-
nachst, hinter dem Minimum, nur gering; dann werden die Tan-
genten immer steiler, um ihre gréfte Steilheit am Wendepunkt zu
erreichen und dann wieder flacher und flacher zu verlaufen. Im
Wendepunkt besitzt also die Kurve die steilste Tangente bezliglich
der Nachbarpunkte, also mul3 bei der Abszisse des Wendepunktes
die erste Ableitung einen Extremwert besitzen: bei der Abszisse
von W, ist es ein Maximum, bei der Abszisse von W; ein Minimum..
Ein Extremwert bei der ersten Ableitung wird aber dadurch an-
gezeigt, dal’ die zweite Ableitung bei demselben Abszissenwert den
Wert Null hat. Wir wollen das an unserem Zahlenbeispiel zeigen.

Esist g =122 —18.
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Die zweite Ableitung verschwindet, wenn
¥’ ' =122-18=10

ist, also fiir -
18
=1
y I Z
i
X
| I
v | I
|

Fig. 64. Untersuchung der beiden ver-
schiedenen  Fulle von  Wendepunkten
mit horizontaler Tangente

= 1,5.

Dies ist die Abszisse des Wende-
punktes, der natiirlich, so wie es
auch sein muB, zwischen dem
Maximum bel x =1 und dem
Minimum bei x = 2 liegt.

Nach dem oben Gesagten ist
es auch leicht zu Uberlegen, wie
man einen Wendepunkt mit ho-
rizontaler Tangente von den an-
deren Wendepunkten unterschei-
den kann. Weil die Kurve in
diesem Punkte eine waagerechte
Tangente besitzt, m ¥ =10
sein, da es sich aber auch um
einen Wendepunkt handelt, muf3
y" gleichzeitig einen Extremwert
tiesitzen und damit y" == 0 sein.

Wir kénnen sogar durch eine
besondere Untersuchung feststel-
len, um welchen der beiden mdg-
lichen, in Fig. 54 dargestellten
Falle es sich handelt.

Im Falle | besitzt die erste
Ableitung bei der Abszisse von
W, ein Minimum und daher
passiert die zweite Ableitung die
X-Achse steigend. Die Ableitung
der zweiten Ableitung, das ist
die dritte Ableitung der ur-
springlichen  Funktic g™ (lies:

. . d .
y drei Strich) oder 33 (lies: d
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drei y nach dx hoch drei) mu also hier einen positiven Wert
besitzen. Umgekehrt ist es beim Fall 11.

Die Funktion y—2—3att S,
die in Fig. 55 dargestellt ist, be-
sitzt einen Wendepunkt mit
horizontaler Tangente. 20k
Hs 15t
y=x'—3axt4+ 32,
d ) 15t
c-ig:3x2—6x+5,
diy .
o= 0x—46, 1ot
Py
e 6. o5k
Wir sctzen ’
dy_ o
de ™ 7?7 . L ; .
822—6z+8=0, g a5 5 20X
»—-2x+1=10, Fig. 55. Graphische Darstellung der
Funktion
lej; 1—1=1, = —3a22 4+ 3
Die zweite Ableitung gleich Null gesetzt, ergibt
br—6=20,
x=1.

Wegen Ubereinstimmung der beiden Ergebnisse kann es sich nicht
um einen Extremwert bei x = 1 handeln, sondern nur um einen
Wendepunkt mit waagerechter Tangente. Da " positiv ist (fir
jeden Wert von x), handelt es sich also um den in Fig. 54 dar-
gestellten Fall |I.

Zusammenfassend stellen wir nachstehendes Schema auf.

¥ = f{) bositzt wenn %’ = f{z) :% = ["{z)
Maximum negativ
Minimum Null positiv
Wendepunkt mit horizontaler
Tangente Null
Wendepunkt Extremwert

Asmus, Einfihrung in die hohere Mathematik
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Bei der Bestimmung von Extremwerten und Wendepunkten
einer analytisch gegebenen Funktion missen die Nullstellen der
ersten bzw. zweiten Ableitung gesucht werden. Nicht immer ist
die Auflésung einer Gleichung so einfach wie in den Féllen, die
wir besprochen haben. In vielen Féllen ist sie nach exakten Me-
thoden Uberhaupt unméglich. Man muR3 also Verfahren besitzen,
die die numerische Auflésung einer Gleichung gestatten. Solche
Verfahren werden wir spéater (S. 167) kennenlernen.

Einige Anwendungsbeispiele

Das lonenminimum des Wassers. Bei der Besprechung der um-
gekehrten Proportionalitét hatten wir auf S. 56 erwdahnt, daf
bei einer wasserigen Lésung die Wasserstoff- und Hydroxylionen-
konzentration ([H'] und [OH’]) nicht unabhangig voneinander
sind, sondern nach dem Massenwirkungsgesetz durch die Gleichung

[H]: [OH'] = kp

verkoppelt sind. Bei reinem Wasser oder bei neutraler Reaktion
einer Losung ist [H'] = [OH'] == J k. LOst man in Wasser z. B.
Oxalsdure auf, so bedeutet das, dal? wir [H'] vergréflern; nach
dem Massenwirkungsgesetz mufd sich dann {OH'] verkleinern. |st
es nun dabei so, da die Summe & = [H']+ [OH'] konstant
bleibt, oder gibt es eine bestimmte Wasserstoffionenkonzentration,
bei der S einen Extremwert aufweist ?

Zur Beantwortung der Frage stellen wir Sals Funktion von [H']

dar und s et ﬂ%mo. e r sich aus letzterer Bestimmungs-
gleichung berechnende Wert [H'] ist dann diejenige Wasserstoff-
ionenkonzentration, bei der & = [H"]+ [OH'] einen Extremwert

aufweist.
Es ist § = [H']+ [OH'].

Ans dem Massenwirkungsgesetz:
[H]- [OH'] =%y,
by

[OH'] =

folgt
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und daher ist

Stellen wir diese Funktion graphisch dar (Fig. 5G), so erkennen wir,
da3 sie sich additiv aus der Geraden durch den Koordinaten-
ursnruna S, —rH] (g =) und der gleichseitigen Hyperbel

8y = [H] ¥y= ; zusammensetzt. Uberlagern wir diese Teil-
kurven, so erhalten wir S, eine Kurve, die ein Minimum aufweist
und die S-Achse sowie die Gerade unter 45 durch den Koordi-
natenursprung zu Asymptoten hat. Die_r
Rechnung wird uns bestétigen, dal die
Kurveein Minimum besitzt, und zeigen,
bei welchem Wert von [H'] es liegt.

Esist g4g ok

d[H'] ™ [H]*"
Die Bestimmungsgleichung fir [H Jmin
ist aso

_fi_ — 1 Fy_ = 0.

di]— T AT -

i H7
Daraus [H.]minzl/kw . Fig. 56. Das lonenminimum
des Wassers

{H Tmin iSt gerade digjenige Wasser -
stoffionenkonzentration, die das reine Wasser aufweist.
Dal3 es sich hier um ein Minimum von S handelt, zeigt uns
die zweite Ableitung 428 2 by
dERET TEP
Da [H'] eine positive Zahl ist, ist au cd[HS],,S| tiv.

Damit ist das sogenannte lonenminimum des Wassers
aufgezeigt.

Das lonenminimum eines Ampholyten. Isoelektrischer  Punkt.
Die Aminoessigsaure (Glykokoll), H,N-CH,-(COOH, ist ein o
genannter Ampholyt. Sie vermag mit starken Laugen as Séure
Zu reagieren, wie z. B. im nachstehenden Fall:

HN - CH, - COOH + NaOH = H,0+ H,N - CH, - COON»
(aminoessigsaures  Natrium).
6*
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Gegeniber starken Sauren jedoch reagiert se als Base
H.N - CH, - COOH -+ HCl = CI[H,N - CH, - COOH ]
(Arninoessigsaurehydrochlorid).
In wasseriger Losung liegt das Glykokoll praktisch vollstéandig
in der Form +HN - CH, - COO~ als s. g. Zwitterion vor, welches
sowohl eine positive als auch eine negative Ladung tragt und
daher elektrisch neutral ist. ES vermag einerseits H'-lonen ab-
zuspaten nach der Gleichung
THN - CH, - CO0O~ = H,N-CH,CO0' -+ H' (Siure},
andererseits H'-lonen aufzunehmen nach der Gleichung
HHLN - CH, COO~ - H > H,N . CH, - COOH" (Base).
Bezeichnen wir kurz die Aminosdure in Zwitterionenform mit
+A-, ihr positives lon mit 4" und ihr negatives mit 4’, so lassen
sich die beiden Reaktionsgleichungen auch einfacher

(15) tA- A+ H
und

(16) tAd-+H = A
schreiben.

Beide Vorgange laufen gleichzeitig ab, und es hangt von der H-
lonenkonzentration der Lésung ab, ob die Aminoessigsaure mehr
H'-lonen abgibt als aufnimmt (als Sdure reagiert) oder umgekehrt
mehr H'-lonen aufnimmt als abgibt (als Base reagiert). Die Ab-
gabe und Aufnahme von H'-lonen kann natirlich unter Um-
stdnden auch gleich grof? sein, dann ist [4'] = [4"] und die Amino-
essigsdure reagiert wie ein Neutralkdrper. Dieser Zustand tritt
bei einer bestimmten H'-lonenkonzentration der Ldsung ein und
man spricht dann von dem isoelektrischen Punkt.

Wir wollen uns die Frage vorlegen, unter welchen Umsténden
die Aminosdure am wenigsten dissoziiért ist, also wann das Ver-
haltnis der (kleinen) Summe der Konzentrationen der gebildeten
lonen zu der Konzentration des undissoziiert gebliebenen Anteiles
den geringsten Wert hat. Mathematisch ausgedriickt geht es hier-
bei um die Feststellung des Minimums der Funktion

[4'] + [4]
§="pra7
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Nach dem Massenwirkungsgesetz ist wegen (15)

[4'T[H’) ky
a7 T
und wegen (16) 4]
FArTT]

ks und kg sind Konstanten, die die sauren bzw. basischen Eigen-
schaften der Aminoessigsaure kennzeichnen.
Hieraus folgt

kﬂ—_—

ist.

aiE = T
Da dieser Ausdruck stets positivist, liegt tatsachlich bei einer
Wasserstoffionenkon [H | = V;f: as lonenmini-
mum der Aminoessigsaure.
Die lonenkonzentrationen [A4 Iy und {4l Sind dann

ks
(4 Jin = (AT By (B Tt = [+4-1 by =[] Vs kg kg
und
(AT = [FA7] R [”_"H'Emm = A=) By _lh- = [*A) Vg kg
ko :
Also 1st

[4 Tmin = [4"Jsun »
das lonenminimum liegt gerade beim isoelektrischen Punkt.
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DasSnelliusshe Brechungsgesetz als Extremalproblem. Das

sine ¢

bekannte Brechung Fry A =nas fir den Ubergang
2

des Lichtes aus einem Medium, in dem die Lichtgeschwindigkeit
den Wert ¢, in ein zweites, in dem die Lichtgeschwindigkeit den
Wert ¢, hat, wobei o und 3 den Einfalls- bzw. Brechungswinkel
bedeuten und n der Brechungsquotient ist, &Gt sich aus einer
Extremalforderung ableiten.
Von einem Punkt P; im
Medium mit der Lichtge-o
schwindigkeit ¢; soll Licht
nach einem Punkte P, '™
Medium mit der Lichtge-
schwindigkeit c, gelangen.
Das kann auf den ver-
schiedensten Wegen gesche
hen, z. B. auf dem Kkirze-
sten Wege, der direkten Ver-
bindungsgeraden P; P, oder
auf irgendeinem geknickten
3 Wege P;M P,. Man kann
Fig. 57. Das Snelliussche Brechungsgesetz NUN die Forderung stellen,
dal3 der Weg von P; nach
P, inkirzester Zeit zurlickgelegt wird. Die Zeit, die das Licht
braucht, um von P; nach M zu gelangen, ist

P M

e,

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist P1M=|,/(£_~~ z)* 4 5%
wie man an der Fig. 57 direkt ablesen kann. Daher ist

U
b=t

i, =

Desgleichen ist die Zeit zum Zurlicklegen des Weges M P, gleich
P, _ Vi@

tg = e

und die Gesamtzeit ist
t—t|+t V(!_ﬂ:) + VJ’:’+(13.

1 €y
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Die Gesamtzeit ist also eine Funktion der Lage des Punktes M,
die durch die Strecke x bestimmt wird. Soll t ein Minimum werden,

so mui _"i: 0 sein. Unter Anwendung der erweiterten Ketten-

dy dz dw N
regel ( =— 'E'd_) erhdlt man
i =22 2z

do Qe i—ap+ b 2eyBtat
Damit t ein Minimum wird, muf} gelten

—2(— 2 2x _
2o Vl—af + B 2efa 4 ’
_ == L
V(-‘f -_1‘)_‘ oyt . ¥ 4 a?

€1 - Ca

Nun ist aber, wie aus der Figur ersichtlich,

[—2x

Wfﬁ=81na und V&ﬁ+ﬂ_’? =«infi,

so dal? die Bedingung flr das Eintreten eines Minimums

L) Cs
oder
BINE X - El_. =
sinf ¢
lautet.

Es bedarf dabei keiner weiteren Untersuchung des zweiten Diffe-
rentialquotienten zur Feststellung, ob es sich wirklich um ein
Minimum handelt. Ein Maximum kann nicht vorliegen, da man
sich leicht Wege zeichnen kann, fur die das Licht unter allen Um-
stdnden eine langere Zeit braucht als fir den Weg P;MP,

Weitere Beispiele flr die Bestimmung von Extremwerten werden
uns noch spater begegnen.

Die kritischen Daten eines van der Waalsschen Gases. Ein
interessantes Problem der physikalischen Chemie ist die Ermitte-
lung der kritischen Daten eines realen Gases mit Hilfe der van der
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Waalssehen Zustandsgieichung.  Wir hatten diese Gleichung
beim CO, fir eine Temperatur von 0° C bereits kennengelernt
(S. 19). In algemeiner Form heif3t die Gleichung:

(p-?——;';)(l’—b):RT.

Dabel sind a und b zwei, das gewahlte Gas charakterisierende
P Konstanten, R die Gaskonstante und
T die absolute Temperatur, Diese
Gleichung, die nach p aufgelOst

__RT a
TV vE
lautet, wird graphisch wegen des
Parameters Teine ganze Kurvenschar
représentieren. Diese Kurvenschar
ist schematisch in Fig. 58 wieder-
gegeben. Man erkennt, dal3 die Kur-
venschar zwei Typen von Kurven auf-
weist: der eine Typus besitzt ein
Maximum und ein Minimum und gilt
fur die Werte T < T,,, die zweite
Gruppe der Kurven hat keine Extrem-
werte und gilt for 7' > T%,. Beide
Kurvengruppen werden getrennt
3 durch eineKurve, die weder Maximum
Var # noch Minimum, wohl aber einen
Fig. 58. Isothermen eines Wendepupkt mit Waag?rechter T_an'
van der Waalsschen Gases ~ gente besitzt und die fir die kriti-
sche Temperatur 74, gilt. Das ist
digjenige Temperatur, oberhalb der das Gas nicht durch Druck-
erhdhung allein verflssigt werden kann.

Die Koordinaten des Wendepunktes dieser Kurve sind der kri-
tische Druck g, und das kritische Molvolumen Vy.. Will man
die drei kritischen Daten Py, ,Fyxr und 7%, des betreffenden realen
Gasss berechnen, so braucht man zur Ermittelung der drei Un-
bekannten drei Bestimmungsgleichungen. Diese drei Gleichungen
erhalt man, wenn man beriicksichtigt, dal? es sich bei der Bestim-
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mung von pe und Vi um die Ermittelung der Koordinaten des
Wendepunktes mit waagerechter Tangente handelt. Die drei Be-
stimmungsgleichungen sind folgende:

weil der kritische Punkt auf einer Kurve der Schar liegt, ist

1 ]g Tkl' T
B Vet VR
und d 9
dp BT | Za_
2. v = o T30
d%p  2RT  ba _
S g o w =0

Die beiden letzten Gleichungen fir pyy, Vir und 7'y ggeschrieben,
sind die Bedingung daftir, da3 der kritische Punkt Wendepunkt mit
horizontaler Tangente ist.

Die drei Gleichungen lauten umgeformt:

R Tkr 7]
1. Sl
Pl l'!kr_‘b Ijlil' ’

Ry 2a

LR L L
(Vkr'_'b) I’kr

Ry 3a

3 kr

(V8 Vi’
Nach Division von 2 durch 3 folgt

2

Vkr_b.z E‘ Vkr;

Ve =135.
Setzen wir diesen Wert in 2 ein, so erhalten wir

BT, 2a

45 27’
8a

Tw=g7 8-

Endlich setzen wir die fir ¥ und Ty, ermittelten Werte in 1 ein
und es ergibt sich
__ R-8a a o
Pee = gTHp-25 96 275
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14. Graphische Differentiation

Die Ermittelung eines Extremwertes oder eines Wendepunktes
kann unter Umstanden auf Schwierigkeiten stof3en. Nicht immer
wird eine Funktion analytisch gegeben vorliegen, z. B. bei der
Ermittelung des Wendepunktes bei einer potentiometrischen Titra-
tion. In einem solchen Falle muR die Differentiation numerisch
oder graphisch durchgefiihrt werden, da aber ein solcher Fall im
allgemeinen selten vorkommt, wollen wir die numerische Differen-
tiation nicht besprechen. Es sei auf das einschlégige mathematische
Schrifttum verwiesen. Ein graphisches Verfahren soll aber kurz
besprochen werden.

4

pd

rd " X

Fig. 59. Gegenseitige Lage von Tangente und Normale

Ist eine Funktion graphisch durch eine Kurve gegeben, so |&3tf
sich die Ableitungskurve leicht finden, indem man von Punkt
zu Punkt an die Kurve y = f{#) Tangenten zeichnet und deren

Neigung tg @ bestimmt. tga ist allerdings nur dann mit g :—g-:
identisch, wenn Abszissen- und Ordinatenmai3stab gleich sind.
Sind die Mal3stdbe verschieden, so ist fg entsprechend den Uber-
legungen auf S. 27 austg o durch Multlphkatlon mltI— Zu gewinnen,
also ist ¥ —i- =tgo

Pas Zelchnen der Tangente ist erfahrungsgemal nicht ganz ein-
fach. Wesentlich leichter ist die Ermittelung der Lage der Nor-
malen (Fig. 59), also der zur Tangente senkrecht stehenden Geraden.
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Ist diese festgelegt, dann ist
auch die Tangente leicht zu
ermitteln. Man bedient sich
dabei mit Vorteil eines Spie-
gellineales. Legt man dieses
Lineal, das eine spiegelnde
Kante besitzt, etwa in Rich-
tung der Normalen quer Uber
die Kurve, so erblickt man im
Spiegel das Spiegelbild der
Kurve, das mit einem Knick
an die gezeichnete Kurve an-
schliefit (Fig. 60). Man dreht
nun das Lineal so lange, bis
Kurve und Spiegelbild ohne
Knick ineinander Ubergehen,
dann steht das Lineal genau
in Richtung der Normalen.

In gewissen Fallen genigt
es, statt des Differentialquo-
tienten den Differenzenquo-
tienten zu ermitteln.

Bei der potentiometrischen
Titration (S. 74 mull der
Wendepunkt der Titrations-
kurve ermittelt werden (Fi-
gur 61). Man ermittelt den
Wendepunkt oft durch Mes
sung des Differenzenquotien-
tender Titrationskurve, der als
Naherung fur den Differential-
guotienten anzusehen ist. Bei
der Abszisse des Wendepunk-
tes der Titrationskurve be
sitzt der Differentialquotient
ein Maximum; mit guter N&-
herung ist das auch beim Dif-
ferenzenquotienten der Fall.
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Fig. 60. Handhabung eines Spiegellineals
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Fig. 61. Ermittelung des Aquivalenzpunk-

tes bei einer potentiometrischen Titration
nach der Methode der Potentialschritta
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Bei der sogenannten Methode der Potentialschritte wird
die Losung, mit der titriert wird, in abgemessenen kleinen, kon-
stanten Portionen A» em?® in das Reaktionsgefal? gegeben und es
wird nicht das Potential selbst, sondern nur die bei Zugabe von Aw

sich ergebenden Potential&nderungen A# gemessen. ax

1o oder ein-
facher AE (weil d» konstant gehalten wird) wird dann gegen v
aufgetragen, durch die gemessenen Punkte werden zwei Teilkurven
gelegt und diese dann bis zu ihrem Schnittpunkt verléngert. Die
Abszisse des Schnittpunktes gibt dann die Lage des Wendepunktes
und damit den gesuchten Aquivalenzpunkt an.

B. Die Logarithmusfiinktion

15. Darstellung und Differentiation
der Logarithmusfunktion

In der Elementarmathematik lernt man den Begriff des Log-
arithmus kennen. |st b
a*=c¢,
dann nennt man bekanntlich b den Logarithmus von c zur Basis a.
Esist also ein Logarithmus digjenige Zahl, mit der man a poten-
zieren mul3, um c zu erhalten. Man drickt diesen Satz in mathe-

matisch symbolischer Form durch die Gleichung

S al
as. b oge

Da nach den Regeln der Potenzrechnung aus
]

a'=¢ und a¥=5,
¢ h=qgttd
folgt, ist nlog(c.k);b+d=“]ogc—}—"10gk.

Da jede Zahl als Potenz einer willklrlich gewéhlten Basis dar-
gestellt werden kann, 18Rt sich durch Einfihrung der Logarithmen
eine Multiplikation zweier Zahlen auf die Addition ihrer Log-
arithmen zurtckfihren. Aus praktischen Griinden pflegt man
dabei as Basis des Logarithmensystems die Zahl 10 zu wéhlen.
Den Logarithmus zur Basis 10 schreibt man Ublicherweise Ig und
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nennt ihn den Briggschen oder dekadischen Logarithmus. Auf
die Vermittelung dieser Eigenschaften des Logarithmus beschrankt
sich in der Regel der mathematische Schulunterricht.

Darliber hinaus erfassen wir jetzt den Logarithmus als Funktion,
betrachten also die Eigenschaften von

y=igx.

Zunéachst ein Beispiel fir das Auftreten dieser Funktion.

Eine sogenannte Konzentrations- -
kette besteht aus folgenden Teilen
(Fig. 62). Zwei Bechergléser sind ge-
fillt mit Losungen, die z.B. Silber-
ionen in verschiedener Konzentration
enthalten. Indie Lésungen tauchen B |
zwei Silberstébe und die beiden gL - Lk
Flussigkeiten sind durch einen mit E!] 49°
KNOs-LOsung geflllten Heber ver- Ve z z
bunden. Als Folge der verschiedenen — ##aip Ag* wel A *
Silberionenaktivitét in den beiden Fig. 62.
GefalRen entsteht nun zwischen den Aufbau einer Konzentrationskette
beiden Silberstdben eine Potential-
differenz E, diemit der Aktivitat der Silberionen nach der Gleichung

14981071 g,
=TT By

I

zusammenhangt.

Dabei bedeuten: T die absolute Temperatur, n die Wertigkeit
der aktiven lonen, a; und a, ihre Aktivitat in den beiden L osungen.
Sind die Lésungen sehr verdinnt, dann sind die Aktivitaten prak-
tisch identisch mit den lonenkonzentrationen, und so ist dann

1,98-10-T. ¢
(17 E = — lg o
Ist die Konzentration der einen Losung konstant (es), so ist E
eine logarithmische Funktion der anderen Konzentration ¢;. Mif3t
man die elektromotorische Kraft E und kennt die eine Konzen-
tration, so 1&t sich die andere nach der Gl. (17) berechnen. So
lassen sich Loslichkeiten schwer [6slicher Salze bestimmen, die sich
rein chemisch nicht ermitteln lassen.
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Darstellung

Die tabellarische Darstellung der Funktion g =1lg = ist jedem,
der sich mit Elementarmathematik befa® hat, bekannt: es ist
die Logarithmentafel. In ihr findet man zu jedem Werte x den
Wert y — Ig x. Mit Hilfe der Werte, die man der Logarithmen-
tafel entnimmt, kann man y = |g x graphisch darstellen und erhalt
so die in Fig. 63 abgebildete, monoton ansteigende Kurve, die die
P negative y-Halbachse zur Asymp-
tote hat und die Abszissenachse

¥ = ®log 2

y =%log x ist a¥ = &

ylga=Igax.

“logz-lga=1lgx,
lgz

Fig. 63. Graphische Darstellung

der Funktion y = “log x “logw=1§a— y-
y = *log x
y=lg= iga
y="ogz B
z=1, y=0-

Differentiation

Um festzustellen, ob y = lgx auRerhalb des in Fig. 63 dar-
gestellten Bereiches einen Extremwert oder einen Wendepunkt
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besitzt, missen wir imstande sein, die Logarithmusfunktion zu
differenzieren. Zur Ermittelung ihres Differential quotienten gehen
wir in Ublicher Weise vor und erhalten

y="logx,
¥+ dy =log (x + A7),
Ay == *log (x + Ax)— tlog & == ﬂlngf-zf-'f— = *lug (1 + f‘f),

Ay __ 1 Az
Az~ Az Og(l—{—-}—).

Wir erweitern nun die rechte Seite der Gleichung mit x und wenden
dann die Regel Uber den Logarithmus einer Potenz an.

ji . _alog(1+ )u—.“log(l—{—{'f)_;z

Der erste Differentialquotient ist somit

N i Ao\ds
2t i [ o1+ )7

oder, wenn wir n zur Akarzung far —f— schreiben, ist

(21 % = hm [—— “log 1 —i— ] = — - lim *log (1 -+ )
1’ = OO
Die Zahl e

Wir missen nun untersuchen, welchem Grenzwert der Ausdruck
(1 -!—-:I)n bei unbegrenzt wachsendem n zustrebt.

(1+-;1!¢-)“ kénnen wir nach dem binomischen Lehrsatz um-
formen zu

(t+3) =21+ (D) m+ G4 ()
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Die Grofen ('I") (;), (g) usw. schreiben wir voll aus(vgl. S. 194)
und erhalten

1 1 “_1 n_1+ﬂ{n—])+ﬂ(n—l)(ﬂ—~2]+”

( _{_;) - —f_-_lu n U2 e 1-2.8 08

n
" 2 L
(43 1o 33 b

n 1 n?

nt (1 "%) (1 _'%
+ " __._H_12_.3..._._ + sen

W
1

n 1—12 (1-Na-2
(1+%)=1+1"1'!+ 2:“+( H)BE n)+""

Geht man jetzt zur Grenze Uber, so verschwinden die durch n
dividierten Glieder in den Klammern auf der rechten Seite und
es ergibt sich, was durch strenge mathematische Rechnung gezeigt
werden kann,

. 1y® 1 1 1 1
,,‘_’,";0(““;:) =l+tntotantat

Dieser Ausdruck hat trotz seiner unendlich vielen Glieder einen
endlichen Wert, was sich am einfachsten dadurch zeigen 1aft, dafl3

man. die Reihe 1 1 1 1
1+F+:2—!+3—,‘t‘4—';+ ’
mit der aus der Elementarmathematik gelaufigen unendlichen
geometrischen Reihe
1,1 ,1 1

vergleicht.

Die Reihe, die uns den gesuchten Grenzwert liefert, formen
wir etwas um und schreiben die oben angegebene geometrische
Reihe zum Vergleich darunter

. Lt 1 1 1 1
Jim (1) =1 pb bt

1 1 1 1
=etytymgtoggterest
1
7

. 1 1 1
geom. Reihe stesteastrgest -
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Man erkennt, dal3 jedes Glied der geometrischen Reihe grofder
ist als das entsprechende (dariiber stehende) Glied des zu unter-
suchenden Ausdruckes. Wenn nun die unendliche geometrische
Reihe einen endlichen Wert besitzt, und der ist ja bekanntlich
gleich 1 nach der in der Elementarmathematik bewiesenen Formel

S=i%'§’ so mul3 die obere Reihe, bei der jedes einzelne Glied

(vom dritten ab gerechnet) kleiner ist, erst recht einen endlichen
Summenwert besitzen, der kleiner as 3 sein muli3.

Diesen Wert, der in der hoéheren Mathematik eine besonders
wichtige Rolle spielt, bezeichnet man mit dem Buchstaben e.
Es ist eine irrationale Zahl (deren Berechnung wir noch auf
S. 185 kennenlernen werden) und besitzt auf 15 Dezimalen aus
gerechnet den Wert

. 1yt 1 1 1 1 1
Jim (1 DY sme =T gyt gyttt
= 2,718281 828459045 ... .

Somit erhalten wir aso fir unseren gesuchten Differential-
quotienten (21)

dy  dlogz 1
22 it A I L Y | PN
(22) dz dx @ loge.

Man erkennt sofort, dald die erste Ableitung des Logarithmus nie
den Wert Null haben kann; aber auch die zweite Ableitung

dy
dat
verschwindet fur keinen endlichen Wert von Xx.

Also besitzt die Kurve y = |g x weder Extremwerte noch Wende-
punkte.

Zv—:clq-“loge

Der natirliche Logarithmus

Aus GI. (22) ersient man, daf3 die Differentiation des Logarith-
mus ein besonders einfaches Resultat ergeben wirde, wenn als
Basis des L ogarithmensystems die Zahl e genommen werden wirde.

Asmus, Einfuhrung in die héhere Mathematik 7
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In diesem Falle waére

und damit

floge=1

Diese neue Basis wird nun in der htheren Mathematik auch fast
ausschliefflich verwendet. Man nennt die Logarithmen zur Basis e
die , natirlichen" (logarithmus naturalis) oder Neperschen und

100
o0
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£ o O wn o0
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Fig. 64. Logarithmische Leiter
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bezeichnet se mit dem besonderen
Symboal In.

Jogr=Iz.

So wird din =

dz

1
-

Es gibt Tabellen der natiirlichen Log-
arithmen, die man aber nicht un-
bedingt braucht, da man die natir-
liehen Logarithmen leicht aus den
dekadischen ausrechnen kann, denn
es ist nach GI. (20)

Inx="=2-.
lge

Ige hat den Wert 0,43429 . .. und
= ist 23026 .., so daR
ge
In x=t 2,3026 Ig x
und lg x=0434291n x ist.

Der Verlauf der Funktion y = In x
ist in Fig. 63 dargestellt.

16. Logarithmische Papiere

Die logarithmische Leiter

Eine besondere Bedeutung be
sitzt die Darstellung der Logarith-
musfunktion durch eine Funktions-
leiter. Sie tritt beim sogenannten
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logarithmischen Rechenschieber und bei den logarithmischen Pa-
pieren auf. Fig. 64 zeigt eine logarithmische Leiter fir x- Werte
von 1bis 100 und erléautert ihre zeichnerische Konstruktion.

Auf einer Geraden ist fur y eine gleichméaRlige Teilung fur den
Bereich von 0 bis 2 gezeichnet. Wird y als der Logarithmus einer
Zahl x, also als ¥ == Ig @, aufgefal’t, so 180t sich jeder Zahl y eine
andere Zahl ® = 10¥ gegeniberstellen und der Abstand des diese
Zahl festlegenden Teilstriches vom Anfang der Skala ist

L=ly=1l'lgx.
Mit Hilfe dieser Gleichung wird die in Fig. 64 links stehende log-
arithmische Leiter gezeichnet. Dalg1 = 0,1g 10 = 1undIg 100 = 2
ist, wird jede Zehnerpotenz durch eine gleich lange Strecke dar-
gestellt.

Die Ablesung irgendeines Wertes auf einer logarithmischen

Teilung ist mit gleicher relativer Genauigkeit fir jeden Wert mog-
lich. Ist namlich

L=11gx,
so folgt daraus a5 0,434
AR B R
dw &
d_?____.?.’ﬁai)'d[,.

Daher ist in guter Naherung
dr ?:?9._/_15_
F [}

AL ist der absolute Ablesefehler an der Skala und ist eine kon-
stante GroRe. Betragt er z. B. 0,1 mm bei einer Einheitslange
| = 100 mm, so ist die Ablesung der logarithmischen Teilung bis
auf einen relativen Fehler von
2,30

Ax
"'x— <100 = 'l—@— * 0,1 - 100 = 0,23%

moglich.

Streckung der Logarithmuskurve zu einer Geraden. Einfach log-
arithmisches Papier

Wir haben bereits auf S. 59 kennengelernt, dal3 gekrimmte
Kurven in einem passend gewdahlten Koordinatensystem durch

7
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gerade Linien dargestellt werden kénnen. So liel3 sich z. B. eine
Hyperbel mit der Gleichung y =% durch eine Gerade darstellen,
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Tig. 65. Graphische Daratellung des Verlaufes
der EMK. einer Konzentrationskette als Funktion von ¢;

wenn die Abszissenachse des Koordinatensystems eine Teilung auf-
wies, die gleichméaidig fiir die Werte—i— und nicht fur die x-Werte war

£h

fon? olt

3.

&2

o 3 kg

7 5 o Mlf

Fig. 66. Graphische Dar-
steliung des Verlaufes der  ~#4]
EMK, einer Xonzentra-
tionskette als Funktion s

von lgc,
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Auch die gekrimmte Kurve, welche die, Logarithmusfukition
y == lg z darstellt, 1% sich zu einer Geraden strecken/und zwar
dann, wenn die Abzisenachee dne fir die Werte Ig x gleich-
ma&'ge Teilung besitzt. Eine solche Kurvenstreckung, deren prak.
tischer Zweck darin besteht, ene Prifungsmadglichkeit "defir zu
liefern, ob eine empirisch ermittelte Funktion durch ene bestimmte

Fig. 67. Graphische Darstellung des Verlaufes der EM K, einer Konzentrations.
kette as Funktion von ¢; auf einfach logarithmischem Panier

Funktionsgleichung erfal® wird, wird durch die beiden Fig. 65
und 66 erlautert.

Die sthon auf S. 93 angefiihrte Gleichung fur die elektromoto-
rische Kraft E ener Konzemramionskette

__ 1.8 10* T 18
(23) 198 10—4 T - 1,98 10
S g gy Zgey

ist fiir den ezidlen Fall T = 300° K, n = 1 und 03 = 162 Molfl
graphisch enersdts als B = fiey), anderesits as E=F(ligey)
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dargestellt. Die erste Darstellung ergibt die typische gekriiminte
Logarithmuskurve, im zweiten Falle erscheint die Funktion als
Gerade. Nun kann man, wie es auch in Fig. 66 teilweise geschehen
ist, die Abszissenachse als Funktionsleiter ausfihren und jedem
Wert Igc; den dazugehdrenden Wert c; gegeniiberstellen. Eine
solche Darstellung hat den Vorteil, dal3, obgleich die Kurve zu
einer Geraden gestreckt erscheint, man doch sofort zu jedem Wert E
den entsprechenden Wert ¢, ablesen kann, wenn auch die Abszissen-
teilung fir c; nicht mehr eine gleichmaidige ist.

Nachdem die Abszissenachse mit der ungleichmaidigen logarith-
mischen Teilung versehen worden ist, kann man die gleichmaliige
Teilung fur Ig ¢, auch fortlassen, da sie nur eine Hilfsskal a darstellt.

Es gibt kaufliche Koordinatenpapiere, bei denen die eine Ko-
ordinate gleichmafig, die andere dagegen logarithmisch geteilt
ist. Man nennt dieses Papier einfach logarithmisches, halb-
logarithmisches oder auch Ex.ponentialpapier und benutzt es
zur bequemen Darstellung logarithmischer und anderer Funk-
tionen, von denen noch spéter die Rede sein wird.

Fig. 67 zeigt ein Blatt einfach logarithmischen Papieres mit der
graphischen Darstellung der GI. (23).

Potenzpapiere

Es gibt ferner Koordinatenpapiere, bei denen sowohl Abszissen-
achse als auch Ordinatenachse eine logarithmische Teilung auf-
weisen. Man nennt diese Papiere doppelt logarithmische
(im Gegensatz zu den einfach logarithmischen), ganz logarith-
mische (im Gegensatz zu den halblogarithmischen) oder Potenz-
papiere. Der Grund fir den letzteren Namen ist, daf3 jede Funk-
tion vom Typus
y=a at
im Potenzpapier als gerade Linie erscheint.

Logarithmiert man namlich y == ¢ 2%, so erhdlt man

(24) lpy=1Iga+ blgz;

tragt man in einem Koordinatensystem auf der Abszissenachse
g x und auf der Ordinatenachse Igy gleichmallig auf, oder ver-
wendet man ein Potenzpapier, so stellt in einem solchen Koordi-
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natensystem Gl. (24) eine Gerade dar, deren Neigung (bei gleichen
Maldstdben der Achsenteilungen) durch den Faktor b gegeben ist.
Die Gerade hat ferner die Eigenschaft, da3 sie durch einen Punkt
mit den Koordinaten z =1, ¥ =a (g = 0, Ig y = Iga) geht.
Man verwendet das Potenzpapier stets dann, wenn man zwischen
den Mel3werten einer Versuchsreihe einen Zusammenhang, der
durch die Gleichung # = a #® gegeben ist, vermutet und fest-
stellen will, welcher Potenz von x die y-Werte proportional sind.
Drei praktische Beispiele sind in der Tab. 5 dargestellt. Schittelt
man Jod mit Benzol und Blutkohle, oder mit Wasser und Tetra-
chlorkohlenstoff, oder mit Wasser und Stérke, so verteilt sich das
Jod auf beide Medien in einem bestimmten Konzetitrations-
verhéltnis. Die Verteilungskonzentrationen sind in der Tab. 5

angegeben,
Tabelle 5

Verteilung von Jod zwischen

Wasser und Tetra-

chlorkohlenstoff Wasser und Stérke

Benzol und Blutkohle

DICeH, U kohte | Weel, Do | 1) ske (31 y,
Gramm J Gramm J Gramm J Gramm J Gramm J Gramm J
100cm® | GrammKohle [ 100 cm® 100 Liter | Gramm Starke Liter

0,27 1,04 0,441 5,16 0,245 1,267
0,39 115 0,697 8,18 0,248 1,763
0,42 118 1,088 12,76 0,250 2,509
0,65 131 1,654 19,34 0,255 3,482
0,93 145 2,561 29,13 0,276 5,235
127 154 0,308 15,42
3,63 2,03 - = 0,326 29,28
4,32 2,11 - — 0,361 62,33

Tragt man diese Werte, wie esin Fig. 68 geschehen ist, im Potenz-
papier auf, so erhdlt man drei gerade Linien mit den Steigungen
4:1, 1:1 und 1:10. Die Verteilungsfunktionen werden aso
gegeben durch die Gleichungen

Wlom, =4 Tlions» oy, = B Wlgo

und 1 10—
sure =€ Ulgo=0C- Vg0
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wenn die Symbole in eckigen Klammern in Ublicher Weise die
Konzentration des eingeklammerten Stoffes bedeuten.

Fig. 68. Graphische Dargtdlung von Potenzfunktionen
auf doppdt logarithmischem Papier

Die Konstanten A, B und C liet man als Ordinatenwerte fir
den Abszissenwert 1 ab. Z.B. findet man den Wert A zu 0,22,
Womit die erse Gleichung die Form

Flax, = 022" [T

annimmt.
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Man erkennt an der Figur leicht, da3 die direkte Proportionalitét
im Potenzpapier durch eine unter 45° ansteigende Gerade dar-
gestellt wird; die umgekehrte Proportionalitét ergibt entsprechend
eine unter 45° fallende Gerade.

Eine besondere Art der Potenzpapiere sind die sogenannten
thermodynamischen Potenzpapiere, die 2ur Darstellung von
Temperaturfunktionen vom Typus y = A « T® dienen. Da es in
der Praxis oft vorkommt, daR die absoluten Temperaturen nur in
einem kleinen Bereich variieren, etwa von T — 273° bis T = 500°,
wirde bei Verwendung eines Potenzpapieres mit gleicher Ein-
heitsldnge auf beiden Achsen nur ein sehr schmaler Streifen zur
Zeichnung der Geraden benétigt. Um der Beobachtungsgenauig-
keit besser Rechnung zu tragen und das Papier vollstandiger aus-
nitzen zu koénnen, verwendet man bei den thermodynamischen
Potenzpapieren auf den Achsen logaiithmische Teilungen mit
verschiedenen Einheitsléngen, wobei die Teilung auf der jT-Achso
nur zwischen 193° und 353° oder zwischen 353° und 653°, oder
schlieflich bei einer dritten Sorte von 193° bis 653° K |&uft.

Die Konstante B ist jetzt nicht einfach zahlenmé&Rig gleich dem
Tangens des Neigungswinkels der Geraden, sondern se ist als

B—-tgcx L] gegeben, wenn Iy und I, die Langen der logarith-

mischen E|nhe|t auf der T- bzw. y-Achse bedeuten.

Fig. 69 zeigt zur Erléuterung des eben Gesagten die graphische
Darstellung des Strahlungsgesetzes von Stefan und Boltzmann.
Nach diesem Gesetz ist bekanntlich die von der Flécheneinheit
eines schwarzen Korpeis bei der absoluten Temperatur T in der
Zeiteinheit nach einer Seite ausgestrahlte Gesamtenergie
(25) S§=¢Tt=5"7-10-12. " Watt/em®.

Im gewdhnlichen Potenzpapier wirde Gl. (25) durch eine Gerade
mit der Steigung 4:1 dargestellt, hier jedoch durch eine solche
mit der Steigung 1: 1, da die Langen der logarithmischen Ein-
heiten auf der T- und S-Achse sich wie 4: 1 verhalten (im Original-
blatt 1000 mm zu 250 mm). Das fur die Zeichnung verwendete
thermodynamische Potenzpapier hat Ubrigens noch die Besonder-
heit, dal} auler den absoluten Temperaturen, nach deren Log-
arithmen die Teilung der Temperaturachse berechnet ist (rechte
Blattseite), eine Teilung in Celsiusgraden (linke Blattseite) an-
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1L

s
M"Wa#/ém'
Fig. 69. Darstellung des Gesetzes von Stefan und Boltzmann
auf thermodynamischem Papier

gegeben ist. Da man bei Versuchen in der Regel Celsiusgrade
abliest, ist die letztgenannte Teilung aus Zweckmafdigkeitsgriinden
dadurch besonders hervorgehoben, da3 sie sich Uber das ganze
Blatt erstreckt.
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Besondere Anwendungen der logarithmischen Papiere

Wegen der Eigenschaft der logarithmischen Teilungen, mit
konstanter Genauigkeit ablesbar zu sein (S. 99), wird man log-

t B ey IBEMIEEIIE : i

Fig. 70. Kupfergehalt elektrolytisch abgeschiedenen Messings
als Funktion der Stromdichte

arithmisehe oder Potenzpapiere auch dann anwenden, wenn man
die Ergebnisse von MeRreihen graphisch darstellen will, bei denen
die Zahlenwerte Uber mehrere Zehnerpotenzen gehen, aber stets
Uberall gleiche Genauigkeit aufweisen. Fig. 70 und Fig. 71 er-
lautern zwei solche Félle.
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Aus cyankalischer Ldsimg lassen sich Kupfer und Zink gleich-
zeitig als Messing elektrolytisch abscheiden. Die Zusammensetzung
des Messings hangt jedoch von der Stromdichte ab. Eig. 70 gibt
den Kupfer-Prozentgehalt des abgeschiedenen Messings als Funk-
tion der Stromdichte in logarithmischer Darstellung wieder. Wirde
man hier die Abszissenachse gleichmaBig und nicht logarithmisch
teilen, so wirden die Werte auf der einen Seite der Skala sehr stark

zusammengedrangt und die

e Ablesegenauigkeit an der
Kurve wirde der Versuchs-
genauigkeit, die bei samt-

Liistichkert von lichen Stromdichten die

o Bry in Kbr gleiche ist, nicht Rechnung

tragen.

Fig. 71 zeigt graphisch
das Ergebnis eines Ver-
suches, bei dem ein Kri-
stall bei hoheren Tempe
raturen in einen Raum, der
v mit Bromdampf gefillt ist,
/ /' gebracht wurde. Das Brom

4 [6st sich im festen KBr-
L o T R Kristall um so besser, je
Bry-Molekile sip o des Damples hoher die Temperatur ist,

Fig. 71. Loslichkeit von Brom in Brom  und zwar proportional dem
kalium bei verschiedenen Temperaturen pDruck des Br,-Dampfes
nach Versuchen von Mollwo oder, was dasselbe ist, pro-
portional der Zahl der Br,-Molekeln im Dampfraum. Diese Propor-
tionalitat wird im Potenzpapier durch eine Schar von Geraden, die
unter 45° gegen die Abszissenachse geneigt sind, dargestellt. Auch im
gewodhnlichen Millimeterpapier wirden die MelRwerte auf geraden
Linien liegen, jedoch wére es nicht moglich, eine Darstellung fir
drei Zehnerpotenzen zu geben, ohne daR entweder das Diagramm un-
handlich gro3 oder in einigen Teilen auBerst gedrangt ausfiele.

Br-Alome 1w cmd gas Kristatias

3
AN

g

17. Der logarithmische Rechenschieber

Eine besondere Anwendung finden logarithmische Teilungen
beim Rechenschieber, einem mathematischen Instrument, mit
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dessen Hilfe man bequem und schnell eine groe Anzahl von
Rechenoperationen durchfiihren kann. Es gibt Rechenschieber
der verschiedensten Ausfiihrungen, auch solche, die nur einem be
stimmten eng umrissenen Zwecke dienen. Wir wollen uns bei der
Besprechung nur auf das Grundsétzliche beschranken. Weit-
gehende Ausfiihrungen findet der Leser in den Bichern: ,,Theorie
und Praxis des logarithmischen Rechenstabes’ von Rohrberg,
Verlag Teubner, und ,Mathematische Instrumente" von Meyer
zur Capellen, Akademische Verlagsgesellschaft Becker und
Erler, Kom.-Ges.

Theorie des Rechenschiebers

Um die Wirkungsweise des Rechenschiebers zu verstehen,
wollen wir die primitive Rechenoperation des Addierens an Hand
eines besonderen Verfahrens erdrtern.

ea— i
0 o 2 03 G4 35 G0 @7 59 W0

I
hmlllIIJJllJ_I['J.Ll]lLl].].llIIlll['l[l].li[lil]lllll
iII!IJIIHIIIII]HII|IHTITH’I]—I'IIP|IJII}'IHIIIII||
T i
O 4r 92 43 q# 45 g5 97 08 49 10
[ |

Fig. 72. Mechanische Addition zweier Zahlen

Es sei die Aufgabe gestellt, die Zahlen 0,3 und 04 zu addieren.
Die Summe &Rt sich dann durch folgendes mechanisches Verfahren
ermitteln. Wir fertigen uns zwei Skalen an, wie sie Fig. 72 zeigt.
Legen wir die beiden Skalen so aneinander, wie en in der Figur
dargestellt ist, so haben wir damit mechanisch die Aufgabe
0,3+ 0,4 = 0,7 gelost.

Von der Zahl 0,3 ausgehend, sollte man um 04 Einheiten auf
der Skala | nach rechts weiterschreiten (das ist ja der Sinn der
Addition!); dies wird ohne Abzahlen der Schritte dadurch ermdg-
licht, dal} eine zweite Skala an der ersten entlanggeschoben wer-
den kann.

Die Durchfiihrung der Subtraktion 0,7--0,4 = 0,3 ist als Um-
kehroperation der soeben ausgefihrten Rechnung unmittelbar ver-



110 |. Teil. Funktionen einer Veranderlichen

standlich. Man stellt der Zahl 0,7 auf Skala | die Zahl 04 auf
Skala 11 gegenlber und liest als Resultat digjenige Zahl auf | ab,
die der Nullmarke auf Il gegeniibersteht.

Denken wir uns nun in ganz entsprechender Weise zwei Papier-
streifen | 1 | und 1V, von denen jeder eine logarithmische (a bzw. 6)

N
z &.F . 2 . Jl' )
wi 1 1 1 ] ] ¥ I T ! 1
9 4 02 03 44 45
g qr ¥ a8
W TR TR E T
I T o T F T T T LE
b 4 5 ) 4 $arask
[ —
Fig. 73. Mechanische Multiplikation zweier Zahlen durch
mechanische Addition ihrer Logarithmen
H—"—' l
'a H Z I & 567850
! ] LLfr]||lfr|rh|
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z.|, 2 2 ¥ Za9n
—— e d

Fig. 74. Mechanische Multiplikation zweier Zahlen

und eine gewohnliche Proportionalskala (Iga bzw. Igb) in Form
einer Doppelleiter besitzt, so aneinander gelegt, wie es Fig. 73
zeigt, so bedeutet diese Anordnung, dal? wieder 03 + 04 = 0,7
berechnet wurde. Es soll aber nach der Konstruktion der Skalen
die Zahl 03 as Logarithmus einer Zahl a = 20 bzw. 04 als der
Logarithmus einer Zahl b = 25 aufgefalit werden. Die Addition
der Logarithmen bedeutet aber eine Multiplikation der Numeri
und daher muf? die bei Iga = 0,7 stehende Zahl a = 50 das Pro-
dukt 2,0« 25 sein.

Die Proportionalteilungen Ig a und Ig b brauchen auf dem Papier-
streifen gar nicht vorhanden zu sein. Stellt man die vereinfachten
Skalen V und VI so einander gegeniiber, wie es Fig. 74 zeigt, so
bedeutet diese Stellung die Ausfiihrung der Additionlg2+ Ig25
oder, was dasselbe ist, der Multiplikation 2+ 25 = 5.
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Auch die Division 5: 25 = 2 st durch dieselbe gegenseitige Lage
der Skalen erledigt, denn sie &Rt sich zuruckfuhren auf die Sub-
traktion der Logarithmen: Ig 5—1Ig 2,5 = ]g =lg2,

Werden zwei logarithmische Teilungen so uberei nander gezeich-
net, dal? die eine eine doppelt so grole logarithmische Einheitslange
wie die andere aufweist, dann stehen sich auf der oberen und
unteren Skala Zahlen gegenliber, von denen die eine das Quadrat
der anderen ist. Ist die logarithmische Einheitslange |, cm lang

la X ]

| ]

el Seate B |

p 7 Z 3 & S56789W IJ(J 0o e R
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Fig. 75. Mechanisches Quadrieren einer Zahl

auf der Skala |l und I, cm auf der Skalal I, so gilt im vorliegenden
Falle (Fig. 75)
L =21, L,=11.

Ein Teilstrich, der acm vom Beginn der beiden Teilungen ent-
fernt ist, stellt auf der Skala | eine Zahl a und auf der Skala Il
eine Zahl b dar, die durch die Gleichungen

x T x
lge=g =5 lgb=y
festgelegt werden. Eliminiert man x aus diesen beiden Gleichungen,
so erhdlt man
2Llga=1L1gh
ga =lgb
Igat=Igb
at=~b.
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Wiirde man noch eine dritte Skala | | | hinzunehmen, bei der die
Lange der logarithmischen Einheit
1, 2
IS = ’3_ Zl = —.3- Ig

ist, dann standen auf den Skalen | und I | | Zahlen a und ¢ einander
gegeniiber, fur die die Beziehung

=
gelten wirde. Fir die Zahlen b und ¢ auf den Skalen Il und | | |
wirde entsprechend
b =2, b=c¢'h, c=10b"h

gelten.
Eine solche Kombination von drei Skalen aRt sich also dazu
benutzen, um Zahlen in die zweite und dritte (eventuell auch 2,

]—— z-.lr—.l

2
1
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Fig. 76. Mechanische Ermittelung des reziproken Wertes einer Zahl

und 15) Potenz zu erheben bzw. um Quadrat- und Kubikwurzeln
zu ziehen.

Schliefdlich sei eine weitere Kombination zweier logarithmischen
Skalen betrachtet, die dazu dient, zu jeder Zahl den reziproken
Wert zu ermitteln. Hierbei werden zwei logarithmische Skalen
verwendet, die einander gegenlberstehen und mit gleichen Ein-
heitslangen /, jedoch gegenléufig, gezeichnet sind, wie es Fig. 76
zeigt.

Flr irgendeinen Teilstrich, der auf den Skalen | und Il die
Zahlen a und b darstellt, gilt

l—=z x

x
lgaz—r, Igh = ) 31_-{.
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Durch Eliminierung von x folgt daraus
l-lga=1{1—1Izb)
Iga-+lgb=1=1Ig10

lgab=1g 10
ab = 10
b=10-2.
[+

Man kann bei einer solchen Skalenanordnung zu jeder Zahl a sofort

das Zehnfache des reziproken Wertes % und damit natiirlich diesen
selbst ablesen.

Konstruktion des Rechenschiebers und das Arbeiten mit ihm

Der logarithmische Rechenschieber oder Rechenstab ist ein
Instrument, mit dem man unter Benutzung der im vorstehenden
Liufer

Oberer
Stagkﬁrper

Zunge

o B
" IlTrlulliu‘

Unterer
Btabkirper

Sy

Fig. 77. Rechenschieber

besprochenen und einiger weiteren Skalenanordnungen gewisse
Rechenoperationen schnell und bequem durchfiuhren kann.

Er besteht aus einem geteilten Stabkérper 8, und &, einer
beweglichen Zunge und einem durchsichtigen L&ufer (siene Fig. 77).

Es gibt verschiedene Rechenschiebersysteme, die gebrauchlich-
sten sind das System ,,Darmstadt" und das System ,Rietz"; sie
unterscheiden sich voneinander durchArt undAnordnung der Skalen.
Dieser Unterschied bezieht sich jedoch nur auf die seltener benutzten
Teilungen, die Anordnung der Hauptskalen ist bei allen Rechen-
schiebern die gleiche.

Asmus, Einfihrung in die hdhere Mathematik 8
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Im Gbrigen werden zu den kéauflichen Rechenschiebern von den
Herstellerfirmen genaue Beschreibungen und Anleitungen geliefert,
nach denen die Handhabung des Rechenstabes leicht eingelibt
werden kann.

Die Rechenschieber normaler Ausfiihrung sind etwa 30 cm lang
und besitzen eine Reihe von Skalen, deren Anordnung sich aus
der Fig. 78, die einen Rechenstab des Systems , Darmstadt" dar-
stellt, ergibt.

Auf dem unteren Stabkorper &, befindet sich neben der so-
genannten pythagore|schen Teilung P und der Sinus- und Tangens-

'A T

E n T g .."...-- : o

(SR A e . IO O IR ) (-
B2 %5 meWW _

R A &W"’u T M e

T“' L) -]
Fig. 78. Rechenschleber System ,Darmstadt"

teilung (auf der geraden Unterkante) — auf die hier nicht ein-
gegangen werden soll — eine logarithmische Teilung D mit der
Einheitslange 25 cm. Ihr gegeniiber befindet sich auf der Zunge
eine genau gleiche Teilung C. Aulerdem ist hier eine reziproke
(ricklaufige logarithmische) Teilung R sowie eine logarithmische
Teilung B mit der Einheitslénge 12,5 cm angebracht.

Die Rickseite der Zunge ist in der Regel ebenfalls mit Skalen
versehen. So befindet sich beim System ,Darmstadt" hier die
sogenannte Exponentialteilung, die aber im Rahmen dieses Buches
nicht besprochen werden soll.

Der Skala B steht auf dem oberen Stabkorper 8, die in
gleicher Art geteilte Skala A gegentber und es tréagt &, ferner eine

kubische Teilung K {logarithmische Teilung mit der Einheitslange

§._8 cm), sowie auf der schrédgen Oberkante, neben einer

3
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zum Rechnen nicht benutzten cm-Teilung, die 25 cm lange gleich-
formige Teilung L, die in Verbindung mit der Skala D unter Be-
nutzung des Laufers zum Ablesen der dekadischen Logarithmen
beliebiger Zahlen dient.

Die Durchfuhrung von Multiplikationen und Divisionen sowie
das Erheben von Zahlen in die zweite und dritte Potenz, das Ziehen
der Quadrat- und Kubikwurzeln und die Auffindung des reziproken
Wertes und des Logarithmus einer Zahl mit Hilfe des Rechenstabes
darften ohne weiteres auf Grund der oben durchgefiihrten theore-
tischen Erérterungen verstandlich sein.

Will man z. B. die Zahlen 2 und 3 miteinander multiplizieren,
so wird der Zahl 2 auf der Skala D die Zahl 1 auf Skala C gegen-
Ubergestellt und das Resultat 6 findet man auf 1), der Zahl 3
(auf C) gegentiberstehend. Will man hingegen 2+ 3« 15 rechnen,
so geht man analog vor, nur liest man auf D nicht erst das
Zwischenergebnis 6 ab, sondern fixiert es dadurch, da3 man den
Lauferstrich mit 3 auf Skala C zur Deckung bringt, dann die
Zunge so weit durchschiebt, bis unter dem Lauferstrich wieder
die Zahl 1 auf C steht und findet dann das Endergebnis 9 auf D
unter 15 auf Skala C.

Es kann leicht vorkommen, daf3 bei einer Multiplikation die
Skala nicht ausreicht, um das Endergebnis nach obiger Vorschrift
abzulesen, weil sie nur die Zahlen 1 bis 10 enthdlt. Hat man z. B.
3 ¢ 5 auszurechnen, so miifte man 1 (C) auf 3 (D) stellen und auf D
die Zahl ablesen, die unter 5 (C) steht. Die Skala I) reicht aber
gar nicht so weit. Um zum Ergebnis zu gelangen, benutzt man
die Tatsache, dal3 eine logarithmische Teilung im Bereich von 10
bis 100 genau so aussieht wie zwischen 1 und 10. Man denkt sich
also Skala D durch eine gleiche nach rechts hin fortgesetzt. Es
wirde dann 10 (C) gegeniiber 30 (D) stehen und die Lage der Zunge
der erweiterten Skala D gegenilber wirde dieselbe sein wie die-
jenige, bei der die Zunge 0. eingestellt ist, dal3 10 (C) der Zahl 3
auf Skala D gegenubersteht. Zu 5 (C) findet man bei dieser Zungen-
stellung auf D den Wert 15, der aber wegen des Durchschiebens
der Zunge das Zehnfache, namlich 15 bedeutet.

Man erkennt an diesem Beispiel, dad der Rechenschieber zwar
die einzelnen Ziffern der Ergebniszahl, nicht aber die Stellung des
Dezimalkommas liefert. Daher mu3 die Grélenordnung des

8
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erwarteten Resultates stets durch eine Uberschlagsrechnung ab-
geschétzt werden.

Eine Division wird in sinngeméler Abwandlung des Multipli-
kationsverfahrens so durchgefiihrt, da® man dem Dividendus auf D
den Divisor auf C gegenlberstellt und den Quotienten auf D
gegenilber 1 (C) oder 10 (C) abliest.

Besitzt der Rechenschieber eine reziproke Skala R, so laft sich
eine Division als Multiplikation mit dem reziproken Wert durch-
fihren. Dem Dividendus auf D wird unter Benutzung des Laufers
die Zahl | auf R gegeniibergestellt und man findet den Quotienten
auf D an derselben Stelle, bei der auf R der Divisor steht.

Die groRen Vorteile des Rechnens mit dem Rechenschieber
treten besonders deutlich zutage, wenn mehrere Multiplikationen
und Divisionen gleichzeitig durchzufihren sind. Die Benutzung
des Rechenstabes bietet in diesem Falle deswegen groRe Vorteile,
weil alle Zwischenergebnisse Ubersprungen werden koénnen. Be-
sonders rasch kommt man zum Ergebnis — weil man dabei einen
Teil der Durchschiebungen der Zunge spart —, wenn man Multi-
plikationen und Di;}'iﬁﬁ%n;f‘lﬁg‘wechselnd durchfihrt, d. h. eine Auf-
gabe von der Art W so lost, wie nachstehendes Schema
e andeutet 36:7,255:45-18.

Bei der Durchfiihrung von Multiplikationen und Divisionen kann
man statt des Skalenpaares C und D auch die beiden Teilungen A
und B benutzen; da3 man die beiden ersteren vorzieht, liegt daran,
dal3 bei ihnen die logarithmische Einheitsléange doppelt so grof3
wie bei A und B ist. Daher ist der Ablesefehler gegeniiber dem-
jenigen, der bei Verwendung der Skalen A und B entsteht, nur
halb so grofs.

Zum Quadrieren und Ziehen der Quadratwurzel werden die
Skalen A und D unter Verwendung des Lauferstriches benutzt.
Die Berechnung der dritten Potenz und der dritten Wurzel ge-
schieht entsprechend mit Hilfe der Skalen D und K.

Beim Radizieren mul? beachtet werden, dafd die Zahl, aus der
die Wurzel gezogen werden soll, so dargestellt wird, da3 sie als
Produkt einer neuen Zahl und einer passenden Zehnerpotenz
erscheint.
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Hat man z. B. die Quadratwurzel aus 625 zu ziehen, so schreibt
man diese Zahl als 6,25 « 10° und die Wurzel daraus ist }/6,25 - 10.
Man bringt den Lauferstrich mit 6,25 auf A zur Deckung und liest
auf D unter dem Strich 25 ab. Das Ergebnis lautet daher
25+ 10 = 25. Wenn man dagegen /6250 zu berechnen hat, so ist
/6250 = /62,5 - 102 = /62,5 -10. Jetzt wird der Lauferstrich auf
62,5 (Skala A) eingestellt und 7,91 auf D abgelesen. Das Resul-
tat ergibt sich also zu 79,1.

Beim Ziehen der dritten Wurzel wird die Zahl entsprechend in
wei Faktoren, von denen der eine 103*% (n ganze Zahl) ist, auf.
gespalten und dann analog wie oben verfahren.

Esist selbstverstandlich nicht méglich, im Rahmen dieses Buches
auf séamtliche Rechenmdglichkeiten, die ein Rechenschieber bietet,
einzugehen. Mit den oben angegebenen ist das Anwendungsgebiet
dieses mathematischen Instrumentes nur gestreift.

Ein Spezidrechenschieber fir Chemiker

Neben den Rechenschiebersystemen, die fir die Zwecke einer
moglichst vielseitigen Anwendung des Rechenstabes ausgearbeitet
sind, gibt es auch solche, die einem speziellen, eng begrenzten
Zwecke dienen.

Als Beispiel fir einen solchen Speziarechenschieber mag der-
jenige dienen, mit dessen Hilfe die Auswertung chemischer Ana-
lysen vorgenommen werden kann. Fig. 79 zeigt in teilweiser Dar-
stellung diesen Rechenstab. Die Skalen C und D entsprechen den-
jenigen des allgemeinen Schiebers, auf den Skalen A und B da-
gegen sind statt der Zahlen nur einzelne Teilstriche angebracht,
die durch ihre Lage die Molekulargewichte einer Reihe von chemi-
schen Verbindungen oder fur die Analyse wichtiger Gruppen an-
zeigen. Auf der Skala A erkennt man in Fig. 79 z. B. die Bezeich-
nungen Sr, Si0O4, K50 und H,S04, die zu Teilstrichen gehéren, die
die abgerundeten Atom- bzw. Molekulargewichte 87,6, 92,1, 94,2
und 98,1 fixieren. Die Skala A tragt die Einpragung ,gesucht",
die Skala B — ,gefunden" (in der Figur nicht sichtbar).

Wird bei einer chemischen Analyse z. B. Brom durch Fallung
von AgBr bestimmt, wobei der Niederschlag 15009 wiegt, so
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berechnet man die darin enthaltene Brommenge dadurch, da3 man
dem Teilstrich Br auf der ,,gesucht"-Skala den Teilstrich AgBr
auf der ,gefunden”-Skala gegeniiborstellt (vgl. Fig. 79) und auf

TR ] p—
S | T 1 W
1 1] L T |
08 0¥ Cud 15 Biok
® [ Tuly y Aol BaORCW3 AgBe Pt b0 n[;.?s"g S B0

A ' 1@

Fig. 79. Speziarechensehieber fiir Chemiker

Skala D digjenige Zahl abliest, der gegentber auf C der Wert der
Auswaage steht. Man findet so, dal3 in 1,500 g AgBr 637 mg Br
enthalten sind. Die Genauigkeit dieser Rechnung ist selbstver-
standlich nicht so grofl3 wie bei Benutzung der funfstelligen Log-
arithmentafel, reicht aber in vielen Féllen vollkommen aus.

C. Die Exponentialfunktion

18. Darstellung und Differentiation der
Exponentialfunktion

Vor langerer Zeit untersuchte Arrhenius die relative Zahig-
keit ng wasseriger Losungen starker Elektrolyte bei konstanter
Temperatur und fand, dad sie sich in einem gewissen Bereich as
Funktion der Konzentration c darstellen 183t in der Form

7?1'31 = Kc 1
wobei K eine den Elektrolyt charakterisierende K onstante bedeutet.

Die Eigenschaften dieser Funktion, die in allgemeiner mathe-
matischer Schreibweise

(26) ¥ =a®
lautet, wollen wir im folgenden untersuchen.
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Ist y durch die Gl. (26) gegeben, wenn a irgendeine positive
Zahl groRer als 1 bedeutet, so nennt man eine solche Funktion
allgemeine Exponentialfunktion.

Zeichnen wir uns diese Funktion fir die Werte & = 2, a = 3,
@ = 4 usw., so erhalten wir eine in Fig. 80 dargestellte Kurven-
schar. Samtliche Kurven sehneiden die Ordinatenachse im Ab-
sténde 1 von der x-Achse, denn firr jedes a ist a® = 1. Die Stei-

gung dieser Kurven nimmt y
mit wachsendem x-Wert zu, und
es ist bemerkenswert, daR es )
unter dieser Kurvenschar eine
Kurve gibt, deren Steigung in 25
jedem  Punkte zahlenmaRig
gleich dem jeweiligen Ordi- 20
natenwert ist, bei der also die
Gleichung gilt:
dy _ 15
ra ”

Diese Kurve ist digjenige, bei
der a gerade den Wert

g:ﬁm(L+%Yz2ﬁm.“

00

15 -1t -5 T s i L X
besitzt. Wir wollen das im Fig. 80. Graphische Darstellung der
folgenden beweisen und damit Funktion y= a*
gleichzeitig das Differenzieren

der Exponentialfunktion g = e* lernen.

Logarithmiert man die Gleichung

y=e
zur Basis e, so folgt
hy==.

Denken wir uns jetzt x als abhangige und % als unabhangige
Variable, schreiben also # =In ¥, und bilden %’ so erhaltenwir
dx 1

dy
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oder unter Verwendung der Umkehrregel
gy 1
=

=¥,

g

und da y = ¢* ist, ist damit
ey _
dz
dee

T{;Ez

ez

e,

womit gezeigt ist, daR das Ableiten der Exponentialfunktion
wiederum die Funktion selbst ergibt. Man kann demnach die
Funktion y = € beliebig oft differenzieren, und immer wieder
erhdlt man die urspriingliche Funktion.

Nachdem wir das wissen, ist auch das Differenzieren von y = a*
nicht schwierig, denn es ist

(27) yzaz:elna-z,
was man sofort als richtig erkennt, wenn man auf beiden Seiten
der Gleichung den natirlichen Logarithmus bildet. Es ist dann
namlich yze'““'“,
my=hae rx==xlnea=mha*,

¥ =a*.
Unter Anwendung der Kettenregel erh@t man aus Gl. (27)

: 723
‘%:%:gﬁ;—gf=e*1n“-1na=lnu-a“.

duz
—— . ¥
- Ina-a®.

Es ist aso auch die allgemeine Exponentialfunktion beliebig oft
differenzierbar, nur ist hier die Steigung nicht gleich dem Ordi-
natenwert, sondern ihm proportional. Der Proportionalitéts-
faktor ist der natiirliche Logarithmus der Grundzahl.

Die Exponentialfunktion ist neben der geraden Linie die wich-
tigste Funktion fir die Naturwissenschaften, und daher wollen
wir se und einige ihrer Abkdémmlinge eingehender betrachten.
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Tabelle 6

X ex e X ex e X & eX

000 | 1,000 | 1,0000 | 040 | 1,492 | 06703 | 080 | 2,226 | 0,4493
001 | 1,010 | 09900 | 041 | 1507 | 0,6637 | 0,81 | 2,248 | 0,4449
002 | 1,020 | 09802 | 042 | 1522 | 06570 | 0,82 | 2271 | 0,4404
003 | 1,030 | 09704 | 043 | 1537 | 0.6505083 | 2,293 | 04360
004 | 1,041 | 09608 | 044 | 1553 | 0,6440 | 0,84 | 2316 | 04317

0,05 1,051 | 0,9512 | 0,45 1568 | 0,6376 | 0,85 2,340 | 0,4274
0,06 1062 | 0,9418 | 0,46 1584 | 0,6313 | 0,86 2,363 | 0,4232
0,07 1,073 | 0,9324 | 0,47 1,600 | 0,6250 | 0,87 2,387 | 0,4190
0,08 1083 | 0,9231 | 0,48 1,616 | 0,6188 | 0,88 2,411 | 0,4148
0,09 1,094 | 0,9139 | 0,49 1632 | 0,6126 | 0,89 2,435 | 0,4107

0,10 1,105 | 0,9048 | 0,50 1,649 | 0,6065 | 0,90 2,460 | 0,4066
0,11 1,116 | 0,8958 | 0,51 1665 | 0,6005 | 0,91 2,484 | 0,4025
0,12 1127 | 0,8869 | 0,52 1,682 | 0,5945 | 0,92 2,509 | 0,3985
0,13 1,139 | 0,8781 | 0,53 1,699 | 0,5886 | 0,93 2,535 | 0,3946
0,14 1,150 | 0,8694 | 0,54 1,716 | 0,5827 | 0,94 2,560 | 0,3906

0,15 1,162 | 0,8607 | 0,55 1,733 | 0,5769 | 0,95 2,586 | 0,3867.
0,16 1174 | 0,8521 | 0,56 1,751 | 0,5712 | 0,96 2,612 | 0,3829
0,17 1,185 | 0,8437 | 0,57 1,768 | 0,5655 | 0,97 2,638 | 0,3791
0,18 1,197 | 0,8353 | 0,58 1,786 | 0,5599 | 0,98 2,664 | 0,3753
0,19 1,209 | 0,8270 | 0,59 1,804 | 0,5543 | 0,99 2,691 | 0,3716

0,20 1,221 | 0,8187 | 0,60 1,822 |0,5488 | 1,00 2,718 | 0,3679
0,21 1,234 | 0,8106 | 0,61 1,840 | 0,5434 | 110 3,004 | 0,3329
0,22 1,246 | 0,8025 | 0,62 1,859 | 0,5379 | 1,20 3,320 | 0,3012
0,23 1,259 | 0,7945 | 0,63 1,878 | 0,5326 | 1,30 3,669 | 0,2725
0,24 1,271 | 0,7866 | 0,64 1,896 | 0,5273 | 1,40 4,055 | 0,2466

0,25 1,284 | 0,7788 | 0,65 1916 | 0,5220 | 1,50 4,482 | 0,2231
0,26 1,297 | 0,7711 | 0,66 1,935 | 0,5169 | 1,60 4,953 | 0,2019
0,27 1,310 | 0,7634 | 0,67 1954 | 05117 | 1,70 5,474 | 0,1827
0,28 1,323 | 0,7558 | 0,68 1,974 | 05066 | 1,80 6,050 | 0,1653
0,29 1,336 | 0,7483 | 0,69 1,994 | 0,5016 | 1,90 6,686 | 0,1496

0,30 -| 1,350 | 0,7408 | 0,70 2,014 | 0,4966 | . 2,00 7,389 | 0,1353
0,31 1363 |0,7334 | 0,71 2,034 | 0,4916 | 2,10 8,166 | 0,1225
0,32 1377 |0,7261 | 0,72 2,054 | 0,4868 | 2,20 9,025 | 0,1108
0,33 1,391 | 0,7189 | 0,73 2,075 | 04819 | 2,30 9,974 | 0,1003
0,34 1405 | 0,7118 | 0,74 2,096 |0,4771 | 2,40 | 11,023 | 0,0907

0,35 1419 | 0,7047 | 0,75 2,117 |0,4724 | 2,50 | 12,182 0,0821
0,36' 1433 | 0,6977 | 0,76 2,138 | 0,4677 | 2,60 | 13,464 | 0,0743
0,37 1,448 | 0,6907 | 0,77 2,160 | 0,4630 | 2,70 | 14,880 | 0,0672
0,38 1462 |0,6839 | 0,78 2,181 | 04584 | 2,80 | 16,445 | 0,0608
0,39 1477 |0,6771 | 0,79 2,203 | 0,4538 | 2,90 | 18,174 | 0,0550
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Tabelle 6 (Fortsetzung)

X X eX X & e X X eX

3,00 | 20,086 | 0,0498 | 4,00 54,60 | 0,0183 | 5,00 | 148,41 | 0,0067
3,10 | 22,20 | 0,0450 | 4,10 60,34 | 0,0166 | 5,10 164,0 0,0061
320 | 2453 | 0,0408 | 4,20 66,69 . 0,0150 | 5,20 181,3 0,0055
330 | 27,11 0,0369 | 4,30 73,70 | 0,0136 | 5,30 | 200,3 0,0050
3,40 | 29,96 | 0,0334 | 4,40 81,45 | 0,0123 | 540 | 2214 0,0045

350 |3312 |0,0302 | 4,50 90,02 | 0,0111 | 550 | 2447 0,0041
3,60 | 36,60 |0,0273 | 4,60 99,48 | 0,0101 | 560 | 270,4 0,0037
3,70 | 40,45 |0,0247 | 4,70 | 109,95 | 0,0091 | 570 | 298,9 0,0034
3,80 |44,70 |00224 480 | 121,51 | 0,0082 | 580 | 330,3 0,0030
390 [4940 |00202 4,90 | 134,29 | 0,0074 | 590 | 3650 0,0027

Dae= 2718 ... irrational ist, |4t sich # = ¢* nicht durch ein-
faches Potenzieren berechnen. Die Ermitteflung der Werte €
durch Reihenentwicklung werden wir spéter (S. 185) kennen-
lernen. Die Tabelle 6 enthalt die Werte " fur positive und nega
tive x-Werte. So ist z. B. et%2? = 1336 und er->%® = 0,7483.
Zwischenwerte konnen durch Interpolation gewonnen werden.
Sind die Tabellenabstande fir eine lineare Interpolation zu grof,
so kann man die Zwischenwerte erhalten, wenn man beriicksich-
tigt, daB er+b Her-eb ist,

Es sei beispielsweise zu berechnen €. Es ist dann

A5 — ol 050,05 — 41,40 0,06 — 4 055 - 1,001 == 4,263 .

Die Funktion y — € steigt monoton; sie besitzt keine Extrem-
werte und Wendepunkte, da

dy Ay

dx daf

Mir keinen endlichen Wert von x zu Null wird. Die negative

x-Achse ist Asymptote (y —0 fiir x —+—c0). Negative Werte

besitzt die Funktion nicht, da sich durch Potenzieren einer posi-

tiven Zahl nur positive Werte ergeben konnen. Fir negative

x-Werte ist € stets ein positiver echter Bruch, da z. B. e =;15

ist und e° ja den Wert 1 besitzt.
Lautet die Funktionsgleichung allgemein

L

y= aeh* ,
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0 andert sich am Typus der Kurve nichts. Es ist nur jede Ordi-
nate a-mal so groR, wie bei # = ¢** und der Unterschied dieser
Funktion gegeniiber # = ¢* liegt in erster Linie in der abgednderten
Steigung, denn dy  d{at®

=— - =abed* =§ .

dxr ™ dx
Die positive Exponentialfunktion tritt verhdltnismaRig selten
auf — die Gleichung von Arrhenius fur die Zahigkeit (S. 118)
ist nur ein Néherungsgesetz —, wichtiger sind kombinierte Aus-
dricke, die z. B. in der Thermodynamik oder in der Reaktions-
kinetik eine Rolle spielen. Zwei solche Ausdriicke wollen wir be-
trachten und sie zu einer Differentiationsiibung benutzen.
Die Quantentheorie liefert fir die Molwarme bei konstantem
Volumen Cv eines zweiatomigen Gases, etwa HCI, den Ausdruck

e ~1

v Dpg A BON_ D LR

Co=3 B+a7 (9_ ) =g+ R@(”,(e 1)
el —1

Dabei bedeuten: R die Gaskonstante, T die absolute Temperatur

und 0 die sogenannte charakteristische Temperatur, eine Stoff-

konstante.
Unter Anwendung der Kettenregel finden wir fur C,

5]

¢, =5 R rol7_1)" 53-( LAM oy tn)e

Die nach dieser Gleichung berechneten Werte von C, stimmten
fir HCI gut mit dem Experiment Uberein.

19. Produkt- und Quotientcnregol

Ein weiteres Differentiationsbeispiel wollen wir der chemischen
Kinetik entnehmen.

Bei einem monomolekularen Zerfall mit autokatalytischer Be-
schleunigung (eine solche Reaktion liegt beim thermischen Zerfall
von Ag,0 vor, wobei das entstandene Silber als Katalysator wirkt)
nimmt die zerfallene Menge der Ausgangssubstanz zeitlich nach
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einer recht komplizierten Gleichung zu. Bedeutet x die in der
Zeit t zerfallene Menge, so lautet die Gleichung

ak, [eoEtEat 1]

@) T TR R TR

oder, wenn wir zur Abkirzung ek,=A4, ek= B und k,=C
setzen,

Afete+ot__1
29 _Ale 1

T By Cesren

A, B und C sind hierbei Konstanten, denn a ist die Anfangsmenge
der zerfallenden Substanz, k, und k die sogenannten Geschwin-
digkeitskonstanten des unkatalysierten und des katalysierten Reak-
tionsanteiles.

Unter der Reaktionsgeschwindigkeit versteht man nun den ersten
Differentialquotienten der umgesetzten Menge (oder auch der Kon-
zentration) nach der Zeit. Wir wollen diese Grolee fir den auto-
katalytisch beschleunigten Zerfall durch Differentiation des Aus-
druckes (29) berechnen.

Wie man erkennt, wird x dargestellt durch den Quotienten
zweier Funktionen, nédmlich

u=eB+0 1 und w= B+ CB+tOE

A ist nur ein konstanter Faktor.

Wie differenziert man aber einen Ausdruck, der in allgemeiner

Form @)

lautet ? (@)
Wir fuhren ihn zurick auf
y = u(2) - [p(z)]?

und haben uns also allgemeiner die Frage nach der Differentiation
eines Produktes zweier Funktionen Vorzulegen.

st y=u(z) vi2),
so erhdlt man durch Logarithmieren
hy=lhe4Inv,
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y, u und v sind hierbei Funktionen von x. Unter Anwendung der
Kettenregel lassen sich Iny, Inu und Inv nach x differenzieren.
Man erhélt
dny _dlnu  dne
de  dz dx *
Ldy 1 du 1 .do
¥ dx w dz ' v dx’
dy _ y du ¥ dv_urv dy uv dv du de

e Ty e w Ty LT G

diury  du dv .. PR .
_dE_'—vEE+uE§ oder kiirzer (oY = u'v 4 v'u.

Ein Funktionsprodukt wird aso differenziert, indem man die
Ableitung des einen Faktors mit dem zweiten multipliziert und
dazu das Produkt aus der Ableitung des zweiten Faktors mit dem
ersten addiert.

st y=1u(2) v (2) wz)
als Produkt dreier Funktionen gegeben, so findet man in gleicher
Wa% r r ! !

y=urwtveuwt wue.

Bei dem Quotienten zweier Funktionen kann man ganz ent-
sprechend verfahren oder man kann die Regel von der Differentia-
tion eines Produktes in Verbindung mit der Kettenregel benutzen,
um die Ableitung zu finden. Letzteres wollen wir tun.

Es sei w

y=-— oder auch y=u-vl

Nach der Produktregel erhdlt man dann

y'=u'-v“+u'(v")'=£—-u--1—-v'.
v vé

Auf den gemeinsamen Nenner gebracht, lautet das Ergebnis

¥ (u)’ we—v'u
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Bevor wir aber zu unserer eigentlichen Aufgabe zuriickkehren,
wollen wir zur Ubung obiger Regeln zwei einfache Beispiele diffe-
renzieren.

Ina
LLy=a%Inzx, 2. ¥=—

1. _ 9241
Y _ 3., s, L dy _z* b
iy =3zt Inz+4 x oy o= po -
(h;__ . dy 1—2nx
il Ine-+ 1), S =

Nun kehren wir zuriick zu unserem autokatalytisch beschleunig-
ten" Ag,0-Zerfall.
Die zerfallene Menge as Punktion der Zeit war gegeben als
A [ALEE. 11
3_1_ PR
Die Reaktionsgeschwindigkeit x finden wir durch Benutzung der
Quotientenregel in Verbindung mit der Kettenregel
de .
di =T
A (}3+{}}£+cn .[];+(}etn-+c}tj — AfafE O 11- 0(3+me:n+c}1
(B4 Cetatoi -
A(B.{_ (‘)‘[B—I- cle (B O elFA 00 _ (T olB I—C':l + C}
- T [ B4 Ce#tanp
A (B + 0)2 FAT Rl

- [B+Gewi-0}t]4 N

Fihren wir statt der Abkirzungen die urspringlichen Konstanten
ein, so erhalten wir

ek, (g kA kRt R
ek + ku gl k + k..)tlz

Eine autokatalytisch beschleunigte Reaktion verlauft zunachst
langsam, weil der beschleunigende Katalysator sich erst bilden
muR. Die Reaktionsgeschwindigkeit nimmt dann infolge der Kata-
lysatorbildung zu, um schliellich, wenn die Ausgangssubstanz
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merklich verbraucht ist, wieder abzufallen. Die Reaktionsgeschwin-
digkeit besitzt also ein Maximum, und wir wollen feststellen, nach
welcher Zeit der rascheste Ablauf der Reaktion eintritt.

Um das zu ermitteln, mussen wir nach der bereits besprochenen
Theorie der Extremwerte — == x gleich Null setzen.

4z _ABL O {B+C);“’+“‘ [B+Cdrtag
dg [_B + ("(Uf-} I‘-]f]l

A(B—l—(‘)“ eEBHOL B4 QBB (r},[n}r;z
(03 Cet#t ”‘]'

Wir klammern 4 (B-+- Cyped+et[B 4 (Tet®+9¢] aus und erhalten

_ABACP (B4 CaBtonator. {B—cer+ed

[B 4 CeB+on

x wird zu Null, wenn die geschweifte Klammer verschwindet, da
die anderen Faktoren im Za&hler nicht gleich Null sein kénnen.

Es ist also, wenn t, die Zeit ist, nach der die maximale Reak-
tionsgeschwindigkeit erreicht ist,

B— € plf+6tm — 0,
B:Ccfﬂ+0}!m,

B atom
(}\‘ ¥

m—_w+m%,

In T
W=jre

oder, nach Einsetzen der ursprunglichen Grof3en,

2k
In Fa

b = ak+ k"
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Reaktion (¢ = 0) ab, und zwar zunéchst rasch, dann immer lang-
samer, entsprechend dem Verlauf der Kurve y = e

Streckung einer Exponentialkurve zu einer Geraden
auf Exponentiaipapier

Wie kann man auf Grund von Beobachtungswerten schnell fest-
stellen, ob die obige Reaktion wirklich nach der angegebenen
Gleichung abléauft ? Zeichnen wir ¢ als Funktion von t in einem
Koordinatensystem auf, so laRt sich nicht entscheiden, ob die
gezeichnete Kurve wirklich eine Exponentialfunktion und nicht
vielleicht, éne Hyperbel oder eine andere &hnliche Kurve ist.
Wenn wir durch passende Verzerrung der MaRstédbe auf den Ko-
ordinatenachsen es erreichen kénnten, dal die Exponentialfunk-
tion zu einer Geraden gestreckt wird, so liefe sich die gesuchte
Entscheidung leicht féllen, denn die Gerade ist von allen anderen
Kurven zu unterscheiden.

Die Eigenschaft, eine Exponentialfunktion zu einer Geraden zu
strecken, besitzt das einfach logarithmische Papier.

Logarithmieren wir
(30 y=uael?,
so erhalten wir

Iny=Ina—bx
oder
23lgy=23lga—bx,

]gJF—lga—-P— -,

Tragt man also in einem Koordinatensystem auf der Abszissen-
ache die x-Werte, auf der gleichméiig geteilten Ordinatenachse
gy auf, so erhalt man, falls zwischen y und x die Beziehung (30)

besteht, eine Gerade mit der Neigung — und dem Otrdinaten-
achsenabschnitt Iga, wenn die E|nhe|tslangen auf den beiden
Achsen gleich gro3 gewéhlt worden sind.

Dassdlbe leistet aber auch ein Koordinatenpapier mit gleich-
malig geteilter x-Achse und logarithmisch geteilter y-Achse, also
unser einfach logarithmisches oder Exponentiaipapier. Nur sind
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Die Werte y =e¢2 konnen der Tab. 6 entnommen werden;
fir positive Werte in der Spalte =, flr negative x-Werte in
der Spalte ¢*. So hat z. B. e# fiir 2 = 0,20 den Wert 0,8187,
fr & =—0,20 ist e~{~0.20} = g+0,20 — | 23],

Fur den Chemiker ist ¥ = a £ insofern von groRerer Bedeu-
tung, als diese Funktion den zeitlichen Ablauf einer sogenannten
Reaktion erster Ordnung beschreibt. Zu Reaktionen dieser Art

15 -5 -45 2 a5 7 5
Fig. 81. Graphische Darstellung der Funktionen y = €‘ und y — ¢&*

gehort z. B. die Rohrzuckerinversion. Lost man Rohrzucker in
sehr viel Wasser, so wandelt er sich in Dextrose und Lavulose um
nach der Gleichung

CzHg, 0y, -+ H,O - CeH .04 + CH 10, ,

wenn H"-lonen anwesend sind, die katalytiseh wirken.

Bedeutet ¢, die Anfangskonzentration, ¢ die Konzentration des
Rohrzuckers nach einer Zeit t seit Beginn der Umsetzung, und k
eine Konstante, so wird der Ablauf der Reaktion beschrieben durch
die Gleichung

¢ = cge ¥,

Den Reaktionsverlauf verfolgt man durch Messung der sich
zeitlich andernden optischen Drehung der Zuckerlésung. Die Kon-
zentration des Rohrzuckers nimmt vom Werte ¢q zu Beginn der

A smus, Einfihrung in die hohere Mathematik 9
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Reaktion (¢t = 0) ab, und zwar zunéchst rasch, dann immer lang-
samer, entsprechend dem Verlauf der Kurve y =¢=

Streckung einer Exponentialkurve zu einer Geraden
auf Exponentiaipapier

Wie kann man auf Grund von Beobachtungswerten schnell fest-
stellen, ob die obige Reaktion wirklich nach der angegebenen
Gleichung abléauft ? Zeichnen wir ¢ als Funktion von t in einem
Koordinatensystem auf, so laRt sich nicht entscheiden, ob die
gezeichnete Kurve wirklich eine Exponentialfunktion und nicht
vielleicht, éne Hyperbel oder eine andere &hnliche Kurve ist.
Wenn wir durch passende Verzerrung der MaRstédbe auf den Ko-
ordinatenachsen es erreichen kénnten, dal die Exponentialfunk-
tion zu einer Geraden gestreckt wird, so liefe sich die gesuchte
Entscheidung leicht féllen, denn die Gerade ist von allen anderen
Kurven zu unterscheiden.

Die Eigenschaft, eine Exponentialfunktion zu einer Geraden zu
strecken, besitzt das einfach logarithmische Papier.

Logarithmieren wir
(30) 3= qebe
so erhalten wir

Iny=Ine—bz
oder
23lgy=23lga—bx,

&
]gy:lga-z—,a-i.

Tragt man also in einem Koordinatensystem auf der Abszissen-
ache die x-Werte, auf der gleichméiig geteilten Ordinatenachse
gy auf, so erhadlt man, falls zwischen y und x die Beziehung (30)

besteht, eine Gerade mit der Neigung —;g und dem Otrdinaten-
achsenabschnitt Iga, wenn die Einheitslangen auf den beiden
Achsen gleich gro3 gewéhlt worden sind.

Dassdlbe leistet aber auch ein Koordinatenpapier mit gleich-
malig geteilter x-Achse und logarithmisch geteilter y-Achse, also
unser einfach logarithmisches oder Exponentiaipapier. Nur sind
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jetzt, im Gegensatiz zur Darstellung einer logarithmischen Funk-
tion (S. 101), die Achsen vertauscht.

Wir wollen die Verwendung des Exponentialpapieres an einem
praktischen Zahlenbeispiel erlautern.

Ester werden durch Wasser hydrolysiert, wie z. B. Methylacetat;
CH,CO0OCH, + H.,0 — CH,OH +- CH,{'O0H .

Nimmt man stark verdinnte Ldsungen, so verlauft die Ester-
hydrolyse ahnlich wie die Zuckerinversion as Reaktion erster
Ordnung. Sie wird durch Séuren katalytiseh beschleunigt, und
da sich bei der Hydrolyse neben Alkohol auch Sdure bildet, be-
schleunigt die Reaktion sich selbst durch eine Autokatalyse (siehe
S. 123). Setzt man aber von vornherein der wasserigen Ester-
[6sung eine grolere Menge einer starken Sdure hinzu, so spielt
die wahrend der Reaktion entstehende Sdure fir die Katalyse
keine Rolle, und der Reaktionsverlauf ist von erster Ordnung.

Man verfolgt den Reaktionsablauf durch Beobachtung des Kon-
zentrationsanstieges der gebildeten Essigsaure. Von Zeit zu Zeit
werden dem Reaktionsgefald gleiche Mengen, in unserem Beispiele
je 2 cm®, des Reaktionsgemisches entnommen und mit 0,1 n NaOH
(Phenolphthaleln as Indikator) titriert. Dabei werden diein Tab. 7
wiedergegebenen Werte beobachtet.

Tabelle 7
Verbrauchte Fir CH3COOH ver-

t Lauge L brauchte Lauge AL E=900—.L
Minuten cm?® cm?® cm?®
0 9,30 0 9,00
20 9,90 0,60 8,40
40 10,50 1,20 7,80
60 11,10 1,80 7,20
80 11,60 2,30 6,70
108 12,30 3,00 6,00
140 13,10 3,80 5,20
243 14,90 5,60 3,40
360 16,15 6,85 2,15
480 17,00 7,70 1,30
1062 18,20 8,90 0,10

2 Tage () 18,30 9,00 0
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Da der wasserigen Esterlésun'g zu Beginn des Versuches eine
groRere Menge etwa 05n Salzsdure zugesetzt wurde, ergibt d|e
Titration zur Zeit t — O einen Laugen verbrauch L von 9,30 cm®.
Da der Sazsauregehalt wahrend des Versuches sich nicht andert,
mussen wir, um die fir die entstandene Essigsdure verbrauchte
Laugenmenge AL zu erhalten, diesen Wert von samtlichen beob-
achteten Zahlen L abziehen. So erhalten wir die dritte Spalte

unserer Tabelle.
Bezeichnen wir mit ¢y die Anfangskonzentration des Esters und

mit cg seine Konzentration zur Zeit t, dann soll
cg = c ekt
sein, eine Funktion, deren Verlauf Kurve | in Fig. 82 zeigt.
<

¢ — ———

r“.:—

Fig. 82. Verlauf der Funktionen ¢y = toe *% {I} wid ¢y = ¢y{l — e %Y (1]}

Da fir jede verbrauchte Molekel Ester eine Séuremolekel neu
entsteht, ist wahrend des ganzen Versuches die Summe von Ester-
konzentration ¢; und Essigsaurekonzentration ¢g konstant und
gleich ¢,. Damit ist

g == 0 — Cp == 6y — Cg & ¥ = ¢ (L—e™Ft),
Den Verlauf dieser Funktion zeigt Kurve Il in Fig. 82. Se ent-
steht dadurch, dal3 man von der Parallelen zur t-Achse ¢ .= ¢

die Kurve | abzieht. Die Saurekonzentration steigt also sténdlg
an und nahert sich asymptotisch dem Werte ¢,. Dawir je 2cm

mit 0,1 n Lauge titriert haben, ist die Konzentration der ent-
standenen Saure ¢g = /—12—1—' «0,1 Mol/l.
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Wir interessieren uns aber nicht fur den Verlauf von cs sondern
fir den von
Gp = Cy——Cg .

Co ist die Anfangskonzentration des Esters und gleichzeitig die

Endkonzentration der Séure, die sich nach unendlich langer Zeit

(t oo, praktisch nach 2 Tagen) einstellt; sie istﬂ‘,-{)lf—)-n,l Moljl.

Damit wird

ep=29001—25.0,1 =005 (9.00—A4L) = 0,05 £

Die Werte E— 9,00 4Lsind in der vierten Spalte (kr Tab. 7
eingetragen.

Wenn nun cg wirklich eine Exponentialfunktion ist, so missen
im einfach logarithmischen Papier die Werte ce = 0,05 (9,00 — A1)
oder auch einfach die Kubikzentimeterzahl E = 9,00 — AL, gegen
die Zeit aufgetragen, eine fallende gerade Linie ergeben. An der
folgenden Fig. 83 erkennt man, dal? innerhalb der Mef3genauigkeit
die Punkte auf einer Geraden liegen. In der gleichen Figur ist auch
der Verlauf der Werte AL, die der Grofe ¢y proportional sind,
eingetragen (ausgefillte Kreise). Man sieht, dald diese Werte
nicht auf einer Geraden liegen, weil ¢g durch ¢, (I — e %%, dso
nicht durch eine einfache Exponentialfunktion, gegeben ist.

Zum Schluf? wollen wir aus dem Verlauf der Geraden die Kon-
stante k bestimmen.

Cp = cD'e_l:ts .
0,03 £ == 0,05 9,00 - e~*t,
E =900 ¢,

g B =1g 9500 — 5-2.

Waére das Koordinatensystem mit gleichen Einheitslangen auf
Abszissen- und Ordinatenachse gezeichnet, so wére

I
2_"§=t'g51

wenn 3 der Winkel der Geraden mit der negativen t-Achse ist.



% |. Td. Rrive ée \Goke

auf einfach logaitmshem Rpe

In der in Fig. 83 wiedergegebenen Originalkurvei st jedoch die
Lage & logarithmischen Enhat |, af dar  Ordinatenachse
Z mm. de Hrhatddge af der t-Ac hingegen It = 056 mm
Daritist
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l 0,5
und g3 A = 2,305t = 0,0046 tgf .
Durch Ausmessen an der Figur finden w tgf = ”l‘n‘“"‘ d damit
erhalten wir 200 mm
5
k== 0,0046 - 31 = 0,0040 min~t

Zur Berechnung der Konstanten k haben wir hierbei weder die
Stérke der Lauge noch die Zahl der titrierten eem bendtigt, beide
Grolien kirzten sich fort.

Die Neigung unserer mit den ccm-Werten E gezeichneten Ge-
raden ist also identisch mit der mit Konzentrat ionswerten ge-
zeichneten.

Einige Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion, sowohl die positive as auch die nega-
tive, besitzt einige besondere Eigenschaften.

Nimmt x"bel % ==e&* oder bei # = ¢+ in arithmetischer Pro-
gression zu, so nimmt y in geometrischer zu bzw. ab, was sich
leicht zeigen I&ft.

y =€, ¥y =¥,

Yyt = et = et T Yyt = R = p—xt+ 1) ,

yazeazzex+z+z ysnc—sze—(x+:+-z)
usw.

Diese Eigenschaft erkennen wir auch an der Tab. 8. Zu gleichen
Zeitdifferenzen gehtren gleiche (bis auf die Versuchsungenauigkeit)
Quotienten aufeinanderfolgender E-Werte.

Tabelle 8
) t E 3 E- Quotienten
Minuten cm
0 9,00
20 8,40 o
40 7,80 1'OS
60 7,20 1’07
80 6,70 '
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Eine weitere Eigenschaft der Exponentialfunktion wird durch
folgende Fragestellung erldutert.

Nach welcher Zeit ¢ ist die Hélfte des Esters hydrolysiert ?
Diese Zeit, die man die Halbwertszeit oder die Halb Wertsdauer
der Reaktion nennt, wollen wir berechnen.

Es ist digjenige Zeit, nach der ¢g =—‘;"— geworden ist. Die Be-

¢ stimmungsgleichung fir T lautet also
€,
5 =0 e*",
* = e"’kf e
In}=—m2=—%r7,
__In2
T—‘—k—'.

Die Halbwertszeit hangt also
mit der Konstanten h zu-
sammen, aber nicht, und das
ist das Bemerkenswerte, mit

Fig. 84. Unabhéangigkeit der Halbwertsdauer der Anfangskonzentratlon Co.

einer Reaktion erster Ordnung von der An- Das. bedeUt_etv da3  Expo-
fangskonzentration nentialfunktionen vom Ty-

pus ¢ = ¢, e~ mit gleichem
k, aber verschiedenem c,, nach der gleichen Zeit r ein c besitzen,
welches gleich der Halfte des Anfangs-Ordinatenwertes ist (Fig. 84).
Dasselbe gilt natdrlich in entsprechender Weise fur das Absinken
auf jeden beliebigen Bruchteil der Anfangskonzentration.

Auch an dieser Eigenschaft der' Exponentialfunktion erkennt
man eine Reaktion erster Ordnung. In unserem Beispiel der Ester-
hydrolyse verringert sich die Ordinate auf den 1,07. Teil in jeweils
20 Minuten. Naturlich ist diese Eigenschaft nichts weiter als die
zuerst erwdhnte, nur in anderer Ausdrucksweise.

Drei wetere Beispide fur das Auftreten der negativen
Exponentialfunktion

Die negative Exponentialfunktion tritt in der Chemie nicht nur
bei Reaktionen erster Ordnung auf, wozu auch der radioaktive
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Zerfall gehort, sondern auch z. B. in der Kolorimetrie, der Analyse
durch Untersuchung der Lichtschwéchung in farbigen Ldsungen.

Lambert-Beersches Absorptionsgesetz. L&t man Licht einer
bestimmten Wellenlédnge und der Intensitét 1o in eine Lésung ein-
dringen, so besitzt es nach dem Durchlaufen einer Schicht / nur
noch die Intensitét I,die nach dem Lambert-Beerschen Gesetz

I=fye ket
oder ’
I=1I,10e ¢t

ist. cist dabei die molare Konzentration der Lésung und ¢ der
molare Extinktionskoeffizient, eine Stoffkonstante.

Um die Schwéchung der Lichtintensitat auf den aleichen Bruch-

teil zu erzielen oder um die gleiche E x t i n Tg—f- =e¢lz
erhalten, mul? das Produkt cl konstant gehalten werden. Das
bedeutet also, dal die Losung desselben Stoffes bei Gultigkeit
des Beerschen Geseizes bei einer bestimmten Schichtdicke das

Licht genau so schwécht wie eine halbkonzentrierte in doppelter
Schicht.

Nernstsches Auflésungsgesetz.  Ebenfalls nach einem Exponen-
tialgesetz verlauft die zeitliche Auflésung eines Kristalls in einer
gut gertihrten Fllssigkeit, etwa eines Sdzes in Wasser. Auch Oxyde
und manche Metalle 18sen sich in Sduren nach demselben Gesetz

Es lautet: _pr,
Ftﬂs(l“‘e vl )

Dabei bedeuten die einzelnen Buchstaben:

¢ == die Konzentration der Lésung, in der sich der Stoff auflost,
zur Zeit t,

¢g = die Séttigungskonzentration,

F = die Kristalloberflache,

v = das LoOsungsvolumen,

D = den Diffusionskoeffizienten,

d = die Dicke einer dem Kristall anhaftenden Schicht, die selbst
bei starker Rihrung bestehen bleibt und in der die geldsten
Molekeln nur durch Diffusion sich fortbewegen.
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Der Verlauf der Kurve ist qualitativ derselbe wie bel Kurve Il
in Fig. 82. Die Konzentration der Losung nimmt standig zu und
nahert sich asymptotisch dem Séttigungswert.

Newtonsches Abkihlungs- und Erwérmungsgesetz.  Als letztes
wollen wir noch das zeitliche Abkiihlungs- oder Erwarmungsgesetz
fur einen Koérper kennenlernen.

Hat ein Korper eine Anfangstenipcratur #,, die groRer oder
kleiner asdie Raumtemperatur
#; ist, so kiihlt er sich ab oder
erwdrmt sich nach der Gleichung

%= dp— (Bp—Do) e,

wobel # die Korpertemperatur
X Zur Zeit t bedeutet.
5 ) Man erkennt leicht, daRR der

Kurvenverlauf der in Fig. 85
dargestellte ist. Ist ndmlich der
¢ WA o . .
Fig. 85. Abkihlungs- bzw. Erwér- Korper zunachst haBer..alS die
mungskurve eines sich nicht auf Umgebung, S0 Ist ?9'0 groler as
Raumtemperatur befindenden Kérpers ?:}R und damit die Klammer

negativ. Bezeichnen wir mit
A den Absolutbetrag von §;—,, so ist in diesem Falle

‘29 :‘ﬁR‘[—A'f?'E'_u,

a
/

aso eine Uberlagerung der Parallelen zur t-Achse # =4, und
der fallenden Exponentialfunktion A - =% (Kurvel).

Ist hingegen #, <C#5, dann ist die Klammer positiv und wir
erhalten
D=ty — A e,

aso eine sich dem Werte #; von unten asymptotisch nahernde
Kurve (I1). Se entsteht durch die Spiegelung der Kurve | an der
gestrichelt gezeichneten Geraden.
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i

21. DieFunktion gy =«

Darstellung und Eigenschaften

Wie die Reaktionskinetik lehrt, ist die Reaktionsgeschwindig-
keit RG einer bimolekularen Gasreaktion, etwa die Bildung von
Jodwasserstoff aus den Elementen, aso

H,4 J;, >2HJ

proportional den Konzentrationen der Ausgangsstoffe, wenn man
as Reaktionsgeschwindigkeit die zeitliche Konzentrationséanderung
enes der Reaktionspartner definiert. Mathematisch ausgedriickt
ergibt sich so flr die Bildungsgeschwindigkeit von Jodwasserstoff

RG =k [H,]- [J.],

wenn die Symbole in eckigen Klammern in Ublicher Weise die
Konzentration der eingeklammerten Stoffe und k eine Konstante
bedeuten. Diese Gleichung ist nichts weiter als der Ausdruck
dafir, dald die Reaktion nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen ver-
lauft. Damit eine H,- und eine J-Molekel reagieren konnen,
missen se erst aufeinanderprallen, und ein solcher Zusammenstol,
der alerdings nur eine notwendige, aber keine hinreichende Be-
dingung fur das Eintreten der Reaktion ist, ist eben um so wahr-
scheinlicher, je hoher die Konzentrationen der beiden Molekel-
sorten im Reaktionsraume sind. Nun fihrt aber nicht jeder Zu-
sammenstold zur Reaktion, denn erstens miissen die Molekeln
unter gunstigen raumlichen Bedingungen aufeinanderstof3en (steri-
scher Faktor) und, was viel wesentlicher ist, se miissen einen
gewissen Energievorrat besitzen, der se zur Reaktion beféhigt.
Diese Energie, die man einer Molekel auf irgendeine Art zufihren
muB, um sie reaktionsféhig zu machen, nennt man die Aktivie-
rungsenergie g. FUr ein ganzes Mol ist die Aktivierungsenergie
¢ = Ng, wenn N die Zahl der im Mol enthaltenen Molekeln ist.

Nicht alle Molekeln eines Mols besitzen eine Energie vom Min-
destbetrage g, daher ist auch nur eine kleine Anzahl n reaktions-
fahig. Nach Maxwell und Boltzmann hangt nun (unter ge-
wissen vereinfachten Voraussetzungen) die Zahl der aktivierten,
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reaktionsfahigen Molekeln n mit der Gesamtzahl N durch die
Gleichung zusammen: Q.
n=—=Ne RT

wenn R die Gaskonstante und T die absolute Temperatur ist.
Dieser Funktionstypus, der von ganz aul3erordentlicher Be-
deutung ist, soll nun diskutiert werden.

i 4

151

g5

S-4-3-2-1 01 23 4564
Fig. 86. Graphische Darstellung der Funktion g ==e -

8o

In der allgemeinen Schreibweise wirde die Funktion lauten
b

y=ae *

und der einfachste Fall ist, dg3 e = f; = 1 ist, so dai3 die Funktion
hei (3.

Wie sieht die graphische Darstellung dieser Funktion aus und
welche Eigenschaften besitzt se ? Entwerfen wir uns eine Werte-
tabelle und zeichnen dann die Kurve, so finden wir folgendes Bild

(Fig. 86).
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Die ganze Kurve besitzt nur positive y-Werte, weil e potenziert
mit irgendeiner Zahl, gleichgultig, ob positiv oder negativ, stets
groBer als Null ist.,.Die Kurve ndhert sieh fir » — oo dem Werte 1,
flr # - — oo ebenfalls dem Werte 1, nur erfolgt die Anngherung
im ersten Falle von unten her, im anderen Falle von oben her.
Eine besondere Eigentiimlichkeit besitzt die Kurve an der Stelle
2 =10. Nahern wir uns dieser Stelle von positiven Werten, so

1
ist y:g_?:%. Da x immer kleiner wird, wird -_i—und damit

1 &
e® immer groBer und wachst iiber jeden angebbaren Betrag hin-
aus; y aso wird immer kleiner und néhert sich dem Werte Null.
Bewegt man sich jedoch aus dem Gebiete negativer x-Werte auf
1

die kritische Stelle x —0 zu, so ist bei y =¢ *# der Exponent
—% eine positive Zahl, die bei kleiner werdendem x immer grofer
wird, so dal’ y nach co geht. Es tritt hier "¢~ mathematisch inter-
essante Fall ein, daR der Grenzwertlime # je nach der Annghe-
rungsrichtung verschieden ausféllt. -Bidse Eigenschaft der Funk-
tion hat aber fir die Naturwissenschaft keine Bedeutung, denn
die Kurve hat Oberhaupt nur einen Sinn im ersten Quadran-
ten, entsprechend der Tatsache, da? es nur positive absolute
Temperaturen gibt.

HeiRt nun unsere Funktion

Q
n=Ne¢ BT

so bleibt der Kurvenverlauf qualitativ derselbe, nur erfolgt die
Annéherung fir 7 —oo an den Wert N statt an 1. Der Verlauf
der Kurve lehrt uns, da3 die Zahl der aktivierten Molekeln zu-
néchst rasch mit wachsender Temperatur steigt, dal3 es aber dann
immer schwerer und schwerer wird, auch noch den letzten Rest
der reaktionstrégen Molekeln zu aktivieren, was bei der Kurve
durch einen Wendepunkt angedeutet wird. Die Lage dieses Wende-
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punktes findet man in Ublicher Weise aus der gleich Null gesetzten
zweiten Ableitung.

_ e
n=N¢ RT

Q .2
dn o, @ | —gw _ NQ e FT
it =N g TR
¢ ?
@ TRT . pe_op, AT N
dn _ NQ Y 3 ' _NQe xT(Q o
VR /i TR ("f{ )
Soll die zweite Ableitung verschwinden, so muf3
Q 0gro__
—er=0
sein. Also ist die .Wend“""*"‘“bf"“"atur
wW=5g
Bei dieser Temperaf ™ *= - "Q')'R" - ~"**jerten Molekeln
n=DNe #Q =Ne
n
oder der aktivierte 100 = 100 o 18,59, .

1
Streckung der Kurve == e * zu einer Geraden. Das hyperbolisch
logarithmische Netz

Nach denselben mathematischen Gesetzen hangt auch die Los-
lichkeit eines Stoffes in einem anderen von der Temperatur ab.
Die GroRe Q im Exponenten hat dann die Bedeutung der Lésungs-
warme und'kann positiv oder negativ sein.

Bringt man KBr-Kristalle in Br,-Dampf oder KJ-Kristalle in
Ja-Dampf, so lost sich bei hoherer Temperatur etwas von den
Dampfen in den Kristallen. Ist n die Zahl der in den Kristall
pro cm® eingedrungenen Dampfmolekeln und N ihre Anzahl im
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Kubikzentimeter des Dampfraumes, so besteht zwischen diesen

GroRen die Beziehung
Q

(3D n=Ne RT

Die Werte n, N und T kann man durch den Versuch ermitteln und
aus ihnen dann die Lésungswarme Q berechnen. Die Gultigkeit
der Gl. (31) prift man folgendermaf3en. Durch Logarithmieren
erhalt man

Ine=Ink-- ?,,,
(
¢ 1
n =g N —gy i g
Ig““]gf\rzma‘g}{';n
LI Q I_
ey =~uin +-

Tragt man in einem Koordinatensystem auf der Ordinatenachse
Iguund auf der Abszissenachse die Werte - auf, so erhdlt man

eine gerade Linie, die die Neigung — 1.(;1: beS|tzt wenn die Ein-

heitslangen auf den Koordinatenachsen gleich grof3 gewdhlt sind.
Ist dabei die Neigung der Geraden negativ, so mul3 Q positiv sein.
Beim Lésungsvorgang wird aso eine Warmemenge vorn Betrage
Q cal/Mol verbraucht. Ist dagegen die Steigung positiv, dann be-
deutet das, da3 Q negativ ist, dso beim Ldsungsvorgang Warme

frei wird. Statt auf der Ordinatenachse lg'g aufzutragen, koénnen

Wil’%- selbst auf einer logarithmisch geteilten Skala abtragen. Man

kann aso zur Darstellung obiger Gleichung einfach logarithmisches
Papier verwenden, bei dem man auf der gleichmaRig geteilten
Abszissenachse nicht die absolute Temperatur selbst, sondern ihre
reziproken Werte auftréagt, wie es z. B. in Fig. 87 fir die oben ge-
schilderten Messungen geschehen ist.
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1
Wegen der Wichtigkeit des Funktionstypus y =€ * gibt es
Speziapapiere mit s. g. hyperbolisch-logarithmischem Netz, bei
denen die eine Koordinatenachse logarithmisch (wie beim nor-
malen Exponentialpapier), die andere hyperbolisch, ako reziprok,
geteilt ist. Auf einem solchen Speziapapier erscheinen alle Kurven

vom Typus y ==ae ¥ as gerade Linien, und es &Rt sich daher

leicht prifen, ob zwischen

zwei  gemessenen  GrofRRen

T~ ' ein Zusammenhang obiger

Artbesteht. Wirwollen die

7 \-;'»‘W\‘*- - Verwendung des hyper-

\\ bolisch-logarithmischen Pa-

\ piers an einem praktischen
- Beispiel erlautern.

PbCl, besitzt eine sehr
geringe elektrische Leitfa-

\. -| higkeit, die aber mit wach-
Sy sender Temperatur schnell
\ zunimmt. Tab. 9 zeigt die
: | Leitfahigkeit as Funktion

”‘w.,,..a T T #PT jasst Oer absoluten Temperatur
nach Messungen von Seith.
Bas zur graphischen Dar-
stellung verwendete Papier
s % 1 (siehe Fig. 88) besal? eine
arithmische Auftragung von ¥ gegon o logarithmische Teilung, die
Uber drei Zehnerpotenzen

ging und deren Einheitslange 100 mm grofl3 war. Die hyperbolische
Teilung reichte von 10 bis 2,5, und die hyperhnlicrha Finhgjts-
lange, aso die Strecke zwischen den Werten - = 0 (2 =o0) und

xla

Lo in k&

Fig. 87. Streckung der Funktion

T KT :
n=Xe zu ciner Geraden durch log-

;1:-= 1 (= = 1} betrug 500 mm. Die Einheitslangen sind auf dem

Papier von der Herstellerfirma angegeben.

Die logarithmische Skala konnen wir direkt verwenden. Sie
beginnt bei uns mit 1-10-% und geht bis 10%- 10~¢, aso bis 10-.
Die hyperbolische Teilung dagegen missen wir mit neuen. Zahlen
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Tabelle 9
Temp. X Tenp. X Tenp. X
K Dtem-t °K QO-lem—t °K Hlem-1
367 2,50 10°° 456 3,60« 10-° 620 9,32+ 10"
375. 3,11 466 4,57
386 4,45 490 8,83 636 1,11 - 10°°
391 5,35 496 1,045- 10°* 663 1,61
396 6,35 505 1,25 664 1,64
405 8,40 522 1,72 676 1,93
410 1,016. 10°° 524 1,77 682 2,13
413 1,14 536 2,34 697 2,52
420 1,39 546 2,86 704 2,72
424 1,57 558 3,61 711 2,91
428 1,82 562 4,23 717 3,19
436 2,41 576 4,89 726 3,62
442 2.54 596 6,57 730 3,90
449 2,93 606 7,60 739 4,34

versehen, denn unsere Temperaturen gehen von 367° K his 739° K.
Zu diesem Zweck multiplizieren wir ale an der hyperbolischen
Teilung stehenden Zahlen mit 350, so wie es die aufrechtstehende
Zahlenreihe in der Figur angibt. Die Multiplikation der Zahlen
mit 350 bedeutet aber gleichzeitig eine VergroRerung der Lange
der hyperbolischen Einheit von 500 mm auf 500 - 35¢ = 175000 mm
= 1,75 - 10° mm, da jetzt die Lange von 500 mm der Abstand der
Punkte — =0 und - = . ist.
@® x 3450

Die gemessenen Werte werden eingezeichnet. Reicht, wie es
bei diesem Beispiel der Fall ist, das Papier zur Darstellung aller
Punkte nicht aus — der hochste Punkt stellt das Wertepaar
T = 620, » = 9,32 - 10-* dar —, SO kann man entweder ein zweites
Blatt ankleben und auf ihm die Kurve fortsetzen oder man bricht
die Kurve ab und versetzt den abgebrochenen Teil an den unteren
Rand des Papieres, wie es in Fig. 88 geschehen ist.

Man sieht, da3 durch die MeRpunkte eine Gerade hindurch-
gelegt werden kann. Diese Gerade besitzt eine negative Neigung
tgo = _ggg EE (.die Werte% nehmen von links nach rechts zu !),
was man durch Ausmessen mit einem Millimetermald findet. Hier-

Aemus. Einfihrung in die hohere Mathematik 10
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durch ist bewiesen, dal? zwischen der Leitfahigkeit und der abso-
luten Temperatur die Beziehung

Fig. 88 Darstellung dr Funktien

af hyperbolisch
logarithmischem Pepier
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besteht. Entsprechend unseren friiheren Uberlegungen ist

I,

wenn Inyp. UNd feg, die Einheitslangen der hyperbolischen, bzw.
der logarithmischen Teilung sind. Damit erhalten wir
Thyp. CR o 00 1,76 - 148

TR A [ R

v

fog.

—Q=tga-23-

!on‘
Q = -+ 10,9+ 10° cal/Mol .

Die Grofe Q = 10,9 » 10° cal/M'ol stellt diejenige Warmemenge dar,
die man aufwenden muR3, um ein Mol Chlorionen, die den Strom-
transport im PbCl, besorgen, von ihren Gitterplétzen abzul6sen
und so fur den Leitungsmechanismus zur Verfiigung zu stellen..
Man nennt daher Q die Gitterabldsungsarbeit (im kalorischen Mal3).

22. Die Funktionen yg=e=' und y=ze*
Das Gaufisehe Fchlerverteilungsgesetz

In der Fig. 89 ist ein eigenartiger, kleiner Apparat abgebildet,
das sogenannte Galtonsche Brett. Es besitzt oben einen Trichter,
in seinem mittleren Teil quadratisch Uber Eck eingesetzte Néagel
und unten eine Reihe schmaler, oben offener Kasten. Neigt man
das Brett ein wenig und schittet in den Trichter Schrotkorner,
so laufen diese aus, stofRen auf ihrem Wege nach unten in unregel-
maliger Weise an die Nagel, werden so mehr oder minder aus
ihrer urspringlichen Laufrichtung abgelenkt und fallen schlief3lich
in die Auffangkésten. Hat man eine grofe Anzahl von Kdérnern
hindurchlaufen lassen, so ergibt sich immer eine ganz eigenartige,
sich stets wiederholende, in Fig. 89 ebenfals dargestellte, Ver-
teilung der Schrotkérner auf die einzelnen Kasten, also eine strenge
Gesetzmalligkeit als Folge des Zufalls.

Untersucht man mehrere Tausend kleiner Stahlkugeln, wie man
sie fir Kugellager verwendet, die alle einen Durchmesser von
5,000 mm haben sollten, so findet man (wenn nicht eine Vorsortie-
rung stattgefunden hat) auch Kugeln, deren Durchmesser zwischen
4,999 und 5,000 mm liegt, aber auch solche mit einem Durchmesser

4k
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zwischen 5000 und 5,001 mm, aso mit Abweichungen von
4 #/100s MM vom gewiinschten Wert. Es werden auch Kugeln
vorhanden sein mit Abweichungen von 4 /144 UNd o= 3159 MM
usw., jedoch wird die Zahl dieser stark fehlerhaften Kugeln mit
wachsendem Fehler immer geringer werden. Zahlt man die Kugeln
jeder Gruppe aus und trégt diese Zahlen
als Ordinaten zu den Abszissenwerten
5,0005 4,9995, 5,0015 4,9985 usw.
(Mittelwerte der einzelnen Intervalle)
auf und verbindet die Punkte durch
eine glatte Kurve, so erhalt man qua-
litativ wiederum dasselbe Bild wie bei
der Verteilung der Schrotkorner auf
die einzelnen Kasten des Galtonschen
Brettes.

Gaul3 war es, der gezeigt hatte, dal3
eine solche Verteilung, wir nennen sie
die Gaullsche Verteilung, stets dann
auftritt, wenn sie nur durch den Zu-
fall bestimmt wird. Das Gaulsche
Fehlerverteilungsgesetz sagt aus, dal
jede Beobachtung einer GréRe mit zu-
falligen Fehlern behaftet ist. Werden

Fig. 80. Gdtonsches Brett  insgesamt n Messungen der zu ermit-

telnden Grofe durchgefihrt, so wird
bei dn Messungen ein Fehler auftreten, dessen Grolie zwischen - %
und .2 {x +- d2) liegt, wobei die Anzahl dn der fehlerhaften Mes-

sungen durch die Gleichung

dn:n-y-dm:n-—.&_—-e"ﬁ'ﬂ’-'dx
V=

TR T g S R T

gegeben ist. Dies gilt um so besser, je grofer die Zahl der Beob-
achtungen ist.

Die relative Haufigkeit eines Fehlers, definiert als die auf die
Einheit der Fehlerintervallbreite entfallende Zahl von Beob-
achtungen, ins Verhaltnis gesetzt zur Gesamtzahl der Messungen,
ist dann dn 1 B
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% ist eine Konstante, ein Genauigkeitsmal3, und kennzeichnet die
Haufigkeit des Auftretens fehlerfreier Beobachtungen. Fir x = 0
ist y::—k_—; h ist dso um so groRer, je mehr fehlerfreie Beob-
yn
achtungen vorliegen.
Die Kurve, die die Funktion

¥y= —fL e

V=

darstellt, wollen wir nun in ihrem Verlauf untersuchen. Se be-
sitzt qualitativ denselben Verlauf wie

y=e",

so dal3 wir uns zundchst mit dieser Kurve beschéftigen wollen.
Rechnen wir uns zunéchst eine Tabelle fir e~ aus und zeichnen

4

T 2 X

Fig. 90. Darstellung der Funktion g == «=*'

danach den Funktionsverlauf, so erhalten wir die in Fig. 90 dar-
gestellte Glockenkurve.

Sieliegt nur im ersten und zweiten Quadranten, ist wegen des x?
im Exponenten symmetrisch zur y-Aehse und hat die x-Achse
zur Asymptote. Die Kurve besitzt nach der Zeichnung ein Maxi-
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mum und zwei Wendepunkte. Wo liegen sie ?

y=e?,
dy o
a__zxe =,
2
R e Ll
Die Lage des Maximums ergibt sich aus
dy g
. E;--——2:ce =
Also ist 2, =0,

wie aus der graphischen Darstellung direkt ersichtlich.

x¥

6 3 <2 10 1 2 3 4
Fig. 91. Graphische Darstellung der Funktionen vom Typus

Y == - g-AR®

Die Wendepunkte liegen symmetrisch zur y-Achse, was aus

B ser(l—-2a)=0,

folgt. =1/}
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Bei der allgemeinen Form y:v’f?e““"' bewirkt der Faktor
2 4

—h—-, dal3 der Maximalwert von y bei x =0 nicht 1, sondern A

n 2 g
ist, und der Faktor A% im Exponenten driickt die Kurvenform
mehr oder minder zusammen, wie es Fig. 91 zeigt.

Uber die Anwendung der Funktion g = F’i— e~¥ in der eigent-
ki1

lichen Fehlerrechnung soll hier nicht gesprochen werden, es sei aber
ﬁg;/ymf

qo7

GOS8k

qos

ood

a3

q02
@ O N Dunhmesser

0 5 B /5 20 25 30 35 40 45 S0mu

Fig. 92. Verteilungsfunktion fur den Durchmesser kolloidaler Goldteilchen

auf die diesbeziglichen Kapitel des Buches Michaelis, ,Einfih-
rung in die Mathematik fir Biologeh und Chemiker", verwiesen.

Ein interessantes Beispiel aus der neueren Kolloidforschung
sel aber an dieser Stelle noch erwéhnt, v. Borries und Kausche
haben 1940 mit einem Eiektronenubermikroskop die Durchmesser
kugelformiger kolloidaler Goldteilchen ausgemessen und fanden,
dal3 in einer bestimmten Lésung der Durchmesser der Teilghen sehr
gut nach einer GauRRschen Verteilungskurve um den Wert 28,7 mu
streute. Die Haufigkeit des Vorkommens bestimmter Durchmesser-
gruppen wurde einerseits durch Auszahlung experimentell bestimmt,

. - & par -
andererseits durch Berechnung aus der Kurve ¥ =ﬁe"‘ ¥ mit

h = 1,028 ermittelt. Fig. 92 zeigt die berechnete Kurve und die
experimentell bestimmten Werte. Nach diesem Befund war in
der untersuchten Lésung die GroRe der entstandenen Teilchen vom
Zufall abhangig.
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Das Maxwellsche Geschwindigkeits-Vertellungsgesetz

Nach der kinetischen Theorie der Gase befinden sich die Molekeln
irgendeines Gasss in einer standigen, ungeordneten Bewegung. Die
Geschwindigkeiten sind ganz verschieden, es gibt sehr langsame und
sehr schnelle Molekeln und auch solche von mittlerer Geschwindig-
keit. Wirde es moglich sein, in einem bestimmten Augenblick
festzustellen, wie z. B. sich Sauerstoffmolekeln bei 0° C bewegen, so

wirde man erkennen, dald eine
Tabelle 10 eigenartige Geschwindigkeitsver-

- teilung vorliegt. Man wirde das
Geschwindigkeits | reilchenzahl in Tab. 10 dargestellte Ergebnis
finden.
m/sec % Dasselbe Resultat wirde man
unter 100 14 erhalten, wenn man den Zahl-
100—200 8,1 versuch zu irgendeiner spéteren
200-300 16,7 Zeit wiederholte. Wiirde man die
300-400 215 A
100-500 203 Geschwindigkeitsintervalle statt
500-600 15,1 zu 100m/sec zu 1 m/sec oder
600-700 92 noch kleiner wahlen, so wirde
tber 700 i man in der Grenze fur den auf

die Einheit der Intervallbreite
entfallenden Prozentsatz aller untersuchten Molekeln eine glatte
Kurve finden, die nach Maxwell durch die Gleichung
My
_dn 3 4 M NY, -mpaw
f—a';-ﬁ(m) re AT
medergegeben wird.
Anders geschrieben lautet dieses nach Maxwell benannte Ver-
teilungsgesetz der Geschwindigkeiten:

Aot
dn 4 M Vh—5ew
ok [P, 2RT
n""VE(f&RT) e vidv.
Diese Gleichung sagt aus, dald der Bruchteil — aller in einem

Raum vorhandenen n Molekeln, der eine Geschwindigkeit zwi-
schen v und » 4 dv besitzt, proportional der Intervallbreite dv
M

und der Funktion e 2EF.g2 jst. M bedeutet dabei das Mol-
gewicht, R die Gaskonstante und T die absolute Temperatur.
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Wie sieht nun graphisch dargestellt die Funktion
FIET
4 /M \h —o
f:-V:: Q_R_T) & JRTZ‘,‘J
aus und welche Eigenschaften besitzt se ? Da ale Grofen aul3er v
konstant sind, sieht das Funktionsbild qualitativ der Kurve
¥ = e ® . gt

ahnlich, die Konstanten bewirken nur eine Vergrélierung der Ordi-
natenwerte und eine Verengerung oder Verbreiterung der Kurve.

Y

7
=X2

XS 8

’ ___e-XP

N

2 -7 0 7 2 X

Fig. 93

¥y = e~ - 2% setzt sich multiplikativ aus zwei Bestandteilen zu-
sammen, der Glockenkurve und der Grundparabel (Fig. 93). Die
diese Funktion darstellende Kurve mul? wegen des Quadrates
von x symmetrisch zur y-Achse sein. In der Ndhe der Ordinaten-
achse muR sie einer Parabel &hnlich sein, weil e=2' in der Gegend
von =0 sich nur wenig andert und Werte ~ 1 hat. Fur
& -»+ co und 2 —+ —oc MUl sich die Kurve an die x-Achse an-
schmiegen, weil die Kurve ¢=#" rapider absinkt, als die Parabel
steigt. In dem Gebiet dazwischen muf} also zu beiden Seiten der
y-Achse ein Maximum liegen, sowieesFig. 94 zeigt, unddie Kurve
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mul vier Wendepunkte aufweisen. Die Lage der Extremwerte
und Wendepunkte wollen wir nun feststellen.

y-_—_-e—zl.xﬂ,

gi:::’:‘“zxe“’*"x’+2x.r"’=—2x’e""+2xﬂ“”'
=2xe?(1— 29,
d*y _zl e e | _—
G =T e T FAre T+ 2T —date?
=2¢?(1—5at4 2.
r}’
or
a,zr :
|
gzt b
I I )
oy fr
[ | i
. ) H i 1 L
-3 -2 -1 o ; 3 I

Xy'QW [m', -(y'l:j’

Fig. 94. Graphische Darstellung der Funktion g = x2¢-#"

Extremwerte: d

=2z (1—-ah) =0,

wenn entweder
=0 oder l—x=0,

weil e=# fir einen endlichen Wert von x nicht verschwindet.
Also X, =0, T, =+ 1, T, =—1.
Fir x =0 ist ﬂ=+2 aso liegt bei x =0 ein Minimum.
Fir o =41 1st dx negatlv aso liegen hier die Maxima.

Zur Ermlttelung der Wendepunkte setzen wir = dy = {);

d:c’
2 (1—bat 4 244 =0,
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Der Ausdruck verschwindet, wenn die Klammer den Wert Null
hat, also 1—bar+ 224 =0.

™o
-z

™

N bey 7= 273°

. "
L
/ \J
L »
/ N
i i
/ i
—
7
‘i‘

=1
NS

o
o
-\
g
ok
g
&

o
£

I
|-~

s Anzohl der Molekeln ciner Gaschwindghedssbuf® in %

i \ .\-.
! ~
-" “‘.“ -

o

W0 W0 00 &0 a0 200 au
Geschwindighert  mISch.

Fig. 95. Geschwindigkeits-Verteilungskurve nach Maxwell
fur Sauerstoff

Wir l6sen diese biquadratische Gleichung auf und erhalten
2zt — 5 2+ 1=0,

-x’-+———-0

x—iV i]/ J:Wi 1,25 £ 1,03,

w, = 1,61, xw-.-——lf)l, w‘-——1-04‘? zw, = —0,47.

Wir haben also vier Wendepunkte, wie schon in Fig. 94 gezeichnet.
Die fur die kinetische Gastheorie wichtige Maxwellsche Ge
schwindigkeits-Verteilungskurve hat natiirlich nur einen Sinn fir
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positive Werte von #», so da? man die Betrachtungen auf den
ersten Quadranten beschrénken kann. In Fig. 95 sind fir zwei
verschiedene Temperaturen die Verteilungskurven fir 0, dar-
gestellt. Das Vorhandensein des Maximums bedeutet, dal3 es bei
jeder Temperatur eine Geschwindigkeit gibt, die am héaufigsten

. . . . d
vertreten ist. Wir wollen sie nun ausrechnen. Hierzu muf3 &{; = {)
sein. Mo

. 4 M —THT
f= (ziz) e T,
M Mot
df . 4 4" ' Ma» _Q_R_T' “_EH_T _
&= yn(*ﬁ) (* Tl vk Zve =0,
g M 2
J—(J-fﬁ)"ve mﬂ"(szhf"'-‘—)zo.
Vo \e BT kT
Da bei » = 0 das Minimum liegt, mu3 die Klammer verschwinden.
Damit wird J‘”i._E L JERT
wT T T

v,, ergibt sich hiernach fir Sauerstoff bei 0°¢ = 273° K mit
R = 8,31.10" agGrad
¢ ]/g“-s,sl-f{}?-z?s

v, = D = 8,77+ 10* em/sec,

m
v,, == 377 mfsce.

23. Die Hyperbelfunktionen
Definition und Darstellung

In der Magnetochemie, der Lehre von den magnetischen Eigen-
schaften chemischer Elemente und Verbindungen, sowie der An-
wendung magnetischer Melimethoden zur Lésung chemischer
Probleme, spielen die sogenannten hyperbolischen Funktionen
eine gewisse Rolle. Paramagnetische Stoffe, deren Molekeln ein
permanentes magnetisches Dipolmoment g besitzen, erhalten in
einem magnetischen Felde von der Stérke § bei der Temperatur 7
pro Mol (Zahl der Molekeln im Mol N) ein magnetisches Moment 7,
welches theoretisch nach Langevin (S. 260) und experimentell
nach Kamerlingh-Onnes (Untersuchungen am Gadolinium-
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sulfathydrat) gegeben ist durch den Ausdruck

- NpH\ _ RT
o= N”[mﬂ ("’R T') )
oder, wenn wir flr %‘?z?" zur Abkirzung a setzen,

7 r-Nga[tStga—Tl;] — Nul(a).

L (a) ist die mathematische Bezeichnung fir den Ausdruck
(Etgah%, den man Langevin-Funktion nennt.

Das Symbol &tg (lies: hyperbolischer Cotangens oder cotangens
hyperbolicus) ist ebenso wie &iit, Eof oder g eine Abkilrzung von ge-
wissen oft vorkommenden Kombinationen der Exponential funktion.

Es bedeuten:

P z 'l
Gin z == e—»g—e'—-, Gnixsze t‘i—,
I Bty _ef—e? _ Bolz e e
T x_:@f*é—é&—_;—e:,, Etg.’l’——@—l‘-;__?.:;:i

Warum diese Funktionen als sinus hyperbolicus, cosinus hyper-
bolicus usw. bezeichnet werden, wollen wir an dieser Stelle nicht
erortern. Es mag der Hinweis geniigen, da3 die hyperbolischen
Funktionen mit den Kreisfunktioneh (sin x, cos x, tg x usw.) viele
gemeinsame Eigenschaften besitzen und in &dhnlicher Weise an
einer Hyperbel, wie jene am Einheitskreis definiert werden.

Wir wollen aus Kenntnis des Verlaufes der Exponentialfunktion
den Verlauf der hyperbolischen Funktionen ermitteln und se
differenzieren lernen.

In Fig. 81 (S. 129) waren die Funktionen ¢® und e~ abgebildet.
Addiert man beide, so muf} die resultierende Kurve symmetrisch
zur y-Achse liegen und beiderseits derselben ansteigen  Subtra-
hiert man dagegen ¢ von &*, so muld die Differenzfunktion durch
eine Kurve dargestellt werden, die aus dem dritten Quadranten
kommt und in den ersten durch Passieren des Koordinaten-
ursprungs Ubergeht. Entwirft man die genaue Tabelle fir ol
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und &in 2 und zeichnet danach die Kurven, so erhdlt man Fig. 96.
Man nennt Ubrigens €of & auch die K ettenlinie, weil nach dieser
Funktion eine Kette (oder ein biegsames Seil) durchhangt, wenn
se (es) an zwei Punkten festgemacht ist.

Der Verlauf von Tg 2 und Gtg 2 ist in Fig. 97 dargestellt.

¥ Y
¢ 3
; Lhg X
21
2
=y S ) S
Fj
Fax a ’%’x
0 > L L
2 7 I 2 X -2 -7 7 2 3*
’ -
25 2l
-3 Ly x |
3t
y
Fig. 98. Graphische Darstellung Tig. 97. Graphische Darstellung
der Funktionen der Funktionen
y=Ginxund y=Cojzx y=Fgr und y =8ty

Differentiation

Als letzte Differentiationsiibung an der Exponentialfunktion
wollen wir die Ableitungen der hyperbolischen Funktionen er-
mitteln

— _gter
y=Cole=""75—, aCilz _ oo
@_ewmsht__einm dz T oMz

de 2
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Ganz entsprechend findet man die Ableitung des Eiw =.

e — z
y=Gingy = e,
2 d Sinx — Gz
d T - ’ d___ - N
G _ e g, :
X

Die zweiten Ableitungen wiirden nun sowchl bei &inx as auch
bei o) 2 nach dem oben stehenden Ergebnis wieder die urspring-
lichen Funktionen ergeben:
e Enxy _ . d*Cof x
‘“‘Td"a’:s_" = c“l £ und _E.br
Um die Ableitungen von Egx und &ty x zu finden, gehen wir
auf die Definition dieser Funktionen zuruck:

o o]
0% = oz und  Ggr— _,;‘.T_;f_

Unter Anwendung der Quotientenregel und der oben stehenden
Ergebnisse erhalten wir

d¥gx ojx-Bofe— Ginz- Cinz  Eoffx- Ene

Z(Euix.

Tdx Y EF = Goif e
und
dBtgzr ©inz-Ginz—ECofr  Eof ¢ _ 6:1\’ £ — o2z
dx ez x Ein? x
Nun ist aber
it -3 Tk . 2 e g 22
Eojtx = s 24+ : und Stz = “romile”
und damit

Gofto— @inte = (e + 24 e+ 26 = 1,
8o erhalten wir schlieBlich

dTgx 1 dBtge 1
Tdr @',ui“' z und de — @iz’
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D. Die Kreisfunktionen

24. Darstellung und Differentiation der Kreis-
funktionen

Die Kreisfunktionen sin X, cos X, tg x usw. sind fir den Chemiker
nicht von sehr groRer Bedeutung, da er es im allgemeinen selten mit
periodischen Vorgangen zu tun hat. Immerhin verwendet der
Chemiker Galvanometer, deren Schwingung durch eine Sinus
funktion beschrieben wird, er arbeitet auch mit Wechselstrom,
der sich mit fortschreitender Zeit sinus-
formig andert, er benutzt bei Struk-
turuntersuchungen die Erscheinung der
Beugung von Rdntgenstrahlen
oder Elektronen an Materieteilchen
und trifft bei der Berechnung dieser
Beugungserscheinungen ebenfalls auf
die Kreisfunktionen. Daher wollen wir
ihre Eigenschaften kurz besprechen und
ihre Differentiation utben.

Eine Wechselspannung U, die
von einem guten Elektrizitatswerk
geliefert wird, wechselt periodisch ihre
Richtung und GroRde, in der Regel 50mal in der Sekunde, nach der
Gleichung

Fig. 98.
Definition der Kreisfunktionen

U=U,sinewt.

Up bedeutet dabei die Amplitude, w die Kreisfrequenz und t die
Zeit. Die Gleichung hat qualitativ denselben Typus wie die ein-
fachere Funktion

4y = sin @

und daher wollen wir erst diese besprechen.

Wie aus der Elementarmathematik bekannt, sind sin X, cos x
usw. am Einheitskreis al's gewisse Strecken definiert, wie aus Fig. 98
ersichtlich, x bedeutet dabei die Lange des zum Winkel o gehéren-
den Bogens und ist ein MaR fir die Grofe des Winkels. In der
hoheren Mathematik wird ein Winkel fast ausschlie3lich in diesem
S. g. Bogenmal? gemessen und nicht in Graden, Minuten und Sekun-
den angegeben.
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Die Umrechnung von Grad- auf Bogenmald ist denkbar einfach.
Der Einheitskreis hat eine Gesamtbogenldnge 2z -1 = 2z, und
diese Bogenlange entspricht einem - Winkel von 360°. Daher ist
allgemein die Grole eines Winkels « in Grad gemessen

360 s
a:;,—jr-x:u'?,.-}x,

el

wenn x die Grole des Winkels im Bogenmal? bedeutet. Es ent-
spricht dso = =1 einem Winkel a = 57,3% = 57° 17" 45", Bei
diesem Winkel ist die Lange des Bogens gleich der Radiuslange.

Fig. 99. Graphische Darstellung der Funktionen

y=—sinx und y¥=cosx

Stellt man die Funktion y = sina graphisch dar, so erhdlt
man die in Fig. 99 dargestellte Wellenlinie, die unendlich oft um
die x-Achse oszilliert. Die Funktion hat Nullstellen bei den Werten
x = = -7, Wobei n jede beliebige ganze, positive oder negative Zahl
oder auch Null sein kann. Die grofite Ordinate, die sogenannte
Amplitude, hat den Absolutwert 1.

Die Gleichung U = U, sin w £ wird durch eine Sinuskurve dar-
gestellt, deren Amplitude 7, ist und deren Nulldurchgange da
liegen, wo w t die Werte »-x annimmt, also fur Zeiten t='—:£f.

Die Funktion g == cos o 1aBt sich aus sin x ableiten, denn es ist

cos & = sin {90° — ) .
Im Bogenmal’ ausgedriickt, lautet diese Beziehung

co8 & = Bin (%——:c).
Die Kosinusfunktion wird aso durch eine um 5;« phasenverschobene
Sinuskurve dargestellt und sieht so aus, wie aus Fig. 99 ersichtlich.

A s mu s  Einfilhrung in die hohee Mathematik 11
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Die Funktionen y=tgx und y =etgx (gelegentlich auch
tan x und cot x geschrieben) sind definiert as
* gin z o8 X 1
tga:=E;E; und ctgz=m=t—g-;
und werden graphisch durch die in Fig. 100 wiedergegebenen Kur-
ven dargestellt.
Um die Kreisfunktionen differenzieren zu kdnnen, mussen wir
den Differenzenquotienten bilden und durch Grenzibergang den

+y

l.z—
A1

fi

-l

Fig. 100. Graphische Darstellung der Funktionen
y=tgx und y— etgXx

Differentialquotienten bestimmen. Wir wollen auf diesem Wege
die Ableitung der Sinusfunktion suchen.

y=sinz,
y -+ Ay = sin (z -+ Az)
Unter Benutzung der aus der Elementarmathematik bekannten

Formel Ein (“ + p) = min &« cogﬁ + Oﬂﬁﬂﬂiuﬁ
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erhalten wir
y + Ay = sin x cos (Ax) + cos zsin (Ax),
Ay == sin x cos (Ax) + eos xsin (dx)} —sin z
= sin & [cos (dx}— 1] + cos zsin (dx),

dy _eos{A;r}—l __sin (dx)
dg = SnE——— ~+ cosx Tz
sin (1x) . 1 — cos (Az}
=cos & —singt— 2=,
Az dx

Wir erweitern nun den zweiten Bruch mit 1 + cos {4z} und finden,
da 1 — cos? (dx) = sin? (A=) ist,

Ay , 8in {1x) . . [1—eos{A2)][1 + cos {dz)]
Az T 005 % dz s x 11+ eos(da)}-Ax
_ z- sin (Ax) i - 1 — cos? (4x)
I [1 4 cos (d®)] - A=
= cos T - sin(dr)_sin 2o sin® (dx)
= oo Az 1T cos (dx)] - =
__ sin{dx) 2 s . sin(dx)
= —|eos ¥ —sin z T T cos (4] -
Gehen wir nun zur Grenze iber, so folgt
dy __ .. Ay . sin (fx} s . sin{dx)
dz :AI;T[,:_I; —dlil_l.]o{ dx [cos TSty 4+ cos (.:I:c)”

Der Grenzilbergang ist nicht ganz einfach durchzufiihren. Wohl
sieht man sofort, dal} der zweite Summand in der Klammer ver-
schwindet, denn der Nenner geht nach dem Werte 2 (cos 0 = 1)
und der Zahler nach 0 (sin0 = 0). Aber was ist der Grenzwert
sin (A:r}i
n ——1%
Az
Um ihn zu ermitteln, betrachten wir Fig. 98 (S. 160). Nach
dieser Figur gilt folgende Ungleichung:

sihe <z <tgx.
Dividieren wir die Ungleichung durch sinx, so folgt

x 1

1<
sinx cosx

11*
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L&kt man x nach Null gehen, so geht sowohl cos x as auch ‘ﬁ
nach 1. Damit ist auch der Grenzwert
=1 ,
z—0 Kin x
da -2 einerseits groRer als 1, andererseits kleiner al 1 ain
sinr A CO8 X
soll. Wenn lim ~—— = 1 ist, ist auch lim —="— und damit selbst-

g g fiR T dgp S (A7)

verstandlich auch sin (Ao
=1

dza0 %

Das bedeutet, da der Sinus eines Winkels dem Winkel selbst
(im Bogenmall gemessen) zahlenmaRig um so ndher kommt, je
kleiner dieser ist. Dasselbe gilt auch fir den Tangens. Man uber-
zeugt sich leicht davon an Hand einer Tabelle.

Tabelle 11
X sinx tgx X sin x tgr

0,10 0, 09983 0, 10033 0,04 0,03999 0, 04002
0,09 0, 08988 0, 09024 0,03 0, 03000 0, 03000
0,08 0,07901 0, 08017 0,02 0, 02000 0, 02000
0,07 0, 06994 0,07011 0,01 0, 01000 0, 01000
0,06 0, 05996 0, 06007 0 0 0

0,05 0, 04998 0, 05004

So wird aso fir die Funktion y — sin x der Differentialquotient

d._-'f—r_z_“_i’l.f—_l.(co _sing- Y
== = % ¥ — sin & E)’
dy
a-;—c—cosx,
dsinz _
o oSz,

Der Sinus ergibt demnach differenziert den Kosinus.
Nach diesem Ergebnis ist die Differentiation der anderen Win-
kelfunktionen sehr leicht. Esist

€038 x = ain (f'-——
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und daher unter Anwendung der Kettenregel

dcos x 0o T .
—_— 5] — — e

T > ) sin 2,
deowx sin 2

dm e Eh -

Die Funktionen tg x und ctg x lassen sich unter Verwendung der
Quotientenregel und der Kettenregel differenzieren.
Es ist

i ginx
€ e
g cosx’
dtgz ceosz-cosx 4 sinx-sinzx vos? z 4 sin® x 1
dr cost @ - cost ¢ T coste!
diyx t
de ~ costx’

Fir ctg x ergibt die Kettenregel

1
ctgx = e = (tg 2y,
detge 1 1 cos? x | S 1
de”  tpfx cosfz  sinx costa | aint z’
dupx 1
dax sin® ¥

25. Die zyklometrischen Funktionen
als Umkehrung der Kreisfunktionen

Eine gewisse Rolle, vor allem in der Integralrechnung, spielen
die zyklometrischen Funktionen, die Umkehrungen der Kreis-
funktionen.

Die Gleichung y = sin x bedeutet, daR ein Bogen von der Lange x
am Einheitskreis gegeben ist und dazu die Lange der Halbsehne
sin x gesucht wird. Es kann umgekehrt auch die Lange der Halb-
sehne gegeben sein und dazu der zugehdrige Bogen gesucht werden.
Dann schreibt man ‘

y = are sin X
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(arcus sinus x) und meint damit, da3 man denjenigen Bogen (arcus),
jetzt y genannt, sucht, dessen Sinus den Wert x hat. Entsprechend
gibt es Funktionen y = arc cos x, y = arc tg X usw.

Ihre graphische Darstellung ergibt sich sofort aus der Tatsache,
dal es die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen sind. Spiegelt
man z. B. y=sinx an der Geraden y = x, so erhdt man eine
der Sinuskurve entsprechende Wellenlinie, die um die y-Achse
oszilliert, und diese Kurve stellt y = arc sin x dar.

Die Differentiation der zyklometrischen Funktionen kann leicht
durchgefiihrt werden, wenn man die Kreisfunktionen zu differen-
zieren versteht. Man geht hier ganz adhnlich wie im Falle der
Funktionen y=¢ und y = Inx (S. 119) vor.

Aus

folgt

y == aresinz
zr=siny.
Durch Differentiation nach y und Benutzung der Umkehrregel

ergibt sich da:
-— =C0s ¥,

dy
dy _ 1
dr ™ ecosy’

Um % as Fupktion von x darzustellen, driickt man cos y durch
siny aus und schliefllich sin'y durch x.
dy 1 1

=y isw

d{arcsiny) 1
dz - V12t )

In &hnlicher Weise erhdt man, was der Leser selbst nachprifen
maoge,

d(arccosa) _ 1

dx T Vi
d {arcty x} 1

dx = i+ =z’
d{arcetgs) 1

dx IR PP




3. KAPITEL
Naherungsverfahren zur Auflésung von Glechungen

Problemstellung

Bei der Untersuchung der Lage von Extremwerten und Wende-
punkten einer analytisch gegebenen Funktion werden die erste
bzw. zweite Ableitung der Funktion gleich Null gesetzt und dann
aus den so erhaltenen Bestimmungsgleichungen die gesuchten
Abszissenwerte berechnet. In den vorhergehenden Paragraphen
hatten wir eine Reihe solcher Beispiele durchgerechnet. Diese
Beispiele waren so ausgewdhlt, dal?3 die fraglichen Bestimmungs-
gleichungen sich leicht auflosen liellen. Das ist nun, wie schon
S. 82 erwahnt, nicht immer der Fall. Algebraische Gleichungen
von hoherem Grade {(z. B. 4 2* 4 2t 3a*+ 222 4 2 — 7 =10)
sind nicht mehr in allgemeiner Form l|osbar, ebenso nicht die
transzendenten Gleichungen, also solche, bei denen die Unbekannte
X im Exponenten oder unter dem Zeichen In, sin, tg usw. auftritt
(z. B. ¢* + sin 22 = 0).

Die Wurzeln solcher Gleichungen missen daher durch nume-
rische oder graphische Verfahren ermittelt werden. Die einfachste
graphische Methode ist die, da3 man z. B. zur Auflésung der
Gleichung &* 4- sin 22 = 0 sich fir die Funktion y = ef + sin &
eine Tabelle aufstellt, nach der Tabelle eine Kurve zeichnet und
zusieht, wo die Nullstellen der dargestellten Funktion liegen, aso
wo die gezeichnete Kurve die x-Achse schneidet. Diese Methode
der Auflosung einer Gleichung liefert die gesuchten Wurzeta nur
angendhert. Die Glte der Anndherung héangt in erster Linie von
der Grofe des gewdhlten Zeichenmalistabes ab.

Die graphisch ermittelten angendherten Werte missen durch
besondere Rechenverfahren verbessert werden bis zu der Genauig-
keit, die bei dem betreffenden Problem erforderlich ist. Zwei dieser



168 |. Teil. Funktionen einer Veranderlichen

Verfahren, von denen eines eine Anwendung der Differential-
rechnung darstellt, wollen wir nun kennenlernen. Wir knipfen
auch hier an ein naturwissenschaftliches Problem an.

Wenn zwei Atome oder lonen im gebundenen Zustand als
Molekel eine stabilere Konfiguration bilden as im isolierten Zu-
stand, so kann das nur der Fall sein, wenn zwischen den beiden

£ | Partikeln Krafte wirksam sind, die
! einer Trennung entgegenwirken.

Bringt man zwei entgegengesetzt

geladene lonen zusammen, so zie-

hen se sich gegenseitig an und
streben aufeinander zu. Wenn nur
die Anziehungskréfte vorhanden
wéren, mifte schliefflich ein Zu-

>~ sammenstold der beiden lonen er-
a= folgen. Das ist jedoch nicht der
e _J Fall, weil aulRerdem auch noch ab-
o £ stolkende Kréafte wirksam sind, die
0 sich besonders stark bei kleinen
Abstanden bemerkbar machen. So
gibt es eine gewisse Entfernung,
Fig. 101. Graphische Darstellung bei welcher Anziehung und Ab-
der Potentialfunktioineiner Molekel stoung sich ausgleichen, und ge-
rade in diesem Abstande befinden

sich die beiden lonen inder Molekel. Um diesen Abstand kénnen sie
dann kleine Schwingungen ausfiihren. Man pflegt nun gewdéhnlich
nicht mit den Kréaften zu rechnen, sondern betrachtet die potentielle
Energie, die das System besitzt, wobei man as Nullniveau die
Energie der nichtgebundenen Bestandteile willklrlich wéhlt. Zeich-
net man sich in einem Koordinatensystem den Verlauf der potentiel-
len Energie E as Funktion des Atom- oder lonenabstandes r auf, so
erhalt man stets dasin Fig. 101 qualitativ dargestellte Kurvenbild.

Die Potentialkurve besitzt ein Minimum, dessen Abszisse ry den
stabilen Abstand der Atome oder lonen in der Molekel wiedergibt.
Die Ordinate E, bedeutet digjenige Arbeit, die man aufwenden
muB, um die Molekel in ihre Bestandteile zu zerlegen.

Es ist natirlich von Interesse, den Abstand r, berechnen zu
konnen. Wenn der Verlauf der Funktion & = f{r} analytisch
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gegeben ist, so handelt es sich lediglich darum, die Abszisse des
Minimums rechnerisch zu ermitteln.

~Nach Born und Mayer gilt auf Grund quantenmechanischer
Uberlegungen flr zwei einwertige Ionen folgende Potentialfunktion

r

E=—L1bsF
——1 .

g bedeutet dabei die Elementarladung, b und R sind zwei fir die
betreffenden lonen charakteristi-
sche Konstanten.

Wir wollen nun in diesem Zu- g
sammenhange die Funktion s
L

E=—216 7 ¢
3 .

NI P 2

d 7

untersuchen und die Lage ihres ¢
Minimums feststellen. 7l
DieFunktion setzt sich auszwei a2t

Anteilen zusammen (Fig. 102):
der im vierten Quadranten ge- 7|
legenen Hyperbel -4
4

B = — Fig. 102

und der im ersten Quadranten liegenden Exponentialfunktion

T

Ez == Ge_i

Die Summenkurve (Fig. 103) muB, weil die Hyperbel die negative
E-Achse zur Asymptote hat, sich bei kleinen Werten von r wie
diese verhalten, bei sehr grofRen Werten vonr mul3 sSe sich, ebenfalls
wie die Hyperbel, der r-Achse von unten her ndhern. Bei mitt-
leren #-Werten liegt ein Maximum und ein Minimum, von denen uns
nur das letztere interessiert.
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Der Verlauf der ersten Ableitung ist bestimmt durch die Gleichung

\
dE 4 'y
& =n3e

und wird durch die in Fig. 103 dargestellte Kurve wiedergegeben.

£

¢

02
N
4B E;
(124

¥ 6 & 0L N K BWRHFI T

g2
g
i
¥ !
o I
ot '
@ |
G"‘g :
0 : Lo
Y R A # W T
.¢,
- Fig, 103. Graphische 4 r
Darstollung der Funktion B = — — 4 6e 2
2 und threr Ableitung r
Zur Auffindung des Minimums missen wir nun die Gleichung
Ts
4 -
(32) 3e =0

o

auflésen, was aber leider in geschlossener Form nicht moglich ist.
Die ungefdhre Lage der rechten Nullstelle kénnen wir der gra-
phischen Darstellung der ersten Ableitung entnehmen. Sie liegt
zwischen den Werten r =7 und r =8, was dadurch leicht zu
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zeigen ist, dald man gg fir diese beiden Werte ausrechnet. Es ist

dE 4 _
(a-;)’#?=m—3e 35 = — 0,0000 ,
dE 4 _ .

(EF),-S =30t = 40007,

Man konnte nun durch Probieren einen, solchen Wert r zwischen 7

und 8 finden, fur den gg mit hinreichender Genauigkeit gleich

Null ist, jedoch wére ein solches unsystematisches Probieren un-
zweckmdallig. Es gibt Verfahren, wie das sogenannte Newtonsche
Naherungsverfahren, das lterationsverfahren oder die Regula
falsi, die durch systematische Rechnung zur Ermittelung einer
Nullstelle fihren. Die beiden erstgenannten Verfahren sollen im
folgenden erlautert werden.

26. Das Newtonsche Nd&herungsverfahren

Es sai die Gleichung f(x) = 0 gegeben und ihre Wurzeln seien
Zu bestimmen. Zeichnen wir uns in der Néhe einer Nullstelle die
Punktion = f{x}, so erhalten wir ein Kurvenstiick, das éhnlich
dem in Fig. 104 dargestellten ist. Bei den Abszissen werten o = &
und x = é*, die so nahe beieinander liegen missen, dald der Ver-
lauf der Funktion zwischen ihnen monoton ist, habe die Funk-
tion die kleinen Ordinatenwerte f{£) und f{£*), von denen (&)
z. B. positiv, f(&*} negativ sei. & und &* stellen dann die erste
Naherung fir die gesuchte Wurzel =, der Gleichung f(z) = 0 dar.
Es gilt nun, diese erste Naherung zu verbessern. Zieht man im
Punkte P eine Tangente an die Kurve, so schneidet diese Tangente
die z-Achse bei x, und dieser Wert =, liegt néher bei =y, as &, ist
also eine bessre Naherung fir #, als & Der Wert z, |al%t sich
leicht ausrechnen. Die Gleichung der durch P gezogenen Tangente
ist allgemein y—a+tbz.
Da die Neigung der Tangente in P die Ableitung der Funktion
y = f(x) flr die Abszisse & ist, ergibt sich

also ist b={E},
(33 y=a+{) =,
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und da die Tangente bei & = £ durch den Punkt P mit der Ordi-
nate f{&) geht, gilt die Beziehung
(34) fEy=a+ (&) &,
Subtrahiert man Gl. (34) von Gl. (33), so folgt
y— ) =115 (x—8.

4

Fig. 104. Newtonsches Naherungsverfahren

Bei x; schneidet die Tangente die x-Achse, daher ist

00—/ =118 (2, — 8
und damit wird HE)
n=dp:
Aus der ersten Naherung & erhélt man also die zweite Naherung 2,

durch Subtraktion der Korrektur ;e-(ﬂ.

Stellt nun z;, noch nicht mit hinreichender Genauigkeit die ge-
suchte Wurzel dar, ist also f{x,) noch nicht hinreichend nahe bei
Null, so mul? man in ganz entsprechender Weise durch Wieder-
holung des Verfahrens eine noch bessere Néherung =, finden, fur
die jetzt gilt: flz)

BERT R



26. Das Newtonsche Néaherungsverfahren 173

Reicht auch jetzt noch die Genauigkeit nicht aus, so ist das Ver-
fahren so lange zu wiederholen, bis das Ergebnis den Anforde-
rungen genagt.

Man kann mit der Annaherung an z, auch bei = = £* beginnen;
dann fihrt uns der erste Tangentenschnitt mit der Abszissenachse,
wie aus Fig. 104 ersichtlich, Uber den gesuchten Wert x, hinaus
nach «,* von hier aus vollzieht sch dann die Annaherung in der
bereits beschriebenen Weise.

Wir wollen nun zu unserem speziellen Beispiel zurtickkehren
und die zwischen r =7 und r = 8 liegende Wurzel der Gl. (32

n
2

—%——33 =10

T

nach dem Newtonschen Verfahren ermitteln.
Die erste Ableitung der Funktion

dE 4 -
& e

ist .
K 8 3 -+
E:'E_ r"+2e ?

und somit wére, wenn wir von r = 7 as erster N&herung aus-
gehen, die zweite Naherung ein Wert r,,

4 — 3.5
7'—38 "
R e e Ry

—mtye

Rechnen wir diesen Wert mit dem Rechenschieber aus, so erhalten
wir 7, = T 0,405 = 7,405 .
Die néchste Naherung wére dann

. _ 1405
4 g, T ®
7,305
— |2 ]
Ty = 7,40-\) 7,405 *
8 g~
Taos T2 8

und diesen Wert mifite man logarithmisch berechnen, weil die Ge-
nauigkeit des Rechenschiebers nicht mehr ausreicht. Besonders
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lastig wére dabei die Berechnung der Werte der Exponential-
funktion, da man hierbei eine zweifache Logarithmierung vor-
nehmen mifite.

Es ist im vorliegenden Falle daher zweckmé&Riger, vor Anwen-
dung des Newtonschen Naherungsverfahrens die GI. (32) etwas
umzuformen.

T
Aus i,-—- 3e 2 =0
o
folgt ,
5 8,
BJ :Ero ’

und durch Logarithmieren folgt weiter
Dlge=1g 0,75+ 21gr, .
Statt die Wurzeln der Gl. (32) zu suchen, kénnen wir dasselbe
fur die GI. (35),
(35) ro B 1g 0.7 —21gro =0,

tun. Nach Finsatzen der 7ahlenwerte folat
§,2171472 v, + 0,1240387 — 2ig r, == 0,

Die Funktion. deren Nullstelle wir sichen. laitet also
#=02171472r —21g r + 0,1249387

und ihre Ableitung ist

jr vusoHzr 4 7 a‘ﬂ']e o;lc'h: M dbrtr i con Qtﬁﬁﬁéﬁfi it
Nehmen i 021714727 —21g T 4 Oy1240387 WO

0,2171472 — 2220

ro="7—

Obgleich wir bei den héheren Naherungen auch hier logarithmisch,
und zwar mit einer siebenstelligen Tafel, da eine flnfstellige nicht
ausreicht, rechnen werden, ist die Rechnung wesentlich einfacher
als bei der urspringlichen Form der Gleichung, da wir hier nur
ein Produkt und einen Quotienten logarithmisch zu berechnen
brauchen.
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SQ findet man fir die erste Korrektur den Wert — 0,48598 und
damit ry = 7,48508 .
Die nachsten Naherungen sind dann
0,2171472- 7,48698 — 21g 7,48598 + 0,1249387
0,848 K20

0,2171472 — Fis5es

7, = 7,48598

= 7,48598 — 0,01978 = 7,46620,
ry = 7,46620 — 0,00004 = 7,46616 .

Eine weitere Naherung ist nun Uberflissig, wenn wir die Wurzel
unserer Gleichung nur bis zur vierten Dezimalen kennen wollen,
denn #, und #, unterscheiden sich erst in der finften Dezimalen,
r, iSt damit als

und

ry = 17,4662
bestimmt. Vergleicht man die Zahlen werte

r =7,

r, = 7,48598,

£, = T,46620,

ry = 1,46616

miteinander, so erkennt man, da die Anngherung an #, so erfolgte,
daR beim ersten Schritt die Nullstelle Uberschritten wurde, unser
Wert r =17 dso dem Wer#*in Fig. 104 entsprach. Die" An-
naherung erfolgte dann sehr rasch; man sagt in einem solchen
Falle, da3 das Verfahren gut konvergiert.

27. Das lterationsverlahren

Das Iterationsverfahren zur Bestimmung der Wurzeln einer Glei-
chung ist oft bequemer in der Anwendung als das Newtonsehe
Naherungsverfahren. Es erfordert keine Differentiation und ist
daher ohne Kenntnis der Differentialrechnung durchfiihrbar. Wir
wollen das Verfahren ebenfalls am praktischen Zahlenbeispiel
durchsprechen.
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Wir nehmen dieselbe Gleichung, die wir beim Newtonschen
Naherungsverfahren untersucht haben.
L 3
(36) e = -‘4—r2 .
Beim Iterationsverfahren kommt es darauf an, die unbekannte
gesuchte Grole durch sich selbst auszudriicken, aso die Gleichung
auf die Form =)

zu bringen. Dies |&B3t sich auf zwei Arten erreichen. Entweder
wir stellen Gl. (36) dar als

r

e® = 0,757,

we|

[4

(37 =Y 0%
oder wir logarithmieren Gl. (36) und lésen dann nach r auf:
-%lge =1g0,75+4 2lgr,

_ 21g0,75 + 4lgr  —0,24988 + 41gr
(38) r= e =TT A3aR0

Wir wollen nun zundchst Gl. (38) weiter untersuchen.

Es wird ein Naherungswert fir », den man etwa durch Zeich-
nung ermittelt hat, in die rechte Seite der Gleichung eingesetzt
und damit ein neuer Wert von r ausgerechnet. Dieses Verfahren
wird dann mehrmals wiederholt. Man legt sich zweckmaldiger-
weise eine kleine Tabelle nach folgendem Muster an (Tabelle 12).
Aus dem Naherungswert r == 7,00 erhdlt man so den ersten ver-
besserten Wert #, = 7,21. Setzt man diesen in die rechte Seite
der Gl. (38) ein, so erhdlt man den zweiten verbesserten Wert
7, = 7,38. So findet man eine Folge von Zahlenwerten, die einem
bestimmten Werte r, zustrebt.. Die Differenzen der aufeinander-
folgenden Werte werden immer kleiner, die beiden letzten Tabellen-
werte unterscheiden sich bis in die vierte Dezimale nicht mehr
voneinander. Der Wert 7,4662 ist mit dem nach dem Newton-
schen Verfahren berechneten identisch.
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Tabelle 12
4 lgr — (L,24988
r Igr dlpr | dlgr — (L24988 |r = MRV
7,00 0,84510 | 3,38040 3,13052 7,21 L
7,21 0,85794 | 343176 3,18188 7,33 53
7,33 0,86510 | 3,46040 3,21052 7,40 52
7,40 0,86923 | 3,47692 3,22704 7,44 &3
7,44 0,87157 | 3,48628 3,23640 745
7,45 0,87216 | 3,48864 3,23876 7,4577
74577 | 0,87260 | 3,49040 3,24052 7,4617 3
74617 | 0,87284 | 3,49136 3,24148 7,4640 Ls
74640 | 0,87297 | 3,49188 3,24200 7,4650 =5
7,4650 | 0,87303 | 3,49212 3,24224 7,4655 2 E
7,4655 | 0,87306 | 3,49224 3,24236 7,4660 =E=
7,4660 | 0,87309 | 3,49236 3,24248 7,4662 s
7,4662 | 0,87310 | 3,40 240 3,24 252 7,4662 o
7,4662
Neherynoswerfe
walrer Werf
wolrer Wert
Noherungsschiife

i b b L " k

7 2 32 4 5 6 7

Fig. 105. Schematische Darstellung der Anndherung an die gesuchte
Gleichungswurzel beim Iterationsverfahren

Die Ausfuhrung der Division in der letzten Kolonne der
Tabelle kann zundchst mit dem Rechenschieber durchgefiihrt
werden, erst zum Schlul? benutzen wir eine flnfstellige Log-
arithmentafel.

A amus, Einfiinrung in die hthere Mathematik 12
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Das Verfahren konvergierte in unserem Beispiel nicht so rasch
wie das Newtonsche, war aber, was die Rechnung anbetrifft,
bequemer.

Die Annégherurig an den gesuchten Wert braucht nicht unbedingt
stets so zu erfolgen wie bei diesem Beispiel, namlich von einer
Seite her (Kurvenzug | der Fig. 105); die Anndherung kann auch
oszillierend erfolgen. Hierbei schwanken die Néherungswerte um
den wahren Wert, wobei die Schwankungen mit fortschreitender
Naherung immer geringer werden, wie es der Kurvenweg Il der
Fig. 105 zeigt.

Sehen wir jetzt, was das lterationsverfahren, angewandt auf
die GI. (37), ergibt! Wir legen uns wieder eine Tabelle an und
verfahren nach dem gleichen Schema wie oben.

Tabelle 13
r [
r e —_—
f % e? e? : I.ﬂ e?
= —
0,76 16
7,00 3,50 33,12 44,2 6,65
6,65 333 27,9 37,3 6,11
6,11 3,06 21,3 28,4 5,33

Man erkennt deutlich, dal die ,verbesserten" r-Werte von
Schritt zu Schritt immer schlechter werden und daf? die Differenzen
aufeinanderfolgender r--Werte statt abzunehmen, immer groRer
werden. Man sagt in einem solchen Falle, dal3 das Verfahren diver-
giert. Ein divergentes Verfahren ist nattrlich zur Auflésung einer
Gleichung nicht zu verwenden. Es gibt strenge mathematische
Kriterien, die eine Aussage dariiber gestatten, wann das Iterations-
verfahren konvergiert und wann es divergiert. Statt diese Krite-
rien anzuwenden, probiert man in der Praxis einfach aus, ob der
eingeschlagene Weg der richtige ist. Nach wenigen Naherungs-
schritten erkennt man schon, ob das Verfahren konvergiert oder
ob es divergiert und daher verworfen werden muf3.



4. KAPITEL
Rethendargtellung von Funktionen

Nehmen wir eine Logarithmentafel zur Hand oder betrachten
die Tabelle, in der die Exponentialfunktion auf S. 121 dargestellt
ist! Wir finden da zu jedem Werte x den entsprechenden Funk-
tions y =lga bzw. y = ¢* Jeder Schiuler benutzt eine Log-
arithmentafel und empfindet es as besondere Erleichterung des
Rechnens, da® man z. B. die Multiplikation zweier Zahlen auf die
Addition ihrer Logarithmen zuriickfiihren kann, er macht sich
aber kaum Gedanken darlber, wie denn eigentlich eine solche Log-
arithmentafel entstanden ist.

Was wissen wir zundchst von der Exponentialfunktion und der
Funktion y = Ig ? Eigentlich sehr wenig Qualitatives und prak-
tisch gar nichts Quantitatives! Betrachten wir zunachst y = €

Qualitativ wissen wir von dieser Funktion, da se im ersten
und zweiten Quadranten liegen muR, da3 sie monoton ansteigt,
die negative x-Halbachse zur Asymptote hat und daf3 ihre Neigung
in jedem Punkte den Wert der Ordinate hat. Uber die Funktions-
werte wissen wir nur, dal3 ¢y = 1 fitr 2 == 0 ist; alle anderen Ordi-
natenwerte konnen wir nicht berechnen, weil wir die Zahl e poten-
zieren miBten und e ja unendlich viele Stellen nach dem Komma
besitzt. Rechnen wir z. B. e* als 2,72 so ist das bestimmt falsch,
weil wir nicht alle Dezimalstellen berticksichtigt haben, und das
konnen wir unter keinen Umsténden tun.

Genau so ist es beim Logarithmus. Wir kénnen tber den quali-
tativen Verlauf des Logarithmus etwas aussagen, aber die einzige
guantitative Aussage, die wir machen konnen, ist, dal} lgx =0
fur # =1 sein muB3, da jede Zahl hoch Null genommen Eins ergibt.

Wir sind auch in der Lage, z. B. die Exponentialfunktion zu
differenzieren. Es ist ja stets ¥’ =y’ =y" =--- =¢"; be-

12
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rechnen kénnen wir aber nur die Ableitungen an der Stelle = = 0,
sie haben da alle den Wert ¢ = 1.

So eigenartig es vielleicht zunéchst erscheint, dank der Kenntnis
eines Wertes der Exponentialfunktion und der M 6glichkeit, alleihre
Ableitungen an einer bestimmten Stelle, ndmlich bei x =1, aus
zurechnen, sind wir auch in der Lage, alle anderen Werte der
Exponentialfunktion zu finden und sie dann in einer Tabelle zu-
sammenzustellen. Die folgenden Ausfihrungen sollen zeigen, wie
das geschehen kann.

28. Der Begriff der Potenzreihe

Die meisten empirisch ermittelten Funktionen, die fir Chemie
und Physik von Bedeutung sind, stellen nicht ein streng gultiges
mathematisches Gesetz dar, sondern die aufgestellten Gleichungen
beschreiben das Verhalten einer an sich unbekannten Funktion
innerhalb gewisser, durch die Versuchsbedingungen gegebenen
Grenzen. Auf S. 24 hatten wir ein solches ,,Gesetz" Uber die
Drehung der Polarisationsebene des linear polarisierten Lichtes
in Rohrzuckerlésungen kennengelernt.

Bei Verwendung eines 1dm langen Rohres war

o =060-¢

(wir schreiben jetzt statt «f kirzer einfach «). Diese Gleichung
sagte aus, dal3 zwischen dem Drehwinkel und der Konzentration
Proportionalitét besteht, die Funktion also durch eine gerade Linie
durch den Koordinatenursprung dargestellt werden kann. Das
Steigungsmald der Geraden, also die Zahl 66,5 nennt man die
spezifische Drehung [x]. Es ist also in Buchstaben geschrieben

(39) « =[] c.

Diese Gleichung stellt nun aber kein strenges Gesetz in dem Sinne
dar, da3 sie die Versuchsergebnisse genau richtig flr jede Konzen-
tration wiedergibt. Macht man genauere Messungen oder geht zu
hoheren Konzentrationen Uber, so stimmt die Gleichung nicht mehr
und wir milssen dann statt « == 66,5 c eineandere Gleichung, ndmlich

(40) x = 66,466 - ¢ -+ 0,008%0 - c*
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verwenden. Das kommt daher, da3 die spezifische Drehung [«]
keine Konstante, sondern selbst eine Funktion der Konzentration
ist, die man aber nicht kennt.

Man kann nun in erster Naherung die Annahme machen, [«] sei
eine lineare Funktion der Konzentration, sei also durch die Glei-

chung [x] = [x], + [ali - o

mit den Konstanten [«], und [x]yr darstellbar.
Setzt man diesen Ansatz in Gl. (39) ein, so erhdlt man

@) a=I[al-ec={(l«li+ [xli-c)-c=[ahc+ [xne.

Die Versuche zeigen dann, da3 die Konstanten [«], u nialy i e
Werte 66,456 bzw. 0,00870 haben. Leider erweist es sich bei noch
genaueren Versuchen, da3 auch die Gl. (40) nicht vollstandig

stimmt, sondern dal3 genauere und erweiterte Versuchsergebnisse
durch die GI. (42),

(42) & = 66,456 - ¢ 4 0,00870 - ¢2 — 0,000235 . ¢? ,
dargestellt werden mussen.

Man kann sich diese Gleichung so entstanden denken, dal die
,,Konstante" [«]ir in Gl. (41) selbst wieder eine lineare Funktion
der Konzentration ist, also

und damit [&]ir = {x]. + [2hri e

a=[ali ¢+ ([x)s+ [xhn-¢) -6 = [a] e + [al. ¢ + [xhiy &2,
wobei [fx]III den Wert — 0,000 235 hat.

Diese letzte Gleichung beschreibt nun das tatsachliche Verhalten
sehr gut, aber es ist immerhin denkbar, dal3 noch genauere Mes-
sungen auch durch diese Gleichung nicht befriedigend wieder-
gegeben wiirden. Man kann dann den eingeschlagenen Weg weiter
verfolgen, aso annehmen, dal3 auch [a]IIl keine Konstante, son-
dern eine lineare Funktion der Konzentration ist, und kann dann
mit

[odiar = [&)g -+ [a]iv v o

den Drehwinkel als

a=faie+ [a]z0® + [o]s 6® + &)y o*

darstellen.
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Dieser Prozel3 1t sich in Gedanken beliebig lange fortsetzen
und man kann so die unbekannte Funktion & = f(¢) durch eine
sogenannte Potenzreihe beliebig gut anndhern, mit anderen
Worten, die Funktion durch eine Potenzreihe darstellen.

Dal eine solche Darstellung einer Funktion durch eine Reihe
moglich ist, soll die Fig. 106 erlautern.

45 I :,-"V
z ,.-’;
5
L] - —— .1'
\\ ~ -
A N\ -
‘\ f7) 3 I
; ) \ \/
\“ - 1]
= L]
[}
L}
\
¥
I
‘y'-ﬁ.r:'?.:l'.'
Fig. 106. Naherungsweise Darstellung der Sinusfunktion durch Parabeln
2 =
I =; Il y=2z—73; ¥ yzz—ﬁ+ﬁT

In dieser Figur ist graphisch der Verlauf der Funktion y = sin x
dargestellt. Diese wird, wie schon S. 161 ausgefihrt, durch eine
Wellenlinie dargestellt, die unendlich oft um die x-Achse oszilliert,

die Abszissenachse bei 0, &, 27, 8m..., — @, — 2m, — 32 usSw.
schneidet und deren Ordinaten zwischen den Werten y = 1 und
y = —1 liegen.

Tn einem gewissen Bereich in der Néhe des K oordinatenursprungs
&Rt sich die Sinusfunktion durch die gerade Linie

y==
annahern. Einebessere Annaherung ergi bt schon die kubische Parabel
_ 28 2 %
y=¥Tm Tt T T T w

Diese Kurve schmiegt sich der Sinuslinie schon besser an als die
Gerade, und noch besser tut dies die Parabel fiinften Grades:

2 | af z? Fo
y=r—gptH =5 m:
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Untersucht man diese sogenannten Schmiegungsparabeln
auch von noch hoherem Grade, so findet man, dal? sie die Sinus-
linie um so bessar anndhern, je mehr Summanden sie enthalten.
So kann dann die Sinusfunktion durch eine Potenzreihe mit un-
endlich vielen Gliedern dargestellt werden, die nach folgendem
Schema gebildet ist:

. 22 F oz a2
y=81n3‘,‘33—'3—1+g‘!-—-ﬁ+§'1—*—+'”

Dal3 eine solche Reihe mit unendlich vielen Gliedern (berhaupt
einen definierten endlichen Wert besitzen kann, dirfte aus der
Elementarmathematik bekannt sein. Man pflegt ja im mathe-
matischen Schulunterricht die fallende unendliche geometrische
Reihe zu behandeln, eine Reihe, die nach dem Schema

S=1+g-+¢+¢+¢+- .
gebildet ist, wobei q einen beliebigen echten Bruch bedeutet. Die

Summe 8 der unendlich vielen Glieder dieser Reihe ist, wie eben-

falls aus der Elementarmathematik bekannt,
1
S _ 1-—_'—'-&- .
Demnach hat

s 3 (P

1 1,1
=1+ +r+gtgt
den endlichen Wert g 1

Wenn es nun moglich ist, eine Funk ty=j{x}Jir ch ene
Potenzreihe as

y=atart+artta,*tazt

darzustellen, so mufd man, wenn dieser Darstellung ein praktischer
Wert zukommen soll, die konstanten Koeffizienten a,, @, a.,
@, USW. berechnen konnen.

Liegt die Funktion tabelliert (etwa aus Versuchsergebnissen, wie
bei der Drehung der Polarisationsebene in Zuckerlésungen) vor, so
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lassen sich die Koeffizienten nach bestimmten rechnerischen Ver-
fahren, die noch spéter besprochen werden (Ausgleichsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate. S. 349), aus den vor-
liegenden Funktionswerten ausrechnen und dadurch die unbekannte
Funktion innerhalb eines bestimmten Intervalles durch eine Glei-
chung obiger Art darstellen. Die nicht gemessenen Zwischen-
werte der Funktion lassen sich dann aus der Gleichung berechnen.

Es kann aber auch der Fall vorliegen, daf3 eine Funktion, von
der man nur die allgemeinen Eigenschaften kennt, etwa y = 7,
durch eine Reihe dargestellt werden soll. In diesem Falle genlgt
die Kenntnis der Ordinate und der Ableitungen dieser Funktion
an einer bestimmten Stelle, um die Koeffizienten a,, ¢, @z usw.
zu berechnen. Das wollen wir jetzt zeigen.

29. Die MacLaurin-Reihe
Es sei die Funktion y = f(x) darstellbar durch eine Potenzreihe
y=f@y=ataztazt-ta2t -,

dann sind die Ableitungen der Funktion ebenfalls darstellbar durch
Potenzreihen, welche wie folgt lauten:

¥= [lay=a,+2a, v+ Bayzt+ da,2" + Bayat+ -,
¥= f(g)=2a,+ 2 -Bagx+ 3-da, a2+ 4 - Basa®4 -,
y'=f"2)=2-3a;+2-3-da, x4+ 3-4-Dag a4 -,
YV =V(x)=2.3-4a,+2:3-4-Bayet---.

Fir den speziellen Abszissenwert x = 0 nimmt die Funktion
und ihre Ableitungen folgende Werte an.

flO)=ay e, 0-F az B4 ay-0+ -+ =a,,
f(0) =a, ==la,
J'{0)=2a,=1+2g, =32q,,
F'y=2-3a,=1-2: 3qa, =3!-ay,
0y =2-3-4a,=1-2-3-4g, =4l.q,

und ganz allgemein ist die n-te Ableitung an der Stelle x=10
) =nla,.
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So lassen sich also die gesuchten Koeffizienten ausdriicken durch
den Funktionswert und die Ableitungswerte an der Stelle & = 0.

’ -”0 rr
ap=f(0), a,=}f{(0), ﬂ-a=f-.7{!—), as=f»—3-!gD HEW.

Die gesuchte Reihe, die wir als MacL aurin-Reihe bezeichnen,
nimmt so die Form an:

Flz) = F{0) -+ ' (0) x+f"(0) a1 I”'{ﬂ)xs_i_flvw) .

Kennt man also den Funktionswert an der Stelle & = 0 und ver-
mag da auch die Ableitungen zu bilden, so a3t sich eine Reihen-
darstellung der Funktion angeben.

Wir wollen als erste Anwendung die Reihe fiir # = ¢* aufstellen.
Zu diesem Zweck miissen wir erst die Ableitungen von € bilden
und dann deren Wert flir z =0 berechnen. Nun ist dies sehr
einfach, denn aus

y=¢
f0|gt y'=y”=y' le —ree— %
und daher s . "
FO=f0)=f"0)= =¢=1,

Da wir auch den Funktionswert an der Stelle == 0 kennen (den
einzigen, den wir Uberhaupt angeben konnen!), namlich

) =e =1,
folgt fur die gesuchte Reihe
. x? x? zt x?
¢ :1+3+§!‘+§+ET+E+ '

Nun sind wir in der Lage, die Funktion g = e® zu tabellieren.
Suchen wir z. B. den Funktionswert an der Stelle x = 1, so setzen
wir diesen Wert in die Reihe ein und finden

,;hl—-el«—e——]-i—l%—gl-l- + + +

Je nachdem, wie viele Summanden wir berucksmhtlgen, erhalten
wir den gesuchten Wert mehr oder minder genau. So ist z. B. e
berechnet mit funf Gliedern der Reihe

ea 14+ 140,54 0,16667 4 0,04167 = 2,70834 .



186 I. Teil. Funktionen ener Veranderichen

Nimmt man das nachste Glied '51_1 = (,00834 hinzu, so ergibt sich

2,71668. Das nachste Glied ~61-1= 0,00139 ergibt
ey 2,71807,
und nimmt man schliefflich noch % = 0,00020 hinzu, so folgt

e~ 2,71827.

So kann man €' oder jeden anderen Wert ¢* mit beliebiger Ge-
nauigkeit ausrechnen.

Dabei muRd etwas besonders hervorgehoben werden: die in einer
Tabelle zusammengestellten Werte e® sind selbstversténdlich nicht
die genauen Funktionswerte, sondern nur mehr oder minder gute
Naherungswerte, denn sie sind stets mit einer Reihenentwicklung
berechnet, die nach einer Anzahl von Gliedern abgebrochen wurde.
Der in der Tabelle enthaltene Funktionswert kommt also streng
genommen nicht e*, sondern einer Schmiegungsparabel zu. Prak-
tisch sind aber beide Werte so wenig verschieden, daf? se als gleich
betrachtet werden kdnnen.

Wenn men jedoch bei Rechnungen mit Reihen, wie wir sie noch
durchfihren werden, in Gedanken stets alle unendlich vielen
Glieder als zur Reihe gehdrend auffaldt, so stellt die Reihe nicht
blof3 eine Naherung der Funktion dar, sondern sie ist die Funk-
tion selbst in der Schreibweise einer Reihe.

30. Die Taylor-Reihe

Nicht jede Funktion 18Rt sich in eine MacLaurin-Reihe ent-
wickeln, denn dazu bedarf es der Kenntnis von f{0). Wolltenwir
z.B. y=Inz an der Stelle ¥ =0 entwickeln, so ginge das nicht,
denn fir 2 =0 ist In x gar nicht definiert. Bei Anndherung an
diese Stelle wachst ja der Funktionswert Uber jeden angebbaren
Betrag. In einem solchen Falle geniigt es, wenn man fir irgend-
einen Wert & =& den Funktionswert kennt und an dieser Stelle
die Funktion ableiten kann, dann I&B3t sich die Funktion in eine
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oganamte Taylor-Reihe entwickdn, die fdgendermaien lautet:
#2) = 1) + @) (a—a) + L2 (e —ap +

Auf S. 19 hatten wir eine Gleichung flr die Abhéngigkeit der
Siedetemperatur des Schwefels vom Druck kennengelernt. Sie ist
nichts weiter als eine nach dem dritten Gliede abgebrochene
Taylor-Reihe der empirisch ermittelten Funktion #y = f{p).

Die MacLaurin-Reihe ist natlrlich ein Spezialfal der Tay-
lor-Reihe, bei dem a = 0 ist.

Die Punktion y = In 2 liit sich an der Stelle a = 1 entwickeln,
da wir ja wissen, dal3 In 1= 0 ist. Die Ableitungswerte an dieser
Stelle lassen sich auch leicht bestimmen. Sie lauten:

flz) =nz, fly=In1=0,
ro =5 P =+E =1,
e = = Fy=—t=—1,
£ () = -fg a0 _?_=+2|,
h\'(x)=~%3, jw(l)="-2'1—3x—3!,
Fia)=+221, Fy=+ Iy
Damit erhdlt man fir die Entwicklung des Logarithmus
Ina:=0+(x__1)_ x-l} _]_21(3--1)8 31(341_1};_{_
A
Ine = (1) — S Loty
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Dies ist eine Reihenentwicklung fir die Funktion  =1n 2 und
damit natdrlich auch flr % = lg #, da beide sich nur durch den
Faktor 2230 unterscheiden.

Fir die Berechnung einer Logarithmentafel verwendet man diese
Reihe allerdings nicht, sondern eine andere, die durch eine kleine
Umformung aus der obigen entsteht, und das aus einem Grunde,
den wir bisher noch nicht erwghnt haben.

31. Konvergenz und Divergenz von Reihen

Setzen wir in der fir den Logarithmus abgeleiteten Reihen-
entwicklung x-Werte ein, die kleiner als 2 sind, so laft sich Inx
berechnen, und zwar um so genauer, je mehr Glieder der Reihe
wir berlicksichtigen. Die Reihe hat trotz ihrer unendlich vielen
Glieder einen bestimmten endlichen Wert, ahnlich wie es bei der
erwdhnten unendlichen geometrischen Reihe der Fall war. Man
sagt, dal3 die Reihe konvergiert.

Wenn wir aber in der Reihe fir den Logarithmus z. B. 2z = 3
einsetzen, so erhalten wir

4 B i6 |, 32
ln3=2—§+“§.—*f+g‘“"{ """

Wiirde man jetzt versuchen, durch Hinzunehmen immer weiterer
Glieder In 3 auszurechnen, so wirde man feststellen, dal das
Ergebnis sich nicht immer besser einem bestimmten Wert nahert,
sondern Uber jeden angebbaren Betrag hinaus wéchst. Man sagt,
die Reihe divergiert.

Eine divergente Reihe ist natirlich fur die Berechnung von
Funktionswerten wertlos, nur eine konvergente kann hierzu ver-
wendet werden.

Es gibt Reihen, die fir alle z-Werte konvergieren, z. B. die
MacL aurin-Reihenfir €%, sin x, cos x; es gibt aber auch Reihen,
die fir gewisse xz-Werte konvergieren, fir andere hingegen diver-
gieren, wie z. B. die angegebene Reihe fir In x. Se konvergiert
fir die Werte x zwischen 0 und 2, divergiert aber auBerhalb dieses
Gebietes.

Es gibt exakte Kriterien dafiir, ob eine Reihe konvergiert oder
nicht. Es wirde aber den Rahmen dieses Buches Ubersteigen,
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diese Kriterien im einzelnen zu besprechen. Es muf} daher auf
die mathematischen Lehrblcher verwiesen werden. Erwé&hnt sei
lediglich die Forderung fir die Konvergenz einer Reihe, daR ihre
Glieder von einer bestimmten Stelle an immer kleiner werden
missen. Jedoch ist dies lediglich eine notwendige, aber keine hin-
reichende Bedingung.

So ist z. B. die sogenannte harmonische Reihe

H=1+43+5+5+5+g+atgtgh

divergent (sie divergiert allerdings schwach), obgleich jedes Glied
kleiner ist als das vorhergehende. Ihre Divergenz |aRt sich leicht
durch die Aufstellung einer Vergleichsreihe zeigen, deren Glieder
kleiner als die Glieder der harmonischen Reihe (oder héchstens
gleich) sind. Man nennt eine solche Vergleichsreihe eine Minorante.
Eine solche Minorante der harmonischen Reihe ist z. B.

1 1
R

“— — — ——  —
H 1 1
) 3 F)

Die einzelnen Glieder der Minorante lassen sich in angegebener
Weise zusammenfassen, und so erhélt man

M=ldgtgbgsto .

Dal ihr Wert bei unendlich vielen Gliedern (ber jede Grenze hin-
auswéchst, ist augenscheinlich. Wenn die Minorante der harmo-
nischen Reihe also divergent ist, dann mufl3 es die harmonische
Reihe selbst erst recht sein, da ihre Glieder ja denen der Vergleieha-
reihe gleich oder sogar groRer als diese sind.

32. Das Rechnen mit Reihen

Da eine konvergierende unendliche Reihe bei Beriicksichtigung
ihrer samtlichen Glieder vollberechtigt an Stelle der Funktion
treten kann, lassen sich alle Rechenoperationen statt mit der
Funktion selbst mit ihrer Reihe durchfiihren. Man kann also
Reihen addieren, multiplizieren, differenzieren und (was wir noch
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spater kennenlernen werden) integrieren, so, als ob man mit den
Funktionssymbolen selbst operieren wirde. Besonders die Inte-
gration von Reihen ist von grofer Bedeutung.

An einigen Beispielen wollen wir die Anwendbarkeit der uns
bekannten Rechenoperationen auf die Reihen zeigen.

Die Reihenentwicklung fir sin x haben wir schon auf S. 183
kennengelernt. Man (berzeuge sich durch Bildung von f(0),
7/ (0), /*{0) usw. und Einsetzen dieser Werte in die MacL aurin-
Reihe von ihrer Richtigkeit.

Die Differentiation des sin x liefert cosx (S. 164), also miRte
die differenzierte Sinusreihe die Cosinusreihe ergeben. Es ist

. ® g a2
smx-—.’c—g—l+m~—~,‘,—!+§—‘—+ f

El%r::_x'h“’”"l 33T+55T_77T+99T5“+.""
cos g =1 -~ 21—{—————-{-;:
Man zeigt leicht, dal? dies tatsachlich die Reihe fir cos x ist, denn
fle) =cos z, f0)=cos0 =1,
f{g) = —sinx, J{0) =—sinQ =0
f'ix) = —cos x, f7(0) =—epa 0 =1,
1 (z) =sinz . f7(0y =sin0 =0,
H¥(z) = cos z, V(0 =cos D=1,
7z} = [ (2 f7{0) = —sin 0 =0
Usw, HUsw

Diese Relhe enthdlt aso wegen des Verschwindens aller un-
geraden Ableitungen an der Stelle x = 0 nur Glieder mit geraden
Potenzen von x und lautet, wie oben angegeben.

Bei der Besprechung der hyperbolischen Funktionen wurde auf
8. 157 erwahnt, da3 bei der Langevin-Theorie des Paramagne-
tismus die sogenannte Langevin-Funktion eine Rolle spielt. Se
war definiert as 1

Lz)=Ctge — =
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Wir wollen diese Funktion in eine Reihe entwickeln.

Die Entwicklung des &ty # an der Stelle z = 0 ist unmdglich,
denn diese hyperbolische Funktion hat, wie Fig. 97 auf S. 158
zeigte, bei « = ¢ eine Unendlichkeitsstelle. Wir kénnen aber die
Reihenentwicklung durch Zuriickgehen auf die Definition

¢F |8

@tgx:;

B g

durchfiihren, also die Reihen fir ¢* und ¢~* aufstellen, die Summe
und die Differenz beider Reihen bilden und dann die Summen-
reihe durch die Differenzreihe dividieren. Das Ergebnis ist die
Reihe fir Gtg . Es ist

R P
3”=1+$+%T+§?+":—!+3.7+"',

die Reihe fir ¢=* brauchen wir nicht erst besonders abzuleiten,
wir ersetzen einfach in der obigen Reihe jedes x durch -« und

erhalten
. Y —_ )9 — ) — )b
et =1 )+ G S I

_ xz? a® xt b
ef=l—atoyr—grtg—FT

Bilden wir nun e + ¢~% und ¢* — ¢~ % durch gliedweises Addieren
bzw. Subtrahieren der Reihen, so folgt

x? E o
Gz+8_z=2+2'12-!—+2‘:1“!-+2‘-‘ﬁ'+"'
&2 t at
=2(1+E+7ﬁ+ﬂ+°“)
und
@3 x* 7
et =0z 2t 2 2t
| g 7
=(et g gt )
Damit wird

L x{‘ ’ xﬂ
et lbgdgtagtyto

& —c @ 2 &,
etgrtEgrtar t




192 I. Teil. Funktionen ener Veranderlichen

Nach den dblichen Regeln dividieren wir beide Reihen. Es
ergibt sich

xt x! 2t e ab 2
1+@‘+T+T+"‘ R T e o
1 x ¥
__E—%* 3,+ 5, + = 7. + . =—+5—ut
2 2b
’3*+"5T+ 7! S + 55
T oa zt a8
rtymt e T
- e
KT
- 2 28
__'E"_E?ﬁ—'”_
82 45
S + o
T g0t
Bt
Damit lautet die Rei henentwicklung fur die Langevi n - Funktion:
s 1 1 | 2af 1
=& (¢ __..:_ e
L(z) = Gtg sts—mtam—t z
2 b

L} =3 45+ T

Ableitung des Curieschen Gesetzes aus der Langevin-Theorie.
Benutzen wir dieses Ergebnis, um das paramagnetische Moment o

(S. 157) ds eine Potenzfunktion v (a = NR";? stellen!
Es ist dann
G=Nu(Gtga—7)
nge gty

6_=N,u'N#-ﬁ(1_N"ﬂ’58 2N‘;¢‘-{):_+,__)
SRT 1D RETS T JIp RITH :
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Ist nun die Feldstarke $§ nicht sehr grof3 und die Temperatur T
nicht sehr klein, so sind die Zahlenwerte des zweiten und der
folgenden Klammerglieder sehr klein gegeniiber 1, und daher darf
man sie vernachldssigen. So erhalt man dann

. Nyp
C=FETD

DasVerhaItnis-%, also das auf die Einheit der Feldstarke bezogene

magnetische Moment eines Mols, heilt Molsuszeptibilitat
Yua (vgl. S. 55). Esist aso

Frg — 2= % 1
M{JI—‘&)‘“ TR P?

und da N, & und R konstant sind, 1at sich das Ergebnis auch

Q

Zrol =

schreiben, wenn C eine Konstante bedeutet.

Dies ist aber gerade das in der Magnetochemie so wichtige
Gesetz von Curie, das wir bereits kurz einmal (S. 55) erwéahnten.

33. Die binomische Reihe und das Rechnen
mit kleinen GroéRen

Binomische Reihe
Die Taylor-Reihe
@) = f@y+ (@) @—a) + L% @ —ap 4

+f""“"’(=v ay -

&Rt sich auch anders darstellen.

Bezeichnen wir die Differenz x—a mit dem Buchstaben &, so
ist # =@ < & und die Reihe erhélt die Form

fa+8=i@+ @i+ L0e L0a .

Asmus, Einfuhrung in die hohere Mathematik 13
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Bedeutete x die Abszisse eines-Punktes P im x, y-Koordinaten-
system (Fig. 107). so bedeutet & seine Abszisse in einem um die
/ Strecke a in Richtung der
Yy positiven z-Achse verschobe-

nen &, n-Koordinatensystem.

goreee™

Die zweite Schreibweise der

: Taylor-Reihe ist besonders
| dann empfehlenswert, wenn

| man das Verhalten einer Kur-
ve in unmittelbarer Néhe des
I Punktes mit der Abszisse a

Ry untersuchen will. & ist dann

— “"jr-ﬂf*-* Xeine kleine GroRe.
Wir wollen nun die Funk-
Pig. 107 fciory = " (wobe = auch

eine gebrochene Zahl bedeuten
kann) in eine Taylor-Reihe entwickeln, und zwar an der Stelle
a =1, weil dann %z -1 = 1* = 1 von vornherein bekannt ist.
Es ist

fla)=an, =1,
fla)y=mna"1, f)y=mn,
f"(:c)mnﬁn—l) xn-hs! /”(1}__"”'(”_-1})
/@) =nh—1)(n—2) "> ")y =n{n-=1)(n—2
UIW. UBW.

und daraus folgt
at=flr)=f1+E=(1 +$)n:1+nf+ﬂ(f;-'-1]§n

+ﬂ(“u13]1(n_2)5’+"(“_1}(’!472”?!“3} flofeen,

Benutzt man fur die Ausdriicke

an—1y =an—1)(n~2
g 3r

die aus der Elementarmathematik bekanhte Schreibweise
(?), (;), ('3') (gelesen: n Gber 3) usw.,

"

usw.,

PO ist

a+ar=1+(7)e+(G)e+(D e+ (D) e+
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und in ahnlicher Weise

4o 1= (e (3) o= (5) 4 (1)~

Diese sogenannte binomische Reihe hat im allgemeinen Falle
unendlich viele Glieder. Ist dagegen n eine ganze positive Zahl,
so bricht die Reihe nach einem bestimmten Gliede ab.

So ist z. B.

(g =1+(3 )e+( ye+r(e+(D)e+-

=14 3¢+ Te i e+ il 25'

Alle hoheren Glieder, beglnnend mit &, verschwinden wegen des
Faktors 0, und so erhé@t man

Q+Er=1436+38+8,
ein Ergebnis, das aus der Elementarmathematik bekannt ist.

Rechnen mit kleinen Grofken

Die binomische Reihe |a3t sich mit Vorteil beim praktischen
Zahlenrechnen verwenden, wie einige Beispiele zeigen mdgen.
Es sei auszurechnen s
V 1,0027.

Dieser Ausdruck laRt sich darstellen als
V1,007 = 1,0027% = (1 + 0,0027)}

und 18Rt sich in eine Reihe entwickeln, wobei & = 0,0027 und
=4 1st

V 1,0027 == (1 + 0,0027)%

= 1+—» 0(}0274,-——-—--«2 +0,00272 4 -
Rechnet man die einzelnen Glieder aus, so findet man

V' 1,0027 == 1} 0,0008— 0,00000081 4 — -+ -,
Man sieht, daB in einem solchen Falle, wo £ eine kleine Grofie ist,
alle Glieder der Reihe nach dem zweiten wegen ihrer Kleinheit
18
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fortgelassen werden konnen, so da3 mit hinreichender Genauigkeit

]
1,0027 = 1,0009
ist.
Dieses Ergebnis kann man leicht im Kopf oder mit dem Rechen-
schieber ohne Zuhilfenahme der Logarithmentafel ausrechnen.
Allgemein gelten, wie man leicht durch Reihenentwicklungen
zeigen kann, fur kleine Werte & u. a. folgende Naherungsformeln:

m-(werwi—e Vﬁ'é=(1+e)*m+.le,

T == ftalte, —(+HF a1t

W4
(14 &) m1+2E, JiE=0—8 ~1-3¢,

arp = Ao~ 12, = (=it s T gL

Diese Formeln verwendet man zweckmallig bei Korrekturrech-
nungen.

Zwei physikochemische Beispiele hierzu!

Das Vakuumgewicht eines Koérpers. Ist K das Gewicht eines
Korpers im Vakuum, g seine Dichte, g,, die Dichte der Luft und
0 das Vakuumgewicht der Gewichtsstiicke mit der Dichte gg,
die man auf die analytische Waage legen muf3, um in Luft das
Korpergewicht abzugleichen, so gilt nach dem Prinzip von Archi -
medes

K— A‘E = G— AG N

wenn A¢ und Ag die Auftriebe von Korper und Gewichtsstiicken
in Luft bedeuten. Weiter ist dann

K (2]
E—2 .o, =@—2.
ox oL 2 oL

d

1—-2
K=@ —¢,
1.2

o
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Danun in der Praxis 2% und bei festen Korpern und Flissigkeiten

7
im Mittel auch g—i von der GroRenordnung 10—+ sind, entwickeln
.4

wir in eine binomische Reihe und erhalten
X

K:G(l—-g—.f)-—-l;,—

_]_._.___"

K=o+ ()]

Wieviel Glieder der Reihe muR man nun bei der Ausrechnung
verwenden, wenn man die Wagegenauigkeit einer analytischen
Waage berticksichtigt ?

Bei einer Belastung von 100 g lassen sich noch 10~ g = 0,1 mg

feststellen, der relative Wégefehler betrégt also 1]9“-'5?:10—'.

2 hat die Grofenordnung 1074, (5—‘)’ demnach die GroRen-

o?dnung 10, Durch Vergleich dieserxdrei Zahlen sieht man, dal3
wohl das zweite, aber nicht mehr das dritte Glied mitgenommen
werden mufR. So erhdlt man einfach

2 2] 0 0
K= 6(- )1+ 8) ~o(1-g + &)
Eigentlich mifRte in der letzten Klammer noch das Glied L7

stehen, aber dieses ist ebenfalls von der GrofRenordnung 10-¢ und
braucht deshalb nicht beriicksichtigt zu werden.

Eine solche Abschédtzung der Genauigkeit muf3 natirlich in
jedem Falle vorgenommen werden, da jedes weggelassene Glied
einen Fehler, jedes Uberflissig mitgenommene unnitze Rechen-
arbeit verursacht.

Néherungsform der van der Waalsschen Zustandsgieichung.
Wir wollen noch ein weiteres Beispiel fir die Naherungsrechnung
mit kleinen Grofen anfuhren.

Auf S. 88 hatten wir die van der Waalssche Zustandsgieichung
fir reale Gase kennengelernt, und wir haben auch gesehen, dai
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die Auflésung dieser Gleichung nach V nicht einfach ist. Berlick-
sichtigt man, da3 die Konstanten a und b kleine Korrektirgréfien
darstellen, so laBt sich ein Né&herungsausdruck fir V angeben.
Es ist

(p+5:) (P —8) =
P"(1+;ﬁ)(1—v)=“’
V-—-:RT

? (1+,w.)(1 7
Da die Glieder — Vi und klem gegen 1 sind, folgt durch Anwen-
dung der Naherungsformeln von S. 196
RT a b ab
Vet (=g (1 7) s H (15t =)

Das letzte Glied in der Klammer kann, weil es noch kleiner as
das zweite und dritte ist, vernachlassigt werden.

RT a b
ist aso eine Naherungsgleichung fur V, wobei die Klammerglieder
;TP_* und ¥ ® Klein gegen 1 sind urid daher kloine KorrekturqroBen
darstellen, d|e eine Abanderung der idealen Gasgleichung ¥ == RT

bewirken. In dieser Gleichung ist zunachst V teilweise durch sich
selbst ausgedriickt, und man muB in den beiden Korrekturglie-
dern V durch p und T ausdriicken. Es genlgt nun vollstandig,

hierbei VdurchH Zu ersetzen, also auf eine Korrektur der Korrek-
turglieder zu verzichten. Man erhdlt so
RT ‘RT e .
VﬁsT 1—_3'“1‘"';-3!' %T—ﬁ'{-b.
A Y
Diese Gleichung werden wir noch spater (S 337) bendtigen.



5. KAPITEL
Unbestimmte Ausdriicke

3A. Der Begriff des unbestimmten Ausdruckes

Bei einer bimolekularen, vollstandig verlaufenden Reaktion, wie
es z, B. die Esterverseifung durch eine Lauge ist, gilt folgendes
Gesetz. Sind a und 6 die zu Beginn der Reaktion zusammen-
gebrachten Mengen des Esters und der Base, v das Reaktions-
volumen und x die in der Zeit t verseifte Estermenge, so mufld
fir jeden Zeitpunkt (den Beweis sieche S. 268 bei der Integral-
rechnung) der Ausdruck

v 1 l {a—x}b
T 8=% t=w

eine konstante Zahl sein. Man pruft eine Reaktion auf ihren bimole-
kularen Charakter hin durch die Untersuchung, ob der oben an-
gegebene Ausdruck wirklich fir beliebige Zeiten und beliebige Aus-
gangsmengen konstant ist.

In einem Falle versagt aber diese Prifung. Geht man bei der
Reaktion von stochiometrisch aquivalenten Mengen aus (a = 6),

so ergibt sich fir k
In a—azha
kﬂ—- {4 — x)a L lnl_ﬁuoo

{ a-a tE 0 ¢ 0 .
Man nennt einen solchen Ausdruck unbestimmt, denn % kann
jede beliebige Zahl bedeuten. Es ist ja

==k

(43)

0- 1==0 und damit formal%: 1,
0

0-37=0 =21,

0- a=0 %= .
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Den Wert des speziellen Ausdruckes (43) werden wir spéter, S. 269,
feststellen.

Natirlich ist ein solches Symbol—g-nicht im Sinne einer Gblichen

Division aufzufassen, denn eine Division durch Null ist aus
geschlossen.

Ein ganz dhnlicher Fall liegt vor bei der Untersuchung der elek-
trischen Leitféhigkeit wasseriger Ldsungen starker Elektrolyte.
Die spezifische Leitfahigkeit » (der reziproke Wert des spezifischen
Widerstandes) von Schwefelsdure hat qualitativ als Funktion der
Aquivalentkonzentration  den in Fig. 47 auf S. 73 dargestellten
Verlauf. Diese Grofe kann experimentell bestimmt werden. Fur
den Chemiker ist jedoch dieAquivalentleitfahigkeit A wichtiger,
die als Quotient von x und n oder als Produkt aus x und der &qui-
valenten Verdinnung ¥V als A -~)?~ =+ V gegeben ist.

Um in einem Koordinatensystem A as Funktion von # auf-
tragen zu koénnen, muB man die Werte x durch die zugehorigen
Werte n dividieren oder mit den entsprechenden Werten ¥ multi-
plizieren und mit diesen so errechneten Zahlen dann die Kurve
A = {{) zeichnen. Ein Punkt dieser Kurve 1&3t sich aber nicht
berechnen, rémlich der Schnittpunkt mit der Ordinatenachse.
Fur # =0, aso V¥ =0, ist auch » =0 und damit

/I:-g-oderA=0°oo.

Es ist wieder ein unbestimmter Ausdruck, der sogar zwei ver-
schiedene Formen aufweist. Und gerade der Schnittpunkt der
Kurve A = f(x) mit der Ordinatenachse ist besonders wesentlich:
er stellt ndmlich Ay, die sogenannte Aquwalentleltfahlgkelt bei
unendlicher Verdiinnung dar, deren Kenntnis im Hinblick auf
gewisse Theorien der eIektrontischen Leitfahigkeit von besonderer
Bedeutung ist.

Wir wollen noch ein letztes Beispiel flr einen unbestimmten
Ausdruck heranziehen.

Es sei die Aufgabe gestellt, die Funktion
G=NuL@=Npy [@tga—ﬂ,
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die wir auf S. 157 kennengelernt und auf S. 192 in eine Reihe
entwickelt haben, graphisch darzustellen. Fir jeden Wert von a
lakt sich ¢ ausrechnen, nur fir & = ¢ nicht, denn hier wéchst

sowohl €tga ds au c-i—]ber jeden angebbaren Betrag. Wir er-

halten also auch hier einen unbestimmten Ausdruck, und zwar
von der Form oo—ooa. Dieser Ausdruck kann ebenfals jeden

A R2-%m?

A,

27E

m-

25}

|

23t

22y

2rk

- IR
0 ¢ & ©2 ) 20 3%‘?%*

Fig. 108. Graphische Ermittelung des Wertes Ao fur TIN O3 in wésseriger Losung

beliebigen Wert haben. Wenden wir auf das Zeichen formal
die Ublichen Regeln an, so ist

co—oo="b,
co=5+}oo,

wobei b ein beliebiger endlicher Wert ist. Sein Hinzufligen zu
Unendlich wiirde den unendlich hohen Wert nicht andern.

Natlrlich darf man mit den Symbolen 0 und oo nicht in der
Weise rechnen, wie wir es eben getan haben, denn diese Symbole
(vor alem oo} bedeuten nicht dasselbe wie die Ublichen Zahlen-
symbole 3, 5, 27 oder dergleichen.

Woas versteht man nun unter dem wahren Wert eines unbestimm-
ten Ausdruckes ? Betrachten, wir nochmals unser Leitfahigkeits-
beispiel !
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Tragt man die wie oben angegeben berechnete Aquivalentleit-
fahigkeit der wésserigen Losung eines starken Elektrolyten in
einem Koordinatensystem gegen n oder, was noch zweckmaliger
ist, gegen VEauf, so erhdlt man eine Kurve, die, sofern man im
A, ]/E-Koordinatensystem zeichnet, eine gerade Linie ist, wie es
Fig. 108 fur TINO; zeigt. Man kann nun den Punkt mit =0
oder, was dasselbe ist, }/% = 0« als Abszisse nicht berechnen, aber
man kann an diesen Punkt beliebig nahe herankommen. Man

kann also den Grenzwert lim % bestimmen, wenn x als Funktion
g0

von n bekannt ist. Im Falle des graphischen Auftragens von
A==Z gegen ]/1‘{ verlangert man die eingezeichnete Gerade ein-

fach bis zu ihrem Schnitt mit der A-Achse und nennt den Ordi-
natenwert Ag den wahren Wert des unbestimmten Ausdruckes

von der Form %

35. Auswertung unbestimmter Ausdricke

Die Ermittelung der wahren Werte unbestimmter Ausdriicke
kann je nach lern vorliegenden Fall graphisch oder analytisch as
eine Grenzwert-Bestimmung erfolgen.

Mit der rechnerischen Ermittelung wollen wir uns jetzt befassen.

Es sai die Funktion
& —b

¥ =755

gegeben. Der Ausdruck setzt sich aus zwei Teilfunktionen zu-
sammen: der Geraden

th=z—D>
und der Parabel o= 23— 25.

Die beiden Kurven (Fig. 109) schneiden die x-Achse bei x = 5 und
daher nimmt y fir x = 5 die unbestimmte Form %an. Den Grenz-
wert

lim 275
£+5% -~ 26
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auswerten, heiBt in der Nachbarschaft von # = 5 das Ordinaten-
Verhdltnis 2 bilden und untersuchen, welchem Wert sich dieses
Verhdltnis bel Anndherung an die kritische Stelle néhert. Durch

Aufstellung der kleinen Ta- v
belle 14 finden wir, dal3 y xt
bei Anndherung an die R
ax?-
Tabelle 14 ot BT
30 0125 o v Bx
40 -
45 9,1(%11
48 0,102
49 0,201
5,0 -8: ?
51 0,099
52 0,098
55 0,095 30
6,0 i 0,091 ig.
70 | 0083 Fig, 100

Stelle x = b offensichtlich dem Wer 0,100 strebt. Dies ist der
wahre Wert des unbestimmten Ausdruckes.

Man kann diesen Wert natirlich auch durch exakte Rechnung
finden. Zu diesem Zweck zerlegen wir #*-— 26 in zwei Faktoren,
#—5 und 4 b5, und erhalten

_ z~—b -5 _ 1
Sl T Sl ey g Py R A

Durch das Kiirzen ist die Unbestimmtheit an der Stelle z =5
verschwunden, denn es ist jetzt

1
lim
-+ Ey 5 + 5
Die Aufhebung der Unbestimmtheit kann in der Regel durch An-
Wendung elementarmathematischer Rechenmethoden nicht er-
folgen. Es greift in solchen Féllen die Differentialrechnung ein,
mit deren Hilfe unbestimmte Ausdriicke ausgewertet werden kénnen.

—-—0100
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Es s y:;’(_x) eine Funktion, die an der Stelle & =a die un-
p(z)

bestimmte Form % annimmt. Es ist aso f{a) =9 und gleich-

zeitig g(a) = 0. Wir kdnnen nun sowof{z)als aug(xian
der Stelle x = a in eine Taylor-Reihe entwickeln und erhalten

ey _flat+d)

(=) glet+d)
f(a}+f’(a)*'+f"(a) 21 RO 3,
glo) + 9 (@ E+ 9" (@) 5 5 TE e (@) 37 +
Die ersten Reihenglieder im Zahler und Nenner fallen fort, da

sie den Wert Null haben. Man kann jetzt & im Zahler und Nenner

ausklammern und wegkijrzen und erhadlt dann

Tl {a)+°” ‘f"«s+?i-i‘!3;= ]

' Y4 e Ly

P+ TP Pyt

LRt man nun & nach Null gehen, so ergibt sich

£ _f'@
Jmy = lim ) =~ V@

Der gesuchte Grenzwert ist also gegeben as Quotient der Ab-
leitungen der Teilfunktionen g, = f{z) und y, =g(x) an der
Stelle « = @, denn die hoheren mit £ behafteten Glieder der Tay-

lor-Entwicklungen fallen fir £ -0 {x — a) weg.
Wir wollen diese Regel am eben besprochenen Beispiel erldutern.
Es sei wieder z—5
Y=z=%"
Durch Einzeldifferentiation von Zahler und Nenner (nicht zu ver-
wechseln mit der Differentiation eines Quotienten!) folgt dann

1 1 1
lim ¢ =1lim — =~ === = 0,100.
x-sy x->52 T2 0

yz

4
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Es kann natirlich gelegentlich vorkommen, dal es sich bei der
Berechnung eines unbestimmten Ausdruckes erweist, dafd sowohl
{'{@) as auch ¢ (a) gleichzeitig Null werden. Dann verschwinden
in den Taylor-Entwicklungen auch die zweiten Glieder. Man
kann dann wieder & vorziehen, wegkirzen und zur Grenze Uber-

gehen und erhédlt dann i @
Y=
£ =>4 A (a)

Verschwinden auch die zweiten Ableitungen, so wiederholt man
den oben dargestellten Proze3 so lange, bis die Unbestimmtheit
aufgehoben ist.

Dieses Verfahren ist tbrigens auch zuldssig, wenn die kritische
Stelle a im Unendlichen liegt, wenn es sich also um einen Ausdruck

tim {12

z o0 P(T)

handelt, bei dem f(z) und @(z) fir & — oo einzeln dem Wert Null
zustreben. Den Beweis hierfir wollen wir aber nicht geben.

Nicht immer hat ein unbestimmter Ausdruck die Form %, es
kommen auch die Formen —E, 000, co—oo, 0°und | vor.
Man bringt diese Ausdriicke erst durch elementare Rechnung auf
die Form -g- oder—co:; und bestimmt dann den wahren Wert. Denn
auch Ausdriicke von der Form ;:; kénnen, was ohne Beweis be-

merkt sei, nach der oben angegebenen Regel behandelt werden.
Ein solcher Ausdruck, dessen Wert wir spéter bei der Integral-
rechnung (S. 259) bendtigen werden. ist

lim xe=
2+
Diesen Ausdruck, der die unbestimmte Form oo+ 0 hat, schreiben
wir as Lz
lim -
X = oo
und behandeln ihn nach der abgeleiteten Regel
dx
. ar . 1 1
lim & =1lim % = lim 2 =—=20,
E ol =] o z—bw@: z—»ocex oo

dx
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Man ersieht hieraus Ubrigens, da’ der Wert des Ausdruckes

.ot
lim B
g-roa €

ebenfallsNullist, ganz gleich, ob die positive Zahl nklein oder grof3
ist, denn x" verringert bei jeder Differentiation seinen Exponenten
um 1, dagegen bleibt die Exponentialfunktion im Nenner nach
beliebig vielen Differentiationen unveréndert.

Die im vorstehenden ausgefiihrten theoretischen Uberlegungen
wollen wir nun auf ein praktisches Beispiel anwenden.

Es soll der Wert der Langevin-Funktion an der Stelle Null
ermittelt werden.

L (#) = Gig a:—;:l-

nimmt fir 2 =0 die unbestimmte F 0 co—con . Zundchst
bringen wir durch eine kleine Umrechnung den unbestimmten

Ausdruck auf die Form -g.
z  Gmz = x Gz

Setzt man jetzt x = 0 ein, so erhdlt man %

Durch Differentiation von Zahler und Nenner folgt

d ,
L (0) = lim d_‘(xfofm-—_ Gt 2) = lim ot +2 S z—Gofz
#+0 o (zGinx) z 0 Ginz + zGofx

. 2 @ine
—B_I,no Ginz 4+ xlojz”

Setzt man in den Ableitungen von Zahler und Nenner 2 = 0,

so erhat man wiederum -g- Wir leiten also nochmals ab und
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erhalten d
7 (® Giln ) . Sinz 4 2Gof 2
L(0) = lim — lim
20 & (Sinz + 2o ) oozt Goix + & G e
11 Gzt aolofxr  04+0-1 O
- 02@01x+:¢€5mz 2-1-1-0-9_’2‘““

0

Damit ist geze|gt, dal? die Langevin-Funktion durch eine Kurve
dargestellt wird, die bei @ =0 den Ordinatenwert Null hat, mit
anderen Worten, durch den Koordinatenursprung geht.

Dasselbe Ergebnis erhdlt man selbstverstandlich auch, wenn
man, wie S. 192 geschehen, die Langevin-Funktion in eine
Reihe entwickelt und in der Reihe & = 0 setzt.
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1. KAPITEL

Allgemeines Uber Differentialgleichungen und den

Integralbegriff

36. Etwas Uber Differentialgleichungen

Differentialgleichungen bel naturwissenschaftlichen Problemen

Eine wichtige physikalisch-chemische Grof%e, die oft zur Kenn-
zeichnung von Olen, zur Untersuchung des Polymerisationsgrades

hochpolymerer organischer Verbindungen, wie
etwa Cellulose usw., herangezogen wird, ist die
Zahigkeit 5, von der wir schon auf S. 11 bei
der Gegeniberstellung von % und g beim
Wasser sprachen.

Eine Bestimmungsmethode der Zahigkeit
einer FlUssigkeit besteht nach Stokes darin,
dal? man eine kleine Kugel in das zéhe Me-
dium fallen 18Rt und ihre Fallgeschwindig-
keit c beobachtet. Will man letztere mit der
Zahigkeit in Beziehung setzen, so mufl3 man
eine Gleichung aufstellen, die beide GrofRen
enthalt. Dies l&aB3t sich so durchfuhren, daf
man das Newton sche Gesetz K = mb heran-
zieht, welches die Beziehung zwischen der an

i
¢
4

ZZ

Fig. 110. An einer im

zéhen Medium fallen-

den Kugel angreifende
Kréfte.

einer Mase m angreifenden Kraft K und der hierdurch her-

vorgerufenen Beschleunigung 6 wiedergibt.

An der fallenden Kugel wirken (Fig. 110) insgesamt drei Kréafte:

k3

1. das Gewicht G =mg=vgg g = TR0,
2. der Auftrieb A, der dem Gewicht entgegenwirkt und nach

14
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Archimedes den Wert 4 =vgng =%nragﬂg hat,
3. eine die Fallbewegung hemmende Reibungskraft, die nach
Stokes R=#6nrye ist,
wenn die Buchstaben folgende Bedeutung haben:
r, m, v Uund gg sind Radius, Masse, Volumen und Dichte der

Kugel,
gn und n sind die Dichte bzw. Z&higkeit der Flussigkeit, in der
die Kugel fallt,

¢ ist die Erdbeschleunigung.

Nach dem Newtonschen Gesetz muB3 die resultierende Kraft
G -—A— R gleich dem Produkt aus Kugelmasse und der Be-

. de f . . . . .
schleunigung b=— die jadie erste Ableitung der Geschwindig-
keit nach der Zeit ' oder die zweite Ableitung des Weges nach
dis i

der Zeit ¥ mt) sein. Es gilt aso

de
vog§—veng—6aTYNE=vor 4,

Gurwy e
(@4) G+l =g(1-%)
oder, wenn wir beruckS|cht|gen, dal? die Geschwindigkeit die erste
Ableitung des Weges nach der Zeit ist
d? | bary ds gn
(45) dt3+ vog “ﬁg(l 9.«)
Die beiden Gleichungen (44) und (45) sind keine Bestimmungs-
gleichungen im Ublichen Sinne fir irgendeine unbekannte Grofde,
sie sind aber auch nicht Funktionsgleichungen in dem auf S. 18
definierten Sinne. Es fallt zundchst auf, da3 die Gleichungen
dieser Art [z. B. {44)] erstens Grolen enthalten, die Funktionen
sind (c ist eine Funktion der Zeit t, denn die Fallgeschwindigkeit
ist im Augenblick des Lodassens der Kugel gleich Null und wéchst
mit fortschreitender Zeit) und zweitens auch noch Differential-
guotienten dieser Funktionen aufweisen.
Man nennt solche Gleichungen Differentialgleichungen
und unterscheidet Ordnung und Grad nach der Ordnung des
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hochsten vorkommenden Differentialquotienten und der héchsten
Potenz der unabhangigen Variablen oder ihrer Ableitungen. So
ist z.B. GIl. (44) eine Differentialgleichung erster Ordnung und
ersten Grades, GL (45) dagegen ist auch vom ersten Grade, aber
von zweiter Ordnung.

Der Weg, der zur Aufstellung einer Differentialgleichung fihrt,
kann auch ein ganz anderer sein as der eben beschriebene. Wir
wollen diesen zweiten Weg eben- 7§
falls an einem praktischen Bei-
spiel erlautern. Nach Faraday [\
ist diebei einer Elektrolysedurch
die Stromstarke ¢ wahrend der
Zeit At abgeschiedene Substanz-
menge Am (wir schreiben Am,weil
essich um eine Zunahme der El ek-
trodenmasse handelt) gegeben als

@)  Am=A-i-dr, h <ae &

wenn A das elektrochemische Fig. 111

Aquivalent bedeutet. Diese Glei-

chung ist jedoch nur so lange richtig, as es sich um eine kon-
stante, zeitlich gleichbleibende Stromstarke handelt.

Wie lautet das Gesetz nun, wenn die Stromstérke sich irgendwie
andert, etwa so, wie es Fig. 111 zeigt ? Wie groB ist Am fir die
Zeit At =t,— ¢, 1 Die Stromstarke i ist jetzt eine Funktion von t
[t = f{#] und Am kann nach GIl. (46) nicht berechnet werden,
weil die Stromstarke sich wahrend der ganzen Zeit éndert.

Es ware falsch, bei der Berechnung von Am etwa die Strom-
stérke ¢; oder iy in die Formel (46) einzusetzen, wir wirden im
ersten Falle ein zu hohes, im zweiten ein zu kleines Ergebnis er-
halten; nur ein passend gewahlter Mittelwert konnte uns das
richtige Resultat geben.

Die Auffindung eines solchen Mittelwertes wird wesentlich
leichter, wenn die Zeitspanne A¢ kleiner wird, dann unterscheiden
sich Anfangs- und Endstréme nicht mehr so stark wie im ersten
Falle. Wir begehen auch schon nicht mehr einen so groRen Fehler,
wenn wir bei der Auswertung der Formel eine der beiden Grenz-
stromstérken verwenden. Grundsétzlich kénnen wir keine noch so



214 I. Teil. Funktionen eéner Veranderlichen

kurze Zeitspanne angeben, dal} die Berechnung von Am nach
Gl. (46) strengrichtigist, aber je kleiner wir die Zeitspanne machen,
mit um so, mehr Berechtigung kénnen wir die Stromstdrke als
konstant wahrend dieser Zeitspanne betrachten und in der Grenze
gilt dann durch Ubergang von den Differenzen Am und 4z zu den
Differentialen dm und dt, ganz im Sinne des auf S. 48 Gesagten, die
Differentialgleichung
dm =A% dt .

I Aei=d ).

Der zuletzt besprochene Weg, auf dem man zu einer Differential-
gleichung gelangt, ist nattrlich mit dem ersten identisch. Der
Unterschied besteht nur darin, da beim ersten Verfahren die
Grenzibergangsiberlegungen nicht explizit auftreten;, weil g
2;:"" v~ der Einfilhrung der Differentialquotienten { 2. B. P
@ 98- ) in die Gleichung bei der Bildung derselben vorweg-

genormimen bind.

Uber die Auflésung von Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung, und zwar eine gewdhnliche, im
Gegensatz zu den sogenannten partiellen, von denen wir in
diesem Buche nicht im einzelnen sprechen werden, ist ein mathe-
matischer Ausdruck, der in symbolischer Form z. B. so lautet

€Y Fiy', o,y 2)=0.
Eine Differentialgleichung aufldsen, heif3t eine Funktion
¥ =i

suchen, die so beschaffen ist, dald die G | {(47) U r jeden x-Wert
erfllt ist. '

Die Aufldsung einer Differential glei chung i st naturgemaf? wesent-
lich schwieriger als die Auflésung einer gewohnlichen Bestim-
mungsgleichung, denn man sucht ja bei der Auflésung nicht nur
ein Wertepaar x und y, sondern eine unendliche Anzahl solcher
Wertepaare, die die Funktion darstellen.
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In gewissen einfachen Fallen, und nur mit diesen werden wir
uns im folgenden befassen, lauten die gegebenen Differential-
gleichungen :

Wiy ol Z=jwm.

Es wird in diesen Fallen durch die Differentialgleichungen aus-
gesagt, da3 die ersten Ableitungen einer Funktion nur von y oder
nur von x abhangen.

Zwei spezielle Beispiele sollen das erldutern.

Es se ;

¥
48) =Y
d.h. die Ableitung einer Funktion sei mit dieser zahlenméafig
gleich, oder mit anderen Worten, es werde eine Kurve gesucht,
bei der die Ordinate eines beliebigen Punktes den gleichen Wert
besitzt, wie die Neigung in diesem Punkte.

Die Losung errdt man sofort. Die Exponentialfunktion g = e®
befriedigt die Gl. (48), denn es ist ja

dy _ de® _

-, S = g =

" dz ¢ =¥
Ebenso findet man sofort die Lésung der Differentialgleichung
(49) Wz,

deren Sinn der ist, dal3 eine Kurve gesucht wird, bei der flr jeden
Punkt die Neigung doppelt so gro wie die Abszisse ist. Die Losung
lautet ¥ = «?*, denn differenzieren wir die gefundene Funktion, so
erhalten wir die Ausgangsdifferentialgleichung.

Allerdings muf3 gleich hinzugefligt werden, dal? die gefundenen
Losungen nicht die einzig moglichen sind. Eine Lésung der
Differentialgleichung (48) ist auch y = €' ¢® und entsprechend im
Falle der Gl. (49) ¥ =«*+4 C, wobei C in beiden Féllen jede
beliebige konstante Zahl bedeuten kann, denn es ist

dy _ d(Ce) dy  d{z*+0)

dz ~  dz dz ~  dz
Man erkennt an diesen einfachen Beispielen, dal} eine Differential-
gleichung nicht eine, sondern unendlich viele Loésungen haben
kann. Wir wollen diesen Tatbestand noch unter einem anderen
Gesichtswinkel betrachten.

=Ce¢ =y und =2,
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Das Richtungsfdd
Die beiden Gleichungen

dy
(48) o =Y
und
(49) P

sagen aus, dal3 Kurven gesucht werden, bei denen die Neigungen
durch die obenstehenden Bedingungen gegeben sind. Es liegt nun
i nahe den Gln. (48)
4 und (49) eine be
4 stl mmte geometrische
~dr Deutungzugebenund
,?‘ durch se ein soge
2 hanntes Richtungs-
feld zu definieren,
# wie es die Figg. 112
—/—-bﬂ‘—--] und 113 zeigen.
Fig. 112 stellt das
: durch Gl. (48) be
3 ¥ schriebene Rich-
= tungsfeld dar. In
ot einem rechtwinkligen
b 5’1 K oordinatensystem
N stellt die Gleichung
y = const eine Schar
: zur x- Achseparalleler
Fig. 112. Richtungsfeld Geraden dar. Diese

dy Geraden miissen nun
dz ¥ von den gesuchten

Kurven y = f{x) so
geschnitten werden, dald die Neigung der Kurven mit der
Ordinate y gleich ist; die Steigung mul3 also (unabhéngig vom
x-Wert) mit zunehmendem Werte g = const immer grofier
werden, so wie es die Gesamtheit der kleinen, die Neigung an-
deutenden Pfeile (das Richtungsfeld!) in Fig. 112 angibt.

In gleicher Weise erhdlt man das durch Gl. (49) definierte Rich-
tungsfeld. Hier muR3 auf den Geraden = = const die Neigung der ge-
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suchten Kurven gleichbleibend sein, undzwar doppelt so grofdwie der
Wert x; bei negativen x-Wertenist die Neigung entsprechend negativ.
Man erkennt leicht, dal} bei einer y
geniigend groBen Anzahl eingezeich- Z-¢ 22 Zto 2.
neter Richtungspfeile die gesuchten 5
Kurven qualitativ zeichnerisch er-

mittelt werden kénnen und man er- { { 9 1
kennt desgleichen sofort, dal? durch
die Richtungsfelder jeweils ganze
Kurvenscharen festgelegt werden.
GSJ) besUm@ das Richtungsfeld | h2] A
- = 2 ¢ die Schar der Parabeln

dz
y ==z*~ €, wie man es anschaulich | T
der Fig. 113 entnimmt.
Im Gbrigen ist die Ermittelung der %145 T
gesuchten Kurvenschar tber die Zeich- 1 \ /L l)]’
nung des Richtungsfeldes ein, wenn ¥ \_?-/_
auch etwas grobes, aber as erste
N&herung brauchbares graphisches Fig. 113. Richtungsfeld

Verfahren zum Auflosen von Diffe- dy
rentialgleichungen. ik

b

37. Das unbestimmte Integral
Integration as Umkehrung der Differentiation
Betrachten wir nochmals die spezielle Differentialgleichung
%_z 2z, deren LOsung y = #*-+ €' wir erraten hatten. Diese

Differentialgleichung ist vor anderen dadurch ausgezeichnet, dald
sie aussagt, die Neigung der gesuchten Kurven sei nur eine Funk-
tion der unabhéngigen Veranderlichen. dy

Wie findet man aus dem ersten D|fferent|alquot|enten A

exakt die Funktion selbst? Die Rechenoperation, die man Zu
diesem Zwecke durchfihrt, ist die Umkehrung der Differentiation
und wird Integration genannt.

Das Integrieren ist als eine Umkehroperation des Differenzierens
naturgemal umstandlicher als letzteres, ganz entsprechend, wie
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z. B. das Dividieren schwieriger as das Multiplizieren, das Radi-
zieren schwieriger as das Potenzieren ist. Schon beim Radizieren
ist die Ermittelung des Wertes einer hoheren Wurzel nur auf einem
Umwege Uber das Logarithmieren oder durch rein empirisches Pro-
bieren mdglich; beim Integrieren handelt es sich eigentlich letzten
Endes um ein Erraten der Losung. Allerdings merkt der Gelibte
nicht, dal3 er das Ergebnis errét, da er sich gewisse Gruppen von
Losungen fest ins Gedachtnis eingepréagt hat.

Dal das Integrieren keine eindeutige Operation ist, ist nicht
besonders erstaunlich, schon das Ziehen einer Quadratwurzel fiihrt
ja zu zwei Ergebnissen. Wahrend also das Radizieren ein zwei-
deutiges Resultat liefert, ist' das Ergebnis der Integration unend-
lich vieldeutig. Aber genau so wie beim Wurzelziehen oft nur
eine Losung einen naturwissenschaftlichen Sinn hat und die Aus-
wahl zwischen beiden Ldsungen nur auf Grund nichtmathematischer
Uberlegungen méglich ist, so muR man auch aus der durch die
Integration erhaltenen Kurvenschar eine bestimmte Kurve durch
besondere Uberlegungen herausgreifen.

Bezeichnungen und Symbolik
Bei der Durchfiihrung der Integration bedient man sich einer
besonderen Symbolik, die am speziellen B e i s@=23 e -

dz
sprochen werden soll.
Aus
dy . . dF(ﬁ') _
F=122 oder allgemein 7 =),

wenn die gesuchte Funktion mit F{z) und ihre Ableitung mit f(x)
bezeichnet wird, erhdlt man

dy = 2 xdx oder allgemein dF{z) = f(z)dx .

Um vom Differential dy zur gesuchten Funktion selbst zu ge-
langen, integriert man und deutet diese Operation durch Vor-
setzen des Zeichens f (Integralzeichen) an.

Jdy=y=fzde =234 C

oder allgemein [ dF(z) = F(a) = f j{x)dz.



37. Bas unbesimmte Integra 219

Man netint F{z) = { f(z) dx, adso digenige Punktion, die diffe-
renziert f(z), den sogenannten Integranden, ergibt, das un-
bestimmte Integral oder die Stammfunktion von f{x). Die
Grofe, nach der man die Stammfunktion differenzieren muf3, um
den Integranden zu erhalten, und die unter dem Integral zeichen
hinter dem d (in unserem Beispiel x} steht, heif3t Integrations-
veranderliche oder Integrationsvariable. Die Konstante C
schliefflich trédgt den Namen Integrationskonstante. Die
Zeichen § und d gehoren zusammen und man darf beim Schreiben
von z. B. f 2 xdx das dx nicht vergessen und statt dessen einfach
f 2 setzen. Bei einer solchen Schreibweise wiirde man gar nicht
erkennen, wonach die Stammfunktion differenziert werden soll,
um den Integranden zu ergeben.

Hat der Integrand den Wert 1, wie in
Jdz=[1-de=240C,

so sieht es (bis auf die Integrationskonstante C) so aus, als hoben
die Zeichen f und d in ihrer Wirkung einander auf, ahnlich wie

ewa. die Zeichen V und ()* sich gegenseitig aufheben, z.B.
Vi Ty B =a -+ b.

die symbolische Anwendung der Integralzeichen bei der Diffe-
rentialgleichung %= y gestaltet sich folgendermalien.

Nach der Umkehrregel ergibt sich zunachst

j—”:-—l und hieraus ~dy = de .

Yy ¥ U

Wir denken uns namlich x als Funktion von y und dann ist
(56) x=f%dy-—?lny+0.

Die Funktion & =1Iny+ € nacn y amerenziert (Grofe hinter
dem d unter dem Integralzeichen!) mu3 ja gerade ,;. ergeben.
Losen wir GI. (50) nach y auf, so folgt
In Y= xr—0,
y=eC=ef-gC=qae,
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denn wenn C eine Konstante war, ist auch & = ¢=? gleichfals
eine Konstante.
Auch wenn, es sich um eine kompliziertere Differentialgleichung

handelt, wie z. B. dy
de XY,

kénnen wir mit Erfolg eine Integration durchfihren.
Zunéachst bringen wir samtliche x enthaltenden Gréflzen auf die
eine Seite der Gleichung, alle y enthaltenden auf die andere Seite.

i—dy:-—-—xdm.

Man nennt das eine Trennung der Variablen oder Trennung
der Veranderlichen durchfiihren. Es ist dies ein zur Auflésun
einfacherer Differentialgleichungen, wie se vorwiegend bei math
matischer Behandlung chemischer Probleme auftreten, oft benutz-
tes Verfahren.

Wir denken uns nun eine unbekannte Funktion z, die einerse
durch x ausgedriickt, andererseits auch in y geschrieben wer
kann, und deren Differential dz sowohl

(5) dz = % dy
as auch
(52) dz = —zdx

ist. Die Differentialquotienten der unbekannten Funktion
lauten also

dz 1 dz
a:y—=-g- und a=—x
Aus GIl. (51) folgt
(53) z=f%dy=lny+0,
und aus Gl. (52
(54) e=—[2dz==%+0,

wie durch Differenzieren nach y und x nachgeprift werden kann
Aus (53) und (54) folgt
z2=lny+C, =—%+0,.
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und durch Zusammenziehen beider Integrationskonstanten ergibt

sich ot "
h1y=—§-+03~—01=--9~+0
und hieraus
2 =
(56) y=e *-C=qae *.

Bei den drei im vorstehenden durchgefiihrten Integrationen er-
hielten wir, wie bereits erwéhnt, nicht die Gleichungen von Kur-
ven, sondern von ganzen Kurvenscharen. So ist z. B. die Gl. (55)
der analytische Ausdruck fiir eine Schar von Glockenkurven (vgl.
S. 149). Wenn man sich nun fir eine bestimmte Kurve interessiert,
so muf3 man der unbestimmten Konstanten a einen definierten Wert
geben. Dieser lalt sich festlegen, wenn man einen Punkt durch
sane Koordinaten angeben kann, durch den die speziell gesuchte
kurve hindurchgeht. Von dieser moge etwa bekannt sein, da3 sie
die Ordinatenachse bei ¥ = 2 schneide. Es sind dann # == ¢ und
y°= 2 die Koordinaten eines Punktes der Kurve und daher muf

gdten 0
2=ae 2=a-1
und daraus folgt 4 =2
Die gesuchte Kurve wird aso in ihrem Verlauf bestimmt durch
die Gleichung oy
4§ = %¢ %,

Zwei algemeine Integrationsregeln
Soll eine Summe von Funktionen integriert werden, aso

Fla) = [ [h(®) + fi(@) + fo(2)] do

be stimmt werden, so 183t sich leicht zeigen, daf3

[ 1120+ W)+ h@ds = [ L@ dat [ K@) de + [ 1) de

ist, dal? man also eine Funktionssumme integriert, indem man jeden
feinzelnen Summanden integriert.

Diese Regel ist nichts weiter as die Umkehrung der Regel Uber
die Differentiation einer Summe von Funktionen.
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Esist aso z. B.
JRat+efde=f2zxdat [fdz=a"+e+C,
wie man durch rickwértiges Differenzieren leicht nachprifen

kann. Eine weitere Regel allgemeinen Inhaltes besagt, da3 ein
konstanter Faktor vor das Integralzeichen gezogen werden darf.

faf@)ds = a [ j(z) de.

Auch diese Regel ist nur eine Umkehrung der Differentiationsregel

dlaF{z)] —a aF{z)
dg - dz

So ist z. B. [t
f2:cdx==2 a:dn:=2[——+ 0],

ein Ergebnis, das man ebenfals leicht durch Differentiation nach-
prifen kann, denn die Ableitung von—-[—O ist x und die Ver-
doppelung dieses Zwischenergebnisses I|efert den Ausgang3inite-
granden 2 z.

Wiederholte Integration

Bei den im vorhergehenden besprochenen Grundlagen der Inte-
gralrechnung wurde angenommen, dal die erste Ableitung ei
Funktion gegeben ist und die Stammfunktion gesucht wird.

Es ist nun durchaus moglich, dal? nicht Uber die erste, sondern
Uber die zweite Ableitung einer Funktion eine Aussage gemacht
wird und die Aufgabe gestellt ist, die Urfunktion zu ermittelin
Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, dal} der zweite
Differentialquotient als Funktion der unabhéngigen Variablen
gegeben ist, etwa

Py

=2z oder in algemeiner Form —-——f(x)
Dann ist
p,! d
H=wto, ;;‘:=ff(mldx,

y=—3—+ C x4 Cy, g.:f[ff‘(x)dx]dx_.
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Man erkennt, dal3 bei der zweifachen Integration zwei Integra-
tionskonstanten auftreten (entsprechend mehr, wenn man bei der
wiederholten , Integration von einem noch hoheren Differential-

guotienten ausgeht).

Will man daher aus der ermittelten Kurvenschar eine bestimmte
Kurve herausgreifen, so genugt nicht mehr die Angabe eines Punk-
tes dieser Kurve, denn damit laRt sich nur eine Konstante er-
mitteln. Man muB3 in diesem Falle noch die Koordinaten eines
zweiten auf der Kurve gelegenen Punktes kennen oder die Neigung
der Kurve in einem bekannten Punkte angeben kénnen.

38. Das bestimmte Integral und sein Zusammenhang
mit dem unbestimmten

Integration als Summenbildung

Kehren wir noch einmal zu dem auf S. 213 angedeuteten Pro-
biert der elektrolytischen Abscheidung durch einen in sener
Starke zeitlich veranderlichen Strom zuriick!

&

— 4t —

Q‘h-

¢ ¢ t, ¢

Fig. 114. Darstellung einer Elektrizi-  Fig. 115. Darstellung einer Elektrizi-
tasmenge ds Flache bei zeitlich kon-  tatsmenge ds Flache bei zeitlich ver-
stanter Stromstérke anderlicher Stromstérke

Bei konstanter Stromstarke ip war die in der Zeit At = bty
a bgeschiedene Menge Am gegeben als Am = As.,At Zelchnen
vir uns den zeitlichen Verlauf der Stromstérke i, in einem Ko-
ordinatensystem auf (Fig. 114), so erkennen wir sofort, daf

fm
"= = %o 4¢ dargestellt wird durch den Inhalt der unter der Kurve
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i = {, liegenden schraffierten Flache, die seitlich von den Ordi-
naten, die zu den Abszissen werten ¢, und ¢z gehoren, begrenzt wird.

Ist nun die Stromstarke veranderlich, so wird auch in diesem
Falle, die wahrend der Zeit tz—t, abgeschiedene Menge Amdivi-
diert durch das elektrochemische Aquivalent A gegeben sein als

i3

:&
é\&

L) Ji

W7 %/%/ R r
G, ka4 & ‘
Il ]

%’

;ff% o

Y ]

9. ' oy 4 | 7 & "

Fig. 116. Naherungsweise Flachen- Fig. 117. Naherungsweise Flachen-

inhaltsermittelung durch Bildung der inhaltsermittelung durch Bildung der

Unter- bzw. Obersumme von drei Unter- bzw. Obersumme von sechs
Rechtecken Rechtecken

der Inhalt der schraffierten Flache in Fig. 115. Es ist dann die
Aufgabe zu l6sen, die die wahrend der Elektrolyse ibergegangene
Ladungsmenge darstellende Fléache zu ermitteln.

Teilen wir, wie es in Fig. 116 geschehen ist, das Zeitinterval
tg—1, in drei gleiche Teile und zeichnen einerseits die Rechtecke
I, Ii,, III, sowie I, II, und 111, so erkennen wir, da3 in beide
FAllen der Inhalt der gesuchten Flache und damit die Gibergegangene
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Ladung ndherungsweise ermittelt werden kann as Summe der
drei Rechtecke, also

AN L b I I, = iy A+ iy A iy - A
| = (i, + da+ i) At

und desgleichen
A o Iyt 1,4 11,
wobei stets
Tyt 1+ 11, >80 S 1,4 11, 4 11,

sein wird.

Teilt man das betrachtete Zeitintervall ¢, —1t,; statt in drei,
in sechs (wie esin Fig. 117 geschehen ist) Unterintervalle; so er-
kennt man, da’ die Summe der sechs Rechtecke den gesuchten
Flacheninhalt schon wesentlich besser wiedergibt als die Summe
von den drei Rechtecken. Die Anndherung wird um so genauer,
je gréler die Anzahl der Rechtecke gewdhlt wird. Dabei nadhert
sich bei diesem ProzeR, bei dem zwar die Zahl der Rechtecke n
immer grofer, dagegen die Breite A¢ der einzelnen Streifen immer
kleiner wird, sowohl die Obersumme [+ If,-+ Hf, -+« as
auch die Untersumme 1, -+ If, - 11f, -} --- dem gesuchten
Flachen wert. So kénnen wir diesen als den Grenzwert betrachten,
dem sich die Ober- und Untersumme nahern, wenn n nach Unend-
lich, At dagegen nach Null geht.

Also symbollsch geschrieben ist n

-—T*— lim (54 ¢y+ i+ + - i) At = lim Zik'dt.

L e ool .l
A+ 0 FIE]

Fir. dieses Symbol schreibt man auch einfacher jsdt und

nennt es ein bestimmtes Integral Uber -« dtin den Grenzen ta
bis#g (untere bzw. obere Grenze). Das Zeichen f ist ein stilisiertes 8

und soll an die Summenbildung erinnern.
t

f'g dt wird Ubrigensin einem Coulometer oder Amperestunden-
ZAfler durch elektrochemische oder el ektrodynamische Wirkungen
automatisch, bestimmt.

Asmus, Einfihrung in die hthere Mathematik 15
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Der innere Zusammenhang von bestimmtem und unbestimmtem
Integral

Die Verwendung desselben mathematischen Zeichens und des
selben Namens deutet darauf hin, da3 zwischen dem bestimmten
und dem unbestimmten Integral eine enge Beziehung besteht.
Diesen inneren Zusammenhang zwischen der Grenzwertbestim-
mung einer Summe und der Umkehrung der Differentiation wollen
wir jetzt herausarbeiten.

4}

7¢)

a X | xtix Tt
Fig. 118

Das bestimmte Integral 1aRt sich geometrisch als Flache unter
einer Kurve deuten und sein Wert hangt von der Wahl der Grenzen

x
ab f{({) ist der Inhalt der waagerecht schraffierten Flache in

]
Fig. 118 und ist bei festgehaltener unterer Grenze a eine Funk-
tion der oberen Grenze x. (Die Integrationsveranderliche ist zur
eindeutigen begrifflichen Unterscheidung von der Integrations-
grenze X mit dem Buchstaben t bezeichnet.) Diese Funktion
wollen wir

&
(56) F(xy = [f{6)dt
[ ]
nennen. Der Wert dieser Funktion nimmt in unserem Falle zu,

wenn die obere Grenze x weiter nach rechts hinausriickt, also @
einen grofleren Zahlenwert annimmt.
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Entsprechend bedeutet 2+ Az
P(z -+ Ax) =j i) db

. &
die unter der Kurve ¥ == f(t} befindliche Flache zwischen den
Ordinaten bei t =a und ¢ = = } d=.

Der Zuwachs der in Gl. (56) definierten Funktion ist demnach
z+ dz

AF(z) = F(z + Az)— Flz) — f 10 dt — f F(o) &

und wird geometrisch durch den InhaIt der schrag schraffierten
Flache wiedergegeben. Diese schrég schraffierte Flache &3t sich
inhaltsgleich in ein Rechteck von der Breite 42 und einer Hohe [ (£),
aso dem Flacheninhalte AF{x)}={(&)-Ax verwandeln. Der
Schnittpunkt D der in £ errichteten Senkrechten mit der Kurve
y = f{¢) liegt dann zwischen B und C.

Der Differenzenguotient unserer neu definierten Funktion F(x}ist

z 4+ dx g
F —
4Fe) _ o 42 —Flo mj—x( f Fydi— f f{t}dt)

& G
und wird dargestellt durch die Lénge der gestrichelt gezeichneten
Ordinate y = f(&).
Fragen wir nun nach dem Differentialquotienten unserer Funk-
tion #{x}, so ist er symbolisch wiedergegeben durch

T+ da 2
ARz} . Flz+Az}—F(x) _ . 1 N
Gt = Jim S nl;'z.]:f:c( [roa-{ f“"“)

Geometrisch bedeutet der Grenzllbergang, da3 der Punkt C
beliebig nahe an B heranriickt; damit wird die zusétzliche (schréag
schraffierte) Flache immer kleiner und damit auch das gleichgrole
Rechteck f{&)-d«. Der Punkt D riickt, da er zwischen B und C

liegt, mit C zusammen auf B zu. Der D|fferenzenquot|ent {x)
dargestellt durch die Ordinate f{&), geht damit in der Grenze in
den Differentialquotienten dF(z] Uber und dieser wird nun durch
die Ordin y=f{3)iergegeben

15*



228 I. Teil. Funktionen einer Veranderlichen

So ist also
(57) = f(z).

Damit ist gezeigt, daid das bestimmte und das unbestimmte

r.fF(x)

F .
Integral wesensgleich sind, denn F(z) == f [ (&) & war definiert als
eine Summe, und zwar as

Fiz) = lim j(z),, s At = f jirdt
At =+

und ergibt sieh nun aus GL (57) durch Integration (Umkehrung
der Differentiation) zu

Fiz)= [fx)dz+ C.
Die Bildung der Flachensumme unter einer Kurve ist also inhalt-
lich gleichbedeutend mit der Frage nach der Stammfunktion,

deren Ableitung durch die Kurve, unter der die Flache, bestimmt
£ werden soll, dargestellt wird.

Vergegenwartigen wir uns
noch einmal an Hand einer
Zeichnung das soeben Ge
sagte.

In Fig. 119 sind in zwei
Koordinatensystemen eine
Funkt Fix)und ihre

Ableitung ‘% dargestellt.

Kennt man den Verlauf der
die Funktion F{z) darstellen-
den Kurve |, so laft sich
durch Ermittelung der Tan-
gentenneigung fir einen be-

liebigen Punkt der Wert
df;ix]_feststellen und so die

X Kurve Il zeichnen.

Fig. 119. Erm.ittelung der Stammfunktion I'st umgekehrt der Verlauf

durch Elé&cheninhaltsbestiramungen unter der Ableltung “bekannt
dem Integranden

EN |
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und soll die Stammfunktion F{z) ermittelt werden, so 18Rt sich
die die Stammfunktion darstellende Kurve punktweise zeichnen,
wenn man folgenden Weg einschlégt.

Von a ausgehend wird unter der Ableitungskurve der Flachen-
inhalt eines Streifens ermittelt,
der rechts von der Ordinate frx}
in xbegrenzt wird: Verlegt man
nun die rechte Begrenzung des
Streifens immer weiter nach
rechts, macht aso X immer
grofler, so erhdlt man eine Folge
von Zahlen fir die Flachen-
inhalte der immer gréler wer-
denden Streifen. Zeichnet man
die so ermittelten bestimmten
Integralwerte mit der variablen
oberen Grenze x als Funktion
von x auf, so erhdlt man die ffx;;‘%ﬂ)a’m(
Kurvel, alerdingsin einemum :
das Stiick P{a) nach oben ver- Fo1fe)
schobenen, gestrichelt gezeich-
neten Koordinatensystem. Da
wir die Zahlung der Fléachen-
inhalte erst bei a begonnen ha-
ben, hat die ermittelte Stamm-
funktion bei a den Wert Null. ) 5 "r;
Jede zu der so ermittelten Kurve
parallel verschobene steilt eine Pig. 120. Das bestimmie Integral
dF(x) als Fliche baw. Ordinatenzuwuchs
dax
dar, denn alle diese Funktionen ergeben differenziert f{a).

Estritt also bei der Umkehrung des Differenzierens, auch wenn
wir se geometrisch as Flachenermittlung unter der Ableitungs-
kurve deuten, eine unbestimmte Integrationskonstante auf. Diese
Konstante hat im vorliegenden Falle den Wert #(a).

Die Bestimmung enes Streifenflacheninhaltes unter der Ab-
leitungskurve gibt uns zahlenmaig nur den Ordinatenzuwachs AF
bei einer Stammfunktion zwischen den Abszissen a und x.

£9 )

’

Stammfunktion vonf{z) =
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]
Das bestimmte Integral [ j{x)d=z &t sich demnach (Fig. 120)

/3
geometrisch in doppelter Weise deuten:

1. ds Flache unter der die Funktion f{z) darstellenden Kurve
zwischen den zu a und b gehdrenden Ordinaten,

2.as Ordinatenz F(by—F{z))ei ener Stammkurve
Flxy = [ f{x)dx + C bei beliebigem Wert der Integrations-
konstanten.

Auswertung bestimmter Integrale

Nachdem nun das bestimmte Integral auf das unbestimmte
zurtickgefiihrt worden ist, wird seine Ermittelung leicht.

Es sei die Aufgabe gestellt, den Fla-
cheninhalt der durch Schraffur gekenn-
zeichneten Figur unter der Parabel
% == 21 zu ermitteln, die seitlich von
den Ordinaten bei =1 und z =2
begrenzt wird (Fig. 121). Esist dieser
Flacheninhalt

2

2
F={yde= [a2*dex.
i i

b/ )

h

e r 2 X Wir wissen, dal} der Flacheninhalt F

zahlenmaRig dargestellt wird durch den

Fig. 121. Flacheninhaltss  Ordinatenzuwachs einer Funktion,

bestimmung unter der Parabel deren ersteAbleitung a® ist, zwischen
den Abszissen x =1 und z = 2.

Wir finden zunéchst diese Funktion durch Ausfihrung der Inte-

gration, ohne dal die Grenzen besonders beachtet werden. Die

gesuchte Funktion lautet dann (wie man sich durch Riuckwérts-

differentiation Uberzeugt)

Fa)=5+0,

und ihre Werte sollen die Flacheninhalte der Streifen unter der
Parabel angeben, die links bei & =1 beginnen und nach rechts
bis zur beliebigen Abszisse x reichen. Diese Festsetzung gestattet
es uns, die Integrationskonstante C zu bestimmen. Bei z =1,
wenn also die obere Grenze des Integrals mit seiner unteren zu-
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sammenfdllt, ist noch kein Streifen vorhanden, daher muR3 F{1)
den Wert Null haben. Es ist demnach
18

F=0=240 otr C¢=—T,

und unsere gesuchte spezielle Stammfunktion, die den Fléchen-
inhalt unter der Parabel als Funktion der oberen Grenze angibt,
lautet _ 2 18
F(x) = —3— "--3- .
Wir interessieren uns im besonderen fir den Inhalt der Flache,
die bis zur Ordinate in = 2 reicht, und daher ist
18

PO =5t L@-m=t =1

Damit ist das gesuchte bestimmte Integral ausgewertet. Es ist
2

fx*dx =—Z—

1
Das bedeutet, dal3 die Flache _;T em? groB ist, wenn die Einheits-

langen auf den Koordinatenachsen 1 cm betragen.

Man pflegt sich bei der Auswertung bestimmter Integrale einer
festgelegten Schreibweise zu bedienen. Zu dem eben errechneten
Ergebnis gelangt man formal auf folgendem Wege.

Man integriert zundchst ohne die Grenzen zu beachten und

erhal ——?—, hreibt jedoch rechts vom Ergebnis einen senkrechten

Strich mit den Zahlen 1 und 2, um anzudeuten, a ,[3 bei der Aus-
wertung noch die Grenzen beriicksichtigt werden missen.

2
fx’da:=-z—sz.

31
i

Nun setzt man fir x zunachst die obere Grenze (2), dann die
untere Grenze (1) ein und subtrahiert den so erhaltenen letzteren
Wert von dem ersteren. Das Ergebnis ist die bereits oben ge
fundene Zahlé

% ]2 23 18 8 1 i
F i —_— — —
f:r: da:-———s L—_h—*ﬁ' —g =7
1
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Unstetiger Integrand. Es kann gelegentlich die Aufgabe vor-
liegen, ein bestimmtes Integral auszuwerten, wenn der Integrand

d o '
Fig. 122. Bestimmtes Integral
bei unstetigem Integranden

g

23 45678 9 WX

eine unstetige Funktion ist
und durch eineKurve, wie
se in Fig. 122 schematisch
angedeutet ist, dargestellt
wird.

f/(x}dx wird auch in

diesem Falle durch den
Flacheninhalt der schraf-

- fierten Flache unter der

Kurve gegeben, und man
sieht anschaulich ein, dal3
die Unstetigkeit bei =z = &
keine Komplizierung der
Integralauswertung  mit
sich bringt. Das Integral
wird einfach als Summe
zweier Teil integrale auf-
gefaldt

f1@ds= [ ds

+ [ 1@ da.

Die Teilintegrale, die in
Fig. 122 durch verschiedene
Schraffur angedeutet sind,
werden nach den Ublichen
Rechenmethoden ermittelt.

Einen solchen aus der
Praxis  herausgegriffenen

Fig.'123. Bestimmtes Integral mit einer im Fall findet der Leser auf

Unendlichen liegenden Grenze

S. 278 in Fig. 135 dar-
gestellt.

Im Unendlichen liegende Grenzen. Eine oder auch beide Grenzen
eines bestimmten Integrals konnen im Unendlichen liegen, ohne
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dal3 deswegen der Integralwert Uber einen endlichen Betrag hin-
auswéchst.

So bedeutet z. B. die Auswertung des Integralsf;:;dx die Er-

1
mittelung der unter der Kurve g = —{,- liegenden Fléche, die links
&x

bei =1 beginnt und sich rechts bis ins Unendliche erstreckt.
Dal} diese, in Fig. 123 dargestellte Flache, nicht unendlich grof

ist, liegt daran, dal3 die Ordinalen y = -!; mit wachsendem x dem
&

Werte Null zustreben, und zwar (und das ist wesentlich!) in solchem
Malde, dal3 die Nullstrebigkeit der Ordinaten das Unendlichgrof3-
werden der Abszissenwerte Uberkompensiert.

Der gesuchte Integrralwert ist in diesem speziellen Falle

o "
fédx:——

X x
1

Das Vorzeichen enes bestimmten Integrals und seine Grenzen

Ein bestimmtes Integral wird geometrisch durch eine Flache
unter einer Kurve dargestellt und daher kénnte man annehmen, dal
alle bestimmten Integrale bei dery |
Auswertung eine positive Zahl
ergeben. Das ist jedoch durchaus’ 1 ' y
nicht der Fall. Hierzu ein Beispiel! s

Essden die Flachen zu berech- /’6
nen, die unter der Sinuskurve zwi-
schen & = Qund & == x einerseits?
sowie a=x und a2 =—=2x an- -
dererseits liegen, von denen man
aus Symmetriegrinden  von/
vornherein aussagen kann, dal3 Fig; 124. Flacheninhaltsbestimtnung

se gI_eich sind (Fig. 124). unter der Sinuskurve
Es ist

~— L l=—0+1=1

[==3
1

a 2x
F,=fsinede wuwd F,= [sinzde,
] ]

Fy = = coB a:[l::-hcos:m{— cos 0
Fi=+4+14+1=2
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und F,m—mcosx“=——cos2n+coan
Fo=—-iji—1=-—2
F,=-_F,.

DaR das Integral #, €inen negativen Wert hat, hangt mit fol-
gendem zusammen. Der Inhalt einer Flache &t sich in eindeutiger
Weise aus der Lange der die Flache umschlielenden Kurve und
der besonderen Art dieser Begrenzungslinie ermitteln. Ein be
kannter und einfacher Fall liegt beim Kreise vor. Der Umfang
eines Kreises ist ¥ = 2@ r und der Flacheninhalt F = m#2, aso

Uy I
F:J‘E(ﬁ) :E'

Ahnlich ist es bei einem Quadrat mit der Seite a F = «® und
U =4a und damit F =7

Bei irgendeiner anders begrenzten Flache ist der funktionelle
Zusammenhang von F und U ebenfalls stets vorhanden, wenn
auch nicht so einfach, wie in den beiden genannten Fallen.

Es gibt Apparate (sehe S. 281), sogenannte Planimeter, die es
gestatten, durch Ausmessung der Lange des Umfanges einer Flache
deren Inhalt zu bestimmen. Eswird dabei mit einem Stift die aus-
zumessende Fl|che umfahren und die Art der Umfahrung und die
Lange des dabei zuriickgelegten Weges liefern gemeinsam, vom
Instrument automatisch ausgewertet, den Flacheninhalt.

Denken wir uns einen Wanderer die Begrenzungslinie der ge-
suchten Flache abschreitend, so bedeutet die Auswertung des I nte-

A i

a 6 x 8 b X
Fig. 125. Ermittelung von [f{z)d= Fig. 126. Ermittelung von {f{z)d=
a L}
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b
grals | f(z)dx eine Umwande-

&
rimg der in Fig. 125 schraffier-
ten Flache vom durch einen
Doppelkreis markierten Punkt
in Richtung der Pfeile.
Die umwanderte Fléache liegt

dabei stets zur Rechten des.
Wanderers und wird dabei posi-
tiv gezéhit.

Soll nun im Gegensatz hierzu
das Integral ff(x) dz, dso das
b

selbe wie oben, nur mit vertausch-
ten Grenzen, berechnet werden,
so0 bedeutet das (Fig. 126) eine
Wanderung von dem bei b ge
legenen Punkt im gezeichneten
Pfeilsinne um die gesuchte Fléche
herum. Jetzt liegt die Fléache
stets zur Linken des Wanderers
und wird negativ gezéhlt. Daes
in beiden Fallen diesdlbe Fléche
ist, gilt

| 3 a
Jlieydz =~ [j(z)ds.

Eine Vertauschung der Grenzen
eines bestimmten Integrals fihrt
aso zu einer Umkehrung des
Vorzeichens.

So ist z. B.
n

. a
fsmzdx=—cosx A

¢
=— (coar—c0a 0} = 2

&

&

2r
Fig.127. [sin x dz hat als Summe des
0

positiv gezahlten Integrals Fy und des
negativ gezéhlten Fy den Wert Null!
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und fs'ina:dx:—cosx0:—-(0080-——0059‘5}=—2.

Kehrenuwir nochmals zu dem Beispiel von S. 233 zurlick! Man
entnimmt der Fig. 127 leicht, warum nach der eben gegebenen
Regel F, posmv F, dagegen negativ herauskommt.

Das Integral fsm x dx mufd nattirlich als Summe von F; und F,
den Wert NuII haben.

Differentiation enes bestimmten Integrals nach sanen Grenzen

Der Wert eines bestimmten Integrals ist natiirlich abhéngig von
den Grenzen. Wird die untere Grenze a um da vergroRert, so ver-
kleinert sich der Absolutwert des das I ntegral darstellenden Flachen-
inhaltes, bei VergréRerung der oberen Grenze 6 um Ab wachst
dagegen der Flacheninhalt so, wie es der Fig. 128 anschaulich ent-
nommen werden kann.

Ganz im Sinne der auf S. 226 angestellten Uberlegungen, kann
man nach dem Differentialquotienten des bestimmten Integrals
nach seinen beiden Grenzen fragen und erhdlt dann die leicht zu
merkenden Formel

; |
A = 1)
und -
(59) dff{x) dx
__?.H.&E_ =—j{a)

Wir wollen Formel (58) benutzen, um ein physikalisch-chemi-
sches Problem durchzurechnen.

Man unterscheidet bekanntlich die wahre spezifische Wérme ¢
von der mittleren & und definiert Ietztere durch die Gleichung

c(a,—zl)__fcdt

man ersetzt also in Gedanken die temperaturabhanglge spezifische
Wérme durch einen konstanten Mittelwert, der so gewahlt wird,
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da die zur Erwdrmung von einem Gramm des untersuchten
Stoffes von ¢, auf ¢, bendtigte Warmemenge ¢ {#;—t;} genau so

[
groB3 ist, wie digenige beim tatsichlichen Experiment fcdt).
t

Geometrisch bedeutet das den Ersatz einer Flache unter der'K urve
¢ = f(t} durch ein gleich groRRes Rechteck von der Hohe € (Fig. 129).

)’4 Vafs)
e
Fix} -
' )
7 e Fig. 128. Differentiation eines
bestimmten Integrals nach
/ seinen Grenzen
¥ -
a b X

Kennt man ¢ as Funktion der Temperatur, so ist die Ermitte-
lung von € sehr leicht. Es ist einfach

s
Jedt

— {1

£t
Beim Experiment liegen die Verhdltnisse in der Regel gerade
umgekehrt. Das, was man bestimmt, ist ¢ in einem gewissen Tem-
peraturbereich und das, was man aus den gemessenen Werten zu
berechnen sucht, ist die wahre spezifische Warme c.

ci Bei festgehaltener  unterer
Grenze ¢, des Temperaturinter-
ek — valls ist € abhangig von der

oberen Grenze ¥, und es mige
experimentel | festgestellt worden
sein, dal} ¢ eine lineare Funk-
tion der oberen Temperatur-
: - bereichsgrenze 2, ist. Mithinist
f’ z“a ¢ E=a+b(—1),
Fig. 129. Zusammenhang vonwahrer  wenn a und b zwei Konstanten
und mittlerer spezifischer Wérme  bedeuten.
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Es gilt dann
[
Iﬁdt-:E(t’——tl),
t
}.Gd‘ =[a-+bl—t)] (ta—1t) =a {la—t) + b (ta— ).

4

afeodt
Die wah ¢ =—"—=g-[e (lt—t) + b &—tF]. damn
6(8,):&--%—25(5,-—5,).

Da t, as ene variable Grole angeschen werden sollte, lassen
wir zwecks Andeutung dieses Tatbestandes den Index fort und

schreiben kurz ct)=a-+2b@—1t).

Die wahre spezifische Wéarme ergibt sich im vorliegenden Falle as
eine lineare Funktion der Temperatur (Fig. 130). Die Steigung

o2

Fig. 130. Ermittelung der wahren spezifischen Warme aus der mittleren

der diese Funktion darstellenden Geraden ist doppelt so grof3,
wie digenige der Geraden, die das Verhalten der mittleren
spezifischen Warme als Funktion der oberen Temperaturinter-
vallgrenze wiedergibt.



2. KAPITEL
| ntegrationsmethoden

39. Grundintegrale

Begriff des Grundintegrals

Nachdem wir in dem vorstehenden Kapitel allgemeine Grund-
lagen der Integralrechnung besprochen haben, wollen wir jetzt dazu
Ubergehen, die Methoden kennenzulernen, mit deren Hilfe man in
der Praxis vorkommende Integrale auswerten kann. . Wie schon
erwahnt, gibt esin der Integralrechnung keine Regeln, entsprechend
den in der Differentialrechnung, die es gestatten wirden, jedes be-
liebige vorgelegte Integral zu berechnen.

Die Funktion, welche differenziert den Integranden ergibt, muR3
letzten Endes stets erraten werden. Bei einer gewissen Anzahl
von Integralen merkt man sich einfach die Lésung und bezeichnet
diese Gruppe von Integralen as sogenannte Grundintegrale.
Alle anderen vorkommenden Integrale pflegt man durch besondere,
im folgenden zu besprechende Verfahren in Grundintegrale um-
zuformen und so ihre Lésung zu finden.

Als Grundintegrale pflegt man in der Regel digjenigen zu be-
zeichnen, die die nachstehende Tabelle enthdlt. Man Uberzeuge
sich von der Richtigkeit der angegebenen Ldsung durch Ruick-
waértsdifferenzieren.

Tabelle der Grundintegrale

1. fa:" de = _“_';ll.;_ € (nbeliebige Zahl mit Ausnahmevon — 1),

2. .‘ff=1nx+o,
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I3 )
3 j e dy = ez—l- c,
4. fsin wdr =—cosz + U,

5.fcosxdw==sinx+ c,

dx
mnzx —ctgx+ 0,
T dx
7']50_32*‘htgx‘1 c,

8. f@illxdx:&‘of;c,—i— c,
Q.f@nfxdx=6inx+0,
10 f&n” *f—ESt\g'x-i—C,
10, fuir_igx-;-o_,

12. .[V-;::g arc sin ¢ - ¢,

13'[1‘1““2 =aretgz + C,

14. fﬁ%;;-ﬂt SBinzg - C= In.{xw}-‘}/\l-{-—x“)—!—o,
15. fl/ :—?Ir@oix+02111(x+]/x’wl)+C,
16. f—m;,—?ltigx-{-ﬁnﬂ 3—i-—f—k(}

-+ 1
::?Inx_f{— C.

Die Anwendung der Tabelle ist ohne weiteres verstandlich. An
einem speziell ausgewdhiten Integral wollen wir als Beispiel die
Regel 1 dben.
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. . . dz . .
Es sel zu integrieren . Dies ist
* f Ve

a
dx - g+l _ T

Anwondungsbeispiele

So einfach die Grundintegrale in ihrer Auswertung sind — man
braucht die Lésung nur in der Tabelle der Grundintegrale nach-
zusehen, wenn man sie nicht von vornherein auswendig weil3 —,
so oft treten se doch in den Naturwissenschaften auf. Wir wollen
im folgenden eine kleine Anzahl von Beispielen durchrechnen.

Erwérmung eines Korpers. Um einen Korper mit der Mase g
(Gramm) bei konstantem Volumen von einer Temperatur T; auf
eine Temperatur T, zu erwdrmen, braucht man eine Wé&rme-
menge Q (Calorien): o,

Q——-gi/.c,dﬂ’.

¢y ist die spezifische Warme bei konstantem Volumen und ist eine
Funktion der Temperatur. Bei sehr tiefen Temperaturen, in der
Néahe des absoluten Nullpunktes, ist ¢, fir Kupfer gegeben durch
die Gleichung

cal
g Grad’

wenn T die absolute Temperatur bedeutet.
Um z. B. 1 kg Kupfer von 10° K auf 20° K zu erwérmen, braucht
man eine Wéarmemenge
20 20

Q= 10*-[2,12 101 T0 4T = 9,12 - 10-‘f§[‘=dT
10 10
= 2,12 20 L[ = 0,63 - 10~ (204 — 10%)
— 0,53+ 10~ (2 - 108~ 108) == 0,63+ 10-%- 16+ 10¢ = 7,95 cal.

Anlaufen von Silber in Joddampf. Bringt man ein Silberblech
in einen Raum, der mit Joddampf geflllt ist, so bildet sich auf
der Silberoberflache eine Schicht Jodsilber, deren Dicke x mit der

A s m u s Einflhrung in die hoéhere Mathematik 16

¢y = 2,12+ 107 T2

74 20
4 |1o
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Zeit wéchst. Nach Tammann ist die Wachstumsgeschwindig-
keit der Schicht ihrer eigenen Dicke umgekehrt proportional oder,
in Form einer Gleichung ausgedriickt,

. d k
© =% =%
wobei k eine Konstante bedeutet. Nach welchem Gesetz wéchst
nun die Schicht mit fortschreitender Zeit ¢? Aus Gl. (60) erhalten

wir zdx =kdt.
Wir integrieren auf beiden Seiten und erhalten
frde=Fk[dt,

o8
TG =kt+C,.

Die beiden Integrationskonstanten ziehen wir zu einer zusammen
und schreiben in Zukunft in &hnlichen Féllen immer nur eine
Integrationskonstante :

E =kt C— O =kt 4 C.

Die Konstante C bestimmen wir aus der Bedingung, da3 beim
Beginn der Zeitzdhlung noch kein Jodsilber gebildet gewesen sein
soll, also fir #= ¢ auch die AgJ-Schichtdicke x gleich Null sein
sollte. Hieraus ergibt sich auch € = 0.

Damit erhalten wir das bekannte parabolische Gesetz des An-
laufvorganges 22

—2—mkt,

2= TRi=yIE-YT=4-V1.

Wie gut dieses Gesatz die tatséchlichen Verhéltnisse wiedergibt,
ersicht man aus der Fig. 131. Die ausgezogene Kurve ist theo-
retisch berechnet, die eingezeichneten Punkte sind gemessen.

Isotherme Ausdehnungsarbeit eines idealen Gases. Wird einem
Gas die Gelegenheit gegeben, sich von einem Anfangsvolumen v,
auf ein Endvolumen w», auszudehnen, so leistet es eine Arbeit A,
die gegeben ist durch das Integral

o
A= fpdv.
#
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Zur Durchfiihrung der Integration muf3 man nattrlich wissen,
wie der Druck p vorn Volumen v abhéngt, Es sei speziell die iso-

]

e L]

i

= o

Schichtdicke in mu .
s

:

1 ] 1 i
g 5 17 ) i
———e Aniauieed ig Myl

Fig. 131. Parabolisches Zeitgesetz fur das Anlaufen von Ag in Joddampf

therme Ausdehnungsarbeit eines idealen Gases berechnet, das der
Zustandsgieichung
pr=nRT,
_nRT
Ty

gehorcht. Es ist dann
T

L

'y ty
A=fpdv=nRTf%=nRTlnv
L2 L1

=nRT {nhv,~—1n v) =nRTln%‘-.
1

Trennungsarbeit fir zwei lonen. Ebenso einfach ist auch die
Berechnung der Arbeit, die man aufwenden muf}, um zwei ent-
gegengesetzte elektrische Ladungen aus einem gewissen Abstande a
so weit auseinanderzubringen, dal3 sie keine Anziehung mehr auf-
einander ausiiben. Es mdge sich hierbei um zwei im Wasser be-
findliche lonen handeln, die entgegen ihrer Anziehung durch
ein elektrisches Feld voneinander entfernt werden sollen.

16*
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Die dabei zu leistende Arbeit ist allgemein gegeben as
A=fK&,

wenn K die Anziehungskraft zwischen den Ladungen und ds das
Differential des Weges, auf dem die Kraft wirksam ist, bedeuten.
Nach dem Gesetz von Coulomb ist
' 4t
g1’
wenn e; und e, die Ladungen, r ihren Abstand und e die Dielektrizi-
tatskonstante des Mediums, in dem sich die Ladungen befinden,
bedeuten. A wird damit

o0
A= fe.,e,d e‘e’fdr—ﬁfr"dr
g+d € rd &

&

Die obere Grenze oo ist der mathematische Ausdruck dafiir, dafl

die lonen so weit auseinandergefiihrt werden sollen, da3 sie sich

gegenseitig Uberhaupt nicht mehr anziehen.

Die Integration ergibt dann

A=—usle_anle _ae(l g _aal

£ ris es"oo_'sa g a’

Handelt es sich z. B. um zwei einwertige lonen (Na" und CI")
mit e, = ¢, = 4,80 + 100 elst. E., die in Wasser (e = 80 bei Zim-
mertemperatur) von einem Abstand 28+10°8%cm aus getrennt
werden sollen, so muR man eine Arbeit von

48031020
80-2,8 - 16¢

A == == 1,03« 10~ Erg
leisten.

Lambert-Beersches Gesetz. Die Kolorimetrie, d. h. die chemische
quantitative Analyse einer farbigen Losung auf Grund der Schwé
chling, die das Licht beim Durchgang durch eine gewisse Schicht-
dicke dieser Losung erleidet, beruht auf einem Gesetz, das sich
aus folgenden Uberlegungen ergibt.

Lart man Licht einer bestimmten Wellenldnge und der Inten-
sitdt | durch eine Lésung der molaren Konzentration ¢ hindurch-

treten, so nimmt-die Intensitdt ab um den Betrag dl. Er ist pro-
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portional der Konzentration c, der Intensitét / (hohe Intensitéten
werden also mehr geschwécht als geringe) und der durchstrahlten
Schichtdicke dx.

Also
(62) H=-—5¢:-1-de.

e ist dabei eine Materialkonstante. Man nennt se den molaren
natiirlichen Extinktionskoeffizienten. Das Minuszeichen deutet an,
dal} es sich um eine Intensitédtsabnahme handelt.

Aus Gl. (61) folgt a1

T=—a'c-dx,
%I-=—s c-fda:,
(62) Inl=—¢g-c-240C.

Beim Eintreten in das absorbierende Medium, also bei ener
durchlaufenen Schichtdicke x = 0, hat die Intensitat des Lichtes
den Wert I, (Anfangsintensitdty Daher jst

nf,=042¢.
Die so bestimmte Integrationskonstante wird in Gl. (62) eingesetzt
und man erhalt
Inf=—¢ex4Ini,,

lnI»flnI.,=1n-{-=-—-scz,

Iy
*}; = e~
So finden wir das Gesetz von Lambert und Beer:
{=[f,e-ec®

Dampfdruckkurve des Wassers. Als letztes Beispiel wollen wir
die Frage nach der Temperaturabhéngigkeit des Dampfdruckes p
einer Flussigkeit behandeln. Dieser steigt bekanntlich monoton
und beschleunigt mit wachsender Temperatur. Auch bei diesem
Problem mufl man von einer Differentialgleichung ausgehen, der
Gleichung von Clausius und Clapeyron. Unter gewissen ver-
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einfachten Annahmen, wie z. B. der, dal} der betreffende Dampf
sich wie ein ideadles Gas verhdlt, lautet sie

l1dp L
pdT T ETA

T ist hierbei die absolute Témperatur, R die Gaskonstante und L
die molare Verdampfungswéarme, die selbst eine Funktion der
Temperatur ist. Durch Trennung der Veranderlichen erhdlt man

dp _ LdT
P RI:

A
f —Inp=—t [Edl.

Die Auswertung des Integrals auf der rechten Seite der Glei-
chung ist nun in algemeiner Form nicht moéglich, da es keine
allgemein giltige, einfache Gleichung fir die Temperaturabhangig-
keit von L gibt. Wohl 18Rt sich probeweise irgendeine plausible
Annahme hierfir machen, z. B. die einfachste, da3 L temperatur-
unabhangig ist. Diese Annahme ist bestimmt nicht zutreffend,
aber man kann den Grad ihrer Berechtigung prifen, indem man
unter dieser Voraussetzung die Integration durchfiihrt und das
Ergebnis der Rechnung mit dem Experiment vergleicht.

Hieraus folgt

Wird aso L als eine Konstante betrachtet, so ergibt sich

Wir bestimmen die Konstante C so, dal3 ein Punkt unserer gerech-
neten Kurve g = f{I"} mit dem Experiment sicher Ubereinstimmt.
Wir setzen also fest, daR® bei einer Temperatur T, ein experimentell
ermittelter Druck g, herrschen soll, also

L
Inp0=_—'m+ 0)

L 1
C=E-ﬁ+ln'go
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Damit erhalten wir

L 1 L 1
lﬂ?=—"*§"f+§‘ﬁ+ln%s
p L L
lnp—lnpo—ln—i-;o_-wﬁ,;-——ﬁ,
L L
»_ RO ERT
) ’
L _ L
63 p=poe e FT.

An diesem Ergebnis erkennt man bereits, da die bei der Rech-
nung gemachten Voraussetzungen nicht streng zutreffen. Die

B
Rrr
3000

300y

4
4 M L P/

Fig. 132. Dampfdruckkurve des Wassers
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B

erhaltene Funktion p=f(TH hat den T y p =Ae—?, beiA

und B Konstanten sind. Auf S. 140 hatten wir schon die Funktion
B

y=Ae. ° kennengelernt und gesehen, dai es sich um eine Sfor-

mige Kurve mit einem Wendepunkt handelt, den die monoton

ansteigende experimentelle Dampfdruckkurve nicht aufweist.

Da die Dampfdruckkurve in der Regel nur in einen beschrankten
Temperaturgebiet bendtigt wird, ist es nicht ausgeschlossen, dafd
die gerechnete Kurve die experimentellen Werte mit praktisch
hinreichender Genauigkeit im bendtigten Temperaturbereich wieder-
gibt. Wieerstaunlich gut sich die theoretische Kurve der experimen-
tell aufgenommenen anschmiegt, sei am Beispiel des Wasserdampf-
druckes gezeigt (Fig. 132).

Zur Berechnung dieser theoretischen Kurve sind folgende Werte
verwendet worden:

1, = 378° K, p, = 760 Torr, I = 3720 cal (die Verdampfungs-
wérme beim normalen Siedepunkt) und E == 1,986 cal{Grad.

Mit diesen Werten geht Gl. (63) Uber in

. 4,895~ 10% 4,805 + 10

p=3805-108¢ T =—=8805-10% %

Die nach dieser Gleichung berechnete Dampfdruckkurve ist in
Fig. 132 wiedergegeben. Die eingezeichneten Kreise sind experi-
mentell bestimmte Werte. Die Ubereinstimmung von Rechnung
und Versuch ist ausgezeichnet.

40. Die Substitutionsmethode

Nicht immer flhrt das vorgelegte Problem auf ein Grundintegral.

In einem solchen Falle mu3 man versuchen, durch algemeine
mathematische Methoden, die nichts mit der eigentlichen Integral-
rechnung zu tun haben, das gegebene Integral so umzuformen, dald
es schliefdlich in ein Grundintegral Ubergeht.

Mehrere Methoden fiihren da zum Ziele, aber es gibt keine Regel,
nach der man die passende Methode ermittelt. Dasist reine Ubungs-
sache. In den folgenden Kapiteln sollen einige dieser Methoden,
soweit sie fiir den Chemiker von Bedeutung sind, besprochen werden.
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Als erstes erlautern wir die sogenannte Substitutionsmethode,
die an praktischen Beispielen erarbeitet werden soll.

Isotherme Ausdehnungsarbeit eines Clausiusschen Gases. Es soll
dieisotherme Volumenarbeit eines Gases berechnet werden, welches
nicht der idealen Gasgleichung gehorcht.

Es gibt mehrere Gleichungen, die das Verhalten eines realen
Gases mehr oder minder gut zu beschreiben vermégen. Eine solche
ist z.B. die Gleichung von Clausius.

[/
a, b und c sind hierbei Konstanten. Aus GI. (64) ergibt sich
RT a

P=vV3 T —op
und die isotherme Gasarbeit eines Mols folgt hieraus zu
Pl

Py Fu

RT a

(65) .ﬁ::(pdV:fde—fde
¥a ¥, ¥y

Man sieht sofort, dal? es sich nicht um Grundintegrale handelt,
dal3 aber die Form nicht allzusehr von der eines Grundintegrals
abweicht. Setzt man

V—b== und V—ec=uy,
0 ist '
d(V—»5)=dV =dz und d(V—ec)=dV =dy.

Nun ist die Verwandlung der obigen Integrale in zwei Grundinte-
grale leicht. Diese heilRen
V.—b ‘Pl"—ﬂ

RT 1]
V1""b V;——G

Man erkennt leicht, da3 die Grenzen der neuen Integrale gegen-
Uber denen der Integrale in GI. (65) geandert sind, denn die Inte-
grationsveranderliche x hat z.B. den W ex,= ¥,~& n n
¥ = V, ist, und erhalt fir ¥ = ¥, den Wert 3 == V3~ b.
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Die beiden durch Substitution (daher Substitutionsmethode) er-
haltenen Grundintegrale lassen sich nun sofort integrieren und
ergeben Vo—b , a[ 1 1

— 2 —— —— et ———pai.

A__RTmVrJ4-T[K~c lﬁ_J.

Der Zerfall von N,0 an Goldflachen. Ein weiteres Beispiel fir die
Integration nach der Substitutionsmethode ist die vollsténdig ver-
laufende unimolekulare Reaktion oder die Reaktion erster Ordnung.

Die unimolekulare Reaktion ist dadurch gekennzeichnet, daf}
ein Stoff A sich umsetzt (zerfdlt) zu neuen Stoffen B, C usw.,
also nach der chemischen Gleichung

As>B4+C+ .-

reagiert.
Dem Prozel liegt folgende Differentialgleichung zugrunde:
(66) éE%:k(&—z).

Dabei bedeuten: a die Anfangsmenge und x die bis zur Zeit t um-
gesetzte (zerfalene) Menge des Stoffes A, k ist eine Konstante.
Die Gl. (66) sagt dann aus, dal} die Reaktionsgeschwindigkeit, die
hier als die in der Zeiteinheit umgesetzte Menge des Stoffes A
definiert ist, direkt proportional der in jedem Augenblick noch
vorhandenen Menge der zerfallenden Substanz ist.

Die bis zu einer beliebigen Zeit t umgesetzte Menge x erhalt
man durch Integration.

dz

=k dt,
aq--
dx
[ =[ratto=rito.
Setzt man
_ a—-x=2z,

dann ist d(a—~ ) =~ d = dz
und damit
(67) b C=— % _lz=—In(e—a).

Die Integrationskonstante C ergibt sich durch die Uberlegung, dal
zu Beginn der Beobachtung noch nichts umgesetzt gewesen ist,
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also mathematisch ausgedriickt, ist fir

=0 auch x=0.
Daraus folgt
-0+ C=—In(a—0),

C=—lhea.

Nach Einsetzen dieses Wertes flr die Integrationskonstante in
Gl. (67) ergibt sich
(68) ki=Ilha—In{fa—z)=1In

a
a4z

Durch Ubergang zur Exponentialfunktion ergibt sich

o

oAt — ,
I—

(@a—~2z)eft =aq,
6 —x =ae ¥t
z=a(l—e*,
ein Gleichungstypus, der uns bereits auf S. 132 begegnet ist.
Aufgeldst nach k ergibt die GI. (68)

a
a—z

1
k=7

Diese neue Beziehung sagt aus, dal3 bei jeder Reaktion erster
Ordnung der rechts vom Gleichheitszeichen stehende Ausdruck
fir jeden beliebigen Zeitpunkt denselben Wert ergeben muf3. Dies
ist direkt ein Kriterium dafiir, ob eine Reaktion nach der ersten
Ordnung verlauft.

Ein Beispiel hierfir! Hinsheiwood und Prichard unter-
suchten den Zerfall von Stickstoffoxydul an 900° C heifRen Gold-
flachen und fanden Werte, die der nachstehenden Tabelle 15 ent-
nommen werden kdnnen.

Diese Reaktion ist von erster Ordnung, denn innerhalb der
Versuchsfehler sind die Zahlenwerte der letzten Spalte as kon-
stant anzusehen.
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Tabelle 15
Zeit in Minuten % zersetzt =1 100
t X T 100 —2
165 0,0121
30 32 0,0129
53 50 0,0131
65 57 0,0130
80 65 0,0131
100 73 0,0131
120 78 0,0126

Elektrolyse mit gleichgerichtetem Wechselstrom. Die Substitution
kann auch ganz anders as in den beiden besprochenen Féallen sein.
Auf S. 225 hatten wir gesehen, dal3 nach Faraday die bei einer
Elektrolyse abgeschiedene Substanzmenge 4w durch die Gleichung
gegeben ist: t
tm = A f idt.
£y

Es sei der fir die Elektrolyse zur Verfigung stehende Gleich-
strom durch Gleichrichtung von sinusférmigem Wechselstrom ent-
standen. Er habe den in Fig. 133 dargestellten Verlauf.

Jeder Bogen ist ein Teil einer Sinuskurve mit der Gleichung

i=dosinwt=1,sin 2%,
Nun sei gefragt nach der in einer Zeit t=n--§-, adsoeinemViel-
fachen der halben Periode des urspriinglichen Wechselstroms, ab-

F

-

'“"—‘7&—‘! ¢

Fig. 133 Kommutierter Sinusstrom
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geschiedenen Substanzmenge. Es ist dann

T

2
Adm=nd io-sing?“t-dt,
o

wie man leicht erkennt, nicht durch ein Grundintegral gegeben.
Die Substitution

)= Fawd, k=

fuhrt aber sofort auf ein bekanntes Grundintegral.

L d

A-m=nﬁiofainz-i-dz::n‘qi“rfsinzdz.

2xn 2n
0 a
Die gednderten Grenzen ergeben sich aus der leichten Uberlegung,
dal for t=0 auch z2=0
ist und flr - R P
E-—2—-, Z‘E—t—'-é--—‘?t.

Durch Integration des Grundintegrals erhalten wir

. ndiy s mdir 0 ndir
Am == — g G082 =~ coszs-—T—(coav,O—cosu)

rui'i,, (141 = ?”i‘u

Aus der Theorle des Paramagnetismud. Ein weiteres Beispiel fir
eine oft vorkommende Substitution sei der Theorie der para-
magnetischen Suszeptibilitdt enthommen.

Bei dieser Theorie geht es kurz gesagt um folgendes. Die Mole-
kile einer paramagnetischen Substanz, etwa NO,- oder QO.Mole-
kile (die magnetischen Eigenschaften des Sauerstoffs werden
neuerdings zu analytischen Zwecken ausgenutzt) werden aufgefaldt
ds kleine permanente magnetische Dipole von der Starke m, die
ohne auferes magnetisches Feld wirr durcheinanderliegen und daher
ihren Magnetismus nach aufen hin nicht zeigen. Bringt man das
Gas aber in ein magnetisches Feld §, so sind die Dipole bestrebt,
sich im Felde in Richtung der Kraftlinien einzustellen, werden
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jedoch durch die Temperaturbewegung daran gehindert. Die Aus-
richtung ist nun um so bessar, je hoher die Feldstérke einerseits
und je tiefer die Temperatur andererseits ist. Die Ermittelung
der quantitativen Abhéangigkeit des resultierenden magnetischen
Momentes eines Mols (Zahl der Dipole im Mol =N) des unter-
suchten Gases von den beiden genannten Grof3en ist Gegenstand
der Theorie, die von Langevin stammt.

In dieser Theorie muR unter anderem eine Grofle C berechnet
werden, die gegeben ist als

O = ¥

m L

[
Je BT indde

wobei # eineWinkel variableist.
Das Integral sieht zunéchst recht schwierig aus, geht aber in
ein Grundintegral Uber durch die Substitution

Nmd
kT

Nm . _

— &7 sin & df = dz ,
. RT
smﬁdl9=—N—-m$

Mit dieser Substitution und unter Bertcksichtigung der neuen

cos P =z,

dz .

- Y _Nmp o T . )
Grenzen (furﬁu-Olstx——?f—j,-und fird=mist x= RT)
erhalten wir das Grundintegral
Nmp Nmb
, TTRT L T
Fmgeond BT BT [
RT x — x —
fe sin ¢ df = fe Nm&)dx—ng’ . & da
0 L Emo _Emd
ET RT
Nmd
= Nmp Nmb
- BT o T _ Eg‘_(enr __‘g__jz'r)
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Man kann natlrlich mit Recht die Frage stellen, wie man dazu
kommt, gerade diese oder jene Substitution zu wéahlen. Eine all-
gemeine Regel gibt es hierflr nicht» Die passende Substitution
zu finden, ist Ubungssache. Jedoch &Rt sich zum Trost sagen,
dal die fir den Chemiker in Frage kommenden Substitutionen in
der Regel sehr leicht zu finden sind.

Beim letzten Beispiel fand man die Substitution eigentlich in
zwei Stufen. Zuné&chst sieht man (und man gewdhne es sich an,
es sofort zu sehen!), dal

sinf dff = —~d cos
ist Man hat daher

Eﬁﬂma
feRT sin 0 df = [ed®dginH df = — [ed® P d oo,
also schon fast ein Grundintegral von der Form f &*dz, wenn man
cos ¥ mit z bezeichnet. Stérend ist nur der konstante Faktor im
Exponenten der e-Funktion. Da aber
dz = +d(d2)

ist (und auch das gewthne man sich an, sofort zu sehen!), ist

feﬁm“’dcosﬁs e‘“’"“"-%—-d(“l cos #)

.—_——j'Tfe-‘w“Bd{Acosﬂ)..
Die zweckmalligste Substitution ist demnach
- _n§
2=Acosf = BT cos P,

Mit den oben aufgezahlten und durchgerechneten Beispielen sind
natlrlich nicht alle moglichen Falle erschopft. Es gibt zahlreiche
weitere, den Chemiker allerdings weniger interessierende Sub-
stitutionsmaglichkeiten.  Ubungsbeispiele fir die seltener vor-
kommenden Substitutionen findet der Leser in der Aufgaben-
sammlung am Schlul? des Buches.
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41. Partielle Integration

Begriff und Durchfiihrung der partiellen Integration

Nicht immer fihrt die Substitutionsmethode zur Berechnung
eines Integrals. Eine weitere Integrationsmethode ist die so-
genannte teilweise oder partielle Integration.

Es handelt sich hierbei im Grunde um die Umkehrung der
Differentiationsregel fir das Produkt zweier Funktionen (S. 125),
welche die Form 2(u) do 2

iz Y& '&

hatte, oder als Gleichung zwischen Differentialen geschrieben,
dluv) =udv 4 vdu.

Durch Umstellun  #dv=d (n2)—wvdu, aus
fudv= [d{uv)— fvdu

fudv=uv— [vdu,

Nach der Methode der partiellen Integration wird das vorgelegte
Integral fwude nicht sofort vollstandig integriert, sondern in einen
integrierten Bestandtell uv und ein neues Integral — f-vdu auf-
gespalten. Es sieht zunéchst in der abstrakten Formulierung so
aus, als wére damit nichts gewonnen. Aber es gibt zahlreiche Félle,
bei denen fwvdu entweder ein Grundintegral ist ader zumindest
leichter zu integrieren ist als das Ausgangsintegral [« dv.

Zwei abstrakte Beispiele sollen das zunéchst erlautern.

Es sei auszurechnen

finadx.

Hier-entspricht In x dem u und dx dem dv. Also ist x =v und
das Integral laft sich wie folgt aufldsen:

u

flnz_dxr-lna:‘x—-fx-dlnx=z-lnx—fx'-idz
% de Soe W e du z

=xlnz—fd:c=xlnx7—x+0
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Das zweite Beispiel
fzefda

erscheint etwas schwieriger wegen des Auftretens zweier Funk-
tionen vor dem Differential dx. Aus naheliegenden Griinden fassen
wir aber € und dx gemeinsam als Differential einer Funktion v auf,
denn es ist ja
Edr =de*.
Hiermit wird
fefde= [zxdé® =ae— ["de=ae®—"+ C

% do % dr uv v odu

Natlrlich sind wir beim Integral f %e* dx nicht von vornherein
gezwungen so vorzugehen, wie wir es getan haben; wir kénnen
auch ¢ mit u bezeichnen und x dx mit dv, denn x dx ist dasselbe

wied(f;). Wir koénnten die Losung des Integrals aso auch nach
folgendem Schema versuchen,

fxe”dx—f xda:hje”d =e-§- f—-e dx
v 4

L
&
= e‘”%——-% e dr,

und nun erkennt man sofort, dafd wir jetzt durch die partielle
Integration das Problem nicht vereinfacht, sondern noch schwie-
riger gemacht haben. Das neue Integral enthé@lt x bereits in der
zweiten Potenz, wahrend das Ausgangsintegral es nur in der ersten
enthielt. Es gibt keine Regel, nach der man bei der partiellen
Integration die zweckmaigste Aufteilung des Integranden finden
konnte. Das ist Ubungssache und kann nur durch praktisches
Rechnen erlernt werden.

Anwendungsbcispiele

Die mittlere Geschwindigkeit von Oasmolekeln. Zuné&chst ein Bei-
spiel aus der kinetischen Gastheorie. Auf S. 152 hatten wir bereits
gesehen, dal3 nach dieser Theorie die Molekeln eines Gasss sich in
einer dauernden ungeordneten Bewegung befinden. Samtliche Ge-

Asmus, Einfiihrung in die hthere Mathematik 17
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schwindigkeiten {von 0 bis oo} sind vertreten, und zwar verteilen
se sich auf die einzelnen Molekeln nach der Verteilungsfunktion
} = f{®). Es gibt nur wenige langsame Molekeln, auch die sehr
raschen sind sehr selten; die mittleren Geschwindigkeiten sind
wesentlich haufiger vertreten und eine bestimmte Geschwindig-

keit, wir nannten sie e ict am hindi vorzufinden. Wir be-
. q/2RT
rechneten sie auf S. 156 zu »,, = I/T'
Wir wollen uns nun die Frage nach der mittleren Geschwindig-
keit v (gemittelte Grollen pflegt man zu lberstreichen) vorlegen.
Man sieht sofort ein, dafd die mittlere Geschwindigkeit nicht mit
,, Ubereinstimmen kann. Das wére nur dann der Fall, wenn die
Kurve f = f{¥) symmetrisch wéare. ¥ mul3 sich vielmehr etwas
grolRer as v, ergeben.

Was versteht man unter der mittleren Geschwindigkeit? Se
wird definiert durch folgendes bestimmte Integral:

v=fuvfrdv
/
Nach S. 152 ist
Ml
[ 46 Pl
TR
Ve G
Damit wird

4 P .
Ve ey [ vce 28Ty dp,
2RI
V+(5r)
0

Zur Abkirzung bezeichnen w iég—ﬁ; i t dem Buchstaben A und
erhalten

(2}

. ]
v :*tdife_‘"'v“dv=4A

va

wenn wir das Integral kurz | nennen.
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Die Berechnung des Integrals geschieht nun leicht nach der
Methode der partiellen Integration. Wir spalten zundchst »®
wieder in ¢ und @ auf, aso

[==] (=)

I=le " r¥dy= [e 1" pt-pdy,
/ /
]
denn v dv erkennen wir sofort as d(%):%d(u’)
Damit nimmt das Integral folgende Form an:

I= 1 fe""’ v d (v .
0

e

Nun erweitern wir mit 4%

1 s
122—‘48'/“4'26-4" ‘U“d(‘u’)
0

und unter Aufspaltung von A% in A « A schreiben wir das Integral
in der Form

I=§lﬁfe"“’-Av’°d(A v2} .
o

Setzen wir nun fiir A#? den Buchstaben x, so ergibt sich
1 -
.I =mfe a‘:d:v .
0

Eine Anderung der Grenzen ist hierbei nicht erforderlich, da fiir
v=0 auch x=Av zu Null wird und fiir v =co auch x =4 v
den Wert annimmt.

Das so vorbereitete Integral laRt sich nach der Methode der
partiellen Integration leicht integrieren;

L] o0 [==] o
etade=|xze*de=[a-d(—e*)=—ze* + [ e da

Of l:[u dv ﬁ[ 0 Of

=—getT—e =0+ 004 1=1.

17*
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Damit wird I SR
I= 240 =55
und die mittlere Geschwindigkeit ergibt sich zu

g gt _ 2 2 ___?_H'Ia'z_._@-'
V= 24 Ya-ya —a/ M Va M

Va | sk
: " 2RT
Nach Einsetzen des Wertes #,, fiir 5 folgt
a:%-vﬂ, =113,

Das mittlere, magnetische Moment eines paramagnetischen Soffes.
In ganz entsprechender Weise wird auch ein Integral berechnet,
dasder auf S. 253 erwdhnten Langevin-Theorie des Paramagnetis-
mus entnommen ist. Nach dieser Theorie ist das magnetische
Moment eines Mols & durch Berechnung nachstehenden Integrals

T Y
F = Yo e cos & sin § dd
gegeben. 0

Setzt man zur Abkirzung far %?é—-g? den Buchstaben a und

beriicksichtigt, dal} siné#df =d (—cos?)=—dcos? ist, so
erhdlt man, &hnlich wie im vorhergehenden Beispiel,

f &80 ? . g 005 B - dia cos P)

+a
4 a

L _m { e xdx
T 2a8ine | 7 :
—a
Eine Anderung der Integralgrenzen erweist sich bei Anderung
der Integrationsvariablen als notwendig, weil fur

Nma 1

0= " TGine &

$ =0, cos P =1 und acos@=a,
sowie fiir —
=, cosd=—1 und acosdt=—agq

wird.
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Die Ldsung des Integrals f e® x dx ist uns aber schon von S. 257
bekannt. Wir tbernehmen das Resultat und erhalten

- N +
o=2ag?:w(xe‘_-—e“) —a daCma[ act—et+aett
= gl (e )~ (e — )

L) (5
aCma[a@Di““emG] Nm [@tga—-—-:l

- Nm§ RT

a-Nm[(Stg (_RT )“N__mga

Das Ergebnis der Integration liefert uns aso die Langevin-
Funktion, die wir bereits S. 157 behandelt, haben.

Effektive Sromstarke eines Snusstromes. Eine weitere Anwen-
dung der partiellen Integration ergibt sich aus folgender Frage-
stellung heraus.

Welche Grole zeigt ein Wechselstrom-Amperemeter an ? Ist die
angezeigte Stromstérke etwa die Amplitude %, oder irgendeine
andere Grofe ?

Die Wechselstrom-Amperemeter sind so geeicht, dal} sie den
sogenannten Effektivwert der Stromstérke anzeigen. Diese effek-
tive Stromstarke ist bekanntlich definiert as diejenige gedachte
Gleichstromstérke, die, durch denselben Widerstand wie der zu
untersuchende Wechselstrom flief3end, in derselben Zeit (etwa der
Periode r des Wechselstromes) die gleiche elektrische Arbeit leistet.

Mathematisch 18Rt sich dieser Satz durch die Gleichung aus-
dricken:

i2eRr= [Rivdt,

Arbelt des Arbalt des
Glelchstrome Wechaelstroms
in der Zelt 7. in der Zeit r.

Hieraus folgt fir den Effektivstrom

fert = V%!&" dt .
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Handelt es sich um einen sinusformigen Wechselstrom
2
o= 1 sm ——t , S0 erhalt man

terr ——V [1«0 ain? »—t = 1,,]/ f%m‘

Nach der Substitutionsmethode filhren wir eine neue Integra-
tionsveranderliche ein, ndmlich

x*%t d
T

x—_—-2—nd£,
T

andern sinngemald die Integrationsgrenzen und erhalten

FE]

. . 1 = .

lert = to ;-ﬁ{mn’xdx:zo fsm’a:dx
S

Wir haben also unser Problem zurlickgefihrt auf die Aufldsung
des Integrals [sint zdx.

Dieses lalt sich nun nach der Methode der partiellen Integration
weiterbehandeln, denn es ist
fsin* 2 % = [sin z -sin zdz = [siv ©+d (— cos 2)
== —sin x cos z + | cos? a dx.
Es scheint zunédchst durch diese Rechnung nichts gewonnen zu
sein, dennwir haben f sin? x dx auf das gleich schwierige f eos? xdx

zurtickgefthrt. Erinnern wir uns aber der einfachen trigono-
metrischen Formel

sin? -4 cos? x = 1, cos?x = 1l—sin? g,
fsin? g de = —sin @ cos - [ (1 —sin?® 2) da
so erha =—sinzcosz-} [de— [sin? wdx
[sint zda = —sin xcos x-+ z— fsin?xda.
2fsin*zdy =—sinaxcosx+
Wir bringenc p . sinzcosz . « 3te und erhalten
fsm’zdx=-—-———2~——-+ 5 -
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Mit diesem Resultat 1&t sich nun leicht die effektive Strom-
starke berechnen. Ihr Wert ist:

n
.. 1 g o _1_ __Hsin:ccosx &
seu—nolz‘ Z—;J.sm xda‘:.—-—tu‘l/2n( —3 + 2)
@

W%V_(-o+n+o 0) = i, Vﬁ’

Tegr = 0,707 4,

Zerfall von N0 am Platinkontakt. Als letztes Beispiel fur die
Anwendung der vielseitig verwendbaren Methode der partiellen
Integration wollen wir die von Hinsheiwood und Prichard
untersuchte katalytische Zersetzung von N,0 am Platinkontakt
wahlen.

Bei dieser Reaktion, die durch den beim Zerfall gebildeten
Sauerstoff gehemmt wird, gilt fir die Reaktionsgeschwindigkeit,
die as zeitliche Anderung der N,0-Menge definiert wird, die
Gleichung

_dla—x)_dx k{a—x)
di =a = 14-ba"

k und b sind hierbei Konstanten, x die in der Zeit t zerfalene N,0-
Menge und a dessen Anfangsmenge. Um den zeitlichen Zerfall
des N,0 zu studieren, integrieren wir die Differentialgleichung und

erhalten
z_fﬁ'—ﬁi‘d +C.

Das Integral spalten wir wie folgt auf:

14+bx, da 2dr
f 8—g dx—fa—x+bfamx'

Unter Verwendung der Substitutionsmethode ergibt das erste Teil-

integral
[ [%=2 e,
[ Bl [* Jl
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Das zweite Teilintegral integrieren wir unter Benutzung dieses
Ergebnisses partiell.

xdx dz
fa__x= x-“__x=fx-d[-—ln(a~——m)]
[ dp

' do

=—zxhn{e—a)+ flo(a—z)de
=—zln{a—a2)— fIn{a—2x)-d{a—=x)
=-—zin{e—2a)—~ [Inzdz.

Nach S. 256 ist finzds = zlnz—z, somit, wenn wir statt z
wieder a—x schreiben,

f 242 zin(@—2)— (@—2)In (@ —2) + (a— )

£l
——zlhfa—2)—aln(@—2)+ zIn (@ —2) + (@ —2)
=—gln(@—a) o+ (@— ). '
Hiermit erhélt man
kt=—Infg~x)—ab-In@@a—a)+bla—2)+C

Unter Berlcksichtigung, dal} zur Zeit ¢ = 0 auch die zerfallene
N,0-Menge @ = 0 ist, ergibt sich C zu

OC=ha-4ab-lna—ad
und damit
kt=lnar-Infe—2)+ablna—n@—2)] - ab~bax—ab

a
a—zx

mlna-i—x+ab-ln ~ b

@&
=(1+Gb)'lﬂm—bx.

Fur jeden beliebigen Zeitpunkt muf} daher bei dem N,O-Zerfall
am Platinkontakt folgende Grole stets denselben Wert haben:

1+4ab e - b=z
¢ ‘lna—-_x ¢

k=
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Wie gut die Rechnung den tatsachlichen Verlauf der Reaktion
erfaldt, zeigt nachstehende fir 741° C geltende Tabelle. Die Kon-
stanten haben hierbei die Werte a = 95 und b = 0,0295.

Tabelle 16

X t k

10 315 0, 000402
20 750 0, 000406
30 1400 0, 000394
40 2250 0, 000398
50 3450 0, 000393
60 5150 0, 000391

42. Integration durch Partialbruchzerlegung
Problemstellung und Methodik

Ein sehr wichtiges Problem der chemischen Kinetik fihrt uns
auf eine weitere Integrationsmethode. Es ist die Frage nach dem
zeitlichen Ablauf einer vollstéandig verlaufenden bimolekularen
Reaktion. Ein klassisches Beispiel hierfir ist die Esterverseifung.

Die Verseifung von Athylacetat durch Natronlauge
CH,CO0CH; 4 NaOH — CH,COONa + C;H,0H

wird, wie in der physikalischen Chemie allgemein gezeigt wird,
durch die Differentialgleichung beschrieben:
d{e — d &
_de—2) ‘u“’) = =@ b—2
Hierbei bedeuten die einzelnen Buchstaben:

z = verseifte Estermenge oder verbrauchte Laugenmenge
v = das Reaktionsvolumen
& = Anfangsmenge des Esters
b = Anfangsmenge der Lauge
k = eine Konstante.
Durch Trennung der Variablen und Integration ergibt sich
(69) L3 dz

v (& —x) (b—a)
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Die Integration des rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Aus-
drucks ist nicht mit den uns bis jetzt bekannten Methoden durch-
flhrbar. Se gelingt jedoch nach der Methode der Integration
durch Partialbruchzerlegung.

Diese Methode beruht auf der Umkehrung einer in der Elemen-
tarmathematik oft gelibten Aufgabe, zwei oder mehrere Briiche
auf einen Hauptnenner zu bringen.

Wir erlautern die Methode am besten zun&chst an einem ein-
fachen Zahlenbeispiel.

Es sei zu integrieren
42— 16 x4 19
G=D G5 E—5 0%

Der Integrand ist eine sogenannte gebrochene rationale Funktion,
die dadurch gekennzeichnet ist, dal} die hdchste Potenz von x
im Zahler niedriger as digenige im Nenner (nach Ausmultipli-
zieren der Klammerausdriicke) ist. Er |aRt sich as Summe von
drei Brichen darstellen wie folgt:

4z2 1419 4 B C
E—N{z—2){z—8)  =z—1 e e
Die Gl. (70) besagt, dal3 sich drei Zahlen A, B und C so finden
lassen, daB sie fir jeden Wert von x identisch erfillt ist.

Wir bringen die drei Brlche der rechten Seite dieser Identitét
auf gleichen Nenner und erhalten, wenn wir den Nenner auf beiden
Seiten fortlassen,

42 —152+4 19
=A(z—(z—8+ Bz—~1)(x—3)+ C(x—1){z—2).
I T 111

(70)

Da die Gleichung fir jeden Wert von x erflllt sein muB3, gilt
se auch fir & = 1. Setzen wir diesen Wert ein, dann fallen die
Glieder 11 und I I | wegen der in ihnen vorkommenden Klammern
(x—1) fort. (Aus diesem Grunde wahlen wir gerade x = 1) Es
ergibt sich

4:1—15-14+19=4A01—-2{1—13)
B=24
A=4.
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Aus der gleichen Uberlegung heraus setzen wir jetzt z = 2 und
dann x = 3. Wir erhalten

4-20—15-24+19=B(@2—1)(2—3)

5=

B=—5
und
4-3%—15.3 4 19_-0{3——1)(3—2)
10=2
C-—5

Durch diese Rechnung haben wir die drei gesuchten Werte A,
B und 0 gefunden und kdnnen den Integranden in die drei folgen-
den Briiche zerlegen:

4z*—1bax-+10 4
z—1 (z—H @—38) x—1 x—’-f

Damit geht das gesuchte Integral in eine Summe von drei Teil-
integralen Uber. Die Teilintegrale kénnen sofort nach der Sub-
stitutionsmethode errechnet werden.

421624 1D — dx dz dx
DG @ 4f “$f —2t f -3
=4ln(z—1}—bln(z— )4 bln(z— - C.

Nach Durchrechnung dieses numerischen Beispieles kehren wir
zu unserem, den Chemiker mehr interessierenden Ausgangsproblem
zuriick.

Anwendungsbeispiele

Vollstandig verlaufende bimolekulare Reaktion. Das uns bei der
vollsténdig verlaufenden bimolekularen Reaktion (S. 265) entgegen-
getretene Integral ist nun genau nach dem eben behandelten Vor-
bild zu integrieren.

Wir zerlegen den Integranden in zwei Partialbriiche

1
+ b —x’

{a —x) {b—z} ¢ —
l=A@G—a)+ Bla—=z).
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Fir & =a wird
1=A(p—a)=—4 (a1},

und es ergibt sich hiera: - 1
=T a5
1=RBa—1¥),
Desgleichen folgt fur 1
B= .
a—b
Damit wird
dz _ 1 dx . 1 o2
-z b—ax)  a—bla—xz  a—blb—=

1
a-—b

Inh—2)4C

3 :
=E—:51n (@~ 2} —

- (9o

so daB die integrierte Gleichung (69) lautet:
Rkt 1. a—x

L1 @

Die Integrationskonstante C bestimmen wir durch die Fest-
setzung, dal} z.B. zur Zeit t=90 au x=10:2i n soll; die Zeit-
zahlung soll also im Augenblick des Zusammengie3ens der Rea-
genzien beginnen. Damit wird

1 @ , _ 1 e
0=G_~b[n?+0’ d——a_ﬁ'b.[ﬂ'?‘,
ki1 a—zy 1 a_ 1 . bla—az)
T a-—b n(b—x) a—'blnb Ta—b a(p—a)’
Nach diesem Ergebnis ist eine bimolekulare, vollstandig ver-
laufende Reaktion dadurch gekennzeichnet, dal? fir jeden beliebigen

Zeitpunkt

_r 1 b{a—ux)
(7) k__l_'a——-b°lna{b-—z)
konstant sein mul3.

Diese Beziehung gilt Gbrigens nur fir den Fall a5, d.h.
wenn beim Experiment von stéchiometrisch nicht aquivalenten
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Mengen ausgegangen wird. Fir denFall @ = b versagt die Gl. (71),
denn k wird dann zu einem unbestimmten Ausdruck von der
Form %. Die Behandlung solcher Ausdriicke haben wir auf S. 204
kennengelernt.

Nach der da angegebenen Regel erhdlt man fir diesen Spezial-
fall durch Umformung

 PRACEE ] Mb oLl | i
b—lim | L. ol ¥y, Mbtin@—x)—lne—in{b—x)

b+a ¢ = bsa a—b ’
und die Differentiation von Zahler und Nenner nach b ergibt
1 1
_ T bz _ vy b—(-2)_ v
_Ti'_ﬁ'i‘*ll 7 lim b(b—:r:) =1 i’f}la(b— 7
v xr
sz'a{a—x}

Dasselbe Resultat erhd@t man natirlich, wenn man von vorn-
herein in der Ausgangsdifferentialgleichung (S. 2G5 a = b setzt
und dann, diesmal nach der Substitutionsmethode, integriert.

dx
F/ i

dx 'k
f(;:w:f?‘“

"Mit g — 2 = z und dx = — dz folgt

dz k
1

(a—w) (fa—x) = -(a,—a:)'

1 ki
;=a—a:=_ff+o'
Fiir ¢ = 0 ist auch x = 0, also
c=1
@
a—z 8 v’
a—a+x _ kt
ala—=z) v’
v z
k=-£_'a(a-a:)’
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entsprechend dem aus dem unbestimmten Ausdruck abgeleiteten
Wert.

Autokatalytisch beschleunigter Zerfall von Ag,0. Ein weiteres Bei-
spiel zur Eintbung der Integration durch Partialbruchzerlegung
entnehmen wir ebenfalls der Reaktionskinetik.

Wir behandeln den Fall einer monomolekularen Reaktion mit
Autokatalyse. Eswird hierbei angenommen, dafl3 beim Zerfall eines
Stoffes ein entstehendes Produkt die Reaktion katalystich be-
schleunigt, wie es z. B. bei der thermischen Zersetzung von Ag,Oder
Fallist, wo das entstehende Silber nach L ewis als Katalysator wirkt.

Die Differentialgleichung einer solchen Reaktion lautet

G ha—Dtkr—2) =+ k) e—a).

Es bedeuten wieder, wie auf S. 124, x die zersetzte Menge und a
die Anfangsmenge der zerfallenden Substanz, k, und k zwei Kon-
stanten. Der erste Summand auf der rechten Seite der Gleichung
mit der Geschwindigkeitskonstanten &, ist derjenige Geschwindig-
keitsanteil, der der unkatalysierten Reaktion entspricht. Die Ge-
schwindigkeit der unkatalysierten Reaktion wird jedoch um den
zweiten Anteil erhoht. Bei diesem Geschwindigkeitsanteil wird
einerseits angenommen, dal3 er proportional der jeweils noch vor-
handenen Menge des Ausgangsstoffes (a@— x) ist, andererseits aber
auch proportional der Menge des gebildeten Katalysators, die
gleich der zersetzten Menge x des Ausgangs Stoffes ist.

Das zu berechnende Integral lautet

f o= dx
Tk, k) @—a)
Der Integrand wird in zwei Partialbriiche zerlegt:
1 __4_, B
ky+ ko) 0 ~a) kK, kx| a—ax’
= A{a — x) + Bk, + kx).
Fur k
t=a¢ und xz= ——k—"

erhédlt man
B =

I
k,+ ka a+_u'w!::.+ka'
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Damit geht das Integral Uber in

f dx & dx 1 [da:
(b +ke)(@a—2) ky+kaf b +kz' k+ka)a—z’

und nach der Substitutionsmethode folgt hieraus

k 1 1
t=—-—-——ka+ ka'TIn {k, + km)————-—k“ - ka~in (f@a—x) C
Somit ist
.. . 1 kL+kz ) )
Fir t=0 sd auch =Xz g ppdivofmgertwWir die Integrations-
konstante *
1 ks
Es folgt schliefdlich
1 a{k, + kz)

n

‘zk,,+ka' kule —2)

Ldst man diese Endgleichung nach x auf, so erhalt man die zer-
setzte Menge as Funktion der Zeit:

ek, 4 ka)
(fc“-i—ak)t-—ln-—m-—-—a_x) s

ak,+akx=I(ak,—k, 2 tstakde
wlak-tk,etutort] =gk, [ePuteble 1],
@ &, [oFutemit — 1]
z= ak-i-kug(twuh

Das ist die Gleichung, die wir zu einer Differentiationsiibung auf
S. 124 benutzt haben.

43. Néaherungsweise Auswertung von Integralen

Integration durch Reihenentwicklung

Die in den vorstehenden Paragraphen beschriebenen Integra-
tionsmethoden fihren in der Praxis nicht immer zum Erfolg, und
zwar aus mehreren Griinden. Einerseits gibt es Integrale, die
analytisch nicht auswertbar sind, weil es keine bekannte Funktion
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gibt, die differenziert den Integrariden ergibt; Beispiele hierflr
sind etwa die Integralefmedx unde:- dz. Andererseits kann

der Integrand unter Umstdnden nur in tabellarischer oder gra-
phischer Darstellung vorliegen.

Wir wollen im folgenden einige Verfahren kennenlernen, die man
in solchen Fallen bei der Auswertung der Integrale anwenden kann.

Als erstes besprechen wir das Verfahren der gliedweisen Integra-
tion des in eine Reihe entwickelten Integranden.

Fehlerwahrscheinlichkeit. Bei den Ausfiihrungen tber die Expo-
nentialfunktion besprachen wir auch die Gaufische Fehlervertei-
lung und stellten fest, da® beim Messen irgendeiner Grole stets
die Moglichkeit eines Fehlers gegeben ist, dal3 jedoch der Fehler
um so unwahrscheinlicher ist, einen je gréleren Betrag er an-
nehmen soll.

Das quantitative Gesetz lautete

dn h -
= l—!-;e M de = f(x) da

und sagte aus, dal3 die auf die Gesamtzahl der Beobachtungen
bezogene Zahl der Fehlbeobachtungen, deren Fehler in den Be-
reich ¢ bis # 4 @ fiel, durch obenstehenden Ausdruck gegeben ist.

Die Wahrscheinlic Wypeine GroRe mit. einem Fehler,
dessen Wert den Betrag 4 F nicht (bersteigt, zu messen, ist
gegeben durch das Integral +F

Wer == [e#ede

oder wegen der Symmetrie des Integranden als

F
(72) Wap = ;—f f M gy,
7T
Dieses Integral laft sich nicht Pn geschlossener Form auswerten,
weil es keine bekannte einfache Funktion gibt, die differenziert
den Integranden ergibt.
Jedoch ist die Integration nicht schwierig, weil sich der Inte-
grand in eine konvergierende Reihe entwickeln [83t. Da die Reihe,
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wie wir bereits wissen, eine andere Schreibweise des Integranden
darstellt, liefert ihre gliedweise Integration, sofern man in Ge
danken ale unendlich vielen Glieder berlicksichtigt, die gesuchte
Funktion, und zwar ebenfals in der Darstellungsweise einer Reihe.
Nach dieser Methode wollen wir das Integral (72) auswerten.
Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, da® h den Wert 1
hat, dann handelt es sich um die Auswertung von

F
Je = da.
3
Die Reihe fiir ¢ lautete (S. 185)
xt 2® et | 2f
E=1l+e+m+nt+tatot
Wird statt = iiberall — 2* geschricben, so erhilt man
—at T okl TN Gnd MR Gockh M
CE =i+ A T Ty T

_ xt ® a® 10
e =1yt g T

Da.mitw1rd
o g8
—x’ — - el P
f dx’_f(l 2+ 21 —gt—t )d“’
) R IR
=(“’"§+5—21“’7-3;+9-41"‘+ )10
F? It P F®
l =F—srtrm—rantea— T

und die Wahrscheinlichkeit, die GroRe innerhalb der gegebenen
Fehlergrenzen zu messen, ist dann

2 F? Fe ¥ o
W'ﬂ‘=V§(F_3«11+5-21‘”7-3:+9-41_+'")'

Molwérme fester Kérper nach Debye. Ein zweites Beispiel ent-
nehmen wir der physikalischen Chemie.

Nach der Theorie der spezifischen Warmen fester Kérper von
Debye ist die Molwarme €, (S. 335) gegeben durch den Ausdruck

a8 dax
-(74) Co “dT[QRT 9) fe“’-l
A smus, Einfiihrung in die hthere Mathematlk 18
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Dabei ist R die Gaskonstante, T die absolute Temperatur und &
die sogenannte charakteristische Temperatur. Um C, berechnen
zu koénnen, missen wir erst das Integral auswerten. Zu diesem
Zweck entwickeln wir den Integranden in eine Reihe. Der Nenner
e*-—1 wird durch die Reihe
al 2 at . at @ x4
Itetyrtgtgt - —l=atg byttt

dargestellt.
Dividieren wir x° durch diese Reihe, so erhalten wir

23 aA
R T e o

Durch Integration folgt hieraus
a

[loga et o= 5t )
op[L_ % (2
EG)E_§+TF“+”}

Die Reihenentwicklung kann um so friher abgebrochen werden,

je kleiner die Werte ® =§, sind, je hoher also die Temperaturen

sind, fur die die Molwarme berechnet werden soll.
Wir setzen das Integrationsergebnis in Gl. (74) ein und erhalten

omilons G 7 1§51 )

d 9 3,060
O‘,:E?(sﬂT—-S-R@-J"%R'}FH-‘i"),

S Big

C,,=3R~§6R(g)z+....

Fir sehr hohe Temperaturen {T'->oc) fallen alle Glieder auler
dem ersten fort und wir erhalten fir ¢, den Wert 3 R, gemél}
der Regel von Dulong und Petit.
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Ein Verfahren zur Abschatzung des Wertes eines bestimmten
Integrals

Es ist oft von Wert fir ein bestimmtes Integral, das nicht in
geschlossener Form auswertbar ist, wenigstens einen N&herungs-
wert zu erhalten. Eine gelegentlich anwendbare Methode, die das
gestattet, wollen wir jetzt be-
sprechen. y

Sie beruht auf dem an sich
trivialen Satz, daR, wenn eine /— v
Punktion f{x) fir alle Werte
von x innerhalb des Intervalles fix)

a bis 6 der GroRe nach standig
zwischen zwei Funktionen ¢ {z) _ 4 Prx

und ¢ (x} liegt, also i
p{r) < f{2) < p@) auch _ .

/L.

( /

b b
‘_[rp(x) da <&H(x) dx<“fv,v{a:) dz 2 r

ist. Tig. 134.

Dieser Satz ergibt sich un
mittelbar aus Betrachtung der Fig. 134, weil die fraglichen Inte-
grale die Flachen unter den jeweiligen Kurven sind.

Wir wollen dieses Verfahren nun anwenden, um den Wert des
Integrals

Xt

0.5
Je®dx,
0

welches nach S. 273 bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit,
eine GroRe innerhalb einer gewissen Fehlergrenze zu messen, auf-
tritt, zu bestimmen.

Folgende Ungleichungen lassen sich der Reihe nach aufstellen.
Da x zwischen 0 und 0,5 seinen Wert andern soll, gilt

02506

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit X, so bleibt sie bestehen;
es gilt also
0 < 0be.
18*
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Ist nun x? einerseits stets groRer as Null, andererseits jedoch
kleiner as 0,5 %, so gilt for 0, —2* und 0,62 das Gegenteil,
namlich 0> —22> 05z
Damit gilt auch 0> et > g0se
1= e~ = g'“-”‘ .

Jetzt besitzen wir drei Funktionen

f(z) =& (der Integrand),

p(x) =e"=* und px)=1,
die der Bedingung des, oben angefiihrten Satzes entsprechen.

Damit ist auch das gesuchte Integral zwischen zwei Werten ein-

geschlossen 05 05

fl dx‘;-fe’ da:>fe'“’da:

Die beiden, den gesuchten Wert emschlleBenden Integrale lassen
sich leicht auswerten. Es ist
6,5

fdx = x}z’s == 0,50
0

und
0,5 . z 0,6 - 0,25
fe-u=dx=—~a~3 €095 4 (> 0,5 7) = -1— ¢ dz
o ,x-O
T S b E N TRy
= 0’59. 0 ——~6;B(e 1)
1

=57 (07788 1) = 0,44 .
Damit ergiby sich 0,6
0,0 > [ & de >> 0,44
] _

Rechnet man den Wert des Integrals unter Beriicksichtigung
einer genigenden Anzahl von Gliedern aus der Reihe (73) auf
S. 273 aus, so findet man

0,6
Je=dz =046,

4]
in vollkommener Ubereinstimmung mit unserer Abschétzung.
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Graphische, numerische und mechanische
Integralauswertung

Es tritt an den Praktiker sehr oft, viel ofter as man zunéchst
glaubt, die Forderung heran, ein bestimmtes Integral zahlenméaRig
auszuwerten, wenn die Funktion, Uber die integriert werden soll,
in Form einer Tabelle, etwa as Versuchsprotokoll, vorliegt. Es
kann auch vorkommen, dal der Integrand von vornherein als
Kurve vorliegt, z. B. dann, wenn er durch ein automatisch arbei-
tendes Registriergerat aufgezeichnet wird.

Ein Beispiel aus der Praxis: in der Luftstickstoffindustrie, wo
groBe Gasmengen verarbeitet werden, ist es notwendig, diese
zahlenmélRig zu erfassen. Die Gase stromen in der Regel durch
ein weites Rohr mit dem Querschnitt F und haben eine Strémungs-
geschwindigkeit w, die zeitlich nicht konstant ist. Das wéhrend
einer Zeit T durch den Rohrquerschnitt hindurchgestrémte Volu-
men Vv ist gegeben durch das bestimmte Integral

b
v=Ffw-d£.
oi

Die GroRdindustrie verfligt nun Uber Registriergeréte, die w in
einem Koordinatensystem als Funktion der Zeit einzeichnen.
Fig. 135 gibt einen solchen Registrierstreifen wieder. Will man v
ermitteln, so muR man das bestimmte Integral, das durch die
Flache unter der Kurve gegeben ist, auswerten.

Ein weiterer Fall ist z. B. folgender: bei der Herstellung eines
elektrochemischen Préparates braucht man zur Berechnung der
Stromausbeute die gesamte w3hrend der Versuchsdauer T Uber-
gegangene Ladungsmenge, also [ 4 - dt, wenn i die Stromstérke ist.

]
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Dieses Integral wird bekanntlich automatisch durch ein Coulo-
meter ausgewertet (vgl. S. 225). Ein solches se bei dem Versuch
gerade nicht vorhanden und daher wird von Zeit zu Zeit die Strom-
starke an einem Amperemeter abgelesen und notiert. Aus diesen
Werten soll dann das Integral ermittelt werden.

g ] g |
¥ .
""'Mv il T T | 1 .¢ N el

i : puer]

- it
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—8 2
3§ )
3 8
% 9
——- R
yl
ey ———
e e e - a8 N & K O & ¢
[ E— inpuicad

Fig. 135. Ausschnitt aus einem Registrierstreifen,
eine Stromungsgeschwindigkeit als Funktion der Zeit darstellend

Schliefflich kann an uns die Aufgabe herantreten, ein bestimmtes
Integral auszuwerten, das zwar in analytischer Form vorliegt, aber
nicht in geschlossener Form integrierbar ist.

Wir wollen im folgenden einige Methoden kennenlernen, die wir
heranziehen kdnnen, um die gestellte Aufgabe zu Idsen.

Es gibt graphische, numerische und mechanische Methoden sowie
Kombinationen von solchen. Im Rahmen dieses Buches ist es
natdrlich nicht moéglich, in allen Einzelheiten auf diese Fragen ein-
zugehen Die beschriebenen Methoden sollen vielmehr lediglich
die Aufmerksamkeit des Lesers auf den ganzen Fragenkomplex
lenken. Ausfihrlicheres findet man in dem Buche H. v. Sanden.
» Praktische Analysis", Verlag Teubner.
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Die graphischen Methoden verdienen m. E. in der Praxis aus
einer ganzen Reihe von Griinden vor den numerischen den Vorzug.
Leider wird noch vielfach geglaubt, die graphischen Methoden
seien sehr ungenau. Dem ist aber entgegenzuhalten, dal die
Genauigkeit nur von der Sauberkeit der Zeichnung abhéangt. Die
Verwendung nicht zu kleinen Mal3stabes und die Benutzung spitzer
und nicht zu weicher Bleistifte ergibt Resultate, deren Fehler nur
hochstens einige Promille betragen. Dasist aber auch die Genauig-
keit des 25-cm-Rechenschiebers.

44, Mechanische Methoden zur Auswertung
bestimmter Integrale

Die Auszdhlmethode
Wir wollen die oben skizzierte Aufgabe, die Berechnung des

7
Integrals fi-dt, zum AnlaB nehmen, die erwghnten Metboden

0
einzeln durchzusprechen.

Die gemessenen Stromstérkewerte seien in nachstehender Tabelle
wiedergegeben. Alle sechs Minuten wurde i wahrend der Dauer
einer Stunde abgelesen, wobei die Ablesung auf 10 mA genau er-
folgtist. Aus diesen Werten zeichnen wir uns zunachst die Kurve
i = f{f), wobei wir den Ma3stab nicht zu klein wahlen. Fig. 136
zeigt die Kurve, die im Original in folgendem Mal3stab gezeichnet
war: auf der Abszissenachse entsprachen 6 cm einer Stunde und
auf der Ordinatenachse bedeuteten 5cm die Stromstérke von
1 Amp.

Eins der einfachsten und sichersten, wenn auch , unel egantesten”
(aber auf , Eleganz" sollte es dabei eigentlich nie ankommen!) Ver-
fahren zur Ermittelung des Integralwertes, der ja durch die Flache
unter der Kurve dargestellt wird, ist die Bestimmung der Grélze
dieser Flache durch Auszéhlen der kleinen Millimeterquadrate.
Das ist besonders leicht, wenn die Kurve auf Millimeterpapier ge-
zeichnet wurde. Man zahlt erst die vollen cm?, dann die vollen
Viertel-cm?, indem man sorgfaltig jede gezéhlte Flache ankreuzt,
und zum Schlu® die in den Restzipfeln liegenden Quadratmilli-
meter.
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Bei der vorliegenden Aufgabe wurden insgesamt 177 volle cm?,
28 Viertel-cm? und 612 mm?, also insgesamt 190,1 cm? gezahlt.
Damit ist der Wert des

4 Integralsnatiirlich noch
&1 Tabelle 17
t
Mn. Anp.
0 0 4,00*
15 3,60
30 328
8 8
4 75 2,44
90 2,20
105 2,00
120 1,80
w 135 1,64
150 1,48
nicht ermittelt, denndie
¢ durchdielntegration zu

0 X W0 8 W & AU mmp  erechnende GroRe hat
die Dimension Amp.-
Sek. oder Amp.-Std.
Unter -Zugrundelegung
unseres M alkstabes entenrirht ainam 1(3| 1adratzantimeter i’ﬁe Ladungs.
menge 0,2 Amp. « 10 'Min. = 0,2 . 3 Amp.-8td., aso -GAmp.-Std.
Dawir insqefamt 190.1 cm? aez&hlt haben, ist der Wert des Inte-
grals 190,1-% = 6,337 Amp.-Std.

Die Wagemethode

Eine mechanische Methode, die auch ganz ausgezeichnete Jirgeo-
nisse liefert und die ganz besonders dem Chemiker zusagen mag, ist
die Auswertung bestimmter Integrale mit der analytischen Waage.

Wir zeichnen uns wiederum den Integranden auf Millimeter-
papier (Mal3stab wie oben angegeben) und schneiden aus dem Blatt
eine rechteckige Flache, die etwas groRer als die zu berechnende
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ist. Der unbedruckte Rand des Millimeterpapiers ist dabei weg-
zuschneiden. Das ausgeschnittene Rechteck von (in unserem spe-
ziellen Falle) 300 cm? Flacheninhalt wird nun mit der analytischen
Waage gewogen und ergibt ein Gewicht von 3,0855¢g. Jetzt wird
aus dem Rechteck die zu berechnende Fl&che durch einen Schnitt
langs der gezeichneten Kurve herausgenommen und ebenfalls ge-
wogen. Dabei findet man ein Gewicht von 1,9619 g. (Diese Zahlen
sind einem praktisch durchgefiihrten Versuch entnommen.) Unter
der Voraussetzung, dal? das verwendete Millimeterpapier Uberall
gleiche Dicke hat, muR sich die gesuchte Flache zu 300 cm? ver-
halten wie die entsprechenden Gewichte der beiden Flachen;

aso ist 1,9619-
P =300- -3';6'5-55 = 190,08 cm?

bei logarithmischer Rechnung. Damit ist der Wert des Integrals

2,6
fi dt (Zeit in Stunden) ebenfalls zu 6,337 Amp.-Stunden bestimmt.

a

Die Methode setzt allerdings voraus, da3 das Papier von gleich-
maliger Beschaffenheit ist und dal das Millimeternetz nicht durch
schlechten Druck teilweise verzerrt ist. Es sollen daher fur diese
Methode nur gute Markenpapiere verwendet werden.

Planimetrieren

Schliefllich sei noch auf eine weitere viel benutzte mechanische Aus-
wertungsmethode, das sogenannte Planimetrieren, hingewiesen.
Ein Planimeter ist ein Apparat, mit dessen Hilfe man den Flachen-
inhalt unter einer K urve auf rein mechanischem Wege ermitteln kann

Die schematische Darstellung eines solchen Gerdtes in der ge
brauchlichsten Ausfiuhrung enes Amslerschen Polarplani-
meters zeigt Fig. 137. Das Planimeter besteht im wesentlichen
aus zwei Armen, die miteinander gelenkig verbunden sind, einem
Melradchen und einem Zahlwerk. Wird "der Punkt P (Pol) aufer-
halb der zu planimetrierenden Flache festgehalten, was durch
einen spitzen Stift von selbst geschieht, und mit dem Schreibstift 8
die auszumessende Flache umfahren, so gibt das Zahlwerk den
Inhalt dieser Flache an (Fig. 138).

Auf die Theorie des Polarplanimeters kann an dieser Stelle nicht
eingegangen werden, es sei nur auf das Buch von W. Meyer zur



282 I. Teil Fudoren einer Vedndedden

Cpellen, -Mathematische Instrumente”, Akad. Verlags-Ges.,
verwiesen.

Fig. 17. sdneDarsteI I ung eines Rdagan

Fig. 138. Polarplanimeter

Auch das Planimetrierverfahren i st gggm V erzerung des Milli-
meternetzes durch schlechten Druck oder verzogenes Papier enpr
findlich.
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45. Numerische Naherungsinethoden
zur Auswertung bestimmter Integrale

Weiter oben wurde schon erwéahnt, dal} es auch numerische
Methoden gibt, nach denen man ein bestimmtes Integral auswerten
kann. Hiervon seien zwei im folgenden besprochen. Man kennt
sie allgemein unter den Namen der Trapezformel und der
Simpsonschen Regel.

Um die Genauigkeit dieser Integrationsverfahren mit den bereits
besprochenen vergleichen zu kdnnen,, Wahlran wir wiederum das-
selbe Beispiel, die Berechnung des Integrals j i - dt mittabellarisch

gegebenem Integranden.

Die Voraussetzung fiir die bequeme Anwendung der beiden zu
besprechenden Verfahren ist, dal} die Abszissen werte mit aqui-
distanten Absténden tabelliert vorliegen. Ferner muf3 zur Anwen-
dung der Simpsonschen Regel im Integrationsintervall eine un-
gerade Anzahl von i- und t-Werten vorhanden sein. Dies ist
zweifellos ein Nachteil gegeniber den bereits behandelten Me-
thoden. Wir haben aber unser Beispiel so gewahlt, dal diese
Voraussetzungen erfillt sind.

Die Trapezforme

Bei der Berechnung eines bestimmten Integrals mit Hilfe der
Trapezformel denkt man sich die einzelnen Punkte des Inte-
granden, den wir zundchst allgemein als ¥ = f{x) schreiben, nicht
durch eine stetig gekrimmte Kurve, sondern durch gerade Linien-
zige verbunden, nach einem Schema, welches leicht der Fig. 139
enthommen werden kann. Der Flacheninhalt F unter der Kurve
wird nun angendhert als Summe der mit romischen Zahlen be-
zeichneten (in unserem Beispiel) 6 Trapeze, deren Hohe d konstant
ist, berechnet. Damit wird F gegeben durch den Ausdruck

F=Fy b Fyd- Byl oo 4 By,
%ty nthe Yty LYt Y
Fetottig ) Yitthg hltag, ... Bty

F=2lyt2y+2m+20+2y+ 25+ %
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Allgemeinlautet die Trapezformel bei Verwendung von n Trapezen
N g - &
Fe=sipt2mtunt - +ondtwnl=559.

Es ist ganz augenscheinlich, da3 die Trapezformel nur in erster
Naherung den Wert des gesuchten Integrals ergibt. Der gerechnete

Vi
TN

F iz
Yo Yr Ve Vs Ve Vs K

o X X X Xy X5 X X
Fig. 138. Zor Ablsitung der Trapezformel

Wert ist gréRer oder kleiner als der wahre, je nach der Kriimmung
der Kurve. Bei monoton gekrimmten Kurven ist ein Fehler
unbedingt vorhanden, wahrend er bei Kurven mit Wendepunkten
sich teilweise kompensieren kann.

Bedenkt man aber, da3 numerische und graphische Verfahren
in der Praxis in erster. Linie wohl an empirisch gegebenen, aso
mit Mel¥fehlern behafteten Kurven, angewendet werden, so fallen
die systematischen Fehler, die in der Methode begriindet sind,

kaum ins Gewicht.
2.5

Nun wollen wir unser Integral J‘i-dt nach der Trapezformel

auswerten. Zur Ubersichtlichen Gestaltung der Rechnung legen
wir uns eine neue Tabelle nach folgendem Schema an.

Von den gemessenen Stromwerten werden der erste und letzte
von allen anderen gesondert geschrieben und die Summen y,+ ¥,
und gy + Fa * * * ¥z-1 Qetrennt gebildet. Darauf wird die zweite
Summe verdoppelt und zu der ersten hinzugezahit.
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Tabelle 18
t i
Min Amp
0 4,00
15 3,60
30 3,28
45 2,96
60 2,68
75 244
90 2,2a
105 2,00
120 180
135 164
150 148
Yo+ ¥ 548
ittt e 2260
2+ Yt ¥nmd) 45,20
a 50,68

Mit (5=15Min. = 0,25 Std. erhalfen wir dann
2,6 9%
j idt =222 50,68 = 6,335 Amp.-Std.,

in guter Ubereinstimmung mit den bereits bekannten Ergebnissen.

DaB der mit 'Hilfe der Trapezformel berechnete Integralwert
etwas kleiner als der durch Auszdhlung oder Wagung ermittelte
herauskommt, statt, wie man zunéchst beim Typus des Integran-
den annehmen konnte, etwas grolRer zu sein, liegt einfach daran,
dal3 es sich um eine empirische Funktion mit Meffehlern handelt
und auch die Auszdhlungs- oder Wéagemethode mit Fehlern be-
haftet ist. Wenn andererseits die Ubereinstimmung der Werte
so gut ist, obgleich die Trapezformel nur eine erste Naherung
darstellt, so hat das seinen Grund in der geringen Kriimmung der
den Integranden darstellenden Kurve und auch darin, dald wir
das Intervall d nicht zu grol? gewahlt haben.



286 |. Teil. Funktionen einer Veranderlichen

Die Simpson sche Regel

Wird der Integrand durch eine stark gekrimmte Kurve dar-
gestellt, so reicht oft die Genauigkeit der Trapezformel nicht aus.
Man bedient sich in solchen Fallen gern der Simpsonschen
Regel.

Der nach dieser Methode berechnete Wert eines bestimmten
Integrals stellt gewissermal3en die zweite Naherung fir den wahren

14
74
| A /
o N
.0 f
Vo Ve Yo V3 Yo V5 Yo
b Fhd
Tz
4]
| ALl
Xy X7 Xy Xz Xy Xg Xg x

Fig. 140. Zur Simpascnschen Kegel

Integralwert dar. Hatten wir bei Anwendung der Trapezformel
den Integranden aus Stlcken von geraden Linien zusammen-
gesetzt, so wird er jetzt aus Parabelstiicken aufgebaut gedacht,
die durch je drei aufeinanderfolgende Punkte gelegt sind, wie es
Fig. 140 zeigt.

Das Integral wird als Summe der Flacheninhalte der im Inte-
grationsintervall liegenden Doppelstreifen (in unserem Beispiele
as | + 11+ 111) bestimmt. Es muf3, wie man sofort erkennt,
insgesamt eine ungerade Anzahl von X, y-Wertepaaren gegeben
sein. Ferner setzen wir voraus, da das Tabellenintervall
d = x,— #,_., Uber den ganzen Integrationsbereich konstant ist.

Der Flacheninhalt eines Doppelstreifens, z. B. |, lalt sich unter
der Voraussetzung, dal? der Bogen A B C ein Stiick einer Parabel
ist, leicht berechnen. Wir zeichnen in unsere Figur ein neues
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£, n-Koordinatensystem ein, welches wir so legen, daRR der Scheitel
der Parabel, zu der der Bogen ABC (die Koordinaten dieser drei
Punkte heilden jetzt: &, no; &%) &;25.) gehort, den Ursprung des
neuen Koordinatensystems bildet. Tn diesem Koordinatensystem
lautet die Gleichung der Parabel:

n=af,

wobei a zundchst unbekannt ist.

Der Flacheninhalt des Doppel Streifens | setzt sich aus zwel
Teilen zusammen: dem Rechteck DEGF und der Flache ABCED,
aso

&+ 4
a{:a e

I—2d&+fa52df—-2éb+af§(frfz:z&b—}- )

(=4

1=2ab+§(e:+ BES - BE B B+ BEI—TE5+ 8,
T=20b-+8: 708+ 28) =5 [60+a @8+ 269].

Nun ist aber

E+ 48+ &= (& —0p+ 48+ (&40
=268 O aE B 2882 =0828

und damit

T=2(6b+ag+ 408+ al)=30b+n+n+m),
=Lt et 40F Ayt b+
=2 1B+ 0+ 40 +n)+ E+n)]

Da, wie der Fig. 140 leicht zu entnehmen ist, fir jedes n die Be-

ziehung n=y—b

Yo =1 + b
ist, ergibt sich der Flacheninhalt des Doppelstreifens | zu

1—~m+4m+m

gilt und damit z. B.
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In ganz entsprechender Weise ergibt sich nun der Flacheninhalt
des zweiten und dritten Doppelstreifens zu

3
=@ttty wd =3 (u+ 45+ ),
so dald der gesuchte Integralwert sich darstellt als

[vae=guttn+2ntintentin+w

oderx‘allgemein bei insgesamt n Streifen oder% 5oppelstreifen:
Tn

8
[vde=Gttntentdpt ot 2t 4o+
Ta

=Lt vt o+ st wt o b ) o
T2ttt tet ot g = S

Zur Eintbung der Simpsonschen Regel wollen wir noch einmal
unser Integral von S. 279 berechnen. Ahnlich wie wir es bei der
Anwendung der Trapezformel getan haben, legen wir unsere Tabelle
zweckmalRig nach folgendem Muster an (Tab. 19).

Damit erhdlt unser Integral den Wert

2.5

fi-ds:—.‘_’%- 76,96 == 6,330 .
4]

Nach vier verschiedenen Methoden haben wir den Wert unseres

Integrals mit einem empirisch gegebenen Integranden ermittelt.

Der gréfte und kleinste der vier Werte unterscheiden sich von-
einander um kaum mehr als 1%,

Im Ubrigen sei an dieser Stelle noch auf eine wichtige Kleinig-
keit hingewiesen. Vielleicht wundert sich der Leser ber die etwas
pedantisch anmutende Anlage der Tabellen 18 und 19. Er meint
vielleicht, man kénnte mit weniger Papier (die Tabellen enthalten
ja so viele unausgeniitzte Stellen!) und in kirzerer Zeit zum selben
Endergebnis kommen. Dies ist aber ein Irrtum! Man spare, nie
an Papier auf Kosten der Ubersichtlichkeit bei einer numerischen
Rechnung! Man verwende lieber freiwillig einige Minuten darauf,
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die Ubersichtliche Anlage einer Tabelle oder des Rechenverfahrens
vor Beginn des Rechnens sich zu (berlegen, als da? man nachher
wegen schlechter Ubersichtlichkeit und nachléssiger Schreibweise
lange Zeit darauf verlieren muB3, Rechenfehler zu suchen und wo-
moglich die ganze Rechnung mehrmals zu wiederholen.

Tabelle 19

t i
M n. Anp.

0 4,00
15 3,60
30 3,28
45 2,96
60 2,68
75 2,44
90 2,20

105 2,00
120 1,80
135 1,64
150 1,48

Bttt 12,64
Yottt 9,96
%o + ¥n 5,48

4(y ¥+ ) | 50,56
2(yg+ oty | 19,92

8 75, 96

Wir hatten fur die Besprechung der vier Verfahren zur Ermitte-
lung des Wertes eines bestimmten Integrals ein Beispiel gewéhlt,
bei dem der Integrand tabelliert vorlag. Wie wir bereits zu Beginn
des Abschnittes erwahnten, kénnte der Integrand auch bereits
gezeichnet als fertige Kurve vorliegen. Dann wére es selbstver-
standlich unzweckmafig, eine numerische Methode anzuwenden;
die Planimetrier- oder die Wégemethode wére hier am geeignetsten.
Die Auszahlmethode kommt deswegen weniger in Frage, weil die
Registrierpapiere, auf denen die Kurve automatisch aufgezeichnet
wird, ein oft nicht genligend feinmaschiges Netz besitzen.

Ist der Integrand in Form einer Tabelle gegeben, so lassen sich
sowohl die numerischen als auch die graphischen, als auch die

A s m u s, Einfuhrung in die hohere Mathematik 19
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mechanischen Methoden anwenden, die ersteren jedoch nur dann
bequem, wenn die Tabelle so angelegt ist, dal die Abszissenwerte
aquidistant tabelliert sind. Das wird, falls die Werte einem Ver-
suchsprotokoil entstammen, nicht immer der Fall sein.

Liegt schlieRlich der Integrand als analytische Funktion vor,
ohne daf3 das Integral sich auswerten [&a3t, dann dirften die nume-
rischen Methoden den Vorzug verdienen, denn dann hat man es
ganz in der Hand, das Tabellenintervall dguidistant und beliebig
klein zu wahlen, um mit hirireichender Genauigkeit den gesuchten
Integralwert zu erhalten.

46. Ermittelung der Stammfunktion durch
mechanische und numerische Methoden

Es sei die Aufgabe gestellt, eine vorgegebene Funktion f{z} zu
integrieren, also die Integralfunktion F(x) = [f({x)dx zu be
stimmen. Die Funktion f{z) kann dabei wiederum entweder durch
einen analytischen Ausdruck, durch eine Tabelle oder eine Kurve
gegeben sein. Der erste Fall ist im zweiten oder dritten enthalten
und braucht daher nicht besonders besprochen zu werden. Zur
Erleichterung des Versténdnisses wollen wir uns wiederum ein
praktisches Beispiel auswéhlen und bleiben der Einfachheit halber
bei unserem Beispiel von S. 280.

Es handelte sich daum eine Tabelle, in der die zeitliche Abhangig-
keit der Stromstarke bei einem Versuch angegeben war. Wir
hatten diese Tabelle bisher dazu benutzt, um die wahrend des
ganzen Versuches verbrauchte Elektrizitdtsmenge, mathematisch
gesprochen, ein bestimmtes Integral, zu berechnen. Es kann aber
genau so gut an uns die Frage herantreten, festzustellen, wie wéah-
rend des Versuches die Uberflihrte Elektrizitdtsmenge zeitlich zu-
nahm. Wenn es sich z. B. um eine elektrolytische Metallabschei-
dung handelt, ist es direkt die Frage nach dem zeitlichen Wachs-
tum der an der Kathode abgeschiedenen Metallschicht.

Ist Q(t), die zeitlich wachsende, Uberfiihrte Elektrizitatsmenge,
zu bestimmen, so bedeutet das die Auswertung des unbestimm-
ten Integrals @{f = f¢d¢, mit der Zusatzbedingimg, daR zur Zeit
t = 0 auch Q den Wert Null haben soll.
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Die Ermittelung des Verlaufes der Integralfunktion &Rt sicl
nach denselben Methoden durchfiihren, die wir in den vorstehende
Paragraphen besprochen ha-
ben, denn die Funktionf14
Q)= Jidt, deren Wert fur#é

t = 0 ebenfallsNull ist, |4kt \
sich auch als bestimmtesin- | .
tegra mit veranderlicher? | \\
oberer Grenze auffassen, also

as \\

Q) =6[ti dt, 2

wiewir es bereits auf S. 226 '
gesehen haben. IEREEEELAar

Um den Verlauf der ge,
suchten Integralfunktion zu
erhalten, brauchen wir nur . . . - £
das Integrationsgebiet zu. @ é0 &0 20 160min
unterteilen und soviel be
stimmte Teilintegrale aus &
zuwerten, als wir Punkteder 7
neuen Funktion winschen. .|
Am einfachsten 18Rt sich das 9
Verfahrenam gewéhltenBei- -5
spiel selbst zeigen. Wir
nehmen aso die Tab. 174
von S. 280 vor, desgleichen
die nach dieser Tabelle ge-
zeichnete Kurve. Statt, jetzt 2
nun bei der Auszéhimethode 7]
samtliche Quadratmillimeter
unter der Kurve zu zahlen,
teilen wir die Flache in bei-
spieISNelilsbeSStreifen mit der Fig. 141
Intervallbreite von 30Min. ; Sy Al
—}Btd, wie e Fig. 141 Integration nach der Auszéhimethode
zeigt, und zdhlen den Inhalt jedes Streifens aus. Das Ergebnis
der Zahlung stellen wir in den drei ersten Spalten der Tab. 20

19*

Ah

Ie
0 0 80 20 HOmin
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zusammen. Die ermittelten Werte der Teilintegrale geben uns
den Zuwachs der Funktion €{t), den sie bei Anderung der Ab-
szisse um 30 Min. erlitten hat.

Tabelle. 20

t Flache Teilintegrale t 0(0

Min. cm? Amp.-Std. Min. Amp.-Std.
0 0

0- 30 54,45 I 1815 30 1815

30- 60 4454 Il 148 .60 3,300

60- 90 36,52 I 1217 0 4517

90-120 30,03 1V 1001 120 5518

120-150 2454 VvV 0818 150 6,336

Bilden wir nun die Summen I4- I, 1+ 1T + III, I + II 4 11X
+ IV und I+ 11+ 31 4 IV -+ V, so stellen diese Werte neben |
und dem Wert Null sechs Werte der Funktion Q(t) im Intervall 0
bis 150 Min. dar. Sie sind in der finften Spalte der Tabelle zu-
sammengestellt. Tragen wir die ermittelten Werte in einem Ko-
ordinatensystem gegen die Zeit auf, so erhalten wir in Fig. 141 die
Darstellung dir gesuchten Integralfunktion.

DaR ubrigens die letzte Ordinate den Wert 6,336 und nicht 6,337

2,5
hat, den wir fir das bestimmte Integral fidt auf S. 280 ermittelt

4]
hatten, liegt an den unvermeidlichen Zahifehlern., Es sind ja auch
Bruchteile von Quadratmillimetern zu zadhlen, deren Schétzung
nattrlich mit Fehlern behaftet ist.
Ganz entsprechend koénnen wir auch zur Ermittelung der ge-
suchten Integralfunktion die Trapezformel verwenden. Hier war
der Inhalt eines as Trapez aufgefaldten Streifens gegeben as

& : )
Po=d@tv), Fimstuw), Fa=3S@+uw) uww

Unter Zugrundelegung der Tab. 17 rechnen wir uns in Tab. 21
den Inhalt der Teilstreifen aus, indemwir go -+ %y, ¥t %2 Yo+ ¥3
usw. bilden (Spate 3) und diese Werte mit - multiplizieren

2
(Spalte 4). Zum Schlul? addieren wir die Inhalte der Streifen
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(ganz wie bei der Auszéhimethode) in Spalte 5. Die so erhaltenen
Zahlen sind dann Werte der gesuchten Integralfunktion.

Tabelle 21
t i _ Teilintegrale Q(t)
Min Amp Yu ok Yu b Amp.-Std. Amp.-Std.
0 4,00 0
15 3,60 7,60 0,950 0,950
30 3,28 6,88 0,860 1,810
45 2,96 6,24 0,780 2,590
60 2,68 5,64 0,705 3,295
75 2,44 512 0,640 3,935
90 2,20 4,64 0,580 4,515
105 2,00 4,20 0,525 5,040
120 1,80 3,80 0,475 5,515
135 164 3,44 0,430 5,945
150 148 3,12 0,390 6,335

Auch die Simpsonsche Regel wendet man ganz entsprechend
an, nur erhalten wir hier unter Verwendung der Tab. 17 nicht wie
bel der Trapezformel 10 Teilintegrale, sondern nur 5, weil wir
jeweils den Inhalt eines Doppelstreifens nach S. 287 berechnen
missen. Einer besonderen Erléuterung bedarf das Verfahren nicht,
das Integrationsverfahren wird durch Betrachtung der Tab. 22

sofort klar.
Tabelle 22
! ! 4 Sp = 82 Q(t)
Min Amp Yo+ 24U, + ¥naa 3 Amp.-Std.
0 4,00 0
15 3,60 14,40
30 3,28 21,68 1,807 1,807
45 2,96 11,84
60 2,68 17,80 1,483 3,290
75 2,44 9,76
90 2,20 14,64 1,220 4,510
105 2.00 8,00
120 19 12,00 1,000 5,510
135 1,64 6,56
150 1,48 9,84 0,820 6,330
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47. Ermittelung der Stammfunktion
durch graphische Integration

Die Integrationsmethoden, die wir im vorstehenden angewendet
haben, ergaben uns die gesuchte Integralfunktion in tabellarischer
Form. Es gibt selbstverstandlich noch andere Methoden, derent-
wegen aber auf die mathematische Fachliteratur verwiesen wer-
den muf3.

Liegt eine Funktion ¥ = f(z} graphisch gegeben vor und ist
die Aufgabe gestellt, die Integralfunktion  =F (x) =  j(x; dz
in ihrem Verlauf zu ermitteln, so kann man mit Vorteil auch ein

Fig. 142. Ersatz ener Kurve durch @ne Sufenkurve

rein graphisches Verfahren benutzen, das uns zur Lésung der Aut-
gabe fuhrt. Wir wollen dieses Verfahren der graphischen Inte-
gration kurz in allgemeiner Form besprechen.

Die Funktion g = f{#) sei in Fig. 142 dargestellt durch den
Kurvenzug A B C D. Der erste Schritt bei dem zu besprechenden
Verfahren besteht darin, da man diesen Kurvenzug durch eine
Stufenkurve A 8, 8, 8, 8, 8; 8, D ersetzt, die so gezeichnet wird,
dal? die gleichartig schraffierten Segmente fléchengleich sind." Hat
die Funktion gy = f{z} einen Extremwert (Punkt (7), so geht man
beim Zeichnen der Stufenkurve zweckmafig von diesem nach
beiden Seiten aus. Das Abgleichen der Segmente, die nicht zu
klein gemacht zu werden brauchen, geschieht mit ausreichender
Genauigkeit nach Augenmali.
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Welchen Zweck hat nun der Ersatz der Funktion g == f(%)
durch die Stufenkurve? Da diese so gezeichnet ist, dal’ die Seg-
mente oberhalb und unterhalb der Kurve g = f{x) ihrem Inhalte
nach sich gegenseitig aufheben, ist die Flache unter der Kurve

*
A BCD, aso das bestimmte Integral f f{x}dz, gleich der Fléche
unter der Stufenkurve. Dabei ist abfalr auch jedes Teilintegral,
z,
z.B [ f()d=z, gegeben durch den Inhalt zweier Rechtecke, aso

in der? gewdhlten Beispiel dls EBS8, F+ F 8, CG.

Besitzt man nun ein graphisches Verfahren (kein Auszéhlver-
fahren!), das imstande ist, die Flacheninhalte der einzelnen Doppel-
rechtecke und damit die Teilintegrale zu liefern, sie fortlaufend
aufzuaddieren und graphisch die addierten Werte als Ordinaten
einer neuen Kurve darzustellen, so hat man damit die Mdglich-
keit, den Verlauf der Stammfunktion # = F(x) = | f(x} dx durch
Ermittelung einzelner ihrer Punkte zu erhalten.

Man verfahrt zu diesem Zwecke nun folgendermal3en. Man
nimmt (vgl. Fig. 143) links vom Koordinatenursprung auf der
Abszissenachse einen sogenannten Pol P im Abstande p mm von O
an. Der Polabstand p wird nicht willkdrlich gewéhlt, sondern steht
in einer gewissen Beziehung zu den Einheitslangen I, I, und i,
I, ist dabei die Lange derjenigen Strecke, die die Einheit der Inte-
gralfunktion s = F{z} auf der n-Achse darstellen soll. Es wird

angenommen.

Nun werden die horizontalen Linien 4 8;, 8,8, 8,5; und §;D
bis zu ihrem Schnitt mit der Ordinatenachse verlangert und so
auBer O die Punkte M, N und L erhalten. Diese werden durch
die Polstrahlen mit P verbunden.

Man errichtet jetzt in A, S, E usw. Senkrechte auf der Ab-
szissenachse und wahlt auf der ersten Senkrechten einen Punkt Q
mit beliebiger Ordinate. Durch Q wird nun eine Gerade parallel
zum Polstrahl 1 bis zum Schnitt mit der in S; errichteten Senk-
rechten gezogen. Durch den so erhaltenen Punkt R wird dann
parallel zum Polstrahl 2 eine Gerade bis T gezeichnet, Wobel diese
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die in E errichtete Senkrechte bei 8 schneidet. In entsprechender

Weise wird die Gerade TV parallel zu 3 und anschlieend VW
parallel zu 4 gezogen.

n
ﬂWWJfH%7

SRR, X

X5 X6 X7 x

Fig. 143. Graphische Integration unter Verwendung einer Stufenkurve

Die Geraden QR, RT, TV und VW sind, wie gleich gezeigt
werden soll, Tangenten der Kurve, die die gesuchte Stammfunk-
tionn = F{x) = f f{z) d= darstellt, und die Punkte Q, S, U und W
sind Punkte der Integralkurve, die nun leicht eingezeichnet werden
kann, so wie es Fig. 143 zeigt.

Abschlie3end wollen wir noch beweisen, dal3 beispielsweise der
Punkt S ein Punkt der Integralkurve ist und die Gerade RT
eine Tangente im Punkte S darstellt.
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Die Ordinatendifferenz 4n der Punkte S und Q, die durch die
Strecke I, - Axn dargestellt wird, muR3, sofern die gezeichnete Kurve
wirklich die gesuchte Integralfunktion darstellt, zahlenmaRig dem

ay ,
Teilinteg fydxhraffierte Flache unter dem Bogen AB)
E 2
gleich sein, also den Wert
¥p (%3 — x,)

haben. Dies ist auch tatsachlich der Fall, denn es ist, wie man
an der Figur ablesen kann,

L dg=1, (n—x)tga,
und, weil die Gerade ET parallel zum Polstrahl 2 gezogen ist,

by« Ay = (w9 — 24) -

by WB __ g _ 7. L
P = 32! (X %g} 3, Wn L1,

== lﬂ Ve (z— a3) ,
also

(76) Ay = yg (23— %} .
Danit ist gleichzeitig auch bewiesen, daR die Gerade BT eine

Tangente an die gesuchte Integralkurve im Punkte 8 darstellt,
denn es muf} ja fir diesen Punkt gelten:

] 19
== g _
de T YBT 5Ty

was die Gl. (76) soeben ergab.
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1. KAPITEL
Darstellung von Funktionen zweer Veranderlichen

48. Analytische und tabellarische Darstellung

In dem ersten Teil des Buches haben wir uns mit den Funk-
tionen einer Veranderlichen beschaftigt. Wir nahmen stets an,
dal eine GroRRe y in gesetzmalliger Weise von einer (und nur
von einer) anderen Grolke x abhangt. Diese Annahme, dal3 y nur
von X abhéangt, ist naturgemald sehr speziell. In den seltensten
Féllen trifft se zu. Vielmehr ist es meist so, dal3 eine GrolRe von
mehreren anderen gleichzeitig abhangt und sich ebenfalls andert,
wenn eine dieser GrofRen gedndert wird.

Das Molvolumen V eines idealen Gases ist z. B. eine Funktion
zweier Veranderlichen: des Druckes p und der absoluten Tempe-
ratur T. Die drei GrofRen sind durch die Gleichung verknipft:

v-r-ZL.
P

Handelt es sich nicht um das Molvolumen, sondern um das gesamte
Versuchsvolumen v eines idealen Gases, so héngt dieses schon von
drei GroRen ab: Druck p, Temperatur T und Molzahl n. Es ist
dann e T

v=R- v

Haben wir es schlieRflich mit einem Gas oder Flissigkeits-

volumen v zu tun, das durch ein Rohr von der Lange | und dem
Radius r unter der Wirkung der an den beiden Rohrenden be-
stehenden Druckdifferenz py— @, in der Zeit t hindurchstromt,
wobei die Zahigkeit des strémenden Mediums n ist, so hangt dieses
Volumen sogar von sechs Gréfien ab. Es ist ndmlich nach
Poiseuille

7 (pa—p)-rt-t
(77) v = ? % 'T—
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v ist aso hier eine Funktion von 6 Variablen und &ndert sich
eine von ihnen, so muf auch v gleichzeitig seinen Wert andern.

Dal? wir eine solche Gleichung im allgemeinen nicht as eine
Funktion von sechs Variablen auffassen, liegt darin begriindet,
dal3 bei einer fertigen Apparatur zur Messung der Zahigkeit
(bei der wir j adie G L (77) nach »n auflésen n;%-(f’;&?—‘:ﬁ),
eine ganze Anzahl von GroRen, wie z. B. r, | und v, konstant ge-
halten wird. Man muR sich aber darlber im klaren sein, daid
zwischen allen genannten GrofRen eine funktionale Abhéngigkeit
besteht; verkiirzt man das Rohr oder ersetzt es durch ein anderes
mit groBerem Radius oder andert man die Zahigkeit des strdmen-
den Mediums etwa durch Variation der Temperatur, so wird sich
auch sofort das hindurchgestrémte Volumen é&ndern.

Wie konnen Funktionen mehrerer Veranderlichen dargestellt
werden? Die Darstellungsmoglichkeiten sind auch hier wie bei
den Funktionen einer Veranderlichen: analytisch, tabellarisch und
geometrisch (graphisch). Beispiele der analytischen Darstellung
haben wir soeben gesehen.

Wahrend die analytische Darstellung gleich gut bei beliebig
vielen Veranderlichen anwendbar ist, ist die tabellarische fir Funk-
tionen von mehr als zwei Variablen unhandlich, und die geo-
metrische Darstellung versagt praktisch sogar vollstandig. Wir
werden uns daher bei den beiden letzten Darstellungsarten auf
Funktionen zweier unabhangigen Variablen beschrénken.

Tabelle 23 zeigt uns die tabellarische Darstellung der Funktion

_ 0002932 . P
@ = 710,00967-¢ 760

Es handelt sich dabei um die Abhéngigkeit der Dichte g trockener
Luft von der Temperatur t und dem Drucke p.

Man erkennt sofort, dal} diese tabellarische Darstellung nicht,
wie wir es bisher gewohnt waren, eindimensional, sondern zwei-
dimensional ist. Es ist nicht nur eine-Reihe von Zahlen fir die
abhéngige Variable vorhanden, sondern die Werte Uberdecken eine
Ebene. Die beiden unabhangigen Verénderlichen.p und t be
grenzen mit ihren ausgewdhiten Werten die Tabelle und es [af[t
sich zu jedem Wertepaar p und t ein bestimmter Wert g finden.
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Tabelle 23

gjom®
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So z. B. entspricht einer Temperatur von 5° C und einem Druck
von 740 Torr eine Luftdichte von 0,001236 gfem®. Man kann bei
einer solchen tabellarischen Darstellung natirlich nicht ale Werte
in der Tabelle unterbringen, und so ist man in einem praktisch
vorkommenden Falle oft gezwungen, in der Tabelle nicht ent-
haltene Zwischenwerte durch Interpolation zu ermitteln.

Durch die Art der Darstellung in Tab. 23 wird g as die ab-
hangige Veranderliche gekennzeichnet. Das bedeutet aber nicht,
dafl3 nicht auch z. B. p as Funktion von g und t aufgefaldt werden
kann. Zu jedem g, t-Wertepaar 1803t sich aus der Tabelle ein be-
stimmter Wert p nach einem Verfahren ermitteln, das wir an einem
weiteren, den physikalischen Methoden der analytischen Chemie
entnommenen Beispiel durchsprechen wollen.

Es sei die Aufgabe gestellt, durch eine Dichtemessung die Kon-
zentration ¢ einer verdinnten Schwefelsure zu ermitteln.

Die Dichtemessung mige bei einer Temperatur ¢ = 17,5° C den
Wert g == 1,0362 g/fem® ergeben haben.

In den Physikalisch-Chemischen Tabellen von Landolt-
Bornstein finden wir die tabellarische Darstellung (Tab. 24) der
Funktion gugo, = f(o; #). Der erste Blick zeigt uns schon, daf die
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Tabelle Uberhaupt keine Funktionswerte fir 17,5° C enthédlt. So
sind wir gezwungen, sie uns zunéchst flr unsere spezielle Tempe-
ratur zu erganzen. Diese Erganzung ist nur notwendig im Gebiete
derjenigen Dichtewerte, in dem unser Mefl3wert liegt. Dieses Gebiet
wollen wir in der kleinen Sondertabelle 25 herausheben.

Tahelle 24

e
gfem?

-
a
far]

0 0° 5 10° 15° 20° 25° 30° | 40° | 50°

o

3=

-
2]
=

0,9999 | 1, 0000| 0, 9997/ 0,9991| 0, 99820, 9971 |0, 9957 |0, 9922 |0, 9881
1,0075| 10073/ 1, 0069 1, 0061 1,0051 | 1, 0038 1, 0022 0,9986 |0, 9944
1,0147|1,0144 1 0138| 1,0129 1,0118| 1, 0104| 1, 0087 | 1, 0050 1, 0006
1,0219 | 1,0214  1,0206| 10197 1,01841,0169 1, 0152 1, 0113 1, 0067
1,0291 | 1,0284  1,0275| 10264 1,0259 1, 0234 10216 |1 0176 1,0129
1,0364| 1, 0355/ 1,034 1,0332| 1,0317 | 1,0300| 1, 0281 | 1, 0240 | 1, 0192

1,0437|1,0426| 1,0414|1,0400| 1,0384|1,0367|1,0347|1,0305 |1, 0256
1,0511 |1,0498| 1,0485|1,0469| 1,0453|1,0434|1,0414|1,0371 | 1,0321
1,0585| 1, 0571| 1, 0556 | 1,0539| 1, 0522 1, 0502 | 1, 0482 | 1, 0437 | 1. 0386
1,0660 | 1, 0644 1,0628|1,0610| 1,0591 |1, 0571 | 1,0549|1,0503 | 1, 0451
1,0725|1,0718| 1,0700 | 1, 0681 1, 0661 | 1, 0640 1, 0617 | 1, 0570 | 1, 0517

Tabelle 25

COOO~NO OhWN—O

=

glem®

0\\\_‘1;"0

(4]

Hy804 ™~
1,0332 1,0317 1,0325

5
6 1,0400 1,0384 1,0392
7 1,0469 (| 1,0453 1, 0461

15° 20° 17,5

Durch lineare (waagerechte) Interpolation zwischen den fir 15°
und 20° geltenden Werten erhalten wir die Zahlen fur 17,5°. Da
unsere gemessene Dichte 1,0362 in der neuen Erganzungstabelle
nicht auftritt, mufd jetzt noch einmal (senkrecht), interpoliert wer-
den, und zwar zwischen den fur 5% und 6% geltenden Werten.
So finden wir schliefdlich unsere gesuchte Konzentration zu 5,55%.
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49. Geometrische Darstellung
im rdumlichen rechtwinkligen Koordinatensystem

Die Funktion als Flache im Raume

Wie &Rt sich eine Funktion zweier Variablen geometrisch dar-
stellen ? Eine Funktion einer Veranderlichen wurde dargestellt
als Kurve in einem in einer Ebene liegenden Koordinatensystem;
eine Funktion zweier Variablen z
wird entsprechend geometrisch "“"“’"""‘“""'}3’“""";
eiue Flache im Raume be yzeeene
deuten.

Dabei nimmt man auch hier
ein Koordinatensystem zu Hilfe, ‘f" £
und zwar in den meisten Fallen i @
ein rechtwinkliges, mit den Ko-
ordinaten x, y und z. Ein sol- b 4
ches raumliches, rechtwinkliges /

Koordinatensystemzeigt Fig. 144;
es wird am einfachsten veran- ’
schaulicht durch die in einer Yy P
Zimmerecke zusammenlaufenden xy-£bene,
Wand- und FuRbodenkanten. Die X

Funktion z = f{x, ) wird durch  Fig. 144. Festlegung eines Punktes
eine Fléche dargestellt, von der im Raume durch drei senkrecht auf-
ein mit F bezeichnetes Stiick in einander stehende Koordinaten
der Fig. 144 zu sehen ist. Ein

Punkt P dieser Flache hat von der x y-Ebene den Abstand z, und
der FuBpunkt P in der x y-Ebene hat die Abstdnde x und y von
den entsprechenden Achsen.

Man unterscheidet zweierlei rdumliche, rechtwinklige Koordi-
natensysteme, namlich: Links- (A) und Rechts-Koordinaten-
system (B), je nachdem, ob die positiven x-, y- und z-Halbachsen
so liegen wie die rechtwinklig zueinander gespreizten Daumen,
Zeige- und Mittelfinger der linken, bzw. der rechten Hand (Fig. 145).
Das Rechts-Koordinatensystem B ist das gebrauchlichere, denn es
entspricht auch unserem rechtwinkligen Koordinatensystem in der
Ebene. In der x y-Ebene liegen die x- und y-Achse hier so zuein-

Asmus, Einfihrung In die hdhere Mathematik 20
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ander, wie wir es bereits kennen; die positive x-Halbachse geht in
die positive y-Halbachse Uber durch eine Drehung entgegen dem
Uhrzeigersinn.

Z z

y

Fig. 145. Links- und Rechtskoordinatensystem

X

Die Diskussion einer Flache im Raum ist im allgemeinen schwie-
riger as die, Untersuchung einer Kurve in der Ebene. In gewissen
einfachen Fallen sind Analogieschliisse mdglich, die das Vorgehen
sehr erleichtern. Ein paar solcher Falle sollen zur Ubung Kkurz
durchgesprochen werden.

Einige ausgewahite Funktionen

y = a bedeutet in der Ebene eine Parallele zur x-Achse (S. 21).
Dieselbe Gleichung im Raume bedeutet aber etwas anderes. Se
ist hier die analytische Darstellung einer Ebene, die im Abstande a
parallel zur x z-Ebene liegt. Jeder Punkt dieser Ebene hat unab-
hangig von seinem x- und z-Wert den gleichen y-Wert, namlich a
(Fig. 146).

z = a bedeutet im Raume eine Ebene, die, wie Fig. 147 zeigt,
im Abstande a parallel zur x y-Ebene liegt.

Welche Flache wird im Raume durch die Gleichung

(78) Byt t=n
beschrieben?

In der Ebene war =% 4- ¢#* = #* die Gleichung eines Kreises um
den Koordinatenursprung mit dem Radius ». Esist nicht schwer
zuvermuten, dal3 die Gl. (78) die Oberflache einer K ugel bedeutet,
die den Radius ¢ hat und deren Mittelpunkt der Koordinaten-
ursprung ist. Wir wollen das aber auch beweisen.
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Es sai P ein Punkt der Kugeloberflache (Fig. 148), dessen Ab-
stand von der xy-Ebene z ist. In dem senkrecht schraffierten,
rechtwinkligen Dreieck PBO (rechter Winkel durch _¢§ mar-

kiert} ist 12 =z 28 2

2}/ z

4

#‘L
d
Fig. 146. Die Ebeney=a Fig. 147. Die Ebene z=qa
. . . 2
und im Dreieck OA B, das in der
x y-Ebeneliegt, ist in entsprechender
Weise d% == g% + y'3 . A
Beide Gleichungen ergeben kom-
biniert die Gleichung der Kugel-
oberflache. y ' 3
In ganz entsprechender Weise 1803t
sich zeigen, dai
Ty x
o + b + ¢ 1
die Gleichung einer Ebene ist, die _. . .
auf den Koordinatenachsen, wie in Fig. 1183' _l_D;f _:_( :,9'1023 rflache

Fig. 149 dargestellt, die Abschnitte
a, b und c herausschneidet. Die Gleichung ist ganz analog der Ab-
schnittsform der Geradengleichung in der Ebene (S. 29) gebildet.

20
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Schliefdlich wollen wir noch nach der Bedeutung der Gleichung

xR ,_|._ ya —_ rz
im Raume fragen.

In der Ebene bedeutete diese Gleichung einen Kreis mit dem
Radius r um den Koordinatenursprung. Im Raume bedeutet sie
eine Kreiszylinderflache, die aus der x y-Ebene einen Kreis
mit der Gleichung x*-- #* = ¢ herausschneidet (Fig. 150). Da
die z-Koordinate in der Gleichung der Kreiszylinderflaehe nicht
auftritt, bedeutet dies, dal} die Flédche Punkte mit beliebigen
z-Wertcn enthélt.

Fig. 149. Die Ebene Fig. 150. Die Kreiszylinderflaehe

x ¥ z RN |
- =Ly =1
o + b + c

Zeichnerische und moddiméiige Darstellung von Fléchen

Schon die wenigen Beispiele lassen vermuten, da3 die geo-
metrische Darstellung von Funktionen zweier Veranderlichen nicht
einfach ist. Wohl kann man von jedem noch so schlechten Zeich-
ner erwarten, da® er nach einer vorgelegten Wertetabelle eine
Kurve in der Ebene durch eingezeichnete Punkte hindurchlegen
und damit eine Funktion einer Variablen graphisch darstellen
kann. Wollte man in entsprechender Weise eine geometrische
Darstellung von einer Funktion zweier Variablen geben, so miifite
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man modellméalig eine Flache herstellen oder diese Flache zeich-
nerisch (etwa perspektivisch oder z. B. in Parallelprojektion)

wiedergeben.
Die zeichnerische Wiedergabe der Funktion
— 7Y
pV=RT, T="%

zeigt Fig. 151. Die Flache, die ein sogenanntes hyperbolisches
Paraboloid ist (teilweise dargestellt), ist als Begrenzungsflache
eines Modellkorpers gezeichnet.

v i
¥i7a "3 g"
g Ny il ‘
7 ., *
o b
wort® 4 &) il
3 ' 1‘?. 1
S00 N/ ) |
. a3
600 29 : ey
400 P o !
200} - . ] p
0 03 7 173 20 Arm.

Fig. 151. Teildarstellung der Flache T=?—}:—(

Die photographische Wiedergabe der Gipsmodelle zweier empi-
risch ermittelten Funktionen, die in der Theorie der Viskositét
wasseriger Losungen starker Elektrolyte eine Rolle spielen, zeigt
Fig. 152. Auch hier sind die fraglichen Flachen Begrenzungsflachen
von Hilfskdrpern.

Fig. 153 schliefflich zeigt eine in der Photographie bedeutsame
Funktion. Es handelt sich um die Abhangigkeit der Schwéarzung
einer photographischen Platte von der Lichtintensitéat und der
Dauer der Belichtung in logarithmischer Darstellung bei Giltig-
keit des Bunsen-Roscoeschen Gesazes (S. 55). Diese Funktion
wird durch eine Flache dargestellt, die durch passendes Verbiegen
einer Ebene, etwa eines Papierblattes, zu erhalten ist.
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Im allgemeinen ist aber die Herstellung solcher ModelIfléchen
recht umstandlich und bringt keine besondere V orteil e gegentiber
der tabellarischen oder analytischen Darstellung der Funktionen.

Fig.152.Darstellungzweier FunktionendurchGipsmodelle

Fig. 153. Schwérzungafléche einer Photoplatte bei Gultigkeit
des Bunsen-Roscoesohen Gesetzes

Die graphische Darstellung einer Fuunktion einer Funktion einer Variablen
durch eine Kurve in der Ebene hat zweierlei Sinn:erstens ist sie
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weit Ubersichtlicher als jede andere und gestattet es, alle wesent-
lichen Eigenschaften der Punktion mit einem Blick zu Ubersehen,
zweitens hat sie gegeniiber der tabellarischen Darstellung den Vor-
teil, da3 man, ohne interpolieren zu muissen, an der Kurve jeden
Punktionswert sofort ablesen kann.

Dieser zweite Vorteil fallt bei der geometrischen Darstellung
der Funktionen zweier Variablen fort, denn an einem Gipsmodell
zum Beispiel lassen sich die Koordinaten eines Punktes der dar-
gestellten Fléche nur sehr unbequem ablesen. Ist die Fléche da
gegen wie in Fig. 151 zeichnerisch wiedergegeben, so ist das Ab-
lesen der Koordinaten eines bestimmten Punktes durch die Ver-
zerrung der Maf3stdbe auch nur mit Schwierigkeiten moglich. Ihren
einzigen Wert hat die modellméRige Herstellung einer Flache as
Représentantin einer Punktion zweier Variablern in der Anschau-
lichkeit. Die wesentlichen Eigenschaften der Funktion konnen
leicht Uberblickt werden, obgleich man damit nattrlich nur ein
qualitatives Bild vom Verhalten der Funktion erhalt.

50. Darstellung durch eine Netztafel

Die Netztafel in rechtwinkligen Koordinaten

Denken wir uns die auf der Flache T=%‘f—in Fig. 151 ein-
gezeichneten Hohenlinien T = const auf die pV-'Eberie projiziert,
so erhdlt man eine neue Darstellungsart einer Funktion zweier
Variablen, die sogenannte. Netztafel (Fig. 154). Diese Art der
Darstellung ist jedem bekannt von den Hohenschichtenkarten
eines Geléandes. Wir sind Ubrigens der Netztafel schon einmal
begegnet, und zwar auf S. 12. Dort hatten wir die Darstellung
einer Kurvenschar vor uns und sprachen von einem, jede einzelne
Kurve charakterisierenden Parameter, einer Grole, die fir jede
Kurve einen konstanten Wert hatte. Dieser Parameter ist, sofern
wir von vornherein raumlich denken, nichts weiter als eine dritte
Koordinate.

Eine solche Netztafel ist recht bequem, aber nur solange, als
die dritte, nach oben gehende Koordinate, in unserem Beispiel
die Temperatur, Werte annimmt, fur die die H6henlinien ein-



312 I'l. Teil. Funktionen zweier Veranderlichen

gezeichnet sind. So findet man z.B. leicht, daf} bei T'= 123 K
(f = — 150° ) und 04 Atmosphéren Druck das Molvolumen eines
idealen Gases 25 Liter betragt. Will man jedoch bei gleichem
Druck, aber einer Temperatur von — 180° C (1" = 93° K} das
Molvolumen ablesen, so stoft man auf Schwierigkeiten. Ebenso,
wenn man sich die Frage vorlegt, welche Temperatur ein ideales

RTTIAVRANN NN
BN
<l SN
NIE NN
NN

01X (=T
&, T

0 Q2 Qv ags g8 o2 w1k 8
2 in Arm.

Fig. 154. Darstellung der Funktion % = p}? durch eine Netztafel

Gas hat, dessen Druck eine Atmosphére betrégt und dessen Mol-
volumen 20 Liter ist. Die Punkte, die diese Zustande charak-
terisieren, liegen namlich nicht auf einer der eingezeichneten
Hohenlinien. Zur Erhéhung der Ablesegenauigkeit koénnen die
Niveaulinien natirlich dichter gezeichnet werden, dadurch leidet
aber wiederum die Ubersichtlichkeit der Netztafel.

Die Berechnung einer solchen Netztafel ist sehr einfach. In
mserem Beispiel braucht man in der Gleichung »¥ = RT" fir
eine Anzahl fester T-Werte nur V as Funktion von p zu berechnen
und die berechnete Kurvenschar auf Millimeterpapier aufzu-
zeichnen.
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Die Netztafel auf Dreieckskoordinatenpapier

Eine besondere, speziell in der Chemie viel verwendete Art der
graphischen Darstellung von Funktionen zweier Veranderlichen
ist die Netztafel auf Dreieckskoordinatenpapier.

Dreieckskoordinaten verwendet man stets dann mit Vorteil,
wenn man irgendeine Grofle darstellen will, die eine Funktion der
Zusammensetzung eines sogenannten ternaren Gemisches ist.
Ein solches, z. E. Athanol-Methanol-Wasser, besteht aus drei
Komponenten. Die Summe
der Prozentgehalte der drei ¢
Stoffe =% + #% 4 2% mul
stets den Wert 100 haben. Der
dritte Bestandteil ist daher
durch Angabe der Prozent-
gehalte der beiden anderen
Stoffe eindeutig festgelegt. Es
sind also nur dieAnteile zweier

Komponenten willkurlieh
wahlbar, und daher haben wir
es bei einer mit der Zusammen-
setzung variierenden Grofle 4
mit der Funktion von nur zwei
Ver.anderllchen Z,Utun'Ob_gleICh Fig. 155. Die Dreieckskoordinaten
drei Bestandteile vorliegen. eines Punktes

Beim Dreieckspapier, von
dem die Fig. 155 schematisch ein Blatt zeigt, stellt jeder Punkt
im Inneren des Dreiecks ene Mischung bestimmter Zusammen-
setzung dar auf Grund der besonderen Eigenschaften eines
gleichseitigen Dreiecks. Die Dreieckskoordinaten des Punktes
P:z=PM, y=PN und z=P0O, von P parallel den
Dreiecksseiten gezogene Strecken, definieren eindeutig die Zu-
sammensetztung des durch P dargestellten Gemisches. Das Ge
misch enthalt x%, des Stoffes A, ¥% von B und 2% von C. Die
Punkte A, B, C stellen die reinen Komponenten dar. Die Drei-
eckskoordinaten geniigen der an sie gestellten Forderung, daf
x4 y-+2z=100 ist, denn man erkennt leicht, da3 die Summe
der drei Koordinaten gleich der Lange einer Dreiecksseite ist, die

74
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man jederzeit in 100 Teile einteilen kann. Es ist namlich
o= PM = RB,

z = PO=0R (ds Seite des gleichseitigen Dreiecks POR),
¥y =HNP = P@Q (ds Seite im gleichseitigen Dreieck NPQ).

Wasser

Msthano! %3 ® o - 0 5 [ x I ] Kﬁh}nol
»—— Methanol

Fig. 150. Dichte von Gemischen aus Wasser, Athanol und Methanal als
Funktion der Zusammensetzung

Es ist aber
und damit

PQ = 40
2+ y~+2=BRE-- RO4- 04 = BA .
Uber dem Grunddreieck ABC 1Rt sich nun die darzustellende
Funktion entweder als Flache im Raume aufbauen oder es lassen

sich die Hohenlinien auf der Flache in das Dreieck ABO herunter-
projizieren. So erhdlt man dann eine Netztafel auf Dreieckspapier.
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Fig. 156 zeigt eine solche Netztafel, in der die Dichte von ter-
naren Gemischen Athanol-Methanol-Wasser dargestellt ist. Alle
Gemische, die durch Punkte dargestellt werden, die auf einer der
eingezeichneten Kurven liegen, besitzen gleiche Dichte. Man sieht
Ubrigens hieraus, da die Zusammensetzung eines terndren Ge
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Fig. 157. Analyse eines terndren Gemisches durch Ermittelung der Dichte und
des Brechungsquotienten

misches nicht durch Messung einer einzigen Grof3e, etwa der Dichte,
ermittelt werden kann. Nimmt man aber noch eine zweite Grofe
hinzu, die ebenfalls Funktion der Gemischzusammensetzung ist,
so &Rt sich in der Regel durch Messung dieser beiden Gréf3en eine
Analyse des terndren Gemisches durchfihren. In der Fig. 157
sind fur das gleiche Mischungssystem die Dichte (gestreckte Kur-
ven)- und der Brechungsquotient (stark gekrimmte Kurven) in
Skalenteilen des Zeilisehen Eintauchrefraktometers dargestellt.
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Die beiden Kurvensysteme Uberschneiden sich, und es lassen sich
keine Gemischzusammensetzungen angeben, die in Dichte und
Brechungsguotient (bereinstimmen wirden. Man entnimmt der
Figur leicht, daR ein terndres Gemisch von Athanol-Methanol-
Wasser, das eine Dichte 0,88 gfem?® und einen Brechungsquotien-
ten, der 95 Skalenteilen des Eintauchrefraktometers entspricht,
durch den Punkt P; dargestellt wird und damit eine Zusammen-
setzung von 609 Athanol, 6% Methanol und 34%, Wasser auf-
weist.

51. Darstellung durch eine Fluchtlinientafel

Allgemeines Uber Fluchtlinientafeln

¢ Eine wesentlich groRere Bedeu-
oim? 3 'E- tung als die Netztafeln haben die so-

W% <= genannten Fluchtlinentafeln.
£ F_,_-ﬁ -57 Die Darstellung von Funktionen
S - 4 zweier oder auch mehrerer Ver-
o E_m o~ @nderlichen durch Fluchtlinien-
= C 5 oder Leitertafeln, die man auch
E— 750 = 95 5.4 ds Nomogramme bezeichnet, ist
0 o 4 noch nicht sehr alt, se erfreut
a - 70— sich jedoch einer wachsenden Be-
0 - J liebtheit in Wissenschaft und Tech-
- 720 F 5‘—: nik, weil die Leitertafel im Gegen-
= o - s ] Satz zu der Netztafel keine wesent-
3 - I* lichen Interpolationsschwierigkei-
E- 700 IO ] ten aufweist.
= 690 - ] Die Handhabung einer Leiter-
3 105 %=1 tafel |4kt sich am einfachsten am
g_m - 35— praktischen Beispiel erkléren.
670 109 w Fig. 158 zdgt die graphische
. 660 - 4 Darstellung der Funktion
E [ #5— 0,0012932 p
E_ 540 095 @ =17 0.00567 T60°

Fig. 158. Fluchtlinientafel fur die . . .
Dichte der Luft as Funktionvon ~ di€ wir bereits auf S. 303 tabel-

pundt larisch dargestellt hatten, durch
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eine Leitertafel. Auf drei in gleichen Abstanden gezogenen par-
allelen Linien sind nach einem bestimmten, noch zu erlduternden
Rechenverfahren drei Skalen fir g, g und t aufgetragen. Verbindet
man durch Anlegen eines Lineales (am zweckmé&Rigsten ist ein
durchsichtiges Lineal oder Dreieck) zwei Punkte, die auf den beiden
auReren Geraden liegen, miteinander, etwa 20° C und 770 Torr,
so schneidet die Verbindungsgerade (die Fluchtlinie) die mitt-
lere Skala bei dem Werte p == 1,820+ 10-3 gfem®. Dies ist dann
die Luftdichte unter den angenommenen Bedingungen. So kann
man zu jedem Wertepaar p, t die zugehorige; Dichte g ermitteln.

Diese Art der Darstellung hebt im Gegensatz zu der tabellarischen
und der Darstellung durch eine Netztafel nicht die eine GroRe als
abhéngige Veranderliche besonders hervor. Ist z. B. die Frage vor-
gelegt, bei welchem Druck trockene Luft bei — 10° C eine Dichte
von 1240+ 102 gfem?® hat, so legen wir durch die Punkte, welche
diese Werte darstellen, eine Gerade und finden durch den Schnitt
dieser Geraden mit der p-Leiter, nach genau dem gleichen Ver-
fahren wie oben, den Wert = 701Torr.

Die Anwendung einer Leitertafel ist also in jeder Hinsicht
auRerst bequem.

Die eben besprochene Leitertafel mit drei Skalen auf geraden
Linien, diein gleichen Abstanden parallel zueinander gezogen sind,
ist nur ein Spezialfall. So ist es z. B. durchaus nicht notwendig,
dal’ die Abstande der Parallelen einander gleich sind. Diein Fig. 159
dargestellte Fluchtlinientafel gibt hierfir ein Beispiel. Es handelt
sich bei dieser Tafel um die Darstellung der Funktion.

4a
W = :'t—da' .
W bedeutet dabei den Widerstand eines 1 m langen Drahtes (in
£2/m} vom Durchmesser 2d {(#) (in mm) und dem spezifischen
Wide ro(in -——l-?-n—)l r d uns nun die Frage vorgelegt
nach dem Widerstand eines 1 m langen Drahtes vom Durchmesser
. a
0,1 mm und @ :_0,59—-%:5— (Konstantan), so finden wir nach dem

oben beschriebenen Verfahren einen Widerstand von 63 bis 64 2/m.

Wollen wir umgekehrt wissen, welchen spezifischen Widerstand
ein Draht haben mufB, um bei einem Durchmesser von 0,2 mm
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einen Widerstand von 10 £ pro Meter Lange zu besitzen, so ver-

binden wir die entsprechenden Punkte auf den beiden auf3eren
. H

Skalen und finden o = 0,31 bis 0,32 2B

, einen Wert, der

‘m
etwa dem spezifischen Widerstand des Patentnickels entspricht.
vvigersrand |
prom mmm
ab b a
WO~ 10 10— 10
500 -3 — o9
ggg - — 08
600 - Spec-Widerstand  oe
500 - 100 F os
“«o0 — 50 [ s
200 — — 0.2
- o
w0
200 — - 02
L]
— ' -y
RN s 000
80 — 0.08
™ - — Q.07
60 - L o.0e
150 as - a08
40 -] a0s. — 0.0
30 - . 003
1 —Q01 B
20 — 0,02
10 —qy W koo
Fig. 159. Nomogramm zur Berechnung des Widergandes
von Dréahten

Ist schliefidlich festzustellen, wie dick ein Platindraht sein mufR,
. L]

um bei o = 0,105 222 ginen Widerstand von 1000Qfm auf-

zuweisen, so verbinden wir die entsprechenden Punkte der W-

und o-Leitern und finden d = 0,012 mm.
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Tafel zur Ermittlung der Siedepunkte von nor-
malen Paraffinkohlenwasserstoffen aus dem
Dampfdruck bei beliebiger Temperatur bzw. zur Er-

Dapdpuckin mittlung der Dampftension bei ebener Temperatur i
ooty Memapricen ClIS G SiedepUnkt Dekannt 1. (Umgerechinet und Prpereme
E & konstruiert nach einer _empirischen "Formel von e
w000 L. 29 0. G. Wilson [Ind. and Engin. Chem. 1363 (1928)]):
3 tglm o LBl Al [.__”...1._,“_._1_4 P |
I z 8 o 0,3001 — 00001 185 (1,84, + 414)[ 1,84, + 414 1,82+414)
Mo F%  wobe'p = soluter Dampfdruck in Millimeter Quecksilber, E
e L T Pe = Normaler Atmo%harendruck_ = 760 mm, 3 -
toe 4 # t = Temperatur in Graden Celsius, E
L t = Siedepunkt bei Atmospharendruck. .
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: i Beispiel | : Der Siedepunkt eines K ohlen- » Ll
wassergtoffs bei Atmosphérendruck sei mit 145° C
# 1 gegeben. Gesucht wird der Dampfdruck bei 200°.
o Man verbinde den Punkt 200 der rechten e 1
: Temperaturleiter mit dem Punkt 145 der mitt-
x J leren  Siedepunktsleiter”, Die Verlangerung
dieser Verbindungslinie schneidet die " linke ) ;
,Dampfdruckleiter" in dem Punkt 2790 mm 300 4
w 4 Quecksiber bzw. 365 Atm. fir den gesuchten Druck.
Beispiel 2. Der Dampfdruck™ eines Kohlenwasserstoffs o -]
3 wurde bel '60° zu 395 mm' Hg gemessen. Gesucht wird der
i Siedepunkt bei Atmosphéarendruck. ) 0 o -
] _ Man verbinde den Punkt 60 der rechten Temperaturleiter
®»--] Mit dem Punkt 395 der linken Daméjcfd{uck_lener. .Die Ver- o0 L
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bindungslinie schneidet die mittlere Schrégleiter bel dem ge-

suchten” Siedepunkt 80° 0.
Fig. 160
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Die Leitertafeln kénnen bei komplizierteren Funktionen auch
so berechnet sein, dad die Skalen auf nicht parallelen Geraden
oder sogar auf gekrimmten Kurven liegen. Zwei solche Tafeln,

dckedwls A g

Jper o i e AEY, 4
Tafel zur Temperaturkorrektion der Dichte von Ammoniak- """";‘—‘F" "
A Y o . - n ~ 50
lésungen und zur Uberfiihrung ihrer physikalischen Daten "Hu"’ o
ineinander. am 4y e
o LA
pighte EE
ﬂ-”fglse; <Bé PIVR it S
Sy Fr¥*iroe
}__zt - F—""L,_‘»,,
oy -] ujz._im
T Frurew
u kY '/qm t-248
E “" LN Y
Py % F- el
ia [
ot TR S
Temppraturbel 0w ie Fom
“’%g.w o 3 L P
' 20
'] ] =+ 24 -|r
o —E' . L1 :T‘W
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o bty o
-:JN—:_'”
ams oes -3 e
_.—v“ '-E-rrs
M-WN%ET:
1w
tamog—-—p-"
P L Ll
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Beispiel: Bei 10,5° C wurde eine Ammoniaklésung zu EaalE : ¥ AC 0
18,1° Bé = 0,891 spez. Gew. gespindelt. Gesuclit wird die Dichte 1y Jbw
bei 15° 0, der %-Gehalt und die Anzahl Gramme NHg/Liter. sy , T
Man verbindet den Punkt 10,5 der (linken) Temperaturleiter mit .f‘" . ¢
dem Punkt 0,891 der (mittleren schrégen) Leiter: ,,Abgelesene 3.1 k4
Dichte" durch eine gerade Linie, deren Verléngerung die Leiter: Wl -

~Dichte bei 15°" bel den Punkten schneidet: Spez. Gew. = 0,886
(18,0° 36). Legt man durch diesen Punkt eine Horizontale, so
schneidet diese die anderen Leitern bei den Punkten: %-Gehalt Ammoniak= 33,0%;
Anzahl Gramm im Liter = 293 g.

Fig. 161.

die dem Werke ,,Taschenbuch fir die anorganisch-chemische Grof3-
industrie” von Berl und Lunge entnommen sind, zeigen die
Figg. 160 und 161. Es handelt sich dabei einerseits um die Be-
stimmung der Siedepunkte normaler Paraffinkohlenwasserstoffe
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aus ihrem Dampfdruck bei beliebiger Temperatur und andererseits
um die Ermittelung des NH;-Gehaltes von Ammoniakldsungen
aus ihrer bei einer bestimmten Temperatur mit einer Senkspindel
gemessenen Dichte.

Theorie der Fluchtlinientafel mit Parallelleitern

Wenn auch im Rahmen dieses Buches nicht auf die Berechnung
von Leitertafeln in allen Einzelheiten eingegangen werden kann
(es sei verwiesen auf das Buch: M. Pirani und |. Runge, , Gra-

phische Darstellung in Wissen- , V4 V4
schaft und Technik"; Goschen G
728 unddie Artikelserie ,,Nomo- f_____',.,..
graphie” von O. Liesche in der |z s
,Chemischen Fabrik", Jahrg. | ,-"},

1928 und 1929), so wollen wir -

doch den einfachsten Fall, die |, .~

Berechnung einer Fluchtlinien- -~ w ¥V

ry
tafel mit drei parallelen Leitern, ‘A ¥
kurz besprechen,
Fig. 162 stelle schematisch

eineLeitertafel mitdrei parallelen é -
Leitern I, I1 und 111 dar; die & 65
AbStande_l bis| 11 und,' I blSll Fig. 162. Berechnung einer Flucht-
nennen wir abzw. 6. DieLeitern linientafel mit Parallelleitern

werden geschnitten von einer

Nullachse ABC, die nicht unbedingt rechtwinklig zu den Parallelen
liegen muf3, und einer Fluchtlinie EFG. Die Figur AEGC ist ein
Trapez, und die Langen der Strecken E4A =%, FB=w und
GC = v lassen sich zueinander in Beziehung setzen. Ziehen wir
namlich die Diagonale AG, so ist nach dem Strahlensatz (w' = ¥'H,

wti‘:HB) w,—“ b d ?f:_ a
% a+tbd un v a-+b
und damit
' "o o b @
(79) w +w —-w—-mu+a“-“—“+b”-
Auf den Geraden I, Il und I I | mdgen nun von der Nullachse

ABC aus drei Funktionsleitern fur die Funktionen f,, fs und f,

A smus, Einfihrung in die hthere Mathematik 21
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mit den Einheitslangen I,, I, und Iy gezeichnet sein. Es ist dann

u‘=zl'jl.s 9=z!'f!

und
W=l fy.
Setzen wir diese Beziehungen in Gl. (79) ein, so erhalten wir
(80) zs'fS“a_{Lbzx L+ a+ba' fa
Werden die Einheitslangen so gewéahlt, dal
@81 L=52E2 und g ='za“_}’l
genommen werden, was uns freisteht, dann geht die Gl. (80) Uber in
(82) Is =f1+fs-

Diese Gleichung bedeutet, daf3, sofern man auf den beiden duf3eren
Parallelen zwei beliebige Funktionen unter Benutzung der nach (81)
speziell gewahlten Einheitslangen I, und &y durch Funktionsleitern
darstellt und durch zwei Punkte auf diesen Parallelen — die be-
stimmte Funktionswerte f, und f, darstellen — eine Verbindungs-
linie legt, diese Gerade durch den Schnitt mit der dritten Par-
allelen die Summe von f; und f, anzeigt.

Nun wollen wir diese allgemeinen Sétze bei drei leichten prak-
tischen Beispielen anwenden.

Berechnung einer einfachen Tafel mit gleichmaRig geteilten Leitern

In der GroRdindustrie ist es von Bedeutung, die Alkalitat des
Kesselspeisewassers von Dampfmaschinenanlagen zu Uberwachen,
d. h. es ist notwendig, den Gehalt des Wassers an freiem Alkali
{als Na,0 oder NaOH)} neben Carbonat {NayCCO,) zu kennen. Mit
technisch ausreichender Genauigkeit 18Rt sich das durch eine ein-
zige Titration des Kesselwassers mit Sazsdure feststellen. Man

titriert z. B. 200 cm* Kesselwasser mit "/10 HCI und Phenol-

phthalein as Indikator bis zum Farbumschlag. Dabei gehen die
Reaktionen vor sich:
NaOH 4 HCl = Na(Cl + B0 und

Na.(0; + HOI = NaHCO; + NaCl,
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wobei # em?® Sdure verbraucht werden. Gibt man nun Methyl-
orange hinzu und t|tr|ert weiter, so zeigt nach einem weiteren
Verbrauch von y cm® Séaure der Umschlag des Indikators das Ende
der Reaktion

NaHCO, + HCl = NaCl 4 H,0 4 CO,

an. Die Anzahl der mg Carbonat im Liter Kesselwasser ist dann

gegeben als

(83) ¢ = 53,0 y mgfl Na,CO,

und der Gehalt an freiem Alkali durch die Gleichung
(84) A = 20 (x — y) mg/l NaOH.

A'ist hiernach eine Funktion von x und y, die wir durch eine Leiter-
tafel darstellen wollen.

Zur Darstellung einer Funktion zweier Variablen durch ein
Nomogramm mit Parallelleitersystem muflte nach Gl. (82) fs as
Summe zweier Funktionen

fs =h+ fa

gegeben sein. Dies ist hier tatschlich der Fall, denn es ist
A=20=z—20y,

und diese Gleichung laBt sich auf die Form
We=4-+20y

bringen. Damit erhalten wir
fa=202, hh=4 und h=20y.

Wir wahlen ein &quidistantes Leitersystem, machen also @ = &
und finden unter Benutzung der GIl. (81), da3 zwischen den zu
wéahlenden Einheitsléngen die Beziehungen

(85) 11‘—*—* 233 Und .l’= 2;3

bestehen missen. Die Einheitsléangen, die bei der Zeichnung der
Leitern fur die Funktionen A und 20y verwendet werden sollen,
missen also unter sich gleich und doppelt so grofl3 wie die Ein-
heitslénge fir 20 x sein; anders ausgedrickt, missen auf den
Leitern drei lineare Teilungen fir 4 (I), = ¢III) und y (II} so an-
gebracht werden, daf3 der Mal3stab auf der y-Leiter 20mal so grof
wie auf der A-Leiter und doppelt so gro3 wie auf der x-Leiter ist.

21*
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Zum Aufzeichnen der Fluchtlinientafel nehmen wir, um uns das
Zeichnen der Teilungen zu ersparen, einfach ein Blatt Millimeter-
papier. Fig. 163 zeigt das so hergestellte Nomogramm.

AuRer den drei Leitern fur A, x und vy, die zur Bestimmung
von freiem Alkali dienen, kann man noch eine vierte Skala (C)
anbringen, die zur Feststellung des Carbonatgehaltes dient Nach
Gl. (83) ist ¢ = b3 %, und so braucht man neben der y-Skala nur
eine weitere anzubringen, die mit einem 63mal kleineren Mal3stab

A4 X

Fig. 163. Erstes Nomogramm zur Ermittelung der Alkalitét von Kessal-
e sewasser
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gezeichnet ist, um zu jedem y-Wert den zugehdrigen Wert C er
mittein zu konnen.

Es seien nun bei der ersten Teiltitration 87 cm® und bei dei
zweiten 35 ein® Saure verbraucht worden; wir lesen dann an
der Tafel sofort ab, dald der NaOH-Gehalt des Kessawassere
A = 104 mg/1 betragen hat und bestimmen den Carbonatgehalt

X A

Fig. 164. Zweites Nomogramm zur Ermittelung der Alkalitat von
K essel spei scwasser
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durch waagerechten Ubergang von dem Wert y = 8,5 zur O-Skala
zu € == 185 mgfl. Ebenso finden wir z. B. fir x= 48 cm® und
y = 36cm® einen Wert 4 = 24 mg/L.

Es ist nun nicht unbedingt notwendig, zum Entwerfen der Flucht-
linientafel die GI. (84) erst umzuformen. Die Bedingungf; == f, + f4
&Rt sich auch direkt durch sie erfillen. Es ist dann

f.=A’ fl=20’ ungd hn—aoy.

X A IJ

e’ mat om

Fig. 165. Drittes Nomogramm zur Ermittelung der Alkalitat von
K essd spei sewasser
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Da fur die Einheitslangen die oben angegebenen Beziehungen
(85) auch jetzt gelten, lart sich die Punktion 4 = 20 x-~'20 4
auch so darstellen, da3 man auf den drei Leitern I, 111 und Il
von der Nullachse aus lineare Teilungen fir x, A und y anbringt,
bei denen die Einheitsldngen sich wie 1:1/,,:1 verhalten, wobei
die y-Skala, wegen des negativen Vorzeichens bei — 20y, von
der Nullachse aus nach unten verlauft. Fig. 164 zeigt das so her-
gestellte Nomogramm. Man Uberzeuge sich, dal? auch jetzt sich
fur 2 =4,8ecm? und y = 3,6 cm® ein Wert A = 24 mg/l NaOH
ergibt.

Auf S. 381 war erwéhnt, es sei nicht notwendig, da3 die Null-
achse die Leitern rechtwinklig schneide; sie durfte ganz beliebig
gelegt werden. Von dieser Tatsache kdnnen wir Gebrauch machen,
um das letzte Nomogramm handlicher zu gestalten. Ziehen wir
die Nullachse (gestrichelt gezeichnet) derart, wie es Fig. 165 zeigt,
so konnen wir auf einem gleich grof3en Papier x- und y-Skalen,von
doppelter Lange unterbringen, wodurch der Anwendungsbereich
der Tafel wéchst.

Tafeln mit logarithmisch geteilten Leitern

Der Fall, da3 wir unsere Leitertafel mit linearen Teilungen her-
stellen kdnnen, ist natiirlich nicht sehr haufig. Er ist die einfachste
aller denkbaren Méglichkeiten.

Wir wollen nun eine Leitertafel berechnen, bei der wir logarith-
mische Teilungen verwenden werden.

Die Leistung eines elektrischen Gerétes, etwa eines Heizkorpers
in einem Thermostaten, ist gegeben durch die Gleichung
(86) N= %; s
wenn U die Klemmenspannung in Volt und R den Widerstand
in Ohm bedeuten. Die Leistung N ergibt sich dann in Watt.
N ist hiernach eine Funktion zweier Verénderlichen und wir wollen
fir diese Funktion eine Leitertafel entwerfen.

Wir formen die GI. (86) umin
R-N=0"
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und logarithmieren sie. Se geht dann Uber in
IgR+IgN=21gU.

Damit haben wir unsere Gleichung auf die Form

4 fy =
gebrarht mit hth=1
L=IgR, fo=1N und t}';.-:2lgU.

Das bedeutet also, daB unsere Funkt ¥ = “g' I ¢ heineLeiter-

tafel mit parallelen Leitern darstellbar ist, sofern wir logarith-
misch geteilte Skalen verwenden.

Wir wollen unsere Leitern wieder so zeichnen, da die Par-
alelen | und I I'l sowie Il und | I I gleiche Abstéande voneinander
haben. Wir wahlen also a = 6. Damit erhalten wir fir die MaR3-
stdbe nach Gl. (81)

L, =121 und I,=21
oder
I =1, und Iy =F=2.

Die Strecken u, v und w auf den drei Parallelen waren definiert
as

w=1-4, v=1,"f und w==1l;-f;.
Sie werden in unserem Falle
u=1IllgR, o=<I lgN und w=L2"2lgU=31-lgU.

Diese letzten Gleichungen sagen aus, dal3 wir mit beliebigem,
aber gleichem Maistab (Lange der logarithmischen Einheit = i,)
auf den beiden aufferen Geraden je eine logarithmische Teilung
fir R und N und auf der mittleren Parallelen eine solche fiir U
anzubringen haben, um unsere gewiinschte Fluchtlinientafel zu
erhalten. Da die Langeneinheit der drei logarithmischen Skalen
beliebig ist, brauchen wir uns die Teilungen nicht erst mit Hilfe
der Logarithmentafel zu entwerfen. Wir ndhmen statt dessen ein
Blatt einfach logarithmischen Papieres, das von links nach rechts
gleichméafdig, dagegen von unten nach oben logarithmisch geteilt
ist, und zeichnen auf diesem Papier unter Ausnutzung der auf-
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gedruckten logarithmischen Teilung drei parallele Linien. Auf
der Mittellinie lesen wir die Spannung U und an den beiden &ufleren
Geraden den Widerstand und die Leistung ab. Fig. 166 zeigt eine
so hergestellte Fluchtlinientafel.

Nicht immer ist es naturlich wie in diesem Spezialfall, daB die
drei MaRstabe fur die logarithmische Darstellung gleich genommen

L
i iﬁiﬂ[{
il

b e

1L T AT

Fig. 166. Nomogramm zur Berechnung der Leistung in einem Gleichstromkreise
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werden kdnnen. Stellt man z. B. das Ohmache Gesetz U =/« R
durch eine Fluchtlinientafel dar, bei der a = b ist, so ist

lgl+1lgR=1gU
und damit :
Lelgl+h lgR=-41gU,

d.h., dal3 U auf der mittleren Parallelen zwar auch logarithmisch
aufgetragen werden soll, dal} aber die die logarithmische Einheit
darstellende Strecke hier nur halb so gro3 sein darf wie auf den
AuRenparallelen.

Um auch bei dieser Leitertafel das Zeichnen der Skalen zu ver-
meiden, schneidet man sich aus einem Blatt einfach logarith-
mischen Papieres einen 1 cm breiten Streifen aus und klebt ihn
léngs der Mittellinie eines anderen einfach logarithmischen Papieres
auf, das aber mit doppelt so grofler logarithmischer Einheit ge-
druckt ist.

Uber die GroRe der zu wéhlenden Einheitsldngen entscheidet
die gewinschte Ablesegenauigkeit.

Man erkennt Ubrigens leicht, da eine Funktion zweier unab-
hangigen Variablen immer dann durch ein Nomogramm der oben
beschriebenen Art mit logarithmischer Teilung auf Parallelleitern
dargestellt werden kann, wenn die beiden in einer beliebigen Potenz
auftretenden unabhdngigen Variablen miteinander multipliziert
oder durcheinander dividiert werden sollen. Es |af%t sich dann
das Produkt oder der Quotient in eine Summe oder Differenz
zweier Logarithmen durch Logarithmieren der Funktionsgleichung
Uberfihren und damit die erforderliche Beziehung f,+ fa="/a
erhalten.



2. KAPITEL
Differentiation

62. Partielle Differentiation und das totale
Differential

Die ergen partiellen Differentialquotienten.

Das totale Differential.

Wir wollen uns die Frage vorlegen: um welchen Betrag dz éndert
sich eine Funktion zweier Verdnderlichen z = f(=, %), wenn sich

2
c
D 7| At
fi (ﬁ l
1 —_
4 e
Y
4
| ‘l—-—-/
yad X
Fig. 187,

die beiden unabhangigen Variablen um gewisse kleine Betrége dx
bzw. dy vergroRern oder verkleinern; z. B. welche Anderung tritt

beim Molvolumen ¥ =£§ eines idealen Gases ein, wenn gleich.
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zeitig Druck und Temperatur um kleine Betrdge geéndert werden.
Mathematisch handelt es sich um die Frage nach der Differentiation
einer Funktion zweier unabhangigen Variablen.

Es sel in Fig. 167 ein kleines Stick ABCD einer Flache ab-
gebildet, die die Funktion z = f{z, ) in rechtwinkligen rdum-
lichen Koordinaten darstellt.

Wie é&ndert sich nun der Wert von z, wenn wir vom Punkte A
aus zu einem Nachbarpunkte Ubergehen? Bei einer Kurve in
ebenen rechtwinkligen Koordinaten haben wir uns dieselbe Frage
auf S. 37 vorgelegt. Da war die Lésung insofern einfach, als sémt-
liche Nachbarpunkte auf der Kurve lagen und zu einem bestimm-
ten Az auch ein bestimmtes Ay gehorte. Hier sind die Verhalt-
nisse komplizierter, denn in der. Umgebung von A gibt es auf der
ganzen Flache Punkte, die A benachbart sind, und der Funktions-
zuwachs 4z ist abhéngig von der Richtung, in der wir unsere
Wanderung auf der Fléache vornehmen.

Man kann z. B. den Nachbarpunkt so wahlen, da3 sich bei der
Wanderung von A aus die y-Koordinate nicht andert. Wir be
wegen uns dann auf der Schnittkurve der Flache z = f(z, ) mit
der Ebene y = const, die teilweise durch den Bogen AB dargestellt
sei. Der Zuvmchs (4z), (diese Schreibweise soll andeuten, daB y
wahrend der Berechnung des Zuwachses konstant gehalten werden
soll) ist, wie der Figur entnommen werden kann,

(dz), =tga Az = (/%), Az,

ganz entsprechend unseren Uberlegungen bei den Funktionen
einer Veranderlichen. Wir haben jetzt auch nur eine Verander-
liche, weil wir die zweite willkirlich festhalten. Ebenso finden
wir, dal3 der Zuwachs (Az), bei Wanderung von A nach D, bei
konstant gehaltenem x, gegeben ist as

(d0), =t -y =() - 4y,

wenn 3 einen Winkel bedeutet, der in entsprechender Weise wie oc
(nur am Bogen AD statt am Bogen AB gezeichnet) definiert ist.

L&Rt man nun die Punkte B und D beliebig nahe an A heran-
kommen, geht also zur Grenze Uber, dann gehen Az und dy in
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die Differentiale dx und dy Uber, und aus den Differenzenguotien-
t e (:—E) (15) werden die Differentialquotienten (::;—)
i E4

Ay
und (g;—) . Diese Differentialquotienten, die unter der speziellen

Annahme des Konstanthaltens von y bzw. x gebildet werden,
nennt man partielle Differentialquotienten, deren Natur man
durch besondere Schreibweise noch hervorhebt. Man schreibt se
mit rundem &, slso (6—2) und (‘j—z

ax/y ey

und die kleinen Indizes auch fortlassen kann, aso einfach gz

) » wobei man die Klammern
&£

und g—z. Die erste Schreibweise wird in der Thermodynamik
bevorZugt.

Der algemeinste und wichtigste Fall fur die Wanderung auf
der Flache z = f{z, ¥) ist die zu einem Punkte C; dabei wird also
sowohl x als auch y gedndert. Hierbei erfahrt die Funktion einen
Zuwachs Az, der aus zwei Anteilen zusammengesetzt gedacht
werden kann. Wir wandern néamlich nach C nicht auf dem Kkr-
zesten Wege von A aus, sondern auf den Bogenstiicken AB und
anschlieBend BC. Wahrend der ersten Teilwanderung bleibt y
konstant, bei der zweiten x. Damit wird, wie aus Fig. 167 er-
sichtlich

Az Az
Az =tgu-Ax-+tgy - dy = (B_;)ﬂ./_tx + (:G)HA::'
Dabei ist zundchst tgy nicht identisch mit tgR. Geht man nun
zur Grenze Uber, 18Rt also Ax und Ay nach Null gehen, wodurch
der Punkt C nach A wandert, so gehen die Differenzen in Diffe-

rentiale Uber und die Differenzenquotienten in die partiellen Diffe-
rentialquotienten, so dal? wir erhalten

oz az
dz = (é—;:)v di + (Eg)z' dy 5
— weil gleichzeitig auch tgy dem Werte tg § zustrebt — oder,

einfacher geschrieben,
oz a2 l

dy .
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dz nennt man das totale, exakte oder vollstandige Diffe-

rential der Funktion z Dag-z un‘d% i onenvon x undy
sind, ist das totale Differential in allgemeiner Form as
dz = Mz, y)dx -+ N(z, y) dy
gegeben.
In ganz entsprechender Weise ist fir eine Funktion dreier un-
abhéngigen Variablen # = f{x, y, 2) das totale Differential

Bu B du
du:f,:—);dm-—}-a—ydy—!—gdz.

Diesen Zuwachs du kann man nicht mehr anschaulich an einer
Flache darstellen.

An einigen abstrakten Zahlenbeispielen wollen wir nun das
partielle Differenzieren Uben. Es sei

z=224 ¢?,
dann ist

oz _ Lx40 (y soll wahrend der Differentiation als
8z Konstante betrachtet werden!)
und

%: 043y (x soll jetzt konstant gehalten werden!).

Entsprechend finden wir fir

z=32y,
o " dr
. . ) 6—.1'-' =3 ¥, 'a_y =06z Y,
schlieRlich far r= e fyosing,
gzmye‘?"-i-?y-cosx, %=xe"+ainx.
AnschliefRend betrachten wir einige Anwendungen der partiellen
Differentiation in der Thermodynamik.

Anwendungsbeispiele

Differenz der Molwéarmen eines idealen Gases. Ein Korper |aft
sich bekanntlich unter verschiedenen Bedingungen erwérmen.
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z. B. 0, dal3 wahrend des Erwdrmens der auflere Druck konstant
bleibt; aber die Erhitzung kann auch so vorgenommen werden,
dal? sich das Volumen des Korpers dabei nicht andert. Man spricht
dann von der spezifischen Wérme bzw. Molwéarme bei konstantem
Druck ¢, bzw. €, oder bei konstantem Volumen von den ent-
sprechenden GroRen ¢, bzw. C,. €, ist dabei groRer as C,.

Fir die Differenz der beiden Molwérmen ergibt sich aus thermo-
dynamischen Uberlegungen

6= =1(33), (),

ép avy : .
(a*ga‘)l, und (5@)9 sind dabei aus der Zustandsgieichung des unter-
suchten “orpers zu berechnen. Der Druck p ist dabei as Funk-
tion des Molvolumens V und der absoluten Temperatur T, V als
Funktion von p und T gedacht.

Um die beiden partiellen Differentialquotienten ausrechnen zu
koénnen, mufl man die Zustandsgieichung kennen.

Wiv\nlr\'lr\n Fal O Fle AN irlnnlnf’ A~ findAn Ce~ IET
?V—_—RT Odﬁl‘ ‘P=-T;- l.lnd V=—p—-
Damit wird

@y=7 = (@),~3

und die Differenz der Molwarmen ist

09—09I= T‘v“;= v
Wegen p¥ = RT folgt
Die Differenz der Mcﬂyé&«w‘p&%dea]m Gasss ist gleich der

Gaskonstanten!

Abhéngigkeit der inneren Energie eines Gases vom Volumen. Die
innere Energie eines Korpersist im allgemeinen eine Funktion von
Vund T. In der Thermodynamik wird gezeigt (sehe auch S. 374),
daR die Anderung der inneren Energie U eines Korpers bei Ande-
rung seines Volumens, aber Konstanthaltung der Temperatur,
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mit dem Druck, der Temperatur und dem partiellen Differential-
guotienten des Druckes nach der Temperatur nach der Gleichung

zusammenhangt (%{)T: T (%) y F

Wir wollen diese GroRe fur ein ideales und ein reales Gas, dessen
Zustand durch die van der Waalssehe Gleichung beschrieben
wird, berechnen.

Beim idealen Gas ist

_ RT oy R

_ P=ry (aT)V'“ v’

damit ,
ars R

Das bedeutet, dal3 die innere Energie eines idealen Gases unab-
hangig vom Molvolumen ist. L&t man namlich ein ideales Gas
aus einem Behdlter ins Vakuum Uberstromen, vergrofRert damit
aso sein Volumen, ohne dal3 das Gas dabei eine Arbeit leistet, so
findet kein Wéarmeaustauch mit der Umgebung statt. (Uber-
stromungsversueh von Gay-Lussac.)

Lalkt man jedoch ein van der Waalssches Gas sich in gleicher
Weise ausdehnen, so ist jetzt

(p+35)(V—0) = BT,
BT a

P=y 5 i
(92 o B
c':‘T)VH“ V-4
und damit

-1 R B RT a o
@)e=T v ?=T vyt =7
Die innere Energie nimmt also bei einem van der Waal sschen
Gas bei VergroRerung des Volumens, aber dabei konstant gehal-
tener Temperatur, zu.
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Joule-Thomson-Effekt.  Joule und Thomson lieen im
Jahre 1853 ein Gas in einem engen, gegen Warmeverluste ge
schitzten Holzrohr durch einen schwer durchldssigen Watte-
pfropfen von einem kleineren Volumen auf ein grofkeres expan-
dieren. Se beobachteten dabei eine Temperaturénderung des
Gases. Die theoretische Durchrechnung dieses sogenannten Joule-
Thomson-Effektes ergibt, da mit einer kleinen Druckanderung
Ap des Gasss (genau genommen dp) eine Temperaturénderung
AT (eigentlich dT) verbunden ist, die sich aus der Gleichung

AT = e,

- AP
berechnet.

Um A7 ausrechnen zu konnen, mul man fir das betreffende
Gas den partiellen Differentialquotienten (a’r) bestimmen. Man

sieht sofort, da® ein idedes Gas keinen Joule- Thomson Effekt
aufweist, denn es ist
RT oV R
| v=% ()=
und damit

Ein van der Waalssches Gas dagegen zeigt den Effekt. Zur
Bestimmung vm(%) ssen wir die van der Waalssche
P

Gleichung nach V aufiosen. Um die Rechnung zu vereinfachen,
nehmen wir die auf S. 198 berechnete N&herungsform der Gleichung

(87) V=“§“’Rsr+b’
damit wird
eV B o
(aa") =21t rm
und
T2 4 14 BV
AT = ( g'*"‘) Ap = 25— Ap

Asmus, Einfuhrung in die hthere Mathematik 22
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Fiir %!— V setzen wir aus Gl. (87) RT —& ein und erhalten

28 b
—~ BT
AT - U‘, A.’p
Man sieht sofort, dal? beim Entspannen eines Gases {4 negativ)

eine Abkuhlung oder Erwérmung eintreten kann, je nachdem, ob
2a

}ﬁmb positiv oder negativ ist. Bei tiefen Temperaturen ist der

Zahler positiv, das Gas kiihlt sich bei Expansionen ab, bei hohen
Temperaturen dagegen ist der Wert von Té?“b negativ und die
mit der Expansion verbundene Temperaturdnderung ist positiv.
Bei der sogenannten Inversionstemperatur

2a
Ti= 7%
h a —&1 Wert Null, und es tritt kein Effekt auf.

RT
Der Joul'e—Thomson-Effekt wird technisch zur Verflissi-
gung von Gasen durch die Abkihlung bei Expansion im Linde-
Verfahren ausgenutzt.

Uberlagerung Meiner Wirkungen. Das totale Differential gibt
uns an, wie sich eine Funktion z andert, wenn die unabhangigen
Variablen x und y gleichzeitig verandert werden. So andert sich
z. B. der Druck eines Gases, wenn dessen Temperatur und Mol-
volumen gedndert werden, nach der Gleichung

op = (), 47 + ()7

Haben wir es mit einem idealen Gase zu tun, so ist

_RT py _ B . 2\ _ _RT
p =~ und (aT) 7 sowie (av)q» = Ve
Damit wird
(88) dp=Tar—LLav.

Der physikalische Sinn dieser Gleichung ist der, dal3 zwei kleine
Wirkungen sich Uberlagern. Die positive Temperaturénderung dT
bedingt eine Druckerhéhung, eine gleichzeitige Volumenver-
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groRerung um den Betrag dV fihrt, des negativen Vorzeichens
RT . . .

von —- wegen, zu einer Druckverminderung. Prozentual wirken

sich Druck- und Temperaturanderung gleich aus, denn dividieren

wir die Gl. (88) durch g == Rr,q—, so folgt

{ ¥ g 47 iV

@__ ¥V oap. 47 __d¥

bl v =55
v 13

Der Einflud von Mef¥fehlern auf eine aus Mefdwerten abgeleitete
Grole. Das totale Differential einer aus mehreren MeRwerten sich
ableitenden GroRe ist, ganz entsprechend den Uberlegungen von
S. 49, in guter Néherung der absolute Fehler der abgeleiteten GrolRe,
der als Folge der MeRfehler entsteht.

Bei der relativen Zahigkeitsmessung nach Poiseuille ist die
Zéahigkeit

= Adeset,
wenn A eine Apparaturkonstante, s das spezifische Gewicht der
untersuchten Flussigkeit und t ihre Ausstrémzeit aus dem Viskosi-
meter bedeuten. Wird s mit einem Fehler s und t mit einem

Fehler At gemessen, so addieren sich bei Berechnung von n die
relativen Fehler, denn es ist

dq—(—)ds F(P”) —=A-t-dst A-s-dt,
iy ds ¥
PR
und damit in guter N&aherung
Ay s Al
_q N T - -
Ein Fehler von je 1% bei der s- und t-Messung hat also 29,
Fehler bei # zur Folge.

Bei der absoluten Zahigkeitsmessung ist n gegeben durch die
Gleichung (vgl. S. 301)

a & r
n=goo B—p)

9
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Wie wirkt sich ein Mel¥fehler bei der Bestimmung der Daten
der Kapillarréhre {r und 1) aus?
Alle Grolen auBBer r und | sind konstant, also

™
=07,

dy = (%) dr+(8) =02 dr—c T,

T ¥ {
Da man bei einem zuféligen Fehler nicht weil3, ob er positiv
oder negativ ausféllt, spielt das negative Vorzeichen bei ar far

i
die Fehlorbestimmung von # keine Rolle. Kann man aso r und |
nur so genau messen, da man einen Fehler von je 1%, zulassen
muf3, so ist damit % mit einer Unsicherheit von 5% behaftet.
Dieselben Uberlegungen gelten entsprechend auch fur die Fehler-
fortpflanzung bei der rechnerischen Bestimmung von Grof3en, die
von mehr as zwei Variablen abhédngen.

Eine Beziehung zwischen partiellen Differentialquotienten

Ist z eine Funktion von x und vy, so ist natirlich auch y eine
Funktion von x und z und entsprechend x eine Funktion von y
und z' Daher sind die partiellen Differentialquotienten

&, @G, = G).

nicht unabhangig voneinander. Wir wollen das am speziellen Bei-
spiel einer Zustandsgieichung beweisen.
Es sei aso
p=f{vT).

Daraus ergibt sich das totale Differential dp zu
2 2
(89) dp =(Z), dv+ (Eg)wdi“



52. Patidle Differentiation und dss totde Differentid 341

Bei einem isobaren ProzeR ist p unveranderlich, also dp = 0.
Daher wird bei gleichzeitiger Division der GI. (89) durch dT

0= (), (), + (7).

Der partielle Differentialquotient (9;'1.) tritt statt do au
a1/, ar
weil es sich um Anderungen des Volumens und der Temperatur
bei konstantem Druck handeln soll. Damit wird
ap
o ),
(%0) (), =

L)

oder in allgemeiner Schreibweise fir eine Funktion z = f{x, %)

f:

&z
)
&y

oz

Differenz der Molwdrmen. Der isobare kubische Ausdehnungs-
koeffizient a ist die relative Volumenanderung eines Kérpers pro
Grad Temperaturerhdhung bei konstantem Druck, bezogen auf
das Volumen bei 0° C, also

__ 1_(61: .
« =5,

die isotherme Kompressibilitét x ist definiert als die auf das je-
weilige Volumen bezogene V olumenanderung pro Atmosphére Druck-
erhdhung bei konstanter Temperatur:

_*}_.(@)
=TT ey

Weil v mit wachsendem p abnimmt, » aber positiv gezdhlt wird,
tritt hier das negative Vorzeichen auf.

In der Thermodynamik wird abgeleitet, dal fur die Differenz
der Molwarmen die Gleichung

@ o= 1(3),(5)
gilt.
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Wegen der Verkoppelung der in GL (91) auftretenden partiellen
Differentialquotienten durch die Beziehung (90), a3t sich auch

schreiben: (
(j;)f (j;) (@) - ('av)
Damit wird
yE
Co— €, =— T2

und unter Berlcksichtigung der Definitionsgleichungen fir o
und x folgt
0,0, =718%
x ¢
Bei festen und flussigen Korpern ist v praktisch gleich vy und
damit wird
Cp—C, == T”‘ o,

Indirekte Berechnung eines partiellen Differentialquotienten. Die
in Gl. (90) angegebene Beziehung 1&Rt sich auch mit Vorteil dann
verwenden, wenn ein partieller Differentialquotient nur umstéand-
lich berechnet werden kann.

Soll z. B. flr ein van der Waalssches Gas (a:) ausgerechnet

werden, was beim Joule-Thomson-Effekt (8. 337) erforderlich
war, so stoft man auf Schwierigkeiten, weil V sich nur schwer
as explizite Funktion von p und T darstellen 1&3t. Nun kdnnen

ar ap _f'-*-r) :
wir (()Q‘"’), aus (EJT)V und (W . ermitteln.

Es ist _ BT _a
PEYZT oy
o R (?P e BT 2o
(M') | aT’)T Tow—ir T P
und damit nach Gl. {90)
R RT a
o (7 = v_s ___._ v-s __ Pt
2) ag), TSRT W T RM G f T RP T £aF

- A e _h _ca L 4%
V=u Ty = Vi (v—u ¥
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Aus der angendherten Gleichung erhielten wir (S. 337)

av R a
@), =5+ ¥

Beide Ergebnisse miissen natiirlich bis auf kleine Glieder (ber-
einstimmen. Vernachl&ssigt man b gegen V, so erh@t man aus
Gl. (92

(a];f P+ -+ —;i
o7}, T KT taT T ' %
Yot T (I _}:H')

In der Klammer konnen wir egen 1 vernachléssigen und

RVT 9

14 AN

(rTf) R R’P’
oder, wenn wir in Naherung }?2—: aus der idealen Gasgleichung
ausrechnen und in Gl. (93) einsetzen,

av B o
(), =7 +wm

53. Hohere partielle Differentialquotienten
Eine Funktion z= f{z, 3 hat, W|e wir ge&ehen haben, zwei
erste partielle leferent|anuot|enten — und , die selbst wieder

Funktionen von x und y sind. Es Iassen 5|ch die beiden ersten
Differentialquotienten nochmals partiell sowohl nach x als auch
nach y differenzieren. Wir erhalten dann die zweiten partiellen
Differentialquotienten, und zwar im ganzen vier, namlich

) _ o (D) _ 2.
dz fxt’ dy - gz ay ]

) _ o () o

~Fa == by 7z und —'—'—a—y-—— = (7?5-2- .

Von jedem der vier zweiten Differentialquotienten lassen sich je
zwei dritte bilden und so fort. An der Schreibweise eines héheren
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partiellen Differentialquotienten erkennt man sofort, wie oft und
in welcher Reihenfolge differenziert wurde.

%z
ox2 oyt fx
wurde demnach aus der Funktion z durch fiinfmalige Differentia-
tion gewonnen, und zwar wurde zundchst zweimal nach x, dann
zweimal nach y und zum Schluf® nochmals nach x differenziert.

Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge

Es sient zundchst so aus, als wichse die Anzahl der hoheren
partiellen Differentialquotienten rasch ins Uferlose. Das ist aber
nicht der Fall, denn es lalt sich beweisen, dald das Ergebnis der
Differentiation von der Reihenfolge unabhangigist. Esist also z. B.

&t . &%
ox dy - dy dx
und entsprechend
Pz 95z *e

oa2 dy = fyox? = oz dyér’

Dieser Satz laft sich in aller Strenge beweisen; wir wollen ihn
lediglich an einigen Zahlenbeispielen prifen.

r=zty + 3y,
éz &
5;—2:1:3;, 3y—x ~+ 3,
a2z &z =9
dxoy ? dyox
Desgleichen finden wir fur
2= a¥siny,
9z . oz
— o= 1] — =
o 3x*siny, 5y deos y,
&z X &tz z
7= G gt 7 g
Py 6zsiny, P Satecosy, 5% Satecosy,
P N S P _ g 3
oy D CCONY. rayur T PECOSY. ppm T VTeSYy.
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] .i’i
6a:3y oyox
eine in der Thermodynamik auftretende Formel abzuleiten.

Abhéngigkeit der Molwérme C, vom Volumen. Wie éndert sich
die Molwérme C, mit dem Mol nliimen hej gleichbleibender Tempe-
ratur, d.h. also, wie groB ist {3y'), ¥

T
Aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik folgt, was hier

noch nicht bewiesen werden soll (vgl. S. 358), da3 €, = (%g),,
ist, aso durch den ersten partiellen Differential quotienten der
inneren. Energie nach der Temperatur bei konstantem Volumen
gegeben ist. Damit wird

o
(59, = (572, - 65%)
aVip \ év Jy T \eToV/p r

Da die Differentiationsreihen folge vertauscht werden kann, ist

damit
oty
ey (:f’_”_f_’“ - _,_au)
(61’ P 31"83‘)7*‘7 - ) U
Es gilt nun, wie hier ebenfalls nicht bewiesen werden soll, auf

Grund des ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
die Gleichung (S. 374)

rz11} _ AN ally o fdp
(W):r—i_ p= T(W)V ’ (5'17)1' - T(JI v

Damit erhalten wir

), - (e

Der Ausdruck in der eckigen Klammer muf3 nun partiell nach T
differenziert werden, wobei zu beriicksichtigen ist, da3 p eine
Funktion von V und Tist. Bei der Differentiation des Produktes

T-(-E-}E) benutzen wir die Produktregel (S. 123) und erhalten so

el /y
2
=)+ 26, (5)= 76,

(#7)x

Die Tatsache, da} —- ist, wollen wir benutzen, um
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54. Ermittelung von Extremwerten

Im ersten Teil hatten wir bei der UnterBuchung der Extrem-

werte von Funktionen einer Veranderlichen gesehen (8. 71), da

'y % = f(x) fUr einen bestimmten

Wert z,, einen kleineren oder

auch gréleren Wert ds fir

alle Nachbarwerte x annehmen

konnte. Wir sprachen dann

von einem Minimum bzw.

einem Maximum der Funk-
ytion g = f{x).

Auch eine Funktion zweier
Veranderliehen kann fur ein ge-
wisses Wertepaar #,,, #,, €inen
Extremwert aufweisen. Die not-

wendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung dafir, da die
Funktion einer Verénderlichen i = f{z) einen Extremwert annimmt,

war ' :-:j—i' = 0. Bei einer Funktion zweier Variablen missen nun

. N -3 oz .
gleichzeitig P und 5y zu Null werden. Wir wollen uns das an
einigen Bildern klarzumachen versuchen.

X

DaB eine einzige Bedingung, z. B. a%: 0, fir das Eintreten
eines Extremwertes nicht ausreicht, zeigt Fig. 168. Die dargestellte
Flache ist eine sich nach vorn verbreiternde und senkende Rinne.

Fir jeden auf der Geraden A B liegenden Punkt ist %:0,

dagegen % =#= 0 und so stellt keiner dieser Punkte einen Extrem-
wert der Funktion dar.

Bei dem in Fig. 169 dargestellten Rotationsparaboloid dagegen
(etwa einem Eierbecher) liegt im Koordinatenurspruna ein Mini-
malwert von z. Esist hier sowohl %z 0 alsg—; = (. In diesem
Punkt kann man an die Fléche eine waagerechte Tangentialebene
legen.
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Eine Kugel mit dem Radius r um den Koordinatenursprung
(Fig. 148 auf S. 307) hatte die Gleichung
12 .+ yn _|_..zs = 52
oder explizit

2 == lf ;"._—“.‘3‘}?“ X2,

Wo liegen héchster und tiefster Punkt dieser Kugeloberfléche ?
Offensichtlich bei denjenigen Wertepaaren x; y, fir die die beiden
ersten partiellen Differentialquotienten den Wert Null annehmen!

82'. - —-‘-_:-_x—_‘-—— = 0 o == 0 »

G Y@
erfiilllt fir
— == -——::__—....?_;_ﬂ-_-:.-l;' = 0 y = B

Alsoist ¢, =10, y, = 0 und 2, = 4 r. Der héchste und ticfste
Punkt der Flache liegen auf der

z-Achse im Abstande » vomKoordi- V4
natenursprung, ein Ergebnis, das
direkt der Figur entnommen werden
kann.

Bei den Funktionen zweier Ver-
anderlichen ist die Bedingung 2—2 =0
u ngi:-_ 0 r das Eintreten eines -
Maximums oder Minimums nur not- 14
wendig, aber nicht hinreichend, denn
es sind Félle denkbar, bei denen fir X
einen bestimmten Punkt beide Be-

dingungen erflllt sind, ohne dal3 ein Fig. 169. Rotationsparaboloid
Extremwert vorliegt.

Auch bei der Funktion einer Veranderlichen gab es etwas Ahn-
liches. Bei der Parallelen zur x-Achse, aso ¢ =g«, ist fur jeden

beliebigen Wert x die Ableitung :—i =0, ohne da} Extremwerte

vorliegen. Fir einen Kurvenpunkt, in dem die Kurve y = f(z)
eine horizontale Wendetangente besald (S. 81), war ebenfdls

"‘
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%: 0, aber um einen Extremwert handelte es sich nicht. Erst

die Untersuchung des zweiten Differentialquotienten schuf in
diesen Féllen Klarheit.
An drei Zeichnungen von speziellen Flachen wollen wir uns durch

die Anschauung Uberzeugen, daf3 (%: 0 und Ea§= 0 nur ene
notwendige, aber keine hinreichende Bedingung flr das Eintreten

21

. ) ' 0z & ) L
Fig. 170. Die Erfullung der Redingungen Py 0 und ;;'; = 0 reicht nichtimmer

aus fir das Eintreten eines Extremwertes !

eines Extremwertes bei Funktionen zweler Veranderlichen ist.
In Fig. 170 sind zwei Flachen dargestellt (eine , Sitzbank" und
ein ,Dachfirst"), bei denen in allen auf den Geraden A B lieaen-
den Punkten die gleichzeitige Erfillung der Bedingung gg: 0,

g-;=0 rarliegt, ohne da3 diese Punkte Extremwerte darstellen.

Bei der in der Fig. 171 skizzierten Flache (ein ,Sattel") ist fiir

den Punkt P e b e ?iz-=0 und iji=0,1 e da es sich
oz ey

hier um einen Extremwert der Funktion z = f{z, ¥} handelt.
Wie bei Funktionen mehrerer Veranderlichen, bei denen fir

einen gewissen Punkt die Bedingung gfzmg—;=0 erfllt ist,
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entschieden wird, ob ein Maximum oder Minimum oder eventuell

keins von beiden vorliegt, wollen wir hier nicht besprechen.

Bei Funktionen von
drei unabhdngigen Va-
riablen, z. B.u = f(z,y, 2},
ist fur dasAuftreten eines
Extremwertes die Er-
fullung der Bedingung

fu  Ou  Bu

x oy 8z
notwendig. Fir Funk-
tionen von mehr as drei
Variablen gilt die sinnge-
mél3eVerallgemeinerung.4y

55. Ausgleichsrechnung nach der Methode
der kleinsten Quadrate

Problemstellung

Z

Fig. 171. SatteHliche

Eine besondere und auch fir den Praktiker wichtige Anwendung
der Theorie der Extremwerte bei Funktionen mehrerer Verander-

Fig. 172. Ausgleichsgerade bei

y lichen ist die sogenannte Ausgleichs-
.. rechnung nach der Methode der klein-

2 sten Quadrate oder, wie man eigentlich

° exakter sagen mufdte, nach der Methode
der Ermittelung der kleinsten Summe

1 der Fehlerquadrate. Beim einfachsten
Fall handelt es sich dabei um folgendes.
Bei irgendeinem Versuch wird eine

= Anzahl von MefRpunkten aufgenommen,
also eine Anzahl von Wertepaaren ge-

stark streuenden MeRwerten MesSeN. Tragt man die gemessenen Werte

in ein Koordinatensystem ein, wie es
in Fig. 172 geschehen ist, so &Rt sich wegen der Mel¥fehler im
allgemeinen durch die Punkte keine glatte Kurve hindurch legen.
Es sei jedoch z. B. auf Grund theoretischer Uberlegung bekannt,
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dal} die Punkte zu einer linearen Funktion gehodren sollen. Damit
ist uns die Aufgabe gestellt, zwischen den gemessenen Punkten
eine gerade Linie (Ausgleichsgerade, siehe 8. 26) mdglichst un-
parteiisch hindurchzulegem Man kann versuchen, das graphisch,
nach Augenmald zu tun; besser aber, weil frei von Subjektivitét,
ist ein rechnerisches Verfahren, das den oben angegebenen Namen
tragt.

Die hindurchzulegende Ausgleichsgerade habe in allgemeiner
Schreibweise die Gleichung ¥ = a& <+ & =, die beiden Konstanten
a und b werden nach der Methode der kleinsten Quadrate ermittelt.
Wirden die gemessenen Werte fehlerfrei sein, also die MeRRpunkte
genau auf der Geraden liegen, dann wirde fur jedes Wertepaar
X1, %15 T2.¥2) Ty, %3 USW. die Gleichung gelten:

yl_a_bxl = 0!
(04) Hs—a—hbx, =0,
h—a—bax =0 usw,,

insgesamt n Gleichungen bei # Wertepaaren x, y. Da die Mes-
sungen aber fehlerhaft sind, sind die gemessenen Werte y nicht
mit den aus dem gemessenen zugehdrigen x berechneten ¢ + b x
identisch, sondern unterscheiden sich hiervon durch einen Fehler f.
Damit lautet unser Gleichungssystem (94) in Wirklichkeit
yl'_a__bxlzfl:
( 9 S Yr—a—bay ==,
ly,_a—-bxs = f, usw., insgesamt n-nml.
Die Fehler kdnnen dabei sowohl positiv als auch negativ sein.
Wirde man nun einfach verlangen, dal} die gesuchte Gerade so
durch die Punkte hindurchgelegt werden sollte, dal alle Fehler
sich gegenseitig aufheben, also

f1+’2+l’a+"'=£f=0

werden soll, so hatte man die linken Seiten des Gleichungs-
systems (95) auch zu addieren und gleich Null zu setzen. Auf
diese Weise wiirde man die Gleichung

(F/1+yz+ys'f“"'yn)—?%‘ﬂ—b(x1+xa+xs+"'x“)=0
erhalten oder, kurz geschrieben,
Sy—nra—b-Fx=0.
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Zy, Zx und » sind bekannt, a und b dagegen sind zwei Un-
bekannte, zu deren Berechnung nur eine Gleichung zur Verfligung
steht. Also lalt sich weder a noch b ausrechnen, und das bedeutet,
daB man die Bedingung X'f = 0 nicht nur durch eine einzige,
sondern durch unendlich viele Geraden erfillen kann. Damit ist
uns aber nicht gedient.

Das Ausgleichsverfahren

Theoretische Ableitung fir die lineare Ausgleichung. Man kann
jedoch an das Ausgleichsverfahren eine andere Forderung stellen,
welche die zunéchst gestellte &'f = U implizit enthalt, namlichdie,
daR dabei die Werte a und b so bestimmt werden, da’ die Summe
der Fehlerquadrate —al so die Summe von lauter positiven Zahlen —
zu einem Minimum wird, mathematisch ausgedrickt:

frfthfit o fi=3f=Minimum .
Wir wollen uns diese Summe zunéachst bilden. Aus dem Glei-

chungssystem (95) erhalten wir durch Quadrieren der einzelnen
Gleichungen eine Beihe neuer:
(h—a—bzp =,

2

(?}B_a'—"bxﬁ)z = Ju

(yuua“bwn)zl“_‘ﬁi'
Durch Auflésen der Klammern folgt
htatt b —2ey, —2bx,y + 2aby, =,
et b~ 2ay,—2ba,y + 2abxy=f,

Vatattba,—2ay,—2ba,y,+ 2abx,=f;.
Addieren wir alle Gleichungen, so erhalten wir unter Benutzung
der abgekirzten Summenschreibweise

96) Iyr+nat-fbFrt—2a - Xy—2b- Faey+2ab- Xx=3f°.
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Da wiederum alle x- und y-Werte und daher auch alle Summen
auf der linken Seite bekannte Zahlen darstellen, ist die Summe
der Fehlerquadrate X'f# eine Funktion der Variablen a und 6.
Soll diese Summe zu einem Minimum werden, so missen die Be-
dingungen

ZF o ua EL g
éa &b
erfullt sein.

Wir differenzieren daher die Gl. (96) partiell nach a und nach b
und setzen beide Differentialquotienten gleich Null.

e

&

Lo w2 Xyt 2a-Sz =0.

=2na—2-Xy+20-X2=0,

So erhalten wir ein Gleichungspaar zur Bestimmung der beiden
Unbekannten a und 6.

b-Xetan=Xy,
A Trxt+b- X=Xy,

Losen wir dieses Gleichungssystem nach den beiden Unbekannten
a und b auf; so folgt

S Xy—FeXey g g R Ewy T Xy
aFat — (X n-Fat — (Fx

Zahlenma&ge Durchrechnung. Wir wollen nun eine solche Aus-
gleichung an einem praktischen Zahlenbeispiel nochmals durch-
rechnen.

Auf S. 201 hatten wir gesehen, dai? nach K ohlrausch die Aqui-
valentleitfahigkeit 4 eines starken Elektrolyten im Gebiete sehr
hoher Verdiinnung durch die Gleichung A =Am—-ﬂl/?? gegeben
ist und dafi? die Ermittelung von A fir die Bestimmung der lonen-
beweglichkeit von Bedeutung ist. Allerdings stellt die Gleichung
von Kohl rausch nur ein Grenzgesetz dar, und um in den Gultig-
keitsbereich der obigen Beziehung vorzudringen, mufd man recht
schwierige Messungen im Gebiete extrem hoher Verdiinnungen an-
stellen. Fihrt man dagegen Leitfahigkeitsmessungen im Gebiete
# == 0,1 bis 0,001 Val/Liter durch, was sich leicht machen [&ft,
so lassen sich die Messungen bei 25° C an einem bindren ein-ein-
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wertigen Elektrolyten (z. B. KCI) durch eine empirische Gleichung
der Form (K ist eine Konstante)

A=(Ap 4 35— Ky
darstellen. ® ]/_

Tragt man aso in einem Koordinatensystem die gemessenen
Werte A gegen die Kubikwurzel aus der Aquivalentkonzentration #
auf, so erhdlt man eine

Gerade, durch deren —
Extrapolation bis zum 2 " A= 0
Schnitt mitder Ordinaten-  Aquiv./Liter | @1 em? o ”3
achse man den um 35 L270rm
vergrolerten Wert der g 500 1 .- 710
Aquivalentleitfahigkeit 515 10-2 | 8.92-10-8 781
bei unendlicher Verdin- 2a2-10-2 | 1,82.10-3 78,6
nung erhalt. 9,094 - 1)—8 827.10-¢ 81,3

In einem Praktikums- ~ 100-107% | 852-10=¢ 89,2

versuch wurden bei der
Untersuchung der L eitfahigkeit wasseriger L dsungen von CH;COONa
nebenstehende Werte gemessen (x bedeutet dabei die spezifische
Leitfahigkeit des Elektrolyten in 2= em=1).

Da ein linearer Zusammenhang zwischen A und V’? bestehen
soll, rechnen wir uns letztere Werte ebenfalls aus. In der all-
gemeinen Schreibweise entspricht dann

]?1_3 dem =x, A dem g und Ag-+ 3,5 dem a
Die Ausgleichung geschieht nach folgendem Schema:

B
¥ = ]/q y=41 z2 z Yy

0,464 TL0 20,2153 32,44

0,372 16,1 0,1384 28,30

0.285 78,6 0,082 22,40

0,215 83,3 0,0462 17,90

0,100 89,2 0,0100 8,92

1,436 308,2 0,4911 110,46

Also ist
>z =1,436, Xy = 598,2, 3t = 0,4011,

Say=110,46, (X z)? = 2,062, n=>5,

A smus, Einfuhrung in die héhere Mathematik 23
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Damit erhalten wir Ay + 3,5 als
0,4911 - 398,2 — 1,436 - 110,46 __ 36,93
Ao+ 3,5 = b- 10,4811 — 2,062 70,394
und hieraus

A =902

Quadratische Ausgleichung. Nicht immer liegt eine Reihe von
Mef3punkten so, dal® man eine Ausgleichsgerade durch sie hindurch -
legen kann, z. B. dann nicht, wenn die Mef3fehler bestimmt kleiner sind
als die Abweichungen der Melwerte von den entsprechenden
Punkten der Ausgleichsgeraden oder wenn theoretisch ein nicht-
linearer Zusammenhang zwischen den y- und x-Werten gefordert
wird. In einem solchen Falle ist die Ausgleichskurve vom zweiten
oder hoheren Grade. Fur chemische Probleme genuigt in der Regel
eine quadratische Ausgleichung, aso eine Darstellung der Mef3
werte durch eine Parabel der Form

y=a+bxteca?.
Man hat in diesem Falle drei Unbekannte zu bestimmen: a, b
und c. Die Summe der Fehlerquadrate
Ey—a—bz—cap =3,
die hier eine Funktion dreier Veranderlichen ist, wird dann zum
Minimum, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:
PN r’JZ‘ﬁ_O é*Efa_O
s Toh T T T

= 93,7

H H

Ganz entsprechend der linearen Ausgleichung ergeben sich hier
drei Bestimmungsgleichungen fir a, b und c. Se lauten

Xy=ne+b - Frite-Tat,
Say=a-Yatb - Fr+c Ta*,
Lry=e-X*+b-Xat+e T,

was hier ohne Beweis gegeben sai.

Durch Auflésung dieses Gleichungssystems erhdlt man die ge-
suchten Konstanten. Ein praktisches Beispiel Uber die Bestim-
mung des durch Rohrzucker verschiedenen Invertzuckergehaltes
aus einer Fehlingsehen Losung ausgeschiedenen Kupfers mit
Thiosulfat findet manin K iister-Thiel, , Logarithmische Rechen-
tafeln".



3. KAPITEL
Integration

56. Das vollstandige und das unvollstandige
Differential
Begriffe
Das totale Differential einer Funktion z = f{x, ) hatte, wie
wir auf S. 334 sahen, die allgemeine Form
(97) de = M(z,y)dz + Nz, y) dy,
wobei M (x, ) und N (=, ¥}, ads die beiden ersten partiellen Diffe-

rentialquotienten von z, Funktionen der beiden unabhangigen
Veranderlichen waren Fe nelten alen die haiden G|eichungen
M=2 und N= "i—z- .
dx oy
Stellt nun jeder Ausdruck der in Gl. (97) dargestellten Art ein
totales Differential dar ? Ganz offensichtlich nicht! Wegen der

Beziehung de o
dxay ~ oyox
mui3 ndmlich, wenn z eine Funktion von x und Yy ist, bei ihrem
totalen Differential PO,
o) _ 2(a)
&y oz
oM _ N
T

sein. |st diese Bedingung nicht erfillt, so handelt es sich bei einem
Ausdruck dz = Mdx -+ Ndy nicht um ein totales oder exaktes

Differential.
23
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Die folgenden Beispiele sollen das eben Gesagte kurz erléautern.
de = e*¥ {1+ x y) dx - x* eV dy
ist ein totales Differential. Hier ist
M=c¥{1+ zy) und N = a2 e,

oM
fr_}y_ = (I zy) - V= Lx etV @ yety,
[£
N
= Qe xtyert,
i
alw aM o (l}.a.\'r
ey dx’

Dagegen laft sich leicht zeigen, dal z. B.
dr =3+ 2siny)de+ aydy
kein totales Differential darstellt. denn es ist
M=3z24 2siny und N==zy,
oM 5 _
'(Tg = atos ¥y, ‘g;c- =Y,
aM | 2N
oy | ez
dzist daher nicht das totale Differential einer Funktion z, sondern
nur eine sogenannte unendlich kleine Grofde, die man auch ein
unvollstandiges Differential nennt. Um Verwechselungen zu ver-
meiden, schreibt man gelegentlich in solchen Fallen statt dz auch
dz, durch diese Schreibweise andeutend, dal3 es sich nicht um ein
totales Differential handelt.

Voallsténdige und unvoallsténdige Differentiale in der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz. Nach dem ersten Hauptsatz der Thermo-
dynamik, dem Satz von der Erhaltung der Energie, gilt fir ein
thermodynamisches System die Beziehung

(98) AU = dQ + d4

dU bedeutet dabei die differentielle VergréfRerung der inneren
Energie des Korpers, dQ eine dem Korper zugefiihrte, unendlich
kleine Warmemenge und dA eine am Kdrper geleistete unendlich
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kleine Arbeit. Wir wollen hierbei annehmen, dal3 wir es nur mit
einem Mol Substanz zu tun haben. Die Gréflzen U, Q und A miissen
in gleichem Mal3 gemessen sein, also z. B. samtlich in Kalorien oder
sémtlich in Erg.

Die einem Korper zugefuhrte WarmemeOge dQ ist nach GI. (98)
(99) 4Q == dj ~- dd .

dU ist das totale Differential der inneren Energie, die eine
Funktion zweier unabhéngigen Variablen ist, etwa des Molvolu-
mens V und der Temperatur T. Es ist aso

at Lo fEUy o,
dU == (M'_V-) , (?1‘ "i" (}T)]’,'dﬁ .

Wenn die am Korper geleistete Arbeit + d.4 oder die vom
Korper nach aufRen hin abgegebene Arbeit —dA [man kann Gl. (99)
auch so lesen: die dem Korper zugefiihrte Warmemenge dQ wird

verbraucht zur Erhéhung der inneren Energie des Korpers und zur
Verrichtung einer aueren Arbeit] eine reine Volumenarbeit ist,

dann gilt A — —pdV,
und daher wird 4G+ dU -+ pdV |
ald .
((JV) dv+( ) AT -+ pdV
alr . r.U
(100) dQ :(w,)lyzu* [[ et p] av .
Man sieht sofort, dal} dQ kein totales Differential ist, denn
sonst mufite a ‘.‘” 4] 5 GU
d?’ av 1')’
also

_____ p . U
on1*+ &r T BT eV
. N &
sein, was nur dann der Fall wéare, wenn 5%: 0, d. h. der Druck

bei konstantem Volumen unabhéngig von der Temperatur wére,
was aber nicht zutrifft.

Uber den Zusammenhang der Molwarmen. Fiihrt man einem Mol
eines Stoffes bei konstantem Volumen eine solche Warmemenge
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zu, dal? die Temperatur um 1° steigt, so nennt man diese Warme-
menge ¢, die Molwérme (spez. Warme eines Mols) bei konstantem
Volumen. €, ist aso mathematisch definiert als

=),

Das ist aber kein Differentialquotient, denn dQ ist kein totales
Differential. Dividieren wir Gl. (100) durch dT, so erhalten wir,
wenn wir gleichzeitig V konstant halten, also dV = 0 ist,

(59, ==, (5, -G8,

Daher 18t sich der erste Hauptsatz auch in der Form

AQ = ¢, dT +- [(%g)T + p] .V
schreiben.

Die Mol warme bei konstantem Druck C, errechnet sich ent-
sprechend als

. . dU
(101) ¢, =0, [ . ]
Ein idedes Gas zeigt nun nach Versuchen von Gay-Lussac

bei konstanter Temperatur keine Anderung der inneren Energie
bei Anderung des Volumens. In diesem speziellen Fall ist also

au
(102) (a*;‘?),,»: 0,
und daher wird fir ein ideales Gas

dQ = C,dT + pdV

il

Wegen p¥ = BT oderp:i?g- kann man in diesem Falle auch

V
schreiben
4Q = ¢,ar+ELav.

Unter Verwendung von Gl. (101) und GI. (102) ergibt sich jetzt
C, fir ein idedes Gas zu

Cp=0Cyt+p- (ay) =Cy+p- ———C' + R,

eine Beziehung, die wir bereits auf S. 335 erwahnt hatten.
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Adiabatengleichwng. Prozesse, bei denen kein Warmeaustausch
mit der Umgebung stattfindet, nennt man adiabatisch. Sie
sind mathematisch dadurch gekennzeichnet, daf

d@ =0

ist.

¢,ar+2ray <o
ist daher die Differentialgleichung der Adiabaten fir ein idedes
Gas. Aus ihr folgt

¢, +RY 0
und durch Integration

C,InT+-RInV=IhK,

wenn K' eine Konstante bedeutet.
Da, wie oben abgeleitet, K = €, —C, ist, erhdlt man

C,nT+ (C,—C) V=K
Dividiert man die Gleichung durch C,, so ergibt sich
lnT—[—(%‘i—l)-ln V=InkK,

wenn K eine andere Konstante ist. Hieraus folgt, wenn man %
mit x bezeichnet, e
mW?+mvV ' '=mkK,

m(7V ') =hkK,
(103) TV =K,

Dies ist die Gleichung der Adiabaten eines idedlen Gases. Se
lait sich noch folgendermal’en umformen. Da nach der Zustands-
gieichung ¥ = RT ist und damit

pV" = RK = const .
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Diese Gleichung hatten wir schén ganz am Anfang des Buches
auf S. 63 kennengelernt.

57. Integration eines vollstandigen Differentials

Das unbestimmte Integral
st dz =~ Mde 4 Ndy ein totales Differential, d. h. ist %%4 - %i}

dann |&B3t sich durch Integration die Funktion z = f(z, ¥) finden,
deren exaktes Differential dz ist.

Dieses Integrationsverfahren wollen wir an einem Zahlenbeispiel
kennenlernen. Es sei

de = (24 4y+ 1229y dx- dax-+ 6224 6y)dy.

dz ist ein vollstéandiges Differential, denn

oM o
-@=4+12x und E-4-+—12m.

D Msg% unil N:g—:? , stellen die Klammerausdriicke

vor dx und dy die belden ersten partiellen Differentialquotienten
der unbekannten Funktion z = {{x, %) dar, aso
(104) E—gtdyti2ay,

i

% etz 626y,

(105) %

dzintegrieren, heif3t nun eine solche Funktion z = f{x, &) suchen,
die partiell differenziert die Ausdriicke M und N liefert. Dabei
missen wir beachten, da3 bei der partiellen Differentiation von z
nach x die Variable y und bei der Differentiation nach y die
Variable x als Konstanten angeschen werden. Durch Integration
von Gl. (104) erhalten wir

z=2ztdayt byt +C.

¢ (y) ist dabei eine unbekannte Funktion, die nur von y abhéngt.
Diese Funktion muR auBer der Integrationskonstanten C hier auf-
treten, denn differenzieren wir den erhaltenen Ausdruck partiell
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nach x, so hat nicht nur %g-, sondern auch %%—) den Wert Null,
weil beide GrofRen nicht von x abhangen.

Aus Gl. (105) erhalten wir durch eine entsprechende Uberlegung
t=dxy+ 6ty + 3yt yp@)+C
y (¥) ist hier eine unbekannte Funktion von x.
Beide fir z gewonnenen Ausdriicke missen nun identisch sein.

Wir schreiben sie mit etwas anders angeordneten Gliedern unter-
einander und vergleichen die einzelnen Glieder

t=2x Fdzy+62yt+opy-+0C,
z=yp(ey+daytba2y+ 3y - C.
Wir erkennen sofort, dal3 die unbekannten Funktionen w ()
und @ (y)

y@)=2x und @ly)=3y" z o
sein - miissen. Q’
Damit erhalten wir fur die ge $

suchte Funktion
=204+ 3y dayt- 622y C. y

Die Ldsung wird geometrisch durch
ene Flachenschar dargestellt, wie
se Fig. 173 schematisch zeigt.

Ist dz kein vollstandiges Differential, wie z. B.
dz=(2x-+3y)de--2zxydy
oM N

Fig. 173

oM | aN
oy T

so &Rt sich durch Integration keine Funktion z finden, die partiell
differenziert M und N ergibt, denn aus

%=2x+3y und —=2xy
wiirde folgen

t=attB32y+e(+C  ud  z=zptp@+C.
Diese Ergebnisse widersprechen aber einander
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Ermittelung des Wertes enes bestimmten Integrals Uber das

unbestimmte
Es sa die Aufgabe gestellt, das bestimmte Integral
ymo ::g
[az= [ 16+ naz+2ayay
=] 1;
¥=1 ¥=1
zu berechnen.

=@+ 1)-de+2xy-dy
ist ein totales Differential, denn
M oN
i 2y und =2y

T
y=

Das bestimmte Integral fdz berechnen, heif3t die Differenz der
=

Lot}

¥=1

z-Koordinaten zweier Punkte ermitteln, die auf derjenigen Fléache
liegen, fir welche

-qz—:y’—l—l und -a—i:2xy

dx 2y
ist und deren x- und y-Koordinaten =1 und y =1, sowie
=3 und ¥ = b sind.

Wir ermitteln zundchst den Wert unseres bestimmten Integrals

auf dem Wege Uber das unbestimmte. Es ist

gzv—yﬂ-L—l hieraus z=xy+2x+g@(yn+C,
& .
T:% =2%zy, hieraus 2 = x y* -+ p () +C.

Durch Vergleich stellen wir fest, dal ¢ (x) =« und ¢ (y)=0
sein missen. Die Flachenschar ist aso gegeben durch die
Gleichung ezt C.

Fir x =3 und y = % ist
2 =38-204+34C=78+4C,
und fir £ =1 und ¢y =1 ist
gp=1-14+14+0=24 (.
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r=23 =3
Damit wird y=5% ¥=>5
AZ=z=—zl=fdz=f[(y’+1)d:c+2xydy]
x=1

z =1
y=1 ¥=1
=MW+ 20 =106
Der Wert ist unabhangig davon, auf welcher Flache der Schar
man sich bewegt, denn die additive Konstante C hebt sich heraus.

Das Kurvenintegral. Unabhé&ngigkeit seines Wortes vom Integra-
tionswege bei einem totalen Differential

Der ermittelte Wert Az ist der in Fig. 174 erkennbare z-Koordi-
natenzuwachs beim Ubergang vom Punkte A auf der Flache zum
Punkte B. Man erkennt an der
Zeichnung leicht, daR der Uber- b4
gang von A nach B, weil essich '{
ja um eine Wanderung auf der
Flache handelt, auf ganz ver- ;1_,,/ ;
schiedenen Wegen vorgenommen | &
werden kann. Entweder, man 3
wandert auf der ausgezogenen
Kurve direkt von A nach B, 21 %
oder auf dem gestrichelt gezeich- -

neten Wege von A uber C nach A -’ y
B, oder auf dem strichpunktier- !X
ten von A (ber D nach B, oder 9“‘_.._.
auf irgendeinem anderen beliebi-
gen Wege.

Die Projektionen der drei spe- Fig. 174. Das Ergebnis der Integration

ziell angegebenen Wege auf die eines vollstandigen Differentials ist un-
X y-Ebene sind dargestellt durch abhéngig vom Integrationswege

die Gerade 4’ B’ und die recht-
winklig abgeknickten Wege d’ €' B’ und 4* D’ B'. Diese Wegesindin
Fig. 175 noch einmal gesondert dargestellt. AulRerdemistinFig. 175

noch ein durch 4" und B’ gehender Kreisbogen eingezeichnet.
r=3
y=5

Sy~
-

Dal’ der Wert des bestimmten Integralsj dz = Az = 2, — z, un-

=1
y=1
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abhéngig von der Art der Bewegung von A nach B auf der Fléche
ist, sieht man an der Figur unmittelbar ein. Wir wollen uns durch
einige Zahlenbeispiele jedoch davon Uberzeugen, dad das wirklich
der Fall ist. Wir wollen uns dabel auf vier verschiedenen, auf der
Flache liegenden Kurven bewegen, die so gewéhlt sind, da ihre
Projektionen in die x y-Ebene durch die in Fig. 175 gezeichneten
Kurvenzige dargestellt werden. Der Kreis-
Yi  x-s x-2 bogen sei ein Stiick des Kreises mit der Glei-
Y=5_ _re3 chung #* 4 (x— 8)* = 50. Die Gerade A’ B"ist
{3 gegeben durch die Gleichung ¢ == 22—1. (Man
Uberzeuge sich durch Einsetzen der Koordi-
naten, daR die Punkte 4’ und B’ sowohl auf
dem Kreise as auch auf der Geraden liegen.)
1. Strichpunktierter Weg AD B mit den
Projektionen 4’ D' und I¥ B’

Ax” - %‘2 Beim Durchlaufen dieses Weges bleibt zu-
yel Y- _ . nachst y unverandert gleich 1, wahrend x von
X 1 bis 3 wachst (4’ — £), dann behalt x den

Fig. 175 Wert 3, und y wéchst von 1 bis 5 {L' — B').

Auf der ersten Teilstrecke ist % =1, daher
dy = 0, auf der zweiten ist & =3 und daher dx = 0. Bei der
Auswertung unseres bestimmten Integrals erhalten wir also

-z==3 =13
=5 ¥
A fdz [0+ vzt 22yay;
=R
z=3
f[u—i— izt 221014 flu +1)-0+2- 3y dy]
z= =1
mfﬂdx+ {G_;dy=‘2x +3y‘
=1 p=1

=6—2+ 70— 3F =16,
2. Gestrichelter Weg ACB mit den ProjektionenA’ ¢¥ und ¢' B’
Hier ist zunéchst @ = 1, dx = 0, ¥ wachsend von 1 bis 5, dann
y =8, dy =0 und x wachsend von 1 his 3.
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r=3 z=3
y=b y=5 y=>5 =3
“Fz1=fd2= [ (y+Ddz+ 2xydy] = f2ydy+ fzﬁdx
g=1 ze1 g1 ol
p= ¥=1

— ysﬁ_{_ gf;x_ﬁ: 25— 14 78— 26 = 75,

3. Direkter Weg von A nach B mit der Projektion A’ &',

Jetzt ist y nicht mehr unabhéngig von x, sondern héngt mit
diesem zusammen Uber die Gleichung der Geraden durch 4’ und
B:y=2zx-—-1.

z,— 2, wird jetzt nicht als Summe zweier Integrale mit den
Integrationsveranderlichen x und y, sondern nur als ein Integral
mit x als Integrationsvariabler erscheinen.

s=5 3o
Fz— g :fdz = f [(¥*+ L) do—+ 22 ydy]

x=1
=l
=3
= f ([@z— 1)+ l}lde+ 22 (22— 1) 2dz)
Tt
=3

=f(4x*—-4x+1—[—1+8x*—-4x)d:r
z=1

i1
=1

- H

&=

= f(12x’—-83:+ Dder=(4a*—4x*3+ 29;):
g1

== 108—3864-6—-4+4—2=17G.

4. Weg auf dem Kreisbogen von 4’ nach #.

Als letztes soll die Integration léangs des Kreisbogens von 4*
nach B ausgefiihrt werden. Wieder ist y von x abhéngig, und
zwar nach der Gleichung #* = 50— (x— 8)%, Es ist wieder

T -} =13
Y5 =5
a,—zl=fdz=f{w*+1)dx+2xydy1

£l z=1
=1 y=1
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Aus y* = B0 — (x—8)* folgt 2ydy =— 2 (x— 8)dr und daher
iat weiter

z?ﬁ
Zg— 7 = ’ (100 — (¢ — 82 + 1] dz— 2 x (x — 8) dx}

=1

:f"-_=3
o 0~ 2k 1w 64+ 1— 20+ 16 2) da
:r::-]
ae

3
= [ (BRrx—32—1dr= (l6x*— 29— 13 2) .

z=1
= 144 —27—30—- 1641413 =76.

Der Wert eines Kurvenintegrals (so bezeichnet man Inte-
grale der vorstehend beschriebenen Art) ist also, sofern es sich
um die Integration eines exakten Differentials bandelt, vom Inte-
grationswege unabhangig.

B A
Da [ == - [ ist, erhdlt bei Umkehrung der Wanderungsriehtung
A i

auf der Flache der Wert des Integrals das entgegengesetzte Vor-
zeichen. Bildet man das Kurvenintegral eines totalen Differentials
auf einem geschlossenen Wege, kehrt also auf der Flache von A
Uber B kommend auf einem beliebigen Wege nach A zurick, so
mufd der Wert dieses Integrals Null sein. Ein Integral langs eines
geschlossenen Weges wird symbolisch durch das Zeichen gS an-

gedeutet.
DaR bei einem totalen Differepdz=02in muR, ergibt

sich aus Fig. 174 von selbst; da man zum Ausgangspunkt zuriick-
kehrt, kann es auch keinen Zuwachs der z-Koordinate geben.

58. Integration eines unvollstandigen Differentials

Abhangigkeit des Kurvenintegrals vom Integrationswege bei einem
unvollstandigen Differential
Bei einem unvollstandigen Differential ergibt die unbestimmte

Integration keine Funktion z= f(z, ), fir die z—zzM und
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— = N ist, daher wird ein bestimmtes Integral hier auch nicht

x
durch einen Zahlenwert dargestellt, der unabhangig vom Integra-
tionsweg wére. Wir wollen das bestimmte Integral
Te
y:
‘f(y*dx-+'ydy)

re=1
¥l

langs der in Fig. 175 angegebenen vier Wege auswerten und uns
davon Uberzeugen, dal sich jedesmal ein anderer Wert errechnet.

1. Rechtwinklig abgeknickter Weg 4’ ' &' .

1Y

=5 o3

f(y’d:r—f— ydyy = ‘d’.r—i-/ dw;--x‘ {~—-—
z=1 .r;] y=1

=1

=312 Lo
2. Rechtwinklig abgeknickter Weg A’ ¢* B'.

=13

y:_:ﬁ y==0 r=3

j(y‘dm—}— ydy}:f dy -+ / 2.)dx"—~—| +Z.)x‘
=1 yp=1 =1

y=1 i

:§+;+mhﬂw—u

3. Direkter Weg A" B,

2=

23

Ufw%x+ydw J%4ﬂ—4x+1+4x—mdx

r=1
y=1
=3
4 23 3
=fMﬁ—nM=G?—@1
z=]

«%~3--+1mwu.
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4. Kreisbogenweg 4" B

L p=B
y=5 =3
f{y’d:r+ ydy) = ([bﬁ——(x-—ﬂ)“—a:-{—ﬁ]-dx
Sl s
:f{lﬁx—x’-—-ﬁ]dw
axe1
1hat a3 3
B (——2-—-—'-"5-—6:1:)[1
135 15 1 1
sy — 9 18— F 4 34 6=39%.

Wie man an diesem Rechenergebnis sieht, ist der Wert de3
Integrals vom Integrationswege abhangig. Die errechneten Werte
sind natirlich nicht ohne gewisse GesetzmaRigkeit, ihre Betrige
nehmen zu, wenn man vom Wege 4’ I¥ B’ (ber die Gerade und
den Kreisbogen zum Wege 4'C" B’ Ubergeht.

Der Warmebedarf eines idealen Gases bel Zustandsinderungen.
Die im vorstehenden durchgefiihrten Rechnungen scheinen dem
Anfanger stets recht abstrakt. Er halt oft die Berechnung eines
von der speziellen Wahl des Integrationsweges abhangigen Wertes
eines bestinimten Integrals zwar fir mathematisch interessant,
jedoch ohne jede praktische Bedeutung. Wir wollen an einem
thermodynamischen Beispiel zeigen, dal diesen Rechnungen auch
ein praktischer Wert zukommt.

Beim idealen Gas war nach dem ersten Hauptsatz (S. 358)
RT

(106) a@ = C, 4T —{—-—I-,—dV.

Die beiden unabhéngigen Variablen sind T und V, man nennt
sie die Zustandsvariablen, weil durch ihre Angabe der Zustand
eines Korpers bestimmt ist. Es soll nun das Gas aus dem Zu-
stande, der durch dasMolvolumen ¥, und die absolute Tempe-
ratur ‘7, gekennzeichnet ist, in einen anderen Zustand, ¥, 7%,
gebracht werden. Dazu ist eine gewisse Warmemenge Q erforder-
lich, die wir durch Integration von GI. (106) errechnen kénnen.

Es ist also Vi, T, Ve, T,

Q=j-dQ=f(G,dT+££dV)

Vi, Ty Fi T,
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dQ ist ein unvollstandiges Differential, daher mul3 das Ergebnis
der Integration vom Wege abhéngig sein.

Leiten wir den ProzeR so, dal} zunachst die Zustandsadnderung
bei konstantem Volumen (isochorer TeilprozeR) durch Tempera-
turerhéhung von 7', auf 7', und dann bei
konstanter Temperatur (isotherm) durch
eine Volumenanderung von V; auf V, er- f ’if&
folgt, so bedeutet das mathematisch eine H
Integration auf dem ausgezogen gezeich- 7 7
neten Wege | (siehe Fig. 176). Wird da- -'}":4 -~
gegen das ideale Gas zuerst isotherm von
¥V, auf ¥, expandiert und dann isoehor I 4
von T, auf 7', erwarmt, so wird die Fig. 176
hierfir benétigte Warme durch Integration

des Ausdruckes C,dT + i%{'dV langs des Weges |l errechnet.

Léngs des Weges | integriert, erhéalt man
T:
0y - [ ¢,dT + RTyln 12,
. 1
TI

langs des Weges |l hingegen
T

Qu=RT, %+ [¢,ar.
1 I
Mithin braucht man, um das Gas aus dem Zustande A' in den Zu-

stand B' zu bringen, beim ProzeR3 Il eine geringere Warmemenge
als beim Prozel3 |, weil T, kleiner als T, ist.

Bringt man ein Mol eines idealen Gases auf dem Wege | aus
dem Zustande A' in den Zustand B' und dann anschlieflend auf
dem Wege Il in den Zustand A' zuriick, so hat sich das Gas bei
diesem ProzeR als Stoff nicht gedndert, es hat auch sein urspriing-
liches Volumen und seine urspriingliche Temperatur wiedererlangt.
Wir haben einen sogenannten Kreisprozefd durchgefiihrt. Bei
diesem Kreisproze3 ist aber eine Wa&rmemenge §, verbraucht
worden. Es ist diejenige Warmemenge, die sich mathematisch als
das Integral auf dem geschlossenen Wege A* —+ 1 — B - II —+ A’

A smus, Einfihrung in die hthere Mathematik 24
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errechnet. Der Wert dieses Integrals ist nicht Null, weil dQ kein
vollstandiges Differential ist.

T,
Qozé (c.ar+ 2T av) = qr—qnzfcr,dr+ﬁfr,tn-§l
13
Ty
—RTlln{’,—’_f LdT = Rin % LT, T).
1
T,

Diese Warmemenge stellt das Warmeaquivalent der Arbeit dar,
welche das Gas beim gesamten Kreisprozeld geleistet hat.

Der Carnotsche Kreisprozel. Ein besonderer, fast in jedem
Lehrbuch der Thermodynamik as Beispiel angefihrter Kreis-
I prozel} ist der sogenannte Carnotsche
Kreisprozel?. Auch hierbei handelt es sich

i %5 im Grunde um die Auswertung des Inte-
gras $dQ, jedoch wahit man as Inte-
grationswege nicht zwei Isothermen und

#% %% zwei |sochoren, sondern zwei |sothermen

und zwei Adiabaten, durchlauft also in

# der V, T-Ebene die in Fig. 177 dargestellte

Fig=177 Figur in Richtung der Pfeile.

Der Zweck der Durchrechnung des

Carnot-Kreisprozesses ist die Feststellung, ob es moglich ist, in

einer Maschine, die ununterbrochen arbeitet, Wéarme restlos in

mechanische Arbeit umzuwandeln. Die Rechnung zeigt die Un-

mdoglichkeit einer solchen Umwandlung, da stets ein Teil der

Warme, der sich nicht in Nutzarbeit Uberfihren [&3t, as Warme
Ubrigbleiben muf3.

Das ideale Gas — wir nehmen davon ein Mol —, mit dem man
sich den Kreisprozel? durchgefiihrt denkt, besitzt zunéchst das
Molvolumen ¥, und die Temperatur T,. Nun wird ihm zun&chst
bei konstanter Temperatur 7', (€T = (0} eine Warmemenge @, zu-
gefihrt, die restlos al's Volumenarbeit bei der Ausdehnung des Gases
nach aulfen in Erscheinung tritt. Es ist
v, T,

Q = f (Coar+ R—fdv)—_-nmlln-ﬂ-E-A,.

V.7
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Nach Erreichung des Zustandes V,, 7', 148t man das Gas weiter
expandieren, aber adiabatisch, d.h. bei vollkommenem Wéarme-
abschlul gegen die Umgebung. Da hierbei zur Arbeitsleistung
keine Warme aufgenommen wird, kuhlt sich das Gas auf die Tempe-
ratur 'y ab. Wahrend dieses Teilprozesses ist

dQ =0 = C,c_ﬂ"—l— pdV
und die vom Gas auf Kosten des Verbrauches eines Teiles seiner
inneren Energie geleistete Arbeit ist

v, T
fpdV:-— [ ¢, dT = — 4,
# #,

Nach Erreichung des Zustandes V4, 7', wird das Gas isotherm
bis auf das Volumen ¥, komprimiert, dabei muR eine Arbeit ge-

leistet werden und eine Warmemenge Q, wird gewonnen.
yl Tl

RT ..
Q =V£(C,,dT—f——I—,—dIr)—_- RT,ln-i,-a-wmA,.

Schliefllich  wird durch adiabatische Kompression das Mol-
volumen des Gases wieder zu ¥, gemacht und die dabei auftretende

Warme erhoht die Temperatur des Gases von 7'y auf ;. Die am
Gas geleistete Arbeit ist

fpdv_ jc AT =— A

Dadi=—4, w {G ar = —n[G 4  wird bei den
7,

beiden adiabatisch gel elteten Teilprozessen keine Arbeit gewonnen.

Die vom Gas nach aufRen abgegebene Arbeit ist also

—AAd=—A,—A,=RT, |n—-=+ RT,InTs "*

—RTlln RTln—.

Da wir unseren Weg so gewdhlt haben. daR er wieder nach

V,, T, zurickfuhrt, besteht zw i s ﬁ und ﬁ n e Beziehung.
24*
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Beide Quotienten sind namlich gleich, denn es ist
VI =1 und PV =T V!
wie sieh aus der Gleichung einer Adiabaten (S. 359) ergibt. Alsoist

T, (1'3)* -1 Vi (l".,)"" i
i und L ,
2 Vo 7, g

7 r
vy P,

folgt VoK
Damit wird die beim Kreisprozel gewonnene Arbeit

woraus .
Vs _ ¥,

oder v, =7,

A s BRI BTy 3t = Rln J2 (1= 7).
1 1 1

Von der dem Gas zugefiihrten Warmemenge Q; ist also nur der
Bruchteil r
L T T ey L 4

w C TTRwhw, B TH
nutzbar in Arbeit verwandelt worden. Dies ist der hdchst erreich-
bare Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine. Es wird in der
Thermodynamik gezeigt, dal} diese GrofRe unabhangig von der

Art des in der Maschine verwendeten Stoffes und unabhéngig von
der speziellen Art des Kreisprozesses ist.

Der integrierende Faktor

Wir haben gesehen, daR d@ kein vollstandiges Differential ist
und daher @ = [ dQ eine Grofke ist, deren Wert von dem Integra-
tionswege abhéangt. Das bedeutet, dal3 die Warmemenge Q keine
Zustandsgrof3e ist; sie hangt nicht nur vom Zustand des unter-
suchten Koérpers ab, sondern auch von der Art, wie der Korper
in diesen Zustand gelangt ist. Dies ist recht stérend und man
hat mit Recht den Wunsch, an Stelle von Q eine andere kalorische
Grof3e bei den Rechnungen zu verwenden, die eindeutig durch,An-
gabe des Zustandes bestimmt ware. Wir werden im folgenden
sehen, dal? eine solche Grélie existiert; man nennt sie Entropie.
Wie man zwangslaufig zu diesem Begriff gefthrt wird, wollen wir
jetzt zeigen.

Es sa r=ydr—zxdy,
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ein unvollstandiges Differential, denn es ist
aM eN eM N
Ty 1 nnd e =1, alzo Ty :}: .

Es |at sich nun immer mindestens eine Funktion flnden, man
nennt sie den integrierenden Faktor, mit der dz multipliziert
zu einem exakten Differential wird. 1 1

Wir wollen zeigen, dal3 z. B. die Funktionen & r und — =

PRI
diese Eigenschaft besitzen. zy Xt 4y

. g Ea, oM 1 ey __ 1
oy Ty gy T by
. M oN
2. E-z~—_—la!a:——l—dy, elt =10, ==
ry X y En v
dz ¥ .
YoerpT e T wep®
aM o« u“ 2 #; - z? — ¥
W T T
N __dtyp-ia @y
ox (2 + g2 T (e R

Durch Multiplikation mit dem integrierenden Faktor sind damit
aus dem unvollsténdigen Differential dz drei verschiedene voll-
stdndige Differentiale geworden,

dz oz

;j: = du iy = dy , Py = dw
und die bestimmten Integrale
Ty iy 2 Y Tl
[du, fdv unrd ’ dw
I i I, iy

sind unabhangig von dem Integrationswege.
Die Entropie. Fur das unvollstéandige Differential dQ ist die

reziproke absolute Temperatur 1, ein integrierender Faktor und

damit ist eine neue Funktion 8, die Entropie, definiert, deren
Differential bei reversibel geleiteten Prozessen

ist.
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An dem speziellen Beispiel des idealen Gases wollen wir zeigen,
dald die Entropie eine Zustandsgrofle, ihr Differential also

exakt ist.
a@ = ¢,ar + XLav,

@ ¢,
—B _CaryZav,

av, =) =[50 1= A [5(),], =0
oV T T &V)T— [’PaV 6T)V]T" T LeT E:PV)T]VH*

womit die Behauptung bewiesen ist.
Die Tatsache, da die Entropie 8 eine ZustandsgroRle ist, wollen
wir noch benutzen, um die auf S. 345 verwendete Beziehung

LAY ap
_ (57)1' T 6T) P
zu beweisen.
In der allgemeinen Form war

0= ()ir ()] o

Fir das Differential der Entropie folgt hieraus

_dQ 10 18U
28 = = 1.(7), 47+ 7 [ (57),+ 7] 4V
Da dS ein vollstandiges Differential ist, mul3 gelten

Grl2Ga )= Grlr (G 7)),

17 88U . _ 1 g0 17 88U Lropy  p_

‘i"'(aTaV)r,m‘" 73 (57)at T(Wﬁ)m,ﬁr(ﬂ) 7

Die gemischten zweiten Differentialquotienten sind einander
gleich und daher wird

o= i)+ HE

()= 1()r-



Anhang

Aufgaben
Differenziere
1. y =6 2, y = astd
3. y=axb'l—>H 4, y=1627 - bat—8w
5. y=2x"tax'+5b2x"—102+ 9

6.
7.

9.
10.
11.

12,
13.
14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

y = x*+ 4+ 8x2—ax—2
o= b (a-+ba?)
y:%x—%x*-{—cx—‘%(a—i—bx)
y=75 #+0z—(B+0)2
y=(2x—3) 222+4x—D)

2 12,
= ‘s_——_ "1y — “)'i
y = 3 a" g% + e

y=i/E+BxV;I— ]V;:E
o YB T — bt o=

Vz
_ 1 3. 6 4, 9
¥= 2 zfz  Vas
=t e 6 S LI
Y= TRt T
=I.l'a3..r._.x’
2 ~ 1
=V z—0t + Vizr— 88— —
y =/ vV o

y=alf(bz—2P+ 7 (2z—8)
¥ = gp—gagy T GO+
y=n2z+Igat+¢
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3 1

21. :ln—;—]—e”urv 1
22, y=In(/#12) + et +sin
23, y=sin 22z +sinzz + 02 cos i_
24, y=tgaz - Insinx 4 ctget
25, y = tgin x + #2' - sin (VscT-{‘:])
26, y=Ginr+Cjx2+InTgx
27, y = aresin a® -} arctg ¥ + @tg%
28. y = In arcxin &® + ¢Einz
29, y = Einln x+L e
N.y=CF ) lat—14x+4+ 3
32 y=@2—3z+ HRz—1p
B.y= gLzt 1) a0+ cosx
. y=¢:In V(_OE + sin® z-cos z
. y=e?-Bmz-tsinz-tgx
36, y=¢éF-cosx-(x*+ Jax—0)

+5

30. y = arcsin (Vlne )

37. y = (a2 — 10 x - B) - X 38, 4 = l—l—_a—;—;! +xe =
akVida e
39, y = me4 rx 40.9”::3{—33:5\-;—61-}-12‘
_ gin & e g a?
Hoy=17 oz 2oy =
L x+ coa:_‘_.r _ arcqm_.c
3. y = Ginz + Gof 2 U y= arcly x
&4 Indax
45. y 3 wﬁx_

Bestlmme durch implizite Differentiation
46. y’-}-3x’-?xy:0 47. ¢ F o' L W =0
48, l’r&”_—{——y’ =& Vy 49. sinzy* = cos 2 ¥
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Ermittle die Lage der Extremwerte und Wendepunkte,

50. y=22x2— 12— 102 x 5l yzg—xs—ljx
52, y = ate " 533. ¥ =¢"cosx

54, y = Heinax—3 = 38, y=lha— uxt
56. J_]—rf-;?-

Bestimme nach einem Niaberungsverfahren die in der Nilhe von
z = 1 gelegenen Wurzeln der Gletehungen auf drei Stellen nach
dem Komma genau.

Y. at —10x+5=10 8. »Slnr=5H)¢
59. &+ lgsin x = 60. x* 23 ="

Entwickle in cine Mac-Laurinsche Reihe.

61, y = 62, y=1tg=x
63, y=sinZz 64. y = arcsin x
65, y = Ginx 66. y = Gojx
67 y =1 68. y= )1+ x

Bestimme die Grenzwerte.

69, hmf —1 70. lim f'"_“_’{

zo1 % —1 x_,uv,m:x
71. lim $n22% 79, im0

g0 r—+0
73, lim e 74, lim —:g

£=+{ oo

. 3 2
75. limtg - Inz 76. ;hl"l( )

. ) 1

rirf ll_l’:’lﬂ (—ﬁ-— — ctg 9:) 78 J%(Elﬁ — ;)
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Integriere.
dx a
79. ";— + l._(;ﬁ?— —|-' x dx
80. f(:c‘-+— 3x=+jT;§)dx

— x*

31, f(e” -+ sin @ -+ eos ¥ — V..]_._J ) dx

82. f(]s/’:53+3x'+2f/§+3x=}/"5)dx
83. n:‘]’.‘_h —5"-‘—‘7,2—-{—“*-}/? dx
[(V +E—E 5

1

34._f(cf‘+sin:c+00ﬁx)dx 85. J(x°+3x*+l+xs) £
0

gy 3
86. f(sinz—lr»cos x)dx 87. {{@nx—{—(ioix-{»e‘)da:
0 - hm
88, [, 89. [ (155 + ) ds
{kl & 1 2 b
% _f1 vica bf o
91. f;% 92. fe‘“dx
93. fa-" dx 94. fe“‘“"dz
93. f ze™ dx 96. f?%

d.
97, fﬁ? 98, fV’2x+5dx

z dx dx
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dx

Anhang
101 [ 102. | tgzdx
*lxilnzx ’ 8

103. f ks 104. f sin® z dz
105. f cos® x da 106, [

. x| 25 — ot

dx
108. f zedr 109. f z' et du
110. f x*sin x dx 111. f cos® » dx
112 fsin’ xrdx 113. farctg rdx
114. fe”sin xzdx
dx 2x2 4+ Db —

W5 JeT56—9 6. |eriie=—n (z =7

117. f3s;°+2x’——7.'c+1dx 118. fa:‘+a:3—a:’—-x+1dx

z—3) (= +8)

Ermittle den Wert folgender. Integrale mit Hilfe numerischer

oder graphischer Methoden,

nid 5
119. fcps rdx 120.
é
1 J mi4
121, (2, 122, f otg & de
1] nf2

Ermittle die ersten particllen Differentialquotienten.

123, 2 =22+ 3y-+ b2y 124, 2z =¢*V L sinaty

. . =3
125. 2 =zsiny + o — 32 I.26. =7
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127.:——"ylnx+% 128, u = a*y -} zsinz+ zy=
129. u:t,’+tg':7'-f'-x3 130. v =232+ ylnu
Zeige, dall _fz_ == _n!zu
brdy tyix
131. z = &V 132, z = gin x ¢
[33. s = zlny 4 23 134, 2= ¢ - Inx + 2V
135, z == ay+ oy 136. = = arctg—g

Untersuche, ob die Differentiale vollstéindig sind.
B7. de= 824+ by)de+ 6eTdy

138, d: =sinxydr—cosxz ydy

139, d2 = Gof 2 Eoj ydx + Ein z Sin ydy

140, dz = *¥ (z y -+ 1} do 4 e e2¥ dy

41, d: = Vo T yde+ Ve~ dy

142, d: = 22+ 3y de+ B+ 29 dy

Integriere nach Prifung auf Vollsténdigkeit.
143, d: = y eV de - xeFv dy
44, de= 3zt 6zy+ 6y)dx 4 (32 + 122y 4 1) dy
DL
(+ 1) (x+2)
146, d: = (ye*¥ + yoowx y + 2 2)dx

+ {ze*¥ - xcoszy+ 2y dy

47, de =2+ 6xy—yt— 122 y¥ dx
F(TF 32— 2xy— 12 23 y7) dy

145. dz = 2e2¥dy
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148. 149. 130. 151. 152. Ermittle den Wert des bestimm-

=1
v=1

ten Integralsh[ud: fir die Aus
#==10

drieke in Aufgabe 143 bis 147

1. Uber das unbestimmte Integral,
2. durch Integration auf den drei
in nebenstehender Skizze gezeigten

153. 154. 155. Zeige, daB dz'¥@#8Mvollstandiges Differential ist
und integriere langs der drei in der Skizze angegebenen Wege.'

x¥

153, dz = @ o+ 3y)de— -0 —

Va + 1
154. a’z == ‘-‘,':.“-:?.-{-T_“.' dx z l’h
X }.rl,}_x‘.! +1+y‘2J
1y
155, dz = y e* dip + —— 1
] + Vi
Liésungen
1.~ 242 2.y = (e + d) grtd-!
oy =atb4 1 4. ¢y = 11227 - 202 — 8
5. ¥ =827 F da*+15ba*—10
6. ¥ =5Hax*4- 122+ 62 —0a
7.9y =1bzx
8. y‘:?]_;——g-xg-i-cwéj-b

9. y=2r i 203G+ qa
10, y' = 1222+ 4 2— 92 11, o = b2 — Q-

12. y =2z + 12}z fj

3Vz
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Ve Vo 8x)7
M4, y=—2 8 _ 16 _b4
P z 222} x 7;rVa:'
15. y':_£+5_‘f+12xs__ 3___ T
xh s 2z) = 12 =
f @
g ¢ = 2 1
17, ¢ = —)Y22x— b 4 ———
3 Vax—3 4a:l/
18. y =2a)ba—2+ 282z —8)
. b—4x
19. y =3z w+2(10+x)
20, y =120 4 & (g = = 0,434 la z1)

21. ¢ m-—w-i- 4 23:31'_5_.3::»

2z

22- J" 3(1’.3+2)

4+ Bxe=! +cosx

23. y = 2cos 22+ 28jn xcoaa:-{—cosx-eﬂmx_;:—gsin—l-

24, y' = + eotg x—
costa x ginZe*
25. o =—— 2z | zoosl(@+ B
- Y xecos?in x cos? 2 I/a:‘ 4+ b

26. ' = Qofzr+ 2z @':iux‘-i-—é?“—%@a—x

2x 1
27. o -
Y =yn—a =t 1+8’“+:c’@iu"1:£




Anhang
28, o = — . 2% | Goj - Cina
arcsin 2 1 — 2°
*
L '2_
29, y,=@nilnx_e Ein 30. y=___e__#
z Eof? e 2¥1—e®
3. ¥y =18 — 42— 25

32,
33.
34.

33.

yY=(14a*+ 19215 /20—1
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Rechenschieber, Quadrieren 111,116
—, Radizieren 117
Rechenschieberkonstruktion 113
Rechenschiebersysteme 113
Rechenschieberteilungen 114
Rechnen mit kleinen GréfRen 193
Reihen 189
Registrierstreifen 10
Reichweitevon a- Strahlen 34
Reiff 12

Reihe, binomische 193
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g 185

e 191

— e 213
dieLangevin-Funktion 192
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sin x 183, 190
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—, MacLaurin- 184

—, Taylor- 186, 193, 204

—, unendliche geometrische 96, 183
Reihen 179

Reihenkonvergenz u. -divergenz 188
relativer Fehler 32, 50, 339
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Richtungsfeld 216
Rohrzuckerinversion 129
Rontgenstrahlbeugung 160
Rotationsparaboloid 346

Saccharimetrie 24

Sattelfléche 349

Séttigungsdampfdruck des Wassers
7

saure Reaktion 59
Schmiegungsparabeln 183
schwarzer Korper 106
Sehwérzungsfléache 310
Schwingung 160
Sehnenneigung 38

Seith 144
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Siedetemperatur des Wassers 30
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Simpsonsche Regel 286, 293

Sinusfunktion 160

—, Potenzreihe 183, 190

Sinuskurve, Flachenberechnung 233

spezifische Warme 41

—, wahre und mittlere 236

Spiegelung 51

Spiegellineal 91

Stammfunktion 219

—, Ermittelung durch mechanische
und numerische Methoden 290

Stefan und Boltzmann 106

Steigungsmal? 25

sterischer Faktor 139

stetige Funktionen 13

Stetigkeit 42

Stickstoff, Druck und Volumen 59

Stokes 211

Strahlungsgesetz 106

Stromstéarke, effektive 261

Stufenkurve 294

Substitutionsmethode 248

Summenkurve 46
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Tangensfunktion 162

Tangente und Normale 90

Tangentenneigung 34

Taylor-Reihe 186, 193, 204

Teilkurven 46

Temperatur von Ammoniakwasser 9
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, Analyse 315

thermodynamische Potenzpapiere
106

Titrationskurve 75
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transzendente Gleichungen 167

Trapezformel 283, 292

Trennung der Verénderlichen 220
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243

Tribiphenylmethyl 64
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Ubersichtlichkeit der Darstellung 8

Uberstromungsversuch von Gay.
Lussac 336

umgekehrte Proportionalitat 55, 105

Umkehrfunktion 50, 165

Umkehrregel 52, 71, 120, 166

unbestimmte Ausdriicke 199, 269

, Auswertung 202

, wahrer Wert 201

Unendlichkeitsstelle 56

unendlich kleine GrofRen 48

ungleichméige Teilungen 17

unimolekulare Reaktion 250
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Unsicherheit 32

Unstetigkeit 13

Unstetigkeitsstelle 13

unvollsténdiges Differential 355,
356, 366

Vakuumgewicht 196

van der Waalssches Gas 19, 70,
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—— Néherungsform 197,337
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Verdampfungswarme, molare 246
Verhaltnis der spezifischen Warmen
359
Vertauschbarkeit der
tionsfolge 344
Verteilung von Benzoesdure 33
Verteilungskurvenach Gaul3 148,151
vollstandiges Differential 331, 355,
356, 360, 363, 373
Volumenarbeit 242, 249, 357

Differentia-

Wéagemethode 280
Wahl des MaRstabes 8
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 272
Waéarmebedarf eines idealen Gases 368
Warmemenge 357
Wechselspannung 160
Wechselstrom, sinusférmiger 252
Weg-Zeit-Diagramm 35
Wendepunkt 71
Wendepunkte mit horizontaler Tan-
gente 75, 80, 88

Wendepunktsbestimmung 71, 79

Wheatstonesche Bricke 73

Widerstand von Dréahten 318

Widerstandskapazitat 73
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Zé&higkeit 11, 118, 211

Zahigkeitsmessung nach Poiseuille
302, 339

Stokes 211

Zahlenfolge 38

Zehnerpotenzsehreibweise 23

Zeichengenauigkeit 9, 279

Zunge 113

Zustandsgleichung fir ideale Gase
55, 301, 309

—, van der Waalssche 19, 70,
88, 197

Zweideutigkeit 72

Zwischenfunktion 66

Zwitterion 84

zyklometrische Funktionen 165






















