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Vorwort.

Die vorliegende sweite Abteilung meiner Vorlesungen Gber Zahlen-
lehre ist ausschlieBlich der Theorie der umendliches Reihen mit reellen
Gliedern gewidmet. Vom streng systematischen Standpunkte aus wire
es wohl konsequenter gewesen, die mit der Entwicklung der Lehre von
den reellen Zahlen begonnene sukzessive Ausgestaltung des Zahlvorrats
unserer gewdhnlichen Arithmetik durch Einfohrung der imaginiren bzw.
komplexen Zahlen erst vollstindig zu Ende zu fihren. Ricksichten wesent-
lich didaktischer Natur veranlaBten mich indessen zu der hier getroffenen
Anordnuung, insbesondere der Wunsch, den Leser durch eine gewisse Ein-
formigkeit des Lebrstoffes nicht allzusebr zu ermiiden und ihm statt
dessen schon jetzt in der Lehre von den unendlichen Reihen ein an be-
merkenswerten Fragestellungen und prinzipiell wichtigen Ergebnissen
auBerordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Grenzwert-
betrachtungen zu eréffnen. Dem gegenilber erschien es mir ziemlich un-
erheblich, daB die Lehre von den unendlichen Reihen auf diese Weise
in zwei durch Einschiebung der grundlegenden Erdrterungen iiber kom-
plexe Zahlen getrennte Stiicke zerfillt, zumal schon bei der Beschrinkung
auf reelle Zohlen alles wesentliche der Theorie vollstindig zur Erledigung
kommt (anders wie bei den unendlichen Produkten und Kettenbrtichen)
und die Ausdehnung der gewonnenen Resultate auf Reihen mit komplexen
Gliedern, als bloBen Aggregaten je zweier reeller Reihen, sich nahezu
automatisch vollzieht.

Die Darstellung der Reihenlehre beginnt naturgeméB mit allgemeinen
Betrachtungen ilber Konvergenz und Divergenz, wobei insbesondere die
verschiedenen Moglichkeiten, die nolwendigen und hinreichenden Komver-
genzbedingungen zu formulieren, einer ausfilbrlichen Kritik unterzogen
und gewisse auf dem Cauchyschen Grenzwertsatze und seinen Verallge-
meinerungen beruhende weniger bekannte Formen dieser Bedingungen.
hergeleitet werden. Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen
mit lauter positiven (bzw. nicht-negativen) Glicdern wird nach Feststellung
ihrer besonderen Konvergenzeigenschaften eine ganz einheitlich auf das
bekannte Prineip der Reihenvergleichung gegriindete ausfithriiche Theorie
der Konvergens- und Divergengkriterien entwickelt, welche den Zweck
verfolgt, nicht etwa nur die verhiltnismiBig geringe Anzahl der fiir
praktische Anwendung fast ausschlieBlich in Betracht kommenden Spe-
zialkriterien abzuleiten, vielmehr vor allem den inneren Zusasmmenhang
dieser sonst zumeist mit Hilfe einzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln
durch Zuriickfiihrung auf allgemeine Methoden kenntlich zu machen, den
scheinbaren Widerspruch zwischen der tiblichen Form gewisser Kriterien,
namlich der sogenannten Konvergenshriterien sweiter Art einschlieBlich
des Kummerschen Konvergenshriteriums, und dem Pringip der Reihenver-
gleichung aufzokliren und jenes letztere Kriterium, das als Kriterium
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swetter Art von geradezu itberraschender Allgemeinheit bei der sonstigen
Darstellungsweise vollig abseits stand und keinerlei Analogon unter den
Kriterien erster Art zu besitzen schien, aus dieser ritselhaften Isolierung
befreit als natiirliches Glied einer folgerichtig aufgebauten allgemeinen
Theorie erscheinen zu lassen. Es folgen Untersuchungen iiber die T'rag-
weite der verschiedenen Kriterien bzw. Kriterienarten, ither die prin-
zipielle Begrenztheit der Leistungsfahigkeit aller moglichen Kriterienbil-
dungen, tiber sogenannte Grenggehiete und Schranken der Konvergens und
Divergenz — Untersuchungen, die in Verbindung mit den zuvor bezeich-
neten teilweise geeignet sind, gegebenenfalls an die Stelle von Zufalls-
cerfolgen einiger Spezialkriterien ein zielbewuBtes Operieren mit einem
wohlgeordneten Kriterienvorrat treten zu lassen, vor allem aber dem
Leser eine miglichst tiefe, an sich wertvolle und zugleich das Studium
der Funktionenlehre in fruchtbarer Weise vorbereitende Kinsicht in das
Wesen der Reibenkonvergenz vermitteln sollen.

Die Betrachtung der Reihen mit positiven und megativen Gliedern
fuhrt zu den Begritfen der absoluten und nicht-absoluten, der unbedingten
und bedingten Konvergenz und zu dem Nachweise des vollstindigen Zu-
sammenfallens von absoluter und wnbedingter baw. nicht-absoluter und
bedingter Konvergenz. Daran schlieBt sich die Angabe derjenigen Hilfs-
mittel, welche zur Feststellung der ,effektiven” d. h. eventuell nur be-
dingten Konvergeus zur Verfiigung stehen, sowie eine methodische Unter-
suchung der Beziehungen, welche bei gewissen allgemeinen Typen bedingt
konvergenter Reihen zwischen bestimmten Umordnungsgeseizen und den
dadurch erzeugten Wertveranderungen bestehen. Den SchluB dieses Ka-
pitels bildet die Entwicklung zweier Methoden, die dazu dienen, schlecht
(d. h. sehr langsam) honveryierende Reihen zum Zwecke der numerischen
Berechnung in wesentlich besser konvergierende umzuwandeln.

Parallel mit dem letzten, die Doppelfolgen behandelnden Kapitel der
vorigen Abteilung erscheint als AbsebluB der vorliegenden eine ein-
gehende Bebandlung der Lehre von den Doppelreihen mit reellen Gliedern.
Dabei wird, wie dort zwischen Doppellimites und sterierten Limites, hier
scharf unterschieden zwischen Doppelreihen und iterierten Reihen, und es
werden die Beziehungen awischen beiden Kategorien festgestellt, insbe-
sondere diejenigen einer Doppelreihe zu den aus den Zeilen und Kolonnen
gebildeten dterierten Reihen, schlieBlich auch zu der aus den Diagonalen
gebildeten einfachen Reihe. Weiter erfolgt auch hier der Nachweis filr
das vollstindige Zusammenfallen von absoluter und unbedingter bzw. nichi-
absoluter und bedingter Konvergenz. Mit einer Anwendnng der Lehre
von den Doppelreiben auf die Multiplikation einfach unendlicher Reihen
und mit der Ableitung von Konvergens- und Divergenekviterien fiur Dop-

pelreihen mit nicht-negativen Gliedern schlieBt dieses Kapitel und damit
auch diese Abteilung.

Miinchen, im August 1916.
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Abschnitt II.

Unendliche Reihen mit reellen Gliedern.

Kapitel I

Allgemeine Grundlagen.

§ 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. — Summe
und Rest einer unendlichen Reihe. — Allgemeine Sitze fiber
konvergente Reihen.

1. Unter einer unbegrenzten Summenfolge oder, wie man gewohnlich
kiirzer, wenn auch weniger prignant, zu sagen pflegt, einer unendlichen
Reihe verstehen wir zuniichst rein formal eine unbegrenzte Zahlenfolge (w,),
deren Glieder durch das Summationszeichen verbunden sind, also:

o+ oy U
kiirzer geschrieben:

3
P

0

oder auch, wenn ein MiBverstindnis ausgeschlossen erscheint:

E %,

Beziiglich der Bedeutung eines solchen als unendliche Reihe bezeich-
neten Symbols setzen wir nun folgendes fest. Es bedeute s, die Summe
aller Glieder bis w, einschlieBlich, also:

(1) su=u0+“l+"'+un’;2uv'
0

Die Zahlen s, (#=0, 1, 2, -.-) bilden dann, geradeso wie die u,, eine un-
begrenste Zahlenfolge. Ist diese komvergent und etwa:

@) lim g, = s,

" -»o0
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wo also s eine bestimmte Zahl (einschlieBlich der Null) vorstellt, so heift
die Reihe 3w, konvergent und s ihre Summe, in Zeichen:

L) n
3) Ev u,==lm Dvu, =s.
3 n-rmsd

In jedem anderen Falle heifit die Reihe divergent und zwar:
eigentlich divergent, wenn die Folge (s,) eigentlich divergiert, also

lim s, = + o0 oder lim g, = — o003
n-poo n-»e

uneigentlich divergent, auch unbestimmt oder oseillierend, wenn die
Folge (s,) uneigentlich divergiert, d. h. wenn lim s, und fi'r_ﬂs,, verschieden

n-» 0 ”n-»w

ausfallen; insbesondere endlich unbestimmt oder innerhalb endlicher Grenzen
oseillierend, wenn keiner der Hauptlimites lim s, und lim s, unendlich aus-

7 —> 00 n P

fillt (anders ausgesprochen: wenn lim |s,| endlich ist).

n-» o
Obschon im Falle der Divergens eine Summe der Reihe in dem zuvor
definierten Sinne nicht existiert, so bedient man sich der Bequemlichkeit
halber, um alle Moglichkeiten mit einem gemeinsamen Ausdrucke zu um-
fassen, nicht selten der Redewendung: die Summe der unendlichen Reihe:
sei im Falle der eigentlichen Divergenz (positiv oder negativ) unendlich
grof, in Zeichen:

(4) Z:uy=+oo oder Evu,———oo,
0 0

bzw. die Summe der Reihe sei im Falle der uneigentlichen Divergenz un-
bestimmt und zwar, wenn I, L den unteren bzw. oberen Limes von s, be-
deutet, sie oseilliere in den Grenzen ! und L, wobei eventuell auch
l = — 00, L =+ oo sein kann.

2. Aus der obigen Definition der Konvergenz einer unendlichen Reihe
ergibt sich sofort als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon-
vergenz: Jedem (beliebig klein vorgeschriebenen) ¢ > 0 muB sich. eine
natiirliche Zshl n zuordnen lassen, sodafB: :

6) |Spse—Su| <& filr: o=1,2,3,....
Setzt man:
(6) Renre™ St Sa =ty t Uyttt
und bezeichnet R, _, - als einen Partialrest der Reihe, so kann die Kon-

ny. 4

vergenzbedingung auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Es muB
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jeder Partialrest R, . . bei villig willkiirlichem ¢ lediglich durch ge-

eignete Wahl von n numerisch beliebig kletn werden. Dabei folgt aus:

(Ga') IRn.n+q§_=Isn+()—sn|<é
stets auch:
D ) van
(6b) IR,'V+<,[—§S,+P-—S,|<25 f(ir. {9-1’2,3’.“

(vgl § 22, Nr. 1, 8. 125), d. h. es wird mit R, auch jeder spitere Par-
tialrest beliebig klein, sodaB auch die Bedingung (6b) als notwendiy und
(selbstverstindlich als) hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe an-
gesehen werden kann.

Im iibrigen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be-
dingung auch noch andere Formen geben. Und obschon dieselben vor
den hier gegebenen Formen (6)—(6b) keinerlei Vorziige besitzen und
eher geeignet sind, den wahren Sachverhalt zu verdunkeln, als ihn auf-
zuhellen, so soll doch etwas niher darauf eingegangen werden, da man
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten
Lehrbiichern mancherlei unklares oder geradezu falsches iiber diese doch
schlieflich grundlegende Frage findet.

3. Bezeichnet man mit K, diejenige unendliche Reihe, welche aus
der gegebenen durch Weglassung aller Glieder bis u, einschlieBlich ent-
steht, also:

) R, = Zu

LD

(zuniichst wiederum rein formal, d. h. gleichgiiltig, ob die rechts stehende
»,Summe* eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht), so soll It schlecht-

[

hin der Rest der Reihe heiflen. Ist dann die Reihe Z'u, konvergent

und s ihre Summe, so hat man: 0
(8) R, =1lim R,,,HQ = Jim (s,,ﬂ, ~s,)
(1 Be 4L ¢->w
=5—38,,

und daher (wegen: lim (s —s,) = 0):
n-re
n4p
(9) lim R, =0, d h. lim (lim Zu) =0.

”® ~)r o n:)ao nal

. Diese Beziehung bildet also in dem Sinne eine notwendige Bedingung
fir die Konvergens der Reihe, daB sie zweifellos erfiillt ist, wenn die
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Reihe konvergiert. Und da sie andererseits auch nur dann besteht, wenn
die Reihe Xonvergiert, so ist sie in diesem Sinne auch eine hinyeichende.
Nichtsdestoweniger muB es als durchaus verfehlt bezeichuet werden, wenn
man dicse Tatsachen, wie nicht selten geschieht, als Kriterium fiir die
Konvergenz in den folgenden Satz zusammenfaBt: ,Die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe besteht darin, daf
der Rest R, mit unendlich wachsendem » gegen Null konvergiert.” Bei
dieser Fassung wird ndmlich in Wahrheit schon die Ezistens einer he-
stimmten als Rest bezeichneten Zahl R, und damit geradezu die- Konver-
genz der Reihe von vornherein vorausgesetzt (denn, falls B, fir irgendein n
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche fiir jedes n, da ja die
Weglassung oder Hinzufigung einer endlichen Anzahl von Gliedern jene
Eigenschaft nicht aufhebt).

Will man der lediglich fiir eine bereits als konvergent erkannte Reihe
bestehenden Beziehung (9) eine wirklich korrekte Form der notwendigen
und hinreichenden Konvergenzbedingung nachhilden, so hat man zu be-
achten, daB es sich in (9) um die Beschaffenheit. eines gewissen iterierten
Limes handelt und daB andererseits die Jzistene eines solchen keineswegs
diejenige des tnneren Limes erfordert. Man wird also die Beziehung (9)
durch die folgende ersetzen:

n+¢

10 1 ('1“-— ' )mo
(10a) lim v—ff“—,,Z“’ ,

n41

von der sich in der Tat nachweisen liBt, daB sie eine hinreichende Be-
dingung fiir die Konvergenz der Reihe bildet.!) Zunichst ist némlich
ersichtlich, daB diese Bedingung genau dieselbe Tragweite besitzt, wie die

folgende?®):
)-o.

(10b) lim (an
n >\ g->x

1) Die Notwendigkeit der Bedingung (10a) bedarf keines Beweises, da ja schon

die stdrkere (ndmlich ausdriicklich noch das Zusammenfallen von

n+o

ntl

n+Q ”+0Q
lim Y»ru, und lim Dry,
e>w e>w

n+4l n+1

verlangende) Bedingung (9) als notwendig erkannt wurde.

2) Man beachte, daf Iim |a,| keineswegs mit | im a, | identisch ist, son-
> e Q>
dern den griferen der Absolutwerte von lim a, und lim 2, darstellt (bzw. beide,
wenn |lim a, | = | lim a, |). e i
Q> Prw
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Ist nun diese Bedingung erfiillt, so muB zu beliebig kleinem ¢ >0 ein m
sich so fixieren lassen, daB:

m+p
g ]
lim vu, | < 7
0> m+1

Aus dieser letzten Beziehung folgt dann weiter: jedem solchen s
158t sich ein g, (welches im allgemeinen mit m veriinderlich. sein wird)

so zuordnen, daf:
m+ 0

m+1

< _;_ fiir: Q ...2._ Om

Man hat also fiir o = ¢,, und ¢ = ¢, + 0:

m+ 0m m+pm+ 0o

S" & &

e ', u, <.2-? 2;’“;« <7j (6==1)2731"')}
m+1 m+1

und hieraus fiir den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen:

m+on+0
vuy

<& (6=1,2,3-."),

m+(’"‘+l
oder, wenn wan m + g, = % setzt:

n4o

W
v u'

n41

= lsn-l-n—sul<$ (6"":1) 2’ 3;"'))

sodaB in der Tat die Konvergenzbedingung (5) erfullt ist.?)

Man kann schlieBlich der soeben als notwendig und hinreichend er-
kannten Konvergenzbedingung (10a) noch eine etwas andere Form geben,

welche darauf beruht, daB im Falle der Konvergens der Reihe >'u, nicht
nur der #ferierte Limes (9) bzw. (10a), sondern auch der entsprechende
Doppellimes verschwindet (woraus dann umgekehrt nach dem Satze (Ia) des
§ 43, Nr. 1, S. 284, wieder ohne weiteres das Verschwinden des iferierten

1) Man konnte dieses Resultat auch so aussprechen, daB allemal, wenn
Gl (10s) besteht,

nt0 n+Q
lim Dru,=Tlim Dru,
Q>rw ¢-rw

nil nt+l

wird und eine bestimmte Zahl vorstellt.
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Limes (10a) folgen wiirde). Es soll also gezeigt werden, daB die Be-
ziehung:
n+0

(11) lim Zu = 0, anders geschrieben (s. Gl. (6)): llm wnie ™0

n,g—«)uo

eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Konvergenz der
Reihe >'u, darstellt. Ist nimlich diese Bedingung erfillt, so lassen sich
anf Grund der Definition eines Doppellimes (§ 40, S. 254, Ungl. (28)) zu
beliebig kleinem s > O zwei Zahlen m, r so fixieren, daB:

th,v+p"<";_ fitr: 'ng) 927‘,
d. h.:
(11a) ]u,+,+u,+,+v---+u,+g|<—;- fir: v2=2m, o=>7.

DaB diese letztere Bedingung eine fiir die Konvergens der Reihe not-
wendige ist, geht unmittelbar aus der Vergleichung mit der bereits als
notwendig erkannten Bedingung (6b) hervor, da sie ja beziiglich der
Auswahl von ¢ geringere Anspriiche macht als diese letztere. Nichts-
destoweniger erweist sie sich auch als hinreichend. Aus (11a) folgt niim-
lich speziell ftir == und g =1 + o:

&
|ty g1+ Uma ot F gy | <3

|um+l+um+l+'”+“m+r+nl < % (0= 1,2, 3, ))
und daher ftir den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen:
Ium+r+x +um+r+2+' tr +um+r+u| <é¢ (d-: 1) 27 37 o ')’
oder, wenn man schlieBlich noch m + r = n setzt:
iun+l+“n+!+"'+“a+ﬂl <& (6=1,2,3,-.9),
anders geschrieben:
|8esa—38,| <& fir: 6=123,...

in Ubereinstimmung mit unserer fritheren Konvergenzbedingung (5).)

1) Unzulinglich fir die Konvergenz wiire es dagegen, wenn an Stelle der Be-
dingung (11) nur die folgende:
hmR,'“,e—hm(u'_,_l-i- NPT R +u'+9)—0

n->w

fir jedes einselne, llbrigens aber beliebig grof zu denkende ¢ erfiillt wiire. Denn

dieser Bedingung wiixrde offenbar schon geniigt, wenn nur:
limu, yemlimu oom . omlimu o =0

"->w n->0 n->os .+e



Nr. 4. § 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 299

4. Setzt man in der motwendigen und hinreichenden Konvergensz-
bedingung (6b) speziell ¢ == 1, so erhiilt man als eine jedenfalls notwen-
dige Konvergenzbedingung die folgende:

18,41—8,1<2c d. h |u,,,|<2 (fir v2n),
d h.:
(12) - limu, =0,

" >0
in Worten: die Glieder der Reihe miissen mit unbegrenzt wachsendem
Index gegen Nuil konvergieren. DaB diese nofwendige Bedingung aber
keine filr die Konvergenz hinreichende ist, erkennt man leicht an dem
folgenden bemerkenswerten Beispiele. Fs werde gesetuzt:

: 1
=0, wu, = (r=123,-),
also:
(13) Sym
1

Die entsprechende unendliche Reihe 2-} , welche als die harmo-
1

nische bezeichnet zu werden pflegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft,
daB ibre Glieder schlieBlich gegen Null konvergieren, withrend sie selbst
in folgender Weise als divergent erkannt wird. Man hat:

1 1 1

(14) Sn =S =i tameto b
1 1’
e ATy
d. h. schlieBlich: )
lim 4, == 0,
v>wn

was tatsichlich fir die Konvergenz nicht ausreicht, wie in Nr. 4 des Textes ge-
zeigt wird.

Es wiirde fiir die Kouvergenz nicht einmal ansreichen, wenn in der obigen
Bedingung ¢ mit % in irgendeiner speziellen von n abhéingigen Weise ins Unendliche
wachsen diirfte. Setzt man z. B. fir »>2:

S
Y ow.lgw
und. ¢ == pn (wo p eine beliebige natirliche Zahl), so hat man:

nypn

R - 2‘ IR Lo
AR A vigy "~ nlgn  lgn’
nt+l
also:
nl-?:oR“’”"'p"

Nichtsdestoweniger ist die betreffende Reihe divergent (s. § 48, Nr. 8 am Ende,
8. 388).

== 0,
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wie grof auch n angenommen werden mdge. Daraus folgt aber, daB
lim 5, = + 0o (da die monoton zunehmende Zahlenfolge (s,) micht der
n-»oo

Konvergenzbedingung (5) geniigt). Wegen:

n n n L]
271 1 2?1 2:’ 1 2' 1
Vé-; = -é— ‘l';’— und 7—2—;:—]:‘> ¥ 2;
1 1 1 1

ergibt sich dann weiter, daB auch die Reihe der reziproken geraden bzw.
ungeraden Zahlen nach 4 oo, also eigentlich divergiert.

Im tbrigen hiitten wir die Divergens der harmonischen Reihe auch
aus der frither bereits abgeleiteten Beziehung (s. § 34, S. 207, G1. M, ®):

(15) lim (s,~1gm+ 1)) =y

erschlieBen konnen, da ja y eine endliche Zahl vorstellt und lim Ig (#+1)=-+o0o
ist, also auch lim s, = 4 00 sein musB. nre

% -»oo

5. Die frither ausfithrlich betrachteten unbegrensten systematischen
Briiche stellen offenber lediglich eine spezielle Klasse von konvergenten
unendlichen Reihen vor. Eine Beziehung von der Form:

(16) o =[0,] = lim (g + 5+ +33)

konnte also jetzt durch die folgende ersetzt werden:

(17) cmj:
]

Ebenso definiert jede der beiden Zahlenfolgen (n=~1,2, 3, - )

[s,, -1 +2-$~!, wo: lims, = ¢ (§ 33, 8. 204, G1. 26)),
(18)' 1 LE )

ly, :2(%_ 1g(1 +%)) wo: lim 7, = (§34, 8.207, 6L (8),©))

eine konvergente unendliche Reihe, sodaB man die in diesen Gleichungen
enthaltenen Aussagen jetzt auch folgendermaBen schreiben kann:

em=14 :,-2«}, (§ 15, GL (9), S. 89),
1 ]

Y '2(% —lg (1+':‘))‘

(19)
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Ein einfaches Beispiel flir alle in Nr. 1 fir moglich erkannten Fille
der Konvergens und Divergens liefert sodann die unbegrenzte geomeirische

Progression j’v «’, wo « eine beliebige positive oder negative Zahl be-

deutet. Aus oder far jedes « geltenden ldentitat:
Ql—a)(14a+:-+a") =1 —a*+?

folgt zunichst, daB fir jeden Wert o auBer ¢ = 1:

1 wtt!
(20) 8,,=-1+¢+"'+a"-~1—:—&-—-~1__d
Ist zundchst |&| < 1, so hat man, wenn etwa:

1
(21) |(x’-i':l_7, wo: ﬂ>0,
gesetzt wird:
»+1 ntl

99 a || L 1 4+ 8 1
(22) l—al = 1—le| a4+ g “pa+ap’

und da der letzie Ausdruck durch Wahl eines hinlinglich groBen Wertes

von # beliebig klein gemacht werden kann, so folgt aus Gl (20), daB in
diesem Falle:

(23) lim g, = ——

n->00 1—a’
d. h. die betreffende Reihe ist konvergent nud ihre Summe § = Tj—_—; -+ Ist
dagegen |e|> 1 und auBerdem « > 0, 8o kann man setzen:

(24) «=14+p, wo: $>0,
und es ergibt sich:

@) = e b4 > L (14 (1))
i—a" > ’

also:

(26) lim 5, = + o0,

d. h. die Reihe ist alsdann eigentlich divergent.
Dies gilt tibrigens auch noch im Falle ¢ = 1. Hier verliert zwar die

sonst zur Darstellung von s, geltende Formel (20) ihre Galtigkeit. Man
findet aber fiir « =~ 1 ohne weiteres:

(27) s,=n+1, also: lims, = 00.%)

K-y

1) Offenbar hitle man hieraus auch die eigentliche Divergenz von 'a” im
Fallo o> 1 kiirser erschlieBen kinnen, als mit Hilfe der Summationsformel (30).

Pringshoeim, Vcrluum I, 8. % Aufl. 21
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Ist ferner |« | > 1 und zugleich @ < 0, also etwa:

(28) w=—(1+8), woi >0,

so wird: 1 )
ot N et

(29) “roe— G e

sodaB also s, absolut genommen mit » ins Unendliche wiichst. Dabei
ist s, allemal positiv, wenn n gerade, negativ, wenn n ungerade: die Reihe
oszilliert also in diesem Falle in den Grenzen — oo und + oo.

Es bleibt schlieBlich noch der Fall « == — 1 zu untersuchen, fiir
welchen zuniichst aus Gl. (20) sich ergibt:
(30) 8y = ;' + '(‘T‘;“)Z .
Man hat also fiir jedes ungerade n: s, = O, dagegen fiir jedes gerade n:
s, = 1, und daher auch: lim s, = 0, lim s, = 1, sodaB also die Reihe in

n-»o n -» 60
den Grenzen O und 1 osgilliert.

6. Unmittelbar aus der Definition einer konvergenten Reihe und den
allgemeinen Regeln tiber das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich die
folgenden Sitze:

1) Bedeutet /& eine beliebige positive oder negative Zahl, so konver-

giert gleicheeitig mit der Reihe >'u, auch die Reihe k-, und man hat:

(31) Zk'u,-—-—-k-z_}u,.
0 D

Insbesondere ist also, wenn man k& = — 1 setzt:

(—u,) = ——Zuy.

0

(32)

%
~y
v
P
0

2) Gleichzeitig mit den beiden Reihen S'u,, v, konvergiert auch

V) - "y

die folgende: >'(u, +¢,) baw. N (u, —v,), und man hat:

(33) Stu,+ Sto, = S, +9).
0 0

0
Das analoge gilt offenbar fiir jede endliche Anzahl von konvergenten Reihen.
3) Setzt man:

4 +u 44y, =U
um.+l +um.+’ +”.+um, - lrl
Uy 41 + Upp by T thy, U,

)
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so konvergiert mit der Reihe S'u, auch die Reihe 3'U,, und man hat:

34 Sy, - S,
1 0

Denn setzt man: wy+ %, +---+ 4, =5, U+ Uy++-- + U, =8, so wird:
(35) S, =5, , also: lim S, =lims, =lims,.?)

V>0 -y oo v vre
7. Wir wollen an dieser Stelle noch einer Bezeichnungsweise Er-
wihnung tun, von der wir spiter gelegentlich Gebrauch machen werden.

Es bedeute:
U_yy U_gy) U_3y * "

eine unbegrenzte Zshlenfolge, so geht aus dem in Nr. 1 gesagten hervor,

was man unter der unendlichen Reihe: Zu_, zu verstehen hat, und es
1
bedarf auch keiner weiteren Erliuterung, daB man dieses letztere Symbol

-0 -1
auch durch das folgende: Zvu, oder aunch: 214, zu ersetzen pflegt.
-1 —®

Ist sodann noch die unendliche Reihe 2“’ vorgelegt, so schreibt

man konsequenter Weise: 0
+ o0 © o0
2“’ fiir: Z;u__, +2u,.
- 00 1 0
400

Eine Reihe von der Form »»u, beiBt-also dann und .nur dann kon-

—e
o0

vergent, wenn jede der beidern Reihen Zu " 2 u, konvergsert, in jedem
anderen Falle divergent. 1 )

1) Man bemerke, daB dieser Satz micht schlechthin, sondern nur in folgender
Weise umkehrbar ist: Wenn auBer der Reihe > U, auch die Reihe S'u, kon-

vergiert, 80 hat man:
0 o«
2y = 2’ U,.
0 1
Dagegen braucht _>'w, noch keineswegs zu konvergieren, wenn auch ¥ U, kon-

vergiert; denn aus der Existenz eines bestimmten hm 8, folgt ja noch keineswegs

diejenige von lim s,
V>0 ©

(Einfachstes Beispiel: u == (—1)”, also >V u,, wie bereits gezeigt, in den
14 v
L) 0

Grenzen 0 und 1 oszillicrend, dagegen S'v(u,, + %y, 4,) = 0, also konvergent.)

21°*
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+o0
Mit anderen Worten: Die Bedeutung des Symbols 2 %, wird durch
die Gleichung dargestellt: —

(36) Zu - hm 2 , + lim \7 ,

n-)ao
= lim 2 «,,
m, % >0 -

wo m und n in gans willkiirlicher Weise und unabhingig voneinander ins
Unendliche wachsen. Wenn dieser letztere Doppellimes als endliche Zahl

existiert, so fillt er offenbar mit dem einfachen Grenzwerte lim 2 %, z0-
sammen, und man hat ¢n diesem Falle: e

(37 Eu - 15::2

Dagegen darf man nicht umgekehrt diese letztere Beziehung als De-

+»
finitionsgleichung fur dss Symbol >3 u, betrachten und aus der Eaistens

+n

und Endlichkeit des Grenzwertes lim ? *u, auf die Konvergenz der mit
n-»00

+ o -n

Eu, zu bezeichnenden Reihe schlieBen.

+ o
S0 ist z.B. D .z,—fﬁ. divergent, da jede der beiden Reihen

Ty (" - '3‘:‘:‘?) md Dot
1 0

divergierf. Hingegen hat man:
< 1 S 1 <~ 1
EWHE"Z'aw—1+22u+1'zn+l'
-
tim Stter -0

also:
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§ 45. Anwendungen des Cauchyschen Grenzwertsatzes (§ 37) und
seiner Verallgemeinerung auf unendliche Reihen.

1, Nach dem Cauchyschen Satze in § 37, Nr. 3 (8. 230, GL (14))
hat man:

(1) lim o lim (aa-au—l.)I

n > L £

sobald der rechis auftretende Grenzwert im weiteren Sinne existiert.
Ersetzt man jetzt a, durch s,, wo:

(2) 8”—%+ul+"'+u., also: Sp =8y ™Y,
so nimmt Gl (1) die Form an:

® ln % =l

oder auch (wegen: % - ;;3_'—1 . T‘._;;l' und lim "f::' 2 - 1):
4) }?; Yo +“;-i_;.'1- ~+ =,}Tlu"'

in Worten:

Das arithmetische Mittel eciner unbegrenzt wachsenden
Anzahl beliebiger reeller Zahlen u, besitat den Grenswert lim u,,
sobald dieser letstere im westeren Sinne existiert, i

(Beispiele: -
it SH )=,

.1 . 1g1.2.8...m
i £ St i 0 )

Hierzu sei noch bemerkt, daB — geradeso wie bei der urspriing-
lichen Form des Satzes (1) (vgl. § 37, Nr. 3 am Schlusse) — die Existens
des ersten Grenzwertes keineswegs umgekehrt allemal diejenige des sweiten
nach sich zieht.

(Beispiele: u,=(—1), also: s,,_, =0, 8, =1, lim !:-—O; da-
gegen: limy, = —1, limu, =4 1. nre

n-yw n-»oo

Ferner: u, = (— 1)*:1g (v + (¥ + 2)), also:

1.2.8.4.--(3m—1)-3m
s:m-l_133,3.4.5...gm.(3m+‘)"“'lg(2m+1);

12 @m—1)-2m. (2 , 9 |
8”"_188-: (”‘ 22‘(2”:'1_('_’;’)4'1) (em 4- )-lg(2m+2),

dh.s,=(~1)1g(#+2), lim *2—0; dagegen: lim ,~— oo, lim #,~+0o.)

N> oo n->w
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2. FaBt man speziell den Fall ins Auge: lim 4, = 0, so liefert die
Relation (4) den folgenden Satz: e

Tir jede unendliche Reihe mat schlieflich gegen Null kon-
vergierenden Gliedern u, ist:

Y% -ty
® RRETE ST

inshesondere also auch dann, wenn die Reihe eigentlich diver-
giert oder ein unendliches Grenzintervall besitet.)

(Beispiel: u, = — +1, also: s -2 . und: lim 0, wie

nre’ +1
sich leicht mit Hilfe des Resultates § 34, S. 207, G. (9) verifizieren 1iBt.

Darnach hat man niimlich: lim (s,—1lg(m+1)) =y, also: lim f’-"—-—n—lj—”(%f}-)-z 0,
lgn+1)

und wegen: lim -
g n->oo n+1 fnt>n +1

Schreibt man ferner in Gleichung (4) s, statt ,, so ist die fiir
ihre Giltigkeit erforderliche Bedingung, daB lim s, im weiteren Sinne

n-»oo

existieren solle, gleichbedeutend mit der Kowmvergensz oder eigentlichen

o

Divergemz von Zu,. Man erhilt also den Satz:

0
Fiir jede konvergente oder eigentlich divergente Reihe
>u, besteht die Bezichung:

0

(6) lims"+”‘+"'+s"—2uv:

n-> o n + 1 0

oder anders geschrieben:

(6a) Pfl(”+ D% + "'“',":_‘1' uakl % L = lim (s +9y -+ +14).

Ist nun spegiell 3'u, konvergent, also lim (v, + w, + - - - +u,) eine be-
n->oo

stimmte Zahl, so 1Bt sich die letzte Beziehung auch in die folgende Form
setzen:

lim (s + 1y + -+, ("+l)“°+’;1‘1+ ) - 0,

n->e

1) Im Falle der Konvergens bsw. Existenz eines endlichen Grensintervalls ist
die Beziehung (5) offenbar selbstverstiindlich.



Nr. 8. § 46. Anwendungen des Cauchyschen Grenzwertsatzes. 307

oder auch, wenn man alles unter den Nenner # + 1 bringt und schlieB-
lich noch, der Symmetrie zu Liebe, diesen durch n ersetzt:

() lim 1tak 2tk R g

P
3. Nach dem eben gesagten bestehen fiir jede konvergente Rez'th u,,
0

sofern man deren Summe mit s bezeichnet, die beiden Beziechungen:

(6) lmSEuE Fh o (4 b~ irgendeiner bestimmten Zahl)
R -9 O

@ fig Ltk Bk

n >0

Jede dieser Beziehungen ist also eine notwendige fiir die Konvergenz,
aber keine allein erweist sich als ausreichend. Der Bedingung (6) ge-
niigen z. B. unendlich viele innerbalb endlicher Grenzen osgillierende Reihen,

wie 2(—— 1)1), der Bedingung (7) jede divergente Reibe, fir welche
o

lim % - u, == O ist.®) Dagegen sind beide Bedingungen zusammen auch

n-»x

hinreichend dafir, daf 2“' konvergiert, und zwar gegen die
0

Summe s. Ersetzt man nimlich in (6) den Index » durch » — 1 und
beachtet, daB:

So+ 84+, =nup+ @~ +---+1-u,_,,
so folgt durch Addition von GIl. (7):

lim nu0+nu,+---+n-un=
n

s

’
n>w

d. h.:

o«

ul
2'“*'3'

0

1) Man findet in diesem Falle:

T SUE T
lim 22— B oo — .
n>rw n+1 2

2) Z. B. u, == ,“.Tilg‘,;' vgl. § 48, Nr. 3 am Ende (5. 828).
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Es sei noch ausdrficklich bemerkt, daB aus (7) allemal folgt:

lim u, = 0.

»-> o0

Ersetzt man nimlich in GL (7) » durch (n—1), so folgt, daB fiir jedes

beliebig kleine s> 0 bei passender Fixierung einer unteren Schranke
fiir » die Ungleichung besteht:

[1ou, +2 g4t (n—1)-u,_, | <(n—1)s.
Da sodann auch:
1oy +2- w4t (n—1)ou,_, +n-u,|<ns,
so folgt durch Subtraktion:
|#-u,| < (2n—1)e, also @ fortiori: |u,|< 2,

d. h. schlieBlich:
lim %, == 0.
%) —>o00
4. Die Konvergenzbedingung (7) gestattet noch die folgende Ver-

allgemeinerung. Nach dem allgemeinen Grenzwertsatze § 37, Nr. 4 (S.231,
GL (17), (18)) hat man:

. Gy . Ga—a, 4
® Ll R

falls der rechis auftretende Grenzwert endiich ausfillt und die b, den Be-
dingungen geniigen:

: s 1]
®  mii-e, fm]k] b <o
1
Setzt man jetzt:
a,-a,__ o aa-’l—- . .
() FZyten, ol T i,

80 hat man zuniichst:
a, — a,_q = (bv——bv—l) * sv—l )

und, wenn man hier der Reihe nach v=1,2, ..., n substituiert und die
betreffenden Gleichungen addiert:

(11) Oy =y + DV (5,—b, ;) -5, _,.
1

Durch Einfihrung der Beziehungen (10) und (11) in GL (8) nimmt

der obige Grenzwertsaty, wenn man noch beachtet, daB lim —g'# w0 zu

RN-p® N
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setzen ist, die folgende Form an:

. 1K :
lim — 2’ b,—b,_,) - =1
(12) ':!:' b‘ - ( v v-—l) sv—l ”Lnlsu’
sofern lim 8, als endliche Zahl exsstiort und die b, den Bedingungen (9)
n->m
geniigen.

Die auf der linken Seite von Gl (12) auftretende Summe liBt sich
nun aber in folgender Weise umformen®):

n "
: V(b,—b,,_,) * 8,y = 2;'bvsv—l - 2’; br—l'sr-l
1 1 1
n n-1
- :;vbvsv—-l -—Zb,,s,
1 [/}

“va(s -1 *—S,,) + bnsﬂ—" 6080
1

b5, — (38 + 30,6~ 5,,)).
1

Daraus folgt weiter:

(13) lim ;- Z(b —b,_)5,_, 1ims,,—-1imbl(b0so + b, (5,~2,,)),
1

n->aw n n-»r N> @ N

und somit durch Vergleichung mit (12):

(14) Jim 5 (b S +2b (5,—8,-1)) = 0.

Setzt man schlieBlich noch:
Sy = My, 1im dbrigen: s, —§,_; =«

also: "
Sy =ty + % + -+ %,
sodaB jetzt die vorausgesetzte Kristens eines endlichen lim s, mit der

”-» oo

Konvergens der Reihe S'u, zusammenfillt, so liefert Gl. (14) die folgende
Verallgemeinerung des Satzes Gl (7):

Fiir jede konvergente Reihe >u, ist:
(15) lim boto + by %y + - - 4, %, =0,

n-pm bu

sofern die b, den Bedingungen (9) gentigen.

1) Ober die hierbei bentitzte, von Abel herrilhrende Transformationsmethode
vgl. § 59, Nr. 4.
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Da das letztere speziell filr jede positive, mit » monoton (niemals ab-
nehmend) ins Unendliche wachsende Zahlenfolge (M,) der Fall ist?), so
ergiht sich noch:

Fiir jede konvergente Reihe u, ist:

o Mow, 4+ Mo+ Mou,
(16) Jim - =0.

n-» o

Die spezielle Annahme M, = v fiihrt dann wiederum auf Gl (7)
zuriick.

Kapitel II

Reihen mit lauter positiven Gliedern.

§ 46. Allgemeine Eigenschaften. — Unbedingte Konvergenz, —
Summen unendlich vieler Reihen mit positiven Gliedern.

1. Wir betrachten zunichst unendliche Reihen von der Form 3'a,,
wo fiir jeden endlichen Wert v des Stellenzeigers: a, > 0 ist.?) Eine
solche Reihe kann offenbar nur konvergieren oder eigentlich divergieren

n

(niimlich nach 4- 00) Denn die Zahlen s, = »va, bilden hier eine mit
0

wachsendem n monoton zunehmende Folge, sodaB lim s, entweder einen
n>on

bestimmten positiven Wert besitzt oder positiv unendlich grof wird.
Daraus folgt insbesondere, daf bei Reihen dieser Art stets auf die

Konvergene von > a, geschlossen werden kann, sobald nur feststeht, daB

n

2 a, fiir alle Werte von n unler einer festen Schranke bleibt.

0
Und ferner: Ist 'a, konvergent, so konvergiert auch jede Reihe von
der Form > @, , wenn (m,) eine beliebige aus der Reihe der Zahlen »
herausgehobene Zahlenfolge bedeutet.

1) Vgl § 37, 8. 281, FuBn. 1.

2) Der Vollstindigkeit halber sei bemerkt, daB die Resultate dieses Para-
graphen offenbar auch giiltig bleiben, wenn eine beliebige (eventuell auch wunbe-
grenste) Anzahl von Gliedern a, = 0 ist. Das gleiche gilt beziiglich der sog.
Divergenz- und Konvergenzkriterien erster Art (s. den folgenden Paragraphen), with-
rend bei der Bildung der Kriterien zweiter Art die a, als durchweg von Null ver-
schieden anzunehmen sind,
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Wiihrend hiernach jede aus einer konvergenten Reihe (mit positiven
Gliedern) herausgehobene Reihe wiederum konvergiert, so darf man nicht

etwa schlieBen, daB jede aus einer divergenten Reihe 'a, herausgehobene
Reihe auch divergieren miisse. Dies gilt nur dann ohne weiteres, wenn
die Glieder a, stets oberhalb einer festen Schranke bleiben. Ist dagegen

lim @, = 0 oder auch nur lim a, = 0, so lassen sich aus der divergenten
Y -poo . kde

Reihe >'a, stets auch (unbegrenzt viele) konvergente Reihen heransheben.
Denn nimmt man eine konvergente Reihe 3'c, mit positiven Gliedern
ganz willkiirlich an, so kann man aus der Folge (a,) eine andere (a,,) s0
herausheben, dab a,, <¢, (v=0,1,2,--) und daher J'a, komvergiert.

(So lassen sich z. B. aus der divergenten Reihe 2’1’ unendlich viele

1
konvergente Beihen von der Form Z herausheben, wo m jede ganze
Zahl > 1 bedeuten kann.)

2. Es erscheint wichtig, festzustellen, daB die Konvergens einer Reihe
der betrachteten Art, sowie auch der Wert ihrer Summe durchaus unab-

héingig ist von der Anordnung der Glieder, d. h.: Ist »»a, = A, so ist
*® 0
auch stets 2“% = A, wenn man unter (n,) eine Zahlenfolge versteht,
0
die aus der Reihe der Zahlen 0,1,2,.--,»,... in der Weise hervorge-
gangen ist, daB jede Zahl v einmal und nur einmal in der Reihe der
Zahlen n, vorkommt.
Man pflegt dieses kilrzer so auszusprechen: FEine konvergente Reihe
mit positiven Gliedern ist stets unbedingt konvergent.
Um dies nachzuweisen, werde gesetzt:
k k
(1) 2 a, = 4, y By, = 4.
0 0
Bedeutet dann y eine beliebig grofle positive ganze Zahl, g0 kann man
stets eine positive Zahl » > u finden, sodaB A, alle Glieder enthilt, welche
in A, vorkommen. Daher ist fitr jedes u:

@) 4, <4,< 4,
woraus sofort die Existenz eines bestimmten lim 4, = A4, also die Kon-
M>®

vergenz von > @, resultiert. Zugleich ergibt sich aus Ungl. (2), daB:
(8) 4 LA
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Andererseits kann man, nachdem jetzt die Konmvergens der Reike

Za,' bereits feststeht, die ursprilngliche Reihe Za, als eine Um-
0 0

ordnung dieser letzteren betrachten und sodann in analoger Weise er-

schlieBen, daf:

4) A< A

Durch Kombination von (3) und (4) ergibt sich daher:

(6) A=A,
d. h. schlieBlich:

(6) Sta, - S,
0 0

womit die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Bebauptung er-
wiesen ist.

Zugleich folgt hieraus ohne weiteres, daB eine Reihe mit positiven
Gliedern, welche in #rgendeiner Anordnung divergiert, in jeder Anordnung
divergieren muB.

3. Man kann den Begriff der ,,Umordnung* einer unendlichen Reihe
auch noch wesentlich weiter fassen, als zuvor. Jede unendliche Reibe
1Bt sich ja — nach Art jeder beliebigen unbegrenzten Zahlenfolge (s, § 39,
8. 247) — in irgendeine besttmmte oder auch in eine unbegrenste An-

zahl von unendlichen Reihen zerlegen (z. B. Zv a, in die n Partialreihen:
[ J @ ] 0

Z"a""’ 2"“""“’ sy Z«a,,”(._,); oder, mit Beniitzung des
0 0 0
Beispiels in § 39, Nr. 1 (8. 249), in die unbegrenste Anzahl von Partial-

o ® ®
reihen: 2;" By s 2,“ Ryut1r 2 HOgyysr " Z HOgv+l, q¥ 1y ** )
0 0 ° )

deren Gesamtheit zuniichst rein formal eine Umordnung der urspriing-
lichen Reihe darstellt, insofern die Glieder beider Anordnungen sich
gegenseitig eindeutig entsprechen. Es besteht dann aber auch der fol-
gende Satz:

Zerlegt man cine konvergenie Reihe mit positiven Gliedern:
2 a,= A in eine bestimmte oder unbegronste Ansahl (» bzw. co)

[\]
von Partialreshen, so konvergiert jede derselben gegen cine bestimmie
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Summe A") (v=0,1,2,-..), und die Gesamtsumme der A™ be-
sitat den Wert A, d. h. es 1st:

j:A(')aA bzw. i:A(')=A.
° 0

Um diesen Satz gleich fiir den allgemeineren Fall einer unbegrensten
Anzahl von Partialreihen zu beweisen, mdge die vorgenommene Zer-

legung von Ea, durch das folgende Schema dargestellt werden:
0

(ao(o) + a1(°) + a,(°) + 4 a,f") + - )
+ (ao(l) + al(l) -+ a’(l) + -4 a’sl) + . .)

S ) +(ao(’)+al"’+a,(’)+~-+a,5”+---)
+(a°(')+al(”)+a,(')+---+aﬂ(")+---)
s+. . e . . . . . . e e

wobei allgemein:
(8) 6" +a+a+ ... +a lfv) - A F(V) (

gesetst werden mige.

Alsdann folgt zunichst aus der Konvergenz der urspriinglichen Reihe,
daB auch jede Partialreihe, insbesondere jede solche, welche eine Zeile
des obigen Schemas bildet, konvergieren muB, sodaB man setzen kann:

u=0, 11 2))
v =0,1,2,--

©) 2 aﬁEV) “lin: Afiv) -A? (y=0,1,2,.-).
0

Man kann nun wiederum einer beliebig klein vorgeschriebenen po-
sitiven Zahl s eine positive ganze Zahl p s0 zuordnen, daB:

(10) A—@<e@mAr-iQ
0

wird, sodann zwei positive ganze Zahlen m, » so fixieren, daB der Aus-
druck:
A,,(.o)+A(l)+--'+A:)

(d. h. diejenige Summe des Schemas (7), welche begrenzt wird durch die
Glieder der (m + 1)*® Kolonne und der (» 4 1)** Zeile) und umsomehr
der folgende:

A;°)+A’(“)+...+A’(‘” far: p>m, v 2n
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alle Glieder enthilt, welche in 4, vorkommen. Man hat also mit Be-
riicksichtigung von Ungl. (10):

(11) A,(:')+A’£U+...+A,f")g:1,>11——e fir: p2>m, v > n.

Andererseits enthiilt diese Summe nur eine begrenste Anzahl von

Gliedern aus der Reihe 3'a, und liegt daher sicher unterhalb A , sodaB
die doppelte Ungleichung besteht:

(12) A>A;°)+A'(¢l) +...+A,E")>A—s (u2m, v 2> n).

LBt man hier u tiber alle Grenzen wachsen, o folgt mit Beniitzung der
in Gl. (9) eingeftihrten Bezeichnung:

(13) ASAO 4+ A+ 4+ A > A~ (v2n).

(NB. Man miiBte eigentlich nach der fiir solche Grensiiberginge geltenden
Regel zunichst schreiben: 4 > 4@ 4 ... .+ 4", Das Gleichheitszeichen
erscheint indessen, falls wirklich wunbegrenst viele nicht durchweg aus
Nullen bestehende Partialreiben vorhanden sind, fiir jedes bestimmte v
definitiv ausgeschlossen, da ja A® 4 ... 4 A® fir jeden groferen Wert »
wiederum noch sunimmd.)

Fir v -+ oo ergibt sich, da infolge der Monotonie von
A® L A 4 g AW

der betreffende Grenzwert sicher ezistiert, des weiteren aus Ungl. (13):
(14) A2 DAV > 4 —¢
-
und, da & beliebig klein gemacht werden kann, schlieBlich:
(15) DIAW = 4.

0

Setzt man hier noch fiir 4" seinen Wert ein und schreibt:

j j a}f"’ statt: 2“’,1 (j‘ a,fv)) ’
o 0 0 0

8o nimmt Gl (15) die Form an:

(15a) jj%"’ = 4.
0 0
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Sind im ganzen nur n Partialreihen vorhanden, so tritt offenbar an die
Stelle der Ungleichung (12) die folgende:

A>A+ 40+ 44> A~ (wzm),
woraus dann fiir 4 — oo folgt:

A A+ AV 4ok AW > 4 — ¢,
und schlieBlich:

(15b) Z‘ AY = 2 2. »

Hiermit ist zunichst der oben ausgesprochene Satz bewiesen.

Man bemerke ferner, daB das analoge Resultat offenbar auch gilt,
wenn man in dem Schema (7) zunichst jede Kolonne zu einer (wegen
der Konvergenz von '@, stets konvergierenden) Reihe:

(16) va}j’ =4, (=012
0

zusammenfaBt. Alsdann wird auch:

) 34~ 3 Sial -

Die vorstehenden Resultate sind zunéchst noch insofern einer Ver-
allgemeinerung fihig, als man jede der Reihen 3 a,f") wiederum in eine

endliche oder unendliche Anzahl von Partialreihen zerlegt denken kann usf.
Es folgt -dann in ganz analoger Weise, daB bei beliebiger Anordnung
der wachsenden Summationen immer wieder der Wert 4 zum Vorschein
kommen muf.

4. Es erscheint zweckmiBig, an die vorstehende Untersuchung noch
die folgenden Bemerkungen zu kniipfen.

Es sei statt der einfach unendlichen Reihe 3o, von vornherein das
zweifach unendliche Schema vorgelegt:

ao(°)+“x(°’+"'+a.;$°)+"'

+a°(‘)+a,m+---+a,$”+~--

(18) Feoe e e e

+ae"+aM+.--4a 4.
e e e e
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Wenn dann jede Zesde bzw. jede Kolonne eine Lonvergente Reihe bildet
und die Reike der Zeilensummen bzw. der Kolonnensummen gleichfalls
konvergiert, sodaB also:

(183) élj.a;"-A, bew. (18b) juila;"-A,
0 [} 0 [1]

so stellt das Schema (18), in diesem Sinne genommen, eine konvergente
Reihe vor, deren eincelne Glieder selbst wiederum konvergente Reihen sind.

Andererseits kann man die Glieder des Schemas (18) auf unendlich
viele Arten zu einer einfach-unendlichen Reihe anordnen, am einfachsten,
indem man dieselben ,mach Diagonalen“ geordnet anschreibt:

(19) a,® + ao(i) + a,® + a4 a4+ a4 -
..+ao(')+al("'1)+...+a,,(°)+...

oder auch, indem man die Glieder jeder ,Diagonale“ zu einem einzigen
zusammenfaft:

(20) 2 b,, wo: b, = a4+ a0~ ... 4 a0
0

Dann liBt sich zeigen, daB diese aus den simtlichen Gliedern des
Schemas (18) gebildete einfach unendliche Reihe gleichfalls gegen den
Wert 4 konvergiert, sobald eine der Gleichungen (18a), (18b) als giiltig
vorausgesetzt wird.!) Besteht z. B. die Gl (18a), so hat man:

(218) 2b,<$127.a;”<jjpa;’><4,
0 0 0 1] 0

und analog, wenn Gl. (18b) gilt:

(21b) Z'vb,<242”-a’i”<jzwzap<xi,
0 0 (1] [} [}

sodaB also die aus lauter positiven Gliedern bestehende Summozz b, stets
0

unter einer endlichen Grenze bleibt und somit die Reihe Zb, zun#chst

[}
konvergiert, wobei es freisteht, auch die einselnen Glieder a'(") als Glieder der

1) Daraus folgt dann mit Beniitzung des Satzes von Nr. 8, daB jede einfach
unendliche Reihe, welche die s@mtlichen Glieder des SBchemas (18) enthiilt, gegen
die Summe A kowvergiert. Denn jede solche Reihe kann ja als eine Umordnung
der Reihe (19) im Sinne von Nr. 8 angesehen werden,
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Reihe aufzufassen (Schema (19)). FaBt man jetat aber das Schema (18)
als eine Zerlegung der nunmehr als konmvergent erkannten einfachen
Reibe (19) auf, so folgt unmittelbar aus den Ergebnissen der vorigen

Nummer, daB:
S5 T
(22) b o e d h =4,

0 o)
-3 3
o "o
womit die fragliche Behauptung erwiesen ist.
Da im iibrigen, falls an Stelle der Gleichung (18a) oder (18b) die
Gleichung: 2} b, = A vorausgesetzt wird, die Existenz der beiden Glei-
0

chungen (18a), (18b) wieder ohne weiteres aus der vorigen Nummer
folgt, so kann man die bisherigen auf die Konvergenz des Schemas (18)
beziiglichen Resultate in folgender Weise zusammenfassen:

Von den drei Gleichungen:

[ <Y o
e +a" "+ +al2, +a”) = A (Reihe der Diagonalen)
[}
@3) { Dy Dhal =4 (Reihe der Zeilensummen)
o [}
:3« “:: a” = A (Reihe der Kolonnensummen)
el

zieht jede einzelne die Exislenz der beiden anderen nach sich.

§ 47. Prinzip der Reihenvergleichung. — Allgemeine Form
von Divergenz- und Konvergenzkriterien.

1. Zur Feststellung der Divergenz oder Konvergens einer beliebig
vorgelegten Reihe (mit positiven Rliedern) dient die Vergleichung ihrer
Glieder mit denjenigen einer bereits als divergent oder komvergent er-
kannten Reihe.

Bezeichnet man generell das ,allgemeine”, d. h. zu einem beliebigen
Index v gehorige Glied einer als

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 22
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divergent erkannten Reihe mit d, oder 1; :

1
ko"veryent »” U » C » ‘(‘jv »

so ist leicht zu ersehen, dall eine beliebig vorgelegte Reihe 3'a, allemal

(1a) diveryief‘t, wenn: a,,, > g{ - d, fir v > w,
(1b) konvergiert, wenn: a, < G-c =

r+p == v

Dabei bedeutet n” eine beliebige, aber feste ganze Zahl >0, p eine gleich-
falls beliebige, aber feste positive oder negalive ganze Zahl einschlieBlich
der Null; g und G endliche, wesentlich positive Zahlen, von denen
tibrigens die erstere beliebig klein, die zwcile beliebig grof angenommen
werden darf.

Setzt man nimlich in jeder der obigen Ungleichungen der Reihe
nach: v =n,n+1,.-.,(n + ¢), (wo n > '), so folgt durch Addition
der entsprechenden Ungleichungen

aus (la): Zv - nzﬂ)d
:+g n+o
aus (1b): 2 a,, , G- 2 Vs

n+o
d. h. Za, +p Wird infolge der tiber die d, und ¢, gemachten Voraus-
setzungen im ersten Falle durch Wahl von ¢ beliebig grof, im sweiten
durch Wahl von % beliebig klein, woraus die Richtigkeit der ausgespro-
chenen Behauptung hervorgeht.!)

Setzt man die Ungleichungen (1a), (1b) in die Form:

@) { D,-a,,,2>9: Divergenz

C,-a,,,<G: Konvergens } w2n),

80 lassen sich diese wiederum noch durch die folgenden ersetzen:

imD, -a,, . >g, dh >0 : Divergens,

L X

® | |
l lim C,-a,,, <@, d h nicht co: Konvergens,

V>

1) Man kann dieses Resultat auch folgendermaBen aussprechen:
Gleicheeitig mit den Reihen 'd,, N'c, divergieren baw. konvergieren auch
die folgenden: 'y, d,, 3'G,c,, wenn die g,>g>0, die &, <G < 0.
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oder etwas kiirzer geschrieben (vgl. § 36, S. 220, Ungl. (40)):

lim D,-a,,,>0: Divergens,
ey s
Im C,-a

Y >m

vip < 001 Konvergens.t)

Die in den Ungleichungen (1)—(4) zur Entscheidung der Divergenz

oder Konvergenz von _S'a, dienlichen Beziehungen werden als Divergens-
bzw. Konvergenskriterien und zwar zum Unterschiede von sogleich noch
niher zu definierenden anderen Formen als Kriterien erster Art be-
zeichnet.

Ein Kriterium von der Form (4) wird offenbar versagen, falls fiur
die getroffene Wahl der D, C, gleichzeitig:

lim D, -a,,,=0,
Y-rw

5 o
®) lim C,-a,,,=00.
> m

Die Mighichkeit, in einem solchen Falle wirksamere Kriterien aufzu-
stellen, wird gegeben sein, sofern es gelingt, stets eine divergente Reihe

2 51: , bzw. eine konvergente anzugeben, sodaf:

L
¢/

(6) b/>D, C'<C,

und daher auch:

DS -a,  >D,-a,,,, alsomiglicherweise: li:n D) -a,, >0,
>
) e
A 4 . ’
(Jv 'af+p< Cv’av-}-p) ” ” 'lﬂ Cv 'av+p<m'

1) Anders ausgesprochen: Jede Beziehung von der Form:

lim D, -a == ()
y>oo vty

bildet eine notwendige Bedingung fiir die Konvergens, jede von der Form:

lim C, - @

== 00
y->aw d vtr

eine notwendige Bedingung fir die Divergens der Reihe Za,. Dabei muB also,
wenn die betreffenden Grenzwerte Uberhaupt exsstieren, im ersten Falle geradezu:

limD,~a,+p=0,

¥~ a0
im zweiten:
IimC, - a - OO0
. rrm vte
sein.
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2. Statt die Glieder a,, , direkt mit den d,, ¢, zu vergleichen, ist es

nicht selten fiir die Rechnung bequemer, den Quotienten aa (welcher
r+p+1

offenbar fiber die relative Ab- oder Zunahme der Reihenglieder ent-
d
scheidet) mit ;- baw. ;L in Beziehung zu setzen. Hierzu soll der
r+1 v+1
folgende Hilfssatz dienen:
Sind (p,), (g,) 2wei unbegrenste Folgen positiver Zahlen
(die fiir v — oo auch den Greneswert 0 haben diirfen) und st
fir v 2 n:
pv+1 qv+l
®) 2
so galt fir v > n dic Besichung:
(9) n, g k- q,,
wo k eine gewisse positive Zahl bedeutet.
Beweis. Aus der Voraussetzung (8) folgt zundchst fir v > n:
Pror 5 By
qv+! - qv ’
und daher, wenn man » sukzessive die Werte n, (e + 1), -+, (n+9—1)
beilegt:
Pu+e ~. pn+g l !_)_ﬂ*'l &
qn+q = qn+p 1 ;Z ;Z Itr qn

oder, wenn man -2’1 =k setzt:
n

pu+
q . 27" (9“’0) 1} 2: )’
8 +¢Q

p2k-q, (v2n).
3. Von dem eben bewiesenen Hilfssatze machen wir nun in der
Weise Gebrauch, daB wir cinmal p, =a,, , g, = D, ?, das andere Mal

pf - CV—" qV = ay.+p Bﬁtzen.
Alsdann ergibt sich: Ist fiir » > n

also:

D
Draprt 2 3 -— , so folgt fir v2n: a,, >k D,
d. h. S'a, divergiert,
P “;“’”, so folgt fir v=>n: C,"*>k-a,,,,

v+1 v4+p

also: a,,, < ,1‘ - C,~Y d. h. J'a, konvergiert.
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Oder, anders geschrieben, es folgt aus:

a

D, — 2. — D, £0: Divergens
(11) v+p+1 (yvz-n).
C, At C, 1 = 0 Konvergeng

Daraus gewinnt man als hinreichende Bedingungen:

fiir die Divergenz: lim (D,,- hre _p ) <0

(12) y>® aV+p+l v+1 ’
. ' a
fiir die Konvergenz: lim (C, .. - — C, “) > 0.
e & r4p+1

Die in Ungl. (10)—(12) enthaltenen Kriterien sollen als Kriterien
sweiter Art bezeichnet werden.*)

Beziiglich der Stellung dieser Kriterien sweiter zu denjenigen erster
Art sei hier folgendes bemerkt. Aus der Art ihrer Ableitung, bzw. aus
den unter (10) zusammengestellten Ungleichungen erkennt man ohne
weiteres, dall jedesmal, wenn ein mit einem gewissen I, bzw. C, zu bil-
dendes Kriterium cweiter Art eine Entscheidung liefert, das gleiche auch
von dem entsprechenden (d. h. mit dem nimlichen I, bzw. C, gebildeten)
Kriterium erster Art gilt. Das Umgekehrte findet dagegen leineswegs
statt, d. h. die Kriterien sweiter Art konnen in unendlich vielen Fillen
versagen, wo die entsprechenden erster Art eine Entscheidung liefern.

Denn ist etwa:
Ne a,, +p . av
Lim (.D‘ ——t D-y+l =0, bzw. lim (C, R

e 0 - (..
a a vil ’
1> o v+ p4+1l V> ® v4+p41

in welchem Ialle also diese Kriterien versagen, so kann immerhin fiir
v > n durchweg eine Beziehung von der Form bestehen:

@ a

+
ro B —D,,, £0, baw. C,- P C,, 20,
YGiptt Cyip+a

D

v

1) Man kann diesen Kriterien, wie hiufig geschieht, auch die (durch Multi-

@y 4p+1

plikation mit aue (11) resultierende) Form geben:

Y4+p

R a,
Iim (D, -D,,, —-‘ilt!) < 0: Divergens,
v ow ay +p

a,
lim (C', — Chpy ——’—l"—’-'-ﬂ) > 0: Konvergens.
| & 1 ay+'
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anders geschrieben:

_tt!’.“Z.PY- baw, CtErlo &

== ’
D av+p v+1

woraus dann (8. Ungl. (10)) allemal folgen wiirde:
im D, a, >k bww. mC, -0, , <

vep == L)
v-» o V> e

d. h. das mit dem betreffenden D), bzw. C, gebildete Kriterium erster Art
von der Form (4) liefert in diesem Falle eine Entscheidung, wihrend das
entsprechende Kriterium sweiter Art von der Form (12) versagé.')

Angenommen ferner, man habe fiir irgendein vorgelegtes a, bei
passender Wahl von D), :

a,
9 1 o e e
(12a) lim (D, 2" —D,,,) <0,
sodaB also durch dieses Kriterium die Divergenz der Reihe 'a, angezeigt
wird. Aus Ungl. (13) folgt alsdann, daB schon fiir alle » von einem be-
stimmten Index » == m ab eine Beziehung von der Form bestchen muf:

D, _p, < 0> 0
v a7 T Ty 0, WO 9 U,
v+p+1
und somit:
. Lo
(13) Dyytypgoy—D, 0, , 200, ., fir:r v=m,

Setzt man hier der Reihe nach v=m, (m+ 1), --., (n — 1), (wo n>m),
so folgt durch Addition der entstehenden Ungleichungen:

n4p
(14) 'Dn'an+ D m+p29 2 Ay ypy1 =0
"l+P+l

und hieraus fir lim # = 0o, wegen der Divergenz von Sa,:

(15) limD,.a,, 6 =oc.

” -»
D. h
Allemal, wenn dus Divergengkriterium sweiter Art (12)

eine Entschesdung liefert, so kommt bei dem Divergengkriterium
erster Art (4) der Grenswert oo zum Vorschein.

Daraus folgt dann weiter, daB das Divergenzkriterium sweiter Art
von der Form (12) in jedem anderen Falle versagen muB, insbesondere

1) Das Versagen der Kriterien (12) rithrt also in diesem Falle nur von der
Beniitsung der Lsmites her, withrend die entsprechenden Kriterien in der urspring-
lichen Form (11) im gleichen Falle eine Entscheidung liefern.
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also auch dann, wenn lim D, -a, , oder auch nur lim D, -a,, p ZWar von

B> n->w

Null verschieden, aber endlich ausfillt und somit das Divergenzkriterium
ersier Art (4) eine unzweideutige Entscheidung liefert.?)

(Beispiel: Da die Reihe 2 71; bereits als divergent erkannt wurde,

v—1 .
so kann men setzen: D, =v. Ist dann etwa: a,,, = PRI wird:
. . v—1
limv-a,, , =lin> =1
L - 4 '+p 1'-’07’,+ 1 ’

woraus die Divergene der Reihe >'a, unzweideutig hervorgeht. Anderer-

seits hat man: " +? = her?) und daher:
vep+1 v’
. y+p
m (oo g 22 — G D) = lim (1=3) (49~ (4 1)) = 0

sodaB also dieses Kriterium von der Form (12) versagt.)

4. SchlieBlich ist aber noch ganz besonders hervorzuheben, daB der
oben bewiesene, zur Bildung der Kriterien zweiter Art dienende Hilfssatz
keineswegs wmhehrbar ist: die Zahlen a,,, kénnen offenbar durchweg
tiber bzw. unter den Zahlen d, bzw. ¢, liegen, ohne daB zwischen den

: . a, . : a
Quotienten, (Zu- oder Abnahmeverhiiltnissen) - “*- einerseits und I
c QY ipr1 v +1

bzw. c—~l andererseits irgendwelche feste DBeziehung besteht.?)
v41

Der Grund, warum man nichtsdestoweniger neben den Kriterien
erster Art solche zweiter Art in die Betrachtung einfilhrt, liegt, wie schon
oben angedeutet, lediglich darin, duB sie gerade bei vielen in der Wunk-
tionenlehre auftretenden Reihen ein bequemer zu ermittelndes Resultat
% sich in erheblich

%y 41
einfacherer Form darstellt, als a, selbst (z. B. wenn: a, = p,-p, -+ p,,

geben, niimlich allemal dann, wenn der Quotient

Y41 DPyya

Die oben entwickelten Beziehungen stellen zuniichst den einfachsten
Typus von Kriterien erster und zweiter Art vor: man kann denselben
durch geeignete Umformungen auch noch mancherlei andere Formen
geben, wie spiiter noch des niheren gezeigt werden soll.

1) Bei dem Kanvergenzkriterium (12) liegt die Sache etwas anders: s. § 54,
Nr. 2 am Ende (8. 880).
2) Vgl im dbrigen § 56, Nr. 1 (8. 390).
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Im itbrigen ist durch die Aufstellung der Kriterien erster und sweiter
Art die Moglichkeit derartiger Bildungen keineswegs erschopft. Man
konnte offenbar auch andere Verbindungen von zwei oder mehr Gliedern

der Reihe J'a, mit den entsprechenden der d, bzw. ¢, vergleichen und,
bei passender Wahl dieser Verbindungen, Schliisse auf die Divergenz bzw.

Konvergenz von >'a, ziehen. Hiermit wire fir die Herstellung der-
artiger Kriterien ein vollig unbegrenztes Feld erdffnet: allein gerade
wegen dieser Unbegrenztheit wollen wir hier darauf verzichten, noch
einzelne Spezialbildungen ausdriicklich durchznfihren.

Um nun brauchbare Kriterien erster und zweiter Art wirklich auf-
zustellen, kommt es nach dem bisher gesagten lediglich darauf an, die
nitigen d, und ¢, zur Verfiigung zu haben. Wir wenden uns daher jetzt
zunichst zur Losung der Aufgabe: Alle miglichen d, und c,, d. h. fypische
Formen fir das allgemeine Glied jeder divergentem bzw. kowvergenten
1ieihe aufzufinden.

§ 48. Divergente Reihen: 3d,. — Typische Formen der d,.
1. Eine divergente Reihe 3'd, soll um so schwdicher divergent heiBen,
je langsamer Zvd, mit # ins Unendliche wichst.
0

Um diese Aussage genauer zu prizisieren, werde gesetzt:

n n

N 7/ ’

2;’dv=sn) >de =83
0 0

dann nennen wir die Reihez d, schwaicker divergent als die Reilxez a,,
wenn: 0 0
(1) s/ <3, dh lim-—==0,

ny>x bﬂ

Dabei kann man offenbar, wenn p, ¢ zwei beliebig gewihlte natiirliche
Zahlen bedeuten, dieser Bedingung auch die etwas allgemeinere Form
geben:

R MM
(la) l]m NN = 0
n>o In '—39
’
)
s’ —s’ 34 s 8 8
(da: -—-F - 2 “ und: lim -5 = lim - = 0).
5, —38, L n->o “a ny>on &
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Ist dagegen:
@ s, ~8

(d. h. bleibt: :" zwischen zwei bestimmten positiven Zahlen, oder, anders

n ’

ausgesprochen, sind lim =, lim ** beide endlich und von Nudl verschieden),

> n m-rena

80 sagen wir, die betreffenden zwei Reihen divergieren gleichartig.
Da s,, s, mit # monoton ins Unendliche wachsen, so lassen sich auf

% die Sdtze von § 37, Nr. 2, 3 anwenden. Beachtet man, da8

$,—8,_,=d,, s/—s _,=ad , 8o nimmt insbesondere die Relation (7)
des eben zitierten Paragraphen (8. 228) die folgende Form an:

lim

d’ ’ ’
(3) lim 2" < lim = < lim " < fim ey
n-ysun n->rx "R n->® "n 1l~>0 B

Daraus folgt aber, daB die Beziehung:

’

(4) lim -~ =0 (anders geschrieben: d /<<d,, D/>D,)

n->rpe ¢ n
eine hinreichende') Bedingung fiir die Existenz der Bezichung (1), d. h. fiir
die schwiichere Divergenz von 3'd,’ bildet; und daB die Beziehung:

(5) d, ~ d, (anders geschrieben: D ~ D,)

eine hinreichende Bediogung fir die gleichartige Divergenz von 3d,’, 24,
darstellt.?)

Im iibrigen bemerke man, daB die Divergene zweier Reihen keines-
2cegs allemal in dem hier niher definierten Sinne vergleichbar sein muB.
Mit anderen Worten: durch die Annahme:

S,~<Sn, S’:NS", S >'3"

sind keimesweys all«r Moglichkeiten erschnpft Es konnte auch sein:

I

lim :!==O lim >* >0, oder: lim 22 = 00, lim ** < 00, in welchen
n>o In n > Sn n>w N n>ew on

Fillen dann eben die Divergenz von >d, und 'd, tiberhaupt nicht
vergleichbar ist.

1) Dieselbe ist aber, wie aus der Beziehung (3) des nitheren hervorgeht, keine
notwendige. Das letstere wiirde nur von der Beziehung gelfen:
lim —* = 0.
n-y»w “Yn
2) Ist geradezu:
d, o2 d, (also: D, o2 D,),
so folgt auch:

’
~
3, =2 8y
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2. Alle miglichen d, sind offenbar dadurch vollstindig charakierisiert,
daB d, positiv und die Summe von (v + 1) Gliedern: (dy+ @&, +---+d,)
eine wesentlich pasitive, mit v monoton ins Unendliche wachsende Zahl ist.
Beceichnen wir in diesem Kapitel eime Zahl dieser letzteren Art ein fiir
allemal mit M, (sodaB also: M, > M _, >0 fir v=1,2,3,--- und
lim M, = +;00), 80 kann man setzen (fir »=0,1,2,..):

L 2 - J
v
258

(6) Z d, = M, (also speziell: d,= M),

0

und daher (fir v=1,2,3,...):

v—1
2 x; dx = Mr-l’
0

sodaB (fir v=1,2, 3, ---) sich ergibt:
(7) dv- J!V-—.MV—‘I,

d. h. das allgemeine Glied d, jeder divergenten Reihe lifit sich auf die
Form (7) bringen.

Umgekehrt erkennt man aber auch ohne weiteres, daB jede Zahl von
der Form (M,— M, _,) das allgemeine Glied einer divergenten Reihe
liefert. Denn man hat:

®) My + D) (M~ M, )= M,
1
und daher:
9) M(,+23(M,—M,_,)=1im M, == 4 oo,
1 n-> 00

Zugleich ergibt sich ans der Definition von Nr. 1, daB diese Reihe
um 80 Sschwdicher divergiert, je langsamer M, mit » ins Unendliche
wiichst. Man kann somit als Resultat dieser Betrachtung den folgenden
Satz aussprechen:

Das allgemeine Glied d, jeder divergenten Reihe lift sich
auf die Form:
1) a, =M —M,_,

bringen; umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede
(M,— M,_,) stets divergent, und swar um 8o schwiicher, je lang-
samer M, mit v ins Unendliche wdichst.

3. Die Gleichungen (1) und (9) lehren, daB man zu einer Reibe mit
dem allgemeinen Gliede d, = M, — M, _, eine schwicher divergierende
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konstruieren kann, wenn man an Stelle der Zahlenfolge (M,) eine andere
(M) von der Beschaffenheit substituiert, daB M, < M,. Nimmt man
speziell: M, =1g M, so folgt also zunfchst, daB die Reihe mit dem =ll-
gemeinen Gliede (Ig M, —lg M, _.) gleichfalls divergiert und zwar schuécher,

als >(M,— M, _,). Nun ist aber nach § 38, S. 245, Ungl. (26):
(IO) lg Mv - lg Mr-—l

und hieraus folgt zunichst, daB auch die Reihe mit dem allgemeinen

Gliede:
M—-M,_, d
(11a) d, = i ks

y-—1

v

r—1

stets divergent ist, wahrend man zugleich ohne weiteres erkennt, daB
sie schwdcher divergiert, als diejenige mit dem allgemeinen Gliede 4, .

Was sodann die Reihe mit dem (in der zweiten Ungl. (10) auf-
tretenden) allgemeinen Gliede:

- M, —M d

(11b) 5, = __-.__f_t:.’. =5

v v

betrifft, so 1Bt sich deren Divergens zwar nicht aus Ungl. (10), jedoch
in folgender Weise erkennen. Ist zuniichst M, so beschaffen, daf

M,_,~ M, so wird auch 8, ~ J,, sodaB aus der eben bewiesenen Diver-

genz von 38, auch die gleichartige Divergenz von 3’8, folgt. Ist da-

M
gegen M, << M, also: lim -2~ == 0 oder wenigstens: lim “"Evl:—l =0

v —y-on M" VD v
(NB. jede andere Méglichkeit ist ausgeschlossen, da ja fir jedes end-
liche v: M,_, < M), so enthilt die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

b4 _
0,=1—-- J;Iﬂ unbegrenet viele Glieder, die beliebig wenig unter der Ein-

heit liegen, ist also wiederum divergent.
Mit Riicksicht auf Gl. (6) kann man dieses letzte Resultat offenbar

auch folgendermaBen aussprechen:

Mit der Reihe ) d, divergiert auch stets die Rethe > 3%,

k4
wo: §, == E'd"
0
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Da aber die zweite dieser Reiben wegen s, — oo stets schwdcher
divergiert, als die erste, so erkennt man, daBl es keine Reihe schwdchster
Divergenz geben kann, und daB dieser Satz ein Mittel an die Hand gibt

wm aus irgendeiner divergenten Reihe >'d, eine unbegrenste Skala von
immer schwdcher divergierenden Reihen abzuleiten.

’

Man kann indessen dieses Ziel bequemer erreichen, wenn man in dem
Ausdrucke ¢, =M, — M, _,, wie oben lg M , sukzessive lg, M, lg, M, - .
an Stelle von M, substituiert. Hierbei ergibt sich (fir k=0,1,2,...):

lgk+1 ﬂ[v - lgk+1 M,-_.x
(wobei man nur fiir 1 einen Anfangswert » jedesmal groB genug annehmen
muB, dabB lg, , M, _, >0 austiillt) als allgemeines (lied einer divergenten
Reihe. Und du nach § 38, S. 246, Ungl. (28a):

M, — M, -1
-1 < Lk(Mv 1)
so folgt, daB die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

Ig, 1 M, -~ ngn M,

M, — M M, —-M,
12 O,® = o ! (w bei speziell: d()—«-—-v —1 )
(12) (M, ) 0 pez1 LM,y ™
dV
a

T T (d A dy 4 d, )
gleichfalls divergiert, und zwar erkennt man mit Beniltzung von (4), daB

die Reihenzz 0,® fir k=0,1,2,... eine unbegrenste Skala von sukzessive

schwdcher dwergierenden Reihen bilden.

Unterwirft man die M, noch der Bedingung: M, _, ~ M,, also auch
L,(M,_,) ~ L(M,) (vgl 8. 246, 247, Formel (29) und (31)), so gilt das
glelche, wie von den 0,®, offenbar auch von den Ausdriicken:

% (i J'Iv"'MV-J v
(13) 4,0 = T,(%) - NG A (k=0,1,2, ...).

Wiiblt man in (12) speziell: M,=v+1 oder in (13) M, =», so wird:

. 1
(14) 0,® = 0® = .65 (k=0,1,2,...),
sodaB also die Reihen mit dem allgemeinen (liede:

1 1 1

v Blige? . v lgelg,»? T
eine Skala von bestindig schwiicher divergierenden Reihen bilden.
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4. Der im vorigen Artikel als das allgemeine Glied einer divergenten

M —-M,_, . )
Reihe erkannte Ausdruck: -- Lﬁ-— “=! bildet nun, geradeso wie M, M,
v—1
eine typische Form, in welche sich das allgemeine Glied jeder divergenter
Reihe setzen laBt; und das analoge gilt mit einer unerheblichen Ein-
- Mr—l

schriinkuog auch fir ——— "= -

Denkt man sich namlich d, als Glied einer divergenten Reihe be-
lLiebig vorgelegt, so ist das Produkt:

(L+8) (1+8) -+ (1+3)> 1+ kg,
0

und wird daher fir v — co wunendlich grofl; da es aber auBerdem,
wegen: 1-+d,>1, mit v monofon zunimmt, so kann man setzen:

(1 +60) (1 + 01) T (l -+ av) - Mw
und daher:
(1 +60) (1 —}- 61) e (1 +6r——l) = ‘n[v-l}

woraus durch Division sich ergibt:

M.

149, = M,
also schlieBlich:
3 M, M,—M,_,
(15) So=gp s, =

Dieses Resultat lifit sich noch in gewisser Beziehung verallge-
meinern. Versteht man unter 1 eine gane belichige positive Zahl, so diver-

giert mit der Reihe 2 0, auch stets die Reihe 2 ‘;’ Auf Grund des

eben gewonnenen Resultates kann man daher setzen:

8, M,-M

— o o Bt
i Mv.q )
also:
. R M, —M,_,
(16) o, =4 R
d. h.:

Das allgememe Glied jeder divergenten Reihe Uifit sich slels
auf die Form (16) bringen, wo 1 eine beliebig anzunchmende posi-
tive Zahl bedeutet.

Bezeichnet ferner 0, das allgemeine Glied eciner divergenten Reibe,
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deren Glieder fiir jeden Wert » kleiner als 1 sind (wihrend lim d, bzw.
¥ > oo

lim &, eventuell auch den Wert 1 haben darf), so ist offenbar auch

¥-> 00

2 . % 3 eine divergente Reihe (wegen: 0 <1 —6, < 1, also: I———. >1).

Infolgedessen kann man nach Gl. (15) setzen:
3 M,—M,_

v 1
1 ""61 Mv— 1 ’
also:
1 _ M
—om] 4 -2t -
dv Mv Mv—l Mv'—Mr-l
und man findet daber:
. M, —-M,_,
(17 0, = —

v

als weitere fypische Form fiir das allgemeine Glied jeder divergenten
Reihe, deren Glieder fiir jeden endlichen Index unter 1 liegen.
Bedeutet dann schlieflich d,” das allgemeine Glied einer divergenten

Reihe mit der einzigen Einschriinkung, daB lim d,” < co, 8o existieren

v-»

allemal positive Zahlen 4 von der Beschaffenbeit, daf durchweg: 4, \ }.
also ¢ < 1. Alsdann ergibt sich aber durch Anwendung von G1.(17) auf

’ M M -1
(18) N

als typische Darstellungsform aller moglichen 4,', fiir die nicht gerade

lim 0," = oo ist.

v-» oo

§ 49. Konvergente Reihen: 3'c,. — Typische Formen der c,.

1. Eine konvergente Reihezzc,ms soll um so schwdicher konvergent
0
heiBen, je langsamer s, ==2 ¢, mit unbegrenzt wachsendem » der Grenze s
0

zustrebt, d. h. je langsamer die Differenz:
$—8,= Dvc, (also der ,Rest* R, s.§ 44, 8.295, GL ()

mit unbegrenzt wachsendem n gegen Null konvergiert.
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L n
Setzt man etwa: 2 ¢,/ =S¢, 2 ¢, =, , 80 wird hiernach diese Reihe
0 0 o
schwdcher konvergent heiBen, als die Reihe 20,, wenn:
0
(1) §'—s,>8—s,, dh limi""oo0o.
n>w L]

Und die beiden Reihen komvergieren gleichartz'g, wenn:
(2) §'—8,~s—s,, dh 0<g$hm "SG<oo

ﬂ-)m
Da s,, s, monoton sunehmen, also $ =8, s’ — s, monoton (gegen Null)
abnehmen, so gelten fiir lim 2= die Sitze des § 37, Nr. 2, 3 (8.226

n >

bis 229) unter dem Texte. Beachtet man, daB: s—s,_, ~(s—s,) =
8, —8,_; =2, usw., so nimmt insbesonderc die a. a. 0. mit (7a) be-

zeichnete Relation die folgende Form an:

(3 lim 2= s lim &= % < Iim & =% < fim S

n>m n u-)oos_ " v 878 Ty On

Daraus folgt aber, daB die Beziehung:

4) lim B2 S bzw. 0< 1}_;{&; < 0o
[

n-»omw N n-»ow R

(also: ¢, >c,, C, <C,) (also: ¢, ~¢,, C.~C,)

eine hinreichende Bedingung daftir bildet, daB ', schwicher als Sc,,
bzw. gleichartig mit 'c, konvergiert.?)

1) Dieser besondere Fall der Sitze des § 87 kann auch leicht fiir sich be-
wiesen werden, sodaB es also nicht unbedingt notwendig erscheint, zuf jene all-
gemeineren Sitze zu rekurrieren. Ist z. B. ¢] ~ ¢,, 8o hat man, etwa fiir v >n:

2
ys-éG
g-¢,<¢c <G c,
I(Bnpo— s”)gs,”--s,,ge(a,w—s,),

also:
s, —8'
g< xte  » <G.
Svo "%
Hieraus fiir ¢ ~ 00: .
8 ﬂ
g —= "=, <@,

und schlieBlich:

Anslog im Falle: . ¢, > ¢,.
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2. Die Glieder ¢, einer beliebig vorgelegten konvergenten Reihe
mit der Summe s sind dadurch vollstindig charakterisiert, dal s —s,
(wo: s, ==cy+¢; + - -- + ¢,) mit unbegrenzt wachsendem v monoton gegen
Null abnimmt. Infolgedessen kann man setzen (fir »v=0,1,2,..-):

(5) S— 8=

v M ?
also (fir v==1,2,3,---):

Subtrahiert man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt
(mit Berticksichtigung der Beziehung: s, =s,_, +¢,):

1 1 ﬂl’ - Mr—l
© L Sl Al T
Umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (‘]ifl‘"’" - A;)
stets konvergent. Denn man hat: r—1 v
C 1 1 1 1
® L

1
und daher:

w

® 2~ w) =

1

Zugleich lehrt Gl (7), da die fragliche Reihe auf Grund der in Nr. 1
dieses Paragraphen gegebenen Definition um so schwdicher konvergiert, je

langsamer mit unbegrenzt wachsendem n: T;" der Null zustrebt, also M,

ins Unendliche wichst. Somit ergibt sich der folgende Satz:

Das allgemeine Glied ¢, jeder konvergentcn Eeithe lift sich

auf die Form:
9 Mv - Ml'- 1
() KO S M

v y—1

bringen; umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede

M —-M

—ﬁ-—-;---ﬂl»'}« stets konvergent, und 2war um so schwdcher, je lang-
14 v—1

samer M, mit v ins Unendliche wichst.

. . ) M, —M
3. Um also aus irgendeiner konvergenten Reihe > —i——sn

v r-—1

begrenzt viele schwdcher konvergierende abguleiten, wird wan wiederum

v—1

un-
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nur an Stelle von M, solche M’ zu substituieren haben, welche mit v
langsamer ins Unendliche wachsen, als M,. Wir setzen nun zuniichst:

’ M’(’_ Mve——l 1— qvp Mv-—l
10 o=t = At e g = T,

v—1 14

so wird offenbar fir ¢ > O die Reihe D¢, stets konvergieren. Um die
Abnahme ihrer Glieder mit derjenigen der ¢, zu vergleichen, findet man

1= qv)
(wegen C == 1 — ]2

y—1

(11) g M

1—q°
Fiir jedes endliche » hat der Faktor ———_——?q—i wegen ¢, <1 einen

bestimmten positiven Wert. Ist sodann auch lim g, <1 (bzw. hm q,< 1),

y->w
so besitzt jener Faktor fiir » — oo gleichfalls einen bestlmmten posi-
tiven Grenzwert (bzw. zwei bestimmte positive Hauptlimites). Und ist
lim ¢, = 1, so hat man nach § 37, 8. 236, Gl. (37):

oo

(bzw falls hm 1 ¢, =@ <1, lim g, = 1 sein sollte, so ergeben sich fiir

¥V->m

1—¢q

]._..

v

somit in jedem Falle aus Gl. (11):

d|e wesentlich positiven Hauptlimites: 1 a~ und ¢). Mun findet

1-¢
. ~ M "F,
oder anders geschrieben:
M, - M, _
(12) P Bk S
M, M,

und man kann daher wegen der Kouvergemz von ¢, den folgenden
Satz aussprechen:

Es konvergiert stets dic Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

M,—M
(13) 6 = Sl M,
M, -ME

fiir @ >0, und zwar offentar schwdcher, als J'c,, falls ¢ <1.

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 3. Aufl. 23
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4. Aus dem eben gefundenen Resultat folgt (wegen M > M, ,)
ohne weiteres, daB auch die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

M, —M

v-l (0>0)

(14) yr - M’l+e

stets konvergieren muB. Das gleiche gilt dann auch von der Reihe mit
dem allgemeinen Gliede:
lg. M, —lg. M, _
(18, M )’*e (k= 3, :+),
welches fiir k£ == O mit p, identisch ist. Da aber nach § 38, S. 246,
Ungl. (28):

M,
lng ""'lng- 1 > L I(M)

*k=1,2,8,--,

so folgt, daB fiir ¢ > O auch der Ausdruck:

M - M M —M,_
(15) 7,'(” - 1-—1 v v—1

Ly(M,)- (g, M) "’I‘;(J(—J,is-— (k=1,2,3,--),

welcher wiederum fiir ¥ = O wit p, identisch wird, das allgemeine Glied
einer konvergenten Reihe darstellt. Und zwar bilden die Reihen 3'y,®,
wegen:

LY (M) > L® (M) (s. § 38, S.244, Formel (23)),

k+1

eine unbegrenszte Skala von sukzessive schwdcher konvergierenden Reihen.

Unterwirft man die M, wiederum noch der Bedingung M, _, ~ M,
(sodaB also nach § 38, Gl (31), 8. 247: lg, M, > lg, M, ftir k> 1),
so gilt das gleiche, wie von den Ausdriicken 7 ®, offenbar auch von den
folgenden:

MM
(16) 7

v=-1
I((’)( A‘) (9>0, k-o’ 1’2,-..)‘

Und wenn man speziell in (15): M, = v, oder in (16): M, = v 41
setzt, so wird:

(7 PO =g = (030, k=0,1,2,.-),
L 4
d. h. die Reiben:

1 1 2 1 .
2,”0’ 2,.(13,)”0? ! v lgv...lg,_,v(g,»'+e’

sind durchweg komvergent, und zwar bilden sie eine Skala von bestindig
schwdcher konvergierenden Reihen.
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§ 50. Die Kriterien erster Art.

1. Da das allgemeine Glied jeder divergenten bzw. lonvergenten Reihe
in der Form:

1 M, — Mv—-
d, = = ‘”‘EZ“L (§ 48, 8.38217, Gl (11a)),
Mv'_'Mv—-l 1

C, == M, M,_, == ¥, D, (§ 49, S. 382’ Gl. (6))

enthalten ist, so miissen sich alle tiberhaupt existierenden Kriterien erster
Art in die Form setzen lassen:

M
lim ! a4 ,.=1lmD -a, >0: Divergenz
v> o MV—MV—-I THe i vhe g ’

- M

(4)

. v v—1 — .
}-1-120 = e e }T:, M,-D,-a,,, < oo: Konvergens

(wobei es offenbar noch freisteht, die linke Seite mit einem ganz beliebigen,
nur fiir jedes v oberhalb und unterhalb gewisser positiver Zahlen bleiben-
den Faktor zu multiplizieren, also den links stehenden Ausdruck durch
einen infinitdr ihnlichen zu ersetzen).

. . . . . M, —M,_ 1 .
Da aber die Reihe mit dem allgemeinen Gliede e fiir jeden
v y—1

positiven, insbesondere also schon fiir jeden beliebig kleinen positiven Wert
von ¢ (nach 8.333, Gl.(13)) konvergiert, so erscheint es fiir die Konvergenz

von J'a, schon hinrcichend, wenn fiir irgendein (beliebig kleines) p > 0:
(A% Tl g <o

wird — eine Bedingung, welche fiir jedes ¢ < 1 offenbar weniger ver-
langt, als die entsprechende unter (A), und die somit eine Verbesseruny
des betreffenden Konvergenzkriteriums darstellt.

M - M, _ .
Beriicksichtigt man ferner, daB auch: ~*'-ﬂ~-——l das allgemeine

v

M —M .
Glied einer divergenten, JF—;;—'—‘ dasjenige einer konvergenten Reihe
bildet, so kann man auch statt des Divergenzkriteriums (A) und des

Konvergenzkriteriums (A”) das folgende Paar von korrespondierenden
Kiriterien aufstellen:

lim w+——r—-a,,,=lim D/ -a, . >0: Divergens,
v->» v r—-1 r->w
®) e
0 13 . r -
lim 5r——r— - @,,,=lim M¢-D/ a,, < oo: Konvergens.
r>wm 4 r—1 L ]

28*
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Um hieraus eine Skala von tmmer wirksameren Kriterien abzuleiten,
hat wan nur fir M, sukzessive langsamer ins Unendliche wachsende
Zahlen M einzusetzen. Dabei erscheint es offenbar zweckmiBig, die zur
Bildung des Anfangskriteriums dieser Skala zu verwendenden M, in be-
zug auf die Schnelligkeit ihrer Zunahme fiir wachsende Werte von » von
vornherein einer passenden Beschrinkung zu unterwerfen. Wir fiihren
also die schon frither mehrfach beniitzte Bedingung ein:

(1) M ~ Mr-—l)

v

v

welche die Zunahme von M, in der Weise einschrinkt, daf stets
unter einer endlichen Gremze bleibt.
Substituiert man sodavn in (B) lg, M, fir M, (wo £=0,1,2,-..)

und beachtet, daB infolge der Bedingung (1) nach § 38, S. 247, Formel (32):

M

v—1

M,— M
lg, M, — g M,  ~ 21
g M, 1g} r—1 I’l:—1<Mr) )
go liefern die Kriterien (B) die folgende Skala von Kriterienpaaren:
L(M
.!l:%) —Ef:(j}v)_——l- ‘a,,,>0: Divergenz,

(C)

\ — L(M,)- (g, M,)¢
van:D k(Mv)‘(ka_l ) a,,,<oo: Konvergens (9>0),
deren Anfangskriterien (k ==0) mit den unter (B) aufgestellten identisch
sind. Wiihlt man speziell M, = v, 80 gehen diese Kriterien in die fol-
genden {ber:

lim L,(v)-a,,,>0: Divergenz

V>

(C’) k¢0,1,2,"',

lim L,(»)- (g, v)¢ - a, p < 00: Konvergenz (9 >0)
v ->m

d. h. die Reihe J'a, divergiert, wenn einer der Ausdriicke:

vea,,,, v-lgvea,, v-igv-lgv.a 6 .-
stets oberhalb einer angebbaren positiven Zahl bleibt — anders ausge-
driickt, fiir ¥ — oo einen von Null verschiedenen Limes bzw. unteren

Limes hat. Sie konvergiert, wenn fiir irgendeinen Wert ¢ > O einer der
Ausdriicke:

vite.a, ., v-(Igv)'*te.a,, ., v lgv (gv)+e- Byppy *°
stets unter einer endlichen Grenze bleibt — anders ausgedriickt, fir v — oo
einen nicht unendlichen Limes bzw. oberen Limes besitzt. Das Anfangs-
kriterium dieser Skala riihrt von Cauchy her, die &ibrigen wurden un-

gefihr gleichzeitig von A. de Morgan und Ossian Bonnet aufgestelit,
finden sich aber auch schon in einer nachgelassenen Note Abels.
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2. Statt der bisher aufgestelten Kriterienpaare kann man auch so-
genannte digjunktive Kriterien erster Art bilden, d. b. solche, bei denen
die Priifung eines einzigen Ausdruckes gleichzeitig zur Feststellung der
Divergenz oder Konvergenz dient, sofern das betreffende Kriterinm fiber-
baupt eine Entscheidung liefert. Als Ausgangspunkt diene hierbei die
folgende Bemerkung. Ist « eine beliebige positive Zahl > 1 (also: lg « >0),
so erkennt man leicht die Konvergens der Reihe mit dem allgemeinen
Gliede:

2 i

Denn man hat (nach § 38, S. 239, Ungl. (1)): a¥r = e's« ¥ > M9 (fir
jedes positive ¢), also:

Mr - Mvv Mw - Mr

— : L (e>0).

“”y ‘My‘ +¢

oM,

—

Zugleich sieht man ohne weiteres, daB die Reihe mit dem allgemeinen
Gliede (2) fir « = 1 und a fortiori fir « << 1 divergiert.
Infolgedessen ergibt sich fiir eine beliebige Reihe S'a, :

. . M —M,_
Divergenz, wenn filr v > n und ein positives a <1: @, , > »-;)};---'—--3« ,
e filr v > n und irgende 1: a,,,< 20 M
onvergenz, wenn fiir v 2% und irgendein a>l:e, , < T

oder anders geschrieben:

Divergens, wenn fiir e<1)x, /—5———(2 1, d.h. schlieBlich: > 1,

® | ST
Konvergenz, wenn filr > 1 (A £
i+ ¢

und, wenn man wiederum nur die betreffenden Grenzwerte fir v —» oo
in Betracht zieht:

My T 1: Divergens
i Byip > gens,
(D) lim ]T:T,‘:{ < 1: Konvergens.')

r>w

1) Dabei geniigt zur Divergenz die Existenz der fraglichen Beziehung fiir den
unteren, zur Konvergenz filr den oberen Limes. Das Divergenzkriterium erleidet
beim Ubergange von (8) zu (D) insofern eine gewisse Minderung der Tragweite,
als die in (8) noch zuliissige Annahme a = 1 bei Beniitzung der Limesform in Weg-
fall kommt (vgl. die analoge Erscheinung § 47, 8. 321, Formel (11), (£12) und 8. 822,
FuBn. 1). Im ibrigen bemerke man noch, daB die Divergenzbedingung (D) offenbar
nur erfiillt sein kann, wenn:

lim a,""? S + oo
r->m My — M !

wahrend doch infolge der Divergens von Z(M‘, — M, _,) die Divergenz von ',
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Aus dieser Fundamentalform des disjunkiiven Kriteriums erster Art
kann man wiederum Skalen von schiirferen Kriterien ableiten, indem man
von einem irgendwie fixierten M, ausgehend an Stelle von M, sukzessive
immer langsamer ins Unendliche wachsende Zahlen M, einfithrt. Hierbei
erscheint es filr die praktische Anwendung zweckmiBiger, die Unglei-
chungen (3) bzw. das Kriterium (D) in der Weise umzuformen, daB man
auf beiden Seiten der betreffenden Ungleichungen die Logarithmen der
reziproken Werte bildet. Es folgt auf diese Weise aus Ungl. (3):

(4)

al’
Konvergens, wenn fir o > 1 ——j—l” ]_2 lga>0,

Divergenz, weun fiir « < 1 }lng (_S_ Ig «, d. h.schlieBlich: <0
sodaB das Kriterium (D) in das folgende (in Wahrheit nur durch die

Schreibweise verschiedene) iibergeht::
M, — M,

v—1

lg
i ——— 22
(E) ,Ln:. M, > 0: Konvergenz.

< 0: Divergene,

a

Die M, hatten bisher keiner besonderen Beschrinkung zu geniigen.
Fiihrt man jetzt wiederum die Bedingung 3, ~ M, | ein und substitujert
Ig, ., M, (wo k=0,1,2,-..) fiir M,, so kann man die auf diese Weise
aus (E) resultierenden Kriterien, wegen:

' , Mv — Mv-— 1
]gt+lMy-]gb+1 ﬂ'1?--1'\’ ’k(M) ’
durch die folgenden ersetzen:
1 Mr - Mv—- 1
g e —— . Di
®  Im L,(M)a,,, | <0: Divergene, (k=0,12 )
e By M, ' > 0: Konvergenz. Y S s
schon gesichert ist, wenn nur:
L ————i'f’ >0,
vy M, — M, _,

daB aber auch dieses letstere Divergenzkriterium noch eine merkiiche Verschlochte-
rung des wrspreingliches Divergenzkriteriums (B) vorstellt. Hiernach erweist sich
das Divergenskriterium (D), soweit seine praktische Brauchbarkeit in Frage kommt,
als wertlos. Nichtedestoweniger besitzt es eine auferordentliche prinsipielle Be-
deutung, die auf der (Gbrigens in gewisser Weise noch vervollkommnungsfihigen)
Einheitlichkeit des zar Prifung von Divergens und Konvergenz dienlichen Aus-
druckes beruht: ullheres hieriber (fir die besondere Wahl M, ==4) s. in Nr. 4
dieses Paragraphen.
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Das fir k = O resultierende Kriterium, nimlich:

M,—M,_,
™ g M, oa,, < 0: Divergenz,
.:1‘,!'1 Ig M, > 0: Konvergenz,
M,—M,_, M,—M,_,
kann wegen: lg wa = lg — —1g M, auch folgender-
rY+p v4p

mafBen geschrieben werden:

M, —-M,
. i_._lg o, [ < 1: Divergenz,
m ———r
(Fy) ,lT;, g M, l > 1: Konvergenz;

withrend die ibrigen Kriterien der Skala (F) (k=1,2, 3, -.-) wegen:
M, —M,_, M,—M,_,

g 1L,y a, lg 7 (M,)-a, — 18144

M’

sich in die Form setzen lassen:

N T O

&L, ()-a,,, ‘ < 1: Duwergens,
g, .1 M, l-> 1: Konvergens.

(Fp) lim (k=1,2,3,--).

3. Es verdient hervorgehoben zu werden, daB das Divergenskrite-
rinm (F,) eine etwas geringere, dagegen das Konvergemekriterium genau.
diesclbe Tragweite besitzt, wie das entsprechende (d. h. mit demselben M,
gebildete) in (B). Liefert nimlich das Divergenskriterium (F,) eine un-
zweideutige Entscheidung, d. h. hat man:

Ig _{iv - Mv— 1
m ——¥2
V> oo lg M- ’

so muf schon von einem bestimmten Index ab, etwa fiir » > n eine Be-
ziehung von der Form bestehen:

—E:utp—“él—(), WO Q>0

Daraus folgt dann weiter, daB fiir v 2> n:

M, —M
lg.——-————~—'—7—-— SlgMr-e,
L
8,0 1 M,
-a My
NN, S w2
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also schlieBlich:

. )
lim T

»->® 14 v—1

vip = O,

d.h. das Divergenzkriterium (F,) kann nur dann eine Entscheidung liefern,

wenn bei dem entsprechenden in (B) geradezu der Grenzwert oo erscheint.
M

Es versagt also schon, wenn nur Lim 4 :.’j;{ - @, , endlich und von

»->® ' v-—-1
Null verschieden ausfillt!), in welchem Falle das Divergenzkriterium (B)
noch wirksam bleibt.

1) Dies kann auch durch analoge Schliisse, wie die eben angestellten, leicht
direkt bestiitigt werden. Ist nimlich:

lim -t =g >0
yi;;, M’,'_M - ‘*,p .q ~ \J

80 hat man zwar fir alle v 2 u:

M

v

M=, BT

dagegen fir unendlich viele w,:

M

m,

i Gy <9 £
Mm,, - Mm,, r tr

Aus der ersten dieser Ungleichungen folgt dann fir alle v > n:

M,— M,_, M,
N
Ig M___.__" — M"".’
Gy tp Ig(g—e)

T, ST M

- und analog aus der zweiten fiir unendlich vicle m,:

1g Mme = Moy -1
%my +p >1— ,]g_(gi,f)_
g M, e M,

Daraus ergibt sich aber, da8:

1 Mr - Mv-l

g """;‘:“"“
Bim — b2y,
> lg Mv

d. h. das Divergenzkriterium (F,) versagt in diesem Falle.
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Gibt andererseits das Konvergenskriterium (F,) eine Entscheidung,

d. h. hat man:
M,—M,_,

lim —m-———'—f—'i——- 1
e M, 7

und daher auch schon fiir v > n:
M - M

Ig _,-Ld__..!:‘
AP S 1 49, wo >0
g M, 0, 0 )
a0 folgt in ihnlicher Weise, wie oben:
a 1 M}
= < 'a‘-{-p———l (v2n),

t—] 1 ’
MI' - Mv_l Mv e Mr - Mv—l

also auch:

o }[ 1+@

lim M _:7‘1:“ ‘,_H,..'<_.1

v v

d. h. das Konvergenzkriterinm (B) liefert dann gleichfalls eine Intschei-
dung. Umgekehrt: Ist das letziere der Fall, d. h. weiB man nur, daB:

oM tte
S e = S
80 hat man fiir » > »n durchweg:
M',1+0
i e <Gt
also:
M, -M,_, M M, —
o T GFe lg——'yﬂ Ig M,—1g (G +¢),
und somit schlieBlich:
M, —M,_,
lg - — P
v 11+p
lm —pg—21+e>1,

d. h. das Konvergenzkriterium (¥,) ist ebenfalls entscheidend.
4. Setzt man wiederum in (D), (F)), (Fy) M, = v, so ergeben sich
die folgenden spezielleren Kriterien:

oy, [ > 1: Divergenz,
D’ Li :
@) e Va,.y { < 1: Konvergens.
g -2
= @,,, [ < 1: Divergene
F,' im — ’
() rrw 1B { > 1:  Konvergena.
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1
lg T T T .
i . .
F) Im ,lgl(v) va, +p| <1: Divergenz, (k=1,2,3,-.).
V> k+1 > 1: Konvergenz.

Die beiden ersten dieser Kriterien riihren von Cauchy, die dibrigen von
Bertrand her. Sie bilden zusammengenommen eine Skala von immer
wirksameren Kriterien, wie aus ihrer Herleitung hervorgeht und auch
unmittelbar erkannt wird, wenn man das Kriterium (D’) auf die Form (E).
die Kriterien (F,"), (Fy') auf die Form (F) bringt, sodafl sich ergibt:.
lg - . Div
(E)) Tom — ;,,, { <0 wergenz,
* > > 0: Konvergene.

1
Lk(V) a.+,, [ < 0: Divergenz,

Ig
(¥) lim -

> lgk-{-l”

k=0,1,2,-.-)

> 0: IKonvergens. ( 120
Beziiglich des Kriteriums (D)) — des sog. Cauchyschen Fundamental-

kriteriums erster Art — sei hier noch die folgende (fiir die Theorie der

Potenzreihen besonders wichtige) Bemerkung gemacht. Man kann danach

zuniichst auf die Divergenz von e, schlieBen, wenn:

hm]/a p=4>1,

> ow
oder:
. ¥
l})n; Vé, p=4>1
v

(weil ja im letzteren Falle umsomehr: lim 1/ a,,y>1 wird). Es erweist

Y- o
sich nun aber fiir die Divergene von > a, schon als ausreichend, wenn nur:
x4
(b a) lim Va,, , =4>1

v x

ist.!) Denn in diesem Falle gibt es fiir jedes ¢ > 0 unbegrenet vicle
Glieder a,, , derart, da8:
Va.,, .. ay, wp>A—¢, also: Ay 4 > (A — &)™
Und da man hierbei & so klein annehmen kann, daB auch noch:
A—e>1,

so- wachsen die Glieder a, ,, mit m, {iber jede Grenze, soda$ also

1) Wobei also hm }/a auch < .-sein darf.

v+ p
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2a, divergieren muB.?) Selbstverstindlich geniigt es andererseits fir
die Konvergens von J'a,, wenn:

(5b) Tim ¥a, , <1,

sodaB also schlieBlich tiberhaupt wur der obere Limes von Va, +p in Be-
tracht kommt und ein Versagen des fraglichen Kriteriums nur dann ein-
tritt, wenn:

o Y
lim }/a,“ = 1.
=

5. Das in (D) bzw. (E) enthaltene Konvergenskriterium gestattet
noch eine gewisse, theoretisch interessante Verallgemeinerung. Setzt
man in (D):

Mv“l'de:‘Dv—l (”":1;2;3)"') M°===D0‘1,
also:

M, = M+ DM, —M, )= DD, =s,,
1 [}

so nimmt das Konvergenckriterium (D) die Form an:

1
(6) lim (D,-a,, )" < 1: Konvergene.
”-r ®
Dabei kann D,-! — da die M, bei der Aufstellung der Formel (D)
keiner besonderen Beschrinkung unterworfen waren — nach dem Satze
von § 48, Nr. 2 (8. 326, Gl (7)) das allgemeine Glied jeder beliebigen
divergenten Reihe bedeuten.

Sei nun ferner C,~! das allgemeine Glied einer beliebigen konvergenicn

Reihe, so ist es fiir die Konvergenz von 3'a, gleichfalls hinreichend, wenn
von irgendeiner bestimmten Stelle » ab:

C’, ¢ av+p' < 1
und diese Bedingung kann, da s, =-2 G,~! eine fiir jedes v — hier
0

1) Der Grund dieses Verhaltens liegt offenbar darin, daB hier die zur Kriterium-
bildung herangezogene Vergleichsreshe aus lauter Gliedern besteht, welche schlieB-
lich #ns Unendliche wachsen, und daB daber jede aus ihr herausgehobene Beihe
gleichfalls divergsert, was im allgemeinen nicht der Fall zu sein braucht, wenn die
Glieder der divergenten Reibe achlieBlich gegen Null konvergieren oder auch nur
den unteren Limes Null haben (s. § 46, Nr. 1, 8. 811).
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tibrigens einschlieBlich » — oo — endliche und von Null verschiedeme
positive Zahl bedeutet, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden:

1

(Cv'.ar+p):' < 1!
aus welcher dann schlieBlich als hinreichende Bedingung sich ergibt:

1

0 .,lf,,u; (C,-a,,,)» <1: Konvergens.

Bezeichnet man nun mit (B)) eine gans beliebige unbegrenzte Folge
positiver Zaklen, so muB > B,~! entweder divergieren oder komvergieren,
d. h. die B, gehoren entweder der Klasse der Zahlen D, oder derjenigen
der C, an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen,
vollig gleichartig gestalteten Konvergenzbedingungen folgendermaBen za-
sammenfassen:

Dic Reihe Da, ist konvergent, wenn eine positive Zahlenfolge (B,)
exisliert, sodaf:

] .
(&) lim (B, a,,, )" <1, wo: s, — DiB "
0

7> >

Es ist dies ein Konvergenzkriterium erster Art, welches durch die
schwerlich zu iiberbietende Allgemeinhcit seiner Worm merkwiirdig er-
scheint und in dieser Hinsicht das vollkommene Analogon zu dem spiter
zu erwithnenden (§ 54, Ungl. (J), S. 379) Kummerschen Kriterium (2wsiter
Art) bildet. Man kann ihm durch Ubergang zu den Logarithmen der
beiden Ungleichungsseiten (nach Analogie des Konvergenzkriteriums (E))
auch die Form geben:

(H) tim o )
8

V->m v

< 0: Konvergens.

§ 51. Beispiele fiir die Anwendung der Kriterien erster Art. —
] 1 1
Divergenzmaf} der Reihen: 2 o)’ 21’1_ o

Legendres Anniherungsformel fiir die Hiufigkeit der Primzahlen.

1. Es sei:
(1) a, = . - ! (1"2 17 2} 37 e )

VT 1
"/y7+l l+';’
v

Man bemerkt zunichst, daB die Glieder dieser Reihe durchweg unter den
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entsprechenden der harmonischen Reihe (§ 44, Nr. 4, S. 299), dagegen
1

von einer bestimmten Stelle ab stets tber denjenigen der Reihe 2—1—4:@
v

liegen, wie klein auch die positive Zahl ¢ angenommen werden mag.
Im ibrigen ergibt sich:
- 14
(2) limv-a,—lim— =lime * =1,

r->owm y-rHw — V> oo
’ﬂ

sodaB also die betreffende Reihe auf Grund des ersten Divergenzkriteriums
der Skala (C"), § 50 (S. 336), divergiert.)
2. Setzt man:

1
(3) a, = (—l—)—l; (1}=2, 3’ . ..),
80 hat man:
(4) (Ig )7 = (e%27) 18" = (£167) 1Y mm plfa?,
also:
1
) 71"2 vite-a, = ,l,l_m g v —(1+9) =0,

d. h. die Reihe J'a, ist auf Grund des ersten Konvergenzkriteriums der
Skala (C") konvergent. Das gleiche gilt allgemein, wenn gesetzt wird:

1
(6) & = G (k=1,2,3,-),
wegen:

) (Igyv)'8” = (e +1")18" — pl8isr”,

Dagegen wire die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

, 1
(8) % = g
divergent. Denn man hat:

1) Wie aus Nr. 3 des vorigen Paragraphen hervorgeht, muB das dsgjunktive
Kriterium der betreffenden Stafe, also das Kriterium (F,") bier versagen. In der
Tat findet man:

lg 1
. @ _ Ig» -
lim 2 — lim ( +- ) ey =1

o I8 1w

Man miBte also das nlichst hohere Kriterium (d. h. (F,") fir k = 1) anwenden und
findet alsdann:

Igv
= lim
r>w 18: r>on ¥ l&:

== 0: Divergens.
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)] a, = ¢~ (&)
&)
(10) V- a' — e‘Bv-(lB.v)’ . el‘v(l g» )’

folglich mit Beniltzung von § 38, Gl. (2), S. 240:

(11) limv».a, = oco.

V=

Hieraus folgt noch a fortiori, daB auch jede Reihe von der KForm

2 811-1' 1’ 2) 37'“; l=1y 2) 3, "') divergiert.
3. Dle Reihe mit dem allgemeinen Gliede:
o (Bt N\ .

ist korvergent fur o >> O, divergent fiir ¢ < 0.
Man hat nimlich nach § 38, Nr. 5 (S. 247, Gl. (364a)):

. gy (v 4 1) _ -
(13) lim Z,(){ #5757 — 1] =1
und wenn man diese Gleichung in die (1 + o)* Potenz erhebt:
(14) lim L(v)'*?-a, =1,

woraus wieder mit Bendtzung des Kriteriums (C’) die Richtigkeit der
obigen Behauptung hervorgeht.
Das analoge gilt fiir die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

Igy(v) \1t°
(15) &= (1 Tg (v + ))
(s. S. 247, GL (36 b)).

4. Wir fanden frither, daB die Reihe Z {—:— — g'i::——l-} konvergiert

1
(ihre Summe war die FEulersche Konstante yp: ». § 34, 8. 207, Gl (8), (9
und § 44, 8. 300, Gl. (19)). In gleicher Weise konvergiert nun auch die
Reihe mit dem allgemeinen (liede:

1 1g (v + 1)
(16) G, = (Lk(") —Ig ‘—l;gb(v) ) (k=1,2,3,--),

welche offenbar fiir k¥ =0 in die eben erwidhnte Gbergeht, falls man
wiederum den Symbolen lg, v, Z,(v) die Bedeutung von » beilegt.
Aus § 38, 8. 246, Ungl. (28) folgt némlich fiir M, = » + 1:

1 1
(17) Lo > Ba @+ —lg.0)> 5oy
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also:
(18) 1 ~1g Ig+1) 1

L@ < g T Lo FD?

und schlieBlich:
lg‘.(v + 1) 1 - 1
a9 0< (-8 < (5o ~ nevn)
woraus unmittelbar die Konvergens der fraglichen Reihe resultiert, da ja

die Reihe 2 ( L:(v) ~ I (: T 1)) als solche von der typischen Form

1 1 .
2 (M,_1 - Tl:) konvergiert.
Bezeichnet man etwa mit m, die kleinste positive ganse Zahl, fur
welche lg, m, positiv ausfillt, so kann man also setzen:

v/ 1 lgy(» + 1)
0 %‘ (G Mgy ) =%

wo s, eine bestimmte posilive Zahl bedeutet, welche fiir k = O (also: m, = 1)
in die FEulersche Konslante iibergeht.

Schreibt man Gl (20) folgendermaBen:

. % 1 =
@) lim | D — D@+ D =g, 0)] =,
my mg

n->w

so folgt, daB:

. 1
(22) 3})‘2 {;} ) Igi, (n+ 1)} =& — g, (m),
oder — wegen lim (g, ,,( 4+ 1)—1g,,,(®) = 0 — auch:
@) lim | s~ g ()] = 5 =g (m) = 7
my

Die Reihe: 2211(6 (k=1,2,3,--) divergiert slso in der Weise,
mp
d . S 1 . :
a8 die Differenz: 2!'2:(77 — lg,,1(n) stets endlich bleibt und fur
my
# — oo einen bestimmien Grenswert y, besitzt. Es gibt also lg, . ,(n)

ein genaues Map fir die Dwergm der Reihe: > L:(’)
mi
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in dem Sinne, daB nicht nur der Quoticnt dieser beiden Zahlen mit un-

begrenzt wachsendem n der Grenze 1 zustrebt (also: 2 7}—3?;)—9"_* )

me
sondern daB geradezu ihre Differenz gegen eine bestimmte Zahl y, kon-

vergiert.
5. In dhnlicher Weise liBt sich auch das genaue Divergenzmapf der

@

Reihe 21 ,,11—0
1

1 1
— — ¢ — po
av vl—q e ‘(’V+1, v }

—oel = 3+ 21

so laBt sich zunichst zeigen, daB >a, konvergiert. Nach § 31, Nr. 5
(8. 193, FuBn.) het man:

(29)

‘ < 1 + "g' )
29 (1+2)
> 1 + 'i}—wl 2
und daher:
1
< )
1 v
(26) (LR AR VI
¥
also schlieBlich:
>0
(27) a,{ of 2 1 1 .
'u(--; +1) 1= 0(+1)<,ﬁ°?’

woraus in der Tat die Konvergens der Reihe D'a, resultiert, etwa:

Ea, a= §@. Man hat nun ferner:

1
Ste= 3t t 3o
1

1)¢ 1
(28) -=-2 ~er L
und daher:

Y 1L () 1
(29) }xﬂth,_?.___;..}ns(e)_v_,,w,
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1 4
Da iibrigens:

1ye >0
(80) (w1 —me=me((14)"~ 1){ e _ e
<nl. = = T=¢»
n n

so folgt, daB:
(31) lim (B + 1)¢ —ne) =0,

n >

und man kann somit Gl (29) auch durch die folgende ersetzen:

(32) 3{:‘;{2’? ;fl:; — T} - 7@,

sodaf} also -";- in dem oben angegebenen Binne ein genaues Map fiir die

Divergenz der Reihe E wxl,_—e abgibt. Setzt man die hier auftretende
v
Differenz in die Form:

n

N 1 w¢ 3 1 1
(33) Z’:f—“@"?‘“ 1’{;1’—“6";(""—(”“”")}’
8o erkennt man leicht mit Hilfe der oben beniitzten Ungleichungen (D) und
(A) des §31, daB jedes einzelne Glied der letzten Summe, und somit auch »(@
negativ ausfillt, wihrend andererseits (1. (29) zeigt, daB @ > —% sein muBb,
6. Wie in § 6, Nr. 1 (8. 34) gezeigt wurde, ist die Reihe der Prim-
zahlen d.h. derjenigen ganzen Zahlen p,, welche nur durch sich selbst und
die Einheit teilbar sind (p, == 2, py==3, py =0, p, == T usf.), eine unbegrenzte.
Die Anzahl der Primzablen p,, welche irgendeine positive gange
Zahl n nicht vbersteigen, nimmt also mit n» unbegrenst, aber, wie die dirckte
Abzihlung der Primzahlen gelehrt hat, in sehr unregelmdfiger Weise zu;
oder anders ausgesprochen: bezeichnet man mit P(n) die Ancahl der-
jenigen Primzahlen, welche < sind, so gelangt man auf dem ange-
deuteten empirischen Wege zu der Vermutung, daB der zwischen » und
P(n) bestehende Zusammenbang duferst verwickelter Natur sein muB.
Denselben durch eine exakte. aber naturgemip entsprechend komplisierte
Formel darzustellen, ist im wesentlichen Riemann zuerst gelungen, aller-
dings auf Grund gewisser Vermutungen, deren eine auch heute noch nicht
sicher gestellt ist, wiihrend die Formel selbst inzwischen vollstindig be-
wiesen wurde. Fassung und Beweis beruhen aber auf Begriffen und Me-
. thoden, die ginzlich auBerhalb des Rahmens der vorliegenden Betrachtungen
liegen. Dagegen hat schon Legendre durch Induktion eine sechr einfache
Anniherungsformel gefunden, welche innerhalb verhiltnismiBig weiter, mit

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 24
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der Erfahrung verglichener Zahlengrenzen (von 1000 bis za 3 Millionen)
der Wahrheit sehr nahe kommende Resultate liefert. Dieselbe lautet:

(34) P(n) = 12 e — A )Y

wo: (/= 1,08366, und |A(n)] eine im Vergleich zu # und P(n) verhaltnis-
mdfng kleine Zahl bedeutet, sobald man nur n cinigermafien grof (etwa
n 2> 1000) annimmt (z. B. A(1000) = — 3, A(10 000) =0, A(100 000) = 4,

A(1000000) — — 42). Setzt man in der obigen Formel n =p, , wo
wiederum p, die v** Primzahl bedeutet, so wird P(p,) = », und daher:

P,

(35) gy —¢ "V A(p,) -

Daraus liBt sich folgern, daB die Reihe derjenigen Zahlen q,, welche
durch die folgende Gleichung definiert sind *):

(36) T=,

T, - 0
zum mindesten innerhalb gewisser Grenzen mikerungsweisc mit der
.—“ml‘)_yl')'ﬁormel ist von erheblichem historiachen Interesse, da sie den Weg zu
der spiterhin durch die Mothoden der analytischen Zahlentheorie als richtig er-

kannten Beziehung: P(n)=2 “'l - gewiesen hat.

2) Der Beweis dafiir, daB diese Definition iiberhaupt einen Sinn bat, dad also
zur Folge dor natiirlichen Zahlen v, zum mindesten von einem bestimmten » ab,
eine (ibrigens bestiindig wachsende) unbegrenzte Folge von Zahlen ¢, gebdrt, be-
ruht auf der (mit Beniitzung sebr einfacher, hier jedoch noch nicht zur Verfiigung
stehender analytischer Hilfsmittel beweisbaren) Tatsache, dafi der Ausdruck l—_qq—-—“('
(welcher fiir g = ¢’ *+1 ebenfalls den Wert ¢“*! hat) gleichzeitig mit ¢ > ¢“*!

monoton wachsend jeden, insbesondere also jeden ganszahligen Wert v > e+ 1 ein-

C+1 oim wund

mal und nur esnmal annimmt, dab also umgekehrt zu jedem z»>>e
nur ein q,>¢Ct! gehdrt.
Um die Abweichung der Zahlen g, von den p, abzuschitzen, findet man zu-

niichet aus Gl. (856), (86):

% P
lgg,—C lgp,—C 4(m),
also: q9,(gp, — C) —p,(gq, — C)=A4(p,) (gp,—C)(ger —C),

auders geschrieben:
(¢, —p,)(8p, — C)—(gga,—lgp,)[p, + A(p,) A8p,—O)]=A(p,)- (g p,— )"
Nun ist (s. § 34, Ungl. (3), 8. 308):

llgqv—lgP,l=‘ lg ‘g(l+-q'—p’)§<lq'~p"’

b 2% i »,
and es ergibt sich somit, wenn man v von vornherein groS genng annimmt, daB
lg(p,— C) > 0 ausfallt:
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Reihe der DPrimeahlen p, ibereinstimmen wird. Es bietet darnach
einiges Interesse, die Divergenz bzw. Konvergenz von Reihen der Form

1 1 © s .
E -, E 1z g U8W. zu untersuchen. Dabei kénnen wir noch, ohne
q, 9,lg4q,

die fragliche Untersuchung merklich zu erschweren, an die Stelle der
Zahlen g, einen etwas allgemeineren Typus von Zahlen 7, setzen, welche
einer (leichung von folgender Form geniigen?):

r

@ g, FE T

Hier bedeutet A4, eine Zahl, welche fiir jeden Wert von » zwischen zwei
endlichen positiven Zahlen enthalten bleibt; B, eine (positive oder nega-
tive) Zahl (inkl. 0), deren Absolutwert mit unbegrenst wachsenden Werten
vou v auch in gewisser Weise unbegrenzt wachsen darf, hochstens aber
in dem MaBe, daB: | B,| <lg r, und daher, zum mindesten von einem
bestimmten Werte v > n ab, stets A4, -lgr + B, > 0 ausfallt. Die
Zahlen r, gehen dann in die oben mit ¢, bezeichneten Zahlen iiber, wenn
speziell: A, = 1,8 == — ( gesetzt wird.

7. Bringt man Gl (37) auf die Form:

38 - i
(38) v - (Av+1£;':,)

’

so folgt zuniichst, dal:

B
lgv ~1gr, —lgyr, —Ig(4, + -ié_;;) .
und daher:

(39) lim ll%;" =1, also: Igr xIgv,
vy "By

, Alp,) .
le,—~p,] ((lgp,- Cy — ‘ 14 -:,f-— (lgp,—0) D < {A(p,)|(gp, — 0)*,

Al
oder auch, da —-(EIE)- (gp, — C) fir hiolinglich groBe p, numerisch wverhdlinis-

4 A V. . .y
mipfig klein wird, der Ausdruck: 1 - ~g—2 (g p, —C) dann also jedenfalls positiv

ausfiallt: v
, A(p,) .
'4,—»p,] ((1 - —;,—”-»-) lgp,—C) — 1) <l|ap,|(gp, —C)},
und daher schlieBlich:
19, —p,| lap,) | (lgp, — C)®
r, (p,— A(p)gp,—C)—p, '

sodaB also [q,— p,| im Vergleich zu p, verhiltnismipig klein wird.

1) Der Beweis fiir die Existenz der Zahlen r, kann in analoger Weise ge-
fihrt werden, wie fiir die q,.

24"
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somit auch allgemein:
(40) | lg,r, >lgiv (k=1,2,3,.-).
Da nun aus Gl. (37) sich ergibt:

1 1 1 .1 lgv 1
(41) T, 4, v B, 4, » gy Tgr, . B,
lgr,+

14

so findet man mit Beniitzung von (39) und (40) die drei Beziehungen:

—_
4, lgr,

.1--'\) .—l;w. 1 also' ~J 1 . 1
r, A, v-1gv’ ,-vl'H’uAthe (v lga)tte
N R TS N
(42) rv(lgr,)"TA, »-(go)te
1 1 1
o k=23...:).
Lrv.lg,r,---lgkr,~(lgkr,)e A4, v-lgwlg,v-..(lgkw)”? ( 7 )

Dieselben lehren, dafi die Reihen mit dem allgemeinen Gliede:

1 1 1
(43) rvl te ’ 7, (lg rv)o ’ Ty 182 Ty (lgl 'v)
fiir o <O divergieren (s. S. 325, Gl. (5); S. 328, Gl. (14)), dagegen fir ¢ >0
konvergieren (s. S.331, Ungl. (4); S. 334, GL (17)). Es divergiert also

insbesondere die Reihe Zl, withrend schon ~«~~(; %
Ty r, - Ugr,

1 11 . : g e . .
2 W fiir jedes positive g konvergiert.

149

und sogar:

Es verdient bemerkt zu werden, daB die Divergens bzw. Konvergens
aller dieser Reihen erhalten bleibt, wenn an die Stelle der Zahlen 7, die

Reihe der Primzahlen p, gesetet wird. Die Konvergene der ReiheZ;:;l;é
fiir @ > 0 ist ohne weiteres evident, ihre Dsvergens filr ¢ =0 und a fortiors
filr ¢ <O wird sich bei spiterer Gelegenheit ergeben.!) Den Beweis fiir
die Divergens bzw. Konvergenz der iibrigen in Betracht kommenden Reihen
hat Tchebicheff gegeben: obschon derselbe lediglich auf ganz elemen-
taren Hilfsmitteln beruht, so wollen wir seiner Weitliufigkeit halber nicht
niher darauf eingehen und begniigen uns mit dem Hinweise auf die be-
treffonde Abhandlung.?)

1) 8. § 86, Nr. 8, 8. 650, Fufin. 1.
2) Mémoire sur-les nombres premiers. Journsl de Mathématiques, T. 17, p. 884.
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§ 52. Uber die Tragweite der Kriterien erster Art. —
Unmoglichkeit eines absolut wirksamen Kriteriums. — Reihen,
welche wegen besonders schwacher Divergenz oder Konvergenz

auf keins der logarithmischen Kriterien reagieren.

1. Ein beliebiges Kriterienpaar erster Art:

lim D,.a,, > 0: Divergenz,

v+
>
lx;n C,-a,,,6<oo: Konvergenz,
v @

versagt nicht nur, wenn geradezu:
@ Iim I),,-a',+p==0, lIim C,,-a,“,coo,
?-»om >
sondern auch dann, wenn die fraglichen Grenzwerte nickt existieren und
gleichzeitig: _ L
) lm D, -a,,=0, ImC,-a,,, =oo.

r-» o hde

Hieraus geht aber hervor, daBl die Wirksambkeit jedes solchen Kriteriums
ganz wesentlich von der Anordnung der Glieder a, abhiingt (wihrend die
Divergenz bzw. Konvergenz selbst hiervon unabhdingsg ist). Um die Rich-
tigkeit dieser Bemerkung in Evidenz zu setzen, beweise ich den folgen-
den Satz:

Bedeuten (a,), (P,), (Q,) unbegrenzte Folgen positiver Zahlen

von der Art, daf:

lima,=0, limP, =00, lim @, = oo,
Y-» o vrw v rx

so lapt sich die Gesamtheit der Zahlen a, stets als eine Folge (b,)
anordnen, sodaf:
lim P,-b, =0, lim @, b, = oo.
vre® -y 0o
Beweis. Man zerlege die Reihe der Zahlen » ganz willkiirlich in
zwei unbegrenzte Folgen (m,;) und (r,) (wo: 1=0,1,2,.--).') Sodamn
kann man nach Annahme einer unbegrenzten Folge positiver Zahlen (¢,)
mit dem Grenzwerte Null aus der Reihe (a,) eine unbegrenzte Folge von
Gliedern oy, a,’, @, - - - in der Weise herausheben, daB:

't D SR e I
(1) %o é_pmr als_pmll ' al§pm‘a

(da ja* lim @, =~ 0) und daB noch eine gleichfalls unbegrenzte Folge

1) Man nebme z. B. fiir m, alle geraden Zahlen (inkl. 0), fir r, alle ungeraden

Zahlen, also:
M‘=21, r‘=2’4+1.
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tibrig bleibt Diese iibrig bleibenden a, zerlege man willkiirlich in zwei
unbegrenzte Folgen (a,”), (a¢;) (A=0,1,2,...) und hebe sodann
aus der Reihe der Zahlen @, eine unbegrenzte Folge: ¢, , €., ¢,,, - - -
beraus, sodaB:

1 1

1
¢ ~ . Sl
(2) Q"a ./2 '.';';;)’;', Cny ../:: ;’ alu, Ty, in é s‘a‘u )

(was stets méglich ist, wegen: lim ¢, = oc) Die pach Aushebung der
Y

Zahlen n, aus der Folge (r,) iibrig bleibende unbegrenzte Folge werde

mit (p,) bezeichnet. (NB. DaB wirklich auch stets eine umbegrenste

Folge (p,) zum Vorschein kommt, kann man offenbar durch passende

Auswsh] der ¢, unter allen Umstinden erzielen )

Setzt man jetzt:

¢ _ 4 . " . 1224
(J) bm). = a,, b”,i. =, , bpl ==,

so ist jedes Glied b, einem bestimmten Gliede der Folge (a,) gleich und wm-
gckehrt, sodaB also die Folge (b,) lediglich eine Umordnung der Folge (a,)
darstellt. Andererseits hat man aber nach (1) und (2):

J - 1o 1
(4) 1)“1] : bmz = 1)71‘; ) ai, é 81 ’ in ' bnl = n) ral == ;;7
d. h: L
(5) limP, -0, =0, lim@, b =00, qed
P e 7> ®

2. Aus dem eben bewiesenen Satze wird nun aber evident, daB es
kein absolut d. h. in allen Fillen wirksames Divergenz- oder Konvergenz-
kriterium erster Art geben kann: denn die Wirksamkeit jedes solchen
Kriteriums ldBt sich durch bloBe Umordnung der Reihenglieder auf-
heben. Und aus demselben Grunde kamn es auch keine mit v ins
Unendliche wachsende Zahlenfolgen (P,), (@,) geben, derart, dall die
Beziebung:

limP,.a,,>0 (bzw. lim P .q,  >0)

> ¥->co

eine notwendige Bedingung fiir die Divergenz, oder die Beziehung:

lim @,-a,,,<oo (bzw. lim Q,-a,,,<o0)
e ]

v >

eine solche fiir die Konvergens darstellt. —

Wihlt man die zur Kriterienbildung dienenden D,, C, speziell in
der Weise, daB sie mit » monoton ins Unendliche wachsen, wie z. B. bei
den Bonnetschen Kriterien (Formel (C') des vorigen Paragraphen):
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hm L,(v) a,>0: Divergenz *)

s k=0,1,2, -
lim L, (v) (Ig, v)¢-a, < oo: Konvergenz (p > 0) ( ' 1,2,),

so wird offenbar als giinstigste Anordnung fiir deren Brauchbarkeit die-
jenige erscheinen, bei welcher die @, mit wachsendem v sich gleichfalls
monoton indern, d. h. (da wir ein fiir allemal lim @, == O annehmen diirfen)
monolon abnehmen bzw. niemals zunchmen. Wir wollen nun zeigen, dafl
auch in diesem besonderen Falle die Tragweite jener Kriterien eive be-
grenzte ist, d. h. es gibt sowohl divergente, als konvergente Reihen mit
monoton abnehmender Gliedern, bei denen jedes der obigen Kriterien in
der Weise versagt, daB eine der beiden durch Gl (I) und (1I) charakte-
risierten Eventualititen eintritt.

3. Wir betrachten zunichst denjenigen Fall, der an das Auftreten
der Gleichungen (I) ankniipft. Es handelt sich also hierbei um die Her-
stellung solcher Zahlenfolgen («,), fiir welche gleichzeitig:

(6) lmI()-a,=0, linL() (go)-a,=c (¢>0),

wie grof3 man auch den Index & annehmen moge. Man erzielt aber dieses
Resultat in der einfachsten Weise, indem man setzt:

1
(M) « @, = 7;!';'(,7) )

wo m, eine natiirliche Zahl bedeutet, die mit wachsendem » niemals ab-
nimmt, vielmehr in passender (sogleich niher anzugebender) Weise ou-
nimm? und schlieBlich fns Unendliche wdchst. Die Zunahme der m, ist
dabei lediglich an die Beschrankung gebunden, daB L, (v) allemal positiv
ausfallen und mit v monolon zunchmen soll, was offenbar erreicht wird,
wenn man m, irgendeinen bestimmten Zablenwert 4 (1=1,2,8,...)
friihestens dann annehmen 1iBt, wenn » grof genug geworden ist, daB
1g,» > 1 ausfillt.

Wir wollen nun, um irgendeine definitive Festsetzung zu treffen, die
Zunahme der m, so regulieren, daB bei dem ersten v, fiir welches der
Fall 1g, v > 1 eintritt, m, auch wirklich sofort den Wert A erhalten soll.

1) Ich schreibe jetzt statt a, p etwas einfacher a,, was offenbar ohne jede
Beschriinkung der Allgemeinheit geschehen kann. Denn man hat (fir k= 0,1,2,--.):
1gi(v + p) 2 1g, (%),

Li(v + p) == Ly (v),
kann also zunfichst in den betreffenden Kriterien lg,(v), L,(») ohne weiteres durch
lgi(v + p), L.(» + p) ersetren und schlieBlich » statt » - p schreiben.
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Zor genaveren Beurteilung der anf diese Weise sich ergebenden sukzes-
siwen Zunahme der m, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein?):

(8) ezc] ec‘ze’ (302==€3 “ . ({pl—laaﬂl ..... ’

sodalB also:

Igie,=1 1ge,=~¢ lg eg=¢ - - lge,=e,y -
Igse, ~1 lgyeg=e ----- g 0y==¢,_4 -
lggeg=1 .- lgge,=ep 5 -+

(G

{ Ig;e,=1 ...
Alsdann hat man (filr 1=1,2, 3, .-.) uu setzen:
(10) m, =4, solange: e, <v<16;,.,,%) d. h: [¢g] +1ZvL(e,,4),

wenn das Symbol [z] die gréBte in z enthaltene ganze Zahl be-
deutet. Ks bleibt also m, unverdnderlich = A, solange » sich in den
angegebenen (renzen bewegt, und wdchst erst wieder um 1, sobald »
die Zabl ¢, dbersteigt. Zu den bis dahin vorhandenen Faktoren von
L, (@)=w-1g v---1g;v tritt deun noch der weitere: lg; ., » > 1 hinzu,
sodsB die Monofonie der Zunahme von L, (v) keine Unterbrechung
erleidet.

1) Vgl. § 38, S. 242, Gl. (9). Do wurde gesetst:

(1) (2) .
M 1 N (2 ey W
e —_—_—re'(l s e :_-_.('/), e ___:(;'l,...,

sodaB algo die jetzigen Bezeichnungen:
€y €y €,y v
in jener frither beniitzten Schreibweise lauten wiirden:

e, e, e, .
2) Ich lasse es dahingestellt, ob der Fall:

v=2e,y= [l

welcher bei der Formulierung der Bedingungen (10) als mdiglich zugelassen ist, in
Wirklichkeit jemals eintrelen ktnne. Man weil nimlich nur, daB, gerade so wie
e selbst, auch jede rationale Potenz von e eine Irrationalzahl ist. Dagegen er-
scheint es immerhin fraglich, ob nicht ¢, fir irgendwelche Werte von 1 eine ratio-
nale oder sogar eine ganze Zahl sein kdnnte. Das Gegentesl ist wenigstens, soviel
ich weiB, bisher mickt bewiesen worden.
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Wird jetzt eine natiirliche Zahl & beliebig groB vorgeschrieben, so
hat man nach (10):
m,22k+1, wenn: v>e¢, ,,
und daher:
(11) L, ()2 L, (v) fixr v>e¢,,.

Da aber: L, ,(») > L,(v), so folgt a fortior::
(12) L, () > L(v), albo: a, ‘<IZ.1Z35 (fir jedes noch so groBe k),

oder anders geschrieben:

lim L,(v) - a, =0,

Y->w
wie oben (G1.(6)) behauptet wurde. Die Reih. >'a, reagiert also auf keins
der logarithmischen Divergenskrilerien.

4. Nicht ganz so unmittelbar erkennt man, daB auch jedes der loga-
rithmischen Konvergenskriterien hier ver agen muf. Wird zunichst wie-
derum % beliebig groB fixiert, so kann man v so grof annehmen, daB m,
die Zahl k um eine beliebige natiirliche Zahl u ibersteigt. Setzt man
nimlich in (10):

(13) Chan <V S Cppyr, 80 wird: m =k+qu
Man hat sodann:

1 ¢
(14) L) - (gv)e - a il

an I AR AP REE e
Nun steht nach § 38, S. 244, Ungl (25a) allerdings fest, daB:

(15) (gev) > g1 v i I8

fiir jedes beliebig klein vorgeschriebene ¢ > 0 und jedes beliehig grop
vorgeschriebene, aber sodann als umverdnderlich anzusehende p. Da aber
in dem vorliegenden Falle u = m, — k gleichzeitig mit » ins Unendliche
wiichst, so muB erst ausditicklich bewiesen werden, daB die Relation (15)
fiir diesen Fall noch giltig bleibt. Wir gehen hierbei aus von der Be-
ziehung:

(16) e* >t fir >0,

deren Richtigkeit sich in folgender Weise ergibt. Aus:

e > (1 +-§-)V

- 1)y — ’ 1) (3 — B (3 — ‘
_'1+d+~”#1._°_;_'+(7 11’(:' 2),2"f3+(” 1)(”7'2)(" 3).3.';“.1_...

folgt fir v—» oco:
W e, ot
0“>1+¢+';3"+-6‘+'ﬁ'
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Ist nun: 0 <« < 2, 50 wird:

o < 2¢, also: o> f; und daher: ¢« >ea?
Ist dagegen « > 2, so hat man:

o«® > 2a% also: -‘%j > %
>4 o> 4¢® also: —of:,> Z. [ '
und daher schlieflich wiederum:
e > a’
Setzt man jetzt in Gl (16) « -=1lg, , » und beachtet, daB:
e]g).’r Y e‘ﬂ(‘l&i") — ]gl v,
so ergibt sich:
am lg;v> (g4, v)% wemn: lg; ,v>0, dh v>e.
Durch Substitntion von 4 =%k +1,k+2,---,k4+u—1 und Multipli-
kation der betreffenden Ungleichungen folgt sodann:

Ig 17 1Gye? Mg av > (g y2v1gepsv gy V)

und nach Weglassung der gemeinsamen Faktoren und nochmaliger Multi-
plikation mit lg,  ,v:

(18) (g > 18w 18pev - I v) - (B )
wenn: g, ,v>0, d h v>e,,

Nimmwt man hier nicht nur v >¢,,,_,, sondern in Ubereinstimmung
mit Ungl. (18) v > e, so" wird lg,, v > 1 (s. die Gleichungen (9))
und daher a fortior::

19) (g, vy > g v lgv- 1gk+,"”7 wenn: v > €.,

oder wenn man wieder (8. (13)) k + p durch m, ersetzt:

(20) (g, 9> g, v gy - lga v, wenn: v>e,.

Dahei ist nur, damit die Ungleichung einen Sinn hat, jedenfalls m, > %41
zu nehmen, dagegen ist m, an gar keine obere Schranke gebunden und
darf also nach MaBgabe der definierenden Bedingung (10) gleichzeitig
mit v unbegrenzt vergroBert werden.

Da nun andererseits nach 8. 241, Gl. (5):

(gyv)e > (g, ,v)? fiir jedes ¢ > 0,
so folgt schlieBlich a fortior: auch:
(21) (gevy > g1 v - 1gysv - 18, v,
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und daher:
(22) L() (g»>L, (), dh lmIL() (gor-a,—c0 (5>0),

sodaB also in der Tat_S'a, auch auf keins der logarithmischen K onvergenz-
kriterien reagiert.

5. Wir werden sogleich direkt nachweisen, daB die Reihe _J'a, diver-
giert. Um sber zugleich auch aus monofon abnehmenden Gliedern ge-
bildete konvergente Reihen zu erhalten. bei denen jedes logarithmische
Kriterinm in dem Sinne der Gleichungen (I) bzw. (6) versagt, betrachten
wir den etwas allgemeineren Ausdruck:

(23) a,©) “IZ;”Z;T’T' wo:r 60,

welcher fiir 6 = O in den bisher betrachteten a, (also: a,® =a,) iber-
gebt, und zeigen, daB 3'a (@ divergiert for 6 < 1, dagegen konvergiert
fir 6 > 1, wihrend sich die @, in bezug auf die logarithmischen Kri-
terien geradeso verhalten wie die e, (s. Gl. (6)).

Beziiglich der Divergenskriterien ergibt sich dies ohne weiteres aus

der Beziehung:
a”<La®=q, fir: 620,

da hieraus mit Beriicksichtigung von (12) folgt:
o 1 . o
(24) 2, < YOL d. h. lim L,(v) - a,® = 0.

v-r>m
Wird sodann wieder, nachdem man % beliebig groB fixiert hat, v in
die Grenzen eingeschlossen:

Cin <V Gyppr, sodaBoalso: m =k4p (p=0,1,2,..)
(s. 13)), o hat man:
lgyv > lg,e,, =e, (wegen: lg,e,=¢,_,, 8. Gl (9), S. 356),
und daher:
q ”ﬂ

(18;‘ »)? e? " e
9 Bl AN/ Y SR
(25) m,? >(’c+u)’ (k+u) #
Da aber:

6=€e>2, e¢=e¢%>14¢>3, G=2e9>14¢>4 usf,
so folgt:

<

€,—3y > ¢ und schlieBlich: e, = eCu-1> on.
Hiernach ergibt sich aus (25) a fortiori:

. (mn.= o 1y
(26) (k+ u) w?
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und daher, da gleichzeitig mit v auch g iiber alle Grenzen wichst, nach
§ 38, S. 239, GL (1):

(1 y
L2 oo, also: m2 < (lg,v)?,

@n lim
vy M,
auch wenn man p > O beliebig klein, g > O beliebig grop fixiert.

Die Folge der m, wichst also auch nach der in § 38, Nr. 2 ge-
brauchten Terminologie (vgl S. 241, FuBn. 1) unendlich viel langsamer
ins Unendliche als g, v bei beliebig grof angenommenem k.')

Man hat nun schlieBlich:

L) - (g - a0 = B0 80N

[
Lm’,(”) ’ 7"’,

(g, » ¥ ag,»Te

[

==

Ige 17 181497 18, ¥ m
und daher mit Bentitzung von (21) und (27):
. 1
28) lim L,(v) - (Ig,v)¢ - e = d h:a @ > — —
(28) o () - (g v)t - a, oo oder auch: @, > Z,0) (g, 7"
bei beliebig groB angenommenem k. Die Reihe >'a,( reagiert daher
auch auf keins der logarithmischen Konvergenzkriterien.

6. Um nun die Divergenz bzw. Konvergenz der Reihe Sa ( fest-
zustellen, fassen wir jedesmal alle diejenigen Glieder a,(? zu einer Gruppe
A, zusammen, fir welche m, den uuverinderlichen Wert 4 hat (wobei
dann der Reihe nach: 4=1, 2, 3,-..). Da nun nach (10):

m, =1, so lange: [¢,]+ 1< v <[],

50 hat man also zu setzen:

(e241] [e144]

D= Slg@ L 71

(29) A0 = D} =5 D T
[e]+1 [e,]+1

und sodann:

1) Bei der Folge (m,) besitzen auf Grund der definierenden Bedingung (10) be-
stimmte Gruppen konsekutiver Glieder immer etnen und denselben Wert. Will man
die Faktoren m? durch eine wirklich bestindig srunehmende Folge m/? von glei-
chem ,,Unendlich* ersetzen, so braucht man zu den betreffenden m, nur die Glieder
einer monoton sun-hmenden Folge mit emdlichen Gremzwert zu addieren. Man

setze z. B.:
y—1

m; = m, -
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(30) D@ =-2°1 4,7,

(e]+1 1

in dem Sinne, daff die beiden Reihen nicht nur im Falle der Konvergens
dieselbe Summe besitzen, sondern daB die Divergens der einen Reibe auch
diejenige der anderen nach sich zieht,
Nun ist nach § 38, Ungl. (28a), S. 246:

Zuv - Mv-— 1

Ila (MV—I) ’

Mv —" Mv-—l
Z I (H)

g M, — g, M, _,

und daher, wenn man in der erslen Ungleichung M, =v + 1, in der
cweiten M, = v setzt:

1 1 >]gl+1("+l)"*lgl+1",
(3D Lo | <1 lgyes (v~ 1
4 <lgpv =g (v —1).
Mit Beniitzung dieser Ungleichungen ergibt sich:
lex sl '
2_;[>lg1 prley =g [a+11> 1800 000 — 180 [ 1]
L; ()

oS <Igy 41 ler44] —1g; .4l <lg1+1ez+1‘“lgz+1 leds

und da andererseits nach (9):

R lg}.+1 Crp1 = ]7
80 wird: ]
L&
ii 1 [(>1=lg ., [e+1],
L, l <1l- 1g41+1 [el] ’

[e)+1
gsodafl man setzen kann:
leg 41]
1
(32) > Lo~ o
[e,]+1

wo &, einen mittleren Wert zwischen 1—1g, ., [e;+ 1] und 1—1Ig,,, [e,],
also eine wesentlich positive Zahl bedeutet, die fir jeden bestimmten

Wert A endlich und von Null verschieden ist und fiur 1 — oo den Grenz-
wert 1 besitzt. Denn man hat:

la+1)x[elxe, 1g4,6=0,
lim Ig, ., [e; 4 1] = lim Ig; ., [e,] = O.
1> A->m

und daher:
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Somit wird schlieBlich:

-]

&
(33) Dla0 = 31

207
[e,]+1 t

woraus hervorgeht, dal die fragliche Reihe divergiert fir 6 <1, dagegen
konvergiert fiir 6> 1. Insbesondere divergiert also auch die fir ¢ =0

. : ‘ " . 1
resultierende, in Nr. 3 zuniichst betrachtete Reihe 2 :L;:(]Ij'

Es hitte iibrigens die Vermutung nahe gelegen, daB die Reihe mit
dem allgemeinen Gliede:

; 1
34 b @ = ——
i T L, o) (g, »F

analog, wie ZZ;;S.IE&’ fiir o > O konvergieren miiBte, sodaB man
auf diese Weise Reihen erhalten wiirde, welche damn, wie nnmittelbar
zu ersehen, schwdicher konvergierten, als jede der betreffenden logarith-
mischen Reihen, wihrend zugleich ihr Bildungsgesetz eine vollkom-
menere Analogie mit den letzteren darbote, als dies bei den Reihen
2a, der Fall ist.

Indessen liBt sich leicht zeigen, daB 3'b @, sogar fiir jedes beliebig
groB fixierte o, divergiert. Da nimlich nach (10) fir m, =2 (A=1,2, 3,--)
der Index » den Bedingungen geniigt: ¢, <<v <e, +1, 50 bewegt sich der
Faktor (18, ¥)¢ stets innerhalb dor Grenzen 1¢ und e¢. Mithin hat man:

1 1 a
35 bo@> . "
( ) v g e() Lmv (11) eg ’

woraus dann unmittelbar die Divergenz der fraglichen Reihe hervorgeht.
7. Von den beiden Reihen:

) 1 1 -
(36) 25wy g >0

divergiert somit die erste und konvergiert die sweite schwiicher als Jede
Reihe der unbegrenzten Skala:

37 L _ . SR S
(37 21}(0) bzw ZLk(v)-(lgbv)" (k=0,1,2,.--)

DuB es aber wiederum noch schwdicher divergierende bzw. konvergierende
Reilien gehen mu8, folgt aus den allgemeinen Sitzen von §§ 48, 49.
Man erhilt insbesondere wieder unbegrenste Skalen derartiger Reihen, die
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sich an die Reihen (36) geradeso anschlieBen, wie die gewdbnlichen

logarithmischen Reihen (37) an die Anfangsreihen 2}-—, 2--&-;,
: [ 4 1 4 Al
wenn man bildet:

1 1
38) > RCBATL > A AT (0>0).

Denn es ergibt sich, vollkommen analog mit Gl. (33):

@ - J

@) > ; DA (20

6]+ L, @) Ly (m,) - (Qgym,)® =l L, (1) (g, 4

(man hat hierzu lediglich den in a,(? — Gl. (23) — auftretenden Faktor
m,’ durch: L,(m)- (g, m)e zu ersetzen), und man erkennt somit unmittel-
bar die Divergenz der betreffenden Reihen fiir ¢ == 0, ihre Konvergenz
fir ¢ > 0.

ScblieBlich lassen sich dann aber auch wieder Reihen herstellen,
die nicht nur schwdcher divergieren bzw. konvergieren, als irgendeine be-
liebig vorgeschriebene, sondern als jede Reihe der obigen Skala — usf.
m infinitum.

Diese Betrachtungen, welche im iibrigen keineswegs auf der beson-
deren Form der hier zugrunde gelegten Reihenskalen beruhen, sondern
ohne merkliche Schwierigkeit auf jedes beliebige Skalenpaar von diver-
genten und kouvergenten Reihen tibertragbar sind, fiihren zu der Er-
kenntnis, daB das Grenzgebiel zwischen Divergenz und Konvergenz sich in
sehr viel engere Schranken einschlieBen 148t, als durch jedes beliebige Skalen-
paar von divergenten und konvergenten Reihen, und daB es andererseits
unméglich erscheint, auf diesem Wege jemals zu einer Grenszc zwischen
Divergenz und Konvergenz zu gelangen.

§ 53. Gremzgebiete und Schranken der Divergenz und Konvergenz
fiir Reihen mit monoton abnehmenden Gliedern.

1. Die am Schlusse des vorigen Paragraphen bentitzten Ausdriicke:
»Orenzgebiet” zwischen Divergenz und Konvergenz und ,,Schranken dieses
Grenzgebietes — konnen, auch bei der Beschrinkung auf Reihen mit
monoton abnehmenden Gliedern'), leicht zu falschen Vorstellungen
iber die Tragweite der damit zu verbindenden Begriffe fiuhren. Um in

1) Fiir Reihen mit schlieBlich gegen Nuill konvergicrenden, aber nicht ‘mo-
noton abnehmenden Gliedern kanuo von irgendwelchen Divergenz- oder Konvergensz-

s chranken’ dberhaupt nicht die Rede sein. Denn ist Z’a.. irgendwie vorgelegt,
#0 kann man nach dem Satze von Nr. 1 des vorigen Paragraphen (8. 358) durch bloBe
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dieser Hinsicht jedes MiBverstindnis auszuschlieBen, stellen wir die fol-
genden Betrachtungen an.

Es sei d,>¢,>0, 3'd, eine divergente, 3¢, eine konvergente Reihe
mit monoton gegen Null abnehmenden Gliedern, die d,, ¢, konnen dabei
als ,belicbtg nahe“ aneinander liegend angenommen werden, d. h. so,

daB lim % oder selbst auch nur: lim % ein beliebig niedriges Unendlich.

y>o V¥ r>o O
vorstellt.

Bedeutet dann ferner (@,) irgendeine andere monoton abnehmende
Zahlenfolge, so divergiert die Reihe S'a,, wenn fiir alle v, zum mindesten
von einem bestimmten Werte v = n anfangend:

(4) @, 2 d,;
sie konvergiert, wenn:

(B) e, <,
Ist dagegen:

©) ¢,<a, <4,

(wobei die Gleickheitszeichen in (C) nur soweit gelten sollen, daf die Even-
tualititen: a,=d,, bzw. a,==c, fiir jedes v >n, als unter (A) bzw. (B)
gehorig ausscheiden), so kann die Reihe noch divergieren oder konvergieren.
Wir eagen alsdann, sie gehdre dem von den ,Schranken® (d,) und (c,)
eingeschlossenen , (rrenzgebicte“ zwischen Divergenz und Konvergenz an:.
es ist ndmlich offenbar unmoglich, iber ihre Divergens oder Konvergenz
lediglich auf Grund der Beziehung (C) irgendwelche Aussage zu machen.

Nun darf man aber keineswegs glauben, daB durch irgendwelche der-
artige Schranken etwa alle maglichen Reihen mit monofon abnchmenden
@liedern a, in drei wohlgesonderte Klassen vom Charakter (A), (B), (C)
zerlegt werden konnen. Vielmehr gilt der folgende Satz:

(I) Wie man auch monoton gegen Null abnehmende Folgen
d,), (¢,), wo d,>c,, wihlen mige'), so gt es stels unend-

Gliederumordnung eine Roihe '3, daraus herstellen, sodaB:

1il_nCy'by=0, iiE .Dyby"=+w,

¥ rw Y rx
auch weon 3'D,~t, N'C,~* beliebig stark divergiert bzw. konvergiert (ersteres
natirlich mit der Einschrdnkung: lim D,=oc). Die Reihe b, enthiilt also,

Y>> w
mag sie selbst divergieren oder konvergieren, sicher unendlich viele Glieder, welche

teils unter, teils vber den entsprechenden von 'C,”* baw. 3 D, liegen.

1) Dabei haben also die (nur wegen des Hinweises auf die Ungleichungen (A),
(B), (C) beibehaltenen) Buchstaben d,, ¢, zunlichst noch keineswege die sonstige
typische Bedeutung (d. b. es ist in dem vorliegenden Zusammenhange ganz gleich~
giltig, ob die Reihen _3'd,, J'c, divergieren oder konvergieren).
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lich viele monotone Folgen (a,), welche die beiden Schranken.
(d,), (¢,) unendlich oft durchsetzen, die also keiner der drei
Klassen (A), (B), (C) angehiren; d. h. man hat fiir unendlich
viele u; 4: .
(A") > dy, al<at)
Beweis. Es bedeute (p,) ¢ine vorlinfig ganz wilikiirlich zu denkende
Folge positiver Zahlen. Man bestimme sodann eine wnbegrenzt fort-

setzbare Reibe wachsender natiirlicher Zahlen m,, my, my, - - - in der
Weise, daB:

plcml < podo) p’dm’ <p1 le, pscms < p’dm’, p‘dm‘ < pscma, e s e

(was offenbar stets und auf unendlich viele Arten maglich ist, da sowohl
dic ¢,, als die d, monoton gegen Null abnehmen). Man erhilt durch
dieses Verfahren eine unbegrenzte monofon abnehmende Folge von der
Form:

p()dmo >I’lcml >p9dm2 >1"3cﬂ43 > e > p!kdmgk >p2k+1(:ﬂqk+l > et

(wenn man der Gleichférmigkeit halber noch m, statt O schreibt).
Setzt man jetat:

(1) a"mgk = p!kdmg;,r an12k+1 = 2’2k+1‘cm“+1 (SOdﬂB also: amg > aml+1)7

und bestimmt im iibrigen a, fiir alle Werte von v, die zwischen m, und.
my;,. (A=0,1,2,..) liegen, in der Weise, daB a, fiir

V=M, ml+1r m1+21 M

m)

monoton (im ibrigen willkiirlich) von a, zu a-,;“ , bnimmt, so bilden

die a,” eine monoton abnehmende Folge, welche unendlich viele Glieder von
der Form (1) enthilt. Wird jetzt tiber die p, in der Weise verfiigt, daB:

P> 1, Poryy <1 (im dbrigen immer noch ganz beliebig),
8o hat man nach (1):

@) O > a, <c

T Mkt mgk41?

sodaB also die Folge (a,”) in der Tat den Bedingungen (A") geniigt.

1) Natiirlich gibt es analog auch unendlich viele (a;), welche nur eine der
Schranken (d,), (c,) unendlich oft durchsetzen, soda als¢ fiir unendlich viele p:
(Bl) cu S_ a,l: g d;c ’

im tbrigen
durchweg: a; > d;, bew. durchweg: a; < ¢;.

Man kann ja derartige Folgen (a.) mit Leicbtigkeit aus solchen vom Charakter (A")
herstellen, indem man alle Glieder a; < ¢; passend (d. h, s0, daB die Bedingung (B")
erfiillt wird und die Monotonie erhalten bleibt) vergrofert, bzw. alle Glieder a’: >d,

passend verkleinert.
Pringsheim, Vorlesungen L, 3. 8. Aufl. 20
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Wahlt man insbesondere die p, in der Weise, dap: hm L ;= 00,
lunp,,“ = 0, so hat man sogar:
(29‘) "‘u>dﬂn’. a""uu <c"‘!k+l )

2. Aus dem eben bewiesenen Satze und der daran gekniipften SchluB-
bemerkung erkennt man aber, wenn man jetzt wieder den Buchstaben d,, ¢,
die sonstige typische Bedeutung beilegt, unmittelbar folgendes:

(1I) Wic man auch eine divergente und eine konvergente Reihe
2d, baw. e, (wo: d,> c,) mit monoton gegen Null abnehmenden
Gliedern wihlen mige, so gibt es stets unendlich viele Reihen 3'a,’
mit monoton abnehmenden Gliedern, welche nicht dem vom den
Schranken (d,), (c,) eingeschlossenen Gremzgebiete angehiren,
und deren Divergens oder Komvergenz trotzdem nicht durch
Vergleichung von a, mit d,, c, entschieden werden kann.

Versteht man nimlich unter (a,’) eine der unendlich vielen mono-
tonen Folgen, welche der Relation (2a) genfigen, so hat man wegen:

dmn- > Crmg cﬂnu < d'"u-n
aus (2a) a fortiori:

‘ ’ l
a .  >c o= a <d = —
2k " C,,, "’ ™k 41 mk+1 Dy, .0
also:
(3) lim C,a/ = oo, limD,a’ =0,
Y>> ® Y>>

d. h. das zu C,, D), gehirige Kriterienpaar versagt hier allemal nach dem
Muster der Ungleichungen (II) am Anfange des vorigen Paragraphen.
Alsdann mupf aber auch jedes durch weitere Verschirfung aus C,, D,
absuleitende Kriterienpaar in dersclben Weise versagen.
Denn, nimmt man: D/ << C/, D> D, C' <, also: d, >¢,,
a' <d, ¢ >c, so folgt aus (2a), daB umsomehr

Oy > d"‘i “u+1 < c'"su-x ’

und hieraus, wegen: d,  >c, ., m"“ < dm" ,» Wiederum a fortiors:
' . 1
Ogy > Cmg, C,:— Cng g1 < Gmypyy = Dr
sk tk+1
d. h.:
€)) lim C/a = o0, lim D/a =0.
v-> -re

3. Aus dem Satze von Nr. 1 geht ferner bervor, daB es keinesfalls
gleichsgeitig irgendeine allgemein giiltige Schranke fir die Divergens und
eine andere fiir die Konvergens in dem Sinne geben kann, daB die Glieder
aller divergenten Reihen (mit monotonen Gliedern) von irgendeinem be-
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stimmten Index ab durchweg oberhalb der einen (unteren) Schranke, die
aller konvergenten Reihen unierhaldb der anderen (oberen) Schranke liegen
m@Bten. Denn da es doch allemal unendlich viele monotone (a,") gibt,
die beide Schranken unendlich oft iiberschreiten, und da andererseits die
betreffenden _S'a,’ entweder divergieren oder konvergieren missen, so gibt
es zum mindesten entweder divergente Reiben, fiir welche unendlich viele
Glieder noch wunterhalb der unteren Schranke liegen, oder konvergente
Reihen, bei denen unendlich vicle Glieder die obere Schranke iibersteigen.
Dagegen liBt sich zeigen, daB eine solche Schranke fir die Konver-
gene allein existiert, daB dieselbe aber merklich hoher liegt, als frither ge-
wohnlich angenommen wurde. Zunichst gilt ndmlich der folgende Satz:
(1IT) Bei einer konvergenten Reihe mit monotonen (wenn
auch nur niemals sunchmenden) Gliedern a, hat man stets:
(5) 6,<-, dl: limva,=0.
v >
Fiir Rethen mit monotonen positiven Gliedern a, bildet also
die Besiehung (5) cine notwendige Konvergenzbedingung.')

Beweis. Infolge der vorausgesetzten Komvergenz der Reihe S'a,
l1iaBt sich zu beliebig kleinem & > O ein m so fixieren, daB:

a;u+l+a,u+l+"'+au+e<‘;‘ fir: w=>m, o= 1,23,....

Setzt man hier ¢ = p bzw. ¢ =p+ 1 und beachtet, daB allgemein
a, .1 2 a,, so folgt:
B oy SOt o+ tay, } < ';“ fir: p > m,
(y'+ 1) * 3441 g L) + Qs AR o Ay p 41

und daher:
2 u aﬂp

Cu+1)8y,, < (2u+2) - ay,,,
also allgemein:

}<e fiir: 2p > 2m,

v-oa, <eé& flr: v22m,
d. h. in der Tat, wie behauptet:
lim».a,=0. —

> w

1) Dieselbe ist aber an sich noch keine hinreichende (Beispiel:

1
limoy. o~ =0 (k=1,9,8,:.--
Jmy- 7 ( ) )

_ R .
wihrend EIIT‘(;) divergiert — s. § 48, S. 828, Gl (14)). Uber einen besonderen

Fall, in welchem die Bedinguung (5) sich als Ainreichend fiir die Konvergenz er-
weist, s. § 87, Nr. 8, 8. @61.

25°*
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[m ibrigen hitte man diesen Satz, statt ihn in der vorstehenden
sebr einfachen Weise direkt zu beweisen, auch unmittelbar aus einem
friher gefundenen Ergebnisse allgemeinerer Art durch Spezialisierung
herleiten konnen. In § 45, Nr. 4 wurde néimlich gezeigt, dafl fiir jede be-

licbige konvergente Reihe D'a, die Beziehung besteht?) (8. 310, GL (16)):

M|a1+Mzas+"‘+1‘Irav_'______0
M

v

(6) lim

>

)

wenn die M, > O mit v niemals abnehmend ins Unendliche wachsen.

Unter den besonderen iiber die @, gemachten Voraussetzungen steht
es aber ohne weiteres frei, M, = é« zu setzen, wodurch dann die Be-
ziehung (6) sofort die Form " ‘

limv-a,=0
V> ac
annimmt.

Zugleich ergibt sich aber im Anschlusse hieran die Moglichkeit,
das in Gl (D) enthaltene Resultat in folgender Weise zu verallge-
meinern. Es bezeichne wieder ZDL cine divergente Reihe mit positiven
Gliedern und es werde auBer der Konvergenz der Reihe >'a, voraus-
gesetzt, daB die Folge D,a, niemals zunehmend mit unbegrenzt wachsen-

. . 1
dem v gegen Null konvergiere. Da man infolgedessen M, = D setzen

kann, so liefert die Beziehung (6) auf diese Weise die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes (11I):

(1l1a) BedeutetZa‘, eine konvergente, 22‘7: eine diver—
gente Reihe mit positiven Gliedern und konwergiert die Folge (D, a,)
monoton gegen Null, so ist:

i PP SR SRS S
(5a) lim D,s,a, =0, wo: s, = ottt

» -

Die spezielle Wahl 1), =1 liefert offenbar wieder die Bedingung ().
Setzt man ferner D, = r und beachtet, daB (vgl. § 34, S. 208, G1.(13)):

1 1 1
Tty t oo+, =gy,

so ergibt sich, da8 fir eine konvergente Reihe 3a,, welche der Be-

1) Mit der offenbar ohne weiteres erlaubten Weglassung des Anfangs—

. M,a,
gliedes -‘ﬂ,« .
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dingung geniigt, va, > (v+1)-a, ., (woraus dann eo ipso folgt: a,>a, ,
und daher nach Gl. (5) limva, = 0) die Beziehung besteht:

v>w

(5b) lim»lgy-a,=0.

¥ o

Da allgemein (s. § 51, Nr. 4, S. 348):

v 1 '
?Z}Zﬁglgbu(”) (k==0,1,2,...),
£

so findet man durch die analoge SchluBweise, daB:
(5e) bm L, ,(»):a,=0,

falls die Folge L,(v) - @, niemals zunimmt.")

4. Zeigen die letzten Bemerkungen, daB unter gewissen Vorausseleungen
die Glieder a, einer konvergeniem Reihe auch Bedingungen von der Form
(5b), (5c) geniigen, so ist doch ohne das Hinzutreten solcher spezieller
Voraussetzungen keine derselben eine fiir die Konvergenz von Z'a, not-
wendige. Vielmehr besteht als Erginzung zu dem Satze (III) der fol-
gende Satz:

(IV) Bedeutet (M,) eine mit v beliebig langsam ins Unend-
liche wachsende Zahlenfolge, so gibt es stets konvergente Rethen
a, mit positiven monotonen Gliedern, fiir welche:
O limv- M, a, = oo,

r-poo
d. h. die Rethe enthilt unendlich viele Glieder, welche infinitdr grifer
sind, als die entsprechenden der (bei geeigneter Wahl der M,

relativ stark?)) divergenten Reihe 2 ;’%? .
Anders ausgesprochen: Wie langsam auch die M, ins Unendliche
wachsen mogen, so bildet die Beziehung:

lim »M,a, < oo
y-» o

keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe Ja,.

1) Selbstverstindlich hat man im Falle der Konvergens von 3'a, auch
allemal:
lim Ly, ,(v) - @, = 0,
>
falls dieser Grenzwert existiert, und in jedema anderen Falle:
lim Ly, () - &, = 0.
> w

Vgl. § 47, 8. 819, Fubn. 1.
2) Namlich belicbig wenig schwicher als 2 =
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Beweis. Es bedeute (m,) eine mit » monoton ins Unendliche
wachsende Zahlenfolge, welche der Bedingung geniigt m, <M, (z. B.

m, =V M), ferner Z'c, eine konvergente Reihe mit monoton abnehm enden
Gliedern und p,, p,, -+, p;, - - - eine unbegrenzte Folge wachsender natiir-
licher Zahlen (speziell p, > 1) von der Beschaffenheit, da8:

1 1 1
m L6y ',,;"gcl; R ‘,;,‘“écu e
20 '3

?;

(was offenbar, wegen lim m, = oo, stets moglich ist). Setzt man

godann: e
1 [
b, = b, - e.am b = <%
2o Do Mp, = Py
1 [
bpo+1=bpo+s ""xbb,a}’l‘.’,;‘p';g;;l‘
1 A
bPl 1+1 bl'z 1+’“‘“=b"l=;pmpl ﬁ“;;.

so wird:

by +by+ b+ +b,

S(‘ +pl Poc + +P1 p1~ C <co+cl+ +cz’

sodaB also Zb, konvergiert, Zugleich ergibt sich:
-0

MP
Py My - by, = ‘,,7;:' )
also:
lim p, - M, -b, = oo,
Ai»>e

d. h. schlieBlich:

limv-M, b, = oco.
>w

Will man statt der Reihe _3b, mit niemals sunchmenden, aber teil-
waise einander gleichen Gliedern eine im ibrigen sich analog verhaltende
mit durchweg abnehmenden Gliedern a, herstellen, so setze man:

av = kvbﬂ

wo (k,) eine beliebige Folge positiver, monoton abnehmender Zahlen
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mit nicht verschwindendem Grenzwert, etwa limk, =% > 0 bedeutet
1

(& Bk, =kt k ~ k.e")‘ Alsdann ist offenbar fiir jedes v:

a‘r > ar+! »
auBerdem > a, wiederum komvergent und:
Hw-M,-a,=k-ﬁr?v-M,-b,=oo.
Y5> x >
5. Die vorstehende Deduktion beweist zwar die Existenz von Reihen
2a, der fraglichen Art, sie liefert jedoch kein direktes Verfahren, um
bestimmte Beispiele solcher ¢, in arithmetischen Zeichen anzuschreiben.
Um ein solches zu gewinnen, geben wir filr den in Rede stehenden Satz

noch einen zweiten zwar etwas komplizierteren, aber in der bezeichneten
Richtung vollkommneren Beweis.

Es bedeute f(z) einen arithmetischen Ausdruck von folgenden Eigen-
schaften:

(A) Es soll f(z) fiir jeden Zahlenwert z, der eine gewisse Zahl
zy 2 0 erreicht oder iibersteigt, eine positive Zabl y vorstellen, die mit z
monoton ins Unendliche wichst und zwar in der Weise, da8:
(®) fe+1)—f@ <1, ()<M,.

(B) Die Gleichung:
®) y=1(a),
welche nach (A) zu jedem Werte z > z, einen positiven, mit z monoton
zunehmenden Wert y >y, (wo: y, = f(z,) liefert, soll auch umgekehrt zu
Jedem y >> y, einen positiven, wit y monoton cunchmenden Wert z > x,
definieren'), welcher durch das Symbol:
(10) z=o(y) (sodaB also: (10a) ¢(f(x))-x=f(¢(x)))
bezeichnet werden mage.

Aus (8) und (9) folgt sodann:

fla+1) <y +1,

also mit Beniitzung von Gl. (10a):

p(fe+D) <ey+1), db z+1<o(y+1),
und daher schlieBlich fiir y > ¢, :

(11) Ply+1)— p(y) > 1.

1) Die Bedingung (B) 148t sich mit Hilfe von Begriffen, welche der Funkisonen-
lehre angehdren, kiirzer in folgender Weise formulieren:

Es soll f(x) filr z > «, eine eindeutige, stetige und monoton zunehmende,
positive Funktion von x bedeuten.
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Bedoutet jetzt > -+ eine beliebig anzunehmende konvergente Reihe
J C‘ g 4

deren Glieder der Bedingung geniigen:

(12) C—Cia21,

80 hat man nach Ungl. (11) fiir hinlinglich groBe Werte von 4 auch:
(13) 9(C) —9(C,o) > 1,

sodaB swischen (C,_,) und @(C,) stets mindestens eine ganze Zahl liegen
muB. Nun nehme man wiederum noch eine Folge positiver, mit wachsen-

dem » monoton abnehmender Zahlen k, so an, da lim % =k von Null ver-
schieden, und setze: v
k

(19 =G e ey

fiir alle ganzzahligen Werte v, welche durch die Bedingung definiert sind:
(16) P(Cio) S v <e(0).
Alsdann nehmen offenbar die a, mit wachsendem v monoton ab. AuBer-
dem liBt sich zeigen, daB: Lim »- M, -a, = co und die Reihe S'a, kon-
vergent ist. e

Bezeichnet man nidmlich mit p, die grofte ganze Zahl, die kleiner
als @(C,) ist, d. h. diejenige ganze Zahl, welche durch die Bedingungen
definiert wird:
(16) g(C)—15p, <90,
so kann man zuniichst die Ungleichungen (15) durch die folgenden
ersetzen:

@amn v <vIp
und man hat:

fp) 1

2y f(02) - @y =k 5 i
Sk . I_i(q’(ol,l)) ) P(C)—1 (wegen:
Fi Camn ?(C) P29 —1>9C )

@(Cy) —1
(18) = by T (wegen: flp@) =),
also:
(19) limp, - f(p) - a,, 2 k,
d. h.: .
(20) fmv-f(v)-a, 24,

> w

und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (8):
(1) limy. - M, +a, = oo,

> w



Nr 6. § 68. Schranken der Divergenz und Konvergenz. 373

Setzt man ferner:

) ® p‘
22) 2o = Dy, wor 4= D,
p, 1 at+l f-att
80 wird:
P — D4
pz Gy W(Cz)<ko o1 9(C)
A—1
p - -
<Clo1 1P 1(Wegell3pz<‘?(01) nach (16))
23 <o
(23) G’

‘woraus die Konvergenz der fraglichen Reihe unmittelbar hervorgeht.

Damit ist aber der ausgesprochene Satz vollstindig bewiesen.

6. Will man jetzt Reihen 3'a, von der eben charakterisierten Be-
schaffenheit wirklich herstellen, so kann man etwa iiber €, so verfligen,
daB man setzt:

CA=’}'Q; wo 9>]:
also:
k
2 -
@4) &= (A — 18- p(¢)

fir alle », welche der Bedingung (15) geniigen, d. h. fiir:

(28) P(A—1)) < v < @(9).

Mit Hilfe dieser Ungleichungen liBt sich sodann i auch explizite durch »
ausdriicken. Wegen: f(¢(x)) = z folgt némlich aus (25):

(A—-1p S f(v) < ae,
und hieraus ergibt sich: .
(26) i—1=[yf)l,
also:
27 a i .
" Vel o1+ Vimh)
Da aber offenbar:

(28) Vi) 2 Vi), und deher: [VFo)F =),

so kann man, ohne den Charakter der Reihe J'a, zu veriindern, das
(lied (27) auch durch das folgende etwas einfachere ersetzen:

k
(29) 4, = 2 (e>1).
o) -9 + Vr0))
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1

Ist dann z. B. M, = Ig v vorgelegt, so wihle man etwa: f(2)=(lg z)" =y
(wo: > 1), also: 2 =e¥” == @(y); alsdann wird, wenn man noch -0 ==
setzt: y
(30) a, = — (wo: T>e>1).

Vigy . l1+Vie7]

Die Reihe >'a, ist alsdann konvergent, obschon ihre monoton abnehmen-
den Glieder der Bedingung geniigen:

(81) limv-lgv.a, = oo.
> o

Sie reagiert also auf keins der logarithmischen Konvergenskriterien.
7. Nach dem Satze (III), S. 367, bildet jede Zahlenfolge von der

Form (:—), wo & eine beliebig kletn anzunehmende positive Zahl bedeutet,

eine Schranke fiir die Konvergenz in dem Sinne, daB die Glieder der mo-
notonen Zahlenfolge (a,) von einer bestimmten Stelle ab jene Schranke

nicht mehr erreichen diirfen, wenn >a, konvergieren soll. Ersetzt man
dagegen & durch ¢, wo (&) eine positive mit wachsendem v beliebig
langsam gegen Null abnehmende Zahlenfolge bedeutet, so gibt es nach

Satz (IV), S. 369, unendlich viele konvergente Reihen S'a,, deren (mono-
tone) Glieder die Schranke (%) unendlich oft tbersteigen.

Aus der bewiesenen Ezistens der Konvergeneschranke (~E—) folgt aber,

wie schon aus der Bemerkung am Anfange von Nr. 3 hervorgeht, ohne
weiteres die Nichi-Existenz einer Divergensschranke. Denn bezeichnet (b,)
trgendeine positive monotone Zahlenfolge, so gibt es nach Nr. 1 stets un-
endlich viele monotone Zahlenfolgen (@,), welche die beiden Schranken

(—:F) und (b,), wo b, <~£—, unendlich oft durchsetzen, sodaB S'a, sicher
divergieren muB. Da man hierbei fiir (b,) die Glieder einer beliebig stark
konvergierenden Reihe 2?}1—; withlen und diese wiederum noch durch eine

wesentlich stirker konvergierende ersetzen kann, so gilt also der Satz:

Wie stark auch die Rethez-%,— konvergieren mage, so-

gibt es stets divergente Reihen Sa,, unter deren (monotanen)
Gliedern unbegrenet viele infinitir kleiner sind als die ent-

sprechenden der Reihe 2-(-/,17, d. h. man hat:
(32) lim C,:a, = 0.

v -»®



Nr. 8. § 68. Schranken der Divergenz und Konvergensz. 315

8. Wir konnen aber auch geradezu ein einfaches Verfahren angeben,

um bei beliebig vorgeschriebenen C, solche divergente Reihen >'a, wirk-
lich herzustellen.

Man wiihle einen arithmetischen Ausdruck g(z), der fir alle reellen

Zahlen x > x, positiv ausfillt und mit # monoton und so ins Unendliche
wichst, daB:

(33) @(v)>C,, also nach Satz (III), 8. 367, a fortiori: ¢(z)> z.
Ferner fiihre man die Bezeichnungen ein:
(34)  9.(2) = p(a), 5(2) = @(9,@), P5(2) = P(py(a), -

92(%) = @(@z_1(@), - --.

Bedentet dann b eine beliebigé positive Zahl > 1, so liBt sich zunichst
infolge der Beziehung (33) eine positive Zahl a so fixieren, daB:

(85) ¢, () >b-z fir: z>a.
Alsdann wird aber — immer fir z > a:

Py(2) = @ (9, (@) > b- @ (2)
%@ %mw)>b%w

(36) , ‘Pz(x) 9’1(%-1(37))> b 9’1-1(’7) usf.

Die Glieder ¢, (), @,(x), «« -, (), - - - bilden also eine unbegrenzte,
monoton ins Unendliche wachsende, positive Zahlenfolge. Und zwar hat
man fiir £ > a und 2 =2, 3, 4, .- nach Ungl. (36) und (35):

(30 P (%) — @ 1 (@) >(0—1) @,_ 1(#)>@0—1)-b-2

und daher bei passender Wahl von & und a (z B. fir b2>2, a > --)
jedenfalls:

(38) ‘Pl(a) - 9’1—1(“) >1 (‘1"" 23,4, ’),
sodaB swischen @, _,(a) und @,(a) stets mindestens eine ganse Zahl liegt.

Nimmt man jetzt wiederum noch eine Folge positiver, monoton ab-
nehmender Zahlen k, mit dem von Null verschiedenen Grenzwerte lim k, = k

an, so soll gesetzt werden: v>o
k,

fir alle ganzzahligen v, welche durch dle Bedingung definiert sind:

(40) 9 (0)—1<v<g@)—1 (A=234,..).

Alsdann nehmen offenbar die a, mit wachsendem » monoton ab, und es
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148t sich andererseits zeigen, daB lim C,-a, =0 und die Reihe 3'a,
divergent ist. P

Bezeichnet man némlich (analog wie in Nr. 5, Gl (16)) mit p, die
grofte ganse Zahl, die kleiner als @,(a) ist, sodaB also:

(41) Pi(a) — 1 < p, < 93(a),
so laBt sich zuniichst die Bedingung (40) durch die folgende ersetzen:
(42) P Sv<p,.
Infolgedessen wird:

Fn

g @

(43) T by (wegen: p, < @,(@))

P(@@) " 9(py) IR e
also:
(44) lim 9(p,) - @, <F,
d. h.:
(45) lim p(v)- a, <k,

Y-

und schlieBlich mit Beriicksichtigung von Ungl. (33):
(46) lim C, - a, =0.

v-» o

Ferner hat man:
© ) », -1
(47) Za, = >4, wenn: A4,= 2 a, gesetzt wird.
?, 2 P,
Da sodann:
gy P—p PP
8 - N1 5 Pmhy g, BT B
(4 ) Al : ?;(a) ®;(a) k P, Pa (2)’
A=1

8o ergibt sich sofort die Divergens der fraglichen Reihe, da (nach G1. (11b),

§.327) 2= 2=1 4as gligemeine Glied einer divergenten Reihe bildet

und lim -2 = 1 ist (s. Ungl 41)).

A-» (PA(G)

Beispiel. Es sei: C, = 1?, wo ¢ > 1. Man kann also setzen:

p@)=2a°, wo 6> 0.
Alsdann wird: ’

Py (2) = (2°) = 27, <+, @ (z) = 2.
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Nimmt man der Einfachheit halber die oben mit a bezeichnete Zahl
auch = ¢ (was z. B. sicher gestattet ist, wenn ¢ > 2, da alsdann:

92(6) — ¢4 (0) = 6" — " T 22 — 2P > 1),
so wird nach (39), (40):

k, -
(49) a,=—p, falls: o' -1 <v<o” 1.
¢

Um auch hier wiederum 2 explizite durch » auszudriicken, hat man:
o'-1 < log (v + 1) < o
i—1<log,(v+1) <4,

d h.:
(50) A — 1 = [log, (v +1)]
und daher:
k,
(1) ty =t (5> ¢>1).

o
6,,1 + (logy (v + 1)]

Die Reihe >'a, divergiert, obschon ihre monoton abnehmenden Glieder
der Bedingung geniigen:
(52) lim ¢ - a, = 0.

V->x

Sie reagiert also auf keins der logarithmischen Divergenckriterien.

§ 54. Die Kriterien zweiter Art.

1. Als allgemeine Form fiir die Kriterien sweiler Art ergab sich
(s. § 47, 8. 321, Formel (12)):

i (Dv ] _,_‘{ﬂi’_ p_ I),, +l) <0: Dz’vergenl ’

(1) Y-» o 4 p+1
. a"+P 8]
lim (C, Ve — (/,H) > 0: Konvergene,
5> o a
r-> r+p+1

und man hiitte jetzt nur noch fir 1), bzw. C, irgendeinen der oben auf-
gestellten typischen Ausdriicke einzusetzen, um die fertigen Kriterien
herzustellen. Dabei ergibt sich nun aber fiir das Konvergenckriterium
die Moglichkeit einer sehr merkwiirdigen und zugleich zweckmiBigen
Umformung, durch welche die linke Seite des Konvergenskriterinms iden-
tisch mit derjenigen des Divergemekriteriums wird: an die Stelle des
Kriterienpaares (1) tritt dann also ein einziges disjunktives Kriterium.
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Fiir die Konvergens von 3 a, erwies sich als hinreichend (§ 47, S. 321,
Formel (11)), wenn von einer bestimmten Stelle ab, etwa fir » > n, die
Beziehung besteht:

(2) C,— w2 _ 0, >0.
v+p+1l
Substituiert man hier nach § 49, S. 341, Gl (6):
Mv ' M;—l . Mv+l - M, M,
C,RMV—'MV—l, also: Cv+1=Mv+l- Ly MV(1+MV+1‘AIIV)’

so ergibt sich nach Weglassung des gemeinsamen Faktors M, und Multi-
plikation mit einer willkiirlich anzunehmenden positiven Zahl o :

M a
3 . el SEA S . *__>o.
() ¢ Mv—Mv—-l Ay ipt+1 ¢ Mv+1—'Mv_-g
1 M —M
Nun stellt aber ein Ausdruck von der Form: - —"ﬂ—{——’—ﬂ stets das
v—1

allgemeine Glied einer divergenten Reihe dar, und umgekehrt lifit sich
das allgemeine Glied I),~' jeder divergenten Reihe nach § 48, S. 329,
Gl. (16) in die Form setzen:

Da im iibrigen die Zahl ¢ hierbei gar keiner anderen Beschrinkung unter-
worfen ist, als der, positiv, also >0 zu sein, so liBt sich die Konvergenz-
bedingung (3) jelzt ohne weiteres durch die folgende ersetzen:

a
(4) D, -D,,,2e>0 (firv2m),
r+p+1
und diese letztere Bedingung wird wiederum von einer bestimmten Stelle

v > n ab mit Sicherheit erfiillt sein, wenn:

a
5 lim (D, - —*%-—D, ) > 0.
®) ;i';r%( LI '“)/
Damit ist aber die oben angeklindigte Umformung des Konvergenz-
kriteriums in der Tat vollzogen.

2. Durch Kombination der Konvergenzbedingung (5) mit den in (1)
enthaltenen ergibt sich, wenn man wiederum beachtet, daB jede beliebige
positive Zahlenfolge (B,) entweder der Klasse der Zahlenfolgen (D,) oder
derjenigen der (C,) angehtren muB, das folgende Konvergenskriterium
swester Art von besonderer Allgemeinheit:
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B,+p

) lim (B, -

r>r® Gy yp41

— B, “) > 0: Konvergens.')

Dasselbe rithrt in der Hauptsache von Kummer her und bildet das
Analogon zu den in § 50 abgeleiteten allgemeinsten Kriterien erster
Art (G) und (H) (8. 344)."

Es kam hier vor allem darauf an, den Zusammenhang dieses wegen
der groBen Willkrlichkeit der Zahlen B, doch &uBerst merkwiirdigen
Kriteriums mit der frtther gefundenen Grumdform der Konvergenzkrite-
rien (Ungl. (1)) vollstindig aufzukliren, d. h. den wahren Grund dafiir
anzugeben, warum man die im Konvergenskriterium (1) naturgemiB auf-
tretenden Zahlen C, schlieBlich durch ganz beliebige positive Zahlen B,
ersetzen darf. Will man auf die Feststellung dieses Zusammenhanges ver-
zichten, so liBt sich die Richtigkeit des Kriteriums (J) a posteriori ein-
facher auf folgende Art bewsisen.

Angenommen, es bestehe die Ungleichung (J), so muB schon fir
alle Werte » von einem bestimmten Werte v = m ab eine Beziehung
von der Form stattfinden:

a,, -
B, —r - v+1é9>0)
Gyt pt1
und es wird somit:
(6) Bv'a’t'+p—B1f+l 'a'r+p+l g'o'al'+l'+l fur: ‘ng

Da hiernach die links stehende Differenz stets positiv ausfillt, so
nehmen die positiven Zahlen B,-a,,, 6 mit wachsenden Werten von »
monoton ab, und man kann daher setzen:

@ lim B, -a,,, =,

wo « eine bestimmte Zahl > O bedeutet.?) Substituiert man jetzt in

1) Man kann diesem Kriterium (analog wie jedem Konvergenz- oder Divergens-
kriterium zweiter Art — vgl. § 47, S. 821, FuBnote 1) auch die Form geben:

a o
l_izg_(B,——B,H .——””i—l-) > 0: Konvergenas.
y->row a"+p

Die Richtigkeit dieser Behauptung wird am einfachsten erkaunt, wenn man aus
der obigen Ungleichung diejenigen Beziehungen ableitet, welche den im Text
mit (6)-~(9) bezeichneten entsprechen.

2) Man bemerke, daB Gl (7) keineswegs die FExistenz eines bestimmien positiven

a
Grenswertes von (B,- = _B
Byip+1
wenn dieser Ausdruck stets tber einer positiven Zahl bleibt, d. h. wenn sein unterer
Limes positiv ausfallt,

Y +1) bei v > 00 erheischt. Es gentigt schon,
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Ungl. (6) der Reihe nach v =m, m+1,..., (n—1), so folgt durch
Addition der betreffenden Ungleichungen:

(8) 9'Za’v+p§Bm'am+p—Bn'“n+p’

m+1

und hieraus fiir » —» oco:

(9) lim 2 a, <~ (B Uy, — ),
n->ow i1
godaB also >a, in der Tat als konvergent erkannt wird, —
An die aus Ungl. (J) allemal resultierende Existenz der Gleichung (7)
kntipfen wir noch die folgende Bemerkung. Nimmt man fiir B, eine Zahl
vom Charakter D,, so muf offenbar allemal « = O sein; denn die Be-

ziehung: lim D,-a,, =« >> 0 kann ja nur bestehen, wenn >a, diver-

v -> o

gtert. Somit ergibt sich:
Gentigen die Zahlen a, der Konvergenzbedingung:

(10) lim (D5 = Do) > 0,
so hat man stels:
(11) limD,.a,,  =0."
e X

Dagegen kann « von Null verschieden ansfallen, wenn fiir B, eine Zahl

vom Charakter C, gewii.hlt wird. (Beispiel: a,,, = l;, C,=v-(w+1).

Alsdann wird: C,- —C,  y=v+1) T '“) —@+1)-w+ )),,‘_il

v4p+1

also: lim C, - Yrip —C,,;=1, und andererseits: limC,-a,  =1).
I X a’v+;1+1 >

3. Verbindet man jetzt ferner das Konvergenskriterium (5) mit dem

Divergenzkriterium (1), so ergibt sich das folgende disjunktive Kriterium
cwester Art:

) . a < 0: Divergene
K lim (D, -—*2 D ,
(K,) _.l.m.( v v+ !) } > 0: Konvergenz.

> ® Ty tp+1

Die Auswahl der positiven Zahlen D, unterliegt dabei lediglich der Be-
schrinkung, daB >'D,~! divergieren muB. Auch ist wiederum ohne

1) Dieses Resultat bildet das Analogon und die Erglinzung zu dem in § 47,
Nr. 8 (8. 822, Gl (12a)—(18)) abgeleiteten.
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weiteres einleuchtend, daB man, von einem irgendwie fixierten D,
ausgehend, ein wirksameres Diver gen skriterium erbilt, wenn man
fur D, das reziprok genommene Glied D, einer passend gewdihlten,
schwiicher divergierenden Reihe substituiert (nimlich einer solchen, bei

der nicht allein D,”> D,, sondern auch, zum mindesten fiir jedes end-
D, D
liche v 2> n: —I')*,'—‘ > ""D"“)‘ Sodann léBt sich aber zeigen, daB durch

eine derartige Substitution, auch das betreffende Konvergenzkriterium
eine Verschirfung erfahrt.

Geht man nimlich auf die Konvergenckriterien in ihrer wurspriing-
lichen Form (1) zuriick, so ist zuniichst evident, daB dieselben wm so

wirksamer ausfallen, je schwdicher die beniitzte Vergleichsreihe >'C,~*
konvergiert. Driickt man hierauf, wie in Nr. 1 gelehrt wurde, die C,
durch die zugehdrigen M, bzw. D, aus, so entsprechen nach § 49, Nr. 2
(8. 332) den schwdcher konvergierenden Reihen 3 O, auch langsamer su-~
nehmende Zahlen M,. Da aber diese letzteren auch wiederum solehe D,
erzeugen, welche schwdcher divergierenden Reihen angehbren — vice versa —
so folgt schlieflich, daB die Einfuhrang solcher D, in die linke Seite der
Formel (K,) auch eine Verbesserung des betreffenden Konvergenskriteriums
bewirken muB.

Um zuniéchst ein Anfangskriterium zu gewinnen, setzen wir in (K,):

g 1

(12) D, = 5=

v v

und unterwerfen dabei die Jf, der Beschrinkung:
(13) M, ~>M,

(die wiederum nur ein AusschlieBen relativ unwirksamer Kriterien be-
deutet).!) Kihrt man sodann im Anschlusse an § 48, S. 328, Gl. (13)
statt D, der Reihe nach Ausdriicke von folgender Form ein:

L.(M,
A9 AW = L) D, (k=0,1,2,--),

1) Hierzu ist hinreichend (aber micht notwendig), daB:
D >D

p == v—-1?
eine Bedingung, die bei den iiblichen Kriterienskalen (s. Nr. 6) allemal erfiillt ist.
Denn man hat:
D M,_ 1 M,_ 2

v r

D, M, — M

14 y—~1
und daher, wenn man in dem Grenswertsatze § 37, S. 280, Gl. (18) a,=M, _,
Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 26
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und petzt zur Abkiirzung:

(15) 4@ —IL(M) D, ;- —L(M,,)- D,
v+p+1

so ergibt sich die Kriterienskala:

& dman| S0 Diees

k=0,1,2 -
e >0: Konvergenz,( ) 1,2)

zur Fortsetsung bzw. Verschirfung des Anfangskriteriums (K,).

4. Die Kriterien (K;) gestatten noch eine gewisse Umformung,
welche die beim Ubergange von (K,) zum ersten Kriterium (K,) oder
von irgendeinem Kriterium dieser Skala zum ndchstfolgenden zu erzielende
Art der Verschiirfung deutlicher erkennen liBt.

Bezeichnet man den zur Bildung des Kriteriums (K,) dienenden Aus-
druck mit [, sodaf} also:

(16) l,=2D '"“118“""D1+17

und vergleicht damit den aus Gl (15) fiir % == O resultierenden, nimlich:
(17) 1(0)=M'_D' E?Zi?_‘“MvH'DvH;

v+p+1
so folgt, wenn man Gl (16) mit M, multipliziert und von (17) sub-
trahiert:
11(0) - lev = (Mv+l_Mv) ) DV+1 =—1 (wegen: ])v+1 =
also:
(18) AO = —14+M]1,.
Darnach wird aber:

1

M, — Iilj)'

vl

r-rw v-»w r-p o VY@

oder in eine einzige Bezichung vereinigt:

(19) i._-il;l: AV(O) - 1 + l_!:n;l: 'M"ll"

V> > ®

wobei das Symbol lim so zu verstehen ist, daB auf beiden Seiten der

V= m

Gleichung entweder lim oder Iim zu nehmen ist.
r->a v-»x

substituiert:
M D
lim —271 = lim -,
Y o J-'[y "—')W‘Dy..l

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.
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Zur Ableitung des analogen Resultates fiir 2%+ (¥=0, 1,2, ...)
hat man nach (15):

AP w=a L (M) -D,- ——'i&—"LL( K D,

v+p +1

}'v(kﬂ) = L,,“(M,,) D, Drtn k+1(‘Z'I +1) Dv-l-l)

by pt1

und daber, wenn man die erste dieser Gleichungen mit lg,  , M, multi-
pliziert und von der zweiten subtrahiert, zunichst:

(20) l‘**‘)—lng]lT A0 =
— (g 1 M, v+1 ]gk-n L,(M, +1) I)
Da aber infolge der Bedingung M, >~ M, , (Gl (13)):

M, ,— M 1
1 M .~-l 11. o -l'+1 v
Bri1 My Bry1 4, L, (M, ) Llc( ver) Dy

(§ 38, Gl. (34)), so folgt aus (20), daB:

(21) lim 2,649 = — 1 + lim Ig, M, - 2,®.

> »«y"n
Mit Beniitzung der Relationen (19), (21) lassen sich also die Kriterien
der Skala (K;) auch auf die folgende Form bringen:

< 1: Divergenz,

V-, ®

(1) lim M, -1, {

> 1: Konvergenz
(L) ’
(2) i_.l—iljlgk +1 ]"{1' ' z’v(k)

vy

{r\" 1: Divergenz, (k=0,1,2, --)
. y 4 4 ’

Konvergenz,
wobei also die 1, 2.® durch GL (16), (15) definiert sind.

5. Uber die Stellung des Kriterinms (K,) zu dem ersten Kriterium
der Skala (K,) oder (L), sowie iiber dicjenige irgendeines Kriteriums der
Bkala (K,) oder (L) zum niichstfolgenden liBt sich auf Grund der Be-
ziehuugen (19) und (21) jetzt folgendes Aussagen:

Liefert das Fundamentalkriterium (K,) eine £ ntschezdung, d. h. ist

lim I, von Null verschieden oder sind lim I, und lim I, beide von Null ver-
L S &

sclieden und it gleichem Vorzeichen versehen, so wird nach Gl (19)

lim 4, wnendlich grof mit dem Vorzeichen von lim (,, gibt somit dieselbe
LS -

Entscheidung gleichsam in vergrofiertem Mapstabe.

Wenn dagegen das Kriterium (K;) versagt, so ergeben sich folgende
Maglichkeiten :
26"
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1) Es sind lim /, und lim I, beide von Null verschieden und mit ver-

v-rw ¥~ 0

schiedenen Vorceichen versehen. Alsdann folgt aus Gl (19), daB:

lim 2,® = — 00, lim 4, = 4 0o, d. h. es versagt auch das auf 1, be-
> ¥ oo

ziigliche Kriterium in analoger Weise. (niimlich wiederum noch in ver-
groflertem MaBstabe).
2) Es ist: liml, =0, bzw. einer der beiden Hauptlimites Em l,=0.

L X ¥v-»w

Alsdann kann offenbar, wie Gl (19) lehrt, lim 2, sehr wobl unzwei-
y-> o

deatig < 0 bzw. > O ausfallen und somit eine Entscheidung liefern: das
betreffende Kriterium stellt also eine wirkliche Verbesserung von (K,) dar.
Ein Versagen des auf 1, beztiglichen Kriteriums kann dann wiederum
nur in folgenden zwei Fillen stattfinden:
a) Es ist: lim M} <1 <lim M,l, also: lim 1,© <0, Lim 19 >0,
v-> o > Y>x Yo

d. h. das Kriterium Jim 4, versagt genau in derselben Weise,

v
wie das Kriterium ltl,qi I, im Falle 1).

b) Es ist: hm M [, :== 1, bzw, einer der beiden Hauptlimites
lim M,1, :: ; Alsdann wird: lim 4, = 0, bzw. einer der beiden
gatxptlimites lgn 2,0 =0, d.’;.“da.s Kriterium j}}% 2, versagt

genau in derselben Weise, wie das Kriterinm lim 7, im Falle 2).

Nun lehrt G1.(21), daB beim Ubergange von dem auf 1,® (k=0,1,2,-..)
beziiglichen Kriterium zu dem néchstfolgenden (d. h. auf A *+" beziig-
lichen) genau dieselben Eventualitiiten eintreten, wie heim Ubergange von
I, zu 9. Daraus ergibt sich also insbesondere, daB im Falle (2a) das

niichstfolgende Kriterium lim A () sicher versagt; daB dagegen im Falle (2b)

v-» o
dieses Kriterium eine Enfscheidung liefert, sofern nicht fir lim 1, die-

vr e

jenigen Eventualititen eintreten. die den Fillen (2a), (2b) entsprechen.
So fortschlieBend gelangt man 2lso zu den folgenden Ergebnissen:

I. Wenn dus Kriterium (K, ) oder irgendein Kriterium der Skala (K,)
eine Entscheidung liefert, so gilt das gleiche von jedem folgenden Kri-
terium.

IL. Versagt das Kriterium (K,) oder irgendein Kriterium von (K,)
in der Weise, daB die betreffenden Hauptlimites verschiedene Vorzeichen
besitzen; bzw. versagt irgendein Kriterium von (L) so, daB der wnfere
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Ismes <1, der obere > 1 ausfillt: so versagt auch jedes folgende Kri-
terium.

III. Versagt das Kriterium (K,) oder srgendein Kriterium von (K,)
in der Weise, daB die Null als Limes oder als einer der Hauptlimites auf-
tritt; bzw. versagt drgendein Kriterium von (L) in der Weise, daB der
betreffende Limes oder eimer der Hauptlimites = 1 wird: so liefert das
folgende Kriterium eine FEnischeidung, sofern nicht auch fiir dieses wie-

derum einer der Fille II, III eintritt.

6. Die spezielle Wahl: M, = v, also: D, =1, gibt wieder die su-
meist gebrduchlichen Kriterien sweiter Art. Aus (K,), (K,) resultiert auf
diese Weise:

& < 0: Divergenaz,
K, lim (%7 —1
(K,) ~l‘Ill“(" ) { > 0: Konvergenez.

vrw Y+ p41

< 0: Divergenz,
> 0: Konvergenz.

() mn(4@ wﬁﬂuﬂq@+4»{ (k=0,1,2,--).

Entsprechend ergibt sich aus der mit (K,) gleichwertigen Kriterien-
skala (L) — wenn man der Vollstindigkeit halber wiederum noch das
Kriterium (K,’) in entsprechender Umformung an die Spitze stellt:

(%) fim 72

> m v+p+1

a < 1: Divergens
1 lim AL S { ¢
@) ’ﬂv (“v+p+x ) > 1: Konvergens.

< 1: Divergenz,
> 1: Konvergens.

L {< 1: Divergenz,
> 1: Konvergena.

Wi
@) limlgy v (L) -2 — L +1))
@=ng~)

Das Kriterium (K,") bzw. (K,”) ist das Cauchysche Fundamental-
kriterium zweiter Art.!)

Das erste Kriterium der Skala (K;) bzw. das Kriterium (L, 1)
wird gewdhnlich als das Raabesche bezeichnet, wihrend die iibrige
Skala (K,) — abgesehen von einem unwesentlichen Unterschiede in der
Formulierung — von Bertrand herriihrt.

—

1) Man findet es gewdhnlich in der Form:

lim @y {> 1: Dsvergens,
< 1: Konvergenz,

v>o @,

und unter der uundtig einsohriinkenden Vorsussetzung, daB der fragliche Lsmes
Uberhaupt existiert.
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Aus der ohen angestellten Untersuchung tiber den Wert der allge-
meinen Kriterienskala (K,), (K,) bzw. (L) ergibt sich fir die praktische
Anwendung der vorstehenden Kriterien die folgende Regel.

Sind der obere und untere Limes von ( Yar 1) d.h. von (— S _ 1)

ar+p+l a‘V+l
von Null verschieden und mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftet, liegt
also der Quotient aﬁ”—, wie grofl auch » angenommen werde, um mehr
v41
als eine gewisse positive Zahl teils oberhalb, teils umterhald der Einheit,
80 versagt nicht bloB das Cauchysche Fundamentalkriterium, sondern
alle Kriterien der Skala (K,") bzw. (L"). Die Anwendung der letzteren

a,

kommt also éberhaupt nur in Frage, wenn lim -

Y a r->® Ty}l
limstes lim —~~ den Wert"1 hat.

yyro av+1

oder einer der Haupt-

Zur DPrifung der Reihe 'a, dient dann zuniichst das Raabesche
Kriterium (L', 1). Versagt dasselbe in der Weise, daB der betreffende
untere Limes <1, der obere > 1 ausfiillt, so versagen auch alle folgenden
Kriterien. Krscheint dagegen als Limes bzw. als einer der Hauwptlimites
der Wert 1, so hat man das erste Kriterium von (L', Z) zu Rate zu
ziehen, also:

< 1: Divergens,
>1: Konvergens.

©,2) Tmlgy (v~ — i D) |

Y- v+p+1

Es ist klar, in welcher Weise diese Betrachtungen fortzusetzen sind,
falls auch dieses letstere Kriterium versagen sollte. Wesentlich ist hierbei
die Erkenntnis, duB die weitere Fortsetzung des Verfahrens resultatlos
bleiben muB und daher aufzugeben ist, wenn fiir irgendeinen der zu pri-

fenden Ausdriicke: lg, ,» (L,,(u)- A, ?* (v + 1)) der untere Limes

av+p 1

< 1, der obere > 1 ausfillt.

§ 55. Anwendung der Kriterien zweiter Art zur Ableitung der
GauBschen Kriterien und deren Verallgemeinerung.

1. Die Beziehungen (K,”), (L, 1), (I, 2) erweisen sich fiir die Kon-
vergenzuntersuchung vieler in der Funktionenlehre hiufig vorkommender
Reihen als vollig ausreichend und kdunen u. a. mit Vorteil dazu beniitzt
werden, um diejenigen, fiir gewisse Anwendungen sehr bequemen Kri-
terien zu gewinnen, welche Gaufl gelegentlich seiner Untersuchung ttber
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die hypergeometrische Reihe auf umstindlicherem Wege abgeleitet hat.

@,

Dieselben bezichen sich auf solche Reihen, bei denen der Quotient
sich in die Form setzen lifit:
(1) a, A4 gm 4,

: - ‘Vm"*’ I‘lvﬂl*l_!’_Bz”‘ﬂl—z_*_'.._*_13".7

7+ 1

Ay 41
wo m eine gange positive, A eine beliebige positive Zahl bedeutet, wihrend
4,, 4, ---, B,, B,, --- beliebige positive oder negative Zahlen ein-
schlieBlich der Null vorstellen.?)

Schreibt man Gl (1) zunichst folgendermafien:
9 a, A FAr+P, A+AV PP
( a,,, Y+Br+¢Q, T 14 By Q!

wo also:

l P =4+ Agv '+ -+ A, v~ ™= und daher: lim P, = 4,,
3 L

( ) ‘ Qv“‘ ~B2 + BS”—I'{'""F Bm’/_(m“s) ” ” lim Qy""Ba,
so folgt zunichst:

(4) lim

Y- av+1

a,

-A4>0,

a
und hieraus erkennt man, daB der Quotient ;—"— schon von einer be-
v41

stimmten Slelle ab positiv ausfallen muB, die a, also gleiches Vorzeichen
besitzen, Wir kiinnen daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit a, >0
annehmen etwa fir » >n. Nach GL (4) hat man sodann:

5 .
®) | Konvergens, wenn: A > 1.

Tst nun gerade:
(6) A=1,

50 wird:

()

' Divergenz, wenn: A <1,

a, (4, — B1>"+ (P,—@Q,)
1’( ——1)—::11. ﬂ2+B1v+QV
4 =B)+P,—Q) v
14 By 4,0

“w-}-l

)

1) Es ist keine wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit, da8 wir der
Potenz »™ im Nenner den Koeffizienten 1 beigelegt haben. Wire derselbe nhmlich
von 1 verschieden, jedoch positiv, etwa == B, so kann man ihn durch Multiplikation
des Zihlers und Nenners mit% allemal auf 1 reduzieren.

2) Man bemerke, daB diesc Umformung ihren Sinn behdlt und die daran ge-
knipften Schltisse giltig bleiben, wenn speziell: 4, = B, = 0 sein sollte.
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und daher: .
(8) lim v( " 1) =4, — B,

vro Ny
sodaB sich mit Beniitzung des Kriteriums (L', 1), S. 385, ergibt:
© { Divergenz, falls: A =1, A, — B, <1,
) Konvergenz, falls: A =1, 4, — B >1

Ist nun wiederum:

(10) A, —B, =1,
80 wird:
a, (Pv"_'Qv"'Igl)'v_l—mQr'"“8
(11) v 1) = e,
und daher:
. lgv (P,—@Q,—B)—@Q,»'

, IR - . =0

(12) ylfllgy (1/ a,. (1 +1)) }T; v 1+Bl1'—l+Q',v_2 !

sodaB mit Beniitzung des Divergenzkriteriums (L', 2) die Reihe J'a, als
diwergent erkannt wird.
Betrachtet man z. B. die sogenannte hypergeometrische Reihe:

ﬁ wlet1)-f-BH1)

Ly, o+ yn ey Pt

fiir welche also:

¥t D@ty —1)- B4 BAr—1)
(13)  q, 1.2 .. v r+ ) -1
und daher:

-z,

S (v )
0 @+ B+ T @t prtap
(wo z eine positive, «, g, y beliebige reelle Zahlen mit Ausnahme der
gangen negativen bedeuten sollen?)), so folgt zunichst aus (5), daB die
Reihe divergiert fir x > 1, konvergiert ftir z < 1.
Ist sodann z =1, 8o hat man hier: 4, = 1+ p, B, =« + f, und somit
wt die Relhe dwerjent, falls y < « + B, konvergent, falls p > o + ﬁ —

(14) B v+1)-r+9) 1

1) Wire némlich o == — o oder f=-—y (WO v eine natiirliche Zahl), so
wilrde aypo=0 (fir ¢ ==1,2,8,..); und wilre y = — », 80 wiirde im Nenner von
L (e==1,2,8,--.) die Null als Faktor auftreten, dic Reihe also sinnlos werden.
Sind im dbrigen die Zahlen «, @, y siimtlich oder rum Teil negativ, so werden
unter den Anfangegliedern der Reibe auch negative vorkommen. Da indessen die
Faktoren « + v, § + v, y } » von einer gewissen Stelle v = » ab siimtlich positiv
werden mfissen, so haben alle a, fiir ¥ >n dasselbe Vorgcichen, sodaB sich die
Reihe ¢m wesentlichen wié eine solche mit lauter positiven Gliedern verhalt (vgl.
§ 87, Nr. 1, 8. 401).
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2. Die oben filr den Fall der Beziehung (1) gewonnenen Kriterien
lassen sich noch in gewisser Weise verallgemeinern. Zunichst folgt aus (2)

ftir A=1, daB sich der Quotient %_ mit Hilfe einer identischen Un-

Q44
formung auch in die Form setzen laBt:
4,—B,  (P,—@Q,— 4B, + B!)— (4, — B)Q,

(16) =147 4 = - ,,:+ Bt e 1 ___’
oder anders geschrieben:
(16) av+1 =1 + +
wo:

k=A4, — B,
(a7 p P @— 4B + B — (4 —B)Q v

T —W"l 4 B v T F Qv !
also mit Beniitznng von Gl. (3):
(18) lim R, = 4, — By — A, B, + B*.

r-ro

Man erkennt nun ohne weiteres, dafl die oben gefundenen Divergenz-
und Konvergenzbedingungen ganz und gar nicht von der besonderen
Form des R, abhingen, sondern lediglich darauf beruhen, daB R, mit v
nicht ins Unendliche wiichst.

Betrachten wir also jetzt Reihen S'a,, fir welche der Quotient -~
Gyt1

sich in der Weise in die Form (16) setzen 1aBt, daB % eine beliebige
von v unabhingige, R, eine von v eventucll abhingige Zahl bedeutet

und lim R, < oo, s0 hat man zuniichst:
L X

(19) lim » (,_A“vl_ — 1) =k,

vrw Ry

sodaB die Reihe nach (9) divergiert, falls k << 1, konvergiert, falls k > 1.
Ist sodanu k& == 1, so wird:

{ e By 0.1
(20) vlﬁl;lgv(v- it 1) = lim = Blgr o,y
woraus dann wieder nach (12) die Divergenz von S 'a, resultiert.

Dem zuletzt betrachteten Reihentypus gehdren u. a. alle diejenigen

. . . a . .
Reihen an, bei denen sich --™ zum mindesten fiir v 2 n durch eine kon-
v+1

1) Es wilrde also fiir das fragliche Resultat auch schon susreichen, wenn nur:

v
R'<TE’.’.
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vergierende Lethe von der Form:

P L. by by by

(21) T I+ +5+5+

darstellen lafit, in welchem FKalle offenbar:

@2)  Ro=b 24 At=byt (bt 2 toe)

»?
Da, wie leicht zu sehen'), die Reihe (21) zum mindesten fir v > n+1

auch konvergent bleibt, wenn man die b, durch ihre absoluten Betrige
ersetzt, so hat man, wenn etwa:

1, ] | bg |
|5 +n+1 +(’n—}—1)’+'”=s

gesetzt wird, fir v >n+ 1:
N 1
I])'y—“bg[ <7 -8,

d. h.:
lim B, = b,.

r>m

Die Reihe >'a, divergiert also, falls b, <1, sie konvergiert, falls b, > 1.

§ 56. Uber die Tragweite der Kriterien zweiter Art und ihre
Beziehungen zu den Kriterien erster Art.

1. Wie bereits in § 47, Nr. 3 (S. 321) und Nr. 4 (S. 323) hervor-
gehoben wurde, liegt es in der Natur der Sache, daf8 die Tragweite irgend-
eines Kriteriums zweiter Art wesentlich geringer sein ma8,, als diejenige .
des entsprechenden Kriteriums e¢rster Art.

Hierzu mag zunichst in Hinsicht auf das Cauchysche Fundamental-
kriterium zweiter Art noch ausdriicklich bemerkt werden, da die Ezistene
eines bestimmten Grenzwertes lim 22 oder auch nur solcher Hauptlimites,

V> ow v
1) Man hat niimlich fir 1=1,2,3, ...

15, RIS
7= ()

b
also, da die Zahlen —I-—l—' infolge der fiir ¥ ==n bestehenden Konvergenz der Reihe (21)

F
n
eine endlichc obere Gremze G haben miissen, fir v >n -4 1:
) n 4
__.:_| <G- (.*_) ,
A n -+ 1

4
wo (ﬂ_’;_ 1) das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe ist.
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welche beide <1 bzw. beide > 1, durch die Konvergens bzw. Divergenz

der Reibe S'a, in keiner Weise préjudieiert wird. Dies geht wiederum mit
voller Evidenz schon daraus hervor, daB die Konvergens bzw. Divergenz

einer Reihe 3'a_ nicht alteriert wird, wenn man die Terme a, irgendwie
wmordnet oder mit ganz beliebigen positiven (nur im Falle der Konvergene
stets unter einer festen Schranke, im Falle der Divergens stets oberhalb
einer positiven Zahl bleibenden) Faktoren multipliziert: jede dieser Opera-
tionen liBt sich dann offenbar so einrichten, daB fiir die resultierende

Reihe Sa, die Quotienten ﬁu—*l (»=0,1,2,-..) den verschiedenartigsten
v ®© o
. . W
Gesetzen geliorchen. Bildet man z. B. aus der Reihe: Ev a, = Dva’, welche
0 0

fir « << 1 konvergiert, fiir « > 1 divergier!, eine neue Reihe Sla,', indem
d——
0
man jedes Glied von der Form ay,,, (4=0,1,2,..-) vor das entsprechende
Glied a,, setzt — eine Operation, die sich tbrigens durch die Formel
ausdriicken lift:
QU v Y -1\ o ’ - 1)
(1) it it vt -0 (also: @) = a*+ )
0 0
go ergibt sich:

~1)7+1
a’ av+1+( 1) '
i R—— TS RV
v )
a,’, a9+(~-l)
d. h.:
al a'
1+ 2442 s
’ - == ’ T = ’
922 %3241

sodaf also die Werte der Quotienten a::fl abwechselnd oberhalb und unter-

v

halb der Einheit liegen, gleichgiiltig ob a < 1 (Konvergenz) oder « > 1
(Divergenz).

Wendet man denselben UmordnungsprozeB auf die Reihe mit dem
allgemeinen Gliede o, = o«** an, fir welche:

a,
r+1 — a!v-}-l’
. v
und somit,
av-f-l

falls o« <1: lim-—"—==0 (Konvergens),

-» oo v

. av+1 '
falls «>1: lim--= = o0 (Divergensy,

v->» 00 4
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8o ergibt sich fir die resultierende Reihe Z:a,' nZa('+(-l)')’ :
0 o

’ av=+2v+1+2(V+1)~(—1)’“+1

41 2r(1-2. (= 1)) =3-(=1)* +1
..... i I ==
. AFE (1)1 ’
a', o
und daher:
al aq
JAEAY L gmta-t MAER  ge@ie s
L 7 O3241
a'
. . +1 4. .
Man erkennt hieraus, daB der Quotient ;, die Hauptlimites O und oo
v

besitzt, gleichgiiltig, ob a < 1 (Konvergens) oder « > 1 (Divergenz). Ob-

schon also — im Falle «<<1 — beim Ubergange von a,, zu a,,,, jedes-

mal eine so starke Zunahme erfolgt, daB der Quotient -ai‘,i"l mit 1 tber
21

alle Grenzen wichst, so st die betreffende Reihe nichtsdestoweniger kon-
vergent; und das analoge gilt im Divergenzfalle &> 1 beztiglich der Glieder-
abnahme.

2. Bei den eben betrachteten Beispielen findet immerhin eine be-
standig alternierende 4b- und Zunahme der Glieder statt. Es lassen sich
aber auch konvergente Reihen von der Beschaffenheit angeben, daf die

Stellen v, fiir welche der Quotient a;“ Jede noch so grofe Zahl Hber-

v

steigt, schlieflich immer zahlreicher werden, wihrend die Haufigkeit der
Stellen, an welchen eine (liederabnahme stattfindet, mit wachsendem v
unbegrenst abnimmt. Das analoge gilt wiederum mutatis mutandis fiir den
Divergenzfall.

Es werde gesetzt:

1
2 a, = =
@ R CE YRR (17 R Vi
wo [Vv] die groBte in /v enthaltene ganze Zahl bedeutet und das im

Nenner von a, stehende Produkt sich auf alle ganzen Zahlert von » bis
([¥v] + 1)* einschlieBlich erstrecken soll. Da nun:

hf"’}+ 1 >V’7x
Vvl +1)'>v, dh >v+1,

so erkennt man zunichst, daB:

also:

1
%S eFD
und somit S'a, konvergiert. Legt man v einen der Werte:
M2+, (A+1)—1 (A=1,2,3,-.)
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bei, so hat man wegen: i1 < v < (14 1)? durchweg:
[Vv] =14
und daher:
(33) a"'—v-(v-f-l)l-n(l-]-l)’ (fir: B<v<@A+1)).
Gehoren also v und (v + 1) beide der Zahlenreihe 4%, A*+1, ---, (A4 1)*—1
an, o wird:

1
(8b) Yt T GF DG T O G D

und somit:
) Sy

a,

Dagegen hat man fir: v = (1+1)*—1, v+ 1 = (1 4-1)3:
1

(5) H= @ =nag
1
a R (RS T E E e
una:
(6) __‘:’.i_l_a_.__ (l+1)’—:1 —_ v .
o, @+0'+1---0+2 @+ (+1]+2)

Der Quotient a;“ nimmt somit ,im allgemeinen” nach Gl (5) den

(schlieflich ber alle Grenzem wachsenden) Wert v an, nimlich mit ein-
siger Ausnahme der offenbar in immer groBeren Abstinden auftretenden
Stellen: » = (1+1)*—1 (A==1,2,3,---), wo also (v + 1) eine Quadrat-
2ahl ist.

Betrachtet man statt der Reihe 2 a, die Reihe 2%— , 50 hat man

offenbar eine divergenfe Reihe mit den enisprechenden Eigentiimlichkeiten,
d. h. der betreffende Quotient nimmt hieér ,im allgemesnen* den mit wach-

sendem v beliebig klein werdenden Wert -—l‘-,- an, wihrend die nur vereinselt

suftretenden Stellen, bei welchen eine Gliedersunahme stattfindet, immer
seltener werden.

3. Um die Beziehung zwischen den Cauchyschen Fundamental-
kriterien erster und swester Art (§ 50, 8. 341, Formel (D) und § 54,
8. 385, Formel (K,”) und FuBnote) festzustellen, beweisen wir zunichst
den folgenden (in der Hauptsache von Cauchy herrithrenden) Satz:

Ist 120 der untere, L < oo der obere Limes von Srat

«,

fiir v—» 00, s0 ist der untere Limes von Va, mindestens = I,
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der obere hichstens = L. Ist also insbesondere | = L, also
lim 2*! — L, so wird auch lim Va, = L.

> v vy o

Beweis. Wir setzen zuniichst ! als positiv (also von Null verschieden),
L als endlich voraus. Alsdann 148t sich einer beliebig kletn (insbeson-
dere <[) anzunehmenden positiven Zahl ¢ eine positive ganze Zahl m so
zuordnen, daf:

) l—-£< <L+s fir v > m.

Ist sodann » eine positive ganze Zahl > m, und setzt man in Ungl. (7)
der Reihe nach v =m, (m+1), -, (n—1), so folgt durch Multipli-
kation der resultierenden Ungleichungen:

(= op=m <22 < (Lt o,

also, wenn man diese Ungleichung mit a, multipliziert und in die
—:T“ Potenz erhebt:

C) i—e) * a" \’V—<(L+f)
LéBt man jetzt » ins Unendliche wachsen, so folgt, wegen:
1

lim (I—e) " =1, lm(L+e) " =1, lmay=1

e %> a0

(s. § 30 am Ende, S. 186) zunichst:
l—e<lmVa, <L+,

n-»a

und da & beliebig klein gemacht werden kann, schlieBlich:

(9) !<limVa, < L.

1&~)G

In Worten: Das Grenzintervall von Va_ kanu niemals iiber dasjenige
a
von =X hinausragen (wohl aber enger sein). Ist nun speziell I = L, so

folgt aus Ungl. (9), daB auch:

(10) L= lim Va, - L,

d. h. man hat allemal:

(11) lim Va, = lim 2241,
n>om a>m Uy

wenn dieser lefstere Grenzwert existiert (die Werte O und oo vorliufig
noch ausgeschlossen) — aber nicht umgekehrt (Beispiel s. Nr. 4).
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Ist jetzt I = O bzw. L = 0o, so bleibt Ungl. (9) offenbar gleichfalls
in Kraft) solange ! und L verschieden sind, da ja der uniere Limes

a
1 . o .
von ';" mindestens = 0, der olere hichstens == oo ist.

Hat man dagegen ! = L =0, so tritt an die Stelle der Ungleichung (7)
eine von der Form:
By 41

0<
und daher an die Stelle von Ungl. (8) die folgende:

<& fir: v 2 m,

-7 1
0<Va,<e *-ar,
woraus dann analog wie oben:
(12) lim Va, =0 (= lim ,.m)

n->rw n-» N %
resultiert.

b
Ist schlieBlich I = L = oo, g0 hat man: lim =+

5 =0, wenn b, =
gesetzt wird; und somit nach Gl (12):

Ql;—s

<

n-»P n

0 = lim Vb, = lim -
o ¥ 0n ,.‘I‘;V—
also:

(13) lim Va, = oo (= lim 21,

n-»»

Hiermit ist der ohen ausgesprochene Satz ohne jede Einschriinkung
bewiesen.

4. Das in GL (11), (12), (13) enthaltene Resultat kann zuweilen mit
Vorteil dazu verwendet werden, um den Grenzwert von Vp, fiir v — 0o

. Py, . . .
zu berechnen, wenn derjenige von -;L leichter zu ermitteln ist. So findet
man jetzt z. B, aus: '

lim ("+,,,1) =1 (mz0), llm(v+1)' = 00

Y>> ¥ w

ohne weiteres:
(14) lim Y/»" = 1%), lim }»!= oo.
¥ ->® L X- ]

Als Beispiel dafiir, daB diese SchluBweise, wie oben im AnschluB
an Gl (11) bemerkt wurde, nicht umkehrbar ist, betrachte man die Aus-
driicke:

(15) p= vV, g= (ZEEYY

v

1) Vgl § a7, Nr. 8, 8. 230, Fubn. 1,
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Hier wird:
I (8) limVp, =1 (da nach.(14): lim V¥ = lim V=1 = 1),
(16) v-:bw . > w® -r ™
‘l () limygq, =1,
- w
dagegen:

R a1
p and '(_.. Y - (" v+ l)) ’
14

und dieser Ausdruck hat fir ¥ — oo den Grenzwert 0 oder oo, je nach-
dem v gerade oder ungerade. Man hat somit:
(1) lim Poes ﬁ“ﬁﬂ’_t! = 00.

Y
v-»om 14 ¥-> o 1 4

Andererseits besitzt .y
= (1+57)

bei geraden Werten von » filr » — 0o den Grenzwert ¢, bei ungeraden
den Grenzwert e~ !, sodal also:

(18) lim = LLZ2 . :, , lim 2.2 R S
7 m 14 > v
Die Anwendung des in Nr. 3 bewiesenen Satzes auf die Cauchy-
schen Fundamentalkriterien ergibt offenbar das folgende Resultat:
Liefert das Fundamentalkriterium swester Art begiiglich der
Reihe J'a, eine Entscheidung, oder versagt es in der Weise, dap
der Grenswert 1 zum Vorschein kommt, so gilt das gleiche von
dem Kriterium erster Art.
Dagegen kann das lelstere noch eine Entscheidung liefern,
wenn das eystere in der Weise versagt, daf:
lim ——'—+—l <1, dagegen: llm —tﬂ =219

> x» 1

Man betrachte z. B. die in Nr. 1 durch Umordnung der Reihen

2«', 2«"’ gebildeten Reihen: Z— ar+ 17, 2 av+=9"" " welche
v ] 0 0

offenbar auf das Cauchysche Kriterium erster Art reagieren, withrend

1) Das Gleichheitszeichen soll dabei natlirlich nur flir eine der beidem Be-
zichungen gelten, da ja andernfalls:

Tim ! 4 b lim ey,

yr o @, r>e 6,
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dasjenige sweiter Art vollstindig versagt; ferner die Reihe mit dem all-
gemeinen Gliede: g, =p,- o’ = v~ ". o’. Hier wird: lim ¥z, =« (G1.16a),
V- a

woraus die Konvergens der Reihe fir « < 1, die Divergens fir o > 1
resultiert. Dagegen hat man nach Gl (17):

a — |
lim - =0, Iim-—H =00,
¥-» oo L 4 VP rm v

sodaB also das Kriterium zweiter Art wieder vollstindig versagt.
Bei der Reihe mit dem allgemeinen Gliede: a,=q, o= ('-'.'f'_(‘_“_?):.a)'

»
hat man ebenfalls (nach G1.(16b)): lim a, = «, also Konvergens fir a < 1,

> oo

Divergenz fir > 1. Andererseits wird nach Gl (18):

a o — G
. 1 ; 1
im 5 e, lim -2 = ¢t q,
A / } e
r-row v v-row v

woraus nur soviel gefolgert werden kann, da8 die Reihe fiir ¢ < él-, kon-
vergiert, fir « > e* divergiert, wihrend fir solche Werte von a, welche
dem Intervalle ;l; < a < ¢* angehiren, das Verhalten der Reihe frag-
lich bleibt.

5. Eine ganz analoge Beziehung, wie die soeben fiir die Cauchy-
schen Fundamentalkriterien entwickelte, findet ganz allgemein zwischen

den disjunktiven Kriterien sweiter und den entsprechenden erster Art

statt.’) Setzt man, wie in § 54, S. 382, G] (16):

(19) l,=D,- *** _ D . wo: D -'=M,— M,_, (s.0.GL(12),
i ntp+1l

80 lautet das digjunktive Krilerium zweiter Art (a. a. O. Formel (K,)):

(20) lim &,

n-> o

{ < 0:  Divergens,

> Q: Konvergens.
Wird ferner gesetzt:

lg ———— — lg e
, a, D, a, . -
(21 k, = M:” -~ 22 (wo speziell: Dy~t'=M,),

80 hat man als digjunktives Kriterium erster Art (§ 50, S. 338,
Formel (K)):

2 lim
(22) n‘:% a > 0: Konvergens.

< 0: Divergens,

1) Uber die Beziebung der Kriterien sweiter Art zu der Grenzwertform der Kri-
terion esster Art s. die Bemerkungen in § 47, Nr. 8 (S. 822) und § 54. Nr. 2 (8. 879).
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 2. Aufl, 27
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Es soll nun gezeigt. werden, daB das Grenzintervall von k, niemals
iber dasjenige von [, hinausragen kann, und daB daher insbesondere
lim k, = lim /, wird, falls der lefsiere Grenzwert existiert.

n"-po n oo

Dabei konnen wir uns auf den Fall lim ), = oo beschriinken, da
nyoo

die Annahme eines endlichen lim 1),, wobei man offenbar ohne Beschrin-

n-»oo

kung der Allgemeinheit lim D, = 1 setzen kann, auf den zuvor behan-

delten Fall der Cauchyschen Fundamentalkriterien fithrt. (Die Annahme,
daB lim D, = 0 oder daf dieser Grenzwert iiberhaupt nicht existiert,
n >
bietet filr die Kriterienbildung kein Interesse.)
Seien nun {, L die zuniichst als endlich angenommenen Hauptlimites
von I fiir » —» 00, so kann man jeder beliebig kleinen positiven Zahl &

eine positive ganze Zahl m so zuordnen, da8:

(28) l'—-€<I).,__’+p ~D, <L+ fir v=m

& ipi1
und auBerdem im Falle ] < O:
(24) ]) <1 fir v2>2m?')
v+1

Bringt man sodann Ungl. (23) auf die Form:

l—¢ D a

[t Y )
1 + Dv+l

(v 2m),

v+l av+p+l

so folgt, daB auch:

(25) lg( +D )<]gn 1 8y sp <]g(l+i;)—i—:—) (v = m).

rit v+p+l

Nun ist allgemein fiir « >~ 1 (§ 34, 8. 206, Ungl. (3)):

l-g—a~ <lg(l+ o) L «,
sodaB aus Ungl (25) die folgende resultiert:
l—¢
D, D,a, L4 |
(26) lt-l—e <lgy <5 (v>m).
1_}_ r+1 |+p+1 v+1
Dv’+l

1) Im Fallc L < 0 hat man, wegen 1 < L, stets: |1} 2 |L|, sodaB gleich-
t < 1 schon vou selbst such: ‘ l <1
Dr +1

zeitig mit:

i'+l
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Durch Substitution von v =m, m+1,.--, n —1 (wo n>m) und durch
Addition der betreffenden Ungleichungen findet man:

27) (l-—a)-Zp,-D“<lg hot_tu..o.2 ) "‘”’<(L+e)2D -1

m41 m+1
wo:
< 1 .
(28) Poyr = —7—» also: 3{:‘119, =1
D, s
Dividiert man die letzte Ungleichung noch durchZ D,~! und laBt
sodann » ins Unendliche wachsen, wobei offenbar: 0
2 Y p, D, ~21) Sl vD*l (§ 48, S. 325, Fubn. 2),
m+1 m+1
und:
D, a,. 1
lg_.m mte ]g S
e ° D D, D
fim ——2%+2  Jim J_;_.. Mt 4 fim —nntP

n-»00 - -1 n-»00 >, -1 n>w -1

so geht aus Ungl. (27) die folgende hervor:

l—-¢<lim — "+’SL+£,
n-yoo 2 D'__‘

0

und da ¢ beliebig klein gemacht werden kann, schlieBlich:

(29) 1<Tmb, < L.
n->w
Ist alwo speziell ! = L d. h. lim /, endlich und bestimmt (den Wert Null
n-poo

eingeschlossen), so wird:
(30) lim &k, == lim .

_>w n-poo
Ferner bleibt Ungl. (29) offenbar wieder ohne weiteres giiltig, wenn
1 == — 00, bzw. L == + oo, sofern nur [ und L verschieden sind.
27*
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Ist dagegen | = L =+ oo, so tritt an die Stelle der Ungl. (23) eine
von der Form:

a
D,

v+p+1

—D,., >4 fir: v2>m,

wo A eine beliebig grof vorzuschreibende positive Zahl bedeutet. Als-
dann folgt aber mit Hilfe der oben angewendeten SchluBweise, dab auch:

limk, > 4 d. h schlieBlich: = oo

n-oyrw

werden muB.

Das analoge ergibt sich im Falle ! = L =—o00. Die (leichung (30)
behilt somit auch ihre Giiltigkeit, falls lim I, = + oo.

n-»e

Da der zur Ableitung der Beziehungen (29), (30) angewendete
ProzeB wiederum nicht umkehrbar ist, so ergibt sich hiermach das fol-
gende Resultat:

Liefert das Kriterium zweiter Ari:

lim I = lim (D,, ute D,,H)
n>eo n-» 00 a, +p41

besiiglich der Reihe o, eine Entscheidung, oder versagt das-

selbe durch das Auftrelen des Grenswertes Null, so gilt das

gleiche von dem Kriterium erster Art:

Ig e
D a
hmk = Jim — Dutp,
L X n~» oo
>0

0

Dagegen kann das letetere eine Entscheidung liefern, wenn das
erstere in der Weise versagt, daf:
lim?, <0, liml >0%.

n ==
n-»wo n-re

1) Wobei selbstverstindlich das Zeichen = wiederum nur fiir eine der be-
treffenden Bedingungen in Betracht kommt.
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Kapitel IIL

Reihen mit positiven und negativen Gliedern.

§ 57. Absolute und nicht-absolute Konvergenz. — Riemanns Satz
iiber die Herstellung einer nicht-absolut konvergenten Reihe mit
gegebenen (Hliedern und heliebig vorgeschriebener Summe.

1. Die Untersuchung einer Reihe mif lauter negativen Gliedern (— a,),
wo aJso a, > 0, 1dBt sich vermdge der Beziehung:

ohne weiteres auf diejenige einer Reihe mit positiven Gliedern zuriick-
fiihren.") Inshesondere wird also auch eine solche Reihe immer nur konver-
gieren oder eigentlich divergieren (nimlich nach — oo). Und sie wird, falls
sie konvergiert, stets umbedingt konvergieren — auch in dem erweiterten

Sinne, daB die Reihensumme nicht geindert wird, wenn man 2 (—a,)in
]

eine endliche oder unendliche Anzahl von Partislreihen zerlegt und so-
dann die aus den Summen der letzteren gebildete Reihe summiert (§ 46,
Nr. 3, 8.312). Ebenso liBt sich auch der fiir ein sweifach- unendliches
Schema von positiven Gliedern a(" bewiesene Satz (§ 46, Nr. 4, 8. 817,
G1.(23)) ohne weiteres auf ein solches von lauter negativen Gliedern (—a)
tibertragen.

Auch eine Reihe mit posifiven und negativen Gliedern, bei welcher
entweder die negativen oder die positiven Glieder nur in endlicher Zahl
vorkommen, bietet nichts wesentlich neues: denn ihre Untersuchung 1iBt
sich nach Abtrennung einer gewissen endlichen Anzahl von Anfangsgliedern
auf diejenige einer Reihe mit lauter gleichbeseichneten, also schlieBlich mit
lauter positiven Gliedern zuriickfithren.

Sei jetzt aber eine Reihe S'u, vorgelegt, welche sowohl positive als
negative Glieder in unbegrenzter Anzahl enthélt. Werden alsdann die
positiven Glieder in derjenigen Reihenfolge, wie sie in der obigen Reihe
auftreten, mit a,, ay, a,, - - -, die negativen mit —b,, —b,, —by, - - - be-
zeichvet, und setzt man:

1 4

[ad [
(1) Zux_sv! 2‘“1.“1;” be"Bn'
0 1

1

1) Fir den Fall der Konvergenz s. § 44, S. 802, Gl. (83).
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850 wird:

(2) 8, = Am, - Bn,, ’

wenn m, die Anzahl der positiven, n, diejenige der negativen Glieder
bedeutet, welche in s, vorkommen. LaBt man jetzt v, also auch m,, n,
iiber alle Grenzen wachsen, so folgt:

®) im s, = im (4, —B,).

;-)ao >0

Es kinnen nun die folgenden drei wesentlich verschiedenen Yiille
eintreten: .

I Die Reihen D'a,, 3'b, sind beide konvergent, sodaB man setzen
kann:

I N ,
(4a) xa, =lim4, =4, 2b,=lim B, = B.
21/ v->0 21{ y-»> 2
Alsdann geht Gl (3) in die folgende iiber:
(4b) lims, == 4-- B,

d. h. die vorgelegte Reihe S'u_ ist in diesem Falle konvergent und ihre

Summe ist gleich der Summe aus: 2«1,, und 2«(—— b,).
1

1
Dabei liBt sich die Bedingung, daB S'a,, Db, einzeln konvergieren
gollen, noch durch eine etwas einfachere ersetzen. Die aus den absoluten
Betrigen der Glieder u, gebildete Reihe 3'|u | enthilt offenbar genau

dieselben Glieder, wie die beiden Reihen Sa,, 3'b, zusammen, sie kon-
vergiert daher sicher, wenn jene beiden Reihen konvergieren. Und umge-

kehrt: wenn > |u, | konvergiert, so muB auch jede der Reihen 2a,> b,

als eine aus der Reihe N'|u,| (mit lauter positiven Gliedern) heraus-
gehobene Partialreihe konvergicren. Somit gilt der Sata:

Eine Reihe mit positiven und negativen Gliedern ist sicher
konvergent, wenn die Reihe der absoluten Betrige konvergiert.

Eine Reibe, fiir welche diese Voraussetzung zutrifft, soll absolut
konvergent heiBen.

1L. Konvergiert nur eine der beiden Reihen S'a, 3%, so lehrt
Gl (8), daB Su, divergieren muB und zwar ,eigentlich, nimlich nach
+ 00, wenn J'a, divergiert, nach — oo, wenn ', divergiert.
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II1. Divergieren die beiden Reihen Sa,, >b,, hat man also:

X)) s Y

lim A4, =o0, limB, = oo,
v >o 4 3o

so 18Bt sich im allgemeinen aus Gl. (3) zuniichst kein bestimmter SchluB
auf die Beschaffenheit von lim s, ziehen. Nur in dem Falle, daB lim |u, |

*->» 00 ®>c
bzw. lim |u, | von Null verschieden ist, erkennt man nach dem frither

x-»oo

gesagten (s. § 44, Nr. 4, 8. 299) ohne ‘weiteres, daB S'u, divergicren muB.
Ist dagegen limu, =0, so 1iBt sich zeigen, daB D'u, je nach der Anord-

x>0
nung der Glieder sowohl konvergieren, als auch cigentlich divergieren oder
oszillicyen kann.
2. Hierzu beweisen wir zunichst den folgenden von Riemann her-
rithrenden Satz:

Hat man zwet unbegrenzic Folgen positiver Zahlen (a,), (b,)
von der Beschaffenhett, daf lim a, =lim b, =0 ist und die Rethen

X ¥ o0 ¥ -» 00
2a,, b, divergieren, so lassen sich die Zahlen a,, a,, ag, - - -
und —b,, —by, —by, - - - derartig in eine unendliche Rethe an-
ordnen, daf} dieselbe konvergiert und eine vorgeschriebene Summe s
besitat.

Beweis. Es sei — um irgendeine Festsetzung zu treffen — die imx

iibrigen beliebig vorzuschreibende Summe s etwa > O gew#hlt. Alsdann
entnehme man der Folge der a, zuniichst so viele Glieder a,, ay,--, @, ,
daB deren Summe die Zahl s gerade tibersteigt (was infolge der Divergens
von > a, stets moglich ist), aber bei Weglassung des letzten Summan-
den a, die Zahl s hichstens erreichen wiirde, sodaB also:
a,t+ag+--ta, >s, “x+“:+"'+am,—1§s

oder, wenn zur Abk{rzung:

(5) 4 +dy + o+ A, =0
gesetzt wird:
® 6, >s>6,—a,.

Nun fiige man zu g, so viele negative Glieder —b,, — b,, - - -, — 1, , daB

", ?
die jetzt entstehende Summe:
(M 0 =6, —b —by—---—b,

gerade noch unter s herabsinkt, aber bei Weglassung des letzten nega-

tiven Qliedes (—b,) die Zahl s cum mindesien noch erreichen wtrde,
sodaB also:

(®) 6 <sZo +b,.



404  Abschuitt II. Kap. IT1I. Reihen mit positiven und negativen Gliedern. Nr. 2.

Jetzt bilde man wiederum aus o6,” durch Hinzufiigang weiterer positiver
Glieder eine Summe:

(9) 0y == 61'+a'm,+l ta, gt +a,

von der Art, daB 5, die Zahl s diberstcigt, aber bei Weglassung des let2ten
Gliedes «,, sio hichstens erreichen wiirde, also:

(10) G, >822 06; — a,,

und hierauf durch Hinzufigung weiterer negativer Glieder eine Sunrme:
(11) g =6, —b, 1 —b, .3— - —b,,

sodaB:

(12) o, <s<6) +10,.

Fihrt man in dieser Weise fort, so gelangt man einmal zu einer
aus m, positiven Gliedern (o, @y, -, a, ) und n,_, negativen Gliedern
(—by, — by, -+, b, ) bestehenden Summe @,, welche nach Analogie

V-1’

von Ungl. (6) und (10) der Bedingung genligt:

(13) 6,>s=20,—a,,
oder anders geschrieben:
(133) 0< 6, —S :(—_\:. a3

desgleichen zu einer aus m, positiven und n, negativen Gliedern bestehen-
den Summe ¢,’, sodaB:

(14) o, <s<o, +b,,
oder anders geschrieben:
(148) 0<s~0,/50, .

Infolge der Voraussetzung lim a, = lim b, = 0 laBt sich aber jeder
x-» 00 x-yoo

beliebig kleinen positiven Zahl & eive positive ganze Zahl m so zu-
ordnen, daB:

m, | .
a, <é& b, <& falls: T >m,
: n [ =

14

sodaB dann gleichzeitig nach Ungl. (13a), (144a):
(1) 0<e,—-35<¢, O0<s—0,/<¢

wird, woraus zuniichst soviel hervorgeht, daB bei unbegrenzter Iort-
setzung des angezeigten Verfahrens die besonderen mit o,, o," bezeich-
neten Summen, fiir » —» oo gegen den Grenzwert s konvergieren.

Bezeichnet man jetzt allgemein mit s, die Summe der ersten u Glieder
der durch obiges Verfahren erzeugten Reihe, so wird, wenn s, mit einem
negativen Gliede schlieBt und etwa:

mv+”’y-—l<y§mv+”vl
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8, den Bedingungen geniigen:
(16) 6,>s,26,.
SchlieBt dagegen s, mit einem positiven Gliede und hat man:

mv + nv <"'§ ’nv+l + ”‘r)

8o wird:
(17) Gr’<s,u-g 61'-}-17
sodaB sich allgemein ergibt:
lim o,
18 l. - > o —. 1
(18) ot ' lim a,'} 5
L4 2

Zugleich ist ohne weiteres klar, wie das betreffende Verfahren zu modi-
fizieren ist, falls etwa s < O vorgeschrieben worden wire.

3. Der eben bewiesene Satz ist noch insofern einer Erweiterung
fihig, als man durch passende Anordnung der Glieder (a,), (—b,) auch
erzielen kann, daB s, fiir u — oo zwischen irgendzwei vorgeschriebenen
Zahlen I, L oszilliert oder auch nach + oo bzw. — oo divergiert.

Sei etwa die als oberer Limes von s, vorgelegte Zahl L >0, so hat
man offenbar, um das gewiinschte Resultat zu erzielen, mit Beibehaltung
der in Nr. 2 gebrauchten Bezeichnung nur so zu verfahren, daB (siehe
Ungl. (13) und (14)):

61>L26|'~am,,’ dv,<l§671+bu’7
worauf dann:

lims, =L, lims, =1
>0 fe~Poa

wird. (Analog fiir den Fall L <0.)

Soll ferner lim s, = 4 oo werden, so nehme man eine Reihe wach-
M@

sender positiver Zahlen M,, My, ---, M, - - - so an, daB lim M, = .

> rw
Modifiziert man sodann das in Nr. 2 angegebene Verfahren in der
Weise, daB:

v’

V==

o, > Mr g g, — am, H 61’ < M < dvl + bn,, )

1) Der Inhalt dieser letzten Betrachtung li8t sich auch folgendermaBen for-
mulieren, Man hat offenbar:

lim 8, = limo,, lims ==limo,

> v-»o0 pMro V-»e

und daher, wegen:
lim ¢, = lim 0, = s,
v-»» >

schlieBlich auch:

lim 8, = s.
M-»a"
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so wird offenbar:
lim ¢, = lim 6, = + o0
> ® y-> o

und sodann auch allgemein:

lim 8, = + oc.
e 2

(Analog fiir den Fall lim 5, = — o00.)

>

§ H8. Bedingte und unhedingte Konvergenz. —
Zusammenfallen von absoluter und unbedingter Konvergenz. —
Summen unendlich vieler absolut konvergenter Reihen. —
Multiplikation absolut konvergenter Reihen.

1. Eine Reihe von Gliedern u,, deren absolute Betrdge eine divergente
Reihe bilden, soll absolut divergemt heifen. Aus dem Satze von Nr. 2
des vorigen Paragraphen (8. 403) folgt alsdann, daB eine solche keines-
falls absolut konvergente Reihe immerhin noch konvergieren kann, falls

lim %, = 0 ist, daB aber in diesem Falle der Wert ihrer Summe und die
V> ®

Konvergene selbst wesentlich von der Anordnung der Glieder abhingt,
Man nennt eine konvergierende Reihe dieser Art bedingt konvergent.
Verstebt man dagegen, wie schon in § 46, Nr. 2 (S. 311), unter einer

unbedingt konvergenten Reihe eine solche, welche unabhingig von der

Anordnung der Glieder gegen dicsclbe Summe konvergiert, so ergibt sich

aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen, daB die absolute Kon-

vergenz einer Reihe sicher eine motwendige Bedingung fir deren unbe-
dingte Konvergenz bildet. Wir zeigen, daB diese Bedingung sich zugleich
auch als hinreichend erweist.

Zuniichst erkeant man, daB die absolule Konvergenz einer Reihe
>u,, falls sie bei irgendeiner Anordnung der Glieder besteht, bei jeder
beliebigen Anordnung stattfinden muB, da ja nach § 46, Nr. 2 (8. 311)
die Konvergenz der Reihe >'|u,| durch Umordnung der Glieder nicht
gestort wird.

Ferner bemerke man: Ist die Reihe 3'u, absolut konvergent, so gilé
das von jeder herausgehobcnen Partialreihe (vgl. § 46, Nr. 3, 8. 312).

Es gilt aber auch das umgekehrte, nimlich: Konvergiert jede aus
der Reihe 3'u, herausgehobene Partialreihe, so konvergiert >u, absolut.

Denn auf Grund der obigen Voraussetzung muB insbesondere die
Reihe der positiven, wie diejenige der megativen Glieder konvergieren,
woraus dann unmittelbar die absolute Konvergenz von Su, hervorgeht.
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o

2. Um auch die Unverdnderlichkeit der Summe U = Dvu, unter der
0
Voraussetzung der absoluten Konvergenz dieser Reihe nachzuweisen,
setzen wir:
(1) uv = 8,"“,, + (1 - 81') : u’y 4
wo:

@

Alsdann wird:

3) jzt,,zzw,z&y-u,,+Zwl(1—e,)-uy,
0 0 0

d. h. die konvergente Reihe 3 u, wird in der Weise in die Summe zweier
konvergenter Reihen zerlegt, daB die erste alle positiven Terme u, und
im iibrigen an allen Stellen, fiir welche u, < 0, Nullen enthilt, wihrend
die zweite in analoger Weise aus allen negativen Termen w,, im iibrigen
aus Nullen besteht. Jede dieser beiden Reihen ist dann nach § 46, Nr, 2
(S.311) und § 57, Nr. 1 (8. 401) unbedingt konvergent.

Bezeichnet man jetzt mit (n,) irgendeine unbegrenzte Zahlenfolge,
welche durch Umordnung aus der Reibe aller méglichen Zahlen 0, 1,2, - -
hervorgegangen ist, so wird:

@ St =Se,u, + S-a) u,
0

0 0

&, =1, wemn: u, >0,
£, =0, wenn: u <0.

und, da nach dem eben gesagten die Summen der beiden rechts stehenden
Reihen von den entsprechenden in Gl (3) auftretenden nicht verschieden
sein konnen, so folgt, daB auch:

x o
®) Stu, = Shu,,
(1} 0

d. h.: Der Summenwert der vorgelegten absolut konvergenter Reihe ist von
der Anordnung der Glieder unabhdngig.

Hiermit ist aber die schlieBliche Identitit von absoluter und unbe-
dingter Konvergenz vollstindig erwiesen. Zugleich ergibt sich, daB man
den Begriff der unbedingten Konvergenz noch etwas weiter fassen kann,
als oben in Nr. 1 geschehen, nimlich in der Weise, daBl man eine Reihe
dann unbedingt konvergent nennt, wenn sie unabhdngig von der Anord-
nung der Glieder konvergiert (also ohne den Zusatz: gegen dieselbe Summe).
Denn aus dieser Voraussetzung wiirde schon folgen, daB sie absolut kon-



408 Abschnitt II. Kap. III. Reihen mit positiven und negativen Gliedern. Nr. 8.

vergieren muB: andernfalls lieBe sie sich ja nach dem erweiterten Riemann-
schen Satze (Nr. 3 des vorigen Paragraphen) durch Umordnung auch
divergent machen, Aus dem Umstande, daB die Reihe absolut konvergiert,
ergibt sich dann aber ohne weiteres die Unverinderlichkeit ihrer Summe,
also die unbedingte Konvergens in dem fritheren engeren Sinne.

3. Der Satz von der Unverdnderlichkeit der Reihensumme bleibt aber,
geradeso wie bei konvergenten Reihen mit lauter positiven Gliedern auch

dann noch bestehen, wenn man die absolut konvergente Reihe V
eine unendliche Anzahl von Partialreihen: o

(uo(°)+u,(°)+---+u,5°)+---)
l + (uo(l) + ul(l) R o i S \
l_;_(uo(") - “1(”‘*""‘*‘“/5')‘*"”)
+ - . .

(6)

zerlegt und sodann die Summe der aus den einzelnen Partialreihen (Zeilen-
summen) bestehenden Reihe bildet, d. h. man hat:

o 3 ®
™ X 2w =
o o0 0

Aus der Voraussetzung folgt niimlich zuniichst, daB 2‘“’! kon-

. 0
vergiert, und daB daher nach dem Satze des § 46, Nr. 3 (8. 312):

®) 1955 ED

Es konvergsert somit jede Zeile des Schemas (6) absolut, und es konvergiert

die aus den Zeilensummen: Zy | uﬁ"’ gebildete Reihe. Da aber fiir jedes n:
0

(')

und daher auch:

©) |jt‘,§" <
0
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)
1, dh

so konvergiert gleichzeitig mit 2,2,’4“};’
0 0
schlieBlich, es konvergi&dﬁ (Zm‘ u’f')) absolut.*)
(1] (1]

Um noch die Giiltigkeit der Gleichung (7) nachzuweisen, fiihren wir
neben der Beziehung (1) die folgende, analog gebildete ein:

3] (v (v (¥) (»)
(10) w, =& w4+ (1—¢0) - u®,
wo:
[ 'f") =1, wenn: u(') >0,
(11) (v) (V)
l £, = 0, wenn: u, < 0.
Bildet man sodann die beiden Schemata:
- ug® 4 £,®. 4@ ... (1= &) t4y® 4 (1 — £,0) . 4, .
+ e ug® 6,0 W e (1 gg®) - y® (1 — W) W
+ . . . . . . . N . ‘y + . . . . . . . . . . . . °y

so enthillt das erste lauter Glieder > 0, néimlich alle diejenigen, welche

- J

die Reihez - u, (GL (‘3)) ausmachen, wihrend das zweite aus lauéer
Gliedern £ 0, niémlich den Gliedern der Reihe 2(1—-5) u, besteht.

Infolgedessen gelten aber die Beziehungen:
0

o

22 o) = 2 (1-e) -,

0

(12)

und hieraus folgt unmittelbar durch Addition, da8:

(13) izju,‘;" :;Z""; u, qed
0 0 0

1) Dabei sind also die Summen Ep u’(") fir v==0,1,2, .- als die einzelnen
[)

Glieder der in Frage stehenden Reihe sufsufassen.
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Sind solche Partiulreihen 2‘“}:} nur in endlicher Anzahl (n+ 1)
0
vorhanden, so findet man offenbar analog:

@ 3 Sh-3n
0 [} 0
SchlieBlich erkennt man noch, da8 auch jede Kolomwz u:,r) (»=0,1,2,.-.)
1]

des Schemas (6) absolut konvergiert, und daB sodann:

(16) i‘ﬂ Z%uy’ =ju
0 0 (1}

bzw., wenn nur (n + 1) Kolonnen vorhanden sind:

a0 3 S~ Sim.
0 0 0

4. Ist wiederum statt der einfach-unendlichen Reibe S'u, von vorn-
herein das zweifach-unendliche Schema (6) vorgelegt, so gilt der fol-
gende Satz:

Von den drei Gleichungen :

1 m, @ L -t © (Reihe der
(a) 2 (u° R I AL P ) U Diagonalen),
»_ (Reshe der
(17){ (b) Z 2 Zeilensummen),
SRS (Rethe der
(c) Zof Z v, =U Kolonnensummen)

(wo U eine endliche Zahl bedeutet) zieht jede eimzclne die
Existenz der beidem anderem mach. sich, sobald die in der
Voraussetzung auftretende Reihe bei Ven‘uuschunq der u") mat
thren ahsoluten DBetrdgen konvergent bleibt.

Beweis. Wird zuniichst die Giiltigkeit von GL (17a) und zugleich

®

die Konvergenz von: 2 (Jus] + |
0

gesetzt, mit anderen Worten: konvergiert die einfach-unendliche Reihe (174)

e [l 4] voraun
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absolut, auch wenn man die einzelnen Summanden u/f" als die Glieder der
Reihe auffaBt, so ergibt sich die Richtigkeit der Gleichungen (17b) und
(17c) ohne weiteres aus den Betrachtungen der vorigen Nummer, wenn

man die in Gl (17a) auftretende Reihe an die Stelle der dort mit Zvu,
bezeichneten setzt. )

Besteht dagegen G1. (17b) bzw. Gl (17¢) mit dem Zusatze, daB auch

3 S jus v 33
0 ] 0 0
einem fir Reihen mit lauter positiven Gliedern geltenden Satze (§ 46,

Nr. 4, 8. 317) die Konvergens der Reihe:

>

und somit die absolute Konvergenz der Reihe:

o

-1 1 0
P (e ),

0

uﬁf')' konvergiert, so folgt zunichst aus

*)
“o

+lul("l)i+"'_+

) +]u),

falls man die einzelnen Summanden u’f") als die Glieder der Reihe
auffaflt.

Alsdann ergibt sich aber wiederum aus den Betrachtungen der
vorigen Nummer, daB die Summe dieser letzteren Reihe mit jeder der
beiden Summen (17b) und (17¢) identisch sein muB, womit also der
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. —

Hebt man insbesondere dasjenige Resultat heraus, welches sich auf
das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (17b) und (17c) bezieht, so
erhdlt man den folgenden Satz, welcher gewdhnlich schlechthin als der
Cauchysche Doppelreihensats®) bezeichnet zu werden pflegt:

Konvergicren alle Zeilen des Schemas (6) und bilden die
Zeilensummen ene konvergente Reihe mit der Summe U, so
qilt das gleiche von den eingelnen Kolonnen und von der Reihe
der Kolonnensummen, sobald die Konvergenz der einselnen

1) Die Benennung ist in Wahrheit nicht korrekt: denn es handelt sich in
Gl (17b) (17¢) gar nicht um Doppelreihen in dem iiblichen und spiterhin (s. § 62,
Nr. 2) noch ausfibrlich zu erSrternden Sinne, vielmehr um solche Summations-
anordnungen der zweifach-unendlichen Zablenfolge (8), die wir passender als dte-
pierte Reihen bezeichnen. Da sich sber die obige Benennung des Lletreffenden
Satzes allgemein eingebiirgert hat, so wollon wir sie bei gelegentlicher Zitierung
desselben beibehalten. (Der Satz findet sich in Cauchys Analyse algfbrigue [1821],
p. 841 == Oenvres (), T. ITI, p. 444.)
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Zeilen und der aus den Zeilensummen gebildeten Reihe erhalten
bleibt, wenn man die “,(:) durch die absoluten Betrége ersetet.?)

5. Aus dem Hauptsatze der vorigen Nummer ergibt sich noch der
folgende auf die Multiplikation zweier absolut konvergenter Reihen be-
ziigliche, als ,,Cauchysche Multiplikationsregel“ bekannte Satz:

Sind die Reihen Zu = U und 21} =V absolut kon-
vergent, so gill fiir thr ProduLt die Bezwhwng

(18) U-V=-2;w,,, wo: w,=uyv, + v, + -+ u,_ 0 + 4,0,
0

und die Reithe der w, konvergiert absolut, auch wemn man deren
eingelne Bestandteile u, v,_ als Reihenglieder auffafpt.

My —
Bewels Blldet man diejenige Doppelreihe, welche aus (6) entsteht,
wenn man u == |u,v,| setzt, also:

[ty | + |ty 0g| 4 -+ - + Ju o)+ -

+ | uy0, | l’lulv,)—}— +|u"vx|+ .....

(19) + . e ) L
+ v, | + |, | + -+ |u, vH_ .....
e _—

so ergeben sich mit R(icksicht darauf, daB auf Grund der Voraussetzung
die Reihen \(u |, 2iv,| konvergieren, durch Summation der Zeslen die
Ausdriicke:

(;:‘I“,‘l)-lvo!, (.’?luyl)-lvd, (j«lu,‘)-lv.l,

0
und als Summe dieser letzteren Reihe:

(21“ )(Ziv')

Daraus folgt weiter, daB das Schema

Uolp + UpVp + - - -+ w09 + -
+ %0y + Uty + o b w0 e
(20) G e e e e e e
+ %o, + v, +---+uv, +-o
R R R

1) Dabéi steht es selbstverstindlich frei, bei der Formulierung des Satses
wleilen" und ,Kolonnen“ zu vertauschen.
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welches ja die Zeilensummen U-v,, U-v,, ---, U-v,, --- und als Summe
der aus diesen gebildeten Reihe das Resultat U -V liefert, seine Kon-
vergenzeigenschaften behilt, falls man jedes Glied u,v, durch seinen
absoluten Betrag ersetzt. Alsdann ergibt sich aber nach dem Satze der
vorigen Nummer unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung (18) durch
Summation nach Diagonalen.

§ 59. Kriterien fiir effektive, d. h. eventuell nur bedingte
Konvergenz. — Alternierende Reihen. — Abelsche Transformation
und darauf beruhende Konvergenzkriterien. — Dirichletsche

Reihen. — Ein Grenzwertsatz.

1. Wir wollen eine Reihe, von der nur soviel feststeht, daB sie iiber-
haupt konvergiert, als effektiv konvergent bezeichnen: eine solche Reihe
kann dann méglicherweise absolut divergent sein, sie braucht also nur
bedingt zu komvergieren.

Es entsteht nun die Frage: Gibt es allgemeine Kriterien, um die
effektive Konvergenz einer Reihe zu erkennen, falls deren absolute
Drivergenz bereits feststeht oder wenigstens ihre absolute Konvergenz
nicht ermittelt werden kann.

Diese Frage ist aber zu verneinen, und zwar nicht nur in dem Sinne,
daB es bisher nicht gélungen ist, Kriterien von ihnlicher Allgemeinheit
wie fiir absolute Konvergenz und Divergenz aufzufinden, sondern mit dem
ausdriicklichen Bemerken, daB diese Moglichkeit durch die Natur des
fraglichen Problems wohl als ausgeschlossen erscheinen diirfte.

Einige besondere Fille, in denen sich die effektive Konvergenz einer
(moglicherweise absolut divergenten) Reihe wirklich allemal feststellen
1at, sollen jetzt nither betrachtet werden.!)

2. Fiir sogenannte alfernierende Reihen, d. h. solche, deren Glieder
abwechselnd positive und negative Zahlen sind, gilt der folgende Satz:

It a,>a, ,>0, lima, =0, so konvergiert diec Reihe

r->o

21(— 1) - a,, also die Reihe:
0
@G — 8 +a—ay+---+ay, — g+

Beweis. Setzt man wiederum allgemeinzz (—1)-a,=s,, so wird:

(1 Simir ™ G — G + Gy — Gy + - Gy — Oy
= (ay—a,) + (ag—ay) + - - + (as-"‘at-n)-

1) Ein weiterer Fall, der an die Lehre von den unendlichen Produkten sn-
kntipft, findet sich § 85, Nr. 3.

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl, 238
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Da jede KlammergroBe > O ist, so erkennt man, daB s,, ., positiv ist
und mit wachsenden Werten von m niemals abrimmi. Insbesondere
hat man:

@) Somir 2 Qg — Gy

Bringt man sodann den Ausdruck (1) auf die Form:

3) Stmpr =G — (@, —0g) =+ — (g —Cgp) — Oy sy,
so folgt andererseits, daB fur jedes m:

(4) Sam+1 S -

Man hat also:

Gy — Oy S Sy i1 = Gy
und da s,,, ., monoton ist, so muB fir m -— oo ein bestimmter Grenz-
wert existieren, etwa:
(5) lim sy, ., =s (wo offenbar: ay—a, <5< a).
m->o

Da ferner:
Sym+1 ™ Sem — Bypmyp1s

so ergibt sich, daB auch:

(6) 11_:n Sy = hm 1 8340+ hm ) Gy gy = -3

wird, d. h. man hat allgemein:
) lims, =5, q.e d.?)

Nre

3. Hiarna.ch ist z. B. die harmonische Reihe mit alternierenden Vor-

zeichen Q:% konvergent und zwar bedingt, da Z :, divergiert.

1
ﬁbrigens kann man die Summe dieser Reihe mit Hilfe der frither ab-
geleiteten Beziehung (§ 34, GL (7) und (13)):

(8) tim (D35 —1gn) =7 (d b endlich und bestimme)
L 4 ) 1

1) Man kann mit Benfitzung des in Ungl. (2) und (4) enthaltenen Prinzipes
etwas klirser auch folgendermafen schliefien. Es ist:

Sypo &= (— 1)"+1(“u+1 — @t (- 1)('—1“”9)
und, de die KlammergroBe offenbar wesentlich poeitiv ist:
l .+Q—' """ “n+1 R/ TS ] + tre + (“' 1)0_1 aa+(; < LR

sodaB also | 8y 40— 8, | durch Wahl von n beliebig klein wird upd somit die be-
treffende Reihe konvergiert.
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leicht berechnen. Man findet nimlich durch identische Umformung:
1_ot
v "2 29
1
2m 1 m
1
- (SHtsem) = (Ft im0
1

1

v(__ 1)"-1

2m 2m
-
1

v
1

(wegen: lg 2m —1gm =1g 2) und hieraus fir m — oo :

oo

. (—1yr—1!
(9) 2 S =1g2. —
1

Die oben bewiesene Konvergenz der alternierenden Reihen ist be-
sonders geeignet, um erkennen zu lassen, daB das Maf der Glicderabnahme,
d. h. die Geschwindigkeit, mit welcher die absoluten Betriige der Glieder
bei wachsender Stellenzahl der Null zustreben, fiir das Zustandekommen
einer bedinglen Konvergenz ohne Belang ist. Denn die Reihe > (—1)a,
konvergiert, wie langsam auch die a, sbnehmen méiygen, sofern dies nur

tberhaupt smonoton geschicht (so ist z. B.z (T—;_l)_" konvergent). Dagegen
k v
ist gorade die Monotonie der Gliederabnahme fiir die Giiltigkeit des be-
treffenden Konvergenzsutzes unumgiinglich notwendig. Man darf also
nicht etwa — analog wie bei der absoluten Konvergenz — schlieBen, daB
gleichzeilig mit der Reihe 3 (—1)"- a, (wo: a,> @, 4y, lima, =0) auch
oo

die Reihe 3(— 1)*-b, konvergiert, sofern nur limn gz.,,, 1. Setzt man z. B.
f(h' l'r—t-l,?,}&)...: v ->oo ¥
(10) S E—
V7t 14(—1)
also fiir p=1,2,3 ...:

» . ,
(1) AR R S

Veuw—1" M yeuTi 4y’

so bat man lim 27w 1, wemn a, = ———. gesetzt wird, folglich die
v-pos Y Vr+1

Reibe >'(— 1)*=*.a, sicher konvergiert. N ichtsdestoweniger divergiert die
Reihe Y (—1)*=1.b,, denn es ergibt sich:

b — b = V2u+‘—-l/§_p;+2__
el (VA — 1) (Vee k14 1)

12) > : -
(12 Ve +T—-D)(VeBsF1+1)  u

28¢
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4. Ein itberaus brauchbares Hilfsmittel zur Abschitzung gewisser
Summen liefert eine von A bel herriithrende identische Umformung, welche
wir schlechthin als die Abelsche Transformation®) bezeichnen werden.
Setzt man:

(13) %+ +-to,=VV, (¥=01.n),
also:
(14) vy =V, v, =V, -V, _, (»=12,.-,m),
so wird:
Zurvv = “OVO +2ur . (Vv— Vr—l)
) 1
= uOVO + Vu'vVv —Zquv-—l
1 1

n ne—1
= : ;’qur - : ;’ ur-{-l Vv’
0 0

und es orgibt sich daher schlieBlich:

n n—1
(15) Zuvvr ==2:(“’& - uv+l) . Vw + unVn
0

0

als die oben gemeinte Transformationsformel.*)
Dieselbe kann offenbar unter Umstinden zur Beurteilung der Kon-

vergenz einer unendlichen Reihe von der Form Ev w,v, dienen®), wenn
0

1) Sie wird von anderen auch partielle Summattion genannt. In Wahrheit lassen
sich wohl alle bekannten Biitze iiber lediglich effektsve Konvergenz auf diese Trans-
formation zurickfithren. Dies gilt z. B. auch von dem Satze in Nr. 2 iiber alter-
nierende Reiben (vgl. Nr. 5).

" 8) Zuweilen ist es zweckmiiBig, der Gleichung (18) die folgende Form zu geben:
” n
%"“vvv—'—' vty = Uy ) Vy A Uy Vo
0
Dabei kann die (auf der linken Seite der Gleichung ja gar nicht vorkommende)
Zahl w,,, gane willkirlich angenommen werden, da die einzig damit behafteten
Glieder der rechten Beite, némlich —w,,,V, und 4 4,,,V, sich gegenseitig
aufheben.
8) Ist die Reihe 'v, absolut konvergent, so gilt das gleiche von der Reibe

Zu,v,, sofern die |u, | nur der Bedingung geniigen, unter einer endlichen Schranke
zu bleiben (vgl. 8. 818, Fufin. 1). Etwes analoges findet offenbar nicht mehr statt,
weon 3'v, nur bedingt konvergiert.
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die beiden rechts auftretenden Ausdriicke bhestimmte Grenzwerte fiir
% —> 0o besitzen. Alsdann wird:

oo

(16) 214‘,'0,, -=2v(u, —tu,q)-V, +limu -V,
0 0 n-»o

und man erkennt hieraus, daB die Reihe Zu,v, sicher konvergiert, wenn

bt 0
die Reihe D7 (u,—u,,,) - V, konvergiert und lim u," ¥, eine bestimmie
0

n-»o

Zahl (inkl. 0) vorstellt. Hierzu ist aber hinreichend:
1) DnBZ(u,~u, +1) absolut konvergiert und die absoluten Be-
0

trige der V, (v=0, 1,2, ...) stets unter einer endlichen Grenze
bleiben.

2) DaB auBerdem
entweder: (a) lim », = 0 (in welchem Falle dann die ¥, keiner

n >

weiteren Bedingung zu gemiigen brauchen),

lim %, »==u (d. h. von Null verschieden)
der:1) (b) ! *7%
oder:%) (b) | Jim ¥, =¥ (4 b. endlich inkl. Nudl)

(d. h. im Falle (b) muB die ReiheZv, geradezu konvergieren,
0

wihrend sie im Falle (a) auch innerhalb endlicher Grenzen oszil-

lieren darf).

1) Man bemerke, da8 in bezug auf lim u, infolge der Annahme 1) wirklich

”n > oo

stets einer von diesen besden Fillen eintreten muf. Da n#imlich:
n—1

2'(“r-"“v+l) == Uy — Uy,
0

80 erheigcht schon die effektive (also um so mehr die absolute) Konvergens der Reihe
[ J

v, —wu, ) die Existens eines bestimmien lim w,. Diese lotztere Bedingung
0 R~

ist dann umgekehrt auch hinreichend fir die effektive, aber noch nicht fir die

absolute Konvergenz von S (v, — 4, ).
0
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Im Falle (a) folgt dann aus Gl (16):

(173) 2“7”752(“1_uv+1)'i’v7
1] 0
im Falle (b):

(17b) 2“1”7 =2(ut’ - u’r+l) ’ 'Vv + u- V.

0 0

Dabei konvergiert die rechés stehende Reibe auf Grund der gemachten

Annahme absolut, also auch unbedingt, wihrend fiir die Reihe 2“’”"

(V]
aus GL (17a) oder (17b) lediglich die effektive (moglicherweise also nur
bedingte) Konvergenz tn der durch die Indizes vorgeschricbenen Anordnung
eraschlossen werden kann.
Man kann dieses Resultat zu dem folgenden Salze zusammeunfassen:

Ist 2 (%, — %, ) absolut und 2 v, effektiv konvergent, so
0 © 0
konvergicrt die Reihe 2u,v, sum mindesten in der durch die
0

Indizes vorgeschricbenen Anordnung. Dies gilt 1m Falle Ei-l:.u" =0
auch dann noch, wennj v, innerhalb endlicher Gryenzen oszilliert.

0
5. Die zur Giltigkeit dieses Satzes erforderliche Konvergenz der
Reihe 2""? |, —u, | ist sicher dann vorhanden, wenn die ﬁ, eine mono-
tone Foluge bilden und ‘l.l;n.: w, nicht unendlich 1st. Denn aus der letzteren

Annahme folgt zunichst die effektive Konvergenz vonZv (4, —u, ), und
1]

diese ist dann eo ipso eine absolute, da die Differenzen (w,—u, . ,) wegen
der Monotonie der u, durchweg >0 oder durchweg < 0 sind. Man ge-
winnt auf diese Weise den folgenden Spezialsatz:
Ist >rv, konvergent, so konvergiert Dvu,v,, wenn die
° -0

die Folge der u, monoton und lim u, nicht unendlich ist.

© r>e

Osuilliert Dsv, innerhald endlicher Gremegen, so konvergiert
0
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2 ,v,, wenn sur Monotonie der u, noch die Beangung lim u_ = 0

Y o

hmzukommt.

Man erkennt leicht, daB der in Nr. 2 bewiesene Satz iiber die Kon-
vergenz einer Reihe von der Form: 2( -1).a,, wo:a,2a, >0,
]

lim g, == O als spezieller Fall in dem zweiten Teile des eben ausge-
r-»ow

sprochenen Satzes enthalten ist. Man hat niimlich nur zu setzen: 4, =a,,

v, == (—1)”, wobei dann Zvv, in den Grenzen O und 1 oszilliert.

0

Zugleich aber gewinnt man auf dicsem Wege die folgende Verallge-
meinerung des Satzes von Nr. 2:

Ist a, 2a, >0, 'h_:x; a, == 0, m, beliekig ganezahlig, so
komiergiertz-! (=1)™. a,, wenn Zw} (—1)™ swischen endlichen
Grenzen oszguiert, d. h. falls die 5iﬁ"ermz awischen der Anzahl
der n i: (= 1)™ - a, enthaltenen positiven und negativen Glieder
fiir jedes moch so grofe n numerisch unter einer gewissen positiven

Zahl bleibt.?)

v-» 0

6. Wenn Z":‘“’ Uy i1 | konvergiert, so ist die Endlichkeit von lim ¥,
eine zwar hinrcico'hende aber keineswegs nolwendige Bedmgung fir die Kon-
vergmvonz (4, —u,,,)V,. Vielmehr: wie schwach auchz |u,—u%, .|
konvergieren mag, so gibt es ja stets noch schwdcher konvergzerende
Reihen, d. h. konvergente Reihen von der Form: 2 |w,—w, 41 V,,

0

wo: lim ¥, = + oo (§ 49, GL (9), 5. 332; GL (13), S. 333).

7=»

Hieraus folgt aber, daB die Transformationsgleichung (16) auch dann

noch zur ErschlieBung der Konvergens von Eu,v, dienen kann, wena
/]

1) Diese Bedingung ist hinreichend, aber noch keinesfalls notwendig (s. Nr. 6).
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2 v, zwar cigentlich divergiert oder innerhalb unendlicher Grenzen oszil-

o
liert, sofern nur lim : V, | lediglich in geeigneter Weise unendlich wird.

>
Wir wollen diese Eventualitiit fiir den Fall positiver, monofon gegen
Null konvergierender u, etwas niher untersuchen. Alsdann mag gesetzt
werden:
1

(18) 4, = 5

(wo M, wiederum die frithere typische Bedeutung hat, d. bh. M, < M, |,
lim M, = o0), sodaB Gl. (16) die folgende Form annimmt:

7-»®o

y 0, Y M, — M, N s
(19) 3»-7-7' Tz : . -r:tl———fmvmv‘. . V', -l-. llm Ut

Man kann nun hier zunichst eine sehr einfache und an die Glei-
chung (19) sich éuBerst bequem anschlieflende notwendige Bedingung fiir

die Konvergenz vonZ’v]—}"; angeben. Setzt man ndmlich in § 45, S. 309,
0

Gl (15): u, = jt')fv'," b, - M,, so ergibt sich die Beziechuung:

@0 lim 37, = 0

als noiwendige Bedingung fiir die Konvergenz von 2 1:% Darnach
findet man also mit Riicksicht auf Gl (19) zundchst folgendes:

Isthﬁ'—; iberhaupt konvergent und vy+v,+---+v,=V,,
Q9

so hat man allemal:

v M — M
21 _S_.’m',m e 2t Y.V
( ) - M' r+1'Mv v)

0

und die Konvergenz dieser letzteren Reihe zieht andererseits diejenige

]
v o
von Ev o nach sich.
o v

Nun konvergiert nach § 49, S. 333, Gl. (13) (wenn man daselbst v
durch » 4 1 ersetzt) die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:
Mv+ 1 Mv

o
Mv+ 1’ M,‘

fir jedes (noch so kleine) ¢ > 0.
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Daraus folgt weiter, daB auch noch die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

M
THL_ Y (g M)* fiir jedes (noch so groBe) p > 0

‘Mv +1 M?

konvergierf. Man erkennt dies unmittelbar, wenn man setzt:

M, ~ M, M, —M, (gM)
Loor =™ g ar)ye = . '(ls'})
Mv+1 M? M'+1'Mv ¢ Mr ¢

und beachtet, daB der letzte Faktor rechts fir ¥ — oc den Grenzwert 0

besitzt (s. § 38, 8. 240, G (2)). Bringt man also das allgemeine Glied der
in GL (21) rechts auftretenden Reihe auf die Form:

M= M L_M_ (g M) Yo
M, M M} P g M7 g M)P’
r+1 v r+1 v g v)

wo: 08 <1, p<oo,

so ergibt sich, daB die fragliche Reihe sicher konvergiert, wenn der letste
Faktor numerisch unter einer endlichen Grense bleibt, d. h. wenn:

5 ey |
@2) e }iﬂ agaryr <%
bei irgendeinem Werte # < 1 und p < c0.!) Man findet also den fol-
genden Satz:
Fiir die Konvergene der Rezhezv—’- bildet die Be-

ziehung (20) eine notwendige, die B('zwhung (22) eine hin-
reichende Bedingung. Ist die letstere erfillt, so konvergiert die

Reithv' 31 #wm mindesten in der durch die Indizes vorgeschric-
V]

benen Anordnung gegen dieselbe Summe, wie die unbedingt kon-

- M
v+1 v v
vergente Reduez oK, -V,

1. Schreibt man in dem eben gefundenen Resultate m® statt M,,
wo ¢ > 0 und m,, also auch me geradeso wie M, monoton ins Unend-

liche wiichst, so mmmt2 -~ die in zahlentheoretischen Untersuchungen
hiiufig vorkommende, gewohnhoh als Dirichleische Reihe bezeichnete Form

1) Man bemerke, da8 alsdann die notwendige Konvergensbedingung (20) ¢o pso
erfillt ist.
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Z * an. Die notwendige Konvergenzbedingung (20) geht alsdann un-

my
mittelbar in die folgende iiber:
(28) lim " =0,
) n-woo m,,"

die hinreichende (22) (wenn man beachtet, daB: (gm6)r = o* - (Igm )"
und die Bedingung (22) durch Multiplikation mit dem endlichen und vou
Null verschiedenen Faktor g2, nicht alteriert wird) in die folgende:

(24) lim |

e m) - (gm,)"
Hieraus folgt schlieBlich noch, daB die Reihe 2’:’3 bei jedem noch so
kleinen ¢ > O konvergiert, wenn die Bedingung (24) schon fir 2 = 0 er-
fullt ist; und daB das gleiche beziiglich der Reihe 2 m': " - gilt, wenn

< oo, wo: 0051 ==90<op.

die Bedingung (24) fiir 1= 1 besteht. Hiernach ergibt sich also noch der
folgende speziellere Satz:

Fir die Konvergens der Reihe 2 % bow. 2 H(’
jedem noch so kleinen Werte o > O «st hmrewheml dafl:
(25) lnm~¢l—~<oo bzw. hm——!‘L‘——<co,

n->w (lgm,)? n->e M, (1g my)P

und man hat sodann:

(26) 2' o (m -~ ) baw. 2,,.* - 2( i (,) v,

8. Als eine weitere ntitzliche Anwendung der Abelschen Transfor-
mation wollen wir noch den folgenden Grenzwertsatz beweisen:

Ist (a,) eine beliebige Zahlenfolge, S'd, eine divergente Reihe

mit postliven, niemals zunehmenden Gliedern mit dem Grenewert

‘I+l

Null, also:
d,>d,,, >0, limd, =0, 2 vd, = + 00,
vy

und setet man:

27 e, =4, Drd, =3, Drad, =5,
1 1 1

80 1st:

(28) lim 5% — lim 42
Ry N " -y i

falls der rechts stehende Gyemswert eine bestimmie Zahl ist.
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Beweis. Mit Beniitzung der Abelschen Transformation hat man
(s. S. 416, FuBn. 2):

(29) Su -'—'72 A1 (dv - dv-!—l) + 'A'u dn +1
1

und daher:
1
(30) T?,—:.- = e : ;’ Av(dv - dv+ 1) + '3_;' . Anle-l .
1

Ersetzt man in Gl (29) a, durch 1, also 4, durch v, so folgt:
(31} Sn= 'v(di'—d-r«)-l) + ndn+1 }'

1

L]

also:
8, —mnd, +1

_1,

21' v(d,—d,, )

1

und es geht die Gleichung (30), wenn man diesen Ausdruck dem ersten
(liede der rechten Seite als Faktor hinzufiigt, in die folgende iiber:

s 21 A,@, — dv_“) nd . 21 .A,(d,_ — d’,_,_ »)
k32) _;1 - 1 - . ; +1 1 - __ -';tl
n n
?'"(d" ~_d"+1) Zvv(dv_dt'-f-l)
.1

Um auf den rechts zweimal auftretenden Quotienten den Grenzwert-
satz III von § 37, Nr. 3 (S. 229) anwenden zu kinnen, hat man nur zu
zeigen, daB die im Nenner stehende, mit wachsendem 7 niemals ab-
nehmende positive Summe ftir # — oo selbst ins Unendliche wiichst.
Nun ist aber nach Gl. (31):

2 V(d’,—‘d,+1) =8, — ”dn +1 22 (dv—dn-b-l)}
1 1
also fir jedes m < n:

Z:V(d,-—d”_l) 22 (dv-dn-n) == S mdn+l
1 1

und daher (wegen: lim d, ,, = 0):

” >0

n

im >vv(d,—d,, ,)28,, dh =400,

n-»eo

da ja s, infolge der Divergenz von 'd, durch Wahl von m beliebig
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groB gemacht werden kann, Somit findet man mit Benfitzung des oben
erwilhnten Grenzwertsatzes:

'Ar(dv“dr )
(33) lim ‘E_m Y im A= ey

nre Svvd,—d,, )
1

sofern der letzte Grenzwert iiberhaupt existierf. Fillt derselbe liberdies
endlich aus, so verschwindet fiir n — oo das letzte Glied der rechten Seite

von Gl (32) (da ja 1%'!’9— < 1), und man findet somit, wie behauptet:
4
lim - = lim —*.
n-»® “n n->wo

e E S U T
nyw ”(dn"dn-rl) n->»c00 ’

- — Y

§ 60. Genauere Untersuchung der Wertveriinderungen
bedingt konvergenter Reihen.

1. Wie in § 57 gezeigt wurde, liBt sich jede bedingt konvergente
Reihe auffassen als hervorgegangen aus der Vereinigung zweier divergenter
Reihen >'a,, 3'(—b,); und umgekehrt kann man durch passende Ein-
schiebung der Zahlen —b,, —by, — by, - - - in die Reihe der Zahlen a,,
a,, Gy, - - - eine bedingt konvergente Reihe mit vorgeschriebener Summe oder
auch eine divergente Reihe erzeugen.

Um den EinflaB der Gliederanordnung auf die Summe einer solchen
Reibe etwas genauer festzustellen, wollen wir zun#ichst den besonderen
Fall betrachten, daB b, = a, (fir v=1,2,3, .-.).

Sei also: a,>0, lim a, =0 und 2(1, =00. Ordnet man zundchst
1

v >0
jedem positiven Gliede a, das entsprechende negative zu, d. h. bildet man
die Reihe:
4 —a+a-—a+---+a—a+- - ’

80 konvergiert dieselbe offenbar éegen den Wert O, in Zeichen:

) =1y R

oder anders geschrieben:

@ lim (Sa, ——2"%) =0 fir: v==v—1 und »' = .
1

<o o 1

1) Das Zeichen [x] bedeutet, wie schon bei fritherer Gelegenheit die grofite
ganze Zahl, die < 2.



Nr. 2. § 60. Wertverinderungen bedingt konvergenter Reihen. 425

Jetzt wilhle man zwei unbegrenzie Folgen bestindig wachsender natiir-
licher Zahlen (p,, p;, D5, ), (%, 7y, My, ---) und bilde aus den Gliedern
(a,), (—a,) — genau wie beim Beweise des Riemannschen Satzes in
§ 57, Nr. 2 (8S. 403) — die folgende unendliche Reihe:

h ny P Ny Py Ry
(3) Zax-z‘ax"l"zlax—zau"'"'+Z;ax—2a,+"’
1 1

htl n+1 Py—1+1 Ry—1+1

oder, indem man noch py =n, = O setzt, kiirzer geschrieben:

® Py fly N
@ 3( Se-3e)
1 Pr—1+1l  ny_;1+1 .
Bezeichnet man die Summe der ersten u (lieder (jeden einzelnen
Summanden + a, als ein Glied gerechnet) mit s,, so ist insbesondere:
Py

v
== Ena,,, wenn: p,>n,,

Py ny
ny+1
4) 8 4 = Exa, — Ex a, d. h .
1 1

= - Enax, wenn: p, < n,.
pyv+1
2. Angenommen, es sei nun:
(5) lims, ., =38 (wo s eine bestimmte Zahl),

v->oo

so folgt zunichst nur soviel, daB die Reihe (8) gegen die Summe s kon-
vergiert, weun man je eine Gruppe von Summanden:

Py—1+1 Ry—-1+1

als ein Glied der Reihe auffat. Dabei wird also:

éa,, ——éa,> =limA4 =0.

Pro141l  my_g 41 / vre

) lim (

r->®

Bedeutet dann u eine beliebige swischen p, _, +n,_, und p, + n, liegende
ganze Zahl, so hat man offenbar:

Py

s sPr—l+”V—! +zla"’

(8) s" Ppy-1+1

> s),-}-n, - 2”: ay,

Py—-1+1)
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und daher:

(9) lim s, =s,

falls: ’ ,

(10) lim xa, = (0.1
> w p,%l

Kommt also die Bedingung (10) noch zu der Bedingung (5) hinzu, so
konvergiert die Reihe (3) auch gegen die Summe s, wenn man die einzelnen
Summanden 4 a;als die Glieder der Reihe auffaBt.
"

Ist dagegen lim Dxa, ~ L, d.b. von Null verschieden (endlich oder
T pr+1
unendlich groB), so oseilliert die Reibe (3) in den Grenzen s und s + L.
Sie liBt sich dann aber zu einer komvergenten machen, wenn man noch
die Surmomanden + a, tnnerhalb der cinzelnen Gruppen A, in passender
Woeise anordnet. DaB dies allemal mdglich ist, zeigt eine gaunz analoge
Uberlegung, wie die beim Beweise des Riemannschen Satzes ange-
stellte, wenn man nur beriicksichtigt, daB lima, =0, lim 4, = 0. —

X =»0 y-»eo

Besteht andererseits keine Beziehung von der Form (5), d. h. ist ent-

weder ms,
V>0 v-»o0 r-ro

verschieden, so divergicrt offenbar die Reihe (3).
3. Die Summe bzw. die Konvergenz oder Divergens einer Reihe von
der Form (3) bingt also wesentlich ab von der Beschatfenheit eines ge-

=+ 00 oder sind lims, ,, und lims, , ~ voneinander

Pv Ty
wissen Partialrestes der divergenten Reile 3'a,, nimlich: Z:a, bzw.E a,
ny+ L pr+3
fir » —» co. Die Untersuchung solcher Partialreste ldBt sich aber
vielen Fillen mit Hilfe des folgenden Satzes vereinfachen:

Ist: a, >0, a > a,, so wird:

Pv 1 4%
i . Ql . W . \
(11) lim Zx a,’ = lim > a, (wo:p >n,limn =o0),
Y->oo A Ypm
ny+1 ny 41

1) Daraus folgt dann vermige der Beziehung (7), daB auch:

Ry
. QU
(10w) lim .:x a, = C
>
ny—-1+41

wird, und umgekehrt zieht auch diese letuterc Gleichung die Gleichung (10) nach
sich, Die Konvergenrbedingung (10) bzw. (10a) ist sicher allemal erfiillt, wenn jede
Gliedergruppe A, zum mindesten die eine Gattung von Gliedern (d. h. entweder
die positiven oder die negativen) in stets wnter einer festen Schramke bleibender An-
zahl eathiily.
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falls einer dieser Grenswerte einc bestimmte Zahl > 0 vorstellt
oder unendlich yrof8 wird.
Ist: a, >0, 0, <a,, so wird:

Py Py
(12) lim Dta,/ =0, folls: im Dra, < .
YR e+ (gl

Ist: a'> a,, so wird:

Py Py
. . LU . ‘
(13) lim Zx a, = 00, falls: lim Ex a, > 0.
rm ">
ny+1 "7+1
Beweis. Man hat: oy
Al
Py Py > 9 .2" Qs
, Ya, ny+1
3 = X '4
(14 o= 2 .
ny+ 1 ny +1

<Gv' 2 ;*(l,,
ny 41

wenn g, die kleinste, G, die grofte unter den Zahlen %-‘ flir x =n,+1,

n,+2, -, p, bedeutet. Ist nun a,’ > a,, so wird lim g, = lin G, = 1,
und daher: >0 v-> a0

Py 143
lim Dra’,=lim Dra, (GL AD).Y)
v -y oo n,+l 1 -»w ,""t
Ist ¢, < a,, so wird im G, = 0O und doher auch:
Py
lim Dia,/ =0 (Gl (12),
vy M4l
wenn :a, unter einer endlichen Zahl bleibt.
aptl

1) Man kaon dieser Gleichung auch die Form geben:

Vg Py

, N\ y
(118) dra, 2 Swa,.

ny+4+1 7y 1

Dies ist ohne weiteres klar, falls jene Grenzwerte endlich und von Null verschieden
ausfallen. Die Richtigkeit der Formel (11a) bleibt aber auch bestehen, falls jene
Grenzwerte verschwinden oder wnendlich groff werden, wie unmittelbar erkannt
wird, wesn man Ungl, (14) auf die Form bringt:

Py

nyz‘f‘:a’ {>9r
& l<e,

Sra,

ny 41
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Ist dagegen a, > a,, also lim g, = 00, 80 wird:

- rw

Py

lim Z-a,’ =00 (Gl (13)),
y>u -
Py
wenn Za':a, tber einer positiven Zahl bleibt.

ny+1

4. Der soeben bewiesene Satz lehrt, daB der Grenzwert eines solchen
ry

Partialrestes 2 a, und somit die Summe der Reihe (3) gar nicht von dem
ny+1

speziellen Bildungsgesetze der a, fir endliche Werte von %, sondern ledig-

lich davon abhiingt, in welcher Weise die a, fir x — co der Null zu-

streben. Und wenn es nur gelingt, zu einer divergenten Reihe J'a, eine

mdglichet einfach konstruierte, monoton ins Unendliche wachsende Zahlen-

folge M, von der Beschaffenheit anzugeben, daB:

(15) a, M — M

x—1
(d. h. es braucht fiir keinen endlichen Wert von x die Gleichung
a,=~ M, — M, _, zu bestehen), so findet man unmittelbar (G1. (11)):

Py

(1)  lim g, =lim Z(M —M,_)=lim(M, - M,),
v*.ﬂy‘f‘l '+1 r-ro

falls der letzte Grenzwert existiert, oder, anders geschrieben (Gl. (11a)):

(16a) Da M, - M

ny+1

und man gewinnt auf diese Weise ein Mittel zur zweckmiBigen Berech-
nung des fraglichen Grenzwertes.

Man hat z B. (§ 38, 8. 247, GL (35)):

(17) ~ = lgx—lgx—1),
(18) gs & 1o — gy (x— 1),
und daher:
Py
1 . ,
(19) lim 2 ~ - 'h_:x:lg .= (513 ;) (§ 37, S. 234, G1(30)),
gp. . lgp,
(20) yru = lm 18 yga, lg(hf.'. lﬂ.)'
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Ferner ist identisch:

—\a) M-~
M= N =2 LN, M

Ist nun M, ~ N,, so wird (§ 37, 8. 236, GL 87)):

.N
X~y oo
und daher: .
M — N,
@) Mp—Neso o2t (e 2er):
Setzt man jetzt: M, = x, N, = x— 1, so folgt;
1 1
(22) mEri N e
und daher:
Py
(23) lim - = L lim(pe—nge).")
r>aw w1 x @ y->ew

5. Die Gleichungen (19), (20) und (23) lassen unmittelbar erkennen,
welchen Bedingungen die p,, », geniigen miissen, damit die Grenzwerte
der betreffenden Partialreste endlich und von Null verschieden ausfallen,

bzw. Null oder unendlich grof werden. So wird lim 2~— nach Gl. (19)

->e®

1) Man hiitte dieses Resultat auch unmittelber aus der frither bewiesonen
Bexiehung (§ 61, 8. 849, Gl. (82)):

.";‘:,{Z ie” “} =7

herleiten kinnen, indem man n die Werte p,, n, beilegt und die entsprechenden
Gleichungen voneinander subtrabiert.

Das analoge gilt besiiglich der Gleichungen (19), (20) und der Besichungen:

S
(S —en) =

(s. § 84, 8. 208, Gl. (18) und § 51, S. 847, Gl. (38)).
Pringsheim. Vorlesungen I, 2. 2. Aufl, 29
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dann und nur dann einen bestimmien positiven Wert besitzen, wenn

lim %’ =g > 1 ist. Man erzielt dies, wenn man z. B. setzt:

v->oo V¥

(24 D,=pev, B, =n- v,

wo p, n zwel posittve gange Zahlen bedeuten und p > » ist. Alsdann er-
gibt sich:

Py pv nv
@ m Sz (-m(3H-3)
nv+1 1 1

oder, anders geschrieben (s. Gl. (3a), (4)):

& S Be-31)-ur

1 p(v—-1)+1 n(v—1)+1

Dabei konvergiert diese Reihe, auch wenn man die einzelnen Summanden +- ,1-‘
P
als deren Glieder auffaBt, da: lim 2~ < lim — == 0, also die
¥y (1)1 v-—)aop( - 1) !
piy—

Konvergenzbedingung (10) erfiillt ist.

Hitte man p < n angenommen, so wilrde sich nach Gl. (4) der Grenz-

ny

. 1 n .
wert: —lim  Dx-—- = — g > als Surome der entsprechenden Reihe er-
V> oo
pr1

geben haben. Da aber — 1g'— =1g? ,,» 80 kann man sagen, daB Gl. (26)
auch fiir p < n giiltig bleibt. Da leS itbrigens offenbar auch fiir p =

der Fall ist (wegen: lg =1g1=+0), so kann man folgenden Satz aus-
sprechen:

Bedeuten p, n 2wet beliebige positive ganze Zahlen, so resul-
tiert eine konvergente Reithe mit der Summe lg %-, wenn man

auf je p Glieder der Rez:heZZ — je n Glieder der Reihe x (— <)
folgen ldft. 1 1

6. Da bei einer Anordnung der eben betrachteten Art allemal der
Logarithmus einer rationalen Zahl, also eine besondere Form einer Irrational-
2ah} zum Vorschein kommt, so entsteht noch die Frage: Wie sind die
ganzen Zahlen p,, n, zu bestimmen, damit eine beliebig vorgeschriebene
rationale oder vrrationale Zahl s als Summe der zugehdrigen, aus den

Termen + —:— zu bildenden Reihe resultiert?
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Nach GL (19) hat man, wenn s eine beliebige positive Zahl vorstellt:

Py
27) lim SiL s, falls: lim 2 =
v>m * >0 v
ny+1
Da nun offenbar:
(28) lim [“es%:*] =1, also: lim [e—;ﬂ -
yr® V>

(wo wiederum das Symbol [z] die griBte in z enthaltene ganze Zahl be-
deutet), so wird der obigen Forderung geniigt, wenn man setzt:

(29) p, = l_e"‘l’], ’nv== v,
d. h. man hat:
[el.”vﬁ] 1 {1 1
(30) lim ( LRI ;) —s,
v ~» 00 ; é

oder, wenn man die linke Seite als unendliche Reihe schreibt:

© [e*v] \
@ S S -t)-en

1 [e* (»—-1)]+1

Un die Summe — s zu erzeugen, hat man lediglich in Gl. (29) p, und #,
zu vertauschen, und man erhilt auf diese Weise:

@ S(1-31)--

1 (ef (v—1)1+1
wie ja iibrigens auch ohne weiteres aus Gl. (31) hervorgeht.

Dieses Resultat 148t sich noch in folgender Weise verallgemeinern.
Es seien gq,, r, (x=1,2,3,--.) zwei Zahlenfolgen von der Beschaffen-
heit, da3:
¢,>0, limg,=gq, d h. endlich und von Null verschieden,
x~-yoo

withrend die 7, nur der Bedingung zu geniigen' haben, da ihre absoluten
Betrige stets unter einer endlichen Grenze bleiben und g, - x + », durch-
weg von Null verschieden ausfillt. Alsdann hat man:

Hm - = i,
x—»wqu"‘"" Ty q
also:
1 1 1
33 . — r__:’\) — e e
( ) qx.x_*.frx q %®

S

1) Die Konvergenz dieser Reihe ist ohne weiteres evident, da jede Glieder-
gruppe nur ein negatives Glied enth#lt — s. die FuBnote zu Gl. (10).
29
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Darsus folgt aber mit Benfitzung des Satzes in Nr. 3 (GL (11)) und der
Gleichungen (30), (31):

o fe*-v}
20 2 i : :
v e el el Il
( qu"‘+rx q,-v+r,, q

1 [e* (v—1))+1
oder, wenn man noch s durch gs ersetzt:

o [(e9%.4) .
(34) 2( 2‘ qx°:+fx_q,-vl+f.)us‘

1 €2 (v—1)]+1

Hiermit ist aber die Aufgabe: Aus den Gliedern zweier divergenter

ReihenEa,,Zl(— b,) eine bedingt konvergente Reihe mit vorgeschrie—
1

bener Summe s zu bilden, fiir den speziellen Fall a, = b, = + . voll-

stindig gelost (wihrend der Riemannache Satz des § 57 nur dle Ezistens
einer solchen Lisung erweist).

7. Auch die bereits in Nr. 4, Gl (20) und (23) behandelten Bei-
spiele: a, = -1 und a, = —11_—— sollen noch etwas genauer betrachtet
xlgx xl-e

werden. Da - 1. < 1_" 1
xlgx x

u‘w‘;>% (0<e<1), so folgt zuniichst aus
dem Satze von Nr. 3 (Gl. (12) und (13)), daB diejenigen Anordnungen,
welche aus den Gliedern + ,l; eine konvergente Reihe mit beliebiger von
Null verschiedener Summe erzeugen (GL (26) und (31)), bei den Gliedern

+

eine solche mit der Summe Null, bei den Gliedern i S eme

x1gx

nach + oo divergierende Reihe hervorbringen.
Im dbrigen erkennt man aus Gl. (20), daB: lim 2 -, einen be-

"»”
stimmien positiven bzw. negativen Wert besitzt, wenn lim - gf:' existiert
und > 1 bzw. < 1 susfillt. Setzt maxn z. B.: T
(35) pv - v’) "v = V",
wo wiederum p, » zwei positive ganze Zahlen bedeuten, so wird:
(24
. 1
(368) lim >i s =lgE (p>w),
- o '“"'l
”»
. ” )
(36b) lm(~ s ) =—lg 2 ~lgZ (p<n).

P41
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Daraus folgt, daB man eine konvergente Reihe mit der Summe lg% erhilt,

wenn man auf je v? (v=2,3 4,..-) Glieder aus der Reihezi llg“ je

3
v* Glieder aus der ReiheZ( ;—»-« ) folgen liBt. (NB Man erkennt

leicht, dal die Konvergenzbedmgung 10): lim 2 — — = 0 wirklich

eyl 1)P+1

erfillt ist.) Und man kann durch eine ganz analoge Modxﬁkntlon, wie
in dem zuvor betrachteten Falle a, = + —:‘—, eine Reihe mit beliebig vor-
geschriebener Summe s erzeugen. —

Was schlieBlich den Fall: a, = ;—-1-{:; (0<@<1) betrifft, so lehrt

Py

GL (23), daB: im 2. hichstens dann einen endlichen Wert besitzen
¥ ->m L]

kann, wenn: Wl

(37) pv -'-'-N- nv *

Machen wir nun diese Voraussetzang, so geht Gl (23) mit Bentitzung
von (21) in die folgende {iber:

Py

1 — —
(38) lim > = lim 27— him 2Ty
v>o %

e} v>e P, e r>u % ¢

Damit dieser Ausdruck einen vorgeschriebeneén positiven Wert s an-
nimmt, ist notwendig und hinreichend, daB:

(39) pv-'”','_\;fS'”,l—e,
und dieser Forderung wird offenbar geniigt, wenn man setxt:

(40) n,=v, p =v+[s-0'-¢] (wegen hm[ v p]—l).

v>o 8° '

Durch diese Wahl von p,, s, wird dann allemal eine kowvergeste Anord-
nung der Glieder -+ ;‘i!:"; mit der Summe s definiert.

1) Diese auf der speziellen Voraussetzung p, o n, basierende Gleichung (aber

nicht die allgemeinere Beziehung (38)) 188t sich wesentlich kiirzer herleiten. Man
hat nimlich:

p,—n,
Py > 1-¢
1 »,
l—i:_-—
P LI p%
n'!—e’

worsus fir p, ~'n, unmittelbar Gl. (88) hervorgeht.
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Ist s rational, etwa s = -1; (wo p, g positiv und ganzzahlig), und
1—-p0= ; , Wo r eine positive ganze Zahl > 2, so nimmt die Rela-
tion (39) die Form an:

(41) p,—n, o tn,
und sie wird offenbar auch befriedigt, wenn man setzt:

(42) nv:-_-a(q-'y)"’ pvz(q.ry)"_*_pv'
Danach ergibt sich:

(q ,.)7‘+ V2% . (9"')" .
43 lim T e x s
(43) , ~m( 2 Z Vu)

=
. 1 *
0o @%)r+pv (@v)” ’
2 M ( 2‘1 1 2‘1 1 p
== v $' 7‘ e ® — 3 —(i- .
1 Ny(r=1))"4p(r—1)+1 V" (gv—1)"+1 r‘/"'/ '

Diese Anordnung in Gruppen 4,, welche offenbar aus je ¢"(v"—(v—-1)")+p
positiven und aus jo ¢" (v — (v — 1)) negativen Summanden bestehen, ist

. . . 1 -
aber noch keine konvergente in den einzelnen Summanden + —-- Denn

man hat nach Gl. (38): *
Ol
S N C Ll L G O S P B A
W 2 g~ T T == ),
Quv—1)"+
also:
@»n” , .
, 1 [ =o0, falls: r>2,
(45) lim S {
v»m(q(v%rﬂv,‘ = 2¢q, falls: r=2,

p

sodaB also die betreffende Reihe in den Grenzen (q und oo) bzw.

(Z und g- + 2q) oszilliert. Man kann dieselbe indessen zu einer konver-

genten machen, wenn man innerhalb jeder Gruppe A4, zunichst auf je ein

positives Glied je ein negatives und sodann den noch vorhandenen Uber-

schuB von p positiven Gliedern folgen lift. Denn die Summe der letzteren

hat offenbar fiir v — oo den Grenzwert Null, und das gleiche gilt

daher (wegen lim 4,=0) von der Summe der durchweg negativ aus-
V>0

fallenden ¢ - (v" — (v — 1)) Gliederpaare, welche mit jenen p @liedern zu-
sammen die Gruppe 4, bilden.
8. In dem bisher betrachteten Falle einer aus den Gliedern der beiden

eihen >xa,, >x(— a,) zusammengesetzten be onve ten Reihe
Reihen Dxa,, Di(—a,) gesetzten bedingt konvergenten Reih

1 1
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lieB sich geradezu die Summation dieser letateren auf die Bestimmung des

Pv
Grenzwertes eines Partialrestes von der Form Lim >xa, zuriickfiihren,
L
ny+1

weil sich hier jede moch so grofle enidliche Anzahl von Gliedern a, gegen
die entsprechenden Glieder — a, forthebt. Dies findet offenbar nicht

mehr statt, wenn an die Stelle der Reihe2(~~ a,) eine solche mit
@ 1

anderen Gliedern: 2(— b,) tritt; und es liegt auf der Hand, daB, bei
1

Jjeder Vereinigung der Glieder a,, (—b,) zu einer konvergenten Reihe,
die Summe dieser letzteren ganz wesentlich von dem Werte jedes einzelnen
Summanden a,, a,, a5, - -+, — b, — by, — by, - - - abhéngen wird. Da-
gegen laBt sich zeigen, daB die Werlverdnderung s, welche diese Summe
bei Umordnung der Glieder moglicherweise erleidet, allemal wieder durch
den Grenzwert eines gewissen Partialrestes darstellbar ist, und daB die-
selbe somit auch wieder nur von dem Verhalten des Absolutwertes der
Glieder bei unendlich wachsendem Index abhéngt (vgl. Nr. 3).

Angenommen, es liefere eine bestimmte Anordnung, bei welcher auf
p, positive Glieder a, jedesmal n, negative Glieder (—b,) treffen, eine ge-
wisse Reihensumme s, soda8 also:

Py ny
i ra, — Mib )=
(46) lim ( 2 — 2xbr) =
1
wiihrend eine andere Anordnung, bei welcher p, positiven Gliedern n,’ ne-
gatwe entsprechen, die Summe s ergeben mag, also:

(47) lim (ﬁ a, — 2;,) -,
¥ - oo 1 1

so findet man:

Ny

. 14
= lim Eub,, wenn: n,'<n,,

ny ny' Voo

(48) A=s5'—s=lim ( Dib, — Dib,) !

¥ -» e . v
‘ ' = —lim 2 b,, wenn: n/'>n, .

[ —1
Man kann also die Wertverdnderung, welche die Reihensumme s beim
Ubergange zu der Anordnung (47) erleidet, berechnen, wenn es gelingt,
den Grenswert des Partialrestes (48) bet gegebenem n,, n,’ su bestimmen;
umgekehrt kann man eine Anordnung mit beliebig voreuschreibender Sum-
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mendnderung A herstellen, wenn es gelingt, solche n,, », ausfindig ou
machen, fir welche jener Partialyest den Grenswert A besitzt. Und man
kann schlieBlich im letzteren Falle auch geradezu eime Anordrung mit

beliebig vorsuschreibender Summe s’ angeben, wenn noch s, d. h. die Summe
der Reihe bei irgendesmer bestimmten Anordnumg bekannt ist.

Betrachtet man z. B. eine Reihe von der Form 2(—- 1y-1.a,, wo
, . -
die ¢, monoton gegen Null abnehmen undZa, divergiert, so ist die-
1
selbe in dieser Anordnung stets bedingt konvergent: ihre Summe sei s.

Ordnet man jetzt p, positiven Termen n, negative zu und bezeichnet die
zugehdrige Summe mit s, also:

(49) ¢ = lim ( Sa,., ~Sla),
1 1

80 kann man zuniichst s in jede der beiden Formen setzen:

Py v Ry Ny
©0) s=tim (Slay,, — Sa) = lim Sy, — Stay)
1 1 1 1

und findet daher, wenn etwa p, > n,:

Pv
=i
v-:lcln :ag,, 1 2r.
(518) §—s e = - lim Zl-u,, 1)
Dy 2 >
l. 2n,
= lmm ’a!r 1
y->® myt+1
ebenso, falls p, <, :
in,
)
(51b) §—~8=—lim Dxa,.
v-rw
3p,

Wird also s als bekanwt vorausgesetat, so hiitte man, um eine An-
ordnung von der Form (49) mit beliebig vorgeschriebener Summe s’ == ¢
zu erzielen, lediglich p,, #, so zu bestimmen, daB:

39y 2n,
1,. 1.
(62) 8+ o lim Drxag, =06 baw. s — _lim dxa, — 4.
2 ¥-»o x 3 > *
2y 2y

1) Dabei ist in der letzten Bumme der Bequemlichkeit halber 2a, statt
27, + 1 als unterer Index geschrieben, was offenbar ohne weiteres gestattet ist,
da die hierin lisgende Hinzufigung des Summanden Gyy, Wegen lima,, =0 fir
den betreffenden Grenzwert belanglos ist. yre
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Nimmt man z. B. speziell a, = 1, also (§ 39, 8. 415, GI. @):

(53) s= (=1 - =lg2,
so wird (s. Gl (19)): 1
2py
s + ;— lim 2 —2
(54) BRI UV (tim 22) = S1g (tim 222).
id 2 > My 2 vrn Ty

L B

1. 1

s =y lim Do
19y

Hieraus ergibt sich, daB die harmonische Reihe mit alternierenden

1
Vorzeichen die Wertverinderung o 18 (lim ----- ) erleidet, wenn man p, posi-

v My

tiven Gliedern n, negative zuordnet, also inshesondere die Wertverinde-
1
rung - lg %, wenn man setzt: p, =p-v, n, =n.v, d. h. wenn man auf

je p positive Glieder je n negative folgen 1aBt. (Man bemerke die Spezial-
fille p=4, n=1 und p=1, n=4, welche die Wertverinderung +1g2,
also die Summen 21g2 und 0 liefern.)

Um eine Reihe mit vorgeschricbener Summe o zu erzeugen, hat man
lediglich p,, m, 50 zu bestimmen, daB (Gl. (54)):

1 . 4p, . 4p, a
(55) - g (}J;ui ”T) = ¢, also: }Lnl w ete,
und man gentigt offenbar dieser Forderung, wenn man setzt:
ela
(56) ‘ p,==[—1~-v], n,=uw, falls: 0 > 1g2,
' baw. p, = v, n,=[4e"?.v], falls: 6 <lg2.

Die Reihe wiirde dagegen nach + oo divergieren, wenn man p, > n,
annimmt, z. B. indem man setat: p, = v*, n, =». Da in diesem Falle
P,—p,_ ;= 2v—1 wird, so besteht die entsprechende Gliederanordnung
darin, daB man der Reihe nach auf 1, 3,5, .-, (2v—1), - . - positive
Glieder immer je ein negatives folgen liBt.

§ 61. Uber numerische Berechnung und Transformation
unendlicher Reihen: Die Methoden von Euler und Kummer.

1. Bind die Glieder einer konvergenten Reihe numerisch gegeben, so
kann man durch numerische Addition einer hinlinglich groBen Anzahl
von Gliedern die Sugnme der Reihe néherungsweise berechnen, und men
keann auch den Grad der ersielien Anniherung bewrteilon und eventuell
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auch noch erhohen, sobald es auBerdem gelingt, den Wert des vernach-
lissigten Reihenrestes in bestimmte Grenzen einzuschlieBen. Diese theore-
tische Mbglichkeit erweist sich aber in der Prazis als vollig illusorisch,
wenn die zu summierende Reihe verhdltnismiiBig langsam konvergiert, da
in diesem Falle jede auch nur nennenswerte Anniherung eine unertrig-
lich langwierige Rechnung ergeben wiirde.

Betrachten wir z. B. die Reihe:

oY1
(1) a==21;7,=3,,+7',”
wo:
(2) 2 o =S,
n+1
s0 hat man:
1 1 1 1
(3) L <2Z{/;’—'i)i& =2(37— 1 ‘v) T
n41 n+t1
und daher:
(4) s.<8<8,.+;l;"

Nimmt man also beispielsweise n = 1000, so wiirde man hieraus zu-
nichst nur soviel erkennen, daB die Summation der fiir die Praxis ge-
radezu enormen Amahl von 1000 Gliedern?) eine Bumme s, liefert, die

um weniger als ——- unter s liegt, die also immerhin schon in der dritfen

1000
Dezimalstelle um eine Einheit su klein sein kann,

Dieses Resultat 1aBt sich nun freilich noch einigermaBen verbessern,
wenn man neben der zuvor gefundenen oberem Schranke fiir den Wert
des Restes r, auch eine entsprechende umtere Schranke bestimmt. Man
findet nimlich nach Analogie von Ungl. (3):

1 1 1
® il 2 TR (7 Tygi) Tatn

nt1

und daher neben Ungl. (4) die folgende:

1 1
(6) $>s, +”+1 3..+-,7~;—(;;¥'1'),

sodaB sich aus der Verbindung von Ungl. (4) und (6) ergibt:
(7) §=38, + ';.' -

[

2
n(n 1)’

1) Man versuche nur einmal, etwa 20 Glieder der obigen Reihe zu summieren!
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wo & zwischen O und 1 liegt. In Worten: Ersetzt man s durch s, + : ,
go erhilt man zwar einen zu groPen Wert, der begangene Fehler ist

aber kleiner als — 1 . Im Falle n = 1000 wird dieser Fehler kleiner
n(n-+1)
als !

{o5io0p> ©F Kann also, da dieser Bruch sehr nahe an Mﬁliioii liegt,
immerhin noch auf die 6% Dezimalstelle EinfluB tiben. Man erkennt
hieraus, daB auch bei diesem verbesserten Verfahren die erzielte Genauig-
keit in keinem rechten Verhiltnisse zu dem erforderlichen Rechnungs-
aufwande steht, und daB der letztere geradezu ins Ungeheuerliche wichst,
wenn man eine merklich gréfBere Genauigkeit erzielen will.

Hiernach erscheint es begreiflich, daB die Reihentheoretiker sich
von jeher vielfach mit der Auffindung von Methoden beschiftigt haben,
welche es ermdglichen, langsam konvergierende Reihen in schueller kon-
vergierende zu tramsformieren: die beiden einfachsten dieser Methoden,
die von Euler und Kummer herrithren, sollen jetzt erdrtert werden.

2. Wir fithren zunichst die folgenden Bezeichnungen ein'):

a, — U4y = Ala, = Aa, (”‘::O; 1, 2:)
Aa, — Aa,,, =Ala,
Ala, — Ala, , = Aa,

(&)

L] J - ANn+1
A"a, — A*a, , = A" a,

Konvergiert nun die Reihe 2 (—])V. a,, WO @, % 0, gegen die Summe s,
so hat man: 0

= D(=1r-a,
s 0 o
= Gy +2’('—1)v+1' Gy 41
0

und findet somit durch Addition dieser beiden Gleichungen:

9

28 = a, +2(— 1) (@, —8,41),
0

1) Man bemerke, daB hier das Zeichen A keine Zahl, also in der Verbin-
dung Aa, kesnen F , sondern eine (mit dem a, vorzunehmende) Operation vor-
stellt. Dem entsprechend bedeutet A™ keine Potens, sondern die n-malige Wieder-
holung der Operation A (also w keinon Exponenten, sondern einen Index).
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oder mit Benfitzung der Bezeichnung (8):

(10) 2(~1) o, =5= 30,45 2(_1). Aa,.Y)

Da die hier auftretende ReiheZw (—1)"- Aa, sich vonz (—1)-a,
0 0

nur dadurch unterscheidet, daB Aa, an der Stelle von a, steht, so findet
man durch Anwendung der nimlichen Transformation zuniichst:

2 (—1)-Aa, = 7A“o + 72 (—1) - Ata,
0 0

und durch Einfihrung dieser Beziehung in Gl. (10):

. 1 - p
(11) =50+ 5388 + 3 Dr(—1) - &g,
(4]

Wendet man dieses Verfahren auf Gl. (10) im ganzen n mal an, so ge-
langt man offenbar zu der Formel:

wie man durch den SchluB von n auf (» + 1) noch genauer feststellen
kann. Durch Anwendung der Transformation (10) auf das letzte Glied
von Gl. (12) ergibt sich ndmlich unmittelbar:

(13) §= 2ao+ 2!Aa’0+ 6)8A5a0+ +2"+,A” ’a0+gn +2 2(‘" 1) A,H.’a

d. h. wenn die Formel (12) fiir ein bestimmtes » gilt, so bleibt sie auch
glltig, wenn man n durch (n+ 1) ersetzt. Da aber die Richtigkeit der

1) Hierans folgt, wenn die a, und Aa, positiv sind und monoton abnehmen,
daB allemal:
1
> g %
8

1 1 1
<'§“o + "2"'Aao =l = 5 G-

Und wemn man a, durch a,,,, ersetzt:
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Formel (12) fiir n =1 erwiesen ist (s. Gl (11)), so gilt sie hiernach
fiir jedes n. Hierzu sei noch bemerkt, daB aus der Voraussetzung lim @, =0

y->®
offenbar stets folgt: lim Aa, = lun (a, +1—@,) =0, und somit, durch fort-
v-»oo
gesetzte Anwendung dieser Schlqueise, fir jedes n:
(14) lim A"a, = 0.

1 ad ]

3. Die Transformationsformel (12) erforderte en ihrer Herleitung

keine andere Voraussetzung, als daBZ:(—- 1) -a, konvergieren muBte.
(]

Wir unterwerfen jetzt die 4, der Beschrinkung, positiv zu sein und mo-
nolon gegen den Grenzwert Null abzunehmen, also:
(15) a,>a,.,, lima =0.

y->om

Daraus folgt dann zunichst, daB durchweg Aa, —a,—a, +1 >0 und

lim Aa, =0 wird. Wir wollen aber weiter annehmen, daB auch die Aa,
¥ oo

monoton (und dann selbstverstindlich gegen Null) abnehmen, also:
(16) Aa, > Aa,,,, limAa, =0,

V>0

und wir wollen schlieBlich diese Annahme dahin ausdehnen, daB fir jeden
Wert von n:

17 A%a, > A%, , >0 (v=0,1,2/--.)
sein soll und daher:
(18) 0< A*a,=A""'a, — A" la, , <A, < - < Aa, < a,.

Infolge der tiber die a, bzw. A"a, getroffenen Festsetzungen liefert
nun Gl (12) die beiden Ungleichungen:

>*l"“o+§l“-'A“o+§l's'A’ao+-"+fz—-,,l;,—;-A'a',
1 G°+2’ Aao"*'28 A a0+ + 2.+‘ Ana°+______ A~+‘a"

2nt1

(19) s

oder anders geschrieben:

(20) -~~(a°+2 ) <:"§.‘.£;1'A'““u-

Da 0 < A"+'g, < ay (lbrigens A*+'a, mit wachsenden Werten von n
nach Ungl. (18) monoton abnimmt), so lehren die Ungleichungen (20),
daB deren linke Seite fir # — oo in eine gegenw die Summe s kon-
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vergierende Reihe iibergoht, und man erhilt auf diese Weise die an-
gekiindigte Eulersche Transformationsformel :

- 1 1 - 1 v
(21) s= (10, =5+ g D A
o 1
Setzt man sodann: .
1 1 1
= itar i St smen,
1

so ergeben sich zur Beurteilung des Restes r, aus GL (12) und (13) die
Beziehungen: 1
< guvi A"lgy
(28) o

> aws s At lag.

Dieser Rest ist also (selbstverstindlich) grifer als der erste der weg-
gelassenen Glieder, aber immerhin Kewmner als dessen Zweifaches.

4. Beispiele. 1) Die zu transformierende Reihe sei die folgende:
2 (1), _-;;--1, deren Summe, wie frither gezeigt wurde (§ 59, Gl1.(9)),
0

den lg 2 darstellt. Da hier: a, = —~—1——~, so wird:

v+ 1
Aa = .__L- - l.. . 1
ST R o R e VI )

Mg bt 12
TOFNGFD GO0 FY T GFDGTFDEFA)

A’Ga = e e _.1._.’__.2_._‘__‘._',".. s ¢ momran
Yoo+ (+2) - (v 1)
(wie man leicht durch den SchluB von n auf (n 4 1) bestitigt). Infolge-
dessen hat man:

1
Aray =iy
und somit:
. » 1 w0 1
(24) g2 = 2’ PHET) L v 2
0 1

Setzt man hier:

(26) 1g2 = DV, + 7, (sodaBalsor, dem,_, in Ungl.(23) entspricht),
1

8o wird:
1

(26) p | SEFD
n > 1
(n41) gn+r’
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Nimmt man z. B. # =20 und beachtet, daB 2¢ = 16, 28 = 16 = 256,
also: 2 =512, 2“ = 1024 > 1000 und daher schlieBlich: 2% > 1000000,

80 wird: 7y, < o7 oo?ﬂfﬁ" sodaB hier schon durch Summation von 20 Glie-

dern eine verhéltnismiBig groBe Amniherung erzielt wird (beiliufig be-
merkt eine grifere, als wenn man in der urspriinglichen Reihe 10 Mil-
lionen Glieder summieren witrde ))

2) Es werde gesetzt: a, = sodaB die Relhez (—=1)y.

2y +1’ 2v+1’

resultiert, welche gewdhnlich als die Leibnizsche bezelchnet wird. )
Man hat hier:

A 1 1 2

O = i T 23 T @y L 1@r+3)

Ata — 2 2 _ 2.4
&= @ FDEv L8 T BvFHErF 6 @r- 1)@y 8)Ev £ 5)

A” . 2 - 4...92n on |

8, = @rFDErF ). @rv+ent1) @rF1)Ev+3).. (2 v 2anF1)

und daher:
A"ao _ ) 2% . nl

1.3...@n41)
Hiernach ergibt sich:

1,2.. ”n

=?{1+?+§3’E+'“+ ang) T

wo:
1-2---(n+1) 1\n+1
@28) r 8.6 (2n+3) (’)
" \1 1 2 ‘(n41) 1 2.8.m41 1 (i)n-&-l' R
-2 . (2n+3) 2 '35 2nt1 2nf3 2n+43
5. Die Kummersche Transformationsmethode kniipft unmittelbar an
den beim Kummerschen Konvergenshriterium auftretenden Ausdruck an:

1) S. die FuBnote zu Gl (10).
2) Thre Summe ist, wie sich spiter ergeben wird, gleich —741, wo = die soge-

nannte Ludolfsche Zahl, d. h. die MaBzahl fiir den halben Umfang eines Kreises
mit dem Radius 1.
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(29) 1,=B,—B,, 2

(s. § 54, 8. 379, FuBin. 1). Angenommen, man habe eine Folge positiver
Zahlen B, so bestimmt, daB lim A, einen bestimmten positiven Wert be-

7>
sitzt. Man kann dann ohne merkliche Beschrinkung der Allgemeinheit
speziell:
(30) lim 4, =1

Y>>0

setzen. Denn, wire fiir irgendeine Wahl von B, zunichst: lim 4, = 4,
>

wo A positiv und von 1 verschieden, so braucht man das urspriinglich ge-

wihlte B, nur durch B, = —';—’ zu ersetzen, damit der fragliche Grenz-

wert = 1 ausfillt.
Sind nun die @, (zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab)
durchweg gleichbeseichnet, so folgt aus der Bedingung (30) auf Grund

des Kummerschen Kriteriums allemal die Konvergens der Reihe J'a,
und zugleich die Ezistens einer Beziehung von der Form:

(81) lim B, -a, = «,

r->oo

wo « eime bestimmte Zahl mit Einschiuf der Null bedeutet (s. § 54, S.379,
GL (7) und FuBn. 1).
Sind dagegen die a, mit belicbig twechselnden Vorzeichen behaftet, so

wollen wir die (wenn auch nur bedingte) Konvergene der Reibe 2a,, so-
wie die Existens der Besichung (31) ausdricklich vorausseteen.

Aus Gl (29) folgt sodann:
(32) lvav- 'Bvav—‘B +18, 41

und daher, wenn n irgendeine bestimmte Zahl aus der Reihe 0,1, 2, . .-

bezeichnet:
Zl'a, -Z”(Brav - Bv+lar+l))

also mit Berticksichtigung von Gl. (31):
(83) Dhe,=Ba,—a.

Diese Gleichung liefert offenbar ein Mittel zur ammihernden Abschitzang

des Restes Dva,. Denn da die 4, ftir hinlinglich groBe Werte von v sich
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beliebig wenig von 1 unterscheiden, 80 18t zu vermuten, da fiir sehr groﬂe

Werte von n die Summe 2 vA,a, sich entsprechend wenig vonZ:a
unterscheiden wird.

In dieser etwas vagen Form ist freilich mit der eben gemachten Be-
merkung nicht viel anzufangen. Dieselbe fiihrt aber zu priziseren und
praktisch brauchbaren Resultaten, wenn wir die a, und A, spesiclleren
Bedingungen unterwerfen. Es seien etwa fir » > »n die a, durchweg
positiw und die 1, monolon sunehmend, also: 4, <<4,,,<1. Alsdann hat
man offenbar:

(34) DL T
) >2Ar.av)

sodaB die Gleichung (33) die Beziehungen liefert:

<1, (Ban—e)

> B.a, —«.

< 1’—1}::—'6&,, (da: 1<-::i fir » > »),

(35) Da,

n

In gleicher Weise ergibt sich, wenn die 4, filr v 2> n monoton abnehmen:

© 1
(36) S, { > 5, (Bt <)

< B,a, — «.

n

Da i, fir einen einigermafen groBen Wert von n verhiltnismiifig nahe
an 1 liegt, so erscheint der RestE a, durch Ungl. (35) bzw. (36) in
entsprechend enge Grenzen eingeschlossen.

1 ..
Beispiele. 1) Sei a, = -;, also :::‘ it Man kann in diesem

Falle (nimlich allemal, wenn lim 'd - = 0) die Bedingung lim 1, =1
r->m v >

am einfachsten in der Weise befriedigen, dafl man lim B, =1 oder ge-

”-> e

radezu B, = 1 annimmt. Bei dieser letzteren Wahl wird hier:

A, =1~ -;-_}_-—1 - ;T:T (also mit v monoton sumehmend),

sodaff die Ungleichungen (35), wenn man noch berticksichtigt, daB

Pringshoeim, Vorlesungen I, 2. 8. Auf, 30
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a = lim a, B, = 0 wird, die folgenden Beziehungen liefern:

¥->oo
n41 1
a0 < —
1 n n!
(37) 2l
- = at

deren zweite offenbar etwas selbstverstindliches aussagt, withrend die erste
auch auf die Form gebracht werden kann:

¢ 1 1
(38) S win
n+1
2) Ist a, = '77(1%'—)" go liefert die Annahme: B, == v -1g v den Aus-
druck:
< By
_ vlgwy _ lg(v 4 1) (§ 34, 8. 207,
(r+1)lg(v+1)

und es wird also wiederum lim A, = 1. Da die 4, monoton sunehnien und
o = (0 zu setzen ist, so folgt (mit Beniitzung der eweiten Ungleichung
in (39)) aus Ungl. (35):

- [<(1o+l)-lg(n+l)

1 n - (lgn)?
o e

Die zweite dieser Ungleichungen lift in sehr anschaulicher Weise er-

kennen, wie aufBerordentlich langsum die Reihe 2 1 konvergiert.

v - (g )
Da ndmlich (§ 34, S. 206, GL. (1)): v-(8?)
Ign =1g 10 - logn < 3 - logn

(wo logn den Briggschen Logarithmus von » bezeichnet), so folgt aus
Ungl. (40):

c 1 1 1
(41) 2T

Nimmt man also fir # eine Zahl an, die aus einer 1 und Million Nullen
besteht, so wird logn = 1000000 und somit der fragliche Rest immer

noch grioBer als i—ﬁ'ﬂ"};ﬁé}f’ sodaB die Summation der vorangehenden

enormen Anzahl von Gliedern den wahren Wert der Reiliensumme noch
nicht einmal auf 7 Dezimalstellen genau angibt.
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6. Die Gleichung (33) kann auch unmittelbar dazu dienen, um die
Summation der Reihe Zv'a, auf diejenige einer merklich schneller kon-

vergierenden zuriickzufithren. Bringt man niémlich Gl. (33) auf die Form:

0= (B,a,~a) = D0,
n

so ergibt sich zur Addition der Identitit:

@0 a
: ;V a" = : ;’ a’v
n n

die Transformationsformel:

(42) 2o = (Ba,—a)+ Dr(1—1,)-q,
Dabei konvergiert in der Tat die rechés stehende Reihe stirker als die ur-
spriingliche, da lim (1 — 4,) = 0.

v-ro

Diese Transforinationsmethode besitzt offenbar eine erheblich grifere
Allgemeinheit, als die zuvor betrachtete Eulersche. Auch gestattet sie,
durch beliebig oft wicderholte Anwendung die Konvergens der zu sum-
mierenden Reihe immer weiter zu verstirken. Die einzige Schwierigkeit
besteht dabei jedesmal in der passenden Auswahl der B,, und hiermit
sind zugleich die Grenzen fir die praktische Brauchbarkeit dieser Methode
angedeutet.

_ . 1 .
Beispiele. 1) Ks sei: a,=—;- Setzt man sodamn: B, = v, so wird:

. v Vv .
lvx'v--—(v+1)-(v+1),mv+l, also: Pfil,ml,
und, da wiederum: « = lim B,a, = 0, nach Gl (42):

L

1 = 1 1
43 Z w1+ D o)
1

1) Wie bei spiiterer Gelegenheit gezeigt werden wird, ist:

30*
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Wendet man die entsprechende Transformation auf die rechfs stehende

Reihe an, so ergibt sich (wenn man B,z% v setzt):

L4

1 T 1
D=l 2 D e e
1

1

und, wenn man dieses Verfahren im ganzen n mal in der Weise wieder-

holt, daB man noch der Reihe nach B, = v B, = —:;—v, , B, = %v
setzt:

(44) 2"”1+2’+ +n'+”‘2 CTUETI TR ER

oder, anders geschrieben:

(48) Z"“””Z T T

n41

2) Setzt man: a, = (— 1)’“‘-%«- , sodaB fiir v=1,2 3, .- die schon

in Nr. 4 betrachtete Leibnizsche Reihe resultiert, so wird: lim et 1.

v -yoo v

In diesem und in jedem analogen FKalle (d. b. wenn die a, Zahlen mit

alternierenden Vorzeichen bedeuten und hm 2 ”f--l =1 ist) geniigt man
offenbar allemal der Bedingung: lim 4, = 1, wenn man setzt:

v -» 00

(46) B, = —, oder etwas allgemeiner: B, = - B’ wo: lim B, = 1.

J
2 v-»o0

Wihlt msn etwa B, = |, also: B,6, =, « = lim B,a, = 0, und:

b
2 1 -» 60

1 2v—1 2 1
L= (tgg) =mre 1A= 55

8o ergibt sich:

CORED I C) R +Z‘(— e T

Durch nochmalige Anwendung dieser Transformation fiir:

B=l.BFl g g ) (2v+1+~zv+3 @v+1)- (av—-l))

rT g Tey—1’ +8)-(2v +1)

2 \2v—1 " 2vf1 (Bv48)-(2v41)

1 2v+4+1 2v—1 vt 41
-t g =
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erhilt man:

48) Dty —1—2 -y @
1 1

und, wenn man jetzt
1 241
B, =5 2y — 8

setzt und nochmals transformiert:
. , 1 4 c (—?
49)  1rgiy=gt 2U D e
1 1
Diese letztere Reihe ist bereits so stark konvergent, daB die Sum-

mation von nur vier Gliedern den Wert der Reihensumme schon auf
4 Dezimalstellen richtig liefert (man findet auf diese Weise:

As = x = 3,1415...).

Kapitel IV.

Unendliche Doppelreihen mit reellen Gliedern.

§ 62. Doppelreihen und iterierte Reihen. — Konvergenz und

Divergenz einer Doppelreihe. — Beziehungen zwischen einer

Doppelreihe und der aus dem Zeilen- bzw. Kolonnenreihen
gebildeten iterierten Reihe.

1. Wir haben ein zweifach-unendliches Schema von der Form:

uo(o)_|. u1(°)+-~ +u,$°)+- -

+uom+u1“)+"'+u,£”+"'

(1) e e e

+“o(')+“1(') N uﬂ(r) +---
bei fritherer Gelegenheit (§ 46, G1. (18),8. 315 und § 58, G1.(17), 8. 410) als

eine unendliche Reihe aufgefaBt, deren einzelne Rlieder wiederum unend-
liche Reihen sind (némlich die Zeilen bzw. Kolonnen des Schemas). Die
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,Summalion® eines solchen Schemas in dem gedachten Sinne wurde als-
dann dargestellt durch eine der Beziehungen:

2 Z: u‘ﬁ') (als Abkirzung fiir: Zv (2 uﬁf"’))
Z.Z:: u’f" (als Abkiirzung fiir: 2‘»-(2“: u}f”))

(@)

0

Zur deutlicheren Veranschaulichung der hierdurch angedeuteten Grenz-
ibergiinge wollen wir mit S die Summe aller derjenigen Glieder be-
zeichnen, welche in dem von der (v 4 1)*» Zeile und (g + 1) Kolonne
abgegrenzten Abschnitte des Schemas (1) enthalten sind, also:

uo(ﬂ) + u,(") +---Fu ’50)
(3) S0 - + uo(l) + “1(1) 4o 4 u,}"
# 4+ . e

+ "'o(") + u‘(v') 4+ 'u,.(" .

Alsdann hat man offenbar:

2 274 4 = lim ( lim 8 (')) (Reihe der Zeilensummen)
L v->o u-»poo k¥ :

(4) |

2 2 % llm lim S(')) (Reihe der Kolonnensummen).

e L) v—-)u

2. Diese letzteren Beziehungen fithren nun unmittelbar darauf hin,
die ,,Summation” des Schemas (1) noch in anderer Weise aufzufassen,
namlich, indem man nach dem Grenswerte der zweifach-unendlichen Zahlen-
folge S ,E'), dem ,,Doppellimes* in dem frither definierten (§ 40, Nr.1,S.254)
allgemeinen Sinne fragt. Bei dieser Auffassungsweise bezeichnen wir das
Schema (1) als unendliche Doppelreihe und nennen dieselbe konvergent,

wenn lim 8 als bestimmte Zahl existiert. Ist dann etwa:
My V>0

(5) lim 8 = §,

My V> o0
so heiBit S die Summe der unendlichen Doppelreike (1), was wir durch die
Schreibweise ausdriicken wollen:

(6) Dprul =819

0

1) Wiren die Anfamgswerte der Indizes u, v verschiedene Zahlen, etwa g,
und »,, 8o wirden wir die Summe der betreffenden Deppelroihe durch das
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In jedem anderen Falle heiBt die Deppelreike divergent und zwar
eigentlich divergent, wenn:
7 1 S’f') =4 00 bzw. = - o0,

?
s 4
uneigentlich divergent (oszillierend, unbestimmt), wenn iiberhaupt kein

endlicher oder mit bestimmtem Vorzeichen unendlicher lim S® existiert.
MH,¥ Py
Auch in diesen letzteren Fillen bedient man sich gelegentlich der
awar nicht gang korrekten, aber bequemen und zu MiBverstindnissen keinen

AnlaB bietenden Ausdrucksweise: die Summe der Doppelreihe (in Zeichen:

2‘" u,f')) sei unendlich grof8 baw. unbestimmt.
0
Nach dem gesagten ist fiir den Begriff der Doppelreihe charakte-
ristisch, daB die beiden Indizes u, v gleichzeitig ins Unendliche wachsen.
Dagegen wird man ein Symbol von der in Nr. 1 betrachteten Art:

(8) éjzu:') bzw. 2“’2“:”::)’
o "o 0 o

welches also zwei nacheimander auszufiihrende Grenziiberginge in sich

schlieBt, passend als eine ferierfe Reihe bezeichnen. Die Beziehungen

zwischen der Doppelreihe Zm ulf"’ und den iterierten Reihen (8) sind
0

identisch mit denjenigen zwischen:

(9) lim 8” und: lim (lim %) bzw. lim (lim 5
) H,y-yrm LB LT 2 M-Po0 ‘V->w® s

und miissen sich aus den allgemeinen Grenzwertsitzen ergeben, welche
in § 43 (8. 288 ff) abgelcitet wurden.

Im Anschlusse an diese letzteren sei zuniichst bemerkt, daB allemal,

Symbol:

EM,V u’f")

‘. Hor %
bezeichnen,

Wenn aus dem Zusammenhange unzweideutig hervorgeht, von welcher Doppel-
reihe die Rede ist, oder wenn es auf eine endliche Anzahl von Anfangsgliedern
nicht spesiell ankommt (also 2. B.,, wenn es sich lediglich um die Frage der Kon-
vergenz oder Divergenz handelt), so bedienen wir uns gewdhnlich der abgekiirzten

)
Bezeichnung guﬂ .
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@®

wenn die Doppe]reihez.v uf‘" konvergiert oder eigentlich divergiert, wenn
0
also ein endlicher oder mit bestimmtem Vorzeichen umendlicher lim S

Uy ¥
extistiert, dieser nimliche Grenzwert zam Vorschein kommen muB, wenn
man g = » setzt (vgl. § 40, S. 259, Zusatz), sodafl also:

(10) ZI: vu '122 s mlﬂzzn u

0

Hieraus folgt aber, daB jede konvergente oder eigentlich divergente Doppel-
rethe auch als konvergente bzw. eigentlich divergente etnfache Reihe an-
geschrieben werden kann. Denn man hat:

v—1

(11) SW =80 + D (8P =887
0
und daher:

(12) Dpru =8 + 2 SO — 807Y).

0

Dabei ist:
18) 87 =8V u +ul o u Ful T e u
() / — .
= (" ") ot (2 )

d. h. das (v + 1)* Glied jener einfachen Reihe besteht aus der Summe
aller Glieder, welche in der (v + 1)** Zeile und in der (» 4 1)*" Kolonne

des Schemas (1) stehen, bis zu dem Gliede 4 einschlieBlich.

3. Es erweist sich fiir das folgende als niltzlich, in analoger Weise
wie die Glieder einer etnfachen Reihe als Differenzen zweler konsekutiver

Gliedersummen, die u‘f") durch die S’E") darzustellen.
Aus der Definitionsgleichung (2) folgt anmittelbar, da8:
R S

(14) v 14 v v =
u‘)()+ul()+...+ul(l)==S‘l(‘)-—-S(f‘ b (V_Z_l):

und ebenso:
(15) { w4 = 5

u’f()) + “’51) + -+ u’(") - S(' —8™ (l" _.2_ 1)'

f—1
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Daraus ergibt sich weiter:
(@) uy =5,", u =8 =87, (21), u)’=5"—8" M (v21),

(16 | u(‘v)zs(v)~s(.v—l)_ Sfli __S(r:-l)
) l b f S’(‘v-l) ,S(') (S’(r:l) ;(,; ) (p?_l, ";1)
(b) =S T ﬁ‘—(ﬂ + n-x)
Die letzte Gleichung zeigt unmittelbar, daf:
(17) lim u(l') == ()
V2% e
sein mufl, wenn ein endlicher lim S ) existiert, d. h. wenn die Doppel-
V>

reihe komvergiert. Insbesondere ist also bei einer konvergenten Doppel-
reihe stets:
(18) lim u® = 0,

v-»00
d. h. die Glieder, welche die unbegrenzte Hauptdiagonale des Schemas (1)
bilden, miissen schliefilich gegen Null konvergieren.

Da andorerseits die Existenz eines endlichen lim S nach § 43,
S. 290, FuBn. 1, keineswegs diejenige von: fab oy
lim S,f") fiir irgendeinen endlichen Wert von v

-y
lim S
r¥»oo '
in sich schlieft, so lassen die Gleichungen (16) die Moglichkeit offen,
dafl selbst bei einer konvergenten Doppelreihe:
(v

¢

” ” » ”» ”» ,"

Lim u

u-~»w

fiir keinen einzigen endlichen Wert von v

1211 u‘(‘r) ” » » ] 1}) n U
zu verschwinden braucht. Mit anderen Worten: Eine Doppelreihe kann
sehr wohl konvergqieren, ohne dapB die Glieder einer einzigen Zcile oder
Kolonne mit unbegrenzt wachsender Stellenzahl der Null zustreben.')

1) Es ktnnen sogar bei einer konvergenten Doppelreihe die Glieder einer end-
lichen Anzahl vou Zeilen und Koionnen numerisch ins Unendliche wachsen, mit
anderen Worten, es brauchen die !u‘(,')! nicht einwal unter einer endlichen Schranke
zu bleiben.

Man iiberzaugt sich hiervon ohne weiteres, wenn man in irgendeiner konver-
genten Doppelreihe eine gerade Anzahl von Anfangszeilen (Anfangskolonnen) durch
solche von der Form:

b, b -+ bu--,
by —by e =l

wo: lim by =00, ersetat.
"
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Beispiel. Man setze:

g0 _ =1 1 1y pw=0,1,2,-...
a 8-S GE) Clore)

a  a
wo a > 1 sein soll. Alsdann bat man nach Gl (16):
© 1 o __ _(= 1) 2 o) __ (=1 1)” e
“/0 = Y u (“,“ + )’ u’o ( + )

(20) :}-1’ " 2 a1 2 a+1
u(")z(-—-l)""'"(‘l""" 1)
Iz . at | a’
w21, v21.

Die aus diesen Gliedern u " gebildete Doppelreihe ist alsdann kon-
vergent, denn es ergibt sich offenbar.

(21) lim 8 = 0.

“,‘I'-)W

Nichtsdestoweniger findet man:

1 . . 1 .
,ll:nlu(o)|="‘?*._'l" ,‘l.})m “}f) w-c-‘-.y (le’z,a,...),

(22) e ‘
tim 0 g, im0 = e (01,330,

sodaB also die Glieder jeder einzelnen Zeile und Kolonne numerisch iiber
einer endlichen Zahl bleiben.

4. Wenn lim S, ) fiir jedes eine gewisse Zahl n nicht ibersteigende »

M >0
eine bestimmie Zahl vorstellt, etwa:
(23) lim Sf") = 8" fir: v = 0,12 ... m,
n-ro

s0 ergibt sich aus G1. (14), daB:

oc
E;l 'u,th) = S(o)

0] ] (r=1 ¢
Z’zuy =87 -8 (v=1,2,.-,n),

d. h. fallen die Grenzwerte lim S” fir v=0,1,2, -, n endlich aus, so
V)

bildet die 1%, 2%, ..., (n+ 1) Zeile des Schemas (1) je eine konvergente
Reihe.

Umgekehrt hat man stets:

(24)

m m

@5) 8P = Duu®+ Diul 4 +2 w? (v=0,1,2.)
0 0
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und daher:
(2()) lim S( " “2 u(“) 2 u® + - M “:,) (”“’07 1; 2., ”))
pro

sobald die rechts auftretenden Reihen, d. h. die 1"’, 2%, ..., (n+ 1) Zeile,
konvergieren.

Dieses Resultat 148t sich folgendermaBen aussprechen:

Die Existenz endlicher Grenzwerte lim S( ) fiir v=0,1,2,

K->
ist vollig gleichwertig mat der Konvergeng aller einzelnen Zeilen.

Die analoge Beziehung besteht dann offenbar zwischen der Existenz
endlccher Grenzwerte lim S( ) fir u=0, 1,2, und der Konvergenz aller

V>
einzelnen Kolonnen.
5. Mit Beniitzung dieses Ergebnisses liefern die in § 43 entwickelten
Beziehungen zwischen Grenzwerten von der Form:

lim a‘), lim (lim af'))

> > >0
hm a,( 7 und K ) =K )
poy>e limag ~, lim (hm a ) ,
L ¢ ft-> "v-Hro

wenn man a,f') durch S,i') ersetzt, die folgenden Sitze:

(I) Eine Doppelrethe kann konvergieren, ohne daf eine
emzige Zeile oder Kolomne eine konvergente Reihe bildet. Dabei
kann aber immer nur einc endliche Anzahl von Zeilen bsw. Ko-
lonnen eigentlich divergieren oder ¢in unendliches Grenzinter-
vall besitzen; und es muf das Grensintervall aller Zeilen und
Kolonmen von einer bestimmien an unter eine beliebig kleine posi-
tive Zahl herabsinken.

Aus § 43, Satz (1Ib), S. 290 folgt zundchst nur soviel, daB die

Existenz eines endlichen lim S” keineswegs diejenige von lim S(”
My V-ro Moo
bzw. lim S'“ fiir irgendeinen endlichen Wert von v bzw. p nach sich

P-» oo

zieht (s. 8. 290, FuBn. 1). DaB dann iiberdies auch keine eingige Zeile
bzw. Kolonne zu konvergieren braucht, liBt sich durch Beispiele leicht

belegen (s. weiter unten). Andererseits bestehen aber, wenn lim S

existiert, die Beziehungen (8. 284, Gl. (1a)): mr>e
= lim (lim S(')) = lim (lim S('))
—_— ’L
(27) Lim S(y) r>o j>o Y o u->®

mrre | = lim (lim ) = lim (Tm 8),

MPo Y- 0 M->oo p-Poo
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woraus mit Beniitzung der Beziehungen (14) die Richtigkeit der iibrigen
Behauptungen hervorgeht.

Ein Beispiel einer Doppelreihe, bei welcher sicher keine einzige
Zeile und Kolonne konvergiert, wurde bereits am Schlusse von Nr. 3 ge-
geben: bei der dort angefiihrten Reihe besitzen ja nicht einmal die
Glieder der einzelnen Zeilen und Kolonnen den Grenzwert Null. Im
iibrigen war (Gl (19)):

§® _ = 1)“*'( 1 )
* 2@+ 1) \a* | o/’
und hieraus ergibt sich:

S =l

@ _ g-n _ (=" at1
S =5, 2(a +1) G+F) ¢z,

(28)

sodaB also die 1*® Zeile in den Grenzen 4 NeY ;F’i)’ die (¥4 1)* (wo v >1)

. 1 . . .
in den Grenzen + 54 oszilliert: man erkennt ohne weiteres, dafl dieses

Grenginlervall fiir hinlinglich grole Werte von v in der Tat beliebig klein
wird. — In analoger Weise verbalten sich die Kolonnen der fraglichen
Reihe.

Will man ferner konvergente Doppelreihen herstellen, bei denen eine
endliche Anzahl von Zeilen (Kolonnen) eigentlich divergiert oder ein un-
endliches Grenzintervall besitzt, so braucht man nur (analog wie in FuB-
note 1, S. 453 angegeben) in irgendeiner konvergenten Doppelreihe eine
beliebige Anzahl von Zeilen (Kolonnen) durch die Glieder irgendwelcher
eigentlich divergenter oder ein unendliches Gremzintervall besitzender
Reihen, ebensoviele andere Zeilen (Kolonnen) durch die ndmlichen Glieder
mit entgegengeselztem Vorzeichen zu ersetzen.

o0

(1) Ist auBer der Doppelreihe: 2,* u'’ =8 jedc eingelne
Zeile Eu(') (r=0,1,2,---) oder ;ede emzelne Kolonne

Z  (uW=0,1,2 --) konvergent, so konvergiert auch die

Rethe der Zeilensummen bzw. diejenige der Kolonnensummen
gegen die Summe S, d. h. man hat:

(29) ﬁ:j‘m =S, bzw. 2‘ ‘”’ ul(‘") —
o o o o
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Denn nach § 43, 8. 285, GL (1b) hat die Annahme: lim S = § und

p,v-)uo

die vorausgesetzte Existenz endlicher Grenzwerte lim S, ® (ve=0,1,2,--)

fe-»oo
bzw. lim S, ® (w=0,1,2,--) stets zur Folge, daB:
v >0
(30) lim (lim 8,”) = 8, bzw. lim (lim 8%) = §.
+-»00 fe->00 Mu->oo "v-row

Man kann den Inhalt dieses Satzes auch folgendermaBen aussprechen:

(I1a) Eine konvergente') Doppelreihe mit konvergenten
Zeilen bzw. Kolonnen lift sich durch die iterierte Reihe der
Zeilen- bow. Kolonnenreihen ersetzen. Ihre Summation kann
also auf swei sukzessive auszufiihrende einfache Rethensummationen
surtickgefiihrt werden, in Zeichen:

(31) jy.vu 22 * baw. mu =-22 uM —
[

Der Satz (II) bleibt mutatis mutandis offenbar richtig, wenn + oo
oder — oo an die Stelle der endlichen Zahl S tritt, da die entsprechend
modifizierte Gleichung (30) auch in diesem Falle Giiltigkeit behilt (siehe
wieder 8. 285, Gl. (1b)). Man findet also:

(ILI) Ist eine Doppelreihe mit konvergenten Zeilen bzw.
Kolonnen eigentlich divergent, so gilt das gleiche von der Reihe
der Zeilen- bew. Kolonnensummen.

Mit Beriicksichtigung dieses Satzes und des weiteren Umstandes, daB
nach § 43, Nr. 2 (8. 285) die Existenz der Beziehung:
lim (lim S®) = lim (lim S
i (i 5) = i (fim 5.7)

noch keineswegs die von lim S nach sich zieht, die Nichtexistens jener

Hy v > oo
Beziehung bei gleichzeitiger Existenz der inneren Limites (insbesondere
auch dann, wenn die beiden Seiten jener Beziehung zwar bestimmte, aber
voneinander verschiedene Zahlen vorstellen) dagegen das Vorhandensein

von lim 8 (‘" definitiv ausschlieBt, ergibt sich sodann:

RE L)
i (IV) Auch wenn alle Zeilen und Kolonnen des Schemas (1)
konvergente Reihen bilden und wenn die Rethe der Zeilensummen
und diegjenige der Kolonnensummen gegen die namliche Summe S

1) Die Konvergens der Doppelreihe muB a priors festatehen und darf nicht
etwa ohne weiteres aus der etwaigen Konvergens der betreffenden sterserten Reihen
geschlossen werden: vgl. Satz (IV).
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konvergiert, so kann die betreffende Doppelreihe nichtsdesto-
weniger divergieren: sie divergiert dann nach Sats (IL) allemal
uneigentlich. Diese Divergenz mufl cintreten, wenn die Reihe
der Zeilensummen und diejenige der Kolonnensummen gegen
verschiedene Werte konvergieren oder wenn nur eine dieser
beiden Reihen konvergiert.

Um Beispiele derartiger divergenter Doppelrethen zu gewinnen, hat
man lediglich fiir S f") einen passend gewiihlten jener Ausdriicke a’f") zu
setzen, wie sie in § 42, 43 ndher untersucht wurden, und sodann die
Reihenglieder u,f" mit Hilfe der Gleichungen (16) entsprechend darzu-
stellen. Setzt man z. B.‘):

™ [ad I
6D 8= e CU e
(u=0,1,2,-.-, v=0,1,2,...),
80 hat man:
lim S() lim S(') =0 fiir jedes einzelne » bzw. u,
%) 1 h: ”1” 1 sv‘:w lim (lim $”) =0,
also auc lm(lm; ") = m(m ”)-—

¥->0 @-»eo H->00 ‘¢->oo

withrend ein endlicher oder bestimmt-unendlicher lim S nicht existiert.
Uy ¥R

Es konvergiert dann also jede Zeile und jede Kolonne, desgleichen die
Reihe aller Zetlensummen und diejenige aller Kolonnensummen gegen die
Summe O, wiihrend die betreffende Doppelreihe oszilliert.

Nimmt man ferner fiir S}fv) einen der folgenden Ausdriicke (§ 43,
Nr. 2, 8. 285):

v+1
M ___e+1 5
(34) SM HFvy 41! : ’+1’
8o wird:
(35) lim (lim 8) =1, lim (lim 8”) =0,
V-»00 U -H>eo f-»>o00 "v->oo

sodaB also die Reihe der Zeilensummen gegen die Summe 1, diejenige
der Kolonnensummen gegen die Summe O konvergiert (wihrend die be-
treffende Doppelreihe dann eo fpso oszilliert), Kine verhiltnismiBig ein-

1) Das erste dieser Beispiele geht aus § 48, Beispiel 8), 8. 276 hervor, wenn man
setzt: 80 =1—al. Das zweite findet sich als Beispiel 4) auf 8. 277, das dritte
§ 43, Nr. 2, 8. 285 (beide mit der unerheblichen Modifikation, daB heer der Sum-
mand 1 im Nenner hinzugefiigt wurde, damit die betreffenden Ausdriicke auch
noch fir p = v = 0 einen Sinn behalten).
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fache Form der Reihenglieder uf’ liefert noch der folgende, im tibrigen
ganz analog wie die obigen sich verhaltende Ausdruck:
o _ (et 1\r+?
(36) 8 =)
némlich:
w'? — i iven: u® 1 e\ 1 w1
4" =g, im tbrigen: u” — i ) —aye (R
6. Geniigen die Glieder u,f") durchweg der Bedingung, => O zu sein,
o bilden die S ;') allemal eine monotone (niemals abnehmende) Folge posi-
tiver Zahlen. Daraus ergeben sich aber mit Ricksicht auf § 40, Nr. 3
(8.257) und § 43, Nr. 1 (8. 285, Gl. (1b)) die folgenden Sitze:
(V) Ist u” > 0 und bleibt S unter einer endlichen Zahl g,
so konvergiert dic Doppelreihe der .” gegen eine bestimmte

Summe S. Zugleich konvergiert jede Zeile und jede Kolonne,
und die Reihe der Zeilen- und diejenige der Kolonnensummen
konvergiert gleichfalls gegen dic Summe S.

(VD) Ist u® > 0, so sicht jede der drei Gleichungen:
@) Seur-s S3ur-s, FSw0-s
o 0 0
die beiden anderen nach sich. Dies gilt auch noch, wenn + oo
an die Stelle der bestimmien positiven Zahl S tritt.

Die Satze (V) und (VI) bleiben offenbar auch gtiltig, wenn unter den
Gliedern u ) negative Zahlen in emdlicher Anzahl vorkommen; ebenso,
wenn durchweg oder nach AusschluB einer endlichen Anzahl uﬁf) <0

<g9)

(Dabei muB natiirlich die Voraussetzung von (V) lauten: ’Sf’

§ 63. Beziehungen zwischen einer Doppelreihe und der aus den
Diagonalsummen gebildeten einfachen Reihe.

1. Transformiert man das zweifach-unendliche Schema:

uo(°)+ul(°)+...+u.‘£°)+...

+“o(1)+ul(1)+ “ o +u,$1)+.

(1) 4+ e .
+un(')+ul(')+...+u“(")+...
+. v e e e e e e e e e



460 Abschuitt II. Kap. IV. Unendliche Doppelreihen, Nr. 1.

in eine einfach-unendliche Reihe, indem man die Glieder u‘,f’) nach ,Diago-
nalen” ordnet, d. h. indem man bildet:

(2) Zwv7 wo: w, = ug(,’) + uf'—l) + e +u:21 + ufo)J
°
so besteht zwischen der Doppelrethe der ulf") und der emfach-unendlichen

ReiheZ'vw, eine vollkommene Ubereinstimmung, sobald u}(‘" = 0 ist.
Woi‘e niamlich ein Blick auf das Schema:
ué°)+...+u’f°)+...+ué‘2
3) g+ tu”
+ . .
+u (:n n)
unmittelbar zeigt, gilt alsdann die doppelte Ungleichung:

(4) 2 w, < 8% gﬁl w,.
0 (1]

Wenn nun die Doppelreihe gegen die Summe S konvergiert, so hat man
speziell lim S = S und daher nach Ungl. (4):

R-yo
®

(5) 2 w, <.

0

Daraus folgt zundchst, wegen «w, > 0, die Konvergene der ReiheE w,
und sodann aus (4) fir #n — oo: 0

(6) j w, = 8.

0

Umgekehrt : WennZ:w, gegen die Summe S konvergiert, so folgt
0

zunichst unmittelbar aus Ungl. (4), daB:
(7 lim S = §.

N ->00

Alsdann muB aber wegen der Monotonie dexr Zahlenfolge S’(‘") auch all-
gemein:
(8) lim 8 = §
. A L a
sein (§ 40, S. 269, Zusatz).
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Es ergibt sich hieraus schlieBlich noch, daB die Doppelreihe der u'f')

und die Rethe >vw, auch allemal gleicheeitig divergieren (nimlich nach
0
+ 00), wenn eine der beiden Reihen divergiert.

FaBt man dieses Resultat mit dem Satze (VI) des vorigen Para-

graphen zusammen, so ergibt sich an dessen Stelle der folgende noch
etwas allgemeinere Satz:

Ist w > 0, 30 sieht jede der vier Gleichungen®):

(9) Zﬁv,vu’?’)mS, }:’j u’— 8, j‘ﬁuy’us, yw, = 8
0 1] (1] 1} 1}

[]

die drei anderen nach sich, gleichgiltig, ob S cine bestimmte
Zahl vorstellt oder unendlich grof st.

2. Um die Beziebung zwischen einer beliebigen D0ppelreih02,v u’f')
0
und der Reith} w, festzustellen, schicken wir den folgenden Hilfssatz
[}
voraus, welcher eine Verallgemeinerung eines frither mitgeteilten Cauchy-
schen Satzes tiber den Grenzwert eines arithmetischen Mittels (§ 45, Nr. 1,
S. 305) bildet:
w=0,1,2,.

. R ) g .
Bleiben die Zahlen a, (v ~0,1,2, ) numerisch unier

ao

ewmer endlichen Zahl g und ist:

(10) lima” =a

wnrrm M

(wo a eine bestimmte Zahl inkl. O vorstellt), so wird auch:

(») (m—1) (1) 0) o
a'o +a -+ - +an_1+“ 1 (m—p)
@y m I =tim iy e e
0

Beweis. Man bat zunéchst identisch:

(12) 2 (=1 _(n41)- amz "= _ )

Da nach Voraussetzung: lim a, *) = @, 80 muB sich nach Annahme einer
I e d h

1) Der auf die drei lotsten Gleichungen bestigliche Teil des Satzes ergab
sich schon bei fritherer Gelegenheit: § 46, Nr. 4 (8. 817, Gl. (23)).
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 9. Aufl, 31



462 Abschnitt II. Kap. IV. Unendliche Doppelreihen. Nr. 8.
beliebig kleinen positiven Zahl ¢ eine Zahl m so fixieren lassen, daB:
(13) 6P —a|<e fur: p2m, v2m.

Nimmt man nun in Gl. (12) » > 2m (also: » —m >m) an und schreibt
jene (leichung folgendermaBen:

n

(14) 2 a" "~ (n4 a
0
— Zm;‘(ain—-ﬂ)___a) +RZ—; (a’fuap)_a) +2(a’fn—y)__ a) ,
0 m+1 n—m+1

so wird in der sweiten Summe auf der rechten Scite durchweg:
la(“ # a] <e,
in der ersten und dritten zum mindesten:

la(u~,u)__a,i§ (n ’“)I—f—lal<g+|al)

und daher: g

(15) iZ}a’(‘"—m_ (n+1)a} <(@2m+1)-(g+a]) + (n—2m)- ¢

oder:

1 n— L 2 1 2 1
(16) |y Dral " —a| < Gtlah + (-5
[

Lift man jetzt » ins Unendliche wachsen, so wird:

2: (n=p) }
n+1 i

also schlieBlich, da & jede beliebig kleine Zahl bedeuten kann:

(17) lim

n-» o0

(18) h:n ;1'1*7 4 (I,‘(n "H) a, q. e. d.
n-rw o

3. Nunmehr kdnnen wir den folgenden Satz beweisen:

Besitat die konvergente Doppelreihe:

L

E#ﬂ u() S

0

die Eigenschaft, daf3 jede eincelne Zeile und Kolonne konvergiert
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oder innerhalb endlicher Grensen oseilliert, so kann dic Reihe

0

va, nur konvergieren oder oszillieren') und swar ist im
0

Falle der Konvergenz stets auch:

Zw;w,, = 8.
0

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB infolge der beziiglich der ein-
zelnen Zeilen und Kolonnen gemachten Voraussetzung IS;”’ fir alle
moglichen u, v unler ciner festen Zahl g bleiben muB (was ja aus der

bloBen Existenz eines endlichen lim S noch keineswegs folgen wiirde).
py>eo

Wegen der Konvergenz der Doppelreihe gegen die Summe S lassen
sich jeder positiven Zahl & zwei Zahlen m, n zuordnen, soda8:

(19) |8V —8|<e fir: p>m, v2n,
also:
S —e< S/El,) <8+ &,
und somit:
(20) |8 < |8+ fir: p>m, v

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreihe, so bleibt
nach Voraussetzung die Summe jeder eincelnen, wieviele Glieder man anch
summieren mag, numerisch unter einer endlichen Grenmze. Dasselbe gilt
also auch filr digjenigen Summen, welche entstehen, wenn man die ent-

sprechenden Glieder der crsten 2,3, -+, n Zeilen addiert, soda man
setzen kann:
(21) ]Sﬁ"’, <g fir: p=0,1,2, - in inf, v<n,

wo 4  eine bestimmte positive Zahl bedeutet.
Analog ergibt sich durch Betrachtung der ersten m Kolonnen:

(22) |89 <g” fiir: p<m, v=0,1,2,., ininf.

Bedeutet jetzt g eine Zahl, die von keimer der drei Zahlen |S| + e,

g, 9" tiberstiegen wird, so bestehen alle drei Bedingungen (20), (21), (22)

gleicheeitig, sobald man jene drei Zahlen durch g ersetzt, d. h. es ergibt
sich schlieBlich:

. =0,12, ... ininf.

(23) |89 <yg fir: l“ A

r=0,1,2 ... in inf.
1) Sie kann also niemals eigentlich divergieren, wohl aber ein unendliches

Grenzintervall besitzen (8. das Beispiel in Nr. 4).
31+
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Nun werde gesetzt:

24) 0ot 10, + 10, = W,

80 hat man fiir » > 1:

W' == uo(o) + 1(1(0) .-!. e + u'(g)’ + “-.(91 + u’(o) = S'(o)

+ 4O+ O u® 4w ® + (89, —89)
+ ug® + @ @, + (5,2, — 81,)
<+ - . . e e R
+ 0, + (S, — 8-

oder, anders geordnet:
(25) Wv = Sv(o) + S’(_l_)l_}_ “ee +Sl(v—l) + So(v)__ (Sv(o_)l.;.s‘f_l_)’.}. ves +SO('—1)).
Substituiert man hier der Reihe nach v =1,2, 3, -, %, s0 ergibt sich:
W, = 8,0 4+ 8,0 — §,©
W, = 5,0 + 8,0 £ 8,® — (8,0 + §,m)
Ws = Ss(") + S’(l) + ,S'l(z) + So(ﬂ) — (Sa(o) + Sl(’) + S’o(’))

Wam 59+ 80, 4+ 50— (S0, + 89, 4+ 8,0-9),
und wenn man diese # Gleichungen zu der folgenden addiert:
Wo= 5,0,

8o resultiert, nach Hinzufiigung des Faktors T-}Ti:

1 S 1 ® | @ )
(26) W= B+ 82+ 4 88)
0

Hieraus folgt aber fir % — 0o, mit Beriicksichtigung der Voraus-

setzung: lim S* — S und des unmittelbar zuvor bewiesenen Hilfs-
M, V=>

satzes, daB:
27) lim —1— - W, =S.

Wenn mmZ?ww kowvergiert und etwa:
0

(28) Drw, =lLm W, = W

>u
° v
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ist, so wird andererseits nach dem oben zitierten Cauchyschen Satze
vom Grenzwerte eines arithmetischen Mittels auch:

(29) lim oy 2 W, =W,
sodaB sich aus der Verbindung der Glenchungen (27)—(29) schlieBlich
ergibt:

(30) Drw,=8.

0
w

Wire hingegen Z:w, eigentlich divergent, also lim W =+ oo bzw.

0 v->o

= — 00, 80 milBte ebenfalls nach jenem Cauchyschen Satze:

lun s ZW 4+ 00 bzw. = — o0

I-)ﬂ

sein, was der Gleichung (27) widerspriche. Daraus folgt mit Notwendig-

keit, daB die Reihe Dvw,, falls sio nicht konvergiert, jedenfalls mur
osgillieren kann. 0

4. Um an einigen einfachen Beispielen zu zeigen, daB die beiden im
vorigen Satze angedeuteten Moglichkeiten (nimlich auBer der Konvergens

der Diagonalenreihe 3w, auch deren Ossillieren) auch wirklich eintreten
konnen, werde gesetzt:
(31) u=o —v

W nty nevil?

wobei > v, als (bedingt oder unbedingt) konvergent angenommen wird.

Die so deﬁnierte Doppelreihe wird durch das Schema dargestellt:

(vp—v) +(v,—1y) + (03 —v3) +"'+("y—",.+1) +--
+ (v, —vy) +(v—0) + (75 — v,) +o (O, — p+l) +-
(82) +(”:“°a) +(”a""¢) +(”¢"‘"5) +-- +(",.+: “u) +
+(‘0 r+1)+(vv+l v+8)+(vr+l v+3)+ +(vp+v p+v+l)+“'

und konvergiert offenbar gegen die Summe: Z v9,. Denn man hat:
]
meudl mtntl

(33) S(')- vy, — Jvy, == w —2

m41
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Die einzelnen Zeilen und Kolonnen sind gleichfalls konvergent und ihre
Summen besitzen der Reihe nach die Werte v,, v, vy, - - -
Andererseits ergibt sich, wie das Schema (32) zeigt:

(34) w, = (1)+ 1) (U,"—U,,+1)'
und daher:

n—1

Drw, = (v5—2,) + 2(v; —v) + B(vy —v3) + - - - + n(v,_; — )

0

n—1

(35) == 21},, —n-v,.
[}

Diese Gleichung lehrt, daB Zw, dann und nur dann Konvergiert,

wenn lim n - v, eine besttmmte Zahl ist. Letzteres ist aber wegen der

n-» oo
«

vorausgesetzten Konvergenz von Ev v, nur in der Weise moglich, daB:
0

(36) limn o, =0.

n-»o

Denn eine Beziehung von der Form: lim % - v, = a, wo |a] > 0, wiirde
7n-»00
®

ja allemal die Divergens der Reihe 2 v, zur Folge haben.
Q

Hiernach ergibt sich also, daB in der Tat (GI. (35) und (36)):

(37) Zwvwzvv d. h. =2‘"’ (’?JF+,--?}"+,+1)
0 0 0

wird, wenn 2 w, berhaupt konvergiert. Und man hat, um Beispiele dieser
)

Art zu gewinnen, v, lediglich so zu wihlen, daB 2"”0' konvergiert und die

(=17
Bedingung (36) befriedigt wird (z B. v, =% + l)” CES)ICE 2))
Da ferner — wegen der Konvergenz vonZz v, — limn v, auch
0 n-p» oo
nicht = + oo bzw. = — 0o sein kann, so erkennt man zunichst aus

@

Gl. (35), daB >»w, in keinem Falle eigentlich divergieren kann.
°
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SchlieBlich bleibt noch die eine Moglichkeit offen, daf lim » - v,

n >0
und Lim # v, verschieden ausfallen. In diesem Falle oszilliert die Reihe
% -p oo
Z-Swy , wie Gl (35) zeigt, in den Grenzen:
0
(38) 20, —limn - v, und: vo, — limw - v,.
0 0P 00 0 n-»o

(Beispiele. Man setze:

_ = N DR RV T AN ST S
v, =gy 8le0r w=(—1)* (u+w+1+y’+v+'2)'

Alsdann wird:

limn-v, =—1, limn-v, =41

2”, =2(“ Ly .'41‘_.'[=1g2
0 4

und es ergeben sich somit:
lg2 -1 und Ig2+1

[

als dic Oszillationsgrencen der Reihe 2 w,.

0
Setzt man dagegen:

(— i)' (v) N s 1 1
R e A
Vet o = (Jl"u+1-+1 Votv+2/)’
so wird
limn-v, == —o00, limn-r, =+ 00,
n -y n-»o

sodaB also die ReiheZv w, hier in den Grenzen — oo und + oo oszilliert.)
0

5. Es verdient ausdriicklich hervorgehoben zu werden, daB die bei
der Formulierung des vorigen Satzes gemachte Einschriinkung, wonach
die Zeilen- und Kolonnenreihen entweder konmvergieren oder endliche
Oszillationsgrenzen besitzen sollten, nicht etwa lediglich der Beweis-
fithrung ewlicbe eingefiihrt wurde: dieselbe bildet vielmehr eine wesent-
liche Voraussetzung in dem Sinne, daB der Satz hinfillig werden kann,
wenn jene Bedingung nicht erfillt ist.

Dies a8t sich in sehr einfacher Weise aus der folgenden Uberlegung
ersehen. Ks sei: Z;’«,v uf"‘) == S irgendeinc komvergente Doppelreihe, bei

0
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der zum mindesten die zwei ersten Zeilen konvergieren, fir welche auBer-

dem die Beziehung besteht: Zw, = §.
0

Man bilde nun eus dieser Doppelreihe eine neue, indem man die
Glieder der ersten Zeile, also die u’(lo) (u=0,1,2,...), durch _.ulﬁo) 4+,
die der sweiten, also die u’f'), durch u’(‘" — v, ersetat, wo die v, (p=0,1,2,.-.)

nach Belieben zu wahlende positive Zahlen bedeuten. Man erhilt auf
diese Weise das folgende Schema:

(@ +g) + (9O +e,) + -+ (WO 4o, y) 4 (4,0 +v,) +- -

A (=) 4 O —0,) o oo (0, =1, ) (0, —0,)
(89) + uo(’) -+ ul(’) -+ + “'v(!—)l +4- 11/',(2) + -

+ . B . . e e e e

+ uo(") + ul(') R “v(i)l }- uv(") R

+ . . . [N

und erkennt unmittelbar, daB auch diese Doppelreike gegen die Summe S
konvergiert.

Bezeichnet man sodann die Diagonalsummen des Schewas (39) mit
w, (v=0,1,2,...), so wird:

wo’ E ] uo(o) + vo
(40) ] 10, = s + D oy (1 v, ) (04 0)
=W, — U, _, -+ v, (‘V }f\_ 1)

und daher:

n n

(41) v, = Drvw, +v,.
2

Werden nun die v, so gewihlt, daB lim v, == v endlich und von Null ver-

schieden ausfillt, so divergieren die beiden ersten Zeilen des Schemas (39),
withrend zugleich aus GI. (41) sich ergibt:

(42) 270,’ =8+,

0

d. h. die Reihe der Diagonalen bleibt zwar konvergent, ihre Summe ist
aber verschieden von derjenigen der betreffenden Doppelreihe. (Bei-
spiel: v, = 1)
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Nimmt man dagegen lim v, = + oo (z. B. v, = v), bzw. wihlt man
n->e

die v, 80, daB lim v, und lim v, verschieden ausfallen (z. B. v, = 2 + (—1y,
” >y n-»ew
v, =v-1") ga lehrt Gl (41), daB die Reihe Ev w,’ eigentlich divergiert
0

bzw. oszilliert.

w

Die Reihe Zw,' verliert also in den betrachteten Killen tatsich-

0
lich jene Eigenschaften, welche ihr nach dem Satze von Nr. 3 zukommen,
falls die Zeilen und Kolonnen Lonvergieren oder innerhald endlich bleiben-
der Grensen oszillieren.

§ 64. Absolnt konvergente Doppelreihen. — Zusammenfallen von
absoluter und unbedingter Konvergenz. —— Bedingt konvergente
Doppelreihen,

®

1. Die Doppelreith, v -n:') heiit absolut konvergent, wenn die Doppel-

- 0
reihe der Iu’f”)] konvergiert.

Um vor allem nachzuweisen, daB eine in diesem Sinne absolué kon-
vergente Doppelreihe iberhaupt konvergiert, werde gesetat:

[+ [+ 0]
(1) .+‘u0(l)'+|ul(1)'+...+!uﬂ(l)l
’ + . N . o . . . .

g™
. . =Sﬂ ’
+ 0]+ 1] 4 ]

withrend S’f”) wiederum die entsprechende Summe der u!f') bezeichnen
mag. Da sodenn allgemein:

N [(OX] )
@) | Su < S|},
falls sich die Summation bei beiden Summen tiber die niimlichen Werte
von u und v erstreckt, so hat man:

(3) ES("+") _ S;f:)i _S_ Sf’(”»ﬂ) _ g’f:l)

| “mtp mie

und hieraus folgt unmittelbar, daB gleichseitiy mit lim 5™ stets

M, 1% -> o

auch lim S,f:') einen bestimmten Wert besitzt, sodaB also mit der Doppel-

m,n-»>o

reihe der ]uﬁf”! stets auch diejenige der u’f') konvergiert.
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Unmittelbar aus dem Begriffe der absoluter Konvergenz ergeben sich
die folgenden Satze:

Eine konvergente Doppelreshe, welche negative (oder posi-
tive) Glieder nur in endlicher Anzahl enthdlt, ist allemal absolut
konvergent. —

Enthdlt cine absolut konvergente Doppelrethe sowphl po-
sitive als negative Glieder in unbegrenzter Anzahl, so bilden
sowohl die positiven als die neyativen Glieder je eine (absolut) kon-
vergente Doppelreihe.

Umgekehrt konvergiert eine Doppelrethe absolut, wenn so-
wohl die positiven als die negativen Glieder je eine konvergente
Doppelreshe bilden. '

2. Die absolut konvergenten Doppelreiben zeigen ein ganz analoges
Verhalten, wie konvergente Doppelreihen mit positiven Gliedern. Insbeson-
dere gilt der Sata:

Ist dic Doppelreihe der u " absolut konvergent und

[ J

“ ew) =5,

(]

so konvergiert auch jede emeelne Zeile und Kolonne und die Reihe
der Zeilen- bzw. Kolonnensummen absolut und man hat auch:

(6) 2" 2" u’f") =8 (Reihe der Zeilensumsnen),
1] (1}

(6) E 2 u!f") =8 (Reihe der Kolonnensummen,).
(] (1]

Ebenso konvergiert die Rethe der Diagonalen absolut und gwar

awch dann noch, wenn man die etnzelnen u ) als Glieder der
Reihe auffaft. Zugleich hat man:

(7) Z (@ +ul P+ + uf"’) =8 (Reihe der Diagonalen).

Beweis. Da nach Voraussetzung die Doppelreihe der 'u” ‘ kon-
vergiert, so konvergiert nach Satz (V) des § 62 (S.459) in dem Schema
der |u | jede einzelue Zeile und Kolonne, ebenso die Reihe der Zeilen-
und der Kolonnensummen uund die Reihe der Diagonalen. Mit anderen
Worten: in dem Schemsa der u‘f") ist jede Zeile und Kolonne, die Reihe
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der Zeilen- und Kolonnensummen und die Reihe der Diagonalen absolut
konvergent, iibrigens auch wenn man bei der letzteren durchweg die ein-
zelnen u::) als die Reihenglieder auffaBt.

Es handelt sich also nur noch darum zu zeigen, da8 die betreffenden
Reihen simtlich die Summe S besitzen.

Fir die Reihe der Diagonalen (Gl (7)) folgt dies aber schon un-
mittelbar aus dem Satze in Nr. 3 des vorigen Paragraphen und fir die
iterierten Reihen (5) und (6) aus dem Satze (Ila) des § 62 (8. 451),
librigens auch mit Hilfe eines frither bewiesenen Satzes (§ 58, Nr.4, S.410),
nach welchem (unter der hier gemachten Voraussetzung der absoluten
Konvergens) die Existenz der Gleichung (7) stets diejenige von {0) und
(6) nach sich zieht.

3. Der soeben bewiesene Satz 1aBt sich leicht in folgender Weise
umkehren und erweitern:

Von den vier Gleichungen:

[- ] a0 ] - ] ao
E,v ulf') =8, 2- Eﬂ u‘f") -9, Eﬂ vu:') = S,
(8) 0 0 [\] 0 ]

D) = 8
0
zieht jede einzelne die drei anderen nach sich, wenn die in
der Voraussetoung auftrelende Reihe bei Vertauschung der u(f') mit
thren absoluten DBetriigen konvergent bleibt.

Aus dieser letzteren Annahme folgt nimlich (entweder ohne weiteres
oder nach dem Satze am Schlusse von § 63, Nr. 1, S. 461), daB die
Doppelreihe der lu}f”' konvergent, also diejenige der u.” absolut konvergent
ist. Hierauf ergibt sich aber alles weitere aus dem Satze der vorigen
Nummer.

In dem obigen Satze ist offenbar der frither bewiesene (8 68, Nr. 4,
8. 411) sogenannte Couckysche Doppelreihensats wiedernm als Teil ent-
halten.

4. Eine konvergente Doppelreike heiBt unbedingt konvergent, wenn
jede durch Umordnung der Glieder daraus hervorgehende Doppelreihe
gegen dieselbe Summe konvergiert, wie die urspriingliche. Dabei betrachten

wir eine Doppelreihe Su,»v” dann und nur dann als durch »Umordnung*
"
0

sus der Doppelreihe Z,ru‘:') hervorgegangen, wenn jedem Gliede uf‘" in
o
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umkehrbar eindeutiger Weise ein ihm gleiches v ? zugeordnet werden
kann. Es muB also jedes Glied, das in dem Schema

4 ® %,© 5®. . ...

u,o(l) u,l(‘) u,(‘) .....
uo(’) ul(’) u,(’) PR

an einer bestimmten endlichen Stelle erscheint, auch in dem Schema:
vo(o) vl(o) vs(o) .....
vo(l) vl(l) ')2(1) .....
'Un(’) /Ul(’) va(’) ....

einen bestimmien endlichen Plaiz einnehmen und umgelehyt.

Es gilt nun zunichst der folgende Satz:

Jede absolut konvergente Doppelreihe ist unbedingt
konvergent.

Beweis. Es werde das a]lgemeine Glied der urspriinglich vor-
gelegten Doppelreihe wiederum mit u ) ihre Summe mit S bezeichnet,
wihrend 'v'f') das allgemeine Glied einer durch Umordnung daraus her-
vorgegangenen Doppelreihe vorstellen soll. Dann erkennt man zunichst,
daB auch die Doppelreihe der vﬁf") komvergiert und zwar absolut. Denn

®

setst man etwa:

)

(")l =8, 8o muB jede begrenste Doppelsumme,
welche aus Ghedorn ’v( ” l gebildet wird, stets unterhalb S blelben, soda8
also nach § 62, Satz (V) (S. 459) 2 lv( )l konvergiert und E,vv

absolut komvergiert. Begeichnet man dann die Summe dieser letztoren
Doppelreihe mit 7, so wird nach dem Satze von Nr.2 (Gl (0):

oo

2 (u(f” T “,(.0)) =8,
(1]

©) .
S 04+ 0®) = T

0
Jede dieser einfach-unendlichen Reihen ist aber absolut konvergent,
auch wenn man die einzelnen Glieder “,(:) bzw. v:") als Reihenglieder auf-
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faBt. Die sweite stellt dann aber lediglich eine Umordnung der ersien dar

und somit ergibt sich:
T=38,

womit der ausgesprocheue Satz bewiesen ist.
5. Um auch die Umkelrung dieses Satzes beweisen zu kbnnen,

schicken wir die folgende Bemerkung voraus.
Eine einfach unendliche Zahlenfolge:

Uyy Ugy Ugy = - * -

1iBt sich nach § 39, Nr. 1 (8. 247) auf unendlich viele Arten als sweifach-
unendlicke Folge anordnen, am einfuchsten etwa in folgender Weise: man
teile jene Folge in Gruppen, welche der Reihe nach 1,3,5, .-,
(2v + 1), --- Glieder enthalten, und ordne sodann jene Gruppen zu einem
unbegrenet forisetzbaren quadratischen Schema in folgender Weise?):

) (1) L1 (N Uy * Uy
A A A
(2) Uy > Uy Ug © Upryg,y
*
(10) 1 @) 5 oy >, C Uy gyt
4
(1’+1) Upp1™> U™ Wpapg™> @ Uy g

Bezeichnet man jetzt mit s:’) die Summe aller derjenigen Glieder,

welche den ersten v Zeilen und u Kolonnen dieses Schemas angehdren,
so hat man speziell:

n?

(11) s,f"’_z.’ “,.

1

Wenn nun lim s

n-»oo

einen bestimmten Wert besitzt, so folgt daraus

noch nicht das gleiche fir lim 3,(:)’ d. h. man kann daraus noch keinen
m,n-»wo

SchlnB auf die Konvergens derjenigen Doppelrethe ziehen, welche durch
das Schema (10) definiert wird.

Wenn dagegen lim s'f") = + 0o wird (oder wenn lim s:”) und lim 5"
n->oo n-»o0 n-»o

verschieden ausfallen), so folgt mit Sicherheit, daB kein endlicher lim s\”

m
m,n -»oo

existiert, und daB somit die Doppelreihe (10) unter keinen Umstinden kon-
vergieren kann.

)

1) Vgl. den umgekehrten Proze8 § 39, (6a) (S. 251).
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6. Mit Beniitzung dieser Bemerkung beweisen wir jetzt den Satz:

Jede unbedingt konvergente Doppelreihe Z,vu” ist auch

absolut konvergent.
Beweis. Zunichst folgt aus der Voraussetzung der unbedingten Kon-
vergenz, daB nicht nur lim «®) — 0 (was nach § 62, S. 453, G1. (17) bei

My V>

Jeder konvergenien. Doppelreihe der Fall ist), sondern auch:

hmuﬂ =0 fiir: v=0,1,2 ...,

(12) e
hmu/ =0 fiir: u==0,1,2, -

-y

Um dies einzusehen, braucht man nur die (v 1) Zeile baw.
(w4 1) Kolonne mit der Hauptdiagonale zu vertauschen (wobei das eine
Glicd «” bzw. uﬁ') seinen Platz behilt). Da die Konvergenz der Doppel-

reihe durch diese Umordnung nicht gestért werden soll, so miissen die
Glieder der nunmehrigen Hauptdiagonale den Grenzwert O besitzen,
woraus die Richtigkeit der Gleichungen (12) unmittelbar hervorgeht.

Nun schreibe man die Glieder der Doppelrelhezl vu ) obne eins

0
zu iibergehen, als einfach-unendliche Rethe an (z. B. indem man das

Schema der u ) nach Diagonalen ordnet). Bezeichnet man sie in dieser

Anordnung mlt

(13) Upy Ugy Ugy ==y Uyy 0y

80 ergibt sich zundchst aus (12) in Verbindung wit lim uﬂ = 0, daB:
1, 0

(14) limu, =0

yrx
sein muf.

Wird jetzt angenommen, daB die vorgelegte Doppelreihe nicht absolut
konvergiert, also auch die aus den Zetlen der lu‘f")l gebildete dterierte

Reihe nicht konvergiert, so ergibt sich unmittelbar aus dem Satze von § 46,
Nr. 3 (8. 312), daB auch die Reihe (13) nicht absolut konvergieren kann.

Hieraus folgt aber, daf sich die Glieder (13) auf Grund des erweiterten
Riemannschen Satses (§ 57, Nr. 3, S. 405) in eine Anordnung:

(15) Y1y Vgy Y5y "0y D,

von der Beschaffenheit bringen lassen, daBZ: v, eigentlich divergiert (oder
1
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in passender Weise!) oszilliert). Ordnet man jetzt die Glieder », nach dem
in voriger Nummer gelehrten Verfahren zu einem unbegrenzt fortsctz-
baren quadratischen Schema an, so stellt dieses eine bloBe Umordnung
der ursprilnglich vorgelegten Doppelreihe dar. Zugleich wird dann

lim s'(’) =~ 4 oo (bzw. lim s und im s verschieden), sodaB die Doppel-
1-» 0 V>0 ¥->0

reihe in dieser neuen Anordnung divergieren wirde.
Hieraus folgt aber, daB die unbedingle Konvergenz der Doppelreihe
nur mdglich ist, wenn dieselbe absolut konvergiert.

7. Nach den Sitzen in Nr. 4 und 6 erweisen sich also schlieBlich
absolute und unbedingte Konvergenz dem Umfange nach als vollig
gleichwertig. Insbesondere kann man dem Satze in Nr. 2 jetzt auch die
folgende Form geben:

Ist die Doppelreihe der u’f" unbedingt konvergent, so kon-
vergiert auch jede Zeile und Kolonne, desgleichen die aus den
Zeilen- bzw. Kolonnensummen gebildete Reihe, und die Summne
der letzteren ist gleich der Summe der Doppelreihe, d. h. man hat:

o o0 00 [ [
, ”) ® )
(16) EF,V v, = Ev E,U , 32;,‘ Evuﬂ .
0 ) o 0

Im Falle der unbedingten Konvergenz wird also die Trennung der
Begrifte , Doppelreihe und ,iterierte Reihe entbehrlich, und hierdurch
erscheint es bis zu einem gewissen Grade gerechtfertigt, wenn man eine
unbedingt (absolut) konvergente ilerierte Reihe hiaufig ohne weiteres als
konvergente Doppelreihe bezeichnet.

8. Eine Doppelreihe, welche konvergiert, chne absolut zu konver-
gieren, ist nur bedingt konvergent: sie kaun, wie der Beweis in Nr. 6
zeigt, durch bloBe Umordnung der Glieder stets in eine divergente Doppel-
reihe verwandelt werden. Zu den nur bedingt konvergenten Doppelreihen
gehoren z. B. eo ipso alle diejenigen konvergenten Doppelreiben, bei
denen wrgendeine Zeile oder Kolonne divergiert; ferner die in § 63, Nr. 4
(S. 467) betrachteten, bei denen die Reithe der Diagonalen (uneigentlich)
divergiert: denn bei einer unbedingt, also absolut konvergicrenden Doppel-
reihe ist ja die Reihe der Diagonalen stets konvergent (s. Nr. 2).

Es verdient bemerkt zu werden, daB eine bedingt konvergierende
Doppelreihe dieser Art schon dadurch divergent werden kann, daB man

1) D. h. %0, daB nicht gerade die Summen v, eine konvergente Folge
bilden. 1
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in die einzelnen Zeilen oder Kolonnen eine passende Anzahl von Nullen
einschaltet.?)
Bedeutet nimlich:

1 u:°)+ui°)+...+“'(‘°)+...+u:°)+...
+u;‘)+ul(‘)+...+ul“”+...+u£‘)+...
+ - . Coe e
aamn 1 +u((,")+u:”)+---+u’(‘”)+---+us'”+
+ - S
.’.ué") +ul‘-”)+ +u;(‘") N L
-
eine konvergente Doppelreihe, fiir welche 2@0, divergiert, falls wie-
derum: 0
(18) ) w0 bl u® =,

gesetzt wird, so forme man das Schema (17) in der Weise um, daB man
jeder Zeile so viele Nullen als Anfangsglieder hinzufiigt, als ibr (oberer)
Index angibt. Alsdann entsteht das folgende Schema:

wO o + w4l
+ 0 +ué’)+"'+‘”,(.‘4)~1+"'+“5‘.).1+"'
(19) Y+ 0+ 0 4o hul o
| L |
+ 0 +4+0 4+---4+ 0 +-..+ué"+..
+ .

(dessen Kolonnen offenbar aus den Gliedern je einer Diagonale des Sche-
mas (17), im iibrigen aus Nullen bestehen). Hier wird nun aber:

(20) S:”)=w0+wl+”'+ww)

sodaB also die Doppelreihe (19) in der Tat divergieren muB, da nicht

einmal ein bestimmter lim S,(') existiert.
»->oo

1) Bei einer unbedingt, also absolut konvergierenden Doppelreihe erscheint
dies wiederum ausgeschlossen, da die Konmvergens einer Doppelreibe mit positiven
Gliedern und somit die absolute Konvergenz der vorgelegten Doppelreihe durch
Hinzufligung beliebig vieler Summanden 0 nicht alteriert werden kann.
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9. Um noch einen anderen Typus von eventuell nur bedingt kon-
vergierenden Doppelreihen anzufithren, werde gesetzt:

(21) u = (=17 a2,
wo die a'ﬁ") eine monotone niemals sunehmende Folge positiver Zahlen be-

deuten, welche aufler der Bedingung der Monofonie:

=0,12,..-
929 o) (¥+0) ((’ y 1y & )
( ) a,u ga;l'i'q 6=0, 1’2’._.

noch der folgenden geniigen:
® ® (r+1) r+1)
(23) a —a = a, — 8,
anders geschrieben:
v r+1) (r+1) ()
a',u +a,u+l gau +a;(+l'

AuBerdem soll:

(24) lima® =0, limal” =0
J-¥» o0 v ->e0

sein — woraus dann vermoge der Monotonie der a;") folgt, daB allgemein:

lima® =0 (¥=0,1,2,-)

f-poo
(25) lim a;(:) =0 (y = O’ 1) 2; ot )

¥-» oo

lima® = 0.
Hyy oo £

Die fragliche Doppelreihe wird dann dargestellt durch das Schema:

a;o) _ afﬂ) + aéo) —t(— l)# _al(‘O) NI
— @ + oW — o b (=1 e g
(26)] + % —a el e (=1 el

(D00 = (1) (= 1) o (= 170
+ . . . . . . . . . . . . . . . e . « e .

Um ihre Konvergenz zu erweisen, betrachten wir zubdchst einen Aus-
druck von der Form:

(r) ) Y (»
a;« ~ap+l +.+(~—1)J 'ap:—q
PR (23 (r+1) . e+1 _(v+1)
(27) a" +a,‘+1 ———_— +(_ 1) 'a.“_'_(, zt=A.(r,v-i»u)
B e e T e
7. (v+0) o _(v+a) +o__(r+0)
+ (—- 1) : a‘( - (-‘ 1) . a':.'. io + e + (- 1)e * a'u'4- ?o

Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 3. Aufl, 32
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Infolge der Bedingung (22) ist offenbar die Summe der 1%» 3t
btr ... Zeile dieses Schemas stets > 0. Ebenso folgt mit Hinzunahme
der Bedingung (23), daB die Summe der (1% 4 2%), der (3'» 4- 4*"), ...
Zeile > 0 sein muB. Hieraus erkennt man schlieBlich, daB:

(28) AT 2 0.
Da aber:

rr+a) _ () _ ) 1. ) g4L+0)
@9) Al =a" =06/ + -+ (=D el — AT,
so folgt mit Beniitzung von Ungl. (28):

v, v+ 0) () (») (r)
(30) A’:,,‘:e ga'u —ap+1+".+(_— l)e.aﬂ+('7
und hieraus weiter:
(ry»+0) ()

(31) ANHQ < a, .

Bezeichnet man jetzt wieder mit S die Summe aller derjenigen Glieder,
welche den ersten (p + 1) Zeilen und (v 4 1) Kolonnen des Schemas (26)
angehoren, so hat man offenbar:

(32) S,(::-:) _ S’Ev) — (____ 1)v+1 A HLrto) + (__ 1),,+1A(0, "

0,1 +¢ 4L 400

also mit Beniitzung von Ungl. (28):

c v(v + a) v (v) (v+1,v4 0) (0,v)
(33) !6#4’(' =5, s-onfHe + Aﬂ+lm+@’
und daher schlieBlich nach Ungl. (31):
o9 50— 50| a4 0,

Aus dieser Ungleichung folgt dann aber in der Tat die Konvergenz
der fraglichen Doppelreihe, da die rechte Seite infolge der Bedingung (24)
lediglich durch Wahl von g und » (unabhingig von ¢ und o) beliebig klein
gemacht werden kann. Dabei wird die betreffende Doppelreihe nur be-

dingt konvergieren, wenn die a,(‘") so gewiihlt werden, da8 die Doppelreihe

2,7 a;‘" divergiert.)
0
Im iibrigen erkennt man, daB auf Grund der Bedingungen (22) und
(20) auch jede Zeile hzw. Kolomne eine konvergente Reihe bildet (als
alternierende Reihe mit monotonen, gegen Null konvergierenden Gliedern).
Mit Hinzunahme der Bedingung (23) ergibt sich sodann in gleicher Weise

1) Dies muB z. B. stets der Fall sein, wenn die Hauptdiagonale des Sche-

~ » . . . . sy, (')_.,_., 1 ) .
mas (26), also - va,”, eine divergente Reihe bildet (Beupml. o =T 1)
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die Konvergene der Zeilen- baw. Kolonnensummen (die iibrigens auch aus
§ 62, Nr. 5, 8. 456, Satz II folgen wiirde). Es besteht somit auch die
Beziehung:

(35) 2,( 1Y+ a! _2(__1) 2( 1ya®
=Z%(—1>“Z( e,

Dagegen braucht die Rethe der Diagonalen in diesem Falle nicht zu
konvergieren: ihre Konvergenz hingt von der weiteren Beschaffenheit

der a’f") ab. So ent.steht z. B. bei der in der FuBnote angeftihrten An-

nahme: alf") - :F———_{: die konvergente Doppelreihe:
1 1 « 1
1 - +.a ._...+(._1) .ﬂi+...
1 1 1 u+1
SR S S SR ATt
1 1 1 1 R ]
1 +_q - +-5 _-...+(._ ) .Lq.:_s_{....

v 1 4y 1
+ (=D -1 +2 +(=1)" ,;}:‘5 e (=1) e
-4_. P [ e 0 e
fiir welche die Reshe der Diagonalen offenbar lautet:
1-141—14. ...

und somit oszilliert. Man kann hieraus mit Sicherheit schlieBen, daB die
Reihe der Diagonalen a fortiors oseillieren muf, wenn die. a(") noch ober-
halb - Py +1 liegen, und daf sie nur konvergieren kann, wenn sie hin-

langlich kleiner sind (z. B. so, daBl die Absolutwerte der Diagonalsummen
schlieBlich monoton gegen Null konvergieren).

Die Doppelreihe (36) besitzt iibrigens die Summe —2-, wie am ein-
4y +1
fachsten erkannt wird, wenn man zunichst setzt: a(') wirFr v lxi<1,

darauf nach Diagonalen summiert und zur Grenzc z == 1 ilbergeht: die
Legitimitit eines solchen Grenziiberganges kann freilich erst an spiterer
Stelle (in der Lehre von den sogenannten Potenzreihen) erwiesen werden.

Etwas umstindlicher gestaltet sich die (infolge der erwiesenen Konver-
§2*
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gene der Doppelreihe fiir deren Summation ausreichende) direkte Berech-
nung von lim Sy('), die indessen mit ausschlieflicher Beniitzung der bisher

¥ -y 00
gewonnenen Ililfsmittel vollstindig ausfithrbar ist (ndmlich mit Hilfe der
n+40
. O 1 n4e+41 1 1 o
Beziehung 0 < Zv—; —lg- j:_‘;_l~ T T ael ® § 34, S. 207,

Ungl. (5), (6)).

§ 65. Uber eine besondere Anordnung konvergenter Doppelreihen
mit konvergenten Zeilen und Kolonnen.

o«

1. Ist die Doppelreihe 2» u}i") =S absolut konvergent (in welchem
(Y
Falle dann nach § 64, Nr. 2 (S. 470) auch alle Zeilen und Kolonnen,
sowie die Reihen der Zeilen- bzw. Kolonnensummen konvergieren), so
steht es zufolge des Satzes von § 64, Nr. 4 (S. 472) frei, die Summation
in jeder beliebigen Anorduung auszufiihren, insbesondere also in der
Weise, wie es in dem folgenden Schema angedeutet ist:

uo(m -+ u](o) + u,z(o) + «“B(o) + .- + u'r(O) R

+

|
“om ,,l(l) -+ ug(’) + us(i) 4 u"(x) N
+ | +

“0(’) ul(2) 'u,(s) “+ us(s) + .- + uv(g) + -
+ |+ |+ —

uO(S) "1(3) 11,2(‘5) us(s) 4.4 uv(s) e
1 + |+ o+ |+

ol F T

uo(") ul(") u’(“) us(') . uv(") e

P R A A T

d. h. 8o, daB man zuerst die erste Zeile und die erste Kolonne summiert,
dann — mit Weglassung der bereits verbrauchten Glieder, also mit dem
Diagonalgliede u,® beginnend die zweite Zeile und zweite Kolonne,
darauf mit u,® beginnend die dritte Zeile und dritte Kolonne usf. Wenn
man dann noch die an entsprechender Stelle stehenden Glieder der 1'e»,
2t ... (v+41)%= Kolonne und Zeile paarweise zusammenfaBt (also
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0‘) mit u (") mit u(l) ey uf") mit u’("), .- fir: p>v), 80 nimmt

dxe in (1) schematuch angedeutete Anordnung die folgende Gestalt an:
w4 (1P +u®) 4o @O+ e
+ ul(x) + (ul(’)-l—u;l)) Fo4 ( u«+l)+u'(‘1il) b
+ u,('v) i (‘ufv“)“i"“f:).,) 4ot ( (a+v)+u,(‘vlv) oo
+ . . . . . . Y .. ey
sodaf) sich durch Summation nach Kolonnen zunichst ergibt:

3) S8 nzu'(v) +2 (uf"‘“’—l— u::)_ 1) 4ot Z,‘ ML) + “'(:i') P
(1) 0 o
und schlieBlich:

@ § = D3 ul + 35 (w4l )
0 1

. . .
.

2. Es liBt sich zeigen, daB die vorstehende unter der Voraussetzung
der absoluten Konvergenz hergeleitete Summationsanordnung fiir jede
(wenn auch nur bedingt')) konvergente Doppelreihe mit FKonvergenten
Zeilen und Kolonnen zulissig ist.

Vereinigt man die Summe der ersten (n 4 1) Zeilen und der ersten
(n+ 1) Kolonnen der Doppelreihe bildet also:

(®) 2 W+ 2 2w
[}

so sind hierin diejenigen Gheder zweimal enthalten, welche sowohl den
ersten (n + 1) Zeilen, als auch den ersten (# -+ 1) Kolonnen angehdoren,
also diejenigen, deren Summe nach der von uns beniitzten Schreibweise
(s. § 62, S. 450, GL. (3)) mit Si") zu bezeichnen ist. Werden diese Glieder
durch Subtraktion von S aus dem Komplex (5) einmal entfernt, so
bleiben gerade diejenigen (lieder in einfacher Anzahl zuriick, welche den
ersten (n 4- 1) Winkelstreifen des Schemas (1) angehdren, also diejenigen,
welche in (2) bzw. (4) zum Vorschein kommen, wenn man den Index »
auf die Werte O, 1, - - -, » beschriinkt. Man findet also:

333 For-m-Ftrs o)
] 1

1) Wie z. B. die Reihe 386) des vorigen Paragraphen.
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Bildet man den Grepzwert fir  — 0o und beachtet, daB dann jeder der
drei links stehenden Ausdriicke in S #ibergeht, so folgt:

S SHu+ S i),
0 1

d. h. die Beziehung (4) behilt in der Tat ihre Giiltigkeit.
3. Als Beispiel fiir die Anwendung der Summationsformel (4) wollen

wir die unter der Voraussetzung |e| << 1 absolut konvergente Doppel-
reihe betrachten:

(6) AS' = 7;7 a'“’,
1
ausfithrlicher geschrieben:

S = a e 4o FooFer +e
a3t a2 fatH g
+.
+a 'ttt
_|_.
also, wenn man nach Zeilen summiert:

@S-+t

« P

a«” <«
ot = D s
1

die sogenannte Lambertsche Reihe, deren absolute Konvergenz fiir
|«l < 1, abgesehen von ihrer Herleitang aus der absolut konvergenten
Doppelreihe (6), anch ohne weiteres aus dem Umstande erkannt wird,
daf ihre Glieder von den entsprechenden der fiir |«| << 1 absolut kon-

vergierenden geometrischen Reihe 3¢ gich nur um den fiir v — oo
gegen 1 konvergierenden Faktor »l--_i-;; unterscheiden.

Die Anwendung der Formel (4) auf die Doppelreibe (6) (also fir:
=a"", u, v > 1) gibt sodann:

S mj{av’ +j (av(pu»v) + a(y+v)v)}
1 1

®  =SefraSe)-Se(elh),
1 1

1

)
%
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also schlieBlich mit Beniitzung von Gl. (7):

(@) 21*-0, _Zii: o,

eine Transformationsformel, durch welche die Lambertsche Reihe in
eine sichtlich sehr viel rascher konvergierende tibergefiihrt wird.

§ 66. Anwendung der Lehre von den Doppelreihen auf die
Multiplikation einfach-unendlicher Reihen.

1. Sind J'u,, >, zwei belicbige konvergente Reihen und hat man:

(1) Dbu,=U, Do, =7,
0 0

so ist die Doppelreihe:

Uy + Uy Vg + - -+ U,V +
a7 e TR ol A o
(:2) + e
+ U, + w0, A w, v, + -
.+ f . voe e e . . . .
stets konvergent und besitzt die Summe U V, sodaB also:

(3) 2,-' w0, =U-V.

0
Denn, setzt man:

U+ uy + -+ u,=U,

I

v0+'vl‘}_”'+vvmVr

und bezeichnet, analog wie in den bisherigen Betrachtungen, mit S’E") den
mit dem Gliede u,v, endigenden ,rechteckigen” Ausschnitt der Doppel-
reihe (2), so ergibt sich:
S(’) e lr . 'P"
M uo Ty
und daher:
lim 8 =lim U, - lim ¥, = U - 7,

My V> M> o v-rw

womit die Richtigkeit der Behauptung (3) erwiesen ist.

Da ferner, wie unmittelbar ersichtlich, auch die Zeilen und Kolonnen
der Doppelreihe (2) konvergieren, so folgt aus § 62, Nr. 5, Satz (II) (8. 456),



434 Abschnitt II. Kap. 1V. Unendliche Doppelreihen. Nr. 1.

daB auch die iterierten Reihen gegen den Wert U/- V konvergieren, so-
daB elso:

4) 2.2""#'% mjj. w0, =U-V.
° 0 0 0

Berticksichtigt man schlieBlich noch den Satz von § 63, Nr. 3 (8. 462)
fiber die Beziehung einer konvergenten Doppelreihe mit konvergenten
Zeilen und Kolonnen zu der einfachen, aus den ,,Diagonalen” gebildeten
Reihe, so lifit sich das Gesamtergebnis der vorstehenden Betrachtunyg
folgendermaBen zusammenfassen:

00

Fiir das Produlkt zweier konvergenter Rcihenzz u, = U und
0

2 v, = V gilt aufler den Dezichungen:

0
« aQ - x o0
W \
U-Ve= _Z U, = Ev El' “, v, = > Ev “,v,
(1} 0 0 0 0

auch die folgende:
oc
9 ;
G) U- V= \Jrw, wo: w, =nv +uv, (+--+u_,0+u,
0

falls diese letetere Reilie konvergiert.

Im tibrigen sei noch daran erinnert, daf das Produkt U-V (auch

wenn die Konvergenz von 2w, nicht besteht oder nicht nachweisbar
ist) wie die Summe jeder konvergenten Doppelreihe nach § 62, Nr. 2
(S. 452) durch eine einfache Reihe dargestellt werden kann, nimlich

diejenige, welche der Grenzwerthildung lim S entspricht. Man hat
somit in jedem Falle auch: e

(6) U -V =‘2 wr’I wo: wv’= (u0+". +ur-l)vv+uv’vv+ (‘UO_*- e + v, 1)“w
0
(speziell: w, = u,v,).

Die Konvergenz der Reihe S'w, und somit die Giltigkeit der For-
mel (b) erscheint ohne weiteres gesichert, wenn jede der beiden Reihen
Su,, >0, absolut konvergiert. Denn unter dieser Voraussetzung ist
offenbar die Doppelréihe (2) absolut konvergent, und daraus resultiert
nach dem Satze von § 64, Nr.3 (8. 471) unmittelbar die absolute Kon-
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vergenz') der Diagonalenreihe Xw, (einschlieBlich ihrer Rleichwertig-
keit mit der Summe der Doppelreihe?), also mit U/- V). Im tibrigen
handelt es sich hierbei lediglich um denjenigen Fall, welcher bereits in
§ 58, Nr. b (5. 411) ohne Bentitzung des Begriffes der Doppelreibe er-
ledigt wurde.

2. Unm das Giiltigkeitsgebiet der Multiplikationsformel (5) auch auf

solche Fiille auszudehuen, in denen die Reiben Su,, S'v, nicht beide
absolut konvergieren, beweisen wir zuniichst den folgenden Hilfssataz:

Sind (a,), (b,) positive Zahlenfolgen mit dem Grengwert Null,
su hat man:

n

(7) lim 21 ab,_, =0,

v
N ->%

wenn eine der folgenden zwei (hinveichendin) Bedingungen er-
fullt ist:

1) Eine der beiden Reihen Sa,, b, z. B. die erste ist
kowvergent.

2) Es konvergiert die Reihe D'a,b,, wo @, bzw. b, die grofte
der Zoklen (a,, a, ., ---) bew. (b,, b, ,, ) bedeutet.®)

1) Dabei konvergiert uicht nur ¥w,|, d. b,

: ,
Dl 4w € ey,
sondern auch:
-l
Sy - ugey o |+ 4 e ).

CJ
2) In Wahrheit wird also fiir die Ierleitung der Beziebung 7.V == S, das

0
oben gefundene Ergebnis, wonach schon dic Konvergenz von Nw, die Gtiltigkeit
jemer Beziehung nach sich zieht, hier gar snicht bemiitzt. Uberhaupt besitzt jenes
Ergebnis im wesentlichen ein rein theocetisches Iuteresse, insoferr es, abgesehen
von gewissen ganz speziellen Filllen, wogen der verwickelten Beschaffenheit der

Reibenglieder w, fast niemals mdglich ist, die Konvergens der Reihe ‘}:w, direkt
(d. h. auch ohue Anwendung furkizonentheoretischer Hillsmittel) festzustellen. So
erfolgt anch dic Ausdehnung der Formel (6) auf den Fall, daB nur csne der beiden
Reihen >'w,, N'v, absolut konvergiert, oder auf gowisse Killle, in denon beide

nur bedingt konvergieren (8. Nr. 3, 4 des Textes), durch den direkten Nachweis
"

der Beziechung U-V == lim 2’v w,, woliei dann also die Konvergenz dieser Reihe
nr
0

als (selbatverstindliche) Folgerung eracheint, msché aber ihre etwa anderweitig er-
folgte Feststellung als Beweismettel dient.

8) Da die a, bzw. b, schlieBlich gegen Null konvergieren, so gibt es unter
den Zahlen (4, @, .y, ) bzw. (b,, b,,,, - - -) immer h¥chstens eine endliche An-
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Beweis zu 1). Bezeichnet man mit m die groBte in .%‘;. enthaltene
ganze Zahl, sodaB also:
n=2m oder n=2m+41,
sp hat man zunichst:

() Dab,_, = Ddlab,_,+ Dab,_,.
[ 0

m+1

In der ersten der rechts stehenden Summen ist » —v>n—m>m, in
der zweiten n —» > 0. Infolgedessen ergibt sich:

(9) ‘}ayb,‘_,<5m-2a,+50. »ay<'—6m2a,,+?;02a,
(] 0 0

m+1 m+1

(wo b, bzw. b, die in der Bedingung 2) angegebene Bedeutung haben,
d. h. b, bezeichnet die gréBte der Zahlen (by, b,,--), b, die gréfte der
Zahlen (b,, b, ., ). Wegen lim b, == 0 und der Konvergenz der Reihe

¥ o
>'a, liBt sich m, so fixieren, daB gleichzeitig:

b, <eé, Er a, <& fir:m>m,,

m+1
und man findet daher, wenn noch S'va,= A gesetzt wird, aus Ungl. (9):
0

hed 5

- 2
Z:avbn_, <&e(A+0b,) fir: n= { ”

0

>. y
2m+ 1}::2"%7

also, da es freisteht, ¢ unbegrenzt zu verkleinern, wie behauptet:

[
. [/
lim Zv ab,_ ,=0 —
7 ->» 00 0

Beweis zu 2). Ankniipfend an Gl. (8) hat man zunichst fir k<m:

m k ™
(10) Zavbn—v =2avbn—r + val'bn—v‘
0 0 k+1

In der letzten Summe hat man wie oben: n — v =7 —m2>m, also um

zahl, welche a, bzw. b, erreichen oder iibersteigen, darunter also eine gréfte
Zahl @, bzw. b,. Gleichzeitig wit der Reibe D'd b, konvergiert offenbar stets
auch die Reihe Za,,b,. Konvergieren die' a, bzw. b, monoton (d. h. also niemals
zanehmend) gegen Null, so ist die BaiheZ&,B, keine andere algs die ReiheZa,b,.
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8o mehr: #—»>v (das Gleichheitszeichen gilt tibrigens nur fiir v =m,
falls tiberdies » = 2m) und daher:
(11) rab,_, < Db, < Drib,
g: k+1 E+1
Zua beliebig kleinem & > O liBt sich infolge der Voraussetzung 2) k so
fixieren; daf:
(13) 2 @,b, <&, also bei k < m um so mehr: 2 ab,_, <&
k+1 E+1
(letzteres ganz unabhingig von der Wahl des m bzw. n). Ist jetzt k fixiert,
80 ist # —k der niedrigste Index von b, _, in der ersten Summe der rechten
Seite von Gl. (10) und daher:
k
(13) Za’vbn—r<(k+ 1) * Ay zn--k‘

0

Wegen lim b, = 0, also auch lim b, = 0, JiBt sich fiir n eine untere

V-» 00 -y

Schranke »’ 8o fixieren, daB:
(14) (k+1)-a,b,_,<e& fir: n>n

sodaB sich aus Gl (10) mit Beniitzung der Ungleichungen (12)—(14)
ergibt:

m ’

C =n
Zva,b"_,, < 2&, wenn gleichzeitig: n > 2k,
und somit:
15 li b, =0.
(15) fim 2 @b

Das analoge Ergebnis findet man fiir die zweite Summe der rechten
Seite von Gl. (8), wenn man beachtet, daB die Voraussetzung 2) in bezug
auf @, und b, symmetrisch ist und daB die fragliche Summe durch Ver-
tauschung von v mit » — v die Umformung gestattet:

B n—m-1
(16) Zarbu—vn ~-zan_,'b, (WO: n—m—1=m—1 bzw. =;=7n,)_
m+1 0

Mithin ergibt sich schlieBlich, wie behauptet:

}lﬂ?‘ ab,_,=0.
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3. Der erste Teil des eben bewiesenen Hilfssatzes setzt uns in den

Stand, die Giltigkeit der Multiplikationsformel (5) unter der Voraussetzung

2u beweisen, daB nur eine der beiden Reihen, etwa S'u,, absolut kon-
vergiert.
Setzt man:

(17 jwr“ w,,
0

so ergibt sich zunichst:
W, = uty +uv, +----+n,_ 30,4 u,0,
+ury A+ wty e U, 0

+ .

F Uy g+ Uy,

+ w0, n
(18) - “’o Vn + ul Vn~1 + tee + un-—lVl _{" unVO: I'ZI',V"_,,

0
und daher:
(19) LTnIV—v Wﬂ = ‘:“v(V_.' Vn-—»v))
0
"V — << v | . — i

(20) UV —W,| 22 ) V=V, 1.

Da 3'|u,| nach Voraussetzung konvergiert und lim |V —V,| =0

v->0o
ist, so ergibt sich durch Anwendung von Teil 1) des vorigen Hilfssatzes

(fir: a,=|u!, b,=|V—V,|):
m|UV-—-W,|=0,

n-ro

d. h. schliefilich wieder:
5] UV==-1lmW = Dw,.
(®) lim 7, Zu

Durch Zusammenfassung dieses Resultats mit dem am Schlusse von Nr. 1
ausgesprochenen ergibt sich also:

Die Multiplikationsformel (5) ist giillig, wenn mindesiens eine

der beiden Reihen Su,, v, absolut konvergiert.
4. Wenn die Reihen 3'u,, >'v, beide nur Jedingt konvergieren, so
miissen naturgemifl noch spezielle Voraussetzungen hinzukommen, wenn

die Reihe >'w, konvergieren soll. Denn da hei einer bedingt konvergenten
Reihe die absoluten Betrige der (Glieder mit wachsendem Index beliebig
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langsam gegen Null konvergieren kinnen'), so liegt auf der Hand, daB
die’ Glieder w, = tyv, +u,v, _, +---+u,v, im allgemeinen sogar nicht
einmal den Grenzwert Null besitzen werden.

Wir wollen hier nur diejenigen Fille niiher ins Auge fassen, in
welchen mindestens eine der beiden Reihen zu einer absolut konvergenten
wird, wenn man jo zwei unmittelbar aufeinander folgende Glieder zu
einem einzigen vereinigt (wie z. B. bei jeder konvergenten alternierenden
Reihe) und beweisen zuniichst den folgenden Satz:

Wenn die Rce'lzeZv' (ug, + ug, 1) absolut konvergiert, wih-
0

rend S'u,, v, nur bedingt zu konvergieren brauchen, so ist fiir
die Giiltigheit der Multiplikationsformel (5) notwendig und hin-
reichend, daf ens der folgenden zwei Bedingungspaare besteht:

m m-—1
‘ . Q@ .
(21a) lim 2,‘ Uy Vg g, = lim YUy 1 Vemegy_y =0,
m-» oo N ~» ®©
0 0
oder:
m m
. I Q) T g
(21b) m YUy b Vypmg, = I Dvug vy, o 0 =0.7)
m > 0 0 ” > 00

Beweis. Nach GL (19) hat man fir n = 2m:

am
[Z.'.'m V- I/VA m EE’N’”(V'— }rﬁm—-v))
0

also durch Trennung der Glieder mit geradem und ungeradem Index:

m-1

(22) (TBm' V—I/Vlmm y{uﬁv(‘y_Pr?m—iv)+u9v+l(V—V;}m—2‘v—-l)}
0
+ y m( V— VO)’

und, wenn man in der ersten (iliedergruppe
1) Vgl § 59, Nr. 3 (8. 415).
2) Anders auegesprochen: Die fiir die Konvergenz von Z'w, notwendsge Be-

dingung lim w, = 0 ist schon erfillt, wenn sie fiir gerades oder ungerades n in
n -» oo

der Weiso besteht, daB jeder der beiden Bestandteile von w,
We =tV Uy Oy A Uyt
Wy == Uy Uy + UyVy g + U Vp_y + - -
(so weit fortzusetzen, bis die Summe von selbst abbricht) einzeln gegen Null kon-

vergiert, und diese Bedingung ist dunn zugleich auch fir die Konvergenz von >'w,
hinreichend.
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VQm—Sv = Vem—-2v—1 + ')2m-!v

setzt:
m—1

©@3) Uy Ve Wy = 7 (g, +thy ) (V= Vamo1s-0)

0 m

+“ImV-'_ vUy,Vem_gv>
0
anders geschrieben:
(24) Wlm'= U;m—l : V"Sm'*_wr'mi
wOo:
m-—1
(25) S'l 92’(%,-}-’“,74_1)(17— V2m-(iw+l))7
0

(26) ws'm _Z: uiv”!m-—iv’

0

Da 3|y, + ty, | konvergiert und lim | V' — Vg, 1] =0, so folgt
v-»o

aus dem ersten Teil des Hilfssatzes von Nr. 2, dab:
m~—1

lim IS’"I é lim 2 l"u + '“'!Hdl ) ' V— V2m~(!w+l)i == O;
m-» oo m-»e ry

und man findet daher aus Gl (24):
(27) lim W, = UV + lim w,,
n->e : (L gl
als diejenige Beziehung, welche tber die Konvergenz oder Divergenz von
W,,, fir m — oo Auskunft gibt. Insbesondere folgt daraus, daB dann

und nur dann
lim W, = uv

n-» e

wird, mit anderen Worten, da8 die bei einem (iliede mit geradem Index
abgebrochene Reihe >'w, nach dem Werte UV konvergiert, wenn:

m

(28) "l‘{f:awﬂ,m = ltl)ll 7“27”“.—2:7 = 0
m a0 0

ist. Da andererseits:
Wﬂmz’ gm—1 +w2m7

so ergibt sich weiter als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB auch

lim W,,,., = UV (also schlieBlich: Zw,. - UV)
o

m >
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wird, die Beziehung:
lim wg,,, = 0,

m~» 0

welche mit Riicksicht auf die bereits bestehende Beziehung (28) auch
durch die folgende ersetzt werden kann:

lim (wy,, —w,,) =0,
n -» 0

d h

me=1

(29) "l.l_in“w,m =0, wenn gesetzt wird: w,, = Evu,,,“v,,,‘__,,,__x .
0

Damit ist zuniichst die Behauptung, soweit sie sich auf die mit (21a)
bezeichneten (leichungen bezieht, bewiesen.

Um dieses Ergebnis auch auf die Gleichungen (21b) auszudehnen,

hat man nur zu beachten, daB wegen der Konvergenz von 3|u,, + u,, +1l
der erste Teil des Hilfssatzes von Nr. 2 ohne weiteres die Beziehungen
liefert:

m
hm 2 ;v (usv + u!v+l)vim—-iv = 07
”m-» oo 0

lim 2(“”+u2|'+l)vim—2r+1 = 0,
0

m-» oo

welche, wenn nach Analogie von GL.'(26), (29) noch gesetzt wird?):

m m

’ "
(30) Wemsr = 2’, Uy Vami1-2+7 Wamir = 2’“h+1'”zm-sn
0

[)]

sich auch folgendermaBen schreiben lassen:

lim (w,,, + Wepms1) = 0,
m -» oo

lim (g, 0+ Wepyq) = 0.
m -» oo

(31)

Daraus folgt aber, daB gleichzeitig mit den Beziehungen (28), (29) stets
auch die folgenden (oben mit (21b) bezeichneten) bestehen:

(32) lim wg, ., =0, ”l‘i_ix:“\w,"m+l =0

™ > o8

und umgekehrt. Die letzteren sind also unter der gemachten Voraus-

1) Vgl. die vorige FufSnote.



492 Abschnitt II. Kap. IV. Unendliche Doppelreihen. Nr. &.
setzung gleichfalls notwendig und hinreichend fir die Giiltigkeit der
Beziehung UV -Zw,.

0

Zusatz. Setzt man |u,|=a, |v,|=1,, so ergibt sich aus dem
zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2, daB die Bedingungen (21a) bzw.
(21b) sicher erfiillt sind, wenn die a. a. 0. mit 2>a,b, bezeichnete Reihe
konvergicrt. Die Konvergens der letzteren bildet also zusammen mit der-
jenigen von '|uy, + uy, .| eine hinreichende Bedingung fir die Giltig-
keit der Multiplikationsformel (5).

5. Einfachere Formen von notwendigen und hinreichenden Kon-
vergenzbedingungen ergeben sich, wenn man eine der beiden Reihen
S'u,, = v, noch weiteren Einachrinkungen unterwirft. Insbesondere gilt
der folgende Satz:

0

Ist aufer der Reihe E(u,, + t4g, 1) auch eime der fol-
genden : 0

1) 2(“h+1+“2v+2)r 2) 2(”2,41 +vg,,3), 3) 2(”21"*""21:4»1)
0 0 0

absolut konvergent, so ist die fiir die Konvergenz der Reihe D'w,
(und die GHiltigkeit der Multiplikationsformel) notwendige Be-
dingung :

lim w, = 0

n-»co
auch hinreichend, und zwar sogar schon, wenn ihre Existens
im Falle 1) nur fiir gerade oder nur fiir ungerade n, im Falle 2)
fiir gerade m, tm Fulle 3) fiir ungerade n vorausgesetet wird.

Beweis. Die erste der genannten Zusatzbedingungen liBt sich
mit der urspriinglichen Voraussetzung der absoluten Konvergenz von

2 (4, + 4y, . ,) dahin vereinigen, daB die ReiheZ:Iu, +u,, .| als kon-
0 0 o

vergent vorausgesetzt wird. Und da andererseits U/ mzz %, in die Form
gesetzt werden kann: 0

(33) Um gty + g v+ 4,4),
0

so konvergiert also U in dieser letzteren Gestalt absoluf. Setzt man also
zur Abklirzung:

(34) ';'(“'v""_“v-n) =, (v=0,1,2, ) und speziell: ’:'““o -,
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so ergibt sich nach Nr. 3 zuniichst:

35) UV = Diio,, wo: ib, =ity +&o, ,+ -+,
']

Man hat nun insbesondere:

1
UgVy = 5 Wy

. 1
(36a) Wy = Ty ¥y = 5 5

und fir v > 1:
w, = %“o”v + ’;‘(“04‘“1)”’_1 + ; (uytug)v, s+ + %(“v«l'f'“v)”o
(36b) =50, s+ 1w,)

und daher:

n . 1 l n ” 1
(37) Z'wv—':'é"wo_{“é'z(wv—l +w,) —27"‘!0,—-'5-20“.

° 1 °
Infolgedessen ergibt sich:

(38) ‘2"": w, = lim (2 w, + —;—wn) =UV
° e

mit Rilcksicht auf Gl (35) danrn und nur dann, wenn:
(39) lim w, = 0.
7 > ®
Da im iibrigen wegen der von vornherein bestehenden Konvergenz
von > w, (8. Gl. (35)) stets:
lim 4, = 0, also nach (36b): hm (wn 1 +w,) =0,

R >
so folgt, daB jede der Beziehungen:
(40) lim wy,, = 0, limw,, ,=0

”m >0 m-» oo

die andere nach sich zieht und deB es daher, wie behauptet wurde, in
der Tat gentigt, eine dieser beiden Bedingungen als bestehend voraus-
zusetzen, um daraus die Existenz der (leichung (39) und damit die Kon-
vergenz der Reihe S'w, zu folgern. —

Wir betrachten jetzt zweitens die Annahme, daB a.uBerZ (thy,+ty, 4 y)
die Rexhez (Vgy 41+ Y5, ,9) absolut konvergiert. Nach dem Satze der
vorigen Nummer (s. GL. (28), (29)) ist die Konvergenz von >'w, gesichert,
falls die Beziehung besteht:

(41) lim w,,, = lim w,,, =0,
m-»oo

m-> e

Pringsheim, VorlesungenI, 3. 2. Aufl, 83
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wOo!: . m—1

’ ”
Wym = Z;vukvvim—kv’ Wom = 2¥Ugy 1 Vem—gy-1-
0 0
Man hat nun:

m—1
’ ”
Wy — Wepm = 2;’(“2;'”211:—!"—uiv-{-—lvlm—-sv-—l) + %%
0\
m—1

= Z"’(us,""u’r‘ﬂ)vim'-"

(]
m—1

- Z', u27+1(vﬂm-iv-l+ Ysm—3y) T Usm¥o-
0

Ersetzt man in der zweiten Summe » durch m — v —1 und bentitzt fiir
die linke Seite die Beziehung w;,, + wq,, = W, ,, S0 ergibt sich:

”" m—1
wy,, — 2w,

2m
} = 2‘, (g, + Ug, 1 1)V 3,

2’w2m — Wy 0

. m—1
- 2," (”2v+1 + ”2v+s)“xm-2v-1 + Ug -
0

(42)

Da die beiden Summen infolge der Konvergenz von > |y, + tig, 41,
94,41+ ve,, 3| nach dem ersten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 (wo-
bei b, einmal durch v,,,,, das andere Mal durch uy,,, zu ersetzen ist)
filr m — oo gegen Null konvergieren, so findet man:

(43) lim (ewg,, — 2w, ,) = lim (2wg, —w;,) =0
m->oo m -y od
und daraus folgt, daB die Beziehung:
(44) lim w,,, =0
m-»®

als (notwendig und) hinreichend fiir das gleichzeitige Verschwinden
von lim w,, und lim ®,,, also nach Gl (21a) bzw. (28), (29) fir die
nm-»r w m->w
Konvergens von > w, erscheint.
Im Falle 3) fiudet man analog mit Gl (42) die Beziehung:
W1 — 2ws"m+l

(45) 9w/ _ } = Wym 1~ Wam 41
Wemsr — Wamy1 n

= 2 (tg, + g, 1) V34124

0

wm
= 2,’ (vy, + ”a«-n)“mn-:w
0
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und da wiederum nach dem ersten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 diese
beiden Summen fiir m — oo gegen Null konvergieren, so folgt:

(46) iiin“(w:m+1"2w2"m+l) m'}il::'(2wi'm+l—wlm+l) =0,
also mit Berficksichtigung von Gl (21b) bzw. (32) schlieBlich:
(47) lim wy,, ., =0

m-» e
als (notwendige und) hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von Sw,.
Damit ist der ausgesprochene Satz vollstindig bewiesen.
Zusatz. Eine hinreichende Bedingung wesentlich anderer Art ge-
winnt man unter der Voraussetzung, daB die Reihen 3'|u,, + %,,,,| und

2[14,,“ +u,,+,|, also auch 3'|u, +u,,,| konvergieren (Kall 1) des
vorigen Satzes), in folgender Weise. Man hat:

10, = 2 =2"‘~(—» 1w, (—1)e,,.

Durch Anwendung der Abelschen ’1 ransformation (s. § 59, S. 416, GL. (19)),
niamlich:

L n—-1
ZPrQn—va (prw'pvi-l) (q" +qn—-l+“ '+qn-r) +pn(jqn +Qn-1+'"+QO))
0 0

ergibt sich also:

n—1

w, aZv(‘(—~ Du, —(— 1w, Ne,—v,_ 4+ D, _,)
0 + (— -1)"- u(vn—vu_1+...+(__1)nvo)
n—1

=2’ (” +u, +1)(i’n—' LS P +oe (= l)vvn)
+ w, (Vg —v + - (—1)0,).
Wird auf die erste Summe eine analoge SchluBweise angewendet
wie beim Beweise zu 1) des Hilfssatzes zu Nr. 2, wobei man
a, durch luv + Uy 41 I’ bn—v durch ‘vn—-v “Upii-v +eooH (=1 'vni )

also speziell: b, durch |v,| zu ersetzen bat, so ergibt sich mit Riicksicht
auf die Konvergenz von '|u, +%,,,|, wenn noch vorausgesetzt wird,

daB auch die Reihe Z(- 1), komvergiert (mithin
0
lvu » vn+1 ~y +(—'1)' I
stets unter einer endlichen %hmnke bleibt und fir v < 5 " und hinliéng-
lich groBe n beliebig klein wird):
lim w, =0,

n-»00

83*
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und somit nach dem vorigen Satze die Konvergenz der Reibe S'w,. Man
findet also:

Konvergiert aufler S'u,, >'v, auch die Reihe 3'|u,+u, |,
so st das Hinewkommen der Konvergene von > (— 1) v, (anders
ausgesprochen: der Konvergenz von >vg, oder Sv,, +1) emne hin-
reichende Bedingung fiir die Gultigheit der Multiplikationsformel.

6. Die Voraussetzungen von Fall 1) des Hauptsatzes der vorigen
Nummer sind offenbar erfiillt, wenn gesetzt wird:

uv = (—.— 1)'0', (‘l’ = O’ 1? 27 e ')l

wo a,2>a,,, >0 und lima, =0, wenn also Du, eine allernierende

7->ow
Reihe mit numerisch monoton gegen Null konvergierenden Gliedern. Ist

alsdanu S'v, eine Reihe derselben Art, etwa:
v,=(=1b, (»=0,1,2,..7),
80 ergibt sich zunéchst:

w, = (—1r-Dvab,_,,
[}

sodaB nach dem Satze der vorigen Nummer die Bedingung:

48 im Sla b =0
(48) "T:"Zo"a' .

als notwendig und hinreichend fir die Giltigkeit der Multiplikations-
formel (5) erscheint. Dieselbe 1dBt sich iibrigens durch zwei Bedingungen
einfacherer Art ersetzen. Man hat zuniichst:

. > b 2o

(49) w,] = Drab,_, .
° > a, . 21 bv

0

Andererseits ist:

Intd n n
27 2’1
lw’u+l l = 'avbau-f- Ly vavb2n+l—v _l— va?n+1-——vbv
0 0 (]
n n
(50) <t a o, 2}’ b,,

und man findet daher, da nach Gl. (46) die Beziehung hm 1 W0 41 =0 fiir
die Konvergenz von 3'w, schon hinreicht:
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Fiy die Anwendbarkeit der Multiplikationsformel (5) auf
die beiden alternicrenden Reihen D3(—1y -a,, D¥(—1)-b,

[}

0
mit numerisch monoton gegen Null konvergierenden Gliedern ist
notwendig und hinreichend, daf}:

n L]

lmd, . Dra =1 < Dvh =0,
(1) Yimb,: 3ia, = lima,- D0,
Da ferner:
b,-Za,
(62) " (>n-ab,

aﬂ-ZZb,
[)

und andererseits nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 (S.485)
die Konvergens der Reihe S'a b, stets die Beziehung (48) nach sich zieht,
so ergibt sich weiter:
Fir die Anwendbarkeit der Multiplikationsformel auf die
Reihen 3'(— 1) -a,, 3(—1) - b, bildet die Bezichung:
(63) lim»-ab, =0

n -»00

eine notwendige, die Konvergenz der Reihe Jab, eine hin-
reichende Bedingung.t)

Hieraus folgt z. B., daB fiur die Reihen

C 1 - 1
Dr(—1y=t- o, D (—1y-i
1 1
die Produktformel konvergiert oder divergiert, je nachdem p+qg>1

oder P + ¢ <1, da im ersteren Falle die Reihe 2

1
im letzteren lim - — =1 oder = oo wird.
n=a® n?

1
o konvergiert?),

1) Dies wiirde sich auch schon aus dem Zusatze zu Nr. 4 (8. 498) mit Be-
rilcksichtigung der S8chluBbemerkung von Fufn. 1, S. 486, ergeben.

2) Speziell ergibt sich also (vgl. § 59, B. 414, Gl. (9)):

(g 2)* = ( “,(___ l)"" . _1;)"I= Z:(- ‘)y-—.l ey,
1 1

WO:
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Ubrigens 1a8t sich jede der obigen der Form nach ginzlich verschie-
denen zwei Bedingungen auch so umgestalten, daf sie der Farm der
anderen moglichst nahe kommt (wobei allerdings, wie leicht zu sehen,
jede der betreffenden Bedingungen etwas an Tragweite verliert).

Erstens ergibt sich, wenn man die als notwendige Bedingung erkannte
Gleichung (53) in die (1 + ¢)* Potenz (¢ > 0) erhebt, daB auch die Be-
ziehung:

lim n'te(a,d ) te =0
n-»oo
eine notwendige Bedingung liefert, und da diese letztere nach § 50, Nr. 1

(S. 336) immer die Konvergenz der Roihe 3'(a,b,)'*¢ nach sich zeht,
so kann man sagen, es bilde

die Konvergenz von >a,b, eine hinreichende,
” ” » =(ab)re (fir jedes o >0) eine mot-
wendige Bedingung
(sc. fiir die Giltigkeit der Multiplikationsformel). Da es hierbei freisteht,
0> 0 beliebig zu verkleinern, so zeigt diese Formulierung, daf die Kon-
vergens von _ a,b, sozusagen ,nahesu” als notwendige Bedingung er-
scheint.
Zweitens ist ja die hinreichende Bedingung der Komvergenz von

> a,b, sicher erfillt, wenn die a,b, einem der bekannten Konvergenz-
kriterien erster Art geniigen, ndmlich (s. § 50, S. 336, Formel (C"):

(54) limm'*e.qb, <oo bzw.') lim L,(n)-(Ig,n)-a,b,<oo (p>0),
n->rx

n-n
n-»w

sodaB also diese Bedingungen gleichfalls als hinreichende zu gelten
haben und die Vergleichung mit der als nofwendig erkannten Be-

v
St
v % v41—u
1
v
1 1 1
=2l tiErs)
1
v

i
v 1 PR

1

1) Dabei ist:
Ln)=n-lgn-. . lgn.
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dingung (53):

lim~n-ab, =0

%n-»e
zeigt, daB diese letztere gewissermaBen nicht sehr weit davon entfernt ist,
eine hinreichende zu sein.

7. Die Vergleichung der notwendigen Bedingung (53) mit den hin-

reichenden von der Form (54) legt die Frage nahe, welche Rolle in dem
vorliegenden Zusammenhange die Grenzwerte von der Form limx lgn-a,b,

n-yoo

bzw. lim L,(n)-a,b, spielen. Wir wissen bereits, daB das Verschwinden

n ->» o0

dieser Grenzwerte (im Gegensatz zu demjenigen von limn-.ab,) keine
n"->®

notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe > a,b, (mit mono-
tonen Gliedern!) bildet, aber doch nur in dem Sinne, daB jene Grenzwerte
auch bei monotoner Abnahme der Rethenglieder nicht 2u existieren brauchen
(s. § 53, Nr. 4, S. 369), daB aber, wenn jene Grenzwerte nicht existieren,
jedenfalls das Verschwinden der entsprechenden unferen Limites fiir die
Konvergenz durchaus unentbehrlich ist (s. § 47, S. 319, Fufin. 1). Da-
gegen hat die Beschaffenheit jener Grenzwerte bzw. unteren Limites auf
die Konvergenz bzw. Divergensz der Produktreihe >'w, in dem vor-
liegenden Falle iberhaupt keinen mafgcbenden Einflu. Es gilt némlich
der folgende Satz'):

Bedeutet (M) eine mit v beliebig langsam ms Unendliche
wachsende Zahlenfolge, so bildet die Begiehung:

limnM, ab,=0 oder auch nur: limanM,. ab, =0

n->» oo n-»oo
keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der aus
S(=1-a,, 2(—1) b, gebildeten Produktreihe Xw,. Viel-
mehr kann die letztere konvergieren, selbst wenn:

lim2d, - ab, = oo
n->o0

ist. Andererseits ildet eine Besiehung von der Form:

lim L,(») -a,b, =0

” >

noch keine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von Sw,,
wie grof3 auch k angenommen werden maoge.

Beweis. Wir bezeichnen mit (m,), (m,") zwei mit » monoton ins
Unendliche wachsende Zahlenfolgen, deren nidhere Charakterisierung wir

1) Man vergleiche damit den Batz (IV) des § 53 (S. 869).
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uns noch vorbehalten und setzen:

1 1
&= b, = e (vz1,m21);
danhn laBt sich zuniichst zeigen, daB die Reihe 3'w, auf Grund der Be-
dingungen (51) sicher konvergiert. Man hat nimlich:

n
1 1 1 1
b - v, = = Er = < Ev-—-:.
" - Y omlYn m, Yy  m.VYn - Vv

1

De aber (s.§ 51, 8. 849, GL (82) fur ¢ = 3):
2" 1 —
Y —— N ‘)
- Yy Va,

limd, Dva, =0,
1

n > o0

so folgt:

und ganz analog:

lima, - Evb,uO,
n > 00 1

sodaB die Bedingungen fiir die Konvergens von S, in der Tat erfilllt
sind. Zugleich hat man:

nM, - abd, = fu"--,-

m,m,
Wiihlt man also m, , m, in der Weise, daB m,-m ~ M, (z.B.m = My,
m =M?1-¢ wo0<e<1) oder m, - m,<<M, (z.B.m,=Mpe m, =1gM),

so wird lim n M -a.b, von Null verschieden bzw. sogar unendlich grof.

n-rm
Damit ist also der erste Teil des ausgesprochenen Satzes erledigt.

Um auch die Richtigkeit des zweiten zu beweisen, setze man:
g L 1
v L’ 1841 ?

(fir v 2m, wo m so zu wihlen ist, daB lg,,,m positiv ausfiillt), so-
daB also:

. . 1
31:11 L,(x) - a,b, =-}xirl P 0.

Andererseits hat man:

n ”
1 1
b,.;; R P ZL"(") '




Nr. 8. § 66. Multiplikation einfach unendlicher Reihen. 501
Da aber (s. § 51, 8. 348, SchluB von Nr. 4):

2'—1— ] n
< " &r1

limbn- va,=1,

n-»oo

und daber:

so folgt mit Riicksicht auf die Konvergenzbedingung (51), daB die Reihe
> w, divergiert. P

8 Es verdient hervorgehoben zu werden, daB die Konvergenz der Reihe
Sab,, d h. 3|u,v,|, welche auf Grund des Zusatzes zu Nr. 4 (S. 482)
bei monoton?) gegen Null konvergierenden |«,|, |v,| unter den in Nr.4—6
behandelten Voraussetzungen eine hinreichernde Bedingung fir die Giiltig-
keit der Multiplikationsformel bildet und in dem besonderen Falle der
alternierenden Reihen ,nahesu’ als motwendig erscheint (s. Nr. 6, S. 498),
im allgemeinen den letzteren Charakter keineswegs besitzt. Dies leuchtet
unmittelbar cin, wenn man beachtet, daB ja aus der Konvergenz jener
Reihe nicht nur das Verschwinden von

n
lim |w,| = lim x Ev u, v, _,
n-» oo n -»00 ry

sondern sogar dasjenige von

}*:5‘.2"” =,}ff:2lm

resultiert und daB (abgesehen von dem hier nicht in Betracht kommen-
den Falle aus gleichbezeichneten Gliedern bestehender, also absolut kon-
vergenter Reihen) nur gerade im Falle der alternierenden Reihen

n
St
1]

wird. Im dbrigen liBt das folgende Beispiel erkennen, wie west die frag-
liche hinreichende Bedingung davon entfernt ist, eine notwendige zu sein,
Versteht man wieder unter (a,), (b,) positive, monoton gegen Null kon-
vergierende Zahlenfolgen und setzt wie friiher:

’

Yy -9

u, - (_ l)vav) dagegen: Vg, = (— l)v ’ b!v’ V3941 ™ (— 1)' ' bﬂv+1 ’

1) Sind die (u,| == a,, |v,| == b, micht monoton, so hitte man die Reihe
Sltyb, in dem vorliegenden Zusammenhange durch 3,3, (s. den Zusatz su
Nr. 4, S. 402) zu ersetzen.
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80 hat man:

Z:v’ “2 (— 1)“(b2',+ b2;+1) = bo+b1“‘bs“'b:s+b¢+l'5““b6"“ b': + -
) [

o

Da aber die Reihen 2 (—1)-b,, und Z (—1)"-by,,, einzeln konver-
o [

gieren, so gilt das gleiche auch von ibrer Differenz, also von der Reihe:

2’ (_1)' “(byy—bs,41) *’2 (Vg —Vgy 1) =2’ (—1) v, »

und da auBerdem auch ', die Eigenschaft besitat, daB 3wy, + ug, ., |

und Su,, +11 4, 4| konvergieren, so sind die Bedingungen des letzten
Satzes von Nr. § (8. 496) sémtlich erfiillt, womit die Konvergenz der
Reihe 3w, gesichert ist. Andererseits stebt es aber offenbar frei, die
a,, b, beliebig langsam gegen Null konvergieren zu lassen und so eine

beliebig starke Divergene der Reihe S'a b, zu erzeugen, ohne dadurch die
Konvergens der Reihe 3'w, zu beeintriichtigen.

§ 67. Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir Doppelreihen
mit nicht-negativen Gliedern.

1. Nach dem in § 64 gewonnenen Hauptresultat (s. a.a. 0. Nr.4 und 6,
B.472, 474) erfordert die Feststellung der unbedingten Konvergenz einer be-
liebigen Doppelreibe lediglich die Beurteilung der Kontergenz oder Diver-

genz einer ausschlieBlich aus Gliedern alf") = 0 bestehenden Doppelreibe.
Als naturgemiiBes Bilfsmittel zur Erreichung dieses Zwecks bietet sich,
analog wie bei den einfachen Reihen, die Vergleichung der al(‘") mit den

entsprechenden Gliedern einer bereits als konvergent oder divergent er-
kannten Doppelreibe. Dabei ergeben sich in bezug auf die Ausftihrung
dieser Operation zwei Moglichkeiten, je nachdem man darauf ausgeht,
gonz direkt die Konvergenz oder Divergens der Doppelreihe als solcher
oder aber diejenige der ans ihr durch Anordnung der Glieder nach Diu-
gonalen hervorgehenden einfachen Reihe zu erschlieBen (deren Konver-
genz oder Divergenz ja mit derjenigen der Doppelreihe zusammenfillt —
s. § 63, Nr. 1). Obschon die sweite dieser Maglichkeiten namentlich in
bezug auf die Bildung von Konvergenzkriterien sich als die vorteilhaftere
erweist, so wollen wir doch, gerade um dies deutlich zu machen, zunichst
auch die erste kurz ertrtern.
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Bezeichnet man wieder mit S,(") die Summe desjenigen endlichen Aus-
schnittes der Doppelreihe, welcher begrenzt wird von der (u+ 1)t** Kolonne
und (v 1)%" Zeile, so erkennt man zuniichst, da8 die S,(:) infolge der Voraus-

setzung a(")_z_ 0 eine monofone Doppelfolge bilden. Daraus folgt aber,

daB eine Doppelreihe der betrachteten Axt nur konvergieren oder eigent-
lich divergicren kann und daB insbesondere die Konvergens gesichert ist,

wenn nur festgestellt werden kann, daB die S,(:) stets unter einer festen
positiven Schranke bleiben. Das letztere ist aber offenbar der Fall, wenn
eine Beziehung von der Form besteht:

u=zm, v=0,1,2, .

1 W<E-e"  fire {
() Y= i . vzn, p=012...

2

unter cl(t") das sllgemeine Glied einer bereits als konvergent erkannten
Doppelreihe, unter G irgendeine positive Zahl, unter m, n zwei natiir-
liche Zahlen verstanden. Denn bezeichnet man mit sl(") die Summe der-

Jjenigen Glieder c:), welche den in der Summe S,(l’) enthaltenen ent-
sprechen, und setzt lim sf‘") =8, so folgt aus (1):
My ¥ > 00

(2) 8 < 8™ + G(s,i') —sM <8P+ @ (s— sf;>) .

Hieraus geht aber auf Grund der oben gemachten Bemerkung her-
vor, da aus dem Bestehen der Beziehung (1) allemal die Komvergens
der Doppelreihe resultiert.

Setzt man ¢ = ., so 1aBt sich die Bedingung (1) durch die fol-

)
C’f")

gende ersetzen:
p>m, v=0,1,2,...

3 CY.a <@ fur: {
(3) w = r v>n, u=012,...,

und diese letztere kamn man in die folgenden drei Teilbedingungen
zerlegen : '
(@) CP.aV<@ fir: a>m, v<n,

n “w
4) (b) G:) ) a,(:) £6G n BEM, v>n,
(e ‘C’E')-a’f")gG yw w>m, v>n,

Da ferner die Ungleichung (3) und folglich auch die drei Ungleichungen (4)
sicher erfiillt bleiben, wenn man die Zahlen m, n sukzessive durch zwei
immer grofer werdende, etwa m’ > m, n' >n ersetzt, so zichen dieselben
stets die folgenden nach sich:
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@ ImC" e"<oo fir: v=0,1,2,-,

M->0
() (b) Lm C(’) a‘”(oo fir: p=0,1,2,.
v -» oo
(c) Iim O' ) a(’) < 00,
1 v o0

Diese letzteren erscheinen daher vorliufig nur als notwendige Be-
dingungen fiir das Bestehen der Ungleichungen (4) bzw. (3). Umgekehrt
folgt nun aber zunichst aus Ungl. (5¢), daB der betreffende Doppellimes
eine bestimmte positive Zahl g sein muB und da daher (vgl. § 41, S. 261,
Ungl. (7)), wenn ¢g° > g angenommen wird:

(6¢) C’f') . alf') <g etwa fir: u>m, v>mn.
Ferner ergibt sich aus Ungl. (5a), (5b), daB gesetzt werden kann:
(63a) . q

“

0 <
F ==
(6b) CY-a) <

"

g fiir: w>m, v=0,1,-.-- n,
9

»” V>N, !"=0717"'7m'7

wo g, g, gewisse positive (mit v bzw. u im allgemeinen verinderliche)
Zahlen bedeuten. Diese drei Ungleichungen gehen aber schlieBlich in
die mit (4) bezeichneten iiber, wenn man — was offenbar freisteht —
g, 9%, g, durch eine einzige Zahl G ersetzt, welche die grifte der
Zahlen ¢, g (v=0,1,.-,n), g, (=0, 1,---, m) vorstellt.

Hiernach erweisen sich die Bedingungen (5) auch als hinreichend

fir die Konvergens der Doppelreihe Z},va}"). Dabei ziehen offenbar die
0

Bedingungen (5a) bzw. (bb) nur die Konvergenz jeder einzelnen Zeile
bzw. Kolonne nach sich, withrend dann unter der ausdriicklichen Voraus-
setzung, daB jede Zeile und jede Kolonne konvergiert, die Bedingung (5¢)
erst die Konvergenz der Doppelreihe zur Folge hat. Insbesondere ist also
zu beachten, daB auch keine eingige der in (5a) bzw. (bb) enthaltenen
unbegrenzten Folge von Bedingungen entbehriich ist, da schon die Diver-
genz einer einzelnen. Zeilé oder Kolonne auch die Divergems der Doppel-
rethe nach sich ziehen und daher die Wirkung aller iibrigen Bedingungen
illusorisch machen wiirde.

Dagegen kann unter einer bestimmten Voraussetzung die Bedin-
gung (bc) entbehrt werden, wenn niémlich die Beziehungen (5a), (bb) in
dem Binne gleichmdfig®) erftillt sind, daB an die Stelle der Ungleichun-

1) Besiiglich dieser. Ausdrucksweise vgl, § 42, Nr. 8, 8. 275.
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gen (6a), (6b) die folgenden treten:

(® CY.eP<G firr p2m, v=0,1,2,-,

(§
@ () C7-aP<G fir: v2m, p=01,2.- .,

mit anderen Worten, wenn die in (6a) und (6b) mit g, g, bezeichneten
Zghlen auch fiir v=0,1,2,... und p=0,1,2,--. in snfinitum eine be-
stimmie obere Grenze G haben (was ja ohne ausdriickliche Voraussetzung
bzw. ohne das Hinzutreten der Bedingung (5¢) nicht der Fall zu sein
brauchte). In der Tat sind ja dann die Bedingungen mit den urspriing-
lichen Konvergenzbedingungen (3) vollkommen identisch.

2. Eine einfachere Fassung des Konvergenzkriteriums ergibt sich,
wie bereits oben angekiindigt wurde, wenn man die zu untersuchende
Doppelreihe und dem entsprechend auch die Vergleichsdoppelreihe von
vornherein nach Diagonalen geordnet als einfache Reihen, also in der
Form:

2 A~ - U A~
2 (ao( "ol V44 “1(0)) bzw. Zz (cj ‘e cf”)
[

0

in Betracht zieht. Dabei tritt also irgendein bestimmtes Glied a,("')
/("') in derjenigen (liedergruppe auf, welche durch den Index
A=p+ v bestimmt wird. Und es erscheint daher fiir die Konvergens
jener aus den alf’) gebildeten einfachen Reihe (also auch fiir diejenige der

urspriinglichen Doppelreihe) hinreichend, wenn nur von einer bestimmten
Gliedergruppe ab, etwa fiir p +v >1:

bzw. ¢

® g’ a T a? S G 4 T el
und diese letztere Bedingung ist sicher erfitllt, wenn:

(9) o <G-c fir: p w1,

anders geschrieben:

(10) CYal <G fir: pt+vzu,

unter ¢ wiederum eine beliebige positive Zahl verstanden. Diese Be-
dingung 1iBt sich aber schlielich auch durch die folgende ersetzen:

(1a) lim C’li") . a,(‘") < o0,

Mty

sodaB also an die Stelle der friiheren dres Bedingungsformen (5) jetzt
eine emsige tritt. Dabei sei ausdriicklich hemerkt. daB der hier auf-
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tretende obere Limes kein oberer Doppellimes (s. § 41, Nr. 2, S. 261),
sondern der obere Limes der ¢infach unendlichen Zahlenfolge:

C,0 a,®, CMa,®, C,®a,O, ..., Oda®, CG-Yab-1 .
C0a®, .-
ist.
Die nimliche SchluBweise wiirde bei Vergleichung von a " mit dem
allgememen (tliede einer bereits als divergent erkannten Doppelrelhe

d, ® = D—— die Beziehung:
(11) lim DY.a” >0.

;4+1—>oo
als hinreichende Bedingung fiir die Divergens der vorgelegten Doppel-
reihe ergeben. Unterwirft man indessen die zum Vergleiche heran-

gezogene Doppelreihe 3 dﬂf") der gewissermaBen selbstverstindlichen Be-
Wy v

dingung, daB ihre Divergenz nicht lediglich durch diejenige irgendeiner

oder mehrerer Zeilen oder Kolonnen erzeugt werden soll, also durch

deren Weglassung beseitigt werden konnte, daB vielmehr die Doppel-

reihe 2(1 ™ auch nach Weglassung jeder beliebigen endlichen Anzahl
u,v

von Zeilen und Kolonnen stets divergent bleiben soll (wihrend im Gtegen-

teil keine einzige Zeile oder Kolonne zu divergieren braucht), so erscheint

V

offenbar die Divergenz von Sa'’ gesichert, wenn nur von einer be-

stimmten Stelle ab, etwa ﬂll‘ [0 _3 m, v 2= n, eine Bezichung von der
Form besteht:

(12) al’>g-a" (wo: 9>0),
anders geschrieben:
(13) D’f') . a‘#‘") =g fir: w=>m, v2>n,
oder auch schlieBlich:
(Ib) lim D72 >0,

Iy ,-)ﬁ

eine Bedingung, die offenbar weniger verlangt, als die durch Ungl. (11)
dargestellte.?)

1) Die Ungleichung (11) enthiilt ja, wie aus der Bedeutung des Aus-
drucks lim D(") a(') leicht erkannt wird, noch die beiden folgenden Bedingungen
M+v—)w
in sich:
lim I)(') a(')>o (v=0,1,2,-),

>R

lim D(") a(">0 (n=0,1,2,...),

f—)eo
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3. Um die fur die Kriterienbildung erforderlichen C’(') D(") zu ge-

winnen, diirfte das folgende Verfahren sich als besonders emfac,h empfehlen
Es sei ¢,>0 bzw. d,>0 das allgemeine Glied einer konvergenten bzw.
divergenten einfach unendlichen Reihe. Dann ist auch von dem heiden
Reihen:

Yi 41 A1
(14) co+2 -;- * Gy do+2“j—l—du

wegen lim ~—'i;- =1, die erstere konvergent, die letatere divergent. Setat

A-»>o
man sodann:

© : igen: o™ o 1
¢, =¢,, 1m ibrigen: c, pranpelC
(18) ©) C] 1
0 v
do ==dov ” ” d’, z'y,_;_v'd,,*,vy

80 findet man:
L+ ) Q)] ) w4241
CO +...+CF +...+cﬂ+"==_.-_—...—..u+’ . ety
do(u+v)+ - d,(‘“)+ 4 AW _atr+1 d

gty utv rtr’

Da diese Summen die (u -+ »)**" Diagonalen der Doppelreihen 3 c(') bzw.
"y
Vd:‘) bilden, so folgt, wenn u +» = 4 gesetzt wird , durch Summa-

tion, daB:

g,vc’fv)zco+2m1ﬁ{i.c“ Ewd” d+2‘+—‘-
0 1

daB also in der Tat die Doppelreihe der c( ) konvergiert, diejenige der a, ®

divergiert. Zugleich erkenut man, daB aus der Doppelreihe der d, ® bel
Weglassung von % Zeilen und » Kolonnen die folgende entsteht:

1 1 1
Tnhe Fmgifen grpafee
1 1 1

T 1% T e gy
1 1 1

i—n'+ 2d8n+2 2n 4 3d’n+8 2n+‘d3n+4 ¢

welche nach Diagonalen summiert das Resultat 2 : ':_11 dy, .2 liefert,
ebenfalle also divergiert.
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Setzt man dann wiederum: ¢, = _(11; y @, = 51—, go ergeben sich durch
Einsetzen der Ausdriicke (15) in die allgemeinen XKonvergenz- und Diver-
genzkriterien (Ia) und (Ib) die folgenden specielleren:

Die Doppelreihe 24.1' a,f” ist

(IIa) konvergent, wenn: Fx_ﬁ; (n+v)- c,, ay(v) < oo,
pHtr->oo .
(1Ib) divergend, wenn:ﬂ!vi_%n(u +4)-D,, - a,,(r) > 0.

Wihlt man wie bei der Bildung der De Morgan-Bonnetschen
Kriterienskala (§ 50, Nr. 1, 8. 336) fiir die C,, D, der Reihe nach die
Ausdriicke:

C,=v'*e, v-(Igv)ite, v-lgv-(Iggv)i+e, --- (e>0),

D, =v, v lgwv, v-lgv-lgv, cey
8o ergeben sich salso als hinreichende Bedingungen fiir die Konvergens
von > a#(") die Beziehungen:

My v
lim (p+2)"*¢ 0 < oo (e>0)

utvre

lim ¢ i+e ()
(16a) ) Jm ) (getv) 7 e <o

Iim (4 +9)" - g (u+9) - (g -+ 9)' "¢ -0 < 00

e ale L

desgleichen fiir die Divergenz:
lim (ut 00> 0

M, y->o0

li ' 4"~ 0
(16b) | Jim (et v) - lget+v)-a”>

lim (4 +9)" - 1g(p+v) gy (6 +9) -0 >0

My VP> ®

4. Einen anderen fiir die Bildung von Konvergensbedingungen zweck-
miBigen Typus von Vergleichsdoppelreihen gewinnt man durch die Be-
merkung, daB das Quadrat jeder konvergenten einfachen Reihe nach den
Regeln tiber die Multiplikation zweier konvergenter Reihen (s. § 66, Nr. 1,
8. 484) auch durch eine konvergente Doppelreihe dargestellt werden
kann, ndmlich:

0
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Da also eine Doppelreihe von dieser Form stets konvergiert, so kann

man setzen:

» ”
¢, =¢C,C, C'F —C”-C‘_-,

sodaB sich aus dem aligemeinen Konvergenzkriterium (Ia) wiederum das
folgende speziellere ergibt:

(11I) lim C,C,-a(’ < co: Konvergena.

pM+¥->mo fow

Die entsprechende Verwendung von divergenten Doppelreihen von
der Form ¢, - d, (oder gar 3'd, - d,) erweist sich als ginzlich unzweck-
'S

o
miBig, da durch diejenigen Kriterien, die man auf diesem Wege ge-
winnen wirde, iiberhaupt nur solche Doppelreihen getroffen werden
konnten, bei welchen alle Zeilen oder (bzw. und) Kolonnen, zum min-
desten von einer bestimmten ab, divergieren, wihrend doch der fir
Doppelreihen als solche charakteristische Fall von Divergens gar nicht
anf der Divergenz irgendeiner Zeile oder Kolonne beruht, vielmehr bei
gleichzeitiger Konvergenz aller Zeilen und Kolonuen zum Vorschein
kommt. —

Wihlt man in dem obigen Konmvergenzkriterium (1II) etwa:
U, = (v+1t*e (wo p3>0),

so ergibt sich als hinreichende Bedingung filr die Konvergens von > a'f"’
die folgende: Y

(17) lim (@+DHe+1)'** 2 <o (p>>0)

KA r->om u

und daran anschliefend nach Bedarf wiederum eine Skala sukzessive
schirfer werdender Kriterien durch die Wahl C, = L,(v+m)(lg,(v+m))¢
(k=1,2,3,-.-) (wobei die mit m bezeichnete Zahl so anzunehmen ist,
daB lg, (m) positiv ausfillt).

Dabei kann man dem Kriterium (17) noch die etwas einfachere
Form geben:

(18) Iim (e2)' ¢ a0 < oo (#>0, v>0),

e 1

wenn man noch ausdriicklich voraussetzt, daB die Anfangszeile und

M2

[ 4 .4
oo Y .
-kolonne von E a®, d.h. die Reihen En a’fo), Ev al konvergieren.
1784 0 0

Es verdient bemerkt zu werden, daB das Konvergenzkriterium (18)
eine etwas groBere Tragweite besitzt, als das ihm entsprechende (d. h.
Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 34
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gleichfalls auf der Wahl C, = s'+¢ bheruhende) Anfangskriterium der
Skala (16a). Man findet zuniichst:

(B+v)te = ((u +9) " %)’
> (T}(u”% + v”%)) )
e

(19) > 5 @)

Reagiert also a " fir irgendein bestimmtes ¢ >0 auf das Anfangs-
kriterium der Skala (16&), so ergibt sich das gleiche in bezug auf das
Kriterium (18), sofern man daselbst ¢ durch % ersetzt.

Andererseits ergibt sich:

wt»' p7f v7C 2
@o)'te Sire T glre e
l—(; 1-¢
¢ w v

Ist sodann ¢ <1 und wird eine positive Zahl G beliebig grop vor-
geschrieben, so hat man jedenfalls:

1—p y‘—'

“ e
aret > 6
wenn schon:
> G oder: 2 G,

l+9.._

1+g

wenn also zwischen u und v eine der beiden Beziehungen besteht:
1 t+o 1 1+¢

> Gl-0.pi-¢ oder: v Gl-¢.ul-e,

was offenbar flr unendlich viele Wertepaare (i, v) der Fall ist. Infolge-
dessen ergibt sich aber aus Ungl. (20), daB:

(21) PE’Z-$-+)9==OO u>0,v>0; 0<p< ),

und die Vergleichung dieser Beziehung mit den Kriterien (16a) zeigt,

1) Man bat fiir jedes 5:
2
2’

also, wenn die Kombination g == v =<0 ausgeschlossen wird:

B4 9)7 > S0+,

<»+v>"{
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daB nicht nur das Anfangskriterium, sondern sogar die ganze Skala ver-
sagen kann, auch wenn das Kriterium (18) eine Entscheidung liefert.
Dieses Versagen der ganzen Skala (16a) tritt offenbar insbesondere stets
dann ein, wenn gleichzeitig mit (18) fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 die
Beziehung besteht:

lim (uv)' ¥ a(') > 0.

p+v—>u
6. Ein anderes (namentlich fiir die Theorie der Potenzreihen mit
zwei Veriinderlichen) niitzliches Spezialkriterium ergibt sich, wenn in
Ungl. (I}I) gesetzt wird:

(22) C,=a™*, C,=a", ulio: CJ=0a """, wo: 0<u<l.

4

Man findet dann zundchst, daB die Doppelreihe 2 a() konvergiert, wenn
fir p +v 2>1:
a’(‘v) <ot

anders geschrieben:
1
(23) ( (v)),.+- L,

"

und diese Bedingung ist erfiillt, wenn:

1
(IVa) lim (a,(t"))/'_r" <e«, d h <1

uw+v->re

Da andererseits die Divergenz der Doppelreihe 2 a( ) schon feststeht,

wenn nur iiberhaupt fiir unendlich vicle Glieder a(') dxe Beziehung besteht:

(a‘(‘v)) ‘, +,'.' 2 1 ,
also um so mchr, wenn: o
1
N T

(AVb) \ 1hlmm (a# ); >1,
so ergibt sich durch Zusammenfassung dieses Divergenzkriteriums mit
dem Konvergenzkriterium (1Va) dasjenige disjunktive Doppellriterium,
welches das Analogon zu dem Cauchyschen fundamentalkriterium erster
Art fir einfach unendliche Reihen (§ 50, S. 342/3, Ungl. (5a), (B b)) bildet.

6. Als Beispiel fiir die Anwendung der gewonnenen Kriterien wollen
wir die (fir die Zahlentheorie und die Theorie der elliptischen Funktionen
wichtige) I'oppelreihe mit dem allgemeinen Gliede:

#=0,1,2,..., ""011’2;"')
(24) aﬂ(" = 1. — ! mit Ausnahme der Kombination
@u*+ 2buy + v p=v=0 (also: a,®=0)

behandeln. Dabei sei die ,quadratische Form“ au®+ 2buv +c»® eine
sogenannte positive Form in u, v (mit negatfiver Determinante oder Dis-

34°
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kriminante b* — ac), d. h. die Zahlen a, b, ¢ sollen den folgenden Be-
dingungen geniigen:
(25) >0, ¢>0, ¥—ac=—A<0
(wihrend b im @Gbrigen beliebig, eventuell auch =0 sein kann).
Infolge der Identitdt:

ap® +2bpv +cv® = %{(a’y’+ 2abuv + b4 + (ac— b¥)v?)
(26) = > {(an+bv) + Bv?)

fillt dieser Ausdruck (abgesehen von der ja bereits ausgeschlossenen
Kombination u = ==0) stets wesentlich positiv aus, sodaB die fragliche
Doppelreihe aus lauter wohl definierten positiven Gliedern besteht, wenn
unter ¢ eine beliebige reelle Zahl verstanden wird. Es handelt sich
dann darum, zu entscheiden, fiir welche Werte o die betreffende Reihe
konvergiert bzw. divergiert.
Bedeutet A eine positive Zahl, die von keiner der drei Zahlen a, 'b|, ¢

itbertroffen wird, so hat man:

au? +2bpv + cv? < A(u+ v)?,

o~ (1Y 1
% 2 (A) ® + 9
und daher:

27) (u+v)2-a,f"’g(— ) (w+v )m_,,)

sodaB sich aus dem Anfangskriterium der Skala (16b) die Divergenz der
vorgelegten Doppelreihe ergibt, falls ¢ < 1.
Andererseits besteht neben Gl. (26) die folgende analog gebildete:

mithin:

(28) ap?+ 2bpy + cv® = —((bp+cv)? + Apt).
Aus (26) und (28) folgt sodann:

alap® + 2buv + cv®) > Av?

c(ap® + 2bpv + cv?) > Apu?
und daher:
(29) apt + 2bpy + cv* > .T?;z (uf + 7).
Nun ist:

W= 2y 9t (u— ) 2 0,
also:
p+ v > 2uw

und daher:

L 3 ? »
Wbt BT Y o),
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sodaB die Ungleichung (29) durch die folgende ersetzt werden kann:

(30) au® 4 2bpv 4 cv* > - 235 +c) w4 vt
Somit ergibt sich schlieBlich:
(n 2{a + ¢) 1

(31) a’l g ( A ) (“+ v\ﬂu
und:

¢ Nete, ) o (2(a-F )\ 1
(32) (w4200 < (555°) @t e
also, mit Riicksicht auf das erste Konvergenzkriterium der Skala (16a):
(33) lim (u+2)**¢. aﬁ') < o,

H+vVvr row

wenn: 26 —2 — ¢ 20, 6 > 1+ , d. h. schlieBlich o > 1.1)
Hiernach ist die fragliche Doppelreihe konvergent fir ¢ > 1, diver-
gent fir 6 < 1.
Dieses Resultat liBt sich noch in folgender Weise vervollstindigen.
Da tiber das Vorzeichen von b keinerlei besondere Voraussetzung ge-
macht wurde, so ist auch die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede:

a®” = 1
“ (au’«-?buv—{—cv’)”

konvergent fiir 6 > 1, divergent fiir 6 < 1.

1) Will man statt des Anfangekriteriums (16a) das Kriterium (18) anwenden,
80 findet man aus Gl. (26) und (28):

.yt

N
a|pD Q]D

?

apt - 2buy 4 cv ll

(."..)". 1

(y) A p2o

1“ c\? 1
(8

o s (VZG) (u‘v)"'

Hieraus erkennt man, daB die Doppelreihe nach AusschluB von p=0, vy=10
d. h. der ersten Koionne und ersten Zeile konvergiert, weun 2 —E‘;, 2 —}(,- kon-

vergieren, also fiir 6 >>1 — ein Ergebuis, an welchem durch nachtriigliche Hin-
zufiigung der ersten Kolonne bzw. Zeile nichts geiindert wird, da diese, wie un-
mittelbar zu sehen, dann gleichfalls konvergieren.

v

u
und hieraus fir p2>1, v 2>1:

IIA

I'A

also auch:
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Da ferner:

ap' + 2buv +¢v' =a-(—u)'+2b-(—p)(—v)+c- (-9
=a-(—u)i+2b.-(—u)-v +ert
—aw £ Zue(—v) o (=),
so erkennt man, daB die Doppelreihe:

au®— 2buv + cv’{

el” (ap? + 2bpy + cv)"

(wo der Akzent an dem Summenzeichen die Weglassung der Kombina-
tion p == v =0 ausdriicken soll) ungedndert bleibt, wenn man den beiden
Indizes u, v die Werte 0, —1, —2, ... (statt 0,1, 2, --.) beilegt; daB
sie dagegen in die Doppelreihe:

El‘n' 1
(au*—2bpy 4 cv?)”

0
itbergeht, wenn man dem einen der beiden Indizes u, v die Werte 0, — 1,
—2, ---, dem andern die Werte O, 1, 2, .- . beilegt.
Daraus ergibt sich aber, daB auch die Doppelreihe:

400

’ 1
_Zw‘:.,(ay.’-}- 2buv 4 cv%°

(wobei also die Summation so zu verstehen ist, daB sowohl fir g, als
fir v alle Zahlen 0, +-1, 42, ... mit einzigem AusschluB der Kombi-
nation g =2 =0 zu setzen sind) fir 6 > 1 konvergiert, fir 6 <1
divergiert.
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Vorlesungen fiber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat

Dr. A. Pringsheim, Prof. a.d. Univ. Miinchen. (TmL 40.) 1. Bd. 1.Abt. Reelle

Zahlen u. Zahlenfolgen. [X1I u. 292 S.] gr. 8. 1916. Geh. M. 11.50, geb. M. 14.75.

I11. Abt. Komplexe Zahlenreihen mit kompl. Gliedern. Unendliche Produkte

und Kettenbriiche. [IX u. 976 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 22.60, geb, M, 25.60
“II. Bd. In 2 Abteilungen. [U. d. Pr.1922))

P. verfolgt das Ziel, den Studierenden der Mathematik eine auf elementaren Methoden
Veruhende und doch streng und einheitlich adfgebaate, rugleich miglichst vollstindige Dar.
stellung der Hauptlehren der Fuuktionentheorie und ihrer arithmetischen Grundlagen zu bietem.
Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh.
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. In
3 Teilen. 1. Teil: Die funktionentheor. und apalytischen Grundlagen. Mit
83 in den Text gedruckten Figuren. [X u. 500 5.} gr. 8. 1916. Geh. M. 21.60,
geb. M. 24.—. lg. Teil: Die algebraischen Ausfithrungen. Mit 40 in den Text
gedr. Fig. [VII u. 546 S.} gr. 8. 1922, Geh. M. 29.—, geb. M. 32.—

Der crste Band entwickelt nach einer Einleitung, die die erforderlichen Voraussetzungen
aus der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen, die Grundlagen der Theorie dor
elliptischen Integrale und Funktionen behandelt, ihre analytischen Darstellungen in umfassender
Weise und beleuchtet den Gesamtumfang der hier in Betracht kommenden Kérper zusammen-
gehiiriger Funktionen. Das lang erwartote Erschoinen des zweiten Bandes wird um so mehr
begriit werden, als er in knapper, aber alles Waseutliche umfassender Darstellung der al-
gebraischen Seite der elliptischen Funktionen zum Teil noch unversffentlichtes oder nur
schwer zugiingliches Material darbietet.

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An-
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. an der Techn Hochsch.
Braunschweig. gr.8. 1. Bd.: Diﬁ’erentia!rechnunf. 3.u.3. Aufl. Mit 129 in d. Text
gedr.Fig., 1Samml.v.253Aufg. u. 1Formeltab. [X1lu.388S.)1921.11. Bd.: Integral-
rechnung. 2.u.3.Aufl, Mit 100 in d. Text gedr.Fig., 1 Samml.von 242Aufgaben u.
1 Formeltabelle. [IV u. 406 S.] 1921. Geh. je M. 20.—, geb. je M. 24.—

Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der héboren Mathematik an don Tech-
nischen Hochschulen ist seit mehr ala zwei Jahrzehnten nicht nur wiedorholt besprochben und

in Monographien behandelt, sondern bat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur
wesentlich beeinflugt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung bervorgewachsen.

Lehrbuch der modernen Funktionentheorie. Von Dr. /. Bieberback
Prof. an der Univ. Berlin. Bd.I: Elemente der Funktionentheorie. Mit 8o Fig.
imText [VIu. 314 S.; gr.8. 1921. Geh.M.17.50, geb. M, 20.—. Bd. 1L {In Vorb.]

Das Werk gibt eine fir die Hand der Studierenden bostimmte Darstellung der modernen
Funktionentheorie komplexer Variabler. Der erste Band behandelt unter Verschmelzang
Rismannschen und WeierstraBischen Geistes die Elemente der allgemecinen und der spesiellen
Funktionentheorio, der zweite wird die Auswirkung der Methoden in den modernen funk-
i th isch Arbeitsgebieten zum Gogenstand haben,

Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Osgood, Prof. a. d.
Harvard-Univ, Cambridge, Mass. 1. 3. Aufl.” Mit 158 Fig. {XII u. 766 S.] gr. 8.
1920. Geh. M. 40.—, geb. M. 44.— IL [1. Teil u. d. Pr.]

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Von Dr. L. Hefter, Prof.a.d.
Univ. Freiburg i. Br., und Dr. C. Koekler, Prof. a. d. Unfv. Heidelberg. 1. Bd.
Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 136 Fig.
(XVI u. 526 S.] gr.8. 1905. Geb. M. 14.—. IL.°'Bd. Einfiihrung in die
analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. [U. d. Pr. 1923.]
Analytische Geometrie des Raumes. Von G. Sa/mon, deutsch bearb.
von Dr, H’. Fiedler, weil. Prof. a. Eidgen. Technikum, Ziirich. Unter Mit-
wirkung von Dr. 4. v. Brill, Prof. a. d. Univ. Tibingen, neu herausgegcben
von Dr. XK. Kommerell, Prof, a. d. Techn. Hochschule, Stuttgart. gr.8. 2 Teile.
1.Teil: Die Elemente u.die Theorie der Fliichen zweiter Ordnung. 1. Lieferung.
5. Aufl. Mit 43 Figuren. [X u. 366 S.] gr. 8. 1922. Geb. M. 20.—. [2. Liefrg.
u. d. Pr. 32]). IL Teil: Analytische Geometrie der Kurven im Raume der
Strahlensysteme und der ‘algebraischen Flichen. 4. Aufi. [U. d. Pr. 1932.]
Uber Systeme analytischer Funktionen, welche ein Additions-
theorem besitzen. Von 2. J. Myrberg, Dozent a. d. Univ. Helsingfors.
. (Preiaschriften der Jablonowski-Gesellschaft, §0.) [U. d. Pr. 1933.)

LVerlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin
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Sammlung
mathematisch-physikalischer Lehrbiicher

Herausgegeben von Geh. Bergrat Prof. Dr. E. Jahnke

Konforme Abblidung, Von Dr. Leo Lewent, weil. Oberiehrer in Berlin, Hug. von weil. Geh.
Bergrat Prof. Dr. Bufen Sahnke. Mit Beitrag von Dr. Wilh, Blaschke,. Prol. an der
Univ. KOnigsberg. Mit 40 Abb, [Vl u. 118 S.] 1912. Steif geh. M. 320 . .. . (Bd. XIV)

Die Theerle der Bessclschen Funkitonen, Von Dr.P.Schatheitlin, Prof. am hien-Real-
gymnaium zu Berlin. Mit 1 Figurentafel. [V u. 129 S| 1908. Steif geh. M. 3.60 (Bd.IV.)

Theorie der eHiptischen Funktionen. Von weil. Geh. Hofrat Prot. Dr, Mariin Krause unter.
Mitwirkung von Dr. Bmil Naetsch, Prof, an der Technischen Hochschule Dresden. M
28 Piguren. [VIl u. 186 S.] 1912, Steit geh. M. 5.— . . . . . .. L. .. s (Bd, X1L)

Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. B. Netto, weil. Professor an der Universitat GieSen.
(VI u. 130 S)] 1910. Steif geh. M. 4— . . . . . . e e e e . . (BAUIXY)

Funktiouenfaleln mit Formeln und Kurven. Von (eh. Bergrat Dr.B.Jahnke, weil, Prof. an der
Technischen Hochschule zu Berlin, und F. Emde . Prof. an der Technigchen Hochschule
za Stutigart. 2. Aufl. Mit Piguren. [in Vorb. 1922.] (Bd. \A)

Graphlsche Methoden. Von Oeh, Reg.-Rat Dr.C. Ru n%e.« Prof. an der Universital (mllwng
2. Aufl. Mit 94 Fig. im Text. IV u. 130 8.] 1919. Steif geh. M. 8.— . . . . (Bd. XVIIL.

Leitfaden zum graphischen Rechnen. Von Dr. R. Mehmke, Professor an der Technischen
Hochschule in Stutigart, 2. Aofl. [In Vorb. 1922. . . . .. ... . .... (Bd. XIX.)

Theocte der Kriftepline. Von Dr. H. E. Timordin%, Prof. an der Techn. Hochschule Braun-
schwelg. Mit 46 Piguren. [Vl 0.99 S.| 1910, Steil geh. M. 3.—. . . . ... (Bd Vi)

Die Vektoranalysis und fhre Anwendung in der theoretischen Physik. Von Dr, W.v. Igna-
towsky. In 2 Teilen: 1. Die Vektoranalysis. 2. Aufl. Mitl 27 Figuren. [VIil u.112 S.] 1921,
Steif geh. M. 4.40. 1. Anwendung der Vektoranalysis in der theoretischen Physik. 2. Aufl,
Mit 14 Figuren. [IV u. 123 S.) 1921. Steif geh. M. 460. . . . ... . . . . (Bd4,VL)

Eiatthrung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. R. Gans, Dir, d. phys. Instituts d, Univ,
La Plata. Mit 40 Figuren. (VI u.110 S.] 1908. Steit geh. M 2.80. . (Bd. L)

Elnfihrung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. Von Dr.
ClL Schaefer, Prof. an der Universitdt Marburg. Mit Bildnis J. C. Maxwells und 33 Abb.
2, Anfl, (VI n.174 S.] 1922, Steit geh. M.9.— . . . . . . .. ... ... (Ba. 111.)

Grandstige der mathematisch-physikalischen Akustik, Von Dr. A.KalAhne, Protessor an
der Technischen Hochschuile Dunzlgu 2 Telle. |.: {VIl u. 144 8.] 1910. Steif geh. M. 4.60.
Il. Teil: Mit 87 Pig.im Text. [X u. S.i 1013, Steit geh,M.6.— . . . . . (Bd.Xl)

Einfibrung in die Kinetisehe Theorle der Gase. Von Dr. A. Byk, Proleuow der Universitdt
und der Techn. Hochschule Berlin, 2 Teile. l.: Die idealen Gase™Mit 14 Figuren.
{V u. 102 8.| 1910, Steif geh. M. 2.80. — il.in Vorbereitong . . . . . e
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