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Vorwort.

Die vorliegende sweite Abteilung meiner Vorlesungen Gber Zahlen-
lehre ist ausschlieBlich der Theorie der umendliches Reihen mit reellen
Gliedern gewidmet. Vom streng systematischen Standpunkte aus wire
es wohl konsequenter gewesen, die mit der Entwicklung der Lehre von
den reellen Zahlen begonnene sukzessive Ausgestaltung des Zahlvorrats
unserer gewdhnlichen Arithmetik durch Einfohrung der imaginiren bzw.
komplexen Zahlen erst vollstindig zu Ende zu fihren. Ricksichten wesent-
lich didaktischer Natur veranlaBten mich indessen zu der hier getroffenen
Anordnuung, insbesondere der Wunsch, den Leser durch eine gewisse Ein-
formigkeit des Lebrstoffes nicht allzusebr zu ermiiden und ihm statt
dessen schon jetzt in der Lehre von den unendlichen Reihen ein an be-
merkenswerten Fragestellungen und prinzipiell wichtigen Ergebnissen
auBerordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Grenzwert-
betrachtungen zu eréffnen. Dem gegenilber erschien es mir ziemlich un-
erheblich, daB die Lehre von den unendlichen Reihen auf diese Weise
in zwei durch Einschiebung der grundlegenden Erdrterungen iiber kom-
plexe Zahlen getrennte Stiicke zerfillt, zumal schon bei der Beschrinkung
auf reelle Zohlen alles wesentliche der Theorie vollstindig zur Erledigung
kommt (anders wie bei den unendlichen Produkten und Kettenbrtichen)
und die Ausdehnung der gewonnenen Resultate auf Reihen mit komplexen
Gliedern, als bloBen Aggregaten je zweier reeller Reihen, sich nahezu
automatisch vollzieht.

Die Darstellung der Reihenlehre beginnt naturgeméB mit allgemeinen
Betrachtungen ilber Konvergenz und Divergenz, wobei insbesondere die
verschiedenen Moglichkeiten, die nolwendigen und hinreichenden Komver-
genzbedingungen zu formulieren, einer ausfilbrlichen Kritik unterzogen
und gewisse auf dem Cauchyschen Grenzwertsatze und seinen Verallge-
meinerungen beruhende weniger bekannte Formen dieser Bedingungen.
hergeleitet werden. Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen
mit lauter positiven (bzw. nicht-negativen) Glicdern wird nach Feststellung
ihrer besonderen Konvergenzeigenschaften eine ganz einheitlich auf das
bekannte Prineip der Reihenvergleichung gegriindete ausfithriiche Theorie
der Konvergens- und Divergengkriterien entwickelt, welche den Zweck
verfolgt, nicht etwa nur die verhiltnismiBig geringe Anzahl der fiir
praktische Anwendung fast ausschlieBlich in Betracht kommenden Spe-
zialkriterien abzuleiten, vielmehr vor allem den inneren Zusasmmenhang
dieser sonst zumeist mit Hilfe einzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln
durch Zuriickfiihrung auf allgemeine Methoden kenntlich zu machen, den
scheinbaren Widerspruch zwischen der tiblichen Form gewisser Kriterien,
namlich der sogenannten Konvergenshriterien sweiter Art einschlieBlich
des Kummerschen Konvergenshriteriums, und dem Pringip der Reihenver-
gleichung aufzokliren und jenes letztere Kriterium, das als Kriterium
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swetter Art von geradezu itberraschender Allgemeinheit bei der sonstigen
Darstellungsweise vollig abseits stand und keinerlei Analogon unter den
Kriterien erster Art zu besitzen schien, aus dieser ritselhaften Isolierung
befreit als natiirliches Glied einer folgerichtig aufgebauten allgemeinen
Theorie erscheinen zu lassen. Es folgen Untersuchungen iiber die T'rag-
weite der verschiedenen Kriterien bzw. Kriterienarten, ither die prin-
zipielle Begrenztheit der Leistungsfahigkeit aller moglichen Kriterienbil-
dungen, tiber sogenannte Grenggehiete und Schranken der Konvergens und
Divergenz — Untersuchungen, die in Verbindung mit den zuvor bezeich-
neten teilweise geeignet sind, gegebenenfalls an die Stelle von Zufalls-
cerfolgen einiger Spezialkriterien ein zielbewuBtes Operieren mit einem
wohlgeordneten Kriterienvorrat treten zu lassen, vor allem aber dem
Leser eine miglichst tiefe, an sich wertvolle und zugleich das Studium
der Funktionenlehre in fruchtbarer Weise vorbereitende Kinsicht in das
Wesen der Reibenkonvergenz vermitteln sollen.

Die Betrachtung der Reihen mit positiven und megativen Gliedern
fuhrt zu den Begritfen der absoluten und nicht-absoluten, der unbedingten
und bedingten Konvergenz und zu dem Nachweise des vollstindigen Zu-
sammenfallens von absoluter und wnbedingter baw. nicht-absoluter und
bedingter Konvergenz. Daran schlieBt sich die Angabe derjenigen Hilfs-
mittel, welche zur Feststellung der ,effektiven” d. h. eventuell nur be-
dingten Konvergeus zur Verfiigung stehen, sowie eine methodische Unter-
suchung der Beziehungen, welche bei gewissen allgemeinen Typen bedingt
konvergenter Reihen zwischen bestimmten Umordnungsgeseizen und den
dadurch erzeugten Wertveranderungen bestehen. Den SchluB dieses Ka-
pitels bildet die Entwicklung zweier Methoden, die dazu dienen, schlecht
(d. h. sehr langsam) honveryierende Reihen zum Zwecke der numerischen
Berechnung in wesentlich besser konvergierende umzuwandeln.

Parallel mit dem letzten, die Doppelfolgen behandelnden Kapitel der
vorigen Abteilung erscheint als AbsebluB der vorliegenden eine ein-
gehende Bebandlung der Lehre von den Doppelreihen mit reellen Gliedern.
Dabei wird, wie dort zwischen Doppellimites und sterierten Limites, hier
scharf unterschieden zwischen Doppelreihen und iterierten Reihen, und es
werden die Beziehungen awischen beiden Kategorien festgestellt, insbe-
sondere diejenigen einer Doppelreihe zu den aus den Zeilen und Kolonnen
gebildeten dterierten Reihen, schlieBlich auch zu der aus den Diagonalen
gebildeten einfachen Reihe. Weiter erfolgt auch hier der Nachweis filr
das vollstindige Zusammenfallen von absoluter und unbedingter bzw. nichi-
absoluter und bedingter Konvergenz. Mit einer Anwendnng der Lehre
von den Doppelreiben auf die Multiplikation einfach unendlicher Reihen
und mit der Ableitung von Konvergens- und Divergenekviterien fiur Dop-

pelreihen mit nicht-negativen Gliedern schlieBt dieses Kapitel und damit
auch diese Abteilung.

Miinchen, im August 1916.
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Abschnitt II.

Unendliche Reihen mit reellen Gliedern.

Kapitel I

Allgemeine Grundlagen.

§ 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. — Summe
und Rest einer unendlichen Reihe. — Allgemeine Sitze fiber
konvergente Reihen.

1. Unter einer unbegrenzten Summenfolge oder, wie man gewohnlich
kiirzer, wenn auch weniger prignant, zu sagen pflegt, einer unendlichen
Reihe verstehen wir zuniichst rein formal eine unbegrenzte Zahlenfolge (w,),
deren Glieder durch das Summationszeichen verbunden sind, also:

o+ oy U
kiirzer geschrieben:

3
P

0

oder auch, wenn ein MiBverstindnis ausgeschlossen erscheint:

E %,

Beziiglich der Bedeutung eines solchen als unendliche Reihe bezeich-
neten Symbols setzen wir nun folgendes fest. Es bedeute s, die Summe
aller Glieder bis w, einschlieBlich, also:

(1) su=u0+“l+"'+un’;2uv'
0

Die Zahlen s, (#=0, 1, 2, -.-) bilden dann, geradeso wie die u,, eine un-
begrenste Zahlenfolge. Ist diese komvergent und etwa:

@) lim g, = s,

" -»o0
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wo also s eine bestimmte Zahl (einschlieBlich der Null) vorstellt, so heift
die Reihe 3w, konvergent und s ihre Summe, in Zeichen:

L) n
3) Ev u,==lm Dvu, =s.
3 n-rmsd

In jedem anderen Falle heifit die Reihe divergent und zwar:
eigentlich divergent, wenn die Folge (s,) eigentlich divergiert, also

lim s, = + o0 oder lim g, = — o003
n-poo n-»e

uneigentlich divergent, auch unbestimmt oder oseillierend, wenn die
Folge (s,) uneigentlich divergiert, d. h. wenn lim s, und fi'r_ﬂs,, verschieden

n-» 0 ”n-»w

ausfallen; insbesondere endlich unbestimmt oder innerhalb endlicher Grenzen
oseillierend, wenn keiner der Hauptlimites lim s, und lim s, unendlich aus-

7 —> 00 n P

fillt (anders ausgesprochen: wenn lim |s,| endlich ist).

n-» o
Obschon im Falle der Divergens eine Summe der Reihe in dem zuvor
definierten Sinne nicht existiert, so bedient man sich der Bequemlichkeit
halber, um alle Moglichkeiten mit einem gemeinsamen Ausdrucke zu um-
fassen, nicht selten der Redewendung: die Summe der unendlichen Reihe:
sei im Falle der eigentlichen Divergenz (positiv oder negativ) unendlich
grof, in Zeichen:

(4) Z:uy=+oo oder Evu,———oo,
0 0

bzw. die Summe der Reihe sei im Falle der uneigentlichen Divergenz un-
bestimmt und zwar, wenn I, L den unteren bzw. oberen Limes von s, be-
deutet, sie oseilliere in den Grenzen ! und L, wobei eventuell auch
l = — 00, L =+ oo sein kann.

2. Aus der obigen Definition der Konvergenz einer unendlichen Reihe
ergibt sich sofort als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon-
vergenz: Jedem (beliebig klein vorgeschriebenen) ¢ > 0 muB sich. eine
natiirliche Zshl n zuordnen lassen, sodafB: :

6) |Spse—Su| <& filr: o=1,2,3,....
Setzt man:
(6) Renre™ St Sa =ty t Uyttt
und bezeichnet R, _, - als einen Partialrest der Reihe, so kann die Kon-

ny. 4

vergenzbedingung auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Es muB
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jeder Partialrest R, . . bei villig willkiirlichem ¢ lediglich durch ge-

eignete Wahl von n numerisch beliebig kletn werden. Dabei folgt aus:

(Ga') IRn.n+q§_=Isn+()—sn|<é
stets auch:
D ) van
(6b) IR,'V+<,[—§S,+P-—S,|<25 f(ir. {9-1’2,3’.“

(vgl § 22, Nr. 1, 8. 125), d. h. es wird mit R, auch jeder spitere Par-
tialrest beliebig klein, sodaB auch die Bedingung (6b) als notwendiy und
(selbstverstindlich als) hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe an-
gesehen werden kann.

Im iibrigen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be-
dingung auch noch andere Formen geben. Und obschon dieselben vor
den hier gegebenen Formen (6)—(6b) keinerlei Vorziige besitzen und
eher geeignet sind, den wahren Sachverhalt zu verdunkeln, als ihn auf-
zuhellen, so soll doch etwas niher darauf eingegangen werden, da man
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten
Lehrbiichern mancherlei unklares oder geradezu falsches iiber diese doch
schlieflich grundlegende Frage findet.

3. Bezeichnet man mit K, diejenige unendliche Reihe, welche aus
der gegebenen durch Weglassung aller Glieder bis u, einschlieBlich ent-
steht, also:

) R, = Zu

LD

(zuniichst wiederum rein formal, d. h. gleichgiiltig, ob die rechts stehende
»,Summe* eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht), so soll It schlecht-

[

hin der Rest der Reihe heiflen. Ist dann die Reihe Z'u, konvergent

und s ihre Summe, so hat man: 0
(8) R, =1lim R,,,HQ = Jim (s,,ﬂ, ~s,)
(1 Be 4L ¢->w
=5—38,,

und daher (wegen: lim (s —s,) = 0):
n-re
n4p
(9) lim R, =0, d h. lim (lim Zu) =0.

”® ~)r o n:)ao nal

. Diese Beziehung bildet also in dem Sinne eine notwendige Bedingung
fir die Konvergens der Reihe, daB sie zweifellos erfiillt ist, wenn die
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Reihe konvergiert. Und da sie andererseits auch nur dann besteht, wenn
die Reihe Xonvergiert, so ist sie in diesem Sinne auch eine hinyeichende.
Nichtsdestoweniger muB es als durchaus verfehlt bezeichuet werden, wenn
man dicse Tatsachen, wie nicht selten geschieht, als Kriterium fiir die
Konvergenz in den folgenden Satz zusammenfaBt: ,Die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe besteht darin, daf
der Rest R, mit unendlich wachsendem » gegen Null konvergiert.” Bei
dieser Fassung wird ndmlich in Wahrheit schon die Ezistens einer he-
stimmten als Rest bezeichneten Zahl R, und damit geradezu die- Konver-
genz der Reihe von vornherein vorausgesetzt (denn, falls B, fir irgendein n
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche fiir jedes n, da ja die
Weglassung oder Hinzufigung einer endlichen Anzahl von Gliedern jene
Eigenschaft nicht aufhebt).

Will man der lediglich fiir eine bereits als konvergent erkannte Reihe
bestehenden Beziehung (9) eine wirklich korrekte Form der notwendigen
und hinreichenden Konvergenzbedingung nachhilden, so hat man zu be-
achten, daB es sich in (9) um die Beschaffenheit. eines gewissen iterierten
Limes handelt und daB andererseits die Jzistene eines solchen keineswegs
diejenige des tnneren Limes erfordert. Man wird also die Beziehung (9)
durch die folgende ersetzen:

n+¢

10 1 ('1“-— ' )mo
(10a) lim v—ff“—,,Z“’ ,

n41

von der sich in der Tat nachweisen liBt, daB sie eine hinreichende Be-
dingung fiir die Konvergenz der Reihe bildet.!) Zunichst ist némlich
ersichtlich, daB diese Bedingung genau dieselbe Tragweite besitzt, wie die

folgende?®):
)-o.

(10b) lim (an
n >\ g->x

1) Die Notwendigkeit der Bedingung (10a) bedarf keines Beweises, da ja schon

die stdrkere (ndmlich ausdriicklich noch das Zusammenfallen von

n+o

ntl

n+Q ”+0Q
lim Y»ru, und lim Dry,
e>w e>w

n+4l n+1

verlangende) Bedingung (9) als notwendig erkannt wurde.

2) Man beachte, daf Iim |a,| keineswegs mit | im a, | identisch ist, son-
> e Q>
dern den griferen der Absolutwerte von lim a, und lim 2, darstellt (bzw. beide,
wenn |lim a, | = | lim a, |). e i
Q> Prw
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Ist nun diese Bedingung erfiillt, so muB zu beliebig kleinem ¢ >0 ein m
sich so fixieren lassen, daB:

m+p
g ]
lim vu, | < 7
0> m+1

Aus dieser letzten Beziehung folgt dann weiter: jedem solchen s
158t sich ein g, (welches im allgemeinen mit m veriinderlich. sein wird)

so zuordnen, daf:
m+ 0

m+1

< _;_ fiir: Q ...2._ Om

Man hat also fiir o = ¢,, und ¢ = ¢, + 0:

m+ 0m m+pm+ 0o

S" & &

e ', u, <.2-? 2;’“;« <7j (6==1)2731"')}
m+1 m+1

und hieraus fiir den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen:

m+on+0
vuy

<& (6=1,2,3-."),

m+(’"‘+l
oder, wenn wan m + g, = % setzt:

n4o

W
v u'

n41

= lsn-l-n—sul<$ (6"":1) 2’ 3;"'))

sodaB in der Tat die Konvergenzbedingung (5) erfullt ist.?)

Man kann schlieBlich der soeben als notwendig und hinreichend er-
kannten Konvergenzbedingung (10a) noch eine etwas andere Form geben,

welche darauf beruht, daB im Falle der Konvergens der Reihe >'u, nicht
nur der #ferierte Limes (9) bzw. (10a), sondern auch der entsprechende
Doppellimes verschwindet (woraus dann umgekehrt nach dem Satze (Ia) des
§ 43, Nr. 1, S. 284, wieder ohne weiteres das Verschwinden des iferierten

1) Man konnte dieses Resultat auch so aussprechen, daB allemal, wenn
Gl (10s) besteht,

nt0 n+Q
lim Dru,=Tlim Dru,
Q>rw ¢-rw

nil nt+l

wird und eine bestimmte Zahl vorstellt.



298 Abschnitt II. Kap. I. Allgemeine Grundlagen. Nr. 3.

Limes (10a) folgen wiirde). Es soll also gezeigt werden, daB die Be-
ziehung:
n+0

(11) lim Zu = 0, anders geschrieben (s. Gl. (6)): llm wnie ™0

n,g—«)uo

eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Konvergenz der
Reihe >'u, darstellt. Ist nimlich diese Bedingung erfillt, so lassen sich
anf Grund der Definition eines Doppellimes (§ 40, S. 254, Ungl. (28)) zu
beliebig kleinem s > O zwei Zahlen m, r so fixieren, daB:

th,v+p"<";_ fitr: 'ng) 927‘,
d. h.:
(11a) ]u,+,+u,+,+v---+u,+g|<—;- fir: v2=2m, o=>7.

DaB diese letztere Bedingung eine fiir die Konvergens der Reihe not-
wendige ist, geht unmittelbar aus der Vergleichung mit der bereits als
notwendig erkannten Bedingung (6b) hervor, da sie ja beziiglich der
Auswahl von ¢ geringere Anspriiche macht als diese letztere. Nichts-
destoweniger erweist sie sich auch als hinreichend. Aus (11a) folgt niim-
lich speziell ftir == und g =1 + o:

&
|ty g1+ Uma ot F gy | <3

|um+l+um+l+'”+“m+r+nl < % (0= 1,2, 3, ))
und daher ftir den absoluten Betrag der Differenz dieser Summen:
Ium+r+x +um+r+2+' tr +um+r+u| <é¢ (d-: 1) 27 37 o ')’
oder, wenn man schlieBlich noch m + r = n setzt:
iun+l+“n+!+"'+“a+ﬂl <& (6=1,2,3,-.9),
anders geschrieben:
|8esa—38,| <& fir: 6=123,...

in Ubereinstimmung mit unserer fritheren Konvergenzbedingung (5).)

1) Unzulinglich fir die Konvergenz wiire es dagegen, wenn an Stelle der Be-
dingung (11) nur die folgende:
hmR,'“,e—hm(u'_,_l-i- NPT R +u'+9)—0

n->w

fir jedes einselne, llbrigens aber beliebig grof zu denkende ¢ erfiillt wiire. Denn

dieser Bedingung wiixrde offenbar schon geniigt, wenn nur:
limu, yemlimu oom . omlimu o =0

"->w n->0 n->os .+e



Nr. 4. § 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 299

4. Setzt man in der motwendigen und hinreichenden Konvergensz-
bedingung (6b) speziell ¢ == 1, so erhiilt man als eine jedenfalls notwen-
dige Konvergenzbedingung die folgende:

18,41—8,1<2c d. h |u,,,|<2 (fir v2n),
d h.:
(12) - limu, =0,

" >0
in Worten: die Glieder der Reihe miissen mit unbegrenzt wachsendem
Index gegen Nuil konvergieren. DaB diese nofwendige Bedingung aber
keine filr die Konvergenz hinreichende ist, erkennt man leicht an dem
folgenden bemerkenswerten Beispiele. Fs werde gesetuzt:

: 1
=0, wu, = (r=123,-),
also:
(13) Sym
1

Die entsprechende unendliche Reihe 2-} , welche als die harmo-
1

nische bezeichnet zu werden pflegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft,
daB ibre Glieder schlieBlich gegen Null konvergieren, withrend sie selbst
in folgender Weise als divergent erkannt wird. Man hat:

1 1 1

(14) Sn =S =i tameto b
1 1’
e ATy
d. h. schlieBlich: )
lim 4, == 0,
v>wn

was tatsichlich fir die Konvergenz nicht ausreicht, wie in Nr. 4 des Textes ge-
zeigt wird.

Es wiirde fiir die Kouvergenz nicht einmal ansreichen, wenn in der obigen
Bedingung ¢ mit % in irgendeiner speziellen von n abhéingigen Weise ins Unendliche
wachsen diirfte. Setzt man z. B. fir »>2:

S
Y ow.lgw
und. ¢ == pn (wo p eine beliebige natirliche Zahl), so hat man:

nypn

R - 2‘ IR Lo
AR A vigy "~ nlgn  lgn’
nt+l
also:
nl-?:oR“’”"'p"

Nichtsdestoweniger ist die betreffende Reihe divergent (s. § 48, Nr. 8 am Ende,
8. 388).

== 0,
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wie grof auch n angenommen werden mdge. Daraus folgt aber, daB
lim 5, = + 0o (da die monoton zunehmende Zahlenfolge (s,) micht der
n-»oo

Konvergenzbedingung (5) geniigt). Wegen:

n n n L]
271 1 2?1 2:’ 1 2' 1
Vé-; = -é— ‘l';’— und 7—2—;:—]:‘> ¥ 2;
1 1 1 1

ergibt sich dann weiter, daB auch die Reihe der reziproken geraden bzw.
ungeraden Zahlen nach 4 oo, also eigentlich divergiert.

Im tbrigen hiitten wir die Divergens der harmonischen Reihe auch
aus der frither bereits abgeleiteten Beziehung (s. § 34, S. 207, G1. M, ®):

(15) lim (s,~1gm+ 1)) =y

erschlieBen konnen, da ja y eine endliche Zahl vorstellt und lim Ig (#+1)=-+o0o
ist, also auch lim s, = 4 00 sein musB. nre

% -»oo

5. Die frither ausfithrlich betrachteten unbegrensten systematischen
Briiche stellen offenber lediglich eine spezielle Klasse von konvergenten
unendlichen Reihen vor. Eine Beziehung von der Form:

(16) o =[0,] = lim (g + 5+ +33)

konnte also jetzt durch die folgende ersetzt werden:

(17) cmj:
]

Ebenso definiert jede der beiden Zahlenfolgen (n=~1,2, 3, - )

[s,, -1 +2-$~!, wo: lims, = ¢ (§ 33, 8. 204, G1. 26)),
(18)' 1 LE )

ly, :2(%_ 1g(1 +%)) wo: lim 7, = (§34, 8.207, 6L (8),©))

eine konvergente unendliche Reihe, sodaB man die in diesen Gleichungen
enthaltenen Aussagen jetzt auch folgendermaBen schreiben kann:

em=14 :,-2«}, (§ 15, GL (9), S. 89),
1 ]

Y '2(% —lg (1+':‘))‘

(19)
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Ein einfaches Beispiel flir alle in Nr. 1 fir moglich erkannten Fille
der Konvergens und Divergens liefert sodann die unbegrenzte geomeirische

Progression j’v «’, wo « eine beliebige positive oder negative Zahl be-

deutet. Aus oder far jedes « geltenden ldentitat:
Ql—a)(14a+:-+a") =1 —a*+?

folgt zunichst, daB fir jeden Wert o auBer ¢ = 1:

1 wtt!
(20) 8,,=-1+¢+"'+a"-~1—:—&-—-~1__d
Ist zundchst |&| < 1, so hat man, wenn etwa:

1
(21) |(x’-i':l_7, wo: ﬂ>0,
gesetzt wird:
»+1 ntl

99 a || L 1 4+ 8 1
(22) l—al = 1—le| a4+ g “pa+ap’

und da der letzie Ausdruck durch Wahl eines hinlinglich groBen Wertes

von # beliebig klein gemacht werden kann, so folgt aus Gl (20), daB in
diesem Falle:

(23) lim g, = ——

n->00 1—a’
d. h. die betreffende Reihe ist konvergent nud ihre Summe § = Tj—_—; -+ Ist
dagegen |e|> 1 und auBerdem « > 0, 8o kann man setzen:

(24) «=14+p, wo: $>0,
und es ergibt sich:

@) = e b4 > L (14 (1))
i—a" > ’

also:

(26) lim 5, = + o0,

d. h. die Reihe ist alsdann eigentlich divergent.
Dies gilt tibrigens auch noch im Falle ¢ = 1. Hier verliert zwar die

sonst zur Darstellung von s, geltende Formel (20) ihre Galtigkeit. Man
findet aber fiir « =~ 1 ohne weiteres:

(27) s,=n+1, also: lims, = 00.%)

K-y

1) Offenbar hitle man hieraus auch die eigentliche Divergenz von 'a” im
Fallo o> 1 kiirser erschlieBen kinnen, als mit Hilfe der Summationsformel (30).

Pringshoeim, Vcrluum I, 8. % Aufl. 21
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Ist ferner |« | > 1 und zugleich @ < 0, also etwa:

(28) w=—(1+8), woi >0,

so wird: 1 )
ot N et

(29) “roe— G e

sodaB also s, absolut genommen mit » ins Unendliche wiichst. Dabei
ist s, allemal positiv, wenn n gerade, negativ, wenn n ungerade: die Reihe
oszilliert also in diesem Falle in den Grenzen — oo und + oo.

Es bleibt schlieBlich noch der Fall « == — 1 zu untersuchen, fiir
welchen zuniichst aus Gl. (20) sich ergibt:
(30) 8y = ;' + '(‘T‘;“)Z .
Man hat also fiir jedes ungerade n: s, = O, dagegen fiir jedes gerade n:
s, = 1, und daher auch: lim s, = 0, lim s, = 1, sodaB also die Reihe in

n-»o n -» 60
den Grenzen O und 1 osgilliert.

6. Unmittelbar aus der Definition einer konvergenten Reihe und den
allgemeinen Regeln tiber das Rechnen mit Grenzwerten ergeben sich die
folgenden Sitze:

1) Bedeutet /& eine beliebige positive oder negative Zahl, so konver-

giert gleicheeitig mit der Reihe >'u, auch die Reihe k-, und man hat:

(31) Zk'u,-—-—-k-z_}u,.
0 D

Insbesondere ist also, wenn man k& = — 1 setzt:

(—u,) = ——Zuy.

0

(32)

%
~y
v
P
0

2) Gleichzeitig mit den beiden Reihen S'u,, v, konvergiert auch

V) - "y

die folgende: >'(u, +¢,) baw. N (u, —v,), und man hat:

(33) Stu,+ Sto, = S, +9).
0 0

0
Das analoge gilt offenbar fiir jede endliche Anzahl von konvergenten Reihen.
3) Setzt man:

4 +u 44y, =U
um.+l +um.+’ +”.+um, - lrl
Uy 41 + Upp by T thy, U,

)



Nr. 7. § 44. Konvergenz und Divergenz unendlicher Reihen. 803

so konvergiert mit der Reihe S'u, auch die Reihe 3'U,, und man hat:

34 Sy, - S,
1 0

Denn setzt man: wy+ %, +---+ 4, =5, U+ Uy++-- + U, =8, so wird:
(35) S, =5, , also: lim S, =lims, =lims,.?)

V>0 -y oo v vre
7. Wir wollen an dieser Stelle noch einer Bezeichnungsweise Er-
wihnung tun, von der wir spiter gelegentlich Gebrauch machen werden.

Es bedeute:
U_yy U_gy) U_3y * "

eine unbegrenzte Zshlenfolge, so geht aus dem in Nr. 1 gesagten hervor,

was man unter der unendlichen Reihe: Zu_, zu verstehen hat, und es
1
bedarf auch keiner weiteren Erliuterung, daB man dieses letztere Symbol

-0 -1
auch durch das folgende: Zvu, oder aunch: 214, zu ersetzen pflegt.
-1 —®

Ist sodann noch die unendliche Reihe 2“’ vorgelegt, so schreibt

man konsequenter Weise: 0
+ o0 © o0
2“’ fiir: Z;u__, +2u,.
- 00 1 0
400

Eine Reihe von der Form »»u, beiBt-also dann und .nur dann kon-

—e
o0

vergent, wenn jede der beidern Reihen Zu " 2 u, konvergsert, in jedem
anderen Falle divergent. 1 )

1) Man bemerke, daB dieser Satz micht schlechthin, sondern nur in folgender
Weise umkehrbar ist: Wenn auBer der Reihe > U, auch die Reihe S'u, kon-

vergiert, 80 hat man:
0 o«
2y = 2’ U,.
0 1
Dagegen braucht _>'w, noch keineswegs zu konvergieren, wenn auch ¥ U, kon-

vergiert; denn aus der Existenz eines bestimmten hm 8, folgt ja noch keineswegs

diejenige von lim s,
V>0 ©

(Einfachstes Beispiel: u == (—1)”, also >V u,, wie bereits gezeigt, in den
14 v
L) 0

Grenzen 0 und 1 oszillicrend, dagegen S'v(u,, + %y, 4,) = 0, also konvergent.)

21°*
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+o0
Mit anderen Worten: Die Bedeutung des Symbols 2 %, wird durch
die Gleichung dargestellt: —

(36) Zu - hm 2 , + lim \7 ,

n-)ao
= lim 2 «,,
m, % >0 -

wo m und n in gans willkiirlicher Weise und unabhingig voneinander ins
Unendliche wachsen. Wenn dieser letztere Doppellimes als endliche Zahl

existiert, so fillt er offenbar mit dem einfachen Grenzwerte lim 2 %, z0-
sammen, und man hat ¢n diesem Falle: e

(37 Eu - 15::2

Dagegen darf man nicht umgekehrt diese letztere Beziehung als De-

+»
finitionsgleichung fur dss Symbol >3 u, betrachten und aus der Eaistens

+n

und Endlichkeit des Grenzwertes lim ? *u, auf die Konvergenz der mit
n-»00

+ o -n

Eu, zu bezeichnenden Reihe schlieBen.

+ o
S0 ist z.B. D .z,—fﬁ. divergent, da jede der beiden Reihen

Ty (" - '3‘:‘:‘?) md Dot
1 0

divergierf. Hingegen hat man:
< 1 S 1 <~ 1
EWHE"Z'aw—1+22u+1'zn+l'
-
tim Stter -0

also:
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§ 45. Anwendungen des Cauchyschen Grenzwertsatzes (§ 37) und
seiner Verallgemeinerung auf unendliche Reihen.

1, Nach dem Cauchyschen Satze in § 37, Nr. 3 (8. 230, GL (14))
hat man:

(1) lim o lim (aa-au—l.)I

n > L £

sobald der rechis auftretende Grenzwert im weiteren Sinne existiert.
Ersetzt man jetzt a, durch s,, wo:

(2) 8”—%+ul+"'+u., also: Sp =8y ™Y,
so nimmt Gl (1) die Form an:

® ln % =l

oder auch (wegen: % - ;;3_'—1 . T‘._;;l' und lim "f::' 2 - 1):
4) }?; Yo +“;-i_;.'1- ~+ =,}Tlu"'

in Worten:

Das arithmetische Mittel eciner unbegrenzt wachsenden
Anzahl beliebiger reeller Zahlen u, besitat den Grenswert lim u,,
sobald dieser letstere im westeren Sinne existiert, i

(Beispiele: -
it SH )=,

.1 . 1g1.2.8...m
i £ St i 0 )

Hierzu sei noch bemerkt, daB — geradeso wie bei der urspriing-
lichen Form des Satzes (1) (vgl. § 37, Nr. 3 am Schlusse) — die Existens
des ersten Grenzwertes keineswegs umgekehrt allemal diejenige des sweiten
nach sich zieht.

(Beispiele: u,=(—1), also: s,,_, =0, 8, =1, lim !:-—O; da-
gegen: limy, = —1, limu, =4 1. nre

n-yw n-»oo

Ferner: u, = (— 1)*:1g (v + (¥ + 2)), also:

1.2.8.4.--(3m—1)-3m
s:m-l_133,3.4.5...gm.(3m+‘)"“'lg(2m+1);

12 @m—1)-2m. (2 , 9 |
8”"_188-: (”‘ 22‘(2”:'1_('_’;’)4'1) (em 4- )-lg(2m+2),

dh.s,=(~1)1g(#+2), lim *2—0; dagegen: lim ,~— oo, lim #,~+0o.)

N> oo n->w
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2. FaBt man speziell den Fall ins Auge: lim 4, = 0, so liefert die
Relation (4) den folgenden Satz: e

Tir jede unendliche Reihe mat schlieflich gegen Null kon-
vergierenden Gliedern u, ist:

Y% -ty
® RRETE ST

inshesondere also auch dann, wenn die Reihe eigentlich diver-
giert oder ein unendliches Grenzintervall besitet.)

(Beispiel: u, = — +1, also: s -2 . und: lim 0, wie

nre’ +1
sich leicht mit Hilfe des Resultates § 34, S. 207, G. (9) verifizieren 1iBt.

Darnach hat man niimlich: lim (s,—1lg(m+1)) =y, also: lim f’-"—-—n—lj—”(%f}-)-z 0,
lgn+1)

und wegen: lim -
g n->oo n+1 fnt>n +1

Schreibt man ferner in Gleichung (4) s, statt ,, so ist die fiir
ihre Giltigkeit erforderliche Bedingung, daB lim s, im weiteren Sinne

n-»oo

existieren solle, gleichbedeutend mit der Kowmvergensz oder eigentlichen

o

Divergemz von Zu,. Man erhilt also den Satz:

0
Fiir jede konvergente oder eigentlich divergente Reihe
>u, besteht die Bezichung:

0

(6) lims"+”‘+"'+s"—2uv:

n-> o n + 1 0

oder anders geschrieben:

(6a) Pfl(”+ D% + "'“',":_‘1' uakl % L = lim (s +9y -+ +14).

Ist nun spegiell 3'u, konvergent, also lim (v, + w, + - - - +u,) eine be-
n->oo

stimmte Zahl, so 1Bt sich die letzte Beziehung auch in die folgende Form
setzen:

lim (s + 1y + -+, ("+l)“°+’;1‘1+ ) - 0,

n->e

1) Im Falle der Konvergens bsw. Existenz eines endlichen Grensintervalls ist
die Beziehung (5) offenbar selbstverstiindlich.



Nr. 8. § 46. Anwendungen des Cauchyschen Grenzwertsatzes. 307

oder auch, wenn man alles unter den Nenner # + 1 bringt und schlieB-
lich noch, der Symmetrie zu Liebe, diesen durch n ersetzt:

() lim 1tak 2tk R g

P
3. Nach dem eben gesagten bestehen fiir jede konvergente Rez'th u,,
0

sofern man deren Summe mit s bezeichnet, die beiden Beziechungen:

(6) lmSEuE Fh o (4 b~ irgendeiner bestimmten Zahl)
R -9 O

@ fig Ltk Bk

n >0

Jede dieser Beziehungen ist also eine notwendige fiir die Konvergenz,
aber keine allein erweist sich als ausreichend. Der Bedingung (6) ge-
niigen z. B. unendlich viele innerbalb endlicher Grenzen osgillierende Reihen,

wie 2(—— 1)1), der Bedingung (7) jede divergente Reibe, fir welche
o

lim % - u, == O ist.®) Dagegen sind beide Bedingungen zusammen auch

n-»x

hinreichend dafir, daf 2“' konvergiert, und zwar gegen die
0

Summe s. Ersetzt man nimlich in (6) den Index » durch » — 1 und
beachtet, daB:

So+ 84+, =nup+ @~ +---+1-u,_,,
so folgt durch Addition von GIl. (7):

lim nu0+nu,+---+n-un=
n

s

’
n>w

d. h.:

o«

ul
2'“*'3'

0

1) Man findet in diesem Falle:

T SUE T
lim 22— B oo — .
n>rw n+1 2

2) Z. B. u, == ,“.Tilg‘,;' vgl. § 48, Nr. 3 am Ende (5. 828).
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Es sei noch ausdrficklich bemerkt, daB aus (7) allemal folgt:

lim u, = 0.

»-> o0

Ersetzt man nimlich in GL (7) » durch (n—1), so folgt, daB fiir jedes

beliebig kleine s> 0 bei passender Fixierung einer unteren Schranke
fiir » die Ungleichung besteht:

[1ou, +2 g4t (n—1)-u,_, | <(n—1)s.
Da sodann auch:
1oy +2- w4t (n—1)ou,_, +n-u,|<ns,
so folgt durch Subtraktion:
|#-u,| < (2n—1)e, also @ fortiori: |u,|< 2,

d. h. schlieBlich:
lim %, == 0.
%) —>o00
4. Die Konvergenzbedingung (7) gestattet noch die folgende Ver-

allgemeinerung. Nach dem allgemeinen Grenzwertsatze § 37, Nr. 4 (S.231,
GL (17), (18)) hat man:

. Gy . Ga—a, 4
® Ll R

falls der rechis auftretende Grenzwert endiich ausfillt und die b, den Be-
dingungen geniigen:

: s 1]
®  mii-e, fm]k] b <o
1
Setzt man jetzt:
a,-a,__ o aa-’l—- . .
() FZyten, ol T i,

80 hat man zuniichst:
a, — a,_q = (bv——bv—l) * sv—l )

und, wenn man hier der Reihe nach v=1,2, ..., n substituiert und die
betreffenden Gleichungen addiert:

(11) Oy =y + DV (5,—b, ;) -5, _,.
1

Durch Einfihrung der Beziehungen (10) und (11) in GL (8) nimmt

der obige Grenzwertsaty, wenn man noch beachtet, daB lim —g'# w0 zu

RN-p® N
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setzen ist, die folgende Form an:

. 1K :
lim — 2’ b,—b,_,) - =1
(12) ':!:' b‘ - ( v v-—l) sv—l ”Lnlsu’
sofern lim 8, als endliche Zahl exsstiort und die b, den Bedingungen (9)
n->m
geniigen.

Die auf der linken Seite von Gl (12) auftretende Summe liBt sich
nun aber in folgender Weise umformen®):

n "
: V(b,—b,,_,) * 8,y = 2;'bvsv—l - 2’; br—l'sr-l
1 1 1
n n-1
- :;vbvsv—-l -—Zb,,s,
1 [/}

“va(s -1 *—S,,) + bnsﬂ—" 6080
1

b5, — (38 + 30,6~ 5,,)).
1

Daraus folgt weiter:

(13) lim ;- Z(b —b,_)5,_, 1ims,,—-1imbl(b0so + b, (5,~2,,)),
1

n->aw n n-»r N> @ N

und somit durch Vergleichung mit (12):

(14) Jim 5 (b S +2b (5,—8,-1)) = 0.

Setzt man schlieBlich noch:
Sy = My, 1im dbrigen: s, —§,_; =«

also: "
Sy =ty + % + -+ %,
sodaB jetzt die vorausgesetzte Kristens eines endlichen lim s, mit der

”-» oo

Konvergens der Reihe S'u, zusammenfillt, so liefert Gl. (14) die folgende
Verallgemeinerung des Satzes Gl (7):

Fiir jede konvergente Reihe >u, ist:
(15) lim boto + by %y + - - 4, %, =0,

n-pm bu

sofern die b, den Bedingungen (9) gentigen.

1) Ober die hierbei bentitzte, von Abel herrilhrende Transformationsmethode
vgl. § 59, Nr. 4.
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Da das letztere speziell filr jede positive, mit » monoton (niemals ab-
nehmend) ins Unendliche wachsende Zahlenfolge (M,) der Fall ist?), so
ergiht sich noch:

Fiir jede konvergente Reihe u, ist:

o Mow, 4+ Mo+ Mou,
(16) Jim - =0.

n-» o

Die spezielle Annahme M, = v fiihrt dann wiederum auf Gl (7)
zuriick.

Kapitel II

Reihen mit lauter positiven Gliedern.

§ 46. Allgemeine Eigenschaften. — Unbedingte Konvergenz, —
Summen unendlich vieler Reihen mit positiven Gliedern.

1. Wir betrachten zunichst unendliche Reihen von der Form 3'a,,
wo fiir jeden endlichen Wert v des Stellenzeigers: a, > 0 ist.?) Eine
solche Reihe kann offenbar nur konvergieren oder eigentlich divergieren

n

(niimlich nach 4- 00) Denn die Zahlen s, = »va, bilden hier eine mit
0

wachsendem n monoton zunehmende Folge, sodaB lim s, entweder einen
n>on

bestimmten positiven Wert besitzt oder positiv unendlich grof wird.
Daraus folgt insbesondere, daf bei Reihen dieser Art stets auf die

Konvergene von > a, geschlossen werden kann, sobald nur feststeht, daB

n

2 a, fiir alle Werte von n unler einer festen Schranke bleibt.

0
Und ferner: Ist 'a, konvergent, so konvergiert auch jede Reihe von
der Form > @, , wenn (m,) eine beliebige aus der Reihe der Zahlen »
herausgehobene Zahlenfolge bedeutet.

1) Vgl § 37, 8. 281, FuBn. 1.

2) Der Vollstindigkeit halber sei bemerkt, daB die Resultate dieses Para-
graphen offenbar auch giiltig bleiben, wenn eine beliebige (eventuell auch wunbe-
grenste) Anzahl von Gliedern a, = 0 ist. Das gleiche gilt beziiglich der sog.
Divergenz- und Konvergenzkriterien erster Art (s. den folgenden Paragraphen), with-
rend bei der Bildung der Kriterien zweiter Art die a, als durchweg von Null ver-
schieden anzunehmen sind,
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Wiihrend hiernach jede aus einer konvergenten Reihe (mit positiven
Gliedern) herausgehobene Reihe wiederum konvergiert, so darf man nicht

etwa schlieBen, daB jede aus einer divergenten Reihe 'a, herausgehobene
Reihe auch divergieren miisse. Dies gilt nur dann ohne weiteres, wenn
die Glieder a, stets oberhalb einer festen Schranke bleiben. Ist dagegen

lim @, = 0 oder auch nur lim a, = 0, so lassen sich aus der divergenten
Y -poo . kde

Reihe >'a, stets auch (unbegrenzt viele) konvergente Reihen heransheben.
Denn nimmt man eine konvergente Reihe 3'c, mit positiven Gliedern
ganz willkiirlich an, so kann man aus der Folge (a,) eine andere (a,,) s0
herausheben, dab a,, <¢, (v=0,1,2,--) und daher J'a, komvergiert.

(So lassen sich z. B. aus der divergenten Reihe 2’1’ unendlich viele

1
konvergente Beihen von der Form Z herausheben, wo m jede ganze
Zahl > 1 bedeuten kann.)

2. Es erscheint wichtig, festzustellen, daB die Konvergens einer Reihe
der betrachteten Art, sowie auch der Wert ihrer Summe durchaus unab-

héingig ist von der Anordnung der Glieder, d. h.: Ist »»a, = A, so ist
*® 0
auch stets 2“% = A, wenn man unter (n,) eine Zahlenfolge versteht,
0
die aus der Reihe der Zahlen 0,1,2,.--,»,... in der Weise hervorge-
gangen ist, daB jede Zahl v einmal und nur einmal in der Reihe der
Zahlen n, vorkommt.
Man pflegt dieses kilrzer so auszusprechen: FEine konvergente Reihe
mit positiven Gliedern ist stets unbedingt konvergent.
Um dies nachzuweisen, werde gesetzt:
k k
(1) 2 a, = 4, y By, = 4.
0 0
Bedeutet dann y eine beliebig grofle positive ganze Zahl, g0 kann man
stets eine positive Zahl » > u finden, sodaB A, alle Glieder enthilt, welche
in A, vorkommen. Daher ist fitr jedes u:

@) 4, <4,< 4,
woraus sofort die Existenz eines bestimmten lim 4, = A4, also die Kon-
M>®

vergenz von > @, resultiert. Zugleich ergibt sich aus Ungl. (2), daB:
(8) 4 LA
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Andererseits kann man, nachdem jetzt die Konmvergens der Reike

Za,' bereits feststeht, die ursprilngliche Reihe Za, als eine Um-
0 0

ordnung dieser letzteren betrachten und sodann in analoger Weise er-

schlieBen, daf:

4) A< A

Durch Kombination von (3) und (4) ergibt sich daher:

(6) A=A,
d. h. schlieBlich:

(6) Sta, - S,
0 0

womit die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Bebauptung er-
wiesen ist.

Zugleich folgt hieraus ohne weiteres, daB eine Reihe mit positiven
Gliedern, welche in #rgendeiner Anordnung divergiert, in jeder Anordnung
divergieren muB.

3. Man kann den Begriff der ,,Umordnung* einer unendlichen Reihe
auch noch wesentlich weiter fassen, als zuvor. Jede unendliche Reibe
1Bt sich ja — nach Art jeder beliebigen unbegrenzten Zahlenfolge (s, § 39,
8. 247) — in irgendeine besttmmte oder auch in eine unbegrenste An-

zahl von unendlichen Reihen zerlegen (z. B. Zv a, in die n Partialreihen:
[ J @ ] 0

Z"a""’ 2"“""“’ sy Z«a,,”(._,); oder, mit Beniitzung des
0 0 0
Beispiels in § 39, Nr. 1 (8. 249), in die unbegrenste Anzahl von Partial-

o ® ®
reihen: 2;" By s 2,“ Ryut1r 2 HOgyysr " Z HOgv+l, q¥ 1y ** )
0 0 ° )

deren Gesamtheit zuniichst rein formal eine Umordnung der urspriing-
lichen Reihe darstellt, insofern die Glieder beider Anordnungen sich
gegenseitig eindeutig entsprechen. Es besteht dann aber auch der fol-
gende Satz:

Zerlegt man cine konvergenie Reihe mit positiven Gliedern:
2 a,= A in eine bestimmte oder unbegronste Ansahl (» bzw. co)

[\]
von Partialreshen, so konvergiert jede derselben gegen cine bestimmie
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Summe A") (v=0,1,2,-..), und die Gesamtsumme der A™ be-
sitat den Wert A, d. h. es 1st:

j:A(')aA bzw. i:A(')=A.
° 0

Um diesen Satz gleich fiir den allgemeineren Fall einer unbegrensten
Anzahl von Partialreihen zu beweisen, mdge die vorgenommene Zer-

legung von Ea, durch das folgende Schema dargestellt werden:
0

(ao(o) + a1(°) + a,(°) + 4 a,f") + - )
+ (ao(l) + al(l) -+ a’(l) + -4 a’sl) + . .)

S ) +(ao(’)+al"’+a,(’)+~-+a,5”+---)
+(a°(')+al(”)+a,(')+---+aﬂ(")+---)
s+. . e . . . . . . e e

wobei allgemein:
(8) 6" +a+a+ ... +a lfv) - A F(V) (

gesetst werden mige.

Alsdann folgt zunichst aus der Konvergenz der urspriinglichen Reihe,
daB auch jede Partialreihe, insbesondere jede solche, welche eine Zeile
des obigen Schemas bildet, konvergieren muB, sodaB man setzen kann:

u=0, 11 2))
v =0,1,2,--

©) 2 aﬁEV) “lin: Afiv) -A? (y=0,1,2,.-).
0

Man kann nun wiederum einer beliebig klein vorgeschriebenen po-
sitiven Zahl s eine positive ganze Zahl p s0 zuordnen, daB:

(10) A—@<e@mAr-iQ
0

wird, sodann zwei positive ganze Zahlen m, » so fixieren, daB der Aus-
druck:
A,,(.o)+A(l)+--'+A:)

(d. h. diejenige Summe des Schemas (7), welche begrenzt wird durch die
Glieder der (m + 1)*® Kolonne und der (» 4 1)** Zeile) und umsomehr
der folgende:

A;°)+A’(“)+...+A’(‘” far: p>m, v 2n
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alle Glieder enthilt, welche in 4, vorkommen. Man hat also mit Be-
riicksichtigung von Ungl. (10):

(11) A,(:')+A’£U+...+A,f")g:1,>11——e fir: p2>m, v > n.

Andererseits enthiilt diese Summe nur eine begrenste Anzahl von

Gliedern aus der Reihe 3'a, und liegt daher sicher unterhalb A , sodaB
die doppelte Ungleichung besteht:

(12) A>A;°)+A'(¢l) +...+A,E")>A—s (u2m, v 2> n).

LBt man hier u tiber alle Grenzen wachsen, o folgt mit Beniitzung der
in Gl. (9) eingeftihrten Bezeichnung:

(13) ASAO 4+ A+ 4+ A > A~ (v2n).

(NB. Man miiBte eigentlich nach der fiir solche Grensiiberginge geltenden
Regel zunichst schreiben: 4 > 4@ 4 ... .+ 4", Das Gleichheitszeichen
erscheint indessen, falls wirklich wunbegrenst viele nicht durchweg aus
Nullen bestehende Partialreiben vorhanden sind, fiir jedes bestimmte v
definitiv ausgeschlossen, da ja A® 4 ... 4 A® fir jeden groferen Wert »
wiederum noch sunimmd.)

Fir v -+ oo ergibt sich, da infolge der Monotonie von
A® L A 4 g AW

der betreffende Grenzwert sicher ezistiert, des weiteren aus Ungl. (13):
(14) A2 DAV > 4 —¢
-
und, da & beliebig klein gemacht werden kann, schlieBlich:
(15) DIAW = 4.

0

Setzt man hier noch fiir 4" seinen Wert ein und schreibt:

j j a}f"’ statt: 2“’,1 (j‘ a,fv)) ’
o 0 0 0

8o nimmt Gl (15) die Form an:

(15a) jj%"’ = 4.
0 0
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Sind im ganzen nur n Partialreihen vorhanden, so tritt offenbar an die
Stelle der Ungleichung (12) die folgende:

A>A+ 40+ 44> A~ (wzm),
woraus dann fiir 4 — oo folgt:

A A+ AV 4ok AW > 4 — ¢,
und schlieBlich:

(15b) Z‘ AY = 2 2. »

Hiermit ist zunichst der oben ausgesprochene Satz bewiesen.

Man bemerke ferner, daB das analoge Resultat offenbar auch gilt,
wenn man in dem Schema (7) zunichst jede Kolonne zu einer (wegen
der Konvergenz von '@, stets konvergierenden) Reihe:

(16) va}j’ =4, (=012
0

zusammenfaBt. Alsdann wird auch:

) 34~ 3 Sial -

Die vorstehenden Resultate sind zunéchst noch insofern einer Ver-
allgemeinerung fihig, als man jede der Reihen 3 a,f") wiederum in eine

endliche oder unendliche Anzahl von Partialreihen zerlegt denken kann usf.
Es folgt -dann in ganz analoger Weise, daB bei beliebiger Anordnung
der wachsenden Summationen immer wieder der Wert 4 zum Vorschein
kommen muf.

4. Es erscheint zweckmiBig, an die vorstehende Untersuchung noch
die folgenden Bemerkungen zu kniipfen.

Es sei statt der einfach unendlichen Reihe 3o, von vornherein das
zweifach unendliche Schema vorgelegt:

ao(°)+“x(°’+"'+a.;$°)+"'

+a°(‘)+a,m+---+a,$”+~--

(18) Feoe e e e

+ae"+aM+.--4a 4.
e e e e
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Wenn dann jede Zesde bzw. jede Kolonne eine Lonvergente Reihe bildet
und die Reike der Zeilensummen bzw. der Kolonnensummen gleichfalls
konvergiert, sodaB also:

(183) élj.a;"-A, bew. (18b) juila;"-A,
0 [} 0 [1]

so stellt das Schema (18), in diesem Sinne genommen, eine konvergente
Reihe vor, deren eincelne Glieder selbst wiederum konvergente Reihen sind.

Andererseits kann man die Glieder des Schemas (18) auf unendlich
viele Arten zu einer einfach-unendlichen Reihe anordnen, am einfachsten,
indem man dieselben ,mach Diagonalen“ geordnet anschreibt:

(19) a,® + ao(i) + a,® + a4 a4+ a4 -
..+ao(')+al("'1)+...+a,,(°)+...

oder auch, indem man die Glieder jeder ,Diagonale“ zu einem einzigen
zusammenfaft:

(20) 2 b,, wo: b, = a4+ a0~ ... 4 a0
0

Dann liBt sich zeigen, daB diese aus den simtlichen Gliedern des
Schemas (18) gebildete einfach unendliche Reihe gleichfalls gegen den
Wert 4 konvergiert, sobald eine der Gleichungen (18a), (18b) als giiltig
vorausgesetzt wird.!) Besteht z. B. die Gl (18a), so hat man:

(218) 2b,<$127.a;”<jjpa;’><4,
0 0 0 1] 0

und analog, wenn Gl. (18b) gilt:

(21b) Z'vb,<242”-a’i”<jzwzap<xi,
0 0 (1] [} [}

sodaB also die aus lauter positiven Gliedern bestehende Summozz b, stets
0

unter einer endlichen Grenze bleibt und somit die Reihe Zb, zun#chst

[}
konvergiert, wobei es freisteht, auch die einselnen Glieder a'(") als Glieder der

1) Daraus folgt dann mit Beniitzung des Satzes von Nr. 8, daB jede einfach
unendliche Reihe, welche die s@mtlichen Glieder des SBchemas (18) enthiilt, gegen
die Summe A kowvergiert. Denn jede solche Reihe kann ja als eine Umordnung
der Reihe (19) im Sinne von Nr. 8 angesehen werden,



Nr. 1. § 47. Prinzip der Reihenvergleichung. 817

Reihe aufzufassen (Schema (19)). FaBt man jetat aber das Schema (18)
als eine Zerlegung der nunmehr als konmvergent erkannten einfachen
Reibe (19) auf, so folgt unmittelbar aus den Ergebnissen der vorigen

Nummer, daB:
S5 T
(22) b o e d h =4,

0 o)
-3 3
o "o
womit die fragliche Behauptung erwiesen ist.
Da im iibrigen, falls an Stelle der Gleichung (18a) oder (18b) die
Gleichung: 2} b, = A vorausgesetzt wird, die Existenz der beiden Glei-
0

chungen (18a), (18b) wieder ohne weiteres aus der vorigen Nummer
folgt, so kann man die bisherigen auf die Konvergenz des Schemas (18)
beziiglichen Resultate in folgender Weise zusammenfassen:

Von den drei Gleichungen:

[ <Y o
e +a" "+ +al2, +a”) = A (Reihe der Diagonalen)
[}
@3) { Dy Dhal =4 (Reihe der Zeilensummen)
o [}
:3« “:: a” = A (Reihe der Kolonnensummen)
el

zieht jede einzelne die Exislenz der beiden anderen nach sich.

§ 47. Prinzip der Reihenvergleichung. — Allgemeine Form
von Divergenz- und Konvergenzkriterien.

1. Zur Feststellung der Divergenz oder Konvergens einer beliebig
vorgelegten Reihe (mit positiven Rliedern) dient die Vergleichung ihrer
Glieder mit denjenigen einer bereits als divergent oder komvergent er-
kannten Reihe.

Bezeichnet man generell das ,allgemeine”, d. h. zu einem beliebigen
Index v gehorige Glied einer als

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 22
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divergent erkannten Reihe mit d, oder 1; :

1
ko"veryent »” U » C » ‘(‘jv »

so ist leicht zu ersehen, dall eine beliebig vorgelegte Reihe 3'a, allemal

(1a) diveryief‘t, wenn: a,,, > g{ - d, fir v > w,
(1b) konvergiert, wenn: a, < G-c =

r+p == v

Dabei bedeutet n” eine beliebige, aber feste ganze Zahl >0, p eine gleich-
falls beliebige, aber feste positive oder negalive ganze Zahl einschlieBlich
der Null; g und G endliche, wesentlich positive Zahlen, von denen
tibrigens die erstere beliebig klein, die zwcile beliebig grof angenommen
werden darf.

Setzt man nimlich in jeder der obigen Ungleichungen der Reihe
nach: v =n,n+1,.-.,(n + ¢), (wo n > '), so folgt durch Addition
der entsprechenden Ungleichungen

aus (la): Zv - nzﬂ)d
:+g n+o
aus (1b): 2 a,, , G- 2 Vs

n+o
d. h. Za, +p Wird infolge der tiber die d, und ¢, gemachten Voraus-
setzungen im ersten Falle durch Wahl von ¢ beliebig grof, im sweiten
durch Wahl von % beliebig klein, woraus die Richtigkeit der ausgespro-
chenen Behauptung hervorgeht.!)

Setzt man die Ungleichungen (1a), (1b) in die Form:

@) { D,-a,,,2>9: Divergenz

C,-a,,,<G: Konvergens } w2n),

80 lassen sich diese wiederum noch durch die folgenden ersetzen:

imD, -a,, . >g, dh >0 : Divergens,

L X

® | |
l lim C,-a,,, <@, d h nicht co: Konvergens,

V>

1) Man kann dieses Resultat auch folgendermaBen aussprechen:
Gleicheeitig mit den Reihen 'd,, N'c, divergieren baw. konvergieren auch
die folgenden: 'y, d,, 3'G,c,, wenn die g,>g>0, die &, <G < 0.
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oder etwas kiirzer geschrieben (vgl. § 36, S. 220, Ungl. (40)):

lim D,-a,,,>0: Divergens,
ey s
Im C,-a

Y >m

vip < 001 Konvergens.t)

Die in den Ungleichungen (1)—(4) zur Entscheidung der Divergenz

oder Konvergenz von _S'a, dienlichen Beziehungen werden als Divergens-
bzw. Konvergenskriterien und zwar zum Unterschiede von sogleich noch
niher zu definierenden anderen Formen als Kriterien erster Art be-
zeichnet.

Ein Kriterium von der Form (4) wird offenbar versagen, falls fiur
die getroffene Wahl der D, C, gleichzeitig:

lim D, -a,,,=0,
Y-rw

5 o
®) lim C,-a,,,=00.
> m

Die Mighichkeit, in einem solchen Falle wirksamere Kriterien aufzu-
stellen, wird gegeben sein, sofern es gelingt, stets eine divergente Reihe

2 51: , bzw. eine konvergente anzugeben, sodaf:

L
¢/

(6) b/>D, C'<C,

und daher auch:

DS -a,  >D,-a,,,, alsomiglicherweise: li:n D) -a,, >0,
>
) e
A 4 . ’
(Jv 'af+p< Cv’av-}-p) ” ” 'lﬂ Cv 'av+p<m'

1) Anders ausgesprochen: Jede Beziehung von der Form:

lim D, -a == ()
y>oo vty

bildet eine notwendige Bedingung fiir die Konvergens, jede von der Form:

lim C, - @

== 00
y->aw d vtr

eine notwendige Bedingung fir die Divergens der Reihe Za,. Dabei muB also,
wenn die betreffenden Grenzwerte Uberhaupt exsstieren, im ersten Falle geradezu:

limD,~a,+p=0,

¥~ a0
im zweiten:
IimC, - a - OO0
. rrm vte
sein.



320 Abschnitt II. Kap. II. Reihen mit lauter positiven Gliedern. Nr. 2. 3.

2. Statt die Glieder a,, , direkt mit den d,, ¢, zu vergleichen, ist es

nicht selten fiir die Rechnung bequemer, den Quotienten aa (welcher
r+p+1

offenbar fiber die relative Ab- oder Zunahme der Reihenglieder ent-
d
scheidet) mit ;- baw. ;L in Beziehung zu setzen. Hierzu soll der
r+1 v+1
folgende Hilfssatz dienen:
Sind (p,), (g,) 2wei unbegrenste Folgen positiver Zahlen
(die fiir v — oo auch den Greneswert 0 haben diirfen) und st
fir v 2 n:
pv+1 qv+l
®) 2
so galt fir v > n dic Besichung:
(9) n, g k- q,,
wo k eine gewisse positive Zahl bedeutet.
Beweis. Aus der Voraussetzung (8) folgt zundchst fir v > n:
Pror 5 By
qv+! - qv ’
und daher, wenn man » sukzessive die Werte n, (e + 1), -+, (n+9—1)
beilegt:
Pu+e ~. pn+g l !_)_ﬂ*'l &
qn+q = qn+p 1 ;Z ;Z Itr qn

oder, wenn man -2’1 =k setzt:
n

pu+
q . 27" (9“’0) 1} 2: )’
8 +¢Q

p2k-q, (v2n).
3. Von dem eben bewiesenen Hilfssatze machen wir nun in der
Weise Gebrauch, daB wir cinmal p, =a,, , g, = D, ?, das andere Mal

pf - CV—" qV = ay.+p Bﬁtzen.
Alsdann ergibt sich: Ist fiir » > n

also:

D
Draprt 2 3 -— , so folgt fir v2n: a,, >k D,
d. h. S'a, divergiert,
P “;“’”, so folgt fir v=>n: C,"*>k-a,,,,

v+1 v4+p

also: a,,, < ,1‘ - C,~Y d. h. J'a, konvergiert.
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Oder, anders geschrieben, es folgt aus:

a

D, — 2. — D, £0: Divergens
(11) v+p+1 (yvz-n).
C, At C, 1 = 0 Konvergeng

Daraus gewinnt man als hinreichende Bedingungen:

fiir die Divergenz: lim (D,,- hre _p ) <0

(12) y>® aV+p+l v+1 ’
. ' a
fiir die Konvergenz: lim (C, .. - — C, “) > 0.
e & r4p+1

Die in Ungl. (10)—(12) enthaltenen Kriterien sollen als Kriterien
sweiter Art bezeichnet werden.*)

Beziiglich der Stellung dieser Kriterien sweiter zu denjenigen erster
Art sei hier folgendes bemerkt. Aus der Art ihrer Ableitung, bzw. aus
den unter (10) zusammengestellten Ungleichungen erkennt man ohne
weiteres, dall jedesmal, wenn ein mit einem gewissen I, bzw. C, zu bil-
dendes Kriterium cweiter Art eine Entscheidung liefert, das gleiche auch
von dem entsprechenden (d. h. mit dem nimlichen I, bzw. C, gebildeten)
Kriterium erster Art gilt. Das Umgekehrte findet dagegen leineswegs
statt, d. h. die Kriterien sweiter Art konnen in unendlich vielen Fillen
versagen, wo die entsprechenden erster Art eine Entscheidung liefern.

Denn ist etwa:
Ne a,, +p . av
Lim (.D‘ ——t D-y+l =0, bzw. lim (C, R

e 0 - (..
a a vil ’
1> o v+ p4+1l V> ® v4+p41

in welchem Ialle also diese Kriterien versagen, so kann immerhin fiir
v > n durchweg eine Beziehung von der Form bestehen:

@ a

+
ro B —D,,, £0, baw. C,- P C,, 20,
YGiptt Cyip+a

D

v

1) Man kann diesen Kriterien, wie hiufig geschieht, auch die (durch Multi-

@y 4p+1

plikation mit aue (11) resultierende) Form geben:

Y4+p

R a,
Iim (D, -D,,, —-‘ilt!) < 0: Divergens,
v ow ay +p

a,
lim (C', — Chpy ——’—l"—’-'-ﬂ) > 0: Konvergens.
| & 1 ay+'
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anders geschrieben:

_tt!’.“Z.PY- baw, CtErlo &

== ’
D av+p v+1

woraus dann (8. Ungl. (10)) allemal folgen wiirde:
im D, a, >k bww. mC, -0, , <

vep == L)
v-» o V> e

d. h. das mit dem betreffenden D), bzw. C, gebildete Kriterium erster Art
von der Form (4) liefert in diesem Falle eine Entscheidung, wihrend das
entsprechende Kriterium sweiter Art von der Form (12) versagé.')

Angenommen ferner, man habe fiir irgendein vorgelegtes a, bei
passender Wahl von D), :

a,
9 1 o e e
(12a) lim (D, 2" —D,,,) <0,
sodaB also durch dieses Kriterium die Divergenz der Reihe 'a, angezeigt
wird. Aus Ungl. (13) folgt alsdann, daB schon fiir alle » von einem be-
stimmten Index » == m ab eine Beziehung von der Form bestchen muf:

D, _p, < 0> 0
v a7 T Ty 0, WO 9 U,
v+p+1
und somit:
. Lo
(13) Dyytypgoy—D, 0, , 200, ., fir:r v=m,

Setzt man hier der Reihe nach v=m, (m+ 1), --., (n — 1), (wo n>m),
so folgt durch Addition der entstehenden Ungleichungen:

n4p
(14) 'Dn'an+ D m+p29 2 Ay ypy1 =0
"l+P+l

und hieraus fir lim # = 0o, wegen der Divergenz von Sa,:

(15) limD,.a,, 6 =oc.

” -»
D. h
Allemal, wenn dus Divergengkriterium sweiter Art (12)

eine Entschesdung liefert, so kommt bei dem Divergengkriterium
erster Art (4) der Grenswert oo zum Vorschein.

Daraus folgt dann weiter, daB das Divergenzkriterium sweiter Art
von der Form (12) in jedem anderen Falle versagen muB, insbesondere

1) Das Versagen der Kriterien (12) rithrt also in diesem Falle nur von der
Beniitsung der Lsmites her, withrend die entsprechenden Kriterien in der urspring-
lichen Form (11) im gleichen Falle eine Entscheidung liefern.
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also auch dann, wenn lim D, -a, , oder auch nur lim D, -a,, p ZWar von

B> n->w

Null verschieden, aber endlich ausfillt und somit das Divergenzkriterium
ersier Art (4) eine unzweideutige Entscheidung liefert.?)

(Beispiel: Da die Reihe 2 71; bereits als divergent erkannt wurde,

v—1 .
so kann men setzen: D, =v. Ist dann etwa: a,,, = PRI wird:
. . v—1
limv-a,, , =lin> =1
L - 4 '+p 1'-’07’,+ 1 ’

woraus die Divergene der Reihe >'a, unzweideutig hervorgeht. Anderer-

seits hat man: " +? = her?) und daher:
vep+1 v’
. y+p
m (oo g 22 — G D) = lim (1=3) (49~ (4 1)) = 0

sodaB also dieses Kriterium von der Form (12) versagt.)

4. SchlieBlich ist aber noch ganz besonders hervorzuheben, daB der
oben bewiesene, zur Bildung der Kriterien zweiter Art dienende Hilfssatz
keineswegs wmhehrbar ist: die Zahlen a,,, kénnen offenbar durchweg
tiber bzw. unter den Zahlen d, bzw. ¢, liegen, ohne daB zwischen den

: . a, . : a
Quotienten, (Zu- oder Abnahmeverhiiltnissen) - “*- einerseits und I
c QY ipr1 v +1

bzw. c—~l andererseits irgendwelche feste DBeziehung besteht.?)
v41

Der Grund, warum man nichtsdestoweniger neben den Kriterien
erster Art solche zweiter Art in die Betrachtung einfilhrt, liegt, wie schon
oben angedeutet, lediglich darin, duB sie gerade bei vielen in der Wunk-
tionenlehre auftretenden Reihen ein bequemer zu ermittelndes Resultat
% sich in erheblich

%y 41
einfacherer Form darstellt, als a, selbst (z. B. wenn: a, = p,-p, -+ p,,

geben, niimlich allemal dann, wenn der Quotient

Y41 DPyya

Die oben entwickelten Beziehungen stellen zuniichst den einfachsten
Typus von Kriterien erster und zweiter Art vor: man kann denselben
durch geeignete Umformungen auch noch mancherlei andere Formen
geben, wie spiiter noch des niheren gezeigt werden soll.

1) Bei dem Kanvergenzkriterium (12) liegt die Sache etwas anders: s. § 54,
Nr. 2 am Ende (8. 880).
2) Vgl im dbrigen § 56, Nr. 1 (8. 390).
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Im itbrigen ist durch die Aufstellung der Kriterien erster und sweiter
Art die Moglichkeit derartiger Bildungen keineswegs erschopft. Man
konnte offenbar auch andere Verbindungen von zwei oder mehr Gliedern

der Reihe J'a, mit den entsprechenden der d, bzw. ¢, vergleichen und,
bei passender Wahl dieser Verbindungen, Schliisse auf die Divergenz bzw.

Konvergenz von >'a, ziehen. Hiermit wire fir die Herstellung der-
artiger Kriterien ein vollig unbegrenztes Feld erdffnet: allein gerade
wegen dieser Unbegrenztheit wollen wir hier darauf verzichten, noch
einzelne Spezialbildungen ausdriicklich durchznfihren.

Um nun brauchbare Kriterien erster und zweiter Art wirklich auf-
zustellen, kommt es nach dem bisher gesagten lediglich darauf an, die
nitigen d, und ¢, zur Verfiigung zu haben. Wir wenden uns daher jetzt
zunichst zur Losung der Aufgabe: Alle miglichen d, und c,, d. h. fypische
Formen fir das allgemeine Glied jeder divergentem bzw. kowvergenten
1ieihe aufzufinden.

§ 48. Divergente Reihen: 3d,. — Typische Formen der d,.
1. Eine divergente Reihe 3'd, soll um so schwdicher divergent heiBen,
je langsamer Zvd, mit # ins Unendliche wichst.
0

Um diese Aussage genauer zu prizisieren, werde gesetzt:

n n

N 7/ ’

2;’dv=sn) >de =83
0 0

dann nennen wir die Reihez d, schwaicker divergent als die Reilxez a,,
wenn: 0 0
(1) s/ <3, dh lim-—==0,

ny>x bﬂ

Dabei kann man offenbar, wenn p, ¢ zwei beliebig gewihlte natiirliche
Zahlen bedeuten, dieser Bedingung auch die etwas allgemeinere Form
geben:

R MM
(la) l]m NN = 0
n>o In '—39
’
)
s’ —s’ 34 s 8 8
(da: -—-F - 2 “ und: lim -5 = lim - = 0).
5, —38, L n->o “a ny>on &
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Ist dagegen:
@ s, ~8

(d. h. bleibt: :" zwischen zwei bestimmten positiven Zahlen, oder, anders

n ’

ausgesprochen, sind lim =, lim ** beide endlich und von Nudl verschieden),

> n m-rena

80 sagen wir, die betreffenden zwei Reihen divergieren gleichartig.
Da s,, s, mit # monoton ins Unendliche wachsen, so lassen sich auf

% die Sdtze von § 37, Nr. 2, 3 anwenden. Beachtet man, da8

$,—8,_,=d,, s/—s _,=ad , 8o nimmt insbesondere die Relation (7)
des eben zitierten Paragraphen (8. 228) die folgende Form an:

lim

d’ ’ ’
(3) lim 2" < lim = < lim " < fim ey
n-ysun n->rx "R n->® "n 1l~>0 B

Daraus folgt aber, daB die Beziehung:

’

(4) lim -~ =0 (anders geschrieben: d /<<d,, D/>D,)

n->rpe ¢ n
eine hinreichende') Bedingung fiir die Existenz der Bezichung (1), d. h. fiir
die schwiichere Divergenz von 3'd,’ bildet; und daB die Beziehung:

(5) d, ~ d, (anders geschrieben: D ~ D,)

eine hinreichende Bediogung fir die gleichartige Divergenz von 3d,’, 24,
darstellt.?)

Im iibrigen bemerke man, daB die Divergene zweier Reihen keines-
2cegs allemal in dem hier niher definierten Sinne vergleichbar sein muB.
Mit anderen Worten: durch die Annahme:

S,~<Sn, S’:NS", S >'3"

sind keimesweys all«r Moglichkeiten erschnpft Es konnte auch sein:

I

lim :!==O lim >* >0, oder: lim 22 = 00, lim ** < 00, in welchen
n>o In n > Sn n>w N n>ew on

Fillen dann eben die Divergenz von >d, und 'd, tiberhaupt nicht
vergleichbar ist.

1) Dieselbe ist aber, wie aus der Beziehung (3) des nitheren hervorgeht, keine
notwendige. Das letstere wiirde nur von der Beziehung gelfen:
lim —* = 0.
n-y»w “Yn
2) Ist geradezu:
d, o2 d, (also: D, o2 D,),
so folgt auch:

’
~
3, =2 8y
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2. Alle miglichen d, sind offenbar dadurch vollstindig charakierisiert,
daB d, positiv und die Summe von (v + 1) Gliedern: (dy+ @&, +---+d,)
eine wesentlich pasitive, mit v monoton ins Unendliche wachsende Zahl ist.
Beceichnen wir in diesem Kapitel eime Zahl dieser letzteren Art ein fiir
allemal mit M, (sodaB also: M, > M _, >0 fir v=1,2,3,--- und
lim M, = +;00), 80 kann man setzen (fir »=0,1,2,..):

L 2 - J
v
258

(6) Z d, = M, (also speziell: d,= M),

0

und daher (fir v=1,2,3,...):

v—1
2 x; dx = Mr-l’
0

sodaB (fir v=1,2, 3, ---) sich ergibt:
(7) dv- J!V-—.MV—‘I,

d. h. das allgemeine Glied d, jeder divergenten Reihe lifit sich auf die
Form (7) bringen.

Umgekehrt erkennt man aber auch ohne weiteres, daB jede Zahl von
der Form (M,— M, _,) das allgemeine Glied einer divergenten Reihe
liefert. Denn man hat:

®) My + D) (M~ M, )= M,
1
und daher:
9) M(,+23(M,—M,_,)=1im M, == 4 oo,
1 n-> 00

Zugleich ergibt sich ans der Definition von Nr. 1, daB diese Reihe
um 80 Sschwdicher divergiert, je langsamer M, mit » ins Unendliche
wiichst. Man kann somit als Resultat dieser Betrachtung den folgenden
Satz aussprechen:

Das allgemeine Glied d, jeder divergenten Reihe lift sich
auf die Form:
1) a, =M —M,_,

bringen; umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede
(M,— M,_,) stets divergent, und swar um 8o schwiicher, je lang-
samer M, mit v ins Unendliche wdichst.

3. Die Gleichungen (1) und (9) lehren, daB man zu einer Reibe mit
dem allgemeinen Gliede d, = M, — M, _, eine schwicher divergierende
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konstruieren kann, wenn man an Stelle der Zahlenfolge (M,) eine andere
(M) von der Beschaffenheit substituiert, daB M, < M,. Nimmt man
speziell: M, =1g M, so folgt also zunfchst, daB die Reihe mit dem =ll-
gemeinen Gliede (Ig M, —lg M, _.) gleichfalls divergiert und zwar schuécher,

als >(M,— M, _,). Nun ist aber nach § 38, S. 245, Ungl. (26):
(IO) lg Mv - lg Mr-—l

und hieraus folgt zunichst, daB auch die Reihe mit dem allgemeinen

Gliede:
M—-M,_, d
(11a) d, = i ks

y-—1

v

r—1

stets divergent ist, wahrend man zugleich ohne weiteres erkennt, daB
sie schwdcher divergiert, als diejenige mit dem allgemeinen Gliede 4, .

Was sodann die Reihe mit dem (in der zweiten Ungl. (10) auf-
tretenden) allgemeinen Gliede:

- M, —M d

(11b) 5, = __-.__f_t:.’. =5

v v

betrifft, so 1Bt sich deren Divergens zwar nicht aus Ungl. (10), jedoch
in folgender Weise erkennen. Ist zuniichst M, so beschaffen, daf

M,_,~ M, so wird auch 8, ~ J,, sodaB aus der eben bewiesenen Diver-

genz von 38, auch die gleichartige Divergenz von 3’8, folgt. Ist da-

M
gegen M, << M, also: lim -2~ == 0 oder wenigstens: lim “"Evl:—l =0

v —y-on M" VD v
(NB. jede andere Méglichkeit ist ausgeschlossen, da ja fir jedes end-
liche v: M,_, < M), so enthilt die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

b4 _
0,=1—-- J;Iﬂ unbegrenet viele Glieder, die beliebig wenig unter der Ein-

heit liegen, ist also wiederum divergent.
Mit Riicksicht auf Gl. (6) kann man dieses letzte Resultat offenbar

auch folgendermaBen aussprechen:

Mit der Reihe ) d, divergiert auch stets die Rethe > 3%,

k4
wo: §, == E'd"
0
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Da aber die zweite dieser Reiben wegen s, — oo stets schwdcher
divergiert, als die erste, so erkennt man, daBl es keine Reihe schwdchster
Divergenz geben kann, und daB dieser Satz ein Mittel an die Hand gibt

wm aus irgendeiner divergenten Reihe >'d, eine unbegrenste Skala von
immer schwdcher divergierenden Reihen abzuleiten.

’

Man kann indessen dieses Ziel bequemer erreichen, wenn man in dem
Ausdrucke ¢, =M, — M, _,, wie oben lg M , sukzessive lg, M, lg, M, - .
an Stelle von M, substituiert. Hierbei ergibt sich (fir k=0,1,2,...):

lgk+1 ﬂ[v - lgk+1 M,-_.x
(wobei man nur fiir 1 einen Anfangswert » jedesmal groB genug annehmen
muB, dabB lg, , M, _, >0 austiillt) als allgemeines (lied einer divergenten
Reihe. Und du nach § 38, S. 246, Ungl. (28a):

M, — M, -1
-1 < Lk(Mv 1)
so folgt, daB die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

Ig, 1 M, -~ ngn M,

M, — M M, —-M,
12 O,® = o ! (w bei speziell: d()—«-—-v —1 )
(12) (M, ) 0 pez1 LM,y ™
dV
a

T T (d A dy 4 d, )
gleichfalls divergiert, und zwar erkennt man mit Beniltzung von (4), daB

die Reihenzz 0,® fir k=0,1,2,... eine unbegrenste Skala von sukzessive

schwdcher dwergierenden Reihen bilden.

Unterwirft man die M, noch der Bedingung: M, _, ~ M,, also auch
L,(M,_,) ~ L(M,) (vgl 8. 246, 247, Formel (29) und (31)), so gilt das
glelche, wie von den 0,®, offenbar auch von den Ausdriicken:

% (i J'Iv"'MV-J v
(13) 4,0 = T,(%) - NG A (k=0,1,2, ...).

Wiiblt man in (12) speziell: M,=v+1 oder in (13) M, =», so wird:

. 1
(14) 0,® = 0® = .65 (k=0,1,2,...),
sodaB also die Reihen mit dem allgemeinen (liede:

1 1 1

v Blige? . v lgelg,»? T
eine Skala von bestindig schwiicher divergierenden Reihen bilden.
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4. Der im vorigen Artikel als das allgemeine Glied einer divergenten

M —-M,_, . )
Reihe erkannte Ausdruck: -- Lﬁ-— “=! bildet nun, geradeso wie M, M,
v—1
eine typische Form, in welche sich das allgemeine Glied jeder divergenter
Reihe setzen laBt; und das analoge gilt mit einer unerheblichen Ein-
- Mr—l

schriinkuog auch fir ——— "= -

Denkt man sich namlich d, als Glied einer divergenten Reihe be-
lLiebig vorgelegt, so ist das Produkt:

(L+8) (1+8) -+ (1+3)> 1+ kg,
0

und wird daher fir v — co wunendlich grofl; da es aber auBerdem,
wegen: 1-+d,>1, mit v monofon zunimmt, so kann man setzen:

(1 +60) (1 + 01) T (l -+ av) - Mw
und daher:
(1 +60) (1 —}- 61) e (1 +6r——l) = ‘n[v-l}

woraus durch Division sich ergibt:

M.

149, = M,
also schlieBlich:
3 M, M,—M,_,
(15) So=gp s, =

Dieses Resultat lifit sich noch in gewisser Beziehung verallge-
meinern. Versteht man unter 1 eine gane belichige positive Zahl, so diver-

giert mit der Reihe 2 0, auch stets die Reihe 2 ‘;’ Auf Grund des

eben gewonnenen Resultates kann man daher setzen:

8, M,-M

— o o Bt
i Mv.q )
also:
. R M, —M,_,
(16) o, =4 R
d. h.:

Das allgememe Glied jeder divergenten Reihe Uifit sich slels
auf die Form (16) bringen, wo 1 eine beliebig anzunchmende posi-
tive Zahl bedeutet.

Bezeichnet ferner 0, das allgemeine Glied eciner divergenten Reibe,
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deren Glieder fiir jeden Wert » kleiner als 1 sind (wihrend lim d, bzw.
¥ > oo

lim &, eventuell auch den Wert 1 haben darf), so ist offenbar auch

¥-> 00

2 . % 3 eine divergente Reihe (wegen: 0 <1 —6, < 1, also: I———. >1).

Infolgedessen kann man nach Gl. (15) setzen:
3 M,—M,_

v 1
1 ""61 Mv— 1 ’
also:
1 _ M
—om] 4 -2t -
dv Mv Mv—l Mv'—Mr-l
und man findet daber:
. M, —-M,_,
(17 0, = —

v

als weitere fypische Form fiir das allgemeine Glied jeder divergenten
Reihe, deren Glieder fiir jeden endlichen Index unter 1 liegen.
Bedeutet dann schlieflich d,” das allgemeine Glied einer divergenten

Reihe mit der einzigen Einschriinkung, daB lim d,” < co, 8o existieren

v-»

allemal positive Zahlen 4 von der Beschaffenbeit, daf durchweg: 4, \ }.
also ¢ < 1. Alsdann ergibt sich aber durch Anwendung von G1.(17) auf

’ M M -1
(18) N

als typische Darstellungsform aller moglichen 4,', fiir die nicht gerade

lim 0," = oo ist.

v-» oo

§ 49. Konvergente Reihen: 3'c,. — Typische Formen der c,.

1. Eine konvergente Reihezzc,ms soll um so schwdicher konvergent
0
heiBen, je langsamer s, ==2 ¢, mit unbegrenzt wachsendem » der Grenze s
0

zustrebt, d. h. je langsamer die Differenz:
$—8,= Dvc, (also der ,Rest* R, s.§ 44, 8.295, GL ()

mit unbegrenzt wachsendem n gegen Null konvergiert.
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L n
Setzt man etwa: 2 ¢,/ =S¢, 2 ¢, =, , 80 wird hiernach diese Reihe
0 0 o
schwdcher konvergent heiBen, als die Reihe 20,, wenn:
0
(1) §'—s,>8—s,, dh limi""oo0o.
n>w L]

Und die beiden Reihen komvergieren gleichartz'g, wenn:
(2) §'—8,~s—s,, dh 0<g$hm "SG<oo

ﬂ-)m
Da s,, s, monoton sunehmen, also $ =8, s’ — s, monoton (gegen Null)
abnehmen, so gelten fiir lim 2= die Sitze des § 37, Nr. 2, 3 (8.226

n >

bis 229) unter dem Texte. Beachtet man, daB: s—s,_, ~(s—s,) =
8, —8,_; =2, usw., so nimmt insbesonderc die a. a. 0. mit (7a) be-

zeichnete Relation die folgende Form an:

(3 lim 2= s lim &= % < Iim & =% < fim S

n>m n u-)oos_ " v 878 Ty On

Daraus folgt aber, daB die Beziehung:

4) lim B2 S bzw. 0< 1}_;{&; < 0o
[

n-»omw N n-»ow R

(also: ¢, >c,, C, <C,) (also: ¢, ~¢,, C.~C,)

eine hinreichende Bedingung daftir bildet, daB ', schwicher als Sc,,
bzw. gleichartig mit 'c, konvergiert.?)

1) Dieser besondere Fall der Sitze des § 87 kann auch leicht fiir sich be-
wiesen werden, sodaB es also nicht unbedingt notwendig erscheint, zuf jene all-
gemeineren Sitze zu rekurrieren. Ist z. B. ¢] ~ ¢,, 8o hat man, etwa fiir v >n:

2
ys-éG
g-¢,<¢c <G c,
I(Bnpo— s”)gs,”--s,,ge(a,w—s,),

also:
s, —8'
g< xte  » <G.
Svo "%
Hieraus fiir ¢ ~ 00: .
8 ﬂ
g —= "=, <@,

und schlieBlich:

Anslog im Falle: . ¢, > ¢,.
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2. Die Glieder ¢, einer beliebig vorgelegten konvergenten Reihe
mit der Summe s sind dadurch vollstindig charakterisiert, dal s —s,
(wo: s, ==cy+¢; + - -- + ¢,) mit unbegrenzt wachsendem v monoton gegen
Null abnimmt. Infolgedessen kann man setzen (fir »v=0,1,2,..-):

(5) S— 8=

v M ?
also (fir v==1,2,3,---):

Subtrahiert man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt
(mit Berticksichtigung der Beziehung: s, =s,_, +¢,):

1 1 ﬂl’ - Mr—l
© L Sl Al T
Umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (‘]ifl‘"’" - A;)
stets konvergent. Denn man hat: r—1 v
C 1 1 1 1
® L

1
und daher:

w

® 2~ w) =

1

Zugleich lehrt Gl (7), da die fragliche Reihe auf Grund der in Nr. 1
dieses Paragraphen gegebenen Definition um so schwdicher konvergiert, je

langsamer mit unbegrenzt wachsendem n: T;" der Null zustrebt, also M,

ins Unendliche wichst. Somit ergibt sich der folgende Satz:

Das allgemeine Glied ¢, jeder konvergentcn Eeithe lift sich

auf die Form:
9 Mv - Ml'- 1
() KO S M

v y—1

bringen; umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede

M —-M

—ﬁ-—-;---ﬂl»'}« stets konvergent, und 2war um so schwdcher, je lang-
14 v—1

samer M, mit v ins Unendliche wichst.

. . ) M, —M
3. Um also aus irgendeiner konvergenten Reihe > —i——sn

v r-—1

begrenzt viele schwdcher konvergierende abguleiten, wird wan wiederum

v—1

un-
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nur an Stelle von M, solche M’ zu substituieren haben, welche mit v
langsamer ins Unendliche wachsen, als M,. Wir setzen nun zuniichst:

’ M’(’_ Mve——l 1— qvp Mv-—l
10 o=t = At e g = T,

v—1 14

so wird offenbar fir ¢ > O die Reihe D¢, stets konvergieren. Um die
Abnahme ihrer Glieder mit derjenigen der ¢, zu vergleichen, findet man

1= qv)
(wegen C == 1 — ]2

y—1

(11) g M

1—q°
Fiir jedes endliche » hat der Faktor ———_——?q—i wegen ¢, <1 einen

bestimmten positiven Wert. Ist sodann auch lim g, <1 (bzw. hm q,< 1),

y->w
so besitzt jener Faktor fiir » — oo gleichfalls einen bestlmmten posi-
tiven Grenzwert (bzw. zwei bestimmte positive Hauptlimites). Und ist
lim ¢, = 1, so hat man nach § 37, 8. 236, Gl. (37):

oo

(bzw falls hm 1 ¢, =@ <1, lim g, = 1 sein sollte, so ergeben sich fiir

¥V->m

1—¢q

]._..

v

somit in jedem Falle aus Gl. (11):

d|e wesentlich positiven Hauptlimites: 1 a~ und ¢). Mun findet

1-¢
. ~ M "F,
oder anders geschrieben:
M, - M, _
(12) P Bk S
M, M,

und man kann daher wegen der Kouvergemz von ¢, den folgenden
Satz aussprechen:

Es konvergiert stets dic Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

M,—M
(13) 6 = Sl M,
M, -ME

fiir @ >0, und zwar offentar schwdcher, als J'c,, falls ¢ <1.

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 3. Aufl. 23
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4. Aus dem eben gefundenen Resultat folgt (wegen M > M, ,)
ohne weiteres, daB auch die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

M, —M

v-l (0>0)

(14) yr - M’l+e

stets konvergieren muB. Das gleiche gilt dann auch von der Reihe mit
dem allgemeinen Gliede:
lg. M, —lg. M, _
(18, M )’*e (k= 3, :+),
welches fiir k£ == O mit p, identisch ist. Da aber nach § 38, S. 246,
Ungl. (28):

M,
lng ""'lng- 1 > L I(M)

*k=1,2,8,--,

so folgt, daB fiir ¢ > O auch der Ausdruck:

M - M M —M,_
(15) 7,'(” - 1-—1 v v—1

Ly(M,)- (g, M) "’I‘;(J(—J,is-— (k=1,2,3,--),

welcher wiederum fiir ¥ = O wit p, identisch wird, das allgemeine Glied
einer konvergenten Reihe darstellt. Und zwar bilden die Reihen 3'y,®,
wegen:

LY (M) > L® (M) (s. § 38, S.244, Formel (23)),

k+1

eine unbegrenszte Skala von sukzessive schwdcher konvergierenden Reihen.

Unterwirft man die M, wiederum noch der Bedingung M, _, ~ M,
(sodaB also nach § 38, Gl (31), 8. 247: lg, M, > lg, M, ftir k> 1),
so gilt das gleiche, wie von den Ausdriicken 7 ®, offenbar auch von den
folgenden:

MM
(16) 7

v=-1
I((’)( A‘) (9>0, k-o’ 1’2,-..)‘

Und wenn man speziell in (15): M, = v, oder in (16): M, = v 41
setzt, so wird:

(7 PO =g = (030, k=0,1,2,.-),
L 4
d. h. die Reiben:

1 1 2 1 .
2,”0’ 2,.(13,)”0? ! v lgv...lg,_,v(g,»'+e’

sind durchweg komvergent, und zwar bilden sie eine Skala von bestindig
schwdcher konvergierenden Reihen.
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§ 50. Die Kriterien erster Art.

1. Da das allgemeine Glied jeder divergenten bzw. lonvergenten Reihe
in der Form:

1 M, — Mv—-
d, = = ‘”‘EZ“L (§ 48, 8.38217, Gl (11a)),
Mv'_'Mv—-l 1

C, == M, M,_, == ¥, D, (§ 49, S. 382’ Gl. (6))

enthalten ist, so miissen sich alle tiberhaupt existierenden Kriterien erster
Art in die Form setzen lassen:

M
lim ! a4 ,.=1lmD -a, >0: Divergenz
v> o MV—MV—-I THe i vhe g ’

- M

(4)

. v v—1 — .
}-1-120 = e e }T:, M,-D,-a,,, < oo: Konvergens

(wobei es offenbar noch freisteht, die linke Seite mit einem ganz beliebigen,
nur fiir jedes v oberhalb und unterhalb gewisser positiver Zahlen bleiben-
den Faktor zu multiplizieren, also den links stehenden Ausdruck durch
einen infinitdr ihnlichen zu ersetzen).

. . . . . M, —M,_ 1 .
Da aber die Reihe mit dem allgemeinen Gliede e fiir jeden
v y—1

positiven, insbesondere also schon fiir jeden beliebig kleinen positiven Wert
von ¢ (nach 8.333, Gl.(13)) konvergiert, so erscheint es fiir die Konvergenz

von J'a, schon hinrcichend, wenn fiir irgendein (beliebig kleines) p > 0:
(A% Tl g <o

wird — eine Bedingung, welche fiir jedes ¢ < 1 offenbar weniger ver-
langt, als die entsprechende unter (A), und die somit eine Verbesseruny
des betreffenden Konvergenzkriteriums darstellt.

M - M, _ .
Beriicksichtigt man ferner, daB auch: ~*'-ﬂ~-——l das allgemeine

v

M —M .
Glied einer divergenten, JF—;;—'—‘ dasjenige einer konvergenten Reihe
bildet, so kann man auch statt des Divergenzkriteriums (A) und des

Konvergenzkriteriums (A”) das folgende Paar von korrespondierenden
Kiriterien aufstellen:

lim w+——r—-a,,,=lim D/ -a, . >0: Divergens,
v->» v r—-1 r->w
®) e
0 13 . r -
lim 5r——r— - @,,,=lim M¢-D/ a,, < oo: Konvergens.
r>wm 4 r—1 L ]

28*
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Um hieraus eine Skala von tmmer wirksameren Kriterien abzuleiten,
hat wan nur fir M, sukzessive langsamer ins Unendliche wachsende
Zahlen M einzusetzen. Dabei erscheint es offenbar zweckmiBig, die zur
Bildung des Anfangskriteriums dieser Skala zu verwendenden M, in be-
zug auf die Schnelligkeit ihrer Zunahme fiir wachsende Werte von » von
vornherein einer passenden Beschrinkung zu unterwerfen. Wir fiihren
also die schon frither mehrfach beniitzte Bedingung ein:

(1) M ~ Mr-—l)

v

v

welche die Zunahme von M, in der Weise einschrinkt, daf stets
unter einer endlichen Gremze bleibt.
Substituiert man sodavn in (B) lg, M, fir M, (wo £=0,1,2,-..)

und beachtet, daB infolge der Bedingung (1) nach § 38, S. 247, Formel (32):

M

v—1

M,— M
lg, M, — g M,  ~ 21
g M, 1g} r—1 I’l:—1<Mr) )
go liefern die Kriterien (B) die folgende Skala von Kriterienpaaren:
L(M
.!l:%) —Ef:(j}v)_——l- ‘a,,,>0: Divergenz,

(C)

\ — L(M,)- (g, M,)¢
van:D k(Mv)‘(ka_l ) a,,,<oo: Konvergens (9>0),
deren Anfangskriterien (k ==0) mit den unter (B) aufgestellten identisch
sind. Wiihlt man speziell M, = v, 80 gehen diese Kriterien in die fol-
genden {ber:

lim L,(v)-a,,,>0: Divergenz

V>

(C’) k¢0,1,2,"',

lim L,(»)- (g, v)¢ - a, p < 00: Konvergenz (9 >0)
v ->m

d. h. die Reihe J'a, divergiert, wenn einer der Ausdriicke:

vea,,,, v-lgvea,, v-igv-lgv.a 6 .-
stets oberhalb einer angebbaren positiven Zahl bleibt — anders ausge-
driickt, fiir ¥ — oo einen von Null verschiedenen Limes bzw. unteren

Limes hat. Sie konvergiert, wenn fiir irgendeinen Wert ¢ > O einer der
Ausdriicke:

vite.a, ., v-(Igv)'*te.a,, ., v lgv (gv)+e- Byppy *°
stets unter einer endlichen Grenze bleibt — anders ausgedriickt, fir v — oo
einen nicht unendlichen Limes bzw. oberen Limes besitzt. Das Anfangs-
kriterium dieser Skala riihrt von Cauchy her, die &ibrigen wurden un-

gefihr gleichzeitig von A. de Morgan und Ossian Bonnet aufgestelit,
finden sich aber auch schon in einer nachgelassenen Note Abels.
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2. Statt der bisher aufgestelten Kriterienpaare kann man auch so-
genannte digjunktive Kriterien erster Art bilden, d. b. solche, bei denen
die Priifung eines einzigen Ausdruckes gleichzeitig zur Feststellung der
Divergenz oder Konvergenz dient, sofern das betreffende Kriterinm fiber-
baupt eine Entscheidung liefert. Als Ausgangspunkt diene hierbei die
folgende Bemerkung. Ist « eine beliebige positive Zahl > 1 (also: lg « >0),
so erkennt man leicht die Konvergens der Reihe mit dem allgemeinen
Gliede:

2 i

Denn man hat (nach § 38, S. 239, Ungl. (1)): a¥r = e's« ¥ > M9 (fir
jedes positive ¢), also:

Mr - Mvv Mw - Mr

— : L (e>0).

“”y ‘My‘ +¢

oM,

—

Zugleich sieht man ohne weiteres, daB die Reihe mit dem allgemeinen
Gliede (2) fir « = 1 und a fortiori fir « << 1 divergiert.
Infolgedessen ergibt sich fiir eine beliebige Reihe S'a, :

. . M —M,_
Divergenz, wenn filr v > n und ein positives a <1: @, , > »-;)};---'—--3« ,
e filr v > n und irgende 1: a,,,< 20 M
onvergenz, wenn fiir v 2% und irgendein a>l:e, , < T

oder anders geschrieben:

Divergens, wenn fiir e<1)x, /—5———(2 1, d.h. schlieBlich: > 1,

® | ST
Konvergenz, wenn filr > 1 (A £
i+ ¢

und, wenn man wiederum nur die betreffenden Grenzwerte fir v —» oo
in Betracht zieht:

My T 1: Divergens
i Byip > gens,
(D) lim ]T:T,‘:{ < 1: Konvergens.')

r>w

1) Dabei geniigt zur Divergenz die Existenz der fraglichen Beziehung fiir den
unteren, zur Konvergenz filr den oberen Limes. Das Divergenzkriterium erleidet
beim Ubergange von (8) zu (D) insofern eine gewisse Minderung der Tragweite,
als die in (8) noch zuliissige Annahme a = 1 bei Beniitzung der Limesform in Weg-
fall kommt (vgl. die analoge Erscheinung § 47, 8. 321, Formel (11), (£12) und 8. 822,
FuBn. 1). Im ibrigen bemerke man noch, daB die Divergenzbedingung (D) offenbar
nur erfiillt sein kann, wenn:

lim a,""? S + oo
r->m My — M !

wahrend doch infolge der Divergens von Z(M‘, — M, _,) die Divergenz von ',
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Aus dieser Fundamentalform des disjunkiiven Kriteriums erster Art
kann man wiederum Skalen von schiirferen Kriterien ableiten, indem man
von einem irgendwie fixierten M, ausgehend an Stelle von M, sukzessive
immer langsamer ins Unendliche wachsende Zahlen M, einfithrt. Hierbei
erscheint es filr die praktische Anwendung zweckmiBiger, die Unglei-
chungen (3) bzw. das Kriterium (D) in der Weise umzuformen, daB man
auf beiden Seiten der betreffenden Ungleichungen die Logarithmen der
reziproken Werte bildet. Es folgt auf diese Weise aus Ungl. (3):

(4)

al’
Konvergens, wenn fir o > 1 ——j—l” ]_2 lga>0,

Divergenz, weun fiir « < 1 }lng (_S_ Ig «, d. h.schlieBlich: <0
sodaB das Kriterium (D) in das folgende (in Wahrheit nur durch die

Schreibweise verschiedene) iibergeht::
M, — M,

v—1

lg
i ——— 22
(E) ,Ln:. M, > 0: Konvergenz.

< 0: Divergene,

a

Die M, hatten bisher keiner besonderen Beschrinkung zu geniigen.
Fiihrt man jetzt wiederum die Bedingung 3, ~ M, | ein und substitujert
Ig, ., M, (wo k=0,1,2,-..) fiir M,, so kann man die auf diese Weise
aus (E) resultierenden Kriterien, wegen:

' , Mv — Mv-— 1
]gt+lMy-]gb+1 ﬂ'1?--1'\’ ’k(M) ’
durch die folgenden ersetzen:
1 Mr - Mv—- 1
g e —— . Di
®  Im L,(M)a,,, | <0: Divergene, (k=0,12 )
e By M, ' > 0: Konvergenz. Y S s
schon gesichert ist, wenn nur:
L ————i'f’ >0,
vy M, — M, _,

daB aber auch dieses letstere Divergenzkriterium noch eine merkiiche Verschlochte-
rung des wrspreingliches Divergenzkriteriums (B) vorstellt. Hiernach erweist sich
das Divergenskriterium (D), soweit seine praktische Brauchbarkeit in Frage kommt,
als wertlos. Nichtedestoweniger besitzt es eine auferordentliche prinsipielle Be-
deutung, die auf der (Gbrigens in gewisser Weise noch vervollkommnungsfihigen)
Einheitlichkeit des zar Prifung von Divergens und Konvergenz dienlichen Aus-
druckes beruht: ullheres hieriber (fir die besondere Wahl M, ==4) s. in Nr. 4
dieses Paragraphen.
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Das fir k = O resultierende Kriterium, nimlich:

M,—M,_,
™ g M, oa,, < 0: Divergenz,
.:1‘,!'1 Ig M, > 0: Konvergenz,
M,—M,_, M,—M,_,
kann wegen: lg wa = lg — —1g M, auch folgender-
rY+p v4p

mafBen geschrieben werden:

M, —-M,
. i_._lg o, [ < 1: Divergenz,
m ———r
(Fy) ,lT;, g M, l > 1: Konvergenz;

withrend die ibrigen Kriterien der Skala (F) (k=1,2, 3, -.-) wegen:
M, —M,_, M,—M,_,

g 1L,y a, lg 7 (M,)-a, — 18144

M’

sich in die Form setzen lassen:

N T O

&L, ()-a,,, ‘ < 1: Duwergens,
g, .1 M, l-> 1: Konvergens.

(Fp) lim (k=1,2,3,--).

3. Es verdient hervorgehoben zu werden, daB das Divergenskrite-
rinm (F,) eine etwas geringere, dagegen das Konvergemekriterium genau.
diesclbe Tragweite besitzt, wie das entsprechende (d. h. mit demselben M,
gebildete) in (B). Liefert nimlich das Divergenskriterium (F,) eine un-
zweideutige Entscheidung, d. h. hat man:

Ig _{iv - Mv— 1
m ——¥2
V> oo lg M- ’

so muf schon von einem bestimmten Index ab, etwa fiir » > n eine Be-
ziehung von der Form bestehen:

—E:utp—“él—(), WO Q>0

Daraus folgt dann weiter, daB fiir v 2> n:

M, —M
lg.——-————~—'—7—-— SlgMr-e,
L
8,0 1 M,
-a My
NN, S w2
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also schlieBlich:

. )
lim T

»->® 14 v—1

vip = O,

d.h. das Divergenzkriterium (F,) kann nur dann eine Entscheidung liefern,

wenn bei dem entsprechenden in (B) geradezu der Grenzwert oo erscheint.
M

Es versagt also schon, wenn nur Lim 4 :.’j;{ - @, , endlich und von

»->® ' v-—-1
Null verschieden ausfillt!), in welchem Falle das Divergenzkriterium (B)
noch wirksam bleibt.

1) Dies kann auch durch analoge Schliisse, wie die eben angestellten, leicht
direkt bestiitigt werden. Ist nimlich:

lim -t =g >0
yi;;, M’,'_M - ‘*,p .q ~ \J

80 hat man zwar fir alle v 2 u:

M

v

M=, BT

dagegen fir unendlich viele w,:

M

m,

i Gy <9 £
Mm,, - Mm,, r tr

Aus der ersten dieser Ungleichungen folgt dann fir alle v > n:

M,— M,_, M,
N
Ig M___.__" — M"".’
Gy tp Ig(g—e)

T, ST M

- und analog aus der zweiten fiir unendlich vicle m,:

1g Mme = Moy -1
%my +p >1— ,]g_(gi,f)_
g M, e M,

Daraus ergibt sich aber, da8:

1 Mr - Mv-l

g """;‘:“"“
Bim — b2y,
> lg Mv

d. h. das Divergenzkriterium (F,) versagt in diesem Falle.
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Gibt andererseits das Konvergenskriterium (F,) eine Entscheidung,

d. h. hat man:
M,—M,_,

lim —m-———'—f—'i——- 1
e M, 7

und daher auch schon fiir v > n:
M - M

Ig _,-Ld__..!:‘
AP S 1 49, wo >0
g M, 0, 0 )
a0 folgt in ihnlicher Weise, wie oben:
a 1 M}
= < 'a‘-{-p———l (v2n),

t—] 1 ’
MI' - Mv_l Mv e Mr - Mv—l

also auch:

o }[ 1+@

lim M _:7‘1:“ ‘,_H,..'<_.1

v v

d. h. das Konvergenzkriterinm (B) liefert dann gleichfalls eine Intschei-
dung. Umgekehrt: Ist das letziere der Fall, d. h. weiB man nur, daB:

oM tte
S e = S
80 hat man fiir » > »n durchweg:
M',1+0
i e <Gt
also:
M, -M,_, M M, —
o T GFe lg——'yﬂ Ig M,—1g (G +¢),
und somit schlieBlich:
M, —M,_,
lg - — P
v 11+p
lm —pg—21+e>1,

d. h. das Konvergenzkriterium (¥,) ist ebenfalls entscheidend.
4. Setzt man wiederum in (D), (F)), (Fy) M, = v, so ergeben sich
die folgenden spezielleren Kriterien:

oy, [ > 1: Divergenz,
D’ Li :
@) e Va,.y { < 1: Konvergens.
g -2
= @,,, [ < 1: Divergene
F,' im — ’
() rrw 1B { > 1:  Konvergena.
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1
lg T T T .
i . .
F) Im ,lgl(v) va, +p| <1: Divergenz, (k=1,2,3,-.).
V> k+1 > 1: Konvergenz.

Die beiden ersten dieser Kriterien riihren von Cauchy, die dibrigen von
Bertrand her. Sie bilden zusammengenommen eine Skala von immer
wirksameren Kriterien, wie aus ihrer Herleitung hervorgeht und auch
unmittelbar erkannt wird, wenn man das Kriterium (D’) auf die Form (E).
die Kriterien (F,"), (Fy') auf die Form (F) bringt, sodafl sich ergibt:.
lg - . Div
(E)) Tom — ;,,, { <0 wergenz,
* > > 0: Konvergene.

1
Lk(V) a.+,, [ < 0: Divergenz,

Ig
(¥) lim -

> lgk-{-l”

k=0,1,2,-.-)

> 0: IKonvergens. ( 120
Beziiglich des Kriteriums (D)) — des sog. Cauchyschen Fundamental-

kriteriums erster Art — sei hier noch die folgende (fiir die Theorie der

Potenzreihen besonders wichtige) Bemerkung gemacht. Man kann danach

zuniichst auf die Divergenz von e, schlieBen, wenn:

hm]/a p=4>1,

> ow
oder:
. ¥
l})n; Vé, p=4>1
v

(weil ja im letzteren Falle umsomehr: lim 1/ a,,y>1 wird). Es erweist

Y- o
sich nun aber fiir die Divergene von > a, schon als ausreichend, wenn nur:
x4
(b a) lim Va,, , =4>1

v x

ist.!) Denn in diesem Falle gibt es fiir jedes ¢ > 0 unbegrenet vicle
Glieder a,, , derart, da8:
Va.,, .. ay, wp>A—¢, also: Ay 4 > (A — &)™
Und da man hierbei & so klein annehmen kann, daB auch noch:
A—e>1,

so- wachsen die Glieder a, ,, mit m, {iber jede Grenze, soda$ also

1) Wobei also hm }/a auch < .-sein darf.

v+ p
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2a, divergieren muB.?) Selbstverstindlich geniigt es andererseits fir
die Konvergens von J'a,, wenn:

(5b) Tim ¥a, , <1,

sodaB also schlieBlich tiberhaupt wur der obere Limes von Va, +p in Be-
tracht kommt und ein Versagen des fraglichen Kriteriums nur dann ein-
tritt, wenn:

o Y
lim }/a,“ = 1.
=

5. Das in (D) bzw. (E) enthaltene Konvergenskriterium gestattet
noch eine gewisse, theoretisch interessante Verallgemeinerung. Setzt
man in (D):

Mv“l'de:‘Dv—l (”":1;2;3)"') M°===D0‘1,
also:

M, = M+ DM, —M, )= DD, =s,,
1 [}

so nimmt das Konvergenckriterium (D) die Form an:

1
(6) lim (D,-a,, )" < 1: Konvergene.
”-r ®
Dabei kann D,-! — da die M, bei der Aufstellung der Formel (D)
keiner besonderen Beschrinkung unterworfen waren — nach dem Satze
von § 48, Nr. 2 (8. 326, Gl (7)) das allgemeine Glied jeder beliebigen
divergenten Reihe bedeuten.

Sei nun ferner C,~! das allgemeine Glied einer beliebigen konvergenicn

Reihe, so ist es fiir die Konvergenz von 3'a, gleichfalls hinreichend, wenn
von irgendeiner bestimmten Stelle » ab:

C’, ¢ av+p' < 1
und diese Bedingung kann, da s, =-2 G,~! eine fiir jedes v — hier
0

1) Der Grund dieses Verhaltens liegt offenbar darin, daB hier die zur Kriterium-
bildung herangezogene Vergleichsreshe aus lauter Gliedern besteht, welche schlieB-
lich #ns Unendliche wachsen, und daB daber jede aus ihr herausgehobene Beihe
gleichfalls divergsert, was im allgemeinen nicht der Fall zu sein braucht, wenn die
Glieder der divergenten Reibe achlieBlich gegen Null konvergieren oder auch nur
den unteren Limes Null haben (s. § 46, Nr. 1, 8. 811).
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tibrigens einschlieBlich » — oo — endliche und von Null verschiedeme
positive Zahl bedeutet, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden:

1

(Cv'.ar+p):' < 1!
aus welcher dann schlieBlich als hinreichende Bedingung sich ergibt:

1

0 .,lf,,u; (C,-a,,,)» <1: Konvergens.

Bezeichnet man nun mit (B)) eine gans beliebige unbegrenzte Folge
positiver Zaklen, so muB > B,~! entweder divergieren oder komvergieren,
d. h. die B, gehoren entweder der Klasse der Zahlen D, oder derjenigen
der C, an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) enthaltenen,
vollig gleichartig gestalteten Konvergenzbedingungen folgendermaBen za-
sammenfassen:

Dic Reihe Da, ist konvergent, wenn eine positive Zahlenfolge (B,)
exisliert, sodaf:

] .
(&) lim (B, a,,, )" <1, wo: s, — DiB "
0

7> >

Es ist dies ein Konvergenzkriterium erster Art, welches durch die
schwerlich zu iiberbietende Allgemeinhcit seiner Worm merkwiirdig er-
scheint und in dieser Hinsicht das vollkommene Analogon zu dem spiter
zu erwithnenden (§ 54, Ungl. (J), S. 379) Kummerschen Kriterium (2wsiter
Art) bildet. Man kann ihm durch Ubergang zu den Logarithmen der
beiden Ungleichungsseiten (nach Analogie des Konvergenzkriteriums (E))
auch die Form geben:

(H) tim o )
8

V->m v

< 0: Konvergens.

§ 51. Beispiele fiir die Anwendung der Kriterien erster Art. —
] 1 1
Divergenzmaf} der Reihen: 2 o)’ 21’1_ o

Legendres Anniherungsformel fiir die Hiufigkeit der Primzahlen.

1. Es sei:
(1) a, = . - ! (1"2 17 2} 37 e )

VT 1
"/y7+l l+';’
v

Man bemerkt zunichst, daB die Glieder dieser Reihe durchweg unter den
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entsprechenden der harmonischen Reihe (§ 44, Nr. 4, S. 299), dagegen
1

von einer bestimmten Stelle ab stets tber denjenigen der Reihe 2—1—4:@
v

liegen, wie klein auch die positive Zahl ¢ angenommen werden mag.
Im ibrigen ergibt sich:
- 14
(2) limv-a,—lim— =lime * =1,

r->owm y-rHw — V> oo
’ﬂ

sodaB also die betreffende Reihe auf Grund des ersten Divergenzkriteriums
der Skala (C"), § 50 (S. 336), divergiert.)
2. Setzt man:

1
(3) a, = (—l—)—l; (1}=2, 3’ . ..),
80 hat man:
(4) (Ig )7 = (e%27) 18" = (£167) 1Y mm plfa?,
also:
1
) 71"2 vite-a, = ,l,l_m g v —(1+9) =0,

d. h. die Reihe J'a, ist auf Grund des ersten Konvergenzkriteriums der
Skala (C") konvergent. Das gleiche gilt allgemein, wenn gesetzt wird:

1
(6) & = G (k=1,2,3,-),
wegen:

) (Igyv)'8” = (e +1")18" — pl8isr”,

Dagegen wire die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

, 1
(8) % = g
divergent. Denn man hat:

1) Wie aus Nr. 3 des vorigen Paragraphen hervorgeht, muB das dsgjunktive
Kriterium der betreffenden Stafe, also das Kriterium (F,") bier versagen. In der
Tat findet man:

lg 1
. @ _ Ig» -
lim 2 — lim ( +- ) ey =1

o I8 1w

Man miBte also das nlichst hohere Kriterium (d. h. (F,") fir k = 1) anwenden und
findet alsdann:

Igv
= lim
r>w 18: r>on ¥ l&:

== 0: Divergens.
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)] a, = ¢~ (&)
&)
(10) V- a' — e‘Bv-(lB.v)’ . el‘v(l g» )’

folglich mit Beniltzung von § 38, Gl. (2), S. 240:

(11) limv».a, = oco.

V=

Hieraus folgt noch a fortiori, daB auch jede Reihe von der KForm

2 811-1' 1’ 2) 37'“; l=1y 2) 3, "') divergiert.
3. Dle Reihe mit dem allgemeinen Gliede:
o (Bt N\ .

ist korvergent fur o >> O, divergent fiir ¢ < 0.
Man hat nimlich nach § 38, Nr. 5 (S. 247, Gl. (364a)):

. gy (v 4 1) _ -
(13) lim Z,(){ #5757 — 1] =1
und wenn man diese Gleichung in die (1 + o)* Potenz erhebt:
(14) lim L(v)'*?-a, =1,

woraus wieder mit Bendtzung des Kriteriums (C’) die Richtigkeit der
obigen Behauptung hervorgeht.
Das analoge gilt fiir die Reihe mit dem allgemeinen Gliede:

Igy(v) \1t°
(15) &= (1 Tg (v + ))
(s. S. 247, GL (36 b)).

4. Wir fanden frither, daB die Reihe Z {—:— — g'i::——l-} konvergiert

1
(ihre Summe war die FEulersche Konstante yp: ». § 34, 8. 207, Gl (8), (9
und § 44, 8. 300, Gl. (19)). In gleicher Weise konvergiert nun auch die
Reihe mit dem allgemeinen (liede:

1 1g (v + 1)
(16) G, = (Lk(") —Ig ‘—l;gb(v) ) (k=1,2,3,--),

welche offenbar fiir k¥ =0 in die eben erwidhnte Gbergeht, falls man
wiederum den Symbolen lg, v, Z,(v) die Bedeutung von » beilegt.
Aus § 38, 8. 246, Ungl. (28) folgt némlich fiir M, = » + 1:

1 1
(17) Lo > Ba @+ —lg.0)> 5oy
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also:
(18) 1 ~1g Ig+1) 1

L@ < g T Lo FD?

und schlieBlich:
lg‘.(v + 1) 1 - 1
a9 0< (-8 < (5o ~ nevn)
woraus unmittelbar die Konvergens der fraglichen Reihe resultiert, da ja

die Reihe 2 ( L:(v) ~ I (: T 1)) als solche von der typischen Form

1 1 .
2 (M,_1 - Tl:) konvergiert.
Bezeichnet man etwa mit m, die kleinste positive ganse Zahl, fur
welche lg, m, positiv ausfillt, so kann man also setzen:

v/ 1 lgy(» + 1)
0 %‘ (G Mgy ) =%

wo s, eine bestimmte posilive Zahl bedeutet, welche fiir k = O (also: m, = 1)
in die FEulersche Konslante iibergeht.

Schreibt man Gl (20) folgendermaBen:

. % 1 =
@) lim | D — D@+ D =g, 0)] =,
my mg

n->w

so folgt, daB:

. 1
(22) 3})‘2 {;} ) Igi, (n+ 1)} =& — g, (m),
oder — wegen lim (g, ,,( 4+ 1)—1g,,,(®) = 0 — auch:
@) lim | s~ g ()] = 5 =g (m) = 7
my

Die Reihe: 2211(6 (k=1,2,3,--) divergiert slso in der Weise,
mp
d . S 1 . :
a8 die Differenz: 2!'2:(77 — lg,,1(n) stets endlich bleibt und fur
my
# — oo einen bestimmien Grenswert y, besitzt. Es gibt also lg, . ,(n)

ein genaues Map fir die Dwergm der Reihe: > L:(’)
mi
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in dem Sinne, daB nicht nur der Quoticnt dieser beiden Zahlen mit un-

begrenzt wachsendem n der Grenze 1 zustrebt (also: 2 7}—3?;)—9"_* )

me
sondern daB geradezu ihre Differenz gegen eine bestimmte Zahl y, kon-

vergiert.
5. In dhnlicher Weise liBt sich auch das genaue Divergenzmapf der

@

Reihe 21 ,,11—0
1

1 1
— — ¢ — po
av vl—q e ‘(’V+1, v }

—oel = 3+ 21

so laBt sich zunichst zeigen, daB >a, konvergiert. Nach § 31, Nr. 5
(8. 193, FuBn.) het man:

(29)

‘ < 1 + "g' )
29 (1+2)
> 1 + 'i}—wl 2
und daher:
1
< )
1 v
(26) (LR AR VI
¥
also schlieBlich:
>0
(27) a,{ of 2 1 1 .
'u(--; +1) 1= 0(+1)<,ﬁ°?’

woraus in der Tat die Konvergens der Reihe D'a, resultiert, etwa:

Ea, a= §@. Man hat nun ferner:

1
Ste= 3t t 3o
1

1)¢ 1
(28) -=-2 ~er L
und daher:

Y 1L () 1
(29) }xﬂth,_?.___;..}ns(e)_v_,,w,
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1 4
Da iibrigens:

1ye >0
(80) (w1 —me=me((14)"~ 1){ e _ e
<nl. = = T=¢»
n n

so folgt, daB:
(31) lim (B + 1)¢ —ne) =0,

n >

und man kann somit Gl (29) auch durch die folgende ersetzen:

(32) 3{:‘;{2’? ;fl:; — T} - 7@,

sodaf} also -";- in dem oben angegebenen Binne ein genaues Map fiir die

Divergenz der Reihe E wxl,_—e abgibt. Setzt man die hier auftretende
v
Differenz in die Form:

n

N 1 w¢ 3 1 1
(33) Z’:f—“@"?‘“ 1’{;1’—“6";(""—(”“”")}’
8o erkennt man leicht mit Hilfe der oben beniitzten Ungleichungen (D) und
(A) des §31, daB jedes einzelne Glied der letzten Summe, und somit auch »(@
negativ ausfillt, wihrend andererseits (1. (29) zeigt, daB @ > —% sein muBb,
6. Wie in § 6, Nr. 1 (8. 34) gezeigt wurde, ist die Reihe der Prim-
zahlen d.h. derjenigen ganzen Zahlen p,, welche nur durch sich selbst und
die Einheit teilbar sind (p, == 2, py==3, py =0, p, == T usf.), eine unbegrenzte.
Die Anzahl der Primzablen p,, welche irgendeine positive gange
Zahl n nicht vbersteigen, nimmt also mit n» unbegrenst, aber, wie die dirckte
Abzihlung der Primzahlen gelehrt hat, in sehr unregelmdfiger Weise zu;
oder anders ausgesprochen: bezeichnet man mit P(n) die Ancahl der-
jenigen Primzahlen, welche < sind, so gelangt man auf dem ange-
deuteten empirischen Wege zu der Vermutung, daB der zwischen » und
P(n) bestehende Zusammenbang duferst verwickelter Natur sein muB.
Denselben durch eine exakte. aber naturgemip entsprechend komplisierte
Formel darzustellen, ist im wesentlichen Riemann zuerst gelungen, aller-
dings auf Grund gewisser Vermutungen, deren eine auch heute noch nicht
sicher gestellt ist, wiihrend die Formel selbst inzwischen vollstindig be-
wiesen wurde. Fassung und Beweis beruhen aber auf Begriffen und Me-
. thoden, die ginzlich auBerhalb des Rahmens der vorliegenden Betrachtungen
liegen. Dagegen hat schon Legendre durch Induktion eine sechr einfache
Anniherungsformel gefunden, welche innerhalb verhiltnismiBig weiter, mit

Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 24
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der Erfahrung verglichener Zahlengrenzen (von 1000 bis za 3 Millionen)
der Wahrheit sehr nahe kommende Resultate liefert. Dieselbe lautet:

(34) P(n) = 12 e — A )Y

wo: (/= 1,08366, und |A(n)] eine im Vergleich zu # und P(n) verhaltnis-
mdfng kleine Zahl bedeutet, sobald man nur n cinigermafien grof (etwa
n 2> 1000) annimmt (z. B. A(1000) = — 3, A(10 000) =0, A(100 000) = 4,

A(1000000) — — 42). Setzt man in der obigen Formel n =p, , wo
wiederum p, die v** Primzahl bedeutet, so wird P(p,) = », und daher:

P,

(35) gy —¢ "V A(p,) -

Daraus liBt sich folgern, daB die Reihe derjenigen Zahlen q,, welche
durch die folgende Gleichung definiert sind *):

(36) T=,

T, - 0
zum mindesten innerhalb gewisser Grenzen mikerungsweisc mit der
.—“ml‘)_yl')'ﬁormel ist von erheblichem historiachen Interesse, da sie den Weg zu
der spiterhin durch die Mothoden der analytischen Zahlentheorie als richtig er-

kannten Beziehung: P(n)=2 “'l - gewiesen hat.

2) Der Beweis dafiir, daB diese Definition iiberhaupt einen Sinn bat, dad also
zur Folge dor natiirlichen Zahlen v, zum mindesten von einem bestimmten » ab,
eine (ibrigens bestiindig wachsende) unbegrenzte Folge von Zahlen ¢, gebdrt, be-
ruht auf der (mit Beniitzung sebr einfacher, hier jedoch noch nicht zur Verfiigung
stehender analytischer Hilfsmittel beweisbaren) Tatsache, dafi der Ausdruck l—_qq—-—“('
(welcher fiir g = ¢’ *+1 ebenfalls den Wert ¢“*! hat) gleichzeitig mit ¢ > ¢“*!

monoton wachsend jeden, insbesondere also jeden ganszahligen Wert v > e+ 1 ein-

C+1 oim wund

mal und nur esnmal annimmt, dab also umgekehrt zu jedem z»>>e
nur ein q,>¢Ct! gehdrt.
Um die Abweichung der Zahlen g, von den p, abzuschitzen, findet man zu-

niichet aus Gl. (856), (86):

% P
lgg,—C lgp,—C 4(m),
also: q9,(gp, — C) —p,(gq, — C)=A4(p,) (gp,—C)(ger —C),

auders geschrieben:
(¢, —p,)(8p, — C)—(gga,—lgp,)[p, + A(p,) A8p,—O)]=A(p,)- (g p,— )"
Nun ist (s. § 34, Ungl. (3), 8. 308):

llgqv—lgP,l=‘ lg ‘g(l+-q'—p’)§<lq'~p"’

b 2% i »,
and es ergibt sich somit, wenn man v von vornherein groS genng annimmt, daB
lg(p,— C) > 0 ausfallt:
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Reihe der DPrimeahlen p, ibereinstimmen wird. Es bietet darnach
einiges Interesse, die Divergenz bzw. Konvergenz von Reihen der Form

1 1 © s .
E -, E 1z g U8W. zu untersuchen. Dabei kénnen wir noch, ohne
q, 9,lg4q,

die fragliche Untersuchung merklich zu erschweren, an die Stelle der
Zahlen g, einen etwas allgemeineren Typus von Zahlen 7, setzen, welche
einer (leichung von folgender Form geniigen?):

r

@ g, FE T

Hier bedeutet A4, eine Zahl, welche fiir jeden Wert von » zwischen zwei
endlichen positiven Zahlen enthalten bleibt; B, eine (positive oder nega-
tive) Zahl (inkl. 0), deren Absolutwert mit unbegrenst wachsenden Werten
vou v auch in gewisser Weise unbegrenzt wachsen darf, hochstens aber
in dem MaBe, daB: | B,| <lg r, und daher, zum mindesten von einem
bestimmten Werte v > n ab, stets A4, -lgr + B, > 0 ausfallt. Die
Zahlen r, gehen dann in die oben mit ¢, bezeichneten Zahlen iiber, wenn
speziell: A, = 1,8 == — ( gesetzt wird.

7. Bringt man Gl (37) auf die Form:

38 - i
(38) v - (Av+1£;':,)

’

so folgt zuniichst, dal:

B
lgv ~1gr, —lgyr, —Ig(4, + -ié_;;) .
und daher:

(39) lim ll%;" =1, also: Igr xIgv,
vy "By

, Alp,) .
le,—~p,] ((lgp,- Cy — ‘ 14 -:,f-— (lgp,—0) D < {A(p,)|(gp, — 0)*,

Al
oder auch, da —-(EIE)- (gp, — C) fir hiolinglich groBe p, numerisch wverhdlinis-

4 A V. . .y
mipfig klein wird, der Ausdruck: 1 - ~g—2 (g p, —C) dann also jedenfalls positiv

ausfiallt: v
, A(p,) .
'4,—»p,] ((1 - —;,—”-»-) lgp,—C) — 1) <l|ap,|(gp, —C)},
und daher schlieBlich:
19, —p,| lap,) | (lgp, — C)®
r, (p,— A(p)gp,—C)—p, '

sodaB also [q,— p,| im Vergleich zu p, verhiltnismipig klein wird.

1) Der Beweis fiir die Existenz der Zahlen r, kann in analoger Weise ge-
fihrt werden, wie fiir die q,.

24"
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somit auch allgemein:
(40) | lg,r, >lgiv (k=1,2,3,.-).
Da nun aus Gl. (37) sich ergibt:

1 1 1 .1 lgv 1
(41) T, 4, v B, 4, » gy Tgr, . B,
lgr,+

14

so findet man mit Beniitzung von (39) und (40) die drei Beziehungen:

—_
4, lgr,

.1--'\) .—l;w. 1 also' ~J 1 . 1
r, A, v-1gv’ ,-vl'H’uAthe (v lga)tte
N R TS N
(42) rv(lgr,)"TA, »-(go)te
1 1 1
o k=23...:).
Lrv.lg,r,---lgkr,~(lgkr,)e A4, v-lgwlg,v-..(lgkw)”? ( 7 )

Dieselben lehren, dafi die Reihen mit dem allgemeinen Gliede:

1 1 1
(43) rvl te ’ 7, (lg rv)o ’ Ty 182 Ty (lgl 'v)
fiir o <O divergieren (s. S. 325, Gl. (5); S. 328, Gl. (14)), dagegen fir ¢ >0
konvergieren (s. S.331, Ungl. (4); S. 334, GL (17)). Es divergiert also

insbesondere die Reihe Zl, withrend schon ~«~~(; %
Ty r, - Ugr,

1 11 . : g e . .
2 W fiir jedes positive g konvergiert.

149

und sogar:

Es verdient bemerkt zu werden, daB die Divergens bzw. Konvergens
aller dieser Reihen erhalten bleibt, wenn an die Stelle der Zahlen 7, die

Reihe der Primzahlen p, gesetet wird. Die Konvergene der ReiheZ;:;l;é
fiir @ > 0 ist ohne weiteres evident, ihre Dsvergens filr ¢ =0 und a fortiors
filr ¢ <O wird sich bei spiterer Gelegenheit ergeben.!) Den Beweis fiir
die Divergens bzw. Konvergenz der iibrigen in Betracht kommenden Reihen
hat Tchebicheff gegeben: obschon derselbe lediglich auf ganz elemen-
taren Hilfsmitteln beruht, so wollen wir seiner Weitliufigkeit halber nicht
niher darauf eingehen und begniigen uns mit dem Hinweise auf die be-
treffonde Abhandlung.?)

1) 8. § 86, Nr. 8, 8. 650, Fufin. 1.
2) Mémoire sur-les nombres premiers. Journsl de Mathématiques, T. 17, p. 884.
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§ 52. Uber die Tragweite der Kriterien erster Art. —
Unmoglichkeit eines absolut wirksamen Kriteriums. — Reihen,
welche wegen besonders schwacher Divergenz oder Konvergenz

auf keins der logarithmischen Kriterien reagieren.

1. Ein beliebiges Kriterienpaar erster Art:

lim D,.a,, > 0: Divergenz,

v+
>
lx;n C,-a,,,6<oo: Konvergenz,
v @

versagt nicht nur, wenn geradezu:
@ Iim I),,-a',+p==0, lIim C,,-a,“,coo,
?-»om >
sondern auch dann, wenn die fraglichen Grenzwerte nickt existieren und
gleichzeitig: _ L
) lm D, -a,,=0, ImC,-a,,, =oo.

r-» o hde

Hieraus geht aber hervor, daBl die Wirksambkeit jedes solchen Kriteriums
ganz wesentlich von der Anordnung der Glieder a, abhiingt (wihrend die
Divergenz bzw. Konvergenz selbst hiervon unabhdingsg ist). Um die Rich-
tigkeit dieser Bemerkung in Evidenz zu setzen, beweise ich den folgen-
den Satz:

Bedeuten (a,), (P,), (Q,) unbegrenzte Folgen positiver Zahlen

von der Art, daf:

lima,=0, limP, =00, lim @, = oo,
Y-» o vrw v rx

so lapt sich die Gesamtheit der Zahlen a, stets als eine Folge (b,)
anordnen, sodaf:
lim P,-b, =0, lim @, b, = oo.
vre® -y 0o
Beweis. Man zerlege die Reihe der Zahlen » ganz willkiirlich in
zwei unbegrenzte Folgen (m,;) und (r,) (wo: 1=0,1,2,.--).') Sodamn
kann man nach Annahme einer unbegrenzten Folge positiver Zahlen (¢,)
mit dem Grenzwerte Null aus der Reihe (a,) eine unbegrenzte Folge von
Gliedern oy, a,’, @, - - - in der Weise herausheben, daB:

't D SR e I
(1) %o é_pmr als_pmll ' al§pm‘a

(da ja* lim @, =~ 0) und daB noch eine gleichfalls unbegrenzte Folge

1) Man nebme z. B. fiir m, alle geraden Zahlen (inkl. 0), fir r, alle ungeraden

Zahlen, also:
M‘=21, r‘=2’4+1.
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tibrig bleibt Diese iibrig bleibenden a, zerlege man willkiirlich in zwei
unbegrenzte Folgen (a,”), (a¢;) (A=0,1,2,...) und hebe sodann
aus der Reihe der Zahlen @, eine unbegrenzte Folge: ¢, , €., ¢,,, - - -
beraus, sodaB:

1 1

1
¢ ~ . Sl
(2) Q"a ./2 '.';';;)’;', Cny ../:: ;’ alu, Ty, in é s‘a‘u )

(was stets méglich ist, wegen: lim ¢, = oc) Die pach Aushebung der
Y

Zahlen n, aus der Folge (r,) iibrig bleibende unbegrenzte Folge werde

mit (p,) bezeichnet. (NB. DaB wirklich auch stets eine umbegrenste

Folge (p,) zum Vorschein kommt, kann man offenbar durch passende

Auswsh] der ¢, unter allen Umstinden erzielen )

Setzt man jetzt:

¢ _ 4 . " . 1224
(J) bm). = a,, b”,i. =, , bpl ==,

so ist jedes Glied b, einem bestimmten Gliede der Folge (a,) gleich und wm-
gckehrt, sodaB also die Folge (b,) lediglich eine Umordnung der Folge (a,)
darstellt. Andererseits hat man aber nach (1) und (2):

J - 1o 1
(4) 1)“1] : bmz = 1)71‘; ) ai, é 81 ’ in ' bnl = n) ral == ;;7
d. h: L
(5) limP, -0, =0, lim@, b =00, qed
P e 7> ®

2. Aus dem eben bewiesenen Satze wird nun aber evident, daB es
kein absolut d. h. in allen Fillen wirksames Divergenz- oder Konvergenz-
kriterium erster Art geben kann: denn die Wirksamkeit jedes solchen
Kriteriums ldBt sich durch bloBe Umordnung der Reihenglieder auf-
heben. Und aus demselben Grunde kamn es auch keine mit v ins
Unendliche wachsende Zahlenfolgen (P,), (@,) geben, derart, dall die
Beziebung:

limP,.a,,>0 (bzw. lim P .q,  >0)

> ¥->co

eine notwendige Bedingung fiir die Divergenz, oder die Beziehung:

lim @,-a,,,<oo (bzw. lim Q,-a,,,<o0)
e ]

v >

eine solche fiir die Konvergens darstellt. —

Wihlt man die zur Kriterienbildung dienenden D,, C, speziell in
der Weise, daB sie mit » monoton ins Unendliche wachsen, wie z. B. bei
den Bonnetschen Kriterien (Formel (C') des vorigen Paragraphen):
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hm L,(v) a,>0: Divergenz *)

s k=0,1,2, -
lim L, (v) (Ig, v)¢-a, < oo: Konvergenz (p > 0) ( ' 1,2,),

so wird offenbar als giinstigste Anordnung fiir deren Brauchbarkeit die-
jenige erscheinen, bei welcher die @, mit wachsendem v sich gleichfalls
monoton indern, d. h. (da wir ein fiir allemal lim @, == O annehmen diirfen)
monolon abnehmen bzw. niemals zunchmen. Wir wollen nun zeigen, dafl
auch in diesem besonderen Falle die Tragweite jener Kriterien eive be-
grenzte ist, d. h. es gibt sowohl divergente, als konvergente Reihen mit
monoton abnehmender Gliedern, bei denen jedes der obigen Kriterien in
der Weise versagt, daB eine der beiden durch Gl (I) und (1I) charakte-
risierten Eventualititen eintritt.

3. Wir betrachten zunichst denjenigen Fall, der an das Auftreten
der Gleichungen (I) ankniipft. Es handelt sich also hierbei um die Her-
stellung solcher Zahlenfolgen («,), fiir welche gleichzeitig:

(6) lmI()-a,=0, linL() (go)-a,=c (¢>0),

wie grof3 man auch den Index & annehmen moge. Man erzielt aber dieses
Resultat in der einfachsten Weise, indem man setzt:

1
(M) « @, = 7;!';'(,7) )

wo m, eine natiirliche Zahl bedeutet, die mit wachsendem » niemals ab-
nimmt, vielmehr in passender (sogleich niher anzugebender) Weise ou-
nimm? und schlieBlich fns Unendliche wdchst. Die Zunahme der m, ist
dabei lediglich an die Beschrankung gebunden, daB L, (v) allemal positiv
ausfallen und mit v monolon zunchmen soll, was offenbar erreicht wird,
wenn man m, irgendeinen bestimmten Zablenwert 4 (1=1,2,8,...)
friihestens dann annehmen 1iBt, wenn » grof genug geworden ist, daB
1g,» > 1 ausfillt.

Wir wollen nun, um irgendeine definitive Festsetzung zu treffen, die
Zunahme der m, so regulieren, daB bei dem ersten v, fiir welches der
Fall 1g, v > 1 eintritt, m, auch wirklich sofort den Wert A erhalten soll.

1) Ich schreibe jetzt statt a, p etwas einfacher a,, was offenbar ohne jede
Beschriinkung der Allgemeinheit geschehen kann. Denn man hat (fir k= 0,1,2,--.):
1gi(v + p) 2 1g, (%),

Li(v + p) == Ly (v),
kann also zunfichst in den betreffenden Kriterien lg,(v), L,(») ohne weiteres durch
lgi(v + p), L.(» + p) ersetren und schlieBlich » statt » - p schreiben.
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Zor genaveren Beurteilung der anf diese Weise sich ergebenden sukzes-
siwen Zunahme der m, fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein?):

(8) ezc] ec‘ze’ (302==€3 “ . ({pl—laaﬂl ..... ’

sodalB also:

Igie,=1 1ge,=~¢ lg eg=¢ - - lge,=e,y -
Igse, ~1 lgyeg=e ----- g 0y==¢,_4 -
lggeg=1 .- lgge,=ep 5 -+

(G

{ Ig;e,=1 ...
Alsdann hat man (filr 1=1,2, 3, .-.) uu setzen:
(10) m, =4, solange: e, <v<16;,.,,%) d. h: [¢g] +1ZvL(e,,4),

wenn das Symbol [z] die gréBte in z enthaltene ganze Zahl be-
deutet. Ks bleibt also m, unverdnderlich = A, solange » sich in den
angegebenen (renzen bewegt, und wdchst erst wieder um 1, sobald »
die Zabl ¢, dbersteigt. Zu den bis dahin vorhandenen Faktoren von
L, (@)=w-1g v---1g;v tritt deun noch der weitere: lg; ., » > 1 hinzu,
sodsB die Monofonie der Zunahme von L, (v) keine Unterbrechung
erleidet.

1) Vgl. § 38, S. 242, Gl. (9). Do wurde gesetst:

(1) (2) .
M 1 N (2 ey W
e —_—_—re'(l s e :_-_.('/), e ___:(;'l,...,

sodaB algo die jetzigen Bezeichnungen:
€y €y €,y v
in jener frither beniitzten Schreibweise lauten wiirden:

e, e, e, .
2) Ich lasse es dahingestellt, ob der Fall:

v=2e,y= [l

welcher bei der Formulierung der Bedingungen (10) als mdiglich zugelassen ist, in
Wirklichkeit jemals eintrelen ktnne. Man weil nimlich nur, daB, gerade so wie
e selbst, auch jede rationale Potenz von e eine Irrationalzahl ist. Dagegen er-
scheint es immerhin fraglich, ob nicht ¢, fir irgendwelche Werte von 1 eine ratio-
nale oder sogar eine ganze Zahl sein kdnnte. Das Gegentesl ist wenigstens, soviel
ich weiB, bisher mickt bewiesen worden.
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Wird jetzt eine natiirliche Zahl & beliebig groB vorgeschrieben, so
hat man nach (10):
m,22k+1, wenn: v>e¢, ,,
und daher:
(11) L, ()2 L, (v) fixr v>e¢,,.

Da aber: L, ,(») > L,(v), so folgt a fortior::
(12) L, () > L(v), albo: a, ‘<IZ.1Z35 (fir jedes noch so groBe k),

oder anders geschrieben:

lim L,(v) - a, =0,

Y->w
wie oben (G1.(6)) behauptet wurde. Die Reih. >'a, reagiert also auf keins
der logarithmischen Divergenskrilerien.

4. Nicht ganz so unmittelbar erkennt man, daB auch jedes der loga-
rithmischen Konvergenskriterien hier ver agen muf. Wird zunichst wie-
derum % beliebig groB fixiert, so kann man v so grof annehmen, daB m,
die Zahl k um eine beliebige natiirliche Zahl u ibersteigt. Setzt man
nimlich in (10):

(13) Chan <V S Cppyr, 80 wird: m =k+qu
Man hat sodann:

1 ¢
(14) L) - (gv)e - a il

an I AR AP REE e
Nun steht nach § 38, S. 244, Ungl (25a) allerdings fest, daB:

(15) (gev) > g1 v i I8

fiir jedes beliebig klein vorgeschriebene ¢ > 0 und jedes beliehig grop
vorgeschriebene, aber sodann als umverdnderlich anzusehende p. Da aber
in dem vorliegenden Falle u = m, — k gleichzeitig mit » ins Unendliche
wiichst, so muB erst ausditicklich bewiesen werden, daB die Relation (15)
fiir diesen Fall noch giltig bleibt. Wir gehen hierbei aus von der Be-
ziehung:

(16) e* >t fir >0,

deren Richtigkeit sich in folgender Weise ergibt. Aus:

e > (1 +-§-)V

- 1)y — ’ 1) (3 — B (3 — ‘
_'1+d+~”#1._°_;_'+(7 11’(:' 2),2"f3+(” 1)(”7'2)(" 3).3.';“.1_...

folgt fir v—» oco:
W e, ot
0“>1+¢+';3"+-6‘+'ﬁ'
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Ist nun: 0 <« < 2, 50 wird:

o < 2¢, also: o> f; und daher: ¢« >ea?
Ist dagegen « > 2, so hat man:

o«® > 2a% also: -‘%j > %
>4 o> 4¢® also: —of:,> Z. [ '
und daher schlieflich wiederum:
e > a’
Setzt man jetzt in Gl (16) « -=1lg, , » und beachtet, daB:
e]g).’r Y e‘ﬂ(‘l&i") — ]gl v,
so ergibt sich:
am lg;v> (g4, v)% wemn: lg; ,v>0, dh v>e.
Durch Substitntion von 4 =%k +1,k+2,---,k4+u—1 und Multipli-
kation der betreffenden Ungleichungen folgt sodann:

Ig 17 1Gye? Mg av > (g y2v1gepsv gy V)

und nach Weglassung der gemeinsamen Faktoren und nochmaliger Multi-
plikation mit lg,  ,v:

(18) (g > 18w 18pev - I v) - (B )
wenn: g, ,v>0, d h v>e,,

Nimmwt man hier nicht nur v >¢,,,_,, sondern in Ubereinstimmung
mit Ungl. (18) v > e, so" wird lg,, v > 1 (s. die Gleichungen (9))
und daher a fortior::

19) (g, vy > g v lgv- 1gk+,"”7 wenn: v > €.,

oder wenn man wieder (8. (13)) k + p durch m, ersetzt:

(20) (g, 9> g, v gy - lga v, wenn: v>e,.

Dahei ist nur, damit die Ungleichung einen Sinn hat, jedenfalls m, > %41
zu nehmen, dagegen ist m, an gar keine obere Schranke gebunden und
darf also nach MaBgabe der definierenden Bedingung (10) gleichzeitig
mit v unbegrenzt vergroBert werden.

Da nun andererseits nach 8. 241, Gl. (5):

(gyv)e > (g, ,v)? fiir jedes ¢ > 0,
so folgt schlieBlich a fortior: auch:
(21) (gevy > g1 v - 1gysv - 18, v,
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und daher:
(22) L() (g»>L, (), dh lmIL() (gor-a,—c0 (5>0),

sodaB also in der Tat_S'a, auch auf keins der logarithmischen K onvergenz-
kriterien reagiert.

5. Wir werden sogleich direkt nachweisen, daB die Reihe _J'a, diver-
giert. Um sber zugleich auch aus monofon abnehmenden Gliedern ge-
bildete konvergente Reihen zu erhalten. bei denen jedes logarithmische
Kriterinm in dem Sinne der Gleichungen (I) bzw. (6) versagt, betrachten
wir den etwas allgemeineren Ausdruck:

(23) a,©) “IZ;”Z;T’T' wo:r 60,

welcher fiir 6 = O in den bisher betrachteten a, (also: a,® =a,) iber-
gebt, und zeigen, daB 3'a (@ divergiert for 6 < 1, dagegen konvergiert
fir 6 > 1, wihrend sich die @, in bezug auf die logarithmischen Kri-
terien geradeso verhalten wie die e, (s. Gl. (6)).

Beziiglich der Divergenskriterien ergibt sich dies ohne weiteres aus

der Beziehung:
a”<La®=q, fir: 620,

da hieraus mit Beriicksichtigung von (12) folgt:
o 1 . o
(24) 2, < YOL d. h. lim L,(v) - a,® = 0.

v-r>m
Wird sodann wieder, nachdem man % beliebig groB fixiert hat, v in
die Grenzen eingeschlossen:

Cin <V Gyppr, sodaBoalso: m =k4p (p=0,1,2,..)
(s. 13)), o hat man:
lgyv > lg,e,, =e, (wegen: lg,e,=¢,_,, 8. Gl (9), S. 356),
und daher:
q ”ﬂ

(18;‘ »)? e? " e
9 Bl AN/ Y SR
(25) m,? >(’c+u)’ (k+u) #
Da aber:

6=€e>2, e¢=e¢%>14¢>3, G=2e9>14¢>4 usf,
so folgt:

<

€,—3y > ¢ und schlieBlich: e, = eCu-1> on.
Hiernach ergibt sich aus (25) a fortiori:

. (mn.= o 1y
(26) (k+ u) w?
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und daher, da gleichzeitig mit v auch g iiber alle Grenzen wichst, nach
§ 38, S. 239, GL (1):

(1 y
L2 oo, also: m2 < (lg,v)?,

@n lim
vy M,
auch wenn man p > O beliebig klein, g > O beliebig grop fixiert.

Die Folge der m, wichst also auch nach der in § 38, Nr. 2 ge-
brauchten Terminologie (vgl S. 241, FuBn. 1) unendlich viel langsamer
ins Unendliche als g, v bei beliebig grof angenommenem k.')

Man hat nun schlieBlich:

L) - (g - a0 = B0 80N

[
Lm’,(”) ’ 7"’,

(g, » ¥ ag,»Te

[

==

Ige 17 181497 18, ¥ m
und daher mit Bentitzung von (21) und (27):
. 1
28) lim L,(v) - (Ig,v)¢ - e = d h:a @ > — —
(28) o () - (g v)t - a, oo oder auch: @, > Z,0) (g, 7"
bei beliebig groB angenommenem k. Die Reihe >'a,( reagiert daher
auch auf keins der logarithmischen Konvergenzkriterien.

6. Um nun die Divergenz bzw. Konvergenz der Reihe Sa ( fest-
zustellen, fassen wir jedesmal alle diejenigen Glieder a,(? zu einer Gruppe
A, zusammen, fir welche m, den uuverinderlichen Wert 4 hat (wobei
dann der Reihe nach: 4=1, 2, 3,-..). Da nun nach (10):

m, =1, so lange: [¢,]+ 1< v <[],

50 hat man also zu setzen:

(e241] [e144]

D= Slg@ L 71

(29) A0 = D} =5 D T
[e]+1 [e,]+1

und sodann:

1) Bei der Folge (m,) besitzen auf Grund der definierenden Bedingung (10) be-
stimmte Gruppen konsekutiver Glieder immer etnen und denselben Wert. Will man
die Faktoren m? durch eine wirklich bestindig srunehmende Folge m/? von glei-
chem ,,Unendlich* ersetzen, so braucht man zu den betreffenden m, nur die Glieder
einer monoton sun-hmenden Folge mit emdlichen Gremzwert zu addieren. Man

setze z. B.:
y—1

m; = m, -
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(30) D@ =-2°1 4,7,

(e]+1 1

in dem Sinne, daff die beiden Reihen nicht nur im Falle der Konvergens
dieselbe Summe besitzen, sondern daB die Divergens der einen Reibe auch
diejenige der anderen nach sich zieht,
Nun ist nach § 38, Ungl. (28a), S. 246:

Zuv - Mv-— 1

Ila (MV—I) ’

Mv —" Mv-—l
Z I (H)

g M, — g, M, _,

und daher, wenn man in der erslen Ungleichung M, =v + 1, in der
cweiten M, = v setzt:

1 1 >]gl+1("+l)"*lgl+1",
(3D Lo | <1 lgyes (v~ 1
4 <lgpv =g (v —1).
Mit Beniitzung dieser Ungleichungen ergibt sich:
lex sl '
2_;[>lg1 prley =g [a+11> 1800 000 — 180 [ 1]
L; ()

oS <Igy 41 ler44] —1g; .4l <lg1+1ez+1‘“lgz+1 leds

und da andererseits nach (9):

R lg}.+1 Crp1 = ]7
80 wird: ]
L&
ii 1 [(>1=lg ., [e+1],
L, l <1l- 1g41+1 [el] ’

[e)+1
gsodafl man setzen kann:
leg 41]
1
(32) > Lo~ o
[e,]+1

wo &, einen mittleren Wert zwischen 1—1g, ., [e;+ 1] und 1—1Ig,,, [e,],
also eine wesentlich positive Zahl bedeutet, die fir jeden bestimmten

Wert A endlich und von Null verschieden ist und fiur 1 — oo den Grenz-
wert 1 besitzt. Denn man hat:

la+1)x[elxe, 1g4,6=0,
lim Ig, ., [e; 4 1] = lim Ig; ., [e,] = O.
1> A->m

und daher:
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Somit wird schlieBlich:

-]

&
(33) Dla0 = 31

207
[e,]+1 t

woraus hervorgeht, dal die fragliche Reihe divergiert fir 6 <1, dagegen
konvergiert fiir 6> 1. Insbesondere divergiert also auch die fir ¢ =0

. : ‘ " . 1
resultierende, in Nr. 3 zuniichst betrachtete Reihe 2 :L;:(]Ij'

Es hitte iibrigens die Vermutung nahe gelegen, daB die Reihe mit
dem allgemeinen Gliede:

; 1
34 b @ = ——
i T L, o) (g, »F

analog, wie ZZ;;S.IE&’ fiir o > O konvergieren miiBte, sodaB man
auf diese Weise Reihen erhalten wiirde, welche damn, wie nnmittelbar
zu ersehen, schwdicher konvergierten, als jede der betreffenden logarith-
mischen Reihen, wihrend zugleich ihr Bildungsgesetz eine vollkom-
menere Analogie mit den letzteren darbote, als dies bei den Reihen
2a, der Fall ist.

Indessen liBt sich leicht zeigen, daB 3'b @, sogar fiir jedes beliebig
groB fixierte o, divergiert. Da nimlich nach (10) fir m, =2 (A=1,2, 3,--)
der Index » den Bedingungen geniigt: ¢, <<v <e, +1, 50 bewegt sich der
Faktor (18, ¥)¢ stets innerhalb dor Grenzen 1¢ und e¢. Mithin hat man:

1 1 a
35 bo@> . "
( ) v g e() Lmv (11) eg ’

woraus dann unmittelbar die Divergenz der fraglichen Reihe hervorgeht.
7. Von den beiden Reihen:

) 1 1 -
(36) 25wy g >0

divergiert somit die erste und konvergiert die sweite schwiicher als Jede
Reihe der unbegrenzten Skala:

37 L _ . SR S
(37 21}(0) bzw ZLk(v)-(lgbv)" (k=0,1,2,.--)

DuB es aber wiederum noch schwdicher divergierende bzw. konvergierende
Reilien gehen mu8, folgt aus den allgemeinen Sitzen von §§ 48, 49.
Man erhilt insbesondere wieder unbegrenste Skalen derartiger Reihen, die
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sich an die Reihen (36) geradeso anschlieBen, wie die gewdbnlichen

logarithmischen Reihen (37) an die Anfangsreihen 2}-—, 2--&-;,
: [ 4 1 4 Al
wenn man bildet:

1 1
38) > RCBATL > A AT (0>0).

Denn es ergibt sich, vollkommen analog mit Gl. (33):

@ - J

@) > ; DA (20

6]+ L, @) Ly (m,) - (Qgym,)® =l L, (1) (g, 4

(man hat hierzu lediglich den in a,(? — Gl. (23) — auftretenden Faktor
m,’ durch: L,(m)- (g, m)e zu ersetzen), und man erkennt somit unmittel-
bar die Divergenz der betreffenden Reihen fiir ¢ == 0, ihre Konvergenz
fir ¢ > 0.

ScblieBlich lassen sich dann aber auch wieder Reihen herstellen,
die nicht nur schwdcher divergieren bzw. konvergieren, als irgendeine be-
liebig vorgeschriebene, sondern als jede Reihe der obigen Skala — usf.
m infinitum.

Diese Betrachtungen, welche im iibrigen keineswegs auf der beson-
deren Form der hier zugrunde gelegten Reihenskalen beruhen, sondern
ohne merkliche Schwierigkeit auf jedes beliebige Skalenpaar von diver-
genten und kouvergenten Reihen tibertragbar sind, fiihren zu der Er-
kenntnis, daB das Grenzgebiel zwischen Divergenz und Konvergenz sich in
sehr viel engere Schranken einschlieBen 148t, als durch jedes beliebige Skalen-
paar von divergenten und konvergenten Reihen, und daB es andererseits
unméglich erscheint, auf diesem Wege jemals zu einer Grenszc zwischen
Divergenz und Konvergenz zu gelangen.

§ 53. Gremzgebiete und Schranken der Divergenz und Konvergenz
fiir Reihen mit monoton abnehmenden Gliedern.

1. Die am Schlusse des vorigen Paragraphen bentitzten Ausdriicke:
»Orenzgebiet” zwischen Divergenz und Konvergenz und ,,Schranken dieses
Grenzgebietes — konnen, auch bei der Beschrinkung auf Reihen mit
monoton abnehmenden Gliedern'), leicht zu falschen Vorstellungen
iber die Tragweite der damit zu verbindenden Begriffe fiuhren. Um in

1) Fiir Reihen mit schlieBlich gegen Nuill konvergicrenden, aber nicht ‘mo-
noton abnehmenden Gliedern kanuo von irgendwelchen Divergenz- oder Konvergensz-

s chranken’ dberhaupt nicht die Rede sein. Denn ist Z’a.. irgendwie vorgelegt,
#0 kann man nach dem Satze von Nr. 1 des vorigen Paragraphen (8. 358) durch bloBe
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dieser Hinsicht jedes MiBverstindnis auszuschlieBen, stellen wir die fol-
genden Betrachtungen an.

Es sei d,>¢,>0, 3'd, eine divergente, 3¢, eine konvergente Reihe
mit monoton gegen Null abnehmenden Gliedern, die d,, ¢, konnen dabei
als ,belicbtg nahe“ aneinander liegend angenommen werden, d. h. so,

daB lim % oder selbst auch nur: lim % ein beliebig niedriges Unendlich.

y>o V¥ r>o O
vorstellt.

Bedeutet dann ferner (@,) irgendeine andere monoton abnehmende
Zahlenfolge, so divergiert die Reihe S'a,, wenn fiir alle v, zum mindesten
von einem bestimmten Werte v = n anfangend:

(4) @, 2 d,;
sie konvergiert, wenn:

(B) e, <,
Ist dagegen:

©) ¢,<a, <4,

(wobei die Gleickheitszeichen in (C) nur soweit gelten sollen, daf die Even-
tualititen: a,=d,, bzw. a,==c, fiir jedes v >n, als unter (A) bzw. (B)
gehorig ausscheiden), so kann die Reihe noch divergieren oder konvergieren.
Wir eagen alsdann, sie gehdre dem von den ,Schranken® (d,) und (c,)
eingeschlossenen , (rrenzgebicte“ zwischen Divergenz und Konvergenz an:.
es ist ndmlich offenbar unmoglich, iber ihre Divergens oder Konvergenz
lediglich auf Grund der Beziehung (C) irgendwelche Aussage zu machen.

Nun darf man aber keineswegs glauben, daB durch irgendwelche der-
artige Schranken etwa alle maglichen Reihen mit monofon abnchmenden
@liedern a, in drei wohlgesonderte Klassen vom Charakter (A), (B), (C)
zerlegt werden konnen. Vielmehr gilt der folgende Satz:

(I) Wie man auch monoton gegen Null abnehmende Folgen
d,), (¢,), wo d,>c,, wihlen mige'), so gt es stels unend-

Gliederumordnung eine Roihe '3, daraus herstellen, sodaB:

1il_nCy'by=0, iiE .Dyby"=+w,

¥ rw Y rx
auch weon 3'D,~t, N'C,~* beliebig stark divergiert bzw. konvergiert (ersteres
natirlich mit der Einschrdnkung: lim D,=oc). Die Reihe b, enthiilt also,

Y>> w
mag sie selbst divergieren oder konvergieren, sicher unendlich viele Glieder, welche

teils unter, teils vber den entsprechenden von 'C,”* baw. 3 D, liegen.

1) Dabei haben also die (nur wegen des Hinweises auf die Ungleichungen (A),
(B), (C) beibehaltenen) Buchstaben d,, ¢, zunlichst noch keineswege die sonstige
typische Bedeutung (d. b. es ist in dem vorliegenden Zusammenhange ganz gleich~
giltig, ob die Reihen _3'd,, J'c, divergieren oder konvergieren).
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lich viele monotone Folgen (a,), welche die beiden Schranken.
(d,), (¢,) unendlich oft durchsetzen, die also keiner der drei
Klassen (A), (B), (C) angehiren; d. h. man hat fiir unendlich
viele u; 4: .
(A") > dy, al<at)
Beweis. Es bedeute (p,) ¢ine vorlinfig ganz wilikiirlich zu denkende
Folge positiver Zahlen. Man bestimme sodann eine wnbegrenzt fort-

setzbare Reibe wachsender natiirlicher Zahlen m,, my, my, - - - in der
Weise, daB:

plcml < podo) p’dm’ <p1 le, pscms < p’dm’, p‘dm‘ < pscma, e s e

(was offenbar stets und auf unendlich viele Arten maglich ist, da sowohl
dic ¢,, als die d, monoton gegen Null abnehmen). Man erhilt durch
dieses Verfahren eine unbegrenzte monofon abnehmende Folge von der
Form:

p()dmo >I’lcml >p9dm2 >1"3cﬂ43 > e > p!kdmgk >p2k+1(:ﬂqk+l > et

(wenn man der Gleichférmigkeit halber noch m, statt O schreibt).
Setzt man jetat:

(1) a"mgk = p!kdmg;,r an12k+1 = 2’2k+1‘cm“+1 (SOdﬂB also: amg > aml+1)7

und bestimmt im iibrigen a, fiir alle Werte von v, die zwischen m, und.
my;,. (A=0,1,2,..) liegen, in der Weise, daB a, fiir

V=M, ml+1r m1+21 M

m)

monoton (im ibrigen willkiirlich) von a, zu a-,;“ , bnimmt, so bilden

die a,” eine monoton abnehmende Folge, welche unendlich viele Glieder von
der Form (1) enthilt. Wird jetzt tiber die p, in der Weise verfiigt, daB:

P> 1, Poryy <1 (im dbrigen immer noch ganz beliebig),
8o hat man nach (1):

@) O > a, <c

T Mkt mgk41?

sodaB also die Folge (a,”) in der Tat den Bedingungen (A") geniigt.

1) Natiirlich gibt es analog auch unendlich viele (a;), welche nur eine der
Schranken (d,), (c,) unendlich oft durchsetzen, soda als¢ fiir unendlich viele p:
(Bl) cu S_ a,l: g d;c ’

im tbrigen
durchweg: a; > d;, bew. durchweg: a; < ¢;.

Man kann ja derartige Folgen (a.) mit Leicbtigkeit aus solchen vom Charakter (A")
herstellen, indem man alle Glieder a; < ¢; passend (d. h, s0, daB die Bedingung (B")
erfiillt wird und die Monotonie erhalten bleibt) vergrofert, bzw. alle Glieder a’: >d,

passend verkleinert.
Pringsheim, Vorlesungen L, 3. 8. Aufl. 20
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Wahlt man insbesondere die p, in der Weise, dap: hm L ;= 00,
lunp,,“ = 0, so hat man sogar:
(29‘) "‘u>dﬂn’. a""uu <c"‘!k+l )

2. Aus dem eben bewiesenen Satze und der daran gekniipften SchluB-
bemerkung erkennt man aber, wenn man jetzt wieder den Buchstaben d,, ¢,
die sonstige typische Bedeutung beilegt, unmittelbar folgendes:

(1I) Wic man auch eine divergente und eine konvergente Reihe
2d, baw. e, (wo: d,> c,) mit monoton gegen Null abnehmenden
Gliedern wihlen mige, so gibt es stets unendlich viele Reihen 3'a,’
mit monoton abnehmenden Gliedern, welche nicht dem vom den
Schranken (d,), (c,) eingeschlossenen Gremzgebiete angehiren,
und deren Divergens oder Komvergenz trotzdem nicht durch
Vergleichung von a, mit d,, c, entschieden werden kann.

Versteht man nimlich unter (a,’) eine der unendlich vielen mono-
tonen Folgen, welche der Relation (2a) genfigen, so hat man wegen:

dmn- > Crmg cﬂnu < d'"u-n
aus (2a) a fortiori:

‘ ’ l
a .  >c o= a <d = —
2k " C,,, "’ ™k 41 mk+1 Dy, .0
also:
(3) lim C,a/ = oo, limD,a’ =0,
Y>> ® Y>>

d. h. das zu C,, D), gehirige Kriterienpaar versagt hier allemal nach dem
Muster der Ungleichungen (II) am Anfange des vorigen Paragraphen.
Alsdann mupf aber auch jedes durch weitere Verschirfung aus C,, D,
absuleitende Kriterienpaar in dersclben Weise versagen.
Denn, nimmt man: D/ << C/, D> D, C' <, also: d, >¢,,
a' <d, ¢ >c, so folgt aus (2a), daB umsomehr

Oy > d"‘i “u+1 < c'"su-x ’

und hieraus, wegen: d,  >c, ., m"“ < dm" ,» Wiederum a fortiors:
' . 1
Ogy > Cmg, C,:— Cng g1 < Gmypyy = Dr
sk tk+1
d. h.:
€)) lim C/a = o0, lim D/a =0.
v-> -re

3. Aus dem Satze von Nr. 1 geht ferner bervor, daB es keinesfalls
gleichsgeitig irgendeine allgemein giiltige Schranke fir die Divergens und
eine andere fiir die Konvergens in dem Sinne geben kann, daB die Glieder
aller divergenten Reihen (mit monotonen Gliedern) von irgendeinem be-
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stimmten Index ab durchweg oberhalb der einen (unteren) Schranke, die
aller konvergenten Reihen unierhaldb der anderen (oberen) Schranke liegen
m@Bten. Denn da es doch allemal unendlich viele monotone (a,") gibt,
die beide Schranken unendlich oft iiberschreiten, und da andererseits die
betreffenden _S'a,’ entweder divergieren oder konvergieren missen, so gibt
es zum mindesten entweder divergente Reiben, fiir welche unendlich viele
Glieder noch wunterhalb der unteren Schranke liegen, oder konvergente
Reihen, bei denen unendlich vicle Glieder die obere Schranke iibersteigen.
Dagegen liBt sich zeigen, daB eine solche Schranke fir die Konver-
gene allein existiert, daB dieselbe aber merklich hoher liegt, als frither ge-
wohnlich angenommen wurde. Zunichst gilt ndmlich der folgende Satz:
(1IT) Bei einer konvergenten Reihe mit monotonen (wenn
auch nur niemals sunchmenden) Gliedern a, hat man stets:
(5) 6,<-, dl: limva,=0.
v >
Fiir Rethen mit monotonen positiven Gliedern a, bildet also
die Besiehung (5) cine notwendige Konvergenzbedingung.')

Beweis. Infolge der vorausgesetzten Komvergenz der Reihe S'a,
l1iaBt sich zu beliebig kleinem & > O ein m so fixieren, daB:

a;u+l+a,u+l+"'+au+e<‘;‘ fir: w=>m, o= 1,23,....

Setzt man hier ¢ = p bzw. ¢ =p+ 1 und beachtet, daB allgemein
a, .1 2 a,, so folgt:
B oy SOt o+ tay, } < ';“ fir: p > m,
(y'+ 1) * 3441 g L) + Qs AR o Ay p 41

und daher:
2 u aﬂp

Cu+1)8y,, < (2u+2) - ay,,,
also allgemein:

}<e fiir: 2p > 2m,

v-oa, <eé& flr: v22m,
d. h. in der Tat, wie behauptet:
lim».a,=0. —

> w

1) Dieselbe ist aber an sich noch keine hinreichende (Beispiel:

1
limoy. o~ =0 (k=1,9,8,:.--
Jmy- 7 ( ) )

_ R .
wihrend EIIT‘(;) divergiert — s. § 48, S. 828, Gl (14)). Uber einen besonderen

Fall, in welchem die Bedinguung (5) sich als Ainreichend fiir die Konvergenz er-
weist, s. § 87, Nr. 8, 8. @61.

25°*
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[m ibrigen hitte man diesen Satz, statt ihn in der vorstehenden
sebr einfachen Weise direkt zu beweisen, auch unmittelbar aus einem
friher gefundenen Ergebnisse allgemeinerer Art durch Spezialisierung
herleiten konnen. In § 45, Nr. 4 wurde néimlich gezeigt, dafl fiir jede be-

licbige konvergente Reihe D'a, die Beziehung besteht?) (8. 310, GL (16)):

M|a1+Mzas+"‘+1‘Irav_'______0
M

v

(6) lim

>

)

wenn die M, > O mit v niemals abnehmend ins Unendliche wachsen.

Unter den besonderen iiber die @, gemachten Voraussetzungen steht
es aber ohne weiteres frei, M, = é« zu setzen, wodurch dann die Be-
ziehung (6) sofort die Form " ‘

limv-a,=0
V> ac
annimmt.

Zugleich ergibt sich aber im Anschlusse hieran die Moglichkeit,
das in Gl (D) enthaltene Resultat in folgender Weise zu verallge-
meinern. Es bezeichne wieder ZDL cine divergente Reihe mit positiven
Gliedern und es werde auBer der Konvergenz der Reihe >'a, voraus-
gesetzt, daB die Folge D,a, niemals zunehmend mit unbegrenzt wachsen-

. . 1
dem v gegen Null konvergiere. Da man infolgedessen M, = D setzen

kann, so liefert die Beziehung (6) auf diese Weise die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes (11I):

(1l1a) BedeutetZa‘, eine konvergente, 22‘7: eine diver—
gente Reihe mit positiven Gliedern und konwergiert die Folge (D, a,)
monoton gegen Null, so ist:

i PP SR SRS S
(5a) lim D,s,a, =0, wo: s, = ottt

» -

Die spezielle Wahl 1), =1 liefert offenbar wieder die Bedingung ().
Setzt man ferner D, = r und beachtet, daB (vgl. § 34, S. 208, G1.(13)):

1 1 1
Tty t oo+, =gy,

so ergibt sich, da8 fir eine konvergente Reihe 3a,, welche der Be-

1) Mit der offenbar ohne weiteres erlaubten Weglassung des Anfangs—

. M,a,
gliedes -‘ﬂ,« .
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dingung geniigt, va, > (v+1)-a, ., (woraus dann eo ipso folgt: a,>a, ,
und daher nach Gl. (5) limva, = 0) die Beziehung besteht:

v>w

(5b) lim»lgy-a,=0.

¥ o

Da allgemein (s. § 51, Nr. 4, S. 348):

v 1 '
?Z}Zﬁglgbu(”) (k==0,1,2,...),
£

so findet man durch die analoge SchluBweise, daB:
(5e) bm L, ,(»):a,=0,

falls die Folge L,(v) - @, niemals zunimmt.")

4. Zeigen die letzten Bemerkungen, daB unter gewissen Vorausseleungen
die Glieder a, einer konvergeniem Reihe auch Bedingungen von der Form
(5b), (5c) geniigen, so ist doch ohne das Hinzutreten solcher spezieller
Voraussetzungen keine derselben eine fiir die Konvergenz von Z'a, not-
wendige. Vielmehr besteht als Erginzung zu dem Satze (III) der fol-
gende Satz:

(IV) Bedeutet (M,) eine mit v beliebig langsam ins Unend-
liche wachsende Zahlenfolge, so gibt es stets konvergente Rethen
a, mit positiven monotonen Gliedern, fiir welche:
O limv- M, a, = oo,

r-poo
d. h. die Rethe enthilt unendlich viele Glieder, welche infinitdr grifer
sind, als die entsprechenden der (bei geeigneter Wahl der M,

relativ stark?)) divergenten Reihe 2 ;’%? .
Anders ausgesprochen: Wie langsam auch die M, ins Unendliche
wachsen mogen, so bildet die Beziehung:

lim »M,a, < oo
y-» o

keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe Ja,.

1) Selbstverstindlich hat man im Falle der Konvergens von 3'a, auch
allemal:
lim Ly, ,(v) - @, = 0,
>
falls dieser Grenzwert existiert, und in jedema anderen Falle:
lim Ly, () - &, = 0.
> w

Vgl. § 47, 8. 819, Fubn. 1.
2) Namlich belicbig wenig schwicher als 2 =
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Beweis. Es bedeute (m,) eine mit » monoton ins Unendliche
wachsende Zahlenfolge, welche der Bedingung geniigt m, <M, (z. B.

m, =V M), ferner Z'c, eine konvergente Reihe mit monoton abnehm enden
Gliedern und p,, p,, -+, p;, - - - eine unbegrenzte Folge wachsender natiir-
licher Zahlen (speziell p, > 1) von der Beschaffenheit, da8:

1 1 1
m L6y ',,;"gcl; R ‘,;,‘“écu e
20 '3

?;

(was offenbar, wegen lim m, = oo, stets moglich ist). Setzt man

godann: e
1 [
b, = b, - e.am b = <%
2o Do Mp, = Py
1 [
bpo+1=bpo+s ""xbb,a}’l‘.’,;‘p';g;;l‘
1 A
bPl 1+1 bl'z 1+’“‘“=b"l=;pmpl ﬁ“;;.

so wird:

by +by+ b+ +b,

S(‘ +pl Poc + +P1 p1~ C <co+cl+ +cz’

sodaB also Zb, konvergiert, Zugleich ergibt sich:
-0

MP
Py My - by, = ‘,,7;:' )
also:
lim p, - M, -b, = oo,
Ai»>e

d. h. schlieBlich:

limv-M, b, = oco.
>w

Will man statt der Reihe _3b, mit niemals sunchmenden, aber teil-
waise einander gleichen Gliedern eine im ibrigen sich analog verhaltende
mit durchweg abnehmenden Gliedern a, herstellen, so setze man:

av = kvbﬂ

wo (k,) eine beliebige Folge positiver, monoton abnehmender Zahlen
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mit nicht verschwindendem Grenzwert, etwa limk, =% > 0 bedeutet
1

(& Bk, =kt k ~ k.e")‘ Alsdann ist offenbar fiir jedes v:

a‘r > ar+! »
auBerdem > a, wiederum komvergent und:
Hw-M,-a,=k-ﬁr?v-M,-b,=oo.
Y5> x >
5. Die vorstehende Deduktion beweist zwar die Existenz von Reihen
2a, der fraglichen Art, sie liefert jedoch kein direktes Verfahren, um
bestimmte Beispiele solcher ¢, in arithmetischen Zeichen anzuschreiben.
Um ein solches zu gewinnen, geben wir filr den in Rede stehenden Satz

noch einen zweiten zwar etwas komplizierteren, aber in der bezeichneten
Richtung vollkommneren Beweis.

Es bedeute f(z) einen arithmetischen Ausdruck von folgenden Eigen-
schaften:

(A) Es soll f(z) fiir jeden Zahlenwert z, der eine gewisse Zahl
zy 2 0 erreicht oder iibersteigt, eine positive Zabl y vorstellen, die mit z
monoton ins Unendliche wichst und zwar in der Weise, da8:
(®) fe+1)—f@ <1, ()<M,.

(B) Die Gleichung:
®) y=1(a),
welche nach (A) zu jedem Werte z > z, einen positiven, mit z monoton
zunehmenden Wert y >y, (wo: y, = f(z,) liefert, soll auch umgekehrt zu
Jedem y >> y, einen positiven, wit y monoton cunchmenden Wert z > x,
definieren'), welcher durch das Symbol:
(10) z=o(y) (sodaB also: (10a) ¢(f(x))-x=f(¢(x)))
bezeichnet werden mage.

Aus (8) und (9) folgt sodann:

fla+1) <y +1,

also mit Beniitzung von Gl. (10a):

p(fe+D) <ey+1), db z+1<o(y+1),
und daher schlieBlich fiir y > ¢, :

(11) Ply+1)— p(y) > 1.

1) Die Bedingung (B) 148t sich mit Hilfe von Begriffen, welche der Funkisonen-
lehre angehdren, kiirzer in folgender Weise formulieren:

Es soll f(x) filr z > «, eine eindeutige, stetige und monoton zunehmende,
positive Funktion von x bedeuten.
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Bedoutet jetzt > -+ eine beliebig anzunehmende konvergente Reihe
J C‘ g 4

deren Glieder der Bedingung geniigen:

(12) C—Cia21,

80 hat man nach Ungl. (11) fiir hinlinglich groBe Werte von 4 auch:
(13) 9(C) —9(C,o) > 1,

sodaB swischen (C,_,) und @(C,) stets mindestens eine ganze Zahl liegen
muB. Nun nehme man wiederum noch eine Folge positiver, mit wachsen-

dem » monoton abnehmender Zahlen k, so an, da lim % =k von Null ver-
schieden, und setze: v
k

(19 =G e ey

fiir alle ganzzahligen Werte v, welche durch die Bedingung definiert sind:
(16) P(Cio) S v <e(0).
Alsdann nehmen offenbar die a, mit wachsendem v monoton ab. AuBer-
dem liBt sich zeigen, daB: Lim »- M, -a, = co und die Reihe S'a, kon-
vergent ist. e

Bezeichnet man nidmlich mit p, die grofte ganze Zahl, die kleiner
als @(C,) ist, d. h. diejenige ganze Zahl, welche durch die Bedingungen
definiert wird:
(16) g(C)—15p, <90,
so kann man zuniichst die Ungleichungen (15) durch die folgenden
ersetzen:

@amn v <vIp
und man hat:

fp) 1

2y f(02) - @y =k 5 i
Sk . I_i(q’(ol,l)) ) P(C)—1 (wegen:
Fi Camn ?(C) P29 —1>9C )

@(Cy) —1
(18) = by T (wegen: flp@) =),
also:
(19) limp, - f(p) - a,, 2 k,
d. h.: .
(20) fmv-f(v)-a, 24,

> w

und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (8):
(1) limy. - M, +a, = oo,

> w
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Setzt man ferner:

) ® p‘
22) 2o = Dy, wor 4= D,
p, 1 at+l f-att
80 wird:
P — D4
pz Gy W(Cz)<ko o1 9(C)
A—1
p - -
<Clo1 1P 1(Wegell3pz<‘?(01) nach (16))
23 <o
(23) G’

‘woraus die Konvergenz der fraglichen Reihe unmittelbar hervorgeht.

Damit ist aber der ausgesprochene Satz vollstindig bewiesen.

6. Will man jetzt Reihen 3'a, von der eben charakterisierten Be-
schaffenheit wirklich herstellen, so kann man etwa iiber €, so verfligen,
daB man setzt:

CA=’}'Q; wo 9>]:
also:
k
2 -
@4) &= (A — 18- p(¢)

fir alle », welche der Bedingung (15) geniigen, d. h. fiir:

(28) P(A—1)) < v < @(9).

Mit Hilfe dieser Ungleichungen liBt sich sodann i auch explizite durch »
ausdriicken. Wegen: f(¢(x)) = z folgt némlich aus (25):

(A—-1p S f(v) < ae,
und hieraus ergibt sich: .
(26) i—1=[yf)l,
also:
27 a i .
" Vel o1+ Vimh)
Da aber offenbar:

(28) Vi) 2 Vi), und deher: [VFo)F =),

so kann man, ohne den Charakter der Reihe J'a, zu veriindern, das
(lied (27) auch durch das folgende etwas einfachere ersetzen:

k
(29) 4, = 2 (e>1).
o) -9 + Vr0))
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1

Ist dann z. B. M, = Ig v vorgelegt, so wihle man etwa: f(2)=(lg z)" =y
(wo: > 1), also: 2 =e¥” == @(y); alsdann wird, wenn man noch -0 ==
setzt: y
(30) a, = — (wo: T>e>1).

Vigy . l1+Vie7]

Die Reihe >'a, ist alsdann konvergent, obschon ihre monoton abnehmen-
den Glieder der Bedingung geniigen:

(81) limv-lgv.a, = oo.
> o

Sie reagiert also auf keins der logarithmischen Konvergenskriterien.
7. Nach dem Satze (III), S. 367, bildet jede Zahlenfolge von der

Form (:—), wo & eine beliebig kletn anzunehmende positive Zahl bedeutet,

eine Schranke fiir die Konvergenz in dem Sinne, daB die Glieder der mo-
notonen Zahlenfolge (a,) von einer bestimmten Stelle ab jene Schranke

nicht mehr erreichen diirfen, wenn >a, konvergieren soll. Ersetzt man
dagegen & durch ¢, wo (&) eine positive mit wachsendem v beliebig
langsam gegen Null abnehmende Zahlenfolge bedeutet, so gibt es nach

Satz (IV), S. 369, unendlich viele konvergente Reihen S'a,, deren (mono-
tone) Glieder die Schranke (%) unendlich oft tbersteigen.

Aus der bewiesenen Ezistens der Konvergeneschranke (~E—) folgt aber,

wie schon aus der Bemerkung am Anfange von Nr. 3 hervorgeht, ohne
weiteres die Nichi-Existenz einer Divergensschranke. Denn bezeichnet (b,)
trgendeine positive monotone Zahlenfolge, so gibt es nach Nr. 1 stets un-
endlich viele monotone Zahlenfolgen (@,), welche die beiden Schranken

(—:F) und (b,), wo b, <~£—, unendlich oft durchsetzen, sodaB S'a, sicher
divergieren muB. Da man hierbei fiir (b,) die Glieder einer beliebig stark
konvergierenden Reihe 2?}1—; withlen und diese wiederum noch durch eine

wesentlich stirker konvergierende ersetzen kann, so gilt also der Satz:

Wie stark auch die Rethez-%,— konvergieren mage, so-

gibt es stets divergente Reihen Sa,, unter deren (monotanen)
Gliedern unbegrenet viele infinitir kleiner sind als die ent-

sprechenden der Reihe 2-(-/,17, d. h. man hat:
(32) lim C,:a, = 0.

v -»®
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8. Wir konnen aber auch geradezu ein einfaches Verfahren angeben,

um bei beliebig vorgeschriebenen C, solche divergente Reihen >'a, wirk-
lich herzustellen.

Man wiihle einen arithmetischen Ausdruck g(z), der fir alle reellen

Zahlen x > x, positiv ausfillt und mit # monoton und so ins Unendliche
wichst, daB:

(33) @(v)>C,, also nach Satz (III), 8. 367, a fortiori: ¢(z)> z.
Ferner fiihre man die Bezeichnungen ein:
(34)  9.(2) = p(a), 5(2) = @(9,@), P5(2) = P(py(a), -

92(%) = @(@z_1(@), - --.

Bedentet dann b eine beliebigé positive Zahl > 1, so liBt sich zunichst
infolge der Beziehung (33) eine positive Zahl a so fixieren, daB:

(85) ¢, () >b-z fir: z>a.
Alsdann wird aber — immer fir z > a:

Py(2) = @ (9, (@) > b- @ (2)
%@ %mw)>b%w

(36) , ‘Pz(x) 9’1(%-1(37))> b 9’1-1(’7) usf.

Die Glieder ¢, (), @,(x), «« -, (), - - - bilden also eine unbegrenzte,
monoton ins Unendliche wachsende, positive Zahlenfolge. Und zwar hat
man fiir £ > a und 2 =2, 3, 4, .- nach Ungl. (36) und (35):

(30 P (%) — @ 1 (@) >(0—1) @,_ 1(#)>@0—1)-b-2

und daher bei passender Wahl von & und a (z B. fir b2>2, a > --)
jedenfalls:

(38) ‘Pl(a) - 9’1—1(“) >1 (‘1"" 23,4, ’),
sodaB swischen @, _,(a) und @,(a) stets mindestens eine ganse Zahl liegt.

Nimmt man jetzt wiederum noch eine Folge positiver, monoton ab-
nehmender Zahlen k, mit dem von Null verschiedenen Grenzwerte lim k, = k

an, so soll gesetzt werden: v>o
k,

fir alle ganzzahligen v, welche durch dle Bedingung definiert sind:

(40) 9 (0)—1<v<g@)—1 (A=234,..).

Alsdann nehmen offenbar die a, mit wachsendem » monoton ab, und es
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148t sich andererseits zeigen, daB lim C,-a, =0 und die Reihe 3'a,
divergent ist. P

Bezeichnet man némlich (analog wie in Nr. 5, Gl (16)) mit p, die
grofte ganse Zahl, die kleiner als @,(a) ist, sodaB also:

(41) Pi(a) — 1 < p, < 93(a),
so laBt sich zuniichst die Bedingung (40) durch die folgende ersetzen:
(42) P Sv<p,.
Infolgedessen wird:

Fn

g @

(43) T by (wegen: p, < @,(@))

P(@@) " 9(py) IR e
also:
(44) lim 9(p,) - @, <F,
d. h.:
(45) lim p(v)- a, <k,

Y-

und schlieBlich mit Beriicksichtigung von Ungl. (33):
(46) lim C, - a, =0.

v-» o

Ferner hat man:
© ) », -1
(47) Za, = >4, wenn: A4,= 2 a, gesetzt wird.
?, 2 P,
Da sodann:
gy P—p PP
8 - N1 5 Pmhy g, BT B
(4 ) Al : ?;(a) ®;(a) k P, Pa (2)’
A=1

8o ergibt sich sofort die Divergens der fraglichen Reihe, da (nach G1. (11b),

§.327) 2= 2=1 4as gligemeine Glied einer divergenten Reihe bildet

und lim -2 = 1 ist (s. Ungl 41)).

A-» (PA(G)

Beispiel. Es sei: C, = 1?, wo ¢ > 1. Man kann also setzen:

p@)=2a°, wo 6> 0.
Alsdann wird: ’

Py (2) = (2°) = 27, <+, @ (z) = 2.
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Nimmt man der Einfachheit halber die oben mit a bezeichnete Zahl
auch = ¢ (was z. B. sicher gestattet ist, wenn ¢ > 2, da alsdann:

92(6) — ¢4 (0) = 6" — " T 22 — 2P > 1),
so wird nach (39), (40):

k, -
(49) a,=—p, falls: o' -1 <v<o” 1.
¢

Um auch hier wiederum 2 explizite durch » auszudriicken, hat man:
o'-1 < log (v + 1) < o
i—1<log,(v+1) <4,

d h.:
(50) A — 1 = [log, (v +1)]
und daher:
k,
(1) ty =t (5> ¢>1).

o
6,,1 + (logy (v + 1)]

Die Reihe >'a, divergiert, obschon ihre monoton abnehmenden Glieder
der Bedingung geniigen:
(52) lim ¢ - a, = 0.

V->x

Sie reagiert also auf keins der logarithmischen Divergenckriterien.

§ 54. Die Kriterien zweiter Art.

1. Als allgemeine Form fiir die Kriterien sweiler Art ergab sich
(s. § 47, 8. 321, Formel (12)):

i (Dv ] _,_‘{ﬂi’_ p_ I),, +l) <0: Dz’vergenl ’

(1) Y-» o 4 p+1
. a"+P 8]
lim (C, Ve — (/,H) > 0: Konvergene,
5> o a
r-> r+p+1

und man hiitte jetzt nur noch fir 1), bzw. C, irgendeinen der oben auf-
gestellten typischen Ausdriicke einzusetzen, um die fertigen Kriterien
herzustellen. Dabei ergibt sich nun aber fiir das Konvergenckriterium
die Moglichkeit einer sehr merkwiirdigen und zugleich zweckmiBigen
Umformung, durch welche die linke Seite des Konvergenskriterinms iden-
tisch mit derjenigen des Divergemekriteriums wird: an die Stelle des
Kriterienpaares (1) tritt dann also ein einziges disjunktives Kriterium.
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Fiir die Konvergens von 3 a, erwies sich als hinreichend (§ 47, S. 321,
Formel (11)), wenn von einer bestimmten Stelle ab, etwa fir » > n, die
Beziehung besteht:

(2) C,— w2 _ 0, >0.
v+p+1l
Substituiert man hier nach § 49, S. 341, Gl (6):
Mv ' M;—l . Mv+l - M, M,
C,RMV—'MV—l, also: Cv+1=Mv+l- Ly MV(1+MV+1‘AIIV)’

so ergibt sich nach Weglassung des gemeinsamen Faktors M, und Multi-
plikation mit einer willkiirlich anzunehmenden positiven Zahl o :

M a
3 . el SEA S . *__>o.
() ¢ Mv—Mv—-l Ay ipt+1 ¢ Mv+1—'Mv_-g
1 M —M
Nun stellt aber ein Ausdruck von der Form: - —"ﬂ—{——’—ﬂ stets das
v—1

allgemeine Glied einer divergenten Reihe dar, und umgekehrt lifit sich
das allgemeine Glied I),~' jeder divergenten Reihe nach § 48, S. 329,
Gl. (16) in die Form setzen:

Da im iibrigen die Zahl ¢ hierbei gar keiner anderen Beschrinkung unter-
worfen ist, als der, positiv, also >0 zu sein, so liBt sich die Konvergenz-
bedingung (3) jelzt ohne weiteres durch die folgende ersetzen:

a
(4) D, -D,,,2e>0 (firv2m),
r+p+1
und diese letztere Bedingung wird wiederum von einer bestimmten Stelle

v > n ab mit Sicherheit erfiillt sein, wenn:

a
5 lim (D, - —*%-—D, ) > 0.
®) ;i';r%( LI '“)/
Damit ist aber die oben angeklindigte Umformung des Konvergenz-
kriteriums in der Tat vollzogen.

2. Durch Kombination der Konvergenzbedingung (5) mit den in (1)
enthaltenen ergibt sich, wenn man wiederum beachtet, daB jede beliebige
positive Zahlenfolge (B,) entweder der Klasse der Zahlenfolgen (D,) oder
derjenigen der (C,) angehtren muB, das folgende Konvergenskriterium
swester Art von besonderer Allgemeinheit:
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B,+p

) lim (B, -

r>r® Gy yp41

— B, “) > 0: Konvergens.')

Dasselbe rithrt in der Hauptsache von Kummer her und bildet das
Analogon zu den in § 50 abgeleiteten allgemeinsten Kriterien erster
Art (G) und (H) (8. 344)."

Es kam hier vor allem darauf an, den Zusammenhang dieses wegen
der groBen Willkrlichkeit der Zahlen B, doch &uBerst merkwiirdigen
Kriteriums mit der frtther gefundenen Grumdform der Konvergenzkrite-
rien (Ungl. (1)) vollstindig aufzukliren, d. h. den wahren Grund dafiir
anzugeben, warum man die im Konvergenskriterium (1) naturgemiB auf-
tretenden Zahlen C, schlieBlich durch ganz beliebige positive Zahlen B,
ersetzen darf. Will man auf die Feststellung dieses Zusammenhanges ver-
zichten, so liBt sich die Richtigkeit des Kriteriums (J) a posteriori ein-
facher auf folgende Art bewsisen.

Angenommen, es bestehe die Ungleichung (J), so muB schon fir
alle Werte » von einem bestimmten Werte v = m ab eine Beziehung
von der Form stattfinden:

a,, -
B, —r - v+1é9>0)
Gyt pt1
und es wird somit:
(6) Bv'a’t'+p—B1f+l 'a'r+p+l g'o'al'+l'+l fur: ‘ng

Da hiernach die links stehende Differenz stets positiv ausfillt, so
nehmen die positiven Zahlen B,-a,,, 6 mit wachsenden Werten von »
monoton ab, und man kann daher setzen:

@ lim B, -a,,, =,

wo « eine bestimmte Zahl > O bedeutet.?) Substituiert man jetzt in

1) Man kann diesem Kriterium (analog wie jedem Konvergenz- oder Divergens-
kriterium zweiter Art — vgl. § 47, S. 821, FuBnote 1) auch die Form geben:

a o
l_izg_(B,——B,H .——””i—l-) > 0: Konvergenas.
y->row a"+p

Die Richtigkeit dieser Behauptung wird am einfachsten erkaunt, wenn man aus
der obigen Ungleichung diejenigen Beziehungen ableitet, welche den im Text
mit (6)-~(9) bezeichneten entsprechen.

2) Man bemerke, daB Gl (7) keineswegs die FExistenz eines bestimmien positiven

a
Grenswertes von (B,- = _B
Byip+1
wenn dieser Ausdruck stets tber einer positiven Zahl bleibt, d. h. wenn sein unterer
Limes positiv ausfallt,

Y +1) bei v > 00 erheischt. Es gentigt schon,
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Ungl. (6) der Reihe nach v =m, m+1,..., (n—1), so folgt durch
Addition der betreffenden Ungleichungen:

(8) 9'Za’v+p§Bm'am+p—Bn'“n+p’

m+1

und hieraus fiir » —» oco:

(9) lim 2 a, <~ (B Uy, — ),
n->ow i1
godaB also >a, in der Tat als konvergent erkannt wird, —
An die aus Ungl. (J) allemal resultierende Existenz der Gleichung (7)
kntipfen wir noch die folgende Bemerkung. Nimmt man fiir B, eine Zahl
vom Charakter D,, so muf offenbar allemal « = O sein; denn die Be-

ziehung: lim D,-a,, =« >> 0 kann ja nur bestehen, wenn >a, diver-

v -> o

gtert. Somit ergibt sich:
Gentigen die Zahlen a, der Konvergenzbedingung:

(10) lim (D5 = Do) > 0,
so hat man stels:
(11) limD,.a,,  =0."
e X

Dagegen kann « von Null verschieden ansfallen, wenn fiir B, eine Zahl

vom Charakter C, gewii.hlt wird. (Beispiel: a,,, = l;, C,=v-(w+1).

Alsdann wird: C,- —C,  y=v+1) T '“) —@+1)-w+ )),,‘_il

v4p+1

also: lim C, - Yrip —C,,;=1, und andererseits: limC,-a,  =1).
I X a’v+;1+1 >

3. Verbindet man jetzt ferner das Konvergenskriterium (5) mit dem

Divergenzkriterium (1), so ergibt sich das folgende disjunktive Kriterium
cwester Art:

) . a < 0: Divergene
K lim (D, -—*2 D ,
(K,) _.l.m.( v v+ !) } > 0: Konvergenz.

> ® Ty tp+1

Die Auswahl der positiven Zahlen D, unterliegt dabei lediglich der Be-
schrinkung, daB >'D,~! divergieren muB. Auch ist wiederum ohne

1) Dieses Resultat bildet das Analogon und die Erglinzung zu dem in § 47,
Nr. 8 (8. 822, Gl (12a)—(18)) abgeleiteten.
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weiteres einleuchtend, daB man, von einem irgendwie fixierten D,
ausgehend, ein wirksameres Diver gen skriterium erbilt, wenn man
fur D, das reziprok genommene Glied D, einer passend gewdihlten,
schwiicher divergierenden Reihe substituiert (nimlich einer solchen, bei

der nicht allein D,”> D,, sondern auch, zum mindesten fiir jedes end-
D, D
liche v 2> n: —I')*,'—‘ > ""D"“)‘ Sodann léBt sich aber zeigen, daB durch

eine derartige Substitution, auch das betreffende Konvergenzkriterium
eine Verschirfung erfahrt.

Geht man nimlich auf die Konvergenckriterien in ihrer wurspriing-
lichen Form (1) zuriick, so ist zuniichst evident, daB dieselben wm so

wirksamer ausfallen, je schwdicher die beniitzte Vergleichsreihe >'C,~*
konvergiert. Driickt man hierauf, wie in Nr. 1 gelehrt wurde, die C,
durch die zugehdrigen M, bzw. D, aus, so entsprechen nach § 49, Nr. 2
(8. 332) den schwdcher konvergierenden Reihen 3 O, auch langsamer su-~
nehmende Zahlen M,. Da aber diese letzteren auch wiederum solehe D,
erzeugen, welche schwdcher divergierenden Reihen angehbren — vice versa —
so folgt schlieflich, daB die Einfuhrang solcher D, in die linke Seite der
Formel (K,) auch eine Verbesserung des betreffenden Konvergenskriteriums
bewirken muB.

Um zuniéchst ein Anfangskriterium zu gewinnen, setzen wir in (K,):

g 1

(12) D, = 5=

v v

und unterwerfen dabei die Jf, der Beschrinkung:
(13) M, ~>M,

(die wiederum nur ein AusschlieBen relativ unwirksamer Kriterien be-
deutet).!) Kihrt man sodann im Anschlusse an § 48, S. 328, Gl. (13)
statt D, der Reihe nach Ausdriicke von folgender Form ein:

L.(M,
A9 AW = L) D, (k=0,1,2,--),

1) Hierzu ist hinreichend (aber micht notwendig), daB:
D >D

p == v—-1?
eine Bedingung, die bei den iiblichen Kriterienskalen (s. Nr. 6) allemal erfiillt ist.
Denn man hat:
D M,_ 1 M,_ 2

v r

D, M, — M

14 y—~1
und daher, wenn man in dem Grenswertsatze § 37, S. 280, Gl. (18) a,=M, _,
Pringsheim, Vorlesungen I, 2. 2. Aufl. 26



382 Abschnitt II. Kap. II. Reihen mit lauter positiven Gliedern. Nr. 4.

und petzt zur Abkiirzung:

(15) 4@ —IL(M) D, ;- —L(M,,)- D,
v+p+1

so ergibt sich die Kriterienskala:

& dman| S0 Diees

k=0,1,2 -
e >0: Konvergenz,( ) 1,2)

zur Fortsetsung bzw. Verschirfung des Anfangskriteriums (K,).

4. Die Kriterien (K;) gestatten noch eine gewisse Umformung,
welche die beim Ubergange von (K,) zum ersten Kriterium (K,) oder
von irgendeinem Kriterium dieser Skala zum ndchstfolgenden zu erzielende
Art der Verschiirfung deutlicher erkennen liBt.

Bezeichnet man den zur Bildung des Kriteriums (K,) dienenden Aus-
druck mit [, sodaf} also:

(16) l,=2D '"“118“""D1+17

und vergleicht damit den aus Gl (15) fiir % == O resultierenden, nimlich:
(17) 1(0)=M'_D' E?Zi?_‘“MvH'DvH;

v+p+1
so folgt, wenn man Gl (16) mit M, multipliziert und von (17) sub-
trahiert:
11(0) - lev = (Mv+l_Mv) ) DV+1 =—1 (wegen: ])v+1 =
also:
(18) AO = —14+M]1,.
Darnach wird aber:

1

M, — Iilj)'

vl

r-rw v-»w r-p o VY@

oder in eine einzige Bezichung vereinigt:

(19) i._-il;l: AV(O) - 1 + l_!:n;l: 'M"ll"

V> > ®

wobei das Symbol lim so zu verstehen ist, daB auf beiden Seiten der

V= m

Gleichung entweder lim oder Iim zu nehmen ist.
r->a v-»x

substituiert:
M D
lim —271 = lim -,
Y o J-'[y "—')W‘Dy..l

falls der rechts stehende Grenzwert existiert.
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Zur Ableitung des analogen Resultates fiir 2%+ (¥=0, 1,2, ...)
hat man nach (15):

AP w=a L (M) -D,- ——'i&—"LL( K D,

v+p +1

}'v(kﬂ) = L,,“(M,,) D, Drtn k+1(‘Z'I +1) Dv-l-l)

by pt1

und daber, wenn man die erste dieser Gleichungen mit lg,  , M, multi-
pliziert und von der zweiten subtrahiert, zunichst:

(20) l‘**‘)—lng]lT A0 =
— (g 1 M, v+1 ]gk-n L,(M, +1) I)
Da aber infolge der Bedingung M, >~ M, , (Gl (13)):

M, ,— M 1
1 M .~-l 11. o -l'+1 v
Bri1 My Bry1 4, L, (M, ) Llc( ver) Dy

(§ 38, Gl. (34)), so folgt aus (20), daB:

(21) lim 2,649 = — 1 + lim Ig, M, - 2,®.

> »«y"n
Mit Beniitzung der Relationen (19), (21) lassen sich also die Kriterien
der Skala (K;) auch auf die folgende Form bringen:

< 1: Divergenz,

V-, ®

(1) lim M, -1, {

> 1: Konvergenz
(L) ’
(2) i_.l—iljlgk +1 ]"{1' ' z’v(k)

vy

{r\" 1: Divergenz, (k=0,1,2, --)
. y 4 4 ’

Konvergenz,
wobei also die 1, 2.® durch GL (16), (15) definiert sind.

5. Uber die Stellung des Kriterinms (K,) zu dem ersten Kriterium
der Skala (K,) oder (L), sowie iiber dicjenige irgendeines Kriteriums der
Bkala (K,) oder (L) zum niichstfolgenden liBt sich auf Grund der Be-
ziehuugen (19) und (21) jetzt folgendes Aussagen:

Liefert das Fundamentalkriterium (K,) eine £ ntschezdung, d. h. ist

lim I, von Null verschieden oder sind lim I, und lim I, beide von Null ver-
L S &

sclieden und it gleichem Vorzeichen versehen, so wird nach Gl (19)

lim 4, wnendlich grof mit dem Vorzeichen von lim (,, gibt somit dieselbe
LS -

Entscheidung gleichsam in vergrofiertem Mapstabe.

Wenn dagegen das Kriterium (K;) versagt, so ergeben sich folgende
Maglichkeiten :
26"



384 Abschnitt II. Kap. II. Reihen mit lauter positiven Gliedern. Nr. 5.

1) Es sind lim /, und lim I, beide von Null verschieden und mit ver-

v-rw ¥~ 0

schiedenen Vorceichen versehen. Alsdann folgt aus Gl (19), daB:

lim 2,® = — 00, lim 4, = 4 0o, d. h. es versagt auch das auf 1, be-
> ¥ oo

ziigliche Kriterium in analoger Weise. (niimlich wiederum noch in ver-
groflertem MaBstabe).
2) Es ist: liml, =0, bzw. einer der beiden Hauptlimites Em l,=0.

L X ¥v-»w

Alsdann kann offenbar, wie Gl (19) lehrt, lim 2, sehr wobl unzwei-
y-> o

deatig < 0 bzw. > O ausfallen und somit eine Entscheidung liefern: das
betreffende Kriterium stellt also eine wirkliche Verbesserung von (K,) dar.
Ein Versagen des auf 1, beztiglichen Kriteriums kann dann wiederum
nur in folgenden zwei Fillen stattfinden:
a) Es ist: lim M} <1 <lim M,l, also: lim 1,© <0, Lim 19 >0,
v-> o > Y>x Yo

d. h. das Kriterium Jim 4, versagt genau in derselben Weise,

v
wie das Kriterium ltl,qi I, im Falle 1).

b) Es ist: hm M [, :== 1, bzw, einer der beiden Hauptlimites
lim M,1, :: ; Alsdann wird: lim 4, = 0, bzw. einer der beiden
gatxptlimites lgn 2,0 =0, d.’;.“da.s Kriterium j}}% 2, versagt

genau in derselben Weise, wie das Kriterinm lim 7, im Falle 2).

Nun lehrt G1.(21), daB beim Ubergange von dem auf 1,® (k=0,1,2,-..)
beziiglichen Kriterium zu dem néchstfolgenden (d. h. auf A *+" beziig-
lichen) genau dieselben Eventualitiiten eintreten, wie heim Ubergange von
I, zu 9. Daraus ergibt sich also insbesondere, daB im Falle (2a) das

niichstfolgende Kriterium lim A () sicher versagt; daB dagegen im Falle (2b)

v-» o
dieses Kriterium eine Enfscheidung liefert, sofern nicht fir lim 1, die-

vr e

jenigen Eventualititen eintreten. die den Fillen (2a), (2b) entsprechen.
So fortschlieBend gelangt man 2lso zu den folgenden Ergebnissen:

I. Wenn dus Kriterium (K, ) oder irgendein Kriterium der Skala (K,)
eine Entscheidung liefert, so gilt das gleiche von jedem folgenden Kri-
terium.

IL. Versagt das Kriterium (K,) oder irgendein Kriterium von (K,)
in der Weise, daB die betreffenden Hauptlimites verschiedene Vorzeichen
besitzen; bzw. versagt irgendein Kriterium von (L) so, daB der wnfere
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Ismes <1, der obere > 1 ausfillt: so versagt auch jedes folgende Kri-
terium.

III. Versagt das Kriterium (K,) oder srgendein Kriterium von (K,)
in der Weise, daB die Null als Limes oder als einer der Hauptlimites auf-
tritt; bzw. versagt drgendein Kriterium von (L) in der Weise, daB der
betreffende Limes oder eimer der Hauptlimites = 1 wird: so liefert das
folgende Kriterium eine FEnischeidung, sofern nicht auch fiir dieses wie-

derum einer der Fille II, III eintritt.

6. Die spezielle Wahl: M, = v, also: D, =1, gibt wieder die su-
meist gebrduchlichen Kriterien sweiter Art. Aus (K,), (K,) resultiert auf
diese Weise:

& < 0: Divergenaz,
K, lim (%7 —1
(K,) ~l‘Ill“(" ) { > 0: Konvergenez.

vrw Y+ p41

< 0: Divergenz,
> 0: Konvergenz.

() mn(4@ wﬁﬂuﬂq@+4»{ (k=0,1,2,--).

Entsprechend ergibt sich aus der mit (K,) gleichwertigen Kriterien-
skala (L) — wenn man der Vollstindigkeit halber wiederum noch das
Kriterium (K,’) in entsprechender Umformung an die Spitze stellt:

(%) fim 72

> m v+p+1

a < 1: Divergens
1 lim AL S { ¢
@) ’ﬂv (“v+p+x ) > 1: Konvergens.

< 1: Divergenz,
> 1: Konvergens.

L {< 1: Divergenz,
> 1: Konvergena.

Wi
@) limlgy v (L) -2 — L +1))
@=ng~)

Das Kriterium (K,") bzw. (K,”) ist das Cauchysche Fundamental-
kriterium zweiter Art.!)

Das erste Kriterium der Skala (K;) bzw. das Kriterium (L, 1)
wird gewdhnlich als das Raabesche bezeichnet, wihrend die iibrige
Skala (K,) — abgesehen von einem unwesentlichen Unterschiede in der
Formulierung — von Bertrand herriihrt.

—

1) Man findet es gewdhnlich in der Form:

lim @y {> 1: Dsvergens,
< 1: Konvergenz,

v>o @,

und unter der uundtig einsohriinkenden Vorsussetzung, daB der fragliche Lsmes
Uberhaupt existiert.
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Aus der ohen angestellten Untersuchung tiber den Wert der allge-
meinen Kriterienskala (K,), (K,) bzw. (L) ergibt sich fir die praktische
Anwendung der vorstehenden Kriterien die folgende Regel.

Sind der obere und untere Limes von ( Yar 1) d.h. von (— S _ 1)

ar+p+l a‘V+l
von Null verschieden und mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftet, liegt
also der Quotient aﬁ”—, wie grofl auch » angenommen werde, um mehr
v41
als eine gewisse positive Zahl teils oberhalb, teils umterhald der Einheit,
80 versagt nicht bloB das Cauchysche Fundamentalkriterium, sondern
alle Kriterien der Skala (K,") bzw. (L"). Die Anwendung der letzteren

a,

kommt also éberhaupt nur in Frage, wenn lim -

Y a r->® Ty}l
limstes lim —~~ den Wert"1 hat.

yyro av+1

oder einer der Haupt-

Zur DPrifung der Reihe 'a, dient dann zuniichst das Raabesche
Kriterium (L', 1). Versagt dasselbe in der Weise, daB der betreffende
untere Limes <1, der obere > 1 ausfiillt, so versagen auch alle folgenden
Kriterien. Krscheint dagegen als Limes bzw. als einer der Hauwptlimites
der Wert 1, so hat man das erste Kriterium von (L', Z) zu Rate zu
ziehen, also:

< 1: Divergens,
>1: Konvergens.

©,2) Tmlgy (v~ — i D) |

Y- v+p+1

Es ist klar, in welcher Weise diese Betrachtungen fortzusetzen sind,
falls auch dieses letstere Kriterium versagen sollte. Wesentlich ist hierbei
die Erkenntnis, duB die weitere Fortsetzung des Verfahrens resultatlos
bleiben muB und daher aufzugeben ist, wenn fiir irgendeinen der zu pri-

fenden Ausdriicke: lg, ,» (L,,(u)- A, ?* (v + 1)) der untere Limes

av+p 1

< 1, der obere > 1 ausfillt.

§ 55. Anwendung der Kriterien zweiter Art zur Ableitung der
GauBschen Kriterien und deren Verallgemeinerung.

1. Die Beziehungen (K,”), (L, 1), (I, 2) erweisen sich fiir die Kon-
vergenzuntersuchung vieler in der Funktionenlehre hiufig vorkommender
Reihen als vollig ausreichend und kdunen u. a. mit Vorteil dazu beniitzt
werden, um diejenigen, fiir gewisse Anwendungen sehr bequemen Kri-
terien zu gewinnen, welche Gaufl gelegentlich seiner Untersuchung ttber
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die hypergeometrische Reihe auf umstindlicherem Wege abgeleitet hat.

@,

Dieselben bezichen sich auf solche Reihen, bei denen der Quotient
sich in die Form setzen lifit:
(1) a, A4 gm 4,

: - ‘Vm"*’ I‘lvﬂl*l_!’_Bz”‘ﬂl—z_*_'.._*_13".7

7+ 1

Ay 41
wo m eine gange positive, A eine beliebige positive Zahl bedeutet, wihrend
4,, 4, ---, B,, B,, --- beliebige positive oder negative Zahlen ein-
schlieBlich der Null vorstellen.?)

Schreibt man Gl (1) zunichst folgendermafien:
9 a, A FAr+P, A+AV PP
( a,,, Y+Br+¢Q, T 14 By Q!

wo also:

l P =4+ Agv '+ -+ A, v~ ™= und daher: lim P, = 4,,
3 L

( ) ‘ Qv“‘ ~B2 + BS”—I'{'""F Bm’/_(m“s) ” ” lim Qy""Ba,
so folgt zunichst:

(4) lim

Y- av+1

a,

-A4>0,

a
und hieraus erkennt man, daB der Quotient ;—"— schon von einer be-
v41

stimmten Slelle ab positiv ausfallen muB, die a, also gleiches Vorzeichen
besitzen, Wir kiinnen daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit a, >0
annehmen etwa fir » >n. Nach GL (4) hat man sodann:

5 .
®) | Konvergens, wenn: A > 1.

Tst nun gerade:
(6) A=1,

50 wird:

()

' Divergenz, wenn: A <1,

a, (4, — B1>"+ (P,—@Q,)
1’( ——1)—::11. ﬂ2+B1v+QV
4 =B)+P,—Q) v
14 By 4,0

“w-}-l

)

1) Es ist keine wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit, da8 wir der
Potenz »™ im Nenner den Koeffizienten 1 beigelegt haben. Wire derselbe nhmlich
von 1 verschieden, jedoch positiv, etwa == B, so kann man ihn durch Multiplikation
des Zihlers und Nenners mit% allemal auf 1 reduzieren.

2) Man bemerke, daB diesc Umformung ihren Sinn behdlt und die daran ge-
knipften Schltisse giltig bleiben, wenn speziell: 4, = B, = 0 sein sollte.
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und daher: .
(8) lim v( " 1) =4, — B,

vro Ny
sodaB sich mit Beniitzung des Kriteriums (L', 1), S. 385, ergibt:
© { Divergenz, falls: A =1, A, — B, <1,
) Konvergenz, falls: A =1, 4, — B >1

Ist nun wiederum:

(10) A, —B, =1,
80 wird:
a, (Pv"_'Qv"'Igl)'v_l—mQr'"“8
(11) v 1) = e,
und daher:
. lgv (P,—@Q,—B)—@Q,»'

, IR - . =0

(12) ylfllgy (1/ a,. (1 +1)) }T; v 1+Bl1'—l+Q',v_2 !

sodaB mit Beniitzung des Divergenzkriteriums (L', 2) die Reihe J'a, als
diwergent erkannt wird.
Betrachtet man z. B. die sogenannte hypergeometrische Reihe:

ﬁ wlet1)-f-BH1)

Ly, o+ yn ey Pt

fiir welche also:

¥t D@ty —1)- B4 BAr—1)
(13)  q, 1.2 .. v r+ ) -1
und daher:

-z,

S (v )
0 @+ B+ T @t prtap
(wo z eine positive, «, g, y beliebige reelle Zahlen mit Ausnahme der
gangen negativen bedeuten sollen?)), so folgt zunichst aus (5), daB die
Reihe divergiert fir x > 1, konvergiert ftir z < 1.
Ist sodann z =1, 8o hat man hier: 4, = 1+ p, B, =« + f, und somit
wt die Relhe dwerjent, falls y < « + B, konvergent, falls p > o + ﬁ —

(14) B v+1)-r+9) 1

1) Wire némlich o == — o oder f=-—y (WO v eine natiirliche Zahl), so
wilrde aypo=0 (fir ¢ ==1,2,8,..); und wilre y = — », 80 wiirde im Nenner von
L (e==1,2,8,--.) die Null als Faktor auftreten, dic Reihe also sinnlos werden.
Sind im dbrigen die Zahlen «, @, y siimtlich oder rum Teil negativ, so werden
unter den Anfangegliedern der Reibe auch negative vorkommen. Da indessen die
Faktoren « + v, § + v, y } » von einer gewissen Stelle v = » ab siimtlich positiv
werden mfissen, so haben alle a, fiir ¥ >n dasselbe Vorgcichen, sodaB sich die
Reihe ¢m wesentlichen wié eine solche mit lauter positiven Gliedern verhalt (vgl.
§ 87, Nr. 1, 8. 401).
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2. Die oben filr den Fall der Beziehung (1) gewonnenen Kriterien
lassen sich noch in gewisser Weise verallgemeinern. Zunichst folgt aus (2)

ftir A=1, daB sich der Quotient %_ mit Hilfe einer identischen Un-

Q44
formung auch in die Form setzen laBt:
4,—B,  (P,—@Q,— 4B, + B!)— (4, — B)Q,

(16) =147 4 = - ,,:+ Bt e 1 ___’
oder anders geschrieben:
(16) av+1 =1 + +
wo:

k=A4, — B,
(a7 p P @— 4B + B — (4 —B)Q v

T —W"l 4 B v T F Qv !
also mit Beniitznng von Gl. (3):
(18) lim R, = 4, — By — A, B, + B*.

r-ro

Man erkennt nun ohne weiteres, dafl die oben gefundenen Divergenz-
und Konvergenzbedingungen ganz und gar nicht von der besonderen
Form des R, abhingen, sondern lediglich darauf beruhen, daB R, mit v
nicht ins Unendliche wiichst.

Betrachten wir also jetzt Reihen S'a,, fir welche der Quotient -~
Gyt1

sich in der Weise in die Form (16) setzen 1aBt, daB % eine beliebige
von v unabhingige, R, eine von v eventucll abhingige Zahl bedeutet

und lim R, < oo, s0 hat man zuniichst:
L X

(19) lim » (,_A“vl_ — 1) =k,

vrw Ry

sodaB die Reihe nach (9) divergiert, falls k << 1, konvergiert, falls k > 1.
Ist sodanu k& == 1, so wird:

{ e By 0.1
(20) vlﬁl;lgv(v- it 1) = lim = Blgr o,y
woraus dann wieder nach (12) die Divergenz von S 'a, resultiert.

Dem zuletzt betrachteten Reihentypus gehdren u. a. alle diejenigen

. . . a . .
Reihen an, bei denen sich --™ zum mindesten fiir v 2 n durch eine kon-
v+1

1) Es wilrde also fiir das fragliche Resultat auch schon susreichen, wenn nur:

v
R'<TE’.’.
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vergierende Lethe von der Form:

P L. by by by

(21) T I+ +5+5+

darstellen lafit, in welchem FKalle offenbar:

@2)  Ro=b 24 At=byt (bt 2 toe)

»?
Da, wie leicht zu sehen'), die Reihe (21) zum mindesten fir v > n+1

auch konvergent bleibt, wenn man die b, durch ihre absoluten Betrige
ersetzt, so hat man, wenn etwa:

1, ] | bg |
|5 +n+1 +(’n—}—1)’+'”=s

gesetzt wird, fir v >n+ 1:
N 1
I])'y—“bg[ <7 -8,

d. h.:
lim B, = b,.

r>m

Die Reihe >'a, divergiert also, falls b, <1, sie konvergiert, falls b, > 1.

§ 56. Uber die Tragweite der Kriterien zweiter Art und ihre
Beziehungen zu den Kriterien erster Art.

1. Wie bereits in § 47, Nr. 3 (S. 321) und Nr. 4 (S. 323) hervor-
gehoben wurde, liegt es in der Natur der Sache, daf8 die Tragweite irgend-
eines Kriteriums zweiter Art wesentlich geringer sein ma8,, als diejenige .
des entsprechenden Kriteriums e¢rster Art.

Hierzu mag zunichst in Hinsicht auf das Cauchysche Fundamental-
kriterium zweiter Art noch ausdriicklich bemerkt werden, da die Ezistene
eines bestimmten Grenzwertes lim 22 oder auch nur solcher Hauptlimites,

V> ow v
1) Man hat niimlich fir 1=1,2,3, ...

15, RIS
7= ()

b
also, da die Zahlen —I-—l—' infolge der fiir ¥ ==n bestehenden Konvergenz der Reihe (21)

F
n
eine endlichc obere Gremze G haben miissen, fir v >n -4 1:
) n 4
__.:_| <G- (.*_) ,
A n -+ 1

4
wo (ﬂ_’;_ 1) das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe ist.



Nr. 1. § 66. Uber die Tragweite der Kriterien zweiter Art. 891

welche beide <1 bzw. beide > 1, durch die Konvergens bzw. Divergenz

der Reibe S'a, in keiner Weise préjudieiert wird. Dies geht wiederum mit
voller Evidenz schon daraus hervor, daB die Konvergens bzw. Divergenz

einer Reihe 3'a_ nicht alteriert wird, wenn man die Terme a, irgendwie
wmordnet oder mit ganz beliebigen positiven (nur im Falle der Konvergene
stets unter einer festen Schranke, im Falle der Divergens stets oberhalb
einer positiven Zahl bleibenden) Faktoren multipliziert: jede dieser Opera-
tionen liBt sich dann offenbar so einrichten, daB fiir die resultierende

Reihe Sa, die Quotienten ﬁu—*l (»=0,1,2,-..) den verschiedenartigsten
v ®© o
. . W
Gesetzen geliorchen. Bildet man z. B. aus der Reihe: Ev a, = Dva’, welche
0 0

fir « << 1 konvergiert, fiir « > 1 divergier!, eine neue Reihe Sla,', indem
d——
0
man jedes Glied von der Form ay,,, (4=0,1,2,..-) vor das entsprechende
Glied a,, setzt — eine Operation, die sich tbrigens durch die Formel
ausdriicken lift:
QU v Y -1\ o ’ - 1)
(1) it it vt -0 (also: @) = a*+ )
0 0
go ergibt sich:

~1)7+1
a’ av+1+( 1) '
i R—— TS RV
v )
a,’, a9+(~-l)
d. h.:
al a'
1+ 2442 s
’ - == ’ T = ’
922 %3241

sodaf also die Werte der Quotienten a::fl abwechselnd oberhalb und unter-

v

halb der Einheit liegen, gleichgiiltig ob a < 1 (Konvergenz) oder « > 1
(Divergenz).

Wendet man denselben UmordnungsprozeB auf die Reihe mit dem
allgemeinen Gliede o, = o«** an, fir welche:

a,
r+1 — a!v-}-l’
. v
und somit,
av-f-l

falls o« <1: lim-—"—==0 (Konvergens),

-» oo v

. av+1 '
falls «>1: lim--= = o0 (Divergensy,

v->» 00 4
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8o ergibt sich fir die resultierende Reihe Z:a,' nZa('+(-l)')’ :
0 o

’ av=+2v+1+2(V+1)~(—1)’“+1

41 2r(1-2. (= 1)) =3-(=1)* +1
..... i I ==
. AFE (1)1 ’
a', o
und daher:
al aq
JAEAY L gmta-t MAER  ge@ie s
L 7 O3241
a'
. . +1 4. .
Man erkennt hieraus, daB der Quotient ;, die Hauptlimites O und oo
v

besitzt, gleichgiiltig, ob a < 1 (Konvergens) oder « > 1 (Divergenz). Ob-

schon also — im Falle «<<1 — beim Ubergange von a,, zu a,,,, jedes-

mal eine so starke Zunahme erfolgt, daB der Quotient -ai‘,i"l mit 1 tber
21

alle Grenzen wichst, so st die betreffende Reihe nichtsdestoweniger kon-
vergent; und das analoge gilt im Divergenzfalle &> 1 beztiglich der Glieder-
abnahme.

2. Bei den eben betrachteten Beispielen findet immerhin eine be-
standig alternierende 4b- und Zunahme der Glieder statt. Es lassen sich
aber auch konvergente Reihen von der Beschaffenheit angeben, daf die

Stellen v, fiir welche der Quotient a;“ Jede noch so grofe Zahl Hber-

v

steigt, schlieflich immer zahlreicher werden, wihrend die Haufigkeit der
Stellen, an welchen eine (liederabnahme stattfindet, mit wachsendem v
unbegrenst abnimmt. Das analoge gilt wiederum mutatis mutandis fiir den
Divergenzfall.

Es werde gesetzt:

1
2 a, = =
@ R CE YRR (17 R Vi
wo [Vv] die groBte in /v enthaltene ganze Zahl bedeutet und das im

Nenner von a, stehende Produkt sich auf alle ganzen Zahlert von » bis
([¥v] + 1)* einschlieBlich erstrecken soll. Da nun:

hf"’}+ 1 >V’7x
Vvl +1)'>v, dh >v+1,

so erkennt man zunichst, daB:

also:

1
%S eFD
und somit S'a, konvergiert. Legt man v einen der Werte:
M2+, (A+1)—1 (A=1,2,3,-.)
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bei, so hat man wegen: i1 < v < (14 1)? durchweg:
[Vv] =14
und daher:
(33) a"'—v-(v-f-l)l-n(l-]-l)’ (fir: B<v<@A+1)).
Gehoren also v und (v + 1) beide der Zahlenreihe 4%, A*+1, ---, (A4 1)*—1
an, o wird:

1
(8b) Yt T GF DG T O G D

und somit:
) Sy

a,

Dagegen hat man fir: v = (1+1)*—1, v+ 1 = (1 4-1)3:
1

(5) H= @ =nag
1
a R (RS T E E e
una:
(6) __‘:’.i_l_a_.__ (l+1)’—:1 —_ v .
o, @+0'+1---0+2 @+ (+1]+2)

Der Quotient a;“ nimmt somit ,im allgemeinen” nach Gl (5) den

(schlieflich ber alle Grenzem wachsenden) Wert v an, nimlich mit ein-
siger Ausnahme der offenbar in immer groBeren Abstinden auftretenden
Stellen: » = (1+1)*—1 (A==1,2,3,---), wo also (v + 1) eine Quadrat-
2ahl ist.

Betrachtet man statt der Reihe 2 a, die Reihe 2%— , 50 hat man

offenbar eine divergenfe Reihe mit den enisprechenden Eigentiimlichkeiten,
d. h. der betreffende Quotient nimmt hieér ,im allgemesnen* den mit wach-

sendem v beliebig klein werdenden Wert -—l‘-,- an, wihrend die nur vereinselt

suftretenden Stellen, bei welchen eine Gliedersunahme stattfindet, immer
seltener werden.

3. Um die Beziehung zwischen den Cauchyschen Fundamental-
kriterien erster und swester Art (§ 50, 8. 341, Formel (D) und § 54,
8. 385, Formel (K,”) und FuBnote) festzustellen, beweisen wir zunichst
den folgenden (in der Hauptsache von Cauchy herrithrenden) Satz:

Ist 120 der untere, L < oo der obere Limes von Srat

«,

fiir v—» 00, s0 ist der untere Limes von Va, mindestens = I,
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der obere hichstens = L. Ist also insbesondere | = L, also
lim 2*! — L, so wird auch lim Va, = L.

> v vy o

Beweis. Wir setzen zuniichst ! als positiv (also von Null verschieden),
L als endlich voraus. Alsdann 148t sich einer beliebig kletn (insbeson-
dere <[) anzunehmenden positiven Zahl ¢ eine positive ganze Zahl m so
zuordnen, daf:

) l—-£< <L+s fir v > m.

Ist sodann » eine positive ganze Zahl > m, und setzt man in Ungl. (7)
der Reihe nach v =m, (m+1), -, (n—1), so folgt durch Multipli-
kation der resultierenden Ungleichungen:

(= op=m <22 < (Lt o,

also, wenn man diese Ungleichung mit a, multipliziert und in die
—:T“ Potenz erhebt:

C) i—e) * a" \’V—<(L+f)
LéBt man jetzt » ins Unendliche wachsen, so folgt, wegen:
1

lim (I—e) " =1, lm(L+e) " =1, lmay=1

e %> a0

(s. § 30 am Ende, S. 186) zunichst:
l—e<lmVa, <L+,

n-»a

und da & beliebig klein gemacht werden kann, schlieBlich:

(9) !<limVa, < L.

1&~)G

In Worten: Das Grenzintervall von Va_ kanu niemals iiber dasjenige
a
von =X hinausragen (wohl aber enger sein). Ist nun speziell I = L, so

folgt aus Ungl. (9), daB auch:

(10) L= lim Va, - L,

d. h. man hat allemal:

(11) lim Va, = lim 2241,
n>om a>m Uy

wenn dieser lefstere Grenzwert existiert (die Werte O und oo vorliufig
noch ausgeschlossen) — aber nicht umgekehrt (Beispiel s. Nr. 4).
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Ist jetzt I = O bzw. L = 0o, so bleibt Ungl. (9) offenbar gleichfalls
in Kraft) solange ! und L verschieden sind, da ja der uniere Limes

a
1 . o .
von ';" mindestens = 0, der olere hichstens == oo ist.

Hat man dagegen ! = L =0, so tritt an die Stelle der Ungleichung (7)
eine von der Form:
By 41

0<
und daher an die Stelle von Ungl. (8) die folgende:

<& fir: v 2 m,

-7 1
0<Va,<e *-ar,
woraus dann analog wie oben:
(12) lim Va, =0 (= lim ,.m)

n->rw n-» N %
resultiert.

b
Ist schlieBlich I = L = oo, g0 hat man: lim =+

5 =0, wenn b, =
gesetzt wird; und somit nach Gl (12):

Ql;—s

<

n-»P n

0 = lim Vb, = lim -
o ¥ 0n ,.‘I‘;V—
also:

(13) lim Va, = oo (= lim 21,

n-»»

Hiermit ist der ohen ausgesprochene Satz ohne jede Einschriinkung
bewiesen.

4. Das in GL (11), (12), (13) enthaltene Resultat kann zuweilen mit
Vorteil dazu verwendet werden, um den Grenzwert von Vp, fiir v — 0o

. Py, . . .
zu berechnen, wenn derjenige von -;L leichter zu ermitteln ist. So findet
man jetzt z. B, aus: '

lim ("+,,,1) =1 (mz0), llm(v+1)' = 00

Y>> ¥ w

ohne weiteres:
(14) lim Y/»" = 1%), lim }»!= oo.
¥ ->® L X- ]

Als Beispiel dafiir, daB diese SchluBweise, wie oben im AnschluB
an Gl (11) bemerkt wurde, nicht umkehrbar ist, betrachte man die Aus-
driicke:

(15) p= vV, g= (ZEEYY

v

1) Vgl § a7, Nr. 8, 8. 230, Fubn. 1,
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Hier wird:
I (8) limVp, =1 (da nach.(14): lim V¥ = lim V=1 = 1),
(16) v-:bw . > w® -r ™
‘l () limygq, =1,
- w
dagegen:

R a1
p and '(_.. Y - (" v+ l)) ’
14

und dieser Ausdruck hat fir ¥ — oo den Grenzwert 0 oder oo, je nach-
dem v gerade oder ungerade. Man hat somit:
(1) lim Poes ﬁ“ﬁﬂ’_t! = 00.

Y
v-»om 14 ¥-> o 1 4

Andererseits besitzt .y
= (1+57)

bei geraden Werten von » filr » — 0o den Grenzwert ¢, bei ungeraden
den Grenzwert e~ !, sodal also:

(18) lim = LLZ2 . :, , lim 2.2 R S
7 m 14 > v
Die Anwendung des in Nr. 3 bewiesenen Satzes auf die Cauchy-
schen Fundamentalkriterien ergibt offenbar das folgende Resultat:
Liefert das Fundamentalkriterium swester Art begiiglich der
Reihe J'a, eine Entscheidung, oder versagt es in der Weise, dap
der Grenswert 1 zum Vorschein kommt, so gilt das gleiche von
dem Kriterium erster Art.
Dagegen kann das lelstere noch eine Entscheidung liefern,
wenn das eystere in der Weise versagt, daf:
lim ——'—+—l <1, dagegen: llm —tﬂ =219

> x» 1

Man betrachte z. B. die in Nr. 1 durch Umordnung der Reihen

2«', 2«"’ gebildeten Reihen: Z— ar+ 17, 2 av+=9"" " welche
v ] 0 0

offenbar auf das Cauchysche Kriterium erster Art reagieren, withrend

1) Das Gleichheitszeichen soll dabei natlirlich nur flir eine der beidem Be-
zichungen gelten, da ja andernfalls:

Tim ! 4 b lim ey,

yr o @, r>e 6,
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dasjenige sweiter Art vollstindig versagt; ferner die Reihe mit dem all-
gemeinen Gliede: g, =p,- o’ = v~ ". o’. Hier wird: lim ¥z, =« (G1.16a),
V- a

woraus die Konvergens der Reihe fir « < 1, die Divergens fir o > 1
resultiert. Dagegen hat man nach Gl (17):

a — |
lim - =0, Iim-—H =00,
¥-» oo L 4 VP rm v

sodaB also das Kriterium zweiter Art wieder vollstindig versagt.
Bei der Reihe mit dem allgemeinen Gliede: a,=q, o= ('-'.'f'_(‘_“_?):.a)'

»
hat man ebenfalls (nach G1.(16b)): lim a, = «, also Konvergens fir a < 1,

> oo

Divergenz fir > 1. Andererseits wird nach Gl (18):

a o — G
. 1 ; 1
im 5 e, lim -2 = ¢t q,
A / } e
r-row v v-row v

woraus nur soviel gefolgert werden kann, da8 die Reihe fiir ¢ < él-, kon-
vergiert, fir « > e* divergiert, wihrend fir solche Werte von a, welche
dem Intervalle ;l; < a < ¢* angehiren, das Verhalten der Reihe frag-
lich bleibt.

5. Eine ganz analoge Beziehung, wie die soeben fiir die Cauchy-
schen Fundamentalkriterien entwickelte, findet ganz allgemein zwischen

den disjunktiven Kriterien sweiter und den entsprechenden erster Art

statt.’) Setzt man, wie in § 54, S. 382, G] (16):

(19) l,=D,- *** _ D . wo: D -'=M,— M,_, (s.0.GL(12),
i ntp+1l

80 lautet das digjunktive Krilerium zweiter Art (a. a. O. Formel (K,)):

(20) lim &,

n-> o

{ < 0:  Divergens,

> Q: Konvergens.
Wird ferner gesetzt:

lg ———— — lg e
, a, D, a, . -
(21 k, = M:” -~ 22 (wo speziell: Dy~t'=M,),

80 hat man als digjunktives Kriterium erster Art (§ 50, S. 338,
Formel (K)):

2 lim
(22) n‘:% a > 0: Konvergens.

< 0: Divergens,

1) Uber die Beziebung der Kriterien sweiter Art zu der Grenzwertform der Kri-
terion esster Art s. die Bemerkungen in § 47, Nr. 8 (S. 822) und § 54. Nr. 2 (8. 879).
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 2. Aufl, 27
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Es soll nun gezeigt. werden, daB das Grenzintervall von k, niemals
iber dasjenige von [, hinausragen kann, und daB daher insbesondere
lim k, = lim /, wird, falls der lefsiere Grenzwert existiert.

n"-po n oo
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