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INTRODUCTION

A\ ) e
o "NewgTov uiv UG v

Les pages qui suivent constit a peu prés la substance des
Conférences que jai ¢été chargé desTaire o la Sorbonne, dans le courant
des seconds semestres dcv a 1926, dans la Chaire de Mécanique
des Fluides.

Dans la premicre partie, jai cherché & donner une idée assez compléte,
el aussi simple que possible, de la théorie des sillages, concernant le
mouvement permanent d’'un solide dans un fluide parfait. Cette théorie a
¢té édifice sur les principes fondamentaux posés par Kirchhofl, Helmholtz
M. Lévi-Civita et M. Brillouin ; des développements, prolongements et
perfectionnements tres considérables ont ¢té apportés par divers auteurs,
au premier rang desquels il convient de citer M. UL Cisotti. J'ai moi-mé¢me,
ainsi que mes ¢leves (et notamment M. R. Thiry) donné quelques eflforts a
la question. Je renverrai ceux que la bibliographie complete pourrait inté-
resser a un oarticle résumant 'état de la théorie en 1917, paru dans le
Bulletin des Sciences Mathémaltiques de 1917,

Il est bien connu que, si I'on envisage le mouvement permanent d'un
MMuide parfait incompressible par rapport & un solide (ou inversement), on
se heurte au paradoxe de d’Alembert des que 'on n"admet pas la présence
de discontinuités dans le fluide ; Pexistence méme de tourbillons ne suffit
pas pour ¢chapper a ce paradoxe, si ces tourbillons restent o distance
finic. La théorie des sillages est une approximation obtenue en supposant
qu’a 'arriére du corps il se forme une plage de fluide en repos par rapport
au solide; le long des bords de cette plage, le reste du fluide glisse: ces
bords sont donc des surfaces de discontinuité pour les vitesses, mais la
pression doit v rester continue. On montre aussi — et ¢'est le paradoxe de
M. Brillouin - que les surfaces de discontinuité doivent nécessairement
s'¢tendre jusqu'a infini, dés qu'on désire ¢carter la présence de pressions
négatives dans le fluide (cf., par exemple, H. Vinear, Apercas Théoriques sur
la Résistance des Fluides, Gauthier-Villars, 1920).

Dans ces conditions, la résistance totale du fluide (résultante des
pressions sur la surface du corps), est en eflet différente de 7610 ; Pexpe-
rience prouve qu’elle est plus faible dans la théorie que dans la réalité.

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, la premiére série des présentes
le¢ons contient le développement de ces principes, avee 'exposé  de
diverses diflicultés auxquelles donne lieu la théorie et la manicre de lever
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ces difficultés. Nous terminerons par-la mise en évidence d’un fait qui
semble fondamental : sur un exemple simple, nous montrons que la
solution du probléme concernant un solide déterminé peut n’étre pas
unique ; le développement de cette circonstance, et des conséquences
qu’'elle comporte, se lira avec intérét dans la belle thése de M. R. Thiry
(Annales de I'Ecole Normale, 1921).

Les caractéres de la solution relative aux sillages, ne sont, d’aprés ce
qu'on vient de dire, pas entiérement satisfaisants. Ainsi qu’il est mainte-
nant bien classique, on sait que I'expérience fournit trois sortes de régimes
pour un fluide rencontrant un solide donné; en allant des vitesses faibles
‘aux grandes vitesses du courant général, on obtient d’abord un régime on,
aprés un décollement progressif, la configuration répond assez bien a la
configuration théorique développée ci-dessus, a cela prés que le régime
est toutefois tourbillonnaire, les tourbillons étant placés a I'arriére, dans
une région plus ou moins vaste que la surface de discontinuité théorique
ne fait que schématiser. Si la vitesse du courant croit, on obtient le régime
de tourbillons altern¢s de Bénard-Karman, puis le régime turbulent. (Un
trés ingénieux dispositif, dit A MM. Toussaint et Carafoli, permet de repro-
duire trés aisément ces phénoménes). Les deux derniers régimes ne donnent
pas & proprement parler des mouvements permanents; mais le premier,
dont la théorie des sillages constitue une approximation, comporte tou-
jours des tourbillons notables. Or ces tourbillons sont diis & la viscosité du
fluide réel, méme si cette viscosité est trés faible. 11 s’ensuit que pour
étudier le cas du fluide parfait considéré comme cas limile, une bonne
méthode consisterait a étudier un fluide visqueux, et & chercher ce que
deviennent les caractéristiques de son mouvement lorsque 'on fait tendre
la viscosité vers zéro. Le mouvement-limite ainsi obtenu satisfera bien
entendu aux équations de ’hydrodynamique du fluide parfait, mais avec
des conditions aux frontic¢res, qu’il serait malaisé de trouver a priori.

vest celte méthode qui a été suivie par M. C.-W. Oseen, le savant
mathématicien d’Upsala, et par ses éléves, notamment par M. N. Zcilon (}).

La seconde partie de ces legons est consacrée a I'exposé de la théorie
de M. Oseen (cf. notamment : Acta Mathematica, 34,1911 ; Annalen der Physik,
b. 46, 1915; et de trés nombreux et importants Mémoires publiés dans
I’Arkiv for Matem. (Stockholm) depuis 1906).

Le passage a la limite annoncé comporte des difficultés considérables.
Cela était en somme a prévoir, et M. J. Boussinesq I'avait bien mis en
évidence lorsqu’'a propos d’'une question simple, dés 1880, il avait montré
la non analycité de la solution d'un probl¢me lorsque la viscosité tendait
vers zéro. L'expos¢ de cet exemple — sur lequel M. M. Roy est récemment
revenu (Nouvelles Annales, juin 1925) — nous rendra attentif A certaines
complexités qui peuvent intervenir dans le cas limite.

(1) CI. N. Zcilon « On potential problems in the theory of fluid resistance » Kungl. Sv. Vetens-
kapsakad. Handl., Stockholin 1924.
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Nous exposons ensuite les principes de la théorie d’Oscen, laquelle est
basée sur une transformation initiale des équations de I'’hydrodynamique,
en équations intégrales. M. Oseen est finalement conduit & un mouvement
permanent limite, dans lequel le fluide situé a ’arriére du corps, a I'intérieur
du cylindre circonscrit paralléle a la direction générale du mouvement, est
dans un état tourbillonnaire particulier ; le reste du fluide est sans
tourbillons ; des conditions analytiques qui seront exposées en détail,
déterminent le mouvement dans I'une et I'autre région.

La méthode employée donne ainsi une solution limite. Nous exposons
les résultats obtenus par M. N. Zeilon (loc. cit.) dans la recherche de solu-
tion effectives, poussées jusqu’'au calcul numériques, dans des cas parti-
culiers importants ct essentiels. Nous donnons également des indications
sur I'extension que nous avons obtenue dans le cas des fluides limités par
des parois fixes. (H. Villat «Sur une extension de la méthode d’Oseen» Journal
de Mathématiques pures el appliquées, tome I du Jubilé de MM. P. Appell
et E. Picard, page 429).

Par ailleurs la surface de discontinuité constituée par le.cylindre
circonscrit indiqué plus haut est une surface de discontinuité pour les
pressions. Ce caractére rend vraisemblable et désirable Texistence d’une
solution échappant a cet inconvénient. Les développements de M. Oseen
sont donc de toute facon extrémement importants a connaitre, car ils
devront nécessairement étre des plus utiles pour la recherche d'une autre
solution éventuelle (). Nous serions heureux que notre exposé, qui doit
tant aux travaux de M. Oseen, puisse contribuer a faciliter aux chercheurs
la voie A suivre.

Notre but a été d’exposer des théories dues, soit a divers auteurs, soit
a nous-méme, d’une fagon aussi claire que possible pour un lecteur possé-
dant les ressources mathématiques usuelles, mais non forcément renseigné
a fond sur les questions spéciales. (Cest en vue d’un tel lecteur, que nous
avons été amené, dans le courant de ces lecons, a introduire par exemple
un exposé en quelques lignes, de la théorie des fonctions elliptiques, sous
une forme qui permet d’obtenir, en peu de mots et naturellement, toutes
les propriétés essentielles de ces fonctions. De méme, un probléme parti-
culier nous a servi a exposer les propriétés utiles de I'équation de la
chaleur, sous une forme assez intuitive. Et en vue d’un exemple a traiter,
nous avons donn¢ une courte théorie des fonctions de Legendre, si
importantes en physique mathématique.

(1) Depuis que ces lignes ont ¢té écrites, les recherches récentes ont montré combien la
remarque précédente se trouve exacte, & un degré presque inespéré. Car ce sont justement les
potentiels d’Oseen eux-mémes qui interviennent dans la construction des nouvelles solutions,
échappant cette fois aux défauts signalés, et dont M. N. Zeilon & commencé étude dans les
Nova Acta R. Soc. Scientiarum Upsaliensis de 1927.
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LECONS SUR L’HYDRODYNAMIQUE

CHAPITRE PREMIER

RAPPEL DE QUELQUES PROPRIETES
DES FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit f(z) une fonction analytique de la variable complexe
s =ua 4 1y , nous écrirons celte fonction

[(2) =5 () +1 v(x )

en séparant les parties réelles et imaginaires. On sait (qu'une fonction
analytique est telle que, en admettant Pexistence et la continuilé, en
général, des dérives de = et ¢, le rapport de l'aceroissement
d (3 + i) alFaccroissement d (v + iy) posséde une limite indé-

J

n S

N

Mixy

0 X

pendante de la direction du chemin (di, dy) . Les condilions
nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi sont les condilions
de Cauchy :

(1 0y Oy 0y 0y

1) or dy ’ oy or

Ces relations (1) en entrainent immédiatement d’autres équiva-
lentes : soient *s et n deux direction rectangulaires en M (ry)
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de telle facon que langle sMn  soit superposable & a0y ; on a

o oy dy  or
on 7 os '’ on ~ ds’

el, par suite :

d> 0y dr dy dy 0y dy ( ( (11, Y
ds = ox ds oy ds = oy dn T\ ()l )

’

(!ll  dn

D’on, évidemment, les deux formules :

ds o) dz d+y

(1) ds ~ Tdn dn 7 Tds

Des équations (1) on tire :

02 R
oL LA N J— .
Ay R + oyt 0, A =0;

¢ ¢t v sontdone deux fonctions harmoniques associées; si 'une est
connue, autre s'en déduit, & une constante réelle pres, par Iinté-
gration d'une différentielle totale.

Théoréme de Cauchy. - - Si = el 4 sont continues el finies dans
dans un domaine D simplement connexe, ainsi que leurs dérivées,
on a:

(2) \ S(rdz \ da e b dy A § bde + 5 dy = 0

ANH ATH

pour tout chemin ferm¢ G situd dans D,
Cela résulte immédiatement des conditions (1), et la réciproque
de cette proposition est enticrement ¢vidente.

Formule de Cauchy. — Soil [(z) , une fonction analylique
regulicre (linie et continue) dans 'intérieur d'un contour G et sur le
/(<)

contour; la fonction

————— ,o0u <z, est un pointintérieur, sera,
ST |

régulicre entre € et la petite circonférence ¢ de centre z, , de
rayon ¢ , comprise dans C . On voit aisément que :

'\' JAOLS

¢ ¢ 3 ARY

_.Q(_f_(f_)___d_:_ \_-

- - o |
< T A 0

[(zp 4 2et) db - 2i=f(zy).
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Et comme le premier membre est indépendant de ¢ , on a la
formule de Cauchy :
. . 1 f(z)d:
(J) /(:0) it "")'l. ;—- -
— ‘> o G -~ T ~0
Entre autres conséquences, cetle formule montre qu’ily a au plus
une fonction f(z) régulicre dans C et prenant sur G des valeurs

donncées d'avance. Dailleurs ces valeurs mémes ne sauraient élre
enticrement arbitraires, puisque nous avons vu que la connaissance
de ¢ parexemple détermine L a une constante pres. I résultera
de la suite, que 'on peut se donner, par exemple, ¢ sur C , etalors
[(z) estdéterminé & une constante pres (imaginaire pure).

Formule de Taylor. — Appliquons la formule (3) en supposant que
G soit une circonférence de centre O . Nous pourrons ¢videmment

cerire

~ N
~0

] - g ”‘fl ]
—_— —:' + "‘j." - '_:!"" * + ~n-+1 + (—_:‘—'.) . ’

~ :0

Transportant dans (3), on constate sans peine que le « terme complé-
mentaire » tend vers zéro avee = et il vient la formule, valable

pour la fonction analytique réguliére dans le cercle C

| (G s § [ e 4 S Q LD e .

( :ﬂ" X
'+" ) 7 - \
» 21w )

[}

z dz + ...
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C'est 1a série de Mac Laurin que 'on peut écrire aisément :

[GO=[@+ L@+ .. +L[@()+..

On a, de méme, la formule de Taylor valable dans tout cercle de
centre ', on la fonction est régulicre :

[ = [ + 20 @y 4+ ST ) @y

Application du théoréme de Liouville. — Si une fonction analytique
est régulicre et partont finie dans tout le plan, ¢'est une constante. Car

.. () d: , . ,
tous les coellicients g ’/"(-”.T}T" (n =) caleulés sur une circonlé-
« ~

rence G de tres grand rayon R, tendront vers zéro avee R

Or ces coeflicients (proportionnels aux dérivées [0 (o) ) sont indé-
pendants de R, done ils sont nuls, ¢. q.f. d.

Formule de Laurent. -— Si [f(z) est réguliére dans la couronne
circulaire comprise entre les deux circonlérences € et G, de
centre o commun, il est elair qu'on pourra éerive :

.1 ¢ [()ds \ /()"~
/(‘t')““m ‘\(: T -2 ~ 2lu ‘\(" <

On transforme la premicre intégrale comme ci-dessus, et la
seconde en éerivant :
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et I'on achéve de méme; la formule obtenue est la formule de Laurent,
de la forme :

. +»
f(:()) = X An ZO“ .
—%

En un point 2/, (remplacant I'origine O ), on trouverait :

. +”
[(zp) = ¥ d'n(zy— 7)™
-

Risipus — Supposons  f(z) régulier dans €, sauf en certains
points isolés =z, , z3 , ... Zp
On pourra écrire :

\roa=( roe+ | o+ rede.

[ [

Mais dans C , autour du point ¢, , on peut développer [(z)
suivant la formule de Laurent ci-dessus; donc sur ¢, ona:
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‘ [(D)=Ag+ A (z—z)+ Ay (z— ) 4 ...

]3,‘ BQ
— + G-y + ...

L
A »&‘

) +

Il est manifeste que dans l'intégration tous les termes donneront

L3 v ]
7ero, sauf le terme en —— ;onaura:
. dz .
/(Z)({Z:B‘ g —:—-——:—::211:13,

4 T &1

Gy Jt o~ ~1
B, estle résidu de la fonction f(z) au point z, , el I'on aura enfin
la formule (de Cauchy) :

S [(2)dz = 2in < Z Résidus aux divers points singuliers inté-
C

rieurs a C

Prolongement analytique d'une fonction. — Soient [, (z) et [, (?)
deux fonctions analytiques régulicres respeclivement dans deux
domaines contigus simplement connexes D, et D, , séparés par
une ligne-frontiére [ le long de laquelle on ait [, (2) = f,(2)

Dans ces conditions, je dis que la fonction f(z), ¢gale & f; ou f,
suivant que z estdans D, oudans D, , estunelonction analy-

tique régulicre dans le domaine total D =D, 4+ D, . Il suffit de
vérifier, & cel effet, que pour toute courbe fermée L comprise dans

Al
D ,ona S f(z)dz =0 ; le seul cas ou il y ait lieu & démons-
L

tration est celui de la figure, o L empicte sur les deux domaines,
et le résultat est évident d’apres le dessin lui-méme, en remplagant
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I'intégrale sur L par les intégrales sur L, et L, (comportant
chacune une portion de [ parcourue dans un sens ou dans l'autre.

On dit alors que [, estle prolongement analytique de f,; dans
la région D,

Principe de Schwartz. — Par exemple, supposons que la ligne [
soit une droile, le long de laquelle f,(z) , définie dans D, , prenne

Z

XR——m —~—pe——-—-x

des valears réelles. Il sullira de prendre pour [,(z) une foncltion dont
la valeur en chaque point M soit imaginaire conjuguce de celle que
prend f;(z) au point M symélrique par rapport & [ . On sera
alors dans les condilions de la délinition ci-dessus. On aura ainsi
réalisé le prolongement analytique dans le domaine D, symdétrique
de D, parrapporta [ . Ce résullat porte le nom de principe de
Schwartz.






CHAPITRE 11

FORMULE
RESOLVANT LE PROBLEME DE DIRICHLET
DANS UN CERCLE OU DANS UN ANNEAU

Nous placerons dans ce chapitre la solution de deux problémes
dont les résultats nous serons constamment utiles dans tout le présent
volume.

Il s’agit actuellement de déterminer une fonction analytique — si
elle existe — régulicre dans un cercle, ou dans un anneau circulaire,
et dont la partie réelle prenne sur la (ou les) frontic¢res, des successions
de valeurs assignées d’avance. Ceci est un probléme de Dirichlet un
peu généralise.

Cas du cercle. — La fonction f(z) cherchée sera, dans ce cas,
développable dans le cercle par la formule de Taylor, de la forme :

6)) [()=ay+ a; 7 4 a, 2+ ... + a, +

La série étant convergente dans le cercle méme, mais pouvant
avoir des singularités a la frontiére, nous pouvons, sans nuire a la
généralité, supposer que le rayon du cercle est é¢gal & un. Puis, sans
nous préoccuper provisoirement de la légitimité des opcérations que
nous allons développer, [aisons, dans (5), z==¢" , posons, en outre,
an=o2p + [ %n , 2n el B, étant réels; il vient :

f(e")=a, + £ (an cos N6 — B, sin no) + i g By + & (ansinnd 4 Bacosnd |,
1 1

Soit @ (6) la fonction donnée, nécessairement périodique avec
la période 2= , alaquelle doit se réduire, sur la circonférence C,
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la partie réelle de f(z) . Cela impose évidemmenl qu'on ait, quelque
soit 0,

. a .
& (0) =», + }"(z,. cos nh — B sin nb) .

Admettons que 0 (0) soit développable en série trigonométrique;
on cn conclura, par des opérations ¢lémentaires bien connues :

] *2r
Ly T \ ¢ (()) dn s

\ 27 g
2

P \ b (0) cos n% do,
Jo

1=

.

4 b (0) sin nG do.

\ i

)’ot nous tirons :

1 20 . 1 (% :
«, 5 \" () do 4 185, Iy == — . b (0) e-inh (|

Portant dans (d), il vient :

*2-

. . 1
~ 4 b o
[ it s ‘\"

2

V l Al l:‘f_‘ )
1B (()) dn + — \ (l)(()) ( No-n (n-ln‘)) dn
IS 1 )

0

Mais puisque |z <1 dans le cercle, on a:

Pa . :(:-i’)
Nomn pemtnh - i
‘ l —_ :('—-H
Do, enfin :
» l Q‘-’-" ] _+_ "")~i’l
0O (- -7 e - -
(6) [G) i+ 57\, PO g d

La fonction  [(2) est ainsi définie, & une conslante, imaginaire
pure. pres.

Une fois Ia formule écrite, il n'est pas extrémement diflicile de se
débarrasser des hypotheéses faites en chemin, et de légitimer cette
formule a posteriori. On peut fairve voir (Cf. par exemple, Sur le probléme
de Dirichlet dans ane aire circulaire, Bulletin de la Société Mathéma-
tique, 1911) que la fonction donnée par (6) résoud le probléme d’une
[acon extrémement générale
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Cas particulier. -~ Supposons que la fonction donnée @ (6)
prenne les mémes valeurs aux points symétriques par rapport & 'axe
réel, autrement dit que » (2= — 0) = & (0) Alors, en négligeant la
constante arbitraire, on voit que la fonction |

o preh | e
o5 oo | PR + | o

c'est-a-dire :

) 1 “1: ) — D)
() [1(2) = B Su * () 1 - 2zcos0 -+ 2 9

satisfait au probléme posc.

Cette formule (7) rappelle de trés pres Ia formule de Poisson, dont
on peut montrer comme il suit le lien étroit avece celle-ci.

Si d’abord dans la formule (6) nous posons, pour un point
intérieur au cercle = reit |, nous trouvons de suile que la partie
réelle de [(z) peul s’éerire :

- a
) P y) Tl— Su () 1 — ‘)l'((])s ([,- 0) 7 s
et la formule ainsi obtenue ne diflére pas de celle de Poisson.
Supposons inversement cetle dernicre formule connue, placons-
nous dans le cas ot 'ona @ (27 --0) =& () , el supposons que la
fonction analylique [(z) cherchée soit réelle sur Paxe réel (il est
facile de voir qu'il suflit de choisir a cet effet convenablement la
constante arbitraire &, ;alors [(z) sera une série de Taylor a
coellicients réels, ¢t prendra des valeurs conjuguces aux points
conjuguds, que nous noterons  =ux 1y et ry==x—iy ;cest-
a-dire qu'on aura :

[(2) = 2 (v y) + iy (v, y)
[(z0) =% (v, y) — 14 (v, y),

d’ou :

171, ) T4z T — 2z,
v, ) = 7.[/(:)+/(:(,)] [ o ]

h

La dernié¢re ¢galité est une identilé par rapport aux lettres z et z
considérées comme variables.
On prévoit done qu’on aura, en égalant ces deux variables :

[(z) == (z,0) .
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Cela s’écrit sans peine :

7y — L 2"4»0 12 16
/(")"“21: 0 ()1——-2zcoso+z2( ’

et, dans le cas actuel :

1 — 2

\ 1 (= z
/(‘)”‘?So"'(") 1—2zcos0 + z2 v,

ce qui montre bien le parallélisme des deux formules.

Probléme de I'anneau. — Nous allons maintenant nous poser le
méme probléme que plus haut pour un domaine annulaire, enfermé
entre deux circonférences concentriques dont nous pourrons, sans
diminuer la généralité, supposer les rayons égaux a letaq (¢ <<1) .

Aux points e et qe des deux frontieres C et C , la
partie réelle de la fonction analytique f(z) cherchée devra prendre
les valeurs @ (0) ou W (6) supposées données. [Il est clair que
¢ et U sont périodiques avec la période 2= ).

Dans le domaine annulaire, la fonction f(z) , réguliére, sera
développable en série de Laurent, de la forme :

‘ %\ n ?‘l 1
f(*)-‘—‘a()"*"?an‘ +T ’n*;;r .
Posons
ag = x5+ tfy, An=2an + 1 Bn, bn =1yn + i3

les lettres grecques désignant des nombres réels; plagons-nous, en
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outre, sur la frontiére extérieure C , et faisons z = et , L'égalité
a ¢ (6) de la partie réelle de f(z) donne alors :

¢ (0) = oy + 0‘; [(@n 4 yn) cos N9 — (Bn — 8n) sin no]

En admettant, provisoirement, que & (0) soit développable en
série trigonométrique, nous en déduisons :

1 2r
oy == —2—-;- SO P (0) do ,

2=
® an + yn = QO ¢ (0) cos nHdo

(Y

A

N 1 r2- o
\ — Bn + Op == - SO b (0) sin no do .

Opc¢rant de méme sur la circonférence inlérieure, otz = qei
nous devons avoir :

) ®© .
T (0) =«, + .‘.‘. [(an q" + v q™) cOs 10— (¥, q" — &y ) sin no]

Et, supposant encore W (0) développable en série trigonométrique,
il vient :
1 §2x
74 —_— ———— ‘ * ( (
% 37\, 1 ())d) ,

1 (2
9 an G A o @ = — gu U*(0) cos no do .

A

2=
B g+ B g = '1]? QO W (0) sin no do

.

De P'ensemble des formules (8) el (9) nous tirerons «, , puis tous
les an, Bns Yo, & pour nz£0 .Onendéduira donc tous les
coefficients an et Dbn (n3;20) ,et «, restera indéterminé quant
a sa partie imaginaire {§, , ce qui était du reste a prévoir.

Nous constatons qu’on trouve pour «, deux expressions
distinctes; 'égalité de ces deux expressions donne la condilion d'uni-
formité nécessaire pour que le probl¢me soit possible.

10 §2t il (h) = (23 LIS ((ﬁ) s
(10) “aga= v

v
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Un calcul aisé donne ensuite :

1 (2 . 2, :
(10:“.‘-‘-;2-;':—80 ‘I’(’))({O’Jf‘ I?O:?]ﬂ-&o “(6)(10-}-‘#0’

ay = ! . ‘ gz.-_ b () e-imd ) — gn er W (6) eint 0 !
x (1 — g2y () Jo )

o I" *2 " inb (* 2= . N win )

bp - 0 ‘1"') — ! 5 b (H) et db .\0 Y (0) ein (o {

Transportant dans  f(z) nous parvenons i la formule suivante :

Ve

! i . 1 (*2r ) 1 (2= .
/(:) o I‘}H - _32..;:. .\ 1|n(l)) o -+ —7—:- .\ o0 (’)) S L d

0 0
(11)
1 \‘21-,
- V). T.do.
T Jo )
avee
S a.(-: n l'A"“" e (["!“ on ('i“h . 'l‘ . ::\f: (IH (:ﬂ ln-ill') — o n (ul'll'l)
1 ‘ o (l"!” : 1 ] . (12“

Ces expressions sonl trés approprices aux caleuls numériques
approchdés, mais on peut les simplifier extréemement par 'introduction
des fonctions elliptiques. Cest ce que nous allons [aive ci-dessous, par
une méthode tres simple et naturelle qui nous fournira en méme
temps une théorie abrégée de ces fonctions ellipliques, en ce qui
concerne toutes les propri¢tés de ces fonctions dont nous aurons
besoin.

Commencons par transformer S et T en utilisant la formule
¢vidente :

(["“) LR | +_ (l‘lu _+_ qln + _+_ (I‘.’np .
Il viendra de suite :

S = Y (zn e-in" (12:1 =-n ‘;ino) +- »y (:n e-ind (]211 o-n (,,'“r,.‘) (l‘.!np ,
n np

c'est-a-dire immdédiatement

YT e g2 =1 it
1 T 1 g7 =7V ¢
+ %3‘ ‘ q._]) - e -1% (12[)+2 :‘1 (xi‘)
N —

p=1 | T—= g*p e 1 — @242 -t ofs
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Or, ceci peut manifestement s’éerire :

(12) S=—=-—= (!1 log l| (1 — @22z %) (1 —- g2n -1 eit),

Et I'on trouve, par un calcul tout semblable,
. r ‘l o 9 1 io .)“ 1 1 0
(13) N=-—: s log 11 (1 == g1z e-i) (1 — @201 ==t %),
a 1
Visiblement S et T s‘expriment Pun et Pautre (par un changement
de variable évident en ce qui concerne T ) en fonction de 'unique
expression :

(14) ll (1 — 2oty (1 — g2 ==t ety

Cest ici que s'introduiront d’elles-mémes les fonctions elliptiques.

Les fonctions a1 et su . — Appelons o, et o, deux nombres
3 f 3
qui, pour le moment, scront respectivement, o, réel, el o, imagi-
. ’ 1 . :
naire pure (m, 0y = oy ()) ¢t tels que F'on ait
- _————‘ 2 . “)'C
(15) g = et — ¢ en posanl =0 ==,

(c)l

Ces nombres o, el o, porteront le nom de demi-périodes.

i

Posons encore (=v¢ivv | » =Ty ¢lant une constante qui
)
“y

sera précisée plus loin, nous définirons deux fonctions par les
formules suivanles, ou les produits infinis sont manifestement

convergents.
(](;) 7. o (;2,‘ 0t Il (1 )” ! l )(] - (I-H | [ ))
! 1 (1 — 2n-1y2
- 2(.)1 { — 1-1 P (] —_ (l-fn {2 ) (1 -— (I.Zn t- ‘_)
(7  su= = 21 cto ” (1 — g2n)2

Un simple coup d'wil permet de voir que L. s’exprime ais¢ment
au moyen de 55 . Mais avant de faire ce calcul nous tirerons des
définitions (16) et (17) quelques propriétés évidentes, ui montreront
dans quel but on a fait figurer aux seconds membres les facteurs
précédant les produits infinis.



On a d'abord :
agg(0)=1, g (0) =0

Cherchons a développer ou par rapport & u . Il est clair
qu’on pourra écrire :

{ w20 (T 73 u3 )
of =T 200 6.8. 0 )
g 1 1,2 u )
(17 ¢ (‘ ToanT e T
2
" g (1 — (1211)2 + (12n :;,_":* + .
! =gy

Le dernier produit infini peut s'éerire

=2 e . (l2n
1+ 2 2 (] ____(1211').2 +

De sorte que  su  apparait maintenant comme une fonction impaire
enticre en o , dont le premier terme est u . Le terme suivant,
en u* ,apour coeflicient :

T.?’ + ""I + ‘TL'e (I""
21 (n|! 2 (”I (,,"2-) - l — (l..n)z

Nous choisirons -+, de facon a ce que ce coefficient soit nul, de
telle sorte ue nous aurons la relation :

1 4 ¢2n
Qo w0 — X
G I 5= q‘“)-’]

qui définiva +, . Etle développement de su  sera de la forme :
(17") st == 4+ Aw 4+ Ba + ...

Formons maintenant Uexpression o, (1 + 20,) , en observant
que la transformation ua|u 4+ 2w, donne les substitutions corres-
pondantes oo+ 1, t|—t ,il vient:

(1 — (1 2n-1 ['2)(1 — q2" -1 [2)
(1 —— qln l)?

6.‘ (" “‘f‘ 2 ("‘) —_— ""'l il" (’-'|u'+ ar gy ll
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On a donce :

(18) g (0 + 20)) == e2a(uted g, 1

Faisons de méme les substitutions simultanées u|u + 2 vy
viv+4+t , t]qt ;nousobtiendrons :

5y (" _+_ ‘_)_ (0)3) —_— e'l'r,.m.v'-{»-»'mm‘()t+2mm|t'

[1 — P — ) ... (1 —717 1—2) (1 — qt-2) (1 — ¢3 12 J

e (] - (12”-1)2

Or le crochet du second nombre est égal a

P
q o . o s o1 7.
—-]_:—71—2—— 11[ (] — (12"—1 [-)( 1 — q.!n 1 2)

De la on tire aisé¢ment :

e-‘r,.u).()t+2r,‘u.‘t'

oy (1 + 2 o) == gy 22ir0

i)_: 1 i:vc‘.! l;ﬂ [

Définissons maintenant un nombre -+, parla relation :

[ =
(19) Ty my Ty g — 9

Un calcul ¢lémentaire nous donnera :

(20) oy (1t + 2 0,) = — e2ulutma) g, 11

Un calcul tout semblable effectué sur o1t nous conduira de
meéme aux deux formules :

G (ll + 2 (})') = — e2u(u+wy) g 1
(21)

g (ll -{— 2 (n:;) = — (?2!:("+“":) gl

Relions encore  s;u et su  par une formule importante. A cet

2
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effet, cherchons 4 former o, (1 — wy) ; les substitutions u|u — w; ,
1

vlv»——-—.} , tltq"é , donnent :

Gq (ll —_— m_-,) -

"2"“"(""""+ ) 1 — 1) (1 2 2 @ -2 ‘-2
Tl -_;l'g;“(j;[( - )( —@* ) ... (1 —q¢ (1 —q't2)..].

Le crochet reproduit le produit infini qui figure dans ou , avec
le facteur supplémentaire 1 — 2 = —:— (t — 1) On en conclut

aussitot ;

s I (1 — ¢2n)2 T'e"“‘
73 (11— wy) == et g [‘"‘ oy (1 — g2n-1)2 :

Le crochet représente une certaine constante  C, a laquelle on peut
donner une expression plus condensée; de la formule

Gy (ll —_— (')3) == et g u
nous lirerons, en effet, en y faisant 1w == oy
1.2 Cewwsgo,.

De sorte que, finalement, nous aurons :

»-73(U=w)
(22) Gy (1 — og) 2s —— 5 1y

[} (n..'

Les fonctions {,u et f{u .— On a I'habitude de désigner par
{y et Lu les dérivées logarithmiques de s,u ¢t ou

(23) Lgl == — , Lu =
3

Les formules (14), (16), (17) et (18). dérivées logarithmiquement,
nous donneront immédiatement les propriétés suivantes :
<3 (N + 2 (')1) = ca ll '*‘ 27.‘ , <8 (ll + 2 ("’3)2 ca u + 2 )

(24)
C(ll+2w,):(ll+2’rn » t(u+2(l)3)=<ll+2'f‘3

(25) tg (1 — wg) =L —+
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Expressions de L, S, T . — Ceci étant, revenons a notre
fonction L définie par (14). Il est tout a fait clair que L coincide
avec oyu , au facteur exponentiel prés, si nous faisons :

zgleit ={ | et par suite:

2 (0} Q) N
n=2w, 0 Z—T?{L log t = —l—:_— (logz — i0 — log q)

(l)' (1)1

log,z————O—m3.

Nous aurons donc :

" » e (TMlogar—- oy '
(Zb) I. = 2 (_:'_-.. lo —_— _(_'_ 0 — (.)3> e 2""("’ s ) 1 (] _.__(1211-1)2

o ~
5~

Et, par suite, d’apres (12) @

d |0{.{ I. m ) O]
S;,:—~—: ::;»—»-—.—-'—-7. 1 l() ~-——~0—-~m
dz i 8 = 3
(FRD! 1 Ty l T O
o l 1 l(){., - ‘+_ ‘1 i 0 + | i1 B

Simplifions, en utilisant la formule (25), puis transformons le
terme constant au moyen de I'égalité (19), il vient :

bt (g L

‘ S —= T 4 log < - 0)
(27) | 1
—_— 1 o 1 5~ ..l__fj__(.'.)_!_ () s —

( 3 logz + ) 5

On aura de la méme fagon :

\

T = — —;1— log I, ,avec L,==L(qz) ,cest-a-dire, d’apreés (22):

T4my

, ._ ‘—r—(l()g"l'))’ (y) “')1
Li=1 (1 —qg?n1)e 63 (—— logz — — 0)

‘-':

D’ou enfin :

) [ m Ty W i'f )
i 1 1 [t Bt [E M |
= e —— [, T - —— 0 — —t 1 PN A Y 0
(28) T = = y ]()é, : ) ) log = + )

Portons les expressions (27) et (28) de S et T dans la formule
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UTIRL {10 . R
(11); le terme en (-" —'ﬂ;:;"— log Z) et (——"::—;—"— 6) disparaitront a

cause de la condition (10), et il viendra :

i (H'

. . 2r oy wy
/(Z.')x lﬁo + i) SO ‘]’(O)C(‘l—fn“ lOgZ-——T 0)(10

(29)

i 0 gz" \ ( wy 0y
_— 0 et B .
: T\, )R - log z — 6 db

R
(%

Cette formule fondamentale une fois obtenue (Cf H. Villat, Sur le
probléme de Dirichlet dans une aire circulaire, Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, 1912), il est possible de la légitimer a poste-
riori, et de la rendre indépendante des hypothéses que nous avons
admises dans le courant des calculs précédents. Je renverrai le lecteur
A mon Mémoire pour cette vérification détaillée.

Dans le Chapitre suivant nous ouvrirons une parenthése en vue
de développer quelques propriétés des fonctions elliptiques et des
fonctions (ui s’y rattachent, dont les ¢léments viennent d’étre donnés
dans les lignes qui précedent.




CHAPITRE 1II

DIGRESSION
SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES

Dans le Chapitre précédent, nous avons ¢té amené a introduire
deux nombres o, el o, (demi-périodes), nous avons posé

Tog

— e ‘1; puis deux constantes v, et v, ont ¢t¢ définies par les

q
relations :

1 ® 4 ¢2n
Y Yy T -2 — e ,\_: P —
2 fy My T [(3 1 (1 o (]211)2 ]

[
Ty T gy R T

(30) -

Enfin, il en est résulté, par les formules (16), (17), (23), la défi-
nition des fonctions a0, su, §u, Zu . Avantde développer
plus avant la propri¢té de ces fonctions et de plusieurs autres qui s’y
raltachent ais¢ment, nous observerons que 'hypothése faite au début,

. . R ). . P .
relativement a la réalilé de o, el de -IL , est lout a fait inutile

pour la suite des définitions et des raisonnements, faits ou a faire.
Cette hypotheése n'est nécessaire pour I'application qu'a cause du sens
géométrique de la quantité ¢ (rayon de notre circonférence € );
mais toute une théorie des fonctions elliptiques peut étre oblenue par
les mémes formules que ci-dessus, en supposant seulement que les
deux constantes o, et o, ont leur rapport imaginaire, el plus
. . g . .
précisément, que si 'on pose —~=1=a + b , le coeflicient b
1y
est positif (on verra, dans un instant, la raison de ce signe, et a quoi.
il correspond).
On convient d’appeler parallélogramme des périodes, un parallélo-
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gramme construit dans le plan de la variable u , avec les deux
vecteurs 2w, , 2w; ; le plus simple est celui dont un sommet
serait 4 l'origine; en marquant dans le plan tous les points d’affixes
2mo, 4+ 2nw, (m et n: entiers, positifs, négatifs ou nuls) on
obtient le sommet d’'un réseau formant une infinité de parallélo-
grammes des périodes. Ces points sont appelés les points-périodes.

Fonction su . — Si 'on se reporte a la définition et aux déve-
loppements antérieurs, nous savons que s u est une fonction entiére,
veérifiant les équations :

31) s(n 4+ 2w)) = —e2ut+dgu , g1 4+ 20y)= — e2altit) gu ,

Le produit infini qui figure dans la formule (17) des précédents
chapitres, nous montre que sua  s'annule pour (et seulement pour)
=1, [ =-+qgn, cestd-dire pour t=2mo; + 2nwe, , c'est-
A-dire que les zéros de  au  sont les points-périodes. Ce sont tous des
zéros simples.

I
~
~

1
{

Fonction
la forme :

- On sait que le développement de su  est de

su=u + Aw -} ...
On aura donce ;

s 1 4+0Aut 4
=TT T T 4+ Auw + ...

Au voisinage de n:=0 , le développement de  Ju  sera donce
de la forme :

1
Cu:—'-l—+4Au3+...

u est done une fonction impaire admettant u ==0 pour pole
simple avee le résidu 1.
Les formules :

(32) . (U + 2 (n') =Ju 4 :.).“' , :(ll -+ 2(.)3‘) =lu-+ 21‘3

dé¢jd démontrées, prouvent que tous les points-périodes sont également
des poles de méme résidu.
Ces mémes formules, dans lesquelles on fait == — v, ou — wy,
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en se rappelant que [u estimpaire, donnent imméditement :
(33) =fey ,  1g=={w
REMARQUE. -— Il est intéressant de noter ce que donnent précisé-

ment ces formules (4) lorsqu’on fait usage de la définition méme de
su ,etdecequien résulte pour {u ,ona:

\
v us ( G —in
2 oy, 1 O ] — (12" e " 1 — (12,, e ™

gl =— —— SIN ——— ¢~ 11 -
= 20, (1 — g2m)2
Donc :
T . U 'y U
i = —— Cotg
M 2 (nl {’ 2 (l)' (l)‘
! i u ,ou
. T— 7 —
. = § (12" e " (12" e T
w 1 .ou .o
- -int—

\ ] o (12" ¢ “y ] J— (12“ ¢ my

.u
| ol

Pour u-—-w, , ¢ " devient égald — 1 et 'on trouve lidentité
| 8
=t »pour u==wmy ,0Nna:

1 1 .
2 2 1Ty
ot Fow . 4t g+ 1 .
Cotg ——2 - | I, d N =il , puisque e ™ ==gq
.2 (nl I A (I - 1
2 2
q° - q

Donec il vient :

= . qg+4+1 1y Oy
ey = 4 -4-
5 2, q —1 )y
34) '
( ) iz = / q2n+1 en-1
Sy —
| o (e )

Dans la somme Y , tous les termes disparaissent, sauf un, et il
reste la formule qui définissait primitivement vy

Ty o — m—iﬂ 1+(1—-—— 2(’ )-—_i_fl,
i 3 3T 9 _]”"‘({ 1~(l T

Du moins les choses se passent ainsi, avec évidence, si g est
réel et plus petit qne 1 . Si nous nous placons dans le cas général
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*),
o

ou w; et w; sont quelconques avec —==a+ib (b >0) , nous
)
f

voyons que le résultat subsiste, car la somme des n premiers

(I2ﬂ+l q
terines de la somme X est T , dans laquelle
1 — g2t 1 — ¢

—:(¢t+il») . .
g==c' == ¢*betes on adone | gl=e-t <1 ,etlexpression
o — P . - .
écrite tend vers T pour n infini. Au contraire, si 'on avait
suppos¢ b >0, |q| <¢tant supériceurd 1, la méme expression

. . J . ‘
tendrait vers la hhmite — 1 — TL‘(T ; dans ce cas, la formule (34)

. . . . (= .
exigerait quon el vy vy — 1y o) 2 — —5— . On voit done nettement
(u:‘

ici Fimportance donnée au signe de R .
o
f

Fonction pu .-~ Nous poserons par définition :

1
pu -~ QTR *l“,:;' — 12 A\ u? —+—

le dernier développement concernant le voisinage du point a2 =0
Ce point est done un pole double de pu , avee un résidu nal.
Des formules (32) on tire de suite par dérivation :

(35) y(n b 2o =pu , pu+20) = pu
p( | ! ! : !

La fonction  pu admel done les deux périodes 20, , 204 5 Cesl
une lonction uniforme doublement périodique ou fonction elliptique, qui
possede, par suite, pour pales (doubles) tous les points-périodes; la
partic principale est T:—_E— pour le pole n = 0 il n’y a pas d'autres
points singuliers que ces points-périodes.

Un théoréme général sur les fonctions elliptiques. — Envisageons
un  parallélogramme  des périodes, construit au moyen des deux
vecteurs 26, 20, , et formons l'intégrale [ F()du , F(u)
¢tant une fonction elliptique, c'est-a-dire une fonction uniforme,
ne possédant, a distance finie, d'autres singularités que des poles
et l'intégrale ¢tant étendue aux cotés du parallélogramme. A cause
de la double périodicmé de F(a) , il est évident que la valeur de



cette expression est nulle. Mais, d’autre part, si nous appliquons
a la méme intégrale le théoréme de Cauchy concernant les résidus,
elle est ¢gale & 2i= multipli¢ par la somme des poinls singuliers
intérieurs au parallélogramme. La somme de ces résidus est donc
nulle.

R
2co,/
2t
2 w,
. . , . . ) N 1" (1)
Si nous appliquons ce résultat a la fonction elliptique Wy

nous vovons de suite que : le nombre des zéros d'une fonclion
elliptique  F(u) dans un parallélogramme des périodes, est égal au
nombre des poles situc¢s dans le méme parallé¢logramme; chacun des
zéros ou des poles étant compté autant de fois qu'il v a d'unités dans
son ordre de multiplicité. Ce nombre tolal est appelé Fordre de la
fonction elliptique. Ainsi la fonction pu est d’ordre 2 .

Les dérivéesde pu . — La dérivée p'u el toutes les dériviées
suivantes, sont ¢videmment des fonctions elliptiques et, alternati-
vement, impaires et paires.

On a, notamment :
P-4 20) - pu
Pour a - — o, ,cecidonne:
Pon) == P o) = pien)

Done, p'wo; dant fini, en vertu d’'un raisonnement des plus
¢lémentaires, nous en concluons :

I)' wy = ().
El, de méme, on aura :
P og=0 etaussi p' (o) + 0y) =0
Donc

g, oy, o+ e, sonl des zéros de pua .



— 26 —

Ce sont des zéros simples, car p'u est une fonction de troisiéme
ordre (n'ayant qu'un péle, triple, dans un parallélogramme des
périodes; ce pdle est le point-période intérieur au parall¢logramme)
et il ne saurait avoir plus de trois zéros simples distincts dans un tel
parallélogramme.

L'équation différentielle de p u

Des relations :

1
pu-—..:»;;;—+ 2u? + ...

p' "= — ST Qanl 4 ...

dans lesquelles les termes non ¢erits représentent des séries enticres
(paire ou impaire respectivement) contenant soit ', soit u*  en
facteur, on tire immeédiatement que la combinaison :

puw—31pia4+20=2pu

est une série enticre en a . Cest done une fonction entiére qui
reste finie dans tout le plan puisqu’elle reste finie dans un parallélo-
gramme de période, le seul pole possible (point-période) ayant disparu
dans la construction méme. Done, d'aprés le théoréme de Liouville,
cetle expression est une constante.

Il existe done deux nombres constants qu'on a 'habitude de
désigner par g, et gy, tels que la fonction pa  vérifie
lidentité.

(36) pPra=4pPu—qg,pu— g,

Mais on sait que p e s'annule pour 1w =w; , o, o) 4 oy .
Posons, suivant la coutume :

(" fnmnd [) N (’3 - I) "y (’1, U= 1) (‘-"l —<|- mg)

Les trois nombres e, , e, , e, , sont distincts, car si I'on
avait, par exemple, e, =e¢, ,l'équation pua—e¢; =0 aurait denrv
racines doubles (0 == w; et 1w == o, 4 vy) dans le parallélogramme

des périodes quiindique la figure en trait plein ; or la fonction p iy —ey,
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comme pun ,estseulement d’ordre 2, elle n'a qu'un pole (double),
u =0 dans ce parall¢logramme.

De la résulte que la formule (36) peut aussi recevoir la forme
suivante :

(37) Pru=4(pu—e)(pu—e)(pu—e)

Dans le cas particulier, & beaucoup prés le plus important, a

M ) N (v
telles enseignes qu'on lappelle le cas normal, ou o, et —;—‘— sont

réels et positifs, tous les coeflicients de pu  (déduits de I'expression

(13') seront réels el, par suite, pu étant paire, les deux nombres e
el e, seront des nombre réels. D'autre part, en identifiant (36) el (37),
il est clair qu'on a:

(38) e, +e,4¢,=0

e, sera done, dans ce cas, ¢galement réel.

Il est facile de voir que, dans ce méme cas, on a ey > ¢, > ¢,
‘Carsi a varie, en restant réel, de 0 a o, , p'u estréel, continu,
et ne change pas de signe puisqu’on ne rencontre dans 'intervalle ni
un pole ni un zérode p'u . Donc p'u reste négatit comme il 'est

‘
au départ ou la partie principale ¢tait - o Cest dire que pu
décroit dans ces conditions de 4 c0d e, =pw, , sans que lon
rencontre chemin faisant de zéro de p'n , cest-a-dire sans que
pu prenne les valeurs e, et e . Donc e, est bien la plus grande
des trois racines du second nombre de (37). Pour une raison analogue,
en faisant varier u« de 0 24 o, ,en restanl purement imaginaire,
on constate que e, estla plus petite racine.
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ou, A cause de (33), la premiére des trois formules suivantes :

(¢ — €) (ey — ey)

D (ll + m,) == ey 4

S pu— e '
. (eg — €4) (&3 — &g

(43) P (u + (n,) == @y + : P 1:)» ':‘3 ) ’
(e — ) (eg — e,

( P (U4 of A4 wy) =€, + 2 l: -—Qt’g 2 ’

dont les deux dernié¢res se démontrent d’'une facon semblable.

(0} , “ e .
Dans le cas normal (m, et ——1—1- réels et posntnfs) ces formules (43)

montrent immédiatement que pua varie, en restant réel, et en
décroissant constamment, d¢ + oo 4 — oo , et en passant par les
valeurs e, , e , ¢, , lorsque u décrit dans le sens positif le

Q’;ﬁe % w,+w5

+00 ——

contour du rectangle 0, o, , o, + o3, wy;, 0, de la figure.
Revenons au cas général. Dans (39) faisons v =, , il vient:

s (1 4+ o) (1 — w)) .

YU — €, "= —
! L 62 1l 6% wy

Mais, d’aprés (21) on a :
G (ll 4 (')1) = — edull g (U — (01) .

Donc on a la premicre des trois formules suivantes, qui se
démontrent naturellement de méme :

o2 (U — o)

u— € — ‘,2r,.u
p L 62 U 62 oy

[*]
(44) Pl — ey = e2nau 6 (U — o)

6\2 ll Ge (U3 ’

Q
gt (ll — oy —
pu—eg= e2(ry+ry)u ( o1 “3)

62 U 62 (wy + wy)
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Fonction ¢, 1 . — Ona I'habitude de désigner par su , su ,
sy, les trois fonctions entiéres,

et
sl = — o ° (wy — ),
(45) 6o 1l == | ¢ (v; + wg — 1)
= T 6 ("’1 “+ g 1 3 ’
eralt
syl = — o 6 (vq — U) ,
qui sont visiblement telles que o6, (0) =206, (0) =106,(0) =1 , (les

facteurs constants ont é1¢ naturellement placés dans (40) justement a
cet effet). On aura alors pour «=1,2,3:

. s u\?
(46) pu—e, = Gu) ,

Go U

el la fonction uniforme représentera une des déterminations du

radical \/p u—e, .
[’équation différentielle (37) permetira maintenant d'¢erire :

o2 o%u o2 1

Y
Y2 — :
piu—+4 s ,
(47) < et, par suite :
, 5y U 6y U G 1
yu = —2 —
I ad 1 ’
le signe a prendre étant ¢videmment le signe — , comme on le voit

en faisant tendre u vers zéro aprés avoir multiplié par w? .

REMARQUE. — On conslate immédiatement que la fonction oyu ,
définie par (49), coincide avec celle qui, sous le méme nom, nous a
servi de point de départ au Chapitre précédent. En eflet, celle-ci était
liée & ou parla relation (22), qui ne différe de I'équation que nous
venons d’écrire, que par le changementde u en o;—u.

Fonctions {,u .— Comme l'indique une généralisation toute
naturelle, on posera :

PN

(48) A (x=1, 2, 3)

G, U
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en sorte qu’on a les trois fonctions impaires :

’

7 (oy — 1)
7wy~ 1)

= (1 — )+ =8(u+4 w)—rm,.
(Cf (45) et (32))
2,':, u ==ty 4 1543 (-~ wy — mq) == § (u + o+ 3) —Ty — Ty .

\ Gatt =13 + L (1 — oy) == L (1 4+ o) — 74 .

\ STy —

49) -

Il est important d’évaluer les différences telles que Ju— 33, u .
A cet effet, partons de la formule (40) et faisons-y v = w, , il vient:

1 pu
B S { w4 n)— Cu —_—r, == —7ZLu.
2 pu-—e ( Y ! ! )

On a done les formules

1 pu

A . ORI S AEUS——
(')‘)) Cu u ] u 2 I) n — ‘)I‘

qui se démontrent toutes de méme; e, par différence, nous lrouvons
des formules telles que la suivante :

R ,)' ll ‘l' w—arr ()“
2 (pu—e) (pu-—ey)

(51) S L

(qui nous seront également utiles.
» & . Py oy ’ \ .
Nous aurons ¢galement ‘besoin d'utiliser le théoréme suivant,
relatif spécialement au cas normal.

wy -
Théoréme. — Dans le cas normal (m. et —’.3— réels et posmls)

wur Q- w ,ona:
|

- 14 Ul
(52) P () == 3 u— ! <0
’ ,
En effet, par définition, on a:
ry 1l
b} S . !
P)=3@—w)+ 7 — o)

et la dérivée de cette fonction est ;

P(u)=—p@u—uo)— L
(')l
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Dans lintervalle 0, o, , cette dérivée varie, toujours dans le

A T, \ ~ . .
méme sens, de — e, — —(—:—’- A — oo ., Elle sera donc toujours négalive,
'
!

.

. ’, . .
si je prouve que e; 4 —-  est positil. Admettons pour un instant ce
(0}
|

fait, qui sera vérifi¢ plus loin. Il en résulte que P (u) décroit de
0a — oo , et qu'il est, par suite, toujours négatif. C. q. f. d.
Reste linégalité e + —%~ >0 , a démontrer. Or celle-ci est
n '
! :
presque ¢évidente si 'on se reporte a la délinition (45) de o, . Nous
avons, d’autre part, & cause de (17) :

20, . =mu -_,'-“".: (1 - g2 {2) (1 — 2" [-2)
o U == ——— Sin oy e [1 a— PEIyE ’

n

ire
avece , - (l!tl) e 2,.,.

La tranformationde ¢ en wu-— o, change { en —it ,de
sorte ue : ‘

u* Y qm
‘) o, T m:;_:—'“-r.."-{*-—'.}-—'
Ccos e !

G (ll —_— ml) o —— 2 o

g (U4 g2 1) (1 4 g2 1)
(1 — (l‘).n)-.’

Done, en désignant par C; une constante évidente, on aura :

‘ ut
. U g . =N
o 1t = (; cos oy e 11 4 2¢20 cos

: 4n
(
(0)’ + 1
&
Mais commeona 4 (0)=1 , on voit qu'on peut donner & C,
I'expression : '

A

. 1
Ci= 11 (1 4 ¢2n)2
Et, par suite, on a :
T I
. u n:,_"—’ 14 2 ¢2" cos — + ¢in
= oS 5 Al 0y :
syl COos T o e aT (12")2
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En dérivant logarithmiquement il vient :

’
a,u T U Ty U
=1 ¢ _— g, == e
Cq ! > (ll + ”’) " TR , 2(-»’ 8 24»‘ o,
2n Q1 Tu
sin ——
2u - q vy
w, z Ul
"1 1 + 2¢27 cos +4- ¢in
(§3)
{
Une nouvelle dérivation doimme enfin :
o
it 1 r
— (4 o) = —
1 (l +- ‘i) 4(')’2 e T U + )y
COs? i —
(nl
g2 cos —
27:% { ( .s ‘”1
e \V N
! o
w . U
1 l _+~ 2 (IZH Cos + (l(n
h)’
nld
in ¢1n?
( sin: ——
4‘ 7:9' [ (v)’
— \Y
? -~ P 2
) . ‘. 'l
! (1 4 2 g2 cos +- (1“"\)
(nl /

Il N’y a qu'a faire 0 =20

. 2 ) -2 9
(53) - o __ _T 2= . q n‘ -0
1 (()| 4 (-)li (n'e (1 .*,. q.!n)i -

ce (qui met en ¢évidence inégalité demandée.

dans cette formule pour obtenir :



CHAPITRE 1V

DE LA REPRESENTATION CONFORME

Soit ()= (x, y) + i ¥ (x, y) une fonction analytique de la
variable z=a 4 iy .

Les formules X =% (r,y), Y =14 (v,y) défiinissent une
correspondance enltre les points m(x,y) duplan z=x+41iy,

Y

m

AE’CG

m

0 X

et les points M(X,Y) dun autre plan Z=X+4iY . Cette
correspondance est déterminée par la simple équation :

(54) Z = [().
Y
o AT
848
M
0 X

Soit mm’ un petit déplacement dz a partir du point z , et
MM’ le déplacement correspondant dZ a partir du point Z.
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Nous aurons, avec des notations ¢videntes sur la figure :

dz =ds . e, dZ = dS e®

Par ailleurs, la fonction f(z) étant analytique, est pourvue d’'une
d'une dérivée unique en chaque point (v, y), etlona:

dz = ' (z) d=.

Placons-nous en un point ot [ (z) ne soit pas nul ni infini;
éerivons [’ (z) sous la forme trigonométrique Aei«, il est clair
que nous pourrons céerire (en choisissant les déterminations conve-
nables pour les angles) :

dS

ds

= A, S — ) = a.

Comme A et =« sont des nombres qui ne dépendent que du
point z , nous pouvons conclure :
1° Dans la correspondance entre les plans, le rapport des dimen-

N

. c e . dS .
sions infiniment petites e autour de deux points correspon-

dants, reste fixe;

2° L'angle sous lequel se coupent deux courbes se croisant en
est conserve, en grandear et en sens, car si les petits déplacements sur
les deux courbes sont  ds . et et ds; et et surles courbes corres-
pondantes  dSeftv el d§; e, on aura, dapres ce qui précede :

== 0 — 0,

!

Par cons¢quent, a une petite figure placée aux environs du
point = , il correspondra une petite figure, dans le plan Z
autour du point Z , figure semblable & la premiére et sembla-
blement disposée.

La correspondance ainsi constituée porte le nom de représentation
conforme d'un des deux domaines envisagés sur 'autre.

Des réseaux de courbes orthogonales correspondront, dans la
transformation, a des réseaux également orthogonaux; ainsi, les
familles de courbes xr=0C*¢, y=C* ou X=~C°¢, Y=Ct
correspondront & des familles orthogonales.

ReMarQue. — 1l va de soi que des points pour lesquels [’ (2)

serait nul (ou infini) échappent & la démonstration précédente; en ces
points, les propriétés géométriques ci-dessus peuvent étre en défaut.
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Représentation conforme d'un domaine sur un autre. — Le pro-
bléme qui se pose dans la pratique, est celui-ci : on donne, dans
les deux plans z et Z , deux domaines D et A , (délimités
par des frontiéres C et I') et il s'agil de trouver, si possible,
une fonction analytique régulicre dans ces domaines, Z = f(z),

b

/
kcz>

0 xX

réalisant la représentation conforme de 'un sur Pautre. Je laisserai
de c¢6té la démonstration des théorémes généraux. On démontre que,
lorsqu’il s’agit de domaines simplement connexes (c’est-a-dire tels que
toute courbe lermée intérieure au domaine puisse étre, par déforma-
tion continue, réduite & un point sans sortir du domaine), on peut

Y

0 X

toujours réaliser la transformation, et qu'on peut faire correspondre a
trois points donnés de la fronticre C , trois points arbitraires du
contour I' : on doit toutefois supposer que les points en question
se succédent dans le méme ordre, quand on parcourt les deux
contours dans les sens qui se correspondent (d’aprés les propriétés de
similitude ci-dessus, les sens de parcours sc¢ correspondent sur les
deux contours, de manic¢re a laisser du méme coté les aires des
domaines). On peut aussi faire correspondre un point intérieur donné
de D a un point intérieur donné de A , et de plus, un point de
la fronticre C aun pointde T
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Représentation sur un cercle. — Cherchons & réaliser la représen-
tation conforme d'un domaine D sur un cercle A , dont nous
prendrons le rayon pour unité, ce qui ne restreint pas la question.
Cherchons la fonction z=F (z) qui effectue la correspondance

Y

A et

7

demandée, et suivons le trés ¢légant mode d’exposition adopté par
M. U. Gisorri dans son Idromeccanica Piana, I, page 36, Milano, 1921,

Sur la circonférence I, on a Z:=e¢" (on peut supposer
0<Z:<C2x) , et, parsuite, il vient dZ -—iei: dz . Sur le contour
C .ona dr=ds e"=|dz|e" . Donc, surla fronti¢re, on aura :

dz | dz

o - ’ ‘)i(" L).
d7 d:

Si done nous considérons I'expression

— ilog (1711'7)

. . . TR .. ds , . .
cette fonction de Z , régulicre dans 1" si ~7 est ni nul ni
) L

infini dans ce cercle, aura une partie réelle égale & 6 — ¢ sur la

circonférence fronticre (en choisissant convenablement la détermi-
nation du logarithme).
D’autre part, considérons la fonction.

— 1 log [— (1 — Z)%}.

Sur I elle se reduit a

— 1 [log (4 sin? -2-> + is] .



Sa partie réelle sera donc égale & ¢ (en choisissant convenablement
la détermination du logarithme).
Donc enfin, la fonction :

(55) F(Z)= —ilog}—i(1—Zy l(lif/

a une partie réelle qui prend sur I' la valeur 9 . Si, par suite, on
connait la relation qui donne 6 en fonction de ¢ , dans la corres-
pondance des deux contours, on pourra écrire, d’apres la formule (6) :

o <. . 1 (2 14 Zei
')( 4 [l gpe— N —— ) —a ,
(56) F (Z) ilog k + o= 50 0 Q) g de

Lk désignant une constante arbitraire (réelle positive).
Une fois calculé  F (Z) , la rotation (55) donnera :

- (7 eibE()
(57) Ty =1 \
J7

ce (qui résoud complétement la question.

La solution précédente contient cinq arbitraires : kel xy, y,,
Xo, Yy (par zy=wx,41y, et z,=X,4+1Y,) .Onvoitquelle
fait correspondre le point z, au point Z, ; on peut ensuite
disposer de &k pour faire correspondre deux points choisis sur les
frontiéres : on y parvient par une ¢quation lincaire, puisque L se
met simplement en facteur au second membre de (57). On pourrait
aussi s'‘arranger pour faire correspondre entre eux deux groupes de
trois points des fronticres, ainsi que cela sera rendu évident quelques
lignes plus bas.

La méthode ci-dessus nous permettra de traiter effectivement les
cas particuliers qui nous scront ultérieurement utiles. Mais observons
qu’il est des cas ou des considérations beaucoup plus simples permet-
tent d’achever de suite la question.

Par exemple, si les domaines a faire correspondre sont limités
chacun par une circonférence (ou une droite, qui en est un cas limite),
il est a peu preés évident que la transformation cherchée sera fournie
par la relation homographique :

= g, o az 4 b
©8) Z= cz +d

b
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oan a, b, ¢, d sont quatre conslantes. Iln effet, on constate
immeédiatement que cetle transformation (58) se raméne a une suile
de transformations des formes suivantes :

’-4"—:Z+h, Z:“:A:, Z’f’,‘,‘_'-—]..-

~
kg

’

et chacune de ces derniéres fait correspondre une circonférence ou
une droite a4 une circonférence (ou une droite).

Y

N

Cest ainsi que la transformation particulicre :

o 1+ 7
r“ - T  e——— N
) h 1 —Z

ot Kk est une constante posilive, fait correspondre au cercle de
rayon 1 (| Z]|«<21) le demi-plan situé¢ du coté des y  posilifs

Y
ik

W
N .
;’77/«', /:/2 4 "Z/E///'%Z ’22 22222 ; 3 7. : VS

dans le plan = . Lespoints (z =00, Z = 1); (=—Kk,Z=21);
(=0, Z=-—1); (z : k,Z -—1) secorrespondent. Le centre

du cerele correspond & ¢ ik

RemanrQue. —— La transformation (38) contenant trois parameétres
eftectils, au premier degré, il est immédiat d’observer qu’on pourra
toujours choisir ces paramétres, de facon a faire correspondre trois
points donnés d'une fronti¢re & trois points donnés de I'autre. Ce
choix est méme possible, indépendamment de Pordre de succession
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des points dans chaque groupe, ce qui, & premicre vue, contredit une
condition ¢noncée anicérieurement. Mais, cela lienl & ce que le
domaine limit¢ par chaque circonférence peut aussi bien étre le
domaine extérieur que le domaine intérteur au cercle (on passe de

1

I'un a 'autre par la transformation ' = , 8’1l s’agit par exemple

nl

du cercle de rayon 1 et du centre origine). Comme, dans la corres-
pondance entre deux domaines, on peut toujours prendre un cercle
comme domaine intermédiaire correspondant aux deux premiers,
el comme ensuite on peut représenter ce cercle sur lui-méme par la
formule (58) en faisant correspondre un groupe donné de trois points
de la circonférence, & un autre groupe de trois points donnés, on
apercoit bien d’ou provient la propriéte¢ géncrale ¢noncedée plus haut
sur la correspondance des contours.

Représentation d'une bande horizontale, d'épaisseur 2a , sur le

cercle I' . — Appliquons la méthode générale donnée plus haut,
a
0 X
-at

en faisant correspondre les points (z =0, Z=_1); (z -ai,
Z=1i); (t=—o0,lz=—1); (z 2—ai, 7 —~-—1), ceque
la symétrie des figures rend évidemment possible.

Y

Dans la formule (56) on pourra prendre 'angle 0 égal a =
pour 0<<:¢<l=, eta 2x pour =<:<(2x .Donc:
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. 1 LI | Ze—ls 2x 1 Ze—ic
F @)= —ilog + g7 |= | gEgerds + 20\ g e

Posant ef* =t , on trouve de suite :

g e+ 7 de = — i log [M]

) et + 7 u
d’ou
F(Zy=—iloghk+ =+ Liog 1=% .
' 2 i 1+ 2
donc
- : 1 —7
iV (2 o e —m—
‘ h 1+ Z )
et la formule (57) donne :
X (IZ ]\' ) ] *+‘ Z z
T2y o - Kk et — O ——— ] -
¥ c\-l... I — Z‘! 2 [ 08 1 — Z ]lo

Il est manifeste que z;, -0 et Z, =0 se correspondent, de sorte
qu'il reste :

k . 1 +‘ Z
T=eg log T—7"

On déterminera & en fonction de a en faisant correspondre

. . . . 4a von o
L. 1 & z-zat, ce qui donne kb= — — D'on finalement
T

la relation cherchée :

2a 14+ 7
60) s S oy —— 22,
( ™ L —
ou encore :

Z=th .

4a
Représentation d'un polygome sur un demi-plan. — On concoil

ais¢ment  que  l'on  puisse suivre la méthode générale, pour
representer d'abord aire polvgonale sur un cercle I' : sur la

circonlc¢rence, le long des ares correspondant aux cotés du polygone,
Fangle 6 de la formule (56) sera constant et connu; on passerait



ensuite du cercle 4 un demi-plan, par une transformation de la
forme (59). Il est plus simple d’utiliser le raisonnement (classique)
suivant, qui conduit & une formule célébre due a Schwarlz.

X

A

Soit I'aire intérieure 4 un polygone A’'B'C ... K'IA” donné
dans le plan z , a représenter sur le demi-plan supérieur du plan f .

Plan ¢
I ~ ~ I S
a b c k ]

Yartons de I'intégrale :
(61) T gr (f —a)y-t(t —Db)y=t(t —e¢)yt ... (t—1y-1dl
Jlo

ou a,b,c, ... k,l, sont n conslantes réelles (a<Zb<Zc¢--<1),
et «, #, ..., %, n coeflicients posilifs, tels que :

(62) B4 ... 4 2n—2

B

fo estun aflixe quelconque du demi-plan supérieur.

Cherchons la courbe décrite par le point z lorsque f décrit
I'axe réel. Lorsque ( variera entre deux des points critiques, « et
b par exemple, Az conservera un argument invariable ; le point =

dt
se déplacera donc sur un segment de droite AB , ¢t ¢videmment
toujours dans le méme sens; de méme, a bc¢ correspondra un
nouveau scgment rectiligne B C . Mais si 'on fait déerire d 1 une
petite demi-circonférence de centre b , de facon a tourner autour
du point b dans le demi-plan, Fargument de ({ — b)*'  diminuera
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de = (8—1) ;donc,les deux directions BA et BC font entre
elles un angle g= ; plus précisément, on am¢énera BA sur BC
par une rotation de I'angle £= effectuée dans le sens néqgalif, etc...
Il est clair qu'on peut continuer ainsi jusqu’a un point L , qui
correspond a { =1 . Sil'on fail croitre ensuite ! de | a + oo,
z  déerira un segment de droite L1, faisant avec KI. un angle
»n complé comme ci-dessus. Et, enfin, si ¢ variaitde — o a4 a,
on aurail encore un nouveau segment de droite, aboutissanten A .
Je dis que ce dernier segment n'est autre que Ly A , et que le
point L, estsituésurladroite AL ,entre A et L.
. En effet, observons d’abord que pour ¢ infini, z a une valeur
unique el bien déterminée, de quelque manicre que { aille a I'infini
dans le demi-plan. En effet, on peut écrire :

'y -1 *-1
v e \ it 41 n (1 L a (1 _— -I—) dt ,
)., ; ST

c'est-a-dire, en posant | = —11; , el utilisant I'hypotheése (62),

2= gu (1 — au)=t ... (1 — lu)y-'du.

JUop

Le point w =0 , qui correspond & { == oo, est un point ordinaire,
au voisinage duquel on a :

Az a1 4 Pya 4 Pyu? Lo
du ‘
On aura done :
| L
S==o,— U + —2'—u~+

o, désignant la valeur, bien détermincée, de = qui correspond a
n=>0 . Celle formule montre que l'argument de (z— z,) varie
comme celui de o quand ¢ passe 4+ oo a4 — oo en restant
dans le demi-plan; donce il diminue de = . Il en résulte donc bien
que le segment L, A viendra dans le prolongement de LL, , ce
(ue nous voulions établir. |
On voit ainsi qu'en choisissant les constantes a=, =, ... A%,
égales aux angles d'un polygone donné A'D'C’ ... L'A” , la formule
de Schwartz (61) fournira, comme correspondant a I'axe réel du
plan ¢ , un polygone ayant les mémes angles que le polygone
donné. La condition (62) n'apporte pas de restriction, c'est la
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condition qui existe naturellement entre les angles d’'un polygone de
n cotés, qu'on peut considérer comme formé de la réunion de
(n — 2) triangles.

Pour étre complet, il faudrait, maintenant, faire voir qu'on peut
choisir les constantes a, b, ¢, ... [, de maniére & ce que le
polygone ABC ... L obtenu ait ses cotés proportionnels & ceux du
polygone A'B'C’ ... L' donné. Il suffirait de remplacer z par wz,
r. ¢tant une constante convenable pour obtenir des polygones ¢gaux.
Nous n’insisterons pas sur cetle partie du problé¢me, dont nous
n‘aurons pas besoin, el qui [ail I'objel de recherches trés profondes
el récentes de M. René Garnier (C. R., novembre el décembre 1926).

Sur le contour du polygone, le sens de parcours correspondant a
t croissant pourra étre, selon les cas, le sens direct ou le sens
inverse. Dans la premicre allernalive, les propriétés angulaires de la
transformation montrent que I'intérieur du polygone ne peul corres-
pondre qu'au demi-plan supérieur; dans la seconde alternative, au
demi-plan inférieur.

Celte correspondance est-elle effectivement univoque, point par
point, entre les deux domaines ? Nous allons montrer qu’il en est bien
ainsi, toul au moins lorsque laire polygonale ABC ... L. alaquelle
on esl parvenu, est une aire simple, qui ne se recouvre pas parlielle-
ment clie-méme. Dans ces condilions, soil :

(63) | :—=F ()

la relation (61), et supposons que nous soyons dans la premicre des
des deux alternatives ci-dessus : la représentation ne peut s’envisager
que sur le demi-plan ¢t supéricur. La fonction F ({) est ¢videm-
ment régulier dans tout ce demi-plan. Soit z; un point situ¢ a
I'intérieur de TI'aire polygonale. Cherchons combien I'équation
z,=F () a de racines par rapport a ( , dans le demi-plan
supérieur. Pour cela, envisageons I'intégrale :

J F()—z

étendue au contour formé par I'axe réel du plan ¢ , et une grande
demi-circonlérence, de centre origine, dans le demi-plan supérieur.
Il résulte aisément des développements ci-dessus, que linlégrale
étendue a la demi-circonférence est nulle a la limite, quand le rayon
de celle-ci devient infini. Il reste donc & évaluer simplement :

+o0 F’ (1)
J % l* (l) - :’ (
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or, d'une part, cette intégrale est égale, dans le théoréme de Cauchy,
a4 2i= multiplié par la somme des résidus de la fonction a intégrer,
‘concernant les poles situés dans le demi-plan; ces péles sont seule-
ment les racines de notre équation F (I) = z, , et le résidu corres-
pondant & chacun est égal au degré de multiplicité de cette racine.
On a donc :

J:=2ix N

N ¢étant le nombre des racines cherchées.
D'autre part, évaluons P'intégrale J en y faisant le changement
de variable (63), elle devient :

J o g *:—ﬁ-:-—’-_-— 2 [l()g (z — :,)~I o
JABC...LA T o Oy Janc. . .a

le point z décrivant alors le polygone ABC ... A dans le sens
direct, et le point =, ¢tant intéricur au polygone, le vecteur (z—=z))
tourne d'un tour complet autour de z; dans le sens positif, et
I'expression précédente vaut :

Il :>“T 2iﬂ.

On a done N -=1 , c'est-d-dire que I'équation (63) fait corres-
pondre & un point z du polygone un point et un seul du demi-
plan. La réciproque étant ¢vidente, la transformation est bien uni-
voque entre les domaines considéreés.

Représentation d'un rectangle sur un demi-plan. — Une premiére
solution résulte  immédiatement des  propriétés de la fonction

’

(D4 " e
{=:pz dans le cas normal (m, el ——,'— réels ])()Slhls) :

Considérons les deux rectangles R et R qu'indique la figure,
construits a l'aide des vecteurs o ‘et +w, . Quand le point =
déerit le contour de R, t prend des valeurs conjuguées de celles
qui correspondent au contour de R’ , ¢'est-d-dire des valeurs égales
& ces dernicres, qui sont, comme on sait, réelles. 1l en résulte que
lorsque = déerit dans le sens positif le contour de R, ¢ déerit
dans le sens positif I'axe réel du plan { . La relation :

(64) t=p:

effectue donc la représentation conforme de I'aire du rectangle sur
celle du demi-plan supérieur. Et par suite du raisonnement général
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ci-dessus, cette représentation est effectivement réeiproque et
univoque.

Y
Q)sr‘ W, r Wy
[Plad 2|
R
0 W,
t-o<)[(+ oc) -—e [GAI X
IR l
“wy [es) (G W, -Ws

A cause de I'équation différentielle de la fonction p (éq.-37),
on peut écrire avec les notations actuelles :

-(-I—[— =42 \/([ — 4'1) (, — €) (’ - ('3)

dz

on en conclut immédiatement les relations suivanles, en intégrant

- Plan t

" ——

es 0 e, ~ e,

successivement (dz) le long des quatre colés du rectangle :

L 1 §+w dt
T2 ) Vi) (I —ey
- -1_ SP' dt
2 Jey (e, — 1) (e, — t) (1 —ey)
(65)
vy =
s IR s vy ms vy
B i e, (1[
\\ -9 Je, \/(e, — ) (t—e9) (I —e,)

les radicaux sont tous entendus ici avec leur valeur arithmélique.
Ces formules (65) sont précieuses pour calculer o, et o; si
ce sont les nombres e e,¢e, qui sont donnés (avec la relation
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¢, + ¢, +¢3 = 0 , quon peut toujours réaliser par un changement
d'origine préalable sur 'axe réel du plan ).

Les résultats qui précedent sont en coincidence avece ceux qu’on
obtiendrait en appliquant la formule (61) de Schwartz. Il suflirait d'y
faire :

k\:!—-‘

I].J:f4, 2:‘(5::-(:::3::

d’oi, en modifiant I¢gérement la notation :

dt

dz —— e

V=)l —b)( —e) (I —dy

II 0’y a plus qu'a envoyer 3 l'infini une des quatre racines du déno-
, m :
minalteur, en posant par exemple "— d -~ - (m : constante réelle),
pour ¢tre immédiatement ramené & une ¢quation facile a identifier
avee :
di
VU —e) (=) (1 = ¢)

( ! S =

Représentation d'une aire annulaire sur une couronne circulaire. —
Le cas des aires mulliplement connexes est beaucoup plus compliqué
que celui des aires simplement connexes, dont nous avons vu préceé-
demment quelques exemples. J'ai donné (Annales de PEcole Normale,
1921, Sar la représentation conforme des aires doublement connexes) une
mcéthode extrémement générale pour le cas des aires doublement
connexes, c'est-a-dire ¢quivalentes & un anneau, du point de vue de
Udnalysis Situs.

Cherchons simplement ici a réaliser la représentation d'une aire
telle que 1 sur Faire A d'une couronne circulaire : rien n‘empéche
de supposer que les rayons des circonférences frontiéres 1' et IV
sont, 'un ¢gal a 1, Pautre égal & un nombre ¢  plus pelit que 1

Soit :

i l“ (:)

la relation cherchée, qui établit la correspondance désirée si clle est
possible.

Sur I' ,ou I' ,onaura Z=e¢* ou Z:==qe+ .Si, dautre
part, on se déplace sur les fronticres C ou C de (D) , onaura:

dz == | dz | e? ou dz = | dz | e
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6 et ¢ désignant les angles de la figure. Donc :

cdr _ |dz| | dz |
o= (8-¢) s i(w").
' qZ 7 A PR

Si done, comme plus haut dans le cas des aires simplement

elle aura une partie réelle ¢gale & 0—¢ ,oua 6'—e , sur les
fronticres.

Mais, d’autre part, la fonction — ilog Z (qui n’a pas de points
singuliers dans A ) a sa partie réelle égale 4 ¢ surles frontiéres.
Donc, la fonction :
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(66) F(Z)= — i log (iz dz
07z

a sa partie réelle égale & 6, ouda o , surles fronti¢res.

Si donc nous désignons par 6=d () , et 6 ==V () les
valeurs de 6 et ¢ qui correspondent aux points, d’argument ¢ ,
de I' et 1" , notre formule générale (25) nous permettra d'écrire :

F(Z) =ik

. + toy V, b -2 :‘.‘ e
(67) xz )y . €
i(')‘ 2 1 (11 l 7 (v)’ . 1.

- =\ )L, ogZ - _ c)tc.

Les demi-périodes  w, et wy (réelle et imaginaire pure respective-
ment), seront lices par la relation :

(l ool od

et la condition de régularité (10) exigera entre les données la relation :

LY L3

(68) \2 b () de = \0 W (e) d.

Une fois construit 1°(Z) par la formule (67), la relation (66)
nous donnera :

() .

é¢quationou Z, et z, désignent deux points arbitraires des deux
domaines, points qui se correspondent visiblement.

La méthode ci-dessus est particulicrement aisée si les fonctions
C et (¥ de D sont constituées par deux polygones : 0 et ¢
prennent alors diverses valeurs constantes, connues, sur les arcs de
I' et 1Y qui correspondent aux cotés de ces polygones, et la
formule (67) s'oblient débarrassée de tout signe de quadrature. La
formule que 'on obtient ainsi, et que nous n'expliciterons pas dans le
sas géndral, se rattache & une formule, analogue a celle de Schwartz,
et trouvée par M. R. Thiry, pour représenter un tel domaine, limité
par deux polygones, sur I'aire d'une bande indéfinie d’'un plan ¢,
dans lequel deux points distants de I'unité sur une méme horizontale,
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sont considérés comme jouant le méme role, et comme non distinets.
Il est clair, en effet, que :

f = — aw, IOg(—-'-/:-)
Ty (1

transforme une telle aire (d’épaisseur «a ) en la couronne circulaire
A de rayons extrémes 1 et ¢q .

Pour plus de détail nous renverrons  notre Mémoire cité plus
haut, et au Mémoire de M. Thiry (Théses et Annales de I'Ecole
Normale, Sur les solutions multiples des problémes d’Hydrodynamique
relalifs aux mouvements glissants, 1921).







CHAPITRE V

RAPPEL DES FORMULES GENERALES
CONCERNANT LES FLUIDES PARFAITS

Il est bien connu que, dans un fluide parfait isotrope, si I'on
appelle u, v, w, les composantes de la vitesse de la molécule
fluide qui passe au point («wyz) alinstant (¢ , si, d’autre part, p
désigne la pression et o la masse de I'unité de volume en ce méme
point, les équations du mouvement peuvent s’¢crire, sous la forme
d’Euler :

ou . ou . ou ou
0t ox

oy dz

L

op ,
- — X —
‘x

’(\Ib—t

avec I'équation de continuité :

0o 0 (pu1) 0 (¢0) 0 (fw) __
ot T T oy + 5z =0

(XY7Z) estla force extérieure résultante (ui s’exerce sur 'unité de
masse au point (xryz) [on n’aexplicité qu'une équation du premier
groupe).

L’équation complémentaire pour un liquide parfait a température
constante, se réduit & o = C'* . Dans ce qui suit, nous nous place-
rons d’abord dans ce cas. Si, en outre, nous supposons le mouvement
permanent (les dérivées relatives & ¢ sont alors nulles) les équations
se réduiront aux suivantes :

1 0p_ x ou ou ou
— — — l—-—'—“ —— hacunna'Y ; . L ]
_ o O0x ox 0y 0z
(40)
ou ov 0w
ox + oy 0z =0
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On sait qu'on appelle tourbillon au point (xyz) le vecteur &, v,
défini par les formules :

0w oo 0w 0w __ Op ou
(‘71) 2‘.“"“ ()!I dz »

e

Dp, = — , v __ou

‘T oz ox dxr oy’

Admettons que les forces X, Y, Z, dérivent d'une fonction de
forces U (v, y, z) , el posons:

Q=U--L; V2= u2 + v? 4 w?

© |

les premicres équations (70) peuvent s'éerire ¢

« d : o V'g ) —r € . _— . . .
(72) '&F(Q -5 =2 2 (W D), .. e

Supposons encore que les tourbillons soient partout nuls, il existe
alors un polentiel 5 pour les vitesses, et I'on a :

. Ny X ’”
n'— ._.i , D — _(Mf_ . 10 == .(_.ﬂ_ .
o oy oy
avee :
0*:( 01? J
- L == (),
AR + dy? + 0zs2

a cause de la dernic¢re ¢quation (70).
Les équations (72) donnent alors immdé¢diatement :

(] \’.2 hl
(73) ¢ — —— = (Cte.
‘ 2

Cette relation constitue le théoréme de Bernouilli pour les
liquides irrotationnels en mouvement permanent.

Par exemple, s'il n’y a pas de forces extérieures, et si I'on appelle
Py et V, la pression et la vitesse en un point particulier, la formule
(73) se réduit a

(74) L ._12- Vi Loy .:12_ V2 = Cte.

Dans ce cas, le problé¢me de la détermination d’'un mouvement se
ramene a I'intégration, par rapporta ¢ , de I'équation harmonique :

(75) Ag=0



- B —

aprés quoi p est fourni par I'équation (74). La recherche de ¢
est un probléme en général difficile. Sur une paroi fixe, limitant le

. . . - d
liquide en quelque endroit, on devra avoir la condition £¥ —o,

dn

qui exprime que la vitesse reste tangente a la paroi; sur une surface
libre en communication avec l'air extérieur, on devra dcrire :
~p = Cte. Au moyen de telles conditions aux limites, par exemple, il
faudra déterminer g

Si le mouvement est a denx dimensions, c'est-d-dire si tout se
passe de méme dans tous les plans z = Cte , la variable z n’inter-
vient plus; I'équation de continuité se réduit a :

on ov

--———'—':()

dr Oy

elle montre qu'on peut poser, ¢ ¢lant une nouvelle fonction
(fonction de courant, parce ue les lignes de courant sont ¢videmment
les lignes d’équation ¢ - Cte )

. 0y . 0y
(76) = o’ U= o

conjointement a :

D —(&
o oy

(77) u=—= ,
qui expriment que le mouvement est irrotationnel.

On voit donc que o + i} est une fonclion analytique de la
variable z—=x + iy ,et ¢ et ¥ sont deux fonctions harmoniques
associ¢es. On soupc¢onne donc l'utilité des développements contenus
dans les précédents chapitres, en ce qui concerne les mouvements des
liquides a deux dimensions.







CHAPITRE VI

EXPOSE DE LA THEORIE DES SILLAGES

Il s’agira dans cette théorie, d’'un liquide (; est constant ; nous
pourrons sans inconvénient supposer ¢-=:1 , grice a un choix
d'unités convenable) ; ce liquide sera en mouvement permanent
irrotationnel autour d’'un solide S donné, lequel solide aura la
forme d’un cylindre indéfini dans la direction oz normale au plan
de la figure xoy . On suppose que tout se passe identiquement de
méme dans tous les plans normaux a oz , toules les lignes de
courant suivies par les molécules fluides, é¢tant dans ces plans; on
est donc dans le cas du « mouvement & deux dimensions ». On
imagine qu'a I'infini en amont du solide §' supposé fixe, le liquide
poss¢éde une vitesse donnée V, , qu'on peut prendre parallcle a
ox , et dont on peut faire la grandeur V, égale a 1 par un choix
d’unités opportun. Il reviendrait naturellement au méme de supposer
le liquide en repos a 'amont, et d'imaginer le cylindre mobile avee la
vitesse — V, , dans le liquide parall¢clement a I'axe  oax.

Nous imaginerons alors que, dans le plan xoy , le mouvement
par rapport a S posséde les caracléres suivants : parmi les lignes
de courant venant de 'amont, il en est une qui se divise e¢n deux en



un certain point O du front de S , pour entourer, au moins
partiellement, P'obstacle, dont elle épouse la forme jusqu'en deux
certains points Py et P, , a partir desquels les deux fractions de
la ligne de courant se détachent du solide pour délimiter, a I'arriére
de celui-ci, une région dans laquelle nous admettrons que le liquide
est au repos par rapport au corps : cette région constituera le
«sillage »; en premicre approximation, elle figurera cette région, non
entrainée par le courant géndéral, que I'on observe & arriére d'un
solide immerge, dans certaines conditions d’expérience.

On peut démontrer (cf. H. Villat, Apercus théoriques sur la
Résistance des Flaides, p. 27, Gauthier-Villars, 1920), qu'il faut néces-
sairement que les lignes 2, et iy, enfermant le sillage théorique
ci-dessous, s'étendent i 'arricre jusqu'a infini. Nous admettrons ici
ce point et nous admettrons aussi que le long des parois  a, (oP)) et
ay (01;) e courant reste adhérent au corps, ce qui exclut certaines
formes physiquement acceptables pour S . (Cf. le volume cité
plus haut, pour 'examen du cas général, voir notamment le chapitre
V de cet ouvrage).

En vertu des hypotheéses faites, il y a dans le fluide un potentiel
des vitesses, %, et une fonction de courant 3 ; celles-ci n’étant
définies qu'a une constante prés, nous conviendrons u'elles sont
nulles au poent o, point de bifurcation du courant.

Les composantes de la vitesse V. (qui sera nulle au point o
¢t dans le sillage, et différent de zéro partout ailleurs, é¢gale & 1 aux
grandes  distances), seront comme au  Chapitre 'V  désignées
par (u, v).

En posant :

(78) t=a iy, fore iy

Si

(2]

nous savons que [ sera une fonction analytique de
en outre nous avons

(7)) w=nu — i,

les formules

Al Oy a7 Oy
&80 oo = = —— _ o — —
(80) l or oy v dy or
nous donneront
df
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Attachons plus particuli¢rement notre attention sur la région
(@) occupée par le fluide en mouvement par rapport & S , en
faisant par conséquent abstraction du sillage, et précisons les
conditions particulicres qui interviennent sur les limites de ce
domaine (a). ‘

D’abord, surles lignes o, A, w5, &, ona ¢ =0, puisque ces
lignes constituent la ligne de courant (dédoublée) qui passe en 0.
Quand on décrit ces lignes & partir du point 0 , le potentiel ¢ ira
constamment en croissant de zéro & + oo , puisque nous admettons
que la vitesse V n'est jamais nulle en dehors des exceptions
signalées plus haut; on a en effet, V désignant la valeur absolue

\,/u“l + v2 , eten se déplacant sur les lignes susdites, dont I'¢lément
d’arc est appel¢  ds

(1:{» o ()’,’/ dx (\'{, (1.11 3 u D

ds or ds + O‘y‘ —('IS == Il . —V_ + 0. -\—7— =V >()

done ¢ croit, et il va jusqu’a infini puisque V  devienl ¢gal a 1

\

) ¥ k)

L] - (P
0 lml‘ ‘PQ “\11

aux grandes distances sur i, ou 1, , du coté de la région «
A cette région a , correspond donc dans le plan [ tout ce plan
coupé tout le long du demi-axe Oy.

Par ailleurs, I'équation de Bernouilli (74) appliquée a I'intérieur
du sillage, nous montre que la pression y est constante: p=p, ;
d’autre part la pression dans un liquide réel varie d'une facon
continue, donc la pression est nécessairement encore ¢gale a p, sur
les lignes %, et 7, , du coté de a. Or la méme équation (74)
appliquée le long de 3, , par exemple, nous donnera

1
p+ 5 V2 = constante

au point a I'infini sur »; , nousaurons p —p, et V-=1 . Donc
I'équation qui convient a la région (a) est
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1
(81) P=h+ 5 (1—V.

Elle montre que, tout le long des lignes X, et %, ou p=p, la
vitesse sera constamment égale a 1 , vitesse de courant général.

Ces préliminaires étant posés, voici I’élégante méthode qu’emploie
M. T. Lévi-Civita pour achever la question, c’est-a-dire pour déter-
miner tous les éléments, géométriques et mécaniques, du mou-
vement,

[ ¢tant une fonction analytique de =z , il en est de méme de
df

dz
les différents plans de ces variables, se correspondent conformément

les unes sur les autres; il en sera de méme si I'on introduit de nou-
velles variables fonctions analytiques de l'une quelconque des
précédentes. Or supposons que nous parvenions, par l'intermédiaire
peut-¢tre de quelques nouvelles variables, a réaliser la représentation
conforme du plan w sur le plan [ ; cela reviendra a dire que
nous connaitrons par la méme —:1!—/:— en fonction de [ , et alors il
est manifeste qu'une simple quadrature nous fournira = en fonction
de [ ; on pourra ensuite achever tous les calculs, et notamment
répartir les vitesses dans le plan =z, soit en ¢liminant [, soit en
le conservant comme variable auxiliaire.

Or, en partant du plan [ coup¢ le long de O7% , il est extré-
mement facile de lui faire correspondre, d’abord un demi-plan; puis

== w . Les régions, correspondant & I'aire a duplan =z ,sur

Plan[F)

A 2 N al m\ " A‘

w0 RV

un demi-cercle, par les transformations ¢lémentaires suivantes, nous
avons sur les diverses figures intermédiaires, marqué suffisamment
les points correspondants :

/' == 2

~ 1 ~ ” 1
‘:T(Fi+l‘g)/4+-2—(F1—'F2)’
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ou encore

F =a (Z 4 cos q;)
Y

Plan Z

en posant

COS"O:H » a :7} F 4+ Fy);
et enfin :
1
=) ev®_Plan
(w,)

1 [4) 0 VA

1 1
z=—3(t+ 1)

En résumé :

1 1\
(82) f:: a? [COS Gy — -5— (c <+ —c—)] .
Ces transformations sont faciles a vérifier. Le point de bifur-
cation O du courantsur §' , correspondad Z=——cosgs, , et a

{=-ei% , ¢, étantune constante convenable, entre O et = si
I'on veut.

Notre domaine (a) est mainftenant représentable analytique-
ment sur le demi-cercle du plan { . Ce qui va faire le succés de la
méthode, c’est que nous avons isolé sur I'axe réel du plan § , les
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portions de fronti¢res correspondant aux « lignes libres » ou « lignes
dejet» 3y, et 13 , et sur la demi-circonférence les portions cor-
respondant aux parois solides =, et =, . Orlacondition (V=1)
relative aux lignes libres est d'une nature particuliérement simple.
Posons, avec M. Lévi-Civila,

df ,

(83) = W= L L N R

w sera une fonction analytique de z , ou de  , et la définition
de w nous donnera

u—[p=:e¢e, e,
c'est-a-dire

La vilesse est done e, et elle fait avec Ox , dans le plan
z ,unangle 0 .
~De 1a vésulte que, sur 3y et 3y , c'est-d-dire sur le diamétre
horizontal du plan 7 , la fonction o (§) sera réelle (V=1 et
z=:0) . Aupoint {: 0 , qui correspond au point =z a I'infini,
0 sera nul, puisque le courant est paralléele & Ox  a l'infini, done

(85) w (0) == 0.

(C'est cette condition qui fixe Porientation du courant dans le
plan). Enfin la fonction o (3) est réguli¢re dans tout le demi-cercle.
On peut donce Ia prolonger analytiquement sur le demi-cercle syme-
trique de celui-ci par rapport a I'axe réel, au moyen du principe de
Schwartz (Chap. 1), en attribuant a o () des valeurs conjugudes
aux points symétriques par rapport & cet axe ; et par suite en
attribuant & 0 les mémes valeurs en de tels points, notamment sur
la circonférence fronticre.

Cecei posé, la détermination de la fonction o ({) résulte, ainsi
que je 'ai montré dans ma These (Annales de I'Ecole Normale, 1911),
de la forme supposée connue, au moins qualitativement, du profil
m ¢l @, de 8. La partie réelle de o« représente I'angle qui fait
la vilesse avee Ox . Si done on connait le profil de S , on sait
comment 0 varie quand le point { dcerit la demi-circonférence
supérieure, et par suite aussi la demi-circonférence inférieure a cause
de la symétrie. Soit 0 = @ (s) la relation qui liec 6 a Pargument
¢ du point de la circonférence (3 == e€iv) le long de la paroi S ;
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alors la fonction o ({) sera donnée par notre formule (6) [avec
Bo=0 .puisque o (0) doit étre réel, et méme nul], ou encore par
I'expression (7) résultant de la symétrie.

On aura ainsi :

3 po— ﬂn 1—8
(86) (c)__S‘ b () T v e O

et la condition d'orientation (85) impose a la fonction @ la
relation

~

87 § b (6) ds = ().

v

La fonction o ({) ¢étant ainsi déterminée, tous les ¢léments
géométriques du mouvement résulteront des ¢quations (80), (82), (83),
qui donnent immédiatement :

1\
(88) dz = o df = - a2 oi- (C—i—-————ZLOS G‘,)(C T)Lc‘

De la on tirera :

(89) I= g;m et df

puisque les points z =0 et = e¢in se correspondent é¢videmment.

Quant a la pression en chaque point de la région a , elle sera
connue par la formule (81).

Le mouvement avec toules ses caractéristiques sera done enticére-
ment connu. Par exemple, les parois =y et @, de S correspon-
dront aux points {==ei" de la circonférence (0<Zs<Cs, pour
we ; 6,< 6<_7™ pour wm) ;un calcul ¢lémentaire donne de suite
les formules suivantes pour représenter paramdétriquement ces parois :

%0
Xz 2 a2 g e ¢os 0 (cos ¢ — Cos 5,) sin 5 ds

J 7

70 . .
y =2 a? ( e~ sin 0 (cos 5 — ¢os g;) sin s ds.
Résistance du solide S. — La résistance du solide S, ¢’est-a-dire
la résultante des pressions p ds exercées (normalement) sur chaque
¢lément  ds  du profil, a pour composantes
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(90) Ra = Sc pcosnxds , Ry = Scp cos ny ds

les intégrales ayant ¢été étendues a tout le contour C du profil,
parcouru par exemple dans le sens de la fléche (sens correspondant

Yy

au sens trigonométrique du plan ¢ ), et n étant la normale au
contour vers l'intérieur. Quant a p , il est égal & p, le long de

P, P, dans le sillage, et & p, + —.‘12— (1 — V2) , d’aprés (81), sur

P, O P,. Il est évident que p, donne dans le total une contribution
nulle, et qu'il reste

Re = —-12— K (1 — V2) cos nx ds
JPOp,
(91) .
Ry= 5 S (1 — V2) cos ny ds
PeOP,

Mais on a évidemment
(92) cosnrds=+dy , cosny,ds=—dx ,
et par suite :

(93) R =R -+ i fRy — 721—;‘ SP op (1 — VQ) dz,

ce (qui, & cause de (84) et de (88), donne

( --; 1 & ™ ...!._g 2t 4iw
"R 21 Jehe! ¢ d/_. 21 ,chc’e * df
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les deux intégrales ¢tant étendues a la demi-circonférence che’ .
Mais observons que la fonction o () a ¢té prolongée par

e

symélrie sur le demi-cercle inféricur 5 si o () — 041+ est sa
aleurenun point { de 'are che' , savaleur au point symétrique,

- . 1
dont Paffixe est justemenl — , sera
4

(U(T)“—“‘O-——l’r::— 21’:_{—()—]——11:-—21":—f—m(z);

done 2t +41iw alcule au point M Q) , est ¢gal a (o (—E—)

cest-a-dire & o caleulé au point M.

D’autre part, il résulte facilement de la formule (82) que la diflé-

. . 1
rentielle  df ne change pas quand on remplace £ par - en
passant de M en M. Ce fait tient du reste lout simplement a ce
que [ estréelsur @ el o, , Yy c¢lanl nul

On a donce :

del 2t ([ \ . 1<L> df \ ey df

. N NN
<l Jeh’c

el par suite :
94) R=gp \ O df
210 ) ’

'intégrale ¢lant étendue a toute la circonlérence 1N parcourue dans

le sens direct.
Maintenant, puisque la fonction e , comme o ({) , esl régu-

I
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licre dans tout le cercle intérieur, le théoréme de Cauchy nous
raméne tout simplement au calcul des résidus de la fonction

df

el- —= aux poles intérieurs a ce cercle. Or le seul pole est le point

dt

{==20 ,au voisinage duquel on a :

e 1 4 i o’ (0) + 2 [u»" (0) — w2 (0)] +..

1 )
{TC[” a (I+-—-—-~2cos ,‘,)( )

L.e résidu cherche est done

Q
i a? cos gy . o (0) + 5 o [ (0) — i o' (0)],

ct son” produit par = sera ¢videmment ¢gal & R . Comme la
réalit¢ de o ({) sur Iaxe réel assure que les dérivés de cette
fonction soient réelles au point 0 , nous en concluons de suite
les formules

a2 At

(9:)) ﬂg = "'T-— w'? (0) M :RU g T l4 COS g . o' (()) — " (0)]-

Moment résultant des pressions sur S . — Calculons le moment
résultant M |, par rapport au point O de bifurcation, des pressions
élémentaires. On a de suile

A]

b oz \ [x .pcosny—y.pcosnx]ds,
ryor0'p .

c’est-d-dire & cause des formules (92),

(96) Ab == — ( pxdx+ydy);

On devra, comme plus haut, remplacer p par p, ou
Po + 5 (1— V¥ suivantles ares considérés. p, disparaitra évidem-

ment dans le résultat, et I'on trouvera

db=— o=\ (1= Vi) (@datydy)

v PeOPy

...... \ (xdx + ydy +) 5 g Ve (xrdx + ydy).
PaOP,

o PoOB,

l\‘.[-—
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La premicre intégrale du dernier membre est toute connue si I'on
poss¢de les coordonnées des points Py et P, . De toute facon, en

’

désignant par ' =ux — iy limaginaire conjuguée de =z , on a

- -~
:d7,

(98) S.r de + ydy —=— R

LB

le symbole R ddésignant la partie réelle de I'expression qui suit
ce signe.
D'autre part, en ce qui concerne la seconde intégrale, on a

df

P,oP, \ dz

2rdd 4+ dz
2 b

| g Ve (1 dx + | (11]) o Q
JPop,

mais

i A\ dfodr
dz | 7 dz d7°

en désignant par 7 Pimaginaire conjuguce de [ .

Donc

(

1 df df df df )
Vg, (i e 2 g Gl < )

Mais, sur P, OP, df==df ,car [ estalors réel (J==0)
donc on peut encore écrire

g | —;—— Sp‘m.‘ [< Z{' )Q = dz + (:i{ ) dz’ ]
(99) df \2
( =R g:».m-. ( e ) z dz.

A cause de (98) et (99).

(100) == o R ﬂl [ ( ) zdz — z de ]

L’équation (83) nous donne




done
y dz -~ e df
) | ./
Ca e (B

car sur P, O P, |, df est réel, et nous avons vu que Pimaginaire

. . . 1
conjuguce de W (%) élait m( = )
Y

Finalement il vient done

|
(01) AT

- PO

|._(.»-i4..(".‘) e ,(—L>] af.

Le ealeul de celte intégrale permet de fixer dans le plan = la
position exacte de L vésultante des pressions,



CHAPITRE VII

APPLICATION A UN EXEMPLE PARTICULIER
EXAMEN DES CONDITIONS DE VALIDITE
DU CAS GENERAL

Nous allons tout d’abord faire Papplication des formules géne-
rales au cas ou le solide est une simple lame plane, dont la section
par le plan xoy estlaligne P,OP, rectiligne.

Les deux portions OP, ., OP, , de la lame a partir du

s

point de bifurcation, font avee ox  deux angles 24, que

P A

o
<

provisoirement nous noterons % -tz , en vue d’obtenir en passant
un résultat concernant un di¢dre d’ouverture 2 o« [au reste, le cas
du diédre, lorsque le point de bifurcation coincide avec le sommet de
I'angle, n’est gucre plus compliqué que celui que nous allons
traiter].

Quoi qu'il en soit la condition (87) donne ici, @ (s5) <lant ¢gal
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a (8—a) pour 0<<s<Tgqg ,eta(®+ =) pour gy <<o<l=w :
(102) 8 it gy — 5 -
Pour effectuer les calculs de la théorie, il nous faut construire la

fonction o (§) ; celle-ci est fournie par la formule (7) ou la formule
(6), savoir

[ Z) - M]... gn D - d
\ o (%) = % o () 1 —2%cosa+ %3 i
(103) 1 (2 + 7
"y 4 e l”Y
S RIOR e =i

avee b (27 -—4a) - d(a) dans ce dernier cas.

Dans le cas actuel, ces intégrales sont trés faciles a calculer
explicitement. Mais nous n’avons bhesoin que de la partie imaginaire
de  © (@) sur la circonférence fronticre (nous y connaissons
d’avance sa partie réelle). Observons qu'on peut éerire, en désignant
par ¢ un poinl de la fronti¢re, et en modifiant la notation,

- "(\ARS

] Y2
" (“) Ty \() [ll) \) — P (q)] (»TR— ds

.

O} 2= .Y p s
l(O') \ l"+‘~,( (ls.

27 Yo 1—Ze

Le dernier terme du second membre se réduit & @ (s) ; cela
résulte, soit d'un caleul direet, soit de la remarque que pour & (s)
=z 1 sur toute la fronticre, la fonction o (%) , réelle sur 'axe réel,
coincide nécessairement avec unité.

Nons avons done

_+_ l)-iS

(104) o () == b (5) + ] \ [ (s) — (o)]l ds.

L e—is

Mais quand 3 tend vers eir | celte expression conserve un
sens précis, et on voit quen appelant < (s) la valeurde < (partie
imaginaire de o ) pour {=e & S ona

- 1 (2 S—=&
(100) 7 (6) = — o \0 [ (s) — b (9)] cotg —5 ds.

Pour 'exemple a traiter, plagons-nous pour fixer les idées sur la
paroi =, ,alors 0<(e<Taq, P (s)==8 —a , et il suffira d’intégrer
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dans (105) entre o, et 2m—gq, , seul intervalle ou le crochet
® (s) — @ (¢) ne sont pas identiquement nul, il vaut alors 2« , et
’on obtient

. 0’0""—'6
@ 2 \- 3= 2a S =
7(6) == — — Coty, ————— s == og
' T Ja, & 2 T 8 . 6, + ¢
Slll—-'T

On ne change rien en écrivant ce résultat sous la forme

2
ff(' - @G
2

sin

25
T (c) = ; |Og
sin

et I'on conslate sans peine (ue cette formule vaut encore pour la
paroi =, . De sorte que dans les deux cas on a

24
.0+ -
sin ——5— '
(1()6) [
. G, — G
sin —5—
- ' . s eyge g
En nous rappelant quiict  « = 5 et ultilisant la formule

(88) pour I =-eci" , nous constaterons aisément que la longueur
d’un arc de paroi pris sur o, ou w, a partir du point O , est fourni
par I'équation

(cos 5 — €08 q;) sin ¢ da.
( l

La formule élémentaire

N G“ + G
sin —'-T—‘

. (cos 6 — cos 7,) = 2 sin?

60+ 6
X7 Syn 5y — o),

donne alors

o = «® Sgn (5, — 5) X< \ ' [2 sin 6 — sin (2 7 + qy) + singg) ds.

7



En faisant

7

~omoou gz 0,
on obtiendra respectivement les longueurs

On trouve
s f”‘ . (':" |2 } 2 COS ’,” + 2 COS ’:0 Sillg 6" + (77 - G“) \il] '70]
(107)
( my, == a* (2 - 2008 5, - 2008 g, 8In7 5, 4 5 Sin g,
La longueur tolale de la lame est done

(108) | =0, } o, = a? (1 4+ = sin 5).

Caleulons maintenant la pression totale sur la lame. Celle-ci
dépend uniquement, d'apres les formules (95), de o' (0) et de
w" (o) . Ona dailleurs pour «  la formule (103) avee

P(a) A
Comme on sait que, pour | 3101, ona
1 ! ::! ) v ) v )
o o b b 2Zcose + 282 cos 25 0 ,
! - Ieosas o ®

on trouvera sans aultre caleul :

co= [ Y ) (i)

- 28In g,

R ' - o ‘ -~ g . N\ T
w" (0) ———-l( .—,;—)(sin‘la) -+(r3v-—;)——>(mn‘_c)]
w 0 - REMAY

-

Yar conscquent

a2 =

2

(109) Moo N TRy @ wosin? gy — sin 2 g,

De Id on tire immédiatement la formule classique, due a lord
Rayleigh.

N % sin? g,
[ 4 4 = sin g,




— 73 —
qu'on peut aussi ¢erive a cause de (102)

;P r = COsT o
(110) e mLONT e

{ 4 4 mcos o

Dans le cas particulier ot la lame est normale au courant, on a
o= 0 , et la pression totale R, réduite & sa composante R,
donne lieu a 'égalité non moins connue

(111) !I =

On peut retrouver dhailleurs ces résultats simples par bien
d’'autres procédés. Nous avons donné le procédé ci-dessus o titre
d’application de Ia méthode générale, et en vue d'un détail obtenu
chemin faisant et qui va nous étre utile un peu plus loin.

On voit que, dans ce méme exemple, il n'est survenu aucune
difliculté particuliere. Les ¢quations générales du chapitre préecdent
permettent de mettre toutes les courbes en place. Les formules
qui donnent =, et m, permettenty si une lame Py P,oest donnée
d'avance, de longueur el dinclinaison connues, de disposer des
conslantes arbitraires qui ligurent dans les '¢quations, pour que le
aleul ci-dessus soil justement relatif & cette lame @ 4 est en effel
connu, ¢t par suite 5, (¢quation 102) 5 le rapporl 2 tive de (107)

i
est alors connu, et détermine sur P, P, la position du point O de
bifurcation ; 'é¢quation (108), ou [ est la longueur donnée PP,
détermine Ia constante a2 . Apres quoi la construction des lignes
ryoel 7, estaisée et ne donne licu & aucune remarque particuliére.
Enfin la pression est fournie dans le liquide par la relation (81), en
dehors du sillage, et elle est égale & p, o lintéricur de eclui-ci.

On sait que dans un liquide naturel, dans des conditions
d'expérience normales, la pression ne saurail étre négative. Done
el 'expression

]
(112) 1z ., + 5 (1 V2)

doivent nécessairement élre posilives, quelle que soit 1o valeur
(positive) de  p, . Cela entraine ¢videmment fa condition

Or dans 'exemple actuel, cette condition est certainement vérifiée
partout. Cela tient i ce que l'on a (¢quation 84) : V= s, = c¢lant
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en fonction harmonique réguli¢re dans tout le fluide en mouvement.
Or il est bien connu qu’'une telle fonction harmonique ne saurait,
avoir de maximum ou de minimum en un point intérieur a son
domaine de régularité. Voici du reste la démonstration de ce fait
élémentaire, basé sur la formule (7') de Poisson. De la formule (7) il
résulte en effet sans peine, qu'une fonction harmonique régulicre
autour d'un point I , dans un cercle C de rayon R et de

centre I, est donné, en tout point z=reir du cercle (r<<R)
par la formule

]

(v y) e

& T

1 \"h R2 .. p2
G (0 - (
Jo ) R2 — 2 Rr cos (y — 0) + r?
@ (0) désignant la valeur de « au point de la frontiére : Re®
Au centre T du cerele on a done

] (* 2=
Ty OPY \0 b (h) do.

Il en résulte que = ne saurait par exemple étre un maximum pour
la fonction < ; sinon, le rayon R étant choisi assez petit, toutes
les valeurs de @ (9) sur la circonférence seraient inférieures & -,
et I'équation préccdente aurait un second membre inférieur aussi a
w . d'olt contradiction. La méme démonstration entraine que =
n'est pas non plus un minimum.

Done les maxima et minima de = ne sauraient se produire (ue
sur les [ronliéres

Or actuellement, les fronticres comportent : les lignes %, et 7,
ou par construction méme <=0 , et les lignes o el =, ou =
satisfait & 'équation (106). Il est bien facile de s’assurer sur cette
¢quation méme, que = reste toujours négatif sur les parois.



Donc on a partout =0 , cest-ia-dire V<1 , et notre
solution est enticrement légitimée.

-

Examen de diverses difficultés. Conditions de validité des solutions. —
Nous venons de voir un cas ol la solution trouvée pouvait étre
aisément vérifice. Mais dans le cas général il peut se présenter des
complications. Tout d’abord une hypothése, faite tout au début, peut
se trouver infirmée aprés coup : nous avons en effel admis que, sur
o, et o, lecourant suivrait, sans s'en ¢carter, le contour du solide
immergé. Cela suppose une certaine régularité pour ce contour. Par
exemple, je vais montrer (ue, si le contour présente un angle vif en
un autre point que le point de bifurcation O , le probléme n’est pas
résoluble par les formes géncérales du Chapitre VI.

Soiten effet 2« P'angle des deux langentes en un tel point A
du contour, ces tangentes étant orientées dans le sens ol le courant
est suppos¢ longer l'obstacle; soit e le point du plan 7 qui
correspond au point A ; appelons & + « les angles des susdites
tangentes orientées, avee P'axe oxr . Appelons o, () la fonction
particulicre qui correspondait aux valeurs consta<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>