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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch behandelt die theoretische Logik (auch
mathematische Logik, LoglkkaIkUI oder Algebra der Logik genannt)
in einer Form, wie ich se in meinen Universitatsvorlesungen Uber die
Prinzipienfragen in der Mathematik (Prinzipien der Mathematik, Winter-
semester 1917/18; Logikkalkll, Wintersemester 1920; Grundlagen der
Mathematik, Wintersemester 1921/22) entwickelt und verwendet habe.
Bei der Vorbereitung der genannten Vorlesungen bin ich von meinem
Kollegen P. BERN AYS wesentlich unterstiizt und beraten worden; der-
selbe hat diese Vorlesungen auch aufs sorgféltigste ausgearbeitet. — Unter
Benutzung und Ergénzung des so entstandenen Materials hat W. ACKER-
MANN, ein Schiler von mir, der sich inzwischen durch selbstéandige,
bedeutende Arbeiten auf dem Gebiete der Grundlagen der Mathematik
hervorgetan hat, die vorliegende Gliederung und definitive Darstellung
des Gesamtstoffes durchgefuhrt.

Das Buch soil zugleich zur Vorbereitung und Erleichterung des
Verstandnisses fur ein weiteres Buch dienen, das P. BERNAYS und ich
demnéchst herausgeben Wollen und das die Grundlagen der Mathématik
nach derjenigen Methode behandelt, wie ich sie ebenfalls unter tatigster
Mitwirkung von P. BERNAYS in einer Reihe von Abhandlungen (Neu-
begrindung der Mathematik, Abhandlungen des mathematischen Semi-
nars der Hamburgischen Universitat, Bd. 1, S. 157. 1922; Die logischen
Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. Bd. 88, S. 151. 1922; Uber
das Unendliche, Math. Ann. Bd. 95, S. 161. 1925) dargestellt habe.

Gottingen, den 16. Januar 1928.

Hilbert.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Bei der zweiten Auflage der ,Grundziige der theoretischen Logik"
sind Aufbau und Gang der ersten Auflage durchweg beibehalten. Die
in der Zwischenzeit erzielten wissenschaftlichen Fortschritte machten
aber eine genaue Durchsicht und die Anbringung verschiedener Ver-
besserungen und Zusétze erforderlich, ohne da3 der dem Buch gesteckte
Rahmen dabei berschritten wurde.

Wesentlich unverandert geblieben sind das |. und I1. Kapitel, abge-
sehen von einer kurzen Beriicksichtigung der neueren Forschungen zur
Axiomatik des Aussagenkalkills im I. Kapitel. Von einem Ausbau der
Darstellung des Klassenkalkils im 11. Kapitel, der an und fir sich
wiinschenswert gewesen ware, wurde noch abgesehen, da dieser Kalkil
im Gesamtaufbau des Buches doch eine isolierte Stellung einnimmt.
Im I'I'l. Kapitel ist vor allem die Fassung der Ableitungsregeln fir den
Préadikatenkalkil, deren bisherige Formulierung nicht genau genug war,
verbessert worden. Beweise fur die Unabhéangigkeit und Vollstandigkeit
des dort benutzten Axiomensystems wurden neu aufgenommen, der
Abschnitt (ber das Entscheidungsproblem durch Beriicksichtigung
neuerer Ergebnisse erganzt. Das |V. Kapitel konnte insofern eine
Kirzung erfahren, als ein Eingehen auf die verzweigte Typentheorie
von RUSSELL und WHITEHEAD nicht mehr nétig war, nachdem diese
ziemlich allgemein aufgegeben worden ist. Dafur hat der Aufbau des
Pradikatenkalkils der zweiten Stufe und des Stufenkalkils Uberhaupt
eine wesentliche Verbesserung und Abrundung erfahren.

Die Terminologie wurden den ,,Grundlagen der Mathematik* von
HILBERT und BERNAYS angepaldt. So ist z. B. der Ausdruck ,Funk-
tionenkalkul" Uberall durch , Pradikatenkalk Ul ersetzt worden. Die
Ausdricke ,logische Summe" und ,logisches Produkt" sind, dem
allgemeinen logistischen Sprachgebrauch entsprechend, tberall in ,Kon-
junktion" und ,Disjunktion" verandert worden.

Herrn P. BERNAYS-Zurich, der auch die Fahnenkorrektur gelesen
hat, bin ich fir zahlreiche Ratschldge besonders verpflichtet. Ver-
schiedene Anregungen und Hinweise verdanke ich auch den Herren
G. GENTZEN-G6ttingen, der auch das Manuskript durchgesehen hat,
ARNOLD SCHMIDT-Marburg und H. SCHOLZ-Mingter. lhnen allen gilt
mein herzlichster Dank.

Burgsteinfurt, im November 1937.
W. Ackermann.



w W W

wn wN W W W N WD LN LN LN LN LD

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.

FOom~NoorwNE

B

=
N

I nhaltsver zeichnis.

Einleitung

Erstes Kapitel.

Der Aussagenkalkiil.
Einflhrung der logischen Grundverknlpfungen
Aquivalenzen; Entbehrlichkeit von Grundverknupfungen
Normalform fir die Ioglschen Ausdriicke .
Charakterisierung der immer richtigen Aussagenverblndungen
Das Prinzip der Dualitéat . . .
Die disjunktive Normalform fur Ioglsche Ausdrucke
Mannigfaltigkeit der Aussagenverbindungen, die aus gegebenen Grund-
aussagen gebildet werden konnen .
Ergénzende Bemerkungen zum Problem der AIIgemelngultlgke|t und
Erfillbarkeit .
Systematische Uber5|cht uber aJIe Folgerungen aus gegebenen AX|omen

. Die Axiome des Aussagenkalkils

. Beispiele fir die Ableitung von Formeln aus den AX|omen
. Die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems o
. Die Unabhangigkeit und Vollstandigkeit des Systems .

Zweites Kapitel.

Der Klassenkalkil (einstellige Préadikatenkalkil).

. Inhaltliche Umdeutung der Symbolik des Aussagenkalkils
. Vereinigung des Klassenkalkils mit dem Aussagenka kil

Systematische Ableitung der traditionellen Aristotelischen Schlisse.

Drittes Kapitel.
Der engere Préadikatenkalkl.

. Unzulénglichkeit des bisherigen Kalklls . .
. Methodische Grundgedanken des Pradikatenkalkiils o
. Vorlaufige Orientierung Uber den Gebrauch des Pradikatenkal kuls

Genaue Festlegung der Bezeichnungen im Préadikatenkalkil
Die Axiome des Préadikatenkalkils . o

Das System der identischen Formeln

Die Ersetzungsregel; Bildung des Gegentens einer Formel

Das erweiterte Dualitétsprinzip; Normalformen

Die Widerspruchsfreiheit und Unabhéngigkeit des Axmmensystems

. Die Vollstandigkeit des Axiomensystems . . .
. Ableitung der Schlu3folgerungen aus gegebenen Voraussetzungen Zu-

sammenhang mit den identischen Formeln

. Das Entscheidungsproblem

Seitg

18
19

26
31
33

NIZRBABSEE



VIl Inhaltsverzeichnis.

Viertes Kapitel.

Der erweiterte Pradikatenkalkul.

1. Der Pradikatenkalkll der zweiten Stufe . . o S S
2. Einfihrung von Pradikatenpradikaten; logische Behandlung des Anzahl-
begriffs = . . . .
3. Darstellung der Grundbegriffe der Mengenlehre im erweiterten Kalkul
4. Die logischen Paradoxien S o R .
5. Der Stufenkalkil o
6. Anwendungen des Stufenkalkils .

w W W W w

Literaturverzeichnis .
Sachverzeichnis .

Sdte
100

108
111

. 114

121

. 126

- 131
. 132



Einleitung.

Die theoretische Logik, auch mathematische oder symbolische Logik
genannt, ist eine Ausdehnung der formalen Methode der Mathematik
auf das Gebiet der Logik. Sie wendet fir die Logik eine dhnliche Formel-
sprache an, wie sie zum Ausdruck mathematischer Beziehungen schon
seit langem gebrduchlich ist. In der Mathematik wirde es heute als
eine Utopie gelten, wollte man beim Aufbau einer mathematischen
Disziplin sich nur der gewohnlichen Sprache bedienen. Die grofRen
Fortschritte, die in der Mathematik, z. B. in der Algebra, seit der Antike
gemacht worden sind, sind zum wesentlichen Teil mit dadurch bedingt,
dal? es gelang, einen brauchbaren und leistungsfadhigen Formalismus
zu finden. — Was durch die Formelsprache in der Mathematik erreicht
wird, das soll auch in der theoretischen Logik durch diese erzielt werden,
namlich eine exakte, wissenschaftliche Behandlung ihres Gegenstandes.
Die logischen Sachverhalte, die zwischen Urteilen, Begriffen usw. be-
stehen, finden ihre Darstellung durch Formeln, deren Interpretation
frei ist von den Unklarheiten, die beim sprachlichen Ausdruck leicht
auftreten konnen. Der Ubergang zu logischen Folgerungen, wie er durch
das Schliefen geschieht, wird in seine letzten Elemente zerlegt und
erscheint as formale Umgestaltung der Ausgangsformeln nach gewissen
Regeln, die den Rechenregeln in der Algebra analog sind; das logische
Denken findet sein Abbild in einem Logikkalkil. Dieser Kalkil macht
die erfolgreiche Inangriffnahme von Problemen mdglich, bei denen das
rein inhaltliche, logische Denken prinzipiell versagt. Zu diesen gehort
z. B. die Frage, wie man die Sétze charakterisieren kann, die aus gegebenen
Voraussetzungen Uberhaupt gefolgert werden kénnen. — Eine besondere
Bedeutung hat der Logikkalkdl in den letzten Jahrzehnten noch be-
kommen, indem er sich zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel der mathe-
matischen Grundlagenforschung entwickelt hat.

Die Idee einer mathematischen Logik wurde zuerst von LEIBNIZ
in klarer Form gefaldt. Die ersten Ergebnisse' erzielten A. DE MORGAN
(1806—1876) und G. BOOLE (1815—1864). Auf BOOLE geht die gesamte
spatere Entwicklung zuriick. Unter seinen Nachfolgern bereicherten
W. S JEVONS (1835—1882) und vqgr allem C. S PEIRCE (1839—1914)
die junge Wissenschaft. Die verschiedenen Resultate seiner Vorganger
wurden systematisch ausgebaut und vervollstandigt von ERNST SCHRODER
in seinen ,Vorlesungen Uber die Algebra der Logik" (1890—1895), die
einen gewissen AbschluR der von BOOLE ausgehenden Entwicklungsreihe
darstellen.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl.



2 Einleitung.

Teilweise unabhéngig von der Entwicklung der Boole-Schroder-
sehen Algebra erfuhr die logische Symbolik neue Anregung durch die
Bedirfnisse der Mathematik nach exakter Grundlegung und strenger
axiomatischer Behandlung. G. FREGE verdéffentlichte seine ,,Begriffs-
schrift" (1879) und seine ,,Grundgesetze der Arithmetik" (1893—1903).
G. PEANO und seine Mitarbeiter begannen 1894 mit der Herausgabe
des ,Formulaire de Mathernatiques*, in dem alle mathematischen
Disziplinen im Logikkalkul dargestellt werden sollten. Das Erscheinen
der ,,Prinzipia mathematica“ (1910—1913) von A. N.WHITEHEAD und
B. RUSSELL bildet einen Hohepunkt dieser Entwicklung. — | n jungster
Zeit hat HILBERT in einer Reihe von Abhandlungen und Universitats-
vorlesungen den Logikkalkil dazu verwendet, um auf einem neuen
Wege zu einem Aufbau der Mathematik zu gelangen, der die Wider-
spruchsfreiheit der zugrunde gelegten Annahmen erkennen [&3t. Der
erste zusammenfassende Bericht Uber diese Untersuchungen ist jetzt
in dem ersten Bande der ,,Grundlagen der Mathematik" (1934) von
D. HILBERT und P. BERNAYS erschienen.



Erstes Kapitel.
Der AussagenkalkiL

Einen ersten, unentbehrlichen Bestandteil der mathematischen Logik
bildet der sogenannte Aussagenkalkil. Unter einer Aussage ist jeder
Satz zu verstehen, von dem es sinnvoll ist, zu behaupten, daf3 sein Inhalt
richtig oder falsch ist. Aussagen sind z.B.: ,Die Mathematik ist eine
Wissenschaft", ,,der Schnee ist schwarz", ,9 ist eine Primzahl". In
dem Aussagenkal kil wird auf die feinere logische Struktur der Aussagen,
die etwain der Beziehung zwischen Pradikat und Subjekt zum Ausdruck
kommt, nicht eingegangen, sondern die Aussagen werden as Ganzes
in ihrer logischen Verknipfung mit anderen Aussagen betrachtet.

8 1. Einfuhrung der logischen Grund Verknlpfungen.

Aussagen kdnnen in bestimmter Weise zu neuen Aussagen verkniipft
werden. Z. B. kann man aus den beiden Aussagen , 2 ist kleiner as 3",
»der Schnee ist schwarz" die neuen Aussagen bilden: 2 ist kleiner
as 3 und der Schnee ist schwarz", ,,2 ist kleiner als 3 oder der Schnee
ist schwarz", ,, wenn 2 kleiner als 3 ist, soist der Schneeschwarz". Endlich
kann man aus ,, 2 ist kleiner als 3" die neue Aussage bilden ,2 ist nicht
kleiner as 3", die das logische Gegenteil der ersten Aussage ausdriickt.

Diese Verkniipfungen von Aussagen sind sprachlich durch die Worte
.und", ,oder", ,nicht", ,wenn — so" gegeben.

Wir wollen nun diese Grundverkniipfungen von Aussagen durch
eine geeignete Symbolik darstellen. Als Bezeichnungen fir Aussagen
verwenden wir grolle lateinische Buchstaben: X, Y, Z, U,.. Zur
Wiedergabe der logischen Verknupfung der Aussagen fuhren wir die
folgenden 5 Zeichen ein:

1. X (lies ,X nicht") bezeichnet das kontradiktorische Gegenteil
von X. X bedeutet die Aussage, die richtig ist, wenn X falsch ist, und
die falsch ist, wenn X richtig ist.

2. X& Y (lies ,X und Y*) bezeichnet die Aussage, die dann und
nur dann richtig ist, wenn sowohl X as Y richtig ist.

3. XvY (lies ,X oder Y') bezeichnet die Aussage, die dann und
nur dann richtig ist, wenn mindestens eine der beiden Aussagen X, Y
richtig ist.

4. X->Y (lies ,wenn X, so Y") bezeichnet die Aussage, die dann
und nur dann falsch ist, wenn X richtig und Y falsch ist.

1%



4 Der Aussagenkalkil.

5. X~Y (lies ,,X gleichwertig Y*), auch wohl XzxY oder X Y
geschrieben, bezeichnet die Aussage, die dann und nur dann richtig ist,
wenn X und Y beide richtig oder X und Y beide falsch sind. X~Y
bedeutet also, dald X und Y beide denselben Wahrheitswert haben.

Zu 3. bemerken wir, dal3 die Verknupfung , X oder Y" nicht mit
dem ausschliefenden oder, im Sinne des lateinischen aut — aut, ver-
wechselt werden darf. Dieses ,oder" hat vielmehr die Bedeutung von
»oder auch" im Sinne des lateinischen vel, d. h. die Mdglichkeit des
Zusammenbestehens von X und Y wird mit zugelassen’.

Die Beziehung ,,wenn X, so Y* ist nicht so aufzufassen, as ob
damit ein Verhéltnisvon Grund und Folge bezeichnet werden soll. Viel-
mehr ist die Aussage X->Y immer schon dann richtig, wenn X eine
falsche oder auch, wenn Y eine richtige Aussage ist.

So haben z. B. folgende Aussagen als richtig zu gelten:

Wenn ,,2mal 2 gleich 4", so ,ist der Schnee weil3".
Wenn ,,2mal 2 gleich 5", so ,,ist der Schnee weil3".
Wenn ,,2mal 2 gleich 5", so ,,ist der Schnee schwarz".

Falsch wére dagegen die Aussage: Wenn ,,2mal 2 gleich 4", so ,,ist
der Schnee schwarz'. Immerhin hat die Beziehung X->Y mit der
Beziehung von Grund und Folge das gemeinsam, dal im Falle der
Richtigkeit von X->Y aus dem Bestehen von X das Bestehen von Y
entnommen werden kann.

Die Beziehung X~ Y hat nicht etwa den Sinn, da3 X mit Y gleich-
bedeutend ist, sie besteht vielmehr zwischen irgend zwei richtigen und
auch zwischen irgend zwei falschen Aussagen. Z. B. sind die Aussagen
(2 und 2 gleich 4) ~ (der Schnee ist weil3)

(2> 3) ~ (der Schnee ist schwarz)
richtig.

Besonders wichtig ist noch die allgemeine Bemerkung, dal3 nach
unserer Definition der logischen Grundverknipfungen die Richtigkeit
oder Falschheit einer Aussagenverkniipfung nur von der Richtigkeit und
Falschheit der verknlpften Aussagen, nicht aber von ihrem Inhalt ab-
héngig ist. Bezeichnen wir zur Abkurzung eine richtige Aussage mit H
und eine falsche Aussage mit %, soist z. B. die Verknipfung dadurch
gekennzeichnet, dal} die Aussagen —%R, F—®R und {-—>F richtig
sind, #—% aber falsch ist. Fur die Verknupfung & ist # & Rrichtig,
REF, &R, F& F sémtlich falsch. Weiter ist Rv R, RvF FvR
richtig, & v & falsch. Die Verbindung ~ ist dadurch gekennzeichnet,
dad R~®, F~ & richtig, dagegen B~ §, F~ K fasch sind. Endlich

! Das ausschlieRende , entweder — oder" kann durch eine Kombination der
Grundzeichen ausgedruckt werden. ,Entweder X oder Y* ist die Negation von
X~ Y und wird dargestellt durch X~ V.



§ 2. Aquivalenzen; Entbehrlichkeit von Grundverknipfungen. 5

ist | falsch, & richtig. Wir sind demnach berechtigt, die Grund-
verknipfungen als Wahrheitsfunktionen aufzufassen, d. h. as bestimmte
Funktionen, fir die als Argumente und as Funktionswerte nur i und &
in Frage kommen.

Zur formalen Kennzeichnung der eingefuhrten Operationen ist zu
bemerken, dal? die Negation X allein eingliedrig ist, wahrend die tUbrigen
Operationen ale zweigliedrig sind.

§ 2. Aquivalenzen;
Entbehrlichkeit von Grund Verknupfungen.

Durch mehrfache Anwendung der Grundverknupfungen lassen sich
aus gegebenen Aussagen kompliziertere Aussagen Verbindungen bilden.
Z. B. entsteht so aus den Grundaussagen X, Y, Z die zusammengesetzte
Aussage {(X~»Y}&{Y—>2))& (X vZ). Jede derartige Aussagenver-
bindung stellt, genau wie die Grund Verknipfungen, eine bestimmte
Wahrheitsfunktion dar. Bei der obigen Aussagenverbindung haben wir
far X, Y, Z die acht moéglichen Werte ™, %, H; R, R, . R, & N R, 5. %
WO OR: E RN W, % F Jedem dieser Werte wird durch

(X->Y)&{(Y2))&(Xv2)

entweder der Wert % oder % zugeordnet. Z. B. entspricht der Kombi-
nation @, ®, % der Wert & Wir kdnnen namlich fir
(TR &R ->F)&(FvT)
geméal der Definition der Grundverkniipfungen
R&FH &S
setzen, und weiter & § und endlich §.

Es ist nun bemerkenswert, da3 verschiedene dieser Grundver-
knipfungen gleichbedeutend sind, d. h. dieselbe Wahrheitsfunktion dar-
stellen. So ist X gleichbedeutend mit X ; die doppelte Verneinung ist
dasselbe wie die Bejahung. In der Tat ergibt X ebenso wie X fir ein-
gesetztes %t den Wert | und fur eingesetztes % den Wert . Solche gleich-
bedeutende Aussagen Verknipfungen wollen wir im folgenden ,,&quivalent”
nennen. Zur Abklrzung schreiben wir

(1) X agX.*

Wir wollen im folgenden eine Reihe weiterer Aquivalenzen zu-
sammenstellen. Zunéchst zeigt sich in der Wirkungsweise der Zeichen &
und v eine Analogie mit den Zeichen + und  in der Algebra. Es bestehen
namlich die folgenden Aquivalenzen:

* Es sa hervorgehoben, dal3 die hier gebrauchte Schriftabkiirzung &g nicht
zu unseren logischen Symbolen gehort.



6 Der Aussagenkalkdl.

2 X&Y &aq Y&X,

(3 X & (Y&Z) &q (X&Y) &Z,

4 XvY ag YvX,

(5) Xv (YWZ) &g (XvY) VvZ,

(6) X v (Y&Z) & (XvY) & (XvZ).

Die Richtigkeit dieser (und aller sonstigen) Aquivalenzen bestatigt
man, wie aus dem Gesagten schon hervorgeht, auf die folgende Weise:
Man nimmt alle méglichen Kombinationen, die sich aus R und J fir die
Grundaussagen bilden lassen, und Uberzeugt sich davon, dal3 fir jede
einzelne Kombination jedesmal die beiden Seiten der betrachteten
Aquivalenz den gleichen Wahrheitswert ergeben. Diese Nachpriifung
sl dem Leser Uberlassen.

Aus den Aquivalenzen (2) bis (6) ergibt sich ein kommutatives, asso-
ziatives und distributives Gesetz.  Wegen dieser Analogie zur Algebra
hat man auch X & Y ds die logische Summe und X v Y ds das logische
Produkt bezeichnet. Aus den angegebenen Gesetzen folgt, da man
bei logischen Ausdriicken in &hnlicher Weise wie in der Algebra ,aus
multiplizieren" bzw. einen gemeinsamen Faktor ausklammern kann. —
Ebensogut hétten wir Ubrigens X & Y ds logisches Produkt und Xv Y
ds logische Summe bezeichnen kodnnen, und diese Bezeichnung ist
sogar in.der Logik gebrduchlicher. Es gilt namlich, im Unterschied
zur Algebra, noch ein zweites distributives Gesetz
(7) X & (WZ) & (X&Y) v (X&2).

Ein Beispiel zur Erlduterung des zweiten distributiven Gesetzes ist
folgendes: Es werde die Wetterprophezeiung ausgesprochen: ,,Es regnet
heute, und morgen scheint die Sonne oder (ibermorgen scheint die Sonne."
Dieselbe Behauptung 18Rt sich auch so ausdriicken: ,,Es regnet heute,
und morgen scheint die Sonne, oder es regnet heute und Ubermorgen
scheint die Sonne". —

Da der Sprachgebrauch in der Logik beziiglich der Worte , Summe"*
und ,,Produkt” schwankt, wollen wir lieber diese Ausdriicke tberhaupt
vermeiden. Wir bezeichnen statt dessen X&Y als die Konjunktion von X
und Y, XvY, as die Digunktion von X und Y. Fir X->Y ist die
Bezeichnung Implikation gebréuchlich.

Wegen des kommutativen und assoziativen Gesetzes kénnen mehr-
gliedrige Konjunktionen oder Disjunktionen ohne Klammern geschrieben
werden. Ferner setzen Wir zur weiteren Ersparung von Klammern fest,
dafl3 v enger bindet als & und & wieder enger as -> und ~. Das Zeichen v
kann auch ebenso wie in der Algebra das Zeichen « fortgelassen werden.

Fur die Vereinfachung von Konjunktionen und Disjunktionen sind
die folgenden Aquivalenzen wesentlich,



§ 2. Aquivalenzen; Entbehrlichkeit von Grund Verkniipfungen. 7

8 X&X&agX,
9 XvX ag X

Es braucht aso in einer Konjunktion oder Disjunktion, in der ein
Glied mehrfach vorkommt,__ dieses nur einmal geschrieben zu werden.
Ebenso sind die folgenden Aquivalenzen geeignet, kompliziertere Aus-
sagenverbindungen durch einfachere zu ersetzen.
(10) X&Maqg X
(11) X&Faqd.
(10) sagt aus, dal3 ein richtiges Konjunktionsglied stets fortgelassen
werden darf, (11), da3 eine Konjunktion falsch ist, in der eine fasche
Aussage vorkommt.

Entsprechend haben wir fir die Disjunktion:
12 XV &R,
(13 Xviag X.
Eine Disjunktion ist richtig, wenn se ein richtiges Glied enthdlt. Ein
fadsches Glied darf in einer Disjunktion fortgelassen werden.

Auch bei der Implikation haben wir &hnliche Beziehungen.

(14 R X & X

(15) 3 X aR.

Eine Implikation mit richtigem Vorderglied ist mit ihrem Hinterglied
aquivalent. Eine Implikation mit falschem Vorderglied stellt immer
eine richtige Aussage dar.

Fur die Gleichwertigkeitsbeziehung haben wir endlich
(16) X~R &g X,

17 X~%aq X.

Bei der Verbindung der Negation mit & und v ist die folgende Be-
ziehung wesentlich:

(18) X&Y &q XVY.

Es bedeute z. B. X die Behauptung: ,Das Dreieck & ist recht-
winklig“,Y bedeute: ,Das Dreieck & ist gleichschenklig". Der Ver-
bindung X&Y entspricht dann die Aussage: ,Das Dreieck & ist recht-
winklig und das Dreieck & ist gleichschenklig”. Das kontradiktorische
Gegenteil hiervon ist die Aussage: ,,Das Dreieck & ist nicht rechtwinklig
oder das Dreieck & ist nicht gleichschenklig”, und diese Aussage wird
durch XvY dargestellt.

Ebenso gilt:

(19 XVY dg  X&Y.

Z.B. werde bei einer Prifung in Mathematik verlangt, da3 der

Kandidat mindestens in einem der Gebiete Arithmetik und Geometrie
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beschlagen sei. X bedeute die Aussage: ,Der Kandidat kann Arith-
metik“, Y bedeute: ,Der Kandidat kann Geometrie*. Die Anforderung
des Examens wird von dem Kandidaten erflllt, wenn Xv Y richtig
ist. Féallt nun der Kandidat bei der Prifung durch, liegt also das Gegen-
teil von X v Y vor, so bedeutet dies: ,Der Kandidat kann nicht Arith-
metik und er kann nicht Geometrie,” was durch X&Y dargestellt wird.

Weitere Aquivalenzen ergeben sich, wenn wir die Zeichen und
~ heranziehen.

Da die Aussage X Y bedeutet, dal3 nicht gleichzeitig X richtig
und Y falsch ist, so hat man
(20) X Y a9 X&Y.

Unter Benutzung von (18) kann man flr X&Y auch XvY, und
nach (1) auch Xv 'Y schreiben. Es gilt aso auch
(21) X Y &g XvY.

Nimmt man in dieser Aquivalenz X statt X und benutzt man,
da3 X & X, so erhdt man die neue Beziehung

(22) X v YaqX Y.

Nach (20) hat man Y Xa&agY&X. Nach (1) kann man dafir
Y&X, nach (2) X&Y und nach (20) X Y setzen. Es ergibt sich also:

3) X YayY X

Bestehen ferner die beiden Aussagen X Y und Y X zu Recht,
so heifdt das, daf3 nicht gleichzeitig X richtig und Y falsch, und auch
nicht gleichzeitig Yrichtig und X falsch ist. Die Aussage (X Y)&(Y X)
bedeutet also, da3 X und Y beide den gleichen Wahrheitswert haben.
Mit anderen Worten, es besteht die Aquivalenz

(24 XY agX V&Y X.

Aus der Bedeutung der Verknupfung ~ ergibt sich unmittelbar, dafd
(25) X~Y & Y-X
(26) X~Y &g X~Y.

Weiter erhalt man aus (19) und (18), indem man von beiden Seiten
der Aquivalenz das Gegenteil nimmt und benutzt, dal die doppelte
Verneinung nach (1) fortgelassen werden kann:

@7 XVY &g X&Y,
(28) X&Y Hq XV

An diesen Aquivalenzen zeigt sich eine Vidfachheit in der Dar-
Selung von Aussagenverknipfungen durch die eingefihrten Zeichen.
Es wird so die Frage nahegelegt, ob nicht einige von den logischen Grund-
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Verkniipfungen entbehrlich sind. Das ist tatsachlich der Fall. Aus (24)
ergibt sich zunéachst, dall man das Zeichen ~ entbehren kann, da sch
die Verknipfung X~Y durch und & wiedergeben laft. Aus (20)
und (27) folgt weiter, dal3 auch und v entbehrlich sind, da man
aso mit & und -- auskommen kann. Ebenso ergibt sich aus (21) und
(28), daf’ auch v und --- gentigen. Desgleichen sind  und --- ausreichend;
denn nach (28) laRt sich zunachst & durch v und ---, und nach (22) v
durch und --- ausdrlcken.

Die Darstellung mit und -- hat FREGE, die mit v und -- RUSSELL
zugrunde gelegt (d. h. unter Benutzung anderer Symbole). Am natdir-
lichsten ist es wohl, von der Darstellung durch & und --- auszugehen,
wie es in BRENTANOS Urteilslehre geschieht. Besonders zweckmaRig ist
der Gebrauch der drei Zeichen &, v, -, da sich infolge der Aquivalenzen
(2) bis (6) dann ene besonders einfache rechnerische Behandlung der
logischen Ausdriicke ergibt.

Mit ~ und --- kénnen nicht alle Verkniipfungen dargestellt werden.
So ist scthon X & Y nicht mit diesen Zeichen darstellbar. Zum Beweis
wollen wir zunéchst annehmen, daf3 nur die Grundaussagen X und Y
gebraucht werden. Wir betrachten dann die 8 Aussagen:

X; Y, X, X=X; X=X; X~Y; X~Y
Negiert man ene dieser Aussagen, oder setzt man zwei diesr Aussagen
durch ~ zusammen, so erhdlt man wieder Aussagen, die ener der
8 Aussagen aquivalent sind. Z.B. it (X~Y)~Yaq Y; (X~Y)
~(X~Y)ag X~X usv. Da die Grundaussagen X und Y unter den
8 Aussagen sdbst vorkommen, so ergibt sich, dai3 jede Aussage, die aus X
und Y nur durch Anwendung von ~ und -- gebildet wird, einer dieser
8 Aussagen aquivalent ist. X & Y ist aber keiner dieser Aussagen aqui-
valent. — Gébe es eine mit X & Y aquivalente und nur mit ~und --- ge-
bildete Aussagenverkniipfung, die noch die Grundaussagen Z, U,..., T
enthalt, so miiRte die Aquivalenz auch bestehen, falls man Z, U,.., T
alle durch X ersetzt. Damit kommen wir auf den vorigen Fall zurick.

Die Negation ist be der Darstellung der Aussagenverkniipfungen
unentbehrlich. Z. B. 18Rt sch X ohne Anwendung der Negation nicht
darstellen. Alle mit dem unbestimmten Zeichen X durch Anwendung
von &,v, ,~ gebildeten Ausdriicke stellen namlich nur solche Aus-
sagen dar, welche richtig sind, sofern X richtig ist, wahrend X den
entgegengesetzten Wahrheitswert hat wie X.

Bemerkenswert ist, dal die Verknipfung v durch allein, ohne
Anwendung der Negation ausgedriickt werden kann. Es gilt namlich
XvY aq (X Y) Y.

Fir X & Y ist eine derartige Darstellung nicht méglich.

Als Kuriositéat s8 erwahnt, dal man auch mit enem einzigen
logischen Zeichen auskommt, wie es SHEFFER gezeigt hat. Dieser benutzt
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als einzige Grundverknupfung X/Y, in Worten: ,X und Y bestehen
nicht beide*. X/X igt dann gleichbedeutend mit X. X/X/YIY st
aquivalent mit  X/Y, d.h. Xv¥Y. Daman v und -- durch den Sheffer-
sehen Strich ausdriicken kann, so gilt das auch fiir die Ubrigen Grund-
verknlpfungen.

Als wichtig fur die Darstellung der Gleichwertigkeitsbeziehung
sden noch folgende Aquivalenzen erwahnt:

(29) X~YaXvY & YvX,
(30) X~ Yag (X&Y) (X&Y).
(29) geht aus (24) hervor, indem man nach (21) die Verknupfung

durch v und -- ersetzt. (30) ergibt sch unmittelbar aus der Be-
deutung von ~.

8 3. Normalform fir die logischen Ausdricke.

Wir haben bisher gesehen, wie man aus bestimmten Grundaussagen,
die wir mit X, Y, Z. . . bezeichnen, durch ein- oder mehrmalige An-
wendung der Verknipfungen &,v, ,~ neue Aussagen bilden kann.
Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Aquivalenzen lehren uns, daR
es fur inhaltlich gleichbedeutende Verbindungen von Grundaussagen
eine Vielfachheit der Darstellung gibt, bei denen man von ener zur
anderen nach Belieben Ubergehen kann'. Es ist nun bemerkenswert,
dal jede Aussagenverbindung durch &quivalente Umformung auf eine
gewisse Normalform gebracht werden kann; und zwar besteht diessNormal-
form aus ener Konjunktion von Disjunktionen, in denen jedes Dis-
junktionsglied entweder eine Grundaussage oder die Negation ener
solchen ist.

Wir bilden uns auf Grund der aufgestellten Aquivalenzen folgende
Regeln fur die Umformung von Ausdriicken:

al) Mit den Zeichen & und v kann, wie in der Algebra, assozativ,
kommutativunddistributiv gerechnet werden.

a2) X kann ersetzt werden durch X.

a3) FirX & Y kann man X v Y,firX v Y kann man X & Y schreiben.

ad) X Y kann durch XvY, X~Y durch XY & YX* ersetzt
werden.

Es ist hier immer die gegensdtige Ersetzbarkeit gemeint.

Die Umformung geschieht nun in der folgenden Weise: Zunéchst
kann jeder Ausdruck unter Benutzung der Regel a4) durch einen aqui-
valenten ersetzt werden, der nicht mehr die Zeichen und ~ enthalt.
Der so entstehende Ausdruck baut sich dann durch Anwendung der drei

* Wir gebrauchen hier und im folgenden haufig die schon erwéhnte bequeme
Schreibweise, bel der das Zeichen v fortgelassen wird.
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Zeichen &, v, auf. Durch sukzessve Anwendung der Regd a3)
kann man dann erreichen, da die Negationsstriche immer weiter nach
innen ricken und schlieflich nur Uber den Grundaussagen stehen.
Z.B. wird aus

(XY&Y)V(Z&Y)
zunéchst
(XY&Y)& (Z&Y),
dann durch nochmalige Anwendung von a 3):
XYVY&ZVY
und schliefdlich
(X&Y) Y& ZY.

Der so entstehende Ausdruck setzt sch dann aus negierten und
unnegierten Grundaussagen durch & und v zusammen. Nun wendet
man das distributive Gesstz an. Bei unserem Beispiel erhdlt man <o

XY & YY & ZY.

Ersetzen wir nun schliellich nach a2) X durch X,X durch X usw.,
s0 ist der Ausdruck auf die Normalform gebracht.
Als ein zweites Beispiel betrachten wir den Ausdruck

(X Y)~(Y~X).
Schafft man hier zunéchst nach a4) dasZeichen fort, so erhalt man:
XY~YX.
Y wird durch Y ersetzt:
XY~YX.
Durch abermalige Anwendung von a4) erhalt man
(XY) YX& (YZ2) XY,
(X&Y)YX & (Y&Z) XY [nach a3)].
X wird durch X ersetzt:
(X&Y) YX & (Y&X) XY.
Durch Anwendung des distributiven Gesetzes erhélt man dann
XY X & YYX & YXY & XXY.
Das ist eine Normaldarstellung von (X Y)~(Y X).

Es s& Ubrigens bemerkt, dal? die zu einer Aussagenverbindung ge-
horige Normaldarstellung nicht eindeutig ist. Z.B. gehért zu X~Y
einmal nach (29) die Normaldarstellung XY & YX. Anderersets er-
halt man, indem man auf die rechte Seite von (30) das distributive

Gesetz anwendet,
XX & XY & YX& YY
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§ 4. Charakterisierung
der immer richtigen AussagenVerbindungen.

Ob eine Aussagenverbindung, die sich aus den Grundaussagen Xi,
X2,..., Xn in bestimmter Weise mit Hilfe der logischen Zeichen &
v, ->, ~,  aufbaut, richtig oder falsch ist, hangt nur davon ab, wie
sich Richtigkeit und Falschheit auf die Grundaussagen verteilt. Der
Wahrheitswert einer AussagenVerbindung bleibt ungedndert, falls eine
Teilaussage durch eine gleichwertige ersetzt wird. Daraus ergibt sich
Ubrigens, dal} das Zeichen ~ in unserem Kalkil eine &hnliche Rolle
spielt wie das Zeichen = in der Algebra

Die erste Aufgabe fur die Logik ist es nun, digenigen Verbindungen
von Aussagen zu finden, welche stets, d. h. unabh&ngig davon, ob die
Grundaussagen richtige oder falsche Behauptungen darstellen, richtig sind.

Da wir zu jedem logischen Ausdruck einen aquivalenten in der
Normalform angeben kbnnen, so kommt es zur Beantwortung dieser
Frage nur darauf an, zu entscheiden, wann ein Ausdruck in der Normal-
form eine immer richtige Aussagenverbindung darstellt. Diese Fest-
stellung geschieht mit Hilfe der folgenden, leicht zu verifizierenden
Regeln:

b 1) XX ist immer richtig.

b2) Wenn X richtig ist und Y ene beliebige Aussage bedeutet,
so ist auch XY richtig.

b 3) Wenn X richtig und Y richtig ist, dann ist auch X &. Y richtig.

Diese Regeln sind so aufzufassen, dal fur X und Y irgendwelche
Aussagen und Aussagen Verbindungen eingesetzt werden durfen.

Gemél den Regeln b 1), b2), b3) und al) werden ale Ausdriicke
in der Normalform als richtig statuiert, die dadurch charakterisiert sind,
dafl? in jeder Disjunktion mindestens eine der Grundaussagen zugleich mit
ihrer Negation auftritt. Dald ein derartiger Ausdruck bei beliebigem
Inhalt der Grundaussagen eine richtige Aussage darstellt, geht auch
unmittelbar aus der Bedeutung der Negation sowie der Verknlpfungen
»und" und , oder" hervor. Dies sind aber auch die einzigen Ausdriicke,
die stets richtig sind. Denn wenn bei einem Konjunktionsgiiede einer
Normalform, das ja die Form einer Disjunktion hat, jede Grundaussage
entweder nur unverneint oder nur verneint as Faktor auftritt, so kann
diese Disjunktion zu einer faschen Aussage gemacht werden, indem
fir die unverneinten Aussagezeichen falsche und fir die verneinten
richtige Aussagen eingesetzt werden. Es stellt dann ein Konjunktions-
glied der Normalform eine falsche Aussage dar, und daher muf auch
der ganze Ausdruck eine falsche Aussage darstellen, unabhangig davon,
was man fir die noch unbestimmten Aussagezeichen einsetzt.

Wirwollen an einigen Beispielen zeigen, wie man nach der angegebenen
Methode Aussagen als immer richtig nachweist.
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1. XX
Die Umformung nach Regel a4) ergibt:

XX&XX.

Der letzte Ausdruck in der Normalform enthdlt in jedem Kon-
junktionsgliede eine Grundaussage und ihr Gegenteil, er ist aso richtig.
2. X&Y X

Die Umformung ergibt:
X&Y vX [nach ad)],
XYX [nach a3)].

Die letzte Disjunktion enthdlt X und X, ist dso richtig.
3 X&(X Y) V.
Man erhélt
X&XYv'Y [durch zweimalige Anwendung von a4)],
X(X&Y)Y [nach a3)],
XXY & XYY [nach al)],
XXY & XYY  [nach a2)].

Die erste Disjunktion enthdlt X und X, die zweite Y und Y.
X & (X Y)) Y ist dso eine immer richtige Aussagenverbindung.

§ 5. Das Prinzip der Dualitat.

Eine wichtige Bemerkung zur Charakterisierung unseres Kalkils
schliefit sich an die Regel a3) an. Aus dieser 18Rt sich entnehmen, dai3
von einem Ausdruck, welcher aus den Grundaussagen und ihren Negationen
allein durch konjunktive und digunktive Verknipfung gebildet ist, das
Gegentell dadurch erhalten wird, daf? man die Zeichen & und v miteinander
vertauscht und die Grundaussagen gegen ihre Negationen auswechselt.

Hiervon konnen wir folgende Anwendung machen. Es sei ein Aus-
druck von der Form %1~ %, oder wie wir auch sagen, eine logische
Gleichung als immer richtig erwiesen. (Wir gebrauchen deutsche Buch-
staben zur Bezeichnung von Aussagenverbindungen, deren genaue
formale Gestalt unbestimmt gelassen wird, mitunter auch zur Abkiirzung.)
Da %~ %8 gleichbedeutend ist mit #~%, so erhalten wir wieder einen
richtigen Ausdruck, indem wir von beiden Seiten der Gleichung das
Gegenteil bilden. Sind nun die beiden Seiten der Gleichung aus den
Grundaussagen und ihren Negationen nur durch Konjunktion und
Disjunktion gebildet, so kbnnen wir die eben genannte Regel anwenden.
Wir erhalten demnach eine Formel, die aus der anfanglichen Gleichung
A~ B dadurch entsteht, dald die Zeichen & und v unter sich und die
Grundaussagen mit ihrem Gegenteil vertauscht werden. Da diese
Gleichung immer richtig ist, so kénnen wir se anwenden, indem wir
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fir eine jede Grundaussage das Gegenteil einsetzen. Dadurch heben
wir aber die Vertauschung der Grundaussagen mit ihren Negationen auf.

Somit ergibt sich folgendes Dualitatsprinzip: Aus einer Formel
A4 B, diestetsrichtigist, und deren beide Seiten aus Grundaussagen
und deren Negationen nur durch konjunktive und digunktive Verkniipfung
gebildet sind, erhalt man wieder eine richtige Gleichung, indem man &
und v miteinander vertauscht.

S i z B.

X(Y&Z)~XY&XZ

immer richtig. Esist die Formel des ersten distributiven Gesetzes. Aus
dieser gewinnt man gemaf dem Dualitétsprinzip die Formel:
X&YZ ~ (X&Y) (X&2),

welche gleichfalls richtig ist und das zweite distributive Gesetz dar stellt.
Ebenso it der richtigen Formel

(X&X) Y ~Y
nach dem Dualitatsprinzip die ebenfalls richtige Formel
XX&Y~Y

zugeor dnet.

§ 6. Die digunktive Normalform fur logische Ausdricke-

Von da Regel zur Bildung des Gegentels 183t sch eine wichtige
Anwendung machen. Wir hatten geschen, daR jeder logische Ausdruck
auf eine Normalform gebracht werden kann. Diese Normalform besteht
aus einer Konjunktion von Disjunktionen, wo jedes Disunktionsglied
eine negierte oder unnegierte Grundaussage ist. Die Umformung enes
Ausdrucks zur Normalform geschient mit Hilfe der Regeln al) bis a4). —
Daneben gibt es noch eine zweite Normalform, die aus einer Disjunktion
von Konjunktionen besteht. Jedes Konjunktionsglied ist eine negierte
oder unnegierte Grundaussage. Wir bezeichnen diese Normalform als
Ldigunktive' und die frihere zur Unterscheidung als , konjunktive*

Die Umformung eines Ausdrucks zur disjunktiven Normalform kann
man in der folgenden Weise vornehmen: Man negiert den urspriinglichen
Ausdruck, bringt ihn dann auf die konjunktive Normalform und bildet
dann wieder das Gegenteil gemal? unserer Regel. Man kann auch den
Umstand benutzen, daR in bezug auf die Regeln al) bis a4) sich Kon-
junktion und Disjunktion vollkommen dual verhalten.

Wie man aus der konjunktiven Normalform ablesen kann, ob ein
Ausdruck immer richtig ist oder nicht, so kann man mit Hilfe der dis
junktiven entscheiden, ob er immer falsch ist. Diesist dann und nur dann
der Fall, wenn jedes Disjunktionsglied mit einer Grundaussage zugleich
ihr Gegenteil enthalt.
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Der Beweis daflr ergibt sich sofort, wenn man beriicksichtigt, daf
das Gegenteil einer disjunktiven Normalform durch eine konjunktive
Normalform dargestellt wird, und daf} eéne Formel dann und nur dann
immer falsch ist, wenn das Gegenteil immer richtig ist.

Als Beispiel fiir die Anwendung der disjunktiven Normalform be-
trachten wir die Aussagenverbindung:

XY&YZ&X&Z.

Durch Anwendung des zweiten distributiven Gesetzes, erhalt man die
Normalform:

(X&Y & X&Z) V (X&Z & X&Z) V (Y&Y & X&Z) V (Y&Z & X&Z).

Hier enthélt jedes Disunktionsglied eine Grundaussage und ihre Negation,
die ersten beiden X und X, das dritte Y und Y, das vierte Z und Z.
XY&YZ& X&Z stellt also eine Aussage dar, die immer falsch ist.

Die disjunktive Normalform hat den Vorzug einer besonderen Uber-
sichtlichkeit. Die einzelnen Disunktionsglieder geben die verschiedenen
M oglichkeiten, unter denen die gegebene Aussagenverbindung zu Recht
besteht. So lautet z.B. die zu X~Y gehérige disunktive Normal-
form (X&Y) (X&Y), und diese 18Rt erkennen, da X und Y entweder
beide bestehen oder beide nicht bestehen missen, falls X~Y richtig
sin soll.

§ 7. Mannigfaltigkeit der Aussagenverbindungen,
die aus gegebenen Grundaussagen gebildet werden konnen.

Eine weitere wichtige Bemerkung Uber den Kalkil bezieht sch
auf die Mannigfaltigkeit der Aussagen, die durch Kombination von
endlich viden Grundaussagen X; Xj,..., X, gebildet werden koénnen.
Wir wollen dabei nur digenigen Aussagen als verschieden betrachten,
die nicht logisch aquivalent sind. Unter dieser Voraussetzung besteht
die Mannigfaltigkeit nur aus endlich vielen Aussagen.

Wie wir friher erwéhnten, ist eine aus X; X,,..., X, gebildete
Aussage mit einer anderen derartigen Aussage dann und nur dann
aquivalent, wenn beide Aussagen flr beliebige Werte der Xi..Xn
den gleichen Wahrheitswert haben. Es kommen zun&chst fir die
Richtigkeit oder Falschheit der Grundaussagen 2" Mdoglichkeiten in
Betracht, da ja jede einzelne der Aussagen X; X, ..., X, richtig oder
falsch sein kann. Eine aus X; X, ..., X, zusammengesetzte Aussage
ist nun dadurch bestimmt, daR fiir jeden der 2" Falle ausgemacht wird,
ob se dabel richtig oder falsch ist. Es gibt demnach genau 2" ver-
schiedene Aussagen, die sich aus X; X, . . ., X, Zusammensetzen.

Die 4 verschiedenen, mit X allein gebildeten Aussagen sind

X, X, XvX; X&X.
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Die 16 verschiedenen Aussagen, welche sich aus X und Y bilden lassen,
sind

X, X&Y: X, X Y Y X X~Y; XX
und deren Negationen:

X X, XvY;, X&Y; X&Y; Y&X XY, X&X

Unter den 2* Aussagen haben zwei eine Sonderstellung, namlich
die immer richtige Aussage, welche z. B. durch X; v X; (oder auch
X;~X;)  darstellbar ist, und die immer falsche, die man durch X;& X;
darstellen kann.

Einen formalen Uberblick tber die verschiedenen, aus X3,%,. . . ,Xn
zu bildenden Aussagen gewinnt man durch den folgenden Satz:

Jeder mit den Grundaussagen X;, Xp,..., X, gebildete Ausdruck ist
eine Teilkonjunktion des nach dem ersten distributiven Gesetz entwickelten
Ausdrucks:

(Xl&xl)V(Xz&Xz)VmV(Xn& Xn)

aquivalent. Eine Ausnahme bilden dabel nur die immer richtigen Aus-
dricke. Man kann aber auch die uneigentliche Teilkonjunktion, die
entsteht, wenn man alle Glieder fortl&aRt, as einen immer richtigen Aus-
druck ansehen. Die Konjunktionsglieder des obigen, entwickelten Aus-
drucks bezeichnet SCHRODER as die Kongtituenten von X; X..., X

Der Beweis fir diese Behauptung ergibt sich folgendermafien: Man
bringe den mit X; .., X, gebildeten Ausdruck zunédchst auf die kon-
junktive Normalform. Da der Wahrheitswert eines Ausdrucks un-
geadndert bleibt, wenn man ein richtiges Konjunktionsglied fortlait, so
brauchen wir die Konjunktionsglieder nicht aufzuschreiben, die zu
einem X ein X enthalten. Benutzt man ferner die Regel, dad man statt
XvX nur X zu schreiben braucht, so ist jedes der noch ubrigbleibenden
Konjunktionsglieder eine Disjunktion von lauter verschiedenen Gliedern
aus der Reihe X; ..., Xp, Xy .., X, Fehlt in einer Disjunktion sowohl
X; as X, so kénnen wir diese Disjunktion durch das immer falsche
Glied (X & X; ) erweitern und wieder das erste distributive Gesetz
anwenden, ohne dal} der Wahrheitswert der ganzen Aussage gedndert
wird. Schliefflich enthélt jedes Konjunktionsglied fiir jedes i entweder
Xi oderX;. Wir brauchen dann von den Konjunktionsgliedern, die sich
nur durch die verschiedenen Anordnungen der durch v verknipften
Glieder unterscheiden, nur je einen zu schreiben. Damit hat dann der
Ausdruck die verlangte Form bekommen.

Wir erhalten so fir jede aus X; X,,.., X, gebildete Aussage eine
Darstellung durch eine , ausgezeichnete" konjunktive Normalform.

Diese Normalform ist (bis auf eine Vertauschung der Konjunktions-
oder Disjunktionsglieder unter sich) eindeutig in dem Sinne, dal3 zwei
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aquivalente Aussagenverbindungen durch diesdbe Normalform dar-
gestellt werden. Es gibt namlich zu Xy, ..., X, genau 2®V verschiedene
Ausdriicke in der Normalform, also ebensovied, wie sich verschiedene
Aussagen aus Xj, Xp,..., X, bilden lassn.

Die angegebene ausgezeichnete Normalform gestattet die ver-
schiedensten Anwendungen. Se kann zunachst dazu dienen, unter
Umstéanden ene einfachere Darstellung fiir eine gegebene Aussagen-
verbindung zu finden. Man bringt zu diessm Zweck den Ausdruck
auf die ausgezeichnete Normalform und vereinfacht ihn dann eventuell
unter Anwendung der folgenden Eliminationsregel:

XU&EXY, dh (XEX)vY

ist &quivalent mit .

Als Beispiel betrachten wir die AussagenVerbindung A & AB. Um
die Entwicklung nach A und B zu bekommen, ersetzen wir das Kon-
junktionsglied A durch Av (B& B) und lésen die Klammern nach
dem ergten distributiven Gesetz auf. Schreibt man das doppelt auftretende
Glied AB nur einmal, so erhadlt man als ausgezeichnete Normalform:

AB&AB.

Klammert man hier A aus, so erhdlt man A (B & B) und nach dem
angegebenen Eliminationssatz A. A ig aso die enfachste Darstellung
fur A& AB.

Ein anderes Beispid liefert uns der Ausdruck A & AB. Hier erhalt
man als Normalform:

AB & AB&AB.

Hier lassen sch das erse und zweite und das erste und dritte Glied
zusammenfassen.  Um  beide Eliminationen ausfiihren zu konnen,
schreiben wir das erste Glied doppelt:

(AB&AB)&  (AB&AB).

Die Elimination ergibt A & B.

Es sa ferner bemerkt, dal? man aus der benutzten ausgezeichneten
Normalform ersehen kann, ob eine Aussage, welcheausden Grundaussagen
X1,X2,.0., X zusammengesetzt ist, ohne Anwendung des Negations-
zeichens dargestellt werden kann. Das is dann und nur dann der Fall,
wenn in der ausgezeichneten Normalform der betrachteten Aussage
das Konjunktionsglied X; v Xpv.. .vX, nicht vorkommt. Hat man
namlich eine Aussage, die sch aus Xy X,,... X, ohne Negation auf-
baut, 20 it diese Aussage immer richtig, falls fir X, X.., X, richtige
Aussagen eingesstzt werden. Eine Aussage, die Xpv Xpv.. v X, als
Konjunktionsglied enthalt, hat aber nicht diese Eigenschaft. Die genannte
Bedingung ist also notwendig. Andererseits ist de auch hinreichend,
denn man kann jedes Glied der ausgezeichneten Normalform, das nicht

Hubert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 2
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gleich Xyv Xpv... v X, ist, ohne Negation ausdriicken. Z. B. schreibt
man

X1 XoX3.. X5 as (Xg&x:g & . . &Xn) X1
X1 XoX3X4X5Xs... as (Xz& Xs& Xe& ) X1 VX3V X5 V.. .usw.

Es snd demnach gerade die Héalfte der 2%V Aussagen, die aus
X1, X2,..., Xn gebildet werden kénnen, ohne die Negation ausdriickbar.

§ 8. Erganzende Bemerkungen
zum Problem der Allgemeingiltigkeit und Erfillbarkeit.

Die im vorigen angegebene ausgezeichnete Normalform fir enen
Ausdruck, der sch aus den Grundaussagen X; X, ..., X, zusammen-
setzt, wollen wir auch kurz als Entwicklung des Ausdrucks nach X, ,
Xo,..s X, bezeichnen.

Es s8 uns nun eine Aussagenverbindung gegeben, in der aufler X,
X2,..., Xn Noch die Grundaussagen Yi, Ya,. .., Yy, vorkommen. Auch
bei einem derartigen Ausdruck kodnnen wir in gewisssm Sinne von
ener Entwicklung nach X; ..., X, sorechen. Es |aRt sich namlich der
Ausdruck darstellen als eine Konjunktion, bei der jedes Konjunktionsglied
die Digunktion eines Ausdrucks, der nur von Y; Y, ..., Yy abhangt,
und eines der Konstituenten von X; X,, ..., X, ist.

Der Beweis ist sehr einfach. Wir brauchen den Ausdruck nur nach
samtlichen vorkommenden Grundaussagen, also nach X, ..., X,
Yi,. .., Ymzu entwickeln und die Glieder, die die gleichen Konstituenten
in bezug auf X;, X,,.., X, enthalten, zusammenzufassen.

Diee Entwicklung eines Ausdrucks nach X;, X, . . ., X, bietet
uns gewise Vorteile. Wir hatten gesehen, dal die Entscheidung Uber
die Allgemeingiltigkeit eines Ausdrucks, d. h. die Aufgabe, bei einem
vorgelegten logischen Ausdruck durch ein bestimmtes, endliches Ver-
fahren zu entscheiden, ob er immer richtig ist oder nicht, im Aussagen-
kalkil vollstandig gelégt ist. Die Beantwortung dieser Frage geschieht
durch die Umformung auf die konjunktive Normalform. Dual zu dem
Problem der Allgemeingliltigkeit ist das Problem der Erfillbarkeit,
d. h. das Praoblem, zu entscheiden, ob ein vorgelegter logischer Ausdruck
immer falsch ist oder ob es Aussagen gibt, die ihn erfillen, d. h. far
die er richtig ist. Die Losung dieses Problems kann durch Umformen
zur disjunktiven Normalform geschehen, oder man kann auch den
negierten Ausdruck auf die konjunktive Normalform bringen. An diese
Probleme der Allgemeingtiltigkeit bzw. Erfillbarkeit schlie}en sich nun
noch weitere dhnliche Fragestellungen an.

Man habe einen Ausdruck, in dem die Grundaussagen X, ..., Xp,
Y1, ..., Ymvorkommen. Yy, ..., Y, mogen hier bestimmte, feste Aus-
sagen bedeuten. Wir fragen nun, welcher Bedingung missn die
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Y1, Y2,..., Yy geniigen, damit der Ausdruck bei beliebiger Wahl der X
richtig ist? Ferner: unter welchen Bedingungen fur Yi, Ya,..., Yqist
der Ausdruck immer falsch?

Wir wollen bel der Beantwortung dieser Fragen, der Einfachheit
halber, n gleich 2 annehmen. Fir behebiges n ist die Ldsung genau
analog. Es laute die Entwicklung des Ausdrucks nach X; und X;

(A) {b,(Y,,....Y,.,}XlX,&sp,(Y,...,Y,,))i,)z,&%{Y,,..., Y X1 X,
&a (Y. . VN X X,.

Wir dirfen hier annehmen, daR alle 4 Glieder wirklich vorkommen.
Sollte z. B. das Glied mit X;X, fehlen, so kann man enen Ausdruck
Dy (Y,,. .., Y X, X, hinzufiigen, in d @ (Y;...., V)1 e immer
richtige Aussagen Verbindung ist.

Wir behaupten nun: Notwendig und hinreichend dafiir, da3 die
Formel (A) fir beliebigeX; und X, richtigist, ist dieRichtigkeit der Aussage:

O Y, .. Y &B (Y, ... Y A&D,(Y, ... .Y &P, (Y, ..., V).

DaR die Bedingung hinreichend ist, it klar. Se ist aber auch not-
wendig, denn wére z. B. @,(¥,, ¥, ..., Y.} nicht richtig, so ersetzen
wir X; durch eine richtige und X, durch ene falsche Aussage. (A) ist
dann &quivalent mit @, (Y}, ..., ¥,), also nicht richtig.

Entsprechend ergibt sch die Loésung des dualen Problems. Der
Ausdruck (A) igt in den X,,..., X, dann und nur dann erfillbar, wenn
die Y, ..., Y, s0 beshaffen sind, dal

O (Y, Y VO(Ye ., Y vB(Ys . V) VB (Y. . Y,)
zutrifft.

§ 9. Sygematische Ubersicht tiber alle Folgerungen
aus gegebenen Axiomen.

Wir hatten in 84 ene Methode erhalten, die es uns ermdglichte,
alle Verbindungen von Aussagen zu finden, die aus rein logischen
Griunden richtig sind, und be ener gegebenen Aussagenverbindung
zu entscheiden, ob sSe von dieser Art ist oder nicht. Es entsteht nun
die weitere Aufgabe, aus gegebenen Voraussetzungen (Axiomen) alle
Folgerungen abzuleiten, insoweit das mdglich ist, falls wir die Aussagen
nur alsungetrenntes Ganzesbetrachten.

Denken wir uns eine bestimmte endliche Anzahl von Axiomen,
A, Uy, ..., A% gegeben. Die Frage, ob dann ene bestimmte andere
Aussagen Verbindun@ ene logische Folgerung dieser Axiome darstellt,
laRt sch mit den bisherigen Mitteln durchaus beantworten. Dies
ist dann und nur dann der Fall, wenn (¥, & ¥, &. . . N)—>E ene

« Uber den Gebrauch der deutschen Buchstaben vgl. § 5.



20 Der Aussagenkalkill.

allgemeingultige logische Formel ist. Z. B. entspricht dem Schiuf? von
A und A B auf B die Allgemeingiltigkeit der Formel
(A&(A B)) B.
Wir haben aber noch keinen systematischen Uberblick iber alle
maglichen Folgerungen, die man ziehen kann. Zu einem solchen ver-
hilft uns erst die ausgezeichnete konjunktive Normalform.

Es mogen in unseren Axiomen die Grundaussagen Xi,. .., X, vor-
kommen. Wir denken uns dann séamtliche Axiome durch & verbunden
und die so entstehende Aussagenverbindung nach X;. .., X, ent-

wickelt. Nehmen wir nun irgendeinen Konstituenten von X;, Xp,..., Xp,
der in der entstandenen ausgezeichneten Normalform nicht as kon-
junktives Glied vorkommt. Durch geeignete Einsetzung von richtigen
bzw. falschen Aussagen fur die Xi,.., X, kann man diesen Konsti-
tuenten in eine Disjunktion von lauter falschen Aussagen, aso in eine
fasche Aussage verwandeln. Andererseits geht durch diese Einsetzung
unsere ausgezeichnete Normalform in eine richtige Aussage Uber; denn
jedes ihrer Konjunktionsglieder unterscheidet sich von dem betrachteten
Konstituenten dadurch, da3 mindestens an einer Stelle ein Disjunktions-
glied durch sein Gegenteil ersetzt ist. Der betrachtete Konstituent ist also
keine logische Folgerung aus den Axiomen. Daraus ergibt sich, daf
fir jede Folgerung aus den Axiomen die ausgezeichnete Normalform
nur solche Konstituenten enthélt, die auch schon in der Entwicklung
der Voraussetzung vorkamen.

Unter Anwendung dieser Bemerkung ergibt sich fir die Ableitung
der Folgerungen aus einem System von Axiorrten das folgende all-
gemeine Verfahren:

Man verbinde sdmtliche Axiome durch & und bilde fir den so ent-
stehenden Ausdruck die ausgezeichnete konjunktive Normalform.  Von
den Konjunktionsgliedern kann man nun irgendwelche auswahlen und
durch & verbinden, und erhdlt so alle Konsequenzen der Axiome in der
ausgezeichneten Normalform. Mit Hilfe der S. 17 erwéhnten Eliminations-
regel 18Rt sich dann unter Umstdnden noch eine einfachere Schreib-
weise fur die Folgerung gewinnen.

In dem erwéhnten Fall, wo A und A B as Axiome genommen
werden, sieht das Verfahren folgendermal3en aus:

A&(A  B) wird zundchst nach A und B entwickelt.
A&(A B)ag A & AB,
A& AB ag A (B&B) & AB,
A (B&B) & AB &g AB & AB & AB.

AB & AB & AB stellt die ausgezeichnete Normalform fiir die Axiome dar.
AB& AB &g (A& A) BagB ist also eine Folgerung aus den Axiomen.
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Die anderen Folgerungen, die man noch aus A und A B gewinnen
kann, sind AB; AB; AB; AB& AB&gA (B& B) &g A ; AB& ABagA~B
und natdrlich AB 8c AB & AB dg A 8c B. Will man auch die Folgerungen
erhalten, in denen noch eine andere nicht in den Axiomen vorkommende
Aussage C vorkommt, so muR man die Voraussetzung statt nach A
und B, nach A, B, C entwickeln.

Ein anderes Beispiel ist das folgende: Man habe zwei Axiome A ~ B,
B~C. Ich schreibe zundchst die Axiome in der Normalform:

AB & BA; BC & CB.
Entwickelt man die Voraussetzung nach A, B und C, so erhat man:
ABC & ABC & ABC Sc ABC & ABC & ABC.
Eine Konsequenz ist hier z. B.:
ABC & ABC & ABC & ABC.

Durch Zusammenfassen ergibt sich:
AC(B&B)& AC(B&B)
oder
AC & AC, d.h. A~C

Es sollen noch zwei Beispiele fir die Anwendung solcher Schiiisse
angefiihrt werden:

Es bedeute A die Aussage ,,jede reelle Zahl ist algebraisch", B be-
deute ,,die Menge der reellen Zahlen ist abzéhlbar". In der Mathematik
wird gezeigt:

erstens: A B, d.h. ,wenn jede reelle Zahl algebraisch ist, so ist
die Menge der reellen Zahlen abzahlbar";

zweitens: B, d. h. ,,die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzahlbar*
Die Voraussetzung ist hier

AB&B
oder in entwickelter Form:
AB & AB & AB.

Eine Konsequenz ist hier AB & AB &g A (B & B) & A. D. h. man findet:

»Nicht jede reelle Zahl ist algebraisch." Dies ist der SchluRR auf
die Existenz transzendenter Zahlen.

Als ein zweites Beispiel mdgen die Aussagen A, B, C folgendes
bedeuten:

A: ,Der Additionssatz der Geschwindigkeiten ist giltig."

B: ,Das Licht pflanzt sich im Fixsternsystem nach allen Richtungen
mit gleicher Geschwindigkeit fort."

C: ,Das Licht pflanzt sich auf der Erde nach allen Richtungen
mit gleicher Geschwindigkeit fort."
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Dann besteht zundchst der mathematische Satz: (A&B) C, d.h.:
»Wenn der Additionssatz der Geschwindigkeiten glltig ist und das Licht
sich im Fixsternsystem nach allen Richtungen mit gleicher Geschwindig-
keit fortpflanzt, dann ist auf der Erde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
nicht nach allen Richtungen die gleiche*

Ferner entnehmen wir der physikalischen Erfahrung, da B und C
richtig snd. Wir haben aso die Axiome

(A&B)y-»C; B; C.

In der konjunktiven Normalform lautet die Voraussetzung:
ABC&B&C

und entwickelt: _ L
ABU& BAC&BAC& BAC& BAC&CAB&CAB.
Als Folgerung ergib Hﬁf&gﬁﬁ&Bﬁc&EZC.
Durch Zussmmenfask (B& B)AC & (B& By AC,
AC&4c,
&4,
A
Es ergibt sch also die Folgerung, da der Additionssatz der Ge-
schwindigkeiten nicht giiltig ist. —
Aus irgend zwel einander widersprechenden Axiomen kann jeder
beliebige Satz bewiesen werden. Hat man namlich A und A als Axiome

und ist B irgendeine andere Aussage, so ergibt die Entwicklung der
Voraussetzung A & A nach A und B:

AB& AB& AB& AB.

Daraus folgt:
AB& AB, also B.

Das angegebene Verfahren ermdglicht uns, samtliche Folgerungen
aus gegebenen Axiomen zu ziehen, oder mit anderen Worten, samtliche
Aussagenverbindungen zu finden, die schwacher sind als eine vorgelegte.
Man kann nun umgekehrt fragen, welche Aussagen Verbindungen stéarker
sind als die vorgelegte, d. h. aus welchen Voraussetzungen se sich als
Folgerung ergibt. Die Ldsung diesss Problems geschieht in dhnlicher
Weise wie vorher: Die Folgerung wird zunachst nach samtlichen Grund-
aussagen entwickelt, also auf die ausgezeichnete Normalform gebracht.
Man wahlt nun von den nicht vorkommenden Konstituenten irgend-
welche aus, fligt e mit & zu der Folgerung hinzu und erhélt so alle
mdoglichen Voraussetzungen.
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8§ 10. Die Axiome des Aussagenkalkils.

Die axiomatische Form fir die Theorie des Aussagenkalkils wird
dadurch erhalten, da man unter den immer richtigen Aussagen -
Verbindungen eine Auswahl trifft und dann formale Regeln angibt, nach
denen sch alle Gbrigen immer richtigen Formeln aus jenen ableiten
lassen. Diese Regeln spiden im Logikkalkil diessbe Rolle, welche sonst
in den mathematischen und physkalischen Theorien das logische
SchlieRen hat. Dald das logische SchlielRen hier nicht in der gewdhnlichen
inhaltlichen Weise benutzt werden darf, liegt daran, daR ja die logischen
SchluRweisen den Gegenstand unserer Untersuchung bilden.

Wir unterscheiden zwischen logischen Grundformeln (Axiomen) und
Grundregeln zur Ableitung richtiger Formeln. Als logische Grundformeln
wollen wir die folgenden vier einfihren:

a XvX X

b) X XV.

C) XvY Yv X

d (X Y)[Zv XZVvY]

Das erste Axiom bedeutet, da3 eine Aussage richtig ist, wenn die
Disjunktion der Aussage mit dch sdbg richtig ist. Das zweite Axiom
ist nichts anderes als die auf S. 12 erwahnte Regel b2), das dritte
postuliert die Kommutativitat der Disjunktion und das vierte sagt,
daR be ener richtigen Implikation X Y beide Seiten mit einer be-
liebigen Aussage Z disjunktiv verknipft werden dirfen.

Das Zeichen  wallen wir Ubrigens nur als Abktirzung gebrauchen.
X Y soll eine bequemere Schreibweise sein fir X v Y. Das Axiom a)
z. B. heiflt also ohne Abkiirzungen geschrieben: X v Xv X.

Fur die Gewinnung neuer Formeln aus den zugrunde gelegten Aus-

gangsformeln, sowie aus bereits abgeleiteten Formeln haben wir die
folgenden beiden Regeln:

«} Einsetzungsregel.

Fur eine Aussagenvariable (d. h. fir einen grof3en lateinischen Buch-
staben) darf tiberall, wo sie vorkommt, ein und diesel be Aussagenverbindung
eingesetzt werden.

B) Schluzschema.
Aus zwei Formeln # und ®-+%B gewinnt man die neue Formel B.
In dem nachsten Paragraphen werden wir die Handhabung der
beiden Regeln zur Gewinnung von neuen Formeln aus bereits ab-
geleiteten, bzw. den Axiomen, ausfihrlich erlautern. Hier ssien noch

einige Bemerkungen allgemeiner Art zur Axiomatik des Aussagen-
kalkls Giberhaupt angekniipft.
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Bei der Aufstellung des Axiomensystems haben wir nur die Ver-
kniipfungen v und --- benutzt. Es entspricht dies der frilher erwahnten
Tatsache, daR diese beiden Verknipfungen zur Darstellung aller Aus
sagenverbindungen ausreichend sind. Der Bequemlichkeit halber ver-
wenden wir allerdings auch die Zeichen |, &, ~. Doch sind die Formeln,
in denen diese Zeichen gebraucht werden, dann nur als Abkiirzungen
fur Formeln aufzufassen, die nur die Zeichen v und --- enthalten. So
ist eine Formel A—B als Abkirzung fur v W, A& B als Abkiirzung

fir ¥ v® und U~B as Abkirzung fir (£ B) & (B-+A), d. h.
Av B vBv A anzuschen [vgl. die Aquivalenzen (21), (28), (24) in §2].

Das von uns benutzte Axiomensystem ist im wesentlichen von
WHITEHEAD und RUSSELL (in der 1. Auflage der Principia Mathematica)

angegeben worden. Ein von den Verfassern auerdem noch benutztes
Axiom

Xv(YVZ) Y v (XvZ),

das die Assoziativitat der disunktiven Verknipfung ausdriickt, erwies
sch spéter as entbehrlich®.

Da die Verknipfungen & und ---, ebenso wie  und --- ebenfalls zur
Darstellung aller Aussagenverbindungen ausreichen, kann man auch
Axiome zugrunde legen, in denen nur & und ---, oder nur und ---
vorkommen. Eines besonderen Interesses haben sich in den letzten
Jahren die Axiomensysteme der letztgenannten Art, die also nur Impli-
kation und Negation zugrunde legen, erfreut. Das erste dieser Axiomen-
systeme, bei denen Ubrigens als Ableitungsregeln ebenfalls unsere Regeln
«) und B) verwendet werden, stammt bereits von FREGE?. ES besteht
aus den folgenden sechs Axiomen:

LX (Y X),
2. X (Y 2)) (X V) (X 2),
3 X (Y 2) (¥ (X 2),
4 ) (Y X).

5 X X,

6 X X

Dieses FREGEsche Axiomensystem laRt sich, wie J. LUKASIEWICZ
gezeigt hat, durch das folgende einfachere, aus nur drei Axiomen be-
stehende System ersetzen:

2 BERNAYS, P.: Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalkiils der Principia
Mathematica. Math. Z. Bd. 25 (1926).

32 FREGE, G.: Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildeten Formel-
sprache des reinen Denkens. Halle 1879.
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LX (Y X,
2.X (Y 2) (X y) (X->2),
3. xY) (Y X.

Es ist sogar méglich, nur eine einzige mit Implikation und Negation
gebildete Ausgangsformel zugrunde zu legen.

Unter aleiniger Benutzung der SHEFFERschenSrichverknipfung X/Y,
die wir friher erwdhnten, hat zuerst J. NICOD ein Axiomensystem des
Aussagenkalkills aufgestellt?. Dieses System verwendet as einzige
Ausgangsformel

[XIMDILUUITVIIXIV)IXIV))T}-
An Stelle unseres  SchluBRschemas £ benutzt es die Regel: Aus zwei
Formeln ¥ und W/{B/E} gewinnt man die neue Formel €.

Unter Umsténden verdient auch ein Axiomensystem des Aussagen-
kalkuls den Vorzug, in dem gleich von vornherein alle Grundverknipfungen
eingefuhrt werden, dann némlich, wenn es sich darum handelt, die Rolle,
die einer jeden dieser Grundverkniipfungen beim logischen SchliefRen
zufallt, moglichst deutlich zum Ausdruck zu bringen. Ein unter diesem
Gesichtspunkt ausgewdhltes Axiomensystem ist von HILBERT und
BERNAYS angegeben worden®,

Ubrigens ist auch in unseren Regeln a 1) bis a4), b1) bis b3) (83
und § 4) eine Axiomatik des Aussagenkalkils enthalten. Es handelt sich
hier um ein System mit der einzigen Ausgangsformel X v X und 6 Regeln
zur Ableitung neuer Formeln.

Wir erwdhnen endlich noch as eine Sonderstellung einnehmend
den von G. GENTZEN aufgestellten ,,Kalkiil des natiirlichen SchlieRens**,
der aus dem Bestreben hervorgegangen ist, das formale Ableiten von
Formeln mehr as bisher dem inhaltlichen Beweisverfahren, wie es z. B.
in der Mathematik Ublich ist, anzugleichen. Der Kalkil enthalt keine
logischen Axiome, sondern nur SchluRfiguren, die angeben, welche
Folgerungen aus gegebenen Annahmen gezogen werden kénnen, sowie
solche, die Formeln liefern, bei denen die Abhéngigkeit von den An-
nahmen beseitigt ist.

1 LUKASIEWICZ, J. u. A.TARSKI: Untersuchungen (iber den Aussagenkalkiil.
(C. R. Soc. i, Varsovie, Bd. 23, Klasse | | |, Warschau 1930.)

2 NICOD, J. G. P.: A reduetion in the number of the primitive propositions
of logic. Proc. Camb. Phil. Soc. Bd. 19 (1917). Vgl. dazu auch W. V. QUINE: A note
on Nicod's postulate, Mind 41.

% HILBERT, D. U. P. BERNAYS: Grundlagen der Mathematik I, S 66.

4 GENTZEN, G.: Untersuchungen tber das logische SchlieBen | und I1. Math.
Z. Bd. 39 (1934). — Verwandte Gedanken sind unabhangig von JASKOWSKI ent-
wickelt worden. Vgl. S JASKOWSKI: On the rules of suppositions in formal logic.
Studia logica Nr. 1 (1934).
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§11. Beispide fur die Ableitung von Formeln
aus den Axiomen.

Wir kehren nun zuriick zu unserem aus den Grundformeln a) bis d)
und den Ableitungsregeln «} und B8) bestehenden Axiomensystem.

Es sollen eine Rethe von Beispiden fir die streng formale Ableitung
von Formeln aus den Axiomen gegeben werden. Wir wollen uns etwas
langer dabei aufhalten, da erfahrungsgemal dem Anfanger dieWahrung
des rein formalen Standpunktes besondere Schwierigkeiten zu machen
pflegt.

Bei der Ableitung der Formeln empfiehlt es sich, gewisse sehr haufig
wieder kehrende Operationen in Form von abgeleiteten Regeln zusammen-
fassen. Durch eine solche Regel wird ein fir allemal das Ergebnis des
betreffenden formalen Ubergangs vorweggenommen, und der Beweis
flr die Regel besteht darin, dald allgemein das Verfahren angegeben
wird, durch welches in jedem einzelnen Fall jener Ubergang geman
den Grundregeln zu vollziehen ist.

Regel I: Ist ¥ v ¥ eine beweisbare Formel, so gilt dasselbefir %.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Axiom a). Durch Ein-
setzung in @) erhalt man:

Av A,

Daferner % v ¥ beweisbar ist, so liefert das SchluRschema die Formel 4.

Regel | | : Ist A eine beweisbare Formel und ¥ eine beliebige andere,
so istauch A v B einebeweisbareFormel.

Diese Regel ergibt sich in dersdben Weise aus dem Axiom b) wie
Regel | aus a).

Ebenso entsprechen den Axiomen c), d) die Regeln I I | und |V,
wie Uberhaupt zu jeder Formel, die eine Folgebeziehung ausdriickt,
auch eine entsprechende Regd gehort:

Regel | 1'1: 1<% v ® einebeweisbare Formel, so gilt dasselbefur 8 v #.

Regel 1V: Ist #—+% eine beweisbare Forme unc & eine beliebige
andere Formel, so istauch % —G8B einebeweisbareFormel.

Formel (1):

Beweis. (X Y) [ZX ZY] entsteht durch Einsetzung von Z
fir Z aus Axiom d). Das ist aber schon die Formel (1), wenn wir die
Abklrzung durch ihre Bedeutung ersetzen.

Regel V: Sind ¥-+8B und ¥—-E& beweisbare Formeln, so ist auch
H-+E einebeweisbareFormel.

Diese Regel entspricht der Formel (1). Man beweist se indem
man in (1) far X, Y, Z beziglich 8, €, ¥ ensetzt und dann zweimal
das SchluRschema anwendet,
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Forme (2): XvX.

Beweis: X XvX [durch Einsetzung von X fir Y in b)],
XvX X [nach a)],
X X [nach Regd V].

Die letzte Formel ist eine abgekirzte Schreibweise fur XvX.
Formel (3): Xv X.
Diese Formel ergibt sich aus (2) durch Anwendung der Regel |11 .
Forme (4): X X
Beweis. (4) ist eine Abkirzung fur XX, und diese Formel geht
aus (3) hervor, indem man X fir X ensetzt.
Forme (5): X X
Beweis: X X [durch Einsetzung in (4)],
XX XX [nach Regd I V],
XX [wegen (3) und Rege R)},
X X [nach Regel I'11].
Das letzte ist die Formel (5).
Forme (6): (X Y) (Y X).
Beweiss Y Y [Formel (4)],
XY XY [Regel IV],
XY YX [Einsetzung in c)],
XY YX [Rege V].
Das ist die gesuchte Formel.

Regel VI: Tritt ein Ausdruck ¥ als Bestandteil in einer Aussagen-
verbindung auf, die in diesem Sinne mit ¢ (#) bezeichnet werden moge,
undsind % — 8 und B> % beweisbare Formeln, sosind auc® (¥) - (B}
und @(B) »&(¥) beweisbare Formeln. — Durch die Form von ¥ und
durch den Gesamtausdruck ist Ubrigens noch nicht eindeutig bestimmt,
was @{¥) bedeuten oll. Der Ausdruck X XY kann z. B. in dreierlei
Sinne as @ (X) bezeichnet werden, da fur (%) jeder der drei Aus
dricke ¥—+X¥, X-—-AY, H—-AY genommen werden kann. Die
Regel VI trifft fur jede mdogliche Definition von @{¥) zu.

Diese Regel 1aBt sch auch so aussprechen: Zwel Ausdriicke, die
in gegenseitiger Folgebeziehung stehen, diirfen in einer beweisbaren Formel
flr einander eingesetzt werden.

Beweis. Es geniigt, die Regel fir den Fall zu beweisen, da ¥ nur
einmal in ¢(¥) vorkommt, und daR P {#H) eine der Formen ¥, &Y, AE
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hat. Die allgemeine Regel &Rt sich durch mehrfache Anwendung dieser
einfachen Regel gewinnen, indem man @ von innen heraus aufbaut.
Fur jeden Teilausdruck @ von @ erhalt man namlich sukzessve

@ (B)->P' (W und & A-F(B).

Es sden also ¥—9¥ und B->¥ schon bewiesen. Wir beweisen
dann:

a) -8 und Y4,

Man erhélt diee beiden Formeln, indem man zundchst durch Ein-
setzung in Formel (6)
(A—>B) (3%,
(B> >U—~>F)
beweist, und benutzt, daR A~»B und B—+H schon bewiesen sind.

B CA->EDB; EB-CYU.

Beide Formeln erhalt man aus % —+% bzw. 88— durch Anwendung
der Regd V.

y) UE>BE; BE-YUGC,

Dieser Fall &Rt dch auf g} zurickfiihren, indem man mehrmals
das Axiom c) und die Regel V anwendet.

Als Anwendung von Regel VI und Axiom c) ergibt sch die Kom-
mutativitdt der Digunktion. Da man namlich durch Einsetzung in c)

erhdlt ‘YvB>BvY und BvA>AVH,
so darf in jeder Aussagenverbindung fir eine Disjunktion ¥ v %8 immer
Bv U eingesetzt werden.

Desgleichen ergibt sch aus Formel (4) und (5) und der Rege VI,
da® man % durch ¥ ersstzen darf und umgekehrt.

Forme (7); X&Y XvY.

Beweis. X&Y ist ene Abkurzung fur XY. Die Formel XY XY
entsteht durch Einsetzung aus X X

Ebenso gewinnt man aus X X die folgende Formel:

Formel (8): XvY X&Y.

Forme {9): XVY X&Y.

Forme (10): X&Y  XvY.

Beweis: Die beiden Formeln (9) und (10) schreiben sich ohne Ab*
kirzung

und

XvY XvY und XvY XVY.

Se entstehen aus X vY X v Y, indem nach Rege VI auf der rechten
bzw. linken Seite X durch X und Y durch Y ersetzt wird.
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Die Formeln (7), (8) und (9), (10) liefern uns in Verbindung mit
Regel VI die frihere Regel a3), S. 10.

Eine weitere Anwendung der Regel VI ist die folgende Da nach
Axiom a) XvX X gilt, und da man aus Axiom b) durch Einsetzung
X XvX erhélt, so darf ein Ausdruck von der Form v immer
durch ¥ ersetzt werden und umgekehrt.

Formel (11): X& Y Y& X

Beweis: XY YX entsteht aus XY XY, indem man die Rege
von der Kommutativitat der disunktiven Verknipfung anwendet.

Formel (12): X&Y X
Beweis:. X XY [nach Axiom b],

XY X [nach  Formel (6)],
X&Y X,
X&Y X.

Formel (13): X&Y Y.
Der Bewes ergibt sich aus (11) und (12).
Formel (14): X(YZ) Y (X2).
Beweis. Z XZ [aus Axiom b) durch Vertauschung der Disjunktions-
YZ Y(XZ) [Regd IV], glieder],
X(YZ)  X(Y(XZ)) [Rege IV],
X(YZ)  (Y(XZ))X* [Kommutativitat der Disjunktion],
X ZX [aus Axiom b) durch Vertauschung der Disjunktions-
XZ Y(XZ) [Einsetzung in die vorige Formel], glieder],
X  Y(XZ) [Regd V],
(YXZ)X  (Y(X2)(Y(XZ))  [Regel 1V],
(Y(XZ2))X Y(XZ)**,
(Ersetzung von ¥ v ¥ durch %.)
* und ** ergeben nach Regel V:
X(YZ) Y(X2).
Formel (15): X(YZ) (XVZ.
Beweis. X(YZ) X(ZY) [kommutatives GesetZz],
X(@ZY) Z(XY) [Formel (14)],
X(YZ) Z(XY) [Regel V].
Daraus entsteht Formel (15) durch Anwendung des kommutativen
Gesetzes.
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Forme (16): (XY)Z  X(Y2).

Beweis. Z(YX) (ZY)X [Einsetzung in (15)].

Unter Anwendung des kommutativen Gesetzes kann Z(YX) durch
(XY)Z und (ZY)X durch X(YZ) ersetzt werden.

Aus Formel (15) und (16) und Reged VI ergibt sich, daf3 nicht nur
die Reihenfolge, sondern auch die Zusammenfassung der Disjunktions-
glieder gleichgltig ist. Wir haben also auch das assoziative Gesetz fur
die disjunktive Verknlpfung abgeleitet.

Formd (17): X& (Y&2Z) (X& Y) &Z
(X&Y)&Z X&.(Y&.2).
Beweis X&(Y&Z) ist eine Abkirzung fir X¥YZ, (X&Y)&Z

gine oiche fur X¥Z .. Beide Ausdriicke sind aber nach unseren bisherigen
Regeln &quivalent und durfen beliebig flreinander eingesetzt werden.

Formel (18): X (Y X&Y).
Beweis: (XY} XY [Einsetzung in (3)].

tiongglieder. Dies ist die gesuchte Formel.

Regd VII: ¥—(B>E) ist durch Bo>{(UA->G) und HM&EB)—~E
ersetzbar.

Der Beweis ergibt sch sofort aus unseren Regeln, falls man die
Abkirzungen  und & durch ihre Bedeutung ersetzt.

Regel VIII: U—{A— D) kann durch A—B ersetzt werden.
Beweis. ®(AB} kann durch (HH) B oder durch AW ersetzt werden.
Formel (19): X(Y &Z) XY &XZ
Beweis: Y&Z Y [Formel (12)],
X(Y&Z) XY [nach Regd 1V].
Ebenso erhdlt man aus Formel (13):
X(Y&2) XZ,
XY (X2 XY& XZ) [Formel (18)],
X(Y&Z) (XZ XY& XZ) [nach Regd V1,
XZ  (X(Y&Z) XY&XZ) [nach Regel VII],
X(Y&2) X(Y&2) XY&XZ)  [nach Rege V],
X(Y&Z) XY&XZ [Regel VIII].
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Formel  (20): XY&XZ X(Y&Z).
Beweis. Y (Z Y& Z) [Formel (18)],
(Z Y&Z) (X2 X(Y&2) [Axiom d)],
Y (XZ X(Y&Z)) [Rege V],
XZ (Y X(Y&Z)) [Regd VII],
Y  X(Y&2)) [XY  X(X(Y&Z))] [Einsetzung in
XZ [XY X(X(Y&Z))] [Regel V], Axiom d)],

X(X(Y&Z)) kann durch  (XX)(Y&Z) und weiter durch X(Y&Z),
ersetzt werden.

Xz XY  X(Y&Z)).

Daraus ergibt sich die obige Formel nach Rege VI 1.

Aus Formel (19) und (20) zusammen mit Regel VI erhélt man die
Ableitung des Distributivgesetzes.

Ein weteres Ableiten von Formeln und Regeln erwelst sich als
unnétig. Es zeigte sch namlich, dafd die Regeln al) bisa4), b 1) bisb3).
die wir friher aufgestellt hatten, sich aus den Axiomen als abgeleitete
Regeln gewinnen lassen. Daraus folgt, da3 alle die Bemerkungen, die
wir friher im Anschlu? an diese Regeln machten, z. B. die, die das
Prinzip der Dualitat und die Normalform betrafen, sich auch axiomatisch
wiedergewinnen lassen. Demnach braucht man, um die Beweisbarkeit
einer Formel zu zeigen, nicht jedesmal bis auf die Axiome zurlickzugehen,
Denn eine Aussagenformel ist dann und nur dann aus den Axiomen
beweishar, wenn in der zugehdrigen konjunktiven Normalform jede
Disjunktion zwel Glieder enthédlt, von denen das ene das Gegentelil
des anderen ist.

8 12. Die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems.

Die axiomatische Einfiihrung des Aussagenkalkiils macht es uns
maoglich, auf den Aussagenkalkiil die Fragestellungen und Betrachtungen,
die der axiomatischen Methode eigentimlich sind, anzuwenden. Die
wichtigsten der entstehenden Fragen sind die nach der Widerspruchs-
freiheit, Unabhangigkeit und Vollstandigkeit des Axiomensystems. Wir
wollen uns zundchst mit der Widerspruchsfreiheit der Axiome befassen.

Die Frage nach der Widerspruchsfretheit kann hier in einem (ber-
tragenen Sinne gestellt werden. Wir wollen die Axiome widerspruchs-
frei nennen, wenn es unmdglich ist, mit Hilfe des Kalklls zwei Aus-
sagenverbindungen abzuleiten, die in der Beziehung des Gegenteils
zueinander stehen, die man also aus dem Aussagenpaar X, X erhdlt,
wenn man X beide Male in gleicher Weise ersetzt.

Die angegebene Definition der Widerspruchsfreiheit macht ene
Erléauterung notwendig. Eswird hier scheinbar ein bestimmtes logisches
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Prinzip, namlich der Satz vom Widerspruch, vor den anderen Prinzipien
ausgezeichnet. In Wirklichkeit ist es aber 0, dal} das Auftreten eines
formalen Widerspruchs, d. h. die Beweisbarkeit zweier Formeln ¥, &
den ganzen Kalkill zur Bedeutungslosigkeit verurteilen wirde; denn
wir hatten schon friher bemerkt, dal3, wenn zwei Aussagen von der
Form ® und ¥ beweisbar sind, fiir jede beliebige andere Aussage das
sbe geten wirde. Die Widerspruchsfretheit des Kalkils im Sinne
der Definition ist also gleichbedeutend damit, dal3 nicht jede beliebige
Formel beweishar ist.

Um die Widerspruchsfreiheit des Kalkiils einzuschen, verfahren wir
in folgender Weise:

Wir fasen die Aussagezeichen X, Y, Z,... als arithmetische Variable
auf, fur welche nur die Werte 0, 1 in Betracht kommen. Xv 'Y deuten
wir als das arithmetische Produkt, und X erkléaren wir s0, daf3 O gleich 1
und 1 gleich 0 ist. Auf Grund diessr Interpretation stellt jede Aussagen-
verbindung eine arithmetische Funktion der Grundaussagen dar, welche
nur die Werte 0 oder 1 haben kann. Ist diese Funktion identisch gleich 0,
so wollen wir der Kirze halber auch von dem symbolischen Ausdruck
sagen, dald er identisch gleich O ist.

An Hand der gegebenen Deutung koénnen wir nun eine gemein-
same Eigenschaft aller derjenigen Formeln angeben, die sSch aus unseren
Axiomen ableiten lassen. Diese besteht darin, dal auf Grund der
arithmetischen I nterpretation dieFormeln fiir jedesin Betracht kommende
Wertsystem der Variablen den Wert 0 ergeben, dal? se also identisch
gleich 0 sind.

DaR diexe Eigenschaft zundchst den Axiomen a) bis d) zukommt,
machen wir uns folgendermalRen klar:

Wir stellen durch Probieren fest, dal XvX immer den Wert O
hat. Daraus folgt, da auch X vXv X [Axiom a)] dets gleich O igt,
weil X v X immer densdben Wert hat wie X. — Ferner hat X(XY)
[Axiom b)] densdben Wert wie (X vX)Y wegen der Assoziattvitdt des
arithmetischen Produktes. Esist also stets 0, weil Ov Y stets gleich 0
ist. Da YvX sets den gleichen Wert hat wie XvY, so ig X vYv (YvX)
als Spezialfall von XX gets gleich 0. Formel c) ergibt also stets den
Wert 0. Endlich gilt dassdbe fur die Formel d): Fur Z =0 it ndmlich
ein Faktor 0 und fur Z=1 hat ZvX densdben Wert wie X, ZvY
densdben Wert wie Y, so daf’ die ganze Formel densdben Wert ergibt
wie X Y X Y, was wieder ein Spezialfall von XX ist.

Die Formeln der vier Axiome haben also in der Tat alle die genannte
Eigenschaft. Bei der Anwendung der beiden in Betracht kommenden
Regeln fur die Ableitung neuer Formeln, ndmlich der Einsetzungsregel
und des SchluBschemas bleibt aber diese Eigenschaft immer erhalten.
Denn was die erse Regel betrifft, so ist klar, daf3 durch Einsetzen
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enes Ausdrucks an Stelle einer Variablen der Wertevorrat fur die
Variablen jedenfalls nicht erweitert werden kann. Und wenn wir mit
Hilfe der zweiten Regel aus zwei Formeln ¥ und § W die Formel 8
ableiten, so Ubertragt sich die Eigenschaft, immer den Wert 0 zu liefern,
von Jenen beiden Formeln auf die abgeleitete Formel; denn da die
Formel % immer den Wert O ergibt, so hat ¥ immer den Wert 1, also
hat AV densdben Wert wie 8, und hiernach hat 8 ebenso wie ¥ 9
immer den Wert 0.

Wir sehen somit, dal tatsdchlich mit Hilfe unseres Kalkils nur
solche Formeln erhalten werden, die bel der arithmetischen Deutung
immer den Wert O liefern. Indem wir dies feststellen, sind wir aber
schon am Ende unseres Nachweises. Denn offenbar kénnen zwei Formeln,
die dadurch aus X und X hervorgehen, daB man fir X beide Male
diesslbe Aussagenverkniipfung einsetzt, nicht beide die Eigenschaft
besitzen, immer gleich 0 zu sein; vielmehr wenn die eine immer den
Wert 0 besitzt, so hat die andere immer den Wert 1.

8 13. Die Unabhangigkeit und Vollstdndigkeit des Systems.

An die Frage der Widerspruchsfreiheit, die wir fir das Axidmen-
system bejahend beantworten konnten, schliefdt sich die weitere Frage
an, ob die Axiome alle unabhangig voneinander sind oder ob man nicht
das eine oder das andere diessr Axiome entbehren kann®.

Die Antwort lautet, da3 das Axiomensystem tatsachlich der Forderung
der Unabhéngigkeit genigt.

Wir zeigen zunadchst, dal die Formel a) X vX v X nicht aus den
Ubrigen Axiomen abgeleitet werden kann, und zwar auch dann nicht,
wenn man die Formel XvX als Axiom hinzunimmt, so dal aso die
Formel a) in dem axiomatischen System nicht durch die einfachere XX
ersetzt werden kann. Auch fur die anderen Axiomewird der Unabhangig-
keitsbeweis in dem verscharften Sinne gefiihrt, dal? das betreffende
Axiom nicht durch XvX ersetzt werden kann.

Der Beweis geschieht wieder mit Hilfe einer arithmetischen Inter-
pretation. Wir nehmen als Werte fir die Variablen X, Y, Z,... die
Restklassen 0,1,2 modulo 4. Das Zeichen ,v* il wieder die ge-
wohnliche Multiplikation darstellen, und X erklaren wir durch die Fest-
setzungen: O bedeutet 1, 1 bedeutet 0, 2 bedeutet 2.

Man kann nun verifizieren, dal} die Formeln XvX, b), c), d) bei
der gegebenen Deutung der Variablen immer die Restklasse 0 ergeben,
und diese Eigenschaft Ubertragt sich bei der Anwendung der beiden

! Diese Frage der Unabhangigkeit des Axiomensystems ist ebenfalls in der
S 24 zitierten Arbeit von P. BERNAYS, Axiomatische Untersuchung usw. gelost
worden.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 3
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Regeln auf alle aus jenen 4 Formeln abgeleiteten Formeln, was man
auf gleche Weise wie vorher beim Beweise der Widerspruchsfreiheit
einseht. Ware daher die Formel a) aus b), c), d) und X v X mit Hilfe
der Regeln ableitbar, so miBRte XXvX fir jeden zuldssgen Wert
von X die Restklasse 0 ergeben. Dies ist aber nicht der Fall. Denn
setzen wir fir X den Wert 2 ein, dann ergibt sich:
2v2v2 = 0v2 =1v2 =2,

also nicht der Wert 0.

Die Unabhangigkeit des Axioms b) Xv(XvY) von den Ubrigen
Axiomen mit EinschluB von Xv X zeigen wir auf folgende Weise. Es
werden wieder X, Y, Z als Variable betrachtet, die die Werte 0,1, 2, 3
annehmen kénnen. Wir definieren aber jetzt die Verknlpfung v fir
diexe Variablen durch:

Ov0O=0vI=0v2=0v3 =0; lvl=Hv2=iv3=1,
2v2 = 2; 3v3 =3; 2v3 =2

und durch die Festsetzung, dal das kommutative Gesetz gelten soll,
Ferner versteht man unter 0, 1, 2, 3 beziiglich 1, 0,3, 2. Welche Werte
man dann fir die Variablen auch wahlt, so ergeben die Formeln a),
c), d) und XvX immer den Wert 0 oder 2. Diese Eigenschaft bleibt
fur alle Formeln bestehen, die man mit Hilfe der beiden Regeln aus
a), ¢), d) und XvX ableitet. Dagegen hat X(XY) den Wert 1, falls
man X=2 und Y=1 nimmt.

Entsprechend zeigt man die Unabhéngigkeit des Axioms c): XY(YX).
Man erklart O durch 1, 1 durch O, 2 durch O, 3 durch 2. Ferner s
Ov0 = 0v1=0v2=0v3==1v0 = 2v0 = 3v0 =0;
1vl=1; 1v2=2vl =2 1v3 =3v1=3;

2v3=0; 3v2=3; 2v2=2; 3v3=3.

Man erkennt dann leicht, daB die Formeln a), b), d) und XvX
bei beliebigen Ersetzungen der grofen lateinischen Buchstaben durch
die Zahlen 0,1, 2,3 den Wert 0 ergeben, und dafl} diese Eigenschaft
bei Ableitung neuer Formeln erhalten bleibt. Dagegen erhédlt c) den

Wert 3, fallsman X durch 2 und Y durch 3 ersetzt. Dieser Unabhangig-
keitsheweis liefert uns noch mehr. Er zeigt, dal das assoziative Gesetz

X(YZ)((XY)Z)
nicht ohne Benutzung des Axioms c) bewiesen werden kann. Ersetzt
man namlich in dieser Formel X durch 3, Y durch 2, Z durch 3, so wird

3v(2v3)v((3v2) v3) = Ov3 = 1v3 = 3.

Das assoziative Gesatz ist also ebenfalls von den Axiomen a), c) und d)
unabhangig.
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Es bleibt noch dbrig, die Unabhéngigkeit des Axioms d) von den
Ubrigen Axiomen zu zeigen. Dies gelingt durch das folgende System von
Definitionen:

Die Variablen X, Y, Z mégen die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen kénnen.
Es =

0=1, 1=0, 2=3, 3=0.
Ov0=0v1l=1v0=0v2=2v0=0v3=3v0=2v3=3v2=0.
l1vli=1 1 v2=2v1=2 1 v3=3vi1l=3.
2v2=2 3v3=3.

Dann ergeben die Formeln a), b), ¢) und XvX immer den Wert 0
und ebenso alle daraus abgeleiteten Formeln. Dagegen erhdlt d) den
Wert 2, wenn man X=3, Y=1 und Z =2 nimmt.

Wir haben damit die Unabhangigkeit der Axiome a) bis d) gezeigt.
Stellen wir nun die Frage nach der Vollstandigkeit, Die Vollstandigkeit
enes Axiomensystems lalt sich in zweierle Weise definieren. Einmal
kann man darunter verstehen, dal sich aus dem Axiomensystem alle
richtigen Formeln enes gewisen, inhaltlich zu charakterisierenden
Gebietes gewinnen lassen. Man kann aber auch den Begriff der Voll-
standigkeit scharfer fasen, so dall ein Axiomensystem nur dann voll-
standig heildt, wenn durch die Hinzufiigung einer bisher nicht ableit-
baren Formel zu dem System der Grundformeln stets ein Widerspruch
entsteht.

Die Vollstandigkeit im ersten Sinne wiirde hier besagen, dal} man
aus den Axiomen a) bis d) alle immer richtigen Aussageformeln ab-
leiten kann. Se ist, wie wir schon sahen, erfillt.

Es besteht aber auch die Vollstandigkeit in dem scharferen Sinne.
Wir kénnen uns davon auf die folgende Weise iberzeugen: Sei ¥ irgend-
ene aus den Axiomen nicht beweishare Formel. B s der zu ¥ ge
horige Ausdruck in der konjunktiven Normalform. Da 8 ebensowenig
wie ¥ beweishar sin kann, so muf} unter den Konjunktionsgliedern
von @ ene Disjunktion & vorkommen, be der keine zwei Glieder
einander entgegengesstzt sind. Setzt man in @ fir jedes unverneinte
Aussagezeichen X, fir jedes verneinte Aussagezeichen X ein, so erhalt
man ene Disjunktion der Form XvXvXv..v X, die nach den
Regeln des Aussagenkalkills mit X aquivalent ist. Wdirde nun ¥ als
richtige For mel postuliert, so wirde sich auch 8 und € und schlielflich X
als richtige Formel ergeben. Dann dirfte aber auch X fir X eingesetzt
werden, und wir erhielten einen Widerspruch. Es stellt sch also das
System der betrachteten Axiome als vollstandig heraus.

3*



Zweites Kapitel.

Der Klassenkalkil
(einstellige Pradikatenkalkdl).

Die bisherige Form des logischen Kalkils ist zur prézisen Darstellung
derjenigen logischen Zusammenhénge ausreichend, bei denen die Aus-
sagen as ungetrenntes Ganzes auftreten. Jedoch ist keine Rede davon,
da® wir mit dem Aussagenkakil fir die Zwecke der Logik uberhaupt
auskommen. Nicht einmal jene einfachen Arten von Schliissen, welche
in der traditionellen Logik mit den Stichworten ,barbara“, ,celarent,
»darii“ usw. bezeichnet zu werden pflegen, lassen sich wiedergeben.
Z, B. sucht man vergebens nach einer formalen Darstellung der logischen
Beziehung, die in den drei Séatzen:

,,Alle Menschen sind sterblich;
Cajus ist ein Mensch;
folglich ist Cgjus sterblich.”

zum Ausdruck kommt. Der Grund hierfir ist, da es bei Schliissen
dieser Art nicht nur auf die Aussagen as Ganzes ankommt, sondern
daR die innere logische Struktur der Aussagen, die sich sprachlich durch
die Beziehung zwischen Subjekt und Pradikat ausdriickt, eine wesent-
liche Rolle spielt. Durch diese Erwagungen werden wir dazu veranlafdt,
den Kalkul oder wenigstens seine inhaltliche Bedeutung zu é&ndern.

8 1. Inhaltliche Umdeutung
der Symbolik des Aussagenkalkills.

Wir gebrauchen im folgenden Kalkil die gleichen logischen Zeichen
wie im Aussagenkalkil. Unter X, Y,Z.. sollen aber jetzt nicht mehr
ganze Aussagen verstanden werden, sondern Pradikate. Z. B. kann X
eine Bezeichnung sein fir das Préadikat ,ist sterblich® oder ,ist teilbar”
oder ,hat eine Ursache*. Der Gebrauch des Wortes Pradikat ist hier
der in der Philosophie Ubliche, indem darunter das verstanden wird,
wodurch ein Subjekt ndher gekennzeichnet werden kann. Im Laufe
dieses Buches, némlich im dritten und vierten Kapitel, wird aber, worauf
wir hier nicht ndher einzugehen brauchen, der Ausdruck Prédikat noch
in einem weiteren Sinne gebraucht. Wir werden dort mit Préadikaten
mit mehreren Subjekten zu tun haben. Wir bezeichnen daher die Préadi-
kate im gewdhnlichen Sinn, von denen in diesem Kapitel ausschliefilich
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die Rede ist, genauer as einstellige Pradikate, lassen aber im folgenden
den Zusatz , einstellig” meist fort.

Ist X irgendein Pradikat, z. B. ,ist schon“, so soll unter X das
gegenteilige Pradikat ,ist nicht schon" verstanden werden. Stellen X,
Y beziglich die Pradikate ,ist verganglich", ,besitzt Erkenntnis" dar,
so ist X & Y das Symbol flr das Pradikat ,ist verganglich und besitzt
Erkenntnis", Xv Y das Symbol fir ,ist verganglich oder besitzt Er-
kenntnis". Die anderen logischen Zeichen konnen wir wieder as Ab-
kirzungen benutzen.

Pradikate sind nun, flr sich genominen, weder wahr noch falsch.
Behauptet man also von einer Formel X bzw. X vY , dal de richtig
ist, so muf} das einen anderen Sinn haben als bisher. Wir wollen jetzt
darunter verstehen, da das Pradikat X bzw. XvY auf ale Gegen-
sténde zutrifft.

Damit sind die Bedeutungen flr ale Zeichen im einstelligen Prédi-
katenkalkil festgelegt. S&mtliche Formeln erhalten den Sinn von all-
gemeinen Urteilen. Um die gewdhnlichen algemeinen Urteile, wie etwa
»Alle Menschen sind sterblich", zur Darstellung zu bringen, kann man
zunéchst ein solches Urteil in der Form aussprechen: ,Alle Gegenstdnde
sind nicht Menschen oder sterblich". Fihrt man dann fir das Préadikat
,ist ein Mensch" das Zeichen X, flr ,ist sterblich" das Zeichen Y ein,
so ergibt sich die symbolische Darstellung des Urteils durch: Xv'Y.
Entsprechend wird ein negatives algemeines Urteil wie ,Kein Mensch
ist vollkommen" durch die Formel: XvY dargestellt, worin X, Y bezig-
lich die Pradikate ,ist ein Mensch", ,ist vollkommen" bedeuten. Die
genaue Interpretation der Formel XvY lautet: Alle Gegensténde sind
nicht Menschen oder nicht vollkommen.

Wir kénnen nun wieder nach den immer richtigen Formeln fragen,
d. h. nach denjenigen Formeln, die bei Einsetzung beliebiger Pradikate
fur die Variablen X, Y,... ein auf alle Gegenstdnde zutreffendes Pradikat
ergeben. Es ist dann leicht einzusehen, dald bei der neuen Interpretation
des Kalkils das System der immer richtigen Formeln genau dasselbe ist
wie beim Aussagenkalkill.

Es gelten namlich zunéchst wieder die Aquivalenzen a 1) bis a4), die
die Umformung der Ausdriicke zur konjunktiven Normalform ermdg-
lichen. Ferner Uberzeugt man sich leicht, dal eine auf die Normalform
gebrachte Formel dann und nur dann immer richtig ist, wenn jedes
Konjunktionsglied eine Disjunktion X vX enthdlt. Es kann &aso der
Formalismus des Aussagenkalkills vollstandig beibehalten werden; wir
brauchen nur den Formeln eine andere Deutung zu geben.

Neben der urspriinglichen Deutung und der Deutung im Sinne des
Pradikatenkalkils gibt es fur die Formeln des Aussagenkalkiils noch
eine dritte Interpretation. Es handelt sich hier aber gegeniber dem
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Pradikatenkalkll nicht wieder um die Einfiihrung neuer logischer Be-
ziehungen, sondern eswird nur den im Pradikatenkalk il ausdriickbaren
Tatsachen eine veranderte Darstellung gegeben, welche fir die Zwecke
der Veranschaulichung Vorteile bietet. Diese Anderung der Darstellung
besteht darin, dal wir die Pradikate, statt se nach ihrem Inhalt zu
bestimmen, durch ihren Umfang charakterisieren. Jedem Préadikat ent-
spricht eine bestimmte LKlasse*! von Gegenstdnden, indem man zu
der Klase alle Gegenstdande rechnet, denen das Pradikat zukommt.
Natdrlich ist dabei der Fall nicht ausgeschlossen, daf? eine Klasse keinen
Gegenstand enthélt. Die Klassen sollen jetzt als Objekte des Kalkiils
genommen wer den, welchen wir dann in dieser I nterpretation als,,Klassen-
kalkul" bezeichnen.

Unter X ist die Klasse zu verstehen, die aus allen Gegenstanden
besteht, die nicht zur Klasse X gehéren. X & Y bezeichnet den Durch-
schnitt der beiden Klassen X und Y, XvY die Verenigungsklasse.
X Y und X~ Y konnen, wie friher, als Abkirzungen fir X v Y bzw.
Xv Y&Y v X aufgefalit werden. Sagt man, eine Formel X ist richtig,
s0 soll das heiRen, daR X die Klasse ist, die aus allen Gegenstdnden
besteht. Samtliche Regeln des Préadikatenkalkiils gelten dann bei diesen
Festsetzungen auch unverandert fir den Klassenkalkiil. Die Richtigkeit
von X Y bedeutet nach diessr Interpretation, dafd die X entsprechende
Klasse eine Teilklasse der durch Y bestimmten Klasse ist; die Formel
X~Y ist dann und nur dann richtig, wenn die Klassen X und Y iden-
tisch sind.

Das allgemeine Urteil ,,Alle Menschen sind sterblich* 1a3t sich im
Klassenkalkiil so formulieren:

» Die Vereinigungsklasse, gebildet aus der Klasse der Nicht-Menschen
und der Sterblichen, umfaidt alle Gegenstande."

Es hat diesdbe formale Darstellung wie beim Préadikatenkalkiil.

§ 2. Vereinigung des Klassenkalkdls
mit dem Aussagenkalkdil.

Die Schlisse der traditionellen Logik lassen sich in dem Préadikaten-
kalkll noch nicht alle formalisieren, weil uns eine Dar stellung der parti-
kuléren Urteile fehlt. Diese Darstellung wird erst erreicht durch die Ver-
bindung des Aussagenkalkiils mit dem Préadikaten- oder Klassenkalkdil.
Wir gelangen zu dieser Vereinigung auf Grund der Erwéagung, dal die
Beziehungen des Pradikatenkalkiils ja Aussagen darstellen, welche den
Regeln des Aussagenkalkiils unterwor fen wer den kénnen. Dieser Gedanke
fuhrt zur Aufstellung eines kombinierten Kalkils, in dem die logischen

Y In der Mathematik wendet man an Stelle des Ausdruckes ,Klasse" ge
wohnlich das Wort ,Menge" an.
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Zeichen &, v, telszur Verkniipfung von Aussagen und tells zur Ver-
knipfung von Préadikaten gebraucht werden.

Es wéare dann aber zunachst zweifelhaft, ob eine Aussage X bedeutet,
das Pradikat X trifft auf kein Ding zu, oder aber, es ist nicht richtig,
daB X auf alle Dinge zutrifft. Bezeichnet z. B. X das Pradikat ,schén
sein“, so ware X nach der einen Deutung zu lesen: Alle Dinge sind
nicht-schoén, und nach der anderen: Nicht alle Dinge sind schén. Wir
koénnen diese Schwierigkeit dadurch vermeiden, da3 wir die Préadikate
durch zwei senkrechte Striche abschlieRen. | X v Y | wirde dann bedeuten:
das Pradikat XvY trifft auf alle Dinge zu, | X |v|Y | dagegen: das
Pradikat X trifft auf alle Dinge zu oder das Pradikat Y trifft auf alle
Dinge zu. Die beden Aussagen, die eben zur Verwechdung Anlal
gaben, sind dann durch |X| und |X| unterschieden. Mit Hilfe des
kombinierten Kalkiils kénnen dann die partikuléren Aussagen dar gestellt
werden. Z. B. kann die Aussage ,, Einige Zahlen sind ungerade” folgender-
malen umgeformt werden: , Es ist nicht wahr, daf3 alle Zahlen gerade
snd. — Bezeichnet man das Prédikat , Zahl sein" mit X, das Pradikat
.gerade sein” mit Y, so schreibt sich zunéchst die Aussage , Alle Zahlen
sind gerade’ symbolisch [X v Y|. Das Gegentell diesr Aussage wird
also dargestellt durch |XvY|. Allgemein bezeichnet | XvY | die Aus
sage: es gibt Dinge, fir die gleichzeitig X und Y zutrifft.

In dem kombinierten Kalkil kommen eine Reihe von neuen immer
richtigen Formeln zu den bisherigen hinzu. Derartige Formeln sind z. B.

{IX Yl&lY Zz|} |X Z]
IX1&]Y[~IX&Y].

Eine systematische Aufstellung und Untersuchung diessr Formeln
soll, aus den am SchluR des nachsten Paragraphen angefiihrten Griinden,
nicht gegeben werden.

§ 3. Sysematische Ableitung
de traditionellen Aristotelischen Schliise

Nachdem unser Kalkil die erforderliche Erganzung erfahren hat,
wollen wir jetzt zur Anwendung des Kalkiils auf die Lehre von den
logischen Schliissen eingehen. Es handelt sich darum, zu erkennen, wie
sich die klassischen Aristotelischen Schluffiguren in unseren kombinierten
Kalkul einordnen und wie se sich vom Standpunkte dieses Kalkils
systematisieren und begrinden lassen.

Die charakteristischen Eigenschaften der zu betrachtenden Schilisse
sind folgende: Sie bestehen aus drei Sétzen, von denen der dritte (der
SchluRsatz) eine logische Folge der beiden ersten (der Pramissen) bildet.
Jeder der drei Satze hat eine der vier Formen:
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.Alle A sind B* (allgemein beahendes Urteil).

,Einige A sind B* (partikuldr bejahendes Urteil).

.Kein A ist B* (algemein verneinendes Urteil).

»Einige A sind nicht B* (partikulér verneinendes Urteil).

Zur abgekirzten Bezeichnung dieser vier Formen pflegt man die
Vokale a,i,e0 (in der angegebenen Reihenfolge) zu verwenden. Als
gemeinsames Zeichen fir die vier Urteilsarten mdge das Symbol AB
dienen.

In den drei Sdtzen treten im ganzen drei Begriffe auf, der Subjekts-
begriff (S), der Préadikatsbegriff (P) und der Mittelbegriff (M); und zwar
hat der SchluRsatz die Form SP, und von den Préamissen enthélt die
erste die Begriffe M und P, die zweite enthdlt M und S. Demnach
ergeben sich folgende vier , Figuren" von Schiiissen®:

MP PM MP PM
SM SM MS MS

SP SP SP SP

Da bei jeder der vier SchluRfiguren fir einen jeden der drei Sétze
des Schlusses je nach seiner Zugehdrigkeit zu einer der vier Urteils-
formen a, i, e, 0 vier Mdglichkeiten bestehen, so wéren, rein kombina-
torisch betrachtet, 256 verschiedene Arten von Schlissen denkbar.
Jedoch wird durch die Forderung, dal? der Schluf3satz aus den Prémissen
folgen soll, die Anzahl der Mdglichkeiten wesentlich beschrénkt. Die
Aristotelische Logik lehrt, da3 19 verschiedene Schluffarten zulé&ssig
sind. Man hat fur diese Schluf3arten dreisilbige Merkworte eingefuhrt,
in denen die Vokale der Reihe nach die Urteilsformen angeben, zu
welchen die drei Sdtze des Schlusses gehdren. Bei dieser Benennung
erhalten wir folgende Ubersicht:

1. Figur 2. Figur 3. Figur 4. Figur

barbara cesare datisi calemes

celarent camestres feriso fresison

darii festino disamis dimatis

ferio baroco bocardo bamalip
darapti fesapo
felapton

Diese Zusammenstellung von Schltissen wollen wir nun an Hand des
Pradikatenkalkiils daraufhin prifen, ob sie wirklich alle in Betracht
kommenden Schluffarten enthalt und ob alle darin aufgezéhlten Schluf3-
weisen der Anforderung der logischen Biindigkeit geniigen. Hierzu stellen

1 Man beachte, daR? die Festlegung der Reihenfolge von 5 und P im SchiuR-
satz keine Beschrénkung der Allgemeinheit darstellt, da ja eine Schluffigur mit PS
als SchluBsatz stets aus einer der vier genannten Figuren durch blof3e Anderung
der Bezeichnung und Umstellung der Pramissen hervorgeht.
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wir nun zundchst die vier Formen a, i; €, 0 eines Urteils AB symbolisch
dar. Bezeichnen X, Y die Pradikate ,ist A“, ,ist B“, so lauten die
symbolischen Bezeichnungen

[XVY]; [XvY[]; X v Y | X VY]

Ausdieser Schreibweise ergeben sich ohne weiteres die auf die betrach-
teten Urteilsfor men beziiglichen traditionellen Regeln Uber die Entgegen-
setzung (Opposition) und die Umkehrung. Von den vier Urteilen ist
namlich das letzte als das Gegenteil des ersten, das zweite als das Gegen-
teil des dritten ausgedriickt. Ferner sind die beiden mittleren Formeln
in bezug auf X und Y symmetrisch, so dal} sich das Urteil ,Einige A
sind B als gleichbedeutend erweist mit , Einige B sind A* und ebenso
das Urteil ,Kein A ig B" als gleichbedeutend mit ,Kein B ist A“.
Dagegen ist bel den Formen a und o keine solche Umkehrung méglich.

Wir wenden jetzt diee Darstellungsweise der vier Urteilsformen bel
den Schlissen an, indem wir fur die Prédikate ,ist S*, ,ist M*, ,ist P*
die Zeichen X, Y,Z einfihren. Jeder SchluR besteht dann aus drei
Formeln. Dieerste Prémissewird dargestellt durch eineder vier Formen:

IYvZ|; |YvZ |; |ZvY]| ; |ZvY|

bzw. durch deren logisches Gegentell. Bei der zweiten Pramisse hat
man entsprechend eine der Formen:

[YvX];  |YvX];  [XVvY]; [ X vY]

oder deren Gegenteil, Beim Schluf3satz hat man, negiert oder unnegiert,
eine der beiden Formen:

XvZ]; X vZ|.

(Man beachte, da® X, Y und Z unnegiert nur als zweites Glied einer
Verknipfung auftreten kénnen.)

Zu diesen formalen Bedingungen tritt nun noch die Forderung, dai3
die dritte Formel eine Folge der beiden ersten sgin soll, in dem Sinne,
dalR beim Einsetzen bestimmter Pradikate fir X, Y, Z die beiden
ersten Formeln nicht erfillt sein konnen, ohne dall auch die dritte
gultig ist.

Eskommt jetzt darauf an, zu unter suchen, wie dur ch diese Forderung
die Mannigfaltigkeit der zuldssgen Formelkombinationen beschrankt
wird.

Fur diese Diskussion ist die Bemerkung nitzlich, daR wir, ochne an
der Richtigkeit einer Formel etwas zu andern, zwei durch v verkniipfte
Glieder miteinander vertauschen kénnen. Ferner ist die Reihenfolge
der Pramissen unwesentlich, und wegen der Allgemeinheit, mit der die
SchluRfolgerung gelten soll, macht es nichts aus, ob ein Pradikat mit U
oder D bezeichnet wird. Auf Grund diessr Tatsachen kdnnen wir jedes
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Paar von Préamissen auf eine von den folgenden sechs Normalformen
zur tckfuhren:

L|OvP] L [TV | V. [OvV |
[Pvi| [V v 7vw)
IL |TvP | V. TV | VI [TvV]
v v | Vo] Zadl

Der SchluRsatz nimmt eine von den Formen

|TvW|; |UvW|; [UvW|; |UvW|
an (negiert oder unnegiert). Von der neuen Schreibweise gelangt man
zu der friheren dadurch zuriick, daR man fur V entweder Y oder Y
substituiert, ferner U, W oder aber W, U einem der Paare X, Z; X,Z;
X,Z; X,Z gleichsetzt und dann alle méglichen Vertauschungen von
Disunktionsgliedern in Betracht zieht, welche (bei geeigneter Reihen-
folge der Préamissen) auf eines der formal zuldssigen Dreiformelsysteme
fuhren.

Prifen wir nun jene sechs Paare von Pramissen | —V I daraufhin,
was aus ihnen gefolgert werden kann, so finden wir zunachst, dal sich
aus| ., V., V. kein Schluf3 der verlangten Art ergibt.

I. ist ndmlich bei ganz beliebigem U, W erflllt, falls das Pradikat V
auf kein Ding zutrifft. 1V. ist erfollt, falls V auf alle Dinge zutrifft,
sofern nur U Uberhaupt fur ein Ding zutrifft, und V. ist fir beliebige U
und W, die Uberhaupt fir ein Ding zutreffen, erfullt, falls V fur alle
Dinge zutrifft.

Auch die Pramissen V | . liefern keinen der in Betracht kommenden
Schluflsitze. Denn damit se, durch geeignete Wahl von V, befriedigt
werden konnen, genligt es da U und W fir je ein Ding zutreffen. Die
genannten Bedingungen sind jedoch mit der Falschheit eines jeden der
in Frage stehenden SchluRsdtze vereinbar.

Demnach kommen flir unsere Schliisse einzigdieFallel | .und 1 | 1.
in Betracht. Die beiden Pramissen von | | . {UvF | und [V v |liefern,
wenn man die Abkirzung einfihrt, und die erste der auf S. 39
angegebenen Formeln benutzt, unmittelbar die Beziehung |T v |.
Ferner ist auch [UvW| die stérkste Folgerung, die aus den beiden
Préamissen gezogen werden kann, da bel Gultigkeit diessr Beziehung die
beiden Pramissen befriedigt werden, falls man V gleich W setzt.

Bei 111. bedeutet die erste Pramisse |Uv¥|, daB es Dinge gibt
(d. h. wenigstens ein Ding), auf die gleichzeitig U und V zutrifft. Die
zweite Pramisse, |V vW|, bedeutet, daB jedes Ding, das die Eigen-
schaft V hat, auch die Eigenschaft W besitzt. Daraus folgt, dal3 es
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Dinge gibt, fiir die gleichzeitig U und W zutrifft, oder daR \Uww \
eine richtige Formel ist.

Ist umgekehrt die Formel | U W] richtig, so werden die Pré-
missen | | | . befriedigt, indem man V gleich W setzt.

Somit ergibt sich, dald die von uns betrachteten Schliise sich alle
auf zwei Hauptformen zuriickfihren lassen, namlich:

U v \Y Uvv
@ |Vvw (B) VvW

Uuvw U vW

Es handelt sch nun noch darum, von diesen beiden Hauptformen
vermittels der verschiedenen zuldssgen Transformationen wieder zu den
friheren Dar stellungen iberzugehen, an Hand derer wir die ver schiedenen
Aristotelischen SchluRarten unterscheiden kénnen. Dabei miissen wir
die formalen Beschrankungen der Schliisse beriicksichtigen, gemafd denen
die unverneinten Pradikate X, Y,Z nur an zweiter Stelle in einem
Produkt auftreten und Y niemals im SchluBsatz vorkommt. Ferner ist
zu beachten, daf3 bei der Hauptform (A) die Vertauschung von U mit W
keine neuen SchluRRarten liefert.

Demnach erhalten wir alle aus der Hauptform (A) entspringenden
SchluRBweisen durch die Substitutionen:

u=X, V =y, W=2
U= X; V=Y, W =12
U =X, V=Y, W=Z.

Von diesen fihrt (bei geeignet gewahlter Reihenfolge der Pramissen
sowieder Produktglieder) die ersteauf die Schllisse camestresund calemes,
die zweite auf celarent und cesare, die dritte auf barbara.

Fir die Hauptform (B) erhalten wir die verschiedenen SchluRarten
aus den Substitutionen:

Uu=X, V=Y, W=z, u=X, V=Y, W=z,
u= X, F= Y, W=z u=2 V=Y, W=X;
U=z, V=Y, W=X.

Die erste Substitution ergibt die Schliisse ferio, festino, feriso, fresison,
die zweite darii und datisi, die dritte baroco, die vierte disamis und
dimatis, die flinfte bocardo.

Die angestellte Uberlegung zeigt uns, daR es von Schliissen der ver-
langten Art 15 verschiedene Formen gibt. Diese gehdren alle zu den
Aristotelischen Schliissen, so dal3 die klassische Zusammenstellung der
Schluformen alle méglichen Falle erschopft. Jedoch haben wir nicht
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samtliche der Aristotelischen Schlulweisen bei unserem Verfahren wieder-
gefunden. Vielmehr fehlen in der erhaltenen Ubersicht die vier SchluR-
arten: darapti, bamalip, felapton, fesapo. Diese Diskrepanz rithrt davon
her, daid die seit Aristoteles traditionell gewordene Deutung der positiven
allgemeinen Sdtze (,Alle A sind B") mit unserer Interpretation der
Formeln | X v ¥ | nicht vollkommen in Einklang steht. Nach Aristoteles
gilt ndmlich eine Aussage ,,Alle A sind B* nur dann ds richtig, wenn
es Gegenstande gibt, welche A sind. Unsere Abweichung von Aristoteles
in diesem Punkte wird durch die Rucksicht auf die mathematischen
Anwendungen der Logik gerechtfertigt, bei denen die Zugrundelegung
der Aristotelischen Auffassung unzweckmaflig waére.

Wir schlieBen damit die Bemerkungen Uber den Pradikaten- und
Klassenkalkil ab. Es lassen sich zwar eine Anzahl interessanter Frage-
stellungen angeben; z. B. kann man fragen, welche Formeln des kom-
binierten Kalkuls immer richtige Aussagen darstellen. Ein néheres Ein-
gehen auf diese Probleme wollen wir uns aber versagen, da diese im
folgenden Kapitel in einem allgemeineren Zusammenhang formuliert und
behandelt werden. Z. B. wird die Frage nach den immer richtigen
Formeln des kombinierten Kalkiils durch die Ausfiihrungen in 8§ 12 des
néchsten Kapitels vollstdndig beantwortet. Wir verzichten auch auf
eine axiomatische Behandlung des einstelligen Pradikatenkalkiils'. Der
Klassenkalkul oder einstellige Pradikatenkalkll bildet Oberhaupt nur
eine Vorbereitung fur den Préadikatenkalkll im weiteren Sinne, der im
folgenden behandelt wird, und wird durch dessen Einfuhrung Uberfllssig,
so dal® wir spéter auf die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen
nicht mehr zuriickzukommen brauchen. Dagegen bleibt der Aussagen-
kalkll as unentbehrliche Grundlage aller weiteren Untersuchungen
bestehen.

! Ein vollstandiges Axiomensystem fiir den kombinierten Kalkiil und zugleich
eine interessante Erweiterung des Klassenkalkils ist von M. WAJSBERG angegeben
worden, vgl. M. WAJSBERG: Ein erweiterter Klassenkalkil. Mh. Math. Physik
Bd. 40 (1932) [siehe auch die zugehdrige Berichtigungin Mh. Math. Physik Bd. 42
(1935) S. 242]. Die in dieser Arbeit ebenfalls behandelte Frage nach den immer
richtigen Aussagen des kombinierten Kalkils war in anderer Weise schon durch
die in § 12 des nachsten Kapitels erwéhnten Arbeiten von LOWENHEIM, SKOLEM
und BEHMANN gelést worden. Vgl. insbesondere die Darstellung von BEHMANN in
Math. Ann. Bd. 86 (1922).



Drittes Kapitel.

Der engere Pradikatenkalkl.

8 1. Unzulanglichkeit des bisherigen Kalkils.

Der kombinierte Kalkiil ermdglichte eine systematischere Behandlung
der logischen Fragen as die inhaltliche traditionelle Logik. Andererseits
kann man aber sagen, dal3 in Hinsicht auf die Mdglichkeit der logischen
Folgerungen sich beide wesentlich gleich verhalten. Die komplizierteren
Schlisse, die im kombinierten Kalkll moglich sind, lassen sich auch
durch mehrfache Anwendung der Aristotelischen Schluf¥figuren gewinnen.

Nach der Meinung der friheren Logiker, die auch KANT teilte, war
nun mit der Aristotelischen SchluRlehre die Logik Uberhaupt erschopft.
KANT sagt’:

»Merkwirdig ist noch an ihr (der Logik), daf se auch bis jetzt
(seit Aristoteles) keinen Schritt vorwarts hat tun kénnen und aso allem
Anschein nach geschlossen und vollendet zu sein scheint.”

In Wirklichkeit ist es so, dal? sich der Aristotelische Formalismus
schon bei ganz einfachen logischen Zusammenhangen as unzuldnglich
erweist. Inshesondere ist er prinzipiell unzureichend zur Behandlung
der logischen Grundlagen der Mathematik. Er versagt némlich Uberall
da, wo es darauf ankommt, eine Beziehung zwischen mehreren Gegen-
sténden zur symbolischen Darstellung zu bringen.

Wir wollen das an einem einfachen Beispiel erlautern. Betrachten
wir den Satz: ,,Wenn B zwischen A und C liegt, so liegt B auch zwischen
C und A" Diesen kdnnen wir zwar im gewohnlichen Aussagenkalkil
in der Form X Y aufschreiben; und dieselbe Darstellung erhalt der
Satz auch im einstelligen Préadikatenkalkil. Im letzteren &Rt er sich
ja in folgender Weise formulieren: ,Wenn ein geordnetes Punktetripel
die Eigenschaft hat, da3 der zweite Punkt zwischen dem ersten und
dritten liegt, so besitzt es auch die Eigenschaft, da3 der zweite Punkt
zwischen dem dritten und ersten liegt." Jedoch kommt bei dieser Dar-
stellung das logisch Wesentliche der Behauptung, ndmlich die Symmetrie
der Beziehung ,, Zwischen" in bezug auf A und C gar nicht zum Ausdruck.
Daher 18Rt sich diese Darstellung auch nicht dazu verwenden, um aus
dem betrachteten Satze die sich aus ihm ergebenden mathematischen
Folgerungen abzuleiten. Hieran &ndert sich auch nichts, wenn wir die
Darstellungsweise des kombinierten Kalkils benutzen.

* In der Vorrede zur 2. Ausgabe der ,Kritik der reinen Vernunft",
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Zur Verdeutlichung des hier vorliegenden Sachverhalts mdge noch
ein weiteres, Ubrigens nicht der Mathematik angehtriges Beispiel an-
gefuihrt werden. Es ist gewil3 eine logisch selbstverstandliche Behaup-
tung: ,,Wenn es einen Sohn gibt, so gibt es einen Vater", und von einem
logischen Kalkiil, der uns befriedigt, kdnnen wir verlangen, dal er diese
Selbstverstandlichkeit in Evidenz setzt, in dem Sinne, dal? der behauptete
Zusammenhang vermittels der symbolischen Darstellung as Folge von
einfachen, logischen Prinzipien kenntlich wird. Davon ist aber bei
unserem bisherigen Kalkil keine Rede. Wir koénnen hier zwar (unter
Anwendung des kombinierten Kalkils) die_betrachtete Behauptung
symbolisch ausdriicken durch die Formel: |X]-%|¥|, worin X, Y

beziiglich die Pradikate , ist ein Sohn“, ,ist ein Vater" bedeuten. Doch
vermag uns diese Formel gewil3 nicht zur Einsicht in die Richtigkeit
der Behauptung zu verhelfen, da sie ja bei anderer Einsetzung fir
X und Y auch falsche Sétze ausdriicken kann. Es kommt in der Formel
nicht dasienige zur Darstellung, worauf der logische Zusammenhang
zwischen Vordersatz und Nachsatz beruht, da3 namlich die Pradikate
des Sohn-Seins und des Vater-Seins eine Beziehung eines Gegenstandes
zu einem anderen enthalten. Die entsprechende Sachlage findet sich
bei fast allen komplizierteren Urteilen.

8 2. Methodische Grundgedanken des Pradikatenkalkuls.

Da sich unser bisheriger Kalkil as ungenigend herausgestellt hat,
so sind wir genétigt, nach einer neuen Art der logischen Symbolik zu
suchen. Dazu kehren wir noch einmal zu dem Punkt unserer Betrach-
tungen zuriick, an welchem wir zuerst Uber den Aussagenkalkil hinaus-
gingen. Den entscheidenden Schritt bildete hier die Spaltung der Aus-
sagen in Subjekt und Pradikat. Diese Zerlegung haben wir jedoch nicht
vollkommen ausgenutzt, indem wir bei der Darstellung der Aussagen
nur die Pradikate, nicht aber die Subjekte explizit bezeichneten. Der
Grund fir diese Beschrankung der Symbolik lag darin, da3 wir bestrebt
waren, hinsichtlich des Formalismus uns an den Aussagenkalkil anzu-
schliefen. Lassen wir nun diesen Gesichtspunkt der Anlehnung an den
Aussagenkalkil fallen, so bietet sich als naturgeméR das Verfahren dar,
da3 man in der Darstellung der Aussage die Gegenstdnde (Individuen)
von den Uber sie ausgesagten Eigenschaften (Pradikaten) trennt und
beide ausdrucklich bezeichnet.

Das tun wir in der Weise, dafd wir zur symbolischen Darstellung
der Pradikate Funktionszeichen mit Leerstellen verwenden, wo dann in
die Leerstellen die Bezeichnungen der Gegensténde einzusetzen sind.
Z. B. kann das. Funktionszeichen P () das Pradikat ,ist eine Primzahl"
bezeichnen. P (5) ist dann die Darstellung der Aussage: ,5 ist eine
Primzahl". Ist M () die Bezeichnung fir das Pradikat ,Mensch sein”,



§ 2. Methodische Grundgedanken des Pradikatenkalkuls. 47

so bedeutet M (Cajus): ,Cajus ist ein Mensch.* Wird ferner die Be-
ziehung des kleineren zum groReren durch das Funktionszeichen mit
zwei Leerstellen < (,) ausgedriickt, so ist < (2, 3) die symbolische Dar -
stellung der Aussage: ,2 ist kleiner als 3." Ebenso wird die Aussage
»B liegt zwischen A und C" durch Z (A, B, C) dargestellt.

Alle mathematischen Formeln stellen derartige Beziehungen zwischen
zwei und mehr GroRen dar. Z.B. entspricht der Formel: x +y=z
ein dreigliedriges Pradikat S(x,y, 2. Die Richtigkeit von S(x,y,2)
besagt, daR x, y, z durch die Beziehung x + y = z verbunden sind".

Auf die in der neuen Weise dargestellten Aussagen lassen sich die
Verkniipfungen des Aussagenkalkiils anwenden. Z. B. wird das Gegen-
teil der Aussage P (5) durch P (5) ausgedriickt. Die Formel

(<(2,3)&<(3,7)) <(2,7)
stellt die Aussage dar: ,Wenn 2 kleiner ist als 3 und 3 kleiner as 7,
0 ist 2 kleiner als 7."

Es fehlt uns noch ein symbolischer Ausdruck fiir die Allgemeinheit
von Aussagen. Um einen solchen zu gewinnen, fihren wir nach dem
Vorbilde der Mathematik neben den Zeichen fiir bestimmte Gegensténde
(den Eigennamen) noch Variable X, y, z... ein, mit denen wir die Leer-
stellen der Funktionszeichen ebenfalls ausfiillen kénnen. Eine bestimmte
Ausfillung einer Leerstelle heilt ein Wert der betreffenden Variablen.

Die Werte ener Variablen sind im allgemeinen auf bestimmte
Gattungen von Gegenstanden beschrankt, die durch die Bedeutung der
Funktionszeichen bestimmt werden. Z. B. stellt sich die Grundbeziehung
der elementaren Geometrie der Ebene: ,der Punkt x liegt auf der
Geraden y*, durch ein Funktionszeichen mit zwei Argumenten L (X, Y)
dar. Hier kommen als Werte fir x nur Punkte, fir y nur Geraden
in Betracht.

Setzt man in die Leerstellen der logischen Funktionen bestimmte
Argumentwerte (d. h. Eigennamen von Individuen) ein, so ergeben sich
bestimmte Aussagen, die richtig oder falsch sein kénnen. Sind dagegen
die Leerstellen von Funktionszeichen mit Variablen ausgefiillt, so wird
dadurch zunéchst kein bestimmtes Urteil dargestelt, sondern wir haben
nur einen symbolischen Ausdruck, der von der betreffenden Variablen
abhangt. Wie man nun in der Algebra Buchstabenformeln schreibt,
welche besagen, dal’ fir beliebige Zahlenwerte, die man an Stelle der
Variablen einsetzt, die entstehende Zahlengleichung richtig ist, so kénnen
wir auch im Logikkalkll verfahren. Eine Formel

(<X y&<(y, 2) < (x. 2

1 Es war bisher in der Logik tblich, nur die Funktionen mit einer Leerstelle
alsPréadikate, dagegen Funktionen mit mehreren Leerstellen als Relationen zu
bezeichnen. Wir gebrauchen hier das Wort Préadikat in ganz allgemeinem Sinne.
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bedeutet dann, daR fiir ein beliebiges Zahlentripel x, y, z fir das die
Beziehungen <(x, y) und < (y, z2) bestehen, auch <(x,2) gultig ist.

Wir haben damit bereits eine Darstellung fir die allgemeinen Urteile
gewonnen. Um aber die Allgemeinheit in Verbindung mit der Negation
und den logischen Verknupfungen &, v, anwenden zu kénnen, brauchen
wir ein besonderes , Allzeichen". Man wiirde song nicht wissen, ob
P(x) bedeutet: ,Fir alle x ist P(x) der Fall", oder: , Esist nicht richtig,
daR fur alle x die Aussage P(x) gilt." Diese Darstellung der allgemeinen
Urteile soll in der Weise geschehen, dall wir die zu der betreffenden
logischen Funktion gehérige Variable in Klammern vor das Funktions-
zeichen setzen.

(X) A (x) bedeutet also: Fur alle x gilt A (x). Die beiden eben zur
Verwechdung Anla gebenden Urteile sind dann durch (x)P(x) und
(X)P(x) unterschieden. Aus Symmetriegriinden fiihren wir gleichzeitig
zur Darstellung der partikuldren Urteile ein besonderes ,,Seinszeichen”
ein. (Ex)A (x) stellt das Urteil dar: ,Es gibt ein x, fur das A (x) gilt."

Fir All- und Seinszeichen gebrauchen wir auch den gemeinsamen
Namen , Klammerzeichen®.

Die zu einem Allzeichen oder Seinszeichen gehérige Variable nennen
wir ,gebundene Variable'. Se spielt eine analoge Rolle wie die Inte-
grationsvariable in der Mathematik; insbesondere ist die Benennung
dieser Variablen gleichglltig. Zum Unterschied von den gebundenen
Variablen nennen wir die anderen ,freie Variable".

Beziiglich der Schreibweise ist zu bemerken, dal eine Formel, vor
der ein Allzeichen oder Seinszeichen steht, in Klammern zu setzen ist,
falls Se eines der Zeichen &, v, enthalt und nicht schon durch einen
Negationsstrich zusammengefafdt ist. Ferner treffen wir der Ubersicht-
lichkeit halber folgende Festsetzungen:

Statt A (x) schreiben wir einfacher A(x),
statt (X)A(x) schreiben wir einfacher (X)A(X),
und statt (Ex)A(x) schreiben wir einfacher (Ex)A(X).
Aus der Bedeutung des All- und des Seinszeichens ergeben sich die
folgenden Aquivalenzen:
(EX)A(x)aia(x)A(x),
(Ex)A(x)aq(x)A(x),
(Ex)A(x)aq(x)A(x),
(EX)A(X)ad(X)A(X).
Auf Grund dieser inhaltlichen Beziehung laft sich das Seinszeichen

durch das Allzeichen ersetzen und umgekehrt. Bei der Symbolik des
Pradikatenkalklilskénnten wir alsomit drei Verkniipfungen auskommen.
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Notwendig ist nur das Negationszeichen, ferner eines der drei Symbole
&,v, , und dann noch enes von den beiden Zeichen (x), (E Xx).

, Bisher haben wir nur einzeln auftretende All- und Seinszeichen
betrachtet. Zu wesentlich neuen logischen Gebilden werden wir gefuhrt,
wenn wir jetzt berlicksichtigen, daf3 die All- und Seinszeichen kombiniert
auftreten konnen. Diese Kombination ist schon mdglich, falls wir nur
Pradikate mit einer Leerstelle in Betracht ziehen; eine besondere Rolle
spidt de bel den mehrgliedrigen Pradikaten. Bei einem zweigliedrigen
Pradikat A (x, y) z B. haben wir die folgenden einfachsten Formen der
Zusammensetzung:

CYMAX.Y)

Lfur ale x und fir alle y besteht die Beziehung A(x, “y);
(EX){EY)A(X.Y)

.6 gibt en x und en vy, fur welche A (x, y) besteht”;
CA(EYVIA(XY)

»ZU jedem x gibt es en y, so da A (x, y) besteht";
(EX)()A(XY)

.6 gibt ein x, weches zu jedem y in da Beziehung A (x, y) steht”.

Um den Sinn der Zusammensetzung deutlicher zu machen, kénnte
man hier jedesmal noch eine Klammer enfigen, also z. B. schreiben:

CIMAXY]
und CALEYIAXY)]-

Da aber auch ohnedies kein Anlal3 zu einem MiRverstandnis vorliegt,
pflegt man die Klammer fortzulassen. — L aRt man Kombinationen von
drei und mehr Klammerzeichen zu, so hat man entsprechend eine gréRere
Mannigfaltigkeit fur die Zusammensetzung der All- und Seinszeichen.

Aus der Bedeutung des Allzeichens geht hervor, dal3 in einem Aus-
druck (x) (y) A (x, y) die beiden Allzeichen ohne Anderung des Sinns der

Aussage vertauscht werden kénnen. Dassdbe gilt von den beiden Sens
zeichen in einem Ausdruck

(EX)(Ey)A(X.Y).
Dagegen ist be (x) (Ey)A(x, y) die Reihenfolge der Zeichen (x), (Ey)
wesentlich.
Z.B. stellt der Ausdruck

(X)(Ey)<(xy)
(wenn die Variablen x, y sch auf die redlen Zahlen als Definitions-
bereich beziehen) enen richtigen Satz dar, namlich: ,Zu jeder Zahl x
gibt eseine Zahl y derart, dal3 x kleiner ist als y“, d. h. ,zu jeder Zahl
gibt es eine groRere").
Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl.
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Vertauscht man aber hier die Stellung der Zeichen (x) und (Ey),
so0 entsteht (Ey) (x) < (X,y), und das ist der Ausdruck enes falschen
Satzes, namlich: , Es gibt eine Zahl y, welche gréer ist alsjede Zahl x."
Durch die Vertauschung von (x) und (Ey) kommt also eine ganz andere
Aussage zustande.

Das logische Verhéltnis hierbel ist 0, dall auf Grund der (spater
abzuleitenden) Formel:

(Ey)(x)A(x.y) (X)(EY)Ax.Y)

aus einem richtigen Satz von der Form (E'y) (x) A (x,y) auf (x) (Ey) A (X,y)
geschlosen werden kann, aber nicht umgekehrt.

§ 3. Vorlaufige Orientierung
Uber den Gebrauch des Prédikatenkalkils.

Ehe wir daran gehen, eine systematische Darstellung der Regeln
zu geben, die zur Handhabung des Kalkiils notwendig sind, soll die
Behandlung einiger Beispide dazu dienen, uns mit der Symbolik ver-
trauter zu machen.

Zunachst zeigen wir, wie die Axiome, durch welche die Grundeigen-
schaften der natiirlichen Zahlenreitheformuliert werden, schim Préadikaten-
kalkul symbolisch ausdriicken lassen. Diese Axiome lauten:

1. Zu jeder Zahl gibt es eine und nur eine nachstfolgende.

2. Es gibt keine Zahl, auf welche 1 unmittelbar folgt

3. Zu jeder von 1 verschiedenen Zahl gibt es eine und nur eine un-
mittelbar vorangehende.

In diesen Satzen kommen als individuelle Pradikate die Beziehungen
der unmittelbaren Aufeinanderfolge und die der Verschiedenheit von
Zahlen vor. Die Beziehung der Verschiedenheit tritt nicht nur in der
Verbindung ,von 1 verschieden", sondern auch implizite in dem Aus-
druck ,nur eine Zahl* auf; denn da es ,nur eine" Zahl von ener
gewiseen Beschaffenheit gibt, bedeutet, dal? es nicht zwei verschiedene
solche Zahlen gibt. Die Verschiedenheit ist das Gegenteill der arith-
metischen Gleichheit.

Wir fuhren daher die Préadikate:

=(X,y) (,x ist gleich y*)
und
E(x,y) (,y folgt unmittelbar auf x“)

ein und kénnen mit diesen Bezeichnungen die genannten Axiome fol-
gendermafen darstellen:

L (EYFXY&((F(x2 =(y,2)},
d. h. ,zu jedem x gibt es ein y, das auf x unmittelbar folgt, und das
einem jeden z weches auf x unmittelbar folgt, gleich ist".
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2. (Ex)F(x,1),
d. h. ,es gibt kein x, auf welches 1 unmittelbar folgt".

3. (H{=(x1) (EYIF(Yy.X)&(2)(F(zx) = (y-2)]}.

d. h.',zu jedem x, das von 1 verschieden ist, gibt es ein y, auf welches
x unmittelbar folgt und welches einem jeden z, auf das x unmittelbar
folgt, gleich ist".

Wir wollen uns ferner Uber die Methode der Beweisfilhrungen im
Pradikatenkalkil an einigen einfachen Beispielen orientieren. Wir
beginnen mit jenem Satze, dessen Unbeweisbarkeit im Kalkil des
zweiten Kapitels eine von den Tatsachen bildete, an denen wir uns die
Unzulénglichkeit jenes Kalkills klargemacht haben. Der Satz lautete:

,,Wenn es einen Sohn gibt, so gibt es einen Vater." Der symbolische
Ausdruck dieser Behauptung im Prédikatenkalkil lautet zunéchst:

(Ex)S(x) (Ex)V(x).
Dabei bedeutet §x): ,x ist ein Sohn", und V(x): ,Xx ist ein Vater."
Ein Beweis dieses Satzes ist nur moglich, wenn wir die vorkommenden
Pradikate begrifflich zerlegen. Im Begriff des Sohnes ist einerseits das
Pradikat , mannlich* und andererseits die Beziehung des Kindes zu
den Eltern enthalten; im Begriff des Vaters die Beziehung zu Frau
und Kind.

Fihren wir demgemal fur ,x ist mannlich" das Zeichen M(X) ein
und stellen wir das Pradikat ,x und y sind die Eltern von z* (oder
genauer: ,x und y as Mann und Frau haben z zum Kinde") durch das
Symbol K(x, y, 2) dar, so kénnen wir S(x) definieren durch:

M(X)& (Eu)(EV)K(u,v,X).
(,x ist ein Sohn" bedeutet: ,x ist mannlich, und es gibt ein u und v
derart, dal3 u as Mann und v ds Frau die Eltern von x sind.")

Ebenso wird V() definiert durch:

(Ey)(E9K(x.y,2).
(,x ist ein Vater" bedeutet: ,Es gibt ein y und ein z derart, da3 x
und y ds Mann und Frau die Eltern von z sind.")

Setzen wir die erhaltenen Ausdriicke fir §x) und V(x) ein, so
nimmt die betrachtete Behauptung die Form an:

(B [M(x) & (Eu) (BvK(u, v, x)]  (EX) (By) (B2 K(x, Y, 2).

Diese Formel stellt eine Folgebeziehung zwischen zwei Aussagen dar,
und fur den Beweis, den wir suchen, kommt es darauf an, von der
ersten dieser Aussagen zu der zweiten durch eine Reihe von Folge-
beziehungen zu gelangen, deren jede durch den Kalkil begrindet ist.
Dabei wenden wir das uns vom Aussagenkalkil her geldufige und natir-
lich auch im Prédikatenkalkil glltige Prinzip an, daf3 aus zwei Aussagen-
beziehungen ¥—B und B—E stets auf ¥ —¢ geschlossen werden kann.

4%
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Nun gilt zundchst im Pradikatenkalkil, entsprechend der Aussagen-

formel X& Y Y, fir beliebige F und G die Beziehung:
(Ex)(F(x)& G(x)) (EX)G(X).
Setzen wir fur den Ausdruck (Eu) (EVK (u, v, X), der ein Pradikat
von x darstellt, zur Abklrzung N(x), so erhalten wir
SX)agM(x)&N(x).
Die obige SchluRweise ergibt dann:
(Ex)S(x)  (EX)N(x),
oder beim Einsetzen des Ausdrucks fur N(x):
(B ) (B9 (Eu) (EVK(uU, v, X).
Nun gibt es einen allgemeinen Satz des Kalkils, nach dem liickenlos
aufeinanderfolgende Seinszeichen ihre Reihenfolge vertauschen durfen.
Fir zwei Seinszeichen hatten wir diesen Satz bereits erwahnt; der all-
gemeine Satz ergibt sich daraus durch wiederholte Anwendung. Fihren
wir diese Vertauschung aus, so erhalten wir statt der letzten Formel:
(B) S(x) (Eu) (Bv) (BX) K(u, v.X).

Das ist aber unsere Behauptung, nur da’3 die Variablen hinter dem
Zeichen anders benannt sind.

Ein weiteres Beispiel bildet der Satz:

» Wenn es eine Wirkung gibt, gibt es eine Ursache*

Wir stellen zunédchst die Behauptung in der Form dar;

(EX)W(x)  (Ex)U(x).

W(x) bedeutet: ,x ist eine Wirkung", und U(x): ,x ist eine Ursache."
Nun zerlegen wir wieder die Pradikate U und W durch die Einfihrung
des zweistelligen Pradikats ,x bringt y hervor®, fur die wir das Zeichen

K(x, y) wéhlen. Dabei ergeben sich fur U(x) und W(x) die definierenden
Ausdriicke:

U(x)ia(Ey)K{xy)

W(x)aa(Ey)K(y.x).

Durch Einsetzung dieser Ausdriicke bringen wir die Behauptung auf
die Form:

und

EX EY)KY.x (EXEY) KXY
oder bel teillweiser Umbenennung der Variablen:

(Ey) (EXK(x, y) (Ex) (By) K(x, ),
Diese Formel ist eine unmittelbare Konsequenz des Satzes von der
Vertauschbarkeit der Seinszeichen.

Die friher erwadhnte Verschiedenheit von (Ex) (y) A(x,y) und
() (Ex) A(x,y) 18Rt sich auch an dem Beispiel der gleichméRigen und
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gewohnlichen Konvergenz illustrieren. Es handle sich um eine bestimmte
Folge eindeutiger arithmetischer Funktionen fi(x), fi(x),.., die (wie
wir der Einfachheit halber annehmen wollen) fur alle reellen Werte x
definiert sind. Die Aussage, dal’ diese Funktionenfolge fir jeden Wert
von xgegen O konvergiert, &3t sich in unserer Symbolik so formulieren:
() @< (O 8> (Ey) (0 [< (v, w)><{| L (#)], 2)]}

(,flr beliebiges x gibt es zu jedem z, das groRer as 0 ist, ein y, so dal’
fur ale n, welche groRer as y sind, die Ungleichung |/.{x)| <z erfiillt
ist*). Dabei beziehen sich die Variablen y und n auf die ganzen Zahlen
as Gegenstandsgattung, wéhrend x, z auf die Gattung der reellen Zahlen
bezogen sind.

Fir die Behauptung, da die Funktionenfolge gleichmdig fur alle
Werte von x gegen O konvergiert, lautet der symbolische Ausdruck:

@ {< 0, > (1) ) [< . W) >< (@], 2)]}
(,fur jedes z, das grofer ist as 0, gibt es ein y, so dal3 fur ale x und
fur ale n, welche groRer as y sind, die Ungleichung |f,(x) <z er-
fallt ist").
Der Unterschied der beiden Behauptungen findet seinen Ausdruck
in der verschiedenen Stellung des Allzeichens (X).

8 4. Genaue Festlegung
der Bezeichnungen im Pradikatenkalkdil.

Als Vorbereitung zu einer systematischen Behandlung des Pradikaten-
kalkills geben wir zunichst eine genaue Ubersicht tber die benutzten
Bezeichnungen.

Die in dem Prédikatenkalkll auftretenden Zeichen sind zunéchst
Zeichen fur Variable verschiedener Gattung. Die Zeichen fir Variable
sind immer grofe oder kleine lateinische Buchstaben. Wir unterscheiden:

1. Aussagenvariable. X, Y, Z,..

2. Gegenstandsvariable (Individuenvariable): x, vy, z,.. .

3. Pradikatenvariable: F(), G(,), H()se
Dabei gelten Pradikatenvariable mit verschiedener Anzahl der Leer-
stellen immer as verschiedene Variable, auch wenn der grofie lateinische
Buchstabe der gleiche ist.

Wir wollen nun erkldren, was wir unter einer Formel des Prédikaten-
kalkuls zu verstehen haben.

Provisorisch kénnen wir zundchst sagen, dafd wir unter einer Formel
einen Ausdruck verstehen, der sich in sinnvoller Weise aus den genannten
Zeichen fur Variable mit Hilfe der Aussagenverknipfung &, v, ~", =, ~
und der All- und Seinszeichen aufbaut. Die Wahrung des im nachsten
Paragraphen darzulegenden axiomatischen Standpunktes, bei dem die
Beweisflihrungen ohne Zuhilfenahme der Bedeutung der logischen Zeichen
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nach rein formalen Regeln erfolgen, macht es aber erforderlich, die als
Formeln bezeichneten Ausdriicke nur durch Beschreibung ihres formalen
Aufbaus zu charakterisieren und Begriffe wie , sinnvoll* zu vermeiden.

Wir nehmen Uber die Gestalt der Formeln zunéachst so viel vorweg,
daR in ihnen unter Umstédnden Gegenstandsvariable, d.h. kleine latei-
nische Buchstaben und zugehérige All- und Seinszeichen vorkommen.
Kommt nun in ener Formel neben einer Gegenstandsvariablen, .die
etwa x sd, gleichzeitig ein zugehoriges All- oder Seinszeichen, in diesem
Falle also (x) oder (Ex) vor, so heifdt die betreffende Variable innerhalb
der Formel gebunden, im anderen Falle frei.

Wir wollen nun unter den Formeln die und nur die Zeichenkombina-
tionen unseres Kalkils verstehen, die sch durch endliche Anwendung
der folgenden Regeln als snlche erweisen:

1. Eine Aussagenvariable ist eine Formel;

2. Pradikatenvariable, bei denen die Leerstellen durch Gegenstands-
variable ausgefilllt sind, sind Formeln;

3. ist irgendeine Zeichenkombination ¥ eine Formel, so ist auch ¥
eine Formel;

4. sind % und B irgendwelche Formeln von der Art, dal nicht die
gleiche Gegenstandsvariable innerhalb der einen Formel gebunden und
innerhalb der anderen frei auftritt, so sind auch ¥ &8, v B, A—-1B,
N~B Formeln;-

5. es bedeute % (x) irgendeine Formel, in der die Variable x als freie
Variable auftritt; dann sind auch (x) ¥ (x) und (Ex) ¥ (x) Formeln.
Dasselbe gilt entsprechend fir andere frele Variable.

Wir weisen ausdr ticklich darauf hin, daf nach vor stehender Definition
in einer Formel diesdbe Variable nicht gleichzeitig in freier und in
gebundener Form vorkommt.

Zur Ersparung von Klammern werden noch die folgenden Fest-
setzungen getroffen: Bei der Trennung von Ausdriicken sollen die
Zeichen ,v, &,~ vor den All- und Seinszeichen den Vorrang haben.
Z. B. ig (X)F(x)&A ene enfachere Schrebwese fir (X)F (x))&A.
Die friheren Festsetzungen, dal & enger bindet als und ~, und v
wieder enger als &, behalten wir bei. Zu jedem in einer Formel vor-
kommenden All- oder Seinszeichen gehort ferner ein bestimmter Bestand-
teil der Formel, auf den es sich bezieht. Diesen wollen wir den Wirkungs-
bereich des betreffenden Zeichens nennen. So erstreckt sich in einer

Formel
(X)(F(x)-(Ey)G(y))
der Wirkungsbereich des Zeichens (x) bis an das Ende der Formel,

dagegen bei
MFX)  (Ey)G(Y)
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nur bis vor das Zeichen -, Eine weitere Verminderung von Klammern
erreichen wir durch die folgende Regel: Wenn mehrere All- oder Seins-
zeichen unmittelbar aufeinanderfolgen, ohne durch Klammern getrennt
Zu sein, so ist das stets so aufzufassen, dad sich ihre Wirkungsbereiche
bis zur gleichen Stelle erstrecken. So ist z. B.

N(EY)D(HXYD& K(y.2)& L(u)
eine einfachere Schreibweise fiir

@ {EY [()(H{x. 5. ) &K(y, )]} & Lx).

Um Irrtimer zu vermeiden, erldutern wir noch den Gebrauch der
grofen deutschen Buchstaben, den wir fiir den Aussagenkalkiil schon friiher
(1. Kap., 85) kurz angegeben hatten. Diese Buchstaben sind keine
Zeichen unserer Formelsprache und prinzipiell Uberhaupt entbehrlich.
Sie dienen nur dazu, inhaltliche Mitteilungen Uber den Kalkil in eine
kurze Form zu kleiden. Wir bezeichnen mit %, 9, €, ... bei derartigen
Mitteilungen irgendwelche Formeln, deren genaue formale Gestalt unbe-
stimmt gelassen wird. Z. B. steht ¥—B fur irgendeine Implikation,
z.B. (A—+B)— (B—+C) oder (X)F(X) = {X)G(x). Mit H(X) bezeichnen
wir irgendeine Formel, die die freie Variable x enthélt; ebenso mit
% (%, y) eine Formel, in der die freien Variablen x und y vorkommen, usw.

8§ 5. Die Axiome des Pradikatenkalkils.

Wir gehen jetzt dazu Uber, fir den Pradikatenkalkil, dhnlich wie
fruher fur den Aussagenkalkul, ein System von Axiomen aufzustellen,
aus dem sich die Ubrigen richtigen Aussagen des Prédikatenkal kils nach
gewissen Regeln gewinnen lassen.

Die Aufstellung der Axiome und Ableitungsregeln geschieht natiirlich
in Ubereinstimmung mit der inhaltlichen Interpretation der Formeln.
Die Ableitung der aus den Axiomen zu gewinnenden , »richtigen" Formeln
hat aber, entsprechend dem axiomatischen Standpunkt, rein formal zu
geschehen, derart, da3 wir uns um den Sinn der durch die Formeln
dargestellten Aussagen gar nicht kimmern, sondern lediglich die in den
Regeln enthaltenen Vorschriften beachten. Nur bei der Interpretation
der durch die formalen Operationen erhaltenen Ergebnisse missen wir
die Bedeutung der Zeichen unseres Kalkiils berticksichtigen.

Diese inhaltliche Deutung geschieht in der folgenden Weise. Wir
denken uns einen Bereich von Individuen zugrunde gelegt, auf den sich
die Gegenstands variablen und die All- und Seinszeichen beziehen. Dieser
Bereich wird unbestimmt gelassen; wir setzen nur voraus, dal3 er wenig-
stens ein Individuum enthélt. Eine Formel des Pradikatenkalkils heif3t
nur dann immer richtig, oder, wie wir auch sagen, allgemeingiltig, wenn
unabhangig davon, wie der Individuenbereich gewahlt wurde, bei jeder
beliebigen Einsetzung von bestimmten Aussagen, Gegensténden des
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Individuenbereichs und im Individuenbereich definierten Pradikaten fur
die Aussagevariablen, die freien Gegenstandsvariablen und die Préadi-
katenvariablen jedesmal die Formel in ene richtige Aussage Ubergeht.
Die allgemeingiltigen Formeln des Préadikatenkalkils bezeichnen wir
auch als identische Formeln.

Wir geben nun das zugehdrige Axiomensystem an. Als logische
Grundformeln haben wir zundchst die Axiome des Aussagenkalkdls, die
wir der Einfachheit halber in dersdben Form wie friher geben.

a) XvX X.

b) X XvY.

c) XvY YvX.

d (X Y) [ZvX ZvY].

@ -—>®B ist hier wieder wie frilher als @ne Abkiirzung fir ¥v 8
aufzufassen.)

Dazu kommen jetzt als zweite Gruppe zwei Axiome fur ,alle", und
»€s gibt" hinzu.

& WFX  FO).

f)F(y) (EX)F(x).

Das erse diessr Axiome bedeutet: ,,Wenn ein Pradikat F auf alle x
zutrifft, so trifft es auch auf ein beiebiges y zu.”

Die zweite Formel liest sch so: ,,Wenn das Pradikat F auf irgend-
ein y zutrifft, so gibt es ein x, auf das F zutrifft.”

Fir die Gewinnung neuer Formeln aus den logischen Grundformeln,
sowie aus bereits abgeleiteten Formeln haben wir die folgenden Regeln.

a) Einsetzungsregeln.

o 1) Man darf in einer Formel eine Aussagenvariable durch eine
beliebige Formel ersetzen, vorausgesetzt, dal} diese Ersetzung an allen
Stellen, an denen die Aussagenvariable vorkommt, gleichzeitig geschieht
und daf3 Uberhaupt wieder eine Formel im Sinne der im vorigen Para-
graphen gegebenen Definition entsteht. Die Einsetzung ist aul3erdem nur
dann zuldssig, falls die einzusetzende Formel keine Gegenstandsvarigble
enthdlt, die in der Ausgangsformel gebunden vorkommt.

o 2) Eine freie Gegenstandsvariable darf durch eine andere Gegen-
standsvariable ersetzt werden, vorausgesetzt, dald die Ersetzung an allen
Stellen, an denen die frele Gegenstandsvariable vorkommt, gleichzeitig
geschieht. Die eingesetzte Variable darf ferner in der urspriinglichen
Formel an keiner Stelle in gebundener Form vorkommen.

« 3) Eine Pradikatenvariablemit n Leerstellen kann unter bestimmten

Umstéanden durch eine Formel, die mindestens n frele Gegenstands
variable enthélt, ersetzt werden. Es sa F die Pradikatenvariable mit
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nLeerstellen, ¥ die Formel, in der F ersetzt werden soll. Wir greifen
aus den Gegenstandsvariablen, die in der fir F einzusetzenden Formel
vorkommen, irgendwelche n heraus, die in beliebiger Weise geordnet,
etwa %, %, ..., %, s@en. Die einzusetzende Formel wollen wir dem-
entsprechend mit ®(x; Xp,..., X,) bezeichnen. Die Einsetzung ist nun
nur dann zulassig, falls die brigen in - ¥ xp..., Xp) eventuell noch
vorkommenden freien Gegenstandsvariablen in der Formel % nicht als
gebundene Variable auftreten und,das Resultat der Einsetzung Uber-
haupt wieder eine Formel ist. Die Einsetzung geschieht in der folgenden
Weise: Bei irgendeinem besonderen Auftreten der Pradikatenvariable F
in % sind die Leerstellen der Variablen mit irgendwelchen Gegenstands-
yariablen ausgefillt, die wir (nur fur den Augenblick) mit a,, a,, - - ., o,
bezeichnen wollen. Diese ay, a4, . .., 9, brauchen nicht alle verschieden
zu sein, sondern es kann sich zum Teil um diesdben Variablen handeln.
Wir ersgtzen nun an der betreffenden Stelle F (a; a,..., @,) durch
B (a; a,..., &,), d. h. durchdie Formel, dieaus ® (X1, Xa,..., Xn) dadurch
hervorgeht, da® man die Variablen x; X,. .., X, Uberall, wo se vor-
kommen, beziglich durch a; a,,..., a, ersetzt. Die entsprechende
Ersetzung geschient bei jedem einzelnen Vorkommen von F.

) SchlufRschema.

Aus zwei Formeln von der Gestalt % und ¥—% gewinnt man die
neue Formel 8.

¥) Schema fiur ,alle" und ,es gibt".

¥1) Man habe eine Formel ¥ — % (x) abgeleitet, bel der der hinter
dem —-Zeichen sehende Teil die freie Variable x enthalt, wahrend
in ¥ nicht dieVariablex vorkommt. Man erhélt dann alsneue abgeleitete
Formel L—(x) B (x).

2} Unter densdben Bedingungen beziiglich der Gestalt von % und
8 (x) gewinnt man aus einer Formel B(x) - % die neue (Ex)B(x) - A~

d) Umbenennungsregeln fiir die gebundenen Variablen.

Man darf einein einer Formel vorkommende gebundene Gegenstands-
variable durch eine ander e gebundene Variable ersetzen. Diese Ersetzung
hat gleichzeitig an allen Stellen des Wirkungsbereiches und in dem
zugehorigen All- oder Seinszeichen zu erfolgen. Voraussetzung ist dabei,
daR durch die Ersetzung Uber haupt wieder eine Formel entsteht. Kommt
die zu ersstzende Variable mehrfach, d. h. mit mehreren Wirkungs-
bereichen vor, so braucht die Ersetzung nur beziiglich eines Wirkungs-
bereiches zu erfolgen.

! Das hier benutzte Axiomensystem fir ,alle" und ,es gibt", das in den
Formeln e) bis f) sowie den Regeln y zum Ausdruck kommt, ist von P. BERNAYS
angegeben worden.
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8 6. Das Sysem de identischen Formeln.

Wir wollen nun sehen, wie sch mit Hilfe der angegebenen logischen
Grundformeln und Ableitungsregeln das Gesamtsystem der allgemein-
gultigen, oder wie wir auch sagen, identischen Formeln des Pradikaten-
kalkils aufbaut.

Mit einem Teilsystem dieser Formeln sind wir schon bekannt, ndmlich
demjenigen, in dem nur Aussagenvariable vorkommen. Wir hatten fir
diexss Teilsystem friher die Formeln (1) bis (20) und die Regeln |
bis VIII abgeleitet. Wir bezeichnen dieses Teilsystem als das System
der identischen Formeln des Aussagenkalkiils.

Es soll zunéchst die Methode, nach welcher man bel der Ableitung
von Formeln zu verfahren hat, an verschiedenen Beispielen dargelegt
werden. Ferner werden wir, wie friher im Aussagenkalkil, auch neue
Ableitungsregeln gewinnen. Die frilher abgeleiteten Formeln und Regeln
des Aussagenkalkiils »werden dabei benutzt.

Regel %' : Man habe eine Formel ¥ (x) bewiesen, die diefreie Variable x
enthé@lt. Dann ist auch (x)®¥ (x) beweisbar.

Beweis: Aus % (x) erhélt man durch Anwendungvon Regel Il und | | |

XvXv¥(x),

XvXvx) %(x) [nach Regd 9],
Xv X [Forme) (3)],

(X) ¥ (x) (SchluRschema).

Regel 4: Man kann die in einer Formel vorkommenden freien und
gebundenen Gegenstandsvariablen samtlich durch andere Variable
ersetzen, fallsman nur darauf achtet, dafd an den Stellen, an denen gleiche
Variable standen, auch nachher gleiche Variable stehen, und daf an den
Stellen, an denen verschiedene Variable vorkamen, auch nachher ver-

schiedene Variable sind.
Der Bewes ergibt sich durch mehrfache Anwendung der Regeln o 2)

und &). z. B. gewinnt man aus der Grundformel e) die Formel
()F(x) F(x) in folgender Weise:

XFx) K

(x)F(x) Kz [nach Regel a2)]

WHFy) Fz) [nach Regel d)]

) F(y) F(x) [nach Regel a?2)]

Aus Regel 4 ergibt sich fur die Regel %), daB diese glltig bleibt,

falls man in der Formulierung der Regel fir x immer y oder irgend-
eine andere Variable gebraucht.
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Forme (21): (x) (F(X) VF(X)).
Beweis. XvX [Formel (3)],
F)v  F(X) (durch Einsetzung),
(x) (F(x) vF(x)) (nach Regd y’).
Formd (22): (X)F(X)=> (EX)F(X).
Bewes. (X)F(x)-+F(y) [Axiom ¢€)],
F(y) = (EX)F(x) [Axiom f)],
F(X) = (EX)F(X) (Regd V).
Formel (23): (x) (A v F (X))=Av (x) F (x).
Bewels: (Y)(AVF(y))~>»AvF(x)  [Einsetzung in Axiom €) und
Regel 4'].
V)(AVF() —»AVF(x) (Ersetzung von A durch A).
Unter Benutzung der Abkilirzung — kann man auch schreiben:

(YHAVE(Y)) —(4~F(x)),
{y{AVF(Y))& A]—=F(x) (nach Regel VII),
[WAFY)E A= (XF(x)  (Regel ).
Diesen Ausdruck verwandelt man mit Hilfe von Regel V11 und der
Regel 8 zuriick in
QAVF(X)) =  AV(X)F(x).
Formel (24): (X)(A~+ F(X)) - (A= (X)F(X)).
Beweis. Diese Formel entsteht aus der vorigen, indem man A4 fir A
einsetzt:
Regel 1X: Ist M-+ B—>F ) ) beweisbar, so gilt dasselbe fir
YU (B> (x) §x)). Dabei dirfen¥ und B nicht die Variable x enthalten.
Dies ist eine Erweiterung der Regel ¥ 1). Statt 2 Voraussetzungen
kann man auch eine beliebige andere endliche Anzahl von Voraus-
setzungen nehmen. Der Beweis ist dann ganz entsprechend wie im
vorliegenden Fall.
Beweis. —(B—E (X)),
- () B—>E () [Regel p].
Daraus ergibt sich die gesuchte Formel durch Anwendung von (24)
und Regel V.
Formel (25): A= (X)(AVF(x)).
Beweiss A—AvB [Axiom (b)],
A = AVF(x) (durch Einsetzung),
A—=(X) (AVF(X) [nach Regd 9].
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Formel (26): (X)(A v F(X)~A v(x)F(x).

Beweis: Da (23) bewiesen ist, so genigt es, die Richtigkeit der
Umkehrung: A v (X)F(x)  (X) (A vF(X)) zu zeigen.

WF(y) F(X) [Aus e) nach Regel &7,

Av(y)F(y) A VvF(x) (nach Regel 1V),
AV(X)F(x) () (AVF(x)) [nach Regel ¥) und 4)].

Forme (27): () (A FX)~A  (X)F(x)).
Beweis: Diese Formel geht in derselben Weise aus (26) hervor,
wie (24) aus (23).
Forme  (28): (X)(A & F(X)~A&(X)F(x).
Beweis: Wir beweisen zunéchst:
[. (X)(A&F(x))-»A& (x)F(x).
(Y)(A&F(y))  A&F(x),
A&F(xX) F(x) [Formel (13)],
(Y)(A&F(y)) F() (Regel V),
(X)(A&F(x)) (x)F(x) [Regel ») und d],
A&F(X) A,
)(A&F(X) A [Regel V und §].
Durch Benutzung der Aussagenformel
x v X 2 X Y&2)

und zweimalige Anwendung des SchluRschemas erhdt man dann aus
der letzten und vorvorletzten Formel die Formel I.

. A&XF(X) {X)(A&F(x)).
(Y)F(y) F(x);
daraus erhdlt man nach dem Aussagenkalkl
A& (y)F(y) A&F(X),
A&(XF(X)  (X)(A&F(x)) [Regel ) und §)].
Aus den Formeln | und Il ergibt sich die gesuchte Formel.
Formel (29): (x) (Y)F(x, y)~(y) (X)F(x,y).
Beweis: (2) (u) F (z,u) (u)F(x,u) [Einsetzung in Axiom e€) und
Regel &1,
) F(x, y) [EinsetzunginAxiom €) und Regel &7,
z (%, y) (nach Regel V),
) (x,y) [Regel 9],
x,¥)  (Y)(x)F(x,y) [Regel y) und §].
YO)F (X, y) (X)) F(x,y) und daher auch (29).
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Formel (30): (X) (F(x) & GX)~X)F(X) & (X) G(x).
Beweis. Man zeigt zunachst:
a) (X)(F(x)&G(x))  (X)F(x)& (x)G(X).
(Y)(F(y)&G(y)) F(x)&G(x),
F(x)& G(x) F(x),
F()&G(x) G(x),
v) (F(y) &G(y)) F(x) (nach Rege V),
v) (F(y) &G(y)) G(x) (nach Regel V).
Nach Regel #) und &) kann man beide Formeln verandern zu
(X)(F(X)&G(x))  (X)F(x),
(X)(F(X)&G(x))  (X)G(x).
Aus beiden zusammen gewinnt man dann
X (F(x) &G(x))  (x) F(X) & (X)G(x).
b) Beweisvon (X) F (X) & (X) G (X) (X) (F (X) & G (x)).
(Y)F(y)  F(X),
()G(y)  G(x),
(Y)F(y)&(y)G(y) F(x)& G(x),
(X)F(x)& (x)G(x)  (X)(F(x)&G(x)) [Regel ») und d)].
Aus.a) und b) ergibt sich die gesuchte Formel.
Formel (31): (x)(F(x) G(x)) ((X)F(x)  (X)G(x)).
Beweis: (y) (F (y) G (v)) (F (x) G (x)),
F)  ((W(F(y) Gy)  (x) (nach Regel VII),
(Y)F(y)  FX),
WFY)  ((M(F()  Gy) G(x) (Regel V),
(Y)F(Y) & (y) (F(y) G(y) G(x) (Regel VII),
(XF()&(X)(F(x) G(x) (X)G(x) [Regel ¥) und 8)],
()(F(x)  GK)  ((X)F(x)  (x)G(x)) (Regel VII).
Formel (32): (x)(F(x)~G(x)) ((x) FO)~ (X)G(x)).
Beweis. (x) (F (x)~G (x)) ist eine Abkiirzung fir
IF(x)  GN&(GX)  FMX)I.
Durch Einsetzung in Formel (30) erhadlt man
()[(F(x) G(x))& (G(x) FONI~X)(F(X) G(x)& (x)(G(x) F(x)).
Nach Formel (31) ist
(X)(F(x)  GKX)  ((X)F(x)  (x)G(x)),
()(G(x)  FX) ((X)G(x)  (X)F(x)).
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Wir haben also drei Formeln von der Form:
U~BEE,
B+ (D->E),
E>(E—+D).
Darauslant sich %~ (2 ~ &) ableiten. Dasist aber unsere Behauptung,
wenn wir fir W, ©, § ihre Bedeutungen einsetzen.
Formel (33):
a)  (EXF(X) ~{x) F ().
b) @F(X)“*(;) F(x).
Q) Ex)F ()~ (F(X).
d) {Ex) F(x) ~x)F (x).
Beweis von (33a)’
W Fy~FX.
F(X) = (y) F(y) [nach Formel (6)],
F(X) =(y)F (y) [Ersetzung von F (x) durch F(x)]
(EX)F(X) —(2) F (x) [nach Regel y) und #)].
Das it die Formel (33a) zur Halfte.
F(x) = (Ey)F(y) [Aus Axiom f)],
(Ey)F(y) - F (x) [nach Formel (6)],
(EYF() ~()F() [Regel ) und ],
{£) F (x)~>({Ex)F{x) [nach Formel (6)],
(%) F (x)= (EX)F(x) [Ersetzung von (Ex)F(x) durch (EX)F(X)].
Das ist die andere Halfte von (33a).
Beweisvon (33 b):A~71
F(x) ~F (xX) (durch Einsetzung),
0)(FO) ~F (x) [Regel )].
Unter Benutzung von Formel (32) erhdlt man daraus:
(F(x) ~(X)§ ),
() F(x) ~{x) F (x) [unter Benutzung von (X~ Y= X~ ¥)

[vgl. Formel (26), S.8].
Durch Einsetzung in .(33a) ergibt sich

(Ex) F(x) ~(# F (x),
also

(XFX) ~ (Ex)F (x).
Das ist die Formel (33b).
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Aus (33a) und (33b) erhadlt man auch die Formeln (33d) und (33c),
da aus H~B sich K~ 1B bewesen |4kt
Formd (34):
FX) = G(X)) = (EX)F(X) = (EX)G(X)).
Beweis. Aus der Aussagenformel
(A~>B) (B 4)
erhdlt man durch Einsetzung
(F(x) = G(X) = (G(x) >F(x)).
({HF(K) = G(X) == (G(x)>F (x))} [nach Regel y'].
Aus der letzten Formel erhdlt man unter Benutzung der Formel (31)
(HF ) = GO} = (HG () = F (x)}.
Unter abermaliger Benutzung der Formel (31) und der Regel V erhalt
man daraus: B
((F(X) > GXx)) = ((x) G(X) >(x) F(x)).
In dieser Formel kann (x) G (x) = (x) ¥ (x) unter Benutzung von Formel (6)
in #F[x)—>{xG(x) verwandelt werden. D (x}F< )~ (EX)F(x),

Der Formel (34) entspricht die folgende Regel: Ist ¥ (x)-+B(x)
beweisbar, so kann man auch (Ex)¥(x) = (Ex) B(x) ableiten. —

Man erhélt namlich aus % (x) -8 (x) nach Regd 4’

(}) (%) ~B(x)).

und unter Benutzung von (34): (Ex) %(x) — (Ex) B ().

Ganz ebenso wie aus (31) die Formel (32) abgeleitet wird, erhalt
man aus (34) die Formel
(34) (F(X) ~ G(x)) = ((EX)F(X) ~ (EX)G(X)).

Formel (35): (x) (F(X)=.A)=~ ((EX)F(X)-=.A).

Beweis: (X)(F(x) =A) ist eine Abkirzung fir (x)(F (X)VA).

Es gilt nun die Formel

)(F VA~ () F  {x)VA,
die man ahnlich wie die Formel (26) beweist.
() F(x) ~{Ex). F(X),
(X)F (X)VA~{Ez). F(X)VA.

Schreibt man nun wieder die Abkiirzung —, so ergibt sich (35).

Formel (36): (Ex) (WF(X, y)=(y) (EX)F(X, V).

Das ist die schon friher erwadhnte Vertauschungsformel, von der
auch bereits hervorgehoben wurde, da de nur als einsatige Folge
beziehung gilt.
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Beweis: F(X, y) = (E2)F(z y) [Einsetzung in Axiom f) und Regel 8],
WXy —(EgF(zy)  [Regel »].
Unter Benutzung von Formel (31) ergibt sch
WFxy) = W(EDF(zyY),
(Ex)  (F(xy)—=(y) (EX)F(x, y) [nach Regel y) und 4)].

8 7. Die Ersstzungsregd;
Bildung des Gegenteils ener Formel.

Nachdem wir eine Reihe von identischen Formeln abgeleitet haben,
sollen nun enige allgemeine Regeln besprochen werden, die zur Ge
winnung eines Uber blicks liber das Gesamtsystem der identischen Formeln
besonders wichtig sind.

Als erste Regel haben wir eine Erweiterung der Regel VI. Diese
besagte, dall Aussagen, die in gegensdtiger Folgebeziehung stehen, die
aso aquivalent sind, flreinander eingesetzt werden dirfen. Wir er-
weitern diese Ersetzungsregel in der folgenden Weise:

Regel X: Es mogen ¥ (X, VY,..., u) und B (X, Vy,.., u) irgendwelche
Formeln bedeuten, die die freien Variablen x, y,..., u, aber song keine
weitere freie Variable enthalten. Ferner s8 (X, Y,.. ., U) ~ B (X,
Y,..., U) €ine beweisbare Formel. Hat man nun eine Formel €, in der
als Bestandteil % (...) einmal oder mehrere Male mit irgendwelchen
Variablen an Stelle der X, y,..., u auftritt, und ist ® ene Formel,
die aus & dadurch entsteht, da man an einigen oder allen Stellen ¥ (...)
durch 8(...} im Sinne unserer Regel «3) ersetzt, so ist auch §~®
eine beweishare Formel.

Da wir die Regel VI sthon haben, so genigt es zu.zeigen, dafR
man auf beiden Seiten der Aquivalenz (X, V., U) ~B(X, V., U)
vor % (X, V..., u) und B(x, V..., u) die gleichen Klammerzeichen vor-
satzen darf, dal man z. B. schrelben darf

(EX) () AXY,.., u)~(Ex) (y) B(x,y,...,u).
Es genugt, dies fir ein Klammerzeichen zu zeigen. Wir zeigen also, dai3
und QA XYW ~X) B Y, ...,u)
(Ex) A (X, V.., U)~ (EX) B(XY,., U
beweishar sind.
Aus A(X, Y,..., u)~B(X, Y,., u) erhdlt man nach der Regel 3’
)™ xy,...u)~B8  (xy..,u)).
Unter Benutzung von Formel (32) ergibt sich dann
% Y U)~(X) B (XY,..,U),
und ebenso auf Grund der Formel (34'):
(Ex) (X ...u)m=~ (EX)8  (X,..,U).
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Als weiteres Ergebnis schliefdt sich hieran eine Regel tiber die Bildung
des Gegenteils einer Formel.

Regel XI: Von einer Formel, in welcher die Abkiirzungen und ~
nicht vorkommen, bildet man das Gegenteil, indem man erstens die All-
zeichen durch Seinszeichen ersetzt und umgekehrt, zweitensdie Zeichen &
und v miteinander vertauscht und drittens die Aussage- und Pradikat-
zeichen gegen ihreVerneinungen austauscht.

Der Bewes diesss Satzes verlauft folgendermafen:

Falls die betreffende Formel keine All- und Seinszeichen enthalt,
so hatten wir den Satz bereits friher im Aussagenkalkil bewiesen.
Indem wir nun von diesem Satz Gebrauch machen und die Kombination
von Allzeichen und ihrem Wirkungsbereich als ungetrenntes Ganzes
auffassen, kénnen wir stets erreichen, dald die Negation von dem Gesamt-
ausdruck auf die duRersten Klammerzeichen verlegt wird. Stand der
Gesamtausdruck unter einem Klammerzeichen, so ist das von vornherein
der Fall. Nun ergibt sich aus den Formeln (33), daf’

() #(x)~(Ex) ¥(x),
(EX%() -(x) ¥(x).

Unter Benutzung diessr Aquivalenzen kénnen wir die Negation von
den Klammerzeichen auf ihre Wirkungsbereiche verschieben. Mit diesen
Wirkungsbereichen verfahrt man dann auf diesslbe Weise wie mit dem
Gesamtausdruck, bis man schliellich lberall bei den Aussage- oder
Pradikatzeichen anlangt.

Die beschriebene Methode der Umformung mdge an einem Beispiel
erlautert werden: Es handle sch darum, fir

()EY)(F(xY)UEZG(X,y.2)
diedem Satz entsprechende Dar stellung abzuleiten. Ausden Formeln (33)
folgt zunachst, dai
() (EV)(F(x,y) v (Ex) G(x, ¥, 2)~(EX) (Ey) (F(x,y) v (E G(x, Y, 2),
und weiter ergibt sich als aquivalenter Ausdruck

(Ex) () F (x, y) (EZ)G (x, Y, 2).

Unter Anwendung des Spezialfalls unseres Satzes fir den Aus

sagenkalkiil und Regel X erhalt man:

(EX)Y)(F(x.y)& (E2)G(x.y.2))
und endlich:

(EX)W(F(x.y)&(2)G(xy.2)).

Das letzte ist genau die unserer Regel entsprechende Darstellung.
Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 5



66 Der engere Pradikatenkalkdl.

8 8. Das erweiterte Dualitatsprinzip; Normalformen.

Aus dar Regel XI des vorigen Paragraphen |&Rt sich ein Dualitats-
prinzip ableiten, das wir als eine Erweiterung des friher fir den Aus
sagenkalkill abgeleiteten Dualitatsprinzips auffassen konnen. Dieses
lautet folgendermafden:

Aus einer beweisbaren Formel, die die Form einer Implikation oder
einer Gleichung hat, in deren Gliedern die Zeichen -~ und ~ nicht vor-
kommen, entsteht wieder eine beweisbare Formel, wenn man Uberall die
Allzeichen durch gleichnamige Seinszeichen ersetzt und umgekehrt und
aulerdem die Zeichen & und v gegeneinander auswechselt. Im Falle der
Implikation hat man auflerdem noch die Reihenfolge der beiden Glieder
zu vertauschen.

Beweis. Ist #-+B ene beweisbare Formel, so ist auch 8 =% eine
beweisbareFormel, und mit #~ B ist auch ¥ ~B eine beweisbare Formel.
Man formt nun ¥ und 8 nach Regel XI| des vorigen Paragraphen um.
Man wechsdt also die Allgemeinheits- und Seinszeichen sowie die Zeichen
& und v gegeneinander um und ersetzt die Aussagen- und Préadikat-
zeichen durch ihre Negationen. Da es sich aber um ene beweisbare
Formel handelt, so kann die letzte Ersetzung wieder riickgangig gemacht
werden, indem man gemal der Einsetzungsregel sdmtliche Aussagen-
und Pradikatzeichen durch ihr Gegentell ersetzt.

Das erweiterte Dualitatsprinzip liefert uns mit einem Schlage eine
groRe Anzahl von identischen Formeln durch die duale Umformung von
friiher abgeleiteten Formeln. Die wichtigsten sden hier hervorgehoben®

Forme (26'): (EX)(A&F (X)) =~  A&(EX)F(X).

Formel (28'): (EX)(AVF(x)) ~Ax (Ex) F(x).

Formel (29'): (EX)(Ey)F (x,y)~ (EY) (Ex) F (X, y).

Formel (30'): (Ex) (F(x) VG(x))=~ (Ex) F(x) W(EX)G(X).

Die Formeln (29) und (29" liefern unsin Verbindung mit der Regel X
ene weitere Regel.

Regel XlI: Eine Formel geht in eine aquivalente iber, wenn darin
2wei oder mehrereunmittelbar auf einander folgendeAllzeichen, diedenselben
Wirkungsbereich haben, beliebig umgeordnet werden. Die entsprechende
Regd gilt fir die Seinszeichen.

Bei der Behandlung des Aussagenkalkiils zeigte es sich, dall es
moglich ist, alle Aussagenverbindungen auf eine gemeinsame Normal-
form zu bringen. Wir konnten die Aussagen Verbindungen entweder als
Konjunktion von einfachen Disjunktionen oder als Disjunktion von
elementaren Konjunktionen darstellen.

! Durch die Bezeichnung der Formeln soll kenntlich gemacht werden, aus
welcher der schon bewiesenen identischen Formeln die betreffende Formel gemaf
dem Dualitatsprinzip hervorgeht.
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Eine gewisse Normaform gibt es nun auch im Pradikatenkalkul.
Es kann namlich jeder Ausdruck durch einen solchen ersetzt werden, in
welchem allevorkommenden Klammer zeichen unverneint am Anjang stehen,
und zwar ohnedurch Klammern getrennt zu sein, sodaf3sich ihreWirkungs-
bereichealle bis zum Ende der Formel erstrecken®. Fiir diese Normalform
ist die Bezeichnung ,pranexe Normalform" gebrauchlich.

Der Vorteil diessr Normaldarstellung beruht darauf, dal der hinter
den Klammerzeichen sehende Ausdruck ganz wie ene Aussagen-
verbindung behandelt werden kann. Die Umformung zur Normalform
gechient in der folgenden Weise:

Wir ersetzen zunéchst in dem zu betrachtenden Ausdruck die Ab-
kirzungen — und ~ durch ihre Bedeutung. Durch mehrfache An-
wendung der Regel XI des vorigen Paragraphen kann man dann leicht
erreichen, da die Negationsstriche nur (iber den Aussagen- und Pradikat-
variablen zu stehen kommen. Wir andern nun die Bezeichnung der
gebundenen Variablen so ab, dal alle Klammerzeichen zu verschiedenen
Variablen gehoren. Statt

(%) Fx) v (1) &(x)

RERVNGH

schreibt man also

USIV.

Aus dem so entstehenden logischen Ausdruck erhdlt man nun die
Normalform, indem man samtliche Klammerzeichen in der Reihen-
folge, wie de auftreten, an den Anfang der Formel stellt und im Ubrigen
alles ungedndert lalt. Die Wirkungsbereiche samtlicher Klammer-
zeichen sollen sich dann bis zum Ende der Formel erstrecken.

DaR die letzte Umformung wirklich zulassg ist, ergibt sich auf
folgende Weise. Es s die Richtigkeit der Umformung schon gezeigt,
falls der betrachtete Ausdruck weniger Klammerzeichen enthadlt. Wenn
kein Klammerzeichen vorkommt, so sagt die Behauptung nichts Be-
oonderes aus.  Steht nun der ganze Ausdruck unter einem Klammer-
zeichen, so it die Behauptung klar. Wir brauchen dann nur fir den
Wirkungsbereich diesss Klammerzeichens, der sdbst weniger Klammer-
zeichen enthalt, die Umformung zu machen. Andernfalls nehmen wir
das erste Klammer zeichen unseres Ausdrucks. Dieses steht sdbst nicht
wieder im Wirkungsbereich eines anderen Klammerzeichens. Unter
Anwendung der abgeleiteten Formeln:

AVX)F(x) ~  (X)(AVF(x)),
OFVA ~  (X)(F(X)VA),
A&(XF(X) ~  (X)(A&F(x)),
OFX&A ~  {X)(F(x)&A)

! Diese Art der Darstellung ist ebenso wie beim Aussagenkalkiil keineswegs

eindeutig.
5~k
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bzw. der entsprechenden Formeln fur das Seinszeichen kann nun er-
reicht werden, dal} diesss Klammerzeichen an den Anfang der Formel
verschoben wird und sich sein Wirkungsbereich Gber die ganze Formel
erstreckt. Damit kommen wir auf den vorigen Fall zuriick, und die
Richtigkeit der Umformung ist damit allgemein bewiesen.

Die préanexe Normalform bietet den Vorteil, da be allgemeinen
Untersuchungen im Préadikatenkalkil der Kreis der in Betracht zu
ziehenden Formeln wesentlich eingeschrankt werden kann. Immerhin
sind die M 6glichkeiten furr die Gestalt der am Anfang der For mel stehenden
Kombination von All- und Senszeichen, die wir als das Prafix der
Formel bezeichnen wollen, noch verwirrend umfangreich. In dieser
Hinsicht ist nun ein Ergebnis von TH. SKOLEM! von Interesse, das eine
gewise Verscharfung des Satzes Uber die préanexe Normalform darstellt.
Diesr Skolemsche Satz besagt (in der Formulierung, wie wir se hier
brauchen) folgendes

Zu jeder Formel des Préadikatenkalkiils kann man ene andere an-
geben, die nicht nur die pranexe Normalform hat, sondern bei der auch
jedes Seinszeichen jedem Allzeichen vorangeht, und die so beschaffen
ist, dal? beide Formeln gleichzeitig oder beide gleichzeitig nicht aus
unserem Axiomensystem des Préadikatenkalkiils ableitbar sind.

Wir wollen im folgenden eine Formel in der préanexen Normalform,
bei der keine Seinszeichen auf Allzeichen folgen, als eine Formel in der
Skolemschen Normalform bezeichnen. Beim Beweise des Satzes brauchen
wir uns nur mit den Formeln zu befassen, die die pranexe Normalform
haben. Ferner kdnnen wir annehmen, daf? die Formel keine freie Gegen-
standsvariable enthalt. Sollten diese namlich vorkommen, so geniigt es
[wegen Axiom €) und Regel 4], die Formel zu betrachten, die aus der vor-
liegenden dadurch entsteht, dafl3 die zu den freien Gegenstandsvariablen
gehorigen Allzeichen hinzugefligt und an den Beginn der Formel gestellt
werden. Unter dem Grad einer derartigen Formel wollen wir die Anzahl
der Allzeichen verstehen, auf die noch Seinszeichen folgen. Es genligt
dann zu zeigen, dal® man zu jeder Formel in der pranexen Normalform,
die nicht die Skolemsche Normalform hat, eine solche angeben kann,
die hinsichtlich der Ableitbarkeit mit der ersten gleichbedeutend ist und
deren Grad geringer ist. Wir dirfen ferner annehmen, dal3 das Préafix
der betrachteten Formel mit einem Seinszeichen beginnt. Falls namlich
die Formel, die mit % bezeichnet sei, mit einem Allzeichen beginnt,
so nehmen wir ene in ¥ nicht vorkommende Gegenstands variable,
etwa u, und eine ebensolche Pradikatenvariable, etwa G, und ersetzen ¥
durch die Formel

(Eu)( A &G(u)v&(u)),

* SKOLEM, TH.: Logisch-kombinatorische Untersuchungen (iber die Erfiill-
barkeit oder Beweisharkeit mathematischer Sitze nebst einem Theoreme (Uber
dichte Mengen. Vid. Skrifter I, Mat.-nat. Klasse 1920, Nr. 4.
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die, wie wir leicht einsehen, hinsichtlich der Ableitbarkeit mit ¥ gleich-
wertig ist, da innerhalb des Wirkungsbereiches von (Eu) ein richtiges
Konjunktionsglied zu ¥ hinzugeflgt ist. Die Formel (Eu)(¥.&G (u) VG (u))
kann dann so auf die préanexe Normalform gebracht werden, dal das
Prafix an erster Stelle ein Seinszeichen enthélt.

Unsere Formel beginnt also mit #{s=1) Seinszeichen, auf die
wenigstens ein Allzeichen folgt. Se hat demnach die Gestalt

(1) (Ex)) o (Exa) (V) B, X2 ) Xy )
B (X1, X2,y Xn, Y) ist hier eine Formel in der pranexen Normalform,
die als freie Gegenstandsvariable nur x;, X2, . . ., Xn , y enthélt. Essa H

eine Pradikatenvariable mit n + 1 Leerstellen, diein B nicht vorkommt.
Wir bilden die Formel

(1) (Ex).. (Ex)[{EN(Bx. ..., %0 Y& H{x .., %0 9))
v H(z, . .., % 2)].
Diese Formel 18Rt sich ableiten, falls (1) ableitbar ist und ebenso
gilt das Umgekehrte.
Ersetzen wir namlichin (11) nach Regel a3) H durch 8, so erhalten wir
(Exl)' M (E-"-)[(EJ’) (%{xl’- - --xmy)&%(xll' ' -=xn-3’])
vER)B(x, ..., %, 2]
Man kann dann den eine falsche Aussage darstellenden Bestandteil
EN(Blx ... % Y &B(xy ..., %0 )

fortlassen.
Etwas umsténdlicher geht die Ableitung von (I1) aus (I). Wir er-
halten zunéchst aus Formel (31) durch Umbenennung der gebundenen

Variablen
WFEY)  Gy)  ((MFY)  (YIGY).

Nun kann man nach den Regeln des Aussagenkalkils eine Formel
A (B0
zu
 B80vE
umformen (Regel VI 1). Hier erhalten wir

MFY)  (EY) (F(Y) &GHNMYIGY),
falls man auRer der Regel Uber die Bildung des Gegenteils noch be-

achtet, da? H—+%B dne Abkirzung fur #v® ist. In dieser Formel

wirdF (y)durch @;,..., X, y)und G (y) durchH (X1, ..., Xn,Y) ersetzt.
Wir erhalten
(y) %(1 v oo Xn, y) (Ey) (B(Xlr s 1Xn1y) & H (Xl y oo Xny y))

VIYYH(X1 ... Xn, ¥).
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Dur ch mehrmalige Anwendung der am Schlu® des Beweisesfuir For mel (34)
stehenden Regel ergibt sich weiter

(Exi)...(Ex) (¥) 81, -0y Xn,Y) (EX) .. (EXn)
[Ey) (B, ... Xny) &H (Xa oo X))V ) H (xey . X, W)

Berlicksichtigen wir, dal3 nach Voraussetzung (1) bereits abgeleitet ist,
0 liefert das SchluBschema sowie die Umbenennungsrege 8} die
Formel (11).

Wir bringen nun die Formel (11) auf die pranexe Normalform. Dies
kann in der Weise geschehen, dal das Préfix mit (Ex,) ... (Ex)(E¥)
beginnt, anschlieRend die All- und Seriszeichen von @; , ..., X5, Y)
in unveranderter Rethenfolge kommen und zum Schluf? das Allzeichen (2).
Da der Grad der entstehenden Formel um ens niedriger ist als der Grad
von (1), soist damit der Satz Uiber die Skolemsche Normalform bewiesen.

§ 9. Die Widerspruchsfreiheit
und Unabhéngigkeit des Axiomensystems.

Die Methode der arithmetischen Interpretation, mit Hilfe derer
sch fruher fir die Axiome a) bis d) die Widerspruchsfreiheit und Un-
abhangigkeit einschen Hel3, ermdglicht es uns auch, das Gesamtsystem
der Axiome des Préadikatenkalkiils als widerspruchsfrel, in dem friher
erklarten Sinne, zu erkennen. Hierzu missen wir die arithmetische
Interpretation, welche damals nur fir die Aussagenvariablen bestand,
auf die bisher noch nicht gedeuteten Zeichen ausdehnen. Dies geschieht
in der folgenden Weise:

Wir behandeln die Préadikatzeichen in gleicher Weise wie die Aus
sagezeichen. Wir fassen beide als arithmetische Variable auf, welche
der WerteO und 1 und keiner anderen fahigsind. Wie bei den Pradikat-
zeichen die Leerstellen ausgefillt sind, wird dabei nicht berlcksichtigt.
Die Klammerzeichen werden iberall fortgelassen. Die Verkniipfung v
wird wieder als arithmetisches Produkt aufgefalt, und unter ¢ wollen

wir 1 und unter 1 0 verstehen.

Bei diesn Festsetzungen gilt zunachst wieder, dal3 alle Axiome
einschlieBlich €) und f) bei der arithmetischen Deutung immer den
Wert 0 ergeben. Haben ferner eine oder mehrere Formeln immer den
Wert 0, so Uberzeugt man sich leicht, da jede weitere nach unseren
Regeln daraus abgeleitete Formel ebenfalls immer den Wert O ergibt.
Da nun anderersaits zwei Ausdriicke, von denen der eine die Negation
des anderen ist, nicht beide immer 0 ergeben kénnen, so folgt, daR unter
den Formeln, die sich aus unseren Axiomen ableiten, keine zwei einander
entgegengesetzt sein konnen. Die Bedingung der Wider spruchsfreiheit
ist aso erfullt.
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Man darf das Ergebnis diesss Bewesss fur die Widersprichsfreiheit
unserer Axiome Ubrigens in s8ner Bedeutung nicht Uberschétzen. Der
angegebene Beweis der Widerspruchsfretheit kommt namlich inhaltlich
darauf hinaus, dal? man annimmt, der zugrunde gelegte Individuenbereich
bestehe nur aus einem enzigen Element, s also endlich. Wir haben
damit durchaus keine Gewdhr, da bei der symbalischen Einfiihrung
von inhaltlich einwandfreien Voraussetzungen das System der beweisbaren
Formeln widerspruchsfrei bleibt. Z. B. bleibt die Frage unbeantwortet,
ob nicht bei Hinzufiigung der mathematischen Axiome in unserem Kalkail
jede beliebige Formel beweisbar wird. Dieses Problem, dessen Ldsung
ene zentrale Bedeutung fir die Mathematik besitzt, 18Rt sich in bezug auf
Schwierigkeit mit der von uns behandelten Frage gar nicht vergleichen.
Die mathematischen Axiome setzen gerade einen unendlichen Individuen-
bereich voraus, und mit dem Begriff des Unendlichen sind die Schwierig-
keiten und Paradoxien verkniipft, die bei der Diskussion iiber die Grund-
lagen der Mathematik eine Rolle spidden. Um das letztgenannte Problem
mit Erfolg angreifen zu kénnen, hat D. HILBERT sich veranlafdt gesehen,
eine besondere Theorie aufzustdllen. Ein Eingehen auf diese Theorie,
die natirlich die Ergebnisse der mathematischen Logik benutzt, ist
im Rahmen dieses Buches nicht mdéglich. Wir verweisen dafur ein fur
allemal auf das Buch von HILBERT und BERNAYS'.

Kehren wir nun zuriick zu unserem Axiomensystem. Wir wollen
jetzt die Unabhangigkeit des Axiomensystems nachweisen, indem wir
zeigen, dal keines der Axiome a) bis f), sowie keine der Regeln al)
bis a3), B), y), & fur die Gewinnung der identischen Formeln des Pré-
dikatenkalkiils entbehrlich ist®>. Bei den folgenden Unabhangigkeits-
beweisen wird die soeben nachgewiesene Wider spruchsfreiheit des Kalkiils
benutzt.

Wir zeigen zunachst, da von den Axiomen a) bis d) keines Uber-
flissig ist, dafd es also nicht mdglich ist, irgendeines dieser Axiome aus
den anderen Axiomen mit Hilfe der Ableitungsregeln zu gewinnen.
Wir benutzen dabei die friher (1. Kap., 813) bewiesene Tatsache, dafl3
im reinen Aussagenkalkill keines dieser Axiome entbehrlich ist, und
zwar auch dann nicht, wenn wir X X, d. h. XvX als weiteres Axiom
hinzunehmen.

Nehmen wir an, es lage ein Beweis flr irgendeines der Axiome a)
bis d) mit Hilfe der Gbrigen Axiome und der Ableitungsregeln des

1 HILBERT, D. U. P. BERNAYS: Grundlagen der Mathematik |. Berlin 1934.

2 Ein Unabhangigkeitsheweisist inzwischen (d. h. sdit Erscheinen der 1. Auflage)
von MCKINSEY geliefert worden. Vgl. J. C. C. MCKINSEY: On the independence
of HILBERT and ACKERMANN'S postulates for the calculus of propositional functions.
Amer. J. Math. Bd. 58. Einfachere (bisher nicht publizierte) Beweise sind uns
von den Herren P. BERNAYS und ARNOLD SCHMIDT mitgeteilt worden. Die Aus
fihrungen des Textes geben den Bernaysschen Gedankengang wieder.
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Pradikatenkalkils vor. Wir entfernen dann aus den Formeln dieses
Beweses die Préadikaten- und Gegenstandsvariablen in der folgenden
Weise: DieAll- und Seinszeichen werden fortgelassen. Jede Prédikaten-
variable mit Argumenten wird durch die Aussagenvariable X ersetzt.
Bei diesr Verdnderung gehen €) und f) in die Formel X X Uber.

Ferner bleibt der Beweischarakter bestehen. Eine Einsetzung gemaf
den Regeln al) bis a3) wird zu einer Einsetzung des Aussagenkalkiils
bzw. zu einer bloRen Wiederholung. Die Verbindung der Formeln durch
das SchluRschema bleibt bestehen. Die Regel y) und die Umbenennungs-
regel werden zu einer blo3en Wiederholung. Somit wirde die betreffende
Formel aus den Ubrigen Axiomen der Reihe a) bis d) und X X nach
den Regeln des Aussagenkalkils ableitbar sein, im Widerspruch zu den
fruher erhaltenen Resultaten.

Die Unabhéangigkeit des Axioms €) zeigen wir dadurch, dafld wir nach-
weisen, dal alle Formeln, die man ohne Benutzung diesss Axioms ab-
leiten kann, eine charakteristische Eigenschaft haben, die diessm Axiom
abgeht. Verandert man namlich die Formeln in der Weise, dal} man,
mit den innersten Wirkungsber eichen beginnend, jede Teilformel (x) % (x),
(V)N (y), usw., durch (x) " (x)vXvX, ()" (y)vXvX, usw., ersetzt, so
geht jede Formel, die ohne Benutzung von €) gewonnen werden kann,
wieder in eine im Pradikatenkalkul ableitbare Formel Gber. Denn die
Axiome a) bis d), f) bleiben durch die angegebene Transformation un-
berthrt. Die Verbindung der Formeln durch die Einsetzungsregeln o),
das SchluRschema, die Regel y2) und die Umbenennungsregel 8} bleibt
erhalten. Bei dem Schema y\) geht die Endformel - (*) B(x) in ene
Formel der Form ¥’ (x) B (x)vXvX, as in eine ableitbare Formel
Uber. Dagegen wird

(DF(x)=F(y) zu (DF(vXvX>F(y),

die bestimmt nicht ableitbar ist, da sich aus ihr wegen der Richtigkeit
der Voraussetzung .F{¥), und weiter durch Einsetzung nach Regel «3}
F{y), ds ein Widerspruch ergeben wiirde.

In ganz ahnlicher Weise zeigt man die Unabhangigkeit von f)*. Statt
die Teilformeln (x)®(x) durch (X)W (X) vXvX zu ersetzen, wird
{Ex)¥%(x) durch (Ex)¥{x) & X & X ersetzt. Im Ubrigen sind die Uber-
legungen entsprechend.

Durch diesslbe Methode zeigt man auch die Unabhangigkeit der
beiden Regeln ¥4} und ¢2). Ersetzen wir diesmal in den Formeln {x) % {x)
durch {3} ¥ {x) & X & X, so gehen alle Formeln, die im Pradikatenkalkiil
ohne Benutzung von 1) abgeleitet werden konnen, wieder in ableitbare

1 Mit der Unabhéangigkeit des Axioms f) hat selbstverstandlich die Tatsache
nichts zu tun, daf} das Seinszeichen in dem Axiomensystem prinzipiell entbehrlich
ist, daman ja (Ex) ¥ (x) als eine Abkirzung fur (% (x) auffassen kann (vgl. S 48).
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Formeln (ber. Die aus dem gesamten Axiomensystem ableithare
Formel (x) (F(X) vF(X)) geht dagegen in die sicher nicht ableitbare
Formel (x) (F(X)VF(X)) & X & X Uber. Daraus ergibt sich die Un-
entbehrlichkeit der Regel y 1). Die Ersetzung von (EX)#(x) in den
Formeln durch (Ex)¥®(X)vXvX ergibt ebenso die Unabhangigkeit
der Regel y2), da die Formel (EX) (F(X)&F(x)) bei dieser Ersetzung
in eine nicht ableitbare Formel (bergeht.

Die Unabhéngigkeit der Regel al) ergibt sich daraus, da3 ohne diese
Regel nur solche Formeln mit vorkommenden Individuenvariablen
ableitbar sind, die eine der Gestalten

0% Ay: Ay B0 0% 0T,

BE) AKX  ENAX; (ED)UKX) U(@); EAA@) (B A(x))
haben, bzw. aus solchen Formeln durch Einsetzung fir die Individuen-
variablen oder durch Umbenennung der gebundenen Variablen hervor-
gehen. Denn die Axiome €) und f) haben diese Form und durch die
Ableitungsregeln erhdt man immer wieder nur Formeln dieser Art.
Esist dso z. B. die Formel (x)F(x)  (EX)F(x) ohne Benutzung von al)
nicht ableitbar.

Die Unabhangigkeit der Regel a2) ergibt sich mittels der folgenden
Transformation. In allen Formeln werden bei den Prédikatenvariablen
die Argumentstellen, die mit der freien Individuenvariablen z ausgefillt
sind, fortgelassen. Z. B. geht F(x, 2) in F(X), G(2) in G Uber. Bei dieser
Transformation geht jeder Beweis, der ohne Benutzung der Einsetzungs-
regel fir die Individuenvariablen erfolgte, wieder in einen Beweis Uber.
Da die Axiome von der Transformation nicht beriihrt werden, so geht
jede Formel, die ohne Benutzung von a 2) ableitbar ist, vermittels dieser
Transformation wieder in eine ableitbare Formel (ber. Die ableitbare
Formel (x)F(x) F(2 geht aber bei dieser Transformation in die sicher
nicht ableitbare Formel ()F(x) F Uber. (Das zweite F ist hier eine
Aussagenvariable.)

In entsprechender Weise zeigt sich die Unabhangigkeit der Um-
benennungsregel  &}. Wir fiihren dieselbe Transformation, die wir be-
zlglich der freien Individuenvariablen z in den Formeln ausfiihrten,
jetzt mit Bezug auf die gebundene Individuenvariable z aus. Es sind
dann auBerdem die Zeichen (2) und (Ez) fortzulassen. Auch dann geht
eine Formel, welche ohne Benutzung der Umbenennungsregel ableitbar
ist, wieder in eine ableitbare Formel (ber. Dagegen geht die jedenfalls
ableitbare Formel (2F(z7 F(x) in die sicher nicht ableitbare Formel
F  F(x) Uber.

Um die Unabhéngigkeit der Regel a 3) zu zeigen, ersetzt man in den
Formeln jede Teilformel (x) ¥ (x), (»)®(y), usw., die die Préadikaten-
variable G enthdlt, durch (X)¥®(QvXVv X, (y)¥(y) vXv X, usw. Es
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geht dann jede Formel, die ohne Benutzung der Regel a 3) ableitbar
ist, wieder in eine ableitbare Formel Uber. Dagegen trifft dies nicht
zu fur die Formel (X)G(x) G(y).

Die Unentbehrlichkeit des Schluschemas ergibt sch daraus, daf3
ohne diesss Schema nur Formeln der Gestalt U v'B abgeleitet werden
konnen. Alle Axiome haben namlich diese Gestalt, und die Regeln mit
Ausnahme von f) liefern nur wieder Formeln dieser Art. Es ist also
z. B. die Formel Xv X nicht ohne Benutzung der Regel f) abzuleiten.

§ 10. Die Vollstandigkeit des Axiomensystems.

Wir bemerkten im ersten Kapitel (§13), daf sich die Vollstandigkeit
énes Axiomensystems in zweierle Weise definieren 1afit. Die Voll-
standigkeit im scharferen Sinne des Wortes ist dann vorhanden, wenn
die Hinzufligung einer bisher nicht ableitbaren Formel zu den Axiomen
sets einen Widerspruch ergibt. Diese Vollstandigkeit ist nicht vor-
handen. Um die Unvollstandigkeit des Axiomensystems festzustellen,
brauchen wir nur eine Formel zu finden, welche gemaR der arithmetischen
Deutung, die wir beim Beweise der Widerspruchsfreiheit verwandten,
identisch gleich 0, aber nicht eine Konsequenz der Axiome ist. Eine

slche Formel ist
(EX)F(x)  (})F{x).

Dall diee Formel nicht aus den Axiomen folgt, kann man sch schon
dadurch plausbe machen, da3 die Behauptung, welche se darstellt:
»Wenn es ein x gibt, fur das F(x) besteht, so gilt F(x) fur alle x*, gewil3
nicht allgemein richtig ist. Sie ist nadmlich nicht mehr fir beliebige
Pradikate F richtig, falls der Individuenbereich mehr als ein Element
enthalt.

Der streng formale Beweis fur die Unmdglichkeit, die Formel aus
den Axiomen abzuleiten, geschient in folgender Weise:

Wir geben zunédchst ein Verfahren an, durch das wir die logischen
Formeln in solche umwandeln, die nur Aussagenvariable enthalten.
Zuerst schaffen wir die in einer Formel auftretenden freien Variablen
fort, indem wir die zu den frelen Variablen gehdrigen Allgemeinheits-
zeichen vor die Formel setzen. Dann schaffen wir die Klammerzeichen
fort, indem wir, etwa von auflen anfangend, immer

(x) %(x) durch (1) & A(2),
(Ex) %(x) durch (1) v %(2)
ersetzen®.

11 und 2 sind hier Eigennamen von Gegenstanden. Unsere Auflésung der
Klammerzeichen kommt also inhaltlich darauf hinaus, dal wir annehmen, der
Individuenbereich enthalte nur die beiden Elemente 1 und 2.
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In unseren Formeln kommen nun neben Aussagenvariablen Aussagen
von der Form F(), F(2), G(i, 2),. vor.

Alle diexe verschiedenen Aussagen ersgtzen wir dann noch durch
(verschiedene) Aussagenvariable.

Wir behaupten nun, jede aus den Axiomen ableitbare Formel geht
nach diesser Umformung in eineimmer richtige Aussagenver bihdung tiber.

Wir zeigen das zunachst fir die Axiome. Fur die Axiome a) bis d)
ist esklar, da diese von der Umformung unberihrt bleiben. Das Axiom
X)F(X) F(y) wird in folgender Weise umgeformt:

WMXFX) — F(y),
(F(x)  FA)&(XFX)  F(2),
(F(D&F(2) F)&(F(L& F(@2) F(2),
(A&B A)&(A&B B).

Das letzte ist tatsachlich eine richtige Aussagenverbindung.

Analog hat man fir das Axiom

F(y)>(Ex)F(x)

WMFEY)  (EXFX),
(FQ)  (EXFX)&FER)  (EXF(x),
(FQ)  FAVFQ)&(F(2)  F()VF(2),
(A AvB)& (B AvB),
die ebenfalls zu einer immer richtigen Formel fiihren. Wir brauchen
nun nur noch zu zeigen, daf’ die Anwendung der Regeln u), £}, ), 8) diese
Eigenschaften ungeédndert 1&ft.

Haben wir zwei Formeln, von denen die zweite aus der ersten durch
Anwendung der Regeln «1) oder «3) hervorgeht, so sind die beiden
Formeln nach der Umformung durch die Einsetzungsregel im Aussagen-
kalkil verbunden, oder aber die zweite Formel ist eine Konjunktion
von Formeln, deren jede sich aus der ersten durch die Einsetzungsregel
des Aussagenkalkils ergibt. Die Regeln «2) und &) werden zu bloRBen
Wiederholungen. Das SchluRschema behélt seine Form, falls in den
Formeln keine freien Gegenstandsvariablen auftreten. Enthalt das
SchluRschema noch frele Gegenstandsvariablen, so kann es allerdings
nach Vorsetzen der Allzeichen seine Form verlieren. Z.B. wird aus

W{x)
Uz} —+B(x)
B (2)

die Umformungen:

das neue Schema
() Az}
(%) (¥(x)>B(x)
{x) B(x)
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Bei der Auflésung der Allzeichen erhdlt man dann
A1) & A{2)
_(31_{2)_—»93{1})&(%({2)—%’3{2})
BU&B() '
Aber auch dieses Schema entspricht den Regeln des Aussagenkalkils.

Entsprechend ist es falls mehrere frele Gegenstandsvariable auftreten.
Endlich kommen wir zu 9). Ein Ausdruck

H—»B(x)
geht (falls U keine freie Variable enthdlt) durch unsere Umformimg
Uber in

() (A->B(x)),
(A->B(1) &(A~>B(2))
usw. "—(z) B{x) verwandelt sich in:
A-B{1) & B(2).

Beide Formeln sind aber nach den Regeln des Aussagenkalkiis
aquivalent. Ebenso ist es, falls ¥ noch freie Variablen enthdlt. Ent-
sprechendes gilt fur die Regel ), soweit sie das Hinzufiigen eines
Seinszeichens betrifft. .

Wir haben damit tatséchlich gezeigt, dal} jede aus den Axiomen
ableitbare Formel durch unsere Umformung in eine immer richtige
Aussagenverbindung Ubergeht.

(EX)F(x)  (X)F(x)
hat nun diese Eigenschaft nicht, denn die Umformung dafir lautet:
F()VF(2) F(1)&F(2),
AvB A&B,

und dies ist keine immer richtige Aussagenformel.

Nachdem wir gezeigt haben, daf} das Axiomensystem nicht voll-
standig im schéarferen Sinne des Wortes ist, fragen wir uns, ob die Voll-
standigkeit in dem anderen, ebenfalls auf S. 35 erwéhnten Sinne hier
besteht. Es handelt sich hier darum, ob aus dem Axiomensystem alle
identischen Formeln des Pradikatenkalkils gemdf? unserer Definition
zu Eingang von § 5 dieses Kapitels abgeleitet werden kdnnen. Die Voll-
standigkeit in diesem Sinne ist tatsachlich vorhanden. Der Beweis
ist von K. GODEL gegeben worden, dessen Ausfilhrungen wir uns im
folgenden anschlieRen™.

Nach den Ausfiihrungen zu Ende von § 8 |aRt sich zu jeder Formel
des Pradikatenkalkuls eine Formel in der Skolemschen Normalform

! GODEL, K.: Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils.
Mh. Math. Physik Bd. 37 (1930).
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angeben, so dal? beide Fonnein ableitbar oder beide nicht ableitbar
sind. Wir koénnen uns daher darauf beschrénken, zu zeigen, daf3 alle
identischen Formeln in der Skolemschen Nor malfor m auch ableitbar sind.

Es =

(Exz) ... (EXi) (y2) - .. (YU(X2, - Xics Yoo WD)
eine derartige Formel.

Wir bemerken zundchst, dal? man die aus der unbegrenzten Reihe
von Gegenstandsvariablen X, X1, Xo, . . . gebildeten k-tupel (X, Xi2, - . .,
xix) abzéhlen kann, indem man se in bekannter Weise nach steigender
Indexsumme (i; + i + - - -+ i) ordnet und be gleicher Indexsumme
lexikographisch. Die Reihe beginnt also mit (Xo, Xo,:-., Xo); (X0» X0yeers
X1) ; (Xoy X0 5+« «y X1, X0) - -+« - Wir wollen das n-te dieser k-tupel mit
(Xn1, Xn2» - - -, Xnk) bezeichnen. Wir verstehen weiter unter 8, dieFormel

(Xn1 4 Xn2o « o . Xnk 5 X1l + 1 Xpa o+ 2  Xnn).

Wir beachten dabei, dal} die in diessr Formel hinter dem Semikolon
stehenden Gegenstandsvariablen von den vor diessm Zeichen stehenden,
sowie von allen Variablen, die in einer Formel B, ($ < #) vorkommen,
verschieden sind. Dagegen kommen die Variablen X,1, . . ., Xnk S8mtlich
schon in Formeln B, (# <#) vor. Weiter verstehen wir unter §, die
Disjunktion®; v B, v...v B, unter gie Formel, dieaus @, daduch
entsteht, da? man die zu den freien Gegenstandsvariablen gehorigen
Allzeichen sdmtlich vor &, setzt. Wir ordnen nun jeder Formel g, eine
Formel des Aussagenkalkiils zu. Es werden namlich die Elementar-
bestandteile dieser Formel, die abgeschen von Aussagenvariablen, Pradi-
katenvariable mit Gegenstandsvariablen als Argumenten sind, durch
Aussagenvariable ersetzt, und zwar 0, daf fir gleiche Elementar bestand-
teile gleiche Aussagenvariable und fiir verschiedene auch verschiedene
Aussagenvariable gesetzt werden. Die &, so zugeordnete Aussagenformel
heiRe &, Offenbar it Eso beschaffen, dai G, aus &, nach dei Ein-
setzungsrege a1) hervorgehen kann.

Wir haben nun die folgende Alternative:

1. Es existiert ein n, so da3 &, eine identische Formel des Aus
sagenkalkdls ist.

2. Fur kein n it @, eine identische Formel des Aussagenkalkiils.

Wir werden beweisen:

(A) Im Falle 1. ist die Formel

(Ex)e. (Exd o) ... ¥, ... Xy, ... ¥
aus dem Axiomensystem des Pradikatenkalkils ableitbar.

(B) Im Falle 2. ist die genannte Formel keine identische Formel,
denn eslassen sichim I ndividuenbereich der natiirlichen Zahlen Préadikate
angeben, die, fur die Pradikatenvariable der Formel eingesetzt, diese in
eine falsche Aussage verwandeln.
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Aus diesen noch zu beweisenden Sdtzen ergeben sch als Schlul-
fFolgerungen:

Jede identische Formel des Pradikatenkalkils ist auch ableitbar; 4, h.
unser aus den Grundformeln a) bis f) und den Regeln «1) bis a3), 8}
y), 8) bestehendes Axiomensystem besitzt die Eigenschaft der Vollstandigkeit.

Ist eine Formel fur den Individuenbereich der natiirlichen Zahlen (oder
far irgendeinen anderen abzéhlbar unendlichen Individuenbereich) all-
gemeingultig, d. h. geht sie bei beliebiger Ersetzung der Prédikatenvariable
durchindividuellezahlentheoretische Pradikate und der freien Gegenstands-
variablen durch bestimmte Zahlen stetsin einerichtige Aussage Uiber, soist
sieflir jeden I ndividuenbereich allgemeingliltig, d. h. eineidentische Formel.

Der letzte wichtige Satz, der hier als ein Nebenergebnis heraus
kommt, 1aBt sich an und fir sich einfacher gewinnen, und wurde zuerst
von L. LOWENHEIM bewiesen®.

Wir haben nun den Beweis fur die Behauptungen (A) und (B) zu
erbringen. Zeigen wir zundchst die Richtigkeit von (A). Es sa also flr
irgendein n &, eine identische Aussagenforme. Da man &, aus €,
durch Einsetzung nach Regel « 1) und weiter ®,, aus &, durch Anwendung
der Regel ) erhdlt, so genligt es zu zeigen, daf? fur jedes n

Dy (Ex) . Exd (v ) Wit 1l 9y, )
eine ableitbare Formel des Préadikatenkalkilsist. Wir zeigen das durch
Induktion nach n. % hat die Gestalt
(2} (%) ... () Wxgs ..., %o %5000 %)

(). () Ao oos2a Hse e 9)

—(Ex) . Ex) (). )R, AN W
&Rt dch unter mehrfacher Benutzung des Axioms f) und der Regel V
ableiten. Durch Einsetzung ergibt sich daraus
... ) Rixg o e -0 )

»>(Ex) . (Ex) (). 0 Wixy, .5 30 W)

und weiter nach Regel #2} und Formel (22)
D> (Ex). . (Exmn) ... 0 Ei% ... % . 9)-

Es =2 ferner schon gezeigt
Daa>Ex).. AE) () () Ulw .. 2 3025 )

D, hat nun die Gestalt
(%) (%) . . . () €y d- B (%) ... (%ns} (@01 v B)

oder cenauer
(x_._)Lxl) A (xlll} (Gﬂ—‘lvu(xn.' e Xy x(n—l)l-l-.b ey xlll”'

L LOWENHEIM, L .: Uber Mij(f:llimkeiten im Relativkalkil. Math. Ann. Bd. 76
(1915). Einewesmtliche Verenfachung der Beweisnethode enthélt die am Schiuld
von § 8 dieses Kapitds erwéhnte Arbeit von TH. SKOLEM.
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Da, wie fruher bemerkt, die Variablen X _y1+1, - .., Xm in §,_1 Nicht
vorkommen, erhalten wir unter Benutzung der Formel (26)

Do (X0) () - - (k- p)(Gmviy) . o) & iy, Y)

als ableitbare Formel. Nun ist weiter die Formel
(x) (F(x)vG(x)) (X)F(x) v (EY) G(y)

ableitbar. Se entsteht aus Formel (34), indem man in dieser F durch F
ersetzt und beriicksichtigt, da das Zeichen nur eine Abklrzung
darstellt. Durch mehrfache Benutzung der letzten Formel ergibt sich
weiter

Dn (Xo) (X1) . . . (Xpey) Dnav (Exa) . . . (Ex) (Yo) - .. (¥)

&, .. X Y1, ...)d.h)
d.h.

Dy Dn.1VEX). .. (Ex) ). .- ()G, . Xy ...y
Wegen
Dni (E X) .. (BX) (YD) ... (y) &, ... XY. .., W)
ergibt sch dann leicht

Dn (Ext) ... (Bxd () - - - ) &s\eno i Xis Yo, ).
Damit ist die Induktion vollsténdig.

Nun zum Beweise von (B). Es sa keines der &, eine identische
Aussagenformel. Fiir das folgende it es zweckmafig, den Aussage-
formeln €, noch ene etwas spezidlere Gestalt zu geben. &, entstand
aus &, dadurch, daB die in €, vorkommenden Elementarbestandteile,
die aus Préadikatvariableji mit Argumenten aus der Reihe x,, #,
Xy, ... bestehen, durch Aussagenvariable ersetzt werden. Wir wollen
nun bei diessr Ersetzung durch Aussagenvariable immer so vorgehen,
dald F(xo) durch die Aussagenvariable Fo, F(x;) durch Fi G(Xi, Xz, X3)
durch G, 44 ersetzt wird uswv. In jeder For m &,y mmen dann
sdmtliche Aussagenvariable von &, vor, auRBerdem noch weitere. Die
in den &, insgesamt vorkommenden Aussagenvariablen denken wir uns
irgendwie abgezahlt, so daf3 es Sinn hat, von der ersten, zweiten usw.
Aussagenvariablen zu sprechen. Diese Abzahlung kann z. B. so geschehen,
da zuerst die Aussagenvariablen von & in irgendeiner Rehenfolge
aufgezahlt werden, dann die. kommen, die bei &, neu hinzutreten, usw.

Da nun keines der &, ene identische Aussagenforme ist, so lassen
sch die in einem E, vorkommenden Aussagenvariablen so durch die
Wahrheitswerte , richtig® und ,falsch* ersetzen, daR &, in ene falsche
Aussage Ubergeht. Wir sprechen dann, im Anschluf? an die friher im
Aussagenkalkil beniitzte Terminologie, von einem Erfillungssystem
fur &, Fur jedes §, gibt es nattrlich nur endlich viele verschiedene
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Erfillungssysteme, im ganzen aber unendlich viele, da Erfullungs
systeme, die sich auf Formeln @&, mit verschiedenem Index beziehen,
selbstverstéandlich als verschieden gelten.

Wir ordnen nun jeder der unendlich vielen Aussagevariablen in ein-
deutiger Weise den Wert ,richtig® oder ,falsch® zu. Wird die erste
Aussagenvariable in unendlich vielen Erflllungssystemen durch den
Wahrheitswert ,richtig" ersetzt, sosa ihr der Wert , richtig" zugeordnet,
anderenfalls der Wert ,falsch". Wir betrachten weiter nur die Er-
fllungssysseme, bei denen die erste Aussagenvariable durch den ihr
soeben zugeordneten Wert ersetzt ist. Kommt bel diesen unendlich oft
die zweite Aussagenvariable mit dem Wert ,richtig" vor, so wird ihr
dieser Wert zugeordnet, anderenfalls der Wert ,falsch". In eben dieser
Weise wird der Wert fur die folgenden Aussagevariablen festgeleqgt,
indem man jedesmal nur die Erflllungssysteme in Betracht zieht, bei
denen die vorhergehenden Aussagenvariablen die sthon festgelegten
Werte haben.

Ersetzt man nun die Aussagenvariable durch die ihnen zugeordneten
Werte, so gehen sdmtliche &, zugleich in falsche Aussagen Uber. Wir
definieren nun gewise zahlentheoretische Pradikate, die als Einsetzung
fur diein ¥ (Xg..., X¢; Y1...,Y) vorkommenden Pradikatvariablen in
Betracht kommen. Kommt z. B. eine Pradikatenvariable F (, ,) mit
drei Leerstellen vor, so hatten wir in den &, AussagenvariableFiy, ,»,i2-
Wir definieren nun das zugehdrige zahlentheor etische Pr adikat @ dadur ch,
dal3 wir festsetzen, dald @ (p, g, r) fir irgendwelche natirlichen Zahlen
immer den Wahrheitswert haben soll, der Fp . zugeordnet war. So
wird jeder Pradikatenvariablen ein individuelles zahlentheoretisches
Pradikat mit dersdben Anzahl von Leerstellen zugeordnet. Nehmen
wir nun in

(Bxp) .. (Bx)(yn) - - (M) ®xs ..., X5 Yoo W)
als Individuenbereich die natlrlichen Zahlen und setzen wir fir die
Prédikatenvariablen die oben definierten zahlentheoretischen Pradikate
ein, so ist leicht enzusehen, dal? die Formel in ene falsche Aussage,
mit anderen Worten, daf

(X2) ... (%) (Ey2) ... (Ey) ¥a ..., X Yao ... Y)
in ene richtige Aussage Ubergeht. Greifen wir namlich etwa das n-te
k-tupel von natirlichen Zahlen, daswir friher mit (n; .. ., ny) bezeichnet
haben, heraus, so hat

A, .... nen—1)1+1....nl)

nach Ersetzung der Pradikatvariablen den entgegengesetzten Wahr heits-
wert wie die letzte Teildisunktion von @, bei der Ersetzung der Aus-
sagevariablen durch die zugeordneten Wahrheitswerte, ist also richtig.
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Da das entsprechend fiur jedes k-tupel gilt, so ist

(X2) ... (%) (Ey) ... (Eys) (Xs, ..., Xi; Y1, ... Y1)
richtig fir den angegebenen Individuenbereich. Damit ist auch (B)
bewiesen.

8§ 11. Ableitung der Schluf¥folgerungen aus gegebenen Vor-
aussetzungen; Zusammenhang mit den identischen Formeln.

Wir haben den Pradikatenkalktl bisher nur dazu benutzt, um iden-
tische Formeln abzuleiten. Die Pramissen unserer Schliisse, die Grund-
formeln a) bis f) waren dabei sdbst wieder rein logischer Natur. Wir
wollen nun die allgemeine M ethode der formalen Beweisfiihrung im Pr &di-
katenkalkil, die wir vor der Aufstellung der Axiome nur andeutungs-
weise beschreiben konnten, an einigen Beispidlen darlegen. Es handelt
sch jetzt darum, die SchluR3folgerungen aus irgendwelchen Voraus
setzungen, die nicht mehr rein logischer Natur sind, abzuleiten.

In den Voraussetzungen kommen jetzt nicht nur Variable, sondern
auch individuelle Préadikate vor, desgleichen individuelle Gegenstande.
Als Zeichen fir individuelle Pradikate nehmen wir entweder grof3e
griechischeBuchstaben oder auch eine Kombination von grofien lateinischen
mit darauffolgenden kleinen lateinischen Buchstaben wie St, Ms, Dsc usw.,
oder auch bei mathematischen Préadikaten aus der Mathematik her
bekannte Pradikatzeichen wie <, », = usw. Der Formelbegriff, wie
er in 8 4 eingefihrt wurde, erfahrt dann eine entsprechende Erweiterung.

Die formale Beweisfiihrung geschient in der Weise, dal? die Préamissen
der Schlisse symbolisch aufgeschrieben und als Grundformeln (Axiome)
zu den logischen Grundformeln a) bis f) hinzugefligt werden, mit denen
zusammen se die Ausgangsformeln fir die geman den Ableitungsregeln
o), B} ¥), 8 zu vollziehenden formalen Operationen bilden.

Bei der inhaltlichen Deutung der Formeln ist darauf zu achten, daf’
sch die Gegenstandsvariablen im allgemeinen nicht mehr auf irgend-
einen unbestimmt gdassenen Individuenbereich beziehen; vidmehr ist
durch die Art der Pramissen dieser in der Regel ndher gekennzeichnet,
s8 es dafl er aus den ganzen Zahlen, den redlen Zahlen, den Punkten
einer Ebene oder irgendwelchen anderen Dingen besteht. Es ist auch
moglich, dal mehrere Individuenbereiche auftreten, wie es bei dem
zweiten der im folgenden behandelten Beispiele der Fall ist. In diesem
Falle brauchen wir mehrere Gattungen von Gegenstandsvariablen. Die
Pradikatvariablen sind dann auch nach der Art ihrer Argumente zu
unterscheiden. Die Axiome €) unf f) kann man dann so oft aufschreiben,
wie Gattungen von Gegenstdnden vorhanden sind. Die Komplikation,
die der Préadikatenkalkil dadurch erféhrt, 183t sich aber vermeiden,
da es immer mdglich ist, wie wir bei der Behandlung des zweiten der

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 6
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folgenden Beispiele zeigen, den Fall mehrerer Individuenbereiche auf den
Fall eines einzigen Individuenbereiches zuriickzufiihren.

Wir geben zunéchst enige einfache Beispiee.

Als erges Beispied moge ein Schluf dienen, in welchem ein singuléares
Urteil als Pramisse auftritt. Ein SchluR dieser Art liegt vor bei dem
bekannten Schulbeispidl:

LAlle Menschen sind sterblich, Cajus ist ein Mensch, also ist Cajus
sterblich.”

In diesem Satz kommen drei individuelle Bezeichnungen vor. Den
Worten ,Mensch" und ,sterblich" entsprechen zwei Préadikate Ms(x)
und St(x), fir welche als gemeinsame zugehérige Gegenstandsgattung
die der Lebewesen betrachtet werden kann. Das dritte individuelle
Zeichen ist der Eigenname ,Cajus‘. Die beiden Pramissen lauten als
Formeln geschrieben:

(x)(Ms(x)  St(x)),
Ms (Cajus).
Durch Einsetzung in die Formel
(X)F(x)  F)

erhalt man:
(®) (Ms [x) St (x)) (Ms () St (V)
und weiter:
(x) Ms(x)  Si(x)) (Ms(Cajus) St (Cajus)),
*Ms(Cajus) St (Cajus) [Regel R)],
St (Cajus) [Rege R)].

Die letzte Formel ist aber die symbolische Darstellung unseres Schlul3-
satzes ,Cajus ist sterblich”.

Es sollen noch zwei Beispiele von mathematischen Schluf3folgerungen
gegeben werden. Zunachst behandeln wir den folgenden geometrischen
Schluf3:

Voraussetzung: ,, Durch zwel verschiedene Punkte geht héchstenseine
Gerade"

Behauptung: , Zwel verschiedene Gerade haben nicht mehr als einen
Punkt gemeinsam.

Die hierin auftretenden Préadikate sind folgende: Zunachst die Rela-
tion A(x,y): ,x liegt auf y.“ Hier bezieht sch die erste Leerstelle
auf die Gattung der Punkte, die zweite auf die der Geraden. Ferner
kommt vor das Pradikat der Verschiedenheit, also das Gegenteil des
Pradikates der Identitdt==(x, y). Die Leerstellen diesss Pradikates
koénnen sich sowohl auf Punkte als auf Geraden beziehen; natdirlich ist
die Behauptung der Identitat eines Punktes mit einer Geraden stets
als falsch zu betrachten. Der Deutlichkeit halber wollen wir die Argu-
mente, welche sich auf die Gattung der Punkte beziehen, mit kleinen,
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digenigen, welche dch auf Gerade beziehen, mit groRen lateinischen
Buchstaben bezeichnen®. Eigennamen von Individuen kommen nicht
vor. Der symbolische Ausdruck fir die Voraussetzung ist:
) {= (. )~ (EG) (EH) [= (G. H) & A {x, G) & A (x, H)
&A(y, 6)&Aly. H)}.
Die Behauptl_Jpg schreibt_si_(_:_h:
(G) (H) {= (G, B}~ ED (EN | = (2, 9 &A (%, 6) & A (x H)

&4y, 6) &A{y, H)]}.
Schreiben wir zur Abkirzung fir:

A(x, G &A(y. G)&A(x, H &A(y, H) : ¥ {x, v, G, H),

und machen wir von der Definition des Zeichens  Gebrauch, so erhalten
wir als Darstellung fir die Voraussetzung und Behauptung:

(@ {=@yv @ (EH) [= (6, H) & U (x, v, G, H)]}
bzw. (G H){= (G, ) v (Ex) (E¥) [= (% y) &% (v, 3, G H)]}.

Nach der in 8 8 gegebenen Regel Uber die Bildung des Gegentells
enes Ausdrucks kann man die beiden Ausdriicke umformen zu

() () {= (2. 9 v (6) (A) [=(G. B) v¥(x 4 G H]},
@) {= (G H)v () [=(x »vilxy 6 D]}

Beide Ausdriicke bringen wir nun auf die Normalform und erhalten:
@ () (G ) {=(x 2 v (=(G H)vU(x,5 G H)},
(G) (H) (1) 0} {= (G.H) v (= (x, y) v¥ (5.5 G H))}.

Aus diesen Darstellungen ersieht man ohne weiteres, dafd die Behaup-
tung sch aus der Voraussetzung ableiten [43t. Die Formel fur die Voraus-
setzung geht namlich in die Formel fur die Behauptung Giber, wenn man
auf die Produkte das assoziative und das kommutative Gesetz, und auf
die Allzeichen die Vertauschungsregel anwendet. Zugleich erkennen wir,
dafd auch umgekehrt von der Gultigkeit der Behauptung auf die der
Voraussetzung geschlossen werden kann.

Das gleichzeitige Auftreten von zwei Individuenbereichen 183t sich
auf die folgende Art, deren Verallgemeinerung auf beliebige Falle keiner
besonderen Erlauterung bedarf, vermeiden: Wir denken uns enen
einzigen Individuenbereich zugrunde gelegt, der aus den Punkten und
den Geraden besteht und filhren zwei individuelle Pradikate M {x),
d. h. xist ein Punkt, und I'{}), d. h. = ist eine Gerade, ein. Die Voraus-
setzung unseres Beispiels schreibt sich dann folgendermalien:

(@ ) {(T (= & T () &= (% ) (E2) (Ew) [Ma) & T{w)
& = (2, 4) & Az, 3) &A(x, ) &A(y, 2} &Aly, w}]}.
Entsprechend a3t sich die Behauptung ausdricken.

! Eine Verwechslung mit Aussagevariablen kann hier nicht entstehen.
6*
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Das zweite Beispiel flr einen mathematischen Schluf soll darin
bestehen, daR wir den Satz von der Transitivitdt der Beziehung des
Kleineren zum Groéf3eren beweisen. Dieser Satz, dessen Darstellung durch
die Formel

< Y&<(y,d <2
uns bereits bekannt ist, wollen wir hier im Sinne der GroRenlehre auf-
fassen. Wir denken uns die Leerstellen des Préadikats < (x, y) auf eine
bestimmte GroRenart (z. B. Streckenlangen oder positive Mal3zahlen)
bezogen, und betrachten das Pradikat als abgeleitet aus der Addition
der GroRen. Wir fiuhren das Zeichen #(x,y,2) fir das dreigliedrige
Pradikat ,x um y vermehrt gibt z* (oder arithmetisch geschrieben:
X +y=2Z)en. Mit Hilfe diesss Pradikats |aRt sich < (x, y) definieren
durch
(Ew)Plx, u, ).

(,Es gibt ein w, welches zu x hinzugefiigt y ergibt.)

Setzen wir diese Definition in unsere Behauptung ein, so nimmt
diexe folgende Gestalt an:

{Ew) D(x, %, v) {Ew)P(y, u, )] > (Ew) (5, 4, %).
In diessr Form laRt sich der betrachtete Satz beweisen, sofern fir

die Addition der Grofien folgende zwei Voraussetzungen zugrunde gelegt
werden:

1. ,,Zwei GroRen lassen sich stets addieren”, d.h.
(Ex)Dix, v, 2).
2. ,,Fir die GroRenaddition gilt das assoziative Gesetz
xtly+z)=(x+y+2z*,

[P(x, v, u) &Py, z,v) &P (u, z, w)] > D(x, v, ).

Die beiden Voraussetzungen sind in der Normalform mit Anwendung
von freien Variablen dargestellt. Bringen wir auch die Behauptung auf
die Normalform, so nimmt se die folgende Gestalt an:

() (v} (Ew) (P (x w, y) v Dy, v, 2) vP(x, w, 2)).
Hierfur kann man auch schreiben:
() (0) (Ew) (P(x, %, ) &D(y, v, 1) >D(x, w, 3)).

Diese Formel laRt sich nun auf Grund unserer Voraussetzungen
folgendermalien ableiten:

Durch Umbenennung der Variablen erhadlt man aus den beiden
Voraussetzungen:

1. (Ew)Plu, v, w).

2. (P(x,w, y) &D(u, v, ) &P (y, v, 2})+P(x, v, 7).

d.h.
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Wendet man auf die zweite Voraussetzung die Regel V11, S. 30 an,
so kann man se umformen zu:

D, v, w)>[(P(2, 4, 9) &D(y, v, 2))>P(x, w. 2}].

Unter Benutzung der zu Formel (34) gehdrigen Regel kann man daraus
ableiten:

(Ew) D u, v, w)—~>(Ew) [(D(x, u, ) &T(y, v, 2))>P(x, v, 2)].

Da nun (Ew)®(u, v, w) als richtig angenommen wurde, so ergibt sich
weiter
(Ew) (P, %, v} & DP(y, v, 2)-> Dz, w, 2}).

Daraus ergibt sich die Behauptung, indem man nach Regd y' die All-
zeichen (u) und (v) vorsetzt.

Diein diesem Paragraphen auseinander gesetzte Methode der formalen
Beweisfiihrung aus Pramissen, die keine logische Identitaten darstellen,
findet ihre Hauptanwendung, wenn es sich darum handelt, fiir irgendein
Wissensgebiet die Grundsdtze oder Axiome aufzustellen und aus ihnen
die Ubrigen Satze als SchluRfolgerungen abzuleiten. Man kann sogar
sagen, dal der Begriff des Axiomensystems erst jetzt s@ne scharfe
Fassung erfahrt; denn zu einer vollstandigen Axiomatik gehdrt nicht
nur die Aufstellung der Axiome an und fir sich, sondern auch die genaue
Angabe der logischen Hilfsmittel, die uns den Beweis neuer Sitze aus
den Axiomen ermdglichen. Auf die Frage, ob auch jeder Satz, der
inhaltlich eine Konsequenz der Axiome darstellt, mittels des formalen
Ableitungsverfahrens daraus gewonnen werden kann, gehen wir am
Schlul diesss Paragraphen ein.

Man kann nun die Axiomensysterne, soweit se sich Gberhaupt im
Rahmen des hier behandelten engeren Préadikatenkalkiils formalisieren
lassen, in zZwei Klassen einteilen. Unter einem Axiomensystem der ersten
Stufe verstehen wir ein solches bel dem die einzelnen Axiome keine
Préadikatenvariable, sondern nur individuelle Pradikate enthalten. (Unter
den Axiomen verstehen wir hier und im folgenden nur die Ausgangs
formeln, die fir das betreffende Gebiet charakteristisch sind, nicht die
logischen Grundfonnein des § 5, die zum eisernen Bestand jedes Axiomen-
systems gehdren.) Treten in den Axiomen auch Pradikatenvariable auf,
so sprechen wir von einem Axiomensystem der zweiten Stufe. Eine Aus-
nahme wird bei dieser Einteilung nur beziglich der Axiome fir die
Identitat gemacht. Diese Axiome haben, wenn wir fir das Préadikat
der Identitat wieder das Zeichen = verwenden, die folgende Gestalt.

= (% %)

=x, ) (F(x) F)
(I'n der inhaltlichen Axiomatik werden diese Axiome meist fortgelassen,
da se rein logische Natur haben. Vgl. 4. Kap., § 1) In dem zweiten
dieser Axiome kommt eine' Préadikatenvariable vor. Trotzdem rechnen
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wir Axiomensysteme, bei denen nur bei den Axiomen fiur die Identitat
Pradikatenvariable auftreten, noch mit zur ersen Stufe. Der Grund
daflr ist der, daB sich das zweite Axiom fir die Identitat, soweit sein
Gebrauch innerhalb des betreffenden Axiomensystems in Frage kommt,
immer durch Axiome ohne Pradikatenvariable ersetzen 1at. Man kann
namlich an Stelle diesss Axioms die Axiome nehmen, die aus ihm hervor-
gehen, indem man fir F geméal? Regel a 3) die in dem Axiomensystem
vorkommenden individuellen Pradikate einsetzt und aul3erdem die
Symmetrie und Transitivitat der Identitdt zum Ausdruck bringt. Haben
wir z. B. in dem Axiomensystem die individuellen Pradikate () und
¥{,), so lauten die Axiome fir die Identitat

= (% %)

=(xyy) =y, x

=xy)&=(y,2)) =(x2

=(xy) (B P()

=x ) (Fxz ¥(y.2)

=x ) Hzx) ¥ (zy)
und entsprechend in anderen Féllen. Auf den strengen Nachweis flr die
behauptete Ersetzbarkeit verzichten wir hier.

Zur zweiten Stufe gehoért z. B. das Peanosche Axiomensystem flir
die natiirlichen Zahlen, da die Formulierung des Axioms der vollstandigen
Induktion den Gebrauch einer Pradikatenvariablen nétig macht, ferner
das Axiomensystem fiir die Mengenlehre in der urspriinglichen Zermelo-
schen Fassung infolge des Auftretens einer Pradikatvariablen beim Axiom
der Aussonderung. Zur ersten Stufe gehort unter anderem das Hilbert-
sche Axiomensystem fir die Geometrie, falls man von den Axiomen
der Stetigkeit absieht, ferner die Axiome der Gruppentheorie.

Als grundlegendes Problem wiirde sich nun die Frage erheben, ob es
moglich ist, bei einem bestimmten Satz ei nesWissensgebietesfestzustellen,
ob er eine Konsequenz der Axiome ist oder nicht.

Wir wollen zeigen, dal? sich dieses Problem auf ein solches desreinen
Pradikatenkalkils, d.h. des in § 5 begrindeten, nur Préadikat- und
Individuenvariable enthaltenden Kalkils zurtckfuhren 1&3t. Die Frage
der logischen Abhéangigkeit eines Satzes von einem Axiomensystem laft
sch namlich auf die andere zurilickfiihren, ob ene bestimmte Formel
des reinen Préadikatenkalkiils eine identische Formel ist oder nicht.
Jedoch gilt dies nur, falls das Axiomensystem von der ersten Stufe ist.
Wir wollen den Beweis dafir an Hand enes bestimmten Beispies
erlautern.

In der Untersuchung der logischen Abhangigkeitsver haltnisse zwischen
den verschiedenen Axiomgruppen der Geometrie ist es ein besonders
wichtiges und interessantes Ergebnis, dal’ der spezielle Pascalsche Satz,
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welcher bei der Begrindung der Proportionenlehre ohne Anwendung
der Stetigkeitsaxiome eine wesentliche Rolle spielt, aus den Axiomen
der Verknipfung, der Anordnung und dem Parallelenaxiom allein nicht
bewiesen werden kann. Es handelt sich darum zu zeigen, dal? die Unab-
hangigkeit des Pascalschen Satzes von den genannten Axiomen mit der
Nichtableitbarkeit einer gewissen Formel des reinen Pradikatenkalkils
gleichbedeutend ist.

Wir haben zunachst die in Betracht kommenden Axiome sowie den
speziellen Pascalschen Satz in unserem Kalkiil auszudriicken, und zwar
s0, dald nur von einer Art von Dingen die Rede ist. Wir wollen hier zur
Vermeidung mehrerer Individuenbereiche nicht die frilher erwahnte,
allgemein anwendbare Methode benutzen, sondern eine andere, die
unserem Beispiel speziell angepaldt ist. Wir brauchen dazu nur anstatt
der Grundbeziehung zwischen Punkten und Geraden (,,der Punkt x
liegt auf der Geraden y* oder ,,die Punkte x, y bestimmen die Gerade 2")
eine Beziehung zwischen drei Punkten Ger (x,y, 2 (,,% y und z liegen
auf einer Geraden") einzufiihren. Ebenso nehmen wir statt der Grund-
beziehungen zwischen Punkten und Ebenen eine Beziehung zwischen
vier Punkten Eb (x, vy, z, u) (,,X, ¥,z u liegen in einer Ebene").

Zu diesen beiden Préadikaten miissen wir noch die Identitatsbeziehung
=(X, y) sowie die Zwischenbeziehung Zw (x, y, 2) (,,x liegt zwischen y
und z*) hinzunehmen.

Mit Hilfe der vier eingefiihrten Beziehungen lassen sich nun alle bei
unserem Problem vorkommenden Axiome sowie auch der Pascalsche
Satz durch logische Formeln darstellen. Es ist wesentlich dabei, dal3
wir in diesen Formeln freie Gegenstandsvariable vermeiden, indem
wir die Allzeichen Uberall vorsetzen. Z.B. wird das Axiom: ,,durch
zwei Punkte geht nur eine einzige Gerade" ausgedriickt durch die
Formel

(9 (v) (u) (V) {[Ger (x,y, u) & Ger (x,y,V) & = (x,y) & = (u, V)] Ger (x, u, V)},

in Worten: ,Wenn x, y und u auf einer Geraden und x, y, v auf einer
Geraden liegen und wenn ferner x von y und u von v verschieden ist,
dann liegen auch x,u,v auf einer Geraden." Das Axiom: ,Wenn
zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie mindestens
noch einen anderen Punkt gemeinsam", driickt sich aus durch die
Formel

() () @ (u) (u) (P) {[ED (x, ¥, Z P)& Eb (u, v, w, P)] (Eq) (= (P, )
& Eb(x, ¥,z 9) & Eb (u, v, w, q))}

Dem fiir die Anordnung in der Ebene wesentlichen Axiom, ,wenn eine
Gerade, die in der Ebene eines Dreiecks liegt, eine Seite dieses Dreiecks
schneidet, so schneidet sie auch eine andere Seite dieses Dreiecks"
entspricht die folgende Formel:
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() () (2 W) (v) {[Eb (X, y, z u) & Ger (X, y, 2) & Zw (V, X, y) & Ger (X, y, u)
& Ger (z u,v)] (Ew) [Ger(u, v, w)
& (Zw(w, X, 2) vZw (W, y, 2)1}.

Zu heachten ist bei der Einfihrung der Beziehungen , Ger* und , Eb",
daR fir diese die Symmetriesigenschaften als Axiome formuliert werden
missen. So hat man die Formel

() () @ {Ger(x,y, 2) (Ger(x, z,y) & Ger (y, X, 2))}
und die entsprechende fir Eb aufzustellen. Die Eigenschaften der Iden-
tittsbeziehung sind ebenfalls als Axiome zu formulieren:

)Y (=(x, y) =(y.x))

Oy @{~(x,2)& =2 = X Wh
) @ W) {(=x u& Ger (x,y, 2) Ger(u,y, 2},
)y @MW MW{E&V)&EbKXYzU) EbMy zu}
)W W@{(=xy&zZw(x u, 2) Zw(y, u, I}
() () () @ A{(= (x,y) & Zw (u, X, 2) Zw (u, y, 2)}.
Die vier letzten Formeln bringen zum Ausdruck, daf3 in jeder vor-
kommenden Beziehung l|dentisches flreinander gesetzt werden kann.
Denken wir uns nun alle in Formeln geschriebenen Axiome durch
&-Zeichen zu einer einzigen Formel verbunden. Diese stellt die Gesamt-
bedingung dar, welcher die Pradikate ,,=", ,Ger"”, ,,Zw", , Ebd' unter-
worfen sind oder, wie man €ch in der Axiomatik auch ausdriickt, se
enthdlt die implizite Definition dieser Pradikate. Zur Abkirzung fir
diese Formel moge

Ri=, Ger, Zw, ED
geschrieben  werden. ( e, 2w, ED)

Der sezidle Pascalsche Satz lautet in der gewdhnlichen Ausdrucks
weise folgendermallen: Es sden ABC und A'B'C' je drei Punkte auf
zwei sch schneidenden Geraden. Alle genannten Punkte sden vom
Schnittpunkt der beiden Geraden verschieden. Ist dann BC parallel zu
CB' und CA' parallel zu AC, so ist auch AB' parallel zu BA'. — Dieser
Satz |aft sich wieder durch ene logische Formel darstellen, wobei von
den Pradikaten nur = und ,Ger" auftreten. Wir wollen diese Formel
mit P (=, Ger} bezeichnen.

Die in Rede stehende Behauptung besagt nun, dal aus
U (=, Ger, Zw, Eb)

B (=, Ger)

bewiesen werden kann. In dieser Behauptung kommt die sachlich-
geometrische Bedeutung von ==, Ger, Zw, EF nicht mehr vor. Denn

nicht
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entsprechend dem axiomatischen Standpunkt darf ja beim Bewese
enes Satzes aus den geometrischen Axiomen nichts anderes von den
eingefiihrten Grundbeziehungen benutzt werden, als was in den Axiomen
ausdricklich formuliert ist.

Wir kénnen daher diese Pradikate ganz eliminieren und an ihre Stelle
vier variable Pradikate — natirlich mit der entsprechenden Zahl von.
Argumenten — setzen:

F(x, ¥); G, ¥, 2, HKX, y .2, K (x, ¥, z u).

Die Beweishbarkeit des Pascalschen Satzes wiirde bedeuten, dal fir
irgend vier solche Pradikate F, G, H, K, fir welche

U(F, G H,K)
wahr ist, auch stets 8 {F, G} wahr ist, daB also
AF, G, H, K)> B (F, G

eine identische Formel ist. Es handelt sch also darum, zu erkennen,
dal’ dies nicht der Fall ist.

Auf diesslbe Weise kann man fiir jeden anderen geometrischen Satz
eine zugehdrige Formel des Préadikatenkalkils angeben, so da der Satz
dann und nur dann eine Konsequenz der Axiome darstellt, wenn die
logische Formel eine identische ist. Ebenso lassen sch Fragen der
Widerspruchsfreiheit mit der [ dentitat bestimmter Formeln in Zusammen-
hang bringen. Z. B. ist die Frage, ob die in der Formel

W (==, Ger, Zw, Eb)

zusammengefaliten geometrischen Axiome miteinander logisch vertrag-
lich sind, gleichbedeutend mit der anderen, ob die Formel

K(F,G H, K)

keine identische Formel ist.

W ir kénnen ferner sagen, daR jede Konsequenz eines Axiomensystems
der ersten Stufe auch mit Hilfe des zu Anfang dieses Paragraphen dar-
gestellten formalen Ableitungsverfahrens daraus gewonnen werden kann.
Denn die die logische Abhangigkeit des Satzes von den Axiomen aus
drickende identische Formel ist nach § 10 auch beweisbar. Nach Ein-
setzung der spezidlen Pradikate fir die variablen in diessr Formel
liefert das SchluBschema den Satz sdbst.

Unsere letzten Bemerkungen (iber die Aquivalenz der Abhangigkeit
enes Satzes von einem Axiomensystem mit der identischen Gultigkeit
einer bestimmten Formel des Prédikatenkalkuls beziehen sich, wie schon
erwahnt, nur auf Axiomensysteme der ersten Stufe. Fiur die Axiomen-
systeme der zweiten Stufe liegen aber dhnliche Verhdaltnisse vor. Nur
ist die in Frage kommende identische Formel mit den Mitteln des
engeren Pradikatenkalkils nicht mehr darstellbar, sondern sie gehért
dem im 4. Kapitel zu behandelnden erweiterten Préadikatenkalkil an.
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§ 12. Das Entscheidungsproblem.

Aus den Uberlegungen des vorigen Paragraphen ergibt sich die grund-
satzliche Wichtigkeit des Problems, bel ener vorgelegten Formel des
Préadikatenkalkils zu erkennen, ob es sich um ene identische Formel
handelt oder nicht. Nach der in 8§ 5 gegebenen Definition bedeutet die
Identitat einer Formel dasselbe wie die Allgemeingultigkeit der Formel
fir jeden Individuenbereich. Man pflegt deswegen auch von dem Problem
der Allgemeingultigkeit einer Formel zu sprechen. Genauer mif3te man
statt Allgemeingiltigkeit Allgemeingultigkeit fir jeden Individuenbereich
sagen. Die identischen Formeln des Préadikatenkalkils sind nach den
Ausfiihrungen des § 10 gerade die Formeln, die aus dem Axiomensystem
des 8 5 sich ableiten lassen. Zu einer Losung des Problems der All-
gemeinglltigkeit vermag uns diexe Tatsache nicht zu helfen, da wir
kein allgemeines Kriterium fiir die Ableitbarkeit einer Formel haben.

Eine Formel des reinen Pradikatenkalkuls, d. h. eine Formel, in der
keine individuellen Zeichen auftreten, hei3t erflllbar in einem Indi-
viduenbereich, wenn man Se Aussagenvariable so durch die Werte
»richtig* und ,falsch“, die Pradikatenvariable durch irgendwelche in
dem betreffenden Individuenbereich definierte speziellen Pradikate und
die frelen Gegenstandsvariablen so durch individuelle Gegensténde
ersetzen kann, dal die Formel in ene richtige Aussage Ubergeht. Sagt
man von einer Formel ohne nahere Angabe, dal se erfillbar sg, so sall
damit gemeint sein, dal Gberhaupt ein Individuenbereich existiert, in dem
Erfullbarkeit bésteht. Ist eine Formel ¥ in irgendeinem Individuen-
bereich nicht allgemeingiiltig, so ist offenbar % in dem betreffenden
Bereich erfillbar, und umgekehrt. Ebenso stehen Allgemeingiltigkeit
einer Formel 9 schlechthin und Erfiillbarkeit von & im Verhéltnis von
Position und Negation.

Die beiden einander aquivalenten Probleme der Allgemeingltigkeit
und Erflllbarkeit pflegt man auch mit einem gemeinsamen Namen als
das Entscheidungsproblem des engeren Préadikatenkalkiils zu bezeichnen.
Nach den in § 11 gemachten Bemerkungen ist man berechtigt, es als
das Hauptproblem der mathematischen Logik zu bezeichnen.

Wir wollen die Begriffe der Allgemeingiltigkeit und Erfillbarkeit
an einigen Beispiden erlautern. Allgemeinglltig sind z. B. alle Formeln,
diewir aus den logischen Axiomen ableiten konnen, z. B. die Formeln (21)
bis (36) des § 6. Alle allgemeingiltigen Formeln sind natirlich auch
erfullbar. Die Formel

(Ex)F(x)

i zwar nicht allgemeinglltig, aber erfillbar. Wir brauchen ja nur,
bei beliebig gewadhltem Individuenbereich, fir F das Pradikat , mit sich
sdber identisch sein" zu nehmen. Dieses trifft nicht nur auf enen,
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sondern sogar auf alle Gegenstdnde zu. Daraus ergibt sich, dal auch

(x)FX)

erfullbar ist. Ferner ist erfillbar

(XF(x, X)& (x)(E y)F (X, y).
Man braucht als Individuenbereich nur die ganzen Zahlen zu nehmen
und fur F(x, y) das Pradikat x <y einzusetzen. Nicht erfillbar ist z. B.

(EX) (V) (F(xx)&F(x, y)),
denn das Gegentell dieser Formel

C)EY)(F(x, x)VF(x,y))
ist eine identische Formel. Es gibt ndmlich zu jedem x ein y der ver-
langten Art; denn wir kénnen y gleich x sdbs nehmen.
Dem Entscheidungspr oblem |aRt sich auch noch einescharfere Fassung
geben. Eine Formel, die tberhaupt erfillbar ist, braucht deswegen noch
nicht in jedem Individuenbereich erfilllbar zu sein. Z. B. ist die Formel

(EX)EY)(F()&F(Y))
gewil3 erfullbar. Man braucht nur als Individuenbereich den ausOund 1
bestehenden Bereich und als Einsetzung fur F das Pradikat ,x = 0"
zu nehmen. Es gibt dann ein x und ein y, so daB x=0und y =0,
namlich 0 und 1. Die Formel ist aber nicht in einem Individuenbereich
erflllbar, der nur aus einem einzigen Element besteht, da ein Pradikat
nicht gleichzeitig auf dasselbe Ding zutreffen und nicht zutreffen kann.
Ebenso ist das Gegenteil der obigen Formel

(x)(Y)(F(x)v F (y))
allgemeingliltig, falls es nur einen Gegenstand im Individuenbereich gibt,
ong aber nicht.

Besteht Erflllbarkeit oder Allgemeingiltigkeit fir eine Formel in
einem Individuenbereich, so auch in jedem anderen Individuenber eich mit
der gleichen Kardinalzahl, wie sich durch eine eineindeutige Abbildung
der Bereiche aufeinander leicht ergibt. Abgesehen von den Formeln,
die fur jeden Individuenbereich allgemeingiltig (bzw. erfillbar) sind,
und abgeschen von denjenigen, die fiir keinen Bereich diese Eigenschaft
haben, ist demnach die Postulierung der Allgemeingiltigkeit bzw. Erfiill-
barkeit einer logischen Formel aquivalent mit einer Aussage liber die Anzahl
der Individuen. Im weitgehendsten Sinne kann man das Entscheidungs-
problem als gelést bezeichnen, wenn man ein Verfahren hat, das bei
jeder vorgelegten Formel die Entscheidung darliber gestattet, fir welche
Individuenbereichesieallgemeingiiltig bzw. erfiillbar ist und fiir welchenicht.

Was das Verhaltnis der beiden Fassungen des Entscheidungsproblems
zueinander betrifft, so hatte sich in § 10 bereits ein bemerkenswerter
Satz ergeben.
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Ist eine Formel in einem abzdhlbar-unendlichen Bereiche allgemein-
glitig, so ist sie Gberhaupt allgemeingliltig, also eine identische Formel.
In bezug auf Erflllbarkeit formuliert wiirde der Satz heilRen:

Ist eine Formel Uberhaupt erfillbar, so besteht die Erfiillbarkeit auch
in einem abzahlbar-unendlichen Individuenbereich.

Als (allerdings viel trivialere) Erganzung dieses Satzes haben wir
ferner:

Ist eine Formel in irgendeinem Individuenbereich erflllbar, so auch
in jedem Individuenbereich mit groRerer Zahl der Individuen.

Man kann ndmlich die Definition der Pradikate, die eine Formel
in einem Bereiche (J} erfillen, leicht so erweitern, dal die Erfillung
auch in einem Individuenbereich {J), der {J} als Teil enthalt, stattfindet.
Wir greifen zu dem Zweck aus (f} irgendein Element & heraus und
erweitern die Definition der Pradikate auf den Bereich (§), indem wir
so verfahren, as wéren alle Elemente von (f}, die nicht zu {f} gehoren,
mit « identisch. Haben wir z.B. fir den Bereich {f) ein erfiillendes
Pradikat @ mit n Leerstellen, so wird das entsprechende Pradikat ¥
in {J7 folgendermalen definiert: Fur ale x, x,, ..., %, aus (J) gilt

W{xl--x!' LI -"u)“""¢{£p Lae ey Eu) N
Dabei ist x; mit x identisch, falls x; zu {J} gehort und sonst gleich x.
Aus der Art, wie die Pradikate definiert sind, ergibt sich dann, wie hier
nicht im einzelnen ausgefiihrt werden soll, die Erfillbarkeit im Be-
reich {J

Fur den Fall, daB der Individuenbereich eine bestimmte endliche Anzahl
von Individuen enthé@lt, |aft sich die Entscheidung Uber die Allgemein-
glltigkeit bzw. Erfillbarkeit immer treffen.

In diesem Falle lassen sich ndmlich die Allzeichen durch eine endliche
Konjunktion, die Seinszeichen durch eine endliche Disjunktion von
Aussagen ersetzen, und die Allgemeingltigkeit, bzw. Erfillbarkeit der
Formel in dem endlichen Bereich wird auf die Allgemeinglltigkeit
bzw. Erfullbarkeit einer Formel des Aussagenkalkils zuriickgefihrt.

Ein Beispiel moge das klarer machen. Es sei die Erfillbarkeit der
Formel

(E z) (y) (F (%, ©) &F (%, %))

in einem aus zwei Elementen bestehenden Bereiche zu untersuchen.
Bezeichnen wir die Elemente dieses Bereiches mit 0 und 1, so ist fir
diesen Bereich jede Formel (Ex}W{x} mit ¥ (0) v (1}, jede Formel
()W (x) mit A({O)& A1) gleichbedeutend. Demnach kann die obige
Formel zunadchst durch

M (FO.0&FP, )}v{n(F(1,1)&F{1, y)
und weiter durch
(F{0,0)& F (0,0)& F(0,00& F(0,1)) v (F{1,1)&F (1,00& F(1,1) & F (+,1})



812. Das Entscheidungsproblem. o3

ersetzt werden. Es kommt nun darauf an, die F(0, 0), F(0,1), usw.
so durch richtige und falsche Aussagen zu ersetzen, dald das Ganze den
Wert ,richtig" erhdlt. Mit anderen Worten, die Erfillbarkeit der Formel
im Bereiche mit zwei Elementen ist auf die Erfiillbarkeit der Aussagen-
formel

(A&A&A&B) v (C &D &C &C)

zuruickgefihrt.

Aus den letzten Sitzen ergibt sch folgendes. Kann man fir eine
vorgelegte Formel zeigen, dal? die Erflllbarkeit Gberhaupt dann und nur
dann besteht, fallsErfillbarkeitin einem | ndividuenbereichemit bestimmter
endlicher Anzahl k von Individuen besteht, so ist das Problem der Erfiill-
barkeit fir alle I ndividuenbereiche entschieden.

Denn zunachst lakt sich feststellen, ob Erfillbarkeit in einem Bereiche
mit k Individuen vorhanden ist. |st das nicht der Fall, so ist die Formel
in keinem Bereiche erflllbar. L&Rt de sch aber in diessm Bereiche er-
fallen, so auch in allen Bereichen mit gréRerer Individuenzahl. Wir
haben dann nur noch die Erfillbarkeit in Bereichen mit 1,2,...,k—1
Elementen zu untersuchen, die sich ebenfalls feststellen |aft.

Es s gleich bemerkt, dal man auf diee Weise nicht zu einer all-
gemeinen Losung des Entscheidungsproblems gelangen kann. Es gibt
namlich Formeln, die in keinem endlichen Individuenbereiche erfiillbar
sind, wohl aber in einem Bereich mit unendlich vielen Elemente Zu
diesen Formeln gehort z. B.
®) (EY)F(X, y) & ) F (x, x) & (x) () @ ((F(x, )& F(y,2) F(x, 2)).
Diese Formel ist z. B. im Bereiche der natirlichen Zahlen durch das
Pradikat x <y erfillt. Dagegen ergibt die angenommene Erfiillbarkeit
in einem Bereiche mit endlicher Zahl der Individuen sofort eéinen Wider -
spruch. Sa etwa @ das erfullende Pradikat. Wegen der Richtigkeit
von {x) {E v)® (x, ¥) wirdeeinebeliebig fortsetzbare K ette von Elementen
a,, dy, Gy, . .. EXistieren, so daRimmer @({a;, @; 1) der Fall ist. Wegen der
vorausgesetzten Endlichkeit des Individuenbereiches wiirde ein i und %
existieren (k>14), so dal g und a; dassdbe Element bedeuten. Aus

(1) () @ {(Plx, ) &Py, 2))->P(x, 3)

wiirde sich dann @ {a;, ;) ergeben, wahrend doch {x)@(x, x} der Fall
sin soll.

Wahrend das Entscheidungsproblem im Aussagenkalkil leicht zu
I6sen war, z. B. durch die Benutzung der konjunktiven oder der dis
junktiven Normalform (vgl. 1. Kap., §4, §6, auch 1. Kap., §8) stellt das
Entscheidungsproblem im Pradikatenkalkll ein sehr schwieriges und
als Ganzes durchaus ungeldstes Problem dar. Gewisse, unten naher
anzufihrende Griinde, lassen sogar das Suchen nach einer vollstandigen
Losung als ausschtdos erscheinen. Wegen der zentralen Bedeutung
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des Problems haben aber auch die Bemiihungen, wenigstens flir méglichst
umfassende Klassen von Formeln die Entscheidung herbeizufiihren,
ein grofdes Interesse. Wir berichten im folgenden (iber die hauptsachlichen
Ergebnisse in dieser Richtung.

Wir denken uns bei den siamtlichen nachstehenden Uberlegungen
immer Formeln zugrunde gelegt, die keine freie Gegenstandsvariable mehr
enthalten. Ehe wir uns den geldésten Einzelfdllen des Entscheidungs
problems selbst zuwenden, gehen wir auf einige Sitze allgemeiner Art ein,
die im Zusammenhang mit dem Entscheidungsproblem stehen. Einige
dieser Sétze haben wir schon in § 8 erwahnt, namlich den Satz Uber die
pranexe und Uber die Skofemsche Normalform. Sie haben den Vorteil,
dal? man bei Betrachtungen Uber Allgemeingiltigkeit oder Erfillbarkeit
von Formeln diese in einer spezidlen normierten oder reduzierten Gestalt
zugrunde legen darf, ohne dal3 die Betrachtungen an Allgemeinheit
verlieren. Man spricht deswegen auch von Reduktionssdtzen. Z. B. sagt
der Skolemsche Satz (wenn wir ihn hier in bezug auf die Erfillbarkeit
formulieren), dal} man zu jeder vorgelegten Formel des Préadikaten-
kalkils eine andere mit einem Préfix der Form

(X). .. (Xm)(EY1). . . (Eyn)

angeben kann, die hinsichtlich der Erfiillbarkeit mit der ersten gleich-
wertig ist. Man braucht sich demnach beim Erfillbarkeitsproblem nur
mit Formeln zu befassen, die ein Préafix der angegebenen Art haben.

Weitere Satze diesr Art betreffen entweder ebenfalls die Reduktion
der Formeln auf solche mit bestimmten Pré&fixen oder die Reduktion
der Anzahl der Argumente bei den vorkommenden Pradikatvariablen
oder die Reduktion der Anzahl der Pradikatvariablen usw. Von den
zahlreichen Ergebnissen in diesr Richtung erwahnen wir nur die
folgenden:

Zu jeder Formel laRt sich eine hinsichtlich der Erfiillbarkeit gleich-
wertige angeben, bei der nur ein- und zweistellige Pradikatvariable
vorkommen®. Man kann sich weiter sogar auf solche Formeln be-
schranken, in denen nur ene enzige zweistellige Pradikatenvariable
vorkommt und auRerdem das Préafix die Form

(Exq) - - . (Exm)(y1)(Y2)(E2)(uy) . . . (un)

hat®>. Ferner kann man sich beim Erfillbarkeitsproblem auf solche
Formeln beschrénken, die ein Préfix der Form

(x2)(X2) (x3)(Ey) - . . (Eyn)

L LOWENHEIM, L.; Sehe diein §10 zitierte Arbeit.

2 KALMAR, L.: Zuriickfiihrtrag des Entschedungsproblems auf den Fall von
Formeln mit einer enzigen bindren Funktionsvariablen. Comp. M ath. Bd. 4 (1936).
Vgl. auch die dort angegebenen frilheren Arbeten des Verfassrs
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haben®. Endlich genligt esauch, beim Erfiillbarkeitsproblem die Formein
zu betrachten, die ein Préfix der Form

(Ex)(y)(Ez)(u1)...(un)
haben? Beziiglich des Beweises dieser Sétze sd auf die zitierten Original-
arbeiten verwiesen®.

Wir berichten nun Uber die wichtigsten Spezialfélle, in denen eine
Losung des Entscheidungsproblems gegliickt ist. Diese Spezialfélle
bilden eine gewise Parallele zu den obigen Reduktionssdtzen. Dem Satz,
dal man zu jeder Formel des Préadikatenkalkiils eine beziiglich der
Erfillbarkeit gleichwertige angeben kann, in der nur ein- und zweistellige
Préadikatenvariable vorkommen, entspricht der Satz, dafl die Ent-
scheidung fir den Bereich der Formeln, die nur einstellige Pradikaten-
variable enthalten, gegliickt ist. Ebenso entspricht den Sitzen, die be-
ziglich des Entscheidungsproblems eine Reduktion der Formeln auf
solche mit bestimmten Préafixen vornehmen, die Tatsache, daR fir
bestimmte Préfixklassen sich ebenfalls eine Lésung des Entscheidungs
problems hat erzielen lassen.

Die grundsitzliche Mdéglichkeit der Entscheidung im Bereich der
einstelligen Pradikate ist zuerst von L. LOWENHEIM* erkannt worden.
Einfachere Beweise sind von TH. SKOLEM® und H.BEHMANN® gegeben
worden’. Die genannten Beweise gehen in ihrer Tragweite Uber den Be-
reich des engeren Préadikatenkalkiils hinaus, da se das Entscheidungs-
problem, sowet nur enselige Pradikate vorkommen, auch fir den
im 4. Kapitel zu behandelnden Préadikatenkalkll der zweiten Stufe
lésen. Wir kommen im nachsten Kapitel darauf zurlck.

Bei den folgenden Uberlegungen ist es uns ubrigens bequemer, uns
auf das Problem der Allgemeingiltigkeit zu beziehen. Wir kénnen uns
von der Entscheidbarkeit der Formeln des engeren Préadikatenkalkils,
die nur enstdlige Pradikatenvariable enthalten, auf dem folgenden

! GODEL, K.: Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils.
Mh. Math. Physik Bd. 40 (1933).

2 ACKERMANN, W.: Beitrdge zum Entscheidungsproblem der mathematischen
Logik. Math. Ann. Bd. 112 (1936).

3 Weitere Reduktionssitze findet man in den Arbeiten: PEPIS, J.: Beitrége
zur Reduktionstheorie des logischen Entscheidungsproblems. Acta Lit. Szeged
Bd. 8 (1936). — SKOLEM, TH.: Einige Reduktionen des Entscheidungsproblems.
Avh. Vid. Akad. Odo, | Mat.-nat. Klasse 1936, Nr. 6.

* LOWENHEIM, L. L c

5 SKOLEM, TH.: Untersuchungen Uber die Axiome des Klassenkalkills und ber
Produktation- und Summationsprobleme, welche gewisse Klassen von Aussagen
betreffen. Vid. Skrifter 1, Mat.-nat. Klasse 1919, Nr. 3.

© BEHMANN, H.: Beitrage zur Algebra der Logik und zum Entscheidungs-
problem. Math. Ann. Bd. 86 (1922).

" Eine besonders durchsichtige Behandlung des einstelligen Pradikatenkalkiils
findet sich in HILBERT-BERNAYS, Grundlagen der Mathematik | (vgl. inshesondere
§ 5 S. 194/195).
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elementaren Wege Uberzeugen. Es liegt eine Formel aus dem genannten
Bereiche vor.

Es sei & die Anzahl der verschiedenen in der betrachteten Formel
vorkommenden Préadikatzeichen A, B.. K. Wir behaupten nun: Wenn
die Formel in allen Fallen, wo der Individuenbereich aus héchstens 2* Gegen-
stdnden besteht, allgemeinglitig ist, so ist sie Uberhaupt allgemeingltig.

Zum Beweise nehmen wir an, dal die betrachtete Formel fir ein
gewisses System vonmehr als 2* Individuen bei Ersetzung der Pradikaten-
variablen A, B,..., K durch die bestimmten Pradikate Ay Bo,..., Ko
eine fasche Aussage ergdbe. Wir wollen dann aus dieser Aussage eine
andere falsche Aussage ableiten, die ebenfalls durch Spezialisierung der
betrachteten Formel entsteht und die sich auf ein System von hdchstens
2“ Individuen bezieht.

Wir teilen die Gegenstande, auf welche sich die vorgelegte falsche
Aussage (mit den Pradikaten A, B,, ..., K,} bezieht, in Klassen ein,
indem wir zwei Gegenstdnde a, b zur selben Klasse rechnen, wenn die
Aussagen .

Ao(a), Byla). ..., Kyla)

bezuglich wahrheitsgleich sind mit
Ag(8), By(b), ..., Kob).
aso
A, (a) wahrheitsgleich mit A,({}),
Bgy(a) wahrheitsgleich mit Bgy{b},

Ko(@ wahrheitsgleich mit Koq(b).

Auf diese Weise erhalten wir hochstens 2 Klassen. Namlich fir
einen Gegenstand a kann Aq(a) nur richtig oder falsch sein, dasselbe gilt
fiir Bo(a) usw. Im ganzen gibt es also nur 2* Méglichkeiten fiir die Ver-
teilung von Richtigkeit und Falschheit auf die Aussagen

Agla), Byla), ... Kyle),
und wenn flr zwei Gegensténde dieselbe Verteilung vorliegt, so ge
horen sie zur selben Klasse.

Es seien «, «y, . . ., o, die verschiedenen Klassen, die wir so erhalten,
wobei dso # = 2* ist. Wir nehmen nun die Gesamtheit der Klassen
™), %y, .. -, %, AlS €in neues System von Gegensténden. In bezug auf
diese Gegenstande definieren wir k Pradikate A; B; ..., Ky in folgender
Weise: A trifft fur die Klasse &y {# =1,..., %) dann und nur dann
zu, wenn A, auf die zu @, gehorigen urspriinglichen Gegensténde zutrifft.
Entsprechend ist die Definition von By,..., Kj,

Ersetzt man nun in einer beliebigen aus den Pradikaten Ay, By,... ,Ko
mit Hilfe der logischen Zeichen gebildeten Aussage A, durch A;, By
durch By, ..., Ko durch K;, und nimmt man als Werte der Variablen
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anstatt der anfanglichen Gegensténde die Klassen w,, e, ..., a,, UNd
ersetzt jeden gegebenenfalls in der Aussage vorkommenden bestimmten
Gegenstand durch die Klasse, zu der er gehért, so geht die Aussage
in eine ihr wahrheitsgleiche Uber.

Die Richtigkeit diessr Behauptung ist sofort ersichtlich, falls die
betreffende Aussage keine Allzeichen und Seinszeichen enthalt. Man
beweist se allgemein, indem man die Aussage in Normalform geschrieben
denkt, und von der Gultigkeit fir m voranstehende Klammerzeichen
auf die Glltigkeit fir = 41 Zeichen schliefit.

Aus diesem Satz folgt nun insbesondere, da jene falsche Aussage,
die gemall unserer Annahme aus der vorgelegten Formel nach Er-
setzung der Pradikatvariablen A, B,.., K durch die Pradikate A,
By, ..., K, entsteht, wiederum in ene falsche Aussage Ubergeht, wenn
wir die Pradikate Ag, By, ..., K, durch Ay, By, .., K; ersetzen und
als Werte fur die Variablen die Klassen oy, #, ..., &, nehmen.

Demnach brauchen wir die Entscheidung nur fiir den Fall auszufiihren,
daR essich um hochstens 2%, also um endlich viele Gegensténde handelt.
Fur diesen Fall 143t sich aber die Entscheidung, wie wir sahen, durch ein
endlichesVerfahren erzwingen.

Betrachten wir nun wieder Formeln, in denen beliebige Pradikaten-
variable vorkommen, so kann man leicht das Entscheidungsverfahren
flr die Allgemeingultigkeit der Formeln angeben, bei denen das Prafix
auslauter Allzeichen besteht, oder auslauter Seinszeichen, oder bei denen
dieAllzeichen sdmtlich den Seinszeichen vorangehen.

Es handde dsch zundchst um eine Formel der ersten Art, also um

eine Formel der Gestalt

(%) (%3) « o (o) U {Xp, g0 0o 200)
bei der W{x, x,,..., %) keine All- und Seinszeichen mehr enthalt.
Diese Formel ist dann und nur dann allgemeingultig, falls sie in einem
Bereich mit m Individuen allgemeinglltig ist.

Ware se namlich in einem Bereiche mit gréferer Individuenzahl
als m nicht allgemeinglltig, so wirden in diesem Bereich Elemente
ai,as,..., am und spezidle Pradikate existieren, so daf

Ula,, ag, ..., au)
zu ene falschen Formel wird. In diessm Falle hatten wir aber, wie
sofort einzusehen, keine Allgemeingultigkeit im Bereiche (ajaz, ...,am)-

Eine Formel

(Exy) ... (Exp) Ulxy, ..., X
bel der das Prafix aus lauter Seinszeichen besteht, ist aligemeingiiltig,

falls die Allgemeingliltigkeit in einem Bereiche mit nur einem Individuum
vorhanden ist.

Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 7
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Ist ndmlich die obige Formel nicht allgemeingiltig, so jedenfalls

auch nicht die Formel
(Ex)U(z, %,..., %)

die ja ene starkere Behauptung darstellt. Es existiert also in einem
Bereich ein Element a und spezidlle Pradikate, so daR %{a, ..., &) sch
zu einer falschen Formel machen |&Rt. Wir hétten dann auch keine
Allgemeingultigkeit in dem Bereich mit dem einzigen Element a.

Auf diesslbe einfache Weise a3t sich auch zeigen, dal3 die Formeln

{2 (d (Ex) o (Eyn) Ultae oo s Z 1o vy V)
bei denen die Allzeichen sdmtlich den Seinszeichen vorangehen, all-
gemeinglltig sind, falls die Allgemeinglltigkeit in einem Bereiche mit m
Individuen besteht. Wir bilden namlich die Disjunktion aller moglichen
Formeln
U Xss oo, T By oo or %),

die aus M (%, ..., % ¥1, - - -» ¥a) dadurch entstehen, dal die ¥y, ..., ¥,
irgendwie durch Variable aus der Relhe =z, ..., %, ersetzt werden.
Diee Disjunktion wollen wir mit B(=,..., #,,) bezeichnen. Offenbar
ergibt sch fir einen Bereich mit m Individuen aus der Allgemeingiltig-
keit von

(#) .o ) E3) o (Eya) Wxp oo Zow Y1y o0 V)

(%) . (%) Bz, ..., %),
demnach also auch die Allgemeingiltigkeit von
() oo (%) Bxy, ..o, %)
Uberhaupt. Da aber {%;)...{x,)B(%,..., x,) ene stérkere Aussage
darstellt als
() oo m {E) - (B ) Uty oo, Xy Y1e o0 s
s0 ist die Behauptung bewiesen.

Von den weiteren gdésten Spezialféllen des Entscheidungsproblems,
bei denen man Ubrigens nicht mehr mit derartigen einfachen Mitteln
zum Ziele kommt, s noch der folgende erwéhnt. Fiur die Formeln,
die ein Préafix der Form

() oo (x) (Exn} (Ex) (3) .. - (20}
haben, kann man ebenfalls die Entscheidung tber die Allgemeingultig-
keit vornehmen® Auch in diessm Falle lied sich die Entscheidung tiber

die von

! Die zuletzt erwahnten Spezialfdlle des Entscheidungsproblems fanden ihre
Erledigung in der Arbeit von P. BERNAYS und M. SCHONFINKEL: Zum Entschei-
dungsproblem der mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 99 (1928).

Vgl. K. GODEL: 1. c. (Vorlaufige Darstellung schon in Erg. Wien. math. Koll.
Bd. 2 (1932). — KALMAR, L.: Uber die Erfillbarkeit derjenigen Z&hlausdriicke,
welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten. Math. Ann.
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die Allgemeingultigkeit Uberhaupt auf die Entscheidung Uber die All-
genteingultigkeit fir einen bestimmten endlichen Individuenbereich
zurickfuhren. Damit sind aber auch die Préfixtypen, bei denen man
auf diese Weise zur Entscheidung uber die Allgemeingultigkeit gelangen
kann*, erschopft. Fur alle anderen Préfixe kann man nadmlich Formeln
angeben, die in allen Bereichen mit endlicher Individuenzahl allgemein-
giiltig sind, nicht aber in Bereichen mit unendlich vielen Individuen®.

Was nun die algemeine Ldsung des Entscheidungsproblems an-
betrifft, so muR das Suchen danach nach Untersuchungen, die A. CHURCH
im AnschluR an Arbeiten von K. GODEL angestellt hat, as aussichtslos
bezeichnet werden?. Uber diese Untersuchungen kann im Rahmen dieses
Buches nicht im einzelnen berichtet werden. Es s& nur bemerkt, dal
eine allgemeine Entscheidungsmethode in einem gewissen rekursiven
Verfahren fir die einzelnen Formeln bestehen wiirde, das fir jede Formel
schliefBlich den Wert ,,richtig" oder ,falsch" ergibt. Die Existenz eines
derartigen rekursiven Verfahrens wird aber durch die Churchsche Arbeit
verneint; zum mindesten wirden die notwendigen Rekursionen nicht
unter den von CHURCH aufgestellten allgemeinen Rekursionstyp fallen,
durch den der inhaltlich etwas unbestimmte Begriff der Rekursion
eine gewisse formale Prézisierung gefunden hat.

Um MifRverstandnisse zu vermeiden, sei bemerkt, dal3 die Unmdglich-
keit eines allgemeinen EntscheidungsVerfahrens nicht etwa bedeutet,
dal? man bestimmte Formeln angeben kann, deren Allgemeingiltigkeit
nachweislich nicht zu entscheiden wére. Das vorausgesetzte Vorhanden-
sein eines derartigen Nachweises wirde namlich sofort einen Wider-
spruch ergeben. Es wirde aus einem derartigen Nachweise sich ein
Beweis dafiir ergeben, dal3 die Formel nicht aus dem Axiomensystem
des § 5 ableitbar ware. Durch den Vollstandigkeitssatz des § 10 wirde
sich aber dann die Erfillbarkeit des Gegenteils der Formel nachweisen
lassen. Somit ware die Allgemeingiltigkeit doch, und zwar in verneinen-
dem Sinne entschieden. Jedenfalls bleibt also die Aufgabe, den Bereich
der Formeln, fir die das Entscheidungsproblem gelost ist, zu erweitern,
weiter lohnend und bedeutsam.

Bd. 108 (1932). — SCHUTTE, K.: Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der
mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 109 (1934). — Uber die Erfullbarkeit
einer Klasse von logischen Formeln. Math. Ann. Bd. 110 (1934). — Fir den Fall,
daR das obige Prafix statt zweier nur ein Seinszeichen enthélt, erfolgte die Losung
bereits fruher durch W.ACKERMANN und TH. SKOLEM. Vgl. W.ACKERMANN:
Uber die Erfillbarkeit gewisser Zéahlausdricke. Math. Ann. Bd. 100 (1928). —
SKOLEM, TH.: Uber die mathematische Logik. Norsk. mat. Tidskr. Bd. 10 (1928).

Ein Spezialfall der letzten Art wurde bereitsin der in Anm. 1, S. 98, genannten
Arbeit behandelt.
Y vgl. die erste der in der vorigen Anm. genannten Arbeiten von K. SCHUTTE.
2 CHURCH, A.: An unsolvable problem of elementary number theory. Amer.
J. Math. Bd. 58 (1936). — A note on the Entscheidungsproblem; Correction to a
note on the Entscheidungsproblem. J. Symb, Logic Bd. 1 (1936).
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Viertes Kapitel.

Der erweiterte Pradikatenkalkdl.

§ 1. Dear Pradikatenkalkil der zweiten Stufe.

Zu einer ersten Erweiterung des engeren Pradikatenkalkils, oder
wie er auch genannt wird, des Pradikatenkalklls der ersten Stufe,
gelangen wir durch Berlicksichtigung der Tatsache, daR der Formalismus
dieses Kalkils offenbar in sich nicht abgeschlossen ist. So konnen wir
zwar ausdriicken, daR eine Formel fir alle Werte der darin auftretenden
Prédikatvariablen eine richtige Aussage darstellt; wir sind aber nicht
imstande, das Gegenteil dieser Behauptung auszudriicken. Setzen wir
namlich den Negationsstrich Uber die ganze Formel, so bedeutet das
jetzt, dal die Formel fir alle Werte der Pradikatvariablen eine falsche
Aussage sein soll. Es besteht aber die Mdoglichkeit, da3 eine Formel
weder fiir alle Werte der Pradikatvariablen eine richtige, noch fur alle
Werte der Pradikatvariablen eine fasche Behauptung darstellt. Z. B.
ist die Formel (X)F(x) sicher flr keinen Individuenbereich allgemein-
gultig, aber auch nicht die Formel (X)F(x). Um auszudriicken, daf3
(QF(x) nicht allgemeinglltig ist, miBten wir ein Seinszeichen fir
Pradikate haben.

Es ergibt sich demnach as naturliche Erweiterung des Prédikaten-
kalklls der ersten Stufe, daR wir das Allzeichen und das Seinszeichen
auch in Verbindungen mit Aussage- und Pradikatvariablen anwenden und
zwischen freilen und gebundenen derartigen Variablen unterscheiden.

Der Begriff der logischen Formel, wie er in 84 festgelegt wurde,
erfahrt dann eine entsprechende Erweiterung. Wir gelangen zu einem
Pradikatenkalkil der zweiten Sufe.

Einige Beispiele mogen die vermehrte Ausdrucksmadglichkeit erlautern.
Die Formel

(PYR(P{VP(x)),
besagt, da3 (x) (P{x) v P(x)) fur jedes Pradikat P zutrifft. Die Formel
(A FA  FON~A  (IF))
drickt aus, daR die durch
A FOD~(A  (XF(X)
definierte Beziehung zwischen Aussagen und Pradikaten fir beliebige
Aussagen und Pradikate zutrifft.
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Ein Fall der gleichen Art liegt vor bei der symbolischen Formulierung
des Prinzips der vollstdndigen Induktion. Der Inhalt dieses Prinzips
&Rt sich folgendermal3en aussprechen:

»Wenn ein Pradikat von der Zahl 1 gilt, und wenn es falls es von
irgendeiner Zahl gilt, auch von der nachstfolgenden gilt, so gilt das
Pradikat von jeder Zahl."

Fihren wir das Zeichen Seq(x, y) fur die Beziehung einer Zahl
zur né&chstfolgenden ein, so koénnen wir das Prinzip so ausdriicken,
dal wir

{P@D&X)MI[PK &Sy P} XPX
als eine richtige Formel postulieren.

Will man nun noch durch die Schreibweise explizit zum Ausdruck
bringen, dal3 die Formel fir ale Pradikate P zutreffen soll, so kann
man das Allgemeinheitszeichen (P) vor die Formel setzen.

Einen weiteren charakteristischen Fall bildet die Definition der
Identitdt. Die Beziehung der ldentitat a3t sich definitorisch auf die
logischen Grundbeziehungen zuriickfiihren, indem man x as identisch
mit y erklart, sofern jedes Pradikat, das fir x zutrifft, auch fir y zutrifft,
und umgekehrt. Im Sinne dieser Erklarung kénnen wir das Zeichen
der Identitat, (x, y), as eine Abkiirzung auffassen fir den Ausdruck

(F) (F(X)~F(y)).

In den angefuhrten Fallen ist der Gebrauch des Allgemeinheits-
zeichens, wenn auch sehr naheliegend, so doch nicht unerléllich. Es
gibt jedoch Félle, in denen der Gebrauch des Allzeichens notwendig ist,
wenn man nicht auf wichtige Ausdrucksmoglichkeiten verzichten will.

Will man z.B. ausdricken, da jedes Pradikat R(x)y), welches
mit der Identitdt aquivalent ist, auch die Eigenschaft der Symmetrie
besitzt, so mufl man dies folgendermalien schreiben:

(R{ () ) [Rx Y)~(F) (F(x) ~F(y)] () (MRX y) (y x))}e
Hier kann das Allzeichen (F) nicht fortgelassen werden, ohne da3 der
Sinn der Aussage geéndert wird;

Ebenso ist, wie schon oben erwahnt, das Allzeichen unentbehrlich,
falls von einem bestimmten Ausdruck gesagt werden soll, dal3 er nicht
fur alle Werte dei darin vorkommenden Pradikatvariablen eine richtige
Formelrist. Um etwa auszudricken, da3 (X)(y)F(x, y) keine allgemein-
gultige Formel ist, kénnen wir die Formel

(FIWF(Y)
oder auch die gleichbedeutende
(EF)(EX(EY)F(xy)
anwenden. Ebenso verhédlt es sich bei vielen Sdtzen der Logik, die
allgemein von Aussagen und Pradikaten handeln; zB. gilt das bei dem
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Satz, dal? es zu jeder Aussage X eine Aussage Y derart gibt, dal von

den beiden Aussagen mindestens eine und nur enerichtig ist (d. h. also

bei dem Satze von der Existenz des Gegentells einer Aussage). Hierfir

ergibt sch bel der erweiterten Symbolik die Darstellung
(X)(EY)(XVY&X~&Y).

Mit der bisherigen Symbolik wiirde sich dagegen dieser Satz nicht

wiedergeben lassen.

Durch die Erweiterung der Symbolik sind wir auch instand ge-
setzt, Probleme und deren Lésungen symbolisch zu formulieren, bei
denen wir uns bisher mit einer umstandlichen inhaltlichen Beschreibung
behdfen muRten. |ch erinnere zB. an die Uberlegungen, die wir in § 8
des |. Abschnittes anstellten. Die dort gefundenen Resultate lassen
sich durch die folgenden Formeln wieder geben:

(X) (AL X&AX)~A1& Ay,
(EX) (AiX&AX)~AiVA,.

Diese Formeln geben eine Regel an, wie man einen Ausdruck, der
Klammerzeichen flr Aussagenvariable enthalt, durch einen aquivalenten
ersetzt, in dem diese Klammerzeichen nicht mehr vorkommen. Man ent-
wickelt namlich den Ausdruck jeweilig nach den zu den innersten Klam-
merzeichen gehérigen Variablen und schafft dann diese nach der in den
Formeln ausgedriickten Eliminationsregel fort. Z. B. erhalt man aus

X)) (X2) (AXXo & AXXa & AXy Xo & AX.Xy)
zunachgt durch Fortschaffung des Klammerzeichens (X5)
(X 1) ((A1& A)X18& (A3& Ag)X1)
A1& A& A3& Ay

Diese jetzt symbolisch formulierbare Eliminationsregel erlaubt uns,
die Richtigkeit bzw. Falschheit der Formeln zu erkennen, in denen
nur Aussagenvariable und die zugehérigen Klammerzeichen vorkommen.
Bei der obenerwéhnten Formel

(X)(EY)(XY &X~&Y)
z. B. entwickeln wir zunédchst XY & X & Y nach Y. Man erhalt
(X)EY)(XY&XY).
Die Elimination der innersten Klammerzeichen liefert
(X)(XX).
XX ist aber en allgemeinglltiger Ausdruck, (X)(EY)(XY & X&Y)
demnach eine richtige Formel.
Das Entscheidungsproblem fiir den engeren Pradikatenkalkil findet

jetzt in beiden Fassungen seine symbolische Formulierung. Der All-
gemeingultigkeit bzw. Erfullbarkeit z. B. einer Formel

(Ex) () (F(x, x) VF(y, Y)VG(x, ¥))

und weiter
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in einem Individuenbereich entspricht in dem erweiterten Kalkil die
Richtigkeit der Formel

(F) © (Ex) &) (F(x, X) v F(y, Y)v G(x, ¥))

(EF) (EG) (Ex) (y) (F(x, X) VF (y, V)V G(X, ¥))
flr diesen Bereich.

Bei der Interpretation der logischen Formeln kénnen wir immer die
Formeln zugrunde legen, die keine freien Variablen irgendwelcher Art
enthalten, da wir ja in jeder Formel mit freien Variablen diese durch
Vorsetzen der betreffenden Allzeichen zum Ver schwinden bringen kénnen.
Demnach kann von Allgemeingultigkeit oder Erfiillbarkeit von Formeln
im bisherigen Sinne im Kalkil der zweiten Stufe keine Rede sain.
Trotzdem ist durch die Symbolik allein der Sinn der Formeln noch nicht
eindeutig festgelegt, da wir noch nicht wissen, welcher Individuenbereich
zugrunde gelegt werden soll. Z. B. stdllt

(ER)EX)(EY)(F(X)&F(Y))
eine falsche Aussage dar, falls der Individuenbereich nur aus einem
Element besteht, song aber immer eine richtige Aussage.

Unter den identischen Formeln desK alklilswollen wir nun die Formeln
verstehen, die bel beliebiger Wahl des Individuenbereiches richtige Aus-
sagen darstellen. Wenn man will, kann man auch von allgemeingltigen
Formeln sprechen, wobel aber die Allgemeingltigkeit sich nur auf die
Individuenbereiche bezieht. Entsprechend kann man erfillbar digenigen
Formeln nennen, bel denen Uberhaupt ein Individuenbereich existiert,
fir den die Formel eine richtige Aussage ergibt. Allgemeingiiltigkeit
ener Formel und Nichterfullbarkeit der mit dem Negationsstrich ver-
schenen Formel sind auch hier gleichbedeutend.

Zu den identischen Formeln gehdren alle identischen Formeln des
engeren Pradikatenkalkiils, aber auch andere. Stellt = (x, y) wie schon
friher die Abklrzung fir (F) (F(x)~F(y)), aso fir das Pradikat der
Identitat, dar, so sind

(x)=(x, x); (X)(Y)(=(x,y) =(y.x))
identische Formeln. Weitere Beispiele sind
(EF) (EX)F(x); (F) (EG) (¥) (y) (F(x, y) v G(x, y))
Zu den erfillbaren Formeln gehéren alle, die aus erfiillbaren Formeln
des engeren Préadikatenkalkiils durch Vorsetzen der betreffenden Sans

zeichen fur Préadikate hervorgehen, ohne dal? damit die Gesamtheit der
erfillbaren Formeln erschopft ist. Z. B. ist auch

(FY(EX)F(x)  (F(x))

eine erfillbare Formel.

bzw.
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Die nachstliegende Frage wére, ob sich, ahnlich wie im Préadikaten-
kalkil der ersten Stufe auch hier ein System von logischen Grundformeln
angeben 1aRt, aus dem sich alle Ubrigen identischen Formeln durch
Fortschreiten nach gewissen Regeln gewinnen lassen. Es sai hier gleich
bemerkt, dal3 ein vollstdndiges Axiomensystem fiir die identischen Formeln
des Pradikatenkalkiils der zweiten Stufe nicht existiert. Vielmehr lassen
sich, wie K. GODEL gezeigt hat, fir jedes System von Grundformeln
und Ableitungsregeln identische Formeln angeben, die nicht abgeleitet
werden kénnen®. Immerhin diirfte fir die meisten Zwecke das folgende
System ausreichend sein.

Wir nehmen zunachst samtliche Grundformeln und Ableitungsregeln
des engeren Pradikatenkalkils, wobei bel den Ableitungsregeln daran
zu denken ist, daf’ der Begriff der Formel jetzt eine Erweiterung erfahren
hat. Zur Grundformel €) durfen wir beliebig viele Grundformeln der
Gestalt

(F) W(F}->U(G)
hinzufiigen. Hierbei ist M{E) ene Formel, die die freie Préadikaten-
variable F, aber nicht G enthalt, ¥(G) die Formel, die aus U{F) ent-
steht, indem in " (F) fur F nach Regel «x3) G eingesetzt wird. Ebenso
dirfen wir eine beliebige Anzahl von Formeln der Gestalt

U{G)~» (EF) U{F)
als Grundformeln hinzufiigen. Dazu kommen noch Grundformeln, die

eng mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre zusammenhangen. Die
erde diesr Formeln ist

g) (EF) {(x) [(EN Gz 9) > EN(F(x, 9) & G2, 9] & () (9) &) [(Fix »)
& F(x,2)=> = (y,2)]}.

Der Sinn dieser Formel ist der folgende. Durch ein Pradikat G(x,y)
werden denjenigen x, fir die Uberhaupt ein y mit der Eigenschaft
G(x, y) existiert, gewise Werte von y zugeordnet. Unsere Grundformel
sagt aus, da3 man fiir jedes betreffende x einen der zugeordneten Werte
herausgreifen kann, so daf die Zuordnung eindeutig wird. F stellt diese
eindeutige Zuordnung dar.

Es s ferner %{x, F{.,..)} dne Formel, die die frde Gegenstands-
variable x und die freie Pradikatenvariable F mit n Leerstellen enthalt.
Az, G(x,...}) moge die Formel bedeuten, die aus # (x, F{...}} dadurch
entsteht, daf? in ihr gemall Regel @3} jeder Teilausdruck F(ay, a,..., an)
durch G{x, a4, 4, . . ., a,) ersetzt wird, wobei G eine Variable mit n + 1
Leerstellen bezeichnet. Dann kann man auch

N () (B 9 (5, F (.. }) > (EG) (9 ¥(x, G(x.....))

! GODEL, K.: Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme. Mh. Math. Physik Bd. 38 (1931)
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als Grandformel nehmen. Die Richtigkeit dieser Formel kénnen wir
folgendermallen einschen. Wenn es zu jedem x ein F gibt, so daR
% (2 F(...)) der Fall ist, so kénnen wir fiir jedes x eines dieser F heraus-
greifen, das wir F* nennen wollen. Wenn wir nun G so definieren, dal

(=) () ) - (G2, 30 9 ~FF (L 30)

gilt, so haben wir ein G der durch die Grundformel h) postulierten Art
gefunden.

Die Ableitungsregeln bleiben diesdlben wie im engeren Préadikaten-
kalkiil, nur sind die Regeln 1), y2), 8) jetzt so zu erweitern, da se
auch fir Pradikatenvariable gelten.

Aus diessm System ergibt sich, wie hier nicht des ndheren aus
gefihrt werden soll, da3 Ergebnisse, die wir friher flr den engeren
Pradikatenkalkiil abgeleitet hatten, sch snngeméafR Ubertragen lassen.
Z. B. bleiben der Satz Uber die pranexe Normalform, das Dualitéats-
prinzip, der Satz iber die Bildung des Gegenteils eéner Formel auch
jetzt glltig. Ebenso laft sich jeder Formel des engeren Préadikaten-
kalklls, die Individuenvariable enthalt, ene Klasse von Formeln zu-
ordnen, in der Préadikatenvariable auftreten. So entspricht der Tatsache,

daid
OH{FK)  Gx)  {(EXF()  (EX)G(X)

[Formel (34)] eine ableitbare Formel war, jetzt die Ableitbarkeit jeder
Formel der Gestalt

(F) (%(F}->B(F)) ~((EF) Y(F)—~ (EF) B(F)).

Bei der Ableitung braucht man nur den Beweis flr die Formel (34)
in entsprechender Abanderung zu wiederholen. Dasselbe gilt auch fir
alle anderen Formeln des engeren Pradikatenkalkiils.

Unter dem Entscheidungsproblem der zweiten Stufe verstehen wir
das Problem, bei einer vorgelegten Formel des Kalkiils zu entscheiden,
ob essch um eineidentische Formel handelt oder nicht. Bei der schéarferen
Fassung wiirde es sich darum handeln zu entscheiden, fur welche Indi-
viduenbereiche die Formel eine richtige Aussage darstellt und fir welche
nicht. Da das Entscheidungsproblem der zweiten Stufe das der ersten
Stufe in sich schliefdt, so ist an ene allgemeine Lésung erst recht nicht
zu denken.

Als das enzige wichtige Einzelergebnis haben wir (abgesehen von
den Féllen, die schon dem Bereich des engeren Préadikatenkalkiils
angehdren und dort gdést wurden), dal3 die Entscheidung fiir den
Bereich der Formeln, die nur einstellige Préadikate enthalten, vollstéandig
geglickt ist. Der Beweiswurdein den schon in § 12 des vorigen Kapitels
erwahnten Arbeiten von LOWENHEIM, SKOLEM und BEHMANN gefuhrt.
Dabei erfolgte die Ldésung des Entscheidungsproblems in dem ver-
scharften Sinne.
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Fur die Darstellung des Entscheidungsverfahrens im einzelnen ver-
weisen wir auf die besonders Ubersichtlich aufgebaute Behmannsche
Arbeit. Es soll aber die benutzte Methode kurz charakterisiert werden.
Die Lo6sung des Entscheidungsproblems im Bereich der einsteligen
Pradikate beruht auf der Ldsung des Eliminationsproblems fir diesen
Bereich. Unter dem Eliminationsproblem haben wir allgemein folgendes
zu verstehen. Es s ene Formel U(F, Gy, ..., Gy, %5, ..., %} gegeben,
die die freien Pradikatvariablen F, Gy, ..., G, auBerdem die freien
Individuenvariablen #,, %4, ..., %3 auferdem eventuell gebundene Indi-
viduenvariable, aber keine gebundenen Prédikatvariablen enthalt. Wir
fragen dann, ob sch eéneFormel B(G,,..., Gy, %1, .. ., %), die ebenfalls
keine gebundenen Pradikatvariablen enthalt, angeben 1aRt, so daf

(FYUWEF, Gy ...,Cp 2o, ) ~B(Gy, .., Gy 2y 0.0, 1)
oder was dasslbe heifdt
(EFYU(F, Gor e, G %10 v v vy 2 ~B(Gy ooy G Xu v vy 22)
eine identische Formel der zweiten Stufe ist. Ist das der Fall, so kann
in jeder Formel der Bestandteil
(FYU(F, Gy, ..., G, 2y0000, %0}
bzw.
(EFYR(F, Gy ..., Goy 2y, - - -, 23
durch B{Gy, ..., Gu %1+, %) bzw. B(G,, ..., Gy 4, ..., x) eErsetzt

werden. Wir konnen also die Pradikatenvariable F in einer derartigen
Formel eliminieren.

Die Beziehung zum Entscheidungsproblem ist einleuchtend. Habe
ich eine Formel des Préadikatenkalkls, fur die die Entscheidung getroffen
werden soll, so bringe ich zunédchst die freien Pradikatvariablen zum
Verschwinden, indem ich die zugehdrigen Allzeichen an den Beginn der
Formel setze, und kann dann, die Lésung des Eliminationsproblems
vorausgesetzt, die Préadikatvariablen, von innen anfangend, eine nach
der anderen eliminieren, so dal3 ich als letztes Resultat den Wert
Lrichtig" oder ,falsch" oder auch eine Anzahlbedingung erhalte.

Die Reduzierung der Formeln durch die Elimination soll an dem
Beispiel der Formel

(F){(E %) F (x) v (EG) [(x} (G (x) ~ F () & () G(x)]}
naher erlautert werden. Wir bemerken zunachst, daR die Formel
(EF) (x) (A {x) vF(x) & B{x) vf(x))n- (x} (A {(x)v B(x)),

die ein grundlegendes Eliminationsresultat angibt, eine identische Formel
ist, da ja die linke Seite der Aquivalenz sch umformen [aRt m

(EF) () {(F (5~ 4 (8) &(F (8~ B (x))}.
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Mit Hilfe diess Formel sind wir imstande, in unserer Ausgangsformel
die Pradikatenvariable G zu eliminieren. Wir konnen nédmlich den den
Wirkungsbereich von (EG) ausmachenden Formelbestandteil

(X)(G(x)~F(x))& (x)G(x)

[Formel (29) von I, 82, Formel (30) von | I |, §6] durch

(®) (G(x) VF(x)& G(x) VF(x) & G(x))
oder auch

((G(X)&F(x)VG(x))

und weiter durch

() [(F(x) & 0(x))vG(x) & F(x)vG(x)]
ersetzen. Es gilt nun, gemaR der obigen grundlegenden Eliminations-

formel
(EG)(X) [(F(X)&F(x))vG(x) & F(x)vG(x)] ~(X)[(F (x)& F (x))vF(x)].

() [(F(x)&F(x))vF(x)]
lakt dch durch (x) F(x) ersetzen. Unsere Ausgangsforme
(F) {(EX)F(x) v (EG) [(X) (G(x) ~ F(x)) & (X) G(X)]}
ist also, nach Elimination der Pradikatvariablen G, in
(FYXEXFXV)F )}

Ubergegangen. Diese letzte Formel, bei der ja der Wirkungsbereich
von (F) dieForm % v % hat, 1&4Rt z. B. unmittelbar erkennen, daR unsere
Ausgangsformel eine identische Formel ist.

Wie schon oben bemerkt, 1aR8t sich beim ausschliefdlichen Vorkommen
von ensteligen Préadikaten das Eliminationsproblem vollstandig |6sen.
Es liegt nun nahe, da das Eliminationsverfahren die einzige Methode
von allgemeinerer Tragweite bei der Behandlung des Entscheidungs
problems darstellt, den Versuch zu machen, auch bei Zulassung von
zwei- und mehrstelligen Pradikaten ein Eliminationsverfahren zu ge-
winnen. Fir Formeln von spezidler Struktur gelingt es in der Tat,
die Elimination durchzufiihren. Zahlreiche Einzeergebnisse dieser Art
findet man im 3. Bande von ERNST SCHRODERS »Vorlesungen Uber die
Algebra der Logik“. Leider zeigt es sich aber, dal? man Formeln angeben
kann, bei denen ein Eliminationsergebnis in dem oben definierten Sinne
nicht mehr vorhanden ist, so dal} das Eliminationsproblem Uberhaupt
im allgemeinen ene weitere Fassung erhalten muR’. Die Beziehungen
zum Entscheidungsproblem werden dann verwickelter.

1 Vgl. W.ACKERMANN: Untersuchungen (iber das Eliminationsproblem der
mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 110 (1934). — Zum Eliminationsproblem
der mathematischen Logik. Math. Ann. Bd. 111 (1935).
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82. Einfihrung von Pradikatenprédikaten;
logische Behandlung des Anzahlbegriffs.

Fir die inhaltliche Einstellung, welche wir bisher dem logischen
Pradikatenkalkill zugrunde legten, war wesentlich, dal wir die Aussagen
und Préadikate scharf von den Gegenstdnden sonderten, welche als
Argumentwerte der Pradikate in Betracht kommen. Nun hindert uns
aber nichts, diePradikate und Aussagen selbst al sGegenstande zu betrachten,
die als Argumente von Préadikaten dienen.

Betrachten wir z. B. enen logischen Ausdruck von der Form
(X)(A  F(x)). Dieser kann als ein Pradikat P(A,F) aufgefafit werden,
dessn erste Leerstelle mit einer Aussage A und dessen zweite Leer-
stelle mit einem eingtelligen Pradikat F besetzt ist.

Eine falsche Aussage A steht mit jedem F in der Beziehung P(A, F);
eine richtige Aussage A nur mit solchen F, fir die (x) F (x) gilt.

Weitere Beispiele liefern die Eigenschaften der Reflexivitat, der
Symmetrie und Transitivitdt von zweistelligen Pradikaten. Diesen ent-
sprechen 3 Préadikate: Ref (R), Sym (R) und Tr (R), deren Argument R
ein Pradikat mit zwel Leerstellen ist. Symbolisch driicken sich diee
drel Eigenschaften folgendermal3en aus:

Ref (R): (x)R(x,x),

Sym Ry () () R, y)  Ryx)

Tr (R: (¥ () QIR y) &Ry, ) Rk, 2)].

Alle drei Eigenschaften snd bei dem Préadikat = (x, y) (x ist iden-
tisch mit y) erfillt, bei dem Pradikat < (x, y) hingegen nur die der
Transitivitdt. Es dtellen also die Formeln Ref {=), Sym {=), Tt (=},
Tr (<) richtige Aussagen dar, wéhrend Ref (<) und Sym (<) falsche
Aussagen sind.

Ein zweistelliges Pradikatenpradikat ist die , Aquivalenz', Aeq (F, G),
welche durch den Ausdruck (x) (F(X) ~ G (x)) definiert wird, und die
darin besteht, dal? die Pradikate F und G fir diessdben Argumentwerte
zutreffen bzw. nicht zutreffen. Weitere zweistellige Pradikatenpréadikate
sind Unvertraglichkeit, Unv (F, G), und Implikation, Imp (F, G), die
symbolisch definiert sind durch:

(XfF(VG(x)),
(X)(F(x)  G(x).

Eine Erweiterung der Symbolik tritt allerdings durch diee Auf-
fassung noch nicht ein, da die angegebenen Pradikatenpréadikate sich
mit den Mitteln des bisherigen Kalkils darstellen lassen und Formeln
wie Ref (R), Sym (R) usw. nur als Abkirzungen aufzufassen sind. Die
Erweiterung tritt erst dann auf, wenn Variable fir Pradikatenpréadikate
eingefiihrt werden, von denen die angegebenen individuellen Préadikate
besondere Werte darstellen. Wir werden im folgenden derartige Variable
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zunachst nur gelegentlich gebrauchen, da der systematische Aufbau des
abermals erweiterten Kalklls erst spater kommen soll. Wir wollen uns
aber schon in diesem und im folgenden K apitel davon Uberzeugen, welche
Vorteile die Einflhrung der Pradikatenpradikate mit sich bringt.

Die erste wichtige Anwendung ergibt sich bei der logischen Unter-
suchung des Anzahlbegriffs. Eine Anzahl ist kein Gegenstand im eigent-
lichen Sinne, sondern eine Eigenschaft. Die I ndividuen, denen eine Anzahl
als Eigenschaft zukommt, kénnen die gezdhlten Dinge nicht sdbst sein,
da jedes von den Dingen nur enesist, so da eine von Eins ver schiedene
Anzahl danach gar nicht vorkommen konnte. Dagegen |aRt sich die
Zahl als eine Eigenschaft degenigen Begriffes auffassen, unter welchem
die gewahlten Individuen vereinigt werden. So kann z. B. die Tatsache,
daR die Anzahl der Erdteile funf ist, zwar nicht so ausgedriickt werden,
dal3 jedem Erdteil die Anzahl funf zukommt; wohl aber ist es eine
Eigenschaft des Préadikates ,,Erdteil sein”, dal es auf genau finf Indi-
viduen zutrifft.

Die Zahlen erscheinen hiernach als Eigenschaften von Pradikaten,
und fur unseren Kalkul stellt sich eine bestimmte Zahl als individuelles
Pradikatenpradikat dar. Die Wichtigkeit dieser Darstellung der Zahlen
beruht darauf, dal3 die Pradikatenpradikate, welche die Zahlen bilden,
sich vollstéandig mit Hilfe der logischen Symbole ausdriicken lassen.
Dadurch wird es moglich, die Zahlenlehre in die Logik einzubeziehen.
Fir die Zahlen 0, 1, 2, d. h. fir die Pradikatenpradikate 0 (F), 1 (F),
2 (F) sollen hier die Ausdriicke angegeben werden:

0(F): (ExX)F{x).

(,Es gibt kein x, fir das F zutrifft.*)

1 (F): (Bx) [F)&)(F(Y) x, .
(,Es gibt ein x; fur das F(x) besteht, und jedes y, fur das F(y) besteht,
ist mit diessem x identisch.")
2(F): (BEXEW x  Y&FX&FY&@IF(2) x2v (2}
(, Es gibt zwei verschiedene x und vy, auf die F zutrifft, und jedes z
fur das F(2) besteht, ist mit x oder mit y identisch.")

Die Gleichzahligkeit zweier Pradikate F und G kann man als ein
individuelles Pradikatenpréadikat Glz (F, G) auffassen. Da die Gleich-
zahligkeit von F und G nichts anderes bedeutet, als daf3 man die Gegen-
stande, auf die F, und die Gegensténde, auf die G zutrifft, umkehrbar

eindeutig aufeinander beziehen kann, so lalt sch Glz (F, G) durch den
folgenden Ausdruck definieren:

ERN() [FK) (Ey) (R(x, ¥)&G(¥))]&(y) [G(Y)
Ex) R, N&FEI&K) ¥) @IRKX Y&R{x.2
(v:2)&(R(x.2&R(y.2) CGyNI}-
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Die Addition der Zahlen 18Rt sich auf die Disjunktion von Prédikaten
zurtckfihren.  Sind namlich F und G unvertrégliche Pradikate, und
kommt dem Prédikate F die Zahl m und dem Prédikate G die Zahl n
zu, so entspricht dem Prédikate Fv G die Zahl m + n.

Auf Grund dieser Auffassung der Addition werden Zahlengleichungen
wie

1+1=2, 2+3=5
zu rein logischen, beweisbaren Sétzen. Z. B. stellt sich die Gleichung
1 + 1=2 dar durch die logische Formel:
(F) @ ([Unv(F,G) & 1(F) & 1(G)] 2(FvG)),
deren identischer Charakter ersichtlich ist, wenn man fir das Pradikaten-
pradikat Unv sowie fir die Pradikatenprédikate 1, 2 die definierenden
Ausdriicke einsetzt.

Auch der algemeine Zahlbegriff 14t sich mit den logischen Hilfs-
mitteln aufstellen. Soll ein Pradikatenpradikat @{F) eine Zahl dar-
stellen, so mul ¢ den folgenden Bedingungen geniigen:

Bei zwei gleichzahligen Pradikaten F und G muR @ fir beide zu-
treffen oder fir beide nicht zutreffen. Sind ferner zwei Prédikate F
und G nicht gleichzahlig, so darf @ hochstens fir eins der beiden Pradi-
kate F und G zutreffen.

Formal stellt sich diese Bedingung fir ¢ folgendermallen dar:

{F) (G){(P{F) &P (G}~ Gl (F, G)) & [P (F) & Glz(F, G) »P(G)]}.

Der ganze Ausdruck stellt eine Eigenschaft von ¢ dar. Bezeichnen
wir diese zur Abkirzung mit B(@), so konnen wir aso sagen:

Eine Zahl ist ein  Pradikatenprédikat €, das die Eigenschaft B{®)
besitzt.

Eine Schwierigkeit tritt allerdings auf, wenn wir nach der Bedingung
fragen, unter der zwei Pradikatenpradikate @ und ¥ mit den Eigen-
schaften 8{@ und B(¥) diesslbe Zahl definieren. Diese Bedingung
besteht darin, da? @{P} und ¥(P) fur diesclben Pradikate P wahr
und fir dieselben Pradikate falsch sind, daR also die Beziehung besteht:

(P) (@ (P)~ ¥ (P)).

Nehmen wir nun an, der zugrunde gelegte Individuenbereich be-
sténde aus einer endlichen Anzahl von Gegenstdnden. Es tritt dann
der Ubelstand auf, daR alle Zahlen gleichgesetzt werden, welche groRer.
sind as die Anzahl der Gegensténde im Individuenbereich. Denn ist
diese Anzahl etwa kleiner as 10%°, und nehmen wir fir @ und ¥ die
Pradikate, die die zahlen 10% und 10% + 1 definieren, so trifft sowohl
¥ wie @ auf kein Pradikat P zu. Die Beziehung

(P (P (P)~¥(P))
ist also fur @ und ¥ erfillt, d. h. @ und ¥ wirden diesclbe Zahl dar-
stellen.
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Um diesr Schwierigkeit zu entgehen, mul man den Individuen-
bereich als unendlich voraussetzen. Auf einen logischen Nachweis fir
die Existenz einer unendlichen Gesamtheit wird dabei freilich verzichtet.

Von besonderem Interesse ist auch, wie unter Zugrundelegung der
logischen Einfihrung des Anzahlbegriffs und allerdings wesentlicher
Benutzung des genannten Axioms der Unendlichkeit die zahlen-
theoretischen Axiome zu logischen, beweisbaren Satzen werden. Wir
kénnen hier aber nicht naher darauf eingehen’. Die gemachten Be-
merkungen sollten uns nur die Anwendungsfahigkeit des erweiterten
Kalkdils ins rechte Licht setzen.

§ 3. Darstellung der Grundbegriffe der Mengenlehre
im erweiterten Kalkul.

Dal zwischen der Mengenlehre und der mathematischen Logik
ein enger Zusammenhang besteht, ergab sich schon friher im zweiten
Kapitel. Es konnten diesdben logischen Formeln nach Belieben als
Beziehungen zwischen Klassen oder zwischen eingtelligen Pradikaten
aufgefalit werden, ohne dal} es sich bei den beiden Deutungen um ver-
schiedene logische Zusammenhange handelte. Auch jetzt wird es méglich
san, die in unsrem Kalkil ausdriickbaren logischen Zusammenhange
als mengentheoretische Beziehungen aufzufassen.

Um diesen Zusammenhang naher zu erkennen, wollen wir zundchst
die Beziehung der Mengen zu den Pradikaten im engeren Sinne, d. h.
den Pradikaten mit einer Leerstelle, genauer ins Auge fassn. — Eine
Menge wird entweder durch Aufzdhlung ihrer Elemente gegeben, oder
sewird als das System derjenigen Dinge erklart, fir die ein bestimmtes
Pradikat glltig ist. Die erste Art der Bestimmung einer Menge, welche
nur bei endlichen Mengen mdglich ist, brauchen wir nicht egens in
Betracht zu ziehen. Es laBt sch namlich jede Menge, die man durch
Aufzéhlung ihrer Elemente erhalt, auch mit Hilfe eénes Pradikats defi-
nieren. Z. B. kann eine Menge, die aus drei Individuen a, b, ¢, besteht,
alsdie Menge derjenigen Dinge x erklért werden, fir welche das Préadikat
utrifft. =(x,a)v==(xbjv=(x¢)

Wir denken uns also jede Menge durch ein Préadikat definiert. Wir
missen dabei beachten, dal3 zwar jedes Pradikat die zu ihm gehdrige
Menge, d. h. die Menge der Gegensténde, welchen es zukommt, in ein-
deutiger Weise bestimmt, dal aber zu ener bestimmten Menge nicht
nur ein definierendes Pradikat gehért, sondern dal? vielmehr eine Menge
auf verschiedene Arten durch Préadikate definiert werden kann. So ist
die Menge der gleichseitigen Dreiecke diesdbe wie die Menge der gleich-
winkligen Dreiecke oder, als auf3ermathematisches Beispiel: die Menge

! Fiir eine ausfiihrliche und allgemeinverstandliche Behandlung dieser Fragen
vgl. manB. RUSSELL: Einfuhrungindiemathematische Philosophie. Miinchen 1922.
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der jetzt lebenden Wiederkduer stimmt tberein mit der Menge der jetzt
lebenden Zweihufer.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal zwei
Pradikate P und Q diesdbe Menge bestimmen, besteht darin, dafd die
beiden Préadikate aquivalent sind, dal? sSe also die Beziehung Aeq(P, Q),
d. h. (X) (P(x)~Q(x)) erfillen. Im Sinne der Mengenlehre ist also das
Pradikatenpréadikat Aeg (P, Q) nichts anderes als die ldentitat von P
und Q.

Ebenso wie man die Pradikate als Mengen auffalt, kann man ein
eingdliges Pradikatenpréadikat F (P) als Eigenschaft von Mengen deuten.
Damit diese Deutung mdglich ist, ist es notwendig, dal3 das Zutreffen
oder Nichtzutreffen von F flir ein Prédikat P eindeutig durch die zu
P gehérige Menge bestimmt ist, und nach dem oben Bemerkten besteht
die hierflir entscheidende Bedingung darin, dal die Aussagen, welche
aquivalenten Préadikaten durch das Pradikat F zugeordnet werden,
gleichzeitig richtig oder gleichzeitig falsch snd. Es muR aso fir das
Pradikat F die symbolische Beziehung

(P)(Q){Aeq(P.Q) (F(P) F(Q)}
bestehen, die wir zur Abkurzung mit %% (F) bezeichnen.

Diese Bedingung ist z. B. erfillt fir Pradikatenpradikate, die Zahlen
darstellen. Auf diessr Eigenschaft der Zahlen beruht es dal3 se auch
als Pradikate von Mengen betrachtet werden kénnen. Die Darstellung
der Zahlen als Eigenschaften von Mengen hat gegeniber ihrer Dar-
stellung als Eigenschaften von Pradikaten den Vorzug, daf3 die Invarianz
der Anzahl bel Ersetzung enes Préadikates durch ein aquivalentes hier
selbstverstandlich it

Aus der Beziehung zwischen Mengen und Préadikaten ergibt sich
weiter ein Zusammenhang zwischen den Mengen von Mengen und
Pradikatenprédikaten. Jede Menge von Mengen ist definiert durch
ene Eigenschaft, welche den ihr angehérigen Mengen zukommt.

Nehmen wir nun zwei Mengenpradikate, d. h. zwei Pradikaten-
préadikate F(P) und G(P), die der Bedingung IR (F) und R {G) gentgen.
Diesen beiden Mengenpradikaten F und G entspricht diesdbe Menge
von Mengen, wenn F und G fir diesslben Mengen zutreffen bzw. nicht
zutreffen. Die Beziehung (P) (F(P) ~G(P)) bedeutet also, dal3 die F
und G entsprechenden Mengen von Mengen identisch sind.

Die mengentheoretische Interpretation des erweiterten Préadikaten-
kalkuls 183t sch auch auf die Préadikate mit mehreren Leerstellen aus
dehnen. Jedes Pradikat R(x, y) wahlt aus der Menge aller mdéglichen
Paare (x,y) ene besimmte Menge von geordneten Paaren heraus,
namlich die Menge derjenigen Paare (x,y), fir die R(x, y) besteht.
Die zugehérigen Mengen sind bel zwel Pradikaten R; und R, identisch,
wenn die Beziehung Aeq (R:, Rp), d.h. (x)(y)(Ri[x,y)~Ra(x, y))
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besteht. Soll ein Pradikatenpradikat F (R) als Pradikat der zugehdrigen
Mengen gedeutet werden kénnen, so mulR es der Beziehung

(R) (R){Aeg(R1 Ry (F(Ry) F(R))}

Genilige leisten. Das Entsprechende gilt fur Préadikate mit drei und
mehr Leerstellen.

Wir sehen daraus, da der erweiterte Kalkiil ebensogut eine mengen-
theoretische wie eine rein logische Interpretation zulalt. Die Zahlen-
lehre laBt dch ganz im Sinne der mengentheoretischen Auffassung
behandeln. Wir sahen schon, dal? man die die Zahlen definierenden
Pradikatenpradikate ebensogut als Mengenpradikate auffassen kann.
Ferner wurde friher gesagt, dal zwei Préadikatenprédikaten @{F})
und ¥{P), die Zahlen darstellen, dann diesdlbe Zahl entspricht, wenn
zwischen @ und ¥ die Beziehung

(P)(P(P)~¥(P))
besteht.

Daraus ergibt sch aber, daR man die Zahlen auch als Mengen von
Mengen auffassen kann. Bei der logischen Erklarung war eine Zahl ein
Pradikatenpréadikat, das fir alle gleichzahligen Préadikate und nur fir
solche zutrifft. Der Gleichzahligkeit von Préadikaten entspricht die
Aquivalenz von Mengen (Aquivalenz hier in dem (blichen mengen-
theoretischen Sinne verstanden). Von dem logischen Anzahlbegriff
gelangt man so zu einem mengentheoretischen; nach diesem it ene
Zahl nichts anderes als die Menge aller mit einer bestimmten Menge
aquivalenten Mengen.

Wir wollen nun sehen, wie die Ublichen Bildungen der Mengen-
lehre im Kalkul ihren symbolischen Ausdruck finden.

Sind Py(x) und Py(x) definierende Pradikate zweier Mengen, so
wird deren Vereinigungsmenge durch das Pradikat P; (x) v P, (x) ge
geben. P1(x)& Px(X) stellt den Durchschnitt von P; und P, dar. Die
Menge P; ist in P, enthalten oder P; it eine Teilmenge von P,, wenn
(X) (P1(x) P2(x)) euie richtige Behauptung ist. Zwei Mengen P; und
p. sind &quivalent, wenn die Elemente beider Mengen umkehrbar ein-
deutig aufeinander bezogen werden kénnen. Der symbolische Ausdruck
dafirr ist dersdbe wie fur die Gleichzahligkeit von Pradikaten.

Der Ausdruck
) ¥ @ (RX,Y)&RX 2 = (v,X)] & [R(X, D& Ry, 2 = (X, y)])
oder abgekirzt Eind(R) bedeutet, dal3 die Beziehung R(x, y), falb de

besteht, beiderseits eindeutig ist. Der symbolische Ausdruck fur die
(mengentheoretische) Aquivalenz von P; und P, ist dann:

(ER)M{(X) [pu(x) (Ey) (R(x. y)& P2(y))]1&(y) [P2(y) (E X)(R(X. y)
& Pi(x)]& Eind(R)}.
Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 8
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Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen durch D definierten
Menge wird durch ein gewisses Pradikatenpradikat Te(P) [oder besser
Te(P, D)] dargestellt. Jedes Pradikat P, fir das Te(P) zutrifft, mufd
die Eigenschaft haben, dafd alle ihre Elemente auch Elemente von D
sind. Umgekehrt muR auch fir jedes Pradikat P mit diesr Eigen-
schaft Te(P) zutreffen. Demnach ist Te(P) definiert durch den Aus

druck: (X)(P(x) D(x)).

Es mége ferner F(P) irgendeine Menge von Mengen darstellen.
Die Elemente x der Vereinigungsmenge dieser Menge von Mengen lassen
sch dadurch charakterisieren, dal} Se Element wenigstens einer zu P
gehdrigen Menge sind, fir die F(P) besteht. Demnach erhadlt man als
definierenden Ausdruck fur die Vereinigungsmenge

(EP)(F(P)&P(x)).
Die Elemente des Durchschnitts der Menge von Mengen sind dadurch
gekennzeichnet, da se Element jeder Menge P sind, fir die F(P)
glltig ist. Demnach stellt sich der Durchschnitt dar durch:

(P)(F(P) P(x))-

Eine Menge P heif3t geordnet, wenn ein Pradikat R von zwei Variablen
fur die Elemente von P definiert ist, das nicht reflexiv, wohl aber transitiv
ist, und das fir beliebige voneinander verschiedene x und y entweder
auf das Paar (x, y) oder auf das Paar (y, x) zutrifft. ,Die Menge P ist
durch das Pradikat R geordnet”, stellt sich danach symbolisch dar durch:

) ) (2{[P(X)&P(y)&P(2)] [R(x, x)& (=(x, y) v R(x, y)
v Ry, x))&R(X, Y)&R(Y.2) R(x.2)]}.
Wir bezeichnen diese Formel zur Abkiirzung mit D (P, R).
Die Menge P heift durch das Pradikat R wohlgeordnet, wenn

D (PR&QXQX) PK) (ENIQY&((QED)  =(y.z)vRY.2)}
ene richtige Aussage ist.

In entsprechender Weise finden alle Ubrigen in der Mengenlehre
gebrauchlichen Begriffshildungen im Kalkil ihre symbolische Dar-
stellung.

8 4. Die logischen Paradoxien.

In den vorhergehenden Kapiteln hatten wir geschen, welche neuen
Ausdrucksméglichkeiten sich bei der Einfihrung von Préadikaten-
pradikaten ergeben. Jede Formel, die ene freie Pradikatenvariable F
enthalt, kann als ein individuelles Pradikatenpradikat aufgefafdt werden.
Weiter kdnnen dann Variableflr Pradikatenpradikate eingefiihrt werden.
Eine Formel, die eine frele Variable der letzten Art enthélt, stellt ein
individuelles Pradikat dar, desssn Argumente Pradikatenpradikate sind,
usw. Dieser Aufbau kann beliebig weit fortgesetzt werden.
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Demnach koénnen aufler den Gegenstédnden des Individuenbereiches
auch Préadikate, Préadikatenpréadikate usw. als Gegenstédnde im weiteren
Sinne dienen. Es fragt sich nun, ob man ohne weiteres diese Gegensténde
im weiteren Sinne zu einem einheitlichen Individuenbereich vereinigen
kann, so da man auBer von Individuenpradikaten, Préadikaten der-
artiger Préadikate, usw. auch von Préadikaten schlechthin sprechen
kann, und so daR jedes Pradikat fiir den neuen Individuenbereich wieder
sbs dem Individuenbereich angehért. In diesem Falle mifRte ein
Préadikat auch sch sdbst als Argument enthalten kénnen. Entsprechend
allgemein wére der Begriff des Préadikatenpradikats zu fassen usw.

Die Art, wie wir, von dem engeren Pradikatenkalkil ausgehend,
zu hoheren Préadikaten aufstiegen, bietet uns fur ein derartiges Vorgehen
keine Handhabe. Denn bei den Uberlegungen der vorigen Kapitel hatten
wir immer mit Individuenpréadikaten, Préadikaten von derartigen Indi-
viduenpradikaten usw. zu tun. Wohl aber wirde ein derartiger all-
gemeiner Pradikatenbegriff dem unprazisen Sprachgebrauch entsprechen’.
Es zeigt sch nun, dal en derartiges logisches System nicht einmal
dem Postulate der Widerspruchsfreiheit geniigt. Den auftretenden
Widerspriichen, den sog. Paradoxien, auf welche man (brigens auch
unabhéngig vom Gebrauch der logischen Symbolik gefiihrt wird, kann
man entsprechend der doppelten Deutung des Préadikatenkalkils ene
mehr eigentlich logische oder aber ene mengentheoretische Deutung
geben. Von diesen Widerspriichen sollen hier einige dargelegt werden.

Es 8 P(F) en Préadikatenpradikat. Da P sdbg ein Pradikat ist,
s0 stellt der Ausdruck P(P) eine Aussage dar, welche richtig oder falsch
sin kann. Ein Beispiel eines Pradikatenpradikats, fiir welches P(P)
ene richtige Aussage darstellt, bildet die Negation des Pradikates O(F)
(, F trifft auf keinen Gegenstand zu"), d. h. die Funktion O (F), welche
durch den Ausdruck (Ex)F(x) definiert ist. 6(0) ist ene Abkirzung
fur (EF)O(F), woftr wiederum (EF)(E X)F(X) geschrigben werden kann.
Die letzte Formel bringt in der Tat ein richtiges Urteil zur Darstellung,
namlich den Satz: ,Es gibt ein Pradikat F und einen Gegenstand x
derart, dal F(x) besteht.”

Dagegen ist 0(0) eine falsche Aussage. Gemal? der Definition von 0

ergibt sch namlich
0(0)~(EF)(0(F))~(EF)(EX)F (x)~(F)(EX)F(x).

Der letzte Ausdruck stellt die falsche Aussage dar, daf? jedes Pradikat
fir mindestens einen Gegenstand zutrifft.

Wir kénnen nun den Ausdruck P(P) als Pradikat von P auffassen.
Dieses Préadikat drickt die Eigenschaft eines Pradikates aus, sich sdber

! Bei der mengentheoretischen Deutung des Kalkiils entspricht diese Auffassung
der naiven Mengenlehre.

8*
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zuzukommen. Wir wollen dieses-Pradikatenpradikat mit Pd(P) be-
zeichnen (zu lesen: P ist pradikabel”). Da Pd, also auch Pd b
ein Pradikatenpradikat ist, so haben auch die Ausdriicke Pd{Pd) und
Pd(Pd) dnen Sinn. Entweder ist nun Pd (P@htig. D. h. das
PradikatenpradikatPd trifft auf sich sdber zu, also Pd({Pd) ist richtig.
Oder aber Pd (Pd) ist nicht der Fall. Dann trifft das Pradikatenpradikat
Pd nicht auf sich sdber zu, d. h. aber Pd{Pd) ist der Fall. Es folgt
also, dai

Pd (Pd) ~Pd(Pd).

Das ist aber ein Widerspruch, denn ein logischer Ausdruck kann
nie seinem Gegenteil aquivalent san.

Diese Paradoxie ist zuerst von RUSSELL entdeckt worden. Man
kann de auch in der Ausdrucksweise der Mengenlehre darstellen. Hier
entspricht dem Préadikatenpradikat Pd die Menge aller derjenigen
Mengen, die sich nicht sdbst als Element enthalten. Diese Menge ist
ihrem Begriff nach widerspruchsvoll, denn gemaf3 ihrer Definition
gehort se dann und nur dann zu ihren eigenen Elementen, wenn se
nicht zu diesen gehort.

Die zweite der zu besprechenden Paradoxien war bereits in der
griechischen Philosophie bekannt. lhre einfachste Fassung ist die
folgende. Es sage jemand ,ich luge", oder ausfiihrlicher, ,ich spreche
jetzt enen falschen Satz aus‘; dann ist diee Aussage richtig, sofern
se falsch ist, und de ist falsch, sofern se richtig ist.

Wir wollen an der Formulierung der Paradoxie eine geringe Ver-
scharfung vornehmen. Es werde mit B eine bestimmte Person benannt,
und t 8 die abgekiirzte Bezeichnung eines bestimmten Zeitintervalls.
Innerhalb diesss Zeitraums t spreche B den Satz aus. ,Alles was % in
dem Zeitraum t behauptet, ist falsch"; und weiter sage B wahrend
der Zeit t nichts. Diese Annahme ist jedenfalls nicht widerspruchsvoll,
da man ja ihre Verwirklichung absichtlich herbeifiihren kann. Um
dein der logischen Symbolik zum Ausdruck zu bringen, bezeichnen wir
die angefiihrte Aussage von P mit ¥ und wenden das Préadikatzeichen
Bh(X) an in der Bedeutung, ,X wird von % im Zeitraum t behauptet”,
wobel als Wert des Arguments X jede Aussage in Betracht kommt.

Mit Hilfe diesss Zeichens kénnen wir zunéchst die Aussage ¥ durch
die Formel

(X) (Bh(X)~X)

wiedergeben; und unsere Voraussetzung, daR B innerhalb der Zeit t
den Satz ¥ und songt nichts ausspricht, stellt sich dar durch die beiden
Formeln

Bh(¥); (X)(Bh(X) > = (%, X)).
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Nun kommt auf folgende Weise ein Widerspruch zustande. In
der richtigen Formel ¥—+® werde im zweiten Gliede fir ¥ der Aus-
druck {X}(Bh{X)-»X), welcher ja die symbolische Darstellung der
Aussage ¥ bildet, eingesetzt. Dann ergibt sich

U (X} (Bh(X)—>X).
Das Allzeichen (X) kann hier nach den Regeln des Kalkiils fortgelassen
werden.
% — (Bh(X)—X),
Durch Einsetzung gewinnt man hieraus
U — (Bh (%) —» A).

Diese Formel ist, da die Voraussetzungen vertauscht werden dirfen,
ersetzbar durch

Bh (%) - (A~>H).
Da Bh{¥) eine richtige Formel ist, so erhélt man
% — .
Andererseits 1Rt sich auch §#—U beweisen. Denn zunachst gilt
"> (X)}{Bh(X)—>X),
also F—»(EX) (Bh{X) & X).

Ferner folgt aus der als richtig vorausgesetzten Formel
(X} (Bh(X) ~ = (%, X))
(X)(Bh{X)&X - = (% X) & X)

und hieraus
{EX)(Bh{X)&X)—»(EX)(E{QI, X}&X),
0 dall man
A (EX) (=¥, X) & X)'
erhalt.

Nun ist wegen der Bedeutung der Identitat = (¥, X)& X-+¥ ene

richtige Formel. Nach der Regel ) gewinnt man daraus:
(EX)(=(¥% X) & X)->9.
Diese Formel in Verbindung mit der eben erhaltenen liefert:
AN,

Aus den bewiesenen Formeln 9—+¥ und #-» 9 folgt aber, dafl sowohl
% wie ¥ einerichtige Formel ist, so daR wir in der Tat auf einen Wider -
spruch gefiihrt werden.

Wir wollen nun noch eine dritte Paradoxie vorfiihren, von welcher
es mannigfache verschiedene Wendungen gibt. Eine einfache Form

der Darstellung ist die folgende: Jedes Bezeichnen einer Zahl, geschehe
es durch Mitteilung eines konventionellen Zeichens oder durch Angabe
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einer definierenden Eigenschaft, erfordert ein gewisses Mindestmald an
Zeit. Daher kénnen innerhalb einer endlichen Zeit von endlich vielen
Menschen auch nur endlich viele Zahlen bezeichnet werden. Andererseits
gibt es unendlich viele Zahlen. Somit werden im 20. Jahrhundert von
den auf Erden lebenden Menschen dcher nicht alle Zahlen bezeichnet.
Unter den im 20. Jahrhundert nicht bezeichneten Zahlen ist eine die
kleinste. Nun ist diese Zahl aber doch im 20. Jahrhundert bezeichnet;
denn ich habe de ja durch die Eigenschaft bestimmt, die kleinste im
20. Jahrhundert nicht bezeichnete Zahl zu sein. Es ergibt sich also
die Existenz einer Zahl, die sowohl bezeichnet als nicht bezeichnet ist.

Um diese Argumentation fir den Zweck der Darstellung in unserem
Kalkil etwas zu prazisieren, ersetzen wir den Begriff der Bezeichnung
durch einen engeren Begriff. Wir ziehen nur solche Bezeichnungen
ener Zahl in Betracht, welche im Sinne unserer logischen Symbolik
durch das Aufschreiben eines Ausdrucks fur ein die Zahl definierendes
Pradikat stattfinden. Dabei verstehen wir unter einem die Zahl x
definierenden Pradikat ein solches, das auf die Zahl x, song aber auf
nichts zutrifft'. Auf diess Weise gelangen wir zu folgender Fassung
der Paradoxie:

Es bedeute Scr(P) die Eigenschaft eines Préadikates P, dal} unter
den im 20. Jahrhundert aufgeschriebenen Ausdriicken der logischen
Symbolik mindestens einer ein Ausdruck fur Pist. DasZeichen < {(x, ¥)
werde wie bisher fur das Pradikat ,x it kleiner als y* angewendet;
und zwar sollen, die Leerstellen dieses Pradikats auf die Gattung der
positiven ganzen Zahlen bezogen werden.

Ferner moge fur den Ausdruck

Px) & (5} (P(y) > = (x, ),
welcher besagt, da3 x durch das Pradikat P definiert wird, zur Ab-
kirzung Df(P, x) geschrieben werden. Als Abkirzung far
(EP) (D (P, x) & Scr(P))
werde das Symbol Dsc(x) angewendet.

Dsc (x) bedeutet also: ,, Unter denim 20. Jahrhundert aufgeschriebenen
symbolischen Ausdr licken stellt mindestens einer ein Préadikat dar, welches
x definiert", oder kurz ausgesprochen: , x ist im 20. Jahrhundert min-
destens einmal symbolisch definiert”. SchlieRlich werde als Abkiirzung
fur den Ausdruck

Dsc (x) & () (< (y, x) >Dsc(y)}
das Zeichen Mds(x) genommen, so dal} also Mds(x) bedeutet: ,x hat
die Eigenschaft, kleinste, im 20. Jahrhundert nicht symbolisch definierte
Zahl zu sein."

! DaR die Zahlen sich als Pradikatenpradikate deuten lassen, braucht fiir
die vorliegende Argumentation nicht bertcksichtigt zu werden.
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Als Axiome fiihre man nun folgende Formeln ein: zundchst die
Ausdricke fur die Grundeigenschaften der Relation < (X, v):

(X)<(x,x)
)W @ (<X N&<(y. 2 <(x 2)).
(X)) (= (X y)v<(Xy)v<(y, X)),
(EX)P(x)  (EX)[P(X)&(y)(<(y,x) PW)I.

Von diesen 4 Axiomen bedeuten die ersten drei, dal? die Beziehung < (x, y)
die ganzen Zahlen ordnet, und die letzte, dal3 se se wohlordnet. Sodann
haben wir as Axiome den symbolischen Ausdruck fir die Tatsache,
dal3 nicht ale Zahlen im 20. Jahrhundert symbolisch definiert werden
koénnen,

(Ex)Dsc(x),

und endlich die Formel Scr(Mds), welche besagt, dal? ein Ausdruck fir
Mds(x) im 20. Jahrhundert aufgeschrieben ist, und die aso eine richtige
Behauptung darstellt, da wir vorhin den Ausdruck fir Mds(x) auf-
geschrieben haben.

Jetzt kann man die folgende formale SchiuBweise ausfiihren. In
der Formel

(Ex) P(E x)[P(X)& () (<(y,x) P(y))]
setze man fur P Dsc ein:
(Ex) Dsc(x) (E x) [Dsc(x) & (y) (<(y, x) Dsc(y))].
Da (Ex)Dsc(x) richtig ist, so ergibt sich
(Ex) [Dsc(x) & (y)(<(y,x) Dsc(y))],
adso bei Anwendung der Abklrzung Mds(x):
(Ex)Mds(x).
Zufolge der Definition von Mds besteht die Beziehung
Mds(x)  Dsc(x).
Ferner 18t sich mit Hilfe der aufgestellten Axiome die Formel

ih Mds(x) Mds(x) & (y) (Mds(y) = (x Y))
. Mds(x) Df(Mds, x)

ableiten. Aus der letzten und vorvorletzten Formel zusammen ergibt sich:
Mds (x) Dsc (x) & Df (Mds, x).
Nach der zu Formel (34) gehtrigen Regel erhd@lt man weiter:
(Ex)Mds(x) (Ex)(Dsc(x)&Df(Mds, x)).



120 Der erweiterte Préadikatenkalkiil.

Da {Ex}Mds (x} bewiesen ist, so liefert das SchluRschema:
(E x) (ﬁTx' (») & Df (Mds, x))

Nimmt man hierzu die als Axiom aufgestellte Formel Scr(Mds), so folgt:
(E x) {Dsc (x) & Df (Mds, x) & Scr (Mds)}

Nun gilt nach Axiom f) die Formel

F(Q)»(EP)F(P)
Wird hier Qdurch Mdsund F (P) durch (Ex){ﬁE:(x)&Df(P,x]&Scr[P)}
ersetzt. so eraibt sich:

(E x){Dsc (x)- & Df (Mds, x) & Ser{Mdsi}—»
- (EP) (E x) {Dsc(x) & Di (P, x) & Scr(P)},

a]&), da das Verdernlied cna haniccona Enrmal ict:

(EP) (E x) {Dsc(x) & Di (P, x) & Scr{P)}.

Da dch die Stellung der Klammerzeichen vertauschen laRt, und da
{(EP)Y(A&F(P))~A&(EP)F(P),
erhét man: o
{E x) {Dse {x) & (EP) (Df (P.x)& Scr{P})}.
Durch Anwendung der Ahkiirziinn Ner neht dieser Ausdruck Uber in
(E x) (Dsc (x) & Dsc(x)}.
Andererseits kann auch die Formel
(x} {Dsc{x) v Dsc(x))

abgeleitet werden; denn diese Formel entstent aus (21) durch Ein-
setzung. Nach dem Dualitatsprinzip sind aber die letzten beiden
Formeln einander entgegengesetzt. Wir haben somit einen Widerspruch.

Mit diesen verschiedenen Widerspriichen kénnen wir uns auch nicht
etwa in der Weise abfinden, da® wir die Beweisbarkeit gewisser einander
entgegengesetzter Aussagen als eine Tatsache hinnehmen. Sobald wir
némlich irgend zwei einander entgegengesetzte Ausdriicke % und ¥ als
richtige Formeln zulassen, so wird, wie schon friher bemerkt, der ganze
Kalkidl bedeutungdos.

Sehen wir nun, welche Folgerungen dch fur den Aufbau unseres
Kalkils aus den Paradoxien ergeben. Die erste Paradoxie zeigt deutlich,
dald wir einen unterschieddosen Prédikatenbegriff von der im Anfang
dieses Paragraphen geschilderten Art nicht gebrauchen koénnen, da seine
Zulassung einen Widerspruch des Pradikatenkalkiils in sich ergeben
wirde. Einen anderen Charakter haben die beiden anderen Paradoxien,
die wir nur der Vollstdndigkeit halber hier mit aufzéhlten. Diese
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zeigen nur die Unvertraglichkeit gewisss Behauptungen. Im ersten
Falle waren das
Bh[(X) (Bh(X) X)] und (X)[Bh(X) = (X, (Y)(Bh(Y) Y))I,
im zweiten Falle
(Ex)Dsc(x), Scr(Mds)
und
(P) {(Ex) P(x) (Ex) [P(x) & (y) (<(y, x) Py}
Keine von diesen Behauptungen stellt eine logische Identitat dar. Die
Paradoxien dieser zweiten Art, fir die die Bezeichnung ,semantische
Paradoxien* gebrauchlich ist, treffen also gar nicht unseren Kalkl,
da dieser nicht imstande ist, ihren rein logischen Charakter zum Aus
druck zu bringen. Vielmehr muften wir zu der teilweisen Formalisierung
inhaltliche Gedankengange zu Hilfe nehmen. Wir brauchen daher fir
unsren Préadikatenkalkiil keine Konsequenzen aus den Wider spriichen
der letzten Art zu ziehen, und wollen daher auch nicht ngher auf se
eingehen®.
85. Der Stufenkalkl.

Es handelt sch jetzt darum, den durch die Einfihrung der héheren
Préadikate erweiterten K alk il systematisch aufzubauen. Die Uberlegungen
des vorigen Paragraphen hatten uns gezeigt, da wir keinen unter-
schieddosen Préadikatenbegriff gebrauchen kénnen, sondern daf3 wir die
Préadikate nach der Art ihrer Argumente unterscheiden missen. In
unserem Kalkul zeigt sich das darin, daf3 wir nur fir Pradikate dersdben
Gattung eine gemeinsame Pradikatenvariable gebrauchen dirfen.

Wir haben zunachst Individuenpradikate, und zwar verschiedene
Gattungen oder Typen nach der Zahl ihrer Argumente. Diese Préadikate
heiBen die Pradikate der ersten Stufe. Unter einem Pradikat der zweiten
Stufe verstehen wir ein Pradikat, dessen Leerstellen mit Individuen
oder Pradikaten der ersten Stufe besetzt sind, wobei mindestens einmal
ein Pradikat der ersten Stufe als Argument vorkommen muf3. Die
Gattungen oder Typen der Pradikate der zweiten Stufe werden unter
schieden nach der Zahl und der Art ihrer Leerstellen. Entsprechend
gelangt man weiter zu Pradikaten der dritten, vierten Stufe, usw. Fir die
Individuenvariablen gebrauchen wir wieder kleine lateinische, fir die
Pradikatenvariablen grof3e lateinische Buchstaben. Fr jede eingeflihrte
Préadikatenvariable muf3 von vorneherein der Typ genau angegeben
werden, dadie Einsetzungsregeln so formuliert werden, dal3 nur Pradikate
fir eine Variable eingesetzt werden, die vom gleichen Typ sind wie diese
Variable.

! Fiir eineneuere Behandlung der semantischen Paradoxien vgl. z. B.TARSKI, A..:
Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Studia Philosophica. Leopoli
1935.
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Um den Typ einer Pradikatenvariablen kurz anzugeben, kodnnen
wir uns einer einfachen Symbolik bedienen. Den Typ einer Individuen«
variablen bezeichnen wir mit i. Haben wir eine Pradikatenvariable
mit n Leerstellen, und haben die zugehérigen Argumente die Typen
a; az,..., an, S0 soll (&, ay,.., &) den Typ der Pradikatenvariablen
bezeichnen. Z. B. wiirde((i, 1), i) den Typ eines zweistelligen Pradikates
der zweiten Stufe bedeuten, bei dem als erstes Argument ein zweistelliges
Individuenpradikat, als zweites Argument ein Individuum in Frage
kommt. Von den in 82 dieses Kapitels erwahnten Pradikaten hat
Sym den Typ (G, }), 0(F) den Typ (), 8(®) den Typ ((())). |mp den
Typ (), (), usw.

Dieser stufenformige Aufbau der Pradikate und der darauf sich
grindende Kalkul ist von WHITEHEAD und RUSSELL in ihrem grund-
legenden Werke ,, PrincipiaMathematica* in die Logik eingeflihrt worden.
AuRer der geschilderten Typenunterscheidung der Préadikate, der sog.
einfachen Typentheorie, benutzen die Verfasser noch eine feinere Ein-
teilung der Pradikate, die verzweigte Typentheorie. Nach dieser ist man
z. B. nicht mehr berechtigt, fir die einstelligen Individuenprédikate einen
einheitlichen Typ anzunehmen, sondern die Individuenpréadikate missen
nach der Art ihrer Definition unterschieden werden. Z. B. wiirde ein
Individuenpradikat, da3 mit Hilfe irgendwelcher All- oder Seinszeichen
fur Pradikate definiert ist, einen héheren Typ haben als die Individuen-
pradikate der einfachsten Ordnung, die von WHITEHEAD und RUSSELL
»préadikative" Individuenprédikate genannt werden. Diese verzweigte
Typentheorie war aufgestellt worden, um die semantischen Paradoxien
zu beruicksichtigen. Sieist aber unnétig, dadiese Art von Widerspriichen,
wie wir gesehen hatten, nicht den erweiterten Pradikatenkalkil betrifft.
Sie hatte Uberdies eine grof’e Anzahl von Schwierigkeiten zur Folge,
auf diewir auch in der 1. Auflage dieses Buches ndher eingegangen waren.
Fur uns besteht keine Veranlassung mehr, uns genauer mit dieser Theorie
zu befassen, zumal da sich die Widerspruchsfreiheit des einfachen Stufen-
kalklls in einfacher Weise zeigen |&f3t.

Wenn wir uns nun dem Aufbau des Stufenkalkils im einzelnen
zuwenden, so tritt uns noch eine gewisse Schwierigkeit der Schreibweise
entgegen. Das Zutreffen eines Pradikates auf gewisse Argumente hatten
wir bisher immer in der Weise ausgedriickt, dal3 in einer auf das Pradikat-
zeichen folgenden Klammer durch Kommata getrennt die Argumente
stehen. Soweit die Leerstellen der Préadikatvariablen nur mit Variablen
besetzt sind, ist auch jetzt diese Schreibweise ausreichend. Anders ist
es aber, falls spezielle Préadikate in die Leerstellen eingesetzt werden.
Es sei z. B. F eine Pradikatenvariable vom Typ ((i)), deren Leerstelle
also fir einstellige Individuenprédikate bestimmt ist. Sei ferner G
eine Variable fur zweistellige Individuenpradikate. Man kann aus G
folgende Pradikate der Variablen x bilden: G(x, x), G(xy), G(y,X),
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wobei die beiden letzten Pradikate den Parameter y enthalten. Wir
sind nicht ohne weiteres imstande, direkt auszudriicken, dal F auf
irgendeines dieser Pradikate zutrifft. Denn wirden wir z. B. F(G)
schreiben, so wére nicht zu erschen, weches eingelige Pradikat mit
G gemeint ist. Am einfachsten ist es dch durch eine Umschreibung
zu hefen. Es s H als Pradikatenvariable vom Typ (i) eingefuhrt.
Dann koénnen die Formeln

(EH)(F(H)& (x)(H(x)~G(xx)))
(EH)(F(H)& ()(H(x)~G(x.y))
(EH)(FH)&()HX)~G(y.x))

oder auch die Formeln
(H{C(H)~G(x.x)) F(H))
(H)(IHX)~G(x.y)) F(H))
(HR{CAHX)~G(y.x)) F(H))

als Ersatz fur die fehlende Mdoglichkeit, das Zutreffen von F fir die
drei oben erwéhnten Pradikate auszudricken, genommen werden.

Es besteht allerdings auch die Mdglichkeit, den Formalismus so
aufzubauen, dafl man ohne derartige Umschreibungen auskommt. Der
Vorteil ist dann, dal? die Einsetzungsregel fur Pradikatenvariable [das
Analogem von der Regel a 3) des engeren Pradikatenkalkuls] nicht ver-
loren geht, und der axiomatische Aufbau des Stufenkalkiils vollsténdig
analog zu dem uns gelaufigen Aufbau des engeren Pradikatenkalkils
erfolgen kann. Wir missen dabel aber eine Komplizierung der Schreib-
weise in Kauf nehmen. In dem oben erwdhnten Falle kdnnen wir so
vorgehen, dall wir dei Variablen F ene Individuenvariable, z. B. X,
als Index anfiigen. Wir haben dann in

F: (GxX));  FAG(xy)), FAG(y, X))

den symbolischen Ausdruck fur die drei erwéahnten Aussagen. Die
Variable x ist in den drei Formeln eine gebundene Variable, und kann
daher durch ene andere Variable dersdben Art ersetzt werden. Z. B.
sind die Formeln

FAG(z2;  F{G(zy):  FAG(y.2)

mit obigen Formeln gleichbedeutend.

Wollen wir diese Indexschreibweise allgemein durchfihren, so muR
jede Pradikatenvariable von der zweiten und einer héheren Stufe einen
Index erhalten. Se F ene derartige n-stellige Variable. G; G,..., G,
sden Variable, die als Argumente von F in Betracht kommen. Kommen
darunter Individuenvariable vor, so werden diese fortgelassen.
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H]lv---: Hll'.; Hna---’HlI.: ey Hu.v--'lHli.
sden Variable, so daB jeweils Hyy, ..., H,,, ds Argumente von Gy in
Betracht kommen. F erhdlt dann den Index

Fup ool HuwoouByy o5 Hey oo ey

Das gleiche gilt fir individuelle Pradikatzeichen. Wir flhren einige
Beispiele an.  Statt Sym(R) mufBten wir jetzt Symy R(x, y) schreiben,
statt Imp(F, G) Impyy, (F(x), G(y)). Statt der in §2 gebrauchten
Formel 8{®) hatten wir B,®(F} zu schreiben, wobei F den Typ (i)
hat. Wir sehen daraus, da der Formalismus durch die Indexschreib-
weise erheblich belastet wird. Fir das folgende wollen wir daher die
einfachere Schreibweise zugrunde legen, und nur gelegentlich auf die
Indexschreibweise hinweisen.

Wenden wir uns nun der Frage des Axiomensystems fir die identischen
Formeln zu. Es ist dann zundchst der Begriff der Formel festzulegen.
Das kann in derselben Weise geschehen, wie fruher fir den engeren
Pradikatenkalkll durch die Regeln 1) bis 5) vom 3. Kap., 84. Wir
haben nur zu beachten, da3 wir jetzt mehr Gattungen von Variablen
haben. Was das Axiomensystem selbst anbetrifft, so |alt sich aler-
dings kein System angeben, das restlos alle identischen Formeln liefert®.
Immerhin dirfte das folgende Axiomensystem auch bei den kompli-
zierten SchluBweisen, wie se etwa in der mathematischen Analysis
gebrauchlich sind (vgl. die Uberlegungen des folgenden Paragraphen)
kaum versagen. Dieses System ist im wesentlichen nur eine Verall-
gemeinerung des frither fir den engeren Pradikatenkalkil aufgestellten
Systems.

Dieses System setzt sich folgendermallen zusammen: |. Zunachst
gebrauchen wir as Grundformeln wieder die Formeln a) bis d) des Aus-
sagenkalkils, die im 3. Kap., 85 angegeben waren. |1. Den Grund-
formeln €) und f) des engeren Pradikatenkalklls entspricht folgende
Regel zur Bildung von Grundformeln: Es seien G und H Variable von
irgendeinem Typ a, F eine solche vom Typ (a). Dann ist jede Formel

(11.1) (QFG) FH)

und jede Formel

(112 F(H) (EG)F(G)

eine Grundformel. (Der Fall, daB G den Typ i hat, aso eine Individuen-
variable ist, soll dabei eingeschlossen sein). I11. Es kommen weiter

als besondere Gruppe fir den erweiterten Pradikatenkalkil Axiome,
die dem Auswahlaxiom der Mengenlehre entsprechen, und die die, Ver-
allgemeinerung des Axioms g) sind, das wir schon friher beim Kalkil

! Das ergibt sich aus der bereits in § 1 diesss Kapitels zitierten Arbeit von
K. GODEL.
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der zweiten Stufe aufgestellt hatten. Es s8 F eine Variable von irgend-
einem Typ a, G und L Variable irgendeines Typs b, A und H Variable
vom Typ (a, b), T eine solche vom Typ (b). Dann ist

(1) (EH) {(F) [(EG) A (F, G)~(EG) (H(F, G) & A(F, G))]| &
&(F)(G)L) ((H(F, Q)& H(F, L))+ (T}(T{G)~ T(L))]}
eine Grundformel.

IV. Ferner sgen Ly, L,,...,L, Variable der Typen by, by,.... by,
G und H Variable vom Typ (by, by,... by) und A eine solche vom Typ
((by, by,...,by)). Dann ist

V) (L)oo (L) 6y, Ly~ H(Ly, ..., L]~ (A (G) A (H)

ene Grundformel. (Diese ,Axiome der Extensionalitat” entsprechen
dem Bestimmtheitsaxiom der Mengenlehre.)

Die Regeln zur Ableitung neuer Formeln sind analog denen des
Pradikatenkalkils. «1) und #) bleben unveréndert. Be a2}, y1), ¥2)
sind die Regeln unter Beriicksichtigung des Umstandes, daf} jetzt mehr
Typen von Variablen vorkommen, entsprechend zu andern. Durch
die Erweiterung von «2) kann allerdings die frihere Regel a3) nicht
ganz ersetzt werden. Man muf} daher das System der Grundformeln
noch durch die folgenden erweitern.

Es sden (, Gy, ..., G, Variable irgendwelcher Typen 4, ay, ..., dx
F s eine Variable vom Typ {ay, @g, ..., &), "(Gy, ..., Ga) €ne Formel,
die die freien Variablen G;, G,,..., G, enthdlt. Dann ist jede Formel
der Gestalt

V) EFY G ... G (F(Gy ... G)~U(Gy..., G))

ene Grundformel. Diese Formeln (V) haben den Zweck, bei den Ab-
leitungen eine Formel mit freien Variablen, dieja ein individuelles Préadi-
kat darstellt, durch ene Pradikatenvariable zu ersetzen.

Benutzt man die Indexschreibweise, so konnen die Formeln (V),
fir die der Name Komprehensionsaxiom gebrauchlich ist, fortfallen.
Zu den Ableitungsregeln tritt dann die Verallgemeinerung der Regel «3)
des engeren Pradikatenkalkils hinzu. Die Formeln (V) werden dann
beweishar.

Ein anderer Weg als der hier fir den Aufbau des Stufenkalkiils
beschrittene besteht darin, dal? man beim formalen Aufbau grundsatzlich
nur eingellige Pradikate der verschiedenen Stufen zugrunde legt. Man
kann namlich nach KURATOWSKI' Z. B. ein zweistelliges Individuen-
pradikat als ein eingeliges Pradikat im Bereiche der geordneten Paare
(X, y) ansehen. Das geordnete Paar (x, y) wird (wenn wir hier der Be-
quemlichkeit halber die mengentheoretische Ausdrucksweise zugrunde

1 KURATOWSKI, C.: Sur la notion de I'ordre dans la théorie des ensembles.
Fund. Math. Bd. 2 (1921).
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legen) definiert as die Menge, die als Elemente nur die beiden folgenden
Mengen enthélt: die Menge mit x as einzigem Element und die Menge
mit x und y as einzigen Elementen. Fir die Definition dieser Mengen,
bzw. der entsprechenden Préadikate, ist nur das zweistellige Préadikat
der Identitat erforderlich, das sich aber (vgl. § 1 dieses Kapitels) Wieder
auf einstellige Pradikate zurtckfihren 183t. Wir sind diesen Weg hier
im Stufenkalkil nicht gegangen, weil bei diesem Aufbau ein Individuen-
pradikat F(x, y), das sonst von der ersten Stufe ist, as Pradikat von
einer verhdltnismaiig hohen Stufe erscheint. Im lbrigen ergibt aber
die Beschrankung auf einstellige Prédikate manche formalen Vorteile.

Die Widerspruchsfreiheit des Stufenkalkils &Rt sich in einfacher
Weise durch eine Erweiterung des im 2. Kap., § 9 angewandten Ver-
fahrens beweisen’.

8 6. Anwendungen des Stufenkalkils,

Der Stufenkalkiil kann in derselben Weise, wie diesim 3. Kap., § 11
fir den engeren Préadikatenkalkil naher dargelegt wurde, zur Ableitung
der Folgerungen aus den Axiomen einer bestimmten Theorie benutzt
werden. Gegenilber dem engeren Pradikatenkalkill haben wir dann
eine erweiterte Ausdrucksféhigkeit hinsichtlich der Axiome und der
Folgerungen. Wir wollen diese Anwendung des Stufenkalkiils an einem
Beispiele erlautern.

Wir nehmen dazu die Grundlegung der Theorie der reellen Zahlen.
Die reellen Zahlen sollen dabei nicht durch ein eigenes Axiomensystem
eingefuhrt, sondern auf die rationalen Zahlen zuriickgefiihrt werden.
Wir nehmen also die rationalen Zahlen as das System der Gegensténde
des Individuenbereiches, und denken uns passende Axiome fir die
arithmetischen Grundbeziehungen im Gebiete der rationalen Zahlen,
wie Addition, Subtraktion, GroRerkleinerbeziehung usw. eingefiihrt.
In der Mathematik sind nun verschiedene Arten der Zurickfihrung
der reellen Zahlen auf die rationalen Zahlen gebrduchlich. Man definiert
z. B. eine reelle Zahl mit Hilfe einer Cantorschen Fundamentalreihe
oder durch einen unendlichen Dezimal-, bzw. Dualbruch. Fir den An-
schiuB an die Logik empfiehlt sich am meisten das Dedekindsche Verfahren

Nach DEDEKIND definieren wir eine reelle Zahl as einen , Schnitt",
d. h. as eine Einteilung der rationalen Zahlen in zwei Klassen mit den
folgenden ,, Schnitteigenschaften”:

' vgl. A. TARSKI: Einige Betrachtungen iiber die Begriffe der -Widerspruchs-
freiheitund der  -Vollstandigkeit. Mh. Math. Physik Bd. 40 (1933) und G.GENTZEN:
Die Widerspruchsfreiheit der Stufenlogik. Math. Z. Bd. 41 (1936). GENTZEN
benutzt den zuletzt erwahnten Aufbau des Stufenkalkils, bei dem nur einstellige
Pradikate vorkommen. Die Ubertragung seiner Methode auf unser Axiomen-
system bereitet aber keine sonderlichen Schwierigkeiten.
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1. Jede der beiden Klassen enthalt mindestens eine rationale Zahl.

2. In der ersten Klasse gibt es keine grofite rationale Zahl.

3. Gehort eine Rationalzahl zur ersten Klasse, so gehdren auch
alle kleineren Rationalzahlen zur ersten Klasse

Wir brauchen nun bei einer Einteilung der beschriebenen Art immer
nur die erste der beiden Klassen zu betrachten, und haben es dann mit
einer Menge von Rationalzahlen zu tun, welche sich mit Hilfe eines se
definierenden Prédikates darstellen 1af3t.

Unter einer redlen Zahl verstehen wir dann eine Menge von ratio-
nalen Zahlen, flr welche es ein definierendes Pradikat P gibt, das den
folgenden drei Bedingungen genigt:

1, (Ex) P(x) & (Ex) B(x),
[,Die durch P(x) und durch P(x) bestimmten Klassen sind bede
nicht leer."]

2. (P ()~ (Ey) (< (x ) & Pi))}.

(,,Zu jeder rationalen Zahl, welche die Eigenschaft P besitzt, gibt es
ene grolRere, die gleichfalls die Eigenschaft P hat.")
3. (WPl =0) (<. D=+PO)}.

(,Hat x die Eigenschaft P, so haben auch alle kleineren Rational-
zahlen y die Eigenschaft P.")

Diee drei Bedingungen zusammen — wir kdnnen se durch das
Zeichen & vereinigt denken — machen die , Schnitteigenschaft" enes
Pradikates aus. Diese Eigenschaft enes Pradikates wollen wir mit
Sc(P) bezeichnen. Zwei Pradikate P und Q mit den Eigenschaften
Sc(P) und Sc(Q stélen dann und nur dann diesalbe redle Zahl dar,
wenn die zu P und Q gehérigen Mengen gleich sind, d. h. wenn Aeq (P, Q)
zutrifft.

Jetzt konnen wir zundchst die GrolRenbeziehung zwischen reellen
Zahlen einfihren. Fir zwei Pradikate P, Q mit der Eigenschaft Sc
sl < {P, @} gleichbedeutend sein mit Imp(P, Q), d. h. mit

(z) (P () > @ (x)).
Oder in Formeln:
Sc(P) & Sc(Q) - (Imp(P, Q) ~ < (P, Q).
Die Aussage < (P, ¢} wird dann zu definieren sein durch

Sc(P) & Sc(Q} - (< (P, Q)~(Imp(P, ) & Aeq (P, ())).

Es laBt sch dann im Kalkil beweisen, dal die beiden Beziehungen
% (P, Q) und < (P, Q) transitiv sind. Ebenso lassen sich alle Ubrigen
Eigenschaften ableiten, die fir eine Ordnungsbeziehung charakteristisch
sind.
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Die Addition und Multiplikation redller Zahlen 18Rt sich auf die
der rationalen Zahlen zurtckfiihnren. Das Pradikat

(EY)(EZ)(P(y)& Q(2)& (x = y + 2)
stellt die Summe,

EY)(EQPY&QD&(X =y - 2)
das Produkt der durch P und Q definierten reellen Zahlen dar.
(x=y+z und x=yez sind hier dreigliedrige Grundpradikate im
Bereiche der Rationalzahlen.)

Wir sind jetzt imstande, die Begriffe der Beschranktheit und der

oberen Grenze einer Menge von redlen Zahlen in der Ublichen Weise

einzufihren. Eine Menge von redlen Zahlen wird dargestellt durch
ein Pradikatenpradikat A(P), das der Bedingung genigt:

(P)(A(P)  Sc(9))& (P)(Q)((A(P)&Aeq(P.Q))  A(Q)).
DaR eine Menge A(P) von redlen Zahlen nach oben beschrankt ist,
bedeutet, dald es ene redle Zahl gibt, die groRer oder gleich jeder Zahl
der Menge ist; in Formeln:

(EPX{Sc(P) & (Q) (A (Q) Q, P)}
woflr wir zur Abkurzung auch (EP) Sch(P, A) schreiben, in Worten,
es gibt eine Zahl P, die eine obere Schranke der Menge A darstellt.

Wir wollen auch annehmen, dal? A (P) mindestens ein Element
enthdlt, dal also die Formel gilt:

(EP)A(P).
Den Satz von der oberen Grenze kann man nun so formulieren: Wenn
eine Menge von reellen Zahlen eine obere Schranke hat, so hat sie auch
einekleinsteobere Schranke.

Der mathematische Existenzbeweis fiir die obere Grenze, auf seine
einfachste Form gebracht, besteht darin, da man zu der betrachteten
Menge redler Zahlen, welche eine Menge von Mengen erster Stufe ist,
die Vereinigungsmenge bildet. Nach den Bemerkungen von §3 dieses
Kapitels drickt sch die zu A(P) gehdrige Vereinigungsmenge aus
durch das Préadikat:

(EP)(P(x)&A(P)).

Wir wollen dieses Préadikat zur Abkirzung mit Vg(x, A) bezeichnen.

Von dem Préadikat Vg (x, A) soll also gezeigt werden, dal es eine
redle Zahl darstellt, welche die obere Grenze der Menge A darstellt.

Wir missen zuerst die durch Vg(x, A) bestimmte Menge uber-
haupt als reelle Zahl erkennen.

Zunéchst 188t sich leicht zeigen, daR die drei in Sc vereinigten Eigen-
schaften fiir Vg gelten. Wir geben die Ableitung fur die erste Eigenschaft.
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Aus
(EP)A(P).
(P)(A(P) Sc(P))
schliefdt man
5 (EP)(Sc(P)&A(P)).
a

Sc(P) (EX)P(x)
gilt, so hat man

(EP)((EX)P(X)&A(P)).
Die letzte Formel kann man umformen zu
(EX)(EP)(P(X)&A(P)),
d.h.
(EX)Vg(x,A).
Desgleichen a3t sich zeigen:
(EX) V g (xt A), d.h. (EX)(EP)(P(X)&A(P)).
Diese Formel |aRt sich zunachst umformen zu
(Ex)(P)(A(P) P(x)).

Man hat nun, gemaR der Voraussetzung der Beschranktheit der Menge A,
(EP{SC(P) & (Q) (A (Q) Q POk
Ferner gilt
Sc(P) (EX)P(),
aso
(EPX(Ex) P(x) & Sc(P) & (Q) (A (Q) Q P)}.
Aus der Definition von  (Q, P) ergibt sich leicht
(Q.P)&S(Q)& Sc(P) {x)(P(x) QX))
QAQ (QP)

darf also in der vorletzten Formel durch

QA Q (0 (P QX))

oder auch durch

P (QAQ QX))

ersetzt werden. Aus der Formel
(EPH{(EXP() & S(P) & () [PX)  (Q) {A (Q  QMX)I}
gewinnt man dann

EX)(QA{Q) QX))
d.h.

(EXYVQ(XA).
Damit ist fir Vg(x, A) die erste Schnitteigenschaft bewiesen.
Hilbert-Ackermann, Grundziige, 2. Aufl. 9
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In analoger Weise beweist man fur Vg(x, A) die Eigenschaften 2.
und 3. (auf S. 127), so daR also Sc(Vg) gilt.

Wir zeigen nun
(P)(A(P) (P.Va)),
d. h. die Vg entsprechende reelle Zahl ist eine obere Schranke fiir die
durch A (P) bestimmte Menge.
Setzen wir fir Vg und den definierenden Ausdruck ein, so ver-
wandelt sich diese Formel in

(P)AP) () [PK) (EQ (QX& AQ)])

und durch Umformung in

(P) () {(A (P) &P(x) (EQ) (A (Q) & Q(X))).
Die letzte Form |aRt die Formel als eine Anwendung des Axioms (I1,2)
S. 124, erkennen.
Es bleibt noch zu zeigen, daB Vg(x, A) die kleinste obere Schranke
darstellt, oder in Formeln:

(P)Y{[Sc(P) & (Q) (A (Q) (Q, P (Vg, P)}.
Ersetzen wir hier wieder alle Abkirzungen durch ihre Definition,
so erhalt man:

(PH{[Sc(P) &(Q{A(Q {9 (QK)  P())}
v [EP) (P'(y) & A(P)) P}
Man kann hier das Allzeichen (x) nach vorn bringen, erhalt also:

(PH{[Sc(P)&(x) (Q (A (Q &Q(x)  P(x))]
WEP) (P (y)&A(P) PY)}-

Diese Formel kénnen wir mit Hilfe der Verallgemeinerung der
Formel (22), S. 59, ableiten.

Die angegebenen Beispide mdgen geniigen, um zu zeigen, daf der
Stufenkalkil das geeignete Mittel ist, um die SchluRBweisen der Analysis
zum Ausdruck zu bringen. Ein vollstandiger Aufbau der Grundlagen
der Mathematik mit Hilfe des Stufenkalkils ist von WHITEHEAD und
RUSSELL gegeben worden®, deren Uberlegungen allerdings durch den
Gebrauch der in 84 erwdhnten verzweigten Typentheorie unnétig
kompliziert werden. Jedoch bereitet die Elimination dieser Theorie
aus den Deduktionen der Verfasser keine besonderen Schwierigkeiten.

* WHITEHEAD, A.N. U. B.RUSSELL: Principia Mathematica, 2. Aufl. Cam-
bridge 1925—1927.
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The Theory of Sound by Lord RaYlei h. With a Historical Introduction by
Robert Bruce Lindsay. Reading Rayleigh is a real process of discovery. . . . [t
is sfe to predict that for a long time to come The Theory of Sound will be a
vade mecum for the pure and applied acoustician. Second revised edition. Text
in English. 5% x 8% Volume | : xlii + 480 pages. Volume | | : xii + 504 pages
Originally published in two volumes at $8.00. One Volume Edition $4.95

A Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies by E. T.
Whittaker. Written by one of the great figures in conter;i)orary mathematical
Ptgs’cs this world famous work hes long bemn recognized as a dassc in the
ield of analytical dynamics. Fourth revised edition. Text in English. 6 x 9.
Xiv + 456 pages. Originally published at $6.00. $3.50

A Treatiseon the Mathematical Theory of Elagticity by A. E. H. Love. It would
be hard to find a modern paper on elagticity which doées not contain at least one
reference to Love's famous treatise. Fourth revised edition. Text in English.
6 x 9. xviii + 643 pages, 76 illustrations. Originally published at $10.50. 95

Treatise on Thermodynamics by Max Planck. Trandated with the author's
sanction by Alexander Ogg. Written by the founder of the quantum theory, this
famous tregtise is recognized as the most comprehensive and profound treatment
of the subject, meeting the nesds of both students and research workers in the
fields of physics and chemistry. Third revised edition (translated from the
seventh German edltlon?_. Text in English. 5% x 8Y4 xii + 297 pages 5 illus-
trations. Originally published at $4.80. $2.75

Vorlesungen uber Differentialgeometrie by Wilhelm Blaschke. Volume I
Elementare Differentialgeometrie. This famous work provides not only abrilliant
exposition of differential geometry in a Euclidean Soece of three dimensions,
but dso an excellent introduction to original research in thisfield. Third revised
edition. Text in German, with English trandation of Table of Contents and
German-English Glossary-Index. x + 311 pages 35 figures. Originally published
a $9.00. "Yellow (Grundlehren) Series” $3.50
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