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Vorwort.

Die guantenmechanische Behandlung der Atome und Molekiile mit-
tels der Schroedingerschen Wellengleichung stof3t auf grof3e Schwierig-
keiten, die in der Kompliziertheit des Problems ihre Ursache haben.
DaRl man trotzdem Uber die Eigenfunktionen und Eigenwerte allgemeine
Aussagen machen kann, die in spektroskopischen Regelmafigkeiten
ihre Bestadtigung finden, ist durch die Symmetrie-Eigenschaften der
Wellengleichung, namlich durch ihre Drehungsinvarianz, Spiegelungs-
invarianz und Invarianz bei Permutationen der Elektronen (bzw. Kerne)
bedingt. Die fnathematischen Hilfsmittel zur Begroiudung dieser Regel-
maRigkeiten liefert die Gruppentheorie, speziell die Darstellungstheorie
der endlichen und kontinuierlichen Gruppen.

Diese mathematischen Begriffshildungen und ihre physikalische An-
wendung in moglichst einfacher Weise zu erkléren, ist der Zweck dieses
Bichleins. Ich habe mich bemiht, immer mit den einfachsten Hilfs-
mitteln auszukommen und in den mathematischen Entwicklungen nicht
Uber das physikalisch Bedeutsame hinauszugehen.Insbesondere habe
ich der neuesten Entwicklung durch die Arbeiten von DIRAC, SLATER u.a
Rechnung getragen, welche die recht komplizierte Darstellungstheorie
und Charakterenberechnung der symmetrischen Permutationsgruppe
in den Hintergrund gedréngt und zu vermeiden gelehrt hat. Wer tiefer
in die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe und ihren Zu-
sammenhang mit den linearen Gruppen eindringen will, moge dasBuch
von H. wWeyL, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Aufl., Leipzig
1931 und die Originalabhandlungen von G. FROBENIUS, | . SCHUR und
H.weyL zur Hand nehmen.

Das Kernstiick dieses Buches, welches auch die gréfte Aufmerk-
samkeit beim Leser beansprucht, bildet die Darstellungstheorie der
Drehungsgruppe im dritten Kapitel zusammen mit der darauf be-
ruhenden Spintheorie des vierten Kapitels.

Um das Erscheinen dieses Buches trotz des im vorigen Jahr erschie-
nenen gleichgerichteten Buches von E. WIGNER: Gruppentheorie und
ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atome, Berlin 1931 zu



Vi Vorwort.

rechtfertigen, moge (abgesehen von der abweichenden Behandlung
mancher Einzelheiten) auf das letzte Kapitel tber Molekile und auf
die Paragraphen Uber die Lorentzgruppe und Uber die relativistische
Wellengleichung hingewiesen werden.

Die Grundbegriffe der Wellenmechanik und der Spektroskopie
werden in diesem Buch als bekannt vorausgesetzt. Die Gruppentheorie
dagegen und die Theorie des ,,spinning Elektron" werden von Grund
aus neu entwickelt.

Leipzig, im Januar 1932
B.L.V.D. WAERDEN.
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I. Quantenmechanische Einleitung.

§ 1. Die Schroedingersche Differentialgleichung.

Die Wellenmechanik lehrt, alle Fragen Uber das Verhalten eines
Elektrons, eines Atoms oder enes Systems von Elektronen und
Atomkernen zurtckzufiihren auf das Studium der Schroedingerschen
Differentialgleichung, welche in unrelativistischer Form so lautet:

kR o'
HS"-I-'EWO. (1.1)

Dabei ist ¥, die Wellenfunktion, eine von der Zeit abhangige kom-
plexwertige Funktion der rechtwinkligen Koordinaten ¢p, Q1, .. ., O
(oder ausfihrlicher: Xo, Yo, Zo; - . . X, Y5 Z) der f + 1 Massenpunkte
(Elektronen und Kerne) des Systems und H der Energie-Operator, der
aus dem Kklassischen Ausdruck der Energie (Hamiltonschen Funktion)

1
T+U= _22” (4 + 2+ 22 + U (g) (1.2)
, B9 A8
bei Ersetzung der Impulskomponenten p,, p,, p, durch O T T

A ;’; entsteht:
g w2 »
H= % - m(—a:;i—i' Ty + ‘3;:1’) + Ulg) = .\2' - mAA'FU(?)-

Dabei bedeutet:

#; die Masse eines Elektrons oder Kerns,

2nh das Plancksche Wirkungsquantum,

U (¢) die potentielle Energie als Funktion der Koordinaten gq.

Von der Wellenfunktion ¥ wird angenommen, dafl} sie den Zustand
des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt festlegt; und dafd die
Wahrscheinlichkeit dafur, da3 das System sich zur Zeit t in irgend-
einem Bereich B des ¢g-Raums (Konfigurationsraums) befindet pro-
portional dem Quadratintegral

,!'W'qu

st. Ist A eine Konstante, so soilen ¥ und A% denselben Zustand dar-
stellen.
v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 1



2 |. Quantenmechanische Einleitung.

Die wichtigsten Ldsungen der Differentialgleichung (1.1) sind die
stehenden Wellen oder ,,Eigenschwingungen':

T — ‘P(q) s?‘m"

wo g eine von der Zeit unabhéngige Funktion bedeutet, welche offen bar
der Differentialgleichung

Hy=Ey (mit E=hw) (1.3)

geniigen muf3. Die Gleichung (1. 3) hat die Form eines linearen Eigen-
wertproblems, in welchem zwei Unbekannte vorkommen: die Eigen-
funktion 4 und der Eigenwert E. Die Eigenwerte E des Energie-Operators
sind die moglichen Energiestufen des Systems, sie werden mit Rick-
sicht auf die Spektroskopie auch ,,Terme" genannt, da sich aus ihnen
vermoge der Formel _

E,—E;=hyr
die Frequenz' v des beim Quantensprung E; E, emittierten bzw.
beim Quantensprung E, E; absorbierten Lichtes berechnet?.

Physikalisch bedeutsam sind nur digjenigen Eigenfunktionen, welche
im g-Raum im Unendlichen beschrénkt bleiben. Nimmt man an, daf
die potentielle Energie U im Unendlichen Null wird, so gibt es
zwei Arten von Eigenfunktionen: Erstens die mit E > 0, welche im
Bereich U = 0 sich als Superpositionen von ebenen Wellen darstellen
lassen; diese Wellen erstrecken sich ins Unendliche und ihre Energiewerte
bilden ein kontinuierliches Spektrum, das die ganze positive E-Achse
Uberdeckt. Zweitens gibt es Eigenfunktionen mit E < 0, welche nur
in den ,,Potentialsenken”, genauer im Gebiet U < E erheblich von
Null verschieden sind, dagegen im Gebiet U > E zum Unendlichen
hin sehr stark (exponentiell) abnehmen; ihre Eigenwerte bilden ein
diskretes Termspektrum, welches nach aufsteigenden Energiewerten ge-
ordnet werden kann: E;, E, .... Man macht sich alle diese Sachen
am besten klar an einfachen Beispielen mit einem Freiheitsgrad oder
mit Kugelsymmetrie, wo man alles wirklich durchrechnen kann.

Fir die mathematische Behandlung dieser Eigenwertprobleme, ins-
besondere bei der Begriindung der Stérungsrechnung ist es zweckmaig,
die Problemstellung etwas zu modifizieren, indem man das betreffende
Atom oder Molekl etwain eine reflektierende Kugel (Hohlraum) mit sehr
grolRem Radius R einsperrt. Die Eigenfunktionen % miissen dann am
Rande der Kugel verschwinden. Bei dieser Beschréankung wird das

* Unter Frequenz wird hier die Zahl der Schwingungen in 2 m Sekunden ver-
standen.
’ Die,,Terme" werden gewohnlich in Wellenzahlen, d. h. umgekehrten Wellen-
1 w E
langen gemessen. Der zur Energie E gehorige Term ist also T =8 — Smhc’
Auch miBt man haufig die Atom-Energie in Volt, indem man E = e V setzt,
wo e die Ladung des Elektrons bedeutet.
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ganze Spektrum diskret. Im Gebiet E > 0 liegen die Eigenwerte sehr
dicht zusammen® und ergeben in der Grenze fir R das konti-
nuierliche Spektrum, wahrend sie im Gebiet E < 0 viel weiter getrennt

liegen und fir R in die Eigenwerte des diskreten Termspektrums
Ubergehen.

Die eben skizzierte Beschrankung des Konfigurationsraumes hat den
Vorteil, dal die Eigenfunktionen ein endliches Quadratintegral besitzen
und in den meisten Féllen ein vollstandiges Orthogonalsystem bilden
(vgl. §2). Wir denken uns die Beschrankung im folgenden immer aus-
gefiihrt, wo es fir die mathematische Behandlung bequem ist.

8 2. Lineare Operatoren. Orthogonal systeme.

Unter , Funktionen" verstehen wir in diesem Paragraphen stets kom-
plexwertige Funktionen der Koordinaten eines Systems von Massen-
punkten.

Unter dem skalaren Produkt (e, y) zweier Funktionen ¢, ¢ ver-
stehen wir das Uber den ganzen Phasenraum erstreckte Integral

(@9) = [ppaV.
Offenbar ist (¢, w) konjugiert-komplex zu (e, ¢} und es gilt fir kon-
stantes a:
(pray) =alp,9),
(g, 9) =@+ (p,9),
(@etpy + wo) = (@ 1) + (@ ¥s)s
(@1 + @2 @) = (@1, ) + (@2 )

Ein Speziafall des skalaren Produktes ist das Quadratintegral oder
die Norm

Ny=(pp)=[pydv=[|ppPav
Es gilt die Schwarzsche Ungleichung:
(g ) <Np-Ny.
Eine Funktion 4 heif3t norrniert, wenn ihre Norm Eins ist. Zwei
Funktionen heiRen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt {¢, g} =0 ist.
Der Energie-Operator H des vorigen Paragraphen hat die folgenden
Eigenschaften: Er ist linear, d. h. es ist
Hip+ v)=Hg) + H(p),
H(or.tp) EGH(??},
und er ist symmetrisch oder selbstadjungiert, d. h. es ist fur ale am

1 vgl. COURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, 2. Aufl.
(Bd.XII dieser Sammlung). 1931. Kap. V I.

1*
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Rande des Bereichs (bzw. im Unendlichen genligend stark) verschwin-
denden Funktionen g, ¥

(p. Hy) = (H o, y), (2.1)

was man in bekannter Weise durch partielle Integration einsieht.
In der Quantenmechanik ordnet man nicht nur der Energie, sondern
ebenso jeder anderen meRbaren GrofRRe einen linearen Operator zu,

. A
z. B. den Impulskomponenten p,=mx (usw.) die Operatoren 75%

(usw.), und denDrehimpulskomponenten yp, — zp, (usw.) die Operatoren
k o &
R (Vi —2a)
usw. Die angefuhrten Operatoren sind ebenfalls selbstadjungiert. Wenn
die Wellenfunktiory eine Eigenfunktion des Operators Q ist, also wenn
y die Randbedingung erfillt und
Roy=2Lyp
ist, so sagt man, die physikalische Grofe &2 habe im Zustand v den
scharfen Wert A . Fur jeden Zustand 4 (also auch fir solche, die nicht
Eigenfunktionen von Q sind) kann man den Mittelwert £2 der physika-
lischen Grofe Q definieren durch
R=0v =% 0Qydv,

wobei # als normiert angenommen ist. Die Selbstadjungiertheit des
Operators Q hat die Realitdt aller Mittelwerte und insbesondere aller
Eigenwerte zur Folge.

Zwei Eigenfunktionen eines selbstadjangierten Operators Q, die zu
verschiedenen Eigenwerten gehdren, sind immer orthogonal.

Beweis: Aus 2y, = 4,y;, 2y, = lay, und (Qyy, 3} = (91, 2yy)
folgt

(A w1, 90) = (w1, A )
(A — A3) (1, 92) = O,

{yuye) =0,

Besonders wichtig sind die mit dem Energie-Operator vertausch-
baren Operatoren. Fir sie gilt der folgende Erhaltungssatz, in dem die
Erhaltungsséatze fur Energie, Impuls und Drehimpuls as Speziafélle
enthalten sind:

Wenn ein Operator 2 mit dem Energie-Operator H vertauschbar ist,
so bleiben sowohl die FEigenwerte als die Mittelwerte von §2 im Laufe der
Zeit konstant, wenn der Zustand ¥ sich nach (1.1) andert.

Beweis: a) Konstanz der Eigenwerte. Zur Zeitt = 0 sai Q¥ = AW
Wir betrachten die Zeitableitung der Funktion F = (£ — A)%¥. Es ist

o e e (@ NHY= - HQ-N¥=—HF,

h —1
T =

dt
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Durch diese Differentialgleichung und den Anfangswert: F =0 fir
t =0, ist die Funktion F vollstandig bestimmt. Also ist F = 0 fur
allet, d. h. die Funktion ¥ bleibt fir alle Zeiten Eigenfunktion von Q
zum Eigenwert 4.

b) Konstanz der Mittelwerte.

A d h d LV Y K o

Tl =t Wer = (G e¥)+ 1 (V. 95)
h oW k¥

=(~ % 2¥)+(T.0 )

=(H¥V, Q%) (¥, QHY)

=(F,HQ¥) - (W HQV)=0.

Eine andere wichtige Eigenschaft der mit H vertauschbaren Opera-
toren Q ist, dal sie die Eigenfunktionen g einer bestimmten Energie-
stufe E immer wieder in ebensolche transformieren: aus Hy = Ey
folgt H2y = E£f+, wie sofort ersichtlich.

Far die quantenmechanischen Energie-Eigenwertprobleme

Hy=Ey (2.2
gelten (bei Beschrénkung auf einen endlichen Raumteil) die folgenden
Sétze, deren exakter Beweis meines Wissens noch nicht in alien Fallen
geliefert ist:

I. Die Eigenwerte bilden eine unbeschréankt aufsteigende unendliche
Folge:E1, E; E3

I'l1. Zu jedem Eigenwert gibt es nur endlichviele linear-unabhangige
Eigenfunktionen, aus denen sich alle anderen linear (mit komplexen
Koeffizienten) zusammensetzen. Ist ihre Anzahl k > 1, so spricht man
von einer k-fachen Entartung. Man kann diese k Eigenfunktionen dann
immer zueinander orthogonal wahlen. Tut man das fur alle Energie-
werte und ordnet alle erhaltenen Funktionen nach aufsteigenden
Eigenwerten, so erhdlt man ein System von unendlich vielen zueinander
orthogonalen Eigenfunktionen ¢y, @, @5, ... .

I11.Bei stetiger Anderung eines im Operator H vorkommenden
Parameters (z. B. einer Masse oder der Feldstarke eines aul3eren Feldes
usw.) héngen die Eigenwerte stetig und differenzierbar von diesem
Parameter ab.

I'V. Die Eigenfunktionen g, ¢,, . . . bilden ein vollstandiges Funk-
Honensystem. Das bedeutet, dal3 jede stetige Funktion 4 sich durch

eine passend gewdhite Summe J'¢, ¢, ., im Mittel" beliebig genau
1

approximieren 1&3t, d. h. da® man fur jedes ¢ durch Wahl der ¢, und »
erreichen kann, dald das ,,mittlere Fehlerquadrat"

n
N('P _121"": 9’-) (2 3)
kleiner as ¢ ausfallt.
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Wir denken uns das vollstandige Orthogonalsystem g, @q, s, .
normiert:
Nig) = (g @) = 1.

Damit nun bei der Approximation einer Funktion g durch eine Summe
2 ¢, g, das ,,mittlereFehlerquadrat” (2. 3) bei gegebenem n maoglichst
3

klein wird, hat man fur die c, die ,Entwicklungskoeffizienten"

c’ = (‘prJ ‘P) (24)
zu wohlen. Es wird dann

" n
N(W—%’%‘P«) :‘"N('P} “"%:érrv-
Daraus folgt sofort die ,,Besselsche Ungleichung":
26 S Ny

und als Kriterium fir Vollstandigkeit des Funktionensystems die ,,Voll-
standigkeitsrelation”

N@:?@% (2.5)

welche flr alle stetigen Funktionen ¢ erfullt sein mul.

Die Entwicklungskoeffizienten c, (2. 4) bestimmen die Funktion %
vollstandig, denn wenn etwa s, und , dieselben Entwicklungskoeffi-
zienten haben, so sind die Entwicklungskoeffizienten ihrer Differenz
v, — ¥z Oleich Null, woraus nach (2.5) folgt

N("‘Ul"—wg)=0, mlthln i =Y.

Insbesondere ist eine stetige Funktion g, deren Entwicklungs-
koeffizienten alle Null sind, d. h. die auf alien ¢, orthogonal steht,
identisch gleich Null.

Die Reihe .Ec, @, heiBt die Entwicklung von 1 nach dem vollstandigen
1

Orthogonalsystem der ¢,. Se braucht nicht notwendig zu konvergieren,
tut es aber meistens, sobald ¢ hinreichend oft differenzierbar ist. Da
die Reihe die Funktion w eindeutig bestimmt, kann man symbolisch
schreiben (auch im Fall der Divergenz):

W"""Zj:cv‘?y' (2 6)

Fir die Zwecke der Bildung von Skalarprodukten und Normen kann
man die Funktion ¢ mit beliebiger Genauigkeit durch 3¢, ¢, ersetzen,
denn es ist fir jede Funktion ¢ nach der Schwarzschen Ungleichung:

9.9 ~ (9. Sergll = 1lp 9~ 30, ) S TG N5 S0, )
< YN
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Daraus folgt
. ) =2l 0= S, 96, =Fbe, (27

wenn b, die Entwicklungskoeffizienten der Funktion ¢ sind.

Jedem linearen Operator Q kann man mit Hilfe des Orthogonal-
systems der (¢, eine unendliche Matrix zuordnen, indem man Qp nach
den ¢, entwickelt:

2 Py~ X Oy Py«
Die Matrixelemente e, , Heedeatten

Wuy == (s, -Q‘Pv) -
Ist Q2 selbstadjungiert, so ist die Matrix {e@,,,) ,,Hermitesch symmetrisch":
Wy, = W, , .

Wir wollen nun die Entwicklungskoeffizienten von £ berechnen,
wenn die von

p~23c,q, (2.8)

gegeben sind. Setzen wir
RQy~3d, g,
so ist nach dem obigen Satz (2. 7), wenn 2 selbstadjungiert ist:
8y = Qs Q’f’) = (22 Pur ¥} =Z;ﬁm€,=2wﬂ.€,.

Das heif3t: Die Entwicklungskoeffizienten von Q¢ sind dieselben, die
man erhdlt, wenn man auf die Reihe (2. 8) links und rechts gliedweise
den Operator §2 anwendet, sodann rechts alles nach den @ enhvickelt und
umordnet.

Ist der Operator Q mit dem Energieoperator H, dessen Eigen-
funktionen die ¢ sind, vertauschbar, so missen alle Matrixelemente .,
der en Indices y, # sich auf Eigenfunktionen ¢, @, mit verschiedenen
Eigenwerten Eu E, bezichen, gleich Nullsein. Die zu einem Energie-
wert E gehorige ¢, werden durch ¢ linear untereinander transfor-
mert und kénnen, wie wir im 8§ 7 noch genauer erortern werden, so
gewahlt werden, da3 sie zugleich Eigenfunktionen von Q sind. Die
vertauschbaren Operatoren Q und H besitzen also ein gemeinsatnes
vollstandiges System von Eigenfunktionen.

Die Vollstandigkeit des Systems der Eigenfunktionen ist fur die
praktische Losung von Eigenwertproblemen von groller Bedeutung.
Zum Beispiel werden wir sehen (85), daf3 die , Storungsrechnung"
wesentlich auf der Vollstandigkeit beruht. Eine weitere Anwendung
stellt die Methode der Trennung der Variablen dar, welche in vielen
Fallen die Losung von Eigenwertproblemen sehr vereinfacht. Die
Methode beruht auf folgendem: Die Variablen q; ...,q2, welche in
den Funktionen w auftreten, seien irgendwie in zwei Teilklassen
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{q, * * cqf und {gy+1 = -q,} zerlegt und der Operator H bestehe
aus zwei Teilen: H = H, + H, von denen der erste Teil sich nur auf
q, - - - 4y, der zweite Teil nur aufg,+1, .., g, bezieht. Dann konnen
die Eigenfunktionen von H als Produkte @ (g, ..., qy) ( (44, - - ., q)
angesetzt werden, wo ¢ eine Eigenfunktion von H, und eine Eigen-
funktion von H, ist. Dal3 man in dieser Weise Eigenfunktionen von H
erhdlt, ist klar, denn es ist

Hop=H + Hypy=(H,¢) p+o-(Hyp) =1 99+ Eapy
= (E,+E)ey.
Der Eigenwert E ist gleich E; + E,. Die Frage ist aber, ob man in
dieser Weise alle Eigenfunktionen des Problems erhdlt. Die Frage ist
bejahend zu beantworten, sobald man weil3, dald wenigstens die ¢ (oder

die y) ein vollstandiges Orthogonalsystem bilden. Ist namlich x eine
beliebige Eigenfunktion des Operators H, so kann man x als Funktion

von ¢, ..., q, nach den Eigenfunktionen ¢,, @,, ... entwickeln:
X2 )G s Ga) (2.9)

Nach dem obenbewiesenen Satz kann man Hx und Hx berechnen
durch formales gliedweises Operieren:

Hy=Hy+Hx~ZE@.c,+ 2 Hye,.
Andererseits soll x Eigenfunktion von H sein:
Hx:ExNEEqJ,C,.

In den beiden Entwicklungen von Hx missen ale Koeffizienten
iibereinstimmen:

E,C,+Hzc,=EG,,
HECv= (E —'E,)C,.

Die ¢, sind aso Eigenfunktionen von H, zu den Eigenwerten
E., — E — E,. Bei wachsendem v wachst E, Uber alle Grenzen, aso
wird E', einmal kleiner als der kleinste Eigenwert von H,;, dann mufd
aber ¢, = 0 werden. Mithin gibt es in der Summe (2. 9) nur endlich-
viele Glieder, von denen jedes einzelne schon eine Eigenfunktion von
H, und zwar ein Produkt ¢p ist. Somit bilden diese Produkte in
der Tat eine Basis fur alle Eigenfunktionen des Operators H.

Die Methode findet unter anderem immer dann Anwendung, wenn
das betrachtete System aus zwei Teilsystemen besteht, deren Wechsel-
wirkungsenergie Null ist oder vernachlassigt wird. Die Eigenfunk-
tionen sind dann Produkte, die Eigenwerte Summen von denen
der Teile.
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83. Die Wellengleichung eines Atoms und die eines Molekiils.

Wir knupfen wieder an die Schroedingergleichung enes Systems
von f + 1 Massenpunkten mit Massen Wo, M1, . . ., U a@n:

(- i’ s 2 At U)w= By (3.1)
Q

und denken dabei insbesondere an ein Atom mit f Elektronen oder
an ein zweiatomiges Mol ekl mitf — 1 Elektronen. Urn die Differential-
gleichung (3. 1) zu vereinfachen, fihren wir statt der Koordinaten
Jo - - -, O die Koordinaten gs des Schwerpunktes und die Koordina-
ten gy der Massen Hy, . . .,4p in bezug auf den Schwerpunkt ein:

Mg, =tha@o+ i+ -+ B4} -M=,u.,+p1+---+‘u!;}
q:'=9’r“'?. (1};_—_1,2“__,,)_
Sie geht dann Uber in'

{ Z2p ey (24,3?;) -+ U}'PzE'P- (3.2

Dabei wai-i r Vektoroperator fir die Summe der Impulse der

Massenpunkte Hy, . . ., Yy in bezug auf den Schwerpunkt oder, wie man
auch sagen kann, der negativ genommene Impuls des Massenpunktes L.
Das Quadrat ist as skalares Vektorquadrat zu nehmen.

Bei fehlenden duRBeren Kr)aten hangt die potentielle Energie U nur
von den relativen Koordinaten g ab. In anderen Féllen ist U meist
eine Summe von Gliedern, die nur von den relativen Koordinaten
abhéngen, und solchen, die nur von gs abhangen. In alien diesen Féllen
kann man die Variablen trennen und ansetzen:

= () wln,....q.

Fur die Wellenfunktion des Schwerpunktes erhdlt man eine ge-
wohnliche Schroedingergleichung mit der Masse M. Fir erhalt man,
wenn statt g wieder g und statt E, wieder E geschrieben wird, die
Differentialgleichung

!
{ 2 - zL(an) +U}w Eyp. (3.3)

Im einfachsten Fall eines Kerns und eines Elektrons mit den Massen
Mo und p; und mit M — o + p; erhdlt man:

(~ Y i 4+ U)o =B,

aso dieselbe wie far ein Elektron im Kraftefeld eines festen Kerns, nur
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mit dem Korrekturfaktor #23 #t an der Masse, welche die Mitbewegung

des Kerns zum Ausdruck bringt. Der Faktor liegt sehr nahe an Eins
(bekanntlich hat pi:pe fir das H-Atom den Wert 1: 1850, fur das
He-Atom den Wert 1:4.1840) und kann, wenn es sich nicht urn die
genaue Lage der Terme handelt, auRer acht gelassen werden. Das kommt
aso auf die Streichung des Gliedes mit #%2M in der Gleichung (3. 3)
hinaus. Diese Vernachlassigung ist urn so mehr erlaubt bei Atomen,
mit mehr Elektronen, wo man sowieso die Lage der Terme (wegen der
Kompliziertheit der Differentialgleichnng) nur ungeféhr  berechnen
kann, und wo aullerdem das Verhdltnis p: M noch kleiner ist as
bei Wasserstoff. Diese Betrachtung ergibt also die theoretische Be-
rechtigung fur das Ubliche Verfahren, die Schroedingersche Gleichung
fur die A tome so anzusetzen, als ob der Kern ein festes Kraft -
zentrum ware.

Komplizierter wird die Sache im Fall eines zweiatomigen Molekiils.
Es seien o und py; die Massen der Kerne, g, — =l = die der
Elektronen. In der Differentialgleichung (3. 3) wird man wieder die
kleinen Glieder streichen wollen. Man darf aber in diesem Fall nicht

von vornherein annehmen, dal} die Glieder mit ﬂI,I oder 1: klein sind
1

gegen die mit . In den Gliedern mit ‘]f kommen namlich auch
= 4

2
Faktoren haaa—qg vor, welche Quadrate von Impulskomponenten der

Kerne darstellen und welche grolR sein kénnen gegeniiber den Quadraten
der Impulskomponenten der Elektronen.

Um die kleinen Glieder von den grof3eren reinlich zu trennen, formen
wir die Gleichung (3. 3) um durch Einfuhrung eines ,fiktiven Kerns'
mit Koordinaten g- = q; — 0o, der durch Abtragen des Kernverbin-
dungsvektors q; — g9 vom Schwerpunkt aus entsteht. Die Lage des
fiktiven Kerns bestimmt (bei gegebener Schwerpunkts- und Elektronen-
lage) die der beiden Kerne. Man erhdlt durch Umrechnung von (3. 3)
auf die neuen Koordinaten g, g, ** 0

I
{ 2M sz/A+h2(2‘g—)2+U}'{)23% (3.4)

mit M, == ”"_:;‘ Das dritte Glied in der Klammer ist verschwindend
1

klein im Vergleich zum zweiten® und kann daher weggelassen werden.
Die potentielle Energie U der elektrischen Krafte kann naherungsweise
so berechnet werden, as ob die Kerne ¢, und q; sich an den Stellen

! Ein Operator heifdt ,,klein" im Vergleich zu anderen Operatoren, wenn seine
fur die Stdrungsrechnung maBgebenden Matrixelemente relativ klein sind.
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Mot gy *
finden wurden.

Wir werden spater (8 30) die Gleichung (3. 4) weiter diskutieren
und zeigen, wie man das Eigenwertproblem (3.4) nadherungsweise
zuriickfihren kann auf das einfachere Problem eines Systems von
Elektronen im Feld von zwei festen Kernen und eine Schwingungs-
gleichung mit nur einem Freiheitsgrad, welche die Schwingungs- und
Rotationsaufspaltung der Elektronenterme beherrscht.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit fir einen
Quantensprung des Systems vom Zustand w, mit der Energie E zu
einem Zustand ,. mit Energie E’ < E bei gleichzeitiger Aussendung
eines parallel zur x-, y- oder z-Achse polarisierten Lichtquants mit
hv = E—E' wird nach folgender Vorschrift berechnet: Man entwickle

P i -
Moty 0% f beiden Seiten vom Schwerpunkt be-

i
das Produkt Xy, (bzw, Yy, oder Zy,), wo X = 3¢, x, das elek-
]

trische Moment des Systems in der x-Richtung ist, nach dem Ortho-
gonalsystem der Eigenfunktionen und bestimme in dieser Entwicklung
den Koeffizienten X,n von w,.:

Xw'n = (Tpn' ’ X%) .
Dann ist

die gesuchte Wahrscheinlichkeit, zu der natrlich die Intensitét des
ausgestrahlten Lichtes proportional ist. Ebenso ist die Intensitat des
beim Sprung E’— E absorbierten Lichtes proportional zu | X, |%
Im Fall der Entartung hat man | X,., |* zu ersetzen durch die Qua-
dratsumme 3| X, |® uber ale n und #»’, fir die E,—E und
E, = E ist.

Aus der Intensitatsregel folgt die Auswahiregel: Wenn Xy = ¥yru
== Zyn =0 ist fur alle E, = E und E, =-- E', so kommt der Quanten-
sprung E — E’ praktisch nicht vor: die entsprechende Spektral-
linie jehlt.

Das elektrische Moment X fir ein Atom kann in bezug auf dessen
Schwerpunkt gebildet werden. Der Beitrag des Kerns ist zu vernach-
lassigen in Vergleich mit denen der Elektronen, da dessen Entfernung

zum Schwerpunkt gréRenordnungsmaBig % mal kleiner ist. Man kann

aso ¥
X= —e¥x
setzen. 1

! Fir eine Begriindung dieser Vorschrift mittels der Theorie der Lichtquanten
siehe P. A. M. DIRAC: Principles of Quantum Mechanics. Cambridge 1930. (Deutsch
von W. BLOCH. Berlin 1930.)
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8 4. Elektron im zentralsymmetrischen Feld.
1¢ in der Schroedingerschen Differentialgleichung eines Elektrons

H
g dy—eVp=Ey 4.9

das Potential V eine Funktion vom Radius r allein (Wasserstoffatom,
Heliumion), so kann man bekanntlich die Variablen separieren durch
Einfijhrung von Polarkoordinaten r, #, ¢@:

1 J?
4= 0r”+ rc’} ; + r’A A_h_ﬁﬂméﬂsmaﬂﬁ_’-smsﬂaw’ (4.2)

Man erhalt also die Eigenfunktionen in Form von Produkten:

p=1{{n Y, (D 9), (4.3)
AY, =AY, (4.4)
2;(6r’+ 2”96,4' ) —eVi=Ef. (4.5)

Die Y; sind Kugelfunktionen I|-ter Ordnung, welche am einfachsten
definiert werden kénnen as Potentialformen i-ten Grades U; (d. h. ds
homogene Polynome vom Grad | in x,y, z, welche der Potentialglei-
chung AU, = 0 geniigen), dividiert durch r"

=n1Y,, AU, =19.
Fir den Eigenwert 4 in (4. 4) ergibt sich vermége 4 U; = 0 sofort der
Wert
A=—-1{+41). (4.6)

Die Kugelfunktionen Y; setzen sich linear zusammen aus 24 1
linear unabhangigen Funktionen von der Gestalt

ngJ — g'“"'f’y?") (t‘}) (— lg m g . *

Da sie nach (4. 4) Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators A4
sind, so sind nach 8§ 2 je zwei Kugelfunktionen verschiedener Ordnung
zueinander orthogonal:

JY,Yydv=0 fior &1

Ebenso sind je zwei Kugelfunktionen Y™ zu verschiedenen Wert en

* Beweis: Setzt man die Potentialform U; in der Gestalt
Upms IE ¢ (2 -Hi9)? (8 — 132070
an, so ergibt die Potentialgleichung U-=0 die Rekursionsformel
2+ B+t l—p—Dl—p—g— e, =
fur die Koeffizienten. Versteht man nun unter U}”"tienjenigen Teil des Ausdrucks
U, dessen Glieder eine konstante Differenz p — q = m besitzen, so sind durch die

Rekursionsformel die Koeffizienten von U;”" bis auf einen gemeinsamen Faktor
bestimmt und es ist U, =2 U™ und U™ == ein® 3 (9),
=i
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von m zueinander orthogonal:
f YmWYinidy =0 fir o m,

weil der Faktor g=#m® gim'e — #8—m+ bei der Integration nach ¢
von 0 bis 2a Null ergibt.

Die Kugelfunktionen ¥{™ bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem
auf der Kugel: jede stetige™tunktion auf der Kugel 18% sich gleichmaldig
mit beliebiger Genauigkeit durch eine Summe von Kugelfunktionen ap-
proximeren. Beweis: Da sich jede stetige Funktion auf der Kugel
leicht stetig in das Innere fortsetzen lafRt und da jede stetige Funktion
in einem abgeschlossenen Bereich des Raumes sich bekanntlich durch
ein Polynom in X, y, z beliebig genau approximieren |&f3t, so genigt es,
zu zeigen, daB jedes Polynom auf der Kugel einer Summe von Kugel-
funktionen gleich ist. Jedes Polynom ist eine Summe von homogenen
Polynomen (Formen) verschiedener Grade. Nun wird behauptet, daf
jede Form w-ten Grades F sich durch Potentialformen U, folgender-
malien ausdriicken |aft:

F=U 472U, , +1U, g+ -+rU, 4. (4.7)

Die Behauptung ist klar fir Formen nullten und ersten Grades,
die ja selber stets Potentialformen sind. Wird sie as richtig voraus-
gesetzt fir alle Polynome vom Grad < #, so verfdhrt man fur die
Polynome f vom Grad n so: man stellt zunéchst das Polynom (n — 2)-ten
GradAF in der angegebenen Weise dar:

AF =U} 3+ 71U 4 +1rUs s+ (4.8)
man setzt
U= —@n+4+14+HU, =n2-2 n—4,..)) (4.9

und man bestimmt U, aus (4. 7). Zu beweisen ist nur noch, dafd dieses
U, der Potentialgleichung geniigt. Ubt man auf beide Seiten von
(4. 8) den A -Operator aus, so ergibt sich nach leichter Rechnung
AF =AU, + 3 (n—h(n+I+ 12520,
t=n-2k
=AU, +Usg o220} 44+ -, (4.10)

Der Vergleich von (4. 7) mit (4. 10) ergibt AU, =0, w. z. b. w.

Aus der Vollstandigkeit der Kugelfunktionen ergibt sich nach §2
SchluB, daR’ die Produkte (4. 3) schon alle Eigenfunktionen von (4. 1)
darstellen.

Die Eigenwerte E von (4. 5) werden fur jeden Wert der azimutalen
Quantenzahl | nach aufsteigender GroRRe numeriert durch eine Haupt-
quantenzanl n=1+ 1,1+ 2, / + 3, .... Jede Energiestufe E(l, n)
ist noch (21 + I)-fach ausgeartet, da man fur Y; in (4. 3) ale Y™ mit
— 1= m = Iwahlen kann. Die Zahl m heif3t die magnetische Quantenzahl.
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Far die weitere Diskussion des Eigenwertproblems (4. 5) verweisen
wir auf diebekannte Literate®. Im Fall eines Coulombschen Anziehungs-

feldes (Wasserstoff, He") mit Potential ¥ :z;f fallen die Terme mit

gleichem n und |
E

Das ergibt fir die

—0,1, .. ., n—1 zusammen und es wird

B- _z"“cl
() =E,=— 31 B="55 .

Termein ,Wellenzahlen" (umgekehrte Wellenléngen)

in Ubereinstimmung mit der Erfahrung:

1 2ng

AT e
Die Ubergénge
i

14
Vi e
- niﬂ)d Firschen
g

Lalnar

K

m'!’

H..—?_
Lyman

Abb. 1. Termspektrum
des H-Atoms.

. .
Da ox U; schon €

_ E _ Ie 2% ¢
T Bmhe T uE? T dmhte

E,»E,, E,—>E,, E, ~>E,

ergeben die Balmer-, Paschen- und Lymanserie des
Wasserstoffspektrums (Sehe Abb. 1).

Far ein nicht-Coulombsches Feld werden im all-
gemeinen die Terme mit verschiedenen | verschie-
den sein.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten erhdlt man
nach 83 durch EntwicklungvonX p; — — ex
Y @ar und Zg,, nachEigenfunkticy,.,.. Umdie
Entwicklung einer Grofe wie

x%r_—xfu(?lyx(ﬁ: ?J} (411)
nach den g, zu erhalten, hat man zunéchst XY
auf der Kugel nach Kugelfunktionen zu entwickeln.
Wir wenden auf das Polynom /= xU, die obige
Entwicklung (4. 7) an. Man findet leicht

Af=A(aU) == U, = UL,

ne Potentialform ist, so kommt in der Entwicklung

(4. 8) nur das Anfangsglied vor; daraus folgt

Setzt man wieder

2Uy=U +7U,.

U,=12Y,, sofolgt:
Y, =r¥Y,  +2Y,,. (4.12)

In der Entwicklungvon x,,; (4. 11) nach Eigenfunktionen kommen
adso nur solche Glieder ,.;; = fup (r) Y1 vor, fur die /' =/ 1 ist.
Dasselbe gilt fur yya: und zy,,, within gilt fur die azimutale Quanten-

! SCHROEDINGER, E.: Abhandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig 1927.
COURANT u. HTLBERT: Methoden der mathematischen Physik 2. Aufl. Kap. V

§12.1931.



8 4. Elektron im zentralsymmetrischen Feld. 15

zahl die Auswahlregel
I—>141.

Die Regel ist beim Wasserstoff nicht an der Erfahrung zu prifen,
da die Terme mit verschiedenen | zusammenfalien. Ein ,, wasserstoff-
ahnliches" Spektrum haben jedoch, wie die Erfahrung lehrt, die Alkali-
metalle Li, Na, K, Cs. Ihre beobachteten Terme lassen sich in Serien
anordnen: die s, p-, d-, f-, und eventuell noch die g-Serie. Die Terme
einer einzelnen Serie werden durch eine Hauptquantenzahl n numeriert;
man schreibt also

Is, 2s, 3s, ... fur die Terme der sSerig,
2p,3p, ... fur die Terme der p-Serie usw.

Fur die Termwerte ns, np, nd, nf, ng gilt die Formel

_ R
ol

WO X eine von n nur wenig ab-

hangige Korrektur ist, welche L2
meistens zwischen %2 und 0 und )
fur die hoheren (d-, f-, usw.)
Serien sehr nahe an Null liegt. 10
Die Spektrallinien entstehen

durch Ubergdnge von einem
Term einer Serie zu einem Term

einer benachbarten Serie. Also:

die sTerme kombinieren nur 20 00C
mit den p-Termen, die p-Terme

mit den s- und den d-Termen,

usw. (sehe Abb. 2). Damit das

mit der obigen Auswahlregel 30 000-
fur / Gbereinstimmt, muf? man

den Serien s, p, d, f, ... die
Werte 1 =0, 1, 2, 3, ... zu-
ordnen.

Der wasserstoff ahnliche Cha- w00
rakter des Spektrums erklart ©M
sich, wenn man annimmt, dafl}

z. B. das Li-Atom besteht aus einem kugelsymmetrischen , Rumpf "
Li* (Kern und zwei Elektronen), welcher in der Regel im Grundzu-
stand verharrt, und einem Leuchtelektron, welches die Quanten-
spriinge ausfihrt. Das Feld enes Rumpfes ist ungefdhr das eines
Kernes, dessen Ladung durch die inneren Elektronen abgeschirmt wird®.

Abb. 2. Li-Bogenspektrum.

! Dazu kommt natiirlich noch, in der zweiten Naherung, die ,,Polarisation”
des Rumpfes durch das Leuchtelektron.
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Die Abschirmung ist vollstandig fir weit nach aufen gelegene Punkte,
unvollstéandig in der Naéhe des Kernes. Das abgeschirmte Feld ist also
kein reines Coulombfeld. Man kann es in grof3er Entfernung annahernd
betrachten als ein Coulombfeld wie beim H-Atom, zu dem aber in
kleineren Entfernungen as , Sténing" eine stérkere Anziehung hinzu-
kommt, welche die Abnahme der potentiellen Energie und damit auch
der Eigenwerte zur Folge hat. Aus der ,,Storungstheorie” (siehe 85)
entnimmt man, dal? der Einflul der Sténing klein ist, wenn die Eigen-
funktionen des ungestdrten Problemes in der Ndhe des Kerns klein
sind, dagegen grof3, wenn die Eigenfunktionen in der Nahe des Kernes
erhebliche Werte annehmen. Nun sind gerade bei den grofieren Werten
von/ die Eigenfunktionen des H-Problemesklein fir kleiner; ihrePotenz-
reihenentwickelung fangt namlich mit r' an. Das erklart also die immer
groRere Wasserstoffahnlichkeit der Serien bei wachsendem /.

85. Stdrungsrechnung.

Das Problem der Stérungsrechnung ist das folgende: Der Energie-
operator H bestehe aus zwei Teilen:

H=H+| W,

von denen der zweite, das ,,Storungsglied” mit einem kleinen Faktor ¢
versehen ist. Das zu ldsende Eigenwertproblem heif3t also:

(H°+ecW)y=Evyp. (5.1)
Das ungestorte Problem H°y = E°y sei schon gel6st; wir nehmen an,
dal3die Eigenfunktionen @, @,, ... ein normiertes vollstandiges Ortho-

gonalsystem bilden und daB die zugehérigen Eigenwerte E%E%. . .
der GroRe nach geordnet sind. Das Problem ist: die Eigenfunktionen
und vor allem die Eigenwerte des gestorten Problemes in erster An-
naherung, das heift bis auf einen Fehler von der GréBenordnung €,
zu bestimmen.

Wir nehmen an, dal? die Eigenwerte stetig und differenzierbar von ¢
abhangen. Der n-te Eigenwert E, liegt aso in der Nahe des w-ten Eigen-
wertes E°, des ungestorten Problems und wird, nach Potenzen von &
entwickelt (Taylorsche Reihe mit Restglied), durch

Ep = B4 Lot oo (5.2)

dargestellt. Wir lassen zunachst wieder den Index n fort, und entwickeln
beide Seiten von (5. 1) nach dem Orthogonalsystem der ¢, Es sei

p "‘-'413_70:. Pa,
W?’.ll N%‘wzp ‘PJ. ’

Hog,=Elgy.
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Durch Gleichsetzen der Entwicklungskocffizienten in (5. 1) erhalt man:
c,,ER-l—ag‘w“cﬂ.-_-c,,E. (5.3

1

Diese Gleichung gilt noch streng. E liegt in der Ndhe eines ES. Wenn
also EY o EQ ist, so liegt fur kleineWertevone aufE}—E|rhalb
einer festen positiven Zahl, mithin kann man (5. 3) nach ¢; aufldsen:

o
62' w;P‘C.“
1

C = EE —E .

Es handelt sich also darum: Welche EY sind == E}?

Es mogen etwa k aufeinanderfolgende gleiche Eigenwerte des un-
gestorten Problems vorkommen, die wirmitES = E3,, =+~ = EJ . _,
bezeichnen (k-fache Entartung). Dann kann man furd ¢+ #,2 41, ...,
n + k& — 1 die Auflésung (5.4) benutzen, aus der man ersieht: Die ¢

mibd+En, n4+1,... n+k _1sdndklein von der Gréflienordnung e.
Aber ¢ ¢,.., sind nicht klein, wenigstens nicht alle.
nt Ynbar v -
Ihre Grenzwerte fir ¢ = O SCIEN €4, Cluys + ooy Coypey, ASO
Gr=el+---. (5.5)

Setzt man (5. 2) und (5. 5) in (5. 3) ein, und vergleicht man die Glieder
mit ¢ unter Berlcksichtigung der GroéRenordnung der Glieder ¢ mit

A+n, n4+1, ..., 2+ &~—1, so erhdt man
ntk—1
N wy, =16} A=nn4+l ...,04+k2—1). (5.6)

"

Durch Elimination der c® folgt die ,,Sékulargleichung"

;wnn _"C wn,u-{-l . wn.n—i-k—l !
[
\wn+1.n wn+1.n+1"‘c e W, k-1 0 (5 7)
wn-l—k—l.ﬂ wﬂ-{-k—l,n-}-l "‘wn+k-1,u+k—1_c
deren Wurzeln &, &nt1, ---» Cn+z-1 vermoge (5.2) die Energie-

stufen des gestorten Problems in erster Annaherung bestimmen. Der
k-fach entartete Term E°, wird also durch die Stérung in k (nicht notwendig
verschiedene) Terme ,,aufgespalten”. Zu jeder Wurzel £; bestimmen
sich vermittels (5. 6) gewisse Werte fir ¢, . .., c2.x-1, die Anfangs-
glieder der Reihe fir ¢, ..., Cn+k_1. Die Anfangsglieder der Reihen
fur die Ubrigen ¢ (d. h. die Glieder mit €) ergeben sich aus (5. 4). Die
Entwicklungskocffizienten der so gefundenen LOsung des gestorten
Problems unterscheiden sich nur in den Gliedern erster und hoherer
Ordnung von denen einer Linearkombinationcgg, 4 «+- 4 ¢4 & Pusz-1-
Das , Hauptachsenproblem" (5. 6) werden wir in 88 nocn weiter dis-
v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 2
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kutieren: es wird sich zeigen, dal3 zu einer t-fachen Wurzel von (5. 7)
audi i linear unabhéngige Losungen von (5. 6) gehdren, wie es unser
Eigenwertproblem erf ordert. Wie man sieht, liefert die Ldsung des
Hauptachsenproblems (5. 6) gleichzeitig die , erste Approximation" des
Eigenwertes und die ,nullte Approximation" der Eigenfunktionen.
Man kann die Approximation natirlich auch bis zu héheren e-Potenzen
weitertreiben, doch gehen wir darauf nicht ndher ein.

Die gefundene erste Approximation der Eigenwerte wird bei waclv
sendem ¢ ungenau, sobald in (5. 4) der Nenner von derselben GroRRen-
ordnung wird wie der Zahler, also wenn der gestérte Wert von E in
die Nahe eines anderen Termes.E} + Ej kommt. Man sagt dann, daf3
die Terme E§ und E? sich gegenseitig storen. Die gegenseitige Stoning
hort aber auf, sobald die im Z&hler vorkommenden w,,; verschwinden,
d. h.: Zwei Terme E*, E storen sich nicht, wie nahe se auch bei-
sammen sind, wenn w,, = 0 fur E} = E’, ES = E” ist.

Eine Modifikation erleidet das Verfahren der Stérungsrechnung,
wenn die ,,ungestorten” Eigenfunktionen tp: ¢, ... nicht Eigen-
funktionen eines einzigen Operators H, sondern Losungen von ver-
schiedenen approximativen Eigenwertproblemen sind und dement-
sprechend auch kein Orthogonalsystem bilden. Wir nehmen an, daf}
die Funktionen ¢, trotzdem ein vollstandiges Funktionensystem bilden,
oder wenigstens, dat die Eigenfunktionen g des richtigen Operators H

N
mit geniigender Annaherung durch Summen Jl¢, @, ersetzt werden
13

diirfen, wo die Summe eine grolle, aber endliche Anzahl von Gliedern
enthélt. Das Eigenwertproblem Hy = Ew heil3t nunmehr:

e Hop, =E>c¢,p,.

Inder,,nullten Naherung" ist Hpu == Eugpu, unddie Gleichsetzung
des Koeffizienten links und rechts ergibt wie vorhin, da alle ¢, in
nullter Naherung gleich Null sind, mit Ausnahme derjenigen g, deren
Eigenwerte Ep in nullter Naherung mit E uUbereinstimmen. Diese c,
selen wiederum m ¢,, €ptp -+ 05 Epanwy N € t . Statt nun wie
vorhin in (5. 3) beide Beiten nacft den ¢, zu entwickeln, was wegen
der Nichtorthogonalitéat der ¢ ; gewisse Schwierigkeiten mit sich bringt,
bilden wir auf beiden Seiten von (5. 8) das Skalarprodukt mit ¢ fir
A=n,n+1, ..., nF+k—-1:

Ec#(‘ph H?.u) = EZ%(‘P;: fpn) .

Die (¢, @) mit & 4= g sind sehr klein, da die ¢ als fast-Eigenfunk-
tionen des Operators H fast ein Orthogonalsystem bilden. Ebenso sind
(p He,) fir 4 4= p sehr klein, da Hp, fast = E ¢, ist. Lassen wir
diese kleinen Glieder, soweit sie auf’erdem mit kleinen Koeffizienten ¢,
multipliziert werden (Aso fir g+ #, 2 + 1, ..., # + & —1), ganz weg,
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entsprechend der friiheren Vernachlassigung der Glieder mit ¢* so

bleibt das endliche, zu (5. 6) analoge lineare Gleichungssystem:
n k-1 n-k-1

%“ culp,, Ho,) —E Z o (@1, Pu)

ubrig. Setzt man zur Abkirzung (@i ¢4) = 1. d (g, He,) = k.
so lautet unser Gleichungssystem '
a+k-—1

Z (mu—Eg)e,=0.

Die Elimination der c, ergibt wieder eine Art von Sakulargleichung
lkl-,u"Eglkl =0,

aus der sich die Energiewerte in erster Néherung bestimmen.
Wenn man bei der obigen Rechnung die kleinen Glieder mit 4+ n,
# + 1, , # + k—1nicht vernachlassigt, sondern die ganze Summe

3’ ¢, @, berlcksichtigt und dabei N immer anwachsen laf}t, so erhalt

man eine Sakulargleichung von immer wachsendem Grad, aus der man
die Eigenwerte immer genauer bestimmen kann. Das ist das Ritzsche
Verfahren zur approximativen Ldsung von Eigenwertproblemen.

Man kann die Stérungsrechnung auch benutzen zur Untersuchung des
Verhaltens einer vorgegebenen Wellenfunktion bei einer zeitabhangigen
Stoning. lch verweise dafir auf die Lehrbicher der Quantenmechanik.

§ 6. Impulsmoment und infinitesimale Drehungen.

Nach §2 entsprechen den Komponenten des Drehimpulses eines
/-Elektronensystems die Operatoren:

W= Y% —25).
L, — -?—-Z(zo—x—x‘%) (6.1)

wo die Summation sich liber alle Elektronen erstreckt. Fir das Quadrat
des Gesamtdrehimpulses hat man ebenso den Operator:
BRI =nL2 4+ L4 LY.

Die Operatoren L, L, L, haben eine einfache Beziehung zu den
raumlichen Drehungen. Bei einer Drehung aller Punkte (X, vy, 2) des
Konfigurationsraums eines einzelnen Elektrons etwa um die z-Achse um
einen ,,unendlich kleinen" Winkel éa« erleiden die Koordinaten Xy, z
die Anderungen:

dx = —ydu; dy = xdu; dz=0
(bisauf GrofRen, dieklein gegen dasind). EineFunktion ¢ (q) = % (X, V.2
2*
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wird bei einer Drehung D des Raumes ubergefiihrt in eine Funktion
Dy = ¢’, die durch:

Y(Dg) =y(g) oder v'(g)=p(D-1g)
definiert wird*, wo D" die umgekehrte oder inverse Drehung ist. Es

ist also
vixyz) =px -6z, vy -0y, z - 8z),

e A Iy dy
6!;:—1;)—1;1——-676::—-;}76 — 570z
(2 0
- (y dr uxﬁ)éa

. d i)
Die Operation — (x by~ 7;-;) , welche deminach den Zuwachs der

Funktion w bei der Drehung <§a: bis auf GroéRen héherer Ordnung be-
stimmt, heil3t eine infinitesimale Drehung urn die Z-Achse. Fir eine
Funktion von mehreren Variablenreihen +q:, ..., o) berechnet sich
der Zuwachs bei einer gleichzeitigen Drehung aller Punkte q; . . ., g
um denselben Winkel durch den Operator

7

i

Die Operatoren |, |y, I, genligen, wie man leicht nachrechnet,
den Vertauschungsrelationen

ILI,—-1,1,=1,,
II,—II,=1I,, (6.3)
LI, — I =1,.

Im Fall eines kugelsymmetrischen Feldcs gehen die Eigenfunktionen
einer bestimmten Energiestufe bei jcder Drehung und daher audi bei
jeder infinitesimalen Drehung I «, 1, oder I, wieder in Eigenfunktionen
derselben Energiestufe Uber; die lineare Schar dieser Eigenfunktionen
erleidet aso jedesmal eine lineare Transformation. Im Fall eines einzigen
Elektrons sind die Eigenfunktionen Produkte von Funktionen f(r) mit
Kugelfunktionen /-ten Grades U, Diese erleiden durch die Opera-
tionen I, Iy, und |, bestimmte lineare Transformationen. Der Fak-
tor f(r) bleibt invariant und tut daher nichts zur Sache. Zum Beispiel
ist (weil ¥™ vom Winkel @ nur durch den Faktor ™ abhangt)

LY™=—imym,

LY™ =mYpMm,

also

! Das bedeutet, da das graphische Bild der Funktion (das System ihrer
Niveaufléachen im Raum) der Drehung D unterworfen wird.
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Die  Funktion Y™ gehort also zum Eigenwert m von L, oder:
Im Zusland f(r) Y{™® hat L. den scharfen Wert m.
Wir rechnen nun den Operator * aus. Im Fall eines Elektrons ist

i (yﬁ_.z )+(z§;—x5";,)*+(x3."’—y—y;,%)”

9 a3t a8 3 2
— - Nl 2 - e — Y e — [ -
= (3’ Py T b K Ty il Prik az) +eet

SR R B )

Rechnet man das auf Polarkoordinaten urn mit Hilfe von (4. 2) und
x——* 4y c')y + zaz i%’ so ergibt sich:
—2=4a. (6.4)
Daraus folgt wegen (4.4) und (4. 6):
2Y,=I14+1)Y,
und ebenso, da der A-Operator nur auf ¢, nicht auf r wirkt,
BiNY,=1{0+1Hf(nY,.

D. h.: Im Zustand f(r)Yi hat 8% den scharfen Wert I(1 + 1).

Das Impulsmoment 4 & ist also ein Vektor, dessen Quadrat in den
Zustanden f(ryY™ (m=11—1,..., — 1) den Wert h*[l + 1) und
dessen z-Komponente die Werte hm hat. Man veranschaulicht sich
die Sache, indem man einen Vektor der Lange hi zeichnet, dessen
Richtung so gewahlt wird, dald seine Z-Komponente einen der allein
moglichen Werte hi, h(—), ..., —hl annimmt.

Wenn die z-Komponente einen scharfen Wert hat, kartn die Kom-
ponente in einer anderen Richtung keinen scharfen Wert haben: die
Operatoren Ly und L, sind nicht vertauschbar, besitzen daher auch kein
gemeinsames System von Eigenfunktionen. Die Kugelfunktionen Y™,
die wir (willkurlich) as Basis fir alle Kugelfunktionen angenommen
haben, sind gerade die Eigenfunktionen von L, in der linearen Schar
aller Kugelfunktionen.

Zeemaneffekt. Das lineare magnetische Stérungsglied in der Schroedin-
gergleichung eines Elektrons lautet, wenn p die Masse, e die Ladung des
Elektrons, % das Vektorpotential (rot % = §) und p den Vektor mit

9 , usw. Heezdnihret:

Komponenten g, = -- Ey

W= -p),
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oder, was fur em konstantes homogenes Magnetfeld der Starke §, in
dr z - R, =%y9, W =—3x9,; U, =0) f dasselbe
hinauskommt:

en

We=x9,L,; % = - = Bohrsches Magneton.

1s¢ Hg der ungestérte (zentralsymmetrische) Energieoperator, so
kann man nach dem Obigen die Eigenfunktionen von Hy zu einem
bestimmten Eigenwert E, so warden, dal sie gleichzeitig zu einem
bestimmten Eigenwert m von L, gehdren. Sie sind dann zugleich
Eigenfunktionen der Summe H =Hy+ W= Hy + 29,L, zum
Eigenwert

E=Ey+x9,m. (6.5)

Daher betragt die Termaufspaltung durch den Zeemaneffekt genau
x H, m. Das gleiche gilt wortlich audi fir ein System von mehreren
Elektronen gleicher Ladung und Masse, vorausgesetzt, da3 man die
Eigenfunktionen einer jeden Energiestufe so wihlt, da3 sie zugleich
Eigenfunktionen von L, sind. Der Eigenwert m von L, wird als die
»magnetische Quantenzahl" bezeichnet, weil das Atom sich nach dem
Obigen benimmt wie ein Magnet, dessen magnetisches Moment in der
Z-Richtung m Bohrsche Magnetonen betragt. Die Frequenz v der
ausgesandten Spektrallinien wird durch

hy=E — E'=(Eq— E}} + 25, (m —m') (6. 6)
bestimmt.

Die Auswahlregel fir m. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten, denen
die Intensitdten der ausgesandten Linien beim Zeemaneffekt propor-
tional sind, erhdlt man nach § 3 durch Entwicklung der Produkte X s, ,
Y., Zyp, nach den Eigenfunktionen s,.. Wahlt man wieder die
wy UNd g, 0, da’ se bei einer Drehung D, um die z-Achse mit
Drehungswinkel a die Faktoren e" % bzig~™*nehmen und ist

dann . _ .
(X 41 Y] Y¥n """'2; (Xn’n + ¢ Yﬂ'n) LA

(X ~ ‘Y) Y ""’2 {Xn’n - iYﬂ'ﬂ) W'

. Zpa~DZua¥ns .
so nehmen die linken Seiten dieser Reihen bei der Drehung D die
Faktoren g imtia g-itm—De o~imx gn Auf die rechten Seiten
kann man die Drehung D in zweierlei Weisen auslben: entweder,
indem man auf alle Glieder die Drehung D, ausiibt, was beim Glied #,.
den Faktor ¢~*m™ ergibt, oder indem man die ganze Reihe mit g im+D«
bzw. etm—DLa thaw, e~ multipliziert. Beide Operationen miissen
das Gleiche lief em. Daraus folgt, dal in der ersten Reihe nur
Glieder mit m' = m + 1, in der zweiten nur Glieder mit m = m—1
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undin der dritten nur Glieder mit m' = mwirklich vorkommen kdnnen.
Es gilt aso die Auswahlregel:

m'=m1,m m—1 6.7

mit dem Zusatz, daB im Fall " = m nur linear parallel zur z-Achse
polarisiertes Licht ausgesandt wird, wahrend fur m* = mz+ 1 ein
Beobachter in der xy-Ebene ein parallel zu dieser Ebene linear
polarisiertes Licht, ein Beobachter in der z-Richtung aber zirkular
polarisiertes Licht wahrnimmt?.

Die obigen Betrachtungen sind absichtlich so allgemein gehalten,
daB sie fir ein beliebiges axialsymmetrisches Kraftfeld und bei beliebig
viel Elektronen gelten, vorausgesetzt, dal3 die Eigenfunktionen wirklich
so gewahlt werden konnen, daR sie bei Drehungen D, mit e~*™*multi-
pliziert werden. Im Fall des Zeemaneffekts hangen nach (6.6) die Wellen-
zahlen der verschiedenen Aufspaltungskomponenten der Spektrallinien
nur von den Differenzen m — m ab, welche nach (6. 7) nur 0 oder + 1
sein konnen. Das heildt, jede Linie spaltet sich in drei dquidistante Kom-
ponenten, die den Springen m—= #t +- 1, 1 —m, m — m — 1 entsprechen
und fir welche die obigen Polarisationsregeln gelten. Das ist der normale
Zeemaneffekt. Flr den anomalen ergibt sich hier noch keine Erklérungs-
moglichkeit; wir kommen auf ihn im vierten Kapitel bei der Bespre-
chung des ,,spinning electron” zurick.

I 1. Gruppen und ihre Darstellungen.
8 7. Lineare Transformationen.

Ein n-dimensionaler Vektorrautn (ey, . . ., €,) besteht aus den Linear-
kombinationen cg + ** * + ¢n Y°" " Hnear-unabhangigen Basis
vektoren e, . .., e, mit komplexen Koeffizienten ¢y, .. ., ¢, Jede
Schar von GroRRen irgendwelcher Art, die aus den Linearkombinationen
von n linear-unabhéngigen Grofken bestehen, nennen wir ebenfalls einen
Vektorraum. Z. B. bilden die Eigenfunktionen einer jeden Energiestufe
bei den im Kap. | behandelten Problemen einen Vektorraum.

Ein linearer Operator oder eine lineare Transformation A des Vektor-
raumes in sich ordnet jedem Basisvektor e, einen neuen Vektor g, zu,

Ae,=e,=era,, (7.1)

und ordnet jeder Linearkombination v = J'¢; ¢, dementsprechend die-
selbe Linearkombination der & zu:

Av=213 4,0,

! Diese Tatsache folgt leicht aus den klassischen Gesetzen der Elektrodynamik,
wenn man die Anderung des Drehimpulses urn + 1 korrespondenzméfRig korrekt
mit einer ,,zirkuléren Bahnbewegung" der Elektronen in Beziehung setzt.
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Die Bestimmungszahlen von Av sind also:
== 3 By y (7.2)
Die lineare Transformation A wird demnach bei einer bestimmten
Wah! der Basisvektoren e; .. .e&, durch eine Matrix

(an g 1en fyp
a-nl anﬂ L a;n
dargestellt, die man héufig ebenfalls mit A bezeichnet™.

Werden zwei lineare Transformationen A und B nacheinander aus-
gefuhrt: erst B, dann A, so erhélt man eine Produkttransformation A B,
welche wegen

ABe,,“—*A(Bs#) =A26151p=2263“x151y
durch die Produktmatrix {a,;}{b;,} mit den Elementen J/a,; b;, dar-
i

gestellt wird.
Die Relation (7. 2) kann as Matrixgleichung so geschrieben werden:
€ 21
= (a“) *
s Cn
Ist die Determinante | A | der Matrix A von Null verschieden, so
kann man (7. 2) nach den c, auflésen und erhélt so eine Transformation
A", welche die Transformation A riickgangig macht:
A 1A4v=v fir jeden Vektor v.

Das Produkt A*A und ebenso AA! ist dann die ,identische Trans-
formation" 1, dargestellt durch die ,,Ehiheitsmatrix"

16 --- 0
01 0
E={. -
00 .- 1

Ist dagegen |4 | =0, so hat A keine Inverse und heif3t eine sin-
guldre Matrix.

! Esist bei den Anwendungen dieser Formeln darauf zu achten, da jede ein-
zelne Gleichung (7.1) einer Spalte der MatrixA, jede Gleichung (7. 2) einer Zeile
von A entspricht. Schreibt man die Gleichungen (7.1) ganz aus:

dey=e105yFegag - - - eaan
Aeg=1ey0,5+ 3830+ » =+ €naay

.......................

so erscheint die Koeffizientenmatrix A rechtsin gespiegelter Form.
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Fihrt man neue Basisvektoren d;, . . , d, ein durch einc Basis
transformation mit der nichtsingularen Matrix P = {g;.}:

d,=P ’ ZP—ldv: Pl nila
SOWird > ey £y (‘I i)

Ad-"_" AZ%%. = Z’Zﬂx“znﬂmm ZZ’Zda q::,laj.n?nv;

mithin wird dieselbe Transformation A, auf die neue Basis bezogen,
durch die Matrix P'AP dargestellt. Transformiert man dagegen den
ganzen Raum durch eine Transformation Q, so wird dabei die Trans-
formation A (bergefiihrt in eine neue Transformation QAQ™. Denn
wenn die alte Transformation A den Vektor v in @ transformiert, so
muB die neue den Vektor Qv in Qw Uberflihren, und das tut gerade
die Transformation QAQ™

Wir reden von einem unitéren Vektorraum, wenn eine Hermitesche

Form 00 = ZZ0uiicn &=

festgelegt ist, der en Wert fir jeden Vektor v = (¢; . . ., Cy), ausge
nommen v = 0, stets positiv ist (positiv-definite Hermitesche Form).
Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird dann durch

(v, @) = X g Cadd (7.3)
definiert; ist es Null, so heifen die Vektoren orthogonal.
Man kann die Basisvektoren e; .. ., &, stets orthogonal wahlen, so

daR {e;,e,)=0f i il urd'; danwi g, =0fird <4 . Sodann
kann man se so normieren, dal’ (g, ¢,) = 1 oder g;; — 1wird. Man

hat dann (TJ’, 'u) — 25161; ('y’ w) = ZEldl,

und die Matrix (g, ,) aus (7. 3) wird fur die neuen, orthogonalen Basis-
vektoren die Einheitsmatrix.

Ein radimensionaer linearer Unterraum oder Tellraum (vi, . . ., Vi)
eines Vektorraumes (e, . . ., &) besteht aus alien Linearkombinationen
von m linear-unabhéngigen Vektoren v; .. .vn Auch dann, wenn
die #; nicht linear-unabhéngig sind, bilden ihre Linearkombinationen
einen Teilraum (vy, . . ., Viy); nur ist dann dessen Dimension kleiner als m.

Zu jedem m-dimensionalen Teilraumr = (v; . . ., Vy) €nes unitéren
Vektorraumes M, existiert ein total senkrechter Teilraum v/, bestehend
aus alien Vektoren w», die zu v; bis v, orthogonal sind. Ergénzt man
v bis vy, durch weitere, zu ihnen orthogonale Basisvektoren v,,4.; bisv,
zu einer Basis fur den ganzen Raum, so ist leicht zu sehen, da3 der
total-senkrechte Raum. ¥* aus alien Linearkombinationen von vy, bis
v, besteht. Also hat t* die Dimension n—m. x und ¥" spannen zu-

! Beweis: Sind e bis e, nicht orthogonal, so ersetzen wir zunachst fur
A=23,...,n jedes ¢, d U &j=4+8,¢.0 B so gewdhlt wird, daB
{er. €)= (g, 8.} + B+ (e,,8,) =0 Isl. Tn dersefden Weise ersetzt man dann fiir
A=3,....n jedcs €, durch e =&, + B, ¢;, S0 dal (e, ef) =0 wird, usw.
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sammen den ganzen Raum R, auf, d. h. jeder Vektor von R, ist Summe
eines Vektors von r und eines Vektors von t’.

Eine lineare Transformation A heif3t unitdr, wenn se ale Skalar-
produkte ungedndert [aRt, d. h. wenn stets gilt:

Saucd, = Sa.ad, fir o= Ya,c, di=Ya,d,.
Das ergibt, wenn A die gespiegelte konjugiert komplexe Matrix zu A
ist und G = {g;,) gesetzt wird, die Bedingung

AGA=G
oder, wenn G spezieli die Einheitsmatrix ist,
AA=E oder iy, a,=9d,,. (7.4)
Daher ist 4 die inverse Matrix zu A:
Ar=4. (7.5)

Eine lineare Transformation A heif3t Hermitesch symmetrisch oder
selbstadjungiert (vgl. §1), wenn stets {4 v, w) == (v, A=) ist. Bezieht
man die Matrix A auf ein normiert-orthogonales System von Grund-
vektoren, so wird die Selbstadjungiertheit ausgedriickt durch

B = Gy (7.6)

Satz. Wenn eine selbstadjungierte oder unitdre Transformation A
einen linear en Unterraum in sich transformiert, so transformiert sie auch
den dazu total senkrechten Unterraum in sich.

Fur die unitdren Transformationen ist der Satz klar. Fir die selbst-
adjungierten folgt er so: Sind v; . . ., vy, die Basisvektoren des ersten
Unterraumes und ist w ein beliebiger Vektor des dazu senkrechten, so ist

(Aw,v) =(w,40;) =0,

mithin Aw zu alien v orthogonal.

Ausdiesem Satz folgt leicht, dal? sowohl jede selbstadjungierte als auch
jede unitdre Transformation ein vollstandiges (d. h, aus n Vektoren be-
st ehendes) Orthogonalsystem von Eigenvektoren v,

besitzt. Av=1v,
Namlich: Mit Hilfe der S&kulargleichung (vgl. 85):
Ly — A LT Cet By
| |
i dy Ay —A -y, =0 (7.7)
I "= s 4 & a x o= o4 0w oawmoa’
findet man sofort einen Eigenvektor v;, dessen Komponenten ¢y . . ,,Cq
eine Losung des Gleichungssystems
(8 — Aoy + Bypg + - - - =0

8y 6y + (Bgg— A)eg 4+ » 0 == 0

Bgy L T BpgCs+ v =0
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bilden. Der dazu vollstandig senkrechte Raum ®,_, wird durch A
nach dem obigen Satz in sich transformiert, aso findet man nach
derselben Methode in R,—, wieder einen Eigenvektor v,, usw.

Benutzt man die gefundenen v, . . ., v, as Basisvektoren von ®,,
so wird die Transformation A durch eine Diagonalmatrix:

dargestellt. Man sagt, die Transformation A sei auf Hauptachsen trans-
formiert. Hieraus schliefit man leicht: Jeder Eigenwert 2 von A kommt
unter den A, schon vor und alle zugehdrigen Eigenvektoren setzen
sich linear zusammen aus denjenigen v,, fir die &, =4 ist.

Satz. Jedes System von miteinander vertauschbaren unitéren oder
selbstadjungierten Matrices ist gleichzeitig auf Hauptachsen transfor-
mierbar.

Be weis. Sind alle Matrices des Systems Vielfache der Einheitsmatnx,
so ist ales trivial. Es sei also A eine Matrix des Systems, die nicht
gleich einem Vielfachen der Einheitsmatrix ist. Einvollstéandiges Ortho-
gonalsystem von Eigenvektoren von A sei:

Vi Vay voy Vg Wy, uens Wyt vees
die zugehodrigen Eigenwerte seien:
a‘ll Al’ ey ;’l- j'2)-'-: aza e (A‘l +12: llSW.)-

Zum Eigenwert 4, gehort dann ein linearer TeilraumMR, = {#y, . . ., v}
bestehend aus alien Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, ebenso zu A,
ein Raum ®,, usw. Damit nun eine weitere Matrix B mit A ver-
tauschbar sei, mul3 B die Raume $R;, |, einzeln in sich transformieren
(ist ndmlich v ein Vektorin M|, adso Ay = A,», o folgt ABv = BAv
= Bl,v = 1, By, aso gehort Bv wieder zu $;). Setzt man nun unseren
Satz fur Raume von kleinerer Dimensionszahl als der gegebene as
bewiesen voraus (fur Dimension 1 ist ja ales trivial), so kann man in
den Raumen®,, R,, . . .. Ry, adleTransformationen A, B, . . . gleichzeitig
auf Hauptachsen transformieren. Daraus folgt die Behauptung ohne
weiteres.

Die linke Seite der Sékulargleichung (7. 7) kann as Determinante
| A —~ AE | der Matrix A— AE angesehen werden. Unter ihren Koeffi-
zienten sind besonders wichtig der Koeffizient von {— A)®=t: die Spur

von A S(A) =ty + ayy - - -+ B
sowie das von 4 unabhéngige Glied: die Determinante | 4 |. Da nun
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die linke Seite |[A —AE} der Sakulargleichung bei Transformation
der Matrix A auf eine andere Basis invariant bleibt:

|P—1AP—).E[=]P—1(A+-AE)P|=]P|—1|A—AE[-]P]=|A—AE1,
so sind alle ihre Koeffizienten ebenfalls Invarianten. Insbesondere ist
S(P-1AP)= S(A)_.

§8. Gruppen.

Eine Menge g von Elementen a, b, . . . irgendwelcher Art (z. B. von
Zahlen, von Transformationen) heifdt eine Gruppe, wenn folgende vier
Bedingungen erfillt sind:

(8.1.) Jedem Elementepaar a, b ist ein,,Produkt" a-b (oder ab),
das wieder zu  gehdrt, zugeordnet.

(8.2.) Das Assoziativgesetz: ab ¢ == a-be.

(8. 3) Es gibt ein ,,Einselement", e oder 1, mit der Eigenschaft
ae=¢eqa =4a,

(8.4.) Zujedem avon ¢ existiert ein Inversese—1! ing,sodaB a-a—!
=a-lg=1 ist.

Die Gruppe heifdt Abelsch, wenn stets ab = ba ist.

Sind die Elemente der Gruppe Transformationen (etwa lineare) oder
Permutationen (Vertauschungen einiger Objekte) und ist das Produkt a< b
die Transformation oder Permutation, die entsteht, wenn zuerst b und
dann a ausgefiihrt wird (wie im 87), so ist das Assoziativgesetz (8. 2)
automatisch erfillt; die Einheit e ist die ,,identische Transformation",
die alle Objekte ungeandert 1aRt, und a’l ist die inverse Transformation,
die die Transformation a riickgangig macht. Eine Menge von nicht-
singuldren) Transformationen ist also eine Gruppe, wenn sie zu je zwei
Transformationen auch deren Produkt und zu jeder auch die Inverse
enthélt. Dasselbe gilt fur die Gruppen von Permutationen.

Z. B. bilden die reellen Drehungen des 3-dimensionalen Raumes um
einen festenPunkt eine nicht-Abelsche Gruppe: die Drehungsgruppe bs.
Eine umfassendere Gruppe erhdlt man, wenn man noch die Spiege
lungen hinzunimmt. Die Drehungen um eine feste Achse bilden eine
Abelsche Gruppe. Die Lorentztransformationen, d. h. die reellen nicht-
singularen Transformationen des 4-dimensionalen Vektorraumes, welche
die quadratische Form x* +y* + Z2 — c?? invariant lassen und die
Richtung des Zeitablaufes nicht umkehren, bilden die Lorentzgruppe.
Die linearen Transformationen von der Determinante Eins im w-dimen-
sionalen Vektorraum bilden die spezielle lineare Gruppe c,; die unitaren
Transformationen von der Determinante Eins bilden die spezielle unitére
Gruppe u,. Die Permutationen von nObjekten bilden die symmetrische
Gruppe &...

Die Permutationen der symmetrischen Gruppe werden folgender-
mal3en bezeichnet. |st etwa P eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5,
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welche 1 in5,5in4, 4in 1 und weiter 2 in 3, 3 in 2 Uberfihrt, so
schreibt man P = (154) (2 3). Die Schreibweise gibt an, daB P das
Produkt der ,,zyklischen Vertauschungen" (1 54) und (2 3) ist. Ahnlich
ist (12 34) die zyklische Permutation, die 1 in 2, 2in 3, 3in 4 und
4 in 1 (Oberfihrt.

Die eben erklérte ,,Zykelschreibweise" ist besonders bequem, wenn
es sich darum handelt, die zu einer Permutation P ,konjugierten"
Permutationen QPQ™ zu berechnen. Man hat zu dem Zweck nur P
als Produkt von zyklischen Vertauschungen zu schreiben und auf die
in diesen Zyklen vorkommenden Symbole die Permutation Q auszu-
Uben. Ist z. B.

P=(123435), Q¢ =1(23),

QPQ1=(13245).

D0 ist

Die zu einem Gruppenelement s in einer beliebigen Gruppe g kon-
jugierten Elemente tst’ bilden eine Klasse von untereinander kon-
jugierten  Gruppenel ementen.

Jede Permutation kann as Produkt von Transpositionen vom
Typus (ik), die nur zwei Ziffern vertauschen, geschrieben werden. Z. B. ist

(12345)=(12){23)(34)(485).

Die geraden Permutationen, d. h. die Produkte aus einer geraden Anzahl
von Transpositionen, bilden fir sich allein eine Gruppe, die alter-
nierende Gruppe %,,.

In manchen Abelschen Gruppen wird das aus a und b zusammen-
gesetzte Element nicht wie bisher mit a-b, sondern mit a + b be-
zeichnet. In diesem Fall schreibt man O statt 1 (wegen a + 0 = a)
und —a statt a' (wegen —a + a = 0). Zu diesen additiven Gruppen
gehéren z. B. alle Vektorrdume, welche ja den Bedingungen (8. 2) bis
(8.4) [in der additiven Schreibweise, z. B. {¢ 4 8 + ¢ = a 4 (b + ¢}]
genugen.

Der Vektorraum hat noch eine Besonderheit: man kann seine
Elemente (Vektoren) nicht nur miteinander durch die Addition ver-
binden, sondern auch mit den (komplexen) Zahlen durch die Multipli-
kation: Zahl @ mal Vektor ergibt Vektor, und es ist

B{ut-v)=0u+0v. (8.5)

Man redet allgemein, wenn zu einer additiven Gruppe gewisse
,Multipiikatoren" oder , Operatoren” 0 mit der Eigenschaft (8. 5) hin-
zugenommen werden, von einer Gruppe mit Operatoren. Z. B. kann
man jedes System von linearen Transformationen eines Vektorraums
zusammen mit alien Zahlen 0 as Operatorenbereich fur diesen Vektor-
raum auffassen.

Eine Untergruppe ist eine Teilmenge einer Gruppe, die mit derselben
Verknupfung ab wieder eine Gruppe bildet. Damit das der Fall sei,



muR sie mit a und b auch a.b, mit a auch a* enthalten. Beispiel: die
alternierende Gruppe ist eine Untergruppe der symmetrischen
Gruppe Bei additiven Gruppen mulR3 eine Untergruppe entsprechend
stets a + b und —a enthalten. Bei einer Gruppe mit Operatoren ver-
langt man auflerdem, dar die Teilmenge mit a auch a enthéalt (zu-
lassige Untergruppe). Beispiele: die TeilrGume einesVektorraumes sind
zuldssige Untergruppen; die ganzzahligen Vielfachen eines Vektors
bilden eine nicht zulassige Untergruppe.

Ein algemeines Beispiel einer Untergruppe einer nicht-Abelschen
Gruppe G ist das Zentrum von ©, welches aus denjenigen Gruppen-
elementenz besteht, welche mit alien Elementenvon  vertauschbar sind.

Die Nebenklassen oder Restklassen an nach einer Untergruppe ¢
in einer Gruppe  entstehen, wenn man alle Elemente von g von links
mit einem beliebigen festen Element a von © multipliziert. Zwei Ele-
mente a, b gehdren zur selben Restklasse, wenn b'a zu g gehért.
Zwei verschiedene Restklassen haben nichts miteinander gemein und
alle Restklassen zusammen fillen die ganze Gruppe © aus. Beispiel:
Die Restklassen nach der in der sind die Klassen der geraden
und der ungeraden Permutationen.

Multipliziert man die Elemente einer Restklasse ag mit den Ele-
menten einer anderen Restklasse bg, so entsteht nicht immer wieder
eine Restklasse nach q. Wohl aber ist das der Fall, wenn die Gruppe q
mit alien ihren ,konjugierten" Untergruppen aga® identisch ist.
Solche Untergruppen heiBen Normalteiler. Z. B. ist Normalteiler
in benso ist das Zentrum einer beliebigen Gruppe stets ein Normal -
teiler, dagegen ist die kein Normalteiler von Multipliziert
man die Restklassen aq und bQ eines Normalteilers g miteinander in
der angegebenen Weise und bezeichnet die entstehende Restklasse abg
als das Produkt der beiden Ausgangs-Restklassen, so ergibt sich leicht,
dal? diese Restklassen, as Elemente aufgefaldt, wieder eine Gruppe
bilden: die Faktorgruppe oder Restklassengruppe ©/g. Bei einer Abel-
schen Gruppe (z. B. bei einem Vektorraum) ist jede Untergruppe
Normalteiler; man kann daher stets die Faktorgruppe bilden. Zur
Bildung der Faktorgruppe eines Vektorraums SR = (ey,. . ., &) nach
einem Unterraumr = (v; . ., v,) hat man die Vektoren, die aus einem
Vektor durch Addition aler Vektoren des Unterraums entstehen, in
eine Klasse zu vereinigen und diese Restklassen als Elemente einer
neuen additiven Gruppe aufzufassen. Bei Multiplikation mit einer
Zahl 0 geht der Unterraum in sich tber (d. h. erist eine zuléssige Unter-
gruppe) und daher jede Restklasse wieder in eine Restklasse; aso kann
man auch fur die Restklassen die Multiplikation mit einer Zahl 0 er-
klaren: Die Restklassengruppe ist wieder eine Gruppe mit Operatoren.
Ergéanzt man die Basis (v; . . ., Vi) des Unterraums durch Hinzunahme
weiterer linear-unabhéngiger vin+1, .. ., Vo ZU einer Basis des ganzen
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Raums, so besteht eine Restklasse aus alien Vektoren ¢, vy +- - -
F Cpt1 V1 +* -+ €a¥s Mit festen €444 bis ¢, Die Restklassen
werden also eindeutig durch Vektorene, .y vm+y -+ - - + €,2, repni-
sentiert. Daraus folgt: Die Restklassengruppe W/t st sin {(n — m)-
dimensionaler Vektorraum.

Allgemeiner kann man bei jeder additiven Gruppe mit Operatoren #
auch die Restklassen nach einer Untergruppe g mit den Operatoren #
multiplizieren (vorausgesetzt, dad die Untergruppe eine zuléssigeist); also
ist die Faktorgruppe ®&/qg eine Gruppe mit demselben Operatorenbereich.

Ist jedem Element a einer Gruppe g €in Element a einer Gruppe g

zugeordnet, derart, daf dem Produkt ab das Produkt @& entspricht
(und daher auch dem Einselement das Einselement und dem Inversen
das Inverse) und wird dabei jedes Element von g auch mindestens
einmal as,,Bildelement" & benutzt, so spricht man von einer homo-
morphen A bbildung von g auf g. (Beispiel: g sei die symmeti ische Gruppe
&,. Man ordne jeder geraden Permutation die Zahl + 1, jeder unge-
raden die Zahl — 1 zu. ¢ ist dann die Gruppe, deren Elemente die
Zahlen + 1 und — 1 sind.) Entsprechen verschiedenen a, b auch stets
verschiedene Bilder «, & (was im obigen Beispiel nur fir n =2 der
Fall ist), so heifdt die Abbildung ein Isomorphismus und die Gruppen
isomorph: sie sind dann nur in der Bezeichnung der Elemente von-
einander verschieden, in ihrer Struktur ganz gleich. Man schreibt dann
g=g.

Bei additiven Gruppen mit Operatoren verlangt man von einern
Homo- bzw. Isomorphismus, aul3er dafd er der Summe a + b die Summe
a + b zuordnet, auch noch, daR er ¢fa in 8a uberfuhrt (beide Gruppen
missen aso denselben Operatorenbereich haben). Man spricht dann
von Operator-Homo- (bzw. Iso-) morphismen. Z. B. sind zwei Vektor-
raume stets operatorisomorph, wenn sie dieselbe Dimensionszahl haben,
weil man dann den Basisvektoren des einen die Basisvektoren des
anderen und jeder Linearkombination der ersteren dieselbe Linear-
kombination der letzteren zuordnen kann. Jede lineare Transformation
eines Vektorraumes ist ein Operatorhomomorphismus, solange nur
Zahlen als Operatoren in Betracht gezogen werden.

I'st eine Gruppe g auf g homomorph, aber nicht isomorph abgebildet,
so sieht man sehr leicht ein, dal3 die Elemente von g, denen das Eins-
element in g entspricht, einen Normalteiler h in g bilden, und dal? die
Elemente von g, denen ein beliebiges festes Element von § zugeordnet
ist, immer eine Restklasse nach diesem Normalteiler bilden. So ent-
spricht jeder Restklasse nach B umkehrbar eindeutig ein Element von g,
und diese Zuordnung ist ein Isomorphismus. So erhalt man den

Homomorphiesatz. Ist g homomorph auf § abgebildet, so ist g
isomorph zur Faktorgruppe ¢/f, we B besteht aus den Elementen von g,
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denen das Einsdlement in g entspricht. Umgekehrt wird auch stets g ho-
momorph auf jede Faktorgruppe g/% abgebildet, wenn man jedem Element
digjenige Restklasse, in der esliegt, zuordnet. (I m obigen Beispiel, wo'g aus
den Zahlen + 1, - 1 bestand, wird fy gerade die alternierende Gruppe.)

Der Homomorphiesatz gilt ungeandert fir Gruppen mit Operatoren,
wenn man fir Homo- und Isomorphic stets Operatorhomo- bzw. Iso-
morphic liest.

Ein wichtiger Speziafall des Homomorphismusbegriffs entsteht,
wenn die zugeordnete Gruppe ¢ aus linearen Transformationen eines
Vektorenraumes $ besteht. Es wird cdso jedem Element der Gruppe g
eine nichtsingulédre linearc Transformation A des Raumes :®t zugeordnet,
derart, dal? dem Produkt ab stets das Produkt AB entspricht. Man
spricht dann von einer Darstellung der Gruppe g durch lineare Trans
formationen (oder durch Matrices). Die Dimensionszahl n des Darstel-
lungsraumes heilBt der Grad der Darstellung. 1st die Zuordnung um-
kehrbar eindeutig, also isomorph, so spricht man von einer treuen
Darstellung. 1st die Darstellung nicht treu, so ist se nach dem Homo-
morphiesatz stets eine treuc Darstellung einer Faktorgruppe g/f.

Fir eine ausfihrlichere Darstellung der Grundlagen der Gruppen-
theorie vergleiche man: A. SPEISER: Thecrie der Gruppen von end-
licher Ordnung, cder B. L. VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra I,
beide in dieser Sammlung erschienen.

Die Anwendung der Darstellungen von Gruppen auf die Quanten-
mechanik beruht auf folgendem.

Die Schroedingersche Differentialgleichung eines Systems geht in
sich Uber bei gewissen Transformationen der in der Wellenfunktion vor-
kommenden Variablen, wie z. B.:

a) die Vertauschungen der Koordinaten der verschiedenen Elektronen
(oder eventuell Kerne), welchein der Gleichung gleichwertig vorkomrnen;

b) die Translationen, Drehungen und Spiegelungen des Raumes,
welche das vorhandene Kraftfeld ungeéndert lassen. Wird beim Atom
der Kern as testes Kraftzentrum angesehen, so kommen die Drehungen
des Raumes um diesen Punkt und die Spiegelung an diesem Punkt in
Betracht. Beim Atom im homogenen magnetischen oder elektrischen
Feld hat man die ganze Drehungsgruppe durch die Untergruppe der
Drehungen um eine feste Achse zu ersetzen. Werden im zweiatomigen
Molekil die beiden Atomkerne (in erster Anndherung) as feste Kraft -
zentren betrachtet, so sind die Drehungen um die Kernverbindungslinie
und die Spiegelungen an Ebenen durch diese zu betrachten. Bei zwei
Kernen von gleicher Ladung kommt noch die Spiegelung an der Mittel-
ebene senkrecht zur Kernverbindungslinie dazu, usw.

Die betrachteten Transformationen des Schroedingerschen Eigen-
wertproblems bilden jedesmal eine Gruppe, ndmlich im Fall a) die sym-
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metrische Permutationsgruppe &,, wenn f Elektronen im Spiel sind,
und im Fall b) eine Gruppe aus Drehungen und Spiegelungen. Die Trans-
formationen dieser Gruppe ergeben jedesmal Transformationen der
Wellenfunktionen g, wenn festgesetzt wird, dal? eine raumliche Trans-
formation T (Drehung oder Spiegelung), welche das Punktsystem
g1 92+ -, ¢ in g3 . . ., gy Uberfihrt, die Wellenfunktion  in ¢’iiber-
fiihrt, wo
Yig, . @) =pgn .. 4

oder, was dasselbe ist,

i, oo @) =T, ..., T g
gesetzt wird. Die Funktionen yp werden in dieser Weise linear transfor-
miert, und es gilt, wenn S und T zwei Transformationen sind,

(ST)p=35{Ty).

Da bei diesen Transformationen die Schroedingersche Differential-
gleichung sich nicht &ndert, so missen ihre Eigenfunktionen wieder in
Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert Ubergehen. Die Eigenfunk-
tionen einer jeden Energiestufe werden also linear transformiert und diese
Transformationen bilden eine Darstellung der fraglichen Gruppe.

Wenn es gelingt, die verschiedenen lberhaupt moglichen Darstel-
lungen der in Betracht kommenden Gruppen aufzustellen und zu
klassifizieren, so ist damit gleichzeitig eine Klassifikation der Eigen-
funktionen und Eigenwerte der Atome und Molekile gegeben. Darauf
beruht die ,,gruppentheoretische Ordnung der Termsysteme"

§ 9. Aquivalenz und Reduzibilitdt von Darstellungen.

Es ist oft zweckmalig, den Vektorraum M einer Darstellung als
eine additive Gruppe mit Operatoren aufzufassen: die Operatoren sind
dann die Gruppenelemente a, und die Multiplikation av von a mit
einem Vektor v bedeutet, da? auf den Vektor v die zu a zugeordnete
lineare Transformation A ausgefiihrt werden soil. Diese Schreibweise
ergibt sich fast von selbst bei den quantenmechanischen Anwendungen:
das Ergebnis einer Drehung D oder Permutation P, angewandt auf eine
Eigenfurtktion ¢, wird naturgemé mit Dy bzw. Py bezeichnet. Bei
dieser Schreibweise vermeidet man die Einfihrung der zugeordneten
Matrices A, was auch sehr zweckmaliig ist, da man oft verschiedene
Darstellungsraume, Unterrdaume usw. gleichzeitig betrachtet, fir deren
Transformationen man also immer neue Buchstaben A, A4’, usw. ein-
fithren mURte. SchlielRlich hat man noch den Vorteil, da man alle
gruppentheoretischen Begriffe und Satze unmittelbar auf Darstellungs-
réume anwenden kann, indem man diese als additive Gruppen mit
Operatoren auffaBt. So ergibt der Begriff des Operatorisomorphismus, an-
gewandt auf zwei Darstellungsrdume R, |’ derselben Gruppe g, sofort

v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 3



34 Il . Gruppen und ihre Darstellungen.

den Begriff der Aquivalenz zweier Darstellungen; die beiden Darstel-
lungen von g in & und R’ heiflen aquivalent, wenn man in # und $t
die Basisvektoren so wahlen kadn, daf3 jedes Gruppenelement in beiden
Réumen dutch dieselbe Matrix dargestellt wird. Das heif}t:: eine durch
Matrices A vermittelte Darstellung ist zur Darstellung P*AP &qui-
valent, wenn P irgendeine feste Matrix ist.

Der Begriff einer zul&ssigen (d. h. gegenliber den Operatoren # in-
varianten) Untergruppe qgrgibt den Begriff eines invarianten Unter-
raunts, d. h. eines solchen linearen Unterraums, der bci den Trans -
formationen der Darstellung in sich transformiert wird. Wenn es einen
solchen invarianten Unterraum r gibt, der nicht nur a us dem Null-
vektor besteht und nicht der ganze Raum R ist, so hei}t die Dar-
stellung reduzibel und ebenso der Vektorraum reduzibel (in bezug auf
die Gruppe g)*.

Wie sehen die Matrices einer reduziblen Darstellung aus ? Wir wéhlen

ein System von Basisvektoren p ..., Uy im invarianten Unterraum r,
und ergénzen es zu einer Basis (M . . ., Uy) fur den ganzen Raum R.
Dann ist:
o R
aii;,:%‘ulf’l# (#Il’-."h)’
A n (9.1)
an, =349, + Xus,, p=h+1,..., 1),
1 k1

mithin hat die Matrix A die Gestalt:
PQ
4= \
(0 5)

wo P, Q und S wieder Matrices sind und 0 die Nullmatrix bedeutet.
Die Matrices P gehdren zur Darstellung von g im Unterraum r. Was
bedeuten die Matrices 5?

Der Faktorraum $R/r gestattet wieder die Operatoren a von g.
Gehen wir in den Gleichungen (9. 1) von den Vektoren u zu den ihnen ent-
sprechendeiv  Restklassen @ von /r uber (vgl. den zweiten Teil des Homo-
morphiesatzes), so werden #, . . ., #, gleichNull, dau, . . ., u, ja ale
im Unterraum r, d. h. in der Restklasse der Null liegen, dagegen bilden
%441, - - -, ey €INE linear-unabhdngige Basis fir den Faktorraum Hyr.
Es wird also

aﬁr—-)ﬁm. w=h+1,...,m),
A1 -

mithin gehdren die Matrices S genau zu der Darstellung, die durch den
Faktorraum %®/r vermittelt wird.

' Fir den Begriff der Reduzibilitdt ist es nicht notwendig, da die Opera-
toren (a Oder 8) eine Gruppe bilden: es kann irgendein System von Operatoren
g"geben sein, welche lineare Transformationen von R in sich hervorrufen.
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Die Wahl der ergédnzenden Basisvektoren u.; bis u, enthdlt natir-
lich eine gewisse Willkdr.

Wenn man durch spezielle Wahl dieser Basisvektoren erreichen
kann, dal3 die Matrixelemente q ale gleich Null werden, so spannen

die (U, - - ., Up) Wieder eincn invarianten Unterraum ¢ auf, und man
sagt, dal der Raum R zerféllt in die invarianten Unterrdume r und 2:
Ot==r + (92)

Auch von der durch ® vermittelten Darstellung ® sagt man, dal sie
zerféllt in die durch r und vermittelten Darstellungen ®; und ®,,
und schreibt:

% ] @1 ‘I_ %3 .

Die Matrices S gehoren in diesem Fall zur Darstellung im Raum 3,
Daraus ergibt sich sofort der | senior phiesatzz Aus (9. 2) folgt 8=« R/e
(und ebenso o= R/3)*.

Wir werden es im folgenden hauptséchlich mit Darstellungen von
Gruppen durch unitare Transformationen zu tun haben. Bei diesen gibt
es zu jedem invarianten Teilraum r einen totalsenkrechten invarianten
Teilraum 8, also folgt in diesem Fall aus der Reduzbilitdt sofort das
Zerfalien.

Man schreibt, wenn a und b Untcrgruppen einer additiven Abelschen
Gruppe sind, (a,b) féar die Vereinigungsgrupfte, die aus alien Summen
a+b(aausa baush) besteht. 1st jedes Element von 8 = (a, b) sogar
eindeutig als Summe a + b darstellbar, so heif’t & die direkte Summe
von a und b und man schreibt 8 = a+ b, wie in Gleichung (9. 2).
Ein Kriterium fur die Direktheit der Summe ist, daf3 die Untergruppen
a und b nur das Nullelement gemein haben®. Entsprechend definiert man
die direkte Summe von mehr as zwei Untergruppen: die Schreibweise

g=a,++r--+a,

bedeutet, daf’3 jedes Element von ¢ eindeutig als Summea; + * ¢ ¢ + a,
darstellbar ist. Ein Kriterium dafdr ist, dal jedes a, mit der Summe
aller vorangehenden a nur das Nullelement gemein hat.

Eine additive Gruppe & mit Operatoren (speziell ein Vektorraum
bei einer Darstellung) heifldt irreduzibel oder minimal, wenn sie keine
invariante Untergruppe (auf3er sich selbst und der Null) enthalt. Sie

* Der Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen gruppentheoretischen |somor-

phiesatzes:

B/UA~ BB,

in welchem 3 die Vereinigungsgruppe, % den Durchschnitt der Untergruppen ¥,
B darstellt, der gultig ist, sobald 91 Normalteiler in % ist. SieheB. L. VAN DER
WAERDEN: M derne Algebra |, 840.

! Bei nicht-Abelschen Gruppen muB man auRerdem noch verlangen, daR a
und b Normalteiler in 8 sind.

3*
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hei8t vollsténdig reduzibel, wenn sie eine direkte Summe von irreduziblen
(zulgssigen) Untergruppen ist:

Ebenso heiflst eine Darstellung vollstandig reduzibel, wenn der zuge-
horige Vektorraum es ist; die Darstellung erscheint dann in der aus
reduzierten Gestalt":

D =Dy + ...+ Dp*

Unter den ®, kbnnen natirlich &quivalente Paare vorkommen.

Beis.piel einervollstandigenreduziblen Darstellung. Nimmt
man drei Basisvektoren e;, es, €3 und unterwirft diese alien Permu-
tationen der symmetrischen Gruppe &,:

(12)¢;, = &, (123) g, = e,
(12) e = e, (123} ¢; = ¢,
(12) e3 = e, (123) 2y = ¢, , usw.,

so erhdlt man eine Darstellung der Permutationsgruppe durch lineare
(unitédre) Transformationen. Die Darstellung ist reduzibel, denn der
Vektor s==¢, + 3+ &, iSt bei alien Permutationen invariant und
dasselbe gilt daher von dem Teilraum oder , Strahl" r; der aus alien
Vielfachen sa besteht. Der zu diesem Strahl senkrechte Teilraum r,
der von den Differenzen e, —e,y, £ — ey aufgespannt wird, ist ebenfals
invariant und enthalt, wie leicht zu sehen, keinen invariant en Teilraum
mehr. Also ist der dreidimensionale Vektorraum & vollstandig reduzibel:

@ =1+,
und die Darstellung zerfdlt in zwei irreduzible Darstellungen der
Grade 1 und 2. Die Matrices dieser Darstellungen sind sehr leicht ex-
plizite aufzustellem Die Darstellung ersten Grades ist die ,identische
Darstellung”, die jeder Permutation die Einheitsmatrix zuordnet. Die
Darstellung zweiten Grades hat die Matrices

—-11 0 —1 1 0
(12}~( 01). (1:3)~(__1 o)' (23)~(1_1).

ags)~(> "N asy =Y, 1~
1 —1)° (132) = —~10/ 01
A, 0
A!
. . A= * ]
* Die Matrices der Dar: . 3
0 .A,

wo die Matrices A. 7t den irreduziblen Darstellunaen D. aehoren
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Unitéare Darstellungen (Darstellungen durch unitére Transforma-
tionen) und Uberhaupt Systeme von unitéaren Transformationen sind
stets (entweder irreduzibel oder) vollstéandig reduzibel, denn wenh der
Vektorraum R reduzibel und r ein invarianter Teilraum ist, so zerfallt
in r und einen dazu total-senkrechten invarianten Teilraum t; ist einer
von diesen beiden Raumen wieder reduzibel, so zerféllt er in derselben
Weise usw;

Die in der Quantentheorie vorkommenden Darstellungen sind stets
unitar, weil bei jeder Drehung oder Permutation das Uber den ganzen
Phasenraum erstreckte Integral

Ny=[pypdv
invariant bleibt.

Die Bedeutung der Reduzibilitéat einer Darstellung far die Quanten-
theorie beruht auf folgendem:

Wenn die Energiestufen eines Systems, z. B. eines Mehr-Elektronen-
systems, bekannt sind bei Vernachléssigung gewisser Glieder des Energie-
ausdrucks, die as Stoérungsglieder € W nachher wieder hinzugefigt
werden (wobei man ¢ stetig von 0 an wachsen 803t), so weil3 man oft von
den Stoérungsgliedern, dal3 sie ebenso wie der ungestorte Operator Hy in-
variant sind bei einer Gruppe g. Sowohl die ungestorten wie die gestorten
Eigenfunktionen erleiden bei den Operationen der Gruppe g ein System
von linearen Transformationen, das reduzibel oder irreduzibel sein
kann. Beim Grenzilibergang e — 0 mul3 die Transformation der gestérten
Eigenfunktion in die der ungestdrten (bergehen. Nun ist aber klar,
dal eine reduzible Transformationsgruppe bei ei nemPGreanbergem;) "ion-
mals in eineirreduzible Ubergehen kann: Matrices 0 S bzw. (0 S)
geben ja in der Grenze immer wieder Matrices derselben Gestalt. Auch
andert sich der Grad der Darstellung beim Grenzlbergang nicht:
hochstens kodnnen verschiedene Energieniveaus zusammenriicken und
dadurch zwei oder mehrere Raume der Dimensionen n;, n, zu einem
Raum der Dimension #, + 7, verschmolzen werden, in welchem Raum
dann eine reduzible Darstellung stattfindet.

Daraus folgt: Wenn in der Grenze fir ¢ = 0 eine irreduzible Dar-
stellung w-ten Grades vorliegt, so hat man auch fir kleine ¢ eine ir-
reduzible Darstellung desselben Grades. Und da man durch stetiges
Anwachsen ¢ schliefflich so gro3 machen kann wie man will, so gilt
dasselbe Ergebnis auch noch flr grofe Storungsglieder: Liegt vor der
Sérung eine irreduzible Darstellung der Gruppe g vom Grade n vor, und
ist die SOrung bel der Gruppe g invariant, so kann die Sorung, wie
gro sie auch sei, menials eine Termspaltung hervorrufen, sondem es
bleibt immer eine irreduzible Darstellung der Ordnung n. Ebenso sieht
man ein: Wenn fir ¢ = 0 eine vollstdndig reduzible Darstellung vom



38 I'1. Gruppen und ihre Darstellungen.

Grade n vorliegt, die zerféllt in die irreduziblen 34 + 3, + -+ + X,
so kann der n-fache Term sick durch die Sérung hochstens in r Terme
spalten, deren Eigenfunktionen dann im Limes fire § — O die irreduziblen
Darstellungen 2%, ..., 3 erleiden.

Wir werden spater fur alle hier in Betracht kommcnden Gruppen
alle Uberhaupt moglichen irreduziblen Darstellungen aufstellen. Se
kénnen in alien vorkommenden Fallen durch Nummern (Quanten-
zahlen) voneinander unterschieden werden. Bei der stetigen Anderung
der Gréfle € kann eine solche Nummer nicht plétzlich springen, aso
muR die Darstellung bei wechselndem ¢ stets bis auf Aquivalenz dieselbe
bleiben. Im obigen Fall bleibt sie aso stets eine der Darstellungen
2.« 2 (oder eventuell eine Summe von einigen von diesen).

§ 10. Darstellung Abelscher Gruppen. Beispiele.

Bei einer unitdren Darstellung einer Abelschen Gruppe sind die
Matrices der Darstellung alle miteinander vertauschbar und kénnen
daher nach 8 7, SchluB, alle zusammen auf Hauptachsen transforniiert
werden. Sind v, . .., v, die Hauptachsen oder Eigenvektoren, so sind
die eindimensionalen Teilrdume (v}, ..., (v,) invariant gegenuber alien
Transformationen der Gruppe, also zerfallt die Darstellung in lauter
Darstellungen ersten Grades, die selbstverstandlich irreduzibel sind.

Beispiel 1. Die darzustellende Gruppe sei zyklisch von der Ordnung n,
d. h. se bestehe aus den Potenzen 1, a, a%, .. ., a*-1 eines Elementes a,
wahrend 4» ==1 ist. In einer Darstellung ersten Grades werde das
Element a durch die Matrixa} ¢gestellt. Dann mul3 a? durch (%,
usw., schlierlicha® ==1 durc{xz*argestellt werden. Also muR«® = 1
sein, mithin a eine n-tc Einheitswurzel. Es gibt n verschiedene #=-te
Einheitswurzeln: Srim
a=e " (m=0,1,...,2—1),
mithin hat eine zyklische Gruppe der Ordnung n genau n verschiedene
Darstellungen ersten Grades. Jede beliebige Darstellung zerfdllt in
solche ersten Grades, wobei natirlich eine bestimmte Darstellung
ersten Grades auch mehrmals vorkommen kann.

Eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist z. B. die Gruppe der
Permutationen von zwei Objekten (Elektronen). Die Darstellungen sind,
wenn a die Vertauschung der beiden Objekte darstellt, durch

gegeben. Die zur Darstellung (+1) gehoérigen Vektoren v, bleiben bei
der Operation a invariant, die zu (— 1) gehérigen v_ wechseln dabei ihr
Vorzeichen:

av+ = v, av_=—v_.
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Die Vektoren v, heilfen ,,symmetrisch”, diev- ,antisymmetrisch". So
zerféllt z. B. das Spektrum des Heliumatoms in zwei ganz getrennte
Termsysteme, von denen eines (das Singulettsystem) zu den sym-
metrischen und das andere (das Triplettsystem) zu den antisymmetri-
schen Eigenfunktionen gehort.

Genau dasselbe gilt von der Gruppe, die aus der Spiegelung am
Koordinatenanfangspunkt (im dreidimensionalen Raum):

= —%; Y =y 2= —z

und der ldentitat besteht. Auch hier gibt es zwei Arten von Basis
vektow; v\ an sagt, da3 die Vektoren v+ zum ,Spiegelungs-
charakter - 1%, die Vektoren v_ zum , Spiegelungscharakter — 1" ge-
héren. Diese Unterscheidung bedingt eine Zerlegung des Termsystems
eines beliebigen Atoms in zwei Teilsysteme, die sich durch den Wert
des Spiegelungscharakters w = + 1 unterscheiden.

Beispiel 2. Drehungsgruppe um eine feste Achse.

Jede Drehung D, wird durch einen Drehungswinkel ¢ gekenn-
zeichnet. Wird die Drehung D,, durch die Matrix erst en Grades yx(95)
dargestellt, so muf3, wenn dem Produkt das Produkt entsprechen soil:

zlgy + 2) = 2 (@) - x{gs)
sein. Die stetigen Losungen dieser Funktionalgleichung sind:

xlp) =&,
Da y(2#) = x{0) sein mue (wenigstens bei einer eindeutigen Darstel-
lung), so folgt o
eute = ],
somit ic = m mit ganzzahligem m. Die Darstellung lautet also:
xlg) = eime.

Es gibt somit unendlichviele Darstellungen erst en Grades, die zu

den Werten

m=2~0, 41, +2,...
gehdren. Aus ihnen setzt sich jede eindeutige stetige Darstellung zu-
sammen.

Diese Betrachtung findet hauptsdchlich Anwendung in der Theorie
der Molekilspektren. Betrachtet man ein zweiatomiges Molekdl in erster
Anndherung als ein System von zwei festen Kernen, um welche Elek-
tronen kreisen, so gehen die Eigenfunktionen einer jeden Energiestufe bei
einer Drehung um die Kernverbindungslinie wieder in ebensolche Uber.
Man erhédlt also auf jeder Energiestufe eine Darstellung der Drehungs-
gruppe um diese Achse, welche wir uns ausreduziert denken. Die Eigen-
funktionen und damit auch die zugehorigen Terme kénnen aso unter-
schieden werden nach den verschiedenen Darstellungen ersten Grades
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mitm =0, +1, -2, ..., zu denen se gehdren. Fir den Absolut-
wert |m| ist das Symbol A (blich. Man bezeichnet die Terme mit
A =0{m=0) ds =-Terme, die mit A=1(m = 4+ 1) als JT-Terme,
die mit A == 2 {m = 4= 2) als A-Terme usw. Warum die Terme mit ent-
gegengesetzten w-Werten (z. B. mitm =+ 1undm = -— 1) in der Bezeich-
nungnichtvoneinanderunterschieden werden, werden wir gleich sehen.

Beispiel 3. Die axiale Drehspiegelungsgruppe. Der Energieoperator
des ebenbetrachteten zweiatomigen Moleklls mit zwei festen Zentren
gestattet nicht nur die Drehungen urn die feste Molekiilachse &, sondern
auch die Spiegelungen in bezug auf die durch diese Achse gehenden
Ebenen. Diese Drehungen und Spiegelungen bilden zusammen eine
nicht-Abelsche Gruppe &: die axiale Drehspiegelungsgruppe. Eine feste
Spiegelung moge ausgezeichnet und mit s, bezeichnet werden; dann
kann man aus 5, und einer beliebigen Drehung alle anderen Spiege-
lungen zusammensetzen.

Es gelten die Relationen:

D, D,=Dg.,,
Dgsy=s,D_.

In jedem Darstellungsraum der Gruppe © kann man zunéchst die
Untergruppe der Drehungen ausreduzieren: das ergibt gewisse Grund-
vektoren v, (wobei m ganzzahlig ist), welche bei einer Drehung D¢
den Faktor e~ ™% annehmen.

Nun sei zundchst m = A4 > 0. Bei der Spiegelung f, geht va in
einen Vektor v_, Uber, denn es ist

D, (syva) =5, D 04 =s,6" 47y = 19(s5,04)

vy und v 5 spannen zusammen einen zweidimensionalen Unterraum
1. = (vy,v_4) auf, der offenbar bei der Gruppe® invariant ist und der
keinen kleineren invarianten Teilraum mehr enthalt. Gabe es ndmlich
einen eindimensionalen invarianten Unterraum ¥’ in ¢4, SO ware der
zugleich ein irreduzibler Darstellungsraum der Drehungsuntergruppe,
also mufte sein Basisvektor bei einer Drehung um ¢ den Faktor ef™*
annehmen, wo m nur 4+ A sein konnte, weil nur diese beiden Darstel-
lungen der Drehungsgruppe as Bestandteile im Darstellungsraum x,
vorkommen; aber bei einer Spiegelung ginge dieser Basisvektor Uber
in einen anderen, zum Drehungscharakter — A gehorigen, also ware
der Teilraum t* doch mindestens zweidimensional. Die Darstellungs-
rautne {v4, v_4) sind also irreduzibel. Daraus folgt, dal3 beim Molekill
mit zwei festen Kernen immer je zwei Eigenfunktionen #,4, w_4 zum
gleichen Energiewert gehdren. Die darstellenden Matrices.fiir die Drehung
D, und fiir die Spiegelung s, sind:

et () d 01
. un .
0 ede 10

Diese Darstellung wird mit %, bezeichnet.
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Fir A =0, in welchem Fall die Vektoren vy bei alien Drehungen
invariant sind, braucht »_4 von #4 nicht verschieden zu sein. Wenn
man den Raum der Vektoren vy as Darstellungsraum der zyklischen
Gruppe, welche aus der Identitdt und einer Spiegelung besteht, auffafit
und diese Darstellung der zyklischen Gruppe ausreduziert, so ergeben
sich zwei Art en von Darstellungen ersten Grades, die durch die , Spie-
gelungscharaktere” + 1 und —1 gekennzeichnet werden koénnen und
mit U5 bzw. A bezeichnet werden. Der Basisvektor eines irreduziblen
Darstellungsraumes UFE erhdlt bei jeder Spiegelung den Faktor = 1
und bleibt bei alien Drehungen invariant. Die irreduziblen Darstellungen
der Drehspiegelungsgruppe @& sind also: A7, %, , Ay, Ly, s, v .

Bei einer nicht-Abelschen Gruppe g kann es, wie das obige Beispiel
zeigt, auch Darstellungen ersten Grades geben. Diese sind aber not-
wendig untreu, weil die darstellenden Matrices miteinander vertauschbar
sind und die Gruppenelemente nicht. Da den Gruppenelementen ab
und ba dieselbe Matrix zugeordnet wird, so wird dem , Kommutator"

abbayl=abalb?

die Einheitsmatrix zugeordnet. Alle diese Kommutatoren und ihre
Produkte bilden eine Untergruppe, die ,,Kommutatorgruppe" von g,
deren Elemente sémtlich durch die Einheitsmatrix dargestellt werden.
Die Darstellung ist also eine treue Darstellung einer (Abelschen) Faktor-
gruppe g/, wo der Normalteiler h mindestens die Kommutatorgruppe
umfalit.

Beispiel 4. Diesymmetrische Gruppe &, (= >> 2} ist nicht-Abelsch.
Kommutatoren sind (unter anderen) die Permutationen:

ENEFREH TR = (17 4),

das sind alle ,,Dreierzyklen”. Diese und ihre Produkte bilden, wie leicht
ersichtlich, die ,alternierende Gruppe" %A, (88). Also ist jede Dar-
stellung ersten Grades von &, zugleich eine Darstellung von &,/¥,,.
Da diese Faktorgruppe zyklisch von der Ordnung 2 ist, hat sie nur
zwei Darstellungen ersten Grades: die eine ist die identische oder sym
metrische Darstellung, welche alien Permutationen die Einheitsmatrix (1)
zuordnet; die andere ist die antisymmetrische Darstellung, welche den
geraden Permutationen die Matrix (1), den ungeraden die Matrix (—1)
zuordnet. Alle Ubrigen Darstellungen der &, sind von hoherem &ls
ersten Grad.

Beispiel 5. Die symmetrische Gruppe &,. lhre irreduziblen Dar-
stellungen kdnnen genau nach derselben Methode bestimmt werden,
nach der in Beispiel 3 die Darstellungen der axialen Drehspiegelungs-
gruppe & bestimmt wurden, indem man von einer beliebigen Dar-
stellung der &, ausgeht und die darin enthaltene Darstellung der alter-
nierenden Gruppe W, ausreduziert. Uy ist zyklisch und besteht aus
den drei Permutationen 1 (123), (132). Es gibt nach Beispiel 1
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nur drei Darstellungen ersten Grades der zyklischen Dreiergruppe, bei
denen dem erzeugenden Element 1 eine dritte Einheitswurzel
loderg=¢ ° oder d=gl=¢ °
zugeordnet wird.
Ein Vektor v, der zur Einheitswurzel gehort, ergibt bei der Aus-

Ubung der Permutation (12) einen Vektor v, der zu g~ gehort,
denn es ist

{123) vy == (123) (12) v, = (12) (123) v, = (12) gt v, = 071 v,

Die Vektoren v,, z,- spannen den Raum einer irreduziblen Darstellung
zweiten Grades auf. Im Raum der Vektoren v; welche bei den Permu-
tationen 1, (12 3), (132) invariant bleiben, findet man durch. Aus-
reduktion der zyklischen Gruppe 1,(12) noch zwei Darstellungen ersten
Grades, namlich die identische und die antisymmetrische. Somit gibt
es insgesamt zwei Darstellungen ersten Grades und eine irreduzible
Darstellung zweiten Grades. Aus dem Beweis ergibt sich, dal jede
Darstellung vollstandig zerféllt in irreduzible von den drei genannten
Typen. Die im Beispiel zu 8§ 9 gefundene Darstellung zweiten Grades
mul mit der hier beschriebenen Darstellung zweiten Grades (v,, ¥,)
aquivalent sein, was man auch leicht durch Rechnung bestatigt.

§ 11. Die Eindeutigkeitssatze.

Satz 1. Ist =91 + ... + 9h vollstandig reduzible additive
Gruppe und § eine beliebige (zuléssige) Untergruppe, so ist

O =D+ g+ -+ oo

bei passenier Auswahl der gy aus den Gruppen g; bis g
Beweis. Wir bilden:

0= {9. a1).
D2 = (91> 82},

---------------

Or=(Da-1. B4} = ©.
Der Durchschnitt von $§ und g; ist eine invariante Untergruppe von gy,
also, da g; as irreduzibel vorausgesetzt war, entweder g; oder Null
(d. h. nur aus dem Nullelement bestehend). Ist der Durchschnitt' q;
so ist g1 in § enthalten, mithin §, == §. Ist der Durchschnitt Null,
so ist die Summe ($,g,) direkt, mithin §; = $ -+ g;.

In derselben Weise wie mit §, verfahren wir mit alien anderen
Gruppen $, und erreichen dadurch, dal3 alle Klammern ($,_, g,) ent-
weder in direkte Summen verwandelt werden oder sich auf ein Glied $,_4
reduzieren. Aus alien diesen Gleichungen zusammen ergibt sich dann,
dall & = §, eine direkte Summe von § und einigen g, wird, w. z. b. w.
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Satz2. lst @=gl+£{g+“'+gh
und zugleich

_ =g +a+t -+
SO ist g, ™ @3-

Beweis: Aus dem Isomorphiesatz von 89 folgt, daR g; und g;
beide isomorph zur Faktorgruppe

Gige + -+ aa
sind.

Satz 3. Snd & =g, + ga +---+g, und =0, +%, +---+19,
2wvel Zerlegungen einer vollstdndig reduziblen additiven Gruppe in irre-
duzible, so ist stets r = s und die g, sind in irgendeiner Reihenfolge
isomorph zu den hy.

Beweis: Wenden wir Satz 1 an mit =8y +- -+ +¥8,, so folgt:

& =0 -4+0)+ (S,

wo X g die Summe einiger g, darstellt. Aus Satz 2 folgt dann 3'g, =2 §,.
Da h, irreduzibel ist, muB X g auch irreduzibel sein und kann daher
nur aus einem Glied bestehen, etwa (bei passender Numerierung der g,,)
aus dem Glied g,. Also haben wir gy == §; und

@ =0b+---+Bb+ ;-
Wenden wir nun wieder Satz 1 an mit § =395 4+ » + 5,4+ 21, SO

folgt ‘
o8 ® = (B 48+ o)+ g

(die Summe X enthélt g; nicht), mithin dureh Vergleich mit der vorigen
Gleichung nach Satz 2: 3'g, = §,, mithin besteht die Summe wieder
nur aus einem Glied, etwa gz, und wir haben g, 22§, und

G =93+ -+ Bht g1t 0
So fortfahrend erhd@lt man g, ~ %, {(» =1,2,...,5s—1} und

G =0+ g+t fgr-

Daraus nach Satz 2 wieder §, ~ g, -+----+ g,, mithin, da die letztere
Summe wieder nur ein Glied enthalten kann, r — s und g, =2 %,, womit
alles bewiesen ist.

Insbesondere folgt aus diesem Satz, dal3 die irreduziblen Bestand-
teile, in welche eine Darstellung zerfdllt, nur von dieser Darstellung
selbst abhdngen und nicht von der gewahlten Zerlegung des Vektor-
raumes in irreduzible Teilrdume. Es hat also einen bestimmten Sinn,
etwa zu sagen, daB in einer gegebenen Darstellung © eine irreduzible
Darstellung %, dreimal und eine andere %, einmal enthalten ist.

Aus Satz 1 folgt noch eine bemerkenswerte Folgerung:
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Da jedes homomorphe Bild von @& isomorph einer Faktorgruppe &/
ist, so folgt:

Satz 4. Jedes homomorphe Bild einer vollstandig reduziblen
additiven Gruppe ist isomorph der Summe einiger Komponenten
gv von g.

8 12. Die Kroneckersche Produkttransformation.

Es sel eine Transformation A des w-dimensionalen Vektorraumes R,
und eine Transformation B des #,, gegeben. Als ®, konnen wir die
Gesamtheit der Linearformen ¢,u, + -+~ ¢,%, in # Veranderlichen
M1,... nehmen; ebenso as R, die Gesamtheit der Linearformen
dv, ++o+ dyv,. Diew, bzw. ve sind dann die Basisvektoren.

Die nm linearunabhangigen Produkte #; v, konnen wieder as Basis-
elemente enes Vektorraumes aufgefaldt werden, dessen Vektoren dann
die Formen X', 4,4, sind. Transformiert man nun die u nach A und
die v nach B, so erleiden die Produkte #, v, auch eine lineare Trans-
formation :

“;1 v:I = Z”lvga.llnﬁga’

welche as Produkttransformation A x B bezeichnet wird. Se findet
vor allem dann Verwendung, wenn A und B Darstellungen desselben
Operators a einer Gruppe g sind. Dann ist (A x B)w#,v, einfach das
Ergebnis der Anwendung des Operators a auf das Produkt \u; w,. Bilden
die A und die B zwei Darstellungen ® und ®’ der Gruppe g, so ist klar,
dal? die A x B wieder eine Darstellung bilden; die Produktdarstellung
DX P

In derselben Weise kann man auch mehr as zwei Darstellungen
miteinander multiplizieren; man erhadlt so Darstellungen der Art:

DR XD = (DXD)XD" = DX (P'XxD") .

Die Produktdarstellung aus zwe unitdren Darstellungen ist unitar.
Der Beweis dieses Satzes moge dem Leser (berlassen bleiben.

Es seien nun® und D zwei irreduzible Darstellungen einer Gruppe &.
Wir fragen: unter welcher Bedingung ist in der Produktdarstellung
die identische Darstellung as Bestandteil enthalten? Oder, was das-
selbe ist: unter welcher Bedingung gibt es im Raum der Darstellung
D X D einen invarianten Vektor?

Ist ® = {#,, ..., #,) der Raum der Darstellung ® und & =
(vi ... Vm) der Raum der Darstellung ®, so hat jeder Vektor des
Produktraums die Gestalt

a "
was 3 S igthvg = 3 v} (”5.=217019”e)
1
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Damit nun w invariant sei, mul® fir jedes Gruppenelement a
L L]
aw = Sawm) @v)) = Zni
. 1
sein. Setzt man
a4y == Zuﬂm‘t,a,
22U avy = Jlu, v,

oder n
2O BV =Y. (12.1)
1

so ergibt sich

Setzt man a,, = «aj), (gespiegelte Matrix) und bezeichnet mit {8;,)
die inverse Matrix zu («},}, so kann man die Gleichungen (12. 1) nach
av; auflésen, indem man mit B,, multipliziert und Uber fi summiert:

av, = 30, Buv- (12.2)
Daraus folgt erstens, daf? {v;, ..., ¥} ein bei der Gruppe g invarianter
Unterraum von & ist, also, da & irreduzibel ist, daf (v}, ..., v]) mit &
Ubereinstimmt. Also ist ni, die Dimension von & , hochstens gleich n:
m < #. Durch Vertauschung der Rollen von &% und & beweist man
ebenso # 2 m, mithin ist m=n. Also sind die Vektoren ¢, ..., ¥,
linearunabhéngig: sie kénnen als Basisvektoren fir & benutzt und mit
vy, ..., Vs Dezeichnet werden. Nunmehr besagt (12. 2), da3 das Gruppen-
element a in der Darstellung % durch die Matrix (8, ) Jargestellt wird.
Also: ~
Damit es im Raum der Darstellung ® x % einen invarianten Vektor @
gibt, miissen die Matrices von D, auf eine passende Basis (v, . ., Vi)
bezogen, die Inversen der gespiegelten Matrices der Darstellung ® sein;
der invariante Vektor ist dann durch

w =2”H;, [
gegeben. 1

Die Beziehung zwischen zwei Darstellungen % und @,, die darin
besteht, daB.Xw;w; invariant ist, ist natiirlich umkehrbar: die Matrices
von ® sind auch die Inversen der gespiegelten Matrices der Darstel-
lung % . Man nennt die Darstellungen ® und %, die in dieser Beziehung
zueinander stehen, zueinander kontragredient. Zu jeder Darstellung_‘D
gibt es eine kontragrediente Darstellung @, I1st ® reduzibel, so auch®,
und umgekehrt. Bei unitaren Darstellungen sind die gespiegelt-inversen
Matrices (f3,) konjugiert-komplex zu (as,), und daher ist in diesem
Fall die kontragrediente Darstellung zugleich die konjugiert-komplexe.

Damit eine vollstandig reduzible Dar§tellung‘ib=$)1+$),+'°'+§).
eine gewisse irreduzible Darstellung &, die kontragredient zu g ist,
als Bestandteil enthalt, ist notwendig und hinreichend, dad die Produkt-
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darstellung @ X F=D, X F -+ -+ Dy x & bei ihrer Zerlegung
einmal die identische Darstellung enthalt, denn dann ist & zu einem @,
kontragredient.

Daraus folgt weiter: Damit eine Produktdarstellung & x € die ir-

reduzible Darstellung  als Bestandteil enthélt, mu die Produktdarstel-
lung D x & x § die identische Darstellung mindestens einmal ent-
halten. Diese Beziehung ist symmetrisch in ®, & und &.

Bei Abelschen Gruppen und Uberhaupt bei Darstellungen ersten
Grades ist die Produktdarstellung ziemlich trivial: sind (x(#)} und
(¢’{a)) die darstellenden Matrices des Gruppenelementes a, so ist
(x(@)x'(¥) die darstellende Matrix fir a in der Produktdarstellung.
Ist eine Darstellung ®: e - . vom ersten Grade und die andere ®‘ be-
lielga—A, 0 ista—o4 die Produktdarstellung. Ist ®"irreduzibel,
so ist @ x 9 auch irreduzibel, weil ein reduzibles System a A durch
Multiplikation aller Matrices mit = ein reduzibles System A ergeben
warde. Bei Darstellungen von hoherem as erstem Grade kann aber
eine Produktdarstellung von irreduziblen Darstellungen sehr wohl
reduzibel werden.

Beispiel. Wir wollen die Produktdarstellungen der Darstellungen
%, Uy, Uy, Y, . . . der axialen Drehspiegelungsgruppe (§ 10, Beispiel 3)
berechnen und ausreduzieren.

Die Basisvektoren der Darstellungen ; und %, sind (fur A >0,
>0 ., und vy,. Ihre Produkte sind #;v,,u_; % ,, #, v, und
%_, v, . Die Spiegelung s, vertauscht die ersten beiden untereinander und
die letzten beiden untereinander. Das erste Paar nimmt bei Drehungen D

]
die Faktoren e*it*+#¢ an und transformiert sich daher nach %;,,,.
Das zweite Paar nimmt bei. D, die Faktoren ¢+**~#% an und trans-
formiert sich daher im Fall 4 + g nach ;... Im Fall 2 = u bleiben
die beiden Vektoren #%,v_, und %_,v, bei B, invariant; ihre Summe
#,v_; -+ w_y v, nimmt bei der Spiegelung s, den Faktor + 1 und ihre
Differenz #,v_; — #_;», den Faktor — 1 an. Daher ist:

?I;XW =W+ fior ;l=+=p., "beide >0,

Mo p = Wy, + W+ Wpr  fiar 0.
Ist g = OF, b trangformiren sith die Pro d u I:pl v,dnd#_; vy genau
so wie #; und %_;, dso nach %,. Daraus folgt

%y X W& = Ay.  (Das gilt auch fur 4 == 0+).
Fur fx = 0" und 4 > 0 transformieren sich #; », und — %_; v, genau so
wiew, und #_;, aso na %_;) as ergibt
MU =19, {A>0).

Ist sehlieflich 4 = g = 0", so bleibt das Produkt #,v, bei den

Drehungen D, und bei der Spiegelung s, invariant; somit ist
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8§13. Die mit einer Darstellung vertauschbaren Matrices.

Es sden ! und & zwei Vektorrdume mit einem gemeinsamen Ope-
ratorenbereich @&, dessen Operatoren in beiden Raumen lineare Trans-
formationen hervorrufen. Es sei weiter eine lineare Transformation T
gegeben, welche den Raum R operatorhomomorph auf & oder einen
Teilraumvon & abbildet. Operatorhomomorph heif3t, daf3, wenn Ty = w
ist, fir jedes a aus & die Transformation T auch av in aw Uberfiihrt,
d. h., daB

Tav=aTuv
oder a mit T vertauschbar ist. Nun behauptet das Lemma von SCHUR:

Wenn %R irreduzibel ist, so ist T entweder ein Isomorphismus oder
sie bildet jeden Vektor auf den Nullvektor ab.

Im ersten Fall ist aso M aquivalent einem irreduziblen Teilraum
von &. Ist & selber irreduzibel, so ist folglict | Equivalent &, Ist
speziell | = & und benutzt man fur | und & die gleichen Basis-
vektcren, so wird weiter behauptet: Die Matrix T ist ein Vielfaches
der Einheitsmatrix.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz ist T eine isomorphe Ab-
bildung eines Faktorraumes R/r. Ist | irreduzibel, so muB r = (0)
oder M =t sein. Das ergibt genau die behauptete Alternative.

UmimFall ® = & die Behauptung T =+t E zu beweisen, bestimmen
wirr so, da die Determinante | 7 — ¢ E | = 0 wird. Dazugleichmit T
auch T —tE mit alien a vertauschbar ist, so mufd nach dem schon be-
wiesenen Teil des Satzes die Matrix T — = E entweder eine eineindeutige,
aso nicht singuldre Transformation darstellen, oder = 0 sein. Wenn
dso|{T—tE|=0ist,so mT—tE=0¢€ r T =1E sein.

Dieselbe Behauptung T ~-%E gilt natdrlich auch dann, wenn nicht
N - &, sondern {t~ & ist, vorausgesetzt, dad die gewahlten Basen
von #& und & einander vermoge eines Isomorphismus entsprechen.

Wir wollen nun die mit einem vollstandig reduziblen System &
von linearen Transformationen eines Raumes 3t vertauschbaren linearen
Transformationen bestimmen. Oder, was nach d r anfangs gemachten
Bemerkung dasselbe ist, wir w.llen die Operatorhomomorphismen
eines vtllstandig reduziblen Da. stellungsraums & mit Operatoren-
bereich & bestimmen.

Essel R=r, 4+ 1+ F1,. (13.1)
Wenn Raume wie ry,. . ., t; durch & Equivalent transformiert werden,
so fihre man in ihnen entsprechende Basisvektoren ein, derart, dal}
die Transformationen dieser Raume durch dieselben Matrices dargestellt
werden. Es sel nun T eine lineare Transformation, welche & operator-
homomorph in sich abbildet. Um die Transformation T ganz zu kennen,
braucht man nur ihre Wirkung auf die Vektoren von x; r,, ..., 1 zu
kennen. T bildet x; ab auf einen zu r, isomorphen Raum Tx, Die
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Vektorenw = Te»v oTt;)nnenwieder in Komponenten nach (13.1)
zerlegt werden:

Tv=w=w +wytw+---J-w,. *(13.2)

Die Zuordnung = -+ w; oder w — ®, ist wieder ein Operatorhomomor-
phismus, aso ist audi ¥ —» w ~» 1w, oder v -> w — wy USW. ein Operator-
homomorphismus. Also kénnen nach dem Schurschen Lemmain der Zer-
legung (13. 2) nur solche Komponenten vorkommen, welche zu den
mit x; aquivalenten Teilrdumen ry, . . ., r, gehoren: alle Ubrigen missen
Null sein. Weiter missen die Zuordnungen » -, usw. nach dem
Schurschen Lemma (2. Teil) durch Vielfache der Einheitsmatrix dar-
gestellt werden. Wir bezeichnen diese Vielfache, wenn es sich um die
Abbildung von x; auf r; handelt, mit z,;E. Dasselbe, was fur 1, gilt,
gilt natlrlich auch fir alle anderen t,: wir haben Abbildungen 7, ,E
von t,, auf die aquivalenten t;.

Bilden wir nun die Matrix von T, bezogen auf eine Basis, die aus
Basen von t;, ..., tr ey, - - -4 T, ZUSAMMENQESELZE iSt, SO erhalten wir

'KIIE tle' - 'leE

tB T B taE|
LIRS PP (13.3)
0 -

........

Man kann das gefundene Ergebnis auch so formulieren: schreibt man
die Basisvektoren der &quivalenten R&ume ¥, bis ¥, untereinander:

Uiy, Prgs-+., g (Basis von ),

Up1s Vgzs+»-» Yag (Basis von 1),

Viir Prgr=n s Uiy (Basis von t),

so werden bei den Operationen aus & die Zeilen dieses Recht-
ecks linear in sich transformiert, und zwar alle Zeilen in der gleichen
Weise, wéahrend die damit vertauschbare Operation T die Spalten des
Rechtecks in sich transformiert, und zwar ebenfals alle in gleicher,
sonst beliebiger Weise. Fur g4, bis x, erhdlt man &hnliche Rechtecke
von Basisvektoren.

Damit sind ale mit einem vollreduziblen System vertauschbaren
Matrices gefunden. Diese Matrices bilden einen Ring ¥, d. h. ein System
von GroRen, das zu je zweien auch Summe, Differenz und Produkt
enthdlt. Der Ring & ist ,direkte Summe" der Ringe ,,..., &, aus
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den Matrices eines einzigen Kastens von (13. 3) (mit Nullen in den
anderen Kasten), d. h., jede Matrix des Ringes & ist eindeutig dar-
stellbar als Summe von Matrices aus den Ringen %4, . . ., &,, wahrend
die Produkte aus den Matrices zweier verschiedener Ringe %,, ¥,
stets Null sind. Man schreibt

% =$1 + L] + iﬂ'
Die Matrices des Ringes &, addieren und multiplizieren sich genau

so wie k-reihige Matrices
Tz tigr "z
. (13.4)

Te1Tax" ' "Thr:

mit ganz beliebigen Zahlen 1, , as Elementen. Den Ring aller dieser
Matrices nennen wir den vollen Matrixring des Grades k. Der Ring %
ist also eine direkte Summe von vollen Matrixringen.

Die BasisgroBen eines vollen Matrixringes erhalten wir, indem wir
in (13.4) ale 7;,, Null setzen auRer einem einzigen ;,, = 1. Die so
entstehende Matrix (13. 4) nennen wir C,;,,. Dann ist jede Matrix ein-
deutig s Summe 3'C,,7,;, darstellbar. Die Rechnungsregeln fur die
Ca, lauten CarCra=Cun»

CHICJ.‘,H—'_"O (2*)”)°

Die aufgestellten Sédtze gestatten auch die Beantwortung der fol-
genden Frage: Auf einen Vektorraum % mdgen zwei miteinander ver-
tauschbare Gruppen oder allgemeiner zwei vertauschbare, vollstandig
reduzible Systeme @, $ von linearen Transformationen wirken. Kann
man die Systeme so ausreduzieren, dal3 die Vertauschbarkeit in der
reduzierten Form sofort ins Auge springt?

Man reduziere zunachst das System & aus, wobei man auf die obigen
rechteckigen Systeme von Basisvektoren

Uiy Yat * "Wy

gefuhrt wird. Das vertauschbare System $mufl nach dem obigen
Ergebnis die Spalten der einzelnen Rechtecke linear in sich trans-
formieren, und zwar alle Spalten in gleicher Weise. Jede Spalte definiert
also einen gegenlber § invarianten Unterraum von 8, der as solcher
wieder vollstandig reduzibel sein muf. Man kann aso die Basisvektoren
in einer Spalte durch solche Linearkombinationen ersetzen, daf’ die
Spalte nachher in einzelne Abschnitte zerféllt, die bei § irreduzibel
transformiert werden. Diese Abénderung der Basisvektoren vollfihren
Wir fir alle Spalten eines Rechtecks in gleicher Weise; dann werden

nach wie vor die Zeilen des Rechtecks durch das System @ in gleicher
v. d. Waerden, Gruppentbeoretische Methode. 4
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Weise irreduzibel transformiert, und das ganze Rechteck kann durch
Horizontalschnitte in Teilrechtecke zerlegt werden, deren Spalten durch
das System $ irreduzibel transformiert werden.

Also: Snd zwei vertauschbare Systeme &, $ von Uneaten Trans
formationen eines Vektorraums R gegeben, die beide vollstandig reduzbel
sind, so kann man die Basisvektoren in Rechtecke

LR T

LS R P
anordnen, derart, da in jedem Rechteck alle Zeilen durch das System

in gleicher Weise irreduzibel transformiert werden und ebenso alle Spalten
durch § in gleicher Weise irreduzibel transformiert werden.

§14. Darstellungen einer endlichen Gruppe'.

Es sei @& eine endliche Gruppe mit h Elementen. Im Raum einer
beliebigen Darstellung wahle man eine positiv-definite Hermitesche
Form, Ube darauf alle Transformationen der Gruppe aus und addiere;
das ergibt eine gegenilber der Gruppe invariante positiv-definite Form.
Die Matrices der Darstellung sind also unitér, und daher ist die Dar-
stellung stets irreduzibel oder vollstdndig reduzibel.

Eine besondere Darstellung erhalt man, wenn man die Elemente
der Gruppe selber as Basisvektoren nimmt, aso als Vektoren ale
Linearkombinationen

¢ = 3 ps (14.1)

mit komplexen Koeffizienteny, Diese ,,Gruppenzahlen' (14.1) bilden
einen Ring W,: man kann sie namlich nicht nur addieren und mit
Zahlen multiplizieren, sondern auch untereinander multiplizieren: man

setzt namlich
2,8 ‘Zézt =Z‘Z’?.5¢S¢-
¥ &

Dieser Ring &, heil3t der Gruppenring oder die Gruppenalgebra oder
das Gruppengebiet. Das Einselement e der Gruppe ist zugleich Eins-
element des Ringes. Multipliziert man nun die Elemente des Ringes
mit den Basisvektoren s, so erhdlt man jedesmal eine lineare Trans-
formation des Ringes in sich, aso eine Darstellung der Gruppe .

! Der Inhalt dieses und des nachsten Paragraphen ist nicht unbedingt not-
wendig fir die in diesem Buch zu behandelnden quantenmechanischen An-
wendungen. Jedoch ist das Studium dieses Paragraphen unerlaBlich fir jeden,
der in die Gedankengédnge der Darstellungstheorie eindringen will. Die Theorie
stammt von G. FROBENIUS, die hier benutzten Beweismethoden von E. NOETHER.
Fur eine andere einiache Begrindung siehe | . SCHUR: Sitzungsber. Berlin 1905,
S. 406.
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Diese Darstellung heifdt die reguldte Darstellung der Gruppe &: se ist
vom Grade h.

Die invarianten Teilrdume der reguléaren Darstellung sind solche
Teilrdume, die zu jeder Gruppenzahl a audi alle sa enthalten, wo s
ein beliebiges Gruppenelement ist. Dann enthélt der Teilraum auch
ale Xy, s'a, adso ale ca, wo ¢ eine Gruppenzahl ist. Solche Teilraume

heiBen Linksideale. Der Gruppenring ist nach dem Obigen vollreduzibel,
aso direkte Sumtne von irreduziblen Linksidealen.

Wir kénnen nun folgende Sétze beweisen.

Satz 1. Jede irreduzible Darstellung von @ ist schon in der reguléren
Darstellung enthalten (also &aquivalent der dutch ein irreduzibles Links-
ideal vermittelten).

Beweis. Vorerst bemerken wir, da3wir jede Darstellung der Gruppe®
zu einer ,,Darstellung” des Ringes, erweitern kdnnen, indemwir, wenn
dem Gruppenelement s die Matrix S entspricht, dem Ringelement X'y, s

dieMatrix 2y, S entsprechen lassen. Dem Produkt zweier Ringelemente

entspricht dann das Produkt der Matrices und der Summe die Summe.
Ist nun v ein beliebiger Vektor des Darstellungsraumes r, so ist durch
¢ cv ene lineare Abbildung des Gruppenringes auf den Darstellungs-
raum gegeben. Diese Abbildung ist ein Operatorhomomorphismus (in be-
zug auf @& as Operatorenbereich), denn aus (14. 1) folgt

SeC SCeV=SeCV.

Also ist nach 811, Satz4 der Raum r isomorph einer Summe von
irreduziblen Teilrdumen der reguldren Darstellung, aso, wenn r selber
irreduzibel ist, einem einzigen solchen irreduziblen Teilraum, q. e. d.

Satz 2. Der Ring R, ist direkte Summe von vollen Matrixringen.

Be we is. Wir suchen die Operatorhomomorphismen des Ringes %,
(oder die mit der reguldren Darstellung vertauschbaren Transforma-
tionen) zu bestimmen. Ist T eine solche, und fuhrt T das Einselement
der Gruppe & in ein Element t Ober, so mu3 wegen der Vertausch-
barkeit von T mit alien Gruppenelementen s gelten

T3c,se=23¢c,sTe=3csst.
¥ ¥ ¥

Die Operation T besteht dso darin, da man alle Ringelemente von
rechts mit t multipliziert. Jedem T entspricht genau ein t und umge-
kehrt. Dem Produkt TV zweier Homomorphismen entspricht das um-
gekehrte Produkt ut, denn es ist (fir beliebiges ¢ in R,):

TV .c = Tcu = cut

und der Summe T + V entspricht die Summet +u, Der RingH, ist dso

,,verkehrt isomorph™ zum Ring & der Operatorhomomorphismen: iso-

morph mit Umkehrung der Produkte. Nach § 13 ist% eine direkte Summe
4*
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von vollen Matrixringen, und urn einen dazu verkehrt isomorphen Ring
zu erhalten, braucht man nur alle Matrices zu spiegeln. Dabei erhélt
man wieder eine direkte Summe von vollen Matrixringen.

Was sind nun die Linksideale in einem Ring

R=T,+%L;+ - +%,, (14. 3)
wo &, ..., ¥, Matrixringe sind?

Wir fuhren in %, als BasisgroRen die n Matrices C;, ein (vgl. § 13).
Die Elemente (Cyy, Cz, . . ., Cy) erzeugen ein Linksideal in &, und
daher auch in |,, ebenso (Ciz Co, . . ., Cpnp), usw. Das ergibt n Links-
ideale in &,. Rechnet man aus, welche Darstellung vo®,iese ldeale
vermitteln, so ergibt sich: Alle GréRen aus ¥, ..., T, werden durch
Null dargestellt und die GroRen ¢ == X, ,C;, aus ¥, werden in
alien n genannten Darstellungen genau durch die Matrix {«,,) dar-
gestellt. Es ist namlich fur jedes t, aus %,

89 C‘,,‘EO
und fir jedes # =3 3 3, C,, aus I,
1 I“

:1 C’x Z%:E 60} 4 Cl.k Cvn -__20{17 cj‘,v cvn :%:C.lx Ly -
o A

Daraus folgt: die obigen Linksideale sind &quivalent und vermitteln
dieselbe irreduzible Darstellung. Dasselbe gilt von den Linksidealen
von ¥,. Diese sind aber nicht &quivalent zu den vorigen, denn bei der
durch sie vermittelten Darstellung werden die Elemente von %, durch
Null dargestellt, was bei der erstgenannten Darstellung nicht der Fall
war. SO0 erhdlt man genau so viel indquivalente Darstellungen, wie es
Matrixringe in (14. 3) gibt. Ist #, der Grad der Matrices von %,, so
ist die Darstellung 4,, die durch diese Matrices gebildet wird, ebenfalls
vom Grade #n,, und die Darstellung 4, kommt in der reguldren Dar-
stellung auch #,-mal vor, da%, in n,-quivalente Linksideale zerfallt.
Also: In der reguldren Darstellung kommt jede irreduzible Darstellung so
oft vor, wie ihr Grad betrégt. Die Dimension von %,, die Anzahl der
linear-unabhéngigen Basisvektoren Cy,, ist #3, aso ist die Dimension h
von &, gleich

h= 3 ul, (14. 4)

Es ergibt sich weiter der ,,Satz von BURNSIDE:"

Jede irreduzible Darstellung vom Grade #, enthédlt #% linear-unab-
héngige Matrices.

Denn unter den Linearkombinationen der Matrices der Darstellung4,
kommen die darstellenden Matrices aller Elemente des Ringes ® und
insbesondere des Ringes%., vor, und das sind alle méglichen Matrices

Fip
mit beliebigen ay .
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Schlief}lich kénnen wir uns dariiber orientieren, wievieleirreduzible
Darstellungen einer vorgelegten Gruppe es geben kann. Zu dem Zweck
bestimmen wir das ,Zentrum" des Ringes ®,, d. h. die Gesamtheit
derjenigen GroRBen Xy,s, die mit alien anderen Gruppenzahlen ver-
tauschbar sind. Dazu genugt es, da3 sie mit alien Gruppenelementen
vertauschbar sind, also daf}

271‘3#—1 =2?’35

Dazu ist notwendig und hinreichend, dal3 in der Summe X'y,s jedes s
mit demselben Koeffizienten versehen erscheint, wie jedes ,,zu s kon-
jugierte Gruppenelement" tst-!. Bezeichnet man mit k die Summe
aller verschiecienen zu s konjugierten Gruppenelemente tst?, ein-
schliefflich s selbst, so muf? jedes Zentrumselement X,s die Form

2=y k (14.5)

haben. Das Zentrum von %, ist aso ein Vektorraum, dessen Dimen-
sionenzahl q' gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Gruppen-
elemente ist, denn die Klassensummen k spannen nach (14.5) das
Zentrum auf.

Man kann andererseits das Zentrum auch aus der Summendarstel-
lung (14. 3) bestimmen. Eine GroRe t =1t + ¢ ¢« + t; von R, istmit
alien Grofien von R, vertauschbar, wenn t; mit alien Matrices von I,
vertauschbar, also ein Vielfaches 4,2, der Einheitsmatrix e; v o ¢,st,
und wenn ebenso 2, == Ayea, . . ., &, == A,2, ist. Also wird das Zentrum
von R, durch die linear-unabhangigen Grolken (e; . . ., &;) aufgespannt,
und das ergibt fir seine Dimension gerade g. Also folgt

q=q,
oder: die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist gleich der Anzahl der
Klassen konjugierter Gruppenelemente,

Beispiele.

1. Die symmetrische Gruppe €;. Elementezahl 3! = 6. Klassen kon-
jugierter Gruppenelemente: die Klasse von (1), die von (12), die von
(1 23): asodrei Darstellungen. Diese sind uns schon aus § 10, Beispiel 5
bekannt: ihre Grade sind 1, 1, 2. In der Tat ist

6=12+12+ 2%

Die beiden Darstellungen 1. Grades sind die symmetrische und die
antisymmetrische. Die Darstellung 2. Grades erhdlt man am leichtesten,
indem man zu zwei linear-unabhéngigen Basisvektoren e; e, zundchst
einen dritten Vektor e; durch e5 = —e;— e, oder e; + &, + 3 = 0 hin-
zudefiniert und dann diese drei Vektoren den Permutationen von &,
unterwirft. Diese Darstellung 2. Grades ist offensichtlich treu.
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2. Die symmetrische Gruppe &,. Elementzahl 4! = 24. Klassen:
die von (1), von (1 2), von (123), von (12) (34), von (1234), aso
5 Darstellungen. Die Faktorgruppe &,/®8, ist = &, und hat daher
nach 1. zwei Darstellungen ersten Grades und eine zweiten Grades:
das ergibt schon drei untreue Darstellungen von &, (Grade 1,
1,2). Aus

24 = 1%+ 12 + 2% + u} 4 n}

folgt % 4 #f =18, aso n, = ns = 3. Die eine Darstellung dritten
Grades erhalt man, indem man vier Vektoren e;, &, €;, €;, von denen
die ersten drei linear-unabhangig sind, wahrend e; + e, + &3 + e, = 0
ist, den Permutationen von &, unterwirft, die andere, indem man in
der soeben erhaltenen Darstellung die Vorzeichen der Matrices, welche
ungerade Permutationen darstellen, umkehrt.

3. Die aternierende Gruppe ¥,. Elementezahl: 12. Klassen: die
von (1), von (123), von (132) und von (12) (34). Also vier Darstel-
stellungen. Die Faktorgruppe #,/%8, ist zyklisch von der Ordnung drei
und hat daher drei Darstellungen ersten Grades (mit dritten Einheits-
wurzeln). Aus

12 =124 12 4 12 4 9},

folgt ny = 3. Die ene fehlende Darstellung vom Grade 3 ist dieselbe
wie die beiden obigen Darstellungen dritten Grades von ©,, angewendet
auf die Permutationen von ;. Die obige Darstellung zweiten Grades
von &,, angewendet auf %,, zerfallt in die beiden konjugiert-komplexen
Darstellungen ersten Grades.

Verallgemeinerungen.

Der Burnsidesche Satz gilt nicht nur fir die Darstellungen endlicher Gruppen,
sondern fir jedes irreduzible System von Matrices, welches zu je zweien auch deren
Produkt enthalt. AuRerdem gilt folgende, von FROBENIUS und SCHUR herriihrende
Verallgemeinerung: Ein vollstandig reduzibles System von Matrices, welches mit
je zwei Matrices auch deren Produkt enthé@lt und dessen irreduzible Bestand-
teile, aguivalente nur einmal gezahlt, die Grade n; n,, ..., nz haben, enthalt
genau #u%¥ 4- #2 4 - .. 4- %% linear-unabhéngige Matrices.

Der Gruppenring |, ist ein Beispiel eines ,hyperkomplexen Zahlensystems’
d. h. eines endlich-dimensionalen Vektorraums, der dadurch zu einem Ring ge-
macht wird, da inihm eine Multiplikation definiert ist, welche nicht kommutativ
Zu sein braucht, sonst aber alle gewohnlichen Eigenschaften einer Multiplikation
(das Assoziativgesetz eingeschlossen) haben soll. Wir betrachten hier nur solche
hyperkomplexe Zahlensysteme, welche den Bereich der komplexen Zahlen ds
Multiplikatorenbereich haben.

Esist klar, daf} die Sdtze dieses Paragraphen, die sich auf die Darstellungen
des Ringes &, beziehen, nicht nur fur den Gruppenring gelten, sondern fir jedes
hyperkomplexe Zahlensystem, welches vollreduzibel, d. h. Summe von irredu-
ziblen Linksidealen ist und ein Einselement enthalt. Jedes solche System ist dem-
nach direkte Summe von vollen Matrixringen und besitzt soviele irreduzible Dar-
stellungen, ds esMatrixringe in seiner Zerlegung gibt. Weiter kann man beweisen.
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daR jede reduzible Darstellung eines solchen Ringes vollstandig in irreduzible zer-
fallt. Insbesondere hat ein einzelner voller Matrixring nur eine einzige irreduzible
Darstellung, welche eben durch die Matrices des Ringes selbst geliefert wird.

Dieser Satz kann gelegentlich auf quantenmechanische Fragen angewandt
werden. Z. B. stellt man sich seit DIRAC haufig das Problem, ein System von
4 Matrices Iy, 1. Iy, I'; zu bestimmen, welches folgende Relationen erfullt:

Mel, N,=-~000 44 p). (14.6)

Nimmt man zu den I3 noch ihre Produkte zu je zweien, dreien usw. hinzu,

s0 kann man diese vermdge der Relationen (14. 6) ale durch die 16 folgenden aus-
driicken:

1, Iy 055, NG, NRLI (hur=L4L234 d<p<y. (147)

Wenn nun die Matrices nicht bekannt sind, sondern erst gesucht werden, so
bilden wir uns zunéachst ein hyperkomplexes Zahlensystem mit 16 Basiselementen

1, ¥ir Ptur Viger Prase (b r=L2, 3,4 l<p <yt (14.8)
und verabrcden, dal? diese Basislemente genau so miteinander multipliziert wer-
den sollen, wie die Matrices (14. 7) vermdge der Rechnungsregeln (14. 6). Durch
diese Verabredung ist das Zahlensystem eindeutig festgelegt. Jedes System von
Matrices (14. 7) mit den Eigenschaften (14. 6) liefert nun eine Darstellung des
hyperkomplexen Systems und umgekehrt. Also haben wir die gestellte Frage
auf die Frage nach den Darstellungen enes hyperkomplexen Systems durch
Matrices zurlickgefuhrt.

Nun wei3 man nach DIRAC!, daf es eine Darstellung durch 4reihige Matrices
gibt, wobei die Basisdlcmente (14. 8) durch 16 linear-unabhéngige Matrices dar-
gestellt werden. Also ist das vorgelegte hyperkomplexe System isomorph dem
vollen Matrixring aler vierreihigen Matrices. Daraus folgt nach den obigen Sétzen,
daR es bis auf Aquivalenz nur eine irreduzible Darstellung gibt (eben die vom
Grade 4) und dal3 jede reduzible Darstellung vollstandig zerféllt in irreduzible,
welche alle mit der einen erwahnten Darstellung aquivalent sind. Das heif, bis
auf ganz triviale Wiederholungen und bis auf Aquivalenz ist die Diracsche Dar-
stellung die einzige.

§ 15. Die Charaktere.
Die Spuren X 4,; der Matrices {a,,) einer Darstellung sind, wie
f

wir wissen, Invarianten. Wir schreiben S(b) oder Sg{b) fur die Spur
der Matrix, welche dem Gruppenelement b in der Darstellung ®
entspricht. Die Spuren der irreduziblen Darstellungen heifen Cha-
raktere,

K onjugierte Gruppenelemente a und b*ab haben dieselben Spuren,
denn es ist

S(B-'AB) = SA).

Die Spuren und Charaktere sind also ,, Klassenfunktionen": sehaben
fur jede Klasse konjugierter Gruppenelemente einen bestimmten Wert.

Die Spuren und Charaktere bilden ein oft gebrauchtes rechnerisches
Hilfsmittel, um eine vorgelegte Darstellung in irreduzible zu zerlegen.

1 DIRAC, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. London A Bd. 117, (1928) S. 610.
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Das geschieht dann mit Hilfe der ,,Orthogonalitétsrelationen”, die wir
jetzt herleiten wollen.
Es sden s A(9), s B(y

zwei irreduzible Darstellungen einer endlichen Gruppe @&lst dann C
eine beliebige Matrix, welche den Raum der zweiten Darstellung auf
den der ersten abbildet, so ist

P=3AfCBY
4

(Summation 0ber alle Gruppenelemente) wieder eine Abbildung des
zweiten Raumes auf den ersten, welche mit alien Gruppenelementen s
vertauschbar ist:

AP =A() S AL CB{Y = 3 A(st) CB (- sY) B(s) = PB{s).
! t

Daraus folgt nach dem Schurschen Lemma (813):
P =0, wenn die Darstellungen A(t), B(t) indquivalent,
P = BE, wenn die Darstellungen gleich sind.
Ausgeschrieben, ergibt das
3 wenn A(s) und B(s) inédquivalent,
.222“31“) clkbuv(t_) ﬁanw wenn A(S) B (S),
oder, da die ¢, ganz beliebig sind
0, wenn A(s), B(s) inaquivalent,
b 1) —
VA Rl P M A9="B(9). (15.1)

Um im Fall A =B die ﬂ,\,, ZU bestimmen, setzen wir ¥ = » und
summieren Uber v. Wegen B(SHA (9 = A (sHA () = 1 kommt links

jedesma é;,, aso
Zai.p ﬁiﬂ Z (5,,,

Ist h die Anzahl der Gruppenelemente und n der Grad der Darstellung,
so erhdlt man:

kﬁ13= ”ﬁlp-
Also lautet (15.1)

0 wenn A, B indguivalent,
280 b = ’
511“ au;a fUI’ A = B
Ist die Darstellung B (s) unitér, so ist B (t-Y) = B(t), alsob,‘,(t-1)=5,_,,{t},
mithin
wenn A, B in&quivalent,
0, wenn (15. 2
Zaxl{‘) bnc (t) =
—-—6,,,6;‘,, fur 4 =23

Des sind die Orthogonalitétsrelationen flr die Matrixelemente. Setzt
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man x =X, ¥ = g und summiert Uber 2 und u, so erhé@lt man die Ortho-
gonalitatsrelationen fir die Charaktere:

AU 190 = 2: (15. 3)

Die Null gilt fur die Charaktere indquivalenter Darstellungen, das h
flr die Charaktere &quivalenter Darstellungen.
Sind ¢, . . ., ¢ die Charaktere der verschiedenen inaquivalenten
Darstellungen, und ist
S =Xe g
&

die Spur einer beliebigen Darstellung, welche die Darstellung mit der
Nummer A4 genau ¢;-mal enthdlt, so folgt aus (15. 3)

ISHFN(E =c b (15. 4)

Diese Relation ergibt das Mittel, die Zahlen ¢; aus der Spur der
gegebenen Darstellung und den Charakteren der irreduziblen Darstel-
lungen zu berechnen. Gleichzeitig sehen wir, da’3 dutch die Spuen S(t)
die Darstellung bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

Besonders bequem sind die Relationen (15. 4), wenn es sich darum
handelt, eine Produktdarstellung ®; x ®, auszureduzieren. Die Spur
einer Produktmatrix A x B ist

?g“ﬂbknm (AZI“H)(%: bm-‘) = S(4}5(B),

dso ist die Spur einer Produktdarstellung ®; x @, das Produkt der
Spuren der Faktordarstellungen.

Bezeichnet man z. B. die drei Darstellungen der &, mit & (iden-
tische), M (antisymmetrische), U (Darstellung zweiten Grades), so findet
man mit dieser Methode

IR =Z AU =G UxU=+A+1
GIXUA=9U AxN =1
Ixu=1u.

[11. Drehungsgruppe und Lorentzgruppe.

§ 16. Die lineare Gruppe ¢, die unitdre Gruppe u, und ihre
Beziehung zur Drehungsgruppe bs.

Als Vektorraum nehmen wir die Gesamtheit der binaren Linear-
formen ciu; + cU, in zwei Veranderlichen u; u, .Die Transforma-
tionen A der speziellen linearen Gruppe ¢, fihren die Basisvektoren u; ,U,
Uber in .

i =tho-t+ty,
wy==tiy B+ 5 4.
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Die zugehorigen Matrices sind

A=(: §) x«d—fy =1,

Die inverse Transformation ist, wie leicht ersichtlich,
ar=( 27H).
-—-}l’ a
Die unitdren A haben, wenn als Hermitesche Grundform die Einheits-
form angenommen wird, nach 8 7 die Eigenschaft:
A=4 oder (o_c }’) = 6 —F .
A d -y @
Das erfordert &« =4, == —y, Also besteht die spezielle unitare Gruppe u,
aus den Transformationen

L
)=t 00— 4, f €

1= a4+ ficy
=1 B+ 10y = — fie, + 3y

Wir bemerken, dal3 bei jeder Transformation mit der Determinante 1,
bei der die Vektorkoeffizienten (di, d;) kovariant zu (c,, c;) transfor-
miert werden, der Ausdruck c,d; — c;d, invariant bleibt. Daher trans-
formieren sich die Koeffizienten (c;, — ¢;) dieses Ausdruckes kontra-
variant zu (c;, c;). Bei der unitdren Gruppe u, bleibt auerdem der
Ausdruck ¢,¢; 4 €4¢5 invariant und daher transformieren sich auch
{c1. ¢} kontravariant zu (¢, ;). Schliefllich transformieren sich {¢,, - ¢,)
bei u, kontravariant zu (c;, — ¢;) adso kovariant zu (c;, Cy).

Man erhdlt eine Darstellung der Gruppen c, und u,, indem man
die Potenzprodukte voni Grade v

L T TP 4 (10.2)
als Basisvektoren zugrunde legt, aso den Raum aller Formen
L A T R AT

bildet. Die genannten Potenzprodukte werden offenbar durch die Trans-

formationen A linear transformiert, denn A fuhrt s «5D8 in
WU = (o b 4y y) (g f A+ uy 00T

und das ist eine Linearkombination der Potenzprodukte (16. 2).

Wir bezeichnen die so gefundene Darstellung von ¢, bzw. u, mit D,,
wo (hauptséchlich um der spektroskopischen Anwendungen willen)
J=%v gesetzt wird. Insbesondere ist Dy die identische Darstellung vom
Grad eins (wobei der einzige Basisvektor bei alien Transformationen
der Gruppe invariant bleibt); D%ist die Darstellung von ¢, durch sich
selbst. Die Darstellung Dy hat den Grad v+ 1 = 2J + 1.

Die Darstellung D; im Raume der Polynome

2 2
Coth + £yt 4y + CyuE

} oder }mit ad -+ pf=1 (16.1)
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hat die Eigenschaft, die ,Diskriminante”

€F 4y,
invariant zu lassen. Fihrt man statt der cycic; neue Veranderliche
ein durch die Substitution

X = — Cy-t 0y x+iy= 2¢
y == ~— 1 (cq+ ) X—iy= —2c, (16.3)
1= ] z = £,

so wird
¥y F2t= (x4 iy) (x — iy} | 2=} — dcy0y.

Mithin lassen die Transformationen von D; die Form x* + y* + 7

invariant: sie sind (komplexe) Drehungen’.

Um die Realitatsverhdltnisse zu Ubersehen, bemerken wir, daR die
Koeffizienten ¢y, ¢, C, einer beliebigen quadratischen Form sich genau
so transformieren wie die Koeffizienten a;b; ,aib, + ab; ,a,b, der
speziellen Form (ayu; + axup) (biuy + bouy). Bei einer unitéren Trans-
formation (16. 1) aus u, transformieren sich aber b; b, genau so wie
- a,, &;; mithin transformieren sich die c wie

— g, a8, — ayd,, Ay @ .
Also transformieren sich die x,y, z [Gleichung (16. 3)] wie
a8y + a4 i(@a; — ay4); a8, — 4,4, .

Diese dfei Zahlen sind aber besténdig reell und werden stets wieder
in reelle Zahlen transformiert; also missen die Transformationskoeffi-
zienten auch reell sein, d. h.:

Die Vektoren (x, v, 2) erleiden bel der Darstellung D; der Gruppe u;
stets reelle Drehungen.

Wir bezeichnen die reelle Drehungsgruppe des Raumes mit b

Es ist leicht zu sehen, dal? jede reelle Drehung des Raumes in der
Darstellung D; wirklich vorkommt. Dazu gentigt es, fur die speziellen
unitéaren Transformationen

B cosff — sin c (8‘“’ 0 (16.4)
#) (—]— sin 8 cosﬁ)' v) 0 e“?) '
die zugeordneten Drehungen in der Darstellung D; auszurechnen; man

findet: = xcos2f + 2sin28
B):yy'= vy
¥=—%xsin2f 4 zcos 28
¥ =zxcos2y — ysin Sy
C{y)iqy =xsin 29 4 yeos 2y
7=1z.

(16.5)

! Spiegelungen konnen es nicht sein, da sie sich stetig in die Identitat
(a=1, B =0) Uberfihren lassen.
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Das sind dso Drehungen urn die y- und z-Achse mit den Drehwinkeln 23
und 2y. Aus solchen Drehungen &3t sich aber jede andere Drehung
zusammensetzen. Eine Drehung mit den Eulerschen Winkeln &, ¢,
ist ja nichts anderes as das Produkt Z,Y,Z, von Drehungen um die
z-, y- und z-Achse mit den Drehungswinkeln g, &, ¢. Eine explizite
Formel fir die Matrix einer Transformation von u,, welche eine Drehung
mit vorgegebenen Eulerschen Winkeln ergibt, erh@t man durch Multi-
plikation der Matrices C(4 ¢}, B{39), C(} v). welche nach der obigen
Rechnung die Drehungen Z,, ¥4, Z,, ergeben:

CapBEACEY
1, : X,
e =% o ) cosg — sing ¢ ez o
= 1. 1,
0 &2 sin}® cosid 0 o T

1 1
-2y ~yie =) s
e 2 costd —e 2 sm{,—t’i) a —§8

e+ —;-l'('r + W

1,
g BT sin ) & ) cosy B i}
Um die Treue der Darstellung zu untersuchen, geniigt es nach dem
Homomorphiesatz (8 8) festzustellen, welche Transformationen von u,
bei der Darstellung D; die lIdentitéat ergeben. Diese Transformationen
mussen die Produkte #Z, s,#, und «Z invariant lassen, und das tun
offenbar nur die beiden Transformationen

E={? und —E={ 1 °
01 0 —1

Diese zwei Transformationen bilden also die im Homomorphiesatz
gemeinte Untergruppe §. Die Nebenklassen von §j bestehen immer aus
zwei Transformationen A und — A; diese ergeben aso stets dieselbe
Drehung. Die Darstellung ist demnach nicht treu. Beschrankt man sich
aber in der Gruppe ¢, auf eine solche Umgebung der Einheitsmatrix E,
welche von jeder Nebenklasse nur eine Transformation enthalt, so ist
in dieser Umgebung die Darstellung treu und daher eindeutig umkehrbar:
Jeder Drehung D mit genigend kleinem Drehungswinkel entspricht
eine einzige unitére Transformation A in der Umgebung der ldentitat.
Andert sich die Drehung D stetig, so &andert sich auch die zugehérige
Matrix A stetig [wie man z. B. aus der expliziten Gleichung (16. 6)
ersieht], aber wenn die Drehung D auf der Drehungsgruppe einen ge-
schlossenen Weg durchlaufen hat, so kann die zugeordnete Matrix A
in —A (bergehen. Die Matrix A ist demnach auf der ganzen Gruppe b
eine zweideutige stetige Funktion der Drehung D. Aus diesem Grunde
sagt man, dal3 die Gruppe u, eine zweideutige Darstellung der reellen
Drehungsgruppe b bilde.
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Bemerkung. Die Eindeutigkeit wird wieder hergestellt, sobald man im Vek-
torraum f{u,. sg} zwel Vektoren eyt + cyug UNd Ae, 1, + Acytsg, die sich um einen
Faktor A - ¢ unterscheiden, as nicht wesentlich verschieden betrachtet. Dem-
entsprechend betrachtet man dann auch lineare Transformationen mit Matrices A
und 24 as nicht wesentlich verschieden; insbesondere sind dann die Matrices A
und — A, welche eine einzige Drehung darstellen, nur unwesentlich verschieden.
Die Vektoren A#, die aus einem # - 0 durch Multiplikation mitbeliebigeni ent-
stehen, bilden einen eindimensionalen Teilraum: einen Srahl. Bei der oben skiz-
zierten Auffassung einer Darstellung, bei der man nicht auf die Transformation
der Vektoren, sondern nur auf die der Strahlen achtet und demnach A von A4
nicht unterscheidet, spricht man von einer Srahldarstellung (statt Vektordar-
stellung). Entspricht in einer Strahldarstellung dem Gruppenelement adie MatrixA,
dem b das B, so mul? dem Produkta ab nicht AB ,sondern nur 4 B4 (mit irgend
einem 1) entsprechen. Von oiner Strahldarstellung kann man aber immer zu einer
héchstens endlichvieldeutigen Vektordarstellung Ubergehen, indem man die Ma-
trizes A mit einem solchen Faktor A multipliziert, daf? ihre Determinante 1 wird.
Der Faktor 4 ist bis auf eine Einheitswurzel eindeutig bestimmt und wird stets
so gewdhlt, dal dem Einselement die Einsmatrix entspricht. Bei einer stetigen
Darstellung einer kontinuierlichen Gruppe kann man dann in der Umgebung der
Eins den Faktor 4 durch stetige Fortsetzung eindeutig bestimmen; dann ent-
spricht in dieser Umgebung dem Produkt ab genau das Matrixprodukt A B.

Die DarstellungenD;(J= 0, %, 1,1%,. . .) sindDarstellungenvonus,,
aber u, ist eine zweideutige Darstellung von b, aso sind D; auch as
hdchstens zweideutige Darstellungen von b aufzufassen. Dy ist die
identische Darstellung; D%z ist die zweideutige Darstellung von b durchus;
D, ist die eindeutige Darstellung von b durch sich selbst. Es wird sich
spéter zeigen, dal3 die Darstellungen Dy mit ganzzahligem J fur b ein-
deutig sind, die mit ,,halbzahligem" i dagegen zweideutig, und daf}
die Kugelfunktionen I-ter Ordnung (/ ganz) bei einer Drehung sich
gerade nach D, transformieren. Auch die Irreduzibilitat der Darstellung D;
von u, oder b werden wir spéater nachweisen.

Die Darstellung D; von u, besitzt eine invariante Hermitesche Form,
namlich "

Mrlify —nleec,. (16.7)
4]

Beweis: Die Koeffizienten c, transformieren sich genau so, wie die

v
Koeffizienten( )a'i“'a; der speziellen Form (e,%, + dy%2)°. Ebenso
7

N . T - — .
transformieren sich die ¢, W|e( )a‘{“'a;. Da nun &, &; + a5 a3 invariant
Y

bleibt, so bleibt auch v
— = 7 — .
v!(umx+a.a.ag)vw!_).r(”)“r'ai’ g a
r=()

v
2
= 2 riv —r)l(“') &y} al~" af,
r

r=0

invariant, und dieser Ausdruck transformiert sich wie (16. 7),
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Damit ist bewiesen, daR die Darstellungen D; von u, oder b aile
unitdr sind. Ein normiertes Orthogonalsystem fir die Form (16. 7)
bilden die Vektoren

wi g

I r”!_(w —r]" )

Wir bemerken noch fir spéter, daf bei einer Drehung Dy mit dem
iy

Drer+igkel y urn die z-Achse, bei der u; nach (16. 4) mit ¢ und U,
mit ¢ * multipliziert wird, der Vektor (16. 8) den Faktor e¥éle-2nr
annimmt. Weiter bemerken wir, da bei der Umdrehung Dymit Dreh-
winkel st urn die y-Achse, bei der u, und u, nach (16.4) in —u, und u,
Ubergefuhrt werden, das Produkt #]~"#; in (--E)*~"uju}~" Uberge-
fuhrt wird.

(16.8)

§ 17. Die infinitesimalen Transformationen und die Darstellungen
der Drehungsgruppe.

Die folgende Parameterdarstellung der Drehungen des Raumes er-
weist sich insbesondere in der Umgebung der Einheit as zweckmaiig:
Eine Drehung um eine (gerichtete) Achse a mit dem (im passenden
Drehungssinn gemessenen) Drehungswinkel @ wird durch einen Vektor
in der Richtung a mit der Lange ¢ dargestellt, und die orthogonalen
Komponenten «,, «,, o5 dieses Vektors werden als Parameter der Dre-
hungsgruppe benutzt. Der ganze Parameterraum ist dann eine Vollkugel
vom Radius mt, bei der aber diametral gelegene Randpunkte identifi-
ziert gedacht werden missen. Das Produkt zweier Drehungend, (e, &g, ots)
und dg(By, B4, By) ist eine Drehung dgd, =wd,, die ¢, = @, (. )
in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige, sogar analytische Funk-
tionen der & und [ sind, die sich eindeutig nach den R auflosen lassen.
Fir B = Owird y ==« und die beiden Funktionalmatrices

dy

Si@ = ()0 ™4 Til) = (37),

sind zueinander in vers ST =E.

Wir suchen alle (ein- oder mehrdeutigen) Darstellungen der Drehungs
gruppe d, bei denen jede Drehung 4, in der Umgebung der Einheit
durch eine lineare Transformation D, dargestellt wird, deren Matrix
stetig-differenzierbar von den Parametern a,, «g, &g abhangt*, wobei aufer-
dem natlrlich die Darstellungsbedingung

erfiillt sein soll. DyDy=Dy=D e, p

! Die Forderung der Stetigkeit (ohne Differenzierbarkeit) wiirde geniigea
und kanrp] sogar durch noch schwéchere ersetzt werden, doch darauf kommt es
jetzt nicht an.
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DieMethode, die wir dabeibenutzen, istdie LIE-CARTANsche Methode
der infinitesimalen Transformationen®.

Ubt man auf einen Vektor u des Darstellungsraumes die Trans-
formation Dy aus, so entsteht ein Vektor ¥ == Dyu. Fir 8, =0 ist
v = u. Fir unendlich kleine 8, 1&Bt sich Dy u mit Vernachléssigung von
Gliedern hoherer as erster Ordnung so entwickeln

o Byt (39) 5 (25 s (2 ot

Die Grofen (0;) hédngen linear von u ab; wir setzen daher

(Gc)y = Lo (v=1.2.9
und nennen die linearen Transformationen I,.(» ==1,2, 3} die infini-
tesmalen Transformationen der Darstellung, durch welche die infini-
tesimalen Drehungen um die X-, Y- und Z-Achse dargestellt werden.
Statt 1,, I,, I schreiben wir auch I, 1, 1I,.

Wir gehen nun von einem festen Vektor uy des Darstellungsraumes

aus, setzen
t = D,

und v = Dyt = DDy tg — D, 18,

wo aso y, == ¢, (e, f} ist. Differentiation der letzten Formel nach 8,
ergibt, wenn nachher 8, = 0 gesetzt wird:

Tyu= (3,3,;))9 -0 2( y,)y m(g},l;:)ﬂ e ?1 - Sifa).

Lost man diese linearen Glelchungen mittels der inversen Matrix T auf,

so erhélt man
--,--_ HZI w Ty (). (17.2)

Das sind die LIEschen ,,charakterlstlschen Differentialgleichungen” der
Darstellungen.

Zu beachten ist, da3 die ¥7 nur von der Zusammensetzung der
Drehungsgruppe, nicht von der betrachteten Darstellung abhangen. Da
die Differentialgleichung (17. 1) zusammen mit der Anfangsbedingung
U= Uy flre==0 die Groe u D, %, —vollstdndig bestimmt, so haben
wir den Satz

Eine Darstellung der Drehungsgruppe ist durch ihre infinitesimalen
Transformationen I, I,, I, vollstandig bestimmt.

Die Operationen 1, 1,, I, sind aber nicht ganz willkurlich, sonderfi
se rmissen den ,,Integrabilitatsbedingungen” geniigen, die man aus (17.1)

! Eine ausfuhrliche Auseinandersetzung der Methode und wecitere Literatur-
verweisungen findet man bei H. WEYL: Math. Z. Bd. 23 (1925); Bd. 24 (1926).
Dort werden die Darstellungen einer viel allgemeineren Klasse von Gruppen auf-
gestellt, von denen die Drehungs- und Lorentzgruppe nur Speziaféle sind.
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erhf3lt, indem man nach «,, differenziert und die gemischten Ableitungen
] +]
9 und a&%&; gleichsetzt. Nach einiger Rechnung findet man

da,du,
St 53 + 3 1 1 ums s 1T ~ 0.
[ e ?

Wir brauchen nachher diese Relation nur fir &« = 0*. Fur diesen Fall
wird 7¢ die Einsmatrix, und man erhélt
—~ XLy + LI g — 1,1, =10,

wobei zur Abklrzung

e _ (8TZ BTS
= ("‘E — TJ)“-G (17.2)
gesetzt ist. Nun war aber der Vektor uy ganz beliebig; mithin folgt:
LIn—nr1,=3I,:,. (17.3)

Die reellen Konstanten ¢, hangen nach (17.2) nur von der Gruppe
ab; sie koénnen bestimmt werden, indem man as Darstellungsraum
speziell denRaum der linearen Funktionen w(x, v, 2) = a,% + gy + a52
wahlt, wo die Operatoren I, direkt angebbar sind (vgl. 8§6). Die dort
gefundenen Vertauschungsrelationen (6. 3) missen aso auch allgemein
flr jede Darstellung gelten; sie lauten:

rr,—1,1,=1I_,

I, -II,=1I_, (17.4)

LI,— I =1,.

Diese fundamentalen Vertauschungsrelationen bilden die Grundlage
fir dieBestimmung aller moglichen Darstellungen. Urn sie in eine etwas
bequemere Form zu bringen, filhren wir wie im 8 6 die Operatoren

L =4il;, L,=41,; L,=1iI,
ein. Wir setzen weiter L+il,=L,,
L,—iL,=1L,.
Die Vertauschungsrelationen (17. 4) lauten jetzt, umgerechnet®:
L L,—L L= L,
LL,—LL=-1L, (17.5)
L,L,—L,L,= 2L,.

* Fir beliebige a erhdlt man Ubrigens nach langerer Rechnung genau dasselbe
und nichts mehr.

! Diese Gestalt der Vertauschungsrelationen ist darum zweckméaRiger, weil in
den beiden ersten Relationen nur zwei (statt, wie friher, ale drei) erzeugenden
infinitesimalen Transformationen vorkommen. Man findet die Ausdriicke L, und L
zwangslaufig, wenn man die Bildung TL = L,L — LL, as ene lineare Trans-
formation T im Raume der Linearkombinationen L == AL, 4+ uL, + vL_  auf-

falt und diese Transformation auf Hauptachsen transformiert: die Eigenvektoren
sindL,, L, und L,, die zugehdrigen Eigenwerte 1, — 1,0.
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Es sei nun eine beliebige Darstellung der Drehungsgruppe in einem
(endlichdimensionalen) Vektorraum R gegeben. In demselben findet
natiirlich auch eine Darstellung derjenigen Abelschen Untergruppe statt,
die aus den Drehungen (0, 0,y) um die z-Achse besteht. Diese Darstel-
lung kann man nach § 10, Beispiel 2, ausreduzieren und findet eine
Reihe von Basisvektoren vy, die bei der Drehung (0, 0, y) den Faktor &M~
erhalten. (Bei einer eindeutigen Darstellung mu M ganzzahlig sein;
das braucht aber nicht der Fall zu sein, wenn die Darstellung nur in
der Umgebung der Einheit eindeutig ist.) Es ist
Loy = ‘:;z”u = i(%D (0, 0,y) UM);'=UZ i(}f—ye“ﬂyvjf).?_‘]: Moy,
mithin sind die Vektoren vy Eigenvektoren des Operators L, zum
Eigenwert M. Wir hatten sie also auch durch Hauptachsentransforma-
tion des Operators L, erhalten kénnen.

Hilfssatz. Gehort der Vektor v zum Eigenwert M von L, so
gehort Lze zum Eigenwert (M + 1) und Lz zum Eigenwert (M —1)
von L,

Beweis. Aus L,v = Mwv folgt

LLyv=(L,L,+L)yv=L, Mv+Lv=(M+1)L,v
und entsprechend LLyo—(M—1)L,v.
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Suchen wir nun im Raum R einen Vektor V; zum gréften vorkom-
menden Eigenwert J (oder, falls imaginare Eigenwerte vorkommen
sollten, zu dem Eigenwert mit gréRtem Realteil) von L, Dann gehort
Lgv, zum Eigenwert J + 1. Da aber J der grofRte vorkommende Eigen-
wert war, muB L,v; = 0 sein. Weiter gehort

vy = L,v; zum Eigenwert J—1,
v;_p = Lguy;_y, zum Eigenwert J— 2, usw.
Die Reihe wird fortgesetzt, bis man auf einen Nullvektor st6ft, was
einmal eintreten muf3, da nur endlich viele Eigenwerte im Raum R
vorkommen koénnen.
Man beweist nun leicht fur M= J, J —1,J —2, .. .
L,vy = 0nUnpirs Oy = ganze Zahl, (17. 6)
Die Formel ist ndmlich richtig fir den groRten Wert M = Jmit g, = 0,
denn esist L,»; =0.Wir zeigen nun, daf3 (17. 6) richtigist fur Mf = u 1,
sobald sie fur M = p richtig ist. Es ist namlich
Lyt =L, Lovy=(LoLy+2L)u,= Ly0uVuyy + 20 0= (0u+28) vye
Damit ist (17. 6) bewiesen. Fur die gy, hat man die Rekursionsformeln:
Ou~y = Cu+ 24 er=0,
deren Ldsung lautet
eu=J(J+1) —M{M+1). (17.7)

v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 5
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Es mul3 einmal vorkommen, dal3 ein v, = 0 ist, wahrend das voran-
gehende war,, =0 ist. DannmuBB g, =0 sein. Daraus folgt aber
M =—(J + 1), denn die Gleichung
JU+D)—x{x+1)=0

hat nur die Wurzeln x = J und ¥ = —(J <+ 1) und der Wert M = J
kommt wegen ¢, == 0 nicht in Betracht. Also ist in der Reihe der Vek-
toren @, vy_,, v;.4 ... der erste Nullvektor v _,,,,. Die Anzahl
der Glieder der Reihev,, v;_ 4, .v., v_;ist 23 + 1, mithinist 2] + 1
eine natirliche Zahl und J eine halbganze Zahl (d. h. die Halfte einer
ganzen Zahl). Die mdglichen Werte von J sind

J=0,%11}, ... .

Um eine groflere Symmetric der Formeln zu erreichen, kann man die
vy noch mit Zahlenfaktoren versehen und definieren

Lovg =VIU+D = MM ~1) -0y

Dann wird
Lyoy=VIUJ+1 — MM +1) a4y
=VU—M)J+M+1) vy,
Lovae= VI U+ 1) = M= 2. (7.9
=VU+MU—-M+1) oy,
Lovy=Muvy.
Der Teilraum (v; v,_,, ..., ¥_;) unseres Vektorraumes ® wird

durch die Operationen L,, L,, L,, aso auch durch die infinitesimalen
Drehungen I, I, I, in sich selbst transformiert. Daraus folgt, daR
dieser Teilraum auch durch ale Transformationen der Darstellung der
Drehungsgruppe in sich transformiert wird, d. h.:

Die Vektoren v;,v;_,, ..., v_; bestimmen einen invarianten Unter-
raum R, 4.,

Die Transformationen dieses Unterraumes bilden eine Darstellung
der Drehungsgruppe, die durch die Gleichungen (17. 8) vollstéandig be-
stimmt ist. Im Raum ®,,,, hat der Operator L, die einfachen Eigen-
werteM = J, J—1,..., — J mit den Eigenvektoren v,. Bemerkens-
wert ist auch, daf alle Vektoren des Raumes :,;,, Eigenvektoren
des Operators

22=L£+L§+LE = %(LvLc'f"LcLo) + Lf

sind. Aus (17. 8) folgt namlich durch einfache Rechnung:
Boy=JJ+1vy. (17.9)
Der Raum fR,;,, ist irreduzibed. Denn wenn ®' ein invarianter

Unterraum von R, ,,, ist und v' ein Eigenvektor von L, im Raume $t',
so muB v bis auf @nen Faktor mit einem der Vektoren Upyoney Uiy
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Ubereinstimmen (andere Eigenvektoren von L, gibt es ja in ®,,,,
nicht). Die Transformationen L, und L, erzeugen nach (17. 8) aus dem
einen v’ = v, ale andern vy, (M = J, J—1, ..., — J}. Daher gehoren
ale diese vy zu ®' und daher ist ®" der ganze Raum R,,,,, was zu
beweisen war.

Die dutch (17. 8) bestimmte Darstellung vom Grad 2J + 1 ist aqui-
valent zu der im vorigen Paragraph konstruierten mit D, bezeichneten
Darstellung.

In der Tat: im Raum (..., «3~*«f,...) der Darstellung D; er-
halten die Basisvektoren ] " #; bei der Drehung (0, 0,y) den Faktor

gt M 7y — A2, eskommen also die WerteM=r— 3 v{==} v, $v—

— 4o} je emmal vor. Konstruiert man nun in diesem Raum den
Unterraum Ry, Nach der obigen Konstruktion, so fallt notwendig
R, 7431 Mit dem ganzen Raum zusammen (weil beide dieselbe Dimension
haben).

Diew,, desRaumes®,;,, missenmit den Potenzprodukten sy *+z]-4
der Darstellung D; bis auf Zahlenfaktoren ubereinstimmen. Rechnet
man die Zahlenfaktoren aus, so ergibt sich:
u{*’“’uﬁ“"
Y7+ (J - My’
Diese v bilden nach § 16 gleichzeitig ein normiertes Orthogonal system.

In genau derselben Weise zeigt man, wenn J gleich einer ganzen
Zahl | ist, dal3 die durch (17. 8) bestimmte Darstellung D, mit der
durch die Kugelfunktionen I-ter Ordnung ¥;™ vermittelten Darstel-
lung ubereinstimmt. Denn auch diese sind in der Anzahl 2| + 1 und
der Operator L, hat m = | as hochsten Eigenwert. Also: Die Kugel-
funktionen Y™ transformieren sich nach der irreduziblen Darstellung D,.
D. h., man kann die Normierungsfaktoren bei den Kugelfunktionen ¥;™
so wahlen, dal fur sie genau die Gleichungen (17. 8) gelten. Daraus
folgt auch, daB D; eine eindeutige Darstellung ist'. Z. B. transformieren
sich die Funktionen 7 ¥ = —(x + ¢}, r Y@ =Vy2 2, ¥{V =2 —iy
nach der Darstellung Dl,

Schliefllich beweist man ebenso:

Jede irreduzible Darstellung ist mit einer der durch (17. 8) bestimmten
Darstellungen D; &gtiivalent. Denn der im Darstellungsraum konstru-
ierte Raum SR, ,mul im Falle der Irreduzibilitat notwendig mit dem
ganzen Raum zusammenfalien.

Die obigen Betrachtungen ergeben ein Mittel, die Zerfdllung einer
beliebigen Darstellung D in irreduzible D; in jedem vorliegenden Fall

(17. 10)

Vyy =

! Die Darstellung B, ist fir nicht ganze J nicht eindeutig. Denn der Vektor vz
wird bei einer Drehung (0,0, y) mit einem Faktor e~ is¥ multipliziert, was fur y = 2x
und J = ganz +% den Wert — 1 ergibt.

5*
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wirklich zu finden. Man braucht zu dem Zweck nur die Eigenvektoren
des Operators L, im betrachteten Raum aufzustellen und die vorkom-
menden Eigenwerte samt deren Vielfachheiten zu verzeichnen. Ist J
der groflite vorkommende ganze oder halbganze Eigenwert, so ist in D
eine Darstellung D, enthalten, in deren Raum die Eigenwerte J, J—1,
..., — f je einmal vertreten sind. Von den ubrigen Eigenwerten sucht
man wieder den groRten J aus, spaltet eine Darstellung D; ab, usw.,
bis alle Eigenwerte aufgebraucht sind.

§ 18. Beispiele und Anwendungen.

1.AusreduktionderProduktdarstellungD;xD;,
der Drehungsgruppe.

Der Raum der Darstellung D; sei (#;,...,%.;}, der von D; sei
(vpon.. ,v_.»). Dann hat der Raum der Darstellung D; x D, ,as
Basisvektoren alle Produkte #,t,.. Das Produkt #,v,. nimmt bei
einer Drehung (0 0,y) um die z-Achse den Faktor g imtm?r gn
und gehdrt daher zum Eigenwert M = m + m' des Operators L,
Die moglichen Werte von M sind:

(m=7) M=j+7,j+7{—1...... =1
m=7j-—1 M= i+ —Lj+r—2,..,1—7—1
(m=7—2) = i+7—2,...... =i =2,
(m = —3) M= — e ,—f—1"
Wir kodnnen etwa§ & ° annehmen. Dann sieht man, daf3 der grofite
Wert M — | + j' einmal vorkommt, der nachstkleinere M = + ' — 1
aweimal usw., immer mit einer Zunahme um Eins, bis zum Wert
M = j— |', der somit (2j' + |)-mal vorkommt. Alle kleineren Werte

von M bis M = — +j' kommen gleich oft, namlich (2j + |)-mal
vor. Um die negativen Werte von M brauchen wir uns weiter nicht zu
kimmern.

Daraus folgt nach den Regeln des §17: Die Darstellung ®,,
die dem grofRten Eigenwert entspricht, ist einmal in der betrachteten
Darstellung D;xD; enthalten; ihr Darstellungsraum nimmt die
Eigenwerte M = j+ j',...,—(] + ]) je einmal in Anspruch. Nach
deren Streichung bleibt als groRter Wert M = | + |' — 1, der jetzt nur
einmal vorkommt; aso kommt die Darstellung ®,4;., ebenfalls
einmal vor [Eigenwerte j + j— 1,j+j)'—2,...,—(+]'—1)]. So
weiter schlieffend erhélt man zuletzt die Darstellung ®,.,., welche alle
Ubrig gebliebenen Eigenwerte wegnimmt. Mithin ist:

DX Dy = Dpysr + Dpyprcg 0+ +Dyppp- (18.1)
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Durch Hinzufligung des ,,Absolutstriches" bei i —i' wird erreicht,
dal die Formel symmetrisch in i und i’ ist und mithin auch far i* > i
ilt. Z.B. ist:
g 'S DX Dy =Dy,

DXD, =B + T, + D,
@1X®%= 53&—}- L‘bé
Um die Reduktion der Darstellung D; xD; explizit durchzifiihren,
haben wir im Raum der Produkte #,, v,. solche Vektoren w,,, die sich
nach (F=1+4+1, 4+4¢—1,...) transformieren, wirklich anzu-
geben. Wir schreiben diesmal lieber UM,VM.,W;} statt #,,, v, Wy
und setzen nach (17. 10):
Wl tmodom Wi e
Un=yiirmili—mi? Vo= gt
Nunmehr bilden wir fur J=§+4§7—11=96,1,2,...) den Aus-
druck

A = (w05 — wo1)" (# %y - 16,2,)277 () %y - v, 2)25 2
und behaupten, daR’ die Koeffizienten von

Xg— AT
¥{J + M) (] - M)
inAfur M =JJ —1,... — Jdie gesuchten GroRen Wy, darstellen.

Beweis: Wenn die x; X, kontragredient zu u; u, und v; v, trans-
formiert werden, so ist der Ausdruck A invariant, und daher werden
die Koeffizienten Wy, kontragredient zu den.X3, transformiert. Ebenso
ist aber, wenn U3, W|e w]tM My (] + M)i(] M)! transformiert
werden, der Ausdruck {s.elx1 + uzxs =@ N3 ULX] invariant, aso
werden die U3, auch kontragredient zu den X3, transformiert. Mithin
werden die W;{, wie die U;;, d. h. nach D, transformiert, g. e. d.

Die Ausrechnung von A verlauft so:
: S

{86, 05 — myy)* :2 {— 1)'( i ) {8 000" {15501)",

#-0

A= Z 2 VG A VG = m) - ) T — ) 1T+ M) (T — M)

-1 2/ ~ 4 )( 24— A ) "
2’ ( )( — =\ — Unn Vo Ko

=21@7 =17 = A1 2 Un Ve X

mom

2’( . T(7+m}'(1'—m)'(?+m'ﬂ(?—’_'"_)_IU-!-MHU - M)
(—m =) G bm— A0 (' m' — ) (=" — A Ip 1 TA )

[M= m+ m'.* (18.2)

* Der Bruch rechtsist gleich Null zu setzen, sobald eine der Zahlen (j + m— v),
usw. im Nenner negativ wird; weiter ist 0! = 1.
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Daher ist
Wﬁl’ﬂgd’ 2 C;:am'Ume" (183)

m+4m' =M

wo g, ein Zahlenfaktor ist, der Ubrigens
beliebig gewahlt werden kann, z. B. <0,
daR die WY, ein normiertes Orthogonal-
system im unitéaren Vektorraum der
UnVm bilden'. Setzen wir nun &7
= p,6%.., S0 bilden fir jedes feste M
die &%, mit m+ m = M eine unitare
Matrix By, wobei J as Spaltenindex
und m oder m' als Zeilenindex auftritt.
Die gespiegelte Matrix B* ist nach
(7. 5) einfach die gespiegelte konjugiert-
komplexe Matrix By. D. h., die Gleichun-
gen (18.2) werden nach den UgVp,
folgendermallen aufgelost:

Um Vm' = Z 4} c;;m' W;:rl+ m (184)
J

Auf dieWerte der Zahlen g, kommt es
nicht an. Die Gleichung (18. 4) ist unter
dem Namen Clebsch-Gordansche Reihe
bekannt. Die Zahlen ¢l .. sind allgemein
aus (18.2) zu entnehmen. Im Spezialfall
J =17+ 1{ {4 =0} vereinfacht sich die
Gleichung (18.2) zu

o :l/_ JHMIG M
" (7 ) L (F = o} (7 4} L (7 =)

und ebenso im Spezialfall
J=i—i A=2{5727)

! DaR je zwei Vektoren Wy, die zu vcr-
schiedencn Werten von J gehdren, zueinander
orthogonal sind, folgt daraus, dal je zwei in-
aquivalente irreduzible Teilrdume des Raumes
der unitdren Darstellung D, x B, stets zu-
einander orthogonal sind : die senkrechte
Projektion des einen Raumes auf den anderen
ergibt namlich einen Opcratorhomomorphis-
mus, und ein solcher kann nur die Nullabbil-
dung sein. Die Orthogonalitét je zweier Wy
mit gleichem J aber verschiedenen M folgt
durch dieselbe Betrachtung, angewandt auf
die Darstellungen der Untergruppe der Dre-
hungen um die Z-Achse.
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2u o (e L '__'_'" CGEmtg—mn

m) 1 (§* — m")! 1+M!U—M}!‘
In der nebenstehenden TabeIIe sind die Werte der c . fur die ein-
fachsten Félle zusammengestellt.

2. Anwendungen der Relation (18. 1).

Der Zustand eines f-Elektronensystems im zentralsymmetrischen

Kraftfeld werde durch eine Funktion w {¢,, ¢.. . . -, ¢;} gegeben. Die
lineare Schar der Eigenfunktionen einer Energiestufe wird bei einer
Drehung linear in sich transformiert; sie zerféllt also in Teilscharen,
die sich nach Darstellungen D, transformieren. Man pflegt in diesem
Fall L statt J zu schreiben; wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
kommen nur ganze Werte von L in Betracht.

Der Operator fiir eine infinitesimale Drehung aller Elektronen, etwa
um die z-Achse, ist in unserem FaII'

Z( yax)

Mithin ist hil, = hL, genau der Operator fir die z-Komponente des
Drehimpulses A&. Fir eine irreduzible, sich nach D, transformierende
Schar von Eigenfunktionen hat nach § 17 der Operator £* den Eigen-
wert L (L + 1) und L, die Eigenwerte M = L,L—1,...,— L. Man
stellt sich daher im Vektorschema einen Drehimpulsvektor fur das
Atom von der Lange hL vor, dessen z-Komponente die Werte

hM(M =1L, ... —L)annimmt, genau so wie beim Einelektronen-
problem (86). Man redet von -P-D-F- usw. Termen des Atoms
(in Analogie zu den s,p-, d, f-,... Termen beim Elektron) fir
L=0,1,2,3,... und man nennt L die azimutale Quantenzahl.

Bei einer stetigen Anderung des Kréaftepotentials (z. B. bei Verklei-
nerung der gegenseitigen AbstoBung der Elektronen) kann sich die
Quantenzahl L nicht andern, da die Darstellung sich stetig andert und
der Eigenwert von £2 daher nicht unstetig springen kann. Man kann
also die méglichen Werte von £ zundchst aufstellen unter Ausschaltung
der Wechselwirkungskrafte zwischen den Elektronen oder noch besser
unter Ersatz der Wechselwirkung durch eine passend gewdhlte Ab-
schirmung des Kernfeldes (vgl. 84) und kann nachher diese Wechsel-
wirkung langsam wieder einschalten.

Nehmen wir etwa zwei Elektronen. Der Zustand jedes einzelnen
wird durch eineWellenfunktion ™ gegeben, zu der nach § 4 ein be-
stimmtes Termsymbol ns oder np, nd, usw. je nach dem Wert von |
gehort. Wenn die Elektronen sich nicht absto3en, sind die Eigen-
funktionen des ganzen Systems Produkte o (g,) v} (g5}, die sich bei
Drehungen nach ®, X ®, transformieren. Die Ausreduktion dieser
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Darstellung ergibt nach (18. 1) eine Reihe von Teilscharen, die sich
nach ® (L =i+ 81 +V—1,...,|1=0]) transformieren. Schaltet
man nun die Wechselwirkung ein, so konnen die zu verschiedenen
L-Werten gehdrigen Atomterme nach §9 auseinandertreten; die
(2L + I)-fache Entartung der einzelnen Terme wird aber nicht auf-
gehoben und die Darstellungen D, bleiben bestehen.

Im Vektorschema hat man zwei Vektoren der Langen hl und hl,
welche die Drehimpulse der einzelnen Elektronen bedeuten, so zu-
sammenzusetzen, dald die Lange hL der Resultante entweder h(l + V)
oder um ein ganzzahliges Vielfaches von h weniger betréagt; der kleinste
Wert der Resultante ist dann h|l-—'|, wie es nach (18.1) sein mul.

1¢ z. B. | = I' = 1 (zwei p-Elektronen), und sind die Energiestuferi
der Elektronen ohne gegenseitige Abstolung E; und E; so ergibt die
Vereinigung die Energie E; + E,. Dieser Term kann sich durch die
Abstollung in drei Terme mit | =0, 1, 2, aso in einen S, einen P-
und einen D-Term spalten. Genau so verfahrt man in alien anderen
Fallen.

Hat man mehr as zwei Elektronen, so hat man einfach die Formel
mehrmals anzuwenden. Fir ein s, ein p- und ein d-Elektron verlauft
z. B. die Rechnung so:

®0x®1X®2= (%o)(%ﬂ)(@gz LE']_X‘BZ# 593 -+ ®2+ (bl;

mithin kénnen ein F-, ein D- und ein P-Term entstehen. Das vollstandige
Symbol fur einen Term besteht aus den Symbolen der einzelnen Elek-
tronen und dem Symbol des ganzen Terms; z. B. bei einem System
von drei Elektronen, von denen zwei im Is-Zustand sind und eins im
2p-Zustand ist, wobei der entstehende Term notwendig ein P-Term
ist: IS 2pP.

Ein S-Zustand ist nach Definition immer kugelsymmetrisch: die
yw-Funktion bleibt bei jeder Drehung invariant. Die Hinzufugung
eines s-Elektrons andert an den mdoglichen Werten von L nichts, denn
€ ist By X By =B

Betrachtungen derselben Art fuhren auch zu einer exakten Recht-
fertigung der im 8 4 durch approximative Betrachtungen hergeleiteten
Regeln fir die Terme eines Atoms wie Li, Na, K, welches aus einem
Leuchtelektron und einem kugelsymmetrischen Rumpf besteht. Wir
haben fruher die Wechselwirkung zwischen Leuchtelektron und Rumpf-
elektronen durch eine einfache Abschirmung des Kernfeldes ersetzt und
fanden as mogliche Werte des Impulsmomentes des Leuchtelektrons
| —0,1,2,.... Nehmen wir nun an, der Rumpf sei bei Abwesenheit
des Leuchtelektrons kugelsymmetrisch, (Z' =0), so ergibt sich fir das
ganze System (mit Abschirmung statt Wechselwirkung) der Wert L = 1,
Nach Einschaltung der Storung (Wechselwirkung minus Abschirmung)
tritt nach dem Obigen keine Aufspaltung auf, sondern jeder Term
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bleibt (2/ + 1)-fach ausgeartet und transformiert sich nach wie vor
nach D, .Daf3 auch die Auswahlregel | | + 1, welche die Einteilung
der Terme in Serien begrindet, exakt gilt, werden wir im nachsten
Paragraphen sehen.

Der serienartige Charakter der Linienspektren ist nicht auf die
wasserstofféahnlichen Spektren (wie dievonLi, Na, K usw.) beschrankt.
Wenn bei einem beliebigen Atom die Quantenzahlenn, | aller Elektronen
bis auf eines ungedndert bleiben, die Hauptquantenzahl des letzten
Elektrons aber die Reihe der fir semdglichenWerten = | + 1 + 2,
| +3, ... durchlauft, so entsteht fir jeden moglichen Wert der ge-
samten azimutalen Quantenzahl L eine Termserie von immer wachsen-
den Energiewerten, deren obere Grenze die Energie desjenigen lonen-
zustandes ist, der durch vdllige Entfernung des letzten Elektrons
entsteht. Ein Beispiel einer solchen Serie beimHe-Atornist die, Haupt-
serie” IsnpP (n=2, 3,4, ...), deren Grenze die Energie des He-lons
im Grundzustand ist (sehe Abb. 6 auf S. 111). Ebenso sind beim
Kohlenstoff C unter anderen die Serien

152252 2pms P, 15*2s*2pnp S, 1s22s*2pnp P, 1s*2s22pnp D

moglich, deren gemeinsame Grenze der lonenterm |s® 2s* 2pP ist. Solche
Serien konnen meistens wieder durch empirische Formeln von der Art

1

En = Em —_ E'”:';_'*]a

dargestellt werden, wo E  die Energie deslonsist und wo x mit wachsen-
dem n meistens rasch einem konstanten Grenzwert zustrebt. Welche
Serien miteinander kombinieren kdénnen (und Serien von Spektral-
linien ergeben), darlber entscheiden die Auswahlregeln, die wir im
nachsten Paragraphen herleiten werden.

3. Der Spiegelungscharakter.

Das Feld eines einzigen Kernes bleibt nicht nur bei rdumlichen
Drehungen, sondern auch bei Spiegelungen invariant. Alle Spiegelungen
lassen sich zusammensetzen aus Drehungen und der einzigen ,,Spiege-
lung am Anfangspunkt"

W= —x, ——y, d=-—uz,

welche mit alien Drehungen vertauschbar ist. Die Identitét bildet zu-
sammen mit dieser Spiegelung eine Abelsche Gruppe der Ordnung 2.
Wegen der eben bemerkten Vertauschbarkeit kann diese Abelsche
Gruppe gleichzeitig mit der Drehungsgruppe ausreduziert werden, d. h.,
die Basisvektoren einer Darstellung (insbesondere die Eigenfunktionen
einer Energiestufe) konnen immer so gewdhlt werden, dal sie bei
Drehungen sich nach D, transformieren und gleichzeitig bei der Spiege-
lung 5 den Faktor w = £ 1 annehmen. Dieser Faktor w heil3t der
Spiegelungscharakter.



74 I I'l. Drehungsgruppe und Lorentzgruppe.

Insbesondere gehéren beim Einelektronenproblem die Kugelfunk-
tionen I-ter Stufe zum Spiegelungscharakter (— 1)

Werden nun f Elektronen mit den azimutalen Quantenzahlen 1, |,
...,/¢+ im zentralsymmetrischen Feld zunéchst unter Vernachléssigung
der gegenseitigen Stérung zusammengebracht, so entstehen as Eigen-
funktionen Produkte

=0 velq): - ¥,
die offenbar zum Spiegelungscharakter

W = {___, 1)11+In'|'“'+b' (185)

gehoren. Dieser Charakter bleibt auch nach Einschaltung der Stérung
erhalten, wenngleich die Eigenfunktionen dann keine Produkte
¥: ¥ * -y, mehr sind. Die entstehenden Terme heiRen gerade oder
ungerade, je nachdem w = + 1 oder — 1 ist. Zum Beispiel bestehen
von den vorhin angefihrten vier Kohlenstoffserien die erste aus un-
geraden, die beiden anderen aus geraden Termen. Welche Folgen das
fur das Spektrum hat, werden wir gleich sehen.

§ 19. Auswahl- und Intensitétsregeln.

Wir schicken zwei gruppentheoretische Hilfssétze voraus.

Hilfssatz 1. Es seien z2wel Darstelhingen D, D' einer Gruppe & in
den Réumen ® = (#y,...,#,) und R = (¥,,...,%,) gegeben dutch
genau dieselben Formeln:

@ty == D0,
A

av, = v,
A

mit dem Unterschied in der Bedeulung, daf3 die u, eine linear unabhangige
Basis fur 9 bilden, wahrend die v, linear abhéngig sind. Die Darstellung D
sel vollstandig reduzibel:

D=D -+ By (19.1)

Dann ist auch D' vollstdndig reduzibel und die Zerfdllung von D' wird
erhalten durch Wegstreichung einiger Darstellungen aus der Summe recnter
Hand in (19. 1).

Beweis. Ordnet man jedem Vektor u = 2;,'-‘:;,%1 denVektorv = %’clvl

zu, so entspricht der Summe zweier Vektoren wieder die Summe und
dem au entspricht av, aso ist die Zuordnung ein Operatorhomomor-
phismus. Nach 811, Satz4 ist aso

R~y -1,

wo die r' gewisse in der Zerlegung von ® vorkommende irreduzible
Teilrdume sind.
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Hilfssatz 1 wird vor allem auf Produktdarstellungen angewendet.
Man hat gewisse GroRen (Eigenfunktionen oder andere) U™ und
V}l‘“", die sich nach D; und D; transformieren, und will wissen, wie
sich die Produkte U™ V™ transformieren. Ersetzt man die U, V
durch ebensoviele unabhéngige Verénderliche u, v, so transformieren
die Produkte #™ v{® sich nach ®, x ‘D,.:%“DJ; T=7i+7,...

l§~4"|. Ersetzt man dann in diesen Transformationsformeln die u, v

wieder durch U, V, so bleiben se gelt en, aber die Produkte kénnen

linear abhéngig werden. Alsdann lehrt unser Hilfssatz, dal3 sie sich

transformieren nach einer Darstellung 2’®;, in der einige der mog-

lichen J =¢ 4¢,...,]7—4 vorkommen (eventuell auch alle).
Hilfssatz 2. Wenn ein vollstdndiges Orthogonalsystem

PP, it el L, el (19.2)

s0 bestimmt wird, daR fir jedes 1 die Funktionenschar ¢, ..., ¢i®
bei einer gegebenen Transformationsgruppe & (z. B. den Drehungen des
Raumes) eine irreduzible Darstellung ®; erleidet, und wenn eine Schar
von Funktionen ¢, ..., »®, welche bei derselben Gruppe eine voll-
stéandig reduzible Darstellung D erleidet, entwickelt wird nach dem Ortho-
gonalsystem (19. 2), so konnen in der Entwicklung nur die ¢¥' wirklich
vorkommen, deren Darstellung %, in der Darstellung D als Bestandteil
enthalten ist.

Be we is. Es sei, wenn ¢ eine Linearkombination von #® bis

A Aa
"I’N.%‘“:v?’i” +.{Jﬂs..wi"’ +r=ofw, 4o (193)

Da g alle Komponenten 4, eindeutig bestimmt, so sind auch wy, w, usw.
durch ¢ eindeutig bestimmt. Die Zuordnung  —> e, ist ene lineare
Abbildung der Schar () =={%",..., $™) auf die Schar (¢, ..., g™},
denn der Summe entspricht die Summe und dem Vielfachen a1y das
Vielfache & co;. Weiter kann man aber auf (19.3) eine Transformation t
der Gruppe & ausiiben und erhéalt:

ty=ta,+fwgf-- -,

wobei e, wieder eine Linearkombination von derselben Form wie e,
ist. Also entspricht in unserer Abbildung dem ¢¢ das tw;, d. h.: die
Abbildung ist ein Operatorhomomorphismus der Schar () auf die
Schar (w,;). Diese Schar {e;} besteht entweder nur aus der Null oder
se ist mit der ganzen irreduziblen Schar (@, ..., ¢i'") identisch
und transformiert sich nach %;. Nach den Sdizen des § 11 muB3 im
letzten Fall @, as Bestandteil in der Zerfallung der Darstellung D
vorkommen, was zu beweisen war.



76 I I'l. Drehungsgruppe und Lorentzgruppe.

Zusatz zum Hilfssatz 2. Setzen wir flr 4 sukzessive die Funk-
tionen ", ..., " ein und versehen dementsprechend auch die
@y, A9, ... Mit einem oberen Index p (= 1, 2,3, ..., h), sosind die
Koeffizienten a{) (und ebenso a{usw.)bis  auf einen gemeinsamen
Faktor g, rein gruppentheoretisch eindeutig bestimmt, sobald die Dar-
stellungen D und D; bekannt sind, vorausgesetzt, daf’ in der Zerféllung
der Darstellung D keine zwei &aquivalente irreduzible Bestandteile vor-
kommen.

Be we is. Nach dem ebengefiihrten Beweis bilden die &% dieMatrix
einer operatorhomomorphen Abbildung der Schar {p%?, ..., p®) auf
die Schar (¢, ..., ¢i®. Wir denken uns nun die pilhis & ge
wahlt, daf} die inaquivalenten irreduziblen Teilscharen durch (W,

, 9@, (p@th, . W6t gegeben sind. Wenn dann die a$*}
nlcht aleNull sind, so muR [cp‘l) . . &ngitdlent zu einer der
y-Teilscharen, etwa zu (pW, ..., ) sein. Bei passender Wahl des

yM, ..., p® werden die beiden équivalenten Scharen nicht nur &qui-
valent, sondern sogar gleich transformiert. Der Operatorhomomorphis-
mus der Schar (g™, . .., ¥} bildet auch die Teilscharen (%%, . . ., /@),
usw. homomorph ab. Nach dem Schurschen Lemma wird nun die Teil-
schar (¥, ..., ¢*) vermoge einer Matri>AE)gebildet, wahrend die
ubrigen, indgquivalenten Teilscharen auf Null abgebildet werden. Mithin
ist die Matrix der Abbildung bis auf einen Faktor A eindeutig bestimmt.
Das bleibt gelten, wenn man nachtréglich auf eine andere Basis der
Schar (p, ..., »®| zurlckgeht.

Auf Hilfssatz 2 beruhen die Auswahlregeln. Wir haben in 84 und 8 6
fir ein einzelnes Elektron die Auswahlregeln

I 1£1 fdr zentralsymmetrisches Feld,
m moder mxl fOr axialsymmetrisches Feld

hergeleitet. Die Regel fur m gilt kraft ihrer Herleitung auch im Fall
mehrerer Elektronen. Wie steht es mit Regel fir I, wenn man darin /
durch L ersetzt?

Die Intensitdten der ausgesandten Linien hangen nach § 3 ab von
den Entwicklungskoeffizienten ab, ¢ in den Entwicklungen

Xyl = 3 o alpp,
Yol = 3 i b, (19.4)
Zyp = Sy o
Die GroRen links oder vielmehr ihre Linearkombinationen
—(X+i¥)y, X —iY)yP,  Y2Zy  (195)

sind in der Bezeichnung von S. 75 Produkte Vi=® rim, v gim,
V® U, welche sich nach %, transformieren, wo V emige der
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Werte L £ 1 und L annehmen kann. Also dirfen auch rechts in (19. 4)
nur diese ®;, vorkommen. Das ergibt die Auswahlregel:

L—1
L—>{L (0 — 0 verboten). (19.6)
L+1

In genau derselben Weise, nur viel einfacher, erhdlt man die Aus-
wahlregel fir den Spiegelungscharakter w = {— 1}¥%:

w—> — @ (29.7)

oder die Regel von LAPORTE: 3'{, springt nur um eine ungerade Zahl.
Denn wenn in (19. 4) die @ bei der Spiegelung s den Faktor w an-
nehmen, so nehmen die linken Seiten den Faktor — w an, mithin kommen
rechts auch nur Glieder vom Spiegelungscharakter —w vor. Aus dieser
Regel folgt noch, dal? im Fall eines Leuchtelektrons mit kugelsymme-
trischem Rumpf, falls das Leuchtelektron einen Quantensprung aus-
fhrt und der Rumpf in erster Anndherung ungeandert bleibt, der in
(19. 6) noch zugelassene Ubergang L L ausgeschlossen ist. Fir diesen
Fall gilt adso die alte Auswahlregel L L £ 1 oder, was dasselbe ist,
I l+1.

Aus dem Zusatz zu Hilfssatz 2 ergibt sich weiter, dal3 die Koeffi-
zienten a®™ ™ usw. in (19. 4) fur jedes feste Wertepaar L, L' bis auf
einen (von m und m' unabhangigen) Faktor g, rein gruppentheore-
tisch eindeutig bestimmt sind. Die Berechming dieser Koeffizienten
gibt Aufschlul Uber die Intensitétsverhdltnisse der Linien, die ent-
stehen, wenn dieAusartung derTerme durch eine nicht zentralsymme-
trische Stérung (Zeeman- oder Starkeffekt) aufgehoben wird, voraus-
gesetzt, da3 die Stérung so schwach ist, dal} die g-Funktion des un-
gestorten Systems zur Intensitétsberechnung benutzt werden durfen.
Die Berechnung ist sehr leicht auf Grund der Bemerkung, dal? in (18. 4)
schon eine Entwicklung fir ProduktgroBen UpVy. vorliegt, die fir
j=L,j'"=1 von genau derselben Art sind wie unsere U{" = ™
und ¥ = —(X +3Y), Vi =X —4Y, V® =ZY2. Nach Hilfs-
satz 2 (Zusatz) missen aso die Entwicklungskoeffizienten der Pro-
dukte U P mit den Koeffizienten von (18.4) fir jedes L' bis
auf einen Zahlenfaktor Ubereinstimmen. Um die Bezeichnungen zu
volliger Ubereinstimmung zu bringen, ersetzen wir in (19. 4) die Sym-
bole L; L', m" durch j, J, M, schreiben aso

(X4 iY) "= — Ty (a + 1B ™,
(X —iY)ym = So¥(@a+ib)y™, (19.8)
VeZym= Tyl y2cH™.
Nunmehr missen die rechts auf tret enden Koeffizienten fiir jedes J zu
den Entwicklungskoeffizienten ¢}, ,_,, von (18.4) proportional sein.
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Das ergibt (vgl. die zweite Tabelle auf S. 70)
fur J=f+15 @+ 0o = — o YGFm+ 2+ m+ 1,
(@—itpitm = oVi—m+D({—m+1),
= o VGFmE UG- 1;
fur J=g: (@b = oY+ m 1) G —m),
(@—ibptm = aYi+mG-m+1), (199
™= gm;
fur J=f—1: @+ibp™= <yi—m{—m—1),
(@ —sbigy o = = G+ m G+ m =D,
ap= Vi LW,
Hinterher sind in diesen Formeln wieder i, J durch L, L' zu ersetzen.
Wenn erwiinscht, kann man aus {(z + $5)5;™ und (& — +t)J;™ auch
leicht a};™ und B}™ berechnen. Die Quadrate dieser Zahlen ergeben
nach 8§ 3 die Ubergangswahrscheinlichkeiten, zu denen die Intensititen

der zugehdrigen Spektrallinien proportional sind. Die Polarisations-
richtung des ausgesandten Lichtes wurde im § 6 schon angegeben.

§20. Die Darstellungen der Lorentzgruppe.

In derselben Weise, wie wir in 8 16 und § 17 die Darstellungen der
Drehungsgruppe b aufgestellt haben, wollen wir nunmehr die Darstel-
lungen der Gruppe der Lorentztransformationen (Lorentzgruppe) aus-
findig machen.

I.Die Gruppec,unddieeigentlichenLorentztransformationen.

Wir gehen aus von der Gruppe c, der unimodularen linearen Trans-
formationen in einem zweidimensionalen Vektorraum. Dawir es nachher
mit ko- und kontragredienten Vektoren zu tun haben werden, so
schlieBen wir uns in den Bezeichnungen dem Ricci-Kalkil an, be-
zeichnen die Basisvektoren mit %, # und ihre Linearkombinationen mit
a, %+ ag#. Die Transformationsformeln lauten

%= hat iy,
#=uf+ %6,
Wir ziehen noch einen zweiten V ektorraum (aisifc—t-ai:i;) heran, welcher

zugleich mit dem ersten, aber jedesmal mit der konjugiertkomplexen
Matrix transformiert werden soll:

’

ad—ﬁy=1.] (20.1)
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Wir verabreden, alle Grofen, die nach (20. 2) transformiert werden,
mit punktierten Indices (1,2 oder 1 2) zu bezeichnen.
Man kann wenn man will, die #, % als Zahlenveranderliche deuten

und die 41; % ds konjugiertkomplexe Verdnderliche ;c—u, =4
Wir werden diese Interpretat|on gelegentlich benutzen, gelegentlich

aber auch unter #, ¢, %, % vier ganz beliebige Grundvektoren verstehen.

Sind (a,a) und (bl,bz) zwei Vektoren, die beide nach (20.1)
transformiert werden, so ist ajb,—aob; invariant; mithin ist der Vektor
(b, — by) kontragredient zu (a; ,a) * Wir kdnnen aso aus jedem binéren
Vektor (b, b,) einen kontragredienten Vektor (b', b) mit den Kom-
ponenten BBy, Be—b, (20.3)

bilden. Ebenso definieren wir zu jedem Vektor {b,;, d;) einen kontra-
gredienten Vektor (B, 8%) = (b,, —b,).
Der lineare Raum aller Bilinearformen

c‘iﬁé+cli§§+c,i&;+cgﬁﬁa (204)
wird bei den Transformationen (20.1) und (20. 2) (d. h. bei der Er-

setzung der ¢1¢ durch ﬁ'} linear in sich transformiert, und zwar bleibt
die Determinante
=("|_‘c11 Cod — Cribss
invariant. Damit die Form (20. 4) bei der Interpretation der ﬁ,i‘c as
konjugiertkomplexe Variablenpaare lauter reelle Werte annimmt,
missen ¢,; und ¢,; reell und ¢,;,¢,; konjugiertkomplex sein. Diese
Realitdtsannahme wollen wir im folgenden machen, sie ist offenbar
gegeniiber den Transformationen (20. 1) invariant.
Wir fdhren nun die reellen Veranderlichen xy,zt ein durch

C,p = x+1.y,

Cig= X—1Yy,
o = - of, (20.5)
Cog ==—2 46,

Diese neuen Verédnderlichen erleiden ebenso wie die ¢;; bei der
Gruppe (20. 2) lineare Transformationen. Da se reell sind und es bei
unseren Transformationen bleiben, so sind die Transformationskoeffi-
zienten auch reell. Weiter ist die quadratische Form

PR SO B
611 Eﬂ clicﬂl_c‘: z % y

invariant, mithin handelt es sich um re€lle Lorentztransformationen
der Verdnderlichen xy,zt. Unter den so erhaltenen Lorentztransfor-
mationen kommen sicher die raumlichen Drehungen alle vor; denn
wenn man in (20.1) und (20. 2) speziell 8 =@,y = ~ B wahlt, so bleibt



80 I'1'1. Drehungsgruppeund L orentzgruppe.

2¢t=¢,;+ ¢, invariant, die Transformatlonen (20. 1) werden unitar

und transformieren daher “ und u (oder % und u) so wie u, —u; die
Form (20.4) wird wie

—cﬁ-&ela-k (cy: — Co3) 25 + €y §§=2(co§;§¢+ctc§&+c,§§¢)
transformiert, d. h. die Veranderlichen xy,z erleiden genau die in

§ 16 angegebenen Transformationen. Aber untef unseren Lorentztrans-
formationen kommt auch die folgende vor

‘l?= 1;‘,,]
‘;’:a“l:‘, [
6= ofcy, ¥ =z,
Cha=a"2cs, y =y,
Cyy = €., =3+ a2+ }a?— o e, (20.6)

Cqi = c,i,l et =% (> — a2 24 3 {a®+ ek,
bei der das neue Bezugssystem (x’, ¥’, 2°,#) sich mit beliebiger Ge-

schwindigkeity = ¢ ,+11 in der z-Richtung bewegt. Aus dieser Trans-

formation und Drehungen &3t sich jede ,,eigentliche Lorentztransfortna-
tion", d. h. jede solche, welche den Drehungssinn des Raumes nicht
umkehrt, zusammensetzen. Mithin ergeben unsere Transformationen
(20. 1) ale eigentlichen Lorentztransformationen: Die eigentliche Lorentz-
gruppe ist eine Darstellung der Gruppe c,.
Die einzigen Transformationen (20. 1), welche die ldentitat der
Lorentzgruppe eraeben, sind durch die Matrices
E=(1 0) und —E=(_1 0)
0 1 0—~1,
gegeben; mithin ist die Gruppe c, umgekehrt eine zweideutige Dar-
stellung der eigentlichen Lorentzgruppe.

2. Die Spiegelung s und die voile Lorentzgruppe.

Die eigentliche Lorentzgruppe kann nach dem Obigen as lineare
Gruppe in zwei Veranderlichen zweideutig dargestellt werden. Diese
Darstellung laRt sich aber ohne Erhéhung der Variablenzahl nicht er-
weitern zu einer Darstellung der vollen Lorentzgruppe, welche durch
Hinzunahme der Spiegelung s:

= -3, Y= —y, = -2, Y=t
aus der eigentlichen Lorentzgruppe entsteht. Da namlich die Spiege-
lung s mit alien rein raumlichen Drehungen vertauschbar ist, so mifte
auch die darstellende Matrix S mit der ganzen unitéren Gruppe up
vertauschbar sein; da aber u, ein irreduzibles System von Transforma-
tionen ist, so muBte S ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein. Mithin
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wére S mit der ganzen Gruppe c, vertanschbar. Aber die Spiegelung s
transformiert die Lorentztransformation (20.6) in ene andere mit
entgegengesetzter Geschwindigkeit des Bezugssystems; die Matrix S
kann aso mit der zu (20. 6) gehorigen Matrix nicht vertauschbar sein.
Das ist ein Widerspruch.

Wohl aber |afit sich eine Darstellung der vollen Lorentzgruppe in

vier Veranderlichen gewinqen, wenn zu den Veranderlichen é,f& noch
die punktierten Grofen , B hinzugenommen werden, die jetzt als neue
Veranderliche und nicht als konjugiert-komplex zu -zl.«, # aufzufassen sind.
Bei den rein raumllchen Drehungen transformieren 5|ch wie schon be-
merkt, # und % SO wie % und — . Setzen wir aso u-v und u—~-v,
so werden die neuen Ba5|svektoren v undv bei raumllchen Drehungen

genau so transformiert, wie # und u. Fur die mit alien Drehungen
vertauschbare Transformation s setzen wir nun versuchsweise die fol-
gende Darstellung an:

sh=iy,  sp=it (=1, 2). (20.7)
A i
Die Bilinearform (20. 4) oder
€1 *;T{,y €14 &”+Gei§?“cwéé”:’
M 1 ) 1

geht durch die Transformation s (20. 7) (ber in

Contey 4y 1t C.tby — C By
daher it a3 ¥ 1 7Y 217 il
cf

A ’ . ' ’
1L

L, = ==L * Oy = —

={Cyy4; Cey =FC 21 1ar 18

und das ist, wenn man (20. 5) beachtet, genau die erwiinschte Spiegelung
A= —x, ¥y =—y, = —z, = 1.

Jede uneigentliche Lorentztransformation kann as Produkt einer
eigentlichen Lorentztransformation a mit der Spiegelung s erhalten
werden. Ordnen wir nun jedem dieser Produkte as das Produkt der
zugeordneten Matrices zu, so haben wir eine (zweideutige) Darstellung
der vollen Lorentzgruppe in vier Veranderlichen gewonnen. Die Dar-
stellung (20. 7) der Spiegelung s hat noch den Nachteil, dal? ihr Quadrat
nicht E, sondern — E ist, was mit der Zweideutigkeit der Darstellung
zusammenhangt. Dieser Nachteil ist zubeheben, ohnedal dieDarstellungs-
eigenschaften verloren gehen, indem man die darstellenden Matrices aller
uneigentlichen Lorentztransformationen noch mit — i multipliziert, also
z. B. statt (20.7) N N
StH=1, Sy =%

i i

setzt. Das wollen wir fortan tun.
v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 6
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EinVektor a; %+ a;nﬁ des punktierten Raumes hat, in den neucn
Basisvektoren o == — 1%. v = + 11‘ ausgedriickt, die Komponenten
1 b4

al == — a,, a3 = a;. Die Bézeichnung ist mit dor Verabredung (20. 3)
in Ubereinstimmung. Die Komponenten a,, 4,4, ai, % eines beliebigen

Vektors alé + agfc + air -+ ar werden haufig mit a; ,a, ,a;3 ,a4 be
1 )

zeichnet; diese Bezeichnung 183t aber ihre Transformationsweise nicht
so deutlich erkcnnen.

Es ist vielleicht nutzlich, darauf hinzuweisen, daf3 sich die Kom-
ponenten a;, a,, as, a4 ganzlich anders (mehr noch: inaquivalent) trans-
formieren, as die Komponenten eines Welttensors (X, y, z, t). Abgesehen
noch von der Zweideutigkeit der Transformation der a, bei einer ge-
gebenen Lorentztransformation, liegt ein wesentlicher Unterschied darin,
daR die eigentlichen Lorentztransformationen der Welttensoren ein ir-
reduzibles System bilden, die zugehdrigen Transformationen der a,

aber in zweiTcilsysteme zerfalien, die den invarianten Unterrdumen (&,ﬁ)
und (v, ¥) entsprechen.
12

3. Spinoranalyse.

Die Schreibweise von ko- und kontragredienten Vektoren mit oberen
und unteren Indices hat bekanntlich den Vorteil, dal die Invarianz
gewisser Relationen sofort ins Auge springt. Z. B. ist das Gleichungs-
system

& = ‘--’ i.u b.l*
invariant bei der Gruppe ¢, weil die ¢;,, Koeffizienten von (20.4),
sich genau so transformieren W|e dleKoeff|Z|enten ¢; ¢;, €iner zerfallenden

Bilinearformf{e, # 4 ¢ u) (¢, " + ¢, u) D.h.:dieMatrix € = {¢; ;) trans-

formiert einen b| naren Vektor von der Art (&i, &) in einen von der Art

(a1a). DieinverseMatrix, multipliziert mitder Invarianten | C| =¢, ; ¢,,
— ¢ .c,;, dsO

13 Y2 —c

C'=ECIC—1=( i “")
— Cqi €1

11

transformiert natlrlich umgekehrt einen bindren Vektor der Art (a;, &)
in einen von der Art (b, b%)
Nach (20. 5) ist

Cz(ci;clé =z+ct x—1iy
Cai Coi x+‘y —z+ct

C,_(—Z-I-Ct —~(x-£y))
T\— iy z4et )

und daher
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Fuhren wir die ,,Paulischen Matrices®

(I A D L LA 0.5
LY () b o)ee o

ein und bezeichnen die Einheitsmatrix mit o,, sowird
C = =zxda,+vo,+z0,+ ctay, (20.9)
C'= —xo,—yo,—20,+ cta,.
Numerieren wir die Veranderlichen xyzct mit xt, x%, x3, 2%, die
Matricese,, g,, 65, 6, Mit oy, 63, ¢, 0, Und bezeichnen die Elemente der
Matrix e, mit op,(k=1,2,3,4;1—=1,2; p=1,2), so ist
= Mo (20.10)
Das erhaltene Ergebnis ist nun, dal3 jede Gleichung der Gestalt
n=3 3o, b
P
bei alien eigentlichen Lorentztransformationen invariant bleibt, falls die a4,

und & nach der oben besprochenen zweideutigen Darstellung der Lorentz-
gruppe und die x* nach der Lorentzgruppe selber transformiert werden,
wahrend die reinen Zahlengrofen oy, bei der Transformation ungedndert
bleiben.

Setzt man ebenso g =x —- a,, 0, = ~ 64,0, = — 6.0, =65, SO
bleibt auch jede Gleichung der Gestalt
a" = 3 N xtalirh, (20. 11)
& 4

invariant bei alien eigentlichen Lorentztransformationen.

Das Gleichungspaar (20. 10), (20. 11) bleibt aul}erdem invariant bei
der Spiegelung s, die a; in &% b, in + b#, x* in —a*(k =1,2,3)
transformiert, denn bei dieser Spiegelung geht (20. 10) in (20. 11) Gber
und umgekehrt.

Die eben besprochenen Invarianzeigenschaften bleiben natirlich er-
halten bei Ersetzung der x* durch irgendwelche anderen Ausdriicke, die
sich wie Komponenten eines Weltvektors transformieren, wie z. B.

g J 13

o o 138
dx' dy’' 827 - Th
4. Die infinitesimalen Transformationen.

Nun wollen wir wieder mit der Methode der infinitesimalen Trans-
formationen alle differenzierbaren Darstellungen der Lorentzgruppe
bestimmen. Jede eigentliche Darstellung der eigentlichen Lorentzgruppe
ist zugleich eine solche der Gruppe ¢, und umgekehrt; also suchen wir
zunachst die ¢, darzustellen. Als Matrix einer Transformation von ¢,
nehmen wir

6*
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{14 ) £

A:(“ ﬂ)=( Fat i o« ta (20.12)
y 4 oty - % oig d
mit . .

5o LHBY _ 1t (ont fad (o + o)

- & - 1+ oy -+ i xa !
und als Parameter in der Umgebung der Einheit die reellen Verander-
lichen ey, . . ., xg. Wieim § 17 definieren wir die inf initesimalen Trans-
formationen I,, ..., Iy einer beliebigen Darstellung und finden genau

so wie dort, da3 es Vertanschungsrelationen der Form
I,u I:- - Il-In = %-‘IICc:v

geben mui. Die ¢, sind reelle Zahlen, die nur von der Zusammen-

setzung der Gruppe abhangen und daher aus irgendeiner Darstellung,

z. B. aus den Matrices von c, selbst, bestimmt werden konnen. Fir

diese Darstellung ist nach (20. 12)

aA 1 0 01 00
0= 5q, (o - 1) ? (0 0) s (1 0)

a4 _{t O} 07\ 00
I*=5§;=(0 -—i)’ I‘:(OO)' I“=(io)

Man erhdlt die Vertauschungsrelationen mit reellen Koeffizienten':
Ln,-rnnL= 2, nLIL,-11,= 2, LIL—-LI,= 2I,
Lig—I ] = —2I, LI—IJI =-—21, LI—Il,=—2I,
Tolg— I I, = I I l,— 10, = I, 1nr1—I,I,= I,
I, —Il,= —2I, ILIL,—-L,I, =0
Li,— L= 2I LI ~-1,1,=0
Li,—I,=— I L lg— I I =0
Diese Relationen mussen nun auch fiir eine beliebige Darstellung gelten.
Man kann sie vereinfachen durch Einfihrung von neuen Operatoren
I,+4il,=44,; I+ il,=24,; I+ 4il,=24,;
I—1iI,=48,; Ig— eI, =28, I.—iI, =28,

Die Umrechnung ergibt, daf jedes A mit jedem B vertauschbar ist:

und we s~ Ay B, — Bpdy =0 fir Ak=2279

A, A, —A,4,~ A, B,B,—B,B,= B,l
A d;— A, 4, =— 4, B,B,—B,B,=~ B,
A A, — A, A,= 24, B, B, —B,B,= 2B, ]

! DaR die Koeffizienten reell sein miissen, geht aus den allgemeinen Betrach-
tungen des § 17 hervor. Erst durch die Realitdtsforderung werden die Koeffizienten
eindeutig bestimmt.
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Das sind sowohl fur die A wie fir die B dieselben Vertauschungsrela-
tionen wie (17. 5). Mithin gelten auch sdmtliche Schluf¥folgerungen, die
dort aus (17. 5) gezogen wurden. Ist vy ein Vektor, der zum hdchsten
Eigenwert J von A, gehort, so findet man daraus eine ganze Serie
von Eigenvektoren v, (— J == M = J}, welche durch die Operatoren A,
nach (17. 8) (mit A statt L) transformiert werden. Die Gesamtheit
aler v; ,die zum Eigenwert J gehoren, ist ein linearer Raum, der gegen-
Uber den By invariant ist, da diese mit A, vertauschbar sind. In diesem
Raum kann man somit nach dem gleichen Prinzip eine Serie von Vek-
toren v, . {— J'= M’ = J) finden, welche bei B nach (17. 8) trans-
formiert werden. Jedes dieser w,,,. ergibt durch wiederholte Anwen-
dung des Operators Aq eine ganze Serie von Vektoren vy, {(—f = M = J).
So findet man (2] 4- 1) (2] + 1) Vektoren v, flr  die gilt

Ap Uy = VU—M(J+M+ 1oy,
Ay = VT +M T =M+ 1) vy o
A vy = MUy

Byvy = W' — M) (J'+ M+ 1) vag, 342
Byt = WU/ MY 7= W4 1 v
Bty =Muvyy

(20. 13)

und die eine irreduzible Darstellung der Gruppe c, bestimmen. Die Irre-
duzibilitat ergibt sich leicht aus denselben Uberlegungen, die in § 17
zu dem Zweck angestellt wurden. Wenn die urspriinglich vorgelegte
Darstellung irreduzibel war, so missen die v,,,. notwendig den ganzen
Raum aufspannen; mithin ist jede irreduzible Darstellung aquivalent zu
einer der durch (20. 13) gegebenen Darstellungen D ;..

Es ist wiederum leicht ein System von Grofen anzugeben, welches
sich genau nach ®,,. transformiert, wir brauchen nur

. J‘J+M iJ+M gl‘:f+,w 3:!4- ar

IR T IRVERTI NN TV SLVIRVES T
zu setzen. Eine beliebige Linearkombination dieser v,.,, wird durch
den Ausdruck

Vs

Le  vew i

CA“_“"-"-,_”;ﬂN e MUY, B
gegeben, wo der Tensor ¢ symmetrisch in den 2J Indices 4, ...,# und
symmetrisch in den 2J Indices g,..., 7 ist. Diese Tensoren c bilden

also eine Art von Groéfen, welche bei der Grufipe ¢, eine irreduzible Trans-
formationsgruppe erleiden, und diese GroRenarten sind (bis auf Aquivalenz)
auch die einzigen mit dieser Eigenschaft.
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Auf den (Ubrigens nicht sehr schwierigen) Beweis, dal3jede Darstellung
vollsténdig reduzibel ist und daher alle moglichen Grofien als Summen
von GrofRen der eben aufgezéhlten Arten geschrieben werden kénnen,
gehe ich hier nicht ein.

Durch die obigen Betrachtungen sind alle Arten von , GréRen”, die
bei der (eigentlichen) Lorentzgruppe irgendwie linear transformiert
werden, bestimmt. Die einfachsten Grofien sind die Invarianten oder
Skalare, dann kommen die binéren Vektoren (a,, @,) und (s;, ;} (die
kontragredienten Vektoren werden nach (20. 3) aquivalent zu den ko-
gredienten transformiert); dann die Tensoren ¢, ,, die nach (20. 4) den
Welttensoren aquivalent sind; sodann symmetrische Tensorente,,, unde;
mit je drei Komponenten usw.

Man hat far ale diese Grofen den Sammelnamen , Spinoren”, weil
se in der Theorie des ,Spinning electron” nachher eine Rolle spielen
werden.

Mit allen Arten von Spinoren kann man Lorentz-inVariante Glei-
chungen aufstellen, wobei in der Ublichen Weise tber oben und unten
vorkommende Indices (die entweder beide punktiert oder beide un-
punktiert sein missen) stillschweigend summiert wird. Dabei sind noch
gewisse numerische Spinoren von Bedeutung, deren Komponenten
einzeln invariant sind. Einen solchen haben wir schon kennengelernt,
namlich die durch (20. 7) definierte GroRe g;,, (eigentlich kein reiner
Spinor, denn der Index % geht nicht von 1 bis 2, sondern von O bis 3
und wird nach der Art eines Welttensors transformiert). Diese Grolie
tritt Gberall in den Formeln [wie in (20. 10)] as Bindeglied zwischen
Spinoren und Weltvektoren auf. Mit ihrer Hilfe kann man (20. 4) so
schreiben:

<,

In derselben Weise kann man mit Hilfe der Grole ¢ jedem Welt-
vektor oder Welttensor einen Spinor zuordnen, z. B.

F*, (20.13)

ci. F" = G.l’i. ,1'4

o

fxl,:i;' = ka;l iy

Eine andere niitzliche GrofRe ist der reine Spinor e*#* mit den Kom-
ponenten

s-.!:l, 821=___1’ Bl!.:s'z%:o-

Genau so werden &, ,, ¢+ und &, definiert. Mit Hilfe dieser Grofen
bildet man Invarianten wie

gea b, =ab, —ab
und schreibt man (20. 3) in invarianter Gestalt:
b= ghn b,, .
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Auf den Nachweis®, daR die Symbole € und & ausreichen, um jedes
invariante Gleichungssystem zwischen Spinoren und Welttensoren auch
invariant zu schreiben, gehe ich hier nicht ndher ein. Das folgen de
Beispiel moge genugen: Das Skalarprodukt x,y* zweier Weltvektoren
kann, wenn &, = o4, %% und 1, == 0,,; ¥* die zugeordneten Spinoren
sind, in der e-Symbolik durch

S L Y
dargestellt werden’.

IV. Das Spinning Elektron.
§ 21. Der Spin.

Wir haben im § 6 gesechen, dal3 die bisher benutzte Schroedingersche
Wellengleichung fir das Elektron mit dem magnetischen Stérungsglied
im Energieoperator

fg A-p=nH- (pt Masse, ¢ = Ladung, x = 2%)

nur den normalen Zeemaneffekt, wie er bei den Singulettermen auf-
tritt, zu erklaren im Stande ist, nicht aber den anomalen. Zur Erklérung
des anomalen Zeemaneffektes scheint es demnach unerl&Rlich, neben
dem magnetischen Moment der Bahnbewegung, das ja immer propor-
tional zum mechanischen Moment ist, noch ein anderes magnetisches
Moment im Atom anzunehmen. Nach der Hypothese von UHLENBECK
und coubpsMmIT® rithrt dieses Moment von dem sogenannten Spin her:
dem eigenen Drehimpuls des ,,Spinning” Elektron.

Eine direkte mechanische Wirkung des Elektronenspins beob-
achtet man bei der Ummagnetisierung ferromagnetischer Substanzen.
Das Experiment lehrt, daR hierbei die Anderung des mechanischen
Drehimpulses sich zur Anderung des magnetischen Impulses ver-
halt wie 1: —‘; oder wie k:2 x statt wie fi:x, wie es sein muite,

! Kurz skizziert, verlauft der Nachweis so: Es mégen zunéchst Weltvektoren
und -tensoren durch ihnen aquivalente Spinoren [wie in (20. 13)] ersetzt werden.
Nach dieser Ersetzung sind die e-Symbele nicht mehr nétig. Jedes invariante
Gleichungssystem kann durch Nullsetzen von Kovarianten erhalten werden
(Satz von GRAM). Alle Kovarianten von bindren Tensoren bauen sich nach der
symbolischen Zerlegung der Tensoren aus ,,Linearfaktoren” a,x* bzw. e, ¥4 und

{ab) = by — agh, = A ayb, baw. (ab) = s"l“alb_;‘ auf.
Daraus folgt dann die Behauptung. Fir die benutzten Sétze aus der Invarianten-
theorie vgl. R. WEITZENBOCK: Invariantenthcoric. Groningen 1923.

2 Eine ausfiihrlichere Auseinandersetzung der Spinoranalyse mit vielen Bei-
spielen und Anwendungen, unter anderem auf die Maxwellschen Feldgleichungen,
findet man bei UHLENBECK und LAPORTE : Phys. Rev. Bd. 37 (1931) S.1380.

® UHLENBECK U. GOUDSMIT: Naturwissenschaften Bd. 13 (1925) S 953; Na-
ture Bd. 117 (1926) S. 264.
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wenn die Magnetisierung von der Bahnbewegung des Elektrons ab-
hangig wéare. Will man diese Anomalie dadurch erkléren, da3 man
den Spin fur den Ferromagnetismus allein verantwortlich macht, so
mul man annehmen, da das magnetische Moment des Spinning
Elektron doppelt so grof? ist wie das magnetische Moment einer Bahn-
bewegung vom gleichen mechanischen Drehimpuls.

Dal3 der Spin (ebenso wie der mechanische Drehimpuls £) gnanti-
siert ist, d. h., dal seine Komponente in einer beliebigen Richtung nur
diskreter Werte féhig ist, lehrt das Experiment von STERN und GERLACH,
bei dem ein Strahl von Silberatomen im Grundzustand (I = 0) in der
x-Richtung dahinfliegt in einem Magnetfeld, welches in der z-Richtung
seine GroRRe stark wechselt. Auf einen Magneten, dessen Moment in

der z-Richtung den Wert g, hat, ubt ein solches Feld die Kraft%gi Mo

aus. Der Strahl wird in zwei Teilstrahlen gespalten, entsprechend den
Werten g, == 4-x. Macht man die plausible Annahme, dafd nur ein
Elektron fur das magnetische Moment verantwortlich ist, wéahrend die
Spins der anderen Elektronen sich gegenseitig aufheben®, so ergibt sich,
da3 das magnetische Moment des Elektrons in jeder Richtung nur der
Werte 4 % und der mechanische Drehimpuls (Spin) nur der Werte + L#
fahig ist.

Diese Quantisierung des Spins ermdglicht auch die Erklarung der
MultiplettaufSpaltung der Spektralterme. Im einfachsten Fall der
Alkalimetalle, wo nur ein Elektron eine wesentliche Rolle spielt,
sieht das Phanomen folgendermal3en aus. die Terme stimmen in erster
Naherung mit den in 8§ 4 fir das Elektron im Zentralfeld berechneten
Energiewerten Uberein, bestehen aber alle, mit Ausnahme der s-Termc,
| =0, aus einem feinen Dublett. Bei der Einschaltung eines nicht-
zentralsymmetrischen Stérungsfeldes spaltet sich der eine Term des
Dubletts in 21 + 2 und der andere in 21 Terme, wéhrend in der spin-
freien Theorie eine Aufspaltung in 2| + 1 Terme zu erwarten ware.
Man kann die beiden Terme durch eine Quantenzahl i voneinander
unterscheiden, die fur den (21 + 2)-fach entarteten Term den Wert
| + %, fir den anderen Term den Wert | —- Y2 annimmt. Zur (heuristi-
schen) Veranschaulichung des Sachverhaltes stellt man sich vor, daf
der Bahndrehimpuls hl und der Spindrehimpuls %h sich zu einer Resul-
tante hi mit § = I -4- 4 zusammensetzen; dieser Gesamtdrehimpuls be-
stimmt dann den Entartungsgrad 2i + 1, genau so wie im ,spinfreien”
Fall der Drehimpuls hl den Entartungsgrad 2 + 1 bestimmt.

Man stellt sich weiter vor, da durch die Wechselwirkung des
Spin \h mit dem Bahndrehimpuls hl die beiden Terme § = { +- ¥ und
j = I — % auseinandertreten. Die exakte Rechtfertigung dieses , Vektor-

! Die Annahme ist unter anderem deshalb plausibel, weil das Silberioh Ag*
(ebenso wie Na", K*, usw.) im Grundzustand keinen Zeemaneffekt aufweist.
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Schemas' werden wir spéter geben. Es sel hier nur erwahnt, dal Vektor-
schemata dhnlicher Art auch die Multiplettaufspaltungen der kompli-
zierteren Spektra qualitativ richtig ergeben.

LANDE hat empirisch gefunden, dal die Terme § = -+ } sichin
einem schwachen Magnetfeld aufspalten in 2i + 1 aquidistante Kom-
ponenten, die gegentber den ungestdrten Termen die Verschiebungen

F .. A
guPH,m (g*-—%--i--_;: me=f, f—1,...,—f) (211)
aufweisen. Im Fall | — 0, wo der ganze Drehimpuls vom Spin herriihrt,

wirdsm == 4 % und g = 2. Die Werte m =sing nach Multipli-
kation mit h genau die mdglichen Werte der z-Komponente des Dreh-
impulses, und der Faktor g = 2 bestatigt von neuem, da dem Dreh-
impuls hm das magnetische Moment 2xm entspricht.

Die gewonnenen Hypothesen sind also:

1. Das Elektron hat einen eigenen mechanischen Drehimpuls oder
Spin %%h, dessen Komponente in jeder festen Raumrichtung nur der
Werte z%4h fahig ist.

2. Die energetische Wirkung des Spin ist klein im Vergleich zu der
von Ladung und Masse, solange kein aulteres Magnetfeld vorhanden ist.

3. Dem Spin “h entspricht ein magnetisches Moment X.

§ 22. Die Wellenfunktion des Spinning Elektron.

Versuchen wir, diese Hypothesen in die Sprache der Wellenmechanik
zu Ubersetzen! Kinematisch bedeutet die Existenz des Spin, dal’ ein
Elektron nicht bloR ein Massenpunkt mit nur drei Freiheitsgraden x, vy, z
ist, sondern dal? noch (mindestens) ein Spin-Freiheitsgrad hinzukommt.
Fir diesen wahlen wir die z-Komponente des Spindrehimpulses, ge-
messen in Vielfachen von “h. Diese z-Komponente ist eine Verander-
liche ¢,, welche nach Hypothese 1 des vorigen Paragraphen nur der
Werte + 1 und —1 fahig ist. Wir setzen also mit PAULI! eine Wellen-
funktion

y{x, .2, 0,) = p{¢, o)
an, wobei die Ortskoordinaten q den ganzen Raum durchlaufen, g,
aber nur die Werte + 1 und —1 annimmt. Diese eine Funktion ist
gleichwertig dem Funktionenpaar

=9 1); v.=v —1)
oder, wie wir lieber sagen werden, sie ist eine Wellenfunktion mit zwei
~Komponenten* ,, 4., welche gewdhnliche Ortsfunktionen sind.
In der statistischen Deutung der Wellenmechanik ist f w; g,dv, Uber
einen Raumteil integriert, proportional zur Wahrscheinlichkeit, dafl? das
Elektron mit einem der positiven zAchse parallel gerichteten Spin in

L PAULI, W.: Z. f. Physik Bd. 43 (1927) S 60L.
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diesem Raumteil angetroffen wird; ebenso iSt_rlpg%dv proportional
der Wahrscheinlichkeit, da3 man es dort mit entgegengesetztem Spin
antrifft, wahrend die Summe

.f('."l Y1+ el dr
die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, da3 sich das Elektron Uberhaupt
in dem Raumteil befindet.

Die zwei Komponenten ¢,, g, der w-Funkiion konnen wir as
Komponenten eines Vektors in einem zweidimensionalen Vektorraum,
dem ,Spinraum" auffassen. Die konstanten Vektoren dieses Vektor-
raumes sind Zahlenpaare, also Funktionen der Spinkoordinate allein.
Fihren wir nun in diesem Vektorraum irgend zwei konstante Basis-
vektoren u; ,u, ein, so kann man alle Vektoren durch diese ausdriicken:

P = Wy Yy F g, (22.1)

Die w, konnen von den Raumkoordinaten q abhéngen; sie gehen
durch eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten aus
den friheren ,, 4, hervor.

Nach Hypothese 2 von 821 mufl3 die Wellengleichung in erster
Anndgherung fur jede g¢-Komponente w,, v, oder m,, e», genau so lauten
wie fur die Schroedingersche -Funktion

How,=Ew,.
In zweiter Naherung enthdlt der H-Operator kleinere Stérungs-
glieder, welche auf die Spinkoordinate o operieren. In erster N&herung
kann man aso fur w, und wy in (22. 1) zwei willkirliche Eigenfunk-

tionen der Schroedingergleichung zum selben Energiewert wéhlen. Die
Anzahl der linearunabhangigen 4 auf jeder Energiestufe wird also zu-

néchst doppelt so groR: sind ', ..., ™ die spinfreien Eigenfunk-
tionen zum Eigenwert E, so sind

w(n %y, 1{](2] 7 T wm)g‘l' |

YWy Py, . ey } (22. 2)

die 2h linear-unabhéngigen Eigenfunktionen derselben Stufe, welche
dann bei Beriicksichtigung der Spinstérung auseinandertreten koénnen.
Diese Verdoppelung des Entartungsgrades ist im Einklang mit den
schon erwéhnten Erfahrungstatsachen bei der Dublettaufspaltung der
Alkaliterme; es besteht aso vorlaufig keine Veranlassung, auler o,
noch weitere Freiheitsgrade anzunehmen.

Wir missen nun untersuchen, wie die Funktion w (g,s,), die bis
jetzt nur mit Ricksicht auf eine spezielle Wahl der zAchse definiert
war, bei Drehungen des Achsenkreuzes transformiert wird'. Ubt man

! Die Herleitung dieser Transformationsformeln mittels der Gruppentheorie
wurde zuerst von J. v. NEUMANN U. E. WIGNER: Z. f. Physik Bd. 47 (1927) S. 203
gegeben.
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auf das Koordinatensystem eine Drehung D-! aus oder, was auf das-
selbe hinauskommt, (bt man bei festgehaltenen Koordinaten auf den
Raum des Spinning Elektron die Drehung D aus, so mdgen die reinen
Spinfunktionen u; und u, in reine Spinfunktionen Du; und Du, Uber-
gehen:

Duy = oy + g0, } (22.3)

Dty == 4, g0+ a0,

Wir nehmen weiter an, dal ein Produkt e:{g)#; aus einer reinen

Raum- und einer reinen Spinfunktion dadurch transformiert wird, da

die beiden Faktoren einzeln transformiert werden, und zwar die u,

nach (22. 3), die w nach der gewdhnlichen Regel fiir die Transformation

der Raumfunktionen:

D{w{g) m) = o(D1q) Duy, |

D“i = E“varl . J

SchlieRlich nenmen wir an, dal die Summe wy#, + e,u, Wieder in die
Summe D{wy%,) -+ D(wys,) transformiert wird. Setzt man

(22.4)

D (e, 1) + D{og#3) = 0} 94y ~F @65,
so erhdlt man fur die neuen . Komponenten e}, m}:

o1 (@) = a0y (D719) + o0, (D1 g),
w3 () = oy 0y (D71 ) + gty (Dt g) .

Die Koeffizienten e, héngen nur von der gewdahlten Drehung D ab.
Se sind eigentlich nur bis auf einen gemeinsamen Faktor A bestimmt,
weil eine mit Amultiplizierte y-Funktion stets denselben Zustand dar-
stellt wie die urspringliche. Doch kann man sie so normieren, dal? die
Determinante oy, ogq — otyaety, dauernd gleich 1 wird (vgl. § 16, kleine
Typen); sie sind dann bis auf einen Faktor + 1 bestimmt.

Der ldentitat D = 1 kann man die Einheitsmatrix o;, == d,, ent-
sprechen lassen. Wir nehmen nun weiter an, dal3 in der Umgebung der
Identitat die Koeffizienten «,, stetig-differenzierbar von den Para-
metern der Drehung D abhéngen. Dem Produkt zweier Drehungen
mufd bis auf einen eventuellen Faktor A, der nach der Normierung nur
+ 1 sein kann, das Produkt der entsprechenden Transformationen ent-
sprechen. Also haben wir in (22. 3) eine (hdchstens zweideutige) Dar-
stellung der Drehungsgruppe vor uns, welche alle in § 17 gestellten
Bedingungen erflllt.

Es gibt aber nach § 17 bis auf Aquivalenz nur eine solche Darstellung
der Drehungsgruppe durch zweireihige Matrices, ndmlich die zwei-
deutige Darstellung ®, durch unitare Matrices

(59

von der Determinante 1, die durch (17.8) explizit gegeben wird. Das
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heil3t, bei passender Wahl der Basisvektoren u;,u, wird unsere Dar-
stellung mit der Darstellung 9, identisch.

Aus diesem Ergebnis erhalten wir sofort eine exakte qualitative
Erkléarung der Dublettaufspaltung der Alkaliterme. Wahlen wir ndmlich
fir o, ..., »™in (22. 2) die 21 + 1 Eigenfunktionen ™ eines spin-
freien Alkaliterms, welche sich nach D, transformieren, so transfor-
mieren sich die 2| + 1 Produkte (22. 2) offenbar nach der Produkt-
darstellung Dy, X D;. Nun ist aber

L;D* X V= P+ Ty (bzw. = ‘:D} fiir I = 0}.

Bei Bericksichtigung der Spinstérung, deren Gesetz natirlich
drehungsinvariant sein muf3, kénnen nur die Terme ®;,, und B, ,
auseinandertreten, eine weitere Aufspaltung ist aber unmoglich. Der
eine Term D4 ist (21 + 2)-fach, der andere 2I-fach entartet. Diese
Entartung kann nur durch eine nicht zentralsymmetrische Stérung auf-
gehoben werden, in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Die fur die
Darstellung maf3gebende Zahl | £ %2 wird mit i bezeichnet und heif3t
die innere Quantenzahl des Elektrons.

Zur Vervollstdndigung der Transformationsformeln fir die Spin-
funktionen mussen wir noch angeben, wie sich diese bei der Spiegelung s

= —x, y == —y, 2=z

transformieren. Wir nehmen an, da3 die Grofen #,, #, bei s @hnlich
wie in (22. 3) linear transformiert werden, und zwar mittels einer
Matrix S. Da die Spiegelung s mit allen Drehungen D vertauschbar ist, so
mul die Matrix 5 auch mit der Darstellung %, vertauschbar sein.
Diese ist aber irreduzibel, mithin ist S ein Vielfaches der Einheits-
matrix

S=2L.

Der Wert von 4 ist ganzwillkdrlich, daeinemit Amultiplizierte g-Funk-
tion denselben Zustand darstellt wie die urspriingliche. Wir wéhlen am
einfachsten 4 == 1; dann entspricht der Spiegelung s die identische Trans-
formation der Grofen ug, Us.
Flr die weitere Theorie brauchen wir die Operatoren fiir die Kom-
ponenten des Drehimpulses. Die friher benutzten Operatoren
hi,= f (x (;—L —y a—d;), usw. (22. 5)
ergeben nur den Drehimpuls der Bahnbewegung, nicht den Spin. Um
zu einem Ansatz fur den Gesamtdrehimpuls zu kommen, erinnern wir
uns, dald nach 8 6 die Operatoren L, L,, L, im spinfreien Fall die

i-fachen infinitesimalen Drehungsoperatoren 1., I, I, sind. Bilden wir
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nun im Fall des Spinning Elektron fir die Transformationen (22. 4)
ebenfalls die infinitesimalen Drehungen I, I, ,I, oder 11 I, I3t

)
In=[a;:D(m1oteus)]m=0, (x=1,2,3)

angewandt auf die Produkte e g}, so ergibt sich nach der Differen-

tiationsregel fur Produkte:
Lio@w) = T.o@)u+o@l,um,

oder in anderer Bezeichnung
IL,=I.+1I,

wo I, der Operator einer nur auf die ex{g) auszulibenden infinitesimalen
D a d . _ .8 ] ,_ @ d
§: " Fgyr =iz — %5 —hi=ags vy,

wahrend I der Operator einer nur auf die #, operierenden infinitesi-
malen Drehung ist, dessen Ausdruck aus (17. 8) mit J =% entnommen
Iwg=—4itg,  Tjuy=-in,  Du=—1}iu,
I;ug__—_—éiul, I:gg=——§~ul, = Liu,,

Wir setzen nun fir die Komponenten AM,, kM,, hM, des Dreh-
impulses 9% die mit hi multiplizierten Operatoren I, an

My=1l.=L+ S Le=1Il;  Si=1iI.

re ‘
—I)=y

(22. 6)

Der erste Bestandteil & des Vektors # ist der Drehimpuls der Bahn-
bewegung; der zweite & ist der , Spin". Der Ansatz rechtfertigt sich
dadurch, daf? alle drei Komponenten M., M,, M, offenbar mit jedem
zentralsymmetrischen Energieoperator vertauschbar sind, woraus der
Erhaltungssatz fir alle diese Komponenten folgt. Da dieser Erhaltungs-
satz allen Messungen des Drehimpulses zugrunde liegt, so genligt er
allein zur Rechtfertigung des Ansatzes flr 9%

Die Komponenten M,, M,, M, von 3t sind genau die in der Her-
leitung der Darstellungen D, benutzten, dort noch mit L, Ly, L, be-
zeichneten Operatoren $1,, tI,, ¢I,. Es gilt also der Satz, daf} bei
einer sich nach D; transformierenden Schar von Eigenfunktionen der
Operator M2 = M2 4- M2 + M2 den Eigenwert JJ + 1) und der
Operator M, die Eigenwerte M (= J, f—1,...,—J) hat. Es ist
also berechtigt, die mit h multiplizierte innere Quantenzahl i der Du-
bletterme, die fir die Transformationsweise ®, der Eigenfunktionen
maligebend ist, as ,GréRe des Drehimpulses” anzusprechen, wie es
im Vektorschema des vorigen Paragraphen schon geschah.
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Die S, sind lineare Operatoren im Spinraum, welche nach (22. 6)
durch die Matrices

—_ - , 5, = -— , sz ] 22. 7
2= (1 o) v (s' 0) 2'(0 —1) @1

dargestellt werden. Hier treten uns zum zweiten Male die ,,Paulischen
Matrices* e, a,,06, (vgl. 8 20) als Komponenten des doppelten Spin-
vektors 2& entgegen.

Die bisherigen Formeln gelten bei einer bestimmten Wahl der Basis-
vektoren u; ,Up, und zwar sind, wie sich aus (22. 7) ergibt, u; und u,
die Eigenvektoren des Operators S,. D k., #, und u, stellen Zustande
dar, in denen das Impulsmoment hS, mit Bestimmtheit den Wert Y“h
bzw. — %h annimmt. Daraus folgt, wenn u; und u, as Funktionen der
Spinkoordinate ¢, aufgefal’t werden,

()=, 40,  u(—1)=0,
(1) =0, thy{—1) =g, + 0.
Die Funktion w = @y, + w4, hat daher die Werte

p=vwig, l}=wmge,.
vo=y{g, —1) =y (g) 0y

Bei jeder Drehung bleibt e, w, + e, @, invariant, aber auch y, ¢; 4- yay.
=gy |2 @y, + |0a!2w,, nach der physikalischen Bedeutung der y,.
Also muR |g,| = |gs| sein’. Da es auf einen gemeinsamen Faktor
bei u; und u, nicht ankommt, konnen wir |p, | = |gs} == 1 wahlen.
Da schliefllich g, und %, durch ihre Definition zu Anfang dieses Para-
graphen nur bis auf Phasenfaktoren &' und ¢ festgelegt sind, so
konnen wir sogar p; = g; = 1 setzen. Dann ist also y; = @y, g == oy,
d. h. der anfangs gemachte Unterschied zwischen den 4, und w, fallt
weg. Wir schreiben daher fortan 4, statt e,.

Die Wellengleichung fur das Funktionenpaar {w;, s} kOnnen wir
noch nicht aufstellen, da wir die Zusatzglieder, welche firr die Spin-
storung (Dublettaufspaltung) verantwortlich sind, nicht kennen. Wohl
aber konnen wir das fur den anomalen Zeemaneffekt verantwortliche
magnetische Zusatzglied anschreiben auf Grund der Hypothese 3 (8§ 21).

Das Zusatzglied fir einen Magneten, dessen Moment dang”-fache des
Drehimpulses % & ist, heif3t offenbar

25 ( S), (22.9)

! Sonst wiirde namlich aus der Invarianz der beiden Formen iy ¢y = Gy @y
und [@,|® &y @y + | ge|® wem,y die Invarianz der einzelnen Glieder i, e»y und Giy y
folgen, was nicht angeht.
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oder fir ein Magnetfeld in der z-Richtung

o 1 O\*
#5H.0,; o, =
P 0 —1

Es ist nunmehr eine rein rechnerische Angelegenheit, hieraus den

Zeemaneffekt zu berechnen. Wir verweisen dafir auf § 25, wo die
Herleitung gleich fur ein Mehrelektroncnproblem gegeben werden soll.

§ 23. Die Lorentzinvariante Wellengleichung von DIRAC.

Absichtlich wurde in § 22 die Begrindung der Transformations-
eigenschaften der Wellenfunktion des Spinning Elektron unabhéngig
von einer speziellen Wellengleichung gegeben. Diese Ergebnisse erhalten
dadurch zwingenden Charakter und sind auch auf den Fall von mehreren
Elektronen anwendbar. Flr das Einelektronenproblem hat aber
P. A. M. DIRAC! eine Wellengleichung aufgestellt, die mit der relativi-
stischen Schroedingergleichung die Invarianz gegeniber Lorentztrans-
formationen gemein hat, aullerdem aber gewissermallen zwangslaufig
die richtige magnetische Spinwirkung (22. 8) und dariiber hinaus noch
die elektrische Spinstorung ergibt, die fur die Dublettaufspaltung der
Alkali- und Wasserstoffterme verantwortlich ist.

Die relativistische Schroedingergleichung lautet bekanntlich

(c2dR — dE — dE — dH) W = p2c2P, (23. 1

oo

b dm = pz + :‘ g[m (Px =i ‘(}—;) r USWL

) (23. 2)
dy=—ihs —cg

gesetzt wird, und wo ¢ das elektrische (skalare), % das magnetische
Potential bedeutet, d. h.

1 0%
C=—Vyp— %5
P=rot¥,

li)qu
div 9% 4 - T = 0.

Setzt man in (23.1) . ikt et By
W o g e+ Bl g (%, y, 7)),

und dividiert mit 2peth e+ EX oo erhdlt man
Aw+—-—(ﬂtp)w (E+“P)!P+2 63(32‘1[2-*(5*!*-’?’) Ay=0. (23.3)

* Es konnte vielleicht stut2|g machen, daf3 die Matrix ¢, mit genau demselben
Symbol bezeichnet wird, wie die Spinvariable &, zu Anfang dieses Paragraphen.
Die nshere Uberlegung zeigt jedoch, dai die Operanon deren Matrix &, ist, die-
selbe ist wie die Multiplikation der Funktion (g, o,) mit @,. Die Verwechslung
der beiden Symbole e, ist aso vollig gefahrlos.

1 DIRAC, P. A.M.: Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 117 (1928) S. 610; Bd. 118 (1929)
S 351. DARWIN, C. G.: Ebendort Bd. 118 S 654.
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Bis auf das letzte Glied, die, Relativitatskorrektur®, stimmt die Glei-
chung mit der bisher immer benutzten spinfreien Schroedingergleichung
Uberein. Die Gleichung hat leider nicht genau die Gestalt eines Eigen-
wertproblems, da E quadratisch vorkommt, was damit zusammenhangt,
daR die urspringliche (23. 1) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
nach der Zeit ist. Das hat DIRAC veranlalit, die Gleichung so umzu-
formen und abzuandern, daf3 sie von erster Ordnung wird.

Um zu der Diracschen Gleichung zu kommen, ersetzen wir zunéchst
in (23. 1) dieFunktion ¥ durch ein Funktionenpaar (¥,, ¥,} nach § 22.
Nunmehr versuchen wir, den Operator linker Hand

c2df — di —d — d}
in zwei Faktoren zu zerlegen. Das gelingt (bis auf kleine Zusatzglieder,

auf die wir noch zuriickkommen) mit Hilfe der zweireihigen Matrices
d.,d,,0, (820), auf Grund der leicht zu verifizierenden Relationen

o =1, g,0,=10,, 0,6,=—1id,,

gt =1, J,0,=1d,, G 0, = — 1 0,,

oF =1, 6,0,=16,, 0,0, = —ida,
folgendermal3en

o — 0y B
={cld,— d,0,— dyo,-~d,0){cd, + d o, + d,o,+ d,a,}.

Diese Zerlegung gilt, solange die Operatoren d,, 4., d,, 4, as vertausch-
bar miteinander angenommen werden, was sie aber nur im Fall kon-
stanter Potentiale %, ¢ sind. Durch die Zerlegung entsteht also eine
von (23. 1) verschiedene Wellengleichung

(c'd,—d,0,—dy0,~d,0)(c2d+d 0t dyoyt-d, o) F =u?c®¥, (23.4)
welche nur im Fall konstanter Potentiale mit (23. 1) Ubereinstimmt.
Wir nehmen nun zunéchst probeweise an, dal? diese zerlegte Gleichung

die richtige ist. Im Fall nicht konstanter Potentiale sind die 4., 4,,
d,, dy nicht vertauschbar, sondern es ist

d,dzhd,d,=%'c_"(%%e #Qa?_ig)__ﬁ ke,
dd, -4, =G -5 - s,
i, —dd= (5 -55) = He.,
d,d, — d,d, = g(,}?{%x i %) _ _,,;@” | (23.5)
P IE T
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Wenn man in (23. 4) diesen Vertauschungsrelationen Rechnung tragt,
so erhé@lt man zu der friheren Wellengleichung (23. 1) die folgenden
Zusatzglieder auf der linken Seite

— (G0, + By, + G0) T — 2 (9a0, + 9,0, + §,0.) P

Will man die entsprechenden Zusatzglieder in (23. 3) haben, so mui3
man durch — 24 dividieren. Fihrt man wieder den Spinvektor & mit
Komponenten % e,, 50-,., 4o, en [vgl. (22. 7)], so heilBen die Zusatz-
glieder in (23. 3) he
Das magnetische Zusatzglied ist genau das von (22. 8). was fur die
Richtigkeit der Faktorzerlegung (23. 4) spricht. Das elektrische Zusatz-
glied ergibt die ,, Spinstorung” der Terme ohne &ulleres Magnetfeld.

Die Gleichung (23. 4) ist offenbar dem folgenden Gleichungspaar
aquivalent: .
(c dt + draas + dﬂuv + dzoz) ¥ = —HC v,

. ' (23.7)
(—E-d‘—dzcrm—d,a,-ﬁd,o,)&":——pc'f’.

wo ¥ eine andere Funktion mit den Komponenten ¥i und %% ist’.
Die relativistische Invarianz der Gleichung (23. 7) wird sofort er-

sichtlich, wenn man die Bezeichnungen von §20 einfiihrt und % dy=4d,
= —d° d,=d, ==d', usw. setzt: Die Gleichungen lauten dann

& a AW, = gV,

d a1 v ue¥;.
Die Invarianz diesss Gleichungspaares bei eigentlichen und uneigent-
lichen Lorentztransformationen wurde in § 20 bewiesen.

Schon in § 20 wurde bemerkt, da3 die Einflihrung eines zweiten
Komponentenpaares ¥’ neben den ¥, notwendig ist, wenn man die
Darstellung c, der eigentlichen Lorentzgruppe erweitern will zu einer
solchen der vollen Lorentzgruppe. Anders ausgedruckt: die Einflhrung
der ¥" ist notwendig, damit die Wellengleichung nicht nur bei eigent-
lichen Lorentztransformationen, sondern auch bei rédumlichen Spiege-
lungen invariant sei. Durch diese Einfihrung wird auf’erdem der Vor-
teil errelcht dal? die Wellengleichung (23. 8) linear in da‘ ist und die
Form(i PT +H)Yf 0 annimmt, wo H ein linearer selbstadjun-
gierter Operator ist. Die stationdren Zusténde werden dementsprechend

(23.9)

! Die Funktion g genligt dann einer Differentialgleichung 2. Ordnung, die
aus (23. 4) entsteht durch Vertauschung der beiden Faktoren linker Hand. Dieser
Vertauschung entspricht eine Vorzeichenumkehrung des ersten Gliedes in (23. 6).

v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode 7
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auch durch eine Gleichung von der Gestalt eines linearen selbstadjun-
gierten Eigenwertproblems .H ¢ == E ¢ geliefert, dessen Eigenwerte E
daher sicher reell sind. Alle diese Argumente sprechen sehr fir die Rich-
tigkeit der Diracschen Wellengleichung. Die Herleitung der Wasserstoff-
feinstruktur im néchsten 8 24 wird eine weitere Bestédtigung ergeben.

Eine noch ungeldste Schwierigkeit besteht darin, dad die Diracsche
Gleichung (ebenso wie die relativistische Schroedingergleichung) auf3er
positiven Eigenwerten auch negative von der GrdRenordnung — mc?
besitzt, denen keine physikalische Bedeutung zukommt. Diese Schwie-
rigkeit hangt eng mit der anderen zusammen, die darin besteht, da die
relativistische ¥-Funktion vier statt zwei Komponenten hat, was be-
deutet, da3 das Elektron auler dem Spinfreiheitsgrad noch einen
weiteren bisher unbeobachteten Freiheitsgrad haben miiRte’.

In vielen Untersuchungen ist es zweckmaflig, statt der vier Kom-
ponenten ¥,, ¥r vier andere W%, ¥% einzufiihren durch

Vi=Y, 4 W, W w A=1,2.
Ebenso wie die ¥,, ¥ der Zerlegung des vierdimensionalen V ektor-
raumes in irreduzible Teilrdume bei der eigentlichen Lorentzgruppe,
so entsprechen die ¥4, ¥% der Zerlegung in irreduzible Teilraume bei
der Drehspiegelungsgruppe. Bei Drehungen transformieren sich namlich
die ¥ und ¥ genau so wie ¥; und ¥i, wahrend bei der Spiegelung s
gilt:
sVi=¥i, s¥i=-W¥.
Aus (23. 7) erhdt man durch Addition und Subtraktion nach Multi-
plikation mit ¢

(gt p AP 4 ¢ [dyo,+ 4,0, + d,6,) W8 =0,

(dy— pt) Vo + ¢ (4,0, + dyo, + d,0,) P = 0.
Das sind die von pirac urspriinglich aufgestellten Gleichungen. Die
stationéren Zustdnde werden gefunden durch den Ansatz

‘_P':.a _— g—t‘h-lﬁtvi'.a (}_ =1, 2)'

ihre Differentialgleichung ist

B+ ep — pot) ¢ = ¢ (d,0,+ dy 0, + d,o,}w’} (23.9)

(B + e+ pct) ¢ = ¢ (dp0, + dy 0, + d,0,) p*. |
Interessiert man sich fir Zustdnde positiver Energie, wobei E nahe
an uc? liegt, so ist der Faktor E 4 e@ + me? sehr groR im Vergleich
Zu E 4 e@ — pue® und daher missen die 2 sehr klein gegentiber

sein. Man kann daher die 4 mit den Komponenten der -Funktion
in der nichtrelativistischen (Paulischen) Theorie identifizieren, wahrend

Y vgl. dazu E. SCHKOEDINGER: Berl. Ber. 1931, sowie V. FOCK: Z. f. Physik
Bd. 68 (1931) S.522—534.
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die g gewissermallen die relativistische Storung darstellen. Die Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung fur ¢ lautet, wenn E == uc® -}~ E’ gesetzt
wird:
M, 8+{_E’_g _ __1___(E,+ el + (U
3a4¥ ¥ ¢ + o5 (Up)
(23. 10)
_|..

2M,szr=+ 22(5- @5)} —~2xi(G-B)yr=0
mit
=(B+ep+ pctyicdy0, + 4,0, + 4 0,)p".
Die Aufstellung einer befriedigenden relativistischen Wellengleichung
fir mehr as ein Elektron ist bisher noch nicht gelungen. Das hangt
damit zusammen, dal? neben den 3 f Ortskoordinaten der f Elektronen
wegen der Lorentzinvarianz notwendig auch f verschiedene Zeiten in
die Wellengleichung eingehen miften, aso die Gleichung nicht die er-

winschte Form P

haben kann. Die Ldsung dieser Schwierigkeit wird wahrscheinlich erst
durch eine folgerichtige Quantenmechanik der Wellenfelder geliefert
werden konnen'.

824. Das Elektron im Zentralfeld nach DIiRAC.

Die Differentialgleichung fir die Diracsche Wellenfunktion in einem
elektrostatischen Kraftfeld mit Potential ¢{r) lautet nach (23. 9):

(E+W—ﬁ‘°"}w‘=c(w}v‘.}

24.1
) (B+ep+n)yprmc(po)y (24.3)
mi

(pO’) pto'w+PvUv+Ps E Pm='?"(%a usw.

Wir stellen das Problem, eine Schar von Lésungen g (mit je vier Kom-
ponenten i, %%, v3. ¥§ zu finden, die sich nach der irreduziblen
Darstellung %, der Drehungsgruppe transformieren und aufRerdem zu
einem bestimmten Spiegelungscharakter = gehdren. Wir fihren im Spin-
raum vier Basisvektoren &}, #3, #}, #5 ein und entwickeln die Funktion

w1l u} + yiul + pief + yfug
nach Kugelfunktionen ¥;® (8, ). Das ergibt
=2l (Y + Jan (Y% = Y P+ 301 (24.2)
Die einzelnen Aggregate P, und @; transformieren sich bei Drehungen

genau so wie w, also nach ®,. Sie sind aber Linearkombinationen von
Funktionen Y{®#} oder Y™ «$, die sich nach ®; X By = Dyyy + Dy

! Siehe W. HEISENBERG und W. PAULI: Z. f. Physik Bd. 56 (1929) S. 1; Bd. 59
(1930) S. 168.
7*
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transformieren. Also muB§ == 4} sein, d. h.: i ist halbganz und fir |
kommen nur die beiden Werte § 4+ 4 in Betracht, von denen natirlich
einer gerade und einer ungerade ist. Wir wollen diese beiden Werte mit
I' und I" bezeichnen, und zwar so, daR {(—1)¥ ==w und (— 1)} = —%
ist, was offenbar immer erreichbar ist.

In (24. 2) gehoren die Glieder £, zum Spiegelungscharakter (— 1)},
die Glieder Q, dagegen zum  Spiegelungscharakter (— 1¥+1. Wenn also ¢
zum  Spiegelungscharakter w = (-~ 1)¥ gehoren soll, so kdnnen in (24. 2)
von den beiden mdglichen Gliedern P, nur das eine P und ebenso
von den beiden @, nur <Q,. vorkommen. Also ist ¢ = P, -+ @,.., oder

= Ppo= 3 (Y4, ]
9= Qp = YN Yu.

Diejenigen Linearkombinationen der ¥{™u,, die sich nach ®,,, bzw.
®,_; transformieren, sind nach §18:

Witii= Fitm+ 3" a4+ {i—mt pyiedy

2)
. AR , 24.3)*
Wiy =—Vi—m+ 3 Y Du +yI4m+} ygm+-:)“2.] 249

5
Pi= O = g (W=

Damit ist das Problem auf die Bestimmung von zwei Funktionen f(r}
und g{r)] zurlckgefiihrt. Setzen wir (24. 4) in (24. 1) ein, so ergeben sich
fir diese Funktionen die Differentialgleichungen

(B+ep—pct) fin Wi =clpa)g () Wim), )
(B +eq -t pa g Wimy=clpo) { () Wit} |
Nach der Differentiationsregel fir Produkte ist

(- N W = () (po) Wi + 1/ () - e Wi,

Daher ist — P i
g = PP = {()W } (24.)

(24.5)

WO

x ¥ z
e=T0,+ Yo+

ra‘

gesetzt wurde. Da die Ausdricke (po) Wi und eWy sich bei Dre-
hungen wieder nach ®, transformieren, aber as Ortsfunktionen zu dem
entgegengesetzten Spiegelungscharakter — w gehoren, so kénnen sie nur
numerische Vielfache von k=1 Wi bzw. W%} sein, und dasselbe gilt
bei Vertauschung von |I' und |I". Die Ausrechnung (z. B. aus den expli-
ziten Ausdriicken (24. 3) und den Formeln fir die Kugelfunktionen)

* Unabhangig von § 18 berzeugt man sich leicht von der Richtigkeit dieser
Behauptung, indem man auf beiden Seiten von (24.3) die Operationen M, M_, 3,
von 8§22 anwendet.
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ist unschwer und ergibt (bei passender Wahl der Proportionalitéts-
faktoren bei den W):

W =B
(po) Wi+3,5=—(j +1 ) Wi- 1.1,
(po) Wi—y,i= (1’"-‘2-)-,--W5+._’-.f.

Man kann die beiden letzten Formeln bequemer schreiben, indem man
statt der Quantenzahlen w,4 eine neue ganze Zahl & einfuhrt, definiert
durch od

i %A
k=4 Lb=V41 fir Ve=j-13, f’;’p 77 1
k=4 Y=—10 fir F'=7+1.
Dann ist
hi k
Bo) Wpy = (k—1) ‘% = (L= k) Wa-»,-,
Setzt man dies in (24. 5) ein, so kommt
hefl—k , @7 s
(E+op—pue)f =17 ), 7
1+4%
(E+e¢+pcﬁ)g“---( T /+f') zm—JL—-——-J-zl

Fir die Bestimmung des Funktionenpaares f, g
und des Eigenwertes E verweise ich auf dieLehr- a5 s, Femstoukear
buchliteratur. Die Rechnung liefert die Fein- der Linie Hy.
struktur der Wasserstoff-und He'-Termesowie die Dubl ettaufspaltung der
leichteren Alkalien in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Wegen
y* = P, ist I’ die gewohnliche azimutale Quantenzahl I, ihr Wert ist
k—1flrk > ®und—kflir 2 < 0. Im Fall eines reinen Coulombfeldes
(H, Het) fallen fur jede Hauptquantenzahl n je zwei Terme mit gleichen
=1k —% und verschiedenen #=17 4 % zusammen (siene Abb. 3).
Man kann das in diesem Paragraphen behandelte Problem auch
as Stérungsproblem behandeln, indem man von der Differentialglei-
chung (23. 10) ausgeht und darin die Glieder mit (£* 4 eg)? und {&- &)
as Storungsglieder auffaldt. Dieses Verfahren ist insbesondere im Fall
eines nicht-Coulombschen Feldes von Vorteil. Das Glied (E’ 4 eg)?
ergibt nur eine von der Orientierung des Spin unabhangige Termver-
schiebung, das andere

—~ 2% (€ Gyt = —xi(E-0) (B +cp+ 2pue) T c(p- oy’
ist fir die Dublettaufspaltung verantwortlich. Vernachlassigt man
Etep gegen 2uc?, so erhalt man

~ 3. © o) (p-o)y = —g‘;;{(@ p) + i€ vl o)} "
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Fir die Aufspaltung kommt nur das zweite Glied in der Klammer
in Betracht. Da nun

¢ = —-%%% und [r.-p]= 8

ist, so heildt das Aufspaltungsglied einfach

@op=—L@y. (49

— X ¢
2pcr 9r

Nun ist )
(2-8)=(L+6)— ¥ -62=9IM— Q¢ — &2,
(28 ={{{41)—(¢+1) — 33+ D}y,
== (k — 1)y,

mit & = 4 1 oder — | wie oben. Daraus kann man die Aufspaltung
ohne weiteres berechnen.

Die Formel (24.6) gibt auch beim Mehrelektronenproblem einen
brauchbaren Ansatz fir die Wechselwirkung zwischen dem Bahndreh-
impuls eines Elektrons und seinem eigenen Spin, falls das Feld, in dem
sich das einzelne Elektron bewegt, nicht allzuviel von einem Zentral-
feld abweicht.

8 25. Mehrelektronenproblem. Multiplettstruktur. Zeemaneffekt.

Wir kehren zur unrelativistischen Theorie zuriick.
Der Zustand eines Systems von f Elektronen wird durch eine
Funktion

1p(ql.' Gos o0 vy g{: [+ 0})

gegeben, wo g, die Raumkoordinaten, ¢, die (in Beziehung auf die
z-Achse definierte) Spinkoordinate des h-ten Elektrons bedeuten. Fihrt
man im Spinraum des ersten Elektrons wie im 8§22 die Basisvektoren uy, U,
ein, ebenso fur das zweite Elektron v; ,v» usw., so kann man fir unsere
Funktion auch schreiben

'p(QD sy fpy Opee ey af) =1 Z wln---v(Q) L PR ~ . (25 1)

Statt der einen Funktion ¢{g,o) kann man aso auch ein System
von Funktionen g;,..., der g allein zugrunde legen.

Bei Drehungen des Raumes transformieren sich die Funktionen (25. 1)
einfach so, dal jedes Paar von Grundvektoren wie ugU, nach der
Darstellung %, der Drehungsgruppe, die ,,..., dagegen wie gewohn-
liche Ortsfunktionen transformiert werden. Die Produkte t#;v,- . -,
transformieren sich folglich nach der Darstellung ®; X @3 X+ X ¥4,
Bei der Spiegelung s werden die wy, v, ..., invariant gelassen.
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Hat man ein System von Eigenfunktionen

). ..., ¥¥(g)
der spinfreien Schroedingergleichung zum Eigenwert E, so geniligen

i f
die k.2" Produkte PP v, - -, {25.2)

der Schroedingergleichung mit Vernachlassigung der Spinstérungs-
glieder. Um zu erfahren, wie dieser (£-29-fache Term sich durch die
Spin Wirkung spalten kann, untersuchen wir zuerst, wie er sich bei
Drehungen transformiert. Die %* mogen sich etwa nach D, transfor-
mieren (S-, P-, Z-,usw. Terme, vgl. §17). Dann transformieren sich
die Produkte (25. 2) nach der Darstellung

DX DX DyX - -+ XDy (25. 3)

Durch Ausreduzieren dieser Darstellung erhélt man dieirreduziblen Teil-
raume, welche durch die Spinstérung nachher auseinandertreten kénnen.

Es ist zweckmaldig, die Ausreduktion der Darstellung (25. 3) so
vorzunehmen, da? man zuerst die Faktoren D., miteinander multi-

pliziert ‘D%X‘D&=®o+$1,
‘:D_Q%SD&XQ%—.——“ 59&-:’-59%+‘Dl;_,

und dann erst jeden einzelnen so erhaltenen Term Dgs mit D_. mul-
tipliziert nach der Gleichung

DX Dg=3D; (J=L+S5,...,|L—Si). (25. 4)
Im Vektorschema werden aso zuerst die Spins % h der einzelnen
Elektronen miteinander zusammengesetzt zu einer Resultante AS, die
dann mit dem gesamten Bahnimpuls hL zu einer Resultante der
Lange hJ zusammengesetzt wird®, deren Komponente in der z-Richtung
wiederum die Werte ABM (M = J, J—1,..., —J} annehmen kann.
Man nennt L die azmutale Quantenzahl, S die Spinzahl, J die innere
Quantenzahl, M die magnetische QuantenzahL S und J sind ganz fir
gerade Elektronenzahl, sonst halbganz.

! Diese Art vorzugehen ist vor allem dann praktisch, wenn die Multiplett-
aufSpaltung Kklein ist gegen die in § 18, 2 besprochene Termaufspaltung durch die
Wechselwirkung der Elektronen, wenn also der Fall der RUSSELL-SAUNDERS-
Kopp-lung vorliegt. Liegen andere Kopplungsverhétnisse vor, z.B. die sogenannte
(i,i)-Kopplung, bei der die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahnbewegung
der einzelnen Elektronen allen anderen Wechselwirkungen tberwiegt, so setzt man
zuerst die Bahnimpulse hl der einzelnen Elektronen mit ihren Spins¥2h zusammen
nach dem Schema

‘D, X ﬁ)* = m;_i_‘ + @;__*
und multipliziert dann die Darstellungen D; der einzelnen Elektronen miteinander.

Zum SchluB missen natiirlich dieselben JWerte herauskommen wie bei der
Russell-Saunders-Kopplung, nur anders angeordnet.
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Die verschiedenen Terme D;,die aus einem Produkt (25. 4) durch
Ausreduzieren und Spinstérung entstehen, werden zu einem Multiplett
vereinigt’. Das Multiplett heiRt normal, wenn die Terme mit groRtem J
am hoéchsten liegen, sonst verkehrt.

Ist L = 8, so ist die Anzahl der Terme eines Multipletts (die Mul-
tiplizitdt) nach (25.4) gleich 2S + 1. Ist aber L<S so kann die
Multiplizitat ,sich nicht voll entwickeln": es kommen nur 2L + 1
Terme vor, insbesondere im Fall L = 0 (S-Terme) sogar nur ein Term
(Singulett). Trotzdem redet man fir S=% dstets von Dublettermen,
fir S =1 stets von Triplettermen usw. Man unterscheidet demnach:

Singuletterrne 'S, P, D, ... (S ==10),
Dubletterme 25, *P, 2D, ... (S= 1), ‘
i ( . 3 - (25.5)
Tripletterme 3§, 2P, 30D, ... (S =1}, ‘
usw. Das Symbol 2P wird ausgesprochen: Dublett P.

Der Grund fir diese Terminologie liegt in der Auswahlregel fur S,
die wir sofort begriinden werden. Die Komponenten eines Multipletts
werden durch einen rechts unten angehangten Index J unterschieden;
z. B. besteht ein *P-Term aus den Komponenten 3P, 3P,, *P,.

Das Verhalten der Eigenfunktionen (25. 2) bei der Spiegelung s an
dem Anfangspunkt ist sehr einfach zu bestimmen, weil die #;, usw.
dabei invariant bleiben; wenn die »® zum Spiegelungscharakter

w = (— 1)t

gehoéren, so gehdren auch die Produkte (25. 4) zu diesem Spiegelungs
charakter und daran &ndert sich nichts nach Einschaltung der Spin-
storung.

Es gelten die folgenden exakten Auswahlregeln

J—>J-1, 7, J+1 (auBcrO—)O)]
M~>M—1, M, M+1 (25.6)
w-> — [

mit denselben Zusétzen Uber die Intensitdt und Polarisation des aus-
gesandten Lichtes, diewir in 8§ 19 hergeleitet haben. Zum Beweis braucht
man nur in § 19 Uberall L durch J zu ersetzen; der Beweis beruhte
ja ausschliefdlich auf den Eigenschaften der Darstellung D,.

Die Auswahiregel fur J lehrt, welche Ubergénge zwischen den
Termenirgend zweier Multiplettsmdglich sind. Dielntensitaten der dabei

! Im néchsten Kapitel wird sich zeigen, daR von den verschiedenen theoretisch
moglichen Werten von S, die aus der Multiplikation %4 %4 X - - - zum Vorschein
kommen, in der Natur immer nur einer wirklich vorkommt, aber daR dieser eine
Wert von Szu einem vollstandigen M ultiplett (25.4) AnlaR gibt, wobei alle theoretisch
moglichen J-Werte auch wirklich vorkommen. Die theoretische Erwartung, im
Fall zweier Elektronen (z. B. bei Helium) in unmittelbarer Nahe bei jedem Triplett
auch ein Singulett anzutreffen (D3 x By = By + By erfillt sich aso nicht.
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ausgesandten Spektrallinien sind, wie man sich leicht Oberlegt, an-
nahernd proportional zu den Produkten der Entartungsgrade (2J + 1)
(2J + 1) von Anfangs- und Endniveau. In Abb. 4 sind fir einige
Doubletterme die erlaubten Inter- . 2
kombinationen sowie die Lagen und ° fﬂ_;-L--
Intensitéten der Linien eingezeichnet.

Die Auswahlregel fir z ist genau
die Laportesche Regel (vgl. § 19). Die i
Auswahlregel fiir M tritt in Kraft bei 4, 2 ’f,,
einer axialsymmetrischen  Stérung, 4 £
welche die (2 J + 1)-fache Drehungs- | 1 }
ausartung aufhebt (Zeeman- oder Stark-
effekt). Die Verhdltnisse der Inten-
sitdten der bei ener kleinen derartigen Storung ausgesandten Auf-
spaltungslinien kdnnen aus den Gleichungen (19. 9) entnommen werden.

Sodann gelten, solange dieMultiplettaufspaltung (Spinwirkung) klein
ist, also insbesondere bei den leichteren Elementen, die Auswahlregeln

L—+L—-1, L, L+1 {auBer 0—+0))

4’35 ‘w!

Abh. 4. Normale Dublekts.

So S, (25.7)
denn wenn man die approximativen Eigenfunktionen (25. 2) mit xy
oder z multipliziert und nach denselben Funktionen entwickelt, so ge-
schient das einfach dadurch, daf3 die Produkte u;wv,... ungeandert
gelassen werden und die x ¢ usw. nach den % entwickelt werden;
es treten also dieselben Terme %} auf, die auch ohne Spin Stérung
vorkamen und mithin der alten Auswahlregel fir L genligen missen,
wahrend die Spinfunktionen #, ¢, . . ., sowie ihre Linearkombinationen,
die zu der Darstellung Ds gehéren, bei der Entwicklung Uberhaupt
ungedndert bleiben.

Durch Vermittlung der Spinstérung koénnen (insbesondere bei den
schwereren Elementen) Linien ausgesandt werden, welche gegen die
Verbote (25. 7) verstoRen. So sind z. B. bei den schwereren Elementen
Kombinationen zwischen Triplett- und Singulettcrmen sehr haufig.

Die Regel S S besagt, da3 das ganze Serienspektrum eines Ele-
mentes zerfallt in verschiedene Liniensysteme, die je zu einem Term-
system mit einem S-Wert gehdren. Diese Termsysteme heifRen Singulett-,
Dublett-, . .. Systeme nach dem Schema (25. 5). Zwischen den ver-
schiedenen Systemen sind, wie schon bemerkt, unter Umsténden Inter-
kombinationen moglich.

Beispiel: Bei den leichteren Atomen mit zwei Leuchtelektronen
(He, Be, Mg) treten ein Singulett- und ein Triplettsystem auf, die
nicht miteinander interkombinieren (siehe Abb. 6 auf S. 111). Die
S-Terme in beiden Systemen sind Singuletts, trotzdem redet man von
einem S (sprich: Triplett S) Term, wenn der Term dem Triplettsystem
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angehort. Die GroRRe der Multiplettaufspaltung kann auf Grund von
plausiblen Annahmen (ber die Wechselwirkungsenergie von Spin und
Bahnbewegung berechnet werden’.

Der anomale Zeemaneffekt. Das in der magnetischen Feldstérke
lineare Stérung glied der Wellengleichung heifst nach § 22 fir ein ho-
mogenes Feld $, in der z-Richtung

¥ (428} =2H- M+ E)=x9,(M,+ S,).

Nehmen wir zunéchst an, die Stérung sei klein in Beziehung auf die
Multiplettaufspaltung (schwaches Magnetfeld), so kommt es nach der
Storungsrechnung darauf an, fur eine Schar R, ., , von Eigenfunktionen,
die zu einer Linie des Multipletts gehort, den Ausdruck (M, + S, o2
zu bilden, diesen nach den 3" zu entwickeln und aus der Entwicklung
die Glieder 43", die zur selben linearen Schar $,,,, gehdren, heraus-
zusuchen. Wegen M, 9 = My haben wir nur noch S, 9% auszu-
werten. Nehmen wir noch S, und S, hinzu, so haben wir
3(2J + 1) Funktionen, die sich nach D; x D; transformieren, nach
den M7 zu entwickeln. Nach 8§ 19 sind bei einer solchen Entwicklung
ale Koeffizienten, die sich auf einen Raum R,,,, beziehen, rein
gruppentheoretisch bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt. Sind aso
Sz: S,, S, die Operatoren, die aus S, S, S, entstehen, indem man
aus der Reihenentwicklung alle Glieder weglalit, die sich nicht auf den
Raum R,,,, beziehen und w e rM;, M,, M;a |l o g gebildet, so
missen notwendig die S, S}, S, bis auf einen Faktor R mit M}, M,, M,
tbereinstimmen

Se=pM,  Sj=8M,  S,=pM,.
Daraus folgt
(M, + S 99 = (1 + 8) M0 = (L + ) My,

mithin sind die %% die Eigenfunktionen des gestérten Problems in
erster Anngherung und {1 4 f) Mx %, ist die magnetische Aufspaltung.

Um den Aufspaltungsfaktor g = 1 + 3 zu bestimmen, wenden wir
folgenden Kunstgriff an: Wir bilden das Skalarprodukt

(M) = (MS)=BM2=8J(J+1).
Sodann st
L= (M-S ==PM—ME —SM - G2,

Beschrénkt man sich in der letzten Gleichung links und rechts wieder
auf den Teil der Operatoren, die sich auf den Raum Ry;,., beziehen
und beachtet, da alle Linien eines Multipletts approximativ zum

! Siehe W.HEISENBERG: Z. f. Physik Bd. 39 (1926) S 499, sowie S. GOUD-
SMIT: Phys. Rev. Bd. 31 (1928) S 946.
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Eigenwert L(L + 1) von 22 und zum Eigenwert §S+ 1) von &2
gehoren, so erhdlt man (bei kleiner Multiplettaufspaltung)

LIL+ )=+ —-28](J+1)+S(S+1).
Daraus errechnet man 3 und

JU+1D4+ S+ ~L{EL-1
27+ 1)

Die Formel ist in Ubereinstimmung mit der Erfahrung [vgl. die
Landésche empirische Gleichung (21.1) fir S =%]. Zusammen mit der
Auswahlregel M M 4+ 1, M, M—1 -
und den Intensitétsregeln bestimmt sie Z‘af{ -t e
die typische Zeemanaufspaltung, die bei "“‘f,,,_,?g
jedem Quantensprung L — L’, § — 5", 2 m-]
J - J' wiederkehrt. Zwei Beispiele da- H - §
von sind in Abb. 5 dargestellt. Die par-
allel zum Magnetfeld polarisierten Linien

g=1+8=1+

sind in der Abbildung nach oben, die , m- 4
Ubrigen nach unten gerichtet. Zum Ver- —< m=-3
gleich ist beide Male ein normaler Zee- 1l
maneffekt im gleichen Malstab ge — T
zelchnet.. . pormam L

I'st die magnetische Aufspaltung von
derselben Gréfenordnung wie die M ul ti-
plettaufspaltung (stérkeres Magnetfeld), so hat man die beiden
Storungen gleichzeitig zu behandeln. Auf die lineare Schar der
(2L,+ 1) (2S + 1) Eigenfunktionen

vip ule”

AbL. 5. Zeemnantypen 3Pe—»35,

wirken die magnetische Stérung W
W uf = o 9, (L + 25,) 9wl == 2., (n -+ 2 )y plp”

und die zentralsymmetrische Spinstérung V, deren Eigenfunktionen die
Linearkombinationen

Yo "’ZCJ v (m+m'=M)
sind (vgl. (18.3)), und deren Elgenwerte etwa empirisch aus der Lage
der Multipletterme bestimmt werden kénnen:

VY = eyt

Dadurch ist die Matrix fir V, bezogen auf die Basis der ¢, bekannt.
Um die gesamte Stérung V + W zu berechnen, mul? man zuerst V
auf die alte Basis ¢™ w{®’ beziehen. Bezeichnet man die Matrix der
e =M (mit J und M as Spalten-, m und m as Zeilenindices)
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mit 0 und die Diagonalmatrix der ¢, mit R, so lautet die Matrix fur V,
bezogen auf die alte Basis

QRO

Daher lautet die Sakulargleichung, wenn W die Diagonalmatrix der
#9,(m 4+ 2m) ist:

iW-QRQI--LE|=0, (25.8)
oder, wenn man mit der Determinante |@]multipliziert:
W@+ QR —-LQ[=0. (25.9)

Die Aufldsung dieser Gleichung wird erleichtert durch die Bemerkung,
dal3 alle betrachteten Matrices in Bestandteile zerfallen, die den ein-
zelnen Werten von M — m + m' entsprechen. Zu jedem M gehdren
gewisse mdgliche Werte von J as Spaltenindices und ebenso viele
Wertepaare m, m' as Zeilenindices. Die zu einem Wert von M gehdrige
Teildeterminante von (25. 9) lautet

I # '@z (m -+ 2 m’) "im' + c:nm‘ {8_; - C) i =0. (25 10)
Die Zahlen ¢J . sind aus (18. 2) zu entnehmen. Im Fall des Dubletts
sind alle Gleichungen (25. 10) linear oder quadratisch und daher leicht
zu lésen’.

Zerspaltet man ebenso die Gleichung (25. 8) in Teilgleichungen, die
je zu einem Wert von M gehdren und beachtet, dal} die Summe der
Wurzeln gleich der Spur der Matrix W -}- @RQ-! ist, so folgt sehr
leicht der Summensatzz Die Summe der Aufspaltungen {¢ —e,) ist fur
jeden Wert von M eine lineare Funktion der Feldstérke £,. némlich

9, Y (mf2mh.
se-bom' =M
Der Koeffizient von x$), muRl natirlich mit dem fraher fir schwache
Felder gefundenen Wert M _3'g{J> Ubereinstimmen.

Im Fall sehr starker Felder, wenn die magnetische Aufspaltung
grof3 gegen die Multiplettauf Spaltung ¢_ist, kann man in erster Naherung
die €, ganz vernachléssigen und findet as Eigenfunktionen die 9™ i®?,
as Eigenwerte m + 2m'. Fir diesen Fall gelten die Auswahlregeln

m—-m-}1,m m-—-1,

w'— wt’,
mithin erh@t man nur einen normalen Zeemaneffekt. Fir sehr starke
Felder verwandelt sich dso der anomale Zeemaneffekt in einen nor-

malen (Paschen-Backeffekt). Die Terme werden natirlich durch die
Spinstérung weiter aufgespalten.

1 HEISENBERG, W., U. P. JORDAN: Anwendung der Quantenmechanik auf das
Problem der anomalen Zfeemaneffekte, Z. f. Physik Bd. 37 (1926) S. 263.
DARWIN, K.: Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 118 (1928) S. 264.
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V. Die Permutationsgruppe und das Pauliverbot

§ 26. Die Resonanz gleicher Individuen®,
Ein stationarer Zustand eines Systems von zwei Elektronen (ohne
Spin) wird bei Vernachlassigung der Wechselwirkungsenergie durch eine
Eigenfunktion der Gestalt

v{91 92) = v (90 w2 {72 (26.1)
gegeben, wo , und g, Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen sind.
Sind E; und E, die Energiewerte der einzelnen Elektronen, so ist
E = E; + Exderzu (26. 1) gehérige Energiewert. Zum gleichen Energie-
wert gehort aber auch eine andere Eigenfunktion, die durch die Ver-
tauschung (1 2) der Elektronen aus (26. 1) entsteht:

= (12)y =y (B (n) (26.2)
Wir betrachten nun die Wechselwirkung als Stérung. Da die Wechsel-
wirkungsenergie mit der Permutation (1 2) vertauschbar ist, missen
beide gleichzeitig auf Hauptachsen transformierbar sein. Die Haupt-
achsentransformation der Permutation (1 2) ergibt die folgenden Linear-
kombinationen: L
yo=y -+ (1 2)yp.

Va=1W9 — (1 2)yp.

Diese symmetrischen und antisymmetrischen Eigenfunktionen gehdren
zu den beiden verschiedenen Darstellungen ersten Grades der Permuta-
tionsgruppe &,. Durch die Wechselwirkung der Elektronen treten die
zu 4, und g, gehdrigen Terme auseinander, doch bleiben se stets
symmetrisch bzw. antisymmetrisch, denn jede mdégliche Stérung wirkt
auf beide Elektronen nach dem gleichen Gesetz und fiihrt daher sym-
metrische Funktionen s, wieder in symmetrische und ebenso anti-
symmetrische 1, wieder in antisymmetrische Funktionen uber.

Setzt man, wenn W die Wechselwirkungsenergie ist (dso H = HgtW
die ganze Energie), die Reihenentwicklung fir Wq so an:

Wyp=wyp+wyp +---,; w=(p, Wy); w = (v, Wy);
so erhdlt man durch Auslben der Operation (1 2):

Wy'=wy +w'y ...

Wenn es keine weiteren Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert
gibt, so wird nach der Stérungsrechnung die TermaufSpaltung durch
Hauptachsentransformation der Matrix

)
w w
gefunden. Sie geschieht, wie schon bemerkt, durch Einfiihrung der
Linearkombinationen % -+ " == 4, und ¥ — %' = y,. Es ist
Wip+o¢)=(w+w)p+¢)+---,
Wy —y)=@—v)p—y)+- .
! HIESENBERG, W.: Z f. Physik Bd. 38 (1926) S. 411.
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Die Termwerte sind aso (in erster Approximation):
fir  op,t E,+E, 4w+ v,
flir  ,: E,+E,4w—w.
Die Terme liegen also auf beiden Seiten vom Mittelwert

Eyzv+Ey+w=_(y, Hyp) +(p. Wy)= (¢, Hy),

welcher gleich dem Energiemittelwert im Zustand 4 ist. Die Aufspal-
tung ist gleich dem doppelten , Austauschintegral:

. =y, Wy).
DaW = :%l— die elektrostatische Wechselwirkungsenergie ist, so ist
1

o — g J' PY = J' P10 7 @ vs o) vale)

Tiz
Der Faktor — ist am groften, wenn g, nahezu gleich gy ist, dann ist aber

der Z&hler nahezu gleichdem positiven Ausdruck s, {g,) ¥+ {g,) velg1) welg)
Mithin ist anzunehmen, da beim Atom das Austauschintegral in der
Regel positiv sein wird. Daraus folgt, dal3 in der Regel der symme-
trische Term (4,} hoher, der antisymmetrische {,) tiefer liegt.

Wir konnen die symmetrischen und antisymmetrischen Zustande
durch einen , Symmetriecharakter" x = + 1, der durch

1 2)yp=yxv
definiert wird, voneinander unterscheiden.

Wenn die beiden Elektronen in gleichen Zustéanden sind: g, =: w,,
S0 ist nur der symmetrische Zustand s, des Systems moglich, da y, = ¢
wird.

Die Auswahlregel fir den Symmetriecharakter x ist leicht zu erhalten.
Eine symmetrische bzw. antisymmetrische Eigenfunktion ergibt bei der
Multiplikation mit 3'x, 3’y oder Xz immer wieder ebensolche Funk-
tionen, in deren Reihenentwicklung also auch nur symmetrische bzw.
antisymmetrische Terme vorkommen koénnen. Also lautet die Auswahl-
regel:

X—>x-

Die Rechnung fur Helium (ohne Spin) ergab die GroRenordnung
der symmetrischen und antisymmetrischen Terme in Ubereinstimmung
mit der Erfahrung®. Nach der Theorie des § 25 miilite jeder Term sich
weiter in ein Triplett und ein Singulett spalten. In Wirklichkeit zeigen
die symmetrischen Terme nur Singuletts, die antisymmetrischen nur
Tripletts (siehe Abb. 6). Den Grund dafir werden wir noch kennen-
lernen. Die symmetrischen Terme kombinieren nur untereinander
und die antisymmetrischen ebenfalls. Im Grundzustand des He sind

! HEISENBERG, W.: Z.f. Physik Bd. 39 (1926) S.499.
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beide Elektronen auf dem tiefsten s-Niveau, aso ist g = w, und
=1

Auch beim Wasserstoffmolekil H, (und dhnlich bei He,, N2, 0, usw.)
liegen die Verhdltnisse &hnlich. Die Eigenfunktion 4 enthdlt die

:: Singuletyystom Tripledsysiem Koqrdinaten von
T wntr 18?5l ST g is el g ZWel Kernen und
n S T y ZWEl Elektronen.
i Bei Vertauschung
2o der Kerne nehmen
N die symmetrischen
F Eigenfunktionen
- den Faktor % = 1
E und die antisym-
Sdad metrischen den
i Faktor —1 an.
C Ubergange  sind
. hier nur méglich
vk durchVermittlung
N derK ernmomente,
- deren magnetische
- Wirkung aber &u-
- Rerstkleinist. Man
- i kann also gewisser-
P Abb, 6. Hr-Bogenspektrum. maBen Zwei Arten
- von Wasserstoffmolekiilen unterscheiden: die symmetri-
& schen und die antisymmetrischen, welche auch verschiedene
D Spektren besitzen (Ortho- und Parawasserstoff).
w W: Die besprochene ,,Au tau cherscheinung" bei zwei oder
B mehr Elektronen durchkreuzt sich nun mit der Drehungs-
L entartung. Das Hauptprinzip dabei ist, dal3 die Permu-
b tationen nicht nur mit der Energie, sondern auch mit allen
- Drehungen vertauschbar sind und man daher auf jeder Ener-
to000~ giestufe die beiden Gruppen: Drehungs- und Permutations-
= gruppe nach § 13 gleichzeitig ausreduzieren kann. Im Fall
= zweier Elektronen bedeutet das einfach, dald die symmetri-
B schen und die antisymmetrischen Eigenfunktionen auf
'I: jeder Energiestufe je eine drehungsinvariante Schar bilden,
R "3 Ty

welche aso beide getrennt nach der Drehungsgruppe aus
reduziert werden konnen.

Eine y-Funktion enes einzelnen Elektrons ohne Spin moge fortan
durch ein Symbol 1 (nim|g) dargestellt werden, wo n die Haupt-
guantenzahl, | die innere und m oder my die magnetische Quantenzahl
ist. Betrachten wir nun zwei Elektronen und vernachldssigen wieder
zundchst ihre Wechselwirkung! Bildet man aus zwei drehungsinva-
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rianten linearen Scharen w{nl| g} und v (»'¥ gy von Eigenfunk-
tionen der einzelnen Elektronen die (21 + 1) (2I' + 1) Produkte

py=ypnimjg)pnin|g) (26.3)

sowie die vertauschten Produkte (12) ¢, so hat man fir # 4= »’ oder
{4 insgesamt 2 (2| + 1) (2V + 1) (approximative) Eigenfunktionen
zum gleichen Energiewert E = E; + E,. Die Summen ¢ + (1 2) % und
die Differenzen y-—{1 2) ¢ bestimmen zwei lineare Teilscharen von je
2 + 1) (21'+ 1) linear unabhangigen, symmetrischen bzw. antisym-
metrischen Funktionen. Bei Drehungen transformieren sich beide
Scharen ebenso wie die Scharen (y) und (12) (), aus denen sie ent-
standen sind, nach der Darstellung

DX By =DVysr+Drwv—1++Byer = 2P, (26.4)

Durch die Wechselwirkung treten die symmetrischen und antisymme-
trischen Terme sowie die zu verschiedenen L-Werten gehdrigen Terme
auseinander, und wir erhalten zu jedem der in (26. 3) angegebenen
L-Werte einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Term. In
der Regel liegen die symmetrischen Terme hoher as die antisymme-
trischen.

Etwas komplizierter wird die Sache, wenn die beiden Elektronen
,Sich in derselben Bahn befinden“, d. h. wenn n —n',1 = V ist. In
diesem Fall kdnnen die Produkte (12) w nicht nur durch Vertauschung
von g; und gz in (26. 3), sondern auch durch Vertauschung von m mit m'
erhalten werden, d. h., die (12) % sind schon in der Schar (26. 3) ent-
halten und es gibt nur (2| + |)? linear unabhangige Eigenfunktionen
in der Schar. Die symmetrischen Eigenfunktionen sind, wenn in (26. 3)
die Indices n, | unerdriickt werden:

P+l 2Qy=ypim|ga)y g + v g yin g,
und die antisymmetrischen:

v— (1 2yp=9p(n|g)yn|q) —p0|q)ylnig).

Wir konnen im symmetrischen Fall #: z ', im antisymmetrischen
Fall m > m' annehmen. Der Eigenwert des Operators L, ist fir beide
angeschriebenen Funktionen M = m + m'. Wir betrachten etwa den
Fall | = 2. Die moglichen Werte von M sind dann:

im symmetrischen Fall

m= 2 M=43,2 10

(m= 1 M= 2,1,0,-1
(m: 0) M = 0;'11_2
(m:'l)M = _21_3

(m= -2) M = -4;
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im antisymmetrischen Fall:
(m= 2) M=3,2,1,0

(m= 1) M= 1,0,-1
(m= O M = -1,-2
(m=- ml) = - 3.

Daraus ersieht man: die gréf3ten beiden WerteM — 4,3 (bzw. M = 3, 2
im anderen Fall) kommen je einmal vor, die néchstkleineren beiden
M =2, 1 (bzw. 1,0) je zweimal, der néachste M = 0 dreimal. Die nega-
tiven Werte von M brauchen uns nicht zu interessieren. Faft man nun
die Werte von M in Serien L ,L—1,...,—L zusammen, immer mit
dem grofiten M anfangend nach der Vorschrift von § 17, so erhdlt man
fur die symmetrischen Eigenfunktionen die Darstellungen

Par 4+ Dozt + Do (in unserem Fall Dy + 2, + Dy,
fur die antisymmetrischen Eigenfunktionen die Darstellungen

Dag 1+ Dag_a+ -+ -+ By (in unserem Fall D3 + Dy).

Beim Mehrelektronenproblem wird die Sache entsprechend kompli-
zierter. Zu der symmetrischen und der antisymmetrischen Darstellung
treten noch andere mogliche Darstellungen der Permutationsgruppe
hinzu (vgl. die Beispiele in § 14). Die einzigen Darstellungen ersten
Grades sind die symmetrische und die antisymmetrische; alle anderen
sind von héherem Grad. Es hat aber keinen Sinn, dieser Sache genauer
nachzugehen, bevor wir nicht ein Gesetz kennen, welches die Anzahl
der Moglichkeiten sehr beschréankt: das Pauli-Verbot.

§ 27. Das Pauliverbot und das periodische System der Elemente'.

Es sei zundchst an folgende Tatsachen erinnert. Die moglichen Zu-
stéande fir ein Leuchtelektron im Feld eines abgeschirmten Kerns sind,
in der Reihenfolge wachsender Energie, folgende:

Is, 2s, 2p, 3s, 3p, ... (siehe Abb. 2 und 6).

Im Coulombfcld (H, He") ist die Hauptquantenzahl allein fur die
Lage der Terme entscheidend, aber je mehr das Feld von einem Coulomb-
feld abweicht, um so tiefer riicken vor allem die s-, aber auch die p-Terme.
Wenn der Atomrumpf immer die Gesamtladung eines Wasserstoffkerns
hat, so wird im allgemeinen bei wachsender Kernladungszahl die Ab-
weichung vom Coulombfeld immer grofer.

Ob der auf 3p folgende Term 3d oder 4s ist, hangt von den Ab-
schirmungsverhdltnissen ab: bei hochwertigen lonen liegt 3d tiefer,
bei Atomrimpfen mit der Ladungszahl 1 ist aber meistens 4 s der

1 'vgl. F.HUND: Linienspektren und periodisches System der Elemente.
Berlin 1927.

v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 8
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tiefere Term. Die Lagen der untersten Terrae |s, 2s, 2p, 3s'sind so
sehr verschieden, da3 man bei unbekannten tiefen Termen meistens
schon aus der GrofRenordnung der lonisierungsenergie allein die Nummer
vorhersagen kann.

Man wirde nun erwarten, dad bei unangeregten Atomen alle Elek-
tronen sich auf dem tiefsten Niveau, aso im Zustand |s befinden. Das
ist aber nicht der Fall, sondern es zeigt sich ein ganz anderes Verhalten,
das eng mit der Existenz des periodischen Systems zusammenhangt.

Das periodische System der Elemente fangt so an:

0 \ [ Il v \Y Vi VIl VI

1H

2.He 3.Li 4Be 5B 6.C|7N 80 9F

10.Ne 11.Na 12.Mg 13.Al 14. S| 15. P 16.S 17.Cl

18.Ar 19.K 20.Ca [21.Sc [22.Ti| [23.V [24.Cr [25.Mn [26. Fe[27. Co[28. Ni

Der Grundzustand des H sowie des He+ ist die tiefste s-Bahn mit
der Hauptquantenzahl n = 1, aso die 1s-Bahn. Im Grundzustand des
He-Atoms befinden sich beide Elektronen auf der 1s-Bahn. Der Uber-
gang zum néchsten Element Li besteht in der Erhéhung der Kern-
ladungszahl um 1 und dem Einfangen eines neuen Elektrons, das als
Valenzelektron fungiert.

Dieses Valenzelektron befindet sich aber im Grundzustand, wie die
Abb. 2 (S. 15) zeigt, nicht auf der Is-, sondern auf der 2s-Bahn
(der Term 1s mifte ja tiefer liegen als der Grundterm des H und sogar
des He!). Ebenso befinden sich beim Be im Grundzustand beide Valenz-
elektronen auf der 2s-Bahn, wie aus den lonisierungsenergien dieser
Elektronen hervorgeht. Die Leuchtelektronen der nun folgenden Ele-
mente B, C, N, 0, F befinden sich weder in der tiefsten Bahn I's, noch
in der nachsten 2s, sondern in der 2p-Bahn. Beim Neon ist die Anzahl
der Elektronen auf 2 + 2 + 6 gewachsen und die lockersten Elektronen
sind (nach der langsam zunehmenden |onisierungsspannung zu schlief3en)
immer noch in der 2p-Bahn.

Das nachste Element Na hat wieder ein wasserstofféhnliches Spek-
trum (wie Li); der tiefste Term des Leuchtelektrons ist ein s-Term,
der hoher liegt as der Grundterm 2 sdes Li, aso (mindestens) 3 s sein
muf3. Das nachste Mg hat zwei 3s-Elektronen, und nun wiederholt sich
in der zweiten Zeile des periodischen Systems dasselbe, was wir in der
ersten schon gesehen haben. Beim K in der dritten Zeile erniedrigt
sich wieder die lonisierungsspannung: der Grundterm des K ist ein
s-Term und liegt héher als der Grundterm des Na; wir schreiben da-
her dem Leuchtelektron die Hauptquantenzahl 4 zu.
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Dieser schalenférmige Aufbau des Atoms wird durch die Réntgen-
Spektroskopie bestétigt. Das gesamte Erfahrungsmaterial bestétigt die
folgende Regel von sTONER: Auf jeder s-Bahn (mit bestimmter Haupt-
guantenzahl) haben zwei Elektronen Platz, auf jeder p-Bahn sechs,
allgemein auf jeder Bahn mit festen Quantenzahlen n und | die Maximal-
zahl von 2 (2| + 1) Elektronen®.

Demnach ist beim He mit zwei Elektronen die Is-Bahn vollbesetzt,
beim Be mit 2 + 2 Elektronen die |s- und 2s-Bahnen, beim Neon mit
2 + 2 + 6 Elektronen die Is-, 2s- und 2p-Bahnen, beim Mg auch noch
die 3s-, beim Ar die 3s- und 3p-Bahnen, genauim Takt des periodischen
Systems. K und Ca sind noch analog zu Na und Mg: bei ihnen wird
die 4s-Bahn besetzt. Von Sc an ist der Verlauf aber anders als in den
ersten beiden Perioden, weil jetzt die 3d-Elektronen sich an der Kon-
kurrenz beteiligen. Eskommen zuerst zehn 3 d-, sodann sechs 4 p-Elek-
tronen hinzu, bis diese beiden Schalen mit 16 Elektronen vollbesetzt
sind. Beim Edelgas Xe mit 36 Elektronen endigt die erste ,lange
Periode* des Systems. Dann féangt die zweite an, die ganz analog ver-
[&uft. Beim Auftreten der f-Elektronen (Gruppe der seltenen Erden)
geht die bisherige Ordnung ganz verloren, wie es nach den chemischen
Erfahrungen auch sein muf.

Um die Stonersche Regel zu erkléren, stellte pauLI? das Verbot
der Aquivalenten Bahnen auf: Es dirfen nie zwei Elekironen eines Atoms
sich in demselben Quantenzustand befinden, d. h. dieselben Quantenzahlen
(nl,j, m) besitzen. Bei festem n, | sind demnach die Werte§ =74 %
und m= i,i— 1,... —i, dsoinsgesamt (2| + 2) + 21 — 2 (2| + 1)
Wertekombinationen mdglich, wie es die Stonersche Regel verlangt.

In der hier gegebenen Form ist das Pauli-Verbot noch nicht dre-
hungsinvariant. Nehmen wir etwa den Fall zweier s-Elektronen mit

Eigenfunktionen
g P =yp(gs, und P> =yg)

(Spin parallel bzw. entgegengesetzt zur Z-Achse). Nach dem Pauli-
Verbot waren (bei Vernachlassigung der Wechselwirkung der Elek-
tronen) die Eigenfunktionen®

PO 1)y (@) und p® (1) p® ()
flr das Elektronenpaar verboten, dagegen z. B.
i (1) ™ (2)
erlaubt. Durch die Operation L, {vgt. § 17), die sich aus infinitesimalen

Drehungen zusammensetzt (L, = ¢I, -+ I}, geht das angegebene er-
laubte Produkt Uber in
P (1) p®2(2),

aso in ein verbotenes.
! STONER, E. C: Phil. Mag. Bd. 48 (1924) S. 719.

2 PAULI, W.: Z.f. Physik Bd. 31 (1925) S. 766.
% 1 steht fur dieArgumente gy, y,., €0enso 2 flr gy, &,,, USW.

8*
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Ein drehungsinvariantes Verbot erh@t man aber, wenn man ver-
langt: Die Eigenfunktionen eines Elekironensystems sollen (als Funk-
tionen der Orts und Spinkoordinaten) antisymmetrisch sein, d. h. bel
jeder Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen andern.

In unserem Fall wére

P (1) 9 (2) — 9@ (1) p™ (2)
die einzige erlaubte Eigenfunktion. Im allgemeinen Fall hat man, um

aus f Elektronen-Eigenfunktionen w,..., ¥, eine antisymmetrische
Eigenfunktion herzuleiten, die alternierende Summe
=2 0p Pyy(q1, 00} ¥ (G2, 03) -+ -9, (gy, 0p) (27.1)

zu bilden, wo P ale Permutationen durchléuft und é, = 4 1 ist, je
nachdem P eine gerade oder eine ungerade Permutation ist. Man Uber-
zeugt sich leicht, da’ die Summe (27. 1) die einzige antisymmetrische
Linearkombination ihrer Glieder ist. Der Ausdruck (27. 1) wird gleich
Null, wenn zwei ¢ einander gleich sind (oder Uberhaupt im Falle
einer linearen Abhangigkeit zwischen den ); das Verbot der aquiva-
lenten Quantenbahnen ist somit eine Folge der Antisymmetrie.
Aus der zeitabhangigen Schroedingergleichung

b
19 Hy=0

folgt leicht, da eineFunktion y, welche zu Anfang antisymmetrisch ist,
esin ewige Zeiten bleibt, sobald alle Elektronen im Energieoperator H
in gleicher Weise vorkommen. Das Pauli-Verbot braucht aso nur zu
irgendeiner Zeit erfillt zu sein, dann kann es durch keine physikalisch
mdogliche Stérung je erschittert werden.

Es ist nutzlich zu bemerken, dald man als Quantenzahlen fir ein
-einzelnes Elektron (immer bei Vernachlassigung der Wechselwirkung und

der Spinstérung) statt nljm auch (nlm, m){m, = 4 &; m, =1,

I—1,...,—1) wahlen kann. Die einfachsten Eigenfunktionen eines
einzelnen Elektrons sind ndmlich die Produkte
pinlm)u, (m,=1 fir w,; my= — 5 fir ) (27.2)

und man kann den antisymmetrischen Ausdruck (27. 1) natdrlich aus
irgendeinem System von f linearunabhéngigen g-Funktionen eines ein-
zelnen Elektrons bilden.

Wir wollen nun den Fall betrachten, da die Maximalzahl
f=2(21+1) von Elektronen mit denselben Quantenzahlen n, | in
eine Eigenfunktion (27.1) vereinigt werden. Ubt man auf die Bahn-
koordinaten qy, . . ., ¢t gleichzeitig eine Drehung D aus, so werden die
v, nur linear transformiert und der Ausdruck (27. 1) bleibt (bis auf
einen Faktor) ungedndert. Die ganze drehungsinvariante Schar, der
die Funktion g angehort, besteht somit nur aus einem Glied, d. h. es
handelt sich um einen S-Term (L = 0). Dasselbe gilt, wenn man die
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Drehung D auf die Spinkoordinaten ausiibt; mithin ist die Spinzahl
S = 0 und somit auch J = 0. Mithin: Eine mit2 (21 + 1) Elektronen
vollbesetzte Schale hat immer Kugelsymmetrie und ist spinfrei. Aus solchen
vollbesetzten Schalen bestehen, wie wir sahen, die Atome He, Be, Ne,
Mg, Ar, Ca im Grundzustand, und ebenso die ,,Atomrimpfe" der
Alkalien Li, Na, K. Dementsprechend haben auch die erstgenannten
Atome und die lonen der letztgenannten as Grundzustdnde immer
'S-Terme.

Besonders ,abgeschlossen”, d. h. schwer auseinander zu zerren, ist
die vollbesetzte Schale dann, wenn eine moglichst grole Anzahl von
Elektronen moglichst fest gebunden, d. h. mdglichst nahe beim Kern
ist. Das ist der Fall bei den Elementen

He (zwei 1s-Elektronen),
Ne (zwei |s-, zwei 2s-, sechs 2p-Elektronen),
Ar (dasselbe und zwei 3s- und sechs 3p-Elektronen),

also bei den Edelgasen, die dementsprechend auch keine chemisch
beobachtbaren Bindungen eingehen'. Dal beim Be (zwei |s- und zwei
2s-Elektronen) aus der Gruppe der Erdalkalien diese Abgeschlossenheit
noch nicht eingetreten ist, liegt daran, dal} die 2s-Elektronen bei der
relativ kleinen Kernladungszahl 4 noch nicht so fest eingefangen sind,
wie z. B. die 1s-Elektronen beim He. Kommen aber noch die sechs
2p-Elektronen mit derselben Hauptquantenzahl 2 hinzu, so sind alle
Elektronen fest gebunden, wéhrend kein neues eindringen kann, und
man hat das Edelgas Ne.

Beim nachsten Edelgas Ar wirde man annehmen, dal3 neben den
zwei 3s- und den sechs 3p-Elektronen noch fir zehn 3pElektronen
Platz wéare. Das ist aber nicht der Fall, weil fur ein d-Elektron die
Abschirmung des Kernes durch die tGbrigen Elektronen ziemlich voll-
standig ist und daher die d-Elektronen eine relativ kleine Anziehung
vom Kern erfahren?. Dementsprechend wird auch bei den auf Ar fol-
genden Elementen K, Ca, ... nicht zuerst die 3d-Schale ausgebildet,
sondern zuerst die 4s-Schale (beim K und Ca). Erst nach Vollbesetzung
der 4s-, 3d- und 4p-Schalen kommt wieder ein Edelgas, ndmlich Xe
zustande.

Jedesmal folgen auf ein Edelgas ein Alkali- und ein Erdalkalimetall,
bei denen das eine bzw. die zwei hinzukommenden Elektronen lockerer
gebunden und daher auch relativ leicht zu entfernen sind: das erkléart
die leichte Bildung der einwertigen lonen Li+, Na*, K+, Rb*, Cs* und

! Spektroskopisch ist z. B. das Molekill He, wahrgenommen. Es ist aber nicht
sehr stabil und entsteht nur bei angeregten He-Atomen, nicht aus zwei He-Atomen
im Grundzustand.

2 Je hoher | ist, desto weniger tief ,dringt die Bahn in das Atom ein“, oder
exakt quantenmechanisch: desto weiter vom Kern liegen die groften Werte der
y-Funktion.



118 V. Die Permutationsgruppe und das Pauliverbot.

der zweiwertigen lonen Bet++, Mg++, Cat++, Sr++, Ba++ Der abge
schlossene Rumpf des Li, Na, K usw. wirkt nach auBen kugelsymme-
trisch(L = 0,S =0, J =0) und sein Vorhandensein erhéht die Term-
mannigfaltigkeit des vom Leuchtelektron ausgesandten Spektrums nicht.
Daher haben ale diese Metalle ein ,, Wasserstofféhnliches Spektrum*.
Dasselbe gilt fur die ,,Funkenspektren” der lonen Be+, Mg+, Cat, usw.

Wie man sieht, erklart das Pauliverbot den Aufbau des periodischen
Systems und die typischen chemischen und spektroskopischen Eigen-
schaften z. B. der Edelgase, der Alkalien und Erdalkalien, die ohne es
vollig unverstéandlich wéaren. Wir werden im néchsten Paragraphen
genauer erdrtern, wie sich die Termspektren der verschiedenen Ele-
mente nach dem Pauliverbot gestalten.

828. Die Eigenfunktionen des Atoms nach dem Pauliverbot.

Die Eigenfunktionen enes Mehrelektronensystems brauchen natir-
lich in den Ortskoordinaten allein oder in den Spinkoordinaten allein
nicht antisymmetrisch zu sein. Bei zwei Elektronen z. B. kann die
y-Funktion in den Ortskoordinaten allein entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch sein, dann muf? sie aber in den Spinkoordinaten gerade
umgekehrt antisymmetrisch bzw. symmetrisch sein, damit insgesamt
bei Vertauschung von den Orts- und Spinkoordinaten der beiden Elek-
tronen das Vorzeichen der y-Funktion sich umkehrt.

Wenn man fir die Spinfunktionen der beiden einzelnen Elektronen
wieder die Basisgrofien u; ,u, bzw. vy, v, zugrunde legt, so kommt als
antisymmetrische Spinfunktion des Elektronenpaares nur

WY, — H,7,

in Betracht; fir diese ist, da sie bei Drehungen nur in sich selbst trans-
formiert werden kann, S = 0. Als symmetrische Spinfunktionen kommen

dagegen

0% w",v,, © v, v, #®, v,

in Betracht. Diese bestimmen eine drehungsinvariante lineare Schar.
Die Eigenwerte des Operators S, sind flir unsere drei Funktionen

m, =1, 0, -1,

mithin transformiert sich unsere Schar notwendig nach D; d. h. esist
S = 1. Beachten wir noch, dal} zufolge des Pauliverbotes zu einer
antisymmetrischen Spinfunktion eine symmetrische Ortsfunktion ge-
horen muf3, so folgt: Bel zwei Elektronen gehdrt zu einer symmetrischen
Ortsfunktion stets eine Spinfunktion mit S = 0 und daher ein Singulett-
term, dagegen zu einer antisymmetrischen Ortsfunktion eine Spinfunktion
mit 5 — 1 und daher ein Tripletterm.

Damit ist die schon in § 26 bemerkte Tatsache, dal beim Helium
die symmetrischen Eigenfunktionen nur Singuletterme, die antisymme-
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trischennur Tripletterme haben, erklart. Das Entsprechende gilt daher
auch fur alle Atome, die auerhalb eines abgeschlossenen Rumpfes
zwei Leuchtelektronen haben, wie Be, Mg, Ca usw. Der Grundzustand
dieser Atome ist immer ein 'S-Term, denn wenn beide Elektronen in
der niedersten erlaubten s-Bahn sind, ist die Eigenfunktion notwendig
symmetrisch.

Bei mehr als zwei Elektronen gestaltet sich die Frage: , Wie trans-
formieren sich die Eigenfunktionen als Funktionen der Ortskoordinaten
allein oder as Funktionen der Spinkoordinaten allein bei Permuta-
tionen ?* wesentlich komplizierter durch das Auftreten der nichtlinearen
Darstellungen der Permutationsgruppe. Denken wir uns zundchst (bei
Vernachléssigung der Spinstérung) die Eigenfunktionen as Produkte

Wll,, oo rs GV, - o, (28.1)
bzw. Linearkombinationen von solchen, wo die ¥, die unter Beriick-
sichtigung der elektrostatischen Wechselwirkung, aber ohne Spin ge-
bildeten Eigenfunktionen sind, so erleiden die Ausdriicke (28. 1) auf
jeder Energiestufe vier miteinander vertauschbare Gruppen von linearen
Transformationen

die Drehungen des p-Raumes,
die Drehungen des Spinraumes.
die Permutationen der qi, . . ., G
die Permutationen der n, v, . . ., w.

Die erste Methode, das Benehmen der Funktionen (28. 1) bei diesen
Gruppen zu untersuchen und dem Pauliprinzip Rechnung zu tragen, be-
steht darin, dal man zunachst fir die Raumfunktionen allein die beiden
vertauschbaren Transformationsgruppen ausreduziert, also die Eigen-
funktionen in Rechtecke anordnet, deren Zeilen sich nach irgend-
einer irreduziblen Darstellung D, der Drehungsgruppe und deren
Spalten sich nach einer irreduziblen Darstellung A der Permutations-
gruppe transformieren (sehe 8 13). Die Spalten werden durch Zahlen
wm,{(=L,L~1,,..,— L) numeriert. Im allgemeinen wird zu jeder
Energiestufe nur ein solches Rechteck gehdren (d. h., es wére eine ,,zu-
félige Entartung”, wenn es nicht so wére).

Sodann nimmt man fir die Spinfunktionen allein dieselbe Re-
duktion vor: das ergibt wieder Rechtecke mit Spaltennummern mg = S
5—1,...,— 8 und Darstellungen Ds und A’. Schliefdlich sucht man
aus den erhaltenen Raum- und Spinfunktionen diejenigen heraus,
welche dem Pauliprinzip genigen, d.h. antisymmetrisch gegeniiber
Permutationen sind. Offenbar gehtren die Produkte von Raum- und
Spinfunktionen, welche einzeln bei Permutationen nach 4 und 4°
transformiert werden, zur Produktdarstellung A x 4’; es handelt sich
also darum, ob diese Produktdarstellung 4 x A’ bei der Ausreduktion
die antisymmetrische Darstellung 9 as Bestandteil enthélt. Nach dem
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Satz von § 12 ist diese Frage aquivalent mit der anderen, ob im Produkt
A x 4 x ¥ die identische Darstellung, oder auch mit_der, ob im
Produkt 4 x ¥ die zu A" kontragrediente Darstellurd’ nthalten

ist. Da nun die Darstellung A4 x A irreduzibel ist, so ist A’ nur dann
darin enthalten, wenn

AXU=A oder A=4x (28.2)

ist. Wenn diese Beziehung zwischen den Darstellungen .A und A be-
steht, so gibt es im Produktraum eine antisymmetrische Eigenfunktion,
sonst keine. D. h., wenn die Beziehung erfillt ist, so kann man aus
jeder Spalte des Bahnfunktionenrechteckes (%, 4) und jeder Spalte
des Spinrechteckes eine antisymmetrische Bahnspinfunktion mems)
bilden, und da das fir alle Spaltenpaare gilt, so nimmt m_ darin alle
WerteL,L—, ..., L und mg ale Werte5, §—1, ..., — S an; man
erhdlt somit insgesamt einen sich nach ®, x Dy transformierenden
Multipletterm, der dem Pauliprinzip geniigt.

Diese ,erste Methode" ist in den ersten Abhandlungen Uber die
gruppentheoretische Ordnung des Linienspektrums immer befolgt
worden. Zu ihrer vollstandigen Ausfihrung (bis zur Klassifikation der
mdoglichen Terme und Berechnung ihrer Eigenwerte in erster Appro-
ximation) bendtigt man die wirkliche Aufstellung der Darstellungen A
und 4’, die Berechnung ihrer Charaktere und ihre Beziehung zu den
Darstellungen D_. und Ds. Fir die Durchfihrung mége auf das Buch
von H.WEYL' verwiesen werden.

Esgibt aber eine zweite, im Prinzip schon dltere, neuerdings vor allem
von J. C. SLATER? erfolgreich angewendete Methode, die mit viel ein-
facheren Hilfsmitteln auskommt und insbesondere die Darstellungs-
theorie der Permutationsgruppe nicht bendtigt. Sie besteht darin, daf3
man auf die Diskussion der Permutationen der Bahnen allein oder des
Spins allein verzichtet, nur beide zugleich permutiert und sich dabei
von vornherein auf die antisymmetrischen Eigenfunktionen

+ 1 fiir P gerade

. (28.3)
— 1 fur P ungerade

20pPyy(g,, ... gmty - -y 6!’:{
beschrénkt. Diese antisymmetrischen Eigenfunktionen werden sowohl
bei den Drehungen des g-Raumes as auch bei denen des Spinraumes
stets wieder in antisymmetrische tUbergefiihrt; man kann also im Raum
der Funktionen (28. 3) wieder die beiden miteinander vertauschbaren
Gruppen von Transformationen, die durch diese Drehungen induziert
werden, ausreduzieren und erhélt jeweils ein Rechteck, dessen Zeilen
bei Raumdrehungen nach D_ und dessen Spalten bei Spindrehungen

'WEYL, H.: Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Aufl. 1931.
2 SLATER, J.C.: Phys. Rev. Bd. 34 (2) (1929) S 1293.
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nach Ds transformiert werden. Bei gleichzeitiger Spin- und Raum-
drehung erleidet das ganze Rechteck natlrlich die Transformation
B X BDg=2D,. Die Terme Dtreten durch die Spinstérung aus-
einander, genau wie im 8§25, und wir sehen: das Pauliverbot verbietet
nie einen Teil eines Multipletts, sondern entweder wird das ganze Multi-
plett verboten oder es wird ganz zugelassen.

Wir wollen nun mit der zweiten Methode die Frage beantworten:
Welche Multipletts kdnnen aus gegebenen Elektronentermen entstehen ?

Vernachléssigen wir zunéchst die Wechselwirkung zwischen den
Elektronen, so konnen wir in (28. 3) die Funktion ¢, durch ein Produkt

== %"(”1!?1){’% }99) ve (”flql)

ersetzen. Dabei bedeutet die einzelne Quantenzahl #, eigentlich ein
Zahlentripel (nl, m;) . Die Funktion 4, kann aso durch ein Verzeichnis
der vorkommenden Werttripel (nl,m) nadher bestimmt werden. Um
auch noch anzugeben, mit welchem Produkt #; w,- - -w, die Funk-
tion 4, in (28, 3) multipliziert wird, flgen wir in jeder Klammer
noch ein Symbol + oder — hinzu, welches fir ms = + % oder — %
steht (also + fir einen Faktor u; — flr einen Faktor u,). Z. B.
wird die Eigenfunktion

NopPy(211ig)ypl
durch das Symbol (2 11 +) (210+) (210 -)

angegeben werden. Da es auf das Vorzeichen der Funktion (28. 4) nicht
ankommt, so kommt es auf die Reihenfolge der Symbole (n,|,m;, my)
nicht an. Zwei Elektronen mit gleichen Symbolen (n,l,m; m;) dirfen
nicht vorkommen, da sonst die Summe (28. 4) Null ergeben wiirde.

Sind die n, | der verschiedenen Elektronen vorgegeben und lassen
wir die m, ,mg variieren, so erhalten wir eine ganze Reihe von Symbolen.
Zu jedem Symbol kénnen wir die Summen M, = X m, und My = 3/ m,
berechnen und ein Verzeichnis der vorkommenden Wertpaare M, ,Ms
machen. Z. B. sient im Fall von drei 2p-Elektronen das Verzeichnis
0 aus'

(28. 4)

My | Mg
2114)(21 0-p)(21-14) 0
211H{21 041 1-) 2
21142t 04321 0-) 1
211921 0¥ 1-1-) 0 3
211-1)21-14}21 1-) 1
211-RE1-14H)E1 o) ]
2114211432 1-1-) -1
1o4)E1-14H)21 1-} 0 it
2104H@1-14+1{21 0-) -1 T
2104121 ~14H1(21—-1-) —2 1

! Die negativen Werte von M sind in der Tabelle weggelassen, da sie nur
Wiederholungen der positiven mit Umkehrung der Vorzeichen darstellen.
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Nunmehr fassen wir die erhaltenen Wertpaare (M., Mg in Doppel-
serien (My=L,L—1,...,—L; Mg=58, §—1,..., —8) zusammen.
Wir fangen dabei mit dem groten Wert S von Mg an und suchen
den groften dazugehorigen Wert L von M. In unserem Fall wéren
die groRten Werte L =0, S = §. Die zugehorige Doppelserie umfaRt
die Werte M, = 0 und My — 4 5. Streicht man diese Werte aus der
Tabelle aus, und sucht man aus den (brigbleibenden wieder den
groRten Wert M, so wére dieser S =% und das zugehdrige L = 2; das
ergibt die Serie M;=2,1,0, —1,—2 und M,= 4 . Schliefllich
bleibt noch eine Serie mit M, =1,0,--1 und My = 4 3. Mithin e-
geben drei 2p-Elektronen die mdglichen Terme

1S(L=0, S=Y, DL =2, 5=, PL=1,S=1

Das Ergebnis ist natlrlich von der Hauptquantenzahl 2 unabhangig.
Bezeichnen wir allgemein solche Elektronen, die zu gleichen Quanten-
zahlen n, | gehoren, as &quivalent, so ergibt sich aus der obigen Rech-
nung: Drei &quivalente p-Elekironen geben zu den Termen 4S5, 2D, %P
Anlal3,

In genau derselben Weise kann man alle Falle durchrechnen. Fir
den Fall von zwei Elektronen erhé@lt man natirlich nur die uns schon
bekannten Resultate wieder zuriick: Zwei indquivalente Elektronen (n, /)
und (n', V) ergeben erstens in den Bahnen symmetrische Snguletterme
mt L=14+¥ 14V—1,...,|I—0]| und zweitens in den Bahnen
antisymmetrische Tripletterme mit denselben L-Werten. Zwei inaquivalente
(n, 1)-Elektronen ergeben dagegen nur die symmetrischen Singuletterme mit
L=2[ 2i—-2,..., 0 und die antisymmetrischen Tripletterme mit
L=21—-1,21—-3,..., } In der Regel liegen die Tripletterme tiefer
als die Singuletterme.

Bevor wir die entsprechenden Sédtze fir mehr ads zwei Elek-
tronen zusammenstellen, formulieren wir einige algemeine Regeln,
die sich bei der Anwendung der obigen Methode ganz von selbst
ergeben.

Regel 1. Eine vollbesetzte Schale (n, 1), wo also alle Wertepaare
my=&1l-1,...,—I, m=s,..., —sjeenma vertreten sind, erhoht
die Termmannigfaltigkeit nicht: se kommt einfach ungeéndert in alen
Zeilen des Verzeichnisses vor und hat auf die Werte von M_ und Mg
keinen EinfluB, da fur se ¥ m; = 0 und 3 m, == 0 ist.

Vermodge dieser Regel hat man bei jedem Atom immer nur die
relativ wenigen Elektronen wirklich in Rechnung zu bringen, die
sich auerhalb der vollbesetzten Schalen befinden. Diese heif3en
Leuchtel ektronen.

Regel 2. Hat man (nach Weglassung der vollbesetzten Schalen)
zwei (oder mehr) indquivalente Gruppen von &quivalenten Elektronen,
so kann man zunéchst einmal fir beide Gruppen gesondert die Werte
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von X'm; und Xm, berechnen. Man erhalt so gewisse Wertepaare M';, M's
fur die eine, M" > M"¢ fir die zweite Gruppe. Nachher hat man dann
in allen moglichen Weisen M, = M. + M"_ und Mg = Mg + M"g zu
bilden und daraus in der bekannten Weise die Doppelserien {3, == L,
L—1...,— L, Mg=S5,5—1,..., — 8) heraussuchen. Statt dessen
kann man nun offenbar auch zuerst flr die beiden Gruppen getrennt
die Doppelserien (L', S) und (L", S') heraussuchen, dann jedes L' mit
jedem L" zusammensetzen nach der Regel L =L 4- L7, L' 4 L" —1,
.. |E/—L”] und ebenso jedes S mit jedem S" nach der Formel
S$=8 4+ 8, 8 +5"—1,...,|%-5"|. Das Ergebnis ist zum
Schluf}  dasselbe.

Beispiel. Welche Terme entstehen beim Stickstoffatom (7 Elek-
tronen), wenn die \ss und 2s-Bahnen vollbesetzt sind und auflerdem
zwei 2p- und ein 3s-Elektron vorhanden sind? Die beiden 2p-Elektro-
nen ergeben die Terme 3P (L' == S =1), D (L’ =2, 5 == 0) und
IS{L = 0, 5 =0), Kombiniert man diese mit dem 3s-Elektron
({ =0,s=14), so erhdlt man die Terme 4P, 2P; 2D 2S. AlsTerm-
symbol z. B. fur den “P-Term haben wir 1s?2s22$%3s 4P oder kurz,
wenn man die vollbesetzten Schalen as selbstverstandlich weglaft,
223s *P. Der Term ist nur ein Triplett, gehdrt aber zum Quartett-
system (vgl. § 25).

Ganz allgemein beherrscht man auf Grund der Regel 2 ale Mdg-
lichkeiten sehr leicht, sobald nur die Mdglichkeiten im Fall aquivalenter
Elektronen bekannt sind. Aquivalente s-Elektronen gibt es nur héch-
stens 2, p-Elektronen hdchstens 6 usw. Die Félle von einem, zwei oder
drei &quivalenten p-Elektronen haben wir schon diskutiert. Wenn man
nun fur 4 &quivalente p-Elektronen die moglichen Reihen von je
4 Symbolen ({n, I, m,, m;} aufschreibt, so kann man sich die Arbeit
erleichtern durch die Bemerkung, da3 man statt 4 solcher Symbole
jeweils auch die 2 zu einer vollbesetzten Schale noch fehlenden hétte
aufschreiben kénnen. Da ndmlich ¥ s, und X s, flr eine vollbesetzte
Schale stets Null sind, so haben diese Summen fir die fehlenden 2 Elek-
tronen immer den entgegengesetzten Wert wie fur die anderen 4. Es
genuigt also, immer die zwei zu betrachten und nachher die Vorzeichen
von M und Mg umzukehren. Von dieser Vorzeichenumkehrung bleiben
aber die Doppelserien{(M, ==L, L —1,...,—~L; My =-5,5-~-1,...,—3)
unbertihrt, d. h.: vier &quivalente p-Elektronen geben genau dieselbe
Termmannigfaltigkeit wie zwei.

Dieselbe Betrachtung gilt offenbar auch in anderen Fallen. Man
erhdlt somit die folgende

Regel 3. Vier &quivalente p-Elektronen ergeben dieselbe Termmannig-
faltigkeit wie zwei solche und finf dieselbe wie ein einziges. Ebenso geben
sechs aquivalente d-Elektronen dasselbe wie vier, sieben dasselbe wie dre,
acht wie zwel und neun wie ein einziges d-Elektron.
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Ich stelle hier die méglichen Terme fir die wichtigsten Félle bei
aquivalenten s, p- und d-Elektronen zusammen:

g . s
st . %S
p° Y
p' oder p° Z?P.
p? oder p* °P, 'D, 'S
p® %S, 2D, ?P.
le . lS

d* oder d° °D.

d> oder d® °F, °P, G, D, 's.

d® oder d" ‘F, *P, *H, °G, °F, °D, D, °P.
d* oder d® °D, °H, 3G, °F, °D. °P, usw.
d® . %S, ‘G, *F, ‘D, *P, usw.

Beispiel: Was ist der Grundzustéand des Sauerstoffatoms? Wenn
alle 8 Elektronen sukzessiv in die niedrigsten Bahnen gebracht werden,
erhédlt man das Symbol 1s22s2244. Abgesehen von den vollbesetzten
Schalen haben wir 4 &quivalente p-Elektronen, also die Terme.'S, 3P, 1D
Nach einer bewdahrten empirischen Regel liegen die Terme hdchster
Multiplizitat am tiefsten; in unserem Fall ist das der Tripletterm.
Also hat der Grundzustand das Symbol

1522522483 oder kurz 2p48P,
Der Term ist ,gerade": w = + 1 (vgl. §18, 3).

Dieniedrigsten mit dem Grundzustand kombinierenden Terme erhélt
man, wenn man von den 2 s- oder 2 p-Elektronen eines in eine hthere
Bahn hebt. Hebt man ein 2s-Elektron in die 2p-Bahn, so erhdlt man die
Elektronenkonfiguration |s?2s 2p° und die Terme °P und P, von
denen nur der Tripletterm mit dem Grundzustand kombiniert. Hebt
man ein 2p-Elektron in die 3s-Bahn, so erhdlt man die Konfiguration
2p® 3s; die drei 2p-Elektronen allein wirden *S, 2P, ?D ergeben;
nimmt man noch das 3s-Elektron hinzu, so erhalt man °S, ®S; *P, °P;
3D, 'D. Mit dem Grundzustand kombinieren nur 3S, ®P, *D. Nimmt
man statt des 3s-Elektrons ein 4s-, 5s- usw. Elektron, so erhdlt man
drei Termserien 3S,°P,®D, deren Grenzen die lonenterme 2p°® *S
2p° 2P, 2p® D sind.

Dem Leser sei empfohlen, in dhnlicher Weise die Grundzustéande
aller Elemente der ersten Zeile des periodischen Systems zu bestimmen.
Fur eine ausfihrlichere Diskussion der Spektren der einzelnen Elemente
verweise ich auf das Buch von F. HUND®.

1 HUND, F.: Linienspektren und periodisches System der Elemente. Berlin 1927.
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8 29. Die approximative Berechnung der Energie.

Die vollige Vernachléssigung der Wechselwirkung der Elektronen
gibt keine gute Approximation fur die Energiewerte und Eigenfunk-
tionen eines Atoms. Eine bedeutend bessere Anndherung erh@t man
jedoch, wenn man fir jedes einzelne Elektron die Wirkung der anderen
Elektronen in passender Weise durch eine Abschirmung des Kernfeldes
ersetzt. Einen sehr brauchbaren Ansatz fir diese Abschirmung erhalt
man nach HARTREE® durch die , Methode des self-consistent field". Man
versucht bei dieser Methode, fir jedes einzelne Elektron das Potential
des abgeschirmten Feldes derart zu bestimmen, daf, wenn man in
diesem Feld durch numerische Integration die Eigenfunktionen v, (g)
des einzelnen (a-ten) Elektrons berechnet und dann fir alle Elektronen
bis auf das v-te die gesamte Ladungsdichte

- i%l@c:v’a

durch Mittelwertbildung gleichmaRig tber jede Kugelflache r = const
,verschmiert", dann diese Ladung und der Kern zusammen genau
dasienige Potentialfeld fir das »-te Elektron ergeben, von dem man
ausgegangen ist. Es zeigt sich, dal? man diese ,,mit sich selbst vertrég-
lichen" Felder durch sukzessive Approximationen hinreichend genau
bestimmen kann. Die so gefundenen Energiewerte (wir bezeichnen sie
mit Eg) stimmen in allen durchgerechneten Fallen recht gut mit den
beobachteten Termwerten Uberein, und es ist daher anzunehmen, dal}
das Produkt der Hartreeschen Elektronen-Eigenfunktionen

Py = (00 92 () - - - v, (9 (29.1)
eine brauchbare Approximation fir die Eigenfunktion des Systems
liefern wird. Diese Annahme wird durch theoretische Erwégungen Uber
die GroéRenordnung der auBerdiagonalen Glieder der auf die Funk-
tionen (29. 1) bezogenen Energiematrix bestétigt?.

Um nun die Atomterme und ihre Aufspaltung durch die Wechsel-
wirkung (ohne Spin) genauer zu berechnen, wendet man die Storungs-
rechnung an, wobei die Funktionen (29. 1) as erste Approximation
benutzt werden. Es ist dabei zweckmafllig, die Abschirmungsfelder und
damit die y-Funktionen etwas anders zu wéhlen, als HARTREE estut,
indem néamlich fur alle Elektronen und alle Zusténde ein und dasselbe
(mittlere) Abschirmungsfeld gewahlt wird. Dadurch erreichen wir, daf3
die Funktionen (29. 1) und ihre Permutationen samtlich Eigenfunk-
tionen ein und desselben ,ungestdrten” Operators

HU:_§§AG+§(_%+8U(YG))

[U(r) = Abschirmungspotential]
1 HARTREE D. R.: Proc. Cambr. Phil. Soc. Bd. 24 (1928) S. 89.

2 GAUNT, J. A.: Proc. Cambr. Phil. Soc. Bd. 24 (1928) S 328. SLATER, J. S::
Physic. Rev. Bd. 32 (1928) S. 339.
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sind und daher auch ein Orthogonal system bilden, was fir die Stérungs-
rechnung bequem ist. Fur die Eigenfunktionen 4, schreiben wir jetzt
genatier: vo=pim|n) i) -ypindg), (29.2)
wo jedes #, abkirzend ein System von drei Quantenzahlen (n,l,m)
bezeichnet. Variiert man in (29. 2) die Quantenzahlen m; und permu-
tiert auch noch die Elektronen, so entsteht ein System von Funk-
tionen ¢, die durch Nummern b voneinander unterschieden werden
mdgen und die alle zum gleichen Eigenwert E, des Operators Hq gehdren.
Nehmen wir nun an, dal} dieser Term Ey von den benachbarten Tennen
so weit entfernt ist, dal? keine gegenseitige Stérung eintritt, so wird
die Aufspaltung dieses Terms nach der Stérungsrechnung errechnet
durch Hauptachsentransformation der Storungsmatrix {em,,). Diese
wird gefunden, indem der Stérungsoperator (Wechselwirkung minus

Abschirmung) o2 .

auf y, ausgeiibt und nach den Eigenfunktionen von Hg entwickelt wird:
Wyy~ Jwgys + -, (29. 3)

wobei es auf der rechten Seite nur auf die Glieder ankommt, welche
wieder zum System der y, gehoren.
Betrachten wir nun irgendein Glied des Operators W, z. B. das

Gliedfi. Multipliziert man (29.2) mit diesem Ausdruck, so bleiben

11
die Faktoren {n.|g¢.)- - - (n,{q,) ungedndert; man hat also nur noch
das Produkt

:TZ'P(”II‘E'l)'P(”z!?e)

nach den Produkten win] | ;) (%, | ¢z} zu entwickeln, wobei es sogar
nur auf die Glieder ankommt, die durch Abanderung der Quanten-
zahlen m oder Vertauschung von g, und o, aus w(#, | q) v (na{ g2
entstehen. Die Entwicklungskoeffizienten sind:

Al g m ) = [ 505 @) 900 0 1 v o | 00 9 (| ) dgs dga . (29.)

Analog sind dieAusdriicke4 {n; ;| #;s,) gebildet. Die aus den Ab-
schirmungspotentialen U {r,) entstehenden Glieder von (29. 3) sind noch
leichter auszuwerten: man hat jeweils den Ausdruck —e U (r;) i, | 4.)
nach den w{»;|g) zu entwickeln, wobei der von r unabhédngige
Faktor Y{™ (Kugelfunktion /-ter Stufe) von ¢ (»,}¢) ungeandert
bleibt und wobei es nur auf das Glied mit der gleichen Hauptquanten-
zahl n' = n ankommt; der einzige von Null verschiedene Entwicklungs-
koeffizient ist also

Bim) =B |n)=— [o(m|g)eUn)pin|gdg, (295
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wobei das Integral sogar durch ein Integral nachr; allein ersetzt werden
kann und somit von der Quantenzahl m unabhéngig ist.

Die Addition aler dieser Ausdricke A und B ergibt die Elementee,,
der Stérungsmatrix, deren Eigenwerte £, die korrigierten Energie-
werte E, = E, + £, bestimmen.

Um die Hauptachsentransformation dieser Matrix {es,,) zu bewerk-
stelligen, hat man statt der e, neue Linearkombinationen einzufthren,
die durch Ausreduktion der Drehungs- und der Permutationsgruppe be-
stimmt werden kénnen. Von diesen Linearkombinationen braucht man
wiederum nur diejenigen, welche dem Pauliprinzip geniigen. Man kann
daher die beiden Methoden des vorigen Paragraphen anwenden: ent-
weder zuerst die spinlosen Funktionen (29. 2) ausreduzieren und nachher
erst das Pauliverbot einfilhren, oder nach SLATER gleich den Spin ein-
fihren und die antisymmetrischen Linearkombinationen bilden. Bei
beiden Methoden kann man sich das explizite Ausrechnen der richtigen
Linearkombinationen ersparen durch gewisse Spurenbetrachtungen. Bei
der ersten Methode braucht man dazu die Charaktere der symmetrischen
Gruppe, bei der zweiten sind se unnétig. Hier soll die zweite, einfachere
Slatersehe Methode befolgt werden.

Wir fihren aso gleich neben den Ortskoordinaten g Spinkoordi-
naten ¢, ein. An die Stelle der reinen Ortsfunktionen y (1 ]g}, die
durch drei Quantenzahlen (nl,m) bestimmt werden, treten Orts-
Spinfunktionen (%, m,| ¢, 6,) = 9 (% | ¢)-#4;, die durch vier Quanten-
zahlen (nlm,ymy)  bestimmt werden. Wir schreiben fir diese vier
Quantenzahlen (n, I, m,my) ein einziges Symbol ¢ und fir die Orts-
und Spinkoordinaten g,a, ein einziges Symbol x. Statt (29.2) haben
wir also: | (29.6)

ve=vlelm)yle.iz) - ple =)

Die Nummer 3 steht abklrzend fur eine Reihe von Symbolen
@1, @4y - - -» 7. AUS (29.3) folgt durch Multiplikation mit den Spin-
funktionen w, v, -+-:

Wypg=Dospat---, (29.7)

wo die w,z; Summen von Ausdricken folgender Art sind:

1 * !
A(min, | mn,) fir mg = mg, mg, = my,,

Algion |00 = { (28.8)

und

0 sonst

B(g,| e} = B(m|ny).

Uben wir nun auf die Argumente xy, . . ., X in (29. 6) die Permu-
tation P aus oder, was dasselbe ist, Uben wir auf die Quantenzahl-
symbole g,, ..., g, die Permutation P aus, so entsteht aus g, eine
Funktion Py, welche wieder dem System der g, angehort und daher
mit ype bezeichnet werden kann.
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Wir bilden nun die antisymmetrischen Linearkombinationen
Y= Zp'ﬁpP!pﬂ.
Aus (29. 7) folgt durch Ausiibung der mit W vertauschbaren Opera-
tionen 3 &8,.P: WP, Swpg g Pots - e

Hier kann rechts ein und dasselbe Glied ¥, mehrmals vorkommen, da
ja neben ¥, auch ¥p, = 8p¥, mit den Koeffizienten wp,, s vorkommt.
Die Zusammenfassung aller dieser Glieder ergibt:

W= 3P, Q.4 -Qag:g,'%wm,ﬁ- (29.9)

Es ist fur das Folgende zweckméafRig, den Stérungsoperator durch
den vollen Energieoperator H — Ho + W zu ersetzen; seineMatrix (8,
stimmt mit (£,, Uberein bis auf die Diagonalglieder:

033':- Qgﬂ‘f‘ Etl‘ (2910)
Wir bezeichnen diese Matrix {8,4) einfach mit H. lhre Eigenwerte
sind die Energiewerte E, = E, 4 ¢,.

Die Hauptachsentransformation der Matrix H wird wesentlich ver-
einfacht durch die folgende Bemerkung: Wenn die Funktion 4 in
(29. 7) links zu bestimmten Eigenwerten M, = 2m; und Mg = Xm,
der Operatoren L, und S, gehort, so gehdren auch alle Glieder rechts
zu denselben Werten. Demzufolge zerféllt die Matrix (£, und daher
auch die Energiematrix H in so viele Teilmatrices H (M., M), as es
Wertepaare (M, Mg gibt.

Fur jedes Wertepaar (M. ,Mg) bilden wir nun die Spur der Matrix

H(ML,Ms) Sp(My, Ms)=_ 5 bgs. (29.11)

Em=M,

Zm, =M,
Diese Spur muR fir die auf Diagonalform transformierte MatrixH (M,Ms)
denselben Wert haben. Nun gehdren zu jedem Energieterm E, gewisse
Quantenzahlen L, S und (2L + 1) (2S + 1) Eigenfunktionen

T{:fg,ﬂs) (LM <L, —~S5KMgLS),

denen je ein Diagonalglied E, der auf Diagonalform transformierten
Matrices H(M., Mg entspricht. Folglich ist die Spur Sp(M_. ,Ms) der
Matrix H(M_,Ms) gleich der Summe aller derjenigen Terme E,,
deren L= | M, | und deren S =z | M| ist:

Sp{My, Mg)= Y E,(L,S). (29.12)

Lz|Mel
&= | Ms|

Sobald die Spuren linker Hand bekannt sind, hat man in (29. 12) ein
lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Terme E,. Wenn ins-
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besondere zu jedem Wertepaar (L, S) nur ein Term E, (L, S) gehort,
wie es haufig der Fall ist, reicht das Gleichungssystem (29. 12) zur
Bestimmung aller E, aus.

Die Diagonalglieder 6,4, aus denen sich §M_ Mg zusammen-
setzt, sind aus (29. 9) und (29. 10) zu entnehmen:

Op8 = Q4+ Bo= 2 0pwpss+ K. (29.13)

Zu ihrer Berechnung hat man in (29. 7) rechts die Glieder mit a = PR
oder w, = Py, zu suchen. Nun kommen in (29. 7) nur solche Glieder
rechts wirklich vor, bei denen héchstens zwei Quantenzahlsymboleg;, g,,
von gy in g}, ¢, abgeandert sind; die Permutation P kann aso nur die
Identitat (g} == ;. o == 0,) oder eine Transposition (4,) (o} = p,., ;. == 01)
sein. Demnach kommen in (29. 13) nur die Glieder

wpp = X dles ul el + I Bl |
2 ; (29.14)

Wy = A{e; 2u i 24 Ql) l
wirklich vor. Das letzte Glied, das ,,Austauschintegrai”, ist nach (29. 8)
nur dann von Null verschieden, wenn die Spins des A-ten und p-ten
Elektrons gleichgerichtet sind, wahrend das erste w,; von den Spins
unabhéngig ist und einfach den Mittelwert der Storungsenergie W im
Zustand 1, bedeutet. Die Glieder B (g; | ¢;) sind sogar von den Quanten-
zahlen m unabhéngig; wir wollen se mit dem Glied E, von (29. 13)
zu einem einzigen Ausdruck

I=FK,+ 723(9;-91)
zusammenfassen. Setzen wir weiter

T, o) = Alee'led); Klo.¢)= Alpe’] o 0),
so wird nach (29. 13):

Opa==0ler, 000 0) =1+ 2 (o0l — T Klg 0l (29.15)

Die Glieder  4- >} in diesem Ausdruck geben die mittlere Energie
des Zustandes y, an. Das Austauschintegral K ist, wie in § 26 schon
bemerkt, meistens positiv. Da fir die Summe XK nur die Elektronen-
paare mit gleichgerichteten Spins in Betracht kommen, so ist 3’K am
grofliten, wenn moglichst viele Spins gleichgerichtet sind, also fir die
grolten Werte von Mg und 5. Daraus erklért sich die empirische
Regel, dal3 die Terme gréliter Multiplizitdt 25 + 1 meistens am tiefsten
liegen. Wie im Ubrigen die Lage der Terme sein wird ergibt sich in
jedem Einzelfall aus den Gleichungen (29. 12).

Beispiel. Zwei Elektronen, von denen eines in einer s-Bahn. Etwa
ns,n'p. (In den Fallen ns, n's oder ns, n'd usw. ist das Schema der
Rechnung genau dasselbe)) Die méglichen Terme sind: P, °P; die zu-

v. d. Waerden, Gruppentheoretische Methode. 9
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gehdrigen Termwerte werden ebenso bezeichnet. In den Gleichungen
(29. 12) geniigt es, M. = 0 und Mg = 0 und 1 zu wahlen. Man erhalt
aus (29. 12):

Sp(0,0) =P + 3P,

54(0,1) =3P.

Nach (29. 11) und (29. 15) ist, wenn man die Symbole g, = (nfm;m,)
ganz ausschreibt:

S0, 1) =600+, w10+ =T + J(#00,%10)— K(#00,4'10),
SH0,0) = 8100+, 7’10 —) +0(100 —, ' 10+) = 20(n00—, W' 104)
=2I4+2J{(n00,4'10).

Daraus folgt also
WP=J4+]J-K,

tP-=J4 J+ K.

Die Differenz der beiden Terme ist also gleich dem doppelten Aus-
tauschintegral, wie im § 26.

Die Diskussion komplizierter Beispiele wird durch folgende Hilfs-
betrachtung erleichtert: Wenn wir eine vollbesetzte Schale und noch
einElektron x, (mit Quantenzahlen n, I, m ,m) betrachten, so entsteht
aus jeder Eigenfunktion  (g,, x,) des einen Elektrons nur eine Eigen-
funktion v, des Systems, dessen Energie E, unabhangig von den
Quantenzahlen Ms = ms und M = mjist. Die TeilmatricesH (M., My)
haben je nur ein einziges Element 0g; =1 -+ 3] — YK = E,; ads0
mu 3 j — MK von m und mg unabhangig sein. Diejenigen Sum-
manden in X J'und 3K, welche die Wechselwirkung der Elektronen-
paare innerhalb der abgeschlossenen Schale beschreiben, sind allein
schon von m; und mg unabhangig, da sie mit den Quantenzahlen des
aulleren Elektrons gar nichts zu tun haben. Mithin ist die Summe der
Glieder in X' — YK, welche die Wechselwirkung des &uReren Elek-
trons x, mit den Elektronen der vollbesetzten Schale beschreiben, un-
abhangig von den Quantenzahlen m, ,ms dieses auRBeren Elektrons.

Dieser Satz bleibt natlrlich gelten, wenn auBer dem einen Elektron
und der abgeschlossenen Schale noch andere Elektronen vorhanden
sind, denn die Werte der Integrale J und K, die sich immer nur auf
zwei Elektronen beziehen, bleiben von dem Vorhandensein anderer
unbeeinfluf®t. Die Glieder in 3'J und XK, die sich auf solche Elek-
tronenpaare beziehen, von denen ein oder beide Elektronen sich in der
abgeschlossenen Schale befinden, ergeben zu allen Matrixelementen 8, 4
und daher auch zu allen Energietermen E, einen festen Beitrag, d. h.
das Vorhandensein der abgeschlossenen Schale beeinflufdt wohl die Lage
des Termsystems, aber nicht die Aufspaltung. Fir die Berechnung der
Aufspaltung kann man sich demnach auf die Elektronenpaare beschran-
ken, welche auRerhalb der abgeschlossenen Schale sich befinden.
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Fur die Auswertung der Integrale J und K, sowie fur die Dis-
kussion von weiteren Beispielen verweisen wir auf die Originalabhand-
lung von J. C. SLATER™.

§30. Die reinen Spinfunktionen und ihre Transformation
bei Drehungen und Permutationen.

Durch die in §28 und § 29 benutzte ,,zweite Methode" sind noch
zwei Fragen unerledigt geblieben, namlich: Zu welcher Darstellung der
Permutationsgruppe gehdren die aufgestellten Eigenfunktionen, wenn
man vom Spin ganz absieht ? Und mit welchen Spinfunktionen missen
sie multipliziert werden, wenn man die richtigen (antisymmetrischen)
Wellen funktionen erhalten will ?

Um diese Fragen zu beantworten, missen wir auf die ,,erste Methode"
zuriickgreifen, d. h. Raum- und Spinfunktionen trennen und fir beide
gesondert die Darstellungen der Drehungs- und Permutationsgruppe
ausreduzieren. Wir wissen nach 8§25, dald immer zwei zusammen-
gehorige Darstellungen A und A’ der Permutationsgruppe fur die Raum-
und Spinfunktionen in Betracht kommen, zwischen denen die Be-
ziehung (28. 2) besteht. Es genligt demnach, s1* zu bestimmen und wir
kénnen uns auf reine Spinfunktionen beschranken.

Alle Spinfunktionen von f Elektronen setzen sich aus 2 Produkten

A (Aog, ... =1,2} (30.1)

linear zusammen. Sie bilden also einen 2/ dimensionalen Vektorraum %,
der linear in sich transformiert wird erstens bei Permutationen der
Elektronen, zweitens bei Drehungen des Raumes, oder, was dasselbe
ist, bei gleichzeitiger unitérer Transformation der Variablenpaare
%, v,,.... 4. Wir haben aso in # eine Darstellung n der Permuta-
tionsgruppe &, und eine Darstellung é der unitdren Gruppe u,. Die
Ausreduktion dieser beiden Darstellungen kann nach § 13 gleichzeitig
geschehen, da die Operationen der beiden Gruppen miteinander ver-
tauschbar sind. Es lait sich aber noch mehr behaupten, namlich:

Alle mit den Matrices des Systems s vertauschbaren Matrices T sind
Linearkombinationen der Matrices des Systems &

Beweis. Die Transformation 7 sei durch

T”ﬂ UR. . '£,=‘.}:Cl'l,,(i',“,u.,l"'f'h-' 'U}l!‘ ' -t'! (30. 2)
gegeben. Soll nun 7 mit den durch die Permutationen der Buch-
staben #, v, ..., w hervorgebrachten Transformationen vertauschbar

sein, so missen die Koeffizienten ¢ ,:,. ... .. Dei Permutationen
der Indexpaare in sich Ubergehen. Schreiben wir einen Index | statt

1 SLATER, J. C: Phys. Rev. Bd. 34(2) (1929) S 1293.
9*
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des Indexpaares 4,4’, ebenso m statt g, " usw., so muid also ¢; ,, .
in alen Indices symmetrisch sein.
Das System b besteht aus allen Transformationen, die durch

w= Yot vh= NCruthe ...

mit
(‘711 cm):(_%fi) und &+ gf =1

Cor Cap

v alh

hervorgebracht werden; das ergibt
Wt et oW == ST aChrys > Oy tip Uyt Wy,
also jeweils eine Transformation (30. 2) mit Koeffizienten
Citd, g ey’ = CQEW 4" = “Caty,
oder Cimevr-n==C1Cm® * *Eus (30.3)

Zu beweisen ist, da ale symmetrischen ¢,,,..., Linearkombina-
tionen der speziellen ¢,,..., von (30. 3) sind, oder dal alle linearen
Gleichungen

»
Z?!m---wlfhn---n: g,

welche fir die spezielen ¢, ,.... (30. 3) gelten, auch fur jedes sym-
metrische ¢,,,..., gelten.

Wir setzen
C = ol ==& + 18, €1a = }?= “a"'"i“-ul (30.5)
Cop == & = @) — 1y, e — B —agt i | .
Wenn nun eine Gleichung gilt:
E?Im---n‘?{cm“‘cn:o’ (306)

so erhdlt man daraus durch Einsetzen von (30. 5) eine Gleichung, welche
fir ale reellen a; ,a,, a; ,as it af + &% 4 42 + a = 1 gilt. Wegen der
Homogenitat bleibt diese Gleichung gelten, wenn alle a, mit einem
gemeinsamen reellen Faktor 2 multipliziert werden; aso gilt die Glei-
chung identisch in a; ,a,, as, a;, und somit verschwinden alle ihre
Koeffizienten. Nun kann man aus diesen Koeffizienten rickwarts die
Koeffizienten von (30. 6) berechnen, da man aus (30. 5) die a; ein-
deutig auflésen kann. Also verschwinden auch die Koeffizienten von

30.6). D.h., es gilt
(30.6) g P a0,

wo P ale Permutationen der Indices durchlduft. Daraus folgt aber
(30.4) fur beliebige in den Indices symmetrische ¢, ..., Was zu
beweisen war.

Das System der mit n vertauschbaren Matrices, wir nennen es e,
besteht also aus allen Linearkombinationen der Matrices von &. Wenn
ein Teilraum des Vektorraumes invariant ist gegeniber o, so ist er
es auch gegenuber §, und umgekehrt; ist er irreduzibel gegentber g,
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S0 ist er es auch gegeniiber 8; sind zwei Teilrdume &quivalent gegen-
Uber o, so sind sie es auch gegeniber &, und umgekehrt.

Nach 8§ 13 ist nun das System ¢ sehr leicht aufzustellen: Reduziert
man die Darstellung m aus und ordnet die Basisvektoren in Recht-
ecken an

Vll:u—jvln il,—--; Vlas'

: L : Coees (30. 7)
V;;]_....,an Vi-':.---,Vi:’n'_

deren Zeilen sich bei der Gruppe n jeweils alle gleich und irreduzibel
transformieren, so werden die Spalten dieser Rechtecke durch die Trans-
formationenvon ¢ gleich, aber sonst willklrlich transformiert. Daraus
folgt also, dal? die Spalten dieser Rechtecke auch fir die Darstellung &
aquivalente irreduzible Darstellungsrdume bestimmen, wobei die Spalten
verschiedener Rechtecke indquivalente Transformationen erleiden. Zu
jeder in n enthaltenen irreduziblen Darstellung der Permutations-
gruppe gehort also durch Vermittlung der Rechtecke (30. 7) eine be-
stimmte irreduzible Darstellung der unitéaren Gruppe u, oder der Dre-
hungsgruppe b . Da die verschiedenen irreduziblen Darstellungen von u,
durch ihre Spinzahl S unterschieden werden kénnen, so kann diese
Spinzahl gleichzeitig zur Unterscheidung der irreduziblen Bestandteile
von ¢t dienen: Zu jedem § gehort (bei gegebener Elektronenzahl f)
eine ganz bestimmte in n enthaltene irreduzible Darstellung A" der
Permutationsgruppe und zu verschiedenen S gehdren verschiedene
Darstellungen. Wir bezeichnen diese Darstellung A* fortan mit Aj

Far S kommen nur die Werte § = 2’: —g (g ganz, = ;) in Betracht.

Um nun die Rechtecke (30. 7) explizite hinzuschreiben, suchen wir

fur jedes S == é—-—-g zunéchst solche GroRen im Vektorraum 9 zu
bestimmen, die sich bei der Gruppe u, nach der Darstellung Ds trans-
formieren. Wir kénnen dabei so verfahren wie im 8§ 18: wir flihren ein
kontragredientes Variablenpaar x,, x, ein und bilden aus g ,,Klammer-
faktoren" von der Art w,», —#,v, und f — 2g ,,Linearfaktoren” von

der Art #,x, + #,x, den invarianten Ausdruck
B = (169, — t6g01) - + - (P19 — $291) (161 7a%a) - - - ({3 +- L3555} . (30.9)
Dann transformieren sich die Koeffizienten WS, der Monome

wEFH I X
Y(s 4 a1 s — Aty
in A nach der Darstellung Ds. Damit haben wir fir jedes der Recht-
ecke (30.7) eine Spalte gefunden. Die anderen Spalten findet man
jeweils durch Permutation der Buchstaben u bis t. Unter allen durch
Permutationen entstehenden Ausdriicken hat man nur ein System von

[ J—
=
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linear-unabhéngigen zu behalten. Jede Zeile der so gefundenen Recht-
ecke transformiert sich dann bei Permutationen nach der Darstellungdy.

Beispiel. Fir f=3 haben wir im 2°-dimensionalen Raum der
Produkte %, v, w, die folgenden Rechtecke:

e
S=14 ELERCA

U U Wy - 4, Vot -t Ty
g Uy Wy - 16,0, 10, b 14,V 10

e
¥ 3uyv,w;

S=35 | (v, — sty (th @y — 1))

(v vy — 1,0) @, (10, — o) ¥,

Zu bemerken ist, dal? die Spinfunktionen W$3,, die Koeffizienten
von (30. 8), dadurch charakterisiert werden kdnnen, dald sie in den
ersten g Elektronenpaaren antisymmetrisch, in den weiteren f — 2g
Elektronen symmetrisch sind. Im Vektorschema hat man sich die Spins
der g Paare jeweils entgegengesetzt gerichtet und die der (brigen

f - 2g Elektronen gleichgerichtet vorzustellen. Der resultierende Spin
ist dementsprechend S == 22g ;‘»—g

Aus unserer Konstruktion der Darstellungen Ay folgt, daB alle
Matrixelemente dieser Darstellungen rationale Zahlen sind. Daraus
folgt, dal die Darstellung A% mit ihrer konjugiert-komplexen oder

kontragredienten Darstellung zi’s (vgl. 8 12) aquivalent ist. Infolgedessen
vereinfacht sich die Beziehung (28. 2) zu

Ag= AyxA.
Die Berechnung der Charaktere der Darstellungen Ay von &, ist
auf Grund des Vorangehenden nicht schwer: es genligt, die Spur einer

Transformation AP im Raum #, wo A eine spezielle unitéare Trans-
formation der Gestalt
1y = £ %y ; thy = LT uy

und P eine Permutation ist, auf zwei Weisen zu bestimmen: einmal
unter Zugrundelegung der ,,Rechtecksbasis" (30. 7) und ein zweites Mal
unter Zugrundelegung der Basisu, v, - - - »,. Das Ergebnis der Rechnung
ist folgendes: Wenn die Permutation P der Buchstaben uv ... in zyklische
Permutationen von je &y, e, ..., o, Buchstaben zerféllt und wenn

x5(P) den Charakter von P in der Darstellung A bedeutet, so gilt
die Formel

%:Z.;(P](Cgs - 0282 L. L - LS
S A e oy WS S SR
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wo die Summation sich Uber alle § = § f — g erstreckt. Multipliziert
man noch beide Seiten mit {7{1 —{2) und setzt {2 = 2, sofolgt: x5 (P
ist der Koeffizient von z# im Polynom

(1 2) (142 (1 2 (1 — 7).

Um daraus die Charaktere der Darstellung 44 zu erhalten, braucht
man nur die Charaktere der ungeraden Permutationen mit — 1 zu
multiplizieren.

Es sei noch erwéhnt, dal die in diesem Paragraphen angewandte
Methode der Untersuchung der Transformationen der Potenzprodukte
u,v,-++f bei Permutationen und linearen Transformationen der

Variablenreihen uv ... auch dann (mit einigen Modifikationen) an-
wendbar ist, wenn es sich um Reihen von n (statt von 2) Variablen
handelt (A, ¢,...,»=1,2,...,#). Wahlt man # = f, so kommt in

der Darstellung n der Permutationsgruppe &, jede irreduzible Dar-
stellung von &, mindestens einmal als Bestandteil vor. Diese Tatsache
kann zur Berechnung der Charaktere der symmetrischen Gruppe be-
nutzt werden. Fir die weitere Durchfilhrung dieser Betrachtungen ver-
weise ich auf die Originalabhandlungen von | . scHurR und H. weyL!
sowie auf H. wey L2

V1. Molekiilspektren®.

§ 31. Die Quantenzahlen des Molekiils.

Zur Gewinnung eines rohen Uberblicks tiber die mdglichen Energie-
terme eines Molekils und zur Behandlung von Stabilitatsfragen fafdt
man das Mol ekl zunachst auf als ein System mit zwei festen Kernen &, &
und etwa f Elektronen q; bis gr im Feld dieser beiden Kraftzentren.
Denkt man sich die Kerne & und & auf der Z-Achse gelegen in Ent-
fernungen fle und 8¢ vom Schwerpunkt, wo

M Mo
= 3 e Ao 2

1}

M® M'= Kernmassen, p = Kernabstand,

ist, so gestattet dieses Zweizentrenproblem die Gruppe der Drehspiege-
lungen um die Z-Achse, deren Darstellungen wir im 8§ 10 (Beispiel 3)

1 SCHUR, | .: Dissertation Berlin 1901. WEYL, H.: Math. Z. Bd. 23 (1925) s 271.
SCHUR, | .: Sitzungsber. Berlin 1927 S 58.

2 WEYL, H.: Gruppentheorie und Quantenmechanik 2. Aufl. Kap. V.

% Fur eine ausfilhrlichere Darstellung der Theorie der Moiekiilspektren vgl.
R. DE L. KRONIG: Band Spectra and Molecular Structure. Cambridge 1930. Dieses
Buch von KRONIG und das vorliegende Kapitel ergénzen sich insofern, als gerade
die gruppentheoretischen Betrachtungen, die hier dargestellt sind, bei KRONIG
fehlen.
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schon bestimmt haben. Das Ergebnis war das Folgende: Die Eigen-
funktionen ¢, , haben je eine axiale Quantenzahl A, deren Bedeutung
ist, dal® bei einer Drehung (0,0,y) die Funktionen ¢, den Fak-
tor ¢¥¢4¥ annehmen. Im Fall A =0 gibt es zwei Arten von Eigen-
funktionen ¢; und g, die bei der Spiegelung s, (" = —y} die Fak-
toren + 1 und —1 annehmen. Wir schreiben in diesen Féllen /1 —= 0+
bzw. A = 0—; die zugehdrigen Darstellungen (ersten Grades) der Dreh-
spiegelungsgruppe  heiBen A und Ay . Fir A > 6 dagegen gibt es
zwei Eigenfunktionen ¢, und ¢..4 zum gleichen Energiewert, die bei
der Spiegelung s, ineinander Ubergehen und zusammen die irreduzible
Darstellung zweiten Grades 9, erleiden.

DieTerme mit A = 0+,0-,1,2,3,... bezeichnet man mit den grie-
chischen Buchstaben >, 3=, IT, A4, ®,. .., die den friheren lateinischen
Buchstaben S, P, D, F, . . . fir Atomterme entsprechen. Unter Beriick-
sichtigung des Spin ergibt sich flr diese Terme eine weitere Aufspaltung,
auf die wir spéter zuriickkommen.

Bei der infinitesimalen Drehung I, ist F,e,-: --éd¢,, mithin

hat fur den Zustand ¢4 den scharfen Wert i#/. Die tibrigen Kompo-
nenten hL,, hL, sind naturlich keine Konstanten. Im Vektorschema
stellt man sich vor, da3 der momentane Drehimpulsvektor eine Pr&
zesson um die Kern Verbindungslinie ausfiihrt, wobei seine Z- Kom-
ponente konstant = &.A bleibt.

Nun ist aber ein Molekdl in Wirklichkeit nicht ein System mit zwei
festen Kernen, sondern ein System von zwei beweglichen Kernen &,
und f beweglichen Elektronen. Halten wir den Schwerpunkt im Anfangs-
punkt fest, so bleiben ein fiktiver Kern (vgl. 83) mit Koordinaten go
und / Elektronen g4, . . ., g, beweglich. Das ganze Problem ist drehungs-
invariant und die Eigenfunktionen erleiden bei Drehungen eine Dar-
stellung Dk mit Spiegelungscharakter w == L 1., Die Fragen, diewir zu
beantworten haben, sind: Welche Beziehung besteht zwischen den
Eigenfunktionen ¢, des Zweizcntrenproblems und den Eigenfunk-
tionen % des frei drehbaren Molekiils ? Welche zwischen der Quanten-
zahl A und den Quantenzahlen Kmw? Welche zwischen dem Energie-
wert (g} des Zweizentrenproblems mit Kernabstand g und den wirk-
lichen Eigenwerten, bei denen der Kernabstand nicht fest ist ?

Wir vernachléssigen vorlaufig den Spin. Eine Schar von Eigen-
funktionen des freien Molekdls, die sich bei Drehungen nach ¥, trans-
formiert, mdge von den 2K + 1 Funktionen

P ge, 1h - 4y)

aufgespannt werden. Dabei bedeute ¢, (wie g- in 8 3) die Koordinaten
eines fiktiven Kerns, der sich vom Schwerpunkt ausin der Richtung k&’
in der Entfernung ¢ befindet.
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Der Punkt {0,0,p} auf der Z-Achse, in den der Punkt g, durch
eine passende Drehung D Ubergeht, mége mit ¢ bezeichnet werden.
Wenn bei einer Drehung D die Funktion ™ in ‘4" (bergeht, so ist

P gy, . .., ) =" (D, .. . Dg)=a,,(D)yp@(Dqy, ..., Dgj,

wo «,,, (D) die Elemente der darstellenden Matrix von D in der Dar-
stellung Dk bedeuten. Wahlt man nun die Drehung D so, dalR.Dg, = @
ist, so folgt:

v gy, .. g =}>J%m(9) v @, Dg, -, D). (3L

Diese fir das Folgende grundlegende Formel leistet die Zuriick-
fdhrung der g-Funktion auf 2K +1 Funktionen

W= g g) =K K1, —K),

welche zwei Freiheitsgrade weniger enthalten.

Die Drehung D ist durch Angabe der Punkte go und ¢ natirlich
nicht vollstandig bestimmt, sondern sie kann noch durch D,D ersetzt
werden, wo D, eine Drehung (0,0,y) ist, die den Punkt @ invariant
laRt. Die Drehung Dy wird in der Darstellung Dk durch eine Diagonal-
matrix mit Elementen e *®r dargestellt. Ersetzt man in (31.1) D
durch D,D, so kommt

'f"m](QG! T4y '.?f) :Z‘e—i”“um(n) %i’{‘”(().’ D:- D ?1, Tt DTD%') .
7

Damit dieser Ausdruck mit (31. 1) Ubereinstimmt, muf}

ety Q, Dyqy, ..., Dyg) = 910, gy, -, 00,
oder

D? y:ff} = ¢ ¥ Qpéf} (31 2)

sein. Das wullten wir zwar schon vorher, aber die jetzige Betrachtung
zeigt, dal’ die Eigenschaft (31. 2) der Funktionen ¢’ auch hinreicht,
damit die Funktionen (31. 1) nur von den Koordinaten ¢, bis ¢, nicht
auch von der Wahl von D abhangen.

Man verifiziert leicht, daB bei beliebiger Wahl der Funktionen %%
gemé&l der Bedingung (31. 2) die Funktionen (31. 1) wirklich einelineare
Schar bestimmen, welche bei Drehungen die Darstellung Dk erleidet.

Bei festem @ sind die Funktionen " die Eigenfunktionen des
freien Molekils bei einer bestimmten Lage der Kerne auf der Z-Achse.
Wir nehmen nun an, dafl} diese Funktionen bis auf einen nur von g ab-
héngigen Faktor néherungsweise Ubereinstimmen mit den Eigenfunk-
tionen ¢, des zu Anfang dieses Paragraphen besprochenen Zweizentren-
problems. Dal} diese Annahme berechtigt ist, sobald die Kernmasse
gro3 gegen die Elektronenmasse ist, werden wir im né&chsten Para-
graphen genauer einsehen. Vorlaufig genige die Bemerkung, dal fur
das Studium der Elektronenbewegung die viel schwereren Kerne néhe-
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rungsweise as ruhend betrachtet werden kénnen. Da die Funktion ¥
bei der Drehung D den Faktor e~** annimmt, m ig =4 Ai n .
Im allgemeinen werden Funktionen ¢, mit verschiedenen A zu ganz
verschiedenen Energietermen gehdren; es wére also aussichtslos, solche
%y 4 Mit verschiedenen A as Approximationen fir ' in einen einzigen
Ausdruck (31. 1) zu vereinigen. Wir nehmen daher an, dafl? in der Glei-
chung (31.1) alle ¥’ rechter Hand approximativ Null sind, mit Ausnahme
von hochstens zwel unter ihnen, die zu den Werten g = 4 A gehdren und
néherungsweise durch {.{e} g .4 f-(e) ¢ _.10egeben werden. Natlrlich mufd
dann K =2 A sein. ImFall A==0ist entspryf=Fflggyzu
setzen.

Das Verhéltnis der Funktionen fi{g) und j_{g) bestimmt sich
ohne Mihe aus dem Verhalten der Schar (31. 1) bei der Spiege-
lung s (%' = —x, 9" = —y, 2 = —z}. Ist 5, die Spiegelung 3" == —
und Dy die Umdrehung um die y-Achse (%" == —x, 2’ == —2z}, sogilt
D,s =s,. Um nun ™ (sq,, . . ., sg,) nach (31. 1) zu berechnen, miissen
wir die Drehung kennen, die den Punkt sgo in @ Uberfuhrt. Sie ist
DD, denn D fihrt sg, ins@Q == (0,0, —p} und D, fihrt sQ in Q Uber.
Mithin ist

'Pt’“’(sﬁ’u- *‘Ir}— ,;- 9m(D D [’j(Q'DuDSQU "*»DﬂDs%‘)-
oder wegen Ds=-sD und D,s =s,:

W s e, - ., S =%’2a¢h(l),) Ay (NN Q, s, Dy, .. L8, D) (31.3)
¥

DieMatrix (a,, (P,}) gibt an, wie sich die Grundvektoren », der
Darstellung Dy bei der Umdrehung Dy transformieren. Nun trans-
formieren sich die », wie uf+¢ g ~v ],(If_-i- g) (K — g) [vgl.(17.10)]
und die Umdrehung D, fiihrt u“" uz_“ in (— DEF =03 (ber

(vgl. 8§ 16); mithin ist
(D)= (—1%7 fiur b =g, sonst Null.
Das setzen wir in (31.3) ein:

w“"‘(S?a. sany SQJ') E%’ {—-1)%i kanm(D) ‘P{_-M(Q’ syDgy, .-, SvD91)°

Damit nun die Funktionen " zum Spiegelungscharakter w ge-
horen, muR dieser Ausdruck mit w- %™ Ubereinstimmen, d. h. es muR
sein:

(—1)E+7pt=0(Q, 5,9, ...,5,¢) =w-¢'9(Q, 9, ..., g7,

oder: die Funktion ¢% geht bei der Spiegelus, in (—1)%*" wyf?

Uber. Nun haben W|r oben angenommen, dai3 alle naherungswe|se
Null sind mit Ausnahmevon einer oder zwei mit g == 4- A, welche durch
. (0) pra gegeben sind. Im Fall A =0 ergibt sich, daf yy’ bei der
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Spiegelung s, den Faktor {— 1)¥ zz annimmt, d. h. daR
(—1E= 1w fir A=0Q

(—~ 8= —w fir A=0 (31.3)

ist. Im Fall 4 >0 finden wir, dai {.{p}¢4 bei der Spiegelung s, in
(—1)E* 1 wf_(o) p_ 4 Ubergehen muB; da aber ¢, bei derselben Spie-
gelung in @__; Ubergeht, so hat man

i@ = (—1E+ 1w (o). (31.4)

In diesen Fallen sind aso immer beide Werte von w mdglich; zu
jedem w = -+ 1 gehort eine Schar von Eigenfunktionen (31. 1). Dagegen
ist fur st ==0 dasw durch (31.3) bestimmt. Wir schreiben fortan f (o)
statt f; {g).

Im né&chsten Paragraphen wird sich ergeben, da3 die Funktion §(g)
eine Eigenfunktion eines Schwingungsproblems ist und von einer
Schwingungsquantenzahl v =0, 1, 2, . . . abhéangt. Die Quantenzahl K,
die den Gesamtdrehimpuls hK des Molekiils bestimmt, heilst die Rota-
tionsquantenzahl; sie kann die Werte K = A, A 41,4+ 2,... an-
nehmen. Die Energie des ganzen Molekils hangt in erster Linie von
dem Elektronenzustand, in zweiter Linie von der Schwingungsquanten-
zahl v und in noch geringerem Mal schliefflich von der Rotations-
guantenzahl K ab. Es gibt aso fur jeden Elektronenzustand ein System
von Schwingungstermen, deren jeder durch die Rotation weiter auf-
gespalten erscheint.

Wie aus der Bedeutung der Quantenzahl A im Fall der festen Kerne
hervorgeht, hat man hA as die Grole der Komponente des Gesamt-
drehimpulses in der Richtung der Kernverbindungslinie anzusehen. Die
Termemit A == 0, 1, 2, 3, 4 werden, wie schon bemerkt, mit den Buch-
staben X, T, A, @, I' bezeichnet.

Es gelten aus allgemein-gruppentheoretischen Grinden die Auswahl-
regeln:

K<«->RK—1, K, K+ 1 (ausgenommenQ «— () (31.5)
WA= — W, '

Um die Auswahlregel fir A herzuleiten, betrachten wir die Matrix-
elemente des elektrischen Moments von Elektronen und Kernen zu-
sammen. Man Uberlegt sich leicht, da® die von den Kernen her-
rihrenden Beitrage wegen ihrer langsamen Bewegung bei den in Frage
kommenden recht grofen Frequenzen ganz bedeutungsios sind. Wir
haben es also praktisch nur mit den Elektronen zu tun und haben die
Operatoren X = 3ex,, Y, Z mit den Eigenfunktionen (31. 1) zu mul-
tiplizieren und das Ergebnis wieder nach den Eigenfunktionell (31. 1)
zu entwickeln. Die Entwicklung gilt identisch in g, und daher ins-
besondere fir g, =@, D =1, "™ = ¢, Nun ist approximativ
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v =fil@) o, fUrm= 4 A, sonst = 0. Bei der Entwicklung von
X +i¥)g, (X —1Y}ep, und Z¢, nach den ¢, kommen nur
die Werte A*"=A+1,4,4---1 wirklich vor, da die Produkte
{X + 1Y) @4, usw. bei Drehungen D, die Faktoren e¢=i1+hr usw.
annehmen. Ebenso kommen bei der Entwicklung von (X 4-:Y) ¢F
und Z ¢ nur die Werte Aedér 0" und bei der Entwicklung von
(X +:Y)@y und Zgy nur Aedker 0- vor, w Zgf | .bZg;
sich bei den Drehungen Dy und bei der Spiegelung s, genau so verhalt
wie @ bzw. ¢, Mithin heil’t die Auswahlregel fir A:

Ae—sA4+1, 4,4 -1, abernicht 0+«—>0-. (31.6)
Es sai noch bemerkt, daR bei den Ubergangen 0+ «-=0+ und 0-« —0~

notwendig K um Eins springen mul3, da sonst wegen (31. 3) die Aus-
wahlregel fir w verletzt sein wirde.

8 32. Die Rotationsniveaus.

Zur exakten Rechtfertigung des im vorigen Paragraphen gemachten
Ansatzes und zur Berechnung der Rotationsaufspaltung greifen wir auf
die in § 3 aufgestellte Wellengleichung des Molekiils zuriick. Sie lautet
bei festgehaltenem Schwerpunkt und Vernachlassigung der allerkieinsten
Glieder:

At

H
Aoy : ;
SAf Au‘lp -_ iﬂ% .{Ja‘tp - { 3= }’11,0, (32 1)

. AfOM o
wo p die Elektronenmasse und M =~ i Tap €ne fiktive Kernmasse

bedeutet. In ihr setzen wir fir % die Funktion (31.1) ein. Um Ay
auszuwerten, schreiben wir den A-Operator in Polarkoordinaten:

wo A, der bekannte, nur auf 8, und ¢, bezugliche Operator ist, fir
den man nach (6. 4) auch schreiben kann:
Ag= — 88 = — (LE,+ 1§, + 13).
Die direkte Auswertung von A, nach (31. 1) wére nicht leicht,

da D und a,, (D) in recht komplizierter Weisevoné und ¢ abhéngen.
Wir fahren daher lieber den Gesamtdrehimpuls & mit Komponenten

Loz Lop+ Lyg+4-- -+ L,,, usw.
und den Elektronendrehimpuls £ mit Komponenten
Lo=Li 4+ L, usw.
ein. Ly ist mit L'y vertauschbar, ebenso L, mit L; und L, mit L',
Weiter ist £ = & — &', mithin
—~ Ay = Qe (TP =02 280 2, (32.2)
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Nun ist 22y = K (K -+ 1)y, da  zur Darstellung Dx und zum
Drehimpuls hK gehoért. Der Operator £’2 bezieht sich nur auf die Elek-
tronen und ist von derselben Art und GroRenordnung wie die Opera-
toren A, wird aber in (32. 1) mit dem tausendfach kleineren Massen-
faktor h?,M multipliziert; wir fassen ihn daher as kleines Stérungs-
glied mit dem Operator >'4, zusammen. So erhalten wir;

t # 20 | K(E+4D ,
"2"1'71(_5?#9"091‘- e” ) Ly

1\19

Das schwierigste Glied dieser Summe ist das mit &-. Nach (17. 8)
ist
Ly = 'v’(K ) (K = m 4 1) gl

V(K —m) (K + m + 1) pimtn,
Lyt = — 2‘. VK +m) (K — m 4 1) pi»—v (32.4)

+ 212.. T — m) (K + m — 1)pim+D,

L: w(ml . " ,P(m) .

Fuhren wir das in (32. 3) ein, so sind alle auf &;, @, beziiglichen Diffe-
rentialoperatoren verschwunden. Da die Schar (31.1) und die Diffe-
rentialgleichung (32. 3) drehungsinvariant sind, so ist die Differential-
gleichung (32. 3) identisch in D erflllt, sobald sie im Spezialfal D = 1,
Jo = Q erflllt ist. In diesem Fall wird

y=y@P=vpmle, g, ....q0 m=K K—1,.., —K).

Die Differentialgleichung (32. 3) verknlpft nun wegen (32. 4) die zu
verschiedenen Werten von m gehdrigen Funktionen 4$* untereinander.
Eine Losung von (32. 3) ist also erst durch ein System von 2K + 1
Funktionen ™ gegeben.

Wie aus (32. 4) hervorgeht, liegt das Glied mit &-8 in (32. 3) fir
grolle K groRenordnungsméafRig zwischen dem nicht sehr grofRen Glied
mit K (K + 1) und dem sehr kleinen Glied mit @%. Vernachl&ssigen
wir zunéchst einmal die beiden kleinen Glieder mit £-& und £2, so
bleibt eine Differentialgleichung dbrig, in der jeweils nur eine der
2K + 1 Funktionen ¢ vorkommt, und die vom Index m unab-
hangig ist:

2 % )
i o Tt Dy~ Sy Uy =Ey. (@25

Wir konnen aso fur m = K, K—I,.. ., —K beliebige Ldsungen
von (32. 5) wahlen, welche zum gleichen Eigenwert E gehtren und der
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Bedingung D, ap“"—e—‘“hp‘”“ genligen. Insbesondere ist es erlaubt,
ale yg* bis auf ein v oder bis auf zw eyfE-Pei c h Null zu setzen,
wie wir es in 8 31 getan haben. Das so gefundene Ldsungssystem von
(32. 5) bezeichnen wir mit ™, weil wir es as erste Approximation fir
die exakte Lésung von (32. 3) zugrunde legen wollen.

Wenn man zu (32. 5) noch das sehr kleine Glled2M &2 hinzuflgt,

so andern sich die Eigenfunktionen nicht wesentlich, sondern es tritt
nur eine winzige Termverschiebung ein. Von den drei Gliedern des Aus-
drucks@’'® == L’® + L't 4- L* ist dasdritte am leichtesten auszuwerten:
es ist namlich L'tpj._,"" = mgug"’, mithin L2 =Witp™. wollen
nur dieses dritte Glied beibehalten, die Gbrigen beiden aber vernach-
lassigen, trotzdem alle drei Glieder natlirlich von derselben Grofen-
ordnung sind. Als zweites Stérungsglied betrachten wir das Glied mit
-2 in (32.3). Wir wenden aso den Stérungsoperator
2
2@ = (L2 2L L, + L, + L L),
auf die approximativen Eigenfunktionen % an und entwickeln nach
diesen. Die Anwendung der Operatoren L, oder L, auf ein System
w0, w5 ™, von denen nur =4 vonNull verschieden sind,
ergibt nach (32. 4) ein System ', &=V <K in welchem nur
w1+ yon Null verschieden sind. Ubt man nachher noch die Opera-
toren L, und L; aus, die den oberen Index m nicht andern, so bleiben
aleyp™ auler =1+ Null. Entwickelt man dann die erhaltenen Funk-
tionen von m, g, ¢ nach den Funktionen 3™, so kommen nur solche
Funktionen wirklich vor, die fir # -= 4 A 4- L von Null verschieden
sind. Diese gehdren also zum Wert A* = 1 4+ 1 und daher im allge-
meinen auch zu einem anderen Energiewert as die gi-. Die Tenne
mit L'xLx und L'\L, im StOérungsoperator ergeben daher fiir unsere
Stdrungsrechnung keinen Beitrag. Es bleibt:
p AL — 2L L) ) = -2-;;}-’? (2 e 2 ) P
o,
= aarge ™ Y = ZMQ

_ Azwtom}.
Dieses Glied nehmen wir noch in die Differentialgleichung (32. 5) auf,
ersetzen diese aso durch:

,,a( # 20 h’_lf\’+1l,—_f_’_f)

TM T @

w0 e
~ 3¢ o3¢ tp——-é‘ﬁ%da'}«"‘l‘“Ui}'—Lw. (32.6)

Die Losung ¢4 dieser Differentialgleichung stellt dann die erste
Approximation der Stérungsrechnung dar. In dieser Approximation gibt
es, wie man sieht, noch keinen Unterschied zwischen den Termen mit
verschiedenen Spiegelungscharakteren w. Die Aufspaltung in zwei
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Terme mitw = £ 1 (das sog. o-Typ-Dublett) wirde erst in der néachsten
Approximation zum Vorschein kommen. Wir gehen darauf nicht naher
ein und bemerken nur, da3 die ¢-Typ-Aufspaltung; sich bei kleineren
Werten von K noch nicht bemerkbar macht, da dann das Stérungs-
glied &/« & nach (32.4) sehr klein ist.

Wir I6sen nun (32. 6) durch den Ansatz

v=F1lople ¢ --.v 91, (32.7)

wo f{p) eine sich mit g stark @ndernde Funktion sein mag, ¢ dagegen
sich mit g nur so langsam andern soll, dal3 der auf ¢ beziigliche Teil

. I . : FEI
der Differentiation a—‘:— mit dem kleinen Massenfaktor s 1N (32. 6)

vernachléssigt werden kann.
Die Funktion ¢ bestimmt sich aus der Differentialgleichung des
Zweizentrenproblems:

wr [l .
- ﬂ Zda?’ +Up=Elo e (32.8)
wahrend die Funktion gf == F der Differentialgleichung
bt B K (K 4 1) — A% o
( 2M, 092 +E{)+2 - _-r”‘ )l =EF (32.9)

genugen soll. Man errechnet | eicht, daf die so bestimmte Funktion (32. 7)
tatséachlich mit der angegebenen Vernacliassigung die Differential-
gleichung (32. 6) 16st, und unter der Annahme der Vollstandigkeit des
Systems der ¢ ergibt sich weiter wie im § 2, da3 man so alle Ldsungen
von (32. 6) erhalt. Die Annahme, dal? die LOsung ¢ des Zweizentren-
problems, passend normiert, nicht Ubermé&Rig stark von g abhéngt,
scheint wohl berechtigt. Eine Mitberlcksichtigung dieser Abhéngigkeit
mittels der Stoérungsrechnung wirde Ubrigens nur eine Termverschie-
bung, keine Aufspaltung ergeben.

Die Gleichung (32. 9) hat dieselbe Gestalt wie die Gleichung fir die
Schwingung eines materiellen Punktes in einer Dimension (Oszillator)
mit der potentiellen Energie

I . . 2
Eo)+yp 0t (32.10)
Ein stabiles Molekil ist natiirlich nur dann méglich, wenn dieser
Ausdruck irgendwo ein Minimum besitzt. Das ausschlaggebende Glied
in (32. 10), namlich £{g), ist nach (32. 8) genau die Energie eines
fiktiven Molekuls mit festen Kernen im Abstand ¢, wahrend das
Zusatzglied die Energie der ,Zentrifugalkraft" darstellt. Fir g =0
strebt E{g) gegen und flir g —»oo strebt E(g) gegen die Energie
E( ) enes Systems aus zwei getrennten Atomen oder lonen (siehe
Abb. 7).
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Die Differentialgleichung (32. 9) besitzt, wenn der Ausdruck (32. 10)
gegeben ist und ein Minimum hat, endlich oder unendlich viele Eigen-
werte E < E{oo) oder Schwingungsterme, die durch eine Schwingungs-
quantenzahl v = 0,1,2,3,... voneinander unterschieden werden. Ein
solcher Schwingungsterm andert sich meistens nicht sehr viel, wenn K

die Werte A, A 41,4 + 2,... durchlauft, da die Anderungen von
%fi%{f—ll klein gegenliber den Entfernungen der Schwingungsterme
L]
untereinander sind; daher gehort zu jedem Schwingungsterm .E, ; eine
Reihe von dicht nebeneinander gelegenen Rotationsniveaus, die zu den
verschiedenen Werten von K gehdren. Die ungeféhre Lage der Rota-
tionsniveaus ergibt sich sehr leicht aus der Stérungsrechnung: Wenn &,
eine normierte Losung von (32. 9) flr irgendeinen mittleren Wert %
L K(Kjkm-i-_l! ane

von K ist, so bewirkt das Stérungsglied YT

Erhoéhung des Eigenwerts um den Mittelwert
dieses Ausdrucks, aso um

K -~
wo o~ .
g 2 =[Fkg—zﬁkdg ist.
hi

e

Ein bestimmter Quantensprung der Elek-

tronenkonfiguration (d.h. der Eigenfunktion e,

des Zweizentrenproblems), eventuell verbunden
Abb, 7. Die Funktion E(g). ~Mit einem Sprung »->#" der Schwingungs-
quantenzahl, gibt im Spektrum Anlald zu einer
,Bande": einem Agglomerat von sehr vielen, meist dicht zusammen-
liegenden Linien, die den verschiedenen mdglichen Werten von A'
und K' entsprechen. Die Bande zerféllt in zwei oder drei ,Zweige":
den P-Zweig mit K K+ 1, den Q-Zweig mit K K und den
R-Zweig mit K K—1 (die Pfeile gelten fir Emission; bei der Ab-
sorption verlaufen se gerade umgekehrt)®. Sind Anfangs- und End-
zustand beide 3 Zustinde, so mu3 K um Eins springen (vgl. § 31,
SchiuR) und der Q-Zweig fallt weg. Ist weder der Anfangs- noch der
Endzustand ein »-Zustand, so sind alle drei Zweige doppelt, da fur
den Spiegelungscharakter w dann die beiden Springe + 1 — 1 und
—1 +1 moglich sind {g-Typ-Dublett). Die Verdopplung tritt erst
bei den groleren Werten von K in Erscheinung.
Alle diese Bctrachtungen gelten streng fir Singuletterme (5 = 0)
I'st aber ein resultierendes Spinmoment vorhanden, so kommt eine weitere
Aufspaltung hinzu, der wir uns jetzt zuwenden.

! Genauer miiRte man nach den neuesten Verabredungen die Zweige durch
P(K),Q(K) und R{K) bezeichnen.
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833. Berlicksichtigung des Spin.

Wir haben zwei Félle zu unterscheiden:

a) die Multiplettaufspaltung (Spinwirkung) ist grofd in Vergleich
zur Rotationsaufspaltung;

b) die Multiplettaufspaltung ist klein in Vergleich zur Rotations-
aufspaltung.

Der Fall atritt bei Molekilen aus schweren Atomen (J,, Hg, usw.)
ein, der Fall b bei den leichteren Molekilen (H,, He, usw.), sowie
stets bei 2-Termen. Den Grund dafir werden wir noch einsehen. Das
Ubergangsgebiet, wo Rotations- und Multiplettaufspaltung von der-
selben GroRenordnung sind, ist zum Glick nicht gro, da die Rota-
tionsaufspaltung bei wachsenden Atomgewichten abnimmt und die
Multiplettaufspaltung gleichzeitig zunimmt. Im Ubergangsgebiet neigen
die Terme mit groRer Rotationsquantenzahl K mehr zum Fall b, die
mit kleinem K mehr zu a

Im Fall b hat man einfach zuerst die Theorie des § 32 anzuwenden
und nachher den Spin zu berlicksichtigen. Aus jedem Term mit Rota-
tionsquantenzahl K und Spinquantenzahl S entsteht dann nach dem
uns gelaufigen Schema ein Multiplett mit J — K+5 K + S—1,
.. |K— S|, und es gelten die gleichen Auswahlregeln wie fir ein
Atom (vgl. 824).

Im Fall a hat man schon beim Zweizentrenproblem vor der Dis-
kussion der Rotationsaufspaltung die Spinkoordinaten einzufiihren.
Jede spinfreie Eigenfunktion ¢4 {(g;. - . .. ¢, gehort zu einer bestimmten
irreduziblen Darstellung der Permutationsgruppe, zu der nach dem
Pauliprinzip wiederum eine bestimmte Spinzahl Sgehért. Die Projektion
des Spinvektors auf die Z-Achse (= Kernverbindungslinie) hat die
Eigenwerte h2 (£ =S,S—1,..., —8) und zu jedem Wert von £
gehort eine bestimmte Funktion #x (gy, . ..,a,) der Spinkoordinaten.
Die Produkte ¢4 #y oder vielmehr ihre antisymmetrischen Linear-
kombinationen

qu]zgzaPP(pA uz,

sind die Eigenfunktionen des ganzen Systems in erster Anndherung.
Sie nehmen bei den Drehungen D, (0, 0, p) die Faktoren e—ir¢i+
an. Wir setzen daher 2 =4 + Z.

Bei der Spiegelung s, geht ¢, in ¢__; Uber. Um die Transformation
der #x zu erhalten, bemerken wir, da3 die Spiegelung s, sich aus der
Spiegelung s an den Anfangspunkt und der Umdrehung D, um die
y-Achse zusammensetzt. Bei s bleiben die Spinfunktionen #x invariant,
wahrend bei Dy das #y in (—1)5tF «_< Ubergeht. Daher geht @, v
ind_, _» Uber, und die beiden Funktionen ¢, », @_,4 _» erleiden
zusammen im Fall £ = 0 eine irreduzible Darstellung der Drehspiege-
lungsgruppe. Im Fall £ = 0 héatte man eigentlich noch Summe und

V. d. Wacrden, Gruppen theoretische Methode. 10
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Differenz @f = @45+ P4, und Oy =D, » — D_ 4 _+ zu bilden,
welche die Darstellungen %3 und ¥y erleiden; jedoch verzichten
wir hier auf diese Unterscheidung, weil ihr keine bedeutende Spin-
aufspaltung entspricht. Die Aufspaltung in 9§ und ¥g kann nachher
gleichzeitig mit der o-Typ-Aufsaltung berticksichtigt werden, da sie
von derselben Groéfenordnung ist.

Durch die Spinstérung treten die2S + 1 Terme mit verschiedenen X
auseinander. Ahnliche Uberlegungen, wie man sie bei der Spin-Bahn-
wechselwirkung bei Atomen anstellt, flihren dazu, die Wechselwir-
kungsenergie zwischen den Vektoren £ und & proportional dem Skalar-
produkt & = L,S,; + L,S, + L,S, anzusetzen'. In der ersten Ap-
proximation der Stdrungsrechnung bleibt von diesem Produkt £- & nur
das Glied L,S, = AZX Ubrig und das ergibt eine Aufspaltung propor-
tional zu =, in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Das Multiplett
heiBt normal, wenn die Energie mit 27 steigt, verkehrt, wenn sie bei
wachsendem 27 abnimmt. Fir .A =0 wird die Koppelungsenergie Null,
aso findet bei den 27-Termen in dieser Naherung keine Spinaufspaltung
statt. Das ist der Grund, warum bei 27-Termen stets der Fall b vor-
liegt. Wir setzen aso jetzt A > 0 voraus.

Nunmehr gehen wir wieder vom Zweizentrenproblem zum frei dreh-
baren Molekil Gber. Eine Schar von Eigenfunktionen des Molekils
mit Spin, gehorig zur Darstellung D, der Drehungsgruppe, mége durch

kil CTYRRR P PPN ) =§'P(vm’(‘?o- e g,
gegeben sein, wo die w, irgendwelche linearunabhéngige Funktionen der
Spinkoordinaten allein sind. Ubt man auf beiden Seiten eine Drehung
D' aus, welche den Punkt @ = (0,0, g) in qo Uberfihrt, so erhalt man

T, D) P (g, - . o 91 ) = 29" (Dgy, - . ., D) D1 w,, (33.1)
wo (a,, (D-1) die Matrices fiir D™ in der Darstellung D, sind und wo
D1y, = b, (DY) w,
die Transformationsformel der Spi;funktionen bei der Drehung D! ist.
Auflésung von (33.1) nach den ¢ linker Hand ergibt wegen Dgy = @
'P""’(Qo.---,q,a:0)=.§“M(D).§Jwi”(0,qu---.DQ;)D*‘wr- (33.2)

Diese Gleichung ist das Analogon der Gleichung (31. 1). Die rechts
auftretende Summe 3] entsteht durch die Drehung D™ aller Elektronen

und Spins aus der Funktion

20 q - g =90, 01 Gy Byl L, O

Ll

Yo

! Fiir eine genauere Begriindung siehe W. KRAMERS: Z. f. Physk Bd. 53
(1929) S.429.
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Von diesen Funktionen % nehmen wir wieder an, dal se néhe-
rungsweise Null sind mit Ausnahme von (einer oder) zwei unter ihnen,
¥59 und ¢§?, welche gleich f,(e)®4,» und f_()P_, . » gesetzt
werden. Die Rechtfertigung dieser Approximation kann in derselben
Weise wie in 8 32 durchgefiihrt werden, sobald die Spinglieder in der
Wellengleichung bekannt sind oder plausibel angenommen werden.
Jedoch verzichten wir hier auf die Durchfiihrung dieser etwas umstand-
lichen Rechnung. Das Verhdltnis der Funktionen f. und f_ kann wie
in 8§31 bestimmt werden aus dem Spiegelungscharakter der Eigen-
funktionen (33. 2); man findet

f—(@)=(— 1)+ *wf (o).

Die Funktion f{g} = f+(p) wird as Eigenfunktion einer Schwin-
gungsgleichung bestimmt, die analog zu (32. 9) gebaut ist, nur daR
darin J an Stelle von K auftritt.

Jeder Term des Zweizentrenproblems mit Spin mit bestimmten
Quantenzahlen 4 >0, 5, 2" und £ = A + X gibt aso AnlaR zu einer
Reihe von Schwingungstermen mit v=0,1,2,..., von denen jeder
wieder aufgespalten ist in Rotationsnhiveaus, die durch die Rotations-
quantenzahl J und den Spiegelungscharakter w — + 1 voneinander
unterschieden werden. Es gelten die exakten Auswahlregeln

J=>J—1, 7, J+1 (P,Q undR&welg),} (33.3)
W — W,

Um die Auswahlregeln fur A und 27 herzuleiten, verfahren wir wie
im 831: Wir setzen in den Reihenentwicklungen fir Xy, Y, Zy
einfach g, = ¢ und D = 1, wodurch wir auf die Auswahlregeln flr
das Zweizentrenproblem mit Spin zuriickkommen. Bei nicht zu grofer
Spinwirkung lauten diese Auswahlregeln, wie man ohne weiteres sieht:

A—-A+4+1, 4, A—-1,
22
Die erste dieser drei Regeln ist praktisch sehr gut erfllt. Wenn

die beiden anderen bei schwereren Elementen einmal verletzt werden,
so gilt doch immer fir die Summe A + X = £ die Regel

2502-1,8, 0241,

Bei Ubergangen von Fall a zu Fall b oder umgekehrt (3-1I Uber-
gangen bei schwereren Elementen), sowie im Ubergangsgebiet, wo die
Spinstérung gleichzeitig mit der Rotationsaufspaltung zu behandeln
ist, gelten nur die Auswahlregeln fir J, w,d und X, nicht aber die
fur K und X.

10*
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Sowohl im Fall awieim Fall b wird den Termsymbolen X, IT, A usw.
die ,Multiplizitat" 2S+ 1 als Index angehangt, wie bei den Atom-
termen. So bedeutet #X*+ (sprich: Triplett Sigma Plus) einen Term
des Zweizentrensystems mit 4 =0+, § =1.

§ 34. Moleklle mit zwei gleichen Kernen.

Wenn die beiden Kerne des Zweizentrenproblems gleiche Ladungen
haben, so gestattet das Problem aufler der axialen Drehspiegelungs-
gruppe noch die Spiegelung s am Schwerpunkt, welche mit allen Ele-
menten der Drehspiegelungsgruppe vertauschbar ist. Die spinfreien
Eigenfunktionen nehmen bei dieser Spiegelung den Faktor ¢ = = 1
an. Dasselbe gilt auch nach Hinzunahme des Spin, da die reinen Spin-
funktionen bei der Spiegelung s invariant bleiben. Je zwei zusammen-
gehdrige Eigenfunktionen ¢, haben immer dieselbe Quantenzahl e.
Man bezeichnet die Terme folgendermalien:

e=+1: X I,4, .... ,gerade Terme",
e=—1: X, I, A,,...: ,ungerade Terme".

Setzen wir die Spiegelung s mit der Umdrehung D, um die Z-Achse
zusammen, bei der die Eigenfunktionen ¢, ; den Faktor (—1)4 an-
nehmen, so erhalten wir die Spiegelung an die Mittelebene s, = s.D,,
und wir sehen, daB die Eigenfunktionen ¢ 4 dabei den Faktor {—1}*¢
annehmen. Wir benutzen im folgenden diese Spiegelung nicht, da die
Spiegelung s zu bedeutend einfacheren Regeln flhrt.

Wenn die Kerne gleicher Ladung auch gleiche Masse haben, so geht
die Differentialgleichung des frei drehbaren Molekiils auch in sich tber
bei der Vertauschung der beiden Kerne oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, bei der Ersetzung des fiktiven Kerns go durch — qo. Die Eigen-
funktion ¢ kann in den Kernen symmetrisch oder antisymmetrisch
sein, d. h. senimmt bei der Transformationq, —qoden Faktorx =+ 1
an. Wir wollen die Beziehung zwischen diesem Symmetriecharakter x
und s herleiten.

Fihren wir nacheinander die Kernvertauschung qo  —Co und die
Spiegelung s des ganzen Systems (o -Qo.01 —Ch usw.) aus, so
erhalten wir die Transformation ¢ — Q... 0 --0, Wobei aso
nur auf die Elektronen die Spiegelung s ausgelibt wird und wobei die
Eigenfunktionen 4 den Faktor we x annehmen. Das gilt insbesondere
bei Festhaltung des Kerns ¢, auf der Z-Achse, aso fir g, == @ in den
Bezeichnungen von §32. Fir q;= Q stimmt aber die Funktion ¢
nahezu mit einer Eigenfunktion ¢, 4 des Zweizentrenproblems Uberein,
und diese nimmt bei der Spiegelung s aller Elektronen den Faktor ¢
an. Also ist

E=wWex:® (34. 1)
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Dieses Ergebnis ist von allen Annahmen U(ber die GroRe der Spin-
wirkung unabhéangig; es gilt sowohl in den beiden Fallen a und b des
§ 33 as in allen Ubergangsfallen.

Fir den Symmetriecharakter x gilt offenbar die Auswahlregel x X,
denn wenn # in den Kernen symmetrisch bzw. antisymmetrisch ist,
so sind Xg, Y g, Zy es auch und in ihrer Reihenentwicklung treten

nur wieder ebensolche Funktionen auf. Da auRerdem w  —w gilt, so
folgt fur € die strenge Auswahlregel:
€ -¢. (34.2)

D. h.: Gerade Terme kombinieren nur mit ungeraden und umgekehrt.

§ 35. Die Entstehung des Molekils aus zwei Atomen.

Wenn die Kerne des Zweizentrenproblems adiabatisch auseinander-
gezogen werden, spaltet sich das Molekil in zwei Atome (oder lonen)
und die Molekilterme E(g) gehen stetig in Terme des Atompaares
Uber. Der Prozeld 1&3t sich sogar spektroskopisch verfolgen: bei Er-
héhung der Schwingungsquantenzahl erreicht die Kernentfernung
(klassisch gesprochen) einen immer groReren Maximalwert, und die
Energie des Molekils nahert sich der Energie des getrennten Atom-
paares, d. h. die Schwingungsterme konvergieren bei wachsendem v
zu einer Summe zweier Atomterme. Wir wollen nun untersuchen,
welche Beziehungen bei dieser Zuordnung zwischen den Symmetrie-
eigenschaften des Molekils und denen der getrennten Atome be
stehen.

Wir gehen von zwei getrennten Atomen aus. Das eine sei in einem
Zustand ¢ = ¢% mit Spiegelungscharakter #, das andere im Zustand
@ = ¢ mit Spiegelungscharakter w’. Der Spin mdge zunéchst wieder
ganz aufler acht bleiben; ¢ ist also eine Funktion der Ortskoordina-
ten g; bis ¢gf der Elektronen des ersten Atoms und ¢" eine der Orts-
koordinaten g,,, bis g,,,. des zweiten Atoms. Die Kerne liegen in
festen, weit entfernten Punkten der Z-Achse, aber so, dal ihr Schwer-
punkt in den Anfangspunkt fallt.

Das Produkt ge” ist eine Eigenfunktion des Atompaares. Durch
die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und Kernen der beiden
Atome spaltet der zugehdrige Term E + E' auf in mehrere Terme,
deren Eigenfunktionen in ,,nullter Néherung" durch Ausreduktion der
axialen Drehspiegelungsgruppe im Raum der Produkte @™ @™ ge-
funden werden. Diese Ausreduktion verlauft so: Zunéchst fassen wir
die Funktionen ¢ in Paaren ¢@#" (4 =0,1,...,L) zusammen,
wobei jedes Paar sich bei der Drehspiegelungsgruppe nach der Darstel-
lung %, transformiert. Fur 4 = 0 handelt es sich nur um eine Funk-
tiong® und um dieDarstellung ¥} oder %Ay , je nachdem (— 1) w = 41



150 V1. Molekilspektren.

oder — 1 ist. Der haufigste Fall ist {(—1}*w = 4 1. Ebenso erhalten
wir beim zweiten Atom die Paare von Eigenfunktionen ¢'{+*? und
die Darstellungen . Die Produkte @ (42, d-4) = giE @iEh?
transformieren sich nach der Produktdarstellung 2%, x %,., welche
nach § 12 folgendermal3en zerféllt:

%[;_XQI;' = QIM.A.' + QI|;_4'| fiir 21 == Ay, beide >0,

W X Uy = Wy, 4 9[:+QIE fir 2 >0,

Uy X AL = A, fir 1 >0,

A X AT = N5 x Ny = AT, ‘

Wy X A = A

Auch die zugehorigen Eigenfunktionen sind muhelos zu finden: im

ersten Fall sind esdie Paare ¢(4,4"), g¢(—4, —A") und p{d, —2"),¢(—4,4),
im zweiten Fall das Paar ¢ {(,4), ¢ (—4, —4) und die einzelnen Funk-
tionen g (A, —A) + @ {(—A,4) und ¢ (4, — &) — @ (4, —4}, wahrend die
Ubrigen Félle trivial sind. Aus den Gleichungen (35. 1) liest man die
moglichen A-Werte fUr das Molekil ab. Die eben aufgestellten Eigen-
funktionen mogen mit @ (4 A) bezeichnet werden.

Fur die niedersten Félle sind die Ergebnisse in folgender Tabelle
zusammengestelt:

(35. 1)

Atomterme . Darstellungen A Molekalterme
S, S(L=1=0) | A=X=0, also A=0 | Ik
P S(L-—l L’—O) A=1, =0, alss A=1 i
.ﬂ.~_0,1--0. also A=0 | P
D, S{L=2,L'=<0) i1=2,6 M= also A=2 |
=1, .l’HO aso A=1 /]
X0, ¥=0, also A=0 , Fe
P,P(L=L'=1) l~—l lm.l, alse A =2, 0+ 0‘ A,Z“* und 2.‘
C A=1,=0, also A=1 : I
A==0, =1, aulso A=1 I
A=0, =0, also A =0 D N

Im Fall gleicher Kerne tritt zu jeder Eigenfunktion @& (- A} noch
eine andere s® (- A) hinzu, die durch die Spiegelung s am Schwer-
punkt aus ihr entsteht, und man hat die Summen und Differenzen

(1+35)@(+A) und (1-—-s)P(4)

! Ob es sich um ¥} oder %, handelt, hangt namlich von dem Benehmen
der Funktion bei der Spiegelung s, ab, die sich aus der Umdrehung B, um die
Y-Achse und der Spiegelung an den Kern des ersten Atoms zusammensetzt,
wobei @ die Faktoren (— 1)' und w annimmt.

* Das Vorzeichen (+ oder —) wird durch (= 1)&m{— 1}¥"w’ bestimmt.



§ 35, Die Entstehung des Molekuls aus zwei Atomen. 151

zu bilden, fur die die Spiegelungsquantenzahl € die Werte + 1 und —-1
hat. Jeder Terra des obigen Schemas spaltet sich also in einen geraden
und einen ungeraden Term. Durch das Pauliverbot kdnnen aber, wie
wir noch sehen werden, unter Umstanden einige Terme wegfallen, falls
die Atome in gleichen Zustanden sind.

Wir ziehen nun den Spin und das Pauliverbot heran. Die Spin-
wirkung sei klein in Vergleich zur elektrostatischen Wechselwirkung
und wird zundchst vernachléssigt. Fur das frihere m schreiben wir
jetzt m. und statt @™ {g) schreiben wir @ {m, g}, wo q steht fir
01 bis g. Das erste Atom habe die Spinzahl s und die Eigenfunktionen®

v(my, m,|q, 0) = @ (my|q) - u(m,|0)
und ebenso das zweite die Spinzahl s' und die Eigenfunktionen®

v (my.m|q,0) = ¢’ (m]| ) - (| o).
Die Multiplikation ergibt fiir das Molekiil die approximativen Eigen-

funktionen g%, aus denen nach dem Pauliprinzip die antisymmetri-
schen Linearkombinationen

Yo =20p Pyy' =2 8p Ppg/ut (35.2)
zu bilden sind.

Man kann diesen Ausdruck noch anders schreiben. Bezeichnet man
namlich in der Permutationsgruppe &, ,,. mit @ ale die Permutationen,
die nur die ersten f Elektronen untereinander permutieren und die
tbrigen ungedndert lassen und mit @ ale die, welche nur die letzten

Elektronen permutieren, so bilden die Produkte ¢¢’ eine Unter-
gruppe g von &, ., deren Nebenklassen mit Rg bezeichnet werden
mogen, wo aso R jeweils ein aus der Nebenklasse beliebig heraus-
gegriffenes Element ist. Dann ist (35. 2) gleichbedeutend mit

=30 R(ZQy) (2 v)- (35. 3
3 Q ]

Die einzelnen Glieder dieser Summe entsprechen Zustanden, bei
denen sich bestimmte Elektronen beim einen Kern und die (brigen
beim anderen Kern befinden. Es ist klar, dal die Summe (35.3)
nicht verschwindet, sobald die einzelnen Faktoren 5/ d,@y (die anti-
symmetrischen Eigenfunktionen der einzelnen Atome) nicht ver-
schwinden. Die Anzahl der linearunabhangigen Funktionen (35. 3) ist
gleich dem Produkt aus den Anzahlen der linearunabhéngigen anti-
symmetrischen Eigenfunktionen der einzelnen Atome, aso gleich der
Anzahl der moglichen Zahlenkombinationen m, mg, my, my.

! Man kann aus diesen Eigenfunktionen auch vorher fiir jedes einzelne Atom
antisymmetrische Linearkombinationen.& dg@ ¥ bilden; das kommt im Ergebnis
(35. 2) auf dasselbe hinaus.
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Die Drehungen und Spiegelungen der Elektronen und ihrer Spins
sind mit allen Permutationen vertauschbar und kénnen daher auf
(35. 2) gliedweise ausgeiibt werden. Wir reduzieren nun die Produkteg ¢’
in (35. 2) nach der axialen Drehspiegelungsgruppe und die Produkte uu
nach der rdumlichen Drehungsgruppe aus. Ersteres geschieht nach den
obigen Gleichungen (35. 1) und gibt zu den verschiedenen Werten von
A AnlaR; letzteres geschieht nach der bekannten Gleichung fur die
Zusammensetzung der Spinvektoren:

S=s54+¢, s+d—1,...,}s—¢]. (35.4)
In dieser Weise erhalten wir die neuen Linearkombinationen der
Funktionen (35.2):

w.',:%‘ﬁqu;(:}:AM)v(S, Mgla). (35.5)

Die zu den verschiedenen Werten von A und S gehdrigen Terme
treten durch die Wechselwirkung der Elektronen und Kerne auseinander.
Die gesamte Termmannigfaltigkeit wird erhalten, wenn man jeden Wert
von A, so oft er sich aus der Gleichung (35. 1) ergibt, mit jedem Wert
von S aus (35. 4) kombiniert.

Im Fall gleicher Kerne erhdlt man durch die Spiegelung s am Schwer-
punkt aus jeder Eigenfunktion ¢, eine neue sy, mit den gleichen
Quantenzahlen A, S, Mg und gleicher Energie. Diese neuen Funk-
tionen sy sind von den schon aufgezahlten ¢, linear unabhéangig, falls
die Faktoren ¢, ¢" in (35.2) zu verschiedenen Termen der beiden
Atome gehoren. In diesem Fall kann man wie oben (1 +s) ¢, und
(1—9 4, bilden und erhélt alle aufgezahlten Termarten zweimal: einmal
mit € = + 1 und einmal mit ¢ = — 1.

Gehoren aber die Faktoren g, ¢" zu gleichen Termen der beiden
Atome, d. h. sind die Atome in aquivalenten Zustanden, so sind die sy,
schon in der linearen Schar der g, enthalten und man erhélt ale Terme
doch nur einmal mit e — + 1 oder — 1. Die daflr glltigen Regeln
werden wir jetzt herleiten.

Man kann die Spiegelung s ersetzen durch eine Spiegelung am
ersten Kern k, wobei die Funktion ¢ in (35. 2) den Faktor w annimmt,
und eine Parallelverschiebung um g in die Richtung %&', wobei die
Funktion ¢ in die Funktion " mit denselben Quantenzahlen (Uber-
geht. Also ist

SW("’L:”‘;]?:”-” Qi;a]---‘-G_l‘):w'w'(mb’msIQI:---Jgj:ali'--!of)
Ebenso
Syl (my.my gy, - - o) Gap; Opay, e E’zf)

= WMy, M, | Qi1+ s 2120141 - - - Ogy)

mithin (wegen w? = 1)

Symy,m g, Sria s o)y (my. my gy, <o 5o e, Og)
=w(mb,m‘IQf+1, S nagy ey ogr)w’(mb,m‘lgl, P epe ey a‘)-
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D. h.: die Wirkung der Spiegelung s auf ein Produkt g’ besteht
in der Vertauschung von m_ mit m',von mg mit ms und der Elek-
tronen mit Nummern 1 bis f mit den Elektronen f + 1 bis 2/. Die
letztere Elektronenvertauschung P* ist, als Produkt von f Transposi-
tionen, eine gerade oder ungerade Permutation, je nachdem f gerade
oder ungerade ist. Wendet man nun auf beiden Seiten des eben er-
haltenen Ausdrucks die mit s vertauschbare Operation 2'é,P an, so
kann man auf der rechten Seite die Elektronenvertauschung P* rick-
gangig machen unter Hinzufligung des Faktors dp. == {(—1)/. D.h. also:
die Spiegelung s, angewandt auf die Funktionen g, (35. 2), kommt auf
die Vertauschung von m_ mit m'_ und von ms mit m'sund Hinzufigung
eines Faktors (— 1))/ hinaus.

Gehen wir nun von den Funktionen y, (35.2) auf ihre Linear-
kombinationen g/ (35. 5) Uber, so heift das, daB statt der Spinfunk-
tionen #w’ ihre Linearkombinationen v (S M) und statt der Pro-
dukte ¢ ¢ ihre Linearkombinationen @ (4 A) eingeflihrt werden. In
8 26 wurde bewiesen, dal3diev (S, M) bei Vertauschung der Spinsm,, m,
fir §==2s,25-~2,...,0symmetrischsindundfir $=2s--1,2s—3,...,1
antisymmetrisch; d. h., die v (S, Ms) nehmen bei dieser Vertauschung
den Faktor (—1)%*=% an. Dabei ist 2s gerade oder ungerade je nach-
dem/gerade oder ungerade ist; daher ist{— 1}/(—1)>*"% = {-1)%, Die
Funktionen @ (+- A) haben die folgende Gestalt:

flird4=4, A=4A44 1 D(A) = gL (A) ; B(— A)y=g(—-A)g'(— ).
fird> A >0, A=1—-1:P(A) = p(l)g(—2); P{— N =¢(— A)p'(X) .
fird=4>0A4=21 :D(A)y=9(A)g(d) ;P(—A)=¢(—-Ag(—4),
fird=4>0,4=0% :D0+)=pd)g(— 1)1 p(— Ve'(4),
fiird= X = 0%, 4 =0+ : B{0*) = p(0)¢'(0).

In den beiden ersten Féallen (A -+ 47) gibt es auler der angeschrie-
benen @-Funktion noch eine andere mit vertauschted und 2/, die
zum gleichen Energiewert gehort, und wir kénnen statt der eben be-
trachteten @-Funktionren auch ihre Summ €, und Differenzen ®_
betrachten, die sich genau nach derselben Darstellung %, trans-
formieren :
fiir A=, A=A44: Dy (A)= )¢ ) L+ )¢ (A),

D, (— A)=p(— D¢ (— ) L p(— V)¢ (- A);

fir A>A>0 A=2—1:@,(A)=9pM)¢(— V) 1 pX)g'(— 1),
Py(— ) =p(— D¢ ) — @(— V)¢’ (A).

Tun wir das, so kbnnen wir aus der Form der Funktionen in allen

Féallen direkt ablesen, welche Faktoren sie annehmen bei der Ver-
tauschung der Quantenzahlen s, == 44 und mj = 4 4. Fiigen wir
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noch den Faktor (— 1)° hinzu, so erhalten wir die gesuchten Werte
von

Fir 4 4 4 kommen beide Wertes= = 1 vor, aber jedes Werte-
paar A,4" ist ohne Rucksicht auf die Reihenfolge nur einmal in Be-
tracht zu ziehen. Fir 4 == 2’ > 0 haben die Termed = 24 und A4 = 0+
beide & = (—1)5, der Term A=0" d a g ee = (—1%*1 Fur
A=k =0,/ =0%ist wieder s= (—1)5.

Zusammenfassend gelten folgende Regeln:

A. Verschiedene Atome:
A=0%,1,..., L (0 fir @ = (— 1)¥, andernfalls (-},
A =0%1,..., L fir w=(— 1)F, andernfalls 0,
A=|13-2] bzw, A=24,0+0- usw. nach (35.1),
S=s5++,54+¢—1,...,|s—5]| unabhingig von 4.

B. Gleiche Atome in verschiedenen Zustanden:
Termewieoben, allemite — 1 (gerade) und mit e = — 1 (ungerade).

C. Gleiche Atome in gleichen Zustanden:

a) 4 #=A": Terme wie oben mit e = + 1, aber jedes Paar 4, 2" ohne
Rucksicht auf Reihenfolge nur einmal.

) A= >0: A=240" mit e=(— 15,
A =0 mit e = {~ 15+1,
) A=A =0: A=0% g = (~ 1)5.

§ 36. Bemerkungen Uber die Abschatzung der Energie.

Ein schwieriges Problem ist die Abschatzung der aufgespaltenen
Molekiltenne und die Beurteilung der Stabilitat des Molekiils. Es gibt
daftr drei Methoden, von denen jede ihre Mangel hat und die sich
daher gegenseitig erganzen muissen.

Die erste Methode ist die Storungsrechnung, angewandt auf die nicht-
orthogonalen approximativen Eigenfunktionen (35. 2) oder (35.5). Die
Methode bietet prinzipiell nichts Neues gegeniber der Rechnung fur
das Atom in 829; man kann auch hier entweder nach HEITLER mit
oder nach SLATER ohne Gruppencharaktere rechnen. Die Methode ist
von HEITLER und LONDON® mit Erfolg auf den Grundzustand des
H,-Molekils angewandt; sie wurde sodann von denselben Autoren zur
Erklarung der chemischen Bindung benutzt?, von BORN und WEYL

! HEITLER, W., u. F. LONDON: Z.f. Physik Bd. 44 [1927]. S 455 bis 472.
27.1. Physik Bd. 46 S.455; Bd. 47 S.835: Bd.50 S. 24. Zusammenfassende
Darstellung bei W. HEITLER: Phys. Z. Bd. 31 [1930]. S 185.
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vereinfacht' und von HEITLER und RUMER auf mehratomige Molekiile
ausgedehntz. Sie fuhrt nur dann zu Ubersichtlichen Formeln, wenn alle
beteiligten Atome (eventuell bis auf eines) in S-Zustdnden sind und
keine zuféllige Entartung vorhanden ist. Das Ergebnis ist, dal3 der-
jenige Zustand die niederste Energie hat, bei dem die Spinzahl S den
kleinsten Wert |s—s | hat, vorausgesetzt, dal} ein gewisses ,,Aus-
tauschint egral” positiv ist und die Ubrigen Stérungsglieder Uberwiegt.
Beim Grundzustand des H, ist dieses Austauschintegral betrachtlich
positiv, und die Erfahrung spricht daflr, da3 dasselbe auch in den
meisten anderen Féallen zutrifft. Das Ergebnis 13t sich as eine , Ab-
sattigung" der Spinvektoren, entsprechend der Abséttigung der chemi-
schen Valenzen deuten. Die ,,Vaenz gegen Wasserstoff* eines Atoms
im Grundzustand ware dann gleich der doppelten Spinzahl 25 zu
setzen.

Die skizzierte Storungsrechnung gilt nur bei groffen Kernentfer-
nungen p; allerdings auch nicht fiir g = oo, da fur g — o die zweite
Naherung der Stoérungsrechnung, welche die Polarisation beriicksichtigt
und zu den Van der Waalsschen Kraften fuhrt, die erste Ndherung
iiberwiegt®. Die Polarisationskrafte verhalten sich namlich im Unend-
lichenwieg—7, wahrend das Austauschintegral wie e~*¢ gegen Null geht.
Man hofft, da3 es sich in vielen Fallen so verhadlt wie beim Wasser-
stoff, namlich daf3 fir maRig grole g die erste Naherung den Ausschlag
gibt. Diese Hoffnung ist wohl berechtigt, falls die betrachteten Atom-
terme keine sehr nahen Nachbarterme besitzen; sind aber solche vor-
handen, so miiBte man sie mit in die Stoérungsrechnung einbeziehen
(Ritzsches Verfahren). Zum Beispiel scheint die Vierwertigkeit des
C-Atoms trotz des Triplettgrundzustandes (25°2p®3S) erst durch das
Vorhandensein eines nahen angeregten Terms 2s 2p’°S verstandlich
zu werden. Bei kleinen Werten von g, so wie sie im fertigen Molekl
vorliegen, versagt die angegebene Methode. Fir angeregte Molekdl-
zustande wird ihre rechnerische Durchfihrung infolge der meistens vor-
liegenden hohen Entartung ungemein kompliziert, wenn nicht prak-
tisch unmoglich. Auch vermag die Methode gewissen Feinheiten, wie
gerichteten Valenzen, prinzipiell nicht gerecht zu werden. Ein von
SLATER* angegebenes, abgeandertes Verfahren, welches von den Eigen-
funktionen der einzelnen Elektronen (statt von den fertigen Atomen)
ausgeht, vermag das wohl.

1 BORN, M: Z. f.Physik Bd. 64 [1927]. S. 729 bis 740. WEYL, H.: Gétt. Nachr.
1930 S. 285; 1931 S. 33. Zusammenfassende Darstellung bei M. BORN: Ergebnisse
der exakten Naturwissenschaften Bd. 10 [1931]. S. 387 bis 444.

2 HEITLER, W., U. G.RUMER: Z.f. Physik Bd. 68 [1931]. S. 12 bis 41. Siehe
auch den eben zitierten Bericht von M. BORN.

® LONDON, F., u. R. EISENSCHITZ: Z.f. Physik Bd. 60 [1930]. S. 491 bis 572.

4 SLATER, J. C.: Physic. Rev. Bd. 38 (1931) S. 1109.
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Die 2weite Methode, welche gerade umgekehrt fir kleine Entfernungen
gultig ist, besteht darin, da man den Grenzfall ¢ = @ betrachtet, wo
die Kerne zusammenfallen und das Molekil zu einem Atom wird. Wir
untersuchen zunéchst wieder, wie sich die Symmetriequantenzahlen des
Molekils bei diesem Grenzibergang verhalten. Wir gehen dabei lieber
umgekehrt aus von einem Atom, dessen Kern sich dann in der Z-Rich-
tung in zwei Kraftzentren spaltet. Durch die Aufhebung der Zentral-
symmetrie des Feldes spaltet sich jede Schar von Eigenfunktionen g
inTeilschareny{x-PmitA=0,1,2,...,L.ObAdedet 0- zusetzen
ist, hangt davon ab, ob (—1)%z == 4- 1 oder — 1 ist. Die Spinzahl S
bleibt beim Auseinanderziehen erhalten. Im Fall gleicher Kerne ist
e = w,weil sowohl € wie w das Verhalten der Eigenfunktionen der
Elektronenfiguration bei der Spiegelung am Schwerpunkt angeben.
Damit haben wir eine vollstéandige Ubersicht iber die Termarten, die
bei der Kernspaltung aus einem Atomterm entstehen kdnnen.

Eine ungefahre Ubersicht tber die Lage der Terme fir kleine g gibt
die folgende Regel: Von den Termen, in denen ein Atomterm sich
spaltet, liegt derjenige am tiefsten, bei dem die Absolutwerte der
Elektroneneigen funktionen (oder die Dichtigkeit der Elektronenwolke)
vom Anfangspunkt aus in der positiven und negativen Z-Richtung (wo
die beiden Kernhélften hingezogen werden) am starksten anwachsen.
Im ubrigen stimmen die Terme fur sehr kleine p mit denen des Atoms
Uberein, wenn man von der AbstoBung der Kerne absieht; schaltet man
diese AbstoRung ein, so erhdhen sich natirlich alle Energiewerte um
einen fir jedes p festen Betrag.

Um die Kluft zwischen den grofRen und den kleinen g-Werten zu
Uberbriicken und Uber den Verlauf und die Anordnung der Molekiil-
terme fur die wirklich vorkommenden mittleren g-Werte Néheres zu
erfahren, bedient man sich einer dritten Methode, die von MULLIKEN und
HUND! entwickelt wurde: Man studiert das Verhalten der einzelnen
Elektronen unter dem Einfluf3 der beiden Kerne, wobei aber die Wechsel-
wirkung der Elektronen ausgeschaltet bzw. durch eine Abschirmung der
Kernfelder ersetzt wird. Die Methode entspricht der Hartreeschen
Methode fir die Atomspektren und fuhrt qualitativ zu sehr guten
Resultaten. Jedes einzelne Elektron hat eine Quantenzahlz = 0,1, 2, ..
und wird daher dseino-, n- oder 8-Elektron bezeichnet. Bei den o-Elek-
tronen ist immer 4 = O+, niemals A = 0~ #*, Die Zusammensetzung der
A-Werte flUr die einzelnen Elektronen geschieht nach den bekannten

' HUND, F.: Zur Deutung der Molekelspektren V. Z. f. Physik Bd. 63 [1930].
S. 719. Anwendung auf die Frage der chemischen Bindung: Z. f. Physik Bd. 73
[193]] S. 1. Vgl. auch G. HERZBERG: Z. f. Physik Bd. 57 [1929]. S. 601.

* Denn wenn die Eigenfunktion 4, in Zylinderkoordinatens, =, ¢ geschrieben,
von ¢ nicht abhéngt, wie es fiir 2 = 0 sein muB, so bleibt y auch bel der Spie-
gelung s, invariant.
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Regeln (35. 1), wobei aber zufolge des Pauliprinzips nicht alle berech-
neten Terrae wirklich vorkommen. Nach dem Pauliverbot haben in
derselben o-Bahn nur zwei Elektronen (mit entgegengesetzten Spins)
Platz, ebenso in derselben ;- oder §-Bahn nur vier Elektronen, ent-
spiechend den Werten m = 4+ A, m, = -+ 4 derZ-Komponenten der
Bahn- und Spin-Drehimpulse. Fir zwei aquivalente g-Elektronen hat
man das Symbol o’, ebenso fiir zwei, drei oder vier aquivalente m-Elek-
tronen die Symbole «’, ', m'; usw. Eine vollbesetzte Schale o’, 7’ oder &'
erhoht die Termmannigfaltigkeit der tbrigen Elektronen nicht und gibt
fur sich allein einen'X"-Zustand, da alle Spin- und Bahn-Drehimpulse
sich aufheben. Die nicht vollbesetzten Schalen aquivalenter Elektronen
geben zu den folgenden Termen Anlal:

ein g-Elcktiron: 23,
x oder a%: 2T.

aty 83—, 15t 14
d oder 8% 24.

§%: 33— 1x+ 1,

Bei inaquivalenten Elektronen oder Elektronengruppen sind die
A-Werte und Spinzahlen einfach nach (35. 1) und (35. 4) zusammen-
zusetzen; keine Kombination ist verboten, genau wie im 8 28. Z. B. hat
man im Fall oo (zwei indquivalente o-Elektronen) die Terme 3XZ+
und LX+; ebenso im Fall an oder on’ die Terme 3, 1f7; im Fall on’
durch Zusammensetzen von ‘Y mit 3X—, 1%+ 1 die Terme 4X'-,
23—, 27+, 24 usw.

Im Fall gleicher Kerne hat jedes Elektron noch eine Quantenzahl
¢ = X 1 (oder einen Index g oder u am Elektronensymbol: &, &, usw.)
und es ist &= gg, ... €,

Uber die relative Lage der einzelnen Energiestufen orientiert man sich
entweder mittels der beiden Grenziibergdnge ¢ — o und ¢ =0, die
natlrlich auch fur ein einzelnes Elektron Sinn haben, oder durch direkte
Berechnung der Eigenfunktionen des Zweizentrenproblems fir ein
Elektron mittels elliptischer Koordinaten oder Stérungsmethoden. Fir
die weitere Ausfilhrung verweisen wir auf die auf S. 156 unter * zitierte
Arbeit von F. HUND.

Bei der Zuordnung der Terme fur kleine, mittlere und groflle g ist
darauf zu achten, dafd3 nur Terme gleicher ,,Rasse”, d. h. gleicher Sym-
metriequantenzahlen (in unserem Fall A, S und eventuell s) stetig
ineinander Ubergehen konnen. Terme verschiedener Rasse kénnen sich
gegenseitig Uberschneiden, ohne dal3 eine gegenseitige Stérung eintritt,
Terme gleicher Rasse dagegen Uberschneiden sich in der Regel nicht
und sind daher einfach der Reihe nach (von unten angefangen) einander
zuzuordnen.
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