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LA FONDATION SILLIMAN

En l'année 1883, une somme de 80.000 dollars fut léguée
au Président et aux Membres du College Yale en la cité
de New Haven, pour en conserver le dépdt, a titre de don,
par les enfants de Mme Hepsa Ely Silliman en 1’honneur
leur bien-aimée et honorée mere.

Sur cette fondation, il a été demandé et recommandé
au College Yale d’instituer annuellement une série de
lecons destinées 4 démontrer la- prévoyance, la sagesse et
" la bonté de Dieu, telles qu'elles se manifestent dans le
monde tant naturel que moral. La conviction du testatenr
était que toute présentation bien ordonnée des faits de la
nature ou de I’histoire contribuait au but de cette fonda-
tion plus efficacement que n’importe quelle tentative de
développement sur les principes de la doctrine ou de la. foi;
et, en conséquence, il a entendu exclure du but de la fon-
dation des legons de théologie dogmatique ou polémique et
la réserver bien plutdt aux sujets empruntés aux domaines
de la science naturelle ou de I'histoire, tout particulié-
rement de ’astronomie, de la chimie, de la géologie et de
I’anatomie. i

11 a été, en outre, prescrit que chaque cours annuel ferait
I’objet d’un volume appelé a faire partie d’une série consti-
tuée en mémoire de Mme Silliman. La donation est venue
en la possession de I'Université Yale en l’année 1901 et
le présent volume constitue le dix-huitiéme de la série des
volumes commémoratifs.






PREFACE

Le présent ouvrage est un résumé de mes 1echerches sur
le cas hyperbolique des équations linéaires aux dérivées
partielles. J'ai eu le plaisir d’en exposer certaines parties
& un public américain & Colombia University (1911), et
d’en traiter d’aulres aux Universités de Rome (1916)
et de Zurich (1917) ().

L’origine des recherches qui vont suivre se trouve dans
Kirchhoff, et surtout dans les Mémoires fondamentaux de
M. Volterra sur les ondes sphériques et cylindriques. Je
me suis proposé de poursuivre le travail du géométre ita-
lien, et pour cela de le modifier et de l'étendre de sorte
qu’tl devienne applicable & toutes les équations hyperbo-
liques (normales), au liew de l'étre & une seule d’entre
elles. D'un autre cOté, cel ouvrage peut élre considéré
comme faisant suite & mes Lecons sur la Propagation des
Ondes et les Equations de I'Hydrodynamique, et méme
comme remplagant une grande partie du dernier chapitre.
Celui-ci n’était, du reste, qu'un essai ou je voulais seu-
lement monlrer les difficultés du probléme dont je suis
maintenant en état de présenter la solution.

On pourra plus tard étendre ce travail auxr équations
d’un ordre supérieur, aux systémes d’équations et méme
appliquer aux équations non linéaires (I’étude de ces équa-
tions a été entreprise récemment, grdce & la théorie des
équations intégrales) : j’ai cependant laissé ces sujets déli-
bérément de coté, car le premier se suffit & lui-méme. Je
serais heureux que des géomelres réussissent & étendre les
méthodes qui vont suivre & ces aulres cas (*).

(1) Mentionnons également une courte note au Congrés International
des Mathématiciens 2 Strasbourg (Septembre 1920).

(2) D’importantes recherches ont 6té développées sur ce point, dans ces
dernidres années, par M. Giraud.
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En plus du Mémoire fondamental de M. Volterra (Acta
Mathematica, vol. XVIII) et des suites qu’il y a données,
nous mentionnerons également les ouvrages de MM. Tedone,
Coulon et d’Adhémar (1), comme développant et complétant
le point de vue de M. Volterra. L’ouvrage du dernier d’enire
eux, Les équations aux dérivées partielles & caractéristiques
réelles (Collection Scientia; Paris, Gauthiers-Villars), com-
prend une revue bibliographique compléte, et M. Volterra
en a donné une autre dans ses conférences faites @
Stockholm (publiées chez Hermann, & Paris). Je n’ai pas
jugé nécessaire d’en donner une troisiéme, ni méme d’ajou-
ter aux mentions précédentes, et je me contenterat de cita-
tions en notes, en m’excusant d’ avance vis-a-vis des auteurs
que je puis avoir oubliés (?).

Je dois encore justifier le changement de deux termes
qui avaient été précédemment adoptés dans la Science. L'un
est celui de « solution jondamentale », en « solution élé-
mentaire »; I'autre consiste & remplacer par « transversale »
le mot « conormale » créé par le premier inventeur lui-
méme (d’Adhémar). Le premier changement a été fait pour
éviter la confusion, avec les « solutions fondamentales »
introduites par Poincaré et ses successeurs (comme solutions
d’équations intégrales homogenes); le second, pour des rai-
sons d’ « économie de pensée », car la notion en question
se présente déja en Calcul des Variations, o elle est dési-
gnée par le mot « transversale ».

J. H.
Juillet 1921.

(1) Les recherches de M. Picard — que nous mentionnons en leur lieu
et place — sont aussi essentielles pour plusieurs parties du présent volume.

(2) Nos propres Mémoires sur le sujet ont 6té insérés dans les Annales
Scient. Ec. Norm. Sup. (1904-1905) et les Acta Mathematica (vol. XXXI,
1908). Ce dernier travail contient plusieurs erreurs dans les coef-
ficients numériques, par exemple dans la formule (30/), p. 349, ou
un dénominateur 2 doit étre supprimé (il faudrait de méme ajouter
un facteur 2 & la ligne précédente), et dans toutes les formules concer-
nant m pair (correspondant & notre Livre IV) qui doivent 8tre corrigées
ainsi qu’elles le sont dans notre présent ouvrage. Les corrections néces-
saires, telles que nous venons de les indiquer, ont d’ailleurs été apportées
dans un tome suivant du méme recueil.
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Je suis heureux de pouvoir, avec Uassentiment dont je
tiens tout d’abord a remercier I'Université Yale, offrir au
public frangais la traduction des Legons que j'ai professées
& cette Université en 1920.

Jai entendu, en principe, reproduire fidélement ma
rédaction primitive. A part quelques retouches de détail
(et, particuliérement, quelques citations de Mémoires qui
n’étaient pas parvenues & ma connaissance lors de la paru-
tion de 'ouvrage), je ne m’en suis écarté que sur les points
suivants : '

Grdce & des recherches datant de 1924 (), j'ar pu, au
Livre IV, adjoindre & la résolution du probléme de Cauchy
par « descente », une solution directe. Il a élé également
utile de revoir I'étude du probléme mixte pour la fron-
tidre plane, en précisant la démonstration d’existence de
la solution : ce qui a conduit d’ailleurs & quelques remanie-
ments dans les Livres antérieurs.

D’autre part, tout en m’astreignant, comme par le passé,
& ne supposer chez le lecteur (sauf dans un ou deux passa-
ges nommément désignés) aucune connaissance de la Rela-
tivité mi du Calcul différentiel absolu, j'ai cru devoir
m’inspirer davantage des idées acquises & cet égard et faire
connaitre la forme invariantive donnée aux solutions.
Certains calculs ont été présentés exclusivement sous celte
forme & laquelle, d’une maniére générale, a été comsacré
un appendice & la fin du volume.

(1) Bull. Sc. Math. France, t. LII, p. 24i.
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La tdche était rendue trés aisée par les travaux de M. de
Donder (1); elle m’a été simplifiée davantage encore par
Uaide directe que U'éminent géométre de Bruxelles a bien
voulu m’apporter en revoyant & ce point de vue toute la
marche des calculs et dont je ne saurais lui exprimer trop
vivement ma reconnaissance.

Un second appendice est consacré, dans le cas général,
au probléme mizxte dont, comme on pourra le voir, la solu-
tion peul étre présentée sous une forme absolument paral-
léle & celle qui s’applique au probléme de Cauchy; un
troisiéme, aux recherches par lesquelles M. Hans Lewy a
complété le théoréme d’'unicité de M. Holmgren, en I'éten-
dant aux équations non linéaires.

(1) Voir, en particulier, de Donder Sur les équations linéaires auxr déri-
vées partielles d’un ordre quelconque : Journ. de Math., 9¢ série, t. VII,
1928 (t. I du Jubilé Emile Picard).



Nous croyons utile de rassembler ici, avec indication des endroits
ot elles ont été introduites, certaines notations d’un usage courant
dans tout le cours de l’ouvrage.

INITRODUITE
LA NOTATION |——~—— DESIGNE
LIVKE No

m 1 2 Nombre des variables indépen-
dantes.

(e,) 1 4 Equation des cordes vibrantes et
des tuyaux sonores.

) 1 4 Conditions de Cauchy correspon-
dantes.

(e,), (Cy) 1 4 Equation du son et données de
Cauchy correspondantes.

(e,), (C) 1 4 bis |Equation des ondes cylindriques
et données de Cauchy corres-|
pondantes.

(E) 1 12 Forme générale de I'équation li-
néaire aux dérivées partielles
du second ordre.

3 11 37 Son premier membre.

(&) I 102 Equation adjointe.

g 1 37 . |Son premier membre. .

A, (A) I 13 Forme et équation caractéristi-
ques.

A u 56 Discriminant de la forme caracté-
ristique.

P) 11 28 Formule de Poisson.

P’) 11 30 Formule correspondante pour (e,).

(F) T i 40 Formule fondamentale.

dSg = T 11 39 Elément de frontidre.

v I 40 Transversale.

(e) 1 42 Equation linéaire du 2¢ ordre
hyperbolique 3 deux variables

(F)) 1 36 Foxl'mule fondamentale correspon-
dante.

(L), @) u 55 Equations différentielles des géo-
désiques.

@) u addinnte le| Equations aux variations corres
pondantes.

H 1 55 Forme métrique.

D 11 56 Son diseriminant.

r 1 58 Conoide caractéristique et premier
nombre de son équation.

.0 I 72 Solution é1émentaire de 1’équatior
adjointe.

v ibid. ibid. Son numérateur.

¥ v 134 Cocfficient de son terme loga:

Crift!?mique pour mdpm{.d N
192 oefficient correspondant dans la
Ve v « paramelrix » ou solution élé
mcnttzirc approchge. tes & v
Vg & i uantités correspondantes & v,
%V, .G | LIV 147041:.9, ch, G dans le calcul inva-
riantif.
W), (V), () | App. 11 | 223 Quantités analogues 3 v, V, Q)
dans la théorie du probléme
mixte.
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PROPRIETES GENERALES DU PROBLEME
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CHAPITRE PREMIER

THEOREME FONDAMENTAL DE CAUCHY
CARACTERISTIQUES

Nous aurons i nous occuper d’équations linéaires aux
différentielles partielles du type hyperbolique, et spéciale-
ment du probléme de Cauchy qui les concerne.

On sait ce qu’est une équation linéaire aux dérivées
partielles. Nous expliquerons plus loin ce qu’est le type
hyperbolique. Rappelons ce qu’est le probleme de Cauchy.

1. Problémes aux limites en général. — Une équation
différentielle — qu’elle soit ordinaire ou aux dérivées par-
tielles — admet un nombre infini de solutions. L’ancien
point de vue classique, pour son intégration, consisle &
trouver ce qu’on appelle « I'intégrale générale », ¢’est-d-dire
une solution de l'équation contenant autanl d’éléments
arbitraires (paramdtres arbitraires ou fonctions arbitraires)
qu’il est nécessaire pour représenter toutes les solutions,
sauf quelques solutions exceptionnelles.

Mais, dans les recherches plus récentes, notamment en
ce qui concerne les équations aux dérivées partielles, on a
renoncé a cette maniére de voir, non seulement & cause de
la difficulté ou de I'impossibilité d’obtenir cette « intégrale
générale », mais surtout parce que la question est trés loin
de consister simplement dans sa détermination. La question,
pour beaucoup d’&pplications, ne consiste pas & trouver une
solution quelconque w de l'équation différentielle, mais &
choisir, parmi toutes ces solutions possibles, une certaine
d’entre elles, définie par des conditions accessoires conve-



4 PROBLEME LE CAUCHY

nablement données (). L’équation aux dérivées partielles
(« équation indéfinie » de certains auteurs) doit &tre vérifiée
dans tout le domaine R & m dimensions (si m est le nombre
des variables indépendantes) dans lequel u peut exister : en
d’autres termes, elle doit étre une identité partout o u est
défini; et, en méme temps, les conditions accessoires
(« équations définies ») doivent &tre vérifiées aux limites
de R. 1l s’en présentera des exemples dans tout le cours
de cet ouvrage.

Si nous avons l'intégrale générale, il reste & choisir, dans
son expression, les éléments arbitraires de manidre & satis-
faire aux conditions accessoires. Dans le cas des équations
différentielles ordinaires, les éléments arbitraires étant des
paramétres numériques, on a a les déterminer par un nom-
bre égal d’équations numériques, de sorte que, du moins
théoriquement, la question peut étre considérée comme réso-
lue, élant réduite 3 de l’algdbre ordinaire; mais pour les
équations aux dérivées partielles, les éléments arbitraires
sont des fonctions, et le probléme de leur détermination
peut &tre la principale difficulté de la question. Par exem-
ple, on connait ’intégrale générale de 1’équation de Laplace
Au=o0; et cependant ceci ne nous permet pas de résoudre,
sans une suite de calculs compliqués, des problémes impor-
tants dépendant de cette équation, comme par exemple celui
de la distribution électrique.

Les vraies questions qui se posent pour nous sont les
« problémes aux limites », chacun d’eux consistant & déter-
miner une fonction inconnue u de manitre & satisfaire :

1° & une équation aux dérivées partielles « indéfinie »;

2° & certaines conditions aux limites ou conditions « dé-
finies ».

Un tel probldme sera dit « correctement posé » si ces
conditions accessoires sont telles qu’elles déterminent une
solution et une seule de 1’équation indéfinie.

Le plus simple des probldmes aux limites est le probleme
de Cauchy.

(1) Ceci donne méme la vraie manidre d’obtenir Vintégrale générale car,
en faisant varier les données accessoires de toutes les manidres possibles,
on peut toujours obtenir une solutinn donnée de 1'équation.
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2. Enoncé du probléme de Cauchy. — Il représente, pour
les équations aux dérivées partielles, ’analogue exact du
probléme fondamental bien connu pour les équations diffé-
rentielles ordinaires.

La théorie de ces derniéres a ét6 basée par Cauchy sur le
théoréme suivant. Soit une équation différentielle, du se-
cond ordre, par exemple :

dy d*y
(1) ‘I’<03y?ly—(i;, a‘x'_g)—o
)

ou, en résolvant par rapport & -(E“:—:

. dy dy \ _ ,
an '—Jx_z'_l<xryv dx>—-f($, v, Y,

une solution de cette équation est déterminée (moyennant
des hypothéses convenables) si, pour =0, on connait les

d . .
valeurs numériques vy,, y," de y et—(?% <0u, si I’équation

, . dy -y
est d’ordre k, les valeurs numériques dey, -, ..., 5= )-

Soit, maintenant, une équation aux dérivées partielles
du second ordre telle que (pour deux variables indé-
pendantes) :

(2) <I)(u, zYpq9ns t) =0
ou, si le nombre des variables indépendantes est m :
(Il) <I>(u, 1'(, ph rlv sik) =0»

od u est la fonction inconnue; x,, T3, ..., &m, les variables
indépendantes et o les p; (i=14, 2, ..., m) représentent les
. d*
dérivées premiéres —5‘—5—; i, les dérivées secondes -—‘2,
0.’1:‘ o dx[
sw, les dérivées secondes -Z2_ Nous traiterons spéciale-
dI(dx),

ment du cas linéaire, ¢’est-a-dire du cas ol le premier mem-
bre est linéaire par rapport & u, pi, 7i, $a, les coefficients
tant des fonctions données de ,, T, ..., Tm. Si oD s
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propose de trouver une solution de cetle équation lelle

soient

- r k.1 u
que, pour . = o, u et la dérivée premiére o
m
des fonctions données de x,, x,, ..., Tm—y, SOit :
u(x,, Z,, ..., Tm-1, 0) =y (T, T,y ..., Tm-1),
ou
Y (.’L‘“ Loy cvvy Tm--1, 0) =U, (xu Ty, Ty ooy xm_l)»
ox,,
ceci s’appellera le probléme de Cauchy relatif & x. = o;
u, et u, seront les données de Cauchy et x. = o sera
I’hypersurface (*) — ici un hyperplan — qui « porte » les
données.

3. 1I est clair qu’il n’y a pas de raisons pour considérer
exclusivement des hypersurfaces planes. Imaginons que
P'espace & m dimensions subisse une transformation ponc-
tuelle :

z,=G6,(X, .., X,

o z,=G,(X,, ..., X,),

(v n’étant pas altéré par la transformation). L’hyperplan
x, =0 deviendra, dang ce nouvel espace X, une certaine
surface arbitraire S :

(8) G, (X,, ..., X)) =o0.

L’équation différentielle étanl remplacée par une équa-
Lion analogue :

(Ma) O(u, X, X,, ..., X,, I’ Ry, Sp) =o0,

le probleme de Cauchy pour celte équation, par rapport A
la surface 8, consislera & trouver une solution de (Ila) satis-

(1) Dans Tespace & n dimensions (r,, x,, ..., x,), nous appellerons,
pour abréger, hypersurface {(on méme surface) la variété (n —1) uple
définie par  une équation entre les x; nous appellerons aréte la variété
(m — 2) uple définio par deux équations. Une ligne sera, comme d’ordi-
naire, le liew d’un point dépendant d'un seul parameétre; ce sera une ligne
droite si les = sont des fonclions linéaires du paramétre.
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faisant, en tous les points de la surface, & deux conditions
telles que :

du
u=u°,E\j—-= Ul'

N est une direction arbitrairement donnée en chaque point
de 8, mais non tangente & cette surface; u, et U, (quantité
convenablement déduite de wu, et de la quantité w, primi-
tive) sont des valeurs numériques données en chaque point
de 8, et sont de nouveau appelées données de Cauchy pour
le cas actuel.

4. Exemples physiques. — Rappelons que le probldme
de Cauchy se présente dans beaucoup d’applications physi-
ques. Par exemple, soit un tube cylindrique, indéfini dans
les deux sens, rempli d’'un gaz homogéne qui peut étre
soumis & de légéres perturbations. Admettons I'hypothése
des tranches de Bernoulli, de maniére qu'on ait & traiter
les mouvements d’un miliew & une seule dimension; le
déplacement w d’une molécule étant toujours longitudinal
et fonction de D’abscisse initiale x et du temps ¢, u doit
satisfaire & 1’équation (o0 o est une constante) :

d’u d*u
(el) E—;:uxz *5?
Le mouvement sera complétement déterminé si, & l'instant
t=o0, on connait les positions initiales (c’est-d-dire les per-
turbations initiales & partir des positions d’équilibre) et
les vitesses initiales de toutes les molécules, ce que l'on
exprimera analytiquement par les conditions :

(O] u(z, 0) =u,(x), —g—l:—(x, 0) =u,(x).

Il en est de méme pour le déplacement de 1'électricité
dans un cAble conducteur homogéne indéfini dans les deux
sens, la distribution des intensités et des potentiels tout le
long du cable d linstant initial étant donnée : la seule
différence sera que le probleme n’est pas régi par
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I’équation (e;), mais par 1'équation appelée « équation des
télégraphistes ».

Arrivons maintenant & un milieu & trois dimensions,
c’est-a-dire & 1’espace ordinaire. Considérons un gaz homo-
géne remplissant ’espace indéfiniment en tous sens et sans
aucune lacune.

Les petits mouvements d'un tel gaz seront régis par
I’équation du son ou des ondes sphériques :

d’u  Ju  J'u 1 d%u

+ —— — =

(es) T tor T o

u étant une fonction inconnue convenablement choisie de
x, y, 3, t (appelée « potentiel des vitesses »), et w étant de
nouveau une constante (vitesse du son dans le gaz). Connai-
tre les perturbations initiales et les vitesses initiales & 1’ins-
tant t=o0 revient & connaitre les conditions (conditions de
Cauchy)

17}
(Cy) u(x, y, x, 0) =u,(x, y, 2), —5'{- (x, y, 2, 0) =u,(x, y, 2),
u, et u, étant des fonctions données de z, y, z.

4 bis. Nous avons parlé de milieux & une dimension et
a trois dimensions : nous pouvons naturellement concevoir
aussi des milieux & deux dimensions. Imaginons que 1’état
d’'une masse gazeuse se trouve &tre & chaque instant le
méme le long de chaque ligne verticale, de sorte que les
pressions, les densités, les vitesses (ces derniéres étant hori-
zontales) soient indépendantes de la coordonnée verticale z.
Un tel mouvement sera régi par 1'équation des ondes cylin-
driques : :

(e,)

d'u  Jdu 1 o'u

ot o ow =

qui se déduit de (e;) en supposant que u est indépendant
de z. Ce cas étant évidemment un cas particulier du précé-
dent, nous pouvons encore compléter la détermination de u
par les conditions de Cauchy :

(C,) u(z, y, 0) =u,(z, y), %';“ (z, y, o) =u,(z, y).
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On peut naturellement concevoir ce méme probléme
comme correspondant au précédent pour des dtres vivant
dans un espace & deux dimensions seulement, Mais il
importe de se rappeler que ce probléme & deux dimensions
peut étre considéré comme un simple cas spécial du pro-
bléme a trois dimensions. ,

On doit remarquer que, dans chaque cas, le nombre des
variables indépendantes est, d'une unité plus grand que le
nombre des dimensions du milieu, le temps ( constituant
une variable supplémentaire, ou, comme on peut le dire,
jouant le rdle d’une nouvelle coordonnée (*). On sait que
les physiciens, dans ces temps derniers, ont compldtement
adopté ce point de vue : la combinaison d’un point d’espace
et d’une valeur de t est appelée par eux « événement » ou
« point d’univers », ’ensemble de tous les points de 1’espace
et de toutes les valeurs de ¢ étant un « univers ».

5. Représentations géométrigues. — Graphiquement,
si on prend de nouveau un milieu & une seule dimension,
on représentera la combinaison d’une valeur de x et d’une
valeur de t (¢’est-a-dire un point donné du milieu & un ins-
tant donné) par un point d’un plan des xt.

De méme, on étudiera le mouvement d’un milieu & deux
dimensions en introduisant les coordonnées x, y et t dans
un espace analogue & 1’espace ordinaire, le milieu & l'ins-
tant ¢t =o0 étant représenté par un certain plan de cet espace,
tandis que les autres instants (en particulier les suivants)
seront obtenus en faisant subir au plan une translation per-
pendiculaire a sa direction. Tout se présente comme si, en
méme temps que se produit le mouvement & deux dimen-
sions, le plan horizontal dans lequel il se passe possédait
une vitesse verticale égale a 1.

6. Le cas du mouvement dans l'espace ordinaire pré-
sentera un peu plus de difficultés : car, en ajoutant ¢, on

(1) Cette conception a été mise sous une forme frappante il y & un
certain nomhre d’'années par Wells dans sa « Machine & explorer le temps ».
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est conduit & introduire l'espace & quatre dimensions. La
maniére la plus simple de le faire consiste & imiter exacte-
ment la méthode de la géométrie
descriptive ordinaire. Nous figure-

rons simultanément deux systémes xy3
d’axes x, y, z et x, y, t (fig. 1) : -
chaque point & quatre dimensions, %A
[}
[}
]
7 Lo
- oo
J zy[
0 X
i ° x
(]
' 1
] i
A
74 eyl
4 9
Fig. 1. Fi. 1 bis.

ou « point d'univers », sera représenté par deux points
simultanés (z, y, 3) et (x, y, 1). Le plan des xy jouera le
role de « plan de terre », la seule diflérence avec la géomé-
trie descriptive ordinaire étant que, pour plus de clarté, ce

plan de terre est le plus souvent dessiné deux fois, comme
dans la figure 1 bis ().

1. Théoréme de Cauchy-Kowalewski. Les trois ques-

tions suivanles se posent évidemment en ce qui concerne
le probléme de Cauchy

1° Le probléme de Cauchy a-t-il une solution ?

(1) Nous nous bornerons fréquemment 3 dessiner une « projection »,
par exemple le diagramme (r, y, t), ou méme plus simplement (quel que
soit ) la section par un espace & deux dimensions du diagramme a
m dimensions.

La représentation de l'espace & quatre dimensions par deux projec-
tions sur espaces & trois dimensions a 6té donnée dos 1882 par M. Vero-
nese (Att. Ist. Veneto, série V, t. VI, p. 987-1024, particulidrement p. 1016
et suiv.). Voir un intéressant mémoire de M. Totorja y Miret (Mem. de
la Real Acad. de Ciencias y Artes, t. XVIII, n° 11, Barcelone, mai 1924%)
sur cette question, avec liste bibliographique, & laquelle il. convient d’ajou-
ter les recherches de M. Mehmke (Conférence & I’Assemblée de printemps
de I'Union des Mathématiciens et Naturalistes wurtembergeois, 28 févr. 1904).
Ces indications sont venues A notre connaissance depuis la parution du
texte anglais (Note de la traduction).
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2° N’a-t-il qu'une seule solution (en d’autres termes, le
probléme est-il correctement posé?);

3° Et enfin comment peut-on calculer cette solution ?

Quoique les deux premitres questions puissent é&tre consi-
dérées simplement comme préliminaires ('), nous allons
commencer par examiner comment on peut y répondre.

On sait que Cauchy lui-méme, puis Sophie Kowalewski,
et, au méme moment, Darboux (*), considéraient le cas dans

lequel (2) ou (II) peuvent &tre résolus par rapport & r (ou 7.,
savoir :

(29 r=f(u, 2,y,p, q s, t)
ou :
ar) re=f(u, x,, ...),
ce qui est le cas pour (2) ou (II) si :

o av
(3) -—d—;—;zf o ou drm ?ﬁ 0,

sous celte hypothése, ils ont démontré (ou du moins sont
considérés généralement comme ayant démontré) que le
probléme de Cauchy, par rapport & = =o0 (ou x= = o0),
admet toujours une solution et une seule.

8. Fonctions analytiques. — La démonstration de ce
théordme a 6t¢ simplifiée par M. Goursat (*) de telle sorte

(1) Pour de plus amples détails, voir nos Conférences de la Sociélé fran-
caise de physique (Jouwrnal de physique, 1906), de Columbia (1911), New-
York, Columbia University Press (1913), 1re Conférence.

(@) Cauchy, €. R. Acad. Se., vol. XIV, p. 1020; vol. XV, p. 44, 85,
131 .(1842) Sophie Kownlewski, Thesis, Gottingen (1874) et Journal fiir
math., t. LXXX (1875), p. 1-32; Darboux, €. R. Acad. Sc., vol. LXXX
(18753), p. 101-104 ¢t p. 317. 1 semble que Sophie Kowalewski n'ait pas
connu le travail de Cauchy (lequel était cégalement ineonnu de Darboux,
et ne fut remarqué que par Genoechi, dans le mdme vol. LXXX des €. 1t).
Elle attribue méme & Weierstrass, Journal fiir Math., t. LL (18586), p. 43,
le premier énoncé du théoréme concernant les équations différentielles
ordinaires, ce qui est d’autant plus étonnant qu’elle cite Briot et Bouquet
(Journ. Ec. Polytechnique, vol. XXI), lesquels commencent par renvoyer
3 Cauchy (quoique sans donner ume citation pricise). Le théoréme fut
démontré & nouveau dans d'autres travaux postérieurs, tels que ceux de
Méray et Riquier.

3) Bulletin de la Société Mathématique de France, vol. XXVI (1898),
p. 129; Cours d’'Analyse Mathématique, vol. II, p. 360.
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que nous pouvons la donner en quelques lignes : mais nous
avons & rappeler auparavant ce qu’est la notion de fonction
analytique.

La fonction f (z) de la variable (réelle) z est dite analy-
tique, ou, plus exactement (*) analytique et réguliére ou
aussi holomorphe, dans Vintervalle (a, b) si, z, étant un
nombre quelconque de I'intervalle, f peut étre représentée,
pour z suffisamment voisin de z,, par une série de Taylor
ordonnée suivant les puissances de (x — x,) et dont le rayon
de convergence est, par conséquent, différent de o.

Dans ce cas, la fonction f peut étre définie, et admettra
des dérivées de tous les ordres, non seulement pour les
valeurs réelles ci-dessus mentionnées de x, mais aussi pour
les valeurs imaginaires, & condition que leurs points repré-
sentatifs soient suffisamment rapprochés du segment (a, b)
de 'axe réel.

Mais la théorie des fonctions de Cauchy montre que cette
deuxiéme propriété — savoir, ’existence dans le domaine
imaginaire avec continuité et dérivabilité — implique inver-
sement le développement de Taylor, et donne ainsi une
deuxiéme définition des fonctions analytiques, compléte-
ment équivalente & la premiére.

L’intervalle de convergence de la série de Taylor pour f
peut étre limité par des singularités de [ dans (a, b); mais
cet intervalle est généralement sans aucune relation appa-
rente avec ces singularités, et plus petit que ne le donnerait
leur seule considération (étant en réalité en rela’non avec
les singularités imaginaires).

Tout ceci peut étre étendu immédiatement au cas de plu-
sieurs variables, une fonction analytique de x, y, z étant
caractérisée par 1'une des deux définitions (équivalentes) :

(A) [ (x, y, 5) est analytique dans le volume % si,
(T, Yo, 20) étant un point de V, f peut &tre représenté par
une série de Taylor convergente suivant les puissances de

(1) Souvent, les analystes ne cessent pas d'appeler une fonction « analy-
tique », lorsque son domaine d’existence contient des points singuliers (pbles,
points ess«entnels ete.).
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(x — ), (Yy—1Yyo), (z—132), pour chaque position de
(z, y, 2) dans une certaine sphére de centre (x,, ¥, z);

B) f (z, y, 3) est analytique dans le volume %’ si on peut
définir f de maniére qu’elle soit continue et dérivable, non
seulement pour les points (réels) de ¥, mais pour tout
point z=a"+a"i, y=y +y"i, z=75+2"1 tel que (&, ¥, %)
soit dans ¥ et que |x” |, |y”|, | " ( soient suffisamment
petits.

Les fonctions analytiques sont les seules obtenues en géné-
ral grice & nos procédés mathématiques. Mais, parmi les
fonctions en général, elles sont, en réalité, trés spéciales (*).
Ceci se voit immédiatement par le fait simple (et important)
que le prolongement d'une fonction analytique est déter-
miné. Si [ (z) est analytique dans (a, b), la connaissance de
sa valeur dans un sous-intervalle quelconque (o', b") — quel-
gue petit qu’il soit — nous permet de le calculer dans tout
(a, b).

Pour les fonctions non analytiques, le prolongement n’a,
généralement, aucun sens. Une telle fonction n’étant donnée
que dans Fintervalle (o, 1), ses valeurs dans l’intervalle
(1, 1) peuvent étre définies d’'un nombre infini de maniéres,
et il n’existe pas de raison, en général, de préférer un quel-
conque de ces prolongements & un autre.

9. Fonctions réguliéres. — Nous aurons & nous occuper
de plusieurs espéces de fonctions qui ne seront pas forcé-
ment analytiques; elles seront restreintes cependant par
certaines hypothéses de régularité.

Une fonction d’une ou plusieurs variables sera réguliére
si elle est continue et admet des dérivées continues jusqu’d
un certain ordre p. Cet ordre variera suivant la nature de
la question. Pour étre strict, il faudrait 'indiquer avec pré-
cision dans chaque cas : je dois dire, cependant, que j'omet-
trai souvent de le faire, car cette précision ne me semble pas
valoir, dans le cas actuel, les précautions parfois fastidieuses

(1) Pour plus amples détails, voir notre travail La série de Taylor et
son prolongement analytique, 2° édition, Paris, Gauthier-Villars, 1927.



14 THEOREME FONDAMENTAL DE CAUCHY

qu’elle nécessite. Il nous suffit de savoir qu’un tel ordre
existe, ce qui est généralement évident dans chaque ques-
tion particuliére.

Une fonction réguliére admet un développement de Tay-
lor, limité aux termes d’un certain ordre, et, comme ses
dérivées admettent également des développements corres-
pondants, toutes les opérations basées sur un tel développe-
ment, et, en général, toutes les opérations du Calcul diffé-
rentiel qui sont valables pour les fonctions analytiques, le
sont aussi pour les fonctions « réguliéres », & condition
qu’elles n’introduisent pas de dérivées d’un ordre supérieur
a4 l'ordre p. Par exemple, une transformation ponctuelle
telle que (1) (§ 3) n’altérera pas la régularité si les fonc-
tions G sont elles-mémes réguliéres (& la condition, naturel-
lement, que le Jacobien ne s’annule pas).

Appeler une fonction « analytique et réguliére », revien-
dra a dire qu’elle est holomorphe.

10. Démonstration du théoréme de Cauchy-Kowalewsky.
— Pour le théordme fondamental concernant les équations
différentielles ordinaires, rappelons que Cauchy et ses suc-
cesseurs ont donné deux sortes de démonstrations.

1° L’une d’elles est celle que Cauchy appelle « Calcul des
Limites » ('), et les auteurs modernes « méthode des fonc-
tions majorantes ». Si on prend 1’équation différentielle
donnée sous la forme (1) (§ 2), cela suppose forcément que
le seccond membre est holomorphe en z, y, ¥y’ dans le voisi-
nage de (x == o;y = y,, ¥ = v,). Partant du fait que n’im-
porte quel développement convergent de Maclaurin suivant
les puissances de @, y, s admet un développement « majo-
rant » d’une quelconque des formes

K K K

S -0 (0
p P P p VAN P

(K, p, p, étant des constantes convenablement choisies pour
chaque cas), la démonstration établit (d’aprés les hypotheses

(1) Voir le Cours d'Analyse de M. Goursat et notre propre Cours
d’Analyse de UEcole Polytechnique, t. II.
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précédentes) qu’il existe un (et un seul) développement
convergent de Maclaurin suivant les puissances de x satis-
faisant & I’équation donnée et aux conditions initiales.

2° Dans la deuxidme sorte de méthodes (approximations
successives), 1'équation différentielle n’est plus obligatoire-
ment analytique. Pour le second membre, il n’est plus exigé
que des propriétés trés simples (continuité et « condition d¢
Lipschitz »). Néanmoins, on obtient le méme résultat —
savoir I'existence et 1'unicité de la solution — que dans la
premiére méthode, & ceci prés que, natlurellement, la solu-
tion elle-méme n’est plus, en général, analytique.

La démonstration du théoréme concernant les équalions
aux dérivées partielles correspond 2 la premiére classe de
méthodes mentionnée plus haut. Nous allons la présenter
sous la forme de M. Goursat (*).

En réduisant le nombre des variables indépendantes &
deux, pour simplifier la notation, partons de U’équation :

(2) r=f(u, x, y, p, q, 8, t)

et du probléme de Cauchy correspondant, consistant dans la

détermination de u par cette équation et les conditions
définies :

(8) ulo, y) =u,(y), —gg— (0, ) =u, (y).

Essayons de satisfaire 3 toutes ces conditions en choisis-
sant pour u une série ordonnée suivant les puissances de x :

g

u
)} U=UFUT ..+ e 2L

h!
otu
Chaque u,= < 7)}7>
devons déterminer.

u, et u, sont donnés. Pour trouver u,, us, ..., remarquons
.., 0h+ku .
que chaque dérivée G gyF Pour =0, sera une dérivée

de ws, quel que soit k. Done, en faisant z=o0 dans (2), le

sera une fonction de y, que nous
{e]

(1) Voir Goursat, loc. cit. [note (3) de la p. 11].
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second membre contiendra uniquement, en plus de y lui-
méme, les fonctions u,, u, et leurs dérivées p=u,, g=1u,m
s=u,, t=u,", de sorte que le premier membre (r) _ =u,
peut 8tre considéré comme connu.

De plus, en différentiant une fois (2) par rapport a x et

0 .

en faisant x=o0, on obtient <-d—;-> _ =uy en fonction de
Uy, U, u; et leurs dérivées; et, de la méme maniere, des
différentiations successives par rapport & = nous donneront

les valeurs de u,, us, ..., chaque u, étant un polyndéme en
Uy, Uy, U, ..., U, _, et leurs dérivées, ainsi qu’en [ et en ses
dérivées.

On peut aussi considérer chaque u, comme développé
suivant les puissances de (y — y,) (0l ¥, est une valeur fixe
de y) de maniére & remplacer (4) par :

(4 bis) u==5 =ZZ (g — g

alors chaque coefficient numérique uw sera exprimé par les
opérations qui viennent d’8tre exposées, en fonction des
termes précédents (c’est-d-dire des um correspondant & des
valeurs plus petites de h et au plus égales de k) et des coefi-
cients du développement de Taylor (*) de f, par un poly-
néme P.

On voit que les conditions (2) et (8) déterminent chaque
coefficient de (4) ou (4 bis). Par conséquent, nous pouvons
déja affirmer que notre probléme de Cauchy ne peul pas
admetire plus d’une solution représentée par une série con-
vergente, c’est-a-dire plus d'une solution holomorphe en .

Il faut maintenant montrer qu’en fait il existe une solu-
tion. Si on part du fait que la fonction est holomorphe en les
variables qu'elle contient, et si on fait la méme hypothése
pour les fonctions u, et u, dans le voisinage d'une certaine
valeur fixe y=1v,, nous allons montrer que la série (4) est

(1) Nous voulons dire du développement suivant les puissances de w«,
(y - yo)’ [u — U, (yo)JY [p - u] (yo)]i [q - uo’(yo)]' [3 - ull (yo)]'
[t —u,” (y,)].
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convergente pour | x | suffisamment petit (*), et qu’il en est
ainsi également méme pour la série double (4 bis), & condi-
tion que | x | et | y — y, | soient inférieurs & des limites posi-
tives convenablement choisies.

Nous commencerons par noter que, comme pour les équa-
tions différentielles ordinaires, les opérations successives
pour la détermination de us comprennent seulement des
différentiations, des multiplications et des additions (sans
aucun emploi du signe —) : en d’autres termes, que le poly-
néme que nous avons appelé antérieurement P ne comprend
que des termes précédés du signe +-. Par conséquent, on
aura une majorante de la série (4 bis) si on remplace chacun
des développements de f, u,, u, par un développement majo-
rant. Toute la question se réduit & trouver des développe-
ments majorants tels que le probléme correspondant ait
certainement une solution.

Pour cela, on peut d’abord supposer que u,, u,, sont nuls,
et méme que la valeur de u, déduite de V'équation est éga-
lement nulle; car, dans le cas général (u,, u,, u;5%0), on
peut, & la place de u, introduire une nouvelle inconnue u’
par la transformation

w=u— uy — U, T — T2,

et le nouveau probleme en u' correspondra au cas parti-
culier précédent. Moyennant cette condition (et y, étant pris
égal & o) une majorante de [ sera :
K
<4._£‘_+_?iii‘_t£i_‘1_> (1— S+t>
P P1

\

—K

(comme les valeurs initiales de z, y, u, p, g, s, t sont toutes
nulles, et que la valeur correspondante, de f est également
nulle) et on pourra remplacer u,, u,, par des développe-
ments de Maclaurin & coefficients positifs quelconques, puis-

(1) Te fait que la série (4 bis), quand elle est convergente, définit cer-
tainement uwne solution du probléme, s’établit comme dans le cas des
équations différentielles ordinaires (et comme nous le montrerons au livre II,
pour des buts similaires).

HapaMARD. 2
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que n'importe quel développement de cette espdce est évi-
demment majorant de zéro. Par conséquent la démonstra-
tion sera faite si nous montrons que 1'équation

u K

= or <1__ .r+y+u+p+q> <1__ s+t>—
P 3

admet une solution représentée par un développement de
Maclaurin dont tous les coefficients sont positifs ou nuls,
ou si nous montrons qu’il en est de méme pour une autre
équation quelconque ou la quantité au second membre est
remplacée par une quantité majorante. M. Goursat intro-

duit une telle majorante en écrivant — au lieu de z,

e« étant un nombre positif inférieur & 1 dont le choix est ce
qui va nous occuper maintenant.
Pour la nouvelle équation

du K

P —K

x
, =+ytutpiq <1 sH)
P Py

cherchons une solution dépendant uniquement de la variable

o =2z -+ ay.

La fonction u de ¢ aura & satisfaire & 1’équation différen-
tielle ordinaire

,_ Tu K
Cdet 1+u+(1+ / ¥
T o (1;(a+a’)u")
P Py
ou :
K d*u a4 a? [d*u\? K
12 2y | OM auN_ —K.
| e | 3 () K

f-+u+(1+c¢)-d—'-{
(2 do
P
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Si nous prenons maintenant o tel que 1 — — (a—!-a‘) >o,

non seulement cette équation différentielle admettra (en
raison du premier théordme de Cauchy) une solution holo-
morphe s’annulant avec o, mais le développement de la
solution aura tous ses coefficients positifs (*), C.Q.F.D.

Il n’y a rien d’essentiel & changer & ce qui vient d’étre dit
quand on passe au cas de plusieurs variables indépendantes
z, ¥y, 3, ...; la double séric S devient simplement une série
multiple, la quantité o étant x + o (y 4+ z -+ ...) et quelques
coefficients numériques nouveaux apparaissant dans les
fonctions majorantes.

11. Le développement (4 bis) ainsi obtenu dépend du,
choix de y, et suppose, non seulement que |z | < R, mais
aussi qu'on se limite & un intervalle convenable I autour
de y,. Au contraire, le développement (4) est indépendant
de y,. Plus exactement, si on donne & y, deux valeurs dif-
férentes telles que les deux intervalles I correspondants
chevauchent I'un sur l'autre, chaque fonction u, sera la
méme pour les deux cas dans la partie commune, ceci étant
une conséquence du fait que la solution holomorphe du
probléme de Cauchy est unique.

Par conséquent, si nos hypothéses concernant [, wu,, u,
sont exactes dans tout segment, quelque grand qu’il soit,
de I'axe des y, les calculs précédents donneront le dévelop-
pement (4) dans le voisinage de ce segment tout entier. Les
nombres K, p et p, ayant, comme on le sait, le premier un
maximum et les deux autres des minima tout le long du sus-
dit segment, la limite de convergence correspondante R
pour |z | peut aussi, s’il est nécessaire, étre considérée
comme constante.

Comme il a déja été dit, la détermination ci-dessus de R
(méme si nous le prenons différent pour différentes valeurs
de y,) conduit généralement, pour le domaine de convergence

(1) Une quantité Y déinie par aY — bY2—1X, a, suivant les puissances
de X, un développement de Maclaurin & coefficients tous positifs, comme
on le wvoit, par exemple, par résolution directe de I'équation du second
degré, du moment que a et b sont positifs.
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de la série (4) et, a fortiori, pour le domaine d’existence de la
solution u, & des limites qui sont trop petites au point d’étre
inutilisables en pratique.

12. Caractéristiques. — Les conclusions sont totale-
ment différentes dans le cas exceptionnel ou le signe 7 dans
la relation (3) (p. 11) est remplacé par le signe —. Dans
ce cas, la solution du probléme de Cauchy n’existe en géné-
ral pas, el, quand elle existe, n’est pas unique.

Cette fois, des circonstances nouvelles apparaissent quand
le nombre des variables est supérieur & deux. Prenons-le
égal A trois et, en méme temps, introduisons la nouvelle
notation que nous emploierons & partir de maintenant, en
représentant notre équation, qu’on supposera tout de suite
linéaire, sous la forme (‘)

ik
les Au, les B, G et [ étant des fonctions données des .

Dans le cas exceplionnel actuel, nous devons supposer (*)
A (=A4;)=0, de sorte que I'équation se réduit &

0*u 0*u
) 2A +2A
A oz, 0x, * 9x,0x,
3

d*u o*u d*u ou .
+das a+21\120x—0;'+1\22:,;z +ZB¢T+CU=I’,
1 2 ‘g

i1
avec les conditions de Cauchy

ou
u=u,(z, x,), rr =u, (x,, x,), pour x,==0.
IS

Ici, on voit que le premier membre ne contient pas de
double différentiation par rapport & z,, de telle sorte que

(1) Celto notation cst la notation usuelle pour les formes quadratiques,
avee Ay = Ay, doe telle sorte que chaque terme du sooond ordre 3 indices
différents figure deux fois.

(2) Apm == o peut &tre uno identité en =z, x,, ..., 7, ou, plus généra-
lement, une idemtité en x, x,, .., Tm-, pour x, = o. Pour plus de
simplicité, nous nous occupons simplement du premier cas, les conclusions
¢tant les mémes dans le sccond, comme on le voit sans difficulté,
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(pour z,=0) I’équation ne contient pas le coefficient u, de
3, mais seulement u, et u,; donc il ne détermine plus d’in-
connue, mais donne une condition de possibilité pour le pro-
bléme de Cauchy, & savoir

du du
@) 24, —?:+2A,,55;‘+B,u1 +H =0,
avec
J*u, 0%u, o*u, du, du, .
H=A,, oz +2/\12m+ A,, _Jfé-m’ _dz+ B’&:*’ Cuy, — f.

Si u, et u, ne sont pas choisis de manidre & satisfaire i\
cette équation, le probléme n’a pas de solution.

Si, par exemple, u, est donné d’abord, nous aurons a
prendre pour u, une solution de (7). On remarquera que
ceci nous donne, pour u,, une équation lindaire aux déri-
vées partielles du premier ordre dont I’intégration con-
duira, comme on le sait, au tracé, sur notre plan z, =0, du
systeme de lignes (I) défini par 'équation diftérentielle ™

o dr, dz,

A|3 A23

Supposons maintenant que la condition (7) soit remplie :
nous n’avons, jusqu’d maintenant, pas de condition pour
déterminer w,. Mais nous pouvons tirer une telle condition
~de I’équation suivante (qui a été employée, dans le cas géné-
ral, tel que nous I'avons lraité précédemment, pour {rou-
ver 1,) obtenue en différentiant une fois par rapport & x, et
en faisant x; = o, ce qui donne immédiatement :

ou, 0
1 24, 7';; + QAZS—O%— +Byu, + H, —o,
1 2
ou
OA; ou OA,y u, OB o
I_] =2 13 1 2 23 1 3
YT 0z, oz, T "oz, oz, T oz, 1t om,

ne dépend pas de u,.
On voit, par conséquent, que w, n’est pas entidrement
arbitraire, mais il peut cependant étre choisi d’une infinité

(1) Les lignes (I) correspondant & m > 3 seront définies par (m — 2)

équations différentielles entre Ty Ty ooy Tpyeye
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de maniéres : on peut le prendre égal & n’importe quelle
solution de l’équation linéaire aux dérivées partielles (7).
Cette équation a les mémes caractéristiques que (7), savoir
les lignes (1).

Le fait que, u, et u, étant donnés, u, peut étre choisi de
plus d’'une maniére peut s’exprimer en disant que deux
solutions de la méme équation (correspondant aux mémes
u, et u,, mais & des u, différents) peuvent étre tangentes
U'une & Uautre (*) en chaque point de x; = o (ou plus géné-
ralement, de x. = o).

Des différentiations successives par rapport & x, nous
donneront, de la méme manidre, pour u;, u,, ..., des équa-
tions linéaires aux dérivées partielles successives du pre-
mier ordre, leurs caractéristiques continuant & étre les mé-
mes lignes (I).

Nous aurons plus tard & nous occuper de nouveau de ces
lignes, et leur construction géométrique apparaitra a ce mo-
ment. Pour l'instant, les calculs précédents nous donnent
la présomption que, si notre probléme de Cauchy n’est pas
impossible (¢’'est-a-dire si la condition (7) est remplie),
devient indéterminé, car chacun des w, successifs peut étre
choisi avec un certain degré d’arbitraire. Ceci, cependant,
n’est qu'une présomption, car nous ne savons pas encore si
le choix des ux peut &tre fait de manidre & rendre la série (4)
convergente : nous aurons & démontrer ce fait plus tard, et
ceci nous donnera, en méme temps, le degré d’indétermi-
nation de u.

Si on admet cette démonstration comme faite, on voit,
pour en résumer le résultat d'un mot, que le probléme de
Cauchy se présente comme la résolution d’un systéme de n
équations ordinaires du premier degré a n inconnues dont
le déterminant est nul.

(1) Deux fonctions u, v (d'une ou de plusicurs variables) sont diles tan-
gentes en un point déterminé (c’est-d-dire pour un certain systéme de
valours des variables) si elles et toutes leurs dérivées premidres admettent
des valeurs numériques égales chacunc & chacune au point en question.
Le contact est d’ordre p si des égalités analogues existent, mon seule-
ment entre les dérivées premidres, mais entre toutes les dérivées jusqu’a
I'ordre p.
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Nous ne nous sommes occupés que d'une équation
linéaire, qui est le seul cas intéressant pour ce qui suit; le
cas non linéaire conduit & des résultats essentiellement ana-
logues, avec quelques différences au début du calcul, et se
réduit méme au premier par différentiation de 1'équa-
tion donnée.

13. Le cas exceptionnel ci-dessus est d’une importance
capitale pour notre étude ultérieure et pour toutes les re-
cherches sur les équations aux dérivées partielles. Comment
peut-on le définir si on pose le probléme de Cauchy par
rapport non 4 z.=o0, mais & une surface quelconque telle
que S (§ 3) » Pour le voir, nous n’avons qu’d transformer
la condition (3) en appliquant la transformation ponctuelle
(T) : ce qui est un calcul élémentaire. On voit ainsi (*) que
(dans la notation de § 3) le cas exceptionnel est défini par
la condition :
ob [ dG,\2 06 0G,, dG;,

L () D

Supposons de nouveau le probléme linéaire, 1'équation
aux dérivées partielles ayant la forme

o*u | du
( ) 2 ik da?.-dxk +Z‘ i dx‘ +Cu f
, k
(Aw, Bi, C et f étant des fonctions données de z,, z,, ..., Tm).
La condition pour que la variété G (z,, ..., Zm)=0 corres-
ponde au cas exceptionnel sera :
G oG

W D M o =
en d’autres termes, on 1'obtiendra de la maniére suivante :

"REGLE. — On considére uniquement les termes du second

ordre dans I'équation donnée, et, dans ces termes, on rem-
place chaque dérivée seconde de u par le carré ou le produit
correspondant de dérivées premiéres de G.

(1) La condition peut étre trouvée directement, et méme on peut ache-
ver !s calcul du numéro précédent sans se servir d'une transformation
ponctuelle : voir nos Legons sur la Propagation des ondes (Hermann, 1903),
chap. VII, nos 278 & 288.
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Si la condition (A) est remplie [c’est-a-dire si la quantité
ci-dessusest nulle en chaque point (*) de la surface S], S est
dite caractéristique (*) de 1’équation E. La forme quadra-
tique

—~
A (Y1r Yar voos ')'m) =Z Ay Ye Yi

[ ]

s’appelle la forme caractéristique.

La propriété fondamentale des caractéristiques s’exprime,
en raison des considérations précédentes, par le fait qu’elles
sont les seules surfaces le long desquelles deux solutions de
I’équation peuvent se toucher : ce contact peut étre d’un
ordre quelconque (puisque, dans les calculs du numéro pré-
cédent, on peut admettre que u,, u,, ..., ur—, soient les
mémes pour deux solutions différentes, les valeurs de ua
différant).

Cette propriété est exactement semblable a la définition
des caractéristiques pour une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre, et ¢’est pourquoi on leur donne
la méme dénomination, quoique les premiéres soient des
surfaces et les secondes des lignes (quel que soit le nombre
des variables).

L’équation (A) est une équation aux dérivées particlles du
premier ordre & laquelle S doit satisfaire; géométrique-
ment, on sait qu'on peut interpréter ceci en disant que, en
chacun de ses points, S doit avoir son plan tangent tangent
a un certain cdne quadratique correspondant dont I’équation
tangentielle est A (1, vz, ..., Ym) =0. Ce cOne est appelé cone
caractéristique.

(1) Le cas dans lequel la condition (A) est vérifiée en certains points
de S ct non en d’autres, quoique se présentant dans certains problémes
déja  traités, présente des difficultés qui n’ont pas encore été atlaquées,
car elles s sont montrées peu intéressantes dans les applications.

(2) La théorie des ocaractéristiques pour deux variables indépendantes
ost connue depuis Monge et Ampeére (V. Darboux, Théorie des surfaces,
vol. TI, et Goursal, Lecons sur lUintégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre). Son extension au cas de m > 2 fut d’abord
donnée par Bicklund (Math. Annalen, vol. XIII, 1878), mais n’a pas
6té généralement connue avant d’avoir été retrouvée par Beudon (Bull.
Soc. Math. Fr., tome XXV, 1897).
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(Si les Aa ne sont pas constants, chaque systdme de va-
leurs de z,, , ,..., Tm donnera un cdne caractéristique diffé-
rent. Nous considérerons en général un cdne caractéristique
comme ayant le point correspondant de l'espace & m
dimensions comme sommet.)

Les caractéristiques ont une signification physique impor-
tante; elles sont, en fait, ce que les physiciens appellent des
ondes. On peut voir facilement que leur définition donnée
ci-dessus (et, plus exactement, leur intervention comme sur-
faces de contact entre deux solutions) est strictement équi-
valente & la conception d’Hugoniot sur les ondes (pour plus
ample démonstration, voir nos Legons sur la propagation
des ondes). En fait, I’identité des deux conceptions appa-
raftra, non seulement dans chaque cas spécial que nous
traiterons, mais méme, en général, comme une consé-
quence a posteriori de notre formule finale.

14. Le résultat de D'analyse de Cauchy et de Sophie
Kowalewski serait, par conséquent, que le probléme de
Cauchy a une solution (et une seule) chaque fois que la
surface qui porte les données n’est pas caractéristique, ni
tangente mulle part & une caractéristique (*).

(1) Nous laisscrons de cOté le cas des systémes d’équations aux déri-
vées partielles, mais, pour 8tre complets, nous en dirons quelques mots ici.
Le théoréme fondamental s’étend, sous sa forme classique, 3 de tels
systémes lorsque lo nombre d'équatiomns est égal au nombre p des
inconnues et qu’elles pcuvent &tre résolues par rapport aux déri-
véos de Pordre le plus ¢levé relatives & une variable x : par exemple,
pour les trois équations du second ordre F, (r, o/, 7/, ..) = o,
F, (r, o/, 7, ) == o, ¥, (r, v, 7!, ...) = o aux trois inconnues u, u/, u//

oll nous avons mis en évidence les trois dérivées secondes

r= *u - e 02u”>

o T

si elles peuvent 8tre résolues en r, r/, 7/, Le cas exceptionnel est
celui o) une telle résolution (ou du moins une wrésolution régulitre)
D(F,F,F)
D (r, 7, 7I)
ce cas, x — o seru considéré comme unc caractéristique. Nous déduirons
ais¢ment de ceci, par une transformation ponctuelle (§ 3) ou par un calcul

est impossible, c’est-d-dire quand le Jacobien s’annule. Dans
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direct, la condition pour que G = o soit une caractéristique : ce qui
donnera (V. mos Legons sur la propagation des ondes, chap. VII, § 321),
dans le cas du systéme ci-dessus, une équation aux dérivées partielles du
premier ordre et du sixidme degré (du 2pe degré, 8’il y avait p équations
du 2° ordre & p inconnues).

On a souvent cru que le cas execptionnel pouvait toujours 8tre évité
par une transformation ponctuelle convenable. Cependant, ceci est une
erreur : en d’autres termes, il peut arriver que [léquation des carac-
téristiques ci-dessus définie soit une identité. Des exemples variés de ce
cas ont ¢té donnés; un probleme tout & fait classique et usuel en offre
un, savoir le probléme des surfaces applicables : il conduit & trois équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre en z, ¥, z, considérées
comme fonctions de u, v, qui ne peuvent pas 8tre résolues par rapport &
dr dy 0z
Ou'ou’ ou’

Comment 1'énoncé de Cauchy (en restant cependant dans 1’hypothése
analytique) doit 8ire modifié dans le cas le plus général (sans changement
de variables) c’est ce qui a été éclairci, comme on le sait, par les travaux
de Méray et Riquier, méme quand le nombre des équations n’est pas égal
au nombre des inconnues. .

Mais Tinfluence de la transformation ponctuelle peut elle-méme 8tre
déterminée, et, par conséquent, on peut établir une nouvelle équation
des caractéristiques, méme quand la condition ordinaire pour celles-ci
fait défaut parce qu’elle devient une identité; c’est ce qui a été établi
par nous-mémes dans un cas (Bull. Soc. Math. Fr., vol. XXXIV, 1406),
et généralisé par MM. Gunther et Maurice Janet (Voir C. R. Acad. Sc., 1913).

quel que soit le choix des variables indépendantes u, v.



CHAPITRE II

DISCUSSION DU RESULTAT DE CAUCHY

15. On s’étonnera probablement de nous avoir vu em-
ployer systématiquement le conditionnel et sembler consi-
dérer comme douteuse une des démonstrations les plus
classiques et les plus connues de I’Analyse. Le fait est que
les choses ne sont pas aussi simples que ne sembleraient
I'indiquer les considérations précédentes. En réalité, les
circonstances que nous rencontrerons apparaitront, au pre-
mier abord, comme tout & fait paradoxales au point de
vue purement mathématique, et ne peuvent &tre prévues
que. pour des raisons physiques. Il n’y a pas de question
offrant une illustration plus frappante des idées que Poin-
caré a développées au Premier Congrés International des
Mathématiciens & Zurich, 1897 (V. aussi La Valeur de la
Science, p. 137-188) : ce sont les applications physiques
qui nous montrent les problémes importants que nous
avons a mous poser, et c’est encore la Physique qui nous
fait entrevoir les solutions.

Les raisonnements de Cauchy, de S. Kowalewski et de
Darboux, dont I'équivalent a été donné ci-dessus, sont par-
faitement rigoureux; cependant, leur conclusion ne peut
pas étre considérée comme entiérement générale. La raison
en est dans I'hypothése, faite dans tout ce qui précéde, que
les données de Cauchy, ainsi que les coefficients des équa-
tions, sont exprimées par des fonctions analytiques : et le
théoréme peut souvent étre en défaut quand cette hypothése
n’est pas vérifiée.
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Nous avons dit « souvent » et non pas « toujours », car
il peut aussi arriver que 1’énoncé de Cauchy-Kowalewski
donné précédemment se trouve vérifié pour un choix tout a
fait général de données; et, précisément, I'un des faits les
plus curieux de cette théorie est que des équations, d’appa-
rence trés voisine, se conduisent d’une maniére tout a fait
opposée & ce point de vue.

Si d’abord nous prenons un probléme de Cauchy tel
que ceux dont nous avons parlé au § 4 [probleéme de Cau-
chy par rapport & t=o0 pour les équations (e,), (e,), (es)], les
résultats précédents sont valables, comme nous le verrons
par la suite, sans qu’il soit aucunement besoin d’une hypo-
thése d’analyticité.

Mais les conclusions seront bien différentes si, par exem-
ple, on traite le cas classique de 1'équation des potentiels
de Laplace :

d*u J*u o*u

o T T T

Ceci se constatera lout de suite par comparaison avec
un autre probléme aux limites classique, je veux dire le
probléme de Dirichlet. Celui-ci consiste, comme on le sait,
a déterminer une solution de 1'équation de Laplace dans un
volume donné <7, la valeur de w étant donnée en chaque
point de la surface limite S de ce volume. C’est un fait
bien connu que ce probléme est correclement posé : ¢’est-
d-dire qu’il a une solution, et une seule.

Ce fait apparait immédiatement comme contradictoire
avec le théortme de Cauchy-Kowalewski: si la connais-
sance des valeurs numériques de u aux différents points de S
(en méme temps que 'équation aux dérivées partielles) est
par clle-méme suffisante & déterminer la fonction inconnue
dans le volume ¥, on n’a évidemment aucun droit d’im-
poser & u une condition additionnelle quelconque, et, par
conséquent, on ne peul pas, outre les valeurs de u, choisir

arbilrairement celles de —;Il—;—:- En réalité, il existe entre ces

deux sortes de valeurs une infinité de relations qui doivent
étre vérifiées pour qu’une fonction harmonique correspon-
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dant & de telles données puisse exister. Un point quelconque
a extérieur & V fournit une telle relation, puisque, si on
appelle r la distance de a & un point arbitraire M de S, on
doit avoir 'identité bien connue

o )

Comment se fait-il que, au contraire, les conclusions de
Cauchy-Kowalewski conduisent & un choix arbitraire, en
chaque point de S, non seulement de u, mais aussi d’une
de ses dérivées premiéres, telles que la dérivée normale
du,
dn ’

On peut donner de cette contradiction une double expli-
cation. On aper¢oit immédiatement une premiére raison
pour laquelle les conditions ne sont pas comparables de
part et d’autre. On a primilivement démontré la possibilité
du probléme de Cauchy par rapport & un plan, puis par
rapport & toute surface pouvant se déduire d’'un plan par
une transformation ponctuelle. Ceci est le cas de toute por-
tion (régulitre) de la surface, & condition qu'elle soit suffi-
samment pelite, mais non pas de la surface fermée totale.
La surface totale de la sphére, par exemple, ne peut pas étre
transformée, avec une continuité parfaite, en une surface
plane : elle a une forme différente, au sens de 1’Analysis
situs.

Ceci, cependant, n’est pas une objection définitive, comme
on peut le voir d’aprés la remarque du numéro 11 : si nouas
résolvons notre probléeme de Cauchy dans le voisinage de
chaque portion de S, ces différents éléments de solution se
continueront I'un 'autre, et constitueront une solution qui
sera valable pour toute la surface S et son voisinage.

Mais, de plus, notre théoréme ne prouve I'existence de la
solution du probléme de Cauchy que dans le voisinage de
la surface initiale S. Pour le probléeme de Dirichlet, la solu-
tion doit exister dans 1'étendue entitre de ¥. Ceci est la
premiére explication demandée : pour cette raison, et pour
elle seulement, les relations (8) sont nécessaires. Si elles ne
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sont pas vérifibes par un ensemble analytique de valeurs

du .
de u et n ces valeurs correspondront & une certaine

fonction harmonique u dans le voisinage de S; mais u
admettra forcément des singularités, ou méme cessera
d’étre défini, en quelque endroit de .

Cette premitre réponse & notre question n’est elle-méme
pas compléte et ne donne pas la seule raison pour laquelle
le probléme de Cauchy n’est pas toujours possible. Si I'on
prend maintenant les termes géométriques du probléme
exactement de la méme maniére que l'a fait Cauchy, on
peut voir que, en n’adoptant plus 'hypothése des données
analytiques, il n’existera en général aucune solution, méme
dans le voisinage immédiat de S, ou méme dans le voisinage
d’une portion o, quelque petite qu’elle soit, de S.

Ceci peut étre considéré comme nne conséquence de la
propriété bien connue des fonctions harmoniques (¢c’est-a-
dire des solutions de Au=0) d’étre analytiques dans chaque
région & l'intérieur du domaine ou elles existent et sont
continues ainsi que leurs dérivées premieéres, et de ne per-
dre ce caractére d’analyticité que sur la limite du domaine :
une forme de cette propriété étant (*) que, si deux fonctions
harmoniques, définies chacune d’un cdté d’une surface, ont,
en chaque point de cette derniére, la méme valeur et la
méme dérivée normale, elles sont le prolongement analy-
tique 'une de I'autre, leur ensemble constituant une seule
fonction harmonique (et par conséquent analytique) dans
toute la région située des deux cdtés de la surface.

Ceci montre que (o étant, par exemple, supposée analy-
tique) il est finalement impossible que le probléme de
Cauchy, avec des données non analytiques, ait une solution
des deux cdlés de o; ces deux solutions v’ et u”, d’apres le
théoréme précédent, ne constitueraient qu’une seule fonc-
tion analytique dans le domaine total & I'intérieur duquel
est o : ce qui est évidemment contradictoire avec la suppo-
sition que u, (valeur commune de u’ et «”) ou u, (dérivée nor-
male commune) est non analytique sur o.

(1) Ceci a été mis en évidence par Duhem (V. Hydrodynamique, Elasticité,
Acoustique, Hermann, 1891, vol. I, p. 169).



DISCUSSION DU RESULTAT DE CAUCHY 31

Naturellement, il est évident que, en général, ni v’ ni u”
n’existent : car il n’y a pas de raison pour que l'un existe
plus que l'autre, si les données sont prises au hasard.

15 bis. On peut' montrer tout & fait rigoureusement
qu’il n’existe pas de solution, méme d’un cdté de o, dans
le cas ol o est une portion du plan « = o, en faisant I'hypo-
thése complémentaire que u, (ou w,) est nul : car, si, par
exemple, «’ existait pour > o, on pourrait définir u”, pour
x < o, par
9 u(—z, y, 2)= —u(z, y, 2,

u’ et u” ayant alors, pour =0, la méme valeur (savoir o) et
la méme dérivée normale. Le cas est alors le méme que
précédemment : par conséquent la solution ne peut jamais
exister si u, (y, z) n'est pas analytique.

(De méme, si u, est nul, avec une valeur quelconque de u,,
une solution éventuelle ¥’ pour x > o pourrait s’étendre &
z < o par la relation u (—x, y, 2)=u (x, y, 2) et ceci con-
duirait & la méme impossibilité que ci-dessus si u, n’était
pas analytique.)

Si u, (y, z) avait été pris différent de zéro, la connais-
sance de sa valeur déterminerait évidemment u & une
fonction analytique prés (*) de z, y, z, et, par conséquent,
u, (y, z) & une fonction analytique prés de y, z.

16. L’équation de la chaleur
o*u Ju
02 oy
quoique nous n’ayons pas & nous en occuper dans cet
ouvrage, est cependant intéressante & étudier au méme point
de vue, ce qui a été fait par M. Holmgren (*). Prenons encore

=O,

(1) Un de ces choix possibles pour u est le potentiel, multiplié par

rmt d’une double couche de densité u, sur notre plain, la valeur cor-
”

respondante de u, étant la dérivée normale de ce potentiel. La combi-
naison de ceci avec I’énoncé du texte donme la forme la plus générale
acceptable pour u, pour une forme donnée de u,.

(2) Arkiv fd6r Matematik, Astromomi och Fysik (1904), p. 324, note;
Voir aussi ibid., vol. II (1905-1906).
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une fois le probléme de Cauchy par rapport & x=o0, la pre-
mi¢re fonction u,(y) étant de nouveau prise nulle.
Comme précédemment, admettons que notre solution est
définie d’un seul cO6té de z=o, par exemple pour = > o, et
étendons-la & £ < o par la formule (9) : par ce moyen,

du .
u et—dz restent continus pour z=o.

Or, une solution de¢ 1'équation de la chaleur, lorsqu’elle
est continue et a ses dérivées du premier ordre continues,
n’est pas nécessairement analytique en ses deux variables,
comme c¢’est le cas pour ’équation du potentiel; seulement
on peut prouver (*) qu’elle est analytique par rapport & «x.
Comme d’un autre c6té (V. numéro précédent), c’est une
fonction impaire pour u,=o0, on peut la développer en une
série convergente de la forme

— B T2 S S I
(10) u=uzx -+ 30 4 - 4+ @)l T +
Le premier coefficient u, est égal & la dérivée -—1, pout

ox
x = o. Mais 1’équation différentielle donne :

: oty 0" [ du d?u,

Wapt1 = gx*r+l 1:0:: dTJ” _(;:I— z=o= dy” ’
On voit, par conséquent, que u, admet des dérivées de
tous les ordres; ensuite, que I’on a une limitation de leur

ordre de grandeur : car, d’aprés la convergence de la sé-
rie (10), on a (M, p étant deux nombres positifs fixes)

d’u M©Zp+1)!
(11) dy"l = [u2p+l l < ""_pg—p.'_T“"“
L’analyticité de u exigerait des'inégalités telles que
. d'u, Mp!
(12) " P

de telle sorte que le systéme des conditions (41) est moins
restrictif que les conditions d’analyticité.

(1) M. Sergo Bernstein (Thése, Paris 1904) a démontré le méme fait pour
I'équation parabolique analytique la plus générale. Des démonstrations
trés simples ont été données depuis par M. Gevrey (€. R. Ac. Sc., tome CLIL
et Thése, Paris).
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17. Nous voyons que nos considérations présentes sur
le sujet des équations aux dérivées partielles nous ménent
A des résultats dignes d’intérét dans la théorie des fonctions
d’une variable réelle. De telles fonctions ont été classées,
comme on le sait, d’aprés leur degré de régularité : Jes
efforts des géométres contemporains ont réussi & faire res-
sortir bien des intermédiaires importants et intéressants
entre la conception de fonction arbitraire et celle de fonc-
tion continue; plus restrictive que cette derniére se trouve
la notion de fonction & variation limitée, puis les fonc-
tions dérivables une, deux, ..., p fois. Viennent ensuite
les fonctions dérivables jusqu’a un ordre quelconque.

Ici, les fonctions u, satisfaisant a 1’inégalité (11) montrent
'utilité d'une distinction nouvelle (*) : il y a des intermé-
diaires entre les fonctions dérivables & n’importe quel
ordre ot les fonctions analytiques. MM. Goursat et
Gevrey (*) ont appelé les fonctions u, fonctions de la
classe 2. De méme, des fonctions de la classe a — ¢’est-d-
dire des fonctions @ (y) dérivables & un ordre quelconque et
telles que
dre

M (ap)!
dy®

a) =

(@ > 1)

— apparaitront (*) si I’on considére du méme point de vue les
équations v ou )
dz™  oy" (m>n

traitées par M. Henrik Block (*) : « sera alors égal hl:—-,

(1) Voir la note plus loin, p. 37.

(2) Voir note, p. 32.

(3) I est remarquable que la classe définie, parmi les fonctions ana-
lytiques par les indgalités (11/) avec ¢ < 1, ait déjd été considérée en
Analyse : c¢’est en fait la classe des fonctions entidres de genre fini.

Le mot « classe » a déjd été employé par Baire dans ses travaux sur
les fonctions discontinues, dans un sens tout & fait différent, mais, comme
l’ae fait observer M. Gevrey, la confusion est impossible pour cette raison
méme.

(4) Henrik Block, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, vol. VII
4911).

Hapamar 3
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Qu’il existe en fait des fonctions qui satisfont au systeme
de conditions (11') sans &tre analytiques — ou, plus géné-
ralement, qui satisfont & ce systdéme pour une certaine va-
leur de @, mais non pour des valeurs inférieures —, ¢’est
ce qu'on peut voir facilement par l'exemple de la série
trigonométrique

oo

“3) Z ¢, COS MY,

n=0

ol les ¢, seront, par exemple, des nombres positifs et réels.
Une telle série admettra des dérivées de tous les ordres si
la série

(14) ch n,

est convergente pour toutes les valeurs de p. Prenons, en
1

particulier, ¢, = e~"*, o étant un nombre donné plus
grand que 1 : cette expression satisfait & la condition

précédente; mais la série (14), savoir

oo

1
14" Z n? e

n=0

qui, pour p pair, représente la valeur de la p’ dérivée pour
y=o0 (et qui est aussi la valeur maximum de sa dérivée), est,
comme on sait, du méme ordre de grandeur que 1'intégrale

1) f " e dn = oD [ (p+ 1),

ce qui montre que la série correspondante (13) appartient
& la classe o« et non — du moins dans un intervalle quel-
conque contenant y=0 — & une classe quelconque de rang
inférieur.

Si, dans (13), nous avions seulement donné A u les valeurs
n==b", ol b est un entier déterminé et v=14, 2, ..., >, cela
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n’aurait pas essentiellement changé 1'ordre de (14'), 'inté-
grale (14”) étant remplacée par

® pv —b% _ b .
‘[ b6 dv=p T pa) 5

mais pour cette nouvelle série

00
2.
Y3

2 € cos (by),

vl

nous pourrions affirmer qu’elle ne peut étre d’une classe
inférieure & «, non seulement autour de y = o, mais aussi
dans un intervalle quelconque : car une telle série ne change
que dans ses premiers termes lorsqu’on remplace y par

21 .
Y+ ——b—:r— (quels que soient les entiers k et ) et les nombres

9
ib';,’-'— peuvent s’approcher aussi prés que l'on veut d’une
quantité réelle donnée quelconque.

M. Gevrey (*) (loc. cit.) a montré que les fonctions d’une
classe « > 1 demeurent telles par les mémes opérations
générales que les fonctions analytiques, par exemple par la
multiplication, la substitution d’une ou de plusieurs fonc-
tions dans une autre, 'intégration des équations différen-
tielles, etc. Mais de telles fonctions different des fonctions
analytiques, et aussi des généralisations bien connues que
leur a données M. Borel (*), par 'absence d'une de leurs
propriétés classiques : I’extension d'une fonction de classe a
d’une partie de son domaine & une partie avoisinante n’est
pas déterminée. Une telle fonction, supposée donnée dans
(0, 1), peut &tre étendue & (1, 2), par exemple, d’un nom-
bre infini de manidres, sans perdre la propriété d’appar-
tenir A la classe a.

(1) Voir aussi ses Mémoires dane le vol. XXXV, série 3, des Ann. Ec. Norm.
Supre,
(2) Voir Comptes Rendus Ac. Sc., vol. CLIV; Acta Math., t. XXIV.
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Ceci se voit facilement, tout au moins pour a = 2, par

1

I’introduction de la fonction e *. Cette fonction, holomor-
phe dans tout intervalle (a, b) avec a > 0, b > o, ne I'est
plus dans (o, b), mais appartient (au
plus) & la classe 2, comme on peut le
voir par le calcul direct suivant (*).
Pour calculer ®® (a) (avec a > o),
prenons l'intégrale

p! @(2)
Qir / (z — a)?+?t dz

le long d’une circonférence de rayon a dans le plan com-

Fi. 2.

plexe. Pour ¢ (x)=¢ . 10US pouvons prendre cette circon-
férence tangente & 'axe imaginaire (fig. 2), et la valeur
absolue de ® (x) sur cette circonférence sera alors constante

1
et égale & e 24 de telle sorte que

1| d /L
dx? ¢ T=a

PP ()| = —
Le maximum de cette derniére quantité correspond a

1
o %
<a,e

p!

i b
a:% et 'on a
1 1

|[@® (a)| < e~ (2p)"p!= (sensiblement) 777— > (2p) L.
Comme toutes les dérivées de ¢ (x) sont nulles (du cdté
positif) pour x=o0, ceci nous montre qu'une fonction qui
est nulle pour toute valeur négative de = peut étre étendue
L :

dx>>o0 par e ® et étre de la classe 2.
On peut déduire de cet exemple un autre plus général en
prenant l'intégrale

,,b(x)_—_‘ﬁe‘wfzx(z)dz (@>o0),

1

1 1

(1) La fonction trés analogue ﬁ e Z, & laquelle on est amené par la
A

théorie de la chaleur, peut aussi 8tre introduite dans le méme but.
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ou x est une fonction arbitraire, — disons continue —. Toute
dérivée de ¥ peut étre prise en différentiant sous le signe f
(il n’y a pas de termes correspondant & la variabilité de la
limite supérieure, ou la quantité sous le signe f est nulle)

de telle sorte que ¥ appartient aussi & une classe au plus
égale & 2; et on voit facilement qu'on peut 1'étendre d’une
infinité de manieres au deld de toute valeur x = a de la
variable, car cette extension dépend de la fonction arbi-
traire yx.

M. Serge Bernstein (*) a étendu cette conclusion aux fonc-
tions de toute classe « > 1, une telle condition étant encore
compatible avec une infinité de prolongements d’une méme
fonction donnée.

La question (*) s’est alors posée de savoir s’il peut exister
des fonctions F (p) croissant plus rapidement que R?p!,
et, cependant, telles que la limitation | 2%(z) | <F (p) pour
les valeurs des dérivées successives d'une fonction ® impli-
que le fait que ® ne peut pas étre étendue de plus d’une
maniére. M. S. Bernstein est conduit & une réponse néga-
tive pour I’exemple des fonctions de classe supérieure a 1;
mais i1 montre d’ailleurs qu'une telle réponse négative ne
subsisterait pas si I'inégalité F (p) > R~*p! était vérifiée irré-
quliérement, c’est-d-dire s’il y avait un nombre infini de
valeurs de p donnant cette inégalité et un nombre infini
donnant I'inégalité inverse.

48. Reprenant le probldme de Cauchy en général, on
voit qu’on doit éviter la confusion entre le cas des fonctions

(1) Math. Ann., vol. LXXV, p. 440 et suiv.

(2) Ceci a été écrit en avril 1921. Depuis, le probleme a été résolu
par les belles recherches de MM. Denjoy et Carleman (V. C. R. Ac. Sc.,
t. 173-174, 1921-1922. Elles ont donné la théorie des fonctions quast

. analytiques. Voir surtout l'ouvrage de M. Carleman : Les fonctions quasi
analytiques, Paris, Gauthier-Villars, 1926 : l’extension est toujours umique
quand F (p) est telle que la série

2w

soit divergente. (Ajouté lors de la correction des épreuves.)
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arbitraires et celui des fonctions analytiques, et que nos
conclusions précédentes doivent &tre révisées a ce point de
vue. Ceci s'applique aussi &4 la fonction inconnue; notre
premier résultat, savoir que la solution, si elle existe, est
unique, sauf le cas d’une caractéristique, doit étre exa-
miné & nouveau : nous avons seulement fourni la démons-
tration que le probléme n’admet qu'une seule solution
holomorphe. :

Sur ce point, cependant, le résultat subsiste : M. Holm-
gren () a démontré, au moins pour les équations linéai-
res & coefficients analytiques, que (toujours excluant le
cas exceptionnel), la solution, analytique ou non, est
unique (%).

Comme on vient de le voir, les choses sont beaucoup plus
compliquées en ce qui regarde la seconde partie du résultat,

(1) Ofversigt af Kongl. Vetenskaps Akad. Forh. (9 janv. 1901), p. 91-10%
Voir également nos Legons sur la propagation des ondes, note 1. La dé-
monstration repose sur le théordme bien connu de Weierstrass sur les
approximations des fonctions continues par polyndmes. Il serait intéres-
sant de I'étendre aux {équations & coefficients non analytiques, et, au cas
non linéaire.

Note de la Traduction. — Cette question est aujourd’hui résolue, par
les récents travaux de M. Hans Lewy, pour le cas hyperbolique, et, en
ce qui concerne le cas elliptique, pour les équations analytiques (voir
Appendice IIT & la fin du volume). Un Mémoire de MM. Hans Lewy et
Kurt Friedrichs traite méme le cas d’équations (totalement hyperboliques,
c’est-d-dire & caractéristiques toutes réelles) d’ordre quelconque.

(2) Quend on énonce de tels résultats, il est important, ainsi que
Bécher I’a fait remarquer trds justement (au cours de ses conférences A
I'Université de Paris en 1913-1914), de bien préciser ce qu’on entend par
une solution. Ici, u doit admettre des dérivées premidres et secondes
satisfaisant & 1'équation aux dérivées partielles dans le voisinage de
T = 0, mais pas nécessairement sur z = o lui-méme. Au contraire, les

du
conditions que u et T aient des valeurs données en des points de z = o
z

impliquent que ces quantités existent et soient continues autour de ces
points. Plus exactement, il faudra que u et ses diverses dérivées pre-
midres soient continues : ceci est nécessaire pour la validité de la démons-
tration de M. Holmgren, lequel (remplagant 1'équation par un systdme
d’équations du premier ordre) introduit toutes ces dérivées premidres
comme inconnues auxiliaires, comme cela est fait classiquement dans
la démonstration primitive de Sophie Kowalewski pour le thoérdme fonda-
mental. (V. p. ex. Goursat, Cours d’Analyse, 3¢ éd., t. II, p. 642) et appli-
que (comme nous le ferons aussi dans la suite de ce livre) la tramsfor-
mation d’intégrales habituelle d’Ostrogradsky et Green, laquelle suppose la
continuité des fonctions introduites.
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c’est-a-dire I'existence d'une solution; au premier abord, on
ne voit pas, a cet égard, de régle analytique générale. L’ana-
logie avec les équations différentielles ordinaires, qui a évi-
demment inspiré Cauchy, s’est montrée finalement trom-
peuse (*); de méme P'exemple de 1'équation du son et celui
de I’équation des potentiels montrent combien peu on peut
se fier aux analogies les plus proches et en apparence les
plus évidentes, entre équations aux dérivées partielles.

Mais il est remarquable, d’autre part, qu’on trouve un
guide sir dans I'interprétation physique : un probléme ana-
lytique est toujours correctement posé (au sens précédem-
ment indiqué), quand il est la traduction d’une question
mécanique ou physique; et nous avons vu que ceci est le
cas du probléme de Cauchy dans les exemples notés en
premier lieu.

Au contraire, aucun des problémes physiques en rapport
avec Au=o0 ne se formule analytiquement sous la forme de
Cauchy (*). Chacun d’eux conduit & des énoncés tels que
celui de Dirichlet, ¢’est-a-dire avec une seule donnée numé-
rique en chaque point de la frontidre. C'est aussi le cas de
I’équation de la chaleur. Tout ceci est d’accord avec le fait
que les données de Cauchy, si elles ne sont pas analytiques,
ne sont pas de nature & déterminer une solution d’une
quelconque de ces deux équations.

(1) Cette analogie serait 16gitime si la deuxidme espice de méthodes
mentionnées au § 10 (approximations successives) avait pu 8tre étendue
au cas des équations aux dérivées partielles. Ceci contredirait nos énoncés
précédents et est, par conséquent, impossible, au moins dans le cas géné-
ral (quelques essais ont été tentés dans ce sens, mais, naturellement, sans
succds). Au contraire, des méthodes de cette espice ont pu 8tre appli-
quées & des cas convenables, en tenant compte de la nature de I’équation
et des autres particularités du probldme (particulirement des caractéris-
tiques), par M. Picard et ses successeurs.

(2) On peut 8tre tenté d’assimiler les résultats ci-dessus concernant
Au == 0 & ceux que nous avons trouvés plus haut dans le cas ol la
variété qui porte les données est une caractéristique. Il y aurait 1A une
erreur; car, dans ce dernier cas, le problkme, quand il n’est pas impos-
sible, devient indéterminé, ce qui ne peut jamais arriver pour Au — o,
d’aprds le théordme de Holmgren. Le probldme de Cauchy pour Au — o,
dans le cas général, peut se comparer & un probl2me d'algdbre od on
donne plus de conditions qu'il n'y a d’inconnues.
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Cette concordance remarquable entre les deux points de
vue est notre principale raison pour considérer l'attitude
que nous avons prise dans ce qui précéde (et qui consiste
3 renoncer systématiquement & 'hypothése de I'analyticité
des données) comme mieux d’accord avec la vraie nature
des choses que la conception primitive de Cauchy et de ses
SUCCeSSeurs.

Nous avons souvent soutenu, contre plusieurs géométres,
I'importance de cette distinction. Quelques-uns d’entre eux
arguaient du fait que 1'on peut toujours considérer des
fonctions quelconques comme analytiques, attendu que,
dans le cas contraire, elles peuvent étre approchées avec
autant de précision que l'on veut & I'aide de fonctions ana-
lytiques. Mais, & notre avis, cet argument ne porte pas,
la question n’étant pas de savoir si une telle approxima-
tion altérera trés peu les données, mais si elle altérera
trés peu la solution. Il est facile de voir que, dans le cas
qui nous occupe, les deux questions ne sont en aucune
fagon équivalentes. Prenons 1'équation classique des poten-
tiels pour deux dimensions

d*u J*u
dx? oy’

= 0,
avec les données de Cauchy (*) suivantes :

u (o, y) =o

(9 Ju .
5% @ y) = u,(y) = A, sin (ny),

n étant un nombre trds grand, mais A, étant une fonction
de n assujettie & &tre trés petite quand n devient trés grand

<par exemple A, = 7.1,— etc. > Ces données différent aussi

(1) Nous avons donné pour la premitre fois cet exemple au Congrds de
la Société mathématique suisse, & Zurich (1917).
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peu que l'on veut de zéro. Cependant un tel probléme de
Cauchy a pour solution

u= -‘-:l sin (ny) Sh (nx),

laquelle, si
1

A = =, ou —1—, ou e~ V",
" n n?

est trés grande pour toute valeur déterminée de x différente
de zéro, & cause du mode de croissance de e™ et par con-
séquent de Sh (nx).

Dans ce cas, la présence du facteur sin ny se traduit par
un « tuyautage » de la surface, et nous voyons que ce
tuyautage, quoique imperceptible dans le voisinage immS3-
diat de I’axe des y, devient énorme & une distance donnée,
si petite qu’elle soit, de cet axe, d& condition qu’on le
suppose suffisasmment fin en prenant n suffisamment grand.

19. Continuité par rapport aux fonctions données. — Com-
parons cet exemple avec la solution du probldme de
Cauchy pour I'équation (e,) (6quation des cordes vibrantes).

L’intégrale générale de cette derniére étant

(16) u(z,t) = ®(x + ot) + ¥ (z — wt),
les données de Cauchy

u(z, 0) = u,(x), 9u

o (z,0) = u,(z)

donnent facilement, comme on sait,

29 = 3 [m© + L [uox]

v =5 [uo — L [uox]

la constante d’intégration étant sans influence, & condition
qu’elle soit la méme dans les deux formules : ce qui, subs-
titué dans (16), donne la solution du probléme. Maintenant,
supposons que, le long d’un certain intervalle d’ampli-
tude A, les fonctions u,, u, soient modifiées, mais partout

(169
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trés légérement : c’est-a-dire remplagons-les par u, -+ du,.
u, + du,, les quantités |8u,|, [du,|étant, quelle que soit
la valeur de z, inférieures 4 une constante trés petite .
D’aprés (16"), on voit que l'altération correspondante
A
sur @ et T sera toujours inférieure & — 5 <1+;—> et sur u,
plus petite quee <1+ ;—) c’est-a-dire arbitrairement petite
avec .

Nous dirons que les valeurs de u dépendent continument
de celles de u,, u, : c’est une locution suggérée par une ana-
logie évidente avec la continuité ordinaire.

Au contraire, 'exemple du numéro précédent montre que
la solution du probléme de Cauchy pour l'équation des
potentiels ne dépend pas continument des données.

20. Divers ordres de voisinage et de continuité. — La défi-
nition ci-dessus demande, cependant, & étre précisée par des
considérations aujourd hui classiques en Calcul des Varia-
tions (*) et dans sa récente généralisation, le Calcul Fonc-
tionnel.

Les inégalités [du,| < ¢, |8u,| < ¢ sont, dans certains pro-
blémes, suffisantes pour que u, -+ du,, u, -+ du, soient con-
sidérés comme trés voisins de u, et de u,; mais tel n’est pas
le cas pour d’autres applications. Par exemple, y = ¢ (z) =
. sin (nx), pour n trés grand, représente une courbe dont
chaque point est trés proche d’un point correspondant de
I'axe des x. Cependant, on ne peut pas remplacer approxi-
mativement cette courbe par y = o, si, par exemple, on
s’occupe de la longueur : sa longueur, entre £ == o0 et x =,
ne tend pas (*) vers = pour n = .

Ceci est dd au fait que, dans cet exemple g (::) tend (uni-

formément par rdpport & x) vers zéro avec—, mais mon

pas ¢’ (x) = cos (nx). Une telle fonction est dite avoir avec
zéro un voisinage de l'ordre zéro.

(1) Zermelo (Untersuchungen zur Variationsrechnung : Diss., Berlin, Mayer
ot Miller, 1894).
(2) Elle reste constante si n n’admet que des valeurs entidres.
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. (x) ..
La fonction —g—r—l—— = 7 Sin nz a un voisinage de

Uordre un avec zéro, pour n trés grand, c’est-d-dire que
19—(32-' et 'lgc—z- sont trés petits; mais il n’en est pas de
(=)

= sin nax.

Plus généralement, ¢ (z) et h (x) sont dits avoir, dans

I'intervalle (a, b), un voisinage de 'ordre p si les p ;—hi

P P
différences |g (x) — h (x)|, |¢’ (x) — W (x)| ..., %;gp__?&_p_
sont trés petites, par exemple inférieures & ¢, tout le long
de (a, b), le voisinage étant d’autant plus proche que ¢ est
plus petit.

Si les fonctions considérées et leurs dérivées jusqu’'d
I'ordre p sont continues — ce qui sera toujours le cas
dans les applications — on peut dire aussi que deux fonc-
tions g, h ont entre elles un voisinage de ’ordre p si on
peut établir entre x' et z” une correspondance telle que
lx” — x'| << ¢ et que ceci soit vrai pour toutes les diffé-
rences

méme pour

dPg(a)  d°h(z”) .

(8) dxlg d xllp

g(@) — h(z")

y eseey

Jo@r —wen

Cette condition est équivalente & la précédente (¢ étant
simplement remplacé par une autre quantité qui devient
infinitésimale avec la premiére) a cause du fait que
Jz” — x| < ¢ implique
d*h(z’) d*h(z”)

h(z’) — h(z") P

<7,

<7

(pour tous les q entre 1 et p), 7 étant infiniment petit en
méme temps que e.

Géométriquement, deux courbes planes seront dites avoir
I'une avec I'autre un voisinage d’ordre p si on peut trou-
ver entre elles une correspondance ponctuelle telle -que la
distance entre les points correspondants soit trés petite,
ainsi que les différences (8) (ceci veut dire, par exemple —
pour g = 1, — que l’angle des tangentes correspondantes
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sera trés faible). Dans ce cas, il s’ensuit de la remarque
précédente que le choix de la correspondance est tout a
fait arbitraire et indifférent : en particulier, s’il n'y a pas
de tangente paralléle & £ = o, on peut prendre comme
points correspondants ceux qui ont la méme abscisse et, de
toute fagon, deux points tels que le segment qui les joint
coupe les deux courbes sous un angle fini.

Tout ceci est évidemment trés semblable & la théorie clas-
sique du contact; et, en fait, cette derniére est un cas par-
ticulier de nos considérations présenles : on peut la résu-
mer en disant que deux courbes ont un contact d’ordre p
en un point commun A si leurs arcs issus de A ont un voi-
sinage d’ordre p arbitrairement étroit quand les arcs sont
suffisamment petits. Ceci s’applique naturellement de méme
a des fonctions ayant entre elles un contact d’ordre p pour
une valeur déterminée de la variable.

L’extension de tout ceci aux fonctions de plusieurs varia-
bles est évidente, et nous n’avons pas méme besoin de la
formuler. Par exemple, quand deux surfaces ont un contact
d’ordre p au point A, les parties qui entourent A ont un
voisinage d’ordre p qui peut &tre pris aussi proche qu’on
le désire si les portions de surfaces sont prises suffisam-
ment petites.

Si G (x,, x,, ..... , m) = 0 est ’équation d’une surface,
étant admis que G a des dérivées continues jusqu’a 1'ordre p
et que les dérivées premitres de G ne s’annulent jamais
toutes ensemble, I'équation d’une seconde surface qui a
avec la premiére un voisinage d’ordre p sera G + 3G = o,
3G étant trés petit ainsi que ses dérivées des p premiers
ordres.

20 bis. La notion des divers ordres de voisinage entraine
la définition des divers ordres de continuité. Une quantité u
étant assujettie & dépendre des valeurs de g (z) dans (a, b),
cette dépendance sera continue d’ordre p si u est trés pew
altéré chaque fois qu’'on remplace g (z) par une autre fonc-
tion h (z) ayant avec elle [dans (a, b)] un voisinage (suffi-
samment étroit) d’ordre p. Ainsi, la solution du probléme de
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Cauchy pour I’'équation des cordes vibrantes, telle qu’elle a
été fournie ci-dessus, est continue d’ordre zéro en u,, u,.
La longueur d’un arc de courbe (= f V1 <+ y?dzx) n'est
pas continue d’ordre zéro, mais elle est continue d’ordre 1.
Il est & remarquer qu’un voisinage d’ordre p signifie plus
qu’un voisinage d’ordre zéro, et que, par conséquent, une
continuité d’ordre p signifie moins qu'une continuité d’ordre
zéro.
02
dy"

{n° 18) n’est pas continue, de quelque ordre que ce soit, en

La solution du probléme de Cauchy pour =0

. . . 1 ..
u,, u,. Car A, sin ny a, avec zéro, si A, = o5 un voisi-

nage d’ordre p — 1, c’est-d-dire arbitrairement grand; et
méme, pour A, = e~¥7, le voisinage est d’un ordre infini,
c’est-d-dire que chaque dérivée de cette quantité tend vers

1 .
zéro avec — ; néanmoins, la valeur correspondante de u
n

ne tend pas vers zéro.

La solution du probléme ne peut pas s’exprimer par des
formules analogues & (16) ou (16°), car nous venons de voir
que de telles expressions impliquent une continuité d’ordre
Z6T0.

Dans les chapitres suivants, nous rencontrerons d’autres
formules plus ou moins semblables & (16), sauf que leurs
seconds membres peuvent contenir (sous le signe [ ou
non) des dérivées de u, et u, jusqu’a un certain ordre.
Aucune formule de cette espéce ne peut, par quelque
moyen que ce soit, représenter une solution du probldme
de Cauchy tel que nous l'avons considéré au numéro 18
pour I'équation des potentiels, car elle impliquerait une
continuité d’ordre p.

24. Une autre conséquence paradoxale apparaitra encore
si on considére les choses au point de vue concret.

Strictement, mathématiquement parlant, nous avons vu
{(c’est le théoréme de M. Holmgren) qu’un ensemble de don-
nées de Cauchy u,, u, correspond (au plus) & une solution
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2. 2“
u de %i:— —+ 3y2
u, et u; sont « connues », u sera déterminé sans aucune
ambiguité possible.

Mais, dans toutes les applications concrétes, naturelle-
ment, « connu » signifie « connu avec une certaine ap-
proximation », toute sorte d’erreurs étant possibles, & con-
dition que leur grandeur reste inférieure & une certaine
limite; et on a vu, d’un autre c6té, que le simple remplace-
ment de la valeur zéro pour w, par la valeur (arbitraire-
ment petite) (18) change la solution, non de irds petites,
mais de trés grandes quantités. Tout se passe, physique-
ment, comme si la connaissance des données de Cauchy ne
déterminait pas la fonction inconnue.

Ceci nous montre combien les choses se comportent dif-
féremment dans ce cas et dans ceux qui correspondent &
des questions physiques. Si un probléme physique se trou-
vait dépendre d'un probléme analytique tel que le probléme
de Cauchy pour Au = o, il nous apparaitrait comme régi
par le pur hasard (que 1'on sait, depuis Poincaré, consister
en une discontinuité de cette nature dans le déterminisme) et
non comme obéissant & une loi quelconque.

Ayant été conduit par l'interprétation physique a la néces-
sité des distinctions ci-dessus, nous devons maintenant
essayer de les formuler analytiquement. Ceci dépend de la
classification des équations linéaires aux dérivées partiel-
les du second ordre en différents types.

= o,de telle sorte que, si ces quantités

22. Les trois types d’équations linéaires aux dérivées par-
tielles. — Ces types se distinguent par la nature algébri-
que de la forme caractéristique A (y1, 7s, ..ers Ym).

Si cette forme contient m carrés distincts, tous du
méme signe (en d’autres termes, si c’est une forme défi-
nie), I’équation est dite appartenir au type elliptique : les.
caractéristiques sont imaginaires.

Si elle contient moins de m carrés distincts (forme semi-
définie, lorsque les carrés sont du méme signe, comme dans
le cas de toutes les applications connues), 1’équation appar-
tient au type parabolique.
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Si la forme caractéristique contient m carrés distincts,
non du méme signe (forme indéfinie), de sorte qu’il y a
des caractéristiques réelles, on a le type hyperbolique.

De plus, il y a une distinction & faire, dans ce dernier
type, quand le nombre m est supérieur & 3, car les signes
peuvent é&tre distribués de facons différentes entre les m
carrés. Le seul cas qui se présente dans les applications
physiques est celui ol tous les carrés, sauf ua, ont le méme
signe : nous l'appellerons le type hyperbolique mormal.
Chacune des équations notées ci-dessus (e,), (e.), (es)
appartient au type hyperbolique normal.

Géométriquement, comme l'a fait remarquer M. Cou-
lon (), le type hyperbolique normal se distingue des autres
par les caractéres suivants. Supposons la forme caractéris-
tique réduite (par une transformation linéaire convenable)
a une somme algébrique de carrés, de telle sorte que

A G Ya oo Ymd = Ap¥m — Ayt — A2 — . — A Vo1

A = o étant I'équation tangentielle du c6ne caractéristique,
I’équation ponctuelle correspondante sera d’une forme toute
semblable

X2 X.2 Xz
17 X, X W eeees X)— "™ __ 1 — s — me1__ .
amn H ( 1 2 m) A, A; ——_—Am_., o

Un tel cone se compose de deux nappes et divise 1’espace
a4 m dimensions en trois régions, 'intérieur du céne (c’est-
a-dire H > o) consistant en deux parties séparées (X» > o
et Xn < o) entre lesquelles il n’y a pas de passage réel
possible autrement que par l'extérieur du cone ou par le
sommet lui-méme, car X» = o est incompatible avec H > o.

Au contraire, un cone tel que

X,? X,? X2, Xz, _
am -K;—-;-A’-;-..,.—Tm-:-—-A-:_..o
(le premier membre contenant au moins deux carrés posi-
tifs et deux carrés négatifs) consiste en une seule nappe et

(1) Thése (1902), p. 30.
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divise I'espace & m dimensions en deux régions seulement.
Pour m = 4, ceci peut s’interpréter dans l’espace ordi-
naire en considérant les X comme des coordonnées homo-
génes et Xn = X, = o comme le plan de !'infini : une
équation telle que (17) représentera alors un hyperboloide
4 deux nappes et I'équation (17°) un hyperholoide 3 une
nappe.

Le type hyperbolique normal est le seul type connu pour
lequel le probléme de Cauchy soit correctement posé. Il y
a plus : les types hyperboliques non normaux (qui ne se
rencontrent pas dans les applications physiques) ne ménent
4 aucun probléme, de quelque espéce que ce soit, dont on
sache qu’il remplit cette condition (*).

Les équations elliptiques ne conduisent jamais & des pro-
blémes de Cauchy correctement posés. Car (Voir Livre II) les
solutions d’une telle équation (si ses coefficients sont pris
analytiques)- possédent, comme celles de Au = o, les pro-
priétés d’analyticité mentionnées et employées au paragra-
phe 15, dans leur domaine d’existence; et, par conséquent,
on peut reprendre a leur égard les raisonnements utilisés
dans ce paragraphe.

Les données (portées sur une surface analytique S) n’étant
pas analytiques, si le probléme de Cauchy a une solution,
elle ne peut exister que d’un c¢6té de la surface initiale S
(au dela de laquelle la fonction ainsi définie ne peut pas
8tre étendue).

23. Mais, méme pour les équations hyperboliques nor-
males, les applications physiques ne meénent pas toujours
au probléme de Cauchy. Ce dernier ne se présente que

(1) M. Hamel (Diss., Géttingue, 1901), qui a 6té conduit 3 I’équation non
%u o2u

= ——par des considérations géométriques empruntées am
0zdy dzdt

Calcul des Variations, a déterminé une inconnue u par cette équation et

des conditions aux limites, mais a dft assujettir ces dernidres a 8tre ana-

lytiques (non en toutes les variables, cependant) : M. Coulon (Thése), trai-

tant le probléme de Cauchy, considire aussi le cas des &quations non

normales; mais il ressort alors de ses calculs mémes qu'unc infinité de

conditions de possibilité sont nécessaires.

normale
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lorsqu’on s’occupe de mouvements dans les milieux entid-
rement indéfinis. Les choses changeraient si on considérait
une limitation quelconque de ceux-ci, comme ce serait le
cas pour le probléme classique des cordes vibrantes, qui
s’exprime analytiquement par l'intégration de 1'équation
(e,) avec les conditions

(18) u(z, 0) = u,(x), %1:- (x,0) = u,(x)
et
18) u(o,t) = o, u(l,t) = o,

l étant la longueur de la corde et £ = o une de ses extré-
mités. Le mouvement se calcule pour /

t> 0,0 < x <1!:c'est-d-dire, graphi-

quement, dans la partie R du plan des

xt, qui est hachuré sur la figure 3. Les

conditions (18) doivent étre remplies

pour o < z < [, les conditions (18

pour ¢t > o.

Ici, il est évident que les premidres ¢) /] X
sont du type de Cauchy, mais non les Fre. 3.
derniéres, de sorte que nous n’avons pas affaire & un pro-
bléme de Cauchy, mais & ce que nous appellerons un pro-
bléme mixte.

En fait, les deux ensembles de conditions jouent évidem-
ment un role tout a fait différent au point de vue mécani-
que et sont souvent, et & juste titre, appelés de noms dif-
férents. Cependant, en raison de la forme géométrique de
la question, nous avons employé indifféremment le terme
de « conditions aux limites »; mais si on réfléchit mainte-
nant & sa signification mécanique, on est conduit & donner
aux conditions (18) le nom de « conditions initiales », en
réservant celui de « conditions aux limites » pour les con-
ditions (18"), qui correspondent aux extrémités de la corde.

Les conditions initiales se trouvent toujours exprimées
sous la forme de Cauchy, mais le contraire a lieu pour

HADAMARD. &
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les conditions aux limites proprement dites; celles-ci
ressemblent bien plutét & celles qu’on rencontre dans le cas
du probléme de Dirichlet, de telle sorte que les problémes
mixtes apparaissent chaque fois que les frontitres inter-
viennent.

24. Prenons un autre exemple en considérant & nouveau
un céble conducteur homogéne, mais en supposant qu’il
soit indéfini dans un sens seulement — mettons dans le
sens des x positifs. Dans I'autre sens, on le considérera
comme se terminant & un point ou il communiquera, par
un contact métallique, avec une source maintenue, a chaque
instant, & un potentiel donné (constant ou variable). On se
donne 1’état initial du cdble (potentiels et intensités pour
t = o) : alors le potentiel v aura a satisfaire & 1’équation
des télégraphistes et aux conditions (si on suppose que la
position du contact est prise comme origine des x)

49 ulm o) = u(a), f-’d»’ti (2,0) = u, (@),

a9) u(o, t) = u,(t),

qui correspondent encore & ce que nous avons appelé un
probléme mixte.

Les deux sortes de données sont portées respectivement
par 'axe des x [qui, dans notre graphique (fig. 3), repré-
sente le cAble pour ¢ = o] et I'axe des t [représentant 1’ori-
gine des coordonnées successivement considérée pour cha-
que valeur positive du temps].

Il est évident que (19) et (19") ne doivent pas étre con-
tradictoires pour & = t = o, de telle sorte que

(20) u,(0) = u,(o0), u, (0) = u’,(0)

24 bis. Dans ce deuxiéme exemple, la figure pourrait étre
variée d’'un nombre infini de maniéres. Nous pouvons, en
effet, imaginer que le contact métallique, au lieu d’étre fixé
a x = o, est un contact mobile (fig. 3 bis) susceptible de
glisser le long du cdble suivant une certaine loi donnée
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x = £ (1), de telle sorte que nous avons maintenant deux
fonctions de ¢ > o, 'une ¢ (¢) exprimant & chaque instant
positif la position du contact mobile sur le cable, 'autre
u (t) donnant au méme moment la valeur du potentiel &
ce contact. Le probldme de déterminer 1'état électrique pour

0 xX=E (b x
Fic. 3 bis.

t > o, quand il est donné pour t = o, consistera & trou-
ver une solution u (z, t) de I’équation des télégraphistes
vérifiant les conditions

u(z, 0) = u,(x)
_()ﬁ. (z,0) = u,(x) g [pour z > £ (1]
et
ul£(t), t] = u().

La courbe portant les données sera alors représentée, dans.
le plan des xt comme le montre la figure 3 ter. Un tel
probléme est possible et déterminé
(comme il est physiquement évident et
comme on peut le voir aussi par des
moyens analytiques) (*). Par conséquent,
il ne nous serait pas permis de nous
donner arbitrairement, sur la courbe
x = £ (1), les données de Cauchy.

25. On a un exemple de circonstan-
ces analogues, pour des problémes a Fic. 3 ter.
trois variables indépendantes, dans
I’étude des vibrations transversales d’une membrane plane,
fixée en chaque point de son contour s. L’équation aux

(1) Nous donnerons quelques indications sur ce sujet & Ja fin de l'ou-
vrage (Appendice II).
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dérivées partielles « indéfinie » sera 1’équation (e,) des on-
des cylindriques (§ 4 bis). Les conditions initiales seront

21) u(z,y,0 = u(x,y), %:i (@, y,0) = u, (@9,

u, (déplacement normal initial) et u, (vitesse normale ini-
tiale) étant des fonctions données de xz, y, dans l'aire. &
couverte par la membrane. Les conditions aux limites sont

(1) u=o0

en chaque point de s et pour chaque valeur de t, que
nous considérerons cependant exclusivement comme posi-
tif, le mouvement étant a déterminer seulement aprés l'ins-
tant initial ¢ = o. Dans la représentation graphique (n° 5),
u doit étre calculé & l'intérieur d’un demi-cylindre ayant
comme base la portion 8" du plan des zy, la surface laté-
rale 8" correspondant aux diverses valeurs positives de {.
Nous avons encore 14 un probléme mixte, (217) étant du type
de Dirichlet.

Le mouvement d’un milieu limité quelconque, & deux ou
“frois dimensions, donnera lieu & des remarques semblables.

26. On doit noter que ceci s’applique quelle que soit la
nature des limitations. Si, par exemple, on prend, avec
Duhem ("), le cas d’une sphére solide pulsante immergée
dans I'air, ce dernier remplissant ’espace entier en dehors
de la sphére, les petits mouvements du gaz dépendront, non
du probldme de Cauchy, mais d’un probléme mixte, des don-
nées non semblables & celles de Cauchy (*) correspondant
a chaque point de la surface de la sphére solide.

(1) Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. 1, chap. XII, p. 235-237.

(2) Elles ne sont pas exactement du type de Dirichlet, mais de celles du
type appelé de « Neumann » ou type hydrodynamique, mais sont analogues
aux données de Dirichlet en ce sens qu'une quantité et non deux, — la

du
valeur de = seul — est dounée en chaque point de la surface sphérique.
n
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27. Dans tous les exemples précédents, la forme géomé-
trique des variétés qui portent les données. présente
évidemment une différence appréciable avec les cas qui
dépendaient du probléme de Cauchy.

Il est clair que I'intervention simultanée des deux sortes
de données est ici en relation avec les angles ou les arétes
de nos variétés portant les données. Mais, pour m > 2, on
peut aller plus loin. Dans 1’équation des ondes cylindriques’
(ou des membranes vibrantes) le cdne caractéristique a pour
équation (par rapport & des axes passant par son sommet)

z? 4+ y? — o’t? = o.

Le plan qui porte les données de Cauchy est le plan
t = constante : un tel plan ne coupe qu’une nappe du céne
caractéristique, et la coupe suivant une ellipse (dans le cas
actuel, un ‘cercle).

Nous dirons qu’une direction de plans a une orientation
d’espace (ou est une direction d’espace) par rapport & notre
équation (cette derniére étant supposée hyperbolique nor-
male), si un plan ayant cette direction coupe une seule
nappe du cdne caractéristique, ’aréte (*) d’intersection
étant fermée, ou, ce qui revient au méme, si un plan paral-
léle mené par le sommet du cdne n’a pas d’autre point
commun avec lui que ce sommet. Dans le cas contraire, la
direction dont il s’agit sera dite orientée dans le temps (*).

La surface latérale cylindrique ', dans notre représenta-
tion du probléme de la membrane vibrante, a partout une
orientation de temps : chacun de ses plans tangents coupe
un cdne caractéristique suivant une hyperbole. Ceci est un
fait tout & fait général : comme I’a fait remarquer M. Vol-
terra (*), si, sur une surface S qui consiste en plusieurs par-
ties (qu’elles soient séparées ou non l'une de l'autre par
des arétes), certaines ont une orientation d’espace et d’au-
tres non, les données correctes, sur ces dernidres, sont du
type de Dirichlet.

(1) V. note p. 6.
(2) Locutions suggérées par la théorie de la relalivité.
(3) Congrés intern. Rome (1908}, vol. II, p. 90.
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On ne rencontre jamais un probléme de Cauchy correc-
tement posé et relatif & des variétés (méme dépourvues
d’arédtes) qui sont orientées dans le temps. Par exemple, on
ne pourrait pas prendre des données de Cauchy arbitraires
pour les équations (e,) ou (e,), par rapport & x = o (*). Pour
le montrer, choisissons les données en question indépendan-
tes de ¢ : alors u lui-méme devra (*) aussi étre indépendant
de t et, par conséquent, satisfaire & Au = o, ce que nous

A . . . du

avons vu étre généralement impossible si u et 5o pour
x = o, sont choisis arbitrairement.
du

. . . dt ,
de manidre que le probléme ait une solution, constituent
un sujet encore peu connu qui peut se montrer intéressant
au point de vue de la théorie des fonctions : nous en repar-
lerons bridvement au Livre IV.

Les conditions qui doivent étre imposées & u, et u, =

(1) A V'heure actuelle, on ne connait pas de systéme de donnédes portées
par £ — o et de nature & déterminer correctement une solution de (e,) ou
de (e,).

@°V. plus loin, § 29.
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CHAPITRE PREMIER

CAS ET RESULTATS CLASSIQUES

28. Arrivons maintenant 4 notre objet propre, c’est-a-
dire & la solution du probldme de Cauchy, que nous consi-
dérerons uniquement, en thdse générale, daas les cas ol il
sera correctement posé.

Cette solution est connue de longue date pour certains
cas particuliers, dont le plus simple est celui de 1'équa-
tion (e,), avec des données relatives & ¢t = o (petits mouve-
ments d’un tuyau d’air indéfini, ou vibrations d’une corde
considérée comme d’une longueur indéfinie dans les deux
sens), dont nous nous sommes occupés au n° 19.

On connait également la solution de Poisson pour le pro-
bléme de Cauchy relatif & 1’équation du son ('); on peut
Fexprimer sous la forme suivante :

Soit (o, Yo, 2, to) un point d’univers donné, pour lequel
nous voulons calculer la valeur de la fonction u, définie par
les conditions (C,) (n° 4). Soit, d’'une maniére générale,
M. (¢) la valeur moyenne de la fonction ¢ (x, y, 2z) sur la
surface de la sphere = de rayon r décrite dans I’espace ordi-
naire avec (Z,, Yo, 3,) pour centre. On aura :

d
®) U (Lgs Yos 50 Ly) = "EE: [tanto (uo)] -+ toMuto (u,).

(1) Poisson, Mémoire sur l'intégration de quelques équations aux dérivées
particlles et particulidrement de l'équation générale du mouvement des
fluides élastiques (lu & V'Ac. Sc. & Paris, le 19 juillet 1819). V. aussi
Rayleigh, Theory of Sound, t. II, p. 88; Poincaré, Legons sur la Théorie
Mathématique de la Lumidre, chap. III, p. 76-98); ete...

20229
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Cette formule de Poisson a été démontrée de diverses
maniéres et résulte, par exemple, de la théorie de Kirch-
hoff (voir plus loin, n° 43), cas particulier de la méthode
générale que nous développerons au Livre IV. La démons-
tration, ¢galement bien connue ('), que nous allons
reproduire ici (& un détail prés) est une démonstration
synthétique, consistant & vérifier directement que le second
membre remplit chacune des conditions désirées; en raison
du théoréme de M. Holmgren, c’est la seule expression
susceptible de les remplir toutes.

Une telle vérification est donnée dans les travaux que
nous venons de citer et dans d’autres ouvrages classiques.
Nous renverrons simplement & ceux-ci en ce qui concerne
les conditions initiales (C,), pour nous borner a la vérifica-
tion de I'équation aux dérivées partielles.

Comme nous 1’avons noté précédemment (p. 38, note 2),
il est indispensable de convenir avec précision de ce que
I'on doit considérer comme constituant une solution. Dans
le cas actuel, nous devrons imposer & la fonction cherchée
d’avoir en général des dérivées des deux premiers
ordres satisfaisant a 1'équation donnée elle-méme; mais
les dérivées secondes pourront éventuellement é&tre affec-
tées de discontinuités de premiére espdce sur certaines sur-
faces particulieres. Par contre, comme nous l'avons dit &
Iendroit cité il y a un instant, la continuité de la fonc-
tion elle-méme et de ses dérivées du premier ordre devra
avoir lieu sans exception : il est clair, en effet, que les
conditions de Cauchy (C,) perdrdient toute signification si
leurs premiers membres pouvaient étre discontinus pour
{ = o ou méme sur une certaine surface plus ou moins
voisine de 1’hyperplan en question.

11 est aisé de voir encore de la maniére suivante ce qu’au-
rait d’arbitraire, de gratuit, le fait d’admettre, dans le pro-
bléme actuel, des discontinuités du premier ordre, c’est-a-
dire portant sur des dérivées premidres. Une premidre
solution «” de I'équation étant donnée dans une région R

(1) Cf. Poincaré, loc. cit.; ete.
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de l'espace, soit S une hypersurface non caractéristique
tracée dans R et qui divise cette région en deux parties
R’ et R”. Retenant dans R’ la fonction ', nous pouvons,
dans R”, définir une nouvelle solution u” de 1’équation par
des données de Cauchy relatives & S, savoir des valeurs
égales, sur S, a celles de «’, et des valeurs arbitraires d’une
de ses dérivées (toutes ces données devant 8tre analytiques
si S est orientée dans le temps, mais n’étant pas assujetties
a cette condition dans le cas contraire).

On voit, en particulier, par 1a que si I'on admettait I'exis-
tence de solutions & discontinuités du premier ordre (telles
que celle qui est constituée par une fonction égale & u” dans
R’ et & u” dans R”), rien n’obligerait de pareilles discon-
tinuités & se propager suivant des caractéristiques, du moins
en l'absence de spécifications nouvelles.

Dans les problémes physiques qui introduisent des dis-
continuités du premier ordre (ou « ondes de choc »), on est
le plus souvent obligé de reprendre totalement la mise en
équation elle-méme : c’est, par exemple, cc qui est arrivé a
Riemann et & Hugoniot & propos des ondes aériennes. Il y
aurait également lieu d’étudier, avec Love (Proceedings Lon-
don Math. Soc., série 2, t. I, 1903) le cas ou une onde du
premier ordre est considérée comme limite d’'une « quasi-
onde » au sens de Duhem (Comptes Rendus, t. CXXXV, 1902,
p. 761), c’est-a-dire d’'un mouvement comportant des varia-
tions non plus instantanées, mais simplement trés rapides,
quoique continues, des dérivées premiéres. Cette question ne
sera pas abordée ici; mais il y a lieu d’observer que M. Love,
en opérant ainsi, trouve que la propagation se fait encore
nécessairement suivant une caractéristique. La discordance
de ce résultat avec celui que nous venons de noter montre
que les deux problémes ne sont pas équivalents, que les dis-
continuités obtenues en partant des quasi-ondes considé-
rées par M. Love et passant & la limite ne sont pas les dis-
continuités du premier ordre les plus générales que peuvent
présenter les solutions de 1'équation (e,).

Ayant ainsi & obtenir des solutions continues au premier
ordre (c'est-a-dire continues ainsi que leurs dérivées
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premiéres, nous serons conduits & supposer, dans les
données elles-mémes, des conditions de régularité conve-
nables. Comme on le verra un peu plus loin, celles que
nous serons conduits & postuler se réduiront & cette méme
continuité au premier ordre considérée pour t = o, c’est-
d-dire au minimum de ce que l'on est conduit & supposer
pour concorder avec les conditions du probléme indiquées
ci-dessus.

28 bis. Pour commencer, nous supposerons remplies tou-
tes les conditions de continuité, de quelque ordre qu’elles
soient, généralement admises dans la démonstration clas-
sique du résultat que nous avons en vue, de sorte que les
dérivées premiéres et secondes des intégrales doubles de
Poisson pourront s’obtenir par différentiation sous le signe

f (nous constaterons, dans un instant, que ces condi-

tions sont la continuité au premier ordre de chacune des
fonctions u,, u,).

Considérons, par exemple, le second terme t.1,

= t,M.1 (u,) de la formule, et cherchons-en d’abord les déri-
vées par rapport & Zo, Yo, 2. Elles s’obtiennent en prin-

bn

cipe par différentiation sous le signe f / ou, ce qui revient

au méme, en ce qui regarde la premidre d’entre elles, par
exemple, par comparaison entre les éléments homologues
pris I'un sur une sphdre o de centre (x,, 1,, 3.), ’autre sur
la sphére ¢/, de méme rayon wt, et de centre (x, + h,
Yo, %), ¢'est--dire entre les éléments qui dérivent 1'un
de l'autre par la translation h parallele & I’axe des x. On
trouve ainsi évidemment (moyennant notre hypothése de
continuité pour u,) :

1 a, du1>
T b oy = oM (o—x‘ :

. . . . 9
On peut différentier de m&me une seconde fois, si —33—

est également supposé continu et, opérant de méme pour les
différentiations par rapport & y,, 2, on a :
0’1 9’1 71
Bl = onT ¥ oy T G = M

(Au,)
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Ce premier calcul est bien connu. Nous nous écarterons, au
contraire, de la méthode classiquement suivie dans les dii-
férentiations par rapport & (. Celles-ci sont effectuées gé-
néralement avec l'aide d’une transformation d’intégrale de
surface en intégrale triple, c’est-d-dire moyennant 1’intro-
duction des valeurs de u,, u, et de leurs dérivées, non seu
lement sur la surface de la sphére de Poisson, mais dans
le volume entier de cette sphére. Il pourra nous étre utile
d’éviter la considération de ce volume, ce que 1’on fera de
la maniére suivante.

La dérivée seconde par rapport & {,, savoir

1,
t Gir +2d—t

étant également déterminée par différentiation sous le signe

1
/ , nous donne, pour u = . tl,,
ou A1 . d'ul du, \ . )
ot T //( t, =+ 20 an ) sing dfd,

d
d—l:“ et d 2 6tant les dérivées normales (extérieures) pre-
miére et seconde. Mais on a I’identité (*)

du, . 2 dy

— = Au, — PDu,,
dn* + wl, dn ! i

@, étant le « second paramétre différentiel de Lamé-Bel-
trami » sur la sphére

11 o ou, 1 ot
oL [sino 06 < Siné 5 ) * S0 o7 J

Or, en raison de I'identité (*) intégrale classique a la-
quelle satisfait @, et de la régularité supposée de u,, I'inté-

(1) Voir nos Legons sur la propagation des ondes, chap. I, n° 34, p. 50.

(2) Voir Darboux, Legons sur la théorie des surfaces, t. III, no 674, for-
mule (18), et nos Legons sur la propagation des ondes, n° 36. La notation ()
est employée ici pour distinguer les parameétres différentiels sur la sphére
des parametres analogues dans l'espace.
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grale du dernier terme du second membre sur la surface
2.

de la sphére est nulle : ce qui réduit la valeur de -gt—u_ ala
0

valeur précédente de »*Au. Le second terme (], de l'ex-

pression (P) de Poisson satisfait donc & I'équation aux déri-

vées partielles.

On verrait de méme que la quantité tJ, = M (uo)
est aussi une solulion de notre équation (e;) et que, par
conséquent, il en esi de méme de sa dérivée par rapport
A to.

L’expression (P) vérifie donc (e;), du moins tant que les
fonctions u,, u, sont supposées parfaitement régulieres.

29. Voyons maintenant comment cette conclusion sera mo-
difiée par la présence de discontinuités. 11 sera d’ailleurs
uniquement question, dans ce qui va suivre, de disconti-
nuités de premidre espéce portant sur les fonclions w,, u,
elles-mémes ou sur leurs dérivées.

Si u, éprouvail une discontinuité de cette nature au pas-

. . . . ol
sage d’une certaine surface S, I'expression de la dérivée a—'
0

devrait étre modifiée en conséquence. Supposons, par exem-
ple, que u,, différent de zéro du coté 1 de S, devienne
brusquement nul lorsqu’on passe au cdté 2. Alors l’inté-
gration double qui fournit la moyenne M ne devra étre
étendue qu’d une partie de la surface sphérique o; il y aura,
dans ces conditions, des éléments de o qui n’auront pas de
correspondants sur o, ou inversement : cette discordance
portera sur ’aire sphérique comprise entre la ligne £, inter-
section de o avec la surface S, et la ligne (£°) déduite par
translation de l'intersection £’ de S avec ¢’. Elle conduit
4 ajouter & D'expression de j—:: une intégrale curviligne
prise le long de £ et ou figureront, sous le signe / » les
valeurs de u, calculées, bien entendu, du cOté 1.
Pareille constatation s’applique aux dérivées premieres
par rapport-d Yo, 2o, lo. Le cas d’une discontinuité de pre-
midre espéce quelconque se raméne, d’autre part, évidem-
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ment, & celui que nous venons de traiter, les intégrales cur-
vilignes introduites contenant alors, en chaque point de £,
la grandeur de la discontinuité correspondante.

Il y a lieu d’observer qu'une telle discontinuité de u, n’in-
terrompt pas la continuité de I, lui-méme, méme au moment
ou, le point (x, y, z, t) traversant une hypersurface carac-
téristique C menée par S, o, d’abord sans point commun
avec S, lui devient tangente, puis sécante : la portion de
la sphére o comprise dans la région 2 est, en effet, tout
d’abord infiniment petfite dans ces conditions, et il en est
de méme de la portion correspondante de la sphére de
rayon 4, du moins si le rayon de la sphére o est fini (il
n’en est plus ainsi au voisinage de S lui-méme et la, il
est clair que la continuité cesse en méme temps que celle

1 o g . ). .
du u,). Quant A 7%’—, il serait discontinu, l'intégrale curvi-
0

ligne correspondante étant d’emblée différente de zéro (vide
infra, p. 67, note) quoique prise suivant une ligne £
infiniment petite.

Si maintenant u, est continu, mais que ses dérivées pre-
miéres soient discontinues au passage de S, on voit évi-
demment, de méme, que :

1° les dérivées premiéres de 1'intégrale correspondante I,
seront continues dans les conditions indiquées en dernier
lieu (¢’est-a-dire au passage de 1'onde);

2° que, par contre, ’expression des dérivées secondes de
I, devra étre modifiée par l'action d’une intégrale curvi-
ligne prise le long de £ et portant sur les discontinuités
en question.

Si enfin les dérivées secondes de u, sont seules disconti-
nues, une telle intégrale curviligne n’interviendra plus et le
calcul précédent étant certainement valable, le second terme
de (P) vérifiera bien I'équation aux dérivées partielles.

On montrera, comme tout & ’heure, qu’il en sera de
méme du premier : car il en sera ainsi pour le produit t.I,
et par conséquent pour sa dérivée par rapport & t,, pourvu
que les dérivées troisidmes du produit en question existent;
et c’est ce qui aura toujours lieu, sauf peut-étre sur la
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caractéristique G elle-méme, du moment que les’ dérivées
secondes de u, existeront et n’auront que des discontinuités
de premiére espéce.

Le fait que I'expression de Poisson vérifie (e,) est donc
établi en admettant :

1° la continuité de u, et de ses dérivées premidres, ainsi
qu’il est naturel, puisque cela revient & la continuité de la
solution u et de ses dérivées premidres en z, y, z, pour
t = o;
_‘21‘_

2° la continuité de u,, qui est, de méme, la dérivée T

pour ¢t = o;
3° celle des dérivées de u,, c’est-d-dire de

d*u 0*u o*u
otox’ Jtdy’ Otoz

Mais cette derniére hypothdse 3° est plus restrictive que
celles qu’il est logique de faire, puisque c’est une condition
de continuité « au second ordre » (continuité des dérivées
secondes de u pour { = o).

Or, cette condition supplémentaire est, en réalité, inutile :
il n’est besoin, pour démontrer notre double conclusion,
que de supposer la concordance au premier ordre exprimée
par les conditions 1°, 2°.

En réalité, chacune des quantités ¢,l,, t,I, vérifie I'équa-
tion aux dérivées partielles quel que soit U'ordre de la dis-
confinuilé qui est supposée affecter, suivant une surface dé-
terminée S(x, y, z) = o, I'une des fonctions w (i = o, 1),
pourvu, bien entendu, que cette discontinuité soit de pre-
midre espéce tant en ce qui concerne u.qu’en ce qui con-
cerne chacune de ses dérivées.

C’est ce qui résultera des conclusions générales auxquelles
nous arriverons dans la suite (Livre IV).

On peut, bien entendu, donner du méme fait une vérification
directe, en calculant les intégrales curvilignes dont il vient
d’étre question. G’est ce que nous ferons ici, en nous bornant, tou-
tefois, au cas ol la discontinuité est du premier ordre, et en
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faisant d’autre part, appel aux notions géométriques exposées
un peu plus loin (n° 39), et, plus complétement, dans notre
Cours d’Analyse (*).

Supposons donc que la fonction w (x, y, z) ait deux expres-
sions différentes des deux c6tés de la surface S représentée par
I’équation S(z, y, z) = o, mais sans que les valeurs mémes de
u, soient discontinues au passage de cette surface. Par contre, les

dérivées partielles du premier ordre -‘-;—ZL, ... pourront 8tre affec-

tées, en cet endroit, de discontinuités de premidre espdce, dont les
grandeurs (*) seront désignées par

ouy ] [du, ou; ]

Nous pourrons d’ailleurs, sans diminuer la généralité, supposer,
comme il y a un instant, que 1'une des deux expressions de wu,,
celle qui convient & la région 2, est identiquement nulle (*), de sorte
que v s’annulera aussi sur S et que les quantités précédentes se-
ront les valeurs mémes des dérivées partielles en un point quel-
conque dans la région 1, qui sera, pour fixer les idées, la ré-
gion C (z, y, z) > o.

L’intégrale I = I, ne sera donc 3 étendre qu’a une partie de la
surface de la sphere o, celle qui est située dans la région 1.
Ceci n’entrainera pas de modifications dans I’expression trouvée

1 .
pour 7;—- du moment que u; est supposé continu; mais elle en
[

9’1
ox,?
comme une intégrale prise sur la sphere o, de rayon 1 qui a
I'origine pour centre, la correspondance entre les deux sphares
étant réalisée par homothétie, c’est-A-dire que le point
(x, + wt, sin 8 cos ¢, Y, -+ wt, sin 0 sin ¢, z, + wt, cos §) de o

(1) Cours d’Analyse, professé A& I'Ecole Polytechnique, Paris, Hermann,
t. I (1928), ne 354, p. 506-507.

(2) Ces quantités ne sont pas quelconques (voir nos Legons sur la propa-
gation des ondes, liv. II) : elles sont proportionnelles aux quantités a, 8, y
du texte Il se trouve que le calcul aboutit sans utilisation de cefte propor-
tionnalité.

" (3) On peut, en effet, toujours considérer la distribution donnée de va-
leurs u; comme la somme de deux autres dont la premidre serait conti-
nue dans I’ensemble des régions 1 et 2 (de sorte que la valeur qu’on en dé-
duirait pour u (r, y, z, t) vérifierait assurément 1’équation aux dérivées par-
tielles) et coinciderait, dans 2, avec Ja véritable. Nous n’aurions plus alors
qu’d raisonner sur la partie restante, laquelle est nulle dans 2.

HipaMaRD, 5
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sera représenté par le point (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 6) de o, :
cette intégrale sera étendue & ume région variable de o,, savoir
celle qui est limitée par la ligne
(£20) S¢ (8, ¢; o, Yo, Zo» o)
== S(z, + wt, sin 0 ¢0s ¢, y, + wt, sin 6 6in ¢, 5, + ot, 005 ) = o.
ou, abrévialivement :
S,(6, ¢, z,) = o.
: , . . Jl
De ce fait (Cours d’Analyse, loc. cit.), la dérivée de s par

o
rapport au paramétre z, comprend, outre l'intégrale double

[fd % Sing dodg,

une intégrale simple relative & £7, et qui est

f [du,] do, du dr,
2, d:c(, o dz,

£

. . ., d . .
L’é1ément différentiel Eg—"— est caleulé comme il sera dit au n° 39
a Vaide de 1'élément supe;ﬁciel do, = sin 0dfdy : il s’écrit en-
core (voir passages cités) — ds, g ——,en désignant par ds, 1’él¢-

ment d’arc de £, et par dN, la dlstance normale entre les deux
courbes sphénquea 8, (8, ¢, zo) = o, S,(4, ¢, z, + dz,) = o,
comptée comme ,positive si la seconde d'entre elle est, par rapport
4 1a premidre, du ¢0t€ de 1a région 1. A son tour (Cours d’Analyse,

loe. cit.), la dérivée%—ml\J—0 peut se remplacer par le quotient
(]

D S (8)
dz, oz, \ dN,/)
Revenons 2 la sphire o (compte tenu du rapport de similitude

oty entre  celle-ci et o) :

o

Y = @, il vient, pour l'intégrale curviligne, N étant, sur o,
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la direction paralléle & Ny,

1 /’ _d_ui_ ds
ot Jp © ox <‘dS\
dN )

avec termes analogues i ajouter aux expressions de

o1 o1
oy 07

Nous désignerons par a, b, ¢ les cosinus directeurs de la nor-
male extérieure d la sphére, a = sin 6 cos ¢, b = sin 6 sin ¢,
¢ = cos 6; par o, 3, y, les cosinus directeurs de la normale 3 S
dirigée vers la région 1 et que, moyennant une forme convenable
donnée a I'équation de la surface, nous pourrons supposer coin-
cider avec les dérivées partielles de S; par A, B, C, les cosinus
directeurs de N,, qui sont aussi ceux de la direction correspon-
dante N tracée sur o; par ¥, 'angle sous lequel se coupent les sur-
faces S et o, défini par

cos Y = ao -+ bB + cy.

La quantité (positive dans nos hypothésea) est égale A
sin .

Pareillement, la dérivée premitére de I par rapport at, n'est
pas modifiée : la dérivée seconde comportera, comme terme com-
plémentaire, 'intégrale curviligne

[ gt (8
e £ dn dn " \dN

1_ d.?oosw <a du, +b£)_L4_,_+c dui>
£ siny Jx dy 0z

prise également suivant £. Si on reporte ces diverses expres-
sions (') dans le premier membre de 1’équation aux dérivées

(1) Le calcul du texte ne serait plus valable au passage de la caracté-
ristique (@, les dénominateurs -g—:: sin ¢ qui figurent sous les signes
étant nuls. Dans ce cas, le mieux est de partir directement de l'expres-
sion (1), en assimilant l'aire sphérique infiniment petite & une calotte
d l‘ - 621‘

gz’ T ane

sphérique. On trouve ainsi aisément, pour les dérivées
du‘ du‘

les discontinuités 2rwt a oz , 2oty 5 dn
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partielles, en tenant compte du calcul déjd fait au n° précédent,
il vient :

0% (t,I) 1
uZA(tol)——-——éZ),;—-::—t—o— // @B, u;do
S >

ou, du, ouy ( ouy ou, du,>
o A ek p I o
e e A Eir ra sl b il »
ds -
siny
2
Mais on a

a—acosy =Asiny, B—bcosy=DBsiny,
y —ccos Yy = C sin y.

Le coelficient de ds dans 'intégrale curviligne n’est donc autre
que Z—;‘— et, d’autre part, d’aprés la formule précédemment invo-
quée (), Uintégrale de M,u, dans V'aire définie, sur o, par l'iné-
galité S > o, n’est plus nulle, mais égale & — / du‘ ds.

29 bis. Les aulres propriétés que doit encore posséder
notre solution : — continuité de u et de ses dérivées pre-
midres, — ont également lieu moyennant les conditions 1°
et 2° du numéro précédent. L’expression (P) satisfait donc
@ toutes les conditions du probléme.

Or, les hypothéses que nous avons admises ainsi relative-
ment aux données sont les moins restrictives qu’il y ait lieu
de faire. Nous nous sommes bornés & supposer, pour t = o,
du Jdu OJu Odu
oz’ oy’ 9 o
qui doivent étre continues pour toutes les valeurs de z, y,
3, t. Une discontinuité portant sur I'une d’entre elles impli-
querait contradiction avec ce que nous exigeons de la fone-
tion wu.

la continuité des mémes quantités u,

(1) Voir la note 2 du n° précédent, p. 61.
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11 peut sembler cependant, d’aprés des remarques précé-
demment faites, qu'une pareille contradiction ne doit pas
constituer un empéchement absolu a la considération de pro-
blémes pour lesquels elle peut se présenter. Des hypothéses
comportant une contradiction de cette espéce ont été, nous
I’avons vu (page 38, note 2), souvent étudiées & propos des
équations du type elliptique. Mais ici le cas est différent.
Dans le cas hyperbolique, I'influence des singularités des
données ne peut rester confinée & la frontiere : elle se pro-
page nécessairement par ondes (Voir plus loin, n° 31),
c’est-a-dire tout le long d’une caractéristique (*).

30. La méthode de descente. — Des difficultés parti-
culiéres se présentent déja quand, au lieu de I’équation
des ondes sphériques, on s’attaque & I'équation (e,) (ondes
cylindriques). Cependant, pour l'instant, on peut immédia-
tement déduire la solution du probltme relatif & (e,) de
la solution correspondante obtenue pour (e,).

En fait, nous avons vu précédemment que la premiére
équation n’est qu’un cas particulier de la seconde. Pour
I'intégrer, il suffit de supposer que, dans la formule (P),
les fonctions u, et u, sont indépendantes de 3.

On a ainsi un premier exemple de ce que nous appel-
lerons la « méthode de descente ». 1l peut paraitre superflu
de créer un mot spécial pour une remarque, en somme,
puérile et qui a ét¢ employée dés les premiers stades de la
théorie (*); mais comme nous aurons souvent a la faire
intervenir, il nous sera commode de disposer d’un terme
pour la désigner. Elle consiste & remarquer que qui peut

(1) La preuve rigourcuse de I'impossibilité d'une discontinuité d’'un ordre
déterminé — du premier ordre, par exemple, — présentée par la solution
u pour t = o et disparaissant (au lieu de se propager) pour t > o, s’obtient
aisément en considérant u comme -défini par les données de Cauchy rela-
tives & t = T > o et imaginant que les quantités u, (z, y, 3) =ul(z,y, 3, 0)

et u (z, y, 2) = T =7 (@, y, 2, 0) soient calculées (par une nouvelle appli-

cation de la formule de Poisson) & I’aide de.ces données.

(2) Parseval, dans le Traité des Différences et des Séries, de Lacroix,
fre édit., p. 518; le Mémoire, de Poisson, cité précédemment, art. 8, V.
Dubem, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. II, chap. VIIIL
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le plus peut le moins : si on peut intégrer les équations
& m variables, on peut en faire autant pour celles ol
n’interviennent que (m — 1) variables. Ici, pour intégrer
I’équation (e,), on n’a qu’d noter que chaque solution de
(e,) est une solution de (e;) indépendante de z, et inver-
sement.

Ainsi, le probléme de Cauchy pour les équations des
ondes cylindriques

d’u+02u__1_ oJ*u Y-
ox?® ay? w2 Jtz
A) u = u,(z,y)

ou pour t = o
S =@y

est équivalent au méme probléme pour I'équation des ondes
sphériques

0*u 0*u Fu 1 o’u

Pr T I T
@) u = u,(z,y)

Ju pour ¢ == o,

B—t— - Ul (.T,y)

qui est celui que nous avons déja considéré [équations
(es), (Cs)], saul que les seconds membres des coaditions
initiales ne contiennent pas z. La parfaite équivalence des -
deux problémes peut se démontrer analytiquement en toute
rigueur. Que toute solution de (A) vérifie B est chose
évidente par elle-méme. Inversement, une solution de (B)
doit étre indépendante de z : car s’il n’en était pas ainsi
— soit u = ¢(z, y, 3, t) — alors u = ¢(x, y, 2 + h, t),
o h est une constante arbitraire quelconque, serait une
deuxiéme solution du méme probléme, ce qui serait en
contradiction avec le théoréme de Holmgren. La solution
de (B) doit, par conséquent, éire solution de (A).
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30 bis. Ceci étant posé, nous n’avons plus qu’a prendre
pour u, et u,, dans la formule (P), des fonctions dépendant
exclusivement de = et de y. Pour voir ce qu’elle devient
dans ces conditions, il suffit de nous rappeler qu’une valeur
moyenne sur une sphére — ou ce qui revient au méme ici,
sur un hémisphére limité par un plan paralléle & celui
des 2y — est exprimée par une intégrale double

1 '
M, @)= 5 ‘//de,

I'intégrale étant étendue & toute la surface de 1'hémi-
sphére. En prenant x et y pour variables indépendantes,

on voit que, ¢ étant indépendant de z, le symbole M
s’exprime par

1
@ M [e@y] = 5—n6,

2nr

. ¢ drdy
B (p) = ‘/j/‘Jr"‘—(w-—-%)z“‘ (y—y,)*

[intégrale étant étendue & I'aire du cercle
@ — %)+ (Y — y0)* < 7’]
et la formule (P) devient

1 d
(P’) u (z(ﬂ yo’ to) - —2-77(: ['&7 /“"t (uo) + ,U'mt (ul)]

31. L’intervention des ondes. — Notons que ces formules
(P) et (P") s’accordent avec ce qu’on connait des ondes
sonores ou lumineuses (*).

Dans I'un ou lautre de ces deux phénoménes, nous
voyons que, pour calculer la valeur de u en (z,, ¥, 2) &
I’instant t,, il n’est pas nécessaire de connaitre les valeurs
de nos fonctions u, et u, (données de Cauchy pour ¢ = o)
dans tout l’espace, mais seulement & l'intérieur et sur la
surface d'une sphére ayant O (z,, y,, %) comme centre
et wt, comme rayon. Les perturbations produites & I’origine

(1) On verra des raisons a priori pour cela, résultant des conceptions
d’Hugoniot, dans Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. I, ou dans

nos Legons sur la propagation des ondes, en particulier chap. IV, n° 465,
et chap. VII, no 290
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des temps en des points distants de O de plus de wt,, ne
peuvent pas agir en O avant I'instant ¢,.

Pour constater 1'identité de cette notion d’ondes avec
celle de caractéristiques, employons notre représentation
graphique. Pour plus de commodité, considérons 1'équa-
tion (e,), qui nous permet d’avoir directement une figu-
ration compléte avec trois dimensions. Tracons le plan
t = o et marquons le point d’univers (x,, y,, t,). Une
perturbation quelconque produite au point (x, y) & un cer-
tain instant ¢ n’agira sur ce point d’univers que si

@ — 2) + [y — y)? < o (¢t — )%

Si on prend le signe d’égalité, ceci représente la surface
d’un cbdne droit circulaire ayant (zo, y,, {,) comme sommet
et comme axe une paralléle & 'axe des t; ou, plus exac:
tement (puisque t doit, pour le moment, étre pris essen-
tiellement inférieur a ¢,), la nappe inférieure de ce cone.
Quant & I’'inégalité correspondante, elle signifie que le
point (z, y, t) doit étre intérieur & la nappe conique ainsi
représentée. Le cercle & I'intérieur duquel les intégrales (2)
doivent étre étendues est la trace d’un tel cdne sur le plan
initial des zy. '

Suivant une heureuse expression que nous a suggérée
M. de Donder, le cdne représenté par I’équation précédente
joue, dans l’espace-temps & trois dimensions, le réle d’un
cornet acoustique, propre a recueillir les seules données
susceptibles d’influer sur I’état du phénomeéne au point
d’univers (zo, Yo, lo)-

La surface d’un tel céne vérifie la condition

G \? dG \? 1 /0G\?
o (&) &)=

qui définit les caractéristiques de 1’équation des ondes
cylindriques, conformément a la régle donnée au n° 43.

Il n’y a rien d’essentiel & changer & cela (3 I'introduction
prés de l'espace & quatre dimensions) si on envisage 1’éque-
tion des ondes sphériques. Il faudra remplacer le cone par
I’ « hypercdne » (fig. 4)

@ — x4 (y— y)? 4+ (3 —2z,)* = ou << ?(t — t,)?,
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dont la trace sur I'hyperplan ¢ = t, < {, est la sphére de
centre (%, Y,, %) et de rayon o (t, — t,). Cet hypercone (*)
vérifie I’équation aux dérivées partielles du premier ordre

oG \* G \? G \2 1 /0G\*
o (g)+ (&) (=) 5 (F)=>

définissant les caractéristiques de 1’équation (e,).
Plus généralement, si on exprime analytiquement la
régle physique bien connue d’aprés laquelle la vitesse nor-

¢

Fie. 4.

male de propagation des ondes est égale & w, on trouve
[G(z, y, 2, t) = o étant le front d’onde] la condition (4).

La relation entre les solutions de notre probléme et les
ondes est une relation générale, comme il apparaitra plus
clairement par la suite.

32. Ondes rétrogrades. — Remarquons qu’ici, comme on
le fera le plus souvent dans la suite, nous considérons les
ondes d’une maniére un peu différente de la manidre ordi-

(1) Dans notre « Géométrie descriptive généralisée », il faudrait le
représenter comme dans la figure ci-dessus (un coéne ordinaire dans
l'espace des (z, y, t), et dans celui des (x, y, z), une sphire qui est la
base de 1'hypercdne).
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naire, savoir dans le sens rétrograde, en remontant le cours
-du temps. Au lieu de partir du point d’univers (z’, y, 2, t)
ou (z', ¥, t) et de considérer quels sont les points succes-
sifs atteints aux instants qui suivent ¢, par des ondes
émises & I'instant ¢ en O’ (2, ¥y, ') ou (¢, y’), nous nous
donnons le point d’univers final (o, Yo, 2o, to), O (Zo, Yo, to),
et nous cherchons comment on doit choisir le point antérieur
de maniére qu’il soit « juste en onde », c’est-a-dire que
I'onde émise par ce point d’univers initial atteigne préci-
sément O (x,, Yo, %), OU (o, Yo) A instant ¢, : le lieu de
tels points d’univers antérieurs étant une anti-onde tout
a fait pareille & une onde ordinaire, excepté que sa propa-
gation se fait suivant les valeurs décroissantes de ¢, c’est-a-
dire en renversant le cours du temps.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une onde
émise en (2', ¥y, z/, ') passe juste par (x., Yo, 2o, lo), €St
que l’anti-onde issue du dernier passe juste par le premier :
c’est un fait que, dans la suite, nous reconnaitrons, analy-
tiquement, comme tout a fait général.

De telles circonstances, en relation évidente avec le prin-
cipe du « retour inverse de la lumiére », se rencon-
treront souvent au cours de cet ouvrage. On peut méme
aller un peu plus loin, en
considérant le cas ou deux
points d’univers (', y’, t') et
(x, y, t) dans lespace a
trois dimensions, par exem-
ple, sont « sous onde » 1'un
par rapport & 'autre, c’est-d-

L dire ou l'onde partant de O’
/e R N a l'instant ¢, atteint O avant

métriquement, que (x,, ¥, t,)
est & I'intérieur de la « nappe
directe » du cOne caractéris-
tique du sommet (2, y', t'), c’est-d-dire & l'intérieur de la
nappe tournée vers les ¢ positifs. Il est intéressant de noter
que, comme cela est maintenant évident, la condition

/ (N
S _01 __‘1?_ N I'instant ¢,. Ceci signifie, géo-
I M
[}
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nécessaire et suffisante pour cela est que, inversement
(«', y', ') soit & I'intérieur de la nappe «rétrograde » ou
« inverse » du cone caractéristique ayant (z,, y,, t,) comme
sommet. Ce fait apparaitra, lui aussi, comme tout & fait
général : nous verrons que la condition dont il s’agit est
exprimée par une inégalité dont le premier membre est
symétrique par rapport aux deux points qu’il contient.

33. La Question du principe de Huygens (‘). — Mais,
quelque simples que soient les résultats précédents, ils
ont cependant ouvert des discussions scientifiques longues
et importantes, qui se rapportent a ce qu’on appelle le
Principe de Huygens.

En fait, ainsi qu’il arrive souvent, la question discutée
avait été mal posée. Le principe de Huygens peut étre
pris dans plusieurs sens différents, et il n’avait pas été
suffisamment distingué entre eux.

On sait que, dans son ouvrage fondamental sur la
lumiére, le grand savant hollandais étudiait I’action d’une
perturbation lumineuse produite initialement (¢ = o) en
un point donné O, sur un autre point a. Au lieu de suivre
strictement son exposé, nous allons, pour plus de clarté,
le mettre sous forme d’une sorte de syllogisme.

(A) (Majeure). « L’action des phénomeénes produits a
l'instant ¢ = o, sur l’état des choses au temps ultérieur
t = t,, s'opére par l'entremise de chaque instant intermé-
diaire t = t’, c’est-d-dire que (en supposant o < ¢’ < t,),
pour trouver ce qui se passe au temps ¢{ = t,, on peut
déduire de 1'état en ¢ = o celui qui existera pour { = t’, et,
de ce dernier, I’état cherché a l'instant final ¢ = ¢,. »

(B) (Mineure). « Si, a I'instant unique t = 0 — ou moins
fictivement, pendant un court intervalle ¢ < t < 0 — on
produit une perturbation lumineuse localisée au voisinage
immédiat de O, son effet sera localisé, pour ¢t = ', au

(1) L’orthographe adoptée ici pour le nom de Huygens est, d’aprds une
communication que je dois A l'obligeance de M. A. Dresden, celle qui
est employée par la Société hollandaise des Sciences, dans sa publication
des ceuvres du Maftre.
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voisinage immédiat de la surface d’une sphére de centre ()
et de rayon wt’ : c’est-d-dire dans une couche sphérique
trés mince de centre O contenant la sphére précédente. »

(C) (Conclusion). « Pour calculer leffet du phénoméne
lumineux initial produit en O au temps ¢t = o, on peut le
remplacer par un systéme convenable de perturbations se
produisant en t = ', distribuées sur la surface de la
sphére de centre O et de rayon wt’. »

Il est arrivé que différents auteurs ont appelé « Principe
de Huygens », indifféremment, I'une quelconque de ces
trois propositions : or, comme on le verra, notre opinion
sur chacune d’elles doit étre complétement différente.

La proposition (A) est ce que les philosophes (si tant est
que j’emploie correctement leur langage) appellent une des
« lois de la pensée » : c’est-d-dire une loi inévitable de la
raison, que nous ne pouvons, par aucun moyen, cOncevoir
comme inexistante, et sans laquelle nous ne pourrions pas
penser. Si nous découvrons aujourd’hui des inscriptions
assyriennes, nous ne pouvons pas songer  supposer que, &
un instant quelconque entre le moment ou elles ont été
tracées et le moment de leur découverte, ces inscriptions
ont pu cesser d’étre, et toute trace de leur existence dis-
paraitre. Par conséquent, (A) doit &tre considéré comme
un truisme, ce qui ne veut pas dire qu’il ne puisse pas
nous intéresser; car le géomeétre ne craint pas les truismes :
la proposition ci-dessus, en particulier, correspond au fait
que l’intégration des équations aux dérivées partielles
définit certains groupes d’opérations fonctionnelles; et ceci,
par exemple, conduit & des identités tout a fait remarqua-
bles concernant la fonction hypergéométrique, les fonctions
de Bessel, les fonctions théta, etc.

La proposition (C), quoique n’étant pas aussi évidente,
se montrera comme une propriété générale des équations
dont nous nous occupons.

Mais tel n’est nullement le cas pour la proposition (B).
Nous verrons plus loin qu’elle est une propriété toute spé-
ciale de certaines équations particulitres : en fait, on ne



ONDES ki

sait pas encore si 1'équation des ondes sphériques (et
d’autres qui n’en sont, au fond, pas distinctes), ne sont pas
les seules & posséder cette propriété.

Le cas échéant, nous parlerons de (A) et de (B) comme
de « la majeure » et de « la mineure » de Huygens, en les
distinguant ainsi de la proposition (C).

34. Cette proposition (C) a été 1’objet et le résultat des
travaux fondamentaux de deux auteurs : Kirchhoff s’en est
occupé, pour les ondes sphériques, dans son Mémoire clas-
sique Zur Theorie des Lichtstrahlen (*), et dans ses Legons
d’optique; puis M. Volterra 1’a démontrée pour les ondes
cylindriques, en particulier dans les Acta Mathematica,
vol. XVIII, et, plus récemment, a repris le sujet au cours
de ses conférences de Stockholm (%).

La maniére dont ces deux auteurs posent la question est
la suivante, que nous exposerons, toujours pour plus de
commodité dans la représentation graphique, sur le cas de
I’équation (e,). Supposons que, initialement, le plan des
zy soit completement au repos, et que, plus tard, on lui
communique certaines impulsions & Uintérieur d'une
courbe fermée o. Par la suite, ces impulsions se propa-
geront & l'extérieur de o, et, avant cela, influenceront les
points de o lui-méme. Notons les valeurs de u et d’une

d
de ses dérivées, — par exemple _d% — ainsi produites

aux différents points de o & tous les instants successifs, en
rappelant que, dans notre mode de représentation, ces
états successifs de o seront figurés par des sections succes-
sives d’un cylindre droit S ayant o comme base, de telle
sorte que ce sera ce cylindre qui sera considéré portant

. . du .
les valeurs ci-dessus mentionnées de u et de T Les condi-

tions demeurent absolument les mémes pour les ondes

(1) Sitzungsber. der K. Ak. der Wiss (1882), p. 644 et suiv.; V. aussi
Beltrami, Rendic. Istituto Lombardo, 2¢ série, vol. XVII; et Duhem : Hydro-
dynamique, Elasticité, Acoustique, t. I, p. 145-161, etc.

(2) Legons sur l'intégration des équations différentielles aux dérivées
partielles, Upsal, 1906, et Paris, Hermann, 1912.
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sphériques, & l’introduction prés de I'espace & quatre
dimensions, la courbe o étant remplacée par une surface
(et, par conséquent, le cylindre remplacé par un hyper-
cylindre).

Or, Kirchhoff, pour le deuxi¢me probléme, et M. Volterra
pour le premier, ont obtenu I’expression de u & un instant
positif quelconque et pour un point quelconque & I'extérieur
de o, en fonction des valeurs ci-dessus mentionnées de u
et de —Z—Z— le long du cylindre, ou de I'hypercylindre (en
langage ordinaire, le long de la courbe ou de la surface o«
considérées & tous les instants successifs), et ces expres-
sions sont données par des intégrales définies prises sur S,
ce qui peut s’interpréter physiquement, dans un quelconque
des cas précédents, en disant que le mouvement du milieu
qui entoure o peut &tre considéré comme résultant d’impul-
sions convenablement choisies, issues & des instants variés
des différents points de o, ce qui est la proposition (C) ().

Analytiquement, ce probléme de Kirchhoff et de M. Vol-
terra n’est autre que le probléme de Cauchy pour la portion
d’Univers (qui est 1'espace des zyszt, ou des xyt) située &
P’extérieur de S et au-dessus de ¢t = o (c’est-d-dire dans la
région ¢ > o), la variété qui porte les données étant cons-
tituée par la portion supérieure de S (c’est-a-dire la portion
de S qui correspond & t > 0), et par une portion de I'hyper-
plan ¢t = o (portion extérieure & o), les données sur ce
dernier étant nulles.

Par lui-m&me, ce probléme de Cauchy n’appartient pas
A la classe qui nous intéresse, car il n’est pas ce que nous
appelons « correctement posé » : sa possibilité, comme on
peut le voir par les travaux des auteurs précités eux-mémes,
est subordonnée & un nombre infini de conditions néces-
saires. En réalité, pour une frontidre d'une telle forme, le
probléme correctement posé serait ce que nous avons

(1) Du point de vue de linterprétation physique, les intégrales de
Kirchhoff nécessitent une transformation, ce qui a été fait par B. Brunhes,
Travaux et Mémoires des Facultés de Lille, vol. IV, 16 Mémoire (1895).
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appelé un probléme « mixte », qui consiste & donner u et

at

(011 3—: tout seul) sur la partie précitée de la variété S.

Mais, en plus de leur intérét physique, qui est de prou-
ver la forme (C) du principe de Huygens, et quoique, pour
parler strictement, les formules de M. Volterra puissent se
déduire de celles de Kirchhoff par « descente », les méthodes
de Kirchhoff et de Volterra sont directement applicables au
cas général du probléme de Cauchy pour les deux équa-
tions correspondantes, et donnent par elles-mémes la solu-
tion compléte de ce probléme pour toutes les formes de
variétés portant les données. De plus, la solution s’obtient
par une méthode analytique régulitre (au lieu de la mé-
thode synthétique par laquelle nous avons démontré la
formule de Poisson), de telle sorte que nous pouvons
essayer de généraliser de telles méthodes pour d’autres
types d’équations.

du du
¢ \ par exemple 4 = — == o) pour { = o, et u tout seul

35. Méthode de Riemann. En réalité, les résultats de
Kirchhoff et de M. Volterra n’étaient pas les seuls, ni méme
les premiers de cette sorte ainsi obtenus. Longtemps
avant la publication du Mémoire de Kirchhoff et 1'époque
des recherches de M. Volterra, il a été donné une premidre
solution générale du probléme de Cauchy pour une classe
étendue d’équations : c’est la célebre méthode de Riemann,
contenue dans l’ouvrage du grand géometre Sur la propa-
gation des ondes aériennes d’amplitude finie (*). Quoique
donnée d’abord par Riemann pour des équations tout &
fait spéciales, la méthode, en réalité, convient pour toute
équation linéaire hyperbolique aux dérivées partielles a
deux variables.

Mais le travail de Riemann est resté inconnu pendant
assez longtemps; c’est seulement aprés la publication du

(1) Gott. Abhandl., vol. VIII (1860). GEuvres, 8¢ Mémoire de la 2¢ édit.
allemande par Weber et Dedekind; Trad. Laugel, Paris, Gauthier-Villars,
1898, p. 177-206 (Mémoire traduit par X. Stouff).



80 ONDES

travail de Kirchhoff que I'attention fut attirée sur lui par
du Bois-Reymond ('); il a été finalement amené & la con-
naissance de tous les mathématiciens, sous sa forme la
plus générale, par les classiques Legons sur la théorie
des Surfaces (*) de Darboux.

Depuis ce moment, la méthode de Riemann peut &tre
considérée comme universellement connue et nous n’au-
rions, en somme, pas besoin de ’exposer; mais ses prin-
cipes se relient si étroitement & notre objet que nous aurons
nécessairement & passer par les principales étapes de cette
méthode, dans les chapitres suivants.

(1) Leipzig, 1864, et Tubingen, 1883 (V 1a note suivante).
@) V. plus loin, mo 42. V. aussi Dini, Rendic. Accad. Lincei, t. V
(1896), et t. VI (1897).



CHAPITRE II
LA FORMULE FONDAMENTALE

36. L’objet de ces Lecons est de généraliser les méthodes
de Kirchhoff, de Riemann et, tout spécialement, de M. Vol-
terra, & toute équation linéaire hyperbolique (normale), 2
un nombre m quelconque de variables indépendantes.

Examinons comment procédent les trois auteurs cités.

On peut considérer qu’ils partent tous de la méme
formule. En fait, on peut dire qu’il n’y a qu’une seule
formule (qu'on peut appeler « formule fondamentale »)
dans toute la théorie des équations linéaires aux dérivées
partielles, quel que soit le type auquel elles appartiennent.
Commencgons par écrire cette formule.

Elle est bien connue dans la théorie du potentiel : c’est
la formule classique

/f (vAu — ulv) dr dy dz = —-//< du-u—-—)dS

On sait qu’elle a son orlgme dans l'identité

90
VAU — uldv = d.'t + dy + dz
ou ou ov ou ov
P= v-——dx—-—u ,Q-—— y-——udy,R—__vdz—udz.

Le point de départ de la méthode de Riemann, par exem-
ple, est une formule toute semblable, savoir I'identité

P
vFu) —uG(v) "-g—z- + 33,

qui donne, par intégration :

F) /f [vF (u) — uG (v)] dedy = /(P dy — Qdx),

Hapamanrp. 6
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I'intégrale simple du second membre étant prise dans le
sens direct sur le contour de I'aire d’intégration du pre-
mier membre, et les fonctions u et v étant arbitraires, mais
a condition d’étre réguliéres.

Dans ces deux formules, & (u) signifie, symboliquement,
un polyndme linéaire donné quelconque en u et ses déri-
vées par rapport & x, y et xy :

o*u ou du
= —_— A — B — Cu -
T = oo T A5 T8y T 0
P et Q étant, par exemple (*),
1/ du o 1/ ou dv
P_§<vg—u3y—->+l\uv, Q——g(’l)—(;—;——’u&—x‘)—!—Buv

tandis que G(v) désigne le polyndme bien déterminé sui-
vant, ou « polynéme adjoint » de F :
0%

_ 9 Apy — 9
G = 920y — % (Av) o0 (Bv) + Co.

La relation entre les deux polyndmes adjoints est réci-
proque : c’est-a-dire que, si on opérait sur G(v) exacte-
ment comme on I'a fait sur &(u), pour obtenir son poly-
ndéme adjoint, on le trouverait égal & F(u). Naturelloment,
ceci se vérifie immédiatement, mais est aussi une consé-
quence du fait que le polyndme adjoint peut &tre consi-
déré comme défini par 'identité (F,) (*), qui ne change
pas quand on échange F et G (si on change, en méme
temps, les signes de P et de Q).

(1) V. la note suivante.
(2) 1 est facile de voir qu’on peut changer P et Q sans altérer le second
membre de (F,); mais, & étant donné, il n'y a qu’un seul polynome

qui puisse donner notre identité (F,), ainsi qu'il résulte du Lemme
fondamental du Calcul des Variations : voir Darboux, Legons sur la
Théorie des Surfaces, t. II, Livre IV, chap. V, p. 114 de la 2¢ édition;
et Goursat, Cours d’Analyse, t. II, no 404, 2¢ édition.
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37. On peut écrire une identité analogue pour un poly-
ndme différentiel linéaire quelconque & un nombre quel-
conque m de variables indépendantes

F ) = ZAW d,da: ZB‘o‘

Si on multiplie par v, de faciles intégrations par parties
montrent que 1’on peut de nouveau (3 'aide de Au = Aw)
écrire I'identité

0.,
®)  oF (u) — ugG (v) =dd_§l_ —+ ‘fi’ S 8 .
1 2 'm

ou I'on peut prendre, pour £, ...., ®n,

’ . 0_“‘ 0Aas
8" éf.. —‘Z” Aik 01, _Z ik d Z, <Z >
) i

et ou G(v) représente le polynéme (*)

S y<)~2 S Bt — 2——<B,v>+0v,

qui est dit le polyndme « adjoint » de &, l'équation
G(v) = o étant également dite 1’adjointe de la proposée (%)

La relation entre & et G est, comme dans le cas précé-
dent (et pour les mémes raisons), réciproque.

38. A partir de (8), on obtient une formule intégrale
analogue a (F,). Ceci nécessite quelques notions et défini-
tions concernant l’espace & m dimensions. Si, dans un tel
espace, on a une hypersurface quelconque S, définie en
donnant z,, ,, ...., Z» en fonction des m — 1 paramdtres
(coordonnées curvilignes) A, A,, ...., An—,, les cosinus de

(1) V. la note précédente.
(2) L’équation adjointe est, sauf spécification contraire, toujours prise
sans second membre, m&me s8i 1'équation donnée en a un.
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la normale & S en un point quelconque seront, par défini-
tion, proportionnels aux quantités

. D(x,, ...... ) Tm)
Di=+*$o. 0
D — D(z,, x4, ...) Tpn)
L ) YO N s Amey)
D(x,, .., Ty, Tigyy ooy Ton)
D = + L ! L ,
k TDA, e Ap—y)

................................

dans lesquelles les seconds membres sont des déterminants
fonctionnels, dont les signes sont choisis de maniére qu’ils
'soient proportionnels aux coefficients du développement
du déterminant

ox, oz, oz,
o\, OA, U o\,
oz, % ox,,
oA, oA, T oA,
ox, ox, ox,,
Oy O,y U Oy
. e .

ordonné par rapport aux éléments de la derniére ligne.
Ces signes doivent donc alterner (cette convention laissant
encore un signe arbitraire). Pour avoir T’analogie exacte
avec les cosinus directeurs de 1’espace ordinaire, on devra
choisir ces « cosinus » de mani¢re que la somme de leurs
carrés soit égale & I'unité, c’est-a-dire que
eD,
JD? +D,? + ... D%,

formules dans lesquelles le facteur ¢ est égal & + 1, mais
est le méme pour toutes.

x, = cos (n, &) =
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L’ « élément de surface » dS autour du méme point de S
sera, par définition :

dS = VD F D & ... F D dadh, ... dh,

de telle sorte que
(6) mdS =D,dAdA, ... d\pey,  7,dS=D,d\, .... dAn_,,
..... , TmdS = DpdA, ... dApy;

dans cette formule, il reste un signe arbitraire, lequel
correspond aux deux sens possibles de la normale. Mais,
cependant, nous avons pu supprimer le double signe, car
nous pouvons également produire un changement de ce
signe arbitraire en changeant l'ordre des coordonnées
curvilignes.

39. Nous avons défini nos cosinus et notre élément de
surface pour conserver l’analogie avec les netions corres-
pondantes de géométrie ordinaire. Mais le fait est que nous
aurons toujours & traiter chacun des premiers membres des
formules (6) comme un tout, de telle sorte qu'on ne chan-
gera rien en multipliant tous les cosinus par un facteur
commun, a condition de diviser dS en méme temps par le
méme facteur. En particulier, nous nous servirons sou-
vent d’une autre férme des quantités (6) : c’est celle
qui correspond au cas ou S est donné par 1'équation
G (z,, x,, ...., Tm) = 0. Les cosinus de la normale sont alors

G .
proportionnels aux quantités %—;, le facteur de proportion-
{

nalité étant la dérivée normale g% Désignons par dSq la

(96 .
o= (22

quantité

les quantités (6) deviendront égales (au signe prés) a
dG &S aG

dx] Gr e dzm

dSg.
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Cet élément superficiel dSe est tel que dSe.dG repré-
sente 1'élément (cylindrique) de volume entre 1'élément dS
de la surface G = o et un élément correspondant de la
surface avoisinante G = dG (ol dG est une constante infini-
tésimale) : de sorte que l'on peut parler de cet élément

dSe comme du « quotient » ix—l—df—’ﬁ—g—xﬂ de I'élément

d’espace par dG.

40. Moyennant ces définitions et de cette terminologie,
I'identité bien connue (« formule de Green ») entre inté-
grales multiples peut s’écrire, pour l'espace & m di-
mensions

o, o,
) $SS <'«§§T+“”+E> dT

=—8§S8S@Z, + %, + .... + m®n)dS,

(dT désignant 1'élément d’espace dx,dx, .... dxw).

Dans cette formule et dans les suivantes, nous repré-
senterons, en sacrifiant l’exactitude a la clarté, par la
triple sommation §88 ce que nous devrions désigner
par m signes d’intégration, savoir une intégrale muple
étendue & une certaine portion de notre espace; par un
double §§, une intégrale (m — 1)uwple étendue & une
hypersurface de notre espace; par §, s1 besoin est, une
intégrale (m — 2)uple relative & une aréte : en d’autres
termes, la notation sera la méme que si 'on avait m = 3.
Une intégrale relative & une aréte se distinguera d’une
intégrale prise le long d’une ligne par le fait que cette

dernidre s’écrira avec un signe f ordinaire.

Dans la formule (g), I'intégrale §§8 est étendue & une
certaine portion (limitée) T de 1’espace & m dimensions, et
I'intégrale du second membre & la surface S limite de T.
On désigne par n le sens interne de la normale & S [les
signes des formules (6) étant choisis en conséquence].
Comme on I'a vu précédemment, on peut remplacer res-
pectivement cos (n, z,), cos (n, &), ...., c08 (n, Tm) par
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2(—}—- 99—- 29- a condition d la. en mé
or gz om i e remplacer éme

temps dS par dSe (avec 1’hypotheése que G est croissant vers
Vintérieur de T).

Appliquons ceci & I'identité (8) : avec les expressions (5
pour les &, le facteur de dS sous le signe §§, dans le
second membre de (g), deviendra

du ov
DZ Aik ﬂ"d—zk' —_ MZ A(k LA ;;; + Luv
ik ik

lou A N 1ov 0A
2 0371; 01r,, 2 dz,, dﬂ'k

~+ Luv,

A étant la forme caractéristique définie ci-dessus, et les =
désignant indifféremment les cosinus de la normale
(interne) de S, ou les quantités proportionnelles

96 oG 96
oz,’ 9z, " Omn’

si, dans le second cas, on remplace dS par dSe.

Nous introduirons ici, avec M. d’Adhémar (*), une direc-
tion particuliére dépendant du plan tangent & S en un point
quelconque M. Posons

dr,  dz, _ dz,
) T oA = T ok = ... = T oA = dv:
2 o, 2 Om, 2 Ory,

les dénominateurs (qui ne peuvent pas étre nuls simul-
tanément, puisque le discriminant de A est supposé diffé-
rent de zéro) seront proportionnels aux cosinus directeurs
d’'une certaine direction que nous appellerons la trans-
versale () & S en M. Une interprétation géométrique trds

(1) C. R. Ac. Sc., 11 tévrier 1904.

(2) Nous adoptons cette locution (au lieu du. mot « conormale », dont
nous nous étions d’abord servis, en accord 'avec son promoteur), car elle
se présente, avec la méme signification et la mdme construction, dans des
questions de Calcul des Variations étroitement lides A celles-ci.
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simple & ét¢ donnée de cette définition par M. Coulon (%),
qui la relie au cone caractéristique (n° 13) en M, c’est-a-
dire au c6ne qui a M pour sommet et A (v, ¥, ..., Ym) = 0
comme équation tangentielle. La transversale est alors le
diameétre conjugué du plan tangent & S par rapport a
ce cone caractéristique, deux directions étant généralement
dites transversales I'une & l'autre si elles sont conjuguées
par rapport & ce cone.

Cette interprétation de M. Coulon demande, notons-le,
& étre complétée : car il y a lieu de caractériser géomsé-
triquement, non seulement la direction, mais aussi la gran-
deur du segment élémentaire dv. C’est un point dont nous
traiterons un peu plus loin (nos 60-61).

Pour 1’équation des potentiels Au = o, le cdne
caractéristique est le cdne isotrope, de telle sorte que
« transversale » est synonyme de normale.

On voit immédiatement que la direction transversale
n’est dans le plan tangent que quand ce dernier est carac-
téristique [Il est du méme cdté du plan tangent que la
normale correspondante, dans le cas et dans le seul cas
ou A(my, myy oo, m) > O].

Au moyen de cette nouvelle notion, on arrive a la forme
finale de la formule fondamentale :

(F) S$88 [vF (v) — uG(v)]dT
= _—_ 88 <v————u:—v+Luv>dS

L désignant la quantité

oA
0 L— Zﬂ‘ <B‘ -2 .&_;1>

De méme, dans le cas de deux variables (n° 36), I'inté-
grale simple

SS( ————u—gz—i—Luv)dS

(1) Thése, Paris (1902), p. 34.
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sera celle qui figure au second membre de (F,), ¢’est-d-dire .

1 ou ov
Pdy — Qdx = ——(v.__._.u__>d
f y — Q 7" 5y oy ) Y
1 du av
v étant tel que
dz __ __dz dy  dy
dv ds’ dv ~ ds’

une telle direction v sera symétrique de la tangente a la
ligne d’intégration par rapport & des paralltles aux axes
(ce qui concorde avec notre construction générale de la
transversale, puisque le conoide caractéristique se réduit &
deux droites, £ = const., y = const.).

RemMarQuE. — La formule de Green (g) suppose la conti-
nuité des fonctions qui y figurent et qui sont, en 1’espéce,
les quantités (§"). Celles-ci contenant (outre les coefficients
de 1'équation et leurs dérivées) les dérivées premiéres
de u et de v, on voit que pour la validité de la formule (F),
les fonctions u, v et leurs dérivées du premier ordre doivent
é&tre continues dans le domaine d’intégration. C’est la con-
dition que nous avions déjd été conduits, & un autre point
de vue, & exiger de nos solutions au n® 28.

40 bis. Adjointe invariantive. — La forme que nous venons
de donner au calcul suffit dans un grand nombre d’applica-
tions. Elle ofire cependant le grave défaut de ne pas &tre
invariante vis-d-vis d’une transformation ponctuelle effec-
tuée sur les variables indépendantes. On peut, moyennant
une légére complication, remédier & cet inconvénient.

Le seul élément non invariant introduit dans le calcul
qui précéde n’est autre que 1’élément d’intégration
dx, dx, .... dza, lequel, comme on le sait, lorsqu’on intro-
duit d’autres variables &’ fonctions des premiéres, n’est pas
égal & l'élément analogue dx,” dz,” .... dz’m, mais en
différe par un facteur égal au jacobien de la transformation.
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Dés lors, comme dans toutes les autres circonstances ou 1'on
a en vue des calculs satisfaisant & la condition d’inva-
riance, il convient de considérer comme « élément de
volume », non plus la quantité précédente dz, .... dim,
mais le produit

dT = pdz, dz, .... da,

de cette quantité par le facteur
=1
b= VAl
ol A est le discriminant de la forme caractéristique : ce fac-
teur p est, en effet, dans une transformation ponctuelle effec-
tuée sur les x, multiplié par l'inverse du jacobien, de
sorte que le produit dT reste invariant.

Nous sommes conduits & modifier les formules du n° 37
de manidre & mettre en évidence ce nouvel élément de
volume (ou élément de volume riemannien, par opposi-
tion avec ’ancien élément dT = dx, dx, .... dz., qu’on
peut appeler élément de volume « euclidien ») (*). Au
contraire, la formule de Green (g) reste telle que nous
I’avons écrite au numéro précédent, de sorte que le fac-
teur p devra étre joint au premier membre de 1'équation (8)
(n° 37) : introduisant une nouvelle fonction arbitraire v
et un nouveau polyndme différentiel —ij (v), nous devrons
déterminer ce dernier de maniére que l'on ait (*)

® oW — 86 | =+ S

Point n’est besoin, pour cela, de recommencer le calcul :
il est clair qu'on passera de (8) & (8) en liant I'inconnue
v & v par la relation :

pY =

(1) Voir I’Appendice I & la fin du volume.

(2) L'emploi des indices supérieurs au second membre a lieu en confor-
mité avec les principes du Calcul différentiel absolu. Ces principes exige-
raient que la- méme notation soit appliquée aux variables x elles-mémes :

c'eést ce que nous ferons lorsque nous reprendrons la question dans 1’Appen-
dice ci-dessus mentionné (Note précédente).
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et, sous le bénéfice de cette relation, définissant G (v) par
la formule

§®=%9m=%g@x

soit, finalement :

1 9 - —
— ‘;E -07" (pBv) -+ Co.

La méme transformation étant opérée dans les quantités
<, celles-ci donneront :

_ - - P - —
&) Z, =pv Z A, 55: —_ uZ di:v,,- (pvAy) + pBuwv .

A

et nous serons conduits & remplacer la formule (F) par

@  S8S [Ey(u) — u'g(??)] pdz,dz, ..dx._

—

_SSpdS<v ——-ug +Luv>

L ayant la valeur
T __ dA d log p
L*X“@“imj“ &

REMARQUE. — Les quantités =dS qui figurent dans les cal-
culs précédents ou, plutdt encore, leurs produits par le fac-
teur p, possédent, du moins dans leur ensemble, le caractére
invariantif qui s’impose au point de vue ol nous nous
plagons dans le présent numéro. Elles se présentent comme
les composantes d'une certaine quantité vectorielle, laquelle
n’est pas toutefois de méme espdce que les vecteurs au sens
le plus classique du mot, mais bien d’espdce corrélative.
Nous renvoyons, sur ce point, & notre Appendice I.
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41. La formule (F) est, nous 1’avons dit, la base de toute
recherche concernant les équations linéaires aux dérivées
partielles du second ordre, et en particulier des recherches
citées précédemment (*). Nous désignerons généralement
par u la fonction inconnue du probléme; v est une fonction
auxiliaire arbitraire, et c’est précisément dans le choix de
cette dernidre qu’apparait 1’habileté du calculateur. On
la choisit généralement de manidre & satisfaire a I’équation
adjointe (*) :

Gy =0.

Dans la théorie ordinaire du potentiel, » est simplement

le potentiel élémentaire :

1 1
T N@E—) F Y —y) F (5 — z,)°

. 1 . .
sim =3, — ou log — sim =2, — ou aussi une des

quantités (fonctions de Green) déduites du potentiel élé-
mentaire par addition de certains termes qui restent régu-
liers pour r == o. Ce potentiel élémentaire — dont I’intro-
duction est commandée par les raisons mathématiques et
méme physiques les plus évidentes — doit le rdle qu’il
joue dans la théorie (ce qu’on voit immédiatement & 1'ins-
pection des formules) uniquement & sa singularité pour
r = o, pour laquelle il devient infini. On notera immédia-
tement que cette singularité se présente non seulement
pour un seul point réel (x = x,, ¥y = Yo, 2 = 3,), mais
aussi sur toute une surface imaginaire, savoir le cdne iso-
trope ayant (z,, Y., %) comme sommet, et qui coincide
(en accord avec un théoréme général que nous établirons
bientdt) avec le cdne caractéristique correspondant défini
précédemment.

(1) Kirchhoft ne forme pas direclement l'intégrale quadruple portant
sur le premier membre de (3) dans le probl2me des ondes sphériques;
mais il effectue successivement une intégration triple ¢t une intégration
simple, ce qui est équivalent.

(2) On rappelle la convention faite au n° 37 (note 2).
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42. Méthode de Riemann. — Si on envisage maintenant
la méthode de Riemann pour !'intégration des équations
hyperboliques & deux variables

P _ d%u . Ou ou .

(@ J(u)--%—y-+A3x-+B55+Lu—/,

il semble, au premier abord, que la quantité introduite par
Riemann dans la formule fondamentale soit d’un tout autre
caractére que le potentiel. élémentaire. L.e moment est venu
de résumer briévement cette méthode, au sujet de laquelle
le lecteur peut se reporter aux Leg¢ons déja citées de
Darboux (*).

Soient les données de Cauchy portées par un arc de
courbe plane S, que nous supposerons couper une caracté-
ristique quelconque (c’est-a-dire une paralltle a 'axe des x
ou & l'axe des y) en un seul point. Pour déterminer la
valeur de l'inconnue u en un point donné a(z,, y.),
Riemann applique la formule fondamentale

F)H f/[va"?(u) —uG ] dedy = /P dy — Qdx

4 I'intérieur d’un domaine triangulaire T (fig. 6 ou 6 bis,
p. 94) délimité par un arc «8 de S et les segments ao, af
des deux caractéristiques menées par a (qui coupent S
en o et B), ao étant parallele & I'axe des x. On désigne
par u la fonction inconnue.

On prend alors, avec Riemann, pour v, une quantité (*)
— qui est une fonction de x, y, mais dépend aussi de la
position de a, de sorte qu’on doit I'écrire ¥ (z, y; z,, y,) —
satisfaisant (en z, y, pour x,, ¥y, constants) a 1'équation

(1) T. 11, Livre IV, nos 357-359, p. 71-81 de la 2me &dition. Voir aussi nos
Legons sur la propagation des ondes, chap. IV, p. 153 & 166; Goursat, Cours
d'Analyse, t. III, chap. XXVI, p. 146 & 182 de la 2we édition; Picard,
Legons sur quelques types simples d’équations aux dérivées partielles;
i7e Legon, p. 147 ot suivantes; notre Cours d’Analyse, t. II, nos 346-348,
p. 472-478.

(2) Quant & l'existence de cette quantité, voir Darboux (loc. cit., nos 364,
365, p. 96 & 196) ct ci-dessous, nos 54 et suivants.



94 METHODE DE RIEMANN

adjointe (*) G (v) = o, et définie, de plus, par les conditions
supplémentaires

v
Ad
V= eV, pour z = gz,

z
V= e["m, pour y = y,,

(ce qui donne, en particulier, ¥ = 1 pour & = z,, ¥y = y,);
on voit immédiatement que les deux intégrales / Pdy - Qdx

Fie. 6. Fic. 6 bis.

le long des deux segments rectilignes aa, aB, savoir [si,
sur S, y est une fonction décroissante (*) de x]

__‘[:‘Q(x,yo)dz:—__j:c‘[-;-«vzu—z—-ug—f—-) +Bu‘0]dx.

/y;y" P (z,.y)dy =Ay°[~%—<W% — u%) -+ Au‘U] dy

(ou z,, y, sont les coordonnées de o, et x,, y, les coordon-

(1) V. la note du n°o 44..

‘2) Quand y est, sur S, une fonction décroissante de z (fig. 6), les deux
segments axz, af sont ou tous deux paralleles aux directions positives,
ou tous deux aux directions négatives des axes, et af est le sens direct
sur le contour de T, comme il est suppos§-dans la formule (F)); si, au
contraire, x et y croissent simultanément sur S (fig. 6 bis), le sens
est le sens rétrograde, et on doit changer le signe d’un des membres
de (F,). On peut donner une formule unique convenant & tous les cas
en se servant de la notation de Méray pour les intégrales multiples.



METHODE DE RIEMANN 95

nées de B) se réduisent respectivement & } (u%)y— 3 u.
et 3 (uV)s — }u,, de telle sorte que, G (¥) devenant nul
et & (u) étant égal & f, on trouve :

1 i ‘
w= g W0, + g 60+ [ ®dy—Qds) — [ [Vpdz ay.

Ainsi qu’il est nécessaire, ceci donne la valeur de u en
fonction de quantités qui sont supposées connues, savoir les
données de Cauchy sur S : en particulier, v est la direction
transversale, située comme il est dit au n° 40.

Si la courbe était ascendante (c’est-d-dire y croissant
avec x), il faudrait changer le signe de I’intégrale double (*).

La fonction % de Riemann est, comme on le voit, de
méme que le potentiel élémentaire, une fonction des coor-
données de deux points. La propriété de symétrie se géné-
ralise également au cas présent par la propriété 3’échange *
suivante : la quantité Y ne change pas quand on échange
stmultanément x, y avec x,, y, et le polynéme F avec son
adjoint G [ceci donne une symétrie en (z, y) et (xo, Yo),
si F est identique & son adjoint, comme c’est le cas pour Au].

Mais il apparait immédiatement que la quantité % ainsi
introduite dans les calculs n’a, a priori, pas de singularité
en a : en fait, ¢c’est une fonction holomorphe, ou en tout
cas parfaitement réguliére, des variables dont elles dépend,
quand les coefficients de 1’équation le sont eux-mémes (°).

. 2,
Par exemple, pour 1'équation di;y =+ Au = o (A constant)
(V. plus loin n° 69 et Livre 1IV), ¥ est égal &

o[V (x — x0) (y — yo)], o0t J, est la transcendante entiére
classique de Bessel.

Cependant, on verra bientdt que la fonction de Riemann
dérive trés directement de notre solution élémentaire.

(1) V. la note précédente (p. 94).

(2) Darboux, loc. cit., n° 359, p. 81; Goursat, loc. cit.

(3) La discontinnité se présente néanmoins. par le fait que 1'intégration
est étendue au domaine limité par les deux caractéristiques issues de
(%, ¥,); ce qui revient au méme que de faire v égal & o en dehors de
ce domaine et, par conséquent, discontinu le long des limites du domaine.
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43. Le cas est encore différent pour les expressions
introduites par Kirchhoff et M. Volterra. Le premier
d’entre eux emploie I'expression

®) -;1:- F (r — wt)

ol on a toujours r = &/ (x — x0)* 4+ (Y — yo)* + (3 — 3)%
et ol F est une fonction arbitraire quelconque d’une varia-
ble. Une telle quantité est singulidre pour r = o, savoir
T = &,, Y = Yo, 5 = 5 ' ce qui signifie, en langage ordi-
naire (pour '’espace habituel), correspond & un point unique,
mais qui, dans notre conception actuelle de I’ « univers »,
comprend toute une ligne, étant donné que t peut prendre
toutes les valeurs possibles.

De méme, la quantité employée par M. Volterra (du
moins pour le probléme que nous traitons ici) est :

(t—t) + V(@& — )2 — 1

8) vV = 103 »
r

qui a deux espdces de singularités dans le domaine réel :
1° la surface (¢ — {,)> — r* == 0, c’est-d-dire le cone carac-
téristique de sommet (x,, Yo, fo), ce qui est absolument
analogue au cas du potentiel élémentaire; 2° la ligne r = o
(c’est-a-dire 2 = x,, y = 1, L arbitraire).

En conséquence de la présence de cette dernidre singu-
larité, ni Ja méthode de Kirchhoff, ni celle de M. Volterra
ne donnent directement la valeur de l'inconnue u au point
choisi, mais seulement I'intégrale de u le long d’un certain
segment de ligne (*) r = o : on en déduit ensuite aisément
la valeur de u lui-méme (par exemple en différentiant,
comme dans le Mémoire de M. Volterra).

(1) Naturellement, dans notrc espace & trois dimensions [pour (e,)], ou
3 quatre dimensions [pour (e,)], le point r = o décrit une ligne droite, en
raison de la variabilité de t. Quand on applique la formule fondamentale,
cette ligne entidre (et non pas simplement un seul point) doit étre séparée
du champ d'intégration par un cylindre (ou un hypercylindre) dont elle
est l'axe. L’intégrale simple mentionnée dans le texte provient des
intégrales 88 étendues & la surface de ce cylindre, lorsqu'on en fait
tendre le rayon vers zéro.
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11 en est de méme pour la généralisation que M. Tedone (*)
a donnée de ces résultats a 1’équation

o*u o*u *u d*u
e + Fr + + o e =%

laquelle se comporte tout & fait de la méme maniére que
les équations précédentes (e,) et (e;) ou que 1’équation (e,),
suivant que m est pair ou impair. M. Tedone, lui non plus,
n’arrive pas directement a la valeur de u, mais 3 une
intégrale telle que

'["’ (t, — O™ u(t) dt

(t désignant la variable x.) qu’il faut différentier (m — 2)
fois par rapport & ¢,.

44. Le caractére indirect de cette méthode ne serait qu’un
inconvénient secondaire, mais il en implique un autre
beaucoup plus sérieux, qui est que l’origine — au moins
I'origine analytique — des expressions (8) et (8) n’apparait
pas. La fonction de Kirchhoff est suggérée par des considé-
rations physiques; mais celle de M. Volterra doit étre for-
mée a priori; et ceci a 6t précisément l'une des plus
grandes difficultés surmontées par le grand géométre italien.

Cette difficulté se présentera & un bien plus haut degré
si on essaye de généraliser les méthodes précédentes de
maniére & pouvoir les appliquer & d’autres équations que
(e;) et (e;). On n’aura plus ici de guide, ou du moins de
guide siir, pour la construction des expressions corres-
pondant & (8) et (8).

Tel fut précisément le cas pour les deux géométres,
MM. Coulon et d’Adhémar, qui ont entrepris d’étendre la
méthode & des équations telles que

0*u o*u o0*u 1 oJ*u

9 Top ToE wror THeTO
12 2 2,
u o0*u 1 du—Q—Ku—_—o.

o o o or

1) Annali di Matematica, 3¢ série, t. I (1898), p. {.
HADAMARD, 1
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(équations des ondes sphériques ou cylindriques amorties)
ou & des équations & coefficients variables. Les formules
qu’ils ont obtenues n’étaient aucunement les équivalents de
celles de Kirchhoff ou de Volterra; pour obtenir la valeur
désirée de u, ils avaient & faire non pas des différentiations
simples, mais des résolutions d’équations intégrales plus
ou moins compliquées, exigeant tout un nouveau calcul
d’approximations successives. La raison en est évidemment
que les quantités auxiliaires qu’ils ont introduites n’étaient
pas exactement les analogues de (8) et (8) (ces analogues
existent, mais ne peuvent pas étre découvertes sans un fil
conducteur approprié, ainsi qu’il découlera de nos consi-
dérations ultérieures).

45. On verra mieux encore pourquoi ces méthodes de
Kirchhoff et de Volterra ne sont pas susceptibles de géné-
ralisation directe, si on examine dans quelle mesure la
ligne singuliére précitée r = o est liée & 1'équation elle-
méme. Les deux auteurs auraient évidemment vu que cette
connexion était lointaine, si, & I'époque ou ils ont composé
leurs travaux, la Science avait été en possession de nos
idées actuelles sur la Relativité. On sait maintenant qu’il
n’y a pas de sens défini (ou, si on préfere, qu’il y a une
infinité de sens) & parler d’un point fixe de 1'espace consi-
déré & des instants successifs, qu’il existe (comme on le
savait méme auparavant) une infinité de transformations
linéaires en x, y, 3, t (ou z, y, t) — formant le « groupe
de Lorentz » — qui laissent notre équation aux dérivées
partielles invariante, et que de telles transformations ne
changent pas le cOne caractéristique, mais peuvent trans-
former la droite * = o en n’importe quelle autre droite
menée par le sommet et & l'intérieur du cdne caracté-
ristique. II est donc clair que cette ligne r = o n’a aucun
role spécial & jouer dans mos calculs.

Dans la suite, on verra que tous les résultats de la théorie
peuvent et doivent se déduire de la seule solution élé-
mentaire.



CHAPITRE III

LA SOLUTION ELEMENTAIRE

I. — Remarques générales.

46. Il nous faut, naturellement, définir maintenant ce
qu’est la solution élémentaire, et la construire. La premiére
extension du potentiel élémentaire & d’autres équations que
celles de Laplace est due & M. Picard (*). Il considére 1’équa-
tion & deux variables indépendantes :

J*u J*u

T -+ 5?/2— ~+ Cu = o,
C étant une fonction donnée de x et de y, et démontre que,
en désignant par (z,, y,) un point donné quelconque,
qu’'on peut appeler le pdle, et par r la quantité
r= V@& — x,)’ + (y — ¥,)?, cette équation admet une
solution de la forme

1
() U log - +w

U et w étant des fonctions convenablement choisies de
z, y (ainsi que de x,, y,) qui sont régulidres dans le voisi-
nage de x = x,, y = y,. Naturellement, w est, dans une
certaine mesure, arbitraire, car on peut lui ajouter n’im-
porte quelle solution réguliére de 1’équation donnée.

(1) Comptes Rendus Ac. Sc., 6 avril 181 et 5 juin 1900. Un résultat
équivalent a 6té obtenu par M. Sommerfeld, Encycl. der Math. Wiss., 11,
7 ¢, 1900.
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Ce résultat fut étendu un peu plus tard, par MM. Hilbert
et Hedrick (') et par nous-méme (*) indépendamment, &
I'équation plus générale :

J*u J’u du du
A W+W+A$+BW+Cu_O'

La méthode employée dans ce cas suppose cependant que
les coefficients A, B, G, lonctions de x, y, sont analytiques,
ce qui n’était pas nécessaire dans la démonstration de
M. Picard.

Elle nous conduit & répondre & une question qui s’était
présentée auparavant, savoir la relation entre la fonction
de Riemann et la solution élémentaire.

Il est évident que, si nous restons dans le cas analytique,
il n’existe pas de dilférence essentielle entre 1'équation (10)
et I’équation hyperbolique de Laplace

o0*u Ju ou
(e) F (w dxdy+ dx-.—de—l— u=o0

(A, B, C, étant encore des fonctions de x et de y), que 1'on
déduit évidemment de la premiére par le changement
de x + iy, * — iy en z, y. Comme ceci change
™= (x — x,)* + (y — yo)* en (x — x,) (y — ¥,), on doit
trouver, pour (¢), une solution de la forme

WU log [(x — z,)(y — y,)] + w.

Il suffit, pour cela, qu’en substituant le premier terme
dans (¢), le résultat soit une fonction réguliére

F [‘IL log (z —1?0) (y - yo)] = I,

car, s’il en est ainsi, on aura seulement & prendre, pour w,
une solution régulitre quelconque de 1’équation

F (w) = — IN.

(1) Hilbert, Legons de Gottingue, 1901 (inédit); Hedrick, Uber den
analytischen Character der Lésungen von Differentialgleichungen (Diss.,
Gottingue, 1901).

(@) Deuxiéme Congrés international des Mathématiciens, Paris, 1901;
Notice scientifique, Paris, Hermann, 1901.
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Or, on a :
£ {Uiog [@ — ) —yo)]} = (W log | (¢ — )y — w |

_1 <£ﬂ£ -+ A~u> 4+ <ﬂ + B‘u>.
T — z, \ Oy Yy—y, \ dz

Ceci sera une fonction régulidre de x, y, au voisinage de
chacune des lignes x == x,, y = y,, si (") :

1° Le terme logarithmique s’annule, de telle sorte que U
lui-méme est solution de (c);

2° Les numérateurs des deux fractions s’annulent en
méme temps que les dénominateurs, de sorte que :

U -
= AU = o (pour x = x,)
ou —
—=+ BU = o (pour y = y,)

Mais ces conditions (jointes & U = 1 pour z = x,, y = y,)
sont précisément celles qui déterminent la fonction de
Riemann dont nous avons déji parlé (sauf que nous avons
écrit F au lieu (*) de son polyndéme adjoint G).

Ainsi on voit que la fonction de Riemann coincide avec
le coefficient du terme logarithmique dans la solution
élémentaire de Uéquation, de telle sorte que, quoique
régulier, il est en relation directe avec la quantité loga-
rithmique (9), ce qui est un cas particulier de relations
générales auxquelles conduira notre analyse ultérieure.

47. Des extensions de la solution élémentaire & m > 2
ont été successivement données dans un mémoire fon-
damental de Fredholm (°) pour les équations d’ordre

(1) 11 est évident que ces conditions ne sont pas seulement suffisantes,
mais nécessaires : voir nos Legons sur la propagation des ondes, chap. VII,
no 344.

(2) Une telle permutation est équivalente & celle de x, y aveé z,, Yor &
cause de la propriété d’échange (V. plus haut, no 44).

(3) Acta Mathematica, t. XXIII; 1900, p. 1-42. Les recherches de
Fredholm ont été, plus récemment, étendues par MM. Zeilon (Arkiv [or



102 CONOIDE CARACTERISTIQUE

quelconque analogues & (e;) et par M. Holmgren (*).
Toutefois méme dans les travaux de ce dernier, I’extension
n’est pas compléte, car il suppose que le coefficient des
termes du second ordre sont constants, ce qui peut s’obte-
nir par une transformation ponctuelle si m = 2, mais ne
le peut pas (*) en général pour m > 2.

Nous allons construire la solution élémentaire pour
I’équation linéaire du second ordre (analytique et non-para-
bolique) la plus générale.

48. Le conoide caractéristigue. — Comme on l'a déjd
vu par le cas du potentiel élémentaire, la solution élémen-
taire doit &tre singuliére non seulement en un point — le
pdle — mais aussi le long d’une certaine surface (réelle
ou imaginaire).

On voit ce que doit étre cette surface grdce & un théo-
réme important de MM. Le Roux et Delassus (*), savoir,
toute surface singuliére d'une solution d’une équation
linéaire aux dérivées partielles (*) (les coefficients étant
réguliers) doit élre caractéristique. Une surface singuliére
doit par conséquent satisfaire & 1’équation différentielle du
premier ordre

dG oG dG
(A) A <~d—zl-, -5;;—, ....... , —d-;':’ Ty XTyy oeeens ) :pm> = 0,

Mat., Astr. och Phys., t. VI, 1911; Acta Soc. Scient. Upsaliensis, (%)
V. nos 3-4, 1919-1921) et Herglotz (Leipz. Ber., t. LXXVIII, 1926, p. 43-73
et 287-318).

(1) Arkiv f[6r Mathematik, Astr. och Phys., t. I, 1904, p. 209.

(2) La possibilité d’une telle réduction dépend, commo on le verra, de
la possibilité-d’'une représentation conforme d'un.certain élément linéaire
gur le ds? euclidien, de sorte que les conditions en sont données par
les recherches de M. Cotton (Thése, Paris, 1899, chap. II, nos 415-17).

(3) Le Roux, Thése, Paris, 1893; Delassus, Ann. Scient. Ec. Norm Sup.,
3¢ série, t. XIII (1896), p. 35.

(4) Une hypothese est faite sur la nature de la singularité, savoir que
la partie principale de la solution u est UF(G), U étant régulier, et F tel

F" (G) FG)

¥ CFG)
dans tous les cas usuels, en particulier pour F (G) == G? et F (G) = log G
(seuls cas dont nous aurons & faire usage). M. Le Roux [Journal de Math.,
(), 1v, 1898, p. 402], donne une autre démonstration, indépendante de
I'hypothise précédente.

que sont infinis pour G = o, condition qui est vérifiée
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précédemment écrite. Parmi les solutions de cette équation,
celle qui a ét€ spécialement considérée par Darboux (*) aura
le principal rdle dans nos considérations présentes : c’est
celle qui a un point donné

a(al’ 'az’ oy am)

comme point conique (son cdne tangent étant le cOne carac-
téristique défini ci-dessus) et que nous appellerons le
conoide caractéristique. Elle coincide avec le cone carac-
téristique quand les coefficients de 1’équation (ou au moins
les coefficients des termes du second ordre) sont constants;
dans le cas général, c’est une sorte de cdne & génératrices
courbes, dont la construction, bien connue depuis le Mé-
moire de Darboux, sera rappelée ci-dessous, et méme sous
une forme quelque peu plus précise, puisqu’on écrira son
équation.

II. — Solutions A singularité algébrique.

49. Examinons d’abord le cas d'une surface sans point
singulier (le résultat de cet examen peut aussi s’appliquer
au conoide caractéristique en dehors du voisinage de- son
sommet). Nous allons démontrer non seulement le théordme
de Delassus sous les conditions qui nous concernent, mais
aussi sa réciproque qui est particuliérement importante
pour nous, en construisant, pour notre équation, une solu-
tion de la forme

1) u = UG* 4+ w,

ol G = o est 'équation d’une telle surface réguliére don-
née, p un exposant constant donné, U et w des fonctions
réguliéres. Comme au n° 46, on a seulement & vérifier que
le résultat de substitution du premier terme de (11) dans
le premier membre de 1'équation est régulier.

(1) Mémoire sur les solutions singuliéres des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, n° 2, p. 34 (Mémoires des Savants étrangers,
t. XXVII, 1880).
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Partons de l'équation (E) que l'on prend homogéne
(soit f = o), savoir :

€ F = ZA',‘ddxk—l-ZB,;’——:—f—Cu_o

G
Remplagons u par U .F(G). En écrivant x, pour -?—-,

ox;
on a .
S =Un PO +3~U F @),
oz:;x,, — Unyr, B (G) + < ou S ZS, +U T:%,,) F (G)
+ d(:‘(d:ck F(G).

On doit multiplier la premiére ligne (pour chaque indice )
par B, la deuxiéme (pour chaque couple d’indices ¢, k)
par A, et additionner (') & CUF. Dans cette combinaison,
on voit que :

1° Le coefficient de UF” (G) est A(m,, ...., 7n);

2° Dans le coefficient de I (G), les termes en P sont (*) :

ox;
Ju
FEDILIEN
¢’est-a-dire :
ou dA
dx( 071’1
Par conséquent, on a
77 AN 7] dU dA
UF" G)A(n,, ny0 ooy m) + F (G)< o +MU>

+ F(G)F (U) = o,
ou M représente
(12) M=& (G) — CG.

(1) Dans une telle addition, les indices i et k peuvent &ire échangés,
A cause de Ay, = A,
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En particulier, pour F (G) = G*, on oblient :

— Ju dA
-1y, ey p-1 - =
(13) p(p 1) G A (”l ﬂm) -+ p G ( 3 0:2‘ d": + MU>

—+ G*F ().

Si les cas de p = o et p = 1 sont exclus, le premier
terme est évidemment d’'un ordre de grandeur supérieur
aux suivants et la somme ne peut pas étre identiquement
nulle ou ' méme étre une fonction réguliére tant que le coeffi-

cient A(m,, ..., mn) D'est pas nul, c’est-d-dire tant que
G = o n’est pas une caractéristique. L’équation
aG G
A <d_a,'l' Ceaey -5-(;::) =0

doit étre ou une identité, ou tout au moins une conséquence
de G = o, de sorte qu'on a, en tout cas,

oG daG

Z ) =4, -6
A < oz, dx,,.) A,
A, étant régulier méme pour G = o. Le théoréme de
M. Delassus est ainsi démontré. Supposons maintenant
cette condition vérifie, de sorte que G*~* disparait de la
formule (13). Exprimons que le terme en G®' s’annule
aussi : il faut écrire que, sur la surface G = o,

v oA
017‘ 07&

(13 bis)

14 + M+ p—1) A]U=o.

Ceci est une équation linéaire aux dérivées partielles du
premier ordre en U, dont I'intégration conduit & l'intro-
duction des courbes définies par les équations différen-
tielles ordinaires

dz,  dz, _ dz,
€L, iﬂmlfﬁ—mm——lfﬁ_—ds'
? dﬂ" 2 dil', 2 d”m

Au dénominateur, on trouve les cosinus directeurs de la
transversale & G = o; mais, dans le cas présent, cette
courbe est tangente & la surface [cette derniére étant une
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caractéristique : la transversale est la direction de la géné-
ratrice de contact entre le plan (r,, ...., =) et le cone
caractéristique], de sorte qu’'une courbe satisfaisant a (L,)
et issue d’'un point de G = o est enliérement située sur
cette surface. Ces courbes sont en fait les caractéristiques
de I’équation (A), telles qu’elles sont définies dans la théorie
générale des équations aux dérivées partielles du premier
ordre. On les appellera les bicaractéristiques (*).

Si A, = o, c’est-d-dire si la fonction G vérifie identi-
quement’'A = o, et méme sans cette restriction, la théorie
connue des €équations aux dérivées partielles du premier
ordre (*) montre qu’en plus de (L,), ces courbes satisfont
aussi &

. dry,  dm, . dnp
(Lz) ds—_igi——_l 0A = i ——E,
2 o, 2 oz, 2 gz,

de sorte qu'on peut les déterminer a priori (c’est-d-dire
sans connaitre 1’équation G = o) par l’intégration du sys-
téme d’équations différentielles ordinaires (L,) et (L,).

Il est déja apparu que des bicaractéristiques se sont déja
présentées dans nos calculs précédents. Telles sont, en effet,
les courbes qu’'on a considérées, au n° 412, Livre I, comme
définies, sur z, == o, par ’équation différentielle (I), dans
le but de déterminer les u,, u,, ...., successifs : ; = o
étant tangent au cone caractéristique en chacun de ses
points, la génératrice de contact a ses cosinus directeurs
proportionnels & A;,, Ag,.

50. La considération de ces courbes, et le fait qu’elles
sont conservées dans toute transformation ponctuelle (ce
qui ressort évidemment de leur signification analytique ou
géométrique) vont d’abord nous servir & simplifier 1'équa-
tion. La surface caractéristique donnée étant supposée étre

(1) Pour leur signification physique comme rayons sonores ou lumi-
neux, voir nos Legons sur la propagation des ondes, chap. VII, nos 309,
319 et 351.

(2) V. Goursat, Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, n° 87
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réguliére, on peut changer de variables de maniére que son
équation soit z» = o, et cela, de fagon & ce que chaque
surface . = constante soit une caractéristique : ce qui
s’exprimera par Amn. identiquement nul.

On supposera, en second lieu, que l'aréte (*) d’inter-
section entre x» = o et xn—, = o n’est nulle part tangente
4 une direction bicaractéristique; en conséquence de quoi
on peut prendre les nouvelles variables de telle sorte que

les bicaractéristiques situées sur ., = const. soient
x, = const., x, = const., ...., Tm— = const., ce qui s’expri-
mera par :
Am =0 G#Zm—1)
On peut diviser par (*) Am,m-;, et aussi annuler B, en
Bpdz, ,

changeant u en ue . En remplacant les lettres zm
et xm_, respectivement par x et y, on voit qu'on peut écrire
I’équation sous la forme :

“15) Saon 0y —F w=o0

ou le nouveau polyndme &, (u) ne contient aucune dériva-
tion par rapport & x.

51. p = o. Résultat de Beudon. Nous avions antérieu-
rement exclu les cas de p = o et p = 1. Ils correspondent
3 u nop singulier, et raménent aux considérations du pre-
mier Livre (*). Mais en nous placant dans le cas d’une sur-
face caractéristique, ils nous intéresseront pour cette raison
méme, comme conduisant & la réponse & la question posée
au n° 12; savoir le mode d’indétermination du probléme
de Cauchy dans ce cas.

(1) V. note (1) p

@) Ap,m_, doit ét.re différent de zéro, sinon y, = y, = ... = yp, = 0
annulerait toutes les dérivées de A (y,, ...., ym), hypothése exclue puisque
nous ne sommes pas dans le cas parabohque

(3) Le cas de p entier et > 1 peut 8tre considéré comme inclus aussi
bien dans nos considérations passées que présentes : p — 2, par exemple
(avec U, = o, de sorte que u = Uz?2) correspondrait & un probléme de
Cauchy, avec u, = u, = 0, suquel cas, nous savons déjd qu'on ne peut
obtenir de solution dxﬁérente de zéro 8i x == o n'est pas une caracté-
ristique.
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Cette question est résolue par le résultat suivant :

Dans le cas actuel de x = o caractéristique (*), on peut
déterminer une solution de l'équation différentielle si on
connait sa valeur

U(Ty, ey Tnegy O, Y) == U(Ty, ooy Ty, Y);
U@y, ooty Ty, &, 0) = U (T}, ..., Tpy, T);

sur chacune des surfaces x = o, y = o (*), lesquelles valeurs
peuvent élre choisies arbitrairement & la condilion qu’elles
n’impliquent aucune conltradiction le long de la ligne
d’intersection, savoir :
16) U (Zy, oery Ty, O) = W(Zy, ..., Ty, O),

soit u,(x,, ..., Tpoy).

Ce théoréme a, comme cas particulier, la démonstration
de 'existence de la fonction de Riemann (n° 40). 11 a été
énoncé pour la premiére fois, dans ce but, par Darboux
pour m = 2, de sorle que £ = o, y = o étaient deux lignes,
les données étant analytiques, et en supposant que ces
deux lignes étaient des caractéristiques. 11 a été étendu par
M. Goursat (*) aux équations non linéaires, en supposant
seulement que les tangentes initiales & leurs points d’inter-
section avaient des directions caractéristiques.

Beudon (loc. cit.) (*) a généralisé le résultat de Darboux
et de M. Goursat pour m > 2, et, & la suite de M. Goursat,
s’en est servi pour démontrer l'indétermination du pro-
bléme de Cauchy pour une caractéristique.

Mais, ainsi que M. Picard (°) (admettant méme des don-
nées non analytiques) et ensuite M. Goursat (°) (avec exten-
sion aux équations non linéaires) 1’ont montré pour le cas

(1) 11 est méme suffisant de supposer que z, == 0 est tangent & une
caractéristique en chaque point commun ave¢ Zy., = o.

(2) L’hypothese que la ligne d’intersection n’est nulle part tangente a
une bicaractéristique est impligquée .ici de nouveau.

(3) Darboux, Legons sur la théorie des surfaces, t. II, p. 91-94, Goursat,
Legons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre
(V. note 3).

(4) V. note 2, p. 24.

(8) Picard, in Darboux, Legons, t. IV, p. 345-389 (note I). Goursat,
Equations aux dérivées partielles du second ordre, t. 1I, p. 303-308.
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de m = 2, I'hypothése que y = o est caractéristique n’est
pas nécessaire. Démontrons le théordme de Beudon avec
cette généralisation.

Supposons, pour I'instant du moins, toutes les données
analytiques, de sorte que les coefficients dans %, seront
des fonctions holomorphes des variables indépendantes (*),
et substituons de nouveau & u un développement ordonné
suivant les puissances de x :

a7 U=y + UT + ... + w* 4+ ...

En égalant les coelficients des puissances semblables de «,
on obtient les conditions successives

IR
ou.
2 dyz =&F ) + ... ,
as N R
ad
h d'; =F, W)+ e :

dont, réciproquement, le systéme est équivalent a (18).
ou
9y
membre ne contenant d’autre terme de (17) que u,]; la

La premiére d’entre elles nous donnera (le second

ou.
seconde nous donnera 551, etc..., le second membre de

I’équation en % ne dépendant que de u, (%), uy, ...., Ur—y
et des coefficients de &,. Nous voyons ainsi :
1° que wu, reste arbitraire;

(1) = apparait, en général, explicitement parmi les coefficients de &, :
les termes dus & cette circonstance sont ceux que nous avons remplacés
par des points, dans le second membre de 1’équation (18) (dans le pre-
mier terme, au contraire, on doit faire £ = o).

(2) 11 résulte de la note précédente que les wu;,, d'indice h’ inférieurs &
duy,
day

h — 1 apparaissent aussi dans
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2° que nous pouvons aussi choisir arbitrairement les
valeurs de chacun des u» suivants pour y = o; aprés quoi,
nous aurons (si U est la valeur de u. pour y = o) :

19 u, = u, + [’gl (Uy_,) dy.

Ce dernier fait équivaut & dire qu’on peut prendre arbi-
trairement la valeur du développement (18) pour y = o,
savoir la fonction

(20) u (@, z,, ...... By B) = Z u, z*

1.3

au premier terme U, (2,, &, ...., Tm—) pres, lequel doit &tre
égal A la valeur de u, pour y = o.

51 bis. Remarques. — Cette dernidre condition n’est
autre que la condition (16).

ul
9y
le probldme de Cauchy — condition (7) — écrite au n° 42,
Livre I. On voit que, quand elle est remplie, le développe-
ment (17) reste indéterminé, ses éléments arbitraires étant
les coefficients u, successifs du développement (20).

De méme, les autres équations (48), ou les équations
équivalentes (19), représentent les relations formées au
n° 12 [relation (7" et ses analogues].

Ces relations, ou du moins les premidres d’entre elles,
peuvent &tre écrites m8me si les données et la solution sont
simplement supposées régulidres et développables par la
formule de Maclaurin jusqu’a un certain ordre.

Les u, étant déterminés pour toute valeur de y dés
qu’on en connatt la valeur pour.y = o, deux solutions qui
coincident tout le long d'une surface caractéristique et
qui ont un contact d’ordre déterminé quelconque p > 1 en
un point de cetle surface, sont tangentes au méme ordre
tout le long de la bicaractéristique issue de ce point. Pour
p = 1 et dans l'espace-temps & quatre dimensions ordi-
naire, on voit qu'une solution conlinue en x, y, 2, t et
dont les dérivées premiéres sont continues en tous les points

La condition en est la condition de possibilité pour
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du plan (non caractéristique et non tangent & une bicarac-
téristique) t = o, a ses dérivées premidres continues dans
tout l'espace.

52. Nous n’avons pas encore le droit de parler d’une
solution u présentant le degré d’indétermination annoncé
ci-dessus : nous n’aurons ce droit, méme dans le cas ana-
lytique ou nous allons nous placer, que lorsque nous
aurons démontré la convergence de (17). C’est ce que nous
ferons (*) sous I’hypothese que toutes les données sont
holomorphes autour d’un point donné de 'aréte x =y = o
(point qu’on prendra pour origine des coordonnées) : en
vertu de quoi on donnera la démonstration demandée pour
la série de Maclaurir multiple qui développe u suivant les
puissances de x, y, i, T3, ..., Tm—a.

D’abord, on voit que chacun des calculs (19) n'implique
que des différentiations, des intégrations (& partir de la
limite inférieure o), des multiplications et des additions,
de sorte que chaque coefficient de (17) sera exprimé en
fonction d’autres précédemment calculés (c’est-a-dire cor-
respondant & des valeurs inférieures de h et & des valeurs
non supérieures de 1’ordre total de différentiation), et des
coefficients des développements des Au, Bs, C qui entrent
dans &,, par un polyndme ne contenant que des termes
positifs.

Par conséquent, il suffira de montrer 1'existence de la
solution en remplagant les développements &,, u,, u par
des développements majorants convenablement choisis.

On peut également admettre que les fonctions u,, u sont
identiquement nulles, car, dans le cas contraire, il suffirait

(1) Plus précisément, nous allons construire une solution satisfaisant
aux conditions du probléme pour z suffisamment petit et pour un petit
domaine D de valeurs de z,, &, ..., Ty Y- En ce qui regarde le cas
contraire od D a une étendue quelconque, nous signalons simplement
(car il est relatif aux équations mon linéaires que mous laissons de cOté
un remarquable résultat de M. Goursat (dnn. Fac. Sc. Toulouse, (2), VIII,
1906) d’aprds lequel il peut arriver que le probléme de Cauchy, au pre-
mier abord indéterminé, qui est relatit 3 x = o, n’admette aucune
solution qui soit’ valable et régulidre dans tout le domaine D; mais
cette circonstance ne peut pas se présenter dans le cas linéaire.
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d’introduire, & la place de u, la nouvelle inconnue
U — y, — 0+ U,

et on peut supposer que ceci a été effectué préalablement.
N’importe quels développements & coefficients positifs
majoreront, comme au n° 10, Livre I, de telles valeurs
nulles de u et de wu,.
Un développement majorant pour &, sera :

(u + E'Pc -+ E""‘k)

21 K 1_x Tyt T e (K > o, p > o, constants)
P
g ? ,
(ox‘; p: représente -b% T représente oz::v et les 3’ se rap-
i iUk

portent A toutes les valeurs de i, ou de 7 et k, depuis 1

jusqu’d m — 14 > de sorte qu’il suffit & nouveau de montrer
que I’équation obtenue en égalant % & cette quantité ou
a toute autre quantité majorante, admet une solution repré-
sentée par une série de Maclaurin & coefficients positifs.

En nous servant encore de l’artifice de M. Goursat (%),

nous écrirons une majorante de (21) en changeant, au déno-
minateur, z en % avec a < 1, de sorte que nous partirons
de 1'équation :

o'u u + 3'p, + Z'ry

oxdy =K

T .
-;-+y+:vl+... Tm—a

1 —
P

pour laquelle il faut trouver une solution sous forme d’une
série de Maclaurin a coefficients positifs ou nuls. Prenons
pour u une fonction des variables :

(22) X =2+ oy, Y=uz + ... + Tpn,

(1) Ceci n’était pas nécessaire dans le Mémoire primitif de Beudon,
parce que Beudon supposait que y = o 6tait aussi une caractéristique,
c’est-d-dire que A, -, 6était également nul : de sorte que 1’extension
du théordme au cas o z — o seul est une caractéristique, est liée
a lintroduction, par M. Goursat, du paramétre a.
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Pour une telle forme de u, 'équation devient, en dési-

. —Dm—2
gnani par C le coelficient numérique _(_'[‘____)_2(’"___)_'
d*u ou
(n o .
d!u Ku+a(’x+ Jit— -) "I"‘adxz —-}—a,n )()XdY-'_CdY’
“ox: T I (x >
Il ——=\——+y
p \a
, d'u
ou, en résolvant par rapport i X
du du o0*u *u
—_— { Y —
@) ou _Ii u—ta ox “+ (m—2) 'Y + a(m— dXdY +C-0Y’
ot e 1 (x >
L—— (2 4y
p\a
ou L =1—-FKa

Prenons « tel que L > o. On voit qu'en développant la
fraction au second membre de (23) suivant les puissances
de X et de-Y, chacun des coefficients sera positif.

En conséquence du théoréme de Cauchy-Kowalewsky,
I'équation (23) admettra une solution s’annulant en méme

d .
temps que 0—; pour X = o et dont le développement, ainsi
qu'on le voit comme au n° 40, n’a que des coefficients
positifs.

En substituant pour X et Y les valeurs (22), on obtient

le développement majorant cherché, ce qui démontre le
théoréme.

53. p arbitraire. Nous allons maintenant établir une con.
clusion analogue pour une valeur quelconque de 1'exposant
constant p, sauf si p est un entier négatif.

En prenant u = Ux?, on a pour U I'équation

o*U U
dxdy+pdy =zF ).

(8"
En remplacant U par
24) U="U,+ Uz + ... + U2* + ...

HADAMARD. S,
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et égalant les coefficients des puissances semblables de z
(les points, au second membre, ayant la méme signification
qu'au n°® 51) on a

[ v, _
dy

0,

(P+i)-3—g-l-=9"1(Uo)+ ........ s
18" ﬂ

.................................

.................................

Réciproquement, le systdme de (24) (lorsque le second
membre est convergent) et de (18) équivaut a (157).

Si p est un entier négatif, ce systdme n’admet générale-
ment pas de solution (*) : l'impossibilité d’y satisfaire
apparait en ceci que I'une des équations de (18’), par exem-
ple, pour p = 1, la seconde, ne contient plus U,, et devient

F,(U,) =o,

qui devrait admettre une solution indépendante de y.

En mettant & part le cas ou p est un entier négatif, les
équations (18) nous font connaitre les Us successifs. Cepen-
dant, dans cchacune de ces fonctions, il reste une constante
additive indéterminée. On peut, par conséquent, les choisir
arbitrairement pour une valeur déterminée de y, par exem-
ple pour y = o. ,

Pour démontrer la convergence du développement
(24) ainsi obtenu, il suffit d’observer(comme on le

fait dans la théorie classique de l'équation différentielle

p-+h
h ’

qui n’est jamais nul dans 1'hypothése adoptée, et dont la

z = ux + by + ...... > que le rapport

(1) V. Legons sur la propagation des ondes, p. 339, n°o 346.
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limite est 1 lorsque h croit indéfiniment, est toujours supé-
rieur en valeur numérique a un certain nombre positif ¢.
Par conséquent, on obtiendra des majorants pour les U
successifs st on majore &, et qu'on remplace, en méme

temps, dans 'équation qui donne Zy » le coefficient (p -+~ h)
par gh.

Ceci équivaut (*) & faire p = o dans I'équation (15") aprés
avoir multiplié le second membre par —. Il devient alors

possible de diviser directement par x et on est ramené au
probléme de Beudon déja traité. Puisque, dans ce dernier
probléme, on peut choisir arbitrairement les wvaleurs de
U'inconnue pour y = o, c’est-d-dire sur n’importe quelle
surface qui coupe la premiére sans élre tangente & une
de ses bicaractéristiques, il en est de méme dans le probléme
actuellement posé.

La conclusion demandée est ainsi établie, du moins
dans ’hypothése qu’on est dans le cas analytique : restric-
tion qui, toutefois, est loin d’étre indifférente, d’aprés ce
que nous avons déja vu.

III. — Cas du conoide caractéristique.
La solution élémentaire.

B84. Le conoide caractéristique décrit d’un point quel-
conque (a,, @, ...., @m) comme sommet, admet ce point
comme point singulier, de sorte que le calcul précédent
cesse d’étre valable : en fait, on va voir que p ne peut plus

* étre pris arbitrairement comme on 1'a fait ci-dessus.

Pour traiter ce nouveau cas, il faut d’abord former

I’équation du conoide caractéristique dont on vient de

(1) Strictement parlant, la premiérp équation (18’), savoir %lbzo,

disparaftrait pour p =— o, puisque son premier membre a 6té primiti-
vement multiplié par p; on a naturellement & la conserver dans la
discussion présente. Connaissant les valeurs de U pour y = o, elle les
détermine pour z = o, fournissant ainsi toutcs les données nécessaires
au Théoréme de Beudon. '
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parler. Il est, comme on le sait, le lieu de toutes les
bicaractéristiques issues de a. Analytiquement parlant, on
doit prendre un systéme quelconque de quantitée
Po1, ----» Pom remplissant la condition (A) et, avec les condi:

tions initiales p, = p., o = a; pour s = o, intégrer les
équations différentielles formées au n° 49
L) du 1 0A 1 oA
¢ ds ~ 2 op,’ ds 2 ox,
Comme les quantités pe, ...., pem (ou plus exactement

leurs rapports mutuels), sous la condition (A), dépendent
de m — 2 paramétres, le lieu de la courbe ainsi engendrée
est une surface. Il importe de donner une forme précise
pour I'équation de cette surface : cette forme a ét6 indiquée
par M. Coulon ('); le calcul que nous allons donner un
peu plus loin n’est pas fonciérement différent du sien.

55. Introduction des géodésiques. — Pour 1’obtenir.
nous allons construire toutes les courbes issues de
(ay, as, ...., a=) et vérifiant le systéme différentiel (L), que
les valeurs initiales p,,, ...., pom des variables p; satisfassent
a (A) ou non. De telles courbes ne sont autres que les
géodésiques d’un élément linéaire convenablement choisi

Résultats empruntés a la théorie générale des géodést
ques (*). — Soit

H(dz,, dz,, ...., dz,; z,, ,, ...., 2,) = S Hydzdz,

une forme quadratique quelconque (son discriminant étant

toutelois supposé % o) en dx,, ...., dxa, les coelficients Hy
étant des fonctions données de x,, ...., Tw. Si dx,, ...., dz,
sont considérés comme dillérentielles de x,, ...., Zm, on peut

considérer H comme un €lément lindaire ou « forme

(1) These, p. 22.

(2) V. Darboux, Legons, t. IL

Beaucoup des principes qui vont suivre, tels que géodésiques pour un
élément linéaire indéfini, géodésiques de longueur nulle, paramétres diffé
rentiels, etc..., seront familiers & beaucoup de lecteurs, car ils sont
constamment utilisés dans la récente théorie de la Relativité. Cependanf
on ne supposera pas, ici, la connaissance de cette théorie (V. I’Appen
dice I & la fin du volume).
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métrique » (') d’une variété a m dimensions. L’intégrale
L= / VE o da) = / JEG T Zdt

\ dx;
< ou, au second membre, x/ représente TE représentera

donc la longueur d’un arc de courbe dans cette variété, et
les géodésiques correspondantes sont les courbes qui annu-
lent la variation de £. Leurs équations différentielles sont
d <d~/ﬁ‘ ) _oJVE
dt

25) ox/ oz,

= 0. (l:j, Dy e m)

Les principes de la Dynamique classique conduisent &
écrire ces équations différentielles sous une forme différente,
savoir
(1. 5[)

=0 i=1,2 ...... m)

d ()H JH
ds dx, dw,

laquelle exprime le mouvement d’un systéme dont la force
vive serait H (z". «) et sur lequel aucune force n’agirait.

Ces deux formes (qui correspondent & deux formes du
principe de moindre action) ne sont pas exactement équi-
valentes, mais le deviennent ‘moyennant une condition.
La forme (23) détermine les courbes demandées, mais
non (, ce dernier demeurant un paramétre arbitraire dont
le choix est indiiférent. Les équations (25) restent inchan-
gées par le changement de la variable indépendante ¢ en
¢ (1), ¢ étant une fonction quelconque.

La deuxidme forme (28) ne définit pas seulement une
courbe, mais aussi un mouvement sur cette courbe, et ce

(1) Dans cette conception, le carré de la distance entre deux points
infiniment voisins z, x - dx est considérée comme égale & H (dz; z).
C’est cette convention qui conduit 3 prendre pour élément d’étendue de
U'espace, ainsi que nous l'avons fait au n° 40 bis, la quantité

dz, dz, ..., dz,, ou D est le discriminant de H, ainsi que la
théorie classlque de I’élément & deux dimensions cn donne déjd un
exemple. Cette quantité est invariante pour toute transformation ponc-
tuelle effectuée sur les x, car une telle transformation multiplie D par
le carré du Jacobien des anciennes variables par rapport aux nouvelles.
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mouvement n'est plus arbitraire dans le temps : il doit
vérifier 1’'intégrale des forces vives
(26) H = const.,

de sorte que le point représentatif (x,, ...., xm) doit se mou-
voir sur la courbe & énergie cinétique constante. Si nous
tenons compte de cette derniére équation, les deux systdmes
(25) et (28") sont (en général) équivalents (*).

Mais le second d’entre eux olfre, & notre point de vue,
un avantage précieux, qui est d’admettre des solutions
pour lesquelles la valeur constante de l'intégrale (26) est
nulle, et qui ne sont autres que les bicaractéristiques. Ces
lignes doivent donc étre encore regardées comme des géo-
désiques, mais par une certaine extension du sens de ce
mot, car, pour I'une quelconque d’entre elles, le systéme
primitif (28) cesse d’avoir un sens.

Partant du systéme (28", réduisons-le & la forme de
HHamilton en introduisant les quantités

1 6H
@7 P =3 5z

En éliminant les x/, H devient une forme quadratique A
en p, la forme adjointe (*) de H divisée par le discriminant
D de H et, comme on le sait, les m équations (28") du second

(1) Si, dans (25), on suppose que le paramétre arbitraire ¢t est choisi
de maniére que H = const., alors le dénominateur 24/H, dans

OVE 1 oH
034' - 2V H amdl
d
peut sortir du signe Ty et on trouve (2¥).

Réciproquement, 8i on voulait écrire (25’) de telle sorte que la varia-
ble indépendante ¢t puisse devenir arbitraire, on n’aurait qu’3d remarquer
que, comme fonction d’une telle quantité ¢, s peut facilement se calculer
grice & (26), savoir ds — A/Hdt. En remplacant ds par cette valeur et

, .
en méme temps z;/ par %, on trouve (28). Voir Darboux, Legons, t. Il
ne 571 de la deuxidme édition.

Tout ceci cesse d’avoir un sens pour une bicaractéristique.

2) A(p,, ..., Pm) = ZAppPi, le coefficient A, étant le quotient,
par D, du mineur du déterminant D correspondant & lU'é1ément Hy,.

La dénomination de forme adjointe est (depuis Gauss) classique, comme
Uest celle d’équation linéaire adjointe employée dans ce qui précdde, de
sorte que toutes deux sont imposées par l'usage. Il est & peine utile
de faire observer que ces deux sens du mot « adjointe » sont sans
rappert entre eux.
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ordre sont remplacées par les 2m équations de Hamilton
du premier ordre

d.‘D, . '1 dA
¢ & 2o
[équivalentes & (27)] et
*) i

Ces équations admettent de nouveau 1'intégrale
A = const., équivalente & (26).

56. Nous allons nous servir des calculs précédents en
faisant en sorte que la forme quadratique A soit celle qu'on
a précédemment désignée par cette lettre, savoir la forme
caractéristique de notre équation. On sait comment il faut
choisir H dans ce but : la relation entre A et H est réci-
proque, de sorte qu'il faut prendre H égal & la forme
adjointe de A divisée par le discriminant & de A : chaque
coefficient de H s’obtient en prenant le mineur du déter-
minant A relatif au coefficient correspondant de A et divi-
sant par A. Les discriminants D et A de H et de A sont
inverses 1'un de l’autre; les variables p; de A sont reliées
aux variables z/ de H par un quelconque des deux systémes
{(équivalents) (27), (L,), les variables z; étant, naturellement,
les mémes dans les deux formes.

Il est utile de noter que l'usage que nous faisons de
cette notion des géodésiques est légérement différent de
I'usage qui en est fait habituellement (du moins en mettant
a part les applications & la Relativité) en ce sens que A
(ou H) peut étre — et sera en fait, dans le cas hyperbolique,
qui est celui qui nous intéresse spécialement — une forme
indéfinie. Ceci, évidlemment, n’aura pas d’importance pour
beaucoup des propriétés analytiques des, géodésiques;
£ peut devenir imaginaire, mais non' son carré, qui est
précisément la quantité que nous aurons & introduire (*).

(1) La seule différence importante introduite dans les opérations par
la possibilité que A soit indéfinie, est que l'on ne peut pas, comme
on le fait souvent, choisir sur chaque géodésique la variable s de
sorte que la constante A devienne égale & 1, puisque- le cas de A = o .
est précisément celui qui nous intéresse le plus.
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57. Nous allons maintenant traiter les géodésiques définies
ci-dessus par une méthode équivalente, au fond, a la mé-
thode bien connue de Lipschitz (*).

Comme nous l'avons remarqué, les équations (28')
n’admettent pas un changement arbitraire de variable indé-
pendante; mais elles admettent toutefois un changement
linéaire, savoir le remplacement de s par as + B, a et 8
étant des constantes quelconques : et, en effet, un tel chan-
gement laisse 1’équation (26) inchangée, & un changement
preés de la constante qui figure au second membre.

La propriété correspondante des équations (L) est qu’elle
ne sont pas changées lorsqu’on remplace s par es et p: par

) . , -
-'a—‘- (« étant une constante), sans changer les x; et ceci laisse

de méme inchangée chacune des courbes intégrales de (L)
(en changeant seulement sa représentation paramétrique).

Considérons maintenant exclusivement les géodésiques
issues d’un point particulier donné a(a,, @, ...., an) de
I'espace & m dimensions, s étant nul en ce point. L’une
d’entre elles sera déterminée si on donne les valeurs ini-

tiales (valeurs pour s = 0) pqy, ...., Pem Q€ Py, ...., pu. De
plus on obtiendrait le méme résultat, comme nous venons
de le voir, si on remplagait s par as et p,, ...., p. par
P, Pm

patiIE e les p, devant naturellement étre changés en

—?—- Ceci peut s’exprimer en disant que les 2m + 1

quantités

pl’ ety pmy pol’ ety poﬂl! s
se présentent seulement dans les 2m combinaisons :
(28) P, = sp; Qi = SPyi (i1=12 ....m

Donc, les formules d’intégration de (L) doivent &tre de
la forme

x; = D;(qy, ...y Qm; gy oeoey )
(29) { i i(q, q 1 '

Pi = q’i(qu sy qm’ ayy ..oy am)

(1) Bull. des Sc. Math., ire série, t. IV, p. 99-110. V. Darboux, Legons,
t. II, Livre V, n°o 518.
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et on peut noter immédiatement que ces formules ne chan-
gent pas par permutation des x: avec les a; correspondants,
et, en méme temps, de P; avec — ¢ [c’est ce que mon-
trent les équations (L,), (I,) en y changeant s en — s].

Considérons maintenant la premiére série d’équations
(29) comme définissant une transformation ponctuelle entre

les z et les ¢, le point a correspondant & q, = .... = q. = 0;
comme
(do), =408
ds /o~ 2 Op,’
. 1 0A
on voit que le développement de x: — a; admet—2— o0
i
comme ensemble de termes du premier degré. Le Jacobien
D(z,, ...., Zn)
J — 11 y m
0 Dlgy, - g)

a, par conséquent, en a, la valeur A différente de zéro,
de sorte que les q peuvent certainement dtre exprimés en
fonctions des x dans le voisinage de a.

Les variables q se rattachent trés simplement aux varia-
bles normales de Lipschitz (*) : cés derniéres sont, par défi-

nition, les quantités
— (d‘”!>
&L= “

de sorte qu’on a, entre elles et les ¢, la substitution linéaire
a coefficients constants

_ 108
4= 5 5
ou, sous une forme équivalente,
g Lo
L) dQ( ’

A,, H, étant les quantités A, H considérées au point initial a,
soit :
A(qy, coors Qn) = A(qQy, ooy Qms Gy oonny Gw),

Ho(gu ey £m) = H(&p ceuey §m; ag, ..., a,).

4) Loc. cit. V. note précédemte.
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Si on se sert des coordonnées particulitres ¢ (ou &), les
géodésiques issues de a seront représentées par des lignes
droites, les coordonnées étant proportionnelles & s.

57 bis. Rien de ce que 'on vient d’écrire n’exige 1’hypo-
thése que les coefficients A, soient analytiques : il est seu-
lement nécessaire qu’ils soient réguliers, autant qu’il le faut
pour Vapplication des théordmes généraux concernant
P’existence des intégrales des équations différentielles et
leur dérivabilité par rapport aux conditions initiales. (V. la
Note additionnelle a la fin du présent Livre.)

Si les Ay sont des fonctions holomorphes des x, alors
les = seront, dans le voisinage de a, des fonctions holo-
morphes des ¢, et, réciproquement, les ¢ seront des fonc-
tions holomorphes des x.

Toutes les considérations actuelles — et par conséquent
celles du n° suivant — continueront & 8tre valables aussi
longtemps que la résolution de la premiére série d’équa-
tions (29) par rapport aux ¢ sera possible : en d’autres
termes, aussi longtemps que le probldme .de joindre le
point z (z,, ...., Tn) & a par une ligne géodésique peut &tre
considéré comme déterminé. La région R dans laquelle
une telle validité persiste peut se définir en considérant,
par exemple, une famille de surfaces & un paramétre, con-
tenant a et s’enveloppant l'une I'autre quand le para-
meétre croit (telles que des sphéres de centre a) : l'intérieur
d’une surface appartiendra (*) & R tant que chacune
d’elles coupera un arc de géodésique issue de a en un seul
point P et que, de plus, le Jacobien (30) ne s’annulera pas
sur l'arc aP.

(1) V. nos Legons sur le Calcul des Variations, note finale A. On
obtient le plus souvent une région (R en déterminant, sur chaque géo-
désique issue du point @, l'arc partant de a et autour duquel la pro-
priété demandée (c’est-d-dire le fait que chaque point peut étre joint
au point initial par une courbe géodésique continue et bien déterminée)
ne cesse pas d’exister : lequel arc se termine en un point défini par J
[formule (30)] = o, appelé foyer conjugué de a (V. Legons sur le
Calcul des Variations, Livre Il, chap. III), et ol la géodésique peut &tre
touchée par l'enveloppe d’une famille & un paramétre, convenablement
choisie, d’autres géodésiques issues de a4, mais, dans certains cas, une
telle définition de (R pourrait 8tre erronée.
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Au lieu de considérer le Jacobien (30), on pourrait con-
sidérer une géodésique arbitraire issue de a comme fonc-
tions de m — 1 paramétres A,, ...., Am—, définissant sa
direction initiale, chaque point d’une telle géodésique étant

ainsi défini par un systéme de valeurs de A,, ...., An—y, 5. Le
Jacobien
(30 bis) J = D(z,, ..., Zw)

DAy oo Amyy 8

jouera le méme rdle que le Jacobien (30).

58. Equation du conoide caractéristique. — Ayant
ainsi défini les quantités auxiliaires P et ¢, on forme
I'expression

T=A®P, ..., Pp; ), ooy @) = A(Qy, vy Qs @y, ooery Gm).

Ceci est une forme quadratique en g, a coefficients cons-
tants, et une fonction holomorphe des x (en fonction des-
quels on peut supposer exprimés les P et les q); son déve-
loppement suivant les puissances des (x: — a;) commence
par des termes du second degré, savoir :

@1 I'=H(x, — a,, ....; T — Cu) —+ ....
(puisque, au voisinage de a, on a sensiblement
— 1A
T; — a' = —(2- dq, .

T est le carré de la distance géodésique du point
(€1, Zyy ..., Tm) QU point (a,, @y, ...., Gm), cette distance
étant calculée au moyen de 1’élément linéaire H tel qu’il
est défini au n° 56.

Ceci conduit & évaluer les dérivées partielles de I' : celles
de T sont, en effet, données par 'équation classique en
Calcul des Variations (*)

, _ vE . 1 .
@1) syT' = z‘id?‘,-s% = VE@ , 8, + ...+ p,dz,)

(1) V. nos Legons sur le Calcul des Variations, Livre II, chap. III, p. 142
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On voit ainsi, en tenant compte de
T'=AP) = s?A(p) = s*H({"),

que la dérivée partielle de " par rapport a x; n’est autre
que () 2sp; = 2P; et que la fonction I est une solution
de Uéquation aux dérivées partielles du premier ordre

3 A (Shia) =T
oz;

L’expression I' est symétrique par rapport aux deux
points (x,, ...., Tm) et (@, ...., um) dont elle dépend.

I' = o est I'équation du conoide caractéristique.

Si les variables normales ¢ sont prises comme coor-
données cartésiennes, le conoide caractéristique est un cone
quadratique ordinaire (ou plutot pour m > 3, un hypercdne)
qui est réel pour une équation hyperbolique. Comme on
I'a dit au Livre I, quand, de plus, I’équation est normale,
il se compose de deux nappes et divise 1’espace en trois
régions, deux d’entre elles intérieures et une extérieure.

Ces propriétés qualitatives valent aussi pour Despace
primitif* ot les coordonnées sont x,, ...., Tm, puisque la
transformation ponctuelle entre les x et les £ est régulidre.
On peut, par conséquent, parler des deux nappes du conoide
caractéristique, ou, comme nous le dirons souvent pour
abréger, des deux demi-conoides de sommet donné quel-
conque a.

Le plus souvent, on écrira 1’équation de maniére que
I" > o corresponde aux régions intérieures, c’est-d-dire que
la forme caractéristique se compose d’un carré positif et
de m — 1 carrés négatifs.

59. Les paramétres difiérentiels de Lamé-Beltrami pour
la quantité I'. — On connait (*) la définition des paramétres

(1) Par conséquent, le plan tangent 3 n'importe quelle surface
T' = const. est transversal (n° 40) & la géodésique correspondante : fait
général, du reste, en calcul des Variations (V. nos Legons sur le Calcul
des Variations, n° 437). .

(2) Voir Darboux, Legons sur la Théorie des surfaces, t. III, Livre III,
chap. I.
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différentiels formés & 1'aide d’un élément linéaire quel-
conque. Ceux que I'on déduit de la forme métrique H intro-
duite ci-dessus jouent un rdle primordial dans les questions
qui nous occupent. C’est manifestement le cas pour le pre-
mier d’entre eux (*) 4, (U), lequel, pour la forme métrique H,
n’est autre que la forme caractéristique elle-méme

dUu JU dU
o) =D
On voit que I'équation qui définit les caractéristiques n’est

autre que
A (U) =o.

Nous allons nous proposer de calculer les valeurs que
prennent les paramétres différentiels en question lorsqu’on
y introduit, pour U, la quantité I'. La propriété essen-
tielle de ces paramétres différentiels étant (*) leur invariance
vis-a-vis des transformations ponctuelles efiectuées sur les
z, nous ferons ce calcul sous forme invariante, c¢’est-a-dire
avec les notations employées au n° 40 bis, et sur lesquelles
nous reviendrons dans I’Appendice I & la fin du volume (*).

Tout d’abord, 1'équation (32) du numéro précédent montre
que 'on a :

A = 4T

résultat que, du reste, 1’on peut aussi considérer comme une
simple conséquence de I’équation bien connue (*)

32) A (YT) =1

vérifiée par la distance géodésique.
Plus généralement, nous allons pouvoir exprimer simple-
ment le parameétre différentiel °) A, (I', U), ot U est une

(1) Loc. cit., n°o 672, et aussi ibid., t. II, 2¢ édit., no 531.

(2) Darboux, loc. cit., I, Livre VII, chap. I.

(3) Ce changement de notalion n’a pas d’influence sur l'expression du
premier paramétre A, . Il modifie, par contre, le paramétre A

(&) Ibid., t. 11, 2 édit., no 531,

(8) Ibid., t. 111, no 673.

9°
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fonction quelconque. Adjoignons, en effet, les m relations

dI‘
(33) prabe = 2sp,

aux équations différentielles (L,) (n° 55). Si on multiplie

celles-ci par les dérivées correspondantes 350_ d’une fonction
i

arbitraire U, et qu’on ajoute les m produils ainsi obtenus,
il vient :

d0 N\ 1 0U oA

ds Z 2 oz op:’

ce qui, ayec les notations de Lamé, donne, pour (33) :

oU oA du
3% A, (D,U) = QZ = b

Passons maintenant au paramétre différentiel du second
ordre, lequel est défini (*) & V'aide du précédent par une
transformation analogue a celle qui (n°* 39 et suivants) nous
a donné le polyndme adjoint. Il convient ici, conformément
4 ce qui a été dit plus haut, de rendre ce calcul invariant
vis-a-vis des transformations ponctuelles et, par conséquent,
d’introduire, comme au n° 40 bis, 1’6lément riemannien (%)
dT = pdT. Le paramdtre différentiel cherché A,T", lequel
a la valeur

L1 ) or
AzI - d.z', (z PA.'u b}:>,
]

est défini par la condition que I'on ait, pour toute fonc-
tion U, l'identité intégrale

@35 S88 A, (T,U)dr,dz, ... dx, + 888 pUA, I'dz dx, ... dz

ot les intégrales m*™* du premier membre sont étendues
4 une région de l'espace & m dimensions; I’intégrale

(1) Darboux, loc. cit., t. 1II, n° 674, Voir page précédente, note 3.
(2) Pour l'invariance de cet élément, voir p. 90.
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(m — 1)"?'* du second membre, & la frontiére de cette ré-
gion, la quantité remplacée par des points sous le signe §§
étant () le produit de U par une combinaison linéaire des
dérivées premidres de I'.

Nous utiliserons ceci en f{ransformant les premiers §8 8
par l'introduction des coordonnées définies précédemment,
soit s, Ay, Ay, oery Amoy- En désignant encore par J le Jacobien
de z,, %, ..., T» par rapport & ces paramétres, cette premidre
intégrale devient

2s %E— - p| I drda,....dx,_ds,
qu’on peut transformer directement en
(36) + 88 oUp| J|sdrdn, ... dn,_,

-~ 888 2U -d-%l—s{'s—) A\ d), ... dA,_ds

= + 88 2,U 1T 1sdrdr, ....dr

m—1
— 888 ou L I®) 4 4y ... dx,.
I ds 2
Le coefficient de pUdz, dx, ... dzx, dans l'intégrale

m'Pe de cette expression finale est forcément la valeur
demandée de A,T

dl J
@7 AT =2 (1 + s ———‘?s—(”-—)—>,

Remarque. — Rappelons que le polynéme différentiel 4,
est identique & son adjoint, celui-ci étant, bien entendu,
formé & la maniére invariantive du n° 40 bis, puisque c’est
4 ce point de vue que nous venons de nous placer. Cette
propriété, utilisée depuis 'apparition de la théorie du po-
tentiel en ce qui concerne le symbole A de Laplace, tient,

(1) On peut facilement(voir que cette quantité est + 2 psJU, c’est-3-dire
celle qu'on trouve dans (36); mais cette vérification est d'ailleurs inutile,
car, en raison du lemme fondamental du Calcul des Variations, il ne peut
exister deux transformations de la forme (35) pour la méme quantité (vala.
bles pour U arbitraire), qui ne coincident pas terme a terme.
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dans le cas général comme dans ce cas particulier, au fait
que le symbole A, (U, V) est symétrique par rapport aux
deux fonctions dont il dépend. L’identité intégrale qui, au
n° 40 bis, caractérise les polyndmes adjoints, se déduit en
effet, dans ces conditions, de notre formule (35) qui défi-
nit 4,, en échangeant les deux fonctions U et I" (ou plutot
U et V, en remplacant I' par une fonction arbitraire V)
qu’elle contient et soustrayant.

La forme métrique H étant choisie comme il a été dit
ci-dessus, les termes du second ordre de l'expression A,
sont identiques & ceux de I’équation donnée. 11 en résulte
que celle-ci peut s’écrire, avec MM. Cotton et Levi Civita,

(Ey Au—}—EB‘a—-—l—Cu_o
Ty

forme dont les avantages nous apparaitront particuliére-
ment au Livre IV.

59 bis. Il peut étre intéressant de remarquer que 1’équation (32)
caractérise la forme présente de l'équation du conoide caracté-
ristique, c¢’est-a-dire qu’une fonction quelconque, holomorphe (*)
autour de a, s’annulant sur le conoide et vérifiant la formule (32),
n’est autre que I' elle-méme.

Car une telle quantité doit étre de la forme

I'TI
(I étant encore holomorphe). En substituant dans (32), on a :
4IIT = II?°A 1" + 2IITA (LI + I'™*A II,

ou [en raison de la formule (34) et en remarquant que 1’équation
est vérifiée pour II = 1] :

dIT I‘

d I‘
:E[s(II 1)]+ A Il =o.

(1) Par contre, il existe des solutions non holomorphes en nombre infini.
savoir le carré de la distance géodésique (calculée par rapport & H) de
@,, weee , Tm), & toute surface inscrite dans le conoide.
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Ceci montre que II = 1 sur tout le conoide. d’otr :
II =1 +I'R,

1 étant un exposant positif et la nouvelle fonction holomorphe R
ne s’annulant pas sur toute la surface du conoide. Mais ceci
impliquerait une contradiction, car, en substituant II — 1 = I"R
dans l’équation précédente, on trouverait que, sur le conoide,

dR
s-a—+(21+1)R=o,
£

équation qui n’admet d’autre solution régquliére que zéro.

60. Les principes précédents relatifs aux géodésiques et
au premier parameétre différentiel 4, permettent de répon-
dre & une question que nous nous étions posée au n° 40 et
qui consiste a interpréter géométriquement, non seulement
la direction transversale (conormale de M. d’Adhémar),
mais aussi la grandeur de la variable infinitésimale dv qui
figure dans la formule (F). Pour une pareille interprétation,
il y a tout d’abord évidemment lieu de préciser le choix de
I’élément précédemment appelé dS et dont dv dépend par
I’intermédiaire des =. Nous supposerons qu’on a pris, au

d
sens du n° 39, dS = Ik

provisoirement arbitraire le facteur de proportionnalité figu-
rant dans dS tant que la forme donnée au premier mem-
bre G de I’équation reste elle-méme arbitraire. Les quan-
tités = représenteront, dans ces conditions, les dérivées

— ce qui laisse d’ailleurs encore

partielles —S—g‘—

Cela posé, les équations (v) du n° 40, qui définissent la
transversale ainsi que la quantité dv, sont de la méme
forme que les équations (L,) (n® 49) qui entrent dans la défi-
nition des géodésiques. v ne sera donc autre chose que la
variable s qui figure dans les équations d’une telle géodé-
sique transversale & S, si nous nous arrangeons pour que les
variables p; correspondantes soient identiques aux ;.

On y arrive immédiatement si 1'on suppose que le plan
tangent & S n’est pas caractéristique, en prenant tout sim-
plement pour G la distance géodésique (supposée petite) du

HapaMARD. 9
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point z & S, distance qui, d’aprés les principes du Calcul
des Variations, se compte sur une géodésique transversale
& S. Cette géodésique n’étant elle-méme pas bicaractéristi-
que en vertu de 1’hypothése faite sur 1’orientation de S,
on pourra supposer que ’on y choisit une variable s préci-
sément égale & I'arc de la courbe, mesuré & l'aide de la
métrique H. Dans ces conditions, comme le montre la for-
mule (31" du n° 58 (laquelle, d’aprés les principes du Calcul
des Variations, s’applique lorsqu’on remplace 4T par notre

distance géodésique actuelle G), les dérivées —Z—S— ne sont
i

autres que les p.

En prenant pour G la distance géodésique dont il s’agit,
la variable v n’est autre que U'arc s de iransversale a S,
c’est-a-dire que cetle méme distance géodésique.

60 bis. On ne peut, par contre, opérer ainsi si ’on veut
que le résultat soit applicable méme lorsque S est caracté-
ristique : car, dans ce dernier cas, les transversales issues
d’un point quelconque de S sont situées entidrement sur S
elle-méme et, inversement, il ne passe par aucun point z
voisin de S sans é&tre situé sur elle, une géodésique coupant
transversalement S aprés un trés petit parcours. On peut
triompher de cette difficulté sous la premidre forme sui-
vante. Sur la géodésique transversale & S au point o consi-
déré (que cette ligne soit ou sécante a S), soit pris un
point a distinct du premier, et soit, comme précédemment,
T" le carré de la distance géodésique d’un point arbitraire z
au point a. La surface S est, par construction, tangente &
une surface I' = const., de sorte que les quantités P;, demi-
dérivées partielles de I', sont nécessairement proportion-
nelles & celles de la quantité G, premier membre de 1’équa-
tion de S, et que 1'on peut méme choisir G de manidre a
ce que cette proportionnalité soit une égalité. Cela fait, et

P’élément dS étant pris en conséquence comme égal A %

on aura évidemment :
ds

dv:——-—,
S
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en appelant s la variable qui figure (n° 55) dans les équa-
tions de la géodésique aa considérée comime ayant a pour
origine.

61. Cette premiére solution n’est évidemment qu’un pis
aller, étant donné que la signification géométrique de la
variable s n’apparait elle-méme pas clairement, surtout
dans le cas d’une géodésique de longueur nulle qui est pré-
cisément celui sur lequel nous devons, en ce moment, porler
spécialement notre attention. Une réponse satisfaisante sera
au contraire fournie par les propriétés du symbole A, (u, vy
et, particulitrement, par sa symétrie par rapport aux deux
fonctions qu’il contient.

Intr?iduisons en effet une fonction arbitraire u et expri-
u
-
vées partielles correspondantes de G, la quantité

mons Les =, étant pris respectivement égaux aux déri-

a1\ ou ok
dv-~ 2 o0x; Om

n’est autre que A, (u, G), ce qui est d’ailleurs la générali-
sation naturelle d’une définition classique de l'invariant en
question comme lié & une dérivée normale (Darboux, Legons,
tome III, n° 673).

Cette remarque faite, menons, par le point considéré «
de S, une surface o dont le plan tangent ne soit ni carac-
téristique ni transversal & S, et soit v, la direction transver-
sale & o au point o, laquelle, d’aprés la double hypothése
que nous venons de faire, n’est tangente ni & S, ni & 7.
Nous pourrons donc désigner par u la distance géodésique
(transversale) d’un point arbitraire z & o et par G la distance
d’un tel point & S, comptée sur des géodésiques lransver-
sales & o (cela, que S soit ou non caractéristique). Cette

dernitre définition entrainera encore celle de dS = €N

Conformément & ce qui vient d’étre dit au n° 60, la varia-
ble infinitésimale dv, [définie en prenant pour les quanti-
tés m, dans la formule (v) du n° 40, les dérivées partielles
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de u] ne sera autre chose que la valeur méme de u. Or, il est
clair que, le long de la géodésique de direction v, menée
au point considéré, les quantités u et G sont identiquement
égales entre elles. On aura donc, en ce point :

G _
dv,
Or on a, d’autre part :
dG du
&, — Sl =g

en vertu de la propriété de symétrie du symbole A,.

Donc la valeur de dv, en un point B de la transversale
d S menée par a, n’est autre que du, distance transversale
de B & o : ce qui résout la question.

Par exemple, dans 'espace euclidien ordinaire, la cons-
truction du n° 60 conduirait & prendre pour v la distance &
du point 8 & S, comptée normalement & la maniére ordi-
naire, dS ayant aussi sa signification géométrique ordi-
naire. La construction indiquée en dernier lieu donnerait
v = 3/cos 6, en désignant par @ I'angle des deux surfa-
ces S, o; mais dS serait multiplié par cos 6.

Lorsque S n’est pas caractéristique, on peut prendre o
confondu avec S lui-méme et la construction est alors celle
méme du n° 60.

62. Construction de la solution élémentaire. — Ceci
dit, nous allons aborder notre probléme principal et recher-
cher, pour 1’équation donnée, une solution de la forme

(38) u = UT?,

I" étant la fonction que I'on vient de former, dans laquelle
le pole a, de coordonnées a,, a,, ...., am, sera considéré
comme donné, et le point x (x,, &, ...., Tn) cOomme varia-

ble. Nous allons commencer par ne prendre que le cas
analytique, de sorte que les coefficients seront supposés
holomorphes en x.
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Joignons de nouveau x & a par une géodésique, sur
laquelle on a :

dr dz, dzx,,

— = = ——D— = ds.
bW T =T 1 oK — T ok~ "
2 0p, 20p, 2 Opn

Ecrivons, sous ces conditions, I’équation (13) : A,, tel
qu’il est défini par (13 bis), est identiquement égal a 4,
par I'équation (32). Quant & la quantité

T T
M= b o+ DB

la formule (31) donne sa valeur a 'origine; on a

or

— —9H. e,
0,0z, 28 +

T .
et, par conséquent ( les dérivées %— étant initialement
i

nulles
M= QZA,in,k = 2m
i,k

Les =, de la formule (13), c’est-a-dire les dérivées de T,
doivent étre remplacés par 2P;.

Par conséquent [en divisant (13) par pI*~' aprés avoir
remplacé G par I'], on a :

oU oA
(39) 22 ‘dP+(M—|—4p-—4)U+ WU)

dU 0A r
e —_ ] — g =o0,
2 oz, oP‘+(2m+4p 4=+ ... —l—,p U)y=o0

et, pour I' = o, en divisant par 2 et tenant compte de (34)
(n° 59) :

|
39) QST + <2L+2p 2) U

=2s%—+(m+ﬂp—2+ ce..yU=0.
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Puisque U doit &tre une fonction régulidre de s, cette
équation n’est possible que si U'on a :

—2
(40) p=——m2 — Py

p. étant un entier positif ou nul; U est donc, pour s voisin
de zéro, de 'ordre de s”. Pour p, = o, et par conséquent,

m—2
2 ’

U aura, au point a, une valeur différente de zéro. On la

(40" p=—

prendra (*) égale &-_—i_—:/i-_l—z—.—l- inverse de la racine carrée du
discriminant de A au poi;lt a.

La solution u ainsi obtenue est la seule qu’il soit néces-
saire de considérer, car les autres, déduites de p, > o,
peuvent aisément se réduire & cette premidre. En effet u,
une fois calculé, sera une fonclion, non seulement des x,
mais aussi des a, et ce sera une fonction analytique de ces
diverses variables (*). Les quantités

du du . O
0a,’ da,’ " da,

sont solutions de 1’équation donnée, et on voit immédia-
tement qu’elles ont, au point a, la singularité correspondant
4 p, = 1. On obtiendrait de méme (*) la solution corres-
pondant aux valeurs suivantes de p,, en diflérentiant de
nouveau par rapport aux a.

NS

(1) Cette convention correspond & la forme que nous donnons ici au
calcul et, en particulier, & la formation du polyndme adjoint telle que
nous l’avons indiquée au n° 40. Dans le calcul invariantif, 1’adjointe
étant celle qui 6tait formée au n° 40 bis, on prendra simplement
U, = 1 (V. Appendice I).

(2) Cette propriété de u peut 8tre considérée comme presque évidente
dans I'hypothdse présente de Ay, By. C holomorphes; elle s’ensuivra
strictement, tout au moins pour m impair, du fait que chaque terme
de la série (43) (V. plus bas) vérifie cette condition, et que, d’un autre
cbts, eette série ost uniformément convergente. Ceci sera valable pour
m pair, 8i on donne une précision suffisante & la définition de wu.

(3) Les solutions de M. Picard & singularité simultanément polaire et
logarithmique, pour m = 2 (Comptes-Rendus Ac. Sc., t. CXXXVI, p. 1293,
juin 1903) résultent aussi de la solution ¢lémentaoire, telle qu'on I'a
trouvée au n° 4B, par le calcul indiqué dans le texte.
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Mais, d’aprés ce qu'on a vu précédemment, il est toute
une série de valeurs de m pour lesquelles aucune de ces
solutions n'existe (du moins, en général), et pour lesquelles,
par conséquent, le probléme est généralement impossible :
ce sont les valeurs paires, pour lesquelles le nombre p
devient un entier négatif. On rencontrera naturcllement de
nouveau cette impossibilité, au cours du calcul qui déter-
minera la solution.

62 bis. Ce calcul utilisera d’abord 1'équation (39") qui

donne les valeurs de U sur le conoide. On a| puisque U

est égal a au sommet) :

1
+ V1Al

@) U= _{_;f;, <M+-P—2>d

V1A

Nous partirons d'une fonction U, égale dans tout I'espace
(ou dans toute la portion d'espace ou I' est défini) &
I'expression ci-dessus; en d’autres termes, qui vérifie, dans
tout cet espace, 1'équation (39). U, sera une fonction holo-
morphe des x, comme on le voit immédiatement si on prend
les ¢ comme variables [comparer & I'équation (48 bis)]. On
aura évidemment

U=U,+TU,

U, étant une fonction réguliére.
En remplacant U par cette valeur dans 1'équation (39), on
verra que U, doit vérifier I'équation

42) 2(p+1)2 o, dA +(p+1)(M+4p YU, +TF U) + F U,

=(p+1) [4s i‘%—+ M+ 4p) U;]+9’(Uo> +TFU,)=o

On déterminera une fonction U, par 1'équation

du i
)  4s TJTI +M+4p) U, +mJ(U.,) =o,
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supposée vérifiée dans tout 1'espace. Cette équation (quoi-
que différentielle) admet une solution régulidre et une
seule; car elle s’écrit

d sU, 1 -
_—— e e & (U,
ds U, 4(p+1)U, o

et, si U, doit rester fini pour s = o, ceci donne nécessai-
rement :
. U, ’ 1 F(U,) .
Up=—+ [4(})-}—1) U, %

U, est, comme U,, une fonction holomorphe des q, et, par
conséquent, des x.
Le reste du calcul est maintenant évident. On pose

(43) U=U,+T'0, + .... + T, + ...,

et le développement ainsi écrit donnera une solution du
probléme si les U, sont donnés par les équations succes-
sives [olt chaque premier membre est le coefficient de
(p + h) ™=t dans & (UT™)] (M)

@ s T M+ 0],
1 ;
-+ m g (Uh—l) = 0
d’ou :
3 h—1
@ U, = U __F (U, ds.

T 4p+hs J, U,

Si m est impair et que, par conséquent, p n'est pas

(1) On voit que cette méthode permettra de construire la solution
(unique) de lp forme u = UI'"+1 pour toute équation aux dérivées
partielles donnée telle que &(u) = WI¥ (avec W holomorphe) a
condition que p’ ne soit égal & aucun des nombres :

m— 2 m— 2 2 m — 2
2 —_—Z, ey, 2 —pl' veee

— —1,

2
Au contraire, quand p prend unc des valeurs précédentes, 1’équation
n'‘admet pas de solution de la forme UI'?”+1, comme il apparait dans

le texte (ni, comme on peut le voir aussi, de solution algébrofde
quelconque).



LA SOLUTION ELEMENTAIRE 137

entier, tous les (p + h) seront égaux & des entiers plus 1 :
donc, toutes les expressions (44" existeront. Elles seront
des fonctions holomorphes : si les g (ou, ce qui revient
au méme, les variables normales de Lipschitz) sont pris
comme variables indépendantes, et que la quantité

NN & (Un—,) ait I'expression
o

1
45) —FU) =Q+Q+Q 4 ... +Q+...,
[
ou Q,, Q,, .... sont des polyndmes homogénes par rapport

aux variables ainsi choisies (leurs degrés étant marqués par
leurs indices), on aura :

U, 1 1
Whs) == T Y T s ED &
T 4R Gh+k) T T
une 'expression semblable — dans laquelle on doit rem-

placer h par zéro et le second membre (45) par <% —m
— s’appliquant aussi a log U,, en raison de (41) (et avec
I'addition du terme constant — 1 log |A,]).

Si les coelficients étaient simplement réguliers (n° 9), on
serait cependant & méme de dire que les U, existent, avec
la définition et les propriétés ci-dessus, jusqu’a une cer-
taine valeur de h.

63. En admettant que les coefficients sont holomorphes,
il faut maintenant démontrer la convergence de la série (43).

Dans ce but, nous allons former, cette fois, directement
(et non plus par comparaison), des fonctions majorantes
pour les termes successifs.

On simplifiera un peu le calcul par un changement
d’inconnue. Apres avoir déterminé U, comme on l’a dit pré-
rédemment, nous allons, au lieu de (E), introduire la nou-
velle équation :

®) F (u) = -(1—]— F Uu =o
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Il est évident que toute solution de (E,) se déduit d’une
solution correspondante de (E) en divisant par U,, et aussi
que les solutions élémentaires des deux équations sont liées
de la méme fagon (4 la multiplication par un facteur cons-
tant prés); et (nous reviendrons sur ce point au Livre IV)
ceci s’applique & chaque terme dans les développements
des deux numérateurs. C’est ce qu’on vérifie, en particulier,
aisément pour U, (*). Par conséquent, la nouvelle valeur
de U, correspondant & I'équation (E,) se réduira & la
constante :

1

WIAT

Admettons encore que, pour les x, on ait pris des varia-
bles normales (*) (les ¢ ou les variables normales de
Lipschitz) par rapport au pdle donné a.

Soit o la somme des valeurs absolues des variables ainsi
adoptées. Chaque coefficient de 1’équation donnée (E,)
admettra (si les constantes positives @, r sont convenable-
ment choisies) la majorante

{ — —

r

de sorte que (le signe << indiquant, comme d’ordinaire,
les fonctions majorées), si I’'on a

(1=5)

on aura aussi [en tenant compte de ce que F renferme un

(1) 11 y a avantage, pour cela, & prendre l'équalion donnée sous la
forme () (59, Rem. II) de manidre & mettre en évidence, au premier
membre, la quantité A,u, et & utiliser les relations données par
Darboux (Legons, t. III, no 879), ainsi que la formule (37) du no 59.

(2) Les opérations définies par les formules (39), (44) sont manifeste-
ment invariantes par unpe transformation ponctuelle effectuée sur les
variables indépendantes.
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terme non différentié, m termes du premier ordre {*) et
m? termes du second] :

! 2
@4 F) << o Knln +1) avec o’ =a [(1 + 24 1."..)]
o \n+3 r r2
(1=%)
Dans ces conditions, on va voir qu'on peut écrire
Ky

a PrS
T

ou les K sont des nombres positifs que nous allons calculer
un peu plus loin.

Admettons que I'inégalité (48) est vérifiée pour une cer-
taine valeur de h, et démontrons-la en changeant h en
h 4+ 1. On a (en se rappelant que U, est une constante) :

o K, .2h(2h + 1)

o \2hr+3
1 — o
r
d’ol, pour Uy, '

o K;.2h(2h + 1) 1 e stds
U SR :T/ (=5
o\’ r

T shds
s“'“j o \2n+3
0 (‘ ”7)

peut s’écrire (comme o est proportionnel & s sur chaque

géodésique) :
1 7 ghde
] j <1 N >u+3
0 T

(1) Nous comptons pour deux termes-le term.e double

48) U, <<

F U, <<

Le facteur

0% 9%y

(A + Aw) x0Ty 2, 0 dz;,
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et, comme on peut le voir aisément (*), est majoré, puisque
2h—+3>h + 2, par

1 1
h—~++1 (1 u—>2h+2'

Par conséquent,

<< o/ K;.2h (2h + 1) 1

T
L. 4h+1D)(p+h—+1) O’“iyﬂf

r

Ceci est de la forme demandée

Kot
Un+1 << —-m,
)
r
avec
K K. 2h (2h +1)

A1

P 4+ 1) (pH+h+1)

Le rapport I;"“ tendant, pour h = oo, vers la limite
h 1 N9
finie o, la série (43) convergera pour |I'| < - < 1—%).

L’existence de u est donc complétement démontrée.

On peut ajouter que, si on fait varier le point a dans une
région quelconque strictement inférieure & R, les nom-
bres r, o auront, le premier un minimum, le second un
maximum, de sorte que la convergence de ’expression (43)
sera uniforme.

64. Remarquons que I'analyse ci-dessus s’applique, sans
aucune modification, & la détermination de la solution holo-
morphe de (E) admettant des valeurs données sur le conoide

(1) Car

T&_“T oh+1 ' oh [i—-i-f—%:‘i—iJ
[ R e

r

r

Gil>h492.
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caractéristique, & condition qu’on connaisse déja une fonc-
tion holomorphe quelconque U, qui admette ces mémes
valeurs pour I' = o. En écrivant

(49) U=Uy+UT + ...+ WUT*+ ...,

les équations aux w, successifs seront les précédentes, dans
lesquelles on fera p = o, savoir

b T MU, T U =,

...............................................

d 1 -
4s {}-";"— + M 4 4k — 4 U, + ® F U,_)=o,

...............................................

(3 U ﬂs [ (%
U, = — % [-ﬁ- F AL, ds
(49/) .........................................
< —_ UO ssk—p—l [o
U, = s [ 5 F Wy ds

Un tel probléme admet donc une solution holomorphe
(et une seule).

65. Supposons maintenant m pair : soit, par exemple,

m = 4, d’ou p = — 1. U, ayant encore la valeur (41),
I'équation (42) devient une impossibilité si I'on n’a pas
FU,) = o

tout le long du conoide caractéristique.

Il est évident que cette condition ne sera pas vérifiée en
général. Si, par exemple, tous les coefficients de 1'équation
étaient donnés & l'exception de C, elle ferait connaitre les
valeurs de C sur tout le conoide ayant a comme sommet
[puisque 1’expression de U, est indépendante de C et diffé-
rente de zéro (*)].

(4) Les conditions pour que ceci se passe [et par conséquent pour
qu’il existe une solution élémentaire de la forme (38)] pour toute



142 LA SOLUTION ELEMENTAIRE

Une conclusion semblable apparaitrait évidemment pour
toute autre valeur paire de m, l'impossibilité venant de

—2
I’équation (44) qui correspond & h = — p = mz )
savoir :
(50 FU_,,) =o.

Les résultats précédents de M. Picard (V. n° 46) condui-
sent & compléter I’expression (37) par 'addition d'un terme
logarithmique, en posant :

1) u=UI"—U log I".
Si on substitue cette nouvelle valeur de u, on trouve :
oU oA 1
n__ |9 — —_ —_— d =
F (U™ [,, do. oP, 4+ M— 5 ‘u] = logT'F W) =o

ol le premier terme a déja été développé suivant les puis-
sances de I'.

Comme auparavant, les termes logarithmiques ne dispa-
raitront que si U lui-méme est une solution (*) de (E).
De plus, en tenant compte du développement écrit plus
haut & (u), on voit que les équations (44) correspondant
3 h < — p, ne sont pas modifiées. Mais, pour h = — p,

c’est-d-dire la valeur qui annule le coeificient de . il faut
écrire, au lieu de (44) :

6 S iM_pU—Fu, y=o
équation qu’on voit aussitdt étre de la méme forme que les
formules (44'), et n’en différant que par ’absence du déno-
minateur (qui aurait ét6 nul) ainsi que par un changement
de signe.

position de a, demanderaient une investigation beaucoup plus difficile :
mais cette recherche serait particulidrement fimportante, comme nous
le verrons au Livre IV. On peut ajouter que la valeur (37) obtenue
ci-dessus (n° 59) pour A,I', y jouerait un réle important.

(1) Ceci démontre qu'on n’a pas & examiner une solution de la

forme :
Ur'? 4 QLT log T

avec ¢ 5z 0, puisque la solution qQ|I'¢ ne peut pas exister. Les infinis
algébriques et logarithmiques ne se multiplient pas I'un par I’autre
dans le probléme actuel.
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Soit U, la fonction définie, dans toute la région R, par
I’équation différentielle (82). WU doit étre la solution de (E)
qui admet sur le conoide la méme valeur que U,.

On vient de voir comment cette fonction U doit étre
déterminée. Les coefficients de son développement (49) sui-
vant les puissances de I" dépendent des équations (49). On
voit de nouveau qu'ils sont exactement les m8mes que celles
qui déterminent les U, en prenant h = p + k.

En d’autres termes, on est conduit exactement aux
mémes opérations que tout & Uheure (3 wun coeffi-
cient numérique prés, dont le changement est introduit
par le calcul de U,), U_py, pour k = o, 1, 2, ...., étant
maintenant désigné par U,. :

Or, réciproquement, si on calcule les U, pour h = o, 1,

2, ...., (— p — 1) et U comme on vient de I'expliquer, et
si on substitue dans 1'équation donnée 1’expression

—_p -1
(53) — U log I' + I* 2 U,

p=0

1l résulte de ce que nous avons dit que, dans le résultat
1
de la substitution, les termes en I'*, ..., T et log T vont

disparaitre. Le résultat de cette substitution, désigné par
I, sera, par conséquent, une fonction holomorphe, et
tout ce qui reste & faire est d’ajouter & I'expression (83)
une solution holomorphe quelconque w de 1’équation

F(w) = — I,

(dont l'existence s’ensuit du théoréme fondamental de

Cauchy) pour obtenir une solution .
—p -

u=— U log I + UT™, (U‘ = wI™® + Z U.I“)

Mal

de I’équation donnée (*).

(1) On pourrait aussi trouver w en l'écrivant :
w= W, 4+ W, I'+ ... + Woal™* + ... \

substitnant la valeur totale de u dans 1’équation, et égalant & zéro les
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En ce cas, au contraire de ce qui s’est passé pour m
impair, il y a un large degré d’indétermination pour le
résultat, puisque w peut étre modifié par l'addition de
toute -solution régulitre de (E).

On a ainsi réussi & calculer la solution élémentaire (pour
toute équation non parabolique) sous 1'hypothése que les
coefficients sont analytiques. On verra plus tard comment
I'on peut atteindre le méme résultat dans I’hypotheése
contraire.

66. Application au cas elliptique. — En s’en tenant a
I’hypothése analytique, tout ceci est commun aux cas
elliptique et hyperbolique. A I’avenir, nous ne nous occupe-
rons que de ce dernier; mais il faut noter que l’existence de
la solution élémentaire est la base sur laquelle repose la
théorie des équations elliptiques & coelficients analytiques,
A laquelle on étend les propriétés principales rencontrées
pour Au = o. On peut immédiatement énoncer, pour le
cas général, les propriétés obtenues par M. Sommerfeld (*)
pour deux variables, telles que :

Une équation elliptique & coefficients analyliques n’a que
des solutions analytiques (@ lintérieur de leur domaine
d’existence, limite exclue);

Si deux solutions d’unme telle équation sont tangentes
Uune & Uautre (*) le long d’'une surface, elles sont le pro-
longement analytique U'une de Uautre,

cocfficients des puissances de I' supérieures & — p — 1, qui n’ont pas été
considérées jusqu’d présent : ceci donne les W_ ., successifs par

aW_p.n ,
hs 0 L Mk — W

s (w U
+7[J(“'—,+k—1) — 4s ds"—(M+8k-4)‘lLk]=0

a partir de W_,, , landis que W_, reste arbitraire, donnant ainsi l'in-
détermination demandée.

Le résultat dépendra analytiquement des coordonnées du pdle si on a
soin de choisir cet élément arbitraire (pour chaque position de a) d’apris
une loi analytique déterminée : par exemple, si on convient de prendre
U, = o.

Tl) Encyclopidie der Math. Wissensch., II A. 7T c.

(2) V. n. 1, p. 22.
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dont la démonstration se fait en remplacant seulement

1 1 . .
log — Ou = par la solution élémentaire dans le

raisonnement classique donné par Duhem (*); puis, en consi-
dérant des fonctions analogues & celles de Green (*);

Pour une surface telle que le probléme de déterminer a
son intérieur une solution de l'équation adjointe par ses
valeurs & la frontiére, soit toujours possible, le probléme est
déterminé pour U'équation donnée;
etc...

67. Le cas parabolique demeure en dehors de l’analyse
précédente. Le réle des solutions élémentaires est joué,
dans ce cas, par une quantité dont la valeur :

a? L
(54) AT o LT it
vy Vi
est bien connue pour 1’équation classique de la chaleur
J*u Ju Ju
—é? = T)y— ou Au = E.t—

L’extension & l'équation plus générale contenant les
mémes termes du second ordre avec des termes du premier
ordre, est due & M. Gevrey (°) et & nous-méme. Nous ne
donnerons pas de plus amples détails sur 1’équation para-
bolique, sujet qui a été traité magistralement par M. Vol-
terra, dans ses conférences & Stockholm, déja citées. Nous
renvoyons simplement & ces ouvrages, et 1’on peut aussi
noter qu’il serait possible d’obtenir la solution élémen-
taire pour 1’équation parabolique — méme la plus générale

(1) Ceci tient au fait que la solulion élémentaire est une fonction
analytique, non seulement des z, mais aussi des a.

(2) On doit ici noter que, dans le cas elliptique, on peut modifier la
solution élémentaire par addition de solutions régulidres de (E) (comme
cela doit arriver pour les fonctions de Green), tout & fait quelconques
par ailleurs (tant qu’on ne se sert pas des conditions aux limites) aussi
bien pour m impair que pour m pair : ce qui ne sera pas le cas pour
nos calculs futurs concernant les équations hyperboliques.

(8) V. Comptes Rendus Ac. Sc., t. CLII, 1911, et Gevrey, Thése, Paris,
1913, chap. V.

HabAMARD. 10
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— par un passage 4 la limite qui la déduirait du cas ellip-
tique ou hyperbohque, dans lequel les coefficients varie-
raient de telle sorte qu'un carré de la forme caractéristique
tendrait vers zéro. Par exemple, on obtient ainsi sans
difficulté la premiére expression (84) comme valeur limite
de la fonction de Riemann.

Soit le cas le plus simple de 1'équation

Jd’u du .
(88) 9 E— =o0:
on la considérera comme un cas limite (pour K = o) de
O'u o*u du

(85")

o5 + dzdy ——0520’

(K étant une constante) que 1’on peut rapporter & ses carac-
téristiques en introduisant les nouvelles variables

— _ ¥ _
y=1Y, z K__.X.

Elle prend ainsi la forme (pratiquement équivalente 2
celle qu’on nomme « équation des télégraphistes ») :
J*u 1 ou du
Kor VR X — oY

pour laquelle la fonction de Riemann — ,, y, étant, pour
plus de simplicité, égalés & zéro — est (*) :

X Y
ei_—-—KT J (2 X—T>
0 K3 ’

J, étant la fonction transcendante entiére de Bessel

_ i & . o
WO=1—gq+o@y: + =0 ey

Ceci donne, pour les anciennes variables,
r 2y

o X 2
J6) eK TR J <Kz Vyaiw—y5>

(1) V. plus loin, n° 69.
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Or, quand K tend vers o, 'argument qui figure dans J,
devient infini, cas pour lequel la fonction de Bessel admet
une évaluation asymptotique bien connue, savoir :

. e
J, () ~ 75—;-;

Si, d’un autre cdté, on développe vy (Kx — y) jusqu’aux
termes en K*

L K2x?
[savou' 5 <2y — Kz — y >+ ]

on voit que I'expression (86) se réduit pratiquement &

z2
W

K 1 ..
Vit vy

qui est précisément la quantité fondamentale employée
dans la théorie de I’équation (88), au facteur % prés

(lequel est détruit par un dénominateur correspondant
quand on le substitue dans la formule du n® 42).

68. Conclusions générales. — En réunissant ce que ’on
a trouvé pour le cas non parabolique, on voit que :

Une équation linéaire aux dérivées partielles non para-
bolique (analytique) du second ordre, & m variables indé-
pendantes, admet une solution élémentaire ayant comme
péle un point arbitraire de I'espace & m dimensions.

T' = o étant Uéquation du conoide -caractéristique de

sommet a, cette solution élémentaire est de la forme ——;

(en désignant par U une fonction holomorphe qui prend

au péle a méme, la valeur J]i_A_[ pour m impair; elle est

de la forme ——g:; — U log T (en désignant par U une
ar

autre fonction holomorphe qui peut étre nulle) pour m pair.
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Dans le premier cas, Uexpression de celte solution est
complétement déterminée.

69. Quelques exemples courants. — La solution élémen-
taire de Au == o, pour m > 2 variables, est :

1 1

m—2"

m—2
r

(:Ei - ai) ?

i=1

Ceci (en ne distinguant pas encore le réel et I'imaginaire)
donne immédiatement le résultat correspondant pour (e;),
(e;), .... et, en général, pour toute équation (équations
Arty, = o de M. Coulon) de la forme

14 q
! J° \' 9’

AP 4 — g
ox,? i OY’
h =1 k=1

u = 0,

savoir .

u =

1
(\/ x [Z(Eh—-ah)ﬁ — Z(yk___ bk)z]>m_1
\ " k

1
T Ve =) — @ —2) — (y — ¥

Pour I!'équation, un peu plus générale, des ondes
amorties () :

2, 1 2
s L 4 ou

oz, 02, o o +Ku=o,

le résultat correspondant peut é&tre obtenu facilement par

(1) On rappelle qu’'on peut ramener toute équation linéaire du second
ordre & coefficients constants (non parabolique) & la forme ci-dessus,
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une simple généralisation de ce calcul. En posant d’abord
wt /— 1 = Zm, oty /— 1 = aa, de sorte que ’équation
devient :

0°u d’u o'u

W++M+d + Ku = o,

m
P = Z(.th — ah)’,
1

on prend pour u une fonction de p, pour laquelle nous

avons I’équation différentielle ordinaire de Bessel :

du n m—1 du

dp* P dp
Cette équation a la propriété que, lorsqu’on en connait

une solution % pour une valeur spéciale m = m, de m, ona

une solution u, de I’équation correspondant & m = m, + 2,

par

et

(58)

1 du
(59) u, = ? 5‘ :
de sorte qu’il suffit de I'intégrer pour m = 1, 2.
Pour m = 1, ona u =§?§} (V/Kp), ce qui donne la

réponse pour m = 3, B, ..., savoir pour m = 3,
1 sin — . .

U= = eos } (VKp), ot — de méme que pour les valeurs

impaires suivantes de m — le symbole cos doit &tre pris

pour obtenir la solution élémentaire demandée. Si, confor-
mément & ce que I’on a dit au n° 58 et que nous aurons
le plus souvent & faire dans les Livres suivants, on écrit
les résultats comme si tous les signes de (37) étaient changés,
de maniére & introduire

[wz(‘ - to)z - (33 o zo)z - (?l - yo)z]

car 1° une transformation linéaire des vuriablos I'améne & la forme :
d2u
am‘z'l' ‘(’x 'I"'IB“.—O

et quo 20 les cocf{icwnts a; se réduisent 3 zéro par un changement
d’inconnue, savoir

"= e—' *(an xz, + wee + A zm) o
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comme valeur de I', on trouve ainsi, pour 1’équation des
ondes cylindriques amorties
1 J*u (d’u d*u

®  wE(EE) Re=o

la solution élémentaire :

Ch VE[W*(t—t5) — (@ —8,) — (y — )]
V[et—t)i— (@—z)*— (y — Y0)*]

60) U= w-

(ou apparait un cosinus hyperbolique, en raison du dit
changement de signe de I').

Pour m = 2, 'équation (38) a une solution holomorphe
et une solution logarithmique, cette dernidre donnant la
solution élémentaire. Toutes deux sont exprimées par la
fonction de Bessel

£ [

28
Jo(f)zl—-azz——i-m ..... 4 (— 1) £

sy +

2%, (h1)?

ot, en particulier, la solution logarithmique de (88) est :
61 Jpy—Klogp+w [p*=0’(t—1t)?— (z —z,)7]

(w holomorphe) de sorte que (avec la méme remarque que
plus haut pour le signe), cette formule donne la solution
éémentaire de

i’i 1 oé*u

dz”_;;E?+Ku=0'

Par conséquent, pour m == 4, une solution de (88) dérive
de la précédente [savoir (61)], & l'aide de la relation (59),
ce qui donne

—:—;J, (pV=K) +'——-“p_ K ¢ (py/—K) log p + fonction holomorpt
1 . /Kp? K ., (Kp? .
= 7)7 ] (T) + 3 ] <T> log p + fonction holomorphe,

ol

P=0t —t) P — (8 —2) — (y~-y)* — G —12)' =T
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et ou la fonction (entiére) § est

@Y= =j@)

_ A A? A"
-—1+1, +W+ ----- +W+ ----- )
avec
con — i

Ceci donne la solution élémentaire de 1'équation des
ondes sphériques amorties

E) — o — S — o5 — =5 — Ku=o,

(K
”’(ZP) oK (K
+_“]' -Z'I‘

(61 bis) T 7

) log I" + fenction holomorphe,

laquelle quantité admet la singularité demandée pour
Wt — ) — (@ — ) — (Yy—y)? — (2 —3) =0

Le numérateur du premier terme peut &tre remplacé par
la constante , puisque l’altération correspondante de la
fraction consiste en une fonction holomorphe. Mais ceci ne
serait plus valable si on considérait la formation de la
solution élémentaire de (87) pour m = 6, 8,....., par appli-
cations successives de l'opération (59) & l'expression ci-
dessus

0. Effets de la descente. — Il est utile de voir ce que
deviennent ces calculs si on applique la « méthode de
descente » dont il a été parlé plus haut (n° 29).

En d’autres termes, on va ‘considérer, en méme temps
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que I’équation &F (u) = o contenant m variables indépen-
dantes, la nouvelle équation

3
F, (u):g(u)—%zo,

ol z est une variable indépendante supplémentaire qui ne
figure dans aucun des coefficients. Pour cette nouvelle équa-
tion, on considérera de nouveau le conoide caractéristique
T' = o de sommet (a,, a,, ...., am, ¢) si on désigne par ¢
une valeur déterminée quelconque de la (m -+ 1) coor-
donnée z. La nouvelle forme caractéristique étant

AP, ... Py, R) =A@, ....,, P,) —R?,
il faut compléter les équations (L) par
dz dr

ds =

— T o

(r et R étant des variables supplémentaires respectivement
analogues & p,, ..., pm; Py, ..., P), ce qui donne r = const.,
z — ¢ = sr = R. Par conséquent :

I = s*[A(py, ..., Pm) — 72]
= AP, ... Pp) — R2 =T — (z —¢)2

M’, nouvelle valeur de M [formule (12)], est évidemment
égal A M + 2.
Donc, si (¢ étant pris égal & zéro) on veut former la
fonction
U =0U~+ UT + ...

=0+ U0/'TC — 22 4+ ... + U — 22)*

analogue & U, on sera conduit & écrire les équations suc-
cessives :

dU oA oU,’ ) 1 ,
i 0z, OP, — R +[M+4<p—§'>_4] U

oU,” dA oU’, .
—22033‘ op, Rdz + M+ —HUS =0,
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[ Q oU,” oA ou, ) I
4 Oz, P, —R =+ M +ip—2 T,
1
-+ i F,.U,)
P+ 5
JU,’ oA ou,’
- AN U,
2D G g — MR G Map)
+ T T W) =o,
P+

e B I T + [ s — F+m | Uy

dx,' dp‘
1 ,
T, Uy )
p+h—
dUh’ dA 0Uh
= —_— — 1) Uy
2 oz, 0P, 4R ——— + M+ 4(p+h 1)
1
+— F, W, =0.

........................................................

La premiére d’entre elles ne différe de 1'équation (39" qui
est vérifiée par U,, que par le terme en %& : par consé-
quent, elle est aussi vérifiée par U,; et, comme on sait que
cette équation, avec la condition de prendre la valeur ﬁ

en a, la détermine entiérement, on voit que U,” n’est pas
distinct (*) de U,.

(1) Cette méme conclusion apparait aisément, si on considdre les U,
successifs comme déterminés par (45 bis).
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De la méme fagon, la deuxi®me équation, définissant U,’
[dans laquelle &, (U)) = &, (Uy) = F (U,)] est vérifibe

par p+1

Ul' = .

p+i
et, comme sa solution réguliére autour de a est unique, il
faut que U, ait précisément cette valeur (*).

Chacune des équations successives se comportera de la
méme fagon, et on voit que tous les U’ sont indépendants
de z et ne différent des U correspondants que par des fac-
teurs numériques : on a

m m
p+ 1 -3 + 2 5—2
U/=0U, U,/ = +101= — 3Ul=1_n._3U,,
Pty T3tz 373
Jy = (p+1) (p+2).....(p+h) U

R
_(%..2)@2‘;_3) ..... <%—h—1>U

ces relations restant valables jusqu’a ce que le dénominateur
ou le numérateur (suivant la parité de m) devienne nul en
raison de p + h = o ou de p -+ h — } = o; ensuite elles
resteront valables en changeant seulement la valeur du
facteur numérique, savoir (*) :

(1) Voir la note précédente.
2) Le changement consiste simplement, comme on 1'a vu auparavant

Y S Y P R

(62 bis) ﬂL’,..;.n =0y

5 7 1 3 5 3
—<m1—-§><ml———2-> ..... §- i -5-'5- ..... (h-—-ml-i—?)U
- (m—2)(m—3) ....1 2 12....(h—m,+1) ¥
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4 partir de h = } — p = m; — 4, pour m impair

=2m, —1;et:
(62 ter)
[A — —_ i
U= (m, —2)(m,—3)...1 1? 12....(h—m,+1) B,

(_g 58 32t L1
m, 3 m, o) A —Q-E 5 ..... —m, )

(avec Uy=Up),
a partir de h =— p=m, — 1, pour m pair = 2m,.

Au Livre IV, on retrouvera tout ceci sous une forme plus
simple et plus instructive, montrant les relations qui exis-
tent, non seulement entre les coefficients Us, Uy dans les
développements des solutions 6lémentaires, mais aussi
entre ces solutions élémentaires elles-mémes.

& remplacer le facteur o par — 1 quand il se présente dans le numé-
rateur ou le dénominateur de (62), tous les autres facteurs restant
inchangés.

On a inscrit séparément, dans les seconds membres de (62 bis) et de
‘62 ter), les facteurs correspondants & cette circonstance.



NOTE ADDITIONNELLE

SUR LES EQUATIONS DES GEODESIQUES

On a considéré ci-dessus les géodésiques définies par les
équations de Hamilton (*) :

. dx{ 1 dA . dp¢ 1 (’A
L T e T — — Py T e T e e
L d=F=3nm D= s 2 oz,

et, en particulier, celles qui partent d’un point déterminé
a(a,, a,, ...., am). L’intégrale générale des équations (L) —
autrement dit, la géodésique la plus générale, avec sa repré-
sentation la plus générale & l'aide de la variable indépen-
dante s (laquelle n’est définie qu’a une transformation du
premier degré prés) — dépend de 2m constantes arbitraires
M1, My ..., Pam. Quant aux géodésiques qui partent du point
donné a, chacune d’elles est caractérisée par les valeurs
de m — 1 paramétres A,, A,, ...., An,, de sorte que les
coordonnées x sont fonctions de ces parameétres et de s.

Nous avons eu aussi & considérer les dérivées de ces
fonctions non seulement par rapport & s, mais aussi par
rapport & n’importe lequel des A ou des p. Des théordmes
généraux, aujourd’hui classiques (*), montrent que de telles
dérivées partielles :

, ’ ’ ’ , ,
Ty Ty vy Ty P> P2y -5 Pm

(1) Dans les applications que nous aurons a faire des principes qui
vont suivre, les dérivations par rapport & s seront désignées par le
symbole de Newton #, ce qui nous permet d’employer 1’accent habituel
pour les équations et les inconnues du systtme auxiliaire.

(2) V., par exemple, Goursat, Cours d’Analyse, 2¢ édition, t. 11T (1913),
chap. XXIII, en particulier n° 482; nos Lecons sur le Calcul des Variations,
nos 20-22, ou notre Cours d’Analyse, t. II, no 243 bis.
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existent (*), et sur une géodésique déterminée — en d’autres
termes, pour tout systéme déterminé de valeurs des A ou
des ¢ — vérifient le systéme différentiel linéaire, les « équa-
tions aux variations » d’aprés la terminologie de Poincaré
(« systéme auxiliaire » de Darboux) :

dr; 1 oA dp/ 1 08
Ly —— = = — T e e =1, 2,..... y
L) s Z op, n T oz, (t==1,2 m)

A’ étant une forme quadratique en z et p [savoir la partie
quadratique du développement de Taylor de

Az, 4z, 2, + T, on., Ty T,
Py + p/i P+ 0 sy P P

suivant les puissances de x.’, x;, ...., p.’, P2’y ...., P'n]. Les
dérivées par rapport aux A sont des solutions de ce systdme
telles que les x; sont initialement nuls, puisqu’on se limite
aux géodésiques d’origine commune a.

On peut dire la méme chose des dérivées partielles d’or-
dres supérieurs par rapport aux A (ou aux u). Si x”, p” ne
désignent plus des dérivées du premier ordre, mais celles

d’ordre h, relativement aux A, par exemple, — soit
i P
L YL VO L YO YO

— de telles quantités vérifient un systéme linéaire [ne
différant de (L') que par la non-homogénéité] :

A Y dp/ 1 oA
W G =agr % T T
ou les X et les P dépendent de dérivées déja connues des x
et des p, c’est-d-dire de dérivées d’ordre inférieur & h, et
contiennent aussi les coefficients A, et leurs dérivées par-
tielles jusqu’a 1’ordre (h — 1). Les «” sont encore nuls pour
s = o (du moment. qu’il s’agit de dérivées prises par rap-
port aux A) et, par conséquent, sont au moins du premier
ordre en s.

(1) Le choix des X est supposé tel que les p, en dépendent régu
lidrement.
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Ceci ne montre pas seulement que ’on peut parler des
dérivées en question, mais aussi permet — ce qui peut
étre utile — d’obtenir pour elles des limites supérieures en
valeur absolue, si on connait : 1° leurs valeurs initiales
(ou, au moins, des limites supérieures correspondantes);
2° des limites supérieures pour les valeurs absolues des Au
et de leurs dérivées jusqu’'au (h -+ 1)¢ ordre. En ce qui
concerne le premier systéme aux variations (L), ce fait est
une conséquence des méthodes bien connues employées pour
démontrer le théoréme fondamental de la théorie des
équations différentielles (*); pour les systémes suivants (L"),
on peut le démontrer de la méme maniére, ou plus sim-
plement, le déduire de 1’intégration bien connue d’un sys-
tdéme lindaire & second membre, une fois le systéme sans
second membre correspondant intégré.

On déduit aussi des remarques précédentes que la trans-
formation ponctuelle (n° 5T) qui introduit les wvariables
normales au lieu des x, est régulidre (jusqu'au méme ordre
moins un, que les Au) dans toute la région R ou elle est
définie (n° 57 bis).

On peut considérer les expressions des solutions z, p & un
autre point de vue : car elles dépendent non seulement
des valeurs initiales correspondantes, mais aussi des fonc-
tions Ag (€, &5, ...., Tm) qui représentent les coefficients de
I’é6quation aux dérivées partielles (coefficients des termes
du second ordre). On peut chercher leur ordre de continuité
(Livre I, 20 bis) par rapport & ces Au.

11 suit de ce qui précéde que cet ordre est 4 pour les x, p
eux-mémes, 2 pour leurs dérivées premiéres par rapport
aux A, ...., (h + 1) pour les dérivées d’ordre h. Si on a
construit une géodésique déterminée & partir de a pour une

(1) La démonstration de M. Picard pour le théordme fondamental donne

’énoncé suivant : « Si, dans le systtme linéaire sans second membre :
dy, .
—a—:ahyl.}.ahyz.{_ ...... +a‘NuN (1:{,2 ..... N)'

les a, ont des valeurs absolues qui sont partout inférieures a K, et si les
valeurs initiales (valeurs pour s == o) des y sont toutes inférieures & M,
on a, pour toute valeur de s, [y, < MeNKs, 5,
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équation donnée &F (u) = o, dont les coefficients (pour les
termes du second ordre) sont Ags, les équations de cette
courbe étant valables dans I'intervalle o < |s| < s,, et
si, nous donnant un nombre positif quelconque s, plus
petit que s, et un nombre positif quelconque 7, quelque
petit qu’il soit, on considére les valeurs - modifies
Ay -+ 3Aq les plus générales, telles que les accroissements
8Aq ot leurs dérivées partielles du premier ordre aient des
valeurs absolues partout inférieures a ¢, la quantité < peut
dtre choisie suffisamment petite pour que, pour toute alté-
ration de ce genre (*) des Ay : 1° il parte de a, avec les
mémes py que primitivement, une géodésique de la mnou-
velle espéce, dont les équations sont valables pour
0 < |s| < s,; 2° les valeurs des x et des p, pour cette nou-
velle géodésique, ne différent des valeurs correspondantes
pour la géodésique primitive, que d’accroissements plus
petits que 7. Ceci se déduit immédiatement de la démons-
tration générale du théoréme fondamental; et la conclusion
correspondante est de méme valable pour les dérivées des
z et des p considérées plus haut.

(1) 11 est bien entendu, naturellement, que la condition de Lipschitz
(puisque supposée dans le théordme fondamental) est remplie par les
dérivées premidres (par rapport aux z et aux p eux-mémes) des nouveaux
A; comme des anciens.






LIVRE 111

LES EQUATIONS A NOMBRE IMPAIR DE
VARIABLES INDEPENDANTES
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CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION D'UNE NOUVELLE SORTE
D’INTEGRALES GENERALISEES

I. — Discussion de résultats antérieurs.

T71. Nous allons voir maintenant quel usage on peut
faire de la solution élémentaire et quelle est sa relation
avec les fonctions précédemment employées.

Pour I'équation des ondes cylindriques (e,), avec « = 1
(ce qui peut tre supposé moyennant un choix convenable
des unités), la solution élémentaire est :

i 1
Vto— ' —G@—a) —y—y) Vit — 8 — 7

Comme nous l’'avons dit, M. Volterra ne s’est pas servi
de cette quantité, mais de la suivante :

™)

t, —t+ A, — 2 — 1

2 v = log =

Ces deux expressions sont lides simplement 'une & 1’au-
tre; (2) peut se déduire de (1) par une intégration par rap-
port & t,, savoir

dt, .
v=/~/(to-—t)’—r’

Géométriquement, on I’obtient en faisant varier le sommet
du cdne caractéristique le long de la ligne z = z,, y = y,,
et en intégrant entre des limites convenables (*), par rap-

(1) V. plus loin, n° 73.
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port & cette variation. Il n’y a rien d’étonnant & ce que
Iintroduction d’une telle quantité dans la formule fonda-
mentale donne une expression de l'intégrale / u (t,) dt, le

long de cette méme ligne.

Comme 1’a fait remarquer M. Volterra (*), un tel procédé
correspond exactement & ce qu’on trouverait, pour Au = f,
en intégrant et en différentiant immédiatement & nouveau,
par rapport & 3z, la formule classique

r 1 du
4 Eor Yo ) = ——_)ds

r dn
— /// dedyds

(T == N/(x - xn)z -+ (?] '—'1]0)2 -+ (Z - zo)’)'

ce qui donne

u (x,, Y, 3,) [ /( ___qodu
dzo 4 dn dn
_Hff/wdxdydzj,

¢ = lOg E %
V@ —x) + (y — y,)?

(z — 3,)*
1 .
+\/ +(x—wo)’+(y—yo)?]

On a, en d’autres termes, intégré et fait immédiatement
ensuite la différentiation inverse, et la m&me remarque s’ap-
pliquerait & la généralisation de M. Tedone (n° 43).

M. Volterra avait une raison impérieuse pour agir ainsi.
$'il avait introduit directement la solution élémentaire

ol

v = -;/—(;-——-——;—:——————52——_——-;2— dans la formule fondamentale, il
0

(1) Conférences de Stockholm (Hermann, 1912), p. 48.
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aurait trouvé des intégrales sans signification, les quantités
sous les signes d’intégration devenant infinies, d’une maniére
non permise, sur la surface du cdne caractéristique. (est
ce qui apparait immédiatement quand on fait le calcul. On
s’en apercevra également si on exécute 1’opération (quiva-
lente) qui consiste & faire opérer réellement la différentia-
tion dans la formule écrite au n° 30, soit (pour v = 1)

1
an u (@, Yo ty) = o [,uto(u,) + d ,u;o(uo)]

. I(m, y) dxdy .
#elD) = /f Vie —@ — 2 — § — ¥

Pour cela, la méthode usuelle consisterait & différentier

par rapport & t,, sous le signe / / , ce qui porterait seu-

lement sur le dénominateur; et, ‘d’un autre cOté, & tenir
compte du fait que la limite est variable avec ¢, ce qui
donnerait lieu & un terme de frontiére, savoir une intégrale
simple le long de la circonférence. Mais il apparait immé-
diatement que les intégrales double et simple sont dépour-
vues de sens : la premiére, en raison de la présence d’un
infini d’ordre 3/2 le long de la frontiére, la seconde, parce
que chacun de ses éléments est infini. Naturellement, des
artifices simples permettraient de faire la différentiation en
évitant cet inconvénient (*) : mais ils seraient sans intérét
pour nous, car — quelque paradoxal que cela semble —
notre méthode va consister & ne pas 1'éviter.

72. Nous noterons, d’abord, qu’on pourrait imiter
strictement les procédés de MM. Volterra et Tedone. Pour
m = 3, par exemple considérons l’équation

F ) = EZ * dx dxk ZB‘0¢ + Cu = {,

=l k=1

(1) Nous pourrions, par exemple, représenter Vintérieur du cercle en co-
ordonnées polaires 7, ¢ avec (z,, y,) comme pole et, & la place de la premidre
d’entre elles, introduire une v&rmble auxiliaire A déﬂmo par r = At,. L'inté-
gration par rapport & A et y ayant maintenant lieu entre des limites fixes
0 <A <4,0 <y < 2n la différentiation par rapport & ¢, n’offrira pas de
difficultés spéciales.
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I’équation adjointe

o 0 _
g(v) = m (A"‘ !)) ——-Z -d—:;;— (B‘U) 4= Cv = o,
et sa solution élémentaire
_ Vv
v = A\/T

Supposons que le point (a,, a;, a;) décrive un segment de
ligne (droite ou courbe) £ donné arbiiraire, avec comme
seule condition qu’il soit tout entier & 1’intérieur du co-
noide caractéristique ayant un quelconque de ses points
comme sommet. Considérons l'intégrale

@ v (@) = f,: v @la) x()di.

t étant le paramétre qui définit la position d’un point
(a,, as, a;) sur £, et x(t) une fonction arbitraire choisie.
Ceci ménera a la formule (2) si ’on part de (1), la ligne £
étant une paralléle & I'axe des ¢ et x(t) étant pris simple-
ment égal & 1. Pour d’autres buts (tels que la solution du
probléme de Cauchy pour des systdmes), M. Volterra a
introduit d’autres expressions semblables qui se déduisent
de (3) par le choix d’autres formes (*) de la fonction x(t).

On peut reconnaitre qu’une telle expression a une singu-
larité logarithmique comme celle de (2). Ce calcul 6tant
quelquefois utile, nous allons en dire quelques mots. Dans
I'équation du conoide caractéristique

Dy .o.i 2n; ay, ..., an) = o,

supposons qu'un des deux points (x,, -, Zm) €t (a,, =, Gm)
est voisin de la ligne

£ (al = al(t), ey Oy = am(t))y

tandis que l'autre décrit cette ligne méme.

(1) La solution ®, que fotme M. Volterra dans son mémoire des Acta
Mathematica, vol. XVIII, p. 169, et dont il use pour l'extension de la théorie
aux systémes (tels qu'il s’en présente en élasticité) correspond 2
X =1t -t
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Si on suppose que toutes les fonctions sont développa-
bles suivant la formule de Taylor (tout au moins jusqu’a des
termes d'un certain rang) autour d’un point

»
a® [alo =] al(to)y ey @0 = a'”(t")]’

qui correspond & une certaine valeur {, du parameétre, et
si on reprend la forme (31) (n° 58) des premiers termes du
développement de I' quand les deux points x et a sont trés
proches 'un de l’autre, on voit que, dans le voisinage de
a,, le développement de v[xz; a(t)] suivant les puissances de

(x¢ — a&°), (t — t,) commence par des termes du second
degré, le coefficient de (¢t — t,)?, savoir :

No == H [axl(to), az’(to)x Ty a’m(to)]

étant différent de zéro, car £ n’est pas tangent au céne
caractéristique (*). Alors, par une application convenable
du « Théoréme de factorisation » de Weierstrass et Poin-

caré (ou plut6t de Cauchy) (*) pour les fonctions de plusieurs
variables, on peut écrire :

I [x; a()] =N, t) [(t—B)*— Y], N =N, + -

(1) La tangente & £ étant intérieure au cOne caractéristique, N, sera
positif si nous écrivons notre équation (comme on l’a dit précédemment) de
telle sorte que H > o corresponde & l'intérieur du cone.

(@) Bull. de Férussac, 1831; Exercices d’Analyse, t. II; etc. V. Lindeldf:
Legons sur la théorie des résidus, note, p. 27, et Osgood : Madison Colloquiurn,
4e conférence, n° 1, o, cependant, il est fait une distinction entre deux
formes du théoréme que nous considérons ci-dessus comme équivalentes.
L’emploi du théordme de factorisation peut d’ailleurs 8tre évité, ou, tout
au moins, restreint au cas tout i fait élémentaire concernant le premier

degré, c'est-d-dire au fait que:
c,r + c’r’ +..—T=o,

avec ¢, 24 o, peut 8tre « inversé », en donnaat:
T
T — —-—+C,T’+.... =0,
cl

avec la conséquence évidente que le quotient des deux premiers membres est

une série de puissances en r, T, avec le terme comstant c,. Pour le. voir,
9

commencons par résoudre 1’équation ;77 I' [z; a(t)] = o par rapport & ¢,

ce qui peut se faire régulidrement (puisque le coefficient de (¢ — t,) est 2N))
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B et y étant de nouveau des développements en z (z, — a,*),
(X, — a3°), -, (Tm — an°), le premier commencant géné-
ralement par des termes linéaires et le deuxiéme par des
termes quadratiques. Dans l'intégrale (3) ou, & présent, on

prend m = 3, pendant que v=7~F—, on peut supposer que

—Y[—::/;-———%%%]——%(—t)— est développable suivant les puissances de

(t — B), de telle sorte que
A N _P+PU—B + ..

ﬁ=P0+Pl(t—-—B)+""v JT NiE— B — v

les P étant des fonctions régulidres des x.
Chaque terme impair en (t — ) donne, par intégration,

une puissance positive de (¢t — B)* — v. On peut alors

introduire, dans les termes pairs, la variable (t — B)* — v

et donne t = 3, ou $ est une sfrie ordonnée suivant les puissances de
(zr; — ¢;°. En posantt — $ = 7, on trouve :

Uz;a(t)) =— K4 N4 .

K (qui est le minimum de T’ quand z reste fixe ct que a décrit £) est, Jui
aussi, uno série de puissances en (r; — @;°), commencant par des termes
quadratiques (les points représentent des termes en 73, 74, ete.). On peut
extraire la racine carrée de la somme des termes autres que — K, ce qui
donne :

P(z;a(t)] =— K4 N, (r4 ...
= [—VE+ yF ¢ 4+ .01 [+VE 4+ VR (e + ..

Si maintenant nous appliquons 3 chaque facteur le principe d’inversion
ci-dessus mentionné, on trouvera que le premier facteur, par exemple, est
proportionnel 3 une série telle que

. \/T . K C<K>% e
= ——C, = — — — =T —p )
PNN, TN, T AN

[

(u et v sont des séries entidres en K); et le produit
(r— pVK — ) (r + p/K — ) = (r — »)2 — p2K

aura la forme voulue, avec 3 ~ v=f, p?’K = v.

Le résultat du texte, ainsi que la manidre dont nous l'employons, est df
a Poincaré, dans son mémoire Sur les propriétés du potentiel et sur les fonc-
tions abéliennes (Acta Mathematica, vol. XXII, 1899, p. 114 et suiv.)
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au lieu de (t — B)*. Le développement suivant les puissances
entiéres de cette nouvelle variable étant

Qo+ Q, [(‘ — B? — 'Y] -+ Q, [(t — B)?* — 'y]z -+ e,

on voit que chaque terme, sauf le premier, donne des quan-
tités finies et méme infinitésimales dans le voisinage de £;
le premier terme, d’un autre cdté, admet 'intégrale indé-
finie

dt
@ o f Wi
= q, log [+=£+ ”f,‘{ B — 1],

expression entiérement semblable & (2) & notre point de

vue, ¥y correspondant & la quantité v/ (x — €,)? + (y — yo)°
de M. Volterra (*).

13. Nous avons seulement considéré 1l’intégrale indé-
finie de v(z; a) x (Odt.

Mais on doit, pour le but qui nous intéresse, faire une re-
marque essentielle concernant les limites d’intégration.
Si on les prend constantes, et quelles que soient les va-
leurs de ces constantes, de telle sorte que le segment d’in-
tégration sur £ soit complétement indépendant de la posi-
tion du point x, I'intégrale (3) ainsi obtenue vérifiera cer-
tainement I’équation donnée, pour la méme raison que dans
le cas classique de la théorie des potentiels (savoir que cha-
que différentiation par rapport aux x peut se faire sous le

signe / , en traitant ¢ comme une constante).

Darboux (*) a été le premier, & notre connaissance, a

(1) v est, & un facteur pres, holomorphe et différent de zéro, le minimum
de I’ quand a décrit L2, le point z restant fixe.
(2) V. Legons sur la théorie des surfaces, t. II,, p. 67. Darboux opere sur

Yintégrale
f?(u) (v — 2)* (y — W du,

Yui, prise entre des limites constantes, véritie (comme fonction de z et de "
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découvrir la raison générale d’un fait digne de remarque
dont des cas particuliers s’étaient déja rencontrés pour quel-
ques formules antérieures : savoir que cette méme propriété
de v est encore valable quand on intdgre entre des limites
variables convenablement choisies. Cette remarque de Dar-
boux peut 8tre considérée comme contenant implicitement
le principe qui servira de base & nos calculs ultérieurs. Son
raisonnement est remarquablement simple et peut, dans
notre notation, s’exprimer comme il suit.

Intégrant tout d’abord le long d’un arc fixe de £, il
peut évidemment arriver que I' soit susceptible de changer
de signe le long de cet arc : tel
sera, en particulier, le cas si ’'une
au moins des nappes du conoide
caractéristique de sommet «
coupe £ & l'intérieur de I’arc en
question. Supposons, par exem-
ple (fig. 7), qu’il en soit ainsi
pour une seule nappe, la nappe

Fic. 7. « directe ». Le segment d’inté-

gration — qui correspondra, par

exemple, & ¢, < t < {, — étant ainsi divisé par le point d’in-
tersection a en deux parties, I’'une a 1’extérieur du conoide,
I’antre & I'intérieur : supposons que la dernidre corresponde
aux plus grandes valeurs de t, c’est-d-dire contienne la
limite supérieure t,. Alors, si 6 est la valeur de ¢t qui donne
le point de division a, I’intégrale (dans laquelle V et x sont,
bien entendu, des quantités réelles) se composera de deux
parties, 'une imaginaire v, et 'autre réelle v,, et il est

I’équation aux dérivées partielles d' « Euler-Poisson », et on suppose les
limites constantes prises de manidre 4 inclure & la fois = et y : ce qui corres-
pondra, dans notre figure, au cas ol les deux nappes du conoide caracté-
ristique ayant ce point n pour sommet couperont toutes les deux £ &
Vintérieur du segment d'intégration (fixe) primitif, la partie utile de }'inté-
grale étant relative & la portion de (2 qui est extérieure au conoide. Quant
aux constantes u et u’, Darboux observe que le raisonnement du texte s’ap-
plique toutes les fois que leurs valeurs sont des nombres fractionnaires de
1

la forme

(o1 p et q sont des entiers).
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clair, par conséquent, que chacune d’elles doit, séparément,
étre une solution de l'équation donnée.

Ceci est la conclusion générale de Darboux. On voit
que, au lieu d’intégrer depuis o jusqu’d ¢,, on peut prendre
une limite égale & 6, laquelle quantité a, dans la notation
du numéro précédent, la valeur

B+ Wy

Telles sont, par exemple (¢ étant égal & t 4~ 1), les limites
entre lesquelles on a & intégrer (1) pour obtenir la quan-
tité (2) de M. Volterra; ¢ étant, d’un autre coté, remplacé
par t,, l'intégrale indéfinie calculée au numéro précédent
sera aussi l'intégrale définie et donnera la valeur de (3) si
cette dernidre est considérée comme il a été dit ci-dessus.
Naturellement, cette expression d’une solution de 1'équation
différentielle n’est valable que si 0 est supposé plus petit
que t,, c’est-d-dire quand le point x est & l'intérieur du
demi-conoide inverse ayant ¢ = t, comme sommet.

Cette solution, comme nous venons de le prouver, admet
£ comme singularité logarithmique. On peut prévoir que,
si on la substitue dans la formule fondamentale, elle se
comportera exactement comme (2) dans la méthode- de
M. Volterra [le petit cylindre de M. Volterra (*) devant atre
remplacé par une surface tubulaire autour de £] et don-
nera une valeur de l'intégrale :

‘/;X(t)u [a(®)] dt.

74. 11 peut étre commode, cependant, d’introduire, dans des
cas semblables, un syst®me spécial de coordonnées curvilignes
pour le point z. L'une d’entre elles sera la quantité déjd em-
ployée 6. Pour chaque valeur donmée de 6, le lieu du point @
sera le demi-conoide caractéristique (ayant le point w, correspon-
dant sur £ & t = 6, pour sommet) sur lequel la position de ce
point sera complétement déterminée si on donne :

.4° Un paramétre (*) A définissant la direction initiale d’une
des bicaractéristiques qui somt les génératrices du conoide;

(1) Acta Mathematica, vol. XVIII, p, 174.
(2) Nous traitons le cas de m = 3. Mais des calculs analogues seraicnt
valahles pour toutes les valeurs impaires de m:
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2° Une valeur de s, définissant un point de cette bicaractéris-
tique.

La valeur de s contiendrait (voir Livre II) un facteur arbitraire
de proportionnalité (¢, dans la notation du n° 57) : on peut choi-
sir ce facteur d’une maniére déterminée pour chaque valeur de A
et supposer que cela ait été fait de manitre que :

a) s soit positif sur le demi-conoide utile (c’est-a-dire rétro-
grade) de sommet w. d:t, dz, da,

b) 1s valeurs initiales (valeurs au sommet) de I ds ds

sur chaque bicaractéristique (A) soient des fonctions réguliéres
de 6 et de A;

c¢) ces trois quantités ne s’annulent pas simultanément et que,
par exemple, la somme de leurs carrés soit toujours plus grande
qu’un nombre positif donné, quels que soient 6 et A.

Moyennant ces hypotheses, on peut prendre 6, A et s comme
coordonnées curvilignes; x,, x,, x, seront des fonctions régulieres
(ou méme holomorphes) de 6, A et s, et la réciproque sera vraie
toutes les fois que nous ne serons pas dans le voisinage de £.

75. a étant un point de £ correspondant 3 une valeur de t
supérieure a 6, la quantité I" (z; a) sera de la forme :

®) T=@—0w® a2 s0,

w > o ¢tant régulier et différent de zéro quand le point z s’ap-
proche d’un point du conoide autre que le sommet a (le signe
du premier facteur doit étre inversé quand le demi-conoide em-
ployé pour w est celui qui contient la direction des t croissants
sur £2).

Dans le voisinage du sommet, cette expression n’est plus vala-
ble, mais la suivante subsiste : si on appelle = la différence

T=1—0,
on peut écrire
I' = 2Ms7 + Nr?,

M et N étant deux fonctions réguliéres prenant, quand z coincide
avec a, les valeurs

1 JH
M, = z 9 & —d';;v N, =H (0,, a;, 1),
i
ol les o et les ¢ signifient

da, dz; .
& =g £‘:<EI>,=.; B=t%3
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M, et N, ne sont pas seulement différents de zéro, mais aussi
positifs (N,, comme on l'a dit précédemment 3 cause de notre
hypothdse sur le signe de H; M,, & cause de notre hypothése (a)
concernant le signe de s sur le demi-conoide) (*).

On obtient immédiatement la formule ci-dessus en remarquant
que le second terme peut représenter I'(w; a) et le premier la
différence I'(z; a) — I'(w; a). On voit méme que l'on peut sup-
poser N indépendant de s et de A. Ce n’est naturellement pas le
cas pour M; mais on peut supposer sa valeur initiale M, indé-
pendante de A (donc fonction du seul 6) par un choix convenable
du facteur de proportionnalité dans s (et cela sans contradiction
avec nos hypotheses précédentes (a), (b), (c)). Comme, pour les
faibles valeurs de s, on a sensiblement

dx;
x‘=a‘+s—a-s—=ai+s§i,

cela signifie, géométriquement, que, pour de telles valeurs de s,
les directions des tangentes aux deux lignes coordonnées, qui cor-
respondent respectivement a 6 variant seul et & A variant seul,
sont iransversales l'une a l'autre, c¢’est-d-dire conjuguées par
rapport au conoide caractéristique, de telle sorte que si cette
petite valeur de s reste constante ainsi que 6, A variant seul, le
point correspondant décrira sensiblement une petite ellipse dont
le plan est transversal & £.
Avec cette évaluation de I, on a

' dr -

v / X0+ DV A0 + 1)
T v2Ms7 + N7° ’

0

V est une fonction holomorphe égale a 7%— pour s == 7 = o.
Quant & la fonction x(f), supposons, non seulement qu’elle est
régulitre, mais aussi qu’elle ne change pas de signe — soit, par
exemple x(t) > o — dans le voisinage d’'un point déterminé
A(t = 6,) de £ que nous allons considérer en particulier.
Tssayons, x étant pris voisin d’un point tel que A, de trouver

. ., OV ov Jdv
les valeurs asymptotiques de v et des dérivées 96 N ds

(1) Car = doit 8tre A I'intérieur du conoide de sommet a — par consé-
quent I" est positif — quand s et 7 sont tous deux positifs (ce dernier
suffisamment petit).
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En commencant par cette dernidre, on a :

)
xV (M -+ s%) rdr

dv
® & T 3

(2 Ms7 4+ N7?) 2

o0 dav
X g5

-+ —_——
\/ 2 Msr + N7?
L]

Le premier terme de cette expression en- donne évidemment
la partie principale. De A comme centre, on peut décrire une
petite sphere telle que, si elle contient les points x et a, les quan;
tités M, N, x et V peuvent &tre remplacées, avec une erreur rela-
tlve arbitrairement petlte par les valeurs M,, N,, x = x(6,),

J—~ qu’elles ont au point A. Si on désigne par 7, la valeur posi-

tive de 7 correspondant 3 une intersection de cette surface sphé-
rique avec £, l'intégrale de r, & t, — 6 reste finie et continue
quand s tend vers zéro. L’intégrale de zéro a =,, qui a tous ses
€léments positifs, peut &tre, avec une trés petite erreur relative,
représentée par :

M, X ) f n rdr ¢
) X
Ve o (2Mgsr + Nyr)T 2M,s + Nor,

Comme 7, est choisi une fois pour toutes, ceci donne, quand s
tend vers zéro :

(6 bis) dv

X
@ T T sJNA'

le signe ~u signifiant une égalité asymptotique.

Une méthode semblable donnerait la valeur approchée de v;
mais on trouve celle-ci immédiatement en intégrant 1’égalité
asymptotique précédente, savoir :

6 ter) v JN A log s,

valeur dont on peut voir aisément qu’elle concorde avec le résul-
tat du numéro 72; et on aurait évidemment une évaluation ana-
logue pour le second terme de (6).

On arriverait de la méme manitre & des expressions asymptoti-
ques des autres dérivées.
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Quant & D'autre singularité de v, c’est-a-dire au demi-conoide
de sommet t = t,, on peut voir facilement quelle est la forme
de v quand le point x s’approche d’un point déterminé quelcon-
que du demi-conoide (autre que le sommet) car, comme on a

P=@t—06w,

ol w est holomorphe (et non nul) méme quand 6 et t sont sen-
siblement égaux, ceci donne :

V= / xOv @ ayde = [ ot
: [

s Nt—8'
_¥x@®
W = T/—ﬁ— étant de nouveau holomorphe, et une telle expres-

sion est sensiblement égale &
2Wot, — 6,

W, étant la valeur de W au point limite de z. Les dérivées de
par rapport 3 A ou s seront évidemment d'une forme tout 3 fait
semblable.

76. L’analogie de v avec la quantité (2) de Volterra est donc
évidente; voyons ses conséquences pour notre probléme d’inté-
gration.

Dans 1’espace & trois dimensions, S étant une surface pour
chaque point de laquelle les données de Cauchy sont données, et
qui, de plus, a une orientation d’espace (n° 27) par rapport aux
conoides caractéristiques, soit a un
point déterminé en lequel on désire
trouver la valeur de la solution u
de I’équation donnée

(B) Fu) = f,

qui correspond aux données pré-
cédemment mentionnées sur S,
De ¢ comme sommet, on tracera un
demi-conoide I', que l'on suppose
délimiter avec S un volume limité I’
(fig. 8). On trace du méme point &
un point o’ de S, 3 Vintérieur de I', « Fuc. 8.

une ligne arbitraire £ (sujette uni-

quement, comme ci-dessus, 2 &tre intérieure & tout conoide ayant
un de ses points comme sommet), le point donné @ correspon-
dent A la valeur ¢, du paramétre. A J’aide de v et d’une fonction
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arbitraire y(¢), on construit la fonction v(z), solution de
G (v) == o; puis on substitue v ¢t la fonction inconnue u dans
la formule fondamentale

® // / [vF (W) — uG (V)] da,dryda,

dv du
:'//.<u—'d—;——v—d;———]4uv>ds.

Ceci n’est pas faisable immédiatement dans le domaine entier T :
il faut exclure les singularités de v, c’est-d-dire £ et, au pre-
mier abord, le conoide I'. Mais on voit aisément d’abord que ce
dernier n’a pas d’influence. En effet, remplacons-le par un conoide
avoisinant IV dont le sommet sera le point t = t,” de £. Sur I”,

. dar
on sait que I" est de 'ordre de (t, — t,"); et de méme pour 5
v
car on sait que la direction transversale & IV est la direction bi-
caractéristique, de sorte que —g~— est une dérivée par rapport 3 s :
v

par conséquent, en faisant tendre t,” vers ¢,, non seulement nous
pouvons prendre I' pour frontidre de notre domaine d’intégration,
mais aussi, comme dans la méthode de M. Volterra (que nous imi-
tons strictement), nous n’aurons aucun terme de surface corres-
pondant & inscrire.

77. Considérons maintenant la singularité £, que, tout d’abord,
nous avons a exclure de T. C’est ce que nous ferons a l’aide
d’une petite surface tubulaire C (correspondant au cylindre de
M. Volterra), qu’on obtient en égalant la coordonnée curviligne s
A une constante positive trés petite : c’est sur cette surface qu’on
doit prendre l'intégrale double du second membre de (F).

On peut négliger les termes ne contenant que v en facteur : car
cette quantité me devient infinie que comme log s, tandis que
I’élément de surface est de 1’ordre de s. Exprimons maintenant %-
Les =, sur C, sont donnés par :

ﬂ'lds = (—5/\—' 70;‘ —_ —a—- —d—é—> dz\d9, nzdS = ....,

au signe prés (ou, ce qui revient au méme, & une permutation
convenable entre les z prés). On obtiendra le signe exact dans
ces formules en remarquant que la direction des s croissants sur
chaque bicaractéristique est dirigée vers 1'intérieur du domaine
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d’intégration, de sorte qu’on écrira les quantités ci-dessus de
telle maniére que
oz,

oz
mos TGy

os

o2,
ds

-+ m, -+ m, »

c¢’'est-d-dire le. déterminant (Jacobien de x,, z,, z, par rapport
s, A0

Jzx, oJz, oz,
Jds oA a6
| Ox, Oz, oz,
P= s oA 06 |
ox, oz, oz,
os oA a6

soit positif (géométriquement parlant, que le triedre des direc-
tions s, A, 6 dans le sens croissant et le triedre des coordonnées
soient disposés de la méme manitre). Supposons (par une per-
mutation entre les x, ou un changement de signe de A, si cela
est mécessaire) qu’il en soit ainsi : alors, si on désigne par ¢,
2, 95 les dérivées partielles d’une fonction quelconque ¢, la
dérivée transversale de ¢ le long de C sera donnée (n°* 38-40)
par

dy 1 J0A 1 oA oz Jx
—L dS = — —_— == == =2 L
a Z "B 50 T2 0 A a0
1 oA Jz, Oz,
2 09, oOr 06 drds
1 oA dz, oz,
12 99, oA o8
1 oA ,
T oy & o
. 1 0A
== (sensiblement) s. - — 4 d.
(sensiblement) s 3 o, ¢’ @, | drdd
1 oA ,
_2— d?s 63 aa

(avec & = %%-), A cause de x; = o, + s£;. On peut employer,

HADAMARD, 12
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pour le déterminant ainsi donné comme facteur de dAdé, la nota-
tion abrégée

1 0A ,
(7) s K} 97 &«

On voit déjd que les coefficients des %‘} sont des fonctions

i
holomorphes de 6, A, s, qui contiennent s en facteur. On trouve
facilement la valeur de l’expression (7) en la multipliant par le

discriminant
1
5= ' H, H H

{2 i3

de H, ce qui donne ( si on remarque que les trois relations

Y, = _l_f)_é sont équivalentes A ¢ = 1 oH >

2 d 2 oy
oly, LoH 1 oHI
[7Y2 94 2 O

on multiplie ensuite par le Jacobien précédent j, ce qui donne :

9 9 97

Js )N a0

$ 1o sH(,ELE) *
MO * NO

Les éléments remplacés par le signe * sont sensiblement égaux
4 sM’;, donc, en tout cas, de l'ordre de s, mais deviennent de
I'ordre de s* dans I’hypothdse (') de M, mdcpendant de A le
déterminant ci-dessus contient ainsi s en facteur, et (7) est sensi-
blement égal, quand s est petit, &

A . Op dy
£ S HE0 6080 (N 52— M, 5.

Le déterminant j (qui est positif dans notre cas) est sensible-
ment égal 3
Jevos I«Es&'ml,

(1) Quand cette hypothése est réalisée, la direction A est sensiblement
transversale au plan mené par les directions 6 et s.
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de sorte que

Jfwara=f[vesnensien
.

& &
& & &
2, 2y 2,
av ov ov
[(No-;- 22 3 = M, 4+ ..) > 4+ (... 55(] drde

(les points représentant des termes d’ordre supérieur en s).

On peut éliminer %;— <et de méme g}) dans I’intégration du

terme correspondant <soit /] P —g—ov« dx d0> par rapport a 6,
une intégration par part.ies donnant wune intégrale simple
</ P v dA pour g = t,,to> el une intégrale double en v,

v '%92 dAdf, qui sont toutes deux infinitésimales avec s,
comme précédemment. Finalement, en tenant compte de (6 bis),
on n’a plus qu’d intégrer, par rapport & 6, le produit de I'inté-
grale

I e Tl (L )

N o, oq Oq
gl gﬁ ‘ ‘Sa
¢,  dg, df,

par la quantité
© — uJ/NA.

Une intégrale telle que (8), prise le long de la conique
H¢, & é)=0

décrite par le point dont les coordonnées homogenes sont &, §,, &,
est évidemment finie quand le point (a,, a,, o,) est & ’intérieur
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de cette conique (comme ¢’est le cas ici). On trouve sa valeur en
observant que la quantité & intégrer ne change pas quand on mul-
tiplie £,, £, & par un facteur commun quelconque (que ce soit une
constante ou une fonction de A), et que, dé plus, cette quantité est
multipliée par D! quand les variables £ (et aussi par conséquent
) sont soumises & une substitution linéaire de déterminant 0.
Comme, par cette dernidre opération, on peut réduire la forme H

2 52 — £ — &* (en désignant par £,, &, E, les nouvelles varia-
bles) et, par conséquent, prendre simplement &, = &, cos A,

g, = & sin A (le déterminant @ étant alors égal & y/A), inté-
grale ci-dessus est :

/2' dr 1 1
us——ulcoS)t—-—a,sm)\ t o 22 — o —

=+ U == 2
= JAH(ul,ag,ua VAN

Le signe dépend du sens dans lequel est décrite la conique.
Dans le cas actuel, comme on 1'a vu, ce sens doit &tre tel que le
déterminant au dénominateur de (8) soit positif. Comme le point
(&), &, &) appartient & la région extérieure au conoide [savoir
celle dans laquelle H (¢, &, &) < o], le signe correct est le
signe —. Le facteur y/N,A dans I’expression (9) étant détruit par
(8", 'intégration par rapport & 6 donne finalement

// u s — 217/2 ©u[a(®)]de.

de sorte que la formule fondamentale devient [puisque & (u) = f

at G(v) =o]

00 2 [ xoufela = [f [ viiodo,de,
£ § T

+ /(v—-—ui‘—,—-}—lluv)ds
8 d

C'est le résultat qui correspond exactement & celui de M. Vol-
teira, et il est évidemment subordonné, comme lui, aux observa-
tions précédentes.

Y
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78. Cas d’un plus grand nombre de variables. Nous
avons dit que la théorie de (e,) et de (e;) a été étendue par
M. Tedone aux équations analogues & m variables indépen-
dantes. De mdme que pour (e,) et (e;), les formules données
par M. Tedone (Annali di Mat., 3* série, t. I, 1898) pour
I'intégration de I’équation

, 1 Jd*u o’u du \

i g () =

ne donnent pas immédiatement la valeur de u,, mais une
intégrale de la forme

10 /‘o U (@y, -, Gy, ) (8, — ™3 dt.
[l

d’ol I'on doit déduire u., par une différentiation d’ordre
(m — 2).

On peut donc prévoir que les expressions [analogues aux
quantités (2) de M. Volterra] introduites par M. Tedone dans
ses calculs pour m impair se déduiront de la solution élémen-
taire par un certain nombre d’intégrations le long d’une

- ligne telle que £ (qui est, en 'espéce, une paralltle & I'axe
des t). On verra plus loin que tel est bien le cas; mais le
fait est qu’il faudra, pour cela, I’emploi d’intégrales géné-
ralisées, telles qu’on va les définir ci-dessous.

Auparavant, il faut nober une particularité remarquable
de ces solutions de M. Tedone. Si on considére la formule
de Poisson pour les ondes sphériques [formule (P) du
Livre II], on voit immédiatement qu’il faut différentier les
valeurs données de la fonction u,, tout au moins pour un
déplacement radial du point (z, y, z), de sorte qu’il y a lieu
de considérer cette fonction comme admettant des dérivées
premidres pour un tel déplacement, c’est-d-dire dans n’im-
porte quelle direction, puisque le point (o, Yo, z) est arbi-
traire, et ’on verra bientdt que 1’existence de telles dérivées
est aussi implicitement admise dans la formule (1°), Livre II,
concernant les ondes cylindriques. Evidemment nous pou-
vons considérer cette hypothése comme naturelle, car en
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I’absence de dérivées premidres, ou méme secondes, on peut
dire que I’équation différentielle elle-méme n’aurait pas de
sens (quoique des problémes impliquant de telles contradic-
tions apparentes soient trés souvent étudiés par les ana-
lystes) ().

Si maintenant on s’occupe des solutions de Tedone pour
les valeurs supérieures de m, on voit qu’elles impliquent des
dérivées supérieures des données, 1’ordre de dérivation étant
m . m 3 . . s .
5 — 1 pour m pair et 5 ~— 7 pourm impair : ¢ est-a-dire
de n’importe quel ordre, quelque grand qu’il soit, si le nom-
bre des variables indépendantes est suffisamment grand.

Qu’arrivera-t-il si les fonctions u, et v n’admettent pas de
dérivées jusqu’d l'ordre dont il s’agit ? Il faut s’attendre a
ce qu’aucune solution du probléme de Cauchy n’existe dans
ce cas.

Pour le démontrer en toute rigueur, nous partirons, non
pas des formules finales (auxquelles il a été fait allusion
ci-dessus) qui donnent la solution u elle-méme, mais des for-
mules préparatoires qui (comme il vient d’étre expliqué) don-
nent la valeur de la quantité (107).

On sait que cette quantité admet au moins (m — 2) déri-
vées, la (m — 2)° étanl, a un facteur numérique preés, égale
a u (t,); il suffit pour la validité de ceci que u soit fini et
continu : on est ainsi certain que toutes les différentiations
exécutées par M. Tedone sur les seconds membres des for-
mules en question [formules (11), (12), de son Mémoire]
pour obtenir les formules suivantes [formules (13) a (24)]
doivent &tre possibles.

Prenons simplement pour S I’hyperplan.(*) ¢t = o [de sorte
que ¢t = o dans l'expression (10)] et tenons seulement
compte de la premiére fonction donnée u,, la seconde u, étant

(1) Tel est le cas pour le probléme de Dirichlet, qui porte sur une équation
différentielle du second ordre et que cependant les analystes ont essayé de
résoudre sans méme supposer une dérivée premidre pour les données 3 la
frontitre. Naturellement, 1'équation différentielle perd toute espdce de sens
sur cette frontidre elle-méme, mais clle est supposée vérifiée dans tout voi-
sinage, quelque proche qu’il soit, de cette frontidre.

(2) M. Tedome lui-m&me traite n’importe quelle forme de S.
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supposée nulle. Choisissons aussi le cas de m pair (*) (de
maniére & éviter les difficultés qu'on va rencontrer un peu
plus loin).

Alors, si on désigne par r la distance

r = N/(wl — )+ o+ (T — an—y)*

entre un point (x,, ...., Tm-) de la variété ¢t = o et un
point (a;, ...., am-y), la quantité que l'on a & différentier
consiste (pour @ = 1), dans nos notations (*), en un produit
d’un facteur numérique par l'intégrale

m

t, 5 2
an / t, — r’> rM.dr,

ot M, représente la valeur moyenne de u, le long de l'aréte
(Livre I, n° 2, note) hypersphérique de rayon r dans 1’hyper-

lan S. Les ;n — 2) premiéres différentiations peuvent de
p 3 P pe

toute facon se faire sous le signe ; mais, le résultat ainsi
obtenu étant de la forme

11 ‘/tu rX (¢,, ) M dr,

ol X (¢, 7) est un polyndme homogdne (*) de degré = 2

2
en t,, r tel que & (t) = tX (¢, t) ne s’annule pas (excepté pour
t =o0), les % dérivées suivantes de ’expression (11) ne peu-
. . m . g
venl pas exister si les 7 — 1 premiéres dérivées de M,

n’existent pas (*).

(1) La conclusion correspondante pour m impair en résulte, par « descente »
(V. Livre IV).

(2) V. la formule (22), p. 13, de M. Tedone. M. Tedone désigne par m ce
que nous avons appelé m — 1, et par ¢ ce que nous appelons u,; son nom-

m
bre p est notre nombre P 1 (pour m pair).
(3) X (¢, 1) est (3 un fac:eur numérique prés) le polynéme de Legendre d’or-
m
dre — — 2,

(4) On voit immédiatement que la dérivée premidre de (11’) est égale &

ty (.8
Mtoé(to)"—/ M'T*érdr.
L] [}
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II. — La partie finie d'une intégrale simple infinie.

79. Grace aux considérations précédentes, on peut dire
que, tout au moins pour m = 3, la solution de M. Volterra
est complétement étendue & I’équation hyperbolique (nor-
male) la plus générale. On doit constater seulement son ca-
ractére indirect, reposant sur l'introduction de la courbe
arbitraire £, qui, bien entendu, doit entidrement s’éliminer
en fin de compte.

Si, par exemple, on désire intégrer I’équation des ondes
cylindriques

J*u d*u d*u
o T ow o5t

Ku = o,

il faudra prendre (comme cela résulte de I’expression de la
solution élémentaire, trouvée au Livre II) :

ChVK[@E — t,)* — r*)
42 V= / Vi—i—r

C’est I'expression que M. Coulon, dans sa Thése déja citée,
aurait di introduire dans ses calculs, pour imiter strictement
le procédé de M. Volterra. Sa complexité permet parfaite-
ment de comprendre pourquoi il n’a pas pu la découvrir, ne
connaissant pas la méthode générale pour l'atteindre. On

Le second terme de cetle quantité peut sirement se différentier, de sorte
que ce ne peut pas étre le cas pour l'expression totale s'il n’en est pas de
méme pour My .

En admettant donc que M, existe, la dérivée seconde de (11) contiendra
le terme ¢ (t,) M’;,, un terme en M;, et un terme intégral. Si on essaye alors
de dlfférentler une troisiéme fois, il est acquis que cela est possible pour
tous les termes sauf { (¢)) M’ do sorte que l'existence de M”;, est néces-
saire; et ainsi de suite pour toutes les dérivées, de sorte que la conclusion
du texte est démontrée.

Comme, sous le signe , le degré du coefficient de M, décroit d’une umité
m e :
de chaque opération & la suivante, la —2- —1 dérivée ne contient pas de

terme intégral de cette espdce, et, par conséquent, est représentée par un 8
étendu & I'ardte sphérique de rayon r = t,, comme c’est le cas pour (e,).
Nous rgviendrons sur cette différence tondamenta.le entre les valeurs
paires et impaires de m.
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voit en méme temps que cette complication est entidrement
due & une quadrature dont I’effet doit finalement disparaftre.

Est-il possible d’obtenir le résultat demandé sans avoir re-
cours A cette intervention finalement inutile ? Peut-8tre trou-
vera-t-on la chose digne d’étre tentée, quoiqu’on ne puisse
le faire sans introduire une notion assez paradoxale dont il
nous reste a parler.

80. Reprenons la différentiation dont nous venons de nous
occuper, ou, plus simplement, ’opération correspondante
sur des intégrales simples. Partons de I'intégrale

A
(43 ./ b et z

Si on essayait de la dxfférentler par rapport & b, nous
avons déja remarqué qu’il faudrait employer, dans la concep-
tion ordinaire, un changement variable convenable (aisé &
trouver d’ailleurs), une différentiation directe apparaissant
comme impossible : en effet, cette derniére consisterait &
écrire 1’expression absurde

b
, 1 A(z)dx A(x)
43) —~/ — 3 * [‘ﬁt—ﬂ

Jg (b—az o=

somme de deux termes dont le premier n’a pas de sens puis-
qu'il contient un infini d’ordre %SOUS le signe f et dont
le second n’a évidemment aucun sens.

Cependant, il y a un moyen immédiat d’effectuer direc-
tement (c’est-a-dire sans changement de variable) cette diffé-
rentiation : il consiste & remplacer a ‘
I'intégrale réelle (13) par la moitié de 5)
I'intégrale complexe prise le long
d’un lacet formé de deux lignes le
long de ab, reliées par un petit arc de cercle autour de b

(fig. 9) : la différentiation ne présente aucune difficulté pour
un tel circuit ().

Fie. 9.

(1) On a supposé ici que A était analytique : hypothdse dont on peut faci-
lement se débarrasser d¢s que A est supposé avoir une dérivée.
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80 bis. Evidemment, il doit exister, d’'une maniére ou
d’une autre, un moyen d’arriver au méme but sans intro-
duire des quantités complexes. En fait, il suffit de remar-
quer que (en remplacant b par x & la limite supérieure), non
pas 'intégrale

"

_A@

(14) dr,

2
a (b—m)2

mais la somme algébrique

/ A(x) dr — 2 - :l‘)\(ﬂ?)
a (b —1x)72 N/ -

tend vers une limite parfaitement définie quand a tend
vers b. De plus, il en est de méme pour

<15> f Mok
e (b—1x T

si B est une fonction quelconque de x, & condition qu’elle
soit dérivable (ou qu’elle vérifie tout au moins la condition
de Lipschitz [B(z;) — B(x)| < K |x. — x.]), et telle que
B(b) == — 2A(D).

De plus, le résultat oblenu est indépendant du choix de
cette fonction B, sous les conditions précédentes : ceci pro-
vient du fait que le dénominateur est d’un ordre fraction-
naire, tandis qu’'un changement de la fonction B (avec nos
hypothéses) changerait le numérateur par I'introduction de
termes contenant au moins en facteur (b — x) & la premieére
puissance, de sorte que les termes correspondants de la
fraction s’annuleraient nécessairement pour x = b. Par
conséquent, pour calculer la limite de ’expression (185), on
n’a pas besoin d’indiquer quelle fonction particuliére B on
choisit. On désignera cette limite par la « partie finie » de

Jeol
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I'intégrale de (13") et on 1’écrira

b
s / Aw
. b — o7

a

le signe [~ s’énoncant « partie finie de ». Conformément
a ce qui préceéde, cette expression signifiera la limite de la
somme de l'intégrale (14) et d’un terme {ractionnaire addi-

tif en (b — x) de la forme —= ) == en prenant pour B une

(:1:
Jbh —

fonction quelconque telle que :

a) elle puisse étre différentiée au moins une fois (ou que
tout au moins elle vérifie la condition de Lipschitz);

b) la somme en question ait une limite (la valeur de cette
limite étant indépendante du choix du terme additionnel,
du moment que B remplit les conditions ci-dessus).

Mais la définition précédente suppose que A lui-méme
remplit la condition de Lipschitz.

Si A est analytique, on peut tout aussi bien définir I'ex-
pression (16) comme la moitié de I'intégrale correspondante
prise le long du lacet mentionné plus haut.

81. Il n’y a aucune difficulté & définir le méme symbole
pour des ordres supérieurs d’infinitude, & condition qu’ils
soient fractionnaires. L’intégrale

2w \
/ A (@) . dx
ARG — )ty

n’a aucun sens (p étant un entier), mais on peut définir la
quantité

b
(16 / AW g,
v, (b— z)p+_2-

(« partie finie » de l'intégrale en question) :
1° Si A est analytique, comme moitié de 1'intégrale
correspondante prise le long du lacet ab;
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2° A étant simplement supposé admettre p dérivées dans
le voisinage de b, comme limite, pour z = b, de la somme

, A(x) B(z)
as) / (b — x)PH dx _(_b )t

B(x) étant de nouveau une fonction quelconque, sous la
double condition :

a) que la limite en question existe;

b) que B admette p dérivées, au moins, dans le voisinage
de x = b.

On peut vérifier immédiatement par le calcul (voir plus
bas) que les deux définitions concordent.

Le choix arbitraire de B n’a, ici encore, aucune influence
sur la valeur de la limite obtenue : car la condition (a) dé-
termine les valeurs des (p — 1) dérivées premiéres de B
en b, de sorte que ce qui reste arbitraire dans le numérateur
du terme additif est au moins un infiniment petit d’ordre
(b — x).

On peut dire britvement — le sens de ceci ayant, nous
I'espérons, été rendu clair par les explications précédentes
— qu’on donne une valeur & 'intégrale en en retranchan
des infinis fractionnaires en b.

Il ne faut cependant pas oublier que A lui-méme est sup-
posé admettre les dérivées correspondantes en b.

82. Naturellement, on pourrait aussi introduire la méme
conception pour l’intégrale

l A(x)dz -
f b — .1:)"+"’

ou p n’est plus nécessairement égal & }, mais est encore
nécessairement compris entre o et 1, limites exclues : cette
quantité peut se définir dans les mémes hypothéses que
(16) ou (16").

Elle peut aussi s’exprimer, comme dans les cas précé-
dents, & l'aide d’une intégrale complexe prise le long du
circuit de la figure 9, intégrale qui, cette fois, devrait &tre
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divisée par 1 — e**. Elle peut donc étre aussi considérée
comme obtenue par différentiation de

v A(z)
(b — ) '

’ "o A(z)dx
A [(@ — a) (b — z]*+t "’

ob la quantité & intégrer est infinie aux deux limites, est
la moitié de I'intégrale complexe correspondante le long du
circuil de la figure 9 bis. Pour I'intégrale analogue

b A(z)dx
e [@—a (b —o)*+

(1)

L'intégrale

on devrait donner au circuit une forme telle que celle re-
présentée dans la figure 9 ter, de maniére que la quantité
4 intégrer revienne & une valeur finale égale & sa valeur

initiale.

FiG. 9 bis. Fic. 9 ter.

11 est clair qu'on pourrait aussi introduire d’autres fonc-
tions que les puissances de (b — z), et qu'on pourrait
les traiter de la méme maniére; par exemple :

83. De telles considérations pourraient méme &tre éten-
dues dans une certaine mesure pour

v A(z)
(17) -A '(—B"?x—);- (ll'v

avec p entier.
Cette expression peut se réduire & une valeur finie par
addition de termes

B(z)

(17b18) W

+ B,(x) log (b — x).
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Mais, pour p > 1, on pourrait, en ajoutant & B(x) des
termes en (b — x)*!, modifier le résultat d’'une mamniére
arbitraire. Dans ce cas, ce résultat n’est pas déterminé quand
on ne connait que l'intégrale (17), mais demande la con-
naissance des termes additifs (17 bis).

Ceci ne s’applique pas & p = 1. Mais, d’un autre cdté, le
résultat obtenu n’est pas invariant quand on change de
variable, comme on le verra plus loin dans le cas de p frac-
tionnaire. On a cependant déja employé en calcul infini-
tésimal quelques opérations de ce genre, mais avec une spé-
cification explicite des termes additifs (17 bis) : tel est le
cas pour la « valeur principale » de Cauchy, et de méme
pour certaines formes des dérivées secondes d’un potentiel
d’espace Newtonien (tel qu'on les emploiera plus tard,

n° 415 bis).

84. Calcul effectif. — Un moyen simple d’obtenir la quan-
tité (16) consiste & trouver d’abord

b ‘
dx 2
NS
« (b —1x)2 (b — a)?

a

8

puis & remplacer A (z) par [A (x) — A (b)] + A (b), de
sorte que I'expression se résout en

* A(x) — A(b) J
A — AW 4,
(b —x) 7

a

intégrale généralisée ordinaire (puisque A est supposé véri-
fier la condition de Lipschitz), et en

2A(b) .
b—a)7

De méme, pour calculer

j A(z)dx
' (b — )t
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on extraira de A (x) son développement suivant les puis-
sances de (b — x) par la formule de Taylor jusqu’au terme
en (b — x)™', ce par quoi 'expression devient une inlé-
grale ordinaire; on doit alors intégrer (& notre sens actuel)

des termes tels que
v az
1 '[ (b — g)ors’

dont la valeur est

1 1
< i (b — a)9—t
de sorte que
14
(16bis) A@dz Ab) b
(b — pptt ( "
e p— —) (b — ayo—s

(—1)p—1 Atp=D) (b) i b Al (x)dx
1 . (b — gyt
p—1U15 b—ap

A @ =A@ — [A) — A(b) ib—z) + -

= P AR B) b — 2.

Ceci équivaut & utiliser la premiére définition en prenant,
pour B(z) :
B A(b) A’(b)

b — 24 AW p—i p-—
< ~§)(b—z) (p——-)(b~x)

_4)r1 Al—D) (]
oy D (b

ip — 1)1 —; (b — )

Si on admet que B(x) est choisi de cette maniére, on voit
que ce qu’on peut appeler le « reste » de I'intégrale généra.
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lisée — c’est-a-dire la différence entre (18) et sa limite —

est A
x
/ (b )vH dx

Par conséquent, on en aura une limite supérieure — sa-

voir M(b — x) — si on en a une pour la valeur absolue de

Az ) 8 li
b — a7 ou, ce qui revient au méme, une limite supérieure

M pour la dérivée p“™* de A (divisée par p!) dans le voisi-
nage de x = b.

Si A est une fonction, non seulement de x, mais d’un
certain nombre de paramétres e, B8, .... (desquels b peut
aussi dépendre), mais avec M indépendant de «, 8, ...., le
reste peut s’évaluer en fonction de |b — z| indépendam-
ment de «, 8, .... : on peut dire que (16") converge unifor-
mément.

85. Propriétés principales. — Les rdgles de calcul concer-
nant un symbole tel que (16") sont généralement tout & fait
identiques aux régles qui s’appliquent & des intégrales ordi-
naires, en ce qui concerne les égalités, telles que :

b b * b
e

En particulier, on peut y effectuer un changement de va-
riable, & condition qu’il soit régulier en b, c’est-a-dire que
I'une des variables ait, par rapport & P'autre, une dérivée,
finie et différente de zéro, de sorte que 'ordre des infini-
ment petits au voisinage de b ne soit pas changé.

Mais toute propriété impliquant des inégalités demande
des précautions appropriées. D’abord, on ne peut rien con-
clure, quant au signe de l’expression

l A(z)dzx
/(b + z)vH

de la connaissance du signe de la fonction A dans notre
intervalle d’intégration, comme le montre immédiatement
Fexemple de I’expression (18).
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Limitation des valeurs des intégrales généralisées. — Ceci
s’applique en particulier & la recherche de limites supérieu-
res des valeurs d’expressions telles que (16"). Pour ceci, il
n’est pas suffisant, comme cela le serait pour des intégra-
les ordinaires, d’avoir une limite supérieure de la quantité
& intégrer et de l'intervalle d’intégration.

En calculant

y _ ~ A(@)dz
(169 I = I/ b — nra

comme on l'a fait au numéro 84, on trouve immédiate-
ment (en raison de l'expression bien connue du reste de la
série de Taylor) que :

[A(b)] [A7(D) ]
19 I < 1 1 —+ 3 5
< ——72-> b—a’ 3 (p——§-> b—aP 7
4. |AP-1(B) | 2(Ap) N

} T+
(p—i)!-é- (b—a):?

ol (A,) est une limite supérieure du module de la dérivée p°
de A dans ab.

Par conséquent, on peut limiter la valeur absolue de I,
siona:

1° Une limite supérieure et une limite inférieure de I'in-
tervalle d’intégration;

2° Des limites supérieures des valeurs absolues de la fonc-
tion A et ses p premiétres dérivées (*) (de A elle-méme et

(1) 11 est facile dc donner des exemples d’expressions telles que (16”) qui
prennent des valeurs aussi grandes que 1'om veut quoique A reste fini. Il
sulfit de prendre la suivante :

b [(Nz)dx
o o

N étant un nombre positif trés grand et / une fonction finie pour toute va-
leur, quelque grande qu’'elle soit, de z. En effectuant le changement de va-

HADAMARD, 13

I =
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de ses (p — 1) premiéres dérivées en b, de la p°® dans I'inter-
valle), ou tout au moins [car 'intervalle peut se décom-
poser en (a, b — ¢) et (b — ¢, b)] les limites supérieures
de la valeur absolue de A dans (e, b) (comme d’ordinaire),
des (p — 1) premitres dérivées pour z = b et de la p° dans
un certain intervalle partiel (b — ¢, b) adjacent & b, inter-
valle dont I'amplitude inverse 1/¢ entrera aussi dans les
limitations, de sorte que, si a tend vers b, 'intégrale géné-
ralisée ne tendra pas vers zéro, mais, en général, vers 1'in-
fini.

86. Continuité. — En remplacant la fonction A par une
autre fonction A, I étant ainsi remplacé par T, et en appli-
quant la limitation susdite & la différence (I — I), on voit
que la valeur du symbole (16") est continue d’ordre p, mais
non évidemment d’ordre zéro, par rapport & la fonction A.

81. Diftérentiation. — D’aprds la premidre conception
qui nous a conduit & notre nouveau symbole, on voit immé-
diatement qu’il admet directement la différentiation par
rapport a b, laquelle s’exécute en différentiant sous le signe

et en n’écrivant aucun terme correspondant i la limite

supérieure, ces derniers termes étant compris dans les ter-
mes fractionnaires infinis qu’il y a lieu d’ajouter pour que
Pintégrale ait une limite.

Il s’ensuit que toute équation différentielle (linéaire) qui
serait vérifiée par lintégrale (considérée comme une fonc-
tion de b), si elle était prise entre les limites constantes
a, c, l'est aussi quand une des limites est justement b.

C’est, comme on l'a noté au numéro 73, la remarque
fondamentale de Darboux.

riable Nz = z, on voit immédiatement qu'on a 1'égalité asymptotique :
I =— Nr—i Il,

I % f(z)dz
L ‘/: 20— '

Si alors I, différe de zéro, I croitra indéfiniment comme Ne—4,
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II. — Cas des intégrales multiples.

88. On étendra la notion précédente aux intégrales mul-
tiples, par la réduction habituelle de celles-ci & des intégra-
les simples. Soit (par exemple dans l'espace ordinaire) une
intégrale telle que

A, y,2)
@) / / ‘/; o dodyds,

une partie S’ de la limite du domaine d’intégration T étant
la surface G = o, avec I’hypothése essentielle que cette
partie de la frontidre ne contient pas de point singulier,
c’est-d-dire qu'en aucun de ses points les dérivées partiel-
les premidres de G ne s’annulent en méme temps. Alors,
pour un point voisin quelconque, la distance a la frontiére
(ou plutdt & la partie 8’ qui vient d’en &tre considérée) est
un infiniment petit exactement du méme ordre que la va-
leur de G. )

aG N~
Supposons, d'abord, que - en particulier est partout

520, et méme qu’une parallele quel-
conque a l'axe des z coupe la sur-
face en question en un seul point ]

|
|
|
I
: )
|
15
-

z = z, et sous un angle fini,
de sorte que l'on peut écrire
G = (z — 2,)G,. Supposons de
plus, pour l'instant, que chaque _ L -~

partie de la frontiére adjacente a
(3 = o consiste en une surface cylin- __
drique parallele & I'axe des 5 (fig.
10). On écrira alors, par définition :

X TR
2) [/‘/‘fT-Gmdxdydzszdxdyl‘LGTﬂ—dz
=//dxdy

2

Fic. 10.

. G,”“ (z — z‘)wl !
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si, par exemple, le segment (z, Z) intercepté par T sur
une paralléle quelconque & 1'axe des z a z, comme limite infé-
rieure et si la limite supérieure Z ne correspond & aucune
singularité de la quantité a intégrer.

Si { est une fonction de z, y et d’un parameétre trés petit
¢, infiniment petite avec ¢ et développable suivant les puis-
sances de ¢ au moins jusqu'a l'ordre p, le terme en ¢ étant
lui-méme toujours différent de zéro, ceci signifie qu’on prend
la limite de

) * z A
(22) /f dxdy‘[w; ey dz

aprés soustraction de termes convenables, infinis d’ordre

[ractionnaire en ¢ <sav0ir de la forme

ds(xryv E) ‘__ aso(xyy) + € 65) + e + ep—l wﬁ—‘ >

P} ep—t

avec la condition que la convergence de

z A
“ll Goti dz

soit uniforme (n° 84) quand z et y varient, pour qu’il soit
permis d’échanger le passage & la limite et I'intégration par
rapport & x, y, ce qui sera le cas si

o (2 )
G,r+}

4
0z,

est compris entre des limites finies sur toute la surface $'
et dans son voisinage. D'un autre cdté, G est supposé ad-
mettre des dérivées jusqu’au p° ordre par rapport a z, y,
z, de sorte que tel est aussi le cas, sur la surface en ques-
tion, pour z considéré comme fonction de z, y.

Cette définition, ainsi présentée, est évidemment équiva-
lente & la suivante.
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Supposons que le voisinage de G = o soit séparé du do-
maine T par une surface (v) telle que

() G =~y vy, 3 ¢,

dans laquelle v désigne une quantité ayant avec zéro un
voisinage d’ordre p (n° 20), — c’est-d-dire trés petite, en
méme temps que ses dérivées partielles jusqu’a l’ordre p,
quand ¢ tend vers zéro. Par exemple, soit y égal & <D, en
désignant par D une expression dérivable indépendante de
e. Alors, si on I’étend au domaine T, déduit de T en retran-
chant ce voisinage T, de la surface, 'intégrale ne tendra
pas vers une limite quand ¢ tend vers zéro; mais elle en
admettra une si on en soustrait une expression convenable-
ment choisie de la forme

B By = Bye 4 oo 4= B,
(23) ,,(_eb) - e +EH aa ol

(ce qui, naturellement, détermine complétement les coeffi-
cients B). Cette limite est égale & (21) — car (r) peut évi-
demment s’écrire sous la forme z = z,(x, y) + { — et, par
conséquent, est entidrement indépendante du choix de la
fonction D ou méme de v, avec les conditions spécifiées pré-

cédemment.

89. Mais cette nouvelle forme de la définition est aussi
indépendante des restrictions précédentes concernant la po-
sition du domaine T par rapport aux axes de coordonnées.
Le calcul peut é&tre lui-méme rendu indépendant de ces res-
trictions (sous des conditions de régularité qu’'on va spéci-
fier) & l'aide d’une transformation ponctuelle.

En supposant ici un nombre quelconque m de dimen-
sions, rapportons le voisinage de G = o A un systdme de
coordonnées curvilignes dont I'une sera G, les autres étant
désignées par Ay, Ay, ..., Amy, telles qu’elles admettent
des dérivées jusqu’'au p° ordre par raport aux coordonnées
Cartésiennes et que le Jacobien K ne s’annule jamais, 1’élé-
ment de volume étant :

dT = dz,dx, .... dr, = KdA, d], ... dA,_, dG
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ot Kda,, dA,, ..., dAn_; est précisément ce que nous avons
daT .
appelé précédemment drg, ou le quotient H—G'> 8’il en
est ainsi, les courbes

A, == comst., A, = comst.,, ..., A, = const.,

qu'on désignera par ! et qui remplaceront maintenant les
paralléles & I'axe des z, doivent couper S’ sous des angles
finis.

Supposons d’abord que chaque partie de la frontidre ad-
jacente & G = o est un lieu de courbes coordonnées .
1l faut immédiatement noter que cette hypothése, jointe a
celles qu’on a déja faites, implique :

1° que la surface G = o est régulidre (n° 9) : plus exac-
tement, qu'une de ses coordonnées cartésiennes, considérée
comme fonction des autres, a des dérivées partielles conti-
nues jusqu’au p° ordre;

2° que chaque portion de la limite adjacente & G = o a
la méme propriété;

3° que de telles limites coupent G = o sous un angle qui
ne s’annule jamais (ni ne devient jamais égal & ).

Ces conditions sont nécessaires pour la validité de la défi-
nition que 'on va donmner. Réciproquement, si elles sont
vérifiées, on peut trouver, d’une infinité de maniéres, un
systéme de coordonnées curvilignes tel qu'on I'a admis ci-
dessus. Alors, on peut prendre :

SSS, dz, dz, - — | SSS Kdx, da, - dA,_, dG

T (w +3 T (v+! m-1

AK
, / o 46,
cette troisidme forme de la définition étant encore évidem-
ment équivalente & la seconde (et, par conséquent, indé-
pendanle de la transformation ponctuelle employée, sous
I'hypothase susdite) (*).

=88 dr,dr, A,

(1) 11 arrive gouvent que 'emploi des coordonnées curvilignes n'est possible
que dans le voisinage de la surface singulidre S’. Il sera alors commode de
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On obtient la partie finie de 1’intégrale simple suivant !
en la prenant & partir non de G = o, mais de G = v, puis
ajoutant un certain terme complémentaire

B,
.yp~é

ol B est une fonction régulitre de A,, A5, ..., Any, v (et
aussi, par conséquent, des ). En intégrant par rapport aux
A, on aura évidemment une intégrale (m — 1)"' le long de
(r), savoir :

@4) §8 (:i dA dA, - d)

Y
et on obtiendra la valeur de (21) en ajoutant §§8r. et
(24), puis faisant tendre ¢ (et par conséquent y) vers zéro.

Pour p = 1, le terme complémentaire (24) peut s’écrire
de maniére que son indépendance par rapport au choix
de la transformation ponctuelle soit mise en évidence,

savoir (en raison de notre remarque préalable concernant
KdA, dr, ... dAy)

m=1"

A
— 92 SS '77 d,-G.

90. 11 sera utile pour la suite de remarquer qu’une des
restrictions géométriques précédentes peut tre levée. Si.
par exemple, pour 'expression (20), on veut commencer par
intégrer par rapport & z, on peut le faire méme si certai-
nes parties S” de la limite de T, adjacentes & G, sont incli-
nées par rapport a I'axe des z.

Pour le voir, coupons de nouveau T (les deux parties ainsi
séparées étant de nouveau désignées par T, et T,) par la
surface (7), laquelle coupe S” le long d’une certaine aréte A’
(une ligne, dans l’espace ordinaire). Si, par chaque point
de A’, on méne une paralldle 3 I'axe des z, jusqu’a sa ren-
contre avéc G, on engendre ainsi un cylindre G, dont la

diviser T en deux parties, une partie centrale T” ou l'intégrale se calcule
comme d’ordinaire, et une autre partie T’ contenant tout le voisinage de S/,
ol on emploiera 1’expression (28). - !
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région intérieure (*) sera la région remplie par les paralléles
a Paxe des z qui rencontrent (r) & l'intérieur de T. Soit
® la partie commune & cette région intérieure et & T; soit J

I’intégrale
——— dxdyds
/ - Grtd yaz

étendue & B, tandis que I, sera l'intégrale (ordinaire) éten-
due 3 T,.

En raison de la forme cylindrique de C, l’intégrale J
s’exprime comme on l'a
déja exposé, savoir :

. Z A
J=//:ldzdy| L oy

z, $tant encore 1'ordonnée
de G et Fintégration dou-
ble élant étendue & la

Fie. 11. base s, du cylindre C sur le
plan des zy. Si on désigne encore par z, — { Uordonnée
correspondante de (7), et que { dépende de e de la méme
maniére qu’auparavant, on a, par la définition de notre
symbole,

. ' ‘z z Bz ye)
jlxy) = / :f -+ p_il + (@, Y,
21 s1+ €

® (x,y, <) étant une fonction qui admet un développement
de Maclaurin suivant les puissances de ¢ au moins jusqu’au
p® ordre, et 4 =5 (x, y, ¢) un infiniment petit. Ceci donne,
en intégrant dans s,,

S[iwndeay=3=1+ [[racay
1 .
+ o [[ @@y
eP—h

(1) On suppose, pour plus de commodité, qu'on est dans le cas (qui est
celui qui nous intéressera) ot les parties uliles de §” — et méme le domaine
entier T — se projettent sur le plan des xy A Vintéricur de I'aire s d’inté-
gration de I. La figure 11 représente une section de T, do T (ce dernier
ombré), etc., par un plan paralitle & 1’axe des z.

J =
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Mais I'intégrale double en 75 est aussi infiniment petite
avec ¢ (*); et, dans le dernier terme, a cause de la régularité
supposée de (v) et de S, le second facteur (pour lequel il
faut tenir compte de la variation simultanée de la quantité
a intégrer et de I'aire d’intégration) admet des dérivées suc-
cessives (*) en e. Il est, par conséquent, lui-méme un déve-
loppement de Maclaurin [au moins jusqu’au (p — 1)° ordre],
de sorte que
B(e)

Pt

(25) J — il = ¢, —+

ou ¢, représente la quantité infinitésimale / /;; dr dy et

ou B () est encore régulier en e.

Si on désigne maintenant par I I'intégrale (21) que l’on
veut calculer, la différence I — J sera, en général, infinie
(c’est le cas pour des intégrales simples prises le long de
génératrices du cylindre € quand leur longueur tend vers
76ro); mais cet infini sera un infini fractionnaire de la
forme (23) puisque J — I, (comme on vient de le démon-
trer) et I — I, (par définition) sont tous deux de cette

forme. Ceci équivaut & écrire
/ dzdy f o

(26) 1= l/f (x, y)dzdy ==

de sorte que le calcul de la partie finie de I'intégrale triple
se réduit & deux « parties finies », I'une d’une intégrale
simple, 'autre d’une intégrale double.

Ceci reste évidemment valable pour des intégrales & un
nombre quelconque de dimensions, et aussi lorsque les
paralldles & 'axe des z sont remplacées par des courbes [
telles qu’on en a déja considérées.

(1) On admet que 4 tenyg uniformément vers zéro par rapport & z, y, ce qui
est légitime (no 84) quand la pe dérivée %<L‘%ﬁ) est finie dans tout le
voisinage de §”.

(2) Cependant, il faut noler que ceci suppose 'existence de dérivées de B
msqu’é Vordre (p — 1) par rapport & x, y, 2, de sorte que, comme B contient
‘p — 1) d¢rivées do A et de G, (par rapport & 3), il faudrait des dérivées de
‘a quantité 3 intégrer jusqu’a ] ‘ordre (2p — 2).
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Par conséquent, de telles courbes ne sont pas assujetties
a 8tre tracées sur la partie non singuliére S du contour.

Quant & la condition que 1'angle entre 1'une d’elles et la
partie singulitre G ne devienne nulle part infinitésimal,
elle reste essentielle, comme on le verra par des exemples,
quand on emploiera ce mode d’évaluation.

91. Ceci s’applique aussi & notre premiére hypothése con-
cernant la régularité de la surface.

Si la surface frontitre G = o posséde un point singu-
lier a (ce qui sera justement le cas dans l'application dont
nous aurons surtout & nous occuper), on devra procéder
exactement comme pour des intégrales généralisées ordi-
naires, ¢’est-i-dire séparer le voisinage de ce point singulier
par une petite portion de surface =, puis passer & la limite.
3 doit seulement avoir avec le point singulier un voisinage
d’ordre p, c’est-d-dire que, par une extension naturelle du
numéro 20, non seulement le rayon vecteur () qui joint
le point singulier & tout point de 3 doit &tre trés petit, mais
aussi ses dérivés jusqu’au p° ordre par rapport aux cosinus
directeurs de sa direction, condition qui est, d’ailleurs, trés
généralement remplie (par exemple, si 3 dérive d’une sur-'
face régulitre fixe par homothétie par rapport au point sin-
gulier, ou par translation, etc...). On cherchera pour cha-
que cas si la limite existe (quoiqu’on puisse sans doute
former sans grandes difficultés des conditions suffisantes
assez générales).

92. Néanmoins, les considérations précédentes s’appli-
quent encore quand G est le produit de deux facteurs
G = G'G”, de telle maniére que G = o est composé de

(1) De tels rayons vecteurs peuvent dtre pris rectilignes, mais peuvent aussi
bien (ce qui est équivalent, en raison des régles classiques du calcul différen-
tiel) &tre pris le long d’un ensemble régulier *melconque de courbes,
c’est-d-dire d’un ensemble de courbes passant par a, dépendant de (m — 1)
paramdtres (par exemple, m — { des cosinus directeurs de leurs tangentes
en a) et telles que des dérivées continues des coordonnées par rapport A
ces paramdtres et & l'arc s, existent jusqu’d I’ordre p, le Jacobien ne s’an-
nulant jamais. Nous emploierons cette méthode, en nous servant des géodé-
siques (n° 55) issues de a, et nous reviendrons sur le sujet & cette occa-
sion (V. n° 106).
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deux parties G’ = o, G” == 0, qui se coupent : c’est ce qut
arriverait si, par exemple, T était un rectangle, G désignant
le produit des quatre cdtés.

Supposons, par exemple, que G = zy, le domaine d’inté-
gration étant dans la région z > o, y > o. Alors, pour

définir I'intégrale
A(z, y)dzdy
/ j Tt gty yrh

on commencera (') par limiter 1'intégration d x > ¢, y > "
— en désignant par ¢ et ¢” deux nombres positifs petits —
aprés quoi [comme il apparait si on développe A (x, y) sui-
vant les puissances de x, y et qu'on calcule

/ _dzdy (@r=01.2 ..., p)]

et yr+b

I'intégrale peut étre rendue finie en soustrayant des termes
complémentaires en

B B B

. 3 P o

27

(B désignant des quantités régulidres en ', ¢”). En réduisant
le cas général G = G'G" au cas précédent par une transfor-
mation ponctuelle (ot G’ et G sont pris comme nouvelles
variables x et y), on obtiendra alors le m&me résultat par
des termes complémentaires de la forme susdite (si T, est
séparé de T, par les surfaces G’ = ¢/, G” = ¢”)," avec la
méme signification pour B. Etant donné que la troisidme
ospéce de termes posstde, comme les deux premiéres, la
propriété de ne jamais rester finie pour des valeurs infinitési-
males quelconques de ¢, <7, sans s’annuler, la théorie pré-
cédente est encore applicable : ¢’est-a-dire qu’il y aura une

(1) Nous simplifions le raisonnement en supposant qu’on §’est donné non
seulement les deux surfaces G’ = o, G = o, mais aussi les premiers mem-
bres G/, G” de leurs équations (ce qui n'était pas nécessaire dans ce qui pré-
cdéde); cette condition sera remplie dans l'application qu’on aura A faire
du résultat actuel, de sorte qu’il ne sera plus nécessaire de prendre les
surfaces de séparation (r) sous la forme plus générale du n° 88.
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infinité de maniéres de choisir les termes (27) de fagon a
obtenir une limite finie, mais que cette derniére aura la
méme valeur quelles que soient les méthodes employées.

En général, rien de semblable ne subsistera pour d’autres
sortes de singularités de G = o. Il faudra prendre les pré-
cautions auxquelles il a été fait allusion dans le numéro
précédent, et on verra d’ailleurs qu’elles changent effecti-
vement le résultat.

93. On peut répéter pour les intégrales multiples tout ce
qui a été dit sur les égalités et les inégalités relatives aux
intégrales simples. En particulier, il est permis de changer
de wvariables si les dérivées partielles mutuelles existent
jusqu’au p°® ordre ¢t que le Jacobien ne s’annule en aucun
point de la surface de singularité G = o.

On effectuera la différentiation, dans le cas ol le pa-
ramétre influe sur la forme de la partie singuli¢re du con-
tour G = o, sans écrire aucun terme correspondant & cette
influence (puisque tel est le cas pour I'intégrale simple prise
le long de chaque ligne 1).

On obtient une limile supéricure en intégrant le long des
lignes (*) [ et en appliquant & chaque intégrale simple la for-
mule (19) (n° 85). Dans ce but, on doit encore, naturelle-
ment, connaitre des limites supérieures de la quantité & inté.
grer et de ses dérivées jusqu’au p° ordre, et, réciproque-
ment, cela sera suffisant, si on connait des limites tant
inférieures que supérieures pour les longueurs des arcs de
courbes I comprises dans T.

94. En un mot, notre nouveau symbole consiste & donner
a l'intégrale une valeur par soustractien d’infinis fraction-
naires. Il arrive, par conséquent, que, dans le calcul, on ait
A supprimer de tels infinis fractionnaires : si deux intégra-

(1) Si on opére comme au n° 90, il faut connaitre des limites supérieures
pour les dérivées jusqu’d Vordre 2p — 2; d'um autre cOt6, il ne sera plus
nécessaire de connaitre des limites inférieures pour les longueurs des arcs
des courbes ! compris dans T (mais seulement celles des angles entre ces
courbes et G = o).
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les différentes de la catégorie précédente, étendues au méme
domaine T, sont telles que, étendues & 1", elles différent par
une quantité qu’'on sait étre nécessairement de la forme
(23), leurs parties finies doivent &tre égales, et, par consé-
quent, il ne doit 8tre tenu aucun compte de la différence
en question.

Par exemple, supposons, dans la formule (¢) de Green,
que la partie & intégrer du premier membre soit de la forme

B,
—— et les €, de la forme —— ol les B sont de nouveau
Grit G+

des fonctions réguliéres des x. Si la frontidre du domaine
d’intégration T est entitrement constituée par une surface
G = o (sur laquelle on fait toujours les mémes hypothéses
générales), la partie finie de Uintégrale multiple correspon-
dante sera nulle. Car, si on la prend d’abord sur la sur-
face

(T) G =Y(mpzz)~'”vxm E),

cette intégrale [en raison de l'identité (g) en question] se
réduira & un infini fractionnaire en ¢ : ce qui équivaut a la
conclusion précédente.

Si certaines parties 8’ seulement du contour appartien-
nent & G = o, il ne faudra écrire que les §§ relatifs aux
portions restantes S” — ou plutot les parties finies de ces
SS — : la formule (¢) s’écrira :

sssT = - sssu.

Ceci devient intuitif si on emploie les variables complexes
comme aux numéros 80-84. Pour simplifier I'interpréta-
tion géométrique, bornons-nous & une intégrale double

A .
/ / _(x_,wy;_)-glid__y étendue 3 un rectangle ayant un de ses

cOtés le long de & = o. En laissant y réel, on remplacera
x par -+ iz’ et on considérera ' comme une troisiéme
coordonnée dans l'espace & trois dimensions. I est alors
égal & la moitié de I'intégrale prise sur un feuillet double
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qui serait plié autour de x = o et qui couvrirait deux fois
le rectangle (ou, si on préfére, prise sur un demi-cylindre
elliptique infiniment plat, ayant une focale le long de
x = o et ayant le cdté opposé comme axe).

Si on prenait
A(z, yydz dy
// [z(a —z) ]+
le rectangle d’intégration ayant £ = o0 et £ = @ comme
cbtés opposés, on considérerait un segment d’un cylindre
elliptique complet ayant ces cOlés comme focales.

Dans tous ces cas, la relation avec une intégrale curviligne
apparaitrait immédiatement & l’aide de la transformation
précédente (cette intégrale étant prise le long des cotés
du rectangle qui correspondent & des bords de la surface
cylindrique et qui sont au nombre de trois dans le premier
des deux exemples précédents, de deux dans le second).

IV. — Quelques exemples importants.

95. Nous allons considérer, au point de vue précédent,

I’intégrale
/ dz
@ — o

Prenons—h d’abord entre -+4/a et le nombre fixe z, > Je.
Pour n =0, on a :

5 P —
d z z2 —
/ :/—_;_;—i_:(;zlog—'—i:/‘-/;—z‘———a:—-%loga—!-P(a),
Ve
ou

Pla) = log(z, + V22 — @)

= log z, + log <1 -+ \/1 __zﬁz_>
1

est une série entiére par rapport a .
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On en déduit, par différentiation :

5

& (= 1)* L rg a@

28) & — o™ . anG, Tn+ 1) da*

P(a),

C. désignant le coefficient numérique (*)

(29) C,l = L =

1.2 ... n L1
I <-2->I‘(n+1>
1 ( 1) i
= — n-|-6 —_——
T 2’ 2 nB(n,1>

2

Pour z, = , le dernier terme du second membre de

(28) disparait <puisque P (o) est en ;, et que par consé-
quent chaque terme, sauf le premier, contient z, en déno-
minateur> ; dou () :

o0
i (="

(22 — )"ty 2nC, 0"

(30) (avec n entier > o).

Va

On doit aussi noter la valeur de l'intégrale pour n < o,
soit :

o) [ s —wi =S

+/7

:Cya”loga + P, ()

(1) En particulier, C, =1, C,

(2) On pourrait aussx trouver la valeur de (30) & partir d’'un autre point
de vue, donnant ainsi un bon excmple de la premidre définition du n° 80.
Si on remplace le segment réel (42, 00) par une courbe qui le contourne,
Iintégrale correspondante — qui est le double de (30) — peut étre transfor-
mée, groce au théordme de Cauchy, en une intégrale le long de 'axe imagi-

+00 dz

naire, égale & e~ ™" ———————; cette dernidre quantité se réduit
-0 (@~ 2,2+

immédiatement et classiquement b une intégrale Eulérienne de premidre

espéce B.
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C. désignant le mdme coefficient numérique que tout &
I’heure. Ceci se déduit encore du cas de n' = o par intégra-
tion par rapport & «, — la valeur de I'intégrale étant évi-

dente pour ¢« = 0, — ou plus simplement, en dévelop-
pant la quantité i intégrer (*) suivant les puissances de :

96. Les formules relatives aux cas ou les limites sont
— V@ et 4+ 4« sont particulidrement importantes pour ce
qui suit.

L’intégrale

e }
31) / — (n entier > o)

(@ — P
—Nz

est nulle.
L’intégrale

+Va
f (z* — &)V 'yo —z*dz (avec n’ entier > o)
—va

est égale & 27A, A désignant le coefficient de log o« dans
Uexpression (28), soit :

+vea
31") / (22— "' Yo —2° dz = (— DV 'aC a",
V—ya

de sorte que

+Va
(31 bis) f (@ — " T dz = aCa".

Nes

Cette forme du résultat, impliquant une relation entre
(28') et (31") [laquelle peut étre considérée comme existant
aussi entre (28) et (31)], sera pour nous d’un intérét tout

(1) Le terme en a® est le seul qui contienne z A la puissance (— 1), et qui.
par conséquent, conduise & un résultat logarithmique.
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particulier dans la suite. Elle peut s’établir en considé-
rant (31') comme une période de (28'). Si on suppose que o,
partant d’une valeur positive déterminée, y revienne par
une circulation directe autour de I’origine dans le plan com-
plexe, le point /e effectue un demi-circuit, en allant de
+ 4o ad — Jo. Comme, en méme temps, z, reste fixe (&
une distance finie ou infinie suivant les cas), (28') croit de
2irA, et la relation est démontrée.

Bien entendu, ces m8mes formules (31), ou plutét (31 bis),
peuvent s’obtenir directement et, plus précisément, en fonc-
tion d’intégrales Eulériennes de premiére espéce : car, par
le changement de variable z = 4/af, 'intégrale (31 bis),
qui se raméne aussi immédiatement (par z = v« cos ¢) &
une intégrale de Wallis, devient :

—+Va 1
/ dz (a — z’)""% = a"'f 1 — t)""';'t"}f dt
(2 -—-ﬁ 0

Si on différentie par rapport & o, ce qui peut se faire par
simple différentiation sous le signe et sans écrire au-

cun terme pour les limites, cela donne, par un nombre suf-
fisant de différentiations, la valeur o pour l'expression (31).

De méme, si q est un entier positif et impair, on a,
pour n’ > o (le premier membre pouvant encore se rame-
ner & des intégrales Eulériennes ou de Wallis) :

+/e 172
32 / 277 (@ — 2B -dz
—Va
-1 1
,,»_‘_q q—2 ,
= q 2 -ft T .4 —0" "
0
—1
"'+_q?_ 1 g
LT e 1)

HaADAMARD. 14,
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Partant de nouveau de n’ ='o, on obtiendra des par-
ties finies d’intégrales contenant (1 — t)** ou (a — %)™+
au dénominateur en différentiant par rapport & « (ou par
une intégration par parties classique, par rapport a i, ap-
pliquée & la seconde forme de I'intégrale). On voit ainsi :

1° que

f+ﬁ q—1 ! ! ; >
2 14
—~———— dz ou e d}
-— ZZ) n+3 f (1 —_ t)n+i
i '

q—1

est nul quand q est impair et n >

—1
2° que, pour n < _‘_1_2___ )

(- T (3)

11 est presque évident, et on peut vérifier immédiatement,
en exprimant le symbole B a 'aide des fonctions ', que le
facteur numérique se trouvera étre le méme que dans (32),
sauf le changement de n” en — n, ¢’est-d-dire égal &

1 q
B (5—11, —2—>
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En particulier

+1 qa _
33) . f t?
A= a—pm ¢
=3 (g —mg)

de sorte que, dans ce cas, on obtient des formules exacte-
ment semblables 4 (32), & I'introduction prés du nouveau
symbole [

97. Volume des hyperboloides &8 m dimensions. — Consi-
dérons la quadrique & m dimensions

(H,) T2 4+ x>+ ...+ B, — 2, =1,

analogue & I’hyperboloide & une nappe et le volume (& m
dimensions) compris entre cette quadrique et le « cdne
asymptote »

(c) T2 42,4 ... T 2, — T2 = 0.

Pour le calculer, on peut exprimer =z,, Z,, .... Zu—, en
fonction de

r=v o>+ 5+ . F T,

et de parameétres angulaires ¢,, ...., ¢n—, définissant une di-
rection & partir de I'origine dans 1’espace & (m — 1) dimen-
sions (¥, 5, ...., Tm—y); d’0U

dz,dz, .... ATy, = ™2 drdQ,,,,

ol dQn-, (correspondant aux variations des ¢) est un élé-
ment de surface de la sphére de rayon 1 dans l'espace a
(m — 1) dimensions. En sommant d’abord pour toutes les
directions possibles dans ce dernier espace, nous exprimons
notre volume par l'intégrale double

(34 Q. _, /f ™= drdz .
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Q. désigne la surface de I'hypersphére de rayon 1 dans
I'espace & (m — 1) dimensions. Elle est égale a

| (3)]”

m—1

—5—

™

2P<

¢’est-a-dire a

m—_i_)
2

(*le volume de cette méme sphére est Pra—
peut observer que cela permet de parler méme de ,, dont

+1
la valeur est / dr = 2)
-1

Q,_, et on

b

On a & étendre (34) entre une branche de I’hyperbole
r? — x> = 1 et ses asymptotes. Or, si on pose

z, = 73,

z == constante représentera, dans le plan des (r, x»), un
rayon vecteur partant de l'origine, et, dans notre espace
a4 m dimensions primitif, un hypercéne. Le volume compris
entre deux hypercones consécutifs (z, z + dz) et la quadri-
que [qu’on calcule facilement en exprimant les variables xw
el r de (34) en fonction de z et de p = /1* — x..* et en fai-
sant varier p de zéro & 1], sera :

Qs dz
m ,—1——2_ 2 n

Si on intégrait entre — z et + z, avec 0 < z < 1, ceci
nous donnerait le volume compris entre les deux cdnes cor-
respondants et la quadrique.

Si m est impair, une telle intégrale aura une partie finie
si z tend vers 1. On I'appellera, par définition, « la partie
finie du volume compris entre la quadrique et son odne
asymptote ».
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En raison des conclusions du numéro précédent, on voit
que celte partie finie est nulle.
Prenons, d’un autre coté, la quadrique

(Hy) T2+ 2P A Ty, — T = 1,

laquelle est, pour m = 3, I'hyperboloide & deux nappes
Considérons de nouveau le volume compris entre la nappe
correspondant & z. > o et le cone asymptote (c).

Ce volume sera représenté par l’'intégrale

Qs dz
m vZE—1

qu’on doit prendre entre 1 et -+ . Si m est impair et égal
A 2m, + 1, I'expression ainsi obtenue a une partie finie,
qu'on appellera la « partie finie » du volume considéré.
La valeur de cette partie finie sera :

Qg - (— D™
@m, + 1) 2m,C,,,

(35)

Par exemple, pour 'hyperboloide & deux nappes ordi-
naires, on a :

oo

27 dz 27
? f (zz —'1)—2— 3
1

8i I'hyperquadrique est donnée sous la forme plus géné-
rale
H (z,, z,, ...., Tm) = 1,

(H étant une forme quadratique quelconque & un carré posi-
tif et m — 1 = 2m, carrés négatifs), le résultat doit évi-
demment &tre divisé par + #/[D]|, D étant le discriminent
de H.

Le signe de la partie finie obtenue est variable, comme
on I’a vu d’aprés (38) : en raison de ce qu’on a dit au nu-

méro 85, il dépend de la parité de m, = - ; 1




214 VOLUMES GENERALISES

98. La méme méthode s’appliquerait & 1’hyperqua-
drique

H) z 4z 4. +22—y—y’— ... —y2=1,

qui se rattache aux équations A»? u = o de M. Coulon. En
introduisant les variables auxiliaires

r= Vz,7 F T, + ... + 3,5, = Vy2+ 9+ ... +y’

le calcul du volume se raménerait, comme précédemment, a
I’intégrale double

0, Oy [frrvdrar,

qui, avec ¥ = rz, ménerait & 'intégrale simple

36) Qpy Qs 2%l ds
P+ q JT ="
Si on prend cette intégrale entre z = — 1 et z =41, sa

partie finie aura une signification pour p -+ q impair. Pour
q impair, elle sera nulle (n° 96).

Pour le cas de ¢ pair et de p impair seulement, la partie
finie du volume compris entre la quadrique (H') et son cdne

asymptote
Pj 9
Se-r=
1 1

existera et différera de zéro; sa valeur sera

B<p+q —1, £> QD—IQG"I'
2 2] p+4q

99. Les nombres Q sont en relation trés simple avec les
coefficients C, introduits précédemment; on a

Q =Q

m-1

m
Y ey ML C_.;_;_:Qm_z T C_y;.__l

(et, plus généralement, des relations entre Q,,, Q,, et
Qpig)-
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Ceci se vérifie jimmédiatement, mais est & peine distinct
du raisonnement du numéro précédent. La détermination
classique de Qn—, (comme cas particulier de l’intégrale de
Dirichlet) est entiérement semblable au calcul précédent; ce
dernier, appliqué au volume de la sphére & m dimensions

de rayon 1 <égale A -7% Q,M) réduit celui-ci & :

Q.. / f 2 drdz,

intégrale double étendue & * + x* < 1 et se réduisant im-
médiatement & (31"), comme précédemment.

100. Si on coupe le volume d’un de ces hyperboloides a
m = 2 m, + 1 dimensions par un plan passant par le cen-
tre (qui est supposé couper la surface), ce dernier peut tou-
jours étre considéré comme un plan diamétral, et, par consé-
quent, les deux volumes partiels ainsi séparés doivent étre
équivalents I'un & I’autre : de sorte que la partie finie du vo-
lume du demi-hyperboloide & une nappe est nulle et que celle
du demi-hyperboloide & deux nappes est égale & la moitié de
la valeur obtenue au numéro 97.

Une conséquence de ceci est que deux plans quelconques
de cette espdce dont I'intersection est intérieure au cdne
asymptote (s’il s’agit de I’hyperboloide & deux nappes) in-
terceptent entre eux, dans la portion d’espace comprise en-
tre la surface et son cdne asymptote, un volume infini dont
la partie finie est encore nulle.

101. La notion d'intégrale généralisée, telle qu’on vient de la
développer, permet de trouver la relation entre les expressions de
M. Tedone et la solution élémentaire. II est & prévoir (par le pre-
mier exemple de m = 3) que cette dernidre, pour admettre les
opérations ordinaires du calcul, doit &tre d’abord intégrée plu-
sieurs fois — au moins m, fois — par rapport a ¢,.

Or, de telles intégrations successives (ou plutét superposées)
d’'une fonction F(t) depuis la méme limite inférieure T jusqu’a
la limite supérieure ¢’; peuvent encore étre remplacées par une
seule moyennant l'introduction du facteur (¢ — t)"?, de sorte
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que, pour l’étude de 1'équation généralisée des ondes cylindri-
ques (e,—,) pour m = 2m, + 1, en partant de la solution élé-
mentaire

1
[ — ) — »]md

on doit en déduire 1'intégrale définie

1124

(t’ . to).-l dto
[, — ) — 22]m—d

T

dans laquelle, comme au numéro 73, on prendra ¢’ indépendant de
t, mais la limite inférieure T égale & ¢ 4 .

Les expressions de M. Tedone correspondent (*) 4 un nombre
d’intégrations plus grand qu’il n’est strictement nécessaire, savoir
n=m — 2 = 2m, — 1 (I’avantage est d’obtenir des expres-

i

sions assez simples qui ne dépendent que du rapport

Sa fonction (*) est égale, & un facteur numérique prds, 3 une inté-
grale définie (°) (généralisée) :

2 t/
¢ — )™
[t, — )2 — r2]m— ¢

t+r

v, =

Que, appliquant la formule fondamentale & une telle quantité
ainsi qu’a la fonction inconnue u, on soit conduit 3 obtenir la

(1) Dans la notation de M. Tedone, notre nombre m est désigné par m - 1
et (pour les valeurs impaires de ce nombre) notre nombre m, est appelé p.

(2) ¢,, avec ea mnotation.

(3) v,, considéré comme fonction de t et des z, vérifie (e,,_,), comme il
résulte” de nos principes; c’est, avec le fait detre une slmplue fonction de
v —

(variable 6 de M. Tedone) en méme temps qu'avec ea singularité
r
logarithmique (laquelle se constate facilement par les principes de la théo-
rie des fonctions), ce qui prouve son identité avec 1’expression de Tedone.
Un calcul direct, donnant v, sous 1a forme de Tedone, &’obtient en posant
ty —t—r
tg—t4r
—t—r
V—tgr

p—a 4
et de méme

=7,
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valeur de (10)) (n° 78), d’ou u s’ensuit par différentiation, c’est
ce qui est maintenant évident a priori. On voit que la dérivée
(m, — 1)° de u pourrait avoir été employée dans le méme but.

ce qui donne

"’

i (7" — 7)2m~-2
v, =
(A ~ r)m=2 rm—(1 — 7)
(]
,/
dr 1
- A—avr T d= e
o
l"
1 (1 — r)2m—2 — m—1 (¢ — {)3m -2
I = d-
™~ { — 7
o

Le premier terme est le terme logarithmique : et, comme

(¢ — 7)Im—3 — m—1 (p/ — {)Im—2

1 —7
— [T (@ —1) + (@~ 7)] 2 ¢ — 7}2(:»1-7«—1) Pm1 (1 — 2Rz,

Pintégrale (généralisée) restante I peut 8tre développée suivant les puis-
sances de

47 @ — 1) — 12
4 — I
avec le facteur commun
O
1+ = .
1 —7 r

les coefficients étant des fonctions Eulériennes B (V. n° 98).



CHAPITRE II

L’EQUATION A UN NOMBRE IMPAIR DE VARIABLES
INDEPENDANTES

102. En nous rappelant les principes qui précédent, nous
pouvons aborder le probléeme de Cauchy pour 1’équation

o*u du
(E) g(u)_;Aikm—f—ZBia—;‘—kCu:f.

11y a lieu de prévoir qu’on aura & distinguer entre les cas
de m pair et m impair. Nous commencerons par ce dernier.
La solution élémentaire est alors unique. Elle ne contient
pas de terme logarithmique, mais un dénominateur irra-
tionnel.

Nous la construirons, non pour I’équation donnée, mais
pour I'équation adjointe (*) :

&) G =o,

dont la solution élémentaire sera de la méme forme, savoir :

v=" (T; 0) = oo
pour m = 2m, -+ 1; I" est encore le carré de la distance géo-
désique entre les deux points x (z,, &, ..., Tm) et (a;, as,
...., @n), tandis que V est une fonction holomorphe des 2m

(1) L’équation adjointe sera toujours prise . homogdne [soit g (v) = o]
méme si I'équation proposée est & second membre [F (u) = f 3£ o].
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coordonnées de ces deux points, prenant, quand ils coinci-

dent, la valeur TF—T

Dans ce qui va suivre, on va supposer que l’équation ap-
partient au type hyperbolique, et méme au type hyper-
bolique normal, de sorte que la forme caractéristique

A =Z AnYive

consiste en carrés ayant tous, sauf un, le méme signe. Le
conoide caractéristique se compose alors de deux nappes
et divise 1'espace en trois régions, dont deux sont intérieu-
res, savoir une intérieure & chaque nappe. On suppose
I'équation écrite de telle manitre que I' soit positif dans
ces régions intérieures (physiquement parlant, positif quand
les deux points x et a sont sous onde 1'un par rapport &
I’'autre, au sens du n° 32). Tel est le cas quand la forme A
a un carré positif et m — 1 carrés négatifs ().
Dans ces conditions, le discriminant A sera positif.

102 bis. Le probléme de Cauchy consiste & trouver une so-
lution u de (E) quand on connait les valeurs de u et
d’une de ses dérivées premidres, en chaque point d’une cer-
taine surface S. Comme la connaissance d’une dérivée pre-
mitre quelconque (u étant supposé connu sur toute la sur-
face S, soit u = u,) équivaut & connaitre n’importe quelle
autre dérivée (& condition que la direction correspondante
ne soit pas tangente & S), on supposera que la dérivée dont
on connait les valeurs est la dérivée transversale (*) (n° 41)

i d8
SOit —= = uy.

Nous voulons calculer les valeurs de u dans une certaine
région R de 'espace & m dimensions; et nous supposerons
que si, d'un point quelconque a de R comme sommet, on

(1) Ceci conduirait & changer le signe de l'équation. (e,), au lieu de
I'écrire comme au n° 4§ bis.

(2) Si S m'est pas caractéristique, la direction transversale ne sera pas
tangente & S. Pour ce qui concerne le cas contraire, V. plus loin, n° 443.
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trace le conoide caractéristique, une de ses nappes décou-
pera une portion S, limitée en tous sens de S et formera,
avec S,, la frontiére d’une portion T de I’espace. Cette con-
dition géométrique s’exprime en disant qu’on a affaire au
probléme intériewr (on voit qu’il n’existe pas de problémes
intérieurs pour les équations hyperboliques non normales).
Ici encore, nous avons & définir ce qu'on entendra au
juste par une solution : ¢’est ce que nous ferons d’une ma-
nidre au premier abord assez restrictive, savoir en convenant
que u doit admettre des dérivées partielles jusqu’a I’ordre
m, — ou, au moins, jusqu’a 'ordre (m, — 1), ces derniéres
satisfaisant & la condition de Lipschitz — restriction qui
semblerait trés artificielle, n’étaient les remarques du nu-
méro 18, mais qui apparait maintenant comme justifiée.
Ceci une fois admis, on verra que les données précédentes
permettent de calculer u et, de plus, que, réciproquement,
avec une hypothése géométrique de plus [savoir que S a
partout une orientation d'espace (n° 27)] et des hypothéses
de régularité concernant les données (toutes semblables &
celles que nous venons de faire sur u lui-méme), la fonc-
tion w ainsi déterminée vérifie toutes les conditions deman-
dées. (Au contraire, aucun probldme de Cauchy extérieur
n’admet de solution pour les données réguliéres arbitraires.)

103. En conséquence, a (a,, @, ...., Gn) étant un point
de R en lequel on veut calculer la valeur de u, nous trace-
rons un demi-conoide caractéristique I" de sommet a, celui
qui coupe S suivant une aréte fermée et que nous appelle-
rons (n° 32) la nappe inverse ou rétrograde. Soit T la por-
t'on de R ainsi délimitée (*), c’est-a-dire qui est en méme
temps intérieure & I' et du méme coté de S que a (fig. 12).

On appliquera la formule fondamentale (*), dans le

(1) Nous avons, comme précédemment, tracé une figure schématique,
obtenue en coupant celle que 1'on doit considérer (et qui a m dimensions)
par un plan & deux dimensions mené par ce point a.

(2) La formule fondamentale dont nous allons parler est celle qui a été
écrite aux n°* 37-40. Comme nous I'avons dit au n° 40 bis, si I'on voulait
rendre les équations invariantes par rapport 3 une transformation pomec-
tuelle arbitraire effectuée sur les variables z, il conviendrait d’écrire les
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domaine T, & l'inconnue u et & la solution élémentaire
v(z; a) de I’équation adjointe qui est singuliére en a.

La quantité O =, o8t infinie le long d'une partie de

la frontiére, savoir le conoide I' : ¢’est une quantité infinie
de 'ordre fractionnaire m, — 1. L’intégrale mv?' portant
sur cette quantité, reléve alors des considérations exposées
ci-dessus (celles-ci ne devenant inutiles que pour m, = 1,
¢’est-a-dire m = 3).

Mais il y a exception pour a
le voisinage du point a, ot I'
est un infiniment petit d’or-
dre 2 et non plus d’ordre 4.
Par conséquent, il faudra pro- I
céder comme dans le cas des
intégrales multiples ordinai-
res et détacher du domaine
d’intégration tout le voisi- T AV
nage du point a, au moyen
d’une petite surface = (fig. 12)
entourant ce point, étant entendu que le voisinage
infiniment étroit entre = et le point a doit tre du m® ordre
(n° 91) (ce qui est le cas, par exemple, si on prend une
petite sphére de centre a).

Soit T’ la partie restante de T aprés qu'on en a retiré
celle qui est comprise dans 3.

La formule fondamentale

Fic. 12.

1)) S§SS vofdz, dx, - dz,,

+ SS( —d——-—uT+Luv>dS=

formules autrement, en mettant en facteur, sous le signe 888, non plus

1
I'élément dr, dzr, ... dz, mais le produit de cet ¢lément par JTZ_] .
Cette modification, inutile d’ailleurs dans beaucoup d’applications, s’impose,
au contraire, dans plusieurs recherches théoriques en relation avec la ques-
tion actuelle. Nous indiquons, dans un appendice placé 3 la fin de l’ouvrage,
les changements qu’il faudrait faire subir aux calculs pour en tenir

compte.
»
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sera appliquée au domaine T’, avec la convention qu’on
prend la partie finie du premier membre, en omettant les
quantités infinies d’ordre fractionnaire sur I'. On doit par
conséquent :

1° Prendre la partie finie de la premiére intégrale de (F)
(intégrale mvP' étendue & T');

2° Prendre de méme la partie finie de I'intégrale
(m — 1)l étendue & la multiplicité donnée S;

3° Supprimer lintégrale relative & la frontiére T, cette
derniére étant une quantité infinie d’ordre fractionnaire.
Cette méme intégrale s’élimine dans la méthode de Kirch-
hoff parce qu’elle s’intégre exactement, et dans la méthode
de M. Volterra parce qu’elle est identiquement nulle. Il
en est de méme ici, ainsi qu’on le voit, par un mécanisme
différent, qu’on a expliqué au n° 94. L’intégrale en question
étant d’ordre fractionnaire, les termes complémentaires
de frontiére implicitement compris dans 1° et 2°, et (voir
ci-dessous) 4° étant également tels (*), le fait méme que
la somme des intégrales (F) s’annule implique que la
somme de ces quatre quantités infinies fractionnaires s’an-
nule aussi séparément.

104. 4° Si la forme de T était telle que a lui soit exté-
rieur, comme c’est le cas dans la figure 12 bis ou la
figure 12 ter, ou aurait simplement & appliquer la formule
fondamentale ainsi interprétée, et on obtiendrait :

) 888 vfdz, da, - dzx,

+ 1SS (v g’i_u-(i_t)—rkLﬁv) dS = o,
dv dv

qui correspond & la formule classique de la théorie des

(1) Dans (1), ce terme complémentaire s’étendrait & I', ou plutét & une
surface coincidant finalement avec I'; dans (2°) et (4°), les positions limites
pour les domaines d’intégration correspondant aux termes complémentaires
seraient les arétes d’intersection de I' avec S et =.
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potentiels [formule (8) du livre I, n° 15] dans le cas ol
Iorigine des rayons vecteurs est en dehors de la surface
d’intégration.

a

Fie. 12 bis. Fi. 12 ter.

Mais, dans le cas actuel, il faut tenir compte de 1'inté-
grale relative & =, de laquelle on doit prendre (comme
pour S) la partie finie. Il faut voir ce que cetbe quantité
devient quand = tend vers le point a.

Par ce point, menons les géodésiques [définies par les
équations différentielles (L)] intérieures & T, et qui dépen-
dent de m — 4 paramétres A,, A, ..., Any, tandis que,
sur chacune d’elles, un point quelconque sera défini par la
variable s du numéro 55. En chaque point de =, s aura
une valeur déterminée (fonction de A,, A, ..., Amoy) qui
sera trés petite, ainsi que ses dérivées jusqu’d l'ordre (')
m,. L’intégrale

(v Ll §¥ wy)
an |88 (v w o Luv) ds =| 88 L g
T
tendra vers zéro. Car les quantités
. D(xp Lyy v v ovy Limyy Tigy, xm)
mdS = &~ A, dA, - d,

qui apparaissent au numérateur sous le signe §§ sont de
I'ordre de s™, tandis que le dénominateur

m—13

I =B T (:c,,x N A

(1) Ceci résulte des principes 6tablis dans la note additionnelle au
livre II. V. p. 151 ci-dessous, n° 106.
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d
ou z/ = Tiis:f ne contient en facteur que s™*. Le coef-
ficient de 1

m—2

H: @=/.z/ ..., z,))

est par conséquent de l’ordre de s, et il en est de méme

pour ses dérivées des divers ordres par rapport & Ay, A, ...
_,. Dans ces conditions, les évaluations des numgros 85

et 93 montrent que I'intégrale (37) est aussi de 1’ordre de s.
Ceci s’applique également, pour le terme

S$S « dv ds,
' dv

dV

SS — d8
r T

a la partie

dans laquelle T n’est pas différentié.

105. Enfin, prenons la partie restante :

o, oV dl
87) + — S8 ds
I
1 v .\ oL A
— 4 m — 2 SS 2 dx; Om,
= 3 -

IAFE

On a (toujours avec les notations des. numéros 55-58)

oz, = 25Pur

et, par conséquent :

ol oA oA
o =BG = Ny

—’“2’*31
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Mais, si on se reporte & l'expression de mdS écrite ci-
dessus, on voit que le coefficient de 4s, multiplié par dS,
est un développement du déterminant

dIl d.’l:z dxm
ds  ds 7 ds
dr, Oz, 0T
oA, oA, T oA dr, dA, ... dA,_,,
dzx, Jr, oz,
Ohpey Oy 0Py

les A étant pris dans un ordre tel que le déterminant soit
positif, puisque la direction des s croissants part de a pour
entrer dans le domaine T’.

Toutes les lignes du déterminant précédent, sauf la pre-
midre, contiennent s en facteur (*), de sorte que la quan-
tité & intégrer (pour des valeurs déterminées des A) reste
finie quand s tend vers zéro.

D’un autre c6té, on a sensiblement, sur =,

uV =

1
m u (a,, a,, ...., a,) =
le mot « sensiblement » étant, bien entendu, employé dans
un sens légérement différent de celui qu’il a généralement
dans les cas analogues, et signifiant que les quantités né-
gligées, en méme temps que leurs dérivées par rapport
aux A (jusqu’'d l'ordre m,), sont trés petites.

Toujours au méme point de vue, on peut remplacer les

VA&,

d . ST ..
Ti_:i par les valeurs z’; qu’ils ont & I'origine et les dérivées

(1) I est vrai que chaque élément contient, outre une partie proportion-
nelle & s, une partie contenant les dérivées de cette quantité par rapport
aux A : mais, avec I'hypothése du texte concernant 3, ceci ne changera pas
'ordre de grandeur du déterminant.

HapaMarp. 18.
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oz, az/ . sy .
b_)f par s —5% : on obtient ainsi 1’expression
(38) zl' 32’ xm’
oz, Jz,’ oz,
O\, O\, oA, dy, d, e dAg,
dz,’ oz’ y,
=B |ggloma e
‘\/ H? (Il', mzl y &)

L’intégrale qui est multipliée par (m — 2) u, est facile &
ramener au résultat du numéro 97. D’une maniére générale,
si, par l'origine, on méne une droite variable

L . Em

0y Oy o Cp
dont la direction dépend des m — 1 paramétres A;, A,,
An—, et qu’on choisisse sur elle un point

Pz, = 0,5, 2, = 0,8, ...., Tp, = aps)
(en désignant par s une autre fonction des A), I'intégrale
”‘! °'z uu
da, da, Oom
oA oA oA
lss ’ ' ! LY ) W
m
da, da, da,,
OAn, O\, oA,

représentera (*) le volume compris entre la surface S décrite
par P et le cdne qui a le contour de S comme base et 1’ori-
gine comme sommet.

(1) Car, soient dS un élément de la surface S et Tys Mgy oo, Ty, o8 coginus
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Le signe §8§ de la formule (38) est, par conséquent, égal
& m ==2m, + 1 fois la partie finie du volume de I’hyperbo-
loide & deux nappes, tel qu’il est calculé au numéro 97, et
a donc la valeur
1 ™MQ 1 1
2m, +1  2m,Cm 4D’
D étant le discriminant de H. L’intégrale prise le long de =

a, par conséquent (en raison de 1’égalité DA = 1), la valeur
limite

(—i)m'ﬂzm‘-_x 2m, —1 . m szl—x
C T Tom, W= 0T

m 1
= (o° 99) (— D™ 7, _, va

u

et la valeur cherchée de u. est donnée par la formule :
. Q
(39) D™ QU= (— D™

2ml—l

. u.
ml-—l

= — | 888, vf dz, dz,

dv

-+ Ssso <u 3 -——vﬂ—Luv> ds

de sa normale extérieure, on a, en temant compte des valeurs de =#,dS,
;rzds cvery

V—-ss (m, &, ~- oo 4 7y Tgy) A8

xz x esen T

1 2 m
o 0m, 9n
_teg | M M oo~ A, A, e dA

=m L A, e dA
9z, 0z, oz,
| dl\m—l dl\m—l o dAm—l

Si alors on remplace x; par sa;, et, par conséquent, Zi + c, d)»

les seconds termee de cette dernidre expression, pour i = 1, 2 . m, pe:

vent étre supprimés comme proportionnels aux x qui oonsﬁtuent la pre-
midre ligne du déterminant, et on obtient le résultat écrit dans le texte.
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:_lsssmdml e day

+ ‘ SSso <u0 % — u,v — Luov> ds.
v

Pour m = 3 (m, = 1), le coefficient de u, est :

1
T

—Q = — 2 (= — 7).

106. Une conséquence de ce qui préctde est que le pre-
mier §8§8 de (39) existe quand on I’étend & T, tout au
moins si on fait encore tendre = vers a de telle manidre
que le voisinage soit d’ordre m,. On peut aussi le voir
directement. En calculant ce terme avec le systdme de coor-
données curvilignes A;, A, ..., Any, s, OD aura :

SSST of dz, dz, - dx,,

\%i
—L e DG, 7
- s s = L : o e .
] ot JE DA, o Ay, s e By de
) . D(.'I?,, Lyy = vy xm)
Or, le déterminant fonctionnel oW — con-

tient s™~' en facteur, et, par conséquent, la quantité sous
le signe §8 8 ne contient ainsi que l’infini fractionnaire

1

Hm;z <m1—a1 Ty — Gy ".._xm—'am>

’ ’ ’

$ S §

Sous cette forme ou sous la précédente, on voit que
I’erreur commise en substituant T & T — c’est-a-dire la
différence entre les valeurs du signe §88 étendu 3 T ou
étendu & T — peut se limiter en fonction :

des dérivées partielles de f jusqu’a 'ordre m, — 1 et
des coefficients de 1’équation jusqu’a I'ordre m;;

des dérivées correspondantes de V;
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des dérivées partielles jusqu'a I’ordre m,, par rapport
aux A, des coordonnées du point ou chaque géodésique
issue de a coupe 3 ou, ce qui est équivalent, de la valeur
correspondante de s : ces dérivées étant elles-mémes limi-
tées (*) par les dérivées correspondantes des x par rap-
port & s sur la géodésique, les dérivées partielles corres-
pondantes du premier membre = (z,, ...., Tn) de 1’équation

. d . .
de =, et par inverse de Fs% (comme on le voit en expri-

mant les = et, par conséquent, = en fonction de A,, ....,
Am—y, S, SBVOIT :

5@,y oy Z) = Dy, oery Ay 8)

et différentiant I’équation implicite
D, ..., 8) = 0].

Ceci démontre, ce qui nous servira par la suite, que la
quantité sous le signe §88 converge uniformément (%) :
c’est-a-dire que, dansune région oulescoefficients del’équa-
tion sont holomorphes (et, par conséquent, o V est holo-
morphe en les 2m variables qu’il contient) et f régulier
(dérivées continues jusqu'a l'ordre m, — 1), on n’a pas
besoin de connaitre la position de a pour indiquer une
limite supérieure (trés petite) pour ladite erreur si seule-
ment on connait des limites supérieures (trés petites) de
la distance comprise entre = et le point a — soit ¢ — et
des dérivées partielles (jusqu’'a 1’ordre m,§ des x par rapport
aux A. Cette dernitre limite existera et sera trés petite
avec ¢ (une limite inférieure de % a Iintérieur du conoide
étant connue), si les dérivées de tout ordre k < m, de =

(1) Le choix des®paramdtres A et du facteur de proportionnalité pour s
(V. n° 57) sur chaque géodésique est supposé étre tel qu’il eatisfasse & des
conditions simples de régularité (régularité des valeurs initiales des a’ par
rapport aux A).

(2) On doit remarquer que le sens de ce mot est distinct de celui qu'il
avait au n° 84,
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par rapport aux x restent finies, ou méme si leurs produits
par ¢ restent, en valeur absolue, au-dessous d’une limite
fixe (1), comme cela aurait lieu, par exemple, dans le cas
ol X serait une sphére de rayon ¢ autour de a.

107. La formule ci-dessus n’a de sens que si la surface S
est réguliére et si les quantités u,, u, = -Z—: sont dérivables

[par rapport & des coordonnées curvilignes réguliéres prises
sur s, ou, par exemple, & (m — 1) des coordonnées Carté-
siennes]. Comme on a fait depuis le début une hypothése
correspondante sur u (n® 402), le raisonnement précédent
serait insuffisant & démontrer que ces conditions sont néces-
saires 4 l'existence de u et que la méthode n'a pas laissé
échapper des solutions, par le fait que ces derniéres ne
sont pas dérivables un nombre suffisant de fois.

La réponse est donnée par 1'exemple du numéro 78, con-
cernant le cas de (em—,), ol la non-existence (en général)
de la solution apparait par un calcul direct.

La méme méthode (imitant celle de Tedone) pourrait
servir pour 1’équation générale (E) : en d’autres termes, on
pourrait, par intégration répétée le long d'une ligne £,
déduire de v une autre solution v de l’équation adjointe
admettant une singularité logarithmique le long de £, mais
devenant nulle (et non pas infinie) le long de I'; on pourrait
alors obtenir, griace & elle, la valeur d’une intégrale telle
que (10" et, finalement, trouver u lui-méme en différen-

(1) Ceci ¢équivaut a dire que la valeur absolue des dérivées correspon-
dantes sur X, sont toutes au-dessous d'une limite supérieure fixe, 3, se

déduisant de 3 par une homothétie dont le pdle est a et le rapport .1_
€

Une' telle homothétie altérerait les dérivées des x par rapport & A, ...,
A,_,, $, mais n’augmenterait pas l'ordre de grandeur de leurs quotients
par s (lesquels, pour les dérivées par rapport & s, seraient méme diminués,
comme on le voit aisément).

On éviterait une telle altération si, avant de soumetime la figure & I’ho-
mothétie, on la transformait par l'introduction de coordonnées « normales »
(livre II,- no 57); transformation ponctuelle qui, comme on le sait, ne chan-
gerait pas l'ordre de grandeur des dérivées, si les dérivées des A, sont
finies jusqu’au méme ordre de différentiation, plus un (V. note addition-
nelle du Livre D).
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tiant (m — 2) fois. Si cette différentiation est possible, le
résultat est unique, de sorte que :

La solution n’existera généralement pas quand la for-
mule (39) n’aura pas de sens;

Dans le cas contraire, il n’existera pas d’autre solution
que celle qui est donnée par cette formule.

108. Quand m = 3, il est clair que les résultats précédents
doivent &tre équivalents & ceux qui se déduisent des calculs des
numéros 72-77 par difiérentiation de la formule (10) par rapport
a t,. On peut, en fait, montrer que tel est le cas et on peut
méme effectuer la différentiation par des méthodes élémentaires
et obtenir la valeur demandée de u, comme limite de la somme
d’une intégrale double et d’une intégrale curviligne, arrivant
4 une expression explicite du dernier terme complémentaire. Les
points de s étant rapportés aux coordonnées curvilignes 6 et A
(en fonction desquels S sera considéré, par conséquent, comme
exprimé), divisons S, en deux parties S, et S,, cette dernitre
contenant le voisinage de la courbe y d’intersection de S et de
T' : 1a frontiére (7) entre S, et S, correspondra ainsi 4 § = ¢, — 7/,
en désignant par ¢’ une petite quantité, constante ou variable
avec A (mais, dans ce dernier cas, telle que sa dérivée par rap-
port & A soit petite aussi, et du méme ordre que 7 lui-méme);
finalement, on fera tendre 7’ et, par conséquent S,, vers zéro,
de maniére & pouvoir négliger tous les termes qui deviennent
infinitésimaux avec 7"

L’intégrale prise sur S, peut étre différentiée par différentiation

sous le signe / f sans aucune difficulté (*); ceci revenant 3 rem-

placer v par sa dérivée par rapport a t,, ¢’est-a-dire par y (¢,) - v,
on obtient évidemment le terme correspondant a la formule (38),
avec la seule différence que l'intégration est limitée 3 S,, au
lieu d’étre étendue & ’ensemble de S,.

Cette précaution n’est méme pas nécessaire en ce qui regarde
les termes qui contiennent seulement v en facteur, car, cette der-

nitre quantité étant proportionnelle & 4/t, — 6, sa dérivée ne

. NP 1 . .
contiendra d’autre infini que mdont I’intégration est per-
—
mise sur tout S, : ou, ce qui revient au méme, les termes corres-

(1) Ceci est également valable pour l'intégrale d’espace, dont on pourra
d'ailleurs faire abstraction, puisque (pour m = 3) I'on n’a pas besoin de
précautions spéciales pour la traiter.
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pondants étendus & S, donneraient (si on opérait de la méme
maniére), des dérivées qui s’annuleraient avec 7".

Par conséquent, il suffit de s’occuper du terme en %- . On a vu
(Ct. n° 75) que :

xV >
vV —= 2 e —+- eer to — 0
(%

Les termes qu'on a remplacés par des points contiennent les

puissances supérieures(') de (t, — 6). Par conséquent, v dési-
gnant la transversale 3 S, on a

dv_ (N L

av Vw Vi, — 6 dv’

qui peut s’écrire (en remplacant encore par des points les
termes d’ordres supérieurs en t, — 6)

av [ XV 14U
(40) o <wﬁu‘ o > N

car I' = w(t, — 6)...., ou le premier facteur n’est pas nul.

II faut exprimer —ZE, ou plus exactement %11 dS. On doit
v v

observer, pour cela, que deux sortes de dérivées des z par rap-
port aux A peuvent se présenter : on peut, en effet, considérer
chaque x comme fonction de trois variables indépendantes 6, A, s,
ou seulement des deux premiéres d’entre elles, s étant une
fonction de 6 et de A définie par I’équation de S. On conservera
le symbole 0 pour les dérivées de la premitre espece, et celles
de la seconde espice seront désignées par des d ordinaires :
clles sont lies aux premiéres par les relations

dx‘ dx‘ ds dx,

(41) 0 = 20 0 95

d . -
et de méme pour Td% Ceci étant, on a (en choisissant un ordre

(1) Notre langage se rapporte & I'hypothése des données analytiques, le
calcul pourrait aisément s’étendre, par des artifices convenables tels que’
des intégrations par parties, au cas dans lequel ces données seraicnt sim-
plement supposées régulidres.
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convenable entre les x en rapport avec le sens de la normale) :

40) 4z, dz, dz,

46 o db

. dx, dz, dz,
~——dS Z[ﬂ‘ds op‘]“ SL S S| de .

OA OoA JA

oP, 0P, 9P,

Les quantités —?5— sont, comme on le sait, respectivement
i
égales 52s%. Ceci montre que des dérivées d, dans la formule

ci-dessus, peuvent étre indifféremment remplacées par.des déri-
vées d, ainsi qu’il s’ensuit de (41).

On obtiendrait une autre expression de rh dS en partant de
14
I'équation G (z,, z,, ;) =— o de S et en écrivant
dG

ﬂ‘ds == ’d— dSG,

ce qui, en raison des valeurs précédentes de gg—, donne

oG !

2s s dS;.

On n’introduira pas cette quantité dans les calculs qui suivent;
mais elle fournit une
réponse facile (!) a a
la question du signe
dans la formule (40"):
car on sait que G
doit étre écrit de I
maniére i &tre posi- r
tif dans le domaine
d’intégration, c’est- S
d-dire du colé de S

ol est a; s — sera
* 7 0s

évidemment négatif, Fic. 13.

et on voit qu’on doit

prendre le signe — devant le premier membre de (40°), le
déterminant étant pris en valeur absolue.

(1) Géométriquement, on pourrait observer que la {iransversale v est
dirigée du méme cOté de S que la normale correspondante [en raison
de A (=, m,, ) > o). Comme cette direction transversale est, d'un
autre cOté, intérieure au cOne caractéristique, il est clair (V. fig. 13) qu’elle
cst dirigée vers 'extérieur de T,
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En tenant compte de cette formule (40"), on trouve un élément
d’intégration u % dS qui est de la forme

9 dbda,

Mt, — 6
Q étant développé suivant les puissances de (¢, — 6), savoir :
Q = Q, + .... En laissant de coté le facteur dA jusqu'a la fin
des calculs, le résultat d’intégration par rapport & 6 de
0 —=t, — 7’ jusqu’a § = ¢, sera :

2(Q, + ...) V7,

(le coefficient de 2,/7 étant ici développé, suivant les puissances
de 7/, avec le terme constant Q).
C’est cela qu'on a 3 différentier par rapport a t,. Une telle

différentiation est a effectuer aussi bien sur /7 que sur les
coefficients du développement Q; mais le seul terme utile — c’est-
3-dire le seul qui ne devienne pas infiniment petit avec 77 —

est évidemment _Q_;,_, ou, aprés division par y et en tenant compte
de la valeur de Q, telle qu’elle est définie par (40) et (40") :

_uV || da dm oA l
T wywyr | g “dr 9P,
do, dz, dw,
d6 do dé
dz, dz, dz,
= — uv : — —L =2 3 = — wvkK,
u A w
OA oA oA
oP, 0P, 0P,

le déterminant étant encore pris en valeur absolue, et chaque
facteur autre que v recevant la valeur qu’il prend sur I' lui-
méme.

La valeur initiale de w est la méme que celle de %]g— et

ceci nous permet d’écrire le facteur de — wuwv sous une auire
forme. Car, en raison des relations

dz, dz dz,
d

PP thgmgth g =o
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et (puisque I" est une caractéristique)

24 P,, P,, P) =P, :1? + P, j[t+P,g$;=o.
les quantités
dr, OA dz, 0A dz, A  dz, OA
oD 9P, " dh ob, A op,  dr b,

sont proportionnelles & 2P,, 2P,, 2P,, et, comme

or oz, da:, oz,
5 = 2 <P — + P, + P, W)y

le facteur de proportionnalité a précisément la valeur K. En
introduisant (comme c’est 1'usage dans la théorie des fonctions
Abeliennes, et comme 1'a fait aussi Fredholm dans son Mémoire
des Acta Math., t. XXIII) trois quantités arbitraires (et, en réalité,
indifférentes), I,, k,, I,, on voit qu’aprds intégration par rap-
port aux A, le résultat sera (*) (pour f encore supposé nul) :

(42) 2ru, = lim ff (v %"}i —u _j.;'l’_ + Luv) s
=0
L3}

|
dr, dz, dz,
o om o |
@ | | oP, 9P, oP,
2(k,P, + k,P, + k,P,)

ou il ne subsiste plus aucune influence de la fonction y ou
du choix de la courbe £.

Z;
1) Kd;\ est la méme chose que dx;, sur 4/, si +* est une constante; si
7’ ost variable, ceci n’est plus vrai, mais l'erreur relative correspondante
, .

est infiniment petite ( en raison de l’hypothdse concernant a— et n'al

térera pas la limite finale donnée dans le texte.
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109. Une conséquence de la présence du symbole I' est
que, quoique exprimée par une intégrale définie contenant
les valeurs de u,, u,, f sous les signes §§ ou §S88, la
valeur de u n’est pas continue d’ordre zéro par rapport a
ces quantités. La continuité est d’ordre m, (n° 20 bis) en u,
et m;, — 1 en u, et en {.

u est aussi continu d’ordre m, par rapport & la forme de
S. Ceci s’ensuit du fait que, S étant coupé en un point M
(sous un angle fini) par une géodésique quelconque issue
d’un point arbitraire donné a — laquelle géodésique dépend
de m — 1 paramétres A,, A,, ..., Ay, — les dérivées, a
un ordre quelconque p, des coordonnées du point d’inter-
section par rapport aux A sont fonctions des coordonnées
elles-mémes, des dérivées (jusqu'au méme ordre) le long de
la géodésique et des dérivées prises le long de S. Or, une
nouvelle surface S trés proche de S serait coupée par la
méme géodésique en un point M trds proche(*) de M; et
si le voisinage est d’ordre p, les dérivées-mentionnées plus

(1) Ce fait est & peine différent de la théorie classique de la continuité
des fonctions implicites f, et se démontre par les mémes raisonnements.

dG
Si, par un pointM de S, on méne une géodésique telle que -:i— Z 0
s

— o G = o est I'équation de S; s, la longueur (ordinaire) d’un arc de
géodésique compté A partir de M, et ot la dérivée est prise en M lui-méme
(s = o) — il y aura, de chaque coté de M, un arc de cctte géodésique le

long duquel —d— conservera son signe. Soit s/ la longueur d’un tel arc 8’il
s

est plus petit que ¢, et s' — ¢ dans le cas contraire : alors, pour s = + ¢,

la fonction G aura deux valeurs, G’ et — G”, respectivement positive et

négative. Si alors, par chaque point de M de S (ou d’'une portion limitée
dG

de S), on mene toutes les géodésiques pour lcsqu‘ellcs<d— est plus grand

s

qu'un nombre fixe ¢ > o, comme elles dépendent co;tinument des
2m parametres qui figurent dans I'équation générale des géodésiques, il
g’ensuit de 1a que les quantités G/, G” qui leur correspondent, auront un
minimum G,.

On sera certain qu’une secondo surface S coupera chacune des géodési-
ques précédentes & une distance de S plus petite que e, si elle se trouve a
un voisinage suffisamment proche (méme d’ordre 0) de S, c’est-d-dire si
son équation est de la forme G = 8§, avec 8] < G,.

La conclusion correspondante concernant les dérivées s’ensuivra de ceci
et des principes de la note additionmelle du livre LI
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haut ne seront que trés peu altérées par le changement
de Sen S : ceci donne la méme conclusion quant & 1'inté-
grale généralisée.

De méme, une dérivée premieére quelconque de u. sera
continue d’ordre m, + 1 par rapport & u,, d’ordre m par
rapport & u, et & f et d’ordre m, + 1 par rapport & la
forme de S.

110. Conséquences concernant les ondes et leur diffu-
sion. — D’un autre c6té, des résultats classiques se dédui-
sent immédiatement de la forme de l'aire d’intégration S,
de la formule (38). Il est évident que celle-ci met en évi-
dence I'intervention des caractéristiques, avec la signification
physique des ondes, exactement comme les formules du
commencement du Livre II 'ont déja fait pour les équa-
tions particuliéres les plus usuelles. On voit que toutes les
données sur S n'entrent pas dans la valeur de u,, mais seu-
lement celles qui se rapportent aux points de S,, c’est-a-dire
aux points qui sont & 'intérieur du demi-conoide rétrograde
de sommet a.

Ainsi, ce demi-conoide caractéristique
se comporte & la facon d'un « cornet
acoustique », comme le faisait, pour
I’équation des ondes cylindriques, la
nappe de cone de révolution du nu-
méro 31.

Réciproquement- (Cf. Livre II, 32), les
valeurs de u, et de u, en un point dé-
terminé ' (fig. 14) pris sur S. n’ont pas
d’influence sur les valeurs de u en des points qui sont
en dehors du demi-conoide direct de sommet «’. Au point
de vue physique, ceci signifie, comme précédemment
(Livre II), qu’aucune impulsion initiale en " ne peut réa-
gir sur un autre point avant que ce dernier n’ait été atteint
par 'onde correspondante.

Si I'impulsion initiale part non seulement d'un point,
mais d’'une région S de S, la portion d’espace (ou plutét
d'univers) sur laquelle 1'effet d'une telle impulsion pourra
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se faire sentir est constituée par 'intérieur de tous les demi-
conoides dont les sommets sont & l'intérieur de & : une
telle région est limitée par l’enveloppe du demi-conoide
en question, quand son sommet z’ parcourt le contour A
de S. Cette enveloppe (en raison de principes connus con-
cernant les équations aux dérivées partielles du premier
ordre) vérifie de nouveau (A) : c¢’est encore une caractéris-
tique, ou, en d’autres termes, une onde (*).

De telles conséquences montrent aussi, comme on l'a
déja observé pour les ondes sphériques ou cylindriques (*),
que les solutions d’une équation hyperbolique ne sont pas
nécessairement analytiques (*) : car (si les données ne sont
pas elles-mémes analytiques) il n’y a évidemment pas de
relation entre les valeurs de u, dans les voisinages respec-
tifs des deux points a et a’ quand les traces de leurs conoides
caractéristiques sur S sont extérieures l'une & I'autre et,
par conséquent, il n’y a pas de prolongement analytique
d’un de ces ensembles de valeurs a I’autre. On peut ajouter
qu’une discontinuité de la dérivée N° de u, ou de w, produi-
rait une discontinuité correspondante en un point quelcon-
que a situé sur le méme conoide; et si deux ensembles diffé-

- rents de valeurs de u, et u, ont 1’un avec ’'autre un contact
d’un ordre arbitraire N le long d’une aréte, les fonctions u
qui leur correspondent respectivement auront un contact
du méme ordre tout le long de 1'onde ci-dessus mentlonnée
issue de cette aréte

1441. Diftusion des ondes. — On a déja vu qu’il faut faire
une distinction pour de telles propagations par ondes, en

(1) L’enveloppe en question se compose de deux nappes, une nappe exté-
rieure (correspondant & ume propagation des ondes vers extérieur de §)
et une intérieure (ondes se propageant & l'intérieur de §) : la premidre,
sauf spécification ultérieure (V. plus loin), limite la région mentionnée dans
ce texte.

(2) V. Duhem, Hydrodynamique, élasticité, acoustique, t. II, livre II,
p. 168.

(3) La conclusion contraire eerait contradictoire avec l’existence méme
(qu'on prouvera plus loin) de la solution du problme de Cauchy, comme
il résulte des raisonnements du livre I, no 45.
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ce qui concerne le principe de Huygens dans son sens
spécial, ce que nous avons appelé la proposition (B) ou
mineure de Huygens.

On voit, & la simple inspection des formules (P) et (P'),
(Livre II), que les ondes sphériques et les ondes cylindriques
se comportent trés différemment & ce point de vue. La for-
mule (P) donne la valeur de la solution & 1'aide d’une inté-
grale double — qu’il faudrait désigner, dans notre systéme
de notation, par un seul § — prise sur la surface de la
sphére — c'est-a-dire sur l'aréte d’intersection du céne
caractéristique avec le plan initial. Un point x’ de ce der-
nier peut agir sur le point d’univers qui est représenté par
le sommet du cdne, quand il est juste en onde avec lui
(liv. II, n° 32), et seulement dans ce cas. Si u, et u, sont
nuls partout, excepté dans une petite région autour d’'un
point déterminé «’ (impulsion initiale localisée dans le voi-
sinage immédiat de z’), la valeur de u qui représente 1'effet
ultérieur de cette impulsion sera nulle partout excepté dans
le voisinage immédiat du demi-conoide direct de z* : ce
qui, en n’importe quel point donné (z,, y,, z,) de 1’espace
a trois dimensions ordinaire, correspond & un petit inter-
valle de temps aprés lequel tout retournera au repos. Cest
précisément la proposition (B).

Tel n'est pas du tout le cas pour les ondes cylindriques.
Les formules de M. Volterra, ou, méme, en nous restrei-
gnant au cas le plus simple du probldme relatif 4 t = o, la
formule (P’), expriment la solution de (e,) en fonction de
u, et u, par des intégrales doubles correspondant au signe
88 dans nos notations, et étendues (dans le plan t = o) &
tout I'intérieur de la trace du conoide caractéristique. Elles
montrent, par conséquent, que, pour de telles ondes, un
point du plan initial ¢ = o est de nature & agir sur le
point d’'univers (x,, Yo, t,), ¢'est-d-dire sur le point (z,, y.)
a l'instant ¢,, non seulement s’ils sont juste en onde, mais
aussi s’ils sont sous onde 'un avec l’'autre. En d’autres
termes, l'action d’une impulsion initiale sur le milieu a
deux dimensions se propagera avec la vitesse constante o
ot commencera & &tre perceptible en (z,, ¥,) au moment
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précis ot I’onde ainsi engendrée atteint ce point; mais elle
continuera 4 I'8tre aprés cet instant. Il existera ce que nous
appellerons une intégrale résiduelle, correspondant a cet
effet d’une impulsion & distance continuant aprés le moment
ol I'onde est passée. Si on suppose qu’initialement (¢ = o),
I'impulsion est localisée dans une certaine région & du
plan, les fonctions u, et u, étant identiquement nulles en
dehors de cette région, la quantité u (x,, Y, t,) sera nulle si
le cercle auquel le signe §8§ de (39) est étendu est entic-
rement en dehors de & (au point de vue physique, cela
signifie qu’aucune onde issue de I’impulsion initiale n’aura
le temps d’atteindre ce point). Elle sera naturellement
différente de zéro si la circonférence de ce cercle coupe &
(instants ou certaines ondes issues d’impulsions initiales
passent en notre point). Elle sera encore différente de zéro
— el sera ce que nous appelons une intégrale résiduelle —
si le cercle susdit comprend entiérement & son intérieur
S (1). Ceci signifie que la mineure d’Huygens — propo-
sition précédemment désignée par (B) — ne sera pas vraie
dans ce cas. Aprés un temps donné quelconque ¢, 1'effet
d’une onde provenant d’un point O est localisé, pour
le cas actuel, non seulement sur une circonférence de
centre O et de rayon at, mais aussi dans tout 'intérieur de
ce cercle.

Ceci s’exprime souvent en disant que les ondes cylindri-
ques — contrairement aux ondes sphériques (ordinaires et
non pas amorties).— diffusent.

Si nous prenons maintenant n’importe quelle autre équa-
tion & un nombre impair de variables indépendantes, il est
évident, d’apres la formule (39), qu’on obtiendra toujours la
méme conclusion. '

(1) Le domaine d’influence d’une impulsion initiale localisé¢ dans la région
de t = o est limité, ainsi qu'on l’a expliqué plus haut [V. note (1),
p. 238], par l'onde extérieure issue de l'ardte qui limite §. Pour des
ondes sans diffusion, telles que des ondes sphériques, ce domaine con-
sisterait en l’espace annulaire compris entre les deux nappes (la nappe
extérieure et l’intérieure) de la caractéristique issue de cette ardte
(V. fig. 14).
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La mineure de Huygens n’est valable pour aucun phéno-
méne régi par une équation lindaire aux dérivées partielles
du second ordre & un nombre impair de variables indépen-
dantes.

Toute équation de ce genre & un nombre impair de varia-
bles indépendantes, admet des intégrales résiduelles (*).

142. De plus, un fait remarquable concerne les signes de
ces intégrales résiduelles. Supposons, pour plus de simpli-
cité, (E) sans second membre, c’est-d-dire f = o, de sorte
qu’on n’aura a s’occuper que des intégrales de surface §8.
Il est clair que, tout au moins pour e suffisamment proche
de S, la partie principale de tout élément d’une telle inté-
grale sera donnée par la plus haute puissance de I' au déno-

. dv-
minateur, par conséquent par le terme u 3 ou, plus par-

ticulitrement, la partie

Wv 9 2:,, dz

m-— 2 dv ' ods

—r o mopwe S
e T

Le signe est celui de u, car, les =, désignant les paramétres
directeurs de la normale & S intérieure & T, c’est-a-dire de
celle qui est dirigée vers le coté ol est a, la somme 211’..%%-
est négative.

Si on avait alors affaire &4 une intégrale ordinaire, elle
aurait le signe de u sur S (en supposant que ce signe soit
constant). Mais ici, le signe §8 est modifié par une inté-
grale (m — 2)*?' complémentaire, qui a nécessairement le
signe opposé.

(1) Duhem (Hydrodynamique, élasticité, acoustique, t. 1I, p. 139) cherche
si (e,) peut admettre des solutions telles que y(r) F(r — wot), contenant la
fonction arbitraire F (tandis que y est supposé étre une expression déter-
minée en r). La conclusion négative qu'il obtient peut &ire comsidérée
comme évidente a posteriori par le résultat du texte : car (e,) admet de
telles solutions, et leur existence suffit (V. ibid., t. I, livre \ill, n° 2) a
démontrer le principe de Huygens au sens (B). La méme hypothdse pour
‘e,) conduirait par conséquent 3 la méme conclusion, que nous savons
maintenant 8tre fausse.

HaDAMARD. 16



242 FRONTIERES CARACTERISTIQUES

Or, le premier membre doit avoir le méme signe que les
valeurs de « sur S, si on continue & admettre que le point u
est dans le voisinage de S.

Par conséquent, pour des valeurs paires de m,, c’est-a-

dire pour m = 5, 9, 13, ...., c’est intégrale (m — 1) rle
qui donne le signe; mais pour m, impair, c’esl-d-dire
m=3, 7, ...., c'est au conlraire le terme complémentaire

qui prévaut.

Mais si on prend alors le cas ci-dessus mentionné de
I'intégrale résiduelle, le terme complémentaire s’annule.
Par conséquent, si u est positif, l'intégrale résiduelle est
positive pour des équations & & p + 1 variables, mais néga-
tive pour des équations & 4 p -+ 3 variables.

Tel est, en particulier, le cas des ondes cylindriques.

Ceci est vrai tout au moins aussi longtemps que le point
considéré est suffisamment prés de S et que les valeurs don-

du .
nées de 5 1o sont pas trop grandes en comparaison de

celles de u.

143. Cas des frontiéres caractéristiques. Des circons-
tances particulidres se présentent quand S est constituée
par des portions de caractéristiques, comme cela a déja lieu
dans PFapplication de la méthode de Riemann (*) pour
m=2.

Les formules précédentes restent valables dans ce cas,
comme 1’ont fait remarquer MM. d’Adhémar et Coulon (*), &
condition que S posséde la propriété géométrique de couper
le conoide caractéristique I', ayant n’importe quel point
d’une certaine région ® comme sommet, de maniére a for-
mer, avec I, la limite d’une portion T de 'espace.

La dérivée transversale que nous avons systématiquement
introduite ne vérifie plus, cependant, dans ce cas, la condi-
tion de se rapporter & une direction extérieure & S : de

. dv . ;
sorte que cette dérivée 5, beut étre considérée comme prise

(1) Voir Darboux, Legons, t. IT (2¢ éd.), no 389, p. 79.
(2) D’Adhémar, C. R. Ac. Sc., 11 févr. 1901; Coulon (Thése, p. 33).
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le long des courbes (les bicaractéristiques) tracées sur S elle-
méme : sa connaissance n’est plus distincte de celle de u lui-
méme en tout point de S.
. d
Comme, en raison de nos formules, u et il sont les

dv
seules quantités qu’on ait besoin de connaitre, sur S pour

déterminer la fonction inconnue, on voit qu'une solution
de (E) est déterminée quand on connait ses valeurs sur une
frontiére constituée par des portions -de caractéristiques
(avec les conditions géométriques précédemment mention-
nées).

Quoiqu'une seule valeur numérique soit ainsi donnée en
chaque point de S, un tel probldme a toutes les propriétés
du probléme de Cauchy (*).

414. Propriété d’échange. — Prenons pour S une nappe
du conoide caractéristique IV, de sommet o, et située de
telle maniére qu’elle limite avec I' un domaine T; pour u,
la solution de 1'équation sans second membre donnée

F (u) = o,

analogue & v, ¢’est-d-dire celle qui est singulidre en o’ et qui
est, autour de ce point, de 'ordre de

1

m — 2

T
Cette quantité n’est plus finie dans T, étant infinie le long
de I"; elle est cependant de nouveau d’ordre fractionnaire,
de sorte que si on integre dans T, les termes relatifs aux
limites I', I", disparaitront encore. I1 n'y aura pas d’altéra-
tion de cette conclusion causée par la présence de l'inter-
section de I' et IV & cause de ce qui a été6 établi au
numéro 92. Tout ce qu'on aura A faire sera, comme plus

(1) Ceci est la manitre dont les surfaces caractéristiques constituent la
transition entre les surfaces ayant une orientation d’espace, pour les-
quelles on doit prendre le probléme de Cauchy, et les surfaces orientées
dans le temps, sur lesquelles on ne peut choisir arbitrairement qu'une
seule valeur numérique en chaque point.
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haut, d’isoler les points & et a’, en leur appliquant ce qui
a 6t6 dit aux numéros 104, 105; on obtiendra évidemment :

“a == vll’

La solution élémentaire me change pas de valeur si on
échange simullanément les deux points dont elle dépend
et I'équation donnée avec son équation adjointe.

Ceci est la relation d’échange, entiérement semblable &
celle qui existe pour la fonction de Riemann relative &
I’équation hyperbolique & deux variables ou & la symétrie
de la fonction de Green dans la théorie du potentiel. Elle se
présente sous cette forme simple, comme on le voit, grace
a la précaution que nous avons prise de diviser par /4,
la solution singuliére en a.

En raison de cette relation, on voit que la fonction v,
considérée comme une fonction du point a (0l x, 5, ...., Tm
sont fixés), est une solution de 1'équation (sans second
membre) donnée F = o.

Comme les deux membres de la relation précédemment
écrite sont des fonctions analytiques, on peut remarquer que
la propriété d’échange reste valable dans le cas elliptique (*).

(1) Une démonstration directe de ceci serait plus difficile que dans le
cas hyperbolique et, d’aillcurs, ne présenterait pas le méme intérét, la
raison en étant que la théorie de I’équation elliptique ne reposc pas sur
la solution élémentaire elle-méme, mais sur les fonctions de Green, qui,
quoique déduites de cette solution par addition de termes réguliers, doivent
¢tre formées en relation avec chaque espéce de conditions aux limites.



CHAPITRE III
SYNTHESE DE LA SOLUTION OBTENUE

115. 11 faut maintenant démontrer que la fonction u définie
par la formule (39) vérifie effectivement toutes les conditions
du probldme (*) : ainsi (et seulement alors) on aura démontré
que le probléme de Cauchy admet une solution. Cette dé-
monstration consiste naturellement en deux parties : on
montrera d’abord que 1’équation indéfinie aux dérivées par-
tielles est vérifiée; puis, avec une hypothese géométrique, —
savoir que S a partout une direction d’espace, — on mon-
trera qu’il en est de méme pour les conditions définies.

La vérification de 1'équation aux dérivées partielles elle-
méme, qui autrement ne serait pas exempte de difficultés,
devient trés simple quand on se sert de notre symbole spé-
cial d’intégration. Elle est immédiate pour 1’équation sans
second membre, c’est-d-dire quand 1'expression (39) de
(— )™ mQ,,, _ ,u se réduit & son second terme. Car on
sait (n°* 87, 95) que, pour différentier ceci par rapport
aux a, il suffit de différentier sous le signe §8§. Or, la
quantité & intégrer contient seulement les a par le facteur v,
qui est (n° précédent) une solution de 1'équation donnée.

115 bis. Soit maintenant f 7 0. On n’aura & s’occuper que
de I’intégrale murle

43) — | 888, vjdz, dz, .... dz, .

(1) Ceci a d’abord été entrepris par M. d’Adhémar (Bull. Soc. math. Fr.,
t. XXIX, 1901, p. 190, et Thése, Paris, 1904) tout au moins pour les équa-
tions sans seconds membres. V. aussi eon ouvrage, Les équations aux
dérivées partielles & caractéristiques réelles, Paris, Gauthier-Villars, 1907.
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On lui appliquera des méthodes entidrement semblables
& celles de la théorie classique des potentiels.

Pour effectuer la premiére différentiation de cette inté-
grale par rapport & une des coordonnées a, il suffit de dif-
férentier sous le signe §§. Car 1'intégrale ainsi obtenue

p)
43) SSS 7)-;1‘ f dz, dz, - dz,

a un sens : ¢’est-d-dire qu’en isolant le point a par une sur-
face avoisinante 2 (voir fig. 12) on obtient une intégrale qui
tend vers une limite déterminée quand = tend vers a. On
le voit en faisant le méme raisonnement qu’aux numéros
104-105. Mais, de plus, l'intégrale ci-dessus est uniformé-
ment convergente, de sorte que l’erreur commise en subs-
tituant le domaine d’intégration T’ (fig. 12) & T a une limite
supérieure qu’on peut assigner sans connaitre le point a,
aussi longtemps qu’on le sait suffisamment proche de 2.

Par conséquent, en vertu d’un raisonnement bien connu,
UVintégrale (43) est la dérivée de (43) méme quand elle est
prise dans le domaine T.

Pour différentier une deuxi¢me fois, on considérera encore
la surface =, qui partage le domaine d’intégration en deux
parties, I'une T" entre S et =, 1'autre T” entre = et a.

Dans T’, on dillérentiera directement sous le signe §§;
dans T”, on écrira :

v dv dv ov
T om T T (o— + 7;) oz,
La quantité <£v_ —+ ill) donne une intégrale qui peut
oq ox;

étre différentiée sous le signe §§, la démonstration en
élant & peine différente de celle du numéro 106, si 'on
commence par remarquer que les termes du premier degré
de I" contiennent seulement les combinaisons (x, — a,),
(x, — ay), .... (xm — aa) : car, en tenant compte de ce fait,

Jar T . .
(—— + —d——->,déve’loppé suivant les puissances de ces
o, oa



SYNTHESE DE LA SOLUTION 247

différences, commence encore par des termes quadratiques,
etona:

d dv Jv d ov
57.7<5‘a:+ ) [ ,"_z(da‘ +;,—;)

—2
_mo2 Y (of any)
2 I‘ da‘ 0:0,

3

I1—2—+l

3O

le numérateur Q, commengant par des termes cubiques.
En adoptant les coordonnées s, A, des numéros 104-106, la
quantité & intégrer ne contiendra, par conséquent, pas de

m
. . . . = +
puissances de s au dénominateur, mais uniquement H 7
comme il fallait le démontrer, de sorte que 1'on aura :

(4%)

]sss (2 %) oo,

d
da,, d:t

9 v
_|sss <da‘+dx‘>dx ceeeda,

Quant & I'intégrale

ov
l $88,. ) 2 ds, ... dr,,

elle sera transformée par la formule de Green (*) en

&) — | sssT,, » d%{_ dr, -« dz + SS vfr,dS,
13

=, étant, comme précédemment, un cosinus directeur de la
normale & 3 dirigée vers l'intérieur de T’ (et, par consé-
quent, vers I’extérieur de T”).

(1) On opdre de nouveau comme au n° 94.
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La différentiation sous le signe §§ ne présente plus au-
cune difficulté, et on a :

SSST of dz, - dZp,

daﬂak

:—lsss'rn————fdx ""d-'tm

+|Sszfn‘-gg—ds+R+ R,
k

[R étant 1'intégrale m®0'® (44) prise dans T”; R,, le premier
terme de (44)]; ou, en faisant encore tendre = vers le
point a :

SSST of dz, - di,

da ,0a,

fdz, « s dx

1 m

— lim { — | 588,

+ l 8S; i, _,, dS}

Le résultat de cette substitution de 1’expression (43) dans
le polyndme différentiel & est alors :

SSE /Z Ay 2 s,

limite qui est entidrement semblable (*) & celle de la quantité
(87) du numéro 105, & laquelle elle se raméne facilement.

lim

446. Arrivons aux conditions aux limites.
On a ici & faire une hypothdse géométrique convenable
quant & la forme de S. On suppose que son plan tangent

dv
(1) Les deux expressions ne difftrent que par le changement de —— en
Zk
-d— , et par le fait que les A, eont pris, dans un cas, au point
By .
(z,, ,, -, Ty) et, dans l'autre, au point (a,, 6, «, p).
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a partout une direction d’espace. On sait déja, d’aprds le
livre I, que si tel n’était pas le cas, le probldme ne serait gé-
néralement pas possible. On admettra méme, pour I’ins-
tant, que la condition est sirictement vérifiée : c’est-d-dire
qu’aucun plan tangent de S n’a une direction caractéristi-
que. Par conséquent, de tels plans tangents feront un angle
fini avec la direction de toute courbe qui sera bicaractéris-
tique ou qui sera intérieure au cdne caractéristique.

8’il en est ainsi, quand a s’approchera indéfiniment d’un
point déterminé quelconque P pris sur S, le conoide carac-
téristique correspondant découpera sur S une aire infiniment
petite dans le voisinage immédiat de P, les segments de
géodésiques issues de a compris entre ce point et S, étant
tous aussi infiniment petits.

Si, de plus, la surface S est une surface régulidre, de
sorte que 1’'une des coordonnées admet, par rapport aux
autres, des dérivées partielles finies jusqu'd un certain
ordre p, les dérivées de s par rapport & A,, ...., Au—y, jusqu’au
méme ordre, seront aussi infinitésimales. '

Il nous faut montrer :

1° que u tend vers la valeur donnée (u,)e;

2° que la dérivée %:’i dans la direction de la transver-

sale en P tend vers la valeur donnée (u,)e.

La premiére démonstration est immédiate. Les §§ par-
tiels de (39) ne différent pas essentiellement de ceux qu’on
a considérés dans (4) (n°® 104, 105) pour en trouver les va-
leurs limites : si ce n’est qu’ici, la surface d’intégration S
reste fixe au lieu de se mouvoir vers a, ce dernier point
étant supposé, par contre, s’en rapprocher indéfiniment.
Mais comme le raisonnement précédent ne supposait
aucunement a fixe, on peut encore affirmer qu'un des §8

de (39) tend vers
(— i)"l 71'02’"‘ —9 Up

et que le reste tend vers zéro. Pour les mémes raisons, on
peut aussi dire (grice au'n® 96) que le terme en §88§ est
infiniment petit. La premigre conclusion est donc démon-
trée.
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117. La démonstration directe de la seconde conclusion

d
concernant ,selalt plus délicate. Comme, en raison de

la présence de g—:, un terme de §§ de la valeur de u est

comparable & un potentiel de double couche, les difficultés
classiques qui se présentent dans 'étude de la dérivée nor-
male d’un tel potentiel apparaitraient aussi dans notre
démonstration, l'introduction du symbole [~ 'y appor-
tant une nouvelle complication.

Un raisonnement indirect nous conduira beaucoup plus
simplement au résultat : il consiste & nous servir du fait
que la conclusion cherchée serait certainement vraie si S

. L d
élait analytique ainsi que les autres données u, d_: et f,

puisque, dans ce cas, on sait, par le théoréme fondamental
de Cauchy, que le probléme admet une solution, une der-
nidre étant nécessairement donnée par la formule ci-dessus.

Mais, d’un autre cdté, on peut considérer une surface ana-
Iytique B ayant avec S, en P, un contact d’un certain
ordre q (ceci n’exige que le fait que S soit régulier jusqu’a
cet ordre). De méme, on peut considérer deux fonctions
analytiques u, et u, des coordonnées d’un point arbitraire M
de S ayant, avec u, et u, (val-eurs de ces quantités pour le
point M correspondant & M), un contact d’ordre q en P et une
fonction analytique / ayant avec f un contact du méme

ordre. Si on rempla(;alt S par S, f, e, uy par f, Yo, uy,

du
changeant ainsi u en w, la convergence de 3, vers (ur)e

serait certaine. Mais, d’un autre c6té, quand a s’approche

indéfiniment de P, on sait que le domaine d’intégration se

confine, lui aussi, au voisinage immédiat de P et que, dans

de telles légions la surface S et les fonctions f, w,, u, ont,

avec S, 7 Uy, u, respectivement, des voisinages infiniment

étroits de 'ordre q. Par conséquent (grace au n° 109), si ¢
du du

est assez grand, la différence —— — tend vers zro,
dv dv

d
el -&g— a aussi la limite u, (P).
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148. Analogie avec les potentiels ordinaires. — La va-
leur limite u,(P) s’obtient par l’application de notre for-
mule au petit domaine co-
noidal T construit au
moyen de a, de quelque
cOté que a s’approche de S
(fig. 18), et cette valeur li-
mite est ainsi la méme des
deux coObtés. Mais il faut re-
marquer que, quand on Fe. 15,
passe d’un c¢oté & 'autre, le sens de la normale doit &tre
changé en raison des régles du livre II, n° 38, ainsi que
le sens de la transversale v. Si on gardait le méme sens
sur v dans les deux cas, la valeur du §8§ changerait de
signe au moment précis ol on traverserait S : discontinuité
évidemment semblable & celle des potentiels de surface or-
dinaires. Cette analogie, ainsi que d’autres de la méme
espéce (V. plus loin) mises en évidence par M. Volterra
(Congrés de Rome, 190R, t. II, p. 90), est complétée par le
fait que, sur S lui-méme, notre intégrale §$ prend la
valeur o, ce qui est la moyenne arithmélique entre les
deux valeurs opposées susdites.

119. Cas d’une irontiére caractéristigue. — Il est évi-
dent que le succes des vérifications ci-dessus dépend essen-
tiellement de notre hypothdse géométrique concernant S,
par l'intermédiaire du fait que l’intersection du conoide
caractéristique avec S se réduit & une petite aire autour de
P, quand a s’approche indéfiniment de ce dernier point.

On doit s’attendre & rencontrer des circonstances toutes
différentes quand cette condition géoméirique n’est plus
remplie, ce qui arrivera dés que S cessera d’avoir une orien-
tation d’espace.

Il est remarquable — quoique cela puisse étre prévu
d’aprés ce que mnous savons concernant le cas des don-
nées analytiques () — que la vérification réussisse encore

(1) On a obtenu, au n° 84, livre II, la comstruction de la solution, quand
u est donné sur un conoide caractéristique.
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dans un cas pour lequel l’aire S, ne devient plus infini-
tésimale en tout sens : & savoir le cas (intermédiaire entre
les surfaces d’espace et les surfaces orientées dans le temps)
de S caractéristique.

Comme on I’a vu au numéro 143, les données sont alors
réduites & la valeur de u seul en chaque point, de sorte
que (rien naturellement n’étant changé quant a 1’équa-
tion indéfinie aux dérivées partielles elle-méme) il n’y a
qu’une seule sorte de condition aux limites & vérifier.

Toutefois, cette vérification présente quelques difficul-
tés particuliéres dues & deux circonstances. L’une est celle
que nous venons de mentionner et a été remarquée par
M. d’Adhémar (V. Rendic. Circ. Mat. di Palermo, t. XX,

Fie. 16.

p. 143, 1909) : elle résulte de ce que le cas présent est in-
termédiaire entre les considérations des numéros 146-
117 et celles que nous allons rencontrer plus loin. Suppo-
sons, par exemple, que nous ayons & traiter 1’équation des
ondes cylindriques (avec o = 1), de sorte que I' est un
cdne circulaire d’angle au sommet droit, et aussi que S est
un plan de direction caractéristique qui fait avec I'axe des
t un angle de 45 degrés. Alors, ce dernier ne coupera plus
I' suivant une ellipse, mais suivant une parabole
(ig. 16) qui, quand a approche de S, ne se réduit
plus & un point, mais & une ligne entiére, savoir une
demi-génératrice de I', le volume compris entre S et
I étant (pour toute position de a extérieure a.S) étendu
indéfiniment dans une direction. Comme on le voit par cet
exemple, une S caractéristique réguliére ne suffit pas en
général par elle-m@me & constituer, avec I', le contour
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complet du domaine T. Pour enclore un volume, il faudra
nécessairement ou (comme dans l'exemple précédent) in-
troduire une seconde surface 8, telle qu'un second plan
caractéristique coupant le premier (V. fig. 16); ou sup-
poser que S a un point singulier (étant elle-méme —
comme au livre II, n° 64 — un cdne caractéristique, ou
une sorte d’angle polyédre & faces caractéristiques, etc.).
Une démonstration générale devrait tenir compte de tou-
tes ces singularités possibles (*).

En nous limitant, pour plus de simplicité, au cas de
m = 3, nous supposerons, d’abord, que la frontidére consiste
en deux caractéristiques régulidres S et S’ sécantes entre
elles; en faisant tendre a vers un point donné quelconque
P de S, on a & démontrer que la quantité u donnée par (39)
tendra vers la valeur donnée (u,)r. Il est utile d’observer
que ceci équivaut & démontrer que le probléme a une solu-
tion (*) [puisque cette solution ne peut &tre autre que
@39)].

A Taide d’une transformation ponctuelle convenable, on
peut admettre que S et S’ sont deux plans de coordonnées
x = o et y = o, tous les plans x = const., y = const.
devenant des caractéristiques, et méme de telle manidre
que les bicaractéristiques correspondantes soient paralléles
a l'axe des y et & I'axe des x, I'axe des y lui-méme
passant par P. On admet aussi que les parties utiles des
plans S et 8" — c’est-d-dire les parties qui portent les
données — sont les parties positives.

Il est facile de s’assurer que la disposition générale de la
figure sera la méme que dans l'exemple ci-dessus. Dési-
grons par z, y, z les coordonnées d’un point quelconque,

(1) La démonstration de M. d’Adhémar (Circ. Mat. di Palermo, [loc. cit.])
concerne le cas ol S est un cOne caractéristique.

(2) L'importance de ceci repose sur le fait qu'on doit (V. plus loin)
changer de variables, aprés quoi seulement la vérification peut se faire.
A priori, le fait que la méme vérification réussirait avec les premidres va-
riables, me serait pas évident si l’on ne montre que l'expression (39) reste
invariante (ou invariante 3 un facteur convenable prés) par de telles trans-
formations. On évite ume telle démonstration par la remarque du texte
('existence d'une solution étant évidemment une propriété invariante), et
méme linvariance de (39) pourrait, au besoin, se déduire de mnotre rai-
sonnement.
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par o, Yo, 0, les coordonnées (1) de a, par lequel on méne
une paralltdle a l'axe des y, celle-ci étant une bicaracté-
ristique. Dans le voisinage d’un point quelconque (z,, y, 0)
de cette ligne, on peut développer I' suivant les puissances
de £ — =z, z, les coefficients étant fonctions de y. En se
rappelant :

1° que I' = o touche le plan z = x, le long d’une ligne
2 = 0,

2° qu’il est situé, par rapport & ce plan, du cdté des z
décroissants;

3° que I' > o correspond & Dintérieur du conoide et,
par conséquent, I' << 0 & des points tels que * = =z, z 7 o,
on voit que le développement doit étre de la forme
(45) I' = n(x, — ) — Nz — 2N, (x, — 2)2

— N, (g, — )% + .....

(ot les points représentent des termes d’ordres supérieurs),
les deux coelficients n el N étant positifs. Le premier, mais
non le second, s’annule en a et est, en général, sensible-
ment proportionnel a (y, — y).

En égalant (45) & o et en faisant * = o, on obtient évi-
demment une sorte de parabole ayant P comme sommet et
3 == o comme axe, qui s’aplatit le long de cette derniére
ligne quand x, devient nul. Toute ligne y == const. coupe
cette courbe en deux points z =« + /B, en désignant par

~a et B deux développements suivant les puissances de x,
sans termes constants. Le théoréme de factorisation (V.
p- 112 et la note correspondante, qui s’applique de nouveau
au cas actuel) montre qu'on peut écrire
(46) = [B— (z— a)?] G(z,¥,32,Y,),

ol G est un autre développement en (z, — ), z, ayant N
comme terme constant. -
Ceci étant bien entendu, on arrive & la détermination de

(1) L’hypothdse z;, = o ne diminue pas la généralité, puisqu’on peut pren-
dre P variable avec la position de a, cn le remplagant par un autre point P’
situé sur la méme parallele & 1’axe des y que a, et en faisant tendre fina-
lement P’ vers P comme a. Ceci demanderait une translation variable des
axes, ce qui est sans inconvénient pour la légitimité du raisonnement.
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la valeur limite de u,, ot I'on a (les § étant ici remplacés

par des signes f ordinaires) :

(39) U, = — —1— [— f/f fodxdydz
R E s

En considérant exclusivement le cas de m = 3, on a
I’avantage de ne rencontrer aucune difficulté concernant
I’évaluation du symbole [~ . Ceci est clair, tout d’abord,
pour l'intégrale d’espace du premier terme, laquelle, v
étant seulement infini d’ordre }, a une signification au
sens classique et devient infiniment petite en méme temps
que le volume d’intégration.

Dans I'intégrale double, il ne subsiste qu'un infini d’or-

d
dre 5 celui qui provient de —&% et qui peut dtre éliminé &

l’aide d’une intégration par parties. Car, sur S, la direc-
tion v étant parallele & 'axe des y, on peut prendre
dv = dy en posant

) dS =K dy dz,
K étant une fonction convenable de y, z; et, de méme, sur
S’ on peut prendre dv = dr avec

dS = K’'dz ds.

d
Par conséquent, l’'intégrale double l / u-d—f- ds relative
1

a S sera <au facteur o— prés) :

l/ Kugﬂdydz -_—./dz“/‘Kug%dy
— / dz [(huv) _ "(K“) dy]

Les limites d’intégration, pour une valle‘ur quelconque de
z, seront données d’abord par I'aréte du diédre (c’est-a-dire
un segment Q,Q, de l'axe des z) et par le conoide carac-
téristique. Mais le terme correspondant & la derniére limite
est infini fractionnaire, et, par conséquent, doit étre
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supprimé : de sorte que la valeur de I'intégrale sur S de (39").
multipliée par — 2r, est

Q.
% — Kuvdz 4 —K ou AL KLu ) vdydz,
) 9y 9y

Q
I'intégrale simple étant prise le long de 1'axe des z. De
cette manitre, tout infini d’ordre supérieur & } a disparu.
De plus, la valeur de v est

_ v Vo
V= THY ~/11 ~/11

Dans le premier terme — évidemment le seul qui puisse
donner un résultat différent de zéro dans (47) —, on rempla-
cera I' par la valeur (46), dont le premier facteur peut aussi
s’écrire

+ VVT +

— (2 —12)(z—13,),

z =z, et z = z, désignant les intersections d'une paralléle
quelconque & I'axe des y avec le conoide caractéristique de
sommet a, de sorte que z, et z, sont des fonctions de y
(x étant nul) et des coordonnées de a.

De cette maniére, 1'intégrale simple prise le long de
(.Q, devient

*a KuVdz
~/(Z—— Zl) (zz '_Z)N/—G

et, quand a s’approche de P et que, par conséquent, Q,Q,

devient infiniment petit, une telle intégrale est sensiblement
égale &

— Keueve dz

(48) JNT . ~/(z —3,) (3, — 2)

(K°, u°, V°, N° désignant les valeurs des quantités K, u, V,
N & Dorigine des coordonnées) dont la limite s’écrit immé-
diatement, le dernier facteur étant, comme on sait, toujours
égal & .

La méme méthode s’applique évidemment & 1'intégrale
double, en 1’écrivant

" ou  o(Ku) v
—K — ——= KL -
Juf (x5 — o — ) Jo=r—ave
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en opérant ainsi sur chaque intégrale simple relative 3 z,
on voit que (47) tend vers la limite

. ou  9(Kw v,
as vy« f < K §o — 250 — Kiu ) T

On opére tout & fait de la mdme maniére sur I'intégrale
relative & &', mais avec la simplification qu'il ne subsiste
pas d’intégrale simple comme pour (47) (le segment corres-
pondant tendant vers zéro) : la limite correspondante sera :

Kou°V*

T —

VN

La question est de savoir si la somme de (48), (48 bts) et
(48 ter) est égale & 2wup. Pour y répondre, nous emploie-
rons la méthode bien connue en Calcul des Variations : on
du
sortir 5. | ,
parties, ce qui, une fois fait, donne la valeur demandée de
la somme, si :

1° aprds cette transformation, les termes en u s’annulent

(48 ter)

fait sortir du signe / au moyen d’une intégration par

en méme temps sous le signe / de sorte qu’il ne reste au-
cune intégrale quelle qu’elle soit (*);

2° les termes en u° se détruisent aussi I'un 1'autre;

3° le coefficient de up est égal & 2.

Ces conditions sont suffisantes; mais — en raison du
Lemme fondamental de Calcul des Variations — on sait
bien qu’elles sont aussi nécessaires. La conséquence en est,
dans le cas présent, qu'on peut affirmer a priori qu’elles
sont remplies et qu’il n’est besoin d’aucun calcul pour cela.
Car on a vu, Livre II, n° 64, que le probléme a une solu-
tion (et, par conséquent, que la vérification présente doit
réussir) toutes les fois que les données sont analytiques.
Ainsi, la somme des quantités (48) & (48 ter) se réduit A
2rup pour tout u analytique, et ceci ne peut 8tre (*) que si les
trois conditions dont il s’agit sont remplies.

(1) En Q’autres termes, on doit avoir identiquement (pour z = 3 = 0) :

& Vo _, 4 (EY,
(du+KL> /N2 (VN">

@) Le Lemme fondamental continue, comme on le sait, & s’appliquer
HADAMARD. 17
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120. Le calcul direct des expressions (48), (48 bis) et (48 ter)
est cependant intéressant et mérite d’étre entrepris. Il
semble, au premier abord, se heurter a une difficulté insur-
montable, en raison du fait que les valeurs de V le long de la
bicaractéristique sont déduites (au moyen de M) de celles
des dérivées secondes de T, et que ces derniéres dépendent
de l'intégration générale des équations différentielles des
géodésiques, ou, du moins, des « équations aux varia-
tions » (*) correspondantes. Dans le cas présent, néanmoins,
les valeurs de V — qui, sur la bicaractéristique, se réduit a
V,, — peuvent étre trouvées par une quadrature. La raison
en est que, quoique ne connaissant pas toutes les géodési-
ques en général, on admet implicitement (par le choix
méme des coordonnées indiquées ci-dessus) qu'on connait
les géodésiques de longueur nulle (%), ¢’est-a-dire les bica-
caractéristiques.

Pour obtenir une telle expression de V,, on complétera
les simplifications du numéro précédent a 'aide des remar-
ques du numéro 50, Livre II. On a vu & cet endroit que, les
coordonnées étant choisies comme ci-dessus, 1’équation aux

quand la fonction arbitraire qui figure dans son hypothdse est assujettie
3 8tre analytique. Le raisonnement semblait d’abord supposer que S (ou &)
lle-méme était analytique; mais, dans le cas contraire, on pourrait subs-
tituer, au lieu de S, une autre caractéristique analytique ayant avec elle
un contact d’un ordre arbitraire en un point de l'axe des y (et par consé-
quent, en raison des propriétés bien connues des équations aux dérivées
particlles du premier ordre, tout le long de cette bicaractéristique), laquelle
substitution (comme au n° 447) ne changerait pas les résultats. L’hypo-
thése d’analyticité de S est, par conséquent, indifférente.

(1) V. note additionnelle, liv. II. Plus précisément, comme on va le voir,
V, ost [en raison de I'équation (39), n° 89] li€ au Jacobien J.

(2) Sans insister sur ce point — ce que nous ferons peut-étre & une autre
occasion — on peut simplement remarquer qu’il y a 13, finalement, une ap-
plication du théordme bien connu d’aprds lequel une intégrale d’un sys-
téme différentiel linéaire sans seconds membres peut étre trouvée par qua-
dratures quand l'intégrale générale du systdme homogéne correspondant
est connue. Le systdme linéaire ici considéré est comstitué par les équa-
tions aux variations, l'une d'entre elles étant remplacée par la relation
(elle-m8me aux variations) déduite du théordme des forces vives, et dont
le second membre doit étre pris comme nul quand les bicaractéristiques
seules sont cnvisagées, et comme égal & une constante arbitraire pour
P’étude des géodésiques en général.
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dérivées partielles homogénes peut (en changeant de varia-
ble si ¢’est nécessaire) étre prise sous la forme

" d*u
) 2 5 o F (u) = o,

&, ne comprenant pas de différentiation par rapport a x
(et I'équation adjointe sera d’une forme analogue).

Ceci étant admis, et en tenant aussi compte des hypo-
theses précédentes quant aux axes des x et des z, la forme
caractéristique A sera, en désignant par «, B, y les varia-
bles qui y figurent, de la forme

A = 2083 — Ay?

(ot le coefficient A doit étre positif, de maniére & n’avoir
qu’un seul carré positif), ce qui donne pour le discriminant
A la valeur A,

Nous allons maintenant procéder & la détermination des
coefficients n et N de (48) (en fonction de y). Il suffit, pour
cela, de substituer (48) dans !’équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre en I'

o' o' or>
—_— | == 4 1.
A <dx oy 0z ) t

En désignant par des accents toutes les diflérentiations
par rapport & ¥, on obtient

2[— n + 2Nz + 2N, (z, — ) + ....]
> [n! (x, — ) — N’z — 2N,"(z, — )z — N, (z, — 2)* + ....]
— 44X [Nz + N, (g, — )2 + ... ]*
=4n(x, — z)— 4Nz2— 8N, (x, — x) 2 — 4N, (¥, — %) *+ ...,
les points représentant encore des termes d’ordres supé-
rieurs. On obtiendra le résultat demandé en égalant les coef-
ficients de part et d’autre de (x, — x) et aussi les coefficients
de 2%, ce qui donne
— 2nn’ = 4n,
2nN" — 4AN? = — 4N.
La premidre relation donne (n s’annulant nécessairement
en a) :
(49) n = 2(y, — v).
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On a alors, pour N,
(49) —N(@y —1y,) +N—2AN? =0,

équation du type de Bernoulli, dont une seule solution est
finie en a, savoir :

(50) Ne=_JT"VY

fv)tdy
Vo

Ce premier résultat étant atteint, nous pouvons calcu-
ler la quantité M (n° 49) : son expression se réduit &
g L, ol
“ dzdy 0z*

= — 20’ + 2AN

pour £ = z,, 2= o (tous les autres termes s’annulant puis-
Iy

que I' et %;— sont nuls tous les deux le long de cette ligne).

Mais en tenant compte de (49), (49"), ceci donne

2 ’
M=4+2AN=6+—$— Y, — -
Par conséquent, d’aprés sa définition du Livre II, n° 62
(dans laquelle on peut faire s = y -— y,),
V, = const. y/N = yN,

le facteur constant étant 1, puisque V, et »/N sont tous les
deux égaux & ¥/ en a.

121. Revenons maintenant aux formules précédentes (48)
a (48 ter). Si on lient compte de la valeur ci-dessus de A
et des égalités (relatives a S)
m,dS = dyds, T, = wy = 0,
ln définition de v montre que K' = 1. Quant & L, il est égal
d o, comme défini par la formule (7) du Livre II, n° 40.

Ainsi, comme on voulait le montrer, il ne subsiste pas
d’intégrale dans (48 bis), qui se réduit &

(51) - 2”(“1’ - uo)’
tandis que (48) donne — =u°.
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Le seul terme qui reste & trouver est (48 ter). Mais,
comme ci-dessus, on voit que K’, est, ainsi que K,, égal
a 1, de sorte que (48) et (48 ter) se trouvent détruire le
second terme de (81), et la vérification est faite.

122. La conclusion demandée étant ainsi établie, cela impli-
que, naturellement, la forme primitive (n° 449) du résultat : on
peut dire, avec les notations du numéro 119, que la valeur limite
de l'intégrale double sur la premitre caractéristique (contenant

P) est :
o= (5]

K étant tel que (*), pour un ¢ quelconque,

dy _w O%

et N étant le coefficient de 2> dans le développement de I'. La
conclusion, sous cette forme, reste valable si S n’est plus sup-
posé étre un plan coordonné (le plan z = o étant, cependant,
encore assujetti & &tre tangent & S le long de l'axe des y) : le

rapport de K & /N est, naturellement, indépendant () du choix
de la seconde variable z (qui sera alors une coordonnée curvili-
gne) sur S.

423. Si on en vient maintenant au cas ou S, au lieu de consister
en un diddre, admettrait un point singulier O — qui sera pris
comme origine des coordonnées — on pourra surmonter les dif-
ficultés spéciales de ce cas en le ramenant au précédent, avec
des hypothéses géométriques convenables.

Commencons par observer qu’'on ne peut plus supposer que
S est un plan de coordonnées (puisqu’elle est singulitre en O),
de sorte qu’on est forcé d’opérer comme on I'a dit au numéro
précédent. Mais nous admettrons que la caractéristique qui sera

(1) K [ainsi que le serait K’ dans (48 ter)] est égal au coefficient de

d%u
2

0zdy
no 120).

(2) Ceci peut se vérifier d’'une maniére directe : car si on introduit une
nouvelle variable Z 3 la place de z, la variable y restant la méme tout
au moins sur z = o, ce Z ge réduira sensiblement & yz 4+ By + a (2, B, ¥
étant des constantes) dans le voisinage.- de n'importe quel point déterminé
de I'axe des y, et K et N seront tous deux divisés par vy.

dans l'équation (comme on le voit de la méme manidre qu’'an
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prise comme plan coordonné laisse S entier d’un seul cdté. Nous
admettrons, en second lieu, que S peut étre engendré par des
lignes régulidres (A) issues du point O, dont chacune sera, au voi-
sinage de ce point, dirigée dans le sens des z croissants, de
sorle que, si les coordonnées x, y, z sont exprimées en fonctions

dr .
s > (0 De plus, comme certaines
de ces lignes (A) font des angles infiniment pelits avec z = o,
on considérera & nouveau les plans y = const., qui seront en-
core supposés 8tre caractéristiques, et on admeltra que, 6 étant
un certain angle positif, la tangente a une ligne (A) quelconque
(dans le voisinage de 0) fait un angle plus grand que 6 avec au
moins un des plans * = o, y = o. Par conséquent, si on coupe S
par un plan caractéristique y = ¢, ¢ élant petit, la portion S, de S
adjacente & O, limilée par ce plan et par le demi-conoide de sommet
o, interceptera sur chaque ligne (A) un arc plus petit qu'une lon-
gueur o qu’on peut prendre aussi petite qu’on le veut, en prenant
< suifisumment petit (et a sulfisamment voisin de P).

S, comprendra une portion ¥, de la premidre caracléristique
(tout au moins une portion angulaire d laquelle la bicaracté-
ristique OP* sera intérieure); la partie restante scra désignée
par 5,”.

z, y, 3 seront continus par rapport aux deux parameétres A et s :
on admettra qu’ils sont réguliers en s :

(régulitres) de l'arc s, on a

=& + &8 + ...
32) Yy = 1,5 —+ 1,8% 4 ...
2= {;5s 4+ (8% + .....

Bien entendu, tous les coefficients &, u, et {, seront continus
. - Jr Jdy 0z .
en A; mais leurs dérivées ou ——, --*, —— peuvenl avoir un nom-
OL" OA" OA of
bre fini de discontinuités de premitre espdce | des valeurs de 7)7:'—,
. existant des deux cotés de la discontinuité, mais étant diffé-
: ) > o . d_‘g_l__ 2 drll . dgl \2
rentes entre elles ) La soxnrlle(d)t) -+ <d/\) -+ <d/\
sera dillérente de zéro, de sorte que l’angle entre deux lignes (A)
conséeulives sera du méme ordre que la différence des valeurs cor-
respondantes de A.
En raison de ce qui précdde, les quantités =dS seront, sur
S,, les produits de dAds par des déterminants fonctionnels tels

que '—- 05 qui contiennent tous s en facteur. L’élément
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superficiel sera de la forme HsdAds, ou H est fini, mais aussi par-
tout difiérent de zéro, et par conséquent plus grand qu’un nombre
positif fixe.

124. Ceci étant entendu, prenons l'intégrale double de (39) :

1° sur la partie S; de S qui correspond 4 y > e;

2° sur S,.

La valeur limite de la premitre intégrale sera (comme on l'a
trouvé précédemment)

(83) rup <Kuv >
i ™ m —
i N/N +=0,2=0, y=¢

Sur S,, on commencera par observer que la direction trans-
versale v est tangente, et que, par conséquent, pour une fonc-
tion ¢ quelconque (%),

dy dy d¢
SEas = <a: L ds> drds,

olt o et B sont des fonctions régulitres de A et de s, la seconde
conlenant s en facteur (3).
Quant aux valeurs données de u sur S,, supposons qu’elles

., . . ., ou
ont des dérivées premidres finies, les dérivées N s’annulant avec

s, et aussi, pcur commencer, que u lui-méme est nul en O (par

(1) Si les lignes () sont des bicaractéristiques, le second terme existera
seul. C’est ce qui a licu pour le cas de M. d’Adhémar ol S est un conoide
caractéristique : le mode opératoire du texte est néeessaire pour traiter
certaines formes de S, telles qu'un angle polyédre, dont la partie S/, est
une caractéristique régulidre.

(2) Pour exprimer ces coefficients, on peut remarquer que, en raison de
I’hypotheése que s est 'arc (ordinaire) de (A), la quantité

dr 0%z dy 0% 0z 0%
b‘s_ OAQs + ds  OAOs ds OADs

cst nulle. On obtient alors les valeurs dérivées si on multiplie les équations

dz 1 0A Jx ox dy
..__.:,__—_—,a-—-{-ﬁ..«, —_—=....
dv 2 Om, oA s dv
(dans lesquelles on a pris dS — dAds et les = en conséquence) par-
dr dy 0z dz Jy 0z .
-—, —, —, ou par —, —, —. Les deux résultats étant de 1’ordre
oL Or OA ds Qs 0s

respectivement de s2 et de s, on obtient I’ordre de grandeur énoncé dans le
texte.
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conséquent que |u| admet une limite supérieure proportionnelle
4 s). Alors, dans l'intégrale qui doit s’écrire

/f[ ( g:>—”< 3:+B—>—Luv] drds,

do dv
on transformera les termes en — et —— par la formule de

Green. 0s oA

L’intégrale simple prise le long de l'intersection de S, avec T’
doit 8tre supprimée comme précédemment. Le terme pris le long
de D'intersection avec y = e détruit le terme correspondant de
(83) (puisque les coordonnées A et s pourraient aussi bien é&tre
employées dans la partie de S, adjacente a S,) (%).

s = o devrait étre considéré, ici, comme étant une partie de
la frontiére; mais le terme correspondant s’annule, puisque u est
supposé nul avec s.

I reste, par conséquent, & évaluer des intégrales simples de la
forme

Hd
(54) / huvds = —f_I—‘-S_

[ol (s) est une valeur de s contenue dans l’intervalle d’intégra-
tion et H une quantité finie] prises le long de lignes A = const.

. d
situées sur 87, et correspondant 3 des disconlinuités de 5;-,

.. telles que des arétes de 1’angle polyddre > et des intégrales
doubles telles que

Hud)\ds H d)tds, HB o (Iyds
(54) f

(1) La partie de linterscction de S et de y = e contenue dans S, ect

Fic. 17.

entitrement 3 l'intérieur de $/, pour z, sufﬂsamment petit, la dlsposmon
relative de S,, I' o,y = ¢ étant telle qu ‘on la voit sur la figure ci-jointe,
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ot H est encore fini et ou le facteur s apparait encore dans le

numérateur sous le signe / en raison de la présence d’'un des

du
facteurs u, N B.

Reprenons maintenant le développement de I" tel qu’il a élé
écrit précédemment, savoir

(45) I'=n(zr, —z) —Nz2 — ...
=2(yo—y) (xo"_w) — Nz? — P

ou [puisque chaque terme non écrit explicitement contient
(x, — x) ou z* en facteur] :

I'= 2;0 (z, — ) —’Nz"',

ol y, et N représentent des quantités qui ne différent qu’infini-
ment peu de y, et de N respectivement. On doit d’abord substituer
ceci & I' dans les intégrales simples (54), qui se rapportent tou-
tes & des lignes appartenant & S,” et dont chacune, par consé-
quent, fait un angle fini, soit avec le plan = = o (de sorte que
& > &7 > o), soit avec le plan z = o (de sorte que
[] > ¢ > o), £ et { étant des constantes.

Le premier cas se présente toujours lorsque le coefficient £, du
développement de z suivant les B;lissances de s est négatif et

supérieur en valeur absolue & —Né-‘-— <donc algébriquement infé-
Ng,2
—

plus grand qu’un nombre positif fixe (*), ainsi qu'il en sera de

rieur 3 — : car, sil en est ainsi, le coefficient £, doit &tre

—a% pour s suffisamment petit.

(1) 8'il existait des lignes (A) telles que
N¢ 2
2
et si £ tendait vers zéro, elles auraient (en raison du théoréme de Bol-
zano-Weierstrass) une position limite tells que §, = o et
N2

2

f<—

b < —

’

az
ce qui est contradictoire avec ’hypotheése de 5 > o. De méme, si, avec
s
Ng, 2

€,<-—"2—*

dz A
il arrivait, pour des valeurs convenables de A et s, que E— puisse tendre
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Dans ce premier cas, en désignant par s, la valeur de s qui cor-
respond & l'intersection de (A) avec le conoide, l’intégrale sera
d= Ja forme

/‘s, H ds

| — s—s,
o \/"Zyo(& 4+ ) v 1
c’est-a-dice plus petite que

245, >< max. —-E——-a < Vo,
aver H, fini . zyofx

125. Dans le deuxidme cas, en tenant compte de 1'inégalité
& > — —L\; §,% le développement de T" suivant les puissances
de s cuntiel-l‘dra un terme négalif en z%, le coelficient étant numé-
riquement plus grand que la quantité donnée % {,*. Si on com-

mence par supprimer le facteur (s), on voit, par le théortme
de factorisation, que le facteur restant dans la quanlité 3 inté-
grer est le quotient de Kds (avee K fini) par la racine carrée d’un

I'intégrale étant prise depuis zéro jusqu’a une racine du poly-
nome. Une telle intégrale (dans laquelle D’intégrale indéfinie
est un arc sinus) est toujours plus petite que Ka. Si on tient
compte du facteur (s), I'expression (54) sera par conséquent infi-
nitésimale quand e et x, seront trés petits.

L’évaluation d’intégrales doubles telles que (54'), quand on les
étend A 8,7, se déduit immédiatement de ce qui préceéde en inté-
grant des expressions telles que (84) par rapport a A.

Sur 8,%, on opérera différemment, et on introduira 3 nouveau
y et z, en fonction desquels on peut admeltre qu’on a exprimé (*)
z. L’élément sdAds ne difiére, ainsi qu’'on I'a vu, que par un fac-
teur fini de I'élément superficiel sur 8,” el, par conséquent, de
dydz. D’un autre colé, le coelficient de z* dans le développement
de z (pour toul y donné) est nécessairement positif (), de sorte

vers zéro, ou s resterait plus grand qu'une quantité donnée $,, el ceci pour-
rait étre exclu en prenant ¢ et &, convcnablement petlts, ou s pourrait
téndre vers zéro — mais c’est ce qm est impossible, puisqu’on vient de
voir que £, doit rester plus grand qu'un nombre donné.

1) Si Sz’ appartient 4 une caractéristique régulitre, on peul prendre
x = o; si c'est & un conoide caractéristique, x sera une fonclion do y et de
z dont les dérivées sont discontinues en 0, mais restent finies et s’annu-
lent sur 'axe des y.

(2) 11 croit méme indéfiniment avec 1/y, comme le fait la courbure de la
surface, si S est un conoide caractéristique.
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que, se développant de la méme manidre, le coefficient de z* est
numériquement supérieur & N. Par conséquent, ici encore, la quan-
tité a intégrer est (pour n’importe quelle valeur déterminée de y)
le quotient d'une quantité finie K par la racine carrée d'un poly-
nome quadratique en z avec le coefficient — 1 pour z*, de sorle
que l'intégrale relative a z est constamment plus petite que K.
En intégrant par rapport & y, le résultat est encore infiniment
petit avec .

L’intégrale sur S, étant ainsi la somme de quantités infinitési-
males et d'un terme qui disparait avec le second terme de (83),
la conclusion est démontrée tant que u est supposé nul en 0.

Mais cetle dernidre hypothése ne diminue pas la généralité :
car on peut commencer par prendre un premier ensemble u’ de
valeurs de u (dilférentes de zéro en 0), coincidant avec les va-
leurs d’une solution donnée de (E), pour lequel, par consé-
quent, la vérification doit réussir, puisqu’on sait d’avance que
le probléme a une solution, et on posera u = v’ -+ u”, ou u”
est nul en O, et peut étre traité par l'analyse précédente : de
sorle que la démonstration est complote.

Pour m = 5, 7, ...., on doit s’attendre 3 avoir des calculs
semblables avee quelques complications supplémentaires, parti-
culidrement en raison de l'intervention du symbole [ : cepen-
dant, nous n’entrerons pas dans de plus longs détails sur ce
sujet.

126. Frontiére orientée dans le temps. — Il suit claire-
ment de ce qui précéde que le succés de la synthése, dans
le dernier cas, dépend de circonstances toutes spéciales
celles-ci ne se produiront plus lorsque S cessera d’étre ca-
ractéristique, de sorte que son plan tangent en un point
quelconque coupera le cOne caractéristique mené au méme
point suivant deux génératrices distinctes; et, d’abord,
I’aire d’intégration ne sera plus infinitésimale méme dans
une de ses dimensions.

Si, par exemple, 1’équation aux dérivées partielles étant
(es), S, comme au numéro 25, consistail en une aire du
plan zy et en la surface latérale S, du cylindre ayant cette
aire comme section droite, ceci permettrait de calculer,
grace a (39), une valeur de u, dans le volume ainsi enclos
— quelle que soit la distribution donnée des valeurs de u,
et u, en des points variés de S — et cette quantité u véri-
fierait 1'équation aux dérivées partielles. Mais si a
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s’approche d’un point déterminé quelconque P de S, il n’y
aurait pas de raison pour que u. tende vers u, (P), comme
on peut le voir & la simple inspection de la figure 18.

On trouve ainsi, comme nous l'avons déjd dit au nu-
méro 23, que le probldme de Cauchy est en général impos-
sible dans ce cas, et on peut effectivement écrire immédia-
tement une infinité de conditions de possibilité [entiérement

T r
7

S, S S, §
Fre. 18. Fic. 18 bis.

semblables aux conditions (8), n° 45] en prenant mainte-
nant a en dehors du cylindre (fig. 18 bis). Si a est choisi
ainsi, il n’y a plus de point singulier du conoide dans le
domaine d’intégration T, et le résultat de l'application de
la formule fondamentale (f étant, dans I’exemple ci-dessus,
supposé nul), se réduit, comme au numéro 104, A :

SS <u%—v%?—Luv> dS = o,
de sorte qu’il ne peut pas exister de solution si cette équa-
tion n’est pas vérifiée pour chaque position de a en dehors
du cylindre.

Par conséquent, on n’a pas ainsi un probléme correcte-
ment posé. Mais il est cependant important & noter, comme
correspondant aux démonstrations données par Kirchhoff
ot M. Volterra du principe de Huygens dans la dernidre
des trois acceptions dont on a parlé au numéro 33,
c¢’est-d-dire de ce que nous avons appelé proposition (C.).
Imaginons, dans ce but, qu'on étudie le phénomeéne en
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dehors d’une certaine courbe fermée o du plan des ry, —
de sorte que la région R dans laquelle on veut déter-
miner u est située du cOté positif de ¢ = o et en dehors
du cylindre C, qui a ¢ pour base — et que, le milieu
étant initialement au repos (de sorte que les quantités u,
et u, sont nulles sur tout le plan zy), on produise dans o
certaines perturbations.

Comme le mouvement ainsi engendré vérifie (e,), la valeur
correspondante de u a l'expression (*) (39), qui, dans le cas
actuel, se réduit & des intégrales étendues & C. Comme la
région d’intégration sur C est constituée (V. fig. 19) par
des points en onde ou sous onde avec a, ceci revient, comme
I’'a remarqué M. YVol-
terra, & représenter le
mouvement comme pro-
duit par des centres con-
venablement distribués
sur G; la méthode de
Kirchhoff est tout & fait
analogue pour (e;), en
supposant que la der-
niére équation s’intégre
comme on le montrera Fe. 19.
au Livre suivant. -

11 est clair que tout phénoméne régi par une équation hy-
perbolique & trois variables indépendantes donmnerait lieu
a une telle forme du principe de Huygens.

Ceci met pleinement en évidence la nécessité des distine-
tions que nous avons établies ci-dessus entre les divers
sens du principe de Huygens : on voit, en effet, que nos
formules peuvent &tre considérées comme démontrant
U’exactitude de ce principe, si on le prend sous la forme (C),
— c’est ce qui a lieu, par exmple, dans le Mémoire fonda-
mental de M. Volterra, 4 cta Mathematica, t. XVIII — tandis
qu’on a vu (n° 111) qu’elles prouvent la fausseté de ce
méme principe, au sens (B).

(1) L’expression explicite correspondant & ce cas est donnée ci-apras;
no 134,
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1217. Quelques indications sur le probléme extérieur. —
Le cas d’un contour orienté dans le temps a été également
traité par M. Volterra & un autre point de vue, en intro-
duisant ce que le géométre italien appelle le « probléme
extérieur ».

Il s’agit du cas ou le domaine d’intégration T,, au lieu
d’ttre intérieur & une nappe du conoide caractéristique de
sommet a (avec une frontiére constituée par des portions de
celte nappe et de S), est en dehors du conoide et se trouve
limité par les deux nappes et des portions de S (fig. 20) :
il arrive alors que, tout au moins dans les exemples les
plus immédiats, S n’est nulle part une surface d’espace
(ce qui n’est pas le cas pour le probldme intérieur).

r
a<
r
v
Fie. 20. Fic. 20 bis.

Un te] probléme se comporte tout autrement que le précé-
dent, ceci étant une conséquence des conclusions du nu-
méro 97. Opérons sur le domaine T, comme nous l’avons
fait précédemment sur T, en appliquant la formule fonda-
mentale a la fonction inconnue u et & la solution élémen-
taire v (de pole a) dans laquelle nous changerons seulement
le signe de I' de maniére & le rendre positif en dehors du
conoide : iout se passe comme dans les calculs précédents,
de sorte qu’on aura un §8§8 sur T et un §§ sur la por-
tion (annulaire) S, interceptée sur S entre les nappes du
conoide: Mais si on construit de nouveau la petite sur-
face & qui est nécessaire pour exclure le voisinage de a,
ls valeur limite de l'intégrale généralisée correspondante
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ne contiendra plus en facteur la partie finie du volume de
I’hyperboloide & deux nappes, mais la partie finie du volume
de I’hyperboloide & une nappe, qui est nulle, ainsi qu’on
I'a vu au numéro 97. Par conséquent, aucun terme corres-
pondant & la singularité en a ne doit 8tre inscrit, et la for-
mule se réduit & :

(55)| S8 8 of dz, dz, - dz, +

SS <v~~— u ZL -+ Luv) dS =0.

Elle ne détermine plus la valeur de u,, mais, ne contenant
que les données du probleme, fournit pour celui-ci une con-
dition de possibilité.

On peut obtenir ainsi une infinité de telles conditions né-
cessaires, en prenant le point a arbitrairement dans S. Mais,
naturellement, on peut encore en obtenir d’autres, ainsi
qu’on ’a fait au numéro précédent, en prenant a en dehors
de S (fig. 20 bis).

On doit substituer pour v d’autres quantités pour obtenir
la singularité demandée en a, qui conduit & l'expression de
ts. De plus, la question de trouver un tel v n'est plus un:
probléme déterminé, justement parce que le probldme n’est
plus bien posé et que, par conséquent, les solutions, s’il en
existe, peuvent s’écrire d’un nombre infini de maniéres en
fonction des données [en les combinant avec les condi-
tions de possibilité (585)].

M. Volterra emploie I’expression

f®log(1—®) dO —~ —+ log r. are sin =
" vi—®

t—1t .
" . ) dont la singularité utile est encore

(avec 0 =
\

toute une ligne paralléle & 'axe des ¢. Si on opére la-dessus
comme on I'a fait pour (2), c’est-d-dire en la différentiant
par rapport & t,, on trouve :

1 Pt — )
P % < " )
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On voit que cette derniére expression admet la singula-
ritd r = 0; mais un tel fait n’est aucunement anormal dans
le cas actuel, en raison de la susdite indétermination néces-
saire de ’expression de lagsolution.

La détermination de quantités analogues pour 1’équation
hyperbolique générale dépendrait de 1'étude générale des
singularités de cette espéce (algébrico-logarithmiques sur un
conoide caractéristique et logarithmiques sur une autre va-
riété) (*).

128. Retour sur les potentiels de surface généralisés. —
Revenons au probléme intérieur, mais en supposant encore
que S n’a pas partout une orientation d’espace. Les expres-
sions

(56) SS u,vdS,
dv
(6Y) SSu o ds

se comportent encore comme des potentiels de surface de
couches simples ou doubles, ainsi qu’au numéro 448, mais
avec des caractéres quelque peu différents. Le domaine d’in-
tégration pour un potentiel de surface ordinaire s’étend a
toute la surface, indépendamment de la position du point a
pour lequel on calcule le potentiél. Dans le cas du nu-
méro 118, l'aire d’intégration S, devient infinitésimale
quand a approche de S. Dans le cas actuel, S, se conduit
d’une maniére intermédiaire : si on prend, par exemple,
I’équation (e;), S contenant un plan parallele & I'axe des ¢,
S, est I'intérieur d'une branche d’hyperbole, I'intersection
du plan avec une nappe du cdne de révolution (fig. 21), et,
quand a arrive sur le plan, I’hyperbole se réduit & ses
asymptotes et S, a4 l'espace angulaire compris entre elles.

Comme il arrive dans la théorie ordinaire des poten-
tiels, les expressions (86) et (87) continuent & avoir un sens

(1) Les indications de notre mémoire des Acta Mathematice, t. XXXI
(p. 367) sont erronées sur ce point.
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quand a est sur S. On peut le voir (*) en ce qui concerne (36),
en opérant comme au numéro 404, c'est-a-dire en rappor-
tant S & des lignes (A) issues de a, chacune d’elles étant
caractérisée par les valeurs de m — 2 paramétres A,, A, ...,
An—s, un de ses points étant défini par (*) un (m — 1)° para-
meétre s. Le facteur s™* du dénominateur scra détruit par
un facteur semblable qui figure dans l'expression de 1'é1é-
ment superficiel de S, de sorte que tout se passe comme au

Fic. 21.

numéro 104. De plus, la convergence est uniforme par
rapport & la position de a sur S ou au dehors de S, de
sorte. que D’expression (36) reste continue.

Dans (87), le dénominateur contient s™* en facteur; mais
(comme pour le potentiel ordinaire de double couche) un
facteur supplémentaire s apparait au dénominateur & cause

d
de la présence de o ear cette derniére quantité serait

nulle (n® 58) en un point quelconque x de S, si la direc-
tion v était transversale A la géodésique ax, et tel est ap-
proximativement le cas quand x, variant sur S, approche

(1) Dans ce numéro, les raisonnements sont abrégés. Le lecteur les com-
plétera aisément en combinant les méthodes précédentes avec celles bien
connues de la théorie classique des potentiels.

(2) On peut admettre que les expressions des z sur (A) sont tangen-
les aux expressions correspondantes sur la géodésique qui touche A en a,
de sorte que des points pris respectivement sur les deux courbes avec
la m&me valeur de s sont A une distance mutuelle de 1'ordre de s2.

HaDAMARD. 18
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de a, puisque v est transversale d la ligne coordonnée (A)
qui passe par x et qui fait avec la géodésique un angle infi-
nitésimal de 1’ordre de s.

Quand a est prés d'un point P de S, mais en dehors de

dar g .
S, le facteur T n'est plus infinitésimal pour des points

z avoisinant P, de sorte que la convergence de (87) n’est
plus uniforme et que oette intégrale est discontinue.

Examinons son mode de discontinuité.

Dans ce but, admettons d’abord que S est un lieu de géo-
désiques issues de P [dont les directions initiales sont natu-
rellement toutes dans le méme plan 3 (m — 2) dimensions,
de sorte que S soit régulitre], et considérons une fonction
quelconque u, coincidant avec la fonction donnée sur S,
mais définie et régulidre en dehors de S : soit f = & (u). Si
c’est nécessaire, associons & S une autre portion de surface
S’ (surface d’espace) de maniére a enclore, avec un des demi-
conoides, une portion d’espace T, comme dans les figures 18
et 18 bis. On appliquera notre formule & un tel domaine,
en placant successiveément le point a d’un cdté de S, de
I'autre coté, et en P. Dans le premier cas, la somme des
intégrales §88 et 8§ est égale & — 2ru,, dans le second
cas & zéro. Dans le cas intermédiaire de a en P, l'intégrale
(38) (voir n° 4105) est étendue & des directions initiales com-
prises entre le cdne caractéristique et le plan tangent a S.
On est, par conséquent, conduit & la partie finie de la moi-
tiée du volume d’un hyperboloide & deux nappes (n° 100),
égale & — mup. La discontinuité de la somme algébrique
d’intégrales considérée est ainsi, comme dans la théorie
classique, exactement divisée en deux parties égales par la
valeur qu’elle prend quand a est sur S.

D’un autre coté, cette discontinuité ne porte que sur l'in-
tégrale (57) relative & S : car les intégrales relatives 3 &’
sont évidemment continues, et les autres intégrales conver-
gent uniformément.

I ne reste plus qu'd se débarrasser de I’hypothése que
S est un lieu de géodésiques. C'est ce qu’on fait en considé-
rant les géodésiques tangentes & S en P, qui engendrent
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une seconde surface S. Si on soustrait les uns des autres
les potentiels (87) relatifs & ces deux surfaces et au méme
point a, la différence est une intégrale qui converge unifor-
mément (*) par rapport & la position de ¢. Par conséquent,
la conclusion s’étend & toute forme régulidre de S.

(1) On utilise la remarque de la note précédente. La dislance comprise

entre points correspondants sur S et S étant du second ordre et l’angle

entre leurs plans tangents étant infinitésimal, il est facile de voir, comme
ar

pour les potentiels ordinaires, que la’ différence des valeurs de ™ en ces
14

poinis est de l'ordre de s2. Quant aux valeurs de u, on peut les suppo-
ser les mdmes aux points correspondants.



CHAPITRE IV

APPLICATIONS A QUELQUES EQUATIONS USUELLES

129. Nous allons donner quelques exemples simples du
calcul de nos formules. Le premier qui se présente est
I’équation des ondes cylindriques (e;) : prenons-la avec
second membre et avec » = 1. La solution élémentaire est
(%o, Yo, Lo ot T, y, t élant les coordonnées de a et de x)

1
= U=b—0—E—a = —yr

et, comme L = o dans ce cas, la formule générale de réso-
lution du probléme de Cauchy sera :

(58) 2ruy = 2w (e, Yo, to)

=/ / | ff (rw g yr)®

Le second terme sous le signe /] est le seul qu’il soit

besoin de transformer pour ne pas introduire autre chose
que les symboles ordinaires de 1’analyse. On a donné au nu-
méro 108 une premiére méthode générale dans ce but. En
introduisant

r=y@—z)"+ Yy —y)*

et I'angle azimutal ¢, les coordonnées d’un point quelconque
du demi-conoide de sommet a seront :

Z= T, r cos ¢, y=y,+ rsing, t=t, —er,
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¢ désignant + 1 si le demi-conoide utile (ou inverse) est di-
rigé vers les t décroissants (cas de {, > o quand S est le
plan t = o) et — 1 dans le cas contraire. Alors on aura

1 4o’
Pl—:‘é'?d—x“:—(x—"xo)y Pzz_(y'—yo),Pazt_to;
la quantité & intégrer, dans le second membre de la for-
mule (42) du numéro 108, sera

kl kz ka

dx, dzx, dzx,
2&_ B—é—- iA— uv = uovrd
op, opP, oP, — e
2 (k,P, + kP, 4 kP)

et 'expression (88) deviendra (notations du.n° 108) :

dxdydt
(59) 2w @y v ) = [ [ [ ”” o

+'im{/ﬁ.<%~“%%>ds+ V)

130. Cette formule est générale pour n’'importe quelle
forme de S. Mais on lui donne une forme meilleure pour le
calcul pratique par 'emploi de nos régles générales rela-
tives au symbole |7 (V. en particulier le n° 84). C’est ce
que nous ferons en nous bornant aux deux sortes de sur-
faces S qui ont été principalement considérées.

Si, pour commencer, S est le plan ( = o, on aura

dS =dz dy = r dr do.

a normale
1l
R

T3

La transversale v coincidera (au sens prés) avec

intérieure, de sort -J’___t.____
rieure, de sorte que = € ot et : v N/TT
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quel que soit le signe de t,. Le second terme (soustractif)
sous le signe / de (88) s’écrira

1t|/d¢ /'l'ol urdr -
T

r?)
Comme on 1'a expliqué précédemment, on a

t urdr ' (u — u)‘rdr u
/ s f . T
ty

r‘) ? —r?) 2

ol u représente la valeur de u = u, & I'extrémité du rayon
correspondant, soit

= u, (@, + |t 005 ¢, Y, + |t sin @),

ét on a finalement :

60) omu (z,, Y, 1,) = /“/‘ fd:cdydt

+/] [—-\7%: u, — lt"l (u —u) J rdrdw—f-‘/ udyp .

I

L’intervention de [t,|, en donnant deux expressions dif-
férentes suivant le signe de t,, concorde avec nos remarques
du numéro 1418 concernant la discontinuité des §§ em-
ployés dans la formule générale (*).

On vérifie aussi les conclusions dw numéro 4142 sur le signe
de I'intégrale résiduelle en admettant que, dans (60), u, est
positif pour r plus petit qu’une certaine valeur r, << [t,| et
nul pour r > 7, (de sorte que u = 0), et que f = u, = o.

(1) La discontinuité apparait. aussi en ce qui concerne le signe de u,
du
ot

et, par conséquent, change de signe au moment ol le point a traverse le
plan t = o.

comme il est dit au numéro 148, on ne doit pas oublier que u =
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131. En second lieu, on admettra que S consiste en une
portion S (finie ou, comme dans la figure 19, illimitée) du
plan ¢ = o et en une partie cylin-
drique S” ayant le contour o de &
comme section droite. De plus, nous
donnerons a t, une valeur telle que
le demi-conoide de sommet a ne
coupe que S” et non ¥ (fig. 22)
telles sont, comme on l’a dit numéro
126, les conditions dans lesquelles
M. Volterra a opéré pour démontrer
le principe de Huygens [sous sa forme (C)] pour (e.).

L’intégrale triple et I'intégrale double sur S seront

(61) f/f e dedy dt + "/;,<“‘ — ' >dxdy,
?

aucun signe [~ n’étant cette fois nécessaire. Sur 8, la
transversale [en raison de A(m;, 7, 7,) < 0] sera opposée a
la normale intérieure n (qui est paralléle & la normale au
contour o dirigée vers l'intérieur de ), ce qui donne
(do étant I'é1ément d’arc de o) :

SI v 7= 7 ) e

f/ —_ 1]:,1;1‘- do dt.
I‘,_.. n

Seul le premier terme demande & 8tre transformé. On I’in-
tégre d’abord par rapport & ¢, le long du segment [ de la
génératrice correspondante du cylindre compris dans T,
c'est-a-dire de t = o0 & t = t, — er, en remplagant u par
(u —u) + u, od

a

s 8"

s'
Fis. 22,

u = u(z, Y, t, — er)

est la valeur de u & l'intersection de la génératrice avec la
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nappe conoidale. Or (pour n’importe quel signe de t,)

I ‘/'ﬁ o I / I ‘/'Ifol dr
IF—;- [ t)z— 3 r . 2

(@

& S L
r? dtoﬁ ) ?

de sorte que la valeur de 2ru, est la somme de (61) et de

(u—u)r—r—
dn 1 du
61") ff[ —ﬁﬁ]dadt

u dr do
_/o Todn At — 1
L’intégrale simple doit &tre considérée comme étant prise

le fong de la courbe d’intersection de S” avec I', quoique
do et r se rapportent & la base o du cylindre.

t

132. On appliquera un calcul semblable & 1’équation des
ondes cylindriques amorties
d*u o*u J*u

dtz ——‘—(—,—wz——-a—y—é—mKu:()

étudiée par M. Coulon, ainsi qu’il a déja été dit. La solution
élémentaire est

v = 7]:‘:' Ch /KT
(avec la mdme valeur de I', Ch étant un cosinus hyperbo-
tique qui prend la valeur 1 sur la circonférence r = |t,|) et
on aurait :

2nu, = f/;o [u,ChJKP

+; :iif“ <Ch1:/1f[‘ JKShJKT) ]dS.
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La transformation du numéro 129 donnera

P hm ff [ul Ch JKT‘
83

+_1_ ﬂ(Chﬂ}T‘ __JKShJKI‘)u] ds
s r

2 dv

+ 7 \/T‘- rdy }
[ou S, et (') ont encore la méme signification qu’'an n° 108],
I'intégrale simple complémentaire étant exactement la
méme que dans (59) (avec la méme valeur de v, puisque la
substitution de 1 & Chy/KL au numérateur de v est indiffé-
rente pour 7 infinitésimal). La transformation du numéro
430, en prenant pour S le plan t = o, donnera

= [ [

(Ch ,/"“1;11_1 WK s; VKT ) u] rdrds
2

S . >
(u uirdrd,a . / wdo.
0

0

La simplicité de ce résultat, comparée avec les difficultés
que, comme nous 'avons dit, M. Coulon a rencontrées, el
avec la complication de I’expression (12) (n° 79) qu’il
aurait dfi introduire pour imiter les calculs de M. Volterra,
nous semble suffisante pour montrer 'intérét qu’il y a &
éviter une méthode consistant, en somme, & intégrer pour
différentier ensuite & nouveau

Si I’équation avait un second membre f, il faudrait ajou-
ter un terme correspondant

/f:/;fif/f—ny— dz dy dt ;

on pourrait aussi aisément traiter de la méme maniére
qu’au numéro 4341 le cas de S cylindrique.
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133. Prenons de nouveau l'équation (ordinaire) des on-
des, mais avec deux variables de plus, soit :

*u o'u o0*u o*u 0*u
) Ga (ozﬁ o5t Tame T dz3> =TI
La solution élémentaire sera
1 1
I 3
Iz (o — 02 — ]2

r représentant, naturellement, v'(z, —a,)* + .... + (x, — a))?
el, avec nos notations, la solution du probléme de Cauchy,
par rapport & t = o, sera donnée par

/kﬂ"lua == sss'—[’f dxl [ dx4 dt
I?
d 1 u
+ | 88 (u"'sﬁ"_s . 13>dS
) e A2
- sss—!—gdxl....dzgdt
re
3t lu u
+ |88 (elte — ) as, o,
'y Ty

Dans I'intégrale d’espace (c’est-d-dire quintuple) et dans
I'intégrale de surface contenant u,, on introduira les valeurs
[, w, de f et de u, au point ol une perpendiculaire & 'axe
du cOne caractéristique menée par un point quelconque
(x,, ...., &, t) rencontre la surface de ce cOne.

Si on désigne par «,, «,, oy, o, o les cosinus directeurs
d’une direction paralléle & t = o, telle que

I N Sl YO e N ek PN
o, a, oy o,

o, + a,? + oy + a2 =1,

| représentera :
fla,+ o ,to - tlr 8, + oy [t, —t], a6, +a I‘o —t,
a, + o |t, — t], t].
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Comme 1’intégrale contenant u, introduit
1 1

5 5
I': (8,2 — 13 2
on devra se servir non seulement de u, mais aussi de «’, va-

— 1
leur de la dérivée radiale v = o %%3 en un point quel-

conque de 'aréte r = |t,| le long de laquelle le cone carac-
téristique coupe ¢ = 0. Si on désigne par dQ un élément
d’angle solide de l'espace & quatre dimensions (x,, Z;, 2,
z,), la formule sera :

bntuy — — §88 L= dz, -\ do, &t

2

™7
+88 [y, | LYW =)
0 I';_
(u, — uy)
Y - 1 ]dxx e dx,
7
-+ 2 [/uo — t]dt §TdQ + § ([t u; + iit.,zzT)dQ]
4+ 2 8§ ud,

chacun de ces termes ayant maintenant une signification au
sens ordinaire si f et w, ont des dérivées jusqu'au premier
ordre et u, jusqu’au second ordre.

Naturellement, on n’aurait aucune difficulté & écrire la
formule analogue dans le cas ol on aurait un terme d’amor-
tissement de la forme Ku.






LIVRE 1V

LES EQUATIONS A UN NOMBRE PAIR
DE VARIABLES INDEPENDANTES
ET LA METHODE DE !DESCENTE






CHAPITRE PREMIER

INTEGRATION DE L’EQUATION A 2m, VARIABLES

I. — Formules résolvantes.

134. Les premiers cas pour lesquels la solution du pro-
bléme de Cauchy a été connue en Analyse n’appartiennent
pas, comme on }'a vu, 3 la classe dont nous venons de nous
occuper : les méthodes de Riemann et de Kirchhoff corres-
pondent respectivement & m = 2 et m = 4. _

Nous constaterons que, dans de tels cas, des singula-
rités telles qu’on en a rencontrées dans le précédent Livre
ne se présentent plus, toute intégrale généralisée étant
méme éliminée. C’est ce qui explique pourquoi les solu-
tions dont on vient de parler ont été trouvées les premidres.

Néanmoins, dans le cas général, les valeurs paires de m
doivent 8tre considérées comme apportant de nouvelles
difficultés. Les méthodes précédentes ne sont plus valables,
et cela pour deux raisons :

1° La solution élémentaire n’est plus bien déterminée
(n° 65).

2° On ne peut plus introduire la partie finie des intégrales
avec lequel I' apparait au dénominateur de la solution é1é-
mentaire ou de ses dérivées, est un entier.

I1 s’ensuivra d’ailleurs de la forme méme des expressions
auxquelles nous aboutirons, qu’elles ne pourraient pas
avoir été obtenues par simple imitation de notre premidre
méthode.

qu’on est conduit & utiliser, car I’exposant
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Mais comme nous savons maintenant traiter le cas de
2m, + 1 variables indépendantes, nous sommes conduits
a atteindre le méme résultat quand le nombre des variables
est 2m, en employant la méthode de descente (n° 30). La
solution de 1’équation

® T "224 i dx.dar,, Z B,

Wk =1
={(z,x, - -2,),

m étant égal & 2m,, se déduira de la solution correspon-
dante pour ’équation & 2m, + 1 variables
o*u

P [, 2, ....x,),

(E) Fr(u) = F (u) —
en désignant par z une (m —+ 1)c¢ variable auxiliaire.

Si, comme on l'a supposé dans ce qui précéde, la forme
caractéristique

AP, P, ... P,) = ZAuP.l,

de (E) contient un carré positif et (m — 1) carrés négatifs,
la forme correspondante

A@®, ...P, R) =A—R*

relative & (E’) consistera en un carré positif et m carrés
négatifs. On a déjd vu que la quantité I” analogue & I' et
relative & (E), est

I'=I— (s — o7

en désignant par (z,, &, ...., ZTm, ) et (@, @z, ...., Gm, )
deux points de l'espace & (m —+ 1) dimensions. On a éga-
lement trouvé, au n° 70, quelles relations existent entre les
solutions élémentaires des deux équations : on a vu que
les coefficients des puissances successives de I', dans 1'une
d’entre elles, différent par des facteurs numériques des
coefficients des puissances correspondantes de I dans
I’autre.
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En considérant les équations adjointes

N > G ’, 9%
© Gw=o € GO=G0 =G5z =0

de (E) et de (E"), les formules du n° 70 expriment que, si
v A\

e Wl T

IV "

v o=

est la solution élémentaire de (&), avec

) V=YV = Y (=0 V[ —9t — I

la solution élémentaire de (&) sera
. A4
2 v:—l—,;:,———‘vlogl"Jr—w

(w étant une fonction réguliére); et, si on utilise les coeffi-
cients C, du n° 95, les formules (62) et (62 ter) du n° 70,
appliquées a 1'équation adjointe, peuvent s’écrire :
ml——2
— 1 s 1TYh
(3) V= (1n1 - 1) C"Ll"l ,Z (ml—h—l)cmf‘h—l Vh ! '

0o

(3’) V= (ml — 1) Cm,—l Zch‘-ml-ﬂ Vh’ T-my+L

h=ml-l
o0

= (m, — 1) le-x ch v'lc+m,—1 e
k=o0

Or, ceci peut s’obtenir directement en opérant sur v” (ou
plutét sur la quantité semblable

VI

m — 1

) =
(—1I™

HADAMARD. 19
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qui se rapporte & IV << 0) comme on ’a vu au n° 73. On
forme 1'expression [également solution de (&"))]

0‘ cl V’
) de =
(4) l./z‘_l_‘/r (v) ° £+ﬁ [(c—z)"‘——l“]m.—-i de

(od ¢, est une constante); ceci (en changeant ¢ en z + ¢
sous le signef peut s’écrire
0‘
— wl‘
VT

@ , / T de —
v~

cl
wy ==/ (v)d¢” étant une fonction réguliére; le premier

terme, qui est indépendant de z, est (A un facteur numé-
rique prés) la partie irréguliére (*) de la solution élémen-
taire v de (&). Car en substituant (1) pour V/, 'intégrale
de chaque terme sera donnée par les calculs du n° 95
[formules (28), (28") de ce numéro] et ceux-ci donnent
précisément comme résultat une quantité de la forme
désirée.

De plus, on obtient de nouveau les valeurs des coefficients
de I'expression (3), qui deviennent naturellement identiques
a celles du Livre II (n° 70) si on multiplie I’expression (4')
par le facteur constant

(6] (—p™~'2m —1)C, , = (=™ 'k

Le cas de m = 2 est spécial. L’expression (4) n’exige pas
I’'emploi du symbole [ et a la valeur

®) Z/(— DV, (@ — D) F do

S % log T .Echv',,l“ + w

(1) La différence (4/) est une solution de (&') et, le second terme étant

holomorphe, on a :
2 C
,C}( J vF) =& ().

La valeur commune des deux membres est une fonction holomorphe
(comme on Je voit sur sa seconde expression), et indépendante de 3
(d’aprés le premier membre). Par conséquent, comme on 1'a remarqué,
il existe une fonction w de z,, z, ... Zyn seulement, telle que

G w) = gl(wl).
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Par conséquent, il n’existe pas de quantité V, mais seu-
lement une quantité ¥ (égale & 3 C.VAI™), qui n’est autre,
comme on l’a déja dit, que la fonction de Riemann

<multipliée par le facteur constant 7—'1—30, le nombre k
étant égal & 2 (V).

135. Une fois ceci admis, pour obtenir une solution de
I'équation (E) remplissant, sur la multiplicité S, les condi-
tions données, on considérera, dans l'espace & (m + 1)
dimensions E,, défini par les coordonnées (x,, &;, ... &m, 2),
la multiplicité S’ (hypercylindre) dont la projection est S
(tig. 23) (*), c’est-a-dire celle qui est obtenue en prenant
successivement pour z,, &, ...., &n les coordonnées d’'un
point quelconque de S et pour z toutes les valeurs réelles
possibles. Si S a une orientation d’espace par rapport & I,
S’ aura une orientation d’espace par rapport a IV.

Comme on aura & considérer des intégrales multiples a
la fois dans l'espace E. & m dimensions et dans 1'espace
Eus; & (m + 1) dimensions, on modifiera la notation em-
ployée au n° 38 de la maniére suivante : on gardera les
symboles §8§ et §8§8 pour E,; d’autre part une intégrale
de surface (c¢'est-d-dire une intégrale prise sur une variété
m fois étendue, laquelle sera toujours un hypercylindre)
dans E.., sera désignée par SSf ; une intégrale de volume
[c’est-d-dire une intégrale (m - 1)uele] dans E.,, par
sss /.

Une solution u de I’équation (E) étant définie par la double
condition :

d’avoir en chaque point (z,, Zs, ...., Zm, 2) de §' la valeur
que u doit avoir au point correspondant (z,, &, -..., o)
de S;

d’avoir comme dérivée transversale () au point

(1) Ceci n’est pas en accord avec (5) : le facteur (m, — 1), qui devrait
&tre nul, est remplacé par 1, comme on 1'a fait plusieurs fois au Livre II.

(2) La figure 28, correspondant 3 m = 2, peut 8tre employée comme
figure schématique dans le cas général.

(3) D’aprés I'expression de la forme A’ (n° précédent), la direction trans-
versale 3 ’hypercylindre S’ en un quelconque dé ses points est paralldle
4 la transversale 3 S au point correspondant.



202 INTEGRATION DE L’EQUATION A 2m, VARIABLES

du
(@1, Zay -..., Tm, 2) la valeur donnée de 75 00 L1, Tay oo Zm),

on sait (n° 30) que cette solution sera unique, indépen-
dante de z et vérifiera (E). Par conséquent, une telle solu-
tion sera solution du probléme donné et réciproquement.

La fonction u sera donnée par la formule (39) (n° 105),
savoir (dans la nouvelle notation)

= — lSSS/,v’ fdz, .... dz_ dz
du

+ ‘SS/ (u—— —v —T—Luv >dS’,

ot T’ désigne la portion d’espace & (m -+ 1) dimensions

comprise entre 8" et IV; 8, (fig. 23), la portion correspon-
dante de S’;etm=2m,.

(F> (" 1) ! 7"'&)m—z

a

8 136. Strictement, on
peut dire qu'on a ainsi
résolu le probléme ;
mais, en rappelant un
céléebre mot de Poin-
caré ('), il faut recon-
naitre qu’il est assez
« insuffisamment réso-
lIu », car la solution
précédente contient des
éléments étrangers —
I’espace Eny;, la varia-
ble auxiliaire z et tout
ce qui leur est relatif;
Fic. 23. — et il y a évidemment
lieu de la transformer

pour la débarrasser de ces éléments étrangers.
Géométriquement, la relation entre les figures tracées

dans E, et dans E., est la suivante.

(1) « I1 n’y a plus des problémes résolus et d’autres qui ne le sont pas :
il y a, seulement des probl®mes plus ou moins résolus ». Poincaré, confé-
rence au IVe Congrds des Mathématiciens, Rome, 1908; Atti del IV
congresso intern. dei Matematici, t. I, p. 175.
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T" se projette sur 'espace E. & m dimensions suivant la
région T comprise entre S et ' : ce qui veut dire que, si
le point (x,, X, ...., Twm, ) appartient & T, le point
(1, x,, ...., x.) appartient & T, et que réciproquement,
tout point de T est la projection commune d’une infinité
de points de T, savoir de tous ceux dont les z sont compris
entre — /T" et + 4/I' (en supposant que la (m -+ 1)e
coordonnée de a est nulle).

De la méme fagon, S,” se projette sur E,. en S, chaque
point de S, étant la projection d’une infinité de points de S,
ayant leurs z compris entre — VT et + yT.

137. Ceci noté, nous allons entreprendre la transforma-
tion de la formule (7).

Prenons, par exemple, le premier terme du second mem-
bre, qui est un §§8 fétendu aT.

Notre méthode consistera & intégrer d’abord par rap-
port & z.

Pour m = 2, v étant d’un infini d’ordre  seulement,
cela ne souldve aucune objection. Mais pour des valeurs
supérieures & 2 de ’entier pair m, on n’a pas le droit d’agir
ainsi dans tout le domaine d’intégration, car les projetantes
de T sur T coupent la surface singulitre I sous un angle
qui devient infiniment petit au voisinage de I'. Nous aurons,
par conséquent, & diviser le domaine T en deux parties
T, et T, — la seconde contenant le voisinage du conoide —
par une frontidre auxiliaire = (qui tendra finalement vers I').

Dans la portion T,” de T" qui se projette suivant T, (et
dont la frontiére est constituée par I et par un cylindre
de base 7), les intégrations par rapport & z sont légitimes,
de sorte que le 8§88 j correspondant s’obtiendra en
intégrant m fois, sur T,, I'intégrale simple

LB VT
N Zv,; @ — s
h=o0

— T I — )™
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Si le facteur de f est intégré terme & terme (), soit :

Z v /+ vT dz

n T Ao’

T (I'—2%)

on voit que chaque terme dépend des opérations du n°® 96.

Ceci montre que :

1° Tous les termes correspondant & h plus petit que
m, — 1 disparaissent;

2° Les termes suivants (h variant de m, — 1 & ) don-
nent un résultat égal au produit de 2= par le coefficient
du logarithme dans I'intégrale (4) au facteur (— 1)™ prés,

o1
savoir 4 Q.

Par conséquent, dans ce premier terme, la quantité infinie
sur le conoide, qui apparait sous le signe §8§8 dans les
formules relatives au cas de m impair, est déjd remplacée
par la quantité parfaitement réguliere ¥.

Pour m = 2, la transformation est ainsi opérée.

138. Dans T, (pour m > 2) cette méthode n’est plus vala-
ble, et on va voir que le résultat est trés différent de ce
qu’elle suggérerait. Les lignes d’'intégration &tant assu-
jetties & la condition de rencontrer I sous un angle fini,
on va considérer maintenant un systéme de courbes I, dont
chacune joindra un point de I' (défini par des coordonnées
B, Bs ..., Buo) & un point de 7, et les lignes qui en
dérivent par translation dans un plan z = const. quel-
conque. Un point de T, sera par conséquent défini par les
valeurs de B,, B;, ...., Bu- et de I, cette quantité variant,
sur chaque ligne I, de zéro & une quantité vy, trés petite si r
est trés voisin de I'.

Soit
(8) de, dg, ... dv, = KdB, dB, .... dB,, AU’ = dr dT
I'expression d’un élément de T,.

(1) 11 ne se produit, quant & la convergence, aucune difficulté, de par

la présence du symbole| ; car ce dernicr n’intervient que pour un nom-
bre fini de termes de la somme.
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Si T, est la partie de T° projetée suivant T., un point

de T, sera défini par les coordonnées B,, B,, ...., Ba, T, 2.

Intégrons d’abord suivant les courbes I, c’est-d-dire en
laissant constants B, Bz, ...., Bm—, 3. Nous ferons ensuite
varier z, et enfin 8,, B, ...., Bu-.

Comme la frontidre de T, autre que I (c’est-a-dire le
cylindre) n’est pas un lieu de courbes I, de sorte que les
segments de courbes ! compris dans T, deviennent infini-
ment petits dans le voisinage de I’intersection du cylindre
avec IV, on appliquera les principes du
Livre III, n° 90 : on devra prendre la
partie finie de chaque intégrale simple
le long d’une courbe [ et, en intégrant
ceci par rapport & z, on prendra de nou-
veau la partie finie du résultat. Ceci.
donne l'intégrale double dans la sec- T
tion G, (fig. 24) de T, par un plan a
deux dimensions quelconque

o
L T'=¢

I 4

B, = const.,

B, = const., ...., .

., = const. :
Bm 1 Fic. 24.

intégrale qui reste finie (comme cela est

évident a priori et comme on va le vérifier) quand les
paramétres B,, ...., Bu—, varient, et dont l'intégration par
rapport & ces paramétres se fera au sens classique.

On peut remarquer immédiatement que les termes corres-
pondant & h > m, — 1 du développement (1) de V' donnent
seulement des intégrales finies au sens ordinaire, qui
deviennent infiniment petites quand y tend vers zéro.
On les négligera donc, et on n’aura & s’occuper que d’un
nombre fini, savoir m, — 1, de termes de ce dévelop-
pement.

Pour m = 2, on a déjd remarqué que ces termes n’exis-
tent pas. Pour m = 4, c’est-a-dire m, = 2, on en a seu-
lement un, savoir V., qu’il faut diviser par (I' — 2°)*” et
intégrer par rapport aux B, & I' et & z aprés I'avoir multiplié
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par Kf. En écrivant Kf V," = F,, I'intégrale par rapport a I"
est (moyennant une intégration par parties) :

/v F,dl _< 5 o >
.2 3 vI—3z*

I'—3z?)
Ly [T _dD
*J, or " JT—#=
L’intégrale qui subsiste au second membre est une inté-
grale ordinaire, qui tend vers zéro avec y — z*. En dehors

du signe f, on a un terme qui est un infini fractionnaire

dans le voisinage de la limite inférieure y = z* : on doit
donc supprimer cet infini fractionnaire et ne conserver
| — 9F,
que le terme —=.
q Jy — 2
Ce dernier est facile & intégrer par rapport & z, et donne
— 27F,. :

De méme, pour tout m, et h < m, — 1, écrivons
KfV, = Fu.

En prenant l'intégrale correspondante sur G,, nous
éliminerons facilement le symbole [~ : car, puisque

1
(l'\ — zz) m‘—h—)
- (___ 1) m‘—-h—-l dnn-—h—d 4 i
13 3\ dDm ( vI—2z’
T o ™ ——h~——2—)

on a, par une formule classique,

FpdT
0 .
—— 1 d]__‘ dm‘_h__th
R he 3 f~/1"—zz o T R
2 3 (] 2)
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(__ 1) m‘—h—-lF) dml—i—a 1

10) R, =

1 3 3\ dDm—— JT 32
-E . —2—' P ()nl _— h —_— -"2->
1 N
1 3 3\ VT —2z2 dlm—=
3G <m1 - h — —2—)
. —F, 1 -
- 3 2ym —h— 3-
ml—h——Tz (L—3z%)™ 7
B 1 1 4,
1 3 ) 3\ YT —3% dI'™—*2'
75 7"1_'—“i2“

Le premier terme du second membre de (9) donne une
intégrale ordinaire qui s'annule avec y et peut étre négligée.
D’un autre coté, la valeur Ry’ de Rs au voisinage du
contour I' == z* est un infini fractionnaire et doit étre sup-
primée (en fait, tout au moins pour z arbitraire, elle
représente ici le seul infini fractionnaire qu’on ait & écarter
en vertu de la définition de la notation ) Tout ceci
réduit la partie finie de D'intégrale simple (9) & la valeur
de R, & Tautre extrémité I' = y de I’'intervalle d’inté-
gration, soit

R "o Fh 1
h - < T e s e
m; —h — —;— (y—z3) ™32
1 1 dm‘-h._th
1 3 . 3 ~/-y__zz dy™—h—2
E. 'é‘““(\'“:“‘h ___2>

qu’il nous faut maintenant intégrer par rapport a z, depuis
— ¥y jusqu’'a + /v, en prenant la partie finie du résultat.
Or, la valeur de l'intégrale

/'+ vy ds
— vy (=)

a été trouvée (Livre 1II, n° 96) nulle pour chaque n positif.

an
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Par conséquent, le seul terme qu'on ait & considérer est
le dernier, qui donne :

w d™—*F,

_iei ‘ -_h_i dym 1
3 5 m, >

On a & prendre la dérivée ci-dessus pour I' = y. Mais
finalement on doit faire tendre y vers zéro. On prend donc
la dérivée en question pour y = o, et ceci donne la limite
demandée.

Il reste seulement, en prenant pour h toutes les valeurs
depuis zéro jusqu’a m, — 2, & obtenir la somme des résul-
tats. On va voir que ceci se relie directement & la valeur
du polyndme (3) : car la dérivée (m, — h — 2)e de F pour
I' = o peut étre considérée (en raison de la formule clas-
sique de Leibnitz pour la dérivée d’un produit) comme
étant la dérivée (m, — 2)° de FI™ multipliée par

(m;, — h—2)!
(m, — 2)!

Ainsi, en introduisant de nouveau les coefficients C et en
tenant compte de (3), on a (*) :

/f T

_ n al"'—2 <Z F,I™* >
=T T, —2)1 Ay ey (m, —h —1)Cmy —»_,

_ 2 1 <d"‘,—2KfV
Tk =21\ i,

12) lim

Yy =0

139. Nous venons d’appliquer le résultat général du n° 90;
mais, dans le cas présent, il est facile de vérifier directement
que les choses se passent bien comme on 1'a démontré 3 1’endroit
cité. Car, en se référant a la définition de — telle qu’elle est

(1) Quand  est.supposé analytique, on peut obtenir la méme formule
en s¢ servant des développements de Maclaurin, comme nous l’avons fait
dans les Acta Mathematica., t. XXXI.
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donnée aux nos 88, 89, on aurait a limiter T,” par IV = ¢ (ligne
pointillée de la fig. 24) et & prendre la limite des §§§ corres-
pondants apreés soustraction des infinis fractionnaires en e. Or,
on voit immédiatement, par (10), que la valeur de R,” (pour
1" = 2% -+ ¢) est un tel infini fractionnaire; il en est de méme pour
le reste d’une quelconque des intégrales (11), quand on limite le
segment d’intégration & z = — Vy 4 e el z = 4+ Jy — ¢,
ceci démontrant — comme cela a été fait, au n° 90, pour le cas
général -— que le procédé d’intégrations successives, en employant
chaque fois le symhole [, donne correctement la valeur de l'inté-
grale double relative & I" et & z.

140. Enfin, intégrons par rapport & 8,, B, ...., Buoy. Sur
la multiplicité = définie par }'équation I' = vy, ol y est une
constante quelconque, le produit KdB, dB. .... dBm-
donne un élément qu'en raison de 1’expression (8), nous

. . AT
avions auparavant désigné par dry (011 7;)

L’intégrale

43 1, =88 jvdr, =88 Kjdg, d8, ... d8,_,

sera une fonction de vy, qui peut étre dilférentiée par rap-
port & vy en différentiant KfV sous le signe §8 et en inté-
grant par rapport aux 8.

Par conséquent, la quantité cherchée sera obtenue comme
proportionnelle au coefficient de y™—* dans le développe-
ment de Iy, ou, en d’autres termes [en raison de (12)], elle
est égale & ()

2 ! AL
k - (m—2)1 dy"—2, v

=0

(14)

Elle contiendra, comme on le voit, les dérivées de f et
celles de Vjusqu’a Vordre m, — 2. Cette fonction V n’est
que partiellement déterminée, les termes qui contiennent
I'™—! en facteur étant arbitraires; mais de tels termes n’ont
pas d’influence sur 1'expression (14).

(1) 11 faut ici tenir compte du signe — devant le premier terme de (7).
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La partie de la valeur de u. correspondant au terme
— Isss fu’j dg, .... dz  dz

consiste alors en I'intégrale muplo

14) — —fk”— 888 [ Vdz, ... dx,
étendue & I'intérieur de T, et en l'expression (14), intégrale
(m — 1)uple étendue & la surface de I'. Ces deux quantités
ne contiennent pas, cette fois, une fonction infinie quel-
conque, mais seulement les deux fonctions régulidres %
pour l'une, V pour l'autre.

141. On doit remarquer, cependant (pour m > 2), que,
pour étre d’accord avec le résultat du Livre III, 'expres-
sion (13) doit d’abord étre calculée aprés limitation de T —
eb, par conséquent, de 7 — par une petite portion de sur-
face 3 excluant le voisinage de a, puis faisant finalement
tendre z vers a, avec les hypothéses mentionnées au n° 106,
ceci étant le procédé indiqué aux nos 105-106, et dont celui
dont nous nous occupons n’est qu'une simple traduction.
Il est évident, pour la méme raison, que ce procédé conver-
gera, et méme uniformément comme on l'a dit au n° 106.

Mais le fait est que cetle précaution n’est pas nécessaire.
On peut obtenir la méme valeur finale en élendant immé-
diatement les §§ A toute la surface 7 et en appliquant les
m, — 2 différentiations au résultat ainsi obtenu.

Pour le démontrer, il faut montrer que si une telle intégrale
était étendue 3 la petite partie de 7 qui est du méme coté de 5
que le point a, sa dérivée (m, — 2)° par rapport & y, pour y = o,
existerait et tendrait vers zéro quand on ferait tendre = vers a
(tout en maintenant les restrictions du n° 406). Il suffit de
donner cette démonstration pour une loi de variation de = conve-
nablement choisie, puisque nous savons que le résultat final
ne dépend pas de cette loi.

G’est ce qu’on fera en introduisant (*) des variables normales ¢,

(1) I y aurait licu de tenir compte de D'influence du changement de
variables ainsi exécuté. On pourrait voir directement qu’elle se traduirait
par lintroduction, sous le signe 888, d'un facteur égal au jacobien
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telles qu’elles sont définies au n® 57. Cela réduit I" & une forme
quadratique & coefficients constants, que l’on peut méme (par
une substitution linéaire effectuée sur les £) réduire a

— 2 2
Pﬂ - gmz - gl - €2 o T gzm—l’
ce que nous écrirons :
I‘D.__—‘lz—'rz:tz-—-“,,

en ¢crivant t au lieu de £, et R =7 pour £2 + £,2 + ... &4,
Le conoide caractéristique de sommet o devient ainsi un hyper-
cdne de révolution ordinaire, et I' = y représentera une (hyper)
quadrique déja considérée au n° 97.

On peut alors choisir = : nous prendrons des plans tels que
t = const. = .

La fonction IF = V{ sous le signe §§§ est supposée régulidre
(voir plus bas) (et le restera par le changement de variables,
qui est régulier); ceci admis, il faut étudier la différentiation de
I'intégrale

(15) S8 Fdr,,
ol dry, est tel que son produit par dy représente 1’élément 3
m dimensions d¢, .... df,. Ce dernier sera remplacé par :

" A,
(d€2,,—, ayant la méme signification qu’au n° 97), ce qui équivaut
A lerapporter a t, r et & des paramétres angulaires ¢, ¢,, .... ¢p_s;
et on peut commencer par intégrer par rapport & ¢,, ...., @m—s.

Cela introduira I'intégrale
o =S8 Fdo,__,

fonction de ¢ et de r et paire par rapport & cette dernitre varia-
ble (*), de sorte qu'on peut la considérer comme étant régulidre

de la transiormation, quantité régulidre qui ne modifie pas, au point de
vue des raisonnements du texte, les propriétés de la fonction F. Nous
n’ingisterons pas sur ce cdté du caleul, parce que le plus simple,
pour en traiter, est d’exposer la méthode sous forme ecntidrement
invariantive, c’est-a-dire indépendante de tout changement de varia-
bles, ainsi que nous le ferons dans I'Appendice I. Cette autre forme
du calcul différe précisément de celle que nous avons indiquée jus-
qu’ici par Yintroduction convenable, dans {foutes les formules, de
facteurs 4/TD], en désignant toujours par D le discriminant de H; et l'on
sait le lien de cette quantité avec le déterminant fonctionnel dont mous
venons de parler.

(1) F étant développé par la formule de Taylor suivant les puissances
des ¢ et, par conséquent, de t et de r avec des coefficients trigonomé-
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en fonction de t et de R = r*. Au moyen de celte introduction,

Iintégrale de volume §8§8 Fdf, df, .... df,, relative au vo-

lume & m dimensions compris entre le conoide I' = o, I’hyper-

quadrique I' = vy et 'hyperplan t = ¢, sera exprimée par
I'intégrale double

16) / f D+ - deds,

t= . " L .
- I’aire d’intégration étant limi-
tée (fig. 28), par les trois li-
=0 gnes droites r = o0, t = ¢,
t == r et un arc de I’hyperbole
a P —r?=y.
Fic. 23.

L’expression (18) est la dé-
rivée (*) de (416) par rapport
3 y. Comme dryest le « quotient » de 1’élément d’espace & m dimen-
sions par dy, on doit remplacer drdt par un élément correspon-
dant dIL, de I’hyperbole, qui sera le quotient de dII — drdt
par dy. Ce quotient (voir n° 38) est

ol dt
W =
de sorte que
, dT 1 .
(15" dr, = d—y =57 2 dQ,_, dt.

La question, par conséquent, concerne 1’intégrale simple

) / 3 B dp = / ", R R™ 2 gy
Wy vy

€
— ‘/'_“ Ot B — ) (@ — ™~ M2y,
vy

triques en ¢, tout terme qui est impair en r, quand il est multiplié
par d(,., et intégré par rapport aux ¢, correspond & une. intégrale
prise & lintérieur d’une hypersphére de rayon r, laquelle est nulle,
puisque son 6lément est un mondme en ¢, impair par rapport & au
moins 'un d’entre eux.

(1) Cf. plus loin, no 447,
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dont il s’agit de savoir si la dérivée (m, — 2)°, pour y = o, existe

et est infiniment petite avec . Or, d’aprés la régle classique, la
dérivée premiere est :

€ / 9o
_/ [n£+ﬁfn, —-:;)@](ﬂ_y)'";—“/? dt.
Now dR 2 i

(car, R étant égal a 2 — y,éli est égal & — 1 ). D’un autre c6té,

on n’a écrit aucun terme correspondant a la variabilité de la
limite inférieure : ce terme est évidemment nul, m, étant supposé
¢tre supérieur 3 1 (el méme, pour Vinstant, & 2). Ainsi, posant

oo 3
(18) D, R) = — [R IR -+ <m1 — -§><I)]

r 0P 3
= — [§ 5 -+ (’"1 — )@],

on voit que la dérivée en question est

1

am) f D, (1, B — ) (12— ™ T di,
ﬁ 1

c¢’est-a-dire analogue 3 'expression (17) elle-méme, mais en diffé-
rant par le changement de m, en m, — 1.

La dérivée (m, — 2)° de (17), pour y = o, est la dérivée
(m, — 3)° de (17). En d’autres termes, si notre conclusion est
certaine pour une valeur quelconque de m,, elle est certaine pour
la suivante.

Mais, pour m, = 2, on n’a qu’d examiner les valeurs de
U'intégrale elle-méme, savoir :

[
/_<I> (t, 2— v VE—ydt
vy

(sans avoir A la différentier); et, pour y = o, cette intégrale se
réduit (*) &
/ D it,t) tde,
(]

(1) Pour m = 4 et & identiquement égal & 1, la premidre forme

de (17) devient : rdt, dont’ on voit .immédiatement qu’elle représente
Y

la moitid de l’aire du segment hyperbolique déterminée par la corde

t = ¢, et par conséquent, pour y = o, la moitié de I’aire du triangle
entre cette corde et les asymptotes.



304 INTEGRATION DE L’EQUATION A 2m,; VARIABLES

2

€

2

quantité qui est plus petite queH . en désignant par H une

valeur maxima de |®|.

La démonstration est, par conséquent, compléte et on voit que
la dérivée (m, — 2)° de I’expression (15), pour y = o, est, pour ¢
infiniment petit, un infiniment petit de 'ordre de .

Au lien d’employer le symbole ®, on peut remarquer que le
premier membre ®, de (18) est égal & § F,d<2,_,, avec

ror 3
= L 4 (m, —S)F)
£\ [z or ™ 2>]

m, — 2 opfrations semblables (le coefficient, & I'intéricur des
crochets, décroissant chaque fois d’une unité) conduiront & une
certaine fonction finale F,, _,; et la conséquence du raisonnement
est que la dérivée (m, — 2)° demandée de I, est

(19) ‘ /dt s le—-z de—2
ou, dans F,, _,, on doit faire r == t; mais ceci peut s’écrire :

19) SSvF, , do,_,di,

m—

intégrale qui s’étend & I',. En revenant aux coordonnées pri-
mitives, ceci peut étre considéré comme une intégrale étendue
a 1. Sur ce dernier conoide, les paramdtres ¢ peuvent &tre consi-
dérés comme (m — 2) d’entre ceux que l’on a appelés A (chaque
systtme de valeurs des ¢ déterminent une génératrice de I'y, qui
correspond A une bicaractéristique de I'), tandis que ¢, variable
normale, peut étre considéré comme le paramétre s.

142. Ayant ainsi transformé le premier terme de (17),
une évaluation entidrement semblable s’applique évidem-
ment & l'intégrale

SS/‘<v'ill -+ Luv') dS = —
dv

On aura, pour cette quantité, la valeur

SS / o (u, + Lu,) dS'.

— —?E— [Ssso D (u, + Lu,) dS

1 dm™—2
(m,—2)1 dy™* y=0)

S, V@, + Ly da,],
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ou o est l'intersection de S par la surface I' = v, ot doy,
I’'élément de o défini par la notation

(8 bis) do,dy = dS.

143. Prenons, finalement, le terme

20 [SS [u 2 gy =

ss u—-—de.

Une méthode tout & fait analogue peut aussi lui étre appli-
quée. Car les opérations précédentes ont montré, que, ep
général, si w’ est une quantité quelconque de la forme

SW, T
T

7

SW/I™

avec W, indépendant de 3, et qu’on pose (w’) = =t

si, de plus,
C
@1 ./:/%_(w')dc: = (— ! (TY:VI_ — 2Wleg T + >

(les points représentant des termes réguliers pour I' = o),
alors :

(22) lss fw’udS’ = —+ 2 (Sss udS

— o o, SeWis,)
Wd .
P — 21 dyp e 7Y

Tel sera le cas si on prend w’ = k —g% et (comme on le

voit par différentiation directe) (w”) sera — k d;: ).

le nombre p étant ici égal & m, -+ 1. L’intégrale (21) sera

alors
c, ’
— k l f %v_z de’
Wanlk i

HADAMARD, 20.




306 INTEGRATION DE L’EQUATION A 2m, VARIABLES

et, par conséquent, ainsi qu'on le sait, égale &

d ¢

d v
= —(— D™ '&v— <TE———‘U log I' 4 >

en raison du n° 134, de sorte que :

a¥ vdl' T'dv dar
Q9 — —_— . m -1
W = o W=—(m, —1) e -+ W V™ 7

Ce sont ces valeurs que 1’on aura & substituer dans (22),

6

le résultat devant étre divisé par k, ce qui donne encore bki

en facteur au second membre.

On observera que la dérivée (p — 2)°, c’est-d-dire la
dérivée (m, — 1)° du dernier terme de W pour y = o,
s’obtient immédiatement, savoir

dnl-—l

dar AN
Q) wm, -1 _— Y1 £l7
dy™! v dv (m, ! dv’

de sorte que

1 dml_l dP
Q9 Yun, —1
= D1 T e S . VI - du-,,

(22b1s)
' ar
= Su‘v —'(-i—v—- dO‘y

(sans aucun terme correspondant d la variabilité de doy -
avec vy, toujours en raison du facteur I~ qui figure dans
la quantité & différentier). '

Dans le méme ordre d’idées, le terme précédent de W

ne donnera lieu qu’a une différentiation (m, — 2)uple, 3
cause du facteur I' qu’il contient :

1 dm™—1 av
(22 ter) (ml — i)l P (r=0) Tu —d—v— da',’

m —2
= 1 dy™ Su -ﬂ da_r.

(my—2)1 dy™—2 .0 dv
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143 bis. Au premier abord, les expressions ainsi écrites
pour le dernier terme (20) semblent présenter un incon-
vénient que n’ont pas celles qui correspondent aux autres
termes. Elles semblent dépendre des termes en I de V,
lesquels ne sont pas déterminés.

Il est facile de vérifier que cette dépendance est simple-
ment apparente. Imaginons que, de chaque point de S, un
trés petit segment soit pris sur la transversale v, tel que
le dv correspondant soit égal & une constante (trés petite).
Désignons par 8, le lieu des points ainsi obtenus, et don-
nons 4 u, en chacun d’eux, la méme valeur que celle qu’il
a au point correspondant de &'

Le terme (20), dans ces conditions, sera la dérivée, par
rapport & v, de la quantité

S8 [ wdy

87,

(23)

et sera, par conséquent, égal &

2 d
9 = By
24) o o 98, Vuds
271’ d 1 dmx-J
T A m,—2)1 dyi S, uvds,.

Dans le second terme, 8, est la base de S,” sur I'espace
E.; oy, Vintersection de S, avec I' = v, et les différentia-
. d d .
tions & et G peuvent se permuter (puisque y et v sont
des variables indépendantes entrant dans 1’expression du
signe § par l'intermédiaire de oy»). On doit observer que,
dans I'expression primitive (23), la différentiation concerne
seulement v” : ceci signifie que, pour les calculer pour un
élément quelconque en un point X de S, il faut considérer
I’élément correspondant autour du point correspondant X
de §’, qui est la « projection transversale » de X, et & Vaide
duquel on doit calculer u (comme étant la valeur de cette
derniére quantité en X') et dS’, qui n’est pas la valeur de
I’élément sur S,’, mais la valeur de sa projection transversale
sur &
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Des observations semblables s’appliquent, par consé-
quent, & (24), de sorte que u, dS et doy doivent encore étre
pris en projection transversale sur S;mais, comme on doit
I’observer, la conclusion n’est pas que la différentiation ne
va concerner que V : car la projection transversale, sur S,
de o est variable avec v. Supposons que, entre des points
x de oy et des points (infiniment voisins) X de on, on a
établi une correspondance ponctuelle (ce qui peut se faire
d’'un nombre infini de maniéres) & partir de laquelle une
autre transformation ponctuelle infinitésimale est définie,
sur S, entre x et la projection transversale X de X. On
peut imaginer que la valeur de V en X et la valeur u®®
de u en X" sont exprimées en fonction des coordonnées
de z. Quant a la relation entre les deux éléments doy sur oy
et sur oy, on la trouvera en se rappelant que doy est le quo-
tient de dS par dy, cette dernitre quantité ayant la méme
valeur pour x et pour X. En se rappelant aussi que dS,
relatif & X, doit étre pris en projection transversale sur S,
on voit que I'intégrale du second terme de (24) peut s’écrire:

s

(25) S, vu®

de,,
S(O)

ol = -est-le rapport des éléments correspondants dans
la transformation ponctuelle entre x et X et ou on doit
aussi tenir compte des conventions précédentes pour V
et u!®

On peut alors effectuer la différentiation par rapport a v
sur S, ce qui donne, pour la dérivée de (25) par rapport &
v (m, — 2 fois) et & v, la valeur :

a~—* d
(26) _d—y;'—x——’ e sO"lV uV do‘,
dm—? 3V du,® d dsw©
= g S, <“° &tV T s )d"f‘
. 8V ; Vy —V, ,
La dérivée o —= Jim -——xzv—- correspond, d’aprés sa

définition, & un déplacement effectué sur une surface
I’ = Const®, ainsi qu’il est nécessaire pour qu’'on puisse
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la différentier (m, — 2) fois par rapport & y sans avoir a
connaitre de V autre chose que le développement

Vob VT + oo+ Vo, T2,

tel que nous avons appris & le calculer au Livre II. On aura
pour tout h au plus égal & m, — 2,
LI AN
=g - Sv

La maniére de traiter le premier terme de (24) n’appelle
auoune observation nouvelle, et dépend des reégles ordi-
naires du Calcul infinitésimal. On doit d’abord différentier
sous le signe § § — c’est-a-dire remplacer ¥ par %“-’q— ; —
on aura alors un terme aux limites, puisque le domaine
Sy — ou plus exactement sa projection transversale sur 8 —
dépend de v. Ce terme est toujours
un terme négatif si S est une sur-
face d’espace, la raison étant que
(comparer n° 108, note, p. 233 et
fig. 13) la transversale & S en un
point quelconque de 1’aréte d’inter-
section avec I est dirigée vers 1'ex-
térieur de I', et que, par consé-
quent, la projection transversale de Fic. 26.
S, est quelque part & D'intérieur
de S (fig. 26). La partie ainsi soustraite de S consiste en é16-
ments dont chacun est un petit cylindre (A m — 1 dimen-
sions) ayant un élément de o comme base et le petit segment
xX ) défini ci-dessous (voir fig. 26) comme génératrice : le
volume d’un tel élément est, avec nos notations, doydy, le
second facteur représentant 1’accroissement de I quand on
passe de & X ou, ce qui revient au méme de X a X, et

étant par conséquent en valeur absolue égal & I-——, dv. En
divisant par dv, on a la dérivée

@7 288, u, d
—88,., 9% i 88,
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Il est bien entendu que cette formule ne concerne que le

cas ol S a une orientation d’espace et ol par conséquent

T
—%;— < 0. Le signe devant le dernier terme devra natu-

5| par %I;- et la

nouvelle formule ainsi obtenue sera valable pour toute

rellement étre changé si on remplace

orientation de S puisque il résultant d’une sur-

face S orienté dans le temps, coinciderait avec le fait que
les parties correspondantes de la projection transversale
de S, déborderaient S (au lieu d’étre & son intérieur).

Cette deuxidéme expression de (20), par combinaison de
(26) et de (27), est équivalente & la premiére [comme il
apparait immédiatement pour les termes en ¥ par compa-
raison avec (22)-(22 ter)]; mais on voit, cette fois, qu’elle
ne contiendra pas de termes en I'™~' provenant de l'ex-
pression de V.

144. 1’évaluation du terme (18) compléte la solution du
probléme. Nous pourrons faire passer au premier membre

e facteur
k

1
5 == (m, — 1) le_l

2n

lequel viendra multiplier le facteur (— 1)™'#Qy, qui figure

déja dans la formule (F) (Cf. n° 135), donnant le coefficient
(28 (— D™m, — 1)Cn— Q-

Tenant compte de la relation du n° 99 entre Q.. et Oy,

ce coefficient s’écrit encore

(m, —1)

T

(— )™
(m, — 2)!

m, -1

(28 bis) (— 1™ Q. _, =2

et on obtient 1’énoncé suivant :
Pour m = 2m,, soient
V, @, les deux fonctions réguliéres qui apparaissent dans
la solution élémentaire (2) de I'équation adjointe G(v) = 0;
T, T, S, les domaines analogues & ceuxr qui ont été
définis pour m impair; 7, la partie de la surface I' =y
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(v étant une constante positive trés petite) comprise dans T;
oy, Uintersection de cette méme surface avec S,, les élé-
menls dry et doy des variétés 7 et o étant définis par les
égalités (8) (n° 138) et (8 bis) (n° 142).

La solution du probléme de Cauchy sera donnée par la
Jormule :

p. [N ___(____ i)m ™ -1
@ Scr—Y Y
= SSST ‘vidxl d’m - sssn [tb <u1 -+ Luo) — U, _dé%)_] ds

dar
+s,,u0:v'E'd0',’

i d’"n-z ss
- =t d
+ (m, — 2)! dy™? (. { AVer,

+ 8, [V(ul 4+ Luy) — u, _dl] da,}
1 dc gy dT
-+ -————(ml 1 ——_—dy"‘-_‘w:o, M v W d0'

ou (conformément au n° précédent) :

@9bis) =— 888, V7 dz, ... dz, — 88, ¥ (u, + Lu,)dS
+ ~__‘__* i [ss Vs, +8, Vi, + Lu) d«]
—_ 2)] d'y . (Y o) T Y Ty 1 (] b4

m —~2
1 dm d LY

CE—m e Vi, 4oy

-+ E- s ssvuo‘vds,

ol le dernier terme peut étre calculé par (27) et I'avant-
dernier par (26).

Il est bien entendu que, dans le cas présent, chaque diffé-
rentiation sous les signes §8§ ou §8§ doit se faire par les
régles classiques du calcul, ainsi que nous aurons d’ailleurs
I'occasion de le montrer plus explicitement, et qu’il ne se
présente aucune difficulté comme celles qu’on avait ren-
contrées dans le cas de m impair.
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145, 1l est &également clair que plusieurs propriétés appar-
tenant a la solution telle qu’elle est formée au Livre pré-
cbdent, s’appliquent immédiatement & celle qu’on vient de
trouver, puisque cette derniére n’est pas essentiellement
distincte de la premiére.

Tel est d’abord le cas pour la remarque du commen-
cement du n° 104 : si la forme de S est telle qu’elle com-
prenne, avec ', un volume T auquel a est extérieur (voir
fig. 12 bis et 12 ter), on a des formules identiques a (29)
(29 bis), & ceci prés que le premier membre est remplacé
par zéro, ceci étant une conséquence immédiate des for-
mules (F'), n° 104.

On voit immédiatement que la méme remarque s’applique
a la « propriété d’échange » (n° 144), sujet qui sera examiné
& nouveau dans le prochain chapitre.

Il en est de méme pour la remarque que nous avons
faite (n° 143) sur le cas ol S est constibué par des carac-

téristiques, auquel cas la connaissance de u, suffit pour

du
écrire la solution, puisque la connaissance de u, = dTo

y est impliquée.

Enfin, et surtout, nous n’avons besoin d’aucun nouveau
calcul pour passer de 1’analyse de la solution & sa synthése
(les frontidres étant toujours supposées orientées dans
’espace) : on doit considérer comme déjd fournie (d’aprés
le Livre précédent, chap. III, 446-117), la démonstration
qu’elle vérifie toutes les conditions du probléme (*).

145 bis. Autre lorme de la formule. — Les termes en
dry ot doy de (29) et (29 bis) peuvent s’écrire d’une autre
maniére en remarquant que dr,dy, par exemple, est un
élément (un petit cylindre, voir Livre II, n° 38) du volume
compris entre une surface » et une surface consécutive ana-
logue dans laquelle y est changé en y -+ dy. Il résulte de
ceci que, par un tel changement de vy, I’intégrale

(1) Dans le cas d’une variété S caractéristique, une telle vérification
gerait, de 1a méme mamére, une conséquence dé la vérification correspon-
dante relative & m impair. La démonstration. du n° 149 pour m = 3
s'appliquerait & m = 2.
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8§88 /Vdz, .... dzn relative au domaine qu’on a appelé T,
s’augmentera de dy §8.f/ Vdry, de sorte que §8 f Vdry est
la dérivée de cette intégrale de volume (*) par rapport a 7.

De méme, § (V —‘;—u- + LuV) doy sera la dérivée par

rapport &4 y de 8§ <V du —+ LuV> dS étendue a la por-
tion 8, de S comprise entre I'=o0etI' = v; et la méme
transformation s’appliquerait & l'autre terme en doy. En
écrivant les notations abrégées §88. et §8. pour
888 et §8s:, on voit que la formule (29 bis) est équi-
valente &

(29 ter) 2 (— ™

m —1
T U,

(m, — )1
= — 888, Vdz, ... dz, — 883 V (u, + Lu,) dS

1 am—1
+ S [sss, fVda,

+ 88V, + Lu) dS]

1 d dm
m, —2)1 dv dy™—

- 88, u,vds + '2.%7 88, u,Vds

forme du résultat qui nous sera utile; et (29) peut étre
transformé de la méme fagon (%).

(1) L’accroissement du volume T, (volume compris entre deux positions
consécutives de r) contiendrait des parties irréguliéres dans le voisinage
de I'ardte o; mais elles sont du second ordre en dy.

On peut se figurer la disposition générale d’une pareille figure en se
la représentant schématiquement (Cf. fig. 25, p. 302) dans le cas le plus
simple de m == 2 et supposant en outre, pour simplifier encore, ’équa-
tion 3 coefficients constants. La surface IV = y de E,,, est alors une
nappe. d’hyperboloide 3 deux nappes J¢,; I" = y est une Tsra‘nche d’hyper-
bole, section principale de cet hyperboloide, T, est la région intérieure
8 cette branche d’hyperbole (s,vec limitation par S); T, est (avec la méme
limitation) une région comprise entre cette hyperhole et ses asymptotes.

(2) 11 sera également utile de se rappeler que, les calculs de ce n°
n’étant pas essentiellement distincis .de ceux du précédent, les remar-
ques faites au n° 444 quant & la convergence, aprés différentiation par
rapport & y, du terme 888 fVdz, ... dz,, restent valables sous la forme
prégente. Dans les deux cas, en outre, la convergence est uniforme du
moment que les dérivées de fV jusqu’d l'ordre (m, — 2) sont bornées.
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146. Le cas de Riemann. — Disons un mot du cas de
m = 2 déjd traité directement au Livre II, et qui, comme
on 1'a dit, est un peu différent des autres.

Le conoide caractéristique dégénére en un systéme de
deux lignes caractéristiques : celles-ci seront paralléles aux
axes, si on prend 1'équation sous la forme de Laplace. Nous

écrirons cette dernitre de maniére & avoir |A| = 1, par
conséquent, en la multipliant par 4+ 2 :
o’u du du )
+o (2% A Z BT fcu)=+27
—2<ozoy+‘ Byt u) +2f

Il nous faut choisir le signe en raison de la situation
de Vangle utile compris entre les caractéristiques (c’est-
d-dire de l'angle qui intercepte un arc de 8), la forme
A(n,, =,) étant assujettie & &tre positive pour les droites
qui coupent cet angle utile : par conséquent, ce signe
dépendra (comme on I’a vu au n° 42) du sens de variation
de y considéré comme fonction de x, et il arrive que, dans
ce cas, on ne définit pas par la nature méme de 1’équation
ce qu’on doit appeler une « orientation d’espace », mais, au
contraire, que 'équation doit &tre écrite de maniére & faire
de la ligne donnée S une ligne « d’espace ».

Nous avons déja remarqué que chaque terme de la formule

(en mettant d’abord & part celui qui contient D)

dv
peut étre transformé sans distinguer entre T, et T,, en
raison de 1’absence du symbole [~ et de V. Dans un quel-

conque de ces termes, par conséquent, on n’a qu’a écrire V
au lieu de v, supprimer un § et diviser (*) par — 2.
Mais le méme traitement peut- aussi s’appliquer au

’

terme en —?1-’- en employant la méthode du n° 144. ae, a8

étant, comme au Livre II, n° 42, les deux caractéristiques
issues de a (I' est précisément constitué par ces deux
lignes); S, la ligne qui porte les données et qui coupe les

(1) Le facteur 2x, donné au n° 137, est détruit par le coefficient du
premier membre.
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deux caractéristiques en « et B8, on doit tracer une courbe
avoisinante 8, telle que chaque point de S, se déduise
d’'un point de S en prenant sur la transversale v & 8
un petit -segment correspondant &
dv = const., lequel S, coupera les
caractéristiques en o, 8 (fig. 27); S, 3
étant le cylindre droit de base S,, on
a 4 prendre la dérivée, par rapport

i v, de I'intégrale §8§ ‘/’ uv’dS’ (voir
n° 144), étant bien entendu que le
dS" d’un élément quelconque de S/

et la valeur correspondante de wu, se rapportent, par
définition, & la projection transversale sur 8

Mais §8§ f ue’dS’ est égal & (') = §8s, u Vds, inbégrale

simple qu'on peut maintenant écrire avec un signe _/ .
ordinaire et dont la dérivée se composera du produit de =
par :
d‘v ye r
1° Le terme f U ds, représentant 1'intégrale de la
v

[C &N

Fic. 27.

variation infinitésimale de uv'dS entre les points correspon-
dants de S et de S;

2° Deux termes relatifs aux arcs e, BB (fig. 27) d’une
des courbes qui n’ont pas de correspondants sur 1'autre, de
sorte que les limites d’intégration par rapport & s sont des
fonctions de v. Les dérivées de ces deux fonctions sont
égales & + 1, en raison du fait que la direction transversale
est symétrique de la tangente par rapport & des paraliéles
aux axes, de sorte que les deux triangles ao’a® et BB
sont isoctles. Les deux termes en question donneront ainsi
1 %), ou 1 u¥)s, correspondant évidemment au second
terme de (27).

Ces deux termes sont, dans ce ocas, les seuls qu’on ait &
ajouter au second membre des formules (7) aprés y avoir

(1) On change la lettre S en s, en accord avec la notation ordinaire et
avec le n° 40, pour désigner 1'arc de S.
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changé v en V, §§ et S8 enfet ff (et supprimé,
naturellement, le symbole [—). Ceci donne précisément les
résultats qui ont été6 déduits de la méthode de Riemann.
Le fait que la fonction % de Riemann est le coefficient du
logarithme de la solution élémentaire, comme on I'a déja
trouvé au n° 45, apparait, cette fois, comme un cas parti-
culier de nos' considérations générales.

147. Ayant ainsi résolu la question par notre artifice de
« descente », on peut se demander s’il existe un moyen d’obtenir
le méme résultat sans ce détour, Voici comment on peut effec-
tivement y arriver :

Soit G = o une caractéristique de 1’équation, que nous suppo-
serons, pour commencer, réguliére : c’est-d-dire que, non seule-
ment le premier membre G de son équation devra étre une
fonction réguliere des coordonnées (fonction admettant des déri-
vées continues jusqu’ad l'ordre qui interviendra dans les rai-
sonnements et les calculs) mais que, en outre, il n’existera dans
la région ol I’on opére aucun point (point singulier) ol ses m
dérivées du premier ordre s’annulent simultanément. L’équation
caractéristique

oG 96, .
A <E;—, eeey -—o—x—m’ (Bl, eeny xm) = 0,

devant &tre vérifiée tout le long de cette surface, on devra avoir
identiquement

(30) A=AgG,

A, étant une fonction régulitre des z. Notons tout de suite, qu’il
en résulte, pour la dérivée transversale a une surface G = const.,

en prenant ~—‘2-(—}-
P = o
. oG 1
(30b1‘3) .dT.-:E- ”i_g_:;':A (“1’ Tyreeney ”m)‘::Al G

Soit, d’autre part,

(2 bis) v =_X_’—- Q log G,

(p étant un entier positif pendant que V, % sont des fonctions
régulidres), une solution de 1’équation (&). ce qui implique que %7
est lui-méme une 'solution de cette. équation. Soient T (fig. 28)
le volume compris entre la surface précédente et une seconde
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surface S et situé, pour fixer les idées, du ¢bté G > o; T,, le
domaine obtenu en coupant S, non plus par G — o, mais par la
surface voisine G = const. = y > o. Appliquons, dans T,, la
formule fondamentale (F) 3 une solution u (régulitre) de 1’équa-
tion (E) et, d’autre part, successivement aux deux solutions v et
) de I’équation adjointe. L’introduction de ) donne d’abord, en
désignant toujours par u, la dérivée transversale de u en un
point. arbitraire-de S

av
@) — sss'l', VpdT + sssy ["“&T - (“. + Lu> ‘U] ds

—_8S, [u LA AR Ly |as,

formule dans laquelle nous avons rassemblé au premier membre
les termes de volume et les termes relatifs & S, en mettant i part,
au contraire, dans le second membre, ceux qui sont relatifs a la
surface G = v. Si nous considérons encore u et u,, le long de S,
comme des données de la question, ce second membre reste la
seule quantité inconnue.

Nous en désignerons la valeur par — w.

Pour obtenir une expression de cette inconnue, ou plutdt de sa
valeur limite », pour y = o, écrivons,
toujours dans T,, la formule fondamen-
tale, la solution introduite de 1'équation
adjointe étant, cette fois, v, et dérivons
par rapport & y (ou, si {’on veut, appli- G-o,
quons la formule dans la portion de T
comprise entre deux surfaces voisines
G = y et G = y + dy, et passons a la
limite pour dy = o). Chaque élément de
volume donnera, comme coefficient de

dy, I'élément d’intégrale (m — 1)-uple Fic. 28.

désigné précédemment %T—; et, de méme, chaque élément de la

24 .
surface S donnera, comme coefficient de dy, I’élément (m — 2)-
uple, convenablement compté, de la variété o, intersection de S

avec G = v, élément désigné par iS__ On trouve done, en tenant

dy
compte de (30) et de la valeur (2 bis) choisie pour v, 1'égalité
. Q Q X1
(31 bis — 4+ = — =L yxlog
) r+ e y XY

d II
e | — —_— 1 '
dy <7’ i aogy>
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ol, en méme temps que la quantité = déja introduite, figurent les
expressions

Q, = — ps.,7 uV -3—?— %_3_
o= 88, v L +8, [« 1] L
v =S8, «¥ %(_v’_ ‘;_i,
x=— 88, %”“ S., [u%‘g‘— (u, +Lu)‘l7] .‘;_:

(v désignant la transversale a S), et

dv du
= _ — Py — S
II SSY [u 7 < 7 -+ lu> A pAluV] ds,

54 dT
g, == ssyAluU -Hy-—',

<v désignant la transversale & G = 1y, calculée, dans la dernitre
dG \

formule, avec m, = r )

On voit d’abord, comme il fallait s’y attendre, que les coeffi-
cients de log y sont égaux de part et d’autre [¢’est la relation
obtenue en dérivant, par rapport & y, les deux membres de (31)].
Mais de plus, comme, dans les conditions oti nous nous plagons
jusqu’ici, les fonctions II, w,, w sont développables suivant les
puissances de y (au moins jusqu’d 1’ordre qui nous intéressera),

on voit aussi que w, est le coefficient de Uunique terme en —
v

qui existe au second membre.
Donc, on a

N d"Q,> o (d”-’Q) .
©2) == p!< 3 e = DT\ G e TN

Telle est, & la limite (c¢’est-3-dire pour y = o) la valeur du
second membre de (31). L’élimination de =, entre (31) et (32)
fournit une relation entre les valeurs de u et de u, sur S (confir-
mant, comme on le sait déja par ailleurs, que dans la disposition
de figure actuelle, ces valeurs ne peuvent pas étre données arbi-
trairement).

147 bis. Prenons maintenant pour G = o, non plus une carac-
téristique régulitre, mais un conoide caractéristique, de sorte
que G n’est autre que I' et que, par conséquent, la quantité
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précédemment désignée par A, a la valeur constante 4, pendant

que p a la valeur m . Les considérations précédentes vont se

trouver modifiées par la singularité qui apparait au sommet du
conoide. Ceci ne change rien 3 l’évaluation du premier membre
de (31 bis) (A un terme prés pour m = 2); mais, au second
membre, le terme de coefficient w n’est plus le seul qui fournisse

1 . . e . .
un terme en — (c’est-d-dire qui, avant dérivation, soit en log y).

Pour le voir, on peut, soit abstraire du domaine d’intégration
le voisinage du sommet du conoide en coupant par une petite sur-
face auxiliaire S, et évaluer (asymptotiquement) les termes corres-
pondants ainsi ajoutés au premier membre de (31 bis), soit laisser
la surface I" = y complite et étudier directement le changement
3 apporter au second membre. Nous adopterons cette seconde
maniére d’opérer.

Les choses apparaissent d’ailleurs sous un jour assez notable-
ment différent suivant que m est égal & 2 ou supérieur 3 2.

1° Prenons d’abord m = 2, c’est-a-dire le cas classique de
Riemann. L’équation étant, comme d’habitude, réduite a la forme
de Laplace (e), le conoide se réduit & un angle droit, dont nous
prendrons le sommet a pour origine des coordonnées, et les
lignes I = 4 xy = const. seront des hyperboles équilatéres.

Le nombre p est ici nul. La quantité II (grdce au fait que
tous les termes sous le signe d’intégration contiennent en facteur
7, ou m,) est une intégrale curviligne ordinaire, a coefficients
réguliers, celle que nous avons formée au n° 40. Cette intégrale
étant prise le long de I'arc mn d’hyperbole I" = 7y intercepté
par S, sa dérivée par rapport a y est au plus (*) de l'ordre

de log —.
Y

(1) La dérivée d’une telle intégrale s’obtient immédiatement par trans-
formation en une intégrale double, et on voit ainsi qu’elle est dans un
rapport fini avec la dérivée de I'aire interceptée dans notre hyperbole par
la ligne fixe S (laquelle joint entre eux deux points, distincts de l'origzine.
pris respectivement sur les parties positives des axes), c’est-a-dire avec la

z
dérivée de la qua'ntité‘/; 2 —Z-dﬁ, ot y,, x, sont des fonctions dériva-

y
bles de v, finies et ditféren'tes de zéro pour y == o. Une telle dérivée, calcu-

lée par la régle classique, se montre bien de I'ordre de log -i-
Y

Ay
dy
Math. Fr., t. LI, p. 241), 6té & tort considérés comme restant finis pour
y = o lorsque m = 2.

Les termes Q, -‘;—H-, ont, dans notre Mémoire précédent (Bull. Soc.
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Les termes =, et (au premier membre) Q introduisent, au

contraire, —d—T—- Sur I'hyperbole I' =, on a

dy
. dT | cos(n, x)ds _  cos(n, y)ds
ox gy
L& 4y
z )

et @, représente, au signe prés, I'intégrale curviligne

/u‘vi"f-
T

étendue a 1’arc mn intercepté sur ’hyperbole par la multiplicité
(ici la ligne) S.
On peut réduire u? 3 sa valeur A l’origine : en effet, en raison

m

e

Fie. 28 bis.

de la double forme (33) de l'élément%r—, tout terme contenant
14

en facteur soit x, soit y donnera encore une intégrale curviligne

3 coefficients finis et réguliers, donc au plus de 1’ordre de logi—-

7
Cette quantité u??, qui se réduit a u, si I’on prend égale a I'unité
la valeur initiale de ), sera multipliée par

z .
log == = log vy — log (y,z,),
x2

en désignant par z,, y,; ,, Y, les coordonnées des points m, n
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prises, comme cela est visiblement possible, dans un ordre tel
que y, x, ne tende pas vers zéro avec 7.

La différence des deux valeurs (31) et (32) de =, n’est donc plus
nulle, mais égale a u,, dont elle fait connaitre la valeur.

Quant a la partie

SSWET_—_—i/ijI_
dy

du terme Q, on voit qu’elle est au plus égale, en valeur absolue,
a log —2 max. |Vf|, donc au plus de I’ordre de log-l—

2° Smt maintenant m supérieur & 2. Nous réduirons, comme
au n° 44 (M), I" 4 la forme

T=fu?— 8 — & — . — £ =18 — 17,

en désignant par ¢ la derniére variable £, et par 7* la somme des
carrés des variables restantes. Cette forme donnée & I" implique

que, & Vorigine des coordonnées, la quantité A(P,, P,, ...., Py
se réduit d
AP, P, ...,P,0,0 ....,0)=P,2—P*— .. — P2 |

et, par conséquent, au voisinage de l'origine, & une forme qua-
dratique trés peu différente de celle-ld. L’élément de volume
étant (141)

dT = df, df, ... dfn = ™2 dQ,_, drdt,

1*61ément désigné plus haut par%a P’expression formée au
n° 144
as) 3t de,, dr

dans ]aquelle il convient de noter que l’exposant de r est ici
au moins égal a 1.

Dans ces conditions, en opérant comme au n° 441 ou comme
nous allons le faire dans un instant, il est aisé de voir que le

. _— P 1
terme =, ne fournit dans la dérivation aucun terme infini avec —.
Y

(1) Comme au n° 444, nous ne discuterons pas l'influence de ce chan-
gement de variables, le mieux, & ce point de vue, étant de partir de la
forme donnée aux calculs dans 1’Appendice I.

HaDAMARD. 21
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Par contre, il en est autrement du terme en II. Dans ce dernier,
la quantité qui figure entre crochets sous le signe §§ est une
fonction réguliere; sa valeur a D'origine est d’ailleurs uniquement
donnée par son dernier lerme — p A, uV, car dans tous les autres

. . ., Iy

interviennent les dérivées m; :-%g—,‘losquelles sont nulles au
i

sommet ¢ de notre conoide. Si donc nous commencons par

multiplier par dQ,_, et intégrer par rapport a ¢,, ...., ¢u—y, le

résultat sera une certaine fonction @ (r, t) réguliére (et paire par
rapport & v) qui prend, pour r = t = o, la valeur

(34) — 2(m— 2)Qp,_,u,V,,
aprés quoi on aura

(34 bis) IT :% / =3 (r, t)dt,

I'intégrale étant prise, dans le plan des rt, le long d’'un arc
@’hyperbole t* — r* = y (Cf. fig. 25, p. 302), que l'on peut
supposer limité par la ligne t = h. Si, sous le signef, on réduit ¢

A son terme initial (34), celui-ci sera multiplié par 1'intégrale

Or, cette derni¢re est (95) de la forme

—1Hm™
—(—'4—)—- le_l y'"'"' log Y+ -
(Cp,-, 6tant le coefficient numérique désigné plus haut), dans
laquelle les termes remplacés par des points représentent une
série entiére en y. Comme on doit diviser par y™~!, ceci donne
un terme de la forme qui nous intéresse et dont le coefficient est
la quantité (34%).

11 est aisé de voir que ce terme est seul de son espéce dans le
cas ol les données sont analytiques et ol, par conséquent P (r, t)
est de la forme

D(r, 1) = @,(r, 1*) + 1P, (r, t*),

P, et @, désignant des séries entidres en r et ¢* : il suffit de
traiter d’une maniére analogue a la précédente chaque terme des
développements ainsi obtenus.
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Si I’on veut supposer seulement que les quantités sur lesquelles
on opére sont régulieres, ¢'est-a-dire dérivables jusqu’a un ordre
suffisamment élevé, on raisonnera comme au n° 4144, en formant
les dérivées successives de l'intégrale (34 bis) jusqu’d l'ordre
m, — 4. Il apparaitra ainsi, par I’emploi de la formule de Taylor,
que la quantité

d 1I 1T 1 dII
& () = v

,yml—l

, i 1
se présente sous la forme de termes en ——, —— .
LA A
cients constants et de termes finis, augmentée d'un terme en log y
dont le coefficient a pour limite (34), au coefficient numérique
m
(——#——'le_l prés. D’une maniére ou de l'autre, on retombe
bien sur la formule (29).

Mais on doit constater la notable différence qui, dans I’analyse
précédente, parait séparer les cas de m = 2 el de m > 4. 1l
serait difficile de concevoir que les deux calculs correspondants
se rameénent en réalité & une méme norme, si I'on ne connaissait
les liens qui rattachent 'une a 1’autre les fonctions V et 9,
tels qu’ils apparaissent lorsqu’on déduit le cas de m = 2m, de
celui de m = 2m, + 1 par voie de « descente ». La méthode
de descente se montre done, en fin de compte, beaucoup moins
artificielle qu’elle ne le semblait au premier abord et apparait
comme liée 3 la nature des choses.

1—& coeffi-
Y

148. L’expression obtenue, dans ce qui précéde, pour
I'inconnue différe considérablement, on le voit, de celle qui
a 6t6 établie pour m impair. Dans cette dernitre, la solu-
tion élémentaire était introduite directement. Ici, c’est elle
qui sert encore de base, mais seulement en tant qu’elle
fournit les deux fonctions V et %7, lesquelles apparaissent
seules dans les calculs & effectuer.

D’un autre cdté, la valeur de l'inconnue, pour m pair,
apparait sous la forme d’une somme de deux intégrales,
I'une étendue & I'intérieur du conoide caractéristique, et
dont la quantité & intégrer contient en facteur les données
elles-mémes, multipliées par des fonctions connues; I’autre
étendue au conoide caractéristique lui-méme, et contenant,
dans les mémes conditions, les données et leurs dérivées
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jusqu’a I’ordre (m, — 2) (ou méme m, — 1). Les intégrales
ainsi écrites ne contiennent que des quantités finies, si les
données sont réguliéres.

Dans le cas de m impair, on avait une seule intégrale,
comprenant les données elles-mémes (sans différentiation
explicite), mais ayant le caractére paradoxal examiné aupa-
ravant, et contenant, dés lors, pour ainsi dire virtuellement,
une intégrale de frontiére et certaines dérivées des fonctions
introduites.

Une telle expression, par conséquent, serait considérée
comme intermédiaire entre deux expressions de la classe
ci-dessus (les intégrales ordinaires rencontrées dans le cas
de m pair) correspondant & deux valeurs consécutives
de m,.

Elle a également, par rapport & u, ou a f par exemple,
un ordre de continuité qui doit étre considéré comme inter-
médiaire (*) entre de telles valeurs conséoutives de m,.

149. Application au principe de Huygens. — Les for-
mules ci-dessus nous permettent de donner une réponse
4 la question fondamentale suivante

Pour quelles équalions le principe de Huygens est-il vrai
dans son sens spécial, c’est-a-dire dans son sens (B)?

On sait déjd que de telles équations ne doivent pas é&tre
cherchées parmi celles que nous avons examinées au
Livre III.

Mais, pour le cas de m pair, on voit maintenant que
Vintégrale résiduelle, telle qu’elle est donnée par nos
calculs dans le domaine que nous avons appelé T,” et dans
le domaine analogue sur §’, dépend exclusivement de la
quantité V. ,

La condition nécessaire et suffisante pour que cette
intégrale résiduelle s’annulle est que la fonction ¥ soit

(1) Ceci est pleinement vérifié par l'application des méthodes parti-
culidres au Calcul Fonctionnel, ainsi que cela a ét6 développé dans notre
Calcul des variations (no® 243-248) et notablement précisé par MM. Fréchet
et M. Riesz (voir notre Mémoire des Acta Mathematica, t. XXX, p. 379).
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identiquement nulle, c’est-a-dire que la solution élémen-
taire ne contienne pas de terme logarithmique. .

Si tel n’est pas le cas, l'intégrale résiduelle sera différente
de o pour des données arbitraires. La question du signe,
comme on l'a considéré au n° 112, peut recevoir une
réponse quelconque en raison des valeurs des coefficients
de I’équation : car, tout au moins pour m = 4, la remarque
du n° 65 montre évidemment qu’on peut obtenir n’importe
quel signe pour ¥ par un choix convenable du coefficient C
si les autres sont supposés choisis d’avance.

Nous avons dit que nous donnions une réponse, et non
pas la réponse & la question : car il est clair qu'on peut
la souhaiter « beaucoup plus résolue » qu’elle ne vient de
I'étre. Oh a énoncé la condition nécessaire et suffisante,
mais on ignore comment on peut trouver des équations
qui la remplissent, ou méme s’il en existe aucune en
dehors de (e;m,—,) (ou, naturellement, de celles qui se dédui-
sent de (e;m—) par des transformations évidentes). Ce point,
ainsi que beaucoup d’autres questions concernant 1’intégrale
résiduelle, demanderait des recherches ultérieures.’

Quant & la forme finale (C) du principe, elle peut étre
considérée comme démontrée par nos formules d’inté-
gration, dans le méme sens qu’elle I'est, pour (e;) ou (e,),
par les résultats de Kirchhoff et de Volterra.

2. — Exemples classiques.

150. 11 ne sera pas inutile de donner quelques applications
des formulés générales préocédentes, et mdme de vérifier
leur accord avec des résultats connus antérieurement.

Nous avons déja vu (146) comment les choses se passent
dans le cas de m = 2.

a) Formule de Poisson. — Vient ensuite celui de m = 4
(donnant m, = 2, k = 1), et 1'équation la plus simple de
oe type est I’équation (e;) des ondes sphériques.

On a alors, en désignant par'(z, y, z, t) et (o, Yo, Zo. o)
les deux points dont dépend 1', et prenant v =1 :

P=0—1t)"— (@ — &) — (y —yJ* — (2 — 3)°

= (t — t,)% — r’.
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I n’y a pas de terme logarithmique dans la solution

élémentaire (voir n° 69), qui se réduit a -II— de sorte que
V=90 V=1

Pour cette équation (et, en général, pour m = 4, m; — 2
étant nul), la différentiation par rapport & y et la consi-
dération de la surface auxiliaire I' = y ne se présenteront
pas excepté pour les termes considérés au n° 143 [derniére
ligne de la formule (29)] et peuvent méme é&tre évitées
pour ceux-ci, si on les traite comme on 1’a fait au n° 144.

Supposons d’abord que S est I’hyperplan ¢t = o, ce qui
est le cas de l'analyse de Poisson. —;7 sera s—g? (avec
e = + | d’aprés la régle déja employée au n° 429), et a
la valeur o pour V, la valeur — 2|¢,| pour I'. L’élément
de S (c'est-a-dire 1’élément de volume de 1’espace ordinaire)
étant r* sin 6drdfde, 1'élément doy, quotient de dS par

|dD'| = 2r|dr|,
sera 1 rsin 6 dfdy. Ainsi, le terme en u, sera <comme
a
r = |t,| pour t = I' = oetqueul=ed—:‘-):

8 Vu,do, — "T"' /fu sin 9dbdy

ol ou . X
= 2// 5 o 6dodg.

Le terme en u, (dans lequel L = o) sera (puisque, pour
I' = o0, on a r =t — t, dont la dérivée par rapport a v

est — 1) :
0 ( t, ~
ot \?./:/‘uo sin 9d0d¢>.

de— <S Vuoda'1> = —
La différence de ces deux termes, divisée par 2r [qui
est la valeur du coefficient (28 bis)], coincide naturellement
avec le second membre de la formule de Poisson.
Si I’équation aux dérivées partielles a un second membre
f # o, donnant le nouveau terme §8§ f Vdry, la valeur de
__dx dy dz dt
L dy

dr
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qui y figure se déduit immédiatement de doy en multipliant
par dt, de sorte que le terme supplémentaire se trouve étre
(aprés division par 2r) :

zl—-/t"ltu —t| df/f/ sin dédy,
7 Jo

ol f représente, en l'espéce,
[ [z, + (t, — t) sin 6 cos %, y, + (t, — t) sind sing,
2, + (t, — t) cos 6, t].

151. b) Le cas de Kirchhofl. Considérons maintenant
I’hypersurface de Kirchhoff, savoir un hypercylindre que
nous désignerons par S” et dont la base sera une surface
(ordinaire) fermée s (I’équation étant encore supposée sans
second membre). Le domaine d’intégration peut étre,
selon la nature de la question, I’intérieur ou I'extérieur du
cylindre. Prenons aussi ¢, > o.

En prenant les = respectivement égaux aux cosinus direc-
teurs de la normale n & s (dirigée vers l'intérieur par rapport
d notre domaine, qui peut étre intérieur ou extérieur par
rapport & s) et (pour le quatriéme) & zéro, on doit pren-
dre dS” égal a I'élément de I'hypercylindre dsdl; et la
direction transversale v sera opposée & n, les termes en
(x — ,)* .... étant négatifs.

L’intégration étant relative & l'aréte d’intersection o,
de S” avec I, doy doit étre tel que

o0y _ds s
dt)“ 2(t, — t) 2’

do'y::dst<

ces expressions représentant, au facteur dy prés, le vo-
lume dS” d’un petit cylindre quelconque (qu'on peut sup-
poser paralléle & l'axe des () compris, sur S” entre un
élément du conoide caractéristique et un élément corres-
pondant de la surface avoisinante T" = y.

C'est la tout ce qui est nécessaire pour le calcul du
n® 442, puisqu’il ne comporte aucune différentiation par
rapport & y. Pour les opérations du n° 144, on définit la
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correspondance entre x et x de sorte que le segment
joignant ces deux points. soit paralléle & I'axe des t : en
d’autres termes, d'un point = quelconque de o, (qui repré-
sente un point de s associé a la valeur ¢, — » pour t), on
trace un petit segment &n = — & normal & S” qui

d . .
change r en ZI% n et accroit ¢ de maniére & faire reprendre
a T sa valeur primitive, par conséquent de la quantité

r dr

—_ — on.
t, — t dn "

8t = —
Ceci est l'accroissement qui, donné & { sur la surface
primitive de I’hypercylindre S”, fait passer du point x au
point z'. Par conséquent, on a :

.. Ou r dr JOu
0 — Ot —— === —— e 8,‘
e T A = Tl
ds”©) . r dr

i e  El

En substituant ces valeurs dans (26) et observant que,

sur le conoide =1, tandis que V est identiquement

—t
0
égal & 1, on obtient, pour 'intégrale (« potentiel retardé »)

relative a I’hypercylindre,

_ - a L
1 u, 1 dr ou, — r
T D i Tl b

formule dans laquelle (comme au n° 131) ds se rapporte
A la base du cylindre, pendant que u,, u, sont les valeurs
de w,, u, aux points correspondants de o, savoir :

=z, y, 2z, t —7) i=o.1)

Ceci coincide bien avec la formule de Kirchhoff <si on

. d d
tient compte de ce que u, = —di: = — 73)

152. En thése générale, 1’expression précédente ne donne
pas la valeur compléte de u, : car la frontiére du domaine
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ne peut pas étre constituée par le cylindre seul (*). Si, pour
fixer les idées, on la suppose complétée par une portion &
de I'hyperplan ¢t = o, on doit ajouter des termes relatifs
ags.

Ces termes consistent évidemment en des intégrales sphé
riques, comme dans la formule de Poisson; mais il y a
une observation indispensable & faire concernant la maniére
d’évaluer les deux § correspondant a (20) dans ce cas,
comme dans tout autre cas ot S consiste en deux parties
se rejoignant sous un angle différent de zéro.

Dans la formule méme de Poisson, le terme qui contient

u, est t,
t, M'o (ul) = *-4;— /fuldﬂ’z’

dQ), = sin 6 dfdy ftant encore un élément d’angle solide
et l'intégration étant étendue & toute la sphére du centre
(@0, Yo, 20) et de rayon t,. Il est clair que, cette fois, on
doit écrire la méme intégrale avec la seule différence qu’elle
se limite & la portion de sphére qui est comprise dans le
domaine. Ceci est évidemment valable aussi pour le premier

termo M (ug) de la dérivée — [1,M,, (u)]. Quant A la
0

partie restante de la dérivée <:cn faisant abstraction du

i vro s )
facteur Z;“)’ elle peut s’écrire sous l'une des deux
formes

0 o
35) ot / / udsl,,

ou <—dd7 désignant la dérivée radiale, ou dérivée relative

d la normale extérieure & la sphére )

35 bus) f i,

qui sont équivalentes 'une & I'autre.

(1) Dans la théorie de Kirchhoff sous sa forme classique, la frontidre est
complétée par une-portion de I'hyperplan ¢t = — T (avec T positif trés
grand), sur laquelle on suppose toutes les données nulles. On est aimAi
dispensé d’écrire un terme complémentaire.
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Mais pour le probléme actuel, les deux formes ci-dessus
ne sont plus équivalentes. Si, pour prendre un cas déter-
miné, on prend pour s le plan & = o, le domaine étant du
coté positif, et si on désigne par I, (xz, p) la valeur
moyenne de Ja fonction u, le long de la circonférence de
centre (x4, Yo, %) et de rayon p, son plan étant parallele
A r = o, savoir
(36) N, = N, (&, p

1 20
= — f u, (x, y, -+ pcos o, 3, -+ p sin o) dg,
27 Jo
M,, sera remplacé, dans le cas actuel, par

—;— /Jno(xo — t, cos 8, t, sin 6) sin 6 d

— _;. / M, (2, — M, ty /T =D dA,
~1

oll A représente cos 6, la limite supérieure (qui était + 1
dans le cas de la formule primitive de Poisson) étant, cette
fois,
/\0 T e—
0

On obtiendra (3% bis) si on remplace, sous le signe /
I, par

o dom, A, : - 0JN,
(36") = VT S
Ceci n’est plus égal & la dérivée (35) : il manque le terme
1 5 7
37 -5 % m, (0, Vit — z,°) >
- 0 N

correspondant au fait que A, est une-fonction de ,.
Laquelle des deux expressions (38) ou (38 bis) doit-on
introduire dans la formule? On aura facilement la réponse
si on se rappelle que le terme en question est di A la
quantité (20) du n° 143.
Or, si on suppose que S (représenté par une ligne brisée
sur la figure 29) se compose de deux parties S et S se
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rencontrant sous un certain angle, il est clair que l'inté-
grale correspondante (20) doit 8tre prise sur chacune d’elles
séparément, par la méthode du n° 443 ou du n° 144; et,
pour ce dernier, aucun déplacement du contour de S, quand

v varie, n'aura & se produire en raison de la présence de S,
de sorte que, partout ailleurs que sur I, les contours de
S et de S, devront se correspondre’
I'un & Dautre par projection trans-
versale, le S, total devant se cons-
truire comme on l’'a représenté
(fig. 29) par des lignes pointillées.
Ainsi, aucun terme aux limites
n‘aura & correspondre & laréte

s §

commune de S et S (comme cela
apparaitrait aussi par simple appli-
cation du n° 143).

Par conséquent, dans le probléme particulier ci-dessus
considéré, le terme (37) ne doit pas étre introduit. Le véri-
table terme en u, contient (35 bis) et non pas (35) et la
formule compléte est :

(88) 4 mu, = ["’/f(u‘ + %’:—‘l) sin 8dfdy +//uo sin Bd()dgp]

[
Fic. 29.

ol les intégrales du premier crochet sont prises pour t = o,
sur une portion de sphére comprise dans le domaine donné,
tandis que l'intégrale du second crochet est un potentiel
retardé relatif & o,.

153. REmarQUES. — La quantité (38) est solution de I'équa-
tion aux dérivées partielles. D’une manidre générale, cette
propriété appartient aux expressions (29)-(29 ter) calculées
dans ce qui précéde, méme si la frontitre admet des arétes
anguleuses telles que celles que nous venons de considérer. Il
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y a plus : elle ne suppose aucune condition de concordance,
le long de I’aréte, entre les données relatives aux deux par-
ties de S; pour I'expression (38), par exemple, elle ne sup-
pose pas que les valeurs de » ou de sa dérivée normale,
calculées le long de s et pour ¢ = o & l’aide des données
relatives & I’hypercylindre, coincident avec celles que four-
nissent les données de Poisson relatives & { = o. Elle
subsisterait, de méme, si ces données étaient affectées de
n’importe quelles discontinuités de premidre espéce (en
nombre fini).

En effet, le raisonnement du n° 145 (Liv. IIl), relatif &
m impair, subsiste si on limite I'hypersurface S par une
aréte fixe quelconque et qu’on convienne de n’étendre les
intégrales §§ qu’d la portion de S, ainsi limitée; d’autre
- part, une variété S & arétes anguleuses, ou le long de
laquelle les données présenteraient une discontinuité de
premitre espéce, pourrait évidemment &tre considérée
comme un systéme de variétés limitées a la maniére qui
vient d’étre supposée. Enfin, la propriété ainsi établie pour
m impair s’étend d’elle-méme & m pair par voie de descente,
puisqu’on peut ainsi regarder les deux problémes comme
équivalents.

En ce qui concerne les conditions définies, la question ne
se pose pas. Il est clair :

que, pour celles qui sont relatives & ¢t = o, elle n’est pas
autre que dans le cas de Poisson, la formule (38) se rédui-
sant & la formule de Poisson au voisinage de t = o; ,

que, par contre, celles qui sont relatives & I'hypercylindre
ne sont pas vérifiées en général : nous savons que le pro-
bléme n’est pas correctement posé.

154. c¢) L’équation des ondes sphériques amorties. —
L’équation
J*u J*u d*u J*u

L 2% %Y Ku=o0

&) ot 0z? oy* 0sz*

a 6té étudibe dans les travaux de MM. Birkeland, Carvallo,
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Weber, Brillouin ('), et plus tard dans plusieurs notes de
M. Tedone (*). En comparant cette équation & la précé--
dente (e,), on voit que I' sera le méme, et on peut encore
prendre V =1, comme on I’a remarqué au Livre II (n° 69),
de sorte qu'on doit inscrire les mémes termes que dans les
calculs précédents (n°* 151-153), avec, en plus, un terme
en V de la formule (28), ou [la solution élémentaire étant
donnée par la formule (64 bis), n° 69] on a :

K . (t —t)? — r?
R 14 e
= 4][K % ],

i (A) désignant toujours

S

A? Ad
[1 + 5+ @y o T ]

Si 8 est I'hyperplan t = o, la formule sera<en remar-

d /] 0
quant que = o est, dans ce cas, égal & — —a‘r_t,,—>

39 u, = d(i [t M, (uo)] -+ 1, M, (u)

0 d 0 9 .
2 ’ 2 ’
-+ — / M (u,) jdr + ? ot / M, (u,) § dr,

ol le symbole M a la méme signification que précédemment,
— 2
T L'identité
de ce résultat avec la conclusion des ouvrages cités (par
exemple, Weber ou Brillouin) se vérifie sans aucune
difficulté.

Quand S consiste en une portion de ¢t = o (c’est-d-dire
d’espace ordinaire) limitée par une surface s, et en un

. , t,?
et ou 'argument qui figure dans j est K —

(1) Birkeland, C. R. Ac. Sc., t. CXX (1893), p. 1046; Carvallo, ibid.,
14 janvier 1895; Weber, dans Partielle Differentialgleichungen der Math.
Physik, 1. II, édition de 1904, p. 310; Brillouin, C. R. 4c. Sc., t. XXXVI,
1903, p. 667.

2) liendic. Ace. Lincei, 8¢ série, t. XXH (193, 1cor gemestre), p. 87;
t. XXIII (1914, 1er semestre), p. 63, 120, 473.



334 ONDES AMORTIES

hypercylindre de base s (voir Brillouin, loc. cit.) les termes
(38) doivent &tre complétés par les suivants (I’argument de

(t — zo)* e ) ,

/ / / Jdrdyds + dit / / f u j'dedyds

el g e [
v 0

-+ 0 / / u, d_ ds
Les deux premiers termes ne difftrent des termes de
I'intégrale correspondante (39) (au facteur 4= prés) que
par le fait que

M ()

i étant ici

o} =

= -1— ./:/'ui (x, + rsinfcos ¢, y,~+rsin 68in g, z,~+1cos 6) sin 6dody

T
1 7 .
= o ‘/:/.1Iid02 i =0,1)

est remplacé par une intégrale étendue seulement & une
partie de la sphére correspondante, comme au n° précé-
dent. Le second terme, par exemple, peut s’écrire

K . K p a5
— 2 aQ, — ‘=l d / dqQ,,
3 t, /fu,, , + 3 '/‘: T oL, r/ u,afl,

les intégrales doubles se rapportant & de telles portions de
spheéres.

Pour une forme arbjtraire de S, cas que M. Tedone a
aussi considéré (%), la formule est :

K ., d ’ .,
vev, =5 ([ i =g [[f )
d .
—l-‘/:/“r uld0'7 — E/./;,u" d(r,’;

le calcul du dernier terme doit se faire comme on ’a établi
au n° 153, dans le cas ol S aurait des arétes vives.

(1) Les résultats de M. Tedone ont unc apparence tout & fait différente
au premier abord [une transformation convenable étant méme nécessaire
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155. d) Equations & un plus grand nombre de variables.
— Les équations du méme type 4 6, 8 .... variables seront
traitées de la méme maniére par application de la formule
(29), ou (29 bis).

Prenons simplement 1’équation des « ondes hyper
sphériques » (ordinaires) :

o*u o0*u d*u o
e —— e — |, e ———— =
2m ~1 ot oz’ d‘r22ml‘l

~

et supposons que S est ['hyperplan ¢t = o, avec t, > o.
Comme V est encore égal & 1 et ¥ & o, on trouve la méme
simplification que précédemment. doy est donné par

_dS  emerd0, dr 4,
oy = 1351 = zar 2z e

dQp-, désignant un élément de la surface hypersphérique
de rayon 1. Comme dy = — 2rdr, on voit que le facteur
(— D)™ est ainsi détruit et que (*)

d m —2
(,0 4 '"l—lua = <_——> ' ! 2"‘1_‘f/ u dQ
W) 4w 2,4t \ —t )
d < d >ml—2( . -3/‘/ \
4 == t,m u de_0>.
dt, \ 2t,dt, o —ty | 2

ponr trouver la formule (39) & laquelle arrive Weber] et s’obtiennent
par une méthode trés différente, impliquant la résolution de certaines
équatiens intégrales. Ceci est di, exactement comme dans le cas de
M. Coulon (V. Livre III, n° 79), & l'impossibilité, qu’on voit maintenant
étre plus radicale méme que pour m impair, d’introduire directement la
solution élémentaire, de sorte qu'on doit employer & sa place des substi-
tutions plus ou moins indirectes. Cette nécessité, d’un autre coié, n'est
pas dépourvue d’avantages, car elle donne lieu a des identités mtégra]es
suggestives concernant les fonctions de Bessel : sujet qui sc relie & cer-
taines conséquences de ce que nous avons appelé la « proposition A »
au Livre II, no 33.

(1) Pour employer I’expression (29 bis), il est nécessaire, cetle fois, que
la différentiation
d (0 _ 4
& \7T g T T 4,

soit faite en dernier, puisqu’elle doit s’appliquer au dénominateur 5~
o 0
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Si M,(r) désigne la valeur moyenne de u, sur la surface
hypersphérique de rayon r, on peut écrire :

, ™ d \™ 2 gm -3
(40) Qm——vz ua - <2t°dto> [to 1 Ml (to)]

d d "t am -3

+ o [ ——— ™M .
dt, ( 2todto> [to ! 0 (to) ]

La solution obtenue par M. Tedone en 1898 (Annali di Mat.,

loc. cit.) est d’apparence différente, le terme en u,, par exemple,
étant

m —2
l dr.—2-h m —~1—h
(41) Z A, Trmix [r™ M, (")]u:co)»

k=0

ot les A sont des constantes numériques. Il est évident, par
simple examen, que

d m, —2 —3
<—2'rdr'> t [szl M‘ (’I‘) ]

est de la forme ci-dessus : les A peuvent étre considérés comme
définis par la relation, identique en A,

@) IR = Q—,f_— A+3A+5) .. A+ 2m, — 3)

—=AA+2DA+3) . Amy, — 1) ..
FAA+2DA+3) . A+m —h—1) + ...
L+— Am‘—-‘l()" + 2)+ Am‘—z’

comme on le voit en posant M, (r) — 7* et en observant; d’un
autre coté, qu’une telle identité en A peut s’écrire d’une maniére
et d’une seule. Une méthode simple pour la détermination (*) des
constantes A, consiste & représenter le premier membre II (A) de
I’égalité précédente par 1'intégrale de contour

A4-3

(m,—2! f A—2z) T

- dg
2in c ™t

Iw =

(1) Cette détermination pourrait eans doute se déduire également de
la théorie de l'interpolation [le dernier membre de (41’) se ramenant
immédiatement & un polyndme de Newton] ou de la théorie des séries
de facultés.
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(intégration le long d’une ligne fermée autour de 1'origine, comme
d’ordinaire). Si on pose

1—z=(0--2)* d’ol : z = 2Z — 72,

cette intégrale devient (le nouveau chemin d’intégration C’ entou-
rant l'origine de la méme maniére que C)

T oAy (m, —2)! 7 (1 — Z)—+2d7,
1[ (’\/ o 2i" C/C 2m, '-zznll"l(i VA n’l‘l'
:)
i Z\—(m-1) .
ou, finalement, en développant (1 — ?) ainsi  que

(1 — Z)~»+» sujvant les puissances de Z et en ne relenant que
1 cixx iae
les termes en v dans la quantité a intégrer :

(m, —24+M)1

DN = 2 onehi(m, —2 —)

l()\+’2) cooee(A4m; —h - 1),

de sorte que les coefficients A, qu’on doit substituer dans (41)
sont
(m, —2+Nn)!

A = o Ty =3 )

Naturellement, les termes en u, se déduisent de ce qui préctde
. d my -1--h s d my—2--h .
en écrivant { — au lieu de { — et ceci donne [en
dr dr
tenant comple du coefficient du premier membre de (40)] la forme
donnée au résultat par M. Tedone [loc. cit., formule (24)].

3. — Un type de probléme mixte. Application a la possibilité
du probléme de Cauchy.

156. Reprenons la formule (38), n° 452. Elle nous per-
met de trouver une solution u de (e;), en supposant qu’on
connaisse les données de Cauchy a la fois pour t = o et
pour x = o.

Mais nous savons qu'un tel probléme n’est pas correc-
tement posé. Pour satisfaire & cette condition, on doit le
remplacer, comme nous l’avons déja dit au Livre I, par un
probléme mixte.

Hapamarp. 22
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Nous reviendrons, a la fin de I’ouvrage (*) sur cette caté-
gorie de questions. Mais nous devons noter des & présent, a
leur égard, une remarque générale. La résolution de tout
probléme mixte, relatif & deux hypersurfaces S’ et S” dont
la premiére, orientée dans l'espace, porte des données de
Cauchy, la seconde (orientée dans le temps) la donnée de
la seule valeur de u, et qui comprennent entre elles une
caractéristique C passant par leur aréte d’intersection s, se
compose en réalité de deux parties : tout d’abord la déter-
mination de la solution dans la région 1 comprise entre S’
et C, ce qui est purement et simplement le probléme de
Cauchy; puis le calcul, dans la région 2 comprise entre
C et 87, de cette méme solution, déterminée par ses valeurs
sur C (celles que fournit I’opération précédente) et par ses
valeurs sur S”. Ce dernier probléme est celui qui a ét6 exa-
miné (du moins dans le cas des données analytiques) au
n° 51 et auquel le probléme mixte est, on le voit, équiva-
lent, une fois le probléme de Cauchy préalablement résolu.

Toutefois, la fonction cherchée u, ainsi déterminée par
oes deux opérations différentes, n’admettra des dérivées
jusqu’a un certain ordre continues au passage de € que si
les deux fonctions qui la représentent dans 1 et dans 2
respectivement ont entre elles un contact de cet ordre en
tous les points de C. D’aprés ce qui a été dit au n° 28
(Livre II), c’est ce qui devra avoir lieu au moins pour
I'ordre un.

Les remarques du n° 51 bis permettent de simplifier
notablement }Fétude de cette concordance. D’aprés ces
remarques, il suffira qu’elle ait lieu en un point de chaque
bicaractéristique située sur C et, en particulier, en chaque
point de I’aréte d’intersection s dont la caractéristique C
est issue, puisque (dans les applications) cette aréte n’est
tangente & aucune bicaractéristique. Or, c’est ce dont on
peut s'assurer par l'examen des données mémes de la
question, ainsi que nous allons le faire dans le cas simple
auquel nous nous bornerons ici.

(1) V. Appendice 1I.
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Ce cas est celui de la frontitre plane (*), qui reléve d’'une
méthode appartenant a la catégorie ci-dessus mentionnée, &
savoir de la méthode des images, classique en théorie du
potentiel. L’artifice s’applique aussi bien & (e,) qu'a (e;) :
développons-la pour cette derniére équation [dont la théorie
ainsi qu’on le sait, implique celle de (e,)]. Le probléme
consiste & trouver la quantité v déterminée par 1'équation
o*u *u o*u Fu

(€ o7 Ty T T e T

et par les conditions définies

(Cs) u = ua(w» Y, Z); %1:_: ul (x’ y’ Z)

(pour t = o, = > o),
(Gy) u=u(y 3 1); (pour z = o, t > 0),
étant bien entendu que les quantités données des seconds
membres satisfont aux conditions

(42) U, (0, y, 2) = u(y, 3, o),
ou
(43) u, (o, y, z) = (y, 2, 0).

Si le demi-conoide rétrograde de sommet a, limité &
t = o0, ne rencontre pas * = o, u est donné par la formule
de Poisson.

Dans le cas contraire, si on connaissait les valeurs de
du du

S le long de « == o, le probléme serait résolu
par la formule (38), ou encore
(44) bru, = 1, + 1,

ou I, estla premiére ligne du second membre de (38), consti-
tuée par une partie de chacune des intégrales de Poisson

(1) Contrairement au probléme de Cauchy, le probléme mixte fait inter-
venir d’'une fagon trés profonde la forme de la frontidre (nous avons
en vue la partie de la frontitre qui ne porte pas les données de
Cauchy). Ainsi, pour le cas de deux.variables indépendantes, le pro-
bléme du c8ble électrique & contact glissant (n° 24 bis) demandera des
calenls trés différents suivant les différentes lois de mouvement dv
contact.
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(savoir la partie relative & la partie ¢ de la sphére o de
rayon {, qui est du coté positif de x = 0), et ol I, est
I'intégrale de Kirchhoff le long de z = o

— - dl
_ w_1dr ou o T
I, = ‘/f r r dn Ot +u dn ds,

— ; ., du  Odu
u, étant égal a = o el le surligné ayant le méme

sens qu’'au n° 151.

Il reste & éliminer ces valeurs de u, dans la dernidre
intégrale. C’est ce qu’on obtient en introduisant le point
@ (— Ty, Yo, %) symétrique de a par rapport & £ = 0. Soit I”
la partie du conoide "caractéristique correspondant (demi-
conoide rétrograde de sommet a’) qui est dans la région

Fic. 30.

utile 2 > o, t > o; soit ¢’ (lig. 30) la trace de IV sur t = o
(portion de surface sphérique dans l'espace ordinaire) (*).
La somme "

dr ou 437

» —

’ L A— ’ — - - + ——— d
L =1 r’ dn Ot u dn §

analogue au second membre de (44), mais pour laquelle on

(1) La figure correspondante (fig. 29) [qm gerait la figure compléte pour
(e,)] représento la projection de la vraie figure A quatre dimensions sur
leip'\(‘e @, y, -
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part du point o au’'lieu de « — de sorte qu’on introduit
= V@ +ax) + (y—yJ?+ (z— 3)*

au lieu de r — et ou, de plus, I,” se rapporte & o’ et non

plus & o, est nulle, car le domaine d’intégration correspon-

dant ne comprend pas le sommet a” (voir n°® 446). Une telle

somme peut donc étre retranchée de (44), et cette com-
binaison :

u=I +1I,—-1"—1/

2

est celle que nous cherchons. Car, les valeurs de r et de 7
étant égales entre elles en chaque point de x = o, les ter-
mes en u, disparaissent dans la différence 1, — 1,/

Les autres termes de I, .. se doublent 'un I'autre,

d 1 d —:7,
puisque les valeurs de —ﬂr— ol —— prises le long de a = o
sont opposées : de sorte que (')
1 1
(45) Uy 7T I, — -+ =1,
1
- d—
1 dr ou - T
—_— e 4 u— Is.
! // rdn ot T Y]
I, — 1" est une intégrale double relative & un systéme

de deux calottes sphériques. Elle peut s’exprimer plus sim-
plement en supposant fictivement que les valeurs de u et w,
du coté négatif du plan ¢ = o (c’est-d-dire relatives &
t = o, x < o) sont respectivement opposées aux valeurs
correspondantes du coté positil, savoir

(46) u(— 2z, y, 3) =— w(zx, vy, 3) (t==o0,1),

(1) Tout plan S§” orienté dans le temps peut 8tre étudié de la méme
maniére (qu’il soit normal ou oblique & ¢t = o), car on sait que (ey)
peut 8tre transformé en lui-méme par une transformation lindaire en
z, y, 3, t telle que S” devienne paralltle au nouvel axe des t. Dans
I'espace non-transformé, le céne IV aura avec S” la méme intersection
que I', la ligne qui joint les deux sommets étant transversale & £ el
divisée par S” en deux parties égales,

Mentionnons d’un mot les remarques importantes de M. Volterra
(London Proceedings, 190%, ¢t conférences de Stockholm) sur la manidre
toute particulitre dont se comporte cette méthode des images dans le cas
hperbolique (V. App. II).
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moyennant quoi I, — I, s’exprime par des intégrales
doubles étendues & toute la surface de la sphére o, et tout
a fait semblables au second membre de la formule de
Poisson.

Remarques. — La solution précédente est, conformément
a4 ce que nous avons noté un peu plus haut, donnée par
deux expressions analytiques différentes suivant que l'on
est d’un ¢oté ou de 'autre de ’hyperplan x = ¢, ¢’est-d-dire
de la caractéristique C (intérieure au domaine dans lequel
nous opérons) menée par l'aréte commune aux deux parties
x == 0, { == 0 de la [rontiére qui porte les données.

Dans la seconde de ces expressions, d’aprés (46), les
valeurs de u, ot de u, introduites sous le signe d’intégration
sont discontinues le long de 'aréte si elles ne s’y annulent
pas. Par contre, en vertu de la méme relation, la continuité

) . . dui
n’est pas rompue en ce qui regarde les valeurs de e

157. La vérification de cette solution est, comme toujours,
nécessaire.

Il n’y a plus aucune difficulté en ce qui concerne 1'équa-
tion aux dérivées partielles : car elle est vérifiée (Cf. 153)
par I, + I,, et aussi (puisque 1’équation ne change pas
lorsqu’on change z en — x) par I," 4+ 1,".

Quant aux conditions de Cauchy, il n’y a, nous l’avons
vu également, aucune différence entre le cas actuel et celui
de Paisson.

Supposons maintenant que le point (z,, Yo, %, l,) atteigne
le plan x = o. Les termes I, — I, du type de Poisson
disparaissent, comme devenant exactement égaux au signe
prés. Le terme , 1 dr ou "

r dn ot

dans lequel —%:—; est fini, se comporte comme le potentiel

d’une simple couche : il est, par conséquent, continu et
prend la valeur o; le terme resbant

YL
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se comporte comme le potentiel d’une double couche, et
devient donc (la quantité & intégrer étant identiquement
nulle quand s prend sa position limite P, comme il est bien
connu) égal & 4=up : c’est donc aussi la valeur limite de
bru,.

La méme vérification se fait encore aisément en introduisant,
dans le calcul de J,, une notation analogue a celle du n° 152 et

relative & la frontidre ¢ = o. On construira, avec les valeurs
de u, la valeur moyenne

I (o) = I Yy %o ) 0)
1 2 .
:-—2——-/ u (y, -+ p cos ¢, z, + p sin ¢, t) dy
g ]

de u(y, z, t) le long de la circonférence de centre (y,, z,, t) et
de rayon p, valeur qui, moyennant les formules de concordance
(42), (43), vérifiera les relations

T (0,p) = I, (0.p), L3 (0,p) = I, (0.p);

at
a l'aide de cette quantité 9T, le terme—%—; J, s’exprimera par la
formule
1 i Z, T/ L — A% Ty 0N
—J = —_ eV d
@ o1, ‘/;[m<t " VIA ) 2o 2 ] A
avee A, = -:-Dln
b
. . . 0N
On peut chasser de cette expression la dérivée partielle ——
en introduisant la dérivée totale at
Ydt  z, I i 09t

.~ X ot MYT—XN g

et remarquant, d’autre part, que chacune des valeurs moyennes
M, M, I est, par sa nature méme, paire en p, de sorte que
cette valeur moyenne s'exprimera et sera dérivable (au moins une
fois, comme on le voit aisément- 3 1'aide de la formule de
Taylor, si u; ou u admet des dérivées premidres et secondes
continues) en fonction de p?* = R, méme pour R = o, et-qu’on
pourra écrire la relation précédente
aa oz, 09U 2z 9

A\~ A g X oR
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Si nous tirons dd'?t de cette relation pour le porter dans'(47),

la dérivée totale de (AIL) est mise en évidence et il vient, en
remarquant que 9L (t, 0) = u(y,, 2, t) :

1 1 NN B4
2 1T A0, 2, /,: * o’

= ooty — 2) — 2 I (o, VIT = 5))

11 9
2 — =
+ 2% ,K X R

expression qui se réduit bien & u(t,) = u(y,, 2, t,) lorsque =z,
s’annule (*), étant donné que le dernier terme est inférieur en
valeur absolue &
2z,2N’
A0

— N
= 2 z,t,N,

en désignant par N’ une borne supérieure de la valeur absolue de

- [7)
la dérivée

Quand au terme I, — 1, il disparait, comme il a été dit plus
haut.
. , . , Ou
Remarque. — Une conclusion analogue s’applique a TR
0

ainsi que nous aurons besoin de le noter dans un instant :

autrement dit, cette quantité tend vers %— lorsque z, tend

I ’
vers zéro. En effet, la quantité —%t— — —3—?— s’annulera, dans
o

ces conditions, pour la méme raison que I, — I,’; et, dans les
termes relatifs & la paroi orientée dans le temps, tout se
passera, & des termes prés (intégrales curvilignes prises le
long de cercles sur 'aréte * = t = 0) qui sont nuls avec z,,

. . o
comme si u était remplacé par 7‘:

(1) 1 faudrait (cf. 29) consxdtrer 4 part le cas ol t, tendrait vers zéro
en méme temps que z, : la limite de I’expression ohtcnue dans le texte

dépendrait alors de celle du mpporl;——‘L La conclugion énoncée subsiste-

rait cependant, mais seulement, cette fois, grice A lintervention des
termes en M, (u;), dont la valeur limite, comme il résulte de la formule
49) ci-aprés, dopendrmt alors égalcment de celle de A,
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157 bis. La démonstration est compléte en apparence. En
réalité, nous savons qu’il n’en est rien. 1l faut s’assurer
(CL. 28) que u et ses dérivées premiéres sont continues sur
Phyperplan x == t, qui est la caractéristique menée par
I'aréte commune s aux deux parties de S : sans quoi on
aurait construit une solution vérifiant (C;) et une solution
vérifiant (G,), mais I’ensemble des deux fonctions ainsi
construites ne devrait pas étre regardée comme une solution
vérifiant les diverses conditions du probléme.

Mais cette question est résolue par les remarques du
n° 153. Si la concordance existe pour u lui-méme, nous
savons qu'en ce qui regarde les dérivées premidres, il suffit
(51 bis) de la vérifier pour x = ¢ = o. Encore suffit-il, en
ce qui regarde ces dérivées, de considérer 'une d’entre

du .
elles, par exemple S¢ buisque la concordance des valeurs
(]

de ﬂ, o résulte de celle des valeurs de u et que (Cf. Liv. I
dy, 0z,

et Legons sur la propagation des ondes, Liv. II, n° 72), la
Jdu

oz,

par la relation

valeur de

I
at,

du =

tant dans 1 que dans 2, est liée & celles de u
ot de

du du du du
-— d — dt — d — dz
oz, 4z, + at, ° + Y, Yo + 0z, e
pour tout déplacement effectué sur G, c’est-a-dire pour
dx, = dt,.

Or, pour les mémes raisons qu'au Livre II, n° 29, la
continuité de u est évidente (*). D’autre part, il résulte

du n° précédent que la valeur de %‘;— prise dans la

‘o ) Ju
région 2 n’est autre que la valeur correspondante de P
tandis que dans la région 1, elle est celle de wu,; et nous
avons admis entre elles la relation de concordance (43)

(1) Ici cncore, il faut mettre 3 part le cas d’'un point pris sur larédte
elle-méme, et od (CI. Livre II, loc. cit.) 1a concordance résulterait de celle
des données elles-mémes, exprimée par la relation (42).
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La vérification directe est encore aisée & 1'aide des notations
introduites ci-dessus. Dans la région 1 qui correspond 3 = > ¢,
les intégrales J1T,, IJN, font connaitre M (u,) et M (u,) par
les expressions

w5 [ Mt — a1 T=ar, g [T o

et

du, +1d.7n0
M, < ar >, par °2 @ da,
L dan, . , .
o — est donné par l’expression (33), n° 153.
()

Dans la région 2(x < t), les quantités M, (w) (i = 0,1) seront,
en tenant compte de notre distribution fictive pour les valeurs
négatives de z (et avec la signification précédemment indiquée
de A,) :

—_ 1 A
w  Mw=5| [ M a

1
— [ oy, — =, t, /T =12 dA.

Ao

La quantité M, %‘l se composera également de deux inté-

grales prises 'une de — 1 & A, et ’autre (soustractive) de X, a 1.
Mais dans cette dernitre, le premier argument qui figure dans la
fonction IN, étant o = At, — z,, l'expression de la dérivée
différe de (35 bis) par le changement de signe du premier terme;
on a, dés lors,

50) W, < du,,> _1 [ f+1 AN, dr

+ ‘/”‘ = W gy —/ = O dA],
-1 . 0p PP dp

et la premidre intégrale portera sur une quantité continue dans
tout l'intervalle  d’intégration (quoiqu’ayant deux expressions
différentes dans les deux parties de cet intervalle, conformément
4 ce qui a été dit au n° 4156, Rem.).

J, se calcule par la formule (47). Chacun des termes ainsi
calculés et leurs dérivées premidres seront continues dans 2 comme
dans 1. Au passage de 1 & 2, A, passant par la valeur 1, la
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continuité de u subsiste, les termes nouveaux qui y apparaissent
(savoir des intégrales de A, & 1) commencgant par étre infini-
tésimaux (Cf. 29).

Dans les expressions des dérivées premitres s’introduisent au
contraire les intégrales curvilignes dont nous avons ‘parlé au
n° 29, et qui ne sont, ici, autre chose que les termes qui, dans
la différentiation de (49), correspondent d la variabilité de la
limite d’intégration A,, termes qui se doublent 1'un I'autre. Les
moyennes JI; se réduisant, pour p = o, a la valeur de u;, au
point unique auquel se réduit le cercle correspondant, on aura, en
ce qui concerne, par exemple, la dérivée par rapport & t,, le
terme complémentaire

z, 1
31 — —t—°2— [toul (0, Yyr 20) + uo] = — e (tyu, -+ u,) -
0 0

Quant & la quantité (80), elle ne donne lieu 3 aucun terme de
cette espece, puisque, nous l'avons vu, son premier terme con-

tient, sous f , une quantité continue et que, d’autre part, le
passage par la caractéristique correspond & A, =1 et 4 p = o,

d’ol (n° précédent) : i'(j)—n~ =

Ainsi, la dérivée de I, -+ I,” par rapport A ¢, subit la disconti-
nuité (81).
Mais cette discontinuité est exactement compensée par celle qui

est relative a 1 9% lequel est nul dans 1 et qui prend

2 ot
dans 2 [comme on le voit d’aprés (47] la valeur initiale

[égale & (51)]
[m’, (0,0) 4z, (ddle>o]

158. Nous allons nous servir de cette solution du pro-
bléme mixte relatif & une frontiére plane pour 1'étude
d’une question qui s’'est présentée au Livre I, n° 27,
concernant le probléme de Cauchy par rapport & (e;) et
A z = o, c’est-d-dire le probléme qui consiste & trouver
u(z, y, z, t) tel que (» étant encore pris égal & 1)

2. 2u 2u 2u
" LIRS T TN
ot que

(52) u=u,(y, 3z t), A u,(y, z, t), pour £ = o,

d
ox
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ou le probléme correspondant pour (e,) c’est-a-dire celui de
trouver u(x, ¥, t) tel que
J*u 0*u du

e o T o

et que

_ gu —
(52 w=u, (y, 1), 9z = (y, v (pour x = o).

On a vu qu’il n’existe, en général, pas de solution; et,
par conséquent, comme aux n°* 15 bis, 16, pour Au = o,
ou pour ’équation de la chaleur, la question se pose de
trouver pour quelles valeurs de u, et u, la solution existera.

Une condition suffisante trés simple a été découverte par
M. Volterra (") : savoir que la sclution existera certainement
si 4, et u, sont analytiques en y, z [pour 'équalion (ey)]
ou en y [pour l'équation (e,)], quelle que soit la maniére
(réguli¢re) dent ils dépendent de ¢.

Pour le voir, il suffit de remarquer que les équations
différentielles ne changent pas quand on change x en it et
ten .

Si, par conséquent, en raisonnant sur (e,), on écrit
Pexpression

,1 .
Fb—% [x//‘za‘_(yHl—ixsinecos?,:—I—ixsin()sin %,

t -+ x cos 6) sin Odﬂdcp],

elle vérifiera encore 1'équation différentielle (la vérification
de ce fait reste encore valable dans le nouveau cas si on la
prend sous la forme que nous lui avons donnée au Livre II,
n° 28 bis). Ceci est vrai aussi, naturellement, pour

z/ful (y —+ iz sin 6 cos ¢, z+ix sin §sin ¢, t -+ x cos 0) sin 6 d6 dy

(1) Ce qui suit équivaut au eontenu de son article de la Rivista di
Matematica, t. 1V, 1894, p. 1-14.
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et la somme de ces deux termes satisfera aux conditions aux
limites si on prend pour u, et u, les données (32) du
probléme.

Naturellement, ceci suppose que u, et u, sont analytiques
en y, z, puisque des valeurs imaginaires de ces dernidres
variables s’'introduisent dans le calcul.

Un raisonnement tout a fait semblable s’applique au pro-
bléme relatif & (e,), si on traite la formule (I'),” Livre II,
n° 30 bis, qui intégre cette équation, comme nous venons
de traiter la formule de Poisson.

159. Peut-on maintenant trouver un systtme de condi-
tions nécessaires et suffisantes? La solution précédente du
prebléme mixte apporte une réponse, trés imparfaite, il
est vrai, a cette question, ainsi que nous l’avons montré au
séminaire de M. Volterra, & Rome, en 1916 ().

Comme nous l'avons fait dans des exemples précé.
dents, on prend w, comme donné arbitrairement d’avance,
et on essaye de trouver la forme admissible la plus géné-
rale pour u, en cherchant la forme la plus générale de la
solution u. C'est ce qu'on peut faire en considérant u
comme la solution du probléme mixte, ¢’est-d-dire, comme
étant défini par les conditions du n° 456, dans lequel nous
prendrons toutefois, au lieu du plan initial ¢ = o, un
plan paralltle convenablement choisi ¢ = 6 pour porter
les données de Cauchy, de sorte qu’on écrira (interver-
tissant, d’autre part, les notations pour les données) :

u

u,(z, y, 2), =u,(z,y, 5), pour t =296,z > o,

I

dJu
ot

u=u,(y, 3 1), pour z = o,

La quantité 6 est arbitraire : on peut admettre, par consé-
quent, qu’elle appartient & un intervalle de valeurs de ¢
pour lequel u, est régulier, ou méme qu’elle est arbitrai-
rement voisine des valeurs 'de ¢t qu'on considére spécia-
lement.

(1) Le principe du calcul du n° 460 a été donné par nous en 1901 A
Princeton (voir Princeton University Bulletin, t. XIII, 1902).
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Ainsi qu’'il & été trouvé ci-dessus, l'expression (43)
donne, les M désignant des moyennes prises avec la con-
vention (46) de la fin du n° 156,

> zo-o (ux)]

dont on doit prendre la dérivée par rapport & x pour x = o,
si on veut obtenir une expression de u,.

En procédant de nouveau comme au Livre I, nos 45 bis, 16,
on observe que le premier terme, qui est le seul qui dépende
de la fonction donnée u,, conduira & une des solutions
possibles : on ne tiendra aucun compte de sa forme, et on
ne la soumettra ultérieurement & aucune transformation.

Cependant, sous la forme précédente, les termes qui
restent ne sont pas complétement indépendants de wu,,
puisque u, et u, sont soumis aux conditions (42) et (43). On
évite oet inconvénient en écrivant

u,(x, ¥, 3) = u,(y, 3z, 0) + Uy(z, y, 2),

u= 1 573 M (ug)+ (1, ——9)[Mt.,_a<

u,(z, y, 2 =-%’:—°(y, z, 0) + U, (z, y, 2),

U, et U, étant, assujettis & s’annuler avec x. Les termes

obtenus ¢n remplacant u, €t u,, par uo, y, z) et (o Y, 2)

1
seront considérés comme faisant un tout avec = J2

Etudions la partle restante
— — du, —
®33) w=M, ,U)+(,—0) [M,o_, <—dT> +M, _,U) ]

dans laquelle U, et U, sont ici assujettis & s’annuler pour
x = o, et qui représente l’expression la plus générale
d’une solution de (e;) dont les valeurs pour £ = o sont
nulles partout. Sur ce méme hyperplan = o, nous avons
A obtenir la valeur la plus générale u,” du coefficient

diftérenticl (i“—)
0T /=0
On voit facilement (en combinant entre eux les éléments
correspondants des deux surfaces sphériques le long
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desquelles on a pris les M, c’est-ad-dire les éléments qui
ont la méme projection sur £ = o) que — en tenant
compte des conditions U, (0, y, 2) = U, (0, y, 2) = 0 — la
dérivée en question est () :

d ’
(83) u' = <5%> =0

d U

les valeurs moyennes M’ étant prises maintenant sur
I’hémispheére o [centre (o, y, z), rayon t, — ¢] qui est situé
dans la région des x positifs, et U,, U,” désignant les
dérivées de U,, U, par rapport & x (pour z positif quel-
conque). On observe immédiatement que celles-ci sont des
fonctions arbitraires de z, y, z, un choix quelconque de U/,
par exemple, donnant

U, = / U, d.
0

Si, réciproguement, u,” est donné, le probléme de trou-
ver u se réduit & la détermination de U, U,’, c’est-a-dire
& résoudre U'équation (83").

160. C’est ce qu’on peut faire, du moins théoriquement,
par la méthode suivante. D’abord, il est facile de séparer
les deux termes du second membre de (83"). Car, en posant
to, — 6 = ’, un d’entre eux est évidemment pair, et
I'autre impair, en ¢, de sorte qu’on peut déterminer sépa-
rément U, et U,” par

d r 1 /

(84) o7 M U)] =5 [u @926 +10)
u,’ (0,y,2,6 —t)],
(1) Si on avait opéré sur u, et u, et non U, et U,, c’est-d-dire sur des
fonctions qui ne s’annulent pas avec z, la formule aurait contenu des

termes complémentaires introduisant les valeurs moyennes de ces fone-
tions sur le cercle limite de 1'hémisphére.
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qui équivaut a
. i v ,
(35 M, (U)) = 5 ‘/.‘ [u/0,y, 2,6 +¢)+ u’0,y,26—t)]dt
=W (y, 2,0
el par
) 1
By) MUY = 7 [,/ (g2, 0 + ) — w) (y, 2,0 — ¢} ]
=W, (y,31).

Chacune de ces équations ne doit étre considérée que
pour ¢ positif, el est un cas particulier d'une équation
intégrale de premiére espéce.

Les quantités inconnues Uy et U,” n’élant assujetties qu'a
tre continues, nous mulliplierons par ('dl’ et nous inte-
grerons depuis o jusqu’a ¢'. Le résultat [que nous n’avons
besoin d’écrire que pour Uy, puisque les premiers membres
des deux équations (55) et (85") sont entidrement semblables]

est::
/ CowWdr = /' e, (U, de,
0 0

et le second membre représente l'intégrale

i ’
”27// Uy dedydz

pour Uintérieur de 'hémisphere.

Le principe du raisonnement consistera d observer que
cette derniére intégrale admet une dérivée par rapport A
chacune des variables y et z, sans faire aucune hypothése
sur U, autre que celle de la continuité. Car, si le centre
{0, Y, %) de I’hémisphere est déplacé, parallélement & 'axe
des y, de dy, la nouvelle surface sphérique sera, dans le
voisinage d’un point quelconque M (voir la figure 31, qui est
une section plane de la figure de I'espace), déplacée, dans
le sens de la normale, de

¥y—1Y

dy cos (n,y) = — dy,
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et le nouveau volume différera du primitif par des éléments
cylindriques (additifs ou soustractifs), dont chacun a

Yoo %%
Fie. 31.

y—t’—yo dy comme hauteur et 1’élément t*dQ comme base

(dQ2 = sin 6 dfdy), donnant un terme
t'(y — y,) U, d2

dans l'intégrale. Ainsi, on a :

' )
(56) = oy / f f U, dwdyds

d t” ’ — t' ’
—0; A t'W (y,, z,, 1) dt = o //(y———yo) U,/ dQ

=\, [(y — Yo) U/l

et une expression similaire pour la dérivée par rapport 3 z,.

161. Définissons maintenant les deux opérations fonc-
tionnelles B, et B, par les formules

o [, " g 90 [, N 3
@"I)""&J‘A ro(y, 3 )dr, B = dz[ 1 (y, 2, £)de:

on voit que

ﬁ'.w = t‘M[(y — ¥,) U], ‘G‘.W = M, [z — Z,) Uo’]-
Mais on peut opérer sur (86) comme on l’a fait sur U,

lui-méme. Par conséquent ®,*W doit exister, ainsi que

®,, ., W (ce dernier étant égal & B., B,, W), ces deuy
quantités donnant respectivement les valeurs de

‘M [ (y — 90)*Us), ‘M (Y — Yo) (2 — 2) U]

HapaMaRD. o3
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On peut de nouveau leur appliquer & chacune d’elles les
deux opérations T et on voit qu’on peut opérer ainsi un
nombre quelconque de fois, que la fonction donnée u,” soit
indéfiniment dérivable ou non (le dernier cas étant, natu-
rellement, le cas général quand U," n’admet de dérivées que
jusqu’d un certain ordre). On a
(57) Thk(ym Zg, t') = %hy %kzow

= M [(y — y)"(z — 2,)* U'].

On voit que ceci permet d’obtenir la valeur de toute inté-
grale double telle que M. [P(y, 2)U/] ou P est un poly-
nome quelconque, puisque P peut 8tre ordonné suivant les

puissances de (y — ¥,), (z — z,). Par exemple, en désignant
par y,, 3 un autre systéme de valeurs de y, z, la quantité

(y - yo)h(z - zo) Ulo
peut s’écrire sous la forme
> Ahkmn(y - y,)"’(z —_ Zl)” Uo',

de sorte que sa valeur moyenne sur un nouvel hémisphére o,
de centre (o, y, z) et de rayon égal & t,, peut aussi &tre
trouvée par une expression telle que

4 4 1 4
(57’) Thk(yo; zo; yp zl_, tx) = -?,‘ EAhkmnTmn(yp zn. tl )-

164 bis. 11 reste & déterminer U, & l'aide de (87) [ou
de (87)] : ¢’est une espéce de « probléme des moments »
dont la solution, si elle existe, peut s’obtenir par des
méthodes connues. Par exemple, il suffit de considérer une
intégrale telle que

3 —_— -— f—
_I:—' .//e Kl — w? + & — 2% U, ¢y, 2. ¢2dQ

’ h+k Kl(h-{-k-’-l) ’
_2’2( e Thikl * Ton, ke Wor 200 t)

étendue & ’hémisphére primitif o [de sorte que £ désigne
VP — (y—y)? — (2 —3)%],
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et qui, pour K = oo, tend vers la limite U/ (¥, yo, %), —
ou (*) une expression semblable formée avec les Tu et
tendant vers

Vi — (Y, — y)* — (z; — 3)?
X U VL — (Yo —y)*— (@ — 2)7, Yo z,].

On a ainsi une série d’opérations qui doivent donner la
solution U,’, s’il en existe une. Naturellement, on devra
s’assurer que tel est le cas, c¢’est-a-dire que les valeurs de U,’
trouvées de cette manidre satisfont véritablement & 1'équa-
tion donnée (88), de telle sorte qu'un systdme de condi-
tions nécessaires (et suffisantes) que u,” doit vérifier pour
que U, existe sera le suivant :

1° La fonction W (y, z, t)) déduite de u,” par (83), peut
&tre soumise aux opérations B,, B, un nombre quelconque
de fois dans un ordre quelconque (ces opérations étant méme
permulables); et ceci s’applique aussi & W,;

2° Le résultat Tr (ou T'n) doit étre tel que _

% Z(__ pree s B a7
4 hlk! 2n,2k Yor B0 To) s

(ou aussi bien une combinaison analogue convenable en T')
tende vers une limite pour K = oo;

3° Cette limite Uy (o, Yo, 2,) doit vérifier I'équation (53).

162. On peut appliquer la méme méthode au probléme
correspondant pour (e,). Il est clair que, les données étant

les valeurs u, = o et u,’(y, t) de u et de gzl pour x = o,

(1) On peut aussi considérer la quantité

Y=yl +GE—32T 1,
e

qu'on peut encore exprimer sous la forme 3By, Ty, et dont le quotient

par
Y —y)P +GE—3) "
M {4 - £ }

{4

& également pour limite U/ quand l'exposant m devient infini.
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I’équation précédente (85) devra étre remplacée (notations
du n° 30, Livre II) par

W = tu. (U,),

c¢'est-3-dire par
Wy, 1)

_ 1 //‘ ___U/(z,y)dzdy
= fz 20, 00 + @ — )2 <2} VT —2"—(y—y,)?

_—:%/'Uo’(tsin @, Y, -+ t cos ¢) de.
0

La seule particularité distinguant ce cas du précédent
est qu'une telle déduction doit se faire en résolvant d’abord
une équation intégrale d’Abel, savoir :

0 [ W, O)rdr

T
(58) g M Uy) = ot Jo JE—

Ceci une fois fait, on procéderait comme dans le cas
précédent et on obtiendrait des conclusions tout & fait
semblables.

163. Le probldme, dans l'un ou l'autre cas, est ainsi
résolu, quoiqu’il le soit « trés peu » au sens de Poincaré, en
raison de la nature compliquée des conditions, et du fait
que, par exemple, on ne peut pas méme dire si la condition
:3°) du n° 161 bis est distincte des deux premidres ou si elle
en est une conséquence.

De plus, ces conditions font jouer a la variable ¢ un réle
tout a fait différent de celui que jouent les autres variables;
et ceci ne devrait pas 8tre : car ce probléme est évidemment
invariant par le groupe de Lorentz, ou, plus exactement,
par le sous-groupe de celui-ci qui laisse z invariant et qui
est, pour (e;) par exemple, le groupe bien connu

{y’:y Cho <+ t Sha,

¢ =y Sha -+t Che. (0. étant un parametre arbitraire).

11 est clair qu’il serait désirable d’écrire la solution sous
une forme qui soit aussi invariante pour un tel groupe :
tel serait le cas si on introduisait les variations de u,’, non
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pas le long de paralldles aux axes de coordonnées, mais le
long de bicaractéristiques.

Les résultats obtenus au Livre I, n° 27, montrent que
Péquation intégrale (88) ou (58) n’a pas de solution quand
u,” est indépendant de ¢ et non-analytique en les autres
variables; le résultat de M. Volterra montre qu’elle en a
toujours une quand u,” est analytique en la ou les variables
autres que t. Naturellement, tout ceci pourrait se mettre
sous d’autres formes plus générales en utilisant le sous-
groupe ci-dessus mentionné du groupe de Lorentz.



CHAPITRE 1I
AUTRES APPLICATIONS DU PRINCIPE DE DESCENTE

I. — Descente de m pair & m impair.

164. Nous avons obtenu la solution du probléme & un
nombre pair de variables indépendantes en la déduisant
du résultat correspondant pour le cas de m impair, c’est-
a-dire des formules données au Livre III. Pourrait-on faire
V'inverse? Les formules présentes peuvent-elles mener (par
descente) aux solutions relatives au cas de m impair? On
va voir maintenant que ceci est possible, et méme que la
solution ainsi obtenue est plus avantageuse, sous certains
rapports, que la premiére.

Nous appliquerons la méthode de descente de la méme
maniére que précédemment, en partant de la figure 23,
p. 292, et de I'étude comparative des équations (E) et (E/),
avec la seule différence que m sera maintenant un nombre
impair, qu'on peut encore écrire m = 2m, + 1, si, dans
les formules ci-dessus, on change m, en m, + 1. De méme,

la relation
IV=I—(z—¢)?

(dans laquelle on supposera encore ¢ nul) subsistera. Mais,
au lieu de la formule (39) donnée au Livre III, on partira
maintenant de la formule (29) ou (29 bis) du Livre IV, qu’on
appliquera & (E") : on introduira, par conséquent, les deux
fonctions correspondant 3 ¥ et & V. L’une d’entre elles sera
une série entidre en IV :

o
89 szv'm,‘kaw‘:ZV,m +k(F—5’)k»

k=0
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et l'autre sera un polyndme de degré m, — 1 (en raison
de l'observation faite tout & 1’heure concernant m,) en la
méme quantité, soit :

mx—l
60) V= 2 v/ I = z V@ —

les coefficients V), étant, dans les deux cas, des fonctions
des variables z.

Prenons & présent une solution u de (E), que nous consi-
dérerons encore comme une solution de (E) indépendante
de z. Si elle est déterminée par les données de Cauchy
sur 8 — ou, ce qui revient au méme, sur S — elle sera
donnée par les formules (29) ou (29 bis) du précédent cha-
pitre, dans lesquelles :

1° m, doit étre changé en m, =+ 1;

2° T doit étre remplacé par IV; V et % par les expressions
V' et ¥ qui viennent d’étre définies;

3° T, 8, =, o doivent étre remplacés par les variétés
correspondantes T', 8, 7, o’ relatives & I'espace En4.;

4° dr, dz, .... dzs, dS, dS. doivent étre multipliés
par dz, tandis que dry, doy’ s’en déduisent ainsi qu’il a
66 expliqué ci-dessus;

8° On doit écrire (*) un signe / aprés chacun des §8§8
ou §8§ : ce signe représentera l'intégration par rapport a 3.

11 suffit d’étudier 1'influence de cette dernidre opération.
Le calcul des deux premiers termes est évident. La quan-

tité SSS / , par exemple, s’écrira
©®) SS§ fduds, ... dz, / 7+ d
N

— 8§88 fdv.ds, ... dza / [ZV'M,‘ @ — z’)"]dz.

(1) Strictement parlant, un autre symbole serait nécessaire pour les
intégrales qui sont différentiées par rapport a& y. Pour ne pas compliquer
ies notations, on les désignera simplement par 888 et 88 (au lieu de
88 ot 8) puisqu’elles seront finalement exprimées (voir le texte qui suit)
par des intégrales respectivement d'espace et de surface.
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Comme l'intégration sous le signe f doit &tre faite de
— VT a+ VT, et que

H-JF(I\ DL T*+HB (K 1,1) —--——————]:“"H
f—«f‘ R B =IREHY = g

ceci ‘introduit la quantité (indépendante de z)

]

— 1 g ket

62) lo, = Z TGy, el
=0

ou le coefficient numérique arbitraire 1 sera choisi un peu
plus loin.

Ainsi, I'expression (61) devient 1 §8 8§ fv, dx, dz, .... dz.,
et, de méme, on doit remplacer, dans le second terme
de (29), ¥ par (*) l,.

164 bis. Prenons maintenant les termes qui restent, et
qu’on doit différentier par rapport & y. Avant cette diffé-
rentiation, 7', par exemple, appartiendra & une sorte
d’hyperboloide & deux nappes (Cf. p. 313, note 1), et le
point (z,, «;, .... Tm) doit décrire le domaine T, compris
entre I' = y et S (comparer encore la note citée), chaque
position de ce point donnant sur ' deux valeurs de z :

2= 4 JT — 7.

Par définition, dry’ est tel que son produit par dy repré-
sente le volume de la portion de I’espace & (m ~+ 1) dimen-
sion comprise entre deux surfaces consécutives IV = const.
dans un cylindre élémentaire quelconque passant par 1'61é-
ment en question (fig. 32). Si on prend le cylindre paralldle
3 I'axe des z, le volume sera égal & la section droite
(¢’est-a-dire & la projection sur En, soit dz, dz, .... dZw)

(1) Aucune difficulté spéciale ne provient de la présence de la dérivée

—;—-, car cette différentiation est évidemment permutable avec les inté-
14

grations.
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multipliée par le segment dz intércepté sur la génératrice.
Ainsi :
orv

o dz, ...dz, dz, ... dz,
dz|

dr’. — =
T dzx dz 307 /T —y )

v 1 e m

ce qui nous permet d’exprimer l'intégrale sujette & diffé-
rentiation par rapport & y. V/ étant donné par 1'expres-

sion (60), dans laquelle I' — 2z* doit étre remplacé par v,
cette intégrale devient (le dénominateur 2 disparaissant en

hY
S
.,

o
/l

.....
—

~~~~~
~~~~

Fic. 32.

raison de la présence de deux éléments dr* ayant méme
projection sur En) :

63 888 v dr, = 888, | Trutis ZV’»V'

ou T, est encore la portion de T telle que I' > .
Par un raisonnement tout & fait semblable, on doit pren-
dre, dans les autres intégrales sujettes & différentiation,

s S
T eyT—y

On peut également appliquer ceci, sans modifications
essentielles, aux intégrales de la dernidre ligne de la for-
mule si on la prend sous sa forme (29 bis) (et si on note,

de plus, que les symboles —:7 et -;; sont permutables)
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Finalement, on a :

211"":
J— me+1 T
66 (— O™ =,

=1 [SSSTM de, ... dz_ + sss.v, (u, + Lu,) dS]

1 dml—‘ EV'W"
-+ DT T (M)[SSST fdz, .. . de, N
SViy
+ 88 (u, + Lu,) d8 —r‘—v]
1 dn—1  d SV
J— (ml._i)[ d'y"“_l —d—v- sss‘,uods M‘F———‘Y

+1 'div SS u,v,dS.

le calcul des deux derniers termes appelant les mémes
observations que celui du n° 143 bis.

Cette nouvelle formule est tout analogue & la formule
connue de M. Volterra [a laquelle elle se réduit facilement
quand on l'applique & (e,;)], et ne contient aucun symbole
qui ne soit classique en Analyse. Mais elle combine cet
avantage avec une généralité entiére, puisqu’on sait qu’une
telle formule existe pour toute équation (analytique, jusqu’a
nouvel ordre).

165. On peut voir facilement comment cette méme for-
mule pourrait encore conduire & notre premidre solution.
Il suffit d’opérer la différentiation par rapport & y confor-
mément aux principes du Livre III.

Comme la quantité 3 intégrer est d’ordre fractionnaire
dans le voisinage de y == 0, aucun terme aux limites n’est
3 introduire; mais, d’un autre cdté, I’'usage du symbole [—
ost nécessaire : & l'aide de celui-ci, on peut simplement
différentier sous le signe §8§8 ou §8 : en d’autres termes,

1
remplacer Wiy Z V. ¥* par sa dérivée (*) (m, — 1)°,

(1) Ceci, cependant, n’est pas valable dans le voisinage de a, pour lequel
un passage & la limite convenable doit 8tre employé (V. Livre II, no 1086).
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de sorte qu’on trouve, par exemple :

i, [888 g (B o)
T —DT & (1=°)[ss T, ZV, Y )de, ... dz,
=1 I 888 v, jdz, ... dz,,,

v, étant donné par

- 1 am—! i ’on
©5) o, = (m,—1)1 dy™—? <JF—7 ZV,‘ Y >y=

1.3 ho3
__Z 7 g\ —h—g v,
(m,

Le méme calcul s’appliquant & chaque terme de (64), on
trouve évidemment la formule (39) du Livre III, n° 405,
avec

—1
, v,
(65" Iy zl(vl —v2)=Zle—h—l T ==

h =0

1
1
‘p ALE R
kz (k + 1)uk+1 ot I !

v se déduit ainsi des fonctions V' et ¥ ainsi qu’'on I’a déja
montré au Livre II, n° 70, les rapports numériques des
coefficients correspondants de (89), (60) et de (68) étant
naturellement «d’accord (*) avec les valeurs trouvées &
I'endroit cité si, pour le coefficient numérique 1, on prend

la valeur
1=0C, -,.

Mais, comme on le voit, la relation entre v" et v peut aussi
s’exprimer par les formules (62), (68), (68" ainsi que, dans
le premier cas de m pair, elle 1'était par (3) et (3).

(1) La vérification est immédiate & l'aide de la relation (n° 99) entre
Q""- et Q,,.‘._l .
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II. — Propriétés des coefficients de la solution élémentaire.

166. L’importance de la solution élémentaire dans notre
théorie est évidemment due & son rapport étroit avec 1’équa-
tion elle-méme, résultant manifestement du fait qu’une
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre
donnée & un nombre impair de variables indépendantes
admet une solution élémentaire parfaitement déterminée
et que, de méme, & une équation donnée & nombre pair de
variables correspondent une fonction V et une fonction .
Cette propriété nous montre immédiatement, par exemple,
comment la solution en question se comporte vis-d-vis de
quelques transformations simples, telles qu'un changement
de variables.

A quel degré ce caractére appartient-il aussi aux opé-
rations par lesquelles cette solution u a été6 construite
précédemment, c’est-d-dire aux divers termes de son déve-
loppement? Une telle question est intéressante pour la
valeur de notre méthode de calcul de u : plus le lien entre
ces termes pris individuellement et le probléme lui-méme
sera étroit, plus la méthode sera naturelle.

Cette fois, ce lien est plus lache qu’il ne 1’était pour la
valeur globale de la quantité u, quoique dans le développe-
ment en question (en prenant m impair, par exemple)

1
u = Uy +U0I+ ... 0"+ ...,

m— 2
T 2
les coefficients U, eux-mémes soient parfaitement déter-
minés en fonction des = et des a quand on connait les
expressions des coefficients de 1’équation. On peut prévoir
aisément que u et mé8me les U, garderont leurs valeurs &
un facteur simple (*) prés, tout au plus, quand on chan-
gera de variables indépendantes, puisque, dans une telle

(1) Ce facteur ne se présente qu'en raison de la présence du facteur

1
./.K_dans la formule du n° 63. Il disparait donc, dans la théorie inva-

riantive (qui conduit, nous 1’avons dit, 3 prendre U == 1 en a); il n’inter-
viendra pas dans les calculs qui vont suivre (no* 468-170).
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transformation ponctuelle, les géodésiques, telles qu’elles
sont introduites au Livre II, n° 55, et par conséquent, I'
restent aussi inchangées. Mais le cas serait différent si on
changeait d’inconnue en posant

u = K(z,, z,, ...., ) u,,

ou méme si on multipliait simplement le premier membre
& (u) par une quantité donnée (savoir une fonction donnée
des z). Une quelconque de ces deux opérations n’ameéne
encore d’autre changement de la solution élémentaire que
la multiplication par un facteur simple : mais le changement
produit sur chaque U, individuellement est beaucoup plus
compliqué, car de telles opérations, qui altérent la forme
caractéristique A, modifient aussi profondément les géodé-
siques et, par conséquent, la quantité L.

On peut seulement voir ce qui arriverait par une com-
binaison convenable de ces deux opérations, savoir en
substituant & & (v) le nouveau polyndme différentiel

_ 1
Fw) = ¢ F K,

dont le polyndme adjoint [ainsi qu'on le voit immédia-
tement en le considérant comme défini par l'identité (8),

n° 37] est G, (v) = K J<——> Ceci conserve les valeurs des

Ay (et, par conséquent, I'). Quant aux B, on trouvera

facilement, si on pose
= e* k, = ik—
-0 T g
que chacun d’eux s’augmente de la valeur correspondante de
g‘: (le calcul explicite de C n’étant pas nécessaire pour
notre but), de sorte que la nouvelle valeur de M devient :
dA o' _ dk
= — =M + 2 — =M ——
M =M ) +sz. =Mt s

(notation du Livre II). Par conséquent, U, sera multiplié

par la quantité
sdk
e _ K



366 PROPRIETE D’ECHANGE DES COEFFICIENTS

1
V)’
aprés quoi les équations successives (42), (44) montrent
que tel sera également le cas pour chaque Us.

( dans laquelle on a tenu compte du facteur initial

167. Mais une autre preuve du rapport intime dans lequel
les divers coefficients U, sont avec la question, réside dans
le résultat obtenu au n° 144 et étendu (n° 146) aux valeurs
paires de m.

On a vu que la solution élémentaire admet la propriété
d’échange, c’est-a-dire ne change pas de valeur numérique
quand on échange simultanément les deux points x et a et
les deux polyndmes mutuellement adjoints &F (u) et G (v).

Comme (pour m impair)

U
u =

m—2’
T 2
et que I' est symétrique par rapport & = et a, on peut en
dire autant du numérateur U.

Peut-on affirmer la méme conclusion concernant chaque
coefficient U, du développement

U=U,+ U+ ...+ UI™ +

On le pourrait certainement si les variables z,, ...., Zm,
a,, ...., an (desquelles dépendent les U,) et I' étaient indé-
pendantes. Mais tel n’est pas le cas, de sorte que la conclu-
sion en question n’est aucunement évidente.

Elle le devient, au contraire, si on use encore de notre
artifice de « descente ».

En d’autres termes, en méme temps que le polyndme
différentiel donné

sf(u)_—_z "‘oam ZB‘d‘—f—Cu,

dans lequel on supposera d’abord le nombre m de variables
indépendantes pair, on considdre le polynéme auxiliaire
Al

F o =Fw — o,
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od z est une (m -+ 1)° variable supplémentaire, les deux
polynémes adjoints étant respectivement

dﬂ
GO, FO =Go — o=

On sait que la nouvelle valeur de I relative & ¥ oud G’
sera

(66) IV=T—(z—10¢)%
de sorte que la nouvelle solution élémentaire sera :
67 w= U m — 1
[T—(z—¢*] 2
1
= m—-l'ZUh'[I‘—(Z—‘c)“]h'
[T— (z—¢?] 3

les coefficients U,” ne différant des coefficients correspon-
dants U, que par des facteurs numériques et, en particulier,
ne dépendant que de

Ty, T3y oeeey Ty ayy Gy oovey Oy

a Vexclusion de z et de c.

Le nombre (m -+ 1) étant impair, la quantité (67) et,
par conséquent, son numérateur U’ admettent la propriété
d’échange, de sorte que

(68) SU™ = SV.T™,

les coefficients V’» successifs du second membre étant
calculés comme leurs corresj.ondants en U, a 1’échange prés :

1° de x avec a, c’est-a-dire de x, avec a,, x; avec as, etc...
(de sorte que, dans les calculs du n° 62, le point z doit
d’abord &tre considéré comme fixe et les a seuls comme
variables de sorte que, par exemple, les chemins d’inté-
gration géodésiques partent tous du méme z et aboutissent
4 des points a quelconques);

2° du polyndéme % (dars lequel les variables indépen-
dantes sont les x) avec G (dans lequel les variables indé-
pendantes sont les a).

Or, dans (68), les (2m -+ 1) variables z,, ...., T,
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ay, ...., Qm, I” sont indépendantes, parce que [en vertu de
I'équation (66)] I” contient une variable (z — ¢) qui est
distincte de z,, ...., Tm, @, ...., am ¢t qui n’apparait pas
dans les coefficients.

Par conséquent, (68) doit 8tre une identité par rapport
a I”, et ceci donne la conclusion désirée concernant 1'équa-
tion & (u) = o, tout au moins pour m pair.

Mais une nouvelle « descente » 1’étendrait évidemment
aux valeurs impaires de m, car toute équation &F (u) = o
4 un nombre impair de variables peut é&tre c;)oznsidérée

u
o0
(dans laquelle le nombre de variables indépendantes est
pair) dont la solution élémentaire a les mémes coefficients
a des facteurs numériques prés. On a donc démontré com-
plétement la conclusion demandée.

comme déduite d’une autre équation &F (u) —

168. Pourrait-on, pour l’obtenir, remplacer la méthode
indirecte susdite par une autre plus directe, partant de
I'expression explicite des U,?

Cette question doit étre considérée comme relevant de la
théorie des lignes géodésiques. En effet, chaque équation (E)
conduit, ainsi qu'on I’a vu, & la considération de lignes
géodésiques relatives & la forme métrique H; réciproque-
ment, toute forme métrique H correspond & un nombre
infini d’équations linéaires aux dérivées partielles telles
que (E).

1l conviendra d’ailleurs de présenter un calcul de cette
espéce sous forme invariantive. Les notations seront donc
provisoirement (*) (jusqu’au n° 471 inclus) celles dont il sera
fait usage dans I’Appendice I & la fin du volume, sans qu’il
soit d’ailleurs supposé, dans ce qui va suivre, aucune
connaissance du Calcul tensoriel ou du Calcul différentiel
absolu.

(1) Outre lintroduction de l'adjointe invariantive, ce changement de
notation consistc en la désignation des quantités z, A, B par des indices

1
supérieurs et en la valeur 1 { au lieu de TaT attribuée & la quantité

'a
U, au sommet a du conoide caractéristique auquel elle correspond.
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En particulier, il y a avantage & introduire ici le
paramétre différentiel A,u dont nous avons rappelé la
définition au n° 59. On peut, en effet, avec M. Cotton (*),
écrire I'équation sans second membre (E) la plus générale
correspondant & un H donné, sous la forme

?E; Au—i—Z B‘——-+Cu_o

ol A, est le second paramétre différentiel de Lamé-Beltrami,
dont I’expression est (n° 59) :

1 d x Ou
Byu = P ZE&—‘ (pA d.t")
1 lk ]
= Z dx‘da:" Z da:'z oz* PA™)

Il est clair que le premier membre de (E) est de la forme

%(u)_—_E A ‘ok+ZB"’—+C“

ot que, réciproquement, tout polyndme différentiel tel
que F (u) peut étre écrit sous la forme (E), avec

(69) ~B'—~-de<p

Par conséquent, toute question relative & une équation (E)
arbitraire peut 8tre considérée comme une question concer-
nant un élément linéaire H ot un systéme de (m -+ 1) fone-
tions B*, ...., B*, C de z*, ...., =™

169. La difficulté du probléme posé plus haut croft évi-
demment avec I'ordre du terme considéré. Nous ne résou-
drons ici la question que pour le premier terme U,, pour
lequel la conclusion demandée, ainsi qu’on va le voir, peut
se déduire de la formule obtenue au n° 59

d
sl =2[1+s 0 (D) |

(2) Ann. Ec. Norm. Supér., t. XVII, 1900, p. 211-244, V. aussi Levi-
Civita, Atei Ist. Veneto, t. LXXII, 1918, p. 1831-1357.

HapaMarD. 24
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et de propriétés, aujourd’hui classiques, des lignes géo-
désiques.

L’adjointe sur laquelle nous raisonnerons sera, bien
entendu, I’adjointe invariantive (40 bis).

Partons & nouveau des équations différentielles écrites
au n° 55 pour les lignes géodésiques, soit :

drf 1 0A

ds 2 op’
(L) 'P¢

. 1 0A

ds 2 ozt

On sait que leur intégrale générale dépend de 2m constantes
arbitraires p,, py, ...., Mam.

Nous avons rappelé également (Note Additionnelle du
Livre II) que, si on part d’une solution déterminée quel-
conque de (L) (qui correspond & un systéme déterminé de
valeurs numériques des ) et qu’on considére les quantités

P 21,'_'.
gy
(70)
’ dp‘
pi d/‘!

(7 étant un indice quelconque entre 1 et 2m), celles-ci véri-
fieront le systéme aux variations :
d=* 1 oA dpi 1 oA

ol & T2 opy A 2o
qui est linéaire (rappelons que A’ est quadratique en z’
et p').

Chaque valeur de 1'indice j dans (70) donne une solution
de (L), et comme le Jacobien

DR = D(zl, xz, v, ZT Pis Pay o--os pm)
D(#l? "2) "“”‘ﬂm)

n’est pas nul (*), les 2m valeurs possibles de j donnent un
systtme fondamental de solutions de (L).

(1) Le théordme fondamental des équations différentielles montre que
les u peuvent 8tre choisis de manidre & donner 3 z,, ..., Ty Pys +oer P
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Ces propriétés appartiennent & toutes les équations aux
variations déduites d’un systdme différentiel. Mais les sys-
témes Hamiltoniens, comme (L), et leurs systémes aux
variations (L), possédent une autre propriété importante (*)
qui est que le dénominateur D est une constante le long
de chaque ligne déterminée wvérifiant (L) (en d’autres
termes, @ dépend de p,, ps, ...., #m seulement, et non
de s).

Les géodésiques elles-mémes ne dépendent que de
2m — 2 paramétres; mais chaque solution de (L) contient
deux parameétres de plus, savoir les deux quantités o« et 8
mentionnées n° 56, €t qu’'on doit, par conséquent, consi-
dérer comme étant deux des u [de sorte que, ayant écrit
I’équation générale des géodésiques & (2m — 2) paramétres,
on en déduira 'intégrale générale de (L) en changeant s en
as —+ ﬁ]

Revenant & 1’équation donnée sous la forme (69), com-
mencons par rappeler que le polynéme différentiel A,u est
identique & son polynéme adjoint (59, Rem.). Par consé-
quent, le polyndme adjoint de

— oJu —
9(u)=Azu+ ZB‘—G—E +CU
[

est (notation du n° 40 bis)

= - - 2:-— dv —— - 1 B
g(”) = A — B‘ "5;"""" CI‘U <C] =C— p ‘ 'a‘x—"‘>v
i

c’est-d-dire se déduit du premier en changeant les signes
de tous les B et changeant convenablement C.

Venons maintenant au calcul de U,, que nous définirons
bien entendu, non pas exactement comme nous l’avons fait

n’importe quelles valeurs données pour s = o. Le déterminant () est
ce que nous avons appelé, dans nos Lecons sur le Calcul des Variations,
le « déterminant général » des (2m — 2) solutions de (L’), tandis que J
est ce que nous avons appelé le « déterminant spécial ».

(1) V. Poincaré, Les méthodes mnouvelles de la Mécanique Céleste,
t. III, n°o 254.
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au Livre II, mais comme conduit & le faire la théorie inva-
riantive, c’est-a-dire (*) en lui donnant au sommet du
conoide, non pas la vale-urﬁ,mais la valeur 1. Nous
avons d’abord & former la quantité M d’aprés la formule
(37), n° 56 :

M 1 — dI" sdlog(pJ) .
—— a l‘ i j— < I
2 2< 2 Zde‘> 1+ SZB

J est donné par la formule (30 bis), n° 57 bis

D(a, 22, ..., 2™)
DA, Az oo AmsS) |

J =

dans laquelle les géodésiques issues de a sont seules consi-
dérées (et non pas toutes les géodésiques, comme précé-
demment) et s’expriment en fonction de s et de m — 14
paramétres A. La quantité

J =pd,

est invariante par une transformation ponctuelle effectuée
sur les x, sans changement des A. Dans un changement
des A, elle serait multipliée par un facteur (le Jacobien des
nouveaux A par rapport aux anciens) en dépendant de s.

Introduisons m nouvelles fonctions @3; de z!, ...., =™, en
écrivant (%)
- 1 oA
(e ik e —
B'= Ek A* B, = T O,

le dernier terme de I’expression de ) devient ainsi

%Zpi% Zm.—.—_s}:oai e

Si on se rappelle que

2p —2=—m,

(1) V. Appendice I.
(2) Dans la terminologie du Calcul tensoriel, les (3, sont des compo-
santes covariantes.
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on voit que

reo] =

—m=—(m—{)
I dlong 203__

et, par conséquent, que le premier terme U, (surligné pour
rappeler qu’'on est en notation invariante) est :

M
M) '§-+2p—‘2=

1 s [ M ds
72 5tk G-n)
1 z . .
- \/<‘PJT> ' (pr> e_§£ 03,05 + Bys* + ... + Bndz
s™1 Jy T\ s™

(spi1> désignant la valeur limite de — = J - quand le

point x tend vers a le long d’une géodésxque détermmée.
Cette limite existe et est différente de zéro (*) : employant
encore la notation £ de Newton pour désigner une dérivée
prise par rapport & s le long d’une géodésique déterminée
quelconque, on trouve sans difficulté que

o ot o
oA, O, T OAg,
oF o8t o,
I\ _|or, on, T oA,
(73) <F).'—

.......................

—_—_ e — ™

Uindice o & la suite du déterminant désignant le fait que
les valeurs des x et de leurs dérivées par rapport aux A sont
prises pour s = o. On écrira, en notation abrégée :

( J >‘ oz' ot o5t “
sm—1 0_

oA, OA, Oy
(1) Ce fait est la condition méme par laquelle on a choisi la valeur du
nombre p au n° 64.
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170. Le facteur exponentiel de (72), savoir

e— _;- ‘/;zdildzl e 4 (B,,,dx""
posséde la propriété d’échange ci-dessus mentionnée. Car,
ainsi qu’'on l'a vu, échanger les deux polyndémes adjoints
F et G revient & un changement de signes des B, donc
des @3, et, d'un autre cOté, la permutation de a et de x
change le sens d’intégration dans l'intégrale curviligne

'/‘a’,ldm‘ “+ ... + BB, dz"™

prise le long de la géodésique.
Pour démontrer la méme conclusion quant au facteur

restant
V=) (&) =V e )
sm—1 >0 T\ gmt - p s™1 /g T\ gm1 )’
nous transformerons ce facteur & 'aide de principes connus
relatifs aux géodésiques (*).

Si on remplace les parameétres u,, ...., Mm par 2m autres
paramétres v,, ...., vin (ces dermiers étant fonctions des
premiers, et réciproquement), le déterminant @ est évi-
demment multiplié par le Jacobien

D(/"p "'21 crety /‘2"')
D("u Vay ceves Vam)

[qui est évidemment constant le long de chaque solution
de (L)].
Introduisons maintenant un autre déterminant impor-
tant (%)
g = D (20, Tops - ™o Ty Ty cer ™)
D(pyy coeveenierrnnnnane crererirrerea ) Mam)

qui se rattache trés étroitement, ainsi qu’on va le voir, au
Jacobien J ci-dessus mentionné. Les quantités x), ...., o)™,

(1) V. nos Legons sur le Calcul des Variations, no 283.
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Zw', ..., Ty™ sont les valeurs prises par les z en deux
points de la méme géodésique, correspondant & deux valeurs
différentes s,, s, de s (ces dernitres étant considérées
comme constantes dans les différentiations par rapport a
Biy ey Mam).

Nous prendrons s, = o, s, étant la valeur de s qui corres-
pond & x, de sorte que

__ D(a,a,....a" 7, ....,3™)
(74) J T DBy e ) Mam)
g est multiplié par le méme facteur que @ lorsqu’on
remplace gy, ...., fam PAT V, ...., Vom, de sorte que le rapport
J
R

ne dépend pas du choixz des constantes arbitraires en
fonction desquelles U'intégrale générale de (L) est exprimée.

Supposons, en conséquence, que m des paramétres p
sont ceux que nous avions précédemment désignés par

Asy every Amoy ot o, de sorte que les valeurs des x pour
s = o n’en dépendent pas et restent respectivement
égales & a', ...., a™ tant que les m autres parameéfres
My, .-y pm demeurent constants. Dés lors, les quantités
da' . da
o [i=1,..,m;l=1, .. (m—1)] et o étant nulles,
. , ox! ., dz!

on a | puisque, d’autre part, ST =s o)

o o odt ot oaf o

Op, Opy Ofim opy dpy T Opim

F=1 i, e ,

(=]
=]
(=

notation qui doit encore s’interpréter en convenant que
chacune des lignes inscrites en représente m, celles que 1'on
obtiendrait en faisant successivement

i=12 .....m,
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de sorte qu’il s’agit d’'un déterminant d’ordre 2m (ol
nous avons séparé, par des lignes de points, les m pre-
miéres lignes des m derniéres, et de méme pour les
colonnes). Comme m? éléments sont nuls, un tel détermi-
nant se décompose en un produit de deux déterminants
d’ordre m, dont le second est sJ; on obtient ainsi
da ga' da!

(75) F=0QsI, Q= o o o

Par le méme choix de paramétres, et en prenant s = o,
le déterminant constant @ devient (méme notation)

ﬂi_ aa' : dpy i
o . ;__._dl"'l .......... 0_Mm
[ 2= | I e
dpm dplo
0O -... 0 d)t] e o ) Pio
puisque

Opis d s ] —
( da - ()(l po( > .=0_‘pi0

ce qui est encore un produit de deux facteurs :

d.ov opy,
@ =0 f|e o G e

le facteur Q étant le méme que dans (75). Dans le second
facteur, on peut remplacer chaque p, par la quantité corres-
pondante

1 oA

2 ope
si, en méme temps, on divise par le déterminant de cette
substitution linéaire, c’est-d-dire par A,. Mais ceci donne
précisément le second membre de (73), c’est-d-dire la

valeur de <—;J_-;> - Par conséquent,
$ o

1 J
Aa sm——l °

RD=Q.
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et, en raison de (7%),

oL (L)L,
3 TA N ), 5T

on transforme ainsi la valeur (72) de U, en :

1 \/‘FJ_T . % j; Y Bzt
N PzPa

1 z .
—32 %AA 5./; Eds‘dy

Ceci compléte la démonstration de la propriété ci-dessus
énoncée en ce qui concerne U, puisque (@ est une constante
qui a par conséquent la méme valeur en a et en z, et
que |J| posséde évidemment la symétrie en question
[d’apres (74)].

Le méme résultat, en ce qui concerne les coefficients
suivants U, I.J—g, ...., semble se rattacher & des propriétés
plus compliquées des géodésiques. Il se peut méme, préci-
sément pour cette raison, qu’il se montre intéressant au
point de vue de la théorie de ces courbes, comme dépen-
dant d’autres principes que ceux qui ont été6 employés
jusqu’d présent.

_ m
U, = s

(!‘

II. — Etude des équations non analytiques.

174. Revenons & présent a la solution élémentaire dans
son ensemble. Nous avions réussi & la construire (tout au
moins pour deux points = et a suffisamment voisins) en
supposant les coefficients analytiques. II faut remarquer
que, dans le premier exemple (en dehors des cas classiques)
qui ait ét6 donné d’une telle construction, — savoir le
travail de M. Picard sur Au -+ Cu == o (cité au Livre II) —
cette hypothése n’était pas indispensable. On va voir
maintenant comment on peut aussi s’en débarrasser dans le
cas présent.

Le résultat correspondant pour l'équation générale du
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type elliptique, a été obtenu indépendamment, par E. Elia
Levi (*) — un des jeunes géométres italiens qui donnaient
les plus belles espérances (il a sacrifié sa vie dans la der-
niére guerre), — et, sous une forme finalement équivalente,
par M. Hilbert (*). Leur méthode & tous deux consiste a
former une premiére approximation (la « parametrix »
d’'Hilbert), laquelle ne satisfait pas & 1'équation donnée,
mais, substituée dans cette équation, donne simplement
un résultat qui, au point singulier, n’est que du premier
ordre d’infinitude. Grace a I'introduction de cette « para-
metrix », E. Elia Levi réussit & former la solution élémen-
taire; de son cOté, M. Hilbert n’introduit pas cette der-
niére : il fait jouer & la « parametrix » le rdle qui appartient
généralement & la solution élémentaire elle-méme. Les
deux questions n’en font réellement qu'une, et 1’analyse
de E. Elia Levi est, en somme, identique a celle de
M. Hilbert. Dans les deux cas, le probléme est réduit & une
équation intégrale de Fredholm (ce qui est également le
cas pour le procédé primitif de M. Picard).

Mais cette méthode demande & &tre modifiée pour s’appli-
quer au cas hyperbolique. La raison en est que, dans le
cas d’'E. E. Levi et d’Hilbert, il n’y a qu’un point singulier,
et qu’on n’a pas besoin de s’occuper de voir comment la
parametrix, ou le terme complémentaire, se comporte le
long de la singularité imaginaire, qui est, en fait, différente
suivant qu’on la considére en premiére approximation
(« parametrix ») ou dans le résultat exact. Dans le cas actuel
du probldme, au contraire, on doit tenir immédiatement
compte du conoide caractéristique, qui est réel, et la pre-
midre approximation elle-méme ne peut admettre d’autre
singularité que le conoide en question.

D’autres difficultés semblent d’abord provenir de la
nature des solutions ci-dessus : car, si m est pair, la solution

(1) Rendic. Circ. Mat. Palermo, 1907, t. XXIV, p. 275-317.

(2) Grundstige einer allg. Theorie des linearen Integralgleichungen, 6° Mé-
moire (1910). Une premitre allusion a été faite & la fin du 8¢ Mémoire
(1906). V. ausei Fubini, Rendic. Ac. Lincei, 8¢ série, t. XVIII (1909), p. 423,
travail auquel les remarques du texte s'appliquent également.
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élémentaire est mal déterminée, et si m est impair, il faut
compter avec les singularités spéciales rencontrées au
Livre III, et qui demanderont des précautions particulidres
dans I'application de la méthode de Fredholm. Le fait est
que, dans ce qui suit, nous n’arriverons a la solution qu'en
traitant simultanément les deux cas, grace & la « descente ».

172. Le domaine de validité dans le cas analytique. —
Avant méme d’en venir aux équations non-analytiques, il
nous faut ici répondre 3 une premidre partie — et non la
moins importante — de la question, laquelle concerne les
équations analytiques.

On ne doit pas oublier — et ce délaut est commun &
toutes les méthodes qui reposent sur les séries de Maclaurin
— que les solutions ainsi obtenues, quoique complétes en
apparence, sont, en réalité, insuffisantes et ne résolvent
« pas assez » le probléme.

I a ét6 résolu une premiére fois, mais « trés peu », au
Livre I, par le raisonnement de Cauchy-Kowalewsky. Le
probléme est trés peu résolu, non seulement parce que
I'expression de u est donnée sous une forme trés indirecte
et compliquée, mais aussi parce que la région de validité
de ce calcul peut 8tre (et est généralement) trés petite et
insuffisante pour nos besoins. On sait (voir Livre I, n° 8)
que ceci a toujours chance d’étre le cas (en raison de la
présence des singularités imaginaires) quand on emploie
des expressions contenant des séries de puissances.

En particulier, le rayon de convergence de ces séries,
dans la question actuelle, dépend, jusqu'd preuve du
contraire, non seulement des séries qui développent les
coefficients, mais de celles qui développent les données de
Cauchy u, et u, (Cf. ci-aprés, 187). Il faut connaitre des
majorantes des unes et des autres pour pouvoir énoncer une
conclusion correspondante relativement au développement
de u.

Comme on va le voir maintenant, les solutions que nous
avons obtenues dans ce qui précéde sont d'un meilleur
usage, méme & ce point de vue : elles existent et, comme
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nous allons le montrer, sont analytiques du moment qu’if
en est ainsi pour la solution élémentaire. A son tour, I'exis-
tence de celle-ci (et, par conséquent, la validité de notre
formule) n’a été prouvée, comme résultat de la conver-
gence de la série (43) (Livre II, n° 62), que pour un certain
domaine autour du sommet du conoide. Dans quel domaine
permet-elle d’assurer ’existence de la fonction U, ou des
fonctions U et U, c’est ce que I’on ne sait pas : le rayon
de convergence de la série (43) peut étre beaucoup plus.
grand que la limite inférieure déduite des considérations
précédentes, et aussi les fonctions U et U peuvent exister
bien au deld du domaine ou leurs développements suivant
les puissances de I' sont convergents.

Nous allons démontrer (les coefficients étant encore
supposés analytiques) 1'existence de la solution dans tout le
domaine de régularité des coefficients eux-mémes, et aussi
(avec les mémes hypothéses sur 'analyticité de f, uo. u,)
son analyticité. La démonstration correspondante pour le
cas elliptique a été, par exemple, donnée par E. E. Lévi
dans 'ouvrage déja cité. Nous aurons, cependant, & modi-
fier la méthode employée dans ce cas pour 1’appliquer &
celui qui nous occupe (*), pour des raisons de la méme
nature que celles ci-dessus mentionnées (d'une maniére
précise, en raison du fait que le domaine d’intégration des
seconds membres de nos formules dépend de a).

173. Pour fournir cette démonstration, prenons le cas
de m pair (ce qui ne diminue pas la généralité, grice &
P'artifice de descente) et faisons, tout au moins pour com-
mencer, une hypothése géométrique que, strictement par-
lant, on ne devrait pas faire, mais qui est vérifiée dans tous
les cas pratiques. On supposera qu’il existe un ensemble
de surfaces & un paramétre qui sont orientées dans l’espace

(1) La méthode que nous allons développer ici est trés différente de
celle ’'E. E. Levi et, en fait, comme elle repose sur des prolongements
successifs, elle ne peut absolument pas s’appliquer au cas elliptique :
nous indiquerons plus loin une méthode qui correspond & celle
d’E. E. Levi.
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{et ceci au sens strict, c’est-d-dire qu’il n’arrivera nulle
part qu'une d’elle soit tangente au cOne caractéristique,
de sorte que I’angle entre 1’'une quelconque d’entre elles et
une direction quelconque intérieure au cdne issu d’un de
ses points aura un minimum positif) : ces surfaces seront
analytiques (de sorte que, & I'aide d’un changement analy-
tique de variables, le paramétre correspondant ¢ pourra &tre
pris comme une des coordonnées, la m®), et I'une d’elles,
correspondant & t = o, sera (') la surface S, la région R
Stant du cOté ¢ > o. Chaque bicaractéristique ou géo-
désique intérieure — c’est-a-dire chaque géodésique telle
que H > o — aura, sous ces hypothéses, un sens direct

. . dt
et un sens inverse, ce dernier correspondant & o < o

. , . dt
{ou o est I'arc, au sens ordinaire du mot), IE ayant

méme un minimum positif. On suppose la forme de R telle
qu'une géodésique inverse quelconque issue d’'un point
de R reste constamment & 'intérieur pour ¢ > o : alors
une telle géodésique doit nécessairement atteindre S. On
suppose encore que le choix de la variable s a 6t fait sur
chacune de ces lignes d’une facon déterminée, et méme

d’une [agon analytique : par exemple, on admet que
dt

= = { pour t = o, de sorte que cette dérivée restera
comprise entre deux limites fixes positives, dans R.

Dans ce qui suit, nous emploierons la notation invarian-
tive, laquelle sera (Cf. Appendice I) conforme & celle des
nos 168-170. De plus, 2™ sera synonyme de ¢, et, de
méme, a™ sera synonyme de c.

On admettra aussi (au moins jusqu’d nouvel ordre), en
ce qui concerne R, I'hypothése générale que deux points
quelconques x et ¢ & 'intérieur de R, peuvent étre joints
par une géodésique d’une maniére parfaitement univoque
et continue : en d’autres termes, le premier systéme d’équa-

(1) L'influence du fait qu'une des surfaces t = ct® est la surface S
donnée, est purement superficielle, comme on le verra plus bas, et nous-
1'utiliserons principalement pour simplifier les notations.
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tions (29) du n° 57 admet une solution parfaitement
déterminée pour les ¢ en fonction des z et des a. Nous
supposerons méme que leur Jacobien ne s’annule jamais
dans R.

Nous pourrons, dans ces conditions, introduire des varia-
bles normales de Riemann-Lipschitz X relatives au point a
et en fonction desquelles, comme nous le savons, les x
s’expriment sous la forme

(76) P=a XA D )y

les parenthéses représentant des polyndmes homogénes par
rapport aux X, de degrés marqués par leurs indices et &
coefficients généralement fonctions des a. Les équations
différentielles des géodésiques étant de la forme

. d%x! i kY ..

{ R— J— ke

ey)) o= = E { ; } aF
ik

[01‘1 les coefficients { ! ik } (symboles de Christoffel) se
calculent par une régle aujourd’hui classique en partant des

coefficients de la forme métrique | les premiers termes
de (76) ne sont autres que

o —a + X' _% Z{’i"} XIXE ...
ik

expressions o les termes du second degré se déduisent des
_derniers membres de (77) en changeant les & en X et divi-
sant par 2.

Sur ces variables normales, on pourra encore effectuer
une substitution linéaire (*)

(78) X‘ = Elikgxr

(1) Les variables §, choisies d’une fagon particulidre, n’ont aucun
caractdére invariant. Elles ne sont pas plus contrevariantes que cova-
riantes. En particulier, lorsque les variables X sont amenées 3 la
torme £, les variables (covariantes) p correspondantes ne sont autres,
au signe prds, que les ¢ eux-mé&mes, ainsi qu’il nous sera utile plus
loin de le noter.
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(& coefficients, en général, fonctions des a) qu'on peut
méme supposer &tre certainement déterminée et varier
analytiquement (*) avec les a, de sorte que la forme quadra-
tique I' = H () se réduise & sa forme canonique

To=¢&"— & — & — . — &y,
et que, de méme, la surface {» = const. passant par a

soit tangente, en ce point, & t = const., avec -—a—t'ﬁ < o.la
substitution linéaire sur les variables normales ¢ de

Lipschitz ne concernera que les (m — 1) premidres, si
on a choisi les variables © de maniére & ce que les lignes
z' = const., 2* = const., ...., ™' = const. soient par-
tout transversales aux surfaces t = const. On peut

supposer que le choix des x posséde cette propriété, et
méme, (& l'aide d’une transformation convenable sur
x', %, ..., 2™ seuls) que, pour t = o, le discriminant
de H (ou de A) est toujours égal a 1, de sorte que

d T_d 1 m-1
W db—a—d—t--dz oo, dx

et que les dérivées transversales ne sont autres que les
dérivées par rapport & ¢ : toutes ces transformations étant
analytiques et régulidres.

Nous pourrons méme aller plus loin, au moins dans une
certaine portion de R au voisinage de la surface donnée S.
En chaque point de celle-ci, soit menée la géodésique
transversale et soit porté sur cette géodésique, & partir de
son pied, un arc dont la longueur (toujours mesurée avec
la métrique H) sera la quantité arbitraire ¢. Un point .de
D’espace sera alors défini par la connaissance de ¢ et de

(1) Ces coefficicnts étant arbitraires, jusqu’d un certain point, I'exposé
du texte est vrai en les supposant calculés d'une fagon déterminée,
par exemple en suivant strictement la régle classique de Lagrange (V.
VAlgébre supérieure de Serret, 4 édition, t. I, p. 430; Bécher, Higher
Algebra; c¢h. X, n°o 45, p. 131). Pour l'application de cette régle, on
sera toujours (avec I’hypothése ultérieure du texte quant au choix des
variables) dans le cas général ol les coefficients des termes carrés sont
différents de zéro, puisque, les termes en ¢2,, étant mis & part, il reste
une forme en £, ,...., £m-; ‘qui est définie (négative).
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m — 1 autres coordonnées x!, x%, ...., ™ définissant le
pied de la géodésique sur S. Les surfaces ¢t = const. seront
alors, comme on sait, toutes transversales aux géodésiques
précédentes, et la forme métrique sera :

(79) dt* 4 3'H,, dz'dx*,

le signe =’ signifiant qu'on ne doit faire varier les
indices i, k que de 1 & m — 1, de sorte que le second
terme est une forme quadratique (définie négative) en
dz', dx?, ...., dz™ ' seuls : ce qui donne, pour la derniére
équation (77),

ii”_t 1 ’ gH,, dr' dz*

(80) d¢ 2 ot ds ds

Toutefois, I’emploi d’un tel systdme de coordonnées risque
de nous restreindre & une portion de la région R, celle
dans laquelle sa définition est univoque. Nous ne suppose-
rons pas, jusqu’a nouvel ordre, qu’on les ait adoptées, ni
par conséquent que les lignes

' = const., 22 = const., ...., ™! = const.,

(lesquelles continueront & é&tre supposées transversales aux
surfaces ¢t = const.) soient des géodésiques.

173 bis. £, changé de signe, sera aussi éventuellement
désigné par la lettre synonyme 6.

Les ¢ peuvent &tre exprimés en fonction de 0 et des
rapports

62 Em—l

1

0,11220,....,17"._1‘._—. 0,

M

ces derniers vérifiant, pour 1’'intérieur du conoide, la
relation

(81) ’,12 "+' 773’ + soee + ﬂzm—l < 1-

A tout systéme de telles valeurs constantes des 7 corres-
pondra une géodésique déterminée (intérieure ou bicaracté-
ristique) passant par a. Le long d’une telle géodésique, le
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rapport

dé . . -
Tlel reste compris entre deux limites positives

fixes, et, par conséquent, il en est de méme pour le rapport
0

c— t

a étant un point déterminé quelconque de R, on peut
rapporter les points & qui sont intérieurs en méme temps
a4 R et au conoide de sommet a aux variables normales ¢
relatives & a, mais aussi & 7, ...., fmoy, 0, ou a
Ny -eeey Tm—, t . ces deux derniers systémes seront équiva-
lents & notre point de vue, en ce sens que chacun d’eux
peut s’exprimer en fonction de l’autre, les expressions

étant holomorphes en raison de la remarque faite sur —:—fl

174. Les choses étant ainsi, on va montrer que, si on a,
d’une manidre quelconque, construit les éléments V et %
de la solution élémentaire, pour toutes les positions possi-
bles de z et de a dans R [plus exactement, pour toutes
les positions de ces points vérifiant I'(z; a) > o], sachant
de plus que les quantités sont holomorphes en z, a, on
peut affirmer que la solution w du probléme de Cauchy
(& données holomorphes) relatif 4 t = o ou a t = t, > o,
est aussi holomorphe.

Nous commencerons par faire cette démonstration pour
le premier terme (en §8§8) de (29 bis). D'une maniére
générale, nous montrerons que I'intégrale m-uple

(82) SSS F, o2, ....)dz* dz* ... dz™,

(F étant holomorphe) étendue au domaine compris entre
le demi-conoide rétrograde de sommet a et la surface S,
est holomorphe en les a. F peut méme contenir, non
seulement les z, mais aussi les a eux-mémes et éventuelle-
ment d’autres paramsétres : si elle est holomorphe en toutes
ces quantités, il en sera de méme pour (82) en fonction
des a et des paramétres. On peut considérer ce fait comme
pratiquement évident; mais sa déduction explicite est simple
moyennant les hypothdses et les remarques précédentss.

HaADAMARD. 23
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Celles-ci montrent, en effet, que les x seront des fonctions
holomorphes (dans R) de 7, ...., fm—y, t. Soit K leur
Jacobien (pris de manidre & é&tre positif) de sorte que :

dg' da* ..., dz" =Kdy, ... dyp, dt

La fonction demandée sera
(82 bis) 8§SSF@, »*, ..., z")ds' di* ... da™

— §§dn, dn, .. d,,m_,f K Fd,

I'intégration étant exécutée par rapport aux n dans le
domaine réel (81), et par rapport & t de l'origine a la
valeur ¢ qui correspond & a. Comme ceci peut s’écrire (en
posant t = Ac)

1
(82 ter) ¢ 88 dn, ... dmsy / K Fda,

I’intégration par rapport & A devant étre faite de o a 1, il
suffit de remarquer que la quantité a intégrer est holo-
morphe, et méme 1’est uniformément ('), quand elle est
exprimée en fonction des 7, A et des a. Son développement
suivant la formule de Taylor autour d'une position déter-
minée quelconque de a et d’un systéme quclconque de
valeurs des 7 et de A), convergeant uniformément par rap-
port aux 7 et & A, peut dés lors s’intégrer terme & terme, ce
qui donne la conclusion cherchée : 'intégrale est définie et
holomorphe dans R..

Si on prend F = Z5,‘, on voit ainsi que le premier terme
SSS ’@fdf de (29) ou de (29 bis) existe et est holomorphe
dans la région R. Cette conclusion n’est pas modifiée
lorsqu’on remplace les formules dont il s’agit par celles
qui leur correspondent dans notre notation invariantive

(1) Une fonction qui est holomorphe autour de chaque point d’'un
domaine continu (y compris les points de la frontitre), y est uniformé-
ment holomorphe, c’est-d-dire que son développement suivant la formule
de Taylor admet une majorante fixe dans ce domaine, comme on le
voit par un raisonnement classique reposant sur le Lemme de Bolzano-
‘Weierstrass.
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et qui leur sont, bien entendu, équivalentes (*), formules
que nous désignerons par (29), (29 bis). Les termes

£13 [6(14, +'I:u0)—- u, g%?] ds

de (29) relatifs a S, se traiteront évidemment de la méme
maniére sans dlfﬁcu]té et il en serait encore de méme du

terme §- uo‘v doy'de la méme formule.

175. Le calcul des termes restants (termes en V)
83

1 dm,—2
(A4)

88, Ve
m; —2)! dy™~2 (v.0) [V,

1 d™—2 dav
(B) (ml __2)| d')’ml-z (y—0) sa[v(ul -+ ]:uo) - “o'a'v_'] a-‘;n

1 dm—1! — dI' —
C S .vE&
© =27 B oo INY o 4o

qui figurent dans la formule (29), ou des termes analogues :

(83bis) (A) )

1 dm—2 . —

B
( ) ('ml —2) dym-2 tr=0) svv(“l -+ Eu,,) (10'7,
% 1 dm—2 d = —
@ — m—2)1 &y o) W S,w Vu, do,

<
(1) Cette équivalence, évidente a priori (puisque toutes ces formules
doivent représenter une seule et méme solution du probléme de Cauchy),
résulte en fait (V. Appendice I) : 1° de ce que, dans le passage de
la premiére notation 3 la seconde, les éléments d’étendue dT, dr,,

a8, doy sont multipliés par p = VT_AT’ tandis que V, Q) sont divisés

par le m8me facteur, v ne changeant pas de signification; 2° que le chan-
d

gement subi par les dérivées a7 “dy o8t compensé par un chan-

gement convenable apporté 3 la valeur de L. L’emploi de la notation

invariantive et de la forme (E) donnée & I’équation au n°o 468 présente, en

particulier ]’avantage que L acquiert la valeur simple X Biz,.
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si I'on part de (29 bis), présente une difficulté semblable
a celle que nous avons renconirée au n° 141 et dont nous
triompherons d’une manidre analogue. Cette difficulté tient
4 ce que la quantité y que nous allons avoir & introduire
comme variable indépendante et suivant les puissances de
laquelle nous développerons des expressions telles que 1’in-
tégrale I, du n° 140, a toutes ses dérivées partielles nulles
au sommet a du conoide, de sorte que le changement de
variables & 1’aide duquel nous la ferons intervenir sera for-
cément irrégulier & cet endroit.

Comme au n° 144, nous commencerons par considérer
les z comme exprimés en fonction des a et des variables ¢
du n° 172, avec a comme origine. On appellera

Jlrdgl d‘gz d&m = Pz dxtdx? .... dz™ =TT,

I'élément d’espace (on a facilement

SN Y
@®%) ) =L J_\/AI I,

J= %((%- étant le Jacobien des x par rapport aux varia-
bles normales X).

Au lieu des variables ¢, on peut introduire (tout au moins
au voisinage de 1' = 0 qui seul nous intéresse) les mémes
variables angulaires ¢,, ¢,, ...., 9m—y, qu'au n° 141 et aussi,
comme en cet endroit, la quantité

r= V&I + &+ o+ Enrs

Ou mieux, puisque nous aurons a nous placer au voisinage
du conoide, la différence

0 —r=nu,
en sorte que I’6lément de volume dT s'écrira (dQm—, étant,

comme au n° 4144, I'élément de surface sphérique dans
I’espace & m — 1 dimensions)

1,6 — )™ dQ,,_,dody.
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Les x, fonctions -holomorphes des variables a, £, seront
aussi des fonctions holomorphes des variables

(85) al, a?, ..., @™ =¢; Pis Pas -evy Pms) 6, u,

dont, en général, les 2m — 2 premiéres seront sous-enten-
dues dans ce qui va suivre (*). Aux deux variables restantes,
nous allons nous proposer de substituer, & titre de variables
indépendantes, les quantités t et .

En fonction des variables (83), les ¢ auront les valeurs

(86) G=0—we (=12 ..., m—1)
(86") fn=—6,

ou les e, fonctions des seuls ¢, représentent les coordonnées
(rectangulaires) d’un point variable sur l’hypersphére de
rayon 1 dans I'espace & m — 1 dimensions. Comme nous

avons déja eu & le remarquer au n° 144, chacune de ces
quantités e; donne lieu & la relation :

(87) $ ¢dQ, = o.

Ce sont ces valeurs des & que nous aurons a reporter dans
les formules (76). Si 'on y fait tout d’abord p == o, elles
définissent une des bicaractéristiques issues de a; en parti-
culier, la derni¢re d’entre elles donne alors :

c—t=0-+( ), + = T,(0),

et, d’aprés les hypotheses géométriques faites au n° 172,
cette équation est résoluble en ¢ dans toute la région. Si

(88) , =c—t 4 ..

est la fonction de ¢ ainsi obtenue, les deux quantités 6, et

(1) Si l'on considére les variables normales ¢ comme des coordon-
nées rectangulaires, le lieu des points qui correspondent & des va-
leurs constantes des a et des ¢ (donc & 6 et x seuls variables) est
un demi-plan ou plutét (car nous ne considérons que des points en
onde ou sous onde l'un avec I’autre) l'intérieur d'un angle ordinaire.
Dans notre espace (z, t), cet angle est de sommet a et ses cOtés, en
général curvilignes, sont une bicaractéristique et une géodésique trans-
versale aux surfaces S, ce dernier cOté restant fixe lorsque les ¢ varient.
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(¢ — t) sont, pour a et ¢ constants, et sur tout l'arc de
bicaractéristique correspondant suivi & partir de a jusqu’a
son intersection avec notre surface initiale S, des variables
que 'on peut appeler « équivalentes », en ce sens que
chacune d’elles est fonction holomorphe et croissante de
I’autre, qu’elles s’annulent ensemble, savoir en a, et sont,
au voisinage de ce point, des infiniment petits équivalents.

Prenons maintenant ¢ différent de zéro, mais trés petit :
les = seront développables suivant les puissances de x; en
particulier, on aura

(89) c—t="T, 4+ pT, + ...,

et inversement,
(90) 0 =0, + ub, + ....,

avec cette circonstance, conséquence de la forme des équa-
tions (76), que le coefficient T, de la premiére puissance
de u s’annule en a et peut par conséquent s’écrire en .
mettant 6 en facteur, et que, de méme, le coefficient 6, de u
dans la formule (89) peut étre considéré comme contenant
(¢ — t), ou, ce qui revient au méme, 6, en facteur.

176. La variable y a la valeur
(€Y v =20 — u? =2u(6, + pb, 4 ....) — p?,
équation qui va nous servir & obtenir, inversement, p sui-
vant les puissances de y. Mais — et c’est ici qu’'apparait
I'irrégularité qui se présente nécessairement dans notre
changement de variables — les coefficients du développe-
ment vont contenir en dénominateurs des puissances de 6,.
Si, tout d’abord, nous réduisons 1’équation précédente a :
(92) vy = 2ub, — p?,
nous voyons qu’elle peut 8tre considérée comme une relation
entre les quantités :

= £ =2
(93) m = 00 4 g= 002

et fournit pour m un développement & coefficients constants
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ordonné suivant les puissances de g et que nous désigne-
rons par m,, de sorte que, dans ce premier cas, on aurait :

(93 bis) p= 60, m, (g =4, <—g— -+ >

Si maintenant nous effectuons dans 1'équation (91), et
non plus dans (92), le méme changement de variables (93),

soit :
" = mam

on voit que m sera encore développable suivant les puis-
sances entiéres de g : plus précisément, en posant :

m=m, + m',

et remarquant que, par définition, la quantité 2m, — m,’
est identiquement égale & g, on voit que m’ s’exprime par
un développement :

m' = —m,*¥, — m*4,0, — ....,

ordonné suivant les puissances de m,, donc de g, et dans
lequel tous les coefficients contiennent 6, en facteur
puisqu’il en est ainsi pour 6,.

» sera ainsi développable suivant les puissances de v, et
ce développement, qui se déduit du développement suivant
les puissances de g en remplagant cette derniére quantité
par sa valeur (93), sera valable pour toutes les valeurs suffi-
samment petites de y tant que 6, sera différent de zéro,
c’est-d-dire, en dehors du voisinage du sommet du conoide.
11 suffira de substituer le développement ainsi obtenu dans
les ‘quantités sous les signes §§ ou § des formules (83) ou
(83 bis) et de prendre le coefficient de y™* (ou de y™)
dans le développement final qui s’en déduit, pour trouver
un résultat holomorphe. Cette conclusion ne demande plus
qu’a étre complétée par 1’examen de ce qui se passe au
voisinage de 6, = o, c’est-d-dire du sommet du conoide.

177. La relation (91) nous permet de substituer & la
variable 6 la variable ¢, avec

d8 = |6, + pb)’ + ....| dt.
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Puis la relation (92) permettra d’introduire la variable vy
a la place de n avec

dp = dy _ dy
- 06\ — 28, — 2u0, + 3426, ...
2(9-—,;4-,1-&-;) (6 — p —+ 2p6, + 3p%0,....)

d’on, pour ’élément d¢, d&, .... dénm,

(0__ )m—2 0’ + 0’ —l—... d()m_ dtd
d£1 d£2 dgm = . | - — 0'0 2 :

20— nru )

L’élément dr, s’en déduira en effacant simplement le
facteur dy et tenant compte du facteur Jacobien J,, défini
par (84), de sorte que (en mettant ce dernier facteur a part) :

1 — 60— p)™ 2@ (4 L 1dQ,,
%) L= (0 —p)™ 2|0+ l—l—d;d - ,dt‘

J
1 0___ —
2( '“+'ud,u>

Telle est la quantité que nous aurons & introduire dans
le premier des termes (83). Elle sera multipliée par une
fonction des x, savoir ici :

(95) F = J,fV,

fonction que nous développerons encore suivant les puis-
sances de u, soit :
F=F, 4 pF, + ...,

les coefficients F,, F,, ...., étant fonctions de ¢ (ainsi que
des variables a et ¢).

F, représente, en fonction de t, les valeurs de F le long
de la bicaractéristique qui correspond & un systéme de
valeurs constantes données des a et des ¢.

Commencons par laisser les ¢ constants de sorte ‘que dans
le terme que nous calculons en ce moment — premier
terme (83) — la seule variable d’int¢gration reste 6, ou, ce
qui revient au méme, (¢ — ). Nous avons & prendre I'inté-
grale simple :

F (0—p)™20,+pt,+....1dt
2 96

0.——{4+,u°07

(96)



DOMAINE DE VALIDITE DES SOLUTIONS 393

ague nous aurons finalement & multiplier par dQn._, et &
intégrer par rapport aux ¢. Auparavant, nous devrons
(Cf. 141) :

1° faire varier d’abord ¢ depuis o jusqu'a ¢ — ¢, en
désignant par ¢ une constante positive trés petite;

2° développer cette intégrale (ou, si I'on veut, la quantité
4 intégrer) par rapport aux puissances de y et prendre le
coefficient de y™~* ou, ce qui revient au méme, en prendre
la dérivée d’ordre m, — 2, diviser par (m, — 2)! et faire
Y = 0;

3° faire tendre finalement (*) ¢ vers o.

En vue de cette derniére opération comme des autres
calculs qui vont suivre, nous devrons considérer tous les
termes qui figurent dans le développement de la quantité
a intégrer au point de vue de leur degré global (degré
d’homogénéité) par rapport aux deux variables 6, (ou encore
¢ — t) et p. Si, en effet, dans un terme qui contient en

facteur
Iuhook — 00h+kmn’

nous remplagons p par sa valeur (93 bis), nous voyons que
6,*+* sera multiplié par un développement suivant les puis-
sances de g commencgant par un terme en g* et se composant
par conséquent de termes en

WO hyk /0 h4k—2h’
gro Y = Yo,

11 ne donnera donc aucun terme en ¥* si h” < h, et, dans
le cas contraire, le coefficient de y* contiendra en facteur

h4k—2h/
00 + ’

cet exposant de 8, pouvant éventuellement s’élever si, dans
le terme correspondant de développement de m", le coeffi-
cient de g* contient lui-méme 6, en facteur. Cette circons-
tance se présente nécessairement si, du développement de
m*, nous défalquons celui de m,* et si nous considérons un
terme de la partie restante.

(1) On voit que y ou p doivent, en toute hypothse, étre considérés com-
me des infiniment petits, méme relativement & 6,.
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178. Considérons d’abord, & ce point de vue, 1'élément
de conoide (94). L’inverse du dénominateur peut se déve-

lopper suivant les-puissances de 0i ou, plus commodément
0

ici, de L soit :
—p
1
97 - @
el ™
1 08 1 ( oo>z
= —p (9——/1.)’ on —+ G—a)° M o)
1
— R,
0—u +

expression ol tout terme est de degré global au moins égal
3 — 1 et, conformément & une remarque faite plus haut
sur Pexpression (90), toute la partie R, de degré au moins
égal & zéro; quant au numérateur, il contient en facteur
(0 — w2 et la dérivée |6," + pb,” + ....|, laquelle est égale
41 en aet pour p=o.

Le produit fVdr, étant ainsi de la forme

dQ,_,dt (§— p) ™

a0
(o)

- _21. dq,_, dt [Fo (o — ,‘)’“"a + ]

ol les termes représentés par des points sont de degré
global au moins égal & m — 2, on aura, avec la méme
convention, pour le coefficient de dt dans Il'intégrale
simple (96), la valeur :

1F,(6 — W™ + ...

Fl6, + o+ ... |

et, d’aprés ce qui vient d’étre dit, le coefficient de (— )™
contiendra au moins une fois 6, en,facteur (puisque
h+k>»m—3=2m, — 3, k¥ =m, — 2), le coelficient
de la premitre puissance de 6, étant uniquement fourni
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par les termes que nous avons explicitement écrits dans
la formule précédente. Comme 6 — p = V6% — y, quantilé
dans laquelle on peut, en ne négligeant encore que des
termes de degré supérieur, remplacer 6 par 6,, ce coeffi-
cient est :

(m=3)(m=3) >
ey 1 cea =
1 2 2 2 Fy=(n, —1)C F

92 (m,—2)! mi-1t o

F, étant, ici, pour » = o, la valeur de la quantité (95).
Le coefficient de y™* s’en déduira en multipliant par
(—1)™~2, de sorte que le facteur de F, dans ce coefficient
est (cf. 144) le coefficient (28) et est, par conséquent, destiné
4 s’éliminer.

Ainsi, dans la quantité & intégrer de (96), les coelficients
des puissances de y, depuis o jusqu'd m, — 2, sont limités
en valeur absolue et méme infinitésimaux, de 1’ordre de 6 :
par conséquent, dans l’intégrale prise depuis o jusqu'a e,
la totalité des termes correspondants sera au moins de
I’ordre de €, ce qui équivaut au résultat trouvé au n° 141.

En raison de ce résultat, on voit qu’on obtient la valeur
cherchée en prenant o comme limite supérieure. 6, étant
remplacé par sa valeur (88) en fonction de ¢, on voit qu'une
telle intégrale reste holomorphe méme pour ¢ trés petit, et
contient méme ¢* en facteur.

179. Le calcul des termes de frontiére va se faire d’aprés
une marche toute semblable. L'élément dS se déduisant
encore de 1’élément de volume par suppression pure et
simple du facteur dt, la’ valeur de doy s’en déduira par
suppression du facteur dy ou, si l'on veut, se déduira de
la valeur de dry, telle qu'elle résulte de (94), par suppression
de dt. Le calcul sera donc exactement le méme que tout &
I'heure & cela prés qu’on n’aura plus & intégrer par rapport
a t, mais A faire t = o et que la nouvelle valeur de F sera :

(99) F=1, [Vul-l-ua (f\_/«—- f)]

14
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si I'on part de '(2_9) et :
(99 bis) 1,1V (u, + Lu,),

si I’on part de (29 bis).

Ici encore, il ne s’introduit donc pas de dénominateur 6,;
le résultat est holomorphe (*) méme pour ¢ = o et contient
encore ¢ (mais non plus ¢*) en facteur. Le coefficient du
premier terme (c’est-d-dire de ¢) s’obtiendra comme tout
& I'heure, c’est-d-dire est donné par la formule (98), avec
la valeur (99) ou (99’) de F.

. d . .
179 bis. Le calcul des termes contenant E—est immédiat

si-on prend la formule sous la forme (29 bis). 11 suffit d’ima-
giner que le calcul est fait, non seulement en ce qui
concerne S, mais aussi pour la surface auxiliaire §, : le
résultat sera une foncfion analylique, non seulement des
variables ci-dessus mentionnées, mais aussi de v, et la diffé-
rentialion par rapport & ce dernier ne donne par conséquent
aucune difficulté.

Avec les hypothéses particulidres faites au n° 4172 sur le
choix des variables, la surface auxiliaire 8, sera t = const.

480. On peut vérifier le méme fait directement et méme
calculer plus aisément le résultat, en partant, cette fois, de
la formule (29). Le seul terme qui présente des circonstances
nouvelles est évidemment le dernier terme (83), soit :

1 ™!
(m,—2)1 dy™~ -0

,,.uov——-don,.

© dv

La quantité & multiplier par 'élément dQ,.—, est ici
(6—m)™ 26+ pb, +p*6 5+ ... | _‘2:‘_

) vl dv’

2o —nern )

o =1, uov=(1> (z;a).

[\

(1) Fait évident a priori, sans quoi les termes (B) de (83) ou de (83 bis)
seraient infinis au voisinage de S, et le probléme de Cauchy n’aurait pas
de solution en général.
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dr’
Le facteur =3, @ pour terme de moindre degré (toujours

pour z voisin de a) la différence — 2 (¢ — ), soit ici
— 2¢, puisqu'on se place sur la surface S. Un nouveau
facteur ¢ apparait donc de ce fait, portant le degré d’homo-
généité minimum 4 m — 2 = 2m, — 2; mais, par contre,
on doit prendre b’ = m, — 1. Nous voyons donc bien qu’il
n’apparaitra pas de puissance négative de c; mais, cette
fois, il y aura un terme indépendant de ¢, savoir, au signe
prés [en tenant compte de ce que, dans (C), ne figure, en
dénominateur de la dérivée (m, — 1)itme que la factorielle
(m, — 1] :

3 1
\’an __Q‘ e '—_—2—

98') TR

D, = m, —1C, _, P,

Il faudrait, ici, introduire le facteur (— 1)™', étant
donnée la nouvelle valeur de h/. Mais comme 1'expression

-~

dv
nous retrouvons exactement la valeur (98') si, comme plus
baut, nous écartons le facteur (— 1)™.

qui vient d’étre obtenue pour comporte un signe —,

Remarque. — Tous ces calculs subsistent si les diverses
données (coefficients de 1’équation et données de Cauchy),
au lieu d’étre analytiques, sont simplement supposées régu-
lidres. On pourra également en déduire (par différentiation
sous les signes §8§8, 88 ou §) les valeurs des dérivées
premidres et secondes de u, pourvu que les coefficients de
I’équation et les données de Cauchy admettent elles-mémes
des dérivées partielles jusqu’'a un ordre suffisamment élevé.

De plus, il suffira de connaitre ces dernidres dérivées ou
d’en avoir des valeurs approchées pour calculer les valeurs
exactes ou approchées de u ou de ses dérivées premiéres
ou secondes.

181. Une conséquence des calculs qui précédent peut encore
étre notée : ils nous permetient de vérifier directement que la

solution donnée par la formule (2—9) ou (29 bis) remplit bien, 3
la irontitre S, les conditions de Cauchy, fait que nous avons
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établi d’une maniére générale au n° 445, mais sans pouvoir nous
passer (Cf. 147) d’une intervention du théoréme de Cauchy-
Kowalewsky.

Il n’y a d’ores et déjd aucune difficulté en ce qui regarde la
premidre d’entre elles. Parmi les termes qui viennent d’étre
calculés, un seul ne s’annule pas avec c, & savoir (98/) (n° préc.),
qui doit étre réduit A sa valeur pour z confondu avec a et intégré
par rapport aux ¢, ¢’est-d-dire multiplié purement et simplement
par Q,,_,, soit :

(100) (m;[ - 1~)le—-1&-2m—2um

— 1]
puisque 1, et V se réduisent & 1'unité lorsque les points z et a
coincident.

Le coefficient numérique est précisément (28), au facteur
(—1)™ prds dont il a déja 6té tenu compte. On a donc, en cha-
que point de S, u, = u, et la premitre condition de Cauchy est
bien vérifiée.

Dans la dérivée %’ le deuxidme terme (83) fournit une pre-

midre partie non nulle avec ¢, savoir le coefficient de ¢, donné
par les formules (98), (99), avec multiplication par Qn,, soit :

dv

expression dans laquelle on doit encore supprimer le coefficient
numérique détruit par (28). Le terme en u, donne bien la valeur
voulue de la dérivée considérée. Il reste A s’assurer que les
termes en u, sont détruits par ceux que nous allons trouver en
dérivant (83 C).

La seule difficulté est — comme dans tous les problémes ana-
logues tels que les pose, par exemple, la théorie du potentiel —
occasionnée par la dérivation de ce dernier terme. Il est néces-
saire, 3 ce point de vue, de calculer, dans I’expression

dD |0y pb 20+ | O — )
dv d6
20— rrr )

p— i —_— m—2
5, ¥ dT |0y +py+...| (6 d,;)

dv
2("—"+”‘57>

qui figure en facteur de d(,_, sous le signe §, les termes de
degré d’homogénéité égal a 1, et, & cet effet, de considérer, dans
chacun des développements que cette expression contient, non

) = = dv
(100 bis) (my — 1) C, _, Q,_, ("1 V4 u,L — u, >

(101 ®




APPLICATION AUX CONDITIONS AUX LIMITES 399

plus le premier terme qui est intervenu dans le calcul de (93 bis),
mais celui ou ceux dont le degré (toujours degré global en 6,, w
est supérieur d’une unité 3 celui-la.

Le second terme P, du développement de la quantité :

® = Ju,V =&, + p®, + ....
ne donne rien et on peut méme faire d’emblée, dans la fonction @,
' =a', 2! = a?, .... g™ — gL,

Remarquons, tout d’abord, en effet, que la variable ¢ doit ici
recevoir la valeur zéro. Les variables z!, pour i = 1, 2, ...,
(m — 1), pourront &ére remplacées par les expressions (76) ot les
a' seront constants et ¢ variable, développements que nous pour-
-rons réduire 3 ¢' 4 X', puisque nous pourrons encore négliger
tout ce qui éldve le degré d’homogénéité de plus d’une unité.
Pour la méme raison, le développement de Taylor de ® suivant
les puissances des (z' — ¢') pourra étre borné 3 ses termes du
premier ordre : il sera donc linéaire par rapport aux X¢, ¢’est-
a-dire par rapport aux §, soit (en assimilant encore 6 A
¢c—t=c¢) :

— 1 1 . 1 2
D= O(z!, 22, ..., 2™, o; @', @? ... ™, ¢)

\ 1/a

=+ 60— ) (55 ).
ne om0 Y ()

le signe Z désignant une sommation dans laquelle l'indice ¢

prend les valeurs 1, 2, ...., m — 1 seulement.

Les coefficients des e, pouvant ainsi étre considérés comme
indépendants des ¢, l’intégration par rapport & ces dernidres
variables donnera un résultat nul, en vertu de {87). Le seul
terme A inscrire de ce chef est donc celui qu’on obtient en diffé-
rentiant directement @ par rapport & la variable ¢, c’est-a-dire

en remplagant J,V par %(J,V), soit (puisque J, et V se rédui-
sent & 1'unité en a) :

] oI,  oV\ _ 1 odloglal o3 | oV >
102 (}Tc" +—d_c—> = % (2 o o

abstraction faite encore des facteurs numériques (28).
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182. Pour traiter les autres éléments de la quantité (101), nous
pourrons supposer les variables choisies de manidre 3 donner 3
I’élément linéaire H la forme (79) du n° 172, et cela sans avoir
égard A l'objection formulée A cet endroit, puisque nous nous

placons au voisinage immédiat de la surface initiale S. En vertu
de la forme de I’équation (80), la valeur de t s’écrira :

c—t =860 — % H (X', X%, ... Xm0 4 ...

avec

103) HX =HEX, ..., X" Z O x¢ x

= X G

<1a somme E se rapportant, comme ci-dessus, aux valeurs

1, 2, ...., m — 1 des indices) ou, en passant aux variables ¢,

104 c¢—t=16— —:; 5 <g‘, g,,,_,) + o

les termes remplacés par des points étant tous de degré supérieur
au second en 6, ¢ et la forme

DR = PG s b
= H’ <lll gl -+ ll'z 52 + + ll.m—l &m—l [
R lm—l,l gl + s lm—l,m—l Sm-l)

étant celle qu’on déduit de H’ par la substitution (78).
Dans ces conditions, les développements (89), (90), (91) devien-
dront respectivement

®8Y) ¢—t=10— (—0—# 3 (e, ey o)) A ...
=6 — Q-I-;i)- H(e)+ ...
—_— — 2
©) B=c—14+ CTETM goi 4
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de sorte que

0o=c~—t'—i~-(i—;—:—t—);5€(e)+..,.,

0
0, = — 2—" I+ ...,

1

91" 7‘—‘22;&[0 +<——————-)9€(e ]—-—y

les termes remplacés par des points étant du troisiéme ordre au
moins dans (8Y), (90), du quatriéme dans (91).

Pour le facteur de 1 <1> —_ (0 — w™* dans (101), il vient

|y ] 1
b — G (a—w[1~§ae<e)]
:7_1:;‘_ [1 —+ -g- I (e) + ]
= 0_1_# [1+i-3€(e) “+ . ]
183. La quantité gd—l‘_:- =% s’évaluera par la relation

(C. Liv. II, 58)

o dp
—_— = 9P = 9sp = 9 —
(108) Jgt 2 = 2Py =28 [pa'" e < ds )o - ]

dans laquelle p,,, d' prés la formule (27) du Liv. II, n° 55, n’est

autre que (—Z%) (de sorte que sp,, = — 6) pendant que tf;;"‘
0

est donné par la derniére équation (L,) du méme numéro, soit

dpn L,
(106) ( T )o =— 5 & Por Porr -+ Pogmory) s

en désignant par A’ la forme quadratique

, dAik
AMp) = Z < PP

HapauarD. 2%
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Il est tout indiqué de rechercher la relation qui existe entre
cette forme A’ et la forme H’ précédemment écrite. Nous savons
que, moyennant les relations

- __OH
(107 p; = P
on a :

( ’A‘k . — ‘ II i ..k
(108) Z PP, Z wiid

Je dis que, dans les mémes conditions, on a :
109) A(p) = A(p,, ...\, Puy) = — H'(@).

Pour le voir, soit 8¢t une différentielle, et différentions la for-
mule (108) en laissant les &£ constants, les p étant, d&s lors, en
général, variables de par les formules (107). Le premier membre
de (108) variera, des lors, pour deux raisons, savoir & cause de
la variation des p et & cause de la variation des coefficients A.
Tenant compte séparément de ces deux causes de variation, il
vient :

W@ =H@%=NG) + 3, -g;‘} Sp == A'(p) + 25dp,
= A'(p) + 28H,
ce qui est bien la relation (109).

La valeur (103) de% devient ainsi, en tenant compte des

formules (86) et de la signification des variables normales X :

ar . .
== — 20, + pb, + p¥, + ...) +H(X)
=—2, + ub, + u*,) + 0 — w?* (e
ou, d’aprés (919,

o’ (e — wW? .. .
5 —-——-QC-‘--—-Q—*“"—HL-(C)———-?C-{-

6 —
e ACE

3 lordre prés qui nous intéresse actuellement, c’est-a-dire a des
termes prés du troisiéme ordre en ¢, pu.
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184. Finalement, le coefficient de ® dans la quantité (101) est

(@ l'ordre qui nous intéresse)
li + 5 5€(e)]

g . 8 — w* m-3
|2 %o | —m—p g
ou, plus simplement :
2 6 m—1
110 — [c -+ —g- Je(e)] 6 — m™* + '(—~—4—l—-—- I (e)

Cette quantité se trajte évidemment comme les précédentes.
Toutefois, dans 1'expression

b6—p= V& —y,

nous ne devons plus, au second membre, remplacer 6 par 6,
mais bien par l'expression (90"), ce qui donne

0’-—7:[c+ (e 4")2 Je(e)] —

:c2—7+—§ € — m? &)

et [le facteur (¢ — p)? étant ici assimilable & c* — vy & des termes
d’ordre supérieur prés] se réduit 3 :

W)  F—y=(F—y [4 + 2 3€(e)]

C’est cette quantité qui est élevée A la puissance _m_;_3 dans le
premier terme de (110), tandis qu’il suffit d’élever (c* — y) & la

—1
puissance n dans le second. Le coefficient de (— )™~ dans

2

— -1
(¢? ——-y) T étant comme mnous l'avons dit, —— et dans

m—~1

@ — y 3, (m — l),le_, .c, on voit, en remplacant

m—3
[1 +-;- ae(e)] * pard +-”1—z—3 ¢ 3 (o)

[i—i—%%(e)] ! par 1 m;—i c € (e),
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que les termes en J€(e) disparaissent et que, dans le facteur
(110), le coefficient de (— y)™~ est — C, _, [donc celui de
ym !, (—1D)™G,, ;] & des termes second ordre prés en ¢, d’ou
résulte que ce facteur n’apporte aucun terme & la dérivée
ou
cherchée —.
dc
La dérivée du dernier lerme (83) se réduit donc & I’expression

aJ ov 1 o0log |A|~
(102) Py -+ 90 -+ 3 —-—-————‘dc

oblenue plus haut par dérivation de la quantité ® du n° 480.
Ce calcul termine 1'évaluation que nous avions en vue. Dans
le terme (100 bis) qui provient de la différentiation du second

terme (83), on peut ('), pour ¢ = o, remplacer (flx L(’)\t’
— 14
par — d_V On voit donc que les termes en wu, disparaissent de

dc
la valeur de 3; el que D'expression (29) du n° 144, ou
I’expression équivalente (29) que nous lui avons substituée aux
n°* 174-475, satisfait aux conditions de Cauchy, du moment que,

les deux fonctions V et ?) sont régulidres, la premidre satis-
faisant, pour x et a confondus en un méme point de la surface S,
aux deux relations

e oV dl 1 oA | -
awzn V=1, 25 =—Gr T 7@ 5 T L

185. Que la fonction V posséde effectivement cette double
propriété, c’est ce qui est nécessaire pour que le probléme de
Cauchy puisse avoir une solution, et nous savons qu’il en a une
des que les données sont analytiques. Mais, ici encore, on peut
rechercher, du méme fait, une démonstration directe, indépen-
dante du théoréme de Cauchy-Kowalewski. -

La premiére des relations (112), lorsque le point x se confond
avec le sommet du conoide, a lieu par définition.

Pour calculer, dans les mémes conditions, les dérivées par-

tielles du premier ordre de la fonction V, nous pourrons la

(1) L’égalité V = 1 6tant vérifiée identiquement (en a?, ..., am—1, ¢)
v v
pour ¥ = af, t = ¢, il en est de méme de %T + _dd_ =0.

c
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réduire au premier terme \7", de son développement, puisque les
autres contiennent tous en facteur I, lequel est du second ordre.
Or, nous avons précédemment (469) trouvé (*) :

o Ly e e

gm—1

m—1
s Ja

ou J est le jacobien des x par rapport aux parametres A, s du
Livre II.
Ceci peut encore s’écrire

1
7];“031@1 F s 4 Badz™
o’

‘/px x/D(&“ x?, ..., 2")

DX, 2, o X™)

\/ 5 [iBs .+ Butom,
= ._.e“

comme on le voil en formant le Jacobien des X' = sz’ par
rapport aux variables A, s, lequel se réduit au produit de s™*
par le second membre de la relation (73) (n° 4169). Or, le pro-

duit V,4/T (équivalent & V3/JT) qui intervient dans la relation
précédente, a précisément, au sommet du conoide (toujours en

vertu de ce qu’alors V, = J == 1), pour dérivée la moitié de la
- oV 7} -
combinaison 2 Je -+ e qui figure dans la seconde rela-

tion (112); et, d’aulre part, on a (sensiblement) :

?¢T—;ﬁjj=1+2[(% @B, + i dlogA) & — a)]

Le terme correspondant a ¢ = mn est celui qui nous intéresse,
et donne bien le résultat prévu, étant donné qu’on a ici &B3,, = B™
et que (voir Appendice I, n° 214) L a également cette valeur B™.

Remarque. — Ici encore, nos calculs ne supposent pas les don-
nées analytiques, mais seulement dérivables jusqu’d un certain
ordre, que les raisonnements qui précddent permettraient méme
de préciser.

(1) La formule ici écrite differe de la formule (72) du ne 169 par le
changement de signe de I'exposant de e, en raison de ce que nous
raisonnons sur la fonction V, (correspondant 3 1’6quation adjointe) et
non sur U, (tout en ne permutant pas, cette fois, les variables a et z).
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186. Nous avons prouvé, jusqu’ici, D’existence et 1’ana-
lyticité de la solution w & l'intérieur d’une partie quel-
conque R’ de R limitée de manidre que le demi-conoide
rétrograde (') de sommet quelconque a compris dans R’
soit, avec t = o, la frontiére d’'un volume intérieur & la
région de définition de %, par exemple intérieur & la
région de validité des opérations du n° 62. On s’affranchit
de cette restriction par le procédé habituel de prolongement
analytique.

La conclusion est acquise, en raison des hypothéses faites
sur les variables, si on introduit la limitation |t|] < T, en
désignant par T une constante positive convenablement
choisie : cette derniére peut en fait 8tre fixée — et ceci une
fois pour toutes dans la région R toute entitre, de telle
maniére que {{ — ¢/ < T (avec I"> o) implique 'inégalité

o< (-5)

a r
du n° 63, et par conséquent, la convergence de la série qui
donne ¥.

ou
Or, comme les valeurs de u et de 5t pour t = o, nous

sont données, et qu’elle sont analytiques, on est assuré de
pouvoir, a I'aide de ce qui précéde, calculer les valeurs de
ces mémes quantités pour n’importe quel ¢ compris entre
o et T, les valeurs correspondant & ¢t = T étant de nouveau
holomorphes en x,, z,, ...., Tm—, autour d’un point quel-
conque (1) du plan ¢ = T compris dans R. Mais de telles

valeurs analytiques de u et de %—uf permettent de poser

un nouveau probldme de Cauchy dont les données sont
portées par le plan t = T : la solution sera définie par ce
qui précéde, et sera holomorphe au moins jusqu’a t = 2T
(du moins dans la partie comprise dans R); en continuant
de la méme fagon, on peut atteindre tout plan ¢ = const.
(s’il contient des points de R).

(1) La partie utile du demi-conoide issu d’'un tel point est, ainsi qu’'on
I'a dit il y a un instant, supposée entitrement & l'intérieur de (R .
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187. Le résultat ci-dessus et la méthode employée pour
le démontrer rappellent évidemment un raisonnement
analogue de la théorie des équations différentielles ordi-
naires et la conclusion correspondante, savoir : les solu-
tions d'une équation analytique linéaire différentielle
(lindaire) me peuvent admettre d’autres singularités que
celles des coefficients eux-mémes.

Une des démonstrations de ce dernier théoréme (*) con-
sistel précisément & observer que le rayon de convergence
du développement d’une quelconque des solutions en
question autour d’un point quelconque (ou, tout au moins,
une limite inférieure de ce rayon) peut s’obtenir sans savoir
quelle solution de 1'équation on prend. De méme, ici, on
utilise le fait qu'on peut donner a priori un intervalle de
valeurs de t auquel on peut étendre la définition de la
solution.

Une telle analogie pourrait conduire & penser qu'on
pourrait atteindre le méme résultat & l'aide des méthodes
primitives qui ont été généralement appliquées au probléme
de Cauchy, c’est-d-dire du raisonnement classique de
Cauchy-Kowalewsky. Cependant, ceci serait une erreur :
en d’autres termes, le rayon de convergence du développe-
ment de la solution du probléme de Cauchy (relatif a
t = const.) par rapport & ¢, quand on }obtient par le
Calcul des limites, doit dépendre, non seulement des déve-
loppements des coefficients, mais aussi des rayons de con-
vergence des développements (par rapport aux autres
variables x,, z,, ....) des données u, et u,.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, la conclusion serait
commune aux équations hyperboliques et elliptiques (les
premidres étant méme majorantes des derniéres dans le
mode classique de calcul qui sert & la démonstration du
théoréme fondamental de Cauchy). Mais tel n’est pas le
cas, comme on le voit, pour I'équation de Laplace,

Ou o'u

o * oy

(1) Voir, par exemple, le Cours d’Analyse de Jordan, t. III, 1887, no 92,
. 108.

:0,

P
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si on considére les exemples les plus simples, tels que :

. 1—z (_ . 1
u = =% \— partie réelle de m),

. 1 I
dont la valeur, pour x = o <savoxr -l—_'_—yz—-), ainsi que la

valeur de sa dérivée o (savoir ) est holomor-

--_—y2
or t+yH*
phe pour tout y réel et qui, cependant, admet la singularité
z=1,y=o.
C’est "évidemment sous une autre forme, le paradoxe
étudié au Livre I, chap. II qui reparait.

189. Nous avons ainsi démontré que la solution du pro-
bleéme de Cauchy & données analytiques existe certai-
nement et est holomorphe dans toute la région quelconque
R satisfaisant aux conditions ci-dessus et dans laquelle fa
solution élémentaire existe elle-méme et est analytique.
Mais, que peut-on dire de cette derniére? Le numérateur
de la solution élémentaire existe-t-il et est-il holomorphe
tant que : 1° les coefficients de 1’équation sont eux-mémes
holomorphes, le discriminant de A étant constamment
différent de zéro; 2° les équations (29) du Livre II, n°® 57
peuvent étre résolues d’une fagon univoque et continue,
leur Jacobien étant différent de zéro, et que, par consé-
quent, les deux points a et z peuvent &tre joints par une
géodésique parfaitement déterminée, située dans R et
variant continiment en fonction des coordonnées de ces
points?

En premier lieu, on peut observer que ces hypothdses
sont suffisantes pour la construction de chacun des coeffi-
cients successifs U, par les calculs du Livre II, n° 62. De
plus, il n’y a aucune difficulté & montrer que ces fonctions
seront holomorphes dans la région R (ce qui, du reste, va
apparaitre plus loin).

U lui-méme se déduit des U, & I’aide du développement

U=U,+ U+ .... +UI*~+ ...
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Nous allons voir que ce développement converge non seu-
lement autour de a, ainsi qu’on 'a vu au Livre II, mais
aussi pour tout point de la région (v) tel que I soit suffisam-
ment petit, c’est-a-dire dans le voisinage du conoide carac-
téristique (ou, plus exactement, de la partie de ce conoide
qui est contenue dans R).

Dans ce but, c’est-a-dire pour obtenir des limites supé-
rieures pour les |Us|, nous reprendrons le « Calcul des
limites » du n° 63 pour l'appliquer non seulement aux
développements autour de e, mais aussi aux développe-
ments autour de n’importe quel point intérieur & R..

Comme au n°® 63, on prendra les variables normales rela-
tives & a (de sorte que les géodésiques de ce point sont
représentées par des lignes droites), la somme des valeurs
absolues de ces variables étant encore désignée par o, et
on changera d’'inconnue de maniére i ce que le premier
terme U, de la série soit :

Uoz-;/—lm—:—[_<ou[};=1>

De plus, et uniquement pour simplifier la notation (*), on
peut admettre qu’'on a fait un changement de coordonnées
de maniére & faire passer un des axes — soit l'axe des m
— par un point z’ autour duquel on peut étudier les déve-
loppements de Taylor : la variable x. sera remplacée par y,
dont la valeur en z’ sera désignée par y’, et on a & consi-
dérer des développements suivant les puissances de

(1) 11 serait facile de répéter le raisonnement du texte sans ce choix
particulier d’axes. On développerait les fonctions autour de

(z,t, x,!, ..., aly)
en posant :
=zl + X

Les coefficients des scconds membres de (113) et de (114) (développés
suivant les puissances de X) seraient alors fonctions des x/, ...., x/,, ces
derniers étant remplacés par s/, ..., scf/, dans la quantité d intégrer
de (118), et o/ serait :

X, 4 1X] F oo [ Xnle
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Z, T3y ..., Tmy ot de y — y" = Y. Pour un coefficient
quelconque A de 1'équation, ce développement sera
aty) A= Z A:.-‘,,,,k ) xFrvx)e :t:":lY"‘m.

Ky Ky s b

2

En supposant que toutes les quantités A sont holo-
morphes — et, par conséquent, uniformément holomorphes
— dans R, on peut admettre que toute les séries (121)
admettent comme majorante commune celle du n° 63

a

A <<

{ — —

r

laquelle pourra é&tre supposée indépendante de la position
du point z, donc de y” (qui définit la position de x" sur
I’axe des y) et aussi de notre rotation d’axes — & ceci pres
que o sera remplacé par ¢’ = |x,] + .... + |Tmoy| + Y]
On en déduit comme au n° 63, que si

Ku
o ’\2h
(2T
T
est une majorante du développement de U, autour de a’
(cette majorante étant encore supposée indépendante de y"),

le développement de &F (U,), — soit (les coefficients étant
encore fonctions de y’) :

14 F©) =TW
(&) -—
= 2 zﬁku«.. K ) &, 2t m;—llYk""

admettra la majorante
2h (2h+1)o’K,

o 7\ 2h+3
(t=%)
r

On doit ensuite former les intégrales (44) du n° 62
(avec U, = const.). Le chemin d’intégration est la ligne

(114 bis)



DOMAINE D’EXISTENCE DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE 411

droite joignant 1’origine au point (z,, &, ...., Tm-1, ¥ + Y)
de sorte qu’on peut représenter les coordonnées d'un point
arbitraire de ce chemin par sx,, sz, ...., s(¥" -+ Y), ol le

parameétre s varie depuis 2éro jusqu’d la valeur finale 1;
s est précisément la variable d’intégration de cette équa-
tion (44°). Pour chaque valeur de s, la quantité (148) sera
développée suivant la formule de Taylor depuis le point
initial (o, o, ...., 0, sy’), c’st-d-dire en remplacant, dans
(114), x,, x;, ..., Tw—y, y', Y par sx,, $Ts, ....,5Tm—y, sy, sY.
En intégrant par rapport & s, on trouve le développement
cherché de Usy,, savoir

(115) U =

PLIR ,ln) R T Em_t v*m
2 / G SR A M Y ds
1 m

4(p+h-+1)

ot on obtient une majorante pour cette expression si on
remplace chaque ¥™ par la valeur (114 bis) correspondante.
Comme cette derniére est indépendante de y’ et peut sortir

du signe f , on obtient la méme majorante finale qu’au

n° 63 (au remplacement prés de ¢ par ¢’), et on voit que
la série qui donne U converge quand on a

Al <—:—7<1~%'>2

inégalité qui prend une forme complétement indépendante
de notre rotation d’axes (*). Si I'on y remplace ¢’ par la
quantité plus grande y'mD, en désignant par D la distance
entre x et a’, on prendra le point z” sur le conoide lui-méme
et on lui fera occuper successivement toutes les positions
possibles sur ce conoide : dans ces conditions, un point x
qui lui est associé de telle manidre que ¥mD < % r peut
prendre toute position telle que I' soit inférieur & une

(1) On se limite ici au domaine réel.
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constante positive ¥ convenablement choisie (car tous les
points réels compris entre les deux hyperquadriques
= v et I' = — ¥ dans la région finie R, sont & une
distance du conoide plus petite que % r si ¥ est suffisamment
petit).
Par conséquent, U existera certainement et sera holo-
morphe toutes les fois que I‘.sera plus petit que v, en

appelant ainsi le plus petit des deux nombres v/ et wa
On remarquera que ce domaine d’existence n’est plus trés
petit en tous sens; le point x n’est pas assujetti & étre trés
voisin de a, mais seulement & &tre trés prés d’étre en onde

avec lui.

190. Si on combine maintenant le résultat ci-dessus avec
ceux de la méthode précédemment exposée, on pourra
étendre la définition de U & toute la partie de la région R
(cette derniére satisfaisant encore aux mémes hypothéses)
qui est & l'intérieur du conoide, de sa nappe directe par
exemple. Plus exactement, on atteindra tout point x tel
que le plan ¢t = const. passant par ce point (¢ ayant la
méme signification que ci-dessus) délimite avec I' un volume
entierement compris dans R.

Pour cela, désignons par T un nombre positif tel que les
calculs du n° 63 définissent U toutes les fois que, d’une
part, I'(z; @) > o et que, de l'autre, la différence |t — c|
des t relatifs & = et & a est plus petite que T. D’un autre
cdté, remarquons que si on trace le demi-conoide rétrograde
a4 partir d’'un point quelconque z° intérieur & I' et tel

que I’ >—;

volume ainsi compris sera tout entier d l'intérieur du
conoide si le nombre positif T est suffisamment petit (*).
Admettons qu’il en est ainsi et admettons aussi qu’il est
plus petit que les nombres désignés par la méme lettre au
n° 186.

et si on le coupe par le plan t =t — T, le

(1) Si on suppose, comme il est permis, que I' est égal &
2 —z2 — 2 — .., la condition que 'on devra imposer & T scra

T <y:%&max. (¢t + vz2 F T F 7%,



RELATION AVEC LE PRINCIPE DE HUYGENS 413

Pour 0 <t < T (et I' > o, ce qui est implicitement
entendu dans tout le raisonnement ci-dessous), U est défini
par le n° 63, et est holomorphe.

Pour T < t < 2T, deux cas peuvent se présenter. Ou le
demi-conoide rétrograde issu de z coupe le plan ¢t = T
entierement & lintérieur de I' : alors u et gu sont

. ot
connus dans toute la portion S, du plan ¢t = T ainsi

obtenue, et, par conséquent, la valeur de u, est donnée
par les formules générales résolvant le probléme de Cauchy,
et elle est holomorphe, comme on I'a déja exposé (*); ou
les bicaractéristiques rétrogrades issues de x peuvent
couper I' avant de rencontrer ¢t = T; mais, par définition
de la quantité T, ceci ne peut se présenter que si, en z,

on al' < %et alors la valeur de U. est définie par les

calculs du n° précédent, et est holomorphe. De plus, les
définitions sont valables simultanément dans une certaine

région<% < TI< 7) et coincident toutes deux avec le

prolongement analytique des valeurs de u déjd trouvées.
On a donc une fonction analytique unique pour tout le
domaine correspondant o < t < 2T dans I

Il est évident qu’on peut appliquer les mémes opérations
4 2T < ¢ < 3T; et ainsi de suite. On a donc ainsi comple-
tement démontré la conclusion. U est holomorphe par
rapport aux x et (pour les mémes raisons que ci-dessus)
aux a, dans toute la région commune 3 R et & I’intérieur

du conoide (en y adjoignant méme le voisinage de la surface
de ce conoide).

191. La méthode, tant pour la définition de u que pour
celle de U, a consisté a calculer ces quantités pour des
points, — ou des « événements », comme on peut les
appeler — éloignés, & l'aide de points intermédiaires suffi-

(1) Nous avons écrit les inégalités de manidre & ce que S, soit toujours
strictement intérieur & I' dans le premier cas, on vertu de quoi non
soulement U, mais méme u, sont nécessairement holomorphes dans 8,.
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samment rapprochés. On peut donc dire que ceci est une
illustration de ce que nous avons appelé la « majeure de
Huygens ».

Une étude compléte des conséquences d’un tel principe
[laquelle nécessiterait, toutefois, des recherches de plus
longue haleine (*)] nous donnerait de nouvelles extensions
de nos résultats. On pourrait méme, de cette manicre,
mettre en évidence le fait remarquable que la condition
que deux points quelconques x et a de R ne puissent étre
joints que par une seule géodésique, laquelle semble fon-
damentale, n’est pas nécessaire.

Nous nous contenterons, pour l’instant, de noter un
point. Sans que la région R soit supposé vérifier la condi-
tion en question, supposons néanmoins (pour m pair) que
les fonctions V et @ existent et qu’elles soient analytiques
dans R. Dans ce cas, méme si le point a est choisi & une
telle distance de S que, dans le domaine compris entre I’
et S, la solution du premier systdme d’équations (29),
n° 57, cesse d’8tre possible d’une manitre univoque [le
Jacobien (30) du méme n° s’annulant, par exemple, dans
ce domaine ou méme sur S,] toutes les intégrales des
seconds membres de (29) ou de (29 bis), n° 145, peuvent
encore étre définies. La seule condition nécessaire pour cela
est que chaque géodésique issue de e intérieure au conoide
ou lui appartenant coupe toujours S en un point déterminé
et sous un angle fini.

Il suffirait, en effet, pour définir les intégrales en ques-
tion, de les exprimer toutes & l'aide des variables nor-
males ¢ correspondant & a. Il est clair que nos nouvelles
hypothéses n’empéchent pas chacune des intégrales du
n°® 474 d’une part, des nos 177-180 de l'autre, d’avoir un
sens (les x étant encore des fonctions holomorphes des ¢,
sans examiner si la réciproque est vraie ou non), et d’étre
une fonction holomorphe des a.

(1) Nous sommes revenus sur ce sujet dans plusieurs Mémoires ulté-
rieurs : Bulletin de la Société Mathématique de France, tome LII (1924),
p. 244; Acta Mathematica, tome XLIX, p. 203; Journal de Mathématiques,
tome VI (1929), p. 197; Congrds des Mathématiciens Slaves, Varsovie, 1929;
Acta Mathematica, t. LIV, p. 247. — (Note de la traduction.)
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La quantité totale 29 ou (29 bis) que I’on en déduit est une

fonction holomorphe des a. Dans la région partielle R, ou
 les £ sont des fonctions uniformes des x et des a, on a
démontré par les calculs précédents qu’elle vérifie (E).
Mais les valeurs de la méme quantité en dehors de R,
(quoique intérieures & R) sont le prolongement analytique
des valeurs intérieures & R,. Par conséquent, elles satis-
feront ausst & (E), et représentent la solution du probléme.

192. Le cas non analytique. — Supposons maintenant que
les coefficients ne sont plus analytiques; ils seront cepen-
dant supposés réguliers, c'est-d-dire qu’ils admettront des
dérivées par rapport & x jusqu.d un certain ordre suffisam-
ment élevé. En fait, on sait, grdce aux propriétés des solu-
tions de M. Tedone (Livre III), qu'une telle hypothése est
dans la nature des- choses. Comme nous l'avons dit au
Livre I, nous n’entreprendrons pas la détermination pré-
cise de ’ordre de dérivabilité postulé : il nous suffira d’étre
sir qu'un tel ordre existe pour toute valeur de m.

Prenons encore m pair = 2m,; soient toujours

®) 5(u)=ZA,h S+ S‘B,d + Cu =

I’équation donnée, et
(&) G () = o,

son équation adjointe. En méme temps, comme précédem-
ment, nous considérerons 1’équation & 2m, + 1 variables

4 4 P d u —
(9] Fw =5 — 5=/
dont I'adjointe est

> 0°
) Go) =G — Iz =0

Les coefficients seront supposés admettre des dérivées
partielles jusqu’d un certain ordre, ce qui peut s’exprimer
en disant que, jusqu’aux éléments infinitésimaux de cet
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ordre, ils ressemblent & des fonctions analytiques. L’exis-
tence des dérivées jusqu'd un certain ordre nous suffit
évidemment pour pouvoir exécuter la premidre partie des
calculs, c’est-a-dire la construction de la quantité I'; et
I'existence, pour les coefficients, de dérivées partielles
jusqu’a un ordre déterminé quelconque impliquerait 1’exis-
tence, pour cette quantité I', de dérivées partielles jusqu’a
un certain ordre correspondant (voir Note Additionnelle,
Livre 1II).

Reprenons maintenant la construction des quantités
successives V, (ou Vy'), telle que nous l'avons exposée
Livre II. Quoique nous ne puissions continuer indéfiniment
ainsi, nous pouvons évidemment calculer un certain nom-
bre de ces quantités V, : nombre d’autant plus grand que
I’on admettra 1'existence de plus de dérivées des coefficients
(et, par conséquent, de I").

Supposons que ce calcul soit possible jusqu’aux termes
du (m, — 1) ordre en I' ou en IV =T' — (z — ¢)* (les
opérations relatives aux deux cas étant les mémes, comme
on l'a noté Livre II, & des coefficients numériques prés) de
sorte qu’on a, pour ’équation (&), le développement

1
4 1 ’ I
[U]ZW th I"',
h =0

qui est identique au développement de v” donné au Livre II,
n° 62, au fait prés qu'il est limité. Les termes correspon-
dants relatifs & (&) consisteront en :

1° la quantité V, au sujet de laquelle les calculs précé-
dents du Livre II (ou de ce Livre ci, n° 4135) ne demandent
aucune modification, & savoir :

—2
. 1 "
V=2C, _, EI('__——Vh’I‘;
' h—o‘nzl—h+l

2° le premier terme ¥, du développement de la quantité
que I'on a précédemment appelée %.
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[+] ne sera pas une solution de 1'équation adjointe (&)
mais les calculs du Livre II montrent que I'on a

116 GO = (— 0™ 0, o
¥ étant une quantité (*) finie, continue et méme (si on
admet l'existence des dérivées suivantes des coefficients)
différentiable. De plus, cette quantité ¥ est indépendante
de z. Le coefficient (— 1)™Qn—,, introduit pour simplifier
les calculs qui suivent, est le méme que celui du premier
membre de la formule (7) (n° 4135), au facteur = prés.

493. Envisageons maintenant le probléme sous le point
de vue d’Hilbert : c’est-a-dire que 'on va chercher si on
peut résoudre le probléme de Cauchy en n’ayant plus A sa
disposition la vraie solution élémentaire, mais seulement
la quantité [v"], solution élémentaire incompléte ou « para-
metrix » au sens d’Hilbert. Par conséquent, nous considd-
rerons & nouveau le probléme de Cauchy pour (E) et, en
méme temps, le probléme équivalent correspondant pour
(E); pour ce dernier, nous récrirons la formule fondamen-
tale, dans laquelle, cette fois, v sera remplacé par la
parametrix [v] obtenue ci-dessus.

La modification 3 effectuer dans la formule est évidente :
elle consiste & tenir compte des valeurs (116) par ’addition
d’une intégrale d’espace supplémentaire :

SSSfE—%L%):]l dx, dz, ... dx, dz
=(—pmQ,, sssfsﬁr; dz, .... dz, ds

(I'emploi du signe [~ n’étant pas nécessaire ici).
En employant le méme processus que précédemment

@) (— ™0, ¥ =2G (V' ).

Hapanard. 27
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pour descendre & I’espace & 2m, dimensions, on obtient

<uisue +Vldn VT d >
pusque f VT T Joor V=2 7
17 u=H-+ §88wu dz, dz, .... dz,,

ol, pour plus de simplicité, on a représenté par H la quan-
tité définie par

2(____ 1)"‘177".1_1 .
(118) =1 H = — SSSM Vi fdz, ... dx

— Sss Vioy (w, + Lug) dS

1
b dy - lsss Vds,
—+ SS V (u, + Lu,) dS]
1 d dm—
_( — 5T & dp 88§, y,vas
SSS uy (0) ds,

c’est-d-dire par la formule (29 ter) [qui est, ici, préférable
3 (29)], sauf que % est remplacé par son premier terme ¥,.

Dans les deux formules ci-dessus, les points a, x sont
supposés étre du méme coté de S, coté que nous appellerons
le « c6té positif »; et (a), par exemple, en indice des
signes §8 8, représente le domaine précédemment désigné
par T, savoir le domaine enclos, du cdté positif de S, par
le demi-conoide rétrograde issu de a.

194. Nous avons & déterminer u & l'aide de 1’équation
(147). Elle appartient évidemment au type bien connu des
équations intégrales de seconde espéce. Le noyau — savoir y
— est fini, de sorte que la solution est donnée sans
aucune difficulté par les méthodes classiques (*). Méme,

(1) V. Bdcher, Introduction to the Study of Integral Equations,
Cambridge University Press, 1909, § 5; Fréchet et Heywood, L’équation
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dans ce cas, on aura affaire au type de M. Volterra, en
raison de la fagon dont le domaine d’intégration dépend
de (a,, @i, ...., am) et tend vers zéro quand ce dernier
point s’approche de S; on peut le résoudre par la méthode
primitive de Liouville, sans avoir besoin de recourir &
l'algorithme de Fredholm : la quantité cherchée u sera
donnée par les approximations successives

u® = H
u..“) == Ha -+ SSS(a)uz“’"l’(x; a) dxl d.’l?z dm'"’
119 { w® = H + §88wuw:"Y(z; a)dz, da, ... dzy,

............................................

u,™ = H, + §8Swu""(z; a)dx, dz, .... dz,,

u étant égal A lim u™.
n = o

Pour la raison indiquée tout & I'heure, ces approxima-
tions vont converger de la méme maniére que dans le cas
de M. Volterra, ¢’est-d-dire pour toutes les positions possi-
bles des points ¢ et = (en onde ou sous onde l'un avec
Pautre) & I'intérieur de R, sans aucune limitation de
distance entre ces deux points (contrairement & ce qui arrive
en général pour I'équation a limites fixes).

Prenons encore la coordonnée ¢, en considérant une
famille de surfaces & un seul paramétre S;, de maniére A
ce que S, coincide avec la surface S donnée; que, de plus,
chaque surface S, soit surface d’espace et coupe chaque
conoide caractéristique suivant une aréte fermée. Sur une
telle surface S, quelconque, prenons comme élément dS, le
quotient de 1'élément d’espace & m dimensions par dt, de
sorle que :

dS,dt = dT = dz, da, .... dy.

De plus, désignons par K, un maximum de l'intégrale
[(m — 1) uple] 88 |¥ (x; a)| dS,, étendue A la section d'un

de Fredholm et ses applications & la Physique mathématique, Paris,
Hermann, 1912, p. 33-42; Lalesco, Introduction & la théorie des équations
intégrales, Paris, Hermann, 1912, chap. I
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demi-conoide rétrograde (ayant comme sommet un point
quelconque @ intérieur & R) par une surface quelconque S..
Si la fonction ¢ (x,, x,, ....) est alors donnée, et que sa
valeur absolue soit, sur chaque S., inférieure & @(¢), la
valeur absolue de l'intégrale

888:¢ @)y (z; a)dz, .... dx,

prise dans le demi-conoide rétrograde de sommet a (limité
4 S) admettra la limite supérieure

(120) 1888 ¢ (@)Y (z; a)da, ... dz,| < K,f‘@(t)dt,

¢ désignant la valeur de ¢ en a.

Cette inégalité fournit la convergence requise, exactement
comme dans les recherches de M. Volterra et dans la
méthode classique de M. Picard pour 1'équation différen-

tielle ordinaire. La différence W™ = y™ — 4= entre
deux approximations consécutives satisfaisant & la relation
(119 bis) W,m = §8§8 ¥(z, a) W,1dT,

& partir de n = 1, avec

(119 ter) WO = ul0 =H,

I'inégalité (120) montre que si l'on a
u®| = (] <H,,

H, étant une constante positive, alors

(120" 1W¢(ﬂ)l — [ua(n) _ uﬂ(n—l)l < ul (K’l‘?)"’

ce qui est le terme général d’une série convergente.
Comme il s’ensuit de la sommation de cette série

oo
U, -+ 2 (u™ — ul™") et comme il est bien connu d’aprés
1

la théorie des équations intégrales, la solution u obtenue
finalement est de la forme

121) = H, — §88w ¥ (z; ) HAL.,
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ot dT. est une abréviation pour dz, dzx, .... dz. et ot
‘P.(z; a) ::“I’(xp xzv ey xm; al’ am ey am):

est une fonction déterminée des x et des a, appelée « noyau
résolvant » (*) de I'équation intégrale en question, dont la
valeur ne dépend que de ’expression de ¥.

195. Voyons maintenant comment cette solution dépend,
non de la forme de H, mais des données elles-mémes. Com-
mencons par, les termes en f : dans I’expression de H, on
a le premier terme

8§88 V) (x; a)f(x)dT,,

dans lequel %, est une fonction & la fois des x et des a.
En substituant cette quantité dans (121) et remplacant
les x par les o’ comme variables d’intégration 13 ol besoin
est, on obtient :

888 v, j (@) dT,
— 888 v(;0) 888 ¥V, (z;0) | (@) dT, dT,,.

(1) Le calcul de ¥ & Vaide de y se fait par la méthode ordinaire de
la théorie des équations intégrales (V. les ouvrages cités, note précé-
dente). Aprés avoir calculé les deux premitres approximations u(%) et u(),
on trouve que la troisidme wu(2), s’exprime en fonction de wu(!)., Pour
I'obtenir en ionction de u(® =— H, on remplace u() lui-m8me par son
expression. En effectuant comme il a 6t6 expliqué dans le texte, on

voit que
u,( = H, + 888, [y,(z; a) + y,(2; a)] HydT,

ol Y, = ¢ et ol ¥, est représenté par une intégrale étendue au domaine
que nous appelons (a)(z) (voir le texte ci-apres), savoir :

¥,(@; a) = 888y, ¢ (z; @) Y (¢; @) dT,,.

En poursuivant de la méme manidre, on voit que u, = lim u,(m est
représenté par (121), avec

—Wz;a) =y, + Y, + o F Y ,
les termes y, 6tant des « noyaux itérés », de sorte que y, = y et que
Valz 6) = 888, ¥y, (z; a) ¥ (¢'; a)dT,,;

cette série qui donne (— ¥) correspond 3 la série (8) de Bdcher (loc. cit.,
§ 6), & la série (8), p. 38 de l'ouvrage de Fréchet et Heywood : elle
converge pour les mémes raisons que la série qui donne u.
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Le second terme est une intégrale 2m = 4m,vple qui se
rapporte & tous les systémes de positions des deux points @’
et x tels que :

1° Le point a” soit entre S et le demi-conoide rétrograde
de sommet a;

2° Le point z soit, & son tour, entre S et le demi-conoide
rétrograde de sommet a’.

On peut intervertir les intégrations, ¢’est-d-dire qu’on
peut intégrer en laissant fixe le point x et faisant varier o’ :
ce qui, [ étant en facteur, donne, pour l'autre facteur, la
quantité

(123) V@ a) = §88ww ¥ (a;a)V, (z; ¢)dT,,

le domaine de variabilité de a’, qui est désigné par le
symbole (a)(xz) (partie ombrée de la fig. 33) et auquel est
étendue I'intégration de cette formule, étant compris entre
le demi-conoide rétrograde de sommet a que 1’on a consi-
déré et le demi-conoide direct (nappe conoidale non tournée
vers S) de sommet x. Le terme en question est ainsi :

(122 bis) 888wV (7 O f(@)dT..

Prenons maintenant ’autre terme contenant f dans 1'ex-
pression de H, savoir :

1
(124) Y dy - sss(a, VjdT,

I'intégration §88 6tant étendue & tout I'espace (a),
compris du cdté positif de S entre le demi-conoide rétro-
grade de sommet a et la surface I' (x; a) = v. Il faut substi-
tuer ceci & H dans le second membre de (121), ce qui donne

1
(128) TR dm_, sssmg

V{dT,

— 888, v, adT, —_ dm 888, V(.o ’)f(:c)dT]
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Ceci, en raison des régles ordinaires (*) de différentiation
sous le signe / , peut se remplacer par

1
(m, —2)1 dym_l [SSS V/dT,

— 888, v(,0 41, 88§, Ve (@ dTw].

Le double signe §88 — qui représente une intégrale
(4m,)orle — sera transformé, comme tout & I'heure, en

125" 8§SS8S./@)dTl, [S8Sww. ¥(¢; ) V(z; a)dT,].

Fic. 33. Fic. 33 bis.

Dans (128), le point a’ occupe toutes les positions situées
du c6té pesitif de S et a I'intérieur du demi-conoide de som-
met a, et le point x est du c¢6té positif de S, entre le demi-
conoide rétrograde I'(z|a’) = o et la surface T'(z|a’) =y,
région définie par o < I'(z|a’) < y (voir fig. 33 bis) (*).
Par conséquent, dans (125"), le point x sera quelque part

(1) Strictement parlant, on devrait d’abord, comme on l'a dit ci-dessus,
exclure, avant différentiation, les sommets des conoides par de petites
surfaces 3, par exemple en assujettissant z et o’ & 8tre distants 1'un de
l'autre, d’au moins e. Pour des domaines ainsi restreints, les opérations
de différentiation sous le signe 888 seraient valables. I est facile
de voir, grAce aux considérations précédentes (comprenant la note du
no 447) qu’elles sont également valables en prenant immédiatement
pour e la valeur zéro (la convergence des opérations du n° 444 ou du
n° 478 étant uniforme).

(2) Les figures (schématiques) 33 et 33 bis sont des coupes & deux
dimensions de figures de l’espace & 2m, dimensions.
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dans (a) et, pour chaque position donnée de z, le champ
d’intégration relatif & o’ sera limité par le demi-conoide
rétrograde de sommet a, le demi-conoide direct de som-
met z, et par la surface I'(z|a’) = v (fig. 33 bis). Ce champ
est o8 que nous désignons par (a)()..

La différentiation (m, — 1) uple de (123") par rapport
& y peut 8tre faite sous le signe §§ 8§ intérieur, c’est-a-dire
sur la valeur des §8 8w ,; et 'on voit ainsi que le résultat
de la substitution de (124) dans notre formule de résolution
(semblable & celle de M. Volterra) est égal au terme (124)
diminué de

(122 ter) 888, /@ Vi, ;0 dT,
ou
(123 bis) Dz, (30)
1 dmn_l' , ,
= 5T o sssmm’ T (a;0) V (@;a) dT,,.

Finalement, nous avons ainsi tous les termes dépendant
de f. Si on pose

(126) . V=DV — Vv +Vay,

Vm, ¥y étant définis respectivement par (123) et (123 bis),
I'ensemble de ces termes sera :

— 888 @) V (2;0) dT,

l dmz'—l
-+ (m;, —2)1 dy™— 8$S8$S [®) V (x;a)dT,.

196. Les explications données ci-dessus sur la maniére
de traiter les termes en f nous permettront d’étre brefs en
ce qui concerne les autres termes (contenant u et u,) car
les calculs sont rigoureusement semblables. L’intégrale par
rapport & x sera un §§ (au lieu d'un §88§), le point x
décrivant S; mais la relation entre ce point et le point a’,
ainsi ‘qu’entre a et @', restant la méme pour tout point x
de S, les champs d’intégration relatifs & o’ se construiront
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comme précédemment. On peut effectuer des opérations
similaires quand le point z est assujetti & décrire la surface
que nous avons appelé S,, de maniére 4 oblenir un résultat
que l'on pourra différentier par rapport & v. Ceci nous
montre, sans aucune difficult§ nouvelle, ce que chaque
terme de 1’espéce en question figurant dans I donne quand
il est substitué dans (121); ainsi :

le terme — sss;vm, (u, + Lu,) dS devient
—_— SSso‘vw,(u, + Lu,) dS + SSSU‘U(I, (u, + Lu,) dS;

1 dm—!

le terme =BT D 88, Vu + Lu,) dS
devient

1

Y d — SS V (u, + Lu,) d8

- sssn Vun (, + Luy) dS;

1 d d"‘ ~!
le terme (ml———2)l dv a7 ss J4, VdS  devient
1 d

(m,—3) dv d e . 8§8,4,Vds + . sss 1V 8S;

d .
enfin - sssvu;v(o)ds devient

d .
- sss u ‘U(o,ds — = Sssvuocv(,)ds,
résultats dont la somme, ajoutée a (122), (122 bis) avec
soustraction de (122 ter), donne finalement u lui-méme
sous la forme (29 ter), V étant calculé comme on I'a dit
au n° 192, et ¥ étant donné par (126).

197. Nous venons de construire 1’expression de la solu-
tion cherchée, si tant est qu’elle existe. Mais il reste a
démontrer, réciproquement, que ce que nous avons calculé
est une solution, vérifiant les conditions du probldme.
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Pour cela, nous nous servirons des  résultats obtenus
d’abord pour le cas analytique. Dans ce cas, nous avons
montré que la solution existe et est Analytique dans R :
cette solution ne peut ¢tre distincte de celle qu’on vient
d’obtenir et qui est, par conséquent, analytique aussi.

De plus, nous avons construit la solution élémentaire et,
en particulier, la fonction % (analytique aussi en x et
en a), encore une telle quantité ne peut étre distincte de
la quantité définie par la formule®@#26) : car, en raison du
Lemme fondamental du Calcul des variations, une méme
quantité « ne peut admettre deux expressions distinctes
de la formule (29 ter), égales entre elles pour des choix
arbitraires de u,, u,, f.

Par conséquent, la quantité %7 définie par (126) est, sous
ces hypothéses, holomorphe en z et en a.

198. La méthode employée par E. E. Levi, pour démontrer
directement 1’analyticité des résultats des calculs précédents
lorsqu’on part de données analytiques, est de principe tout diffé-
rent et consiste & étendre au domaine imaginaire ou, du moins, 3
une portion de ce domaine suifisamment voisine du domaine réel,
la définition des diverses quantités envisagées, Cette méthode
peut étre élendue, au moins partiellement (*), au cas hyperbo-
lique, mais non, comme nous allons le voir, sans quelque diffi-
culté d’ordre géométrique qui ne se présentaient pas dans I’ana-
lyse du géomdtre italien.

L’analyticité de H (celle de ), étant acquise) résulte des
calculs du n° 474 et des n° 477-180, et cela dans toute la
région R.

Il s’agit maintenant de démontrer le méme fait pour la solu-
tion de I'équation intégrale (117). Pour cela, nous reprendrons
I'intégrale d’espace (82) du n° 474, mais avec les modifications
nécessaires pour 1’étendre 3 un domaine complexe convenablement
défini.

Nous partirons de la région réelle R, sujette aux mémes
restrictions que ci-dessus (en particulier, il est entendu que

(1) La méthode donnée ci-dessous est celle qui correspond & celle
d’E. E. Levi (loc. cit.); mais la démonstration d’E. E. Levi, pour le
cas elliptique, est plus compldte, car elle s’applique 3 la solution
élémentaire elle-m8me, au lien que, en raison des difficultés mention-
nées dans le texte, nous nous bornerons A raisonner sur la solution u
du probldme de Cauchy.
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toute géodésique intérieure ou bicaractéristique décrite dans le
sens rétrograde & partir d'un point @ de R, reste dans R jusqu’a
ce qu’elle rencontre S).

Soient z et a deux points de R qui, par conséquent, comine
on l'a supposé, peuvent &tre ]omls par une géodésique déter-
D(x,, 23 -0y Tw)
D, ..... y Qm)
jours diiférent de zéro (pour les vuleurs correspondantes des a
et des q), les g (et par conséquent les £) seront des fonctions
analytiques, et elles seront v&o]ommphes quel que soit le systdme

minée; le Jacobien

étant aussi supposé tou-

de valeurs réelles ou imaginaires a, ¢ de ces mémes variables
telles que :

o — @ <8, [ —a] <3 (—i=1,2 ..., ),

8 étant une cerlaine quantité positive, qui, comme on le sait, a
un minimum positif quand z et a prennent toutes les positions
possibles dans R.. Si un des points de R est assujetti & décrire
une surface ¢t — const., tandis que l'autre reste arbitraire, il
y aura un autre minimum qui sera une fonction de t et que
Von désignera par §,. On peut ainsi déduire de R un cerlain
domaine complexe (3,), savoir le domaine contenant tous les

points de coordonnées (réelles ou imaginaires) x,, ...., &, corres-
pondant avec au moins un point réel (z,, ...., z,) de R par la
relation

27 lo; — o] < 8§, (1=1,2 ..., m)

(t représente toujours x,,).

De chaque point (en général imaginaire) de §,, on peut tracer
des géodésiques dans différentes directions. On considérera en
particulier celles qui sont telles que

n— ul < K8, (k == const. positive)

;étant la valeur d’une quelconque des quantités

dzr, dTpy  ds
dat’ 7 dt odt’

et u la valeur correspondante pour une direction réelle et rétro-
grade (convenablement choisie) en un point réel avoisinant [le
voisinage étant défini par (127)] -appartenant & R. De telles
directions pourront aussi 8tre appelées « directions rétrogrades

— [
dans R ». 11 est clair, grice aux remarques précédentes sur —%-,



428 COEFFICIENTS NON ANALYTIQUES

_'dgm
dt
rieur en valeur absolue i k' (K’ étant une certaine constante
positive). On voit aussi que si k est pris suffisamment grand, on
obtiendra toujours une direction rétrograde [en un point quel-
conque de (8,)]. si on prend pour les différentielles des variables

normales ¢ des valeurs réelles telles que

dé\? 4+ déz* + ... dE, < d€, dén. > o.

sera infé-

que, pour une telle direction, ’argument de

Les géodésiques ayant une direction rétrograde (qu’elle soit
réelle ou imaginaire) s’appelleront des « géodésiques rétrogrades »;
de plus, on admettra alors que la variable indépendante (%)
varie toujours de telle manitre que l’argument de dt soit tou-
jours compris entre — k' et k’; naturellement, il en sera de
méme pour l'argument de la différence de deux valeurs quel-
conques de ¢ sur un tel parcours, et ’on peut trouver une limite
supérieure (constante) du rapport entre la longueur d'un are
quelconque d’un tel parcours dans le plan de la variable com-
plexe t et la longueur de sa corde, ou de sa projection sur
I’axe réel.

Tout point qui peut &tre atteint 3 partir de a par une géo-
désique rétrograde, avec la restriction précédente sur la variation
de t, s’appellera point subofdonné & a.

199. 11 est essentiel de modifier la définition primitive de (3,
(en diminuant convenablement les valeurs de 8, ainsi qu’on en
a le droit) de maniére A ce qu’en prenant pour a un point

\

de (3,), tous les points subordonnés & a appartiennent aussi
a 3.

C’est ce qu'on peut obtenir & l'aide des résultats connus en
liaison avec le théordme fondamental de Cauchy sur les équations

diftérentielles. On sait en effet que, (y,, y,, ....) et (y,, ¥, ....)
étant deux solutions d’un seul et méme systéme différentiel
canonique a variable indépendante ¢ et 3 N fonctions inconnues,
si on a une limite supérieure ¢, des valeurs-absolues des diffé-

rences y; — ; pour t = t,, on peut en déduire une semblable
limite supérieure ¢, relative & ¢t = ¢t, par

€, < [N eNAT’

(1) On prend ¢t comme variable indépendante dans (L) en multipliant
les deux membres de chaque équation par

gt____‘.(_a_ dA).-
dt = " "\2 dpm /)
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ou T est la longueur du parcours suivi de ¢, & ¢, et A une
constante positive que 1’on peut trouver quand on connait une
région finie ol sont toutes les inconnues et ou les seconds mem-
bres des équations différentielles sont réguliers (*).

Par suite de ce théoréme, on voit que le domaine (3,) vérifiera
la condition cherchée si 8, est pris en fonction de t de maniére
a ce que §,e*™A% soit décroissant (en désignant par a la susdite
limite supérieure pour le rapport entre la longueur du parcours
d’intégration dans le plan des t et sa corde) : par exemple,
soit 8, un premier choix de cette fonction, telle qu’elle a été
considérée, on désigne par 8§, le minimum de §,’e—?™A2(~) pour ¢’
variant entre zéro et ¢.

199 bis. On apportera une dernidre restriction au domaine (8,)
en ne considérant que les valeurs de t dont les arguments sont
compris entre — k" et + k' (la définition du domaine, en ce qui
concerne les autres coordonnées, restant la méme). Un « point
subordonné » d’'un point du domaine, avec cette nouvelle défini-
tion, restera dans le domaine si les deux valeurs de t sont sur
le méme rayon vecteur passant par l'origine dans le plan des t.

200. Ces considérations géométriques sont les seules difficultés
du raisonnement. En introduisant une fonction quelconque F
des z, ou des z et des a, holomorphe dans R, on peut 3 présent
former facilement une fonction analytique des @, holomorphe
aussi dans (St), qui coincidera avec l'intégrale (77) pour les
points réels (c ‘est-a-dire dans R).

On voit qu’'un tel prolongement sera donné par I’ mtégrale :

i1
82 ter) 1= c8§8dn, ... djns / KFdx,
0

formée au n° 174, les n désignant encore le domaine réel (81)
et la variable A décrivant le segment réel (o, 1), de sorte que
la variable t doit passer de ¢ & l'origine par le parcours recti-
ligne. Les nos 199 et 199 bis montrent que si a est dans (), il
en sera de méme de tout point x correspondant a un tel systéme
de valeurs des 5 et des A. Done, — ce qui est essentiel, — F étant
défini dans le domaine (3,), (82 ter) est défini dans le méme
domaine et y est holomorphe, pour les mémes raisons que pré-
cédemment.

(1) A est une limite supérieure de valeurs absolues des dérivées par-
tielles premidres des seconds membres (V. note de la Note additionnelle gu
Livre II).
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De plus, si on désigne par ¢(|t|) un maximum de la valeur
absolue de F quand ¢ prend toutes les valeurs telles que

|t| = coustante, et si on désigne par K’ le produit de mi—l Qpa

par un maximum de K,, on a :
‘el
(120 bis) [1] < K/ “olt|dr,
0
¢’est-d-dire 1’inégalité correspondant & (120), n° 194.

201. Ceci posé, il n’y a plus aucune difficulté a définir u dans
tout le domaine (3,), par l’équation (127). D’abord, H lui-méme,
en raison des calculs du Livre II, est holomorphe dans le domaine
susdit (convenablement restreint, s’il est nécessaire). Par consé-
quent, on verra successivement que chacune des intégrales (129)
est définie et holomorphe dans (3,); de plus, ‘par le méme raison-
nement qu'au § 194 [d V'aide de l'inégalité (130 bis)], que de
telles approximations convergent; enfin, que ceite convergence
est uniforme et, par conséquent, grace & un théoréme connu, que
la limite est encore une fonction analytique, ainsi qu’'on voulait
le démontrer.

Pour fournir 1'équivalent de la démonstration de E. E. Levi,
il faudrait montrer, par la méme méthode, l'analyticité de ¥
lui-méme. Néanmoins, on ne l’entreprendra pas ici, car de nou-
velles difficultés (qui n’existent pas pour le cas elliptique) pro-
viennent évidemment de la forme du domaine que 1'on a désigné
par (a)(x), si on essayait de 1’étendre par adjonction de points
complexes.

202. Ceci dit, cessons de nouveau de supposer les coeffi-
cients analytiques (leur régularité étant, bien entendu, tou-
jours admise).

En raison de cette régularité supposée des coelficients et
d’un théoréme fondamental bien connu de Weierstrass, on
peut approcher aussi prés que l'on veut de chacun d’eux
par un polyndme, et on peut méme le faire d'une telle
manidre que l’approximation soit valable pour la diffé-
rentiation jusqu'd l’ordre pour lequel I'existence de déri-
vées est requise (*).

(1) Ceci, qui a 6té6 obtenu sous des conditions plus générales dans un
Mémoire de M. Tonelli dans les Rendic. Circ. Mat. Palermo (t. XXIX, 1910,
p. 1-36), résulte des méthodes mémes de démonstration du théoréme
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203. Nous arriverons & la conclusion cherchée, savoir que
la solution construite §§ 193 & 196 vérifie bien les condi-
tions données, en combinant le résultat ci-dessus avec ceux
obtenus pour le cas analytique (§§ 174 A 180) et en étudiant
d’abord l'ordre de continuité (Livre I, §§ 19 et suiv.), de

de Weierstrass. Dans beaucoup d’entre elles, en fait, le polyndme appro-

ché pour unc fonction continue des variables z,, z,, ..., z,, 8’exprime
par une intégrale de la forme

I, =
888 F (), Zgy ey ) Paa, — 2,2, — Ty, ooy 2 — Ty) dz, dz, ... d2yy,

1o polyndme P, (n = 1, 2, ....) étant tel que : 1° pour tout systéme fixe de
valeurs de Z,, L ceers Ly autre que Z =7, = ....= 0, Py (Z,, Z,, ..., Lp)
tende vers 0 avec 1/n et cela umformément tant que Z 2 22
reste supéricur 3 un nombre fixe positif h (aussi petit que 'on veut),
20 Yintégrale

888 P, dZ dZ, .... diy,

étendue & un domaine fixe contenant 1'origine (et dont la forme est indiffé-

rente en raison de 1°), tende vers 1.
Par exemple, P, peul étre. le polyndme dc MM. de La Vallée-Poussin
et Landau, étendu par M. Tonelli & plusieurs variables :

1 Q
P, = K [1—a2 2‘ (3 — x;)2]m,
n

olt A est I'inverse de la plus grande dimension du domaine et ol

Q, 1 Qpn_. m
K, = —= . A — p2)npm—idp = #B(ﬂ-}—i,;).

Si l'on veut maintenant prendre une dérivée quelconque d’ordre k,
soit
ok

Dklkz ere I da: dx

de telles expressions, on différentie P, sous le signe 88 par rapport
aux z, ou — ce qui est équivalent — par rapport aux z cn multipliant
par (— 1)%. Mais, si la dérivée correspondante de F existe et est continue,
une intégration par parties est possible et transforme le résultat en

888D, 4, ... F:P, (5, — &, 3, — @y, ooy 2 — Tpy) d2, dz, .. d3p,

avec addition de termes aux limites.

Si on supposc finalement (comme dans le cas du polyndme susdit
de MM. La Vallée-Poussin et Landau) que la condition 1° précédente
est vérifie non seulement par P, mais aussi par ses dérivées de tout
ordre inférieur & Ik, ces termes aux limites tendent vers zéro, et la
limite de Dy, ,,,II,, peut s’obtenir en opérant sur Dy,;,..F comme on
I'a fait sur ﬁ ui-méme : ce qui est le résultat cherché.
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nos expressions par rapport aux fonctions qui représentent
les coefficients des équations (*) : question qui peut étre
intéressante dans plusieurs cas et pour laquelle, exactement
comme au § 18, Livre I, des expressions sous forme de
séries entiéres ne donneraient aucun renseignement, tandis
qu'on pourra la résoudre par les calculs des §§ 493 et
suivants.

Nous allons voir que les quantités construites aux nos
cités sont continues d’un certain ordre fini par rapport
aux coefficients en question. En d’autres termes, si on
remplace les coefficients en question par d’autres ayant
respectivement avec eux un voisinage de l'ordre en
question, et si

B) F,= YA ',kdm ZB' M cu=—

est la nouvelle équation ainsi obtenue, les quantités susdites
différeront trés peu, qu’elles soient déduites de (E) ou
de (E,). Tel sera, par exemple, le cas si on remplace les
coefficients par des polyndmes approchés construits confor-
mément & ce qui vient d’étre dit au n° précédent.

La premiére question de cette espéce concerne la construc-
tion des géodésiques, et par conséquent de la quantité L.
A cet égard, la réponse est donnée par ce que nous avons
dit dans la Note Additionnelle du Livre II. On a vu que
toute géodésique issue d’un point a et relative & la forme
caractéristique A, de (E,) aura un parcours trés proche de
la géodésique correspondante relative & la forme A, en
appelant ainsi, par exemple, la géodésique qui a la méme
tangente en (a,, a,, ...., an). De plus, 'altération sera trés
petite en ce qui concerne les dérivées partielles des coordon-
nées x de tout point de cette géodésique, par rapport aux
paramétres précédemment appelés A,, A;, ..., An_, eb, par
conséquent, en ce qui concerne le déterminant fonctionnel J.
Ce déterminant fonctionnel étant différent de zéro et (du

(1) On & employé des méthodes analogues pour les équations elliptiques :
V. Lichtenstein, Abhandl. Ak. Berlin (1911), (Anhang).
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moins si un certain voisinage de a est exclus) supérieur en
valeur absolue & un nombre positif fixe dans toute une
certaine région R, quand on le prend par rapport & 1’équa-
tion (E), le restera par conséquent si on part d’une des
équations approchées (E,), dés que l'approximation sera
suffisamment serrée. Ce fait est trés important pour nous,
puisque ’on sait ainsi que les calculs peuvent éire consi-
dérés comme ayant un méme domaine de validité, que 1'on
parte de (E) ou de (E,).

Il est aussi évident, maintenant, que le changement pro-
duit sur I" et M est également faible.

Le méme résultat s’étend aux quantités V, successives
(h =1, 2, ...., my — 2), en raison de leurs formules
de définition, ainsi qua Vv, , = Vi, du moment que
I'ordre de dérivabilité requis pour les coefficients est suffi-
samment €levé (les dérivées ainsi cherchées étant, ainsi
qu’on ’a dit, approchées par les dérivées correspondantes
de nos polynémes d’approximation).

Le changement sera aussi trés petit sur la quantité que
nous avons appelée H (et ses dérivées jusqu’d un certain
ordre, en rapport avec 'ordre d’approximation demandé
pour les coefficients). C'est ce qui apparait & I'examen des
expressions des différents termes de H, calculées comme
il a été dit aux §§ 177-180, et qui sont des intégrales conte-
nant les données u,, u,, f, les fonctions V et ¥, et leurs
dérivées jusqu’d un certain ordre fini.

Ceci s’applique encore au « noyau » ¥ de I'équation
intégrale (117), ainsi qu'il apparait immédiatement d’aprés
son expression. (voir note du § 192).

Nous pouvons maintenant établir, au méme point de vue,
la continuité de u. Une telle continuité, une fois acquise
en ce qui concerne la premiére des approximations (119),
savoir u!® = H, a en effet visiblement lieu pour chacune
des suivantes (puisqu’elle a lieu pour ¥). Or, la convergence
de ces approximations est uniforme quelle que soit (E,) et
aussi, d’ailleurs, quel que soit le point a.

Ceci démontre la conclusion visée : u sera approché par
la solution correspondante « de I'équation (E,), cette

HADAMARD, 28
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approximation étant uniforme (*) par rapport aux coordon-
nées de a; et, si les voisinages admis par hypothése sont
d’ordre assez élevé, les dérivées premiéres et secondes de u
seront également approchées (*) par les dérivées correspon-
dantes de v’

(1) Cette uniformité résulte de Ia précédente. On peut d’ailleurs pré-
ciser. Nous avons déja écrit des majorantes pour les quantités {H|,

n
88 |y(z, a)|dS,, [W.(m|, savoir, respectivement H, K, H -@;'ucl Soient
maintenant

W =H+8H ¢ =y+d Wn=Wn 4 sWn

les quantités analogues 3 H, y, W relatives & la nouvelle équation (E,),
avec les majorations

IBH) < h,, (888y(z, 0)dS| < K, [SW, ([ < w (n)(0),

les seconds membres des deux premidres inégalités étant des constantes,
celui de la troisi®me une fonction de ¢ seul. Les relations de récurrence
(119 bis), jointes & (149 ter), donnent aisément cette troisidme majorante,
savoir :

K, + k .
w, ™ (c) = (H, + h,) (K, +n11) c]n . (K;:)

d’oti, en sommant par rapport & n,

N (K, ) K
Zw‘w (© =(H, 4+ k)e 0y Ko

”n

el cette guantité, borne supéricure de [8i], tend vers zéro avec h et k
sans dépendre des a (si 1'on remplace ¢ par une borne supérieure).
(2) La dérivée par rapport & @; du premier membre de (119 bis) com-

prend un terme 888 W, (n—1) Do dT, et un terme 88 correspondant

1’

3
(V. les formules déja rappelées de notre Cours d’Analyse, t. I, 354), & 1a
variabilit§ du domaine (a) : Iun et l'autre sont limités en fonction
d’une borne supérieure de |W,|, celle-ci étant multipliée dans I'un par
une borne supéricure de 888, »‘E dT,, dans le second (intégrale
étendue 3 la surface du conoide de sommet a), par une borne supérieure
de l'intégrale
88 )y(z, a)|dn,

intégrale ol la quantité sous le signe 88 reste bornée sur tout le
conoide, d’aprds l'expression de dr, calculée au n° 177 (pour p = o).
Toutes les dérivées de cette forme sont donc en valeur abgolue inférieures

n—1
3 H, Eﬂ?— ol H, est une constante qu’on peut prendre la méme
pour (E) et (E).

X W, ()
Pour calculer une dérivée seconde IW,

0d¢; day, *

il y a avantage 3 intro-
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204. La conclusion demandée s’ensuit maintenant sans
difficulté. Commengons par opérer sur une équation déter-
minée (E,) dont les coefficients Ay’, B/, C’ seront des poly-
ndmes approchés de Au, Bi, G respectivement. On obtiendra
une quantité u’ qui sera la solution du probléme correspon-
dant, c’est-a-dire qui vérifiera :

n— \Var O , o .
g‘ W) = ZA“‘ 0,07, + EB‘ 0, + Cu =1

aiasi que la condition (C,) de Cauchy. Mais si o0a fait varier
les coefficients altérés Au’, etc..., de telle maniére que leur
voisinage (d’un ordre convenablement choisi) avec les
coefficients correspondants de (E) devienne infiniment étroit,
v’ tendra vers u et &, (u) vers &F (u) : ce dernier est par
conséquent nécessairement égal & f.

205. La méme démonstration de continuité s’appliquera
aux conditions de Cauchy, puisque celles-ci sont constam-
ment vérifiées pour le probléme analytique.

S’il ne s’agissait que de former la valeur de u, d’aprés
la méthode des n°* 193 et suivants, en prenant pour a un
point situé sur S, le résultat apparaitrait immédiatement.
Pour une telle position -du point a, toutes les intégrales
S8 S disparaissent et u est nécessairement égal & H. Cette
valeur H, en ce qui concerne (E,) et par conséquent aussi
(par continuité) (E), ne peut 8tre autre que la valeur corres-
pondante de u,, puisque nous savons que le probléme
Cauchy relatif & 1’équation analytique (E,) a une solution;
et le fait a été vérifié directement au n° 4181.

)
duire dans les variables 3, A du n° 174 : par rapport & ces varia-

i
bles, le domaine d’intégration dans chacun des termes 888 ou 88
qui viennent d’8tre considérés, est fixe, savoir 9,3 4 ... 9¥,, < 1
(ou = 1, pour l'intégrale (m — 1)uwple), 0 < A < 1 Les z éttmt d’antre
part, fonctions régulidres des variables 5, A et a4, on voit immédiatement

(K c)'—’
* T — 21 2)!
H, étant encore une constante indépendante, non seulement des r, mais
dﬁe a et qui sera également la méme quelle que soit 1'équation (E,)
choisie.

que chacune des dérivées secondes de W(») est limitée par H
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Mais comme précédemment, le sens de la question est
autre. Les conditions de Cauchy impliquent la continuité
de w et de %l:—- au voisinage de S. La premiére d’entre
elles, par exemple, signifie que, a s’approchant d’un point
déterminé P qui appartient & 8, la quantité u. calculée par
notre méthode, tend vers (u,)r. Or, us, construit a partir
de (E), peut étre, d’aprés ce qui précéde, considéré comme
résultant, par passage & la limite, de w.’, quantité analogue
déduite de (E,). Pour étre slir que la limite de w., pour a
approchant de S, est la méme que la valeur limite de u’s
quand (E,) est infiniment peu différent de (E), — en d’autres
termes, que les deux passages & la limite en question peu-
vent étre intervertis — il suffit, ainsi qu’il est bien connu,
de s’assurer que le premier d’entre eux (correspondant i
la variation des coefficients) est uniformément convergent
(en particulier dans le voisinage de ), et ¢’est ce que nous
venons d’établir. :

Les choses se comportent de méme pour la seconde
condition (C,).

Done, il est démontré que le probléme a une solution,
donnée par la méme formule n° (29) ou (29 bis) que dans
le cas analytique, ¥ étant défini par la formule (126).

206. On peul partiellement étendre les considérations
précédentes 4 la quantité ¥. On peut montrer, comme
ci-dessus :

1° que ¥ est la limite de la quantité correspondante
relative & (E,), tout au moins pour tout couple de points
x et a tels que L' (x; a) soit positif et non nul;

2° que (du moins avec la méme restriction) cette quantité
vérifie G = o (comme fonction des z) et F = o (comme
fonction des a).

Il n'y a aucun doute & avoir quant au fait que ces con-
clusions sont également valables pour I' (x; a) = o, ¥ étant
régulier méme dans ce cas et prenant les valeurs %,
(comme cela se passe dans le cas analytique, et comme il
6tait nécessaire précédemment pour la solution élémen-
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taire); en d’autres termes, que ¥y, et ¥ sont nuls avec I,
La démonstration rigoureuse pourrait cependant étre diffi-
cile en ce qui concerne V), pour les raisons géométriques
auxquelles nous avons déja fait allusion : le domaine que
nous avons appelé (a)(x) présenterait de nouvelles singula-
rités pour T' (z; a) trés petit, par la raison que certaines
bicaractéristiques issues de x passeraient trés prés de a
et que d’autres rencontrent le conoide caractéristique issu
de a sous de trés petits angles.

207. Le résultat obtenu pour m pair donne immédia-
tement un résultat correspondant pour m impair, en vertu
du procédé de descente : V et ¥ — appelés & présent V'
et V° — ayant ét6 construits pour m = 2m, + 2 comme
il a été exposé ci-dessus, la valeur de v, pour m = 2m, + 1,
résulte des formules (62), (65), (§§ 164, 165).




NOTE ADDITIONNELLE

Dans le calcul des n°* 182-184, nous avons vu que la quan-
tité J€(e) s’élimine, de sorte que nous avons pu nous dispenser
de former 1'intégrale

8§ H(e)dQy,

Il peut étre cependant intéressant d’en déterminer la valeur.
Or, on a, ainsi qu’il est bien connu (et par des raisons évidentes
d’isotropie) :

S e, dQy, =0 (152 k)
S e 2dQp, = § €,2dQ, = .... =§ €0y dQn,

done l'intégrale en question a la valeur

1

@ — ., @, +3,+ ..+ 3

m-1, m-l)

qu'il reste & exprimer A 1'aide des coefficients des formes H, H’,
en tenant compte de la substitution (78), n° 472.
Il n’y a, pour cela, qu’a introduire la quantité :

@ 3 A"Hy,

formée avec les coefficients A*™ d’une forme quadratique par
rapport 3 des coordonnées tangentielles et les coefficients. H'
d’une forme quadratique par rapport & des coordonnées ponc-
tuelles (*). On sait que cette expression est invariante par toute

(1) En langage du Calcul différentiel absolu, la premidre forme ecst
a variables covariantes. la seconde a variantes contrevariantes; les Af*
forment un tenseur doublement contrevariant; les H’j; un tenseur
doublement covariant et (2) est le produit contracté (produit scalaire) de
ces deux tenseurs.
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substitution linéaire telle que (78). Lorsqu’une telle substitution
est choisie (comme nous le supposons) de maniére & réduire la
forme 3'H;,o'z*, 3 une somme de carrés négatifs

_ flz - f’z T eeee T gzm"n

la forme tangentielle correspondante 3'A%*pp, ‘est, de méme,
réduite 3 la somme, changée de signe, des carrés des variables
et l'invariant (2) n’est autre, au signe prés, que le facteur
entre parenthdses daps (1). Chacun des A’ étant un mineur

du discriminant de H, divisé par la valeur D = .Z. de ce discri-
minant, on a :
\4 JH,
‘Jeu -+ Jen -+ 4 gcm_‘,m_‘ — ___Z NG mlk
10D 195
T 7T Dot T A ot

Une autre quantité qui se trouvait s’éliminer dans le calcul
du n° 485, le Jacobien J des coordonnées z par rapport aux
variables normales X ou, du moins, ’ensemble des termes du
premier ordre de son développement, se déduit sisément de la
considération du discriminant D de la forme métrique H. Par
rapport aux variables normales, la forme métrique est 3 coeffi-
cients constants a des termes du second ordre prds, ainsi qu'il
est connu depuis Riemann méme (*) : son discriminant D’ doit
donc 8tre, au second ordre prés, considéré comme constant au
voisinage de a, de sorte que J est égal sensiblement &

VB V-2 B

(1) V. son Mémoire classique sur les Hypothéses qui servent de
fondement & la Géométrie, § 1T (p. 289 de la traduction Laugel).






APPENDICE 1

FORME INVARIANTIVE DONNEE A LA SOLUTION

Les formules invariantives que nous allons écrire seront,
dans une certaine mesure, en relation avec les principes
du cacul tensoriel contemporain. Nous ne supposerons
d’ailleurs pas, méme dans le présent appendice, la con-
naissance de ce calcul, et nous nous contenterons de donner
quelques indications & 1'usage du lecteur familiarisé avec
les principes en question. Toutefois, comme on y est conduit
par la notation admise en calcul tensoriel, nous désigne-
rons par des indices supérieurs un certain nombre de quan-
tités désignées dans le corps de I'ouvrage par les indices
inférieurs correspondants. Il en sera ainsi pour les varia-
bles indépendantes ', 22, ...., ™ elles-mémes, leurs diffé-
rentielles drf, ainsi que les coefficienls de 1'équation
(Cf. nos 168-171), laquelle s’écrira, en conséquence,

) ZA”‘ d;’;’h +Vn‘-ﬁ‘l+uu:f
) G, k=1, .., m

208. Nous avons, dans le corps de 1'ouvrage, développé
les calculs en partant, dans toutes les intégrations, de
I’61ément de volume euclidien dT = dx* dz* .... dz™. Mais,
comme nous ’avons dit (n° 40 bis), il peut étre essentiel,
pour beaucoup d’applications, de donner & ces calculs une
forme entiérement invariante vis-d-vis d'une transforma-
tion ponctuelle quelconque

= (2, 27, ..., ™), i=1,2 ..., m

elfectuée sur les variables indépendantes z'.
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Rappelons, pour plus de clarté, les conditions dans
lesquelles il sera sous-entendu qu’une telle transformation
(véritable transformation ponctuelle, c’est-a-dire & jacobien
non nul) devra étre opérée. Par hypothése, la fonction u
est un invariant, c’est-d-dire ‘que sa valeur n’est pas altérée
par cette transformation; on aura, par hypothése,

’

u—u.

Les différentielles dz’ et les dérivées partielles -—gs- sont
lies & leurs transformées dx” ¢t —35;; par les relations bien

connues
i
A) dz’t == Z _Z_::_’— dx’;
i
i
B) du du Or

o = 205 o
?

Par définition, tout systtme de m quantités qui se
transforment conformément & la loi (A) est un vecteur
contrevariant, tandis que tout systéme de m quantités qui
se transforment conformément & la loi (B) est wun
vecteur covariant. En particulier (dz', ...., dz™) sont les
composantes d’un vecteur contrevariant, tandis que

du du ,
<—5£T' 3;,,7) sont les composantes d’un vecteur cova-
riant. Remarquons que les transformations opérées sur les

. . 0
différentielles dx' et sur les dérivées partielles ;—;i; sont

liées par la condition que la quantité

\\ du :
(.1) '—d?' dx

T
soit un invariant. D’autre part, la transformation est éga-
lement opérée sur la forme métrique H(dz, z), les nou-
veaux coefficients en étant calculés de maniére & ce que
cette expression reste invariante, de sorte qu’on passe de
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I'ancienne forme 3 la nouvelle en substituant aux valeurs
primitives des z* et des dx' leurs expressions en fonction
des nouvelles. Donc, par définition, la longueur d’un arc
quelconque, mesurée avec la métrique H, est un invariant.
Dans ces conditions, nous savons que les paramétres
différentiels de Lamé-Beltrami (n° 59) sont aussi des inva-
riants (*). I1 en est donc ainsi pour la forme caracté-
ristique A, qui, nous ’avons vu, lorsqu’on y prend pour
arguments les dérivées partielles de u, n’est autre que &,u,
et pour la condition de transversalité, laquelle, entre deux
directions de plans, s’exprime par

A (u, v) = o,

en désignant par u = o, v = o les équations de ces plans.
ou de deux surfaces qui leur sont respectivement tangentes.

La principale et méme & peu prés unique modification
a apporter au calcul pour lui donner ce caractére inva-
riantif est celle que nous avons déja indiquée au n° 40 bis
et qui consiste & introduire non plus 1’élément de volume
euclidien dT, mais 1’élément de volume riemannien
dT = pdT défini & I’aide de la forme métrique H qui con-
vient au probléme donné.

Montrons que dT est un invariant. En effet, dans la ter-
minologie du calcul tensoriel ou absolu, p a la variance
d’un multiplicateur, c’est-a-dire que

Or, on a évidemment

__ D(a, ..., z™) ,
df = D@?, ..., &™) ’

dT = pdT = p'dl’" = dT".

(1) Voir Tr. e DowpEr, Théorie des invariants intégraux. (Paris, Gauthier-
Villars, 1927), en particulier pages 113 et 114, formules 421 et 428.
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209. Mais il faut noter que, pour développer les calculs
d’une maniére complétement invariantive, il convient
plutdt (*), comme nous I'avons fait aux n°® 168-171, d’intro-
duire le parameétre différentiel &, de Lamé-Beltrami et
d’écrire 1'équation sous la forme

L
(E) 5(u>_A2u+3 Bt Cu=].

On se rappelle que ce parametre différentiel

L _1_ 0 w Ou
@ Ba= g .ZJ o <”A o:.:k)

déduit de la forme métrique H, réciproque de A, est par
lui-méme un invariant (du moment que, effectuant sur
les  une transformation ponctuelle arbitraire, on trans-
forme la forme métrique comme il a été dit au n° 208).
Comme le terme non différentié Cu garde aussi sa valeur
dans ces conditions, I'on voit qu’il en sera de méme de
la partie du premier ordre

: - du
- . L Ju
Ceci entraine | puisque les o sont les composantes

d’un vecteur covariant (n° 208)] que, dans une transforma-

don ponctuelle exécutée sur les zf, les coefficients B doi-
vent se transformer conformément & la loi (A) du n° 208.
Les B’ sont donc les composantes d’un vecteur contre-
variant. Au contraire, lorsqu’on écrit 1'équation sous la
forme (E), les coefficients que nous avens appelés B’ ne
présentent aucune propriété d’invariance et ne so transior-
ment pas de fagon simple (?).

(1) Tu. pe Donper, sur les équations linéaires aux dérivées partielles
d'un ordre quelconque. (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
Qe Série, t. VII, fasc. 2, 1928.) _

(2) Comme me l'a fait remarquer M. De Donder, la forme (E) donndée &
I’équation permet de donner une forme particulidrement élégante aux cal-
culs du n° 49 et du n° 62, c’est-d-dire au résultat de substitution de
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240. Que l'on parte de l'une ou de l'autre des deux
formes (d’ailleurs équivalentes) précédentes, |’inconnue
qu’il conviendra de faire figurer dans I'équation adjointe
sera l'inconnue invariante » du n° 40 bis, lide & v par
la relation

%) pr =10,

moyennant quoi le polynome adjoint g({;—) sera, comme
au n° 40 bis ou au n° 169,

> Sy L \ 9 i)
2 G = P Zkl oz’ ox* (pA™0)

1 7 - -
- ; 2'5;7 (pB'v) + Cov
i

ou bien encore :

—_ —_ - 1 QY 9 ey OD
0 — ik

@) GO = 2‘&——;1‘{ (Z bR 25 )

I\ 0 == -
— {TZW (pBv) -+ Cu,

ou
At = AW el C=cC.

Pour I'inconnue v, nous savons que nous devons pren-
dre, en vue des calculs des Livres III et 1V, la solution
élémentaire de I'équation adjointe. 11 en résulte que cetle
solution élémentaire devra étre lie a la solution v intro-
duite dans les calculs dont il s’agit, par la relation (4).
Son numérateur V devra, d’une part, satisfaire & 1'équa-
tion qui se déduit de (39) (n° 62) en y remplacant le poly-
nome F par & (et non par G); de l'autre, prendre au
sommet a du conoide lui-méme, une valeur égale a 'unité

u = UGPr ou de u == UT'». Il suffit, on eflet, de recourir a la formule (34)
Darboux (Legons, L. III, no 679), en la combinant avec les valeurs de AL,
A, (I, U) et AT" obtenues dans notre Livre II, formules (32), (34), (37), pour
écrire: immédiatement la valeur de & () et, par conséquent, nos équations
13), (15, 39 et (3Y) (Liv. II).
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[l‘e facteur p, = ,/_Ii/.TT qui figure dans l’équation du
n° 62 bis étant détruit par celui qu’iniroduit la relation (4)

ci-dessus] Nous avons déja tenu compte de ce changement

aux n°* 169-170.

C’est donc la quantité v ainsi définie, que nous intro-
duirons dans les calculs des Livres IlI et IV. D’autre part,
dans toutes les formules intégrales de ces deux livres
(n°* 104 et suivants du Livre HI; n°* 135 et suivants du
Livre 1V) et, tout d’abord, dans la formule {ondamen-
tale (F) (n° 40) dont elles dérivent, on devra, par contre,
multiplier 1’é1ément d’intégration, dans chacune des inté-
grales de volume 8§88, par p. En remplacant, dans
I'intégrale §8§ 8§ de la formule (F), les quantités v, G et dT
respectivement par ;, —g et ?ﬁ, on multiplie et on divise
I’élément différentiel de cette intégrale par p, puisqu’on a
a la fois :

__ 0 == _1._ 2 _— L .
v = i g(v) = ¢ (), dTl = pdx* .... dz™.

Il en résulte que les intégrales de cette espéce qui figu-
rent dans les formules (F) du Livre II (39) du Livre 1II
et (14) du Livre IV ne changent donc pas de valeur, ainsi
qu’il devait en étre évidemment.

D’autre part, la modification ainsi apportée a la forme des
intégrales m"P'** conduit & en opérer une toute paralléle dans
les intégrales de frontitre §§ des formules en question.
Au lieu des symboles =dS du n° 38, on introduira leurs
produits par la quantité p. L’opportunité de cette multi-
plication devient d’ailleurs particulidrement évidente si
{’on se reporte & ce qui a été dit au n° 39 et si, comme
A cet endroit, on suppose 1'équation de la frontiére S écrite
sous une forme déterminée G = o, les m étant les dérivées
partielles de G. Il est clair en effet, dans ces conditions,

que le symbole dSe ——»% devra, dans notre nouvelle

notation, étre remplacé par le symbole analogue dSg = %'(1;—

qui en différe précisément par ce facteur p.
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Montrons que les quantités pmdS sont les composantes
d’un vecteur covariant. On a évidemment :

prdS = (— 1ipdaids? .... doda* ... da™;

Or, §9 = dz* .... dz"" dz*** .... dx™ sont les composantes
d’un tenseur symétrique gauche (m — 1) fois contrevariant.
On sait (*) qu’en multipliant £¥ par (— 1)' et par un multi-
plicateur, ici par p, on obtient les composantes d un vecteur
covariant.

Mais les =, étant les dérivées partielles de la fonction
invariante G par rapport aux variables 2¢, sont les compo-
santes d’un vecteur covariant (n° 208). 1l en résulte que
pdS est un invariant, tout comme pdT (n° 208).

Rappelons que
du .8 OU
v 23 AT oo e

est aussi un invariant, puisqu’il est égal & A, (u, G).

8 = Z Asbr,.

du ou
dv }; oxh wf

Les 7. sont les composantes covariantes, tandis que les #* sont
les composantes contrevariantes du vecteur normal a la surface 8
d’équation G = o (?). En langage de calcul tensoriel, la quantité

Posons

. . . u
scalaire ou invariante p 5 ds ou

5 Ou .
Zﬂ pAF Fren mgdS

(1) G. Koenies, Comptes-rendus, 9 déc. 1895 et 6 janvier 1896. — Tu. e
Donper (Théorie des invariants intégraux, Paris, Gauthier-Villars, 1927); voir
p. 88, avant-derniére des formules (301).

(2) Ta. ot DoxpEr, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles d’un
ordre quelconque (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9o série,
t. VII, fasc. 2, 1928); voir pages 181 et 182, formules (48) et (46).
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s’obtient comme « produit contracté » du vecteur covariant de

composantes pmpdS par le vecteur covariant de composantes
Jdu . .
e et par le tenseur deux fois contrevariant de compo-

santes A*f, ou comme le produit contracté du vecteur contre-
variant de composantes =* par le vecteur covariant de com-

du
posantes e

Y

Retournons & la formule fondamentale (F) du Livre II.
En remplagant, dans l'intégrale de frontidtre §§ de cette
formule, les quantités » et L par “ et L, on ajoute, puis on

dv
de cette intégrale; ensuite en substituant pdS a dS on a
multiplié et on a divisé en méme temps cet élément diffé-
rentiel par p. Il en résulte que les intégrales de cette
espéce qui figurent dans les formules (F) du Livre II,
(39) du Livre III et (14) du Livre IV ne changent pas de
valeur.

On voit done qu’en modifiant 1'écriture de la formule
fondamentale (F) du Livre II comme il est indiqué dans ce
paragraphe, on la rend invariantive tout en n’altérant pas
la valeur commune des deux membres.

Rappelons que (n°* 40 et 40 bis) :

dAiIc
L :Z T, (B‘ — W)
i k
- _ i Y oA\ dlogp
AONIEN

244. La-formule fondamentale a déja été écrite en par-
tant du calcul invariantif au n° 40 bis. Mais le résultat
est notablement plus simple, surtout son caractére inva-
riantif plus &vident si 'on prend l'équation sous la
forme (E). C’est ce qui va résulter de la maniére méme
dont a été défini le symbole A,, c’est-d-dire de la forme
de l'équation (38) du n° 59. Dans celle-ci, qui est une

. dp . . .
soustrmt—pT —— du coefficient de 1'élément différentiel
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application de 1'identité de Green, les quantités A, et A,
ont la forme

A (y, v)_ZA"' = :t"’
AN w 04
T 2 ox' <2PA 0.1:")'
1 »
___Z 2 w 00
- ort - oz*

ne contenant aucun terme en u, v non différentié, et don-
nent I'équation

S§S8S oA, (u,v)de ... dz» + S88 p T Audst ... da”

— 88,7 % s

correspondant & celle de Darboux [Legons, t. III, n° 674,
équation (18)], sauf que la dérivée ainsi introduite est
notre dérivée transversale —a%- L’équation qui s’en déduit
(59, Remarque), grace & la symétrie du symbole A, est

888 [v4a,u — uAP)pdT = — SS ( » u%%—) pdS.

Le terme en uv, dans Uintégrale de frontitre, n’est donc
fourni que par la partie du premier ordre (3); la formule
compléte est encore de la forme du n° 40 bis

sss[ <Au+ZB‘0u>——u(A v — —E pB‘v)] pdT

=— 88 (v ——-——u%— +L1.w) pdS

ou :
888 (05 (w) —uE.(®) ] pdT =—88 ( ; -‘i'i-_u-zl + Luv)pdS

Hipiuaro. 2
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Mais cette fois, L a 1'expression simple

(6) L= Z B
1

dont le caractére invariant apparait immédiatement,
puisque les B’ sont les composantes d’un vecteur contre-
variant. On retrouve d‘ailleurs bien ainsi, pour I'équation
écrite sous sa forme primitive (E), la valeur L calculée
au n° 40 bis. En effet, en comparant les équations (E) et (E),
on remarque que

B — B — 1 M,
P ox*

1]

d’ou

— = ) OA™ " d log p
% J— RBf — X i ___ —_ =)
6) L = Z =B Z ™ <B 4 o ) o

ce qui est bien la valeur trouvée précédemment pour L, au
n°® 40 bis (p. 91).

Les opérations étant ainsi rendues complétement inva-
riantives par rapport a toute transformation ponctuelle
opérée sur les a', il n’y a plus, dans des raisonnements
comme ceux des n° 141 ou 174 et suivants, 4 s’arréter au
fait qu'une telle transformation a été effectuée : les résul-
tats obtenus dans les numéros en question moyennant une
forme spéciale donnée & 1’équation, se transportent d’eux-
mémes & I'équation donnée sous sa forme primitive.

212. En résumé, pour rendre invariantifs les calculs
développés dans le corps de 1’ouvrage, on devra :
introduire sous les signes §8§8§ 1'6lément de volume

—_— 1
riemannien dT = pdT { avec p =—~7—|—AT> au lieu de 1'616-

ment euclidien dT = dx, dx, .... dzm; sous tous fes
signes 8§, I'élément de surface dS = pdS au lieu de
I’élément dS défini dans ce qui préceéde;
laisser aux lettres u et v leurs significations premidres;
changer la valeur de L conformément & la relation (6")
ci-dessus;
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remplacer la solution élémentaire v de 1'équation
adjointe par la solution élémentaire v, proportionnelle & la
premibére, mais égale & I'unité au sommet du conoide.

La formule (39) du Livre III deviendra ainsi (*) :

u, = | — 888 pfvdet ... dam

+ |88 <uiv__ 54 __r,w:) S,
dv dv

Dans les formules (29), (29 bis) et (29 ter) du Livre IV,
seront également multipliés par le facteur p non seulement
les éléments de volume et de surface dT, dS, mais aussi
les éléments d7y, doy qui en dérivent, pendant qu’on
mettra pour V et ¥ leurs nouvelles valeurs empruntées &

—_ 1
I’expression v et différant des premiéres par le facteur rs

(1) Si, outre les composantes contrevariantes m«dS introduites ci-dessus,
nous introduisons les composantes covariantes (f; définies au n° 469,
p. 372, la quantité sous le signe 88, dans la formule du texte est le pros
duit contracté ou produit scalaire du vecteur m=dS par le vecteur cova-
riant

> -> ->
ugrad v — o grad u — (RBuv.

(Observation de M. Noaillon.)






APPENDICE II

NOTIONS SUR LA RESOLUTION DU PROBLEME MIXTE

213. Nous avons, au Livre I, mis en évidence les cir-
constances dans lesquelles 1'intégration d'une équation du
type hyperbolique normal conduit, non pas au probléme
de Cauchy, mais & ce que nous avons appelé un probléme
mizte. Il en est ainsi toutes les fois que le phénoméne
physique régi par 1'équation aux dérivées partielles est
étudié dans un milieu limité par des frontidres quelconques.

Bien entendu, dans des cas de cette espéce, on ne saurait
se donner, ou du moins se donner arbitrairement, les
données de Cauchy. Le probléme ainsi posé serait, en
général, impossible par surabondance des données. Clest
ce fait qui a été constaté le premier, dans un article de
M. Picard inséré au Bulletin des Sciences Mathémati-
ques (*) en 1899 et relatif au cas de I’équation de Laplace
(¢) (Liv. II). Supposons que nous intégrions une telle équa-
tion par la méthode de Riemann en menant, par le point
donné quelconque a, les paralléles ae, aB aux axes coor-
donnés, jusqu'd rencontre avec la ligne S qui est supposée

porter les données u,%(ﬁg. 6 et 6 bis du n° 42). Si,

comme nous l’avons supposé au n° 42, chacune des deux
coordonnées est monotone le long de S, la formule fournie
par la méthode de Riemann répond, comme cela résulte
de nos théories générales et comme on le vérifie directe-

(1) Tome XXIII, page 180.
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ment, & toutes les conditions du probléme et, en parti-
culier, si le point a tend vers un point déterminé m, de S,
la quantité ainsi calculée tend précisément vers la valeur
donnée de u au point m,, grice au fait que, dans ces condi-
tions, le triangle aeB devient infiniment petit.

Mais supposons, au contraire, que S ait la forme indi-
quée sur la figure 34, c’est-d-dire se compose d'un arc &
le long duquel x est une fonction dé-
croissante de y, suivi, & partir d’un
point o (*), d’'un arc S” le long du-
quel x devient croissant (y continuant
& croitre). Il est alors clair que la
construction de Riemann est, pour
tout point a situé & droite de S, pos-
sible de deux facons différentes. Cha-
5 cun des deux triangles aofB, aof”
& (fig. 34) ainsi construits permettrait,

si I'on se donnait les données de

Fic. 8%. Cauchy tant sur 8’ que sur 8”, d’écrire

la formule de Riemann et d’obtenir

ainsi une valeur de u,. Or, il n’y a évidemment aucune

raison, en these générale, pour que ces deux valeurs
concordent.

214. Nous avons dit comment, en réalité, doivent étre
choisies les données pour que le probléme soit ' correcte-
ment posé : on doit prendre les données de Cauchy sur I'un
des arcs, S’ par exemple, et une seule donnée, soit la
valeur de u, en chaque point de l'autre arc S”. Il reste &
montrer que nous aurons effectivement ainsi un probléme
possible et déterminé.

Tout d’abord, si nous menons, par le point o, la carac-
téristique ox suivant la direction de 1'axe des z, de maniére
3 décomposer la région R qui nous intéresse en deux par-
ties, que nous noterons 0 et 41, respectivement attenantes

(1) Un tel maximum de z peut correspondre, soit & une tangente en o
unique et, par conséquent, paralléle & 'axe des y, soit & un point angu-
leux. C'est toujours le second cas qui se présente dans les applications
introduites par les probldmes physiques.
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a4 8 et & S”, rien ne sera changé a nos conclusions du
Livre II dans la région 0, la connaissance des données de
Cauchy relatives & S’ permettant alors 'application de la
méthode de Riemann sans aucune modification. Notre
solution sera donc ainsi connue dans toute une partie de
son domaine d’existence et, en particulier, sur la ligne ozx.
Nous sommes, par conséquent, ramenés & trouver, dans la
région 1, une solution u” de notre équation, connaissant
ses valeurs tant sur la demi-droite caractéristique ox que
sur l'arc 8”.

Inversement, «” étant supposé ainsi déterminé, une
fonction égale & «” dans 1 et, d’autre part, dans 0, 3 la
quantité «’ calculée par la méthode de Riemann, sera solu-
tion de I’équation dans chacune de ces régions et sera
continue le long de la ligne mitoyenne ox. Il y aura, par
contre, lieu de se demander si cette continuité s’étendra
& ses dérivées premiéres, comme nous avons été conduits
a4 lexiger, ou méme, éventuellement, & des dérivées
d’ordre supérieur. Il n’y a point de question & cet égard
pour les dérivées par rapport & x, lesquelles s’obtiennent
en différentiant les valeurs de «’ ou de u”, égales chacune
4 chacune, par construction, tout le long de oz. Pour les
valeurs de la dérivée ¢, une condition nécessaire est évi-
demment la concordance au premier ordre (Ci. n°* 28, 156)
entre les données en o, c’est-ad-dire 1’égalité, en ce point,
entre la dérivée de u” suivant S” et la valeur analogue que
I'on déduirait, pour «, des données de Cauchy relatives
a 8. Cette concordance est d’ailleurs suffisante pour la
continuité de q en o, et d’autre part (54 bis), celle-ci en-
traine (*) la continuité tout le long de ox.

(1) L’équation donnée, étant suppesée étre 1’équation (s) du n° 48, donne
évidemment, en q considéré comme fonction de x (lorsqu’on s’est donné
tout d’abord w tout le long de ozx), I'équation

dq du _
ao T RO AT Cu=t
C’est celle-ci qui fournit, pour (¢), la méme conclusion que la premidre

équation (18) du ne B4 pour l'équation aux dérivées partielles prise sous
la forme (18) du m° 50.
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Des remarques toutes semblables s’appliqueraient aux
dérivées suivantes, moyennant autant de conditions de
concordance au point o. Nous avons dit, au Livre II, pour-
quoi on doit considérer comme essentielle celle dont nous
venons de traiter et qui est relative & q. Nous supposerons
vérifiée la condition de concordance correspondante et,
dans ces conditions, nous voyons_que notre probléme mixte
se raméne complétement au suivant :

(P). — Trouver une solution de l'équation aux dérivées
partielles, connaissant les valeurs qu’elle prend sur deux
lignes issues d’'un méme point o, U'une S étant caracté-
ristique et Uaulre S” siluée dans Uun des angles compris
enire celle caractérislique et une caractéristique du sys-
téme opposé (avec la condition que, sur S”, y soit fonction
monotone de ).

Comme cas limite, cette seconde ligne peut étre égale-
ment supposée caractéristique : dans ce cas, on retrouve
un probléme connu (*), qui se traite par la méme méthode
(celle de Riemann) que le probleme de Cauchy.

215. Le probléme (P) appartient & une catégorie dont
nous avons traité au Livre II (n° 52) d’aprés M. Goursat,
dans le cas de m variables indépendantes. Mais, pour
m = 2, M. Picard (*) a pu démontrer I’existence et 1'unicité
de la solution sans supposer les données analytiques, en
en ramenant la recherche & la résolution d’une équation
intégrale. A cet effet, 8'(y = o) et 8”"[x = ¢(y)] étant les
deux lignes données issues de l'origine o des coordonnées,
on commence par remarquer qu’une solution de 1’équation

o*u

(1) °'a;5y_ =F (-’L‘»y)

(1) Darboux, Legons, t. II, nos 364-365 de la deuxidme édition, 1915,

Ce que nous venons de constater et, particulitrement, l'équivalence du
probléme mixte avec le probléme (P), est conforme 3 ce que nous avons
vu au n° 443 (Cf. p. 243, note) sur le rble des caractéristiques comme
transition entre les variétés orientées dans I’espace et les variétés orientées
dans le temps.

(2) In Darboux, Lecons, t. IV, note finale.
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(F étant une fonction donnée de x. y) qui s’annule sur ces
deux lignes est immédiatement fournie par l’intégrale
double

/ F(x, y)dxdy
R

étendue au rectangle R dont un sommet est au point a(z, y),
un cdté ae parallele & I'axe des x et terminé en « & S” et
le coté opposé By sur 8 (fig. 35).

D’autre part, on a facilement

d0'u )
la solution de “oroy = 0 (c’est- o a

d-dire la somme d’une fonction
de z et d’une fonction de y) qui Ry
prend les valeurs u’ == ¢(x) sur & £l
ot les valeurs u” = yY(y) sur 8",
savoir [moyennant la condition S5’
#(0) = ¥(0)] la quantité o 7 0
Oz, y) = ¢(x) + Y@ — ¢[9(y)] Fre. 95.

Dés lors, la solution de l’équation (1) qui prend les
valeurs w’ = ¢ (x) sur S’ et les valeurs «” = ¥ (y) sur 8” (les
deux fonctions ¢ et ¥ prenant toujours la méme valeur en o)
s’en déduit immédiatement, savoir

f f VFdxdy + @,
R

quantité qui satisfait bien aux conditions posées et qui est
seule a y satisfaire.

Si maintenant il s’agit d’intégrer, avec les mémes condi-
tions aux limites, 1'équation de Laplaoe quelconque

o*u du

on y considérera provisoirement le second membre comme
connu, ce qui, ramenant 1’équation a la forme (1), conduira
a écrire

u, =9 @ + Yy — ¢ [9(y) ]

ou ou
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ou, moyennant des intégrations par parties et 1’application
de la formule de Riemann,

@ uu=¢<x)+¢(y)—<p[y(y)]-!—f/Rfdmdy

-+ /f <—'+-———-— C) dxdy + u(Bdr — Ady),

sayB

équation qui est équivalente a I’ensemble de 1’équation
aux dérivées partielles (c) et des conditions définies sur
S et 8”.

Or, ceci est une équation intégrale, relevant des mémes
méthodes que 1’équation de M. Volterra, c’est-a-dire se
résolvant par une série partout convergente d’approxima-
tions successives, la méthode employée faisant ressortir &
la fois D’existence et I'unicité de la solution.

Cette méthode s’applique également au cas limite ci-
dessus mentionné ou S” est également une caractéristi-
que : elle démontre alors 'existence de la fonction ¥ de
Riemann (laquelle est également définie par des conditions
du type que nous venons d’examiner) sans supposer que les
coefficients de ’équation soient des fonctions analytiques
des variables indépendantes. C’est, pour m = 2, ce que
nous avons fait, pour m quelconque, au Livre IV (n°* 192
et suivants).

216. Cette premiére solution du probléme a évidemment
I’inconvénient d’exiger un calcul entiérement nouveau
pour chaque systéme particulier de données. A ce titre,
elle doit étre considérée plutdt comme une démonstration
d’existence que comme une véritable méthode de calcul.

Nous allons chercher & échapper & cet inconvénient.
Toutefois, nous ne pouvons pas espérer obtenir un résultat
équivalent, sous ce point de vue, & celui que nous avons
atteint en ce qui concerne le probléme de Cauchy, c’est-a-
dire ramener tout le calcul a la formation d'une seule
expression — telle que la fonction de Riemann — construc-
tible & I’aide de la seule équation donnée. Nous avons déja.
dit, en effet, qu'on ne peut pas éviter, dans 1'étude du
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probléme mixte, I'influence profonde de la forme de la
ligne 8” : nous devrons nous étre donné a l'avance cette
ligne pour construire la quantité auxiliaire que-nous aurons
4 introduire dans la formule fondamentale. Par contre, les

données u et —3—:— pourront n’étre introduites qu’aprés la

construction de cette quantité.

Nous partirons de la figure 34, car nous pourrons rai-
sonner indifféremment soit sur le probléme (P), soit direc-
tement sur le probléme mixte. Le point a étant supposé
dans la région 1 (sans quoi nous
avons vu que le probléme serait
déjd résolu), tracons la carac- &, a
téristique ao paralléle & D'axe
des x jusqu’a rencontre en o
avec S” puis, les deux caracté-
ristiques aBf’, ayy’ paralltles & o
l'axe des y (fig. 36) jusqu’a ren- \
contre en B’ et ¥ avec S’. Nous S
étendrons D'intégration double 7 \K
analogue a celle qui intervient
dans la méthode de Riemann & Fre. 36.

I’aire mixtiligne acof’, mais en
choisissant de manidre différente la fonction auxiliaire
dans les deux parties en lesquelles cette aire est divisée
par oy. Dans le quadrilatére aey’, nous conserverons la
fonction de Riemann sans modification; dans le triangle
mixtiligne a0y, au contraire, nous introduirons une fone-
tion nouvelle (%), toujours solution de 1’équation adjointe,
mais définie, d’autre part, par les conditions suivantes :
sur S” (ou, plus exactement, sur l'arc eo de 8"), elle
sera nulle;
sur la caractéristique oy, &lle sera telle que la différence

3) @ -9

varie suivant la mdme loi exponentielle qui se présentait
dans la méthode de Riemann, soit (puisque cette différence
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doit étre égale & — %’ au point o) :

¥
@) ) -V — Vg f” A a

e y
B (2. d A Gy) d
_ej;“ (xgﬂz+jy’o €

relation dans laquelle { désigne l'abscisse de la caracté--
ristique oy.

La fonction (%) est, pour le probleme actuel, I’analogue
de la fonction de Green du probléme de Dirichlet : elle est
4 la fonction de Riemann ce que la fonction de Green est
au potentiel élémentaire. Sa recherche reléve du probléme
traité au numéro précédent, et, par conséquent, nous pou-
vons affirmer son existence pour chaque forme de la
ligne S” (sous les conditions géométriques précédemment
posées).

Appliquons maintenant la formule fondamentale & u et
a4 ¥ dans l'aire aey’8, & u et & (V) dans l'aire ¢oy’. Les
intégrales curvilignes suivant ao et af’ sont tellds qu’on

- les rencontre dans la méthode de Rieman~. La somme
algébrique des intégrales suivant ¢y’ (en tenant compte des
sens d’intégration qui sont contraires) introduwira la diffé-
rence (3), laquelle, en vertu de (3'), se traitera & son tour
comme il arrive dans la méthode de Riemann. Au total,
il vient :

(

U= (u‘v) —+ — (u‘v) g o— = ‘vu /ef Ady
fﬁ’ ( au_ cf?)ds—i—u‘l’(l?»dz——Ady)
<

_/, 1 [( ) ~——ud(‘v)]ds+u(‘v)(de-——Ady)

\ 2

ce qui est la formule cherchée.
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217. Dans les applications physiques, S’ représente
généralement 1’6tat initial d’un milieu linéaire, tandis
que S” représente, dans le temps, une frontitre (fixe ou,
comme au n° 24 bis, mobile) de ce milieu. Si le point a du
graphique espace-temps est dans la région 0, cela signifie
qu’il n’est influencé que par 1’état initial. Si, au contraire,
ce point vient & traverser la caractéristique ou onde de
démarcation € (qui, sur la figure 36, est située suivant
I'axe oz), de manitre & passer dans la région 1, le phé-
nomeéne qu'on y constatera dépendra d la fois de 1'état

R

ny. .
o m 7 K Vs

initial et des données & la frontiére. Sur la figure 37, équi-
valente & la figure 36 & ceci prés que S’ et S” sont main-
tenant représentés par les axes coordonnés, le segment oS’
représente la partie de 1'état initial qui est susceptible
d’influencer le point en question; mais cette influence est
de caractére différent pour les deux segments partiels
BY, oY

Pour en comprendre plus aisément la nature, raisonnons
en sens inverse et, partant d’un point m (fig. 37) pris sur &,
therchons comment devra étre placé le point a pour que m
appartienne & 1’'un ou l'autre des segments dont il vient
d’étre question. Pour cela, on devra tout d’abord mener
les deux caractéristiques issues de m, formant ainsi un
angle hors duquel aucun point a ne saurait &tre influencé
par I'état initial en m. L’une de ces lignes rencontre en n
la ligne S” et si, par n, on méne une seconde caractéris-
tique np, il est visible, & simple inspection de la figure 37,
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que m appartiendra & I'un ou & l'autre des deux segments
oY, ¥ construits 3 'aide du point a suivant que a sera
dans 1’'une ou dans l'autre des deux régions que détermine,
dans 'angle des points sous onde par rapport & m, cette
caractéristique np. Il importe de noter le rdle parfaitement
réciproque que jouent, dans cette construction, & 1’échange
prés des deux caractéristiques et & l'inversion prés du
sens du temps, les deux points a et m. C’est, dans ce cas
un peu plus compliqué, I'analogue exact de ce que nous
avons noté au n° 32.

Or, la signification de la caractéristique np apparait
immédiatement : ce n’est autre chose que 1’onde réfléchie
déduite de 'onde directe émanée de m. Le principe de
réciprocité ou (Cf. n° 32) de retour inverse permet dés
lors d’interpréter de méme la caractéristique oy’; elle
représente 1’onde rétrograde issue de a et réfléchie sur S”

Enfin, cette méme propriété de réciprocité s’étend, quan-
titativement, sous forme d’une propriété de la quantité ().
La quantité (%), qui, comme la fonction de Riemann,
dépend des coordonnées des deux points a et m, posséde
également la propriété d’échange : en vertu d'une dé-
monstration calquée sur celle qui convient & la fonction de
Riemann (*), elle garde sa valeur lorsqu'on permute les
deux points qui y figurent, en méme temps qu’on échange
I’équation aux dérivées partielles donnée avec son adjointe.

247 bis.-Le cas d’un milieu rectiligne limité dans les
deux sens se traite par applications répétées de la méthode
précédente. Il conduit & un diagramme (fig. 38) limité par
un segment S’ de la droite qui représente le milieu dans
son état initial et deux frontidres S”;, S”, représentant
les deux extrémités considérées dans le temps. Toutes les
ondes seront cette fois susceptibles de se réfléchir tant &
I'une qu’d V'autre de ces deux extrémités et, par consé-
quent, se réfléchiront chacune un nombre infini de fois.
Il en sera ainsi, tout d’abord, pour I’onde que nous avons

(1) Voir notre article du Bull. Soc. Math. Fr., t. XXXI, p. 243-215.
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appelée il y a un instant onde de démarcation, ou plutét
pour les deux ondes de cette espéce nées respectivement
aux deux extrémités. Leurs réflexions - délimiteront, &
Iintérieur de notre diagramme d’espace-temps, une série
de régions (fig. 38; cf. nos Legons sur la propagation des
ondes, chap. IV, p. 148) dont la premidre, attenante & &,
contiendra les points influencés par 1'état initial seul, tan-
dis que les suivantes (numérotées en conséquence) seront

(4,4)
(Q\
L M 13y |84
S
22 (2,3
ey | Ay
ol 1y [
(0,01 [(01)
5
F16. 38.

celles sur lesquelles 1'état initial agira par l'intermédiaire
- d’une, deux, etc. réflexions successives tant & droite qu'a
gauche (p réflexions d’un cdté; p — 1, p ou p + 1 de
l'autre). La figure 38 bis représente la série des ondes ré-
trogrades dérivées, par réflexions successives, de celle qui
a pour origine un point déterminé a [pris, en l’espice,
dans la région numérotée (4,3) sur la figure 38] : le sys-
téme de ces ondes détermine, sur &, les divers segments
qui sont sous onde par rapport & un nombre plus ou moins
grand d’entre elles. (Inversement, d’ailleurs, pour juger &
quel segment appartient un point déterminé quelconque m
de S’, on pourrait construire, a partir de ce point, le sys-
téme des ondes progressives, tant directes que réfléchies
un nombre quelconque de fois, et examiner dans quelle
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maille du tracé ainsi obtenu se trouve le point a¢.) A cha-
cune des ondes rétrogrades (fig. 38 bis) issues de a avec
ou sans réflexion correspondra un choix différent de la
fonction auxiliaire & substituer dans la formule fondamen-
tale : il en sera ainsi, par conséquent, dans chacun des

Fic. 38 bis.

segments déterminés sur ', pendant qu'aux extrémités de
ces segments correspondront des termes finis contenant en
facteur les discontinuités de la fonction auxiliaire.

218. Les circonstances que nous venons de rencontrer
se retrouveront dans les problémes & un plus grand nom-
bre de variables. Avant d’en venir & ces derniers, montrons
comment les conditions précédentes éclairent la solution
d’un probldme relatif & I’équation (¢) de Laplace et traité
par M. Goursat (*).

Soient menées, d’un méme point o, deux arcs §’, S” assez
petits pour que, sur chacun d’entre eux, z et y soient
monotones. Proposons-nous de déterminer, d'une maniére
générale, une solution de 1’équation de Laplace (¢) par des

(1) Annales d¢ la Faculté des Sciences de. Toulouse, 2¢ série, t. VI, 1904.
La question e été reprise, principalement au point de vue de l'étude de
cas limites non traités antérieurement, dans un récent travail de
M. Sjéstrand (Theése, Upsal, 1930).
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données relatives & ces deux arcs. Il ressort d’ores et déja
de ce que nous savons que la réponse dépendra essentielle-
ment des relations de S’ et de S” avec les caratéristiques
menées par o; trois cas sont évidemment & distinguer :

1° 8" et 8” sont situés dans deux angles opposés formés
par les caractéristiques. Dans ce cas, x et y sont tous deux
monotones sur l'arc total 8" + S” : les données propres a
déterminer la solution sont donc celles de Cauchy sur cet
arc total;

2° 8 et §” sont dans deux angles adjacents formés par les
caractéristiques. C’est le cas qui vient d’8tre étudié, et qui
conduit, nous ’avons vu, au probléme mixte (données de
Cauchy sur 1'un des arcs, valeur
de u seul sur l'autre).

Dans ces deux hypothéses, en 5
se donnant seulement les valeurs
de u sur & et S”, on est conduit AN
4 un probléme indéterminé; et S

c’est effectivement ce qu’a constaté
M. Goursat. Le seul point nouveau
pour nous est le suivant :

3° 8 et 8” sont dans le méme angle formé par les carac-
téristiques. M. Goursat montre qu’alors le probléme est
possible et déterminé ().

Contrairement aux deux précédents, 1’hypothése dont il
s’agit ne correspond & aucune application physique. Mais
elle dérive, comme cas limite, de celle que nous venons
d’examiner. Il suffit d’imaginer qu’on trace d’abord, entre
S et 8”, un arc S, (fig. 39) incliné, par rapport aux carac-
téristiques, en sens inverse des premiers, et sur lequel on
se donnera les données de Cauchy, puis de passer & la
limite en faisant tendre cet arc S, vers le point unique o.

Fic. 39.

(1) On peut, comme l’ont montré MM. Mason (Math. Ann., t. LXV, 1908)
et Myller (ibid., t. LXVIII, 1909, et Bull. Soc. Sc. Bucarest, XVHe année,
1908), se donner les valeurs de u sur deux courbes qui se croisent en o
{ce qui fait quatre arcs de courbes issus de o) : suivant la disposition
des courbes en question par rapport aux oaractéristiques, on constate
que ce probldme est équivalent & l'un ou 3 l'autre de ceux dont nous
avons parlé. ’

HADAMARD. 80
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On constate (*) que le passage & la limite est convergent
et qu’on obtient ainsi une solution bien déterminée, cal-
culable par un algorithme dérivé de celui qui précéde et
continue, y compris le voisinage du point o, du moment
que les données concordent en ce point.

Cette condition de continuité en o est essentielle pour
que le probléme soit bien déterminé (*).

On remarquera que si, outre le point o, les deux arcs
§’, 8” ont une extrémité commune o (fig. 40), on ne peut
pas s’imposer simultanément la continuité aux deux points
o et w : la condition de continuité en o suffit, & elle seule,
a déterminer, lorsqu’'on se donne en outre ses valeurs sur

Br

0 LA A
Fie. 40. Fic. 40 bis.

S et sur S”, une solution u de 1'équation, laquelle, en
général, sera discontinue en o et cela, bien entendu, méme
si les deux valeurs données en » concordent. Il suffit, en
effet, d’examiner la ligne polygonale représentée fig. 38 bis
pour constater qu’elle varie d’une manidre finie (entrai-
nant, en général, une altération finie dans la valeur de u,)
pour un déplacement infiniment petit du point e si ce
point a est infiniment prés de  (fait que 1’on constatera
d’ailleurs par un calcul simple si 1’on admet, pour fixer
les idées, que les deux branches qui aboutissent en » sont
rectilignes aux environs de ce point). D’une maniére

(1) Voir notre Mémoire inséré au Bull. Soc. Math. Fr., t. XXXII, 1904,
p. 242.

(2) Plusieurs auteurs ont étudié les solutions, en nombre infini, que 'on
obtient en ne s’imposant plus cette condition.
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analogue, si, avec M. Fubini (*), on forme un contour
fermé (sans point double) avec deux segments AA’, BB’
(fig. 40 bis), pris respectivement sur les caractéristiques
Oz, Oy et deux arcs AB, A’B’, une solution u de I'équation
sera déterminée par ses valeurs sur AA’, AB, A’'B’, de sorte
que, une fois ces valeurs données, on ne pourra plus dis-
poser de celles qui sont relatives & BB’

218 bis. Dans un Cours professé & la Sorbonne en 1907,
M. Picard a montré comment il convient de combiner les
différents résultats précédents et de poser les problémes

S
B D
a3
A
Fic. 41. Fig. #1 bis.

en conséquence, lorsque, sur le contour S que 1'on destine
4 porter les données, x et y varient dans des sens quel-
conques. A cet égard, nous renverrons & son récent
ouvrage (). Un des exemples qu’il cite retiendra notre
attention a un point de vue particulier : celui d’une courbe
fermée, telle qu'une circonférence (fig. 41). Si, dans le plan
d’une telle courbe S, on donne une équation aux dérivées
partielles du type de Laplace (<) et si 1’on cherche & déter-
miner une solution u de cette équation & I'aide de données
portées par S, nos conclusions générales conduiront &
diviser celle-ci en plusieurs arcs — quatre dans le cas le
plus simple d’une circonférence ou de toute autre courbe

(1) Atti Acc. Torino, t. XL (1904-038), p. 616.
(2) Legons sur quelques types simples d'équations aux dérivées partielles.
Paris, Geuthier-Villars, 1927, p. 144.
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convexe (fig. 41 bis), — par les points de contact A, B, C, D
de tangentes paralldles aux axes; ceci fait, on pourra se
donner :

Les données de Cauchy sur 'un des arcs ainsi déter-
minés, AB, par exemple;

une seule donnée sur chacun des deux arcs adjacents
AD, BC;

rien sur l’arc restant CD, le systéme des données pré-
cédentes portées sur les trois premiers arcs suffisant a
déterminer u dans tout le rectangle de c6tés paralléles aux
axes circonscrit & la courbe (dans le cas de la figure 41 bis,
les données de Cauchy portées par le premier arc déter-
mineront u dans le premier rectangle partiel O, aprés quoi,
les données relatives & BC, AD feront connaitre cette
inconnue dans les rectangles 1 et 2, ce qui permettra de la
déterminer également dans la partie restante 3 par ses
valeurs le long des deux cOtés caractéristiques uC, pD).

Mais, dans le cas de figure actuel, la comparaison de
I'équation (c) avec les équations du type elliptique souléve
une question qu’il est intéressant d’examiner (*). S'il
s’agissait de ce dernier type, — par exemple, de Au = o,
nous savons que nous aurions le droit de nous donner les
valeurs de u le long de la ligne S. A-t-on le droit de choisir
arbitrairement, le long de S, les ‘valeurs d'une fonction
u(z, y) si elle doit vérifier (¢)?

Les deux cas considérés & la fin du numéro précédent, et
dont I'analogie avec celui que nous étudions en ce moment
est évidente, nous portent & présumer que la réponse doit
dtre négative. C’est, en effet, ce que nous allons montrer
aisément & propos de I'équation (¢) la plus simple, savoir

Ou o

oxdy
Considérons donc une solution quelconque u de cette
équation, c’est-a-dire une fonction de la forme

%) u = F(z) + G(y),

%)

(1) Nous avons étudié ce probldéme dans les Proceedings of the Benares
Mathematical Society, tome III, 1921, p. 39.
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ot, en premier lieu, les valeurs d’une telle quantité sur une
circonférence. Il est évident immédiatement que ces valeurs
ne peuvent pas étre choisies arbitrairement : car A tout
rectangle inscrit mnpq (fig. 41) correspond une égalité de
la forme

(6) Up —+ Uy = Uy + Uy,

la somme des valeurs de u en deux sommets opposés de-
vant 8tre égale & la somme des valeurs analogues relatives
aux deux autres sommets. Comme on le voit d’aprés cette
remarque, on ne peut disposer des valeurs de u que sur
trois des arcs précédemment distingués : les valeurs sur
le quatriéme arc s’en déduiront. Il est & remarquer que,
ceci fait, la fonction u ne sera pas complétement déter-
minée : nous savons qu’on pourra encore se donner arbi-
trairement les valeurs d'une dérivée de u sur 'un des
quatre arcs ().

Ce que nous venons de dire n’est d’ailleurs pas parti-
culier au cas ou cette courbe est une circonférence, mais
vaut pour toute ligne fermée admettant deux axes de
symétrie respectivement paralléles aux axes coordonnés :
en effet, toute ligne de cette espéce admettra une infinité
de rectangles inscrits.

Le cas d'une ellipse quelconque est intéressant. Si les
axes de cette ellipse ne sont pas paralléles aux axes coor-
donnés, on ne pourra plus y inscrire de rectangles ana-
logues & ceux dont nous venons de parler; mais il pourra
arriver qu’on puisse y inscrire des lignes polygonales fer-
mées ayant leurs cOtés respectivement paralléles & nos
axes, telles que mnpqrs (fig. 42), et pour une telle ligne,
on aura :

(6" U~ Up - Uy == Uy ~+ Uy - U,

(1) On obtient d’ailleurs immédiatement une quantité u’ de la forme (B)
qui s’annule le long de la circonférence z2 - y2 = a2 et qui, par consé-
quent, peut 8tre ajoutée & l'expression de u sans en changer les valeurs
sur cette circonférence, en écrivant :

w = ¢(z2) — ¢(a® — y2).
Pareille remarque s'applique évidemment & une ellipse ayant dee axes
paralldles aux axes coordonnées; ete.
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la somme des valeurs de u aux sommets de rang pair devant
étre égale 3 la somme des valeurs aux sommets de rang
impair. Dans le cas d’une ellipse, s’il existe une telle ligne
polygonale, il en existe une infinité. Supposant les équa-
tions paramétriques de la courbe écrites, comme nous pou-

vons le faire, sous la forme
m n

= a cos t, y = b cos (t — h),

la condition nécessaire et suffisante
R/ /»  pour l'existence de lignes polygo-
nales rectangulaires fermées de 1’es-
péce voulue est que h soit commen-
<% surable avec =; et, s’il en est ainsi,
nous aurons les conditions nécessai-
res de possibilité (6').

Sans faire, jusqu’d nouvel ordre, d’hypothése particuliére
sur h, supposons les valeurs de u données, le long de
I'ellipse S, par leur développement trigonométrique (*) en
fonction de ¢ :

Fic. 42.

©) u = Za, cos nt + B, sin nt,

et cherchons si une telle expression peut 8tre représentée
sous la forme (3). Pour cela, notons que le premier terme
f(x) = f(cos t), étant nécessairement pair en ¢, aura néces-
sairement pour développement trigonométrique (*) une
série de cosinus,

(8) F(z) = A, cos nt,

et que, pareillement, le second terme de (8), étant pair en
(t — h), aura un développement de la forme

(8) G(y) = Sp, (cos nt cos nh 4 sin nt sin nh).

(1) Le.raisonnement du texte ne suppose qu'en apparence la possibi-
lité de développer u, F, G en séries de Fourier. Dans le cas contraire,
il suffirait de raisonner (avec quelques modifications simples) sur les
« constantes de Fourier », lesquelles doiveni exister du moment qu'il
s'agit de fonctions continues. Elles devraient méme tendre vers zéro
comme 1/n, et c'est ce qui peut tovjours cesser d’avoir lieu pour G, en
raison des petits diviseurs.
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Identifiant la somme de ces deux développements avec
(7), nous avons pour toute valeur de n, les égalités

0y = A, —+ pip 0OS nh,
et
Bn = pa sin nh.

Sur cette derniére, on voit bien que, pour h = L T, NOus

avons ainsi une infinité de conditions de possibilité, la
valeur commune des deux membres devant étre nulle toutes
les fois que n est un multiple de q. C’est, sous une autre
forme, le fait constaté il y a un instant.

Mais, dans le cas opposé de h incommensurable avec ,
et bien que l'équation précédente fournisse toujours une
valeur de ., I'impossibilité apparait sous une autre forme,
a savoir la divergence du développement (8"). Cette diver-
gence s’introduit, comme en Mécanique Céleste, par 1'in-
tervention des « petits diviseurs » sin nh, correspondant &
tout entier n dénominateur d’une valeur fractionnaire ap-
prochée de hfn. Pour certains choix du nombre h — lors-
que h/m est, par exemple, un nombre transcendant « de
Liouville » —, I’erreur commise en remplagant h/= par des
fractions de dénominateurs n convenables sera d’un ordre
de grandeur trés rapidement décroissant, aussi rapidement
décroissant qu’on le voudra pour des h convenables; et dés
lors, & une série (7) méme trés rapidement convergente
correspondra, pour certaines valeurs de h, une série (8)
[et mé&me une série (8)] divergentes. Ainsi, on ne peut pas
déterminer 'inconnue u d’'une équation du type hyperbo-
lique par des conditions de Dirichlet, pas plus qu'on ne
pouvait déterminer l'inconnue d'une équation du type
elliptique par des conditions de Cauchy.

219. Nous avons raisonné sur le probéme mixte ana-
logue au probléme de Dirichlet, c’est-d-dire dans lequel
ce sont les valeurs de l'inconnue u elles-mémes qui sont
données le long de S”. On peut avoir, bien entendu, a
substituer & cette donnée celle, par exemple, de la dérivée
transversale. La question peut se varier de plusieurs autres
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fagons (*), conformément & ce qui est bien connu pour les
problémes elliptiques, étant toujours bien entendu qu’elle
doit comporter un nombre unique en chaque point de 8”.
Toutes ces questions reléveraient de méthodes analogues
a celles qui précédent.

Une série de problemes plus complexes exigeant soit des
combinaisons convenables des modes de calculs ci-dessus
indiqués, soit méme des méthodes nouvelles, ont été, dans
ces derniéres années, soulevés par les applications. Plu-
sieurs opérations qui prennent une importance de jour en
jour croissante dans la pratique télégraphique et télé-
phonique, se traduisent, en effet, par des discontinuités
introduites dans la valeur de u ou dans celle de ses déri-
vées, en un plus ou moins grand nombre de points de la
ligne.

Théoriquement, toutes ces circonstances sont prévues
par la théorie précédente, qu’il suffirait d’appliquer autant
de fois qu’il y a de points de discontinuité. Mais dans la
pratique actuelle, le nombre de celles-ci est trds grand, et
des méthodes spéciales, dues surtout, en principe, & Heavi-
side (%), sont d&s lors nécessaires pour faire en sorte que
les calculs ne soient pas impraticables. Toutefois, les dé-
tails relatifs & cette question nous entraineraient hors du
cadre de la présente étude.

220. L’étude du cas de m == 2 nous permettra de com-
prendre sans difficulté ce qui se passera pour les problémes
4 deux ou plusieurs dimensions, c’est-a-dire & m > 3
variables indépendantes. Soit, par exemple, un milieu
plan, mais n’occupant qu'une partie S du plan, celle-ci
étant limitée par une ou plusieurs courbes s. Nous aurons
done & intégrer 1’équation aux dérivées partielles corres-
pondante dans une région de 1’espace-temps limitée par S

(1) Voir, par exemple, Webster, Bull. Amer. Math. Soc., série 2, t. XVIII,
P. 244, 1912; Jonesco, Comptes Rendus, Ac. Sc., t. CLXXXIV (1927), p. 866.

(2) Electromagnetic Theory, Londres, 1899; voir aussi les publicatione
de M. Carson, notamment dans la revue américaine The Bell System
(octobre 1923); les articles de MM. Kann (Sitzber. der Berl. Math. Gesellsch.,
26e année); Paul Iévy (Bull. Sc. Math., 1926); Giorgi (Rendic. Circ. Nat
Palermo, t. XLI, 1928).
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d’une part, par des surfaces cylindriques (si les lignes s
sont fixes) de l'autre. S’ seule portera les données de
Cauchy, lesquelles permettront de déterminer la quantité
cherchée u dans une premidre région R, comprise entre S’
et les caractéristiques menées (dans 1'espace-temps) par les
lignes s : ces dernitres serviront donc de démarcation
entre R, et des régions voisines qui subiront non plus
seulement l'influence des ondes directes émanées de &',
mais aussi celle des ondes réfléchies une premidre fois,
c’est-a-dire 'influence indirecte de S’ et celle d’une partie
des surfaces cylindriques S”. A leur tour, les ondes de
démarcation se réfléchiront sur S” et, au deld de ces nou-
velles ondes réfléchies, commenceront des régions suscep-
tibles d’étre influencées non seulement par une, mais par
deux réflexions, etc.

Le probléme mixte qui se pose dans ces conditions : —
détermination d'une solution u de 1'équation par ses
valeurs sur 8” jointes & des données de Cauchy sur & —
a fait I'objet de nombreux et imporlants travaux. On peut
I’aborder, comme beaucoup de problémes mathématiques,
par deux catégories de méthodes différentes. Les unes,
dérivées des principes exposés dans ce qui précéde, expri-
ment la solution par des intégrales définies portant direc-
tement sur les données. Les autres, inspirées des résultats
acquis pour le cas elliptique, procédent par développements
en séries et reposent sur ’emploi des fonctions fondamen-
lales, auxquelles elles ont d’ailleurs donné naissance, car
la notion de « fonction fondamentale » est née des tra-
vaux de Schwarz, Picard et Poincaré sur les vibrations
d’une membrane (*).

Ces deux sortes de méthodes (*) répondent, au fond, a
des objets différents et chacune d’elles doit étre ou non

(1) Schwarz, Acta Soc. Fennicae, 1885: Picard, C. R. Ac. Sc., 16 octo-
bre 1893; Poincaré, American Journal, t. XII, 1890; C. R. Ac. Sc., t. CXVIII,
1894, p. 447; Rendic. Circ. Mat. Palermo, t. VIII, 1894.

(2) Pour la comparaison entre elles, voir la Conférence de M. Volterra
au Congrds International des Mathématiciens, & Strasbourg, sept. 1920.
L’évolution récente de la Physique (Mécanique ondulatoire) montre cette
dualité de méthodes comme beaucoup plus profondément liée 3 la nature
des choses qu'on ne pouvait le supposer : elle correspond au  double
aspect corpusculaire et ondulatoire des radiations.
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préférée suivant le but que 1'on a en vue. Les méthodes
qui introduisent les fonctions fondamentales ou « harmo-
niques » successifs sont aptes & représenter le régime per-
manent qui s’établit lorsque l'influence de 1'état initial est
suffisamment lointaine, en le décomposant en oscillations
caractéristiques de la forme du milieu. Au contraire, ces
méthodes qui, du double caractére du probléme mixte, ne
retiennent, en quelque sorte, que l’aspect elliptique, ces-
sent de convenir lorsqu’il y a lieu de distinguer I'influence
respective de 1’état initial et des conditions aux frontiéres :
les réflexions successives et la décomposition correspon-
dante de l'espace-temps en régions de caractére différent
y sont nécessairement masquées,

Nous nous attacherons exclusivement ici aux méthodes
de la premiére forme, faisant intervenir séparément et
d’une maniére distincte les différentes données.

224, Comme la solution du probléme de Dirichlet, celle
de notre probléme mixte n’admet d’expression simple et
élémentaire que dans des catégories relativement peu.nom-
breuses de cas, bien que, ainsi que mnous le verrons en
terminant (n° 229), ces catégories soient notablement plus
étendues pour le nouveau probléme que pour le premier.
Nous avons déja noté, au Livre 1V, le cas du plan. M. Vol-
terra (*) est également parvenu 3 transporter a la théorie
actuelle le résultat bien connu qui, dans la théorie du
probléme de Dirichlet, concerne la sphére. Le résultat
correspondant pour le probléme mixte relatif & 1’équation
(es), se rapportera au cas ou la frontiére S” sera un hyper-
boloide & une nappe H ayant pour odne asymptote un cdne
caractéristique. Le succes de cette extension tient évidem-
ment & ce que I'équation (e;) se déduit de 1'équation des
potentiels & trois dimensions par le changement de la varia-
ble indépendante z en iz, les sphéres devenant, dans cette
transformation, des hyperboloides tels que H. Il suffit, dés
lors, de transformer de méme I’'inversion qui, comme il est
bien connu, permet de résoudre le probldéme dans le cas

(1) Congrés intern. des ‘Mathématiciens, Rome, 1909, t. II, p. 93.
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classique; et cette transformation donne un résultat réel,
qu’on peut appeler, avec M. Volterra, la co-tmage d’un
point quelconque par rapport & un hyperboloide H. On
doit toutefois s’assurer (ce qui n’intervenait pas pour le
probléme de Dirichlet) que les cdnes caractéristiques issus
de deux points co-images 1'un de 'autre se coupent sur la
surface H elle-méme (*).
Sa méthode s’étend manifestement & 1’équation (e,).

222. Revenons maintenant au cas général.

Si 'on veut s’inspirer de la marche suivie dans la théorie
classique des fonctions harmoniques, il est naturel de se
demander d’abord si le probldme qui nous est posé peut

-avoir plus d’une solution. C’est, on le sait, la question
4 laquelle il est aisé de répondre lorsqu’il s’agit du pro-
bléme de Dirichlet classique; et il est intéressant de com-
parer la méthode suivie & ce propos avec celle que nous
allons employer. '

Lorsque 1’équation & intégrer est Au == 0 et qu’on veut
démontrer I'impossibilité d'une solution régulidre nulle &
la frontiére d’un domaine D sans &8tre identiquement nulle
dans D, il suffit de multiplier le premier membre (nul, par
hypothése) de 1’équation par u et d’intégrer dans D, inté-
grale qui se transforme, moyennant l'introduction de
termes de frontiére, en 1'intégrale de Dirichlet, soit (dans
le cas de deux variables, par exemple) :

oSG () e

La quantité sous le signe /f n’est autre que la forme

caractéristique correspondant & 1'équation donnée : en
I'espéce, cette forme est définie, et c’est de 1 que provient
le succés du raisonnement.

(1) La transformation considérée dans ce texte comserve l’équation aux
dérivées partielles : elle en change donc les bicaractéristiques en bicaracté-
ristiques (de méme que l'inversion ordinaire change les droits isotropes en
droites isotropes) : ce qui donne immédiatement la propriété énoncée des
cdnes caractéristiques.
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On voit que pareille méthode ne pourrait réussir pour une-
équation hyperpolique, par exemple, pour l’'équation (e,)
ou de méme (e,).

La signification concréte des probldmes traités suggeére
le moyen propre & tourner cette difficulté : il suffit d’em-
ployer le théoréme des forces vives. Adressons-nous, par
exemple, toujours pour la commodité de la figuration, &
I’équation des ondes cylindriques

d*u J*u u

(9 bis) F (u) = i e o — o.

On peut la considérer comme régissant les vibrations
transversales d’une membrane élastique homogéne tendue
sur une cerlaine aire S’ du plan zy. Si, le long de son
contour s, cette membrane est maintenue fixe, u devra étre
nul & tout instant sur ce contour. Dans notre systéme
habituel de diagrammes, ol ¢ est pris comme troisiéme
coordonnée, s donnera un cylindre droit S”, ayant cette
ligne pour section droite et sur toute la surface duquel u
devra s’annuler. Si maintenant on donne, & I'instant initial
t = o, les dénivellations et les vitesses transversales de
la membrane, c’est-d-dire les valeurs de u et de 3 ,» donc
les données de Cauchy, on aura, pour déterminer u aux
instants wultérieurs, un probléme mixte. Nous avons &
démontrer que, lorsque les données de Cauchy en question
sont nulles comme le sont d’autre part celles qui sont rela-
tives A la surface cylindrique, ce probléme mixte n’admet:
pas d’autre solution que « identiquement nul. Or, 1’énergie
mécanique (tant cinétique que potentielle) de la mem-
brane est

w9 =g [f {6+ (G + (5] e

et les principes de la Mécanique nous font prévoir que cette
quantité doit demeurer constante quel que soit ¢t. Pour
vérifier analytiquement qu’il en est ainsi, nous serons
conduits & multiplier le premier membre & (u) de 1'équa-
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‘tion aux dérivées partielles par - Le produit ainsi
obtenu donne lieu & I’identité

ﬁz_ o0*u . *u _ o0*u
at at? oJx? dy?

1 9 ou\?  [ou\t [ ou\s
=7 [(5)+ (&)= (5]
_ 9 <_ﬁ‘_1’l> _ 9 <£1 "“)
oz Jt  ox ady at 79?;—
et, par conséquent, en inﬂtégrant par rapport A x et A y, & :

’ ou ou du_
an) / F (u) —d—t=.(lm(1y_ +[ B

La donnée u = o au contour, jointe 3 I’équation aux
dérivées partielles, entraine donc J = const. et, si les
données de Cauchy initiales sont nulles, J = o, ce qui
équivaut a la proposition & démontrer.

Il reviendrait d’ailleurs au méme d'intégrer la relation
(11’) par rapport & t, ce qui introduit comme on le voit,

I'intégrale triple
/ / (5w %’t‘— drdydt

prise dans le cylindre de base S’ et de hauteur quel-
conque i,, et exprime par elle la valeur de J.

I1 est intéressant d’observer, avec M. Zaremba (*), qu’'on
peut employer au méme but I'identité (14) d’'une manidre
notablement différente, en limitant le domaine d’intégra-

{11)

(1) Zaremba, Rendic. Acc. Lincei, série 8, t. XXIV, p. 904; 1915. Le méme
fait a été retrouvé peu aprés par M. Rubinovicz (Monatsh. fiir Math. und
Phys., t. XXX, p. 68, 1920). La premitre forme donnée & la démonetration
dans le texte a été indiquée dans notre travail Sur l'intégrale résiduelle
(Bull. Soc. Math. Fr., t. XXVIII, 1900; no 8).

Quant & l'intégrale analogue & (9), qu'on déduirait du produit uf(u)
et non plus de —i‘“—g:(u), elle ne serait, comme l'a remarqué M. Moisil,

ot

autre chose que l'action hamiltonienne correspondant au probldme de Méca-
nique envisagé.
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tion triple, non plus par un plan ¢t = ¢, mais par une
caractéristique, par exemple, par le céne caractéristique
de sommet arbitraire (2o, 4o, t,). On constate aisément que
la quantité & intégrer le long de cetbe dernidre surface se
raméne, elle aussi 3 une somme de carrés, ce qui entraine
la constance de u le long de toute bicaractéristique, d’olr
encore © = 0 au sommet du cOne.

Il y a lieu, en tout cas, de signaler & l'attention la va-
riante ainsi apportée aux procédés classiques de la théorie
du potentiel, le premier membre de 1’équation étant mul-
tiplié non plus par I'inconnue u, mais par une combinai-
son lindaire de u et de ses dérivées : la portée de cette
méthode ne semble pas épuisée par ce qui précéde.

223. Le fait que la solution est unique apparaitra éga-
lement par I'application des méthodes développées dans le
corps de 'ouvrage. Si le point a de l'espace-temps pour
lequel on se propose de calculer la valeur de w est pris
dans la région initiale R,, on n’a, en réalité, affaire qu'au
probléme de Cauchy et, par conséquent, aux méthodes
posées dans les Livres III et IV. Plagons-nous maintenant
dans une région immédiatement mitoyenne & celle-1a, en
franchissant 'onde directe de démarcation C, mais non
les ondes réfléchies qu’elle engendre. Nous construirons,
comme précédemment, la nappe rétrograde du conoide
caractéristique de sommet a, laquelle, par hypothése, ren-
contrera S”. Par la ligne (ou 1’aréte) o d’intersection, nous
tracerons la seconde caractéristique G, qui est 1'onde rétro-
grade engendrée par réflexion de I' sur S”. Entre I et G,
nous n’aurons 3 faire intervenir que les.quantités précé-
demment formées, savoir v pour m impair; V et ¥ pour
m pair.

Entre G et S”, nous aurons 3 introduire des fonctions
auxiliaires nouvelles. Mais on va voir que les méthodes
qui doivent présider & leur formation et & leur emploi sont
au fond calquées sur celles que nous avons appliquées au
probléme de Cauchy. Soit, d’abord, m impair. Nous défi-
nirons une solution v de (&) par la double condition :
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d’étre infinie d’ordre m—2 suivant G et, d’'une ma-

2

ni¢re plus précise, égale & ———— (V 5+ (V) étant régulier;
G =

de prendre, suivant S” (ou plutdt, suivant la portion utile
de 8”), les mémes valeurs que v.

Ces deux conditions concordent au voisinage de o : car
il est clair que G, premier membre de 1’équation de 1’onde
réfléchie, est, & ce niveau (sur S”), égal au produit de I' par
une fonction holomorphe et différente de zéro, et peut
méme étre pris égal & I" sur 8”.

La différence (v) = v — v s’annulant sur S”, 1'applica-
tion de la formule fondamentale a cette différence et & u

n’y introduira plus -g:f— En combinant avec 1l'application

de cette méme formule & u et & (v), dans le volume 7
compris entre §’, 8” et C, on arrivera 3 la formule cher-
chée, exprimant u, en fonction des seules données de la
question.

Pour le cas de m pair, on peut employer la méthode de
descente, laquelle va s’appliquer sans modification au
probléme mixte, la seule question étant de déduire de la
caractéristique I' de 1’équation (2) ’onde réfléchie corres-
pondante dans l'espace & m -+ 1 dimensions. Il suffira,
pour cela, d’avoir défini le premier membre G de 1'équation
de cette caractéristique comme étant, pour 1'équation (32)

du n° 58
aG
A (—o;) = 46,

la solution, distincte de I', qui prend des valeurs égales &
celles de I" en tous les points de la multiplicité S”; moyen-
nant quoi, la fonction

GC=G—(z —=—1¢)?

satisfera, comme I”, & I'équation

, (06 oG\
‘(oz;"az—)—ﬁ
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(ot A’ = A — R? est formé comme il a 6t6 dit aux n°* 70,
134) et prendra la méme valeur que IV en chaque point
du cylindre construit dans I'espace & m <+ 1 dimensions
avec S” comme base. Soit ensuite v’ Ia solution de (&") qui
prend, sur ce cylindre, les mémes valeurs que la solution
élémentaire v et qui est infinie suivant G’ : ’expression v
déduite de v par 1’opération (4) du n° 434 pourra étre con-
sidérée comme définie (3 une quantité réguliére prés) par
les conditions :

a) D’étre solution de 1'équation adjointe (&) & m va-
riables;

b) D’étre une somme de deux termes, l’'un en

m—2 "’
)
l'autre en log G, les coefficients étant des fonctions régu-
lidres;

¢) De prendre, sur S”, les mémes valeurs que v, ce qui
implique des conditions correspondantes pour chacun des
deux coefficients dont il vient d’é&tre question (*).

En désignant encore par (v) la différence v — v, cette
quantité (v), également solution de 1’équation (&), sera
encore de la méme forme que v (au remplacement prés
de I' par G) le long de G.

Elle sera réguliére dans =, sauf sur la surface de discon-
tinuité G. Les deux coefficients (V) et (%), fonctions régu-
liéres, s’annuleront le long de S” : le second d’entre eux
sera d’ailleurs, pour son compte, une solution de 1'équa-
tion (&).

Ces principes une fois posés, il est clair que la « descente »
de (v') = v" — Vv’ & (v) donnera lieu exactement aux mémes
calculs que celle de v’ & v. La solution du probléme mixte
sera donc donnée par une formule identique & (14), & ceci
prés que % devra 8tre remplacé par () dans toute la
région correspondante de S’, pendant que, d’autre part,

(1) Le premier V de ces deux coefficients n’est défini qu’d des termes

m —
de 1’ordre de G'*gi = G™,—! prds, ses valeurs et celles de ses m, — 2
premidres dérivées aux divers points de G ayant seules & intervenir. Les
conditions que cette quantité doit remplir le long de G doivent donc
s’entendre seulement & I'ordre m, — 1 prs.
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on devra rajouter des termes en (V) analogues aux termes
déja calculés en V (intégrales §§ le long de G, inté-
grales § le long de o et de l'intersection de G avec ).

La méthode de descente nous permet donc de résoudre
le probléeme mixte & 2m, variables, tout comme elle avait
fourni précédemment la solution du probléme de Cauchy.

224. Mais rien n’empéche d’appliquer également au
probléme mixte, pour m pair, la méthode des n°* 147,
147 bis, c¢’est-d-dire d’introduire successivement dans la
formule fondamentale la quantité (v) et le coefficient (%)
de son terme logarithmique.

On voit combien le parallelisme est étroit, en réalité,
entre les théories des deux problémes, sans toutefois qu'ils
doivent nous faire oublier 1’élément nouveau qui s’intro-
duit dans le probléme mixbe, & savoir l'influence de la
forme de I'hypersurface S”.

Cette influence se manifeste, nous l'avons vu, dans la
{formation de la nouvelle fonction auxiliaire (v), laquelle
reste la difficulté a surmonter. Cette question est résolue
dans I’hypothése des données analytiques, par les calculs
du Livre II, les différents éléments de (v) étant développés
suivant les puissances de G; et ceci constitue une diffé-
rence importante entre la théorie actuelle et la théorie
correspondante du probléme de Dirichlet, & laquelle les
méthodes par développements de Maclaurin ne sauraient
convenir, la forme globale de la frontiére intervenant d’'une
maniére essentielle.

225. L’extension des résultats au cas non analytique
a pu étre entidrement ramende aux équations intégrales
pour m = 2. On peut (*), pour m impair, songer & repré-
senter la quantité (v) par un potentiel (cf. 128) analogue
au potentiel de double couche ordinaire, et on est encore
conduit & une équation intégrale plus ou moins analogue

(1) Voir notre article des Proceedings of the Benares Mathematical
Society, t. HI et notre communication sur le méme sujet au Congrés
International de Strasbourg (1920), p. 499 des Comptes Rendus du Congrés.

HapaMaro. 31
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3 celle qui se présente dans la méthode de Fredholm, mais
qui est compliquée par la présence de notre symbole [ .
En raison de cette circonstance, 1’équation intégrale dont
il s’agit cesse de se préter, au moins immédiatement, aux
méthodes classiques, et son traitement appellerait de nou-
velles recherches.

Mais nous arriverons & ramener le probléme & une équa-
tion intégrale réguliére en nous inspirant de la méthode
suivie aux n°* 193-194, dont le principe peut étre aussi
bien appliqué au calcul du n° 54 qu’d celui des n°* 62 bis
et suivants. Dans un cas comme dans 'autre, on peut, en
supposant seulement les données réguliéres et sans avoir
besoin de les supposer analytiques, déterminer les pre-
miers termes du ou des développements qui caractérisent
la fonction cherchée, — soit qu’il s’agisse de v, soit qu'il
s'agisse de (v) — suivant les puissances de I' ou de G et
obtenir, par conséquent, une expression dont le résultat
de substitution dans 1’équation aux dérivées partielles
contienne en facteur une puissance plus ou moins élevée
de I" ou de G. En particulier, si I’ordre auquel les données
sont régulidrement dérivables est suffisamment élevé, on
obtiendra ainsi, dans notre probléme actuel, une quan-
tité (v,) satisfaisant aux conditions aux limites tant sur 8”
que sur G et capable, d’autre part, de jouer le rdle de
« parametrix », c’est-a-dire telle que le résultat de substi-
tution

Flo)] =2

soit fini méme dans le voisinage de la caractéristique G.
Ce sera cette quantité (v,) que I’on utilisera, a défaut de (v),
dans le calcul du n® 223 ou 224, et on aura ainsi, non plus
I’expression directe de 1'inconnue, mais une équation inté-
grale analogue & 1'équation (117) du n°® 193, qui définira
cette inconnue et se comportera également comme une
équation de Volterra au point de vue de sa résolution par
approximations successives.

Cette solution, qui permet de se passer du calcul de (v),
peut également, comme aux n°* 195-196, se transformer de
maniére & conduire & la formation de (v).
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Mais, d’ailleurs, cette derniére formation est elle-méme
un cas particulier du probléme que nous venons de traiter
et, par conséquent, se rameénera elle aussi (cf. n° 215) a
la résolution d’'une équation intégrale du type qui vient
d’étre considéré.

226. Sans entrer plus avant dans le détail des opé-
rations dont nous venons d’indiquer le principe, nous
voyons qu’elles résolvent le probléme toutes les fois que la
caractéristique G, représentant I’onde rétrograde réfléchie,
est dépourvue de singularités. Mais on est obligé ici d’en-
visager l'hypothése contraire, ot l’onde en question (de
méme que l'onde de démarcation C) présenterait des
lignes doubles et des arétes de rebroussement ou « causti-
ques ». Cette considération s’impose méme beaucoup plus
impérieusement qu’au n° 490 : car si en fait et dans les
conditions de l'expérience usuelle, les ondes directes ne
présentent pas les singularités en question, il en est tout
autrement des ondes réfléchies.

Cette difficulté se résoudra par les mémes principes qu’au
n® 190, c’est-a-dire par application ou applications succes-
sives de la majeure de Huygens. Il conviendrait, ici encore,
d’étudier de plus prés le calcul total auquel on est ainsi
conduit, en complétant & cet égard les résultats obtenus
dans nos Mémoires cités (voir note du n° 191).

227. 11 restera enfin & tenir compte des ondes résul-
tant de plusieurs réflexions. Il est clair que c’est ce qui
se fera par une application répétée des mémes principes,
ainsi que le probléme posé au n° 247 bis et traité dans
notre travail du Bulletin de la’ Société Mathémalique de
France, tome XXXII, en offre un premier exemple (*). Ici
encore, il faudra évidemment compter avec les caustiques
des ondes réfléchies successives.

(1) Le probldme considéré au n° 248 a pour analogue celui dans lequel
on se donnerait les valeurs de u le long d’une surface A& point conique
intérieure au conoide qui a ce point pour sommet.
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228. Signalons, en terminant, l'intérét qu’il pourrait
Y avoir & serrer de plus prés la comparaison entre les pro-
blémes mixtes tels que nous venons de les étudier et les
problémes aux limites — par exemple le probléme de
Dirichlet — qui se rapportent au cas elliptique. Nous
avons, chemin faisant, reconnu les analogies qui existent
entre ces deux questions : connaissance d’'une seule donnée
sur une partie de la frontiére (celle qui est orientée dans
le temps) et, par voie de conséquence, nécessité d’intro-
duire (en dehors de la solution élémentaire) une fonction
dépendant essentiellement de la forme de cette frontiére.
Mais, en méme temps, nous avons dii noter (224) une diffé-
rence : la fonction ainsi introduite peut, pour notre pro-
bléme mixte, 8tre calculée (dans le cas analytique) par
développement en série entidre, ce développement pou-
vant, au voisinage de chaque point de 1’aréte appelée plus
haut o, étre formé localement, c’est-d-dire déduit de ceux
qui définissent les coefficients de 1'équation: et les formes
géométriques des frontitres et des ondes autour du méme
point. 11 ne saurait étre question, nous 1'avons dit, d’opérer
de méme dans le cas elliptique : la solution du probldme
de Dirichlet, par exemple, considérée au voisinage si
proche qu’il soit d'un point déterminé quelconque de la
frontiére, dépend de toute la forme de celle-ci et de toutes
les données qu’elle porte.

Or on peut, cependant, imaginer aisément une transition
entre ces deux sortes de problémes : il est clair, par
exemple, que 1’équation

2, 2,“
12) Bu= 22 4 “Z“g?

peut étre considérée comme un cas limite de
, Pu Pu 1 u
az o T op T e o
celui qu’'on obtient en faisant w == oo, et que d’une maniére
générale, toute équation du type elliptique
Fw =o,
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se déduira de méme, pour o == oo, de l’équation hyper-
bolique (normale) -
, . u
F (u) —5(“)"";?}“,?
Soit alors considérée une aire plane 8’ limitée par un
contour s que nous prendrons encore comme base d'un
cylindre droit S” dans 'espace xyt. Soit posé, dans I'aire &',
un probléeme de Dirichlet pour I'équation (12), la valeur
de I'inconnue u étant donnée en chaque point de s. Rien
ne nous empéchera de considérer ce systéme de données
comme appartenant & un probléme mixte relatif & 1’équa-
tion (12" : par exemple, nous pourrons assigner a u, sur S”,
des valeurs indépendantes de ¢ et égales, quelle que soit

= 0,

cette variable, aux valeurs données sur s; & u et & u, =~£—-,
dans &', des valeurs quelconques dont les premidres con-
cordent avec les données sur s et dont les secondes
s’annulent sur ce contour. Comment se comportera le pro-
bléme mixte ainsi posé lorsque » sera trés grand?

Conformément au principe posé dans ce qui précéde,
nous aurons & tracer, dans l'espace-temps E’, des ecarac-
téristiques figurant la propagation d’'ondes; mais ces ondes
seront ici de vitesse trés grande, ce qui correspondra au
fait que les nappes caractéristiques correspondantes feront
des angles trés petits avec les plans t = const. Deés lors,
pour atteindre par notre méthode un point déterminé o’ de
I'espace E’ projeté & V'intérieur de S, il faudra introduire
un nombre trés grand de réflexions successives, si petite
que soit la troisiéme coordonnée du point @’ pourvu qu’elle
ne soit pas nulle; ou, inversement, 1’onde rétrograde issue
de a’ n’atteindra le plan ¢ = o qu’aprés un trés grand
nombre de réflexions.

11 est & présumer que, pour v == oo, la solution du pro-
bldme mixte donnera, a la limite, la solution du probléme
de Dirichlet; et on congoit comment pourront y intervenir,
grice au jeu des ondes successivement renvoyées par la
paroi S”, toutes les parties du contour s et les données
correspondantes.

Il est impossible de ne pas songer i rapprocher les
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calculs auxquels on serait ainsi conduit des méthodes
alternées d’ores et déja classiques dans la théorie du pro-
bléme de Dirichlet.

229. Soit, par exemple, une frontiére S” formée de deux
parties 8”,, 8”,. S’il s’agit du probléme de Dirichlet, on
sait, depuis Schwarz, qu'on peut commencer par résoudre
un probléme de Dirichlet relatif & la seule partie S8, (ou &
une variété fermée dont 8, fait partie); puis, en un second
temps, opérer de méme sur S”, seule; puis revenir & 8;;
et ainsi de suite. Dans des cas trés généraux, cette série
d’opérations convergera, et cela vers la solution cher-
chée ().

On voit que, dans le probléme mixte, les choses se passe-
ront exactement de méme, & ceci prés que les opérations
seront en nombre fini pour chaqueé position du point a
(quoique non borné si a s’éloigne indéfiniment de S),
correspondant & un nombre égal d’ondes réfléchies succes-
sives et que, par conséquent, la question de convergence
ne se posera plus. Le probléme mixte relatif & la fron-
ticre 87, 4+ 87, est ainsi ramené (*) aux problémes ana-
logues relatifs respectivement & 8", et & 87,.

En particulier, nous avons appris, au Livre IV, & résou-
dre le probléme, pour (e,) ou pour (e;), par la méthode
des images, lorsque S” est un plan : on voit done, avec
M. Volterra (*), que ’on pourra également le résoudre,
4 I'aide d'un nombre fini d'images, lorsque S” est constitué
par un nombre fini quelconque de faces planes.

De méme, le cas de résolubilité obtenu par M. Volterra
(voir ci-dessus, n° 221) entraine la résolution du probléme
toutes les fois que 8” est formé d’un nombre fini quelconque
de portions de plans ou d’hyperboloides H ayant pour
cOnes asymptotes des cdnes caractéristiques.

(1) La méthode de Neumann n'est, en somme, qu'un cas limite d’un
pareil procédé alterné, la frontitre étant considérée comme constituée par
un nombre infini de segments de droites ou de facettes planes.

(2) Rubinovicz, loc. cit., voir p. 477, note.

(3) Proceedings London Math. Soc., série 2, t. II, 1904; Legons sur l'inté-
gration des équations différentielles aux dérivées partielles, professées 3
Stockholm (Upsal, 1906), réimprimées & Paris, Hermann, 1912, et loc. cit.
(note de la p. 474).



APPENDICE III

DETERMINATION DU PROBLEME
DANS LE CAS NON LINEAIRE

Le fait que le probléme de Cauchy, supposé possible, ne
peut avoir plus d’une solution si la multiplicité qui porte
les données n’est pas caractéristique, est acquis depuis le
travail de M. Holmgren (voir Livre I) pour le cas des équa-
tions linéaires A coefficients analytiques. Un nouveau pro-
grés essentiel dans ce sens est marqué par les récentes
recherches de M. Hans Lewy (*), lesquelles étendent la
conclusion aux équations non linéaires. Par contre, on
est, cette fois, obligé d’étudier séparément le type hyper-
bolique et le type elliptique (*). On démontrera le théo-
réme successivement :

1° Pour une équation quelconque du type hyperbolique;

2° Pour une équation analytique du type elliptique.

En méme temps, pour ces derniéres, le raisonnement
fournira une démonstration trés élégante du fait énoncé
par M. Hilbert que la solution est nécessairement analy-
tique dans tout l'intérieur de son domaine d’existence,
théoréme démontré jusqu’ici (°) par des voies toutes diffé-
rentes et relativement pénibles.

(1) H. Lewy, Gétt. Nachr., 1927, p. 178; Math. Ann. Tome XCVII, 1927,
p. 179; Tome CI, 1929, p. 609; Tome CIV, 1934, p. 325; K. Friedrichs et
H. Lewy, Math. Ann. Tome XCIX, p. 200.

(2) Le cas parabolique serait également A traiter et pourrait méme,
comme nous l'a fait remarquer un de nos auditeurs du Colldge de France,
jouer un réle particulidrement important dans les recherches actuelles
en relation avec la Mécanique ondulatoire.

@3) Voir les travaux de MM. Serge Bernstein, Miintz, Rado.
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I

230. M. H. Lewy commence par une recherche pré-
liminaire des plus intéressante en elle-méme par la sou-
plesse et la portée nouvelles qu’elle confére 3 la méthode
des approximations successives. On considére un systéme
de p équations linéaires du premier ordre & p inconnues,
lesquelles — et c’est 14 le caractére remarquable de cette
premiére étude — se distribuent, d’une maniére quelcon-
que, en deux groupes, les k premiéres ne renfermant que
des dérivées par rapport & la premiére variable indépen-
dante x et les p — k autres, que des dérivées par rapport
3 la deuxidme variable indépendante y, soit, par exemple
=3, k=2),

Ju ov ow
L. — —_— —_—
) v T F N =0
du dav ow
by TM oy + g =0
Ou_ ow
* L —_ = 0.
1 oy -+ M, dy+N° oy 0

On va se proposer de définir une solution de ce sys-
téme par la connaissance des valeurs des inconnues en
chaque point d’une ligne S de méme espéce que celles
que nous avons introduites (Liv. IT) pour 1'application de
la méthode de Riemann, c’est-d-dire le long de laquelle
x et y seront partout monotones, la tangente n’étant
jamais paralléle & 1'un des axes. Toutefois, comme au
Liv. II, la ligne S pourra se composer de deux demi-
droites paralléles aux axes et issues d’'un méme point (de
telles droites pouvant encore étre appelées caractéristiques
du systéme).

Les coefficients et les données initiales pourront d’ail-
leurs étre réels ou complexes (les variables indépendantes
ne devant, au contraire, recevoir que des valeurs réelles);
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mais le déterminant des coefficients est supposé toujours
différent de zéro. Plus précisément, on peut supposer :

soit que les coefficients Li, M;, N; du systéme (1), (1°)
sont des fonctions données des variables z et y;

soit que ces coefficients dépendent des fonctions incon-
nues (*).

Dans le premier cas, le déterminant :

L, M, N,
(2 L, M, N,
L, M, N,

sera supposé différent de zéro dans toute une région R
comprenant & son intérieur la ligne initiale S. Dans le
second, les valeurs de u, v, w associées & chaque point
de S étant considérées comme les coordonnées d’un point
dans I'espace & trois dimensions, ce point décrira en
général une ligne = et le déterminant (2) sera différent de
zéro dans le voisinage de cette ligne.

230 bis. Tout d’abord, il est aisé de voir que, moyen-
nant I’hypothese faite sur le déterminant (2), les données
de la question permettent de calculer les valeurs des déri-
vées premiéres des inconnues (et, s'il y a lieu, des déri-
vées suivantes) en chaque point de S. Si en effet, cette
ligne admet une tangente continue dont la direction n’est
jamais paralléle & I'un des axes, de sorte que les deux
quantités inverses 1'une de l'autre

,_ 9y . dx
(3) Yy = “a" ’ r = _(-i!—l- ’
dont la premiére est le coefficient angulaire de cette tan-
gente, sont toujours finies et différentes’ de zéro, les
relations
du du

(3 bis) du:-a; dx+-a-y—dy s
av v ow Jw

(1) Le cas o ces coefficients contiendraient & la fois u, v, w et x, y
6o traiterait sans plus de difficulté.
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. d 0

permettront d’exprimer —di, =, 22 9w , en fonction de L

o 0 dy 9y dy oz’

w

55 o2 —, et, par conséquent, de mettre 1'équation (4") sous

la forme
du , ou dv , OV
L3<E]'_“”W>+MS<717 ’“55;)*"
Jw , Ow\
R
‘ Ju Jv Jw

laquelle, avec (1), donne en — ,un systéme du

or 0r oz
premier degré & déterminant non nul (puisque z” 7 o).

Lorsqu’on prend pour S l'angle droit des directions
positives des axes, on n’a directement que les dérivées
par rapport & z le long de 'axe (*) des x, les dérivées par
rapport & y le long de l’axe des y, donc les unes et les

. dudvdw

autres & l'origine; les valeurs de — o oy 9y ——, sur l'axe
des x se déterminent ensuite par l'intégration d'un sys-
téme différentiel linéaire ordinaire (*); et de méme les

ou Jdv ow
valeurs de o o ow sur I'axe des y.
231. PreMier cas. — Supposons d’abord les coefficients

fonctions données de x et de y. En vertu de I’hypothése

(1) Les équations (1) ne donnent alors rien de nouveau et doivent étre
vérifiées pour que le probldme soit possible. De méme, 1’6quation (1) sur
l'axe des y.

Jdu \dv__\dw

(2) On a d’abord, entre —d—-z o v,-(-)—-z w', I'équation en
termes finis (1'). Puis la différentiation de chacune des équations (1') par
rapport & y donne, pour y = o,

+M, dx +N‘ dx +

dL( __di d“{ (’N‘ Jw N —_ .
+(———0u 2 dx+au 0z>u+....._o. Q=12

équations qui déterminent u', v\, w*, en fonctions de x, puisque, d'autre
part, ces quantités sont connues pour z = o.
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faite sur le déterminant (2), nous pourrons évidemment
introduire, a la place de u, v, w, les nouvelles inconnues

Lyu + Mpp + Now; i=11273)
e systéme transformé étant de la forme
—3—:—‘- = Au -+ g0 + vw,
—3—2— = Au + p,0 + v,w,
-dd%- = A u + p0 + v,w

avec des coefficients A;, w, v; qui contiendront les dérivées
premiéres des L, M, N. L’ensemble de ces équations diffé-
rentielles et des données initiales peut se remplacer par
les trois équations intégrales

u = u, +/G(Alu “+ p, 0 + v,w) drx,
@ v=ro, -+ [T0u+ wp o vw de,
w = wg + /a Au 4+ pv 4 vyw) dy
8

dans lesquelles, comme au Livre II, a est le point de
coordonnées z, y; o, B, les points de rencontre de la
ligne S avec les deux caractéristiques (c’est-d-dire avec
les deux paralltles aux axes), menées par a.

Les dérivées premiéres des L, M, N et, par conséquent,
les nouveaux coefficients A, x, v étant supposés bornés,
le systéme (4) admet sans aucune difficulté 1'application
de la méthode des approximations successives [chaque
approximation obtenue étant substituée dans les seconds
membres des équations (4), dont les premiers membres
fournissent alors l’approximation suivante] telle qu’elle
est employée par M. Picard (*) & la démonstration du

(1) M. H. Lewy, dans le Mémoire cité des Math. Ann. tome XCVIII indique
seulement la possibilité d’opérer ainsi et emploie une méthode de diffé-
rences inspirée de celle de Cauchy-Lipschitz.



492 DETERMINATION DU PROBLEME

théoréme fondamental des équations différentielles; et cela,
dans les conditions particuliérement simples ou cette
méthode se présente pour les équations différentielles
lindaires. Le probldme a donc une solution et une seule.

La marche des calculs précédents resterait évidemment.
la méme si les équations données renfermaient des termes.
(linéaires en u, v, w) non différentiés, ou encore, en outre,
des termes tout connus de la forme f (x, y). Le probléme
serait encore possible et déterminé. En particulier, si le
systdme était homogeéne, c’est-d-dire dépourvu de termes
de la derniére forme, et si les données initiales étaient
nulles, les inconnues seraient elles-mémes identiquement
nulles.

232. DeuxiEME cas. — Supposons maintenant les coeffi-
cients fonctions de u, v, w. Nous ferons encore, sur ces
derniéres quantités, une substitution linéaire, mais dont
les coefficients seront cette fois des constantes, a savoir les
valeurs des Li, M;, N; en un point déterminé o (uo, vo, wo)
de la ligne 3, correspondant & un point déterminé O de S.
Cela revient & supposer d’emblée (*) les éléments de la
diagonale principale du déterminant (2) égaux a 1 et les
autres éléments & o en ». Le probléme revient alors a
résoudre les équations intégrales

u, = u, +f< +m,—3—£—+n, 3:)>dz

a o

dv - Jdw
w__wﬁ~|—f< — —+ m, dy+n d)dy
les I, mi, i, fonctions de u, v, w, étant (*) nuls en o et,
par conséquent, inférieurs en valeur absolue & un nombre ¢

(1) Lorsque la ligne S est constituée par l’angle des axes coordonnés,
le point O sera l’origine, au voisinage de laquelle nous pourrons nous
borner dans l'application qui nous intéressera.

(2) On pourrait aussi prendre pour coefficients de la substitution linéaire
des fonctions de z, y, coincidant avec les L, M, N le long de S, de sorte
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que I’on peut prendre aussi petit que ’on veut si u, v, w
sont supposés suffisamment voisins de uo, vo, wo.

Conformément & la marche classique de la méthode des
approximations successives, nous commencerons par
choisir arbitrairement un systdéme u”, v, w® de fonc-
tions satisfaisant aux conditions initiales, et nous en
déduirons 1’approximation suivante u™, v®, w® par les
relations

(0) (0) (0)
m-um/( N, B, P g,

(0) (0) (0)
@A) v“)-—v(")—l—/( LA CR L) >dx,

ox or
du‘°’ dv® ow® \
w, M = wp“"—i—/ < ~+ my o7 + n, o >dy;

puis de méme pour u®, v‘”’, w®; et ainsi de suite.
Seulement, cette fois, il faudra écrire aussi des relations
analogues donnant les dérivées partielles des inconnues.

Pour les dérivées —QE— iv— ow —, il suffira d’écrire
Jr Oz dy

Jutt ou'® v® Jw®

A =

Ay ox L oz +m, ox ™ o
otV oul® ov® dw®
e R R P R e
dw® - u v Jw'®

oy oy ™oy M Tay
L, mi, n, (que nous aurions df, plus exactement, écrire
U m® n®) étant calculés en donnant & u, v, w les
(1)
valeurs u®, v, w(®, La dérivéed—i—, évaluée par la régle

oy

que les I, m, n (fonctions, cette fois de u, v, w, z, y) seraient nuls sur
toute la ligne initiale. On serait seulement conduit, dans ces conditions,

3 ajouter sous les signes , dans les équati'ons intégrales (8), des termes

en u, v, w non différentiés analogues & ocux qui figurent dans (4) : termes
qui obligeraient & compléter en conséquence les formules (A,), (A,), mais
sans introduire aucune difficulté dans le raisonnement.
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classique, est (avec la méme convention pour les I, m, m
ainsi que pour leurs dérivées partielles en u, v, w)

du“’ du, , Ju'® gv® ow'®
T <l1 oz +om, oz m dz)

l, du(o) al, Jo® o, Jw®\ gu®
+ f [ du"” T oy T oy ) an T

om, ou® + dv'® an, Ju'® ow'®
ou® gy ) ox du® gy ) oz
02u(0) 020(0) dzw(o) 7]
+h 0zdy +om 020y + 0xdy J e

la dérivée totale du/dy étant prise le long de S et z’
désignant, comme au n° 230 bis, 'inverse du coefficient
angulaire de la tangente & S. Intégrons par parties les
u® @ G \
termes en 9zdy ' owdy " ddy et opérons de méme pour
dv(l) dw(l)
dy = oz
relations (3 bis), lesquelles introduisent les dérivées de
u, v, w le long de S [dérivées données, ce qui nous dispense

d’y inscrire les indices supérieurs (0)],

; Dhous avons, en tenant compte, en «, 8, des.

Ju [(1 —1) d_u _ dv dw
oy Dy T gy T gy ],‘""
Ju'® o Jw'®
l
=+ oy + m, oy + n, oy
¢ am on :
)
+f dx Z[le <dw(:)) - 0’0(;)>]
A,) J )
v du dv dw
= -1 —— —_
oy [ 2 gy T T m) G, dy],,
oul® I ow'®
L
-+ dy + m, 9y n, o
‘ om, on
(0) 3 2
+/ da Z[J' ( ow'® v >]’
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dw® du dv dw
—a—r*[—’sm—*mad +a - *a‘;]ﬁ

du® m v n Jw'®
ox S oz oz

am, on
) 3 3
—f ay Y| (dw“’) - dv"")]’

ol chaque somme 3, sous les signes / comprend trois

(A)) § + 1

termes, dans lesquels figurent respectiv;:ment les premiers
membres des conditions d’intégrabilité de la différentielle
ldu + midv + nidw correspondante et les trois jacobiens
Jl(o), J'.Z(O)r Js(o) de ’U"”, w(o); w<o)’ u“”; u(o)’ »(® par x'apport
azx,y.

233. En raison de la présence des inconnues dans les
coefficients et du fait que les polynomes sous les signes

/ de (A.) sont quadratiques (*) (et non plus linéaires) par

rapport aux dérivées, la méthode se rapprochera de celle
qui convient au cas général (et non plus linéaire) du théo-
réme fondamental des équations différentielles : le raison-
nement comportera deux temps (*).

En premier lieu, nous aurons a limiter les domaines
auxquels devront appartenir les valeurs de u, v, w ainsi
que celles de leurs dérivées premicres, et cela tant pour
les fonctions choisies comme point de départ que pour les
approximations qui s’en déduiront par les équations
(A) — (A,). Convenons de nous borner aux valeurs de
u, v, w suffisamment voisines de uo, vo, Wo, SOt

6 |u—uo] <H, lv — wo| < H, lw — wo| < H.

(4) Ce fait n’est pas distinct de celui que nous rencontrerons plus
loin (238).

(2) Cf. Picard, Traité d’'Analyse, t. 11, chap. XI, nos 2, 14 et notre Cours
d’'Analyse, n° 239 bis.
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En ce qui concerne les fonctions l;, m,, n, ces inégalités
entraineront, par hypothése, les conséquences suivantes :

1° D’aprés la maniére dont a été effectuée la substitution
linéaire définie au numéro précédent, on aura

(" L], [, ] <le, =123

¢ étant une quantité qui dépend de H et que 1’on pourra
prendre aussi petite que ’on voudra en prenant H suffi-
samment petit;

2° Les fonctions l;, mi, n, devant étre réguliéres dans le
domaine considéré, celles de leurs dérivées qui intervien-

nent sous les signes / dans les équations (A,) devront
satisfaire aux inégalités

(B)d_l._dm,l |9m:  on | |on, 9L |
ov oul|’'|ow v |’ |ou ow|

(ou A est un nombre positif fixe) et cela dds que les diffé-
rences (6) seront inférieures en valeur absolue a un certain
nombre H,.

3° Chacune des quantités précédentes devra satisfaire &
une condition de Lipschitz : si I’on remplace un premier
systtme de valeurs de u, v, w par un autre

U=u -+ Au, V=1v + Av, W = w + Aw,
tous deux satisfaisant aux inégalités (6), les différences
Al = 1,(U,V, W) — I, (u, v, w), Am,, An,,

., am, om; o an, ol
A(dv - du>’ A<dw ov >' A(du _dw>

correspondantes devront toutes satisfaire a 1'inégalité

commune

al, dam, am;  ony
@ [l Jan} Jan o (G =S )] [ (S -5)
+ [o])

v du

(- 2] <o

A étant un nombre positif fixe.

Aul 4+ |Av
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Soit, d’autre part, H, une borne supérieure des valeurs
absolues des dérivées partielles ou totales de u, v, w, le
long de S. Nous nous astreindrons & ne considérer, pour
ces dérivées, dans le voisinage de S, que des valeurs satis-
faisant aux inégalités

du

'<2H

Soient H, choisi comme il vient d’'étre dit, les nombres
A et A ayant été également choisis une fois pour toutes,
H et # deux nombres que nous nous réservons de choisir
ultérieurement, le premier devant &tre au plus égal & H,.
Limitons-nous aux points a tels que (*)

(1) w<y @<y Od<y

(e et B étant les points définis précédemment) et supposons
qu’en tous ces points du plan des zy, les quantités u!,
0@ w® satisfassent aux inégalités (6) et leurs dérivées
aux inégalités (10). Nous avons d’abord & nous assurer que
ces mémes conditions seront remplies par u™, v®, 1™,
En ce qui concerne (6), il suffira, d’aprés (A), (7), (10), que
Pon ait

H
(12 6eqH, < D}
avec
u, — ugl, |V, — Vol |w, — wol, <H
2 ’
ug — ugl, |vg — Vo|, |wg — wy

ces derniéres résultant de la derniére inégalité (41) pour 4
suffisamment petit et, d'une maniére précise, ayant cer-
tainement lieu dés que

H

(1) Lorsque S est l'angle des axes, ceci astreint le point a 3 8tre dans
un carré de diagonale y ayant un sommet & 1'origine.

HabaMaRD. 29
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inégalité qui entraine (12) si ’on a, en outre,
(14) 3e < 1.

Pour (10), il suffira, en vertu de (A,) et de (A,), que I'on
ait les inégalités (14) et

H, (1 + 9¢) + 12A4H,* < 2H,;
ou

(14 bis) 9¢ + 12A4H, < 1,

dont la seconde dispense de la premiére.

Moyennant ces inégalités (13), (14 bis), les conditions
(6), (10), remplies par u®, » w'®, entraineront ces
mémes conditions en ce qui regarde u'”, v, w™V; puis, de
méme, pour Dlapproximation suivante u®, v® w®; et
ainsi de suite. Toutes tomberont donc, en particulier,
dans le domaine de régularité des coefficients.

234. Ce premier point acquis, imaginons que, comme
tout & I'heure, au systtme de départ u®, @, w!®, on en
substitue un autre

“5) UO) — 40 1 Ay®,
VO — 40 . Ap(®
W — (0 1 Agy(®

satisfaisant également, aux conditions initiales données
sur S et, dans toute la région (11), aux conditions (6), (10),
de sorte que les valeurs U™, V' "W qu’on en déduira
pour remplacer u'", v"), w satisferont aussi & ces mémes
conditions. Donnons-nous une borne supérieure des déri-
vées de Au®, Ay Aw' soit

0V | | 0Av® | | 0Aw® |
oz |'| 9z |'| oz |
0Au® | | 9Av® | | 9Aw® | < e
oy I'l oy I'| oy |

(16)
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Comme Au®, Ap® Aw® sont nuls tout le long de S, on
aura, ¢ désignant la plus grande des deux longueurs
ao, aB,

A6 bis) [Au®], |Av©®)|, |Aw®| < hf.
Calculons les limitations correspondantes pour Au®),

Ap™M | Aw' et leurs dérivées, en tenant compte des condi-
tions de Lipschitz (9). Il vient ainsi sans difficulté, d’aprés

(Al))
a,)

dAu(l) dAv(l) dAw(l)

S Y e | | <3+ ocangn,

et, d’aprés (A,),
0AuD | | 9Av® | | gAw® |

a ) )

@) 9y 5]

9y
< h, B¢ -+ 18 AILE + 36 AILE + 24 AH,*¢%)

d’oli, comme tout & 1’heure, en multipliant par ¢, une
limitation analogue & (16 bis) pour [Au™|, |Av™)|, |Aw®)|
eux-mémes.

Soit # un nombre positif plus petit que 1. Nous choisi-
rons les nombres ¢ et 7 de manitre & vérifier les inéga-
lités (14), (14) et

amn 3¢ 4 18AH,7 + 36AH,n? + 2%AH2p* < u;

et, ¢ étant ainsi choisi, nous prendrons H en conséquence;

puis nous assujettirons encore n aux inégalités (12), (13),

lesquelles ne contredisent pas (17). Moyennant de tels

choix des nombres H, ¢, 7, nous voyons que les inégalités
(16), (16 bis) entraineront

oAU | [ 080 | | 0Aw™ |

oz | oy 'l oy |

[Aut], [Av @], [Awt)] < hy;

< h;s

avec
h, < ph,.

De méme, pour les approximations suivantes, le nom-
bre h, sera remplacé par les nombres h;, hs, .... respecti-
vement inférieurs & p’ho, p*h,, .
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Le raisonnement s’achéve & la maniére ordinaire. Si l’on
commence par prendre U® = y VIO = o WO = 1)
les différences qu’on en déduira successivement ne seront
autres que les quantités successives

u® — u(”’ u® — u(z)’
@) — 'v(l)' 3 — v(zl'
w?® — w(l’, w® — w(z)'

et leurs dérivées.

h,, hs, ... tendant vers zéro a la facon des termes d’une
progression géoméirique décroissante, les séries ainsi
engendrées convergeront, et cela uniformément dans toute
la région (11) : elles satisferont, dés lors, aux équations
intégrales (8), donc aussi aux équations différentielles et
aux conditions initiales données.

La solution obtenue sera unique, comme on le voit (*)
en remarquant qu’elle ne change pas (puisque les h suc-
cessils tendent vers zéro) lorsqu’on remplace le systéme
de départ u®, v!®, w® par un autre arbitraire tel que (15) :
ce qui achéve la démonstration annoncée.

La construction précédente pourra s’effectuer au voisi-
nage de tout point de S et (Cf. 41) les diverses solutions
partielles ainsi calculées chacune autour d’'un segment
de S, n’en feront qu'une, valable dans tout le voisinage
de la ligne initiale (%). )

Si les coefficients du systéme différentiel ou les données
initiales dépendent (continiiment ainsi que leurs dérivées)
d’un ou plusieurs paramétres auxiliaires quelconques, et
si les conditions (6) — (17) sont remplies uniformément
(c’est-ad-dire avec des valeurs fixes de A, H, H,, ...) par
rapport & ces parameétres, la solution sera aussi une fonc-
tion continue des mémes paramétres; elle pourra, moyen-
nant des conditions supplémentaires faciles a indiquer,

(1) Cf. notre Cours d'Analyse, t. II, no 240, 4°, 5o.

(2) On scrait dispensé de cette remarque, et 1’on définirait la solution
d’'un seul coup dans tout le voisinage de S, si J'on procédait comme il
est dit dans la note 2 de la p. 492. Ceci, toutefois, ne s’appliquerait pas au
cas od S gerait l'angle des axes.
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8tre différentiée un nombre plus ou moins grand de fois
par rapport & eux, ou par rapport aux variables indépen-
dantes données.

I

235. Venons maintenant 4 une équation aux dérivées
partielles

(E) Fx,y, u,p, q, 7, 8, ) = o;

en considérant d’abord le cas hyperbolique. Dans ce cas,
il ne sera pas nécessaire de supposer le premier membre
analytique, pourvu qu’il soit régulier. Donnons-nous une
ligne S du plan des xy également réguliére, c’est-a-dire
le long de laquelle z et y seront des fonctions régulidres (*)

d’un parametre A, les deux dérivées ne s’annu-

dr dy
X Tax
lant jamais ensemble (nous supposerons, comme nous pou-
vons le faire sans diminuer la généralité, la premidre
d’entre elles différente de zéro); et, en chaque point de
cette ligne, les données (réguliéres) de Cauchy, c’est-a-
dire les valeurs de l'inconnue u et de ses dérivées pre-
miéres p, q, satisfaisant & la relation

18) du = pdzx -+ qdy.

Nous allons supposer que, du moins pour ces données,
I’équation est du type hyperbolique, et la ligne S non
caractéristique, c’est-a-dire :

1° que cette équation, jointe 3
(18 bis) dp = rdz -+ sdy , dq = sdx 4+ tdy,
permet de calculer, en chaque point de S, un systdme bier
déterminé et continu de valeurs de 7, s, t;

2° que, se servant des valeurs ainsi trouvées et des don-

nées u, p, q pour calculer F,, F,, F,, les racines de I’équa-
tion du second degré

(19) FrP’ - F:P -+ Ft =o0,

(1) M. H. Lewy dans son Mémoire cité des Math. Ann. Tome XCVII,
détermine I’ordre de dérivabilité qu’il est nécessaire de supposer.
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sont, en chaque point de S, réelles et distinctes, aucune
d’entre elles n’étant égale au coefficient angulaire de la
tangente a S. Ces deux racines p,, p, peuvent &tre consi-
dérées comme connues en fonction de x, y, u, p, ¢, 7, s, t.

Nous allons pouvoir montrer que le probléme de Cauchy
ainsi posé admet, au moins dans une certaine région
autour de S, une solution et une seule.

236. Commencgons par $tablir le second de ces deux
points. Soit donc supposée connue une solution u de
I’équation, satisfaisant aux conditions données. F,, F,, F,
pourront alors étre exprimés en fonction de z, y. En
chaque point M passeront donec deux caractéristiques,
lesquelles seront définies respectivement par les équations
différentielles

dy — p,dx = o,
20) ) F,dr+—i——-Ftds+<£> dz = o.
P dz

dF
p,F.ds + F,dt + <—&-y—-> dy = o
dy — p,dx = o0

1 dF

ou ) Fdr+ e F,ds + <—d7> dz = o,
dF

p,F.ds + F.dt + <_d;7> dy = o

jointes & (18), (18 bis).
Dans les équations (20), p,, p, désignent les deux fonc-
tions (*) py(z, y), p(x, y) qui vérifient 1’équation (19); les

(1) Goursat, Legons sur lintégration des équations aux dérivées par-
tielles du second ordre, Tome I, Chap. IV, p. 171-174; Paris, Hermann, 1896.

(2) Rappelons que, u, p, g, r, s, t étant, provisoirement, supposés connus
en fonctions de x, y, il en est de méme de p,, p,.
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notations <-73-F;> (%) désignent, pour abréger, les com-
binaisons

{20 bis) (%) = F, + pF, + 1F, + sF,,
dr y .
(W) = Fv + qF, + st -+ tl‘a'

Ces caractéristiques sont, par hypothese, réelles et dis-
tinctes et, du moins si M est suffisamment voisin de la
ligne S, couperont chacune S en un point déterminé, cor-
respondant & une valeur déterminée du paramétre, don-
nant ainsi un triangle curviligne ®. Inversement, a deux
points quelconques de S, pourvu qu’ils soient suffisam-
ment voisins, correspondra, par intersection d’une carac-
téristique du premier systéme issue du premier point et
d’'une caractéristique du second systtme issue du second
point, un point M(z, y) déterminé.

Considérons d’autre part les deux valeurs A et p du
paramétre ainsi introduites comme des coordonnées rec-
tangulaires dans un plan, la ligne S étant figurée sur ce
diagramme par la droite D (A = ), les caractéristiques
par des paralltles aux axes, de sorte que notre triangle
curviligne ® aura pour image un triangle rectangle iso-
céle T ayant sa base sur la droite D.

Prenant A et 4 comme variables indépendantes, nous
voyons que z, y, u, p, q, 7, s, t devront, en tout point du
triangle T, satisfaire aux équations des caractéristiques :
en particulier, aux six équations (18), (18 bis), (20) pour
le premier systtme, savoir

( =9 —p2 =0

1

, 1 , dF\ ,
?,:F'T+———F¢S+<~d—x->x=0
, , dF ,
(I') { ¢ = p,F.s" + Fyt +<'—y—>y =0
oo =u —pr’ —qy =o

¢5 =p —rr’ — sy =o

loe=q —st'—ty =0
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le signe ’ représentant la différentiation -'-5-\-, et aux deux

premiéres équations (20) pour une caractéristique du
second systéme, soit

¥ =y — p2 =0
@ Coo4 o (dF\
'ﬁz—\r"""—Pz—th—i—(m-)x_o,

le signe ' désignant la différentiation —dd— Nous avons

ainsi huit équations linéaires aux dérlvéel; partielles du
type (1’) (1); car, en vertu de p, 7 p,, le déterminant des
coefficients est bien différent de zéro (autrement dit si,
dans la seconde série d’équations, on remplacait partout
le signe * par ‘, on trouverait, sans difficulté,

=y =u=..=1t=o0).

On pourra donc intégrer le systéme (I'), (I') avec les
conditions initiales qui nous sont données le long de la
base du triangle T, c’est-d-dire d'un segment de la
droite D.

Le calcul en question donnant, comme nous le savons,
un résultat parfaitement déterminé, il est déja établi que
notre probldme ne peut admettre plus d’une solution.

237. Inversement, supposons ce calcul effectué pour
tous les systémes de valeurs (suffisamment voisines entre
elles) de A, p. Tout d’abord on aura ainsi, en fonction de
A, p, des valeurs de «, y. Les deux équations ainsi écrites
pourront &tre résolues en A, x pour toute position donnée
du point M suffisamment voisine de S : car cette solution
est acquise lorsque M est sur S, avec un jacobien z'y* — z'y’
différent de zéro puisque p, et p, sont distincts et que (si,
comme nous l’avons supposé, la tangente & S n’est pas
caractéristique) x” et ¥’ ne peuvent étre tous deux nuls,
non plus que «* et y* (Cf. p. 819).

Nous allons maintenant établir que les huit fonctions
ainsi calculées de A et de u satisfont, non seulement aux
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huit équations différentielles auxquelles nous les avons
assujetties, mais aux quatre équations restantes

N . dF Y
b= e+ () y =

) Y =u — pz' — qy° = 0;
Yy =p' — 1" — sy = o;

Yo =¢q — 2 —ty =o0

que nous n’avons pas fait intervenir.

Si nous faisons cette démonstration et si, en outre, nous
nous assurons que nos huit inconnues vérifient, identi-
quement en A, g, la relation (E), nous aurons une solution
du probléme : car, d’aprés ce qui précede, u, p, q, 7, s, t,
fonctions de A, u, sont, par 1a méme, fonctions de z, y,
et leurs différentielles vérifient identiquement, d’aprés les
trois derniéres équations (I') et les trois derniéres équa-
tions (II'), les relations (18), (18 bis), de sorte que p, q,
r, s, ¢ sont les dérivées premiéres et secondes de u par
rapport & z, y.

Tout d’abord, on sait (*) que les équations des caracté-
ristiques admettent la combinaison linéaire dF. Il est aisé
de former cette combinaison : on trouve, en tenant compte
de I’équation (19) & laquelle satisfait p,, que I’on a (iden-
tiquement en &', v, v, p’, ¢, ¥, &, 1)

F' = ¢, + ¢; -+ Fupq + Fops + Fogs.

Il en résulte que F’ s’annule identiquement sur la solu-
tion que nous venons de construire. Comme, en chaque
point de la base de notre triangle, les valeurs de nos
variables vérifient la relation F = o, on voit que celle-ci
aura bien lieu dans tout l’'intérieur de ce triangle. Elle
entraine, d’autre part,

F*=o.

Or, en vertu d'un calcul tout semblable au précédent,

il est clair que ceci peut s’écrire

(21) Y, + ¥ + Fuy, 4 Fpy 4 Fy = o,

(1) C1. Goureat, loc. cit., p. 174.
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ot méme le premier terme peut étre supprimé en vertu
de la seconde équation (I'). On voit donc que les équations
@), (II') ne sont pas indépendantes. -

Nous noterons une forme particuliérement simple sous
laquelle on peut mettre les polyndmes ¢,, ¢, ¥,, ¥s en

F .
tenant compte de la relation p,p, = —f-qui existe entre les
racines de I’équation (19). En tirant "de cette relation F,,
on voit ainsi sans difficulté qu'on peut écrire, pour ces
polyndmes (sous le bénéfice des équations ¢, = ¥, = o)

p[l“y 9’2 — 1":1;‘ + s/y\ + ge
22) '
sz,¢_r\zl+s\r+g€
F‘ 2 y
_ Wy () e e
I = F, <dac>— F, <dz
M NN x
F, 9y = T + Uy +
(22 bis) ,
T by =8 A Y+ K
t
Yy [(dF\ 22 [ dF
* = <dy>_ F, <dy ’

238. La démonstration des équations (II') repose sur une
extension simple des expressions (ou « crochets ») clas-
siques qu’emploie la théorie des équations aux dérivées
partielles du premier ordre (*) et qui, bien que déduites
par différentiation d’expressions elles-médmes différen-
tielles, ne contiennent pas de dérivées secondes.

D’une maniére analogue, on voit immédiatement que,
dans les combinaisons

(23) ¥ — o

les dérivées secondes par rapport a Au s’éliminent : cha-

(1) Jordan, Cours d’'Analyse, t. I, n° 62; Goursat, Legons sur lintégra-
‘tion des équations partielles du premier ordre, chap. I
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cune de ces combinaisons est un polyndme bilinéaire (*)
par rapport aux dérivées & (j =1, 2, ..., 8) d’une part,
aux dérivées &' de 'autre, en désignant par &,, ...., & nos
huit inconnues z, y, u, p,q, T, s, t.

On va voir qu’elles peuvent se mettre sous la forme

Pig, + Py, + oo+ Pogg = Qi + Qi + ...+ Quils,

les coefficients des ¢, ¢ étant des polyndmes linéaires par
rapport aux & ou aux £, ou plus simplement, si I’on tient
compte des équations déja acquises et de (21),

(24) Qawa + Q4'¢4 + Q5¢6 + QO‘!/O =
== Q"‘/Q + Q_r,‘\[/s + Qo‘lbﬁ - Qa (Fu¢4 + Fp¢5 + Fa‘/,l)

On peut constater sans aucun calcul (*) que les quan-
tités (23) sont nulles pour toutes les valeurs des £, & qui
vérifient les conditions (I'), ), (II') et sont par conséquent
de la forme (24). Mais la vérification directe est aisée.

(1) Dans le cas classique, le crochet de deux opérateurs différentiels
linéaires est lui-méme linéaire. La différence tient & ce que, ici, les coeffi-
cients contiennent les fonctions mconnues

(2) Soient x,, y,, Uy, Py g Ty , des valeurs
numériques v%uﬁant les relatwns (I’), (I‘), (II‘), ‘ies flmt prcmléres véri-
fiant, en outre, 1’équation donnée et étant voisines de données corres-
pondantes en un point de S. Soit d’autre part, F, une fonction analy-
tique de =z, y, u, p, ¢, 7, s, t, holomorphe autour de z = z,, y = y,, ---,
t = t,, laquelle, pour ce systéme de valeurs des huit variables, prend la
valeur zéro et admet les mémes dérivées partielles des doux premiers
ordres que F. Le théoréme de Cauchy-Kowalewski montre qu’il existe une

solution u, de l'équation aux dérivées partielles F, = o prenant pour

T =z, y = y,, la valeur u, avec les dérivées partielles des deux premiers
Pu, Py,

ord ey Ly, les d , ,

ordres p, es deux dérivées ——1 d = oyzozayant en outre, au méme

point, des valem‘s numériques arbltralrement choisies.

Si, pour la solution u, ainsi construite, on méne les deux caractéris-
tiques qui passent par le point donné (et si l’on choisit convenablement
le paramdtre A ou u sur chacune de ces deux courbes et, par conséquent,
le facteur de proportionnalité qui, dans les dérivées correspondantes,
dépend de ce choix), les dérivées «’, ¥/, v/, p’, ¢/; z, ..., ¢* auront, au
méme point, les valours numériques correspondantes données. I1 en sera
de mé&me de ¢/, ¢* 8i I'on & choisi convenablement les valeurs numériques de

Pu, du
_—3" -—251-— donc aussi — en vertu des relations P, =Y, =9, =9y, =0,

vénﬁées par hypothése, tant pour u, que pour u — de v/, &/, 1%, s
Or, pour la solution u,, les quantltés (23) sont néceuairement nulles,
puisque les ¢ et les ¥ sont nuls en tout point.
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Remarquons d’abord qu’on peut faire abstraction de ¥s
qui, d’aprés (21), est une combinaison linéaire de ¥,, ¥,,
¥5, ¥s. Puis on a immédiatement

V=o' =0T+ Y — P2 — ¢y = 98" — ¢y — %% — Yoy~
De méme,
¢5¢ — ?5\ o ,r’z\ + sly\ _— r\zl —_ s\!II;
ou, d’apres (22),
) . Py paY
(25) #‘5—?5————[“?_?3_—;?%3

et enfin, d’'une maniére analogue, en utilisant (22 bis)
et (21),

O A A

26) V. Pe = F, Ps F, ¥y
=Yoo+ L (g, + P+ Fy, + F gy )
—Ft 503 Fz 2 uvr4 f 21 qre

239. Mais, par construction, les ¢ sont nuls identique-
ment en A, u. Les équations

W—e' =0 =435, 6)

deviennent donc des équations différentielles linéaires.
ordinaires en ¥,, Vs, ¥s considérés comme fonctions de A
et montrent que ces quantités sont partout nulles si elles
le sont pour une valeur déterminée de A.

Or, pour A = p, ¢’est-d-dire sur S, les équations (II') sont.
vérifiées, comme résultant des trois dernidres équations (I'y
d’une part et, de I'autre, des équations (18), (18 bis).

Elles sont donc vérifiées dans toute la région considérée

du plan. C. Q. F. D.

On voit (ce qui n’avait pas été établi jusqu’ici dans le
cas non linéaire) que, du moment que I'équation est hyper-
bolique, la valeur de la solution en un point donné ne
dépend que des données sur une partie de la ligne S, cor-
respondant & un segment de la droite D.



DANS LE CAS NON LINEAIRE 509

HI

240. La théorie du cas ciliptique est, par la nature méme
des choses, plus difficile. Les considérations précédentes
ne sauraient s’y appliquer sans modifications importantes.

Nous avons, en effet, dans le cas qui vient d’étre traité,
établi a la fois qu’il ne peut exister plus d’'une solution
et qu’il en existe effectivement une, dont nos opérations
nous fournissent méme une construction. Or, au contraire,
dans le cas elliptique, nous savons que le probléme de
Cauchy est en général impossible, Nous sommes donc
avertis que la méthode précédente n’est pas directement
applicable. Bien loin de construire une solution du pro-
bléme, nous aurons, au contraire, & partir toujours de sola-
tions supposées connues.

La premiere question qui va se poser sera de démontrer
4 leur égard le théoréeme de M. Hilbert :

Toute solution d’une équation aux dérivées partielles du
second ordre analytique et du type elliptique est analy-
tique dans tout lintérieur de son domaine d’existence.

La méthode employée & cet effet consistera & étendre la
définition d’une telle solution au domaine des valeurs
complexes de x et de y.

Commencons, avec M. H. Lewy (*), par un cas particulié-
rement simple, celui de 1'équation

2, 2,
Au:-g;’:—+-g§‘:—=f(w'yv w pr @

f étant analytique par rapport aux variables qu’elle
contient.

Soit donc u une solution de 1’équation précédente, sup-
posée connue dans une certaine région R du plan des
variables réelles x et y. Soit proposé, pour commencer,
de la définir pour x réel et y complexe, soit y = y, + iy,.
Si le probléme était, pour un instant, supposé résolu,
Féquation admettrait deux systémes de caractéristiques,

(1) Mémoire cité des G&tt. Nachr., 1927.
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dont les équations (en raison du fait que I’équation est
linéaire dans sa partie du second ordre) peuvent s’écrire
en n’introduisant que les variables z, y, u, p, g, savoir,
pour le premier systéme,

dy — idz o;

dp — idq = fdz;

et, pour le second,
dy + idr = o;

dp + idq = fdz;

Convenons, provisoirement, de laisser constante la
partie réelle y, de y. Tout se passera alors dans le plan
des variables réelles z, y, et, dans ce plan, les caracté-
ristiques des deux systémes seront figurées respectivement
par les droites :

Yy, — x = Cte, Yy, + x = Cte,

Par chaque point (x, y.) du plan en question, passeront
deux telles caractéristiques, formant un triangle rectangle
isoctle avec la droite y, = o qu’elles-couperont aux points
d’abscisses x — y,, £ + ¥,.

Nous désignerons encore par l'accent * des dérivées
prises le long d’une caractéristique du premier systéme
et par I'accent * les dérivées prises suivant une caracté-
ristique du second. 8i, dans le plan des xy. (ou, plus exac-
tement, dans le triangle rectangle isoctle dont il vient
d’étre question), nous introduisons deux coordonnées
auxiliaires A, p liées & z, y, par les relations

T=A+p , Y= —n )
’ sera une dérivée par rapport & A et ' une dérivée par
rapport & p. Avec ces conventions, qui donnent

¥r=y' =1 , = —y, =1,
I’équation aux dérivées partielles pourra s’écrire sous
Pune des deux formes

@7 PF—ig—f=o0
@7 pP+ig—f=o0
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pendant que 1’on aura également les deux équations
28) W —p—ig=o0;
(28" u'— p + ig = o0;

qui expriment que p et ¢ représentent (du moins pour des
déplacements dans le plan des xy,), les dérivées partielles
de u.

Considérons le systéme des trois équations différen-
tielles (27), (279, (28). Le déterminant de leurs coefficients
étant différent de zéro, elles constituent, par rapport &
u, p, q considérés comme fonctions de A et de x, un sys-
téme du type étudié dans ce qui précéde. Le long de la
droite y, = A — p = 0, nous connaissons des valeurs des
inconnues u, p, q. Le probléme d’intégrer le systéme diffé-
rentiel avec les valeurs initiales ainsi données admet,
nous ’avons vu, une solution et une seule.

11 resterait & s’assurer que les valeurs de u ainsi obte-
nues en fonction de la variable z et de y = y, + iy, (ou
plus exactement jusqu’d plus ample informé, de z, y,, )
satisfont en outre & I’équation (28") dont il n’a pas été tenu
compte jusqu’ici et sont analytiques en y; mais c’est ce
qu’il est inutile d’exposer sur ce cas particulier, qui ne
sert que d’introduction au cas général.

241. La construction précédente ne s’applique qu’au
cas ot y seul est imaginaire, x étant encore assujetti &
étre réel. Supposons maintenant x et y tous deux com-
plexes, soit

T =, ~+ iz, s Y=y, + iy,

Par le point (z, y) ainsi choisi, vont passer deux carac-
téristiques

@) Y, +1iY, —(y, +iy,) =1 X, + X, — (=, + i:l:.‘,)].

(29\) Yl + in - (yx =+ iyz) =—1 [Xl + ixz - ("”1 + izz)]
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appartenant respectivement aux deux systémes. Chacune
d’elles admet un seul point réel, savoir

(301) Nl (Gl =T — Y, B]. =Y -+ -"72) ’
(309 N, (0 =, + Yy, B =y, — To).

Inversément, la connaissance simultanée de ces deux
points du plan réel détermine les deux coordonnées com-
plexes z, y.

Nous ferons, dés maintenant, une distinction utile a
I'intelligence de ce qui va suivre. Lorsqu’on parlera d’une
ligne, c’est-d-dire d’une variété décrite par un point qui
dépend d'un seul parameétre, il y aura lieu de distinguer
s’il s’agit d’un paramétre réel auquel cas nous parle-
rons d’une simple ligne — ou d’un parametre complexe;
dans ce dernier cas (ou interviennent, en réalité, deux pa-
ramétres réels) nous dirons qu’il s’agit d’'une mégaligne (*).
De méme, au moins dans des espaces & un plus grand
nombre de dimensions, il y aurait lieu de distinguer entre
une simple surface (*), lieu d’un point qui dépend de deux
paramétres réels et une mégasurface, lieu d’un point
dépendant analytiquement de deux parameétres complexes,
ce qui fait quatre paramétres réels. Par exemple, chacune
des équations (297, (29") représente une mégaligne qui
coupe le plan réel en un seul point et, inversement, le
point complexe (x, y) est défini par l'intersection de ces
deux mégalignes, respectivement définies par le point
réel N, (30") et par le point réel N, (30"). Par contre, nous
pouvons, dans 1’espace & quatre dimensions, joindre (x, y)
a N, ou & N,, par une ligne droite qui sera, cette fois, une
simple ligne caractéristique. Joignons également N,N, par
une droite du plan réel : nous aurons formé ainsi un
triangle isoctle que nous pourrons considérer comme
sillonné par deux familles de simples lignes droites

(1) D’apres les résultats de M. Levi Civita, les mégalignes jouent le réle
de caractéristiques par rapport au systdme d’équations aux dérivées par-
tielles qui régit les fonctions de deux variables complexes.

(2) L’acceptation ainsi adoptée pour le mot « surface » est différente de
celle qui a été6 employée dane le corps de l'ouvrage, d’aprés la note de
la page 6.
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respectivement paralléles & MN, et & MN;, donc également
caractéristiques et que nous considérerons comme lignes
coordonnées, de maniére 4 introduire deux paramétres
(réels) A et u. C'est dans ce triangle rectangle et en fonc-
tion de ces deux paramétres que nous aurions a opérer
d’une maniére analogue a ce qui a été expliqué tout a
I’heure.

Iv

242. Les opérations relatives & une équation non linéaire
sont analogues aux précédentes & ceci prés que, non seu-
lement u, p, q, r, s, t, mais x et y eux-mémes doivent étre
pris comme inconnues : donc,

(E) Fx,y, u,p,q, 7,8 1) =0

étant 1’équation donnée, dont le premier membre est sup-
posé holomorphe pour toutes les valeurs des huit varia-
bles que nous aurons & faire intervenir, nous supposons
connue une solution u de cette équation définie non néces-
sairement dans tout le plan, mais dans une certaine
région R limitée par une certaine ligne S (analytique ou
non). Pour cette solution, et dans la région R, I'équation
sera supposée du type elliptique, c’est-d-dire que l'on
aura, en chaque point de R,

FF, —F2>o0

(F,, F,, ... désignant toujours les dérivées partielles de F),
de sorte que les racines de 1’équation du second degré

19) pF, — pF, +F, = o

seront imaginaires.

Supposons, pour un instant, que, du moins, au voisi-
nage de tout point intérieur & R, u soit analytique et que,
par conséquent, on puisse le définir (donc aussi ses déri-
vées partielles) pour des valeurs complexes de x, y.

Par tout point (réel ou complexe) M (z, y) passe une

caractéristique de chaque systéme, solution d’un - des
HaAvAMARD. 8
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systémes différentiels (20) et représentée par une équation
entre les deux variables complexes x, y, donc par deux
équations entre les variables réelles x,, x,, Y, ¥,, et qui
sera une mégaligne. Un aura d’ailleurs les deux remar-
ques suivantes :

a) Pour toute position du point M suffisamment voisine
de la région R du plan réel [c’est-d-dire telle que (x,, y,)
soit intérieur & R et x,, ¥, suffisamment petits], la carac-
téristique en question coupera le plan réel en un point N
bien déterminé voisin de M : en effet, les deux équations
qui la représentent seront alors & deux inconnues (réelles)
e, B, elles auront, si le point donné est réel et intérieur
& R, la solution « = z, B8 = y et, en ce point, leur jaco-
bien sera différent de zéro, ceci exprimant que la méga-
ligne ne contient aucune simple ligne tangente au plan
réel, ce qui a lieu puisque p est complexe.

A un point complexe M correspondent ainsi deux points
réels N, (¢, B), N, (0, 8,).

b) Inversement, si ces deux points sont donnés, inté-
rieurs & R et suflisamment voisins, ils feront connaitre
d’une manitre déterminée le point complexe M. La carac-
téristique du premier systéme issue de N, et la caracté-
ristique du second systéme issue de N, donnent, en effet,
entre x,, ., y,, y., quatre équations qui, pour N, et N, con-
fondus en (e, B8), admettent la solution z, = «, y, = 8,
x, = Yy, = 0; et, en un tel point, le jacobien est différent
de zéro, puisque p, est différent de p, et que, par consé-
quent, les deux mégalignes ne sont pas-tangentes (*).

Dans la région R, supposons défini un réseau de
lignes £ & deux paramétres tel que deux points quelcon-
ques de R soient joints par une ligne £ bien déterminée,

(1) Les équations des deux caractéristiques, différentiées, donnent res-
pectivement (par hypothdse) quatre équations réelles équivalentes aux deux
équations complexes :

dy, -+ idy, — p,(dx, + idzr,) = o

dy, + idy, — p, (dx, + idzx,) = o;

lesquelles n’admettent d’autre solution commune que
dr, = dr, = dy, = dy, = o.
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intérieure & R. Par exemple, si [ce que nous pouvons
toujours faire moyennant une transformation ponctuelle
analytique (*) convenable] nous supposons R comvexe, de
sorte que S tourne sa concavité vers I'intérieur de R, on
pourra prendre simplement pour les £ des lignes droites,
le paramétre A qui servira & désigner un point sur l'une
d’elles étant la distance & une origine déterminée quel-
conque prise sur elle.

A tout point complexe M suffisamment voisin de R
correspondra donc un segment de ligne £ joignant les
deux points N,, N,. Si, sur le segment ainsi tracé, nous
prenons deux autres points quelconques n,, n,, la carac-
téristique du, premier systéme issue de n, et la caracté-
ristique du second systéme issue de n, se rencontreront
en un point complexe bien déterminé m. Ce dernier, si
P’on fait varier, sur £, un seul des points n, ’autre restant
fixe, décrira une simple ligne (et non plus une mégaligne)
caractéristique; et, au total, nous aurons, sur une simple
surface de I'espace & quatre dimensions, un triangle ou
plutdt deux triangies curvilignes @,, %,, dont I'un, %, par
exemple, aura pour sommets N,, N,, M. Chaque point m
correspondant d’ailleurs & deux nombres réels A, u (& savoir
les deux valeurs du paramétre qui, sur £, définissent les
points N, et N;), chacun de ces deux triangles curvilignes
correspondra, dans le plan des Ax, & un triangle rectangle
isocele T, ou T, ayant sa base sur la droite D (A = p).

243. La question est de construire les triangles % sans
savoir, jusqu’a nouvel ordre, si la fonction u et ses dérivées
peuvent étre étendues au champ complexe, mais en par-
tant des valeurs de ces quantités dans le plan réel, valeurs
que nous supposerons connues (%).

A cet eifet, aprés avoir défini le réseau des lignes £,

(1) Les transformations analytiques sont les seules que nous puissions
effectuer ici, sans troubler le caractére analytique de la fonction F.

(2) Comme le constate M. H. Lewy dans le Mémoire cité des Math. Ann.,
t. CI, les raisonnements et les conclusions qui vont guivre sont valables
du moment que u admet des dérivées partielles continues jusqu’a l’ordre
quatre.
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nous n’aurons qu'a appliquer sans modification (sauf la
présence d’inconnues et de coefficients complexes), la
méthode qui nous a servi précédemment. N, et N, étant
deux points quelconques intérieurs & R et suffisamment
voisins 'un de 'autre, nous les joindrons par un segment
de ligne £, sur lequel, dés lors, les huit variables z, y, u,
p, q, 7, s, t seront, par hypothése, connues en fonction
du paramétre A, ¢’est-d-dire de la position d’un point de
la droite D du plan des Au. Avec les données initiales ainsi
assignées sur D, nous intégrerons encore le systtme des
six équations (I) et des deux équations (I'), dont tous les
coefficients (complexes cette fois) seront des fonctions
analytiques connues des huit variables précédentes. Le
déterminant de ces coefficients étant, comme ci-dessus,
différent de zéro au voisinage de la ligne initiale, le sys-
téme ainsi écrit reldve encore de la théorie précédemment
exposée, de sorte qu’d notre couple de points N,, N, cor-
respond un point M (z, y) du champ complexe, ainsi qu'un
systtme de valeurs de u, p, g, r, s, t, toutes les quantités
ainsi calculées étant dérivables par rapport & e, 8,, e, B,.

Pour montrer qu’on a ainsi une fonction analytique
u (x, y) vérifiant 1’équation aux dérivées partielles, nous
aurons & faire voir :

1° que l'on a, dans toute 1'étendue d’un triangle B,
ou B,, non seulement les équations différentielles (1), (I,
mais les quatre équations restantes (II');

2* que les équations qui font connaitre les quantités
& = x, + iz,, y = y, -+ 1y, en fonction des coordonnées
a,, B,, oy, B, des deux points N,, N, du plan réel peuvent
8tre résolues par rapport & ces derniéres en fonctions de
Z,, L3, Y, Ya» pourvu que (z,, ¥,) soit pris dans R et
|z,l, |y.! suffisamment petits, de sorte que, dans ces condi-
tions, u, p, ¢, r, s, t pourront &tre considérés comme
fonctions de x,, x5, Y1, ¥a;

3° que les fonctions ainsi obtenues sont analytiques en x
et en y;

4° que p, q, 7, s, t sont les dérivées premiéres et secon-
des de u.
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244. 1° En ce qui concerne le premier point, la démons-
tration donnée pour le cas hyperbolique s’applique sans
modification.

2° Soit maintenant & exprimer a,, 8,, a,, 8, en fonctions
de z,, ;, ¥,, Yy, en supposant formées les expressions
inverses. Les valeurs des fonctions implicites cherchées
s’écrivent immédiatement toutes les fois que z; =y, = o,
savoir a, = a, = &,, 8, = B, = y,. Nous avons & montrer
que pour de telles valeurs des a, B c’est-d-dire pour N,
confondu avec N,, le jacobien

] = D(xn Tav Yy y,)
D(u,, Bu Qg Bz)

est différent de zéro. Les dérivées qui entrent dans ce
jacobien se calculent comme il a été indiqué au n° 230 bis.
Considérons d’abord les dérivées partielles par rapport
d a, et & a,, c’est-a-dire supposons que I'un ou 'autre des
points N, et N,, primitivement confondus, se déplace infi-
nitésimalement sur une parallele & 'axe des x. Ce sera
alors cette droite qui sera la ligne £, le paramdtre A
n’étant autre que 1'abscisse @, ou a,. En vertu des identités

(31)  x(o, B50,8) =0 ' y(a, B; o, B) =8,
on aura, pour les dérivées des coordonnées complexes x, v,
ox or dy dy
Jda, + du, 1 ’ da, do, 0
relations qui, jointes &
% _ or dy ox
do, ' oa, ’ day, P2 o,
donnent
oz p o — p.
32 a) = - , = 5
( Oa, P11 P2 Ou, P1 " Pa
32b) Gy 9% _ PP,

da, do, P1— Ps3
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De méme, pour des déplacements de N, ou de N, paral-
ltlement & 1'axe des y,

. ox or —1

33a = — =

( ) 031 0/3; P11 P2
9%y — P2 9y P

(33 b) = , = L.
9B, P1 — P2 98, Pr ™ P2

Dans ces formules, il est aisé de séparer les parties
réelles et imaginaires en tenant compte de ce que p, et p,
sont des imaginaires conjuguées. Le second membre de
chacune des relations (32, (33%) a pour partie réelle 1/2,
soit

@y —b -1 = 1
PL— P2 2 Pr— P2 2
d’ou
dr, 0z, dy, Oy, 1
da,  Ow, 0B, 0B, 2 '
or, or, oy, __ 0y, __
oo, oa, OB, 0B,

Ceux des équations (32%), (33*) sont des imaginaires pures,
dy, __ oy, _ Ox, _ o, .

de sorte que du  de OB, OB o. Le pro

duit de ces imaginaires pures étant le méme (au signe prés)

que celui des quantités (34), soit

oz, 0dy, - ox, 0y, - ox, 0y,
98, Odu, 9B, Jdo, 98, 0o,
_ 0%, 9y, _ _1__ 2)
= 0B, 9 <4+’ '
il vient
i
J=— T

u, p, q, r, s, t pourront donc étre exprimés en fonctions
des quatre coordonnées &, Z:, ¥, y. dans I’hyperespace
ou mégaplan E, ou plutdt dans sa partie voisine de Q.
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RemarQuE. — Dans le méme ordre d’idées, notons qu’on
ne peut jamais avoir, en ellectuant notre construction le
long d’une quelconque des lignes £,

oy — Yzt = (p, — p) o'z’ = o;

c¢’est-d-dire o’ = o, puisque le premier facteur n’est cer-
tainement pas nul.
Toujours en raison des identités (31), x” et ' sont déter-
minés par les relations
’ QO dz ’ L. ’ N e dy
Tz = y+y-—P1$+sz—7A—-
a2’ = o exigerait dés lors, en multipliant la premidre de
ces relations par p, et retranchant de la seconde,

dy odr
P
. dz dy . .
ce qui ne se peut, car T et an e sont jamais nuls

ensemble (sans quoi la ligne £ cesserait d’étre régulitre
ou réguliérement représentée) et leur rapport, qui est réel,
ne saurait étre égal A 'imaginaire p,.

245, 3°, 4°. Nos deux derniéres conclusions se démon-
treront ensemble (*) si nous faisons voir que, pour tout
déplacement infinitésimal dans E,, on a

3%) Su—pdr —qdy=o0 |, 8p —rér —sdy =o0 ,
8q — sdz — tdy = o;

ainsi qu’il nous est déja connu, d’apres les trois derniéres
équations (I') et les trois derniéres équations (II'), lorsque
le déplacement a lieu sur la simple surface correspondant
d une position déterminée de la ligne £.

En effet, la premitre des équations (35), si elle est sup-
posée vérifiée pour tout déplacement dans E, montrera,

(1) Je dois cette partic de la démonstration 3 une communication per-
sonnelle de M. Hans Lewy.
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comme on sait, que p est la dérivée partielle de u par
rapport & = et, du moment que cette dérivée pour toute
variation, réelle ou complexe, de x, u sera analytique par
rapport & cette variable. De méme, il sera analytique en y,
sa dérivée étant q. Ces dérivées étant continues, 1’analy-
ticité en x et y est établie (*).

Quant aux deux dernidres équations, elles expriment
que 7, s et ¢t sont les dérivées de p et de q, donc les déri-
vées secondes de u.

On peut, d’aprés ce qui précéde, considérer la position
d’un point, au voisinage de la région R du plan réel,
comme déterminée par la connaissance des valeurs de A
et de p, jointe & celle des deux paramétres y qui définis-
sent la position d'une ligne particulidre £ du réseau. Il
suffira donc de démontrer les relations (35) en convenant
que 3 désigne une différentiation par rapport & I'un de ces
derniers paramétres.

Le symbole & sera, d’aprés cela, permutable tant avec
qu’avec * Procédant comme précédemment (238-239) et
posant

’

U = 8u — pdz — ¢dy
P=38p — r8x — sdy , Q=3q — sbx — tdy

nous formerons les diverses dérivées U’, P, (', U, P, Q.
Nous pourrons d’ailleurs utiliser toutes les équations (I'),
I), (r), ces dernidres étant actuellement démontrées.
Toutes ces relations, ainsi que

F=o s

sont des identités par rapport aux quatre variables indé-
pendantes v, A, 1, et nous pourrons leur faire subir la diffé-
rentiation 8. On aura ainsi, tout d’abord,

@6  U=U — 8, = pdz + ¢Sy — 28 — y'5q
= (rz’ +sy’) & + (sv' + 1y’ )dy — '8 — y' 8q =

= - x’P - y,Qy

(1) Voir notre Cours d’Analyse, t. II, 184 bis, p. 181



DANS LE CAS NON LINEAIRE 521

puis P’ =P — 8¢, = '8z + s'8y — a'8r — y'Ss;
Q = Q — 8¢, = s'8x + 1’8y — z8s — y'8t.

Combinons ces deux dernidres relations en multipliant
la premidre d’entre elles par z*, la seconde par y* et ajou-
tant. Dans 1’équation ainsi obtenue, nous pourrons tirer
s’ + sy, s’z + 'y des équations (22), (22 bis), dont les
premiers membres sont nuls; d’autre rart, le fait que

(N

py = —f{— et p, = -%- sont les racines de 1’équation (19)

donne, entre z'z', (z'y' + y'z"), y'y", la double proportion

x/x\ . lx/y\'_l_ ytz\ _ yly\

F, — F, F,
Nous trouvons donc
. , z'z dF
P + yQ = T [(dx)dx+
dF
+ ()t + Far + Fas + F,Sz].

Mais la différentiation de F donne
0=2¢0F =F3 + FVSy + F,8u + F,8p + Fqﬁq
-+ Fér 4 F s + F .

F
Si nous tenons compte des valeurs (20 bis) de <—3;-)
F‘
et de <%y—>’ le résultat se réduit a
'z
T (UF, + PF, + QF)

37 TP 4+ ¢y Q =

Tout pareillement, avec interversion des opérations’ et

s,

37) P+ YO = % (UF, + PF, + QF).

(36), (37) et (37) sont trois équations en U, P, Q du type
étudié ci-dessus, dont les coefficients sont des fonctions
réguliéres de A, u (F. ne pouvant jamais étre nul dans les
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conditions actuelles) et dont le déterminant 2’y' — y'z*
n’est pas nul, comme nous l’avons remarqué il y a un
instant.

D’autre part, U, P, Q sont nuls pour A = p, c’est-a-dire
en tout point du plan réel, puisque la variation d’un des
parameétres y correspond & un déplacement dans ce plan
et qu’alors, par définition, p, g, r, s, { sont les dérivées
premicres et secondes de u.

Donc U, P, Q sont identiquement nuls, ce qui entraine
a la fois les deux conclusions 3° et 4° du n° 243.

Il est donc complétement établi que u, considéré comme
fonction de x-et de y, est une fonction analytique de ces
variables et constitue, tant dans le domaine réel que dans
le domaine complexe au voisinage de R, une solution du
probléme.

Comme l'extension que nous venons de faire au champ
complexe de la fonction u définie dans le plan réel est
unique — propriété bien connue des fonctions analyti-
ques —, elle ne dépend pas du systtme particulier de
lignes £ choisies dans R : toute construction analogue
a celle du n° 243, exécutée entre deux points N;, N, de R,
conduira nécessairement au méme résultat, de quelque
maniére qu’on joigne (dans R) ces deux points.

Enfin le théoréme ci-dessus démontré entraine, comme
au Livre I (15), la conclusion que si, le long d’une
courbe S analytique, on assigne des données de Cauchy
qui ne le soient point, de maniére & définir, de chaque coté
de S, un probléme de Cauchy, l'un au moins des deux
problémes ainsi posés n’est pas possible, puisque s’ils
I’étaient tous deux, la ligne 8 serait intérieure au domaine
de définition de la solution totale.

246. L’analyticité de toute solution de 1’équation étant
ainsi démontrée & 'intérieur d'une région R dans laquelle
elle est définie, il nous reste & prouver que, si les données
de Cauchy sont assignées le long de la courbe S qui limite
cette région, une telle solution est parfaitement déter-
minée et unique.
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Le principe que nous emprunterons, & cet effet, & la
théorie des fonctions analytiques est le suivant :

Il ne peut exister deux fonctions analytiques différentes
d'une variable z prenant les mémes valeurs tout le long
d’un arc de courbe K du plan de cette variable.

Le principe n’affirme pas 1’existence d’une fonction pre-
nant les valeurs en question ie long de K (en fait, une
telle fonction n’existe pas en général), ainsi qu’il est
nécessaire pour qu’un tel principe puisse servir de base
4 notre raisonnement actuel.

Le principe qui préctde est bien connu dans un premier
cas, celui ot K est intérieure & la région d’existence de
la fonction. Il s’agit de 1'établir lorsque K fait partie de
la frontiére de cette région. Il suffit, d’ailleurs, d’établir
qu’'une fonction analytique, définie d’un coté déterminé
de K, est identiquement nulle si elle est nulle en tout point
de K.

Or il en est nécessairement ainsi lorsque K est un seg-
ment de I'axe réel, la fonction f étant, par exemple, définie
dans le demi-plan supérieur : car le procédé de Schwarz
permet de prolonger la fonction au dela de cet axe, ce qui
nous rameéne au premier cas. Dés lors, le principe énoncé
ci-dessus est vrai quelles que soient la forme de K et I’aire
de définition de la fonction, puisqu’une telle aire peut &tre
ramenée & un demi-plan par représentation conforme.

2417. Ceci posé, constatons d’abord que sur toute carac-
téristique, y est une fonction analytique de zx.

En effet, d’aprés ce qui a été démontré ci-dessus, u est
analytique en x et y, et il en est par conséquent de mdme
de chacune des fonctions p,, p, définies par 1'équation (19).
Or, la fonction y (x) est définie par ’équation différentielle

dy .
= =p @y (=12

Une caractéristique est donc une mégaligne d’aprés
notre définition du n° 244.
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248. Toutefois, il y a lieu d’observer que le théordme
ainsi invoqué sur les équations différentielles n’est établi
qu’d I'intérieur du domaine de définition et d’analyticité
de la fonction p;. Sur la frontiére de ce domaine, les
démonstrations connues tomberaient entiérement (dé-
monstration par le calcul des limites) ou demanderaient au
moins & &tre reprises (démonstration par les approxima-
tions successives).

Dans I’hyperespace ou (241) mégaplan E,, lieu du point
complexe (z, y), la frontiére du domaine de définition de u
s’obtient ('), d’aprés ce qui précéde, en prenant sur S I'un
au moins des deux points N,, N, du plan réel qui ser-
vent (243) a la construction du point complexe M. Le lieu
de ce dernier, lorsque N, est ainsi pris sur S et reste fixe
pendant qu’on fait varier N,, est la caractéristique C issue
de N;. 1l n’est donc pas encore évident qu’une caracté-
ristique de cette espéce particuliére soit analytique.

C’est toutefois ce que 1’on peut établir en toute certi-
tude par continuité. La fonction u étant supposée régu-
liére jusques et y compris les points de S, nos opérations
fondamentales convergent uniformément lorsque 1'un des
points N,, N, ou tous les deux s’approchent de S et cela
alors méme que la distance de ces deux points reste supé-
rieure & une quantité fixe. Il en résulte que les résultats
de ces opérations restent continus dans ces conditions.
Si donc, au lieu de la caractéristique C, on considére la
caractéristique analogue C issue d’un point N, intérieur
4 la région R et voisin de N,, tout point M de C, obtenu
en associant N, & un point intérieur N,, sera la limite vers

laquelle tendra (lorsque N, tendra vers N,) un point M

de G et, si ’on entoure, dans le plan de la variable com-
plexe x, le point dont D'affixe est la premiére coor-
donnée de M par un contour fermé y (suffisamment petit

(1) Une autre partie de la frontitre peut éventuellement correspondre
au cas ou les points N,, N, e’écartent juequ’ad la limite de convergence de
nos opérations. Mais cette seconde partie de frontitre n’aura pas d inter-
venir ici.
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pour &tre intérieur & la région de validité de nos raison-
nements), un tel contour, qui pourra étre considéré comme
déduit d’un contour (g) décrit par le point Na dans le plan
réel, sera la limite d’'un contour analogue y — & savoir
celui qui correspond au méme contour (g) autour du point
correspondant obtenu en remplacant N, par N,. Dés lors,
la formule classique

to=f Code

7 é€—z
que l'on peut assurément écrire pour Ia fonction
y=2C (@);

qui définit la caractéristique C, donne, par’ passage a la
limite (*), la formule correspondante pour la fonction

(38) y=C (@);

qui définit C; cette derniére fonction est donc bien ana-
lytique.

249. Partons maintenant des données du probléme.
Prenant toujours N, fixe sur S, faisons décrire au second
point N, cette méme ligne S. Tout arc N, N, de S ainsi
choisi permettra, et cela en partant des seules données de
Cauchy, notre construction fondamentale, conduisant & un
point complexe M. Ce dernier, lorsque N, varie sur S,
décrit une simple ligne !, qui doit &tre située sur la méga-
ligne C, et dont la projection sur le plan complexe (licu
du point d’affixe x) appartiendra, & titre de frontidre, & la
région de définition de la fonction (38). Il y aura d’ailleurs,
pour toute solution u du probléme, deux mégalignes de
cotte espéce (', C' et, respectivement sur elles, deux
simples lignes U, I', ces derniéres pouvant étre construites
4 l'aide des seules données.

(1) On pourrait, ma.i.s au prix de quelques complications, établir que

la convergence de y vers y est uniforme par rapport & z, moyennant quoi
I'analyticité de la dernidre de ces deux fonctions résulterait d’un théo-
rdme bien connu sur les séries de fonctions analytiques.
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Supposons provisoirement que notre probléme de Cau-
chy admette deux solutions diiférentes. Chacune d’elles
fournira, a partir du point N,, une mégaligne C’; mais
nous voyons que ces deux mégalignes auront en commun
la simple ligne I'. Elles coincideront donc entiérement,
d’aprés le principe posé au n° 246. Le méme raisonne-
ment s’appliquant aux diverses fonctions u, p, ¢q, 7, s, t
qui sont, sur ¢/, des fonctions analytiques de x, les valeurs
prises par ces diverses fonctions en chaque point de la
mégaligne seront les mémes pour les deux solutions.

Des conclusions toutes semblables s’appliquent & la
caractéristique C' du second systéme issue de N,, laquelle
est, elle aussi, sinon effectivement constructible, du moins
parfaitement définie par la ligne I’

250. Ces points acquis, la démonstration du théoréme
s’achéve sans difficulté. Partons d’une premiére solu-
tion u,, supposée connue, de notre probléme de Cauchy.
En un point quelconque N, (a, 8,) de la ligne 8, u, et ses
dérivées, par conséquent aussi, les divers coeflicients qui
figurent dans les équations (I), I) prendront des valeurs
déterminées, et I’on pourra, autour de ce point, délimiter,
dans R, une petite région R, dans laquelle les valeurs
des quantités en question dilféreront aussi peu qu’on le
voudra de leurs valeurs en N,. A partir de ces dernidres,
nous pouvons effectuer la substitution linéaire du n° 232
et, par conséquent, ramener les équations (I), (I) au type
considéré a cet endroit, en introduisant a la place de nos
huit variables x, y, u, p, q, r, s, t, huit autres variables
analogues. En se donnant des bornes supérieures pour les
modules des quantités

39) xT—o; , Yy—p, » U—Uy PPy
q—gqy, » T—7Ty, o S/Sy o+ PN

on définira, dans l’espace & huit dimensions complexes
(c’est-d-dire & seize dimensions réelles), une certaine
région &, correspondant & une certaine valeur du nom-
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bre H, (n° 233), et dans laquelle pourront, par suite, étre
assignés les nombres (*) H,, A, A; et ceci nous permettra
de choisir les nombres ¢, H, 5 de maniére & vérifier les
inégalités (14), (14), (17), (12) et (13) du n° 233; d’ou, pour
les quantités (39) ci-dessus, de nouvelles limitations, don-
nant, dans &, une région (ep général plus restreinte)
&, et, de méme, une nouvelle limitation de la région R,.

N étant un point quelconque de la région R, ainsi
délimitée, joignons-le par un segment de droite £ (entié-
rement intérieur & R, si celle-ci est convexe) au point N,.
L’arc ainsi tracé permettra notre construction fondamen-
tale en partant de la solution wu,, c’est-d-dire en lui
empruntant les valeurs de w, p, q, r, s, t le long de £.
On aura ainsi, dans E,, deux triangles curvilignes adja-
cents ®,, B, dont les cOtés issus de N, seront deux sim-
ples lignes ¢, ¢, respectivement tracées sur ¢ et sur C.
Soit ©® I'ensemble de G, et de ..

Chaque point de £ est, comme précédemment, défini
par une valeur d’'un pdramétre A, A cette méme valeur
de A il correspondra, dans ®, une simple ligne caracté-
ristique du second systéme (*) et un point de ¢’ (celui ou ¢’
sera rencontrée par la caractéristique en question); de
méme, un point de ¢' et une simple ligne caractéristique
du premier systéme tracée dans B seront définis par une
valeur p du parametre, celle qui correspond au point ou
cette deuxiéme caractéristique coupe £; aprés quoi, tout
point de ® pourra étre considéré comme ayant pour coor-
données curvilignes A et p.

Dans le plan des Ap, la figure ® sera ainsi représentée
par un carré dont deux cOtés, ceux qui correspondent & ¢
et & ¢', seront situés sur les axes coordonnés.

(1) H, sera une borne supéricure des gradients des inconnues pour un
premier choix de la région (R .

(2) Si /2 est une ligne analytique — par exemple, une ligne droite —
les coordonnées d'un point quelconque M de {5, intersection de deux méga-
lignes caractéristiques respectivement issues de deux points n,, n,, de £,
seront des fonctions analytiques des paramdtres A, u qui définissent ces
deux points : T, sera, & ce point de vue, le prolongement analytique

de B,.
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Or, ceci fait, nous voyons que la figure ®, que nous
avons jusqu’ici construite & partir d’une solution supposée
connue du probléme de Cauchy, peut se construire &
partir des seules données de ce probldme, car nous avons
vu que ces données déterminent les valeurs des variables
le long de ¢ et de ¢, c’est-d-dire le long des parties posi-
tives des deux axes coordonnés du plan des Au, valeurs
a partir desquelles on peut intégrer d’une maniére par-
faitement déterminée le systéme différentiel (I), (I).

Toute autre solution du méme probléme de Cauchy cor-
respondra aux mémes valeurs des variables, tant le long
de ¢’ que le long de ¢'. La mégaligne caractéristique du
premier systéme menée par un point quelconque de c',
correspondant & une valeur x du paramétre sur cette ligne,
et la mégaligne caractéristique du second systéme menée
par un point quelconque de ¢ correspondant & une
valeur A du paramétre, se couperont en un point déter-
miné ol seront définies par 14 méme des valeurs de u, p,
q, 1, s, t. Or, la figure ainsi définie peut encore &tre cons-
truite & 'aide de notre systéme différentiel et des valeurs
initiales portées par ¢’ et ¢'. Elle n’est donc -pas distincte
de celle qui a été formée il y a un instant, c’est-d-dire
qu’elle contient, en particulier (pour A = p), la ligne £ ot
le point N, en lequel u, p, ¢, 7, s, t ont les mdmes valeurs
que dans notre premiére solution.

C. Q. F.D.
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(40 bis).

Algébroide (solutions 3 singularité), 113 (63).

Alternées (méthodes) dans la résolution du problme mixte,
486 (229).

Amorties (ondes sphériques), 97 (44), 181 (69), 333 (154); — (ondes
cylindriques), 97 (44), 150 (69), 237 (110), 280 (132).

Ampere, sur les caractéristiques, 24n (43).

Analytique (fonction), 11 (8); — (prolongement), 3% (47) (voir Prolon-
gement); une solution d'une équation hyperbolique n’est
pas néoessairement —, 238 (140).

Anguleuses (frontitres), 330 (152).

Anti-ondes, voir Ondes rétrogrades.

Approximation par polyndmes, 38n (48); 430 (202).

Approximations successives (méthodes d’), 18 (10); leurs conditions
d’applicabilité, 39n (18); leur extension par Hans Lewy
App. HI, 488501 (230-234).

Aréte, €n (2).

Biicklund, sur les caractéristiques, 24n (43).

‘Beltrami, sur les ondes sphériques 77n (34); paramétre différentiel
sur la sphere, 61 (28 bis); ses paramétres différentiels pour
la quantité T, voir Lamé.

Bernstein (Serge), sur les équations paraboliques 32n (16); sur 1’ordre
de grandeur des dérivées et le prolongement analytique,
38n (18).
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Bessel (fonctions de), 98 (42); — permettent d’exprimer la solution
élémentaire de 1l'équation des ondes amorties, 180 (69); —
leur remplacement par leur valeur asymptotique pour 1'étude
du cas parabolique, 147 (67).

Beudon, sur les caractéristiques, 23n (13); son théortme d’existence,
108 (51).

Bicaractéristiques, 106 (49).

Birkeland, sur les ondes sphériques amorties, 332 (154).

Block (Henrik), sur 1'équation %’% = %;—f—, 33 (47).

Bocher, sur ce qu’on doit entendre par solution, 38n (18).

Brillouin (M.), sur les ondes sphériques amorties, 333 (154).

Brunhes (B.), sur I'interprétation de la formule de Kirchhoff, 78n (34

Caractéristiques, 20 (12).

Carleman, sur le prolongement analytique, 37n (17).

Carson, problémes mixtes en télégraphie, 472n (249).

Carvallo, sur les ondes sphériques amorties, 333 (154).

Cauchy et le théoréme de faclorisation, 167 (72).

Cauchy-Kowalewski (théoréme de) 10 (7), voir Kowalewski.

Cauchy (probleme de); énoncé, 6 (2); — pour Au = 0, 28 (15); physi-
quement inacceptable 39 (48); 45 (21); pratiquement mal déter-
miné 46 (21); — pour unc frontidre orienlée dans le temps,
347 (158).

Caustiques, 483 (226).

Chaleur (équation de la), 31 (16), 145 (67).

Changement de variables sous le signe , 492 (85).

one caractéristique, 24 (43).

Conoide caractéristique, 102 (48); son équation, équation aux dérivées
partielles correspondante, 124 (58).

Conormale, 87n (40).

Contact des courbes ou des surfaces, sa relation avec le voisinage.

A4 (20).

Contact mobile, 50 (24 bis).

Continuité relativement & des fonctions, 44 (20 bis); — des solutioas
du probléme de Cauchy par rapport aux données, valable
pour 1'équation des cordes vibrantes, 41 (19); en défaut pour
I’équation de Laplace, 42 (19); 45 (20 bis); — de la solution
pour m impair, 236 (409); — des géodésiques par rapport aux
coefficients 156, note additionnelle au Livre II; — de la solu-
tion du probldme de Cauchy et de la solution élémentaire
par rapport aux coefficients, 431 (203).

Convergence (rayon de), 19 (41); voir Rayon de convergence.

Cornet acoustique, 72 (34), 237 (110).

Correctement posé (probléme), 4 (1).
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Cotton (E.), sur la représentation conforme & plusieurs variables, 102n
(47); forme invariante de 1’équation aux dérivées partielles, 128
(59), 369n (168).

Coulon, sur la forme du cOne caractéristique dans les différents cas
hyperboliques, 47 (22); construction et équation du conoide
caractéristique, 146 (54); interprétation de la transversale,
88 (40); sur 1’équation des ondes cylindriques amorties, 97 (44);
sur les équations normales Aru = 0, 148 (69); 214 (98).

Cylindriques (ondes), 8 (4 bis); (méthode de Volterra pour 1'équation
des), 96 (43), voir Volterra; leur étude par descente, 70 (30);
cas d’une frontidre orientée dans le temps, 7 (34), 358 (463).

Darboux, sur le théoréme d’existence pour les équations aux dérivées
partielles 11 (7); sur les parametres de Beltrami 124n (59);
sur la méthode de Riemann 92n (42); sur la propriété
d’échange de la fonction de Riemann 95n (42); sur la formule
fondamentale, 82n (36); sur le conoide qui vérifie une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre, 102 (48); ——
détermine unc solution d’une équation aux dérivées par-
tielles par ses valeurs le long de deux caractéristiques, 103
(48); remarque sur l’intégrale ./ O u) (u—z)* (y —u) du, 169
(73).

Définie (forme caractéristique), 46 (22).

Définies (conditions), 4 (1), 248 (116).

Delassus (théoréme de Le Roux et), 102 (48).

Démarcation (onde de), 461 (217).

Denjoy, sur le prolongement analytique, 37n (17).

Dérivabilité des données, 182 (78).

Descente (méthode de), 69 (30); effet sur la solution d¢lémentaire,
151 (70); appliquée A I'intégration de I'équation & 2m, variables,
Liv. 1V, ch. I; — de m pair & m impair, Liv. IV, ch. II

Déterminant général, spéeial, 371n (4169).

Différentiation des intégrales généralisées ordinaires 185 (80), 189 (82);
— des infégrales généralisées nouvelles, 194 (87).

Diffusion des ondes, 238 (111).

Dini, sur la méthode de Riemann, 80 (35).

Direct (demi-conoide), 74 (32).

Dirichlet (probléme et données de), 28 (15); — pour une équation
hyperbolique, 467 (218 bis).

Discontinuités introduisant le hasard, 46 (21); — dans les données,
88 et suiv. (28).

Domaine d’intégration sous le signe [~ (hypothdses sur le), 193
(88), 198 (89); — avec singularité, 202 (91); limité par deux
surfaces sécantes, 202 (92).
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Domaine de validité d’une solution, 379 (472); de la solution élémen-
taire, 408 (189).

De Donder, méthodes invariantives, 443 (208).

Du Bois Reymond, sur la méthode de Riemann, 80; (35).

Duhem, sur le prolongement des fonctions harmoniques, 30n (45);
sur la descente, 69n (30); sur les ondes sphériques, 77n (34);
sur l'analyticité des solutions, 238n (140); sur une solution
de (e,) avec singularité convenable, 24in (111); sa sphére
pulsante, 32 (26).

Echange (propriété d’) de la fonction de Riemann, 95 (42); de la
solution élémentaire 243 (114); 312 (445); des coefficients de
la solution élémentaire, 366 (167); démonstration - directe
pour U,, 369 (169); application & la synthése, 243 (115).

Electricité (mouvement de ') dans un céible, 50 (24-24 bis).

Elliptique (cas), définition, 46 (22); application de la solution €élémen-
taire, 144 (66); rayon de convergence du développement de
la solution, dépendant du rayon de convergence relatif aux
données, 408 (187).

Erreurs sur les données, leur influence sur la solution, 41 (19); voir
Continuité.

Espace (orientation d’), 83 (27).

Evénement, 9 (4 bis).

Exceptionnel (cas), voir Caractéristique.

Existence (théoréme d’) pour le cas hyperbolique non linéaire, $504-508
(237-239).

Existence (non) d’une solution; voir Non-existence.

Extérieur (probléme), 220 (402 bis); — de M. Volterra, 270 (127).

Extérieure (nappe) de caractéristique et propagation correspondante
d’onde, 238n (110).

Factorisation (théoréme de), 167n (72).

Finie (partie) d'une intégrale généralisée simple, 183 (80) et suiv.;
caleul effectif, 190 (84); propriétés, 192 (85); — d'unc intégrale
généralisée multiple, 195 (88); exemples, 206 (95); son rdle
dans la formule de Green 203 (94).

Formule fondamentale, Liv. II, chap. IL

Fonctionnel (formules d’intégration au point de vue du calcul), 324n
(148).

Fonctions analytiques, 14 (8); de classe =, 33 (47); (continuité par rap-
port & des), 44 (20 bis).

Fredholm, sur la solution élémentaire, 104 (47).

Général (déterminant), 374n (169).
Genocchi, sur le théoréme d’existence pour les équations aux dérivées
partielles, 1in (7).



INDEX 337

Géodésiques, employées pour la construction du conoide caracté-
ristique et de la solution élémentaire, 146 (§5) et suiv ; Note
additionnelle sur les —, 186.

Gevrey, sur les fonctions de classe «, 33 (47); sur les équations para-
boliques, 145 (67).

Giorgi, développe les méthodes de Heaviside, 472n (219).

Goursat, simplifie la démonstration dn théoréme de Cauchy-Kowa-
lewski, 17 (40); (paramétre de), introduit dans les majo-
rantes, 18 (10), 112 (52); sur les fonctions de classe o, 33
(17); sur la formule fondamentale, 82n (36); — détermine
une solution par ses valeurs sur deux variétés sécantes,
108 (B1); 465 (218).

Graphiques (représentations), 9-10 (6).

Groupe de Lorenz, 356 (163).

Giinther, sur les caractéristiques des systemes, 26n (14).

d%u Jd%u

droy = dear 80 @2

Hasard, introduit par la discontinuité, 46 (24).

Heaviside, sur certains types de probldmes mixtes, 471 (249).

Hedrick, sur‘la solution élémentaire & deux variables, 100n (46).

Herglotz, sur la solution élémentaire, 10in (47).

Hilbert, sur la solution élémentaire 3 deux variables 100n (46); sur
le traitement des équations non analytiques, 378 (174),
417 (193).

Holingren, sur 1’équation de la chaleur, 31 (16); son théortme d'uni-

cité, 36 (78); sa formation de la solution élémentaire pour
certains types d’équations, 102 (47).

Hugoniot (ondes d’apres), 25 (13).

Huygens (principe de), 75 (33); (majeure de), ibid.; (mineure de),
75 (33), 239 (141), 324 (149); forme du principe de —, au sens
de Kirchhoff et de Volterra, 76 (33).

Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, voir Duhem.

Hyperbolique (cas), définition, 4€ (22); — normal, 47 (22).

Hyperboloides & une et & deux nappes, 48 (22), voir volumes géné-
ralisés des —

Hyperquadriques, 211 (97).

Hypersurfaces, 6n (2).

Hamel, 1'équation ——

Imaginaires (singularités) limitant la convergence des développements
de Maclaurin, 12 (8); — pour z = o, limitant la convergence
par rapport & x, 407 (187).

Indéfinie (forme caractéristique) 47 (22), 116n (55), 119 (56).

Indéfinie (équation aux dérivées partielles), 4 (1), démonstrations du
fait qu’elle est vérifide, 245 (115-115 bis).
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Inférieure (limite) de la grandeur de l'intervalle d’'intégration, néces-
saire pour limiter le symbole [~ , 193 (85); fait analogue
pour les intégrales multiples, 204 (93).

Initiales (conditions), 49 (23).

Intégrale (probléme de Cauchy réduit & une équation) de Volierra,
417 (193); (probléme mixte réduit & une équation) 481 (225).

Intéricur (probléme), 220 (102 bis).

Intéricure (nappe) de caractéristique, 238n (110).

Inverse (retour) des rayons lumineux, 74 (32).

Jacobien, des coordonnées par rapport aux variables normales, 121 (87);
aux paramétres caractérisant les gdodésiques, 123 (57 biws);
intervient dans A,TY, 127 (59); — dans la solution ¢iémei
taire, 373 (169).

Janet (Maurice), caractéristiques des systémes 26n (14).

Jonesco, sur certaines formes de données aux limites, 472n (219).

Kann, sur les méthodes de Heaviside, 472n (210).

Kirchhoff (méthode de), pour les ondes sphériques, 77 (34); sa for-
mule déduite de la théorie générale, 327 (151).

Kowalewski (théoreme de Cauchy —), énoncé, 10 (7); démonstration,
14 (10).

Lacets dans le plan complexe, pour la définition des parties finies
185 (80), 189 (81).

Lamé-Beltrami (paramétres différentiels de) pour la quantité T,
124 (59).

Landau (polyndéme d’approximation de), 43in (193).

Laplace (probléme de Cauchy pour I’équation de) Au = 0, 28 (15).

La Vallée-Poussin (polyndme d'approximation de), 431n (193).

Le Roux, théortme de — el Delassus, 102 (48); autre démonstration,
tbid., n

Levi (E.-E.), sur les équations analytiques, 378 (171), 426 (198).

Levi-Civita, forme invariante de I'équation, 128 (59), 369n (168).

Lévy (Paul), sur les méthodes d’Heaviside, 472n (219).

Lichtenstein, approximation des coefficienls, dans le cas clliptique,
432n (203).

Ligne, 6n (2).

Limitation des parties finies des intégrales, voir Supérieures (limites).

Limités (milieux), 49 (23), 337 (156) et App. II; — dans les deux
sens, 462 (217 bis).

Lindeldf, sur le théordme de factorisation, 107n (72).

Lipschilz (condilion de), 139n, (variables normales de) 120 (57),
voir Normales (variables).

Logarithmique (solution) de Picard, 99 (46).
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Logarithmique (terme) dans la solution élémentaire, 142 (65), sa rela-
tion avec le principe de Huygens, 324 (149).

Lorenz (groupe de), voir Groupe.

Love, sur les discontinuités du premier ordre, 59 (28).

Majeure de Huygens, voir Huygens.

Majorantes (séries et équations), 17 (10), 112 (52), 115 (83), 138 (63).

Mason, forme de données aux limites. 465n (248).

Mégaligne, mégasurface, 512 (241).

Méray (notation de), pour les intégrales multiples 94n (42), — et
Riquier démontrent le théordme de Cauchy-Kowalewski,
n (D).

HMétrique (forme) 116 (55).

Mineure de Huygens, voir Huygens.

Mixte (probltme) 48-32 (23-26) et Appendice II; — pour (e,) avec
frontidére plane, 337 (156); applications a la télégraphie,
472 (219).

Monge, sur les caractéristiques, 24n (43).

Myller étudic une fcrme de données aux limites, 468n (218).

Non analytiques (équations), 418 (192); réduction du probléme de Cau-
chy a une équation intégrale, 417 (493); méme résultat pour
le probléme mixte, 481 (225).

Non-existence de la solution pour le probléme de Cauchy relatif a
Ay = 0, 28 (45); — pour (e,) quand les données ne sont
pas dérivables 3 un ordre supérieur, 181 (78).

Non normales (équations), aucun probléme correctement posé n’est
connu a leur égard, 48 (22).

Normal (type hyperbolique) 47 (22).

Normales (variables), 121 (87).

Ondes (leur intervention, 71 (31); — rétrogrades, 73 (32); équation
des —) sphériques voir Sphériques; — cylindriques, voir
Cylindriques; propagation des —, d’aprés les formules de
résolution, 237 (110); diffusion des —, 238 (111).

Ordre de continuité (voir Continuité); de voisinage, voir ce mot.

Orientation dans l'espace ou dans le temps, 33 (27).

0Osgood, sur le théoréme de factorisation, 167n (72).

Parabolique (cas), définition, 46 (22); — considéré comme limite du
cas hyperbolique, 143 (67).

Parametres différentiels, 124 (59), voir Lamé.

Parametrix de Hilbert, 378 (471).

Parseval, sur la descente, 69n (30).

Picard, applique les approximations successives 39n (18); sur les
problémes mixtes, 456 (245); — construit la solution élémen-
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taire pour m=2, 99 (46); — détermine une solution, pour
m=2, par ses valeurs sur deux lignes sécantes, 108 (51);
—- traite des équations non snalytiques, 377 (171).

Poincaré, expose la solution de Poisson $7n (28); — le théoréme de
factorisation 107 (72); sur Iinvariance du déterminant
général, 371 (169); sur le hasard, 46 (21).

Poisson (formule de), 57 (28); — déduite de la théorie générale,
328 (450); — soumise & la descente, 71 (30 bis).

Polyndmes (approximation par), 38n (48), 430n (183); — de Landau
et de la Vallée-Poussin, 431n (193).

Potentiels (solutions analogues aux), 251 (118), 272 (128).

Principale (valeur) de Cauchy, 190 (83).

Projection de Eny, sur En, 292 (135).

Prolongement analytique, 33 (17); — non déterminé pour les fone-
tions de classe 2, ibid.; voir aussi Quasianalytiques (fonc-
tions).

Pulsante (sphere) de Duhem, 52 (26).

Quasi analytiques (fonctions), 37n (17).
Quasi-ondeg, 89 (28).
Quotient d’un élément d’espace par une différentielle, 86 (39).

Rayleigh, sur la formule de Poisson, 87n (26).

Rayon de convergence de la solution, 19 (1); — par rapport & une
variable, dépendant du rayon de convergence des données
par rapport aux autres variables, 407 (187).

Rayons, 106n (49).

Régulidres (fonctions), 13 (9).

Relativité (relations avec la), 53n (27), 98 (45), 116n (85).

Résiduelle (intégrale), 240 (111).

Reste des intégrales géndéralisées, 191 (84).

Retour inverse des rayons, voir Inverse, ou ci-dessous.

Rétrograde (onde), 73 (32); — (nappe) de conoide caractéristique,
75 (32).

Riemann (méthode de), 79 (35), 93 (42); — déduite de la théorie géné-
rale, 314 (146); (fonction de), 94 (42); sa relation avec la
solution élémentaire, 100 (46).

Rubinovicz, sur le problme mixte 3 plus de deux variables,
477n (222); 486n (229).

Semi-définie (forme caractéristique), 46 (22).

Signe de l'intégrale résiduelle, 241 (112).

Simple ligne, simple surface, 512 (244).

Singularités le long d’'une surface régulidre, voir solutions & —;
— des solutions dans le cas élliptique, 407 (187).
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