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TRAITE DE MECANIQUE

CHAPITRE |
ELEMENTS DE LA THEORIE DES VECTEURS

1. Definitions. — Un vecteur est une portion de droite dans
laquelle on distingue les deux extrémités A, B. On représente
ordinaircment un vecteur par la notation KB. Le point A est
appelé l'origine, le point B I'extrémité du vecteur AB. Un vec-
teur est bien défini quand on se donne son origine et son extré
mité.

Trois éléments sont a considérer dans un vecteur : 1° la droite
qui lui sert de support; 2° la longueur;'.3°le sens, qui est celui
dans lequel se deplace un mobile qui va de I'origine a I'extré-
mité.

Ainsi, les vecteurs AB, BA ont la méme droite de support, la
méme longueur, mais ils sont de sens contraircs.

On dit que deux vecteurs sont équivalents lorsqu'ils sont por-
tés par la meme droite, qu'ils ont méme longueur, meéme sens.

Deux vecteurs qui ont méme longueur, méme sens, dont les
supports sont paralléeles, sont dits équipollents.

Si A et B coincident, la longueur du vecteur AB est nulle.
Le vecteur AB est dit vecteur nul.

2. Sme géométrique. — Soient OA, OB deux vecteurs
qui ont la méeme origine 0 ; construisons le parallélogramme
OACB qui a pour cotés OA, OB. Le vecteur OC, représcnté
par la diagonale OC de ce parallélogramme, est la somme
géométrique ou résultanle des vecteurs OA, OB. On représente
cette égalite geométrique par I'équation

(OC) = (OA) + (OB).
GUIHARD. Traité de Méca.
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On met chaque vecleur enlre parenthéses pour distinguer les
sommes géométriques des sommes algébriques.

Les vecteurs OA, OB sont appetés les composantes du vec-
leur OC.

En projetant sur un axe quelconque, on aura

B ¢ pr. OC=pr.OA + pr.AG,

ou, en rcmarquant que les projections dc
AG et de OB sur un meme axe sont
égales,

pr. OC = pr. OA + pr. OB.

Done :
La projection de la résullanle de deux vecteurs sur un axe
quelconque est égale a la somme des projections des deux vec-
teurs sur le méme axe.

3. Considérons un nombre quelconque de vecteurs OA, OB,
OC, ..., OL. Pour obtenir la somme géométrique ou la résul-
tantc de tous ces vecteurs, on fait la somme des deux premiers,
puis an vccteur ainsi obtenu on ajoute le troisieme, a la somme
obtenue on ajoute le quatrieme, et ainsi de suite jusqu'au der-
nier veeteur, OL.

11 résulle de cette construction et de la propriété établie au
précédent paragraplie que

La projection de la résullante de plusieurs vecteurs sur un
axe est égale a la somme des projections de tous ces vecteurs
sur le méme axe.

Cette propriété moutre que

La somme géométrique de plusieurs vecteurs est indépcndanle
de l'ordre dans lequel on place ces vecteurs.

On ne change pas la somme géométrique de plusieurs vec-
leurs en remplacant un certain nombre dentre eux par leur
somme  géométrique.

Si OR est la somme géométrique des vecteurs OA, OB, ...,
OL, on dit queces vecteurs OA, ..., OL sont les composantes
de OH.

4. Décomposition d'un vecteur. — Soicnt Ox, Oy  deux
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dioites quelconques, OA un vecteur quelconque situé dans leur
plan. Je dis qu'on peut toujours, et dune seulc maniére, trouver
deux vecteurs OB, OC admettant respectivement pour support
Ox, Qy, ay ant pour résultante OA.

Par le point A je mene une paralléle a Oy qui coupe Ox en
B et une paralléle a Ox qui coupe Oy en
C. Ladroite OA estladiagonalsdu paral-
A lelogramme qui a pour cotés OB et OC.
Done (OA)=(0OB) +(0C).

11 n'existe pas d'autre parallélogramme
x ayant ss cotés sur Ox et Oy et admet-
Fig 2. tant pour diagonale OA.
On dit qu'on a decomposd' le vecteur
OA en deux a litres portés sur Ox, Oy.

Soient Ox, Oy, Oz trois droites non situées dans un méme
plan, OA un vecteur quel-
conguc. On peut toujours, et
d'unc seulc maniere, trouver
trois vecteurs OB, OC, OD
admettant pour supports OX,
Oy, Oz et ayant pour résul-
tante OA.

En effet, les plans mentis
par A paralélement aux plans
yz, X, Xy eoupeiit OX, Oy,
Oz aux points B, C, D. Le
parallelepipedc qui a pour
aretes OB, OC, OD a pour diagonale OA; on voit done que

(0OA) = (OB)H-(0C)-r-.(0D).

Il n'existe pas d'autre parallétépipede ayant pour diagonale
OA et ayant s arétes sur Ox, Oy, Oz

On dit qu'on a decomposé le vecteur OA en trois aulres
portés par Ox, Oy, Oz

5. REMARQUE. — Si Ton considere des axes orientés Ox, Oy,
Oz, les composantes OB, OC, OD ont des valeurs algébriques.
Ces valeurs algébriques sont les coordonnées du point A.
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6. Détermination des composantes d'un vecteur. — Suppo-
ons en particulier que le triedre Oxyz oit trirectangle. Les
points B, C, D sont les projections orthogonales du'point A sur
Ox, Oy, Oz. Endésignant par X, Y, Z lesvaleursalgébriques
des composantes OB, OC, OD, par R la longueur OA, on
aura

-X = Reos (Ox, OA),
1) < Y=Reos(Oy, 0A),
Z = Rcos(0z, OA).

S I'on projette sur unaxe 4 quelconque, on aura
pr. OA = pr. OB +- pr. OC —+ pr. OD,
et par conséquent
pr. OA = X eos (Oz, 8) + Y cos (Oy, &)+~ Z cos {0z, A).

En particulier, s lon projette sur ladirection OA, la projec-
tion de OA et R. Donc

R = X cos (Ox, OA)41- Y cos (Oy, UA)-4- Z cos (0z, OA),
et, en tenant compte des formules (1), on trouve

{ = cos? (Oz, OA)-+- cos? {Oy, OA) + cos? (03, UA),
BE= N2 Y242

7. Détermination analytique de la résultante. — Soient
P, P, ..., 1, des vecteurs qui ont pour origine 0. Menons par
0 trois axes non dtués dansun méme plan, OX, 0Y, OZ. Soient
X1, Y1, Z1; ..; Xn, Yn Z, les composantes des vecteurs Py,
weey Pn.

Désignons par OR la résultante. Pour définir ce vecteur OR,
il suffit de connaitre s trois composantes X, Y, Z. Sescompo-
santes sont les projections de ce vecteur sur les axes On aura
donc (2)

X=X+ X+ Xy,
Y=Y +Y.+o 4 ¥,
L=l + i+ + i
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Théorie des moments.

8. Sensrelatif de deux vecteurs. — Soient AB et CD deux
vecteurs, MN une droite rencontrant AB en M et CD en N.
Par un point quelconque 0, menons les demi-droites Ox, Oy,
Oz ayant respectivement méme direction que MN, CD, AB.
Cela posé, s le triedre Oxyz est de sens positif {Traité de

Géométrie, tome |,
n° 598), nous dirons
que le vecteur CD et
de sens positif rela-
X’ tivement au vecteur
AB; inversement, si

M, N 0 5
/ \ \ le triedre Oxyz est
A de sens négatif, le
'D s vecteur CD est de
Fig. 4. sens négatif relative-
ment au vecteur AB.

Pour justifier cette définition, il faut montrer que le sens ainsi
défini ne dépend pas de la position de la sécante MN, c'est-
a-dire que si I'on prend une autre sécante, si I'on désigne par
Ox* la demi-droite qui a méme direction que M'N’, les deux
triedres Oxyz, Ox'yz ont le méme sens.

En effet, soit 1l le plan mené par AB paraléelement a la
droite CD; ce plan est paralléle au plan yOz. Les points N,
N' sont situés d'un méme coté du plan 17 ; par conséquent les
demi-droites Ox, Ox' sont d'un méme c6té du plan yOz. Donc
les deux triedres Oxyz, Ox'yz ont le méme sens.

9. REMARQUE | . — Si I'on permute les deux vecteurs AB et
CD, cela revient a remplacer AB, CD, MN par CD, AB, NM,
c'est-a-dire a faire sur le triedre Oxyz les opérations suivantes :
1° permuter Oy, Oz; 2° changer le sens de Ox. Chacune de
ces opérations change le sens du triedre. Apres les deux opé&ra-
tions, le sens n'a pas changé.

Le sns relatif du vecteur CD par rapport au vecteur
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AB est le méme que le sens relatif de AB par rapport a CD.
Ce sens commun est le sens relatif des deux vecteurs.

10. REMARQUE II. — Dansla définition du sens relatif des deux
vecteurs prenons le point 0 en A, pour sécante MN la droite
AC ; letriedre Oxyz aura pour aréte Ox la demi-droite AC,
pour aréte Oy la demi-droite qui a méme direction que CD
et pour aréte Os la demi-droite AB. CD et Oy étant d'un
méme coté par rapport au plan xOz, les deux diédres CABD
et xOzy ont le méme sens. Par suite, si le sens relatif des deux
vecteurs est |le sens positif, le diedre CADB est de sens posi-
tif; il est de sens négatif dans le cas contraire. Donc : le sens
relatif de deux recteurs AB, CD est le méme que le sens du
déplacement de C a D par rapport a I'xe AB.

11. RKMARQUE Ill. — Soit un vecteur AB et deux vecteurs
DM, OM'. Formons les triedres qui définissent les sens de AB
par rapport a OM, OM'.Les droites Qy, Oy sont les mémes
puisqu'elles ont la direction de AB. On peut supposer que leg
droites Ox ont méme direction que OA. Les droites Oz de
ces triedres sont les droites OM, OM'. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs
OM, OM' aient méme sens par rapport au vecteur AB est que
les points M, M' soient du méme c6té du plan OAB.

12. Moment d'un vecteur par rapport aun point. — Le mo-
ment d'un vecteur AB par rapport a un point 0, que l'on re-
présente par la notation m'ocAB, est un vecteur 00 perpen-
diculaire au plan OAB, dirigé dans un
sns tel que le sens relatif des vec-
teurs AB et OG soit le sens positif,
dont la longueur a la méme mesure que
le double de I'aire du triangle OAB.
S OH edt la distance de 0 a la droite
AB on a

FA ()  0G = OlIXxAH.
Fig. A,

Si Ton méne le vecteur OR équipa-
ient au vecteur AB, le triedre CHRG est un triedre trirec-
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tangle positif. On peut écrire
(2) OG = ORXOH.

Il est clair que si Ton remplace le vecteur AB par un vecteur
équivalent, OR et OG ne changent pas; que s l'on déplace
le point O sur le support de OR, les vecteurs moments obte-
nus sont équipollents.

13. REMAUQIK. — Pour que le moment d'un vecteur AB par
rapport & un point 0 soit nul, il faut et il suffit que I'on ait
soit AB=0, soit 011 =0.

Le vecteur AB est un vecteur nul, ou le vecteur AB pase
par 0.

14. Réciproque. — Si I'on se donne deux vecteurs rectangu-
laires OR et 00, représentant le premier la grandeur géomeé-
trigue d'un vecteur, le second son moment par rapport au
point 0, le vecteur est déterminé.

En cflet, ladroite OH est perpendiculaire au plan ORG et
le triedre OHRG est de sens positif, ce qui détermine la direc-
tionde OH L'équation (2) donnelalongueur OH. Le point H
étant connu, on menera par ce point une droite D paraléle a
OR. Sur cette droite, on prendra une origine arbitraire A et
Ton construira le vecteur AB équipollent a OR d'origine A.
Ce vecteur a pour grandeur géométrique OR, pour moment par

rapport au point 0 OG.
13 Tous les vecteurs ainsi ob-
tenus sont équivalents.

15. Variation du moment
A ] dun vecteur par rapport a
3 un point. — Théoréeme. —

g’ Le moment d'un vecteur par

o 7 rapport & un point | est la

P ‘0 P somme géométrique de deux
vecteurs: 1° un vecteur équi-
pollent au moment de AB
par rapport & un point quelconque 0 ; 2° le moment de OR par

Fig. .
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rapport au point I, OR étant le vecteur équipollent au vecteur
AB d'origine 0.

Nous avons remarqué que s I'on fait glisser le point 0 sur
une parallée au support de AB, les moments obtenus étaient
des vecteurs équipollents.

Menons par le point A un plan P perpendiculaire a AB.
Soient o, i les projections orthogonales de 0 et | sur le plan
P. D'apreslaremarque précédente, les moments du vecteur AB
par rapport aux points 0, | sont équipollents aux moments de
AB par rapport aux points o, i. 11 en et de méme des moments
de OR par rapport aux points i', I. Il suffit donc de démontrer
le théoréme quand on remplace les points 0 e | par les points
o e i

Les moments op, iq du vecteur AB par rapport aux points o,
i sont Situés dans le plan P. Les angles Kop, Aiq sont égaux a

-—%, el'on a
op = AB>< Ao, i = ABX< AL
Menons par le paint A les vecteurs Ap',Aq' équipollents aux
vecteurs op, ig. S Ton fait tourner le triangle Aoi d'un angle
égal a +% autour de A, les paints o, i viennent en o, i' sur

lesdroites Ap', Aq', etl'ona

Ap _Aq
Ao A7 AP
Les deux triangles Ap'q’, Ad'i' sont semblables e p'q' et

paralldea o'i' et fait par consdquent un angle égal :——-1,; avec
a*. Deplus, -
P¢=ABxo'"=ABxoi.

On voit que p'q' et un vecteur équipollent au moment de OR
par rapport au point i.

L'égalité géomérique

(Ag)=(Ap)+(P'¢)

peut sécrire

(ig) = (op) + (m' OR p. rapport & i),
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Ou encore
(m' AB) = (m', AB)+(m', OR),
(m' AB) = (m'y’AB) + (m", OR).

16. Moment d'un vecteur par rapportaun axe. — Soient |)
un axe orienté, AB un vecteur. Prenons sur I'axe D un point
quelconque O et soit 00

D le moment de AB par
rapport au point 0. Par

Q.. ,‘;& définition, le moment du
\ M ,/',‘:X{ vecteur AB par rapport
)G ) alaxe 1) et égal ala

mesure algébrique de la
projection de OG sur
I'axe 1).

Pour justifier cette dé-
finition, il faut montrer
que cemoment ne change
pas lorsque le point 0 se déplace sur Taxe 1).

Tout d'abord, le signedela projection ne change pas. Prenons
en effet sur Taxe D un vecteur OM dont la mesure algébrique
et égale a + 1. S le sns relatif de AB & de OM et le
sns positif, OM, OG sont d'un méme coté du plan OAB (11,
Rem. 111), et par suite la projection de OG aur I'axe et posi-
tive. On voit de méme que, s le sns relatif de OM et de AB
est négatif, la projection de OG sur I'axe est négative. Lesigne
du moment est le méme que le sens relatif du vecteur AB et
d'un vecteur de mesure + 1 prissur l'axe.

Montrons maintenant que la valeur absolue de cette projection
ne change pas.

Par le point 0 menons un plan P perpendiculaire a D ;
soient a, b les projectionsde A, B sur leplan P. On a

Flg. 7.

0G = AB><OH =2 surl. DAR

pr. 0G = 06 eos (GOD) — 2 surl. (OAR) cos (P. OAB).
=2 surf. (Oab).

On voit que s lepoint 0 se déplace sur I'axe D, I'airedu tri-
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angle Qab, qui représente la grandeur géométrique du moment,
ne change pas.

17. On peut donner une autre interprétation géométrique de
ce résultat.

Le moment du vecteur ab par rapport a 0 est un vecteur Og
porté par Taxe D. Ce vecteur a pour mesure le double de I'aire
du triangle Oab et méme grandeur que le moment de AB par
rapport a 1).

Il en résulte immédiatement (11, Rem. I11) que ce vecteur
est la projection du vecteur OG sur I'axe D; donc :

Le moment du vecteur AB par rapport a l'axe D est égal a
la mesure algébrique, rapportée a l'axe D, du moment par
rapport & O du vecteur ab, projection orthogonale de AB sur le
plan V.

18. Vecteurs concourants. — Théoréme de Varignon. —
Le moment de la résultante de deux vecteurs par rapport a un
point est la somme géométrique des moments de ces vecteurs
par rapport au méme point.

Pour faciliter la démonstration de ce théoréme, nous établi-
rons d'abord les deux lemmes suivants.

Lemme |. — Si Ton décompose un vecteur PA en deux
autres, I'un Pa'dirigé suivant la droite OP, |'autre Va perpen-
diculaire a ladroite OP, les deux
vecteurs PA, Va ont méme mo-
ment par rapport au point 0.

Ces deux moments sont perpen-
diculaires au plan OPA et situés
d'un méme coté de ce plan. Ils
. ont méme sens. |l reste a mon-

H trer qu'ils ont méme valeur ab-
Fig. B, solue.

On voit immédiatement que les
deux triangles OPA OPa ont méme base OP et méme hau-
teur. Ils sont équivalents, ce qui établit la proposition indi-
quée.
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Lemmel | . — Soit PC la résultante de deux vecteurs PA, PB.
Si Ton décompose chacun de ces trois vecteurs en deux autres,
['un dirigé suivant OP, l'autre norma a OP, les composantes

normales a OP, Pa, Pb,
Pc satisfont a I'égalité
géométrique

(') = (Pa) -+ (Ph).
Menons par le point P
le plan Il perpendicu-
laire a OP. Les points
a, b, c sont respective-
ment les projections de

A,B,Caurleplanll.
La figure PABC est un

parallélogramme. Il en est de méme de la figure Pabc, ce qui

démontre I'égalité.

Il résulte de la que pour établir I'égalité géométrique

Fig. 10.

{m'e, PEY = (', PA) + (', PT3),
il suffit d'établir que
(m' Pey — (mt, Pa) + {m',, P
Soient Ox, OB, Oy les mo-
ments de Pa, Pb, Pc par rapport
au point 0. Prenons sur Oz, OR,
Oy des longueurs Oa, Ob, Oc,,
respectivement égdes a Pa,
Pb, Pc. Si I'on faisait tourner la

T

figure de -+ ey autour de OP,

les vecteurs Pa, Pb, Pc seraient
équipollents aux vecteurs Oa;

Ob,, Oc;. Les deux figures Pabc, Oabsc; sont égales. Le qua-
drilatére Oab;c; est donc un parallélogramme.

Orona

Ox -= 0P . Pa = 0. On,,

De méme,
0 = OP . Ob,,

n'r = 0P . 0(‘1.
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On voit quele quadrilatére Oaffy est semblable au quadrilatére
OaAct. Ce quadrilatére est auss un parallélogramme et par
uite

{(07) = (02)-+-(0§).

19. r<as d'un nombre quelconque de vecteurs. — Le théo-
réme de Varignon a éé établi dans le cas dedeux vecteurs. Pour
I'établir dans le cas d'un nombre queconque de vecteurs, nous
montrerons que Sil et vrai pour (n — 1) vecteurs, il est encore
vrai pour n vecteurs.

Soient APy, AP,,.., AP,n vecteurs, AQ larésultante des
(n— 1) premiers vecteurs, AR larésultante des n vecteurs.

On a, par hypothése,

(m'y AQy =(m'o AP} 4~ »- o + (m'a APy_y).

Mais (AR) = (AQ) + (AP,
Donc (n'n ARY={(m'y AQ) + (m'n AP,).
Donc

(m'o AR) = (' AP (Mo AP+ - (g AP }4-(m'o AP,).

Le moment de la résultante de plusieurs vecteurs concour ants
par rapport a un point e la somme géométrique des moments
par rapport a ce point des vecteurs composants.

20. Moments par rapport a un axe. — Soient APy, AP,,...,
AP, rcvecteursconcourants derésultante AR, D un axe passant
par 0. En appliquant le théoreme des projections, on peut
énoncer le résultat suivant :

Lemoment delarésultantede plusieursvecteursconcourants
par rapport & un axe quelconque est la somme algébrique des
momentspar rapport a cet axe desvecteurscomposants.

21. Calcul des moments d'un vecteur par rapport aux axes
de coordonnées. — Soit MR un vecteur quelconque; X, Y, z
les coordonnées de son point d'application M; X, Y, Z les pro-
jectionsde MR aur lesaxes; L, M, N les moments de ce vecteur
par rapport aux axes Ox, Oy,O0Z.

Levecteur MR peut ére décompost en troisvecteursMA, M B,
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MC portés par des droites paralléles aux axes de coordonnées
O Oy, Oz, de mesures algébriques X, Y, Z.

Ona (MR)=(MA)+ (MB) 5-(MC)

et, par rapport aun axe quelconque,
m'MR = m' MA 4-m' MB 4+ m' MC.

Prenons les moments par rapport a Taxe Ox.

Le moment de MA et nul.
Lemoment de MB a méme va-
leur absolue que le produit ZzY,
car lalongueur MB et égalea
la valeur absolue de Y e la
longueur de la perpendiculaire
commune a MB & a (ta et
égale a la valeur absolue de z
S z e Y sont tous deux de

Fig. t). méme dgne, le moment et

négatif; s z, Y sont de signe

contraire, le moment e podtif. Dans tous les cas le moment

de MB par rapport @ Ox et —zY; on voit de méme que le
moment de MC par rapport a OX et yZ. On a donc

L =y£ — =Y.
On trouve de méme

M=zX—z7,

N==zY¥—yX.

Systémes de vecteurs.

22. Résultante générale d'un systéme de vecteurs. — Soient
P;, P,,... Py n vecteurs, 0 un point quelconque. Par le
point 0 menons les vecteurs OR;, OR;,... OR, équipadllents
aux vecteurs P;, P,,... P, La résultante OU des vecteurs
OR;, OR,,... OR, et la résultante générale du systéme de
vecteurs.

En projetant sur un axe quelconque,

pr. OR == pr. OR, -+ pr. OR, + . . . 4+ pr. UR,
= pr. Py +pr. Pyt~ . ..+ pr. P,
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Laprojection delarésultante générale d'un systéme de vecteurs
sur un axe est égale a la somme des projections de tous les vec-
teurs du systeme sur le méme axe.

On voit que si I'on remplace le point 0 par un point 0',la
résultante générale obtenue O'R' est un vecteur équipollent
a Ou.

23. Moment résultant par rapport a un point.— Soient OGj,
0G,,..., OG, les vecteurs qui représentent les moments des
vecteurs P;, P,,..., P, par rapport au point 0. La résultante
OG de ces vecteurs est le moment résultant du systéme de
vecteurs par rapport au point 0. On voit immédiatement que:

La projection du moment résultant d'un systéme de vecteurs
par rapport a un point O sur un axe passant par 0 est
égale a la somme des moments des vecteurs du systeme par
rapport a cet axe.

24. Variation du moment résultant du systéme par rapport
a un point. — Théoréme.— Soient OH la résultante générale,
OG le moment résultant d'un systeme de vecteurs par rapport
a un point 0. Le moment résultant AH de ce systeme par
rapport @ un point A et la somme géométrique de deux
vecteurs, /'U/T AG est équipollent & OG, l'autre AK est le
moment de OR par rapport a A.

En effet, soient OR;, OR; ... OR, les vecteurs équipollents
aux vecteurs Pj, P,... P, du systeme, OGy, OG,,... OG, les
moments de ces vecteurs par rapport au point 0, AIL, All,,...
AH, les moments des mémes vecteurs par rapport a A. On a
15) (AlL) = (06} -1-(m' Ol

(AR = (O0g) + (m', OIty),

(1) = (06,) 4+ (ur'y R,

En ajoutant,
(AWDY = (AU + (AH) 4--- - 1 (AHY)
(06 e - (0G) + (' OR) - -4 (', ORY)

= (0ti) + (m', OR),

ce qui démontre le théoreme.



25. REMARQUE | . — I résulte de ce théoréme que si Ton
connait la résultante générale et le moment résultant OG d'un
systeme de vecteurs par rapport a un point 0, on pourra obte-
nir le moment résultant relatif a un point quelconque.

26. REMARQUE I I . — Si le point A est situé sur OR, le
moment de OR par rappport & A est nul ; les vecteurs OG,
AH sont équipollents.

27. REMARQUE 111. — Si la résultante générale OR est nulle,
les vecteurs OG, AH sont équipollents quels que soient O
et A.

Cette remarque trouvera son application dans la théorie des
couples.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE |

1. Soient Ox, Oy doux demi-droites formant entre elles I'angle 0,
X, Y les composantes d'un vecteur OR suivant ces deux droites.
Démontrer que

OR® =2 X2 - Y4 4 2XY cos D,
Généraliser dans le cas de trois demi-droites Ox , Oy, Oz non si-

tuées dans un méme plan, X, Y, Z étant les composantes d'un vec-
teur OR suivant ces trois droites.

2. Soient X, Y; Xi, Y; lescomposantesde deux vecteurs OR, (R
suivant deux demi-droites Ox, Oy rectangulaires. Montrer que la
condition nécessaire et suiiisanlo pour que les deux vecteurs OR, (R
soient rectangulaires est que

XX, 4+ XY, =0,
Généraliser comme a I'exercice précédent pour le cas de trois droites.

3. Vérifier, en appliquant le résultat précédent, que le moment
d'un vecteur AB par rapport a un point O est un vecteur orthogo-
nal aAB.

4. Déterminer un vecteur situé dans un plan ABC connaissant s
moments par rapport uux points A, B, C.

5. Etant donnés trois points A, B, C, montrer que le systéme de
vecteurs AB, BC, CA a méme moment résultant en tous points de
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I'espace. Interpréter géométriquement la grandeur de ee moment
résultant. «

6. Etant donné un triangle ABC, on considére les trois vecteurs
ayant pour origine les milieux de chaque coté, dirigésal'extérieur du
triangle, perpendiculaires aux cotés, dont la grandeur est égale aux
cbtés correspondants. Montrer que la résultante générale et le moment
résultant de ce systéme relativement a un point quelconque sont des
vecteurs nuls.

7. On considére trois vecteurs OA, OB, OC dont les supports ne
sont pas dans un méme plan. Montrer que la résultante OR de ces
vecteurs passe par le point de concours des médianes du triangle ABC.

8. Ktanl donné un systeme de vecteurs, montrer que le lieu des
droites D passant par un point O telles que le moment du systéme par
rapport a ces droites et nul et un plan.

9. Etant donné un systéme de vecteurs et un plan P, montrer que
I'on peut en général déterminer un point 0 situé dansle plan P tel
que le moment résultant OG du systéme relativement au point O
soit perpendiculaire au plan P. Cas d'exception. Lieu de 0 quand
le plan |'se déplace parallélement a lui-méme.

10. Etant donné un systéme de vecteurs, OG, O,G; étant les mo-
ments résultants par rapport aux points 0, O;, comparer les projec-
tions de ces moments sur Taxe OO;.

11. Trois vecteurs OG, 0O,G;, 0,G, quelconques peuvent-ils repré-
senter les moments d'un systéme de vecteurs par rapport a trois points
0, (),, 0,? Dans raliirmative, caractériser la résultante générale et
le moment résultant du systeme.



CINEMATIQUE

CHAPITRE 11

CINEMATIQUE. - GENERALITES

§ I
Unités de longueur et de temps.

28. Cinématique. — Le géométre n'étudie dans les corps que
leur forme et leur situation relative ; s'il les déplace, il fait abs
traction du temps pendant lequel seffectue ce déplacement. En
un mot, dans les mouvements qui seffectuent en géométrie, on
n'introduit pas la notion du temps.

Lesgrandeurs que |'on rencontre en géométrie sont de natures
diverses: longueurs, angles, aires, volumes, angles diedres,
etc., etc.. En principe, I'unité qui sert a mesurer chacune de
ces grandeurs est arbitraire ; il n'y a pas, a priori, de lien néces-
saire entre les diverses unités qui servent a mesurer ces gran-
deurs; néanmoins, pour simplifier I'énoncé des théorémes, on a
fait des conventions qui relient ces diverses unités; c'est ainsi,
par exemple, qu'on choisit comme unité d'aire, I'aire du carré
quia pour cOté l'unité de longueur, etc.; de plus, on a éé
amené a choisir pour unité d'angle une unité absolue; I'angle
unité est I'angle au centre qui intercepte un arc égal au rai/on.
Ces conventions étant admises, il ne reste en géométrie qu'une
seule unité fondamentale afixer : Vunité de longueur.

QUHNRD, Traite de Méca. 2
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Si maintenant, outre les propriétés qui tiennent a la forme et
ala situation des corps, on fait intervenir celles qui résultent de
leur déplacement, en tenant compte du temps pendant lequel
seffectue ce déplacement, on constitue une science qui, dans
Tordre de complexité, vient immédiatement aprés la géométrie:
cest la cinématique.

Si donc on tient compte des conventions faites en géométrie
relativement au choix des unités, on voit que pour mesurer
toutes les grandeurs qui se rencontrent en cinématique, il suffit
de choisir deux unités fondamentales: I'unité de longueur et
I'unité de temps.

La cinématique reposant sur les idées de temps et de mouve-
ment, il importe de donner quelques explications sur chacune de
cesnotions. Nous nous occuperons d'abord de la notion de temps.

29. Notion detemps. — La notion de temps, comme toutes
les idées premiéeres des mathématiques, est une notion familiére
a tout le monde. Chacun concgoit dans tout phénomeéne, un
commencement, une durée, une fin ; chacun comprend ce qu'il
faut entendre par ces expressions: un phénoméne commence
avant ou aprés un autre; un phénomeéne finit au méme instant
qgu'un autre.

Nous allons indiquer comment on mesure théoriquement une
durée. Les principes qui servent de base a la mesure d'une durée
sont les mémes que ceux qui servent de base a la mesure d'une
grandeur quelconque. Pour mesurer une grandeur quelconque,
il suffit qu'on ait défini, pour cette espéce de grandeur, ce qu'on
entend par grandeurs égales et par somme de deux grandeurs.
Il faut donc définir ce qu'on entend par durées égales et par
somme de deux durées.

30. Durées égales. — S deux phénoménes commencent et
finissent au méme instant, la durée de ces phénomenes est la
méme.

S deux phénomenes, non simultanés, Saccomplissent dans
des conditions identiques, les durées de ces phénoménes sont
égales.

Ainsi, par exemple, si un pendule oscille toujours dans les
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mémes conditions (méme température, méme lieu d'oscillation,
méme angle d'écart, etc.), les durées de ces oscillations sont
égales par définition. De méme, s un liquide dans un vase est
maintenu a un niveau constant et si |'on pratique une ouverture
dans le vase, le temps nécessaire a I'écoulement d'une quantité
donnée de liquide reste toujours le méme, par définition.

31. Somme de deux durées. — S I'on considere deux phéno-
menes successifs, tels que le second commence a l'instant ou le
premier finit, la durée du phénoméne composé des deux phéno-
menes considérés est, par définition, égale a la somme des
durées de ces phénoménes.

Une durée A est plus grande qu'une durée B s la durée A
est égale a la somme de la durée B et d'une autre durée.

On définit de méme une durée plus petite qu'une autre durée.

32. Mesure théorique du temps. — En faisant la somme de
2, 3, ..., n durées égades a une durée A, on obtient des durées
qui sont dites 2, 3, . .., n fois plus grandes que la durée A.

Ainsi, par exemple, si la durée A est la durée dune oscillation
d'un pendule, la durée de 10 oscillations du méme pendule sera
10 fois plus grande que ladurée A. Si la durée A et la durée
de I'écoulement d'un litre de liquide d'un vese maintenu a un
niveau constant, la durée de I'écoulement de 10 litres de liquide
est 10 fais plus grande que la durée A.

Une durée B est n fois plus petite qu'une durée A s A et
n fois plus grand que B, c'est-a-dire si A est égal ala somme
de n durées égdes a B. Ainsi, par exemple, si nous considérons
toujours un liquide qui sécoule d'un vase maintenu a un niveau
constant et si la durée A est celle qui correspond a I'écoulement
d'unlitre, ladurée B, dix fois plus petite, est celle qui correspond
a I'écoulement d'un décilitre.

Cda post, soient A une durée quelconque, U la durée unité.

Si A est m fois plus grand que U, lamesure de A est le nom-
bre entier m.

Si A est m fois plus grand qu'une durée u, n fois plus petite

elleméme que U, la mesure de A et lafraction —';1
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Dans les deux cas que nous venons d'examiner, il existe une
durée qui et a la fois partie aliquotc de A et de U. Cette partie
aliquote est une commune mesure entre A et U. On dit encore
que les durées A et U sont commensurables. Quand il en est
ainsi, la mesure de A est un nombre fractionnaire.

S'il n'existe pas de commune mesure entre A et U, on dit que
les durées A et Il sont incommensurables. |l faut définir, dans
ce cas, ce qu'on entend par mesure approchée de A.

Soit u une durée n fois plus petite que l'unité U; A sera
compris entre deux multiples consécutifs de H, il sera, par
exemple, plus grand que m fois n et plus petit que (m-4-1)

fois u. On dit alors que ': est la mesure approchée de A é—;—-

prés par défaut et Mt

la mesure de A a% prés par exces.

33. REMARQUE. — Dans la pratique, deux phénomenes ne sac-
complissent jamais dans des conditions absolument identiques.
Ainsi, si I'on fait osciller un méme pendule et si Ton compare
deux oscillations de ce pendule, il peut se faire que pendant la
seconde oscillation la longueur du pendule, I'angle d'écart, la
résistance de l'air, etc .., ne soient pas rigoureusement les
mémes que pendant la premiére oscillation. Cette remarque
n'affecte en rien l'idée de mesure théorique du temps. Au point
de vue pratique, il faut en tenir compte et se placer dans des
conditions telles que les changements qui peuvent se produire
n'affectent pas d'une maniére sensible la durée du phénomene.

Ainsi dans la pratique, pour mesurer le temps, on produira un
phénomeéne se renouvelant constamment, c'est-a-dire qu'a l'instant
méme ou |le premier phénomeéne finit, un second commence, et
ainsi de suite, en se placant dans des conditions telles que les
variations accessoires qui  peuvent se produire soient sans
influence appréciable sur la durée du phénomene.

34. Unités adoptées. — Nous avons vu (28) qu'il y a deux
unités fondamentales en cinématique : |'unité de longueur et
['unité de temps. Ces unités peuvent étre choisies arbitrairement ;
toutes les formules de la cinématique subsistent quelles que
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soient les unités choisies. Dans la pratique, on fait usage de deux
systémes d'unités. Dans le premier systéme I'unité de longueur
est le metre ; dans le second, qui est appelé le systeme G. G. S,
I'unité de longueur est le centimétre.

Dans I'un et I'autre systéme, |I'unité de temps est la.seconde de
temps solaire moyen, c'est-a-dire une durée 86400 fois plus petite
que le jour solaire moyen.

(Pour la définition du jour solaire moyen, voir Traité de Cos-
mographie de Grignon.)

35. Fixationd'uninstant. — Pour fixer uninstant A, on choi-
sit un instant origine B ; l'instant A sera fixé sans ambiguité si
I'on se donne un nombre algébrique ayant pour valeur absolue
le nombre qui mesure la durée comprise entre les instants
A et B; ce nombre sera positif si I'instant A est postérieur a
I'instant B, négatif dans le cas contraire.

Cette maniere de fixer un instant par un nombre et tout a
fait analogue a la détermination d'un point d'une droite par son
abscisse.

Si I'on prend pour unité de temps la seconde, le nombre qui
fixe l'instant A a pour valeur absolue le nombre de secondes
écoulées entre les instants A et B. Dans |'usage courant, au lieu
de compter par secondes, on compte par années, mois, jours,
heures, minutes et secondes. Ainsi, on définit d'une facon pré-
cise un instant par .sa date; par exemple, un instant est défini
d'une fagon précise si Ton dit qu'il correspond au 28 décembre
1002, 8 heures, 40 minutes, 16 secondes du matin (temps moyen
de Paris).

(La théorie compléte des systémes d'unités est traitée dans la
dynamique du point matériel (Ghap. 1).

S".
Mouvement.
36. Point matériel. — Les données de la physique nous

conduisent a admettre que les corps matériels sont formés d'un
trés grand nombre de particules indivisibles appelées molécules.
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Les dimensions de ces molécules sont assez petites pour qu'elles
puissent, sans erreur sensible, étre assimilées a des points géo-
métriques ; c'est pourquoi on leur donne le nom de points ma-
tériels.

Tout corps matériel peut donc étre considéré comme formeé de
points matériels; cest pourquoi un corps est appelé en méca
nique un systeme de points matériels.

37. Corps solide ou systeme invariable. — Un systéme de
points matériels forme un corps solide ou un systéme invariable
si les distances mutuelles des points du systéme restent inva-
riables ; il en résulte que si A, B, C sont trois points du corps
solide, dans le triangle ABC les longueurs des c6tés restent fixes;
par suite il en est de méme des angles ; on voit dé méme que S
ABCD egt un tétraedre du corps solide, le diedre C AB D reste
fixe.

Un systéme de points matériels qui n'est pas un systéme solide
forme ce qu'on appelle un systéme déformable.

Bien qu'il n'existe pas dans la nature de corps absolument
solides, on peut dire que les corps appelés communément solides
tels gu'une pierre, un métal, un morceau de bois forment a peu
prés des systémes invariables.

Au contraire, un ressort, un fil, un liquide, un gaz donnent
des exemples de corps déformables.

38. Repos et mouvement. — Un point et dit en repos par
rapport a un corps solide, lorsque les distances de ce point a
chacun des points du corps solide restent invariables.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire s la distance du point a
I'un des points du solide change, le point est en mouvement par
rapport au corps solide.

Un systéme de points est en repos par rapport a un corps
solide s tous les points du systéme sont en repos par rapport a
ce corps solide ; dans le cas contraire, le systéme est en mouve-
ment par rapport au corps solide.

On voit que les notions de repos et de mouvement sont essen-
tiellement relatives; quand on parle du repos ou du mouvement
d'un corps, il faut, pour étre précis, indiquer quel est le corps
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solide auquel on rapporte le mouvement ; d'ailleurs un corps
peut étre en repos par rapport a un corps solide et en mouve-
ment par rapport a un autre.

Ainsi, un homme assis dans une voiture peut étre en repos
par rapport & la voiture ; si la voiture est en marche, cet
homme sera en mouvement par rapport a la route, aux maisons,
etc., etc.

Imaginons encore un bateau qui se déplace sur un lac; ce
bateau est mobile par rapport a la terre, puisque la distance
des divers points du bateau aux divers points de la berge varie.
Inversement, un point de la berge, un arbre par exemple, et
auss mobile par rapport au bateau, car la distance d'un point
de l'arbre & un point du bateau change. Si maintenant on
fait rouler une hille sur le pont du bateau, cette bille es en
mouvement par rapport au bateau, et, en général auss, par
rapport a la berge; mais ces deux mouvements sont bien dis-
tincts.

Le corps solide auquel on rapporte le repos ou le mouvement
que I'on considére sappelle auss le systéme de comparaison.

39. Trajectoired'un point. — Considérons un point en mou-
vement par rapport a un corps ; le point en mouvement Sappelle
aussi un point mobile, le lieu des positions du point mobile par
rapport au systéme de comparaison est une courbe qu'on appelle
la trajectoire du mobile.

Soit alors T (fig. 12) la trajectoire du mobile; prenons sur

cette trgjectoire uneoriginearbitraire

¥ A En partant de A on peut se dépla-

T A cer sur la courbe dans deux sens;

e prenons I'un d'eux comme sens posi-

tif. Soit alors M un point quelconque

de latrajectoire; le point M seradé-

terminé sans ambiguité si 1'on se donne un nombre algébrique s

ayant pour valeur absolue I'arc AM et pour signe le signe +

ou le signe — suivant que le chemin AM est décrit dans le sens
positif ou dans le sens négatif.

Si sest donng, le point M est déterminé ; mais le contraire
n'est pas toujours exact ; s la courbe est fermée, on peut faire

Fig. §2.
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correspondre au point M une infinité de valeurs de s (Ex. : les
arcs en trigonométrie.)

Pour définir le mouvement du mobile, il faut pouvoir fixer sa
position & chaque instant t, c'est-a-dire connaitre, pour chaque
instant t, la valeur correspondante de s ; pour définir le mouve-
ment, il faut: donc connaitre s en fonction de t.

Si la trajectoire est une droite, le mouvement est dit recti-
ligne ; dans le cas contraire, le mouvement est curviligne.

40. EXEMPLE. — Supposons que la roue d'une voiture roule
sur une voie droite; par rapport a la voiture le centre de la roue
est fixe; par rapport a la voie, ce centre décrit une droite
paralléle & la voie ; un point de la roue, point qu'on peut suivre
plus facilement en le supposant marqué a la craie, décrit par
rapport & la voiture une circonférence qui a pour centre le centre
de la roue ; par rapport a la voie, il décrit une courbe qu'on
appelle cycloide.

41. Division de la cinématique. — La cinématique se dé-
compose en trois parties :

1° L'étude du mouvement d'un point, c'est la cinématique du
point ;

2° L'étude des mouvements des systemes de points, c'est la
cinématique des systémes. Nous nous limiterons au cas ou le
systeme mobile est un systéme invariable ;

3° La composition des mouvements ou la théorie du change
ment de systéme de comparaison.

Cette théorie peut se ramener a celle du probléme suivant :

On donne le mouvement d'un point M par rapporta un corps
solide B et le mouvement du corps solide B par rapport a un
corps solide A ; trouver le mouvement du point M par rapport
au corps solide A.



CHAPITRE I
CINEMATIQUE DU POINT

8l.
Mouvement rectiligne.

42. Mouvement rectiligne uniforme. — Un mouvement rec-
tiligne est uniforme lorsque les espaces parcourus sont propor-
tionnels aux temps employés a les parcourir.

Soit alors xx (fig. 13) la trajectoire du mobile; fixons sur

z 9 ¥, N K =
Fig. 13,

cette droite un sens positif et prenons sur la droite x'x une ori-
gine 0. A l'instant initial, que nous prenons comme origine du
temps, le mobile est en un point My dont I'abscisse et Xy ; a
I'instant t le mobile sera en un point M dont l'abscisse et x.
L'espace parcouru MoM, pendant le temps t, a pour valeur
absolue x — Xy ; donc par définition la valeur absolue du
rapport
X—Xo
t
et constante.

Supposons que le mobile se meut dans le sens positif, & — =,
et t sont de méme signe, ce rapport est positif.

Si le mobile se meut dans le ssns négeéxr— et t sont
de signes contraires, le rapport est négatif.

On a donc
L
Ty,

£
ou ;E.'?ﬂ.’.l'n-kl'l',
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v étant un nombre algébrique positif si le mobile se meut dans
le sens positif, et négatif si le mobile se meut dans le sens
négatif.

On voit que x sexprime en fonction de t par un polyndme
du premier degré en t.

Réciproquement, si un mouvement rectiligne est défini par
I'équation

x=a 4 vi,

le mouvement est uniforme. En effet, soient M la position du
mobile a l'instant t, M; sa position a I'instant t;, x et x; les
abscisses des points M et M; ; on aura

& =a + b,
&£y = a+b£h
et par suite
MM, ==z, — > = bf; — bt,
donc —D—l&=b;

f]—t

par conséquent le rapport entre le chemin parcouru MM, et le
temps t; —t employé a le parcourir a une valeur constante b;
donc le mouvement est uniforme.

43. Vitesse dans un mouvement rectiligne uniforme. — Soit
un mouvement rectiligne uniforme défini par I'équation

r=g- bt

la valeur algébrique de I'espace parcouru pendant un temps
égal al'unité est b. Ce nombre b est la valeur algébrique de la
vitesse ; donc :

Dans un mouvement rectiligne uniforme la valeur algébrique
de la vitesse est égale a la valeur algébrique du chemin par-
couru pendant un temps égal a ['unité.

Le nombre b est aussi égal (42) au rap [—P-'l—— ;0 N peut
encore dire :

La vitesse est égale au quotient par h de la valeur algé
brique de I'espace parcouru pendant le temps h.

On représente aussi la vitesse par un vecteur. Soient M la
position du mobile al'instant t, MV un vecteur porté sur la tra-
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jectoire et ayant une mesure algébrique égale a la vitesse ; ce
vecteur MV et le vecteur qui représente la vitesse a l'instant t.

44, Mouvement rectiligne varié. — Soit x'x la trajectoire du
mobile ; fixons un sens positif sur cette trajectoire et prenons sur
la droite x'x une origine 0 (fig. 14); soit M la postion du

x' IS T A G
Fig. 1%.

mobile a I'instant t ; I'abscisse x du point M est une fonction du
temps
x=f0);

cette fonction f(t) est la fonction qui définit le mouvement.

A l'ingant t+ h le mobilesraen M; ; imaginons un mobile
animé d'un mouvement uniforme, partant de M a l'instant t,
arrivant en M; a l'ingtant t+ h; la vitesse de ce mobile aura
pour valeur algébrique :—'J Ce rapport M:l‘ et la vitesse
moyenne du mobile pendant le temps h qui suit I'instant t. La
limite de ce rapport quand h tend vers z&o et la vitesse du
mobile a l'instant t. 1l ex facile de calculer cette vitesse. On a
en effet

OM = f(D), OM, = f{t -+ h),

d'od MM, = f(¢-+ ) — £(0),
et par suite MM' L_)._._[Q

ce qui donne I'expression de la vitesse moyenne ; s h tend vers
d.z:

zér0, cette expression a pour limite f'({) ou — T

Donc:

Si I'équation du mouvement varié est x =f(l), la valeur

algébrique de la vitesse a I'instant | es f{t) ou - dw
On représente auss cette vitesse par un vecteur MV porté sur

la trajectoire x'x, ayant pour origine M la position du mobile a

I'instant t et pour mesure algébrique un nombre égal a la

valeur algébrique de la vitesse.
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Si Ton applique larégle précédente au cas ou I'éguation du
mouvement est
r=a-+ b,
on trouve re= b,

ce qui est conforme a la définition de la vitesse dans le mouve-
ment uniforme (43).

45. S dans un mouvement recliligne la vitesse est constante,
le mouvement est uniforme.
En effet, s la vitesse est égdea b, on aura

dz
Frials

et par suite, en remontant a la primitive,
a=g-}- b,

ce qui est I'équation d'un mouvement uniforme.

46. Accélération. — Soient x'x (fig;. 15) la trajectoire du

z’ 0 M M, T
Fig. 15,

mobile, M la position du mobile al'instant t; I'abscisse x du
point M et une fonction du temps,
x = ().

Cela posé, désignons par v la vitesse du mobile al'instant t,
par v; savitesse a l'instant t +h; v; — v et I'accroissement
de la vitesse pendant le temps h qui suit I'instant t. Le quo-
tient {'-‘-}T-? est Xaccélération moyenne du mobile pendant le
temps h qui suit l'instant t. La limite de ce rapport, quand h

tend vers zéro, est I'accélération du mobile a l'instant t.
Il est facile de calculer cette limite. On a, en effet (44),

e=FM. n= LU,
dou "'!.,;“,__” = ﬁ(f;t%:ﬂi)
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Si h tend vers zéro, cette expression a pour limite la dérivée
2

de f(t), cest-adire /"'(/), ou 1;;;:-, ou encore gd’; Donc: S
Véquation du mouvement est x=~f(1), la valeur algébrique
dee
Jdr

On représente aussi cette accélération par un vecteur My porté
sur la trgjectoire x'x, ayant pour origine M la position du
mobile al'instant t et pour mesure algébrique un nombre égal

a la valeur algébrique de I'accél ération.

de Vaccélération & l'instant t est f™{£}y ou

47. Autre expression de |'accélération. — Quand on connait
un mouvement rectiligne, l'abscisse et par suite la vitesse sont
des fonctions connues du temps; au lieu d'exprimer la vitesse
en fonction du temps, on peut I'exprimer en fonction de
I'abscisse ; v et son carré v- sont donc des fonctions de x; cal-
culons la dérivée de cette derniére fonction ; on a

4o _ 5, dv
de 7

dr '
. in dv df dr 1,
mais dz = A de T e 5
do) _gedv N _pdr Ly
donc de = = dtxt'_adt_-_'-
Par conséquent :

Dans un mouvement rectiligne I'accélération est égale a la
moitié de la dérivée du carré de la vitesse prise par rapport a
|"abscisse.

§ H.

Mouvement curviligne.

48. Vitesse. — Soient M la position du mobile al'instant t, M
sa position a l'instant t + (fig. 16). Imaginons un mobile,
animé d'un mouvement rectiligne uniforme, partant de M a
I'instant t et arrivant en M, a l'iustant /+ h; la vitesse de ce
second mobile sera représentée par un vecteur MU porté sur la
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droite MM, et ayant pour grandeur y%{l Ce vecteur MU est la

vitesse moyenne du mobile pendant le temps h qui suit I'instant'.
Lorsque h tend vers

zéro, le vecteur MU a

pour position limite un

vecteur MV, quel'on ap-

0 pelle la vitesse du mo
T ¥ T Vv bile & rinstant t. Nous
Kig, 16. allons chercher cette po-

sition limite MV.

Quand h tend vers zéro, M, se rapproche indéfiniment du
point M et la droite MM a pour position limite la tangente en
M a la trajectoire; sur cette tangente on peut prendre deux
demi-droites MT, MT'; MU prendra la direction MT ou MT
suivant que M, est par rapport au point M du cbté MT ou du coté
MT", c'est-&dire suivant qu'a partir de la position M Je mobile
semeut dansle sensMT ou dansle sens M T".

Il reste atrouver la grandeur du vecteur MV.

Orona

MU = corde MM, __ corde MM, _ arc MM,
- h arc MM, h
Or, dans une courbe quelconque, le rapport de la corde al'arc

tend vers l'unité quand L'ae tend vers zé&o; |é rapport

corde MM, A
“arc MM, ayant pour limite l'unité, la grandeur de MV et la
limite de

arc MM,

e

quand h tend vers zéro.

Prenons sur la trajectoire une origine 0 et fixons un sens posi-
tif sur cette trajectoire ; on peut définir le mouvement en se
donnant I'arc OM en fonction de't:

are OM = s = f(£);
on aura par conséquent
are OM, = f{t + k);
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donc la valeur absolue de I'arc MM, es la méme que celle de

I'expression
f(t+ k)y— (O
€t par consdquent

?E’_P:‘_MJ et [(‘_-'-1'31_—_{(‘)

ont méme valeur absolue. Cette derniére expresson a pour limite
d. . . R
f() ou -;,; la mesure de la vitese est donc égale a la valeur
ds
absolue de 4t

En résumé, la vitese a l'instant | et représentée par un
vecteur ayant pour origine la position M du mobile a I'instant
t, dirigé suivant la tangente et dans le sens du mouvement,
ayant pour grandeur la valeur absolue de g

49. REMARQUE. — Sur la tangente en M a la trajectoire on
peut prendre a partir de M deux demi-droites MT, MT" ; dési-
gnons par MT celle qui e dirigée dans le sens des arcs croissants.

S le mobile se meut a partir de M dans le sens des arcs crois-

. L . . d
sants, la vitesse est dirigée suivant MT, e s croissant, ?': et
positif; si, au contraire, le mobile se meut, a partir de M, dans
le sens des arcs décroissants, la vitese est dirigée suivant MT',

et comme s décroit, 9'% est négatif.

Il résulte de la que s sur la tangente en M a la trajectoire
on prend comme sens positif le sns MT des arcs croissants, la
mesure algébri;}un du vecteur qui représente la vitesse est tou-
. z N U8
jours égale a 4

50. Mouvement uniforme sur une courbe. — On dit qu'un
mouvement curviligne est uniforme lorsgue les arcs décrits par
le mobile sont proportionnels aux temps employés a les par cou-
rir. L'éguation du mouvement est alors

s=ual+b;
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1

-
|

on en déduit »=

=a,

-
o~

donc:

Dans un mouvement curviligne uniforme la grandeur de la
vifesse est constante.

On démontre comme au n° 45 que :

Reciprotjuement, s dans un mouvement curviligne la gran-
deur de la vitesse reste constante, le mouvement est uniforme.

51. HEMAROUK. — Soit M (fig. 17) un point mobile qui décrit
une trajectoire C; faisons une projection orthogonale ou oblique

- m,

Fig. 17, Fig. I8

sur un plan 1* ; la projection m du point M décrit une trajec-
toire c¢; al'instant t + h lemobile M vienten M, et men m; ;
marquons les vecteurs MU et mu qui représentent-les vitesses
moyennesde M et m: on a

MU = MM, = i

h H mu k

mm, étant la projection de MM, mu sera a cause des relations
précédentes la projection de MU. En faisant tendre h vers zéro,
on voit que la vitesse de m est la projection de la vitesse de M ;
donc:

S on projette (orthogonalement ou obliquement) un mobile
sur un plan, la vitesse de la projection du mobile est égale a
la projection de la vitesse du mobile.

On arrivera, par une démonstration analogue a la précédente,
au méme énoncé en projetant, parallélement & un plan, un
mobile sur une droite.
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52. Projections de la vitesse sur les axes de coordonnées. —
On peut encore définir le mouvement d'un point M (fig. 18) en
donnant les valeurs des trois coordonnées de ce point en fonc-
tion du temps; supposons donc le mouvement défini par les
équations

e=f(), y=«0, =%y

A l'instant t+h le mobile sera en M ; les coordonnées de

M sont

fE+R), gt 8, HE+h),
et par conséquent les projections du vecteur MM, sur les axes (la
projection sur chaque axe étant faite parallélement au plan des
deux autres) sont

[, s+Ry =5, KR — o,

et celles du vecteur MU, qui est égal a “:I', sont

(eeB=fO)  L+P=s) LDy
]
Quand h tend vers zéro, ces expressions ont pour valeurs

limites
o, ¥(0). ()
ce sont les projections des vecteurs vitesses MY sur les axes;
donc:
Si le mouvement est défini par les équations r  =f(/),
y==5(f), 5="11t), les projections de fa vitesse sur les axes

x, i, = sont ['{O, (8, () ou vncore ':':, ';-?, :::
53. REMARQUE. — On peut encore énoncer le résultat précé

dent ainsi: Le vecteur MV qui représente la vitesse du point M
est lasomme géomeétrique de troisvecteurs MA, M H, MG (fig. 18)
respectivement paralléles aux axes x, y, z et ayant pour valeurs

. de dy dz
1géb 0, &', b
algébriques f'(£), ' (£}, ¥'({) ou encore w0 dl’ ae

Supposons que les axes de coordonnées soient les arétes d'un
triedre trirectangle; le carré de MV est égal a la somme des
carrés de ses trois composantes (6). On a donc
MV = MA® -+ MB* - MC.
QUGHARD,  Traité de Méca. 3
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En désignant par v la grandeur de la vitesse, on aura
o ' At ‘_;y 2 i? 2
® v =10+ 0+v0=(F)+(3) + ()

En prenant les dérivées des deux membres de la formule (1),
il vient
do

) 2 = OO +¢'(0¢"(O + ¥ OF©.

On peut aussi en déduire les cosinus des angles que forme la
direction MV avec les axes Ox, Oy, Oz En effet, la projection
orthogonale de MV sur Taxe des x est d'une part égale H 5;?‘
d'autre part elle est égale a v x cos (Ox MV), donc

cos (Oz, MV) = i d

- f (0.
Ontrouve de méme
cos (Oy, MV) == - %3{{ w0,
1d=_ 1,
COS(U-. MV)_TEE -—-—TLP (0

54. Projection de la vitesse sur une direction quelconque.
— Le vecteur MV (fig. 18) étant la somme géométrique des
troisvecteursMA, MB, MC, laprojection de MV sur un axe quel-
conque D est la somme des projections des vecteurs MA, MB,
MC sur le méme axe. Or,

pr. MA == ‘;‘: > ¢cos (Ox, D),
pr. MB= ‘:;': > cos (Oy, 1),

pr. MU = g-; > eos (Oz, D);

donc on a
pr. MV = r!_ cos {Or, D)+ -‘! cos (Oy, I + cos (0z, D),

55. Application. — Projections de la vitesse sur le rayon vec-
teur et sur la perpendiculaire au rayon vecteur. — Soit M un
mobile qui décrit une courbe plane rapportée a deux axes rec-
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tangulaires Ox, Oy (fig. 19); la demi-droite OL qui joint I'ori-
gine au point mobile est le rayon vecteur de ce point; menons
ensuite la demi-droite ON perpendi-
culaire a OL et dirigée dans un sens
tel que les deux angles xOy et LON
aient le méme sens. Nous allons cher-
cher les projections de la vitesse du
point M sur lesdirections OL et ON ;
si I'on désigne ces projections par V °!
Fig. 16. et par Von, on a (54)

¥

[l

1] A

Vu:, = Fh_:

et
dw
dt

Désignons par ¢ la longueur OM et par o l'angle .rOL; on
aura

>< ¢os (Ox, OL)+ %% > cos (Oy, OL},

vﬂﬁ =

> cos (O, ON) -+ g"f > eos (Oy, ON).

¢os {Ox, OL) =rcos §, cos (Ly, OL) = sin 6,
cos {Ox, ON) = —sin 0, cos (Oy, ON) = cos 0,
donc

Vo=rcos0 dr - sinf dy

dt dit’

de

dt

mais on a r=seosh,  y==:sind,

d'ou I'on déduit, en prenant les dérivées,
de__dp

= —-coso-—-»sinog—ﬂ-
di dt ¢ dt

d
+cos 8
Lt

V.= —sinh I

Y 98 g0 pcosn O
TR T Rk i4-pcosh d
dr dy

En portant ces valeurs de gt et de dr dans les expressions
i

de Vo, e de Van, on trouve
de ;o dh
d =iy
On peut encore dire : la vitesse du point M est la somme géo-
meétrique de deux vecteurs, I'un paralléle a OL ayant pour

¥
\' ol. =
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valeur algébrique 512, I'autre paralléle a ON ayant pour valeur

algébrique jT(:

Les deux composantes de la vitesse du point M étant rectan-

gulaires, ona
e\ o fd\?
”EP(dc) +i (dl)

56. Hodographe. — Soient M un point mobile (fig. 20),
MV le vecteur qui représente sa vitesse a l'instant t; par un
point fixe 0 menons
un vecteur Dm équi-
pollcntaM V; quand
t varie, le point m
décrit une courbe
qu'on appelle hodo-
graphe du mouve-
Fig. 2. ment du point M.

57. Accélération. — L'accélération du point mobile M e<t, par
définition, le vecteur My d'origine M équipollent a la vitesse
mu du point m qui décrit I'hodographe du mouvement du point
M (fig. 20).

58. Dérivée géométrique. — Considérons un vecteur variable
avec le temps; soient A ce
vecteur al'instant t, B al'ins-
tant t + h; O étant un point

B

4 .
G fixe quelconque, formons un
A vecteur OU égal a la différence
/ l/ (B)—(A), puis sur OU por-
tons une longueur 011 égde a

0

Fig. 21, h . la position limite OK du

vecteur OH est la dérivée géométrique du vecteur A al'instant t
(fig. 21). Si I'on change I'origine O, la grandeur géométrique
de OU ne change pas; il en est de méme de sa limite OK.
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59. Théoreme. — L'accélération est égale a la dérivée géo-
mélrique de la vitesse.

En effet, soient M; (fig. 20) la position du mobile & I'instant
t+ h, M,V lavitesseacetinstant; il y correspond sur I'hodo-
graphe un point m;. La vitesse mu du point m est la limite du

vecteur mr porté sur mmy et égal a E’;h. or

mmy = (om,) — {om) = (M;V,} — (MV).

Le vecteur mu est donc le vecteur obtenu quand on cherche
la dérivée géométrique du vecteur MV en prenant comme ori-
gine le point m, ce qui démontre le théoréeme.

60. Mouvement reetiligne. —Soit M immobile (fig. 22) dont
la trajectoire est Taxe

, i oo . Ox et dont la vitesse
0 X ¥ T & linstant t est repré-
i u o m £ sentée par le vecteur

Fig. 23. MV. Pour construire

I'nodographe de cg
mouvement, je prends une origine arbitraire O' etje méne le vec-
teur O'm équipollent au vecteur MV ; le vecteur MV étant cons-
tamment porté sur la droite Ox, le point m se trouve sur ladroite
O'X' menée par O' parallélement a la droite Ox.

Sur la droite O'X' prenons comme origine le point O', et fixons
le sens positif de O'X' de telle sorte qu'il ait le méme sens que
sur Ox ; soit alors

z=f(6)
|'"équation du mouvement du point M ; I'abscisse du point m
étant égale a la vitesse de M aura pour valeur

@' = (D),
et par conséguent la vitesse mu du point m est égde a
dz' _ dv _ "p) on d"_’_.rl
de T di ! it
Donc I'accélération My du point M est un vecteur qui a pour

origine M et pour mesure algébrique f(£} ou %%';3
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On voit que dans un mouvement rectiligne la définition de
I'accélération par I'hodographe conduit au méme résultat que
celle du n° 46.

61. Théoreme. — Si on projette (orthogonalement ou obli-
gquement) un mobile sur un plan, I'accélération de la projection
du mobile est égale a la projection de I'accélération du mobile.

Soit M' la projection du mobile M (fig. 23); la vitesse M'Y"' de

Fig. 33.

M' est la projection de la vitesse MV de M (51); prenons alors
une originearbitraire 0 dansle plan de projection P et construi-
sons les vecteurs Om, Om' qui sont respectivement équipollents
aux vecteurs MV, M'Y'; m' sera la projection de m sur le plan
P; mais les points m et m' décrivent respectivement les hodo-
graphes des mouvements des points M et M', et par conséquent
les accélérations My et MY des points M et M' ont respective-
ment méme grandeur géométrique que les vitesses mu, m'u’
des points m et m' ; m'u' étant égal (51) a la projection de mu,
MY sera égal a la projection de My.

On démontre de méme le résultat suivant:

Si on projette, parallélement a un plan, un mobile sur une
droite, l'accélération de la projection du mobile est égale a la
projection de I'accélération du mobile.

62. Projection del'accélération sur les axes de coordonnées.
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— Définissons comme au n° 52 le mouvement par les équations

x = f()), Y= 2 = (D).
Menons par I'origine O le vecteur Om (fig. 24) équipollent a
la vitesse MV du point M; les coordonnées &, w, % du point m
sont(52)

=0, a=d®, I=¢(
Les projections de la vitesse du
point m sur les axes sont (52)
LE ds, k.14
di’ d¢’ dt’
o f'(ty O, 0.
L'accéération de M étant équipol-
lente a la vitesse de m, on voit que
les projections de I'accdération sur les axes sont (&), 3"(1),
$"(f), ou encore ‘

Fig. 2%.

&z &y diz
de’ det’ de

63. Projection de I'accélération sur une direction quel-
conque. — En raisonnant comme au n° 54, on trouve que la pro-
jection de I'accélération sur une direction D et égale a

[(8) >< eos (O, D} + () = eos (Oy, D)+ 4"(1) >< cos (0z, D),
oua

Lics

| -
T (Ox, D) 4 ?f_ci cos(Oy, D) + %E:— cos (0z, D).

64. Projection del'accélération sur la vitesse. — Nous allons
chercher la projection de My sur la direction MV (fig. 24). Cette
projection et égale (63) a

(8 cos (Ox, MV) + 3"(8) cos (Oy, MV) 4 }*(8) cos (Oz, MV).
Or, en supposant les axes rectangulaires, on a (53)

cos (0w, MV)=_%.p(;)1 cos(Oy,Mv)-:%?'((),

cos {0z, MV) = —-:- ),
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donc la projection a pour valeur
;’,— [£/(F() + ' (5" O+ Y (O B),

ou, en tenant compte de la formule 2, n° 53, cette projection

do .
et dr donc :
La projection de 'accélération sur la vitesse est égale a

On en déduit les résultats suivants:

S l'accdération fait un angle aigu avec la vitesse, la gran-
deur de la vitesse croit;

S l'accélération fait un angle obtus avec la vitesse, la gran-
deur de la vitesse décroit.

g Ill.

Exemples de mouvements.

65. Mouvement uniformément varié. — Un mouvement rec-
tiligne est uniformément varié quand la vitesse varie propor-
tionnellement au temps; dans un tel mouvement, v et une
fonction du premier degré det; on a

v==a- i,
on en déduit, pour l'accéléralion,
v i
T = -dE =—b;
I'accélération est constante. Réciproquement, si I'accélération
est constante, le mouvement est uniformément varié; en effet,
soit y la valeur constante de I'accélération; de I'équation
dv
i 7
on déduit, en remontant ala primitive,
v = vy,

Vp désignant la vitesse du mobile a l'instant 1 =0. On aura

ensuite
dz

d.\' = Tf,
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d'ou, en remontant ala primitive,

(2) :c=a:n+t'o£+—1§-~ﬁ£,
Xo désignant I'abscisse du mobile a I'instant t = 0. On voit que
dans un mouvement uniformément varié |'abscisse x est une
fonction entiére du 2° degré du temps. Réciproguement, sil en
est ainsi, le mouvement est uniformément varié ; supposons en
effet que I'on ait
= alt 4+ bt4-¢
on en déduit v == Jal{+ b,

ce qui montre que le mouvement est uniformément varié.
Eliminons t entre les équations (1) et (2) ; pour cela, de la
premiére je tire

(=t

v
et je porte cette valeur de t dans la seconde ; on aura

&I~ Ty — g v—t <+ % v (0 T l.’.‘.’_)_-’

et, aprés simplification,

9) v? — vi= 2y(xr — 1)

66. Discussion. — Un mouvement rectiligne est dit accéléré
quand la valeur absolue de la vitesse croit, cest-a-dire quand le
carré de la vitesse croit; il est dit retardé quand la valeur abso-
lue de la vitesse décroit. c'est- A-dirP auand |e carré de la vitesse

décroit. Or on a d(@?) _ ‘)u == Zpvy;
dt dt :

donc :
Si v ety sont de méme signe, le mouvement est accéléré ;
Si v ety sont de signes contraires, le mouvement est retardé.
Cela posg, la formule
=yt

montre que la vitesse sannule une seule fois a l'instant

1=_--'-’!’; avant l'instant T, V et y sont de signes contraires,
Y
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le mouvement et retardé; apreslingant =, v e y sont de
méme signe, le mouvement et accdéré.

Prenons comme instant initial I'ingant ¢ ol la vitese et
nulle, comme origine O la position du mobile a cet instant ; cda
revient a supposer que dans les formules (1) et (2) on fait vo et
X égaux & zéro. On aura donc

¥ =i,

P
)] =g ré,

= 2'{.1'.

On voit que x atoujoursle signe de 7 ; supposons pour fixer
les idées y positif, le mobile restera toujours sur la demi-droite
Ox. S M eg un point de cette demi-droite, le mobile pase deux
foisen M, aux ingants

c'est-a-dire une fois avant I'ingtant initial et une fois aprés; le
mobile met d'ailleurs le méme temps pour aller de M en 0 que
pour aller de 0 en M ; enfin la valeur absolue de la vitesse en
css deux ingtants et la méme.

En comptant les temps a partir du moment ol la vitese et
nulle et les egpaces a partir du paoint 0 ou la vitese es nulle,
on a les deux lois suivantes du mouvement :

1° Lesespaces parcourus sont proportionnelsaux carrésdes
temps employés a les parcourir ;

2° Lesvitesses sont proportionnellesaux tempsemployésa
les acquérir.

Ces énoncés sont une congguence immeédiate des for-
mules (4).

67. Mouvement circulaire. — Vitesse annulaire a un instant.
— Soient M (fig. 25) un point mobile sur un cercle de centre 0
et derayon M, xOy un angle égal a 4- 90°, A et B les points ou
les demi-droites Ox e Oy coupent le cercle. Nous prendrons
comme origine des arcsle point A, e comme sens positif sur le
cercle celui de A vers B ; soient a un instant quelconque M la
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position du mobile, 0 I'angle xOM, s lI'arc AM. On aura
:=Ro0.
La valeur algébrique de la vitese sera
ds n de

1'J=—a-‘~= m

Fig. 25

db
d
I'instant t; nous la désignerons par ta; on aura donc

est ce qu'on appdle la vitesse angulaire du rayon OM &

2 == Re.
v e lavitesse linéaire du point M ; donc :
La vitesse linéaire dans un mouvement circulaire est égale
au produit du rayon par la vitesse angulaire.

68. Mouvement circulaire uniforme. — Imaginons, en parti-
culier, que le point M se déplace aur le cercle d'un mouvement
uniforme; s e par suite 6 varient proportionnellement au
do ds
d¢ di
linéaire sont donc congtantes.

Sait T la durée de la révolution du mobile ; pendant le temps

temps, ont congtants ; la vitesse angulaire et la vitesse
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T, 0 augmente de +2m ou de —2m suivant que le mobile
se meut dans le sens positif ou dans le sens négatif; on aura

donc
2x

m=i?

69. Accélération dans un mouvement circulaire uniforme.

Formons I'hodographc du mouvement du point M en prenant
comme origine le centre 0 du cercle. Si w est positif, le point
de I'hodographe qui correspond au point M est un point N tel
que l'angle MON soit égal a + 90°, la longueur ON étant
égale a WR, si w estnégatif, le point de I'hodographc qui cor-
respond au point M est le point N' symétrique de N par rapport
au point 0. Dans I'un et l'autre cas, Uhodographe est un cercle
de centre (), de rayon égal a la valeur absolue de Re, décrit
d'un mouvement uniforme, la vitesse angulaire étant égale a w.

Si w est positif, la vitesse NU de N fait un angle égal a
+ 90° avec ON, c'est-a-dire un angle de 180" avec OM ; si w
est négatif, la vitesse N'U' du point N' fait un angle égal a
— 90" avec ON', c'est-a-dire un angle de —180° avec OM ;
dans I'un et l'autre cas, I'accélération est dirigée de M vers O.

Calculons sa valeur absolue; c'est celle de NU ou de N'U'
suivant les cas; elle est égale au produit de w par le rayon ON
ou O'N' qui a pour valeur absolue WwR.

L'accélération est donc égale a

. i
wilf o i F;
donc :

Dans un mouvement circulaire uniforme I'accélération est
dirigée vers le centre ; elle est égale au produit du rayon par
le carré de la vitesse angulaire, ou encore au quotient du carré
de la vitesse linaire par le rayon.

70. Mouvement oscillatoire simple sur une droite. --- Ima-
ginons un mobile M qui se meut d'un mouvement uniforme sur
un cercle, la vitesse angulaire étant égale a w ; la projection m
du point M sur un diametre XOx décrit ce qu'on appelle un
mouvement oscillatoire simple sur la droite XOx. Soient A et A’
les points ou le diamétre XOx rencontre le cercle ; menons le
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diametre y'Oy perpendiculaire au diamétre .r'Ox ; ce diamétre
coupe le cercle en B et B'. Quand le mobile M vade A en B, le
mobile m vade A en O; quand M va de B en A', mvadeO
en A'; quand M vade A" en IV, mvade V en 0 ; enfin quand
M va de B' en A, m va de 0 en A; on voit que le point m
oscilleentre A et A'.

La durée d'une oscillation double ou d'une oscillation compléte
est égale au temps que met le mobile m pour aler de A en A'
et revenir de A' en A ; elle est égale a la durée de la révolution
du point M sur le cercle, c'est-a-dire que cette durée T et égae
(68) a

I

T==C.
)y

Cette durée T et ce qu'on appelle la période. Au bout du
temps T le point M reprend la méme position sur le cercle et il
reprend aussi la méme vitesse; il en résulte que le point m
reprend apres un temps T la méme position et la méme vitesse.

On appelle fréguence le nombre N des oscillations a la
seconde : N est I'inverse de T.

L'abscisse x du point m sappelle I'élongalion ; I'élongation
varieentre —R et +R; la valeur maximum R del'élonga
tion est I'amplitude du mouvement vibratoire; enfin I'angle
AOM et la phase de vibration.

Le milieu 0 de AA' est le centre de vibration.

Prenons comme origine du temps I'instant d'un passage en A ;

on aura £OM == 0 = wl,
et par suite Om = =R cos ul.
On en déduit
= dr__ wh sinwi
Tt '
dn .,
Y = = = R eos wl.
De ces formules on déduit aussi
2
=R,
L]
¢ = —wlr,

qui donnent v et 7 en fonction de x.
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71. REMARQUE. — Un mouvement défini par |'équation
x=a cos (wttx)

se ramene au précédent en changeant I'origine du temps; on
peut en effet écrire

o
L=a cos:»(#q»— -) == @ Cos wt’
o

en faisant ot 4 i,
m

ce qui revient a compter les temps a partir de |'instant =z,
]

On voit de méme que si I'on a

o = a sin (ol + a},

2

on est par conséquent ramené au cas précédent.
Enfin si I'on avait

P ™
on peut écrire .'r.=acos(-—--—wx—-a);

x==A cos wi-+ B sin wl,

on pourrait poser

A=a cos x,
B=—asin «,
et I'on aurait L£=a o8 (wi-+a);

on a donc encore un mouvement oscillatoire.

EXERCICES

1. Deux mobiles M e M', animés d'un mouvement uniforme,
décrivent une mémedroite x'x ; trouver I'instant ou ils se rencontrent
et leur point de rencontre. Discussion.

2. Méme probléme pour des points animés d'un mouvement uni-
forme sur un cercle.

3. Sur une droite x'x un mobile M a un mouvement uniformé-
ment varié, un mobile M' semeut uniformément sur la méme droite;
on demande s les mobiles peuvent serencontrer, ol e aquel moment
ils se rencontrent. Discussion.

4. On considére un mouvement rectilignc défini par [I'équation
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X —tsint; trouvera chaque instant la vitesse, I'accélération; indi-
quer les phases du mouvement.

5. Déterminer un mouvement rcctiligne uniformément varié,
connaissant les positions du mobile & trois instants donnés.

6. Déterminer les éléments d'un mouvement oscillatoire, connais-
sant le centre des oscillations, la posilion du mobile et sa vitesse a un
instant donné.

7.Un mobile animé d'un mouvement rectiligne uniformément
varié part d'un point A sans vitesse initiale. 11 parcourt un Kilo-
métre en une heure; calculer le nombre qui mesure |'accélération en
prenant comme unité de longueur le métre et comme unité de temps la
seconde.

Calculer le méme nombre en prenant comme unité de longueur le
centimétre et comme unité de temps la minule.

8. Un cercle dont le rayon est 10 métres est parcouru d'un mouve-
ment uniforme en trois heures par un mobile; caleujer la vitesse
linéaire et I'accélération du mobile en prenant comme unité de lon-
gueur le centimétre et comme unité de temps la seconde.

9. Un point se meut sur une parabole de telle sorte que sa projec-
tion sur la directrice ait un mouvement uniforme. Trouver la vitesse et
I'accélération de ce point.

10. Si dans un mouvement curviligne I'accélération conserve
toujours la méme direction, la trajectoire du mobile est une courbe
plane.

11. Deux points M et M' se meuvent respectivement sur deux
droites rectangulaires Ox, Oy de telle sorte que la distance MM’
reste fixe ; le mouvement de M étant supposé uniforme, trouver le
mouvement de M".



CHAPITRE 1V

CINEMATIQUE DU CORPS SOLIDE

Sl.
Généralités.

72. Définition. — Un corps solide B est en repos, par rapport
a un corps solide A, quand chaque point du corps B est immo-
bile par rapport au corps solide A. Dans le cas contraire, le corps
B est en mouvement par rapport au corps A.

Soient B un corps mobile par rapport au corps A, B, et B,
les positions qu'occupe B aux instants to et t; Mg un point de Bo;
quand le corps solide B vade laposition By a la position By, le
point M vient occuper une position M,. Les points Mg et M; sont
appelés points homologues des positions By et B;. On définit de
méme les segments homologues, droites homologues, angles
plans homologues, diedres homologues, friedres homologues,
etc., dans les positions By et B;

De la définition du corps solide (37) résultent immédiatement
les propriétés suivantes :

Deux segments de droite homologues ont méme longueur;

Si deux droites sont paralléles, leurs homologues sont paral-
léles;

Deux anglesplans homologues sont égaux;

Deux diedreshomol ogues sont égaux et ont méme sens,

Deux triedreshomol ogues sont de méme sens, leurséléments
correspondantssont égaux.

73. Théoréme. Laposition d'un corps solide est détermi-
née quand on se donne lespositions de trois de ses points non
situés en lignedroite.
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Soient (Bp) la position d'un corps solide a l'instant to,
Ao, By, Co trois pointsdu corpsnon situés en ligne droite (fig. 26);
supposons qu'a l'ins-
M, b tant t, les points Ay,
By, Co viennent res-
A, q, A c pectivem(.ent en A, B,
C (le triangle ABC
doit naturellement
étre égal au triangle
AoBoCy) ; je dis qu'on
peut fixer a l'instant
| la position M que vient occuper un point quelconque M, du
corps (po). En effet, lesanglesdiedres CABM et C;,A0B,M, doivent
étre égaux et de méme sens, ce qui définit sans ambiguité le
demi-plan M AB; dans ce demi-plan faisons un angle BAM égal a
I'angle ByAoM,; on obtiendra ainsi, sans ambiguité, la demi-
droite AM homologue de la demi-droite AoM; prenons sur cette
demi-droite une longueur A M égale a la longueur AgMy : on
obtient ainsi I"homologue M du point M.

Fig. 26,

74. Corollaire 1. — Si A, B, C coincident respectivement
avec Ay, Bo, Co, lepoint M coincidera avec le point M ¢; donc :

Si trois points non situés en ligne droite d'un corps solide
restent fixes par rapport a un systéme de comparaison, le corps
solide est fixe par rapport a ce systeme.

75. Corollaire | | . — Il résulte de ce qui précede (n° 73) que
pour définir le mouvement du corps solide () par rapport au
corps solide (a), il suffit de connaitre les positions A, B, C

gu'occupent a l'instant t les points Ag, By, Co du corps (). On
peut choisir arbitrairement les positions A, B, C de ces points
pourvu que letriangle ABC soit égal au triangle AoByCo.

76. REMARQUE. — Pour fixer la position du corps solide a
I'instant t, on peut se donner arbitrairement la position A que
vient occuper un point A, de ce corps, et les positions AB, AC
que viennent occuper les demi-droites AyBo, AoCo; ces positions
AB, AC peuvent étre choisies d'une fagcon quelconque pourvu
que I'angle BAC soit égal a I'angle BoA(Co.

GUCHARD,  Traité de Méca.
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§ Il

Mouvement de translation.

77. Définition. — Un corps solide (fi) est animé d'un mou-
vement de trandation par rapport a un corps solide (a) si deux
demi-droites kx, Ay du corps (fi) ont constamment la méme
direction que deux demi-droites AgXo, Acyo fixes par rapport au
corps (a).

La possibilité d'un tel mouvement résulte de la remarque du
n° 76.

78. Théoreme. — Dans un mouvement de translation, toute
droite du corps (fi) reste paralléle a une droite fixe par rap-
port au corps (a).

En effet, soit D une demi-droite du corps mobile ({S) (fig. 27);

//y‘, P /.‘7
- 7
— —E p
4 ——

A, ° A ey
—

"‘--.__‘_“H

x r

iigg. 25.

menons par A une demi-droite As ayant la méme direction que
la droite D; construisons un demi-plan xgkpz, tel que les diedres
YokpXoz €t Y\xz soient égaux et de méme sens, puis dans ce
demi-plan un angle X,A¢Zo égal & l'angle xAz le dieédre yXxz
reste constant comme grandeur et comme sens, il en est donc de
méme du diédre y,AX.Z). De méme, I'angle xAz restant constant,
I'angle XoAozo restera fixe; il en résulte que la droite Ags et
fixe par rapport au corps (a).

D'autre pari, les plans yoAoXo €t y\x étant paralléles et de
méme sens, de plus les diédres yoAoxeZ, € ykxz ayant méme
grandeur et méme sens, les demi-plans zApx, €t zAx sont
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paralleles et de méme sens; enfin |'égalité des angles aroAp2
et xkz montre que les droites Az, A¢Zo ont la méme direction.

La demi-droite D du corps mobile a donc constamment la
méme direction qu'une demi-droite A,z, fixe par rapport au
systéme de comparaison (a).

79. REMARQUE |. — Soient A et B deux points du corps mobile
(fi) dans la position qu'occupe ce corps a l'instant t\ a I'instant
initial les points A et B coincident avec les points Ay et By du
corps (a); la direction AB reste la méme que la direction AyBy ;
de plus les segments AB et AoBy, étant des segments homologues,
sont égaux ; il en résulte que AB et AyB, sont des vecteurs équi-
pollents; donc :

Si un corps solide (fi) est animé d'un mouvement de trans
lation par rapport a un corps solide (o), tout segment > du
corps () reste équipollent a un segment fixe par rapport au
corps (a).

80. REMARQUE I 1. Une droite d'un corps solide (B) peut
conserver unedirection fixe par rapport a un systéme de compa-
raison (a), bien que la direction de cette droite puisse changer
par rapport a un autre systeme de comparaison.

Considérons, par exemple, un manége de chevaux de bois:
sur le plancher du maneége tragons a la craie une droite AyBy;
imaginons maintenant une barre AB qui se déplace sur le plan-
cher du manége en restant constamment parallele a la droite
AoBo; relativement au plancher du manége, cette barre est ani-
mée d'un mouvement de translation. Au contraire, pour un
observateur fixe sur le sol, qui regarde tourner le maneége, la
barre AB n'est plus animée d'un mouvement de translation ; par
rapport a cet observateur la direction de AoBo, et par suite celle
de AB, change.

81. Théoréeme. — Le mouvement de transation d'un corps
solide est défini quand on cannait le mouvement d'un point de
ce corps.

En elfet, soit (o) la position du corps mobile a I'instant ini-
tial to; supposons que l'on connaisse le mouvement d'un
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point A, de ce corps, c'est-a-dire que I'on connaisse la position
A que vient occuper le point A, a un instant quelconque t
fig. 28). Soit alors Mgy un point
de (Bp) ; pour avoir la position M
qu'occupe ce point a l'instant t,
il suffit de mener un vecteur AM
équipollent au vecteur AgMg; il
en résulte que le mouvement du
point M, est bien déterminé.

82. REMARQUE. — On passe de
la trajectoire du point A, a celle
du point My en menant par cha-
gue point A delapremiéretrajec-
toire un vecteur AM équipollent
au vecteur AgMy; on passe par

Fig. 2. conséquent de la premiére trajec-

toire a la seconde par un dépla-

cement de translation. (Traité de Géométrie, 1°° partie, n° 652.)
Il en résulte le théoréme suivant :

Dans un mouvement de translation les trajectoires de tous les
points du corps solide sont des courbes égales; on peut les
superposer par un déplacement de trandation.

Si Tune de ces trajectoires est une droite, lesautres seront des
droites paralléles. On dit alors que le mouvement de translation
du corps est rectiligne.

83. Théoreme. — Dans un mouvement de trandation les
vitesses de tous les points du corps solide ont, au méme instant,
la méme grandeur géométrique.

Considérons, en effet, deux points quelconques A, et My du
corps solide {fig. 28); soient A et M les positions de ces points
a l'instant t, A; et M; leurs positions a Il'instant t + h; les
vecteursAM, A; M; étant équipollents, la figure AMMIiAi est un
parallélogramme, donc les vecteurs AA; e¢ MM, ont méme
grandeur géométrique. 11 en est de méme des vitesses moyennes
AU et MU', qui sont respectivement égales & AA, el & !l_!%i_l;

en
h
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faisant tendre h vers zéro, on voit que les vitesses AV, MV des
points A et M ont méme grandeur géométrique.

Cette vitesse commune a tous les points du corps solide a
I'instant t est ce qu'en appelle la vitesse de trandation du sys-
teme mobile a I'instant t.

Si le mouvement de translation est rectiligne et si la vitesse
de translation reste constante, on dit que le mouvement de
translation est rectiligne et uniforme.

Si le mouvement de translation est rectiligne et si la vitesse de
translation varie proportionnellement au temps, on dit que le
mouvement de translation et un mouvement rectiligne unifor-
mément varié.

84. Théoréme. — Dans un mouvement de trandation, les
accélérations de tous les points du corps solide ont, au méme
instant, la méme grandeur géométrique.

En effet, les vitesses de tous les points étant représentées par
des vecteurs équipollents, les hodographes des mouvements de
tous les,points seront des courbes identiques parcourues suivant
la mémeloi ; donc I'accélération de chague point a & un instant
donné la méme grandeur géométrique.

Cette accélération, commune atous les points du corps solide
a l'instant t, est ce qu'on appelle I'accélération de trandation
du systéme mobile a l'instant t.

8l11.
Mouvement de rotation.

85. Définitions. — Lorsque deux points d'un corps solide (R)
restent fixes par rapport a un corps (a), le mouvement que
prend ce corps () par rapport au solide (a) est appelé un
mouvement de rotation.

Soient A et B les deux points qui restent fixes, tous les points
de la droite AB restent fixes par rapport au corps solide (a) ;
cette droite fixe AB et Yaxe de rotation. Nous supposerons
gu'on ait fixé un sens positif sur cet axe ; prenons le sens de A
vers B (fig. 29).
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Soient (Ry) la position du solide a I'instant ty, () sa position a
I'instant t, M, un point de (%), M
i ' son homologue dans (B) ; abais-
sonsde Mg laperpendiculaire MqP
Q sur I'axe : le point P coincide
avec son homologue, la droite

¥ PMy a donc pour homologue la
4 " droite PM, par conséquent PM

v ™~ ¥,  est perpendiculaire h I'axe et la
\ longueur PM est égdle & PM,. |l

*‘J M en résulte que la trajectoire du

Fig. 29, point Mo est un cercle dont le

plan et perpendiculaire a I'axe
et dont le centre est sur l'axe.

Je dis de plus que I'angle diedre MoABM est le méme pour
tous les points du corps mobile ; en eHet, soitNo un point de (%)
qui vient en N a l'instant t. Les deux diedres homologues
MoABN, et MABN sont égaux; en goutant a chacun deux le
diédre NgABM, on aura

(MoABN,) + (N, ARM) = (NoABM) -+ (MABN),
ou (MABM) = (NABN),

ce qui montre bien que la valeur du diedre MgABM est la méme
pour tous les points du corps solide. Cet angle diedre a un signe,
puisqu'on afixé un sens positif AB sur 'aréte ; la valeur algé-
brique de ce diedre est I'angle dont a tourné le corps autour de
|'axe pour passer de la premiére position a la seconde.

86. Rotation instantanée. — Considérons les positions du corps
mobile aux instants t et t+ h: soit Ap I'angle dont atourné
le corps autour de I'axe pour passer de la premiére position a la
seconde ; lalimite w du rapport T‘ quand h tend vers zéro
est la valeur algébrique de la vitesse de rotation a l'instant t.
On représente auss cette vitesse par un vecteur porté sur |'axe
et ayant pour mesure algébrique w Ce vecteur représente la
rotation  instantanée.
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87. REMARQUE — Soit OL, une droite perpendiculaire a Taxe
et fixe par rapport au systeme de compa-

B raison (a); soit OL une perpendiculaire a
Taxe fixe par rapport au corps mobile (13);
0 pour fixer la position de (R), il suffit de
: IT Ly conngitre la position de OL, cest-a-dire la
valeur algébrique cp del'angle L,ABL ; on

L peut donc définir le mouvement de rotation

du corps en sedonnant @ en fonction de .

Fig. 0. Si Ton définit le mouvement de cette

fagon, la vitesse de rotation, a un instant
guelconque, est égale a la dérivée de cp par rapport a /.

88. Théoreme. — A un instant quelconque, la vitesse d'un
point quelconque M du corps mobile est égale au moment li-
néaire du vecteur qui représente la rotation instantanée par

rapport au point M.

ﬂ Soient AB I'axe de rotation (fig. 31), OR
2l le vecteur qui représente la vitesse de rotation,
w la valeur algébrique de ce vecteur; abais-

; sons du point M la perpendiculaire MP sur
I'axe. Le point M se meut sur un cercle de

ol centre P dont le plan est perpendiculaire a
I'axe ; le rayon PM de ce cercle a une vitesse

A angulaire (67) qui a pour valeur absolue w;
Fig. M. il en résulte que la vitesse MV du point M

est perpendiculaire au plan MAB et a pour
grandeur wxM P. Cette vitesse est dirigée dans le sens du
mouvement ; s donc w est positif, le sens relatif des vecteurs
MV et AB et positif; st w est négatif, ce sens relatif est le
sens négatif; dans les deux cas le sens relatif des vecteurs MV
et OR est le sens positif; il en résulte que MV est le moment
linéaire du vecteur OR par rapport au point M.

89. Mouvement de rotation uniforme. — Un mouvement de
rotation est uniforme si la vitesse de rotation est constante. Si
on définit le mouvement comme au n° 87, on voit que dans un
mouvement de rotation uniforme I'angle ¢ varie proportion el-
lement au temps.
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Si, par exemple, on congoit un triedre ayant son sommet au
centre de la terre et dont les arétes sont dirigées vers des étoiles
données, par rapport & ce triedre la terre et animée d'un mou-
vement de rotation uniforme; la durée de la rotation, clest-&
dire le temps nécessaire pour que la terre tourne d'un angle 2m,
est le jour sidéral : on sait (voir Traité de Cosmographie de
Grignon) que 366,24 jours sidéraux forment une durée égde a
365,24 jours moyens. Le nombre de secondes de temps moyen
contenues dans un jour sidéral est donc

465,24

(' Aba,29
86 400 > aes oy

et par conséquent la vitesse de rotation de la terre est

_2m>< 36624 .
" %6400 < 365,28 — 01000073

§IV.

Hélice. — Mouvement hélicoidal.

90. Développement d'un cylindre sur un plan. — Enroule-
ment d'un plan sur un cylindre. — Considérons un cylindre de
révolution dont les bases sont les cercles AA', BB' (fig. 32) ;

O ! . .

Fig. 43,

construisons un rectangle abajb; dont la hauteur ab soit égade
ala hauteur AB ducylindre, et dont labase aa; soit égde a
la longueur de la circonférence de base AA' du cylindre.
maintenant M un point quelconque du cylindre; menons
la génératrice MP qui rencontre le cercle de base AA' au
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point P; prenons sur le coté aa; une longueur ap égde a
I'arc de cercle AP; menons ala base aa; une perpendiculaire
pm égde a PM ; on fait ainsi correspondre a chague point M
de la surface latérale du cylindre un point m du rectangle
aajbib; et inversement.

Cette correspondance porte deux noms différents suivant qu'on
considére comme position initiale de la figure le cylindre ou le
rectangle. Si I'on pase du cylindre au rectangle on dit qu'on a
développé le cylindre sur un plan ; le rectangle aabbest le
développement de la surface latérale du cylindre.

Si I'on pase au contraire du rectangle au cylindre, on dit
gu'on a enroulé le plan du rectangle sur le cylindre.

A chague génératrice du cylindre correspond une droite paral-
|éle a la hauteur ah du rectangle; & une section droite du
cylindre correspond une paralléle au coté aa; du rectangle.

Construisons un second rectangle ajb,ab, égal au rectangle
abafii. Aprés avoir enroulé le rectangle abajb; sur le cylindre,
on peut enrouler ensuite le rectangle ab;ab, ; soit m, le point
de ce rectangle qui vient en M ; menons la perpendiculaire
myp; & la hase du rectangle. On aura

mp, = MP == mp,
ap,=arc AP =ap;
par conséguent,
mm, = pp, = a4, = ¢irc. A\,

Les deux points m et my; sont sur une paralléle aux bases
des rectangles, et leur distance est égale a la circonférence de
base du cylindre.

On pourrait de méme imaginer un troisiéme rectangle agh,ashs
égal aux précédents et I'enrouler encore sur le cylindre, et ainsi
de suite. On arrive ainsi a concevoir |I'enroulement d'un plan
indéfini sur un cylindre indéfini. Voici comment se fait cet en-
roulement :

Tragons dans le plan deux droites rectangulaires xox, yoy
(fig. 33). Soit m un point du plan ; .menons la perpendiculaire
mp a ox. Lalongueur op, prise positivementsi p est sur or,
négativement si p est sur oX\ est Y abscisse du point m ; la
longueur pm, prise avec le signe + si pm a méme direction
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que oy, et avec le signe— si pm est dirigé suivant oy\ est
Y ordonnée du point m.
Cda pose, considérons un cylindre droit qui a pour bas le

¥ ¥
m
x" 0 ? o, x
¥ 13
Fig. 1k Fig. 5.

cercle AA' (fig. 34); distinguons les deux cotés du plan du
cercle de base ; I'un sera le cOté supérieur, l'autre le coté infé-
rieur ; prenons une origine A sur le cercle de base, fixons un
sens positif de déplacement sur ce cercle. Décrivons aors sur ce
cercle un chemin AP égal al'abscisse du point m, ce chemin
AP étant effectué dans le Sens positif s I'abscisse est positive,
dans le sens négatif si I'abscisse est négative ; menons la géné-
ratrice du point P, et prenons une longueur PM égde a l'or-
donnée du point m, cette longueur PM étant portée au-des-
sus ou au-dessous du plan du cercle de base selon que I'ordonnée
est positive ou négative.

A chague point m du plan on fait correspondre un point M
du cylindre; mais a chaque point M du cylindre correspond
une infinité de points m ; tous ces points ont une ordonnée
égde a PM, ils sont donc situés sur une paralléle a la droite
X0x ; les abscisses de ces points sont les diverses valeurs algé-
briques du chemin AP ; on sait que ces diverses valeurs
différent de Tune delles de multiples de la circonférence de
base AA'.

Prenons sur ox une longueur ooy égae a la circonférence
debase du cylindre et menons yjory, paralléle a yoy (fig. 33);
la portion de plan comprise entre les deux paralléles yoy,
y'10;y; Vient aprés I'enroulement recouvrir tout le cylindre ;
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a chague point du cylindre correspond un seul point de cette
région.

Si le point M du cylindre décrit une courbe C; le point cor-
respondant m décrit une courbe ¢, qu'on appelle la dévelop-
pée de la courbe C.

91. Définition. — On appelle hélice la ligne suivant laquelle
vient se placer une droite située dans un plan indéfini qu'on
enroule sur un cylindre.

Prenons pour origine o des droites ox, oy un point a dela
droite (pg. 35); marquons la région du plan Yy, yiy: qui

Y

el

! &X
A o F7 o oy
d 21 %

Fig. Wi,

vient recouvrir le cylindre ; au point a du plan correspond un
point A, au point & un point A; situé sur la génératrice
AB; au segment aa; correspond un arc de courbe AGA; qui
rencontre une fois seulement toutes les génératrices du cylindre.

Maniuons maintenant la seconde portion du plan yiyiYay»
qui senroule sur le cylindre ; le segment a;a, de la droite qui
est situé dans cette région donnera encore un arc de courbe
A;CA, analogue au précédent, et ainsi de suite, de sorte que la
courbe se compose d'une infinité d'arcs tels que ACAy; chacun
de ces arcs rencontre toutes les génératrices et ne les rencontre
gu'une lbis.

Imprimons au segment a;8, une translation égae a 0,0 il
vient occuper la position bb; ; si I'on enroulela portion de plan
VY, yiy1 sur le cylindre, bb; produirala méme courbe A;C,A,
que le segment a; @, ; menons une ordonnée quelconque pmm';
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il y correspond sur Je cylindre trois points P, M, M' d'une
méme génératrice ; le segment MM' égal a mm' ou ab est
donc le méme quelle que soit la génératrice du cylindre. Ainsi
la portion de génératrice comprise entre les arcs ACA; et
AjQAa est la méme pour toutes les génératrices ; il en résulte
qu'on peut par une translation paralléle aux génératrices fare
coincider lesarcsACA,,A 1A 1 A, L'hélicesecomposedonc d'une
infinité d'arcs égaux, chaque arc rencontrant, et une fois seule-
ment, toutesles génératrices du cylindre.

Chacun de ces arcs, tels que ACA;, et une spire de I'hélice.
La portion degénératrice comprise entre deux spires consécutives
est le pas de I'hélice.

92. Remarque. — Le pas de I'hélice et égal a la longueur
01a;; S l'on désigne par r le rayon du cylindre, par h le pas
de I'hélice, par ¢ I'angle que fait la droite génératrice aajap..
avec Ox, on aura

h=2zrtgq.

93. Sens d'une hélice. — Fixons provisoirement un sens posi-
tif sur I'axe d'un cylindre ; supposons qu'un point M se déplace
sur I'hélice de fagon que sa projection sur I'axe se déplace dans
le sens positif; la projection P du point M de I'hélice sur le
plan de hase du cylindre se déplace autour de I'axe dansun sens
qui ne dépend pas du sens positif choisi sur I'axe. En effet, si
I'on change ladirection positive de |'axe, on change le sens du
déplacement du point M, et par suite le sens du déplacement
du point P. Le sens de déplacement de P et le sens positif de
I'axe étant changés, le sens de la rotation du point P autour de
I'axe n'a pas changé.

Si le point P tourne autour de |'axe de gauche a droite,
I'hélice est dite dextrorsum ; dans le cas contraire, I'hélice est
sinistrorsum.

94. Remarque. — Quand on connait le pas d'une hélice, on
connait I'angle @ que fait la droite génératrice avec ox, car
on a

h
g3 = Py,
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Deux hélices de méme pas et de méme sens sont engendrées
par deux droites paralléles.

Deux hélices de méme pas et de sens contraire sont engen-
drées par deux droites non
4 3: paralléles, également incli-
@ nées sur OX.

/ Par un point M d'un cy-
lindre on peut mener deux

¢ hélices ayant un pas donné.
& En effet, soit m le point
o T de larégion vy, yiy; Qui

correspond au point M du

cylindre (Fig. 36) ; menons

¥ &y par ce point m les droites

Fig. 6. ab, cd qui font avec ox

I'angle cp correspondant au

pas donné; ces droites seront les droites génératrices des hélices
cherchées.

95. Théoréme. — La distance MP d'un point d'une hélice
au cercle de base AA' est proportionnelle a I'arc de cercle AP

(fig. 37).

pondant au point M, ap son abscisse, pm son ordonnée. Ou
cait aue
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FPM _pm_ ="
done are ,\P ap =By =g
d'ou PM = arc AP < L

2xr

96. Tangente a I'hélice. — Soient M un point dune hélice,
M' un point voisin de M (fig. 38); menons la corde MM'; nous

Fig. .

longueur PR ; on a

allons montrer que cette sécante tend vers
une position limite quand le point M' se
rapproche indéfiniment du point M. En
effet, soient P et P les projections des
points M et M' sur le cercle de base; la
droite MM" coupe le cercle de base en
un point R de la droite MM'. Nous alons
montrer que le point R a une position
limite.

D'abord la droite PR a pour position
limite la tangente PT au cercle de base
au point P. Cherchons la limite de la

M P'M PM— PN

PR PR PP*
Or
PM = arc AP . lg 3,
"M =arc AP .t 5
donc PM —P'M' = are PP < tg o,
PM _ are PP’
e Ton a s ppr B

Mais quand le point M' se rapproche indéfiniment du point
M, le point P se rapproche indéfiniment du point P et le

rapport 2 : P’

tend vers 1 ; donc

PM

lim, .
" bR

lim. PH = kM = ar¢ Al",
tg g

La position limite du point R es donc le point T situé sur
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la tangente en P au cercle de base et a une distance PT du
point P égale al'are AP.

Ladroite MM' a donc une position limite, c'est la droite M T.
Cette position limite est la tangente al'hélice au point M.

97. Corollaire. — La tangente a I'hélice fait un angle
constant avec les génératrices du cylindre. — En effet, dans le
trianglerectangle MPT on a

PM PM
P = br = arear = &%

L'angle MTP est donc égal a ¢ ; I'angle PMT formé par la
tangente et la génératrice est le complément de l'angle q.

98. Définition. — On appelle soustangente en un point M de
I"hélice la projection PT, sur le plan de base, de la portion de
tangente comprise entre le point de contact et le plan de la base.

99. Théoréme. — La soustangente en un point M de I'hélice
est égale a la projection AP de l'are d'hélice AM sur le cercle
de base.

En effet, nous avons démontre (96) que

PT — arc AP,

100. Déplacement hélicoidal. — Considérons un corps solide 3
qui se déplace, par rapport a un

Dia corps solide a, de telle sorte qu'il
.4 existe une droite D du corps B qui
-;r”"'/ , a I'instant initial et a I'instant final
A coincide avec une droite fixe A du
/ corps o ; on dit alors que le corps 13
C a subi un déplacement hélicoidal.
¥ e On voit que pour passer de la pre-
¥ miére position de la droite D a la
A £ seconde, il suffit de faire glisser cette
droite sur la droite A. Considérons

Fig. 39, ' la position initiale de la droite 1).
Soient A et H deux points de cette
droite (fig. 39); a l'instant final, ces points viennent en A' et
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B' sur ladroite A. De I'égalité des segments homologues AB,
A'B' résulte I'égalité des segments AA', BB'; donc, quel que
soit le point A de la droite D que I'on considére, la valeur
algébriqgue AA' du déplacement de ce point reste la méme;
cette valeur algébrique, que nous désignerons par h, et la
longueur dont le corps a glissé le long de l'axe &,

Considérons dans la premiére position une droite AX perpen-
diculaire a D ; elle a pour homologue une droite A'x ' perpendi-
culaire a D; de méme, une droite By perpendiculairea D a
pour homologue une droite B'Y' perpendiculaire a 1). Cela posé
on démontre, comme pour le mouvement de rotation (n° 85),
que les diedres (zAr') et (yay") ont méme valeur agébrique.
Cette valeur algébrique ¢ est [‘angle dont a tourné le corps
autour de I'axe A.

101. REMARQUE 1. — Si Ton change le sens positif sur Taxe 4,

h et ¢ changent de signe, par conséquent le rapport h ne
dépend pas du sens choisi sur I'axe A. ¥

102. REMARQUE Il. — On démontre que tout déplacement d'un
corps solide est, en général, un déplacement hélicoidal. Nous
nous bornons ici & énoncer ce résultat.

103. Mouvement hélicoidal. — Un corps solide B est animé
d'un mouvement hélicoidal par rapport & un corps solide a si
une droite D du corps [i
coincide constamment
avec une droite & fixe par
rapport a a et si le rapport
entre la longueur dont le
corps aglissé lelong de a
L. et l'angle dont il a tourné
autour de A depuis I'ins-

tant initial est constant.
Fig. 40. Ladroite A est Vaxe de

mouvement hélicoidal.

Soient alors M, la position d'un point du corps a l'instant
initial, M laposition de ce point a I'instant final; menons les
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perpendiculaires MoPy et MP a I'axe (fig. 40) et soit M' la pro-
jection du point M sur le plan mené par M, perpendiculairement
a Taxe : ce point M' est situé sur le cercle qui a pour centre Py
et pour rayon PoMg; I'angle dont a tourné le corps est égal a
I'angle MoPoM"'; la longueur dont le corpsa glissé est égale a PoP
ouaM'M. On auradonc

PP

==,
TN
ou, ce qui revient au méme,

_MM
arc oM’ PoM,

et par conséquent (95) le point M décrit une hélice.

Le pas h de I'hélice est égal a la longueur dont a glissé le
corps quand il a tourné d'un angle égal a 2I1 ; par suite,

h =2y ;

donc :

Dans un mouvement hélicoidal tous les points du corps
mobile décrivent des hélices de méme pas.

Si p est positif les hélices sont dextrorsum, et si P est néga-
tif les hélices décrites sont sinistrorsum (93).

104. Détermination du mouvement. — Soient R, et R les
positions du mobile aux i n s t#; et £, Pyly 1 e droite de Rg
perpendiculaire a I'axe hélicoidall & {ffg. 415, PL ['homologue
de cette droite; pour définir la position du corps mobile a I'ins-
tant t, il suffit de fixer la position de la droite PL; pour cela
il suffit de se donner I'angle ¢ dont le corps a tourné et la lon-
gueur §dont il a glissé le long de I'axe. Le mouvement étant
hélicoidal, on aura

S=pg;
[ étant une constante, il suffira ensuite pour définir le mouve-
ment de se donner @ en fonction de z.

105. Vitesse instantanée de rotation et de ulisseuient. —
Considérons les positions du corps aux instants £ et {4+ Al;
pour passer de la premiére position a la seconde, il faut faire

GUICHARD, Traité de Méca. 5
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tourner le corps d'un angle A@ autour de Taxe, puis le faire
glisser d'une longueur A% le long de Taxe; cela posg la

limite w de i'f quand Af tend vers zéro est la vitesse de

rotation du corps arinstant t; lalimite & de :E
de glissement al'instant ¢; Af étant égal a uAg, 3 est éga a

est la vitesse

.

On représente ces vitesses par des vecteurs portés sur |'axe
hélicoidal et ayant respectivement pour mesure w et ..

Si I'on définit le mouvement comme au n° 104, w est la déri-
vée de ¢ par rapport a ¢, celle de .

106. Vitesse dansle mouvement hélicoidal. — Soient My la
position d'un point du corps mobile al'instant to,M la position
de ce point a l'instant t, W la projection de M sur le plan Il
mené par My perpendiculairement al'axe, P la projection de M
sur Taxe (fig. 40).

La vitesse de M est la somme géométrique de sss projections
sur le plan |11 et sur I'axe. La projection de la vitesse du point
M sur le plan 1l est égale a la vitesse du point M'; le point M'
semeut sur un cercle et le rayon PoM' a une vitesse angulaire
égdeaw; lavitesse de M' est donc égale a celle que posséderait
ce point, ou ce qui revient au méme a celle que posséderait le
point M s le corps solide était animé d'un mouvement, de
rotation autour de Taxe, la valeur de la rotation instantanée
étant (o.

La projection de la vitesse de M sur I'axe est égale alavitesse
du point P, cest-a-dire a la vitesse de glissement du corps.
Donc :

S w et & sont les vecteurs qui représentent la vitesse de rota-
tion et la vitesse de glissement, la vitesse d'un point quelconque
M du corps est la somme géométrique de deux vecteurs : 1° la
vitesse qu'aurait le point M dans un mouvement de rotation dont
la vitesse de rotation est représentée par w; 2° une vitesse de
glissement équipollenle au vecteur .

On peut encore dire :

Lavitesse d'un point quelconque M du corps solide est la
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somme géométrique de deux vecteurs : 1° le moment linéaire
de w par rapporta M ; 2° le vecteur qui a pour origine M et
qui a méme grandeur géométrique que .

EXERCICES

1. On considere deux positions d'un corps solide ; soit D une
droite qui rencontre son homologue D'; on méne les droites MM’
qui joignent un point M de la droite D a son homologue M'. Dé-
montrer que lelieu des milieux de MM' est une droite.

2. Soient A et B deux droites, 0 un point équidistant de ces deux
droites. Mener par le point 0 unedroite & telle qu'on puisse amener
la droite A en coincidence avec la droite B par une rotation autour
de la droite &,. Dans quel casle probléme est-il indéterminé ?

3. Soient A et B deux droites quelconques, a et b des points pris
sur ces droites Trouver une droite A telle que par une rotation nu-
tour de A on puisse faire coincider la droite A avec la droite B et
que le point a vienne en b.

4. Soient D une droite d'un corps solide mobile, A et B deux
points de cette droite. Démontrer qu'a un instant quelconque les pro-
jections des vitesses de A et de B sur ladroite D sont égales.

5. Les vitesses de deux points A et B satisfaisant a ta condition
indiquée a l'exercice précédent, peut-on trouver un mouvement de
rotation (tans lequel les [joints A et B auraient des vitesses égales
aux vitesses données ?

6. Une droite D fait des angles égaux avec les droites A et B;
les perpendiculaires communes aux droites D et A et aux droites
D et B sont égales; peut-on par un déplacement hélicoidal d'axe D
amener A en coincidence avec B?

7. Un corps solide se déplace de fagon qu'une droite D de ce
corps reste parallele a une droite fixe par rapport au systéme de
comparaison. Démontrer qu'a un instant quelconque les vitesses de
tous les points de la droite D oui méme grandeur géométrique.

8. Une barre rectiligne AB se déplace dans un plan de telle sorte
que son extrémité A décrive d'un mouvement uniforme une droite
Ox de ce plan et que I'angle xXAB varie proportionnellement au
temps. Trouver les vitesses de chaque point de la barre.
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9. Etant donnésquatreplans A, B, A',B"' lois queles angles diedres
(A, B), (A", B') soient égaux, trouver un déplacement de rotation qui
améne A et B respectivement en coincidence avec A' et B'.

10. Etant donnes deux plans P et P' et deux droites D et D' situées
respectivement dans ces plans, peut-on trouver une rotation qui amene
P et D en coincidence avec P et D' ?

11. Etant donnés dans un plan P deux segments égaux AB, A'B',
trouver une droite & perpendiculaire au plan P, telle que par une
rotation autourde A& on puisse faire coincider A et B respectivement
avec A' et B'. Cas d'exception.

12. Etant donnés deux plans paralléles P et P et des segments
égaux AB, AMV silnésrespectivement dans ces plans, trouver un dé-
placement hélicoidal amenant le plan P sur le plan P' et les points
A et B en A et B'. Cas dexception.

13. Etant donné un mouvement hélicoidal, on considére & un méme
instant les vitesses de tous les points d'un plan du corps mobile:
1° démontrer qu'il existe en général un point et un seul dont la vitesse
et normale au plan; 2° trouver le lieu des points dont la vitesse est
située dans le plan.



CHAPITRE V

COMPOSITION DES MOUVEMENTS

107. Enoncé du probléme. — Tous les problémes qu'on peut
se poser a propos de la composition des mouvements peuvent se
ramener au suivant :

Etant donnés trois corps solides A, B, C, on connait le mou-
vement de B par rapport a A et le mouvement de C par rapport
a B; trouver le mouvement de G par rapport a A.

Au point de vue de I'observateur qui est fixe par rapport au
corps A, ces mouvements ont recu les noms suivants: le mouve-
ment de B par rapport a A et le mouvement d'entrainement;
le mouvement de C par rapport a B et le mouvement relatif:
le mouvement de G par rapport & A est le mouvement résultant
ou le mouvement COmMposé.

EXEMPLES :

1° Imaginons un bateau mobile sur un canal, une petite voi-
ture qui se déplace sur le pont du bateau; par rapport & un
observateur placé sur la rive, le mouvement du bateau par rap-
port au rivage et le mouvement d'entrainement, le mouvement
de la voiture par rapport au bateau, c'est-a-dire le mouvement
tel que I'observerait un observateur fixe sur le bateau, est le
mouvement relatif, enfin le mouvement de la voiture par rap-
port a I'observateur placé sur la rive est le mouvement résul-
tant.

2° Considérons un observateur placé sur une route et regar-
dant passer une voiture ; la voiture aun certain mouvement par
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rapport a cet observateur; les roues de la voiture ont, par rap-
port alavoiture, un mouvement de rotation autour des essieux ;
connaissant le mouvement de la voiture et le mouvement de
rotation de la roue autour des essieux, on peut chercher le mou-
vement de la roue par rapport & l'observateur qui est sur la
route. En se plagant & ce point de vue, le mouvement de lavoi-
ture par rapport a I'observateur qui est sur la route est le mou-
vement d'entrainement; le mouvement de rotation de la roue
par rapport a la voiture est le mouvement relatif; enfin, le mou-
vement de la roue par rapport a |'observateur qui est sur laroute
est le mouvement résultant.

108. REMARQUE |. — On peut se poser un probléme plus géné-
ral en apparence que le probleme du n° précédent:

Etant donné un nombre quelconque de corps solides A, B,
C, D, E, on connait les mouvements de B par rapport a A, de
C par rapport a B, de D par rapport a C, de E par rapport a
I); trouver le mouvement de E par rapport a A.

Ce probléme se raméne immédiatement au précédent ; en
effet, si I'on connalt les mouvements de B par rapport a A et
de C par rapport a B, la solution du probléme précédent permet
de connaitre le mouvement de C par rapport & A; connaissant
le mouvement de C par rapport & A et de D par rapport & C,
on aura par la résolution du méme probléme le mouvement de
D par rapport a A; enfin, du mouvement de D par rapport & A
et de celui de E par rapport & D, on déduit de méme celui de E
par rapport a A.

On dit, dans cet exemple, que le mouvement de E par rap-
port a A est le mouvement résultant des mouvements de B par
rapport a A, de C par rapporta B, de D par rapporta G et
enfin de E par rapport a D.

109. REMARQUE I | . — Dans le probléme posé n° 107, il y a
lieu de considérer un cas particulier intéressant: c'est celui ou
le corps G est en repos par rapport au corps A; le mouvement
résultant est alors le repos. Au point de vue cinématique il n'y a
plus que deux mouvements a considérer : le mouvement de B
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par rapport a A et le mouvement de A par rapport a B. Les
deux mouvements sont appelés inverses.

EXEMPLE :

Considérons un train en marche et des arbres placés le long
de la voie; il y a lieu de considérer les deux mouvements sui-
vants: le mouvement du train par rapport aux arbres et le mou-
vement des arbres par rapport au train; ces deux mouvements
sont inver ses.

110. Définitions. — Considérons trois corps solides A, B, C;
soient M un point du corps C dans la position qu'il occupe a
I'instant t, p un point fixe par rapport au corps B coincidant
al'instant t avec le point M ; la vitesse du point M dansle
mouvement de C par rapport a B sappelle la vitesse relalive ;
la vitesse du point p dans le mouvement de B par rapport a A
est la vitesse dentrainement; enfin la vitesse du point M dans
le mouvement de C par rapport a A est la vitesse résultante.

EXEMPLE :

Considérons un bateau qui se meut sur un canal et une bille
qui se déplace sur le pont du bateau; soit a un instant quel-
conque M la position de la bille; marquons a la craie sur le
pont du bateau la position p qu'occupe la bille a cet instant. La
vitesse du point M par rapport a un observateur fixe sur le
bateau est la vitesse relative de M ; la vitesse du point W par
rapport a |'observateur qui est sur la rive est la vitesse d'entrai-
nement du point M ; enfin la vitesse du point M par rapport a ce
méme observateur est la vitesse résultante du point M.

On définit de méme I'accélération relative, I'accélération d'en-
trainement et enfin I'accélération résultante.

La courbe décrite par le point M dans le mouvement de C
par rapport a B sappelle la trajectoire relative; la courbe
décrite par le point M dans le mouvement de C par rapport a A
est la trajectoire du mouvement résultant.

111. Théoreme. — La vitesse résultante d'un point est la
somme géométrique de la vitesse d'entrainement et de la vitesse
relative de ce point.
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Marquons les positions B et B' du corps mobile aux instants
tett +h (fig. 41), et les trgjectoires relatives Cet C du point
M, dans la position qu'elles occupent a ces instants.

A Tinstant t le point mobile et en M sur latrajectoire C;

Fig. 41,

allinstant t + h il et en M' sur la trajectoire C; le point
M' du corps B' a pour homologue un point N du corps B. Dans
le mouvement résultant le déplacement de M entre les instants
t et t +h est représenté par le segment MM'; dans le mou-
vement relatif, c'est-a-dire dans le mouvement par rapport au
corps B, le déplacement du mobile est représenté par le segment
MN ; enfin dans le mouvement d'entrainement du corps B le
point qui occupe la position M al'instant t vient en R al'ins-
tant t+ h.
Cedla posé, on al'égalité géométrique
(MM") = (MR} - (RM")

MMy _ (MRY | /RMT\
() =0+CF)
M et R sont les positions d'un méme point du corps B aux

instants ¢ et £+ #; MT!‘ adonc pour limite la vitesse d'entral-

nement V¢ du point M.
Les segments MN et RM"', qui sont homologues, ont méme
grandeur; les vecteurs ﬁhi el % ont donc méme longueur; ils

n'ont pas, en général, la méme direction, mais on peut évidem-

et par conséquent
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ment supposer h asxz petit pour que I'angle des segments homo-
logues MN, RM" soit moindre que tout angle donné; les vecteurs
RM'  MN

- ot Y different d'aussi peu que I'on veut, ilsont par consé-

quent la méme limite quand h tend vers zéro; or, ¥N a pour
limite lavitesse relative V, du point M. h
r
Enfinh% apour limite la vitesse résultante V, du point M.

On a donc I'égalité géométrique
v:: = (vz) -+ (Vr).

112. REMARQUE. — Si le mouvement résultant s réduit au
repos, V, est nul et par conséquent V. et V, sont égaux et de
sens contraires; c'est ce qui arrive si 1'on considére deux mou-
vements inverses. Considérons, par exemple, un train mobile
par rapport a la terre ; soit M un point du train qui coincide,
al'instant t, avec un point p de laterre; les vitesses du point M
du train, par rapport a laterre, et du point p. delaterre, par
rapport au train, sont égales et opposées al'instant t.

113. Application |I. — Projection de la vitesse sur le rayon
vecteur. — Soient M un mobile qui décrit une courbe C (fig. 42),
G un point fixe, CL la demi-droite issue
de G alantau point M ; cette demi-droite
OL es le rayon vecteur du point M ; s
le mouvement du point M est connu, la
longueur g de DM sera une fonction
donnée du temps. Je me propose de trou-
ver la projection de la vitesse du point M
sur le rayon vecteur OL. Pour cela, je
considere le mouvement du point M
comme un mouvement composé : le mouvement d'entrainement
étant le mouvement que prend la droite OL et le mouvement
relatif un mouvement rectiligne sur OL.

Dans le mouvement d'entrainement, le point p de la droite
OL qui coincide a I'instant t avec le point M décrit une courbe
Y tracée sur une sphére de centre 0 et de rayon s; la tan-
gente a cette courbe étant perpendiculaire @ OM, on voit que

Fig. 52.
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la vitesse d'entrainement du point M est normale au rayon vec-
teur.

Le mouvement relatif étant le mouvement du point M sur
la droite OL, lavitesse relative est dirigée suivant OL et égale
s do
a

La vitesse résultante étant la somme géométrique de la vitesse
d'entrainement et de la vitesse relative, la projection de la
vitesse résultante sur un axe est égale a la somme algébrique
des projections de la vitesse d'entrainement et de la vitesse
relative sur le méme axe. Projetons sur la droite OL ; la pro-
jection de la vitesse d'entrainement est nulle, celle de la vitesse

. d
relative est ?°, donc:
di’

La projection de la vitesse du point M sur le rayon vecteur

. » da

est égale & T

Cerésultat a é&é établi directement au n° 55 dans le cas ol la
trajectoire du point M est une courbe plane.

114. Application I | . — Projection de I'accélération sur la tan-
gente. — La projection de |'accélération sur la tangente est
égae (56 et 57) ala projection de la vitesse de I'hodographe
sur son rayon vecteur; le rayon vecteur de I'hodographe étant
égal a v, la projection de l'accélération sur la tangente est
dv  ds

cW(}I}. as

Pour que la projection de I'accélération sur la tangente soit

nulle, il faut et il suffit que % soit nul, c'est-a-dire que v soit
constant; donc:

Pour que I'accélération d'un point soit constamment normale
a la trajectoire de cepoint, il faut et il suffit que la vitesse de
ce point soit constante.

Cerésultat a été établi directement n° 64.

115. Composition de deux mouvements de translation. —
Théoréme. — S le mouvement d'entrainement et le mouvement
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relatif sont des mouvements de trandation, il en est de méme
du mouvement résultant.

En effet, soient A, B, C les corps solides en mouvement, M

A c
et ouve-
.

ment relatif, c'est-a-dire le mouvement de G par rapport a B,

Fig. &L

étant un mouvement de translation, le segment MN reste
constamment équipollent a un segment M'N' fixe par rapport au

corps B.

Le mouvement d'entrainement, c'est-a-dire le mouvement de
B par rapport a A, étant auss un mouvement de translation, le
segment M'N' reste constamment équipollent aun segment M"N"
fixe par rapport a A; MN reste donc équipollent a M"N". Tout
segment de G restant équipollent a un segment fixe de A, le
mouvement de G par rapport & A, c'est-a-dire le mouvement
résultant, est un mouvement de translation.

Le mouvement de C par rapport a B étant un mouvement de
translation, les vitesses de tous les points de G ont, au méme
instant, la méme grandeur géométrique ; la vitesse relative est
donc égale ala vitesse detranslation de G par rapport a B ; nous
I'appellerons |a vitesse relative de trandation. On voit de mérne
que la vitesse d'entrainement de tous les points de B est égale
alavitesse detranslation de B par rapport aA. Nous appellerons
cette vitesse la vitesse d'entrainement de translation ; enfin la
vitesse de translation dans le mouvement de G par rapport a A

8l abn nosih o RASHRBIE Rl
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Il est facile de construire la trajectoire résultante d'un point
quelconque M du corps C; soient, en effet, By la position qu'oc-
cupe relativement au corps A
le solide B a l'instant initial to,
B la position de ce corps a
I'instant t, Mg la position du
point M al'instant t, M sa
position a l'instant t, No le
point du corps By qui coincide
a l'instant initial avec Mg

(fig. 44).

Pour définir le mouvement
de translation de B par rap-
port a A, il suffit de se donner
le mouvement du point N, de
ce corps; ce point décrit une

Fig. 1. trajectoire 1l et vient en N a
I'instant t.

Pour définir le mouvement du point M par rapport au corps
B, on se donnera latrajectoire relative de ce point; cette trajec-
toire relative occupe, par rapport au corps A, la position T, a
I'instant initial et la position T a l'instant t; par rapport au
corps Bg, le point mobile sera a l'instant t en M' sur la trajec-
toire T(, et quand B, vient occuper la position B le mobile vient
en M sur latrajectoire T. Le mouvement d'entrainement étant

¥ un mouvement de translation,

les droites MoM' et NM sont

N équipollentes. Le déplacement

M résultant MoM est donc la somme

géométrique du déplacement

d'entrainement MoN et du dépla-
cement relatif MoM'.

N oo
Fig. 45 Exemples :
1° Le mouvement d'entraine-
ment et le mouvement relatif sont des mouvements rectilignes
et uniformes.
La trajectoire T, est une droite Mox etlatrajectoire H une
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droite Mgy (fig. 45); le point M est le sommet d'un parallélo-
gramme dont les cotés MoM', MgN sont situés sur Ox et Oy
et ont pour longueurs

MM’ = a(t — 1), MN = B(E— &),

b étant la vitesse d'entrainement et a la vitesse relative.
Le rapport
Ny
M M’

est égal a%, par conséquent le point M décrit une droite. La

vitesse de M, étant la somme géométrique des vitesses a et b, est
constante ; donc :

Le mouvement résultant est rectiligne et uniforme.

2° Le mouvement d'entrainement est rectiligne et uniformé-
ment varié; le mouvement relatif est rectiligne et uniforme.

Soient Mo.x, Moy les tragjectoires relative et d'entrainement;
le point M est encore le sommet du parallélogramme MoNMM'
dont les cotés sont situés sur Ox et Oy et ont pour longueurs

MM’ = &+ bt, MN=p+ gi 4 rfs

On démontre que le point M décrit une parabole.

116. Cas ou le mouvement d'entrainement est un mouvement
de rotation. — Supposons que le
corps mobile B soit animé d'un

» mouvement de rotation autour d'un
axe A (fig. 46); soient By la posi-
tion initiale de ce corps, Ty latra-
jectoirerelatived'un point M mobile
par rapport au corps B ; al'instant
t latrajectoire T, vient occuper,

T My par rapport au corps A, la posi-

tion T ; onobtient cette trgjectoire

Fig. &, T en faisant tourner T, autour de
I'axe d'un angle égal a I'angle dont

a tourné le solide B autour de l'axe ; par rapport au corps

solide Bo le point mobile occupe al'instant initial la position

A
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Mo et a l'instant t la position M'; la position M du mobile par
rapport au corps A sobtiendra en faisant tourner M' autour de
I'axe d'un angle égal a I'angle dont a tourné le solide B.

Supposons, en particulier, que le mouvement de rotation soit
uniforme et que le mouvement
relatif soit un mouvement de
P M’ translation uniforme paralléle a
I'axe. Les trajectoires To et T
sont des droites paralléles a |I'axe
A (fig. 47); abaissons des points
P, M, Mo, M', M les perpendiculaires
MoPy, M'P, MP sur |'axe.

MoM"' et par suite PoP varient

Fig. 47. proportionnellement au temps,

I'angle diedre My,AM varie aussi

proportionnellement au temps. On voit donc que pour obtenir

la position du corps G il faut faire glisser chaque point M du

corps C parallélement a I'axe d'une longueur PoP proportion-

nelle au temps, puis le faire tourner autour de I'axe d'un angle

M'PM proportionnel au temps. Le mouvement résultant est
donc un mouvement hélicoidal (100).

En appliquant a cet exemple le théoréeme de la composition
des vitesses, on trouve le résultat établi directement (106) pour
la vitesse d'un point dans le mouvement hélicoidal d'un corps
solide.

EXERCICES

1. Le mouvement inverse d'un mouvement de translation et un
mouvement detranslation.

2. Le mouvement inverse d'un mouvement de rotation e un mou-
vement de rotation.

3. Le mouvement inverse d'un mouvement hélicoidal et un mou-
vement hélicoidal.

4. Un point se meut sur une elipse suivant une loi quelconque;
démontrer que les projections de la vitesss sur les rayons vecteurs
issus des foyers sont égales et de signes contraires.

En déduire la construction de la tangente a I'ellipse.
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5. Probleme analogue pour I'hyperbole.

6. Démontrer, par la théorie de la composition des mouvements,
que si l'on projette un point mobile sur un axe, la vitesse de la
projection est égale a la projection de la vitesse du mobile sur le
méme axe.

7. Méme question pour les accélérations.
8. Accélération dans un mouvement circulaire quelconque.

9. Soient a et b deux droitesparallélesfixes par rapport a un corps
A ; on fait tourner un corps solide B d'un angle a autour de la droite
a, cequi améne B en B;; puis on fait tourner B; d'un angle B
autour de la droite 6, ce qui amene B; en B,; montrer qu'on peut,
en général, faire coincider B avec B, par une rotation.

10. Démontrer, par la théorie de la composition des mouvements,
quesi A et B sont deux points d'un corps solide mobile, les projec-
tions des vitesses de A et de B sur ladroite AB sont égales.

11. Un corps solide B est animé d'un mouvement de translation
recliligne et uniforme par rapport a un corps A ; un corps G est
animé d'un mouvement de rotation uniforme par rapport au corps B.
Trouver Je mouvement de G par rapport a A; construire la tangente
a la trajectoire d'un point quelconque M du corps G dans son mou-
vement par rapport a A. Examiner le cas ou Taxe de rotation est
perpendiculaire a la vitesse (le translation.

12. Méme probléme en supposant que le mouvement de translation
du corps solide B soit un mouvement circulaire uniforme.

13. Un cercle roule sur une droite; démontrer que le mouvement
que prend un point M de ce cercle peut étre considéré comme le mou-
vement résultant d'un mouvement d'entrainement de translation et
d'un mouvement, relatif de rotation. En déduire la construction de la
tangente alatrajectoire du point M.

14. Probléme analogue en faisant rouler le cercle sur un autre
cercle.

15. Le mouvement de B par rapport a A est un mouvement de
rotation uniforme autour d'un axe D fixe par rapport a A ; le mou-
vement de G par rapport a B et un mouvement de rotation uniforme
autour d'un axe A fixe par rapport a B. Trouver le mouvement de G
par rapport a A en supposant que 1) et sont paralleles. Examiner
le cas ol les vitesses de rotation sont égales et de signes contraires.
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CHAPITRE VI

NOTIONS FONDAMENTALES

§ I

Les principes de la Mécanique.

117. Les principes sur lesquels repose la Mécanique ne doivent
pas étre considérés comme des axiomes; ils sont loin d'étre
évidents ; ils se justifient, a posteriori, par I'accord qui existe
entre les conséquences qu'on en déduit et les faits observés.

Ces principes sont au nombre de trois: 1° le principe de I'iner-
tie; 2° le principe de Galilée; 3° le principe de I'égalité de
I'action et de la réaction.

118. Principe de l'inertie.— Ce principe comprend deux par-
ties :

1° Quand un point matériel est en repos, S aucune action
extérieure ne Sexerce sur lui, il reste en repos.

2° Quand un point matériel est en mouvement, S aucune
action extérieure ne sexerce sur lui, son mouvement est recti-
ligne et uniforme.

119. Il résulte de ce principe que si un point passe de I'état
de repos a I'état de mouvement, ou encore que si le mouvement
(JiiuiAun, Truiti' de Méca. 0
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d'un point n'est pas rectiligne et uniforme, il y a des actions
extérieures qui agissent sur ce point. On donne le nom de force

T
A

Fig. 48,

a toute action extérieure capable de mettre en mou-
vement un point au repos ou encore de modifier le
mouvement de ce point en changeant la grandeur
ou le sens de sa vitesse.

Considérons un mobile en mouvement ; soient M
(fig. 48) sa position al'instant t, MV sa vitesse qui
est dirigée suivant la tangente MT a sa trajectoire;
a cet instant supprimons toutes les forces qui agissent
sur M, le mouvement ultérieur serarectiligne et uni-
forme ; comme la vitesse ne peut pas varier brusque-
ment, la vitesse de ce mouvement rectiligne uniforme
seraM V ; par conséguent, le mobile va se mouvoir

sur la tangente MT alatrajectoire.

120. Définition dynamique de la force. =— Soient M un point
en mouvement, My son accélération a un instant quelconque

(fig. 49) ; nous admettrons que la force
F qui produit le mouvement du point M
est représentée a cet instant par un
vecteur ayant pour origine M, pour di-
rection My et pour longueur le produit
de My par un coefficient qui ne dépend
que de la nature du point M et qu'on
appelle niasse de ce point. On exprime

F

Fig. 4. ce fait dune fagon abrégée en disant

que la force est le produit géométrique

de I'accélération par la masse.

121. REMARQUE. — On voit facilement que cette définition
dynamique de la force entraine comme conséquence les deux
propositions du principe de I'inertie.

122. Invariabilité de lamasse. — La masse d'un point maté-
riel reste invariable, cest-a-dire qu'elle est la méme a deux
instants quelconques et qu'elle reste encore la méme si I'on
déplace le point.
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123. Poidsd'un corps. — Lorsqu'on abandonne un corps a
lui-méme dans le vide, il tombe suivant la verticale et son mou-
vement e uniformément varié. L'accéération dece mouvement
es ce qu'on appedle en physque I'intensité de la pesanteur ; on
la désigne par lalettreg.

L'accélération dans ce mouvement étant constante, la force
qui produit le mouvement es auss constante. Cette force
constante et ce qu'on appelle le poids du point matériel. En
désignant par P le poids, par m lamasse du corps, par g I'inten-
sté de la pesanteur, on aura (120)

P=mg.

124. REMARQUE. — Quand on s déplace a la surface de la
Terre, gvarie; il décroit quand on va du pdle a I'équateur; m
reste fixe, donc P varie; P décroit quand on va du pole a
I'équateur.

125. Mesure pratiquedes niasses. — Soient A e B deux
corps, m et m' leursmasses, P e P' leurs poids. Des formules

P=myg, P = m'g,
e . p m
on déduit P
donc:

Le rapport des masses de deux corps est égal au rapport de
leurspoids en un méme lieu.

Ce théoréeme montre que le rapport des poids de deux corps
ne change pas quand on se déplace a la surface du globe. Si,
par exemple, dans une balance, un corps fait équilibre a un
poids marqué 29, la méme propriété subsistera en quelque lieu
quel'on lasse la peste.

On voit en outre que

SiI'on prend pour unité de masse la masse d'un corps B, le
nombre qui mesure la massed'un corpsA est égal au quotient
du poids des corps Xetli.

Cette propriété permet dans la pratique de mesurer la mase
d'un corps a I'aide de la balance.
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126. Principe de Galilée. — Nous énoncerons le principe de
Galilée sous la forme suivante:

Deux forces agissant simultanément sur un méme point
matériel produisent le méme effet gp'une force unique égale a
leur somme géométrique.

Ce principe s'appelle aussi le principe de I'indépendance des
effets des forces.

127. Résultante de deux forces. — Soient M un point maté-

. riel soumis a lI'action de

F“‘ deux forces F et F' (fig. 50)

H"'“*u.._ et H la somme géométrique

M ~~.. g de ces forces; la force R
-~ produira le méme effet que
- les deux forces F et F';
F pour cette raison, on dit

Fig. 50, que H est la résultante des
forces F et F' ; on dit aussi

que F et F' sont les composantes de R.

128. Résultante d'un nombre quelconque de forces. — Le
résultat admis (126) pour deux forces sétend successivement a
trois, quatre,..., a un nombre quelconque de forces. On peut
doncdire:

Un nombre quelconque de forces agissant simultanément sur
un méme point matériel produisent le méme effet qu'une force
unique égale a leur somme géométrique.

Cette force unique est la résultante des forces primitives. On
dit aussi que les forces primitives sont les composantes de cette
résultante.

129. Principe de I'égalité de I'action et de la réaction. —
Le principe sénonce ainsi :

Si un point A agit sur un point B, cette action est une
force appliquée en B et dirigéesuivant la droite AB ; deplus,
Vaction de B sur A (qu'on appelle la réaction) est une force
égale et opposée a la précédente.
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8§ Il

Unités.

130. Remarques sur le choix des unités. — En principe,
I'unité qui sert a mesurer une grandeur peut étre choisie arbi-
trairement ; maisil y a a cet égard un certain nombre de conven-
tions qui sont admises par tout le monde; si I'on rejetait ces
conventions, il faudrait modifier les formules dont nous avons
I'habitude de nous servir.

Tout d'abord, on afixé une fois pour toutes I'unité d'angle.
L'angle unité est I'angle au centre qui intercepte un arc éga au
rayon; toutes les formules théoriques supposent ce choix de
I'unité d'angle. (Cela n'empéche nullement d'évaluer ensuite, si
I'on veut, les angles en degrés ou en grades.)

D'autre part, lamesure de certaines grandeurs peut se ramener
a celle de grandeurs d'une autre nature. Les premiéres gran-
deurs sont appelées dérivées; les autres sont fondamentales.
L'unité qui sert @ mesurer une grandeur dérivée est liée a celles
qui servent & mesurer les grandeurs fondamentales. Ainsi, en
geéométrie, I'unité de surface est I'aire du carré qui a pour coté
I'unité de longueur. C'est |4, bien entendu, une convention; on
aurait pu prendre pour unité d'aire, par exemple, I'aire du tri-
angle équilatéral qui a pour coté |'unitéde longueur; maisalors,
il faudrait modifier I'énoncé du théoréme qui donne Taire d'un
rectangle.

Toutes les grandeurs que Ton rencontre en Mécanique peuvent
étre mesurées quand on a mesuré les longueurs, les temps, les
masses et les forces. De plus, la formule

F=m7

permet de mesurer une de ces grandeurs quand on sait mesurer
les trois autres. 1| n'y adonc, en réalité, que trois grandeurs
fondamentales; toutes les autres sont des grandeurs dérivées.
Nous prendrons comme grandeursfondamental estroi s quel conques
des quatre grandeurs: longueur, temps, force, masse; la qua-
triéme sera une grandeur dérivée.
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131. Systéme métre, seconde, kilogramme. — Dans un pre-
mier systéme, qui et encore assz usité, on a chois comme
unités

Pour les longueurs, . . le métre;
— — temps, . .. la seconde
— — foreess . . . le kilogramme-poids.

Le kilogramme-poids e le poids, a Paris, de I'étalon en pla-
tine iridié dépost au Bureau international des Poids et Mesures.
(Il dépase de 27 milligrammes le poids d'un décimetre cube
deau a4°.)

Cherchons quelle es dans ce syséme I'unité de masse. Entre
le poids P d'un corps et sa mase M existe larelation

P=M.G.

Pour que M =1, il faut supposer P=G. L'unité de mase
est par suite la masse, a Paris, de G kilogrammes-poids.

132. Unités absolues. — Pour définir le systéme précédent, il
faut indiquer le point de la surface du globe ou I'on prend I'unité
de poids. Gauss a remarqué que cet inconvénient n'exise pas s
I'on choist comme grandeurs fondamentales les longueurs, les
temps e les masses Tout syséme d'unités basé sur ce principe
et un systéme d'unités absolues.

Systeme C. G. S. — Dans ce sytéme on choist comme
unités
Pour les longueurs, . . le centimétre;
— — temps . .. la soonde;
—_ — masss . . . le gramme-masse.
Le gramme-mass ex la milleme partie de la mass du kilo-
gramme étalon.

Dans ce systéme, I'unité de force et une unité dérivée. La
formule fondamentale
F=my
montrequesi l'ona m—1, y=1, F et égal a 1. Cette unité
sappdle la dyne.
Ladyneest donclaforcequi, appliqguéea unemasse det gramme,
lui imprime une accdération de \ centimétre par seconde,
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Nous verrons (135) le rapport entre la dyne et le kilogramme-
poids.

Systéme industriel M. T. S. — A c6té du systeme G. G. S.
il y a lieu dindiquer le systéme industriel M. T. S, rendu
légal par la loi du 2 avril 1929. Dans ce systéme on choisit
comme unités

Pour les longueurs, . . . le métre;
— — temps, . . .. |a seconde;
— — mases, . . . . la tonne, qui vaut 1000

kilogrammes-masse.
L'unité de forces est le sthéne, force qui imprime a une masse
d'une tonne une accélération d'un métre par seconde.

133. Remarques sur la mesure des grandeurs. —On sait que
s A, B, G sont trois grandeurs de méme espéce on a, entre
A

les rapports %; %, W’ I'égalité
A_A B,
[ Sl

est le nombre qui mesure A quand on prend G pour unité;

A - -*...B-

Gette formule indigue comment varie le nombre qui mesure
une méme grandeur A quand on change I'unité; on voit que
pour passer de la mesure avec I'unité B ala mesure avec I'unité

C, il faut multiplier le premier nombre par le rap p %,: ce
gu'on peut énoncer sous la forme abrégée suivante: '

S I'unité devient k fois plus petite, le nombre qui mesure la
grandeur devient k fois plus grand.

Ainsi, par exemple, si I'on mesure une méme longueur en pre-
nant d'abord comme unité le métre, ensuite comme unité le
centimetre, le nombre qui provient de la seconde mesure est
100 fois plus grand que celui qui provient de la premiére.
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134. Théorie des changements d'unités. — Considérons deux
systémes quelconques d'unités; on passera du premier au second
en rendant I'unité de longueur » fois plus petite, I'unité de
temps t fois plus petite, I'unité de masse u fois plus petite
et enfin l'unité de force ¢ fois plus petite. Gomme trois des
unités déterminent la quatriéeme; trois des nombres %, g, ©, ¢
déterminent le quatriéeme; il y a donc une relation entre ces
quatre nombres; cest cette relation que je me propose de
trouver.

Je désignerai par une méme lettre, non accentuée pour le
premier systéme et accentuée pour le second, les deux mesures
d'une méme grandeur dans les deux systémes d'unités; ainsi,
par exemple, | serale nolbre qui mesure une longueur dans
le premier systéme, |I' sera le nombre qui mesurera la méme
longueur dans le second systéme. D'aprés le paragraphe précé-
dent, on aura

'=h;

de méme, s tett sontles deux nombres qui mesurent une
méme durée, m e m les deux mesures d'une méme masse,
F e F', dune méme force, on aura

= I, m' =y, F' = Fy.

Considérons un mouvement rectiligne quelconque; soient v
et v'les nombres qui mesurent la vitesse dans les deux systémes
d'unités; on a

== dr = dz’
Tdt’ ~dr

Mais dx, dx' sont les deux mesures d'une méme longueur ;

dt, dt' les deux mesures d'une méme durée; par conséquent,
du' = )dx, dit =dt;
on en déduit

u’=—l—><v.
1

Si on désigne de méme par y et y' les deux nombres qui me-
surent |'accélération de ce mouvement, on aura

_dv v
T dr’ VT de
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Mais la formule précédente donne

dy’ = X w dv;
T
on aura donc ¥ = fi- =7,

Cda posé, imaginons une force agissant sur un mobile ; elle
lui imprime une certaine accélération. Désignons par F, m, y
les nombres qui mesurent la force, la masse et I'accélération
danslepremier systéme; par F',m’, y' lesnombres qui mesurent
les mémes grandeurs dans le deuxieme systéme. Ou devra
avoir

O) F = my, F'=m'y.
Remplagons F', m', y' par leurs valeurs; on a

(2 |"'><=p==m><p-><1><%'
Des formules (1) et (2), on déduit

h
® P=G

Cest la relation demandée entre les quatre nombres ¥, <, w®, %.

135. Rapport entre le kilogramme et la dyne. — Pour passer
du systeme métre-seconde-kilogramme au systeme C. G. S, il
faut supposer x =100, puisgue la premiéere unité de longueur
est le métre et la seconde le centimétre; il faut faire = = 1,
puisque I'unité de temps n'a pas changé. Enfin, dans le premier
systéme, la masse unité est la masse de G kilogrammes; dans
le second, cest celle du gramme; il faut donc supposer
1.= 1000 G; d'ou I'on déduit

¢ = 1000 G >< 100 = 100000 G;

¢ = 980000 environ.
Ainsi, la dyne est presque un million de fois plus petite que le
kilogramme; elle différe trés peu du poids de 1 milligramme.

136. Unités dérivées. — Nous allons indiquer rapidement
comment on fait les changements d'unités pour les grandeurs
dérivées.



0 DYNAMIQUE ET STATIQUE

Surfaces. — Une surface est le produit de deux longueurs
(ou plutdt toute surface se décompose en parties possédant cette
propriété). Il en résulte qu'entre les deux mesures S et S
d'une méme surface existe la relation

8F = S5t
Volumes. — Onvoitde mémeques V et V sont les deux
mesures d'un méme volume, on a
V=V,

Pressions. — On définit une pression par le quotient d'une
force par une surface; s P et P sont les deux mesures d'une
pression, on a

F et F étant les deux mesures d'une méme force. S et S
les deux mesures d'une méme surface. En remplacant, on aura
r___ ? — | _E—.

Pr= P>y, I =35
Masse spécifique. — Une mase spécifique est égde au
quotient dune masse par un volume.. En désignant par m, m'

les deux nombres qui mesurent une méme mase specifique, on
aura

M M
m’ = \-"' m= -\;"
d'ou m=m --;;—'
Travail. — Un travail est le produit d'une force par une lon-

gueur;si T et T' sont les deux mesures d'un méme travail,
on aura

T = F ol T=Fxl,
ol - M
d'od T=1xp=Tx"
EXERCICES

1. A Paris, dansle ysteme C. G. S, l'intensité g de la pesanteur
et 981. Quelle &g, lavaleur de g s I'on prend pour unité de longueur
le kilométre et pour unité de temps laminute ?



EXERCICES 01

2. Quelle unité de longueur faut-il adopter si I'on prend comme
unité de temps la minute, comme unité de masse la masse-gramme et
comme unité de force le poids de cette masse a Paris?

3. En choisissant les unités indiquées dans le probléme précédent,
quel est le nombre qui mesure la pression atmosphérique normale?

4. D'apres laloi de Newton, deux points matériels M et M', de
masses m et m', situés aune distance r, s'attirent; la force d'attrac-
tion F est donnée par la formule

_ omm
F=#* T,
k étant un coefficient ; comment varie ce coefficient quand on fait un
changement d'unités ?

5. On prend comme unité de longueur le centimeétre, comme unité
de temps la seconde; comment faut-il choisir les autres unités pour
que le coefficient k (4) se réduiseal'unité ? On admettra que

§ o 0576 < 2
101-‘

en prenant comme unités fondamentales le meétre, la seconde, le
gramme-force.

6. Lavitesse du son dans un gaz est donnée par la formule

v:k\/P;
™m

k est une constante absolue, indépendante du choix des unités, P la
pression, m la masse spécifique du gaz; vérifier que si I'on fait un
changement d'unités, les deux membres sont multipliés par le méme
facteur.

7. La vitessefc acquise par un corps pesant abandonné a lui-méme
et tombant d'une hauteur h , et donnée par la formule

v=y/Igh.
Vérifier que les deux membres de cette formule sont multipliés par
un méme facteur quand on fait un changement d'unités.

8. Méme vérification pour laformule

!-—-.V—l_,
&

qui donne la durée des petites oscillations d'un pendule.



CHAPITRE VII

STATIQUE DU POINT MATERIEL

137. Définitions. — Nous savons que tout corps matériel peut
étre considéré comme formé de points matériels; a chacun de
ces points matériels ou a quelques-uns d'entre eux seulement
appliquons une ou plusieurs forces; on a ainsi un systéme de
forces appliquées a un corps matériel.

On dit qu'un corps matériel est en équilibre sous I'action d'un
systéme de forces lorsque, le corps matériel étant suppose au
repos, il reste au repos quand les forces du systéme agissent
sur lui.

La science qui recherche les conditions d'équilibre d'un sys
teme de forces appliquées a un corps matériel se nomme la
statique. La science qui recherche le mouvement que prend un
corps matériel soumis a l'action d'un systéme de forces données
se nomme la dynamique.

Nous n'étudierons ici que deux espéces de corps matériels:
1° le point matériel; 2" le corps solide et les ensembles de
corps solides.

Point matériel complétement libre.

138. REMARQUE. — Je rappelle que s les forces Fy F; ..., Fyq
agissent simultanément sur un point matériel, libre ou géné,
elles produisent le méme effet qu'une force unique R qu'on
appelle leur résultante; les forces F; Fp, ..., F, sont appelées
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les composantes de R. Enfin, le vecteur qui représente la force
R est la somme géométrique des vecteurs qui représentent les
forces ¥y, ¥y ..., F, (128).

Dans ce qui suit, nous appellerons projection d'une force sur
un axe, moment d'une force par rapport & un axe, moment
d'une force par rapport a un point, les expressions analogues
qui ont éé définies pour le vecteur qui représente la force (Théo-
rie des vecteurs).

139. Théoréme. — Pour qu'un systeme de forces appliquées
a unpoint matériel complétement libre soit en équilibre, il faut
et il suffit que leur résultante soit nulle.

Puisque les forces qui agissent sur |e point produisent le méme
effet que leur résultante, s la résultante est nulle, on est placé
dans les mémes conditions que si aucune force n'agissait sur le
point; par conséguent, si le point est primitivement au repos, il
reste au repos (principe de I'inertie, 118); il y a équilibre, donc
la condition est suffisante.

Si, au contraire, la résultante n'est pas nulle, le point primi-
tivement au repos va se mouvoir dans la direclion de cette
résultante; il n'y a pas équilibre, donc la condition est néces-
sare.

140. Expression analytique des conditions d'équilibre. —
Par le point matériel O, menons trois axes &'z, ¥y, =’z non
situés dans un méme plan ; désignons par X.. Y,. %, les compo-
santes de la force Fy, par Xu Y, #: cellesde laforce F,, etc.,
par X., Y., Z, cellesdela force F,. Pour que la résultante soit
nulle, il faut et il suffit (Théorie des vecteurs) que

Ni+-Xy b= K=
Y+ Yoo+ ¥, =0,
L+ Fy+ -+ F,=0.
Ces équations donnent les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le point soit en équilibre.

141. Systemes équivalents. — Deux systémes de forces appli-
guées a un point matériel sont dits équivalents quand ils pro-
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duisent le méme effet sur ce point. Comme chague syséme
de forces produit le méme effet que sa résultante, on voit que

Pour que deux systemes de forces appliquées a un point
matériel soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient la
méme résultante.

142. Expression analytiquedelarésultante.— Soient OR la
résultantedesforces Fy, Fo, ..., Fn; X, Y, Z les composantes
de OR suivant lesaxes x'z, ¥y, 2'z. Onaura (Théorie des
Vecteurs), en conservant lesnotationsdu n° 140,

N=X 4+ X+ X,

Y=Yi+Y:+ o Yo

L2+ Tyt -+ L
De la résulte la conséquence suivante:

Pour que deux systémes de forces appliquées a un point
matériel complétement libre soient équivalents, il faut et il
suffit que les sommes des projections des forces de chaque sys-
téme sur les axes de coordonnées soient égales.

143. REMARQUE. — 11 résulte de ce qui précede que lathéorie
desforces appliquées a un point matériel e identique alathéo-
rie desvecteurs concour ants (T héorie des vecteur s).

Nous nous bornerons donc a rappeler les résultats suivants:

La projection de la résultante sur un axe est égale a la
somme des projections de ses composantes sur e méme axe.

Si un systeme de forces est en équilibre, la somme des pro-
jections de ces forces sur un axe quelconque est nulle.

Le moment de la résultante de plusieursforces par rapport
a un point est la somme géométrique des moments de toutes ces
forcespar rapport au méme point.

Le moment de la résultante de plusieurs forcespar rapport
a un axe est la somme algébrique des moments de toutes ces
forces par rapport au méme axe.

Si I'on auneforce OA et deux droites x'Ox, y'Oy situées
dansun mémeplan avec OA, on peut toujours, et d'une seule
maniere, décomposer laforce OA en deux forces portées sur
cesdeux droites.
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Larésultante detroisforces OA, OB, OC non situéesdans
un mémeplan est la diagonale OR du parallélépipede qui a
pour arétes OA, OB, OC.

Etant données trois droites 'Ox, ¥'0y, z'0z non situées
dans un méme plan et une force quelconque OA, on peut tou-
jours, et d'une seule maniére, décomposer la force OA en trois
forcesportéesrespectivement sur 'z, y'y, ='z.

144. Probléme. — Un point M est soumis d'une part a Fac-
tion de la pesanteur; d'autre part, il est attiré par un point
fixe O proportionnellement a la distance. Construire la résul-
tante de ces deux forces.

Par le centre d'attraction 0 (fig. 51) menons la verticale Oy
dirigéeversle bas; le point M et soumis a deux forces; d'une
part, laforce MP, égale au poids

A du point M, qui et paralléle a
0 i Oy; dautre part, la forme MA
|7 -p qui provient de I'attraction du
SR point O, cette force ex dirigée
e suivant la droite MO ; sa gran-
, deur et
W MA =k . MO,

¥ k étant le coefficient d'attr action,

Flg. 5. coefficient qui et indépendant de

la position du point M. Construi-

aons la résultante MR des forces MA e MP; soit | le point

ou MR rencontre Oy ; les triangles semblables MAR, MOI
donnent les égalités de rapport

MA _ AR _ MR
MO T 01 — Ml
Lepremier rapport et égal a k; AR et égal au poids P du
corps M ; donc
P

Ol = Y

ce qui montre quelepoint | reste le méme quele que soit la
position du point M. On aura ensuite

MR = & . Ml,
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La résultante MR est donc égale a la force qui agirait sur le
point M s'il était attiré par le point | proportionnellement a
la distance, le coefficient d'attraction étant k..

On voit que pour que MR soit nul, il faut et il suffit que le
point M soit placé en |. Le point | estla position d'équilibre
d'un point matériel soumis a I'action des deux forces indiquées
dans |'énoncé.

8§ Il

Point matériel assujetti a glisser, sans frottement,
sur une courbe ou sur une surface.

145. Point assujetti a rester sur une surface. — Soient M
un point assujetti a rester sur une surface S, R la résultante
des forces appliquées au point M ; comme la surface oppose une
certaine résistance au mouvement, le point M peut étre en
équilibre quand bien méme R n'est pas nul. Nous admettrons,
comme un fait d'expérience, que si la surface est parfaitement
polie I'équilibre ne peut exister que si la force R est normale
a la surface; de plus, si nous supposons la surface infiniment
résistante, 1'équilibre existera sous cette condition, quelque
grand que soit R. Nous pouvons donc énoncer le résultat
suivant :

Pour qu'un mobile assujetti a rester sur une surface parfai-
tement polie et infiniment résistante soit en équilibre, il faut et
il suffit que la résultante des forces appliquées a ce mobile soit
normale a la surface

146. Réaction. — Pression. — Soit alors M un mobile assujetti
arester sur une surface S; s'il est en équilibre, la résultante R
des forces qui lui sont appliquées est normale a la surface; pre-
nons la force MN égale et opposée a la force R (fig. 52) ; si
aux forces qui agissent sur le point M on ajoute la force MN,
on obtient un systeme de forces dont la résultante est nulle ; apres
I'adjonction de cette force, le point M, méme sil était complé-
tement libre, serait en équilibre.
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On voit donc qu'un point M, assujetti a rester sur une surface
S, peut ére conddéré comme un point complétement libre
X pourvu qu'on ajoute aux forces qui
lui sont directement appliquées une
force MN normale a la surface S. On
peut dire que cette force MN et
| S efe que produit la surface sur le

point ; on I'appéelle la réaction de la

surface aur le point.
R S I'on admet que la surface S agit
Fig. 5. aur lepoint M, il faut admettre auss
(129) que le paint M agit sur la sur-
face ; ces deux actions devant ére égales et opposées I'action
de M ar la surface et la force R; cest ce qu'on appele la

pression du point sur la surface.

n

147. REMARQUE, — Dans la plupart des cas, on peut distinguer
deux cotés sur une surface ; quand on assujettit un point a rester
sur une surface, on peut spécifier de quel coté de la surface |l
doit rester. Ainsi, s I'on a un plan horizontal, un point peut
étre aswujetti a rester soit aur le coté haut, soit sur le cbté bas
du plan.

Quand il en et aing, I'équilibre n'exise que g la résultante
est dirigée du cité oppost a celui ol est placé le point ; par consg
quent, la réaction doit é&re dirigée versle cbté ol doit étre placé
le point.

Ains, § un point e assujetti a rester sur le cbté haut d'un
plan horizontal, il ne peut ére en équilibre que s la résultante
des forces qui agissent sur ce point est verticale et dirigée vers
le bas.

Ou congoit trés bien, dans cet exemple, que s la résultante
était verticale, mais dirigée vers le haut, le point devrait quitter
leplan.

148. Point assujetti a rester sur une courbe. — On traite
d'une fagon analogue le cas d'un point assujetti a rester sur une
courbe. On a, comme pour une surface, le résultat suivant;

Pour qu'un point assujetti a rester sur une courbe parfaite-

GUICHARD, Traite' de Méca. 7
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ment polie et infiniment résistante soit en équilibre, il faut et
il suffit que la résultante R des forces appliquées a ce point
soit normale a la courbe.

Dans ces conditions, la force égale et oppose a R sSappele
la réaction de la courbe sur le point; la force R est la pression
du point sur la courbe.

149. Probleme. — Un point matériel est assujetti a restely
sur un cercle G situé dans un plan vertical; cepoint est attiré
par un point fixe 0 proportionnellement a la distance; trou-
ver les positions d'équilibre.

Par cda saul qu'on dit quelecercle G est dansun plan verti-
cal, il faut supposer que le point M est soumis a I'action de la
pesanteur. Nous avons vu (144) que la résultante des forces qui
agissent sur M pase par un point fixe | ; tout revient donc a
mener par 1 une normale au cercle.

S le point 1 caincide avec lecentre du cercle, le point M et
en équilibre dans toutes les positions.

Dans le cas contraire, menons le diameétre qui passe par | ; il
coupe le cercle en deux points M e M' ; ce sont les positions
d'équilibre.

Supposons maintenant qu'on veuille spécifier de quel c6té du
cercle on place le
point. Si lepoint 1
est intérieur au
cercle (fig. 53), les
points M e M’

M sont des postions

Fig. &, Fig. &%, d'équilibre quand

le point est assu-

jetti arester al'extérieur du cercle; danscecas, il n'y a pas de

postion d'équilibre si I'on assujettit le point M arester al'inté-
rieur du cercle.

Si, au contraire, le point 1 es extérieur au cercle, lepoint M
qui et le pluséoignéde | (fig. 54) est une postion d'équilibre
quand le point doit é&redu coté extérieur du cercle; le point M'
est une position d'équilibre quand on place le point sur le cercle,
maisal'intérieur.

" 1
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8111.

Point mobile avec frottement sur une courbe
ou sur une surface.

150. Coefficient de frottement. — Soient M un point mobile
ur une swurface S, MR la résultante des forces directement
appliquéesau point M (fig. 55).
S la surface n'est pas parfaite-
ment polie, le point M peut
rester en équilibre quand bien
méme la résultante Mit ne s
rait pas normale a la surface.
Pour expliquer ce qui s pase
dans ce cas, menons la normale

Fig, 5. . MN ala surface; le plan MNR

coupe le plan tangent a la sur-

face S suivant une droite MT. On pourra décomposer la force

R en deux autres; I'une, MA, dirigée suivant la normale MN,

gu'on appelle la composante normale de la résultante MR ;

l'autre, MB, dirigée suivant MT, qu'on appelle la composante
langenlielle de la force MR.

Ceda pos, il résulte des expériences de Coulomb sur le frotte-
ment que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait
équilibre est que le rapport de la composante tangentielle a la
composante normale soit plus petit qu'un nombre donné f cet-
a-dire que I'on ait

MB < < MA.

Ce nombre f ne dépend que de la nature des surfaces en
contact ; il e, par conséquent, indépendant de la grandeur et
de la direction de la force MR ; ce nombre f es le coefficient
de frottement.

151. Angle de frottement, — Dédgnons par ¢ l'angle que
fait la résultante MR avec la normale MN (fig. 55) ; on aura

MB
tg?=ﬁ!
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et, par conséquent, la condition d'équilibre devient
tgy <</

Désignons par « l'angle dont la tangente est égale a f; on
aura

tge<<iga
ou o < .

On voit que s Ton considére le cone de révolution qui a pour
axe la normale MN et a pour demi-angle au sommet, la résul-
tante MR devra, s Ton veut que I'équilibre existe, se trouver a
I'intérieur de ce cone.

Cet angle a eg I'angle de frottement.

152. REMARQUE. — Ici, comme dans le cas d'une surface parfai-
tement polie, la force opposte a la résultante MR et la réaction
de la surface sur le point ; la force MR et lapression du point
aur la surface. On voit que la réaction doit faire avec la normale
un angle plus petit que I'angle de frottement.

On peut auss fixer le cbté de la surface ol I'on place le point.
Dans ce cas, pour qu'il y ait équilibre, il faut non seulement
que la résultante fase avec la normale un angle plus petit que
I'angle de frottement, mais encore qu'dle soit dirigée vers le
cOté oppost a celui ou doit se trouver le point.

153. Point mobile sur une courbe. — On obtient des résultats
analogues pour un point mobile avec frottement sur une
courbe. Pour qu'il y ait équilibre, il faut que le rapport entre la
composante tangentielle et la composante normale de la résul-
tante des forces appliquées au point soit plus petit que le coeffi-
cient de frottement f, ou encore que l'angle aigu que fait cette
résultante avec la tangente a la courbe soit plus grand que
90° —a, a étant I'angle de frottement.

154. Probléme. — Un point pesant est mobile avec frotte-
ment sur un cercle situé dans un plan vertical; trouver les
positionsd'équilibre.

Pour qu'un point pesant mobile avec frottement sur une
courbe soit en équilibre, il faut et il suffit que la normale a la
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courbe fasse avec la verticale un angle plus petit que I'angle de
frottement o, ou, ce qui revient au méme, que latangente fase
avec I'horizon un angle plus petit que/a.
Soient alors A, B, C, D (fig. 56) les
points du cercle ou la tangente e in-
clinée d'un angle a sur I'horizon ; les
points des arcs AEB, DFC sont des po-
stionsd'équilibre.
Les pointsde I'arc AEB sont des po-
sitions d'équilibre quand on place le
Fig. 5. point a I'extérieur du cercle; au con-
traire, lespointsdel'arc DFC sont des
positions d'équilibre quand on place le point a I'intérieur du
cercle.

155. Probléme. — Un point est mobile avec frottement sur
un plan incliné; cepoint est soumis, en outre, a I'action d'une
force F dirigée suivant la ligne de plus grande pente et vers
le haut. Trouver les conditions d'équilibre.

Désignons par a (Jig. 57) I'angle quefait le plan avec un plan
horizontal ; il y a deux forces directement appliquées au point
M : 1° son poids P; 2° laforce F.
La force P peut ére décomposte en
deux autres, I'une N normale au
plan, l'autre i dirigée suivant la
ligne de plus grande pente vers le
bas. Ces composantes ont pour gran-
deurs

Fig. 57.

N=Pcose, T=Psina.

En composant les forces P et F, on réduit le syséme des
forcesa deux : 1° une force normale au plan, égale a Poosa;
2° une force dirigée suivant la ligne de plus grande pente, égale
alavaleur absoluede F— P sna. Pour quel'équilibre existe,
il faut et il suffit que cette composante soit plus petite que la
premiére multipliée par le coefficient de frottement f; on devra
donc avoir

— [Peosa< F —Psina<]fPcosa,
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d'ou Ton déduit les deux conditions

4)] F > P(sin a — feos ),
()] F < P(sin z 4 f cos o).
Diseussion. — Nous distinguerons deux cas :

I° tga<f. Le second membre de l'inégalité (1) est négatif;
I'inégalité (1) est donc toujours vérifiée ; dans ce cas, il suffit
que la force F soit plus petite que P(sin a + fcos a) ;

2° tg a>f. Le second membre de I'inégalité (i) est positif,
la force F doit étre comprise entre

P(sina— fcosa) et P{sinx+ feosa)

EXERCICES

1. Trois forces OA, OB, OC se font équilibre; la force OA et
égale al'unité, OB a M;; I'angle AOB eq droit. Calculer lagrandeur
de la force OC ainsi que les angles AOC, BOC.

2. Si H ed larésultante de trois forces concourantes F;, F,, Fg,
on a
Rez By ¥4+ F§ 4+ 2F,F, cos (Fy, K
-+ 8F;F, cos (Fy, ¥+ 2F,F, cos {F;, Fy),
la notation (F,-, Fy) désignant I'angle des forces F; et Fy.

3. Un point M egt attiré par deux points fixes A et B proportion-
nellement a la distance, les coefficients d'attraction étant a et R.
Construirela résultante de ces deux forces ; montrer qu'elle coupe AB
en un point fixe.

4. A et B étant deux points, a chague point M quelcongue on
applique deux forces, I'une représentée par le vecteur MA, |'autre égale
et opposée a MB. Montrer que la résultante de ces deux forces reste
constante en grandeur et en direction.

5. On donne un carré ABCD ; a chague point M, arbitraire, on
applique quatre forces représentées par les vecteurs MA, MB, MC,
MD ; construire la résultante de ces quatre forces.

6. Un point M, mobile sur une parabole parfaitement polie, est
attiré par un point | de l'axe ; trouver les positions d'équilibre.

7. Un point mobile avec frottement sur une sphéere est attiré par un
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point fixe I. — Trouver les positions d'equilibre. — Dislinguer celles
qui conviennent au cas ou le point est placé a Pexterieur dc la sphere.

8. Un point M, attiré proportionncllement a la distance par deux
centres fixes A et B, se meut avec frottement sur un plan horizontal.
Trouver les positions d'equilibre.

9. Un point pesant M et mobile avec frottement sur un cercle non
situé dans un plan vertical. Trouver les positions d'équilibre.



CHAPITRE VIII

DYNAMIQUE DU POINT

§1.
Point matériel libre.

156. Formules fondamentales. — On sait que si un point M
libre est en mouvement, la force qui produit le mouvement est
dirigée suivant I'accélération et égale au produit de la masse par
I'accélération. Si I'on désigne par X, y, z les coordonnées du
point M, les projections de I'accélération sur les axes sont (62)

de o dy o iz
dee’ de’ de

Si, dautre part, X, Y, Z sont les projections de la force sur
les mémes axes, la formule fondamentale F = my donnera

i
dz iy diz
md[:__x, mdl*_" mdtz_-tf.

Ce sont les formules fondamentales de la dynamique du
point.

157. REMARQUE. — I | est impossible de discuter, dans ce cours»
les équations fondamentales ; nous signalerons cependant le
résultat suivant, que nous admettrons :

Quand on connait la loi de la force (c'est-a-dire quand on
peut calculer X, Y, Z connaissant le temps, la position du mo-
bile et sa vitesse), le mouvement esl déterminé quand on se
donne la position initiale du mobile et sa vitesse initiale.
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158. Mouvement vertical d'un point pesant. — Consdérons
un point soumis uniquement a l'action de la pesanteur ; s la
vitese initiale de ce point es verticale, il et clair
que sa trajectoire sera une verticale. Prenons cette
trajectoire comme axe des X, comme origine 0 le

x

M point de départ (fig. 58) ; fixons le sns positif de
Taxe x'x versle haut et désignons par v, la valeur
0 initiale de la vitesse. La valeur algébrique de la

force e — mg ; on a donc

mTE__m
de =M

e
die

X

Fig. 58, OU

En prenant les primitives des deux membres,

dr

Uxa-t-x—gt‘!-}\,

A éant une congtante que lon détermine en remarquant que
pour t=0 v doit ére égal a vy On trouve A =v; on a
donc

d.
(1) d—"::ﬂzvo——gl.

En prenant encore une fois les primitives des deux membres et
en remarquant que pour t— 0, x— 0, on aura

() .n=vnt—12—gl*.

Des équations (1) et (2) on déduit facilement

29
v? =} — 2ge.

Discussion. — 1° v, est positif. La formule (i) montre que v
e positif au début, que v décrait et sannule a I'instant T donné
par la formule
LU
g

A partir de cet instant, v devient négatif; ainsi, jusgu'a
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I'ingant T le mouvement est ascendant ; a partir de cet instant
le mobile descend. A I'instant T le mobile atteint le point le plus
haut de sa course ; soit A ce point. On peut obtenir |'abscisse du
point A soit en remplacant t par T dans la formule (2), soit en
exprimant que v es nul dansla formule (3). On trouve ains

Soit M un point placé entre O et A ; le mobile pase deux fois
en M, une fois a la montée, I'autre fois a la descente; la for-
mule (3) montre qu'aux moments des passages en M les vitesses
du mobile sont les mémes.

2° vy est négatif. La formule (1) montre que v sera constam-
ment négatif ; le mobile descend constamment.

S vp et nul, on a

v=—gl, .1:=—--_'Tg£*

159. Mouvement des projectiles dans le vide. — Supposons
gue dans le voisinage de laterre on lance un corps quelconque ;
ce corps sera soumis a l'action de la pesanteur et a la résstance
de I'air. Nous négligerons cette résistance, ce qui se réaliserait
exactement s I'on opérait dans le vide ; le corps reste donc sou-
mis uniquement a I'action de la pesanteur. Conddérons le plan
vertical qui contient la vitesse initiale; dans ce plan, prenons
comme origine O le point de départ, comme axe Ox une hori-
zontale e comme axe Oy la verticale dirigée vers le haut

Fig. 59,

(fig. 59). Par raison de symétrie, le mobile restera dans ce
plan ; on peut d'ailleurs le démontrer directement.
Désignons en effet par Oz la perpendiculaire menée par 0 au
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plan xOy ; la projection de la force sur Os étant nulle, on aura

d*z
= 0.

En prenant la primitive, on trouve que % et congtant ; la

projection de la vitesse du mobile sur Oz reste donc constante ;
comme au début cette projection et nulle, on a toujours

dz
d—‘_o.

On en conclut que z et congtant ; comme a l'ingtant initial z
et nul, z retera toujours nul ; par consdquent le mobile reste
dans le plan xOy.

Cedapos, les projections du poids sur les axes sont
X =0, Y=—mg;

donc les équations du mouvement sont

d_*g:_“ Py
2= " =7

En prenant les primitives, on trouve

dz dy

a=% Gt

a e b étant des congtantes qu'il sagit de déterminer. Pour cela,
désignons par Vo la vitesse initiale, par a l'angle qu'dle fait
avec Ox ; al'instant t=0 les projections delavitesse du mo-
bile sur Ox & Oy sont respectivement vo cosa & Vwsna;
il faut donc que pour t=0 3—:: et ‘:;-'{ prennent respectivement
lesvaleurs vo cosa e wSna; par conséquent,

a = Up C0S g, b =v, sSn a
On aura donc

d—w‘—“ﬂ CO0B &
dt._- '} ¥

(1) i .
%i% =y sine—gL,



108 DYNAMIQUE ET STATIQUE

En remontant aux fonctions primitives e en remarquant que
pour t=0, x ety sont nuls, on aura

& ==ty cos a,

@

y=Ilr,sina— ;—gtz.

En élevant les équations (1) au carré et en gjoutant ensuite
membre & membre, on a

dt di
d'ou, en simplifiant,
€] vl = v —2gy.

Si Ton tire t de la premiére des équations (2) et que Ton
porte ensuite dans la seconde, on aura

vl = (d_:c)= -+ (g"i)g == p} cos® x 4+ v] sin? o — 20ygt sin « + G5,

m!
(4) y=x tg x— 2 q UF. cost g

c'est I'équation de la trajectoire.

Discussion. — Nous supposons a positif, c'est-a-dire que le
mobile est lancé au-dessus de I'horizon. La seconde des for-

mules (1) montre qu'au début 9;-'1 est positif, y commence par

croitre, il croit jusqu'a l'instant ou
est donné par la formule

d
d'i sannule ; cet instant t

o tosin e
®) =Ty

A partir de cet instant %‘f devient négatif, y décroit; a

I'instant T le mobile se trouve au point le plus haut de sa
course ; soit A cepoint, H le point ou la verticale du point A
rencontre Ox; on obtiendra |'abscisse OB et |'ordonnée BA
du point A en remplagant dans les formules (2) t par T; on
trouve

vsinacosa

| on=iy
© ( BA = eS0T

\ 2
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On peut remarquer que BA ed la hauteur a laquelle séléve
un mobile lancé verticalement de bas en haut avec la vitesse
VgSina.

En tenant compte de la valeur de T, la ssconde des éguations
(2) peut sécrire

vsinte 1 . o

@) y="g, -

Soient alors M e M' les postions du mobile aux instants
T —0 et 7-f-O ; les ordonnées MM, m'M" de ces points ont la
méme valeur, car on a

_ oy thsinte 4.
mM =m'M _.———-29 299.

Lespoints M e M' sont sur une méme paralldle a Ox, et
s P et le point ol la droite MM' ocoupe la verticale AB,
on a

®) PA = 5 go%.

Les abstissss Om, Om' des points M e M' ont pour
valeurs
Om = v,co8a>(x—4),
Om' = v, cosa>< (7 -+ ¥).

Il en réaulte que le point B et lemilieu de mm', ou encore
que P et le milieu de MM'; la trajectoire et donc symé
trique par rapport a la droite AB; autrement dit AB et un
axe de la trajectoire. On a en outre

(9) PM =Bm = 0B — Om = vy cos 23< 9,

Des équations (8) et (9) on déduit

PM’_ 2rfcos’e,
PA 4
Lerapport {T}s étant constant, la trajectoire et une para-

bole (Traité de Géométrie, 939).
Soit C le point ou la trajectoire vient couper I'horizontale
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Ox ; latrajectoire étant symétrique par rapport ala droite AB,
OC ed le double de OB ; donc

0C — _2usinacosa __ vfsinla,
g g
OC eg I'amplitude du tir.

160. Probléeme. — La vitesse initiale vy étant donnée, sous
quel angle « faut-il lancer le mobile pour atteindre un point
déterminé?

Soit M le point qu'il sagit d'atteindre, X; et y; s coor-
données ; écrivons que les coordonnées de ce point satisfont a
I'équation de la trajectoire (Equation (4), 159]. On aura

1 xt 2
y=mige—g g5t == tga—%;é(l—t—tg“a).

v* cosa

On obtient ains une équation du sscond degré pour déter miner
tgo; ordonnons cette éguation, on aura

0) tg: «L'-—tg«z‘+y.+t—'—o.

2pr

Pour que cette équation admette des racines, il faut et il suffit
que
g Xt
st f e fi | >0

ou bien, en divisant par dgart qui et postif,

2v3
vi :
@) vt %ﬁ >0

Cherchons d'abord la courbe dont I'équation est

Y, T2
3g— ¥ g 0

i -
ou bien 3(; 29,3

On voit d'abord que le maximum de y alieu pour x =0,
la courbe rencontre Oy en un point S tel que
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Le point S ex lepoint le plus éevé de la courbe; s nous
donnons a x deux valeurs égales et de signes contraires, Om
et Om' (fig. 60), les valeurs correspondantes de y, mM et
m'M’, sont égales; la droite MM' est donc perpendiculaire a
OS & n milieu P se trouve sur cette droite; la droite OS

et par suite un axe de symétrie de la courbe. D'autre part,
on a

PM = Om =2,
08— OP =y g
PS =08 —0P 3 Y=g
De ces équations on déduit
P 2,
PS¢’
par consdquent, la courbe est une parabole. Cette parabole par-
¥ tage les points du plan en
s deux régions; pour les

points sStués a l'intérieur,
le premier membre de (2)

L F a toujours le méme sgne ;
: : pour les points a I'extérieur,
1 I toujours le sgne contraire.
: ! En remarquant que § I'on
poc o - remplace x; et y; par les

—

coordonnées du point O
Fig. @0 dans Il'inégalité (2), on
. obtient un résultat positif
;;, on en conclut que s le point M et a l'intérieur de la
parabole, larelation (2) et satisfaite; s, au contraire, le point
M et a l'extérieur de cette parabole, I'inégalité (2) n'ex pas
satisfaite ; donc :

Pour qu'on puisse atteindre le point M, il faut et il suffit
gue ce point ne soit pas extérieur a la parabole dont I'équa-
tion est

=£§___,9'_ 3
Y= 23"

On a donné a cette parabole le nom de parabole de slreté
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161. Mouvement rectiligne d'un point attiré par un centre
fixe proportionnellement a la distance. — Soit M un point
attiré par un centre fixe 0 proportionnellement a la distance.
Plagons ce point M en A sansvitese initiale; il es clair que

. — le point va se dé

A ¢ F M A F placer ar ladroite

Fig. 64 AO. Soit Ox cette

droite (fig 61);

prenons comme origine le point attractif 0. Si M et une

position quelconque du mobile, x I'abscisse de ce point, la force

F qui agit sur lepoint M et diriggede M vers 0, sa gran-

deur et proportionnelle e de dgne contraire a x; on peut
donc pos

&£

F = — mutx,

m étant la masse du point M ; par conséquent, I'accélération
du point M et

1=— i,
donc I'équation du mouvement est

d’:_z: = — wir
diz ’

Gea posg, imaginons un mouvement oscillatoire smple décrit
par un point M' sur la droite Ox et défini par I'équation

= cos i,

a étant l'abstise du point A.

Dans ce mouvement, l'accélération et (70) égale & —w?x.
S m et la masede ce point M', laforce qui produit le mou-
vement e — mw’x ; la loi de la force qui produit le mouve-
ment du point M' et donc la méme que cdle de la force qui
agit sur le point M. D'autre part, a l'instant t=0 les points
M e M' coincident et ont tous deux une vitesse nulle ; par
congquent (157) les points M e M' coincident constam-
ment. L'abstisse x du point M et donc donnée par la for-
mule

I =acos wi

On voit quele point M oscille entre lepoint A et le paint A'
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dont I'abscisse est —a; letemps T que met le mobile pour
aller de A en A' est donné par la formule

On voit que la durée d'une oscillation simple est indépendante
de la position initiale A ou l'on place le point sans lui impri-
mer de vitesse initiale. Cette propriété s'exprime en disant que
le mouvement produit est tautochrone.

§ 1.

Point matériel assujetti a rester sur une courbe.

162. Un point matériel M assujetti a rester sur une courbe
parfaitement polie C (fig. 62) peut étre considéré comme un
point matériel complétement libre,
pourvu qu'on ajoute a la force F
directement appliquée a ce point
la réaction N de la courbe sur
ce point; cette réaction N est

Fig. 63, normale a la courbe. 11 s'ensuit

que la résultante des forces N et

F est dirigée suivant I'accélération y du point et égale au pro-
duit my; si donc on projette sur un axe quelconque, on aura

pr. ¥ - pr. N = m > pr. y.

Projetons en particulier sur la tangente MT a la courbe.
La projection de la force F s'appelle la composante tangen-
tielle de la force : nous la désignerons par V,; la projection

de N est nulle ; la projection de y est égae (115:—:- On
a donc
d’s
mEE‘:—= F..

Cest I'équation qui donne le mouvement du point sur la
courbe.

GUICHAKI), Traité de Méca. 8
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163. Pendule simple. — Un pendule simple est constitué par
un point matériel M attaché al'extrémité d'un fil inextensible
dont on néglige la masse et dont l'autre extrémité est attachée

Fig. g,

aun point fixe 0 (fig. 63);
si lefil est placé suivant la
verticale descendante OA,
il y aéquilibre. Ecartons le
fil de cette position d'équi-
libre et abandonnons-le sans
vitesse initiale en le plagant
dans la position OB. Il est
clair que le mobile va se
déplacer dans le plan verti-
cal qui pase par OB et
décrire dans ce plan un arc
de cercle de centre 0 et
dont le rayon OA est égal

ala longueur | du fil. Désignons par a I'angle d'écart AOB ;

soit a un instant quelconque M

la position du mobile surle

cercle; désignons par ©® l'angle que fait le fil OM avec la
verticale. Le poids P=mg appligué en M peut étre dé
composé en deux autres forces, I'une MQ dirigée suivant le pro-
longement de OM, et l'autre Mil tangente au cercle; cette
tangente MU a pour grandeur mgrsinG.

Si I'on compte les arcs a partir du point A, dans le sens de
A vers B, la composante MB est négative; sa valeur algé-
briqgue et — mgsin 0. On a donc (162)

mais s=/G; par conséquent

d'ou

0)

=: - mg sin §;

= — g sinh,

— = — L sin 0.

i
C'est I'équation du mouvement cfu pendule.
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Cas des petites oscillations. — Si l'angle a, et par suite
I'angle ©, est petit, on peut remplacer, sans commettre d'erreur
sensible, le sinus par l'arc. L'équation (1) qui donne le mouve-
ment devient donc

d*0 q

@ ="

Cest I'équation du mouvement rectiligne d'un point attiré par
une autre force proportionnellement a la distance (161); il faut
SUppOSer i Ci

w?= -g!r- N
par conséquent la durée d'une oscillation simple, cest-a-dire le
temps que met le mobile pour aller du point B & son symé-

trique B' par rapport a la verticale OA, est donnée (161) par
la formule

§ Il

Point assujetti a rester sur une surface.

164. Un point M assujetti & rester sur une surface S peut
étre considéré comme un point libre,
pourvu qu'on goute a la force F
directement appliquée a ce point la
réaction N de la surface sur le point.
Cette réaction N et normale a la
surface s cette surface est supposée
Fig. 64. parfaitement polie (fig. 64).

Il en résulte que si y est l'accélé-
ration du point mobile, on aura, en projetant orthogonalement
sur une droite ou sur un plan quelconque,

pr. F 4+ pr. N=m>pr. 1.

Supposons en particulier que la suface S se réduise a un
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plan P; s l'on projette sur ce plan, la projection de la réac-
tion N et nulle; on a donc smplement

pr. F=m >pr. y.

Mais|'accélération y est, dans ce cas, Stuée dansle plan P;
par conséquent,
pr. F = my.

Il en résulte que le mouvement produit par la force F es le
mome que celui que produirait sa projection sur le plan.

165. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné. —
Soit o I'angle que faille plan avec I'horizon ; la projection du
poids sur le plan est dirigée suivant la ligne de plus grande pente
du plan, versle bas & égale en grandeur a mg sn x. Le mou-
vement d'un point pesant sur ce plan est donc tel que I'accéléra-
tion soit toujours dirigée suivant la ligne de plus grande pente,
vers le bas, et conssamment égale a gsna Lathéorie est donc
la méme que celle du mouvement d'un point pesant libre; il
auffit de remplacer g par g sSna.

En particulier, s'il n'y a pas de vitesse initiale, le point se
meut suivant une ligne de plus grande pente, vers le bas, et
I'espace parcouru est donné par la formule

___1 1 2
e_-zghm:nxt.

Siv.
Frottement de glissement.

166. Loisdu frottement de glissement. — Nous avons vu (162
e 164) qu'un mobile assujetti a rester sur une courbe ou sur
une surface parfaitement polie peut ére consdéré comme un
point matériel complétement libre, pourvu qu'on ajoute aux
forces directement appliquées au point une autre force qu'on
appelle la réaction de la courbe ou de la surface sur le point.
Cette réaction ex normale ala courbe ou & la surface.
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Si la courbe ou la surface ne sont pas parfaitement polies, il
y a frottement. On peut encore considérer le point matériel
comme complétement libre, pourvu qu'on ajoute aux forces qui
agissent sur le point la réaction de la courbe ou de la surface
sur le point ; seulement la réaction n'est plus normale a la
courbe ou a la surface

Pour comprendre les lois auxquelles est assujettie cette réac-
tion, décomposons-la en deux for ces:
Tune N normale, I'autre T tangente
a la courbe ou a lasurface (fig. 65) ;
la composante N s'appelle la réac-
tion normale; la composante T la
réaction tangentielle.

Fig. G5. Cela posé, la réaction tangentielle

est soumise aux deux lois suivantes:

1° La réaction tanijentielle est toujours dirige en sens
inverse de la vitesse du mobile;

2° Cefte réaction est égale au produit de la réaction normale
par un coefficient constant f.

Ce coefficient ', qui ne dépend que de la nature des corps en
contact, est le coefficient de frottement de glissement. Ce coeffi-
cient est toujours plus petit que celui qui a été défini au
n° 150.

167. Mouvement avec frottement d'un point sur un point
incliné. — Nous supposerons que la vitesse initiale est nulle ou
dirigée suivant la ligne de plus grande pente: il est clair que le
point va se mouvoir, par raison
de symétrie, suivant la ligne
de plus grande pente.

Prenons comme origine 0 le
point de départ, comme axe
des x laligne de plus grande
pente dirigée versle haut ; dé-

Fig. Gb. signons par a l'angle d'incli-

naison du plan (fig. 66). Le

poids P peut se décomposer en deux forces, I'une normale R et
I'autre S dirigée suivant la ligne de plus grande pente vers le
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bas; de méme, laréaction a deux composantes, une composante
normale N et une composante tangentielle T. Comme le mou-
vement du point M se fait suivant Ox, les forces N et R doivent
se détruire; on a donc

N=R="Pcosx=mygeos«

11 en résulte que la grandeur de T est fP cosa; cette force T
est dirigée vers le bas si le mouvement est ascendant, et vers le
haut s'il est descendant.

Enfin, laforce S a toujours pour valeur algébrique

S=—"Dsina——mgsina.
Cda posé, nous étudierons successivement le mouvement
ascendant et le mouvement descendant.
1° Mouvement ascendant.
Dans ce cas, T est négatif. On a donc

d%r .
My = — My sin x— fmyg cosa,
ou E;{ —= e g (8i0 2+ feos o).

On a un mouvement uniformément retardé ; |'accélération est
—g(sine 4 feos =)

2° Mouvement descendant.

Danscecas, T et positif. On a donc

o

r .
m_dl'z = — i sin 1 -i- fmyg cos &,
ou ﬂ:—f:—g(sinu—fcos:).

On voit que I'accélération est encore constante. Nous distin-
guerons trois cas:

I. tga <f L'accélération est positive, €lle et en sensinverse
de la vitesse ; le mouvement est uniformément retardé.

Il.tga=f. L'accélération et nulle, on a un mouvement
uniforme.

I11.tg a>f L'accélération est négative, elle ale méme
sens que la vitesse ; le mouvement est uniformément accéléré.
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168. REMARQUE. — Quand le mouvement est uniformément
retardé, il arrive un moment ou la vitesse du mobile devient
nulle; il reste a voir ce qui arrivera a partir de cet instant.

La composante tangentielle S du poids mettra le point en
mouvement vers le bas s elle et asez grande pour vaincre la
force T qui est une résistance au mouvement ; si au contraire S
est plus petit que 7, le mobile reste au repos. En résumé, si

tga </,
le mobile reste au repos, et si tg a>f, le mobile prend un
mouvement descendant, uniformément accéléré (1).

§V.

Travail. — Force vive.

169. Définitions. — Considérons une force constante F dont
le point d'application se déplace de A vers B dans le sens de
la force (fig. 67); le tra-
A F. B F vail de la force dans ce dé

¥ig. 67 placement est égal, par dé

finition, au produit de la

force par le chemin parcouru par son point d'application. Ce
travail T est donc égal a

T = F»CAR.

Si I'on suppose AR=t, F—t, onaura T — 1, Cest-&
dire que I'unité de travail est le travail produit par I'unité de
force quand son point d'application se déplace dans la direction
de la force d'une longueur égde a l'unité.

Dans le systéme d'unités métre, seconde, kilogramme (131),
I'unité de travail est égale au travail produit par une force d'un
kilogramme quand son point d'application se déplace d'un métre
dans la direction de la force. On donne a cette unité de travail
le nom de kilogramrnétre.

Dans le systeme C. G. S. (132), I'unité de travail est le travail
produit par une force d'une dyne dont le point d'application se

é1(,1), Le coefficient f qui intervient dans cette remarque est le coefficient
défini § 150, p. 99.
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déplace d'un centimétre dans la direction de la force. Cette unité
sappelle I'erg.
Le rapport entre le kilogrammétre et I'erg est éga (136) a

¥# o0 1=100, p=1000G, G=98environ, 1= 1; ce
T

rapport est donc égal & 10’ X G.
Cette unité est tres petite; dans la pratique en emploie le
joule ; lejoule est égal & 10" ergs ; on a donc

1 kilogrammeétre = 9,8 joules.

170. Puissance mécanique. — La notion de temps n'entre
pas dans la définition du travail ; cependant, dans les applica-
tions industrielles, il est nécessaire non seulement de connaitre
le travail que peut produire une machine niais aussi de savoir
combien il faut de temps pour le produire.

On introduit aors une nouvelle notion : cest la puissance
mécanique. La puissance mécanique d'une machine est égae au
travail qu'elle peut produire dans I'unité de temps. La puissance
mécanique sera égale a un (ce sera par conséquent la puissance
unité) si, dans I'unité de temps, le travail produit et égal a
I'unité.

Dans le systeme C. G. S, I'unité de puissance sera la puis-
sance d'une machine qui produirait un travail d'un erg en une
seconde. Dans la pratique, on multiplie cette unité par 10" ; on
obtient le watl. Le watt est la puissance d'une machine qui
produit un travail d'un joule par seconde. On se sert auss
fréqguemment du kilowatt, qui est égal a une puissance de 1 000
watts.

Dans le méme ordre d'idées, on fait usage depuis longtemps
du cheval-vapeur. Cest la puissance d'une machine qui fournit
un travail de 75 kilogrammetres par seconde.

Si I'on fait travailler la machine pendant une seconde, on a

t cheval-vapeur = 75 kgm —- 75 X 9,8 joules= 735 joules,
\ kilowatt . . . . . . . . . = 1000 joules;
donc
| cheval-vapear _ 0,735,

1 kilowatt
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On se sert auss souvent dans l'industrie des expressions :
kilowatt-heure, cheval-heure ; le kilowatt-heure est le travail
exécuté pendant une heure par une machine dont la puissance
est de 1 kilowatt; le cheval-heure est le travail exécuté pen-
dant 1 heure par une machine dont la puissance et 1 cheval-
vapeur.

171. Travail d'uneforce constante dont le point d'application
décrit un segment rectiligne quelconque. — Soit F une force
B constante dont le point d'application A décrit

le segment rectiligne AB (fig. 68) ; par défini-
tion, letravail de la force F pendant ce dépla-
cement est donné par la formule

T = F> AB > cos FAB.

A

F
Fig. 3. Cette formule contient comme cas particu-
lier celle qui a été donnée (169) dans le cas
ou le déplacement AB se fait suivant la direction de la force.

On voit que le travail de la force est positif ou négatif suivant
que I'angle FAB est aigu ou obtus.

Le travail étant un produit de trois facteurs ne peut étre nul
que si I'un des facteurs est nul; donc, le travail ne peut étre
nul que dans les cas suivants :

1° La force est nulle;

2° Le déplacement est nul ;

3° La force est normale au déplacement.

L'expression du travail peut sécrire

T = IF > (AB >< cos FAR),

Le produit ABxcosFAB est la projection du déplacement
sur la force ; donc :
Le travail est égal au produit de la force par la projection
du déplacement sur la direction de la force.
On peut encore écrire l'expression du travail sous la forme
suivante :
T = AB < (F >< cos FAR,

Le produit FxcosFAB est la projection de la force sur le
déplacement AB ; donc :
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Le travail est égal au produit du déplacement par la pro-
jection de la force sur la direction de ce déplacement.

172. Corollaire. — Considérons plusieurs forces constantes
Fi, F2, ..., Fy appliqguées a un point A ; soit R leur résultante.
Imaginons que le point A décrive le segment rectiligne AB. On
aura

Tr. F, = AB><pr. ¥},
Tr. Fs = AR pr. F,,
Tr. ¥, = AR >< pt. F,,
et Tr. R = AB > pr. R,
toutes les projections étant faites sur la direction AB. Mais
pr. R=pr. F, d-pr. F; 4 --- +pr. Fy;
par conséquent,

Tr. R=Tr. Fy+Te. ¥y« o+ Tr. Fy 5
donc :
Pour un méme déplacement rectiligne, le travail de la résul-
tante de plusieurs forces constantes est égal a la somme des
travaux des composantes.

173. Expression analytique du travail d'une force. — Mar-
guons trois axes rectangulaires
OJ?, Oy, Qz; désignonspar X,

z llg »
! !/ Y, Z lesprojectionsdelaforce
F sur ces axes, par £,1J,¢
P A celles du déplacement AB de
0 son point dapplication (fig.
0 — 69) ; on pourra décomposer la
force F entroisautres P, Q, R
paralléles aux axes de coor-

données. D'agprés le théoréme
précédent, on a

Tr.F="1¢. P4 Tr, ) +Tr. R.
Evaluons le travail de P; on a
Tr. ' =P »< (pr. AB sur P).

Fig. 69,
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Si X est positif, la direction de P est la direction OOx: la pro-
jection de AB sur P est £; d'ailleurs P= X : letravail de P
est X.

Si P est négatif, la direction de P est la direction opposée a
Qx; la projection de AB sur P est donc —;; d'ailleurs
P=—X : letravail est encore Xt On voit de méme quele
travail de Q est Y, et celui de R,Z¥%. On a donc

Tr. F=X{ + Yy 4+ 72,

174. Travail d'uneforce quelconque quand son point d'appli-
cation se déplace d'une maniére quelconque. — Supposons
gu'un mobile M se déplace sur une courbe de A en B, et qu'a
chaque position du point M sur cette courbe
on fasse correspondre une force F (fig. 70)
(cette force F n'est pas nécessairement
celle qui produit le mouvement du point
M). Inscrivonsdansl'arc de courbe AB une
lignepolygonale AM 1M ;M 3B ; soient Fo, Fq,
F,, F. les vecteurs qui représentent la force
F aux points A, M1, M, M3; évaluons le
travail dune force constante égale a Fq
quand son point d'application va de A en
M., puis le travail dune force constante
égale a F; quand son point d'application
va de Mi en M,, etc.. Formons |la somme
des travaux des forces Fo, Fi, F2, F3 pour les déplacements res-
pectifs AM 1, MM, M;M;, M3B. Par cette méthode, a chaque ligne
polygonale AMiM ;M 3B inscrite dans |'are AB nous faisons corres-
pondre un travail déterminé. La limite vers laquelle tend ce
travail quand tous les cotés de la ligne polygonale tendent vers
zéro est, par délinition, le travail de la force F quand le point M
se déplace de A en B sur la courbe.

Fig. 70.

175. Travail de la résultante. — Soit M un point qui se dé-
place sur une courbe en allant de A en B ; considérons des forces
guelconques agissant sur le point M et soit R leur résultante.
Pour chacun des déplacements partiels AM; M;M,, M;M; M3B
(fig. 70) le travail de la résultante est |la somme des travaux des
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composantes; il en est de méme par conséquent pour le dépla-
cement du point M sur la ligne polygonale AM M ,M 3B, et, en
passant a la limite, pour le déplacement du point M sur l'arc
AB ; donc :

Pour un méme déplacement quelconque du point d'applica-
tion, le travail de la résultante est égal a la somme algébrique
des travaux des composantes.

176. Travail produit par une force constante en grandeur
et en direction. — Supposons que la
force qui agit sur le point mobile
M ait une grandeur constante F et
qu'elle reste constamment paralléle
a une direction fixe D (fig. 71);
inscrivons dans |'are AB décrit par
le point M une ligne polygonale
AM,M M B.

Les travaux effectues par la force
F dansles déplacements AM 1, M 1M 5,
M,M3, M3B ont respectivement pour
Fig. 71. valeurs:

Pour le déplacement. AM,, F < pr. AM,,
MM,, F><pr. MM,
M,M,, ¥ pr. MyM,,
M;B, Fo><pr. MyB,

toutes les projections étant faites sur la direction D; il en résulte
que, dans le déplacement suivant la ligne brisée AMiM.,M3B, le
travail de la force F est

V> (pr. AM, -+ pr. MM, + pr. MoM, -+ pr. M,B)
ou, en appliquant le théoréme des projections,
F > pr. AB.

On voit quel'expression du travail est indépendante dela forme
de la ligne brisée inscrite dans l'arc AB; cette expression
donne donc le travail effectué par la force F quand le point M
vadeA en B.
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Supposons en particulier qu'il sagisse d'un point pesant ;
rapportons la courbe décrite par le point a des axes de coordon-
nées rectangulaires, I'axe des z éant vertical et dirigé vers le
haut. Soient z, et z les z des points A e B; la projection de AB
ar l'axe des z et z— 7; sa projection sur la direction de la
force sera zy— z, par consfquent le travail sera, en désignant
par P le poids du point, par m sa mass,

P> (5g— 2) = mg(zy — 2).

177. Travail élémentaire. — Soient M un point qui décrit un
arc de courbe AB, F la force appliquée a
ce point. Prenons un point M' trés voisn
de M (fig. 72).

Letravail de laforce F pour le déplace-
ment rectiligne MM’ et

(0 MM'>< pr. Fsur MM'.

S lepoint M' se rapproche indéfiniment

du point M, ladirection MM" apour posi-

Fig. 72. tion limite la tangente MT; la projection

de F sur MM'" apour limitela composante

tangentielle F; dela force Lacorde MM' peut auss ére rem-

4 placée par I'ascc MM'; s I'on désigne cet

arc par ds, on vait que I'expression (1) et
I'expression (2)

2) Fi>< ds

sont telles que la limite de leur rapport et

égaleal'unité quand M' tend vers M. Cete

expresson (2) est le travail élémentaire de

la force quand son point d'application M

décrit un arc infiniment petit MM'= ds.

Dans I'évaluation du travail total (174)

B on peut remplacer les travaux effectués le

Fig. T4 long des cbtés de la ligne brisée par le tra-

vail élémentaire correspondant; celarevient

a remplacer dans la somme chague terme par un autre tel que
le rapport des deux termes ait pour limite I'unité.

¥
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Inscrivons alors dans I'arc AB une ligne brisee AM;M,M3B
(fig. 73); désignons par ¢ la composante tangentielle de la force
en A, par @,, ¢,, @, les valeurs de ces composantes en M, M,,
M,. Le travail de la force sera la limite de la somme
8= gy arc AM; -+ g < are MMy gy < are MMy - ga ><are MyB
quand tous les cotés de la ligne inscrite tendent vers zéro.

178. Représentation graphique et calcul du travail total. —
Soit M (fig. 73) un point qui décrit un arc de courbe AB:
Py
Y

17
» P/ 3 r

7 Py

1 —Y, 13

"

0 , m N My L =z

Fig. 74

comptons sur cette courbe les arcs a partir du point A. Dans un
plan xOy, prenons sur Ox une longueur Om =arc AM, puis
menons une ordonnée mp (fig. 74) égale a la composante tan-
gentielle de la force au point M ; quand le point M décrit I'arc
de courbe AB, le point p décrit un arc de courbe hk.

Inscrivons dans I'arc AB une ligne brisée AM1M,M3B; aux
points M,, Mo, M3 correspondent, dans le plan xOy, les points
m;, My, Ms; les ordonnées correspondantes mp;, Mpp, Mgps de
I'are hk donnent les valeurs de la composante tangentielle dela
force en M1 M, M3; lacomposante tangentielleen A est repré-
sentée par I'ordonnée initiale ah. On aura donc

o> urc AM, =ah><Om, -—aireQhqm,.
g1 >< are MM, = n\p, < mym, = aire m,p.gam,,
gz >< are MuMy = myp, < momy = aire mapagsm,
pa < are MuB == mypy >< myb = aire mypyrd.

La somme S (177) est donc égale a la somme des aires des
rectangles Ohagymy, My, P10y, mg parb. Lorsque les
cOtés de la ligne brisée inscrite dans I'arc AB tendent vers zéro,
la somme des aires de ces rectangles a évidemment pour limite
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I'aire Ohkb, comprise entre Taxe des x, l'arc de courbe hk et
les deux ordonnées Oh et bk.

On rameéne ainsi I'évaluation du travail total al'évaluation de
I'aire d'une courbe.

Supposons en effet que la force tangentielle V; sexprime en
fonction de l'arc s par la formule

F = %(s).

Le raisonnement montre que la mesure du travail T correspon-
dant au déplacement AB est donnée par la mesure de l'aire
comprise entrel'axe Ox, la courbe représentant la variation de la
fonction @ (s), les paralléles a G;/ dabscisses 0, s. On sait que

dT N
g = ¥ =Fu

et s I'on désigne par une primitive de la fonction @, on a

= 'h(8)— BN,

D'une maniere plus générale, le travail effectué par la force
donnée lorsque le point d'application se déplace du point a
d'abscisse curviligne s, au point fi d'abscisse curviligne s, est
donné par la formule

T = dsy) — (3,).

179. REMARQUE — Si la force est constamment normale a la
trajectoire, la composante tangentielle est toujours nulle, et par
conséguent le travail total est nul.

180. Travail d'un systeme de forces. — Soient F, F», ..., Fy
des forces appliquées aux points M1, Mo, ..., M. Supposons que
les points d'application de ces forces décrivent desarcsde courbe
MiMJ, MM5, ..., MM,. Le travail du systéme de forces pour le
déplacement considéré est la somme des travaux des forces
Fi, F2, ..., F, quand leurs points d'application se déplacent res-
pectivement suivant les arcs MiM;, MoM,, ... M M.

181. Cas d'un systéme pesant. — Supposons que les forces
Fi F, ..., Fn appliquées aux points M; M, ..., M, soient les
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poids de ces points; soient m; my, ..., m, les masses respectives
de ces points. Rapportons le systéme a trois axes de coordon-
nées rectangulaires, I'axe desz étant vertical et dirigé vers le
haut; désignons par zi, %s, ..., Z, leSSdespointsMy, My, ..., M,,,
et par zi, =, ..., 5. Ceux des points M{, Mi, ..., M!. Letravail du
poids appliqué en M, est mg\(z, — =1} ; celui qui est appliqué eu
M, produit untravail mg{z, <%&p), etc.. Le travail du sys
téme de forces est donc

T = mg(z, — z{)+ mg{zss — 5;) + ... + mg(z, — z.).

Si Ton désigne par M la mass totale du systéme, par G le
centre de gravité des points My, My, ..., M,,, par G' celui des
points M{, M, ..., M. et par{ et?¥ les zde G et G', on aura
(237)

M3 == mys; 4 sy - -0 = LT,
M3 = myz) + mys) 4 - + m,z2,;

par conséquent
T=Mg—".
Le travail du systéme est le méme que celui du poids total
appliqué au centre de gravité.

182. Définition. — On appelle force vived'un point mobile le
produit de sa masse par le carré de sa vitesse. La force vive a
donc pour expression mv.2, m désignant la masse du point et v
sa vitesse.

183. Théoréme. — La variation de la force vive d'un point
matériel entre deux instants quelconques est égale au double
du travail de la force qui produit le mouvement entre ces deux
instants.

Soient donc t; et t, deux instants quelconques, \; et v, les
vitesses du mohile a ces instants, F la force qui produit e mou-
vement, T le travail produit par laforce F depuis!'instant f4 jus-
gua l'instant t,. on aura

1) my} — mo? = 27T,

Avant de démontrer ce théoréme d'une maniére générale, nous
alons le vérifier dansle cas d'un point pesant libre :
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1° Cas d'un point pesant libre.

Nous avons étudié (158) le mouvement d'un point pesant
libre; st M1 et M3 sont les positions du mobile aux instants
tiet t,, ¥ et y, les'y de ces points, on aura [formule (3),
159)]

D'autre part, le travail T du poids quand le mobile vade M; a
M, est (176)
T= ﬂlg(y, —'-ys).

De cestrois formules on déduit bien
mpi — mo} = 2T,

2° Cas d'une force constante en grandeur et en direction.

Ce cas edt identique au précédent; il suffit de remplacer par-
tout I'intensité g de la pesanteur par |'accélération constante y
que produit la force.

3° Cas général.

Nous avons vu que, si Ton désigne par T le travail effectué par
les forces appliquées a un point matériel pour un déplacement
donné, on avait

a1

dy = v

Le théoreme relatif aux fonctions de fonctions permet de
déduire

dT  d1'__ds

FThmr Ral alkitale

On sait d'autre part (114) que l'accélération tangentielle a

mi'f, et par suite

. dv .
pour expresion —- |l en résulte que ;= 4t

dé

Les fonctions T, m\/* ont donc la méme dérivée. La difFé

GuidiiAiib, Traite de Méca. 9
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rence de ces fonctions est alors constante et |'on peut écrire

T=_—mv+h.

i
2
La constante h est appelée la constante des forces vives.

Ceci posé, considérons deux instants t; t, et désignons par
Ti, vl, T, V. lesexpressions du travail et de la vitesse corres-
pondantes. On aura

T1=—;~mv}+h,

Ty % mvl-+ h.
Par différence,
mv}— mw} = XT, — T,) = 2T,

égalité qui démontre le théoréme.

184. REMAKQUE. — Un point matériel assujetti a rester sur une
courbe ou sur une surlace peut étre considéré comme un point
libre, pourvu qu'on ajoute ala force F, directement appliquée,
laréaction N de la courbe ou de la surface sur le point. Soit 11 la
résultante de ces deux forces; on aura, en appliquant le théoréme
des forces vives,

me: —mei=2TrIt;
mais (175) Tr.R="Tr. F+Tr.N;

le travail de N est nul, puisque la force N est constamment nor-
male ala trajectoire du point. On a donc

mvi—mol =2Tr. F.

En particulier, si Ton considere un point pesant, si Mj et M,
sont s positions aux instants t; et tp, z; et z les zde ces points
(I'axe des z est supposé vertical et dirigé versle haut), on aura
toujours, aussi bien dans les cas ol le point doit rester sur une
courbe ou sur une surface que dans le cas ou le point et libre,
la formule

vi— v} = 2g(3, — z,).
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EXERCICES

1. Al'instant initial on lance un corps de bas en haut avec une vi-
tesse vp; al'instant t on lance un autre projectile de bas en haut avec
une vitesse v : les deux mobiles peuvent-ils se rencontrer?

Trouver I'instant de la rencontre et la position correspondante des
mobiles.

2. Lieu des foyers et des sommets des parabole? (159) qui corres-
pondent & une méme valeur de vo.

3. La parabole de sireté est I'enveloppe de toutes les paraboles tra-
jectoires.

4. Mouvement d'un point attiré par un centre fixe proportionnelle-
ment ala distance, en supposantque lavitesse initiale v, passe par le
centre d'attraction.

5. Mouvement d'un point attiré par un centrefixe proportionnelle-
ment a la distante, en tenant compte du frottement. — Le frottement
est dirigé en sens inverse de la vitesse et a une grandeur constante. On
étudiera seulement le cas ou la vitesse initiale est nulle.

- 6. Par un point donné A on méne une droite arbitraire AL ; un
point pesant M, partant de A snns vitesse initiale, est assujetti a
rester sur ladroite AL. — Mouvement de ce point. Quel est, a un
instant quelconque, le lieu des positions du point M quand la direc-
tion AL varie?

7. Aux points A et B on applique des forces F et ¢ constantes en
grandeur, dirigées en sens inverses et portées sur la droite AU. Eva-
luer le travail produit par ces deux forces quand les points A et B
se déplacent, d'une maniére quelconque.

8. Un point mobile M est soumis al'action d'une force F de gran-
deur constante, dirigée vers un point fixe 0. Evaluer le travail de
cette force quand le point M décrit un arc de courbe quelconque.
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STATIQUE DU CORPS SOLIDE

Notions générales. — Définition des systémes équivalents.

185. Définition. — Nous avons défini le corps solide : Un sys-
teme de points matériels dont les distances respectives restent
invariables.

Si Ton considére deux points quelconquesA et B d'un tel corps,
la distance AB reste invariable. Ces points A et B ne peuvent
donc pas se mouvoir tous deux d'une fagon complétement arbi-
traire; on dit qu'ils sont soumis a une liaison.

Les pointsd'un corps solide sont donc soumis a un certain
nombre de liaisons; ces liaisons proviennent de ce fait que la
distance de deux points du corps reste fixe.

Si les points d'un corps solide ne sont pas assujettis a d'autres
conditions, on dit que le corps solide est libre.

Mais on peut imposer d'autres conditions aux points d'un
corps solide ; on peut fixer, par exemple, un ou deux de ses
points, obliger un point du corps a rester sur une surface, etc..
On dit, dans ce cas, que le corps est géné. On passe du corps
solide libre au corps solide géné par I'introduction de nouvelles
liaisons.

Rappelons encore la définition de I'équilibre : Un corps solide
est en équilibre sous Vaction dun systeme de forces lorsque, le
corps étant supposé primitivement au repos, il reste au repos
quand on fait agir sur lui les forces du systeme.

Enfin nous emploierons les notations suivantes: Si A désigne
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un systéme de forces appliquées a un corps matériel, nous dési-
gnerons par — A le systeme obtenu en changeant le sens de
toutes les forces du systéeme A sans changer leur grandeur ni
leur point d'application.

Si A et B sont deux systémes de forces appliquées a un corps
matériel, nous désignerons par A -\-B le systéme formé par
I'ensemble des forces des systémes A et B.

186. Axiome |I. — Si un corps matériel est en équilibre sous
I'action des systémes A et B, il est en équilibre sous I'action du
systéme A -h B;

de méme,
Si les systemes A-f-B et B maintiennent en équilibre un
corps matériel, il en est de méme du systéme A ;

ce qu'on peut encore énoncer ainsi :

S un corps matériel est en équilibre, on ne trouble pas
I'équilibre en ajoutant ou en retranchant aux forces qui
agissent sur lui un systéme en équilibre.

187. Axiome || . — Si un corps matériel est en équilibre, il
restera en équilibre s, sans rien changer aux forces qui
agissent, on introduit de nouvelles liaisons.

Ainsi, par exemple, si un corps solide complétement libre est
en équilibre sous I'action d'un systeme de forces, il restera en
équilibre sous I'action du méme systeme quand on fixera un ou
deux points de ce corps.

Si un corps solide qui a un point fixe est en équilibre sous
I'action d'un systeme de forces, il restera en équilibre sous|'action
du méme systéme si Ton fixe un autre point du corps.

188. REMARQUE. — Cet axiome comprend comme cas particu-
lier ce qu'on appelle en physique le principe de solidification.

189. Corollaire. — Si les forces qui agissent sur chaque
point d'un corps matériel ont une résultante nulle, le corps est
en équilibre.

En effet, si les points matériels qui forment le corps étaient
indépendants les uns des autres, chacun d'eux, considtjé isolé-
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ment, serait en équilibre; I'ensemble de ces points formerait
donc un systéme en équilibre.

Pour passer d'un systéme de points indépendants au corps
matériel considéré, il faut introduire entre ces pointsun certain
nombre de liaisons; ce sont les liaisons qui doivent exister entre
les points du corps. Or, I'introduction de nouvelles liaisons ne
rompt pas I'équilibre (Axiome | 1, 187) ; donc le corps matériel
considéré est en équilibre.

190. Systemes équivalents. — Deux systémes de forces appli-
quées a un corps matériel sont dits équivalents lorsqu'en ajou-
tant un méme systeme a chacun d'eux on maintient le corps en
équilibre.

Ainsi, les systémes A et B seront équivalents sil existe un
troisieme systéme, C, tel que chacun des systémes A +C et
B-hC forme un systéme en équilibre.

191. Théoreme. — «3 Von remplace les forces qui agissent
sur chaque point d'un corps matériel par leur résultante, on
obtient un nouveau systéme équivalent au premier.

En effet, désignons par A le systéme primitif, par B le sys
teme formé par les résultantes ; le systéme composé de A et de
— B est en équilibre, car les forces qui agissent sur chaque
point ont une résultante nulle (189); il en est de méme du sys
teme formé par B et — B ; donc les systémes A et B sont équi-
valents.

192. Théoreme. — S un systéme de forces A agissant sur
un corps matériel est en équilibre, il en est de méme du sys-
teme (—A).

En effet, les deux systémes A et A-h(—A) étant en équi-
libre, il en est de méme du systéme (—A) (Axiome 1, 186).

193. Théoréme. — S k et B sont deux systemes de forces
équivalents, le systéme formé de B et de —A est en équilibre.

En effet, A et B étant équivalents, il existe un troisieme sys-
teme, G, tel que les systemes A+ C e B+C soient en
équilibre.
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Au systeme B + C nous pourrons ajouter, sans rompre
I'équilibre, le systeme formé de +A et de — A ; on obtient
ainsi un systeme en équilibre formé des forces qui appartiennent
aux systemes B, G, A, — A ; on peut sans rompre |'équilibre
(Axiome 1, 186) supprimer les forces des systemes A et C; par
conséquent, le systeme composé de B et de — A est en équi-
libre.

194, Théoreme. — Deux systémes équivalents a un troiséme
sont  équivalents.

En effet, soient B et G deux systémes équivalents au systéme
A; les systtmes B et G sont maintenus en équilibre par le sys-
téme (—A) (103); donc (190) les systémes B et C sont équi-
valents.

195. Théoréme. — S A est un systéme quelconque de forces,
B un systéme en équilibre, les systémes A e¢ A -h B sont équi-
valents.

En effet, le systeme formé de A et de — A est en équilibre;
d'autre part, le systeme formé de A-f-B et de —A se compose
de deux parties: l'une -hA et — A, l'autre B; chacune de
ces parties étant en équilibre, il en est de méme du systeme
total (Axiome |, 186).

Chacun des deux systemes A et A + B étant maintenu en
équilibre par le systeme — A, ces deux systemes sont équiva-
lents (190).

On peut encore énoncer le résultat précédent ainsi :

S a un systeme de forces on ajoute ou l'on retranche un sys
téme en équilibre, on obtient un systéme équivalent au systéme
primitif.

196. Théoréeme. — S les systémes A et B sont respectivement
équivalents aux systémes A' et B', les systémes A-++B et
A" -h B' sont équivalents.

En effet, ces deux systémes sont maintenus en équilibre par
le systeme formé de — A et de — B.

Le théoreme s'étend évidemment & une somme d'un nombre
quelconque de systemes équivalents.
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197. Axiome | I | . — Si en deux points AetB d'un corps solide
on applique des forces F et F', égales, portées sur la droite AB

—

F A I, B ¥

Fg. 75,

et dirigées en sens contraire, ces deux forces se font équilibre

(fig. 75)

198. Corollaire. — Soit F; la force appliquée en B, égale et
opposée a F' ; les forces F et F' d'une part (197), les forces F,
et F' d'autre part, se font équilibre; donc (190), les forces F et F,4
sont équivalentes ; si nous remarquons d'autre part que les -vec-
teurs F et Fi sont équivalents, on peut dire:

A deux vecteurs équivalents correspondent deux forces équi-
valentes par rapport a un corps solide.

Cette propriété peut aussi s'énoncer sous la forme suivante :

On peut transporter une force appliquée a un corps solide en
un point quelconque de sa direction sans changer son sens ni
sa  grandeur.

Cet énoncé, pris ala lettre, est évidemment incorrect ; il faut
entendre par la que, si Ton effectue I'opération indiquée, on
remplace la force par une force équivalente.

199. Axiome |V. — 5/ un corps solide a un axe fixe et sil

est soumis a Faction d'une seule force perpendiculaire a ['axe,
ne rencontrant pas l'axe, le corps n'est pas en équilibre.

8u.

Réduction des forces appliquées a un corps solide libre
a deux forces.

200. Somme géométrique et moment résultant par rapport a
un point d'un systéme de forces appliquées a un eorps solide.
— Considérons un systéeme quelconque de forces appliquées a
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un corps solide ; a chaque force faisons correspondre le vecteur
qui la représente ; au systeme de forces correspondra un sys
téme de vecteurs.

Gela posé, nous appellerons résultante générale du systéeme
de forces la résultante générale du systéme de vecteurs corres-
pondant (Vecteurs, 22); moment résultant par rapport a un
point 0, le moment résultant du systéme de vecteurs par rapport
a ce point (Vecteurs, 23).

De la théorie des systémes de vecteurs résultent les théorémes
suivants :

La projection de la résultante générale d'un systeme de forces
sur un axe est égale a la somme des projections de toutes les
forces du systeme sur le méme axe.

La projection du moment résultant, par rapport a un point
quelconque 0, d'un systéme de forces sur un axe passant par
le point O est égale a la somme des moments des forces du sys-
téme par rapport au méme axe.

201. Expression analytique de la résultante générale et du
moment résultant par rapport a un point 0. — Soient F,, F,,
.., F, les forces appliquées a un corps solide; OR leur résul-
tante générale; OG leur moment résultant par rapport au point
0. Par le point 0 menons trois axes Ox, Oy. 0z formant un
triedre trirectangle ; désignons par X,, y1, Z; les projections de
la force F, sur ces axes, par X, Y,, Z, celles de la force F,
etc., par X;,, Yn, Z, celles de la force F, ; désignons de méme
par L1, M1, N; lesmoments de la force I<\ par rapport a ces axes,
par L, M,, N, ceux dela force F,, etc., par L,y M,, N, ceux
de la force F, ; enfin, soient X, Y, Z les projections de OR
sur lesaxes, L, M, N cellesde OG ; on aura, d'apres les théo-
rémesdu numéro précédent,

stl—f—x,;-}-‘”-—f-x,"
Y=Y+ Yot Y,
Z=Z|,+z‘_l+"‘+zm
L=Li+Iy4--- 3L,

(2) M=M1+Mg+“‘+Mn,
N=N|+N¢‘+‘"'+Nn.
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202. Opérations élémentaires. — On transforme un systéme
de forces appliquées & un corps solide en un systéme équivalent
par les deux opérations € émentair es suivantes:

1° Adjonction ou suppression de deux forces, portées sur la
méme droite, égales et dirigées en sens contraires (Axiomel | |,
197);
et, comme conséquence,

Transfert d'une forceen un point quelconque de sa direction
sans changer ni son sens, ni sa grandeur (198).

2° Remplacement de plusieurs forces appliquées a un méme
point par leur résultante, ou, inversement, remplacement d'une
force appliquée en un point par ses composantes (191).

Ces deux opérations sont appelées opérations élémentaires.

203. REMARQUE. — L es deux opér ations que nous venons d'indi-
guer ne changent pasla résultante générale et le moment résul-
tant par rapport aun point du systéme de forces.

204. Théoreme. — On peut, par les opérations é émentaires,
réduireun systéme quelconque deforcesappliquéesaun corps
solide a trois for-
ces appliquées en
troispoints A, B,C

& 1)

p
b 4 : ,
* N non situésen ligne

Il
C A \ PPN
B P droite (fig. 76).
M Condgdéronsd'a-
bord une force F

non située dans le

F F plan ABC. On

pourra transporter

Fig. 7. le point d'applica-

tion de cette force

en un point 0 situé hors du plan ABC ; puis décomposer cette

force en trois autres portées sur les droites OA, OB, OC qui

forment un véritable triedre; on transportera ensuite les com-
posantesen A, B, C.

Suppoons que la force F soit située dans le plan ABC; on

prendra sur F un point queconque 0. Ce point 0 ne peut pas

£

1
i
A/
M

]
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appartenir aux trois cbtés du triangle ABC ; supposons, pour
fixer les idées, que le paoint 0 soit en dehors du cété AB. On
transportera la force F au point O; puis on la décomposera en
deux autres, portées sur les droites OA & OB ; on transpor-
tera ensuite les points d'application de ces composantes en
A et B.

Dans I'un et l'autre cas, on a remplacé la force F par trois
autres appliquées aux points A, B, C, a cette différence prés,
que, dans le seoond cas, la force appliquée au point G e nulle.

Cda poss faisons la moine opération pour chague force du
syséme ; nous obtiendrons ains un syséme compose de forces
appliguées soit en A, soit en B, soit en C.

Composons en une seule les forces de chacun de ces groupes ;
nous obtiendrons un systéme compose de trois forces ayant
respectivement pour points d'application les points A, B e C.

205. Théoréme. — On peut, par les opérations élémentaires,
réduireun systéme quelconque deforcesappliquéesaun corps
solideadeux forces.

Réduisons d'abord (204) les forces du syséme a trois forces
AP, BQ, CH (fig. 77) ; les deux plans ABQ, ACR, ayant un
point commun A, ont au
moins une droite commune
XX passant par A; s
cette droite prenons un
point quelconque 0. La
force BQ e la droite AO
sont dans un méme plan ;
on peut toujours, en trans-

Fig. 7. portant au besoin la force

Q en un point de sa direc-

tion, supposr que le point B d'application de cette force n'est
pasaur ladroite AO. Tragons BA et BO ; lestroisdroites BA,
BO, BQ éant situées dans un méme plan, on pourra décomposer
laforce Q en deux autres portées sur les droites BA e BO ; trans-
portons ensuite les points d'application de ces composantes en
A et en 0. On aains remplacé la force Q par deux autres appli-
quées aux points A et 0. On pourra faire la méme opération sur
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laforce R. On obtiendra donc un systéme de forces dont les unes
sont appliquées en A, les autres en 0; en composant ensuite
les forces appliquées en A, puis les forces appliquées en 0, on
réduira le systéme a un autre composé de deux forces.

206. REMARQUE. — Puisque les opérations élémentaires ne
changent ni la résultante générale, ni le moment résultant par
rapport a un point, on en conclut que si Ton réduit, par la
méthode indiquée, un systeme de forces appliquées a un corps
solide a un systeme de deux forces, le systéme formé par ces
deux forces a méme résultante générale et méme moment résul-
tant par rapport a un point que le systeme primitif.

8 1ll.
Conditions d'équilibre d'un corps solide libre.
207. Théoreme. — Pour que deux forces appliquées a un
corps solide libre soient en équilibre, il faut el il suffit que

deux forces soient portées sur la méme droite, qu'elles soient
égales et dirigges en sens contraire.

Dorénavant, pour simplifier le langage, nous appellerons forces
opposées deux forces portées sur la méme droite, égales et diri-
gées en sens contraires. On peut donc énoncer le théoréme ainsi :

Pour que deux forces appliquées a un corps solide libre soient
en équilibre, il faut et il suffit que ces forces soient opposées.

La condition est suffisante. (Axiome Il |, 197.)

Pour démontrer qu'elle est nécessaire, je vais établir que si

les deux forces ne sont pas opposées il

b n'y a pas équilibre.
/Q Tout d'abord, si les deux forces sont
A B portées sur la méme droite, on pourra
leur donner le méme point d'application
P et les composer en une seule; le systeme,
étant équivalent a une force unique qui
n'‘est pas nulle, n'est pas en équilibre.
Si maintenant les deux forces P et Q ne sont pas portées sur

Fig. 7X.
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la méme droite, je pourrai toujours prendre le point d'applica-
tion A de la force P en dehors de la droite Q; par le point A je
pourrai mener une droite D (fig. 78) perpendiculaire a Q et ne
rencontrant pas Q; si I'équilibre existe, il ne sera pas rompu si
I'on fixe la droite D (Axiome ||, 187); la fixité de la droite D
détruit I'effet de la force P; il ne reste que la force Q; mais
d'aprés I'axiome IV (190) le corps n'est pas en équilibre.

208. Théoréeme. — Pour que la résultante générale et le
moment résultant par rapport @ un point 0 dun systéme de
deux forces soient nuls, il faut et il suffit que ces deux forces
soient Opposées,

La condition est évidemment suffisante; nous allons établir
gu'elle et nécessaire.

Remarquons d'abord que s la résultante générale et le
moment résultant par rapport a un point 0 sont nuls, le
moment résultant du systéme par rapport a un point quelconque
est nul (Vecteurs, 27).

Ceda posg, soient AP et BQ les deux forces, O un point

quelconque; le moment résultant étant
nul, on aura, en prenant les moments

A B
par rapport au point O,
0 (' P)+ (m'Q) =0,
P Q

Prenons, en particulier (fig. 79), le

Fig, 7% point O sur ladroite P, le moment de

P estnul ; donc le moment de Q sera

nul; par conséquent la droite Q doit passer par 0. Cette pro-

priété devant avoir lieu quelle que soit la position du point O

sur la droite P, il faut que les droites P et Q soient confondues.

La résultante générale étant nulle, la somme des projections

des forces P et Q sur un axe quelconque est nulle; projetons,

en particulier, sur la droite qui porte les forces P et Q; la

somme des projections devant étre nulle, il faut que les forces
P et Q soient égales et dirigées en sens contraire.

209. REMARQUE. — Des deux théorémes précédents, on déduit
la propriété suivante :
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Pour que deux forces appliquées a un corps solide libre
soient en équilibre, il faut et il suffit que leur résultante géné-
rale et leur moment résultant par rapport a un point soient
nuls.

210. Théoreme. — Pour qu'un systéme de forces appliquées
a un corps solide 'libre soit en équilibre, il faut et il suffit que
sa résultante générale et son moment résultant par rapport a
un point soient nuls.

En effet, soit A un systéme quelconque de forces appliquées
au corps solide; le systéme A est équivalent a un systeme B
composé de deux forces; les systémes A et B ont méme résul-
tante générale e¢ méme moment résultant par rapport a un
point (206); or, pour que le systeme B soit en équilibre, il faut
et il suffit (209) que cette résultante générale et ce moment
résultant soient nuls; donc, pour que le systéme A soit en équi-
libre, il faut et il suffit que sarésultante générale et son moment
résultant par rapport a un point soient nuls.

211. Expression analytique des conditions d'équilibre. —
Soient F,, F»,..., Fyles forces appliquées a un corps solide,
A1, Ay, ..., Ay leurspoints d'application; rapportons le systéme
a trois axes de coordonnées Or, Oy, OZ formant un triédre tri-
rectangle de sens positif; soient OR la résultante générale de
ce systéme de forces, OG le moment résultant par rapport au
point O; désignons par X; Y3, Z; les projections de la force
F; surles axes, par X, Y, Z, celles dela force F,, etc., par
X1 Y1, z2 les coordonnées du point A, par X, Y», z» celles du
point A,, etc., enfin par X, V, Z les projections de OR sur les
axes et par L, M, N celles de OG.

En désignant par Ly, M1, N; lesmoments de F; par rapport
aux axes, par L,, M, N, ceux de F», etc., on aura d'abord (Vec-
teurs, 21)

(1) L= y:Z: —zY;,, Mi=zX% —=xi, N =nY, —,lhx|
et, d'une maniére générale,

(]_)' Li=yali—z,Ys, Me=zXp—Tls, No=2.Y)—yX;.
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On aura ensuite (201)
X=X+ Xyt ooe + Xo = EX,,
3
(2) Y=Y;+Y!+"'+Y,‘=%Yh

L]
z=zl+zi+"'+zn=?zk;

1

L=Li+ Lo+ <+ Ln=%Lh
(3) M=M1+Mg+---+M,.=);‘.M;,,
N=N|+Ns+'“+N.=£Nm

1

Pour qu'il y ait équilibre, il faut que OR et OG soient nuls,
C'est-a-dire que leurs projections sur les axes soient nulles. On
devra donc avoir

(4) X=0, Y =1, Z:O, L=1, M:O, N=10.

Les six équations (4) expriment les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un corps solide complétement libre soit en
équilibre.

212. REMARQUE. — Si un corps solide compléetement libre est
en équilibre, la résultante générale OR et nulle; donc (200):

S un systéme de forces appliquées a un corps solide comple-
tement libre est en équilibre, la somme des projections des
forces du systéme sur un axe quelconque est nulle.

Dans les mémes conditions, le moment résultant OG par rap-
port & un point quelconque 0 est nul; donc (200):

S un systeme de forces appliquées & un corps solide libre
est en équilibre, la somme des moments des forces du systéme
par rapport a un axe quelconque est nulle.

213. Equilibre de trois forces appliquées & un corps solide
libre. — Soient P, Q, R trois forces appliquées a un corps solide
libre; cherchons dans quels cas ces trois forces peuvent étre en
équilibre. Supposons que I'équilibre existe; prenons sur la
droite P un point quelconque A, sur ladroite Q un point quel-
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conque B (fig. 80); la somme des moments des trois forces
par rapport a la droite AB doit étre nulle; or, les moments de
P et de Q sont nuls, donc le
moment de R par rapport ala
droite AB doit étre nul, c'est-
A-dire que R doit rencontrer
AB ou lui ére paraléle. Si
nous prenons maintenant un
autre point B' sur la droite
Q, R devra auss rencontrer AB' ou lui étre paralléle; R doit
donc étre situé dans le plan ABB' ou passer par A. Cette der-
niere hypothese peut étre écartée, puisqu'on peut choisir arbi-
trairement le point A sur laforce P; les forces R et Q doivent
donc étre situées dans un méme plan; et ce plan doit contenir
un point quelconque A de la force P, donc:

Les trois forces P, Q, R doivent étre situées dans un méme
plan.

Ce résultat étant acquis, nous distinguerons deux cas:

1° Deux des trois forces P, Q, R, par exemple P et Q, se ren-
contrent en un point 0. La somme des moments des trois forces
par rapport au point O doit étre nulle; or, les moments des
forces P et Q sont nuls, donc le moment de R doit étre nul;
par conséquent R passe par 0; les trois forces sont concou-
rantes (fig. 81).

11 est clair que, dans ces conditions, s la résultante des trois
forceest nulle, il y a équilibre.

Fig. 0.

R

Fig. 8. Fig. 82.

2° Lestroisforces P, Q, R sont paralleles (fig. 82).
Si I'on projette sur un axe paralléle a la direction commune
des forces, la somme des projections doit étre nulle; par consé-
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quent, toutes les forces n'ont pas le méme sens deux d'entre
dles, P et Q par exemple, seront dirigées dans un sens; la force
R sera dirigée en sns contraire. Pour que la somme des projec-
tions des trois forces sur I'axe considéré soit nulle, il faut que R
soit égale a la somme des forces P & Q.

11 rese a trouver le point C ou la force R coupe la droite AB
qui joint les points d'application des forces P e Q. La somme
des moments des trois forces par rapport au point C doit ére
nulle; le moment de R étant nul, les moments des forces P et Q
doivent étre égaux et de sns contraires, ce qui exige que le
point G soit placé entre A & B. Abaissons de ce point C des
perpendiculaires Ca, CR sur les forces P et Q. On devra avoir

P >< Ca = Q >< CB.
ou, ce qui revient au méme,
P3<CA= (> CR.

Cette relation détermine la position du point C.

Nous allons montrer que, réciproguement, s css conditions
sont remplies, les trois forces se font équilibre. D'abord la résul-
tante générale du systéme et nulle a cause de la condition
R=P + Q; ensuite, le moment résultant du systéme par rap-
port au point C et nul, car le moment de R et nul e les
momentsde P et Q sont égaux e de sans contraires.

214. Equilibre d'un systéme de forces paralléles appliquées
a un solide libre. — Soit une série de forces paralldes F; F.
..., Fn appliquées a un corps solide libre et A; A, ..., A;
leurs points d'application ; choisissons Taxe des z parallde ala
direction commune des forces. S nous conservons les notations
du n° 211, il faudra supposer nulles les quantités Xy et Yy; de
plus, chaque force étant paralléle a I'axe des z, son moment
par rapport a cet axe et nul; les quantités Ny sont donc nulles.
11 en résulte que dans ce cas les quantités désignées par X, Y,
N (211) sont nulles. On a ensuite

L, = ygzk, M&- = ——J'tzl
Les dx équations d'équilibre se réduisent donc aux trois sui-
vantes: Z=0, L=, M=,

QUCHARD,  Traité de Méca. 10
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c'est-a-dire LiFot - A= i.l;z”=0‘
ayly b dphg Aoyl = %I.rkzk =0,
byt -y h, = m:‘y,,z,‘ =1,

215. Equilibre d'un systéme de forces situées toutes dans un
méme plan et appliquées a un solide libre. — Soit P le plan
dans lequel sont situées les forces. Prenons comme origine un
point quelconque 0 de ce plan ; formons un systeme d'axes tel
que Ox, Oy soient situés dansle plan P et, par conséquent, |I'axe
Os perpendiculaire a ce plan. Chaque force du systeme étant
située dans le plan P, sa projection sur Os est nulle; il en est
de méme de sss moments par rapport a Ox et Oy; par consé
guent, dans ce cas, toutes les quantités Z,, Ly, My sont nulles ;
il en est de méme des quantités Z, L, M; donc les équations
d'équilibre (211) se réduisent aux trois équations suivantes:

X=1, Y =0, N=1.

Remar quons que, toutes les forces étant situées dansle plan P,
le moment de chacune d'elles par rapport a un point 0 de ce
plan est normal au plan; N représente donc la somme des
moments de toutes les forces par rapport au point 0.

On peut donc dire:

Pour qu'un systeme de forces situées dans un plan et appli-
guées a un solide libre soit en équilibre, il faut et il suffit:

1° que la somme des projections de ces forces sur chacune
des deux droites rectangulaires Ox et Oy prises arbitrairement
dans ce plan soit nulle

2° que la somme des moments de ces forces par rapport au
point O soit nulle.

§1V.

Conditions d'équivalence de deux systémes de forces
appliquées a un corps solide libre.

216. REMARQUE 1. — Soient A un systéme de forces, OH sa
résultante générale, OG son moment résultant par rapport au
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point 0; larésultante générale OR' du systtme —A est égale
et opposée & OR; de méme, le moment résultant OG' du systéme
— A est égal ci opposé a OG.

11 suffit pour |'établir de se reporterala définition delarésul-
tante générale et du moment résultant par rapport & un point
(Vecteurs, 22, 23).

217. REMARQUE II. — Soient A et B deux systémes quelconques
de forces appliquées a un corps solide, OR la résultante géné-
rale du systeme A, OG son moment résultant par rapport au
point O, OR; et 0G; les vecteurs analogues du systéme R; le
systétme A +h R a pour résultante générale la somme géomé-
triqgue de OR et de OR;, pour moment résultant par rapport au
point 0 la somme géométrique de OG et de OG;.

Il suffit, pour I'établir, de se reporter a la définition delarésul-
tante générale et du moment résultant par rapport a un point
(Vecteurs, 22, 23).

218. Théoreme — Pour que deux systemes de forces appli-
quées a un corps solide libre soient équivalents, il faut et il
R suffit  quiils ailent méme résultante
générale et méme moment résultant
par rapport a un point.

Soient, en effet, A et R deux sys-

D témes quelconques de forces appli-
R 4, quées au corps solide, OR la résil-
R, iante générale du systéme A, OG son
Fig. 8. moment résultant par rapport au
point 0, OR, et OG, les vecteurs

analogues pour le systtme R (fig. 83).

Le systeme —B a pour résultante générale OR et pour
moment résultant par rapport au point 0, 0G; les vecteurs OR'
et OG! étant respectivement opposés a OR, et OG; (216).

Le systéme composé des forces de A et de — R admet pour
résultante générale la somme géométrique de OR et OR; et
pour moment résultant par rapport au point 0 la somme géo-
métrique de OG et de OG (217).

Cela posé, si les systémes A et B sont équivalents, le systeme

K,
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formé de A et de —B est en équilibre (193); par conséquent,
d'une part la somme géométrique de OR et de OR doit étre
nulle, d'autre part la somme géométrique de OG et de 00" doit
aussi étre nulle; OR et OG coincident donc respectivement avec
OR, et 0G,.

219. Expression analytique des conditions d'équivalence de
deux systémes de forces appliquées a un corps solide libre. —
Soient A et B deux systémes équivalents de forces appliquées a
un corps solide libre. Rapportonschacun de ces systémes a trois
axes de coordonnées rectangulaires; désignons par X, Y, Z la
somme des projections des forces du systeme A sur les axes OXx,
Oy, Oz, par L, M, N la somme des moments des forces de ce
systéme par rapport aux mémes axes; soient enfin X,,Y,, Z,, L,,
M1, N; les quantités analogues pour le systeme B. En écrivant
que OR, et OG; sont respectivement identiquesa OR et a OG,
on aura les équations

N== xh Y=Y, L =1,
L:: IJ[, M=M1, N=N|.

Ces six équations expriment les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que les deux systémes de forces soient équivalents.

220. REMARQUE. — Si deux systémes de forces appliquées a
un corps solide libre sont équivalents, leur résultante générale
est la méme; donc :

Si deux systémes de forces appliquées a un corps solide libre
sont équivalents, les sommes des projections des forces de
chaque systéme sur un axe sont égales.

Dans les mémes conditions, les moments résultants des deux
systémes par rapport a un point quelconque sont identiques ;
donc :

Si deux systémes de forces appliquées a un corps solide libre
sont équivalents, les sommes des moments des forces de chaque
systéme par rapport @ un axe quelconque sont égales.

En remarquant, d'autre part, que le moment relatif d'une
force par rapport a un vecteur quelconque ne difféere que par
un facteur constant du moment de cette force par rapport a
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Taxe qui porte ce vecteur (Traité de Géométrie, tome |, n° 732),
et en remarquant en outre (Traité de Géométrie, tome |, n° 735)
qu'il y a une relation simple entre le moment relatif de deux
vecteurs et le volume du tétraedre construit sur ces deux vec-
teurs, on peut énoncer le résultat suivant :

S deux systemes de forces appliquées a un corps solide libre
sont équivalents, et s AB est un vecteur quelconque, la somme
des volumes des tétraédres construits avec AB et chacune des
forces du premier systéme est égale & la somme des volumes des
tétraedres construits avec AB el chacune des forces du second

systéme.

221. Théoreme. — S deux systemes de forces appliquées a
un solide libre sont équivalents, on peut passer de l'un & l'autre
par les opérations éémentaires.

Soient A et B deux systemes de forces équivalents; je dis
qu'on peut passer de A & B par les opérations élémentaires. En
effet, partant de A, en effectuant un certain nombre de fois la
premiére opération, on pourra lui ajouter tous les vecteurs des
systémes B et — B ; on obtient ainsi un systeme composé des
vecteurs de A, de B et de — B ; considérons a part la portion
formée de A et de — B ; on pourraréduire (8 11) cette portion a
deux forces; or, \ et B étant équivalents, A et —B sont en
équilibre et les deux forces auxquelles on peut réduire le sys-
téme A, —B doivent étre opposées ; en les supprimant, il ne
restera plus que le systeme B.

§ V.

Couples.

222. Définition. — Un couple est un systéme de deux forces
égales, situées sur des droites paralléles et dirigées en sens
contraires.

Le plan de ces deux forces est le plan du couple ; la distance
des deux forces paralléles est le bras de levier du couple.

223. Axe d'un couple. — Un couple est un systeme dont la
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résultante générale est nulle ; il en résulte que le moment résul-
tant du systéme est le méme (Vecteurs, 27) pour tous les points
de I'espace. Pour trouver ce moment résul-
tant, il suffit donc de le trouver pour un point
particulier. Prenons un point O situé sur la
force AP du couple AP, BQ (fig. 84); le
moment de la force P est nul ; le moment
1] résultant 00 du systeme est donc égal au

moment de la force Q par rapport au point

0; ce moment est perpendiculaire au plan
OBQ qui est le plan du couple; sa grandeur est le produit de la
force Q Par le | ras de levier OH; onfin, il est dirigé dans un
sens tel que les trois directions OU, BQ, 00 soient celles des
arétes d'un triédre positif.

Fig. 81,

224. Corollaire. — Deux couples dont les axes ont méme
grandeur géométrique  sont  équivalents.

En effet, ces couples forment deux systémes de forces ayant
chacun une résultante générale nulle et méme moment résul-
tant ; donc ils sont équivalents (218).

Il en résulte (221) qu'on peut transformer ces deux sys-
téemes de forces |'un dans l'autre par les opérations élémentaires.

225. Théoreme. — Tout systéme de forces dont la résultante
générale est nulle est équivalent a
un couple.

Eu effet, soit S un systéeme de

A forces dont la résultante générale est

- nulle et dont le moment résultant est

/'(I ST 00 (fig. 85) : dans le plan Il mené

B par 0 perpendiculairement a OG,

< prenons deux directions rectangu-
Fig. #5. laires Ox, Oy telles que le triédre

OxyG soit de sens positif; sur le
prolongement de Oy, prenons une longueur arbitraire OA, puis
sur Ox un point 11 tel que

G

UA >< Ol = 0G,
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A partir du point H, prenons sur une parallele a Oy une lon-
gueur HB égale a OA.

L e systeme formé par le couple OA, HB est un systéme dont
larésultante générale est nulle et dont le moment résultant est
OG. Le couple est donc équivalent (218) au systeme S.

226. Composition des couples. — Considérons un nombre
quelconque de couples G;, Gy, ..., Cp; I'ensemble des forces
de ces couples forme un systeme dont la résultante générale est
nulle; ce systeme est donc équivalent a un couple (225). Pour
avoir Taxe de ce couple, il faut faire la somme géométrique des
moments de toutes les forces par rapport a un point quelconque"
0. Pour effectuer cette somme, on peut procéder ainsi : faire
d'abord la somme des moments des deux forces du couple Cy,
ce qui donne I'axe OG; de ce couple; puis celle des moments
des deux forces du couple C,, ce qui donne Taxe 0G, de ce
couple, etc.. ; et ensuite fairela somme OG de OG,, OG,, ...,
OG,.Donc:

Un nombre quelconque de couples forme un systéme équi-
valent a un couple unique appelé couple résultant. L'axe du
couple résultant est la somme géométrique des axes des couples
donnés.

Les couples donnés sont les couples composants du couple
résultant.

Laloi de composition et de décomposition des couples, quand
on introduit leurs axes, est la méme que celle des forces appli-
quées a un point.

227. REMARQUE. — Si la somme géométrique des axes de plu-
sieurs couples est nulle, ces coupless forment un systeme de
forces en équilibre.

g Vl.

Réduction des forces appliquées a un corps solide.

228. Théoréme. — Un systeme quelconque de forces appli-
quées a un corps solide peut se réduire a une force unique
passant par un point arbitraire O et a un couple.
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En effet, soient OR la résultante générale et OG le moment
résultant d'un systéme S de forces par rapport au point O;
soit P un couplequi a pour axe OG. Le systéme formé de laforce
OR et du couple P admet comme résultante générale OR et
comme moment résultant par rapport au point 0 le vecteur OG;
doncil est équivalent au systéme S (218).

229. Théoreme. — La réduction d'un systéme deforces a
une force unique passant par un point donné 0 et & un couple
ne peut se faire que d'une seule maniéere. (Dans cet énoncé on
ne considére pas comme distincts deux couples équivalents.)

En effet, supposons qu'on ait réduit un systéme S a un sys-
téme composé de laforce OR' et d'un couple P dont Taxe est
OG' ; ce dernier systéme a pour résultante générale OR' et pour
moment résultant par rapportai! point O,0G' ; ce systéme étant
équivalent au systeme S, il faut (218) que OR' coincide avec
OR et OG' avec OG ; donc la réduction indiguée n'est possible
que d'une seule maniére.

230. Variation du moment résultant par rapport a un point.
— Considérons un systéme quelconque
de forces S; on peut le réduire a un sys-
teme équivalent composé d'une force OR
et d'un couple P daxe OG (fig. 86).

Le moment résultant du systéme S
par rapport a un point quelconque A
est le méme que celui du systéme réduit.

0 Ce dernier est la somme géométrique du
Fig. HE. moment AK de la force OR et du mo-
ment AG, du couple; cemoment AG, a

méme grandeur géométrique que OG ; donc :

Soient OR la résultante générale, OG le moment résultant
par rapport au point 0 d'un systéme de forces, le moment
résultant AK du systéme par rapport & un point quelconque
A est lasomme géométrique de deux vecteurs: I'un AG; est
équipollent & OG, l'autre AH est le moment de OR par
rapport au point A.

(Autre démonstration : Vecteurs, 24.)
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231. Corollaires. — De ce théoréme nous avons déduit (Vec-
teurs, 25, 26, 27) des corollaires que nous allons rappeler ici.

1° Si I'on connait la résultante générale OR et le moment
résultant OG par rapport au point O d'un systéme de forces,
on pourra obtenir le moment résultant du systéme par rapport a
un point quelconque.

2° Si un point A se déplace sur une paralele a la résultante
générale, le moment résultant du systéme conserve la méme
grandeur géométrique.

3° Si la résultante générale est nulle, le moment résultant du
systéme a la méme grandeur géométrique en tous les points de

I'espace.

232. Axe central d'un systéme de forces. — Plagons-nous
dans le cas ou la résultante générale OR n'est pas nulle; cher-
R chons sil existe des points A
o pour lesquels le moment ré-
v ———7,f'- sultant AH et parallélea OR
: X (fig. 87).
i & v A Comme le moment résul-
|/ tant reste le méme quand on
K A se déplace sur une paralléle

a OR on peut s borner a
étudier les points A qui sont
situés dans le plan 1l mené par 0 perpendiculairement a OR.
Décomposons OG en deux vecteurs: I'un U dirigé suivant OR
et l'autre V perpendiculaire & OR; soit AK le moment de OR
par rapport au point A. On aura (230)
(AH) = (0G) + (AK) = (O17) + (OV) =+ (AK).
OU est paralléle a OR; OV et AK sont perpendiculaires a OR;
pour que la résultante AH soit paraléle a OR, il faut et il
suffit que les deux composantes OV et AK se détruisent; ceci
exige que le triedre OVAR soit un triedre trirectangle de sens
positif, ce qui détermine sans ambiguité la direction OA. On
devra avoir en outre
OV = AK = DR > 0A.
ce qui détermine la longueur OA. Il y a donc dans le plan 11

Fig. #7.
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un point A et un seul pour lequel All est parallele a OR. Tous
les points qui possedent la méme propriété sont situés sur la
droite D menée par A parallélement a OR. Cette droite 1) est
I'axe central du systéme de forces.

233. REMARQUE. — L'axe central est le lieu des points 0 pour
lesquels 00 et OR sont portés sur la méme droite ; donc
L'axe central est le lieu despoints O tels que, s I'on réduit

le systeme a un couple et a une force passant par 0, la force
soit perpendiculaire au plan du couple.

234. Propriétés de I'axe central. — Soient OC (fig. 88) Taxe
central d'un systeme de forces, OR la résultante générale, OG
le moment résultant par rapport a un
point 0 de l'axe; considérons un point
quelconque A et menons de ce point la
perpendiculaire AP a Taxe.

Le moment résultant AH du systeme par
rapport au point A est (230) la somme
géométrique de deux vecteurs: 1" un vec-
ol teur AG' ayant méme grandeur géomé-

Fig. #8. trique que OG ; 2° un vecteur AK égal au

moment de OR par rapport au point A

le vecteur AK est perpendiculaire a AG' et sa grandeur est
égale au produit

Ol =< Al

Les composantes AG' et AK étant rectangulaires, on aura

..... 0
L]

ou AN = 0G® 1 OR® <Al

Cette derniére formule met en évidence les résultats suivants:
1° L'axe central est le lieu des pointa pour lesquels le mo-
ment résultant et minimum,

ou encore
Si I'on réduit le systeme de forces & un couple et a une force
passant par un point donné 0, I'axe central est le lieu de ces

points O pour lesguels I'axe du couple est minimum.
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2° Le lieu des pointspour lesquels le moment résultant a une
grandeur donnée est un cylindre de révolution qui a pour axe
I'axe central.

235. REMARQUE. — Puisque AK est perpendiculaire a |'axe
central, la projection de Allsur cet axe (fig. 88) est égale a
AQ' ou a 00; donc:

La projection sur I'axe central du moment résultant par rap-

port & un point quelconque A est égale au moment résultant
minimum.

236. Théoreme. — Pour qu'un systéme de forces soit équi-
valent a une force unique, il faut et il suffit : 4° que la résul-
tante générale ne soit pas nul te ; 2° que le moment résultant
00 par rapport a un point O soit nul ou perpendiculaire a
la résultante générale.

1° Les conditions sont nécessaires.

En effet, si le systéme est équivalent a une seule force AF, la
résultante générale OR du systéme n'est pas nulle, puisqu'elle
est équipollentc a AF; si le point O est placé sur AF, le mo-
ment résultant 00 est nul; si le point 0 est placé en dehors
de AF, le moment résultant 00 est perpendiculaire au plan
OAF et par suite a la résultante générale OH.

2° Les conditions sont suffisantes.

Supposons, en premier lieu, que la résultante générale OR
ne soit pas nulle et que le moment résultant 00 soit nul; le
systéeme est évidemment équivalent ala force OU.

Supposons, en second lieu, que la résultante générale OR et
le moment résultant 00 par rapport au point 0 ne soient pas
nuls, mais que ces deux droites soient rectangulaires. |l existera
(Vecteurs, 44) un vecteur ayant OR pour grandeur géométrique
et 00 pour moment résultant par rapport au point 0. La
force représentée par ce vecteur est équivalente au systéme
donné (248).

On peut réunir les deux cas en un seul en disant que OR ne doit
pas étre nul et que la projection de OG sur OR doit étre nulle.

Quand un systéme de forces est équivalent a une seule force,
on dit qu'il admet une résultante.
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237. Expression analytique des conditions qui expriment
qu'un systeme de forces a une résultante. — Désignons tou-
jours par X, Y, Z les projections de la résultante générale OR
surlesaxes Or, Oy, Os, par L, M, N lesprojections du mo-
ment résultant OG sur les mémes axes. Pour projeter OG sur
une droite quelconque D, il suffit de faire la somme des pro-
jections de ses trois composantes ; la valeur de cette projection
sera donc

L eos (x, D)+ M cos(y, D} + N cos (z, D).

Pour évaluer la projection de OG sur OR, il suffit donc de
calculer les cosinus des angles que fait OR avec les axes. Or,
on a (Vecteurs, 6), en désignant par R la grandeur de OR,

@s(r,OR) =)  @s(y,0R) =1y  a@s(s, OR) =1e:

Donc, la projection de 00 sur OR est
LX -+ MY--NZ

Remarquons, d'autre part, que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que R ne soit pas nul est que Tune au moins des
trois quantités X, Y, Z soit différente de zéro ; donc :

Pour qu'un systéme de forces appliquées a un corps solide
admette une résultante, il faut et il suffit

1° que I'une au moins des trois quantités X, Y, Z soit diffé
rente de zéro ;

2" que l'on ait la relation

LX+MY - NZ=10,

238. REMARQUE. — Si un systéme est équivalent a une force
unique AF, l'axe central du systeme est la droite AF ; le mo-
ment résultant minimum est nul.

239. Résumé. — Le tableau suivant résume la discussion de
ce chapitre :

1° L'une au moins des quantités X, Y, Z est différente de
zéro ; la résultante générale n'est pas nulle ;

S LX-+MY4-NZ =0, le systéme a une résultante.
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S LX -+ MY+ NZ2£0, lesysteme n'a pas de résultante.

2° Lestrois quantités X, Y, Z sont nulles; la résultante gé&
nérale est nulle.

Si Tune au moins des quantités L, M, N est différente de
zéro, le systéme est équivalent & un couple dont |'axe a pour
projections sur les axes de coordonnées L, M, N.

Si les trois quantités L, M, N sont nulles, le systéme est en
équilibre.

§ Vil.

Forces situées dans un méme plan.

240. Résultante générale. — Moment résultant. — Considé-
rons des forces Fy F, ..., F, Situées dansun plan P; soit
0 un point de ce plan; les forces OFJ, OF., ..., OF, qui ont
respectivement méme grandeur géométrique que les forces
Fi,'Fo, ..., Fn, sont situéesdansle plan P; par conséguent la
résultante générale OR, qui estlarésultantede OF', OF; ...,
OF,, estsituée dansle plan P. De méme, les moments OG;,
0OG,, ..., OG, des forces Fi, Fp, ..., F, par rapport au
point O sont normaux au plan P; le moment résultant OG
du systéme par rapport au point 0 et la résultante de OG,,
0G,, ..., OG,; donc OG est perpendiculaire au plan P au
point 0.

241. Discussion. — Prenons toujours le point 0 dans le plan
P; s OR nest pss nul, OG szra nul ou perpendiculaire a
OR; donc (236) le systéme a une résultante qui est située dans
le plan P.

Si OR estnul et OG différent de zéro, le systéme sera équi-
valent a un couple ayant pour axe OG ; le plan de ce couple est
paraléle au plan P.

S OR e OG sontnuls, le systéme et en équilibre (210).

242. Discussion analytique. — Prenons comme origine des
axes de coordonnées un point 0 du plan P, supposons les
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axes Ox, Oy situés dans le plan P et, par conséquent, |'axe
Oz normal ace plan. Les quantités Z, L, M (213) sont nulles;
il en résulte que la condition
LX +MY+NA=0

est toujours vérifiée. Donc (239) :

Si lune au moins des quantités X, Y est différente de zéro,
le systéme admet une résultante ;

Si X et Y sont nuls, mais N différent de zéro, le systeme est
équivalent a un couple dont Taxe est normal au plan et égal a N ;

Si X, Y, N sont tous nuls, le systeme est en équilibre.

§ VIII.

Forces paralléles.

243. Composition de deux forces paralléles et de méme sens.
— Soient AP et HO deux forces paralléles et de méme sens
(fig. 89).

Adjoignons au systéme les
deux forces opposées AF et BE
(202); AF et AP ont une ré-

¢ _\B__E sultante Ail ; BU et BE une
/ ; résultante BG. Les deux droites

0

! AH e BG se rencontrent en

it 0 ; on pourra transporter en G

le point d'application des forces

Figg, &0, AH et BG et composer ensuite

ces deux forces en une seule OR

située dans le plan des forces P et Q et que nous allons déter-
miner.

La force OH forme un systéme équivalent aux deux forces

AP et BQ, et par suite, en projetant sur un axe quelconque, on

aura

pr. Ok = pr. AP - pr. B(.

Si I'on projette sur une direction perpendiculaire a AP et a
BQ, les projectionsde AP et de BQ sont nulles; donc la pro-
jection de OR est nulle; par conséquent OR est paralléle aux
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droites AP, BQ. En projetant sur une droite paralléle a AP,
on trouve
Ol = AP BQ.

Il suffit donc maintenant de trouver un point dela droite OR;
déterminons le point C ou OR rencontre AB.
Pour un point quelconque de I'espace, on a

m'. OR = (m". AI") <4 (m". B()).
Appliquons cette propriété au point C; lemoment de OR est
nul, donc les moments de AP et de BQ doivent étre égaux et
de sens contraires; les moments étant de sens contraires, le

point C est placé entre A et B; ces moments ayant méme
grandeur, on devra avoir

P> CA = 0> (B,

Si Ton convient de donner des signes aux segments CA et

CB, cette relation sécrit
Po><CA+4- U CB=0;
donc :

Deux forces paralléles et de méme sens AP, BQ sont équi-
valentes a une force unique OR qu'on appelle leur résultante.
La résultante est paralléle aux forces données, égale a leur
somme et rencontre la droite qui joint les points d'application
A et B desforces P e Q en un point G, tel que (si I'on
tient compte des signes des segments)

Poc GA4- Q< Gl 1)

Les forces P et Q sont aussi appelées les composantes de
a force R.

244, REMARQUE 1. — Quand les forces P et Q tournent autour
"de leurs points d'application A et B en conservant leur gran-
deur et en restant paralléles, le point G ne change pas. La ré-
sultante OR conserve donc sa grandeur et tourne autour du
point G. G'cst a ce point G que nous donnerons le nom de
point d'application de la résultante. Dorénavant, quand nous
composerons deux forces paralléles, nous placerons toujours le
point origine de la résultante a son point d'application.
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245. REMARQUE I1. — Le point d'application G de la résul-
tante ne dépend que du rapport des forces P et Q; il ne
change donc pas si I'on remplace les forces P e Q par
d'autres appliquées aux mémes points A et B, paralléles, de
méme sens, ayant pour grandeur KP, kQ, k étant un facteur
quelconque.

246. Décomposition d'une force en deux forces paralléles.
— Entre les deux forces paralléles

A [
P et Q appliquéesen A e B et
o leur résultante H appliquée en G
(fig. 90) existent les relations
d Re=P+Q,
R P >< AC=1Q > B,
Fig. ¥,

(en considérant AG et BC comme
des longueurs absolues non affectées d'un signe). On en déduit
P __Q K
RBCTAC AD

Ges relations permettent de résoudre facilement les problemes
suivants :
1" Etant donnés les points A, B, G et la force R, trouver
les forces P et Q.
On a en effet
[}1¥ Al

P:I{XIEJ |)=H><-A—B-.

2° Etant donnés lespoints A et G, lesforces P et R, trou-
ver le point B et la force Q.
On ad'abord
Q=R—1I,

. p
uis BC=AC. .
P 0

247. Composition de deux forces paralléeles et de sens
contraires. — Nous supposons que les deux forces n'ont pas la
méme grandeur, c'est-a-dire qu'elles ne forment pas un couple.
Soient alors (fig. 91) AP et BQ les deux forces; AP la plus
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grande. Je décompose la force AP en deux autres (246), dont
Tune, BQ', est opposée & BQ et dont I'autre est CR. Cette force
Cil aété déterminée dans le numéro précédent; on a d'abord

R=I"—(=F-=0Q,
et ensuite
- 0
CA=-AB>C =
> R’
ou encore

CAxP=CB>;

Fig, ul. donc :

Deux forces paralldles AP, BQ
inégales, de sens contraires, sont équivalentes a une force
unique qu'on appelle leur résultante. La résultante est paral-
léle aux deux forces, dirigée dans le sens de la plus grande,
égale a leur différence ; €lle rencontre la droite qui joint les
points dapplication A ¢ B des deux forces en un point C
tel que

P o< CA =) < Ch.
Il faut remarquer que le point C est en dehors du segment
AB et plus rapproché du point d'application A dela plusgrande
force que du point d'application B de la plus petite.

248. REMARQUE. — On peut répéter ici, mot a mot, les deux
remarques des numéros 214 et 245. Le point C qui vient d'étre
déterminé s'appelle aussi le point dapplication de la résul-
tante ; dorénavant, quand nous appliquerons cette regle de
composition de deux forces paralléles et de sens contraires, nous

placerons toujours le point d'application de la résultante a ce
point C qui est déterminé par la reégle précédente (247).

249. Composition de forces paralléles et de méme sens. —
Considérons des forces paralleles et de méme sens F;, Fp, ...,
F, dont les points d'application Aj, Ay, ..., A, sontfixés; pla-
cons ces forces dans un ordre quelconque. Composons la pre-
miére force avec la seconde, puis la résultante obtenue avec la
troisiéeme, puis cette nouvelle résultante avec la quatrieme, etc.,
en prenant toujours les forces dans I'ordre ou elles sont placées

GEMD Trait éde Méca. 11
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et en choisissant toujours comme point d'application de larésul-
tante de deux forces paralléles celui qui est donné par la regle
du n°® 245. On arrivera ainsi a une force unique R, paraléle
aux forces données, égale a leur somme et appliquée en un cer-
tain point G. Donc :

Un systéme quelconque de forces paralléles et de méme sens
est équivalent & une force unique, ayant méme sens que les
forces données et égale a leur somme.

250. REMARQUE. — En appliquant de proche en proche la re-
marque du n° 244, on voit que s toutes les forces données tour-
nent autour de leurs points d'application en conservant leur
grandeur et en restant paralleles, larésultante R tourne autour

du point G.
Cda pos?, s I'on compose les forces données en les plagant
dans un autre ordre, on arrivera a une résultante 11" appliquée

aun point G. D'aprés ce qui précéde, R' a la méme gran-
deur et la méme direction que R ; jedis de plus que G' coin-
cide avec G.

En effet, les forces R et R' étant toutes deux équivalentes
au systeme donné sont équivalentes; ces forces sont, par consé-
quent, portées sur une méme droite qui est paralléle aux forces
données; il en résulte que ladroite GG' est paraléle a la di-
rection commune des forces. Mais les points G et G' ne chan-
gent pas s I'on change la direction de toutes les forcés en
conservant leurs points d'application, leur grandeur et leur pa-
ralélisme ; la droite GG' devrait donc étre paralele a une
direction quelconque, ce qui est impossible ; donc les points G
et G' sont confondus.

Ce point G e le point d'application du systeme de forces
paralléles. Dorénavant, quand nous composerons un nombre
quelconque de forces paralléles et de méme sens, nous pren-
drons toujours comme point d'application de la résultante le
point qui est déterminé par la régle précédente.

Partageons le systéme donné en plusieurs groupes; compo-
sons les forces de chacun de ces groupes, puis composons ensuite
les résultantes partielles ; le point d'application de la résultante
ainsi obtenue est le point d'application G du systeme. Le
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raisonnement et identique a celui qui vient d'ére fait plus
haut.

251. Composition d'un nombre quelconque de forces paral-
léles. — Conddérons des forces paralléles a une droite D, diri-
géss les unes dans un sens, les autres dans I'autre; fixons sur
la droite D une direction postive ; nous donnerons le sgne +
aux forces dirigées dans le sns postif, le sgne — aux autres.

Céda post, composons en une seule toutes les forces dirigées
dans le sns positif; nous obtenons une résultante R; égale a
leur somme et appliquée en un point G;. Composons de méme
toutes les forces dirigées dans le sens négatif; nous obtenonsune
résultante R;, égale a leur somme et appliquée en un point G, ;
les droites R, & R; sont paralldles et de sns contraires. Cda
pos, nous considérerons les cas suivants :

1° La somme algébrique desforces données n'est pas nulle.
Les forces Ri & R; n'ont pas la méme grandeur; dles admet-
tent (247) une résultante R appliquée en un point G. Cette
résultante R est parallde a ladroite 1) ; sa valeur algébrique et
égale a la somme des valeurs algébriques des forces données.

S toutes les forces données tournent autour de leurs points
d'application en restant toujours paralléles a une méme droite et
en conservant leur grandeur algébrique, R; € R; tourneront res-
pectivement autour de G; & G; e, par suite, R tournera autour
deG. Le point G aind congtruit eg le point d'application du
syséme de forces paralléles.

2° La somme algébrique desforces est nulle.
Les forces R; et R; sont égales et de sens contraires; deux cas
peuvent s présenter :

. Gy et G; sont distincts.

S la draoite 1) es parallde a G,G;, les forces R; & R; sont
opposss; le systéme est en équilibre.

S la droite D n'es pas paralldle a GG, les deux forces R; e
R; forment un couple; le systéme est équivalent a un couple.

I'l.G; et G; sont confondus.

Les forces R; e Ry sont opposes; le syseme et en équili-
bre. Il rese encore en équilibre s toutes les forces tournent
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autour de leurspoints d'application en conservant leurs grandeurs
algébriques et en restant paralléles a une mémedroite, ou encore
si, les forces conservant une direction constante et une gran-
deur constante, on déplace d'une maniére quelconque le corps
solide.

On dit alors que I'équilibre est asiatique.

252. Centre d'un systéme de forces paralléles. — Considé-
rons le cas ou la somme des forces n'est pas nulle; dans ce cas,
le systeme admet une résultante H. On sait (251) que, si toutes
les forces tournent autour de leurs points d'application en res-
tant paralléles a une méme droite et en conservant leur grandeur
algébrique, la résultante R tourne autour d'un point G. Ce point
est le centre du systeme de forces paralléles.

Ce centrene change pas si I'on multiplielesvaleurs algébriques
de toutes les forces par un méme nombre.

253. Moment d'une force par rapport a un plan. — Dans
cette théorie, toutes les forces que I'on considére sont paralléles
a une méme droite D; on donne a chaque force une valeur algé-
brique en fixant, un sens positif sur 1) (251).

Soit maintenant 11 un plan quelconque; ce plan partage |'es-
pace en deux régions: l|'une sera appelée la région positive ;
I'autre, la région négative. La distance d'un point au plan Il est
un nombre algébrique ayant pour valeur absolue la longueur de
la perpendiculaire menée du point au plan ; ce nombre sera posi-
tif ou négatif selon que le point sera dans la région positive ou
dans la région négative.

Cela post :

Le moment d'une force par rapport a un plan est égal au
produit de la valeur algébrique de la force par la valeur algé
brigue de la disance de son point d'application au plan.

On voit que le moment ne change pas si I'on change la direc-
tion de la force en conservant sa grandeur algébrique et son point
d'application.

254, REMARQUE. — Considérons un triédre trirectangle Oxyz,
de sens positif (fig. 92); prenons comme région positive, par rap-
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port au plan Oxy, celle qui est du méme cote que Oz; soit
alors F la valeur algébrique d'une force,
X, ¥, z les coordonnées de son point
d'application A ; le moment de la force
F par rapport au plan Oxy est I' >z,

Supposons en particulier que la force
soit parallele a Ox; sa valeur algébri-
que sera sa composante X, le moment
sera donc Xz; ici, les composantes Y
et Z de laforce sont nulles; par conséquent, le moment de cette
force par rapport a I'axe Oy sera (Vecteurs, 21)

g, W&,

M= Xz—i5Z = Xz;

dans ces conditions,
Le moment de la force par rapport au plan xOy est égal a
son moment par rapport a l'axe Oy.

255. Théoréme. —Le moment de la résultante d'un systéme
de forces paralléles par rapport a un plan est égal a la somme
des moments des composantes.

Dans cet énoncé, on suppose la résultante appliquée au centre
G du systéme de forces paralléles.

Pour le démontrer, prenons un triédre trirectangle de sens
positif Oxyz et plagons le plan Oxy sur le plan donné. Faisons
tourner toutes les forces autour de leurs points d'application en
conservant leurs valeurs algébriques, de maniére a les rendre
paralléles a la droite Ox; la résultante tournera autour du
point G, conservera sa grandeur, deviendra parallélea 0x(252);
cette opération n'a pas changé le moment des forces par rapport
au plan.

Cela posé, dans cette nouvelle position, la force \i est équiva-
lente au systéme des forces paralléles; donc le moment de Il
par rapport a I'axe Oy est égal a la somme des moments des
forces paralléles par rapport au méme axe. Mais, dans les condi-
tions ou nous sommes placés, les moments par rapport a I'axe
Oy sont égaux aux moments par rapport au plan; donc le
moment de la résultante 11 par rapport au plan est égal a la
somme des moments des forces du systéme par rapporta ce plan.
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256. Détermination analytique du centre d'un systéme de
forces paralléles. — Soient Fy, F»,..., F, les valeurs algébri-
ques des forces, R celle de leur résultante. On adéja (251)

0) Re=F, -t Foui- o 1o F,.

Désignons par Ay, A, ..., A, les points d'application des forces
Fi, Fa ..., Fn, par X¢ Y1 73 les coordonnées de A;, par X, Yo Z,
cellesde A,, etc., par X, Yn, Z, céllesde A, . Soit enfin G le
centre du systéme de forces paralléles, , x. ¥ les coordonnées de
G. En appliquant le théoréme des moments (255) aux plans
yOz, zOx, XOy, on aura les équations

BE == thl =+ Fory 4 - -4 Fn"'-'n;
m Ry, = Fyy,+ Foys+ - + Foy,
R = F,z, -+ Fuzy b v - oz
Les équations (1) et (2) permettent d'obtenir les coordonnées
. =, ¥ du centre G du systéme.

§1X.

Centres de gravité.

257. Définition. — Aux différents points d'un corps matériel,
appliquons des forces paralléles, de méme sens, proportionnelles
aux masses des points. Le centre de ce systéme de forces paral-
Iéles, dont la position ne dépend pas du facteur de proportion-
nalité par lequel on a multiplié la masse de chague point pour
obtenir la grandeur de la force appliquée en ce point, ed le
centre de gravité du corps.

Désignons par A;, Ay, ..., An les points du corps, par my,
my, ..., M, leurs masses respectives, par x; Y1 z; les coordon-
nées de Ay, par Xz, ¥» zcellesde A,, etc., par Xy, ;Yn, Z Celles
de A, ; soient G le centre de gravité du corps €t %, +, ¥ les coor-
données du point G. Si I'on suppose la force appliquée en cha-
que point égale a la masse de ce point, la résultante sera égale
alasomme M des masses; M est ce qu'on appelle la masse totale
du corps. En appliquant les formules du n° 256, on aura

M= My~ Ma— - by,
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ME = m,&, - Mty b+~ Myt
(2) MT|= my —+ m,yg+-n+m,,y,,
L M{=mz, 4+ Mz 4 - - Mz,

Ce sont les équations qui déterminent le centre de gravité du
corps.

258. Corps pesant. — Conddérons un corps placé dans le voi-
sinage de la terre. Chague point de ce corps es soumisal'action
de la pesanteur; la force qui agit sur chaque point e verticale,
dirigée vers le bas, égale en grandeur au produit de la masse du
point par I'intensité g de la pesanteur.

Dans les limites peu éendues ol se trouvent les différents
points d'un corps, on peut admettre que les verticales qui pas
sent par oes différents points sont paralldles; enfin, on peut
admettre auss queg a la méme valeur en tous ces points. Les
actions de la pesanteur forment un systéme de forces paralléles,
de méme sens proportionnelles aux mases des points. Toutes
ces forces ont une résultante appliquée au centre de gravité du
corps, égale au produit de la mase totale par l'intensité de la
pesanteur g. Cette résultante et le poids du corps.

259. Détermination expérimental*» du contre de gravité. —
Soit C (fig. 93) le corps considéré; on le sugpend a un fil OA par
0 un de s points X\ ; le corps prendra une
position d'équilibre. Il et en équilibre sous
I'action de deux forces: son poids F appli-
qué au centre de gravité G, e la tenson
du fil dirigée suivant AO. Ces deux forces
doivent donc é&re opposes; par cong:
quent, le prolongement de OA pase par G.
Imaginons qu'on marque cette direction
dans le corps, puis suspendonsle ensuite
par un autre point, X ; nous obtiendrons
une autre droite, A;B;, passant par G. Ce point se trouve donc
a l'intersection des droites AH, A;B; marquées dans le corps.

Au point de vue pratique, il et souvent impossble de mar-
quer lesdroites AB, A; B; dans le corps; I'expérience précédente

Fig. 3,
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ne donne alors que des renseignements approximatifs sur la
position du centre de gravité

260. REMARQUE. — Partageons le corps donné C en plusieurs
parties Ci, Cy, ..., Cp; d'apresla remarque du n° 250, on peut,
pour composer les forces appliquées en tous les points de C,
composer d'abord en une seule les forces appliquées aux points
de Gj, ce qui donne une résultante égale a la masse totale de C;,
appliquée a son centre de gravité (i,; on composera de méme
les forces appliquées aux pointsde C,, etc. Puis on composera
en une seule toutes ces résultantes partielles. On voit que

Dans la recherche du centre de gravité dun corps, on peut
remplacer une portion quelconque de ce corps par un point
matériel situé au centre de gravité de la portion considérée et
ayant une masse égale & la masse totale de celle portion.

261. EXEMPLES. — 1° Centre de gravité de trois masses égales
A placées aux sommets d'un triangle ABC
N (fig. 94).
‘i On peut d'abord remplacer les deux
i points B et C (260) par un point | de
‘_\ niasse double placé au milieu de BC. 11
b . t faudra ensuite trouver le centre de gravité
Flg- 4. des points A et I. Cecentre G sera sur

la médiane Al et Ton aura
23¢ 16 =1 > A{,

c'est-a-dire que |G est le tiers de |A ; donc :

Les médianes d'un triangle se coupent en un point qui est
situé au tiers de chacune delles a partir de la base

Nous appellerons ce point le centre de gravité du triangle.

2° Centre de gravité de quatre masses égales placées aux
sommets d'un tétraédre ABCD (fig. 95).

On peut d'abord remplacer les trois pointsB, C, D par un point
de masse triple situé au centre de gravité | du triangle BCD ;
il ne restera plus qu'a trouver le centre de gravité des points A
et 1. On voit que le centre cherché (i est situé sur Al, au
quart de Al a partir du point |; donc:



STATIQUE DU COUPS SOLIDE 160

Les droites qui joignent les sommets d'un tétraédre aux
centres de gravité des faces opposées se coupent en un point
situé au quart de chacune d'elles a
partir de la base.

Nous appellerons ce point le cen-
tre de gravité du tétraédre.

On aurait pu procéder autrement :
remplacer les points A et B par un
point de masse double situé au mi-
lieu E de AB, puisles points C et
D par un point de masse double situé

Fig. 9. au milieu V de CD ; prendre ensuite
le centre de gravité des deux points
E et F; le centre cherché et le milieu de EF; donc:

Les droites qui joignent les milieux des arétes opposees d'un
tétraedre se coupent en leur milieu; cepoint de concours est le
centre de gravité du tétraedre.

262. Ligne matérielle. — Une ligne matérielle est un corps
matériel dont deux dimensions sont né-

gligeables, de sorte qu'on peut, sans
M erreur sensible, assimiler ce corps a une

A courbe géométrique. Soient alors A un
Fig. 9, point de cette courbe, M un autre point
(fig. 96).
Considérons la portion AM du corps; le rapport
masse de AM
are AM

est la masse spécifique moyenne de I'arc AM ; lalimitede ce rap-
port quand le point M se rapproche indéfiniment du point A est
la masse spécifique de la courbe au point A.

Si la masse spécifique est la méme en tous les points, on
dit que la courbe est homogene.

Si p est la masse spécifique d'une courbe homogene, | lalon-
gueur d'un arc AM de cette courbe, la masse de I'are AM sera Ll .

Dans ce qui va suivre nous ne considérerons que des courbes
homogénes.
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263. REMARQUE — S un arc de courbe possede un centre, un
axe ou un plan de symétrie, le centre de gravité de cet arc est
placé au centre, sur Vaxe ou sur le plan de symétrie.

Ainsi, Je centre de gravité d'une droite est placé en son
milieu.

264. Centre degravité d'une Hune polygonale homogéne. —
Soit une ligne polygonale homogéne ABGDE (fig. 97).

Je puis remplacer la portion AB du corps par un point matériel

a situé au milieu de AB et ayant
. . une masse égale alamasse de AB
ﬂ b ./\ (260) ; on remplacera de méme la
[ v portion BG par un point matériel
Fig. 7. h placé au milieude BG; efc___
On seraramené a trouver le centre
de gravité de points isolés a, A, c, d.

Les masses des points a, b, ¢, d étant égales respectivement
a celles des portions AB, BC, GD, DE du corps sont entre elles
comme les longueurs AB, BG, CD, DE; on peut, sans changer le
résultat, les prendre égales a ces longueurs ellessmémes, d'ou la
régle suivante :

Pour trouver le centre de gravité d'une ligne polygonale
homogene, on remplace chaque coté de la ligne par un point
matériel placé en son milieu et ayant une masse égale a la lon-
gueur du cbté; on est ramené a trouver le centre de gravité de
ces points matériels.

265. REMARQUE. — On trouverait le centre de gravité d'un
arc de courbe en considérant cet arc
comme la limite d'une ligne polygo-
nale inscrite dont tous les cotés tendent
vers zéro.

266. Centre de gravité du périmé-
tre d'un triangle. — On ramene la
recherche du centre de gravité du
périmétre d'un triangle ABG (fig. 98) a celle du centre de gra-
vité de trois points matériels A', B', C' (264) placés aux milieux

B Y G
Fig, W8
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de BC, CA, AB e ayant des masss respectivement égales a
oss cbtés. Soit | le centre de gravité des points B' e C; le
centrecherchéserasur A'l. Or,ona

I’ messe ' AB A'B

IC = masse B = AC™ AT
donc A'l et la bissectrice de I'angle B'A'C Le centre de
gravité cherché s trouve auss sur les bissectrices des angles
B' e C'; donc

Le centre de gravité du périmetre d'un triangle ABC est le
centre du cercle inscrit au triangle A'B'C qui a pour sommets
les milieux des c6tés du triangle ABC.

267. Théoréme. — Le centre de gravité d'une ligne brisée

réguliére convexe est situé sur lerayon
M perpendiculaire a la corde qui joint
[ les extrémités de cette ligne, a une
distance du centre égale a la qua-
trieme proportionnelle entre le péri-
meétre, la corde et Vapothéme.

¥

GH & Soient A e B les extrémitésdela
ligne brisée réguliere. Le'rayon Ox
perpendiculairealadroite AB et évi-
demment un axe de symétrie de cette
ligne; le centre degravité (i setrouve
aur cette droite (fig. 99). Soit mainte-
nant MN un c6té quelconque de la

ligne; nous remplagons ce cté (264) par une mase égale a MIN

appliquée en son milieu 1 ; la masse totale sera égale a la lon-

gueur L delaligne. Abaissonsdu point | la perpendiculaire | 1 1

sur Ox; on aura, en appliquant les formules du n°® 257,

B
Fig. i,

a) L>< 0G = TMN < OH,
la somme du second membre éant éendue a tous les cotés de la
ligne.

Menons MK perpendiculaire a Ox, NK paralldea Ox; on
formeains untriangle MNK. Lesdeux triangles MKN et OUI
sont semblables comme ayant leurs cdtés perpendiculaires; on
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a donc
MN MK
01 — o1’
d'ou MN 3¢ OH == 01 >< MK = QI > mn,

en désignant par m et n les projections de M et de N sur
AB. L'égalité (1) devient donc

L>0G =201 mn="0] < Xmn=0[>AB,

en remarquant que 01 ala méme valeur pour tous les cotés de

laligne; donc
Lol
ABT i’

ce qui démontre le théoreme.

268. Théoreme. — Le centre de gravité d'un arc de cercle
est situé sur le rayon perpendiculaire a la corde qui joint les
extrémités de l'arc, a une distance du centre égale a la qua-
trieme proportionnelle entre I'arc, la corde et le rayon.

Ce théoréme se déduit du précédent en considérant Tare de
cercle comme la limite d'une ligne brisée réguliére dont le
nombre des cotés croit indéfiniment.

269. Aire matérielle. — Une aire matérielle est un corpsdont
une dimension est négligeable, de
telle sorte que Ton peut, sans er-
reur sensible, assimiler le corps a
une surface géométrique (exem-
ple: une plaguetrés mince). Soient
S cette surface, A un point de
cette surface (Jig. 100); entourons
le point A dune courbe C tracée sur la surface et soit € la
portion d'aire située al'intérieur de cette courbe; le rapport

Fig. 148

masse de ¢
dire
est ce qu on appelle la masse spécifique moyenne de l'aire e; s
tousles pointsde la courbe C serapprochent indéfiniment du point
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A, lalimiteverslaguelletend ce rapport (nous admettrons|'exis-
tence de cette limite) est la masse spécifique de Taire au point A.
Si lamasse spécifique est la méme en tous les points, |'aire est
dite homogéne. Dans ce qui vasuivre, nous ne considérerons que
des aires homogenes.
S P est lamasse spécifique d'une surface homogéne, s I'aire
d'une portion de cette surface, |a masse de cette portion est w >< e.

270. REMARQUE 1. — Pour trouver le centre de gravité d'une
aire homogene, on peut décomposer cette aire en plusieurs por-
tions et remplacer chacune de ces parties par un point matériel
placé au centre de gravité de la portion considérée et ayant une
mase €gde al'aire de cette portion (260).

271. REMARQUE II. — S une aire possede un centre, un axe
ou un plan de symétrie, le centre de gravité de celle aire est
placé au centre, sur I'axe ou sur le plan de symétrie.

Ainsi, le centre de gravité de I'aire d'un parallélogramme est
le centre du parallélogramme.

272. Définition. — Ondit qu'unefigure plane posstde un dia-
metre A lorsque les points de cette figure peuvent se grouper,
deux par deux, de

D [ 5 telle sorte que la
ﬂ /»H\ droite qui lesjoint

Y /B /7 /M soitparalléleaune
/ A A A droite fixe 0 et ait

iy ; K a son milieu sur la

/ P /,/ droite A. Ainsi,

" f & ; %/ F deux points cor-

¥ i E respondants M et

Fig. ML M* sont telsque la

droite MM" soit pa-

rallele & & et que son milieu P se trouve sur A (fig. 101).

Dansle cas particulier ou lesdirections S et & sont rectan-

gulaires, les points M et M' sont symétriques par rapport a la
droite A. Laissons de coté ce cas particulier.

Si lepoint M décrit un parallélogramme ARGD dont les cotés
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sont paralléles aux droites a et S, son correspondant M’
décriraun parallélogramme analogue A'B'C'D’. Les deux paral-
|élogrammes ABCD et D'C'B'A’ sont superposables ; les aires
correspondantes ABCD, A'B'C'D' sont donc égales; de plus, la
droite OO' qui joint leurs centres de gravité ason milieu | sur
la droite A.

273. Théoréme. — S une aire plane possede un diamétre,
son centre de gravité est situé sur ce diamétre.

En effet, une telle aire peut étre considérée comme la somme
ou comme la limite de sommes de couples de parallélogrammes
correspondants ABCD, A'B'C'D' (fig. 101); le centre de gravité
d'un couple de tels parallélogrammes se trouve sur ladroite A ;
done il en et de méme du centre de gravité de |'aire consi-
dérée.

274. REMARQUE. — Le théoréme ne sappliquepas a un are de
courbe qui posséde un diamétre.

Supposons en effet que le point M décrive un segment de
droite BM son correspondant M' décrira un segment E'F'
(fi g. 101); les milieux Il et H' de ces segments sont des points
correspondants, c'est-a-dire que le milieu K de HH' setrouve
sur ladroite A ; maisles segments EF, E'F n'ont pas la méme
longueur; le centre de gravitéde I'ensemble FF, E'F’ estl)ien
placé sur la droite 1111, mais il ne se trouve pas en son
milieu K.

275. Théoréeme. — Le centre de gravité de l'aire dun
A triangle est le point de concours, de ses
médianes.

En effet, considérons le triangle ABC;
menons une médiane AU (fig. 102) ; AH
est un diameétre du triangle pour la direc-
tion BC; donc lecentre de gravitéde Taire
du triangle est sur lamédiane AU ; il doit,
de méme, se trouver sur les autres mé-
dianes; donc il et au point de concours des médianes.

Fig. lied
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276. REMARQUE. — Le centre de gravité de Taire d'un triangle
coincide avec celui de trois masses égaes placées aux sommets
de ce triangle (261).

277. Centre de gravité de l'aire d'un trapéze. — Soient un
trapéze ABCD (fig. 103), E et F les milieux des bases AB d
CD; ladroite EF est un diamétre

n F _C du trapéze pour la direction des
bases; donc le centre de gravité

£ Se trouve sur cette droite. Menons

G, la diagonale BD ; elle partage le

A E B trapéze en deux triangles ABU et
. Fig. 103, DCB ; le centre de gravité du

triangle ABD est un point G
situé sur El), au tiers de cette droite & partir du point E; de
méme, le centre de gravité du triangle DCB est un point G,
situé sur FB, au tiers de cette droite a partir du point F; le
centre de gravité G du trapéze se trouve a l'intersection des
droites GiG, et EF.

Nous allons évaluer le rapport de GE a GF ou, ce qui revient
au méme, le rapport des distances du point G aux bass AB
et CD. Désignons par B et b les baes AB et Cl) du tra-
péze, par h sa hauteur, par x et y les distances du point G
aux droites AB et CD.

Appliquons le théoréme des moments a un pian mené par AB
perpendiculairement au plan du trapéze; on aura, en remarquant
que les distances de (i, Gy, (i a ce plan ont respectivement

o]
pour valeurs %h, ;—h, x,
i

aire ABCD >< & = aire ABD > 3

3
h - aire DCB < 1} h,

1 1 i i 2
ou —2~(B+b)h.c=—2-3h><3h+2b}|><3 h.
En appliquant le méme théoréme au plan mené par CD per-
pendiculairement an plan du trapéze, on trouverait de méme

1 i 2 1 i
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En divisant ces deux équations membre a membre, on
trouve

s _ B2

y  b+2B

. (i B4 2b

ou bien GF = b oW

d'ou la construction suivante:
On prolonge DC au dela du point G dune longueur CH
égae alabase AB; on
D ¥ C i

prolonge BA au deladu

\ point A dune longueur

] \ AK égalealabase CD;

K A E i le centre de gravité est

au point d'intersection |

de EF et de HK (/</. 104).
En cilet, les triangles semblables 1EK et IFH donnent

B 4 &
Ik EK 72 B+ 25
IF T FH T E T b 2B’

Fig. hri,

JE GR .
IF Gl
par conséquent les points | et G coincident.

on a donc

278. Centre de gravité de |'aire d'un secteur polygonal régu-
lier. — Considérons un secteur poly-
gonal limité par une ligne brisée régu-
liecre ABCD et lesrayons OA et OD
qui passent a ses extrémités (fig. 105);
prenons sur les rayons OA, OB, OC,

+ OD des points A', B', C', D ' tels que

0y oy oo oy 2

OA OB OC T ub T

Lafigure A'B'C'D', homothétiquede
ABCD, est une ligne brisée réguliére.
Cela posé, le secteur polygonal et la
somme des triangles OAB, OBC, OCD. Letriangle OAB peut

Fig. 105,
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étre remplacé par un point matériel ayant une masse égale a
Taire OAB, appliquée au centre de gravité de ce triangle; ce
centre de gravité est le milieu I' de A'B'. En effectuant la
méme opération pour lestriangles OBC, OCD, on voit qu'on est
ramené a trouver le centre de gravité de masses égales placées
aux milieux des cotés A'B', B'G', CD'. On serait conduit au
méme résultat en cherchant le centre de gravité de la ligne
brisée réguliere A'B'C'D'; donc le centre de gravité de Taire
OABGD coincide avec celui de la ligne brisée réguliéere A'B'C'D".
Ce centre de gravité (i est situé (207) sur le rayon Ox perpen-
diculairea A'D" oua AD, etTona

ABCY  or

AT 06"

2de

Mais A'B'C'D', A'D', OI' sont respectivement les .

ABCD, AD, OI; donc:

Le centre de gravité de l'aire d'un secteur polygonal régulier
est sur le rayon perpendiculaire a la corde qui passe par les
extrémités de la ligne brisée réguliere qui limite le secteur, a
une distance du centre égale aux deux tiers de la quatriéme
proportionnelle  entre le périmétre, cette corde et Vapothéme.

279. Théoreme. — Le centre de gravité d'un secteur circu-
laire est situé sur le rayon perpendiculaire a la corde qui
soustend l'arc du secteur, a une distance du centre égale aux
deux tiers de la quatriéme proportionnelle entre Varc, la corde
et le rayon.

Ce théoreme se déduit du précédent en considérant un secteur
circulaire comme la limite d'un secteur polygonal régulier
inscrit.

280. Théoréme. — Le centre de gravité de la projection
orthogonale dune aire polygonale plane coincide avec la pro-
jection du centre de gravité de l'aire

Le théoréme est vrai pour un triangle, puisqu'une médiane se
projette suivant une médiane. Il s'agit de retendre a un polygone
quelconque. Soient ABCDE un polygone plan, A'B'C'D'E' sa
projection sur un plan P (fig. 106), (i le centre de gravité du

GUICHARD,  Traité de Méca. 12
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polygone ABCDE, G' celui du polygone A'B'C'D'E'; je vais
démontrer que la droite GG' est perpendiculaire au plan P.
Ponr cela, il suffit de
démontrer que les
distances d et d' des
points G et G' & un
plan quelconque Q
perpendiculaire au
plan P sont égaes.
En effet, décom-
posons le polygone
ABC DE en triangles
ABC, ACD, ADE et le
polygone A'R'C'D'E
en triangles A'B'C,
A'C'D', A'D'E'; soient
Gy, Gy, Gy, Gf, GI, G}
les centres de gravité respectifs des triangles ABC, ACD, ADE,
A'B'G, ACD, A'D'E’; les points G, e G! sont, d'aprés ce
qui précéde, sur une méme perpendiculaire au plan P; leurs
distances au plan Q sont égales. Soit d; la vaeur commune de
ces distances; désignons de méme par d, la distance de chacun
des points G,, GJ au plan Q, par d; celle des points G; et
Gs. En appliquant le théoréme des moments par rapport au
plan Q successivement aux aires ABCDE, A'B'C'D'E', on aura
ABCDE><d = ABG><d, - ACh > d, + ADE >< d;,
O) TATB'CTIYE ><d' = A'B'C o d, - A'C'D > d, +- A'D'E < 5
mais on a (Traité de Géométrie, tome |, n° 581)
A'B'CT AT ATD'ET . ATB'C'DE!
(@ "ABC TACD T ADE T CABCDE | %%
a étant I'angle que fait le plan ABCDE avec le plan de projec-
tion. Des équations (1) et (2) on déduit facilement d' =d, ce
qui démontre le théoréme.

Fig. 106,

281. REMARQUE — Le théoréme sétend, par un passage a la
limite, au cas d'une are plane limitée par une courbe quel-
conque ; donc :
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Le centre de gravité de la projection orthogonale d'une aire
plane est la projection du centre de gravité de celle aire.

282. Corollaire. — Les centres de gravité de toutes les sec-
dons planes d'une surface prismatique ou cylindrique sont
.Situés sur une méme paralléle aux génératrices de la surface.

En effet, ces centres de gravité sont situés (280 et 281) sur
la droite menée par le centre de gravité d'une section droite de
la surface perpendiculairement au plan de cetle section droite.

283. Théoréme. — Levolume d'un tronc de prisme triangu-
laire droit est égal an produit de Vaire de la section droite par
la distance des centres de gravité des deux bases.

Considérons le volume ABCA’B'C' limité par une surface pris-
matique et deux sections planes ABC, A'B'C’ dont I'une A'B'C’
et une section droite (fig. 107).

Le volume V de ce tronc de prisme est donné (Traité de Géo-
métrie, tome |, n° 645) par la formule

,__1__ TR ’ y
O) \———:‘])\BL‘(A:’\-—I—BBFFGC).

Soient G et G' les centres de gravité desairesABC, A'B'C';la

droite GG' est perpendiculaire au plan de
A

la section droite A'B'C'. Le centre de
" gravité G de Taire ABC et le centre de
gravité de trois masses égaes (209) appli-

quées aux sommets A, B, C du triangle
&/ ABC. En appliquant le théoréme des mo-

A ments par rapport au plan A'B'C’, onaura
W GG = AN -+ BB+ CC'
Fig. 107, et, par conséquent, la formule (1) devient

V= A'B'C < G,
ce qui démontre le théoréme.

284. Théoreme. — Levolumed'un prismetronqué droit quel-
conque ABCDEA'B'C'D'E' (fig. 108) est égal au produit de
I'aire de la section droite par la dislance des centres de gra-
vitédesdeux bases.
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Considérons en effet le volume ABCDEA'B'C'D'E' limitépar
une surface prismatique, une section droite A'B'C'EYE’ et une
section plane quelconque ABCDE.
Nous pouvons décomposer ce tronc
de prisme en lronc de prismes trian-
gulaires

ARCA'B'CT, ACDA'C'D', ADEAND'E".
En désignant par V le volume cher-
ché, on aura

(]_) Y = ABCA'B'C 4- ACDA'C'D'

4+ ADEAN'D'E’,
Cela posg, désignons par Gi, G,, Gg,
Fig. 108 G, Gy, Gi, GJ, (i" les centres de gra-

vité respectifs des aires ABC, AGI),
ADE, ABCDE, A'B'T/, A'C'TY, A'WE, A'B'C'TYE’; les droites
GG, G5, Gl GG" sont paralléles aux arétes du fronc de
prisme et Ton a
ABCA'B'C" = A'B'C < (303,
09 ACDATCT DY = ATCITY > (3,03,
ADEA'D'E’ == A'D'E > t,].
Des équations (1) et (2) on déduit
(3) V== AT > Gyl = ATC D >, 4- AT DT =< Gy,
Or, si Ton applique le théoreme des moments a I'aire ABCDE
par rapport au plan de la section droite A'B'C'DYIY, on aura
(4) ABCDE> GG — ABC 5,6 4= ACL < 3,038 4+ ADE 2< Gy ).

Si I'on remarque maintenant que les aires ABCDE, ABC, ACD,
ADE sont respectivement proportionnelles aux aires A’B¢'D'E',
A'BC, AT, A'D'ES, la formule (4) peut sécrire
ANBCDE > GG

= ARC < G5] - ALY 3G - AD'E 3¢ Ggli),

et, par conséquent, la formule (3) devient
V= ANBCDE = GG,

ce qui démontre le théoreme.
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285. Théoréme. — Le volume d'un prisme tronqué quel-
conque est égal au produit de I'aire d'une section droite par la
dislance des centres de gravité des deux bases.

Considérons en effet un volume limité par une surface prisma-
tigue A'R'C'D'A"B"C'D” (fig. 109)
et deux sections planes quelconques
A'BCD', ATRTCTD".

Coupons la surface prismatique
par une section droite ABCD, qui
laisse les deux sections planes d'un
méme coté de cette section. On
aura
Vol. A’B'CTD'ATRICTD

= Yol. ABCDA"B"C'D"
— Vol ABCDA'B'C'DY.

Fig. 11k, Désignons par G, G, G" les
centres de gravité des aires ABCD,
A'B'C'TY, A"B"C'DY. Les trois points (i, (', (" sont sur une

méme paralléle aux arétes (282), et I'on a (284)
Vol, ABCDA"RTC"DY == ARGD >< 111",
Yul. ABCDA'I'C’D' o= ARCD < GG,
donc  Val. A'B'C'DA"B"CTD'" == ABCD >< (1" — (:G")
= ABCD > G'G",
ce qui démontre le théoréeme.

286. REMARQUE. — Le théoreme sétend par un passage a la
limite au volume d'un cylindre tronqué ; donc :

Le volume d'un cylindre tronqué est égal au produit de l'aire
d'une section droite par la dislance des centres de gravité des
deux bases.

287. Volumematériel. — Considérons un corps matériel
quelconque ; soit A un point de ce corps; décrivons une surface
fermée S (par exemple une sphére de centre A) située dans le
corps et renfermant le point A & son intérieur ; soient V le
volume limité par cette surface, M la masse de ce volume; le
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rapport % est la masse spécifique moyenne du volume V ; la
limite de ce rapport quand tous les points de la surface S se
rapprochent indéfiniment du point A est la masse spécifique du
corps au point A. Si la densité est la méme en tous les points,
le corps est dit homogene. Nous ne nous occuperons que des
volumes homogenes.

S | est lamase spécifique d'un corps homogéne, Y le volume
d'une portion de ce corps, la masse de cette portion sera V.

288. REMARQUE | . — Pour trouver le centre de gravité d'un
volume homogene, on peut décomposer ce volume en plusieurs
portions et remplacer chacune de ces parties par un point maté-
riel placé au centre de gravité de la portion considérée et ayant
une masse égale au volume de cette portion (260).

289. REMARQUE U. — S un volume possede un centre, un axe
ou un plan de symétrie, le centre de gravité de ce volume est
placé au centre,
sur l'axe ou sur
le plan de symé
trie.

Ainsi, le centre
de gravité du vo-
lume d'un parallé-
|épipede est e cen-
tre de ce parallé-
| épipede.

Définition.

— On dit qu'une
figure posssde un
plan diamétral P
quand les points
de cette figure s
Fig. 110. groupent deux par

deux de telle sorte

que la droite qui les joint soit paralléle a une droite fixe D et ait
son milieu sur le plan P. Si ladroite D est perpendiculaire au
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plan P, le plan P est un plan de symétrie. Nous laisserons de
coté ce cas particulier.

Nous appellerons encore ici points correspondants deux points
M et M' tels que la droite MM' soit paralléle a la droite donnée
D et ait son milieu sur le plan P.

Marquons dans le plan P deux droites quelconques A e B ;
congruisons un parallélépipéde EFGHKLMN (fig. 110) dont les
arétes sont paralléles aux droites A, B, D. Il leur correspond un
paralléépipéde analogue E'F'G'HK'L'M'N"; les deux figures
EFGHKLMN eX'N'M'L'E'H'G'F" .sont superposables ; les
volumes de ces deux parallélépipédes sont donc égaux ; les
centres de gravité de ces paralléépipédes sont auss des points
correspondants.

291. Théoréme. — Si un volume possede un plan diamétral,
son centre de gravité est situé sur ce plan.

La démongtration se fait comme au n° 273 en remplagant les
parallélogrammes par les paralléépipédes que nous venons de
considérer.

292. REMARQUE. — Le théoréme ne sapplique pas a un arc de
courbe ou a une aire qui pos
sde un plan diamétral.

En ce qui concerneleslignes,
on peut faire la méme remar-
gue qu'au n° 274. Consdérons
maintenant les aires; soient
ABC, A'B'C’ (fig. 111) deux
triangles correspondants; les
centresde gravité H et H' sont
auss des points correspon-
dants; le milieu K de HH' e
dansle plan P. Les aires cor-
respondantes ABC, A'B'C" étant

Fig. {11, inégales, le centre de gravité

de I'ensemble ABCA'B'C' et

aur ladroite HH', maisnon en son milieu ; ce centrede gravité
est en dehors du plan P.
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293. Théoréme. — Le centre de gravité d'un prisme trian-
gulaire coincide avec le centre de gravité de la section équi-
distante des bases.

Soit le prismetriangulaire ABCA'B'C’ (fig. 112); menons la
» section A;B;C; équidistante des bases.

Ce plan est un plan diamétral pour

les cordes paralléles aux arétes du

prisme ; donc le centre de gravité est
dans ce plan. Menons un plan par

I'aréte CC et le milieu | de AB; ce

plan coupe A;B; et A'B' en leurs

milieux Iy et V; ce plan e un plan

diamétral de la figure pour les cordes

paraléles a AB ; le centre de gravité

Fig. 142, est donc situé dans ce plan; il se

trouve, par conséquent, sur la mé-

diane C4l; dutriangle A;B,C;. On voit de méme qu'il doit se

trouver sur les autres médianes du triangle A,B,i, ; donc le centre
de gravité du prisme est Je méme que celui del'aire A;B;G;.

294. Théoréeme. — Le centre de gravité d'un prisme (fuel-
congue coincide avec le centre de gravité de la section équidis-
tante des bases.

Soitleprisme ABCDEA'B'C'D'E'

. (fig. 113) ; décomposons-le en
¢ prismes triangulaires ARCA'R'C’,
ACDATCTD' . ADEA'D'ET : nous
pourrons remplacer ces prismes

par des points matériels Gy, Gy, Gs,
placés aleurs centres de gravité et
ayant respectivement des masses
égales aux volumesde ces prismes.
Menons la section équidistante

des bases AB;C\BLiE,; Oy, Gy Uiy
sont respectivement (293) les
centres de gravité des triangles
AB.Cy, A1C1D1_ A1DE;. Les masses

de ces points sont entre elles comme les aires de ces triangles ;

Fig. 18
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le centre de gravité de ces trois masses est donc celui de l'aire
ABCDE,; donc le centre de gravité du prisme coincide
avec celui de Taire A;B,C,D\E,.

295. REMARQUE | . — Les centres de gravité des aires planes
ABCDE, AB,CDE, A'B'C'D'E" sont situés sur une paralléle
(282) aux arétes du prisme; le centre de gravité de la section
moyenne est le milieu des deux autres; donc :

Le centre de gravité dun prisme quelconque est au milieu
de la droite qui joint les centres de gravité des bases.

296. REMARQUE Il. — En considérant le volume d'un cylindre
comme la limite vers laquelle tend le volume d'un prisme inscrit
quand les cotés de la base du prisme tendent vers zéro, leur
nombre croissant indéfiniment, on aura le résultat suivant :

Le centre de gravité dun cylindre est au milieu de la droite
qui joint les centres de gravité des bases.

297. Centredegravitéd'un tétraédre. — Soit un tétraédre
ABCD (fig. 114) ; menons le plan qui passe par I'aréte AB et le
milieu E derareté CD ; ce plan
est un plan diamétral de la
figure pour les cordes paralléles
a Cl); donc le centre de gravité
G e trouve dans ce plan. 11 s
trouve de méme dans les plans
analogues menés par les autres
arétes; donc :

Le centre de gravité d'un té
traédre est a l'intersection des
six plans menés par chaque
aréte et le milieu de l'aréte op-

Fig. 114, posée.

Le centre de gravité G étant
dans le plan ABE, la droite AG rencontre la médiane RE du
triangle RCD ; on voit de méme que cette droite rencontre les
autres médianes de ce triangle; par conséquent la droite AG
rencontre le plan BCD en un point a qui est le centre de gra-
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vitedu triangle BCD ; en raisonnant de méme sur les autres
faces, on a le résultat suivant :

Le centre de gravité dun tétraedre se trouve au point
d'intersection des droites qui joignent les sommets aux centres
de gravité des faces opposées.

Soit F le milieu de AB ; le centre de gravité, étant dans les
deux plans ABE, CDF, setrouve sur leur droite d'intersection
EF. 11 se trouve de méme sur les droites analogues ; donc:

Le centre de gravité d'un tétraedre se trouve au point d'inter-
section des droites qui joignent les milieux des arétes opposées.

298. REMARQUE I . — Le centre de gravité du volume d'un
tétraedre coincide avec celui de quatre masses égales placées
aux sommets du tétraédre (261).

299. REMARQUE H- — Nous savons (261) que aG est le quart
de a\ ; si donc au quart de la hauteur issue de A a partir de la
base BCD on méne une section RiCtDi paralléle a la base, le
point G se trouvera dans cette section (fig. 114) ; je dis de plus
que G est le centre de gravité du triangle B;C;D;. En effet, soit
E; le point ou la droite AE coupe le plan B;G;D;; E; serale mi-
lieu de Cy1D; ; le point G, étant dans les deux plans ABE et B;C;D,
sera sur la médiane B;E; du triangle B;C;D;. On voit de méme
qu'il est sur les autres médianes; par conséquent G est le centre
de gravité du triangle B;C;D; ; donc:

Le centre de gravité d'un tétraédre coincide avec le centre de
gravité de la section faite par un plan parallele a la base
mené au quart de la hauteur a partir de la base.

Ge résultat est généralisé dans le théoréme suivant :

300. Théoreme. — Le centre de gravité dune pyramide
coincide avec le centre de gravité de la section faite dans la
pyramide par un plan mené paralledlement a la base au quart
de la hauteur a partir de la base.

Soient la pyramide SABCDE (fig. 115) et la section A;B,C;D;E,
menée au quart dela hauteur parallélement a la base; décom-
posons la pyramide en tétraédres SABC, SACD, SADE; on
pourra remplacer ces pyramides par des points matériels placés
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situé dans .son plan et ne la traversant pas est égale au produit
de la longueur de cette ligne par la circonférence décrite par
son centre de gravité.

Démontrons d'abord le théoréme dans le cas dune ligne
brisée. Soit alors ABCDE (fig. 116) une ligne brisée plane tour-
nant autour d'un axe Ox situé dans son plan et ne la traversant
pas, désignons par i, 4, L, & les
longueurs des cotés AB, BC, CD,
DE de cette ligne, par L la lon-
gueur totale de la ligne, par d;, d,
ds, dg les distances des milieux 11,
K, M, N des cotés a I'axe de rota-
tion Or, par G le centre de gra-
vité de la ligne, par d sa distance
aTaxe Ox; en appliquant le théo-
reme des moments a un plan mené par Ox perpendiculairement
au plan de lafigure, on aura

Fig. 116,

0) Ld = !.dl -+ igd;:"‘ ldy + Ld..

D'autre part, la surface engendrée par AB est égde (Traité
de Géométrie, livre VII) au produit de lalongueur AB parla
circonférence décrite par son milieu 11. On adonc

Surf, AB =/, ><3xd,;
on a de méme

Surl. RO = I, >¢ 2nd,,

Surf, CD = §; 3¢ 2nd;,

Snrf, DE = i, >« 2=d,

et, en gjoutant,

Surf. ABCDE =
= 2a(ld) + L, + bidy -+ Ld)).

En Compar@nt arer la farmilla (1Y on alira
Surf, ABCDE = 2«1.d = I, < 2xd,

ce qui démontre le théoréme.

Le théoréme sétend & une ligne courbe en considérant cette
ligne comme la limite d'une ligne brisée inscrite quand les
cOtés de la ligne tendent vers zéro, leur nombre croissant indé-
finiment.
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304. 2° Théoréme de Guldin. — Le volume engendré par une
aire plane exécutant une révolution compléte autour d'un axe
situé dans son plan et ne la traversant pas est égal au produit
de cette aire par la longueur de la circonférence décrite par
son centre de gravité.

Nous distinguerons plusieurs cas :

1" L'aire considérée est un rectangle dont deux cotés sont

' , paralleles a I'axe de rotation.
A B

Soit le rectangle ABA'B' dont les cotés
A { " AB, A'B' sont paralléles a Taxe de rota-
: tion Ox (fig. 117); les cotés A A' et BB’

]

}

I
|

! sont perperdiculaires a cet axe et le ren-
EH;'_S}_E_,; contrent respectivement en a et b. Cela
posé, le volume engendré par le rectangle
ABA'B' est la différence des volumes des
cylindres engendrés par les rectangles abA'B' et abAB. On a
donc

Fig. 17.

Vol ABA'R = AR > aA™ — zAB < gA’
==AB{aA" — aA”)
= xAB>< (aA’' — ah) < (ah’ + aA);
mais aA’ —ad = AN,

et si I'on désigne par G le centre de gravité du rectangle, par
Gg sa distance a Taxe, on a

agA’ + g\ = g ;

donc Yol. ABA'R = mAB < AA" < 20ig,
= (AB >< AA") < 3nGy,

ce qui démontre le théoréme.

2° L'aire considérée est une somme de rectangles qui ont
chacun deux cotés paralléles a |'axe de rotation.

Soient Ai, Az, Ay, Au les rectangles considérés, A, Ai, Az, A,
les aires de ces rectangles, A l'airetotale, Gy, Ui, Gy, (3, G Tes
centress de gravité respectif des aires Ay, Ag Aa, Ay, A, ef d|,
dy, di, ds d les distances respectives des points {i,, (i, (5, U,
0 a Taxe de rotation Ox (fig. 118).

En appliquant le théoreme des moments au plan mené par Ox
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perpendiculairement au plan de la figure, on a
(0 Ad = A dy -+ Agds + Aoty - Aydl.
D'autre part,- on a, d'aprés le cas précédent,
Yol. A, = A, > 2=d,,
Vol Az=A,>< 2nd,,
Vol Ay = Ay < 2ndy,
Vol. A, =A< 2nd,,
cl, en gjoutant membre a
membre,
F Vol. A==3a{Ad,
—+ Mgy + Ayds + Audy),
d'ou, en tenant compte de la formule (1),

Vol. A =2rAd = A > 21‘|:d,

A,

S

ce qui démontre le théoréme.

3 L'aire plane est ijuelcongue.

Toute aire plane pouvant étre considérée comme la somme
ou la limite de sommes de rectangles analogues a ceux que

nous venons de considérer, le théoreme est vrai pour cette
are.

305. UKMAROLI. — S Ton désigne par L la longueur d'une
courbe plane, par d la distance de son centre de gravité a un
axe situé dans son plan et qui ne la traverse pas, par S la sur-
face engendrée par cette ligne en tournant autour de Taxe, on a

O) 8 = 2xLdf ;

de méme, s A et la mesure dune aire plane, d la distance
de son centre de gravité a un axe situé dans son pian et qui ne
la traverse pas, V le volume engendré par cette aire en tour-
nant autour de Taxe, on a

2) Voo 2xAd,

Ces formules permettent de calculer S ou V quand on connait
d e L ou A; inversement, elles permettent de caculer d
quand on connait S ou V et L ou A. Nous alons en donner
des exemples.
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306. Surface et volume d'un tore. — On sait que le lore est
la figure engendrée par un cercle tournant autour d'un axe
situé dans son plan. Plagcons-nous dans le cas ou Taxe de rota-
tion ne traverse pas le cercle; désignons par R le rayon du
cercle, par d la distance de son centre a Taxe. On aura

8 == 2r >< 2nlt < d = dnthd,
V=3rxal?d-=2n?R3d.

307. Centre de gravité d'un arc de cercle. — Soit AH un arc
de cercle ; son centrede gravité G est sur
le rayon Ox perpendiculaire a AB; soit
Oy(fig. 119) le diametre perpendiculaire
a O D'apres le théoréme de Guldin,
0 =  Taire engendrée par Tare AB en tournant
autour de Oy est

y A

are AB > 2500

D'autre part, en tournant autour de
Oy, l'arc AB engendre une zone dont la
hauteur et la corde AB; en désignant par R le rayon de I'arc
de cercle, Taire de cette zone est (Traité de Géométrie, tome |,
n° 865)

B
Fig. 11,

2zH >< AB.
On a donc, en égalant ces deux valeurs de Taire engendrée,
arc AB><0G = R><AB

bi arc AB__ R
ou pien Al 06

On retrouve le résultat établi directement (268).

SX.
Equilibre d'un corps solide géné.

308. Un corps solide est complétement libre lorsque les points
de ce corps ne sont assujettis qu'a la condition de conserver leurs
distances respectives.
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Si I'on impose d'autres conditions aux points du corps, on a
un solide géné ou encore un solide soumis a des liaisons. On
peut, par exemple, assujettir un point du corps a rester fixe ou
& décrire une courbe ou & rester sur une surface. Nous étudierons
les cas suivants: 1° le solide a un point fixe; 2" le solide a un
axe fixe; 3" le solide est assujetti a prendre un mouvement de
translation rectiligne ; 4° le solide sSappuie par un ou plusieurs
de s points sur un plan fixe.

309. Théoreme. — Pour qu'un corps solide ayant un point
fixe O soit en équilibre, il faut et il suffit que le moment
résultant 00 par rapport au point O des forces directement
appliquées soit nul.

La condition est suffisante, car si 00 (fig. 120) est nul le
systéme et équivalent a la résultante générale OR ; cette
force OR es détruite par la fixité du point 0; donc ily a
équilibre.

Pour démontrer quelle est nécessaire, je vais prouver que Si
G OG n'est pas nul, I'équilibre n'existe pas. En
effet, le systéme des forces directement appli-
quées est équivalent au systéme formé par la
force OR et le couple OP, BQ dont I'axe est
/“’B 00. Les forces OP, OR sont détruites par la

fixité du point O; il reste laforce BQ. Il ne

Fig, 120, peut pas y avoir équilibre, car, si I'équilibre

existait, il ne serait pas rompu en fixant I'axe

00 du corps (Axiome 11, 187) ; la force BQ perpendiculaire a

Taxe de rotation 00 ne peut pas maintenir le corps en équilibre
(Axiome 1V, 199).

Menons par le point fixe O trois axes de coordonnées rectan-
gulaires ; conservons les notations du n° 211 ; pour que 00 soit
nul, il faut et il suffit que

L==0, M=il N=10.

Ce sont les trois équations d'équilibre du corps solide qui a
un point fixe.

310. REMARQUE. — Pour que 00 soitnul, il faut etil suffit que
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le syséme des forces directement appliquées soit équivalent a
une force unique passant par 0; donc:

Pour qu'un corps solide qui a un point fixesoit en équilibre,
il faut et il suffit que le systéme des forces directement appli-
guées admette une résultante passant par le point fixe.

311. Réaction du point fixe sur le corps. — Pression du corps
sur le point. — Supposons qu'un corps solide ayant un point
fixe O soit en équilibre ; les forces directement appliquées ont

une résultante OR (fig. 121) ; marquons

R aforce OR' opposea OR; s aux forces

0 directement appliquées on ajoutait la force

" OR', le corps solide, condgdéré comme
Fig. 121, complétement libre, serait en équilibre.
Fixer le point 0 du corps produit donc, au

point de vue de I'équilibre, le méme efet sur le corps que
I'adjonction de la force OR'. Cette force OR' et la réaction

du point 0 sur le corps; la force oppose OR ed la pression
du corps sur le point 0.

312. Théoréme. — Pour qu'un corps solide ayant un axe
fixe soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des mo-
ments desforces appliquéesau solide par rapport a cet axe soit
nulle.

1° La condition est suffisante. En effet, soient OR la résul-
, t a n t e générale OG le moment résultant

b} par rapport aun point 0 de Taxe(fig. 122).
/0 Puisque la somme des moments des forces
B par rapport a I'axe et nulle, OG es nor-

R
: mal al'axe; il exisera donc un couple OP,
BQ ayant pour bras de levier Taxe D et

/0 G pour axe OG ; le syséme des forces et
_ donc équivalent aux trois forces OR, OP,
Fig 133, BQ ; mais ces forces sont détruites par la

fixitédel'axe; doncil y aéquilibre.
2° La condition est nécessaire. Je vais démontrer que s la

somme des moments n'et pas nulle, I'équilibre n'exise pas.
QUCHARD, Traité de Méca. 13
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Soient encore OR la résultante générale, OG le moment résul-
tant par rapport a un point 0 de Taxe (fig. 123); puisque la
somme des moments par
rapport & l'axe n'est pas
nulle, OG est oblique a
|'axe; on peut décomposer
le couple daxe OG en
deux autres ayant pour
axes OH et OK, OH étant
portésur D et OK perpen-
Kig. 123. diculaire & D ; d'aprés ce
qui précede, la force OR
et le couple OK ne produisent aucun €ffet ; il reste a montrer
que sous |'action du couple daxe OU le corps ne peut pas étre
en équilibre. En effet, ce couple peut étre formé de deux forces
OP, BQ perpendiculaires a I'axe ; la premiére rencontrant |'axe
est détruite; il reste laforce BQ qui, d'aprées I'axiome 1V (199)»
mettra le corps en mouvement.

313. REMARQUE. — Pour fixer I'axe I), il suffit de fixer deux
de s points A et R (fig. 124); la fixité du point A introduit
une réaction AP (311); lafixité du point B, une

D réaction RQ. Aprés |'adjonction de ces deux
forces, le corps solide, considéré comme complée-

B tement libre, est en équilibre. 1l en résulte que
la somme des moments des forces directement
A B appliquées et des forces P et Q par rapport aun
axe quelconque doit étre nulle. En particulier, si
I'ORig. 124. prend les moments par rapport a Taxe D, les

moments des forces P et Q sont nuls, ce qui
montre que la somme des moments des forces directement appli-
quées par rapport a cet axe doit étre nulle. On trouve ainsi par
cette méthode la condition nécessaire d'équilibre.

La méme méthode permettrait aussi de déterminer (autant
gue la chose peut étre faite) lesréactions P et Q. Nous indiquons
ce calcul atitre d'exercice (Exercice 60, p. 206).

314. Corps solide assujetti a prendre un mouvement recii-
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lignedetranslation. — Si un tel corps est en mouvement, tous
les points de ce corps décrivent des droites paralléles a une
droite fixe D'OD. Relativement ace corps nous ferons les remar-
ques suivantes :

1° Lecorps est en équilibre sous I'action d'une force F per-
pendiculaire a la droite D.

En effet, supposons lecorps en repos et soumettons-le a I'ac-
tion de laforce F; s'il se met en mouvement, les points de ce
corps se déplaceront tous soit suivant la direction OD, soit sui-
vant ladirection OD'.

A cause de la symétrie évidente qui existe dans la question,
il n'y a pas plus de raison pour que le corps se déplace dans un
ns que dans |'autre; donc il reste au repos.

2° Le corps est en équilibre sous I'action d'un couple quel-
congue.

En effet, on peut sans changer I'axe d'un couple faire tourner
ce couple dans son plan autour du milieu de son bras de levier.
On pourra donc toujours amener les forces de ce couple a étre
perpendiculaires aladroite D; dansées conditions, elles ne pro-
duisent aucun effet sur le corps.

Cdaposé, nous alons démontrer le théoréme suivant:

315. Théoréme. — Pour qu'un corps solide assujetti a pren-
dre un mouvement rectiligne de trandation soit en équilibre, il
faut et il suffit que la somme des projections des forces direc-
tement appliquées sur la direction de la trandation soit nulle.

En effet, soient OR la résultante générde, OG le moment
résultant par rapport a un point 0; menons
s P par ce point 0 une droite D'OD paralléle a la

- B direction de la translation; la force OR peut

Z étre décomposée en deux autres, I'une OH di-

K

rigée suivant OD, l'autre OK perpendiculaire

¢ a OD (fig. 125); laforce OK et le couple OG

ne produisant aucun effet ; il reste donc simple-
y ment laforce OH. Si OH est nul, le corps est
Flg. 125, en équilibre; si OH n'est pas nul, le corps,

SUppose en repos, va se déplacer évidemment
dans le sens de OH. Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit
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donc que OH soit nul ; mais OH est égal a la somme des pro-
jections des forces appliquées au corps sur la direction OD, ce
qui démontre le théoreme.

316. Cas d'un corps solide reposant sur un plan parfaitement
poli. — Supposons, pour fixer les idées, que le plan sur lequel
repose le corps soit horizontal et que le corps soit placé du coté
haut du plan. En chague point de contact du corps et du plan,
il y a une réaction du plan sur le corps (146 et 147); cette réac-
tion est verticale et dirigée vers le haut. Le corps solide pourra
donc étre considéré comme un corps solide compléetement libre
pourvu qu'on gjoute ces réactions aux forces directement appli-
quées. Cela posé, nous considérerons successivement les cas ou
il y aun, deux, trois, un nombre quelconque de points d'appui.

1° Cas d'un seul point d'appui A (fig. 126).

La réaction Ao doit faire équilibre aux forces directement

appliquées; donc les forces appli-

quées doivent avoir une résultante R

o opposte a Aa, Cest-a-dire verticale,

dirigée vers le bas et passant par A.

Réciproquement, s'il en est ainsi

I'équilibre existe, car en prenant la

réaction Aa égde a cette résultante

11, le systéme sera en équilibre quand
on gjoutera la force Aa aux forces appliquées.

2° Cas de deux points d'appui A et B (fig. 127),

Les réactions Aa et B3 ont une résultante Cy appliquée en

v un point C deladroite AB; Cy doit faire
équilibre aux forces appliquées; donc ces
" forces doivent admettre une résultante R
A dirigée vers le has, rencontrant la droite

AB enun point C situé entre A et B.

LG B Dans ces conditions I'équilibre existe;
prenons en effet Cy opposea R; laforce
Cy peut étre décomposée en deux autres
Ao et B3 (et celad'une seule maniére) appliquées en A et B; les
forces directement appliquées et les réactions AR, BR forment

un systeme de forces en équilibre.

Fig. 126,

Fig. 137.
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3° Cas de trois points d'appui A, B, C non situés en ligne
droite(fig. 128).

Les trois réactions Aa, Bf3, Cy ont unerésultante Do, appliquée
en un point D situé al'intérieur du
triangle ; en raisonnant de méme que
précédemment, on voit que pour
qu'il y ait équilibre, il faut que les
forces directement appliquées ad-
mettent une résultante verticale, di-
rigée vers le bas et rencontrant le
plan en un point D situéal'intérieur
du triangle ABC. Réciproguement,

Fig. 128, dans ces conditions il y a équilibre,

En effet, prenons Do éga a R; la

droite AD coupe ladroite BC en un point E; on pourra décom-

poser Do en deux forces verticales Aa, Ee appliquéesen A et E;

puis décomposer Ee en deux forces verticales BR e Cy appli-

quées en B et C; les forces directement appliquées et les réac-
tions Aa, BR, Cy forment un systéme en équilibre.

4° Cas d'un nombre quelconque de points d'appui.

Il existe toujours un polygone convexe et un seul dont tous
les sommets sont des points d'appui et tel que les autres points
d'appui se trouvent a l'intérieur de ce polygone. Ce polygone
est appelé le polygone de sustentation.

Cela posé, les réactions appliquées aux points d'appui forment
un systeme de forces paraléles et de méme sens; ces forces
admettent une résultante dont le point d'application est a l'inté-
rieur du polygone de sustentation. (On le voit en appliquant de
proche en proche la régle de composition de deux forces paral-
leles et de méme sens.)

En raisonnant comme dans les cas précédents, on voit que,
pour que I'équilibre existe, il faut que les forces appliquées
admettent une résultante R verticale, dirigée versle bas et ren-
contrant le plan en un point Il situé al'intérieur du polygone de
sustentation.

Cette condition est suffisante ; en effet, menons une force HP
opposée a R; on pourra (et d'une infinité de maniéres dés qu'il
y a plus detrois points d'appui) décomposer |IP en forces parai-
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léles Aa, BB Cy, etc., appliquées aux points dappui
A, B, C, ... Lesforces appliquées et les réactions Aa, BR,Cy
etc.. forment un systéme en équilibre.

SXI.

Equilibre de systémes de corps solides.

317. Indication de lamarche asuivre. — Considérons plu-
sieurs corps solides reliés entre eux par des liaisons quel congues,
ce qui, au point de vue pratique, est le cas des machines que
Ton rencontre dans |'industrie.

Pour établir les conditions d'équilibre d'un tel systéme, on
considére isolément chacun des corps solides qui composent ce
systeme. On applique a chacun d'eux les conditions d'équilibre
d'un corps solide libre, en ajoutant aux forces directement appli-
quées a ce corps celles qui proviennent des liaisons imposées
au corps. Ces forces de liaisons peuvent étre de deux sortes:

1° Cdles qui proviennent de relationsimposées avec des corps
fixes: ce qui arrive, par exemple, quand on fixe un point ou
une droite du corps, ou encore quand on assujettit un point du
corps a décrire une surface ; 2° celles qui proviennent des actions
des corps les uns sur les autres; relativement a celles-ci, il faut
se rappeler que, daprés le principe de I'égalité de I'action et de
laréaction, a chaque action d'un corps A sur un corps B cor-
respond une action opposée de B sur A.

Il résulte dela que le systéme formé : 1° des forces directement
appliquées, 2° des forces qui proviennent de relations imposées
avec des corps fixes est en équilibre.

Si I'on exprime cerésultat, on obtient une condition nécessaire
d'équilibre du systéme de corps. Cette condition n'est pas en
général suffisante.

318. Probléme. — Deux barres homogenes égales IA, 1A'
(fig. 129) sont articulées en 1, les extrémités A et A' deces
barres sont assujetties a rester sur un cercle vertical O ; trouver
la position d'équilibre.
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Conddérons une postion particuliéredes deux barres | A, |A'.
On voit que le quadrilatere OAIA' admet la droite Ol comme
axe de symétrie. Cette draite

0 pase par le milieu du segment
‘ GG' dont les extrémités sont
) 3 "
les centres de gravité des deux
i & barres A, IA'. Cepointestle
A C 74 centre de gravité H du sys
\B—*/ téme formé par lesdeux barres.
Fig. 129, L'ensemble des deux barres

est soumisaux forcessuivantes:
1° Les poids des deux barres, qui sont équivalents a une
force unique dont la ligne d'action pase par H ;

2° Lesréactions exercées en A, A' par le cercle fixe, qui sont
dirigéessuivant AO,A'O;

3° Les réactions mutuelles exercées par les barres I'une sur
l'autre en |, qui sont représentées par deux vecteurs d'origine
I, de méme grandeur géométrique, de directions opposées

L'ensemble des trois forces (1) et (2) doit ére en équilibre.
Ces forces doivent ére concourantes. La verticale de Il doit
donc passer par 0. On sait que | e aur cette droite.

Cda poss, la barre A es un corps solide soumis a l'action de
trois forces: 1° son poids, appliqué au milieu G delA; 2" la
réaction du cercle, dirigée suivant AO; 3° I'action de la barre
IA" aur labarrelA: ces une force passant par |. Les deux pre-
miéres forces se coupent au milieu S de AO, la troiseme force
doit donc passer par le point S. On montre de méme que I'action
dela barrelA sur labarre 1A' doit passr par le milieu S de
OA'; comme les actions des deux barres I'une sur |'autre sont
égales et oppostes, les trois points S, 1, S doivent &re en ligne
droite.

Réciproquement, Sil en e ainsi, I'équilibre existe: en efe,
on pourra décomposer le poids de la barre IA en deux forces
dirigées suivant SA & S : en changeant le sns de ces deux
composantes on obtiendra respectivement la réaction du cercle
et I'action de la barre 1A' ; les trois forces qui agissent sur la
barre IA se font bien équilibre; il en et de méme pour la
barre 1A".
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Cela posé, désignons par r le rayon du cercle, par | lalon-
gueur de chaque barre, par @ l'angle AOI; c'est l'angle qu'il
faut déterminer pour avoir la position d'équilibre.

Or on a (Jl=OScos?=—£—coscp
et AT = 0A" +- O' —20A < Ol eos g,
ce qui donne {? = r’-—-—-i—r’ cns? g,
. iri_n
d'ou cos’q>=:——r-’-
EXERCICES

1. Déterminer une force située dans le plan ANC connaissant ses
moments par rapport aux points A, H, C.

2. Toute force située dans le plan ABC peut étre décomposée en
trois autres placées sur les cotés du triangle ABC. Démontrer que
cette décomposition n'est possible que d'une seule maniére.

3. Toute force peut étre décomposée en six autres placées sur les six
arétes d'un tétraedre. Cette décomposition ne peut se faire que d'une
seule maniére. — Relation qui existe, quelle que soit la force donnée,
entre les six composantes.

4. Relation qui existe entre les moments d'une force quelconque par
rapport aux six arétes d'un tétraedre.

5. On donne six forces placées sur les six arétes d'un tétraedre ;
relations qui doivent exister entre ces six forces pour qu'elles forment
un systéme équivalent a un couple.

6. On réduit un systéme de forces a deux, dont |'une passe par un
point donné A ; démontrer que la seconde est située, quelle que soit
la fagon dont on fait la décomposition, dans un plan fixe P passant
par A.

7. On réduit un systeme de forces a deux, dont I'une et assujettie
a étre dans un plan donné P ; montrer que, quelle que soit la fagon
dont on fait la décomposition, |'autre passe par un point fixe A du
plan P.

8. Réduire'un systeme de forces a deux, dont I'une passe par un
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point donné A et aune grandeur donnée. — Montrer que le probleme
est possible d'une infinité de maniéres.

9. Etant donné un systéme de forces et un plan P, démontrer qu'en
général il existe dansle plan P un point O et un seul tel quele mo-
ment résultant du systéme par rapport au point 0 soit normal au plan
P. Lieu du point 0 quand le plan P se déplace en restant paralléle
a un plan fixe.

10. Réduire un systéme de forces a deux, dont |'une soit située
dans un plan fixe et I'autre normale a ce plan.

11. Réduire un systeme de forces a deux, dont |'une est placée sur
une droite donnée D. — Discussion.

12. Si I'on réduit un systeme de forces adoux, la perpendiculaire
commune a ces deux forces rencontre a angle droit |'axe central du
systéme.

13. Si I'on réduit un systéme a deux forces, le volume du tétraédre
construit sur ces deux forces reste le méme quelle que soit la maniére
de faire la décomposition.

14. D'une fagon plus générale, si deux systémes de forces sont équi-
valents, la somme algébrique des volumes des tétraédres obtenus en
prenant de toutes les manieres possibles doux forces du premier
systéme et égale a celle qu'on obtient en opérant de meme sur le
second systéme.

15. Trouver le cone décrit par les droites qui passent par un point
lixc A et telles que le moment d'un systéme de forces par rapport a
ebacune de ces droites ait une valeur donnée.

16. Enveloppe des droites d'un plan P pour lesquelles le moment
d'un systeme de forces a une valeur donnée.

17. Etant donné un polygone plan ABCDE..., au milieu de chaque
coté on applique une force perpendiculaire a ce coté, située a la gauche
de |'observateur qui parcourt le périmétre du polygone, égae au coté
considéré. — Démontrer que ces forces forment un systéme en équi-
libre.

18. Lestroisforces Ali, BC, CA forment un systéme équivalent
aun couple. Quel est I'axe du couple ?

19. Etant donnéun polygone plan quelconque ABCDEF, les forces
AB, BC, CD, DE, EF, FA forment un systéme équivalent a un
couple. Quel est I'axe du couple ?
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20. Si sur les cbtés d'un polygone gauche on porte, dans un méme
sens de circulation, des forces égales aux cotés, on forme un systeme
équivalent a un couple. La projection de I'axe du couple sur une droite
1) est le double de I'axe de la projection du polygone sur un plan 11
perpendiculaire a D.

21. Etant donné un tétraédre ABCD, les deux systémes de forces
AH, DC & AC, DB ont méme résultante générale.

22. Etant donnés deux points A et B, on prend les points | et I'

qui partagent le ssgment AB dans le rapport =, et I'on considére

toutes les forces F telles que le rapport des grandeurs de leurs mo-
ments par rapport aux points A et B soit égal a 4;—

Démontrer que les plans (I, F) et (F, F) sont rectangulaires. En
conclure:

1° que les forces F qui passent par un point S sont situées sur
un cbne ayant ses sections circulaires perpendiculaires aux droites
SI, Sl

2° que les forces F qui sont situées dans un plan |l sont tangentes
a une conique (ellipse ou hyperbole) qui a 'pour foyers les projec-
tions des points | et I' sur le plan II.

Examiner ce qui arrive lorsque le point S e situé sur la sphéue
qui a |l'pour diamétre ou lorsque le plan Il est tangent a cette
sphére.

23. Etant donné un triedre Sxyz, on le coupe par un plan qui ren-
contre tes arétes &, Sy, Sz en A, B, C; sur les arétes du triedre
supplémentaire SXYZ, on porte des longueurs Sa, Sb, Se propor-
tionnelles aux aires BSC, CSA, ASB. Démontrer, en appliquant la
théorie des couples, que la résultante des forces Sa, S6, Se es nor-
male au plan ABC.

Etendre ce théoréme au cas d'un angle polyédre quelconque.

24. Démontrer que, pour qu‘'un systeme de forces soit en équilibre,
il faut et il suffit que la somme des moments de toutes ces forces par
rapport a chacune des arétes d'un tétraedre soit nulle.

25. Pour qu'un systéme de forces soit en équilibre, il faut et il suf-
fit que le moment résultant du systeme par rapport a trois points A,
B, C, non situés en ligne droite, soit nul.

26. Condition nécessaire et suffisante pour que |'on puisse placer sur
quatre droites des forces formant un systéme en équilibre.

27. Etant donné un quadrilatere plan ABCD, placer sur les cotés de
ce quadrilatére quatre forces formant un systeme en équilibre.
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28. Aux centres de gravité des faces d'un tétraédre on applique des
forces, perpendiculaires & ces faces, dirigées vers I'intérieur du té-
Iraédre, proportionnelles aux aires de ces faces. Démontrer que ces
quatre forces forment un systéme en équilibre.

Etendre ce théoréme a un polyédre convexe quel conque.

29. Aux sommets d'un tétraedre on applique des forces dirigéessui-
vant les hauteurs, vers I'intérieur du tétraedre, proportionnelles aux
faces opposées. Démontrer que ces quatre forces forment un systeme
en équilibre.

30. On donne des forces F,, F,, ..., F, situées dans un plan P,
appliquées a despoints A, A,, ..., A, déco plan, admettant une
résultante R. Démontrer que si I'on fait tourner toutes ces forces d'un
méme angle autour de leurs pointsd'application, leur résultante tourne
autour d'un point fixe.

31. On considére des forces F,, F,, ..., F, situées dans un plan
P et appliquées ades points A,, A,, ..., A,; soil xOy un angle
droit tracé dans le plan P ; on décompose chaque force F; en deux
autres R, et S; paralléles respectivement & ()x el ()y et appliquées
en A,; soient r le centre des forces paralléles R;, s le centre des
forces paralléles S. Démontrer que si I'on fait tourner I'angle droit
xOy, les pointsr et s se déplacent sur une méme droite; on se place
dans le cas ou larésultante générale du systéme de forces n'est pas
nulle.

32. Soient F; F,, ..., F, les forces paralléles appliquées aux
points A;, A, ..., A,; G lecentre de ce systeme de forces paral -
leles, F leur résultante. En un point quelconque O on applique des
forces (1A}, QAL ..., 0AL dirigées respectivement suivant OA.,
OA,, ..., OA, et ayant pour valeurs algébriques F, < (14,,
Fa<OAy, ..., Faxx DA, Démontrer que la résultante de ces forces
est dirigée suivant O(i et égdea FxOG.

33. Soient A1 A,, ..., A, les points d'application de forces paral-
Iéles ayant respectivement pour valeurs algébriques a,, a,, ..., a,;
G le centre de ce systéme, a lavaleur algébrique de la résultante de
ces forces, M un point quelconque. Démontrer que Ton a

Eﬂ.;ﬁxz =3 N E! -+ Ea;ﬁ.‘\f-
L i

34. Etant donnés cing points quelconques, on méne la droite qui
joint le milieu de deux de ces points au centre de gravité du triangle
formé par les trois autres. Démontrer que toutes les droites ainsi
menées ont un point commun.
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35. On considere un systéme de forces paralléles dont la résultante
générale est nulle. On le partage en deux parties, la premiére ayant
une résultante générale a et la seconde —a ; soit G le centre de la
premiere partie, G' celui de la seconde. Démontrer que quelle que
soit la maniére de faire le partage en deux groupes, la droite GG'
conserve la méme direction et le produit &< {G&G" la méme valeur.

36. Un point quelconque G peul toujours étre considéré comme étant
le centre d'un systéme de forces paralleles appliquées aux soinmels A,
B, C, D d'un tétraedre.

37. Etant donné un triangle ABC et un point quelconque G, on
mene lesdroites AG, BG, CG, qui coupent les cotés opposés BG, CA,
AH en a [s y. Démontrer, par des considérations de mécanique, la

relation \
eB_ fll Ti’!—.._1
aCX[SAxTB“ ’

38. Etant donné un systéme de forces appliquées a un corps solide,
on considére toutes les droites D telles que si I'on fixe I'axe D, le
corps soit en équilibre. Démontrer :

1° que lesdroiles D qi passent par un point A sont situées dans
un plan ;

2° que lesdroites D qui appartiennent a un plan donné passent par
un méme point ;

3° que les droites D qui rencontrent une droite fixe L rencontrent
toutes, en général, une seconde droite L'.

39. Réduire un systéme de forces a trois forces paralléles respecti-
vement & des droites données.

40. Sur une droite Ox, aux points qui ont pour abscisses 1, 2, ...,
M, on place des points matériels ayant une niasse égale a |'abscisse.
Trouver le centre de gravité de ce systeme de masses.

41. Trouver le centrede gravité d'un segment de droite OA, sachant
gue la densité en un point M est proportionnelle a OM.

42. Trouver le «entre de gravité de |'aire d'un carré ABCD sachant
que la densité au point M est proportionnelle a la distance de ce point
au coté AB.

43. Trouver le centre de gravité d'un cube ABCDEFGH sachant que
la densité en un point M de ce cube es proportionnelle a la distance
de ce point alaface ABCD.

44. Trouver le centre de gravité de I'aire comprise entre deux cir-
conférences dont I'une est intérieure a I'autre.
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45. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise entre un arc
d'un quadrant et les tangentes a ses extrémités.

46. Trouver le centre de gravilé de l'aire latérale d'une pyramide
réguliére; d'une portion de cette aire composée d'un nombre quel-
conque de faces latérales.

47. Trouver le centre de gravilé de I'aire latérale d'un cone ; d'une
portion de cette aire limitée par deux génératrices.

48. Centre de gravité de l'aire latérale d'un tronc de cone.

49. Etant donné un pentagone régulier ABCDE, trouver le centre
de gravilé del'aire du quadrilatere ACDE.

50. Etant donné un octogone régulier ABCDEFGH, sur les rolés
AB et CD on construit des triangles équilatéraux placés a I'intérieur
de I'octogone ; trouver le centre de gravilé de |'aire obtenue en enle-
vant de I'octogone ces deux triangles équilutéraux.

51. Etant donnés une courbe C, un point fixe A sur celte courbe,
on prend le centre de gravité p d'un are AM. Quand le point M dé
crit la courbe C, lepoint p décril une courbe y; démontrer que la
tangenteen p ala courbe y passe par le point. M.

52. Etant donnée une ellipse, on considére toutes les cordes MN
telles que I'aire comprise entre I'ellipse et ladroite MN ait une valeur
donnée. Trouver :

i° lelieu desmilieux des cordes MN ;

2° lelieu des centres de gravité des aires découpées dans I'ellipse
par la corde MN.

53. Soit S Il'aire d'une portion de sphére de rayon H, o la projec-
tion de celle aire sur un plan passant par le centre, d la distance de
son centre de gravité a ce plan ; démontrer la formule

Sl = Rs.

54. Etant donné un cube ABCDEFGH, on méne le plan ADGH qui
passe par deux arétes paralléles opposées AD et GH ; trouver le
centre degravilé ABCDGH.

55. Trouver le centre de gravité du volume d'un tronc de pyramide
a bases paralléles ; rapport des distances de ce centre de gravité aux
deux bases.

56. Démontrer que le centre de gravité du volume d'un tronc de
pyramide est le centre de gravité de trois masses placées aux centres
de gravité des deux bases et de la section moyenne, et égales respec-
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tivement aux aires des basss et au quadruple de l'aire de la section
moyenne.

57. Centre de gravité de Taire d'un segment de cercle.

58. Trouver le volume d'un tronc de cone circulaire droit en appli-
quant le théoréme de Guldin.

59. On donne un cylindre de rayon H et de hauteur h; sur une
hase du cylindre on construit un céne de hauteur h. Trouver le centre
de gravité du volume limité par le cylindre et le cone.

60. Un corps solide est mobile autour de I'axe Os ; les projections
de la résultante générale sur les axes Ox, Oy, Os sont X, Y, Z;
celles du moment résultant OG sont L, M et 0. On fixe le point 0
et un point A de l'axe. Calculer les réactions de ces points sur le
corps solide. Expliquer a priori I'indétermination qui se'produit dans
ce calcul.

61. Centre de gravité de I'aire comprise entre une demi-ellipse et
son petit axe. — En déduire le volume de I'ellipsoide de révolution.



CHAPITRE X

MACHINES SIMPLES

319. Définitions. — Une machine simple forme ce que I'on
appelle en mécanique un systéme a liaisons complétes ou encore
un systéme ne possédant qu'un degré de liberté de mouvement.
Dans un tel systeme, chague point décrit une courbe fixe déter-
minée, et la position d'un point sur sa trajectoire suffit pour
déterminer la position de tous les autres points. Un corps solide
mobile autour d'un axe, une vis mobile dans un écrou fixe sont
des systémes a liaisons complétes.

On suppose de plus qu'une machine simple n'est soumise qu'a
I'action de deux forces, lapuissance et la résistance.

Nous étudierons successivement le levier, le treuil et les pou-
lies, le cric, le plan incliné.

Levier.

320. Equilibre du levier. — Unlevier est un corps solide mo-
N bile autour d'un point fixe et soumis a
! I'action de deux forces : la puissance et
! la résistance.

Soient 0 le point fixe, P la puis-
sance, Q la résistance (fig. 130). Pour
que le corps soit en équilibre, il faut et
il suffit (310) que les forces P et Q

Fig. 130. aient une résultante R passant par G.
Si donc on désigne par R' la force
opposte a R, lestroisforces P, Q, R' forment un systéme en
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équilibre ; donc (213) ces trois forces sont situées dans un méme
plan; il en résulte que les forces P et Q doivent étre situées
dans un méme plan passant par le point d'appui O.

Supposons cette condition remplie. Pour que les forces admet-
tent une résultante passant par 0, il faut et il suffit que le
moment résultant du systéme par rapport au point 0 soit mil.
Abaissonsalorsdu point 0 les perpendiculaires Oa, Ob surles
forces P et Q; ces droites Oa, Ob sappellent les bras de
levier de la puissance et de la résistance. Les moments des
forces P et Q parrapport au point 0 étant égaux et de sens
contraires, les angles OaP, ObQ doivent étre de sens contraires,
ce qu'on exprime encore en disant que les forces P et Q ten-
dent a faire tourner leurs bras de levier Oa et Ob en sens
contraires. Enfin, ces deux moments ayant méme grandeur, on
aura

P> 0a = Q >< 08,

C'est-adire que la puissance et la résistance sont en raison
inverse de leurs bras de levier.
Il est clair que dans ces conditions il y a équilibre ; donc :

Pour qu'un levier soit en équilibre il faut et il suffit : 1° que
la puissance et la résistance soient situées dans un méme plan
contenant lepoint d'appui; 2° quelles tendent a faire tourner
leurs bras de levier en sens contraires; 3° qu'elles soient en rai-
son inverse de leurs bras de levier.

321. Charge du point d'appui. —Supposons le levier en équi-
libre; soit R la résultante des forces P et Q; nous savons
(310) que la pression du corps solide sur le point fixe est égae

a R. Cette pression sappelle ici la charge du point d'appui.

322. Différents genres deleviers. — On réduit ordinairement
un levier a une barre rigide AB; aux points A et B de cette
barre, on applique la puissance P et la résistance Q; s Il'on
suppose ces forces perpendiculairesa AB et si 0 est le point
d'appui, on auratoujours

P> 0A = Q< 0B.
Cda posé, on peut distinguer les trois cas suivants :
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1° Le point d'appui est placé entre les points d'application de
la puissance et de larésistance (fig, 131); le levier est du premier
genre. — EXEMPLE : le levier qui sert & soulever les pierres.

2 0 = I’ 5___ o
] K
P

¢ Q
Fig. 131. Fig. 132,

2° Le point d'application de la résistance est placé entre le
point d'appui et le point d'application de la puissance (fig. 132) ;
lelevier est du second genre; la puis-
[Q A sance et toujours plus petite que la

B résistance. — EXEMPLE : |a brouette.
3° Le point d'application de la puis-
sance et placé entre celui de la résis-
P tance et le point d'appui (fig. 133); le
Fig. 133. levier est du troisiéme genre; la puis-
sance et toujours plus grande que la

résistance. — EXEMPLE : la pédale du rémouleur.

g |1I.
Treuil.

323. Treuil. — Un treuil se compose d'un cylindre AB
(fig. 134) terminé par deux cylin-
dres plus petits, ayant le méme
axe et que I'on nomme les tou-
rillons; cest par ss tourillons
que l'appareil reposeen M et N
sur des appuis appelés coussinets.
Sur le cylindre AB senroule une
corde qui est fixéea une extréemité
Fig. 13%. et dont I'extrémité libre sattache

au fardeau a soulever Q. Q es

la force résistante. Sur I'axe du treuil est montée une roue CD

GUICHARD, Traité de Méca. 14
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ayant méme axe queletreuil ; la puissance P est appliquée tan-
gentiellement a la roue CD, généralement par l'intermédiaire
d'une corde. Outre ces deux forces, letreuil est soumis a un poids
w appliqué a son centre de gravité.

324. Equilibre du treuil. — Le treuil est un corps solide mo-
bile autour d'un axe ; pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit
gue la somme des moments des forces appliquées a ce solide par
rapport a Taxe soit nulle. Laforce Q n'est pas appliquée di-
rectement au corps solide ; elle est appliquée a la corde. D'autre
part, la corde agit sur le corps solide. Si I'on néglige le frotte-
ment et la raideur des cordes, I'action de la corde sur le solide
est égaie a Q; elle et appliquée suivant la direction 11K de
cette corde, au point ou la corde touche le cylindre. En somme,
le treuil est soumis & trois forces;'son poids w appliqué au
centre de gravité, lapuissance P appliquée en E tangentielle-
ment alaroue CD, une force égale @ Q appliquéeau point F

ou lacorde touche le cylindre AB (fig. 135). Le moment de w
e,

4
I

E
0

Y7

par rapport & I'axe MN est nul ; les moments de P et de Q
doivent étre de sens contraires; ils doivent ensuite avoir méme
valeur absolue. Si donc on désigne par r lerayon du cylindre,
par H celui de laroue, on aura

| =

X AN
L
"

i
ol

g ——

Fig. 13.

PxR=0>r,
. P-_.L-
ou bien 0 "’

donc le rapport entre la puissance et la résistance est égal au
rapport des rayons du cylindre et de la roue.
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325. Charge des points d'appui. — Le moment OS de la
force P par rapport au centre de la roue est dirigé suivant Taxe
MN ; laforce P est donc équivalente a une force OP' équi-
pollente & OP et a un couple daxe OS; de méme, s O' et
le centre de la section droite du cylindre qui pase par le point
d'application F de la force Q, on pourra remplacer cette
force Q par une force équipollentc O'Q" et un couple d'axe
O'S'; les deux couples OS, O'S' se détruisent (c'est la condi-
tion d'équilibre). Sil y a équilibre, le systéme de forces est donc
équivalent au systeme des trois forces P, Q', w appliquées aux
points 0, G, O' de I'axe; chacune de ces forces pourra étre dé-
composée en deux forces paralléles appliquées en M et N. En
composant ensuite les trois forces appliquées en M, puis les
trois forces appliquées en N, on réduit le systéme aux forces
MU et NY appliquées en M et N; ces forces MU et NV
sont les pressions du corps sur les points M e N ou les
charges despoints d'appui M et X.

On peut remarquer que MU et NV sont perpendiculaires a
|'axe MN.

326. Différents typesdetreuils. — 1" Treuil des puits. —
La roue est remplacée par une manivelle be, adaptée a l'extré-
mité d'un bras ab monté sur Taxe a I'extrémité de I'un des

b ¢
3
B A
N M
Fig. 136.

tourillons (fig. 136); la puissance Sexerce par la main d'un
homme qui saisit lamanivelle.

2° Treuilsdes carriers. — Laroueici est treés grande, évidée
al'intérieur ; sur son pourtour elle porte des chevilles. Un ou
plusieurs hommes agissent sur cette roue en montant sur les
chevilles fit en se plagant un peu au-dessous de I'axe.
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Ici la puissance est le poids de I'homme, P ; cette puissance
n'es plus tangente a la roue. Soit | la position de I'homme sur

Fig. 447.

laroue, a l'angle que fait le rayon Ol avec I'horizon ; le mo-

ment de la force P par rapport a I'axe e PR cosa; celui de
la résstance es toujours Qr; I'éguation
d'équilibre est donc

. PR cos a = Qr.
u 3° Cabestan. — Le cabestan et un treuil
dont I'axe es vertical ; on I'emploie pour
P le transport horizontal des fardeaux. Les
Fig. 138, tourillons sengagent dans une charpente
fixe qui supporteletreuil ; letourillon

supérieur porte une téte T traversée par de longues barres
horizontalestelles que ab (fig. 139); la puissance et exercée



MACHINES SMPLES 213

par un ou plusieurs hommes qui agissent a l'extrémité de ces
barres.

§ 1L

Poulies. — Moufles. — Palans.

327. Poulie. — Une poulie est une petite roue en bois ou en
métal dont la circonférence est creusée suivant un profil qui
forme la gorge. La gorge est
représentée en EE' dans une
coupe de la poulie faite sui-
vant un diamétre (fig. 141).
L'axe de la poulie repose par
A $S extrémités sur les branches

e d'une chapeen fer ABGD (fig.

141); cette chape porte a sa

Fig. 150, Fig. 141, partie supérieure un crochet

H, comme l'indique la figure

140 qui représente une projection de la poulie sur le plan de la
roue. Une corde senroule sur la gorge dela poulie.

328. Poulie fixe. — On obtient la poulie fixe en accrochant
le crochet de la chape a un point fixe. La corde qui senroule
sur la poulie est sollicitée a I'une de ses extrémités par la puis-
sance, a l'autre par la résistance. En négligeant le frottement et
la raideur des cordes, on peut appliquer ces forces P et Q aux
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points A et B ou la corde quitte la poulie (fig. 142). Pour
qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que les moments des forces
P et Q par rapport a I'axe de la
poulie soient égaux et de signes
contraires. Si donc r désigne le
rayon de lapoulie, on aura

Pr=:Qr,
d'ou P=Q;
par conséquent :
Pour quil y ait équilibre, il
faut que la puissance soit égale a
Fig. 143, la résistance.

Limitons la poulie a un disque
circulaire de centre 0; la résultante des forces P et Q pas-

sorapar 0, et si R est cette résultante, on aura

R =2Psin &,

2a désignant I'angle des rayons OA et OB ; cette résultante R
et la pression sur le point O ou la charge du point d'appui.

329. Poulie mobile. — Dansla poulie mobile, I'une des extré-

mités de la corde est attachée a un point fixe B ; al'autre extré-

mité est appliquée la puissance P; le

B fardeau a soulever, c'est-a-dire la résis-

P tance Q, est appliqué au crochet de la

chape (Ji.g. 143). La poulie est soumise

a trois forces : la puissance P appliquée

au point A tangentiellement ala poulie,

la résistance Q qu'on peut transporter

? au centre 0 dela poulie, enfin la ten-

Fig. 133, sion T du cordon BB' appliquée en

B' tangentiellement a la poulie. La

force Q rencontrel'axe 0 de la poulie; en prenant les moments

par rapport a cet axe, on aura, en désignant encore par r le
rayon de la poulie,

Pr = Tr,

Cest-a-dire P=T. La force Q doit étre opposée a la résultante
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des forces égaes P et T, ce qui exige que les directions des

forces P et T soient également inclinées sur la

verticale. Désignons par a l'angle que font ces S_l

directions avec la verticale ; en écrivant que la e

projection de Q sur la verticale est égale en

valeur absolue a la somme des projections de
P et de T, on aura

b

Q=2Pcos a

S les deux brins de la

™
corde sont paraleles, on a ‘:,_L
J

Q—2P; larésistance et le q
L~ L~ double de la puissance.
Fig. 4%, Fig. i35,
330. Moufle.— Unemoufle

et un assemblage de plusieurs poulies dans une meme chape.
En général, ces poulies sont égaes et
tournent autour d'un méme ave, comme
I'indique la coupe représentée dans la
figure 144. D'autres fois, au contraire, les
poulies sont inégales et leurs axes sont
paraléles (fig. 145).

331. Palan. — Un palan se compose
de deux moufles M et M'; supposons
pour fixer les idées que la moufle M con-
tienne trois poulies A, B, C et la moufle
M' trois poulies A', B', C (fig. 146).

Le crochet de lamoufle M est fixé & un
point immobile, le crochet de la moufle
M' porte le fardeau Q qu'il Sagit de sou-
lever ; c'est larésistance. Une corde dont
I'extrémité E est libre vient Senrouler
sur la poulie A, puis successivement sur
les poulies A', B, B', C, C; le brin de

Fig. 145, corde qui part ensuite de C vient sSatta-
cher aun point 0 de lamoufle M. A |'ex-
trémité libre E de la corde on applique la puissance P.

i A e e A e L

R R A
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Si Ton considere I'équilibre de chague poulie qui forme le
systéme M, on voit que les tensions de tous les cordons qui y
aboutissent doivent étre égales a la force P ; ces tensions sont
les mémes que celles qui représentent I'action des cordes sur les
poulies du systéme M'. On peut donc dire gu'a chague cordon
correspond une force dirigée suivant le cordon, vers le haut,
égale a P. On peut, sans erreur sensible, considérer ces forces
comme verticales. La moufle M' est donc soumise d'une part a
six forces verticales égales a P et dirigées vers le haut, d'autre
part a la force Q qui est verticale et dirigée vers le bas. Pour
qu'il y ait équilibre, il faut donc que

Q=6P.

D'une maniéere générale, si les moufles contiennent chacune
n poulies, on aura
Q = 2nP.

La résistance est donc 2n fois plus grande que la puissance.

§1V.
Cric.

332. Cric. — Un cric est un appareil qui sert a soulever de

lourds fardeaux. Il se compose d'une crémaillére

AH (fig. 147) qui engréne avec un pignon C.
B Sur Taxe de ce pignon C est montée une mani-
velle 1L (fig. 148). Tout le rouage et la partie
inférieure de la crémaillére sont logés a I'inté-
rieur d'une boite en bois; la manivelle est pla-
cée a l'extérieur de cette boite. L'axe de la
manivelle porte une roue a rochets R (fig. 149)
sur laquelle vient sappliquer un cliquet 1K
mobile autour de I. Ce cliquet permet a la roue
A Il et par suite a la manivelle de tourner dans le
sens de la fleche, mais I'empéche de tourner
en sens contraire. Cet encliquetage a pour but
d'empécher la crémaillére de descendre, a moins
que I'on ne souléve le cliquet 1K.

Fig. 137.
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L'extrémité supérieure de la crémaillére porte un crochet qui
permet de saisr le fardeau Q qu'il sagit de soulever ; cest la

T re’sistancg. L?. p\uissano,e
H L P est appliquée a I'extré-
I &\ mité L de la manivelle,

' tangentiellement au
] cercle décrit par L.

333. Equilibredu cric.
Fig. 140, — Par rapport au bati
fixe la crémaillére peut
prendre un mouvement de trandation, tandis que le pignon C
et la manivelle IIL peuvent tourner autour d'un axe fixe. Nous
supposerons les dimensionsddes dents d'engrenage suffisamment
petites pour que I'on puise assmiler le pignon C a un cercle
assujetti a rester au contact avec la crémaillére, la face de
contact éant assmilée a une droite A tangente au cercle en |.
A En dehors de la puissance et de la résis-
tance il y a lieu de faire intervenir les
actions réciproques du pignon et de la
crémaillére I'un sur l'autre. Ces forces
C sont représentées par deux vecteurs | F,
v‘:’ IF" (fig. 150), d'origine |, de méme gran-
' deur, de directions oppostes, et peuvent
U‘----]. Sparément &re déoomposies en  deux
forces U, 1V; IU", 1V, dontleslignes
Flg. 140, d'action sont : & pour JU, IU"; CI nor-
mal a A enl pour 1V, | V. L'influence
de la pesanteur sur la crémaillére e I'ensemble du pignon et
de la manivelle fait intervenir des forces, petites relativement
aux forces données, & qui seront négligées dans le raisonne-
ment.

Flg. 118,

=

N

5§

Nous étudierons séparément I'équilibre de la crémaillére et du
syséme pignon manivelle.

Soit IF' l'action exercée par le pignon sur la crémaillére.
Comme la crémaillére est assujettie a prendre un mouvement de
trandation paralléle a la direction 4, on sait (315) que la condi-
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tion nécessaire et suffisante pour qu'il y ait équilibre sécrit

Q +1U'=0,
ou Q=1U.

L'ensamble pignon manivelle est assujetti a tourner autour de
I'axe du pignon G, qui et fixe. S ¢ désigne le rayon du pignon,
r le rayon de la manivelle, IF représentant I'action de la cré-
maillére sur le pignon, la condition nécessaire e suffisante d'équi-
libre (312) et que la somme des moments de IF €& de P par
rapport a I'axe soit nulle. On a donc

10> p="DPr,
ou Q)(F._—.-Pr.
p

Q

£,
r r

Sv.

Plan incliné.

334. Planincliné. — Soit un plan P qui n'ex ni horizontal
ni vertical ; couponsle par un plan horizontal H. Consdérons la

Fig. 15

portion P' du plan P qui e au-dessus de H ; consdérons de
méme le demi-plan H' du plan H qui forme un angle aigu a
avec le demi-plan P' (fig. 151).
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Le coté basdu plan P et cdlui qui et du méme cbté que la
portion H' ; le cbté haut est de I'autre coté.

Consdérons un corps solide soumis a des forces quelconques
e assujetti a reposer sur le cbté haut du plan P ; nous nous
proposons de chercher les conditions d'équilibre de ce corps
solide en supposant le plan P parfaitement poli. Nous savons
que, dans ce cas, le corps peut ére consdéré comme compléte-
ment libre, pourvu gqu'on ajoute aux forces directement appli-
quéss lesréactions du plan sur le corps. Ces réactions sont appli-
quéss aux points de contact du corps € du plan; eles sont
normales au plan et dirigées du coté haut. Ces réactions ont
donc une résultante R, normale au plan, dirigée vers le haut
et appliquée en un point stué a l'intérieur du polygone de
sustentation ABCDE (fig. 151). Pour qu'il y ait équilibre, il faut
et il suffit qu'aprés I'adjonction aux forces directement appli-
quées d'une force R satisfaisant aux conditions précédentes, le
corps solide, considéré comme un corps complétement libre, soit
en équilibre.

Parmi les forces directement appliquées, il y a lieu de tenir
compte du poids (s I'on ne tenait pas compte du poids, il n'y
aurait pas de raison de dire que
le plan et incliné) ; cest une
force verticale e dirigée vers le
bas.

Prenons comme plan de la
figure (fig. 152) le plan vertical
mené par le centre de gravité
perpendiculairement au plan P;
il coupe lesdemi-plans |1’ et P'
suivant les droites OA & OB

Fig 12 faisant entre eles un angle a;

OB et la ligne de plus grande

pente du plan P. On peut décomposer la force P en deux autres

GC et GD ; laforce GC et normale au plan P et dirigée versle

bas; la force GD ed paralléle a la ligne de plus grande pente
¢t dirigée vers le bas. On a en outre

GC=Pcosa, GD=Psina.
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335. Equilibre d'un corps solide posé sur un plan incliné. —
Nous prendrons trois axes rectangulaires Gx, Gy, Gs menés par
le centre de gravité G ; I'axe Gx e paralléle a laligne de plus
grande pente du plan; I'axe Gz es normal au plan et dirigé vers
le haut, enfin I'axe Gy est perpendicu-
laire au plan Gxz (fig. 158). Les pro-
jectionsdu poidssur cesaxessont (334)

—Psina, 0, —Pcos a.

Les moments du poids par rapport
aux axes sont nuls.
D'autre part, la résultante R des
Fig. 1£3. réactions et paralldle a Gz, dirigée
vers le haut; on peut transporter son
point d'application au point M ou €lle rencontre le plan Gxy ;
ce point M devra se trouver a l'intérieur de la projection du
polygone de sustentation sur le plan Gxy.
Les projections de la force R sur les axes sont

0, 0 R.

Ses moments par rapport aux axes seront, en désignant par et
n les coordonnées du point M,

2R, —R, G

Conddérons maintenant le syséme des forces directement
appliguées, autres que le poids, soient X, Y, Z la somme des
projections de ces forces sur lesaxes Gx, Gy, Gz et L, M, N les
moments de ces forces par rapport aux mémes axes. En écrivant
que le corps solide, suppost libre, est en équilibre sous I'action
de ces forces, du poids e de la force R, on aura

X —Psgine =0, (L-+wR=10

(1‘ Y =0, (2) <(M—ER =0
J

L—Peosz+R=10, N=10

On a donc d'abord trois éguations nécessaires pour que
I"équilibre exige:
X —Psina=10,
Y =0,

3
® N=0.
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De la troisiéme des équations (1) on déduira ensuite
(4) R=Pcosa—Z,
puis des deux premiéres des équations (2),

M
(S) E:E, -rl=_..-i.

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que les trois
conditionssuivantes soient satisfaites:

1° Lestrois équations (3) sont satisfaites;

2° La valeur de R fournie par I'équation (4) est positive;

3° Lepoint M dont lescoordonnées § et+ sontdonnéespar les
formules (5) se trouve a l'intérieur de la projection du polygone
de sustentation sur le plan Gxy.

336. Cas ou il n'y a qu'une seule force, autre que le poids,
appliquée au corps solide. — Appliquons au corps solide une
saule force F, ayant pour composantes X, Y, Z et appliquée en
un point M ayant pour coordonnéss x,y, z. On aici

L= vYzZ— sY, M = zX — Xz, N =XY —yX.
Les équations (3) du numéro précédent donnent d'abord
X=Psina, Y =0.
L'éguation N =0 devient alors
—yPsina=0,
d'ou y=I0

Y ety éant nuls, la force F est située dans le plan des xz;
élen'es pas paralléle a I'axe des z puisgue X n'es pas nul ; on
peut supposer cette force transportée au point ol €le rencontre
I'axe des z soit § le z dece point; on aura

L =0, M=% Psina.

Les formules (2) du numéro précédent donnent
Psineg

R
Les conditions d'équilibre sont alors les suivantes :
1° L'expression

r= 0, t=

R=Posa—7Z
est positive.
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2° Lepoint de I'axe des x dont I'abscisse est

_{Psina
t= R

se projette a l'intérieur du polygone de sustentation.

gVl.

Machines.

337. Une machine n'a pas seulement pour but de maintenir en
équilibre la puissance et larésistance. Les pointsd'application de
ces forces se déplacent. Le point d'application de la puissance se
déplace dans le sens de cette force, ou du moinsla direction de ce
déplacement fait un angle petit avec la direction de lapuissance ;
il en résulte que le travail de la puissance est positif : cest le
travail moteur T,

Au contraire, le point d'application de |la résistance se déplace
en sensinverse de cette résistance ou, du moins, ladirection de
ce déplacement fait un angle voisin de 180° avec la direction de
la résistance; le travail de cette résistance est donc négatif; nous
le désignerons par —T,; T, es le travail résistant.

Une machine a donc pour but de transformer un travail (le
travail moteur) en un autre, le travail de la résistance.

338. Théoreme. — S une machine simple est mise en mou-
vement, les conditions d'équilibre étant remplies a chaque ins-
tant, le travail de la puissance est égal et de signe contraire a
celui de la résistance.

Nousallonsvérifier
ce théoréme successi-
vement sur le levier,
les poulies, le treuil
et le cric.

Fig. 15, Levier. — Soient

0 le point fixe autour

duquel se meut le levier, P la puissance, Q la résistance que

nous pouvons supposer appliquées a l'extrémité de leurs brasde
levier A et B (154).
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Supposons que tout le systéme se déplace dans le plan OAB ;
le point A décrit un are de cercle AA' dans le sens de la puis
sance; le point B décrit un arc BB' en ssnsinverse de la résis-
tance Q; letravail de' P et positif, celui de Q négatif. On a

Tr.P== P ><arc AA",
—Tr.) =0Q > arc BB

Les angles AOA', BOB' sont égaux et de méme sens, par
conséguent les arcs AA', BB' sont entre eux comme OA e OB,
donc

Tr.P_Px0A
—Tr.Q" Qx<OB

Mais s le levier es en équilibre (320), on a
P><0A=0Q > 0B;

donc les travaux des forces P e Q sont égaux e de sns
contraires.

Poulie fixee — Dans la poulie fixe, on a, sil y a équilibre
(328), P=Q; les points d'application des forces P et Q se
déplacent de quantités égales; le point d'application de P dans
le sns de cette force, le point d'application de Q en sensinverse
On a donc bien

TrP=—Tr.Q.

Treuil. — Supposons que le treuil tourne autour de son axe
d'un angle@; le point d'application E de la puissance décrit
dans le ssns de cette force un arc R (324) ; le travail de la puis-
sance est donc

PRe.

Le point d'application F de la résistance Q décrit, en sns
inversede Q, un arcr@ ; le travail de Q est donc
— Qro.
S'il y a équilibre (324),
PR = {r;
donc Te.P = —Tr.[.
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Cric. — Supposons que l'arbre de la manivelle et le pignon C
(332) tournent d'un angle @ ; le point d'application de la puis-
sance décrit dansle sens de cette force un arc rp ; le travail de
la puissance est donc

&P = Prg.

D'autre part le déplacement rectiligne de la crémaillére est
mesuré par ¢, et le travail de la résistance a pour expres-

sion
80 = — Qpy-
Mais on a (333)
Qp =Pr;
donc 6P 460 =10.
EXERCICES

1. Deux barres homogénes OA, OB, de méme densité, rectangu-
laires, ayant pour longueurs a et 6, sont mobiles dans un plan
vertical autour du point O supposé fixe. Trouver la position d'équi-
libre.

2. Une barre homogene pesante AB se déplace dans un plan verti-
cal. L'extrémité A doit glisser sans frottement sur une droite OR;
I'extrémité B, sur une droite OS; trouver les positions d'équilibre.

3. Trouver les conditions d'équilibre d'un levier en tenant compte de
son poids.

4. Equilibre d'une barre AB dont une extrémité A sappuie sur
un plan vertical, |'extrémité B sur un plan borizontal, en tenant
compte du frottement. On supposera que le coeflicient de frottement
est le méme sur les deux plans.

5. Deux plans inclinés sont adossés I'un a l'autre ; leurs lignes de
plus grande pente CA et CB font respectivement des angles a et
avec I'horizon. Un point M de masse m est placé sur CA ; un point
M' de masse m' est placé sur CB. Ces deux points sont liés par un
fil inextensible qui passe sur une poulie infiniment petite placée en C.
Conditions d'équilibre.
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6. Condition d'équilibred'un corpssolide placé sur un plan incliné
et soumis, outre son poids, a |'action d'une seule force.

7. Un cdnederayon R et de hauteur h repose par sa base sur un
plan incliné. Au sommet S on applique une force F paralléle a la
ligne de plus grande pente et dirigée vers le haut. Condition d'équi-
libre.

8. Dans le treuil des puits on considere le moment ou la puissance
est verticale et dirigée vers le haut. Calculer a cet instant les pressions
sur les pointsd'appui. - Peut-il arriver quela pression sur le coussi-
net le plus rapproché de la manivelle soit dirigée versle haut? Quel
et I'inconvénient qui en résulterait ?

SUETS DE CONCOURS DADMISSION A SAINT-CYR

1920. — Lelong de la ligne de plus grande pente d'un plan incliné
de 60° sur I'torizon; et vers le haut, on lance un mobile avec une
vitessede2 métresalaseconde.

A quelle distance de son point de départ le mobile se trouve-t-il au
bout de 10 secondes ? Quelle vitesse a-t-il a cet instant ?

Il n'y a pas de frottement ; g=980 C. G. S.

1921. — a) Au sommet A d'une plaque carrée de poids négligeable
est suspendu un poids de grandeur x; aux sommets B, C, D sont
suspendus des poids égaux de grandeur 4. Calculer les distances du
centre de gravité du systéme aux c6tés du carré. On prendra

AB = 1.

b) Sous I'action de ces poids la plaque reste en équilibre quand elle
repose sur deux pointes qui la rencontrent, I'une au milieu E de AB,
|'autre en un autre point, F, du périmetre. Déterminer la position de
cepoint F ; indiquer comment il se déplace quand x varie et dire, sui-
vant les valeurs dex, sur quel coté il se trouve.

c) Calculer la réaction de I'appui E ; comment varie-t-elle avec x ?
Tracer la courbe représentative de cette variation.

1922. — On applique aux sommets d'un triangle ABC trois forces
Aa, BB, Cy respectivement équipollentesa BC, CA, AB.
GUICHARD, Traité de Méca. 15
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1° Démontrer que ces trois forces forment un systéme équivalent a un
couple. Trouver |'axe de ce couple.

2° On fait tourner ces forces autour de leurs points d'application d'un
méme angle'w et dans le méme sens, ce qui les amene en Aa’, B3, Cy".
Démontrer que ce systéme Aa', BB, Gy' est équivalent a un couple.
Trouver |'axe de ce couple. Pour quelle valeur de w les trois forces se
font-elles équilibre ?

1923. — Une pyramide SADCD a pour base un carré de coté a ;
les arétes latérales sont égales a a ; on coupe par un plan A' B'C' D'
passant par les milieux des arétes latérales. Trouver le centre de gra-
vité :

1° du volume du tronc de pyramide ABCDA'D'CMV ;

2° de sa surface latérale ;

3° de sa surface totale,
en supposant toujours que les corps sont homogeénes.

1924. — On considére un cube ABCD abcd de centre O et de coté |,
Aa, Bb, Ce, Dd sont paralléles et de méme sens ; AB et DC sont paral-
léles et de méme sens ; le cube est orienté de telle maniére que le moment
du vecteur AB par rapport au point a soit dirigé suivant ad, de a
vers d.

On désigne par S le systéme des deux forces représentées par les vec-
teurs AB, Ce. Trouver un systéme équivalent a S et congtitué par une
force OF appliquée en O et un couple dont on représentera I'axe (ou
moment) par un vecteur (HT. Calculer les longueurs des lecteurs OF et
OG et construire les points ou les droites portant ces vecteurs percent
la surface du cube.

1925. — 4" De deux pointsAy, A, situéssur une méme horizontale, on
lance, au méme moment, deux points pesants m, m, avec des vitesses
Vo, V. My est lancé verticalement vers le haut ; m est lancé dans le plan
vertical AAo, dans une direction faisant I'angle a avec I'horizon.

Démontrer que, pour que les deux mobiles se rencontrent, il faut et il
suffit qu'ils soient @ chaque instant sur une méme horizontale. v, étant
donnée, quelle est la valeur minimum de v qui permet la rencontre
avant que mp soit revenu en A ? Quel est I'angle a correspondant ?

2° De deux points A, A,, situés sur une méme verticale, partent au
méme instant deux mobiles my, m, avec des vitesses vy, V. My Se meut
uniformément sur une horizontale H ; m est pesant et est lancé dans le
plan vertical contenant H dans une direction faisant un angle a avec
I'horizon. Démontrer que, pour que les deux mobiles se rencontrent, il
faut et il suffit qu'ils soient & chaque instant sur une méme verticale ;
Vo étant donnée, quelle est la valeur minimum de v qui permet la
rencontre ? Quel est I'angle a correspondant ?

Distance AA, = / ; accélération de la pesanteur = g.
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1926. — Soit un cube ABCDA'B'C'D', ou AB, BC, CD, DA dési-
gnent les arétes consécutives d'une méme face, les

r
¥ __ KX ommes (A, A", (B, B, (C.C), (D, D) formant
c 11/ les couples de sommets opposés. Montrer que le
: plan ACD' est perpendiculaire a la diagonale BB'
"D Y en son tiers a partir de B. Déterminer le centre de
J\" B gravité du tétraedre, solide et homogéne, BACD',

puis le centre de gravité de la portion complémen-
taire du cube, supposée elle auss solide et homogéne.

1927. (1'® composition). — On considére un tétraédre régulier ABCD

— > — o =

et les forces représentées par les vecteurs AB, BC, CA, et DA, DB, DC.

Résultante générale et moment résultant, par rapport au point D, de
ce systeme de six forces.

1927.  (Composition refaite). — Un parallélépipede oblique a bases
paralléles a pour base un carré ABCD de coté AB = 1 metre ; il repose
sur le plan horizontal par cette base et est supposé rempli d'une subs-
tance pesante et homogene.

Les arétes latérales sont paralléles au plan vertical passant par AG
et font un angle de 45° avec le plan horizontal : quelle longueur maxi-
mum doit avoir I'aréte AA"' pour que le parallélépipede ne bascule pas ?

1928. — Dans le plan vertical xOy (Qx horizontal, Oy vertical
dirigé vers le haut), on suppose réaliste matériellement la parabole
dont I'équation est y= X Sur cette courbe glisse, avec frottement,
un point Y matériel pesant; le coefficient de frottement est /"=0,2.
Dans quelle région de la courbe peut-on abandonner le point P, sans
vitesse initiale, pour qu'il reste en équilibre ?

1929. — Une hille matérielle, de rayon suffisamment petit pour étre

assmilée a un point, glisse sans frottement sur un plan V incliné a 45°

sur I'horizon : le croquis figure la coupe du plan P

0 par un plan vertical contenant la ligne de plus grande

pente OA et I'on suppose que le bord inférieur du plan

est congtitué par I'horizontale issue de A. A l'instant

A initial la bille est abandonnée en 0 sans vitesse ini-

tiale : quelle doit ére la distance OA pour qu'au bout

dune seconde la hille arrive en A? A partir de A, la bhille tombe

dans I'espace libre : quelle trajectoire décrit-elle, en supposant négli-

geable la résistance de I'air ? Définir cette trajectoire par ses ééments

géométriques usuels; calculer la vitesse de la bille deux secondes aprés
le départ du point O.

Accélération de la pesanteur : g = 981, en prenant le centimétre pour
unité de longueur, la seconde pour unité de temps.
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1930. — On tire d'un point A sur un point B tel que AB =2 000" ;
A et B sont supposés a la méme cote et la résistance del'air sur le
projectile est supposée négligeable ; ce projectile est supposé animé
d'une vitesse initiale de 700 métres a la seconde. Déterminer I'angle
detir, c'est-a-dire'angle de la bouche a feu avee I'horizontale AB,

A puis la fleche de la trajectoire,
g=9"81 par seconde.

1931.— Uneéchelle AB est appuyéeen A contre

& un mur vertical et repose en B sur le plan horizon-

tal; I'angle OAB de I'échelle avec la verticale est de

30°; le contact avec le mur vertical a lieu sans frot-

tement; le contact avec leplan horizontal alieu avec

frottement. On constate que I'échdle reste en équi-

0 @ libredans cette position ; trouver & quelle limite est

supérieur le coefficient de frottement de I'échelle et

du plan horizontal sachant que le centré de gravité G de I'échelle est
aumilieu de AB. (L'échelle est assimiléea unesimpletige AB.)

1932.—Onconsidereuncube ABCDA'B'C'D’ et lescentresw, w', a.,
, i, v, o desfaces ABCD, A'B'C'D', ABA'B',
D ¢ BCB'C, CDC'D', DAD'A’". Montrer que les six
pointsw, w', aa, 3,8 sont sommets d'un oc-
taédre régulier dont on déterminera le volume
en fonction de I'aréte a du cube. On considere
FLY lesquatreforcesreprésentées par lesvecteurs
- C e e
afi, pr, 8, &ia: trouver la résultante générale
A B relativea 0, centre du cube, de ce systéme et
le moment résultant de ce systéme relativement a un point arbitraire
del'espace.
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