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Vorwort.

Die Theorie vom Verlauf der Bewegungen mechanischer Systeme,
d. h. der Ldsungen von Systemen von Differentialgleichungen, all-
gemeiner der ,Stromlinien" stationdrer ,Stromungen” im grof3en, hat
innerhalb der letzten zehn Jahre durch das Eindringen malitheoreti-
scher Gesichtspunkte eine Reihe neuer Impulse erfahren. Der Anstol
zu dieser Entwicklung ging von der Ergodenhypothese der MAXWELL-
BOoLTZMANNSschen Gastheorie und der Verriihrungshypothese der GIBBS-
schen statistischen Mechanik aus. Diese Fragen sind heute insoweit
geklart, als die Existenz des Zeitmittels einer Phasenfunktion 18ngs der
Stromlinien feststeht (bis auf eine Nullmenge), und prézise Bedingungen
far Volumenproportionalitat der mittleren Verweilzeit (Ergodizitat) er-
mittelt worden sind. Diese ,Ergodensétze" verdankt man v. NEUMANN,
CARLEMAN und vor allem BIRKHOFF. Auch kennt man die Bedingungen
daftr, da® im Laufe der Zeit vollstandige Vermischung im Phasenraum
eintritt. Sie lassen sich z. B. aus der Gestalt des ,Eigenspektrums”
der Strémung (KOOPMAN, CARLEMAN) ablesen. Abgesehen von dem rein
mathematischen Interesse, das diese Fragestellungen verdienen, be-
ruht ihre Bedeutung darin, daf sie uns das Verstéandnis fir die stabilen
Haufigkeitserscheinungen in der Natur vermitteln. In dieser Hinsicht
ist ihre Bedeutung keineswegs durch die klassische statistische Mecha-
nik erschopft. Se wird in der Zukunft wieder in helles Licht treten,
wenn einmal die Losung des Turbulenzproblems auf Grund der klassi-
schen Hydrodynamik gelungen ist.

Statistik ist Maf3theorie. Es ist deshalb wohl verstandlich, daf in
den folgenden Zeilen die malitheoretischen Gesichtspunkte vor den
topologischen den Vorrang einnehmen. Den Mathematikern, die dem
ofast alle" oder ,bis auf eine Nullmenge" keinen Geschmack ab-
gewinnen konnen, sei entgegnet, dal sich nur so das, was in der Natur
,,in der Regel" sich ereignet, mathematisch interpretieren 1a3t. Handelt
es sich jedoch um die effektive Konstruktion eines mathematischen
Objektes in einer Klasse von Objekten, so ist allerdings das ,.fast alle
Objekte der Klasse" nur ein schwacher Ersatz.

Der Verfasser war bestrebt, nicht nur die Hauptsétze selbst, sondern
auch die erforderlichtn Hilfsmittel im Interesse der unabhéngigen Les-
barkeit mit Beweisen oder Beweisandeutungen darzustellen, z. B. Sétze
der allgemeinen Mal3- und Integrationstheorie, der harmonischen
Analyse und der Spektraltheorie der unitéaren Operatoren im HILBERT-
schen Raum. Was den Hauptgegenstand betrifft, so bedauert der
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Verfasser, da® heute eine umfassende, mit weitreichenden Methoden
ausgestattete Theorie noch nicht existiert. Dazu steckt noch zu
vieles in den Anféangen. Vor allem ist die Entscheidung, ob ein ge-
gebenes dynamisches System ergodisch ist oder nicht, bisher nur in
wenigen Fallen gelungen, z. B. bei den geodatischen Linien auf Fléchen
konstanter negativer Krimmung. Gleiches gilt von der Mischung, wo
es neben ad hoc konstruierten Beispielen bis jetzt nur zwei Anwen-
dungen, namlich auf die Gesetze der grof3en Zahlen und die WiENERsche
Theorie der zufélligen Funktionen gibt. Diese Anwendungen deuten
jedenfalls darauf hin, daf3 die Bedeutung statistischer (malf3theoretischer)
Fragestellungen bei Abbildungen und Stromungen Uber das enge Gebiet
der Mechanik hinausreicht.

In der folgenden Darstellung wird von vornherein von mafitreuen
Strémungen, d. h. von Differential systemen mit einer positiven Integral -
invariante ausgegangen. Zu seinem Bedauern war es dem Verfasser
nicht mehr moglich, die wichtige Untersuchung von KRYLOFF und
BOGOLIOUBOFF!, in der die MaRtreue nicht vorausgesetzt wird, einzu-
gliedern. Dort werden fir stetige Strémungen in bikompakten Raumen
die invarianten Mal%e hergeleitet. Die Menge der Zentralbewegungen,
gegen welche die anderen Bewegungen statistisch konvergieren, wird
ferner in absolut ergodische Bestandteile zerlegt?. Es kann ebenfalls
nur beildufig erwdhnt werden, dal3 die Begriffsbildungen der Ergoden-
theorie nicht nur fir Systeme mit streng determinierten Zustandsfolgen
von Wichtigkeit sind. Sie sind auch, wenn die aufeinanderfolgenden
Zustande nur durch Wahrscheinlichkeiten verknipft sind, anwendbar
und flhren dort zu viel einfacheren GesetzméRigkeiten. Die den Syste-
men zugeordneten linearen Funktionaloperationen werden dann nam-
lich vollstetig.

' vgl. KRYLOFF und BOGOLIOUBOFF [1] und [2].
2 Vgl. des Verfassers kurze Besprechung im Zbl. Math. 15, 182.

Leipzig, den 28. Juni 1937.
E. HOPF.
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| . Kapitel.

Maldtheorie, Abbildungen und
Stromungen,

§ 1. Einiges aus der allgemeinen MaRtheorie'.

Im folgenden werden die Teilmengen eines Raumes Q betrachtet.

Definition 1.1. Ein System von Teilmengen «, 3, . . . von £ heil}
Mengenkorper, ff, wenn mit zwel seiner Mengen auch ihre Summe, ihr
Durchschnitt und, falls eine in der anderen enthalten ist, auch ihre Diffe-
renz zu § gehort.

Definition 1.2. Ein System von Teilmengen A, B, . . . von Q heil}
BORELscAtfr oder absolut additiver Mengenkorper, wenn es ein Korper ist
und wenn mit abzahlbar vielen Mengen von 2 auch ihre Summe zu £2
gehort.

Zu jedem Korper ff gibt es einen und nur einen kleinsten, ff ent-
haltenden BOREL-K 6rper, BORELsche Erweiterung von ff genannt, 3 ff.
Er ist der Durchschnitt aler: Q enthaltenden BOREL-KOrper.

Fur alle einem Korper ff angehdrenden Mengen a, 3, . . . sei ein
MaR3, d. h. eine nichtnegative, (endlich-) additive Mengenfunktion er-
klart. Unendliches Mal} ist zugelassen, jedoch wird verlangt, dal3 Q
Summe hochstens abzéhlbar vieler Mengen endlichen Malies ist. Jedes
a von Q mit m(a) —  hat dann diese Eigenschaft.

Ein in einem BoRELschen Korper definiertes Mal? heil3t Lebesguesch
oder absolut additiv, falls die Additivitat auch bei abzahlbar vielen,
paarweise fremden Mengen stattfindet. Dabei sei auch der Fall ein-
geschlossen, wo auf beiden Seiten Unendlich steht.

In einem beliebigen Korper spricht man von absoluter Additivitat
eines Malies, falls absolute Additivitat im obigen Sinne besteht, voraus-
gesetzt, dal} die Summe der betrachteten Mengen zu ff gehort.

Bemerkung. Absolute Additivitat von min ff bedeutet dasselbe
wie Stetigkeit von m: Fir jede absteigende Folge von Mengen von ff
ohne gemeinsamen Punkt bilden die Mal3e, falls sie endlich sind, eine
Nullfolge.

Sind namlich die Mengen &; 2 ;2 &3 2.+ von & ohne gemein-
samen Punkt, so gilt (o, — &) + (g — &g) + -+« = &,, as0O wegen

! I'n engem AnschluR an KOLMOGOROFF [1], wo nur der Fall eines endlichen
m() betrachtet wird.



der absoluten Additivitit m(x, — ay) + mixg — &) + -+ = m(x,),
also m(x;) — 0. Wird umgekehrt Stetigkeit vorausgesetzt, und ist

PiBi=0, B+ pf+ =4 PHin® fing,
so folgt im Falle eines endlichen #:(8)
oi=0— (bt -+ B), xDxier, & in &, m(x) <oo, m(x)—>0.

Ist andererseits m(8) = oo, so muB auch X m(B;) = oo sein; denn nach
obigem Postulate enthilt § Mengen y beliebig groBen endlichen MaBes,
und es folgt mit Riicksicht auf den schon erledigten Fall

Yh+rvht =y, ZmB)zDZmyf)=m{y).

Daraus ergibt sich die Behauptung.

Erweiterungssatz. Damit sich ein in R erklirtes MaB m zu einem
in B R absolut additiven Map erweitern ldft, ist notwendig und hinreichend,
dafl m in R absolut additiv ist. Die Erweilerung ist eindeutig,

Beweis. Mengen von & seienmit x, §, v, ..., von B mit 4, B, ...
bezeichnet. Fiir eine ganz beliebige Teilmenge W von £ setze man

m* (W) =u Gr. Dm(x); Wc Do,

fiir alle méglichen Uberdeckungen von W mit Summen héchstens ab-
zdhlbar vieler o;,. m*(W) ist ein CARATHEODORYsches duBeres MaB.
Es gilt .

m* (W + W) 2z m* (W'} + m* (W), m* oo, (1.1}

Wir zeigen, dall m* in B ] die verlangte Erweiterung von = liefert.
Nach CARATHEODORY heilit eine Menge M C £ mefibar, falls eine will-
kiirliche Menge W die Gleichung

m* (W) = m* (MW) + m* (W — MW)
befriedigt. Die CARATHEODORYsthe Theorie enthalt den Satz', daB die
in diesem Sinne meRbaren Mengen einen BoRELschen Korper bilden,
in welchem m* absolut additiv ist. Zu beweisen ist also, dal die
Mengen oc von § in diesem Sinne melbar sind, und dal fir diese
Mengen- m* = m gilt.
Zum Beweise der Ubereinstimmung von m* und m innerhalb St sei
& C D, &« in &, o;in &
angenommen. Dann folgt &« = Dx«;, a o, in &, also

Zmn) = Dm{x o) = m{x).

Die rechte Halfte ergibt sich in bekannter Weise aus der absoluten
Additivitat innerhalb ft\ auch bei Zulassung unendlicher m..

1 Vgl. CARATHEODORY [1], §239-252.



§ 2. Integration. 3

Zum Beweise der CARATHEODORY-MeDBbarkeit eines & in $ iiber-
decke man eine willkiirliche Menge W mit hochstens abzihibar vielen «;
von §t. Aus

WCZEX"
aWcdaon;, W—aWecD(x— xn).

Man beachte, daB jeder Summand in beiden rechten Seiten zu w ge-
hort. Daher ist

Dma) = Dmlan) + Dmla; —~ aa)yz=m*(xW) + m* (W — a W),
und da die Uberdeckung beliebig ist,
m* (W) = m* (x W) 4+ m* (W — «a W),

folgt dann

Vergleicht man mit (1.1), so folgt die behauptete Mef3barkeit.

Die Eindeutigkeit der Erweiterung ergibt sich folgendermal3en. Die
eben erhaltene Erweiterung von m sei auch in BQ mit m bezeichnet.
m' sei eine beliebige Erweiterung in B £. Aus der Konstruktion der
ersten Erweiterung durch Uberdeckungen folgt leicht m' i£ m. Ist nun
m(A) endlich, so Uberdecke man A mit abzéhlbar vielen Mengen von S
und nenne deren Summe a. Es lat sich stets einrichten, dal? m{o)
endlich ist. Da bekanntlich a sich auch als Summe abzéhlbar vieler,
paarweise punktfremder Mengen von ft darstellen [aBt, folgt m (a)
= m(a). Wegen m< m und

m(A) + m{g — Ay =m(0) = m'(6) = m'(A) + m'(¢ — A)

folgt daher m'(A) = m(A). Ist jedoch m(A) unendlich, so beachte
man, dal? A Mengen beliebig groRen endlichen m-Mal3es enthélt, sogar
Summe abzadhlbar vieler Mengen mit endlichem w ist.

Korollar. m(A) ist untere Grenze aller m(a) fur alle Mengen :
die sich als Summe hochstens abzihlbar vieler a von A darstellen lassen,

§ 2. Integration.

Wir gehen von einem festen Korper €@ von Teilmengen von B,
seiner BOREL-Erweiterung Rff und einem festen, auf (ft erkléarten,
absolut additiven MalRe m aus. MeRbarkeit beziglich m und das Integral

J‘f(P) dm 1

einer Punktfunktion / (P) sind dann wohldefinierte Begriffe. Was unter
Summierbarkeit oder Zugehérigkeit zu einer der Funktionenklassen L',
L? zu verstehen ist, ist ebenfals klar.

! RADON [1], KROCHET [1].
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Approximationssatz®. f gehdre zu L'. Zu beliehigem ¢ > 0 gibt
es eine nur endlich viele Werte, und diese nur in Mengen von £2 und von
endlichem Male annehmende Funktion g(P) derart, daf}

JMH~HHMm<e (2.1)

gilt. Analoges gilt, wenn [ 2u L2 gehirt. Ist |[f| < M, so kann stels
gl = M + 1 erreicht werden.

Beweis. Ohne die Einschrankungen der Zugehorigkeit zu Q ist
der Satz einleuchtend. Daher kann von vornherein vorausgesetzt wer-
den, dald f(P) nur endlich viele Werte annimmt. Dieser Fall l&a3t sich
wiederum auf den Fall zurtickfihren, wo f nur die Werte Null und Eins
annimmt, wo also f die charakteristische Funktion einer Menge A von
BQ ist, m(A) < . Mit Hilfe einer geeigneten Uberdeckung von A
durch abzéhlbar viele a von Q kann man leicht eine zu Q gehérige
Menge R herstellen derart, daf

m{d +p— Af) < ¢

gilt. Hier ist, wenn g(P) die charakteristische Funktion der Menge 3
bedeutet, die linke Seite gleich

‘ﬂmm*umwm

womit der erste Teil der Behauptung fiir Funktionen der Klasse L1
bewiesen ist. Gehort f zu L2, so ist die anfinglich gemachte Bemerkung
entsprechend zu modifizieren. Ist nun |f|< M, so bezeichne man
mit 4 die Menge aller Punkte P, in welchen |g| > M + 1 ist. Dann
folgt aus (2.1}

e> [lg—fldm= [l — |]) dm > m(4). (2:2)
A A
Modifiziert
odifiziert man g, ,_{gin Q_ A,
= oin 4,

so ist auch g’ von der verlangten Art. Ferner ist {g'|=M 4+ 1, und
aus (2.2) ergibt sich

Jls'—fldm=f|g—frdm+f|f|dm<e+Ms=e(M+1),
f2-4 A

womit alles bewiesen ist.
MaB und Integral in Produktriumen. m(m’) sei ein fiir alle
einem BoREL-Kérper t (F) angehorenden Teilmengen eines Raumes £2

''vgl. E. HOPF [6].
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(2) definiertes absolut additives Mal3. Die Punktepaare Il = (P, P)
bilden den Produktraum RBx 3'. Als einfachste Teilmengen dieses
Raumes flhren wir zundchst die Produktmengen A x A, A in f,
A'in t', ein. Die Teilmengen von Q X Q', die sich als Summe endlich
vieler Produkt mengen darstellen lassen, bilden bekanntlich einen Kor-
per Q. Sie sind gleichzeitig Summen endlich vieler paarweise fremder
Produktmengen. Ist in diesem Sinne

& = ZA xA,
so definiert

p(o) = 2m(d) m'(A)

ein Mal3 fur alle Teilmengen oc von QxQ'. u(a) ist von der beson-
deren Darstellung von oc in der angegebenen Form unabhéngig.
Das Mal} [x besitzt eine absolut additive Erweiterung in RQ. Zu

beweisen ist also, da3 a in p stetig ist. Hierzu genlgt es, zu zeigen,
dald aus

Ky DAy D gD e, 0 << pig < pr(ax) << 00 (2.3)

die Existenz eines allen a gemeinsamen Punktes (P, P) folgt. Jedes a.
ist endliche Summe paarweise fremder Produktmengen. In

:xi:z C;',X C:_,. (24)

kann man es einrichten, dal} die ersten Faktoren paarweise punkt-
fremd sind. In

X1 =2 Civion X Clan (2.5}
F
kann man ferner erreichen, daB jeder der ersten Faktoren Teil eines
der crsten Faktoren in (2.4) ist. Wegen «, D «;,, gilt:
CiriucCi,, wenn Ciyy G ,. (2. 6)

Diese Schreibweise denke man sich nacheinander far i —1,2,...
durchgefuhrt. Mit passender Konstanten c gilt

Im(Ciy) <e, m{Ci)<c (2.7)

unabhiingig von ¢, #. Fiir irgendein ¢ setze man nun

E;= ¥C,, fir alle » mit m'(C{,) > E: . {2.8)

¥

Die E; bilden offenbar eine absteigende Folge von Mengen nach unten
positiv beschrankten endlichen Mal3es; dehn wegen (2.3) und (2.7) ist

o < o) <m(E)e+ 2.
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Es gibt also einen allen E; gemeinsamen Punkt P, von Q. P, tritt
nun in jedem (2.4), i =1, 2, .. ., in genau einem der ersten Faktoren
auf. Der mit ihm gekoppelte zweite Faktor sei mit E," bezeichnet.
Wegen (2.6) bilden die E' eine absteigende Folge von Mengen in Q-
Ihre (endlichen) MalRe m' liegen oberhalb einer positiven Schranke, da
far E\ die Ungleichung in (2.8) gilt. Daher gibt es einen gemeinsamen
Punkt Po, und die Behauptung ist bewiesen, da (Po, Po) allen ExE',
aso allen a, angehort.
Begriffe wie MeRbarkeit, Integral in QxQ'

[tum ap
= sy

haben nunmehr einen wohlbestimmten Sinn. Fur summierbare Funk-
tionen gilt allgemein der Satz von FUBINI, d. h. das Integral ist gleich

[am ff(P, PYdm'. (2-9)
Q4
Dabei ist immer die Grundvoraussetzung der Summierbarkeit in Q X Q
und bei Mengen die der Mel3barkeit in Q x ' zu beachten. Ist / mef3-

bar in Q x Q" und > 0, so folgt aus der Existenz des Integrales (2.9)
die Summierbarkeit.

Approximationssatz. F(II) = F(P, P’) gehdre in 2 x L' zu L,
Dann gibt es zu jedem € > 0 eine endliche Summe
G(IT) = 21, (P) fi(P)
mit in 2 bzw, $X summierbaren [, |’ derart, daft
f|G-F|dy<s (2.10)
Dx

gilt. Analoges gilt, wenn F zu L% gehért. Ist |F|< M, so ldft sich
|G| < M 1 erreichen.
Beweis. Nach Satz 2.1 laBt sich {2.10) durch eine Funktion

Gy = Sw, &,(I)

befriedigen, wobei die @, die charakteristischen Funktionen gewisser
f-Mengen endlichen g-MaBes sind. Da jede derartige Menge endliche
Summe 34, % A
paarweise fremder Produktmengen ist, kann

(P, P') = 2 ¢:(P) ¢i{(P")

geschrieben werden, wo ¢; bzw. ¢; die charakteristische Funktion von
A; bzw. A; ist. G ist somit von der verlangten Form.
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Korollar. Im symmetrischen Quadratraume 022, wo die Reihenfolg
der Komponenien nicht beachtet wird,

(P, P)y=(P,P), F(P PY=FPP),
kann die approximierende Funkiion G in der Form
G = 2 + fi(P) [i(P))
gewdhlt werden.

Beweis., Mit G(P, P')

gehoért auch die Funktion
HG(P, Py + G(P', P}}
zum Anniherungsgrade &, Sie ist wegen
HE) [ (P) + [(P) f(P)
={/(P) + /(PNHEY + (P — 1 (PY(P) — [/ (P} [ (P')

von der gewiinschten Form.

§ 3. Maltreue Abbildungen und Strémungen.

Die verschiedenen Phasen (P) eines mechanischen Systems erfillen
einen mehrdimensionalen Raum Q. In der Umgebung eines beliebigen
Punktes P° wird die Bewegung vermittel st lokaler GAUSSscher Koordi-
naten X; durch ein System von Differentialgleichungen

‘ii:xi(xlv"wxn); £=1""'”

beschrieben. Unter bekannten allgemeinen Voraussetzungen geht durch
jeden Punkt P genau eine Losungskurve und es besteht stetige, sogar
stetig differenzierbare Abhangigkeit vom Anfangspunkte. Bezeichnet
man mit P; die Lage des Punktes P nach Ablauf der Zeit t, so stellt

wenn man unbeschrankte Fortsetzbarkeitder Bewegung in Vergangen-
heit und Zukunft voraussetzt, bei beliebigem festem t eine eineindeutige
und stetig differenzierbare Abbildung von Q auf sich selbst dar mit
positiver Funktionaldeterminante

(B

Py

Die T bilden eine einparametrige lineare Gruppe
I,T, =Ty (3-1)

T, ist die ldentitat. Anschaulich kann man von einer stationaren
Stromung einer Flussigkeit in 3 sprechen.



8 I. Maltheorie, Abbildungen und Strémungen.

Wir betrachten vor allem den wichtigen Fall, in welchem das System
eine positive Integralinvariante

fe(P)dx, . ..dx,

besitzt. Er liegt bei allen HAMILTONschen Systemen vor, algemein
dann, wenn die , Kontinuitatsgleichung"

8le Xy _
dx,
eine in 0 eindeutige positive Losung Q besitzt. Die Invarianz wird
dann bekanntlich durch den Nachweis der Konstanz von
d(P,
e(P) gg’p‘)')
langs der Stromlinie bewiesen. Die Integralinvariante [&3t sich as

nichtnegatives und absolut additives Mengenmali m im Sinne von
LEBESGUE auffassen und die Invarianz drickt sich durch die Gleichung

m(Ad) =m(4)

fur ale / und ale mel3haren Teilmengen A von U aus. Im Sinne dieses
Males handelt es sich hier um die Strdmung einer inkompressiblen
Flussigkeit in Q. m(Q) darf unendlich grof3 sein.

Fur die im folgenden entwickelte Theorie und ihre Anwendungen
bilden die obigen mechanischen Stromungen eine zu enge Klasse, da
auch unstetige Strémungen betrachtet werden mussen. Q sei ein be
liebiger Raum, Q ein Korper von Mengen in Q, BQ seine BoRELsche
Erweiterung und m ein fir alle Mengen aus BQ erklartes LEBESGUE-
sches M al3.

Definition 3.1. Eine eineindeutige Abbildung T(P) von U auf sich
heift maRtreu, wenn die MeRbarkeit bei T und T erhalten bleibt und

wen m(T(4)) = m(A)
flir fedes A gill.

Definition 3.2. Umier einer Stromung in 82 versiehen wir eine
Gruppe von eincindeutigen Abbildungen T,(P) von Q auf sich mit der
Eigenschaft (3.1). Sie heift mafireu, wenn alle T, es sind.

Die MaBtreue 148t sich in die Sprache der Funktionen iiber-
setzen. Mit f(P) gehdrt niamlich auch f{T(P)) fir jedes feste £ zu L1!

und es gilt Jﬂp‘) am =.f;(P) dm, (3.2)
]

L1

denn die LEBESGUEschen Approximationssummen sind bei beiden Inte-
gralen dieselben. Wir setzen

/.8 = nff(P) g(Pydm, |lfil=Y{ D, (3.3)
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falls der Integrand summierbar ist. Der Ubergang von f(P) zu f(P)
kann bei festem / als lineare Funktionaloperation aufgefaf3t werden, U;.
Die Malitreue von T, spiegelt sich in der Langentreue oder Unitaritat
des Operators U; im HILBERTschen Réume',

(Uf.Ug) = (f.9), (3.4)

wo beide Funktionen /, g zu L? gehéren. Die U, bilden eine lineare
Gruppe,
UUi= Ugt, Upg=1. (3.5)

Analoges gilt bei einer Abbildung T. t durchlauft dann nur die posi-
tiven un(lj negativen ganzen Zahlen entsprechend den Iterierten von T
und T-

Was die Abhangigkeit von / betrifft, missen noch Forderungen
an T, gestellt werden.

Definition 3-3- Die Sromung heif m-stetig in t; wenn m(A,B)
fir irgend zwei Mengen A, B endlichen MalRes stetig von t abhangt.

Mit Rlcksicht auf die leichtere Verifizierbarkeit ist zu bemerken,
dad die w-Stetigkeit bereits daraus folgt, dal3 fur irgend zwei Men-
gen oc, B aus fa und von endlichem MalRe m(q ) an der Stellet =0
stetig ist, Maldtreue der StrOmung vorausgesetzt.

Daraus folgt namlich die Stetigkeit von {Uyy ip) bei / = 0, wenn g>
und \p nur endlich viele Werte in Mengen von ft und von endlichem
MaRe annehmen. Gehéren nun /, g zu Z,% so lassen se sich durch
Funktionen jener Art L2-stark approximieren. Nach der SCHWARZ-
schen Ungleichung und nach (3.4) ist

(U, y) — (UL, 9} = [(Ude — L w) [ = | Ule = D] - [l
=lle—1- 1wl
Nach diesem Muster ergibt sich schlieBlich

(U ) — (U )= |l — 7l Tell + llw —ell- lIAll, (3.6)

und damit die Gleichméafdigkeit der Approximation in /. Die Stetigkeit
Ubertragt sich aso auf (Ud,g), nachtréglich auch fur alle t. Setzt
man /, g gleich den charakteristischen Funktionen zweier Mengen end-
lichen Males, so folgt die Behauptung.

Definition 3.4. Die Sromung heil melbar in t, wenn fir jede
Menge A aus B Q die durch sie erzeugte Sromrohre, d. h. die Menge der
(P, ) mt Pc A im Raum-Zeit-Kontinuum £ X (t) mefdbar ist.

Die Melbarkeit folgt bereits, wenn die Strémung maftreu ist, und
wenn die Definition bei den Mengen oc von Q zutrifft.

Nach dem Korollar zum Erweiterungssatz kann man namlich jede
Menge A von B in der Form Ap=A"— N schreiben, wo N eine

' KOOPMAN [1].
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Nullmenge und A’ Durchschnitt 0,0, ... von Summen 0; von abzihl-
bar vielen Mengen « ist. Die Definition trifft dann bei jedem O,, also
auch bei A" zu, Bei N bilde man eine Folge dhnlicher Mengen O; D N,
deren MaBe nach Null konvergieren. Dann gilt N' =0{0;...2 N,
m(N') = 0. Die durch N’ in 2 X (¢) erzeugte Stromréhre ist in diesem
Raume wieder meBbar. Daher ist der FuBiNische Satz anwendbar,
und es folgt aus m(N;) = m{N') =0 (N; ist der Durchschnitt der
Réhre mit der , Ebene’” ¢ = ¢), daB die Rohre in £ X (¢} eine Null-
menge ist. Ersetzt man N’ durch N, so gilt dies erst recht, und die
Behauptung ist bewiesen,

Folgerungen aus der MeBbarkeit. Ist f{P) in £ meBbar, so
ist {(P,) als Funktion von (P, ¢#) meBbar. Gehért f(P) zu L1, so ist
f(P) in 2 x (8}, a < i< b, summierbar. Aus

b ;
(b-—a)ff(P)dm =fdtff(P) dm = [dt[f(Pt) dm
I} a a 4

folgt die Summierbarkeit nach Fusini, jedenfalls fiir nichtnegatives f.
Der allgemeine Fall 1aBt sich hierauf zurtickfithren. Daraus folgt: Ge-
héren f(P), g(P) beide zu L2, oder gehért f zu L! und ist g meBbar
und beschrinkt, so ist (U,f,g) eine meBbare Funktion von #. Dies
folgt aus dem FuBiNischen Satze, und daraus, daB in beiden I7dllen
f(P,) g(P) eine summierbare Funktion von (P, {} ist. Im ersteren Falle
erkennt man das mit Hilfe der Scuawarzschen Ungleichung und von
”Utf“ = ”f”

Spiter wird gezeigt werden, daB aus der Mefbarkeit aller (U,f, ¢
ihre Stetigkeit und damit die m-Stetigkeit der Strémung folgt.

|l.Kapitel.
Hilfsmittel aus der Spektralanalyse,

8 4. Positiv definite Folgen und Funktionen.

Dieser Abschnitt handelt von der Darstellbarkeit einer Folge kom-
plexer Zahlen ..., a 1, &, & ...durch FOURIER-STIELTJES-Momente

2z
a, = |4 dy(h) (4. 1)

]

und einer komplexwertigen Funktion /(f} durch ein FOURIER-STIELT]ES-
Integral +o0
1) = [e¥rdu(d). (4.2)

1 v. NeuMaNN [3].
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Definition 4.1. Die (komplexwertige) Belegungsfunktion v(2). heife
eine Verteilungsfunkiion, wenn sie im jewerligen Intervalle von beschrinkier
Variation ist, on

f;dv(z)1<oo f}dv(1)|<oo
0

und den Normierungsbedingungen
v(A — 0) =2 (1)
(Linksstetigkeit) und 2(0) =0, v(—oc) =0
gendigl.
Es gilt der
Eindeutigkeitssatz. In der Darstellung (4.1) und (4.2) vermiitels
etner Verteilungsfunktion v(A) ist dieselbe eindeutsy bestimmt. Dabes
braucht nur verlangt zu werden, daf (4.2) fir fast alle | gilt.
Beweis. Zum Beweise etwa von {4.2) sei bemerkt, da8 aus dem
Bestehen von +o0
f et dy (1) = 0
fiir fast alle £ wegen der Stetigkeit der linken Seite die Giiltigkeit tiir
alle £ folgt, Wegen der gleichmidBigen Approximierbarkeit einer stetigen
periodischen Funktion P(i) durch trigonometrische Polynome ist da-
her auch

4o
f P(A)dv(}) =

Durch VergroBerung der Periode folgt es auch flir jedes stetige, fiir
alle groBen |1| verschwindende P(4). Daraus schlieBt man v = const.
in allen Stetigkeitsstellen von v und mit Riicksicht auf die Normierungs-
bedingungen v = 0.

Definition 4.2. Eine Zahlenfolge ..., a_,, aq, @, . .. heift positiv
definit, wenn fiir jede links und rechis abbreckmde komplexe Zahlenfolge
ERTE SSTR /Y T Say_ 3,7, =0

¥,
gilt.

Bekanntlich ist eine solche Folge beschrinkt, |a,| = a,.
Definition 4.3. Eine in (—oc, +oo) mefbare und beschrinkte
Funktion f() heift positiv definit, wenn fiir jede in srgendeinem end-
lichen Intervalie (a, b stetige und auferhalb verschwindende Funktion g (l)
+oo oo

[ [itt=9a@ g0 axdyzo

- —oo

gt

1 Fordert man Stetigkeit uberall statt MeBbarkeit, so ist die Beschranktheit
eine Konsequenz,
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Satz 4.1.' Eine postiv definite Folge ist stets in der Form (4.1)
mit nirgends abnehmender Verteilungsfunktion v(X) darstellbar.

Satz 4.2.> Eine positiv definite Funktion ist fir fast alle t in der
Form (4.2) mit nirgends abnehmender Verteilungsfunktion v (A) darstellbar.

Beweis. Wir betrachten nur den Funktionenfall, da der Beweis
bei Folgen ganz analog verlduft. Aus den bekannten Beziehungen

+ oo oo
y . y*
— o —oac

schlieBt man leicht, daB die Funktion

e-—icz — e—ib.r

h(x) = — ———, a<b, (4,3)
der Funktionalgleichung
+ o
hix) = [z + ) hO) dy (4.4)
genligt. Zunichst sei N B
[ =o("% (4.5)
fir groBe ¢ vorausgesetzt Das Doppelintegral?®
J[1a=Nr@hb)dxdy = [[Ha) h(x+ 3} h(y) dx dy

konvergiert dann absolut, da im zweiten Integral der Integrand kleiner
als . .

Clt+ ) (4 +x+ 937 597
ist. Das erste Integral ist nirgends negativ, wie man aus der Definit-
heit durch Abbrechen von k(x) fiir groBe |x| und nachfolgenden
Grenzitbergang erkennt. Im zweiten Integral darf die Funktional-
gleichung (4.4) angewandt werden. Dann folgt

1@ h(x)dx =0
Die aus - ‘
e-1x —8‘ za

2(6) — v(a) = —m—ff() il Y P

bestimmte stetige Funktion v(4) ist daher mrgends abnehmend. Durch
Differentiation, die wegen (4.5) erlaubt ist, erhilt man

0t (d) = —;;ff(x) e-itddy

mit absolut konvergentem Integral und daher stetigem v'(d}. In be-
kannter Weise folgt
4 oo

Ha) = [y (yai =L (32882 4

! HERGLOTZ [1]. 2 BOCHNER [1], Kap. IV, und [2].
® DieIntegrationsgrenzen — , -+ sind im folgenden mehrfach weggelassen.
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fur jedes ¢, und durch CEsARO-Summation nach Substitution x = ¢ 4- —“f
11 =L [l 4= .6
mit positivem F:JER-Kern. Fi_i:'ot = 0 folgt insbesondere
’Tf[v(a) — v(—a)]da s ob.Gr. |f].
0

Wegen der Monotonitdt von v ergibt sich dann durch Grenziibergang
T—>o0 v(o0) — v(—00) = ob. Gr. |£]. (4.7)
Daher konvergiert das Integral

jei A dy(d)

absolut und sein Wert stimmt mit dem Grenzwert der linken Seite in
(4.6) fur T Uberein. Der Limes der rechten Seite ist bekanntlich
fur fast alle t gleich f(t). Damit ist der Satz fur Funktionen mit der
Eigenschaft (4.5) bewiesen.

Bei lediglich beschranktem /(/) bemerke man, dal mit f(t) offen-
sichtlich auch €%(t) positiv definit ist. Diese Eigenschaft bleibt er-
halten, wenn man nach dem Parameter s Uber (—¢, ¢) integriert. Also

1st .
sinef

i

sine f\2
o0 = (Mo 10
positiv definit. Diese Funktion erfiillt (4.5). Zu ihr gehdrt daher ver-
moge (4.2) eine Verteilungsfunktion ve(4). Nach (4.7) ist
Vs (00) = v, {00) — ve(~00) == ob. Gr. |/f¢| = ob. Gr. |{|.

Wegen der gleichmiigen Beschrinktheit kann man auf die Funktionen
ve(l), € =13,%,... den HelLLyschen Auswahlsatz anwenden. Beim
Grenziibergang ¢ — 0 ist es vorteilhafter, ‘die integrierte Gleichung

10

und damit auch

! Pty

eitd — 1 .

[t = [ du@
0 --ou

wegen des grolen Nenners im Integranden heranzuziehen. Man erhilt

dann mit der Grenzfunktion v(2) fiir alle ¢

t +ox
fi(:)dt -_-f""‘;; Ydu(i).
0 e N0
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Durch Differenzieren folgt fiir fast alle ¢
-+ oo

0] =fe“" dv(3).

-

v{4) kann nachtriglich normiert werden.

§ 5. Das Spektrum einer Funktion.

Das komplexwertige f(f) sei in (—o0, +00) meBbar und in jedem
endlichen Intervalle zu L? gehdrig. _
Definition 5.1. Man sagt, daf {(t) ein Spekirum besilzt, wenn

o mhrnz_mB Af/(s-l-f () t=g(s)
fair fast alle s, mit Einschiufl von s = 0, existiert, und wenn

}mgz fqv(s )ds = p(0)

besteht (das Integral ist reell)l.
@(s) ist jedenfalls meBbar und hat die Eigenschaften

26 =00, ¢(—)=90), & [pE1ds=e@. .1

@(s) ist ferner positiv definit. Setzt man nimlich

B
L[t 0l D,

A

p(x,y; 4,B) =

so folgt
\p(x,y; 4, B) 2= ¢(x,x; 4, B)o(y, y; 4, B).

Da ¢(0) existiert, sind die Faktoren rechts, also auch die linke Seite
in jedem endlichen (x, y)-Rechteck gleichmiBig beschrinkt. Ferner ist

im ¢, y;4,B) =¢x—y)

A= oo,

in allen {x,y), fiir die x — ¥ nicht der obigen Ausnahmemenge an-
gehort, also in fast allen (x, ¥). Fiir jedes der Definition 4.3 geniigende
g(#) ist nun

. . B
quv(x.y; 4,B)q(x)q(y)dxdy = -B-;i—Aflff(x + et qlx)dxPdi =0 .
A

1 Dieser Begriff geht im wesentlichen auf N. WIENER [1] zuriick. Vgl. auch
BoceNER [2].
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Nach Obigem darf man im linken Integral A - —oc, B - o vornehmen.
Nach Satz 4.2 gilt also eine Darstellung

wls) = [e1edS D) (5. 2)
fiir fast alle s. Wegen der Stetigkeit des Integrals und wegen der Vor-
aussetzung itber ¢ (s) gilt sie auch fiéir s = 0. Die nirgends abnehmende
Verteilungsfunktion $(4) ist eindeutig festgelegt.

S(b) — Sia)

heilt die Spektralenergie der gegébenen Funktion /{f) im Frequenz-
intervall 4 =2 4 << b. Von der totalen Spektralenergie gilt

B
Sloo)  S(—o0) =9(0) = ,_lim _ 5 [If()par.
A

Die Bedeutung dieser Begriffsbildungen ergibt sich aus folgenden
Beispielen. Im Falle f(f) =sin{f|*, « > 1, findet man @(s) = 0 fiir
s 3 0 und ¢{0) > 0. Die iiber ¢(s) gemachte Voraussetzung ist hier
nicht erfiillt. Dies geniige zur Andeutung, daB jene Voraussetzung da-
hin geht, bei f({f) das Haufigwerden der Oszillationen fiir groBe |¢| aus-
zuschlieBen. Sie ist damit der Ergodentheorie besonders angepaBt. Ist

He) = Za,eitt (5-3)

ein trigonometrisches Polynom endlicher Ordnung, so existiert ¢(s)
fir jedes s mit gleichméaBiger Konvergenz, und man erhilt

¢() = a2 M,
S(b) — 5(a) wird also gleich der Summe der Absolutquadrate aller
Amplituden >'|a,|?, fiir welche die Frequenzen 4, von f(f) im Inter-
valle (a, b) gelegen sind. Man erkennt leicht, daB dieses Resultat
giiltig bleibt, wenn die Reihe rechts in (5.3) unendlich ist, jedoch ab-
solut konvergiert. Noch allgemeiner gilt der
Satz 5.1. Ist f{{) von der Form
oo
1) = [etido(d), (5.4)

— O

wo v{d) eine Verteilungsfunktion ist, so gilt (5.2) fiir simtliche s, und
es st

S(A) =2Jv(z, + 0) — v(4,)I2. (5.5)

Ay <<

Die Summation ist éiber alle links von A gelegenen Sprungsielien 1, von v (4)
xu erstrecken. '
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Beweis. Man setze
v(d) = V(&) + w(d),
wo V stetig ist und w» die Sprungfunktion von v bedeutet,

w(}-) = 2[”(20' +0) — v(4,)],

mit tiber alle Sprungstellen 4, << 4 von v erstreckter Summation. Ent-
sprechend setze man

+ o -+ oo
Flh = feiudV(z), g(t) :fe“" dw(d) = S[v(d, + 0) — v(1,)] et

Wegen

He+s)Hs)=Fit+s) F(s)+F{E+s)g(s) +rRUE+)F(s) + gt +35) g(s)
missen zur Bildung von ) vier entsprechende Limites betrachtet
werden. Der vierte Limes existiert, da g¥) vom Typus (5.3) ist. Die
absolute Konvergenz der Reihe folgt daraus, dal3 v () von beschréankter
Variation ist. Waére F(t) nicht vorhanden, so wére der Satz bereits
bewiesen. Dasselbe ware der Fall, wenn allgemein das Verschwinden
der ersten drei Limites bewiesen werden konnte. Das Verschwinden
des zweiten und dritten Limes ist Ubrigens eine Folge des Verschwin
dens des ersten, denn g(t) ist beschrankt und aus der SCHWARZschen
Ungleichung folgt z. B.

8 H
— ois ds !
lBlAfF(t+s)g(s)dsi -‘ECOUStB-:-;if]F(t—i—s)Pds_
A

Es braucht also nur

yotim o E—A f F(s)F(s)d (5.6)

bewiesen zn werden. Nun ist das Integralmittel links gleich
4o o0
- fds f f 4G9 V(1) dV () .

Da wegen der absoluten Konvergenz die Reihenfolge der Integrationen
vertauschbar ist, hat dieses Integral den Wert

+oo oo
[ Bl L AR
J f a4V WV . (s.7)

Durch Einschalten der neuen Integrationsgrenzen A == u 4 0 erhilt
man nun leicht

pté
=5 A,[ldvumz[w(z)l

a—10

'7 ,esu-.«)_,uu ;.)

TE—aa—m VA

-0
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woraus sich fiir den Absolutbetrag des Integrales (5. 7) die obere Schranke

+oe
6_(79‘?37!*)[ [l4v )

~ OO

w+d -

+ 2Max 14V - [1aV (3]

—_

ergibt. Daraus folgt wegen der Stetigkeit von V' (5.6), und der Satz
ist bewiesen. Ubrigens lehrt der Beweis, daB der ¢(#) definierende
Grenzwert bereits fiir B — 4 — oo existiert.

Dem Beweise entnimmt man die fiir spitere Anwendungen wichtige
Limesformel

B
Jdim o lAflf(t) —ZBR+0) — @] éHpdt =0, (5.8)

A

Bei der Summation kommen nur die Sprungstellen 1 von v vor.
Nebenbei sei noch folgendes bemerkt: Die im letzten Teil des obigen
Beweises angestellte Uberlegung zeigt auch, daB

B
B}L"imfs_l?ff(‘J e—itdt — v(d + 0) — v(d)

A
gilt. Aus den obigen Beziehungen folgt daher die Vollstindigkeitsrelation
B

B
; 1 _ ; 1 —itd
s E""—'“Zf“(‘) fat —ZA 5P B HAAff(‘)"’ dt
A

wobei nur diejenigen abzéhlbar vielen vorkommen, fir welche der
Mittelwert von Null verschieden ist.

Es sei noch einmal hervorgehoben, daR der Mittelwert von |f(t)|?
verschwindet, wenn die Verteilungsfunktion v() von f(t) keine Spriinge
besitzt. Ist die Verteilungsfunktion sogar totalstetig, so verschwindet
bekanntlich nach LEBESGUE F(t) selbst im Unendlichen.

Diese Ergebnisse sind fur die Anwendung auf die Spektralzerlegung
des Gesamtbildes einer mechanischen Stromung von Bedeutung. Es
mul3 jedoch schon hier hervorgehoben werden, dal3 die individuellen
Bewegungen sich im allgemeinen nicht durch Funktionen der speziellen
Form (5.4) erfassen lassen, jedenfalls nicht mit Belegungen v von be-
schrankter Variation. Nach obigem Satze ist die Spektralenergie jener
Funktionen eine reine Sprungfunktion. Bei den Bewegungen eines ,all-
gemeinen" mechanischen Systems ist jedoch §X) stetig, hdchstens bis
auf A =0.

2
» (5.9)

§ 6. Soektralzerleeung unitarer Operatorenscharen.

Mit f, g, @, ... seien Elemente des komplexen HiLBERTschen Rau-
mes § bezeichnet. In § ist ein bilineares inneres Produkt (f, g} erklirt,

€h={¢g; ¢.ph>o0 f+0 |f=7¢H.
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Es erfiillt bekanntlich die Scawarzsche Ungleichung
e, Nl=lleil - 1#1}-

Wir benétigen hier aus der Theorie des HiLBERTschen Raumes nur den
Satz, daB ein (komplexwertiges) beschrinktes, lineares Funktional I(f),

HOTEAT]
Hi) = (. g0)

mit festem g, darstellbar ist’.
Ein in $ definierter Operator L heilt hermitesch, wenn fiir alle f, g

gilt. Er heiBt unitir (U), wenn U~ in ganz § definiert ist und wenn
stets

eindeutig in der Form

U, Ug) =}, 8) (6.1)
gilt.
Der lineare Operator E heiBt Einzeloperator, falls
EE=E
erfiillt ist.

Wir betrachten neben einzelnen unitiren Operatoren U auch lineare
Gruppen U, unitdrer Operatoren,

UU=U,. Up=1 (6.2)

wo I die Identitit bedeutet. Daraus folgt U_, = UL

Die Gruppe heiBt stetig in ¢, wenn (U,/, g) stets in ¢ stetig ist. Ent-
sprechend sei MeBbarkeit in ¢ definiert. Aus der MeBbarkeit folgt von
selbst die Stetigkeit, wie sich im folgenden mitergeben wird.

Fiir einen einzelnen unitiren Operator U und fir eine in / meBbare
lineare Gruppe unitarer Operatoren U, existiert eine eindeutige

Spektralzerlegung. Es gilt fir alle |, g

2
(U}, g) = [ a(Eqf, g) * (6.3)

und analog 0+m
(Ut g) = [ a(Eaf. 0) (6.4)

frir jedes t. Die E, bilden eine aufsteigende Schar hermitescher Einzel-

operatoren,
EzE”=Ea, U=Min(i,p),

1 Vgl. etwa Stone [1].

3 WINTNER [1].

3 SyonE (1] und [2], v. NEUMANN {8). Der hier gefithrte Beweis lehnt sich an
Bocener [3] an.
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mit den Normierungseigenschaften E,_ = E; und Ey = 0, E,, = I bzw.
E_o =0, Ep, = I, Diese Relationen sind als symbolischer Ausdruck
fir das entsprechende Verhalten von (E;f, g) aufzufassen.

Beweis. Hierzu sind die beiden Sitze von § 4 heranzuziehen. Wir
betrachten nur den Fall einer Gruppe U,. Bei einzelnem U verliuft
der Beweis ganz analog. (U,f, /) ist nun eine positiv definite Funk-
tion von ¢. Fiir eine beschrinkte und abbrechende Funktion ¢(f) defi-
niert nimlich

[10y (U 0 dt = (Vi.g)

eindeutig einen linearen Operator V in $; denn die linke Seite ist bei
festem f der Konjugiertwert I{g) eines linearen Funktionals. Seine Be-
schrinktheit folgt aus

(U, = US| - lgll = {711 - Tel]- (6-5)

In I{g) = (g, ho) geht indessen k, aus f vermittels einer linearen Ope-
ration hervor. Nun ist

Fx—3) = (Usoyf, ) = (U, U, U Uy ) = (U £, U, )

also

— [(V}, U,y g} dy =[(U,1, V] ¢(3) dy = (Vf, V) = 0.
Nach Satz 4.2 gilt also fiir fast alle ¢
(UL, H = [e440:(f) (6.6)

mit eindeutig bestimmter, nirgends abnehmender Verteilungsfunktion
0,(f). Da (U,f, g) Linearkombination gewisser (U/; ¢, ¢), nimlich von

(Ue(f £38), f +1g) und (U, (ftg). [ g) ist, folgt
(U.f.8) = fe**dQi(f. g) (6.7)

mit eindeutig bestimmter (jedoch nicht mehr reeller) Verteilungsfunk-
tion Q,(f, g). Aus der Eindeutigkeit schlie8t man: @,(f, g) ist ebenso
wie (f, g) bilinear in f, g, und wegen

U h=0U_g=(Ute

gilt o
Oulg. h =l 8- (6.8)

Ferner hat man

0=0-xl) =0f) = Q. ) =0x()-
Also gilt die ScHwarzsche Ungleichung

[0 (f, g)|2 = Qi) Qu(B)-
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Andererseits ist wegen der Stetigkeit des Fourier-Integrales
im (U, /) = [20:() = Q)

{wenn in ¢+ 0 die Ausnahmewerte von ! vermieden werden). Wegen
(6.5), g = f, ergibt sich dann

Q) === 1).

Ahnlich wie am Anfange des Beweises erhilt man

Qi(f, &) = (Eaf, 8)
mit eindeutig bestimmtem linearem Operator E;. (6.8) bedeutet, daf
E, hermitesch ist. Offenbar gilt E_,, =0 und E;_, = E;.
Wendet man nun die Formel )
Je@ v dvd) = [pd)d fy()dvis),
wo im Integrationsintervalle @, ¢ stetig und beschrinkt sind und v
von beschriankter Variation ist, auf

fﬂ“"@i"‘d(Elf, g)

an, so ergibt sich fiir fast alle ?
A
(Upsef 8) = [ d [ d(E,f 6).

In ihrer Abhingigkeit von 1 besitzt die Belegung alle Eigenschaften
einer Verteilungsfunktion. Andererseits ist fiir fast alle ¢

(Uesal, 8) = (U, 1,8 = [¢4d(E, U, 1, g).
Aus der Eindeutigkeit folgt also

i +o0
(EU.f, 8) = [ d(E,f, ¢) = [, (E.f.8).

wo im rechten Integral ¢ = Min (4, #) zu setzen ist. Man kann auch
Yoo

(EiU,1.6) = (Uf, Exg) = [¢*#d, (E,f, Esg)

-_—00

schreiben (fast alle s), woraus wieder wegen der Eindeutigkeit

(E.f.8) = (E.f Eig) = (B E,[. 8),
also E, = E,E, folgt. Damit ist alles bis auf E, = I bewiesen. Wenn
nun U, stetig von ¢ abhingt, gilt (6.7} fir { =0,

(Ush 8) = (}, 8) = Ol 8) = (Ecf. B),

und daraus folgt die gewiinschte Relation.
Bei nur meRbarem U; mul} erst die Stetigkeit erschlossen werden.
Oben wurde gezeigt, dal} jedenfalls (Uf,g) mit einer stetigen Funk-
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tion von ¢ in fast allen ¢ lbereinstimmt. Die Nullmenge kann noch
von f, g abhingen. Wihlt man nun eine in § dichte Folge f,, so darf in

(Utjw f,u) = Fv”u (t) + av,,u(“’)

die Ausnahmenullmenge N unabhingig von », u fest gewihlt werden.
F, , ist stetig, und es gilt

a, .(f) =0, ¢ nicht in N.

Da (U,f, g} gleichmiBig in —oo < £ <C oo durch (U, f,, {,} approximiert
werden kann, folgt ganz allgemein

(Udf.g)=F({t) +at}); a=0, ¢nichtin N

mit stetigem F und derselben Nullmenge N. Ersetzt man hier f durch
U,f, so folgt dhnlich

(Uisaf  8) = G@) + 8.
Ersetzt man jedoch ¢ durch { + s, so ergibt sich durch Vergleich
Ft+s)—G{t)=b{t) —a(s + )

fiir alle ¢. Da dic linke Seite stetig von ¢ abhingt und die rechte Seite
nur in einer Nullmenge von Null verschieden ist, folgt b(f) = a(s + ¢)
fiir alle £. Bei beliebigem ¢ wihle man nun s so, daB s + ¢ nicht in N
liegt. Wegen a = 0 folgt dann &(f) = 0 fiir alle ¢, also auch a =0,
w.z. b.w,

Unter einer Sprungstelle von E; wird eine Stelle 2 verstanden, an
welcher (E,/, ¢) fiir mindestens ein Paar f, g einen Sprung aufweist.
E; besitzt hichstens abzidhlbar viele Sprungstellen. Betrachtet man
nimlich eine in § dichte Folge §,., so ist die Gesamtheit der Sprung-
stellen aller {abzzhlbar vielen) Funktionen (E,f,, g,) gewiBl abzihlbar.
Wegen

(Edf Exf) = (L EXD = (1, Exf)y = [(F Eaf) | == |I£]] - [1EaA

NE:f 1l = 1],

148t sich (E,f, g) gleichmiBig in 4 durch Funktionen jener abzihlbaren
Menge approximieren. An einer Stelle, an der simtliche Funktionen
dieser Menge stetig sind, ist daher auch die Grenzfunktion stetig. Dar-
aus folgt die Behauptung.

also

§ 7. Einiges vom Punktspektrum?,

Definition 7.1. Die Zahl 2 heifit Eigenfrequenz des unitiren Ope-
rators U, wenn es ein Element @ 3= 0 mit Up = ¢ g gibl. @ heifit ein
zur Eigenfrequenz A gehiriges Eigenelement.

1 Vgl etwa STONE [1].
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Da aus Up = étp, Uy = ¢i# p die Gleichung (p, ¥) = (Up, Uy)
= @-F (g, p) folgt, gilt: Jede Eigenfrequenz ist reell, zu (mod 27)
verschiedenen Eigenfrequenzen gehdrige Eigenelemente sind zueinander
orthogonal.

Definition 7.2. 1 heift Eigenfrequenz der Gruppe U,, wenn es ein
Element @ = 0 gibt devart, daf U, = ¢'1q fiir alle ¢ gilt. @ heift ein
2u A gekoriges Eigenelement.

Die Eigenfrequenzen sind reell, zu schlechthin verschiedenen Eigen-
frequenzen gehérige Eigenelemente sind zueinander orthogonal.

Die Eigenfrequenzen sind mit den Sprungstellen von E; identisch.
Die zu 4 gehérigen Eigenelemente gehen durch Anwendung der Opera-
tion E;,, — E,; auf ein beliebiges Element von § hervor.

Zum Beweise betrachte man eine Sprungstelle 4 = 2 von.E,. Der
Operator E,, . ist eindeutig durch ; .iiﬁn (E:f, g) definiert. Dieser Grenz-

wert ist namlich wieder Konjugiertwert eines beschrinkten linearen
Funktionals von g. Ersetzt man in der Spektraldarstellung, z. B. von
(U.f, g}, das Elemient { durch (E,,;, — E,}f = @, so erhilt man wegen
der Identitat

0, L=,

Ey(Eso— Eu) =

a “ Efi+0_EpuA>dus

sofort
(Uip.g) = {p, 8)
fiir alle g. Umgekehrt wird jedes Eigenelement auf diese Weise er-

halten. Gehért nimlich @ zur Eigenfrequenz g, so folgt aus der Spektral-
darsteilung, wenn man f durch ¢ ersetzt,

(U,g.g) =+t (g, g) = [¢*d(E) 9. 8),
also nach dem Eindeutigkeitssatze
0,2=u,
E,p=
+ {99. 1> p,

Orthonormiert man die zur selben Eigenfrequenz gehdrigen Eigen-
elemente, so bildet die Gesamtheit dieser Elemente ein normiertes
Orthogonalsystem. Es ist vollstandig, wenn das Spektrum von IT
bzw. U; ein reines Punktspektrum ist, d.h. wenn (Exf,g) stets eine
reine Sprungfunktion ist. Aus der Spektraldarstellung folgt dann nam-
lich fir n =0 bzw. t — 0

(f,8) = ;:([Em —Elf8)

erstreckt iiber alle Eigenfrequenzen 1 = 2,, Sind nun ¢, ¢;, ... die
zu 1 gehérigen orthonormierten Eigenelemente, so gilt

(Ervo—E)1=2c;9i;  ci=(Eio—Ed 9= ([E1so—E) @)=/, 97,

(E#+0_*E,u)q7=tp' (71)
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also )
(Erro—Edf.0) =201 ¢ - (€. 90 -

Daraus ergibt sich die Vollstindigkeitsrelation fir {f, g).

§ 8. Mittelwertrelationen.

U sei wieder ein unitdrer Operator in . Dann gilt der
Satz 8.1. Zu jedem Element  gibt es ein U-Mittel *, d. h. es gilt
tm Sinne starker Konvergenz

n-—-1
. 1 vy
i S
m

f* ist ein zu X = O gehdriges Eigenelement, d. h. f* ist gegemtiber U in-
variantl.

Beweis. Man betrachte zunichst die Elemente der Form Up — ¢,
@ in . Nimmt man alle Hiufungselemente im Sinne starker Konver-
genz hinzu, so entsteht eine abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit .
Setzt man allgemein

n—1
1 ¥
Vﬂ'“‘f:n-—-!}_‘;ZUf’ (8.1)
so ist im Falle f = Ug — ¢
Vaml = 0 O Wt s A T B g,

Ist { Hiufungsclement von Elementen ' = Up— ¢, so folgt
n—1

Wasmf = Van /I = Wamtf = 152 o= DU — 11 =if — 11,

n— M
. m
somit

H Vﬂ,m”l = “ Vﬂ,m‘f”” + ”f - f“ v
Also gilt auch in diesem Falle
V’I,mi_*on H—m—>00,

Nun laft sich bekanntlich jedes Element / in der Form f=g -+ &
schreiben, wo g zu 3 gehért und % zu allen Elementen von I ortho-
gonal ist, d. h. wo

Oz(h,U(p—-fp):(h,UqJ)—(k,tp)z(U‘lh,q))—(h,(p)=(U“1h—h,lp)
fir alle ¢ von $ gilt. Daraus folgt aber U~1h =k, also 4 = Uhk.

1 v. NEUMANN [1], CARLEMAN [1] und [2]; vgl. auch E. HOPF [2], sowie die
Zusatzbemerkungen in v. NEUMANN [4]. Nach einer mindlichen Mitteilung von
Herrn v. NEUMANN rihrt der hier wiedergegebene unverdffentlichte Beweis von
F. RIESZ her.
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Fiir g ist der Satz schon bewiesen {mit dem Limes Null). Fiir A ist

Vamh=h—h.

Damit ist wegen f* = & der Beweis vollstindig erbracht.
Aus der fiir irgendein U-invariantes ¢ bestehenden Gleichung

n-1

Vamh @) = ;=5 DU Le), (U he)=(hUg) = (/9

folgt, da erst recht schwache Konvergenz stattfindet,
(™ o) =1/, 9. (8.2)

Durch diese fiur alle invarianten ¢ geltende Relation ist /* eindeutig
bestimmt. Aus der Spektralzerlegung folgt, dald die Bildung des U-
Mittels mit der Operation E.q — E, identisch ist. Wegen (7.1) folgt
namlich aus (8.2)

(* ) = (/. [Eco — Eo)9p) = ((E1o — Eo) /. 9),

(f*—[Eso—Edt,g) =0

fiir alle invarianten ¢. Da das vor dem Komma stehende Element
auch invariant ist, folgt die Richtigkeit der Aussage.

Fiir eine meBbare, also stetige Gruppe U, gilt analog der

Satz 8.2, Jedes f besitzt esn U-Mittel im Simme starker Konvergenz,

also

T
. 1
Pim, rog [Vl de =1
8

f* ist gegentiber allen U, invariant}.
Beweis. Der Operator Vg o ist durch

7 7
(Vo,0hi®) = =5 [ULg)dt,  Ver=ptg[Udat (§3)
5 8

eindeutig definiert. Es geniigt,
Vel—>71* Ve=Vor (8.4)

zu beweisen, da’
Ve, ol =Vp_gUgf=UgVyp_gf; [*=Ugf*

ist. Bei ganzzahligem T == » erhilt man nun durch Einschalten der
ganzzahligen Zwischenwerte als Integrationsgrenzen, U, = U,

n—-1
Vat =2 DU (V.
(]

1 5. Fullnote 1 auf 5. 23.
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Hier ist der vorangehende Satz unmittelbar anwendbar. Ist bei be-
liebigem T >> 0:#n = [T], so schreibe man

7
T

Vet =vas+ § [vpar.

Dabei ist wegen "

gewiB [(Ud, UN| = [ UA] - U = [1£))2

!} T iz }' T L TT
l‘ “=(qu‘dt. jU.de)ﬂff(U;f.U.:‘)dsdtéEf%i’-

Die UiInvarianz von f* erschlieBt man direkt.

Genau wie bei einzelnem U folgt die Giiltigkeit der Relation (8.2)
fiir jedes U-invariante ¢. Durch sie ist /* wieder eindeutig bestimmt.
Auch hier gilt f* = (E , — E,)f.

Von besonderem Interesse ist flir die Anwendungen der Fail, wo
A = 0 eine einfache Eigenfrequenz ist. Ist ¢, das zugehorige Eigen-
element, so ergibt sich durch Berechnung von ¢ in f* = c¢g, vermit-
tels (8.2) 9 = g,

) @o)
f¢ = 2B g .
' (‘Po: ¥o) (8.5)
Ist 4 = 0 keine Eigenfrequenz, so ist stets /* = 0.
Da mit U, auch ¢ *#!U, eine lineare Gruppe unitirer Operatoren
darstellt, folgt aus Satz 8.2 allgemeiner die Existenz des starken Grenz-
wertes T

lim - [ dE = f. (8.6)
&

Dabei ist ? gegeniiber der neuen Gruppe invariant, i. a. W. f ist ent-

weder ein zu A= u gehoriges Eigenelement oder es ist f = 0. Im

iibrigen lehrt die Spektralformel, daB der Ubergang zur neuen Gruppe

einfach in einer Verschiebung des Spektrums resultiert. Es ist

?= E,,of —E,f. Analoge Tatsachen bestehen bei einzelnem U.
Fiir mechanische Anwendungen brauchen wir noch die Formel

L sf

mit iber alle Eigenfrequenzen 1 erstreckter Summation. Sie folgt
durch Anwendung von (5.8) auf die Spektralformel. Als Spezialfall
ergibt sich
Satz 8.3. Gibt es keine Eigenfrequenzen aufer X = 0, so gill
T

I j

2
(Uihg) — > e(Eavo - Eidfg) dt=0, (8.7)

i

10

(Uit g) — U g) dt = 0. (8.8)
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Ist A = O einfach und @, das wugehirige Eigenelement, so gilt (8.5), d. h.
(2.0 = 9 80, (8.9)

{@n. @a)
Nebenbei se bemerkt, daR fiir den Beweis aller dieser Tatsachen
die Spektralzerlegung von U bzw. U, entbehrlich ist. Man muf3 dann
von der Vollstandigkeitsrelation (5.8) oder (5.9) Gebrauch machen.

[1l.Kapitel.
Statistik bel Abbildungen und
Stromungen.

8 9. Zeitmittel und Ergodenhypothese. Das Spektrum.

Wir legen wieder einen Korper Q von Teilmengen von Q seine
BoREL-Erweiterung B und ein in BQ definiertes LEBESGUEsches
MaR m zugrunde. Damit die Séize des vorigen Kapitels anwendbar
werden, sei noch folgendes vorausgesetzt. Es gibt ein System 3 von
abzéhlbar vielen, B$t angehdrenden Mengen derart, dal} jede Menge
aus $ bis auf eine Nullmenge durch paarweise fremde Mengen von £
ausgeschopft werden kann. In Teilgebieten des Euklidischen Raumes
mit dem Euklidischen Mal3 erfullen z. B. die Parallelepipede mit ratio-
nalen Mittelpunktskoordinaten und rationalen Seitenlangen diese For-
derung.

Der HiLBERTsche Raum aller zu L? gehérigen Funktionen f besitzt
dann wirklich die im vorigen Kapitel benitzte Eigenschaft der Separa-
bilitat, d. h. es gibt eine in ihm Uberall dichte Folge f,.

Nach den Ergebnissen von 8§ 3 und 8 6 besitzt jene ra-treue einein-
deutige Abbildung von U auf sich, sowie jede m-treue und mefibare,
also w-stetige Stromung in U ein ganz bestimmtes Spektrum. Die zu-
gehorigen unitaren Operatoren sind nicht beliebig, sondern geniigen
der Bedingung

Ulg=UfUg? (9.1)

Das Punktspcktrum einer Strémung hat folgende Bedeutung. Damit
f = }(P) ein zu 1 = 0 gehoriges Eigenelement sei, d. h. damit / gegen-
iiber allen U, invariant sei, ist notwendig und hinreichend, daB bei
beliebigem festem ¢

[(£) = [(P)

' E. HOPF [3], auch [5]. KOOPMAN and v. NEUMANN [1].

2 |st fur eine Realisierung von § durch die L2-Funktionen in einem Raume Q
diese Bedingung stets erfillt, so gehért auch umgekehrt zu U eine bestimmte
mafitreue Abbildung. Analoges gilt fiir Operatorenscharen. Vgl. v. NEUMANN [4].
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fir fast alle P geite. Die Nullmenge kann dabei von ¢ abhingen. Es
handelt sich also um die im groBen eindeutigen ,,Integrale” der Stré-
mung. Die Einbezichung bloB meBbarer Funktionen in diesen klassi-
schen Begriff wird sich bald als notwendig und in der Natur der Sache
liegend erweisen. Allgemein sind die Eigenelemente von U, durch die
Forderung gekennzeichnet, dall bei beliebigem festem ¢

f(P) = &*{(P)

fiir fast alle P gelten soll.

Der Absolutbetrag eimer Eigenfunktion ist invariant im obigen Sinne
{Integral). Gehort f zu 2, so gehort 7 zu —2. Gehort f(g) zu A(y),
so gehort das Produkt fg zu 4 + u. Das Punktspektrum einer Strg-
mung bildet einen Additivmodul®.

Mit f(P) ist auch, wenn f = 0 iiberall in £ angenommen wird, f/{/|
eine zur gleichen Eigenfrequenz gehdrige Eigenfunktion. Zur letzteren
gehért, da sie vom Betrage Eins ist, ein bestimmter Winkel @ (P),
0= @ < 2a. O(P) ist ebenfalls meBbar und geniigt bei jedem ¢ der
Gleichung

G (P) =t + O(P) (mod27)

fiir fast alle P, ist also eine ,,Winkelvariable” der Strémungl.
Zur Umgehung der oben zugelassenen Ausnahmemengen brauchen
wir den
Hilfssatz 9.1. Zu jeder Eigenfunkiion f(P) der Stromung im obigen
Stnne gibt es dann eine mit thr fast diberall vibereinstimmende Eigenfunk-
ton [ (P) derart, daff
J'(P) = &1 (P)

ausnahkmslos, d. k. fir alle P, gilt®,

Beweis. Man darf also z. B. den Begriff aes Integrals im Sinne
strikter Konstanz lings einer jeden Stromlinie auffassen. Der Durch-
sichtigkeit halber sei der Beweis nur fiir Integrale gefiihrt, f(P,) = f(P).
Nach der Voraussetzung des besagten Kriteriums ist f{P,) meQbar in
(P, ). Also ist die (P, ¢)-Menge, in der f(P,) + f(P) stattfindet, meB-
bar. Da fiir jedes feste ¢ die Ausnahme-P in £ eine Nullmenge bilden,
ist nach Fusini die obige (P,#-Menge vom MaB Null in £ x (f).
" Wiederum nach Fusini gilt also: Fiir alle P auBerhalb einer festen
Nullmenge N in £ ist f(P,) = f(P) fiir fast alle £.

Aus

PcQ-N, PcQ-N (9.2)
folgt nun
HPY) = f(Pa.  H(PY) = [(Py)

! KOOPMAN [1].
2 v, NEUMANN [4].
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fur fast alle t bzw. s. Verknupft man s, t durch s=t+ a— b, so
gelten beide Gleichungen gleichzeitig fur fast alle t. Wahlt man ein
derartiges t, so folgt wegen

(Po)y = Pi+a = (Pb)t-l-c-b = (B},

die Gleichheit der Werte von / in den &ufRersten Punkten. Also ist
f(Py) = f{Pb), wofern nur P, P, der Bedingung (9.2) genigen, d. h.
auf allen auf3erhalb N gelegenen Teilen einer Stromlinie nimmt / einen
strikt konstanten Wert an. Wir definieren dann /' =/in Q — N, und
setzen /' in N gleich jenem konstanten Wert, falls die durch P gehende
Stromlinie Uberhaupt nach Q—N gelangt. Tut sie das nicht, so setze
man /' = 0. /' ist offenbar die verlangte Funktion.
Auf Stromungen angewandt, liefert Satz 8.2 den
Statistischen Ergodensatz. Jede zu L? gehdrige Funktion f(P)
besitzz ein ebenfalls zu L? gehdriges Zeitmittel f*{P) im Snne starker
Konvergenz.
[ |
Tfig}__?m f—_“‘gff(Ps) dt — f"(P)1 = 0.
i

* ist gegenliber der Sromung invariant und durch die fir jedes invariante h
geltende Relation

(f, #) = (/*, }) (9-3)
eindeutig  bestimmt®.

Ist / die charakteristische Funktion einer Menge A, so stellt /* die
mittlere Verweilzeit des wandernden Punktes P; in A dar.

Definition 9-1. Die Srémung heifdt bei endlichem m(£) ergodisch,
wenn fir jedes f(P) aus L? das Zeitmittel in U fast Uberall konstant ist.

Zur Ergodizitat ist bereits hinreichend, da diese Forderung bei
den Funktionen einer in § dichten Folge zutrifft. Setzt man namlich
in (9.3) h= f*, so folgt aus der SCHWARZschen Ungleichung leicht

1= 7

Wendet man dies auf / — f, an, wo die f, die erwéhnte Folge bilden,
so folgt die Richtigkeit der Behauptung, da jedes /* fast Uberall kon-
stant ist. Die Ergodizitat folgt also bereits daraus, da’ die mittlere
Verweildauer in jeder der Mengen von Q, oder von & (z. B. in Parallel-
epipeden oder Kugeln) bis aufeine Nullmenge konstant ist. Ergodizitét
im obigen Sinne ist demnach die Forderung, welche der BOLTZMANN-
schen statistischen Mechanik in Wirklichkeit zugrunde liegt?.

! vgl. FuRnote 1 S. 23. Es besteht sogar gewshnliche Konvergenz in fast
allen P (individueller Ergodensatz), BirkHOFF [1]. Obwohl vor v. NeumANN [1]
erschienen, wurde es etwas spater gefunden.

2 v, NEUMANN [1, [2 und [4].
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Im ergodischen Falle ist A = 0 einfache Eigenfrequenz mit keinen
anderen Eigenfunktionen als den Konstanten. Es gilt also (8.5), =1

jdm
w4
P=a0="m@ " (9-4)

Insbesondere ist die Verweilzeit in einer Menge A gleich m(A)/m(0).
Lant man in Definition 9.1 die Forderung der Endlichkeit von m(£2)
fallen, so ist im Falle m(Q) = X = 0 keine Eigenfrequenz. Dann
ist stets /* = 0, fcl’, Die genauere Untersuchung dieses Falles er-
fordert ganz andere Hilfsmittel als die bisherigen und sei auf spater
ver schoben.

Definition 9.2. Be endlichem als auch unendlichem m(€2) heil3e
die Stromung metrisch transitiv, wenn fir jede mef3bare und invariante
Menge A entweder A oder Q— A eine Nullmenge ist™.

Invarianz einer Menge bedeutet hierbel Invarianz ihrer charakte-
ristischen Funktion. Aus dem Hilfssatz 9-1 folgt, dal3 es zu jeder mel3-
baren und invarianten Menge eine ihr im wesentlichen gleiche, strikt
invariante, d. h. aus ganzen Stromlinien bestehende Menge gibt. Es
bedeutet also dassalbe, wenn in Definition 92 strikte Invarianz ver-
langt wird.

Folgerungen aus der metrischen Transitivitat. Be gewohn-
lichen mechanischen Stromungen lalt sich das obige Mengensystem (2
aus Umgebungen aufbauen. Man nennt eine einzelne Stromlinie transi-
tiv, falls dein U Uberall dicht liegt. |st nun die Stréomung metrisch
transitiv, so missen fur fast alle Punkte P die hindurchgehen-
den Stromlinien transitiv sein?. Hierzu braucht nur gezeigt zu
werden, dai fur jede Menge A des Systems © die Stromlinien, welche
mit A keinen Punkt gemein haben, eine Nullmenge bilden. Diese Linien
haben namlich mit keinem A; gemeinsame Punkte, also auch nicht mit

B=34,

wo r alle rationalen Zahlen durchlauft. B ist nun me3bar und invariant
in dem Sinne, dalR B~B fur alle rationalen t gilt. Aus dem Bestehen
von m(CB; = m(CB) fur alle rationalen / folgt aber wegen der Stetig-
keit (Definition 3.3) die Gultigkeit fur alle /, d. h. die Invarianz von B.
Da B keine Nullmenge ist, mu3 & — B es sein. Die letztere Menge
enthalt aber die betrachteten Stromlinien.

Die Umkehrung dieser Behauptung ist im allgemeinen wahrschein-
lich falsch. Ob de bei analytischen Stromungen zutrifft, ist jedenfalls
noch unerwiesen. Die Frage ist die, ob es bel ,verninftigen'* Stro-
mungen vorkommen kann, dal} die Gesamtheit der Stromlinien in zwel
je Uberall dichte Teile positiven MaRRes zerlegbar ist.

! BIRKHOFF and SMITH [1]. 2 CARLEMAN [2].
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Satz 9.2. Bei endlichem m(Q) ist die Ergodizitit gleichbedeutend
mil der metrischen Transilivitdll,

Beweis. Ganz allgemein ist metrische Transitivitit damit gleich-
bedeutend, daB die Konstanten (bis auf Nullmengen) die einzigen meB-
baren und invarianten Funktionen sind; denn ist f invariant, so ist
jede Menge /> @ invariant. Ist nun jede invariante Funktion eine
Konstante, so trifft dies fiir jedes Zeitmittel zu, i. a. W. die Strémung
ist ergodisch. Besteht, umgekehrt, Ergodizitit im Sinne von Defini-
tion 9.1, so folgt die Konstanz bei den zu L? gehérigen invarianten
Funktionen aus ihrer Identitit mit ihren Zeitmitteln. Da wegen
m (2) < oo die charakteristische Funktion jeder meBbaren und invari-
anten Menge invariant und zu L? gehorig ist, folgt die metrische
Transitivitit. Im Falle m (£2) = oo versagt der SchluB.

Satz 9.3. Im ergodischen Falle sind simtliche Eigenfrequenzen etn-
fach. Jede Eigenfunktion ist fast vberall von konstantem Betrage?.

Beweis. 4 = 0 ist einfach, und die zugehérigen Eigenfunktionen
sind die Konstanten. Gehoren /, ' beide zur Eigenfrequenz 2, so ge-
horen sowohl f'/f als auch |/} zu A = 0, sie sind also im wesentlichen
Konstante.

Es koénnte kiinstlich, ja sogar unnétig erscheinen, zur Untersuchung
der Zeitmittel f*(P) die umfangreiche Klasse der lediglich meBbaren
Funktionen heranzuziehen. Demgegeniiber set ohne Beweis bemerkt,
daB bei ,,allgemeinen ergodischen Strémungen, sogar im analytischen
Falle, ein stetiges f(P) angebbar ist, dessen Zeitmittel vom Werte (9. 4)
in einer iiberall dichten Menge von Stromlinien abweicht. Typisch ist
in diesem Sinne das spiter behandelte Problem der geoditischen Linien
auf Flichen der Kriimmung 1.

Nicht typisch ist folgendes klassische Beispiel einer ergodischen
Strémung auf dem #n-dimensionalen Torus x;(mod1), ¢ =1,2,...,n,

P=(x, %5, ...,%), Py=1{(xy+ait, xs+ast,..., x,+ a,t),

wo die g; linear unabhingig sind. Das MaBelement dx, dx, ... dx, ist
invariant. Gehért das invariante f zu L2, so missen die formalen
Fourierreihen von f(P,) und 7{P) identisch sein. Beim Ubergang von
der zweiten zur ersten erhilt jedoch das Glied

A ggaitkegi+ - +Eaga) (95)
den Faktor
g2ﬂ’£t(t;ﬂ; E R knau) .
welcher nur dann fiir alle ¢ gleich Eins ausfillt, wenn
kl=k2=--o=kﬂ=0

ist. Die Reihe reduziert sich also auf das konstante Glied, d. h. f ist
fast iiberall konstant? Dariiber hinaus ist bekannt, dall das Zeitmittel

! v. NEUMANN [1] und [4]. 2 E. HOPF [2.
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eines beliebigen RIEMANN-integrablen f im Sinne gleichméaRiger Kon-
vergenz existiert und konstant ist'. Ubrigens sieht man leicht, daR
diese Stromung ein reines Punktspektrum besitzt. Man erhalt Ef
aus f, indem man in der Fourierreihe von f nur digjenigen Glieder bei-
behalt, die der Bedingung

2“”"(klal i knan) <2

genligen. Die Eigenfrequenzen sind alle einfach, und die zugehdrigen
Eigenfunktionen sind (9-5).

Zur Frage, inwieweit eine ergodische Stromung durch ihr Spektrum
charakterisiert ist, |83t sich folgendes Resultat anfuhren. Eine ergo-
dische Strémung mit reinem Punktspektrum ist durch dasselbe im
wesentlichen, d. h. bis auf eine m-treue Koordinatentransformation,
eindeutig bestimmt. Ferner 188t sich auch jeder Additivmodul reeller
Zahlen als Punktspektrum einer ergodischen Strémung mit reinem
Punktspektrum auffassen’.

Eine mtreue und m-stetige Sromung, m($2) < , besteht bis auf
eine Nullmenge in U aus invarianten, ergodischen Bestandteilen.

Dies ergibt sich durch Reduktion der Strémung vermittels ihrer
,im groRen eindeutigen Integrale"®.

Esist unmittelbar ersichtlich, wie die obigen Begriffsbildungen und
Sétze bei einer einzelnen Abbildung zu fassen sind.

§ 10. Anwendung auf ein Verteilungsproblem.

Satz 10.1. Jedes zu L' gehorge f(P) besitzt ein ebenfalls zu L1
gehiriges Zeitmittel [*(P) im Sinne starker L-Konvergenz. Dabei ist
m () < oo vorausgesetzl.

Beweis. Fiir ein solches f ist f(P,) eine meBbare Funktion von
(P, 8. Aus

(T—-S)ffdm=det[j(P}dm=detfl(Pt)dm
2 5§ s 2

folgt nach Fyusini ithre Summierbarkeit in £2x (S, T). Streng genom-
men miiBBte man erst / als Differenz zweier nichtnegativer und summier-
barer Funktionen schreiben und einzeln vorgehen, Das Integral

T

1Py ar
S
Y'H. WEYL [1].
2 v. NEUMANN [4]. Dort findet man auch ein vom WEYLschen verschiedenes
Beispiel.
® v. NEUMANN [1] und [4], wo sich eine prézise Formulierung nebst Beweis
findet. DalR bei dieser Zerlegung die gestaltlichen Verhaltnisse sehr verwickelt
sein koénnen, selbst fur analytische Stréomungen, wird durch die obigen Bemer-
kungen nahegelegt. Eine noch weitergehende Zerlegung findet sich bei KRYLOFF
und BOGOLIOUBOFF [2L
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existiert also fiir fast alle P. Es ist

f dm ot ﬁ (P) dt
I 5

Wegen m (£} <C oo folgt aus der Zugehérigkeit einer Funktion zu L2
die zu L', Da man nun nach dem Approximationssatze f Ll-stark
durch Funktionen f, aus L? approximieren kann, ergibt sich der Satz
leicht durch Anwendung von (10.4) auf die Differenzen f — f,.
f(P,v) sei im Produktraume £2X (v) summierbar. Dann ist auch
g(Q, ) = {{Q, u/s) bei festem s im Produktraume der {{), %) summier-

5JII(P)I dm . (10.1)

bar. Im Integrale , ®
d’[g(@,u) dmdu (10.2)
6
fihre man die Substitution
Q=P, u=v (10.3)

aus. Diese eineindeutige Abbildung von Q x (v) auf sich und ihre- In-
verse fuhren jede melibare Teilmenge des Produktraumes in eine eben-
solche Uber, wobei das Produktmal® du = dmdv erhalten bleibt. Es
genligt, den Beweis im Falle zu fuhren, wo die Menge das Produkt
einer mel3baren Teilmenge A von Q und eines endlichen v-Intervalles
ist. Eine solche Menge geht aber in einen endlichen v-Abschnitt der
durch A erzeugten Stromrohre Uber. Aus der MeRbarkeit derselben
(die Strémung ist mebar!) folgt dann die Mel3barkeit des Bildes. Zur
Berechnung des p-MalRes darf daher der Satz von FUBINI herangezogen
werden. Der Durchschnitt mit fast jeder ,Ebene" v = const ist mef3-
bar und w-treu gegentber (10.3). Also ist (10-3) p-treu. Setzt man
(210.3) in (10.2) ein, so ergibt sich

h[ﬁfg(P,,v)dmdv.

Nach FUBINI existiert also bei beliebigem festem s
L fe(Ps.v)dv = [g(Prv, sv)dv = [1(Pry, 0) dv
0 0 0

fiir fast alle P im Sinne absoluter Konvergenz und stellt eine zu L!
gehdrige Funktion dar. Von ihr gilt der
Satz 10.2. Es ist

u‘?i“mgf |@(P, 1) — &*(P)| dm = 0;

=)

(P, 1) =f;(P,,,u)dv, &*(P) =f/*(P, v dv,
0 ]

wo [*{P, v) das bei festem v gebildete Zeitmattel von [(P, v) bedeutet.
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Beweis. Man bemerke zunichst, daB der Satz im Falle

(P, v) = f(P)g(v), g=[1’0£v<a.

(10. 4}
0, assyv<{o0

mit Satz 10.1 zusammenfillt; denn dann ist
a [
1
S0 = [{(Pudv=a-L[1(P)as; & (P)=ap(P).
0 0

Im allgemeinen Falle kann man nach dem Approximationssatze immer
eine endliche Summe

fn(P, v) =Z}'(P)g(v)

mit summierbaren f, g angeben derart, daB

[11@.0) — (@ v) | dman <
20

ausfdllt, Durch nochmalige Anwendung dieses Satzes kann man er-
reichen, daB die g(v) charakteristische Funktionen endlicher Intervalle,
sogar von der Form (10.4) sind. Setzt man

Du(P,t) = [fo(Pry,v)dv,  B*(P) = [f2(P.v)dv]
so folgt ° °

f|d>,,(P, §) — (P, 5| dm ;:ff”,,(P,,,v) — {(Py v) | dmdy < L.

Die linke Seite strebt daher fur n -+ oo gleichmiBig in ¢ nach Null.
Ferner ist

j|¢>* (P) — ®%(P)|dm = j[{t,,(P v) — f(P, v)}*|dm

11

g-ff“a(P,v) “f(P-v)Idm<%.
g6

unter Benutzung der Ungleichung (1, l¢*|) = (1, |@]). Daraus ergibt
sich der Satz in vollem Umfange.

Wir wenden diesen Satz auf die Stromung P - P, an, welche der
geradlinigen und gleichférmigen Bewegung (mit der Geschwindigkeit
Eins) eines Punktes in einem Gefédle mit elastischer Reflexion an den
Waénden entspricht. Die Phase P ist dann das Linienelement (Punkt,
Richtung). Der Phasenraum ist also das Produkt des GeféRinneren
mit der Richtungskugel. Das invariante Mal} in Q ist bekanntlich
dm — dVda, wo dV das Volumelement im Gefal3 und da das Flachen-
element auf der Richtungskugel bedeuten.
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Man denke sich zur Zeit t = 0 einen kontinuierlichen Haufen von
Punkten verschiedener Geschwindigkeiten v mit kontinuierlicher Ver-
teilung hinsichtlich der Anfangsphasen und Geschwindigkeiten gegeben.
f(P, v) dm dv sei die relative Anzahl der Teilchen im Elemente dm dv
des erweiterten Phasenraumes Qx(v),

ﬂ[{)ff(P,v)dmdu:i.

Zur Berechnung der Verteilung zur Zeit t betrachte man einen Teil 4
dieses Raumes und seine charakteristische Funktion g (P, v). Die An-
zahl der Teilchen, die sich zur Zeit ¢ in A befinden, ist gleich

[/H@.9) g(Qer, ) dmd v

(hat Q die Geschwindigkeit v, so befindet es sich zur Zeit ¢ in Q,,),
oder, da dm bei der Substitution P = @,, invariant bleibt,

J [1(Psv) g (P, vy dmdv. (10. 5)
0

Aus dem Satz 10.2? folgt nun fiir £ - o¢ die Konvergenz dieser Anzahl
gegen einen Grenzwert. Die Verteilung wird stationdr. Wohlgemerkt
besteht nicht direkte Konvergenz der Dichte f, sondern der Anzahlen,
d. h. schwache Konvergenz der Dichte. Die Grenzdichte, d. h. die
Dichte der Grenzverteilung, ist nach jenem Satze gleich

f*(P, v). {10.6)

Die Aussage des Satzes 1iBt sich auch direkt veranschaulichen. Die
Anzahl derjenigen Teilchen beliebiger Geschwindigkeiten v, welche sich
nach Ablauf der Zeit £ in dmp und zusammen mit ihren Geschwindigkeiten
in 4 anfinden, ist

dmp [ H(Por,v) g (P, 0) dv.
0
Die Dichte dieser Anzahl strebt L!-stark gegen eine Grenzfunktion,
[ @, veP,v)dv.
0

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die Strémung be
konstanter Geschwindigkeit v = 1 ergodisch ist. Dann hingt die Grenz-

dichte (10.6), S v) dm
| P ="

} Vielmehr aus der analog bewiesenen Verallgemeinerung auf den Fall
==}
D (P, 8) = [} (Pro, v) (P, v) dv.
1]

Dabei darf g eine beschrinkte und meObare Funktion von (P, v) sein.
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nur von v ab, und die Anzahl der Teilchen, die sich ohne Ricksicht
auf die Geschwindigkeiten im Teile a von Q anfinden, strebt gegen
m (o) fm (£2)

Das einfachste Beispiel, bei welchem dies der Fall ist, wird durch
die kleinen Planeten geliefert. Hierzu denke man sich das obige Gefal3
durch eine Kreislinie ersetzt mit sehr vielen Punkten verschiedener
Geschwindigkeiten, die sich auf ihr in positivem Sinne gleichférmig
bewegen®. Die Verteilung wird dann auf ihr gleichférmig, da die Stro-

mung P =g(mod2r), P,= ¢+ {{mod2n) (10.7)
ergodisch ist.

8 11. Tendenz gegen stationare Verteilung. Mischung.

Eine wichtige Klasse bilden bei endlichem m(Q) diejenigen meR-
baren und m-treuen Stromungen, bei welchen

Iim U/, 8) = {/*.¢) (11.1)

fir irgend zwei Funktionen t, g aus L? gilt. Aus der bloRBen Existenz
des Limes folgt bereits, da3 er den angegebenen Wert hat. Dies folgt
aus dem statistischen Ergodensatz mit Hilfe der Tatsache, daf3 auch
das Integralmittel beziglich t denselben Limes besitzt. Wegen {U{f, g)
— (fU~+g) gut (11.1) automatisch fir -+ —oo.

Die statistische Interpretation ist folgende: f(P) se die Haufig-
keitsdichte einer Verteilung von Phasen in Q. g(P) sei die charakte-
ristische Funktion eines Teiles A von Q. Dann ist die Anzahl der nach
Ablauf der Zeit / in A befindlichen Teilchen jener wandernder Phasen-
wolke gleich

[1(Prg(Pydm = (. U,g) = (U_ifg)
Sie strebt fir #-» oo einem Limes zu, d. h. die Wolke verteilt sich
stationdr. Das in 8§ 10 behandelte Beispiel ordnet sich diesem Typus
unter, wenn die dortige Stromung nicht auf den ,,Integralflachen”
v = const., sondern in ihrer Gesamtheit, d. h. im Produktraume be-
trachtet wird,
II=(Pvy, = (P, ).

(11.1) gilt bereits dann, wenn es fur die charakteristischen Funk-
tionen irgend zweier Mengen des Korpers ff oder auch des Mengen-
systems & besteht. Der Limes ist ndmlich dann auch bei den end-
lichen Summen f', g solcher Funktionen vorhanden. Alles Ubrige folgt
aus dem Approximationssatze von 8 2 und der Ungleichung (3-6), welche
die GleichmaRigkeit der Approximation hinsichtlich t nach sich zieht.

' POINCARE [1], Einleitung und p. 320ff.
2 POINCARE [1], p. 320ff.
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Von groBem Interesse ist der Fall, wo im Laufe der Zeit jeder Teil
von £2 gleichmiBig iiber £2 verteilt wird.
Definition 11.1. Die Strimung heifit vom Mischungstypus, wenn

stets 0 TS Stamfedm
i — Dl 4 4
il (Ul 8) = ") ) (1.2
Insbesondere gilt dann fiir irgend zwei meBbare Teile von £
. _ m(A)ym(B)
‘lirgm(A, B) = @ (41.3)

Definition 11.2. Man spricht vom Mischungstypus im weiteren
Sinne, wenn siels

s
lim e
T §=o0cd — 8
gilt. T

Zugehorigkeit zu einem dieser Typen ist bereits dann sichergestellt,
wenn die betreffende Definition bereits bel den charakteristischen Funk-
tionen der Mengen von £ oder von & zutrifft. Denn fiir diese Funk-
tionen gilt notwendigerweise

o 1),
(1.1)
Daher gilt es, wie schon in §9 erwihnt wurde, allgemein. AuBerdem
gilt stets (11.1) im engeren bzw. weiteren Sinne. In dhnlicher Weise
folgt iibrigens, daB (11.2) bzw. (11.4) auch fir alle / aus L! und alle
meBbaren und beschrinkten g gelten mud.

Mit Definition 11.2 ist folgende Aussage! gleichwertig: Auf der
t-Achse 148t sich eine von f, g unabhingige, feste Menge M der Dichte
Null,

... 13
i1 1
W tp - 0% a =0 (1.4

. 1
Pl g m{M-(S, T)}=0,

angeben derart, daB (11.2) gilt, wenn ¢ unter Vermeidung dieser Zahlen-

menge iiber alle Grenzen wichst.
Mit einer in § iiberall dichten Folge. /, bilde man die Funktion

O'(t) — Zz—n—m i(Ulfa; fn) - (f:- fll”!
1,1 _

AR

Sie wird, wie man leicht sieht, durch die Reihe

F2-nmeq

majorisiert und stellt somit eine stetige Funktion von ¢ dar. Ferner ist

T
s fena—o.
S

! KOOPMAN and v. NEUMANN [1].
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Daraus folgt die Existenz eines M der Dichte Null derart, dal} bei Ver-
meidung von M limo(f) = 0
[ X ]

gilt. Es l&lt sich auch zeigen, da® man M als Summe von Intervallen
wahlen kann derart, dal3 jedes endliche /-Intervall hochstens endlich
viele derselben enthélt. Wenn t M vermeidet, ist erst recht (11.2) fir
f—f, g="f, richtig. Wegen (3.6) gilt es also allgemein.

Schon oben wurde bemerkt, dal3 eine Stromung vom Mischungs-
typus (im weiteren Sinne) ergodisch sein mufR. Das Umgekehrte ist
falsch. Gleichbedeutend mit Ergodizitat ist, da® X = 0 eine einfache
Eigenfrequenz ist. Jedoch gilt der

Erste Mischungssatz. Damit eine Sromung vom Mischungstypus
im weiteren Snne sei, ist notwendig und hinreichend, dal = 0 die
einzige und eine einfache Eigenfrequenz sei; oder, dafl die Stromung weder
nichtkonstante , Integrale" noch , Winkelvariable" besitze®.

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar. Ist namlich f eine Eigen-
funktion, U,f = ¢'*!{, so folgt durch Einsetzen in (11.4) im Falle # = 0
wegen (f,1) = 0: f._0. DaB die Bedingung auch hinreichend ist,
folgt unmittelbar aus Satz 8.3.

Ebenso ergibt sich allgemeiner die Einzigkeit von 4 = 0 als Eigen-
frequenz oder die Nichtexistenz von Winkelvariablen als dquivalent
mit der Tendenz gegen stationdre Verteilung im weiteren Sinne.

Die Mischungsstrémungen lassen sich noch leichter in folgender
Weise charakterisieren. Die Stréomung P — P, erzeugt nidmlich im
symmetrischen Produktraume £2? = Q x £ eine Produktstrémung

IT=(P,Q)=(Q. P, I =(P, Q).

Wir setzen . o
(F, Gy = {D]F(P, Q)G (P, Q) dmpdmy.
1

Die Produktstrémung lift das Mal

p=[ [dmpdmg
invariant. Dann gilt der
Zweite Mischungssatz. Damil eine Siromung zum Mischungs-
typus im wesleren Sinne gehdre, tst notwendig und hinveichend, daf die
zugehdrige Produkistromung ergodisch oder melvisch transitiv sei?
Beweis. Die Gleichung

T
. 1
T}}gfgmj-‘_—sﬂ(Utfsg)—U".S)Pdf:() (11.5)
_ 8

1 E. HoPF [3], KOOPMAN and V. NEUMANN [1]. Vgl. auch KHINTCHINE [2].
In der ersten Arbeit findet sch auch eine andere Bedingung.

2 E. HOPF [4]. Vgl. auch E. HOPF [6], wo auf die Bedeutung des Mischungs-
begriffes flr die Erklarung der Stabilitdt der Haufigkeitserscheinungen in der

Natur eingegangen wird.
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ist wegen
lim Tsﬂmmutu*)
mit
T

T@ngéqjumﬁdeh=uﬁgnﬂ (11.6)
gleichbedeutend. Setzt man

FUN) ={(P) @), GUD) =¢g(P)gQ). (11.7)
und N

F(l) = {*(P)*(0), (11.8)

so erhdlt man, wenn von jetzt ab nur reellwertige Funktionen zu-
gelassen werden,

<U¢F, G) = (U!fr g)s! <F-- G) - U‘r g)2
(11.6) kann also

f<U,r Gydt = (F.C)

geschriecben werden. Andererseits ist nach dem Ergodensatz dieser
Limes gleich
F*, G,

wo F* (I} das Zeitmittel von F bedeutet. Daher ist {11.5) vollkommen
gleichbedeutend mit der Relation

(F—F*Gy=0, (11.9)

wo F, G, F durch (11.7) und (11.8) definiert sind.
Ist nun die Produktstromung ergodisch, so ist sie metrisch transitiv.
Gleiches gilt daher von der gegebenen Stromung. Man erhilt

. 1) (F, 1) _ (£ 1)} =
* . M2 | J, T —
f* = (1,1’ TN [, =f*=F
und damit (11.9).
Ist, umgekehrt, die gegebene Strémung vom Mischungstypus, so

muB (14.9) nach dem Korollar zum Approximationssatz 2.1 tiberhaupt
fiir alle G gelten, die in £2? zu L? gehéren. Also ist

FD) = 1Py (@) = ik = const.

Ubrigens beweist man leicht, daB die Produktstrémung auch vom
Mischungstypus ist.

Die Bedingung des Satzes bedeutet statistisch, da zwei verschiedene
Punkte in £ sich nach langer Zeit voneinander unabhingig bewegen.
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Zusammenhang zwischen den Mischungssatzen. Zwischen
den Spektren einer Stromung und ihrer Produktstromung besteht ein
bestimmter Zusammenhang. Jede Eigenfunktion der letzteren (die
Eigenfrequenz sai ) l&Bt sich as bilineare Kombination von Eigen-
funktionen der ersteren darstellen, wobei in jedem auftretenden Pro-
dukte die Frequenzen der beiden Faktoren die Summe X haben. Diese
hier nur angedeutete Tatsache, insbesondere der Spezialfall X = 0,
macht die Art und Weise verstandlich, in der im folgenden der erste
Mischungssatz direkt aus dem zweiten gefolgert wird. Statt der har-
monischen Analyse wird jetzt die Theorie der Integralgleichungen mit
reellem symmetrischem Kern herangezogen.

Wir behandeln den einfacheren Fall einer einzigen m-treuen Ab-
bildung P P;. Der zweite Mischungssatz gilt offenbar auch hier.
Wir beweisen nun den ersten.

Der nichttriviale Teil der Behauptung kann so formuliert werden:
Hat die Produktabbildung wesentlich nichtkonstante Integrale, so be-
sitzt die urspriingliche Abbildung Eigenfunktionen mit . Es kann
angenommen werden, dal3 die letztere ergodisch ist, d. h. nur die Kon-
stanten zu Integralen hat. Es sel

F(P,,Q) = F(P, Q) (11.10)

mit reellem, symmetrischem, wesentlich nichtkonstantem und zu L2

gehorigem F, Der reduzierte Kern

S fFdpn

K(P,Q) = F(P,Q) — =
’ ' # (£2%)

hat die gleichen Eigenschaften. Der (reelle} vollstetige und hermitesche

Operator .
Li=[K(P,Q){(Q)dmg
7

ist nun mit U vertauschbar. Wegen der Invarianz von m und wegen
(11.10} ist ndmlich

ULt = [K(P,, Q) 1(Q) dmq = [ K (Py, Q1) {(Q) dmg = LU
14 £

Ferner ist der Kern als Funktion eines der beiden Punkte zu allen
Integralen der gegebenen Abbildung P — P,, d. h. zu allen Konstanten
orthogonal. Wegen UL1 = LU1 = L1 ist L1 invariant gegeniiber
P — P, also konstant, L1 ==¢. Wegen

e(,) = (L1, 1) =[[Kdp= [[Fdp— [[Fdp =0
verschwindet sie,

Da K nicht identisch Null ist, besitzt es mindestens einen Eigen-
wert y und eine zugehérige Eigenfunktion

g=yLe, @+0. (11.14)
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Die Eigenwerte sind von endlicher Vielfachheit. ¢, ¢, ..., ¢, seien
die zu y gehorigen orthonormierten Eigenfunktionen. Aus der Ver-
tauschbarkeit folgt nun, dall mit @ auch U¢ Eigenfunktion ist. Also ist

U9>,=Zci,q>,; t=1,...,n.
Da wegen der Unitaritit von U auch die U, orthonormiert sind, ist
die Matrix ||¢;; || unitir. Thre charakteristischen Wurzeln ¢ sind also
vom Betrage Eins, und zu jedem { gibt es ein nicht identisch ver-
schwindendes ¢ = > a, @, mit

Up=_¢p.
Alles ist bewiesen, wenn { + 1 ist. { = 1 ist aber ausgeschlossen, denn
dann wire ¢ U-invariant, also konstant. Wegen (11.11) und wegen
L1 = 0 wire es also identisch Null.
Damit ergibt sich die Mischungsrelation

lim
Hn—m-=oo R — M

v )12 _ .
| Ut g —(]:--fr =0, (11.12)
falls die Abbildung auBer den Konstanten keine Eigenfunktionen besitzt.

Den ersten Mischungssatz fiir Stromungen kann man aus dem filir
Abbildungen herleiten, indem man erstens zeigt, dall aus der Einzig-
keit und Einfachheit von 1 = 0 bei der Gruppe U, gleiches bei U= U,
folgt, und zweitens, daB aus {11.12) sich (11.4) ergibt. Die erste Be-
hauptung folgt durch Fourieranalyse, und die zweite crgibt sich, wenn
in (11.12) f durch U, { ersetzt wird und (11.12) tiber 0 <Cs <C 1 inte-
griert wird. Man beachte dabei, daB (U,f, 1) = (f, 1) ist. Die resul-
tierende Summe Jaf3t sich als Integral von S = m bis T = » schreiben.

Eine Extremumeigenschaft. Fiir irgend zwei Teilmengen A, B

von 2 gilt
A4 B
hmw T— sjm(AA (BB;)dg;;(M@’?‘}_( )) '

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn die Strémung vom Mischungstypus
im weiteren Sinne ist. Fiir B = £ folgt

mi(d)
m ()

T.l.‘ér_‘m T Sfm AA)dit =:

Das Gleichheitszeichen gilt bereits bei ergodischer Stromung.
Beweis, Setzt man in (9.3) A=1 und A ==f* so folgt (f, 1)
= (f*,1) und (f, /*) = (f*, f*). Wendet man auf {f*, 1) die SCHWARZ-
sche Ungleichung an, so ergibt sich
(f 1)
*

1 KuintcHINE {8]. Der obige Beweis ist kiirzer als dort,
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Im ergodischen Falle besteht Gleichheit. Bei der Produktstrémung in
02X mit Beriicksichtigung der Reihenfolge gilt analog
- (F. 12

(FLF% =
mit dem Gleichheitszeichen, wenn die gegebene Strémung vom Mi-
schungstypus ist, Die linke Seite ist gleich

r
llm T SI(F UFydt.

—-&=o0
s

Setzt man hier F(P, Q) = f(P)g(Q), so ergibt sich die Behauptung.

§ 12. Beispicle.

Die beiden extremen Typen ergodischer Stromungen sind die mit
reinem Punktspektrum, z. B. die am Ende von 8 9 erwédhnte, und die
mit reinem Streckenspektrum, bis auf die Sprungstelle X — 0. Die
letzteren sind gerade die vom Mischungstypus. Wahrscheinlich stellen
sie den ,allgemeinen Fair* dar. Indessen ist es nicht leicht, mit den
gegenwartigen mathematischen Mitteln Beispiele bei mechanischen
Stromungen herzustellen, und bei den meisten klassischen Problemen
der Dynamik sto3t die Frage nach der metrischen Transitivitat noch
auf grole Schwierigkeiten. Wie spéater deutlich werden wird, gibt es
jedoch belangreiche Anwendungen auf andere Gebiete, bei welchen die
Entscheidung bereits getroffen werden kann.

Stromungen lassen sich nach folgendem Muster aus einzelnen Ab-
bildungen herstellen. P P; = T(P) sei eine eineindeutige w-treue
Abbildung von Q auf sich. Mit der reellen Variablen u bilde man den
Produktraum der Punkte (P, u), wobei

(P,u+1)= (P, %)

identifiziert werden sollen. 2% (%), 0= u < 1, ist ein Fundamental-
gebiet. Die Stromung sei

=P, IH=(Put+h. (12.1)

dp = dmdwu ist dann invariant. Im £ x{0, 1) verkiuft die Strémung
so, daB P fest bleibt und % gleichférmig wachst. Wird jedoch der obere
Rand # = 1 erreicht, so geht es bei (P,, 0) weiter. Statt # = 1 konnte
auch allgemeiner # = f(P)} > 0 die Rolle der oberen Berandung iiber-
nehmen. Dann miissen

(P, 1+ f(P)) = (P, u) {12.2)

identifiziert werden.
Ist nun die Abbildung P - P, vom Mischungstypus in einem der
beiden Sinne, so ist auch die cben dem einfachsten Falle f =1 ent-
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sprechende Strémung J7 -~ I, vom gleichen Mischungstypus. Von der
einzelnen Abbildung I7 — I, von £ x (u) auf sich selbst ist das sofort
einzusehen, wenn man zunichst Funktionen der Form F, G = ¢ (P) y(u)
betrachtet und dann mit Hilfe von Satz 2.1 und einer Ungleichung
der Form (3.6) zu allgemeinen F(II), G (II) tibergeht. Es gilt also
F, G, 1

4, 1
fiir jedes feste s. Nach (3.6} ist jedoch das innere Produkt links fiir
alle n gleichgradig stetig ins, 0=s=1, und daher ist die Konvergenz
gleichmidBig in s. Analoges besteht bei Mischung im weiteren Sinne.

Im Falle eines nichtkonstanten f gilt dies im allgemeinen nicht
mehr (siche das zweite der folgenden Beispiele, wo durch geeignetes f
die Eigenfunktionen herausgeschafft werden).

Eine Mischungstransformation. £ sei das Einheitsquadrat
0=x<1,0=y <1, der (x, y)-Ebene. Die affine Transformation

T, x=2x, ¥ =13y

lim ¢U,,,F, Gy =
=00

bildet £ auf ein Rechteck halber Héhe und doppelter Breite ab. Die
zweite Transformation T’ besteht darin, dalB die zwei Teilrechtecke

0=x<1, O0=y<?d, 1=x<2, O0sy<t

des letzteren wieder iibereinandergepackt werden, so daB3 wieder £
herauskommt. T =T7T"7" ist eineindeutig und 1Bt dm = dx dy in-
variant. Man kann diese Transformation, deren wiederholte Ausfithrung
an die Herstellung von Blitterteig erinnert, vermittelst dyadischer
Briiche auch in der Form

x =0, @, 4z, g, - - ., %, =0,a,, ag, 24, . ..
y=0, bl’ bz, ba,...; ylzo,al, bl’ bz,...
darstellen.

Wir zeigen nun, da8 7 vom Mischungstypus im engeren Sinne ist,
d. h. daB fiir irgend zwei meBbare Teile 4, B von

lim m (A, B} = m(A4) m(B) (12.3)
giltl, Wir bezeichnen mit R(z, £} irgendeins der dyadischen Rechtecke
—1 ; —1 -
r=r<g, 1=w=2 Eolt=y<f, = p = 2F,

und setzen Q@ (5) = R{i, 1). Dann ist Q(0) = £2. Es geniigt dann, (12.3)
fiir dyadische Quadrate zu beweisen. Wir zeigen, dal sogar

gilt. m{Q (i), Q (B} = m{Q )} m{QR)}, n=i+ &, (12.4)

! Hieraus folgt metrische Transitivitat. Dieselbe wurde zuerst direkt von
W. SEIDEL [1] bewiesen. Zur Mischung vgl. E. HOPF [6].
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T bildet nun jedes R(7, &), ¢+ =1, auf ein R{f —1, 2+ 1) ab. Durch
T ! geht ferner jedes R(¢, k), k=1, inein R(: 41, 2—1) {iber. Jedes
R(0, k) wird indessen durch T in zwei R(0, 2+ 1) tibergefiihrt. Nach-
einander ergibt sich so, daB 77 jedes R(0, %) in genau 27 Rechtecke
R(0, R+ p) iberfiihrt. Aus diesen Bemerkungen folgt aber (12.4).
Wegen der m-Treue ist nidmlich

m{Q (), 0k} =m{Q()_; Q). p=n~—i—kz=0.
Dabei ist

Q) ;= R(2i,0), QR),,={Q(R)), = R(0,25),,

und die letzte Menge ist Summe von genau 2? Rechtecken R{0, 2&+ p).
Der Durchschnitt

Q1) i Q(R)esyp

ist daher Summe von 2 verschiedenen R(27, 2k- p). Sein MaB ist
also _
222727 — i[O ()} m{O (A)}.

Aus dieser Mischungstransformation 188t sich auf Grund der anféng-
lich erlauterten Vorschrift eine Mischungsstromung im Einheitskubus
ableiten. Sie ist, nebenbei bemerkt, einer stetigen Strdmung isomorph.

Mischung durch differentielle Zeittransformation. Fihrt
man in einer mechanischen Stromung P P, vermittels

r=ff(P,)dt, >0,

l&ngs der Stromlinien eine neue Zeit r ein, so erhdlt man bekanntlich
wieder eine Stromung S; (P), in welcher die Stromlinien die gleichen
sind, aber anders durchlaufen werden. Das invariante Mal} ist diesmal
din = f(P) dm. Ist T(P) metrisch transitiv, so ist es auch die neue
Stromung. Kann man nun f(P) so wéahlen, dal die letztere sogar vom
Mischungstypus wird? Der einfache harmonische Oszillator (10.7)
scheint den einzigen Fall darzustellen, wo dies nicht mdglich ist. In
den anderen Féllen ist es wahrscheinlich, da die meisten / chaotische
Geschwindigkeitsdifferenzen langs benachbarter Stromlinien und damit
vollstandige Mischung herbeifiihren®.

Als Ausgangspunkt dient die schon betrachtete (metrisch transitive)
Stromung

=&+, m=n+«t

mit irrationalem & auf dem Torus &(mod1), y{mod1). Das gesuchte
stetige oder stiickweise stetige f ist von der Form

f=Ffn—at+ «8l),

! POINCARE [1], p. 320ff.
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wobei f(s) in s periodisch mit der Periode Eins ist. Das Problem kann
dann auf die eingangs erwdhnte Gestalt gebracht werden. Die Trans-

formation x=p—af, y=¢

bildet nidmlich den (&, %)-Torus auf sich selbst ab. Er erscheint dann
als (x, y)-Ebene mit den Identifizierungen
F+1,9=k79; Ey+1)—F+ay).

Der Ubergang ist eineindeutig und maBtreu. Die gegebene Strémung
lautet (x, ¥), = (¥, y+¢). Wir kénnen uns zur Untersuchung derselben
auf das Fundamentalgebiet

P =x{mod1), O0=y<1,

beschrinken. Wird der obere Rand in (P, 1) erreicht, so geht es bei
{(Py,0), Py = x + «(mod1) weiter. Innerhalb dieses Gebietes ist nun
die einzufiibrende Funktion / von der Form

f=1{)={P),
und die neue Zeit ¥ bestimmt sich aus T = f(P)¢{. Durch die Punkt-
transformation u = f(P)y geht jenes Gebiet iiber in

P=x(mod1), O0=u<j(P), (12.5)
und die neue Strémung lautet
= (Pw, II,=(P u+r1. (12.6)

Bei Erreichung des nunmehrigen oberen Randes u = f(P) ist die Vor-
schrift (P, f{(P)) = (P,, 0) zu beachten. Das invariante MaB ist jetzt
durch du = dmdu gegeben. Die Strémung ist also von der behaupteten
Form*. £ ist die Kreislinie und P, = T (P) ist die Drehung um den
inkommensurablen Winkel 2z x.

Die Stromung ist metrisch transitiv. Um Mischung, jedenfalls im
weiteren Sinne zu erreichen, bedienen wir uns des ersten Mischungs-
satzes. Es sei demgemiB @ (If) eine in (12.5) zu L? gehorige Eigen-
funktion der Strémung. Nach Hilfssatz 9.4 darf

@(l1) = et D(I])
fiir alle 71, T angenommen werden. Da dies
D(P,u A 1)eidut) — P(P,u)e-itu
geschrieben werden kann, folgt, daB in (12.5) iiberall
@ (P, u) = p(P) v (12.7)

ist, mit zu L2 gehdrigem ¢ (P). Dies gilt auch auf dem oberen Rande.
Setzt man in (12.7) # = f(P), so ergibt sich mit Riicksicht auf die

! Uber Mischung durch passende Wahl von f siehe die allgemeinen Beispiele
bei v. NEUMANN (4], Das hier angeftihrte Beispiel ist ein spezieller Fall derselben.
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Identifizierungsvorschrift

PP) = plx + a) = 1P g(P) = D p().  (12.8)
Setzt man 4 == 0, so folgt wieder metrische Transitivitit. Ist nun f(x)
stlickweise stetig differenzierbar, und ist die Summe der auf dem x-Kreise

betrachteten Spriinge von f nicht Null, so gibt es zu keinem 4 5 0
eine Eigenfunktion. Wir zeigen dies im Falle

fx) =% —[x] +1. (12.9)

Nach Satz 9.3 kann |@| =1 angenommen werden. Durch wiederholte
Anwendung von (12.8) folgt dann

1 1 . a-1
f|q>(x + na) — @(x)|?dx :Jsin’%Zf(x +va)dx. (12.10)
0 o 0
Man beachte nun, dafl
1
}%qu+m—¢mFM=o

gilt. Dies ist klar, wenn ¢ Summe der charakteristischen Funktionen
endlich vieler Intervalle ist. Nach dem Approximationssatze gilt es
also allgemein. Man beachte weiter, dald die Zahlen na (modl) Uberall
dicht, also auch beliebig nahe bei Null liegen. Die rechte Seite in (12.10)
ware daher beliebig kleiner Werte fahig. Die Nichtexistenz von Eigen-
funktionen ist aso bewiesen, wenn fir jedes 4= 0 ihr unterer Limes
positiv ausfallt. Wegen (12.9) ist nun der betrachtete Ausdruck gleich
1 n

jsin2 ;5 mx 4+ ex)dx = i—jsin’ %(x + g(g)) dx,

L1} 0
wo ¢(x) in jedem der #, von den Zahlen —va auf dem Kreise gebil-
deten Intervalle konstant ist. Er ist also von der Form

n I n
1 il

Y ! 1 .
—}stm’-i (* +¢)dx = %Z!,x(l.); 2 = = ;‘—1:9111 2.’
1

10

wo () in jedem positiven {-Intervall iiber einer positiven Schranke
liegt. Nennen wir diejenigen !, die gréBer als ¥ sind, I, so ist wegen
2i=n gewiB >V > nj2, also

1 2' w1 2'-: ’ 1 2'; 1
w. 2. b.w.

Das obige f ist as Funktion von f und n unstetig. Man kann aber
auch durch stetige f Mischung herbeifiihren. Ferner |aBt sich bei ge-
eignetem f beweisen, daR die Mischung im weiteren Sinne stattfindet'.

1 Nach unveréffentlichten Beispielen von v. NEUMANN.
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IV. Kapitel.
Individuelle Ergodentheorie.

§ 13. Grundzerlegung von £,

Wir gehen von einer eineindeutigen und m-treuen Abbildung P — P,
= T(P) von £ auf sich aus. Es darf m(£2) = o sein. Die m-Treue
ist im folgenden Satze unwesentlich und kénnte durch m-MeBbarkeit
ersetzt werden.

Definition 13.1. Eine mefBbare und invaviante Teilmenge A von 2
heift wandernde Menge, wenn sie mit keinem threr Bilder A,, n = 41,
42, ..., etnen Punkl gemein hai.

Diese Bilder sind dann paarweise punktfremd.

Satz 13.1. $2 1apt sich bis auf Nullmengen eindeutig in der Form
2 4 Q7 schreiben, wo £ durch eine wandernde Menge W erzeugt wird,

.Q”:ZW,,, und wo & sich in allen Telen gegentiber T inkompressibel

verhdlt devart, daff B, C B C £’ nur dann stattfindel, wenn B — B, ¢cine
Nullmenge ist. Fiir jede Polenz T9 ist die Zerlegung bis auf Nullmengen
dieselbe.

Beweis. Eine durch eine wandernde Menge A erzeugbare Menge
sei im folgenden dissipative Menge genannt. Sie ist natiirlich invariant.
Genauer ist sie die kleinste, 4 enthaltende invariante Menge,

{A}:EG'A,.

Die Summe zweier dissipativer Mengen ist wieder dissipativ. Sind nim-
lich 4 und A’ zwei wandernde Mengen, so ist auch

W=44+ 4" —{4}4’
eine wandernde Menge, und es gilt
W} = {4} + {47}
Wir filhren nun ein absolut additives HilfsmaB
u(B) = [1(P) dm

mit positivem und summierbarem f ein. Es braucht nicht invariant zu
sein. Jedenfalls ist u(f2) << oo, und die Gleichungen m(4) =0 und
#{A) = 0 sind stets gleichzeitig erfiillt. y sei die obere Grenze der
p-Masse aller dissipativen Mengen. Dann gibt es eine Folge dissipa-
tiver Mengen M, mit u(M,) - y. Die Mengen

Q=M+ +M,
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sind ebenfalls dissipativ, und es gilt
Ju('Q”)=7- Q”—_‘M1“+‘Ms+“'-

Dal Q" dissipativ ist, erkennt man ahnlich wie bei endlichen Summen.
Q' =Q— Q" kann keine dissipative Menge positiven w-Males ent-
halten; denn sie héatte auch positives pu-Mal3, und ihre Addition zu Q"
wirde eine dissipative Menge mit grofierem /i-Mal3 als y liefern. Daraus
folgt, daR Q' die behauptete Eigenschaft hat.

Es sei nun

Q"={A}=E‘A,

mit beziiglich T wanderndem A. Q" ist auch fir die Potenz T° dissi-
pativ; denn A = A + A + e+ + A, , ist hinsichtlich T wandernd,
und es gilt

20

2'=2'4A,,.

Behauptet wird, daB es auRerhalb Q" auch fur T keinen wandernden
Teil B geben kann. Fir ein solches B légen samtliche Bilder B, aul3er-
halb 3", und die B, waren paarweise punktfremd. Der Durchschnitt
von q + 1 der Bilder B, mufd daher leer sein; denn unter q + i ganzen
Zahlen gibt es stets zwei (modg) kongruente. Es sei nun k q die
Maximalanzahl von Bildern, deren Durchschnitt keine Nullmenge ist,
und es sei M der Durchschnitt von k derartigen Bildern. Jedes Bild M,
von M ist wieder eine Menge dieser Art. Daher kann M mit jedem
Mn, n£0, nur eine Nullmenge gemein haben. Zieht man alle diese
Nullmengen von M ab, so erhdlt man eine beziglich T wandernde
Menge positiven Malles auRBerhalb Q", im Widerspruch zur Definition
von Q"

Im folgenden wird die Invarianz des MalRes m benutzt. Ist m(l)
endlich, so ist kein dissipativer Teil vorhanden, denn sonst wére

m(Q") = Sm(W,) = Sm(W) = oo.

Die Umkehrung dieser Behauptung ist jedoch falsch, denn es gibt z. B.
metrisch transitive Abbildungen bei unendlichem m(R).

Die Grundzerlegung l&al3t sich mehr topologisch interpretieren, wenn
vorausgesetzt wird, dal3 U ein offener metrischer Raum ist, und daf
R fir jedes d > 0 Summe hochstens abzahlbar vieler -Umgebungen
endlichen w-Malies ist.

Definition 13.2. P hei3t Wiederkehrpunkt der Abbildung, wenn P
Haufungspunkt seiner Bilder P, st

Definition 13.3. P hef® Fliehpunkt, wenn die Bilder P, keinen
Haufungspunkt in £ besitzen.
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Dann gilt

Satz 13.2. Fast alle Punkte von ' sind Wiederkehrpunkte. Fast
alle Punkte von ' sind Flichpunktel.

Beweis. Bezliglich der ersten Behauptung braucht nur gezeigt zu
werden, daf fiir jedes 6 > 0 diejenigen Punkte P von £, deren Nach-
folger simtlich auBerhalb der 28-Umgebung von P liegen, eine Null-
menge bilden. Es geniigt sogar, diejenigen dieser Punkte zu betrachten,
welche in der d-Umgebung eines beliebigen festen Punktes enthalten
sind. Die von ihnen gebildete Menge M ist nun wandernd. Wire
nidmlich Q ein gemeinsamer Punkt von M und M, # > 0, so hitten
die beiden Punkte P =¢Q_, und P, = Q eine Entfernung < 24, da
sie beide in jener festen d-Umgebung ligen, im Widerspruch zur Defini-
tion von P. Als wandernder Teil von £ ist also M eine Nullmenge?.

Zum zweiten Teil bemerke man, daB 2 sich durch eine Folge offener
Mengen A endlichen MaBes ausschopfen lidBt. Daher geniigt es, fiir
ein festes A zu zeigen: Die Menge aller Pc £2” derart, daB3 un-
endlich viele Bilder P, in A4 hineinfallen, hat das Maf Null. Wegen
£ = {W} braucht dies nur von ihrem Durchschnitt D mit W gezeigt
zu werden., Man sieht nun leicht, daB3

Dc WE‘A_,

k1
filr jedes % gilt. Das MaB der rechten Menge ist nicht groBer als
Dm(WA_,) =D m(W, A).
k+1 k+1
Da die W, paarweise fremd sind, und da m{4) endlich ist, steht hier
rechts das Restglied einer konvergenten Reihe. Folglich ist m (D) = 0.
Zur Vorbereitung auf den individuellen Ergodensatz benétigen wir den
Hilfssatz 13.3. Ist g(P) tn 2 mefbar und positiv, so gilt in fast
allen Punkien P von $2'

g'g(P,) —o0.

Beweis. Fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen #, % ist zu beweisen,
daB die Menge E der P mit

P>, e <t

das MaB Null hat. Ist ¢ (P) die charakteristische Funktion von E, so
gilt tiberall #g > ¢ und in E

1 §$¢(P,) < nk.

1 Poivcart {1], CARATHEODORY [2]. Zum zweiten Teil E. Horr [1].
* Der Beweis zeigt, daB fast alle Punkte von £ gleichzeitig Wiederkehrpunkte
fogx # — — oo und » — + oo sind.



§ 14. Individueller Ergodensatz. Spektralanalyse.

Die Punkte von E gehtren aso weniger as nk der Mengen E_y;
v—0,1, ... an. Es sa z die Hochstzahl von Mengen dieser Folge,
deren Durchschnitt keine Nullmenge ist, falls dies Uberhaupt vor-
kommt. Man greife z solcher Mengen heraus und nenne den Durch-
schnitt M. Es genlgt dann, m(M) — 0 zu beweisen, im Widerspruch
zur Annahme. Jedes Bild M ; von M ist ebenfalls Durchschnitt von
z Mengen E_,,, kann aso keinen Punkt mit M gemein haben. Als
wandernde Teilmenge von ' mufl}3 daher M eine Nullmenge sein.

Diese Tatsachen lassen sich samtlich auf stetige und ra-treue Stro-
mungen Ubertragen. Wir brauchen im folgenden eine analoge Grund-
zerlegung von Q. Aus Satz 131 ergibt sich namlich eine Zerlegung
in zwei invariante Teile Q', 2", wo Q" bezlglich jedes T,, r rational,
dissipativ ist, und wo U' sich in allen seinen Teilen gegeniiber jedem T,
inkompressibel verhalt.

Ist G{P)> 0 und meBbar in 2, so gilt

fG(P,)dt -

in fast allen P c Q. Dies folgt durch Anwendung des Hilfssatzes auf
die Funktion

1
g(P) = [G(Pydr

und auf 7T = T,. v

8 14. Individueller Ergodensatz. Spektralanalyse.

Die statistischen Ergodensédtze lassen sich weitgehend verschérfen.
Es bestent namlich Konvergenz fast Uberall. Ferner kann man sich
von der Beschrankung auf endliches m(€2) befreien, wenn man all-
gemeinere Mittelbildungen zugrunde legt. Es wird nur verlangt, dal3 Q
keine wandernde Menge positiven Mal¥es enthélt. Wie vorher sei m-Treue
der Abbildung und Stromung, sowie MeRbarkeit (also w-Stetigkeit) der
letzteren vorausgesetzt.

Individueller Ergodensatz fir Abbildungen. Es sa Q= Q
d. h. der dissipative Teil Q" der Grundzerlegung von £2 sei eine Null-
menge. FUr jedes in 2 positive und summierbare g(P) und jedes in $2
summierbare f(P) existiert

Sp,)
im o = u(P;/.8)
" Se(Py

! Die Beweisidee stammt von BIRKHOFF [1], wo jedoch ein viel engerer Satz
ausgesprochen ist. Vgl. auch E. HOPF [2], KHINTCHINE [1], wo der Fall m(©2) <
g = | betrachtet wird. Der Fall m(£) =  ist, jedoch unter Beschrénkung auf
metrische Transitivitat, in sTEPANOFF [1] behandelt.
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in fast allen P < Q. Es gilt (f, 1) = (g, u) mit absoluter Konvergenz des
zweiten Integrales. u(P) ist snvariant.
Beweis, Man setze

#el
;f(Pv}
My (P18 == (14.1)
Ze(P)
und °
Lim M, (P f,8) = p(P; /. 6). (14.2)
Der Hauptpunkt des Beweises besteht im Nachweis der Ungleichung

mit absoluter Konvergenz des rechten Integrales. Wendet man sie auf
die Funktion —/ an, so erhilt man

_U! 1)..-;‘: _(l.imMn: g)
und nach Addition zu (14.3)
Og(li_mMu - l_iileg):

woraus wegen g > 0 der Satz unmittelbar folgt, zusammen mit dem
Gleichheitszeichen in (14.3).
Der Beweis wird gefiihrt, indem zunichst fiir eine beliebig mefl-
bare, in ganz £2 der Bedingung
A(P) < p(P)1 (14.4)
geniigende invariante Funktion 4 die Ungleichung

¢ 1N=k4

bewiesen wird, vorausgesetzt, dall das rechte Integral sinnvoll ist.
Wie bisher bedeute bei Punkten und Mengen der untere Index den
Bildindex. Aus der Identitit (angewandt auf den Fall r = {)

(B Ze(P. =M,(P)'§lg(m +M.-,(P.>'§lg(m; $>rz1, (14.5)

und aus dem Hilfssatz 13.3 folgt die Invarianz von g, g(P,) = u(P)
fir fast alle P. Durch Abziehen einer geeigneten Nullmenge von £
kann strikte Invarianz erreicht werden. Wir filhren nun die paarweise
fremden Mengen

@ M, (P)>MP), M.(PY=A(P), 1<r<s (14.6)

ein, wobei £* nur durch die erste Ungleichung definiert ist. Wegen
{(14.2) und (14.4) liegt jedes P < £2 in einer dieser Mengen,

Q=S (14.7)
1

! Im Falle g = —o0 ist auch | = —0© zu setzen.
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Liegt P in £* so folgt aus (14.5), (14.6) wegen g > 0
M, ,(P)>MPy=1(P), r<s.?
P, muB also in einer der Mengen £1, 2% ..., "' liegen. Also gilt

a fortiori —1
Q:c >, 1=r<s. (14.8)
i

# sei eine beliebige feste ganze Zahl >>1. Wir definieren dann rekursiv,
von » riickwirts gehend, die Mengen

] &1
A=, A=Y S, tskh<n. (149
s=k+1 r=1i
Bringt man die Subtrahenden nach links, so folgt
3
2 c > A (14.10)
1 U=ir<, ¥°=n

Aus (14.8) und aus A4*c 2% folgt
a1
Alc D8, 1=r<s=n. (14.11)
1

Da dies auch fiir r = 0 gilt, wenn bis s summiert wird, muf} in (14.10)
das Gleichheitszeichen gelten. Es ist nun von entscheidender Bedeu-
tung, daB dabei die rechts stehenden Summanden paarweise fremd
sind, d. h. daB

AjAL=0; O=l<kh=n, O0=r<s=n,
auller fiir # =s, I = r gilt. Zum Beweise geniigt es, zu zeigen, call
ARAr=0; O<hkz=n, 1=r<s=n

ist. Fir s > % folgt dies aus (14.9). Fiir s =< % beachte man, daB die
rechte Seite von (14.11) zu £*, also erst recht zu A* fremd ist.
Setzt man nun

-1 n n
p=34, c=-3p-30
r={} 1 1
so folgt wegen der Invarianz von A (P) und des MaBes s zunichst formal

[HPram =3 [1(P)dm = [31(P) dm

r==[1_4: Ay
= [M,(P) Zg (P dm > [1(P) Zg(P) dm

= (F1(P)g(P)dm =3 [L(P)g(P)dm =sz gdm.

A r A:

1 Dies gilt auch im Falle 4 = --00.
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Durch Addition von s = 1 bis s = n folgt
[fam>[lgdm
c o

und durch Grenziibergang # —> oo

(f, 1) =1(g. 4. (14.12)
% kann nun so gewihlt werden, daB (g, |4|) existiert. Wegen (14.1)
und (14.2) ist |4(P; D < #(P; f))- (14.13)

Legt man oben [f| statt f zugrunde, so {iberzeugt man sich leicht, daB
fiir das invariante 4{P) die kleinere der beiden GroBen

e W—au@:lf)

€ > 0, gewihlt werden darf. Es gilt nimlich 4 << # bis auf den Fall
# =0, wo auch 2 = 0 ist. Dieser Ausnahmefall becintrichtigt wegen
M, = 0 die Giiltigkeit von {14.7) in keiner Weise!. Wegen 1 := 0 sind
also alle oben rechts auftretenden Integrale endlich. Fir ¢ —+ 0 {folgt
also auch die Existenz von (g, #) mit dem zu [f| gehorigen p. Aus
{14.13) folgt dann die Existenz von (g, |¢|} ganz allgemein. Bei all-
gemeinem f beachte man, daB

AP) = \hn{ L u(P) — e}

stets kleiner als u ist. Also gilt (14.12), und schlieBlich (14.3), da wegen
|| < || + e unter dem Integralzeichen zur Grenze £ —~ 0 iibergegangen
werden darf. Damit ist der Beweis beendet. Es sei hervorgehoben,
daB zum Beweise von (14.3) im Falle f == 0 die Endlichkeit von (g, 1)
nicht erforderlich war, Sie wurde erst bei allgemeinem f zum Beweise
von (g, #) = (f, 1) herangezogen.

Folgerungen. Ist m(£2) endlich, so kann g = 1 gewiihlt werden,

Dann existiert also
n—1

lim Z‘f(P.) = /*(P)

fast iiberall, und [*({P) gehort zu L2,

Ist jedoch m(§2) = oo, so0 ist nur der Fall von Interesse, wo £2
keine invarianten Teilmengen endlichen positiven m-MaBes enthilt.
Da fiir lediglich meBbares g > 0 nach Obigem

(. D=@ n, p=p@;lfzo0

ist, folgt im Falle g =1
(1, 4) <eo,

1 Entfernt man namlich aus @ die 'mva.ria.nt'e Menge EE_|E_,..., wo E die
Menge ist, in der / = 0 stattfindet, 20 ist in jedem P mindestens ein M, positiv.
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was nur dann moglich ist, wenn fast dberall p= 0 gilt. Ist nédmlich
die invariante Menge der P mit pn(P) n > 0 nicht leer, so hat sie
unendliches Mal3. Also gilt fast Gberall f*(P) = 0.
Ganz allgemein genigt die Grenzfunktion p(P) des Satzes der
Relation
(f, B} = (g, k), (14.14)

wo h(P) eine beliebige beschréankte und invariante Funktion ist.

Ersetzt man ndmlich f durch fh, so kommt statt p der Limes ph
heraus. (14.14) folgt dann sofort aus (/, 1) = (g, ). Bei gegebenen
/, g ist p durch (14.14) eindeutig bestimmt. Ware namlich py' ein
zweites /z, so wirde aus (14.14)

(gh p' —m) =0

mit beliebigem h der erwahnten Art folgen. Setzt man in der invarianten
Menge, wo p' 4 ist,
= e

(o =]’
sonst & = 0, so folgt fast iiberall g’ = u.

Aus (14.14) folgt, daB Uf = f(P,) dassclbe u wie | besitzt, denn
es ist

h

(Uf, By = (U, Uh) = (f. h).
Daher gilt wegen

n—1

r-1 -
{(P,) = {(P) + ;UI(P,} - ;r’(P.-}
fiir fast alle P diec Hilfsrelation

LBy, {(14.15)

Individueller Ergodensatz bei Stréomungen. 2 sei okne
dissipativen Teil £27. Gehiren | und g zu LY und ist g > 0 in 2, so
existiert fast @berall

r
Jip)at

Jim S o= (P fp),
JeP)d

und es gilt (14.14) fiir jedes beschrinkle wnd invariante h. (g, |n|) ist

endlich.
Beweis, Die Funktionen

t 1 1
F(py=[IpPylar,  F(P)=[i(Pydt,  G(P)=[g(P)d
0 0 0

existieren in fast allen P und gehoren zu L. Zunichst sei T > 0,
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T —» J-00. Setzt man » = [T}, so folgt

Jreyae  [SE@) freyar JePya
T ={mot + 3 w1 1+ T‘_ :
Jepyar |36y Tep A

Wendet man hier den Ergodensatz auf die Abbildung P -~ P, an und
beriicksichtigt man die Ungleichung
T ’ n+l .
[1Ryar = [Ij(Py|ds = llf(P,..+,)|ds = F(P,)
" . " 0
fiir f und eine analoge fiir g, so ergibt sich durch sinngemife Anwen-
dung von (14.15) die Existenz obigen Grenzwertes fiir 7" - 400. Aus
dem Satz fiir Abbildungen folgt ferner die Endlichkeit von (G, |u}).
Wegen der Stromungsinvarianz von u(P) ist
1 1

G\ = [Weg, ) de = [ |uh dt = g, |u)).

Ahnlich folgt ’ ’
(f, 1) =(F ) =16n =g n.

Ist nun % invariant, so ist ¢s einem strikt invarianten #’ dquivalent.
(14.14) ergibt sich dann dhnlich wie oben. Da auch das fiir 7T » —o0
erhaltene g dieser Gleichung genigt, muB es dem obigen gleich sein.
Satz 14.1. Ist die Stromung métrisch transitiv, so gill in fast allen P
. 1)
P {, :
niPife) = e 1)
Beweis. Jede invariante Funktion, also auch g, ist fast iiberall
«onstant. IThr Wert berechnet sich aus (14.14), £ = 1.
Das Spektrum der individuellen Bewegung. Im Falle
0
gilt der m{$d) < oo
Satz 14.2. Gekért [(P) in 82 zu L2, so besitzt {(P,) fiir fast jeden
Punkt P ein Spektrum im Sinne von Depinition 5.1,
Beweis. Aus dem Ergodensatz folgt direkt nnr, dalB bei beliebigem
festem s .

7
Jim L (PR at = g(P,
U

in fast allen P existiert. Man beriicksichtige, da}
F(P,s) = f(P)[(P)

bei festem s in £ zu L! gehort. Betrachtet man jedoch die Strémung
(P, s)y = (Py, s)
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im Produktraum £ X (s) mit dem endlichen invarianten Mal}

[[pls)dsam, p>0, [pds=1,

so folgt die Existenz von

.
= i 1 r — F*
p(P,s) = lim_ Tojr(P,,s) dt = F*(P, s) (14.16)

in fast allen (P, s). ¢(P,s) gehort im Produktraume zu L*. Man kann
also in £ eine Nullmenge N angeben derart, da (14.16) in jedem P
von £2 — N fiir fast alle s existiert. Durch eventuelle Abinderung von
N 148t sich erreichen, daB der Wert s = 0 dabei eingeschlossen ist.
Wendet man nun auf die Funktion

F(P,0)—I(P,s)
und ihr Zeitmittel
g(P,0) — (P, s)

die Relation {(g*, 1) = (g, 1) an, so folgt
= [{p(P,0) — @(P,s)}dm = (1. — (U.f,) =0, s—0.
14

Daher ist auch

5%]5%(3) ds =fI(p(P,0} — é%f;(P’s) ds}dm -0, £€—0.
o —¢

Da im zweiten Integral nach (5.1) der Integrand nichtnegativ ist, folgt
gewil in fast allen P

. f 1 :
qu;(a 0) — 2—8.{¢(P, 5) ds] —.0,

womit der Beweis beendet ist.
Im ergodischen Falle ist

@(P,s) = (U} f) = je*’*d(Esz)

Es gilt also
Satz 14.3. Im ergodischen Falle besitzt {(P,) fiir fast alle P dasselbe
Spektrum?. Die Spektralenergie bestimmi sich aus

S@A) = (Eaf. 1)

Fourierkoeffizienten der individuellen Bahn. Fiir endliches
m(£2) kann man den Ergodensatz fiir Strémungen dahin verschirfen,

! Nach mundlichen Gespréachen zwischen N. wIENER und dem Verfasser im
Jahre 1933. Vgl. auch KRYLOFF UND BOGOLIOUROFF [2]
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daB auch

|T| =00

T
lim f e~idtf (P di (14.17)
0

bei beliebig gegebenem 1 fiir fast alle P existiertl.
Zum Beweise betrachte man neben der Strémung P - P, in 2

noch die Strémung x - x, = x + ¢ auf der Kreislinie x(mod ?I’f) Man

wende dann den Ergodensatz auf die Produktstrémung im Produkt-
raume — das invariante MaB ist dp = dmdx —

II= (P x)-I=(P,x+1)
und die in diesem Raume eindeutige Funktion

F(IT) = e~ §(P)
an. Das in der Grenzwertformel auftretende x kann nachtriglich weg-
gelassen werden.

§ 15. Anwendung auf die Gesetze der groBen Zahlen.

Mit P seien die Punkte eines metrischen Raumes £ bezeichnet.
m sei ein absolut additives MaB in Q mit m (@) = 1. Fir jede meL-
bare Menge sei das MaB gleich der unteren Grenze der Male aller sie
enthaltenden offenen Mengen. Wir betrachten die beiderseitig unend-
lichen Folgen
. o= (.., P 4, P_y, Py, Py,...)

von Punkten von £2. Sie bilden die Punkte des unendlichen Produkt-
raumes £2>*°, In ihm laBt sich ein absolut additives MaB g, pu(£2°) =1,
folgendermaBen einfithren. Fiir die einfachsten Teilmengen von £,
die Produktmengen

PI'CAt" £=0,:E:1,...; A‘-“—'—"Q, |£|>i0. (15.1)

definiere man das MaB u durch
p=JImd). (15.2)

Da alle genligend weit links oder rechts gelegenen Faktoren gleich Eins
sind, ist dies sinnvoll. Diejenigen Teilmengen von Q , die sich als
endliche Summe solcher Produkt mengen darstellen lassen, bilden einen
Korper Q. Definiert man fir sie das p-Mal3 durch die Summe der ent-
sprechenden Ausdriicke (15.2), so kann man zeigen, da3 p fir alle der-
artigen Darstellungen denselben Wert besitzt?.

! E. HOPF [6], KHINTCHINE [4].
2 Vgl. etwa koLMoGOROFF [1], auch E. HopF [6]. Dort findet sich auch ein
Hinweis auf die ersten Arbeiten von pANIELL.
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Mit Hilfe des Erweiterungssatzes 1iBt sich zeigen, daB g einer in B §
absolut additiven Erweiterung fahig istl. u-Integration hat also einen
vollig bestimmten Sinn. Aus dem allgemeinen Approximationssatz von
§ 2 folgt: Zu jedem iiber £2*° p-summierbaren F (o) und zu jedem £>> 0
148t sich eine summierbare, nur von endlich vielen Komponenten der
Folge o abhingige Funktion

Do) =DP(P_i,..., Py, ..., Py
angeben derart, dal3 -
[|®@le) — Flo)jdu <e

[
ausfillt.

Die Verschiebung aller Komponenten einer Folge ¢ um eine Stelle
nach links stellt nun eine eineindeutige Abbildung 7T des Folgen-
raumes §2* auf sich dar. In Formeln:

Te)=0¢ ={(...,PL, P}, Pi,...), Pi= Py,

Besteht z. B. £ nur aus zwei Elementen 0, 1, so stellt ¢ einen beider-
seitig unendlichen dyadischen Bruch dar, und T ist mit der Blatterteig-
transformation von § 12 isomorph.

T ist nun p-treu. Bei Produktmengen ist dies klar. Es gilt daher
von allen Mengen von § und schlieBlich von B&. Eine bemerkens-
werte Tatsache ist, daB 7 zum Mischungstypus im engeren Sinne gehort,
d. h. daB fiir irgend zwei, in £2 zu L? gehérige Funktionen F {0}, G(o)

lim F(T"(o))G(a)dp=/F(o)dy[6(c)dy
" 0% Qv

gilt. Wegen des Approximationssatzes braucht dies nur in dem Falle
gezeigt zu werden, wo F, G beide nur von endlich vielen Koordinaten
abhingen. Dann ist es aber trivial, da schon von einem gewissen # an
Gleichheit besteht.

Wegen der Mischungseigenschaft ist 7 metrisch transitiv. Aus dem
individuellen Ergodensatz folgt also, wenn F (o) iiber £2* summierbar ist,

hm — ZF T (o)) = F(a)

fur fast alle Folgen ¢ im Sinne des Maﬁes 4. Hingt insbesondere
F = {{P,} nur von einer Koordinate ab, so folgt

lim - 21 (P,) -ff(P)dm * (15.3)

n=0oo

lings fast aller Folgen.
In (15.3) tritt nur der rechte Teil der Folge auf, P,, P,, .... Defi-
niert man in analoger Weise mit Hilfe von m das p#-MaBl im Raume

1 E. Hoer [B8). Verschiarfungen bei Doos [11.
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der Folgen P; P, ... so gilt (15-3) fiur fast alle dieser Folgen im
Sinne des neuen Malkes. Das neue Mal3 einer Teilmenge des neuen
Raumes ist namlich gleich dem alten Mal3, wenn man die zu ihr gehdrigen
Folgen links durch véllig willkurliche Koordinaten erganzt.

(15.3) stellt das Gesetz der grof3en Zahlen der Wahrscheinlichkeits-
theorie dar. Die Punkte P stellen gewisse Ereignisse dar, m ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, wahrend / eine vom Ausfall des Versuches
abhangige GrofRe ist. Links in (15-3) steht ihr in n unabhangigen Ver-
suchen beobachtetes Mittel, rechts ihr Erwartungswert. Die Anwen-
dung der beiden Ergodensétze liefert

Statist. Ergodensatz ~ Klassisches Ges. d. gr. Z.
Individ. Ergodensatz  Starkes Ges. d. gr. Z.

Diese Ergebnisse lassen sich in mancher Beziehung erweitern und
erganzen. Beschrankt man sich in (15-3) auf die Funktionen f(P) ge-
wisser (immer noch sehr allgemeiner) Funktionenklassen, so kann die
Ausnahmenullmenge fest gewdhlt werden. Dies ist bereits allgemein
beim Ergodensdtze mdoglich.

Im Anschlufd hieran lait sich in Verallgemeinerung von (15-3) die
Unmoglichkeit eines erfolgreichen Spielsystems, d. h. die wahrschein-
lichkeitstheoretischne Unmdglichkeit einer Anderung des Grenzwertes
(15.3) durch systematische Stellenauswahl beweisen. Ein solches Aus-
wahlsystem wird in erschopfender Allgemeinheit durch eine unendliche
Folge von Funktionen von

N, (0) < Ny(0) < Nafo) <...

mit positiven ganzzahligen Werten beschrieben derart, da3 in ganz Q
entweder immer N, = 1 oder immer N, > 1 gilt, und daf3
N‘;(O') == NI(PIP Pz, - o)

von den Komponenten Pv N; nicht abhangt. Bei gegebener Folge a
von Versuchsergebnissen P; ,P,, ..+ Dbedeuten diese Funktionen die
durch das Auswahlsystem ausgewahlten Indizes oder Versuchsnummern.
Die erste (unwesentliche) Voraussetzung besagt, dal} der erste Versuch
entweder immer oder Uberhaupt nicht beriicksichtigt wird, die zweite
hingegen, dal3 die Entscheidung uber die Bericksichtigung eines Ver-
suches nur vom Ausfall der vorangehenden Versuche abhéngt. Die
Funktionen seien p-mefbar und in ganz Q , oder wenigstens bis auf
eine feste //-Nullmenge von Folgen a definiert.
Die Behauptung ist, dai

lim . SY(Py) = [{(Pydm, N, =N,

fiir fast alle Folgen o im Sinne von g gilth.

! DOOB [2.
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Die eigentliche Wurzel dieser Tatsache ist die p-Treue der (nicht
umkehrbar-) eindeutigen Abbildung

0= (Py, Py, ..) > a*=T%(c) = (P}, P}, ..}, P!=Pyy.

von £2* auf sich. Sie ist so zu verstehen, dal fiir irgendeine u-meB-
bare Menge M die Menge aller Folgen ¢ mit der Eigenschaft ¢*c M
das MaB u (M) hat!.

Zum Beweise geniigt s, Produktmengen M zu betrachten. Zu zeigen
ist also, dal} die Menge aller den Bedingungen

PNchl""i Ps...;CAu-ls Py, cA,; N;=Nj{o) (15.4)

geniigenden Folgen ¢ das Mall m{A4,) m(d,) ... m(4,) besitzt. Man
denke sich hierzu dic Menge (15.4) in diejenigen Teile aufgespalten,
in welchen die Funktion N, {0} irgendeinen festen Wert

Nalo} = &, (15.5)

besitzt. Nach der Grundeigenschaft von N;(g), von den Komponenten
P,, v == N;, nicht abzuhiingen, 1iBt sich die allen Bedingungen (15.4)}
und (15.5) geniigende Menge von Folgen o auffassen als Durchschnitt
der durch die ersten (n — 1) Bedingungen (15.4) und durch N _, (o) <C k,
bestimmten o-Menge mit der o-Menge: P, beliebig in 4,, P, ganz
beliebig fiir v > &,. Thr Mal g ist also das Produkt des MaBes der
ersten Menge mit m(4,). Summiert man iiber alle vorkommenden
Werte von k,, so ergibt sich das Mal der o-Menge (15.4) gleich m(4,)
mal dem MalB der o-Menge

P.\',CAI"“* PA\'M:CAn—l; N; = N,(0).

Auf diese Weise kommt man schliellich zum Falle 2 = 1, wo die gleiche
SchluBweise das MaB m(A;) liefert.

§ 16. MalBtheorie im Raum der additiven Mengenfunktionen.
Das Spektrum der Translationen.

R sei cin Raum mit den Punkten p,2’, ..., T ein Korper von Teil-
mengen 4, B, ... von R. In der spiter zu machenden Anwendung
wird R mit der Zahlengeraden (f} identifiziert, wihrend 4, B, ...
Summen endlich vieler links offener Intervalle sein werden. Gegen-
stand der folgenden Betrachtung sind die auf allen zu ¥ gehérigen
Mengen erklirten additiven Mengenfunktionen &(d4),

G4 + B) = @(4) + O(B), AB=o.

Wir fassen sie als Punkte P(®) eines Raumes £ auf. Es handelt sich
dann um die Einfiihrung eines LEBESGUEschen MaBes m in 2, m (§2) =1,
Dies wird durch Einfiihrung eines zunichst nur additiven MaBes m er-
reicht werden, das auf allen einem gewissen Korper § angehdrenden
Teilmengen «, f#, ... von £ definiert ist.
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Man betrachte die Werte
x£=9(A‘), ‘l::‘:,...,n: AiAi'= ' z:t:k, (16.1)

die eine Funktion &{A) auf » festen, paarweise fremden Teilmengen
von R annimmt. « sei dann diejenige Teilmenge von {2, d. h. diejenige
Menge von Funktionen @, fiir welche das Wertesystem

{21, %9, . ... %, €O, {(16.2)

einer vorgeschriebenen me8baren Menge O, im R, angehért. Alle még-
lichen in dieser Weise gebildeten Teilmengen x von £ bilden nun einen
Mengenkdérper §. Dies wird klar, wenn man beachtet, daB zwei Mengen

x: {O(4,), B(4,),....6(4,)}co, {(16.3)
und

ﬁ: {@(BI)’@(B2)' e Q(Bm)}com (164)
mit Hilfe der gemeinsamen Unterteilung €, i = 1, ..., N beider Men-
genreihen 4, und B, in der gemeinsamen Form

a: {@(C), OCy,..., 0C} <=0y (16.5)
bzw.

B: {6(C), O(Cy, ..., B(CH}C Oy (16.6)

geschricben werden kénnen,
Wir definieren nun m{x) durch e¢incn Ausdruck der Form

mie) = [+ [wlx, 4)) - wlxa, A)dx, - dx.  (16.7)
Ty
wo w - 0 und

-

Izvv(x,A)dx*——’l {(16.8)

- o

ist. Dieser spezielle Ansatz entspricht der Forderung, daB die Werte
6 (A), G(B), ... fir paarweisc fremde Mengen A4, B, ... unabhingig
verteilt sein sollen.

Es bedarf einer besonderen Untersuchung, unter welchen Bedingun-
gen das MaB m nur von der Menge «, nicht aber von der Darstellungs-
weise derselben abhingt. Dafiir ist ndmlich notwendig und hinreichend,
dafl3 w der Funktionalgleichung

+ 00
w(x, A+ B) = [w(t, d)wlx —¢,B)dt, AB=0  (16.9)
geniigt. Zum Beweise beachte man zunichst, dal, wenn in (16.3) und
{(16.4) f =« ist, in (16.5) und (16.6) auch Oy == Oy ist und umgekehrt.
Daher ist zu untersuchen, ob {16.3) und (16.5) dasselbe m liefern.
Dic 4; sind paarweise fremd, und gleiches gilt von den C,. Jedes A;
ist ferner Surnme gewisser C,. Jedoch braucht nicht jedes C, in >4
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enthalten zu sein. Der Ubergang von der Darstellung (16.3) zu (16.5)
erfolgt, indem in (16.3) entsprechend
(A = Ai) A =ch” 6(‘4) =ZQ(C7')
gesetzt wird und eventuell neue C hinzugefiigt werden, fiir welche @ (C)
beliebig variieren darf. Dieser Ubergang kann nun schrittweise voll-
zogen werden. Die Schritte sind von zweierlei Typus: Entweder wird
in (16.3) ein neues, zu den alten fremdes 4, , hinzugenommen, fiir
das @ (A,,,) ganz belicbig sein darf, oder es wird 4, = A} + AY auf-
gespalten (aus Symmetriegriinden kann man sich auf 4, beschrinken.)
Im ersten Falle erhilt man wegen (16.7) und {16.8) trivialerweise das-
selbe m. Setzt man im zweiten Falle
x,=0(4), i=1,...,n;, =864}, =z =6(4), (16.10)
so kann x] als willkiirlich aufgefaBt werden. Die erste Darstellung
von « lautet
{x,, x5, ..., %} €0,.

Bei ihr hat m{x) den Wert

{n)

j...fw(xl.A'l-{—A',’)w(x,,Az)---dxldxz---dx,,. (16.11)
Oa

In der zweiten Darstellung hat es den Wert
ntD)
j...fw(x’lAi)w(xi’,A;’)w(xz,Ag)---dx’ldx’{dxz---dxn. (16.12)
Oy 4
Durch den Ubergang von
(¥, 57, T %)
zuriick zu

(X1, %15 Xg0 - -0, Xy)

vermittels der mabBtreuen Transformation =z = x, — x] geht O,
liber in die Zylindermenge (x;) x 0,. Ausfiithrung der Transformation
in {16.12) und nachfolgende Teilintegration beziiglich x] fiihrt wegen
+ 00
fw(x;, ADw(x, — x1, AY) dxl = w(x,, A} + A7)
und wegen (16.8) zum Werte (16.11) zuriick. Also kommt gleiches m
heraus. Die Notwendigkeit von (16.9) folgt dhnlich.

Unter den Voraussetzungen (16.8) und (16.9) ist durch (16.7) das
m-MaB fiir alle zum Kérper ® gehorigen Teilmengen von £2 eindeutig
definiert. Die Bedingung (16.9) 140t sich mit Hilfe von Fourierintegralen
diskutieren. Setzt man n4mlich

-{:m
W, 4) = ¢ (x, 4)dx,

so geht nach einer bekannten Regel (16.9) in
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W, A+ B)=W(u, A)W(x, B)
iiber. (16.8) lautet
W, 4)=1.

Wir setzen nunmehr voraus, daB im urspriinglichen Raume R ein
LEBESGUEsches Mall M gegeben ist, und daB alle zu { gehoérigen Men-
gen A, B, ... endliches und, falls sie nicht leer sind, positives MaB M
besitzen, Der Ansatz

Wiu, A) = ¢ M)

fihrt dann zur Gaussschen Verteilung

und. damit zum m-Mal

n 1 z}
ma) =a" T [M(A) M) %[ [e 25T day . dxy (16.14)
On
fir die Menge (16-3) .

Von jetzt ab wird 9t mit der Zahlengeraden (¢) und i mit dem Kor-
per der endlichen Summen links offener e-Intervalle identifiziert. Dann
&Rkt sich beweisen, dafd das Mal} (16.14) einer absolut additiven Er-
weiterung in BQ fahig ist. Es kann namlich gezeigt werden, daf3 fast
alle Mengenfunktionen 0 im Sinne von m fir beliebiges festes e > 0
durchweg einer Ungleichung

1
Arky<Eby [O(A)|<cléy—&|F {1+ &R + & 28 (16.15)

genligen. Das ist zunachst so aufzufassen, da? die Menge derjenigen
O(A); die fur kein ¢ durchweg (16.15) erfullen, sich mit abzahlbar
vielen Mengen A, B, . . . von ! mit beliebig kleiner Gesamtsumme der
w-Masse Uberdecken laf3t. Ist diese , Semikompaktheit” von Q einmal
bewiesen, so folgt leicht die Stetigkeit des MalRes m innerhalb Q, und
damit die Erweiterbarkeit.

Auf (&) 14aBt sich jedes @(A) durch eine Punktfunktion

2(§) = 6((0, &)
erzeugen. Damit ist auch ein MaB im Raume dieser Funkticnen
x§), —oo<é<<too; 2(0)=0
erklirt. Fast alle diese Funktionen geniigen durchweg einer Bedingung

(2 — 2N =C & — & T {1 + &2 + {£,]2¢},

@< 41874

' Die entsprechende MaRtheorie stammt von wiener [1]. Vgl. auch pALEY
and wieNEer [1], ,,random functions'.

{16.16}
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Die zweite Ungleichung folgt leicht aus der ersten. Die Ungleichungen
konnten noch verschirft werden. Jedoch ist die Zahl 4 im Exponenten
wesentlich. Die x (&), die an irgendeiner Stelle einer HOLDER-Bedingung
vom Exponenten >} geniigen, bilden in £ eine Nullmenge.

Durch die Erweiterung auf B & ist nunmehr eine Integrationstheorie
in £ geschaffen, Wir schreiben

[F(©)dm,
2

falls F(@) in £ m-summierbar ist. F kann entweder als Punktfunk-
tion in £2 oder als Funktional von @(4) aufgefait werden. Nach dem
allgemeincn Approximationssatz von § 2 existiert zu beliebigem € > 0
ein G(6), welches nur endlich viele Werte, und diese in Mengen « der
Form (16.3} annimmt derart, daB

[1G(8) — F(O)|dm < ¢
11

ausfillt. Da jene Mengen « in der Form (16.5) mit denselben C; dar-
gestellt werden koénnen, ist & von der Form

G =G(O(C), B(Cy, ..., 0(C,), {16.17)
also eine gewohnliche Funktion der Werte von @ in endlich vielen
fremden Mengen C; < R. Wegen (16.14) ist

P 4

i 1 o _ ot
G(Oydm == 2. [M(C)) - M(C)] 2 f  fGtr e 25 G g, dy,
Rn

also
n

G(@)dm=n *. I : .fG(m"M(Cl). o Ya¥M(C)) e~ Zvidy, --dy,. (16.18)

B
Insbesondere ist

‘@ (dydm = 1 M(4), O(A)|dm = L Y3T({4),
[odam = () .@f]”lm VAT (4)

was die Rolle des Exponenten 4 in der HOLDER-Bedingung verstind-
lich macht.
Die Gruppe der Translationen

auf der &-Achse erzeugt nun eine Stromung € — 0, bzw. ¥ - z, in 2,
O,(A) =04}, & =xE+H-10).

Die Strémung ist m-treu. Hierzu geniigt der Nachweis, dal bei be-

liebigem festem ¢ jede Menge « des Korpers & in eine ebensolche iiber-

gefiihrt wird, unter Erhaltung des MaBes. Nach {16.14) ist das trivial,
da bei Translationen das gewohnliche MaB M in & invariant bleibt.
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Die Strémung ist auch in (©, #) meBbar im Sinne von Definition 3.4,
wie mit Hilfe des ihr nachfolgenden Kriteriums folgt.

Satz 16.1. Die durch die Translationen der £-Achse erzeugte Stromung
sn Q ist vom Mischungstypus im engeren Sinne.

Beweis. Die Bezichung

lim {F(0)H(O)dm = [F(O)dm [H(©)dm
o f Jr@m

braucht nur fiir Funktionen der Form (16.17) bewiesen zu werden. In
diesem Falle ist sie klar, da fiir hinreichend groBes ¢ die zu F(6),) ge-
horigen Intervallsummen C; zu den zu H gehdrigen véllig fremd sind
und daher die Beziehung bereits ohne das Limeszeichen gilt.

Die Strémung ist daher ergod.isch und es gilt

Jim TfF(Q,)dt—dem

fiir fast alle € im Sinne von =, falls F (9) in £2 m-summierbar ist.

Das Spektrum, Gehort das komplexwertige F(©) in 2 zu L2
so besitzt nach Satz 14.2 U,F(@) = F(6,) fir fast alle © dasselbe
Spektrum. Es gibt eine Nullmenge N < £2 derart, da8 fiir jedes @< 2~ N
und fast alle s, s = 0 eingeschlossen,

oo

Jim_ -—jF(@,H)F(@,)dt_(U F,F) "fe"“dS().) (16.19)

gilt. Es soll nun dle Spektralenergie S (1) im Falle eines linearen Funk-
tionals

F(6) = J 94)d0, = [q¢) dz (&) = —[2(O)da(®), (16.20)

wo ¢(&) in (—oo, 4-o0) von beschrinkter Variation ist und fiir alle
groBen |£| verschwindet, berechnet werden. Hierher gehért z.B. der Fall

F(@)=0(4)=z() — x@); A4=(a, D). {16.21)

Das Integral hat fir fast alle & einen Sinn, da fast alle x(£) in jedem
endlichen &-Intervalle beschrinkt sind. Die Ausnahmemenge kann
offenbar strémungsinvariant angenommen werden. Setzt man zunichst
g(€) als stiickweise konstant voraus, so ist ¥ (®) von der Form {t6.17),
und man erhilt mit Hilfe von {16.18)

[| [o®146,dmo =1 J lgp)raM,. (16.22)
1

Durch L2-Approximation g, - ¢ folgt, daB (16.20) in £2 zu L?2 gehdort.
Auf diess Weise 14Bt sich F(@) flir fast alle @ in voéllig eindeutiger
Weise definieren, wenn ¢{p) = ¢(£) in R = (§), dM = 4§, lediglich zu L*
gehort, Mit Hilfe der zu (16.22) filhrenden Rechnung ergibt sich wegen
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F(8) = [q®)dx( + 9 = [qt — ) dz(®)

die Formel
U.F.F) = [F(O)F(B)dm = 4[4 — )@ ¢

Aus ihr 4Bt sich das S{4} von {16.19) berechnen. Nach bekannten
Satzen Gber die Fourier-Transformierte einer Faltung ist nimlich

fq(& — 5} E_(Ejdf :flm'(g) eiteds,

wobei

T, (A) = ;g;fe*“q(s)ds

gesetzt ist. Daraus folgt das gewlinschte Resultat,

i
S@) = 4|3, (.

Es kann ohne Bezugnahme auf die Strémung ausgesprochen werden,
Satz 16.2. Ist g(&§) in (—oo, +00) von beschrankier Variation und
gleich Null fir alle groflen |&|, so besiizt

Ja@rdx e +s) (16.23)

als Funktion von s fir fast alle y (&) ein Spektrum. Die Spektralintensstit
S’ (A} existiert bes fast jedem x(E) fiir alle X und ist gleich

') = #|F, @ [,
wo &, () die Fourtertransformierie von q bedeutet!.

Die Voraussetzung ist hier, symbolisch gesprochen, dafl die verschie-
denen ,,Differentiale’ dy (&) = @ (&, & 4 4£)) unabhingig verteilt sind
und eine Gausssche Verteilung besitzen, deren Modul nur von der
Linge dé des Intervalles abhingt. Deutet man £ als Zeit, so laBt sich
%2 (&) durch die Koordinate eines Teilchens bei der BrRowNschen Be-
wegung veranschaulichen.

§ 17. Ein Beispiel fiir Mischung bei unendlichemn m ().

Im folgenden wird eine eineindeutige und flichentreue Abbildung
eines ebenen Gebietes 2, m({2) = oo, auf sich angegeben, bei welcher
fiir irgend zwei quadrierbare Mengen A4, B

b WiENER [1]. Das Verschwinden von q fiir groRe |e | ist natiirlich eine un-
wesentliche Forderung.
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m(AB,)+0, n-o0
proportional gleichm#Big gilt, d. h. bei welcher

m(AB,)_bm(A)m(B)
m(CD) mC)ymD)’

fiir irgend vier quadrierbare Mengen besteht, m(C) m (D) == 0.
£2 sei der unendliche Halbstreifen

x=0, 0=y<1.

” -0 (17.1)

Er wird durch die ganzzahligen Abszissen x = 1, 2, ... in unendlich

viele Quadrate zerlegt, die wie in der Abb. 1 numeriert sein sollen.

Die gewiinschte Transformation 1 ist

4 - - d- Jo J- dasProduktzweier flichentreuen Trans-

| [ formationen T''T”, wobei 7' in der Aus-

7 ¥ " F 35 fithrung der Quadrattransformation von

Abb, 1. § 12 bei jedem der obigen Teilquadrate

besteht, und wo T’ die durch die Mittel-

linie y = } entstehenden Quadrathilften in der durch die Abb. 1 ge-
kennzeichneten Weise kettenartig ineinander verschiebt.

Zum Beweise der Behauptung sei zunichst wie in § 12 angenommen,

daB A, B, ... dyadische Rechtecke R(:, )

ftv2it=mx<j+@+127, p2tmy<@m1)2 0k
i=0,1,..., |v=o0,...,2'—1, p=0,...,2°~1,
oder noch einfacher Quadrate Q (i) = R(%, ¢) sind, Nach § 12 fiihrt die
i-te Potenz der Inversen von T das Quadrat () = A in ein Rechteck
R(24, 0) iiber, also in einen senkrechten Streifen der Hohe Eins und
der Breite 272%, Daran andert offenbar auch die Verschicbung T
nichts. Also ist

A_; = R(21,0). (17.2)

Ein zweites Quadrat Q(k) = B wird analog durch 7* in ein horizon-
tales Rechteck R (0, 2k) verwandelt,
Wegen der m-Treue von T ist also

m(AB,) =m{R(2¢,0)R(0,2k),}, p=n—i—k. (17.4)

Nach § 12 besteht R(0,2k), aus 2P verschiedenen Rechtecken

R(0,2k-+p), die sich diesmal jedoch infolge der wiederholten Ver-

schiebungen T iiber mehrere der Streifenquadrate (Q(0, 0)) verteilen,
Zur Bestimmung dieser Verteilung seien mit

249, 2P, .., AP,

die Anzahlen bezeichnet, mit welchen jene Rechtecke im ersten, zwei-
ten, ..., i-ten Streifenquadrat auftreten. Aus den 2z Rechtecken
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R(0,2k+9) im l-ten Quadrat werden nun infolge der Mischungs-
transformation T’ gewisse Rechtecke R(0, 2%+ p+1), und zwar
genau 2P in der oberen und genau z® in der unteren Quadrathilfte.
Die nachtrigliche Verschiebung fithrt daher zu den Rekursionsformeln

0= A0k, 122 A= 4,

wobei zu beachten ist, daB die anfinglichen Anzahlen z® alle ver-
schwinden bis auf eine, die gleich Eins ist, und zwar in demjenigen
Quadrat, welches das Rechteck (17.3) enthilt. Die Losung dieser Auf-
gabe liefert

ZP} == Zz;nﬂ-?v (;:); zlr?l‘ = z?‘-mr m=0,

also, wenn [ die Nummer des (17.2) enthaltenden Quadrates ist,

r=(s0) Wm0 )L pew

2
und schlieBlich wegen (17.4)

]/’3;1 m(AB,) > m(Aym(B), #n-»o0,

wenn A, B dyadische Quadrate sind. Dies bleibt richtig, wenn 4, B
Summen endlich vieler Quadrate sind. Sind allgemeiner A, B be-
schrinkte und quadrierbare Mengen, so folgt es auch, da eine der-
artige Menge sich zwischen zwel endliche Quadratsummen beliebig
kleiner Flichendifferenz einschalten liBt. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Wire (17.1) auch fiir allgemeine meBbare Mengen bewiesen, so er-
gibe sich die metrische Transitivitit von T als unmittelbare Foige.
Dieser Beweis verlangt jedoch tiefere Hilfsmittel.

V. Kapitel.

Ergodentheorie und die geodatischen
Linien auf Flachen konstanter
negativer Krimmung.

8 18. Formulierung der Probleme.

Wir gehen von einer zweidimensionalen RIEM ANNschen M annig-
faltigkeit aus, im folgenden kurz Flache genannt, p sai ein beliebiger
Punkt auf , ¢ der Winkel, den eine beliebige Richtung durch p mit
einer festen Richtung durch p bildet. Diese feste Richtung soll auf
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ein analytisches Vektorfeld mit héchstens endlich vielen Singularitéten
bilden. Die Flache sei vollstandig, d. h. jede geodétische Linie sa in
beiden Richtungen unbegrenzt fortsetzbar.

Die Linienelemente

P=(p, 9

bilden den zu - gehérigen Phasenraum Q, und die Bewegung eines
beliebigen Punktes p langs einer beliebigen geodétischen Linie auf
mit der Geschwindigkeit Eins &3t sich as stetige Stromung in Q auf-
fassen. Bekanntlich bleibt bei dieser Stromung das Volumelement

dm =dodyp

invariant, wenn da das Flachenelement auf bedeutet.

Im folgenden werden speziell die vollstéandigen Flachen konstanter
negativer Krimmung betrachtet. Bekanntlich erhadlt man diese Fl&-
chen 3* in folgender Weise. Im Innern des Einheitskreises |z|<1
der 2-Ebene sei die nichteuklidische (NE) Metrik
_2[dz] __ 4dxdy
T -2z T= T=z2p

ds

(18.1)

eingefuhrt. Sie ist gegenuber allen schlichten und konformen Abbil-
dungen von |z| < 1 auf sich, d.h. gegeniber allen linearen Substitu-
tionen von z oder z, bei welchen \2A < 1 fest bleibt, invariant. Die geo-
détischen Linien sind die in \2A < 1 gelegenen Bdgen der zu \2 = 1
orthogonalen Kreise (NE-Gerade). Eine Flache  entsteht dann, wenn
man alle vermoge der Substitutionen 5 einer FucHSschen Gruppe
mit \2 — 1 as Hauptkreis einander kongruenten Punkte von \2 < 1
miteinander identifiziert. Von einer FucHSschen Gruppe spricht man,
wenn sie keine der Identitét beliebig benachbarte, von ihr verschiedene
Substitutionen enthéalt (eigentliche Diskontinuitét).

Man unterscheidet zwischen zwei wesentlich verschiedenen Arten
FucHSscher Gruppen 6 und damit Flachen . Bei der ersten Art gibt
es auf \A = 1 Punkte, deren S-Bilder auf |[JZ| =. 1 Uberall dicht liegen.
Bei der zweiten Art ist das nicht der Fall. Beide Arten lassen sich auch
mit Hilfe des Fundamentalbereichs R von' charakterisieren. Fir R
lant sich bekanntlich eine Normalform angeben, bei welcher R ein von
endlich oder abzadhlbar unendlich vielen Segmenten von NE-Geraden
und Bogen von lzl = 1 begrenztes NE-konvexes Polygon darstellt.
Dann ist von der ersten Art, wenn der Rand von R keine Bdgen
von |z|=:1 enthélt. Die Ecken konnen sowohl in \2A < 1 als auch
auf \A = 1 (Spitzen) liegen. Es gibt unendlich viele wesentlich ver-
schiedene Gruppen und Fléchen erster Art.

Ein wohlbekanntes Beispiel fir die erste Art ist der Fall, wo R
ein regelmélliges 4p-Eck mit der Winkelsumme 2n darstellt. Die
Seiten sind so aufeinander bezogen, dal} man eine geschlossene zwei-
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seitige Flache  vom Geschlecht p erhalt (Abb. 2, p=2). Ein an-
deres Beispiel wird durch die Modulgruppe geliefert, bei welcher R ein
NE-Dreieck mit einer Spitze auf \z\ = 1 ist. Die entsprechende Flache
besitzt hier eine spitzenformige
Randsingularitat (Abb. 3)- — -
Bei der zweiten Art hat jedoch ’ \
der Rand von R mindestens . . ’
einen Bogen mit \2A = 1 ge
mein. Diezugehorige Flachebe- ‘-’

Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4.
sitzt entsprechend mindestens
einen Trichter (Abb. 4, zwei Trichter).

Wir betrachten im folgenden nur endlichvielfach-zusammenhéangende
Flachen g. lhre FUCHSsche Gruppe besitzt eine endliche Basis, und
das Fundamentalpolygon hat nur endlich viele Seiten. In diesem Falle
ist ~ dann und nur dann von der ersten Art, wenn der NE-Fl&chen-
inhalt von R, d. h. die Oberflache von % endlich ist.

Hauptsatz 18.1. Fir jede vollstandige Flache konstanter negativer
Krimmung und endlicher Oberflache ist die geodatische Strémung metrisch
transitivZ,

Damit ist der Satz 14.1 Uber das Zeitmittel anwendbar. Es handelt
sich hier um ein typisches ergodisches System. Nach § 9 sind im Phasen-
raume U fast alle Stromlinien transitiv. Mit Rucksicht auf den be-
sonderen Charakter der geodétischen Linien folgt hieraus leicht ein
friheres Ergebnis, namlich, dal ausnahmslos fur jeden Punkt p auf g,
jedoch fir fast alle Richtungen durch p, die geodétischen Linien in Q
transitiv sind’. Demgegeniber ist bekannt, daR die geschlossenen
Stromlinien eine in i dichte Menge bilden®.

Bei Flachen zweiter Art ist jedoch die zugehérige Stromung vom
dissipativen Typus. Ohne Zuhilfenahme des Phasenraumes lautet die
Behauptung: Die durch einen beliebigen Punkt p von gehenden

! Sie hat auRerdem einen konischen Punkt, der dem auf der inneren Seite
des Dreiecks liegenden Fixpunktes einer der 5 von © entspricht. Ganz allgemein
werden hier konische Punkte als innere Punkte von aufgefaldt.

2 Fiir die beiden genannten Beispiele zuerst von HEDLUND [1], [2] nach-
gewiesen. Zum allgemeinen Satze vgl. E. HOPF [7]. Der dort gefihrte Beweis
ist hier reproduziert. Er geht ebenso wie bei HEDLUND von Satz 19.1 aus, beruht
jedoch in den Hauptpunkten auf neuen Gedanken.

Die Frage, ob der Satz bei allen vollstandigen Flachen erster Art richtig ist,
ist im Hinblick auf SEIDEL [2] zu verneinen.

® P. MYRBERG. Vgl. die Hinweise in E. HOPF [7]. Man beachte, daR die
Richtungen in p den Punkten von \A = 1 eineindeutig entsprechen, und daR
zwei im gleichen Punkte von |*| = 1 mindende NE-Geraden zueinander in Q
asymptotisch sind, also beide transitiv sind oder nicht.

‘ P. KOEBE. IV. und V. Mitt. Dort wird der Verlauf der geodétischen Linien
vom topologischen Standpunkte aus untersucht. KOEBES Ausdruck ,fast alle"
ist nicht im maftheoretischen Sinne gemeint.



70 V. Ergodentheorie und die geodatischen Linien.

geoditischen Linien landen fiir fast alle Richtungen durch p schlief-
lich in den Trichtern der Fliche!. Oder: Die Bogen, die der Rand
von R mit der Kreislinie |z| = 1 gemein hat, und ihre &-Bilder bilden
auf |z| =1 eine Menge vom WinkelmalB 2 x.

Der im folgenden erbrachte Beweis fiir diese Behauptungen griindet
sish auf die NE-Metrik und auf die Theorie der harmonischen Funk-
tionen.

§ 19. Satz 18.1 als Satz iiber Fucussche Gruppen.
Das Doppelverhiltnis

_ a4
(210 23, 23, 2] = —F F—

by — Iz by — 2

geht bei einer linearen Substitution S von z oder z in sich oder in seinen
Konjugiertwert iiber. Gleiches gilt von den Differentialen

ez Eo 23,2, + d ) (19.1)
und .

dz,dz,

m)ez_[z1’zzrzl+d31-zz+dzg]- (19.2)

Von nun ab werden nur die [z} <1 in sich iiberfithrenden Substitu-
tionen S betrachtet. Das Spiegelungsprinzip

()= s

liefert fiir sie die Invariante

54w | (19.3)
und nach (19.1) die Differentialinvariante

= -;—,z,w,z—kdz.

dz 1—Zw
{—z2z w—z

{(19.4)

Aus {(19.3) und (19.4) folgt die Invarianz des Lingenelementes (18.1)
und des entsprechenden Flichenelementes (18.1). Setzt man in der
Invariante (19.2) z; = {, 2z, = z und dividiert man ihren Betrag durch
das Liangenelement (18.1), so erhilt man das invariante POISSON-
Differential

’_” 4. (19.5)

Wir betrachten nun eine FUCHSSChe Gruppe & von Substitutionen S
mit |z] = 1 als Hauptkreis. Die Gesamtheit aller Punkte S(2), |z| < 1,
z fest, definiert dann einen Punkt $ der Fliche §. & bestimmt dann

1 KoEeBEs ,semiergodischer*’ Verlauf, Korpe IV., V. Mitt. Dort wird nur das
Uberalldichtliegen jener Richtungen bewiesen.
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eine assoziierte Gruppe I" von Kontakttransformationen 7 des Raumes
der Linienelemente

(z,9), o =argdz,
in sich, wobei T die Form

(2, ¢) = (S(2), 9 + argS'{(2)) (19.6)

im analytischen Falle und eine analoge Form im Spiegelungsfalle be-
sitzt. Vermoge I’ kongruente Linienelemente definieren einen einzigen
Punkt P des Phasenraumes 2. Wegen der Invarianz der Winkel und
des Flichenelementes do ist das Volumelement

dm =dody (19.7)

im Raum der Linienelemente gegeniiber den Transformationen T in-
variant.

Im Raume der Linienelemente seien nun die neuen Koordinaten

M, M9, 8): || =|m| =1, s reel,

eingefilhrt. Dabei sind 7%, und 7, Anfangs- und Endpunkt der durch
(z, ¢) bestimmten gerichteten NE-Geraden, s ist die NE-Entfernung
des Punktes z vom Halbierungspunkt 2, des orthogonalen Kreisbogens
{n,, mz). Das Vorzeichen von s sei durch die Richtung auf der NE-
Geraden festgelegt. Offenbar ist die Koordinatentransformation von
(z, ) auf (1,, 14, s) eineindeutig. In den neuen Koordinaten erhalten
die Transformationen 7 die Gestalt

(15 M, 8) — (S(m), S(ne), s+ felm, m)). (19.8)
Das Volumelement (19.7) lautet jetzt
dm:cmgds (19.9)
|77 — nal?

mit dem 4s von (18.1). Man kann nimlich eine |z| <C 1 in sich iber-
fiihrende Substitution angeben, welche ein beliebig vorgegebenes Linien-
element (z, ¢) = (. 1,, 5}, |2| <1, in ein beliebiges anderes (z’, ')
= (7], 72, 8'), |#'| <1, transformiert. Die durch sie bestimmte Kon-
takttransformation ist von der Form (19.6), 140t also (19.7) ungeédndert.
In den neuen Koordinaten ist sie von der Form (19.8). Sie 148t also
wegen der Invarianz von (19.2) und von ds die rechte Seite von (19.9)
ungedindert. Daher kénnen sich beide Seiten nur durch einen kon-
stanten Faktor ¢ unterscheiden.

Die in § 18 definierte geoditische Strémung im Raum der Linien-
elemente lautet nun in den neuen Koordinaten einfach

P =(n, 05, 8) > Py= (M, M, s + ). (19.10)

Die Stromungsinvarianz des Volumelementes dm ist eine triviale Folge
von {19.2) und (19.10).
Die Koordinatentransformation 148t sich leicht explizit angeben,
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s=lnlm, ny 2, 5], 2= Efll?:?nsl’ p=arg® n?)-—(zns =,
jedoch werden diese Gleichungen nicht gebraucht.

& sei nun eine FucHssche Gruppe erster Art. Ist R ein Fundamen-
talbereich, so entspricht der Zerlegung von |z| <1 in die NE-kon-
gruenten Bereiche S (R} eine Aufteilung des Raumes der Linienelemente
(M1, Ma. S) in beziiglich I' kongruente Zellen. Jede derselben ist ein
Reprisentant des Phasenraumes £2.

Satz 19.1. Der Saiz 18.11 ist mit folgender Behauptung dquivalent,
Eine Punkimenge A auf dem (n,,n,)-Torus mit positivem Torusmap,
{fldml |dng| >0,
besitzt notwendig das Maf des ganzem Torus, wenn sis gegendiber den
simultanen Substitutionen 1) = S(n,), 7 = S(n,) der FucHsschen Gruppe

erster Art invariant ist.

Beweis. Fiir das folgende ist es nur nétig, zu wissen, daB Satz 18.1
aus der Behauptung folgt. Man betrachte eine in £ m-meBbare und
strémungsinvariante Punktmenge M, m (M) > 0. Dieser Menge ent-
spricht im (7, %, s)-Raume eine im Sinne von (19.9) meBbare und
gegenitber der vertikalen Strémung (19.40) invariante, also in der
s-Richtung zylindrische Menge. Thre Projektion 4 auf den (1, %,)-Torus
ist von positivem Male

f ldnyljdn,|

T — g

also auch von positivem Torusmale. Nach der Behauptung ist ihre
Komplementirmenge auf dem Torus eine Nullmenge. Daraus ergibt
sich riickwirts, da 2 — M auf £ eine m-Nullmenge sein muB.

Beim Beweise der in Satz 19.1 ausgesprochenen Behauptung darf
man sich auf spiegelungsfreie Gruppen & beschrinken. Sind nidmlich S
die in ® enthaltenen Substitutionen von z, S die von z, so bilden die S
eine Untergruppe g von &. Jedes S ist von der Form S = S§,, mit
festem S,. Mit ® ist auch g von der ersten Art, denn der Fundamental-
bereich

R + S(R)

fiir g kann keinen Randbogen mit |z| = 1 gemein haben, wenn dies
nicht schon bei R der Fall ist. Wenn andererseits die Behauptung
fir g zutrifft, so ist es erst recht bei & der Fall.

§ 20. Einfihrung harmonischer Funktionen. Hilfssétze.

Satz 20.1. Saiz 18.1% ist mit folgender Behauptung dgquivalent,
Eine beschrinkie, sowohl in z als auch in w harmonische Funktion

! Fir Flachen erster Art schlechthin, nicht nur solche von endlicher Oberflache.
2 Man beachte hierbei die vorangehende Fufnote.
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Uz, w), 2] <1, |w]| <1, ist eine Konstante, wenn sie fiir alie S einer
FucHsschen Gruppe erster Art der Invarianzrelation

U(S(z), S{w) = Uz, w) {20.1)
gensigtd,

Wir ziehen im folgenden eine speziellere, nur scheinbar schwichere
Formulierung vor.

Satz 20.2. Satz 18. 13 ist mil folgender Behauptung dquivalent. U(z,w)
=0 gensige den gleichen Voraussetzungen wie oben. Verschwinden die
Toruswerte von U auf |z| = |w| =1 (im .unten auseinandergeseizien
Stinne) in einer Menge positiven Torusmafes, so ist U =0,

Beweis. Wir benétigen wieder nur die Tatsache, daB Satz 18.1
aus der Behauptung folgt. Hierzu ist zu zeigen, daB aus dieser Be-
hauptung die Behauptung des Satzes 19.1 folgt. Es sei Uf(n,, 1y
die charakteristische Funktion der Menge A von Satz 19.1 auf dem
Torus |7,} = |5y} = 1. U ist auf dem Torus meBbar und erfiillt fiir
jedes S von & die Relation

UStm), Sing) =U(m, n). (20.2)

Zu beweisen ist U = 0 bis auf eine Menge vorn TorusmaB Null.
Das Poissonsche Integral

Uz, y) = 22,,[0(: Y e—anld] (20.3)
(&i=1
stellt fiir fast alle y auf |y] = 1 eine in |z| < 1 harmonische Funktion
von z dar. Sie ist dem Betrage nach kleiner als Eins und fiir jedes z
eine auf |y| = 1 meBbare Funktion von y. Ferner ist

Ulz, w) = _f (2, ?)|? w|‘! l (20.4)
trl=
in {z| <1 und |w| << 1 beschrinkt und sowohl in z als auch in » har-
monisch. Uf(z, w) kann natiirlich auch als Poissonsches Doppelintegral
geschrieben werden. Wegen der S-Invarianz der Poisson-Differentiale
ibertrdgt sich die Invarianz (20.2) auf U(z, w), d. h. es gilt (20.4) fir
alle S von ®.

Die Torusfunktion U{{, ¥) bestimmt sich umgekehrt aus der har-
monischen Funktion Ufz, w), |2{ <1, |w| < 1, als Grenzfunktion im
Sinne mittlerer Konvergenz,

rii;glff{U(rC,gy) — U, p)|de||dy| =o. (20.5)

1$1=1rI=1
Dies ergibt sich ganz analog wie bei einer harmonischen Funktion %(z)
! Fiir ein spezielleres Problem sind harmoenische Funktionen unabhangig von

SEIDEL {2] eingefithrt worden.
% Man beachte hierbei FuBnote 1 S. 72.
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eines Punktes z, die vermége des PorssoNschen Integrals zu beschrinkten
Peripheriewerten #({) gehort,

lim [{#(¢r) — w(@}}dc] = 0.1 (20.6)
14]=1

Trifft nun die Behauptung unseres Satzes, U = 0, zu, so folgt die
zu beweisende Behauptung.

Der Beweis des in Satz 20.2 formulierten Satzes tiber harmonische
Funktionen wird nun in mehreren Schritten gefiihrt. Wir beginnen mit
der Aufstellung der entsprechenden Hilfssitze. Bewiesen werden sie
und der Hauptsatz in den folgenden Paragraphen. Unter K, werde
das Innere des Kreises vom NE-Radius ! um z = 0 verstanden. Sein
NE-Flicheninhalt berechnet sich aus

oK) =a(d+e ' —2). (20.7)

Lemma 1. Ist die Punktmenge B in |z| < 1 invariant gegeniiber
allen S der FucBsschen Gruppe &, so gilt fir alle hinreichend grofen !

o(B Ky
o(Ky)

< a-o(BR),

wo R ein Fundamentalbereich von & und a esne Konstante ist.

Das Lemma gilt fiir jede Fucussche Gruppe mit }z| = 1 als Haupt-
kreis. In der folgenden Beweisanordnung ist es jedoch nur bei den
Gruppen erster Art und von endlicher Basis (Flichen {§ endlicher Ober-
fliche) mit Erfolg anwendbar, Das Lemma ist nicht ganz trivial, wenn
der Rand von R Spitzen auf |z{ =1 besitzt.

Lemma 2. Die in |z| <1 beschrinkte und harmonische Funktion
u (2} == O ses invariant gegeniiber allen S der FucHsschen Gruppe & erster
Art. Verschwinden die Peripheriewerte u({) auf || =1 in einer Menge
positiven Winkelmafes, so gilt w=0.

Im Gegensatz zu der Behauptung des Satzes 20.2 liegt dieses Ana-
logon fiir Funktionen eines Punktes nicht tief. Die Hauptschwierig-
keit liegt im Beweise fiir das

Hauptlemma, Gendigt Uz, w) allen in Satz 20.2 angegebenen Vor-
aussetzungen, so ist das Winkelmaf derjenigen Menge auf |y| =1, weo
U0, y) = 0 gilt, positiv.

Beweis der Behauptung von Satz 20.2 auf Grund der Hilfs-
sdtze. Nach dem Hauptlemma hat die Menge E der Punkte auf
|¥| =1, in denen U(0, ) = 0 gilt, positives MaB. Fiir eine in |z]| < 1
harmonische und . nichtnegative Funktion #(z) lauten die HARNACK-
schen Ungleichungen

e By =u(z) =" u(z),

1 Auch umgekehrt existieren in diesem Sinne die Randwerte bei jeder be-
schriankten, harmonischen Funktion. Der Satz von Fartou liegt tiefer.
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wo s(z, z') die NE-Distanz zweier Punkte innerhalb des Einheitskreises
bedeutet. Wegen Uz, w) -: 0 ist also

et 00, w) = Ulz, w) = ¢V U(0, w). (20.8)

Bei festgehaltenem z ist daher die Menge auf {y| = 1, in der die Rand-

werte U(z, y) von U{z, w) verschwinden, unabhingig von z. Sie fallt
also mit £ zusammen. Wegen (20.1) ist nun fir jedes S von (&

US0),w) = U0, S 1 (w).

Ersetzt man in (20.4) @ durch S™!(w) und y durch S-1(y), so erhilt
man mit Riicksicht auf die Invarianz des Poissox-Differentials

U0, S-1(w)) = -2‘-;_&1 U, S-1iy) 1{{-’ —oplayl.
lyle=1
Daher sind U{0, S™'(y)) die Randwerte von U(0, S '(w)). Da offen-
bar S(E) die Menge ist, in der diese Randwerte verschwinden, folgt
die Invarianz der Menge E gegeniiber allen § von 6.

Die in {z| < 1 harmonische Funktion #(2), deren Randwerte auf £
gleich Null und sonst gleich Eins sind, ist gegeniiber allen S von &
invariant. Nach Lemma 2 ist also « = 0, d. h. E hat das MaB der
ganzen Kreislinie. Nach der Definition von £ verschwinden daher die
Randwerte von U(0, w) fast iiberall. Daraus folgt aber U{0, w) =0
und wegen (20.8) Uz, w) =— 0, w.z. b. w.

§ 21. Beweis von Lemma 1 und 2.

Beweis von Lemma {. Im folgenden wird vorausgesetzt, dagl z
auBerhalb der abzihlbaren! Menge der Fixpunkte der S von ¢ liegt.
Dann sind die Punkte S(2) fiir verschiedene S voneinander verschieden.
Man darf dies auch von z = ¢ annehmen, denn sonst konnte man
durch eine geeignete lineare Substitution einen passenden anderen
Punkt in den Nullpunkt verlegen. Wegen (20.7) bleibt dabei die Aus-
sage des Lemmas ungeindert. N(z,!) sei nun die Anzahl der in K,
gelegenen, zu z kongruenten Punkte S(z). N ist also die Anzahl der
der Ungleichung

${0, S(2)) =1

geniigenden S von &. Wegen der Entfernungsinvarianz
5{0, S(2)) = s(S7"10), 2)

ist also N auch die Anzahl derjenigen zu z = 0 kongruenten Punkte,
deren NE-Abstand vom Punkte z kleiner oder gleich ! ist. Aus der
Diskontinuitit von ®& schlieBt man andererseits, daB die Punkte

} Die Gruppe ist eigentlich diskontinuierlich. Daher kénnen sich die Fix-
punkte nur auf |z) = 1 hdufen.
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S(0} = 0 einen positiven NE-Minimalabstand & von z = 0 besitzen.
Der NE-Kreis vom NE-Radius & um irgendeinen dieser Punkte kann
also keinen weiteren von ihnen enthalten. N ist daher kleiner als die
Anzah! der Kreise vom NE-Radius &, welche in einem Kreise vom NE-
Radius ! -+ & ohne Uberschneidung Platz haben,

K., K,
ai(f'c:))=E"(?i§,)a(}1§“(f{r)<a-0(ffs); I>b. (21.1)

Nun sei @(z) die charakteristische Funktion der Menge K,. Dann
folgt
Nz, 1) =;@(S(z))

und daher mit Summation iiber alle S von & wegen der Invarianz von o

[[N@E Ddo, = Z ff@(S(z) do,=2 [ [P(z)do,. (21.2)

S S(RB)
Da R Fundamentalbereich ist und da B = S(B) fiir alle § von & gilt, ist

ISRE)=3S(RIB=BZSR) =B
S §
Die rechte Seite von (21.2) hat daher den Wert
[[®(@)do, = ¢(BK).
B

Nz, )<

Daraus und aus (21.1) folgt die behauptete Ungleichung.

Beweis von Lemma 2.1 Vorausgesetzt wird, daB @& eine endliche
Basis hat, daB also ¢{R) endlich ist. Im Speziaifalle, wo der Rand
von R ganz in |z| <1 gelegen ist, ist das Lemma trivial, da wegen
der Invarianz #(z) sein Maximum in R, also innerhalb des Einheits-
kreises erreicht. Hat R jedoch Spitzen auf |z| =1, so schlieBen wir
folgendermaBen. Die Hilfsfunktion

1—te”1)?, O0=t<e,
ht(t)={( A (21.3)
ist konkav. Thre zweite Ableitung ist fiir ¢ = 0 stetig und nichtnegativ.
Wir beweisen dann die Relationen

Tim o (K‘) fk (@) da, = I?llf,(umndq (21.4)
und
liiﬁrcif- (w(®)} |45] = Ma8 {u({) = 0}. (21.5)
Das Integralmittel links in (21.4) ist offenbar ein Mittelwert von
5‘;[& (w(r) |de| (21.6)

1 vgl. hierzu auch die Bemerkung am SchluB von § 23.
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fiir Werte von r, welche dem Intervall (0,!) fir den NE-Radius ent-
sprechen. In dicsem Mittel erhalten die grolen Werte von /, d. h. die
nahe bei Eins gelegenen Werte von r {iberwicgendes Gewicht. Da,
wenn #({) die Randwerte von #(z) bedeuten, nach {20.6) der Aus-
druck (21.6) fiir » - 1 gegen die rechte Seite von (21.4) strebt, mul
auch (21.4) richtig sein.

(21.5) folgt aus den ersichtlichen Ungleichungen (# = 0)

MaB {u(f) =0} = [h(w(@)[dl] =1 MaB {u(@) <.
1St -1
Fiir den Beweis des Hauptlemmas, wo die obigen Uberlegungen
eine wesentliche Rolle spielen, seien die aus {20.5) folgenden analogen
Relationen vorgemerkt. Fiir das Integralmittel

M) = il Lj i f by (1 (2, w) do,d o, (21.7)

gilt namlich dic analoge Relation

lipgllimMz(l)z-ig- MaB {u(Z,y) = 0}. (21.8)

47 | I1=ty =1

Das Integralmittel links in (21.4) ist nun gewill kleiner als

(21.9)

wo B, diejenige Teilmenge von |z| << 1 bedeutet, in der u(z) < € statt-
findet. Mit # ist auch die Menge B, gegeniiber allen S von { invariant.
Nach Lemma 1 ist also die linke Seite von (21.4) erst recht kleiner als

a-0(B,R). (21.10)

Da nun nach Voraussetzung die rechte Seite von (21.5) positiv ist,
mubB (21.10) fiir alle € > 0 oberhalb einer positiven Schranke liegen.
Wegen der Endlichkeit von o(R) mubB es also in |z[ <C 1 Punkte geben,
die allen B, angehoren. In ihnen ist # = 0, woraus wegen # = 0 die
Behauptung » 0 folgt.

§ 22. Beweis des Hauptlemmas.

"Wir betrachten zunichst den cinfachsten Fall, wo der Rand des
Fundamentalbereichs R ganz in |z| <1 gelegen ist. Die das Innere
des Einheitskieises liickenlos ausfiillenden Bereiche S(R), S € ®, seien
irgendwie numeriert, Ry, R,, R;, ..., derart, dal K, den Nulipunkt
enthilt,

z=0CR,. (22.1)

Die Substitutionen S von & seien so numeriert, daB
Sr(Rv) = Rﬂ , (22' 2)
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stattfindet. Alle Bereiche R, haben denselben endlichen NE-Durch-
messer D. Die ganz in der abgeschlossenen Kreisscheibe K, gelegenen
Bereiche B, ﬁberdecken daher die ganze Kreisscheibe K;_5. Aus (21.7)
folgt dann

M.( ~ D) = ql) ,(K)foffk,(b’(z w))do,do, (22.3)

' me Ry
mit
0 =7 (22.4)
wobei Integration und Summation ﬁber sémtliche den Bedingungen
tcR,CK,, wCR,CK, (22.5)

geniigenden z,w, R,, R, zu erstrecken sind. Aus (22.1), (22.2) und
zC R, folgt
s(0,5,(=D.

Nach der Harnackschen Ungleichung ist also
Uz, w) = U(S,(2), 5,(#)) = e‘DU(O. S, {w))

und, da 4, (!} nirgends zunimmt,

h (Ulz, w) < h{e"2U(0, S,(w))}; zCR,. (22.6)
Als Funktion von w ist nun
ke PU(0, w)} - (22.7)

éine konkave Funktion einer harmonischen Funktion und somit sub-
harmonisch in |w| < 1. Dies folgt aus der Nichtnegativitit und Stetig-
keit des LapLacE-Ausdruckes. (22.7) ist daher iiberall kleiner oder
gleich der in |w| <1 harmonischen Funktion V{w) = V,(w}, die auf
jw| = 1 die gleichen Randwerte besitzt. Die bloBe MeBbarkeit derselben
macht keine Schwierigkeiten, da man erst einen kleineren konzentrischen
Kreis betrachten und dann zur Grenze » -+ 1 {ibergehen kann. Es ist

V{0) =53;,fh,{e*DU(0,?)}|dyl (22.8)
frl=1
und wegen (22.6) ’
A (U(z, w)) = V(S, (). (22.9)

Aus (22.3) zusammen mit (22.5) und aus (22.9) folgt nun wegen V=0

M, (i—D)= E(Q)Z‘fffjms () d o, d 0,

s
=1L 2 Rj: / [mm [v(S. ) dofdo,.

Da auch V(S,(»)) in |w| <1 harmonisch ist, liefert der GAusssche
Mittelwertsatz
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e fV(s () day = V(S,(0)).

Iaher ergibt sich

M~ D)= ‘*‘{f,f}) a(R) V (S,(0))

o (!) (22.10)
wo die Summation {iber alle ¥ mit R,,C K, erstreckt ist.
Setzt man nun
so folgt aus (22.1)
S,(0)C R.. (22.12)

Zwei verschiedenen R, entsprechen offenbar wieder verschiedene R;.
Wegen (22.2) und (22.41) ist ferner der NE-Minimalabstand zwischen
R, und R, derselbe wie der zwischen R, und R,. Fiir die in (22.10)
betrachteten Bereiche R, C K, miissen daher die entsprechenden Be-
reiche R, simtlich innerhalb K, ;, liegen. Aus (22.10) folgt also

M, (l—D (K)ij V(S,(0)do,. (22.13)

Wendet man auf V=0 die HARNACKSChe Ungleichung an, so erhilt
man wegen (22.12)

V(S,(0) :5eP. V(z), zC R, (22.14)

Beriicksichtigt man dies in (22.13), so folgt nach nochmaliger Anwen-
dung des Mittelwertsatzes

=1z e 3 [ verss

Kl'-l-lD
e 2 f V() da, = q() Lo vio)

Kiyap

und schlieBlich wegen (20.7)
lim M. () < cV(0), ¢=e(D).

Kombintert man dies mit (21.8), (22.8) und (21.5)}, so erhilt man die
Ungleichung

1

= = 2
Tt A {u(l.y) =0} = 5. MaB{u(0,y) =0}, (22.15)
aus welcher das Hauptlemma unmlttelbar folgt.

Der allgemeine Fall. Die oben gemachte Voraussetzung sei nun
aufgehoben. R darf Spitzen auf |z| = 1 besitzen, jedoch ist o(R) als
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endlich vorausgesetzt. Durch passendes Abschneiden der Spitzen zer-
fallt R = R, in zwei Teile

R,— RS + RE*

o(R¥*) < d {22.16)
gilt, und daB R] einen endlichen NE-Durchmesser D = D(d) besitzt.
Man darf annehmen, daB R} den Nullpunkt enthilt. Die Menge

B=3R:*, R*=S;R)

derart, daB

ist ®-invariant. |z| <1 wird durch B und die kongruenten Bereiche
R} = S, '(R}) einfach und liickenlos iiberdeckt. Alle R¥ besitzen den
gleichen NE-Durchmesser D, Man betrachte nun alle

R*C K, (22.17)

Dann gehért jeder Punkt von K, , entweder zu einem dieser R* oder
zu B. Liegt er ndmlich auBlerhalb B, so gehért er zu einem R¥ iiber-
haupt (zunichst ohne (22.17)). (22.17) ist dann notwendig erfiillt,
da RY¥ den Durchmesser D hat. Also gilt

K, p € 2RY+BK, ,, RICK,.

Spaltet man entsprechend das Integral in (21.7) fiir M, {{ — D) auf, so
folgt wegen 0= h, =<1
o (B K,_p)

M0 - D)= [ Q&foff

LeX o ,.

wobei die Summation iiber alle
R*cK,, RjcK,
erstreckt ist. Der zweite Summand kann genau wie oben behandelt

werden und geniigt denselben Ungleichungen. Der erste ist nach
Lemma 41 und nach (22.16) kleiner als

a®.- 02(BRy) = a*- ot (Rg™) < a?é?.
Geht man wie oben zur Grenze iiber, - oo, & - o0, so erhilt man die
Ungleichung (22.15) mit dem zusitzlichen Term 424? auf der rechten
Seite. Das Hauptlemma folgt dann durch passende Wahl von 4. Da-

mit ist der Beweis des Hauptsatzes 18.1 im angekundlgten Umfange
voll erbracht.

§ 23. Beweis des Satzes iiber die Flichen zweiter Art.

Ist & von der zweiten Art, so hat der Rand von R mindestens
einen Bogen mit [z{ = 41 gemein. Wir beschrinken uns auf den Fall,
wo R keine Spitzen auf |z| = 1 besitzt, wo also die Fliche § nur in
Trichtern, aber nicht in Spitzen ausliuft.



8§ 23- Bewes des Satzes Uber die Flachen zweiter Art. 81

w sa die Vereinigungsmenge jener Bogen und aller ihrer Bilder auf
|z] = 1. Zu beweisen ist, dald ihre Komplementarmenge auf 12 = 1
das Winkelmal? Null besitzt, a sei einer der auf 1z/ = 1 gelegenen
Randbtdgen von R. Zu jedem der beiden, in den Endpunkten von oc
mindenden Orthogonalbogen gibt esnun ein anihn angrenzendes -Bild
des Polygons R. Insbesondere sind beide Endpunkte von oc wieder
Endpunkte anderer Bogen der Menge-O). Die Endpunkte jedes auf
Izl = 1 gelegenen Randbogens von R kdnnen dso as innere Punkte
der Menge co aufgefaldt werden.

Wegen der -Invarianz von w ist auch die harmonische Funktion
u(z), deren Randwerte auf 1zl = 1 gleich Null auf w und gleich Eins
auf der Restmenge sind, gegeniber alen S von  invariant. Zu be-
welsen ist u=0. w nimmt nun jeden seiner Werte in R an. Nach
der obigen Bemerkung hat andererseits u im Sinne gewoéhnlicher Kon-
vergenz in jedem Punkte jedes abgeschlossenen Bogens oc den Rand-
wert Null. Dau sene Extrema auf |z| = 1 annimmt, muf3 es Se auf
den Randbdgen oc von R annehmen. Also ist w=0.

Hat R Spitzen auf |z| = 1, so 183 sich ein elementarer Bewels mit
Hilfe der GREENshen Formel

ff(;radﬂudxdy = 9Su o1 ys
R

fuhren. Durch die Randerzuordnung zerstoren sich namlich die rechten
Seiten. Die Spitzen missen mit Grenzbetrachtungen behandelt werden.
Ahnlich kann auch Lemma 2 bewiesen werden.
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