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Vorwort. 
Die Theorie vom Verlauf der Bewegungen mechanischer Systeme, 

d. h. der Lösungen von Systemen von Differentialgleichungen, al l­
gemeiner der „Stromlinien" stationärer „Strömungen" im großen, hat 
innerhalb der letzten zehn Jahre durch das Eindringen maßtheoreti­
scher Gesichtspunkte eine Reihe neuer Impulse erfahren. Der Anstoß 
zu dieser Entwicklung ging von der Ergodenhypothese der M A X W E L L -
BoLTZMANNschen Gastheorie und der Verrührungshypothese der G I B B S -
schen statistischen Mechanik aus. Diese Fragen sind heute insoweit 
geklärt, als die Existenz des Zeitmittels einer Phasenfunktion längs der 
Stromlinien feststeht (bis auf eine Nullmenge), und präzise Bedingungen 
für Volumenproportionalität der mittleren Verweilzeit (Ergodizität) er­
mit te l t worden sind. Diese „Ergodensätze" verdankt man v. N E U M A N N , 
C A R L E M A N und vor allem B I R K H O F F . Auch kennt man die Bedingungen 
dafür, daß im Laufe der Zeit vollständige Vermischung im Phasenraum 
eintr i t t . Sie lassen sich z. B. aus der Gestalt des „Eigenspektrums" 
der Strömung ( K O O P M A N , C A R L E M A N ) ablesen. Abgesehen von dem rein 
mathematischen Interesse, das diese Fragestellungen verdienen, be­
ruht ihre Bedeutung darin, daf sie uns das Verständnis für die stabilen 
Häufigkeitserscheinungen in der Natur vermitteln. In dieser Hinsicht 
ist ihre Bedeutung keineswegs durch die klassische statistische Mecha­
nik erschöpft. Sie wird in der Zukunft wieder in helles Licht treten, 
wenn einmal die Lösung des Turbulenzproblems auf Grund der klassi­
schen Hydrodynamik gelungen ist. 

Statistik ist Maßtheorie. Es ist deshalb wohl verständlich, daß in 
den folgenden Zeilen die maßtheoretischen Gesichtspunkte vor den 
topologischen den Vorrang einnehmen. Den Mathematikern, die dem 
,,fast alle" oder ,,bis auf eine Nullmenge" keinen Geschmack ab­
gewinnen können, sei entgegnet, daß sich nur so das, was in der Natur 
, ,in der Regel" sich ereignet, mathematisch interpretieren läßt. Handelt 
es sich jedoch um die effektive Konstruktion eines mathematischen 
Objektes in einer Klasse von Objekten, so ist allerdings das ,,fast alle 
Objekte der Klasse" nur ein schwacher Ersatz. 

Der Verfasser war bestrebt, nicht nur die Hauptsätze selbst, sondern 
auch die erforderlicht n Hilfsmittel im Interesse der unabhängigen Les­
barkeit mi t Beweisen oder Beweisandeutungen darzustellen, z. B. Sätze 
der allgemeinen Maß- und Integrationstheorie, der harmonischen 
Analyse und der Spektraltheorie der unitären Operatoren im H I L B E R T -
schen Raum. Was den Hauptgegenstand betrifft, so bedauert der 
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Verfasser, daß heute eine umfassende, mi t weitreichenden Methoden 
ausgestattete Theorie noch nicht existiert. Dazu steckt noch zu 
vieles in den Anfängen. Vor allem ist die Entscheidung, ob ein ge­
gebenes dynamisches System ergodisch ist oder nicht, bisher nur in 
wenigen Fällen gelungen, z. B. bei den geodätischen Linien auf Flächen 
konstanter negativer Krümmung. Gleiches gi l t von der Mischung, wo 
es neben ad hoc konstruierten Beispielen bis jetzt nur zwei Anwen­
dungen, nämlich auf die Gesetze der großen Zahlen und die WiENERsche 
Theorie der zufälligen Funktionen gibt. Diese Anwendungen deuten 
jedenfalls darauf hin, daß die Bedeutung statistischer (maßtheoretischer) 
Fragestellungen bei Abbildungen und Strömungen über das enge Gebiet 
der Mechanik hinausreicht. 

In der folgenden Darstellung wird von vornherein von maßtreuen 
Strömungen, d. h. von Differentialsystemen mi t einer positiven Integral­
invariante ausgegangen. Zu seinem Bedauern war es dem Verfasser 
nicht mehr möglich, die wichtige Untersuchung von K R Y L O F F und 
BOGOLIOUBOFF 1 , i n der die Maßtreue nicht vorausgesetzt wird , einzu­
gliedern. Dort werden für stetige Strömungen in bikompakten Räumen 
die invarianten Maße hergeleitet. Die Menge der Zentralbewegungen, 
gegen welche die anderen Bewegungen statistisch konvergieren, w i rd 
ferner in absolut ergodische Bestandteile zerlegt2. Es kann ebenfalls 
nur beiläufig erwähnt werden, daß die Begriffsbildungen der Ergoden-
theorie nicht nur für Systeme mit streng determinierten Zustandsfolgen 
von Wichtigkeit sind. Sie sind auch, wenn die aufeinanderfolgenden 
Zustände nur durch Wahrscheinlichkeiten verknüpft sind, anwendbar 
und führen dort zu viel einfacheren Gesetzmäßigkeiten. Die den Syste­
men zugeordneten linearen Funktionaloperationen werden dann näm­
lich vollstetig. 

1 Vgl. K R Y L O F F und BOGOLIOUBOFF [1] und [2]. 
2 Vgl. des Verfassers kurze Besprechung im Zbl. Math. 15, 182. 

L e i p z i g , den 28. Juni 1937. 
E. HOPF. 
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I . Kapitel. 

Maßtheorie, Abbildungen und 
Strömungen, 

§ 1. Einiges aus der allgemeinen Maßtheorie1. 
Im folgenden werden die Teilmengen eines Raumes Q betrachtet. 
D e f i n i t i o n 1.1. Ein System von Teilmengen α, ß, . . . von Ω heißt 

Mengenkörper, ff, wenn mit zwei seiner Mengen auch ihre Summe, ihr 
Durchschnitt und, falls eine in der anderen enthalten ist, auch ihre Diffe­
renz zu gehört. 

D e f i n i t i o n 1.2. Ein System von Teilmengen A, B, . . . von Q heißt 
BoRELscAtfr oder absolut additiver Mengenkörper, wenn es ein Körper ist 
und wenn mit abzählbar vielen Mengen von Ω auch ihre Summe zu Ω 
gehört. 

Zu jedem Körper ff gibt es einen und nur einen kleinsten, ff ent­
haltenden BOREL-Körper, BORELsche Erweiterung von ff genannt, ß ff. 
Er ist der Durchschnitt aller: Ω enthaltenden BoREL-Körper. 

Für alle einem Körper ff angehörenden Mengen a, ß, . . . sei ein 
Maß, d. h. eine nichtnegative, (endlich-) additive Mengenfunktion er­
klärt . Unendliches Maß ist zugelassen, jedoch wi rd verlangt, daß Q 
Summe höchstens abzählbar vieler Mengen endlichen Maßes ist. Jedes 
α von Ω mit m(α) — hat dann diese Eigenschaft. 

E in in einem BoRELschen Körper definiertes Maß heißt Lebesguesch 
oder absolut additiv, falls die Addi t iv i tä t auch bei abzählbar vielen, 
paarweise fremden Mengen stattfindet. Dabei sei auch der Fall ein­
geschlossen, wo auf beiden Seiten Unendlich steht. 

In einem beliebigen Körper spricht man von absoluter Addi t iv i tä t 
eines Maßes, falls absolute Addi t iv i tä t im obigen Sinne besteht, voraus­
gesetzt, daß die Summe der betrachteten Mengen zu ff gehört. 

B e m e r k u n g . Absolute Addi t iv i tä t von m in ff bedeutet dasselbe 
wie Stetigkeit von m: Für jede absteigende Folge von Mengen von ff 
ohne gemeinsamen Punkt bilden die Maße, falls sie endlich sind, eine 
Nullfolge. 

Sind nämlich die Mengen ohne gemein­
samen Punkt, so gil t also wegen 

1 I n engem Anschluß an KOLMOGOROFF [1], wo nur der Fall eines endlichen 
m(Ω) betrachtet wird. 



befriedigt. Die CARATHEODORYsche Theorie enthält den Satz1, daß die 
in diesem Sinne meßbaren Mengen einen BoRELschen Körper bilden, 
in welchem m* absolut additiv ist. Zu beweisen ist also, daß die 
Mengen oc von in diesem Sinne meßbar sind, und daß für diese 
Mengen- m* = m gil t . 

Zum Beweise der Übereinstimmung von m* und m innerhalb St sei 

Die rechte Hälfte ergibt sich in bekannter Weise aus der absoluten 
Addi t iv i tä t innerhalb ft\ auch bei Zulassung unendlicher m.. 

1 Vgl. CARATHEODORY [1], §239-252. 



§ 2. Integration. 3 

Vergleicht man mit (1.1), so folgt die behauptete Meßbarkeit. 
Die Eindeutigkeit der Erweiterung ergibt sich folgendermaßen. Die 

eben erhaltene Erweiterung von m sei auch in BΩ mit m bezeichnet. 
m' sei eine beliebige Erweiterung in B Ω. Aus der Konstruktion der 
ersten Erweiterung durch Überdeckungen folgt leicht m' _i£ m. Ist nun 
m(A) endlich, so überdecke man A mit abzählbar vielen Mengen von S 
und nenne deren Summe a. Es läßt sich stets einrichten, daß m{o) 
endlich ist. Da bekanntlich a sich auch als Summe abzählbar vieler, 
paarweise punktfremder Mengen von ft darstellen läßt, folgt m (a) 
= m (a). Wegen m< m und 

folgt daher m'(A) = m(A). Ist jedoch m(A) unendlich, so beachte 
man, daß A Mengen beliebig großen endlichen m-Maßes enthält, sogar 
Summe abzählbar vieler Mengen mit endlichem w ist. 

K o r o l l a r . m(A) ist untere Grenze aller m(a) für alle Mengen , 
die sich als Summe höchstens abzählbar vieler α von Ä darstellen lassen, 

§ 2. Integration. 
Wir gehen von einem festen Körper Ω von Teilmengen von ß, 

seiner BoREL-Erweiterung ß f f und einem festen, auf ß f t erklärten, 
absolut additiven Maße m aus. Meßbarkeit bezüglich m und das Integral 

einer Punktfunktion / (P) sind dann wohldefinierte Begriffe. Was unter 
Summierbarkeit oder Zugehörigkeit zu einer der Funktionenklassen L1, 
L2 zu verstehen ist, ist ebenfalls klar. 

1 R A D O N [1], KRÖCHET [1]. 
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A p p r o x i m a t i o n s s a t z 1 . f gehöre zu L1. Zu beliebigem ε > 0 gibt 
es eine nur endlich viele Werte, und diese nur in Mengen von Ω und von 
endlichem Maße annehmende Funktion g(P) derart, daß 

Beweis . Ohne die Einschränkungen der Zugehörigkeit zu Ω ist 
der Satz einleuchtend. Daher kann von vornherein vorausgesetzt wer­
den, daß f(P) nur endlich viele Werte annimmt. Dieser Fall läßt sich 
wiederum auf den Fall zurückführen, wo f nur die Werte Nu l l und Eins 
annimmt, wo also f die charakteristische Funktion einer Menge A von 
BΩ ist, m(A) < . Mi t Hilfe einer geeigneten Überdeckung von A 
durch abzählbar viele α von Ω kann man leicht eine zu Ω gehörige 
Menge ß herstellen derart, daß 

1 Vgl. E. H O P F [6]. 

gilt . Hier ist, wenn g(P) die charakteristische Funktion der Menge ß 
bedeutet, die linke Seite gleich 
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(Ω') definiertes absolut additives Maß. Die Punktepaare Il = (P, P') 
bilden den Produktraum ß x ß ' . Als einfachste Teilmengen dieses 
Raumes führen wir zunächst die Produktmengen A x A', A in f, 
A' in t', ein. Die Teilmengen von Ω X Ω', die sich als Summe endlich 
vieler Produkt mengen darstellen lassen, bilden bekanntlich einen Kör­
per Ω. Sie sind gleichzeitig Summen endlich vieler paarweise fremder 
Produktmengen. Ist in diesem Sinne 

ein Maß für alle Teilmengen oc von Ω x Ω ' . µ(α) ist von der beson­
deren Darstellung von oc in der angegebenen Form unabhängig. 

Das Maß [x besitzt eine absolut additive Erweiterung in ßΩ. Zu 
beweisen ist also, daß α in µ stetig ist. Hierzu genügt es, zu zeigen, 
daß aus 

die Existenz eines allen α gemeinsamen Punktes (P, P') folgt. Jedes αi 

ist endliche Summe paarweise fremder Produktmengen. In 

kann man es einrichten, daß die ersten Faktoren paarweise punkt­
fremd sind. In 

Diese Schreibweise denke man sich nacheinander für i — 1 , 2 , . . . 
durchgeführt. Mit passender Konstanten c gilt 

Die Ei bilden offenbar eine absteigende Folge von Mengen nach unten 
positiv beschränkten endlichen Maßes; dehn wegen (2.3) und (2.7) ist 
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Es gibt also einen allen Ei gemeinsamen Punkt P0 von Ω. P0 t r i t t 
nun in jedem (2.4), i = 1, 2, . . ., in genau einem der ersten Faktoren 
auf. Der mit ihm gekoppelte zweite Faktor sei mi t E i ' bezeichnet. 
Wegen (2.6) bilden die Ei' eine absteigende Folge von Mengen in Q'. 
Ihre (endlichen) Maße m' liegen oberhalb einer positiven Schranke, da 
für E\ die Ungleichung in (2.8) gil t . Daher gibt es einen gemeinsamen 
Punkt Po, und die Behauptung ist bewiesen, da (P0 , P0) allen EixE'i,  
also allen α, angehört. 

Begriffe wie Meßbarkeit, Integral in ΩxΩ' 

haben nunmehr einen wohlbestimmten Sinn. Für summierbare Funk­
tionen gilt allgemein der Satz von F U B I N I , d. h. das Integral ist gleich 

(2-9) 

Dabei ist immer die Grundvoraussetzung der Summierbarkeit in Ω X Ω 
und bei Mengen die der Meßbarkeit in Q x ü' zu beachten. Ist / meß­
bar in Ω x Ω' und > 0, so folgt aus der Existenz des Integrales (2.9) 
die Summierbarkeit. 
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beschrieben. Unter bekannten allgemeinen Voraussetzungen geht durch 
jeden Punkt P genau eine Lösungskurve und es besteht stetige, sogar 
stetig differenzierbare Abhängigkeit vom Anfangspunkte. Bezeichnet 
man mi t Pt die Lage des Punktes P nach Ablauf der Zeit t, so stellt 

wenn man unbeschränkte Fortsetzbarkeitder Bewegung in Vergangen­
heit und Zukunft voraussetzt, bei beliebigem festem t eine eineindeutige 
und stetig differenzierbare Abbildung von Ω auf sich selbst dar mit 
positiver Funktionaldeterminante 

Die T t bilden eine einparametrige lineare Gruppe 

(3-1) 

To ist die Identität. Anschaulich kann man von einer stationären 
Strömung einer Flüssigkeit in ß sprechen. 

§ 3. Maßtreue Abbildungen und Strömungen. 
Die verschiedenen Phasen (P) eines mechanischen Systems erfüllen 

einen mehrdimensionalen Raum Q. In der Umgebung eines beliebigen 
Punktes P° wi rd die Bewegung vermittelst lokaler GAUSSscher Koordi­
naten Xi durch ein System von Differentialgleichungen 
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W i r betrachten vor allem den wichtigen Fall , in welchem das System 
eine positive Integralinvariante 

besitzt. Er liegt bei allen HAMILTONschen Systemen vor, allgemein 
dann, wenn die „Kontinuitätsgleichung" 

eine in ü eindeutige positive Lösung Q besitzt. Die Invarianz wi rd 
dann bekanntlich durch den Nachweis der Konstanz von 

längs der Stromlinie bewiesen. Die Integralinvariante läßt sich als 
nichtnegatives und absolut additives Mengenmaß m im Sinne von 
LEBESGUE auffassen und die Invarianz drückt sich durch die Gleichung 

für alle / und alle meßbaren Teilmengen A von U aus. Im Sinne dieses 
Maßes handelt es sich hier um die Strömung einer inkompressiblen 
Flüssigkeit in Ω. m(Ω) darf unendlich groß sein. 

Für die im folgenden entwickelte Theorie und ihre Anwendungen 
bilden die obigen mechanischen Strömungen eine zu enge Klasse, da 
auch unstetige Strömungen betrachtet werden müssen. Ω sei ein be 
liebiger Raum, Ω ein Körper von Mengen in Ω, BΩ seine BoRELsche 
Erweiterung und m ein für alle Mengen aus BΩ erklärtes LEBESGUE-

sches Maß. 
D e f i n i t i o n 3.1. Eine eineindeutige Abbildung T(P) von Ü auf sich 

heißt maßtreu, wenn die Meßbarkeit bei T und T'1 erhalten bleibt und 
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falls der Integrand summierbar ist. Der Übergang von f(P) zu f(Pt) 
kann bei festem / als lineare Funktionaloperation aufgefaßt werden, Ut. 
Die Maßtreue von Tt spiegelt sich in der Längentreue oder Unitar i tät 
des Operators Ut im HILBERTschen Räume1, 

(Utf,Utg) = (f,g), (3.4) 

wo beide Funktionen /, g zu L2 gehören. Die Ut bilden eine lineare 
Gruppe, 

U.Ut = Us+t, U0 = I. (3.5) 

Analoges gilt bei einer Abbildung T. t durchläuft dann nur die posi­
tiven und negativen ganzen Zahlen entsprechend den Iterierten von T 
und T-1 

Was die Abhängigkeit von / betrifft, müssen noch Forderungen 
an Tt gestellt werden. 

D e f i n i t i o n 3-3- Die Strömung heißt m-stetig in tt wenn m(At,B) 
für irgend zwei Mengen A, B endlichen Maßes stetig von t abhängt. 

Mit Rücksicht auf die leichtere Verifizierbarkeit ist zu bemerken, 
daß die w-Stetigkeit bereits daraus folgt, daß für irgend zwei Men­
gen oc, ß aus fä und von endlichem Maße m (αt ß) an der Stelle t = 0 
stetig ist, Maßtreue der Strömung vorausgesetzt. 

Daraus folgt nämlich die Stetigkeit von {Utyy ip) bei / = 0, wenn q> 
und \p nur endlich viele Werte in Mengen von ft und von endlichem 
Maße annehmen. Gehören nun /, g zu Z,2, so lassen sie sich durch 
Funktionen jener A r t L2-stark approximieren. Nach der SCHWARZ-

schen Ungleichung und nach (3.4) ist 

und damit die Gleichmäßigkeit der Approximation in /. Die Stetigkeit 
überträgt sich also auf (Utf,g), nachträglich auch für alle t. Setzt 
man /, g gleich den charakteristischen Funktionen zweier Mengen end­
lichen Maßes, so folgt die Behauptung. 

D e f i n i t i o n 3.4. Die Strömung heißt meßbar in t, wenn für jede 
Menge A aus B Ω die durch sie erzeugte Stromröhre, d. h. die Menge der 
(P, t) mit Ptc A im Raum-Zeit-Kontinuum Ω X (t) meßbar ist. 

Die Meßbarkeit folgt bereits, wenn die Strömung maßtreu ist, und 
wenn die Definition bei den Mengen oc von Ω zutrifft. 

Nach dem Korollar zum Erweiterungssatz kann man nämlich jede 
Menge A von B in der Form A φ= A' — N schreiben, wo N eine 

1 KOOPMAN [1]. 
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I I . Kapitel. 

Hilfsmittel aus der Spektralanalyse, 
§ 4. Positiv definite Folgen und Funktionen. 

Dieser Abschnitt handelt von der Darstellbarkeit einer Folge kom­
plexer Zahlen . . ., a_1, a0, al . . . durch FOURIER-STIELTJES-Momente 
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12 II . Hilfsmittel aus der Spektralanalyse. 

Satz 4 . 1 . 1 Eine positiv definite Folge ist stets in der Form (4.1) 
mit nirgends abnehmender Verteilungsfunktion v(X) darstellbar. 

Satz 4.2.2 Eine positiv definite Funktion ist für fast alle t in der 
Form (4.2) mit nirgends abnehmender Verteilungsfunktion v (A) darstellbar. 

Beweis . Wir betrachten nur den Funktionenfall, da der Beweis 
bei Folgen ganz analog verläuft. Aus den bekannten Beziehungen 

1 HERGLOTZ [1]. 2 BOCHNER [1], Kap. I V , und [2]. 
3 Die Integrationsgrenzen — , -+ sind im folgenden mehrfach weggelassen. 
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absolut und sein Wert stimmt mit dem Grenzwert der linken Seite in 
(4.6) für T überein. Der Limes der rechten Seite ist bekanntlich 
für fast alle t gleich f(t). Damit ist der Satz für Funktionen mit der 
Eigenschaft (4.5) bewiesen. 

Bei lediglich beschränktem /(/) bemerke man, daß mit f(t) offen­
sichtlich auch eistf(t) positiv definit ist. Diese Eigenschaft bleibt er­
halten, wenn man nach dem Parameter s über ( —ε, ε) integriert. Also 
ist 
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16 I I . Hilfsmittel aus der Spektralanalyse. 

müssen zur Bildung von φ(t) vier entsprechende Limites betrachtet 
werden. Der vierte Limes existiert, da g(t) vom Typus (5.3) ist. Die 
absolute Konvergenz der Reihe folgt daraus, daß v () von beschränkter 
Variation ist. Wäre F(t) nicht vorhanden, so wäre der Satz bereits 
bewiesen. Dasselbe wäre der Fall , wenn allgemein das Verschwinden 
der ersten drei Limites bewiesen werden könnte. Das Verschwinden 
des zweiten und dri t ten Limes ist übrigens eine Folge des Verschwin 
dens des ersten, denn g(t) ist beschränkt und aus der ScHWARZschen 
Ungleichung folgt z. B. 
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wobei nur diejenigen abzählbar vielen vorkommen, für welche der 
Mittelwert von Nu l l verschieden ist. 

Es sei noch einmal hervorgehoben, daß der Mittelwert von | f ( t ) | 2 

verschwindet, wenn die Verteilungsfunktion v() von f(t) keine Sprünge 
besitzt. Ist die Verteilungsfunktion sogar totalstetig, so verschwindet 
bekanntlich nach LEBESGUE F(t) selbst im Unendlichen. 

Diese Ergebnisse sind für die Anwendung auf die Spektralzerlegung 
des Gesamtbildes einer mechanischen Strömung von Bedeutung. Es 
muß jedoch schon hier hervorgehoben werden, daß die individuellen 
Bewegungen sich im allgemeinen nicht durch Funktionen der speziellen 
Form (5.4) erfassen lassen, jedenfalls nicht mi t Belegungen v von be­
schränkter Variation. Nach obigem Satze ist die Spektralenergie jener 
Funktionen eine reine Sprungfunktion. Bei den Bewegungen eines „ a l l ­
gemeinen" mechanischen Systems ist jedoch S(X) stetig, höchstens bis 
auf A = 0. 

§ 6. Soektralzerleeung unitärer Operatorenscharen. 
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§ 6. Spektralzerlegung unitärer Operatorenscharen. 
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und daraus folgt die gewünschte Relation. 
Bei nur meßbarem Ut muß erst die Stetigkeit erschlossen werden. 

Oben wurde gezeigt, daß jedenfalls (Utf,g) mi t einer stetigen Funk-
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Orthonormiert man die zur selben Eigenfrequenz gehörigen Eigen­
elemente, so bildet die Gesamtheit dieser Elemente ein normiertes 
Orthogonalsystem. Es ist vollständig, wenn das Spektrum von IT 
bzw. Ut ein reines Punktspektrum ist, d . h . wenn (Exf,g) stets eine 
reine Sprungfunktion ist. Aus der Spektraldarstellung folgt dann näm­
lich für n = 0 bzw. t — 0 



1 v. N E U M A N N [1], C A R L E M A N [1] und [2]; vgl. auch E . H O P F [2], sowie die 
Zusatzbemerkungen in v. N E U M A N N [4]. Nach einer mündlichen Mitteilung von 
Herrn v. N E U M A N N rührt der hier wiedergegebene unveröffentlichte Beweis von 
F. R I E S Z her. 

§ 8. Mittelwertrelationen. 23 
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Durch diese für alle invarianten φ geltende Relation ist /* eindeutig 
bestimmt. Aus der Spektralzerlegung folgt, daß die Bildung des U-
Mittels mi t der Operation E+0 — E0 identisch ist. Wegen (7.1) folgt 
nämlich aus (8.2) 
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Nebenbei sei bemerkt, daß für den Beweis aller dieser Tatsachen 
die Spektralzerlegung von U bzw. Ut entbehrlich ist. Man muß dann 
von der Vollständigkeitsrelation (5.8) oder (5.9) Gebrauch machen. 

I I I . K a p i t e l . 

Statistik bei Abbildungen und 
Strömungen. 

§ 9. Zeitmittel und Ergodenhypothese. Das Spektrum. 
Wir legen wieder einen Körper Ω von Teilmengen von Ω seine 

BoREL-Erweiterung BΩ und ein in BΩ definiertes LEBESGUEsches 
Maß m zugrunde. Damit die Sätze des vorigen Kapitels anwendbar 
werden, sei noch folgendes vorausgesetzt. Es gibt ein System 3 von 
abzählbar vielen, B$t angehörenden Mengen derart, daß jede Menge 
aus $ bis auf eine Nullmenge durch paarweise fremde Mengen von £ 
ausgeschöpft werden kann. In Teilgebieten des Euklidischen Raumes 
mit dem Euklidischen Maß erfüllen z. B. die Parallelepipede mit ratio­
nalen Mittelpunktskoordinaten und rationalen Seitenlängen diese For­
derung. 

Der HiLBERTsche Raum aller zu L2 gehörigen Funktionen f besitzt 
dann wirkl ich die im vorigen Kapitel benützte Eigenschaft der Separa-
bil i tät , d. h. es gibt eine in ihm überall dichte Folge fn. 

Nach den Ergebnissen von § 3 und § 6 besitzt jene ra-treue einein­
deutige Abbildung von ü auf sich, sowie jede m-treue und meßbare, 
also w-stetige Strömung in ü ein ganz bestimmtes Spektrum. Die zu­
gehörigen unitären Operatoren sind nicht beliebig, sondern genügen 
der Bedingung 

1 E . H O P F [3], auch [5]. K O O P M A N and v. N E U M A N N [1]. 
2 Ist für eine Realisierung von § durch die L2-Funktionen in einem Räume Q 

diese Bedingung stets erfüllt, so gehört auch umgekehrt zu U eine bestimmte 
maßtreue Abbildung. Analoges gilt für Operatorenscharen. Vgl . v. N E U M A N N [4]. 
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1 KOOPMAN [1]. 
2 v. N E U M A N N [4]. 
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für fast alle t bzw. s. Verknüpft man s, t durch s = t + a — b, so 
gelten beide Gleichungen gleichzeitig für fast alle t. Wählt man ein 
derartiges t, so folgt wegen 

die Gleichheit der Werte von / in den äußersten Punkten. Also ist 
f(Pa) = f{Pb), wofern nur Pa, Pb der Bedingung (9.2) genügen, d. h. 
auf allen außerhalb N gelegenen Teilen einer Stromlinie nimmt / einen 
strikt konstanten Wert an. Wir definieren dann /' = / in Ω — N, und 
setzen /' in N gleich jenem konstanten Wert, falls die durch P gehende 
Stromlinie überhaupt nach Q — N gelangt. Tut sie das nicht, so setze 
man /' = 0. /' ist offenbar die verlangte Funktion. 

Auf Strömungen angewandt, liefert Satz 8.2 den 
S t a t i s t i s c h e n E r g o d e n s a t z . Jede zu L2 gehörige Funktion f(P) 

besitzt ein ebenfalls zu L2 gehöriges Zeitmittel f*{P) im Sinne starker 
Konvergenz. 

f* ist gegenüber der Strömung invariant und durch die für jedes invariante h 
geltende Relation 

(9-3) 
eindeutig bestimmt1.  

Ist / die charakteristische Funktion einer Menge A, so stellt /* die 
mittlere Verweilzeit des wandernden Punktes Pt in A dar. 

D e f i n i t i o n 9-1. Die Strömung heißt bei endlichem m(Ω) ergodisch, 
wenn für jedes f(P) aus L2 das Zeitmittel in ü fast überall konstant ist. 

Zur Ergodizität ist bereits hinreichend, daß diese Forderung bei 
den Funktionen einer in § dichten Folge zutrifft. Setzt man nämlich 
in (9.3) h = f*, so folgt aus der SCHWARZschen Ungleichung leicht 

Wendet man dies auf / — fn an, wo die fn die erwähnte Folge bilden, 
so folgt die Richtigkeit der Behauptung, da jedes /* fast überall kon­
stant ist. Die Ergodizität folgt also bereits daraus, daß die mittlere 
Verweildauer in jeder der Mengen von Ω, oder von (z. B. in Parallel-
epipeden oder Kugeln) bis auf eine Nullmenge konstant ist. Ergodizität 
i m obigen Sinne ist demnach die Forderung, welche der B O L T Z M A N N -

schen statistischen Mechanik in Wirkl ichkeit zugrunde liegt2. 

1 Vgl. Fußnote 1 S. 23. Es besteht sogar gewöhnliche Konvergenz in fast 
allen P (individueller Ergodensatz), B I R K H O F F [1]. Obwohl vor v. N E U M A N N [1] 
erschienen, wurde es etwas später gefunden. 

2 v. N E U M A N N [1], [2] und [4]. 
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Im ergodischen Falle ist A = 0 einfache Eigenfrequenz mit keinen 
anderen Eigenfunktionen als den Konstanten. Es gilt also (8.5),  

(9-4) 

Insbesondere ist die Verweilzeit in einer Menge A gleich m(A)/m(ü). 
Läßt man in Definition 9.1 die Forderung der Endlichkeit von m(Ω) 
fallen, so ist im Falle m(Q) = X = 0 keine Eigenfrequenz. Dann 
ist stets /* = 0, f c l 2 , Die genauere Untersuchung dieses Falles er­
fordert ganz andere Hilfsmittel als die bisherigen und sei auf später 
verschoben. 

D e f i n i t i o n 9.2. Bei endlichem als auch unendlichem m(Ω) heiße 
die Strömung metrisch transitiv, wenn für jede meßbare und invariante 
Menge A entweder A oder Q — A eine Nullmenge ist1. 

Invarianz einer Menge bedeutet hierbei Invarianz ihrer charakte­
ristischen Funktion. Aus dem Hilfssatz 9-1 folgt, daß es zu jeder meß­
baren und invarianten Menge eine ihr im wesentlichen gleiche, strikt 
invariante, d. h. aus ganzen Stromlinien bestehende Menge gibt. Es 
bedeutet also dasselbe, wenn in Definition 92 strikte Invarianz ver­
langt wird. 

Folgerungen aus der metrischen T r a n s i t i v i t ä t . Bei gewöhn­
lichen mechanischen Strömungen läßt sich das obige Mengensystem (2 
aus Umgebungen aufbauen. Man nennt eine einzelne Stromlinie transi­
tiv, falls sie in ü überall dicht liegt. I s t nun die S trömung metr isch 
t r a n s i t i v , so müssen für fast alle P u n k t e P die h indurchgehen­
den S t r o m l i n i e n t r a n s i t i v sein2. Hierzu braucht nur gezeigt zu 
werden, daß für jede Menge A des Systems © die Stromlinien, welche 
mit A keinen Punkt gemein haben, eine Nullmenge bilden. Diese Linien 
haben nämlich mit keinem At gemeinsame Punkte, also auch nicht mit 

wo r alle rationalen Zahlen durchläuft. B ist nun meßbar und invariant 
in dem Sinne, daß Bt~B für alle rationalen t gilt. Aus dem Bestehen 
von m (CBt) = m (CB) für alle rationalen / folgt aber wegen der Stetig­
keit (Definition 3.3) die Gültigkeit für alle /, d. h. die Invarianz von B. 
Da B keine Nullmenge ist, muß Ω — B es sein. Die letztere Menge 
enthält aber die betrachteten Stromlinien. 

Die Umkehrung dieser Behauptung ist im allgemeinen wahrschein­
lich falsch. Ob sie bei analytischen Strömungen zutrifft, ist jedenfalls 
noch unerwiesen. Die Frage ist die, ob es bei ,vernünftigen'* Strö­
mungen vorkommen kann, daß die Gesamtheit der Stromlinien in zwei 
je überall dichte Teile positiven Maßes zerlegbar ist. 

1 B I R K H O F F and SMITH [1]. 2 CARLEMAN [2]. 
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1 v. N E U M A N N [1] und [4]. 2 E. H O P F [2]. 
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eines beliebigen RIEMANN-integrablen f im Sinne gleichmäßiger Kon­
vergenz existiert und konstant ist1 . Übrigens sieht man leicht, daß 
diese Strömung ein reines Punktspektrum besitzt. Man erhält Ef 
aus f, indem man in der Fourierreihe von f nur diejenigen Glieder bei­
behält, die der Bedingung 

genügen. Die Eigenfrequenzen sind alle einfach, und die zugehörigen 
Eigenfunktionen sind (9-5). 

Zur Frage, inwieweit eine ergodische Strömung durch ihr Spektrum 
charakterisiert ist, läßt sich folgendes Resultat anführen. Eine ergo­
dische Strömung mi t reinem Punktspektrum ist durch dasselbe im 
wesentlichen, d. h. bis auf eine m-treue Koordinatentransformation, 
eindeutig bestimmt. Ferner läßt sich auch jeder Addit ivmodul reeller 
Zahlen als Punktspektrum einer ergodischen Strömung mit reinem 
Punktspektrum auffassen2. 

Eine m-treue und m-stetige Strömung, m(Ω) < , besteht bis auf 
eine Nullmenge in ü aus invarianten, ergodischen Bestandteilen3. 

Dies ergibt sich durch Reduktion der Strömung vermittels ihrer 
„ i m großen eindeutigen Integrale"3 . 

Es ist unmittelbar ersichtlich, wie die obigen Begriffsbildungen und 
Sätze bei einer einzelnen Abbildung zu fassen sind. 

1 H. W E Y L [1]. 
2 v. N E U M A N N [4]. Dort findet man auch ein vom WEYLschen verschiedenes 

Beispiel. 
3 v. N E U M A N N [1] und [4], wo sich eine präzise Formulierung nebst Beweis 

findet. Daß bei dieser Zerlegung die gestaltlichen Verhältnisse sehr verwickelt 
sein können, selbst für analytische Strömungen, wird durch die obigen Bemer­
kungen nahegelegt. Eine noch weitergehende Zerlegung findet sich bei K R Y L O F F 
und B O G O L I O U B O F F [21. 
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aus. Diese eineindeutige Abbildung von Ω x (v) auf sich und ihre- I n -
verse führen jede meßbare Teilmenge des Produktraumes in eine eben­
solche über, wobei das Produktmaß dµ = dm dv erhalten bleibt. Es 
genügt, den Beweis im Falle zu führen, wo die Menge das Produkt 
einer meßbaren Teilmenge A von Q und eines endlichen v-Intervalles 
ist. Eine solche Menge geht aber in einen endlichen v-Abschnitt der 
durch A erzeugten Stromröhre über. Aus der Meßbarkeit derselben 
(die Strömung ist meßbar!) folgt dann die Meßbarkeit des Bildes. Zur 
Berechnung des µ-Maßes darf daher der Satz von F U B I N I herangezogen 
werden. Der Durchschnitt mi t fast jeder „Ebene" v = const ist meß­
bar und w-treu gegenüber (10.3). Also ist (10-3) µ-treu. Setzt man 
(10.3) in (10.2) ein, so ergibt sich 
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Wir wenden diesen Satz auf die Strömung P - Pt an, welche der 
geradlinigen und gleichförmigen Bewegung (mit der Geschwindigkeit 
Eins) eines Punktes in einem Gefäße mi t elastischer Reflexion an den 
Wänden entspricht. Die Phase P ist dann das Linienelement (Punkt, 
Richtung). Der Phasenraum ist also das Produkt des Gefäßinneren 
mi t der Richtungskugel. Das invariante Maß in Ω ist bekanntlich 
dm — dVda, wo dV das Volumelement im Gefäß und da das Flächen­
element auf der Richtungskugel bedeuten. 
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Man denke sich zur Zeit t = 0 einen kontinuierlichen Haufen von 
Punkten verschiedener Geschwindigkeiten v mi t kontinuierlicher Ver­
teilung hinsichtlich der Anfangsphasen und Geschwindigkeiten gegeben. 
f(P, v) dm dv sei die relative Anzahl der Teilchen im Elemente dm dv 
des erweiterten Phasenraumes Ωx(v), 

Zur Berechnung der Verteilung zur Zeit t betrachte man einen Teil A 
dieses Raumes und seine charakteristische Funktion g (P, v). Die A n ­
zahl der Teilchen, die sich zur Zeit t in A befinden, ist gleich 



§ 1 1 . Tendenz gegen stationäre Verteilung. Mischung. 

nur von v ab, und die Anzahl der Teilchen, die sich ohne Rücksicht 
auf die Geschwindigkeiten im Teile α von Ω anfinden, strebt gegen 

Das einfachste Beispiel, bei welchem dies der Fal l ist, wird durch 
die kleinen Planeten geliefert. Hierzu denke man sich das obige Gefäß 
durch eine Kreislinie ersetzt mit sehr vielen Punkten verschiedener 
Geschwindigkeiten, die sich auf ihr in positivem Sinne gleichförmig 
bewegen1. Die Verteilung wird dann auf ihr gleichförmig, da die Strö-

mung (10.7) 
ergodisch ist. 

§ 11. Tendenz gegen stationäre Verteilung. Mischung. 
Eine wichtige Klasse bilden bei endlichem m(Q) diejenigen meß­

baren und m-treuen Strömungen, bei welchen 

(11.1) 

für irgend zwei Funktionen t, g aus L2 gi l t . Aus der bloßen Existenz 
des Limes folgt bereits, daß er den angegebenen Wert hat. Dies folgt 
aus dem statistischen Ergodensatz mit Hilfe der Tatsache, daß auch 
das Integralmittel bezüglich t denselben Limes besitzt. Wegen {Utf, g) 
— (f,U-tg) gut (11.1) automatisch für  

Die statistische Interpretation ist folgende: f(P) sei die Häufig­
keitsdichte einer Verteilung von Phasen in Ω. g(P) sei die charakte­
ristische Funktion eines Teiles A von Q. Dann ist die Anzahl der nach 
Ablauf der Zeit / in A befindlichen Teilchen jener wandernder Phasen­
wolke gleich  

Sie strebt für einem Limes zu, d. h. die Wolke verteilt sich 
stationär. Das in § 10 behandelte Beispiel ordnet sich diesem Typus 
unter, wenn die dortige Strömung nicht auf den ,,Integralflächen" 
v = const., sondern in ihrer Gesamtheit, d. h. im Produktraume be­
trachtet wird,  

(11.1) gilt bereits dann, wenn es für die charakteristischen Funk­
tionen irgend zweier Mengen des Körpers ff oder auch des Mengen­
systems besteht. Der Limes ist nämlich dann auch bei den end­
lichen Summen f', g' solcher Funktionen vorhanden. Alles übrige folgt 
aus dem Approximationssatze von § 2 und der Ungleichung (3-6), welche 
die Gleichmäßigkeit der Approximation hinsichtlich t nach sich zieht. 

1 P O I N C A R E [1], Einleitung und p. 320ff. 
2 P O I N C A R E [1], p. 320ff. 
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1 KOOPMAN and v. N E U M A N N [1]. 
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Daraus folgt die Existenz eines M der Dichte Nul l derart, daß bei Ver­
meidung von M  

gilt . Es läßt sich auch zeigen, daß man M als Summe von Intervallen 
wählen kann derart, daß jedes endliche /-Intervall höchstens endlich 
viele derselben enthält. Wenn t M vermeidet, ist erst recht (11.2) für 
f — fn, g = fm richtig. Wegen (3.6) gilt es also allgemein. 

Schon oben wurde bemerkt, daß eine Strömung vom Mischungs­
typus (im weiteren Sinne) ergodisch sein muß. Das Umgekehrte ist 
falsch. Gleichbedeutend mit Ergodizität ist, daß X = 0 eine einfache 
Eigenfrequenz ist. Jedoch gil t der 

E r s t e M i s c h u n g s s a t z . Damit eine Strömung vom Mischungstypus 
im weiteren Sinne sei, ist notwendig und hinreichend, daß = 0 die 
einzige und eine einfache Eigenfrequenz sei; oder, daß die Strömung weder 
nichtkonstante „Integrale" noch „Winkelvariable" besitze1. 

B e w e i s . Die Notwendigkeit ist klar. Ist nämlich f eine Eigen-

1 E. H O P F [3], KOOPMAN and v. N E U M A N N [1]. Vgl. auch K H I N T C H I N E [2]. 
In der ersten Arbeit findet sich auch eine andere Bedingung. 

2 E. H O P F [4]. Vgl. auch E. H O P F [6], wo auf die Bedeutung des Mischungs­
begriffes für die Erklärung der Stabilität der Häufigkeitserscheinungen in der 
Natur eingegangen wird. 
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Z u s a m m e n h a n g z w i s c h e n den M i s c h u n g s s ä t z e n . Zwischen 
den Spektren einer Strömung und ihrer Produktströmung besteht ein 
bestimmter Zusammenhang. Jede Eigenfunktion der letzteren (die 
Eigenfrequenz sei ) läßt sich als bilineare Kombination von Eigen­
funktionen der ersteren darstellen, wobei in jedem auftretenden Pro­
dukte die Frequenzen der beiden Faktoren die Summe X haben. Diese 
hier nur angedeutete Tatsache, insbesondere der Spezialfall X = 0, 
macht die A r t und Weise verständlich, in der im folgenden der erste 
Mischungssatz direkt aus dem zweiten gefolgert wird . Statt der har­
monischen Analyse wird jetzt die Theorie der Integralgleichungen mi t 
reellem symmetrischem Kern herangezogen. 

Wi r behandeln den einfacheren Fall einer einzigen m-treuen Ab­
bildung P P1. Der zweite Mischungssatz gilt offenbar auch hier. 
Wi r beweisen nun den ersten. 

Der nichttriviale Teil der Behauptung kann so formuliert werden: 
Hat die Produktabbildung wesentlich nichtkonstante Integrale, so be­
sitzt die ursprüngliche Abbildung Eigenfunktionen mit . Es kann 
angenommen werden, daß die letztere ergodisch ist, d. h. nur die Kon­
stanten zu Integralen hat. Es sei 
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§ 12. Beispiele. ^\ 

§ 12. Beispiele. 
Die beiden extremen Typen ergodischer Strömungen sind die mi t 

reinem Punktspektrum, z. B. die am Ende von § 9 erwähnte, und die 
mit reinem Streckenspektrum, bis auf die Sprungstelle X — 0. Die 
letzteren sind gerade die vom Mischungstypus. Wahrscheinlich stellen 
sie den „allgemeinen Fair* dar. Indessen ist es nicht leicht, mi t den 
gegenwärtigen mathematischen Mitteln Beispiele bei mechanischen 
Strömungen herzustellen, und bei den meisten klassischen Problemen 
der Dynamik stößt die Frage nach der metrischen Transitivität noch 
auf große Schwierigkeiten. Wie später deutlich werden wird , gibt es 
jedoch belangreiche Anwendungen auf andere Gebiete, bei welchen die 
Entscheidung bereits getroffen werden kann. 

Strömungen lassen sich nach folgendem Muster aus einzelnen Ab­
bildungen herstellen. P P1 = T(P) sei eine eineindeutige w-treue 
Abbildung von Q auf sich. Mi t der reellen Variablen u bilde man den 
Produktraum der Punkte (P, u), wobei 
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1 Hieraus folgt metrische Transitivität. Dieselbe wurde zuerst direkt von 
W . S E I D E L [1] bewiesen. Zur Mischung vgl. E . H O P F [6]. 
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1 POINCARE [1], p. 320 ff. 

Aus dieser Mischungstransformation läßt sich auf Grund der anfäng­
lich erläuterten Vorschrift eine Mischungsströmung im Einheitskubus 
ableiten. Sie ist, nebenbei bemerkt, einer stetigen Strömung isomorph. 

M i s c h u n g d u r c h d i f f e r e n t i e l l e Z e i t t r a n s f o r m a t i o n . Führt 
man in einer mechanischen Strömung P Pt vermittels 

längs der Stromlinien eine neue Zeit r ein, so erhält man bekanntlich 
wieder eine Strömung S1 (P), in welcher die Stromlinien die gleichen 
sind, aber anders durchlaufen werden. Das invariante Maß ist diesmal 
d/n = f(P) dm. Ist Tt(P) metrisch transitiv, so ist es auch die neue 
Strömung. Kann man nun f(P) so wählen, daß die letztere sogar vom 
Mischungstypus wird? Der einfache harmonische Oszillator (10.7) 
scheint den einzigen Fall darzustellen, wo dies nicht möglich ist. In 
den anderen Fällen ist es wahrscheinlich, daß die meisten / chaotische 
Geschwindigkeitsdifferenzen längs benachbarter Stromlinien und damit 
vollständige Mischung herbeiführen1. 

Als Ausgangspunkt dient die schon betrachtete (metrisch transitive) 
Strömung 
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1 Nach unveröffentlichten Beispielen von v. N E U M A N N . 

gilt . Dies ist klar, wenn φ Summe der charakteristischen Funktionen 
endlich vieler Intervalle ist. Nach dem Approximationssatze gilt es 
also allgemein. Man beachte weiter, daß die Zahlen na (modl) überall 
dicht, also auch beliebig nahe bei Nul l liegen. Die rechte Seite in (12.10) 
wäre daher beliebig kleiner Werte fähig. Die Nichtexistenz von Eigen­
funktionen ist also bewiesen, wenn für jedes 4= 0 ihr unterer Limes 
positiv ausfällt. Wegen (12.9) ist nun der betrachtete Ausdruck gleich 

Das obige f ist als Funktion von f und n unstetig. Man kann aber 
auch durch stetige f Mischung herbeiführen. Ferner läßt sich bei ge­
eignetem f beweisen, daß die Mischung im weiteren Sinne stattfindet1. 
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sind ebenfalls dissipativ, und es gilt 

Daß Ω" dissipativ ist, erkennt man ähnlich wie bei endlichen Summen. 
Ω' = Ω — Ω" kann keine dissipative Menge positiven w-Maßes ent­
halten; denn sie hätte auch positives µ-Maß, und ihre Addit ion zu Ω" 
würde eine dissipative Menge mi t größerem /i-Maß als y liefern. Daraus 
folgt, daß Ω' die behauptete Eigenschaft hat. 

Es sei nun 

m i t bezüglich T wanderndem A. Q" ist auch für die Potenz T9 dissi­
pat iv; denn Ä = A + A1 + • • • + A q _ 1 ist hinsichtlich Tq wandernd, 
und es gil t 

Behauptet wird, daß es außerhalb Q" auch für Tq keinen wandernden 
Teil B geben kann. Für ein solches B lägen sämtliche Bilder Bn außer­
halb ß " , und die Bvq wären paarweise punktfremd. Der Durchschnitt 
von q + 1 der Bilder Bn muß daher leer sein; denn unter q + i ganzen 
Zahlen gibt es stets zwei (modq) kongruente. Es sei nun k q die 
Maximalanzahl von Bildern, deren Durchschnitt keine Nullmenge ist, 
und es sei M der Durchschnitt von k derartigen Bildern. Jedes Bi ld Mn 

von M ist wieder eine Menge dieser A r t . Daher kann M mi t jedem 
Mn, n±0, nur eine Nullmenge gemein haben. Zieht man alle diese 
Nullmengen von M ab, so erhält man eine bezüglich T wandernde 
Menge positiven Maßes außerhalb Ω", im Widerspruch zur Definition 
von Ω". 

Im folgenden wi rd die Invarianz des Maßes m benutzt. Ist m(ü) 
endlich, so ist kein dissipativer Teil vorhanden, denn sonst wäre 

Die Umkehrung dieser Behauptung ist jedoch falsch, denn es gibt z. B. 
metrisch transitive Abbildungen bei unendlichem m ( ß ) . 

Die Grundzerlegung läßt sich mehr topologisch interpretieren, wenn 
vorausgesetzt wird , daß ü ein offener metrischer Raum ist, und daß 
ß für jedes Summe höchstens abzählbar vieler -Umgebungen 
endlichen w-Maßes ist. 

D e f i n i t i o n 13.2. P heißt Wiederkehrpunkt der Abbildung, wenn P 
Häufungspunkt seiner Bilder Pn ist. 

D e f i n i t i o n 13.3. P heißt Fliehpunkt, wenn die Bilder Pn keinen 
Häufungspunkt in Ω besitzen. 
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Die Punkte von E gehören also weniger als nk der Mengen E_y1 

v — 0, 1, . . ., an. Es sei z die Höchstzahl von Mengen dieser Folge, 
deren Durchschnitt keine Nullmenge is t , falls dies überhaupt vor­
kommt. Man greife z solcher Mengen heraus und nenne den Durch­
schnitt M. Es genügt dann, m(M) — 0 zu beweisen, im Widerspruch 
zur Annahme. Jedes Bi ld M i von M ist ebenfalls Durchschnitt von 
z Mengen E_,,, kann also keinen Punkt mi t M gemein haben. Als 
wandernde Teilmenge von ß' muß daher M eine Nullmenge sein. 

Diese Tatsachen lassen sich sämtlich auf stetige und ra-treue Strö­
mungen übertragen. W i r brauchen im folgenden eine analoge Grund­
zerlegung von Q. Aus Satz 13.1 ergibt sich nämlich eine Zerlegung 
in zwei invariante Teile Ω', Ω", wo Ω" bezüglich jedes Tr, r rational, 
dissipativ ist, und wo Ü' sich in allen seinen Teilen gegenüber jedem Tr 

inkompressibel verhält. 

1 Die Beweisidee stammt von B I R K H O F F [1], wo jedoch ein viel engerer Satz 
ausgesprochen ist. Vgl. auch E. HOPF [2], K H I N T C H I N E [1], WO der Fall m(Ω) < , 
g = 1 betrachtet wird. Der Fall m(Ω) = ist, jedoch unter Beschränkung auf 
metrische Transitivität, in STEPANOFF [1] behandelt. 

§ 14. Individueller Ergodensatz. Spektralanalyse. 
Die statistischen Ergodensätze lassen sich weitgehend verschärfen. 

Es besteht nämlich Konvergenz fast überall. Ferner kann man sich 
von der Beschränkung auf endliches m(Ω) befreien, wenn man all­
gemeinere Mittelbildungen zugrunde legt. Es wird nur verlangt, daß Ω 
keine wandernde Menge positiven Maßes enthält. Wie vorher sei m-Treue 
der Abbildung und Strömung, sowie Meßbarkeit (also w-Stetigkeit) der 
letzteren vorausgesetzt. 

I n d i v i d u e l l e r E r g o d e n s a t z f ü r A b b i l d u n g e n . Es sei Ω= Ω 
d. h. der dissipative Teil Ω" der Grundzerlegung von Ω sei eine Null-
menge. Für jedes in Ω positive und summierbare g(P) und jedes in Ω 
summierbare f(P) existiert1 
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was nur dann möglich ist, wenn fast überall µ= 0 gilt . Ist nämlich 
die invariante Menge der P mi t µ(P) n > 0 nicht leer, so hat sie 
unendliches Maß. Also gilt fast überall f*(P) = 0. 

Ganz allgemein genügt die Grenzfunktion µ(P) des Satzes der 
Relation 

(14.14) 

wo h(P) eine beliebige beschränkte und invariante Funktion ist. 
Ersetzt man nämlich f durch fh, so kommt statt µ der Limes µh 

heraus. (14.14) folgt dann sofort aus (/, 1) = (g, µ). Bei gegebenen 
/, g ist µ durch (14.14) eindeutig bestimmt. Wäre nämlich µ' ein 
zweites /z, so würde aus (14.14) 

mit beliebigem h der erwähnten Ar t folgen. Setzt man in der invarianten 
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1 Nach mündlichen Gesprächen zwischen N . W I E N E R und dem Verfasser im 
Jahre 1933. Vgl. auch K R Y L O F F UND BOGOLIOUROFF [2] 
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Da alle genügend weit links oder rechts gelegenen Faktoren gleich Eins 
sind, ist dies sinnvoll. Diejenigen Teilmengen von Ω , die sich als 
endliche Summe solcher Produkt mengen darstellen lassen, bilden einen 
Körper Ω. Definiert man für sie das µ-Maß durch die Summe der ent­
sprechenden Ausdrücke (15.2), so kann man zeigen, daß µ für alle der­
artigen Darstellungen denselben Wert besitzt2. 

1 E. H O P F [6], K H I N T C H I N E [4]. 
2 Vgl. etwa KOLMOGOROFF [1], auch E. H O P F [6]. Dort findet sich auch ein 

Hinweis auf die ersten Arbeiten von D A N I E L L . 
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der Folgen P1 P2, . . ., so gilt (15-3) für fast alle dieser Folgen im 
Sinne des neuen Maßes. Das neue Maß einer Teilmenge des neuen 
Raumes ist nämlich gleich dem alten Maß, wenn man die zu ihr gehörigen 
Folgen links durch völlig willkürliche Koordinaten ergänzt. 

(15.3) stellt das Gesetz der großen Zahlen der Wahrscheinlichkeits­
theorie dar. Die Punkte P stellen gewisse Ereignisse dar, m ihre Wahr­
scheinlichkeitsverteilung, während / eine vom Ausfall des Versuches 
abhängige Größe ist. Links in (15-3) steht ihr in n unabhängigen Ver­
suchen beobachtetes Mit te l , rechts ihr Erwartungswert. Die Anwen­
dung der beiden Ergodensätze liefert 

Statist. Ergodensatz Klassisches Ges. d. gr. Z. 
Ind iv id . Ergodensatz Starkes Ges. d. gr. Z. 

Diese Ergebnisse lassen sich in mancher Beziehung erweitern und 
ergänzen. Beschränkt man sich in (15-3) auf die Funktionen f(P) ge­
wisser (immer noch sehr allgemeiner) Funktionenklassen, so kann die 
Ausnahmenullmenge fest gewählt werden. Dies ist bereits allgemein 
beim Ergodensätze möglich. 

Im Anschluß hieran läßt sich in Verallgemeinerung von (15-3) die 
Unmöglichkeit eines erfolgreichen Spielsystems, d. h. die wahrschein­
lichkeitstheoretische Unmöglichkeit einer Änderung des Grenzwertes 
(15.3) durch systematische Stellenauswahl beweisen. Ein solches Aus­
wahlsystem wird in erschöpfender Allgemeinheit durch eine unendliche 
Folge von Funktionen von , 

mi t positiven ganzzahligen Werten beschrieben derart, daß in ganz Ω 
entweder immer Nt = 1 oder immer N1 > 1 gilt, und daß 

von den Komponenten Pvv Ni nicht abhängt. Bei gegebener Folge a 
von Versuchsergebnissen P1 ,P 2 , . . • bedeuten diese Funktionen die 
durch das Auswahlsystem ausgewählten Indizes oder Versuchsnummern. 
Die erste (unwesentliche) Voraussetzung besagt, daß der erste Versuch 
entweder immer oder überhaupt nicht berücksichtigt wird , die zweite 
hingegen, daß die Entscheidung über die Berücksichtigung eines Ver­
suches nur vom Ausfall der vorangehenden Versuche abhängt. Die 
Funktionen seien µ-meßbar und in ganz Ω , oder wenigstens bis auf 
eine feste //-Nullmenge von Folgen a definiert. 

Die Behauptung ist, daß 

1 D O O B [2]. 
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für die Menge (16-3) 1. 
Von jetzt ab wi rd 9t mi t der Zahlengeraden (ε) und i m i t dem Kör­

per der endlichen Summen links offener ε-Intervalle identifiziert. Dann 
läßt sich beweisen, daß das Maß (16.14) einer absolut additiven Er­
weiterung in BΩ fähig ist. Es kann nämlich gezeigt werden, daß fast 
alle Mengenfunktionen 0 im Sinne von m für beliebiges festes e > 0 
durchweg einer Ungleichung 

genügen. Das ist zunächst so aufzufassen, daß die Menge derjenigen 
0(A)f die für kein c durchweg (16.15) erfüllen, sich mit abzählbar 
vielen Mengen A, B, . . . von ! mi t beliebig kleiner Gesamtsumme der 
w-Masse überdecken läßt. Ist diese „Semikompaktheit" von Ω einmal 
bewiesen, so folgt leicht die Stetigkeit des Maßes m innerhalb Ω, und 
damit die Erweiterbarkeit. 

1 Die entsprechende Maßtheorie stammt von W I E N E R [1]. Vgl. auch P A L E Y 
and W I E N E R [1], ,,random functions". 
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1 W I E N E R [1]. Das Verschwinden von q für große |ε | ist natürlich eine un­
wesentliche Forderung. 
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V. Kapitel . 

Ergodentheorie und die geodätischen 
Linien auf Flächen konstanter 

negativer Krümmung. 
§ 18. Formulierung der Probleme. 

Wir gehen von einer zweidimensionalen RIEMANNschen Mannig­
faltigkeit aus, im folgenden kurz Fläche genannt, p sei ein beliebiger 
Punkt auf , φ der Winkel, den eine beliebige Richtung durch p mit 
einer festen Richtung durch p bildet. Diese feste Richtung soll auf 
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ein analytisches Vektorfeld mi t höchstens endlich vielen Singularitäten 
bilden. Die Fläche sei vollständig, d. h. jede geodätische Linie sei in 
beiden Richtungen unbegrenzt fortsetzbar. 

Die Linienelemente  

bilden den zu - gehörigen Phasenraum Ω, und die Bewegung eines 
beliebigen Punktes p längs einer beliebigen geodätischen Linie auf 
mit der Geschwindigkeit Eins läßt sich als stetige Strömung in Ω auf­
fassen. Bekanntlich bleibt bei dieser Strömung das Volumelement 

invariant, wenn da das Flächenelement auf bedeutet. 
Im folgenden werden speziell die vollständigen Flächen konstanter 

negativer Krümmung betrachtet. Bekanntlich erhält man diese Flä­
chen 3* in folgender Weise. Im Innern des Einheitskreises | z | < 1 
der 2-Ebene sei die nichteuklidische (NE) Metrik 

(18.1) 

eingeführt. Sie ist gegenüber allen schlichten und konformen Abbi l ­
dungen von |z| < 1 auf sich, d . h . gegenüber allen linearen Substitu­
tionen von z oder z, bei welchen \z\ < 1 fest bleibt, invariant. Die geo­
dätischen Linien sind die in \z\ < 1 gelegenen Bögen der zu \z\ = 1 
orthogonalen Kreise (NE-Gerade). Eine Fläche entsteht dann, wenn 
man alle vermöge der Substitutionen 5 einer FucHSschen Gruppe 
mit \z\ — 1 als Hauptkreis einander kongruenten Punkte von \z\ < 1 
miteinander identifiziert. Von einer FucHSschen Gruppe spricht man, 
wenn sie keine der Identität beliebig benachbarte, von ihr verschiedene 
Substitutionen enthält (eigentliche Diskontinuität). 

Man unterscheidet zwischen zwei wesentlich verschiedenen Arten 
FucHSscher Gruppen ö und damit Flächen . Bei der ersten A r t gibt 
es auf \z\ = 1 Punkte, deren S-Bilder auf |JZ| =. 1 überall dicht liegen. 
Bei der zweiten Ar t ist das nicht der Fall . Beide Arten lassen sich auch 
mit Hilfe des Fundamentalbereichs R von' charakterisieren. Für R 
läßt sich bekanntlich eine Normalform angeben, bei welcher R ein von 
endlich oder abzählbar unendlich vielen Segmenten von NE-Geraden 
und Bögen von lzl ===== 1 begrenztes NE-konvexes Polygon darstellt. 
Dann ist von der ersten Ar t , wenn der Rand von R keine Bögen 
von | z | = : 1 enthält. Die Ecken können sowohl in \z\ < 1 als auch 
auf \z\ = 1 (Spitzen) liegen. Es gibt unendlich viele wesentlich ver­
schiedene Gruppen und Flächen erster A r t . 

E in wohlbekanntes Beispiel für die erste A r t ist der Fall, wo R 
ein regelmäßiges 4p-Eck mit der Winkelsumme 2 n darstellt. Die 
Seiten sind so aufeinander bezogen, daß man eine geschlossene zwei-
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seitige Fläche vom Geschlecht p erhält (Abb. 2, p = 2). E in an­
deres Beispiel wird durch die Modulgruppe geliefert, bei welcher R ein 
NE-Dreieck mi t einer Spitze auf \z \ = 1 ist. Die entsprechende Fläche 
besitzt hier eine spitzenförmige 
Randsingularität (Abb. 3)1-
Bei der zweiten Ar t hat jedoch 
der Rand von R mindestens 
einen Bogen mi t \z\ = 1 ge­
mein. Die zugehörige Fläche be-

Abb. 2. Abb. 3. Abb. 4. 

sitzt entsprechend mindestens 
einen Trichter (Abb. 4, zwei Trichter). 

Wi r betrachten im folgenden nur endlichvielfach-zusammenhängende 
Flächen g. Ihre FUCHSsche Gruppe besitzt eine endliche Basis, und 
das Fundamentalpolygon hat nur endlich viele Seiten. In diesem Falle 
ist dann und nur dann von der ersten Ar t , wenn der NE-Flächen-
inhalt von R, d. h. die Oberfläche von % endlich ist. 

H a u p t s a t z 18.1. Für jede vollständige Fläche konstanter negativer 
Krümmung und endlicher Oberfläche ist die geodätische Strömung metrisch 
transitiv2. 

Damit ist der Satz 14.1 über das Zeitmittel anwendbar. Es handelt 
sich hier um ein typisches ergodisches System. Nach § 9 sind im Phasen-
raume ü fast alle Stromlinien transitiv. Mit Rücksicht auf den be­
sonderen Charakter der geodätischen Linien folgt hieraus leicht ein 
früheres Ergebnis, nämlich, daß ausnahmslos für jeden Punkt p auf g, 
jedoch für fast alle Richtungen durch p, die geodätischen Linien in Ω 
transitiv sind3. Demgegenüber ist bekannt, daß die geschlossenen 
Stromlinien eine in ü dichte Menge bilden4 . 

Bei Flächen zweiter A r t ist jedoch die zugehörige Strömung vom 
dissipativen Typus. Ohne Zuhilfenahme des Phasenraumes lautet die 
Behauptung: Die durch einen beliebigen Punkt p von gehenden 

1 Sie hat außerdem einen konischen Punkt, der dem auf der inneren Seite 
des Dreiecks liegenden Fixpunktes einer der 5 von © entspricht. Ganz allgemein 
werden hier konische Punkte als innere Punkte von aufgefaßt. 

2 Für die beiden genannten Beispiele zuerst von H E D L U N D [1], [2] nach­
gewiesen. Zum allgemeinen Satze vgl. E . H O P F [7]. Der dort geführte Beweis 
ist hier reproduziert. Er geht ebenso wie bei H E D L U N D von Satz 19.1 aus, beruht 
jedoch in den Hauptpunkten auf neuen Gedanken. 

Die Frage, ob der Satz bei allen vollständigen Flächen erster Art richtig ist, 
ist im Hinblick auf S E I D E L [2] zu verneinen. 

3 P. M Y R B E R G . Vgl . die Hinweise in E . H O P F [7]. Man beachte, daß die 
Richtungen in p den Punkten von \z\ = 1 eineindeutig entsprechen, und daß 
zwei im gleichen Punkte von |* | = 1 mündende NE-Geraden zueinander in Ω 
asymptotisch sind, also beide transitiv sind oder nicht. 

4 P. K O E B E . I V . und V. M i t t . Dort wird der Verlauf der geodätischen Linien 
vom topologischen Standpunkte aus untersucht. K O E B E S Ausdruck ,,fast alle" 
ist nicht im maßtheoretischen Sinne gemeint. 
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1 Für Flächen erster Art schlechthin, nicht nur solche von endlicher Oberfläche. 
2 Man beachte hierbei die vorangehende Fußnote. 
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1 Vgl. hierzu auch die Bemerkung am Schluß von § 23. 
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w sei die Vereinigungsmenge jener Bögen und aller ihrer Bilder auf 
|z| = 1. Zu beweisen ist, daß ihre Komplementärmenge auf lzl = 1 
das Winkelmaß Null besitzt, α sei einer der auf lzl = 1 gelegenen 
Randbögen von R. Zu jedem der beiden, in den Endpunkten von oc 
mündenden Orthogonalbögen gibt es nun ein an ihn angrenzendes -Bild 
des Polygons R. Insbesondere sind beide Endpunkte von oc wieder 
Endpunkte anderer Bögen der Menge-Ö). Die Endpunkte jedes auf 
lzl = 1 gelegenen Randbogens von R können also als innere Punkte 
der Menge co aufgefaßt werden. 

Wegen der -Invarianz von w ist auch die harmonische Funktion 
u(z), deren Randwerte auf lzl = 1 gleich Null auf w und gleich Eins 
auf der Restmenge sind, gegenüber allen S von invariant. Zu be­
weisen ist u = 0. w nimmt nun jeden seiner Werte in R an. Nach 
der obigen Bemerkung hat andererseits u im Sinne gewöhnlicher Kon­
vergenz in jedem Punkte jedes abgeschlossenen Bogens oc den Rand­
wert Null. Da u seine Extrema auf |z| = 1 annimmt, muß es sie auf 
den Randbögen oc von R annehmen. Also ist w = 0. 

Hat R Spitzen auf |z| = 1, so läßt sich ein elementarer Beweis mit 
Hilfe der GREENschen Formel 

führen. Durch die Ränderzuordnung zerstören sich nämlich die rechten 
Seiten. Die Spitzen müssen mit Grenzbetrachtungen behandelt werden. 
Ähnlich kann auch Lemma 2 bewiesen werden. 
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depth of scholarship that has produced what is 
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". . . a r i eh storehouse of new and 
original mater ia l . M a n y of the coneepts 
and results introduced here are without 
question permanent enrichments of mathe-
matical knowledge. Caratheodory has pre-
sented us, in this deeply thought out work , 
with a truly Superlative gift ."—Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik. 
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It is tue purpose of Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechung to develop probability 
theory from a postulational Standpoint. It is one 
of the tracts of the famous series Ergebnisse der 
Mathematik und Ihrer Grenzgebiete. 
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securing a more logical development of proba­
bi l i ty theory."—Bulletin of the American Mathe-
matical Society. 

PARTIAL CONTENTS: The Axioms, Elemen-
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The unification of the subject of asymptotic 
probability is the chief purpose to which this book 
is devoted. The author shows that the asymptotic 
laws, far from being incidental to probability, 
are an essential part of the science. 

The Laplace-Liapounoff l imi t theorem, the 
Poisson l imi t theorem and its generalizations are 
treated; it is shown that continuous stochastic 
processes lead to the normal probability funetion 
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the Poisson exponential function. Important use 
is made of the fact that the probability funetion 
satisfies the partial differential equation of heat 
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funetions (Petrowsky) is used. Chance fluetua-
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as an important generalization of the LaPlace-
Tchebycheff proposition. Also treated are the dif-
fusion problem and the results regarding certain 
probabilities in terms of repeated logarithms. 
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many results, only those which by their content 
and method of treatment contribute most to the 
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points of the exposition a few . . . are his d i l i -
gence in pointing out interrelationships . . • his 
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DIFFERE1VTIALGLEICHUNGEN 
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The special importance of Kamke's famous 
work on ordinary and partiai differential fequa-
tions lies in its unusually thorough treatment of 
the foundations; the existence and uniqueness of 
Solutions, their behavior and their topological 
structure are studied exhaustively. This includes 
recent work by Perron, Mül ler and Kamke, which 
appears here for the first time in book form. 

A fü l l one hundred pages of the text are de-
voted to the study of Systems of equations. The 
Nagumo uniqueness theorem, the general theorem, 
on dependence of Solutions on in i t ia l and other 
conditions, the differentiability of Solutions with 
respect to parameters and the Knopp-Schmidt 
proof of the fundamental theorem on functional 
determinants are among the many topics whose 
proofs are available elsewhere only in the original 
memoirs. 
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to the systematic development of the entire 
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tischen und Naturwissenschaftlichen Unterricht. 
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"The purpose of this book, and its contents, 
were thus described in the first edition: ' I t should 
contain, in the form of a reference work, 
everything possible that can be of use when 
one has a given differential equation to 
solve, or when one wishes to investigate 
that Solution thoroughly.' "—Preface 

This volume gives a complete account of ordi-
nary differential equations. 

PART A: General Methode of Solution and 
the Properties of the Solutions. [Treatment 
ranges from existence theorems and LaPlace 
and M e i l i n transforms to numerical, graphical 
and machine methods.] 
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This famous work fills the gap between books 

on analysis, which usually stop just short of the 
Fourier integral, and the specialized treatises, 
which usually plunge immediately into appli­
cations. 

Bochner begins with a thorough discussion of 
the basic properties of trigonometric integrals, 
treats with completeness the Fourier integral 
theorem and related topics and proceeds to the 
advanced theory and to important applications, 
which make the Fourier integral one of the most 
powerful tools of the modern analyst and the 
mathematical physicist. 

"a readable account of those parts of the 
subject useful for applications to problems 
of mathematical physics or pure analysis. 
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This important work presents a clear and com-
prehensive picturc of present day matrix theory. 
The author covers the entire field of matrix 
theory, correlating and integrating the enormous 
mass of results that have been obtained in the 
subject. A wealth of new material is incorporated 
in the text and the relationship of the various 
topics to the field as a whole is carefully deline-
ated. 

The Theory of Matrices is f rom the famous 
series Ergebnisse der Mathematik und Ihrer 
Grenzgebiete. 
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