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EXERCICES

bl

MATHEMATIQUES.

L’accucil favorable que les douze livraisons des Ewercices, publices
en 1826, ont recu des géomitres, détermine Pauteur i en faive paraitre
de nouvelles. Il y développera les diverses théories dont il a posé les
hases dans les premitres livraisons, et traitera plusieurs objets que le
défaut despace Pavait obligé de passer sous silence. Il s’occupera par-
ticulicrement des applications de PAnalyse a la Physique, et montrera
les facilités que présente a cet égard le caleul des résidus. Le premicr
Volume des Exercices faisait déja connaitre une parvtie des avantages
que 'on peut vetiver de ce caleul pour la détermination des intégrales
définies, pour la sommation des suites, et pour U'intégration des ¢qua-
tions différentielles linéaires. On verra maintenant le méme ealeul
fournir des méthodes générales pour la solution des problemes de Phy-
sique mathématique, et acquérir ainsi une importance qu'on aurait
pu ne pas soupconner au premier abord. Ces méthodes contribueront
d’ailleurs aux progres de PAnalyse infinitésimale et serviront, non scu-
lement & intégrer des équations linéaires aux différences partielles,
mais encore a déterminer les fonctions arbitraires introduites par in-

OFEuvres de C. — S. 11, t. VIL. P
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tégration, d’aprés des conditions données, a développer des fonctions
quelconques en séries d’exponentielles dont les exposants soient res-
pectivement proportionnels aux diverses racines d'une équation trans-
cendante, et i fixer des limites entre lesquelles se trouvent renfermés

les restes propres i compléter ces mémes séries.



RECHERCHE

EQUATIONS GENERALES D'EQUILIBRE

SYSTEME DE POINTS MATERIELS ASSUSETTIS A DES LIAISONS QUELCONQUES.

§ I. — Considérations générales.

On peut arriver par deux routes différentes aux équations d’équilibre
de plusieurs forces dont les points d’application sont assujettis i des
liaisons queleconques. Le plus souvent on déduit ces équations du prin-
cipe des vitesses virtuelles. Mais on peut aussi les établir directement
a l'aide de diverses méthodes, entre lesquelles je vais en signaler une
qui, a cause de sa simplicité, parait digne de fixer un moment atten-
tion des géometres.

Considérons un systeme de points matériels A, A’, A", ... sollicités
par certaines forces. Si ces points matériels sont libres et indépen-
dants les uns des autres, il sera nécessaire pour I'équilibre que, apris
avoir réduit & une résultante unique toutes les forces appliquées &
chaque point, on trouve chaque résultante égale i zéro. Mais, si les
mémes points sont assujettis a certaines liaisons, comme ces liaisons
opposeront au mouvement du systeme certaines résistances, il ne sera
plus nécessaire pour I'équilibre que la résultante des forces appliquées
i chaque point s’évanouisse.

Il s’agit maintenant de faire voir comment on peut déduire les for-
mules d’équilibre de la nature des liaisons supposées connues. Nous
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commencerons par examiner le cas particulier ol il n’existe qu’une
seule liaison, représentéc par une seule équation entre les coordonnées
des différents points. Nous traiterons ensuite le cas général ou les liai-
sons sont en nombre quelconque. '

§ . — Equilibre de plusieurs points assujettis a une seule liaison.

Supposons d’abord que les différents points se trouvent assujettis a
une seule liaison. Soient dans cette hypothise

Xy Yy R w" .)", :';

les coordonnées rectangulaires des différents points A, A, A", .. .:
r, v, r,

les forces qui leur sont appliquées, réduites pour chaque point & une
résultante unique, et
L=o

I'équation de condition qui exprime la liaison donnée, L étant une
fonction des variables =, y, 53 2, ¥/, ', .... Je dis que Péquilibre
pourra s’établir au moyen de la liaison, sans que la force P s'évanouisse,
et méme, en général, quelle que soit I'intensité de cette force. Pour le
démontrer, commengons par imaginer que 1’on fixe tous les points du
systeme I'exception du point A qui a pour coordonnées z, y, s, et
qu'en méme temps on supprime les forces P', P”, ..., appliquées aux
points A’, A", .... Les coordonnées x, y, 5 demeurant seules variables
dans I'équation L = o, la liaison exprimée par cette équation n’aura
plus d’autre effet que d’assujettir le point A & rester constamment sur
une certaine surface courbe; et, si cette surface présente une résistance
indéfinie, comme cette résistance a lieu suivant la normale, il suffira,
pour que la force P ne trouble pas I'équilibre, qu’elle soit elle-méme
dirigée perpendiculairement a la surface. Supposons maintenant que
I'on restitue au second point A’ sa mobilité primitive. L'équilibre sera
troublé en général, ct le systeme des deux points mobiles se mettra
en mouvement. Mais il est clair qu’on pourra toujours empécher ce
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mouvement par le moyen d’une nouvelle force P’ appliquée au point A
dans une certaine direction. La force P’ étant choisie comme on vient
de le dire, restituons encore au point A” sa mobilité primitive. Pour
retenir ce troisieme point & sa place, il suffira évidemment de lui ap-
pliquer une troisitme force P” dans une direction déterminée. En con-
tinuant de méme, on conclura définitivement que tous les points
redevenus mobiles, et liés seulement par I’équation L = o, pourront
étre maintenus en équilibre & 'aide de certaines forces P, P’, P, ...
appliquées & ces mémes points suivant des directions données. Dans
ce cas, la direction de chaque force sera perpendiculaire a la surface,
que son point d’application est obligé de décrire, en vertu de I'équa-
tion L = o, lorsqu’on fixe tous les autres points du systeme. De plus,
Pintensité d’une force P pourra étre choisie arbitrairement. Mais les
intensités de toutes les autres forces dépendront nécessairement de
Pintensité de la premiére.

Pour appliquer ces principes & un exemple, concevons que le systeme
donné se compose seulement de deux points A, A’ sollicités par les
forces P, P’, et liés par une droite AA’ de longueur invariable; auquel
cas I'équation L = o sera de la forme

(& — &' )4 (y — )2+ (5 — 3')*= const.

Alors, si I'on vient A fixer le point A’, le point A ne pourra plus se
mouvoir que sur la surface d’une sphere décrite du point A’ comme
centre avec la longueur AA’ pour rayon et, par suite, pour que le
point A demeure en repos, la force P devra étre perpendiculaire a la
surface de la sphere, par conséquent dirigée suivant le rayon AA’, ou
suivant son prolongement. Comme on peut faire un raisonnement sem-
blable & I'égard de la force P', il est permis de conclure que, dans le
cas d’équilibre, chacune des forces P, P’ agira suivant la droite AA’
prolongée dans un sens ou dans un autre. De plus, afin que la ten-
dance de cette droite au mouvement reste la méme dans les deux sens,
il sera évidemment nécessaire que les forces P, P’ aient les mémes
intensités et agissent en sens contraires. Réciproquement, si les forces
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P, P’ sont égales et agissent en sens contraires suivant la droite AA’,
il est clair qu'elles se feront équilibre aux extrémités de cette droite.

Revenons maintenant au cas ol plusieurs points A, A’, A, ... se
trouvent assujettis & une liaison représentée par I'équation

(1) L=o.

Soient toujours x, v, 53 2, ', 5, ... les coordonnées de ces points;
P, P, P”, ... les forces quileur sont appliquées, et désignons par

X, Y, Z; X, Y, 7

les projections algébriques des forces P, P’, P”, ... sur les axes des «,
des y et des z. Chaque force devant étre perpendiculaire & la surface
que son point d’application est assujetti & décrire, en vertu de la liai-
son L = o, lorsque tous les autres points deviennent fixes, on aura

nécessairement
X Y 17
(_@)“ JL\ T oLy’
ar ay ():)
(2) ' . Y/
ESINCOINTAY
(().L" ay’ (():,')
et par suite
'« 0L L S
X——l.-(—):;’ Y_)w(—);-’ L»—-)\—o—:,
(3) ‘ /_._.’10[‘ 1__._.10[4 7 - /()L.
0)(._/‘7);-,, Y =2 5}7) /;—)\5—:—,,

A, N, ... désignant des coefficients dont le premier dépendra de I'in-
tensité de la force P, le second de Vintensité de la force P/, .... De
plus, comme l'intensité de la force P est une quantité arbitraire, mais
de laquelle dépendent nécessairement les intensités des forces P,
P”, .... il estclair qu'on pourra choisir & volonté la valeur du coefti-
cient A, mais que, la valeur de A étant donnée, celles de A, A, ...
devront s’en déduire immédiatement. Pour découvrir la relation qui
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existe entre A’ et A, supposons que tous les points deviennent fixes i
Pexception des deux points A, A’. Alors, ces deux derniers points res-
tant seuls mobiles, sil‘ la liaison L = o a pour cffet de les maintenir
constamment 4 la méme distance 'un de Pautre, il faudra que les
forces P, P’ soient égales et dirigées en sens contraires, ou, en d’autres
termes, que l'on ait

(%) ) X=-X, Y=-Y, Z=-1

Or, dans la méme hypothese, I'équation L = o se réduisant i la forme
(z— 2"+ (y — y')*+ (5 —5')*=const,,

on en conclura

(3) OL oL JL L JL oL
o' T 02’ 9y Ty’ 0 3

Par suite, les formules (3) donneront

oL IL oL

" X =257, Y=275% Z=25
oL JL JL
[ — ! , [ J— ! , l/ L — ! .
X=—Ngh o Y=-Ngh o U=—NE

et les valeurs de X, Y, Z; X', Y, 7’ satisferont aux équations (4), si
Pon a ,

(7) W=

Supposons maintenant que, dans le cas ol les points A, A’ restent
seuls mobiles, la liaison

(8) L=o

n’oblige plus ces deux points a rester constamment 4 la méme distance
'un de l'autre. On pourra joindre & la liaison L = o celles qu’on établit
entre les deux points, en les unissant par une droite invariable, et
fixant le milieu de cette droite. Cela posé, si I'on désigne par a, b, ¢
les coordonnées du point milicu, et par &7 la longueur de la droite, on
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aura, entre les six varviables

Z, ), 55 ‘T’; .y” :,')
les cinq équations
‘ L=o;
(9) r+a'=13a, y+y =25, 5+ 5'=2ac;
? (2 — &)+ (y —y )+ (s —3") =D,

dont la derniére peut étre remplacée par la suivante :

(4]
(10) (@ —&P+(b—y)+(c—z)= -
En vertu des cinq équations (g), les positions des points A, A’ ne se-
ront pas complétement déterminées; mais ils pourront décrire deux
courbes correspondantes tracées sur la surface d’une méme sphere, de
manitre & se trouver toujours situés aux extrémités d’'un méme dia-
metre. Dans ces courbes, les cordes correspondantes et, par suite, les
tangentes menées par des points correspondants seront évidemment
paralleles. Sil'on suppose

L=/f(xy,s5,y,5,...),

la courbe décrite par le point A en particulier sera déterminée par le
systeme des deux équations

Slx, 5,5 2a—2x, 20—y, 2¢—3,...)=o,

(1) AR
(@—z)+ (b--y)+(c—3)= %— :

De plus, si I'on décompose la force P en deux autres, I'une perpendi-
culaire & la courbe que peut décrire le point A, I'autre dirigée suivant
la tangente a cette courbe, la force perpendiculaire étant incapable de
produire aucun effet, on pourra en faire abstraction, et ne considérer
que la force dirigée suivant la tangente. On pourra de méme rempla-
cer la force P’ par sa composante suivant la tangente a la courbe que
peut décrire le point A’. Cela posé, comme les points A, A’ sont situés
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4 l'extrémité d’une droite invariable dont le milieu est fixe, et que
les tangentes menées par ces points aux courbes qu’ils peuvent dé-
crire sont paralleles, il est clair que les forces dirigées suivant ces tan-
gentes, pour maintenir en équilibre les points A, A’, devront étre -
égales et agir dans le méme sens; ce qui exige que les forces P, P’,
respectivement multipliées par les cosinus des angles que forment
leurs directions avec la dircction de 'une des tangentes prolongée dans
un sens déterminé, fournissent des produits égaux et de méme signe.
Or la tangente & la courbe que peut décrire le point A, prolongée dans
un certain sens, forme avec les axes des angles qui ont pour cosinus

dx _d ly ds

VT Vi diads Vi

tandis que les cosinus des angles formés avec les mémes axes par les
directions des forces P, P’ sont respectivement

X Y Z
F’ 'l_'), l_)’
X Yy

Par suite, les cosinus des angles compris entre la direction de la tan-
gente ct cclles des forces P, P’ seront respectivement égaux, le pre-

mier A
Xdoe+Ydy +1Lds
P\dz - dyt - dst

et le second &
X'de+Ydy+17ds

P/ \/c—{.z"—-}-— d}”**— d3? ’

En multipliant le premier par la force P, le second par la force P’ et
égalant les produits, on trouvera
Xdr +Ydy+2ds _ X'dx+Ydy+1ds
Vazi—dy* +ds* \Jdo'+ dy'+ ds?

ou, ce qui revient au méme,

(12) Xdr +Ydy +2ds=X'dx + Y dy 4+ 7' ds.
OEuvres de C. — S. 11, t. VI,
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Si, dans cette dernitre équation, on remet pour X, Y, Z, X', Y/, Z
leurs valeurs tirées des formules (3), elle deviendra

JL JL (7L — 0[; dL ()L

D'ailleurs, en différentiant la premitre des équations (11), on en con-

clut

, oL JL JL oL ,  JL oL
(14) br —dr + —,—;dy -a—-dd — ().7;’dL )}/,d]+ 3 ds.

Donc, par suite, on aura généralement
(15) A=

on trouvera de méme A = A", A=2", .... Cela posé, les équations (3)

prendront la forme

.. oL ) L
7\”-)\(—)—;’, Y_lb;, /._7\‘—)?,
(16) .. dL 2 oL oL
X=hg,  Ye=lhgh =R
ct’on en conclura
) X Y _Z_ X _Y @ _
(7 OL T 9L T 9L ~ 9L ~ 9L 9L
dxr dy 3 ' Jdy’ 5!
Donc, pour qu'il y ait équilibre entre les forces P, P’, P”, ..., dans le

cas ou leurs points d’application A, A, A”, ... se trouvent assujeltis &
la seule liaison L = o, il est nécessaire et il suffit que les projections
algébriques de ces forces sur lés axes coordonnés soient respective-
ment proportionnelles aux dérivées de Ia fonction L, prises par rap-
port aux variables x, y, 55 &', y/, 5’5 ... Alors, si I'on désigne par »
le nombre des points A, A, A", ..., la formule (17) fournira 3n — 1
équations distinctes qui seront précisément les équations d’équilibre.
Ajoutons que les résistances opposées par la liaison L = o aux mouve-
ments des points A, A’, A", ... seront employées & détruive les forces
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P, P’, .... Donc ces résistances seront égales et directement opposées
aux forces dont il s’agit. Donc les projections algébriques de ces résis-
tances sur les axes coordonnés seront respectivement égales aux se-
conds membres des équations (16), pris avec le signe —, c’est-a-dire
aux quantités '

JoL JL oL

—)\(')_»i"’ —')\"07)"’ - )‘03’

(18) oL JL JL
—hae Tragy Tra

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta-
blir, supposons ue, en vertu de I'équation L = o, la somme des dis-
tances AA’, A’A”, A”A”, ..., respectivement comprises entre les points
A, A, A7, .., rangés dans un certain ordre, doive demeurer constante.
Dans cette hypothese, I'équation L = o pourra étre représentée sous
la forme

V' —2)t - () =)+ (=3
+ V(@ — P4 (Y —y ¥+ (5'— 3 ) +. . .= consL.;

(19)

et si 'on fait, pour abréger,

F= =2 (=) T

(‘20) ? [ (xll_ xl)2+ (}’”—-)")’-l- (:11__;1)1’

la formule (17) donnera

Y 7

X —
z—x' T y—y' T s5—3
’-/

T a'—x x—a"

(21) S
e

En égalant les trois premieres fractions entre elles, on trouve

(22) —_— = o =



(23)
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et I'on en conclut que, dans le cas d'équilibre, la force P est nécessai-
rement dirigée suivant la droite AA'. En égalant les trois fractions sui-
vantes, on trouve

X' Y . A

2'—z a—a" " Y- Y=y T iz =3
+ J ,,“7+' J

r r r "

I

g - Iy I T
x,<§_’_-§_x )y ) J’)+Z,(:____~~_

r r

B L et et it Y Ut et A el

I I

et comme on a, en vertu des équations (20),

(=)t (Yo (o) (@ P () (= 2
,Jl ,-”!

on tire évidemment de la formule (23)

I '— fol bl Sz sl
X'(l 7 u - z 7 ! >+Yl(‘y I 4 - ‘Z_‘,]/L> "'Z’(T - -—->:Oy

X

r r I

ou, ce qui revient au méme,

Xad—z Y y—y Ti—:
S A A A

_ X' 2'—2' Y’ .y/r__'yi o —z
I A U U

,.//

(24) (

Cette dernierc équation exprime que la force P' forme avec les deux
droites AA’, A’A” des angles égaux. De plus, comme, en prenant pour
plan des z, y celui qui renferme ces deux droites, on a

s=o0, =0, 2'=o,
et qu'alors on tire de la formule (21)
I'=o,

il est clair que la direction de la force P’ est comprise dans le plan de
ces mémes droites. Par suite, elle est dirigée de maniere a diviser
I'angle des droites AA’, A’A” en parties égales.
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On se trouverait conduit aux mémes conclusions par la Géométrie,
en observant que la force P doit étre perpendiculaive & la surface que
le point A’ est obligé de décrire quand il demeure seul mobile. Or,
dans cette hypothese, il ne reste de variables que les longueurs AA’,
A’A” dont la somme doit étre constante. Le point A’ décrit donc alors
un cllipsoide de révolution engendré par une ellipse dont les points
fixes A’, A” sont précisément les deux foyers; et la force P, devant
étre normale a I'ellipsoide, par conséquent a I'ellipse génératrice, divi-
sera nécessairement l'angle formé par les rayons vecteurs menés aux
foyers, en deux parties égales.

§ Il — Equilibre de plusieurs points assujettis a diverses liaisons.

Considérons maintenant des forces P, P’, P”, ... dont les points d’ap-
plication A, A’, A”, ... soient assujettis 2 des liaisons quelconques.
Soient toujours x, y, 5; «', ¥, 5’5 ... les coordonnées des différents
points; X, Y, Z; X', Y', Z'; ... les projections algébriques des forces
P, P, ... sur les axes coordonnés; et supposons que les diverses liai-
sons soient exprimées par les équations

(1) L=o, M=o, N=o, N

L,M, N, ... désignant des fonctions des variables @, y, 55 2/, ¥/, 5’5 ...
Si I’équilibre a lieu, en vertu des liaisons données, entre les forces P,
P’, P’, ..., on pourra, sans troubler cet équilibre, substituer & la pre-
miere liaison L =0 le systeme des résistances qu’elle oppose aux
mouvements des différents points, c’est-a-dire, un systeme de forces
dont les projections algébriques sur les axes seraient des quantités de
la forme

JL JL JL

)‘d.z" )\dy’ )‘dz’

(2) oL oL oL
—1;‘;,, '—)\d_y‘,’ '—Ad—"z,)

se ey cetey TTees e

On pourra ensuite supprimer la seconde liaison, pourvu qu’on la rem-
place par un systeme équivalent de forces, dont les projections algé-
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briques sur les axes seraient de la forme

! oM M M

B TR THEEY

(3) oM oM oM
L A -H;,;,‘/’ e r

En continuant de méme, on finira par supprimer toutes les liaisons,
dont chacune se trouvera remplacée par le systeme des résistances
qu’elle oppose aux mouvements des différents points. Alors, ces points
étant redevenus libres et indépendants les uns des autres, il devra y
avoir séparément équilibre entre la force et les résistances appliquées
i chacun d’eux. Cela posé, I'équilibre entre la force et les résistances
appliquées au point A fournira les équations

Kol N
Y—l%—y%—v%— ..==o,

ou, ce ui revient au méme, les suivantes :
'Sx:x%+ MO
(&) Y:}.%‘+p‘%*}—‘+vg—1;+...,
(Z:lg—i—'+yg£+v%l-:+....

On trouvera pareillement, en considérant I'équilibre des forces appli-
(quées au point A’,

,_JOL oM 0N
,_ oL oM . _oN
(3) Y_.)\dy, “0y’+v¢)y’+""
. .0L oM . oN
L‘z)\———oz, + o7 Vo e

.........

......................
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Si n désigne le nombre des points A, A’, A", ..., et m le nembre des
liaisons L=0, M=o0, N=o, ..., 3n sera le nombre des équations (4),
(5), ...; ct, lorsqu’on aura éliminé entre ces équations les inconnues
X i Y, ..., il restera 3n — m équations d’équilibre. Les variables a,
¥y, 532, y,5; ... étant elles-mémes au nombre de 3n, et lices par
m ¢quations, 3n — m sera encore le nombre des variables indépen-
dantes.

Les 3n — m équations que nous venons d’indiquer, et qui sont ne-
cessaires dans le cas d’équilibre, suffisent évidemment pour I'assurer.
En effet, ces 3n — m équations expriment qu’on peut satisfaire simul-
tanément par des valeurs convenables de A, w, v, ... aux formules (4),
(5), .... Or, dans cette hypothese, la force P pourra étre remplacée par
des forces Q, R, ..., dont les projections algébriques sur les axes
soient respectivement '

oL oL JoL oM M oM

A=—> )\d—;-, H;j:’ Hd;, p--o—z, ey

)\()_Jj" dy

la force P’ par des forces Q', R, ..., dont les projections algéhriques
sur les axes soient respectivement

oL

az'"’

JL oL oM oM oM

A ;)}7) )\ﬁ’ Fa—.—l-" }I-'()Ty—,a p-g:_'-,,

A

En conséquence, au systeme des forces P, P', ..., on pourra en sub-
stituer plusieurs autres, savoir : 1° le systeme des forces Q, Q/, ..., qui
seront détruites par la liaison L=o0; 2° le systeme des forces R, R, ...,
qui seront détruites par la liaison M=o, .... Donc le systeme des
points A, A’, ... sera dans le méme cas que s’il n’était sollicité par au-
cune force. Donc il y aura équilibre.

Nous avons remarqué ci-dessus que le nombre des équations d’équi-
libre était toujours égal au nombre des variables indépendantes. On
vérifie cette proposition dans le cas d’équilibre d’un polygone dont les
cotés sont invariables. 11 est également facile de s’assurer qu’elle est
vraie pour un point libre, ou assujetti a rester sur une surface ou sur
une courbe, et pour un systeme invariable libre dans I’espace, ou assu-
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jetti a tourner autour d’un point fixe, etc. Lorsqu’il n’y a qu’une seule
liaison entre n points, le nombre des équations d’équilibre se réduit,
ainsi que le nombre des variables indépendantes, & 3n — 1; et ces
équations coincident avec les formules (3) du § Il.

§ IV. — Principes des vitesses vurtuelles.

La recherche des équations d’équilibre de plusieurs forces P, P’,
P”, ..., dont les points d’application (=, y, z), (2, ¥, 5'), ... sont
assujettis  des liaisons représentées par les formules L=o,M=o, ...,
peut étre réduite, comme on I’a vu dans le paragraphe précédent, a
I'élimination des inconnues A, @, v, ... entre les équations (4), (5), ....
Or, un moyen fort simple d’effectuer cette élimination est de recourir
a la considération des vitesses virtuelles, en opérant comme I'a fait
M. Poinsot dans le XIlI® Cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnigue. Je
vais rappeler en peu de mots les résultats auxquels on parvient de cette
manicre.

Lorsqu’un point matéricl se meut sur un plan ou dans I'espace, les
coordonnées x, y, z, ainsi que ’arc s de la courbe décrite, varient avec
le temps ¢; et, si 'on suppose cet arc compté de maniére & prendre un
accroissement positif As, dans le cas ou I'on attribue au temps ¢ un
accroissement positif Az, la limite vers laquelle convergera le rapport
As

3;* tandis que ses deux termes recevront des valeurs de plus en plus

petites, ou, ce qui revient au méme, le rapport entre les accroisse-
ments infiniment petits et simultanés de I'arc s et du temps ¢, sera ce
qu’on nomme la vitesse du point matériel  la fin du temps ¢. Donc, si
I'on désigne par o cette vitesse, on aura
" _ilf_\/dx‘—bdy’—t—d:,’

T dt
De plus, la direction de cette vitesse ne sera autre chose que la direc-
tion de la tangente menée par I'extrémité de I'arc s 4 la courbe décrite,
et prolongée dans le sens du mouvement; d’ou il résulte que les cosinus
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des angles «, 8, y, formés par cette direction avec les demi-axes des
coordonnées positives, seront respectivement

-

_dz _dy _ds
(2) cosax=—=» cosp = —=» cosy = -

Cela posé, si I'on imagine que la vitesse w soit représentée par une
longueur portée sur sa direction i partir de I'extrémité de P'arc s, les

trois produits
weosa, wcosP,  wcosy

exprimeront ce qu’on doit appeler les projections algebriques de la
vitesse sur les axes des x, y et 5 [voir le I Vol., p. 39 (*)], et se trou-
veront déterminés par les équations

dx d ds
(3) wCOSa:-Et—, wcogﬁ.—; 7{, O,CQSYZE.

Supposons maintenant que plusieurs points A, A’, A”, ... soient
assujettis a certaines liaisons

(4) L=o, M=o, N:o, R

L, M, N, ... étant fonctions des coordonnées x, y, z; o', y', %, .
Tous les mouvements que le systeme de ces points pourra prendre par
'effet d’une cause quelconque, sans que les liaisons soient troublées,
seront ce qu’on appelle des mouvemnents virtuels, et les vitesses des dif-
férents points dans un mouvement virtuel quelconque seront ce qu’on
nomme des vitesses virtuelles. Or, comme il suffira de connaitre les
valeurs de =, y, 5; @', ’, 5'; ..., exprimées en fonction de ¢, pour en
déduire immédiatement celles des quantités

dz dy ds  dx' dy' ds

%) @A d A A A 7

il est clair que les projections algébriques des vitesses virtuelles seront
liées entre elles par autant d’équations que les coordonnées des dif-

(") OFEuvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 57.
OEuvres de C.—S. 11, t. VIL, 4
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férents points. En effet, on aura, dans tout mouvement compatible
avee les liaisons donnces,
oL de  JdL dvy Il di  OdL dx'
N pe— ~..._;+—.—__+~.~—i.__
dr dt  dy dt " 9z dt T ox' dt
() oM de M dy oMds M di’
'()Jf de ~ dy dt  Jds dt  ox' dt
Cela posé, concevons que les différents points, étant parvenus au hout
du temps ¢ dans de certaines positions, puissent y étre maintenus en
équilibre par le moyen de forees

L, P,

dont les projections algéhriques sur les axes des v, y, = soient respee-
tivement X, Y, Z; X', Y/, 75 .... Alors, pour obtenir les équations
d’équilibre, il suffira d’éliminer les inconnues A, w, v, ... entre les
formules (4), (5) du § HI. Or on y parviendra évidemment, si 'on

. . . C e . dr
ajoute ces formules, apres avoir multiplié la premitre par =5 la

. dy . ds . da’
deuxieme par >, la troisieme par 5= la quatrieme par © - On
dt dt

de’
trouvera de cette maniere

du dy ds dr’
= X— +Y— +7 - +X' - 4. =o.

) _ ar T +/(/l R °

Par conséquent, lorsqu’il v a équilibre, I'équation (7) subsiste dans un
mouvement virtuel quelconque.

Réciproquement, si I'équation (7) subsiste dans un mouvement vir-
tuel quelconque, je dis qu’il y aura équilibre. En elfet, dans cette hypo-
these, la formule (7) sera satisfaite pour tous les systéemes de valeurs
des quantités

de dy ds dr
(8) b rE R re
de” de” de” o dt

)

qui seront propres a vérifier les équations (6). Par suite, si, au moyen
des équations (6), on élimine de la formule (7) m de ces quantités,
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toutes les autres pouvant étre choisies arbitraivement, leurs coefticients
devront se réduire a zéro. Or, pour effectuer I'élimination, il suffira
dajouter i la formule (7) les équations (6) respectivement multiplices
par des facteurs indéterminés

— 2k =My m Yy
el ’égaler ensuite a zéro les m premiers coefticients de
dr dy ds
de’ de’ o de’
Les facteurs A, w, v, ... ¢tant choisis de maniere a rempliv ces condi-
tions, ¢'cst-a-dire de maniere a faive disparaitre les m premiers termes

de la formule

(v 43: _P‘l’):_' _)%? _>‘[’l;
e o,

les coefficients des 32 — m derniers termes devront encove étre sépa-
rément nuls. En conséquence, on pourra réduire a zéro les coefficients
de tous les termes, ¢’est-i-dire, satisfaire aux équations (4), (J), ...
du § Il par des valeurs convenables des facteurs A, @, v, ...5 d’oiv il
résulte qu'il y aura équilibre dans le systeme des points A, A, A7, ...

L’équation (7), qui subsiste, lorsqu'il y a équilibre, pour tous les
mouvements virtuels, renferme ce qu'on appelle le principe des vitesses
virtuelles. Elle peut étre présentée sous une autre forme qu'il est utile
de connaitre, et que nous allons rappeler ici.

Soit w la vitesse virtuelle du point matériel A, et (P, ) Pangle com-
pris entre la dircction de celte vitesse virtuelle et la direction de la
force P. Comme les cosinus des angles formés par ces deux directions
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avec les axes sont respectivement

(@) (@)

() (0] w

(10)
X Y Z
P’ P’ p’

on aura évidemment
X dr +-Y 2 dy + 7 —f

(11) cos(l’,m)::_.. l’d[ .

_.._.,

d y

(12) \—— I, -—l’mcos(l',m).

On trouvera de méme, cn désignant par o' la vitesse virtuelle du
point A,
ds'

. o ’
5 X’(‘:"Z— +Y’(% +Z'—J[ =P cos(P', w'),

.......................................

(13)

Par conséquent, I'équation (7) pourra s’écrire ainsi qu'il suit :
(1) Pwcos(P,w)+ P'w' cos(P',n')+...=o.

Dans cette dernicre, chaque terme représente le produit d’une force
par la vitesse virtuelle de son point d’application et par le cosinus de
I'angle compris entre la direction de la force et la direction de la vitesse
virtuelle. Un semblable produit est ce que nous nommerons le moment
virtuel de la force. On peut obtenir en multipliant la force par la vitesse
virtuelle projetée sur la direction de la force, ou la vitesse virtuelle par
la projection de la force sur la direction de cette vitesse. Cela posé, on
peut énoncer le principe des vitesses virtuelles de la maniére suivante :

Pour que Uéquilibre ait lieu entre plusieurs forces dont les points d’ap-
plication sont assujettis a des liaisons quelconques, il est nécessaire, et il
suffit, que la somme des moments virtuels de ces differentes forces soit égale
@ zéro, dans tous les mouvements virtuels possibles, ¢ est-a-dire, dans tous

les mouvements compatibles avec les liaisons données.
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Lorsqu’on veut déduire du principe des vitesses virtuelles toutes les
équations d’équilibre relatives 2 un systeme donné, il suffit de consi-
dérer successivement autant de mouvements virtuels distincts les uns
des autres qu’il y a de variables indépendantes parmi les coordonnées

z, y, 3 «, y, 3
Le nombre de ces mouvements virtuels sera donc 3n — m, si n désigne
le nombre des points donnés, et m le nombre des liaisons auxquelles
on les suppose assujettis.

Pour montrer une application de la formule (7), concevons que les
liaisons établies entre différents points A, A’, A”, ... permettent d'im-
primer 4 ces mémes points un mouvement commun de translation
parallelement & I'axe des . Ce mouvement de translation sera un
mouvement virtuel, dans lequel les vitesses virtuelles o, o, w’, ...
seront égales entre elles; et, si, pour fixer les idées, on suppose .le
mouvement dirigé dans le sens des « positives, on aura évidemment

de dx' _ dx'

== =T,

dt T de T de
dy _dy' _dy'

(15) T T AL T T
ds _ds _ds" _ _
dit —dt T di ¢

Par suite, la formule (7) donnera

(16) (X+X+X"+...)mw==0;

¢t comme, par hypothese, la quantité w n’est pas nulle, on tirera de
I’équation (16)

(17) X4+ X+X"4...=o0.

De méme, si un mouvement commun de translation, en vertu duquel

les différents points acquerraient simultanément des vitesses égales
et paralleles & 'axe des y ou & l'axe des z, est virtuel, c’est-a-dire
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compatible avec les liaisons données, la formule (7) entrainera I'équa-

. ]
tion

(18) Y+Y4+Y +...=o0

ou la suivante

(19) 7+1+1I+...=o.

Concevons encore que, sans troubler les liaisons établies, on puisse
imprimer au systeme des points A, A/, A”, ... un mouvement général
de rotation autour de I'axe des a; et supposons, pour fixer les idécs,
que ce mouvement de rotation soit direct, la courbe décrite par le
point (a, y, z), dans le mouvement virtuel dont il s’agit, sera un
cercle dont nous désignerons le rayon par r, et dont les équations
seront de la forme

(20) £ == const., Y+

Or, si I'on différentie ces équations par rapport au temps, on trouvera

_ds

da dy
—_ 4 3 Zﬁ

(21) AT

= 0.

D’ailleurs, dans un mouvement de rotation direct autour de I'axe des
x, le point (x, y, 5) sera porté du coté des s positives ou du coté des =
négatives, suivant que I'ordonnée y sera elle-méme positive ou néga-

. , . . .o . 1 ds "
tive; et, par conséquent, le coefficient différentiel 7~ sera une quantité

de méme signe que y. Cela posé, on tirera de I'équation (21)

RE MO

e e/

Ajoutons que, si 'on nomme s, s, ... les arcs de cercle décrits par-
les différents points a la fin du temps ¢; r, 7, ... les rayons de ces
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mémes cercles; et As, As’, ... les accroissements infiniment petits que
prennent les ares s, s', ... pendant U'instant Az, on aura évidemment
As _As'

_ ou 1 As
r o T r At

1 Ay .
AL

~

et, par suite,

tds _ 1 ds'

rde ' ode ’
ou plus simplement

o ' »
23 —_— e =L ..
(23) =T =

Done les vitesses virtuelles des différents points seront proportion-
nelles aux rayons des cercles décrits; et si 'on appelle ¢ la vitesse
angulaire du systeme, c’est-d-dire la vitesse d’un point situé a I'unité
de distance de 'axe des x, on aura

(24) - ==y LT,

(23) n=8r, o' =8r, o' =31,

Cela posé, les équations (21) et (22) donneront

dr dy _ s
(26) P aF T =
On trouvera pareillement
dz' _ dy' _ 3
(3/) _d't—‘-o’ }'1'[—“"3”; 7{"“3}’ H
puis on tirera de la formule (7)
(28) - (y2—3Y +y'T—35'Y .. )e=0;

et comme, par hypothése, la quantité & n’est pas nulle, on trouvera dé-
finitivement

(29) yl—3Y+y'l—3dY +...=o.
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De méme, si un mouvement général de rotation, en vertu duquel
chacun des points A, A’, A”, ... décrirait autour de I'axe des y ou
des 5 un arc de cercle proportionnel a sa distance a cet axe, ¢tait vir-
tuel, c’est-a-dire compatible avec les liaisons données, la formule (7)
entrainerait I'équation

(30) sX—ul + 37X —2'l'+...=o,

ou la suivante :
(31) Y —yX+2'Y—y'X +...=o0.

1l est bon d’observer que les équations (17), (18) ¢t (19), ou (29),
(30) et (31) sont précisément celles qu’on obtient en égalant a zéro
les sommes des projections algébriques .des forces P, P’, P, ... oude
leurs moments linéaires sur les axes des @, y, 5. Ajoutons que chacune
des sommes ainsi calculées coincide avec I'une des projections algé-
briques de la force principale ou du moment linéaire principal.

Lorsque les points A, A, A”, ... composent un systeme invariable
de forme, mais enticrement libre dans ’espace, les six mouvements
généraux de translation parallelement aux axes coordonnés et de rota-
tion autour de ces axes sont compatibles avec les liaisons de ce systéme.
Par suite, la formule (7) entraine les six équations (17), (18), (19),
(29), (30) et (31). Dailleurs, dans la méme hypothese, celles des
variables

’ ’ r

- PN " -7, "
Z, }’> ~y Z, )", ~ x, .}’”; vy x

SO

que I'on peut considérer comme indépendantes se réduisent évidem-
ment 4 six. En effet, puisqu’on suppose les points A, A’, A", A", ...
liés invariablement les uns aux autres, la position de chacun d’eux sera
completement déterminée dans I'espace, si-’on connait la position des
trois premiers, c’est-a-dire les neuf coordonnées x, y, 5; &', y', 5’5 «”,
y”", 5. De plus, les trois points A, A’, A” étant liés eux-mémes par
trois droites invariables, les neuf coordonnées dont il s’agit seront
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assujettics A trois équations de condition, en vertu desquelles trois de
ces coordonnées deviendront fonctions des six autres. Donc il n’y aura
effectivement que six variables indépendantes, et les six équations
qu'on obtient en égalant & zéro les sommes des projections algébriques
des forces données ou de leurs moments linéaires sur les axes des x, y
et s suffiront pour assuver ’équilibre. En d’autres termes, il suffira,
pour I'équilibre, que la force principale et le moment linéaire principal
s'évanouissent.

Si un systeme invariable de forme était retenu par un point fixe, les
mouvements de translation dirigés parallelement aux axes cesseraient
d’étre des mouvements virtuels, puisqu'’ils ne pourraient avoir licu
sans rompre les liaisons établies. Mais, en prenant le point fixe pour
origine des coordonnécs, on pourrait encore imprimer au systeme des
points A, A’, A”, ... un mouvement de¢ rotation autour de I'un quel-
conque des axes coordonnés. Par suite, la formule (7) entrainerait
toujours les (rois équations (29), (30), (31); et ces équations, dont -
le nombre serait précisément égal a celui des variables indépendantes,
suffiraient pour assurer I'équilibre. :

Si le systéme invariable était retenu par deux points fixes, un mou-
vement virtuel ne pourrait étre qu'un mouvement de rotation autour
de T'axe fixe passant par ces deux points, et la formule (7) ne fourni-
rait plus qu’une seule équation d’équilibre, relative & ce mouvement
virtuel. Si I'on prenait P’axe fixe pour I'axe des 5, I'équation unique
d’équilibre serait celle qu’on obtient en ajoutant les projections algé-
briques des moments linéaires des forces sur cet axe, et égalant la
somme a zéro, c’est-a-dire I'équation (31). 1l est d'ailleurs facile de
voir qu'il n’existe dans le cas présent qu'une seule variable indépen-
dante.

Sile systeme invariable pouvait recevoir, non seulement un mouve-
ment de rotation autour de I'axe des z, mais encore un mouvement de
translation dirigé parallelement a cet axe, ces deux mouvements vir-
tuels fourniraiént les équations (19) et (3r), qui suffiraient pour
assurer I'équilibre.

OEuvres de C, — S. 11, t, VI,

[
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infin, si les points renfermés dans le plan des «, y sont assujettis
a n’en jamais sortir, le mouvement de rotation autour de 'axe des sz,
et les mouvements de translation dirigés parallelement aux axes des
x et y, fourniront pour le systeme invariable trois équations d’équi-
libre, savoir, les formules (17), (18) et (31). Comme, dans la méme
hypothese, le nombre des variables indépendantes sera égal & trois,
les équations dont il s’agit suftiront pour exprimer les conditions d’é-
quilibre.

Les conséquences que nous venons de déduire du principe des vi-
tesses virtuelles s’accordent évidemment avec les résultats auxquels
nous ¢tions parvenus, dans le premier Volume, par la considération
divecte des projections algébriques des forces et de leurs moments
linéaires.

”

Concevons maintenant que, les points A, A’, A”, ... étant assujettis
i des liaisons quelconques, les forces P, P/, P, ... qui sollicitent ces
mémes points se réduisent i des poids. Admettons en outre que I'axe
des x soit vertical, et que les « positives se comptent dans le sens de

la pesanteur, on aura, dans ce cas,

s X=0D, X'=D, X"=_ P, ey
(32) ’ Y =o, Y = o, Y -=o, caas
"7 =o, 17 —o, 7 =o, R

ct la formule (7) donnera

dr L da! J adx” _
(33) P?{?+_l 7[—t~+l —d—t--i'-....__o.

D'ailleurs, si I'on nomme £ I'abscisse du centre des forces paralleles P,
P’, P”, ... respectivement appliquées aux points A, A’, A", ..., c’esl-
a-dire, en d'autres termes, I'abscisse du centre de gravité du systeme,
on aura

(34) Pz+P o 4P =(P + P P .. )E,
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et, par suite,
dz‘ da’ dx’ A

Q~ i lr_____ > b\ e —.

Done la formule (33) pourra étre réduite a
(36) — = o.

Or, il résalte de cette dernitre équation que, dans tout mouvement
compatible avec les liaisons du systeme, la vitesse virtuelle du centre
de gravité, étant projetée sur 'axe des @, donnera une projection nulle,
Done, pour qu'il y ait équilibre entre différents poids, il est nécessaire
et il suffit que, dans chaque mouvement virtuel, la direction primitive
de la vitesse du centre de gravité soit horizontale.

Dans ce qui précede, nous avons admis que les résistances opposées
aux mouvements de différents points par des liaisons établies entre cux
pouvaient croitre indéfiniment et au dela de toute limite. Concevons
maintenant que ces résistances ne puissent dépasser certaines limites
sans que les liaisons se trouvent rompues, alors il ne suffira plus pour
I"équilibre que I'on puisse déterminer les coefficients A, w, v, ... de
manicre i vérifier les équations (4), (5), ... du § II. 11 faudra encorc
que les valeurs de A, w, v, ... tirées de ces équations, et substituées

A u(dx) - (ly) +(tl:.

Tl
() (2 (2

dans les produits

fournissent des nombres dont les racines carrées ne dépassent pas les
limites des résistances que la premiere, la deuxieme, la troisieme, ...
liaison peuvent opposer, sans sc rompre, au mouvement du premier
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point. Il sera de méme nécessaire que les racines carrées des produits
() () ()
A \det) (7[-)7 +\a7 ik
M dM” dM\?
( (1_) ) +((l;’ 1
L[/ANN [ dN
| () (T) (#)]

ne dépassent pas les limites des résistances que les diverses liaisons
peuvent opposer au mouvement du second point; et ainsi de suite.



DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES.

Dansles Traités de Mécanique ou les équations d’équilibre des fluides
ne sont pas immédiatement déduites de la formule des vitesses vir-
tuelles, on a recours, pour démontrer ces équations, au principe de
I'égalité de pression en tout sens. Or ce principe lui-méme peut étre fa-
cilement établi a 'aide des considérations suivantes.

Soient x, y, = les coordonnées rectangulaires d’un point pris au ha-
sard dans une masse fluide en équilibre, dont chaque molécule est
sollicitée par une certaine force accélératrice, et X, Y, 7 les projections
algébriques de cette force sur les axes coordonnés pour le point (i, y, ).
Si I'on fait passer par ce méme point une surface s plane, rigide et infi-
niment petite, cette surface devra rester en équilibre, et par consé-
quent les pressions exercées contre elles par les couches de fluide qui
Pavoisinent de part et d’autre devront se réduire i des forces égales et
directement opposées. De plus, chacune de ces pressions devra étre
perpendiculaire au plan de la surface s. Car, si cetle condition n’était
pas remplie, les molécules fluides qui touchent la surface ne pourraient
demeurer en repos. Cela posé, si 'on désigne par ps chacune des deux

pressions dont il s’agit, le rapportfsf ou la quantité p sera ce qu’on

nomme la pression hydrostatique, exercée au point (z, y, s) contre le
plan de la surface s.

Considérons maintenant dans la masse fluide un second point qui ait
pour coordonnées x,, y el 5. Faisons passer par ce point un nouveau
plan, et tragons dans ce nouveau plan une surface infiniment petite s,,
dont la projection sur le plan des y, 5 se confonde avec celle de la sur-
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face s. Enfin, soient @ cette projection et p, la pression hydrostatique
exercée au point (.r,, y, =) contre le plan de la surface s,. L’équilibre
qui a lieu dans la masse fluide ne sera pas troublé si 'on vient & soli-
difier une portion de cette masse. Or, admettons que la partie solidifice
soit comprise dans le cylindre qui aurait pour génératrice une droite
parallele & I'axe des a, et pour bases les surfaces infiniment petites
50, 5. Soit d'ailleurs ¢ la densité du liquide au point (a, v, 2), et suppo-
sons a > x,. Si 'on projette sur Paxe de a les forces motrices qui sol-
licitent les diverses molécules du cylindre, et les pressions supportées

x
par les deux bases, on trouvera a[ ¢ Xdr pour la somme des projec-

£

tions algébriques des forces motrices appliquées aux diverses molé-

a . . , . .
cules, p,s, X< 5 oupeapour la projection algébrique de la pression p, s,

supportée par la surface sy, enfin ps < (—- g) ou — pa pour la projec-
tion algébrique de la pression ps supportée par la surface s. Quant aux
pressions supportées par la surface latérale, clles seront, cn chaque
point de cette surface, perpendiculaives & la génératrice du cylindre,
et par conséquent i 'axe des a5 d’olt il résulte que leurs projections
algébriques sur cet axe s’évanouiront. D’ailleurs le cylindre, devenu
solide, doit rester encore en équilibre au milieu de la masse fluide.
Done la somme des projections algébriques des forces appliquées i ses
molécules et aux surfaces qui le terminent doit se¢ réduire a zéro. On

aura done nécessairement

a [ pXdr -+ pja—pa=o

vy

et, par suite,

(1) [):po-i-f pX dux.

Or, si I'on vient a faire tourner le plan de la surface s autour du point
(z,y, =), sans changer la position du plan qui renferme la surface s,,
la pression p, exercée contre la premiere surface, et déterminée par
I'équation (1), ne variera pas. Donc cette pression conserve la méme
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valeur, quel que soit le plan contre lequel elle s’exerce, ou, en d'autres
termes, il y a, au point (@, y, 5) choisi arbitrairement dans la masse
fluide, égalité de pression en tout sens. Ajoutons que, de I'équation (1),
différentiée par rapport & x, on tire immédiatement

(l[_)
GES

=pX.

On trouvera de méme

(") oy
d T
ct, par suite,
(3) dp = p(Xde + Ydy +1ds).

Ces dernieres formules sont les équations connues, i I'aide desquelles
on fixe les conditions d’équilibre d’une masse fluide, et la valeur de la
pression hydrostatique en chaque point.
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CONSTANTES ARBITRATIRES

RENFERMEES

DANS LES INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

Jai fait voir, dans le premier Volume des Faercices de Mathéma-
tigues, avec quelle facilité 'on déduit du caleul des résidus les inté-
grales générales des équations différentielles linéaires & coefficients
constants, et méme, dans plusieurs cas, a coefficients variables. Mais
les intégrales dont il s’agit renferment des fonctions arbitraires; et de
ces fonctions dérivent, apres I'extraction des résidus, des constantes
arbitraires, qui, dans chaque probleme, doivent étre détermincées de
maniere a vérificr des conditions particulieres. Or, dans la plupart des
questions qui conduisent & des équations différentielles de ordre »
entre deux variables «, v, on connait, a priort, les valeurs des fonc-
tions

d) d*y dr=1y

, g - . (r=1) —
o V=g y= ek ’ Y da"‘"' ’

correspondantes i une valeur donnée «, de la variable . Alors on peut
fixer completement la forme de la fonction arbitraire comprise sous le
. ~ y . . v . [N
signe I, et I'on y parvient, en effet, quand Iéquation et linéaire, en
suivant les méthodes que nous allons indiquer.

Considérons en premier lieu I'équation différentielle linéaire

d"‘}/ dn—1 dn—2
M Ton O s O s

dy o
+...+a,,-.(—l:—r+a,,_y_o,
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dans laquelle a,, a,, ..., a,_,, a, désignent des coefticients constants;
et faisons, pour abréger,

(2) F(ry=rtrar=t'4art-24-...+ @y I' + a,.

L’intégrale générale de 'équation (1) sera [voir la page 202 (') du
premier Volume |

. . e"o(r)
(3) r=ETFey

le signe £ étant relatif a la lettre 7, et (r) représentant une fonction
de r assujettie  conserver une valeur finie pour toutes les valeurs de r
propres a vérifier la formule

(4) F(r)=o.

Cela posé, concevons d’abord que les valeurs des fonctions

’

(5) Yy )

”

Yooy,

correspondantes & & = x,, doivent se réduire aux différents termes de
>

la progression géométrique

(6) 7)0219 7]'9 1)29 DR} 7)"—_l1

7 désignant une quantité constante. Comme, en nommant 72 un nombre
entier quelconque, on tirera de la formule (3)

(m) — l‘ Z:’_"e:i?il‘) N
7) YUECTET)
il suffira évidemment d’assigner a la fonction ¢(r) une valeur telle que
la condition :
(8)

o (r) _ m— .

(E(m) = <« ((r—=m)

se trouve remplie pour toutes les valeurs de m inférieures i n. En
d’autres termes, il suffira que P'on ait, pour m <,

prreery p
C{FrP) Cer=ay " °

(1) OEugres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 25a. )
OFuvres de C. — S. 11, t. VII. 6
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ou, ce qui revient au méme,

m(r—n)e%o(r) —F “'__
(9) L= arey)

Or, le produit (r — n) F(r) étant, par rapport & r, du degré » + 1, on
aura généralement, en vertu de Ja formule (64) de la page 25 (') du
premier Yolume,

P,
o) C U= Fry =

et, par conséquent, la condition (g) sera vérifice si 'on prend
(11) (r—m)e*o(r)y—Fr)=¢(,

ou, ce qui revient au méme,

Fin+6,

(12) Q.)(r)-_—— - -re,

C désignant une quantité constante, c’est-a-dire indépendante de r. De
plus, si I'on veut que, dans I'équation (12), la fonction ¢(7) conserve
une valeur finic pour toutes les valeurs finies de 7, et en particulier
pour r =7, il est clair que le numérateur de la fraction

F(r)+G
r—n

devra s'évanouir avec son dénominateur. Il faudra done que 'on ait
F(‘ﬂ)—i—C:() ou C:—»~F(1‘);
et, par suite, la formule (12) donnera

F(ry—F) .
r—m

(13) g(r) =

En substituant cette derniere valeur de % (r) dans I'équation (3), on
trouvera

F(l)—[' (n) e"(l"fi.
L r—n  ((F(r))

(14) y=

(') OEusres de Cauchy, S. W1, T. V1, p. 36.
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On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutonime . — Si Lon intégre U'équation (1) de maniére que la fonc-
tion y et ses dérivées d’un ordre inferieur a n, c'est-a-dire les quantites
v .

(5) ¥y )"’ ‘V”y R ),(u-S)’ .7("4)’ y(n--l)

se réduisent, en vertu de la supposition x = x,, aux différents termes de
la progression géomelrique

(6) .no, .nl’ T", cey nll—-:i’ -nll—Z, .nn—l’
la valeur génerale de y sera celle que determine la formule (14).

Si, dans le second membre de I'équation (14), on développe la fone-

F(/) P(n)

tion — en un polynome ordonné suivant les puissances ascen-

dantes de n, on en conclura

(13) y=P 4+ Qn4-Ro?+. ..+ Un? 34 Vgr-2g Woan-t

P,Q, R, ..., U, V, W désignant des quantités indépendantes de 7, ct
qui renfermeront la scule variable 2. Or, la valeyr précédente de y
devant satisfaire aux conditions énoncées dans le théoreme I, quelle
que soit la valeur attribuée a la constante arbitraire v, il en résulte
évidemment : 1° que chacune des fonctions

[

, Qo R, .., U, V, W,

substituée a la place de y dans I'équation (1), vérifiera cette méme
équation; 2¢ que I'on aura, pour la valeur particuliere x, de la va-
riable a,

P =, Q =o, R =o, Ceey W = o,
P'=o, Q'=1, R' = o, Cy W' =o,
(16) P'=o, Q"= o, R'=1, ey \Y”: o,

...... y See ey ety ceny ce e ey

pir-H = o, Qin-Y=o, R#=4 = o, . W) =,

Concevons maintenant que les valeurs des fonctions (5), correspon-
dantes & « = x,, doivent se réduire, non plus aux différents termés
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By

de la progression (6), mais & des quanlités quelconques désignées

(17) Nos My Ngy  -ovy Np—gy  MNp—2s Np-1:

Pour obtenir la valeur générale de y, il suffira évidemment de recourir
a I'équation (15) présentée sous la forme

(18) y=Pr'+Qn' + Ra?+... -+ Un*3 4 Vaor-tg Wyt

et de remplacer dans cette équation les exposants placés i la droite de
la lettre v par des indices. En d’autres termes, on aura

(’9) J’.: P‘f[o—i- in"_ Rﬂi+~ ot U")u—s + v")n.—-!"" ‘v'ﬂn—-l-

Il est clair en effet que cette dernicre valeur de y vérifiera I'équa-
tion (1) avec les conditions prescrites. Or, le second membre de la for-
mule (19) est précisément ce que devient le second membre de I'équa-
tion (14) développé suivant les puissances entieres de v, quand on
substitue des indices aux exposants de ces puissances. On peut donc
énoncer encore le théoreme suivant :

Tukorene II. — St Uon intégre I'équation (1) de maniere que la fone-
tion y et ses derivées d'un ordre inférieur a n se réduisent, en vertu de la
supposition x =x,, a des quantités donnees 1, v, ..., Na_y, la valeur

genérale de y sera celle que fournit U'équation (14), lorsque, dans la

JSonction enticre de v, équivalente au rapport F_(L;)_"_:_:(i), on remplace

les exposants des puissances de v; par des indices.

Eaxemple. — Proposons-nous d’intégrer I'équation différentielle

d2
(20) -(-1;‘2; +a’_y:o,

de maniere que 'on ait, pour x =0, y =1 et y’=o0. On trouvera, dans
ce cas particulier,

F(r)—F@) _ rr—

(ry=rt+at
F(r) I

=rq’+ ',

No=1, N1 == 0, To=0j3
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et Pon tirera de la formule (t4), en remplacant les exposants de n par
des indices,

e re'*
(21) y:&(lﬂo-'r'ﬂn)m—&,—))_T.“:((rz_'.:a’))
ou, ce qui revient au méme,
(22) y=1(ewV-14 ¢-azV-T) = cosaux.

Considérons i présent I'équation différentielle

d* dn—1 dr-ty
(23) dx: + a, d.r")l’ +a’dx""’ +...+a,_ ,-d— + a,y = f(.x).

L’intégrale générale de cette équation sera [voir la page 204 du pre-
mier Volume ()]

" f et f(3) ds
pemo(n o) A

o

(24) Y=CF) e T RO

)

¢(r) désignant toujours unc fonction de r, assujettic a conserver une
valeur finie pour toutes les valeurs de r qui vérifient la formule (4). En
d’autres termes, on aura

(25) y=u+v,

u, v étant deux fonctions de - déterminées par les formules

e frxq,(,-l
(26) “=L TRy

/ " ere-2 £(2) ds
(>7) o= e

Ajoutons que la fonction y, réduite a

Yy =u,
vérifiera I'équation (1), si I'on suppose f(«) = o, tandis que la méme

fonction, réduite a
y=9

continuera de vérifier I'équation (8), si 'on prend 2(r) = o.

(1) OEusvres de Cauchy, S. I, T. VI, p. 254.
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Concevons maintenant que les valeurs des fonctions

Yo ¥ Y ey,

correspondantes & x = x,, doivent coincider avee les différents termes
de la suite :
Noy Ny My oy Mooy

Comme, en désignant par m un nombre entier inférieur & n et ayant
égard & la formule (10) de la page 203 du premier Volume ('), on
tirera des équations (25) et (27)

(28) )’(’") — u(m) —+ ‘,(m)’

x
f e"x=3) f(5)ds
(29) plmy — !‘ pm I ——
9 TOEmYy T
et que la valeur de ¢, donnée par la formule (29), s’évanouira tou-
jours pour x =ua,; il suffira évidemment d’assujettir les fonctions

! ” —_
w, o, ', ..., urNH,

dont la premiére vérifie I'équation (1), & prendre, pour x =, des
valeurs respectivement égales aux quantités

Moy Niy Yiay - os Npe-q)e
On aura donc, en vertu du théoreme II,

~ F(r) -— l'(n) er@-=2o)
3 =
(%) CTOTTI S MY
pourvu que, dans la fonction entiére de v équivalente au rapport
}—(i%%ﬁ—), on l;emplace les exposants de la lettre v par des indices ;

et 'on tirera de I’équation (25), mais sous la méme condition,

r(x—z) 3 3
p B0 —F(m) ertesy ,f S
= (F0) T Fyy

(Y) OEueres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 253.
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ou, ce qui revient au méme,

. F(r)—F
(32) ,}’—&[ ("’) ”_n(ﬂ)er(x—zo)_‘_»/’; er@=3 f(3 )d..] ¥ {‘—)')*

Si & 'équation (23) on substituait celle-ci

dn ‘V du-—ty dn—:ly dy X
(33) a7 -+ a, AT Ay e @y e Ay == f(x),
la valeur de y conserverait la forme que lui assigne I’équation (32).

Seulement la fonction F(r) deviendrait
(3% F(ry=aor"+ air*=t+ aart=2+. .. 4 a,, I + a,.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tukonimr 1. — Si Lon intégre U'équation (33) de maniére que la
Sonction y et ses deérivées d’un ordre inferieur a n se réduisent, en vertu
de la supposition x = x,, a des quantités données ¥g, 1, Ny, . .., Ny la
valeur-geénerale de y sera celle que fournit U'équation (32) jointe a la for-

F(ry—F .
mule (34), lorsque, dans le développement du rapport —(~—)———n—(—71—), sui-
vant les puissances entiéres de ¥, on transforme en indices les exposants
de ces puissances.

Exemple. — Proposons-nous d’intégrer I'équation
- aty
(33) %—i +)’:f(1‘),

de maniere que I'on ait, pour une valeur nulle de #, y=v, et y'=n,.
On trouvera, dans ce cas particulier,

F(r)—F(n)

F(r)=r+1, —

=ra"+na', Ty=o0;

et I'on tirera de la formule (32), en remplacant les exposants de v par
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des indices,
1 - o rx—3 - __.__l_.......
y:&[(rno—i—m)e' +£ ert® ’f(‘)d"] (" =+7))

(36) = ;—\-/1_;.—.' [(m +ney/—1) =Vt +/‘; etz-aV=1 £(z) d.-,]

\/_ [(m —ney/- ‘l) e-zV-1 +~{‘re'“"""”/3f(z) dz],

ou, ce qui revient au méme,

(37) y:mcosx+n,sinx+f sin(z — z) f(3) ds.
[
Exemple 1I. — Proposons—nous encore d’intégrer I'équation
(38) L2 =1,

de maniere que I'on ait, pour une valeur nulle de z, y =mn, et y'=1,.
On trouvera, dans ce ¢as particulier,

F(ry=r*—ar+1=(-—1)}

l_?..(l'l).:z(ﬂ) = (r_l)::;n = (= 2)no+
Zy=0;

et I'on tirera de la formule (31)
— . ° re xr.t-z 3 )__ l.____‘,
B9 r=&|0 ﬁ)ﬂ‘+m]e.+_/°‘e‘ 1) | T,

ou, ce qui revient au méme,

.(l;o) y:[m+(m—m)w]e“+f (x —3)e** f(3)ds.
. [']

Considérons encore I'équation diﬁ’érentielle

dry a, d! Y., a, dn—y
di T Az xBde T Az + By dot
(41) dy

Ap—y . ‘ap

* Bz +Byids T Rz + By T
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dans laquelle A, B, a,, a,, ..., @, a, desrgnent des quantités con-
stantes. Si I’on fait, pour abréger,

{ F(r)=A"r(r—n...(r—n+1

(42)

l +a A tr(r—1).. . (r—n+2)+...+a,Ar+a,,
I'intégrale générale de 'équation (41) sera [voir la page 261 du pre-
mier Volume (')]

A — e (Ax+B)
(49 =T
¢(r) désignant une fonction arbitraire de r, qui ne devienne pas infinie
pour des valeurs de r propres a vérifier la formule

(44) : F(r)y=o.

Cela posé, concevons d’abord que les valeurs des fonctions (5), corres-
pondantes & x = x,, doiven} s¢ réduire aux différents termes de la
suite

An A'n(n—y Arinn—1)...(n—n+12)

43 = ’ o
(43) no=1, Az,+ B (Axz,+ B)” (Azy+B)*

Comme, en représentant par 7 un nombre entier inféricur a4 », on
tirera de la formule (43)

sr(r—a)...(r —-m+l)cp(l)(A.2:+B)"‘"‘

46 (m) — m]
(46 m=A F ()

il suffira évidemment d’assigner a la fonction 9 (r) une valeur telle que
l'on ait, pour m <n,

¢ r(r—1...(r—m+i1)o(r)(Ar,+ B)"
(47) g (F(m))

ou, c¢ qui revient au meéme,

sr(r—1)...(r—=m+1)[(r—m)(Azr +B)’<p(:)-—-F(l)]
SLS Tr—=m (")

(1) OEusres de Caucly, S. I, T. VI, p. 316.
QFuvres de C, — S. 11, t. VIL.

~!
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Or, en vertu de la formule (64) de la page 23 du premier Volume ('),
la condition (48) sera vérifiée, si 'on prend

(49) (r—mn)(Az,+B) o(r) —F(r)=G,

ou

MF(’)+ (Azo-+B)-r,

(50) o(r)=
C désignant une quantité constante que I'on devra réduire 3 — F(x),
si I'on veut que ¢(r) conserve une valeur finie pour r = v. On pourra
donc supposer

F{r)— l‘ ()

oy (Az,+ B)".

(51) Co(r)=

En substituant cette dernitre valeur de ¢(r) dans la formule (43), I'on
trouvera

(52) rF(l)—F(n)(Am+B) 1

r—a  \Az+B) (F(r))

Par conséquent on peut énoncer la proposition suivante :

Taconeme IV. — Si Uon intégre U'équation (41) de maniére que la
JSonction y et ses derivées d’un ordre infeérieur @ n se réduisent, pour
x = x,, aux différents termes de la swite (45), la valeur de y sera celle
que determine la formule (52). :

Concevons maintenant que la fonction y, et ses dérivées d’un ordre
inférieur a n, doivent se réduire, pour x = x,, non plus aux différents
termes de la suite (45), mais & des quantités quelconques désignées
par

(17) Ny Ny N2y ---y Np—q-

Alors, par des raisonnements semblables 4 ceux dont nous avons fait
usage pour établir le théoreme 11, on prouvera sans peine que la valeur
de y coincide encore avec celle que fournit I'équation (52) quand,

(1) Ouvres de Cauchy, S. I, T. Vi, p. 36.
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aprés-avoir développé la fraction

(53) ————-—F(’,).::(”)

en une série de termes proportionnels aux différents produits
(54) =i 0, a(n—1), ..., A(n—1)...(n—nr-+2)

on remplace respectivement ces mémes produits par les quantités

B B\t Byt
(55) Moy nl(xo+z>’ ﬂl(xo'P K)’ ce ’fln-|<$o+x> .

Ajoutons que, pour effectuer le développement en question, il suffira
d’avoir égard aux observations suivantes.

Si I'on désigne par f(«) une fonction entiére de la variable «, du
degré m, et par » un nombre entier quelconque, on aura générale-
ment, en supposant Az =1,

S’ f(2+n)=1(z) + 2Af(z) + "2 prf(z) +...
(56) 1 1.2

( +n'(n—1)...(n-—m+1)Anf(x)’

1.2.3...m

puis on en conclura, en réduisant x a zéro,

f(n) = £(0) + f(1) —l—f(o)n - f(2) — 2 f(1) + r(o)n(n —1

“+...
1.3
(57)

+ f(m)—mf(m—-l)+...tf(o)n
1.2.3...m

(n—1)...(n—m=+1).

Or, les deux membres de la formule (57), étant des fonctions entieres
de n, qui demeurent égales toutes les fois qu’on prend pour n un
nombre entier, ne cesseront pas d’étre égaux, si l'ony rémplace n par
x (voir le Chap. [V de I’Analyse algébrique) (*). On aura donc, quel que
soit x,

. f(x)=f(o)+f(x)-:f(o)w_'_f(a)_.alf(;)+f(o)$(w_
(38) '

N—+...

+ f(m)—mf(m—1)+...2=f(0)

l.ﬂ.3...m x(x—l)---(x—m_'.l).

(}) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. L.
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Si, dans la formule (58), on substitue la lettre v & la lettre , le rap-

r) F(n)

port a la fonction f(x), et le nombre n — 1 au nombre m,

on obtlendra immédiatement le développement demandé.
Considérons enfin I'équation différentielle

a, dn~ly ay dn—xl},
TXexBdo T Az + BY det

_l
dx?

Ap-y dy Qan
TRz Byidr T Aea Bl T f

Nt
"

L'intégrale générale de cette équation sera (voir la page 263 du pre-
mier Volume) (')

“(Az+B -
oy yopenir=tr o) (A,+B)< Yoy

les fonctions ¢(r), F(r) ayant les mémes valeurs que dans la for-
mule (43); et, si 'on a recours aux raisonnements i I'aide desquels
nous avons établi le théoreme I, on obtiendra immédiatement la pro-
position suivante :

TukoreMe V. — Si l'on intégre I'équation (59) de maniére que la fonc-
tion y et ses derees d’un ordre infeérieur a n se rcdzasent pour x = x,,
a des quantités donnees

Noy My Ny« ooy MNpeypy

la valeur genérale de y sera celle que fournit I'equation

F(r)—F(n) (Az+B Az+B B 1
(61) y;&[ r= (Az°+B) Af( )(A‘+B ) ]((F(z-)))’

quand, apres avoir développe la fraction (53) en une série de termes pro-
portionnels aux produits (54), on remplace ces mémes produits par les
quantités (55).

(1) OEugres de Cauchy, 8. 11, T. VI, p. 318.
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Si a I'équation (1) on substituait celle-ci

dry a__drly ay dr-ty
o) aod_x‘_"+Ax+B d-’l'"-l-f-(Aw—}-B)’ doit
2 .
An—1 d,Y a, _ .
+ (A.I)+B)""‘ 57,5 + (Aw.*_ B)ny"‘f(‘z)v

la valeur de y conserverait la forme que lui assigne I’équation (G1).
Seulement la valeur de F(7) deviendrait

(63) F(('):aoA"r'(l'~l)...(r-—n+1)

‘ +~a A tr(r—1)...(r—n-+2)+...+a,_1Ar +a,,

et, par conséquent, on se trouverait conduit au théoreme que nous
allons énoncer :

TreoriMe VI. — Si lon intégre I'équation (62) de maniere que la fonc-
tion y et ses derivées d un ordre inferieur a n se réduisent, pour x = x,,
a des quantités données '

Noy N1y Ngy - vy Np—yy

la valeur générale de y sera celle que fournit I'équation (61) jointe a la
Sormule (63), pourvu que, aprés avoir développé la fraction (53) en une
série de termes proportionnels aux produits (54), on remplace ces mémes
produts par les quantites (55).

Exemple I. — Proposons-nous d’intégrer I’équation

(64) dy 1dy _y

—_———— =,

de* "z dz o

de maniere que 'on ait y =n, et y'=1v, pour £ =1. On trouvera,
dans ce cas particulier,

Fy=r—, TR0 o g a=i, A=, B=o,

et I'on tirera de la formule (61), en remplacant les exposants de n par
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des indiees,

(63) [(rno-i-‘na)f”""f ( ) ]«,::_,))

ou, ce qui revient au méme,
b 1 I ! (z—1)} (22 +1)
(66) )—-;no<m+;>+;m(x z) %z

Exemple II. — Proposons-nous d’intégrer I’équation

(©7) Dt L L=ra),

x duo

de manitre que P'on ait y =y, et y’ =, pour x =1. On trouvera,
dans ce cas, F(r)=r*+1,

(68) y:&[(rno-i-m)-’”'*' [ (;)llgf(g)d:] (—(-r’—l+—l)),
Jy -

et, par conséquent,

(69) y=mnpcosl(r) sinl(x)+f :f(z)cosl(?)d:



SUR

QUELQUES PROPRIETES DES POLYEDRES.

Rapportons tous les points de I’espace a trois axes rectangulaires
des x, y, 5; et désignons pars, ¢, 57, ... les faces d’un polyedre quel-
conque. Soient d’ailleurs «, B, v; «, B, v'; &, ", ¥'; ... les angles
que des perpendiculaires élevées sur les plans de ces faces, et prolon-
gées en dehors du polyedre, forment avec les demi-axes des coordon-
nées positives. Le produit scosa représentera évidemment la projec-
tion de la face s sur le plan des y, s perpendiculaire a 'axe des «,
cette projection étant prise avec le signe + ou avec le signe —, suivant
que la face s sera située par rapport au polyédre, du coté des « posi-
tives, ou du coté des x négatives. De méme le produit scosB ou
scosy représentera la projection de la face s sur le plan des s, z ou
des z, y, prise avec le signe +, si la face s se trouve située, par rap-
port au polyedre, du coté des y ou des s positives, et avec le signe —
dans le cas contraire. Cela posé, si I'on nomme projections algébriques
de la face s sur les plans coordonnés les trois produits s cosa, scosf,
s cosy, on établira sans peine les propositions suivantes :

TatoreMe 1. — La somme des projections algébriques des faces d’un
polyédre quelconque sur chacun des plans coordonnés se réduit a séro.

Ce théoreme, qui était déja connu, se trouve renfermé dans les trois

équations
scosa —+ s’ cosa’'+s"cosa’"+...=o,

(1) scosf + s cosfB’+s" cosf"+...=o,
scosy + s’ cosy’ +s"cosy" +...=o,

Pour démontrer ces équations, quimd le polyedre est suppogé convexe,
| T2
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il suffit d’observer que la projection de ce polyedre sur le plan des y, 5,
par exemple, est tout & la fois équivalente & la somme des termes
positifs du polynome

(a) ¢ scosa+s'cosa’'+ " cosa’+. ..,

et & la somme des termes négatifs pris en signe contraire. Donc ce
polyndme aura toujours, dans I'hypothése dont il s’agit, une valeur
nulle. On doit en dire autant des deux polynomes

(3) 50883 +s'cosp' + s"cosf’+...,

(4) §€osy + ' cosy’ + " cosy’ +....

Le théoreme I étant ainsi démontré, dans le cas ol le polyedre est con-
vexe, il est facile de reconnaitre qu’il s'étend au cas méme ou cette
condilion ne serait pas remplie.

Tutonkye II. — Supposons que, aprés avoir projeté les différentes faces
d’un polyédre sur les plans coordonnes, on multiplie la. projection algé-
brique de chaque face sur I'un de ces plans par U'une des coordonnees du
centre de gravité de la face que U'on considere, puis, que l'on ajoute au
produit ainsi formé tous les produits de méme espece. La somme qui en
résultera sera équivalente au volume du polyédre, sil'on a employé dans
chaque multiplication la coordonnée perpendiculaire au plan sur lequel
les différentes faces étavent projetées. Cette somme sera nulle dans le cas
contraire.

Si I'on nomme ¢ le volume du polyedre, et &, 1, {; &, v, U5 ¥, v,
{"; ... les coordonnées des centres de gravité des différentes faces, le
théoreme II sera renfermé dans les neuf équations

sieqsa+ s't'cosa’ +...=9,  s7c08a-+s'n coSA'+...=o0, sfcosz + sy cosa +...=0,
(5) {steosf-~stcosP+...=0, sncosB+sncosP+...=0, s{cosB+s{cosP+...=0,
steosy+S'E cosy'+...=0, sncosy-+s'n cosy'+...=o0, s{cosy sy cosy+...=v

Pour démontrer la premitre des équations (5), projetons les diffé-
rentes faces du polyedre sur un plan perpendiculaire i I'axe des x, et
qui soit situé tout entier, par rapport au polyedre, du coté des x néga-
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tives. Soit # = a "équation de ce dernier plan. La projection de la sur-
face s sur le plan « = a sera représentée, au signe prés, par le pro-
duit scose, tandis que le volume compris entre cette surface et sa
projection sera équivalent au produit

(6) $(E—a)cosa

pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que la surface s sera
située, par rapport au polyedre, du coté des « positives, ou du coté
des x négatives. Cela posé, pour obtenir le volume v, il suffira évidem-
ment, si le polyedre est convexe, de former les produits semblables a
’expression (6), puis d’ajouter, parmi ces produits : 1° ceux qui seront
positifs; 2° ceux qui seront négatifs, et de retrancher de la premiére
somme la valeur numérique de la seconde, ce qui revient i réunir les
deux sommes en laissant chaque produit affecté du signe qu'il pré-
sente. On aura donc

7 s(§E—a)cosaa+ s (& — a)cosa' + " (8" — a) cosa" +-. L=
puis, on en conclura, en ayant égard a la premiére des formules (1),
(8) N SEA+SE 48"+ =0,

On établira de la méme maniere, si le polyedre est convexe, les deux
équations

(9) sH+s'n 50"+ ..=9,

(10) SEA-5E + 8 +. .=y

et I'on reconnaitra ensuite que les équations (8), (9), (10) peuvent
étre facilement étendues au cas ou il s’agit d’un polyedre quelconque.
Pour démontrer ’équation

(1) sEcosP + s'E' cosP' + s"E" cosP'+...=o,

il suffit d’ohserver que le polyedre, s'il est convexe, donnera pour pro-

jection sur le plan des x, 5 une surface telle qu’en multipliant I'abscisse

du centre de gravité de cette surface par la somme des termes positifs
OEurrosde C.— 8. 11, . VIL, 8
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ou par la somme des termes négatifs du polynéme (3), on reproduira
la somme des termes correspondants & des cosinus positifs, ou la
somme des termes correspondants 2 des cosinus négatifs dans le poly-
noéme

(12) sEcosP + s’ cosP’ + s"E" cosP'+....

Il est aisé d’en conclure que les deux dernieres sommes seront égales,
au signe pres, comme les deux premitres. Done, en réunissant les deux
dernieres sommes avec les signes qui leur conviennent, on obtiendra
zéro pour résultat, en sorte que la formule (11) se trouvera vérifiée.
[.e méme raisonnement s’applique en général & celles des formules (5)
dont le second membre est nul, et peut étre facilement étendu au cas
méme ol le polyedre proposé, cessant d’étre convexe, présenterait des
angles rentrants en nombre quelconque.

Aux propriétés des polyedres, énoncées dans Jes théoremes I et II,
correspondent des propriétés analogues que présentent les polygones
renfermés dans des plans, et que nous allons indiquer en peu de mots.

Considérons un polygone quelconque renfermé dans le plan des «, y,
et dont les cotés soient désignés par r, 7, r*, .... Nommons a, 3;
«, B'; a’, B”; ... les angles que forment, avec les demi-axes des coor-
données positives, des perpendiculaires élevées sur ces cotés, et pro-
longées en dehors du polygone. Soit enfin s la surface du polygone, et
& n3 &, s &, 0" ... les coordonnées des milieux des cotés r, r,
r,....0On aura

(13) rcosa + r' cosa’ +...=o, rcosf +r'cosf'+...=o,
et de plus -
(1) ( récosa+ r'E' cosa’ +...=3, rncosa -+ r'qn'cose' +...=o,
1
% rEcosf +r'g cosp'+...=o, rocosf +r'n’cosP’' +...=s.

. ‘
Si, pour plus de commodité, on nomme projections algébrigues des
cotés du polygone sur les axes des y et « les produits

rcosa, r'cosa’, r'cosa’, ...
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et
recosP, r'cosp’, rfcosp’, ...,

les équations (13) et (14) fourniront les théorémes suivants dont le
premier était déja connu:

Tutortme 1Il. — Silon projette sur I'axe des x ou sur I'axe des y les
divers cétes d’un polygone tracé dans. le plan des x, y, la somme de leurs
projections algebriques sera équivalente a zéro.

TukoriMe IV. — Supposons que, aprés avoir projeté sur I'axe des x ou
sur l'axe des y les divers cotés d’un polygone renfermé dans le plan des
x,y, on multiplie la projection algebrique del’'un de ces cdtés par I'abscisse
ou l'ordonnée du point qui le divise en deux parties égales, puis qu'on
ajoute au produit ainsi formé tous les produits de méme espéce. La somme
qui en résultera sera équivalente a la surface du polygone, si I'on a em-
ployé dans chaque multiplication la coordonnée pelpendzbul;u're a l'axe

sur lequel on projetait les dyférents cétes. Elle sera nulle dans le cas con-
traire.



DE LA PRESSION OU TENSION
DANS UN CORPS SOLIDE.

Lesgéometres qui ont recherché les équations d’équilibre ou de mou-
vement des lames ou des surfaces élastiques ou non élastiques ont
distingué deux especes de forces produites, les unes par la dilatation
ou la contraction, les autres par la flexion de ces mémes surfaces. De
plus, ils ont généralement supposé, dans leurs caleuls, que les forces
de la premiere espece, nommées tensions, restent perpendiculaires aux
lignes contre lesquelles elles s’exercent. 11 m’a semblé que ces deux
especes de forces pouvaient étre réduites d une seule, qui doit constam-
menl s’appeler tension ou pression, qui agit sur chaque élément d'une
section faite a volonté, non seulement dans une surface flexible, mais
encore dans un solide élastiquc ou non élastique, et qui est de la méme
nature que la pression hydrostatique exercée par un fluide en repos
contre la surface extérieure d’un corps. Sculement la nouvelle pression
ne demcure pas toujours perpendiculaire aux faces qui lui sont sou-
mises, ni la méme dans tous les sens en un point donné. En dévelop-
pant cette ide, je suis parvenu & reconnaitre que la pression ou tension
exercée contre un plan quelconque en un point donné d’un corps solide
se déduit trés aisément, tant en grandeur qu’en direction, des pres-
sions ou tensions exercées contre trois plans rectangulaires menés par
le méme point. Cette proposition, que j'ai déja indiquée dans le Bul-
letin de la Société philomathique de janvier 1823 ('), peut étre établie i
I'aide des considérations suivantes.

(1) QEuyres de Cauchy, S. 11, T. 11.
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Si, dans un corps solide élastique ou non élastique, on vient a rendve
vigide et invariable un petit élément de volume terminé par des faces
quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces et en
chaque point de chacune d’elles une pression ou tension déterminée.
Cette pression ou tension sera semblable & la pression qu'un fluide
exerce contre un élément de I'enveloppe d’un corps solide, avec cette
seule différence que la pression exercée par un fluide en repos, contre
la surface d’un corps solide, est dirigée-perpendiculairement a cette
surface de dehors en dedans, ct indépendante en chaque point de I'in-
clinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis que
la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide,
contre un tres petit élément de surface passant par ce point, peut étre
dirigée perpendiculairement ou obliquement & cette surface, tantot de
dehors en dedans, s’il' y a condensation, tantot de dedans en dehors,
s'il y a dilatation, et peut dépendre de I'inclinaison de la surface par
rapport aux plans dont il s’agit. Cela posé, soit ¢ le volume d’une por-
tion du corps devenue rigide, s, s', s, ... les aires des surfaces planes
ou courbes qui recouvrent le volume ¢; x, y, s les coordonnées rectan-
gulaires d'un point pris au hasard dans la surface s; p la pression ou
tension exercée en ce point contre la surface; «, 8, y les angles que la
perpendiculdire i la surface forme avec les demi-axes des coordonnées
positives; enfin A, @, v les angles formés uvec les mémes demi-axes
par la direction de la force p. Sil’on projette sur les axes des «, y et s
les pressions ou tensions diverses auxquelles la surface sera soumise,
les sommes de leurs projections algébriques sur ces trois axes seront
représentées par les intégrales

ffp cos) cosy dy dx,
(1) ffpcospcosydydx,
{J?f‘p cosv cosy dy dz,

tandis que les sommes des projections algébriques de leurs moments
linéaires seront respectivement, si 'on prend pour centre des moments
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I'origine des coordonnées,

[’/'1,(), cosv — 3 cosp) cosy dy dur,
() 'ffp(‘: cos)h — x cosv) cosy dy dur,

[ [ p(x cosp.— y cosh) cosy dy da,

ou, si l'on transporte le centre des moments au point qui a pour coor-
données x,, ¥y, %o

l ffl’[()’ — Yo) €08y — (5 — 5,) cosp] cosy dy du,
(3) f/'p[(s — 3y) cosh — (x — x,) cosv] cosy dy dx,

{ t[:f‘p[(x — Ty) cosp — (¥ — ¥,) cosr] cosy dy d.r.
Dans ces diverses intégrales, les limites des intégrations relatives aux
variables @, y devront étre déterminécs d’apres la forme du contour
de la surface s, de maniére qu’on ait entre ces limites

(4 '/:/'cosydyd.t —

Si la surface s devient plane, et le volume ¢ tres petit, en sorte que
chacune de ses dimensions soit considérée comme une quantité infini-
ment petite du premier ordre, alors les variations que les trois pro-
duits

(9) PCoSk, pcosp, pcosv

éprouveront, dans le passage d’'un point & un autre de la surface s,
seront encore infiniment petites du premier ordre; et, en négligeant
les infiniment petits du troisieme ordre dans les valeurs des inté-
grales (1), on réduira ces intégrales aux quantités

(6). PSCOSA, pscosp, pscosv.

Si d'ailleurs on fait coincider lc centre des moments avec un point du
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volume v, les intégrales (3) seront des quantités infiniment petites du
troisieme ordre, et il suffira de négliger, dans ces intégrales, les infini-
ment petits du quatrieme ordre, pour qu'elles se réduisent aux pro-

duits
‘ ps[(n— yo) cosv — (¥ — 5,) cosp],
(7) psl(£ — 30) cosh — (£ — @) cos ],
? ps[(§ — zy) cosp— (n — y,) cosh],

E, 0, { désignant les rapports

[z cosydydr 'y cosydydr [z cosydy dr
J. 7 J. v

S $ $

(8)

c’est-a-dire les coordonnées du centre de gravité de la surface s.

Soit maintenant /n la masse infiniment petite comprisc sous le vo-
lume ¢. Concevons en outre que la lettre ¢ représente la force accéle-
ratrice appliquée a cette masse, si le corps solide est en équilibre, el,
dans le cas contraire, I'exces de la force accélératrice appliquée sur
celle qui serait capable de produire le mouvement observé de la
masse . Enfin nommons X, Y, Z les projections algébriques de la
force 9, et &,, n,, §, les coordonnées du centre de gravité de la masse m.
Si I’on suppose que la force accélératrice ¢ reste la méme en grandeur
et en direction dans tous les points de la masse m, il devra y avoir
équilibre entre la force motrice m9 appliquée au point (£g, %0, Co), et
les forces auxquelles se réduisent les pressions ou tensions exercées
sur les surfaces s, s', ... Donc les sommes des projections algébriques
de toutes ces forces et de leurs moments linéaires sur les axes des «,
¥ 5 devront se réduire a zéro. Donc, si I'on se contente de placer un
ou plusieurs accents & la suite des lettres p, A, @, v, §, 0, {, comprises
dans les expressions (6) et (7), pour indiquer les nouvelles valeurs
que prennent ces expressions, quand on passe de la surface s a la sur-
face s, ou s, ou s”, ..., on trouvera, en négligeant, dans les sommes
des forces projetées, les infiniment petits du troisieme ordre, et dans
les sommes des moments linéaires projetés, les infiniment petits du
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quatrieme ordre,
pscosh + p's'cos) +...+mX=o,

(9) o pscosp+p's'cosp’ +...+mY=o,
pscosy +p's'cosv' +...+ml =o;

psln— yy)cosy —(§—3zp)cosp]+p's'[(n'—y,)cosv' — (§' — 55)cosp'] +. ..
+m[(ne—y)L —({—3)Y]=o,
Ps[(§— 30)cosd — (& — ) cosv]+p's' [(§' — 59)co8d — (5 — ) cOSV' ] +-. ..

(r0) +m[(L— 5)X — (b— ) L] = o,
Ps[(E —ay)cosp —(n—yo)cosh]+p's' [(& — z,)cos ' — (n' — yo) cosH' ] +...
{ +m[{E—z0)Y — (ny—y0)X] =o0.

Or, la masse m ¢tant elle-méme infiniment petite du troisicme ordre,
les termes qui la renferment seront du troisieme ordre dans les for-
mules (9), du quatrieme ordre dans les formules (10). On pourradone
négliger ces termes, ct remplacer les formules dont il s’agit par les
suivantes

‘ pscosk + p's’ cosk + p"s" cosM + p”s” cosd” +-...=o,

pscosp+ p's' cosp' + p's" cosp” + p”s" cosp” +. .. =0,

(1)

pscosy + p's' cosy' + p's" cosv” + p”s" cosv” +..._o;

( ps[(n—yo)cosy —(5— 3y)cosp}+p's'[(n'— =) cosy' — (§'— 3p)cosp']+...=o,
(12) « ps[(§ — sp)cosh —(5— xy) cosv] + p's'[({'— 5p) cos} — (E'— iry)cosv' ] +...=o,

( Ps[(E — xo)cosp—(n— o) cos k] +p's'[(&' — o) cos ' —(n'— yy) cos}H ] +...=o.

Si I'on voulait tenir compte des variations que peuvent éprouver la
force accélératrice ¢ et ses projections X, Y, Z, quand on passe d’un
point & un autre de la masse m, il faudrait remplacer, dans les équa-
tions () et (10), les six quantités

mX, mY, ml;

m(no— o)L —(§o— 3,) Y],
m[(§—3)X —(§—2,) 1],
m[(E — z)Y —(No— ¥0) X]
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par six intégrales de la forme

S feXdsdydr, [[[pYdsdyde, [[[oldsdydur;

S [oly =yt — (5 — ) Y]dsdy du,
/:/‘/P[(“' —50) X — (& — @wy) 2] dsdy dr,
l/:/:f‘P[("'"-l'o)Y*‘ (y —ryo)X]dsdy dx;

p désignant la densité du corps solide au point (x, v, z), etles limites
des intégrations étant relatives aux limites du volume ¢. Mais, comme
les trois premiéres intégrales seraient des infiniment petits du troisieme
ordre, et les trois dernieres des infiniment petits du quatricme ordre,
on se trouverait encore ramené aux formules (11) et (12). Il reste &
faire voir comment, a I'aide de ces formules, on peut découvrir les
relations qui existent entre les pressions ou tensions excrcées en un
point donné d’un corps solide contre divers plans menés successive-
ment par le méme point.

Concevons d’abord que le volume ¢ prenne la forme d’un prisme
droit, dont les deux bases soient représentées par s et par 5. On aura
s'=s; et si, les dimensions de chaque base étant considérées comme
infiniment petites du premicer ordre, la hauteur du prisme devient une
quantité infiniment petite d’un ordre supérieur au premier, alors, en
négligeant, dans les formules (11), les infiniment petits d’un ordre
supéricur au second, on trouvera

(pcosh +p'cos))s=o, (pcosp—+ p'cosp’)s=o0, (pcosv+ p'cosv')s=o,
ou, ce qui revient au méme,

p' cosM=—pcosd, p'cosp’=—pcospy, p' cosv' =—pcosv,
et-’'on en éonclura

P'=p
cosN =— cos}, cosp' =— cospu, cosy' = — cosv.

Ces dernieres équations ont rigoureusement lieu dans le cas ou la hau-
OEuvres de C. = S. 11, t. VI 9
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teur du prisme s'évanouit, et comprennent un théoreme dont voici
I'énoncé :

TatoriME 1. — Les pressions ou tensions exercées, en un point donné
d’un corj:s solide, conire les deux faces d’un plan quelconque mené par ce
dotnt, sont des forces égales et directement opposées; ce qu’il était facile
de prévoir.

Soient maintenant

"

(13) I O

les pressions ou tensions exercées au point (x, y, ) et du coté des
coordonnées positives contre trois plans menés par ce point paralléle-
ment aux plans coordonnés des y, s, des s, x et des @, y. ‘Soient de
plus A, w, v5 A%, @/, v'5 A", w”, V" les angles formés par les direc-
tions des forces p’, p”, p” avec les demi-axes des coordonnées positives.
Enfin concevons que le volume ¢, prenant la forme d’un parallélépi-
pede rectangle, soit renfermé entre les trois points menés par le
point (a, y,z), et trois plans paralleles menés par un point tres
voisin (# + Az, y + Ay, 5 -+ Az). Les pressions ou tensions, suppor-
tées pa;‘ les faces du parallélépipede qui aboutiront a ce dernier point,
seront a trés peu pres

(%) P AyAs, p'AzAx, p”AxAy,

tandis que leurs projections algébriques sur les axes des z, y et = se
réduiront sensiblement aux quantités

pcosh Ay As, p'cos} AsAx, p"cos)” Ax Ay,
(15) « pcosp'Ay As, p"cosp’ AsAz, p"cosp” Az Ay,
pcosy' Ay As, p'cosv’ As Az, p”cosv” Az Ay.

Quant aux pressions ou tensions supportées par les faces qui abou-
tissent au point («, y, 5), elles seront, en vertu du théoréme I, respec-
tivement égales, mais directement opposées a celles qui agissent sur
les faces paralleles aboutissant au point (z+ Az, y + Ay, 5 + Az).
Donc les projections algébriques de ces nouvelles tensions seront nu-
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mériquement égales aux projections algébriques des trois autres, mais
affectées de signes contraires, en sorte que chacune des formules (11)
deviendra identique. Ajoutons que les centres de gravité des six faces
du parallélépipede se confondront avec leurs centres de figure, et
seront situés sur trois droites menées parallelement aux axes des a,
y, s par le centre du parallélépipede, c’est-a-dire par le point qui a
pour coordonnées '

.z'—f—iA‘:r, y—q—-;—Ay, 5+ - As.

1
2
Cela posé, il est clair que, si 'on-prend ce dernier point pour centre
des moments, la premiere des formules (12) donnera

p'cosv’ Az Az %Z — p"cosp” Az Ay %

" " - A.V 2PN " A:_
— (—p’cosv") As Ax—z— + (— p” cosp )AxAy-;— =o,

et par conséquent
’

p'cosv’ = p" cosp”.

) On trouvera de méme
(16)
p"cosAh”=p' cosv/,

p' cosp’ = p" cosh’.

Comme les axes des x, y, 5 sont entierement arbitraires, les équa-
tions (16) comprennent évidemment le théoréeme que nous allons
énoncer : ‘

Tukoreme II. — St par un point quelconque d’un corps solide on méne
deux axes qui se coupent a angles droits, et si U'on projette sur l'un de ces
axes la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire a I’ autre
au point dont il s'agit, la projection ainsi obtenue ne variera pas quand on
e’c/zang%ra entre eux ces mémes axes.

Concevons i présent que le volume ¢ prenne la forme d’un tétraedre
dont trois arétes coincident avec trois longueurs infiniment petites
portées a partir du point (x,y, 5) sur des droites paralleles aux axes
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coordonnés. Considérons le point (, y, z) comme étant le sommet de
ce tétraedre ; désignons sa base par s, et soient «, 3, y les angles que
forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, une perpendicu-
laire élevée par un point de cette base, mais prolongée en dehors du
tétragdre. Les trois faces qui aboutissent au sommet du tétraedre
seront mesurées par les valeurs numériques des produits

(1) scosa, scosf, scosy.

Cela posé, si 'on nomme p la pression ou tension supportéc par la base
du (étraddre, et si I'on continue d’attribuer aux quantités p’, p’, p” les
valeurs qu’elles ont recues dans les équations (16), la premiere des
formules (11) donnera évidemment

pscosh — p' cosr'scosa — p” cosA”scosB — p” cosh”scosy =o

et, par suite,

1

s pcosh = p' cos}’ cosax + p” cos)” cosP + p" cosh” cosy.

On trouvera de méme
(18) ‘

’ peosp==p'cosp’ cose + p" cosp” cosB + p” cosp” cosy,

L pcosy = p'cosv’ cosa 4+ p" cosy” cosP + p” cosy” cosy.
Done, si I'on fait, pour abréger,

A =p' cos¥,
B =p" cosp’,

(19) C = p"cosv”,
19) ‘
l) - pl/ COSU” :/)III COSH”I‘

"

E = p"cosd" = p' cosv,

F =p' cosp' = p" cosd’,
on aura simplement

pcos) =Acose+F cosp + E cosy,
(20) ¢ peosp=F cosa + B cosp -+ D cosy,
. pcosy =Ecosa + D cosB + Ccosy.
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Ces dernieres équations font connaitre les relations qui subsistent,
pour le point (x, ¥, 5), entre les projections algébriques

‘A, F, E;
F, B, D;

(21) « F,

des pressions p/, p”, p"” excrcées en ce point, du c6té des coordonnées
positives, contre trois plans paralleles aux plans coordonnés, ct les
projections algébriques

(3) pCOSA, pcoSp, pcosy

de la pression ou tension p exercée au méme point contre un plan
quelconque perpendiculaire 4 une droite qui, prolongée du coté ou Ia
force p se manifeste, forme, avec les demi-axes des coordonnécs posi-
tives, les angles a, B, +.

En partant des équations (20), il est facile de reconnaitre que, si le
volume ¢, au lieu de présenter la forme d’un tétraedre, est terminé
par un nombre quelconque de faces planes, les formules (11) et (12)
seront toujours vérifiées. En cffet, ces différentes faces étant représen-
tées par s, s, ..., nommons a, 3, v; 2, §', ¥; ... les angles que des
droites perpendiculaires aux plans de ces mémes faces, et prolongées
en dehors du volume v, forment avec les demi-axes des coordonnées
positives. Il suffira, .pour obtenir la premiere des formules (11),
d’ajouter les équations (1) de la page 55, apres les avoir multipliées
respectivement par A, F, E, puis d’avoir égard & la premiere des for-
mules (20), ainsi qu'aux formules analogues. On établirait, de méme,
la seconde et la troisieme des formules (11), en ajoutant les équa-
tions (1) (p. 55), apres les avoir respectivement multipliées par les
coefficients F, B, D, ou par les coefficients E, D, C. Enfin, si I'on com-
bine les formules (20) et autres du méme genre, non seulement avec
les équations (1) de la page 55, mais encore avec les équations (5) de
la page 56, on parviendra sans difficulté aux formules (12).

On déduit aisément des formules (20) : 1° I'intensité de la force p:
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2° I"angle compris entre la direction de cette force et la perpendicu-
laire au plan contre lequel elle s’exerce. En effet, si I'on ajoute ces
formules, aprés avoir élevé au carré chacun de leurs membres, on trou-

vera
‘ p*=+ (Acosa+F cosp +E cosy)
(22) { + (F cosa + B cosp + D cosy)?
t + (Ecosa + DcosP + C cosy).

De plus, si I'on nomme ¢ I'angle dont nous venons de parler, on aura
évidemment

(23) €088 = cosa €os) + Cosf cosp + cOSy Cosv,
ct, par suite,

Acos'a+ Bcos! B+ Ccos?y + 2D cosfcosy+ 2Ecosy cosa+2Fcosacos
p

(24) cosd=

Ajoutons que, si I'on remplace la force p par deux composantes, dont
I'une soit comprise dans le plan que I'on considére, et I'autre perpen-
diculaire & ce plan, la seconde composante sera représentée, au signe
pres, par le produit

(25) ( pcosd =A cos’a + B cos?p + C cosy

S

+3Dcosp cosy + 2E cosycosa + 2F cosx cosf.

Observons enfin que cette seconde composante sera une tension ou
une pression suivant que la formule (25) aura pour second membre
une quantité positive ou négative.

Supposons maintenant qu’a partir du point (z, y, ) on porte, sur la
perpendiculaire au plan contre lequel agit la force p, une longueur r
dont le carré représente la valeur numérique du rapport

I

(26) pcosd’

et désighons par @ +x, y +y, 5 + ¢ les coordonnées de I'extrémité
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de cette méme longueur. On aura
(27) B - Vs oy R
(28) — it

et, par conséquent, la formule (25) donnera
(29) Ax*+ By*+ Cz?+ 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy — 1.

Les variables x, y, z, comprises dans I’équation (29), sont les coordon-
nées de I'extrémité de la longueur r, comptées a partir du point
(x, ¥, 5) sur trois axes rectangulaires; et cette équation clle-méme
appartient 4 une surface du second degré qui a pour centre le point
(@, y, 5). Lorsque le polynome
A cos*a + B cos?B + Ccos?y
(30) .
-+ 2D cosB cosy + 2E cosy cosa + 2F cosx cos 3

conserve le méme signe, quelles que soient les valeurs attribuées aux -

angles a, B3, v, alors 'équation (29), réduite a 'une des suivantes

(31) Ax*+ By*+ Cz?+ 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy =1,
(32) Ax*+ By*+ Cz*+2Dyz+ 2Ezx +~ aFxy =—1,

représente un ellipsoide. Mais, si le polynome (30) change de signe,
tandis que les angles «, 3, v varient, I'ellipsoide dont il s’agit fera
place au systeme de deux hyperboloides, dont I'un sera représenté par
I'équation (31), l'autre par I’équation (32); et ces deux hyperboloides,
dont I'un offrira une seule nappe, I'autre deux nappes distinctes, seront
conjugués (') entre eux, de sorte qu’ils auront le méme centre avec les
mémes axes, et seront touchés i I'infini par une méme surface conique
du second degré. Ajoutons que, dans le premier cas, la force

(33) ‘ ipcos&:;';

(') Poir, relativement aux propriétés des hyperholoides conjugués, les Lecons sur les
applications du Calcul infinitésimal ¢ la Géométrie, p. 375 (OEuvres de Cauchy, S. 1,
T.V).
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sera toujours une tension, si le polynome (30) est positif, une pression
s'il est négatif. Dans le second cas, au contraire, la force dont il s’agit
sera tan(ot une pression, tantot une tension, selon que I'extrémité du
rayon vecteur r se trouvera située sur la surface de I'un ou de l'autre
hyperboloide; et la méme force s’évanouira toutes les fois que ce rayon
vecteur sera dirigé suivant une génératrice de la surface conique ci-
dessus mentionnée.

On démontre aisément que la normale, menée par I'extrémité du
rayon vecteur r & la surface (31) ou (32), forme, avec les demi-axes
des coordonnées positives, des angles dont les cosinus sont proportion-
nels aux trois polyndomes '

A cosa -+ F cosf + E cosy,
Fcosa+ Bcos3 -+ 1) cosy,
Ecosaz+ DcosfB -+ C cosy.

Donc cette normale sera dirigée suivant la méme droite que le rayon
vecteur, si I'on a
[ Acosa+FcosB +Ecosy
coso

) _ Feosa+BcosB +Deosy
- cosB

(34)

__Ecosa+DcosP + Ccosy
- cosy

La formule (34) se vérifie, en effet, lorsque le rayon vecteur coincide
avec I'un des axes de la surface (31) ou (32). Alors aussi on tire des
équations (20), combinées avee la formule (34),

(35) cosk _ cosp _ cosy ___ y/cos®h + cos*p +cosPy
cosa — cosPp T cosy Vcosta - costB + cos’y

et il en résulte que la force p est elle-méme dirigée suivant le rayon
vecteur r, ou suivant son prolongement. Par conséquent, aux trois axes
de la surface (31) ou (32) correspondent trois pressions ou tensions,
dont chacune est perpendiculaire au plan contre lequel elle s’exerce.
Nous les nommerons pressions ou tensions principales. 11 est d’ailleurs
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facile de s'assurer qu'on trouve parmi elles la pression ou tension
maximum et la pression ou tension munimum; car, si l'on égale i zéro
la valeur de dp tiréce de la formule (22), et si I'on a égard & I'équa-
tion

(36) . cos?a + cos?f + costy =1,

en vertu de laquelle une des trois variables «, B, ¥ devient fonction
des deux autres considérées comme indépendantes, on sera immédia-
tement ramené & la formule (34).

Si, & partir du point (z, y, =), on portait, sur la perpendiculaire au
plan contre lequel agit la force p, une longueur équivalente, non plus

. . , T L . I .o
a la racine carrée du rapport == ——, mais i la fraction -, en dési-
P €0s0 P

gnant par  +X, ¥ +y, =+ z les coordonnées de I'extrémité de cette
longueur, on trouverait

X y z T T
27 P it =l 1) GRS GRS Al
(27) cosa cosP ~ cosy VAT ’

(3 I—:r;
7) b

el, par suite, la formule (22) donnerait
(38) (Ax+Fy+Ez)!+(Fx+By-~Dz)* + (Ex + Dy - Cz)=1.

[’équation (38) appartient & un cllipsoide dont les axes correspondent
aux valeurs de a, 8, y déterminées par la formule

A(Acosa+FcosB--Ecosy)+F(Feosa+BeosB-+Deosy)+E(Ecosa+ DeosB + Ceosy)

cosa

_ F(Acos_g_:kFcosﬁ+Ecos~{)+B(FcosajBcos{i__—i—l)cos-{_)i-_l)_(licosa +Deosf+ Ceosy)

cosB

__E(Acosa+FcosB+Ecosy)+D(Feosa +BcosB+Dcosy)+-_(_l(_|_‘:!_qq‘s_§ +DeosB~Ceosy)

08y

Or, celle-ci étant évidemment vérifiée par les valeurs de a, B, v qui

satisfont & la formule (34), on peut affirmer que les axes du nouvel

ellipsoide sont dirigés suivant les mémes droites que les pressions ou

tensions principales. On arriverait i la méme conclusion en observant
CEures de C. — S.11, 1. VII, 10
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que les valeurs maximum et minimum du vayon vecteur, c¢’est-a-dire le
grand axe et le petit axe de I'ellipsoide, correspondent nécessairement,
en vertu de I'équation (37), le premier, i la pression ou tension mini-
mum, le second, i la pression ou tension maximum.

En résumant les diverses propositions que nous venons d’établir, on
obtiendra le théortme suivant : *

Tutorese lI. — Si, aprés avoir fait passer par un point donné d’'un
corps solide un plan quelconque, on porte, a partir de ce point et sur cha-
cun des demi-axes perpendiculaires au plan, deux longueurs équivalentes,
la premiére a Uunité divisee par la pression ou tension exercée contre le
plan, la seconde a U'unité divisée par la racine carrée de cette force pro-
Jetée sur l'un des demi-axes que l'on considére, ces deux longueurs seront
les rayons vecteurs de deux ellipsoides, dont les axes seront diriges suivant
les mémes droites. A ces axes correspondront les pressions ouw tenstons
principales dont chacune sera normale au plan qui la supportera, et
parmi lesquelles on rencontrera toujours la pression ou tension maximum,
ainsi que la presston ou tension minimum. Quant aux autres pressions ou
tensions, elles seront distribuées symétriqguement autour des axes des
deux ellipsoides. Ajoutons que, dans certains cas, le second ellipsoide se
trouvera remplacé par deux hyperboloides conjugués. Ces cas sont cewx
dans lesquels le systéme des pressions ou tensions principales se compose
d’une tension et de deux pressions ou d’une pression et de deux tensions.
Alors, si Uon substitue a la force qui agit contre chaque plan deux compo-
santes rectangulaires, dont I"une soit normale au plan, cette derniére com-
posante sera une lension ou une pression, suwant que le rayon vecteur
perpendiculaire au plan appartiendra a l'un ou a autre des deux hyper-
boloides, et elle s'évanouira quand le rayon vecteur sera dirige suivant une
des géncratrices de la surface conique du second degré qui touche les

deux hvperboloides a U'infint.

.
b

Concevons a présent que du centre du premier ellipsoide on méne
arbitrairement a la surface trois rayons vecteurs qui se coupent a an-
gles droits. On prouvera sans peine que, si I'on divise 'unité par
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chacun de ces rayons vecteurs, la somme des carrés des quotients scra
une (uantité constante, égale a la somme qu’on obtiendrait en faisant
coincider les trois rayons vecteurs avec les trois demi-axes de I'ellip-
soide (voir les Legons sur les applications du Calcul infinitésimal a la
Géométrie, p. 274 et 275) (*). De cette remarque, jointe au troisicme
théoréme, on déduit immédiatement la proposition suivante :
Tugoreme V. — S par un point donné d'un corps solide on fait passer
trots plans rectangulaires entre eux, la somme des carrés des pressions ou
lenstons supportées par ces mémes plans sera une quantité constante,

égale a la somme des carrés des pressions ou tensions principales.

Il peut arriver que les trois pressions ou tensions principales, ou au
moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes. Lorsque ces forces
se réduisent a trois pressions égales, ou & trois tensions égales, les
deux ellipsoides dont nous avons parlé se réduisent & deux spheres.
Alors il y a égalité de pression ou de tension en tous sens, et chaque
pression ou tension est perpendiculaire au plan qui la supporte. 1l im-
porte d'ailleurs d’observer que, de ces deux dernieres conditions, la
seconde ne peut étre remplie qu'autant que la premiere I'est pareille-
ment. En effet, si I'on suppose la force p constamment dirigée suivant
la droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les
angles «, 8, v, la formule (34) ou (33) subsistera pour une position
quelconque de cette droite, et, par conséquent, pour toutes les valeurs
de a, B, y propres a vérifier 'équation (36). Or on tire de la for-
mule (34) : 1° en supposant deux des quantités

cosa, cosB, cosy
réduites i zéro, et la troisieme a 'unité,
(40) D=o, E—=o, F=o;
2 en ayant égard aux équations (4o),
(41) A=B=C.

(') OEwres de Cauchy, S. 11, T. V.
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Par conséquent, dans I'hypothese admise, les formules (20) devien-
dront

(42) pcosh—=Acosa, pcosp=AcosP, pcosv=Acosy;

et, comme on tirera de ces dernicres

0sa__ €OS cos 2087t + COS* | 1
43) _R:(‘)s‘)\.___ ‘,3: 7 _ 4 Veosia+ ﬁ+coszzil’
A cosh  cosp cosv Vcos?h + cos’u + cos?v

(44) ==FA,

il est clair que la pression ou tension, désignée par p, restera la méme
dans tous les sens. C’est précisément ce qui a lieu quand on considere
une masse fluide en équilibre. ‘

Si deux pressions ou deux tensions principales devenaient égales
entre elles, les deux ellipsoides mentionnés dans le théoreme III se
réduiraient & deux ellipsoides de révolution, dont le second se trou-
verail remplacé, dans certains cas, par un systeme de deux hyper-
boloides de révolution conjugués I'un a 'autre. Alors tous les plans
menés par I'axe de révolution de ces ellipsoides ou hyperboloides sup-
porteraient des pressions ou tensions équivalentes, dont chacune.
étant perpendiculaire au plan qui lui serait soumis, pourrait étre con-
sidérée comme une pression ou tension principale.

La supposition que nous venons de faire comprend le cas ot les trois
forces, qui composent le systeme des pressions ou tensions principales,
scraient équivalentes, et se réduiraient & une pression et & deux ten-
sions, ou bien encore & deux pressions et & une tension. Seulement il
importe d’observer que, dans le dernier cas, le premier ellipsoide
serait remplacé par une sphere, et qu’en conséquence tous les plans
menés par le point (x, y, 3) supporteraient des pressions ou tensions
équivalentes, mais dirigées, les unes suivant des droites perpendicu-
laires, et les autres suivant des droites obliques 2 ces mémes plans.

Généralement, toutes les fois qu'une tension principale deviendra
équivalente 2 une pression principale, les plans menés par I’axe per-
pendiculaire aux directions de ces deux forces supporteront des pres-
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sions ou tensions équivalentes, mais qui resteront obliques aux plans
dont il s’agit, tant qu’elles seront distinctes de ces mémes forces.

On peut encore supposer qu’une ou deux des tensions ou pressions
principales se réduisent a zéro, ou qu’elles s’évanouissent toutes. Dans
le premier cas, les ellipsoides ou hyperboloides, mentionnés dans le
troisieme théoréeme, se transformeront en cylindres droits qui auront
pour bases des ellipses ou des hyperboles conjuguées. Dans le second
cas, chacun de ces cylindres se trouvera remplacé par deux plans paral-
leles. Dans le troisicme cas, la pression ou tension, exercée contre un
plan quelconque mené par le point («, y, 5), se réduira toujours
7€ro.

Les formules précédemment obtenues se simplifient lorsqu’on prend
pour axes coordonnés des droites paralleles aux directions des pres-
sions ou tensions principales correspondantes au point (x, y, ).
Alors, en effet, la surface, que représente I'équation (29), doit étre
une surface du second degré rapportée, non seulement a son centre,
mais encore 2 ses axes; et I'on doit avoir, en conséquence,

(40) D =o, E =o, F =o.

(ela posé, les valeurs numériques des quantités A, B, C représenteront
évidemment les pressions ou tensions principales, et les formules (20),
(22), (25) se réduiront a .

(45) pcosk = Acosa, peosp = BcosB, pcosy=~Ccosy,

(46) pr=A%cos®a + B2cos?f3 + Ctcos?y,

(47) pcosd = Acos*a -+ B cos?3 + Ccos?y,

tandis que les équations (29) et (38) deviendront

(48) Ax* +By? 4-Cz* ==*1,
(49) AP+ Bry?+ CP2f =1,

Les équations (46) et (47) font connaitre les relations qui existent :
1° entre les pressions ou tensions principales, et la pression ou ten-
sion p supportée par un plan quelconque; 2° entre les trois premiéres
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Torces et les projections de la derniere sur une droite perpendiculaire
au plan dont il sagit. Les angles «, B, ¥ compris dans ces mémes équa-
tions sont précisément les angles que forme la perpendiculaire au plan
avec les axes suivant lesquels sont dirigées les pressions ou tensions
principales.

Dans le cas particulier olt I'on considére uniquement des points
situés dans le plan des x, y, et ot on fait abstraction de I'une des
dimensions du corps solide, les formules (45), (46), (47), (48), (49)
peuvent étre remplacées par les suivantes :

(90) peosk=Acssa,  psink=Bsina,
(51) pr=A*cos*a + B?sin’a,

(52) p cosd = A cos?a -- Bsin?a,
(53) Ax?4 Byr==,

(5h) A4 By?=1.

Alors aussi les ellipsoides ou hyperboloides, mentionnés dans les théo-
remes 11 et 1II, se réduisent a des cllipses ou & des hyperboles conju-
guées, représentées par les équations (53) et (54).

Dans d’autres articles, je ferai voir comment on peut déduire des
principes ci-dessus établis les équations qui expriment I'élat d’équi-
libre ou le mouvement intérieur d’un corps solide élastique ou non
¢lastique.



Les valeurs de pcos), p cosp, pcosv, données par les formules (20)
de l'article précédent, sont enticrement semblables aux valeurs des
composantes rectangulaires de la force qui solliciterait un point mate-
riel placé en présence de plusieurs centres fixes d’attraction ou de
répulsion, et tres peu écarté d’une position dans laquelle il restait en
équilibre au milieu des centres dont il s’agit. En effet, concevons que
le point matériel, apres avoir coincidé, dans la position d’é¢quilibre,
avec Porigine des coordonnées, ait été transporté & une distance tres
petite et désignée par p. Soient d'ailleurs
r, r', ... les rayons vecteurs menés de l'origine aux divers centres

fixes;

R, R, ... les forces d’attraction ou de répulsion qui, émanant des
mémes centres, sollicitaient le point matériel dans la position d’équi-
libre;

P la résultante de celles auxquelles ce point est soumis apres son dé-
placement.

Soient enfin
o By v a, b, c; a, U, ¢ Lo Ao v

les angles que forment avec les demi-axes des coordonnées positives :
1° le rayon vecteur p; 2° les rayons vecteurs r, r, ...; 3° la direction
de la force P. En supposant le point matériel ramené a la position
d’équilibre, on établira sans peine les équations

(1) (= Rcosa)=o, 3(x=Rcosb)=o, (= Recosc) =o,

la lettre = indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs
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aux divers centres fixes, et le signe == devant étre réduit, tantt au
signe —, tantot au signe +, suivant que la force R sera répulsive ou
attractive. Soit maintenant £() la fonction de la distance r qui mesure
Ia force R. Tandis que le point matériel sera transporté de 'origine a
I’extrémité du rayon p, les quantités r, R, a, b, ¢ prendront des accrois-
sements correspondants que nous désignerons i I'aide de la caracté-
ristique A, et 'on aura évidemment

‘ (r+ Ar)cos(a+ Aa)=rcosa —pcosa,
(2) « (r—+ Ar)cos(b+ Ab)=rcosh —pcosp,
(r~+Ar)cos(c + Ac) =rcosc —pcosy;
(3) R+ AR= f(r+Ar);
P cosh == X[== (R + AR) cos(a + Aa)],
(4) ¢ Pcosp=2[x (R + AR) cos(b + Ad)],
P cosv = Z[= (R + AR) cos(c + Ac)].

On trouvera, par suite,

() z (r+Ary=(rcosa—pcosa)?+ (rcosb—pcosB)’+ (rcosc—pcosy)?
D)
=r'—arp(cosacosa - cosd cosf + cosccosy) + p*;

puis, en considérant la quantité p comme infiniment petite du premier
ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on conclura

des formules (2), (3), (5)

(6) Ar=—p(cosacosa + cosbcosP + cosccosy);
(7) R+AR=/(r)+ f/(r)Ar =R + f'(r)Ar;
cos(a + Aa) = rcosa —pcosa cosa  cosa

=c0sa—p—— — Ar,

r -+ Ar r

rcosh—p cosf cosf  cosb

(8) ) COS(b+Ab): o Ar :COSb—P-—;_—-— '——'-_-—'AI',

cos(c + Ac) = 298¢ — P COSY

cosy  €Osc
r+Ar -

—Ar,

r

\ =cosc —p

Cela posé, en ayant égard aux équations (1), on reconnaitra que les for-
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mules (4) peuvent étre réduites &
Pcosk =2 g =+ [f’(r) — f(l')] cosa Ar = f(—-pcos,ozz

(9) Pcosp=23

t[f’(r) AU )]COSbAI‘_f( )pcosﬁl
l’cosv—zg"—[/’(/) g )]ooscAz—f )pcosy§

puis, en remettant pour Ar sa valeur tirée de la formule (6), et faisant,
pour abréger,

A:P.‘?si firy— f(' costa f—(,~)§
(10) B-——"p.‘:‘;-. | /() = f(')- costh = .f %
C:pE)x .f’(r)—'[—(r—'—) cos?c g
]):-_ngx J'(r) r—f(') cosbhcoscy,
(1) E=pX{=x -fl(l‘)—i—’/—.—f,—_,-iﬂ cosccoéa‘,
F=pX3 1 [f’(l‘)~l— f(,'—): cosa cosbs,

on trouvera définitivement

P cosA = Acosx + I cosf3 -+ Ecosy,
(12) Pcosp=F cosa -+ BeosB + Dcosy,
Pcosv —Ecosa—+ D cosf -4 Ccosy.

Les formules (12), ainsi que plusieurs propositions qui s’en déduisent -
et qui sont analogues aux théoremes I, II, III du précédent article,
sont dues & M. Fresnel, qui les a données dans ses Recherches sur la
double réfraction.

OFuvresde C. — S. 11, t. VL, [



SUR

LA CONDENSATION ET LA DILATATION
DES CORPS SOLIDES.

Lorsqu’un corps solide vient & changer de forme, et que, par effet
d’'une eausc quelconque, il passe d'un premier état naturel ou artifi-
ciel & un second état distinct du premier, chaque élément du volume
sc condense ou se dilate, et les divers éléments offrent, en général, des
condensations ou dilatations diverses. [l y a plus, la condensation ou
dilatation du corps en un point donné peut n’étre pas la méme dans
tous les sens. Nous allons entrer, a ce sujet, dans quelques détails qui,
plus tard, nous seront fort utiles pour la solution de quelques pro-
blemes de Mécanique.

Rapportons tous les points de I'espace & trois axes rectangulaires,
ct supposons que le point matéricl, correspondant aux coordonnées ,
¥, = dans le dernier état du corps solide, soit précisément celui qui,
dans le premier état du méme corps, avait pour coordonnées les trois
différences

(1) r—& y-—m, s—L

Sil'on prend x, y, s pour variables indépendantes, &, v, { seront des
fonctions de x, y, = qui serviront & mesurer les déplacements du point
que l'on considere parallelement aux axes des coordonnées. Soit
d'ailleurs 7 la distance qui, dans le second état du corps solide, sépare
deux molécules m, m’, correspondantes aux coordonnées x, y, z, et
a + Ax, y + Ay, 5+ As, en sorte qu’on ait

(2) ri=Ax?+ Ay*+ Az2
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Comme ces deux molécules seront celles qui, dans le premier état,
avaient pour coordonnées

z—8§ y—mn, 3—F
et

x+Ax—<g+ dEAx+ ‘Ay+()c’A, >,

dy

Jn Jn oin
)’+Ay—<‘ﬂ+—d—‘;A.Z'+-()—A)’+b—5Au+...>,
. a ¢ Jg
s+A <:+ Ax +dyAy+) Az + ),

il est clair que, si I'on désigne leur distance primitive par

I
I+

(3)

’

on trouvera

ffor N 0% 0z 9% 4. :
S<n_£)—<A£——A$ Seay— ot as )

A I an Jn ?
(Ay—ﬁAa:— -—)—/Ay-——A..—...>

) +
S bis 9% 5 :
( —{—(A.,—-o—‘i‘Ax ()}’A‘ —‘0—. -..)-

Soient maintenant «, 3, y les angles que forme, avec les demi-axes
des coordonnées positives, le rayon vecteur 7 mené de la molécule m i
la molécule 72’. On aura évidemment

(5) Ax =rcosa, Ay = rcosB, Az =rcosy;

et, en supposant la distance » infiniment petite, on tirera de I'équa-
tion (4) divisée par r?

(Y= cosa—gﬁcosa dgcos{3—g—-cos>
S 1+¢) o dy /

on N m
(6) +<cosﬁ—b—jcosa—@cosﬁ——a—:cosy)
2
+ <cosy - g—f;cosa — g%cosﬁ—— %cosy) .
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La quantité 1+ ¢, déterminée par la formule (6), n’est autre chose
que le rapport du rayon vecteur r & Pexpression (3), c’est-a-dire le
rapport entre les distances qui séparent les deux molécules infiniment
voisines m et m’, dans les deux états du corps solide. Par suite, la
valeur numérique de ¢ servira de mesure i ce qu’on peut nommer la
dilatation ou la condensation lnéaire du corps suivant la direction du
rayon vecteur r, savoir, i la dilatation linéaire, si ¢ est une quantité
positive, et 4 la condensation ou contraction linéaire, dans le cas con-
traire.

Concevons & présent qu'a partir du point («, y, ) on porte sur la
droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les
angles a, 8, v, unc longueur équivalente i 1-+ ¢; et désignons par

x+X, y+Yy, 5412
les coordonnées de I'extrémité de cette longueur. On aura

X y 7

(7) =

B o Ve = e == (1 4-¢):
cosa~ cosB T cosy ( )3

et la formule (6) donnera
J9E 0% dz \? dn Jdn dn \?

. | (== gy =)+ (- =)

N ) ¢ .

. A . A
, +<Z—ﬁx—@y—xl)..“l.

Cette derniere équation représente un ellipsoide dont la construction
suffit pour indiquer les rapports qui existent entre les dilatations ou
condensations linéaires dans les diflérentes directions autour du point
(x, y,5). Nous appellerons dilatations ou condensations principales
celles qui correspondent aux trois axes de lellipsoide, et parmi les-
quelles on rencontre toujours les dilatations ou condensations maxi-
mum ou munimun. Les autres se trouvent symétriquement distribuées
autour des trois axes de ce méme ellipsoide.

On peut aisément déduire des équations (6) et (8) les valeurs des
variables ¢ et «, B, Y qui correspondent aux condensations et dilata-
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tions linéaires principales. En effet, si 'on pose, pour abréger,

(9) (--lTs>"_ ,

et, de plus,

(RCRNCE
w e
o5

_OE 08 fon_ Ndn /o0 )
D‘owﬁ(oy l)()5+0y(d: ')’

_ 5[0 dnon [0 o
o (E—is(ﬁ“‘)*m*(sr')ﬁ’
~ [0 0 dnfdn N 0K
P= (=) 5 55 ) o oy

les formules (6) et (8) se réduiront aux suivantes :

(1) 0= A cos®a+ B cos*B -+ Ccos’y + 2D cosf cosy
12 It
?

+2F cosy cosa + 2F cosa cos B,

(13) Ax*+ By*+ Cz?4-2aDyz + aEzx + aFxy =1,

Or, dans 'ellipsoide représenté par I'équation (13), le rayon vecteur
mené du centre & un point de la surface sera normal i celte surface, si
les angles a, B, ¥, formés par le méme rayon vecteur avec les demi-
axes des coordonnées positives, vérifient la formule

Acosa+Fcosp+Ecosy Fcosa+BcosB+Dcosy Ecosa-+Decosf+Ceosy,
cosa - cosf - cosy

(14)
et, comme les trois fractions qui précedent, quand elles deviennent
égales entre elles, sont en méme temps équivalentes au rapport

(Acosa+FcosB+Ecosy)cosa+ (F cos a-+B cosp+D cosy) cos B+ (Ecosa+D cos B+ Ceosy) cosy
cos*a + c0s?f + costy h

il est clair que les valeurs de 0, , B, y correspondantes aux dilatations
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ou condensations principales seront déterminées par la formule

(15) Acosa+Fcosp-+Ecosy Fcosa+B cosp+Dcosy _ Ecosa+D cosp+Ceosy -,
cosa cosf cosy

jointe a I'équation
(16) cos?a + cos?B + costy =1.
D’ailleurs on conclura de la formule (15)

(A —0)cosa+ FcosB + Ecosy =o,
(17) Fcosa+ (B —0)cosf + D cosy =o,

Ecosa+Dcosf + (C— ) cosy = o,
et, par suite,

(18) (A—0) (B — 6) (C—0) — DA — 6) — E*(B — 6) — F*(C—6) - 2DEF ==,

Soient 0, 0", 0" les trois racines de cette derniere équation, ct ¢, ¢”, &”
les valeurs correspondantes de ¢, en sorte qu’on ait

. v Vo w__ o
(19) = —_—, ¢ = \/57’ I, € \/0"’ 1.
Chacune des trois quantités €, ¢”, ¢” représentera toujours, lorsqu’elle
scra positive, une dilatation principale et, lorsqu’elle sera négative,
une condensation principale prise avec le signe —. De plus on aura
évidemment, en vertu de I'équation (18),

‘W +04+0"=A+B+(,
(20) 0"0" +6"6'+6'0"=BC+ CA +~AB—D*—E*—
l 6'6"6" —= ABC — AD?* — BE* — CF*+ 2 DFEF.

Si I'on supposait les axes coordonnés paralleles aux droites menées
par le point (x,y, 5), et correspondantes aux dilatations ou condensa-
tions linéaires principales, I'équation (13) représenterait un ellipsoide
rapporté, non seulement & son centre, mais encore a ses axes. On aurait
donc alors

(21) D=0, E=o, F=o,
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ou, ce qui revient au méme,
on 9L _ 0L O _dndn oL &
9z Tay= oy 9z T oy 0z T 9y 03’
O O _OEOE  dndn ALK

ST 3!

(22) 9z " 9s T 9z 0z 0z 9x ' 03 o
B0 0 oyt s oy

et comme I'équation (18) se réduirait a

(23) (A—=0)(B—06)(C—10)=o,

on pourrait prendre

(24) 0=A, 0=B; 0"=C.

Par suite, la formule (12) donnerait

(25) §=10"cos?a + 6" cos?3 + §” cos?y,

ou, ce qui revient au méme,

1 \?_ [cosa\! [cosP\? cosy \?
(26) <l-4-€>—<I+e'>+<l+€”)+<l+€”’>.

L’équation (26) sert a déduire la dilatation ou condensation, mesurée
suivant un axe quelconque, des condensations ou dilatations princi-
pales, mesurées suivant trois axes qui se coupent a angles droits, quand
on connait les angles a, B, v que forme le premier axe prolongé dans un
certain sens avec les trois autres.

Outre les condensations et dilatations linéaires dont nous venons de
parler, il peut étre utile de considérer la condensation ou dilatation
d’un trés petit élément de volume qui renferme le point (,y, 3). Or,
supposons que, en vertu du changement d’état du corps solide, ce petit
élément ait varié dans le rapport de 1 & 1+ v. La valeur numérique
de v servira précisément a2 mesurer ce qu’on peut appeler la dilatation
ou la condensation du volume au point (x, y, 3), savoir la dilatation du

volume, si la quantité v est positive, et la condensation du volume
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dans le cas contraire. Ajoutons qu'il suffira, pour déterminer la quan-
tité u, de connaitre les condensations ou dilatations linéaires princi-
pales, c’est-i-dire, en d’autres termes, les valeurs de ¢, ¢”, ¢”. En
effet, concevons, pour fixer les idées, que le petit ¢lément de volume
ait été renfermé, dans le premier état du corps solide, sous une surface
sphérique décrite avee un rayon infiniment petit désigné par g. Ce petit
élément, qui avait alors pour mesure le produit

& 3
3 TP%

prendra évidemment, apres le changement d’état, la forme d’un ellip-
soide, dont les trois axes seront

pi+¢), p(i+e"), pli+¢"),
el en conséquence il deviendra équivalent au produit

st 4-€) (1 €") (1 +€").
On aura donce
:§fﬂ(l+6')(l+e”)(l+8m)’

I+ v .
jme’

ou, ce qui revient au méme,

an v = +€I +n +el//:_____l;_;.
(27) v=(1+e") (1+¢) (1 €") NI
En combinant cette derniére équation avec la troisieme des for-
mules (20), on trouvera
2
(28) (JV.) ~- ABC — AD?— BE? — CF?- 2 DEF.
IV

Les équations (10), (1r1), (12), (17), (27) et (28) se simplifient,
quand la forme du corps solide varie tres peu dans le passage du pre-
mier état au second. En effet, si I'on considere les quantités

&L n 6 & v, &, €, &

comme infiniment petites du premier ordre, on tirera des équations
dont il s’agit, en remplacant 0 par (1 + ¢)=2, et négligeant les infini-
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ment petits du second ordre ou d’un ordre plus élevé,

_ 3 _ dn J%
(29) A_l—2a—;,) B__l—aa-y, (‘_..1—2-)—;)

(o I - (% 0,

% as M eoss o % costy o (00 %
g== 52 08T+ 2y 008 B+ 5 costy + (‘)‘7 —1—5]) cospcosy

+<()r % 08y Cos +<0” -"")co (s
«)r+()> sy cosa 0)+(J‘, SaCoSP;

oy ) (0,0 o 0, %Y,

(32) <dr+d >c Sa+z<-)—-—e) cospP + ‘—(‘E—!—j’)LOS/ o,
J¢ ds e 1 9%

<;)—l+ d—)cosa-l- <0-)+I) cos,’.’a+°<—_——e> cosy =0,
' w05 dn %
(33) v e+ =5 I-(Ty+o——s»

Alors aussi I'élimination des angles «, B, y entre les formules (32)
produira I'équation
9z o\ (07 on 0%\ /0% 0\ [0 Oy

(3,)\ (or ) (b} > <o~ =) *(ﬁ*o") (6‘* ) (of“ or)

(
) | ("_"+" ’( 5>h<2§.+£ ! Qﬂ_,)'_<‘_’5,+"_"” "5__¢>-4,.
A Js dr dr ' ds) \dy dy 0.1') )] T
qui aura pour racines les quantités ¢, ¢’, €”, et de laquelle on con-
clura

' e’.—f— "+ e % +‘12+')—:

CE = 0 dy 93

"om ()_ﬂ ()\3 ()E ()é ()g‘ dl]
€£+EE+EE—0 d‘-'l—a;;}:;‘—{-o—‘-pa.}:

9% __(@+d:>, (d’+’2é>z_l di  Ju
(33) i\oz *ay) T\ o 4(7,*0.7
o _0> On 05 10 /dn  dL\' 1dn/dy  di\?

A P T m(ﬁ?*oy)'?.oy('d‘;*,a‘:)
1 0¢ dn 1 /00 &’ 2\ [0 O
—7;7)—< dz) +Z<§ - Qv) (()z+ 52> <'dy+;):‘(
12

OEuvres de C. — S. 11, t. VIL.
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Si 'on supposait les axes coordonnés paralleles aux droites suivant
lesquelles se mesurent les dilatations et condensations principales rela-
tives au point (z, y, ), les conditions (21) ou (22) seraient vérifiées.
On aurait donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre
ou d’un ordre plus élevé,

()E ()E _ d% 0: ()i Jn

=TT e T gt TY

(36)
et, comme par suite I'équation (34) se réduirait a

(i’é_s> (_"__n_e> TN,
d.x dy (0: )T

(37)

on pourrait prendre

In J%
38 = =2, ¢ =4, M- 2
(38) & . dy 0=

Dans la méme supposition, la formule (31) donnerait

-

05 dn
(39) e T eostat

Jd5
- c0s*f3 + -2 cos?y,
Jdy P s 7’

ou, ce (ui revient au méme,

(40) ¢ =¢' cos?a +¢" cos?f -+ ¢” cos?y.

Cette derniere se déduit immédiatement de I'équation (26), quand on
considere ¢, ¢, ¢, ¢” comme des quantités infiniment petites.

Revenons au cas ol les axes coordonnés sont dirigés suivant des
droites quelconques. Alors, si 'on fait, pour abréger,

_ 02 __0n P4

‘ a!l-;-— '0_;’ 'U!) - a;’ - - d:’
(41) ¢ ) » oo 0 on
=90, 9% - 95 % F—Y5 , 90
( O=5 T Tt 27= 55+ on?

la formule (31) donnera

(42)

€ =% cos?a -+ b cos® + & cos?y
-+ 2@ cosP cosy + 2l cosy cosx + 25 cosa cosf.
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Concevons maintenant qu’a partir du point (x, y, s) on porte, sur la
droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les
angles o, B, v, une longucur dont le carré représente la valeur numé-

. I ;o
rique du rapport —; et désignons parx + X, y + Y, 5+ les coordon-

nées de I'extrémité de cette longueur. On aura

X 7 F
(43) X =Yt —wy/x]
cosa ~ cos ~ cosy €

et 'on tirera de la formule (42)
(44h) XY+ 224 2@yz + 28zx + 2 Fxy =*F 1,

I’équation (44), semblable 4 la formule (29) de la page 71, appartient
a une surface du second degré, dont le centre coincide avec le point
(-x, v, z). Cette méme équation représente un ellipsoide, dans le cas
oit e ne change pas de signe tandis que I'on fait varier les angles o, 3, v,
et se réduit alors a

45) AX - Y - S22 2®YZ 282X 4+ 2 Fxy =1,
ou bien
(46) XY 204 2DYZ + 282X - 2T Xy = —1,

selon que I'on suppose ¢ constamment positif ou constamment négatif.
Dans ce cas, il n’y aura, autour du point («, y, 5), que des dilatations
linéaires, si ¢ est positif, et des condensations linéaires, si ¢ est négatif.
Dans le cas contraire, I'ellipsoide se trouvera remplacé par le systeme
de deux hyperboloides conjugués, dont I'un, représenté par I'équa-
tion (45), comprendra les extrémités des rayons vecteurs dirigés dans
les divers sens suivant lesquels le corps solide se sera dilaté, tandis
que I'autre, représenté par I'équation (46), comprendra les extrémités
des rayons vecteurs dirigés dans les divers sens suivant lesquels le
corps solide se sera condensé. Ajoutons que, dans tous les cas pos-
sibles, les condensations ou dilatations maximum ou minimum cor-
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respondront évidemment a deux axes de I'cllipsoide ou des deux hyper-
boloides. Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :

TukoriMe. — Supposons que, par Ueffet d'une cause quelconque, un
corps solide ait passé d’un premier élat naturel ou artificiel & un second
état trés peu dyférent du premier, et que, a partir d’un point donné de ce
corps solide, on porte, sur chacun des demi-axes aboutissant au méme
point, une longueur équivalente a l'unité divisée par la racine carrée de la
condensation ou dilatation linéaire mesurée suwwant le demi-axe que U'on
considere. Cette longueur sera le rayon vecteur d’'un ellipsoide qui aura
pour centre le point (x, y, 5), et dont les trots axes correspondront a trots
dilatations ou condensations principales. Quant aux autres dilatations ou
condensations, elles seront symétriquement distribuées autour de ces trots
axes. Dans certains cas, Uellipsoide dont il s’agit se trouvera remplace par
deux hyperboloides a une nappe et a deux nappes, qui, étant conjugues
Uun a Uautre, auront le méme centre avec les mémes axes, et seront tou-
chés a Uinfini par une méme surface conique du second degré. Ces cas
sont ceux ou il y aura, awtour du point donné, dilatation dans un sens,
condensation dans un autre. Alors la surface conique dont nous venons
de parler separera la région dilatée, qui correspondra au premier hyper-
boloide, de la région condensée qui correspondra au second, et les généra-
trices de cette surface conique indiqueront les directions suivant lesquelles
il 'y aura ni dilatation ni condensation. Ajoutons que, parme les conden-
sations ou dilatations principales, on rencontrera towjours, si le corps est
dilaté dans tous les sens, ou condensé dans tous les sens autour du point.
(2, y,5), un maximum et un minimum de dilatation, ou bien un maxi-
mum et un minimum de condensation ; et, si le contraire arrive, une dila-
tation maximum avec une condensation maximum.

Il peut arriver que les trois condensations ou dilatations principales,
ou au moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes ou se rédui-
sent a zéro. Alors I'cllipsoide et les hyperboloides mentionnés dans
le théoreme précédent deviennent des surfaces de révolution ou des
cylindres, et peuvent méme se réduire & une sphere ou & un systeme
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de deux plans paralleles. Ainsi, en particulier, lorsque le corps solide
est dilaté dans toas les sens ou condensé dans tous les sens, et que les
condensations ou dilatations principales sont équivalentes, ellipsoide
sc change en une sphere, et la condensation ou dilatation linéaire a
une valeur constante, qui reste la méme, dans toutes les divections
autour du point (x, y, z). Dans ce cas, la condensation ou dilatation
‘du volume est évidemment le triple de la condensation ou dilatation

liné¢aire.



SUR LES MOUVEMENTS

QUE PEUT PRENDRE

UN SYSTEME INVARIABLE, LIBRE,

OU ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS.

§ 1. — Considérations générales.

Lorsqu’un systeme invariable, libre ou assujetti & certaines condi-
tions, se meut dans P'espace, il existe entre les vitesses des différents
points certaines relations qui, dans beaucoup de cas, s’expriment tres
simplement, et que I'on déduit des formules relatives a.la transforma-
tion des coordonnées. Je vais montrer, dans cet article, que les mémes
relations peuvent étre tirées du principe de vitesses virtuelles. Ordi-
nairement, on se sert de ce principe pour déterminer les forces capables
de maintenir en équilibre un systeme de points matériels assujetti &
des liaisons données, en supposant connues les vitesses que ces points
peuvent acquérir dans un ou plusicurs mouvements virtuels du sys-
teme, c’est-a-dire dans des mouvements compatibles avee les liaisons
dont il s’agit. Mais il est clair qu’on peut renverser la question, et
(qu’apres avoir établi les conditions d’équilibre par une méthode quel-
conque, ou méme, si I'on veut, par la considération de quelques-uns
des mouvements virtuels, on pourra ‘se servir, pour déterminer la
nature de tous les autres, du principe que nous venons de rappeler.
Ajoutons qu’il est utile, dans cette détermination, de substituer au
principe des vitesses virtuelles un autre principe que 'on tire immé-
diatement du premier, et qui se trouve renfermé dans la proposition

suivante.
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TutoriMe. — Supposons que deux systémes de forces soient successive-
ment appliques a des points assujeltis a des liaisons quelconques. Pour que
ces deux systémes de forces sotent équivalents, 1l sera nécessaire, et il suf-
Sira que, dans un mouvement virtuel quelconque, la somme des moments
vtrtuels des forces du premier systéme soit égale a la somme des moments

virtuels des forces du second systéme.

Démonstration. — Supposons que les deux systemes de forces donnés
se composent, le premier, des forces P, P, P”, ...; le second, des
forces Q, Q', Q7, .... Ces deux systemes seront ¢quivalents si un troi-
sieme systeme, choisi de maniere a faire équilibre au premier, fait en
méme temps équilibre au second. Or soient R, R/, R”, ... les forces qui
composeront ce troisicme systeme. Pour que le principe des vitesses
virtuelles soit vérifié, il sera nécessaire, et il suffira, que, dans un
mouvement virtuel quelconque, la somme des moments virtuels des
forces R, R, R”, ..., prise en signe contraire, devienne équivalente,
non sculement & la somme des moments virtuels des forces P, P,
P”, ..., mais encore & la somme des moments virtuels des forces Q,
Q, Q" .... Donc ces deux dernitres sommes devront étre égales et
affectées du méme signe.

Nous allons maintenant appliquer le théoreme qui précede i la
détermination des mouvements que peut prendre un systeme de points
matériels liés invariablement les uns aux autres. Nous commencerons
par examiner le cas o tous ces points sont compris dans un plan fixe
dont ils ne doivent jamais sortir. Nous passerons ensuite au cas général
ou on les suppose disposés arbitrairement dans 'espace.

§ II. — Sur le mouvement d’un systéme de points matériels, qui, étant liés
invariablement les uns aux autres, et compris dans un plan fixe, sc meu-
vent sans sortir de ce plan.

Considérons un systeme de points matériels qui, étant liés invaria-
blement les uns aux autres et compris dans un plan fixe, se meuvent
sans sortir de ce plan. Le mouvement du systeme étant compatible
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avec les liaisons données sera un mouvement virtuel. Cela posc¢, on
déduira sans peine, du théoreme établi dans le § 1, les propositions
suivantes :

Tueorime I — S, a une époque quelconque du mousement, dewx points
du systéme invariable ont des vitesses nulles, les vitesses de tous les autres

points se réduiront a zcro.

Démonstration. — Ce théoreme, qui est évident par lui-méme, quand
les deux points donnés ont des vitesses constamment nulles, ¢’est-a-dire
quand ils demeurent en repos, peut étre démontré, dans tous les cas,
i I'aide des raisonnements que nous allons indiquer.

Soient A’, A” les points dont les vitesses sont nulles, el o la vitesse
d'un troisieme point A choisi arbitrairement. Si I'on applique i ce der-
nier point une force P, comprise dans le plan fixe et dirigée d’une
maniéere quelconque, on pourra généralement la décomposer en deux
autres forces P, P” dirigées suivant les droites AA’, AA”. D'ailleurs,
ces droites étant invariables, on pourra supposer la force P" appliquée
au point A, la force P” au point A”, et alors la somme des moments
virtuels de ces deux forces s’évanouira. Done, la force P, équivalente
au systeme des deux autres, devra elle-méme fournir, en vertu du théo-
reme établi dans le § 1, un moment virtuel égal a zéro. On aura done
nécessairement '

(r) Pwcos(P, »)=o,

quels que soient 'angle (P, ) et I'intensité de la force P, ¢’est-a-dire,
en d’autres termes,

(2) n = 0.

Les raisonnements qui précedent ne seraient plus applicables si le
point A était situé sur la droite A’A”. Mais alors, en remplacant la
force P par deux forces paralleles P', P” respectivement appliquées aux
points A’, A”, on démontrerait, comme on vient de le faire, les for-
mules (1) et (2); et Pon reconnaitrait encore que, dans I’hypothése
admise, la vitesse du produit A se réduit a zéro.
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Tutorine II. — Si, @ une époque quelconque du mouvement, les vitesses
de tous les points du systéme invariable sont differentes de zero, ces vi-
lesses seront toutes égales et dirigées suivant des droites paralleles.

Démonstration. — En effet, soient o', w” les vitesses de deux points
quelconques A’, A”. Si ces vitesses ne sont pas dirigées suivant des
droites paralleles, les perpendiculaires élevées sur leurs directions et
dans le plan donné, par les deux points A’, A”, se couperont en un
troisicme point A. Or, si Uon applique & ce dernier une force P com-
prise dans le plan fixe et dirigée d’'une maniere quelconque, la force P
sera équivalente au systeme de deux autres forces P’, P” dirigées sui-
vant les droites AA’, AA” et respectivement appliquées aux points A’,
A”. Cela posé, si I'on nomme o la vitesse du point A, on aura néces-
sairement, en vertu du théoréme énoncé dans le § 1,

3) Pwcos (P, w) =D w'cos(P'y»') + P"0" cos (P, »).

D’ailleurs, les droites AA’, AA” étant perpendiculaires aux directions
des vitesses w’, »”, on aura encore

[€)) cos(P', ')y =o, cos(P’, 0") =o.
Donc la formule (3) donnera
(1) Pwcos(P, ») o,

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P, w), et, par consé-
quent,

(2) w = 0.

Cette conclusion étant contraire a I'hypothese admise dans I’énoncé du
théoreme 11, il est clair que le point A ne saurait exister. Donc les
vitesses de deux points quelconques A’, A” sont dirigées suivant des
droites paralleles.
Il reste a faire voir que les vitesses w’, w” sont égales. Or considé-
rons d’abord le cas ol la droite A’A” n’est pas perpendiculaire aux
GEuvres de C. — S. 11, t, VII. 13
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directions de ces vitesses. Le point d’application d’une force P, dirigée
suivant cette droite, pourra étre transporté, soit en A’, soit en A”. On

aura done
(5) Pw'cos(P, w') = Pwcos(P,w"),

ct, puisque les angles (P, w'), (P, »”) scront ¢gaux sans étre droits,
on tirera de la formule (5)

(6) o'=0".

Si la droite A”A” était perpendiculaire aux directions de toutes les
vitesses, on choisirait hors de cette droite un point quelconque A dont
on désignerait la vitesse par o3 puis, en raisonnant comme on vient de
le faive, on établirait les équations w'== w, w’= v, desquelles on tire-

rait encore w'=w".

Tucoreme UL — S, @ une époque quelconque du mouvement, un seul
pownt du systéme invariable a une vitesse nulle, la vitesse d'un second
point choist arbitrairement sera perpendiculaire au rayon vecteur mené du

premier point au second, et proportionnelle a ce rayon vecteur.

Démonstration. — Soient O le point unique dont la vitesse est nulle,
et o la vitesse d’un autre point A choisi arbitrairement. Si I'on ap-
plique au point O une force P dirigée suivant OA, son moment virtuel
sera nul; et, comme on pourra transporter le point d’application de la
force P de O en A, on aura encore, en vertu du théoreme établi dans

le §1,
(1) Pwcos(P,w)=o0;

puis on en conclura, en observant que les quantités P,  ne sont pas
nulles,

(7) cos(P, ) =o, (P,(.)):g.

Donc l'angle (P, ») sera droit, et la vitesse w perpendiculaire au
rayon vecteur OA.
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Soit maintenant o’ la vitesse d’un troisieme point A’. Cette vitesse
sera elle-méme perpendiculaire au rayon vecteur OA’. Cela posé, appli-
quons aux points A et O deux forces égales & Q, et formant un couple,
dont la premiere soit dirigée suivant la méme droite et dans le méme
sens que la vitesse w. La somme des moments virtuels des deux forees
du couple se réduira au moment virtuel de la premiere et, par consé-
quent, au produit

Q.
Concevons, cn outre, qu’on applique aux points A’ et O deux nouvelles
forces Q' qui forment un second couple équivalent au premier, et qui
soient dirigées suivant des droites perpendiculaires au rayon vecteur
0OA’. Les moments linéaires des deux couples devant étre égaux, si on
désigne, pour abréger, par r, 7 les rayons vecteurs OA, OA’, on aura
nécessairement

(8) O'r'=Qr.
D’ailleurs la somme des moments virtuels des forces du second couple,

savoir
Q' o' cos(Qy o) ===+ Q'w’,

devra étre égale 4 la somme des moments virtuels des forces du pre-
mier. On aura donc aussi

(9) Qweos(Q,w)=%=Q0v=Qun

et, par suite,

(10) cos(Q,w)=1 ou (Q,w)=o,

(11) Qo= Quw.

Or il résulte de équation (10) que la vitesse o’ est dirigée dans le
sens de la force Q'. Donc les vitesses w, w’ sont dirigées, ainsi que les
forces Q et Q’, de maniere i faire tourner dans le méme sens, autour

du centre O, les deux points A et A’; ce qu'il était aisé¢ de prévoir.
Quant a la formule (1 1), si on la combine avec la formule (8), on en
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tirera immédiatement

(12) - =

Donc les vitesses des points A et A’ sont, non sculement perpendicu-
laires aux rayons vecteurs r, r, mais encore proportionnelles a ces
rayons vecleurs. '

Dans le mouvement que nous venons de considérer, la vitesse d’un
point placé i 'unité de distance du centre O est ce qu'on nomme
la vitesse angulaire du systeme invariable autour de ce méme centre.
Si on désigne la vitesse angulaire par &, la vitesse du point A,
situé a I'extrémité du rayon vecteur r, sera déterminée par la for-

(D]
mule =4, 0u
(13) 6) == I'8,

Les théoremes I, IT et 1T indiquent toutes les relations qui peuvent
exister entre les vilesses de points matériels liés invariablement les
uns aux autres, et compris dans un plan fixe dont ils ne doivent jamais
sortir. Ces théoremes prouvent que les vitesses dont il s’agit sont tou-
jours celles que présenterait le systeme pris dans I'état de repos, ou
transporté parallelement & un axe fixe, ou tournant autour d’un centre
fixe. Ajoutons : 1° que le mouvement de translation, parallelement &
un axe fixe, se déduit du mouvement de rotation autour d’un centre
fixe, quand ce centre s’¢loigne a4 une distance infinic de I'ovigine des
coordonnées; 2° que le centre de rotation est un point dont la position,
déterminée i chaque instant, varie en général d’un moment a I'autre
dans le plan que I'on considire. C’est pour cette raison que nous dési-
gnerons le point dont il s’agit sous le nom de centre instantane de
rotation.

Nous terminerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés
remarquables du centre instantané de rotation d’une surface plane
Q’une étendue indéfinie, et dont les points, liés invariablement les
uns aux autres, se meuvent sans sortir d'un certain plan. Nous obser-
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verons d’abord que, & la fin d’un temps désigné par ¢, les différents
points de la surface mobile occuperont dans I'espace des positions
déterminées, et que 'un d’eux, le point O, par exemple, sera le centre
instantané de rotation. De plus, il est clair que, & cette époque, on
pourra faire passer par le point O deux courbes distinctes tracées de
maniere & comprendre, la premikre, tous les points de la surface mo-
bile, et, la seconde, tous les points de I'espace qui deviendront plus
tard des centres instantanés de rotation. Cela posé, soit A le point de
la premiere courbe qui deviendra centre de rotation & la fin du temps
t+At, en s’appliquant sur un point correspondant de la seconde
courbe désigné par B. Soit d’ailleurs As I'arc OA mesuré sur la pre-
miere courbe, et regardé comme 'accroissement d’un arc fini s abou-
tissant au point A. Si l'on considére la quantité A¢ comme infiniment
petite du premier ordre, I'arec AB que le point A aura parcouru, pen-
dant Uinstant A, pour arriver i la position B, sera évidemment une
quantité infiniment petite d’un ordre supérieur au premicr. En effet,
pour le démontrer, il suffira de faire voir que le rapport de ce dernier
arc & A¢ est une quantité infiniment petite. Or ce rapport représente
précisément une moyenne entre les diverses valeurs que prend la
vitesse du point A pendant I'instant Az; et, par conséquent, il a pour
mesure le produit qu’on obtient en multipliant une valecur moyenne
de la vitesse angulaire par une valeur moyenne de la distance infini-
ment petite qui, a cette époque du mouvement, sépare le point A du
centre dec rotation. L'arc AB sera donc une quantité infiniment petite
d’un ordre supérieur au premier, tandis que I'arc OA ou As sera en
général une quantité infiniment petite du premier ordre. Il est aisé
d’en conclure que les arcs OA, OB, comptés a partir du point O sur
les deux courbes ci-dessus mentionnées, auront pour différence une
quantité infiniment petite d’'un ordre supérieur au premier. Donc ces
deux courbes seront tangentes I'une a 'autre (voir le Tome 1, p. 177

et suiv.) ('), et le rapport g ne variera pas sensiblement quand on y

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 2a1.
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remplacera I'arc OA ou As par arc OB. Donc, si I'on désigne par ¢ la

limite du rapport %42, ¢’est-a-dire si 'on fait

, _ ds
(14) V=

u exprimera tout & la fois la vitesse avec laquelle le centre instantané
de rotation se déplace, en passant d’un point a un autre, sur la surface
mobile, et la vitesse avec laquelle le méme centre change de position
dans I'espace. Ajoutons que la premiere courbe, entrainée par le mou-
vement de la surface sur laquelle elle est tracée, parcourra une por-
tion de Pespace qui aura pour enveloppe la seconde courbe; et que, si
instant Az acquiert une valeur finice, les arcs correspondants OA, OB,
mesurés sur les deux courbes, offriront pour différence une longueur
infiniment petite, non plus du second ordre, mais du premier, c’est-
a-dire qu’ils seront égaux entre eux.

Dans le cas particulier ot 'une des courbes que I'on vient de consi-
dérer se réduit & un point, on doit en dire autant de l'autre. Alors la
quantité ci-dessus désignée par v s’évanouit, et le centre instantané de
rotation conserve toujours la méme position non seulement dans ['es-
pace, mais encore sur la surface mobile. .

§ . — Sur le mouvement d’un systéme de points matériels, placés
arbitrairement dans Uespace, et liés invariablement les uns aux
autres.

Considérons un systeme invariable de points matériels qui, au licu
d’étre renfermés dans un plan, soient distribués arbitrairement dans
I'espace, ct se meuvent d’'une maniere quelconque. Alors, & la place
des théoremes I et 11 du § II, on obtiendra immédiatement les propo-
sitions que nous allons énoncer.

Tatoreme 1. — S, @ une époque quelconque du mouvement, trows points
du systéme invariable, non situés sur une méme droite, ont des vitesses
nulles, les vitesses de tous les autres points se réduiront a zero.
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Démonstration. — Ce théoreme, qui est évident par lui-méme, quand
les trois points donnés ont des vitesses constamment nulles, ¢’est-a-dire
quand ils demcurent en repos, peut étre démontré dans tous les cas a
I'aide des considérations suivantes :

Soient A’, A”, A” les points non situés en ligne droite, dont on sup-
pose les vitesses nulles, et w la vitesse d’un quatrieme point A choisi
arbitrairement. Si I'on applique & ce dernier point une force P dirigee
(’une maniere quelconque, on pourra généralement la décomposer en
trois autres forces P’, P”, P" dirigées suivant les droites AA’, A", AN".
D'ailleurs, ces droites ¢tant invariables, on pourra supposer la force I
appliquée au point A’, la force P” au point A”, la force P” au point A",
etalors la somme des moments virtuels de ces trois forces s’évanouira.
Donc la force P, équivalente au systeme des trois autres, devra elle-
méme fournir un moment virtuel égal & zéro. On aura done

(1) Pwcos(P, w)==o,

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P, ), ct par consé-

(quent

(2) ® = o0.

La démonstration précédente ne serait plus applicable si le point A
é¢tait situé dans le plan du triangle A’A”A”. Mais alors il suffirait de
remplacer la force P par trois forces paralleles P’, P”, P”respectivement
appliquées aux points A’, A”, A” pour démontrer, comme on vient de
le faire, les équations (1) et (2), et Pon reconnaitrait encore par ce
moyen que, dans I’hypothese admise, la vitesse du point A se réduit
a zéro.

Tukoreme 1. — Supposons que, a une époque quelconque du mouve-
ment, deux points du systéme invariable aient des vitesses nulles, et que
tous les points situés hors de la droite qui joint les deux premiers aient des
vitesses différentes de zéro. On pourra dés lors affirmer : 1° que les vitesses
des divers points situés sur la droite dont il s'agit se réduisent a zéro;
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2° que la vitesse d’un point choisi arbitrairement hors de la méme droite
est, non seulement perpendiculaire au plan qui renferme tout a la fois le
point et la droite, et par conséquent a leur plus courte distance r, mais

encore proportionnelle a la longueur r.

Démonstration. — Soient (), 0” les deux points dont on suppose les
vitesses nulles, et o la vitesse d’un troisieme point O choisi arbitrai-
rement sur la droite 0°0”. Il suftira d’appliquer a ce troisieme point
une force P dirigée d’'une maniere quelconque, puis de remplacer la
force P par deux forces paralleles appliquées aux points 07, 07, el
d’avoir égard au théoreme énoncé dans le § 1, pour établir les équa-
tions (1) et (2), dont la seconde exprime que la vitesse du point O se
réduit & zéro. ’

Concevons i présent que I'on désigne par w, non plus la vitesse d’un
point situé sur la droite 0’0", mais la vitesse d’un point A situé hors
de cette droite. Si 'on applique & ce point une force P dont la direc-
tion soit comprise dans le plan 0'0”A, on pourra décomposer la force P
en deux autres forces P’, P” dirigées suivant les droites AO’, AO”. D’ail-
leurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force P'appli-
quée au point 0, la force P”au point 07, et alors la somme des moments
virtuels de ces deux forces s’évanouira. Donc la force P, équivalente au
systeme des deux autres, devra elle-méme fournir un moment virtuel
égal & zéro, en sorte qu’on aura

(1) Pwcos(P, w)=o.

Donc, puisque les quantités w, P sont, par hypothese, différentes de
zéro, I'on aura cncore

s

(3) cos(P,w)=o0 ou (P,(,,),—__.Z_.

Cette derniere condition devant étre remplie, quelle que soit la droite
comprise dans le plan AO’0” et suivant laquelle on suppose dirigée la
force P, on peut affirmer que la direction de la vitesse w sera perpen-
diculaire & toutes les droites renfermées dans ce plan, et par consé-
quent au plan lui-méme.
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Soit maintenant ' la vitesse d’un nouveau point A’, situé¢, comme le
point A, hors de la droite O'0”. La vitesse o’ sera perpendiculaire au
plan A’0’0". Soient d’ailleurs B, B'les points ou la droite O’ O” est ren-
contrée par les perpendiculaires abaissées sur elle des points A, A'; et
désignons par r, r’ les longueurs AB, A’B’ qui mesurent les plus
courtes distances de ces points & la droite O0'. Enfin, appliquons aux
extrémités de la droite AB deux forces égales & Q, et formant un couple,
dont la premiere soit dirigée suivant la méme droite et dans le méme
sens que la vitesse w; puis, aux extrémités de la droite A'B’, deux
forces égales & Q, et formant un autre couple, dont la premiere soit
dirigée suivant la méme droite que la vitesse w’. Si les deux couples
deviennent équivalents, leurs moments linéaires seront égaux, ainsi
que les moments virtuels des forces Q et Q' respectivement appliquées
aux points A ¢t A’. On aura donc alors

(4) Qr'=Qr,
(5) Qwcos(Q,0)==Qw =Quw;

et par suite

(6) cos(Q, w')y=1 ou (Q, »')y=o,
(7) Q’Q’I:Q('W

)
(8) o=

v

11 résulte de I'équation (6) que la vitesse w’ est dirigée dans le méme
sens que la force Q'. Donc les vitesses o, w’ sont dirigées, ainsi que les
forces Q et Q’, de manicre a faire tourner dans le méme sens, autour
du centre O, les deux points A et A’; ce qu'il était aisé de prévoir.
Quant i la formule (8), elle exprime que les vitesses des points A, A’
sont proportionnelles aux plus courtes distances de ces points 4 la
droite 0’0",

Dans le mouvement que nous venons de considérer, les vitesses des
différents points du systeme invariable ont entre elles les mémes rela-

OEuvres de C.—S$. 11, t. VIL. ' 14
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tions que si, la droite 00’ étant fixe, le systeme tournait autour de cette
droite. On désigne pour cette raison la droite 00’ sous le nom d’axe
instantané de rotation, et I'on nomme vitesse angulaire du systeme la
vitesse d’un point placé i 'unité de distance de cet axe. Si I'on repré-
sente par ¢ cette vitesse angulaire, la vitesse d’un autre point A, situé
a la distance r de I'axe 00’, sera déterminée par la formule

(9) w=Trs.

Si nous n’avons pas examiné dans ce paragraphe le cas ou un seul
point du systeme invariable aurait une vitesse nulle, c’est que ce cas
ne peut jamais se présenter quand le systeme invariable a plus de deux
dimensions. Supposons, en effet, que le point O ait une vitesse nulle;
soit w la vitesse d’un autre point A choisi arbitrairement, et appliquons
a ce dernier point une force P dirigée suivant la droite AO. Le moment
virtuel de cette force devra conserver la méme valeur quand on trans-
portera le point d’application de A en O. On aura, en conséquence,

(1) Pwcos(P, w)=o,

et 'on en conclura

(2) w = o0,

ou

(3) cos(P, w) =o, (P,m):g-
Donc la vitesse du point A sera nulle ou perpendiculaire au rayon vec-
teur OA. Cela posé, soient A’, A” deux nouveaux points du systeme
invariable tellement choisis que le plan AA’A” ne renferme pas le
point O; et désignons par «’, " les vitesses des points A’, A”. Si les
trois vitesses », o', w” different de zéro, elles seront respectivement
perpendiculaires aux trois rayons vecteurs OA, OA’, OA”; et la vitesse w
ne pourra étre parallele aux deux autres, puisque les trois rayons vec-
teurs ne sont pas compris dans un méme plan. Admettons, pour fixer
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les idées, que, des deux vitesses ', ”, la premiére w’ ne soit pas paral-
léle & w. Les plans menés par les points A, A’ perpendiculairement aux
directions de ces vitesses se couperont suivant un axe qui passera par
le point O; et, si 'on nomme C un second point de cet axe, une force R
appliquée au point C pourra étre décomposée en trois autres forces Q,
Q’, Q" respectivement dirigées suivant les droites CA, CA’, CO. D’ail-
leurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force Q
appliquée au point A, la force Q" au point A’, la force Q” au point O
dont la vitesse est nulle, et alors la somme des moments virtuels de
ces trois dernitres forces sc trouvera réduite au binome '

Qwcos(Q, w) + Q'w cos(Q’, w'),

c’est-d-dire & zéro, puisque (Q, w), (Q', ') seront évidlemment deux
angles droits. Donc la force R, équivalente au systeme des trois autres,
devra elle-méme fournir un moment virtuel nul; et, comme cette force
est arbitraire en grandeur ainsi qu’en direction, il faudra nécessai-
rement que la vitesse du point C auquel on la suppose appliquée se
réduise a zéro.

On peut donc affirmer que, dans le mouvement d'un systeme inva-
riable, quand la vitesse d’un point se réduit & zéro, d’autres points ont
pareillement des vitesses nulles. Dans ce cas, les relations qui existent
entre les différentes vitesses sont celles qu’indique le théoreme II. Alors
aussi la vitesse d’un point pourra étre completement déterminée, non
seulement en grandeur, mais encore en direction, si 'on connait les
coordonnées de ce point, la direction de I’axe instantané de rotation,
et le sens dans lequel le corps tourne autour de cet axe, avec la vitesse
angulaire. En effet, soient, pour un instant donné, s cette derniere
vitesse, £, v, { les coordonnées d’un point O situé sur I'axe instantané
de rotation, x, y, 5 les coordonnées d’un point A placé 5.1 la distance r
du méme axe, o la vitesse du point A, enfin «, B, y et A, i, v les angles
que forment avec les demi-axes des coordonnées positives : 1° la direc-
tion de la vitesse w; 2° I'axe instantané de rotation prolongé, i partir
du point O, dans une direction 00’ telle que la vitesse w produise
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autour de 00’ un mouvement de rotation de droite & gauche. Conce-
vons d’ailleurs que la vitesse o soit représentée par une longueur AB
portée sur sa direction & partir du point A, et la vitesse angulaire « par
une autre longucur OC comptée a partir du point O dans la direc-
tion 00’". On pourra, en prenant un point quelconque de 'espace pour
centre des moments, construire ce que nous nommerons les moments
linéaires des vitesses o el g, ¢'est-d-dire les moments linéaires de deux
forces AB, OC qui seraient représentées par les mémes droites que ces
vitesses. Cela posé, il est clair que, si I'on place le centre des moments
au point A, la vitesse w, mesurée par le produit 7, et dirigée suivant
un demi-axe perpendiculaire au plan AQO’, coincidera en grandeur et
en direction avec le moment lincaire de la vitesse angulaire 8. Donc les
projections algébriques de la vitesse # sur les axes coordonnés seront
équivalentes aux projections algébriques du moment linéaire de la
vitesse #, c’est-i-dire aux trois produits

8[(n —))cosv — (§ — 3 )cosp],
8[({ — 5)cosA — (§ —x)cosv],
8[(§ — &) cosp.— (n — y)cosr],

de sorte qu’on aura

wcosa=38[(n — y)cosv — ({ —35)cosp],
(10) ¢ weosB==8[(§ —z)cosh — (§ — r)cosv],

wcosy = 8[(§ — ) cosp— (n— y)cosA].

Si le point O était 'origine méme des coordonnées, les formules (10)
se réduiraient aux suivantes :

® COSot == — 8(y COSY — 3 COSW),
(x1) wcosP —=—8(s5cosk —xcosv),
@ COSy = — 8(& COSp — ¥ COSA).

Lorsqu’un corps solide, retenu par un point fixe O, vient & se mou-
voir, la vitesse de ce point étant toujours nulle, le corps, en vertu de
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ce qui précede, ne peut que tourner a chaque instant autour d’un cer-
tain axe passant par le point dont il s’agit. Mais la position de cet axe
varie en général, d’un instant a 'autre, dans le corps et dans I'espace.
Cela posé, concevons que, au bout du temps ¢, I'axe instantané de
rotation rencontre, aux points C et D, la surface décrite du point O
comme centre avec un rayon équivalent a I'unité. A cette époque, les
points C, D, situés aux deux extrémités d’'un méme diametre, seront
les centres instantanés de rotation de la surface sphérique; et il est clair
que, par chacun de ces points, on pourra faire passer deux courbes
tracées sur la surface sphérique, de maniere & comprendre, la pre-
mitre, tous les points du corps, et, la seconde, tous les points de I'es-
pace, qui deviendront plus tard, a la place du point C ou D, des centres
instantanés de rotation de la méme surface. Or, désignons par A le
point du corps qui, au bout du temps ¢ + Az, deviendra centre de rota-
tion de la surface sphérique a la place du point C; et nommons B le
point de U'espace sur lequel, a cette époque, le point A viendra s’appli-
quer. Si I'on considére A¢ comme un infiniment petit du premier ordre,
les arcs CA, CB, mesurés a partir du point C sur les deux courbes qui
passent par cce point, scront, en général, des infiniment petits du
méme ordre; mais I'arc AB, que le point A sera obligé de parcourir
avant de s’appliquer sur le point B, sera une quantité infiniment petite
d’un ordre plus élevé; car le rapport de ce dernier arc & P'instant A¢,
ou la vitesse moyennc du point A pendant cet instant, sera une quantité
tres petite, attendu que le point A restera tres voisin du centre instan-
tané de rotation depuis la fin du temps ¢ jusqu’a la fin du temps ¢ + Ac.
Donc, & plus forte raison, la distance AB, comprise entre les extré-
mités des arcs CA, CB, sera une quantité infiniment petite d’un ordre
supérieur au premier. Il en résulte immédiatement : 1° que les deux
courbes menées par le point C seront tangentes I'une a 'autre; 2° que
des arcs correspondants, mesurés sur ces deux courbes a partir du
point C, donneront pour différence, s’ils sont infiniment petits du pre-
mier ordre, une quantité infiniment petite d’'un ordre plus élevé; et,
§'ils sont finis, une quantité infiniment petite, c’est-a-dire nulle. Soit
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As 'un de ces mémes arcs, considéré comme accroissement d’un arc
fini s aboutissant au point C. Si I’on désigne par v la limite du rapport

%:—‘:, c’est-a-dire, si I’on fait
ds
(12) V=

v exprimera tout i la fois la vitesse avec laquelle chacun des centres
instantanés de rotation se déplace sur la surface sphérique, et la vi-
tesse avec laquelle il se déplace dans 'espace. Ajoutons que la courbe
CA, entrainée par le mouvement de la surface sphérique sur laquelle
elle est tracée, prendra successivement diverses positions, dans les-
quelles elle se trouvera enveloppée par la courbe CB.

On serait encore parvenu a des résultats du méme genre, si la sur-
face sphérique, au licu d’avoir pour rayon I'unité de longueur, avait
¢té déerite, du point O comme centre, avec un rayon quelconque. Cela
posé, on déduira sans peine des principes ci-dessus établis la proposi-
tion suivante :

Tutorime HI. — Concevons qu’un corps solide, retenu par un point fixe,
se meuve d’une maniére quelconque autour de ce point. Supposons d’ail-
leurs qu’a un instant donné on trace : 1° dans le corps, 2° dans Uespace,
les différentes droites avec lesquelles coincidera successivement U'axe in-
stantané de rotation. Tandis que la surface conique, qui aura pour geéne-
ratrices les droites tracées dans le corps solide, sera entraince par le mou-
vement du corps, elle touchera constamment la surface conique qui aura
pour genératrices les droutes tracées dans Uespace, et, par conséquent, la
seconde surface ne sera autre chose que U'enveloppe de la portion de ['es-
pace parcourue par la premiere.

Admettons maintenant qu’une droite mobile, assujettie 4 passer par
le point O, suive I'axe instantané de rotation-dans ses positions succes-
sives. La quantité v, déterminée par la formule (12) ,représentera évi-
demment la vitesse angulaire avec laquelle cette droite tournera autour
du point O en changeant de position, soit dans le corps, soit dans I’es-
pace.
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Lorsqu’une des surfaces coniques mentionnées dans le théoreme 111
se réduit & une droite, on doit en dire autant de I'autre surface. Alors
la quantité v s’évanouit, et 'axe instantané de rotation conserve tou-
jours la méme p(;sition, non seulement dans I’espace, mais encore
dans le corps solide. On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Tueoreme IV. — Les mémes choses étant posees que dans le théoréme 111,
st Uaxe instantané de rotation devient fixe de position dans le corps
solide, il sera fixe dans Uespace, et réciproquement.

On peut remarquer que la premicre partie du théoréme IV est ¢vi-
dente par elle-méme; car, lorsque les mémes points du corps se trou-
vent constamment sur 'axe de rotation, chacun de ces points a con-
stamment une vitesse nulle et demeure en conséquence immobile dans
I'espace. '

Il reste maintenant a faire connaitre les relations qui peuvent exister
entre les vitesses des différents points d’un systeme invariable ou d’un
corps solide, quand toutes ces vitesses different de zéro. Pour y par-
venir, nous commencerons par établir une proposition auxiliaire dont
voici I'énoncé :

TacoreME V. — Supposons que deux points matériels A, A' se meuvent
dans U'espace d’une maniere quelconque, et qu’un observateur, place sur le
point A’, détermine, pour un instant donné, la vitesse apparente du
point A. La vitesse absolue de celui-ci sera représentée, non seulement en
grandeur, mais encore en direction, par la diagonale du parallélogramme
construit sur la vitessc apparente, et sur une longueur égale et paralle:le a
la vitesse absolue du point A’

Démonstration. — Rapportons les positions de tous les points de I'es-
pace A trois axes fixes qui se coupent i angles droits; et désignons,
au bout du temps ¢, par x, y, 5 les coordonnées du point A, par &/,
y's 3 celles du point A’. Soient, 3 la méme époque,

(13) r=V@ =2+ —yP+GE—2)

la distance des points A, A’; w, o’ leurs vitesses absolues, représen-
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tées par des longueurs AB, A’B’ portées sur les directions de ces vi-
tesses; et «, B, v; o', B, ¥’ les angles que forment ces directions avec
les demi-axes des coordonnées positives. Les projections algébriques
des vitesses absolues w, o’ seront

(14) mcosa:'-"'z, mcos@:(—lz, wcosy:(E
dt dt dt
ct
1 I dr, / [ (l.y’ ! | sl
(15) w'eosa’= -z w'cosf =0 w'eosy' = — -

Concevons d'ailleurs qu'un observateur, placé sur le point A’, mesure
i chaque instant le rayon vecteur 7 mené du point A’ au point A, et
les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordon-
nées positives, ou plutdt avec trois demi-axes paralleles menés par le
point A’. Les angles dont il s’agit seront ceux dont les cosinus sont
équivalents aux (rois fractions

(16) I

et 'observateur aura tous les ¢léments nécessaires pour déterminer,
non pas le mouvement absolu du point A dans I'espace, mais le mou-
vement relatif ou apparent de ce point autour du point A’ considéré
comme immobile, c’est-d-dire : 1° la courbe que le point A, vu du
point A’, semblera décrire; 2° I'intensité ct la direction de la vitesse
apparente du point A, ou, ce qui revient au méme, les trois quan-
tités

. dix—2') d(y—y) d(z—3)
(7). TTar a dr

qui représenteront les projections algébriques de la vitesse apparente.
Cela posé, admettons que I’on porte, & partir du point A et sur la diree-
tion de sa vitesse apparente, une longucur AE propre 4 représenter
cette méme vitesse; puis, sur un demi-axe parallele 2 A’B’, une lon-
gucur AF=A’B’. Les trois longueurs AB, AE, AF, étant projetées sur
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les axes des «, y et 5, donneront pour projections algébriques les quan-
tités (14), (15), (17); et, comme les équations.

dr dz' d(x—a')
= + =,

dr —de dt
dy _dy'  dy—y")
(18) P72 A
dz _ ds' d(s — 3")
a—ar t dr

qui subsistent évidemment entre ces quantités, sont entierement sem-
blables aux équations qui ont lieu entre les projections algébriques de
deux forces appliquées & un point unique et de leur résultante, on
peut affirmer que la premiere longucur sera la diagonale du parallélo-
gramme construit sur les deux autres. )

Ces principes étant établis, considérons un systeme invariable ou un
corps solide qui se meuve d’une maniére quelconque dans I'espace.
Soient, au bout du temps ¢, Q la vitesse du point O choisi arbitraire-
ment dans le corps solide, et @, b, c les angles formés par la direction
de la vitesse £ avee les demi-axes des coordonnées positives. Conce-
vons, de plus, qu’un observateur, placé au point O, détermine le mou-
vementapparent du corps autour de ce point regardé comme immobile.
Ce mouvement apparent ne pourra étre, en vertu de ce qui a été dit
ci-dessus, qu’'un mouvement de rotation autour d’un axe instantané
passant par le point O. Soient A, @, v les angles que forme cet axe,
prolongé a partir du point O dans unc direction telle que le corps
tourne autour de lui de droite & gauche, avec les demi-axes des coor-
données positives; et désignons par ¢ la vitesse angulaire du corps
solide dans le mouvement de rotation apparent. Enfin, représentons
toujoin's par @, y, 5 les coordonnées d’un point quelconque A de ce
méme corps. Pour I'observateur placé au point O, les projections algé-
briques de la vitesse apparente du point A seront respectivement

8[(n—y)cosy — (§ —5) cosp],
(19) 8[(§ —3)cosA — (§ —r)cosv],

8[(§ — x)cosp — (n — y)cosh].
ORuvresde C. — S.11, t. VII. 15
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Donc, en vertu du théoreme V, la vitesse absolue w du point A et les
angles a, B, v, que formera la direction de cette vitesse avec les demi-
axes des coordonnées positives, seront déterminés par les équations

s w COSot —= 2coSa + 8(n €OSv — § COSk) — 8(y COSV ~+ 3 COS),
(20) mcosP = cosh + 8(L cosh — E cosv) -~ 8(3 CcOSA 4+ 2 cosv),

| wcosy — Qcosc -+ 8(§ cosp -— N cosA) — 8(x COSp + ¥ cosh).

Les valeurs précédentes de w cosa, w cosf, wcosy, c’est-d-dire les
projections algébriques de la vitesse absolue du point A, sont néces-
sairement indépendantes de la position du point O. Elles devront donc
rester invariables, tandis qu’on fera varier le point O, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux coordonnées a, y, =. Il en
résulte que‘les cocefficients de , y. 5 dans les seconds membres des
équations (20), et, par conséquent, les trois produits

(21) 8'COSA, BCOSK, BCOSY,

ne changeront pas de valeur, si 'on remplace le point O par un autre.
Donc, au bout d’un temps quelconque ¢, la vitesse angulaire et les
angles N, i, v, qui déterminent la direction de U'axe instantané dans le
mouvement de rolalz:on apparent, sont des quantités indépendantes de la
position de Uobservateur. La premiere de ces quanlités est ce que nous
nommerons la vitesse instantanée de rotation du corps solide.

Supposons & présent que le point O coincide, au bout du temps ¢,
avec l'originc méme des coordonnées. On aura, dans ce cas, § = o,
n =0, { = o, et les formules (20) se réduiront &

[ wcosa—=Qcosa—s(ycosy —3cosp),

‘
(22) ¢ weosP-=Qcosb —8(s cosA — .rcosv),
0 coSy = Qcosc — 8(xcosp — y cosi).

Soient d’ailleurs ¢, A les angles que forment les directions des

vitesses w, Q avec la direction de ’axe instantané de rotation. On aura
évidemment

(23) €089 = cosa COSA + cOSf3 COS |t + COSy COSY,
(24) c0sA = cosa cosA + cosb cosp -+ cCosc CosY,



UN SYSTEME INVARIABLE, LIBRE, ETC. 113

et l'on tirera des formules (22), respectivement multipliées par cos?,
COS {4, COSV, ‘

(25) » €0 = Q cosA.

Cette derniere équation prouve que la vitesse absolue d’un point quel-
conque A du corps solide, étant projetée sur la direction d’un axe instan-
tané de rotation, fournit une projection constante, c’est-a-dire indépendante
de la position du point A. On en conclut que la vitesse w obtiendra la
plus petite valeur possible, lorsque sa direction sera parallele i celle
des axes de rotation. Or, cette condition sera remplie, quand les coor-
données a, v, s vérifieront la formule

Qcosa- 4(ycosv— 3 cosp)
cosA

. Qcosb-—u(5 cosA — x cosv
(‘2()) el ?(C()Sp. )

__ Qcosc —8(xcosp — y cosk)
- cosv ’

ue 'on peut remplacer par les équatioans .
q

Qcosa —s(ycosv — 3 cosp) = Q2 cosA cos?,
(27) « Qcosbh—8(3z cosh — xcosv) == 2 cosA cosp,

L2cosc —8(zcosp — y cosh) =R cosA cosv,

et qui représente une droite dont chaque point est animé d’une vitesse
dirigée suivant Paxe instantané de rotation que fournirait le mouve-
ment apparent autour de ce point. La droite dont il s’agit ici est ce que
nous appellerons V'axe instantané de rotation du corps solide, et la
vitesse de chacun des points situés sur cet axe sera la vilesse instan-
tanée de translation du méme corps. Dorénavant nous désignerons par v
cette derniere vitesse. Si 'axe instantané de rotation du corps solide
passait, non par le point («, y, 3), mais par le point (%, , {), on
aurait nécessairement, dans la formule (25), '

(28) Q=—v, cosA==1;
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et la vitesse w d’un point (=, y, ), situé hors de I'axe instantané, véri-
fierait I'équation

(29) ® CO0S0 == v,

le double signe = devant étre réduit tantot au signe +, tantot au
signe —, selon que le mouvement de rotation s’exécuterait de droite
4 gauche, ou de gauche a droite, autour de I’axe instantané prolongé
dans le sens de la vitesse v.

On pourrait au reste établir, sans calcul, la plupart des résultats
que nous venons d’énoncer, i I'aide des considérations suivantes :

Soit 00" I'axe instantané de rotation que fournit, au bout du temps ¢,
le mouvement apparent du corps autour d’un point donné O. Pour
déterminer en grandeur et en direction la vitesse absolue d’un point A
situé hors de cet axe, il suffira (voir le théoreme V) de chercher la
diagonale du parallélogramme conslruit sur la vitesse apparente du
point A, et sur une droite égale et parallele a la vitesse du point O. 1l
en résulte : 1° que tous les points situés sur une droite parallele a
I'axe 00 seront animés de la méme vitesse absolue; 2° que la direc-
tion de cette vitesse absolue sera parallele & 'axe 00, et dirigée sui-
vant la droite elle-méme, si cette droite a été choisie de maniere que la
vitesse apparente de chacun de ses points soit égale ct parallele a la
projection de la vitesse absolue du point O sur un plan perpendiculaire
a I'axe 00’, mais dirigée en sens inverse.

I suit encore de ces considérations que les vitesses absolues de tous
les points du corps solide, au bout du temps ¢, seront completement
déterminées, quand on connaitra la position de I'axe instantané de
rotation de ce méme corps, ainsi que les deux vitesses instantanées de
rotation et de translation. Cette remarque entraine évidemment la pro-
position suivante :

Tutorime VI. — Quelle que soit la nature du mouyement d’un corps
solide, les relations existantes entre les différents points seront toujours
celles qui auraient lieu, si le corps était retenu de maniére a pouyoir seu-
lement tourner autour d’un axe fixe et glisser le long de cet axe.
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Si, pour fixer les idées, on suppose que I’axe instantané de rotation
passe, au bout du temps ¢, par le point dont les coordonnées sont §,
1, {, on déduira facilement des équations (20) la grandeur et la direc-
tion de la vitesse w d’un autre point choisi arbitrairement dans le
corps solide, et correspondant aux coordonnées x, y, 5. En effet, pour
y parvenir, il suffira de poser, dans les formules (20), Q =, ct, de
plus,

(30) COSa == COSA, cos b = cosp, €0SC == COSV,
ou bien
(31) cosa = — CosA, €0s b =— cosy, €0SC = — COoSV,

suivant que le mouvement de rotation du corps solide s’effectuera de
droite & gauche, ou de gauche a droite, autour de I’axe instantané de
rotation prolongé dans la direction de la vitesse u. Par conséquent, on
trouvera, dans la premiere supposition,

® Cosa = v coSA + 8[(n -—y)cosv — (§ — 3)cosp],
(32) ¢ wcosP=vcosp+8[(§{ — z)cosA — (§ —.r)cosv],
( 0 cosy = v cosv + 8[(§ — &) cosp — (n —y) cosdr],

et, dans la seconde,

w cosat =— v coSA ~+ 8[(n — y)cosy — ({ — s)cosp],
(33) ¢ weosPB=—vcosp+8[({ —3)cosh — (§ —x)cosv],
w €Oy = — v oSV + 8[(§ — &) cosp — (n — y) cosh].

Lorsque I'axe instantané de rotation du corps solide passe par I'origine
méme des coordonnées, on peut remplacer par zéro chacune des trois
quantités &, n, { dans les formules (32) ou (33), dont les trois pre-
mieres se réduisent a »

@ COSA =V COSA — 8Y COSV + 83 COS|,
(34) w €083 = v cosp — 85 COSA + B COSY,
@ COSY = U COSY — 8L COS[L + 8y COSA;
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et les trois dernieres i

® COSa == — UCOSA -~ 8y COSY -+ 83 COS,
(35) ¢ wCosf == — U CcosSp —83 COSA -+ 82 COSV,
0 COSY == — U COSY -~ 8L COS + 8y COS A,

Dans les ¢quations (34) et (33), ainsi que dans les formules (29),
(32) et (33), v désigne la vitesse instantanée de translation du corps
solide.

Lorsque la quantité &, c’est-d-dire la vitesse instantanée de rotation
du corps solide se réduit & zéro, on tire des formules (32) ou (33)

(36) © = v,

cosa _ cosf cosy

(37) cosp ~ cosv

I

Donc alors tous les points du corps solide ont des vitesses égales et
paralléles, comme si le corps était assujetti de maniere 4 pouvoir scu-
lement glisser le long d’un axe fixe, sans tourner autour de cet axe.
Nous terminerons cet article en’ indiquant quelques propriétés
remarquables de I'axe instantané de rotation d'un corps solide. Soit
00 la direction de cet axe au bout du temps ¢. Il est clair qu'a cette
époque on pourra faire passer par 'axe 00’ deux surfaces réglées, con-
struites de maniere & comprendre toutes les droites, tracées dans le
corps ou dans I'espace, qui deviendront plus tard des axes instantanés
de rotation. Cela posé, soient AA’, BB’ deux droites correspondantes,
comprises dans les deux surfaces, en sorte que la droite AA’ doive sappli-
quer sur la droite BB', en devenant un axe de rotation du corps solide,
a la fin du temps ¢ + Ar. Admettons d'ailleurs : 1° qu'un plan mené
par le point O perpendiculairement a 'axe 00’ rencontre la droite AA’
au point A, et la droite BB au point B’; 2° que B soit le point de la
seconde droite avec lequel le point A coincidera, quand la premiere
droite s’appliquera sur la seconde. Enfin, soit D la projection du point
B sur le plan OAB'. Si I'on considere Az comme un infiniment petit du
premier ordre, la distance BB’ et les arcs OA, OB’, mesurés & partir du
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point O sur les deux courbes d’intersection du plan OAB’avec les deux
surfaces réglées, seront, en général, des infiniment petits du méme
ordre. Mais la distance DB’ et I’arc AD, que la projection du point A
sur le plan OAB’ sera obligée de parcourir avant de s’appliquer sur le
point D, seront des quantités infiniment petites d’un ordre plus élevé.
En effet, comme la longueur BB’ sera mesurée sur une droite sensible-
ment perpendiculaire au plan dont il s’agit, le rapport de la projection
DB’ i BB’ sera tres petit; et 1'on pourra en dire autant du rapport entre
I'arc AD et I'instant Az, attendu que ce dernier rapport représente une
moyenne entre les diverses valeurs que recoit la projection de la
vitesse du point A sur le plan OAB’, depuis la fin du temps ¢ jusqu’a
la fin du temps ¢ + Az, ct que cette projection reste évidemment tres
petite pendant I'instant Az. Si I'on conservait quelques doutes a cet
égard, il suffirait d’obscrver que la projection de la vitesse du point A
est la diagonale d’un parallélogramme construit sur deux cotés, qui
restent tres petits 'un et I'autre pendant U'instant Az, et qui représen-
tent : 1° la projection de la vitesse de translation du corps solide sur le
plan OAB’, sensiblement perpendiculaire & la direction de cette vi-
tesse; 2° la projection sur le méme plan de la vitesse apparente qu'at-
tribuerait au point A un observateur placé en un point de I'axe in-
stantané de rotation. Donc I'arc AD, la distance DB/, la somme des
longueurs AD, DB’ et, & plus forte raison, la distance AB’ scront des
quantités infiniment petites d’'un ordre supéricur au premier. Il est
aisé d'en conclure : 1° que les deux arcs de courbes OA, OB’ seront
tangents l'un i l'autre; 2° que les deux surfaces réglées se toucheront
suivant la droite 00’, et que la premikre surface, entrainée par le mou-
vement du corps, prendra successivement diverses positions dans les-
quelles elle se trouvera enveloppée par la seconde. On peut donc
énoncer la proposition suivante :

Tutoneme VII. — Concevons qu’'un corps solide se meuve d’une maniere
quelconque dans Uespace, et qu'a, un instant donné on trace : 1° dans le
corps; 2° dans U'espace, les différentes droites avec lesquelles coincidera
successivement I'axe instantané de rotation de ce corps solide. Tandis que
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la surface réglée, qui aura pour gencratrices les droites tracées dans le
corps, sera entrainée par le mouvement de celui-ci, elle touchera constam-
ment la surface réglée qui aura pour generatrices les droites tracées dans
Uespace, et, par conséquent, la seconde surface ne sera autre chose que
Uenveloppe de la portion de I'espace parcourue par la premiére.

Lorsqu’une des surfaces réglées se réduit 2 une droite, on doit en
dire autant de I'autre surface. Alors I’axe instantané conserve toujours
le méme position, non seulement dans I'espace, mais aussi dans le
corps solide. On peut donc énoncer encore le théoreme suivant :

TutoreMe VIII. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
reme VII, st 'axe instantané de rotation du corps solide devient fixe de

osition dans le corps, U sera fixe dans 'espace; et réciproguement.
7 /£ 4

Il importe d’observer que la premiere partie du théoreme VIII est
¢vidente; car, si I'axe instantané de rotation coincide, pendant toute
la durée du mouvement, avec une seule des droites que I’on peut tracer
dans le corps, cette droite, étant constamment animée en ses divers
points de vitesses dirigées suivant elle-méme, occupera toujours dans
I'espace la méme place.

B -
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DIVERSES PROPRIETES DE LA FONCTION

I'(x) :/o-- s¥'e~* ds.

L’intégrale définie

(1) f s¥-le-2ds,
[

que M. Legendre a désignée par la notation I'(x), et qu’il a nommée
intégrale eulérienne de seconde espéce, jouit, comme l'on sait, de plu-
sieurs propriétés remarquables. Ainsi, par exemple, en désignant par
n un nombre entier et par « une quantité positive, on a générale-

ment
(2) T(n)=1.2.3...(n—1),
(3) T(z+n)y=x(xz+1)... (x+n—1)T(zx),

et, en supposant x <1,

T
(4) T(a)T(1—x) = 50—
A ces formules, que j’ai rappelées dans le résumé des Legons données
a 'cole Royale Polytechnique, et dont les deux derniéres entrainent
les équations

(5) (z+1)=2T(2),
(6) I‘G):ﬂi’
(7) . I‘<n+%>:_;__§§ Lan—1 §’

(iEuvres de C. — S. l1, t. VII, 16
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on doit joindre encore les suivantes :

1 1

(8) T(2)=(2m)tx 2e~%(1+¢)
et

[‘(.z')l‘<:2 +-.‘l‘>r<% +J'>... r<'n %l +-I‘> n-1 1
(9) nmx- Mo B T R —(am) ? n

Dans I’équation (8), qui a été donnée par M. Laplace, et qui coincide,
pour des valeurs entieres de @, avec la formule (152) du Mémoirve Sur
les intégrales definies prises entre des limites imaginaires, € désigne un
nombre d’autant plus petit que la valeur de x est plus considérable.
Quant i la formule (9), M. Legendre I'a établie, dans ses Exrercices de
Calcul intégral, a I'aide d’unc intégration double et en s’appuyant sur
les propriétés de la fonction

&I+ 2)

dor?

Fobserverai ici que la méme formule pourrait étre déduite des équa-
tions (5) et (8). En effet, il résulte évidemment de Péquation (5) que
le premier membre de la formule (9) ne varie pas quand on fait
croitre la valeur de a de I'unité. Donc ce premicr membre ne varier:
pas non plus, si U'on ajoute & la valeur de & autant d’unités que P'on
voudra, et si I'on fait croitre = par ce moyen au dela de toute limite.
Or, quand la variable & devient infinie, ¢ s'évanouit dans I'équa-
tion (8), en vertu de laguelle le premier membre de la formule (¢ ) se

réduit i

X 4+

1
T+ -
n

(10) (271:)-‘;_/:5:"'{ (H— ——)

naxr

ol -
T
+
2%
;,il
-
i

1

3 2

(2
n.r

D'ailleurs, si 'on fait, pour abréger,

n—1i
X+

1

2 n—i "

el 1A —— )
na

(1) P:(H— #5‘)
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et si I'on a égard a la formule

(12) I<x+ i'1->.—:_—'1-l-—...,

nx nx

on trouvera, pour des valeurs infinies de x,

4 L2 n—r_n—t

(13) l(l)‘"n"'n"""*"n ==
n -1

(14) P:=e ® .

En substituant la valeur précédente de P dans I'expression (10), on
obtiendra pour résultat le second membre de la formule (g).

Nous terminerons cet article en faisant observer que, pour étendre
les équations (3), (4), etc., au cas ol la variable  prend une valeur
quelconque, positive ou négative, il suffit de remplacer la formule

I'(x) —_—f s°='e*dx par la formule (16) de la page Go du premier
0
Volume ('). Alors, si 'on pose successivement
= — T, Tm—1r—I, &z P — 0, ey = —

r désignant une quantité positive et plus petite que I'unité, on aura
et —1 — 14
I'(—r) _‘f ,+l-dJ', F(——I—l)_j TS -dur, ceey

et généralement

5 T(—r Y D O o dr
(15) l(—r——n)_.o |-e —(1 - 4 —.——..‘i -:.:,,:””.)J _____

(1) OFuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 81.



Considérons un systeme de points matériels dont les masses soient
respectivement m, m’, m’, ..., ct représentons par r, ', r’, ... les dis-
tances de ces points & un certain axe 00'. La somme

mrig-m' P24 m ",
que nous désignerons, pour abréger, par la notation
Smre,.

sera ce qu'on nomme le moment d’inertic du systeme par rapport a
I'axe O0Y. M. Binet a proposé d’étendre la méme dénomination au cas
out I'on suppose que r, ', r’, ... représentent les distances des points
matériels & un plan fixe, et d’admettre que, dans cette supposition,
mr® est le moment d’inertie du systeme par rapport au plan dont il
s’agit. De plus, il a prouvé qu’on peut toujours construire, autour d’un
point donné, un ellipsoide dont ce point soit le centre, ¢t dont chaque
diametre soit équivalent au double de la racine carrée du moment
d’inertie du systeme par rapport au plan conjugué a ce diametre. Nous
allons faire voir, dans cet article, que les moments d’inertie du sys-
teme, par rapport a différents axes menés par un méme point, peuvent
étre facilement déterminés, a I’aide d’un second ellipsoide dont la con-
struction fournit le moyen le plus simple de comparer entre eux ces
moments d’inertie, et d’établir I'existence des trois droites désignées
sous le nom d’axes principau.r.

Soient A, A/, ... les différents points matériels dont les masses ont
été représentées par m, m', m’, ...; et

(1) K= Zmrt
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le moment d’inertie du systeme des points A, A’, A”, ... par rapport &
I’axe 00’ passant par le point O. Prenons ce dernier point pour origine
des coordonnées, et désignons par , y, s les coordonnées rectangu-
laires de la masse m. Soient enfin s le rayon vecteur OA, & I'angle que
forme ce rayon vecteur avec I'axe 00’ prolongé dans une certaine
direction, et A, w, v les angles formés par celui-ci avec les demi-axes
des coordonnées positives. On aura évidemment

(2) r==ssind,

(3) st=at yi4 st

De plus, comme les angles compris entre le rayon vecteur s et les
demi-axes des coordonnées positives auront pour cosinus les vapports

£ y 3
- - -
s S
on trouvera encore
x M
(4) €080 = ;cosl+%cosy+;cosv
et, par suite,
(5) 5088 = 2 COSA + y COS . + 3 COSY;
puis on en conclura
‘ = s?sin?d = s* - 5? c0s?d
(6) =& ¥+ 31— (£ COSA + y cosp + 3 cosy)?
t == () cosv — 3 COSp)? + (3 COSA — & COSV)? + (& COSfx -— ¥ CosA)

Il est bon d’observer que I'équation (6) peut étre remplacée par I'une
queleonque des deux suivantes :

| rt=a?sin*} -+ y*sin*p + 3% sintv

(G2)] ?

— 22 COS (£ COSY — 23 COSY COSA — 2Ly COsh cos

ri=(y*-+ 3*) cos? + (3'+ 2?) cos?u + (2 + ) cos?v

8
®) — 23 COS |4 COSY — 232 COSY COSA — 2.y COSA COS .
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Cela posé, si I'on fait, pour abréger,

(9) A=2Xm(y'+3?), B=2m(st+x?), C =Zm(xr+ y?);

(10) D=Z2mys, E=2Xmasur, F=Z3maxy;
(1) G=2XIma, H=2myy, I = 3mz,

" on tirera de la formule (1), combinée avec I’équation (7) ou (8),

{ K= Acos?h+ Bcos?p + Ccostv
(12) |

— 2D cosp cosv — 2E cosv cosh — 2F cosh cosp,
ou

“(13) { K= Gsinth+ Hsin®p + Isint
| —- a2l cosp cosy — 2K cosv cosA — 2 F cos cosp.
Ajoutons que les quantités A, B, C, déterminées par les formules (9),
sont précisément les moments d’inertie relatifs aux axes des a, ¥
ef =,
Concevons a présent que l'on désigne par x, y, z les coordonnées
d’un point (' choist arbitrairement sur I'axe 00, et par £ la longucur

00’. On aura ¢videmment

(14) k=Y,

X y 7 .
(15) S A

et, en substituant dans P'équation (12) les valeurs de cos, cosy,
cosv tirées de la formule (15), on trouvera
(16) Ax?+ By?*+ Cz?—2Dyz — 2Eax — 2 Fxy = KA*.

Supposons, de plus, que I'axe 00’ vienne a4 se mouvoir, en tournant
autour du point O, et que, pendant ce mouvement, la longueur
00'= £ varie de maniere & étre constamment représentée par une cer-
taine fonction du moment d'inertie K. Ce moment d’inertie pourra
lui-méme s’cxprimer en fonction de la distance

k=\/x*y'+ 28,

et le point 0’ décrira évidemment une surface courbe, dont la con-
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struction fera connaitre la dépendance qui existe entre la valear de K
et la direction de I'axe 00’. Observons d’ailleurs que cette surface
courbe sera représentée par I'équation (16), quand on y considérera
% et K comme des fonctions des coordonnées x, y, z devenues va-
riables.

Parmi les différentes relations qu’on peut établir entre les quan-
tités £ ct K, 'une de celles qui raménent I’équation (16) aux formes
les plus simples consiste a supposer la longueur £ réciproquement pro-
portionnelle 2 la racine carrée du moment d’inertie K. En effet, si,
pour fixer les idées, on prend

1
(17) k= —= ou Kkt=1,
VK

I’équation (16) deviendra
(18) A+ By?+ C22—2Dyz —aEzx —aFxy =1.

La surface, représentée par cette derniere équation, cst évidemment
unc surface du second degré, qui a pour centre I'origine méme des
coordonnées. De plus, comme le moment d’incrtie K, uniquement
composé de termes positifs, ne s’évanouira jamais, & moins que tous
les points matéricls donnés ne soient situés sur une méme droite, ct
quen conséquence la longucur £ conservera généralement, pour toutes
les positions de 'axe 00’, une valeur finic, il est clair que la sur-
face (18) sera un ellipsoide. On peut donc énoncer la proposition sui-
vante :

TutoriME 1. — Considerons un systéme quelconque de points materiels A,
A’, ..., et supposons que, aprés avoir mené par un point O pris a volonté
dans U'espace une infinité d’axes, on détermine les divers moments d’inertie
du systéme par rapport & ces mémes axes. Si, a partir du point O, on porte
sur chaque axe une longueur numeriquement équivalente & I'unité divisée
par la racine carrée du moment d’inertie correspondant, les extrémites des
diverses longueurs seront comprises dans la surface d’un ellipsoide dont le
point O sera le centre. '
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Si tous les points matériels du systeme que I'on considere étaient
situés sur un méme axe, le moment d’incrtie relatif a cet axe devien-
drait nul, et la longueur correspondante serait infinie; d'oll il résulte
que Iellipsoide se transformerait en surface eylindrique.

Observons maintenant que, la direction des axes coordonnés étant
arbitraire, on pourra toujours faire coincider ces axes avec ceux de
I'ellipsoide représenté par I'équation (18). Alors les produits ys, sz,
ay devront disparaitre, ou, en d’autres termes, les coefficients D, E,
F devront s’évanouir. On peut donc faire passer par le point O trois
axes rectangulaires et tellement choisis qu'en les prenant pour axes
coordonnés on ait a la fois

(19) Imys=o, Xmsr=o, Smxy=o.

Ces trois axes sont ceux qu’on a nommés les axes principaur du sys-
teme relatifs au point O. On appelle moments d’inertie principaux ceux
qui se rapportent a ces mémes axes. Comme, cn vertu de l'équa-
tion (17), la valeur de K augmente, tandis que la longueur 4 diminue,
et réciproquement, il est clair que 'un des moments d'inertie, savoir,
celui qui correspondra au grand axe de ellipsoide, sera le moment
d’inertic mintmun, tandis qu'un autre, savoir celui qui correspondra
au petit axe de I'ellipsoide, sera le moment d’incrtie maximum.

Lorsque Pellipsoide est de révolution, il existe une infinité de sys-
temes d’axes rectangulaires pour lesquels les conditions (1q) se trou-
vent vérifiées. En d’autres termes, il existe une infinité de systemes
d’axes principaux. Chacun de ces systemes se compose : 1° de I'axe de
révolution: 2° de deux autres axes qui passent par le centre de ellip-
soide et se coupent a angles droits dans le plan de son équateur. Alors
aussi deux moments d’inertic relatifs a des droites qui forment le méme
angle avee I'axe de révolution sont nécessairement égaux entre cux.

Lorsque V'ellipsoide se transforme en une surface eylindrique, cette
derniere est toujours une surface de révolution, et 'on rentre dans le
cas que nous venons d'examiner. Seulement I'un des moments d’i-
nertie principaux s’évanouit.
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Lorsque Pellipsoide se réduit & une sphere, les conditions (19) se
trouvent vérifiées pour tout systeme de trois axes rectangulaires pas-
sant par 'origine. Trois axes de cette espece, pris au hasard, forment
donc alors un systeme d’axes principaux. De plus, tous les moments
d’inertic deviennent égaux entre eux.

En faisant coincider les axes coordonnés avec les axes principaux,
on simplifie les équations (12), (13), (18), puisque alors les coefficients
D, E, T s’évanouissent; et I'on obtient immédiatement les formules

(20) K =A cos?2 + B cos?p. + ( cos?v,
(21) K =G sin?). +~ Hsin*p + [ sin®y,
(22) AX?+By?+ Cz22=1,

dans lesquelles A, B, C désignent les (rois moments d’inertic princi-
paux. La formule (20) sert i exprimer le moment d’inertie relatif & un
axe quelconque passant par un point donné O, en fonction des mo-
ments d’inertie principaux, et des angles A, @, v que forme I'axe dont
il s’agit avec les axes principaux.

Dans le cas ol les axes principaux ne coincident pas avee ceux des
€, y et z, leurs directions, ainsi que les valeurs des moments d’inertie
principaux, peuvent étre facilement déterminées. En effet, dans 'el-
lipsoide représenté par I'équation (18), le rayon vecteur, mené du
centre au point (x,y, z), devient normal a la surface, quand les coor-
données x, y, z vérifient la formule

Ax—Fy—Ez By—Dz—Fx Cz—Ex--Dy

(23) X y VA

.

D’ailleurs on tire de cette formule combinée avec les équations (15)
et (12)

Acosh —Fcosp —Ecosy _ Bcosp—1) cosv — F cosh
cosh - cosp

(24)

_ Ccosy —Ecosh—Dcosp

K,
cosv

OFuvresde C. —S. 11, t. VIL. 17
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ou, ce qui revient au méme,

(K—A)cos} -+ Fcosp -+ E cosvy = o,
(23) Feosh+ (K —B)cosp+Dcosv=o,
? Ecos)+ Dcosp + (K —C) cosv=z0;

et, par suite,
(26) (K= A) (K— B)(K—€)--D*(K -~ A)— E* (K — B) = F*(K — ) -2 DEF =0,

Cela posé, les trois valeurs de K, propres & vérifier I'équation (26),
seront évidemment les trois moments d'inertic relatifs aux axes de I'el-
lipsoide (18), c’est-i-dire, les moments d'inertie principaux. De plus,
i chacun de ces moments correspondront deux systemes de valeurs
des angles A, i, v, déterminés par les équations (25) réunies i la sui-
vante

(27) c0S*h +4- COSp - cos?y =1,
ou, ee (ui revient au méme, par la formule

[ cosh CoS cosv

(K=B)(K—€) =D~ (K= C)(K—A&) —E* " (K=A)(K
—_— - !
VKB (K= C) = DT [(K =€) (K= A) =B - [(K—A) (K —B) | ]

(28) s —B-F

etil est elair que ces deux systemes indiqueront les deux directions
suivant lesquelles on peut prolonger, i partir de I'origine, I'un des
axes de I'ellipsoide, ¢’est-a-dire, I'un des axes principaux.

L'équation (26) est une de celles que Lagrange avait rencontrées
dans ses recherches sur le mouvement de rotation d'un corps solide.
Cet illustre géometre avait démontré que les trois racines de I'équation
dont il s’agit sont toujours réelles. Mais M. Binet a prouvé le premier
que ces racines étaient précisément les moments d'inertie principaus.

Supposons maintenant que I'on veuille déterminer le moment d'i-
nertic du systeme des points matériels A, A’, ... par rapport i un axe,
qui forme toujours avec ceux des x, y, 5 les angles A, u, v, mais qui
passe par un point C distinct de I'origine. Soient d'ailleurs % ce mo-
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ment d'inertie; a, b, ¢ les coordonnées du pointC; R et & les distances
respectives de I'origine O et du point A au nouvel axe; M la somme
des masses m, m', ... enfin €, n, Cles coordonnées du centre de gra-
vité du systeme des points 4, A', .... On aura

(29) _ H=2Imas
De plus, pour déduire la distance & de la distance r déterminée par
I'équation (6), il suffira évidemment de transporter I'ovigine au point

(a, b,c), et de remplacer en conséquence x, y, s par x —a, v — b,
z — ¢, On aura donc encore

(J0) R2=(r--a) +(y— b+ (3P [£COSh + y COSp -1- 3 €08V — (wC0sh -+ b cos -+ ¢ cosv) |,
ct I'on en conclura, en réduisant z, y et 5 & zéro,
(31) B2 = a?+ b - ¢ — (@ cosh -+ b cos . +c cosv)?.
On (rouvera par suite

(32) A= rl4-RP—2fax - by + ¢35 — (acosh +bcosp -+ ceosy) (reosh +- v cosp + 3 cosy)],
puis, en ayant égard aux ¢quations
(33) Imx=ME{  Zmy=Mu, Ims:=M;
on tirera des formules (29) et (32)

(34) H =K +MR*-- 2aM[af -+ bn + c§ — (acosh 4- b cosp + ¢ cosv) (£ c0sh + 1 cos u -+ § cosv)].

Si I'on fait coincider I'origine avec le centre de gravité du systéme des
points A, &', ..., & 7, { s'évanouiront, et I'équation (34) donnera
simplement

(3%) K=K + MR,
Cette dernitre formule comprend un théoreme dont voici I'énoncé :

Tutorine 1. — Pour obtenir le moment d'inertie d’un systéme de
points matériels par rapport & un axe quelconque, il suffit d'ajouter, au
moment d'tnertie relattf & un axe paralléle passant par le centre de gra-
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vité, la somme des masses des dyfférents povnts multipliee par le carré de la
distance entre les deux axes.

Les théoremes 1 et 1 s’étendent au cas méme ol le nombre des
points matériels A, A’, ... devientinfini, et oti le systeme de ces points
se transforme en un corps solide. Lorsque le corps est homogine, et
qu’un plan, mené par le point 0, divise le corps en deux parties symé-
triques, ce plan renferme évidemment deux axes de Pellipsoide repré-
senté parl'équation (18), et par conséquent deux des axes principaux
relatifs au point O. De cette remarque on déduit immédiatement la
proposition suivante :

Tugorene 1. — Lorsque, par le centre de gravité d’un corps solide et
homogene, on peut mener trois plans, dont chacun divise le corps en deux
parties symetriques, les droites d'intersection de ces mémes plans sont pre-
cisement les axes principawx relatifs au centre de gravite.

Ainsi, par exemple, dans un parallélépipede vectangle ct un ellip-
soide homogenes, les axes principaux relatifs au centre coincident
avec les droites menées par le centre parallelement aux arétes, ou avee
les axes de Pellipsoide.

Quand on sc propose d’évaluerle moment d’inertie d'un corps solide
homogene, le moyen le plus simple est d'employer la formule (21), et
de déterminer les constantes G, H, I & I'aide de la division du corps
solide en tranches infiniment minces, comprises entre des plans pa-
ralleles aux plans coordonnés. Ainsi, en particulier, pour déterminer
la constante

ou le moment d’inertie du corps solide relatifau plan des y, z, on cher-
chera d'abord le moment d’incrtie d’une tranche trés mince du méme
corps, renfermée entre deux plans perpendiculaires 2 'axe des x, et
correspondants aux deux abscisses x,  + Az. Soient U I'aire de la sec-
tion faite par le premier de ces deux plans dans le corps solide etpla
densité du corps. La masse de la tranche dont il s'agit et son moment
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d’inertie par rapport au plan des y, s scront exprimés par deux pro-
duits de la forme

(36) (1Z%¢)pUAu,
(37) (1==¢)pUa?Ar,

¢ désignant un nombre qui s'évanouira toujours avee Az et qui pourra
changer de valeur quand on passera du premier produit au second.
Cela posé, sil'on divise le corps en un tres grand nombre de tranches
semblables a celle que nous venons de considérer, on trouvera, pour la
somme des moments d’incrtie de toutes ces tranches,

(38) G=2X(1xe)pUrAr,

le signe X se rapportant aux diverses valeurs de Aa'; puis, en faisant
converger chacune de ces valeurs vers zéro et passant aux limites, on
obtiendra I'équation
vy
(39) G :f pUx? e,
Xy
Dans la formule (39), @, et a, représentent la plus petite et Ia plus
¢ 0 I
grande des valeurs de I'abscisse @. Cette formule s'étend au cas méme
ot la densité o devient variable avee I'abscisse x; et, quand le corps
est homogene, clle se réduita

/ y
G=p [ U de. On trouvera de la méme maniére
Y1
Gy IH=p [ Vyay,
)

I :pf. Wt ds,
\ %

pourvu que l'on désigne par y, et y, la plus petite et la plus grande
des valcurs de y relatives aux divers points du corps solide, par s, et z,
la plus petite et la plus grande des valeurs de 5, enfin par V et W les
aires de deux sections faites dans le corps par des plans perpendicu-
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laires aux axes des y et s, et correspondants, le premier & 'ordonnée y,
le second & ordonnée =.

Pour montrer une application des formules (21) et (40), concevons
que le corps solide soit un parallélépipede rectangle et homogene,
dont le centre coincide avee origine, et dont les arétes soient paral-
I¥les aux axes des x, v, . Si 'on désigne par a, b, ¢ ces trois arétes, ct
par M la masse du parallélépipede, on aura évidemment

U = be, xy -~ ta, &= ta, M = pabe,
1“ I-"
2 BI 2
Gopte [ wrde= 5 [ atde=Man
1 a . 1
—-a ——it
' .

On trouvera de méme

H=4Mb2, 1-={Mc,
ct, par suite, la formule (21) donnera

) =M “Qﬂ"’__)_'*"_’_’iﬁl?zﬁ_“‘_c_z “L“z*’
Tel sera le moment d'inertie du parallélépipede relativement & un axe
mené par le centre de manitre & former les angles A, 1, v avee les
directions des trois arétes. :

Si le parallélépipede se transforme en un cube, la valeur de K de-
viendra indépendante des angles A, i, v; et, en ayant égard & la for-

mule
sin?} 4- sin*pu 4+ sin?v == 3 — (cos?) + cos?p + cos?v) =2,

on tirera de I'équation (41)
(42) K=1Ma

Considérons encore un ellipsoide homogene qui ait pour centre
I'origine, et qui soit représenté par 1'équation

N
(43) =& -+ E -+ P
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La section faite dans cet ellipsoide par un plan perpendiculaire i I'axe
des a, et correspondant & P'abscisse «, sera une ellipse qui, é(ant elle-
méme représentée par I'équation

] =2
S

2 + / Ay — b
b’<1-— %) (:’(l~—£->
a a

aura pour demi-axes deux longueurs mesurées par les produits

De plus, comme, pour déterminer la surface U de cette ellipse, il suf-
fia de multiplier le produit des deux demi-axes par le nomhre =, on

aura encore
U=mnbe <1 — i;)
a

On trouvera d'ailleurs, en désignant par M la masse de V'ellipsoide,
ZTy=—a, x,=a, M =!rnabe.

Cela posé, Ia premitre des formules (40) donnera

“ 9 Al ) W
(}:Tcp[/c[ (I——%)J}zd.l':?--“—l <1~—%).v’(l.r::§-Ma’/ e —0B)di =1Mad

4 a .y o

vi—a t

On aura de méme
0 =1Mp, T=1Mc¢,

et, par suite, on tirera de la formule (21)

" *sin® *sin? * sin?:
i) K=p%S A+ 5”’""0_,,’.
Tel sera le moment d’inertic de Uellipsoide relativement & une droite
menée par le centre de maniere i former les angles A, u, v avee les
directions des trois axes.

Si Uellipsoide se transforme en une sphere, la valeur de K deviendra
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indépendante des angles A, u, v et se réduira simplement &
(43) K. =:Ma.

Nous terminerons ici cet Article, sans nous arréter aux applications
que P'on peut faire de la formule (35), ni a la formule bien connue
qui sert i déterminer le moment d’inertic d’un solide de révolution
par rapport & l'axe de ce méme solide.



SUR LA

FORCE VIVE D’UN CORPS SOLIDE

oU D'LN

SYSTEME INVARIABLE EN MOUVEMENT.

On sait que la force vive d’un systeme invariable ou d’un corps solide
en mouvement se décompose en deux parties, dont 'une représente la
force vive du corps délerminée par un observateur, qui, placé au
centre de gravité, regarderait ce point comme immobile, tandis que
autre partic est la force vive que 'on obticndrait en supposant la
masse entiere transportée au point dont il s’agit et animée de la vitesse
avec laquelle il s¢ meut dans I'espace. Toutefois le centre de gravité
n’est pas le seul point qui jouisse de la propriété que je viens de rap-
pelerici, et 'on peut démontrer qu’elle est commune & tous ceux qui
sont situés sur la surface d’un cylindre droit & base circulaire dans
lequel deux génératrices opposées coincident, 'unc avec I'axe instan-
tané de rotation du corps solide, I'autre avee la droite menée par le
centre de gravité parallelement & cet axe. C’est en effet ce qui résulte
des considérations suivantes.

Soient A, A’, A”, ... les différents points matériels qui composent le
systeme invariable ou le corps solide; m, m’, m”, ... leurs masses res-
pectives, ct M la masse entiere. Soient d’ailleurs, au bout du temps ¢,

w, o, o, ...,

les vitesses des points A, A’, A”, ... et du centre de gravité G, {2 la

force vive du corps solide, c’est-d-dire, la somme des forces vives de

ses divers éléments, OO’ I'axe instantané de rotation du méme corps,
OEuvres de C. — S. 11, t. VIL. 18
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enfin v et 8 ses vitesses instantanées de translation et de rotation. On
aura
M=m+m+m"+... et P=mot+me+.. .,
ou, ce qui revient au méme,
(1) M=23m
ot
(2) = Y mw?,

le signe X indiquant une somme de termes semblables et relatifs aux
masses m, m', m”, .... D’autre part, si I'on nomme R la distance cntre
Paxe 00’ et un axe parallele GG’ mené par le centre de gravité, r, s les
longueurs des perpendiculaires abaissées du point A sur les deux axes
GG, 00, et § I'angle que ces perpendiculaires forment entre elles, on
trouvera encore

(3) 2=yl 4 sl
%) Q2 u? 4 Reg2,
(5) Ims?= Xmrt + MR?,
(6) R*= 12+ s?— arscosa.

En effet, pour établir ces quatre équations, il suffira d’observer : 1° que
la vitesse absolue du point A ou G est la diagonale d’un rectangle
construit sur la vitesse v de P'axe instantané de rotation et sur la
vitesse apparente ss ou Rs qu’attribuerait au point A ou G un observa-
teur placé sur I'axe 00'; 2° que la différence entre les quantités Tms®
et Xmr?, ¢’est-a-dire, entre les moments d’inertic du corps solide rela-
tifs aux deux axes 00’ et GG', doit étre, en vertu du second théoréme
de I'article précédent, équivalente au produit de la masse entiere par
le carré de la distance des deux axes; 3° que cette distance est le coté
opposé a I'angle 8, dans un triangle formé avec les trois longueurs r,
s et R. Si maintenant on substitue, dans la formule (2), & la place de
w?, sa valeur donnée par I'équation (3), on trouvera

(7) 2= Mv? 4 8?2 ms?;
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puis, en ayant égard a la formule (5),
(8) 3= M(v? + R2s?) + w? I mrt,
ou, ce qui revient au méme,
(9) PP=MQ 4 8? S,
De plus, si 'on nomme K et o¢ les moments d’inertie du corps solide

relatifs a 'axe GG’ et & un axe parallele AB mené par le point A, on
aura évidemment

(10) K= Zmr,
(11) =K +Mr,

et 'on tirera de I'équation (8), combinée avec les formules (3), (6),
(1o0)et(1r),
(r2) $?=Maw? — 2Ms?rscosd -+ Hs?.

Il importe de remarquer que le dernier terme de chacune des équa-
tions (7), (9), (12) représente la force vive qu’attribuerait au corps
solide un observateur placé sur I'un des axes 00’, GG’, AB. En effet,
la vitesse apparente du point A, pour un spectateur placé sur 'axe 00,
étant précisément égale au produit sg, il est clair que la force vive
attribuée par ce spectateur au corps solide sera équivalente a l'ex-
pression

(13) Im(s8)?=«*Zms?,

¢’est-h-dire, au carré de la vitesse de rotation du corps par le moment
d'inertie Zms* relatif 2 'axe 00'; et, si le spectateur se transporte sur
I'axe GG, ou surI’axe 00, il faudra évidemment remplacer, dans I'ex-
pression (13), le facteur Zms? par 'une des quantités

K=2mr ou N,

qui désignent les moments d’inertie relatifs aux axes GG’ ou AB. Quant
aux produits Mu?, MQ?, Mw?, chacun d’eux représente la force vive
qu’offrirait la masse entiere concentrée en un point situé sur I'axe 00’,
ou GG’, ou AB, et animée de la méme vitesse que ce point. Ajoutons
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que, si I'on suppose le plan qui renferme les axes AB, 00’ perpendicu-
laire au plan qui renferme les axes AB, GG/, le facteur cos & se réduira
simplement & zéro, et I’équation (12) a la formule

(14) 2= Mw?+ Hel

D’ailleurs, dans cette hypothese, si I’on coupe les trois axes paral-
leles 00’, GG’, AB par un plan perpendiculaire & ces mémes axes, les
trois points d’intersection formeront un triangle rectangle dont le
sommel sera situé sur 'axe AB. Donc alors tous les points de 'axe AB
appartiendront & des circonférences décrites, dans des plans perpendi-
culaires aux trois axes, sur des diametres propres  mesurer la distance
des deux premiers. 1l en résulte que la droite AB sera 'une des géné-
ratrices d’un cylindre droit que I'on pourra considérer comme ayant
pour base une des circonférences ci-dessus mentionnées. Cela posé, la
formule (14) entrainera évidemment la proposition suivante :

TutorEME. — Concevons qu'un systéme invariable ou un corps solide se
meuge dans Uespace. Sovent, @ une époque quelconque du mouyement,
00" l'axe instantané de rotation de ce méme corps, et GG’ I'axe paralléle
mené par le centre de gravité G. Enfin, supposons que l'on construise une
surface cylindrique a base circulaire, et dans laquelle deux géneratrices
opposées coincident avec les deux axes dont il s'agit. Pour déterminer la
Sorce vive du corps solide, il suffira de calculer celle que lui attribuerait,
en se considérant comme immobile, un observateur placé en un point pris
au hasard sur la surface cylindrique, et d’ajouter a la force vive ainsi cal-
culée celle qi’on obtiendrait, si la masse entiere étail concentrée au point
dont il sagit, et animée de la méme vitesse que ce point.

Si l'observateur se placait sur I'un des axes 00, GG/, la vitesse w se
trouverait réduite a 'une des vitesses v, Q; et la formule (14) & I'une
des équations (7) et (9). Ajoutons que la seconde de ces deux équa-
tions est précisément celle qui exprime la propriété connue du centre
de gravité relativement & la décomposition de la force vive.

S Y i



SUR LES RELATIONS

QUI EXISTENT

DANS L’ETAT D’EQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE OU FLUIDE,

ENTRE

LES PRESSIONS OU TENSIONS ET LES FORCES ACCELERATRICES.

Considérons, dans un corps solide ou fluide, un point quelconque
dont les coordonnées rectangulaires soient désignées par x, y, 5. Si
I’'on nomme p', p”, p” les pressions ou tensions exercées en ce point, du
coté des coordonnées positives, contre trois plans paralleles aux plans
des y, z, des 5, x et des x, y, les projections algébriques des forces
P’ p’» p" sur les axes coordonnés seront deux & deux égales entre elles -
(wvoir p. 66), et pourront étre représentées en conséquence, comme on
I'a déja fait dans un autre Article (p. 69), par les quantités

A, F, E,
(1) F, B, D,
(E, .D, C.
Soient d’ailleurs
(2) X, VY, 2

les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point
(2, y, 5) sur les axes coordonnés. On reconnaitra facilement que les
quantités (1) et (2) sont toujours liées entre elles par trois équations
qu’on peut obtenir ainsi qu'il suit.

Soient Az, Ay, As des accroissements trés petits attribués aux va-
riables z, y, 5;

(3) o= Az Ay Az
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le volume du parallélépipede rectangle compris entre les six plans
menés parallelement aux plans coordonnés par les deux points (z, y, 5),
(x + Az, y + Ay, 5 +Az); p la densité du corps au point (z, y, 3),
et m la masse comprise sous le volume ¢. Les projections algébriques
de la force motrice qui sollicite cette masse seront a trés peu pres
équivalentes aux trois produits

(4) mX, mY, mZ,

ou, parce qu’on a sensiblement

(5) m=py=pAzdyAs,

aux trois expressions

(6) pXAxAyAs, pYArAyAsz, pZAxAyAs.

De plus, les six faces rectangulaires, qui terminent le volume ¢, seront
deux a deux égales entre elles, et mesurées par les produits

(7) Ay Az, AzAz, AzAy.

Enfin les trois faces, qui aboutissent au point («, y, ), supporteront
en ce point des pressions ou tensions dont les projections algébriques
seront respectivement

"‘A9 _F’ ""E;
(8) —F, —B, —D;
—E, —-D, —C

Cela posé, désignons par x, y +y, 5 +z les coordonnées d’un point
quelconque situé sur celle des trois dernieres faces qui est perpendicu-
laire a l’axq/vdes x. Tandis qu’on passera du point (z, y,3) au point
(@, y +Y, 5 +12), la projection algébrique sur I'axe des  de la pres-
sion ou tension exercée contre cette face changera de valeur, et devien-
dra équivalente au polyndme

JA 0A
(9) —(A+EY+5;Z+W)'

Par suite, la tension ou pression totale, supportée par cette face paral-
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lelement & 'axe des «, aura pour mesure I'intégrale

Ay LA .
_f f (A-+-0 y+dA .‘.>dydz
_ JdA Ay  OA As i
—‘(‘“’ay 04 A ...)AyA‘.,

et sera dirigée dans le sens des « positives ou négatives, suivant que
I'intégrale (10) sera elle-méme positive ou négative. Quant a la pres-
sion supportée par la face opposée, parallelement i I'axe des z, elle
aura évidemment pour projection algébrique sur cet axe I’expression
qu’on obtient en remplacant, dans I'intégrale (10), le signe — par le
signe +, et la quantité A par

(10)

\

JdA 0*A Azt
A+d Az o e T
c’est-a-dire le produit
A Ay 0A As
(ll) (A+B—A ()_y 2 +07-;+...>AyA3.

Donc la résultante des pressions ou tensions supportées, parallelement
a l'axe des «, par les faces du volume ¢ comprises dans des plans paral-

leles au plan des y, 3, aura pour projection algéhrique sur cet axe le
produit

(12) <-3—2Am+...)AyAz.
On prouvera de la méme maniere que la résultante des pressions ou
tensions supportées, parallelement a I'axe des @, par les faces paral-
leles au plan des z, x, ou au plan des x, y, a pour projection algé-
brique sur cet axe le produit
. (¥ ,

3 ) dade
(13) dy Y ’
ou le suivant

(16) 3—EAz+ )A.tAy.
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Donc, si I'on considere les différences Ax, Ay, Az comme infiniment
petites du premier ordre, et si I'on néglige les infiniment petits d’un
ordre supérieur au troisieme, ce qui permettra de réduire les pro-
duits (12), (13), (14) & leurs premiers termes, la somme des projec-
tions algébriques sur ’axe des « des pressions ou tensions, supportées
parallelement a cet axe par les six faces du volume v, sera simplement

(15) (dA JoF

Frian oy +g—f)Aa:AyA:.

Or, la molécule m devant, par hypothese, rester en équilibre sous
Iaction des différentes forces qui la sollicitent, savoir, des pressions
ou tensions exercées contre ses faces, et de la force motrice, la somme
des projections algébriques de toutes ces forces sur I'axe des  devra
s’évanouir: On aura donc

<0A +g; ok )Aa:AyA.—}—pXA:cAyAg =o,

et 'on en conclura
0A  oF JOE

oz "oy oz PR
On trouvera de méme
(16) OF 9B oD o
oz Ty TPl =Y
0E+0D+%+ Z=o0
dr ~ dy  ds pa =0

Si le corps que I'on considére se réduisait 2 une masse fluide, il y
aurait, en chaque point, égalité de pression en tout sens, et chaque
pression serait perpendiculaire au plan qui la supporterait. Alors les
pressions exercées en un point quelconque, et du coté des coordonnées
positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes des x, y, s,
seraient dirigées parallelement & ces axes, mais dans le sens des coor-
données négatives. Par suite, en nommant p la pression hydrostatique
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correspondante au point (z, y, 3), on trouverait

(17) A=B=C=—p,
(18) . AD:E:F:O;

et les équations (16), réduites a
9 _ ap _ )
(lg) px ()x—-O, pY“I},“‘O; .PL—'B;-—-O,

coincideraient avec les formules (2) de la page 39.

ORuvresde C.— 8. 11, t. VIL
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SUR LA TRANSFORMATION

DES

FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE

EN INTEGRALES DOUBLES.

M. Fourier a fait voir qu’on peut transformer une fonction de la va-
riable « en une intégrale double, dans laquelle cette variable n’entre
plus que sous le signe sin ou.cos. Les deux formules qu'il a données
pour cet objet peuvent étre utilement remplacées par une autre que
j'ai indiquée dans le XIX® Cahier du Journal de I’ Ecole royale Polytech-
nigue, et qui renferme,-au lieu d’un sinus ou d’un cosinus, une seule
exponentielle imaginaire. Elles se trouvent d'ailleurs comprises, comme
cas particuliers, dans celles que je vais établir.

Soient ¢ (p, r), (P, r), f(2) trois fonctions réelles des variables p,
r, t; et p,, P, ry, R des valeurs réelles attribuées aux variables p, r.
Ainsi que je I'ai prouvé dans le Mémoire sur les intégrales définies
prises entre des limites imaginaires, on aura généralement

» —
f d.[?(_BLB_)"‘d;{:,'_y(E’.B_)_] Flo(p, R) =V Zix(py R)]dp

Po

P . ) o ___’— . e
—f Ao lpyra ':,‘['X(p"")]f[qv(p.ro)+\/—-:x(p,ro)]dp
Pe '

(1)

R . - - . - }
o [ @ N 1) o, 1y -y SR, )

]

R . - o
,—f oetpnr) +,,‘,.f (e )] flotpo ry +V=13(poy )] dr — ,
re
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A désignant une somme dont chaque terme est égal au produit de I'ex-
pression '

(2) *Famy/—1

par I'un des résidus de f(¢) correspondants a celles des racines de I'é-
quation

3 | =0
que I'on peut déduire de la formule

(4) t=9(p,r)+y—1y(p, r)

en attribuant & la variable p des valeurs comprises entre les limites p,,
P, et & la variable r des valeurs comprises entre les limites r,, R. Ajou-
tons que, dans I'expression (2), le double signe devra étre réduit au
signe -+, ou au signe —, suivant qu'il s’agira d’un résidu correspon-
dant & une valeur positive ou négative de la différence

(5) 99(p, 7). 0x(pir) _ 99(p,r) Ox(py 1),
op or or ap

Observons enfin que, si la fonction

(6) Slopyr)+vV=1x(p, ]

ne devient pas infinie pour des valeurs de p et de r renfermées entre
les limites p = p,, p =P, r=r,, r =R, on aura simplement

'

(7 A—=o.

Papmi les applications que 1'on peut faire de la fox;mule (1), on doit
remarquer celles qui se rapportent au cas ou 'on suppose
8 | o(pry=p==z, xp f')——-r%y,
ou .bi':en encore
'(9)'. 9(p, )= rcosp, - x(p,r)=rsinp.

’ ' l ) ! .y \l N . .
‘On retrouve alors les formules que j'ai données dans le premier Volume



148 SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS

des Exercices [p. 95 et suivantes, 205 et suivantes (')]. Si I'on suppo-
sait, au contraire,

(10) o(pyr)=ar,  yx(pyr)=pr,
a étant une constante positive, la formule (1) donnerait
n' P p——— e -
([ e+ By e Py~ (oot poV =) lla =)

Gty " » '
[ == [ IRARG + o= = rosro(a+pV=D)] | dp + 3

Lorsque le produit r f[(a + p y—1)7] s'évanouit pour r=1, quel que
soit p, alors, en prenant

ro=o0, R=w, py=o, P =b,

on tire de la formule (11)
f.(a+ oy=1) fl(a+ by=1)r]ar :f‘ a f(ar)dr + A,
0 [
ou, ce qui revient au méme,
(12) f.(a+ bv=1) fl(a+by=i)r] dr':f”f(r-) dr + A.
0 0
Cette derniere équation comprend, comme cas particuliers, plusieurs
formules connues. Ainsi, par exemple, si I'on pose

f(r)y=rr-ter,

n désignant une ‘quantité positive, on aura A = o, et l'on tirera de la
formule (12) -

R 5 T'(n)
n—1 g=(a+bY=1)r gp — : .
(13) j; r=1e=( ) dr = (a+b\/_~l)"’

puis, en faisant, pour abréger,

(14) 6= arctangg,

(%) GEupres de Cguclo',' 8.1, T. VI, p. 134 et suiv,, 256 et suiv.
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“on trouvera

f’r"—'e““’cosbrdr: cosnb -T'(n),
0 (at+ b*)?
(13) - .
f re-te-arginbrdr — ;s—'—mﬁl‘(n).
0 (a’-&'— b’)i

Concevons encore que, dans la formule (11), on prenne

Po=c¢, P=b, ry=o, R:é’

¢ désignant une quantité trés petite. Alors, en supposant la fonction
Jf(2) choisie de maniére que A s’évanouisse; on trouvera

s fozi (a+by=1) f[(a+ b\/:)"']-—(a'+0\/:7)f[(a+0\/:7)r] {dr
=y=i [hf(“——-—*”‘/"—') %,

Jp

(16)

Soit maintenant « une nouvelle variable renfermée entre les limites
w,, X, en sorte qu’on ait

('7) -Eo< £Z < x.
Si I'on pose
(18) sey= [ ez ) du,

f(w) désignant une fonction de . qui ne devienne pas infinie entre les
limites = x,, u = X, on trouvera

[bf<a+i\/:>%£‘=[j; —(a+pyTD) T2 r(p)dpdp.

puis, en faisant -
2 T — E
&

on obtiendra la formule

(, f" e VTN o [ T e
9 . fA — —;-—f_f L em(a+pV=1)s f(2 — 25) dp ds.

[

=5,
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Comme on a d'ailleurs

r—ry 1 rery

€ ¢ 1]
(20) f e-(a+rV=1)s((z —es) ds :f“e'(““ﬂ"—')'f(w —¢s)ds 4—f e~ (a+nV=1¢ (2 —e5) ds,
0 0 1
I
et que, pour des valeurs infiniment petites de ¢, les deux intégrales,

comprises dans le second membre de I'équation (20), se réduiront,
I'une au produit .

o [l = L (),
0 -

I'autre & zéro, on tirera évidemment de I'équation (19), en prenant

£=0,
a+py=t )dP L
(1) ff( AR L ETE )[Hw_;
Cela posé, si I'on fait, pour abréger,
dp ’ adp - pip
(m) A= B\/.—l—-f a+p\/-—1 ‘f a*+p* V= . “"“P

ou, ce qui revient au méme;

, b adp b ¢
“A:f i j =arctang- —arclang
(23) (

pdp _h a’+b’
. @+pl 2 d+o)

on conclura de la formule (16), en y substituant la valeur de Ji0)

donnée par I'équation (18) et réduisant ¢ & zéro,

(af) fla)= h’“x\/—_-_l f f [(a-+-by=1)e-{est/) ra=b— (a-tey/=1)e-(a+eV) a4l ) drd,

Si I'on supposait, au contraire,

X
(35) fe)= f €172 {() di,
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on trouverait, en opérant toujours de la méme maniere,

37

WX , ‘
(26) ()= W \' ) / l,(”‘*‘/’\/"")” (i 1)rop i ((/~!~c\ e (e -"'Il'(y,)r,/rrl'u.‘
W -ndy

Enfin, si Pon ajoute fa formule (24) & la formule (26), en ayant soin
de remplacer - w dans Ty premiere, et g — 2 dans la seconde, par
le vadical y(a - w)? qui représente, dans tous les cas possibles, La va-

feur numérique du binome 2 — w, on obtiendra I'équation

v X
. ) - RN . .
‘ / I,(” Y P S LV A ) seyfem)e tad e !J-‘||'((:ul/'dy

oy (-
! L I T R

ry

St la variable a cessait détee venfermée entre les limites oy, X

.

alors, en supposant
(28) NI

ol I)I'(‘Ilillll
W\

(29) HGE / e M) dy,

on fiverait de la formale (16), a Paide de raisonnements semblahles &

ceux que nous avons employes ci-dessus,

X ,
(30 , / R I IR CR L R S !~('\'-—|)c'k'“"\/ roe u ||'(;4)(//'1/;J. 0.

Iy
vy

i
v

St Fon supposait, au contraire,
(31) el X,

alors, en prenant
A\
() Ju) / BT )l

on trouverail

I-(” " h\( Sn)e=leooy e o (g g ey S)e ey J-.||.‘W(/,A’/H o,
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Les équations (30) et (33) peuvent étre remplacées par la seule for-
mule

o AX
4) [ f [(a+ by=1)e-(assy=0) V=i = (a4 cy=1)e-(e+eV=1) rVia=w | p() dr d = o,

qui subsiste toutes les fois que la valeur attribuée & la variable « est
située hors des limites x,, X.
Lorsqu’on prend ¢ = — b, les équations (23) donnent

(35) A:aarctang<£) B=o;

et 'on tire des formules (27) et (34):1°en supposant la variable
renfermée entre les limites z,, X,

ff [(@+ by =1)e-(o+oy=1) risiF — (@ — b\/:—c (a=0y=1) ryie= P)']| dld[.l
<4arclan0->\/—

(36)

2° en supposant la variable & située hors des limites z,, X,
®» aX
(37) f f [(a+ by=1)e-(e+04=1) rNG=F _ (@ — by/=1)e-(a=6y=1) rViz=b| () dr dpp = o
0 EN) )

Dans le cas particulier ott 'on prend @ = o, b =1, la formule (36)
se réduit &

w X .
fla)= f f (e=rVFIVERT 4 NIV ) (1) dr di,
ou plus simplement &
o X
(38) f(1)=5'3r'fo f (erte-iV=T 4 g re=eV=1) f() dr di.

Par suite, on aura, pour des valeurs de & comprises entre les limites
Loy x'

o X
(39) I'(w)-:%f f cosr(z — ) f(p) drdy
0 Xy
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ou, ce qui révient au méme,

vt =i |
(40) [(#)= o= f er@-wV=T () dr dp.

— Vo,

On tirera, au contraire, de la formule (37), en supposant la variable a
~ située hors des limites x,, X et prenant toujours a =o, b =1,

® X
(41) f f cosr(x — p) f(p)drdp=o,

ou, ce qui revient au méme,
L] x .
(42) f f er @ WV~i[( ) dr dip = o.

Dans le cas ou l'on suppose b= o, la fraction que renferme le
second membre de I’équation (36) se présente sous la forme (;;)' Mais,
en réduisant cette fraction a sa véritable valeur, on tire de I’équation
dont il s’agit

o X
(43) r(w>=§fo f [1— ar iz = )i ]e-arV@w7 () dr di.

La formule (43), qu’on peut encore écrire comme il suit

sl’(x)=+‘;’f f [t — ar(z — p)]ea"==w ((u)drdu
(44) " ’ e
( +;£ [, [1+ar(x—p)]es"(T=0)p() drdp,

subsiste, pour toutes les valeurs de & comprises entre les limites x,,
X. Au contraire, lorsque la variable x est située hors des limites x,, X,
on a, en vertu de ’équation (37),

. ® X '
(49 | f f [t — ar Vi@ — )] e-er V&7 () dr dp = o.
L] Xy .
On trouvera, par suite, en supposant @ > X>x,,

L) X ‘ .
(49 S [ e — e g drda=o,

QEuvres de C, — S. 11, t. VI 20
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ety en supposant & < 2, < X,

© X
() f f [1+ar(e —p)] e~ () dr dp = o,

Il importe d’observer que les équations (43) et (44) peuvent encore
étre présentées sous les formes

(8) f f Y0ae- a._m—m | (W)t
gon_ @ " d[ae-arz-p] )
t(f)--»»-k;jo f e [(wdr dp

o X
a ()[aear(:r-u)] )
( + - [ /: SRS =) dr dp.

Lorsque, dans les formules (27), (40), (48) et (49), on suppose
.= — m, X =, on obtient les équations

[f (a+[)/—) (b y/=0) ryie-pi ( ;—q/—l) {a+ey Ty W'J[( uﬁr—‘{ll.:,-_—;y
(51) y l'(l’):;‘f [ e"@=wN=T () dr dp,

(32) ff "I“?_f'_“‘_"_‘“_'- (W) d,

A a () -ar(@-) ;

l(w):+;/ f ‘—[g-e—(,;——]t(ﬂ)drd#

(1 )
| e
\ v.o

qui subsistent pour toutes les valeurs positives ou négatives de la va-
riable .

(33)

Concevons & présent que I'on prenne x,= o, X = . Alors, si I'on
attribue & la variable  une valeur positive, on tirera des équations (3g)

et (48)

(56) =3 [ [ cosrle ) (u) drd,
0 0

© A —arJ(c—pt
(55) f(2)=12 f f ‘1["°da——~—f——“’-]r(mdrdu.
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De plus, on conclura des formules (41) et (47), en remplacant «x
par —x,

56 = e (x g drdy,
(36) 0 /0'[ cosr(x + w) (@) drdu
(57) 0= ["’f‘"[l —ar(z -+ p)] e~ () dr dp.

Si d’ailleurs on a égard aux équations

(58) { cosr(x —p)==cosrrcosru-+sinrrsinry,

! COSr(x + @) == COSI'x COSIr | —- sinra sinr s,

on tirera des formules (54) et (56), combinées entre clles,
(39) [(x) == %f / CoSrx cos (@) drdy,
0 0
LI S G .
(60) [(2) = - / f sinra sins (@) dr du.,
0 0

Ces deux dernieres formules sont celles que M. Fourier a données dans
ses Recherches sur la théorie de la chaleur. On peut s’en servir pour inté-
grer des équations linéaires aux différences partielles et a coefficients
constants. Mais, pour rendre la méthode d’intégration plus générale,
il convient de substituer aux deux formules dont il s’agit I'équation (40)
ou (51), ainsi que je I'ai remarqué dans le XIX® Cahier du Journal de
I’ Ecole royale Polytechnique (voir aussi le Bulletin de la Société Philo-
mathique pour 'année 1821, et I'Analyse des travaux de I’ Académie des
Sciences pendant laméme année). Ajoutons que, dans beaucoup de cas,
il ser® utile d'employer, au lieu des formules (40) ou (51), les équa-
tions (27), (50), (52), (53). Cest ce que j'expliquerai plus en détail
dans un autre Article.

Une observation essentielle a faire, c’est qu'on peut établir directe-
ment les formules (27) et (34) avec celles qui s’en déduisent, en effec-
tuant d’abord dans chacune de ces formules I'intégration relative a la
variable 7, apres avoir multiplié la fonction sous le signe ‘/'parl’expo-
nentielle e=*". et en considérant ¢ comme un nombre infiniment petit
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que I'on devra réduire a zéro, quand les intégrations seront achevées.
Ainsi, par exemple, en opérant de cette maniere, et posant

a(r —p)=cs,

on reconnaitra que le second membre de la formule (43) est équiva-
lent au produit

"(“’)fo i [l-lf-s ~ qf;';;] ds = () jo '”(;—fs)A,- = [().

Si I’on integre, par rapport 4 la quantité a, et i partir de @ = c, les
deux membres de I'équation (40), on en tirera

» X
(61) f f | ag-arvE=pri e-erVE=pt | f(p) dr dp. = af(x) l<g~>,
0 ry
ou, ce qui revient au méme,

o AN

(62)  f(x)= —!—a—f f [ae—ar V&8 — ce-erV@7] (1) dr dp,
21 (Z) 0 To

c étant positif, ainsi que a. On peut aisément vérifier la formule (61);

car, si 'on fait, pour abréger,

X
(63) fry=r [ e VT () di,

o

s
on trouvera, en posant g — x = setr=c,

(64) () = [(x) <f e'ds—i:/m e“ds) =2f(x);
et, par suite, la formule (61) sera réduite 3
(65) f.wdrzr(w) 1(%)

Comme on aura d'ailleurs f(o) = o, il est clair que I'équation (65)
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pourra encore étre présentée sous la forme
®f(ar)—f(er) , - (a
(66) fo far) =1 gr = [1(e0) — £(0)] 1(5>.

Or, cette derniere, qui comprend, comme cas particulier, I’équation
connue

'-e_a’n—-— e_(“l. c
(67) /0 o d;_|<(-l>,

et qui coincide, quand f(e) s’évanouit, avec une formule que j’ai don-
née dans le X1X® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique [voir la
formule (¢), p. 576], se déduit aisément, ainsi que M. Ostrogradsky
en a fait la remarque, de I'équation

(68) fa f'(ar)dr = f(i);_f_(f'_)

intégrée par rapport 4 la quantité a. On pourrait au reste établir I'é-
quation (66), aussi bien que la formule dont il s’agit, 4 I'aide de la
théorie des intégrales singuliéres.

L’équation (62) subsiste seulement pour les valeurs de.x comprises
entre les limites = x,, x = X. Le second membre s’évanouirait si la
valeur de « devenait inférieure ou supérieure aux deux limites dont il
s'agit; et il se réduirait & {p(), si I'on avait z =z, ou x = X. On
trouverait, en effet, dans le premier cas, f(s) = o, et dans les deux
derniers () = (). Si 'on prenait z, = —», X =1, alors on aurait,
pour des valeurs quelconques de z,

(69) f(x)= ;~‘- {Ej[”‘/—‘: [ae-arVE=eit  ce-ervie-i* | p(w) drr dps,

c

ou, ce qui revient au méme,

al

(70)

1

_ __Z_ fuf [aear(z-u) — cecr(x—y.)] r(p’) dr dl""
al (_) ] x
c



158 SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS

Ces dernieres formules peuvent étre utilement employées dans l'inté-
gration des équations aux différences partielles.

Si, dans la formule (36), on prenait @ = b =1, on trouverait, en
supposant la variable  renfermée entre les limites z,, X,

a Y S I )
(71) f(x)z;i/ f eVt cosr\/(w—p) —sinry/(z — p)? | [(p) dr dpu.

Il est facile de vérifier directement la formule (71), dans certains cas
particuliers, par exemple dans ceux ou I'on supposerait [(x) = e,
f(x) = cosx, ....

On pourrait encore déduire de la formule (1) une multitude d’équa-
tions analogues aux formules (27) et (34). Supposons, par exemple,
les fonctions 3 (p, r), v (p,r) et f(2) tellement choisies que on ait

¢(py0)=o0, y(p,0)=o0, @(p,oc)=m0, A=o.
Alors, si I'on prend

po I C, l’ == b, ry == 0, R - _EE 9

¢ désignant tin nombre infiniment petit, on tirera de I'équation (1)

{

=0l (by 1) +V =176, )] o .
‘1 le(hr) oy 2O o, 4 V=16, dr
(72) —A/o | Q'[?"(Tci‘)“t()y;:i:)‘(c’"'?)‘]- Hlete, r) V=1 g (e, ) ldr
B ‘"ol?(n §>+v’:7x<p, el)J N N
»//, gy S [? (p, ;) - x(p, ;)J dp.

Si maintenant on suppose

W N
(73) Sty = j e~ VE () dp,

o

ct si 'on fait, pour abréger,

(o) B+A\/:_lzjsbd[?(P,£)+v:x<p,§>] i

N A i W)
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on tirera de I'équation (72), par des raisonnements semblables & ceux
que nous avons employés pour établir la formule (27),

‘I( Now \V )f f do(b,r .;_()\,/—lx(b r le (o v T Ve w2 () dr du
T+ )

' a(B+ w /fo e *3,_'[“ No-frmiigantiomsay () dr du.
. + ~—|

La formule (75) subsiste, comme la formule (27), pour des valeurs
de a comprises entre les limites x,, X. Le second membre deviendrait
égal & zéro, si la variable « était située hors des limites x,, X, et &
(), siVon avait & =, onx = X.

Je terminerai cet Article en observant que 'on déduirait immédiate-
ment la formule (1) de I'équation idemique

o] ofrot)

(76) e o

dans laquelle ¢ = g(p,r)+y—17(p,7), si U'on intégrait les deux
membres de cette équation par rapport i la variable p, entre les limites
p==pa p="P, ct, par rapport a la variable r, entre les limites r=r,,
r= R. Alors, pour déterminer 4, il suffirait de remplacer chaque inté-
grale relative & r par sa valeur principale, et de recourir & la théorie
des intégrales singuliéres. Au reste, les applications que nous avons
faites ci-dessus de la formule (1) n'exigent pas que I'on calcule la
valeur de A, puisqu'elles se rapportent au cas dans lequel on a simple-
ment 4 = o.



DE LA

DIFFERENTIATION SOUS LE SIGNE /.

Soit f(x, a) une fonction quelconque de = et de a. Soient, d’ail-
leurs, x,, X deux valeurs réelles de la variable . Si I'on pose

X
O /‘ﬂmawx:A

’

on en conclura généralement, a I'aide de la différentiation sous le
signe /ﬁ,
(2) [ " fza),,  9A

T dar T T Oat

)

n désignant un nombre entier quelconque. Néanmoins, si la fonc-
tion f(«, a) devient infinie pour une valeur de « renfermée entre les
limites x,, X des intégrales comprises dans les formules (1) et (2), et
si, afin de lever toute incertitude sur I’évaluation de ces intégrales,
qui seront le plus souvent indéterminées, on réduit chacune d’elles &
sa valeur principale, I’équation (2) pourra devenir inexacte. Mais,
pour trouver la cause de cette inexactitude et fournir les moyens d’y
remédier, il suffira, comme nous I’avons observé dans le XIX® Cahier
du Journal de I'Ecole royale Polytechnique, de substituer a I'intégrale

X
(3) f [(z, a)dx

la somme dont la valeur principale est la limite.
Supposons, pour fixer les idées,

(%) M@ay=—=

b
-—a
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a désignant une quantité positive et inférieure & l'unité. Les équa-
tioni( 1) et (2) se réduiront aux suivantes

' dx I 1, . f1—a
(5) A w_a-;l(l—a)’—ala_l( = )’
: wrfl—a
(6 t dx . 1 d l( a >
) j;(x—a)"*‘" 1.2.3...n da® ’

dont la derniére deviendra inexacte, si 'on prend pour » un nombre
impair, puisque alors I'intégrale comprise dans le premier membre
aura une valeur infinie. Mais, pour obtenir la correction que devra
subir, dans cette hypothese, la formule (6), il*suffira de présenter
I’équation (5) sous la forme

“~* da ' odr 1—a
() [ +/ =1 ,
o Zr—a ot r—a a
¢ désignant un nombre infiniment petit. Alors, en effectuant » diffé-
rentiations relatives & la quantité a, on trouvera

;/ e [ 2G5
[ -]

On aura don¢ généralement

Y1 w1f1— @
(9) [ ?—<ga: a> dz = d—%{z—z +1.2.3...(n—1) [(-:-)n— <£—e>n],
pourvu que ’on réduise 'intégrale

(10) [ ﬂga_":__ﬁzdx

a sa valeur principale. Si, dans la formule (9), on attribue au nombre
ORurres de C. — .11, t. VIL. at
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entier n une valeur paire, on retrouvera précisément I'équation (6).
Mais, sil'on prend pour n un nombre impair, la méme formule’don-
nera

! n 1 " T—a
d (.r——a) d l( a ) 2
(11) dzx = +"3-3"'(”—")s—,.=°°’
0

da" dan

ce qui est exact.
Supposons encore

Y z
_ f(zy yy5,...)
(r2) f(x’a)——‘/y:‘/5:‘“F(x_a’y_byz*c’-'-)dydzl”,
[y

¥o» Y désignant deux fonctions de la variable x; 5,, Z deux fonctions
des variables #, y; ...; et F(z, y,5,...) une fonction homogéne de
x, ¥, 5, ... dont le degré soit inférieur d’une unité au nombre 7 des
variables x, y, 5, .... Concevons d’ailleurs que le systeme des valeurs

(13) z=a, ry=2b 3=0

soit un de ceux que les variables «, y, 5, ... peuvent prendre cn
demeurant comprises entre les limites

(14) x=a, z=X; y=y, y=Y; =2, =1

Dans cette hypothése, I'équation (1), réduite a la forme
L]

X Y Z
_ f(z, ¥, 5, ...)
(15) A__L"Lf;...F(x_a’y_b’z_c’.”)da:dyd:....,

pourra s’écrire comme il suit :

a—¢t Y z
= f(x, 0,5 ...) )
SA-M‘/"- jy;[. F(w——a,y—-b,z—-c,...)d‘z'd}'dm--

X Y Z
f(z, 7,3 ...)
+ dzdyds....
{ £+1L£ Fz—a,y—bz—c,...) Y

Soit.maintenant A la différence entre.les deux valeurs que prend 'in-
tégrale (12), quand on y pose successivement z =a +¢, r=a — ¢.

(16)
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En différentiant 'équation (16) par rapport i la quantité a, et faisant,
pour abréger,
(17) P=

1
Flz—a,y—b,5—c,...)

on trouvera

A _ ot Y et e
a;..fr; ‘[[-~-E{f(x,y,z,...)dxdydz...

(] o
X Y
o,
a+ e Yo

z
P
[ _(E.f(.z,y,:, .o)dedyds.. . — A

~0

On aura donc

‘ A _ ¥ttt 9P
(19) d—a—:LL];---b—;f(x,y,:,...)dxdya’:...-—A,
pourvu que 'on réduise I'intégrale multiple
X Y Z
(20) ff f ---g—gf(x,y,z,...)dzdydz...
Xo Yo So

a sa valeur principale.

Il ne reste plus qu’a déterminer la valeur de la différence repreé-
sentée par A. Or, soit ¢ un nombre infiniment petit qui varie avec e,
et admettons que, & étant considéré comme un infiniment petit du
premier ordre, ¢ soit d’un ordre plus élevé. Le rapport

(21) )

il
Sl

s'évanouira en méme temps que . Soient d'ailleurs V, W des quantités
qui ne soient pas toutes comprises entre les limites — 1, + 1. Comme
I’expression

vy (@b +VactWa . ) fHa—itb+VaerWa .. )
( ¥ (i3, V5, W3, ) F(— 13, V3, W3, ...

deviendra rigoureusement nulle, si I'on suppose ¢ = o, elle sera sen-
siblement nulle, dés que I'on prendra pour i une quantité infiniment
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petite d'un ordre suffisamment élevé; et par conséquent on pourra
établir entre les deux facteurs ¢ et ¢ du produit

(23) e=1id
une relation telle que I'expression

fla+e y,35...) _ fla—e y,3,...)
Fle,y—b,5—c¢,...) f‘(-—-e,y—b,z—c, o)

(24)

s’évanouisse A trés peu pres pour toutes les valeursde y — b, 5 —c, . ..
non comprises entre Jes deux limites — &, + 8. Cette condition étant
supposée remplie, il est clair que la quantité A différera tres peu de
I'intégrale singuliere

b+8  ac+d
fla+ey,5...) fla—e y,5...) ]
5 f ...[ : — : dyds. ...
(23) j,:_a A F(,y—b,5—c¢,...) F(—e,y—b,5—c,...) Y

Donc, si I'on fait, pour plus de commodité,

(26) y=b+ev, s=c+ew, .

et si I'on observe que la fonction homogene F(w,y, 3,...), étant par
hypothese du degré m — 1, vérifie I'équation ,

(27) F(xeevew,...)=em1F(=1,0,w,...),

on trouvera sans erreur sensible

8 3
(" [fa+eb+ev,crem,.) fla—eb+ev,ctem,..)
(28) A_[§[§..'[ F(1,0,w,...) T FELew ) ]dvdw.....
€ "t .

En réduisant ¢ & zéro dans la formule qui précede, et en faisant, pour
abréger,

(29) . k=[:[:"'[F(l,v,lw,...)_F(—l,v',w,...)]a‘)dw""

on en conclura

(30) A=kf(a,b,¢,...).
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Par suite, I'équation (19) donnera

)
A__fff...—f(x,y,z, Jdzdyds...— kf(a,b,c,...).

Si la fonction P était déterminée, non par la formule (17), mais par
celle-ci

1

F(x;a’y;b,z-v—c’ )

(32) P=

A, ¢, v désignant des quantités constantes, alors, en posant
T
(33) .y__b+)‘ev, ..__c-i—)‘sw, e,

et raisonnant toujours de la méme maniere, on trouverait, a la place
des équations (30) et (31),

(34) A—p.v...kf(a,b,c,...),

(35) ——_fff f(a:,y,z,.‘)dxdydz...——-yv...kf(a,b,c,...).

Yo

Si les valeurs x = a, y = b, 5 =¢, ... cessaient d’étre renfermées
entre les limites c =x,, c=X; y =y, y=Y; 3=35,, 3=1;
ou, si la fonction homogene F(x, y, 3, ...) était d'un degré inférieur &
m — 1, la différence représentée par A dans les formules précédentes
disparaitrait ou s’évanouirait; et I'on aurait simplement

(36) _‘“./a;f,,f f(.z‘,y,z,..)dxdydz....

%

Si, au contraire, la fonction homogene F(z,y,3,...) était d'un
degré supérieur 2 m — 1, la quantité A deviendrait généralement
infinie en méme temps que l'intégrale (25); et par conséquent I’équa-
tion (1g) donnerait, pour des valeurs de a, b, c, ... renfermées entre
les limites w=wa,w=X;y=y,,y=Y;z=zo, 3=2Z;...,

(37) ‘/;ff---——-f(w,y,z,. )dwdydz
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Nous observerons encore que, si 'on différentie la valeur de A déter-
minée par I'équation (16), non plus par rapport 4 la quantité a, mais
par rapport i I'une des quantités b, c, ..., on trouvera simplement,
et quel que soit le degré de la fonction homogeéne F(z, y, s, ...),

aP
——_fff dbf(z,y,a,..)dxdyd:.‘.,

dc “LL[-..ocf(x,y,g,. Dddxdyds...,

pourvu que, dans 'évaluation des seconds membres des formules (38),
chacune des intégrales relatives &  soit réduite A sa valeur principale.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta-
blir, supposons

(30) f// f(.r,y,..,..)d.vdyd:....
‘”"" (y';"y-*—(‘“c)'«u-...]r'

v

et, de plus,

08 _ 98 _
(40) A_EE’ B—-—--d-z) C dC Lotey

m désignant toujours le nombre des variables z, y, 5, ... et A, ., v, ...
des quantités constantes. Si I'on fait, pour abréger,

(41) R= 5;3",
[(55) = ()~ (59) =]

on aura'

(42) Slzilx‘/y:yv‘/:...ﬁf(w,y,z,...)dxdydz...

et, comme I’expression

(43) : (z’+y’+z‘)?—’
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est une fonction homogene du degré m—2, on tirera des formules (36)

t (38
o (38 8 _ Yt oR ‘
A:b-:-z:fff. f(a:,y,‘.,..)dxa"yd::...,~
o 30

Yo

(44) B‘_‘%%:f,.xff,z’ 1@ sy ) dwdyds.,

0

X AY A2
C=%§=fff . dnf(x,y,.,,.. Ydzxdyds...,
. To Yyo Y 30

..................................................

OR _m—a z—a

e ¥ Zr—a y—b 5—c\? '?"’
[ (50 (5]

%= L=

@ R R (ST

R __m—a z—c N

9 T v [(m_{a) _,_(L_;_’l>'.,. (z_v_c>!+ ].

et, comme l’expression

(46) A (243

m— 2 x

sera une fonction homogene du degré m — 1, on aura encore, en vertu
des formules (35) et (38),

A X AY AZ P

%“zf f f ) dal}f(‘”'y"" Ydzdydz..—pv...kf(a,b,c, ...),
Ty YYo V3,
dB X AY Z 9

(47) szff’ 1@, 7,% ) dw dy ds..

de —f f f ddicn f(z, 5,3, ...)dzdyds..

xo Yo
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pourvu que, dans les seconds membres des équations (47), on rem-
place chaque intégrale relative & = par sa valeur principale. Ajoutons
que la constante % sera déterminée par la formule (29), dans laquelle
on devra substituer & F(z, y,'s, ...) 'expression (46). On aura donc

(48) k:ﬂ_’%:_?_)[:[: dodw. ..

m
(1o 4+wiy . )t

Si maintenant on observe qu’on a, pour des valeurs positives de » et
de ¢,

(o) [ o=,
[
LIV DY g
(50) T (n)[ sn=te=stds

et, par suite,

(51) ! — = ! f‘s?_le—s(l+v'+w'+...)ds’
(14wt . )T l‘(ff) 0

on tirera de I’équation (49)

(52) k.—_ﬂﬂ;ﬁf”f’...f's?"e—s<l+v'+w'+--->dvdw...ds;
—oVY o 0

n(3)

puis, en ayant égard a la formule
(53) f e~ dy =f e~ Wdw—., .= —,

on trouvera définitivement
m~—-1 m

(54) Irlz Mf‘s"%e_,ds___ﬁ(m—a)n?.
4 u‘(.’!.‘) o AT (ﬁ)
3 2
En d’autres termes, on aura, pour des valeurs paires du nombre en-
tier m,

(55) k_—_._ﬁ_(ﬂ:_’_)f__,

1.2.3...2—=3,
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et, pour des valeurs impaires de m,
m—1
a(m—2)n ?
(56) k= ‘%‘T)._—Q;

e

1
22
Concevons maintenant que I'on différentie la premiere des é¢qua-
tions (45) par rapport a la quantité @, la seconde par rapport a b, la
troisieme par rapport a c, ...; puis, qu'on ajoute ces mémes équations

ainsi différentiées, apres les avoir respectivement multipliées par les
facteurs A?, w?, v%, .... On trouvera

J*R L 0'R 2*R
(57) M e -+ p? 5 + v = d T +...=o.

Cela posé, on tirera des équations (47) et (54)

»| ¥

x JA JB dC _ a(m—a)r
(08) )\’d—a" +P‘ 0b +V’dc+ _——_;—(_T.T)__
2

Apv.. . f(a, byc,...);

puis on en conclura, en ayant égard aux formules (40),

'S "8 0!8 _ a(m—a)n?

(9) h()a'+ 2002 +Y g == r(’”) Awv...f(a, bye, ...).

2

En conséquence, la valeur de S, déterminée par la formule (3g), veri-
fiera, pour des valeurs paires de m, I'équation aux différences par-
tielles

m

dS d’S ,9'S a(m—2)n?
0(1‘ —0-5"' -+ 2 d 3 “+.. = —(———”)l—:;)\yv...f(a, b,c,...),

1.2.3..

(60) A =—

2

et, pour des valeurs impaires de m, I'équation

N
(61) 7\’%—8--6— 3;—!-\& ‘;cé—l-...:-—-%(—m—n:)—f;lpv...f(a,b,c,...),

1
. 22 2

Les équations (60) et (61) supposent, comme la premiére des for-
OEuvres de C.~S. 11, t. VIL. 23 '
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mules (47), que les valeurs =4, y = b, s =e, ... sont renfermées
entre les limites des intégrations indiquées dans la formule (3). Si le
contraire arrivait, il faudrait, & la premitre des formules (47), substi-
tuer I'équation

¥

oAt LR
(62) 2= ff @ 3,5,V dodyds...,
T Ve V5

et 'on aurait, par suite,

P8 a0 08

(63) M TEIE Y s

+...=0,

11 ne sera pas inutile de remarquer que I'une des équations (59) ou
(63) serait encore vérifiée si la valeur de S était donnée, non par la
formule (39) ou (42), mais par la suivante

(64) S:fxfyfl...(Q+R)f(x,y,z,...)dmdyd:...,
A

Q désignant une fonction qui renfermerait, avec , y, 3, les quantités
a, b, c, ... et qui serait du premier degré seulement par rapport & cha-
cune de ces quantités. Sil'on supposait, en particulier,

(65) Q=—1 et f(x,y,z,”_):jﬁ].s#;)’

J o

2

on tirerait de I'équation (64 ) réunie & la formule (41)

X Y Z . _ l-?
(66) $= / f f "‘Kﬂrﬁ);Oﬁ) +,,,(z”_c)!+m] = fe ) dedydin,
P
Y, » 3 4

puis, en prenant m= 2,

(67) g:f,.f,. [( ) (#b>]f(wy)dzdy
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Alors aussi ’équation (59) donnera

'S 2 0'S

(68) )"da’ P db,-&n)\y.f(a b),

tandis que I'équation (63) deviendra

0S8 'S
(69) L el 751

= 0.
Donc la valeur de S, déterminée par la formule (67), vérifie I'équa-
tion (68) lorsque les quantités a, b représentent des valeurs de z et
de y comprises entre les limites * = a,, = X; y=y,, y=Y; et
© I'équation (69), dans le cas contraire.

Lorsqu’on suppose m =3, la valeur de S, donnée par la for-
mule (39), se réduit a

(70) S:/‘/'/‘ ) et
. 2 _ 2 3 — 2
o S [ () (559

Alors aussi I’on tire des formules (5/4)_et (59)

1a

(71) k:::%-

S
2

I
de

(72) )\,W Rl T il =—4mipv f(a, b, c),

tandis que la formule (63) devient

2*8 ,0'8 '3

(73) : Moa T G Y 5

On déduit aisément des principes que nous venons d’exposer une
des propriétés les plus remarquables de I'intégrale triple qui sert a la
détermination des composantes rectangulaires de I'attraction exercée
par une masse quelconque M sur un point matériel pris au dedans ou
au dehors de cette masse. En effet, soient a, b, c les coordonnées rec-
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tangulaires du point matériel dont il s’agit; x, y, s celles d’un point
quelconque de la masse M; f(,y, 5) la densité de Mau point (2, y, ),
et

(74) r=Vlz—af+(y—by~+(:—c)

la distance respective des deux points (x, y, 5) et (a, b, ¢). Désignons,
en outre, par Az, Ay, As des accroissements tres petits attribués aux
variables z, y, 5, par m un élément de masse renfermé entre six plans
menés parallelement aux plans coordonnés par les points (x, y, =),
(z -+ Az, y + Ay, 5+ As); et supposons la masse M terminéc par
deux plans perpendiculaires 4 I'axe des x, deux surfaces cylindriques
perpendiculaires au plan des «, y et deux surfaces courbes dont les
équations soient respectivement

(75) ==, z=X; y=Yo y=Y; 5 = 3, s=1
On aura, sans erreur sensible,
(76) m={(x, y,3)Az Ay Az;

et, si 'on nomme A Pattraction qu’exerceraient 'une sur I'autre deux
masses représentées par 'unité, et placées a 'unité de distance,

Am

<A
(77) —r,——;-_-,f(.z‘,_y.s)AxAyA:

sera la force accélératrice qui mesurera I’attraction exercée par la mo-
lécule m sur le point (a, b, ¢) placé a la distance r de cette molécule.
De plus, comme le rayon vecteur r, mené du point (a, b, ¢) au point
(2, y,5), formera évidemment, avec les demi-axes des coordonnées
positives, des angles qui auront peur cosinus les trois rapports

o8y  Tme__dr  y=b__ or  z—c__or

r da r b r = dc

les projections .algébriques de la force accélératrice dont il s’agit sur
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les mémes axes se retrouveront représentées par les trois produits

A

9(;)
¥, 5) Az Ay As = —-—-—'—-f(m, 7, 3) Az Ay As,

(79) )\Z—-I—)f(:v,y,g)AxAyA —g—b—)f(x,y, 3)Az Ay As,
_2G)

ne, si 'on nomme A, B, C les projections algébriques de la force
accélératrice qui mesure I'attraction exercée par la masse M sur le
point (a, b, ¢), on aura

f(z, y, 5)Ax Ay As.

98 p_ 98 o

(80) A=5e 95’ 9

’

la valeur de S étant donnée par la formule

X AY AL .
(81) s:f f f )—:—f—(lr’,_‘y—’")-dwdyd:.
To “ Yo So

Or, la valeur précédente de S, étant celle que fournit I’équation (70).
quand on suppose A = u = v, vérifiera nécessairement 'une des équa-
tions (72) ou (73), réduites, par cette supposition, aux deux for-
mules

'S '8 08

(82) 0? -+ 57)7 UC‘ = 411‘)t f(a, b 0),
'S | 0'S  9'S
(83) Jai -+ 75 -+ Jot =o,

savoir, la formule (82), si le point (a, b, c) est situé au dehors de la
masse M, et la formule (83) dans le cas contraire. En d’autres termes,
on aura, dans le premier cas,

JB dC

(84) da —+ — 35 5—- =—4mAf(a, b,c),
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et, dans le second,
0A OB oG _

(85) F i Ty o =

L’équation (83) était connue depuis longtemps. Quant a I’équa-
tion (82), M. Poisson I'a démontrée dans le Bulletin de la Société
philomathique de décembre 1813; et M. Ostrogradsky a remarqué, le
premier, qu’elle pouvait se déduire des principes que j’avais établis
relativement 2 la différentiation sous le signef dans le XIXe Cahier
du Journal de I Ecole Royale Polytechnique.

Tout ce qui a été dit ci-dessus montre comment on doit modifier la
formule (2), dans le cas ol la fonction f(x, a) devient infinie pour
x = a. 1l serait également facile de trouver la correction que devrait
subir cette formule, si la fonction f(z, a), ou I'une des fonctions
dérivées

Adf(z,a) 0 f(z,@) 9 f(zx,a)
da dat 0a®

devenait discontinue pour = @, en conservant néanmoins une valeur
finie. Supposons, pour fixer les idées,

(86) S (z, @)= eVE=ar{(z),

¢ désignant une quantité constante. Dans cettc hypothese, la fonction
dérivée

I

deviendra discontinue pour = a, en passant brusquement de la va-
leur — f(a) a la valeur + f(a). De plus, on trouvera généralement

88 d )'(wo a) nl r—a | (; i :
- = ecV(x—a)
( ) Jar c V( )i f(.ﬁ),

et I'on aura, en conséquence : 1° pour des valeurs paires de n,

(89) PLE D) on oo 1();
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2° pour des valeurs impaires de n,

0" flz,a) _ T—a '
(90) —7"1',‘,_‘ \/.(x_-———:;—)_’e Vi ) f(l’),

d’ou il résulte que les dérivées d’ordre impair de f(x,a), prises par
rapport a la quantité a, offriront toutes, pour « = a, une solution de
continuité. Cela posé, si I'on fait

X X
(91) A=[ f@aydo= [ eV (@) da,

et si 'on suppose la valeur de a comprise entre les limites x,, X, la
formule (2) deviendra inexacte, dés que I'on aura » > 1. Mais, pour
corriger cette formule, il suffira de recourir aux considérations que
nous allons indiquer.

L’équation (gr1) peut s’écrire comme il suit :

a X
(92) A= f eote=2) {(z) dz -+ f ect@=a) {(z) dz.

Or, si I'on différentie la formule (92) plusieurs fois de suite par rap-
port & la quantité a, on en tirera '

/ A a X
5 :f cecla—2) f(z)dz —f cectz-a) f(x) dz,

(”A « X
5 ::f cleca—2) f(z) dz +f ctectx—a) f(2) dx + ac f(a),

3 a X .
(9%) 3_:;‘;: = f Pecta==) {(2) da — f dectz-a) {(z) dr +acf (a),

da" —f ctecla—2) f(x) dz +f ctec@=a f(z)dx + 3¢ (a) +ac*f(a),

On aura done

(94) —-f \/'(};__ ec#(z-a)ir(w) dz,
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de sorte que la formule (2) sera vérifiée pour n = 1. Mais, en suppo-
sant n > 1, on trouvera

oA . z—a
(95) W: A c [\/—-——-———(w—a)’

]"eew—z—w' f(@)dz + A,

ou, ce qui revient au méme,

(96) . f dnf(w’a)dx+A

al[

la valeur de A étant donnée par I’équation

(97) A =ac[{tr= (a) + 2 f*—¥) (a) + c* f(*=®) (a) +...],
dans laquelle la suite

(98) f*=% (a), c*l=Y(a), {1~ (a),

s'arréte au terme qui renferme I'une des deux fonctions f(a), f'(a).
Dans le cas particulier o1 les fonctions

f(z), f'(x), {"(z), ..., fi™(x)
s’évanouissent pour « = a, les valeurs de

J*'A  J*A  0'A gm+tA

N a2 = - A -~
da? da* da* dam+?

tirées de I’équation (95), se réduisent a celles que fournirait I'équa-
tion (2).
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LES FONCTIONS RECIPROQUES.

Soit  une variable réelle et positive, ot () une fonction quel-
conque de cette variable. Il résulte des formules (59) et (60) (p. 155),
données pour la premiere fois par M. Fourier, que, si I’on suppose

() o(@) = (%)% [ “cosra ((r)dr,
on aura féciproquement

(2) @)= (%)éfacosrzy(r)d,-;
et que, si I'on suppose

(3) V(@) = (%)ifo" sinra [(r)dr,
on aura réciproquement

%) (@) = (;,’;)% f “sinra y(r)dr.

On voit donc ici se manifester une loi de réciprocité : 1° entre les fonc-
tions fet ¢; 2° entre les fonctions f et ¢; de telle sorte que chacune
des équations (1) et (3) subsiste quand on échange entre elles les fonc-
tions et ¢, ou f et . C’est pour cette raison que, dans le Bulletin de la
Sociéte philomathique d’aotut 1817, j’ai désigné les fonctions ¢(x), ¢(x)
sous le nom de fonctions réciprogues de premicre espeéce, et les fonctions
f(x), $(x) sous le nom de fonctions réciproques de seconde espéce. Ces
deux especes de fonctions peuvent étre, ainsi que les formules citées

de M. Fourier, employées avec avantage dans la solution d’un grand
OEuvres de C. — S.11, t. VII, 23
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nombre de problemes, et jouissent de propriétés importantes que je
vais rappeler en peu de mots.

D’abord, en différentiant plusieurs fois de suite par rapport & x 1’é-
quation (1), on reconnait facilement que, si

9(z) et f(z)
sont deux fonctions réciproques de premiere espece,
9"(x) et — x ()

seront encore deux fonctions réciproques de premiere espece, et qu’il
en sera de méme des fonctions

¢(z) et xf(=),
oV(x) et — ' f(x),

e (z) et (—1)" 2 ((z).

Au contraire
9'(z) et z((z),
¢"(z) et — 2 [(x),

Quntl(z) el (—1)ra((2)

seront des fonctions réciproques de seconde espece. On arriverait a
des conclusions analogues en différentiant plusieurs fois de suite, par
rapport 4 x, les deux membres de I’équation (3).
De méme, en désignant par £ une constante réelle, on reconnaitra
sans peine que, si
: e(z) . et f(z)
sont deux fonctions réciproques de premitre espéce, la fonction
f(z) coskz

aura pour réciproque de premiere espéce

eV + 6] + o [Va—4)]
2
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tandis que la fonction
() sinkz

aura pour réciproque de seconde espece

olye= k7]~ olyiz+ k)]

2

On peut observer encore que, si f(z) et y () sont deux fonctions réci-

proques de premitre ou de seconde espéce, af(x) et ay (x) seront

réciproques de méme espéce, @ étant une constante prise & volonté.
Lorsqu'on pose

(5) fl@) =z e,
a et m désignant deux constantes positives, on tire des équations (15)
de la page 149
f ) rm=te=ercosradr = _!‘—(_n_z_)__ cos(m arc tang - )
(@*+ w’)
for"'-' e~ sinradr = ———r—(ﬂ—)— sm(m arc tang - )
L (@*+ :c’)

Or, de ces derniéres formules, comparées aux équations (1) et (3), il
résulte évidemment que la fonction (5) a pour réciproque de premiere
espece

(7) ¢(¢)=(%>é—-—[————&s(marctang > ()*(a—x\/:‘l)—"‘_;_(a,,_z\/_—,)-mr(m)

(al ‘l")’

et, pour réciproque de seconde espéce,

® ww):(%)% o) Slﬂ(marctang) ()%(“ —ay=1)"—(a+ay=1)"

(a§+$i)a ay—1

Par suite, en prenant pour b une constante réelle, on conclura sans
peine, des remarques précédemment faites, que la fonction

(9) [(x) =am~t e9% cos b
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a pour réciproque de premiere espece

(10) o) = () [a-(b+x)\/—]'”‘ [a+(b+x)y=1]" '"+[a-— b=z =1 +[a-r(p—r)y=1] " Fm)

tandis que la fonction

(11) f(x) = @m-te~a®sinbx

a pour réciproque de seconde espece

(12) 4 < ) [a—-(b-o-x)\/—l] T R ) "'4[:1— =1 " ~[a+(b—z)y=1] "‘r(m).

Dans le cas particulier ol 'on prend m = 1, la fonction (5), réduite a
la forme

(13) f(z) =e2%,

a pour réciproque de premiere espéce

(1d) v(z):(f;)%;{—;,—,:

et pour réciproque de seconde espece

) ¢(¢)=(%)%ﬁ;,-

Concevons maintenant que, dans y equatmn (33),de la page r0f du
premier Volume( ), on pose successwement

fa)= "”") eV, f( ’) oo,

L((x—)) désignant une fraction rationnelle, On en tirera, en échangeant

entre elles les varmbles xetr,

w [ f(r)e"\f—dr_am/— g’ Hhe

¥

(1) OBuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 135,

erzf—
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et

(=r) v f(—-l)e“'\/—
(17) [ =n° zy idr—ﬁﬂ\/—— &) =R
ou, ce qui revient au méme,
8 ..f(_’) —rz\=1 fp — ‘f—r)e"-’\’—
e e Ta=m= LTy

De plus, on conclura des formules (16) et (18), combinées entre elles
par voie d’addition et de soustraction,

F( )cosrwdr_'n:\/_ {/ [F._._ F( ]e =8

~

(19)
°f(r) et 1) (=17 ..
| For )smrxdr._ 1!_’{/0 [F(l‘)—l‘( ,)]e V-1,
ou, ce qui revient au méme,
t(r) —r) _ , ftry  f(=n)
F(,) )]cosrxda: 'rr\/_- [F(r)+ Fe ,)] 21
f(") f(=r) _ R =205
F(I‘) F ]smrwdx ﬂ'-“‘]:o [F(—r-j—m]e ‘/ 1,

Or il résulte évidemment des équations précédentes que la fonction

(a1) f(x):Ff—((;—))-+ (( ”))

a pour réciproque de premidre espéce

(a2) 9(2) = (ar) F A;[lﬁ((’,’) ‘("”)] v=3

tandis que la fonction

(23) fe) = - =2

a pour réciproqug de seconde espéce

) we=enlvTi Y [;‘(;‘) D)o
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Concevons enfin que 1'on prenne
(25) Slz)y=¢T.
L’équation (15) de la page 56 du premier Volume (') donnera

- _n =
(26) f e ’cosrwdw:(%) e v,
[}

Par conséquent la fonction (16) se confond avec sa réciproque de pre-
miere espece. Il est aisé d’en conclure que la fonction

xt

(27) flz)y=e Tcoskx

a pour réciproque de premiere espgce

__(.r+k)’ (r—kl']

(28) q:(.z)::%[e T pe  ®

Les principaux usages auxquels on peut employer les fonctions réci-
proques, ou les formules de M. Fourier déja citées, sont ceux dont nous
allons faire mention.

Premitrement elles servent a la détermination des intégrales défi-
nies. Ainsi, par exemple, en prenant pour f(x) la fonction (5), on
tirera des équations (2), (7) et (8)

‘ (a—rv 1)” +(a+r\/ )" cosrzdr= T(—— am—1eg-ar,
(29) —in —m
?f (a—rv—") __(a"'r\‘—l) sinrzdr—= L zm-1g-a%;
ay—1 2'(m)

puis on conclura des formules (29), combinées entre elles par voie
d’addition et de soustraction,

r V-;dr' a2
3 ers — T me—1p=a
o) Grry= T~ ¢ K
ra -1 dp
3 e =
”( 1) f (a = o.

(1) QBusres de Cauchy, S. LT VI, p. 77.



SUR LES FONCTIONS RECIPROQUES. 183

Ajoutons que, si I'on différentie les formules (29), (30) ou (31) par
rapport & 'une de¥ quantités @ ou m, ou par rapport & toutes les deux,
on en déduira de nouvelles équations dignes de remarque. Ainsi, par
exemple, en désignant par » un nombre entier quelconque, on trou-
vera

nw(a_’ \/_-) m_'_(a_'_r\/'—) m ncos( +rx)dr__ T 0"(&"‘"8‘“"‘)
al(m) dzn

f (a-— r\/—')-m_(a+r\/“)-mrn sm( N rx)dr_ r,’:m) d"(.z;;:.e-")_

puis, en ayant égard 2 la formule (25) de la page 61 du premier
Volume (*), on tirera des équations’ (30) et (31)

==t

C désignant la constante dont Euler fait mention & la page 444 de son
Calcul différentiel, et dont la valeur approchée est 0,577216....

Tai donné les formules (29) au commencement de 1815, dans un
Mémoire ot elles étaient appliquées & la conversion des différences
finies des puissancgs positives en intégrales définies. On peut, au
reste, opérer cette conversion en s'appuyant ou sur la formule (30),
ou sur une autre qui s'accorde avec elle, et qui a été donnée par
M. Laplace. |

Lorsque, dans les équations (29), on pose m =1, on obtient les for-
mules
(34) fowcosm a’i‘i’ = T—:e"“, Y. sinrw;’% = 7—:9'“,
qui ont été données par M. Laplace, et qui se trouvent comprises 'une
et I'autre dans les équations (20).

() OBuvres de Cauchy, 8. Il, T. VL, p. 83.

l(a+r\/_) e\ Mt pea 1— zm-t O
S/; (a+r\/——)m Vldr= I‘( )w le [[ 5 %—C l(w)],

’

)
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Les fonctions réciproques peuvent encore servir & transformer les
intégrales aux différences finies, et les sommes de§ séries, quand la
loi de leurs termes est connue, en intégrales définies ordinaires. En
effet, si 'on pose Az = &, et si I'on désigne par x,, X deux valeurs
de « tellement choisies que la différence X — «, soit un multiple de 2,
on aura, en vertu des équations (2) et (4),

o (r)dr

: v " sin(rx— ) Zsin(ray—
w () [ ;?smi:('% 7)
Xy ..2_
et '
- b4 i * _ 1 _ _ l
(36) ﬁr(x)=(%)% cos (ran— ) fzs(’x ) Vo

Z 2 sin —
o 2

De méme, si on représente par z une variable comprise entre les

limites — 1, -+ 1, et par o une quantité constante, on déduira sans
q

peine de I'équation (2) ou (3) les sommes des séries

(37) [(0), sf(r), 3z*f(a), 5*(3),
et
(38) [(0), zf(a), s*f(aa), z*[(3a),

On trouvera, par exemple, en considérant la seconde de ces deux séries,

f(o) + zf(a) +a*f(3a) +...

3 e
(39) =<%)/‘; (1+;coﬂxr+z’coszar+..-)?(’)d"
et
zf(a)+z’f(aa)+..-
(40)

= <:-t)ff.(zsinar+z’ sin2ar +...)§(r)dr.
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On a d’ailleurs, en supposant 52 <1,

(t+scosar+stcosaar+...)+ (ssinar—+s*sinaoar +...)y/—1
=14 zexrVT - gretary=i

1 1
(41) = —
1—zeV=1 | zcosar—ssinary—1

1—scosar ssinar
= 3 sV—1,
1—2zcoSar-+3s 1—23C0Sar—+3

et par suite

1—3cosar
‘ 1+ s5cosar +stecos2ar+...= ’
1— 23 cosar -+ 3?
(43) < , ,
. . . ssinar
ssinar + s*sin2ar +...—= .
1— 2z CosSar -+ 32

Cela posé, on conclura des formules (39) et (40)

2\? 1 — zcosar

. 1
(43) [‘(o)—l—:[’(a)+z’[’(2a)+....—:<;> f 1-—-2zcosar+z’cp('.)dr
et .
(4&) zf(a)+z:f(za)+...=(%)'f‘l_zzzio"s‘;"'._'_z,q,(,.)d,..
0

Si, dans I'équation (44), on réduit s i 'unité, on trouvera

"

(45) f(a) + r(aa)+...=<%r)'f'qa(;-)cot°—;§ld,-.

Ainsi, la sommation de la série

(46) f(x), f(3a), [(3a),

%

se trouve ramenée a I'évaluation de l'intégrale définie
(47) f P(r) cotg;—rdr.
o

A la vérité, cette intégrale a une valeur générale indéterminée, attendu
. . . . . ar
que la fonction sous le signe f devient infinie, avec le facteur cot 5

OFuvres de 8 — S. 1, 6. VILL 24
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pour toutes les valeurs de r propres a vérifier 'équation

. ar
(48) sin— =o,

et, par conséquent, pour les valeurs de r de la forme

_anm

(49) l'—T’

n étant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de s’assurer,
comme on le verra ci-apres, que, dans I'équation (45), l'intégrale dont
il s’agit doit étre réduite  sa valeur principale.

Si I'on prend

(50) s=1—g¢,

¢ désignant un nombre infiniment petit, on trouvera

/. 1—zcosar _1+|—s’ 1
1 —asco8ar 435t 2 2 1—3azcosar+ 5}
1 ] )
=37\ ar\?’
‘e (1—¢) [ 2 sin —
(51) ( )( 2)
zsinar sinar
=(1—¢)

I—ascosar -+ & \ ar\t
e+ (1—¢){28in—

Par suite, si 'on a égard a la formule

(32) f(0)= (;,)%['qp(r)dr,

on tirera des équations (43) et (44)

o ftmemstonn =) () [Tt
o 2

i . -
(86) (@) +flax) .= (2) (1= ) Wrysinardr
: . 3",*‘('—'6)<2 sin —;)
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De plus, si I'on désigne par & un nombre qui s’évanouisse avec ¢, on

aura encore
® eq(r)dr
el (1—e¢) (2 sin ﬂ>’
o 2

bk

@ Y dr
=A+/ ; £9(r) ,‘ PIOL
A € +(x—e)(asmT>
(35) < T

+ * ep(rydr
/ s'+(1—s)<2sin ﬂy
? 2

T
—a-+8

« 3 dr
+ e@(r)dr 4
L oar
e+ (1—¢) (2 sin -;—)
ATC
3

P

: /“ Y(r)sinardr
. oar\?
/ ;f+(:—s)(251q —2-)

T N

B T y(r)ysinardr :
e+ (1—e) (2 sin f_")
3 2

-3

(56) < Y(r)sinardr
+/ s . ar\?
-~ e+ (1—¢) (2s1n —;)

et

=l3

o ]
S-3
4 Y(r)sinardr e,
e+ (1—¢) asin &L
t LU 2
o

A et B étant les sommes d’intégrales singulitres que déterminent les
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équations

lnﬂ+a

inT

3 a
59) A= eg(r)dr eo(r)dr ,
7 / 5’+(l—'5)<23m——> 2 e’+(1-—a)(2sin%f>

—-3

-3
1‘

a a . . . .
'58) n:/ $(r)sinardr 2 $(F) sinar d
[

& - |—s)<2sm—>

et le signe X s'étendant & toutes les valeurs positives du nombre
entier n. D'ailleurs, dans chacune des intégrales que renferme le
second membre de 1'équation (55), la fonction sous le signe L/'est
le produit des deux facteurs

3

e+ (1 —e)(z sin S‘_;)’

el ¢(r)
dont le premier reste, pour toutes les valeurs de » comprises entre les
. limites de I'intégration, inférieur au rapport

€

5'+(l-—€)<2 sing?y - 5 +(l-—€)( sin ‘B)

°.:I ™

(59)

Or ce rapport sera sensiblement nul si, ¢ étant considéré comme infi-
niment petit du premier ordre, on prend pour ¢ une quantité infiniment
petite d'un ordre supérieur a 2, par exemple, si I'on suppose
1

e=¢" ou Jd=¢k,
Par conséquent, dans cette hypothese, les intégrales que renferme le
second membre de la formule (55) seront nulles & tres peu pres, et
I'on aura, sans erreur sensible,

(60) * e (r)dr _ =
f e-’+(l—e)<nsin.%i)*

ar 2
e+ (1—¢) (2 sin ——>
T o 2
[

)
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Dans la méme hypothese, en prenant

r—es ou

on tirera des formules (57) et (58)

3
o

(61) A:[ o(es)ds
WA |+(1—-s)< smaii

LIRS

2
ro= —— g,
a

a2nT
n=« <p<—’—+ss>ds
+2 - :
. OES
a=t¢/) 1+(x—e)( sm——)
K
A
<

¥ 2nmT .
_¢(—a—- +ss) sinaes ds

- -.P(es sinaes ds
(62) B= £
o I+(1—¢) ( sin aes)
puis, en réduisant ¢ & zéro, Y (es) a ¢(o) = o, et I'intégrale
‘ " asds
(63) f T

a sa valeur principale, ¢’est-a-dire & zéro, 1'on trouvera définitivement

(64) A_ q)(o)f l+a’s’ + z <2’m>f“ 1 -i-d:t’s’

ou plus simplement

2 e +(1——s)< sm?)

v-IDI

(65) A=§[§cp(o)+q;(m) +.q>(4ﬂ) +]
et

Faisons miaintenant, pour abreger, ~ =, en sorte qu'on ait

(67) a& ar.

I est clair que, pour des valeurs décroissantes de ¢, les seconds mem-
bres des formules (55) et (56) convergeront vers deux limites équiva- .
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lentes, la premiere a la quantité
(68) ©A=E[ie@+e®) +9ap) -],

la seconde a la valeur principale de Yintégrale définie

(69) / MM dr = f.q;(r) cotga—rdr.

4 sm‘

Donc, la formule (54) pourra étre remplacée par I'équation (45), et
la formule (53) donnera

(70) gr(o)+r<a>+r(aa>+—(“") [3e1+e@®+o0p +..],
ou, ce qui revient au méme,
(1) a%[if(0)+r(a)+f('m)+---]=5§[§¢(0)+?(f3)+q>(9{3)+...].

Ainsi, I'équation (71) subsiste entre les fonctions réciproques de pre-
miere cspece, désignées par les lettres f et ¢, toutes les fois que les
nombres « et § vérifient la formule (67).

Si, dans I’équation (71), on remplace la fonction f(x) par le produit

{(x) cosbz,

0 désignant une constante réelle, on devra, en vertu d’une remarque
précédemment faite, remplacer en méme temps la fonction ¢ () par la
demi-somme

(73) o [V@+0)] +o[viz —0)],
2 b

et 'on aura, par suite, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les
limites o, §,

L
s a* [% f(0) + f(e) cosfe + f(2ct) cosaba—+ .. ]
(73) ' .
| =18tp(6)+0(B—0)+ (B +0) -+ 9(ap—0)+...]
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Lorsque, dans les équations (71) et (73), on pose a'=1, 3 se réduit
& am, et I'on trouve

(74) 3100+ 1)+ {(2) + .= (amF [ S9l0) + gam) + ol4m) 4. |

% f(0) + f(1) cosf + f(2) cosaf+...
(7%) t
=(Z) toO)+ pam—D+oam=0) + gl4—6) + p45-0) -+

La formule (75) subsiste seulement pour les valeurs de 0 renfermées
entre les limites o, 27. Si I'on y remplace I'arc § par I'arc § + =, on
en tirera, pour toutes les valeurs de O comprises entre les limites — =,
+m,

% f(o) —f(1) cosf + f(2) cos20 —...

(76) i
=<§> [o(r — 6) + (% +0) + (3t — ) + 9 (37 +0) +...].

Appliquons maintenant les formules que nous venons de trouver i
quelques exemples, et d’abord supposons les fonctions f(x), p(z),
¢ () déterminées par les équations (5), (7), (8). Alors on tirera des
formules (45), (71) et (73): 1° en supposant m>1,

S Ha—r/=)"=(a+ry=)™
(77) =

’ 2\/-—1

) in( m arc tan cot ar dr
/ $ g a 2 n
0

(a'+ )T

) am-1 (e—aa+ gm=1eg-14a_4 Im—1g=-3a0 1 .),

=I‘(.m)
(1 4m (a=BV=D)" ’”+(a+ﬂv )"" (a—apy=i)” +(a+°r5»/_n "

' cos (m arc tangg) cos (m arc tang;‘s) cos <m arc tang-f—)
=i T it — " w
! (a*+4p")? (a+9f)?

(a*+B*)
[-2% 4 am-1g-1aa 4 Im~t g=daay ]

_ d
~ al'(m)

+ ..

+.e
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[ (a=8y=0)"+(a+0y=0)"  [a=(B=6W=1] "+ [a+ B—0W=i]"
2 2
cos (m arc tang %) cos (m arctang u) cos (m arc tangﬁ—;—_-f>

(79){ = - 2/ 2 7+ L
(a*+ )7 [a*+(B—0)]" [at+ (B +06)'])*

am
T (e-3% cosla + 2™ 1 e~23% cos2 0 + 3™t e~22% cos3fa +...);

2° En prenant m =1, et ayant égard a la premiere des formules (42),

® ar rdr T
——_ — ~-a o —20 0 ~3ad . ]l= ——
(80) /o‘ ol S T(eTat eIty MR )=
S N SR
2@ BB+ P argp
81 . an  _am
(81) =2 (1 gauy gmrauy _ o 14e®  mw ef e B
“2a\a ") T ha1—ea% ~ 2af aE e’
ef —e B
—— ; + : -+
a+0 @+ (p—0)? e+ P+0
af1
= -(— +e'“°‘cosea+e-'“°‘coswa+...)
(82) al\?2 y
‘ tan _pm
@ 1— e %28 _m ef —e B
T aa1—a2e%%cosfa+ e qf 0% P T T
ef —zcos—B~ +e B

Concevons maintenant que I'on échange entre elles les valeurs de
{(x) et de ¢(x), déterminées par les formules (5) et (7), ou les va-
leurs de () et de §(x) déterminées par les formules (5) et (8).
Alors on tirera des formules (45) et (73) de nouvelles équations qui
se réduiront, pour m = 1, aux deux suivantes :

i ar . _ 1 2 3
(83) f;e rco"ad’"‘“(a*-ka’+a’+4a’+a‘+9a’+"')’

1 cosba cos 2 fa c0s3 0

s T at 4t + al+ fot + at+gat +e

(84) = (e D B )

n L
n eNypeaf-h) g e, “(“‘0).
dax  1—e® ~ aaa’ ar - _ef
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Les formules (79), (82) et (84) supposent le nombre 0 renfermé

entre les limites o et § = %:—r-

Considérons encore le cas ou les fonctions ¢(x), ¢(x) se réduisent
a la fonction (25). Faisons d’ailleurs

. (85) W=aat, Bl=ab?, =2,
I'équation (67) donnera
(86) ab=rm;

puis on tirera des formules (45), (71), (73),

’

o _ 1
(87) f e "cotﬂdr:(zﬂ)’(e"“’+e—‘“’+e—9ﬂ’+...)
0

Vs

ou plus simplement

® 1 .
(88) f e~ colardr=mn?(e=% -+ e~ta' e~ );
0

et de plus

171 . . L
(89) a’(;+c‘“‘+e-‘“'+c‘°“'+...>:b’(;+e-"‘+e*"”+e~9"’+...>,

1
/1
a? (; + e~ cos2at + e~ta’cosfar+.. >

(90)

1
b2 <e—“+ e~ (=T o= (b+T) . | ) .

=1
2
La derniére équation suppose © < b.

Tai signalé les formules (71) et (89), avec la méthode par laquelle
je viens de les établir, dans le Bulletin de la Société philomathigue d’aout
1817, et j’ai développé cette méthode dans les Lecons données en 1817
au College de France. J’ai remarqué d’ailleurs, dans le Bulletin dont
il s’agit, qu’on pouvait déduire immédiatement de la formule (71) la
sommation des séries qu’Euler a traitées dans son Introduction & FA-
nalyse des infiniment petits, et de plusieurs autres qui renferment les

premieres. Telles sont, par exemple, les séries (81), (82), (84),....
OFuvres de C. — 8. 11, t. VIL. : 25
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La formule (89) parut digne d’attention a I'auteur de la Mécanigue
celeste, qui me dit ’avoir vérifiée par une méthode particuliere, dans le
cas ol I'un des nombres a et b est tres petit. Enfin, dans le XIX® Cahier
du Journal de I'Ecole Polytechnique, et dans un Mémoire sur le calcul
numérique des intégrales définies, M. Poisson a reproduit les for-
mules (71) et (89) avec leurs principales conséquences, en s’appuyant
aussi, pour établir la formule (71), sur la décomposition d’une inté-
grale définie en intégrales singulitres, c’est-a-dire, en intégrales dont
chacune est prise entre des limites infiniment rapprochées de la va-
riable. De plus, il a donné, dans le Mémoire que je viens de citer, la
formule (go), en la déduisant de la formule (71).

On pourrait encore se servir des fonctions réciproques, ou des for-
mules de M. Fourier, pour l'intégration des équations aux différences
partielles, comme on le fait dans la théorie de la chaleur, dans la théo-
rie des ondes, etc. Mais, ainsi que je I'ai déjh observé, la méthode
d’intégration devient plus facile, lorsqu’aux formules dont il s’agit on
substitue I'équation (51) de la page 154. C’est ce que je montrerai plus
en détail dans un autre Article.



SUR LA TRANSFORMATION

DES

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

EN INTEGRALES MULTIPLES.

Jai précédemment indiqué les moyens de transformer une fonction
quelconque de la variable z en une intégrale double, dans laquelle
cette fonction était remplacée par des exponentielles dont les expo-
sants réels ou imaginaires étaient du premier degré par rapport i x.

“Les formules auxquelles je suis parvenu de cette maniere peuvent étre
facilement étendues au cas o I'on se proposerait de transformer en
unc intégrale multiple une fonction de plusieurs variables indépen-
dantes @, y, 5, .... C'est ce que je vais expliquer en peu de mots.

Si, dans les équations (40) et (5r1) des pages 153 et 154, on écrit
f(x), @ et A, au lieu de f(«), r et @, on trouvera, pour toutes les va-
leurs de « renfermées entre les limites x,, X,

® X
" fay= 3o [ [ eV £y da
et, pour des valeurs quelconques de x,
(2) f(@‘)‘-:;:—tf’fae“f’"”\/:‘f()\)dadl.

Cela posé, si I'on désigne par f(x, y) une fonction des deux variables
indépendantes x, y, on tirera de I'équation (1) : 1° pour toutes les va-
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leurs de « renfermées entre les limites z,, X,

o AX
() fla,y)= ;‘; / f @Y £(), y) dad);
2° pour toutes les valeurs de y renfermées entre les limites y,, Y,

%) (hy)= —f fcﬂ‘:f BV=T £, ) dB dp.

—*%Y

Donc, par suite, on aura, pour des valeurs des variables «, y renfer-
mées entre les limites e =z, c=X; y =y, y=Y,

0) fla,y)= <M)f/ffe“"”""’”‘eﬁ"lw"flpdadﬁd)\dy

~0Y—o¥Xxy Yy,

Par des raisonnements semblables, appliqués & une fonction de m va-
viables x, y, 5, ..., on établirait généralement la formule

sf(r’.y,zy "'
z
{ (M)mf f f f - NV=TgBly—pV=eya-WV=1 | f(h v, ...) dudBdy...dhdpdv.
To VYo Ve

qui subsiste pour des valeurs z, y, , ... renfermées entre les limites

6)

z=x, xz=X; y=yy, y=Y; =3z, =L ..,

et dans laquelle les intégrales relatives aux variables auxnhalres «, B,
Y, ... sont prises entre les limites — o0, + .

Si les quantités @y, ¥4, 50 - . se réduisaicnt —, et les q'uantités
X,Y,Z ... & +, on trouverait, pour des valeurs quelconques des
variables z, v, 3, ...,

7 fxyps.)= (;l;t)mf ---f‘ea(bl"’:leﬁ‘r—wmeY‘i'V’m...f().,p.,v,...)dadﬁ dy..dhdudy

On étendrait avec la méme facilité & des fonctions de plusieurs va-
riables les formules (27), (36), (48), (50),.(52), (62), (69), (75)
des pages 151 et suivantes. Ainsi, par exemple, en partant de la for-
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mule (52) (page 154), on trouverait, pour des valeurs quelconques
des variables réelles z, ¥» 5, ... et des constantes réelles a, b, e,

vy

sf('t!.y7 z?"')
(8)

d"‘f’---/n./mu-/wabc“c—““VG:)\T’e"'ﬂVG*_W‘...f(A,;A,v,...)dadpd-r...(ﬂdpdv.”
( _abe... b ) Vow .

am dadboc... .




SUR L’ANALOGIE

PUISSANCES ET DES DIFFERENCES.
§ I. — Considérations générales.

On a reconnu depuis longtemps I’analogie qui existe entre les puis-
sances et les différences des divers ordres, finies ou infiniment petites.
En suivant cette analogie, et employant une scule caractéristique
placée devant une fonction de x, pour indiquer la fonction dérivée,
puis, se servant de caractéristiques différentes «, 83, y, ... placées
devant une fonction de u de plusieurs variables «, y, s, ..., pour indi-
quer les dérivées de u relatives a ces diverses variables, on sc trouve
naturellement conduit & représenter une fonction linéaire de u et de
ses dérivées successives, d’un ordre égal ou inférieur a m, par un pro-
duit de la forme '

(’) f(alp)’)h'")“:

S(a, B, 7, ...) désignant une fonction entiére du degré m. En étendant
cette notation au cas o le degré m devient infini, M. Brisson est par-
venu a exprimer les intégrales des équations linéaires a coefficients
constants, avec ou safs dernier terme variable, par des formules sym-
holiques (') qui méritent d’étre remarquées, et qu'il a exposées dans

(1) Pour empécher que l'expression (1) no puisse étre confonduo avec un véritable pro-
duit, M. Brisson renfermo entre deux crochets, I'un supérieur, I'autre inférieur, la fonc-
tion f(a, 8,7y, ...) qu'il place aprés la lettre u, ainsi qu'il suit :

“ fa By, "')J'
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deux Mémoires portant les dates de mai 1821 et de novembre 1823. Le
méme auteur observe que, si la fonction f(a, B, v, ...) n’est pas déve-
loppable en série ordonnée suivant les puissances ascendantes, entieres
et positives de «, 8, y, ..., on pourra développer cette fonction d’une
autre maniere, par exemple, en une série dont les différents termes
seront proportionnels aux puissances négatives de a, B, v, ...; et, pour
fixer, dans ce dernier cas, le sens de la notation (1), il propose de con-
sidérer, ainsi qu’on I'avait déja fait, les caractéristiques affectées d’ex-
posants négatifs comme indiquant des dérivées d’ordres négatifs, ¢’est-
a-dire des intégrales des divers ordres. Enfin, dans le Mémoire de 1823,
M. Brisson a indiqué la transformation de I’expression (1) en inté-
grales définies par le théoreme de M. Fourier comme un dernier moyen
propre a faire connaitre la valeur de I'expression dont il s’agit. Cette
transformation, appliquée aux formules symboliques qui représentent
les intégrales des équations linéaires aux différences partielles, repro-
duit les formules qu’on a obtenues dans les problemes des ondes, de
la chaleur, des plaques vibrantes, etc., et celles que j’ai données dans
le XIX*® Cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique. De plus, lorsque la
fonction f(a, B, v, ...) cesse d’étre entiere, il est aisé de voir : 1° qu’on
ne saurait établir la convergence des séries, dans lesquelles I'expres-
sion (1) peut étre développée, indépendamment de la valeur attribuée
a la fonction u; 2° que, parmi les divers développements, les uns se
composent de termes dont les valeurs sont completement déterminées,
ct les autres de termes qui renferment des constantes arbitraires, d'out
il résulte que ces développements fournissent, pour I'expression (1),
diverses valeurs qui n’ont pas toutes le méme degré de généralité. On
doit méme observer que les développements qui ont pour termes suc-
cessifs des intégrales des divers ordres renferment une infinité de con-
stantes arbitraires. Il suit de ces réflexions que I'usage des développe-
ments en séries laisse subsister beaucoup d’incertitude sur le sens de
la notation (1), et sur le degré de généralité qu’elle comporte, dans le
cas-ou la fonction f(«, B, y,...) cesse d’étre entibre, et devient, par
exemple, irrationnelle. Cet inconvénient parait s’opposer A ce qu’on
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adopte généralement la notation (1), en y considérant «, 8, v,

comme de véritables caractéristiques, et attribuant une valeur quel-
conque a la fonction f(a, B, v, ...). Toutefois, il m’a semblé qu’on
pouvait procurer au Calcul infinitésimal, ainsi qu’au Calcul des diffé-
rences finies, la plupart des avantages que cette notation présente, et
méme simplifier encore les formules relatives a I'intégration des équa-
tions linéaires, en substituant a la notation (1) d’autres notations du
méme genre, établies de maniére a recevoir, dans tous les cas, une
interprétation claire et brécise. Tel est I'objet que je me suis proposé
dans plusieurs paragraphes des Mémoires présentés a I’Académie
royale des Sciences, le 27 décembre 1824 et le 17 janvier 1825. Parmi
les diverses notations que 1'on peut employer pour arriver i ce but,

celles que je vais indiquer me paraissent devoir étre adoptées de pré-
férence.

§ . — Sur les différences finies ou infiniment petites des fonctions
d’une seule variable.

Soient
y = f(«) une fonction de la variable indépendante x;

Ax = h la différence finie de cette méme variable;
n un nombre entier quelconque.

le désignerai

par Dy ou D,y la fonction dérlvee ~— = f(2),
") par Ay ou A,y la différence finie f(x+A.7c)——f(x),

par D*y ou Dy la fonction dérivée de I'ordre n, savoir, Z‘y = f")(x),

\ par A"y ou A%y la différence finie, du nit=e ordre, de la fonction y.

Soient, de plus, F(a), f(a), F(a,B), f(«, ) des fonctions entieres
des variables o, B, et A un cocfficient constant. Je représenterai par
les notations

(2) FD)y, F(A)y, F(D,A)y
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les fonctions linéaires de y, Dy, Ay, D*y, ADy, A%y, ... auxquelles on

parvient quand, apres avoir développé les expressions (2) en termes
de la forme "

(3) ADmAry,
on considere D et A comme de véritables caractéristiques; et je dési-

gnerai par

f(D f(A f(D,A
(4) u:Fi(-D)Sf(.z‘), v:F((—Al)f(z'), :zF((D,A))f(x)

les valeurs de u, v, w, ... propres a vérifier les équations
(5) F(D)u=1(D)f(z), FA)v=1(4)f(z), F(D,A)w=((D,A)f().
Cela posé, on établira aisément les formules

F(D)[[(D) f(#)] = [F(D){(D)] f(2) =1{(D) [F(D) /()]
(6) F(4) [f(8) f(=)] =[F(A)f(A)]f(2) =1(A) [F(A) f ()],
F(D, 4) [f(D, &) f(2)] = [F(D, A) (D, 4)] f(z) = (D, A)[F(D, A) f(2)};

et, comme en attribuant au coefficient » une valeur constante, soit
réelle, soit imaginaire, on aura évidemment

() Drerz— rnere,
(8) Arerz— (erh—1)ner,
(9) Dr[e™ f(#)] = e (1. +D)* f(2),
(10) Ar[er=f(2)] =e*[e"(1+ A) — 1] f(),

on trouvera encore
F(D)ers =—erF(r),
(11) F(A)e® =—ereF(eh—1),
‘. F(D,A)er*=er*F(r,er—1);.

" FD)[ef(2)] =e=F(r+D)f(x),
(12) F(A)[e™ f(x)] =er*Flerb(1+ A) —1] f(=),
F(D, A) [ f(2)] = e F[r + D, e"(1-+A) —1] f().

Ajoutons qu'il est facile de transformer chacune des expressions (2)
ORuvresde C.—S. 11, . VIL. 26
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en intégrale double. En effet, on a généralement [voir 'équation (2)

de I'article précédent]
(13) Sflz)= —%—tfwf“e“‘”‘l)\/‘_‘f(l)dadk

2

Or on tire de la formule (13) combinée avec les équations (7) et (8)
F(D) f(z)= nlnf“ f»e““—n\/-_'F(a\/:—l)j()\)dad)\,

18§ F@) @) =2 [ e TR ) ) daeh,

F(D,8) /(@) = o [ [ et W (ay/=, b —1) f) .

Ainsi, chacune des expressions (2) peut étre convertie en une inté-
grale double de la forme

27

—_— Y —

(15) — 'f”e“"*w-"qo(@f(z)dadx,

¢(a) désignant une fonction entitre de « et de I'exponentielle e#*V=".
Dans le cas ol ¢(a) devient une fonction quelconque, I'intégrale (15)
continue & jouir de propriétés importantes, dont nous ferons un fré-
quent usage. Nous allons en exposer ici quelques-unes, et, pour
abréger, nous désignerons I'intégrale dont il s’agit par la notation

(16) p(a) £(=),

en sorte qu’on aura identiquement
07 e@ @)= [ [ e T o £ () daa

Cela posé, soit a une constante réelle. Si, dans I'équation (17), on rem-
place /() par e**V=', on trouvera

(18) q(a)edw’:’;%’:[:[:eﬁ""hmeﬂ\/?‘?(a) dad).

Drailleurs, si, dans la formule (13), on échange entre elles les va-
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riables « et A, et si I'on y remplace en méme temps x par a, on en
tirera ‘

fla)= —%rf—:/::ew—am/?tf(a)dadl,

2

puis, en posant
f(a)=ew=V"Tg(a),

eV g(a)= ;l?rf“ fﬂea(z—n‘/:e“‘m?(“)dddk

On aura donc définitivement
(19) p(a)eri V=1 =ea=V=T g (a).

Soient maintenant

a, b, ¢, ... plusieurs constantes réelles;
¢(a), % () des fonctions quelconques de la variable o;
A, B, C, ... des coefficients réels ou imaginaires.

On tirera immédiatement de I’équation (19)

¢(a) [Ae3@V=1  BetaV=1 - CecaV=1 .. ]
= Aes®V=Tg(a) + BetzV=Tg(b) + Ce=V=Tg(c) +...,

(20)

et, par suite,

(21) 9(2) Y=V y(a) = Fe=V=T g(a) 1 (a),

le signe ¥, indiquant une somme de termes semblables au produit
e**V=Ty(a) ou e=V=Tg(a)y(a)

On trouvera de méme, en désignant par r,, R deux valeurs distinctes
de la quantité r supposée réelle, et par Ar un élément de la différence
R - rog

(22) <p(az)2e’5\/:7x(r) Ar=2e"¢w/——' o(r)x(r)Ar,

le signe Y, s'étendant & tous les éléments de R — r,; puis, on en con-
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clura : 1° en faisant décroitre ces éléments au dela de toute limite,

R R
(23) ?(a)f e'iw':x(r)dr :f e"xV~'cp(r)x(r) dr;
2°en prenant r,= — %, R =0,
(2‘4) qo(a)fueri‘/——‘ x(r)dr :f-e""\’jcp(r)x(r)dr.

Comme on tire d’ailleurs de I'équation (17), en remplacant la fonc-
tion o par la fonction 7, et la lettre « par la lettre r dans le second
membre,

(25) 1) /(7)) = S%rf_.,f_.em"’“:'x(r)fmdram,

on trouvera, en ayant égard a la formule (24),

o(@) [0 /)] = oot [ [ ENET () f2) dr e
(36) .
= [ [ e o yn saydrd

ou, plus simplement,
(27) 9(a) [1(a) S(@)] = o) ()] f(2):

De méme, comme on aura, en désignant par a une constante réelle,
(a8) en=VTy(a) f(z) = ﬁf f elarnz{=Te-\rV=1y (r) (1) dr d),
on trouvera encore

o) [T 1(@) /() = o) [ [ e B TNy (1) £0) dr et

(29) = e
:;l}f f el@nzV=Te= Vo (ar)y(r) f(A) drd),

ou, plus simplement,

(30)  9(a) [Ty () f(Z)] = e*=VT[9(a + @) 3()] S ().
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Les formules (27) et (30) expriment deux propriétés remarquables
de la fonction de 2 représentée par la notation (16). Dans le cas parti-
culier o la fonction ¢ est entiére, il suffirait, pour établir ces mémes
propriétés, de combiner les premieres des formules (6) et (12) avec la
premiere des équations (14). En effet, lorsqu’on fait usage de la nota-

tion (16), les équations (14) se réduisent a

F(D) f(z)=F(ay=1) f(=),
€ F(d) f(z)=F(erv=—1)f(z),
? F(D,A)f(z) =F(ay—1,ersv=1—1) f(z).

Par suite, les éduations (6) et (12) donneront

F(ay=0) [((ay=1) £(2)] = [F(av=1) 1(ay=D)| £(2),

F(erav=T—1) [t(erav=T—1) f(2)]

(32) § =[F(erv=T—n)t(erv=T—n)] s(2),

F(ay—=T1, erV=T— ) [1(ay/=1, erav=i—1) (7))
=[F(ay/=1, V=T~ ) t(ay =1, erV=1— )] /()

et
Flay=1)[e2f(z)] = e=f(r + ay=1) f(2),
FerV=T—1) [ /()] = er= B ehreav=) —i] 1),

F(ay=1, = —1) [e% /()]
U =e=F[r+ay=1,erlrrav=0 ] f(z).

(33)

Or, si I'on-pose

FlaV=1)=¢(a), flay=1)=y(a), r=ay=r,

@(a), 1. () seront des fonctions entiéres de a; et la premiere des for-
mules (32) se réduira immédiatement & I’équation (27), tandis que
la premiere des formules (33), réduite & I'équation (30), subsistera
non seulement pour des valeurs réelles, mais encore pour des valeurs

imaginaires de la constante a.
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§ . — Sur les différences finies ou infiniment petites des fonctions
de plusieurs variables indépendantes.

Il est facile de voir comment les notations admises dans le para-
graphe précédent peuvent étre étendues au cas ol I'on considére une
fonction de plusieurs variables indépendantes «, y, s, ..., ¢. En effet,
soient

(1) u=f(z,¥,5,...,t)
une semblable fonction,
Az="h, Ay=k, As=],
les différences finies des variables @, y, 3, ..., ¢; et n un nombre

entier quelconque. En vertu des conventions ci-dessus adoptées
(p. 200 et 201), on devra évidemment employer les caractéristiques

Dx; Dy’ Dzv LA ] Dl; D.:') D;’ D;y MR ] Dt’; cees D:’ D;) D?a sy D;'
et

Bz, Ay, s ..., A AL A) AL ..., AN .. AL, A}, AL L., AP
placées devant la fonction u, pour indiquer les dérivées partielles et
les différences finies de «, du premier, du second, ..., du ni¢=¢ ordre,
prises par rapport aux diverses variables indépendantes. De plus, si
Pon désigne par

F(ayﬁsy’ ~--’69)"P')V9 ces T), f(“96’7s ---)6,7\’}1’”’ cesT)

des fonctions entiéres des variables a, 8, v, ..., 05 A, ., v, ..., 7, par
A un coefficient constant, et par m, n, ..., p, ¢, ... des nombres
entiers quelconques, on devra se servir des expressions

(32) F(D:c)Dy9Dz9 RN | Y Y Ay’Au ey Al)u
et

(3) # f(Dm Dyonzo -“\Db Ax’ Ayv Azo L) Al)u

¥(Dz Dyy Dsy ...y Dy Azy Ay, A, ..., Ay)
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pour indiquer : 1° la fonction linéaire de u et de ses dérivées ou diffé-
rences partielles finies ou infiniment petites, mélées ou non mélées, &
laquelle on parvient quand, aprés avoir développé I'expression (2) en
termes de la forme
“ ADZD... A2AY. .4,
on considere D, D}, ..., A%, AY, ... comme de véritables caractéris-
tiques; 2° la valeur générale de v propre a vérifier I'équation aux diffé-
rences mélées et partielles

(5) ' F(vaDj,DZ? '-"Dh A.rs Ay)A:» cevy Al)"
={(Dyg, Dyy D; ..y Dy Agy Ay, A, .., 480w
Enfin, si I'on désigne par

(6) ¢(o,By 7y .. s )

une fonction quelconque des variables «, 8, y, ..., 0, on devra
employer la notation
(7) ?(a,ﬁ,y,-..,G)f(E,;,Z,...,Z),

dans laquelle la lettre « se rapporte & la variable @, la lettre § 2 la
variable y, ..., pour représenter I'intégrale multiple

e = = dad) dBdy  djdh
(8) ‘[n--~f_“euu—w—_ieﬁtr—u)\/-t,,,eotz-r)V—lq;(a, By s ) f(A by ...,r)Tn_ _g_EE_E
en sorte qu’on aura identiquement
IEN 0)f<;:;, »2)
dad) d3dy djd

|

(10)

2T an an

=f~...f'eﬂ(r—l)y/:feﬁ(r—l-t)Fimeﬂ(t-r)FT?(a, ﬁv"’o)f()" ByeonT)

Cela posé, en généralisant les formules (6), (11) et (12) du § II, et
attribuant aux coefficients 7, s, ... des valeurs constantes, réelles ou
imaginaires, on établira facilement les équations

F(Dz’Dw o Dy by, A.ﬂ crey Bg) [1(Dy D;n con Dy By A,, con ) fl2y 950t

f(Dz Dy, ..., Dy Asy By, ..y A) [F(Dz Dy, ..., Dy Ay by D) (29500t
(f(Ds D.ﬂ vy Dy Bg,y AJ" "')Al) F(Dm‘Dyv ooy Dy By A:n veey Al)]f(z’,}'» Bt

Inn
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(1) F(DaDys ooy Ay by, o) erstsre = gresirteF(rys, et et )

‘ F D.n Dyv sz Aro . )[erx+sy+ f('z, Yoo )]

(12) i =emtitte Flr4-Dyy s+ Dy, . _..e”'(x+Ax)-—1,e""(1+A,) =1, 02y )
De plus, comme on aura, en vertu de I'équation (7) de l'article pré-
cédent,

f(2, 3,

dadh didy  djde
Tan am an |

f { ety gB-py=T | == f( L)

on trouvera encore

T a

F(Ds, Dy, ooy Ay Ay, o) f, 5 10)
, - f " ey Ty L Flay/ =5, BV, vy T, kBT, L) f(R, >‘—’ff’-1 L

)
les intégrations étant toutes effectuées entre les limites — oo, + 203
puis on tirera de la formule (14), en faisant usage de la notation (7),

) ;’F(Dz,l)y,...,A,,A,,...)f(a:,)',...)
=F(ay=1,By—1, ... etV i eV ) 1%, 5, ...).

Soient maintenant a, b, c, ... des constantes réelles, et ¢(a, 3,7, ...),

7.(%, By, ...) des fonctions quelconques des variables @, B, y, ... Sup-
posons d’ allleurs que I'on continue de représenter par la lettre F une
fonction entiere, et par r, s, ... des coefficients constants, soit réels,
soit imaginaires. En généralisant les formules (19), (27), (30) et (33)
du § II, on établira sans peine les équations

(6) o(aB,7s...) e(u+hy+c+ W1 = glaarby+es+.. =1 9(a,bye,...),

(1) ‘?(a,ﬁ,y, ~-')[7.(“v By --~)f($,]',3; )]
[ =l ua by N2 75
H(a, ﬁ: Vs .“)[e(ai-:bfw?%..)\l:_lx(a, ﬁ* 7 )f(;,;’;’ )]
| :—.e‘“*-b:fﬂ"'*n-)v/"[9(a+a,b+{3,c+y, e Byy ...)f(E,y, 3.}

A
= TSy <I+M/"'l s+ﬁ&/—— e"(H-M/_)—I e"(”'ﬁ‘[—)"" )f(;’;’)'

(18)
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Je terminerai cet article en indiquant le parti qu’on peut tirer de
plusieurs des notations et formules ci-dessus établies pour l'intégra-
tion des équations linéaires a coefficients constants.

§ IV. — Sur Uemploi des caractéristiques D et A dans Uintégration des équa-
tions linéaires, aux différences finies ou infiniment petites, mélées ou non
mélées, et @ coefficients constants.

Les principes ci-dessus établis, relativement aux caractéristiques D
et A, fournissent le moyen de représenter les intégrales des équations
linéaires a coefficients constants par des formules symboliques du
genre de celles que M. Brisson a obtenues. On peut en effet y par-
venir dans un grand nombre de cas i I'aide de deux méthodes diffé-
rentes, déja employées par ce géometre, et que je vais reprodu*rc avec
quelques modifications.

La premiere méthode cst fondée sur la remarque suivante.

Soit
(1) F(Dyy Dy, .o, Dy A, Ay, o A u=f(, ¥y 5y 00y t)

une équation linéaire i coefficients constants et avec un dernier terme
variable entre la variable principale « et les variables indépendantes «,
Y+ -.., L. Si la fonction entiere désignée par F peut étre décomposée
en deux facteurs de méme nature qu’elle, si I’on a, par exemple,

F(DsDy .o, DAy Ay, ..,y

2
(2) =F(DsDyy .., Dy Ary Ayy oo, A)Fy(Dgy Dyy ., Dy Ay Ay, . A,

on pourra évidlemment substituer i I’équation (1) le systeme des deux
équations linéaires

(3) Fi(Day Dys oo s Dy Ay Ay, oo A 0 = f(2, 5, ooy £)s
%) Fe(DgyDyy oo, Dy Azy Ayy oo, A )u =0y

qui seront 'une et 'autre d’un ordre moins élevé. Si les fonctions
entieres, désignées par F,, F,, sont elles-mémes décomposables en

facteurs, I'intégration de la formule (1), ou, ce qui revient au méme,
GEuvrea de C. — S. 11, t. VIL 27
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I'intégration des formules (3), (4), pourra étre encore réduite a celle
d’autres formules du méme genre, mais d’un ordre inférieur. On arri-
verait d’ailleurs directement 4 la méme conclusion en observant que,
si la fonction F est décomposable en plusicurs fonctions entieres dési-
gnées par ¥, F,, ..., F,_,, F,, la formule (1) pourra étre remplacée
par le systeme des équations linéaires

Fi(DeyDyy ooy Dy By Ayy oo Ay = f(2, )y o0y )y
Fo(DeyDyy ooy Dy Ay Ay oo Q) Uty =" 1y,

Fooy(Dyy l)y; vy Dy Ay, Aya e dNuy =,
F,(DyyDyy ooy Dy 8548, .., 8D =uy,

qui devront étre intégrées dans 'ordre ou elles se présentent ici.

Cela posé, il est clair que, si, la fonction F étant du degré n, on peut
la décomposer en fonctions du premier degré, I'intégration de la for-
mule (1) pourra étre réduite a Pintégration de n équations linéaires
du premier ordre. Donc alors, en supposant connues les intégrales
générales des équations linéaires du premier ordre, on parviendra sans
peine a I'intégrale générale de I'équation (1).

Pour montrer le parti qu’on peut tirer de I'observation précédente,
considérons d’abord une équation différentielle linéaire et a coefti-
cients constants, cntre la variable « ¢t une fonction y de cette variable.
Si I'équation donnée est du premier ordre, alors, en désignant par u
un coefficient constant, on pourra la présenter sous I'une des formes

(6) (D—ryy="»~(»),
{
() G —ry =),

et son intégrale générale sera

(8) ‘y:e’”‘/'e"“f(.z‘)d.r,

ou, ce qui revient au méme,

(9) y=er [ [ e @y de+ c]
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x, désignant une valeur particuliere de la variable . Mais, si I'¢qua-
tion proposée est de 'ordre ~ et de la forme

duy dn—1 dn—!, d )
(10) ay l.z"+ 'dr"}"+a’d.b" +.ootapy aé"‘“n.)’:./(x),

alors, en faisant, pour abréger,
(11) F(r)y=ayr*+ar'+ar*—2+... 4 ayyr + a,,

et désignant par r, r,, ..., r, les valeurs réelles ou imaginaires de r
propres a vérifier I'équation

(12) F(r)=o,

on pourra substituer & la formule (10) 'une quelconque des deux sui-

vantes :
(13) F(D)y =/(2),
(14) (D_"")(D_"z)"-(l)""'n))’:ft(lf).

Or, pour intégrer la derniere, il suffit de poser successivement

(D—1r)yna= f(f)

N(D_’"I))’n—ﬁ!:.}’n—ﬂv

(19) i ,
, (D — ra—g)y1==Ys

V(D =)y =y

ct il est clair que les valeurs de y,_,, ¥4—3+ .-+, ¥\, ¥, propres a véritier
les équations (15), s’obtiendront aussi facilement que la valeur de ¥
propre a vérifier la formule (6).

1l est important d’observer que les valeurs de y, y,, y,, ... déduites
des équations (13) renfermeront en général des intégrales multiples.
Mais on pourra toujours remplacer ces intégrales multiples par des
intégrales simples; et, pour y parvenir, il suffira de recourir a I'inté-
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gration par parties, c’est-a-dire 4 la formule
(16) /’u dv = uy —‘/.v du,

Premier exemple. — Soit donnée I'équation différentielle

d?
(17) ,ﬁ: —r=/f(z),
ou
(18) (D*—1)y=r(=x).

Comme on aura
D*—1=(D—1)(D+1),

on pourra substituer & I'équation (17) le systeme des deux formules
(19) (D —1)z=/f(=), (D+n1)y=s;
ou, en d’autres termes, le systeme des deux équations

ds d
(20) CE—-::_[(.:‘), é-ﬁ—y:z.

Or on tirera de ces dernieres

(21) 3= e’;’fe—*"'f(x) dz, y= e-”f:e,’ dr,
et par suite

(22) y:e"’fe"[fe“”f(w)dz] dx,

Si maintenant on veut décomposer en intégrales simples I'intégrale
double que renferme la valeur précédente de y, il suffira de poser dans
I’équation (16)

(t:.[e-’/(x)dx, dv = e** dr,

Alors, en effet, on trouvera

Jae”[fe"'f(-r)d-l‘] dr — ’;e’xfe"’f(x) dr — i‘/‘e,;f(.l‘)dw;

et I'on en conclura

(23) y:%e-”'fe‘-"f(.z‘)da:-—-ée“’fe‘j(av)dx,
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ou, ce qui revient au méme,

(24) ry= -;-cx[frrxf(x)dx-ﬁ—@] — ;e‘”[f e'f(x)d.v-o—e’],

e, & désignant deux constantes arbitraires, et o, une valeur particu-
licre de la variable .

Deuxiéme exemple. — Soit donnée I'équation différentielle

d

(25) L2 s y=sia),
ou

(26) (D2—2D +1)y= f(=).

Comme on aura
Dr—o2D +1=(D—1),

on pourra substituer & I’équation (25) le systeme des deux formules
(27) D—nz=f(z), D—-1)y=3,
ou, cn d’autres termes, le systeme des deux équations

ds dy
(28) C—s=fl), ZL-r==

Or on tirera de ces dernieres, en désignant par e, € deux constantes

e”[fte'”f(x) dr + e]
(30) y:e‘(fxze'xdx—i—e’),

puis, en remettant dans la formule (30), a la place du produit e,
sa valeur tirée de la formule (29),

(31) y=¢€* [6w+ e’ +fxfre““‘f(.r) dx*].

arbitraires,

(29) 5
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Comme on trouve d’ailleurs, en intégrant par parties,

\ s/o'x /‘re--x Sf(z)drr= xb/'lre*-’” Jiw)de _~[va e ‘d‘r

A ] 0

(32)

r
= [ (¢ —3)e~* f(3)ds,
Yo
on pourra encore remplacer I'équation (31) par la suivante:

(33) y:c‘”ls.zr+€’+ /‘r(.r»—:)e*f(z)ds].

<0

Cette derniere s’accorde avec la formule (17) de la page 204 du premicr
Volume ().
Revenons & I'équation (10). Si l'ony pose n = 2, elle deviendra

, d'y dy
(3%) ﬂom"‘ﬂnzz'ﬁ‘ae‘—‘f(-l’)s

et son intégrale générale, fournie par la méthode que nous venons
d’exposer, sera

ax Ui [Cotrier o

(33) Y= ac':‘] el 'a)r[‘[e " f(x) dx] dr,
r,, r, désignant les racines de I'équation algébrique
(36) ayr?+ayr+a,=o.

De plus, a Paide de U'intégration par parties, la formule (35) pourra
étre réduite a

elx

- Ay LIy — Iy

(37) y= ! [ ent /"e-f-,zf(x)dx+ j'e-r.,xf(x)dx],

Fa— Iy

ou, ce qui revient au méme, i

3) y=o g ,_l"’f]_, lc + f e () dw] + ,.,efr’ [e' + f e f(2) d;z‘]:

(1) OEusres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 254.
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On doit seulement excepter le cas ou I'on aurait r,= r,. Alors I'équa-
tion (35) prendrait la forme suivante

(39) y= a—'-qe’“ffe-”f(a:) dzt,
et I'intégration par parties donnerait
(40) _y:ezl:[xfe‘”‘f(x)dx-—fxe"’f(x)dx],

0u, ce qui revient au méme,

(41) y= [”x+ +f e’ f )da].

En restituant au nombre entier n, dans I'équation (10), une valeur
quelconque, on tircra des formules (15)

(42) y:;:-e"u”‘ fe“'n.r"»’x( [ etrnaradz (. ( ety "”(J en® f(z)de)dz)...) dr) de.
ot L

Telle sera la valeur générale de y, exprimée par une intégrale mul-
tiple, que I'on pourra décomposer en intégrales simples 2 l'aide de
U'intégration par partics.

Dans le cas particulier o, les racines r,, r,, ..., 1, étant égales entre
elles, on suppose 2, = o, I'équation (10) peut étre présentée sous I'une
quelconque des formes

cdry Ay a(n--n) dity

() ‘[I—r_‘; g 1.2 drnt T
A (
nn—y  d d
=+ ([-2 P d‘cy l,n —1 'y"‘l")"‘f(.l'
(4%) (D—ryy=fla),

et la valeur générale de y se réduit &

(43) _.eer/ je—-rzf dzn,
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De plus, en intégrant par parties, on tire de la formule (45)

SO er 1 [ = A=l s (o ' =t g .
(46) » —l_."/z...(n—-l)[‘t" ‘j e~ f(x)do— ; " jze ”f(a:):l'.z+...tl/ ante '¢f(r)d¢],
puis on en conclut, en mettant les constantes arbitraires en évidence,

/ S [T . Aln=1) o= 4 " (= A e—ruf(.)d-—J

A7) y=e -vﬁl‘ + gt 420N 2 f, T n T 5)ds

Considérons maintenant une équation linéaire aux différences finies
et & coefficients constants entre une variable & et une fonction y de
cetle variable. Si l'équation donnée est du premier ordre, on pourra
la présenter sous I'une des formes

(48) A=r)y=f(r)
ou
(49) Ay —ry=f(z),

et son intégrale générale sera

(50) y=(+ rﬁ"' [X<x+r>’ff(-r>+w(w>].

h = A désignant la différence finic de @, et w(a) une fonction pério-
dique, mais arbitraire, dont la valeur ne change pas quand x recoit
pour accroissement un multiple de &. Au contraire, si I'équation don-
née est de I'ordre n et de la forme

(51) @Aty +a Ay Ay g, Ay + @y = fl),

alors, en se servant des notations précédemment adoptées, on pourra
la remplacer par I'une des deux formules

(52) F(4)y =f(2),
(53) (A'—rl)(A—"’)...(A—rn)y: [_(:l'_)'
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Or, pour intégrer la derniére, il suffira de poser successivement

(A—r)yna= ‘L(—)'

(A— r!)yu—!:yn—ly
(A"‘ "n—l).}’l:yh
(A""‘ rn)y:.y!;

et il est clair que les valeurs de y,—y, ¥4-2s «++» Y1, > propres a véri-
fier les équations (54), s’obtiendront aussi facilement que la valeur
de y propre a vérifier la formule (48).

Il est important d’observer : 1° que, la fonction périodique w(x)
pouvant étre censée comprise dans l'intégrale indéfinie

X+ hf),

I’équation (50) peut s’écrire plus simplement comme il suit

(55) y:(§+r)7"2(.+;-)'/7f(x);

2° ue les valeurs de y, y,, ¥,, ..., déduites des équations (54), ren-
fermeront en général des intégrales multiples aux différences finies.
Mais on pourra toujours décomposer ces intégrales multiples en inté-
grales simples; et, pour y parvenir, il suffira d’intégrer par parties en
recourant i la formule ‘

(56) ZuAv:uv —Z(v—kAv)Au,
que I'on déduit immédiatement de I'équation
wAy=A(uv) — (v + Av) Au,
et qui remplace, dans le calcul aux différences finies, la formule (16).
Exemple. — Soit donnée I’équation aux différences finies

(57) Ay —2 Ay +y = f(2),
QORuvres de C. — S. 11, t. VIl 28
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(58) (A*— 2l +1)y = f(@).

Comme on aura
A2 — A +1=(A—1)},

on pourra substituer a I'équation (57) le systeme des deux formules
(59) A—ns=fl=), A—1y=s5;

ou, en d’autres termes, le systeme des deux équations

(60) As—s=/(z), ABy-—-y==.

Or on tirera de ces dernieres

Wy

(61) ::25—12 z_zf(.z'), y= 2’7—|Z 2 b3,

et, par suite,
(62) y=a X[ X ).

Si maintenant on veut décomposer en intégrales simples I'intégrale
double que renferme la valeur précédente de y, il suffira de prendre,
dans I’équation (56),
X
u:Zz hf(x), Av=1.

Alors, en effet, on trouvera, pour une des valeurs de ¢,

et, par suite,

63 ) [22'@(@] = ;f}‘,a—ff(x) B =y ey

uis I’on en conclura
p

(64) y:zz—’[%ZQ_zf(x)~2x:Il a‘?/(x)J.



DES PUISSANCES ET DES DIFFERENCES. 219
Si, dans le second membre de I'équation (64), on met en évidence les
fonctions périodiques, et qu’on les désigne par @, (=), w,(7), cette
équation prendra la forme suivante :

(65) y=of jj—” [w.(w) +Ea7f<w>] - [w,m + R Erh 2“7,«(@_]{.
Revenons a I'équation (51). SiI'on pose n = 2, elle deviendra
(66) aoA’y-i-a.Ay-r-a,y:j:(x),

et son intégrale générale, fournie par la méthode ci-dessus exposée,
sera

. I (I-I—l )7'1: [ +r, P i .

D’ailleurs, si, dans la formule (56), on prend

x

u :2(1—!—1‘.)_.’?‘/’(1‘), Av:<l+ ':')E;

L1y

on trouvera, pour une des valeurs de ¢,

»r

g LT (11 b
Try—ra\1 41y

et, par suite,

I
h

(68) 2[(:{” Z(“” ) "f(”)]
___:‘irr,z(l—i—r,) 2(1
¥

Donc la valeur de y pourra étre présentée sous la forme

) B f o).

(69) y== [‘—'—i’—'——Z(r+r> *f(x)+“+"” 2(.+,,> "f(r)J

Si I'on met en évidence les fonctions périodiques, et qu’on les désigne
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par &, (z), @,(x), I'équation (69) donnera

i .
ey [+ Boee 1o
(70) * ‘

' e ECE ]|

Dans le cas particulier ot 'on a r,=r,, I'équation (67) se trouve ré-
duite & la forme

(1) y=en B Y0 )

et L'on en conclut, en opérant comme dans I'exemple que nous avons
teaité plus haut,

() y= g (P "[:EH-, —E”—T—/‘ (1+1) *f(2)].

Si'on mettait en évidence les fonctions périodiques, on trouverait

3 Sy: w W [m,(r) +Z(l +r')-ff(~z')]
(73) v,
' - (_:_+;_ r [mz (@) +2 f%ﬁ (1+1) F f(x)].

Kn restituant au nombre entier », dans I'équation (51), une valeur
quelconque, on tirera des formules (54)

xr r

i N\ 0
e (e B o) "'2(:11) 3

+I‘)"

chacun des signes ¥, étant relatifi la fonction comprise entre cc méme
. . ’ o ‘ X

signe et la virgule placée a la suite du rapport A—);

(1 1)

leur générale de y se trouvera exprimée par une intégrale multiple.

Mais on pourra toujours décomposer cette intégrale multiple en ints-

grales simples & l'aide de I'équation (56).

- Ainsi, la va-
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Si, les racines r,, ry, ..., r, étant égales entre elles, on supposait
a,=1, 'équation (51) pourrait étre présentée sous I'une ou I'autre
des deux formes

(

‘ Any___,An— y+ ,-lAn-—l),
(73)

( in(’:z )r"—’A‘y— ,n-iAy—l—,n},.—-f
(76) (A—=r)yry=flz)

et Ia valeur générale de y se réduirait a
(77) y=t+n LR Eaen) i s
De plus, en intégrant par parties, on tirerait de la formule (77)
f(;—f —:)(; —n+z)2(| +r)u}7f(x)
= ) () D)o F

= .(_':_‘“_’)E:i ("—:‘l,)'(:——-i),m ')"-G«nﬂ)zc—fﬂ) (',Lf+2)(l+r)—ff(w) ,

L2 (0 —1)

‘ +(n—l) ;Z(Z +1)---</£+/t—a>(x+r)—ff(x)

oot

ou, ce qui revient au méme,

r({x x
-9 fi-ee)

L W) ()

1.2.3...(n—1)

— :(7;( 2')3' Sf:z’;+3) k +l(1+r)_;f(w)
(79) }’=(l+r)';-n .................................................. .
. .
Lyl e i
X

......................................................................
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Il est important d’observer que, dans I'équation (78) ou (79),
chaque intégrale simple renferme une fonction périodique.

Proposons-nous maintenant d’intégrer une équation linéaire aux
différences particlles, et & coefficients constants, entre deux variables
indépendantes «, y et une variable principale 5. Supposons d’ailleurs
que les dérivées partielles de z, comprises dans le premier membre de
Iéquation, soient toutes du méme ordre. Si cet ordre se réduit a I'u-
nité, I'équation pourra étre présentée sous l'une des formes

(80) (Da=rDy)5= fi@, 7,
(81 —r =,

et son intégrale générale sera
(82) z:f S8,y +r(z—s)]ds+q(y +rz),

» désignant une fonction arbitraire, et x, une valeur particuliere de x.
Mais, si I'équation proposée est de I'ordre z et de la forme

. d"z 0"z 9"z "5 "3
8) @ o+ 4 gy N gy T e gz oy T g =/f(z,y),

alors, en se servant des notations précédemment adoptées, on pourra
la remplacer par I'une des deux formules

YA
(36) [25#(55) = 7t 0
(85) (D,—rlDy)(Dx-—r,Dy)...(D,—r,,D,)z:'f(‘fl—-—’o—y)-

Or, pour intégrer la derniére, il suffira de poser successivement

(De—rDy)zp = M,
7

(Dx— r,D,)z,,-,:z,,_,,

(De—rpyDy)zy=2,,

(Dz—r,Dy)z =3
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et, comme les équations (86) sont toutes semblables 4 la formule (80),
il est clair que les inconnues 3,_,, 5,-3, ..., 34 3,, 5 se déduiront les
unes des autres, et I'inconnue s,., de la fonction j—f(—fl’—y)
équations semblables & la formule (82). '

» par des

Exemple I. — Soit donnée 1’équation aux différences partielles

Ps 0%

(87) W—W:a‘sz‘y
ou
(88) (D —D%)s=ax + by,

a et b désignant deux quantités constantes. Comme on aura
D;—D;=(Dz—Dy) (D.+Dy),

on pourra substituer a I'équation (87) le systeme des deux formules

(89) (Dz~Dy)sy=azx + by, PDz+Dy)s=3,

ou, en d’autres termes, le systeme des deux équations

ds 93 a5 Js
(90) b;'-—o-;‘.—;ax+by, %+5}—/::,.

Or on tirera de ces dernieres

/ x
z,:f [as+b(y+x—-s)]ds+q>(y+:c)=%—qw’+lw)'+q>()’+x),
0

(91) (5= [a':bs’+bs(‘y—qc+s)]ds+/A o(y—x+28)ds+ ¢, (y — )
0 0
3 2 x
25(—‘:—4— ba;'y +f 9(y —z+28)ds+ o1 (y — 2).
[

D’ailleurs, si 'on pose

t
y—era=t [ p0d=100, @) =eH=0(0)
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on trouvera

x 1 y+
f tp(y-—-a:—+—2s)ds:;f p()dt=d(y +2)—P(y — ),
0 y—x

et la seconde des formules (91) pourra étre réduite a

3
(92) ::3;—+&Z+®(y+z)+®.(y x).

L’équation (92), dans laquelle ®, @, désignent deux fonctions arbi-
traires, est effectivement I'intégrale générale de 1'équation (87).
Exemple II. — Soit donnée I'équation aux différences partielles

0%z 0%z 0%z

— — T2 — pax+b,
(99) ox? dedy_"dy’—e“y
ou
(95) (D Dy )25 = emerto,

On pourra lui substituer le systeme des deux formules
(99) ' (D.t"“Dy)st:e"H'y» (De—Dy)s=5,
ou, en d’autres termes, le systeme des deux équations

03, du, Jds 0z

(9()) = ca1+11y’ —_ X =

or  dy oz gy ™

Or on tirera de ces dernicres

eaa:+l:y —_ eb(m—y)

sgl—_-f QU+ ds 4+ g (y + @) = —— o —— +o(y + ),
0

I eb(y x)
(o) . :a—bfeas+b<y+x-ﬂds+[qo(y-‘q—x)—— ]f ds + @, (y + x)
0

eaz+by

e/'(.'f x) el (y+x)

]+‘P:(.}’+"v‘) (a *5?5

puis, en posant, pour abréger,

bt bt
?(‘)—a_‘_‘l;z‘p(‘)s ‘?t(‘)'*'( —‘l’t(‘
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on trouvera simplement

eax+by

(98) 5= oy

+a2®(y+z)+®(y+ ).

L’équation (g8), dans laquelle ®, ®, désignent deux fonctions arbi-

traires, est effectivement I'intégrale générale de I’équation (93).
Considérons enfin une équation linéaire aux différences finies par-

tielles et & coefficients constants, entre deux variables indépendantes

x, y et une variable principale 5. Supposons d’ailleurs que les diffé-

rences finies de s, comprises dans Ie premier membre de I'équation,

soient toutes du méme ordre. Si cette équation est de I'ordre » et de la

forme

ayArs +a A Ay s + dy AR AYs 4.

(99) + @y A AV s 4 @, A s = [, y),

on pourra, en se servant des notations précédemment adoptées, la ré-

duire &

(100) (A —78y) (Bz—rady). . (Ax—r8y)s = f(‘z;‘)’)’
ct lui substituer le systeme des formules

(Ar—riAy) 5= -/(__{’_y_),

(Ar— r,Ay)z,,_,: Sp-1y

(ror1)

N

La question se trouvera ainsi ramenée a 'intégration de plusieurs
équations du premier ordre, et qui seront toutes de la forme

(102) (Ar—rAy)s = f(z, y).

Nous montrerons dans un autre article comment cette intégration
peut étre effectuée.

A la méthode dont nous venons de faire usage pour intégrer des
QFuvres de C. — 8. 1, t. VIL. 29
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équations linéaires & coefficients constants, on peut en joindre une
seconde qui s’appuie sur le théoreme dont voici I'énoncé :

ThEoRENE. — Supposons que les letires f, F, accompagnées ou depourvues
d'indices, désignent des fonctions entiéres quelconques, que la fonction
entiere
(103) Fa, B, ..y Oy Aty oy 7)
soit divisible par chacune des suivantes
('04) Fi(ayﬁ’ '“16)1) g} s T Fz(d, @' --"07)‘) ) coa Ty e
et que la fraction

(o, By oo n O Aty oy T)
F(a,By .. 60y ..y 7)

soit décomposable en plusieurs fractions de méme espece, en sorte qu’on

ail

(105) oy By .o Oy ooy ®) il By B A ) 1:,( RN TR 3!
2

&4y
Floo 3y 0oy t) ™ Bi(aBy oy bhpy . 1) (@ By ooy by oy )

Soit d'ailleurs [(x,y,...,t) une fonction quelconque des varables in-
deépendantes z, v, ..., 1. La valeur de u donnée par la_formule
P J P

f(D.n qu ey Dls AI’ Ayv ey Al)

(196) = R, Dy Dy By By ooy g P00

c'est-a-dire U'intégrale genérale de équation hnéaire

F(st Dy; ey Dn AM Ayv ey Al)h

(107)
={(Dyy Dya vy Dy, Ay’ -~-,Az)f(-7«‘,y, coad),

ou du moins {'une des valeurs de u, propres a verifier cette equation, coin-
cidera toujours avec la. somme '

— fi(D:vDy; «.-,Dg, A,, Ay’ _”’A’)
4= B (D Dyr - Dy By B, .“’A‘)f(z,y, —

)

)

(108) o fI(D:nD,w '--1D10Am Ayy ) Al
' F!(Dx’ Dy’ . 'vbh A.t) A]” cery Al

+ e
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Démonstration. — Soient u,, u,, ... les différents termes qui compo-
sent le second membre de I'équation (108). Cette équation donnera

(10g9) U=+ ty+. ..,
et les fonctions u,, u,, ... vérifieront les formules

Fi(Dgy Dyy ooy Dy Ay Byy ey B0) ty=1,(Dgy Dyyoey Dy Ay Ayy ey By) S8, ¥y s 8),
Fz(va Dy’“-: Dh Am Ays erey Al)ui':- fz(st Dyv sery Db A.:n Ayv "-5Al)f('2‘,.yv'~) t)o

........................................................................

De plus, comme chacun des rapports

FoyBooo oy 0,0 1 .oyt)  Flo By, ..

Fi( By o r Oy sy oo r©) Fg(0 By vy By by iy vy )
sera, par hypothese, une fonction entigre de o, 8, ... 0; A, », v, ..., 7,
on conclura des formules (110)

l F(Dm Dy’ [N Db A:u A;w ey At)ul

 F(D4y Dy, Dy Ay Ay, iy A
F( Dm Dy1 Dl, A.ty Ayyun AI)

(111) ? D,,Dy,.. Doy day Ay ooy Ay
\

fl(Dx,Dy, ...,D‘, Ax,Ayg vary A‘)f(l', Fyoory t),

l)g-, Dys Dh AI’ Ayv AI) f,

F Dx, Dy, D,, A.ﬂ Ay9 ) (Dz,Dyv DI»AmAyu"-9Al)f(wy.yy---vt)v

Enfin, comme, en vertu de I'équation (105), on aura identiquement

{(Day Dy, ooy Dy Ay Ay o1y Ay)
F(D:ND th A.z') Aya'“)Al)
Fl(DzyDy) v 7Db Az) Ay; '~'7Al)

(DmDy) L '1D‘) Ax) Aya A A‘)
T FDa Dy, Dy By By ey B

(112)

on tirera des formules (111), ajoutées membre & membre,

F(DasDyy ooy Dy Ay By, ooy A) (g g+

(113)
={(Dsy Dy, oy Dy By Ay, oo A fly 3y ),
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Or 1l résulte-évidemment de I'équation (113) que la somme u,+u,+...
est une valeur de u propre & vérifier la formule (107).

Le théoreme qui précede fournit un nouveau moyen de parvenir trés
facilement aux intégrales générales des formules (ro0), (51) et (83).
Considérons d'abord la formule (10) ou (13), de laquelle on tire

(r14) Y=FoDy

Si les racines 7y, r,, ..., r, de I'équation (12) sont inégales, on aura

U TG I IOV NS TV R S IO R
et'on conclura du théoreme dont il s'agit qu’on peut encore satisfaire

a la formule (10), en prenant

__t fle) 1 fla) 1 f(z)
Y=EFoyd=r TFm D=r T T Fm D=1,

(116)

De plus, comme la notation
f(z)

—-r

(117)

=]

sert a représenter 'intégrale générale de 1'équation
(D—r)y=fl=z),

c'est-a-dire un produit de la forme

(118) e [ f(2) dz,

il est clair que la formule (116) pourra s’écrire comme-il suit

(110) y= F’(Ir,) e"l“fe"-’f(w)da:+ F’(xr,) er,zfe—r,.tf(‘”) dz+ ...+ e"® [e~1a2 f(z) dz.

On doit observer que, dans le second membre de I'équation (119),
chaque intégrale, étant indéfinie, comprend une constante arbitraire.
Donc la valeur de y, fournie par cette équation, renfermera n con-
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stantes arbitraires et représentera, aussi bien que I'équation (114),
I'intégrale générale de la formule (r0).
§i plusieurs des racines r,, 74, ..., r, devenaient égales entre elles, si
'on avait, par exemple,

(120) r,:r,:..‘.zr,?:p,

alors il faudrait, dans le second membre de la formule (¥15), substi-
tuer & la somme des 7 premiers termes le résidu de la fonction

L
1

(1an) T=3)F()

relatif a la valeur p de la variable s, ou, ce qui revient au méme, le
coefficient de f dans le développement du rapport

1
(r—p—¢)F(p+e)

(122)

en une série ordonnée suivant des puissances ascendantes de ¢. Comme
on aurait d’ailleurs

B 1 ] + gm—? + gm—t
r=py= " r—p)"

r'—p-—e=l'—p+(r‘—P)'+'“ e

-

et, par suite, en faisant, pour abréger, F(_;:?'ei =E,

T __E 1 + E T +§ 1 +
(r—ep—e)F(p+e) " emr—p "'+e_’(r—p)”'-'v e (r—p)* 7

il est clair que le coefficient de "1, dans le développement du rap-
port (122), serait ce que devient le polyndme

m—1 . '
) om—1E 1 +m+_l_dE 1 '

(123) 1.2.3...(m—1) 0™ r—p 1 08 (r—pymt +E(r--p)""

quand on pose, apres les diﬁ‘érentiétions. ¢ =o. Il en résulte qu'on
devrait, dans I'hypothtse admise, modifier le second membre de la
formule (1:6), en y remplacant la somme des-m premiers termes par
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I'expression

1 am-E f(z) 10E  f(=2)
(13f) 1.2.3,..0m—1) 0" D —p SR N (D —p)*

f(z) ,
(D—p)m

; +E

ou plut6t par la suivante

(135) R f‘i’?+nm_,(l{(”;),+ R LB g, LB

dans laquelle

1.2.3..

(126) Ry= — () )

’ Bh Rh ey Rm—i

désignent les valeurs des coefficients

d*‘———-'em 7 ——————‘m gm-1 "
e 1 Flp+e) 1~ Flp+e) 1 F(p+e)
(137) Flore) 17 &  va 0 77 radiim—1) T gemt

correspondantes 2 une valeur nulle de ¢. Be plus, comme la notation

(128) (Df,(___"—x,i"))n

sert i représenter l'intégrale générale de I'équation

D=ryy=f(2)
c'est-a-dire le produit

(129) e"ff...fe"-“f(x)dx",
on peut évideng;ent 4 'expression (125) substituer la suivante :

(130) e#[Rp-y [e% f(2)d2 + Ry f [ et f(@)dat . Ry [ [ [0 f(2) dam].

Les diverses formules que 1'on vient d’obtenir s’accordent avec celles
que nous avons établies dans les Legons données 3 I'Ecole Royale Poly-
technique, ainsi qu'avec la formule (14) de la page 204 du Volume I
des Exercices (*). ’

(*) GBusres de Cauchy, 8. 11, T. VI, p. 254.
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Considérons mamtena'nt_l’équation (52) de laquelle on tire

(131) y= E':;
11 suit du théortme précédemment démontré que, si les racines r,,
ra, ..., Iy sont inégales, on vérifiera encore 1’équation (51), en pre-
nant ‘

= 2 L f(@) S
3)  y=po A= TFm A=n T T FR) A=ry

ou, ce qui revient au méme,

=g Ba+n)F fa)
(133) e i erieraeeaaeas

+ ¥ )<x+rn>* ) fa).

I1 est bon d’observer que, dans le second membre de I’équation (133),
chaque intégrale, étant indéfinie, comprend une fonction périodique.
Donc la valeur de y, fournie par cette équation, renfermera z fonctions
périodiques, et représentera, aussi bien que la formule (131), l'inté-
grale générale de I'équation proposée. ]

Si les racines r,, 7y, ..., Iy devenaient égales, p désignant la valeur
de chacune d’elles, il faudrait, dans I'équation (132) ou (133), sub-
stituer & la somme des m premiers termes l'une des deux expres-
sions

03 Ru {5+ R f 5t R o

i+ p)f [R,,.-,Z(H—p) "f(w)+Rm-.22(r+p) i fl@) +.
+RI T Do+ s

Considérons enfin I'équation (83). Si I'on pose dans cette équation

(135)

(136) Sz, ) =D}z, y),
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ou, ce qui revient au méme, si 'on fait

(137) f(, y):f—.(—n‘?’_‘ﬂ:ff...ff(x, yydyr1,
elle donnera
Dn—i
= ;n—l;?):}-f(m, y)
(138) 77 \Dy

D2 .
= & (D, —7,D,) (Dz= 73Dy )... (Da—r,Dy) (@ 7);

et comme, en supposant d’abord les racines r,, r,, ..., r,, inégales, on
aura identiquement

Dyt
ay(Dy— ryDy) (Dy— ryDy). . ((Dz— r,Dy)

1 1 I 1 I 1
T Fi(ry) Do— r D, + F'(ry) Dx—"'sby et Fi(ry) Dz_’rnDy’

on tirera de I’équation (138) et du théoreme précédemment démontré

1 f(z, y) 1 f(z, y) 1 f(x, Z')
(139) == F'(ry) Dpo— rD, + F'(ry) Dy— ryDy et Fi(rp) Dz — "nDy.

De plus, comme la notation
S(z, y)
o) 5=,
sert a représenter I'intégrale générale de I’équation

(De—rDy)z = f(z, y),

c’est-2-dire un produit de la forme
(141) [ sy r@—ads+ oy +ra),

la lettre ¢ désignant une fonction arbitraire; il est clair que la.for-
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mule (139) pourra s’écrire ainsi qu’il suit

f fls, 0y +nr (z—8)]ds+ ¢ (y + r,.-z)z

.
TTEF

1 x i
+ o rj; f[s,y+r,.(w—-s)]ds+qa,,(y+r,.z)!.

Cette derniére valeur de 5, renfermant » fonctions arbitraires, repré-
sentera, aussi bien que la formule (138), I'intégrale générale de
I’équation proposée.

1l est important d’observer que, dans P’équation (142), on peut
attribuer a la fonction f(2, y) I'une quelconque des valeurs propres a
vérifier la formule (136) ou (137), et supposer, par exemple,

M y Y Y R AY T
0t = [T [ rmpdre= [T fe

Dans le cas particulier ou la fonction f(x.y) s'évanouit, I'équa-
tion (143) donne pareillement f(, y) = o, et la valeur de s se ré-
duit a

(144) 5=y +1Z) 4+ 0a(y + IZ) +. oA Qa(y + 1 X)),

Si les racines r,, 7y, ..., r, devenaient égales, p désignant la valeur
de chacune d’elles, il faudrait, dans le premier membre de I'équa-
tion (139), substituer i la somme des 7 premiers termes le polynome

Dyt f(x, y)
(D—pDp)™

f(z,7) . R D, f(z, y)

m—1 -r)-z—""—P_])—y: m—2 (D:r“ PDy)’ i e Ro

(143) R
Or il est facile de calculer ce polynéme, quand on regarde comme con-

nues les expredsions de la forme

NACNS)
(140 .= rD,5"

D’ailleurs I'expression (146) n'est autre chose que I'intégrale générale
QEuvres de C. —S. 11, t. VIL. 30
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de I'équation

(147) (De—rDy)rz= f(2, y),

et cette intégrale, que fournit la premiere des deux méthodes ci-dessus
indiquées, peut s’écrire ainsi qu'il suit
‘ o x (.z‘—s)"“

(148) ?ﬂ— - 1-2-3-..(/1_.)-/(3’.7"'"-Z‘-—I's)ds

G+ 2"y + rx) + 22y (y + 1) o+ X Qpog (Y + TE) + @ (y + 1 2).

Donc le polyndme, qui doit étre substitué i la somme des m pre-
miers termes, dans le second membre de I'équation (139), lorsque la
condition (120) se trouve remplie, c’est-a-dire le polynome (145), sera
équivalent & I’expression

R,,._,f f(s, y + pax — ps)ds + Ry ‘$T'cdf(s’y+9m-93)ds+...

Xy , dy
o) - T (st 9m(s, y o pa —ps)
( +R0L 1.2.3...(m—1) d}"”"’ ds
T2 oy A+ p®) + 29 (¥ +pE) it T Py (P HPT) + Py(Y+p ).

La formule (83) n’est pas la seule équation linéaire aux différences
partielles qui s'intégre 4 I'aide des méthodes exposées dans ce para-
graphe; et 'on pourrait appliquer ces méthodes & I'intégration de beau-
coup d'autres équations du méme genre. Considérons, par exemple,
I'équation aux différences partielles

d's s d's s ]
(l50) a‘a—‘;—aa'b’m?+b‘37—z(a‘b—;, +b’d—y—;)+z=f(x,y)
ou

(151) [@*Ds—2a?0*D2D}+ B'DY— 3(a'D} + 6'DY) +1]5%= f(=, y).
Comme on aura identiquement

a‘'D} —2a*9*D} D} + b* D} — a(aD} + 6*D}) +1
=(aD,+ bDy+1)(aD;+ 6Dy —1) (aDy— bDy+1) (@D, — bD,—1),
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il est clair que, pour obtenir I'intégrale générale de I'équation (150),
il suffira d’intégrer successivement les quatre équations du premier

ordre
(aD+ bDy+1)5=f(2, ¥),
D+ bDy—1)35y= 34,
(152) (aDy+ bDy—1)3, )
(aDy— 6Dy —4-1)3,= 34,

(aDy—bDy—1)z =3,

ou, ce qui revient au méme, les quatre équations

03; ()53. P
a5z +b a—y—-—f—.,_f(x, r)
du, 053 o
a-(;; b;}-—-«%—os,
(153)
930 _ 9% o
dw ())' T N2y
as= ——b-o—)-’ —5 =3

Or l'intégration d’une équation du premier ordre peut toujours étre
effectuée par les méthodes connues, sans aucune difficulté.

Je montrerai, dans un autre article, les avantages que présente I'em-
ploi des notations

‘P(“)f(;")’ P2 Bsys - - )f(;’ ;’ 5. )v

quand on se propose d’intégrer des équations linéaires aux différences
finies ou infiniment petites, mélées ou non mélées, et i coefficients
constants.
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On a vu, dans l'article précédent, qu’il était facile d’intégrer les for-
mules (10), (51), (83) et (99) du § IV, quand on,connaissait les inté-
grales générales des quatre équations du premier ordre

dy

(1) 2z — v =f(=) ou (D —ry =flx),
- *

(2) Ay —ry =/[f(2), ou (A —ry =f(z)
03 Js

(3) oz —r 5 =f(x,¥) ou De—rby)s=f(x, y),
(4) Az —rlyz=f(z,y), ou (Az —rAy)s = f(z,y).

Nous allons montrer ici le parti qu’on peut tirer des caractéristiques D
et A pour intégrer ces quatre équations, dont les trois premiéres ont
été souvent traitées par les géometres.
Considérons d’abord I'équation (1). Si I’on y suppose f(x) = o, elle
donnera
%:rd.z:, I(y) =rz + const.,

et par suite

(5) y=2=2e'"%,

© désignant une constante arbitraire. Mais, si la fonction f(x) cesse
d’étre nulle, alors, pour que la formule (5) continue de fournir 'inté-
grale cherchée, il faudra nécessairement y remplacer la constante ©

par une fonction s de la variable . Posons, en conséquence, dans le
cas dont il s’agit,

(6) y=e<s,

En substituant la valeur précédente de y dans I'équation (1), et ayant
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égard & la premitre des formules (12) de la page 201, on trouvera
(D—r)[e=z]=e=*Dzs=f(z), Di=e"=f(x),

et par suite

e—re

(7) 5=

I{(w) =fe‘!"‘f(x)dx.

Donc la valeur cherchée de y sera celle que présente la formule (8) de
la page 210, sayoir

(8) y= e""fe""’f(w)dx.

Il est bon d’observer qu’on peut intégrer de la méfhe manieére I'équa-
tion linéaire
(9) (D —r)ry =f().

En effet, si I'on substitue dans cette équation la valeur de y tirée de la
formule (6), et sil'on a toujours égard a la premiere des formules (12)
de la page 201, on trouvera

(D—r)r[es]=e=D*s = f(z), Drs=e"f(2),
et par suite
(10) z;ff. . J e f(@) da,
(11) y=e=[[... [er= f(z)dzn.

On pourrait encore parvenir aux équations (8) et (11) & l'aide des
remarques suivantes.

Si, dans la formule déja citée a la page 201, on remplace la fonc-
tion f(x) par le produit e="* f(x), on en conclura

(19) F(D)[f(2)]=e=F(D+r)[e" f(2)].

De plus, il est aisé de s’assurer que I'équation (12) subsiste dans le
cas ou la fonction F(D) cesse d’étre entitre, et devient fractionnaire.
En partant de ce principe, on tirera immédiatement de la formule (1),
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ainsi que I'a observé M. Brisson,

(13) y= {2 el o)== fors fl2) da,
et de la formule (g)
1)) y=f B = e f@=e [ fere (@) dan.

Considérons maintenant 1’équation (2). Si 'on y suppose d’abord
J(x) = o, on en tirera, en désignant par £ la différence finie de , et
par §(x) la valeur générale de y,

? fa+h)—F(z)=rF(z),
ou, ce qui revient au méme,

¥z +h)=(+r)F(z),
et par suite
$(z +2h) =(1+r)F(z +h),
$(x+nh)=(+r)F[z+(n—1)h];

puis, en combinant ces dernitres formules par voie de multiplication,
on trouvera

(15) F(@+nh) = (1+r)" F(2).

Si, dans I'équation (15), on attribue & = une valeur particuliere x,,
elle donnera

(16) F(@o + nh) = (14 r)" F ().

Enfin, si I'on pose dans I'équation (16) x,= o, nk =, on en con-
clura

(17) §(x)=(|+r)%§(o).

Par conséquent, lorsque @ sera un multiple de %, la valeur de y propre
a vérifier 'équation

(18) Ay—ry=o
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sera de la forme
(19) y=(+rke,

¢ désignant la valeur constante de y qui correspond A = = o.

Concevons a présent que la variable «, et la fonction f(«) comprise
dans le second membre de I'équation (2), 'reprennent des valeurs quel-
conques. Alors, pour que la formule (19) fournisse encore I'intégrale
de cette équation, il faudra que la constante e soit remplacée par une
fonction s de la variable . Posons en conséquence

(20) y=(@=+r)

En substituant la valeur précédente de y dans I’équation (2), on
trouvera

(a @—=nla+riz] = sea).

(14 r)
h

D’ailleurs, si I’on écrit A — r au lieu de F(A), et au lieude r,

daqs.la seconde des formules (12) de la page 201, on en tirera
(22) (A—r) [(1+r)2z_l:_—(1+r)r:'Az.
Donc I’équation (21) donnera

(A= f(@),  As=(ia ) F (@),

et par suite

Ty x
(23) 'zzgl_t_';)_{._f(_x_) -_—-_Z(l_'_'_)_»/, 'f(d?)

=+t R+ (@),

la valeur de I'intégrale aux différences finies comprenant une fonction
périodique. Donc la valeur de y, propre & vérifier I’équation (2), sera
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celle que présente la formule (55) de la page 217, saveir

Tt -z
(34) y=0+rf e+ Ffa)
11 est bon d’observer qu’on pourrait intégrer de la méme maniere
I’équation linéaire
(25) (A—=r)yry = f(2).
En effet, si I’on substitue dans cette équation la valeur de y tirée de la

formule (20), et si 'on a toujours égard 4 la seconde des formules (12)
de la page 201, on trouvera

(A—r) [(n+r)?z] =( +r)%+"A":=f(x),

Arz =(1+ r)_.z—"f(a'),
et par suite

(26) 5= (1+r)""22...2(1+r)_;f(x),
(27) y=(r+r)j'"r“"EZ...2(x+r)’§f<x).

On pourrait encore parvenir aux équations (24) et (27) 4 l'aide des
remarques suivantes.
Si, dans la formule déja citée de la page 201, on remplace r par

la 2' "), et la fonction f(x) par le produit (1 +r) 7‘/(:::), on en con-

clura
(38) F(Av)[f(x)]."—-(w")ZF[(I+r)(t+A>—-l][(l+r)—7f(w)]~

De plus, il est aisé de s’assurer que I'équation (28) subsiste dans le
cas oi1 la fonction F(A) cesse d’étre entiere, et devient fractionnaire.
En partant de ce principe, on tirera immédiatement de la formule (2)

Sz

z -% CoE _x
(a9) y=FE = DI = (T B ) f (o),
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et de la formule (25)

£ i @)
= (l -+ ")h—(—l—_.Tr—)n—An—'

= +r)§'"22. N r)“§f(x).

Passons maintenant & I’équation (3), et soit

(30) .7 (A_,-)n

(3n z:ff(w,y)

une quelconque des valeurs de s propres & vérifier cette équation.

Si I'on concoit que la variable y devienne elle-méme fonction de

la variable x, et si I'on désigne par { la valeur que prend alors la

variable 5, on aura, en considérant y comme une fonction de x, et
isant & — 4

faisant 9z =Y

.

(32) (=% (2, y) =3,
et par suite . _
(33) & _dz 035

9z = ox "7 3y

D’ailleurs, pouf faire coincider le second membre de la formule (33)
avec le premier membre de ’équation (3), il suffira de supposer

(34) y=-r

ou, ce qui revient au rﬁéme,

(35) y=e—rz,

© désignant une constante arbitraire. Alors la formule (33) se trou-
vera réduite a

R _ 05 ds
(36) (T? = -‘-’—5 —_— "b';’
et pourra s’écrire comme il suit

(37) D {=(Dz—rDy)s.
QRuvres de C. — S.11, 1. VII. 3
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Ajoutons que, dans la méme hypothése, on tirera de I'équation (3)

(38) (Dy—rDy)s= f(z, & —ra).
On aura donc définitivement
(39) , D= f(x, €& —ra).

Or l'intégrale générale de cette derniere équatioh est
(40) c:ff(:c,e-— rw)dx:f S(s, & —rs)ds+ 2,

x, désignant une valeur particuliere de «, et €, une nouvelle con-
stante arbitraire qui pourra dépendre de la premiere d’'une maniére
quelconque. Donc, si I'on représente par ¢(e) une fonction arbitraire
de e, la valeur la plus générale de {, exprimée en fonction de x et
de €, sera de la forme

(41) t:f Jf(s, @ —rs)ds+@(2).

Il importe d’observer qu’on ne diminuera pas la généralité de cette
valeur de { en réduisant & zéro la premitre limite de lmtegrauon
relative a s, c’est-a-dire la quantité x,.

En vésumé, toute valeur de s, propre a vérifier I'équation (3),
prendra la forme

(42) 3=j:f(a‘,8—ra:)dx,
ou la forme équivalente

(43) z:::f S(s, & —rs)ds + ¢(),

quand on supposera x et y liés entre eux par l"équation (35) ou, ce
qui revient au méme, par la suivante :

(44) =y +ra.

Donc alors cette valeur de 5 ne différera pas de celle que fournit une
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équation de la forme
v

(45) ’ z=fx/(s,y+rx—rs)ds+q>()'.+.rm).

Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de «
et de e, par conséquent quelles que soient les valeurs de « et de y,
I'équation (45) sera évidemment I'intégrale générale de I'équation (3).

Si, dans les calculs qui précedent, on échangeait I'une contre I'autre
les variables « et y, on reconnaitrait : 1° que, dans le cas ou ces va-
riables sont liées entre elles par 'équation (44), I'une quelconque des
valeurs de 5 tirées de I’équation (3) se présente sous la forme

(46) z=—%ff<-°——:—‘-y:y>df,
ou sous la forme équivalente

1 [ (e —s d o,
_;Lf< m ,s) s+ ¢(2);

2° que l'intégrale générale de I'équation (3) peut s’écrire comme il
suit :

(47) 5

48) - z=—-£/y:yf<a:+%-—;)ds-l-qa(y—r-r.z).
Ajoutons qu’ordinairement la fonction ¢ changera de valeur dans le
passage de I’équation (45) a I'équation (48).

La méthode que nous avons employée pour intégrer I'équation (3)
s’appliquerait encore trés facilement a lintégration de I'équation
linéaire

(49) (De— rDy) s = f(z, y).

Admettons en effet que I'inconnue s doive vérifier I'équation (49). Si
I'on nomme toujours ¢ la fonction de = 4 laquelle s se réduit, quand
les variables « ot y sont liées entre elles par la formule (44), on trou-
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vera, comme ci-dessus, en supposanty = ¢ — ra,

(32) ) : {=3,
(37) Dt = (D~ rD,)s.

Cela posé, concevons que, dans les polynomes

o 2;-——-—0’5

oz* " gz 0)’ dy
P*s 5, 0 #z 0%
dz? dxt dy Py dy dy‘

2 = (D,— rDy)s,

qui représentent généralement des fonctions de « et de y, on continue
de regarder y comme équivalent & € — ra. On tirera évidemment de
P’équation (37), différentiée n — 1 fois par rapport a z,

(50) Dz{=(Dz—rDy)"s,
puis I'on conclura de cette derniere, combinée avec I'équation (49),
(51) Dit=f(z, & — ra).

Or I'intégrale générale de I'équation (51) sera

(52) K:ff...j:f(a;,@-—-rz)dx”,

ou, ce qui revient au méme,

1

=53y [‘”""f:f(w,e-—rz)dx_”—’

(n—1)

x""’fwf(w, E—raydr+...
53) . -
i-j " f(2, @ — ra)dz

et, si 'on met en évidence les constantes arbitraires introduites par
l’mtegratlon elle prendra la forme

§=Cah - Suan-ta .,

5 x AT T
(54) +-9,lf.,m+€3n+~/3': Ta(g—.—”—’t)n—:_—ﬁf(s,ears)ds.
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Ces constantes pouvant d’ailleurs étre des fonctions quelconques de ¢,
la valeur précédente de { pourra s’écrire comme il suit :

‘ {=a"19,(2) + 2P0 (E) +...+ 2051 () + ¢a(E

55 ¢ —g\n—1
(. ) ' +£. —l ﬂ(z 3) )f(SQV—rS)dS

(n—

En résumé, toute valeur de z, propre a vérifier I'équation (49),
prendra la forme

(56) s=[[...[fla e—rz)dam,
ou la forme équivalente
=2 1(8) + 213 (8) +. .+ 2 9u-1 (8) + 9a(@)

(57) +f (¢ — s)r—! f(s,v—-rs)ds’ ‘

1.2.3...(n—1)

quand on supposera x et y liés entre eux par I’équation (44). Donc
alors cette valeur de s ne différera pas de celle que fournit I'équation

-__f (ﬁ—s)"-' l)f(s,y+rar:—r.s‘)d.‘:

1.2.3..
58 oo
%) +“’""‘Pa(}’+"-Z’)+37""‘P:(J’+"~f)+-~

\ + & Ppy (Y +rz) + @u(y +rz).

Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de «
et de e, par conséquent, quelles que soient les valeurs de x et de y,
'équation (58) sera évidemment lintégrale générale de I’équa-
tion (49). ’

Considérons enfin Péquation (4). Si 'on déslgne par Ax = h, Ay =k
les différences finies des variables indépendantes z, y, et par #(z,y)
la valeur générale de la variable principale z, cette équation pourra
s’écrire comme il suit

(59) Fz+hy)—r¥z,y+k)—0—r) @ y)=[f(z,)
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et 'on en conclura successivement

$z+ b y)=rd@,y+k)+ (=)@ y) +f(2 )
$e+aby)=rd@+hy+k+0—=rf@+hy)+flz+hy)

(60) =rd(z,y+ak)+ar(—r) 8@,y + k) +(1—rid(z,y)
+"f(-’"‘..7+’f)+('—")f($;}')
+f(z+hy),

st B
N I 3 T

Soit maintenant n un nombre entier quelconque. Pour obtenir la valeur
générale de §(x + nh, y) exprimée a I'aide des quantités

F(a.y+nk), J[zy+(n—0R), ..., dzy+k), §y)
on commencera par observer qu'on a identiquement
(61) F(a k)= (4 &) S (2, 5) = (14 Ao,
De plus, le rapport - -

(1 A — (14 rAy))* _ (14 4)"— (1 + 174y
A,—rd, T+ A (1+rdy)
=+ AP (14 A (1 rAy) +.
+(1+ Ag) (14 Ay 2+ (14 r A, )

étant une fonction entiere de A, et A,, on tirera de I'équation (4)

[(1+ Az)* — (14 rdy)"]s
=[(1+ A+ (1+ A2 (1 + rA,) +...
+(1+A2) (1+ A+ (14 r Ay )] f 2, ),

(62)

et, par suite,

$(z+ ahyy)=(1+4;)s

= (14 ray) 3’(.;,y) (18,2 (14 A 14+ rdy)
+ (14 8) (14 1Ay)* =+ (14 14" f(a, y),
ou, ce qui revient au méme,

§(z -+ nh,y)
=(1+r8) (2, ) + flz + (n = )b, y] + (1 +rdy) f[z +(n =) b y] + ...
+ (1A f(z + by y)+ (14 1A f(2, ).
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Comme d'ailleurs on aura évidemment, pour une valeur entitre de m
et pour une valeur quelconque de f(z, ),

(1+rd)m flz, y)=[r(1+8)) +1=r]flz,y)

= [r"'(l +4,)"+ -’?I‘"'"(l—- Nt 4y )=t
(®) 2ot )+ 0= | )

=r'”f(x,y+mk)+?r"'"(n—r)f[w,y+(m—-|)k]+...

+ Zra= (e 4 R+ (= (e g),

il est clair que la formule (64) donnera

F(z + nhyy)
:r"f(w,y+nk)+?r{‘"'(l-r)j[.z',y-y—(n—l)k]+...+(t—l‘)"5(x,y)

1 : 'r""(l—r)f[:c,y+(n—n)lc]+...+(l-—r)""f(z,y)

+ -t fleyy +(n—0)A) +

n—a
1

+ 1=t fla b, y+(n—2) k] + =3 1—r) flz+hy y+ (r—=3) K]+ (1 =)=t flz + Iy y)
+rflz+(n—2)hy+k]+(—1)flz+(n—2)hy]
+fle+(n—1)hy].

Cela posé, si I'on désigne par @, une valeur particuliére de la va-
riable , et par

(1) =F(20y)
la valeur correspondante de §(z, y), on trouvera

(@ nh, )

=1t o(y+ nk)+ ?r""(l—-r)q;[yﬁ-(n-l)k]+...+(x—-r)"qa(y)
n—1
1

P g+ 0= K]+ = ) g+ (1 2K+ (= Sl

197 Lty + =]+ T K1) Sl By (AR o (1= 1) f ot )

+ rf[wo+ (n =)k, y+k]+ (1= 1) fl2+ (n— 2)h, y]
+f‘f¢o-b(n —1)h, ]
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Cette dernitre équation coincide avec la formule

‘ F(xy+ nh,y) = (14 rAy) 9(y) + flZo+ (n — 1)k, y]
(68) + (14 rdy) flzo+ (R —2)Ry y]+. ..
) + (1 rAy)* f(Z0, ¥)s

que I'on déduit de I'équation (64) en posant x = x,.

La formule (67) ou (68) suffit pour déterminer la valeur de I'in-
connue z = $(x, y) correspondante 4 x = x,+ nh, quand on consi-
dere comme donnée la valeur ¢(y) de 5, correspondante & x = x,.

Dans le cas particulier ot 'on a f(=z, y) = o, la formule (4) se ré-
duit 3
(69) Azs=rl,s,

et I'on tire de I’équation (68), en posant x, = o, x = nh,

(70) . s=F(,y)=(+rd,)F o(y).

Si I'on transforme la valeur précédente de 3, a I'aide des notations et
des principes ci-dessus établis (p. 202 et suiv.), on trouvera

(71) z:[t+r’(e"9'/:7-—l)]zqz(5/),

la lettre caractéristique 3 étant relative i la variable y. En d’autres
termes, on aura

(72) z=;',;f.f’[H—r(e"ﬂ"“-—')]“_eﬁ"""“/“—’?(y)dﬁdﬂ-

Or il est facile de s’assurer que la valeur de z, donnée par la for-
mule (71) ou (72), vérifie I'équation (69), non seulement quelle que.
soit la fonction arbitraire p(y), dans le cas ol la variable z devient
un multiple de %, mais aussi quelle que soit la valeur attribuée a cette
dernitre variable. On peut méme, pour plus de généralité, substituer
a () une fonction w(x, y) des deux variables z, y, qui, étant pério-
dique relativement & la variable , et propre a vérifier la condition

(73) Axm(w)y2=°1
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renfermerait d’une maniére quelconque la variable y. Alors, au lieu
de la formule (71), on obtient la suivante :

(7%) s=[1+ r(ekpﬁ—l)]zm(w,;').

Ajoutons que les valeurs de 5, déterminées par les formules (72) et
(74), peuvent 'une et I'autre se déduire de la valeur plus générale

ry
(75) c=8{PLar(p—ulipt,

dans laquelle le signe S indique une somme composée de termes finis
ou infiniment petits, semblables au produit

x y
(76) Pli+r(p—0)fph,

la lettre p, une quantité réelle ou une expression imaginaire qui varie
d’un terme 2 l'autre, et la lettre P, une fonction des trois variables p,
@, y, qui soit périodique relativement aux deux dernidres, c’est-a-dire
propre & vérifier les deux conditions

(77) A,P=o0, AP=o0.

La valeur de z, donnée par la formule (75), vérifie év.it.iemment l'é-
quation (69), et il est naturel de penser qu'elle offre I'intégrale géné-
rale de cette méme équation. Mais il serait peut-étre difficile de le
démontrer rigoureusement.

Revenons a la formule (68). Si I'on y pose 9(y) =0, ,=o0 et
nh = x, elle donnera

s=F(@,y)=fl(n—0hyl+ @ +rd)fl(n—2)hy]+...

(78) + (1 +r4,) ! flo, x),

ou, ce qui revient au méme,
s=fl(n—1)hy] + [t + r(esev=i— )] f[(n —2) by 3] +...
o9 i [ rEHE = (6,7)
[t A BT, TV R (SR L) STt

ORuvres de C. — S, 11, t. VIl 32

dBdp.
an
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D'ailleurs, si I'on désigne par la notation 2 /() I'intégrale aux diffé-

0
rences finies de f(x), prise & partir de # = o, on trouvera

— . Y (] S(h 1) fl(r—1)h,p]
_-[l+r(e"W— l)] f(o ® l+r(e"W:f—-|)+"'+[1+r(e"W-'_'—l)]"-'

)+

sf[(n_l)h'f*h[-+r<e*W-"l—n)]f[(n—a)h,p]+-..+[x+r(e*W-“"-l)]”“f(o,m
(80)

=l T3 [ ()] o,
0
En conséquence, la formule (79) pourra étre réduite a

)3 [ e E)] e )

0

(81) .T_l x _.r
=iz [ Lo T B e )] ) o

Or il est facile de s'assurer que la valeur précédente de s vérifie I'é-
quation (4), non seulement dans le cas ot la variable « estun multiple
de A, mais encore quel que soit 2. Si 'on désigne par u cette méme
valeurde 5, et par u + ¢ I'intégrale générale de 'équation (4), on aura
tout & la fois
Au—rdju=f(z,y),

(82)

A(u+v)—rdy(u+v)=[f(z,y)
et, par suite,
(83) A;v—raAv=o.

Donc, pour obtenir I'intégrale générale de 'squation (4), il suffira
d’ajouter au second membre de la formule (81) la valeur la plus géné-
rale de ¢ propre & vérifier la formule (83), cest- h—dlre, I'intégrale
générale de I'équation (69).

Il est bon d'observer que, si a la valeur de 3, fournie par I'équa-
tion (81), on ajoute le second membre de la formule (74), la somme
sera une nouvelle valeur de , propre & vérifier I'équation (4), et pourra
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s’écrire comme il suit :

@0 s=le r@FT | Ble -1 0 77,

Uintégrale indiquée par le signe Y, étant indéfinie, et w(x, y) étant
une fonction arbitraire, distincte de celle que comprend la for-
mule (74), mais toujours assujettie i la condition (73). Ajoutons que
la fonction arbitraire et périodique @(a, y) peut étre censée comprise
dans l'intégrale indéfinie, ce qui permet de réduire I'équation (84) a
la forme

(85) z:[l-{—r(e"ﬂ\/:"._.l)]f_‘Z[l—e—r(e"ﬁ\fq_x)]_%f(x,;).
Dans le cas particulier ot 'on a

J(@, )= F (@),
on peut satisfaire a I'équation (4) par une valeur de s de la forme

3 =e ¢(2),

pourvu que I’on suppose
A;9(x) —r(ekb—1) ¢(2) =F(x),
ou, ce qui revient au méme,
9(@) = [1+r(e® — -)Jf"Z L1 r (e — 1)1 F ().

Par conséquent, on vérifie I'équation

(86) Azz—rAyz=eF(x)
en prenant _
8) . a=ev[irEd—nF 3 [1+re—1] FF@).

Or cette dernitre valeur de 5 est effectivement 'une de celles que l'on
déduit de I'équation (85) en y posant

Sz, y)=e7F ().
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Afin de montrer une application des principes que nous venons d’é-
tablir, concevons qu'’il s’agisse de trouver I'intégrale de 1’équation

(88) Ayz—rAyz=esz+by
pour une valeur de « multiple de 4, et en supposant nulle la valeur

de 5 qui correspond 2 x = o. Dans ce cas, on tirera de I'équation (81)

s =[1+4 r(erdV=i— l)]rlz [1+ r(erBv=1— 1)]-wz ea% gby
(89) D .
=[1+ rer— l>]h 2 [t r(erd— 1)]_’7 €a% gby

et comme on a d’ailleurs
ax
(90) Newr= 200,

kb ___ —hfeaz._
St e Fers e e

on trouvera définitivement
xr
e —[1+ r(ekb— x)]"
= eah - (14 r(ekt—))

(91)

Il est, au reste, facile de s’assurer : 1° que la valeur précédente de =
vérifie 'équation (88), lors méme que « cesse d’étre un multiple de 4;
2° qu’elle s’évanouit avec x.

Il est important de remarquer qu’en vertu des principes etablls ala
page 2 du premier Volume (') les notations

(92) (l+r)7, (l+r)_;, [1+r(e""—1)];, cey

et autres semblables, comprises dans les formules de cet article et de
Particle précédent, doivent étre abandonnées, lorsque, la variable x

(1) OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. VI, p. 13.
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cessant d'étre un multiple de 4, les quantités

(93) 147, 14r(et—1),

deviennent négatives. Mais, pour étendre aux cas de cette espece les
formules que nous avons obtenues, il suffira d’y remplacer les expres-
sions (92) par les produits

i

=Vl y=1
’

(98) (—i—rp e ® 7, (e R T e e

toutes les fois que les quantités 1+ r, 1+ r(e* —1), ... deviendront
inférieures 4 zéro. Ainsi, par exemple, si dans I'équation (2) on prend
r= — 2, comme on en conclura

Il

. r =z
I+r=—1, (—1—rf=1tt=1,

on devra, dans la formule (24) qui représente I'intégrale de cette
équation, substituer aux exponentielles
L]

x

Gy ey

les deux expressions imaginaires

e

eﬂ(%-t)/ﬁ’ —n V=i

Donc I'intégrale générale de I’équation

(95) Ay +2y = f(a)
sera
(96) y=d G ),

Si I'on suppose en particulier f(x) = ¢**, I'équation (g5) se trouvera
réduite a

(97) Ay + 3y = e,
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et son intégrale géné;’ale deviendra
y= G o)

(98)

eah—Ty=i __ +o(z)

. e a1
:_ﬁ“:"ze( -%’f-”*)':__ﬁ'm[e( P ]

Donc, si l'on fait, pour abréger,

(99) et () = (a),
on aura
(100) 7= s (),

.

Dans I'équation (ro00), la fonction ¢(x), déterminée par la for-
mule (99), est une fonction périodique assujettie a changer de signe,
en conservant, au signe pres, la méme valeur, quand on fait croitre la
variable & de la quantité 4. Il cst facile de s’assurer que,ssous cette
condition, la valeur précédente de y vérifie effectivement 1'équa-

tion (g97).
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TRANSFORMATION DES FONCTIONS

QUI REPRESENTENT

LES INTEGRALES GENENALES DES KQUATIONS DIFPERENTIELLES LINEAIRES.

Nous avons fait voir précédemment (p. 4o et suiv.) comment on
pouvait intégrer des équations différentielles linéaires a coefficients
constants, et quelquefois méme & coefficients variables, lorsque I'in-
connue et ses dérivées successives, d’un ordre inférieur a celui de
I’équation, étaient assujetties a prendre des valeurs données pour une
certaine valeur de la variable indépendante. Ainsi, par exemple, con-
sidérons I’équation différentielle

da dnr—1
(1) d‘%+a.dzn_y+ Ay d +a,y = f(x),

que 'on peut mettre sous la forme

(2) F(D)y=f(=),

en faisant, pour abréger,

(3) F(ry=ayr*+a r?=+...+ @y 1 + a,.

Si I'on veut que I'inconnue y et ses dérivées d’un ordre inférieur a »,
savoir

(4) Yo ¥ Y oo Y,

se réduisent, pour une valeur particuliere de z, aux quantités »,,

Ny eoes 1j,,_,, en sorte qu’on ait, pour & = x,,
@
(5) Y ="Mo .7’= Tigy seey =) =y
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il suffira de poser (voir p. 47)

*

(6) yza[F(r)—F(ﬂ)er(,_,)+f "= f(3 )dz]

r—mn

"y’
pourvu que, dans le développement du rapport

F(r)—F(n)
r—mn

(7)
suivant les puissances entitres de v, on transforme en indices les expo-
sants de ces puissances. De méme, étant donnée I'équation
du}, + (l, dn—l
‘ R v
(8) {

Qp—y d)’ ap
' (Ax+-B)"'d.z' T Az+Bpl T =/(z

+.

si l'on fait, pour abréger,

F(ry=aA*r(r—1)...(r—n-+1)

+a Artr(r—1)..(r—n+2)+...+a,Ar +a,,

et si l'on assujettit I'inconnue y a vérifier, pour « = «,, les condi-
tions (%), on aura (voir la page 52)

| F(r)—F(n) f[Az+B Az +B 1
:1 Ll 5|
(10) ¥ V[ r=m (A~+B> Af( >(A B )d]«kf(rn)

pourvu que, apres avoir développé la fraction (7) en une série de termes
proportionnels aux différents produits

) m=hom (=), ey n(n=1).(n—n+12),

on remplace ces mémes produits par les quantités

(l’) n n<z+§ ﬂ .Z‘+E‘ ere ‘f‘ z+§""‘
0’}1 0 A’ [ A lad A ’ ! n—-i\ %o A

8i 'on suppose, pour plus de simplicité,

A=1, B=o,
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les formules (8), (g) et (10) deviendront respectivement

dy advly - an—y Ay  ay

(13) ao‘m-f-;dxn_‘+...+;;.—;;-d?+w—,;)’=f($),

F(r)=aor(r—1)...(r—n+1i)

(14)
F+ayr(r—1)...(r—n+2)+...4 @ yr-+a,,

@) ¥ = PO () [ (5) o ety

o
et les quantités (12) se réduiront &
ll—-l.

(16) Moy NiToy MT .4 Na—1 Ty

Observons d'ailleurs qu’on déduira sans peine I’équation (10) de la
formule (6), si I'on a préalablement substitué, dans I'équation (8),
une nouvelle variable indépendante

(17) t=1(Az +B)

a la variable x.

Les valeurs de y, fournies par les équations (6), (10) et (15),
peuvent étre présentées sous différentes formes qu’il est bon de con-
naitre; et d’abord, comme on a identiquement

1
(18) F(_rl)‘-#=f F/[,'+l(ﬂ-_ ’.)]d)‘,

il est clair que la formule (6) pourra étre réduite &

(19) J’=£;e"(z—’o’ [ Frre=0 s amads [ fa) de gy

$i, dans cette dernire équation, on développe la fonction
Flr(—2)+]

suivant les puissances ascendantes de v, et si I'on remplace les expo-
OFueresde C. — 5. 11, t. Vl.. 33
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sants de ces puissances par des indices, on trouvera

erte-a) f "Plr— ] eria-2) f '% F'[r(1—))]d)
r=mng - +nf = i .
(F() © ()

. ! n g
gz f ___)‘,____ F(m[ r(1—2)]dA f erlx==) f(z)ds
0 .

1.2.3..(n—

+ My £ ((l<(r))) +o= (F(r))

(30)

.
Concevons maintenant que l'on désigne par f(x) une fonction
entiere ou non entiére, mais assujettie aux conditions

(a1) f(@)=moy Fl@)=mp, .00y [*V(29) =Mpmre
»
On aura évidemment, dans I'équation (6),

F(r)—F(n

Nk 1
oy E=Fl0) i) = 1) rm:fo F[r(1—)) +\D] M (),

la caractéristique D étant relative a la variable , et cette variable
devant étre réduite & a,, aprés que I'on aura effectué les différentia-
tions. On pourra donc remplacer I'équation (6) par l'une des sui-
vantes :

a3) y= L [e""-’-’

) y=§
Comme on a d'ailleurs identiquement

(25) f(5)=(D—r)[e [erti(k) dE),

quelle que soit I'origine de l'intégrale renfermée dans I'équation (25),
on pourra encore 4 I'équation (6) substituer la formule

Fi)=F®) o [ ecs s .
= BRI °’f(~)d1]m’

erts=a) [ F/[r(1— 1)+ AD]dAL(Z) + f e'fx*“f(z)dzf(—(—ﬂ'?m-

) y=f er(z-ﬁ‘.)[F(D)—FU)][t" e-'"E)dE + f e”“’”’f“)"“f((p(r)))’

Dans ces diverses formules, on doit toujours réduire la variable § 4 ,,
aprés les différentiations indiquées par la lettre D.
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Dans le cas particulier ol la fonction f(«) s’évanouit, on tire de la
formule (23)
er@—x,)

_ F()—F(D)
7 r=¢—=p "OgFmy

Lorsque, dans cette dernitre, on suppose les racines de I'équation
(28) F(ry=o
inégales entre elles, on trouve

(29) y=§(Rer=),

le signe § indiquant une somme de termes semblables au produit Re’?,
les diverses valeurs de r étant les racines de I'équation (28), et le
coefficient R étant déterminé par la formule

(30) R= g D=0,

que 'on peut écrire comme il suit
(31) R= g [F(D) — F(r)] (et f et £(5) ).

Les équations (30) et (31) ont été données par M. Brisson dans un
Mémoire présenté a 1'Académie des Sciences le 27 aoit dernier. La
méthode par laquelle il les a démontrées est digne de remarque; et
comme elle differe beaucoup de celle qui nous a conduit a la for-
mule (6), je vais I'indiquer en peu de mots.
Soient
Tiy gy weey Ty

les racines supposées inégales de I’équation (28). L’équation (1) ou
(2) pourra s’écrire ainsi qu’il suit

(32) ay(D—r)(D—ry).. (D —rp)y=f(z);
et son intégrale générale sera, comme I'on sait, de la forme

(33) J’=R|eh3+ B’er.t_‘_” .:l,. R”er,z.
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Comme on aura d’ailleurs identiquement
(D—r)en*=0, (D—ry)en*=o, viey (D —rp)emT=o,
il est clair que les exponenticlles
en®, ehx, .., e"®¥
disparaitront toutes dans le développement de la fonction
(D —=ry) (D —ry)...(D—rs)y,
et que I'on trouvera simplement
(D—r)(D=ry)...(D=r)y =Ry (D —rs) (D —ry)...(D —r,)ens,
ou, ce qui revient au méme, |
(34) (D —ry)(D—ry).. (D —rp)y =Ry(ri—ra) (ry—ry). . .(ry—r,)en=.
De plus, comme on aura, pour x = x,,
Dy=Df(z), Diy=Df(z), ..., Dr-ly=Dr1f(z),
“et par suite
(D=ry)(D—ry).. o (D—rp)y=(D—=r)(D—ry)...(D—r,)f(x),
on tirera évidemmént de I’équation (34)

(D =ry) (D —r3)...(D—ra)f(E)

=Rt("1-""g)(r,—r,). . .("l——l'n)e"!zo,

(3%)

& devant étre réduit a x, apres les différentiations. Si maintenant on a
égard aux formules

F(D) _ F(D)—F(r)

ag(D—r))(D—ry)...(D—r,)=

D“‘"l - D"-'"| '
ag(r —ry) (r —ry) o (r —rp)= rFirl‘ = F(r’).:f‘(r.)’

dont la seconde donne, pourr=r,,

ay(ry—ry) (fy—rs). . (= ra) =F(ry),
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on conclura de I'équation (35)

_en% F(D)y~—F(ry) .,
(36) Ri= i) —T_j—"—f(ﬁ)o

On obtiendra de méme les valeurs de R,, R,, ..., R, qui seront toutes
comprises dans la formule (30) ou (31).

Passons maintenant & la formule (15), et concevons que le dévelop-
pement de I'expression (7) en une série de termes proportionnels aux

quantités
1, ", 7’("‘_‘)’ 'ﬂ('n—l)('f)-‘ﬂ),

produise I’équation

F(r)—F(n)

p— =R+ In+RKn(n—1)+8n(n—1)(n—2)+....

Désignons toujours par f(z) une fonction propre a vérifier les condi-
tions (21), et supposons que cette fonction soit entiere, mais d’'un
degré supérieur ou au moins égal & n — 1. Le polyndme, qui devra
étre substitué a U'expression (7) dans I'équation (15), pourra étre
présenté sous la forme

(37) Rf(x0) + D, f'(2y) + R} {"(2y) +. ..

D'ailleurs, si 'on désigne par m et / deux nombres entiers inégaux, on
trouvera, en supposant s =oetAs =1,

(38) ’ An[s(s—1)(s—2)...(s— ! +1)] =0,

An[s(s—1)(s—3)...(s—m~+1)]=1.2.3...m
On aura donc par suite
@ f(z0) + 92, f'(x.,) + At f”(a:.) +.
(39) [f(a:o)+ =—f'(= )+ f"(xo)+ ][Q+Qs+.ﬁs(s—l)+...]
—r[z.(....A)]_(’_)_l‘i).

s
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11 en résulte que, dans la formule (15), I'expression (7) pourra éire
remplacée par celle que fournit la notation

F(r)-FF(s)’
r—s

(4o) f[ao(1+ A4)]
lorsque, aprés avoir effectué les opérations indiquées par la caracté-
ristique A et relatives i la variable s, on réduit cette variable A zéro et

sa différence finie 2 I'unité. Donc, en intégrant 1'équation (13) de
manitre que les conditions (5) soient remplies, on trouvera

@ y=g| () e PO (5 et 0] s

En opérant de la méme maniére, on tirerait de la formule (10)

Az +B\" , B F(r)—=F(s) T Ap+ B\ ) e
| (A v (e ] BB (228 s
(4a) J'-_—'J; ) i

: ((F(r)))

Afin de montrer une application des formules que nous venons d’éta-
blir, supposons que, la lettre n désignant un nombre entier quelconque,
on veuille intégrer I'équation différentielle

dnr n
(3) e+ (g) r=o,
de maniere que, pour = 1, les fonctions

5y Yy oy

reoivent des valeurs respectivement égales a celles de la fonction 2™
et de ses dérivées successives, c'est-a-dire des valeurs représentées
par les quantités

(44) 1, my, m(m=1), ..., m(m—1)...(m—n+3),
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Dans ce cas, on trouvera

F(ry=r(r—=1..(r=n+n+ae" z=1, f(z)=am,

Mao(1+A)] F——-—") F(s)

r(r—=1...(r—n+1)—s(s—1)...(s—n+1)
r—s

=(1+A4)m

_rir=n..(r—=na+10—(s+m)(s+m=—1)...(s+m~—n+1)
- r—s—m ’

puis on en conclura, en prenant s=o,

—F(s) r(r—l) (r—n+1)—- m(m—1)...(m—=n+1)
— r—m

HEAES A)]

Par conséquent la formule (41) donnera

r(r—l)...(r—n+1)r—_n;fm——1)...(m-—n+|)wr+x,‘/l‘ =1 f(s)ds

) r=g | (=1 (r=n+1) +a)

8i, pour fixer les idées, on pose a =1, n =2, m =4, 'équation (43)
se trouvera réduite &

49) 2+ L= fla);

et cette équation, intégrée dé maniere que I'on ait, pour z =1,
(47) iy y'=h

donnera

r

’—-——-————(r"gzl"a +frz'-"f(z)dz r+3+f 3= f(s)ds
@ y=L (P=r+1)) =Ly

ou, ce qui revient au méme,

* L/
i ; (3
(49) y:x%[cosi—lg(i)+-7-3@sin3—%(ﬂ+°—3@"/‘ z*sin—-—g'—)f(z)dz]
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Si la fonction entiere f(«), qui vérifie par hypothése les condi-
tions (21), est du degré n —1, elle sera nécessairement déterminée
par la formule

— T — Zy (z —x,)! (2 — 2"t
(50) f(x)=mny+mn el e "’""""""‘1.2.3...(n—1)'

De plus, comme on aura

xh—1

f(a:)—f(o)-i- f’(0)+ f”(°)+ SR OPY STy

f(n—l)(o)
et
F(ry— F(S) _F(r)—F(s+ m)

I’r—s r—s—m

(14 Ay

il est clair qu’en supposant, apres les opérations indiquées par la carac-
téristique A, s = o, on trouvera

F(r) F(s)
—

F(r) F(O)

fo[ 2o (1+ A)]
F(r) F(1) +

Gy { =1(o) + 2210

zy~ f(n—i)(o)F(")_F(”—l).

+—.————__—
1.2.3...(n—1) r—n-+1

On tirera d’ailleurs de la formule (50)

f EH + xp!
(0) Mo M e s e = e g 2.3...(n—1)
. Xy . — a":"
(52) flo) =m—mT+........i. F e o)

\ fir=1(0) =np—.

Les équations (51) et (52) fournissent le moyen de développer facile-
ment le second membre de la formule (41).

Nous remarquerons, en terminant cet article, qu’on pourrait encore
transformer les valeurs de y fournies par les équations (23), (24),
(26), (41), (42), en se servant d’une notation précédemment adoptée
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(p. 202 et suiv.). En effet, si 'on désigne par

| ?(a) f(2)
I'intégrale double

ﬁf.f‘e““—“mcp(a)j(l)dadl,

on reconnaitra, par exemple, que les équations (23), (34) coincident
avec les formules

(53) y= (‘; [er(x-—x ) F(r)—l;(;__[_) f(z) +£ e;(z-n)f(z)dz] (l' (I ) ))
e R ey T AKE) + [ eren oy
64 r=4 : ®F(rI 7 : ’

la caractéristique o étant relative A la variable &; et I'équation (41)
avec la formule

(55) .}' = (‘; [(%)i.f(xoe’f:{) F‘Q}E{@ +~/.r‘.1‘ (‘:’?)r;"“ f(z) ¢ ] « F‘(T) )

la caractéristique « étant relative a la variable s. Observons en outre
que, si 'on nomme ¢(«) la valeur de y déterminée par la formule (53)
ou (54), la fonction @(z) aura la double propriété de vérifier I'équa-
tion différentielle, linéaire et de I'ordre =,
(56) F(D)g(z)=o,

ou, ce qui revient au méme, I’équation
(57) F(ay=1) ¢(z) =0o;
et de satisfaire aux conditions

¢(20) = [(2),

9'(“’0) = f'(@'o),
(58) 9"() = (),

=1 (@20} = £*=1) ().
OFuvres de C. — S. 11, t. VL. 34
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Lorsque la fonction F(r) cesse d’étre entiere pour devenir trans-
cendante, il arrive assez souvent que la fonction y = ¢(=), déter-
minée par la formule (33) ou (54), satisfait aux conditions (58), quel
que soit le nombre n. Alors il semble naturel de penser que les deux
fonctions ¢(«), f(«), dont les valeurs se confondent, ainsi que les
valeurs de leurs dérivées successives, quand on pose x = x,, ne dif-
ferent pas 'une de I'autre, et restent toujours égales, du moins entre
certaines limites. Toutefois cette égalité n’est point évidente, attendu
que des fonctions trés distinctes, par exemple, . o

1
(59) = (F=T) ol pm(T=E) g (Xl

peuvent se réduire, ainsi que leurs dérivées des divers ordres, a des
quantités données, pour une gertaine valeur x, attribuée a la va-
riable 2. Nous montrerons dans un autre article les facilités que pré-
sente le calcul des résidus pour 1'établissement ou la discussion des
formules auxquelles on se trouverait conduit par les considérations que
nous venons d’indiquer, et en particulier des formules que M. Brisson
a obtenues par cc moyen dans son dernier Mémoire.
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CONVERGENCE DES SERIES.

Soient
(1) Ugy Ugy Ugy Ug,
les différents termes d’une série réelle ou imaginaire; et
(2) Sp== U+ Uyt Ug— oo Upy

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel-
conque. Si, pour des valeurs de 7 foujours croissantes, la somme s,
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con-
vergente, et la limite en question sera ce qu’on appelle la somme de la
série. Au contraire, si, tandis que » croit indéfiniment, la somme s, ne
s’approche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus
de somme. D’apres ces principes, pour que la série (1) soit conver-
gente, il est nécessaire et il suffit que les valeurs des sommes

Sns  Sn+1y Sn+ay ey

correspondantes a de tres grandes valours de », different tres peu les
-

unes des autres; en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit que la

différence

(3) Spam =S = Up~+ Upyy+...+ Upima

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre » une valeur
infiniment grande, quel que soit d’ailleurs le nombre entier représenté
par m. Cela posé, soient

(4) TFoy. Tty Ty Ty,

les modules des différents termes de Ia série (1), en sorte quon ait
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généralement
(5) wu,=ry(cosp,+y—1sinp,),

P désignant un are réel. 11 est clair que, si la série (4) est conver-
gente, les séries réelles

roCOSpy, ry1COSPy, ra COSPyy T3COSPyy  «ovy

(6)

rosinpy, rysinpy, rysinp;, r;sinp,,
le seront & plus forte raison, d’ou I'on est en droit de conclure que la
série (1), ou .
‘ ro(cospy+y/—1sinp, ),
(7) ) ri(cosp,+y=Tsinp,),

..................... ’

sera elle-méme convergente. Ajoutons : 1° que les séries (4) et (7)
seront évidemment divergentes, sile module r, obtient des valeurs tres
considérables pour des valeurs infiniment grandes de I'indice n; 2° que,
en vertu d’un théoreme établi dans I'Analyse algébrigue (p.143) ('),
la série (4) sera convergente si la limite vers laquelle convergent,
tandis que n croit indéfiniment, les plus grandes valeurs de (r,,)i, est
inférieure & I'unité. Il ne pourra donc y avoir incertitude sur la con-
vergence des séries (4) et (7) que dans le cas o, la quantité r,

. . 3 . . 1 . .
décroissant indéfiniment avec ~, la limite des plus grandes valeurs

1
de (r,)" deviendrait précisément égale & I'unité. Or, dans ce méme cas,
on pourra souvent décider si la série (4) est convergente ou diver-
gente, en recourant a l'une des propositions que nous allons énoncer :
Thidnewe L. — Soit JS(&) une fonction qui demeure constamment posi-
tive pour des valeurs positives de la variable x; et admettons : 1° que la
JSonction f(x) décroisse indéfiniment avec 5 ; 2° que le rapport

f(z+6)
® 70z

(1) OEuyres de Cauchy, S. 11, T. IlI.
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reste, pour des valeurs infiniment grandes de x, et pour des.valeurs de 0
qui ne surpassent pas I’ unité, compris entre deux limites A, B, finies, mais
différentes de zero. La série

(9) ) Sf(o)y f(1)y f(2), f(3)

sera convergenle, si l'intégrale
n4m
(10) [ fwras

s'évanowit pour des valeurs infiniment grandes du nombre entier n, quel
que soit d’ailleurs le nombre entier m; et divergente dans le cas contraire.

Démonstration. — Désignons par s, la somme des n premiers termes
de la série (g), en sorte qu’on ait

(11) si=f(o)+ f(1)+...+ f(n—1).

Pour savoir si cette série est convergente ou divergente, il suffira
d’examiner si la somme

(12) Spem—Sp=f(R)+ f(R+1)+... 4+ f(n+m—1)

s’évanouit ou non, yuand on attribue i » des valeurs infinies, quel que
soit d’ailleurs le nombre entier m. D’ailleurs, on aura évidemment

n-+m

fn"mf(x)dz :£"+If(x)dx +£:j’f(x)dz +...+/': : 1f($)dw

+m—

(13) .
:f (fle+n)+flz+n+1)+.+ fle+n+m—1)]de;
0

d’ou 'on conclura, en représentant par 6 un nombre compris entre les
limites o, 1,

n+m

(14) f S(@)Ydz=f(n+0)+ f(n+14+8)+...+ f(n+m—148).

Or, en vertu de 'hypothése admise, les rapports

5 Jn+8) f(r+1+0) . f(rn=+m—1410)
9) finy 7 T f(n+ry P 7 T fam—)
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étant tous compris, pour de trés grandes valeurs de n, entre les limites
A et B, on pourra en dire autant de la fraction

n+m d
f(n+0)+f(n+|+0)+...+f(n+m—x+e):£ Sf(z)dz

(16) J)+f(n+1)+...+ f(n+m-—1) Spvm— Sn

Donc la différence

Sn+m— Sn
sera renfermée, pour de tres grandes valeurs de n, entre les déux pro-
duits

(17) %f Sf(z)dz,
(18) %f,. f(z)de.

Donc, si I'intégrale (10) s'évanouit, quand on attribue i » des valeurs
infinies, quel que soit d’ailleurs le nombre entier 7, on pourra en dire
autant de la quantité s,,,, — s,, et la série (g) sera convergentc. Mais,
si I'intégrale (10) differe sensiblement de zéro, pour des valeurs tres
considérables de n et pour des valeurs finies ou infinies de m, alors la
quantité s,,,, — s, ne sera pas nécessairement nulle pour » = o, et la
série (9) sera divergente. Dans ce dernier cas, la somme s, cessera de
converger, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie s.
Cette somme deviendra donc infinie en méme temps que le nombre 7.
Par la méme raison, la somme s,,,, et la différence s,.,, — s, devien-
dront infinies avec le nombre 7, si, aprés avoir attribué & n une valeur
trés considérable, mais déterminée, on fait croitre le nombre m au dela
de toute limite.

Corollaire. — Lorsque le rapport

S(x+0)
S ()
demeure constamment renfermé entre les deux quantités

L(z+1)

(19) b T
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et que la seconde de ces deux quantités croit sans cesse pour des va-
leurs trés considérables et croissantes de la variable «, on peut évi-

demment supposer
A= LD
Sf(n)

B=1;

ot, par suite, la somme

Sn+m— Sn

se trouve, pour des valeurs considérables de n, comprise entre les deux
limites

(30) GRS [ e
(a1) [ 1@)da,

Exemple. — Supposons, pour fixer les idées,
(22) 1) =
v désignant une quantité positive. La série (9) deviendra
(23) I, 2’ @9 '[%1’ "';-.

et l'intégrale

(34) fmﬂz)dx -:f" (1)t do = (n+m+'):j; (n 1)tk

s'évanouira ou ne s’évanouira pas, pour des valeurs infinies de n, sui-
vant que le nombre i sera supérieur ou inférieur & 'unité. Donc la
série (23) sera convergente si I'on a u>1, et divergente si I'on a
- < 1. Dans I'un et 'autre cas, la différence

1 1 ? 1
Sp== - et e
L Ty vy T ey

t25) Sptem =

“ sera le produit de I'intégrale (24) par un facteur compris entre les



772 SUR LA CONVERGENCE DES SERIES.
limites
(26) 1, Jn) _ (n+ik —-(H- ! >—P-

Jrn+1) " (n+a) n-+1

Dans le cas particulier oii le nombre p se réduit a l'unité, la
série (23) devient
(27) ) Ty l’ :'l;’ ';;’ L)

2

et I'intégrale (24) doit étre remplacée par la suivante :

(28) /n‘Hm d :_—’l(n+m+|)——l(n+x)::.l(x+ m )

I+ @ n-3
1+ m
n-+1 ’

. . . 1 ' .
qui devient sensiblement nulle avec -, quand on attribue au nombre m

Or I’expression

‘une valeur finie, cesse de s’évanouir, quand m devient comparable i #,
par exemple, quand on suppose m=n, m=2n, .... Donc la série (27)
est divergente. Ajoutons que, pour cettc méme série, la différence

* I 1 1

2 S — Sp = ———
(29) e n-+m

sera le produit de I'intégrale

N ’l.“"n
(30) f -i“'—”‘—:_-l(.+ e )
n 1+ 2 . n 41

par un facteur compris entre les limites

(31) - : et —— .

TutoreMe 1I. — Soit f(&) une fonction qui demeure constamment
positive pour des valeurs posttives de la variable @, et qui, pour de trés

grandes valeurs de cette variable, décroisse sans cesse avec }c La série (9)
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sera convergente si I'intégrale (10) s'évanowit pour des valeurs infinies
de n, quel que soit m; et divergente dans le cas contraire.

Démonstration. -- Dans I'hypothése admise, I'intégrale (10), qui
forme le premier membre de I'équation (14), sera, pour de tres
grandes valeurs de n, inférieure au polyndme

SRy +f(n+1)+...+ f(Rn+m—1)=Spem— Sns
et supérieure a
fln+1)+ f(n+2) 4+ .+ f(R+ M) =Sprmss — Sut1.

En d’autres termes, I'intégrale
(10) f f(w‘) dzx

sera, pour de trés grandes valeurs de n, comprise entre les deux dif-
férences

(32) Sn+m=—Sns Sn+m+1— Sn-+15

et, comme cette proposition restera vraie, tandis que » et m varieront,
on doit en conclure que la différence

Sp+m— Sn

sera comprise entre les deux intégrales
n+m-—1 n-+m
(33) [ n@ydm [ peae,
n—1t n

c’est-a-dire inférieure & la premitre, et supérieure a la seconde. Cela
posé, concevons d’abord que I'intégrale (10) s’évanouisse pour 7=,
quel que soit m. La premitre des intégrales (33) et, par suite, la dif-
férence Sp.m — S, 8'évanouiront parveillement. Donc alors la série (9)
sera convergente. Au contraire, si I'intégrale (10) differe sensible-
ment de zéro, pour des valeurs trés considérables de n et pour des va-
leurs finies ou infinies de m, la différence s,,,, — s, ne sera pas néces-
‘sairement nulle pour n = =, et la série (g) sera divergente.
OFuvres de C. — S. I, t. VIL ' 35
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Exemples. — Si 'on applique le théoreme qui précéde a la fonction

(T-T'z—)ﬁ’ on s’assurera de nouveau que la série (22) est convergente
pour i >1, et divergente pour g = ou < 1. De plus, on reconnaitra
que la différence

1 1 ' 1
5 — 8= -+ + e —
(23) Sn+m Py "+ 2)F (n+ m)F

est comprise entre les deux limites

(34) (n+m')_’—l*—n'-l*, (R4 m 4+ O)\P— (n +1)-0
—u 1—p

’

et la différence

1 1 1
-+ +.oot
n—+i n- 2 n—+m

(29) Snem— Sp=

entre les limites

(35) l<1+ %>, l(w— n:"_').

Supposons encore

36) flay=10x20,
La série (9) deviendra
(37) 0, 1'%2;)7 l‘(—‘?i;)’ ']—(41)’ [

et, comme l'intégrale

f" I—(—:_'i_——:—)dx-_:i[l(n+m+i)]’—%[l(n+x)]’
(38) { "

= rj:[l(n+m+l)+l(n-|—1)].l(1+ n’-,:1>

conservera une valeur finie pour une valeur infinie de =, si I'on prend

m=n oum= 2n, ..., on peut affirmer que la série (37) sera diver-
gente. De plus, la somme

_Hrn+1)  l(n412) (n+m)
(%9) TS T T T T m
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sera comprise entre les deux limites

(4o) '(”+ma)+l(")l<n+ :_n’;)’ l(n+m+;)+l(n+1)l(l+ nn_:-')’

c’est-d-dire, inférieure a la premiere et supérieure 4 la seconde.

Les théoremes I et II continueraient évidemment de subsister si,
dans la série (9), quelques-uns des premiers termes étaient réduits &
zéro ou remplacés par de nouvelles quantités. Concevons, par exemple,
que I’on considére la série

(41) o, .

1 1
al(a)’ 31(3)° &%)’ "7

a laquelle se réduit la série (g), lorsque, apres avoir supposé

1

(42) S(z)= Ik
on remplace le premier terme f(0) = -'6 = par zéro. Comme l'inté-
grale
e dx [ r+m+)
(49) f (-+w)l(l+x)_][ I(n+1) ]

conservera l’'une des valeurs finies
I(2), 1(3), 14 ...,

lorsque, en attribuant au nombre ~ des valeurs tres considérables, on
déterminera le nombre . par I'une des équations
+

oy

m=n(n-+1), m=n{n+ 1)}, m=mn(n+1)>3

on pourra conclure du théoreme I ou Il que la série (41) est diver-
gente. De plus, on'reconnaitra que la somme

1 1 I
(.n+l)l(n+|)+(n+a)l(n +a) +"'+(n+m)l(u+m)

A 44) Snam— Sn=
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est renfermée entre les deux limites

@ M) M

c’est-a-dire supérieure & la premiere et inférieure a la seconde.
Considérons enfin la série

T

1 I
(46) ” SU@F 3MGF  GF

dans laquelle p désigne une quantité réelle; on reconnaitra sans peine,
a I'aide du théoreme Il : 1° que cette série est convergente ou diver-
gente, suivant que I'on suppose > 1, ou & <1; 2° que, pour cette
méme série, la différence

Sn4m = Sn

est comprise entre les deux limites

[I(r +m)]-t—[1(n)]'*  [I(n+m+1)]"F—[I(rn+T1)]'"™
(47) 1 ! I—

Il est facile de s’assurer que la différence
Sn+m— Sa

croitindéfiniment avec m, suivant la remarque générale précédemment
faite, quand on remplace la série (g) par la série (23), en supposant
& <1, ou par 'une des séries (27), (37), (41). En effet, d’apres les
calculs que I'on vient d'effectuer, les valeurs de cette différence, cor-
respondantes aux quatre séries dont il s’agit, sont respectivement su-
périeures aux quatre expressions.

(n+m’+|)’-l’-—(n+l)’-9" l(l+ m )’
1— @ * on+1
ln+m<+1)+1(n~+1) m: I(n+m-+1)
14—} | .
2 - n~+1 I(n+1)

Or, si, dans ces expressions, on attribue au nombre n une valeur trés
considérable, mais déterminée, et au nombre m une valeur infinie,
elles se réduiront toutes a I'infini positif.

Il est bon d’observer que I'intégrale (10), prise entre deux valeurs
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infiniment grandes de la variable x, est du genre de celles que nous
avons nommées intégrales definies singulieres. Cette intégrale devient
certainement infinie avec le nombre m, lorsque, pour des valeurs con-
sidérables de a,, le produit « f(x) differe sensiblement de zéro, de
maniere 2 surpasser toujours une certaine quantité positive A. Au
contraire 1'intégrale (10) devient nulle, pour des valeurs infinies de r,
et pour des valeurs finies ou infinies de m, lorsque, le produit x f(x)
s’évanouit avec é, et que I'on peut en dire autant d’un autre produit
de la forme x'*° f(x), § étant un nombre déterminé, mais aussi petit
que 'on voudra. Donc, la série () sera divergente’dans le premier

cas, et convergente dans le second. Pour établir ces deux propositions,
il suffit de recourir aux deux formules

n+m ({a‘

f f(z)dz __f xf(x)-—— __(n+9m)f(n+9m)f
::(n+6m)f(n+9m)l(1+ 7’5):

/'H-mf(w) d _f x'*af(x) =(n+ G,n)|+6f(n + em)f" m d-Z‘

=(n+0m)*3 f(n+0m)x [(;)6—— (n _:_ m>8],

dans chacune desquelles 0 désigne un nombre inférieur a l'unité, et
de faire croitre indéfiniment le nombre 7 dans la premiére formule,
le nombre  dans la seconde. Au reste, pour que ces propositions sub-
sistent, il n’est pas nécessaire que la fonction f(z) décroisse constam-

1 . PR .
ment avec —; et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

TatoreMe III. — La série (9), dont tous les termes sont positifs, est
convergente, lorsque des valeurs infinies de n réduisent toujours a zéro,
non seulement le produit

(48) nf(n),
mais encore le produit

(%9) n'+3 f(n),
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8 désignant un nombre deéterminé, mais qui peut étre aussi petit que l’on
voudra. La méme série est divergente, quand le produit (48) differe sensi-
blement de 3éro et devient supérieur ¢ une certaine quantité positive A,
toutes les fois que I'on attribue au nombre n des valeurs considérables et
supérieures & une limite donnée.

Démonstration. — En effet, supposons d’abord que I'expression (49)
s’évanouisse toujours avec% » et soit N le plus grand des produits

(50) n**3f(n), (A4+=1)"*3f(n+1) ..., (A+m—0)"*f(n+m—1).
' -

N deviendra nul pour » = co. D’ailleurs la différence
Sn+m— Sn

scra évidemment inférieure au produit

1 1 1
(31) N[m+ (n+|)‘+5+'”+(n+m——l)""6]’

dont le second facteur s'évanouira, en méme temps que le premier,
I , e
avec -, attendu que la série

1 1 1

1, Q_l_’_a"‘ ’ 31-0-8, TI-O-B,

est convergente. Donc la série (9) sera elle-méme convergente, ce
qu’il s’agissait de démontrer.

Supposons en second lieu que, pour-des valeurs considérables de »,
le produit » f(n) devienne constamment supérieur 4 la quantité posi-
tive A. Alors la différence s, — s, surpassera le produit

52 L ! e — )
(52) A(n_'-n~+-1+ T arm=)
et, comme ce produit croitra indéfiniment pour des valeurs croissantes

de m, attendu que la série (327) est divergente, il est clair que la
‘série (9) le sera pareillement.
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Exemples. — Si 'on applique le théoreme III aux deux séries

1(a) 1(3) 1(4)
(53) O, -Q_“'., W, ‘Z'—‘_‘, sesy
1 1 !
(54) ® W)’ PG FIG) 7

on reconnaitra que ces deux séries sont ’une et 'autre convergentes,
lorsqu’on a > 1, I'une et P'autre divergentes, lorsqu’on a i <1.
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f * e—(uz’+bz+¢‘) dw'

L)

a, b, ¢ DESIGNANT DES CONSTANTES REELLES OU IMAGINAIRES.

L'intégrale
f e"’ds:zf e~ ds,

1
que I’on réduit, en posant 5 = «3, a la forme

(1) . [:w_}e—zdle‘<él),

est équivalente, comme l'on sait, & la racine carrée du nombre =, en
sorte qu'on a

(2) f“e“’dz::n‘}.
Si’on prend maintenant )

3 i=a’ b

( ) s=a (x+ 571))

a, b désignant deux constantes réelles dont la premiere soit positive,
on tirera de ’équation (2)

(4) I o) g (g)’i

et, par suite,

® 2
(5) e-taztrbzro) dyp — (L) ¢~
a
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Or il est facile de prouver que les formules (4) et (5) s’étendent au
cas méme o les constantes a, b, ¢ deviennent imaginaires, pourvu
que la partie réelle de la constante a demeure positive. On y parvient
en effet de la maniére suivante.

Soient «, B, A, | des constantes réelles, et posons, dans la for-
mule (1) de la page 146, |

(6) e(p,ry=ap+1d, x(p,r)=(Pp+p)r,

(7) po=—0w», P=ow, r,—=o, R=I
Alors, si la fonction £ est telle que le produit

(8) pflap+2+Bp+p)ry=i]

s’évanouisse pour des valeurs infinies, mais réelles, de p, et conserve
toujours une valeur finie entre les limites

on trouvera
@ (a+by=0) [ slarsyT0p+rrpyTildp=af _sap+ndp.
Comme on aura dailleurs, en supposant & > o,
«f faprndp= ey
et, en supposant a <o,

af_:f(apq-x)dp:f."f(x;dx=—f_:f(x)dx-,

on tirera de I'équation (g9), en remplacant dans le premier membre
la lettre p par la lettre «,

(10) F/_‘:f[(‘aq'- BY=1)z + A+ p\/:]da;zzt’;-é;ﬁ-[;f(x)dm

OEueres de C.—8. 1L, t. VIl 26
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11 importe d’observer que, dans la formule (10), le double signe ==
doit étre réduit au signe -+, lorsque la constante réelle « est positive,
et au signe — dans le cas contraire.

Soit maintenant

(11) f(x)=e*
L’expression (8) deviendra

131, rJ—i )‘__"'_y'"‘/_:.l\
pe—(a Brri+-2afry: 1)(p+“+ﬂr‘/:‘/

Or cette derniére conservera toujours une valeur finie entre les limites

p=—x,p=x,r=o,r=1,de maniére i s’évanouir avec }17, sil’'on a

(12) a?> 32,

c’est-a-dire, en d’autres termes, si la partie réelle du carré
(a+By=1)’

est positive. Donc, si la cotdition (12) est satisfaite, on aura

3 f_: —(a+6f‘)’(,+X+;;;:‘> dx:t;—:évﬁ —:e-x’(h:i ;—g—i—:
D'ailleurs, si I'on fait pour abréger

(14) p=a*+ B  r=—arctang p B@,

on trouvera, en supposant «*> (32,

(15) a=(x-+By=1)"=p(cost +y-=7sinz)

et

(16) o= (oos S +v=isind ) == (a+ V=),

le double signe devant étre réduit au signe + quand « sera positif, et
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ausigne — dans le cas contraire. Par suite, la formule (13) donnera

AepvVr\?

- —0 <x:———T——-) r 1
(17) f e “ dm:(;) .
Si, dans ’équation (17), on remplace le rapport constant

__t)\-i-ll.\/—l

a

par la lettre 6, on reproduira la formule (4); puis, en multipliant les
deux membres par I'exponentielle

—C 4 —
e 5{!’

on retrouvera I’équation

© ' I b
(5) f e—(ax+ba+0) oy — <§)i e—c+‘—‘;’

dans laquelle a, b, ¢ pourront étre des constantes imaginaires, dont
la premiere seulement devra offrir une partie réelle positive.

Si la partie réelle de la constante a devenait négative, I'intégrale
comprise dans le premier membre de ’équation (5) aurait générale-
ment une valeur infinie ou indéterminée.

Si, dans I’équation (4), on pose, pour plus de commodité,

a = p(cost +y—1sint),
(18) b =2p,(cost, +y—1sinz,),

¢ = py(cost, +y—1sinty),

P+ P1» Py désignant les modules des constantes a, b, ¢, et 7 un arc ren-

A . . T T .
fermé entre les limites — 5’5 onen tirera

pcosat,— 1) plenat—m) t],—
e et Lo

f e~ (px?cosT+2p X cosT +P,c08T,) o—(PX* 8inT-+2p, X sinT +p, 8inT,) y— =1 dr
—_—
3 — P CO8 Tyt —-—P—-—- e[—p,oln‘r,+ 0
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et, parsuite,

”®
s e (pE*cosT+1p, T cosT+p, cusT,) 08 (p £ SiN T + 2y SiNTy + py SiNTy) d
—
(20) 1 '
T QTN et T pisin(r—2r
( = <§> e ? P os [; + p-'w-%——') +ps sinr.].

L
= (patcosT+3pTeouT,+p,cort) sin (p 2 sint + 2, 2 sinTy+ py SinTy) dz
(Zl) - 1 [
? B (’E)’ (‘_w_p,cm. sin [z N otsin(r—ar,)
2 p

-+ P Sinfg—l.
Si I'on posait, au contraire,
(22) a=A+Dy—1, b=B+Ey—1, c¢=C-+F/=1,

A désignant une quantité positive, et B, G, D, E, F des quantités posi-
tives ou négatives, on trouverait

f o~ (AZ+BT4C) p—(DZ4+EZ+F) =T o
(23)

—C+
————— MATHDY)

ARt —Et)+ 2 RFD {(RI—F1HD—-2ARE 1 D —_—
—[l"+ TATE DY) +;uomn:;|f—n

et, par suite,

f ¥ g- 41240 0og (D 22+ B + F) dr

(24) ¥ —c4 MB=EN)+2BED [
( =" pe O TR cos[F (B AEAIDB,MBE+;arctangK
(At+ D) (A*+D?) 2 )
f e~(A+B2+0gin (D 2? + Bz + F) d
(25) o 1 A(B*--F2)+ SDED B — B )
- % 1+—'s(.u'+oi] sm[F+( [‘EAED-B:ARE’f,"arcmngK
(A?+D?) AP+ DY) 2 :

Les équations (20), (21), (24) et (25) comprennent, comme cas parti-
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culiers, les formules connues

. 1

L 2 -
f Q-Pz’mfcos(px’sinr)dx:(E) cos =,
- p 2
(26) .

1

- . . T\t

f e—P=*cosT sin (px?sint) dr = <E> sin 3
© n ‘;‘ _ s
f e~ax'cossx dr = <?z> e

(27) -
f e~ sinsx dr — o,
dont les derniéres subsistent pour des valeurs quelconques des con-
stantes a et s, pourvu que la partie réelle de la constante a reste posi-
tive.

Lorsque, dans la formule (5), on prend successivement

bmmas, b=—as\/—1,

et que I'on suppose, en outre, a =1, ¢ = 0, on en conclut

(28) e":(%) fwe-x’e‘-"*dx

et

1
(29) a— (;;)’f e~ p2sxV/=1 .

Les deux équations précédentes subsistent, non seulement pour des
valeurs réelles, mais encore pour des veleurs imaginaires de la con-
stante s, et peuvent étre employées utilement dans la solution de plu-
sieurs problemes.

. : 0
] ’ M —
Lorsqu’on pose, dans la premiére des formules (27), a = >, et que
I’on réduit chaque membre & la moitié de sa valeur, on.en conclut

14

; ° _lg 1,37
(30) f P .cossxd.z'::(£> e——’l-—,
0 2 'Y
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O pouvant étre une quantité positive, ou une expression imaginaire
dont la partie réelle soit positive. De plus, comme, en vertu de la for-
mule (30),

1
1
P e ?
e 2

92

o
b

sont évidemment deux fonctions réciproques de premiere espece, on
tirera de 'équation (71) de la page 190

i g _tow H B
(31) a’<£+e'?‘u~+—e ’ea—i-...).:(g),(;—{—e 10 e 20 +...>.

@, B désignant deux nombres choisis de maniere que l'on ait
(32) af =z aT.

kn d’autres termes, on aura

1 b [ b

% ! 0q* Oa? Bat b\ (1 ] [] '
33) «a -2-+e*“-+—e‘““+e‘°“+... =(z)\=4+e "+ "H+e "+...
a, b désignant deux nombres assujetlis i la condition

(34) ab=m.

Si, dans I'équation (33), on réduit la constante 0 a l'unité, on retrou-
vera la formule

w»

1
(35) a’(é +ed et g0ty ) =t <é + e b4 e~y -y )
déja obtenue précédemment (page 193 ). Si I'on fait, au contraire,
(36) = cost +\/—1sint,

" . . o e T ,
< désignant un arc réel, compris entre les limites — = + g, 'équa-
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tion (33) pourra étre réduite 2

%<COS i +V=1sin 2) [% + o—0"(cost+ V=T uint) . g~4at(cost+ =1 sint) +.. -l
(37) :

—pt T /s 3) ! —b%(cost— /=18inT —46%(cosT— =1 sinT
.,_b<cosl' V rsinz [2+e ( Taint) 4 ¢ )+...],

et I'on en conclura

ir T
g at ( cosf+e-“'°°“cos<; a’smr) +e—‘“‘°°“cos<7' fatsint) +
4 4 : |
(38)
-
1 T T T .
—uo b ( cosy +e""°°“cos(7 psing) +e“"'°°"cos<7 !.b’smr) 4.
L 4 5
( ir T T T .
at sm +e~a'esTgin( - — adsint | +e-ta'eostgin( 5 — fatsint ) -+
4 / A
4 4
(39) X
.l : I T Ld N
( = b? (; Sin < 4 g=breost sm(; — b’smr) - gmib ot sm(z‘- Ab’smr) +
: }
.

Si maintenant on pose
a=10bz= \/E,

I'équation (38) deviendra identique, mais I'équation (39) donnera
! ein —TcosT g} T 1 p—bTcosT -
(40) ,—)sm/;+e sin zwnsmr +-e sin 1——41rsmr +...==0

ou, ce qui revient au méme,

e~TeosTgin(mwsint) + L"“‘"“"'Sln(.;ﬂ' sin T)+.
1+ e-mewTeos (T sinT) + e~ YR eTeos (4 sinT) +.

T
(41) tang ; =
4

" I
Prenons, pour fixer les idées, © = & Alors on aura
V3

. [
sSintT = - CO8T == —)
2 2

et Pon tirera de la formule (41)

_TV ) TVl
—g Ve -y ZVC
(42) tang T = € T4e Toe T4
! 3~ SEA B ma

t+e Y4e e 4.
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Concevons a présent que I’'on pose tangg =«. On trouvera

. T x T 1
sin - —=

—— COS - = ———»
2 Vi4-at 2 Vi+a?
. _ar . aax?
sinTt -—“l—_.‘—x—’) 1— COST -——I—-_T_—'a;z
1— COoS - 1
T 053 1+ 2*)?—1
tang ; = — = ~ ;
sin —
2

puis, en désignant par » un nombre entier quelconque,

en"n(i-coa‘r-&- J:Txiut) . en"lt(l—cos‘!— J: gin‘t)
e=n'Eeosteos (nmsinT) == e~ -

2

. e mxy =1 (1+zy/=1)~ | p—tnrmzy/ =1 (1-xy=1)~1
—nt

o )
2

en"ﬁ( 1—cosT+y—1 sln‘r) — en’ﬂ( 1—cosT—y/ =1 sin‘l’)

ay/—1

x entnay—1 (1+axy=1) ! p-tatma /=1 (1-2y 1) )

2ay—1-

e—niTcosT gin (II’T'.' sinr) — e—n'w

= e—n*

Cela posé, la formule (41) donnera

(l’—&-x’)'}——l A+ At At
.r T Ao A Ayt At ...

(43)

les constantes A, A,, A,, Ay, A, ... étant déterminées par les équa-

tions
' .
Ag= - 4T - e~y emIT . emtem
A= om(e T+ 4 e T+ e "+ 16 e, L),
A=  am(e T+ 4 e T+ 9 e " +16 e 1674, )
ni
) < — f__i (e~™+ fte=*™ 4 gte—"% 4+ 16%e~14% 4., ),
A= —am (e ™+ f e+ g e+ 16 e-187 4, . )
44Tt (6T flemtT 4 gle~T 4 16%e— 1T . | )
87{3 -1 34T 3 T 3 167
- 3 (€ + fe T glem T 41671 - L),
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de telle sorte qu’on aura généralement, pour 2> o,
. ! —1, n—i1)(n—2 noe—1 .
("l')) Au—-—- <bn - ""‘I"‘ Su -1 -+ L“'—"‘l—( """" )S,, 9 — T —— b"_t bl)v

la valeur de S, étant

(46)  Sp= g (T (e g e G R L),

et le double signe == devant étre réduit au signe + ou au signe --,
suivant que le nombre entier 2 sera ou ne sera pas de I'une des formes
4m, fhm + 1. Si, dans P'équation (45), on attribue au nombre » :
1° les valeurs impaires

, 3, b, ..., 2m+1u;
2° les valeurs impaires

2, 4, 6, ..., am,

on en tirera suceessivement

7 A

A =8,
Ay =—8;+29,—
;A =8y — 48,4+ 68;,— 48, +8,,
PP ,
8 am am(am —1) L
Aoy = (—1)" [mm-n — ";‘hzm + - e Someg ...+ b,] H
A, =—8,+8,
Ay ==8,--38,4+38,—8,,
JAg == 8+ 38— 108+ 108,-- 58, + 8,
A ,
Ao :(—-)mls.m P G QBTN )y
v -

De plus, comme on a, en vertu de la formule du binome et en suppo-
sant x* <1,

i
(4+at)—r /v 8.3 135
(49) = x 4.t+——/“6.r 468 ... ),

OEuvres de C. — S. 11, t. VI, 37
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il est clair que 'équation (43) pourra étre présentée sous la forme

.

(50)

(A + A+ At

I

1

los
&£ x4

3.5

2 8~v’+..»>(A0+A.x’+Asw‘+1\ea'“+-~-

I
- L0+
6 i

-
=}

Lorsque, dans cette dernibre, on développe le second membre suivant

les puissances ascendantes de x, le développement doit coincider,

quel que soit x, avec le polyndme renfermé dans le premier membre ;

d’olt 'on conclut

(

a1

= 1A,
I
= Ay — =5 Ay,
4
2
1.3
- \ T - 'A" = """. ‘\ L]
TP A K 2.4.67°
e e .
I 1 1.3 1.3...(2m—1)
Apir = = Aom— = Agm- g+ — s Agpoy— . oth = A,
2am-i-1 o lam 2.‘1 2m- 3 ')..‘/;.‘.) 2m—} 2.4“.(21,1_+‘2) 0

Enfin, si on reporte dans les formules (51) les valeurs de A,, A,, A,,
A, ... tirées des ¢quations (44), ou, ce qui revient au méme, des
équations (47) et (48), on trouvera

(52)

I e fet T ge T 16em T

AT e T e T e e T

1

et I'on obtiendra des relations dignes. de remarque entre les sommes
désignées par S, S,, Sy, .... On aura, par exemple,

(53)

Ss = ;j <Sz - %Sl>v

ou, en d’autres termes,

(54)

8n?

e T4 4’8’”‘-{»— gae—nﬂ+ 16%e-167 4,

]y
= 521; (e~ fe=¥T - gre=9% 4 16te-t6m )

33

1)
(e ™+ 4 e¥F4g e 10 e187 4, ),

e e G e



SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES

DU

CALCUL DES RESIDUS.

Soit f(s) une fonction qui s’évanouisse lorsqu’on attribue a la
variable s des valeurs infinies, réelles ou imaginaives, et supposons
que le produit

() s f(s)

se réduise alors & une constante déterminée F. D'apres ce qu'on a dit
dans le premier Volume des E.xercices, page t1o ("), le résidu intégral
de la fonction f(=) sera précisément égal a 7, en sorte qu’on aura

(2) S =7

Comme cette derniere formule peut servir i résoudre un grand nombre
de problemes, il importe de bien fixer le sens de la proposition qu’elle
venferme. Tel est Pobjet dont nous allons d’abord nous occuper.

Jobserverai en premier lieu que, dans le cas ou 'équation

1

(3) — =0
Sz
a une infinité de racines, 'expression résidu intégral désigne la limite
vers laquelle la somme des résidus partiels de la fonction f(s) con-
verge de plus en plus, & mesure que I'on fait entrer dans cette somme
un plus grand nombre de termes. Or la valeur de cette limite peut

(1) QEuyres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 141.



292 SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES
dépendre de P'ordre dans lequel on range les résidus particls pour les
ajouter les uns aux autres. C'est ce qui arrivera, par exemple, si 'on

suppose
TCOSTS
S = s
Alors I'équation (3), réduite a
(4) ssints=o,

aura : 1° deux racines nulles, correspondantes & un résidu pareillement
nul; 2¢ des racines positives comprises dans la série

(5) oo, 3, 4 .,

et auxquelles correspondront les résidus partiels
-

] I 1
(6) I, ;‘-v 5’ ?;v ey

3 des racines négatives comprises dans la série
) R S

el auxquelles correspondront les résidus partiels

(8) —, —-g, -1, ~%,
Or, si, dans I'addition des résidus partiels, on sait 'ordre de grandeur
des valeurs numériques des racines, en ajoutant toujours simultané-
ment les résidus qui correspondent & des racines égales, mais affectées
de signes contraives, la somme obtenue sera constamment nulle, et
Pon pourra en dire autant de la limite vers laquelle convergera cette
somme, 4 mesure que U'on y fera entrer un plusv grand nombre de

termes. Donc, si 'on considere la notation

T COSTS
(9) ‘£<<:sinn:>>

comme destinée a représenter la limite de laquelle le résidu

LIPS /7 COSTS
(IO) ~n£—n<(5sinﬂz>)
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s'approche indéfiniment pour des valeurs croissantes de », on aura

~ TCOSTS
(1) &<<—s..ﬁ‘>>:’

Mais si, dans I'addition des résidus partiels, on n’a point é¢gard a
'ordre de grandeur des valeurs numériques des racines; si, pour
fixer les idées, on ajoute aux ~ premiers termes de la série (8) les
n -+ m premiers termes de la séric (6), m et n étant deux nombres
entiers quelconques, on obtiendra la somme

I 1 1

12 e -
( ) n-1 Il+‘3+ +Il—|—"t

qui, se trouvant toujours comprise cntre les deux quantités

(13) l<l+«’£>, I<l+—ll— >
n n-1

(vour p. 274), pourra converger vers une limite finie et positive, ou
méme vers une limite infinie, tandis que les nombres m et 2 eroitront
indéfiniment. On arriverait & des conclusions du méme genre, si 'on
ajoutait aux 2 premiers termes de la séric (6) les n +m premiers
termes de la série (8). Seulement alors la somme obtenue et Ia limite
vers laquelle cette somme convergerait deviendraient négatives. Ainsi,
dans le cas que nous considérons, le résidu intégral

Swen=E((5m5))

aura unc valeur générale indéterminéas, qui pourra étre finie ou indé-
finie, positive ou négative; et la formule (1 t) ne fournira qu’une valeur
particuliere de ce méme résidu.

Revenons au cas ou f(s) désigne une fonction quelconque. Alors
I’équation (3) pourra offrir non seulement des racines réelles, mais
encore des racines imaginaires. De plus, toute valeur imaginaire de =
pourra étre présentée sous la forme

(14) 5= rerv-i,
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r désignant une quantité positive appelée module, et p une variable
réelle, comprise entre les deux limites — =, 4 =. Enfin 'on pourra
concevoir que les variables réelles r et p représentent deux coordon-
nées polaires, savoir, le rayon vecteur d'un point mobile, ce rayon étant
compté & partir d'une origine fixe, et 'angle que fait le méme rayon
vecteur avec un axe fixe passant par l'origine. Cela posé, imaginons
que, dans le plan des coordonnées r et p, on trace unc courbe fermée
ou un contour fermé, dont la forme varie sans cesse et de maniere que
ses différents points s’éloignent indéfiniment de 1'origine. Supposons
d’ailleurs qu’on ajoute les uns aux autres les résidus partiels de la
fonction f(s) correspondants 4 des valeurs de r et de p qui indiquent
des points situés dans I'intérieur de la courbe. Le nombre des termes
dont se composera la somme ainsi obtenue croitra sans cesse, et la
limite vers laquelle convergera cette somme pourra dépendre de la
nature de la courbe dont nous avons parlé. Done le résidu intégral
de la fonction f(s), qui n’est autre que cette limite, aura le plus
souvent une valeur générale indéterminée. Mais il n’en sera plus de
méme si la courbe est réduite a la circonférence d'un cercle dont le
centre coincide avec lorigine, et dont le rayon R croisse de plus en
plus. Alors la somme des résidus de f(s) correspondants i des points
situés dans I'intérieur du cercle, c’est-a-dire la somme des résidus
correspondants aux racines dont le module sera inférieur a R, se trou-
vera représentée par la notation

(R) _(m)

(15) m":,(_m(( S(5))
[voir le premier Volume des Exercices, p. 207 (*)], et pourra converger
vers une limite déterminée, tandis que le rayon R deviendra de plus
en plus grand. Cette derniere limite sera une valeur particuliere du
résidu intégral

S s,

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 258.
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que nous appellerons valeur principale, et qu’il ne faut pas confondre
avec la valeur générale ci-dessus mentionnée. Dans I'exemple que nous
avons déja traité, le résidu intégral

Lron=£ ()

a pour valeur générale une quantité indéterminée, mais sa valeur prin-
cipale se réduit  zéro.

Les observations que nous venons de faire s’étendent au cas méme
ou, la fonction f(5) se présentant sous la forme d’une fraction, il s’agi-

rait d’évaluer le résidu intégral relatif aux racines de ](-':—) = o qui ren-
draient le dénominateur de la fraction nul ou le numérateur infini.
Supposons, pour fixer les idées,

f(s)

f(:') == F(Z).

Alors les valeurs principales des deux expressions

PG p )
CTF(E) T CUFE))

ne seront autres que les limites vers lesquelles convergeront les
résidus

(R) r(m («( f(;)))’ (I\»fﬁn f(s) _’

0~ -m F(3) (0)%=m (F(5)))

tandis que le module R deviendra de plus en plus grand.

Il est maintenant facile de s’assurer que, dans la formule (2), le
résidu intégral

F(@LEID)

doit toujours étre réduit a sa valeur principale. Effectivement, poury
parvenir, il suftit d’observer que cette formule peut étre déduite de
I’équation (64) de la page 212 du premier Volume (') a l'aide des
considérations suivantes.

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VI, p. 265.
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Supposons que la fonction f(5) ne demeure pas infinic pour 5 = o.
Alors, en remplacant ¢ par 5, f(¢) par f(5), et r, par zéro, dans I’équa-
tion (64) de la page 212 du premicr Yolume ('), on trouvera

()

(16) “U‘l; (( £(5)) -;;%f RerV=1 f(Rerv=T) dp.
-n

()™ (--T)

Jajoute que la formule (16) s’étend au cas méme ot la fonction /()

. . . 1 L3 B .0
devient infinic avec -, pourvu que, dans ce cas, on considere le résidu
de /(=) relatif & 5 = o comme renfermé dans la somme désignée par

la notation
()

R) |
&)

(0)

En effet, soit 2 le nombre des racines nulles de I'équation (3), et fai-
sons, pour abréger,

" f(s)==1{(3).
Les premiers termes du développement de /(=) suivant les puissances
ascendantes de s composeront le polynome

f(O) 1 f’(o) I f”(o) | f(m—l)(o)
T T A TR PN NN T

et la différence
f U (m—1)
m(s):/(:') _[_,%.24_;’,:_1 E(;()—) .-|—,,.+:l,_' : (O) ]

2.3, . (m—1)

sera une nouvelle fonction de = qui ne deviendra plus infinic avee -
On aura donc, en vertu de la formule (16),

(R) “m) I ™ =
(s - — 2PV —1 Py —1
0/¢ l—-rn(( (3)) gﬂf—:“ﬂtl’v m‘(l{el )d[).

Or, si I'on substitue dans I'équation précédente la valeur de (z), en
observant que I'on a, pour n > 1,

T pV=1 N B
t‘.‘/ <<ﬁ)) =0 R['f:"l’ V= dp = R""“\/ e~ (n=1pV=T dp — o;
-7 =

(') QEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 265.
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et, pour n =1,

T ‘/:T AT
(@) -e@) [z
V((;u o\\3 I, . _TR”C"P\/:T(IP —Rd/) ,

on obtiendra la formule

Ry (T R f(m 1)(0)
t'-/(_ WA D V.23 (m =)

(0)

['("'—”(o)
1.2.3...(m—=1'

S nem/ T f(RerV=T) dp —

2T,

qui pourra étre évidemment réduite a la formule (16).

Cela posé, désignons par # une constante déterminée, et admettons
(ue, en attribuant au module r des valeurs de plus en plus grandes,
on puisse choisir ces valeurs de maniere que la différence

(17) A“__.:f(z)—jtt:l'cl'\/T_T./(’l'U”\/—‘—l)—j
s'approche indéfiniment de zéro, quel que soit p. En désignant par R

une des valeurs dont il s’agit, et par ¢ la valeur correspondante de
Pintégrale

' W T
(18) ;EL/_,,AIIP’

on conclura de I'équation (16)

(R)

(19) @)=+

10)
puis, en prenant R = % ¢t supposant le résidu intégral
IR IS
réduit a sa valeur principale, on trouvera définitivement
() LS =7.

La démonstration précédente de la formule (2) subsisterait encore
si les valeurs de la différence
A=z f(5)—7,
OEuvres de C. — S.11, t. VIL. 38
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correspondantes i de trés grandes valeurs de s, étaient sensiblement
nulles pour des valeurs de p sensiblement distinctes de certaines quan-
tités pos pis Pas - .., et demeuraient finies pour des valeurs de p tres
rapprochées de p,. p,, p,. .... En effet, les parties de I'intégrale (18),
correspondantes A ces dernieres valeurs de p, seraient de la forme

1 Po+Es y Po+ s o
LT = [T (A=)

Po—84 Po—28

Po+ €2 Po+ €y
:"—!—<f Aldp-l-\/-—l [ A,dp),

(20) 3
\ ar Po— & ' Po—Ey

e,, €, désignant des nombres trés petits, et A,, A, des quantités finies.

Or, chacune des intégrales réelles

Pot+ & PotSs
f A, dp, f A, dp

Po—& Po -%y

étant égale au produit de la somme ¢, + ¢, par une moyenne entre les
diverses valeurs de A, ou de A,, resterait fort petite dans I'hypothese
admise; et on pourrait en dire autant, non seulement de 1’expres-
sion (20), mais encore de l'intégrale (18), dans laquelle toutes les
parties relatives & des valeurs sensibles de A seraient sensiblement
nulles. Ainsi, pour que notre démonstration subsiste, il suffit que
des valeurs de A, correspondantes a de trés grands modules de sz,
demeurent généralement, ou trés petites, ou finies, quel que soit
I'angle p, et ne puissent cesser d’étre trés petites, en devenant finies,
que pour certaines valeurs particulieres du méme angle. 11y a plus: il
suffit que cette condition puisse étre remplie pour des modules de =
convenahlement choisis, mais supérieurs a toute limite assignable, par
exemple pour des modules respectivement égaux aux différents termes
d’une série donnée et toujours croissante. Il pourrait d'ailleurs arriver
que d’autres valeurs de A, qui correspondraient 2 des modules de =
tres considérables, mais pris hors de la série donnée, fussent infinies;
et c'est ce qui arrivera d’ordinaire, lorsque I’équation (3) aura une
infinité de racines.
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Pour faire mieux saisir ces principes, appliquons-les 4 un cas parti-
culier, et supposons

(21) f(z):M=l<l+ _ 2 _>.
: I\

s(e*+eF) e+e*

Comme on trouvera dans ce cas

(23) sf(3)=1+

. =)
e*+ e s

il est clair que le produit z f(s) différera tres peu de I'unité, pour de
tres grandes valeurs attribuées au module r de la variable

s=rerVv=1=r(cosp +\—isinp),
tant que I'on n’aura pas sensiblement
(23) cosp ==o,

¢’est-a-dire,

A

(24) p=-+ ou p=—

Ainsi, dans le cas présent, on tirera de la formule (22) =1,

(23) A=s3f(5)—1=- d = 2

et e-3 e cos p+rsin py—1 4 g=reosp—r singpy =1

. U3
D’ailleurs, en prenant p === =, on trouvera s == ry-—1,

5 _ ',
(26) A= cosr

Or, cette derniere valeur de A deviendra infinie si 'on pose

.=(2n+l)1‘t’

(27) 7 5

n élant un nombre entier aussi grand que I’on voudra; mais elle res-
tera finie, et se réduira simplement i I'unité, si I'on pose

(28) r=nr,
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¢’est-a-dire, si I'on prend pour r un terme dc la série

(29) o, ® 2w 37 4T, ....

Il'y aplus : si le nombre entier » devient infiniment grand, la valeur

de A correspondante & r=n= restera toujours finie, lorsqu’elle ces-
sera d’étre infiniment petite, ou, ce qui revient au méme, lorsque

. [y . oyt s T .
I'angle p differe tres peu de I'une des quantités — =, + —- Pour le dé-

montrer, nommons A le module de la différence A et € un are réel
choisi de maniere i vérifier I'équation

R

(30) - M (cos® +y=1sin®) =4 = . e
ereosprsing =1 - e -Veosp—rsinp V-1

On tirera de cette ¢quation

7
i

(31) A=

GO 0 COS (27 Sl ) + ¢ e
Si maintenant on cherche les maxima et minima de 'expression
(32) e2esp g cos(arsinp) 4+ e~reown,

en considérant p comme seule variable, on reconnaitra qu’ils sont
donnés par la formule

cacospsin(arsinp) 4- (esr — -2 es) sinp = o,

a laquelle on ne peut satisfaire qu’en supposant

(33) cosp = o,
ou
3D sinp = o,

puisqu’on en tirerait dans toute autre hypothese

etreosp___ p—2rcosp _ sin (2 rsin P)
4rcosp - arsinp

<1,

et, par suite,
(arcosp)*  (2rcosp)’
1.2.3 C1.2.3.4.9 e <h
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ce qui serait absurde. 11 est aisé d’en conclure que 'expression (32)
admettra un seul maximum correspondant i sinp = o, savoir

(35) €M 2 o "V = (e + e~")?,
et un seul minimum correspondant a cosp = o, savoir
(36) I+ 2C0827r -1 ==/ cos?r.

Donc la quantité &* sera comprise entre les limites

) 2 2 1
(37 (+"“> " Gosty

et le module @ de la différence A ne surpassera jamais la valeur numé-
rique du rapport
38) !
(3¢ cosr
Ce rapport devient infini, comme on devait s’y attendre, quand on sup-

pose

- (2n+1)7

b2}

Mais, si 'on prend r = 2=, la valeur numérique du méme rapport, ou
la limite supérieure du module &, se réduira simplement a Punite.
Donc alors, dans la différence A, la partie réelle et le coefticient de
v — 1 seront renfermés entre les limites — 1, + 1, ct cette différence
sera toujours une valeur finie, quand elle cessera d’étre infiniment
petite, ce qu’il s’agissait de démontrer.
On aura donc, en vertu de la formule (2),
2 1.\*
G

(39) é‘/((z(e:—.—e“"').ﬁ:l’

pourvu que I’on réduise le résidu
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a sa valeur principale. La formule.(3y), étant développée, fournit I'é-
quation connue

(40) t— 3+ o= e

Y| =
Q-

De tout ce qu’on vient de dire, il résulte qu'on peut énoncer le théo-
reme suivant :

Turoreme . — Si, en attribuant au module r de la variable

s=r(cosp +y—1sinp)

_des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniere que le pro-
duit

(1) 5/(3)

devienne sensiblemment égal a une constante determinée §, quel que sot

d’ailleurs U'angle p, ou du moins de maniere que la difference

sf(s) -7
reste loujours finic ou infiniment petite, et ne cesse d'étre ipfiniment pe-
tite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs parli-
culiéres de U'angle p, on aura
() IAVIONESA

pourvu que, dans le premier membre de Uéquation (2), on réduise le residu
integral

PAEIE))
a sa valeur principale.

Corollaire I. — Lorsque les conditions énoncées dans le théoreme
précédent sont remplies, la valeur principale du résidu intégral
S (f(=2)

est completement déterminée par la formule (2). En d’autres termes,
I'expression

Ry “ [,
RAREOP)
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s'approche indéfiniment d’une limite fixe, tandis que l¢ nombre &
devient de plus en plus grand, et cette limite fixe est précisément la
constante ¥. Done, si I’on nomme

(‘,'l) ro’ rl? ,.’7 sy ’.ll’

les divers modules des racines de ’équation (3), rangés par ordre de
grandeur, et «, la somme des résidus partiels, relatifs aux racines qui
offrent le module r,, la série

(42) Wy Upy Ugy ooey Uy,
sera convergente, et I’on aura
(43) Uo—+ Uy + Ug+ ... =T

Si, au lieu de prolonger la série (42) a I'infini, on 'arrétait apres
un certain terme, la somme des termes conservés ne serait pas rigou-
reusement égale a 7, mais la différence entre cette somme et la somme
de la série serait représentée par l'intégrale (18). Nous montrerons,
dans un autre Article, comment on peut calculer par approximation
Iintégrale dont il s’agit, et par conséquent le reste de la série (42).

Corollaire II. — Si le nombre des valeurs de p, dans le voisinage

desquelles la différence
A=3zf(s)—F

cesse d’étre infiniment petite en demecurantfinie, croissait indéfiniment
avec le module r de la variable z, alors, pour que 'on put compter sur
I'exactitude de 'équation (7), il deviendrait nécessaire que la somme
des intégrales semblables & I'intégrale (20) s’approchat indétiniment,
pour des valeurs croissantes de r, de la limite zéro.

Exemples. — Appliquons maintenant le théoreme 1 4 quelques
exemples, et posons successivement

23 1z
(44) YO

22 —23
() SO =3 mew
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On aura, dans 'un et I'autre cas, § = 1. De plus, les valeurs de A, qui
correspondent aux valeurs précédentes de f(s), savoir

9

ot
47 —
(47) = (ez+e_;)17

resteront toujours finies ou infiniment petites, la premiere, pour toutes

les valeurs de rcomprises dans la série
("48) ~ T,

et la seconde, pour toutes les valeurs de 7 comprises dans la série (29),
¢t ne cesseront d’étre infiniment petites, en demeurant finies, que pour

. .. T T . .
des valeurs de p trés voisines de + > ou de — - Cela posé, on tirera

1 e¥ e .
T age))Th
~ (1 eB e
HY f = o —— |} =1
(20) V((: e’~~+—2+e"‘~>> ’

puis, en développant les équations (49) et (50), on retrouvera les for-
mules connues

de Ta formule (2)

(49)

C—=

2
(51) Lo 3ok = o o L
4 16 6

2
(32) l+l'4"—'7+—l——f—...:£-
9 25 4y 8

Lorsque la séric (42) est divergente, I'équation (2) ne saurait sub-
sister, et par conséquent 'on peut étre assuré que les conditions ¢non-
cées dans le théoreme I ne sont pas remplies. Ainsi, par exemple, si
'on suppose

~3m+-1
4

(33) S(3) =

et —e
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m désignant un nombre entier quelconque, la série (42) deviendra

" 27-‘.)»: 311 n
(54) 0, — -5 -+ ( ’ —‘( ) )
2 2 2

et scra divergente. Donc alors il sera impossible d’assigner au module

de 5 une valeur telle que la différence Areste finie ou infiniment petite,
quel que soit p. Celte conclusion est d’autant plus remarquable qu’on
a, dans le cas précédent, F = o, et que I'expression

A= Fme+ rim+i[cos(am + 2)p +y—1sin(am + 2)p|

5f(5)= ==

~ - -
e — e " (€082 P+ =T5in2p) __ o -rH(con2p+y—Tsindp)

s’évanouit en général pour des valeurs infinies du module r de la va-
”

3
—
2

. . . . N 9
riable =. Mais, si I'on attribue a I'angle p I'une des valeurs — o+
la méme expression réduite &

pim+2

deviendra infinie, quelle que soit la valeur infiniment grande attribuée
au module r, ce qui s’accorde avec la conclusion & laquelle nous étions
parvenus.

Lorsque, dans la formule (2), on suppose la constante § réduite &
zéro, on obtient, au lieu du théoréme I, celui que nous allons énoncer.

Tutoreme II. — Si, en attribuant au module r de la variable

s=r(cosp +y/—isinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manére que le pro-
duit

(M sf(z)

devienne sensiblement égal a séro, quel que soit d’ailleurs Uangle p, ou du
moins de maniére que ce produit reste toujours fini ou infiniment petit, et
ne cesse d’étre infiniment petit, en demeurant fini, que dans le voisinage

-

de certaines valeurs particuliéres de p, on aura

(55) S (S =0,

QFuvres de C. — S. 11, t. VIL. 39
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’

pourvu que, dans le second membre de Uéquation (55), on reduise le
résidu intégral

S ('( J()))
a sa valeur principale.
Exemples. — Posons successivement
(56) S5 =5 5,
& cots
(57) S(3) = —-

3

Alors, si I'on attribue au module de = une valeur infiniment grande
prise dans la série (48), le produit z f(z) deviendra infiniment petit,
quel que soit angle p. Par suite, la formule (55) entrainera les deux
¢quations

(3% (L)) =
(59) by (( c—(j—t: >> = 0.

ui coincident Pune et Pautre avee la formule (51). 1l est d’ailleurs

facile de s’assurer que ces deux équations s’accordent entre clles, at-
tendu que, pour passer de la premiecre a la seconde, il suffit de rem-
placer = par sy/—1.

Prenons encore

1
I Py b
e —e~"%) cosbs

(6o) S(3) = (

a et b désignant deux quantités positives. L’équation (3) sera vérifiée,
non seulement par la valeur s = o, mais encore par les valeurs de s
comprises dans les deux séries

+ T 2o 8T
(61) __n\/ noE 1, = a\/ L, ...
(62) + T + 37, + 27, .
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Or, si I'on attribue au module de 5 une valeur infiniment grande, tel-
lement choisie que la différence entre cette valcur et le terme le plus
voisin de chacune des suites

(63) x, an 3z .
e a a ’
4 E o 3m 5w
(64) 2b’ 20’ 20

soit une quantité finie, le produit = f(s) deviendra infiniment petit,
quel que soit I'angle p. On aura donc, en vertu de la formule (55),
1

(65) “-:(((e‘”——e‘“‘)cosb:)) =

ou, ce qui revient au méme,

e 1 1 1
E<4 — TR w5 T Timh o _me T ERG “ws T )

e a + e « ¢ 3 + ¢ a c a + e a
(66)
‘_._l_< I ~_ 1 -+ 1 _ >
I/ _Ta 3ma _imae sma _sma )
8“'-—8 20 e!l) 4 e 20 e:\b —e 20

Pareillement, si I'on désigne par f(s) et F(s) deux fonctions entiéres
de z, on trouvera successivement

(67) S (( :(( )) (e — c—‘“)COS’h))' B

(68) J (( 1‘:((:)) (ea~-e-"~) sinbs >

(69) J (( lf‘(( )) (e + e*"")cosm >) =

Si I'on suppose, pour plus de commodité, quelj,f—((—j—; soit une fonction

paire de 5, et que les racines de I'équation
(70) F(zs)=o

soient inégales entre elles; en désignant par s,, z,, ... ces mémes
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racines, on tirera de la formule (67)

1] 1 (o) lf(% :> 1 f(%zﬁvj[) I

- - e - — + —
F . wh 1:1: ___ ?lr_b —!l(_b
a| 4 F(o) p(f\/ )c,,_'_(, . p("lﬁ\/_,)ea et
) a a
e 3
i ’"(n) . f(r;b> C
TB) o/ m\ T w73\ ma _ama
_F(;}%) b e 1 F <§T)> eth .o 2
1| f(s) 1 f(3,) 1 'I
T2 | F(sy) (e emam) cosbs, - F'(z,) (€%%— €e7%%) cos b5, R
1(s)

Si 'on suppose, au contraire, que i soit une fonction impaire de =,

F(s)
choisie de maniére & s’évanouir pour z=o, on tirera de la formule (68)

V=) ()

a T — mho wh 271 T
¥ _\/._1 e"——c a F .«\/——1 et —p d

« a
YA 2T
f(z.) , f("z;) L
" T Ta _Ta - [a2m 2T a 2Ta .
}<<7)>eh__c b 1‘<“b“>c"~c b

RO [l'(~n) ! [(sy) !

T habFo) 2 |F (3 (eF—e ) sinbs, | F(s,) (@) sba,

il

<!

Concevons en particulier que I'on pose dans I'équation (71)

f(s) 1

FGG) 31+’
et dans I'équation (72)

f(s) s

Alors on trouvera
1 1 1 1 | 1 7
alfd ™ jaye ®b o _m am\ EEE_3EE
i e (-(;> et e ¢ et <-'-l—) et 4e
. 1 1 1 1 1
(73) =7 N: wa T 7 Tara swa T
o .1’_) o8 ot 91‘\) STy
an) € e (21) et —e

' [
*.. — ————-—.—.—_._
ac (e + e~b) sinac




(74)

DU CALCUL DES RESIDUS. 309

et
! 1 1 2 1 N 3 1
aict— g ®h b gict_fm? AmE _™b T gaga _gmuImh o amho ot
et —e e a —e a et —¢ a
I ! 2 1 3 1
+ i 2 ma wa Japt 2 imd v7a T pige ? Ama ima
Pey-q? Be ma o pledy fqr Ime _amd D pletygpud Ame 4T
eb —e b eb g b ¢ g b

I I 1

T 4mabe T am (ebeebe)sinac

Si, aprés avoir multiplié par ¢® les deux membres de équation (73),
on prend ¢ = oo, on retrouvera la formule (66). Ajoutons que, si,
aprés avoir multiplié par la constante a les deux membres de chacune
des formules (73) et (74), on réduit cette constante & zéro, on ob-
tiendra les équations

~ 1 I I 1 1 S ,
(7*)) 2 3 ) -+ 5 A\t - _/".: 262(ellc+ e—b(')
i ct+ ——) e e
2b 20 2b
(56) 1 1 v 1 b

T T ey

) e (‘M’J’ra dmy!

qui étaient déja connues et peuvent s’écrire ainsi qu il suit :

(7 L (sormas)=o
o L e )=

Lorsqu’on pose, dans I'équation (67),

f(z) — gtm
F(s) ’
et dans I'équation (68) ou (69),
f(:) fod z’lﬂ*—'
F(s) ’
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m désignant un nombre entier quelconque, on obtient les formules

(___ l)m+1 I 92m 32m
amet (T CmE T Ime _ame © wmr  _ame vt
e 3 e « e « -+ e « e (3 ~+ e «@
(79) 7 1 32m 52m
' ...(20)2”.“( Ta o _ma  ¥Ed _3ma | kma  _&wad )
eﬂl: —e 26 e!b —e 26 ei(: —e 20 y
(__ l)m+l 1 22m+: 32m-+-1
a"’"'*T( GO T TV LN T A ¥ VA >
et —ep @ el g « et —e «
(80) 1 1 g2m+1 32m+1
' = pimea ( Ta _ma  iwa  gma © dRa  _wma )
\ eh —e b e b _ e b e b e b
(__ l)’" 1 32m+1 52m+1
PETES < wh_mh T wmh _imh U ERG_gmi )
C,%ll -+ ¢ Pt e?u “+e 2 e “+ e 20
(81) 1 i 32m+1 52m+l A
= pimw | ma _ma  Wma  _gRa © wEq gm0 >
et 4 2 e e 2 et ¢ 20

Si l'on posait, au contraire, dans ’équation (67),

et, dans I'équation (68) ou (69g),

f(3s) 1

F(5) = pimxt’
on trouverait
/ — ( 1 )ﬂm )"m -
. ) G
— m--1 H2m--t — ‘ .
( l) . a b _®h tnh 21!/» 41:1; 31{h *
e (l + e « e l( + e ll e (l + e « _
- [\ Cp\2m
82 ,-) 7
( ) — qtm bam—l y 3 + 5 —_
- Ta _Ta 3T™a _3Ta [ _STa o
| 6% Tt gt o R b 3k _
— l‘t‘f’"' f ! . ! y
2 & (e%*— e~%%) cos bz ((5%3))
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O AN O

— m 22m — _—
( l) a Th b amh 21:h+ inh smh s

et —e © ea_e Ta e"-—e «

of [ L

— b!m .
- Ta _Ta 2™ _ima 3ma __3ma
_eb—e b el —e 0 elb —e b |
—_— —TE""+1 [‘ ! !
2 (6“" 8_"") sm ba (( =2/m—+1 ))
[' ( I >1m+l /1 \sm+t
1 3 (5
m+1 Ham —_— -
(=nm*ta T b Inh BN T R 11
_Eﬁ;+ e—ni_u e 2a _i_e—.‘!‘u_ e 2a —+ (, EYR -
8/ ) - l)zm 1 ) < 1 \)iuH—l W
(84) ¢ bhrm ! 3 )
- T wa | Bma _ama 5Ta hma
e?l) + e_;T et +e EY e 1 _+__’; ED
1/ \Emt i 1
2\ 2 C (% ey coshs ()

Il est bon d’observer que les équations (79), (80) devicnnent inexactes
dans le cas ot 'on suppose m = o, el doivent alors étre remplacées
par la formule (66) et la suivante :

1 l ) 2 3
ol W Tms T Eme o Tiwe v wmr T Tama oo

e g a l,'“-—-L‘« a ¢ Mo @
(85)

1 1 2 3 1
— Z)’i Ta _®a T Tma 1T -+ ST _3Ta T ) 7T _/'Tgab.

(:”-—c b eb—(f - L‘" —e b

Lorsque, dans les formules (82), (83), (84), on pose successive-
ment m=o0, m=1,m=2, ..., on en tire : 1° la formule (66);
° celles qui suivent :

n b T 1 1 1
g 2ha T me _mb T 3 ERE _amb 3 IRE  _amb
u__e a ea e eu — a
(86) T a 1 1 1 | 1
—45 ] “ma~ 5 g« _21{u+§ R “3ma " 't
eb—¢ b e b _e b e b —g b
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1 1 1 1 1
b —wb 3 Tsmh —amh + E 3mh —gmb
ellt+e 2 etu +e 1a e 2a + e 2a
(87)¢
T 1 1 1 1 1
— 8§ Tma« 1:"'*"’3 ama _ama T 3ma ~ma T
eth o 1h eth e th PSP T
/ 1 1 b 1 1
a h _mh Z" amh _2ﬂ+—' EE) LT
\8 o + e a e « + ¢ « e a + e a
1 1 1 1 1
(88) 1 =4 ( s — § TEr  _ams T35 vEe o _wmd
cﬂh — e 2 el _ e 20 1 — 2h
T a?— 302
-+ =7 )
24 a
. 1 i 1 1 1
T T TwE g TRb T _wwb U5 WRE _imb e
et —e @ et —e @ Lo e T
I 1 1
i %@ § ime  _imd o AEa _ima
e b ¢ b e b e b et —¢ h

. © 7(@*+ b)) —10al?
1440 ab ’

o f ) I 1 1 1 ’
G\ W TmR T gy FRE emk T OpE ERe  _smb e
e!u + e 2a e 2a +e 2a e fa'_‘_ e 21

|

(
wm%=w<m' 72—

|

?

Lorsque, dans ces derniéres formules, on pose & = o, on retrouve
les équations connues

{ 1 I 1 ™
TRt T At T
(91) 1 1 1 7mt
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et
1 t_ v, =T
sl-—g 5 5 —4!
(92) ¢ 1 1 1 n3
'l st st T3y

313

Si l'on prend, au contraire b = a, les formules (85), (87), (89) don-

neront
1 2 3 _
T — e—T iR __ g-in T AR e T T R
I 1 ] L h 1
(93) eﬂ__g-‘l\’ 23 e’ﬂ_c—’ﬁ 3" em,__c-a-n
1 1 1 1 1
eT— g-7 gl @3N _ g—Im -+ 37 @I __ 3T
1 1 1 I 1 .
T % 3 i _iE T 5 EE  _im
et e °? el 4+c 2 el 4 ¢ 9
(94) 1 1 1 1 1 i
R S T T R T S T T -
elte e?t+ec ? e? +e ?

...............................................

............

Kn général, si 'on pose a=04 =1, on tirera de la formule (83), en y

remplacant m par 2m — 1, et de la formule (84),
par 2m,

en y remplacant m

GO ) R () )

5) —— =
(95) eT— e~T M _ g-1% ' gT_ o-in —Z‘TE

(96) —

n I [ X3
el+e

_z i
T T4 3

=
L i\7

et e

1\ b+t \ ¢+t
I (3) <§> 1/ et
_ N = (E)

Clef—e?) sins

Q)

C(e*+eF)coss

Les seconds membres des deux équations qui précedent peuvent étre
facilement exprimés par le moyen des nombres de Bernoulli, comme
nous le montrerons dans un autre Article. Ces équations comprennent
d’ailleurs comme cas particuliers les formules (93) et (94). Si 'ony

OFuvres de C. — S. 11, t. VII.

4o
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change m en — m, elles donneront

1 o m-+1 3$m+l
- RS DS - - —_— . .20
(97) P PrL =T -+ PR BT ’
I Jem—1 Hem—t )
— - — LT O
(9%) O s iR T aE  iw ”
et ? ¢? 4-¢ 2 ¢?+e @

pourvu que le nombre entier m ne se réduise pas i zéro. Les formules
(97) et (98) pourraient encore se déduire des équations (80) et (81).
Si l'on pose dans la formule (68)

{(3)» [(-5), (l:/):;;:?‘.',

et, dans la formule (69),

f(3)

3
4(~,

—

) T
[(s*), a:l;:;»

|

-
-

((z*) désignant une fonction rationnelle de =', on tivera de ces for-

mules
’ " ;
‘eﬂ,_'("."-_' [ — I iT [(2 )’*‘(,—f RPREFT [(3%) —
(99) ¢
( T (:'(:‘) >
Th e (e™—e ™) sinws \\ s )
1 {
3 5 .
\_-7'5 1t|(l)~ 3m |(3)+ BT ‘()5)"‘
(100) /ct+,.2 (,z+,, T (,2_,_9 2
1 '|v(:,)\ \
§¢( LR £ n:((\ B ))
et +e ’)cos-;;—
\ 4
Prenons, pour fixer les idées,
(G = a0

s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire. Alors les
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formules (99) et (100) donneront

/ 1 1 2 ! + 3 1
5 T ¢~T [ s0 @I g~iR gb b iR __g—am 36
101 .
(r01) L fmts?
8t eVt cos(rsy/a) + e~ Ve )’
I ' 1
1 1 3 1 5 i
3 T g 9% _am 35_’_3',"" Bm AR G g
etye et ye et e
(102) R
T, 4 .
16s* s
2 T J:
Vit 2c0s \/ +e
2

Jusqu'ici nous avons supposé que les constantes, désignées par @ et b
dans les formules (67), (68), (69), elc., étaient des quantités posi-
tives. Mais il serait facile de prouver, & P'aide du théoreme 11, que ces
formules peuvent étre ¢tendues a des valeurs négatives ou imaginaives
des mémes constantes. Cette observation fournit encore divers résul-
tats dignes de remarque. Si, pour fixer les idées, on pose, dans la for-
mule (68), ’

((,os 4\~ 1sin - ) V—1, b -':<tosg+\/:_f sing» F{E—;—; 3—27,%77

m désignant un nombre enticr et § un arc réel, on trouvera

(03) & :_'-H i — . .0__; \oo,
\ sin[(cos;—q— —1sin= ) Jsm ( os——\/——mn-> l >

ou, ce qui revient au méme,

e™sinlgin (1 cosd — mh) + e " gin (1 cosd + m0)
L,thn”___ Py COS(QTF COSG) —+ (,—-21htin°
¢ ermindgin(amcosd — mY) + e-tsinlsin (2w cosd 4 mb) .

= &Ilﬁ-}-l eiﬂsino_ 2 COS(!ﬂT COSG) 4~ (:—Lwainﬂ
v esmsinlgin (37 cosd — mh) + e~*msindgin (3w cosl + m0)
(10d) {4+
a J2m+t eﬁmsino —_— COS(GTE 0056) + e-ﬁﬂuinﬂ
_ n»lm+l 1 )

8§ sin [(Cosg + \/:T sin g-)z] sin [(COS 9 — \/.—- 1 sln | (( »2/n+1))
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La formule (104) subsiste dans le cas méme ol 'on y remplace m par
—m. Seulement le second membre s'évanouit alors, dés que le nombre
m devient supérieur a I'unité.

Lorsque, dans la formule (104), on prend § = 7—;, on est ramené i

I’équation (g5). Si 'on prenait, au contraire, 0 = g, cette formule

donnerait
I 1 i 05 mm
ma wp B amg amd T 08—~
el +e¢ ! et +e
o3y { (1. ' v in "%
‘ql‘m-t-l e"ﬁ——- (3‘"\/3 4im+( e"‘\/:'— e-""t/a +... ) sin 3
. ﬂ!m+l “ [‘ ' __!—“—— .
8 “ei_ncossy3 + e (37H))]
puis on en conclurait : 1 en remplacant m par — 1,
! 1 3 5
S 2 T R T T BT IR
(106) let+e P et we ¢t +e¢ ?
o 1 2 + 3 ;
TAm TV =TV IMVE __ g-amy3 | pmys_ gamys > 23

2° en remplacant 7 par —m, ct supposant le nombre m supérieur a
I'unité,

' Jam—t + mr
i - —: e ey e SRR AR cos —-3—
el +e ? e P +e 1! y,

(107)

+ 9im—1 . 4lm-l + 6m—1 ) sin mm o
D\ TV e=Vi ptmyi__ e-tmys  amyi__ g-dmys 3 -

Ajoutons que, si I'on remplace / par 3m, on tirera des formules (105)
et (107)

I 1 1
m _“'/i— 3um+l ,1“/5 3-,”/5
e? e ? e’ +e !

(108)

= (— 1) mtm+1 ¢ ((%))WH

3 “ei—ac083y/3+ e

T —— et
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et

I 3sm—l 50m-—t
10 = -~ — —.
(109) nv3 _my3 w3 _snﬁ+ BT V3 _51:,/3
e +¢ ? e? e e?! e ?

L0,

On conclura, en particulier, de la formule (108), en prenant m = o,

1

110) ! 3 + _ T
( o T3 —1@— ”__Ja _M ‘_?_\ﬁ —.M'—'...__ ZS-.
2

et 4e ! e ! +e ? et +e

S -

Parmi les diverses formules que nous venons d’établir, les unes four-
nissent immédiatement les sommes de certaines séries. Telles sont les
formules (93), (94), (95) et suivantes. D’autres servent seulement &
transformer les sommes des séries que renferment leurs premiers
membres. Or, ces transformations seront souvent fort utiles pour le
caleul numérique des sommes dont il s’agit. Ainsi, en particulier, con-
cevons que I'on propose d’évaluer la somme

1. 1 1 1
£— — £ - e = ot —

&€ £zt @’ z*

pour une valeur de x tres peu différente de 'unité, par exemple, pour
x = 1,0001. Comme, dans la série

i ) 3
) ) y veey

I - 1 ! 1 3
(1,0001) — | —— (1,0001)% —
1,000( 1,0001 1,000l

le terme dont le rang est indiqué par le nombre 140000, savoir:

1,0001 —

¥

140000

[ 140000’
(l,oool)“"""ow( )

1,0001

surpasse un dixieme, il est clair que, pour obtenir & un dixiéme prés
et par un calcul direct la somme demandée, il faudra évaluer environ
cent quarante mille termes. Par conséquent, le calcul direct de la
somme demandée sera impraticable. Mais il est aisé de transformer
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cette somme & l'aide de la formule (85). En effet, si 'on pose dans

cette formule
Eﬁ
e" == .xr=-=1,000I1,

et si I'on fait d’ailleurs, pour abréger,

72 9,8696043

X == - =98%00,977...
L.e ™™ I(1,0001) 95700,977- - -
on en conclura
/ 1 2 3
—_— — + — - —
1 1
s.l‘"-—- a2t —
(i) / N r o
( e X + aX ’
Tle\f e N T XTI T

Or, dans le second membre de I'équation (111), on pourra négliger
sans erreur sensible les termes qui renferment X, et dont le premier,

savoir
—X

N o=

a une valeur numérique plus petite que I'expression

1\ 42860
10,

On aura done, avec une approximation extrémement considérable,

! LN 8 ! 2500, 124
. - — .. T — = 2) g97. ...
; /||J‘ » 124997

Les applications que nous venons de faire de la formule (55) suffi-
sent pour en montrer I'importance. On pourrait, au reste, multiplier
indéfiniment ces applications. Parmi les équations remarquables aux-
quelles on parviendrait de cette manicre, nous citerons encore les trois
formules ‘

(112) &(((em"" P—m)cosﬂ:zl'(:‘))):o,

(e™— e ™) sinTs
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(ti3) f ! GOW -,
CA\\cosams — cosama) (€37 + e~ — g cosama) 3 -
. 1 I

A
(llll) (&) ( T T - . o
e> —e *)sinrs 5('-‘* )

=0,

dans lesquelles a, s désignent des quantités réelles ou des expressions

imaginaires, et {(3") une fonction rationnelle de 5*, qui peut étre quel-
. . . ’ . 1

conque dans la formule (113), mais qui doit s’évanouir avee = dans la

formule (r12). Sil'on développe ces trois formules, on en tirera

[ et~ T4-e- . T4 e~ .
\(—,1': (f‘"l(l)+c2 ,__(,~2'n:9|(2 )+e”‘—~-e‘“3l(3 )+
(115) | R
' __ T pFem4e™)cosns (()(34) ,
T4 ¢ (eM—e ™) sinms 3
S [(a*) 1 B [[(x+1)'] N
o T cosama e R o1 @O o cosana g iR
v 1 ot —1
(116) . il L1

a1 ePET o8 a o e AR D)

~ 1 ' 3%)
= Zsinama I >
2 C(CoS2Ts—Cos: )roc)(e"“—«)-e"‘“--—2@03'»7:1)(( s >>’

! 1 1
\ I 1 1 2 Lt 3
PR e S S gt
(117) PRt Tyt
' _n 2 — (™5 - ¢ ®ViS) cosy/as ,
i as —~—4(0"&/"+e*“ﬁ)cosw\/2s+e““r+2(0521!\/2s+¢' anyi

Lorsqu'on pose s=o, la formule (117) reproduit la premiere des
¢quations (gr). Ajoutons que, si I'on prend

I("')-;"_;_ o

les formules (115) et (116) donneront

[ Ty =% e 4 et o AT edm 3
s CT— e T [4-sb eI e W gb gy b A _pmam Jh g +ee
18 - - -
(118) 7 [e™Viacosmsy/a + e~ TVE 1
= 5 = ~ — == |
A8t \emevi— 2 cosmsy/a - e-movE
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, i 1

1 o 1 o+1
+...
#Tacosama - e @5 | oReH 3 Cosana 4 e RaTD (a+1)t st

I

1 a—1

1" +..
(119) + G 3 gosana + 6 e (a—1)' s

__msinama 1
T s f(r—cosama)

Tsinano 1
st i ycosamsya+ etV fcosama(emVi 4 e~V )cosmsy/a -+ feostana

Si, dans ces dernieres formules, on fait évanouir s, on en tirera

e" e 1 et g e84 e T g
(130) et ¢ % + PR T + 38 oI gin to= 180"

1 1 I I
— + +os
@b ™ — g cosaTa+ et (a+41)8 erMatl— g cosana + e @R

(1a1) =+ ! ! +...
(o —1)® e™e=1) — g cosama + e~*7(@-1)

_ T a4-cosama

= = - §iN 2T,
3 (1—cosama)

On peut encore déduire du théoreme I deux propositions qui méri-
tent d’étre mentionnécs, et que nous allons faire connaitre.
Tuconine 1. — Si, en attribuant au module r de la varvable
s=r(cosp +y—1sinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniere que le pro-
duit

(122) 5t
devienne sensiblement égal @ une constante determinée §, quel que sou

d'atlleurs I'angle p, ou du motns de maniére que la différence

(123) :f(z)—‘f('—:')_g

2

reste toujours finte ou infiniment petite, et ne cesse d'étre infiniment petite,
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en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particulieres
de p, on aura
(124) Er@n =75
pourvu que, dans le premier membre de U'équation (124), on réduse le
residu intégral

F(PAEID)

a sa valeur principale.

Démonstration. — Soit z = 5, une racine quelconque de I’équa-
tion (3). Si 'on pose

s=—1U, Sy=— 1,
on aura
ds .
de — 7

et la formule (41) de la page 173 du premier Volume (') donnera

C(3m30SG) _ p =) S 1)

§ ==
(125) CT (5 =25 C (- 4)

De plus, comme le module de la variable ¢ sera constamment égal au
module de la variable s, il est clair que Péquation (125) entrainera la
suivante :

() (R) ()

Ry (7 (R) .
@) LT (== 8T (e on=— £ (A=),

Si maintenant on fait converger le module R vers la limite «, on trou-
vera, en passant aux limites et supposant les résidus

SSE), S (=) &((}_‘(_)—Tf_(_—_)))

réduits a leurs valeurs principales,

(2) SN ==& (f(—5))= D=L E=D),

2

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 217.
OFuvresde C. — S.11, t. VII. 41
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ct, par suite,
(128) Esan=§((f2=4=2).

Comme on aura d’ailleurs, en vertu de I’hypothése admise et du théo-
reme 1,

(20 (R

9

on trouvera définitivement
“;((f(:)))r-éf,

ce qu’il s’agissait de démontrer.
Dans le cas particulier ot la constante  devient nulle, on obtient, a
la place du théoreme 111, celui que nous allons énoncer.

Tutorime IV. — S, en attribuant au module r de la variable
5= r(cosp +\/—1sinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les chousir de maniére que le pro-
duit (122) devienne sensiblement ¢gal a zcro, quel que soit d'ailleurs
Langle p, ou du moins de maniére que ce produit reste toujours fini ou in-
Jiniment petit, et ne cesse d’éire infiniment pelit, en demeurant fint, que
dans le votsinage de certaines valeurs particuliéres de p, on aura

(130) L =o,

pourvu que, dans le second membre de U'équation (130), on rédwise le
résidu intégral

Sy

a sa valeur principale.

Corollaire. — Lorsque la fonction JS(3) est paire, c’est-a-dire, lors-
qu’elle ne change pas de valeur, tandis que la variable s change de
signe, on a identiquement, quel que soit s,

sf@=fn, L2/
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Donc alors la valeur principale du résidu intégral

,L (f(5))
s'évanouit.
Exemple. — Si 'on prend
;) — TCOSTS
)= ssinws

on obtiendra la formule

E((Zrs)) =,

323

qui subsiste effectivement dans le cas olt 'on réduit le résidu qu’elle

renferme 4 sa valeur principale, mais peut devenir inexacte dans le cas

contraire, ainsi que nous ’avons montré ci-dessus.,
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FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE

EN FRACTIONS RATIONNELLES.

Soit f(x) une fonction qui devienne infinie pour certaines valeurs
de la variable . On pourra, dans beaucoup de cas, développer cette
fonction en une série de fractions rationnelles, par le moyen des for-
mules (59), (6o), ete., de la page 112 du premier Volume (*). Mais,
pour n’avoir pas d’erreurs a craindre dans I'application des formules
de ce genre, il importe de fixer d’'une maniere précise le sens des nota-
tions qu’elles renferment, et les conditions sous lesquelles elles sub-
sistent. On y parviendra sans peine a I'aide des principes exposés dans
I"article précédent, et 'on établira ainsi les diverses propositions que
nous allons énoncer.

Tukoreme 1. — Si, en attribuant au module r de la variable
s=r(cosp +\/—1sinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniere.que la fonc-
tion f(3) devienne sensiblement égale a une constante determinée 3, ou
du moins de maniere que la différence

(1) S5 =&

reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d’étre infiniment pelite.

(') QEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 143 et 14].
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en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particuliéres
de I'angle p, on aura

) fay= gD g

pourvu que, dans le second membre de U équation (2); on réduise le résidu

intégral
§ (@A)
C r—s
a sa valeur principale.
Démonstration. — Pour déduire cette proposition du premier théo-

reme de l'article précédent, il suffit de substituer a la fonction f(s),
dans la formule (2) de la page 302, le rapport

S(3)

— X

)

3]

et d’observer que, dans ’hypothese admise, le produit

LB g

l_

l!!h,

deviendra généralement égal a #, pour des valeurs infinies de 5. Cela
)
posé, la formule citée se trouvera remplacée par la suivante

E((L2)) = sy — g LD s,

qui coincide évidemment avec I’équation (2).

Exemple. — Si 'on prend

(ex,_ e—x)z

err -+ e ’

f(z)=
la fonction

f(z)=flr(cosp +y—1sinp)|

conservera une valeur finie, quand le module r sera un nombre infini-
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ment grand pris dans la série

[ 3m 2T i 3n
- —_ p —) ool
2’ » 2 ’ ’ Py )

et cette valeur différcra tres peu de 'unité, 2 moins que I'angle p ne
. . , . T .

devienne sensiblement égal & == —. Par suite, on trouvera § =1, et

I’équation (2) donnera

(e*— e—%)* I (8 — e—3)?

m:l+t‘/;£—; ((e** -+ e7%))
=1+ V! ! — T
1 P 7 — tang['
x— V=t e
@ -+ - : tang;iE
<x—-—'%r —1 x+é[~:5\/—l 4

ou, ce qui revient au méme,

(4) ———(ex__e-x)a:I_E[ ! — 3 + 5

2L =20 2 AN 2 e B
i

Dans le cas particulier o la constante 7 devient nulle, on obtient,
a la place du théoreme 1, la proposition suivante :

Tueorime 1I. — Si, en attribuant au module r de la variable

s=r(cosp +\y—1 sinp)

des valeurs infimiment grandes, on peut les choisir de maniére que la
Sonction f(3) devienne sensiblement égale a séro, quel que soit d’ailleurs
Uangle p, ou du moins de maniére que cette fonction reste toujours finie
ou infiniment pelite, et ne cesse d’étre infiniment petite, en demeurant
Jinie, que dans le voisinage de certaines valeurs particuliéres de p, on
aura

() fay= g LLEN,
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3

pourvu que, dans le second membre de I'équation (5), on réduise le résidu

inlégral

@OV
L

r—3
a sa valeur principale.

Exemples. — Si P'on prend successivement pour f(x) les quatre

fonctions
1 1 1

1

) —) Dt ——
sinz” cosx er—et  ef4e 7

on tirera de la formule (5)

) 1 1 o I 1
( sinz ~ C (x—3)((sinz)) ~x—‘<w~—n+w+n

(7) I ___{/ C1 _ T _ T A
cosz Clz—a3)((coss) | . @ T it 3nm

1 t
er—et T C(r—3)((F—eF))

1 I

1 I
)‘l'( + )"-'-)
r—2T £+ 2T

e uu - )((e"+ 7))
(9)

—__(.l‘—ﬂ\/—l .z+1:\/:_l>+%

(

{

— -+ = | —...
r—amy—1 .r+2nv’~|)

ou, ce qui revient au méme,

1 1
= + == | o e —=
(77:-0—29:\/—1 n«zx\/-q) <3n+2x\/—1 3 —azy—1

)
* e )
)
-

L 1
(10) sinz PO /mz__J,x z__zl
I 1 3
(i) cosz 41r(7:‘-- hat gt fat
1 _ 1 z | 1
(12) et—e%  agx nz_'_‘z-z G+ ot 91!2-1-1“
3 L_—ar ! 3
) Fr= = aria i BT +/;x’

)+....

Ces diverses équations s'accordent avec celles qu'Euler a données
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dans VIntroduction a ' Analyse des infiniment petits. Si, apres avoir
développé les deux membres de chacune d’elles suivant les puissances
ascendantes de a, on égale entre eux les coefficients des puissances
semblables, on trouvera les formules connues

L1 1 L m? =1 (s 1 m?
PR AT ga ) 1.2
1 1 1 77 1, i3
—— e L = — = o~ (28— 1) ——
(14) IO T U 720 50( '):.2.3.4’
LI L _3l1t6__l(95 0 m°
2% 3% T 48 T 7T 30240 T 42t 1.2.3.4.5.6
.................................................... 3
’ . I + I 1 + __7?
375 T Ty
\ ot 1 L n?
(15) ) 3 T 7 T 32’
LI 1= Sm
¥R T T 1536’
b
. . . I i 1 '
Les équations (14), dans lesquelles les fractions 5z 7-s 7~ -+ sont
30 4

précisément les nombres de Bernoulli, pourraient étre immédiatement
déduites des formules (71) de la page 349 du premier Volume (*).

Tutorime I1l. — Si, en attribuant au module r de la variable
s=r(cosp -+\/—1isinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniére que les
deux fonctions

(16) f_(_f)_"f_,ﬁ:i),
u7) f(z):::f(—-z)

deviennent sensiblement égales, la premiére a une constante déterminée 3,

(') OFEuores de Cauchy, S. 11, T. VI, p. j12.
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la seconde a une autre constante 3,, ou du moins de maniére que cha-
cune des differences

(18) J(3) ““)f(—'z)__j,
(19) AD=S9) g,

reste toujours finte ou infiniment petite, et ne cesse d'élre infiniment petite,
en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particu-
lieres de U'angle p, on aura

(20) f(r):&%ﬂ;%n —{_—f—{—.z-f,,

pourvu que, dans le second membre de 'équation (20), on réduise le

résidu intégral
N@G))

C nr—23
a sa valeur principale.

Démonstration. — Pour déduive cette proposition du théoreme 111
de Particle précédent, il suffit de substituer a la fonction f(z), dans
la formule (124) de la page 321, le rapport

S(3)

S—&

ct d’observer que, dans I’hypothése admise, le produit

N3 S J@ [ | @)= S

S$—r — 3— 2 A3
F =

2 £

se réduira généralement a .
F+z3,

pour des valeurs infinies du module de 5. Cela posé, la formule citée
se trouvera remplacée par la suivante

L((%)) =f(z)— {/% =F+ 3,

qui coincide évidemment avec P’équation (20).
OFuvres de C. — S. 11, t. VIl 42
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Ezemples. — Sil’on prend

f(x):cotéy

on trouvera

1
cos —
./'(5)+f(—5)_0 S —f(—3) _ s,
2 - 23 -
ZSln:
et par suite
F=o, Fi=1
Cela posé, la formule (20) donnera
/ 1
((eor3))
ot =+ f s
- C xr—z
1 1 1 I 1 ' A
(21) —-Z'—E;( l+’—'——l>—m< : -+ |>
& — - A= £ ——= A4 —
T w 2T 2T
_ 1 1 I
=X\ ma s, T inie—1 | omlat—1
Soit encore
. ba
sin——
(22) fy=—"20,
sin ———
x*—a

a, b, c designant trois constantes réelles ou imaginaires; et supposons

b, T ) 1 . .
le module du rapport - égal ou inférieur & - afin que la fonction /(=)

conserve une valeur finiec quand on attribue & z — @ une valeur tres
peu différente de zéro. On aura sensiblement, pour de trés grandes
valeurs du module de =,

S+ f(=3)_ b S(&)—=f(=3) __ b

2 c 23 ac

)

et l'on en conclura
b b
F= Pe j,: —_—
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Cela posé, a formule (20) donnera

i §i ba
s~ §in - -—-
(24) r—ua _(1(’”‘.1' o r 1 Te-n
ci? 4 . «a Cr—; cat !
sl = sin-, -, ) )

anh
08— \lll —

R (‘ ‘ ’ ca.r o
‘in l‘tl_' K fl) \/7-(—1:__7,] T (u'— l‘) ‘/,, (), +e)
PR
o oy
B Mo inrru i e =
g Valm—e)  Caomatoaad) ~/b(,l__,) =it
zr/f by
sin—-- ¢0s -
( F—
2T
. byr(m—-0)
sin - e, ) )
ca- . V_v_l'/l' o
T T T :;“W—ﬂ\rlrl—it.;’—)f = mlad—at)
Siy pour fiser les idées, on prend b =1, ¢ = 2, on tirera de Iéqua-
tion (24)
N \/7(1: )
sin e )
r—a 1 v 3 24
e L St e et ——
G 2( T ’(11,(:(—1)
sin—- —,
-
Q0.7 9 2
20t Fan (1) \,/7,]-:(7,} f‘z) G- an(ate- )
1) | [ —
() V3ndm—)
Cos -~
20" .
wibr 3R (= )
\ inlin - —
sin ==
2w ? waxr

A e S ey
;r(|r+) VA=) Hﬂ( T—g) =R(@—L)

R T R R R R R R R

Si Fon prenait b==1, ¢ =1, l'équation (24) s véduirait i la for-
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mule (30) de la page 139 du premier Volume (*). Mais, comme on
aurait alors %’ =1> 2, on ne pourrait plus compter sur 'exactitude

de 'équation (24). Nous avons effectivement reconnu par un calcul
numérique que la formule (30) de la page 139 du premier Volume est
inexacte.

Si, apres avoir développé les deux membres de 1'équation (24) sui-
vantles puissances ascendantes de @, on égale entre eux les coefficients
des puissances semblables, on obtiendra de nouvelles formules, savoir,

v’ . ¢ sm— cosb'n(Tr +0) ¢ sin_z_n'_ cos 9.\/——_“.2_“.:"_.9
sinb _b_ N c p N
sine "~ ¢ T(m+c) 2m(2m+¢) -
o sinL cos YEE =) 3,270 o VAR aT e
-+ ¢ - ¢ c -
7"'(7?"0) . 2m(2m—c)
(26) / o —
) ccosﬂ’ Sin’i\lf(_”i‘l ccosz_ﬂ_{)_ sin b\/zﬂ(9ﬂ+0)
heosh b _ ¢ P N z _———-_c -
sme e (mroyREe) (a5 <) Yan (a7 + )
ccos 2 ull sin b\/‘rr(n'——c) ccos ﬂ_"gilk_\/—u,“ )
4 . 5
" “‘c)\/":(ﬂ—c) (27‘:—-0)\/').7((37:_0)

puis, en posant b = x, ¢ = 2, on en conclura

[ [cos\/ﬂ(ﬂ+2.z‘) COS\/Sn(Sz—i-zx) ]

1 2
(7) cos.v’”_'_!‘x (T +2z)  3n(3n+2z) .
27 A
, [Cos\/ﬂ(nz—-zw) COS\/&n(B:—-ax)' ]
' +iz rr—a2) | 3n(3m—az) "
'__l__:zl___“s_ig_\_/ﬂnj—_g:)_~+ sinyarn(er+x)
(a8) \Si"‘” . (n+z)r(n+2)  (an-+a)Vin(am+z)
2 i

’ . sinyn(m— x) sinyarn(an—z)

\ (r—2)r(r—=x) (ar—2z)an(an—z)

*) OEupres de Cauchy, 8. 11, T. Vl,'p. 176,



DES FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE, ETC. 333

Si I'on remplace, dans ces dernieres, @ par mar, elles donneront

L
m 1 dn 2 \! T )
cos - (1—ax) cos— | 1— 5 & s —|1—5x
2 1 2 3 + A
1—or 3t .2 5 2
: 1— s =X
1 4 3 J
(29) =1+
CoST.L T ] . L
T 1 3n a2 \? i 2 \¢
€08 - (1 -+ a.x) COS— {1+ 5 & €os —|{ 14 z.r
2 1 2 3 ] 2 5 .
1+ 2z 3 2 5
! I+ 1+
' 3 5
1 .
. xr\? o
. ! sinem| 11—~ sin3n 5
sinm (1 — ) 1 2 1 3
. PR 3 +ﬁ K
(1 —x)? <| Jt)* (I m)’
( o +1 2, 3
sinte e wt

. r\* - &
. ! sinam| 1+ —) sindm{i-+
sm1r(1-+— x)! + 1 2 1 3

“|d

(1+2)

1+ = 1+, )
2 S Y
Enfin, si, apres avoir développé les deux membres de I'équation (29)
ou (Jo) suivant les puissances ascendantes de , on égale entre eux
les coefficients des puissances semblables, on obtiendra des formules
qui pourront étre réduites aux équations connues

;H_ + L + n’4_12’~| nt
3 AT 8T6 1.2

™ 1 2—1 7
R .1 LT =

(31 ¢ 3 5‘ 7 96 30 3 r.2.3.4
LN R oot ab— r
% 5 70 T gbo T ha 2 1.2.3.4.5.6'
R R P I I S I PR R y
H_ + L n_1oan
4* T T 6
1+ + -l— -+ n‘_l e
(32) ‘ 4‘ = 90 30 1.2.3.4
1+ + <+ 7 L L
[.‘ T T 1.0.3.4.5.60

R R N I IR R I




33 SUR LE DEVELOPPEMENT

Il serait facile de vérifier numériquement, dans des cas particuliers,
les formules (24), (25), (26), (27) et (28). Ainsi, par exemple, si
I'on prend « = g, la formule (27) deviendra identique, et la for-
mule (28) donnera

! —_ 72 E o —
. sin'“/g'l sin = 4.3 sinm/ﬁ'5 sinm/8'7 sinﬂ"/m'9
E——E=0896..: — 2 + : 2 + 2
b Wi 3WE3 T 565 By gvioy
3 T e 5 —
(33) sinm/"'3 sinm//'”) sinm'/’ﬁ'7 sinﬂ‘/s'9 sinﬂW’O'”

) 2 2
SR o e
323 5¢4.5 6.7 9V8.9 1y10. 11

=0,56263... + 0,07176.., +0,02672. ..+ 0,01384... + 0,00843... +...

+0,08829... + 0,03020,.. +0,01510...40,00004... + 0,00001... +....
9 9

Afin d’¢valuer plus aisément la somme des sinus que renferme I'équa-
tion précédente, nous observerons que I'on a sensiblement, pour de
trés grandes valeurs du nombre enticr n,

Sinm/an(zn—lj Sinﬁ\/ﬂlt((«!ll+l) N ' p
(—1 =t ~i__ — _a___._ :—Lsingz\—";-
(an—1)yan(2n—1) (an-+1)yann+n)d 404 e

On trouvera d'ailleurs

a1 w23

sin ——-]-i— sin ——— : -

2 ; 9
e — —— =0,56263... 4 0,08829... = L~ +0,3973...,
2. 3y2.3 ' ’ 97

- L+ ——— = 0,07176... +0,03020... = *= 40,0135...,
3y13 565 77 ' 16
5 — .
sin T————-\/f_’ sin ™ \/2 7 Va
— — —— ==0,02672... 4+ 0,01510... = 3= +0,0023...,
s aybg ) % T
Hin—-ﬂ‘/a&.; inﬂ—-@ \/'i
+ =0,01384... +0,00904... = %+ -+ 0,0007....
W oy 20090+ = g 00007
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sin ﬂ———\/;o'g sin’ﬂ:;l—l /i
- - —— =0,00843... + 0,00601... = = 4 0,0003...,
g\/10.9 1y1o.11 100

...............................................................

e g -
sin V2! snﬂm sinﬁ\/b') sinm'/ir7 sinm/m ?
_ 2 + 2 2 2
a1 343 5y6.5 7v8.7 gV10.9
“mﬂ\/ﬂ-' sinﬂ\/a'5 sinﬂ/ﬁ'7 sin’rm myio.
_ 2 + 2 2_ . L 2 .
3a3 o aES pfbgr 98 o
Va/ 1o . . .
-.:-‘- |+z+(-+... +0,2973. .+ -+ 0,0133 .. + 0,0023... + 0,0007. .. -+ 0,0003,.. ..
_..‘/; 7! X 315... =
-TT).-+0,310..,_0,581...+0, 15...=20,806...,

ainsi que I'on devait s’y attendre.

. c . y
Lorsqu'on attribue au rapport -, ou au produit 2z, dans les for-

mules (24), (26), (29), ou bien & la vaviable 2, dans la formule (30),
une valeur réelle supérieure & =, les sinus renfermés dans un ou plu-
sieurs termes de ces formules se changent en exponentielles. Ainsi,
par exemple, on tirera de la formule (30) : 1° en supposant la va-
riable z comprise entre les limites z =1, & = 2,

sinwe

i 9 3
2(z —1)? (l Jr>’
1 1 2

__'_ sinzn(u'—_ §>% . i sin31:(|-~ ;)I’
i ) '
(-3

32
_;_
. &
. 5|n315<1+ '3;)

"

ezl __ o=zl

. z\!
sinn(|+w)'} Ll smzn(n+;>
- =
(1+ )} 2

o T ey
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2° en supposant la variable @ comprise entre les limites =2, =3,

1

eIl -1 | em2Z-Y) e~z sm31r<1~-3->
D R + o 3 + 3‘2 3 o
: a(x—1)? ? 2<x '>i ) (l x>7
. 1 1o 2 3
(3h) —=——+=
sinmz e wt 1
. x\* . z\?
. i sinam| 1+~ sindm{ 1+ 5
sinm(1+ x) 1 2 I 3
e "‘”"'*{"— ——;2 - ;, —-g;_, - ; o
1+ z x
(+2) (I+ —) <l+ '.—)
.2 3

.....................................................................................

Dans le cas ou les constantes 7 et 7, s’évanouissent, le troisieme
théortme coincide avec la proposition qure nous allons énoncer.

Tutonine IV, — S, en attribuant au module r de la varable
s=r(cosp+y=1 sinp)

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de maniere que les deux

Jonctions

(16) [ fz3),
J(z) = f(=3)

(17) T

deviennent sensiblement nulles, quel que soit d’ailleurs Uangle p, ou du
moins de maniére que chacune de ces fonctions reste toujours finie ou infi-
niment pelile, el ne cesse d'étre infiniment petite, en demeurant finie, que
dans le voisinage de certaines valeurs particuliéres de p, on aura

(36) Sy =g 2D,

r—3

pourvu que, dans le second membre de I'équation (36), on reduise le re-
sidu intégral

a sa valeur princzpale.
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Exemple. — Supposons
flz)=

i
b
ex— 3008 b + e—%

a et b désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Les expres-
sions (16) et (17) deviendront infiniment petites quand on attribuera
au module de la variable s des valeurs infiniment grandes, mais sensi-
blement distinctes de celles que fournit I'équation

e —2c0shs + %=y,
et on tirera de la formule (36)

1

e — g coshr + e—ax
= ! _ am .
T (@2 + bY)a? sin .-_ﬂ_b:_ alnto (b——— “\/:)’J"
b—ay—i
. 4m C
sin %/m_l)_-__ fmt-- (" —fl\/-— () et
bh— a\v--1
_ 6% :
sin 078 6rmt— (b~ ay-1)'a
(37) ) b—ay—1
_ am .
gin — 20 am—(b+ay—i)w
b+ay—1
— 4m . B
sin "QE“I)::— frmt— (,’ +ay—1)'at
b+a \/—— 1
LI ;
sin ——EE—b—_: 6tmt-- (b + ay—1)'zt e
b +a\y—1

| i I

Si, pour plus de simplicité, on prend b = a, on trouvera

1
€% g cosax + e—9%

1 1 I ]
= —— —natz* T — 2
P e — et latzt e (an)+ia'a
' 3 1
s T 3 Vb
i % — 3% (In)i4-tatw

OEuvres de C. — S. 11, t. VIL 43

]
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o . L. | B Y .
Si 'on prenait, au contraire, b = -ya® + b, on en conclurait
2

a
l) = + -_
V3
1
€3% — ac0s 2= + et
V3
_ 3 ! 4+ Latr?
T haat s myi Tt intetat+ fataet
e ? 4e 2
(39) 3 @npedeter
amyi _anys (3m)t 43 (3T atai+Latat
€t ¢ ¢
awata? 1 [ )
V3 Vi -y (2W) 4+ L(2m) et +{atat
2 1 - 7]
i e-myi (4n) 4+ Y(4n)atat + fatat T

I’équation (38) s’accorde avec la formule (101) de la page 315. De
plus, si, apres avoir-développé suivant les puissances ascendantes de «
les deux membres de I'équation (38) ou (39), on compare cntre eux
les coefficients des puissances semblables, on sera immédiatement
ramené aux formules (93), (95), (105), (108) et (110) de larticle
précédent.

1l est bon d’observer que l’expi‘ession (16) est toujours nulle dans
le cas ot /() désigne une fonction impaire de la variable «, c¢’est-
a-dire une fonction qui change de signe quand on y remplace « par
— x. Alors, la formule (36) subsistera si, pour des valeurs du module
de s infiniment grandes et convenablement choisies, 'expression (17)
reste toujours finie ou infiniment petite, et finie seulement dans le voi-
sinage de certaines valeurs particulieres de I’angle p.

Exemples. — Si I'on prend successivement pour f(x) les deux fonc-
tions impaires
e+ e~

cotx, m ’
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on tirera de la formule (36)

(4o) mu_a((COh)l
(41) z:iZ: =5 ((%»’

ou, ce qui revient au méme,

(42) colr =~ —ax ! -+ ! + ! -+
YT w2 hmt— ax? gnt—at )

x

ef+e*

1 1 1
3 —— = — 42X R
(43) prampe Sl n’+m*+/;7r’+r’+g)7t’+x’+

Ces dernieres équations étaient déja connues, ainsi que plusieurs
autres du méme genre que 'on pourrait aisément déduire de la for-
mule (36).

Supposons encore que I'on prenne successivement, pour S(x), les
deux fonctions impaires

I I
0 n ’
(v "¢~ ysinbxz’ (e 4 e-¥F)sinbax

a, b désignant deux constantes réelles et positives. L'expression (17)
deviendra nulle, & trés peu pres, quand on attribuera au module de ¥
des valeurs (res considérables, mais sensiblement distinctes de celles
qui vérifient ’équation

etI'on tirera de la formule (36)

1 ~ 1 I
(44) (e®***— e~*'2") sinba = L 7 —z (((e"—e*=")sinb3s))’

1 ) 1 1
45 - .
() e¥'®' 4 e—a¥ Y 5inb C‘-/ z—3 (((e** + e ¥y sinbz))’
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ou, ce qui revient au méme,

I

_ b 1 +2b | i _ 1 I .
Thdz * a0 1000 D c(T) —-e'(%)’ — bzt e(’”’;’"‘)'_g(%' oy +J

byam _”'/”'> b\/ hax _'i_'/’:) byar
(TE+ a!x!) (f‘ G +e I sm _ye- + almi) (e 2 —e i €08 —-—= 2“[
a
(46) biin byim -
(eT—zcosﬂl/;—E +c""'~> (r'+a*ah)\fam

—2az AT — o _bhE o
(2m -+ a*a? ( H >\inb;/iﬂ+(z1r—a’x’)<e e 2 )cosb_\@l‘

byhn

(e a zcos——»~+e “ )(4nfﬂ-1-a‘x‘) 4

............................................................................

| 1 ,
(e¥'¥' 4 e=a"Ysinbur

1 i 1 1 1 I
T LG‘#)‘H-(’%)‘ N +]

bR w«) - bym wﬂ) -
(n'-i-aa’x’)(e"'——e 2 COS%*(ﬂ*'?a=$’)( 1u+¢, 2 Siﬂ%%?-r

bym - b
(‘C Wi -4E
e —20057—"‘6

)(n’+4a‘z‘)\/ﬁ

—laz

byin b{’ 1;,/‘ bﬁ:)
(3n+za‘x’)<c Moe "‘)cos \/372 aa’z’)( Mope smwsﬂ

- bﬁ)
(4 —2605—a—-+6

(97t + 4a‘a*) B

Si, pour fixer les idées, on prend a =1, b= x, les formules (46)



DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE, ETC. 34

et (47) donneront

1

1
(e — e=#") sinnia

_~/1E 1 - 1 + 27 1 1 I 1 + I 1
=27\6 et \/E PLSSPELE SR R et [W—J/" eI . ¢-I% gﬂ-—l" I
Ty

Who w R
(Tf-k-x’)(e’ +e ! )Sin%\/—;+(n—-x’)(e‘ —e ’)COS'H—Z—-\/E

(emVi—acosmya +e-™V) (n1 4 2*) /2

LI

LI 7 m/I) =)
- ). S T
(zn+x’)(e Pe ? )sm—g—; —¢ * cosj\{[!

(emve —acosmyfl + &™) (hnt-+ )i

1‘_/_3
+(27r-—x’)(e :

et

1

—
(e*' + e*') sinw’x

L 1 L o 1 o
m\/r_r—*_\/—i et re T r—at eV hr—g? e gn—at
n T T T
L AR TR g
(1r+2.z")<e’——e ’)cos———(fr——zx‘-’) e'+e */sin-
(49) 2 < ) 2
(e"— 20087 + e=%) (m! =+ fa*)\/1
bz i = ' : -
-4 T LT
Ve (31t+2z’)<e fe ! )cosﬂ—ﬁ—(h—m’)(c’“ +e ! >sin7rT-‘/§
a (emV3—3cosmy3+e-™Vi) (gnt+ 4a*) 3
+

Si, dans chacune des formules qui précedent, on développait les
deux membres suivant les puissances ascendantes de @, la compa-
raison des coefficients des puissances semblables fournirait une infi-
nité d’équations nouvelles. Ainsi, par exemple, on tirerait des for-
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mules (46)'et (47), en supposant b = y/,

1 1 1 1 1
onal _ g—mal K evmar __ g—mat + 6 A _ g—9mat
L3 LT ~ Ty LI .
(TZC ‘T,.‘) L TV2 ( T _Ta£> T2
. el 4e sin—— + \e e cos ——
Vi rm-+ aa 2a
T ihfea  ah L] nys -8
. e® —2c08— +e “
e ﬂﬁ) ( 10 ﬂ\/;) -
S TG ) T ST T
(czu +-e a Sln—\/?;—l— et _p 2a COS—\/;
2a aa
2/l il AL
e —2c08s——+e “
a
E S T T
et
1 1 1 1 1
T L gmmat T Z emat | g—bma =+ (‘) edmat __ g—omat
nyi ml]) - < 1 n 1) -
ST V1 wa L T ) e TV
. (0"‘ —e cosL— e e M sm—L
om + 2a 20 2a
‘ RE T i E
e 2008—— +e “
a
( TS LEE) = L) T3 3
eza e 2a cos \/ e_m +e Fa “nr\‘
2a 2a
33 ni Y BRL
e 2C08—— +¢e
s T A

11 est important de se rappeler qu'on n'a le droit de compter sur
P'exactitude des formules obtenues dans cet article et dans I'article
précédent qu'autant que 'on suppose les résidus qu’clles comprennent
réduits a leurs valeurs principales. Ainsi, en particulier, on doit, dans
la formule (40), considérer le résidu

B

((cotz))
&3

(52)
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comme désignant la limite vers laquelle converge I'expression

R 1®((eots))

£
O -m) £—3

(33)

tandis que le module R devient infiniment grand. De plus, comme
toutes les racines de I'équation

]
cots

(54)

=0

sont réelles, il est clair que la limite dont il s’agit coincide avec celle
vers laquelle converge le résidu

T ((eots)

4
(55) O

tandis que le nombre N croit de plus en plus. Si a ce dernier résidu on
substituait le suivant

e ((eots))

(56) -

alors, en faisant croitre indéfiniment les nombres M et N, on obtien-
drait encore pour limite 'une des valeurs qui conviennent au résidu
intégral. Mais cette valeur pourrait différer de cotx. Concevons, pour
fixer les idées, que, n désignant un nombre entier aussi grand que l'on
voudra, on suppose M compris entre les deux nombres nr, (n+ 1),
et N entre les deux nombres 227, (22 + 1)%. On trouvera, dans cette
hypothese,

o ((eots)) 1 1 1 i
W< ¥

oot
6 =3 £ r+m L£+3% z+nn

1 1 I 1 [
+ +oot + +...+ ’
r—T &—2T r—nn r—(n+NT Tr—anm

~+

ou, ce qui revient at méme,
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Or, si I’on observe que la somme

1 1 1
-+ + it —
(n+1)t—ux (n+2&1r—x 20T — T

1 | 1 1
= = -+ “+ ...+ ’
T £ £ xT
n 41— — n—+ 22— — 2n — —
T T T

toujours comprise entre les deux quantités

1 n 1 n
—1f 1+ y =1f 1+ ’
T Jx ™ X
n— — nH4-f— —
T N ™

doit se réduire avec elles, pour une valeur infinie de », au rapport

1(2)

——

T

on reconnaitra immédiatement que le second membre de I’équa-
tion (58) a pour limite, non plus la fonetion cotx, mais la diffé-
rence

(59) cota -

1),
T



USAGE DU CALCUL DES RESIDUS

LA SOMMATION OU LA TRANSFORMATION DES SERIES

DONT LE TERME GENERAL EST UNE FONCTION PAIRE DU NOMBRE
Qut REI’N’SSENTE LE RANG DE CE TERME.

Dans le bel Ouvrage qui a pour titre Jntroduction a ! Analyse des in-
Jiniment petits, et dans le Tome Il de ses Opuscules analytiques, Euler
est parvenu, en développant certaines fonctions exponentielles ou cir-
culaires, & des séries dignes de remarque, desquelles on déduit aisé-
ment d’autres séries du méme genre que j'ai considérées dans un Mé-
moire présenté a 'Institut en 1814 (zoir le Tome | des Memoires des
Savants étrangers, p. 763 et 783) ('), et qui depuis ont été reproduites
dans divers Ouvrages. Or il importe d’observer que, i I'aide du caleul
des résidus, on peut, non seulement parvenir plus directement qu’on
ne 'avait encore fait & la sommation des séries ci-dessus mentionnées,
mais encore sommer ou transformer un grand nombre d’autres séries.
(’est ce que je vais montrer dans cet article.

Lorsque dans une série le terme général est exprimé i l'aide du
nombre n qui indique son rang, cetle série est nécessairement de la
forme

O] Sy f(2), f3), ..., f(n), ...,

Sf(z) désignant une fonction donnée de . De plus, si la fonction /f(s)
est paire, c’est-a-dire si elle conserve la méme valeur, tandis que la

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. I, p. 43 et 453,
OFuvresde C. — $. 11, t. VIL. 44
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variable 5 change de signe, on aura identiquement
(2) J(@)=f(=3),

et, par conséquent, la série (1) pourra étre présentée sous la forme

(3) fO+f=n [+ f=2) B+ /(=3)
2 P

Enfin, comme les quantités

0, 1, % 3y [h cey
(4 g ,
{ 4

-1, —9% “3’ hant 1)

comprennent toutes les racines de I'équation
(5) sints—=o,

et que la fonction sinzs a pour dérivée = coswz, on trouvera, en ad-
mettant que la série (3) soit convergente,

(6) J0)+J0)+F )+ J(3) ot S ) 5 f=3) = G s

ou du moins

3 sSinms

(5) f)+f(a +f(3)+...+f(—()+f(—--.3)+f(—3)+...:£~__(_"'_),<<Tr:.cosp_s>).

Les deux équations qui précedent.peuvent servir I'une et 'autre & la
sommation ou & la transformation de la série (1) ou (3). Mais la pre-
miere suppose que f(s) conserve une valeur finie pour s =o.

Si I'on désignait par f(s), non plus une fonction paire, mais une
fonction quelconque de s, le bindme

(8) J(3) + f(=3)

serait une fonction paire de la méme variable, et la somme de la série
qui aurait pour terme général

(9) f(r)+ fl—



POUR LA SOMMATION DES SERIES. 347

ou bien
(o f(n)+ fi=n)

se déduirait encore de I'une des formules (6) ou ().

Supposons maintenant la fonction f(s) telle que, pour des valeurs
infiniment grandes, mais convenablement choisies, du module r de la
variable z, I'un des produits

() 5/ (3)
(12) ;f("'_)wf’fzf(:,:)

reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisi-
nage de cerlaines valeurs particulieres du quotient f Concevons d’ail-
leurs que, pour satisfaire & ces conditions, il suffise d'attribuer au
module r des valeurs infiniment grandes, qui different sensiblement
des termes d'une certaine série. On pourra remplir encorc ces eondi-
tions, apres avoir multiplié le produit (11) ou (12) par le facteur

COST S
(13) sinms’
et le théoreme 11 de la page 305, ou le théoréme IV de la page 322
donnera
\ meosTs\'
(1) é/«ﬂ:)"siiima)):o'

En combinant I'équation (14) avec les formules (6) et (7), on obtien-
dra les suivantes
(1) SO)+ J(1) + S35+ F(3) ot fl=1) = f(=2) + f(=3) oz D (1(3))),
(16) S0+ J0) )+ flm) =) £3) i SRR (1),
dont la premiére suppose que f(s) conserve unc valeur finie pour
s =o0. Observons enfin que, dans les formules (15) et (16), on peut, &
I'expression
TCOSTS
sints '

(17)
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substituer I'expression équivalente

11 s'agit & présent de constater I'utilité de ces formules pour la somma-
tion ou la transformation des sérics. .

Concevons d'abord que la fonction f(s) se réduise & une fraction
rationnelle. Si, dans cette fraction, le degré du dénominateur surpasse
le degré du numérateur, le produit (11), ou du moins le produit (12),
remplira les conditions prescrites, et, par conséquent, la somme de la
série (1) ou (3) sera déterminée par I'une des formules (15), (16).
Ainsi, par exemple, si 'on prend

t

(19) J(3)= 5

g

m désignant un nombre entier quelconque, la formule (16) donncra

i ] ! _ ll‘dlsinm 1
W+W+f“§+"'——iv ds  ((zm)

(20) 1+

puis on en conclura, en posant =5 =1,

i 1 I ] dlsine s
(21) [ E';+W+(;—2.”-'+"';:_§n"”£7t~h Kﬁﬁ).)

Comme on aura d'atlleurs
sint=1(0)+1{1— & “
sint-=1(t —_——— L
! (H+ <I l.2.3+ L2340 )

a t‘ 1o X :
I G e s Rt o = S s )

on tirera de la formule (21)

1 1 1
2,—",+§m+3;7,;+..,

m""”"S[ 1 Lo3(p g+ 1) AR ___'____“"...],
pg+r+o. (1adap)(radg)tador). \rad/ 7 12343 l.zJ.f.:’z.ﬁ.;)

1+
(23)
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le signe § indiquant unc somme de termes semblables acelui qui est

renfermé entre les parentheses, et devant s'étendre & tous les sy

condition
(24)

pH2qg+3r+. = m

De méme, si I'on prend

f(:);(ﬁs-}-l)”",
la formule (15) donnera
1 [ i v dlsings |
() vrmt gt st~ L n

1 2
puis, on en COﬂC]Ura, cn pOSﬂnt45 + 1= ;[,

; ! ! ! LR\ o d (1 —sing)
(20) I+W+W+W+...:——;<;‘> {/Md[_w

(omme on aura d'ailleurs

. ¢ & B
‘ I(1—sin¢)- .‘l<1— T3 T I +...>

a
) [t P e v N
(27) —“(:‘m*““ 3T

on tirera de la formule (20)

I I

1
'+W+W+W+“‘

o\ 1 "2'3"'(/”“_’/"“"+'_:ﬁ__<f)"(._
( =m(\§> S[p+—l}+r+...(1.2.3...}1)(1.3.3...4/)(1.2.3...:')... ]

I,

stemes
de valeurs entieres, nulles ou positives, de p, G Ty oo qui vérifient 1

((l,”l ))

!

|

)

]
IEERE

le signe § indiquant une somme de termes semblables & celui qui est
renfermé entre les accolades, et devant s'étendre i toutes les valeurs
entibres, nulles ou positives, de p, g, 7, ... qui vérifient la condition

(29) p_’._3,]+5r+,,,:2m.



NE

32m+l )1m+| - 71m+l

Am ""'*’S[ o Lada(p+q+r+..) AP )‘/’
( [l+l]+l'+...(l.2.3...p)(1.2.3...l])(I.').S...I')...(;)( 123 k
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De plus, comme on a évidemment

“ 1 1 1 1 1 1 1
(30) l+3m+5'?m+7~’~';l +"‘:<l—;ﬁﬁ><l+;il_u+§ﬁ+m+"')‘

on peut affirmer que les sommes indiquées par le signe § dans les
équations (23) et (28) sont gntee elles dans le rapport de 2" — 14
Punité. C'est ce que I'on vérifiera aisément dans les cas particuliers.
On trouvera, par exemple,

Si T'on prenait pour valeur de f(s), non plus le rapport m;;,

mais le rapport
1
(ha + 1t

alors, & la place de I'équation (28), on obtiendrait la formule

!
o

le signe § devant s'étendre & toutes les valeurs entieres, nulles ou
positives, de p, ¢, r, ... qui vérifient la condition

(33) p3g+Sr+mam+r

Les formules (23) et (32), dont la premitre était déja connue (voir
le Volume I, page 349) ('), comprennent, comme cas particuliers,
les équations (71) (ibidem), et les équations (15) de la page 328.

(") Okiusres de Cauchy, 8. 1I, T. VI, p, 1a.
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Supposons encore que I'on prenne

1

f(z): (—5-:0-_:«—)""’

s désignant une quantité réelle ou une expressmn imaginaire. La for-

mule (15) donnera
64 LS SO U S __-_‘Edlsmr..mym;

s (snm o (s—a)m o (s+2)m (s—z "'
. 3
puis, on en COHCIU!‘R, en posant 5= . Sy

1 1 1 1 1
. W+Hm+mﬁ+m+m+
(5) rdlsm(t-.-m) 1 ___é:dl(coet—votmqmt) 1

O A () T a4 @)

Comme on aura d’ailleurs, pour des valeurs de ¢ peu différentes de zéro,

1 ! @ 2
‘ 1(cost — cotmssint) = (— colms + — — --——700“!8—...)
i e 1.2.3

(36) ¢

1/t & ® \?
— ~{-colRs + — — —— cotns~-...) ey
2\ 1.2 1.2.3

on tirera de la formule (35)

1. I 1 1 I
e O G AR

3
(57) —mn"‘S[ 1 1230 (p+q+r+.) colms\P (14 ’_go_tgi .‘
- P qrto (L230p) (L230g) (L2300 7)\ 1 1.3 ( 1.2, 3) Nk

le signe § devant étre étendu & toutes les valeurs entiéres, nulles ou
positives, de p, ¢, r, ... qui vérifient I'équation (24). Si, pour fixer

+oaee

les idées, on réduit le nombre m 2 I'unité, la formule (37) donnera

1 1 I I
38 _.+ — e e e e ——— 4, =T 0TS,
(3%) s—|+s+1+s—-z+s+z+

Si, dans cette derniere, on remplace s par sy~ 1, on trouvera

(39) I+ 1 + 1 + 1 + 1 _ne"‘+e"“
S sy—=1 s—y=1 s+ay=1 s—2y—1 eM—e™
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Les formules (38) et (39) coincident avec les équations connues

[ 1 1 1
e -————+—-——+...———-—colm
1——s’+4—sz g—¢ 2t !
(4o)
1 1 1 _TmeFpe™

— e
T R 9+s 28 €M —e~®  g¢t

Concevons & présent que, {(s) désignant une fraction rationnelle
dans laquelle le degré du dénominateur surpasse le degré du numéra-
teur, et a, b deux constantes positives dont la premiere soit Ia plus
petite, on prenne successivement pour f(s) les fonctions

0% 4 p-a3 95 4. p—a3 pti _ p=u3 pus _ p=a3
1 AT (5 olg (s
(41) 0% 4 ¢b2 h pbs g3 I(")’ P e—bzl(“)' ez . e“"‘[(")'

Alors les équations (15) et (16) serviront & transformer les sérics com-
prises dans leurs premiers membres. Ainsi, par exemple, si l'on
prend

%54 g—43

f(:) = PR "(5)1

on tirera de la formule (16)

ebmpe eb—p ¢ eb__e b

(1(‘+ ()-ﬂ . | eﬂa_}_
m“(')“‘("l)]"f‘em czo[f 2) = [(=2)] +..
¢ @ my—1 (- = mo o (omy—1) [ amf=y
| et +e il b b ar el +e gl I/ —I\- b 2an
G /: COS—[I“ —ﬁ{l"—'na - “”_;:_'_—'-"——'~-(305—b— +.
t‘.l‘- —e D v ¢ w —e N \/_I
N 510STs €% e ‘(z)‘)
~T s c”’—c""( Iy
. __ i
Si l'on suppose, en particulicr, {(z) = - on trouvera
[t gt 1 e!u+ e~!a 1 eﬂu+ el
b | etb— g% ' 3 gt _ o=
([‘.‘) ( Ir_’ _i_t.' Lﬂ" _ﬂﬂ’ ame .'!7"
_oamt=dat bt fef4e b ar aelae b gam e bie © 3an
nt | T BT T E mN Ty Ty wm
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Si les produits (11) et (12) ne remplissent, ni I'un ni Iaatre, les
conditions que nous avons indiquées, on ne pourra plus se servir des
formules (15) et (16) pour sommer ou transformer la série (1) ou (3);
mais on parviendra souvent au méme but a l'aide des nouvelles for-
mules que nous allons établir.

Si, dans la formule (7), on remplace successivement /() par les

deux produits
f(s)cosas, f(s)sinas,

a désignant une quantité positive, on obtiendra les équations

SIS

() [f0) + f(=1)]eosa +[f(2) +f(-—-2)]cos:m+...=£j—¥2((E—ng——-—g”—f)\),

() L0 = fnlsina+176) = /(= sinaar.=F £ (e ™) )
Soit ddilleurs 24w celui des multiples de la circonférence 27 qui dif-
fere le moins de la somme @ + =, en sorte qu’on ait

(46) a-+n=2kn+a

k désignant un nombre entier, et & une quantité positive ou négative,
mais comprise entre les limites —m, +=. On aura évidemment, pour
toutes les valeurs entiéres, positives ou négatives, de la variable s,

cosascosns =cos(a—+ T)s=cos(2kns + az)=cosas,

(47)

sinazcosms = sin(a + w)3s = sin(2k7ns + a3) = sinas.

Par suite, les formules (44) et (45) pourront s’écrire comme il suit :

(48) [f(1)+ f(—=1)] cosa+[f(a)+f(—~a)]cosna+...::£&<<w)>,

= sinws

g

() LFO)— = sina-+[f(2) = S ) sinaa+...= & £(o) (Gt )
Supposons maintenant que 1'un des produits (11), (12) remplisse les
conditions précédemment indiquées. Il en sera de méme, a plus forte

OFuvresde C.—8. 11, t. V1L, 45
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raison, de 'un des produits

cosazs

(50) 2f(s )smﬂ:.
(5') f( )+f(—~) COSda
2 Slnﬂu

et le théoreme I1 de la page 305 ou le théoreme 1V de la page 322 don-
nera

(32) E((roies))=o

En combinant cette derniere formule avec I’équation (48), on en

tirera
[S()+ f(—1)] cosa+ [ f(2)+ f(— 2)] cos2a +...
(33) o pmscosas ([ f(3)
==L sinms ((T))

Il est bon d'observer que les formules (52) et (53) subsistent dans le
-cas méme o1 aucun des produits (r1), (12) ne satisfait aux conditions
énoncées, pourvu que ces conditions soient remplies par l'une des
expressions (50) et (51).

Si I’on supposait la fonction f(s) telle que, pour des valeurs infini-
ment grandes, mais convenablement choisics, du module r de la va-
riable 5, 'un des produits

(1m) sf(5),
G i f(—32)

(54) 3
restat toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voi-
sinage de certaines valeurs particuliéres du quotient ;, on poiirrait en

général affirmer que les mémes conditions seraient remplies par I'un
des produits

(53) 2 f(2)
(56) » f( )""f(_z) s'na"

2 Slnﬂw

sinas
0 ?
sinws




POUR LA SOMMATION DES SERIES, 355

et le théoreme II de la page 305 ou le théoreme IV de la page 322
donnerait

(57 (10 %mE)) =

En combinant cette derniere formule avec I'équation (49), on en tirera

[f(1) — f(—1)]sina+ [f(2)— f(—2)]sin2a +...
o8 g RS ria).

T Csinns

H

Les formules (57) et (58) continuent de subsister, dans le cas méme
ol aucun des produits (11), (54) ne satisfait aux conditions énoncées,
pourvu que ces conditions soient remplies par I'une des expres-
sions (55), (56).

Lorsqu’on substitue, dans les formules (53) et (58), la valeur de a
tirée de I'équation (46), on en conclut '

[S()+ f(—=1)]cosa—[f(2)+ f(—2)]cos2a +...

(59) g -——&E%ﬁ:—z((ﬁ:—)))’

;[f(l)—- (—1)]sina —[f(2) — f(—2)]sinza +...
(60) ﬂsma-
=& 2 ()

Pour montrer I'utilité de ces diverses formules, concevons d’abaord
que f(z) désigne une fraction rationnelle. Si, dans .cette fraction, la
différence entre le degi'é du dénominateur et le degré du numérateur
surpasse l'unité, ou bien encore, si, cette différence étant réduite a
I'unité, la constante « n’est pas précisément égale a =, les expressions
(50), (55) rempliront les conditions prescrites et, par suite, les équa-
tions (53), (58) feront connaitre les sommes des séries renfermées
dans leurs premiers membres. Ces séries ne different pas de celles que
“nous avons considérées dans le Mémoire présenté a I'Institut en 1814
(voir les Mémoires présentés par divers savants et publiés en 1827,



356 USAGE DU CALCUL DES RESIDUS
p- 783) (). Si, pour fixer les idées, on pose

1
s+ 3

J(5)=

’

s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire, on
tirera de I’équation (53)

1 1 1 1

‘ ( -+ )cosa+< -+ ———) cosaa
S+1 S§—1 S+ 2 §— 2 '

(

(61)
1 1 !

. ( +(—s +—5)cos3a+...=n— -
(s.+.3 5_5) SINTS s

et de I’équation (58)

1 1 . 1 1 .
— —— ) 8ina +- - sin2.a
s(s—l—l s——1> <s-|—2 s——'z>

I I R msinas
( + | —s — —5 )sinda+...=— — .
s+3 s—3 sinws

(62)

Les formules (61) et (62) coincident avec deux équations données par
Euler, dans le tome 1l des Opuscules analytiques, et peuvent s’écrive
comme il suit :

. cosa | cos2a cos3a 1 T COsas
(63) ; ; + s b Do
1—s§ h—s g—¢ 2s*  as sinms
(64) sina | 2sin2a  3sinda __ msinas
N 1—st f—¢ g—s* 7T a2sinns

Si I'on y remplace s par s/ —1, on en conclura

cosa cos2a cosda T e* 4 e~%s 1
(65) 4 - gy e S
148 4 +¢ 9 + st 2s €™ —e~T  ag?
sina 2sin2a  3sin3a T % — g~ s
(66) - . e T —— —
1+ s* 4 + s* 9 -4 §* 2 ™ — TS

Lorsque, dans les quatre formules précédentes, on substitue la valeur

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. I, p. 491 et 492.
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de a tirée de I’équation (46), on troute

cosa cos2a cos3a ‘® ocosas 1
(67) 2 ] r R i ar - o’
[—$ f—s 9—s 2s sinms 28
(68) sina  2sinaa  3sin3a 7 sinas
1—s* 44— 9—s "7 asinns’
(69) cos a cosaa cos3 o T M4 L
9 1+ s b+t g+ T asem—e ™ ast
(70) sinc asinaa  3sinda _meM—e %
7 1+s* L+ g+s T 2 em—e™

Ces dernieres supposent que la constante « demeure comprise entre
les limites — =, + .

Lorsque, apres avoir développé, suivant les puissances ascendantes
de s, les deux membres de I'équation (67) ou (68), on égale entre
eux les coefficients dgs puissances semblables, on en tire

cos2a  cosda  cosha n? 1 a?
cosa — — + — — . T — — ——,
2 3 4 12 2 1.2
(71) L£osza  cos3a  cosha ot om oo 1 ab
oso — — — . e e = e s
2¢ 3 4 720 12 1.2 3 1.2.3.4
...................................... N
et
. sinza  sinda  sinfa 1 a
sina — -+ ; —_ 4. = - -y
2 3 4 21
(72) sino sinaa  sin3a  sinfa ma 1
( 23 3 43 12 1 21.2.3

" Les formules précédentes supposent encore que la valeur numérigue de
la constante « est inférieure & =. On peut, au reste, les déduire immé-
diatement des équations (59) et (Go). En effet, si I’on poso dans I'é-
quation (59),

f(3)= 0
et dans I’équation (60)
f(3)=
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“on trouvera, quel que soit le nofbre entier m,
L

cosaa  cos3a  coshja TCcosas 1
(73) cosa— atm -+ 3 m GEm +.= (‘_:2 sinms <<;§E ))
et
. sin2a  sind3a  sinjo _ pEsinas 1
(74)  sina— Simei T 3omr T fim+i +o=C5sinns \\ ztmm ) )

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que le second membre de la for-
mule (73) ou (74) équivaut a la somme qu’on obtient quand on ajoute
les uns aux autres les 72 + 1 premiers termes de la série

al ot
L— — + ———— —...==C0Sa
1.2 1.2.3.4
ou
a® ob .
o — ...=sina,

123 12345

apres les avoir respeclivement multipliés par les m + 1 premiers termes
de la suite

(75) romoogm St

R ) a7 .?
2° 127 720 30240

pris dans un ordre inversg. Or, dans la série (75), le deuxieme terme
et les suivants sont précisément les quantités qui forment les seconds
membres des équations (14) de la page 328.

Lorsque, f(s) désignant une fraction rationnelle, dans laquelle le
degré du dénominateur surpasse d’une unité le degré du numérateur,
la constante « devient précisément égale a =, les produits (12) et (51)
remplissent les conditions ci-dessus indiquées; mais on ne peut plus
en dire autant des produits (11) et (55), ni méme des produits (54)
et (36), qui, pour des valeurs infinies de z, se réduisent généralement
a une constante déterminée §. Donc alors les formules (55), (53) et,
par suite, les équations (61), (63), (65), (67), (69) continuent de
subsister, mais les formules (57), (58), (62), (64), (66), (68), (70)
deviennent inexactes. Toutefois, il est aisé de voir comment ces der-
niéres formules doivent étre modifiées dans le cas dont il s’agit. Alors
en effet, pour déterminer le résidu intégral compris dans le premier
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membre de 'équation (57), il faudra recourir, non plus au théoreme IV
de la page 322, mais au théoreme III des pages 320, 321, et 'on aura
en conséquence

f
C

Tsimas

(122

sinms

))”&«f(z)»:m

Il en résulte qu'on devra au second membre de la formule (38) ajouter
le produit =5, et au second membre de la formule (62) le nombre =
ce qui suffira pour rendre ces seconds membres égaux aux deux pre-
miers, c'est-2-dire & zéro. De méme, 4 la place des formules (68)
ot (70), on obtiendra deux équations identiques. Quant aux formules
(67) et (69), sil'on y pose & =, on retrouvera les équations (4o).

Si I'on prenait pour f(=), non plus une fraction rationnelle, mais
I'une des expressions (41), les formules (59) et (Go) serviraient i la
transformation des séries que renferment leurs premiers memhres.
Ainsi, par exemple, si I'on prend

e/t:__ e—a’

] [(s),

e—¢

fa)=

((3) désignant une fonction rationnelle, et a, b deux constantes posi-
tives dont la premibre soit la plus petite, la formule (Go) donnera

2

et pmte
) ~ =) sino = S () (= 2)] sinase -
! mxpf TV—LY Tf\/“’l Wy M\/“ _’vv m\/"
e =T\ ) N7 an e T\ b
== $in = — —= e e
e it e b M" "n" J—
b eh—e ¥ V-t Vg V—!
sinas e®—e™%
Cam mmem IO
. . . ) 1 y
Si 'on suppose en particulier ((s) = -» on trouvera
et— g2 X i 8 — e—za ] e.‘!a__ c—sa
s prm L e sinae+ = sinda—..
~ T2 LE3 ime i iRt _3mx
7 aa ¢S —c U . ar 1eb—e &  2am vel—e b in e Jar
:;5 — = sm_b_ —_ ; i W s~ b -+ 3 T i )
e-L'-_e—T ell__e T e(r__e T

1
Loan
b

st

+>

tae
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Dans les formules (76) et (77), on ne doit plus regarder les constantes
a et @ comme liées entre elles par I'équation (46).

Il arrive souvent que les séries, comprises dans les équations (16),
(59) et (60), sont transformées par ces équations en d’autres séries,
dont les différents termes sont équivalents, au signe prés, i ceux des
premicres. Alors les sommes des séries que 1'on considere peuvent
étre évidemment déduites des équations elles-mémes. C'est ce qui ar-
rivera en particulier si, dans la formule (16), on pose

eTs e T

f(z)——T-_:qt’"r( ),

, . . . . ) . 1
[(z) désignant une fonction rationnelle de z, qui s’évanouisse avec --
Dans ce cas, on se trouvera immédiatement ramené & I’équation (115)
de la page 319. De méme, si I'on pose, dans la formule (59),

e* 4 e~

S(s )_—;‘;:,'avl'(z‘),
et dans la formule (60) ‘

16 = U

e~ T3

{(s) désignant une fonction rationnelle quelconque de la variable z,
et o une quantité comprise entre les limites —n, + =, on en con-
clura

% 4 =% Ay e % 4~

= _“f(n)cosaz ET ,_mp(a‘)cosza+3 -———«_mf(.%")ws?:a——
(78) b sy et .
_ T & (e*+e*)cosas ((f(z4)
'"4(5 (™ — e~™) sinms z
et
% ___ p—0 —_—p—2% 3 — 3
z;i:—:_—,if(n)sina—lgn——fmf(z)sm2a+§—f~——€—_ﬁ,|(3‘)sm3a—
(79) ¢

e &)

Si, pour fixer les idées, on prend
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m étant un nombre entier, on trouvera

% 4 e—% I e e—2% 1 e 4 e—3x 3
"———_-;COSO( yy mCOSZaﬂ— Tm—1 oim_ .—sw COSOoX —...
e 2 e e 3 e €
(80) ¢
&(eﬁh +e—%3) cosas 1 .
T G C (e Te ey sinms \\ T
et
e%— =% | 1 el g—3% [ ¥ — e—au 3
et __ g—% Sina — o ein_ g—IT sinax + Fem+l BT _ o— 7 sinda—.
(81) -
% _Ty (e** — e~%**)sinaz 1
- 4 [ (en'z__ e—m.) sinms Sem+1

Sil'on prend au contraire
f(z4) = sb+ T
on aura

e* 4 e~% coso e e~ g cos2a e e~ 3% Jcos3a

eT e~ | 4§ e g—IT ob i gt 3T —3T Jh__ g

82) - - - _
( o 1 e®VE 1 2 cos(asy/2) + e—*sVi
T4t | st emsVi_ g cos(msy/2) + emnoVE
et
e*— e~% sinat €% — e~ lsinaa 3% — e3¢ lsinda
et _ e—T | 4 st T AT __ g 20 - s PEL T 'gs'_“":;:.‘ -
(83)

T emsVi g cos(msya) + Vi

_l[a’ e“‘\/_—QCOG(aS\/Q)—Q-e‘“‘\/-]
= eV —2cos{ -

Lorsque, dans les formules .(80) et (81), on pose successivement
m=o0,m=1, ..., 0nen conclut

| e%4 e~ e 4 -2 sa+e—u 1
mCOSd"‘mZCOS)&'{" 3cos3a—....— '4—“.)
(84) { e*+e~*cosat €M™+ e~ cosaa | €%+ e~ cos3a _ m—15at
et —e-T 13 em_e—2R Py +em_e—m E 3607

QEuvres de C, — S. 11, t, VI 46
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et
e*—e%sina e — e ™ sinca  e*—e*sin3a ool
eF — e | e _e-tn g + eim _e-3% 3 T 4—11.’

(85) { e%— g% sina e — e~ M sinax  %— e~ sin3a _al(nt—at)
TR v T ameim a8 T am_emaw 35 T T 3gom

.................................................................

Si, dans les mémes formules, on remplagait m par — m, on en tire-
rait, pour des valeurs de m positives et différentes de zéro,

%4 e e 4 p—20 3% 4 e—3%

— — —qbm+y 7" by T 3 —
(86) m—mrcosa—at ! —mm—o o cos g + 3 e cos3a —. =20,

ea___ e—u e!a__ 6—21 e3a____ e«-—:ta

g — nbm—1 —Qt sm—1 ) — —
(87) i mwsina— 2¥m=l e singa - 3mmt o sin3a—..=o.

Les formules (78), (79) et suivantes comprennent, comme cas parti-
culiers, les ¢quations (93), (94), (95), (96), (97), (98), *99), (100),
(101), (102), (115), (118), (119) et (120) de I"avant-dernier Article.

Si la constante «, que I'on suppose renfermée entre les limites

T,
+ =, devenait précisément égale a I'unc de ces limites, les formules
(78), (79) ne pourraient plus subsister qu’autant que la fonction f(s)
s’évanouirait avec %, et alors la seconde de ces formules deviendrait
identique, tandis que la premiere coinciderait avec I’équation (115)
de la page 319.
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QUI A POUR TITRE

NOVA METHODUS FRACTIONES QUASCUMQUE RATIONALES
IN FRACTIONES SIMPLICES RESOLVENDIL

On trouve, dans les Acta Academice Petropolitance pour I'année 1780,
un Mémoire d’Euler qui a pour titre : Nova Methodus fractiones quas-
cumque rationales in fractiones simplices resolvendi. Ce Mémoire, dont je
n’avais pas connaissance a I’époque ot j'établissais les bases du calcul
des résidus, a des rapports assez directs avec ce méme calcul pour
qu’il soit convenable de les signaler. Le procédé que 'auteur emploie

pour déduire d’une fraction rationnelle f(5) = %’ dans laquelle P, Q

désignent deux fonctions entiéres de la variable s, les fractions simples
correspondantes i un diviseur linéaire 5 — a de la fonction Q, consiste
a faire croitre la valeur @ de 5 d'une quantité infiniment petite o, puis

Ny P .
a développer la fraction @ Suivant les puissances ascendantes de w, en

posant s = a + o, et enfin & chercher, dans le développement obtenu,
les termes qui deviennent infinis pour » = o, c’est-d-dire ceux qui
renferment des puissances négatives de 5 — a. Il en résulte que, dans
le cas particulier ol la fonction Q est une scule fois divisible par le
facteur s — a, la fraction simple qui se rapporte a ce facteur, et se

, [~ . i . 1
présente sous la forme ——, a pour numérateur le coefficient de —

dans le développement de f(a + ). ou ce que j'ai nommé le résidu
de f(s) relatif 2 5 =a. Il serait aisé d’en conclure que la fraction

simple z—_%—a, c’est-a-dire la partie de f(s) correspondante au fac-
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teur s — a, est précisément le résidu de f( )¢ relatif a la valeur a de

. 1
la variable «, ou, ce qui revient au méme, le coefficient de = dans le

développement du rapport
fla+ov)

Sf—a—ow

suivant les puissances ascendantes de w. Mais Euler n’a point énoncé
cette proposition, comprise dans la formule (5) de la page 326, et qui,
s’étendant au cas méme ot la fonction Q devient divisible par une puis-
sance entiere quelconque de 5 — a, fournit, pour la décomposition de

P en fractions simpl egle unifi scalement applicable
6 en iractions snmp es, une reg € uniiorme, eba emen app )

quelle que soit la nature des racines, réelles ou imaginaires, égales ou
inégales, de I'équation Q = o.

I’illustre géometre que je viens de citer observe encore que le pro-
cédé dont il a fait usage peut étre employé  la décomposition des fone-
tions transcendantes en fractions rationnelles. Mais les huit derniéres
pages du Mémoire, qui sont relatives a cet objet, offrent seulement un
exemple de cette décomposition, et n'indiquent pas les conditions aux-
quelles les fonctions transcendantes doivent satisfaire pour que le pro-
cédé dont il s’agit leur soit applicable. Au reste, on concevra facilement
comment il a pu arriver qu’Euler, dans son Mémoire, n’ait rien dit a ce
sujet. Car la recherche des conditions dont nous venons de parler, et
des propositions fondamentales qui s’y rattachent dans le calcul des
résidus, exige la connaissance des relations qui existent entre les ré-
sidus des fonctions et les intégrales définies. Par conséquent elle sup-
pose (voir le I Volume des Ezercices, pages 95 et suiv.) (') la déter-
mination de la différence entre les deux valeurs que peut prendre une
intégrale double suivant I'ordre dans lequel on effectue les intégra-
tions. Or cette différence a été signalée et calculée pour la premiere
fois, 4 I'aide de la théorie des intégrales définies singuliéres, dans e
Mémoire que j’ai présenté i I'Institut le 22 aoiit 1814, et que I’on trouve

(1) QEupres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 124 et suiv.
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inséré, avec le Rapport approbatif de MM. Lacroix et Legendvre, dans le
recueil des Mémoires des Savants étrangers pour I'année 1827 (*). Quoi
qu’il en soit, la fonction qu’Euler a choisie pour exemple, étant une de
celles qui remplissent les conditions énoncées dans le théortme IV de
la page 336, vérific I’équation (36) de la méme page; et, en effet, les
calculs effectués dans la derniere partie du Mémoire que je viens de
rappeler conduisent définitivement Pauteur & une formule qui n'est
que le développement de la suivante

sinx oyt sin s ))
tangx — cosx ~ “ax —z\\tangs — coss
1 N cOos 3
= 4 I+ — —_— T e 0
< \/5>é’w—5((2sin:+l+\/5))
1 S €os 3
+(1— = S — e
( \/5>A’$‘-5((zsinz+|—\/5))

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. 1, p. 319 et suiv.



METHODE POUR DEVELOPPER

DES

FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES

EN

SERIES COMPOSEES DE FONCTIONS DE MEME ESPECE.

Soit
(1) f(x,y, ..., 1)

une fonction qui renferme, avec les variables indépendantes , y, ...,
une autre variable a laquelle on attribue successivement : 1° une cer-
taine valeur représentée par s; 2° d’autres valeurs r,, r,, r,, ... respec-
tivement égales aux diverses racines d’une équation transcendante. On
pourra, dans un grand nombre de cas, développer la fonction de , v, ...
désignée par

(2) f(z,y,y...,8)

en une série dont les différents termes soient respectivement propor-
tionnels aux fonctions de méme espece désignées par

(3) f(@,ys ooy 1)s (2 y, coam)y W@y, ooiyra), g

c’est-a-dire que I'on pourra choisir les coefficients R,, R,, R,, ... de
maniere a vérifier I'équation

) f(z, 5, .., ) =Rif(z, 0, ..., ) +Ref(2, 9, ..oy mg) 4.0

Souvent, en effet, on y parviendra, en suivant la méthode que nous
allons indiquer.
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Supposons qu’aucune des fonctions (3) ne devienne infinie, ct soit
(%) F(ry=o

I'équation transcendante a laquelle appartiennent les racines r,, r,, ....
Si cette équation n’a pas de racines égales, il suftira, pour déterminer
convenablement les coefficients R,, R,, ..., de trouver une nouvelle
fonction ¢(r), qui reste finie quand on attribue & la variable r 'une
des valeurs r,, ry, ..., et qui satisfasse a la formule

» .
(6) f(x,)',...,s):v@(r){((‘;'(-:;)')“").

En effet, cette fonction étant trouvée, la formule (6) donnera

(7) f(z y, ...,s):i?,g::; (2, ¥y o vr 1) + I?'%‘:l £y Yy voy Fa) e s

et, par conséquent, on vérifiera I’équation (5) en prenant

_ e(r) _ 9(ry) _ o(ry)
®  REey MErey BERGY

D’ailleurs, comme on a identiquement

f(z,yy..cor
(9) f(l‘,.}’, -'-95):“‘}—(“%:9‘)—)‘,‘2
la formule (6) pourra étre réduite a
(10) "f(x,y,...‘r)_ fcp(r)f(w,y,...,r)

C r=s) TC (Fn) 7
et I'on tirera de cette derniere, en admettant que ¢(r) conserve une

valeur finie pour r =s,

F(r)—(r—s)o(r) -
L= Finy (@2 r)=o.

(1)

Posons maintenant

(13) F(r)—(r—s)o(r)=x(r);
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on en conclura
F(r)—y(r),

r—s

(13) o(r)=

Or, pour que la valeur précédente de ¢(r) ne devienne pas infinie en
vertu de la supposition » =5, il faudra que I'on ait

(14) F(s) =%(s).

On trouvera par suite

15) o) = FD=F() _ (0 —5(),

r—s r—s

puis, en faisant, pour abréger,
2r) —x(s) .
U =20 g,

on obtiendra la formule

F(r)—F(s)

(16) o(r) = ——— —¥(),
dans laquelle {(r) désignera une fonction qui devra, ainsi que 4(r),
conserver unc valeur finie, non seulement pour r =s, mais encore
pour chacune des valeurs de r représentées par r,, r,, ....
Concevons & présent que I’on substitue dans la formule (11) la valeur

de ¢(r) donnée par I'équation (16). La formule (11) deviendra

)f(x,y, o) =0,

F(s)+ (r—s)d(r
(17) & r=aF )

ou, ce qui revient au méme,

f(zy y, ooyt Y2y .. r)
(18) Fo) Er= s)l‘(r))) + & F) P=o;

et il ne restera plus qu’a choisir la fonction u]a(f) de maniere a vérifier
I’équation (17) ou (18). Or, dans le premier membre de I'équation (18),
le second terme disparaitra évidemment si I’on suppose

(19) $(r)=o.
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De plus, si la fonction f(z, y, ..., r) conserve une valeur finie pour
toutes les valeurs finies de , on aura identiquement

(@ 9y ... 7) f(z, ¥, ..., 1)

| R S YA R R = _— .

(20) Lt =L ((FE5we7)

Enfin, si 'on représente par p le module de la variable r, et si I'on
suppose que le rapport

(an) f(w,gi’.‘)..,r)

devienne généralement nul, pour des valeurs infinies de p convenable-
ment choisies, on pourra en dire autant du produit

" Mz, y.....r) 1 flz,y,...,F)
(32) Ty _,___f o) >

r

et 'on conclura du théoreme II de la page 305 que la valeur principale
du résidu intégral

f(x, ¥,y ..., 1)
%) ((E5w)
s’évanouit. Ajoutons que cette valeur principale s’évanouira encore en

vertu du théoreme cité, si, pour des valeurs infinies de p convenable-
ment choisies, le rapport (21) est toujours fini ou infiniment petit,

quel que soit le quotient g, et fini seulement dans le voisinage de cer-

taines valeurs particuliéres de I’angle © déterminé par I’équation
(24) r::p(cosr -+y/=1 sinz).

Donc, si ces conditions sont remplies, le premier terme de la for-
mule (18) sera égal a zéro, et I’on vérifiera I’équation (6) en prenant

F(r)-—F(s).

r—s

(35) o(r)=

D’ailleurs la valeur de r, désignée par s, est entierement arbitraire,
OEuyres de C.— S, 1, t. VIL. 47
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et peut étre considérée comme une nouvelle variable. On peut donc
énoncer la proposition suivante :
Takontme 1. — Sotent
O] ((zy 5, ..cs1)

une fonction des variables indépendantes x, y, ..., r, qui demeure finie
pour toutes les valeurs finies de r, et s une autre variable indépendante
de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choi-
stes, du module p de la variable r, le rapport

f(xy ¥y .0y )

(an) A

reste toujours fint ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage

. ey . r
de certaines valeurs particulieres du quotient 52 on aura

(ry—F@s) f(z,y, ..., 1)
r—s (F(r))

b

(46) ER AP

ou, ce qui revient au méme,

) . o v e,y o)

(27) i(x,y,...,s)_és_r CF
pourvu que Uon réduise le résidu intégral, compris dans le second membre
de Uéquation ( 26) ou (27), a sa valeur principale.

Corollaire 1. — 1l est important d’observer que le théoréme précé-
dent ne doit pas étre restreint au cas ou les racines de I'équation (5)
sont inégales. Ajoutons que I’on peut déduire immédiatement I'équa-
tion (27) de la formule (5) de la page 326, en substituant, dans cctte
formule, la lettre s a la lettre «, et posant d’ailleurs

F(s)= _______f(x'%’zs')' - 5).

Corollaire 1I. — Souvent, pour que les conditions énoncées dans le
théoreme I puissent étre remplies, il est nécessaire de supposer les
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variables x, y, ... comprises entre certaines limites. Alors on n’est en
droit de considérer la formule (26).comme exacte qu’autant que I'on
attribue aux variables z, y, ... des valeurs renfermées entre les limites
dont il s’agit.

Corollaire IIl. — Comme on a identiquement

. 1
(28) HO=EE) = (R — e,

r—s

il est clair que I’équation (26) peut étre présentée sous la forme

1
. f(z, y, ...,r)f F'[r (s — )] d
(29) f(z,y, ...,s):é: (ZF(/'))) .

Si, dans I'équation (26), on remplace successivement f(x, y, ..., r)

par les trois fonctions
er*, cosrx, sinrxz,

on obtiendra, au lieu du premier théoreme, ceux que nous allons
énoncer.

Tukorime 1. — Soient r, s, x trois variables independantes, et ¥(r)
une fonction donnée de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais
convenablement choisies, du module ¢ de la variable r, le rapport

e rx

(30) i;z-;;

reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage

. .. .y . r
de certaines valeurs particuliéres du quotient 52 onaura

ST — F(r)——F(S) e;'x.
(31) = )

‘ou, ce qui revient au méme,

1 erz

(32) =FO) & = wFmy’
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pourvu que I'on réduise le résidu intégral, compris dans le second membre

de I'équation (31) ou (32), a sa valeur principale.

Corollaire. — En combinant I'équation (31) avec la formule (28),
on en conclut

1
e""f F'[r+X(s— r)] d)

39, =& (F)
Exemples. — Supposons
(34) F(r)y=e—1,

a désignant une constante positive. Alors, I'équation (5) étant ré-
duite 2 ’

(35) e —t=o,

les racines de cette équation seront respectivement

FEN

2T — 6
(36) o, i‘f\/——l, tg\/—-l, i;— —1, ...,

et elles auront pour modules les différents termes de la série

(37) 0, AE, 4m Om

Cela posé, si I'on attribue au module p de la variable r une valeur infi-
niment grande, prise dans la série

[
(38) E) '3—1—!) :)it’ 7—“’ sy
a a a a

et 4 la variable « une valeur positive, renfermée entre les limites o, «,
le rapport (30), réduit & la forme

erx

(39) prrst

sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’étre infiniment



(4o)

esr
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petit, en conservant une valeur finie, que dans le cas o le quotient -

différera trés peu de== y/— 1, On aura done, en vertu de 'équation (32),
pour des valeurs de » renfermées entre les limites z <o, z = g,

:(ea$_|)£ L e

$—T((e"—1))

- mmr mr / uu' X

es—1] 1 eo Pl e Pt

a |5t o — T e — )T b
s-——a—\/—l s+ -E-\/-'l s——-\/ U s+ = \/—1

ou, ce qui revient au méme,

4

Py . anz 4zw
ascos—a—~21rsmT ascos — — fmsin —

1
esr = n(e'“—l)(ﬁ +

+
4t ats? 161t’+ alst

L'équation (41) pourrait étre aisément déduite des formules (65) et
(66) de la page 356.
Supposons encore

(42) F(r)=ea"—acosbr + e,

a, bdésignant deux constantes positives, et faisons, pour plus de com-
modité,

(43) c=\a b, B:arctangg-
L’équation (5) deviendra
(44) e —2¢0sbr + e~%" =—o,

puis on en tirera, en désignant par n un nombre entier quelconque,

(45) r=% ziﬂb{/:—_'_ =+ 227 (cosG.,.\/—l sing)y/=1.
a

Donc les racines de I'équation (44) auront pour modules les différents

+

+]



(30)
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termes de la série

(46) 0, —y —3 —»

Cela posé, il est facile de reconnaitre que, si 'on attribue au module p
de la variable r une valeur infiniment grande prise dans la série
m 3n Stz m
hn i A
(47) et e el y
et & la variable # une valeur positive renfermée entre les limites o, a,
le rapport

err err

/ ’ I S,
(8) F(r) ™ e —acosbr +e

restera infiniment petit, quel que soit d’ailleurs le quotient%- Donc,

en vertu de 1'équation (32), on aura, pour des valeurs de  renfer-
mées entre les limites x = o, z =a,

(49) €= (e%—2c0sbs + e-‘“)([,:

el'l‘

1
s—r (e —acosbr +-e))’

ou, ce qui revient au méme,

e5¢
e —ac08bs + e~
= [ i _ Samx
|+ sz S I eb—a/—-l . e b—ay=1
(@ + bY)s! N asin b | ann—(b—ay=1)s anm+(b—ay=1)s]
b—ay= ‘

e . [ gy __tamr
1 gb+ay=1 e b+ay=i

b+ay—1

le signe § s'étendant & toutes les valeurs entieres et positives de n.
SiI'on fait maintenant b := a, on trouvera, pour toutes les valeurs

e -
W sin 2010 Lnnn——(bﬂ—a\/—l)s anz + (b + ay=1)s ]
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de a renfermées entre les limites b et a,
831
¢ 200805 + e
nfr nwa nmr — b
_1+sz S (1)1 e-—,ro/— ST
5 = oaa : o -
(Dl) 20°§ N (e — gnm \/—1 2'l1c—<l—-\/~1)as 2,”,{__(14_\/—_‘)“c
nw.r ATY - T -
(—r)re @ el Pl
+ b = o et
("~ )1 Lanm+ (ey=D)as 2nm+ (1—y—1)as
0u, ce qui revient au méme,
L]
e‘l
e — 2 cosas + e~
as _ mx as n as_ mr < as) .
=008 — — (7 —— |sin-- ge = €08-- - (W s ar
SR : 2 4 : et — i “ LA e
Tadls et-eh 0 1,
@ ene ' —nas + - atst k1 mas + - atst
) | 2 2
' [as  amr as\ . amr as _anx as\ . Iz
Y oo 2T (a2 sin—= e - COS—- -<z1r+m)sm~~~~ B
t P a 2 N a 2 [
+cm"”.m o . ! e P g
a2t — amas + - a'st 2t +21ras+;as
9
” . . 1 U T "
Si L'on prenait, au contraive, b= -c==-ya + b*, on trouverait
a
b= —,
V3
esx
as
48— 9,008 ;i + e
P - mrys _daftr —
- ‘ ﬁﬁvs(’ujzv/ i eJL??_e el
3 1458 b LN L S R i
A . o ‘ e
Tl i ) W sy anm - asy—1
5 = |+3 —1)nm\ anm— -z - as ,
(53) S g 3 V 7 %
/ eyl nmr - B »_rm_‘/n nqr
" 4;' B g {_‘_ v _f‘,..’i.f_’.u,j_w
T

J S
T v P o e
smg:i_\/__l)nn AnT 7 as\

as ey
ANT-F -~ + S\ =1
Vi



3716  METHODE POUR DEVELOPPER DESFONCTIONS

ou, ce qui revient au méme,

! as
(“——f;)ws‘;;*'; 2a =i
y o
. as  a's?
n—n—_+-—3—
e 31tz 1 \/3
as T4 ast nyi T3 as 3nz as . dnzx
as . —_— as — —_— B g 2
¢ ecos\/§+e‘ et 4o 1 <ﬂ+;\—/—g cos—a—+zs g _nefi
e 2
" as  als?
1‘+WV§+-:;—
. as singﬂr asc Inx
W3 2 " uf
- as  alst
21!—21!*—:+*T
-+ ! ¢3
e g-my/3 as\ , 3z as  dnr
2ﬂ+ﬁ SIHT'—;C '—a— "y
2 Pl
. as  alst
2°n +2TE\/—§+ —g—
R R R R T T P

En développant les deux membres de chacune des équations qui pré-
cedent suivant les puissances ascendantes de x, et comparant ensuite
les coefficients des puissances semblables, on obtiendrait de nouvelles
équations dignes de remarque, parmi lesquelles se trouvent comprises
les formules (37), (38), (39) des pages 337 et 338.

Supposons enfin

(95) F(r)=e*"—acosbrt+ e,

a, b désignant toujours deux constantes positives. L'équation (5) de-
viendra

(56) e —ac0sbri4- e~ =o;

puis on en tirera, en adoptant les notations (43), et désignant par n
un nombre entier quelconque,

_iann\/:_ ann _ . —
(57) r’-;—m—:l——i—c—(cosea,. —1 blﬂe)\/'—l
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6u, ce qui revient au méme,

¢

(58) r’=.°.f';[cos(6¢§): ——rsin(&:,:%’)].

.

On trouvera par suite

(59) r::i-(’—'c'f)* [cos(g = g) =V—1 sin(g F E)]

Donc les racines de I'équation (56) auront pour modules les différents
termes de la série

o () () (7))

Cela posé, il est facile de reconnaitre que, si I'on attribue au module p
de la variable  une valeur infiniment grande prise dans la série

o @@ -
le rapport '
(62) Fe(r:) = er_a coes’:r’-i— e—ar

sera toujours infiniment petit, quelles que soient les valeurs du quo-
tient ;-) et de la variable . Donc, en vertu de la formule (32), on aura,

pour toutes les valeurs possibles de z,

_ . 2t ast I erx .
(63)  ere==(ex zcosés e )t‘-‘zs—-r ((e*™ — 2 cosbr® + e~a"))

Si maintenant on effectue les opérations indiquées par le signe f,
I’équation (63) offrira le développement de I’exponentielle e en une
série d’exponentielles de méme forme, dans lesquelles la variable «
aura pour coefficients, non plus la quantité's, mais les diverses racines
de I'équation (56). Si I’on fait en particulier b = a, I'équation (56) se
trogvera réduite &

(64) - e’ — 3 cosar'+ e~er'=o,

puis, en posant, pour abréger, L

(65) N=4(ﬂ5‘/—;-)’a

QFuvres de . — $.11, t. Vil 48
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on tirera de la formule (63)

METHODE POUR DEVELOPPER DES FONCTIONS

prd
| €' — g cosast+ e~ o
1 s s'z? + s3d
- ;'—’;(l-‘_—l T3 |.2.3>
eNJ‘(ool?-O-;/-—:l‘lIn:-‘) eNr(oolg-/:luln ‘g) ! '
“ —— - -
(se—7 '/:‘—N)\/:—n (se'i S N)\/—:
(66) e—Nm(wl;-‘+,/:hln -:-‘) e—Na'(col’-'—‘/:isln’-:)
- +
rr—
b (= 1PN O L N O L Vs
+ ——e e .
P [mn(e'm__ e"nﬁ e_.‘u'(nln -1-:- —loon:—t) e—N.l‘(lll_l -‘-+'/—lculg)
+ — +
P A Wi LS W
eN.r (lin %‘ —y=icos %) eN.r(lIn 1—:4;'/:?1:0-’{)

ou, ce qui revient au méme,

ea‘.’!
¢ 3 cosar - 64"
L sx szt Sab
" aatst |+T T2 a3
ssin<8+NwsmS> Nsm(stmg) Neem ‘
= e
s’—-achos;—; +N?
n S . m
ssin(——Nxsin—)—-Nsin(stm-—) eos T
67) _ 8 v 8 v 8 B—N‘ oos
r=e s+ 2sNcost +N*
S (=0"N | 8
2nm(enT— ¢=rT
n=t (e ) ‘scos(%+Nzcos’—;-)—Nsin(N.zcosg> N
+
e+2stm +Nt *
.fcos<g—chos%)—Nsin(chos%) Mo T
— e.

= =
T NY=1 st —Ny—1

se

st—asN sing -+ Nt
*

B
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Il importe d’observer qu'il n’est pas permis d'attripuer dux constantes
a et b, dans la formule (63), des valeurs nulles, mais seulement des
valeurs trés petites. Si 'une de ces constantes s’évanouissait, si ’on
supposait, par exemple, b=o, le régidu’intégral, compris dans la for-
mule dont il s’agit, aurait une valeur principale indéterminée, etela
série des résidus partiels qui le composent deviendrait &ivergente.
Alors aussi les conditions énoncées dans le théoreme II ne pourraient
plus étre remplies; et le rapport ‘(62) deviendrait infini, lorsqu’on
attribuerait au module p de la variable r une valeur infiniment grande,

et & I'angle 7, déterminé par I’équation (24), 'une des deux valeurs

— %, + E, ou I'une des deux valeurs — %—Z—r, e %E

Tatoreme IIl. — Sotent r, s, x trois variables indépendantes, et F(r)
une fonction donnée de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais
convenablement choisies, du module p de la variable r, le rapport

(68) ‘"‘;S(:;"

reste toujours fini.ou infiniment petit, et fini seutement dans le voisinage
. LT . r
de certaines valeurs particulicres du quotient ;) onaura

F(ry—F(s) cosrxz’

(69) cossz=J s (F())

ou, ce qui revient au méme,

(70) cosswz-"F(S)g’:;‘_L',- ((9%%,

pourvu que U'on réduise le résidu intégral compris dans le second membre
de I'équation (69) ou (70) & sa valeur principale.
Corollaire. — En combinant I'équation (69) avec la formule (28), on
en conclut 1
cogyra: Fr+(s—r)]d)
it )

(71) cossz:& - F

~owmples. — Supposons d’abord
(72) F({r) =ginar,
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a désignant uhe quantité positive. Alors, si 'on attribue au module P
de la variable r une valeur infiniment grande, prise dans la série

n 3n 51: 9

(73) 2a’ 7a’ 3“ -2-;: (ER)

et  la vaMable  une valeur réelle renfermée entre les limites — a,
+ a, le rapport (68), réduit la forme

COS".Z‘
(74) smal ¥

sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’étre infiniment

petit, en demeurant fini, que dans le cas ol le quotient g différera

tres peu de = 1. On aura donc, en vertu de I'équation (70), pour des

valeurs de o renfermées entre les limites * = —a, x = a,
cosrzx
"5 CcOSsZ = cosas P
(75) 2, —r ((sinar))

ou, ce qui revient au méme,

xr a .
2a's?! | m—alst  4ni—a's® ' gnl— als?

nT AT 3nx
C0S§ — C0§ — c0S§ —
. a a
(76) cossz=12assinas
Si I'on prenait, au contraire,
(77) : - F(r)=cosar,
on trouverait, entre les limites x =0, x = a,

cosrax

(78) COSS'L’.—.COSG&'& — M

ou, ce qui revient au méme,

cos °& 3cos§£‘-z- : 5cos§n—x
(79) cossx =/,mcosas 22 22 -+ e
- fads®  gm'— hfa's® ' 25n'— fas?
Supposons encore
(80) F(r)=sinar + rcosar,
b

a désignant toujours une constante positive. Alom, si I'on attribue au
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module ¢ de la variable r une valeur infiniment grande, mais sensible-
meht distincte de celle que fournit I’équation
(81) sinar + r cosar = o,
et, i la variable «, une valeur réelle renfermée entre les limites — a,
+a, le rapport'(68), réduit &

cosrx

(82) —_—__,

sinar + rcosar

sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’étre infiniment
. . . . T 1:00: \

petit, en demeurant fini, que dans le casoii le quotient . différera tres

peuMe ==1. On aura donc, en vertu de la formule (70), pour des va-

leurs de 2 comprises entre les limites * = —a, r =a,
1 I cosrzx
83 cossz = (sinas + s cosas -
(83) 0 (sinas + s co )as——r ((sinar -+ rcosar))’

ou, ce qui revient au méme,

cosrx
rY[(a -+ r)cosar — arsinar]

(84) cossx =(sinas+ scosas)S G=

Dans la formule (84), le signe §, placé devant le terme

cosrz '
(s—r)[(a +r)cosar —arsinar]’

indique la somme des valeurs que prend ce terme, quand on y sub-
stitue successivement, au lieu de r, les diverses racines de I’équa-
tion (81).11 est bon d’observer que cette équation peut s’écrire comme
il suit
(85) tangar =—r,
et qu'elle a toutes ses racines réelles [voir le Volume I, p. 3o1 (*)).

Supposons enfin

F(r)=e%" - acos br* 4 e~2",

a et b désignant deux constantes positives. Alors, si I'on attribue au
module p de la variable » upe valeur infiniment grande prise dans la

() QEuvres de Cauchy, S. 11, T. VI, p. 359.
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série (61), le rapport (68) restera infiniment petit, quelles que soient

les valeurs du quotient g et de la variable 2. Done, en vertu de I'édlua-

tion (70), on aura, pour toutes les valeurs possibles de x,

cosrx

(86) °°5”=(e“"—acosbs’+e~“")£—'— .

s—r ((e*" —2coBbrit e=4"))

Dans cette derniere formule, comme dans I'équation (63), les con-
stantes @ et b peuvent étre aussi petites que I'on voudra; mais il n'est
pas permis de supposer que I'une d’elles s’évanouisse.

Si l'on fait, en particulier, b =a, on tirera de la formule (86)

cossT 1 siret
e

. SSRGS T UN— i -
e —acosast e~ aqlst 1.2

ou, ce qui revient au méme,

! .COSST
€4 — 9 cosast+ e~%*

n=w

S

n=1

(="

P

T aatst

(=1
"“)4‘ YT e

\

cos Nx(cos g -1!\/——7 sin g)]
L

ast— (207 — ast)y—1

0l

as’+ (2nm —as?) \/—1

[ N(sin T ’})’
~N:z‘<sn18 V—icosg

c0s Nr(cos g —y/Zisin

e +

n={

(( )

astek- (anT + ast)y—1

Nm(sin 7—§+\/:—1cos g)

\ ast — (207 + ast)y—1

cos

-

9 T 1
1 Norsin = ~Nrsin= T
;as’(e ‘te ')cos(Nxcosg)

2nint—2nnasi 4 alst

T ]
1 Nrsin=  —Nxsin=) | T
(nn—-;as’)(e b—e “)sm(chos—)

8
anini—- anmast+ a'st

T L3
1 Nreos =  —Naxcos= LT
;as’(e Hte ')cos(Nmsm—)

-+

8

20’ +-anmast + a*st

Nreos T ~Nroos ™ . .
(nﬂ:+%as’)(e ‘e ')sm(stm§)

aninl 4 2nmast + ast
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la valeur de N étant toujours déterminée par I'équation (65). Lorsque,
dans la formulg (88), on pose as®= 2=, on en conclut

1 /ef— e-T\? st
cossx = - - —
2 2T 1.2

1 < Nrsin= —-N.nlng)
—\€
(r—1)+1
n . n—1 (elen— -Nx'sln:)
=w ———— e -— e
(e —e-T) (—1) (n—1)t+1
+ an ent_ g—nt n P
1 Nircos— —Naons=
n=1 R .(e 8 l)
(n+1)t+1
. m I
_ _,E.il__ (eNrwni_ e~.‘h m'i\'
(n+1)?+1

la valeur de N étant déterminée par I'équation

(go) N:(%)i n

Tutonine 1V. — Sotent r, s, x trois variables independantes, et F(1)
une fonction donnee de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais
convenablement choisies, du module p de la variable r, le rapport

sinrz

(91) i)

reste toujours fini ou infiniment petit, et fint seulement dans le voisinage

. N TN r
de certaines valeurs particuliéres du rapport ;2 oR aur

(92) sms«v—a r,):s 1) smr‘ja_;)_)’
ou, ce qui revient au méme,
(93) sinsz =F(s) &s—_(_—,— (——(sgz——:)x))v

pourvu que U'on réduise le résidu intégral, compris dans le second meribre
de l'égquation (92) ou (93), & sa valeur principale.
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Corollaire. — En combinant I’équation (g2) avec la formule (28),
on en conclut
sinrwf‘F’[r—i—l(s—-r)]d)\
(94) sinse =& ———¥G7y "

Exemples. — Supposons d’abord
F(r)=sinar,

a désignant une constante positive. On tirera de la formule (93), pour
toutes les valeurs de « renfermées entre les limites x =0, x = a,

1 sinrx
5 sinsz =sinas J ——
(99) (Cs_- r ((sinar))’
ou, ce qui revient au méme,
. T . amx . 3nx
sin — 2 sin —— 3 sin ——
(96) sinsz =amsinas A @ et
9 - nt—als?  4nt—a’st | gnt—als?t

Si I'on prenait au contraire

F(r)=cosar,
on trouverait, cntre les limites x = o, x = a,

1 sinrax

(97) sinsa = sinas L;_—:—'— ((cosar)y’

ou, ce qui revient au méme,

. T . dnz . Snx
Maa e Y]
(98) sinsz =8ascosas\ = S — -+ _.
n?— fals gmt— fats® ' 25nt— hfads?

Il est bon d’observer qu’on pourrait déduire I’équation (g6) de la for-
mule (76) et I'équation (98) de la formule (79), 4 I'aide d’une diffe-
rentiation et d’une intégration relatives a la variable «.
Supposons encore
F(r)=sinar + rcosar.
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On trouvera, entre les limites z = — a, = a,

(99) sinsz = (sinas + s cosas)

ou, ce qui revient au méme,

sinrz

1
s—r ((sinar + rcosar))’
*

sinrz

(100) sinsz = (sinas + s cosas) S(r ;

V{(a+r)cosar — arsinar]’

la somme que le signe § indique devant étre étendue & toutes les

valeurs de r qui vérifient I'équation (81).

Supposons enfin

F(r) =ea”—acosbri+ e-r,

a et b désignant deux constantes positives, qui soient I'une et I'autre
différentes de zéro. On trouvera, pour toutes les valeurs possibles de la

variable «,

(101)  sinsa = (e — 3 cos bs? -+ e-“")[/————

sinsz

s—r ((e*" =3 cosbri-ean))

Y

SiT'on fait en particulier b = a, on tivera de la formule (101)

sinsx

| e —acpsast +e-ar

L
e-i'/:lsin [Nx (cosE +\/—1sin E)W

8 8/

as*— (2w —ast)y—1

T
e sin

- T — . 7\
'N.z<cos§—\/~1sm§>_

ast+ (2nT— ast)y—1

. .
Pl lsin[Na:(sin-;E —\/:Tcosg)

-

g+ ast—asty—1

T
o' sin [Nac(sin%r +\/:—fcosg)]

2nT + ast+asty—1

la valeur de N étant déterminée par I'équation (65). Lorsque, dans la

QFuvres de C. — S, 11, t. VII,

49
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formule (102), on pose as = 2%, on en conclut

sinse gz [ stat
(F—e ™)t~ s\ 793
* ! T - -
f e 'ﬂsin[Nx<cosg+\/:Tsin;—r)
—(n—1)y=1
z .
o sinj[Nw(cos g —{=Tsin g)
n-w - -+ - — :
(103) Q ~__(A__,)n]\“/, | —(n—1)y=1 ,
ANTS(E"T-— g "T) i T o— o\ !
n=l o 8 o1 in - — ¢/ —- -
e sm[Nz(smS Vv ncoss)
n41—\—1
% - ,
e"/—sm[Nz(sm +v—1coss)
|~ RA1Ry—1 N
ou, ce qui revient au méme,
ms \/
sinsx
(er—eT)
. s’\/~< stat
T 8 7,;.'3-)
| T w
| COSE ~~i-(n—l) Sin§< Nrsin® —Nuxsin ) T
Sy in{Nzeos™
pE e +e sm(NmCosS
(104) { singm (n—-l)cos%r e® e ™ 1:
1=a - ————-—,-———(e e ’)cos(chos—
+ Y (—1)"N (n—1)*+1 8
"=t sin § + (Il +I)COS§( NrcwE —“(.rcos;-r) Vs
— e e L] 1 -
TESIee sin (Vr sin g
LT
cos§~(11+l)s1n§<mo.;.‘ —\ruon) Nesin
e

la valeur de N étant déterminée par I'équation (go).
Dans les applications que mous venons de faire de la formule (29),

f(z,y,...,

r) a été remplacée par des fonctions des seules variables «
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et r. Mais il serait facile d’assigner aux expressions f(x, y,...,r),
F(7) une multitude de valeurs propres a remplir, du moins entre cer-
taines limites, les conditions énoncées dans le théoreme I, et tellement
choisies que f(x, y, ..., r) renfermat, avec « et r, d’autres variables y,
5, .... Ainsi, par exemple, on conclura sans peine du théoreme dont il
s'agit que I’équation

b S (e5'% + e=') cossy

(105) 1 (e"*+ e;"'“’) cosry

f )
U gy ((e* — 2 cos br? + e—a""))

( = (e%* — 2 cOs bs? -+ e~2¢

dans laquelle a, & désignent deux constantes positives, mais diffé«
rentes de zéro, subsiste pour totites les valeurs réelles de @ comprises
entre les limites x = — a, # = + a, et pour des valeurs quelconques
de y.

Lorsqu’a I'aide de I'équation (26) ou (27) on a développé la fonc-
tion f(x,y, ...,s) en une série composée de fonctions de méme espece,
il est souvent facile de trouver unc infinité d’autres séries semblables
la premiere, et que I'on puisse encore considérer comme des dévdlop-
pements de la fonction f(x,y, ...,s). En effet, pour y parvenir, il suf-
fira de substituer, dans la formule (6), non plus la valeur de o(r) que
détermine I’équation (25), mais celle que fournit I'équation (16), et
de prendre pour ¢(r) une fonction propre & vérifier la condition

"~ N f(z,ys .-y 1)

6 $(r) f(=,, —o.
(16) Ly
Or cette condition sera remplie, si I’on suppose : 1° que la fonction $(r)
conserve une valeur finie, pour foutes les valeurs finies de r; 2° que,
pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choisies, du
- module p de la variable 7, le produit

!.l}(l’) f(x,y, ey 1)
(107) PG

reste toujours fini ou infinimerft petit, quel que soit le quotient ";', et

fini seulement dans le voisinage de certaines valeurs particulieres du
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méme quotient. Alors on n’altérera pas I’équation (26) ou (27) en
ajoutant au second membre le terme

rv.p(r)f(x,y, el

(108) A IG))

On peut donc énoncer la proposition suivante :

TukoriMe [I. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 1,
si la fonction {(r), conservant une valeur finie pour toutes les valeurs
finies de la variable r, est telle que, pour des valeurs infiniment grandes,
Jnais convenablement choisies, du module o de cette variable, le pro-
duit (107) reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans

.. . e . r
le voisinage de certaines valeurs particuliéres du quotient 52 on aura

rF(l)—P(s) £(2y ¥y oees 1) é:q:(r)f(z.y,--., )
s (F(M)) (¥

(109) f(xyy,...,8)=

ou, ce qui revient au méme,

N 1 f(z,v,....r) Y(r)f(z,y,...,r)
(t10) H@pys ) =F&) & iy ~ & vy

pourvu que Ion réduise chaque résidu intégral a sa valeur principale.

Corollaire. — Rien n’empéche de supposer que la fonction (r),
comprise dans la formule (109) ou (110), renferme avec la variable r
la quantité s. Il en résulte que, dans le cas o1 la formule (110) sub-
siste, on n’altere pas cette formule, en y remplacant (r) par le pro-
duit F(s)y(r), en sorte qu’on a encore *

(111) f(z,y, .. ,s)_F(s)f‘[ ]!‘.(_x_ll.’.___Lr_)

((F(r)))

Exemples. — Concevons d’abord que I’on réduise f(a,y,...,r) a
I'une des fonctions cosra, sinre. Alors, en désignant par @ une con-
stante positive, par b une autre constante choisie arbitrairement, et
posant de plus

F(r) =sinar + rcosar, Y(r)==a,
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on tirera de la formule (106), pour toutes les valeurs de .« renfermées
entre les limites x = — a, z =a,

beosrx —
(112) a((sinar+ reosar)) 7

(113) bsinrx —0
C ((sinar + rcosar)) —

et par conséquent on pourra aux équations (83) et (9g) substituer les
deux suivantes

cosrz
((sinar + r cosar))’

I
114) cossz = (sinas+scosas) S ( —— + b
(114) ( )U<s_,.

: . 1 ‘ sinra
(115)  sinsax = (sinas + s cosas) & (S—_—_-—r + b> (Sinar —rcosar))’

ou, ce qui revient au méme, les formules

i ' cosrx
(116) cossz == (sinas + s cosas) S LA '
: S—r (@ +r)cosar—arsina

r_|’
(117) sinsx = (sinas -+ s cosas) S[(s ! ) sinrz r]7

— -
—r (a+r)cosar—arsina

dans lesquelles les sommes indiquées par le signe § doivent étre éten-
dues a toutes les racines de I’équation (81). Si 'on posait, au con-

traire,
F(r)=e*"—acosart+ e-*",

alors, en désignant par «, B des constantes quelconques, et prenant
pour ¢(r) une fonction entidre des monomes

r, cosar, cosfr, ...,

on tirerait de la formule (106), pour des valeurs quelconques de z,

(118) £ $(r)cosrz =o,

((e**—2cosart+e"))

(f1g) é:((em-- $(r)sinrz 0;

— acosart+e-am))

et-par conséquent on pourrait, sans altérer les équations (88) et (102),
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ajouter a leurs seconds membres les résidus compris dans les for-
mules (118) et (119). Si, pour fixer les idées, on suppose Y(r) =r,
la formule (118) donnera

cos [Nx(cosg +y=1 sin%)] cos[Nz(cosg —V=1 sing)] ‘

+

A (= Y= V=
(r20) Ta b ent__ g-nm 1! — & T -
P B cos[Nm(sin§ —-\/—lCOSg)] ) cos [N”(Si"g —\/-—.lcosg)]
14+y=1 . 1—y=1

la formule de N étant déterminée par I'équation (qo).
Prenons enfin

Hzyy, ..., r)= (€™ +e ") cosry et F(»r) = e — 3005 bt - ¢mor,

a, b dédignant deux constantes positives. Alors, en supposant toujours
- que (r) représente une fonction entiere des monomes

r, cosar, cosfr, ...,

“on tirera de la formule (106), pour toutes les valeurs réelles de «
comprises entre les limites — a, + a, et pour des valeurs quelconques
dey,

b(r)(e"=+e")cosry
((e¥*—acosbrt+e-ar))

(121) ‘f;

Par conséquent |'équation (105) pourra étre remplacée par la formule

A e S
; By - = (88— 1 gmaty £ 1 (e"F+e"Ycosry
(132) (€74 e %) cossy = (¢ —2cosbs* + ¢ )U[s~ - +¢(r)] (e s el e o]

En terminant cet Article, nous ferons remarquer que, dans le cas
o plusieurs des racines r,, r,, ry, ... de I'équation(5) deviennent
égales entre elles, le développement de la fonction '

C Ay, 0 8),

déduit d’une des formules (26), (27), (109) ou (110), renferme, non
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seulement les fonctions de niéme espéce

f(xy)’,'“s'.'l)’ f(x’)'9-~-’r!)9 f(“"y}"---”'a), ey

L]
mais encore les valeurs que prennent quelques-unes des fonctions dé-
rivées
of(z,y. ..., r) 0 f(z,y, ..., 1)

’

('123) ar ’ art

quand on y substitue les valeurs de r qui représentent des racines
¢gales de I’équation (5). Telle est la raison pour laquelle les dévelop-

pements des fonctions
e, cossx, sinsz,

fournis par les équations (50), (51), (53), (66), (87), (102), (103),
renferment, non seulement des fonctions de méme espéce, c’est-a-dire
des exponentielles, des cosinus, ou des sinus de la forme

ez, cosrz, sinraz,

mais encore des termes proportionnels & quelques-unes des puissances
entieres de la variable «. En effet, ces puissances présentent, au signe
pres, ce que deviennent quelques-unes des dérivées de €', de cosra,
ou de sin rz, quand on y pose 7 = o. ‘

Au reste, lorsque I'équation (5) a des racines egales, et qu’en vertu
de cette égalité certains termes du développement de f(z,y,...,s)
prennent des formes particulieres, on peut aisément les ramener a la
forme générale, en faisant entrer dans leur composition des quantités
infiniment petites. En effet, les valeurs des fonctions (123) cerrespon-
dantes i une valeur donnée r, de la variable 7 peuvent étre remplacées
par les polyndmes

'l'f(x)}" --~.":+8)-—£-f(a’,)’a )

—f(x’J’ ’rl+26) - —f(w,.)', . .-,l'|+8)¢' ﬁif(‘r))') sy "l)»

................................................. RN EY
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dans lesquels ¢ désigne un nombre infidiment petit, et chacun des
termes contenus dans ces polyndmes est simplement proportionnel a
une certaine valeur de la fonction
' ©
f(z,y,...,r).

Dans d’autres Articles, nous ferons voir comment, a I'aide des prin-
cipes ci-dessus établis, on peut développer une fonction quelconque
en séries d’exponentielles, de sinus, de cosinus, etc.



SUR

LES RESIDUS DES FONCTIONS

EXPRIMEES

PAR DES INTEGRALES DEFINIES.

Le résidu intégral d’une fonction f(r) de la variable » peut étre faci-
o .
lement déterminé, dans un grand nombre de cas, a Paide du théo-
reme I de la page 320, ¢’est-a-dire a I'aide de 'équation

(1 Sy =4

dans laquelle 7 désigne la valeur du produit

A A

2

(2)

correspondante & des valeurs infinies réelles ou imaginaires de cette
variable. De plus, comme Dexpression (2) n’est pas altérée quand
on y remplace r par — r, les valeurs infinies dont il est ici question
pourront étre choisies de telle maniere que leurs parties réelles soient
positives. Donc, si ’on suppose

(3) r:p(cosr—i—\/:sinr .

¢ désignant le module de r, et 7 un arc réel, il suffira, pour trouver g,

d’attribuer au module p des valeurs infinies, et a 'arc = des valeurs

T

. o e ™
comprises entre les limites — = + ~-

Concevons maintenant que f(r) renferme, avec la variable r, d’autres
OEuvres de C. — $.11, . VIL. 50
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variables indépendantes, x, y, ..., et se présente sous la forme

. f y .
) Siry=2LHET)

ou

(5) f(/')::— ‘?(r)f(x,_}’,...,r)

F(r)

o(r), f(x, r), f(x,y,...,r) désignant des fonctions qui restent finies
pour toutes les valeurs finies de 7. # se changera en une certaine fonc-
tion 5(x) ou F(z,y,...) des variables , y, ...; et I'équation (1)

donnera

LR =

ou

o PRLGTE S PR

Or, parmi les applications que 'on peut faire des deux formules qui
précedent, on doit principalement remarquer celles que nous allons
obtenir en remplacant les fonctions f(a, r), f(x,y, ..., r) par des inté-
grales définies.

Supposons d’abord que 'on attribue & la variable @ une valeur

réclle qui surpasse unc quantité désignée par x,, en sorte qu’on ait
(8) x> 23
et prenons d’ailleurs
x
(9) )= [ ereb (40) ds,
Xo

f(&) désignant une fonction qui reste finie entre les limites de U'inté-
gration. On tirera de la formule (4)

(10) £y =58 [ erew
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et par suite I’expression (2) deviendra

(11)

I <P(') ) x . i I CP(—") X e X
Z_F("),/r:, e F)'("L)L[H_;'l;;(-—f/')rL e="@=w () dp.

o

Concevons a présent que, pour des valeurs infinies de » dont la partie
réelle soit positive, le produit

Y (T .
(1) v e e da

se réduise a zéro, et le rapport

(13) 9(—r)

F(—r)

a la constante c. Il est clair que ces mémes valeurs réduiront la dilfé-
rence (11) au produit

(14) — 2o (2.

Effectivement, pour démontrer cette assertion, il suffit d’observer que,
si, dans I'intégrale

(15) rf. e rE (p) dpss

on substitue la valeur de r tirée de 'équation (3), en attribuant au
module p une valeur trés considérable, puis a I'arc 7 une valeur com-

prise entre les limites — g, + L—t, et faisant de plus
(16) xr —p=Es,

on trouvera sensiblement

WP lr—2)

,.f‘ e~rE—i) () dp = (cost +—1 sint) f(w)/ e—= (cos T2t Y=Tsint) (f2
x 0

‘o

= (cost + /=1 sint) f(x)f ez leosty=Tan) g3,
[
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ou, ce qui revient au méme,

(17) rf. e™r @ () dp = [ ().

Cela posé, on aura
(18) F(x) = — -c f(x),

et la formule (6) donnera

?(')[ e (1) dlp.

By T N .
(19) L‘: TR -:):L|(.I).

Ajoutons que, en vertu du théoreme III de la page 320, I'équation (19)
continuera de subsister, si, pour des valeurs infiniment grandes, mais
convenablement choisies, du module g de la variable 7, et pour des
valeurs positives de cos=, Pexpression (12) et la différence

9(—r)
F(-—r)

(20)

restent toujours finies ou infiniment petites, mais finies sculement dans
le voisinage de certaines valeurs particulieres du quotient :; Remar-
quons cnfin que, si I'on désigne par &,, &, deux quantités comprises
entre les limites a,, , on pourra disposer de ces quantités de maniere
a verifier les équations

f ePE=BICST o8 [p (4 — @) sint] (@) d

= |'(‘£_1)f ePIE-WeosT eog['p (e — ) sint] du
o

_ePEmEesT eos[ p(r — o) SinT — T ] — cosT .
R (2

[ eptE=peowT sin[p(z — ) sint] (@) dp

— ly(éz)f‘ epr—WeosTyinp (@ — p) sint] dp

ep(F—-x et sin[p(x — x,) sint — ] + sinz

= T . P ),
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ct par conséquent de maniere & vérifier la formule

\ f er@= () dp
(21) ¢

:f ep(cos T+ Y1 siut) (2—p) [() dpx

Lo

_ePE=E)enTeos|p(x — ) SinT — t] — €OST

p r(il)
B ePl@—T st sin [p(z — x,) sint — 7] +-sint
| P

f(Ez);

d’otr il est aisé de conclure que, pour des valeurs positives de cos~,
I’expression (12) sera finie ou infiniment petite, lorsque le produit

(22) FE:;pr(x—x)

sera lui-méme fini ou infiniment petit. On peut donc énoncer la propo-
sition suivante :

Tutoreme 1. — Soient ¢(r) et ((1) des fonctions de r et de p. qui
demeurent finies, la premicre pour toutes les valeurs finies de r, et la

seconde pour les valeurs de . comprises entre les limites
W= 2y, @z > X

Sotent, de plus, ¢ une constante determinée, ¥ (r) une fonction quelconque

de la variable r, et p le module de cette variable, en sorte qu’on ait
r=p(cost +\/—1sint).

St, pour des valeurs de p infiniment grandes, mais convenablement chot-

stes, et pour des valeurs positives de cos=, les expressions

(20) reh -
(22) % er(x—x,)

restent toujours finies ou infiniment petites, et fintes seulement dans le voi-
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sinage de certaines valeurs particulicres de cosz, on aura

o(r )f €W (1) dlpt

9 &

= — gc f(x),

pourvu que 'on réduise le résidu intégral

@(r)f e"E= (1) dp
E—% (F(m)y

a sa valeur principale.

Nota. — Si on supposait précisément x = x,, le premier membre
0

de la formule (19) s’évanouirait et, par conséquent, cette formule
9 I

deviendrait inexacte. Ajoutons que, si les conditions énoncées dans le

théoreme I sont remplies seulement pour des valeurs de @ renfermées

entre certaines limites, la formule (19) ne devra pas étre étendue hors

de ces limites.
Exemples. — Soient
F(r)y=e—1 et o(r)=
a désignant une quantité positive. Le rapport

o(—=r) _ 1
F(—r) 1—ew

se réduiragénéralement i la quantité — 1 pour les valeurs infinies de r
dont la partic réelle sera positive; et, si 'on pose en conséquence

¢ = —1, les expressions (20) ct (22) deviendront respectivement
1 1

(23) T
er(x-.n,)

(24) P

Or, il est facile de reconnaitre que, si I'on attribue au module p de la
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variable r une valeur infiniment grande prise dans la série

3m 5m 9m
Yoy ey ey

a a a

T
(25) pts

et & cost une valeur positive, en supposant d’ailleurs la variable «
renfermée entre les limites x,, x, + a, chacune des expressions (23),
(24) sera toujours finie ou infiniment petite, et finie seulement dans
le voisinage des valeurs de 7 déterminées par la formule cost = o.
Done, en vertu de ’équation (19), on aura, pour toutes lés valeurs
de x comprises entre les limites x,, x, + a,

[ e i an

§ oy __
(26) &y = 5 1),

ou, ce qui revient au méme,
S—r<x>~ f () dpp + 2 f cos 2 ) )

( + = f cos[m(v )1( Ydp + ..

Xy

(77)

puis, en faisant, pour plus de commodité,

am(r — )
0N
a
on trouvera
27l —ary) 2T — 1y
« o

g 1 av R av
= f(r) == fle— — )dv +f cosv[(w————- dy
2 2 o 2T s 2T

(28)

2T (-~ )

[ . av
+ cos2v (|l x— — |dv+....
A 27

Si, dans I’équation (27), on pose x, = o, a = 2, on aura simplement
[]

sgf(x)=é£ 1‘(w—v)dv+[ cosv [(z —v)dv

(29) x «
' +f coszvf(x—-v)dv—u—f cosdvf(z —v)dv+...;
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puis, en prenant {(«) = 1, on obtiendra I'équation connue

@ . T . |
(30) =2 ysinz+ ~sin2a + zsindz+....
2 2 2 3
Si 'on posait, au contraire,
f(z)=cosz ou [(x)=sinxz,
on trouverait successivement
™ v 1, 2 K 4 .
—COSZ = - COS.L + ;sine + -5 sin2x + ——;sin3x + —sinfx +.
2 2 4 1.3 2.4 3.5
31)
™ . T 1 1 I 1 1
? =sinx == —=sinx 4+ - + - €0Sx — —3 €082 X — — 083X — ——Ccosha —.
2 2 2 4 1.3 2.4 3.5

Les formules (29), (30) et (31), dont la scconde entraine les deux
dernibres, exigent que la variable « reste comprise entre les limites o
et 2. Elles deviendraient inexactes si I'on supposait précisément
T = 0.
Soient encore
F(ry=esr—r, o()=r,

a désignant une quantité positive. Si I'on attribuc a la variable r des
valeurs infinies qui offrent une partie réelle positive, et restent sen-
siblement distinctes des racines de I'équation

(32) e =r,

puis a la variable  une valeur réelle comprise entre les limites x,,
x,+ a, le rapport

o(=r) 1
F(=n) 14 - e=ar
r
se réduira généralement i la constante ¢ = — 1, tandis que les expres-

sions (20) et (22), savoir,

1 1

(33) 11— = Gy

t .
14 —e~%
r

rer(x—z,)

(34)

e’ —r
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seront toujours finies ou infiniment petites, et finies seulement dans
le voisinage des valeurs de © qui correspondront aux racines de I'équa-
tion (32). Donc, en vertu de I’équation (19), on aura, pour toutes les
valeurs de o renfermées entre les limites * = xy, * = x, + a,

e ) dy

a~ T .1
% ey = a (@)

ou, ce qui revient au méme,

(36) if(x)zéS[,-“:”.‘f' ""“‘"”’f(#)dﬂ],

Lo

le signe § devant étre étendu a toutes les racines de I'équation (32).
o]
Si ’on prenait
f‘(,'):eal.—-l', (P(,.):b+l.’
b désignant une nouvelle constante, les conditions énoncées dans le
théoreme I seraient toujours remplies, et I’on tirerait de la formule (1),
pour toutes les valeurs de o renfermées entre les limites x,,  + a,

(b+r) f erte=w f(u) dp
(37) &- =

o= % f(x).

Il suit de I'équation (37) que 'expression

<b+r>f et (1) dp

(38) N (V)

a une valeur indépendante de la constante b, ce qui tient & ce qu’on a
généralement

J. e () d

(39) J; =7 =o.

Soient enfin

F(ry=e®*—abr+e-2", o(ry=-e-a,
OEuvres de C. — S. 11, t. VIL. 51
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a, b désignant deux constantes positives. Alors le théoreme I don-
nera, pour toutes les valeurs de  comprises entre les limites x = ,, .
r=x,+ 2a, -

e—ar f e () dpe

(40) c’./ « e“"r-a— 2br +e-ar)) 73 [(®).

Au contraire, si, en supposant

, CF(r)y=e*—abr+e-a,

on prenait
o(r)y=e*—2br,

ou plus généralement
9(r)y=e""+a+fr,

«, B désignant deux nouvelles constantes, I'équation (19), réduite
I'une des formes '

(ear—abr) [ erte= (1) d
40 ) =— 1 ()
(4 (@ (e —2br +e=4")) =R I

L
(e=*"+oa-+fr) f er®=h () dps

ra L Y
(42) c'/ ((e4"—2br + e—4r)) T2 [z,

ne subsisterait plus que pour des valeurs de x renfermées entre les
limites x = x,, * = x,+ a..
Concevons maintenant que !’on attribue & la variable « une valeur

-particuliere qui soit inférieure 2 une certaine quantité X, en sorte
qu’on ait

(43) z<X.
Alors, par des raisonnements semblables 4 ceux dont nous avons fait

usage pour démontrer lc théoreme I, on établira sans difficulté la pro-
position suivante :

L g
Tutonkme Il. — Sotent ¢(r) et {() des fonctions de r et de p. qu
demeurent finies, la premiére pour toutes les valeurs finies de r, et la
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seconde pour les valeurs de p. comprises entre les limites
r=ux, p=X>x.

Soit de plus C une constante déterminée, ¥ (r) une fonction quelconque de
la variable r, et p le module de cette variable, er sorte qu’on ait

r=p(cost+y—1sint).

Si, pour des valeurs de p infiniment grandes, mais convenablement choi-
stes, et pour des valeurs positives de cos~, les expressions

(44) i

F(r
e
(43) =5

er(x—.r)

restent loujours finies ou infiniment pelites, et finies seulement dans le vor-
sinage de certaines valeurs particuliéres de cos~, on aura

<r)f =t () dp

(46) L IGY)

I
=3 Cf(=),
pourvu que Uon réduise le résidu intégral

?(')[ er@=i) ((u) du
é’ (F))

a sa valeur principale.

Si I'on supposait précisément = X, le premier membre de la for-
mule (46) se réduirait a zéro, et par conséquent cette formule devien-
drait inexacte. Ajoutons que, si les conditions énoncées dans le théo-
reme Il sont remplies seulement pour des valeurs de x renfermées
entre certaines limites, la formule (46) ne devra pas étre étendue hors
de ces limites.

Exemples. — Si I'on prend
F(ry=eer—u, (r)=r,
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a désignant une quantité positive, alors, en attribuant a r de trés
grandes valeurs dont la partie réelle soit positive, on trouvera sensi-

hlement
o(ry e 1

F(r)  es"—1 7 1 —eor

=I.

Par suite, on prendra C =1, et 'on tirera du théoreme II, pour toutes
les valeurs de o comprises entre les limites x =X — a, v =X,

X
v [ e ()
v x . 1 \J
(47) S e =1)) =5 (@),

ou, ce qui revient au méme,

X X
Sgrm:g[ f(#)dy-t-%f cos 2 ZB) )
(48)
' + - fcos )f(p)dy+...;

puis, en faisant, pour plus de commodité,

am(p—2)
a
on trouvera
! eR(X—x)
TL’ ) B ' a
;I(x)—;[ t(x—b— >dv
zmx-n
(49) ) +f cosv f(m—i— >dv
Hl:(X-—.z‘l
+f coszv'<x+ )dv+
[

Soit encore
F(ry=esr—r,

a désignant une constante positive. Alors, si I’on prend

o(r)=e*,
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on tirera de la formule (46), pour toutes les valeurs de x renfermées
entre les limites x =X — @, x = X, '

X
earf er(z—p.) “(P) dl"’

‘ I,
(50) é‘/ = _—,;'(x).

Soit enfin
F(r)=e*—abr+ e,

Alors, en prenant
¢(r)=e,
on trouvera, pour toutes les valeurs de « renfermées entre les
limites * = X — 2a, z =X,
X
earf er(x—w) "(H)d‘*

< (( e“;'_ abr m ) =3 f(x).

(51)

Si'on prend, au contraire,

o(r)=er—abr,

ou plus généralement
o(r)=e"+a+pr,

on obtiendra, au lieu de I’équation (51), les deux formules

X
(e — sbr)f er@ =) (1) dp

(‘-f ((e4"—a2br +e2"))

(52) = é f(),

X
(e -+ Br) [ ertz= () du

1
(53) {/ ((e*" — abr +e—ar)) =;(=)

dont chacune ne subsistera plus que pour des valeurs de « renfermées
entre les limites x =X — a, # =X.

On peut encore déduire des théoremes I et II une proposition qui -
mérite d’étre remarquée, et que nous allons faire connaitre.

Tutoreme 11I. — Soient F(r) et {(x) deux fonctions de r et de x qui
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demeurent finies, la premiére pour toutes les valeurs finies du module p de
la varwable r, la seconde pour toutes les valeurs réelles de x renfermées
entre les limites x = x,, x = X > x,. Concevons, en outre, que la fonc-
tion F(r) puisse étre partagee en deux autres (r), y.(r) qui demeurent
finies elles-mémes avec la variable r, de telle sorte que, pour des valeurs
de r infiniment grandes, mais dont les modules soient convenablement
choiss, et dont les parties réelles soient positives, chacun des rapports

> Q(—— ")
(34) F=n'
(35) e

reste towjours fini ou infiniment petil, et fini seulement dans le voisinage
de certaines valeurs particulieres du quotient ;- Enfin supposons chacune
des quantités x,, X, ou plutit la différence X — x,, choisie de maniére que
les conditions ci-dessus énoncées ne cessent pas d’étre remplies quand, aux
rapports (54 ) et (55), on substitue les produits de ces rapports par Iex-
ponentielle

cr(\—a'o)’

c’'est-a-dire les deux expressions

(56) %((_:_:_::_;er(x—ro)’
(57) K e,

Alors on trouvera, pour toutes les valeurs de x comprises entre les
limites z,, X,

X
o(r) f er@-u) () d.

8 = —Fmy

ou, ce qui revient au méme,
X

2(r) [ erte=w () dp
((¥(r)))

H

(39) f(e)=—F
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pourvu que l'on réduise le résidu intégral renfermé dans U'équation (58)
ou (59) a sa valeur principale.

Démonstration. — Si les conditions énoncées dans le théoreme 11
se trouvent remplies, et que I'on attribue a la variable r des valeurs
infiniment grandes, mais dont les modules soient convenablement
choisis, et dont les parties réelles soient positives, non seulement les
expressions (56), (57), et, a plus forte raison, les deux produits

(60) ;‘fE“‘ Ir; eriX—x,
(61) éé:;elm-x)

seront toujours finis ou infiniment petits, et finis seulement dans lo
.. . . . . r .
voisinage de certaines valeurs particulieres du quotient ;3 Mmais on

pourra encore en dire autant des différences

(63) ;‘fij; 5

puisque, en vertu de I’équation identique
(64) o(r)+x(r)=F(r),

ces différences sont équivalentes, au signe pres, la premiere a la frac-
tion (55), la seconde a la fraction (54). Par suite, le théoreme I four-
nira I'équation

%(r) f N

i
(63) L—wFom ~alte)

tandis que le théoreme II donnera

X
9(r) f ere=®) () dp

I
(%9) oy =@
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De plus, comme la formule (64) permet de remplacer, dans les équa-
tions (65) et (66), y(r) par F(r) — ¢(r), ou plus simplement par
—a(r), et o(r) par F(r)—y(r), ou plus simplement par — y(r),
on trouvera encore

. 9(1')f‘ €rE=w () dpe

T — I,

et

X
f A —
< (F(r)))

(68) — 5 1),

Si maintenant on combine entre elles, par voie d’addition : 1° les for-
mules (66) et (67); 2° les formules (65) et (68), on obtiendra préci-
sément les équations (58) et (59).

Nota. — 1l est bon d’observer que, en égalant & zéro les rap-
ports (54) et (55), on obtiendra les deux formules

=N e T
@ (=) x(r)

desquelles on tirera ;—E_}:—; = (1), ou, ce qui revient au méme,

- ol—r) _
) =) = °
ct

e(r) __1

(70) o

De méme, en égalant i zéro les rapports (56) et (5%), on obticndra
les équations

er(X—1o er(X—=xg
T I 10
9(—r) 2(r)
que I'on pourra présenter sous les formes
li——....r_) grX -y g—rX—ay) — l, M e X —ro 4 g=r(N—axi)— .].,

¢(—=7) o x(r) o
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et desquelles on tirera, en attribuant i r des valeurs dont les parties
réelles restent positives,

.x.(— r) e~ r(X—xo) — I
o(—r) "o

)

ou, ce qui revient au méme,

(71)% zz: :;e_,»‘x_xo,zo
et
(72) i%.}e--mx—r.,)z ‘l),

Cela posé, pour satisfaire aux conditions énoncées dans le théorsme 111,
il faudra évidemment décomposer f(r) en deux fonctions telles que le
rapport de la premiere & la seconde, savoir

(73) $(r)

devienne généralement, pour des valeurs infinies de la variable 7, infi-
niment grand ou infiniment petit, suivant que fa partie réelle de cette
variable sera positive ou négative, et choisir ensuite la différence X —x,,
de maniere que I’expression

@) x—n
(~4) I e r(X —ay)

x(r) '
¢’est-d-dire, le rapport (73) multiplié par I'exponentielle e"(X=%.),
jouisse encore de la méme propriété.

Exemples. — Soit d’abord

F(ry=er—u,
a désignant une constante positive. Si I'on prend, dans ce cas,

. Q(r)=e*, x(ry=-—i,
le rapport
(r
(r
OQEuvres de C. — S.11, t. VII, » 52

-
-~

— — ear

x
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deviendra, pour des valeurs infinies de la variable , infiniment grand,
ou infiniment petit, suivant que la partie réelle de r sera positive ou
négative; et, pour que le produit

M e—rX—2g)— __ gria—X+ux,)

x(r)
jouisse encore de la méme propriété, il sera évidlemment nécessaire
que la différence X — @, reste inférieure  la constante a, ¢’cst-a-Hire,
que la quantité X, supérieure & x,, reste inférieure & la limite x, + a.
D’ailleurs, il est facile de s’assurer que, si 'on prend F(r) =" —1,
g(r)=e¢", y(r)=—1,X>x, et <x,+a, les conditions énoncées
dans le théoreme 111 seront toutes remplies. Alors, en effet, les expres-
sions (54), (55), (56), (57) s’évanouiront pour des valeurs infinies
de la variable r, tant que la partie réelle de cette variable, étant posi-
tive, ne deviendra pas sensiblement égale a zéro; et, quand cette partie
réelle différera trés peu de zéro, il suffira, pour que les mémes expres-
sions conservent des valeurs finies, d’attribuer au module de r des
valeurs infiniment grandes prises dans la série (25). Donc, en vertu
du théoreme I1I et des formules (58), (59), on aura, entre les limites
r =22, =X <x,+a,
oo e ) s

To

(75) (@) = & — ey

ou, ce qui revient au méme,

X
[P om0
(76) f(’”)-:&r—"‘(‘(e—,ut_'l—))—'

Si I’on développe les seconds membres de ces derniéres formules, on
obtiendra la suivante

am(x

X X
‘ fl@)= },f f(p)dp+ §f cos——a;*‘—)rw)dy

(77) X
? +3f cos-[!n—(xa——ﬂf(y)dp-l—...;
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puis, en posant , = o, X = a = 27, on retrouvera une équation que
M. Fourier a donnée dans son premier Mémoire sur la Théorie de la
chaleur, savoir

27T an
mi@=3 [ fwdu+ [ cost@— ) [()da
(78) .
+f cosa(x—y)f(y)dp—:—f cos3(z —p) () dp+....

Soit encore
F(ry=e*+1.
Alors, en prenant cp(r)'= e, y.(r) =1, on tirera des formules (58)
et (59), pour les valeurs de x comprises entre les limites x = ,,
r=X<x,+a,

X X
e“"f er(x—u) r([}.) d[.l. f er@—g) f(IJ') dl"'
(79) @=L "G ==Ly

ou, ce qui revient au méme,

X
‘f(ac):%[/ cos X&) “)f(y)d,m-f cos——ﬁ—)[‘(p.)du.

(80)
? +f cos |(;.L)dy+ ]

puis, en posant ¢, =o0, X =a =, ou bien ,= o0, X =a = 27, on
obtiendra les deux équations

sl gf(x)=£ cos(x—p)['(p)dp.—i-‘[ cos3(z — p) f(p)dp
(81) .
( -I-f cosB(z —p)f(p)dp+. ..,

T f(x) :fmcosx

|(p>dn+f cos 228 )
(82) o
+f cos P) f(p)dp-+..
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De méme, si I'on supposait
F(r)=es" — e3%,

@ désignant une constante réelle, alors, en prenant g (r)=e*,y (r)=€**,
on trouverait, pour les valeurs de x comprises entre les limites x =x,,

r=X<x,+ a,
X

earfA er(@—) [’(P,)dy,

(e —e)

)

(83) (@) =J
ou, ce qui revient au méme,

X

X X
2@ = f X () dip + f ex(E=k cos

an(r—p),
——— f(w)dp
(84) <
’ bz —p) :
+f eXZ-p) cos -———;l~~~~|'(1.1.)a’y.+. -
X
Cette derniere formule continue de subsister dans le cas ol 'on rem-
place la constante réelle « par une constante imaginaire « + 3y — 1,
a, B désignant deux quantités réelles, ct se divise alors en deux équa-

tions, savoir

g .
Si@)=5 [ e cos(z — ) () du

X .
(85) +f ex(x—L) COSﬁ(.Z‘ — F)vcos %Eg.‘z‘_a_ll)."(y) ([H

X
+ [ ememw cospe — ) cos EEZE) ) d ..

et
1 X .
o:—.;fr e*@=W sinf (x — p) f(p) dpx
* X
(86) +L e“(-”‘l*)sinﬁ(-z«’—-#)Cosﬁ@‘&:—“‘zf(ﬁ)df*
X
‘+fr e“‘*-ﬂ)sinﬁ(w—#)COSlﬂL%:@l'(P-)dH'*""'

° *
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Soit maintenant
F(r)y=esr—u.

Alors, si I'on prend ¢(r) = ¢, ¥ (r) = — r, le rapport

o(r) I

e Zear
x(r) r
deviendra, pour des valeurs infinies de la variable 7, infiniment grand
ou infiniment petit, suivant que la partie réelle de r sera positive ou
négative; et, pour que le produit

(P(I') e—1X=2,) — __ _l_ era—X+x)
x(r) r
jouisse encore de la méme propriété, il sera nécessaire que la quan-
tité X, supérieure a x,, reste inférieure & x, + a. D’ailleurs. il est aisé
de s’assurer que, si 'on suppose 9(r) =™,y (r) = —r, X —2z,>0
et < a, toutes les conditions énoncées dans le théoreme III seront
remplies. Donc, en vertu des formules (58) et (59), on aura, pour les
valeurs de « renfermées entre les limites x = ), * = X < z, + a,
X X
e f @t () dp r f erEh () dp
Ta - N Ty

= F]

((e*r—r)) bt (e —r))

8 (@=5

ou, ce qui revient au méme,

. AX
(88) f(x) = és [I' _: : f er@—p) f(u) dp.] ,

le signe § devant étre étendu i toutes les racines de I'équation (32).
Supposons encore
F(r)=es"—abr + e-ar,
a et b désignant deux constantes positives. Alors, en prenant

o(r)=e*— br, x(r)y=e—br,

on tirera de la formule (58), pour des valeurs de « comprises entre
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les limites x = zy, v = X < x, + a,

X
(exr—r) [ ertew () s
(89) . f(x) = & ((ear_ ;ﬂbr —+- e—ul')) ’

et de la formule (59) .
(br — e=ar) f erte—w () d
(90) f(z) = ([: ((es7= ;}” +ea)) :

Si, dans la méme hypothese, on prenait
p(r)=e* +a+PBr, y(r)=e*—a—(B+ad)r,
a, B désignant deux constantes arbitraires, la formule (58) donnerait

X
(et o) [ ere= ()
(9') f(.’l‘) = & ((8‘”'-—— 2 [::- —+ e-—al'))

b

la valeur de « devant toujours étre renfermée entre les limites z =,
r=X>ux,+a.

Aux applications que nous venons de faire des formules (58) et (59)
on pourrait en ajouter un grand nombre d’autres. Ainsi, par exemple,
si I’'on désigne par a une quantité positive, par b, A, B des constantes
quelconques, et par f(r), f,(r) des fonctions entibres de r, on tirera
de la formule (58), pour des valeurs de = comprises entre les limites
x=x, x=X< x,+a, '

X
e 1(r) [ erew () dp
(92) (@ =&~ i s hoy

et, pour des valeurs de x comprises entre les limites x = x,,
=X xy+ 2a, .
' e*r{(r) f er@= f(p) dps
(5%) i)=& <@ itn Tetrmn
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X
ear £(r) f @) f(y1) dpe
(94) . f(‘z')=‘{:((earf(,-):'ea(b—l‘)f(b—r)))’

X

A+ B+ ryer [ ertebi () dp
(95) f(z) =£ ((AFr(Brryer— (X._ Y (B—r) e—a:-))’

X
(e*"cos br — I)f er@=t () du

(((e#"+€e=2") cosbr — 2))

(96)  f@={

’

X
(ea" cosbr + x)f er@=m () du
(o7) (=g (((e*r+ e‘“’;ncos br +2))

)

........................................

Ces diverses formules sont fort utiles dans la solution des problemes
de Physique mathématique, surtout quand elles sont combinées avec
celles qui se déduisent de la proposition suivante :

TukoriMe IV. — Sotent ¢ (x,r) et {(i) deux fonctions de x, r et .,
qui demeurent finies, la premiere pour toutes les valeurs de x et de r, la
seconde pour toutes les valeurs de . comprises entre les limites p. = x,,
= X>ux,. Sotent de plus F(r) une fonction quelconque de la va-
riable r, et p le module de cette variable. Si, pour des valeurs infiniment
grandes, mais convenablement choisies, du module p, chacun des produits

“'P(‘”a r) _rz
(98) _F(T)_e oy

(P(‘”) r) -
(99) Foy ¢

reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage

. . . 3 r
de certaines valeurs particuliéres du quotient 5? onaura

X
o(z, 1) f e~k () dpx
(100) 0 CF) =0
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pourvu que I'on réduise le résidu intégral

Q(m,r')‘/xe"‘ﬂ fpe)
a sa valeur principale.

Démonstration. — La valeur générale de » pouvant étre exprimée, &
I'aide du module p et d’un arc réel 7, par une équation de la forme

~ r=p(cost+y1sinz),

on trouvera, par un calcul semblable & celui dont nous nous sommes
servis pour établir la formule (21),

§f R (g e fe—p(mst+d-!snn1 p‘( ) dp.

P 008 (1 + py SinT) — p-P"“‘”cos(r +pX sint)

p (&)

'P"C“"Sln(r-{-—pxoﬂlﬂ‘f)—'e_Px“’”SIn(T-I—DXSmT E ~/ |
—— s 1 —h

p

(1o1)

&,» £, désignant deux quantités comprises entre les limites «,, X; puis
on en conclura

X
olar) [ ehfe) dy

r

F(r)
(102) 2?15'2 ))e-"'[cos 'c+pz'osmr)+;/—-lsm(t-q-pxosmrJ[f £1) cos( t+px.,smr)—-\/—1|’ (E4)sin(z+paysin)|
?é(t ; e~X[008 (t+p X sint)+y/— 1 sin(r-+p X sint)] [{(¢1) cos(r-+p Xsint)— =1 f(} f( 5)8in(z-+p X sint)|.

Cela posé, il est clair que, si les conditions énoncées dans le théo-
reme IV sont remplies, le produit

X
ol ) [ flu)da

(103) r G)

restera toujours fini ou infiniment petit pour de trés grandes valeurs
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du module p de la variable r, et fini seulement dans le voisinage de
certaines valeurs particulieres du quotient g Par suite, le théoreme 11
de la page 305 entrainera la formule (100).

Nota. — Siles conditions énoncées dans le théoreme IV se trouvent
remplies seulement pour les valeurs de 2 comprisgs entre certaines

limites, par exemple entre les limites x =a,, =X, la formule (100)
ne devra pas étre étendue hors de ces limites.

Exemples. — Soient d’abord

F(r)=-e{(r)—es=nf(b—r)
et
@ (&, ) == e’ e=r(x=22,),

a désignant une quantité positive, b une constante quelconque, et
f(r) une fonction entiere de . Alors, si 'on suppose la variable 2 ren-
fermée entre les limites x,, X et X — x, < a, les expressions

olzyr) .. ever@=mif(r)
F (—;T)—- ? 0 — eor f( ,.).___ ea(/,__,-) f(l) - ,‘) )
oz, r) . eMerEX-2z)f( )
F(r)y T et f(r) — ex 6= f(h — r)

rempliront évidemment les conditions énoncées dans le théoreme 1V.
Done, en vertu de ce théoreme, on aura, entre les limites o = x,,
x =X <2, a,

e {(r )f e~rEHI=2Z) p(1) dp.

(o) & it —em=ie iy

Si I'on combine cette derniere équation avec la formule (g4) par voie
d’addition ou de soustraction, on obtiendra les deux suivantes :

eor(erE=2) 4 e=rta=2)) () f =) (1) dps
«e‘"1(r>~-e“(°-"f<b—r>» ’
ear (er@—z) — e=r(z-z) f( ) f e~ =) f( ) dp.
(106) =) =g (@ (r) — e 16— 7))
OEuvres de €. — S. 11, . VIL 53

0s)  fley=4F
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Si, pour fixer les idées, on prend

les équations (105) et (106) donneront

X
ear(er(x-zn) . e—r(x—-x,))f e—"(p—x,) |’(P~) dp.
() fe)=g (7= ear))

et .
ear(er(x-x‘) o e~l'(1—'ro))f e~"(p—x,) f(y,) dp,
('08) f((l') = L ((eal'___ e—:anl')) ’

ou, ce qui revient au méme,

o B ) )
sf(x)::;jl; f(H)dH+§|:. COSﬂ(ma xo)f; cosﬂ(ya £°)f(p.)dp.

(109) ) X ,
( +cosan(w‘:xo)f cos 21((#(;—-100)‘;(#)@ +]

et

{ ' X
“’(w):;[ sin ?.(%—lﬂ‘[ sin ﬂﬁi:w_o)r(y)dy
(110) ¢ ‘
( +sin2~ﬂ(—%——~@‘£ sinz—w&:rl)f(p)dy—i-...];

puis, en posant x, = o, X = a, on en déduira les formules connues

(111) f(x):% S [cos’—fgff cos%’i‘f(y)dy],
(112) . |'(.z‘):.-:; S [sin '—l%a—cf sin "—::ﬁf(y)dy],

dans lesquelles le signe § s’étend 2 toutes les valeurs entibres, posi-
tives, nulles ou négatives de n. Ces derniéres formules, qui subsistent
pour les valeurs de « renfermées entre les limites # = o, x=a, peu-
vent étre employées avec avantage, la premitre dans la théorie des in-
struments a vent et dans celle de la propagation des ondes & la surface
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d’un fluide que renfermerait un canal terminé par deux plans perpen-
diculaires & son axe, la seconde dans la théorie des cordes vibrantes.
Si, dans les mémes formules, on remplace la constante @ par I'unité,
on obtiendra deux équations qui pourront s’écrire comme il suit

n=e

1 1
(3F) = d| dpl,
(113) f(z) [ (@) #'+2,§, [cosn‘nx/o‘ cosnmp f(p) p]
(r14) f(z) =12 S [sinmrxf sinnnpf(pt)dy],
n=1 o

et dont la seconde a été donnée par Lagrange dans le Tome III des
anciens Mémoires de Turin. Si I'on suppose, au contraire, @ =, on
trouvera, pour des valeurs de - renfermées entre les limites o, =,

n=ow

(115) Trf(a:)::f f(p) dp+2 S [cosnxf cosnp.f(y)dy.],
(116) nf(x) =2 S [sinrxwfﬂsinnpf(p)dp].

Les deux équations précédentes sont contenues dans le Mémoire déjh
cité de M. Fourier, pages 308 et 311. Mais on doit observer que la pre-
miére avait été donnée par Euler dans un Mémoire qui porte la date du
26 mai 1777, et qui se trouve imprimé dans les Nova Acta Academie
Petropolitance pour année 1793. Quant & I'équation (116), on peut la
déduire immédiatement de la formule (114) donnée par Lagrange, en
remplacant, dans cette formule, la fonction () par {(nx), et les va-

riables 2, i par les rapports ‘E, % On déduirait dé¢ méme les for-
mules (111) et (112) des équations (115) et (116), en remplacant la

fonction ¢(x) par f(’-t;:f), et les variables x, ¢ par les rapports %, 5“;’—“ .

Remarquons enfin : 1° que, pour obtenir I'équation (116), il suffit de
substituer la fonction ¢(«) a la fonction dérivée {'(x) dans I'équa-
tion (115) différentiée par rapport 4 la variable x et combinée avec la
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formule )
fcosnw(ﬂ)dp = gy LB 'tfsinnyr’(#)dn»

de laquelle on tire

T ’ 3
C(117) [ cosnpf(p.)dp:—»,llf sinnp f'(p) dp;
o

o

2° que, si I'on ajoute, membre & membre, les équations (115) et (116),

on obtiendra une autre équation comprise dans la formule (77).
Lorsque, dans les équations (115) et (116), on prend successive-

ment [(x) =1, [(x) = x, {(x) = 2%, ..., on ep conclut, pour des va-

leurs de « renfermées entre les limites o, =,

(cosz 4 2837 cosdz | _m(z—2z)
cos 3 ~+ T' LeaT= 3 9
(118) 4_(053.1: cos5x _m(m-ax) () ane — 2a?)
) '—3*5—- -+ 5 B — 96 ’
ot )
| sing .y Sin3e  sinde @
s sinz + ~— 3 =
(r19) . sindxz _sinbx _ma(n —.x)
sinx + —31“'*'—:6&—- "f‘...v—'———*g_—"‘i

.........................................

On pourrait arriver aux mémes résullats, en partant des formules (73)
et (74) de la page 358. En effet, si I'on pose, dans ces formules,
@ = —=, on en tirera, pour des valeurs de x comprises entre les

limites @ =: 0, -~ 2,

[
cos2z  cosdz (,osdw . ncos(zr —m)s I
([20) COSx 4+ — lm -+ -‘gm‘ b /2m B S é: “——‘Q—S-ﬁ]—'&';——* ;;2',71
et
sin2z  sin3x  singa _ prsin(z—mn)s I
(ra1)  sin 4+ + o + Tt e -& Py Py

puis, en remplacant x par 22, on trouvera, pour des valeurs de @ ren-
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fermées entre les limites o, =,

(122 cos2zr  cosfr cosbx o ncos(zq-—rc)i i

! ) gdm 411:: [ T {, im+iging s zim

et

123) sin2z  sinfz  sinbx . fﬂsin(wLn): L
( 2 g2m+l + 4-.‘m+1 G2m+1 T O gimtiginms s+t

Si maintenant on combine la formule (120) avec la formule (122), ou
la formule (121) avec la formule (123), on obtiendra les suivantes

124 cos3z | cosba __pcos(axr—ms—amcos(a —m)s [/ 1\
(12) cosa + ~p + S +o=n T e ),

. . sindz  sindx ‘sin(22 — n)3 — 2 ¥sin(z — )3 788
(r2d) sinz + Pyt -+ Tt +.. .:1:& T P ((;m+n>)
qui subsistent pour des valeurs de & positives, mais inférieures i =, et
qui, étant développées, reproduisent les équations (118) et (11g). Il
est bon d’observer que la premiére des équations (119) cesse d’étre
exacte quand la variable & devient précisément équivalente 3 I'une
des limites o, =. Mais, si, dans la méme formule, on attribue succes-

. s T T . .
sivement  « les deux valeurs 5’ Onretrouvera deux équations don-

nées par Leibnitz et par Euler, savoir

L S B S B S S T
35 TR 35 59 11 "'—'2\/2

Lorsque, dans les équations (115) et (116), on prend {(z') = ¢**, on
en conclut, pour des valeurs de « compriges entre o ct 7,

I cos2z  cosfzx 2§ cosz  cosdx
4 >-—'E(e”‘+l)<

P 1 sy T

e 28 em (1 C082% z
(126) e‘_ﬂ(e‘ l)<ns’ si4+4  s+16

et

sinz 3sm3x+m>__zi(em_,)<asm2w bsinfz >

z— 2 pm nr e
(127) €= _ (e +I)(S’+l s T T e )

8i, apres avoir développé les deux membres des formules précédentes
suivant les puissances ascendantes de s, on égalait entre eux les coef--
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ficients des puissances semblables, on retrouverait les équations (118)
et (119), avec celles que comprennent les formules (122) et (123).

Lorsque, dans la formule (115), on pose p = 2v et f(x) = cos’?
s désignant une quantité positive quelconque, on en conclut

»

jud = T
Tz ! S *
(128) 5 cos* :f cosévdv + 2 S cos na:f cosanvcosvdy |.
0 0

n=1

D’ailleurs, j’ai prouvé, dans le Mémoire sur les intégrales définies
prises entre des limites imaginaires (page 40) ('), qu'on a générale-
ment, pour des valeurs positives de s et de ¢,

x

. 2
(129) f COStY COS*Y dy = —— T(s+1
0

s+1 - - *
2 T(‘% —H) I‘(“—;—f +1>

On aura donc, par suite,

T

2
f COS22VCOS*Y dv == z—gﬁ - F(H")‘_
0 I‘('—+n+x)l‘('———n+l>
(130) 2 2

b T(s+1) s(s—2)...(s—2n+2)

2 [I‘(f +'>]’ G+2)+4)...(s+2n)
2

et 'équation (128) donnera, entre les limites = = o, ==, ou méme
entre les limites x = — =, x =,

131) costE = —— - L+ [, _s cosz + — =3
' 2 25! [I‘(%—H)T 2 s+2 (s+2)(s+4)

puis, en remplacant « par 2z, on trouvera, pour des valeurs numé-
riques de « plus petites que 7-;,

coszx+...];

o 1o T+ [ s s(s—3)
132) costx= prms [I‘(i _H)],[; s+zcoszw+ GraG+h
2

(1) QEuvres de Cauchy, S. I, T. XV.

cosl.a:+...].
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8i, dans la formule (132), on pose successivement s=am, s=2m—1,
m désignant un nombre entier quelconque, on obtiendra les deux

équations
. _, 135 am—1)T1 m m(m—1i)
(133) cosmz =1 2.4.6...am |2 ta +1 0082z + (m+1)(m+ a)cos[;z+... ’
43.4.6...(2am—2)[1 am—1 (am—1)(am—3)
o m=1 g — T - —_—
(136) ~ cos?" =2 1.3.5...(am— 1)[2 +zm+l cosa & + (2m+l)(2m+3)cosdw+...],

qui fournissent les développements de cos*™= et de cos*™ 'z en deux
séries dont I'une s'arréte, tandis que 'autre est composée'd’un nombre
infini de termes. Si l'on fait, en particulier, m=1, m=2, ..., on
tirera de 'équation (133)

9 1 1 I
costz= - -+ acosaw=;(1+cosax),

costz= Z( -+ 3cosw+ ﬂcosﬁm> (3 + 4 cosaz + coshx),

et de I'équation (134)

({1t cosaz coshx cosbz cos8z
cosz = = |-+ — + - +.o ),
m\2 1.3 3.5 5.7 7.9
_+cosa:c+ cos4x _ cosbz + cosBzr
9 1.3.5 1.35.7 3.5.7.9 S.9.9.11 !

...............................................................

Ajoutons que, si 'on prend =0, on tirera de la formule (132)

r(f+)]
3 L Ss=2) s(s—a)(s—4) _2,_,[<§+[)]’
(137) '+s+2 (s+2)(s+4)  (s+a)(s+4)(s+6) T T(s+1)
et des formules (136)
1 L _T_1
7:3"5.'5+5.7“;‘9+-~—4 2
(138) 1 1 1 T

1357 T 3599 5.7.9.11_"'_2[;
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Revenons maintenant & la formule (109). Si I'on y suppose
T n )
=0, X= 5 a=- f(x)=cos*z,
s désignant toujours une quantité positive, on obtiendra I'équation

1
2 cosax cosaae

[ = A e Y

. . . . . . T
qui subsiste pour les valeurs d » comprises entre les limites z== - -,

(139) cos'z= —I‘(c+|)

T o ST . . '
z = > et pour des valeurs de « positives, mais inférieures a 2. i 'on

prenait précisément « = 2, I'équation (139) coinciderait avec la for-
mule (132). De plus, si 'on combine I'équation (13g) avee celle que
I'on en déduit, quand on remplace « par 2a, on trouvera, entre les

. . s T
limites ¢ =0, ¢ =130 - — S =

(140) (:OS’w:%F(s+1) ’ — cosar s cos3azzl» . I
2 F(L__‘i‘+1>r(“_i°_'+l) r(.‘i:i‘.,.,)r("‘ “+.)
2 2 2 P .

Lorsque, dans cette derniere formule, on pose successivement « =1,
puis s = am et s:=2m -1, m désignant un nombre entier, on en
conclut

R Chuet) N O TP Lol IEPOWE YN Clind L) P
wl(’wJ 1 ) ) (H3)(+)
2
4
=

I p — 24
(1h2)  cos™ma= 3.5 (2m+

(141 costar=

(am—1)(2am—3)
(2m+3)(am+5)

am-—1
cosx + - 0832 + cosbz+..
am+3

)
1.3...(2m——1) :

m—1 (m—1)(m—2a)"
€OS T + cos3z + -
2.4...2m m+1

% m-1gp — el
(143) cost"-tr =2 (m+1)(m+n)mS5x+ ]

. T T
On aura, par exemple, entre les limites z = — ST=

4 c0s3x  coshx  cos7x | €OSQE
= ~| COSx — -— -+ =]y

‘ 3 5 7 9
. 8 /cosz cosdxr cosdz cosyr  cosgx
LA (it - -
t“’”“ (1.3 t 35 T35, T a0y gn +"'>’
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et, pour une valeur quelconque de z,

C®r —Cosx,

(145) cos'x_—.g(cosm-i-gcos&r) 4(3cosw+ cos3z),

................................................

Sil'on prend = o, les formules (141) et (144) donneront

s—1  (s—1)(s—3) ey S s+1\1?
W) 1+ T+ g T 'I‘(s+x)[r<T>,]

et

(147) 1 i 1

Enfin, si, dans la formule (139), on pose « =1, alors, en ayant égard
a I'équation connue

(148) I(as) = au-tn'%r(sj 1‘<.«+ ;),

. . s T
on trouvera, entre les limiteg z = — S E=

’I‘( 3) T  as+1 ?ﬁc (as+1)(3s—1) B
<a> I,(s+)cos’z-cos RETES R +(zs+5)(zs+1) 2

(2s+1) (25 —1) (25— 3)
(2s+7)(25+3)(2s—1)

OS + e
(149)

2s+|cos3m + ns—-lcosﬁz
25+3 32 as+5- "2

(2s+1)(3s=3) 9z  (3s—1)(as—5) gr .
(3s+7) (25 + 3) T+(2.v+9)(as+5)c°sT+""
"

z
=C0S - +
2

puis on en conclura, en prenant s = m + 4,

2% (am 4 3) 1 & m+1 3z m 5z

(lso) mv; 08 ’1—c05;+mcos—i~+m+3008
(m+1) (m—1) mm—1) gz
(e h) ‘““""“_‘<m+s)<m+s)"°s e

OFupres de C. — 8, 11, 1. VIL 54
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On aura, par exemplé,

._cos—+§cos3 — Loos2% —Leos T 4 Logs ¥y,

3\/2 5 2 7 2 2

51 '

SR UL N - SR JNBpY LU Mot L U
G/a 32 T g 5,97 a a1 2
........................................................ TR
et
$ 4 21 3z 1 gz 1.3 ur 135 iz
2} 08 2= 008 -+ 2008 = — o= O o g €08 — e 008 +..

(152) {4/ 3z Sz 1 9z 1.3 RE:
——cosw_cos-+3cos +4cos ST ey T
............................................................. e
Ajoutons que, si I'on pose z = o dans la formule (149), elle donnera

1
. as+1  as—1  (as—3)(as+1)  (35—3)(as—1) B _13)”‘(.«4—%)
(138) ‘+29+3+2s+5+(2s+7)(25+3) (as+9) (28 +35) ‘"(2 T(s+1)

Soient maintenant, dans I'équation (100),

F(,-) =41, (P(w? I‘) — eare—r(z-!z,,),

a désignant toujours une constante positjve. Alors, si 'on suppose la
variable  renfermée entre les limites ,, X et X — o, < g, les expres-
sions (98), (99) rempliront les conditions énoncées dans le théo-
reme 1V. Done, en vertu de ce théoreme, on aura, entre les limites
z = w=X<x‘.+g,

<

eﬂ"f e—ﬂz-&-p.—-u,) r(y_) d#
(154) ' £ In =o.
"

((e*r+1)

‘8i''on combine cette dernibre formule avec I'équation (79) par voie
d'addition oy de soustraction, on en tirera

o X )
ear(gna-a,) - g-riz=2y)) f eT =% () d.
Xy
(e 1))

(155) 'f(.z)zzl
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ot .
ear(eria=s,)y—e~riE-2) f e=r =2 [ (11 dpe.

ou, ce qui revient au méme,

Sf(m) %[ cos = ‘”°)f cos T %) f(p)dp,
(7 3m(x—ax) . L))
-+—cos————.a_‘~-£ cos—-——-‘;——-['(p.)dp—\—...]

et
. X
f(‘l‘):%[ sinﬂ. (-’”__‘_z ?O)L’sin”(p "”")['(p.)dy.

X
| o =) [ B .

uis, en prenant x,= o, 2X = a = =, on trouvera, pour des valeurs
0

. o T
de @ comprises entre les limites o et ~,

n=wf" k. -
(139) t'(-r)=;[: 'cos(zn+n)a:f cos(2n +1)p((p)dp

n=0 L_ 0 . -~
et

n=w | * .1‘5 1
(160) f(x)= 1-[% S sin(an-&-x)mf sin(an +1)pf(p)dp}.

n=0 L. 0 .

Les formules (159) et (160) s’accordent avec celles que M. Poisson a
données dans le XVIIl® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique,
p- 425. La premiére comprend comme cas particalier ’équation (140).

Les applications que nous venons de faire du théoréme IV suffisent
pour montrer le parti qu'on peut en tirer. Il serait facile d’étendre
indéfiniment ces applications, et de combiner ensuite les formules
obtenues avec celles que fournit le théoreme III. En opérant de la
sorte, et désignant par a une constante posmve, par b, A, B des con-
stantes quel¢onques, enfin par f(r) et if «(r) des fonctions entieres de r,
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on trouvera, par exemple : 1° pour des valeurs de @ comprises entre
les limites # = 2,, s =X < &, +a,

X
[[(b— r)ertz=2 — f(r)elb-riz-2)] gar{,( 1) f e =40 (1) du

(161) {(2) 5":, (=) (rye =T(r) T, (b— ,-);u(b—r) )

[}
et

. X
T LN

Vi) o) ={ e e e

2° pour des valeurs de  comprises entre les limites 2 = o, 2 = q,
[{(A+ryes—(A—r)e"](B+ 1'-)-/ e [(p) dp
(163) r(m):‘f/ (l\-l-") B—I—" 8”"—(A—"J(B—r‘)e—“"))) s

‘

gy plr—ecosar) (e — cosra — sinrx) — e?'sinar(e="— €087z +-sinrz) -
064} ftr)= l‘ (e + ¢o7) cosar — 2} - "'“‘"‘““[ H(p) dy,

i » (1+e74rcosar) (¢ — cosra’— sinra) +-e~sinar e "’“—(‘osrr+smr )
069) (==L (e +eerjeosar+a)) - jo. () dp

Les formules (163), (164), (165) peuvent étre employées avee succes,
la premiere quand on recherche les lois suivant lesquelles la chaleur
se propage dans une harre métallique, et, les deux derniéres, quand il
s'agit de déterminer les vibrations d'une lame élastique trés étroite,
dont les extrémités sont fixes, ou I'une fixe et I'autre mobile. On peut
consulter & ce sujet le Mémoire que j'ai publié en février 829 (1), sur
Vapplication du calcul des résidus aux questions de Physique.

En terminant cet article, je ferai observer qu'il serait facile de géné-
raliser les formules auxquelles nous sommes parvenus, de maniere
en obtenir d'autres qui serviraient & tansformer, non plus une fone-
tion (() de la seule variable xr, mais une fonction f(x, y, ...) de plu-
sieurs variables @, y, ... Ainsi, en particulier, i I'on remplace, dans
la formule (76), ((x) par (x, ), on trouvera, entee les limites r=a:,,

(1) QEueres de Cauchy, 8,11, T. XV.
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r=X<lax,+a, <
f er(x—i) f(#,:/)df*
(166) @) =& =™

%

D’ailleurs on trouvera de méme, entre les limites y=y,, y=Y<y,+0,
4

Y
f esr=V (e, v) av

('67) f(“’y):{, Lo (¥ =1)) 4

b désignant une quantité positive, et le signe S étant relatif i la va-
riables. On aura donc par suite, entre les limites =z, t=X<<x,+a;
Y=Yoy=Yy,+b,

N Y v
. f f er@=W esr=vp(u, v) dp.dv
(168) |(x;_}')_ g‘/ '”((e/;r,_l)) (e =) '

Pour déduire cette derniére équation de la formule (7), il suffirait de

poser
F(ry=e—1, o(ry=a,

X aY
f f er®=R esr=v) (1, v) dp dv

f(w’)', ’)3“; Te e ((eb‘—l))

Post-scriptum. — Lorsque, dans la formule (77), on pose a = 24,
xy=—h, X=h, on obtient une équation donnée par M. Poisson dans
le XIX¢ Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, savoir

L)

(169) '("’>—.mf () dp+ 1 Sfcos~————’:<mdy

Cette équation, qui subsiste entre les limites x = — 4, & = &, se dé-
duit de la formule (78), quand onJ remplace la fonction () par

hax
f(? - Iz), et les variables @, p. par les binomes = —/—- + =, ,‘: =+ =. Or,

quoique la formule (77) paraisse plus générale que I'équation (169),
on peut néanmoins, en profitant des remarques faites par M. Fourier
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dans le Mémoire que nous avons précédemment rappelé, tirer la pre-
miere de la seconde. Il suffit, en effet, pour y parvenir, d’admettre que
les quantités x,, X sont comprises entre les limités — A = — la,
+ k = ja, puis de substituer i {(z) yne fonction de = qui soit con-
stamment nulle hors des limites x = x,, x =X, et constagnment égale
a () entre ces limites. Ainsi, la formule*'(77) est renfermée implici-
tement dans 1’équation (78). On prouverait de méme que les for-
mules (109) et (110) peuvent étre déduites des équations (114) et
(115) données par Lagrange et par Euler. Observonsenfin qu'il suffit
d’ajouter, membre 2 membre, les formules (109) et (110), puis de
vremplacer apar ;a, pour reproduire I’équation (77). Seulement, lors-
gu’on opere comme on vient de le dire, la formule (77) ne se trouve
établie que pour des valeurs de = comprises cntre les limites x = =,
r=X< &, +za.

FIN DU TOME VII DE LA 1I° SERIE.
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