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Vorwort.

Aus dem Vorwort zur ersten Auflage s wiederholt: Als ich 1921 den
ersten Baud meines Lehrbuchs der Funktionentheorie verdffentlichte, dachte
ich nicht, daBes so lange dauern wirde, bis der zweite Band folgte. Ich
glaube aber, daB die Wartezeit dem Buche zugute kam. Denn in diesen Jahren
hat sich durch die Arbeit vieler Forscher manches geklért, gerundet und ver-
einfacht, was sich vor funf Jahren noch recht storrisch gab, und das doeh in
diesem Bucb nicht hétte fehlen dirfen. Jetzt aber ist es mdglieh gewesen. iu
lesbarer Form ein viel vollstandigeres Bild des Standes der allgemeinen Funk-
tionentheorie einer komplexen Variablen zu geben, as dies vor flnf Jahren
moglichwar. Den Reichtum der Entwicklung mag man auch ermessen, wena
man sich vergegenwartigt, was von den in diesem Buche wiedergegebenen
Resultaten vor 30 Jahren bekannt war, und was sich damas so hétte sagen
lassen wie heute. Stellt man beide Forderuugen, so bleibt nicht eine Seite
dieses Buches Ubrig. Stellt man nur die erste Forderung, so wird man mit
zwei bis drei Bogen auskommen. Angesichts dieser Sachlage mag es ein Wag-
nis erscheinen, jetzt schon mit einem solchen Buch hervorzutreten, aber ich
glaubte doch, daB in den hier dargestellten Dingen ein gewisser AbschluB in
der Entwicklung nach Inhalt und Form eingetreten ist. Jedenfalls habe ich
mich bemiht, die Ergebnisse und Methoden in den Vordergrund zu stellen,
bei denen ich diesen Eindruck habe. Das ist subjektiv und kann dem Irrtum
unterliegen und brachte mit sich, daB eine vollstandige Wiedergabe aller in
Betracht kommenden Ergebnisse nicht moglich war. In dieser Richtung wird
ja mein Buch durch meinen Enzyklopadieartikel ergénzt, und so habe ich
auch aus diesem Grunde davon abgesehen, in Anmerknngen und Zusdtzen zu
den einzolnen Abschnitten eine Sammlung weiterer Séze und Sétzchen an-
zulegen, es sei denn, es handele sich um neueste Forschungsergebnisse.

Einen Mangel meines Buches wird mancher im Fehlen eines Abschnittes
Uber Dirichletsche Reihen sehen. Trotzdem nun der Beweis des Bohrschen
Satzes vorliegt, wonach die in Dirichletsche Reihen entwickelbaren Funktionen
sich as die fast periodischen charakterisieren lassen, so handelt es sich hier
doch noch vielmehr um Dinge der Reihenlehre as um Dinge der Funktionen-
theorie. Aus gleichem Grunde sind auch die Untersuchungen uber den Zu-
sammenhang der verschiedenen Summationsmethoden, wie z. B. der Taubersche
Satz und vieles andere beiseite geblieben. Algebraische und automorphe Funk-
tionen blieben weg, weil es dartiber schon Bicher gibt, die es erlaubten,
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zwecks Raumersparnis von einer erneuten Behandlung in diesem Buche ab-
zusehen, obschon der Abschnitt Giber Uniformisierung die Grundlagen solcher
Theorien enthdlt and obwohl es reizvoll gewesen wére, von diesem Stand-
punkt aus die Theorie zu entwickeln. Raummangel zwang mich auch, auf
Nevanlinnas Theorie der meromorphen Funktionen und auf die Theorie der
Iterationen rationaler Funktionen zu verzichteu, die namentlich Fatou und
Julia neuerdings entwickelt haben.

Bemiht habe ich mich, die Gebiete, auf denen ich zuféllig selber ge-
arbeitot habe, nicht stérker zu betonen als die Ubrigen. DaB trotzdem der
Abschnitt Gber konfortne Abbildung etwas lang geraten ist, hat seinen Grund
darin, daB das meiste hier Gesagte in spateren Abschnitten &fter Verwendung
findet. Wegen dieser grundlegeuden und vorbereitenden Bedeutung habe ich
diesen Abschnitt auch an den Aniang des Buches gestellt.

Fur die zweite Auflage war ich bemiht, das wichtigste unter den mannig-
fachen Ergebnissen der letzten Jahre einzuarbeiten. So haben z. B. die Sétze
von Bloch und Milloux Aufnahme gefunden, und ist Ahlfors schoner Beweis
der Denjoyschen Vermutung Uber die asymptotischen Werte der ganzen Funk-
tionen endlicher Ordnung zur Darstellung gebracht. Leider habe ich auch
diesmal Nevanlinnas Theorie der meromorphen Funktionen nicht aufgenommen.
Solange die inzwischen orschienene schone Monographic des Herrn Nevanlinna
noch so gut dem Stande der Forschung entspricht, wie das heute der Fall ist,
liegt ja auch kaum ein Bedurfnis fur eine weitere Darstellung vor. An vielen
Stellen habe ich den Text gebessert und umgestaltet.

Berlin, Januar 1931.
L. Bieberback.
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Erster Abschnitt.
Konforme Abbildung.

§ 1. Einleitung.

1.Unitéat der koniormen Abbildung auf eineKreisscheibo. Zu wiederholten
Malen ist es uns im ersten Bande begegnet, daB eine analytisehe Funktion
eineu einfach zusammenhé&ngenden Bereich umkehrbar eindeutig auf einen
Kreis abbildete. So lernten wir, daB durch eine passende lineare Funktion
eine beliebige Kreisscheibe oder eine beliebige Halbebene so auf die Fléache
des Kreises i#! << 1 umkehrbar eindeutig abgebildet werden kann, daB dabei
noch ein beliebiger Punkt P aus dem Inneren des Kreises oder der Halbebene
in z=0 Ubergeht und daB dabei noch einer beliebigen in P vorgeschriebenen
Richtung eine beliebige in z = 0 vorgeschriebene Richtung entspricht. Hat
man namlich zunéchst, wie S. 63 von Bd. | bemerkt wurde, eine Abbildung
gefunden, bei der P in s = 0 Ubergeht, so kann man noch durch eine Drehung
um diesen Mittelpunkt erreichen, daB die vorgeschriebenen Richtungen ein-
ander entsprechen.

Jetzt wollen wir noch hinzufiigen, deB die linearen Funktionen die ein-
zigen analytischen Funktionen sind, welche eine umkehrbar eindeutige Ab
bildung zwischen zwei Kreisen vermitteln kénnen. Denn nehmen wir an,
ic=f(2) sel einein 'z:<C1 regulére anaytische Funktion, welche eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung des Kreises i i« 1 auf die Fl&che eines Kreises
(oder einer Halbebene) der w-Ebene vermittelt. Sei dann I(w) ene lineare
Funktion, welche diesen Kreis auf | e\ < 1 abbildet, so ist § = g{#) = ¥/ (&)
eine umkehrbar eindeutige Abbildungvon ;#i < 1 auf sich sélbst. “Insbesondere
werde I(w) so gewdhlt, daB ¢(0) = 0 und daB ¢'{¥) >N ist. Dies bedeutet
ja nur daB durch I(w) der bei f(z) erhaltene Bildpunkt von ° — O wieder in
z— 0 Ubergeht, und daB die Richtung, welche durch f(z) der positiven re-
ellen Achse im Punkte # = { entsprach, bei I(w) wieder in die Richtung
der pusitiven reellen Achse ibergeht. Nun gilt der

Hilfssatz: Hine in '#'<1 reguldre Funktion 3 == @{g,, welche diesen
Kreis so schlicht, d. h. umkehrbar eindeutig auf sich abbildet, daB der Mittel-
punkt und eine in ihm gegebene Richtung festbleibcn, vermittelt die identische
Abbildung, die Neden Punkt ungeandcrt Id fit, so dafi also j == @{#) :r 2 istNehmenwi

L{fa) ==
D.h. esist f{a) =112,
Blebcrbach, Funktioncntheorle!|. 2. Aufl. 1



/. Kon for me Abbildung

wo I'I(,) wie auf S.57 von Bd. | die Umkehrungsfunktion von |{#) be-
deutet, also wie diese linear ist. Und dainit ist erkannt, daB die linearen
Funldionen die einzigen sind, welche Kreisflachen schlicht auf Kreisflachen
abhildm. Es bleibt aso nur noch der Beweis des Hilfssatzes brig.

2. Das Schwarzscho Lemma. Den Beweis des Hilfssatzes von 1. stiitzen wir

auf das sogenannte Schwarzsche Lemma, das uns spater noch ndher be
sehadftigen wird. Das Schwarzsche Lemma besagt:

y=g() sei in g, R regular. Essei g(0) =0 und;g(s})) M in|z <R
Dann ist i\ iV e fur [si< R

Hier Kcann fir ein e mit \A< R das Gleichheitszeichen nur dann stehen, wenn
g (2 = M/IR €° « ° mit redlem is

Der Beweis beruht darauf, da6 ¢-(s)=%" in |#j < E regular ist. Fur
iz, £r < Rnimmt|¢{z}| sein Maximum am Rande an (Bd. I, S. 140). Also
ist fur ein festes z mls, Krs t |ap(s)|5"f— Da dies fiir als < R

gilt, so ist fir jedes z aus s < # auch |#(2), = , , womit schon die erste

Hélfte des Lemmas bewiesen ist. In |#{z) | » i kann das Gleichheitszeichen
far ein |&° << It nur dann stehen, wenn es far ale z steht (Bd. | S. 146).
Dann ist¢{z) eine Konstante(Bd.|S. 146). Alsoiet mitreellem#, w(2) = , e*,
dso g(2) = (M’ * 7, wie bewiesen werden soil te.

3. Anwendung des Schwarzschen Lemmas. Kehren wir zurUck zu der in 1.
behandelten Frage. Fiir die doit durch ¢ (#) vermittelte schlichte Abbildung
des Kreises auf sich gilt das Schwarzsche Lemma mit M= R= 1 sowohl
fur 3 = (e}, ds auch fir die Umkehrungsfunktion. Es ist also

[#| i3l und (3] £ (e
(Denn auch die Umkehrungsfunktion istin {3. <21 reguldr und nimmt darin
nur Werte an, deren Betrag Eins nicht bertrifft und verschwindet im
Mittelpunkt.) Daher ist in jedem inneren Punkt des Einheitskreises rg| =!3].
Mithinist @{z) = &z, wo e eine Zahi vom Betrag Eins ist. Die Abbildung
ist dso oine Drehung. Da sie aber noch eine Richtung in z== O festlassen
soll,soist e=1 und a lg(e) =47 i e wir beweisen wollten.

4. Baspide von Abbildungen gegebenerBereiclie auf Kresscheben. Wir
lernten im ersten Bande weitere Beispiele von konformen Abbildungen von
Bereichen auf Kreise kennen. So z. B. auf S. 72 ff., wo das Innere eines
Hyperbelastes der a-Ebene durch w = Z auf eine Halbebene der w-Ebene



8§.1. Einleilung 3

abgebildet wurde, oder auf S. 73, wo des AuBere einer Parabel der w-Ebeue
durch w = Z auf eine Halbebene der #-Ebene abgebildet wurde. Bei Ex-
ponentialfunktion und Logarithmus begegnete uns die Abbildung von Strei-
fen, begrenzt von zwei parallelen Cjeraden, auf die Halbebene. So bildet

xi

we=e" . a0
den Streifen <Ry
auf die Halbebene Jlee) > 0

umkehrbar eindeutig ab. Denn zun&chst bildet
h= f' xi

diesen Streifen auf den Streifen 0 << 5}{2) < %
ab, und der geht, wie die Betrachtung der Exponentialfunktion lehrh, in

die erwabnte Halbebene uber.
t

W= z:'", a0
bildet den Winkelraum 0 < args < ax

auf eine Halbebene ab, wie man durch Einfihrung von Polarkoordinaten
sofort erkennt.
S. 96 ff.von Bd. | lernten wir weiter vermittels

u'u—;- (:+—:{)

das AuBere von Ellipsen der u-Ebene, welohe ibre Brennpunkte bei -+ 1
haben, auf das AuBere von Kreisen abzubilden. Bei der Betrachtung der tri
gonometrischen Funktionen wieder begegneten uns weitere Beispiele fur solche
Abbildungen. Dabei kanien auch Bereiche zur Sprache, die zundchst auf
Rechtecke abgebildet wurden. S. 251 aber lernten wir vermittels des
elliptischen Integrates erster Gattung Rechteck auf Halbebene abbilden.

5. Mehrfach zusammenhangende Boreiche lassen sich nicht umkehrbar
eindeutig und konform auf eine Kreisscheibc abbilden. Immer handdte es
sich bisher una die konforme Abbildung einfach zusammenhé&ngender Bereiche
auf Kreise. Das legt die Frage nahe, ob man nicht jeden einfach zusammen-
hangenden Bereich schlicht auf die Flache des Einheitskreises | e, <2 1 abbilden
kann. Im nachsten Paragraphen werden wir beweisen, daB dies tatsachlich
unter einer S. 5 noch anzufiihrenden Bedingung mdglich ist. Hier werde nur
noch bemerkt, daB die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs tatsich-
lich notwendig ist.

Wir durfen annehmen, daB ~céuBerer  oder Randpunkt des Bereiches sei.
Mit Hilfe der in Bd. I, S. 83 ff. entwickelten Uberlegungen kann man nun in
jedem mehrfachzusammenhéngenden Bereicli B ein geschlossenes Polygon kon-
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struieren, in dessen Innerem Bandpurjkte des Bereiches liegen.)) Ist dann a
ein im luneren enes solchen Polygones gelegener Randpunkt, dann ist

1) Ist ndmlich der Bereich Ji mehrfaehzusamnienhdngend, so kann man den Rand
in zwei abgeschlossene punktfretude Teilmengen R; und R, zerlegeu, die einen positiven
Abstand  voneinander besitzen. Mindestens eine der beiden Mengen R; oder R; ist be-
Mchrénkt. Ich uehme an, R; sei beschrénkt. Dann genédgen endlich viele Quadrate von

einer Diagonalen -g—, um R, derart zu Uberdecken, da8 jeder seiner Puukte dem Inneren

mindestens einee der Quadrate angehort. Diejenigen Punkte der Ebene, welche dem
Inneren mindeatens eines dieser Quadrate angehdren, erflllen dann ein oder mehrere
bescluénkte polygonale Bereiche. Ein jeder derselben besitzt ein &uBeres Rand-
polygon, das ihn gegen unendlicb abgrenzt. In seinem Inneren kdnnen weitere Grenz-
polygone verlaufen. Gibt es nun zwei auscinander gelegene solche AuBenpolygone, so
gibt es in dem Tnneren eines jodeu derselben Randpunkte des Bereiches B; aso
gibt es darin auch Punkte des Bereiches B selbst, die man durch Polygonziige ver-
binden kann, die dem Bereiche B angehdren. Jeder Polygonzug, welcher Punkte aus
versehiedencn AuBonpolygoneu verbindet, trifft aber jedes der in Betracht konimenden
AuBenpolygone. Jedes hat aso Punkte mit dem Bereiehinneren gemein und verlauft
daher ganz im Bereiche B, da auf ihm keine Randpunkte von B liegen. Darnit ist
dann in diesem Falle ein Polygon konstruiert, dua im Bereiche B verlauft und in
seinem Inneren Randpunkte hat. Es bleibt aso nur der Fall Uber, dafi die erwahuten
AuBenpolygone ineinanderliegen. Dann gibt es eines A, das alle anderen utnschlieBt. Da
es keine Randpunkte auf sich hat, verlauft es entweder im Inneren oder im AuBeren des
Bereiches. Verlauft es im Inneren, so haben wir wieder ein Polygon gefunden, das im
Bereiche verlauft, und Randpunkte in seinern Inneren hat. Verléauft es aber im AuBereu
des Bereiches, so liegt der ganzc Bereich in seinem Inneren. Also ist in diesem Falle
auch die K2ndnaenge R; beschrénkt und wieder geniigen endlich viele Quadrate der
Diagonale | , um R; zu Uberdecken. Und wieder erhalten wir endlich viele polygonale
Bereiche, die R; enthalteu. Wir wiederholen alle eben angestellten Schitisso und finden
danu stets ein im Bereiche verlaufendes Polygon, das Randpunkte in seinem Inneren
hat, wenn nicht der polygonale Bereich nach auBen von einem Polygon begreuzt
wird, das den ganzen Bereich in seinem Inneren hat. Dann aber kdnnen die so zu R;
und R; gehdrigen AuBenpolygone nicht auseinanderliegen, da ja jedes den ganzen
Bereich in seinem Inneren hat. Also liegen aie ineinander. Nun aber kann man jedes
AuBenpolygon mit Randpunkten (geradlinig) verbinden, ohne dabei das andere Auften-
polygou zu treffen. Denn die Punkte des AuBenpolygones gehdren Quadratrandern an,

die in ihrem Inneren Randpunkte haben, und deren DiagonaleE ide.  Jede in einem
solchen Quadrate verlaufende Strecke bleibt aber um mindesteul - von den um die
andere Randmengc konstruierten Quadraten entfernt. Demnach koénnen nicht alle Rand-
punkte des Bereiches im Innern des innersten der beiden AuBenpolygone liegen. Also
liegen sowohl im Inneren wie im AuSeren dieses innersten AuBenpolygones Randpunkte
des Bereiches, aso auch innere Punkte desselben, die man im Bereiche verbinden kann.
Dabei muB man das innerste AuBenpolygon treffen, das daher im Bereich verlauft, da
es keine Randpunkte auf sich hat. So hat man wieder ein Polygon im Bereiche ge-
funden, das Randpunkte im Inneren hat.
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log (z—a) ini Bereiche auf jedem beliebigen Wege fortsetzbar und doch nicht
eindeutig, da ja bei Durchlaufung des Polygones der log(z—a) nach Bd. I,
S. 79/80 urn 2=x¢# sich &ndert. Konnte man nun den Bereieh umkehrbar
eindeutig und konform auf die Flache eines Kreises abbilden, so ginge
log(z— a) in eine Funktion ¢ (tiber, die man langs enes jedeu VVeges
im Kreise fortsetzen konnte und die doch nicht eindeutig wére. Aus dem
geschlossenen Polygon wird namlich bei der umkehrbaren eindeutigen Ab-
bildung eine geschlossene Kurve des Kreisinneren, auf der fortgesetzt sich
@ (w} urn 2 xdnderte.  Das aber widerspriclit dem lid. I, S. 223 aufgestellten
Monodromiesatz.

6. Nur enfach zusammenhéngende Bereiche mil mindesens zwei Rand-
punkten lassn Sch umkehrbar eindeutig auf ene Kreissshabe konform ab-
bildeil. Auch die einfach zusainmenhangenden Bereiche, die man auf die Flache
eines Kreises umkchrbar eindeutig abbilden kaun, missen nock einer Be-
dingiing geniigen. Sie miissen namlich mindestens zuei Randpunkte besitzen.
Hatte namlie ein solcher Bereich nur eiuen Randpunkt, so ware die Ab-
bildungsfunktion in der ganzen Ebene mit AusschluB dieses einen Randnunktes
reguldr und beschrénkt. Sie wére aso nach dem Rieinannschen Satz (ber
hebbare Unstetigkeiten Bd. |, S. 148 in diesem Punkte regular, wahrend doch
nach dem S. 153 von Bd. 1 bewiesenen Liouvillcschen Satze jede nichtkon-
stante analytische Funktion mindestens eine singuldre Stelle besitzt.

Mit diesen natlrlichen Einschrénkungen werden wir im néebsten Para
graphen den von Riemann herriihrenden Abbildungssatz bevveisen.

7. Bemerkung. Nachdem schon S. 2 aus dem Schwarzschen Lemma er-
schlossen wurde, daB die einzigen umkehrbar eindeutigen konform GU Ab-
bildungen eines Kreises auf sich durch lineare Funktionen vermittelt wer-
den, mag hier anhangsweise die Frage erdrtert werden, durch welehe
Funktionen eine unendlichgroBe Kreisscheibe, d. h. die ganze Ebene mit
AusschluB eines Punktes umkehrbar eiudeutig auf sich abgebildet werden
kann. Jedenfalls kann ja die ganze Ebene nicht auf einen endlichen
Kreis abgebildet werden, weil sonst die Abbildungsfunktion in der gauzen
Ebene beschrénkt, also konstant sein méBte Soil aber die Funktion in der
ganzen Ebene mit Ausnahme eines Punktes von rationalem Charakter sein,
so kann auch diese Stelle keine wesentlich singulére sein. Denn nach S. 152
von Band | miBte sie sonst in seiner Umgebung einzelne Werte unendlich oft
annehmen. Daher ist die Funktion auch da noch von rationalem Charakter.
Sie ist daher nach S. 154 von Bd. | eine rationale Funktion. Da sie aber
keinen Wert mehrfach annimmt, muB se linear sein.

Der gleiche SchiuB gilt offenbar auch fur die umkehrbar eindeutigen
Abbildungen der vollen Ebene.
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§ 2. Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes.

Der zu beweisende Satz lautet nach den Erdrterungen des vorigen
Paragraph en:

Jeder einfach zusammcnhéngende schlichte’) Berrick B mit mindestens zvei
Randpunkten Zi#¢ sich durch eine analytische Funktion umkehrbar eindeutig auf
die Flache des Einheitskreises abbilden.

Beweis: 1. Die Abbildungsfunktion ist, falls sie existiert, jedenfalls eine
im Bereiche B der z- Ebene reguldre Funktion, deren absoluter Betrag 1
nicht Ubertrifft. Unsere erste Frage ist somit die, ob es in jedem einfach
zusainmenhangenden schlichten Bereich mit mindestens zwei Randpunkten
regulédre, schlichte und beschrankte Funktionen gibt. Es ist leicht festzu-
stellen, daB es tatsachlich solche Funktionen gibt. Sind némlich a und b
zwei verschiedene Randpunkte, so ist jeder Zweig der Funktion w:—l/i—::
auf jedem Wege im Bereiche fortsetzbar, definiert also in dem einfach zu-
sammenhéngenden Bereich eine darin eindeutige reguldre Funktion, die von
je zwei durch ihr Vorzeichen unterschiedenen Werten immer nur den einen
annimmt. AuBerdem nimmt sie jeden Wert hdchstens einmal im Bereich an.
Sie vermittelt also eine Abbildung des Bereiches auf einen schlichten Bereich,
der einen Teilbereich der Ebene unbedeckt 18Bt. Sei c eine innere Stelle

eines solchen unbedeckten Bereiches, so ist -wl_-c regular, schlicht und be-

schrénkt. Durch Multiplikation mit einer passenden Zahl kann man erreichen,
daB ihr absoluter Betrag 1 nicht ubertrifft.

2. Nun betrachten wir die Menge It aller im Bereiche B reguléren Funk-
tionen, die eine schlichte Abbildung des Bereiches B vermitteln, und von
denen wir auBerdem noch voraussetzen wollen, daB sie alle in einem gegebenen
Punkte P des Bereiches verschwinden und daB ihr absoluter Betrag im Be-
reich die 1 nicht Ubertrifft. f(e) s8 eine solche Funktion. Mit d(f) werde
der absolute Betrag ihrer Ableitung im Punkte P bezeichnet. D sai die obere
Grenze aller d(f).

Sollte es keine Funktion g der Menge geben, fur die d{g) — D ist, so
gibt esjedenfalls eine Teilmenge von Funktionen

fi, fo  fa
fir die lim d(f) =D gilt. Die Funktionen dieser Teilmenge sind gleichmaBig
Ao

1) Schlicht, d. i. einblattrig. Vgl. Bd. 1, S. 66 u. Bd. 11, S. 1.
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beschrankt. (Ihr absoluter Betrag liegt in B unter ein und derselben von der
Nuinmer n unabhangigen Schranke 1) Nach den beim Beweis des Vitali-
schen Satzes in Bd. | angestellten Uberlegungen kann man aus dieser Folge
f, ft, ... eine Teilfolge auswahlen'), die in jedem ganz im Inneren yon B
gelegenen Teilbereich gleichméaBig gegeu eine Grenzfunktion strebt. Ich
nehme an
fi, f,

sei schon diese Teilfolge. @ sei die Grenzfunktion. Sie gehort der Menge m
an. Denn @ verschwindet im Punkt P. Sein absoluter Betrag ubertrifft in
B nicht 1. Weiter vermittelt g eine schlichte Abbildung von B. Denn die
Grenzfunktion einer in B gleichmé@Big konvergenten Folge von in B schlichten
Funktionen vermittelt selbst eine schlichte Abbildung von B Denn sonst miiBte
es in B zwei verschiedene Stellen g, und Z, geben, an welchen g (#) den glei-
chen Wert wy annimmt. Man lege um beide Stellen Kreise, welche einander
nicht treffen und auf deren Peripherie @ (£} — #,| 4 0 sdi. Dann gibt es
eine Zahl m > 0, so daB auf beiden Peripherien

gy —wyl > m
ist. Alsdann wable man n so groB, daB am Rande beider Kreisscheiben
|F(8) — p (Y] <m
ist. Dann hat nach dem Satz von Rouché (Bd. I, S. 190)
fu (8} — wy = (@1&) — 165) + (£, () - @ ()
in jedem Kreise ebenso viele Nullstellen as g (2} — w,. Daher nimmt auch
f.(#) an mindestens zwei verschiedenen Stellen den Wert w, an, gegen die
Voraussetzung, daB f{z) eine schlichte Abbildung von B vermitteln soll.
@ gehdrt nach alledem zur Menge m. Ferner ist wegen der gleichméBigen
Konvergenz d{g)= I).
1) Mau hat nach dem Vitalischen Saze diese Teilfolge nur so zu wahlen, daB se
in den Punkten irgendeiner unendlichen Menge mit Haufungspunkt im Bereichinneren
konvergiert. Sd z, 2 . . . eéne nlche Menge, so wahle man eine Teilfolge, die bel z

konvergiert.
D$$ fg’: ﬁ,.

Aus dieser wahle man ene Teilfolge, die auch bei z konvergiert. Das s
fup fuoo- e

Daraus wahle man ene Tellfolge, die auch bei z konvergiert. Das s
f'l' fl"“ v
Die Diegonafolge fio fup B o o

konvergiert dann an alien Stellen £,, weil die Diagonafolge von ihrem x-ten Gliede
an ene Teilfolge der Folge ist, welche bel z, konvergiert.
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3. Ich behaupte nun, daB w ¢ {8) den Bereich B umkehrbar eindeutig
auf die Flache des Kreises |t¢] <z 1 abbildet. Die bisher angestellten Be-
trachtungen lebren nur, daB der durch ¢ (£) erhaltene Bildbereich nicht uber
|wej < 1 hinausragen kann.

Es bleibt aber noch zu zeigen, daB der Bildbereich, den man durch ¢ {#}
ausB  erhdlt, ‘w1 identischist. Anderenfalls miiBte der Bildbereich G
Randpunkte im Inneren des Kreises |w|<<1 haben. Dann kann man aber
in B eine reguldare Funktion f angeben, die bei P verschwindet und fir die
d({f)> D ist. Es genugt im Bildbereich G eine Funktion nachzuweisen, die
bei w= 0 verschwindet, ihn schlicht auf einen Bereich aus |w|<1 ab-
bildet und deren Ableitung bei w = 0 einen absoluten Betrag groBer as 1
hat. Es sei a mit |«|<21 ein Randpunkt von G. Dann ist jeder Zweig von

V T
= L —iw
in G regular und dort ist |w,|< 1. Dennw; (W) bildet [# <1 auf
i1, | << 1 ab. Ich entscheide mich fiir einen Zweig dieser Funktion und bilde

y, — w‘ (0% _
1— m‘ [{ES v (w) !

Wy =
aso eine Funktion, die wieder im Nullpunkt verschwindet, und fir die wie-
der lwy| <1 in |ew,|<<1, dso a uwy|<1n Ggilt. Seistim BereicheG
auch reguldr. Ihre Ableitung bei w =0 ist endlich

14 &)

2}/—-a ’
Ihr Betrag ist groBer als Eins. Daher ist

v(p @) = ¢ ()
eine Funktion unserer Funktionenmenge R, deren &(g,) > I} ist. Da aber
D die obere Grenze der d(f) war, so fuhrt die Annahme, G sei von |w]| <1
verschieden, zu Ungereimtem.
Bemerkung. Die vorstehende Fassung hat der Beweis unter Verarbeitung

von Gedanken von Carathéodory und Koebe durch Fejér, F. Riesz und
Ostrowski erhalten.

§ 3. Bemerkungen und Zusédtze zum Beweis des Abbildungssatzes.

1. Bercchnung der Abbildungsfunktion. Man wird vor allem ein Ver-
fahren zur Bestimmung der Abbildungsfunktion vermissen. Es geniigt dazu,
wegen der Hilfsabbiidimg aus Nr. 1 des vorigen Paragraphen, die Abbildung
von Bereich en zu betrachten, die | #|<C 1 angehoren, und die den Punkttt; =0
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enthalten. Zur Konstriiktion der Funktion, die eiueu solehen Bereich un ter
Erhaltung von w = 0 auf |w} < 1 abbildet, gelangen wir durch néhere Be-
trachtung der im vorigen Paragraphen in Nr. 3 eingefuhrten Funktion ¢ (),
die wir jetzt mit s, = ¥ {1¢, ) bezeichnen wollen, da wir auch auf ihro Ab-
hangigkeit von a achten missen. Nach den Ergebnissen des vorigen Para-
graphen vermittelt sie eine schlichte Abbildung eiues dem Kreise ;#; << 1
angehorigen schlichten Bereiches G mit Randpunkt a auf einen dem Kreise
|, | << 1 angehorigen Bereich G;.

Die Kreisscheibe | : < ¢ mdge ganz in G enthalten und die gréBte die-
ser Art sein.  Die Umkehrungsfunktion t = @(wy, &) v c#{w,«) t in
|my, | << 1 regular und dem Betrag nach kleiner as 1.

Man hat ndmlich

[T A A

Le-kw Lt Y {0y !
Wi+«
und P (w,, t‘{) = 1 +' ;_W} .

Da weiter (0, «) = 0 ist, so ist nach dem Schwarzschen Lemma
lo (e, @) | <05 ]

in |, | < 1. Daraus folgt, da8 fir jeden Punkt aus || < 1, der zu G oder

8einem Rande gehort.
[w,] > |wl

ist. Ist insbesondere |, { < g, der groBte Kreis, der in G; Platz hat, so ist
@, > ¢. Nun iteriere man das Verfahren, daB von G zu G, fihrte, indem
man einen Randpunkt « von G; heranzient und die Funktion #{ew,, &)
bildet. So mdge G, aus G; entstehen. So fahre man in infinitum weiter.

Nun ist ‘:;- > |wl|hi ?\'“':: “]i< Wir wissen schon, daB dieses Minimum
fir |« <1 gréBer as Eins ist.') Es hangt auBerdem fir |e| > ¢ stetig
von a und Q ab. Wenn wir daher fir a den zunachst an Null gelegenen
Randpunkt nehmen, d. h. g =] nehmen, oder wenn wir doch Sorge tra-

gen, daB z.B. iar<-"—7§t-g ist, so gibt es eine neue von g stetig abhangende

Schranke &{g} > 1, so daB ¢, > ¢d(p) ist. Nach n Schritten hat man dann
0. > 08(g)0(p) ... d(e,_.)

Solange ¢ <1 — &« bleibt, wo a eine vorgegebene positive Zahi be-

deutet, bleibt §{p) > A{«)>> 1, da d(e}>>1 und stetig ist fur ig < 1.

D FUrjee] em 1 wied (0, @) = 0.
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Dies und die fur Q, gegebene Abschétzung lehrt, daB nach endlich vielen
Schritten g, > 1 -—« sein raufi. Also ist ¢,— 1. Wir erhalten aso

nwm
durch unser Verfahren eine Reihe von Bildbereichen, die dea Einheitskreis
mehr und mehr approximieren.

Die hier augedeuteten Uberlegungen lassen sich durch Abschétzungen
erganzen. Man vergleiche dazu mein Groschenbandchen tber konforme Ab-
bildung oder die Arbeit von A. Ostrowski, Jahresber. d. D. Math.-Vereinig.,
Bd. 38 S. 168 ff. In dieser sind die bisher besten Abschdtzungen enthalten.
Diese fiihren bei gunstigster Wahl der a zu

l...;gnm(}[:‘-], doho 1 —p, < :,

wo C konstant ist. Freilich beziehen sich diese Abschédtzungen auf all-
gemeinste Bereiche. Fur spezielle einfache Bereicbe konnten sehr wobl
raschere Approximationen der 1 durch g, herauskommen, so daB auch durch
diese Abschétzungen nicht das letzte Wort hinsichtlich der Eiguung dieser
Methode fir praktisches Rechnen gesprochen sein dirfte.

2. Fehlerabschéatzung. Wir wollen nun folgendes beweisen: Wenn der
Band cines Bereiches B deni Kreisring

F<iz|g1
angehdrt, so gilt fir die Funktion g (2), welche ihn auf den Kreis |g] <1
schlicht abbildet, und fur die ¢{0) =0, ¢ (0) > @ ist, die Abschétzung
. T g
90~z < o1 — o)+ VT,

sobald |#! < &, & (Q < #, < 1) st Fir | <8, <1 gilt sogar

() — sl <0 +2(YT=BY

¢(#) istin {#]| < & schlicht und bildet diesen Kreis auf einen Bereich
ab, der ganz dem Kreis 1| <Z 1 angehort, also auch kleineren Fl&cheninhalt
hat als dieser. Nun aber ist der Flacheninhalt des Bildes von ‘z] < &

& 1
J=[ [¢ @ rdrdy
.faj ’
WO £=re'¥ gesetzt ist. Denn setzt man g(e) =w+iv, 2=z iy,

so wird
J———fj
]

oty
|z dy.
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Nach den Cauchy-Riemannschen Diiferentialgleichungen ist dies aber dem
vorher angeschriebenen Doppedlintegral gleich. Setzt man nun

plo)=artgr+---

¥ fin
S wird J=f['(c1+2c,s+---)(a[+2E,§+---)rdrd,u
[ ]
& Im

='ff(°l A ey rg® o E 4 2B drdrdy,
a0

Dies Integral kann men aber gaz andlog wie auf S. 147 von Bd. | as
rechnen. Man findet")

Jmm {0421 g, 1670,
Somit istdso §1+ Z{e M 4o fmle TO 4L <L

Also wird auch nle T (1 — 8"
Al H V]-___ 3._. ]':(I__.T“?_‘
w |cll < Vnm 8"
Nun ifc pl8) — =g+
Also wird in g <r=8,80<# <1}

R S TS PUNE I

Mit Hilfe des Dreikreisesatzes”) kann man nach Ostrowski®) diese
Abschétzuug fir #, —» 1 verbessern; denn es macht doch einen schlechten
Eindruck, deB die bisher angegebene Schranke fir #— 1 nicht eéinmal be-
schrénkt bleibt. Wir nehmen #, 2 §, und in der Formel des Dreikreise-

saizes)

ry = :, =0, fll=gls)—ye,

M, - 1¥1—#* (nach der schon gefundenen Abschéetzuug), My = 2.
1) Einer Bcmerkung bedarf nur die Frage, ob man wirklich bis zur oberen Grenze
integrioren darf. Denn die beiden Potenzreihen, die de Faktoren auftreten, konver-
gieren ja nur fur die kleineren ¢ absolut. Man rechne dso des Doppelintegral edc
fur kleinere # aus, wea eine andoge Reihe gibt, in der nur r itatt # stent und gehe
dann zur Grenze Uber. Dies bietet keine Schwierigkeiten, weil ale herauekommenden
Inhelte ja kleiner ds = sein miissen fur dle r.
2) Vgl. S 126. 3) Jahrecber. d. Deutech. Math.-Ver. Bd. 39 (1930) S. 80.
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Denn in z « & ist |@ ()< 1 und nach dera Cauchyschen Koeffizienten-
satz)) ist 6 < 5+ A0 ist @) — e 2l S} + |8l <2 Dam ist
nach dem Dreikreisesatz auf :g; = &, des fur r in denselben einzu-

setzen ist,
logd, loat?,
b 1 tog ¥
9@ —e st (Vi —oer 2™
6y leans, g 5
_{l)log! L9 lege (Vl _gl)Tu'.
1 log1r A,
1 Iogﬂ log % tog 1 ¥,
Wegen , <& <1 ist mg—;g 1, 27" o 2% 3, Also wird

P2 — s < 2(YTH)

Fir #, —» I strebt diese Schrankerichtiggegen 2. Fur findet i g {2z} — 2|

man aus jeder der beiden Schranken eine Abschétzung, wenn man beachtet,

daB nach dem CauchyBchen Koeffizientensatz 1gclg; ist.?) Also ist

(—1<y —1ond jgs—z <9 (1 -9
Aber ple)—2' £ g2} —e,2. 4 ez2—12,

Daher ist ()~ 8 <H (1 -8+ "0 mr 0<o, <1
— ¥y

und gl -2l <9(1—0) +2(/T— 89" far 8, <,

3. Ein algemeiner Konvergenzsatz fur schliehte Abbildungen. Der For-
mulierung des zu beweisenden Satzes muB ich einige Begriffserklérungen
vorausschicken. Es moge eine Folge von schlichten Bereichen &, so be-
schaffen sein, daB sie alle derselben Ebeno angehéren und den Ursprung der-
selben enthalten. Dann werde unter dem Kern der &, der Nnllpunkt der Ebene
verstanden, falls es keine alien ¢, (von einer gewissen Numraer au) geniein-

1) ¢ ist reell und positiv angenommen.

2) ¢, =~ 1 folgt, wenn man beachtet, daB die Umkehrungsfunktion von g {#} itu
Eiuheitskrels reguliir ist und densdben auf einem seincm Inneren angehtfrigen Bereich
abbildet. Fir diexe ist aber der Koeffizient dea Lineargliedes ; und so liefert der

K oeffizientensatz : <t
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same Kreisscheibe um diesen Nullpunkt gibt. 1st aber eine solche vorhanden.
so verstehen wir unter dem Kern der &, den groflten diese Kreisscheibe ent-
haltenden Bereich derart, daB jede abgeschlossene Teilmenge desselben alien
&, von einer gewissen Nummer an angehdrt. Wir sagen weiter, die &,
konvergieren gegen ihren Kern, wenn jede Teilfolge der i, denselben Kern
besitzt.

Nun betrachten wir eine zEbene und in ihr eine Folge von schlieMen
Bereichen A4,, die alle z= 0 enthalten, und ferner eine w-Ebene und in ihr
eine Folge von schlichten Bereichen B,, die alle w = 0 enthalten. Es gebe
weiter eine Folge von Funktionen t = £,(z} derart, daf £,(0) = 0, £ (0} = |
ist und daB £ (£) in A, regular ist und diesen Bereich schlicht auf B, ab
bildct. Wenn dann die A, gegen ihren Kern A konvergieren, so ist fur die
in jedem inner en Teilbereich von A gleichméBige Konvergenz der f,{z) gegen
eine Grenefunktion f{#) notwendig und hinreirhend, daf auch die B, gegen
ihren Kern B konvergieren. {{#) vermittelt dann die schlichte Abbildung
von A auf B.

Wir beweisen den Satz zunédchst unter der zusétzlichen Voraussetzung.
daB sowohl die A, wie die B, gleichm&Big beschrénkt sind, urn uns erst
zum SchluB von dieser Annahmc frei zu machen.

Icb zeige zuerst, daB die angegebene Bedingung hinreicht, und betrachte
den Fall, d&B A em Bereich ist. Da die B, gleichmaBig beschrankt sind,
so sind die {,(z} in jeder abgeschlossenen Teilmenge von A von einer ge-
wissen Nummer an reguldr und gleichm&Big beschrénkt. Nach dem im
vorigen Paragraphen bescbriebenen Verfabren kann man daber aus den £, ()
eine unendliche Teilfolge auswéhlen, die in jeder abgeschlossenen Teilmenge
von A gleichméBig konvergiert. Icb bezeichne diese Funktionen wieder
mit £,{g) und die Bereiche wieder mit 4, und B, An den Kenion A. und
B hat sich durch den Ubergang zur Teilfolge nichts geéndert. [z} ver-
mittelt nach einem in § 2 ausgesprochenen Hilfssatz eine schlichte Abbil-
dung von A, und zwar auf einen Bereich B'. Um zu zeigen, daB B' mit
B identisch iet, stelle ich fir die in den B, reguldren und schlichten Um-
kehrungsfunktionen ¢ () der £,(#) die gleiche Uberlegung an und kann
daher durch mehrmalige Auswabl zu einer Funktionenfolge gelangen,fur die
auch die Umkehrungsfunktionen gleichméBig in B konvergieren. Ich behalte
wieder die bisherigen Bezeichnungen bei und nenne () die Grenzfunktion
der @, {#r). @(w) vermittelt eine schlichte Abbildung von B auf einen Bereich
A. Ich will nun zeigen, daf = = (1) die Umkehrungsfunktion von w ~- f{a}
it Wenn némlich fir einen Punkt z, aus A, sty = flg,} iet, so wird eine
Kreisscheibe Is vom Radius ¢ urn & durch f{#) auf einen # = i, enthalten-
den Bereich abgebildet. Die Funktionen £,{z) bilden bei hinreichend groBer
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Nummer den Kreis k auf Bereiche k, , ab, die alle w =w, enthalten
Dalier gehdrt w = w, sowohl dem Bere|che B' ds auch den B, vou einer
gewissen Nummer an an. Daher ist B' ein Teil von B und ebenso A' ein
Teil vou A. Die Umkehrungsfunktionen g, (¢) sind in den &; , regulér und
schlicht und bilden sie auf k « Daher nehmen alle diee g,{w} im Punkte
wo Werte an, die k angehdren. Da aber e beliebig angenommen werden
kann, so folgt li::: @, (103) = 2,

Wenn &so w, = fiz,) ist, s0 ist g - gplae,)  Ebenso schlieBt man:
Wenn z, = g(#,) ist, SO ist 1, = f{z,) Um nun zu zeigen, daB w .~ f{#]
in A jeden Wert wy aus B annimmt, bestimmen wir z, - ¢{ic,), dann ist
fle,) = wy. Also vermittelt w = f(2) eine sehlichte Abbildung von A auf B.

Der zu beweisende Satz behauptet aber, daB die urspriingliche Funk-
tionenfolge selbst konvergiere. Ware dem nieht so, so kdnnte man durch
Auswahl passender Teilfolgen zwei verschiedene Grenzfunktiouen

w o= f1(2) und e fi{z)
erhalten, die beide schlicht A auf B abbilden. Dann aber wirde
Iy 'i(2) = di2)
eine sehlichte Abbildung von A auf sich selbst vermitteln, fur die es eine
Entwicklung A=z +d 4. mitd, 40
geben miBte. Da aber A ein beschriinkter Bereich ist, so gdbe es ene
Schranke fir jd,i, die dazu fir den Koefhzienten von Z' aller Fnnktionen

richtig wére, welche in A regular sind und nur Werte aus A annehmen.
d,(e) = did(z)) = z + 22" + . .

gehort aber auch zu diesen Funktionen, ebenso wie
a(2y=d(d,_,i=zs+4nd s+ ...

Daher muBte fir jedes positive ganze n die Zahl & !d, | auch unter jener
festen Schranke liegen; das vertrant <ich aher mcht m|t d,4=0. Und da
her ist filz) = fy(e)

und daher konvergiert die urspriingliche Funktionenfolge selbst.

Damit ist der Fall erledigt, daB A ein Bereich ist. Es hat sich dabel
von selbst mit ergeben, daB auch B ein Bereich ist. Wenn nun A ein
Punkt ist, so ist auch B ein Punkt. Dernn anderenfalls wiederholen wir
die eben angestellte Uberlegung, beginnen aber jetzt mit den Umkehrungs-
funktionen ¢, () und schlieBen, daB auch A ein Bereich sein muB.

Somit fehlt jetzt nur noch der Nachweis, daB die im Satz ausgesprochene
Bedingung auch notivendig ist. Nehmen wir aso an, die B, konvergierten
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niclit gegen ihren Kern, eB konvergierten aber die £, (z) in jeder abge-
schlossenen Teiltnenge von A gleichmaBig gegen ene in A schlichte und
regulare Funktion f{z).

Dann koénnen wir aus den Bereichen B, zwei Teilfolgen auswahlen, die
verschiedene Kerne B' und B" besitzen. Die Grenzfunktion f{s) bildet dann
A sowobl auf B' wie auf B" ab. Die zu den beiden Teilfolgen der B,
gehdrigen Funktionen £, (s}l haben némlich dieselbe Grenzfunktion. Daher
sind doch B' und B" identisch. Damit ist der Beweis dafir, daB die Be-
dingung notwendig ist, skizziert. Der Leser mdge ihn selber zur Ein-
Ubung der Gedankengdnge ins einzelne durcbféhren.

Nun wollen wir uns zum SchluB noch von der Annakme befreien, dafi
die A, und die B, gleichmafiig beschrénkte Bereiche seicn. Wir haben von
dieser Annahme insofern Gebrauch gemacht, daB wir daraus auf die gleich-
méBige Beschranktheit der f,{z) in jeder abgeschlossenen Teilmenge von A
und auf die gleichméBigc Beschréanktheit der g, (1) in jeder abgeschlossenen
Teilmenge von B schlossen. Ferner benutzten wir sie auf S. 14 zur Be-
stimmung einer Schranke fir |d,l. Zur Bestimmung einer solchen Schranke
genligt es aber auch zu wissen, daB dle in einem Bereiche A schlichten und
reguldr en, bel g « ) verschwindenden und mit der Ablcitung Bins versehenen
Funktionen in jeder abgeschlossenen Teilmenge von A gleichméfiig beschrénkt
sind. Es kommfc somit darauf an, diesen Satz (ber scblicbte Funktionen
zu beweisen. Es wére leicht, dies bier in Kirze zu tun. Jeh verweise
aber lieber den Leser auf den § 9 af' S. 7Iff., wo derartige Sitze im Zu-
sammenhang entwickelt sind. Man kann diesen Paragraphen auch jetzt
schon leeen, obne beim Versténduis auf Schwierigkeiten zu stoBen.

84. Konformc Abbildmigmehrfacli zusammenhéngender schlichter Bereiche
auf die Krcisflache.

Man kann auch in jedem mehrfach zusammenbangenden Bereich B eine
regulare Funktion f{#inden, die darin alle Werte aus einem Kreise (mit
endlichem oder unendlichem Radius) gen au einmal annimmt. Sie bildet den
Bereich also wieder schlicbt auf einen Kreis ab. Aber die Abbildungs-
funktion ist in’B nicht mehr eindeutig. Sie kann nur im Falle eines ein-
fach zusammenhangenden Bereiches B in diesem eindeutig sein. Denn jeden-
falls ist die Umkehrungsfunktion as eine im Kreise reguldre oder doch bis
auf einen einzigen einfachen Pol in B regulare Funktion in ihm eindeutig.
Man kann aber, wie schon S. 3ff. bemerkt wurde, einen mehr as einfach zu-
sammenhangenden Bereich nie umkehrbar eindeutig und analytisch auf einen
einfach zusamnienhangenden abbilden.
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Hat der Bereich nur zwei Randpunkte a und b, so wird er durch
t = log :—-_:%

schlicht auf die voile Ebene mit AusschluB des unendlichfernen Punktes
abgebildet. Jede in B regulédre Funktion wird daher eine eindeutige regulére
Funktion von t. Es gibt keine Funktion, welche diese voile t-Ebene auf
einen endlichen Kreis abbildet. Daher werden wir weiter die Voraussetzung
machen, daB B mindestens drei Randpunkte haben soll und wollen dann be-
weisen, da@ B durch eine in ihm reguldre (aber nicht eindeutige) Funktion
auf die schlichte Flache eines Kreises abgebildet werden kann.

In einein Bereich rait mindestens drei Randpunkten gibt es nun aber
stets wieder regulédre, beschrénkte und schlichte Funktionen. Denn bringt
man durch eine lineare Transformation drei Randpunkte nach 0, 1 und oo,
so hat man in der elliptischen Modulfunktion'), welche bei 0, 1, = Ver-
zweigungspunkte unendlicher Ordnung hat, ein Beispiel einer regulédren
Funktion vor sich, welche nur Werte von positivem Imaginérteil annimmt
und jeden hdchstens einmal im Bereiche. Durch lineare Transformation ge-
langt man daun zu einer in B reguldren, schlichten und beschrankten
Funktion.

Um nun zu beweisen, daB es eine in B reguldre und schlichte Funktion
gibt, welche darin jeden Wert einer Kreisscheibe genau einmal annimmt,
betrachten wir wieder die Menge M aller in B reguldren und schlichten
Funktionen £{z), fir welche auBerdem an einer beliebigen Stelle zy des Be-
reiches {{z, =0 sein soll, und fur die in B Ubef (&) <z List. Mit d(f)
werde genau wie auf S. 6 der f'(z) bezeichnet. D sd wieder die obere
Grenze der d(f) fur alle /' aus M. fy,, /... s& wieder eine Folge von
Funktionen der Menge, fir diehimd(f,) = 1) gilt. Danm betrachten wir zu-

L )

nachst von jeder dieser Funktionen ein zum Punkte z, as Mittelpunkt ge-
hériges Fanktionselement, fir welches f,{g,) =0 und f, (£}, = d(f) ist.
Diese Funktionselemente werden durch Potenzreihen P (s — 2,) dargestellt,
welche im gréBten Kreise K konvergieren, welchen man in B um g, as
Mittelpunkt legen kann. Diese Funktionselemente definieren aber in K eine

1) Wir lernen diese Funktion erst auf S. 40ff. kennen. Zu ihrer Herleitung eind die
Entwicklungen des § 6 notig, und zwar nur fir einfachzusammenhéngende Bereiche.
Wir bebandeln aber — zwecka Vermeidung von Wiederholungen — in § 5 auch gleich
die mehrfach zusammenhéngenden Bereiche mit. Aber es ist dem Leser unbenommen,
erst dieeen § 4 zu Uberschlagen, den § 6, soweit er sich mit einfach zusammenhéangen-
den Bereichen beschéftigt, zu lesen, daraus die elliptische Modulfunktion kennenzu-
lernen, alsdann diesen § 4 vorzunehmen und schlieBlich § 6 erneut auch fir mehrfach
zuHammenhéngende Bereiche durchzugehen.
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Folge gleichmaBig beschrankter Funktionen?); denn es ist lf, (&) <1 inB.
Daher kann man wieder au8 den Funktionselementen eine Teilfolge heraus-
greifen, die wieder mit f; f,, . . . bezeichnet sei, und welche in der erwéhn-
ten Kreisscheibe gleicomaBig gegen eine in ihr regul&re und nicbt kon-
stante Funktion konvergiert. Setzt man nun alle diese Funktionselemente
l&ngs ein und demselben beliebig gewéhlten in B verlaufenden Wege fort.
so erhdlt man bei jedem Schritt des Fortsetzungsprozesses eine neue Folge
von Elementen der Funktionen f,{#) mit gemeinsamen Konvergenzkreisen,
welche wieder gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Denn
die Kreisscheibe der neu erhaltenen Funktionselemente hat immer mit der
vorhergehenden ein Gebiet gemein, in dein die vorhergehenden Funktions-
elemente schon konvergieren. Nach dem Satz von Vitali konvergieren sie
daher auch in der neuen Kreisscheibe gleichméBig. Auf diese Weise wird
as Grenzfunktion der £,(z) eine in B regulére und beschrankte Funktion
definiert, fir die wie in §2 auch d(f) =D ist. Esist nun zu zeigen, daB f{s)
uuserer Menge angehort, daB sie also in B Schlicht ist. Gabe es aber zwei
Funktionselemente von £(s), P,{(# — 2 und P,(z — &), fir die gleichwohl
B, {0) = B,(0) ware, so gdbe es wieder nach Rouché in btliebiger N&he
von z und z, Stellen = und o derart, daB fur die zu z; und z, gehdrigen
Funktionselemente von f,(2) auch
1) = 1,4).
Dabei hat man diejenigen Funktionselemente von f£,(z} zu nehmen, die mau
aus dem Ausgangselement auf den gleichen Wegen erhélt, wie die beiden
Elemente von f{z). Sie sind fur geniigend groBes n wie diese beiden ver-
schieden. Und daher kann auch nicht £,{z} == f,{e{"} sein, denn £,{£} soll
ja 8chiicht abbiiden. Also vermittclt die Grenzfunktion fi#} eine schlichte
Abbildung des Bereiches auf einen Teilbereich des Kreises | #, < L. Dieser
Bildbereich ist aber mit dem Kreise identisch. Dies zeigt man wortlich
durch diesdbe Uberlegung wie vorhin im Falle des einfach zusammen-
héngenden Bereiches.
§ 5. Die Zuordnung der Ranaer boi konformer Abbildung.

1. Errcichbare Randpunkte. Es sa ein beliebiger beschriinkter, schlich-
ter, einfach zusa-mmenhangender Bereich B der z .Ebene vorgelegt. Zunachst
interessieren uns die errekhbaren Randpunlie von B. Ein Randpunkt P
heiBt erreichbar, wenn man ihn durch einen stetigen Kurvenbogen?)
s=p(), H, £t <4, dessen sémtliche Punkte (auBer t = tj) dem Be-

1) D. b. es gibt eiue Zahl S derart, deB der absolute Betrag einer jeden Funktion
in B kleiner ist ds S.

2) Hier ist z(t) eine stetige Funktion.

Bieberbach, Funktioncntheorie | |. 2. Autl. 2
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reiche angehden, mit einem Bereichpunkt verbinden kann), und zwar so,
daB I|mZ(t)— p ist. Natirlich sind nicht bei jedem Bereich alle Rand-

punkte “erreichbar. Vielraehr gibt es Bereiche, bei welcben nicht erreichbare
Randpunkte auftreten. Z. B. stelle man aus einem Quadrat dadurch einen
Bereich her, daB man in denienigen Punkten einer seiner Seiten, die von
einer anderen um :' , im=1,2 ...) abstehen, Parallelen zur anderen Seite
errichtet, die halb so lang sind wie diese. Diese haufen sicb daun gegen die
eine Kantenhélfte, die etwa as die untere der linken Kante angenommen sei.
Der Bereich moge aus alien Punkten des Quadrates be-
stehen, die nicht auf einer solehen Linie liegen. Die
untere linke Kantenhdlfte besteht nach wie vor aus
Randpunkten, weil man sofort Bereichpunkte in be-
liebiger Nahe eines jeden Punktes derselben angeben
kann, namlich zwischen den eingefiihrten Zacken. Gleich-
o - wohl kann man keinen Puukt dieser Kantenhalfte (lurch
Ei%d 5 v dne stetige Kurve mit einem Bereichpunkt verbinden.
Dies werde z. B. fir die untere linke Ecke gezeigt. Wir nehmen an, es gebe
eine Kurve, die diese Ecke mit einem innereu Punkt des Quadrates verbiudet,
und wahlen auf ihr eine beliebige Punktfolge, die gegen die linke untere
Rcke des Quadrates konvergiert. Wir konnen die Punktfolge so einrich-
ten, daB nie zwei Punkte derselben zwischen denselben beiden Zacken lie-
gen. Aufeinanderfolgende Punkte liegen somit zwischen verschiedenen Zacken
und der sie verbindende Kurvenbogen muB also um die oberen Enden einiger
Zacken herumgelien, also zwischen den Zacken bin- und herlaufen. Den
unendlichvielen Punkton der Folge entsprechend muB dies in beliebiger
Nube der linken Kante unendlich oft geschehen, so daB jeder Kantenpunkt
der linken unteren Kantenhélfte als Haufungspunkt von Punkten des Kurven-
bogens fir &--= £ erscheint. Also existiert nicht der limz(#} und der Eck-
puukt ist nicht erreichbar. torh

Andercrseits hat jeder beschrénkte Bereich unendlichviele erreichbare
Randpunkte. Man lege nur, um das einzusehen, durch einen Bereichpunkt
einen beliebigen Strahl. Dieser trifift den Bereichrand, weil wir den Bereich
as beschrénkt angenommen haben. Der erste Randpunkt auf den man bei
Durchlaufung des Strahles stoBt, ist ein erreichbarer Randpunkt.

Die Voraussetzung der Beschranktheit, die wir eingefiihrt haben, ist
tibrigens bei Existenz von mindestene drei Randpunkten keine Einscbran-

1) Man iberlegt sch leicht, daB die hier gegebene Definition mit der Bd. | S. 216
Ubereingtimmt. Es iet fir dss folgende bequenier, die Definition in der neuen
Form zu nehmen.
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kung der Allgemeinheit. Denn wir sshen ja S. 16, wie man sonst die Ab-
bildung auf eirien beschrankten Bereich leisten kann.

Den weiteren Betrachtungen schicke ich zwei Hilfssétze voraus. Der
erste ist eine von Koebe herrhirende Verallgetacinerung eines Satzes von
Schwarz. Der zweite riibrt im wesentlichen von Lindel6f ber. )

2. Hillssatz I. f(w) sei in ‘s’ <C'1 regular und beschrankt: |£(w)| < M.
wi und ™ seien zwei verschiedene Pcripheriep i .sei eine Folge von
Punkten aus dem Jnnem des Kreises, die gegen W konvergiert, and «® sei
eine Folge von Punkten aus dem Kreisinneren, die gegen #® konvergiert.
§, so ene stetige Kurve, die #"  mw® verbindet, und die in dem Kreta-
ring 1 — e, < |wj< 1 verlauft. Dhihei ist &, >0 und lim & =0. Auf

n-wn

E, seb |flw)] < g, wo y, >0 und lim 4, = 0. Dann st f(#) == 0.
-

Man erbringt den Beweis am raschesten folgendermaBen: Zun&cbst kann
man die stetigen Kurven §_ auf mannigfache Weise durch Jordankurven?),
ja durch Polygonziige ersetzen. Dies folgt aus —
der gleicbméafigen Stetigkeit der beschrénkten /

i

Funktion.?) Diese erlaubt es innerbalb 1 — ¢, i

< |w| <1 um 5, einen Bereich abzugrenzen, in P 4
dem [f{tw)! < . bleibt. In diesem kann mau ‘! ,
il und «!% durch einen von Selbstiiberkreuzungen \ '
freien Polygonzug verbinden. Wir bezeichnen ibn . . 3)
weiter wieder mit €,. Aufihmbleibt |f{w}} <1, o _
Ich bchaupte, deBl es einen Teilbogen des Einheits- o /
kreises gibt, welcber von einer Teilfolge dieser e
Kurvenbogen gleichméBig approximiert wird. Urn
das einzusehen betrachte man die beistehende Figur I. Man sieht in ihr
vier Sektoren eines Kreisringes. Zwei derselben schlieBen sich an die
Punkte «#4® und iv® an und enthalten die Punktfolgen #% und w®. Be
trachten wir daun irgendeinen in dem Ring der beiden konzentrischen
Kreise verlaufenden stetigen Kurvenbogen, der einen Punkt %" und einen
Punkt w3 verbindet, so muB dieser Kurvenbogen eutweder alle Radien des
dritten oder alle Radien des vierten Sektors treffen.®)

ma
-

1) Wegen der Definition dieser Kurven siehe Bd. | S. 90.

2) Vgl. z.B. Bd. | S.171. Es gibt nach dem dort Bewiesenen eine positive Zabl n,
so daB in zwei beliebigen Punkten aus dem Inneren von |w!<l1 —g (¢ 0), die um
weniger as n, voneinander abstehen, der Unterschied der Funktionswerte absolut ge-
nommen kleiner as z ist.

3) Gébe es namlicb in jedem dieser beiden Sektoren einen Radius, den der Bog-en
nicht tréfe, so beachte man, daB diese beiden Radieu den Kreisriug in zwei Halbringe

2%
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Dahcr trifft tatsachlich jeder unserer unendlicb vielen Polygonziige ent-
weder alle Radien des einen odor alle Radien des anderen Sektors. In
mindestens einem der beiden Sektoren verlaufen daher unendlich viele der
Polygonzige, die jeden seiner Radien treffen. Da se auBerdein die Peri
pherie des Einheitskreises gleichmaflig approximieren, so approximieren sie
den Peripheriebogen dieses Sektors gleichrnédBig. Wir nehmen nun an, f(w)
sei nicht identisch Null. Dann darf man annehmen, daB f(0) von Null
verschieden ist. Denn sonst dividiert man f(w) durch eine geeignete Potenz
von w und stellt fir die neue Funktion die nun folgende Uberlegung an.

Nunmebr betrachte man einen Kreissektor (3 in Fig. 2) von der Offnuug
f’: (x ganz), desseu Peripheriebogen ganz dem gleicbmaBig approximierten
Bogen angehort, und wahle ibn so klein, daB seine beiden Scbenkel vonjedem
der approximieren den Polygonziige getroffen werden. Man betrachte auBerdem
noch einen zweiten Sektor (4 in Fig. 2) der gleichen Offnuug, den man erhélt,
wenn man die Schenkel des eben betrachteten ber den Nullpunkt hinaus ver-
langert. Nunmebr betrachte man auf einem der approximierenden Polygon-
ziige einen Bogen, der einen Punkt des einen Scbenkels mit einem Punkte des
anderen Schenkels des ersten Sektors verbindet, obne dazvvischen ein zweites
Mal einen der beiden Schenkel des ersten Sektors zu treffen. Dieser Bogen
muB alle Radien des ersten Sektors treffen.) Es kann sein, daB die Punkte,
in welchen er die Schenkel des Sektors trifft, verschiedenen Abstand vorn
Ursprung haben. Wir betrachten daher noch die Mittellinie des Sektors
und greifen aus den Polygonbdgen Teilbdgeu heraus, die ganz im einen
halben Sektor verlaufen und seine Schenkel miteinander verbinden. Durch
Spiegelung dieser Bbogen an der Mittellinie des Sektors erhalten wir daun
wieder einen Polygonbogen, der den ganzen Sektor durchzieht und seine
Schenkel in Punkten trifft, die gleichweit vom Ursprung abstehen. Es ist
keine Beschrénkung der Allgemeinheit, anzunehmeu, daB die Symmetrielinie
des Sektors gerade die positive reelle Achse ist. In diesem Falle strebt auf
den Polygonbogen des einen Halbsektors f(w) gegen Null, wahrend auf den
epiegelbildlichen Bogen des anderen Halbsektors f(w) gegen Null strebt.
und zwar 0, daB wenn auf einem Bogen | f ()| < 4, ist, auf seinein Spiegel-
bild | f(#)| < 5, ist. Nunmebr Ube man auf den Sektor und die in ihm ver-

zerlegen, und daB die stetige Kurve einen Punkt des einen mit einem Punkte des
anderen Ringes verbinden muB. Sie mufi daher den Rand eines jeden Halbringes
treffen. Da sie aber nach Voraussetzung die konzentrischen Kreise nicht trifft, so muB
de einen der beiden Radien treffen.

1) Da die Polygonzige ganz in einem Kreisring verlaufen, welcher vom Einheits-
kreis und einem konzentriachen Kreis gebildet wird, so folgt dies an Hand der in FuB-
note 8) auf S. 19/20 ausgefiihrten Uberlegung
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laufenden Polygoubdgen noch die Drehung um den Winkel 3’1' und ihre

Wiederholungen aus. Dadurch entsteht aus dem Bogen ein einfach ge-
schlossenes Polygon, das im Ring 1 — ¢, < |« 1 verlauft. Betrachtet
man dann die Funktion

ZiE

Flw)—ww)e(ow) ... w(e"'w), wo o=c” b(w)={lu)/{@),

so iet in jedem Punkt eines solchen Polygons mindestens einer der Faktoren
dem Betrage nach < #,, wéahrend die anderen unter der fur fiw) im ganzen
Kreis glltigen Schranke M bleiben. Daher gilt in jedem Polygonpunkt

{¥i0)| < g, M

und bier kann man ngbeliebig klein wahlen, wenn man nur das Polygon,
auf dem man abschétzt, hinreichend nahe an die Peripherie heranlegt. Fir
w =0 aber sind alle Faktoren gleich. Daher ist

Foy - o
Und dieser Wert ist kleiner als das Maximum auf dem Polygon. Daher ist
[OIEESN. S

Da man durch passende Wahl des Polygons n, beliebig klein machen kann,
so ist gegen die Annahme /'(0) = 0. Also ist f(w) identisch Null, wie wir
beweisen wollten. Ubrigens kann man auch nach AbschluB der topologischen
Uberlegung vermittels derMethode des Cauchyschen I ntegrals weiterschlieBen.
Man vgl. dazu den Beweis des Schwarzschen Spiegeiungsprinzipes Bd | S. 225.

3. Hilfssatz | | . Wenn erne fiir |s} << 1 regulare und beschrénitfe Fuiklion
f(w) auf zwei verschiedenen im gleichen Peripheriepunkt P endigendm, dem
Inneren von |ief << 1 angehdrigen Jordankurven Grewswerten zustrebt, so strebt
sie auf beiden dem gleichen Grenztvert zu. Snd die beidcn Jordankurven
dazu nock punktfremd und eryanzt man sic durch einen im Einheitskreis ver-
laufenden Jordanbogen zu einer geschlossenen Jordankurve, so strebt die Funk-
tion gleichmafag jenem Grenztvert zu, ivenn sie sick jenem Peripheriepunkt durch
das Innere G der geschlossenen Jordankurve néliert.

Diesen Lindeldfschen Satz beweist man ganz dhnlich wie den vorbin
bewiesenen Koebeschen.!) Wenn erstens die beiden Wege sich in beliebiger
N&he des gemeinsamen Endpunktes P treffen, so sind die auf ihnen erzielten
Grenzwerte gleich. Es ist aso Uberhaupt nur nétig, Wege zu betrachten,
die sich in der Nahe ihres Endpunktes nicht schneiden. Wenn dann aber

1) Das Beweiaprinzip stammt im wesentlichen von Painleve und wurde mit be-
sonderem Erfolg von Lindel 6f verwendet.
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zweitens f(w) auf dem einen gegen a, auf dem andern gegen b strebt, so
strebt die gleichfalls beschrénkte Funktion
Fe) = (fan) — 6) (Fee) — b)
auf beiden dem gleichcn Grrenzwert Null zu. Hat man daun bewiesen, daB F(w)
in G gleichméBig gegen Null strebt, so muB einer der Faktoren, aus denen
F(w) besteht, gleicboméBig gegen Null streben. D. h. f(w) strebt entweder
gleichmaBig gegen a oder gleichmaBig gegen ft.') Daber muB a = b sein.
Es gemigt aso weiter, die zweite Hélfte des Hilfssatzes unter der Annahme
zu beweisen, daB der auf beiden Wegen erzielte geuieinsame Grenzwert Null
isi. Dann schneide man vom Einheitskreis durcb einen Kreisbogen eine zu
ihrer Sehne s symmetriscbe Sichel ab, welche die Enden A; und A, der
beiden Jordankurven enthélt, und wéahle die
Sicbel so klein, daB auf den Enden |f{mw}| < &
ist. ¢ sai dabei eine beliebig vorgegebene po-
sitive Zabl. Die Enden A; und A; sind so zu
erklaren: Man verfolgt von dem im Hilfssatz |1
genannten Punkt P aus jede der beiden Jordan
kurven ruckwarts, bis man zum ersten Male
die Sichelsebne trifft (Fig. 3). Die Endpunkte
von A; und A, verbinde man auf der von P
-~ abgewandten Seite der Sehne durcb einen
Jordanbogen L und markiere auf ihm einen
Punkt Q. Dieser Jordanbogen bestimmt dann
zusammen mit A; und A, eine Jordankurve, deren Inneres G genannt sei.
(Vgl. die Formulierung des Satzes) Sein Rand wird von A;, A, und L allein
gebildet. Es ist nunfir die Formulierung der Beweisfuhrung bequem, au-
zunehmen, daB die Eckpunkte der Sichel auf der reellen Achse liegen, so daB
die Sicbel zur reellen Achse symmetrisch ist. Das kann man durch eine Ver-
sehiebung und Drehung des Einbeitskreises in einen anderen Kreis erreichen.
Dann geht die Sichel durch Spiegelung an der reellen Achse in sich Uber.
1) Man betrachte némlich eine abgexchloesene zusammenhéngende Teilmenge dee
Jordanbereiches und sanes Randes, in der { Fiw) e ist. In jedem Punkte dersdben
ist entweder | /i) — a! < Ve oder |f{w) — bj< Vs, Well songt auch das Produkt beider
groBer ds sware. Ist aer ¢ hinreichend klein, so kann auch nur einer der beiden
Faktoren dieser Abschétzung geniigen, fallsa und b verschieden sind. Man kann daber
die abgeschiosne Menge in zwei Teilmengen zerlegen. In den Punkten der einen ist
[fawi-—ni = ¥, in den Punkten der andern ist [ f(w) — &)= ¥«. Beide sind aber ab-
geschlossen. Denn in @inem Punkt z.B., gegen den sich Punkte héufen, wo | fw) - a1 5V
ist, ist ach jf(w) —a|s|/' Eine zi)g&r:HodBene und zusammenhangendo Menge kann
man aber nicht in zwel abgeschioBene punktfremde Tellmengen zerlegen, es ss denn,
deB ene dersdben legr ist.

Fig. 1.
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Bei dieser Spiegelung wird aus detn von den beiden Kurvenenden A; und A,
gebildeten Jordanschen Kurvenstick ein dazu synimetrisches, das die auf
der reellen Achee gelegenen Endpuukte von A; und A, in der anderen Sichel-
hélfte miteinander verbindet. Man erhdlt so eine neue geschlossene Jordan
sehe Kurve, die zu sich selbst symraetrisch ist und in der die Enden A; und A,
und die dazu syrametrischen Enden vorkommen. Diese Jordankurve bestimmt
einen Teilbereicb D der Sicbel, in welcbem wir f(w) weiter betrachten wollen.
Die Enden A; und A, treffen im Punkte w = a zusammen. Wir bilden die
analytische Funktion

() = f(w) [(®) (w—a¥ (0 - a).

Dabei ist a eine beliebige positive Zahl. Wir betrachten irgendeinen in D
eindeutigen Zweig derselben. Er ist im abgeschlossenen Bereich stetig, was
gerade durch die Zusatzfaktoren {w— a)* und (& —a)” erreicht wurde. Auf
der reellen Acbse ist ip(w)| = |} |ar — a|*. Diese Werte sind aber nicbt
groBer as das auf der Jordankurve eneichte Maximum. Nun ist aber in jedeni
Punkte derselben (auBer w = a und w =jaiher der beiden ersten Faktoren,
aus welchen g (s¢) besteht, dem Betrage nach kleiner as e, wahrend der andere
unter der fir f(W) im ganzen Kreise geltenden Schranke M liegt, die man
gréfier as Eins annehmen darf. p s des Maximum von |w —a| im ab
geschlossenen Bereich D. Daher ist auf der reellen Achse

[}l —a|™ < s Mp®.

Da dies fiir jedes ¢ gilt, so folgt durch ¢ » 0, deB auch | (s} < Vedf
auf der reellen Achse gilt. Gehen wir zur urspriinglichen Lage der Sichel
zuriick, so kennen wir nun im Einbeitskreis eine A; und A, verbindende
Gerade, auf welcher . ;

()| <VeM

ist. Die gleiche Uberlegung kann man nun auch auf jetfer zu s parallelen
Geraden =" anstellen, die zwischen s und P verlduft. Auf jeder solchen
Geraden findet man so eine A; mit A, verbindende Strecke, auf der
|ftw)) << VeM ist. Eine solche Strecke s, wird begrenzt von dem ersten
Punkte, in dem A; die Gerade s trifft, wenn man A; von P aus durch-
lauft und von deiti ersten Punkt, in dem A, die Gerade s' trifft, wenn man
A, von P aus durchlauft. Auf dieser Strecke s'; gi bt es daun stets eine
im Inneren des Bereiches G verlaufende Strecke, die A; und A, verbindet.?)

1) Wére dem nicht 0, s0 betrachte men eine in G verlaufenden Polygonzug, der
zwel Punkte, P, und Q; aus hinreichender Nahe von P und Q miteinander verbindet,
d. h. dao zwei Punkte, die gleichfalls auf verschiedenen Seiten der Sehre s und auch
auf verschiedenen Seiten von s liegen. Jedes solche Polygon thuB s; in einem Punkt
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Dies ist dann ein Querschnitt, der von G einen Teilbereich abtrennt, dessen
Rand P angehort. Betrachten wir eine Folge gegen P konvergierender
Geraden, so erhalten wir auf diese Weise eine Folge von Querschnitten
des Bereiches G, die P approxiinieren, die also von G Teilbereiche abtrennen,
die sich auf P zusamraenziehen. Auf jedem dieser Querschnitte ist |f{1)}

< VeM. Zwischen zwei solchen Querschnitten liegt ein samt Rand |} <1
angehoriger Teilbereich') von G. auf dessen Rand, soweit er A, oder A, an-
gehort, | f{w)|[ <« ist. Da & < VeM ist, so ist an Rand desselben tber-
all if{w)| < Ve M. Daher gilt die Abschiitzung auch im Teilbereich. Und
da dies fur je zwei der Querschnitte gilt, so grenzt jeder Querschnitt von
G einen Teilbereich ab, an dessen Rand P liegt, und in dessen Inneren
fiey =2 VM ist, und darin liegt, daB f(w) im Jordanbereich G gleich-
mafiig gegen Null strebt.

4. Erreichbaren Randpunkten entsprechen bestimmte Peripheriepunkte.
Wir wenden uns zur Untersuchung der Abbildungsfunktion am Rande des ab-
zubildenden Bereiches B. Das soil ein ganz beliebiger schlichter beschrénkter,
einfach zusammenhangender Bereich sein. Man betrachte eine im Bereiche B
verlaufende stetige Kurve L: 2z == #{£) {« = ¢ < 81, die fir £~ § gegen den Be-
reichrand konvergiert. Damit ist gemeint, daB die Kurve fir Parameterwerte,
die hinreichend nahe an /3 liegen, auBerhalb eines beliebig vorgegebenen samt
seinem Rande dem Inneren von B angehdrigen Teilbereiches von B verlauft.
Dem Parameterwert t = a mdge — das ist keine Beschrankung der Allgemein-
heit — der Punkt z, entsprechen, welcher bei der Abbildung in w=0 uber-
geht. Wir setzen dann die Abbildungsfunktion beginnend mit dem Element,
das bei z, verschwindet, |angs der Kurve L analytisch fort und fragen, was sich
Uber die Menge der Werte aussagen |18Bt, die sie 1&ngs der Kurve annimmt. Als
erstes bietet sich das Ergebnis, daB die durch f(z) als Bild von L im Einheits-
kreis erhaltene stetige Kurve A fir £ - » # gegen die Peripherie des Einheitskreises
konvergiert. D. h. fur Parameterwerte, die geniigend nahe an g liegen, verl&uft
sie auBerhalb eines beliebig gegebenon mit dem Einheitskreis konzentrischen
Teilkreises mit Radius kleiner als 1. Andernfalls gébe es namlich auf A eine

aus dem Tnneren von G tretfen. Zu jedem Treffpunkt gehort eine Teilstrecke, die G
angehort, und deren Endpunkte dem Rande von G angehdren. Man darf aber an-
nehmen, daB der Polygonzug keine Teilstrecke t von s'; trifft, deren Endpunkte ent-
weder beide A; oder beide A, angehdren. Denn dann bestimmt diese Teilstrecke zu-
sammen mit einem Teilbogen von A; oder einem Teilbogen von A, einen Teilbereich
6r, von G, dem kein Endpunkt des Polygonzuges angehd3rt. Daher konnte man den
Polygonzug mit Leichtigkeit so abandern, daB er t Uberhaupt nicht trifft. Da er aber
s treffen muB, ao gibt es darauf pine Teilstrecke der angegebenen Art.
1) Deraelbe ist in Fig. 3 schralfiert.
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Folge von Punkten, die gegen einen Punkt w* im Inneren des Einheitskreises
konvergierte, und deren zugehdrige Parameterwerte t gegen § konvergier-
ten. Die eindeutige Umkehrungsfunktion der Abbildungsfunktion miBte
dann in diesen Punkten Werte annehmen, welche sich am Kande des Be-
reiches hauften. Aus ihnen wahle man eine Teilfolge aus, die gegen einen
bestimmten Randpunkt #* konvergiert. Die Umkehrungsfunktion miiBte
daher im Punkte w* den Wert #* annehmen und seine Umgebung auf eine
Umgebung von #* abbilden. Das geht aber nicht an, da doch die Umkehrungs-
funktion in |w]< 1 nur Werte aus dem Inneren von B annehmen kann.
Wir betrachten welter eine stetige Kurve z = z(t) des Bereiches B, die fir
¢ »p gegen einen bestimmten (erreichbaren) Randpunkt P des Bereiches B
strebt, d. h. es soil  lila{#) = P sein.  Wir wollen zeigen, daf dann ouch die

e

Abbildungsfunktion einem Grenzwert zustrebt. Nehmen wir an, die Bild-
kurve A ende nicht in einem bestimmten Punkte der Peripherie des Ein-
heitskreises. Dann gibt es auf ihr zwei Punktfolgen

wy ound  wi®,

deren Parameterwerte gegen # streben, und zwar so, daB die erste Folge
und die zweite Folge yerschiedenen Grenzpunkten w® und w® auf der
Peripherie zustreben. DaB dies unmoglich ist, sieht man folgendermaBen
ein. Zunachst bemerke man, daB es unendlich oft bei Durchlaufung von A
in Richtung wachsender Parameter vorkommen muB, daB auf einen Punkt
wl) ein Punkt #{¥ folgt. Dementsprechend gibt es auf der Kurve A un-
endlichviele Bogen, welche Punkte in beliebiger Nahe von w'¥ mit Punkten
in beliebiger Nahe von w® verbinden und welche dabei zugleich fir hin-
reichend groBe Nummer in beliebiger Nahe der Peripherie des Einheits-
kreises verlaufen. Auf diesen Bégen nimmt nun aber die Umkehrungsfunk-
tion Werte an, die gegen P konvergieren. Wir haben aso eine im Ein-
heitskreise reguldre und beschrankte Funktion, welche auf Kurvenbdgen,
die die Peripherie gleichm&Big approximieren, einer Konstanten zustrebt.
Eine solche Funktion ist aber nach Hilfssatz | von S. 19 eine Konstante
und kann daher die Abbildung nicht vermitteln. Daher muB auch die
Kurve A gegen einen Peripheriepunkt konvergieren. Jeder nach einem er-
reichbaren Randpunkt von P strebenden stetigen Kurve des Bereiclies B ent-
spricht also eine stetige Kurve des Einheitskreises, welche in einem bestimmten
Peripheriepunkt endigt.

5. Umgebung ernes erreichbaren Randpmiktes. Wir erdrtern weiter die
Frage, wann zwei solchen Kurven L; und L, Kurven im Einheitskrcis ent-
sprechen, welche im gleichen Peripheriepunkt endigen. Um hiertiber AufschluB
zu gewinnen, muB man durchaus an der Vorstellung festhalten, daf@ der ein-
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zelne errcichbare Randpunkt als Individuum erst durch eine in ihm endende
stetige Kurve bestimmt wird. Es genlgt also ganz und gar nicht, seine
gz-Koordinate zu kennen. Es ist dies eine Begriffsbildung, die in vieler Be-
zienung an den Bd. I, S. 217 ausfiihrlich erorterten Begriff der singuléren
Stelle einer analytischen Funktion erinnert. Nur bleibt hier dahingestellt,
ob die Radien der Funktionselemente bei Annadherung an den Randpunkt
gegen Null streben. D. h. wir gehen vorlaufig nicht auf die Frage ein, ob
sich die Abbildungsfunktion léngs der den erreicbbaren Randpunkt de-
finierenden Kurve uber diesen Punkt hinaus fortsetzen 1&Bt oder nicbt.

Wir definieren zunadchst, was wir unter der Umgebung eines erreichbaren
Randpunktes R verstehen wollen. Zu dem Zweck legen wir um die Z-Koordi-
nate des Randpunktes als Mittelpunkt einen Kreis, so klein, daB er die den
Randpunkt definierende Kurve 5 trifft und verfolgen diese Kurve vom erreich-
baren Randpunkt an riickwarts, bis se zum ersten Male den Kreis trifft.
Dies geschebe in einem Punkt P. Er gehort einem von Randpunkten des
Bereiches freien Bogen T des Kreises an. Der Bogen T bestimmt einen Teil-
bereich von B, in welchem (£ liegt und an dessen Rand It liegt. Die inneren
Punkte dieses Teilbereiches und die Randpunkte, die er mit B gemein hat,
macben eine Umgebung von R aus.

Nunmehr konnen wir definieren, wann zwei Kurven L des Bereiches B
zum gleichen Randpunkte von B' fiihren. Der durch L; bestinimte Randpunkt
heiBe P; der durch L, bestinimte sei P,. Diese heiBen gleich, wenn jede
Umgebung des einen auch eine Umgebung des anderen ist. Daraus folgt ins-
besondere, daB beide gleiche z- Koordinate haben miissen.

6. UmkehrbareEindeutigkeit der Beziehung zwischen erreichbaren Rand-
punkten und den entsprcchenden Peripheriepunkten. Diese Definition findet
ihre Rechtfertigung durch den Beweis des Satzes, daB gleichen Randpunkten
gleiche Peripheriepunkte und daB verschiedenen Randpunkten verschiedene
Peripheriepunkte des Bildbereiches entsprechen.

Zunéchst ist leicht zu sehen, daB zwei Kurven L; und L ,, welche im glei-
chen Randpunkt enden, zwei Kurven A; und A, des Einheitskreises entsprechen,
welche im gleichen Peripheriepunkt enden. Denn nehmen wir an, sie endeten
in verschiedenen Peripheriepunkten, so betrachte man in einer Folge beliebig
kleiner sich auf den Randpunkt zusaramenziehender Kreise eine Folge von
Wegen, die L; und L, verbinden. Diesen Wegen entsprechen im Einheits-
kreis Kurven, die in beliebiger Nahe seiner Peripherie verlaufen, und welche
Punkte von A1 mit Punkten von A, verbinden. Daraus folgt wie vorhin, daB
es darunter eine Teilfolge gibt, welche einen Peripheriebogen gleichméBig
approiimiert. Und daraus folgt genau wie vorhin, daB die Umkehrung der
Abbildungsfunktion konstant seinmiitiBte, was natiirlich unmdglich ist.
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Wir betrachten nun zwei stetige Kurven L; und L, des Bereiches B,
welche in zwei verschiedenen Randpunkten P, und P, enden. Zuné&chst be-
merken wir, da3 man jede derselben durch eine Jordansche Kurve ersetzen
kann, die im gleichen Randpunkt endigt. Dies erkennt man am besten am
Bild der stetigen Kurve im Kreis. Man beschreibe derselben ein Sehnen-
polygon ein, das gegen den gleichen Peripheriepunkt strebt, und auf dem
die Umkehrungsfunktion der Abbildung dem gleichen Grenzwert zustrebt.
Diesem Sehnenpolygon entspricht im Bereich eine Jordankurve, die in be-
liebiger Nahe des Randpunktes noch Punkte mit der gegebenen stetigen Kurve
gemeinsam hat. Nach unserer Definition enden daher beide stetigen Kurven
im gleichen Randpunkt. Nun gehen wir noch einmal zum Polygon im Kreise
zuriick und ersetzen dasselbe durch Weglassen einiger Strecken durch ein
anderes, das keine Selbstiiberkreuzung mehr besitzt. Dies ist dann eine Jordan-
sche Kurve, der im Bereiche B auch eine Jordansche Kurve entspricht. Nun
zuriick zu den beiden Kurven L; und L,, die in verschiedenen Randpunkten
des Bereiches B enden. Wir dirfen annehmen, da dies zwei Jordansche
Kurven sind. lhnen entsprechen im Einheitskreis zwei Jordansche Kurven A;
und A,. Wir wollen zeigen, dal3 dieselben in verschiedenen Peripheriepunkten
enden. Nehmen wir im Gegenteil an, die beiden Jordankurven A; und A,
endeten im gleichen Peripheriepunkt P'. Wir stiitzen uns dann wesentlich
auf die Tatsache, da3 A; und A, sich in genigender Néhe von P' nicht
mehr schneiden konnen. Denn andernfalls wiirden auch die Kurven L; und L,
in beliebiger Nahe ihrer Endpunkte gemeinsame Punkte besitzen. Dann aber
endeten L; und L, im gleichen Randpunkt. A, und A; sind also punktfremd.
Der Beweis stiitzt sich dann weiter auf den zweiten Hilfssatz S. 21. Aus
diesem Satz ergibt sich, da L, und L, doch den gleichen Randpunkt be-
stimmen. Denn aus dem ersten Teil des Lindel6fschen Satzes ergibt sich
zundchst, dald die beiden durch L; und L, bestimmten Randpunkte gleiche
z-Koordinate besitzen. Aus dem zweiten aber ergibt sich, da man sie in
beliebiger Nahe der Koordinate ihres Endpunktes durch eine Jordankurve
verbinden kann. Denn wir hatten bei der Formulierung des Hilfssatzes |1
€inen Jordanbereich erwahnt. In seinem Inneren ziehe man in beliebiger
Nahe von P' einen Jordanbogen, der A; und A, verbindet. Ihm entspricht
im Bereiche B eine Jordankurve, welche in beliebiger Nahe der Endkoordi-
nate von L, und L, verlauft, weil doch auf den Jordankurven im Einheits-
kreis die Umkehrung der Abbildung Werte annimmt, die sich beliebig wenig
von jener Koordinate unterscheiden. Aus unserer oben gegebenen Definition
folgt daher, da3 L; und L, im gleichen Randpunkte enden.

7. Stetigkeit der Abbildung am Rande. In dem durch Hinzunahme der
erreichbaren Randpunkte erweiterten BereicheB' ist die Abbildungsfunktion stetig.
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D. h. um jeden Punkt P der Menge M, welche aus dem Inneren von B und
aus den erreichbaren Randpunkten von B besteht, gibt es zu jedem ge-
gebenen positiven & eine Umgebung, in der die Werte der Abbildungsfunk-
tion sich um weniger as & von dem Werte in jenem Punk te P unterscheiden.
Dabei ist der Umgebungsbegriff fir einen inneren Punkt in dem ublichen
Sinne, fur einen Randpunkt in der vorhin erklérten Weise zu nehmen. Der
Nachweis der Stetigkeit in inneren Punkten des Bereiches unterliegt keiner
Schwierigkeit. Er ist in den bisherigen Betrachtungen selbstverstandlich ent-
balten. Wir hatten auch schon erklért, welche Randpunkte wir zur Um-
gebung eines gegebenen rechnen wolien. Wir hatten um die z-Koordinate
des Randpunktes R, dessen Umgebung wir definieren wolien, einen Kreis
gelegt, der eine den Randpunkt bestimmende stetige Kurve & traf. Diése
hatten wir von R aus rickwarts bis zu ihrem ersten Treffpunkt P mit dem
Kreis verfolgt. Der im Bereich B verlaufende Kreisbogen, welcher den Treff-
punkt P mit dem R definierenden Wege & enthalt, grenzte die Umgebung
ab. Man schreite auf dem Kreise von diesem Treffpunkt P aus nach beiden
Seiten fort. Da die Kreisperipherie nicht ganz zu B gehdren kann, falls
se klein genug ist, so stéBt man dabei auf Randpunkte von B. Der Be-
reich B war ja einfach zasaminenhangend angenommen. Man erhélt aso in
den Enden des Kreisbogens zwel erreichbare Randpunkte, die von R und
voneinander verschieden sind. Von R sind sie schon in der 0-Koordinate
verschieden. Sind sie voneinander nicht schon in der
z-Koordinate verschieden, wie das z. B. in Fig. 4 ist,
so kann man jedenfalls nicht in beliebiger Nahe ihrer
gemeinsamen 2-Koordinate die sie definierenden beiden
Kreisbogen durch einen Jordanweg J aus dem Inneren
von B verbinden. Denn man hétte sonst eine ge
schlossene  Jordankurve, bestehend aus J und einem
Bogen des Kreises um P. Sie wirde bei der Abbildung
in eine Jordankurve des Einheitskreises ubergefiihrt,
und das Innere der .beiden Kurven miBte sich bei
der Abbildung umkehrbar eindeutig entsprechen, was
doch nicht der Fall sein kann, weil der Mittelpunkt des Kreises ein
Randpunkt von B' ist. Unserem Kreisbogen entspricht daher in jedem
Fall im Einheitskreis eine Jordankurve, welche zwei verschiedene Peri-
pheriepunkte verbindet und die daher vom Einheitskreis ein sichelartiges
Gebiet S abschneidet. Diesem gehért das Bild A des Weges L an. Auf
dem S begrenzenden Bogen des Eintrittskreises liegt das Bild R von R.
Die Siebel ist das umkehrbar eindeutige Bild der Umgebung von R. Man
betrachte nun eine Folge von Kreisen um R as Mittelpunkt, die sich

Flg. 4.
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auf B zusammenziehen. Diesen entspricht dann im Einheitskreis eine
Folge ineinanderliegender Sicheln, die jedenfalls gleichmaBig gegen einen
Bogen seiner Peripherie oder gegen den Punkt R' konvergieren. Das
erstere ist aber aus dem friher schon herangezogenen Grunde unrudglich.
Denn dann wéae wieder ein Bogen des Einheitskreises durch eine Folge
von stetigeu Kurven approximiert, auf welchen die beschrénkte Umkehrungs-
funktion der Abbildung einem konsianten Wert zustrebte. Damit ist die
behauptete Stetigkeit bewiesen.

8. Am Bande des Einheitskreises liegen die Bilder errcichbarer Rand-
punkte Uerall dicht. Um das einzusehen, wahlen wir einen beliebigen Punkt R'
auf der Peripherie des Einheitskreises und wéahlen im Einheitskreis eine Folge
von Punkten u,, die gegen R' konvergieren. Diesen entsprechen im Bereiche B
bestimmte Punkte #,. Man darf annehmen, daB die z-Koordinaten der Punktezy
gegen einen Wert ¢* konvergieren. Dies ist dann die Koordinate eines Rand-
punktes R des schlichten Bereiches P. Wir dirfen sogar annehmen, daB die
Entfernungen der #, von R standig abnehmen. Man kann dies ja alles er-
reichen, indera man statt der urspringlichen w, eine Teilfolge derselben
nimmt. Alsdann lege man um R als Mittelpunkt Kreise durch die Punkte g,
greife aus jedem einen von Randpunkten freien, g, enthaltenden Bogen her-
aus. Diesem Kreisbogen entsprechen durch die Abbildung Jordanbdgen im
im Einheitskreis, welche die Bilder zweier verschiedener erreichbarer Rand-
punkte verbinden. Zwei verschiedene dieser Jordanbdgen sind punktfremd.
AuBerdem liegt auf ihnen die gegen P' konvergierende Punktfolge #,. Diese
Jordanbdgen konvergieren entweder gegen R', das dann also Haufungspunkt
der Enden der Jordanbdgen, d. h. der Bilder erreichbarer Randpunkte ist,
oder aber diese Jordanbdgen approximieren gleichméBig einen Bogen des
Einheitskreises. Da aber auf diesen Jordanbogen die Umkehrung der Ab-
bildungsfunktion gegen die Abszisse #* von P konvergiert, so stoBen wir
wieder auf die durch Hilfssatz | gegebene Unmdoglichkeit.

9. Bemerkung. Soweit wollen wir in der Betrachtung des Verhaltens der
Abbildung am Rande des allgemeiusten ebenen Bereiches gehen. Man kann
die durch die konforme Abbildung gestiftete Beziehung des Randes zu den
Peripheriepunkten zu einer Analyse des Randes eines beliebigen schlichten
beschrankten Bereiches benutzen. Das hat. Carathéodory Annalen 73 aus
gefiihrt. Man vgl. dazu auch Koebe in Crelles Journal Bd. 145. Was in
der ersten Auflage dieses Buches auf S. 55 ff. Uber die Primteijer des
Randes gesagt wurde, ist eine Verallgemeinerung dieser Untersuchungen.
Ich fiige nun noch einigo nahere Angaben fiir speziellere Bereiche hinzu.

10. Stetigkeit der Abbildung auf einem im Rande enthaltenen Jordan-
schen Kuryenbogen. Zunéchst werde angenommen, daB im Bande des Be-



30 |. Konforme Abbiidung

reiches B ein Jordansches Kurvenstiick J vorkoinmt, dessen innere, d. h. von
den beiden Endpunkten verschiedene Punkte nicht Haufungspunkte von Rand-
punkten sind, welche dem Jordanbogen nicht angehdrén.') Betrachtet man
einen nicht an die Enden des Bogens heranreichenden Teilbogen Ji; so hat
derselbe von der Menge R aller dem ganzen Bogen nicht angehdrigen Rand-
punkte einen von Null verschiedeneu Abstand. Da der Teilbogen nach dem
Jordanschen Kurvensatz die Ebene nicht zerlegt, so bestimmt er einen ein-
fach zusammenhéngenden Bereich, in dem die nicht dem Bogen J; ange-
hérigen Randpunkte von B liegen. Daher kann man ein Polygon Il an-
geben, das M nicht trifl't und das den Teilbogen J; im Innern enthalt. Jeder
der beiden weggelassenen kleinen Jordanbogen (durch die sich J und J;
unterscheiden) trifft das Polygon I, und daher gibt es einen in B verlau-
fenden Teilbogen Il, desselben, der zwei Punkte dieser kleinen Bogen ver-
bindet. Dieser Querschnitt trennt vom Bereiche B eine Sichel ab. in deren
Rand ein J; umfassender Teilbogen J, der Jordaukurve vorkommt. DiEse
Sichel ist einfach zusammenhéngend, da se vom einfach zusammenhéngen-
den Polygon durch einen Querschnitt J, abgetrennt ist. Die Sichel ist um-
kehrbar eindeutig auf einen Teilbereich des Einheitskreises abgebildet. In
seinem Rand kommt ein Teilbogen J', der Peripherie vor. Auf diesem lie-
gen die Bilder der erreichbaren Randpunkte des Jordanbogens J, aus dem
Rande des Bereiches B. Nach einer von Schoenflies herriihrenden Ergénzung
des Jordanschen Kurvensatzes sind aber aile Punkte eines Jordanschen Kurven-
bogens erreichbar. Die Bilder dieser erreichbaren Randpunkte erflillen auch den
ganzen Peripheriebogen J,' des Einheitskreises, der am Rande des Sichelbildes
Teil hat. Denn gébe es darauf einen Punkt P', der nicht Bild eines erreichbaren
Randpunktes ist, so betrachte man wieder eine Punktfolge wy aus dem Ein-
heitskreis, die gegen P' konvergiert. Die in der Sichel ihnen entsprechenden
Punkte z, konvergieren dann auch gegen einen bestimmten Punkt des Jordan-
bogens J,. Wére das niimlich nicht der Fall, so kénnte man zwei Teilfolgen
herausgreifen, welche gegen verschiedene Punkte des Jordanbogens konver-
gieren. Da aber in diesen beiden Punkten, wie wir schon bewiesen, die Ab-
bifdung noch stetig ist, so miten die beiden verschiedenen erreichbaren Rand-
punkte in den gleichen Peripheriepunkt Gbergehen. Wir haben aber oben schon
gezeigt, daB se in verschiedene Ubergehen. Somit haben wir jetzt durch jeden
Zweig der Abbiidung eine umkehrbar eindeutige Abbiidung der Umgebung
des Jordanbogens J,, die auch auf diesem Bogen noch umkehrbar eindeutig
und stetig ist und ihn in einen Bogen J,' des Einheitskreises uberfuhrt.

1) Im Falle der Fig. 1 wire diese Voraussetzung fur die linke untere Kantenhalfte
des Quadrates nicht erfullt.
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Ist nun insbesondere der Bereich B von einer einzigen Jordansclicn Kurve
begrenzt, so ist die Abbildung im abgeschlossenen Berciche stetig und bildet thn
umkehrbar eindeutig und stetig auf den vollen, durch seine Peripherie abge-
schlossenen Einheitskreis ab.

11. Analytische Fortsetzung der Abbildungsfunktion. Man kann jetzt
auch die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir angeben, daB
die Abbildungsftmktion Uber den Bereich B hinaus analytisch fortgesetzt werden
kann. Soll das néralich rndglich sein, so muB sich auch die eindeutige Um-
kehrungsfunktion der Abbildung Uber den Einheitskreis hinaus fortsetzen
lassen. Dann aber wird durch sie der Bogeu der Peripherie, tUber den hin-
aus die Fortsetzung rndglich ist, in einen im Rande von B enthaltenen ana
lytischen Kurvenbogen abgebildet, d. h. in einen Kurvenbogen, fur den es
eine Parameterdarstellung z(t) durch eine analytische Fuhktion z(t) gibt,
deren Ableitung langs des Bogens nirgends verschwindet. Denn die Um-
kehrung der Abbildung liefert selbst eine solche Parameterdarstellung # = ¢:(¢*},
wenn man darin t den Bogen der Peripherie durchlaufen I&fit, Uber den hinaus
die Fortsetzung moglich ist. Man kann aber auch zeigen, daB diese not-
wendige Bedingung hinreichend ist. Denn gibt es im Rande einen analyti-
schen Kurvenbogen # = #(t), « < ¢ B, derart aso, daB z{f) in « e < B
analytisch ist, und daB die Ableitung Z'(t), im Intervall « £t = § nicht
verschwindet, so wird durch diese Funktion eine passende Umgebung enes
inneren Teilintervalles des Stiickes « < ¢ < # der reellen t-Achse umkehrbar
eindeutig auf eine Umgebung eines Teiles des analytischen Randstiickes ab-
gebildet. WahIt man diese Umgebung hinreichend klein, so ist sie voll-
standig in dem Polygon enthalten, das man in der vorhin angegebenen Weise
um den Teilbogen des analytischen Bogens herumlegen kann. Daher wird
dann der Durchschnitt dieser Umgebung mit dem Bereich B durch die Ab-
bildungsfunktion umkehrbar eindeutig auf einen Teilbereich des Einheits-
kreises abgebildet. Diese Abbildung ist auch auf dem analytischen Kurvenbogen
noch stetig und fihrt ihn in einen Bogen der Peripherie des Einheitskreises
Uber. Dieser Teilbereich des Einheitskreises erscheint aso seinerseits durch
Vermittlung der beiden eben angegebenen Abbildungen umkehrbar eindeutig
auf einen Bereich abgebildet, der an einen Bogen der reellen t-Achse an-
stéBt, und zwar so, daB die Abbildung auf dem Peripheriebogen noch stetig
ist. Es kommt nur noch darauf an, zu zeigen, daB diese Abbildung auch
auf dem Peripheriebogen noch analytisch ist. Dies folgt aber aus dem Schwarz-
schen Spiegelungsprinzip (Bd. | S. 220).

Die Abbildungsfunktion ist also auf jedem im Bande enthaltenen analyti-
schen Kurvenbogen analytisch, sofern sich in ihm nicht ihm fremde Randpunkte
haufen.
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12. Winkcltreue am Rand. An jeder S telle, wo die as Jordansche Kurve
angenoinmene Randkurve Tangenten besitzt, ist die Abbildung noch differen-
zierbar und daher auch winkeltreu und in den Ecken des Randes, d. h. wo
zwei Randkurvenstiicke, die beide mit Tangenten versehen sind, zusammen-
stoBen, ist die Abbildung noch winkelproportional. Carathéodory bat
in der Schwarz-Festschrift einen Beweis fur die Winkeltreue gegeben. Einen
weiteren Beweis bat Lindel 6f gegeben. (Vgl. die Darstellung von Schle-
singer in ,Automorphe Funktionen" Berlin 1924.) Dazu kommen neuer-
dings die Ausfiihrungen von Carathéodory in den Sitzungsber. d. preuB.
Akad. d. Wiss. 1929 S. 50 ff. Hier wird sogar unter gewissen Voraussetzungen
die Existenz des Grenzwertes

Jim 148 = f(@

swg £ 8
bewiesen, wenn a am Bereichrand liegt und f{¢} die konforme Abbildung
auf den Einheitskreis leistet. Wir betrachten zuerst den Sonderfall, wo
zwei Kreisbogen die Ecke des Bereicbes bilden. Hier kann man so
Uberlegen: Die Eeke liege bei a und habe den Winkel &z (e >>0). Man
wende eine Hilfsabbildung auf die dem Bereich angehdrige Umgebung der
Ecke an, die man so klein wahle, daB ibr nicht der andere Schnittpunkt
b der beiden Kreisbogen angehodrt. Durch eine lineare Transformation

F—n

=y

bildet man dann die Umgebung der Ecke auf ein Stick eines Winkel-
raumes der Offnung a ab. Durch

wird dieser Winkel auf einen der Offnung  abgebildet. Die Umgebung
der Ecke ist so im ganzen in einen der Umgebung von § = 0 angehdrigen
sich an eine Gerade anlehnenden Bereich (bergegangen. Durch eine auch
auf der Geraden noch reguldre Abbildung wird nun dieser Hilfsbereich auf
den Teil des Einheitskreises abgebildet, welcher der Umgebung der Ecke
bei der Abbildung des Bereiches auf den Einheitskreis entspricht. Diese
einer vorhin befolgten ganz analoge SchluBweise lehrt, daB in der Um-
gebung der Ecke die Abbildungsfunktion w = f{z) nach Potenzen von
1

(z — a): entwickelt werden kann, und daB in der Entwicklung das Glied
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1
mit der ersten Potenz von (# -~ a)* einen von Null verschiedenen Koeffi-
zienten hat.

Ich gebe noch kurz den Gedankengang an, der nach Lindel6f') im all-
gemeinen Fall zum Nachweis der Winkeltreue fuhrt. Es werde voraus-
gesetzt, da8 der Rand des abzubildenden Bereiches B eine Jordankurve sei,
welche in einem Punkte a eine Tangente besitzt. w = f(z) bilden den Be-
reich B konform auf s} < 1 ab. Man betrachte die Potentialfunktion

arg F(z},
wo Fe) = {(3:--: :("? :
Es ist arg Flz)=u—w,
wo arg (f(e) — fl@)) =%, arg(z—a)=v st

Sowohl u wie v sind beschrankt. Verpflanzt man arg{¥s}) in die w-Ebene,
so wird es eine irn abgescblossenen Einheitskreis stetige Funktion. Eine
Ausnahme koénnte nur die Peripheriestelle f(a) bilden. N&hert man sich
ihr aber von beiden Seiten auf der Peripherie, so erhd@lt man jeweils die
gleichen Grenzwerte, weil namlich sowobl u wie v sich bei beiden Grenz-
Ubergadngen genau um = gedndert haben. Daher ist # —w as Funktion
von w im abgeschlossenen | =< 1 stetig. Und darum existiert

lim nrg £ — £

zwn E—a
bei beliebiger Anndherung an #=a. Will man einen analogen Satz fir
aligemeinere Bereiche beweisen, so kann man sich des Heftungs- bzw.
Verschmelzungsverfahrens bedienen, das im Kapitel Uber Uniformisierung
naher beschrieben wird. Man braucht dann nur noch anzunehmen, daB am
Rande ein Jordanbogen liegt, der in einem seiner Punkte eine Tangente
besitzt.

' 13.%) Mehrfach zusammenhaiigeiidc Bereiche. Im Falle des endlich viel-
fach eusammcnhangenden beschrankten Bereiches kann man die Frage der
Banderzuordnung auf den Fall des einfach zusammenhangenden zuriick-
fuhren.  Man bilde n@mlich zunéchst den Teil der Ebene, welche nur
von einem Randkontinuum des Bereiches begrenzt ist und diesen enthalt,
auf einen Kreis umkehrbar eindeutig ab. Diese Abbildung ist auf den

1) Vgl. die gerade vorhin zitierte Stelle.
2) Man vgl. die Bd. | S. 86 gegebene Dwefinition.

Bieberbach, Funktionentheorie I, 2. Aufl. 3
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anderen Kontinuis noch reguldr. Und auf dem ersten idc die Rander-
zuordnung nach dem, was wir (ber einfach zusammenhéngende Be-
reiche wissen, bekannt. Den so aus dem gegebenen Bereich erhaltenen
Bildbereich behandele man ebenso weiter, indem man nun ein anderes
der Randkontinua in einen Kreis uberfihrt. Dabei geht zwar das erste
wieder in eine andere Kurve (ber. Aber es bleibt eine geschlossene
analytische Kurve. So kann man nach und nach aile Randkontinua in
geschlossene analytische Kurven iberflhren — soweit sie nicht aus iso-
lierten Punkten bestehen. Die Funktion nun, die den so zugerichteten Be-
reich auf einen Kreis abbildet, ist an den nicht aus isolierten Punkten be-
stehenden Randern noch regulér. Davon (berzeugt man sich am besten fol-
gendermaBen. Man betrachte eine einzelne der analytischen Randkurven und
bilde den Bereich umkehrbar eindeutig so ab, daB diese in einen Kreis
lbergeht. Dann spiegele man den Bereich an diesem Kreis und wende auf
den entstandenen Doppelbereich den Existenzsatz an. Man kann ihn also
in einen Vollkreis iiberfihren und zwar so, daB ein Punkt des Kreises an
dem wir spiegelten, in den Mittelpunkt und die Richtung des Spiegelkreises
in ihm in die der positiven reellen Achse ubergeht. Da durch diese Fest-
setzungen die Abbildung eindeutig bestimmt ist, geht der Spiegelkreis in
die reelle Achse Uber. Denn sonst konnte man durch Spiegelung am Kreise
der einen Ebene und an der reellen Achse der anderen Ebene eine weitere
Abbildung bekommen, die den gleichen Bedingungen geniigt. Daher geht
der urspriingliche Bereich bei dieser Abbildung in einen Halbkreis Uber
und die Abbildung ist am kreisformigen Rande noch analytisch. Fihrt
man nun durch elementare Prozesse den Halbkreis in den Vollkreis uber,
so sieht man, daB die Abbildung des gegebenen Bereich es auf don Kreis
in jedem analytischen Randstiick noch analytisch ist.

§ 6. Bespide zum Abbildungssatz.

1. Halbkreis. Auf S. 132/133 werden wir im Abschnitt tber beschrénkte
Fuhktionen von der Abbildung eines Halbkreises |z, << ¢, R# >0 auf die Kreis-
flache Gebrauch rnachen. Man kann zu dieser Abbildung durch die folgende Er-
wagung gelangen. Man bildet erst durch eine lineare Transformation, die
die eine Ecke des Halbkreises nach Null, die andere nach Unendlich bringt,
den Halbkreis auf einen Quadranten ab. Durch Quadrierung flhrt man diesen
in die Halbebene Ober und endlich gelangt man durch ene lineare Trans-
formation zum Vollkreis. Die Durchfihrung dieser Uberlegungen erfordert
einige Rechnung. Um so deutlicher zeigt der folgende Weg zur Abbil-
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dungsfunktion den Nutzen unserer allgemeinen Sdze. Wir werden ohne
Rechnung dazu kommen, festzustellen, daB die Funktion
s—z, ¢ F5,2
Ll S
WO Zo €ein beliebiger Punkt aus dein Inneren des Halbkreises ist, die Abbildung
auf |aw}<z1 leistet. Wir wissen ndmlich, deB die Abbildungsfimktion auf den
Randbogen regulér ist und daher durcb Spiegelung Uber die Grenzen des Halb-
kreises fortgesetzt werden kann. In spiegelbildlichen Punkten niramt sie
spiegelbildliche Werte an. Bei der Spiegelung an einer Grenze des Halbkreises
wird aus einer einfachen Nullstelle ein einfacher Pol. Wir suchen inshbe-
sondere die Abbildungsfunktion, welche die Stelle Zg des Halbkreises in den
Nullpunkt Gberfihrt. Spiegeln wir zunéchst an der geraden Grenze des Halb-
kreises, die auf der imagindren Achse liegt, so finden wir, daB die Abbil-
dung im ganzen entstehenden Kréis — im Innercn und ara Rande regular
ist, aufter bei —z,, wo sie einen einfachen Pol hat. Eine Ausnahme konnten
nur die Ecken des Halbkreises bilden. Spiegeln wir nun an der krummen
Grenze, so schlieBen wir, daB die Abbildung aucli im AuBeren bis auf einen

bei —_‘;: gelegenen einfachen Pol regular ist. Eine einfache Nullstelle entsteht
be —*. Die Uberlegung lehrt zugleich, daB die Abbildungsfunktion in
der z—EE)ene eindeutig ist. Denn man denke sich erst in der z-Ebene don
Ubergang zum Vollkreis durch die erste Spiegelung vollzogen. In der Bild-
ebene entspricht dabei dem vollen Kreis |#' < g die voile langs eines Bogens
von |w] = 1 aufgeschnittene Ebene. Dann spiegele man den Vollkreis au
den Hélften seiner Peripherie weiter. Dem entsprechen in der w-Ebene die
Spiegelungen an den beiden Ufern des eben genannten Einschnittes. So
erkennt man, daB eine gerade Zabl solcher Spiegelungen, sowohl in der
z-Ebene as in der Bildebene zum Ausgangswert zuriickfuhrt. Also ist die
Abbildungsfunktion eindeutig und da sie, wie diese Schlufiweise zugleich
lehrt, in der Umgebung der Ecken des Halbkreises beschrankt ist, so ist
se nach dem Satz Uber hebbare Unstetigkeiten (Bd. | S. 148) auch dort
regular. Sie ist dso eine eindeutige bis auf Pole regulére Funktion. Sie
ist also eine rationale Funktion. Da wir Nullstellen und Pole kennen, so
ist sie bis auf einen konstanten Faktor der Funktion
£oogy gt
247, 07— e

gleich. Da diese aber am Rande des Halbkreises den Betrag Eins hat, so
ist dieser konstante Faktor selbst eine Zahl vom Betrag Eins und unsire
Aufgabe ist gelost.
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Die hier verwendete Schlufiweise ist typisch. Wir wollen sie in ganz
dhnlicher Weise noch auf zwei nétzliche Beispiele anwenden.

2. Polygone. Zunéchst die Abbildung der Polygone auf die Kreisflache. Wir
betrachten gcradlinig begrenzte Polygone mit n Ecken. Wir denken uns den
Polygonrand so durchlaufen, daB das Polygoninnere zur linken liegt, also in dem
S. SO von Bd. | definierten positiven Umlaufssinn. Die Ecken mdgen bei
Uk liegen und seien in der Keihenfolge numeriert, in der sie bei der Durch-
laufung des Polygonrandes angetroffen werden. Der Winkel, um den man
dann die in eine Ecke t, einlaufende Polygonseite ini positiven Sinn drehen
muB, um sie in die aus der Ecke auslaufende folgende Seite uberzufiihren,
kommt fur unsere Betrachtung in Frage. Diese Winkel seien «,7, wobei

1=l e, < +1 sein soll. Ausspringenden Ecken entspricht e, =0, ein-
springenden Ecken dagegen &, <2 0. &, — +1 entspricht den im unendlich-
fernen gelegenen Ecken, in welchen aso zwei parallele Polygonseiten
zusammentreffen. e, = 0 kommt nicbt vor. &, -= --1. bedeutet den End-
punkt eines Einschnittes. Die Sumnie der so eingefibrten Winkel ist 2.
Die Abbildung auf den Einbeitskreis ist an Rande durchweg stetig, so daB
auch den Ecken wy bestimmte Punkte z, der Kreisperipherie entsprecben.
i

Das Polygon liege in der w-Ebene. Durch die Operation f{uw— w1 =% =
wird diedem Polygoninneren angehérende Umgebungeiner endlicben Ecke auf
einen Bereich abgebildet, an dessen Grenze als Bild zweier in der Ecke zusam-
mensto fenden Polygonseitenstiicke ein den Punkt w =0 entbaltendes Stliick
einer geraden Linie teilbat. Da dieses bei der Abbildung des Polygoninnern
auf die Kreisflache in einen Kreisbogen Ubergehen .muB, so bat man fir
die Abbidungsfunktion in der Umgebung der endlichen Ecke wy ene Ent-

wicklung von der Form .

g= g+ e fw—w) % 4 - (¢, + O).
1

nach Potenzen von (s — =% . Fur die Umkehrungsfunktion lindet man
daraus 1 1-a
w=f@)=w+{ g+ ]

Liegt die Ecke wy im Unendlicben, so erh@t man durch eine Funktion von
der Form w = ¢ bei passender Wahl von « eine Abbildung des dem
Polygoninneren angehdrigen Teiles einer Umgebung der Ecke auf einen
Bereich an dessen lland ein Stlck einer geraden Linie beteiligt ist. Daher
kann man die Abbildung in der Umgebung nach Potenzen von £** entwickeln:

=gt e 4 e 40)
o= bl (T4 ).
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Beachten wir jetzt, dab inau j{ej durch Spiegelung un den Kreisbogen
{22, ,,) fortsetzen kann. Man gelangt dabei zu Funktionswerten, die Poly-
gone erfdllen, welche zu den entsprechenden Polygonseiten (e, ¢, ,,] Spiegel-
bildlich liegen. Zu Polen von f{¢} wird man aso nicht geflihrt. Eine ge-
rade Anzahl von Spiegelungen fihrt aufierdcm in der z-Ebene zum Aus
gangs wert zurlick, wahrend man dadurch in der w-Ebene zu eineni kon-
gruenten Polygon komrat, das somit durch eine ganze lineare Transforma-
tion ans dem urspringlichen hervorgeht. Mit anderen Worten, die Funk-
tion f{#) ist unendlichvieldcutig und zwar gehen ihre verschiedenen zum
gleichen # gehdrigen Funktionselemente durch ganze lineare Transformation
auseinander hervor. Setzen wir nun

fi =vd 470

"‘ﬁ df

lv{
T a: log ds’

Dieser Difterentialausdruck ist also gegenuber ganzen linearen Transfor-
mationen von f{s) invariant. Somit ist

L0 ist P log

ar

q’(-z) (Iz OR dr
eine eindeutige Funktion von z. Wir wollen sie zu bestimmen sucheu.
Zu diesein Zwecke untersuchen wir das Verhalten von gf{2) in den
Punkten g,. Dies findet man durch Differentiation aus dem Verhalten von
fiz) selbst. Man hat so

‘.‘f..,,([ ,._a*){l (\,;_z*}_i_,,.]""l{:‘+,..}

Iogd = log{l — &) — o log1£—2,} ——«,‘lorr{ I- } + logl }
@ e OB, = T B,
ira Fall der im Unendlichen geiegenen Ecke findet man ebenso
Sloggl = T+ Bla-a),

so dali die Formel (1) fur alle Ecken gilt.

Hier bedeutet P(z — #} in Ublicher Abkilizung eine nach ganzen po-
sitiven Potenzen von gz — g, fortsehreitende Potenzreihe. Die Funktion
g (&) besitzt an der Stelle z= z einen einfachen Pol vom Residuum — ;.
Dies Residuum ist von Null verschiedcn. An allen anderen SteUen der
z-Ebene ist, wie man leicht sieht, g(2) reguldr. @(z) ist daher eine bis auf
Pole regulare Funktion. Sie ist also eine rationale Funktion, welche sich
von —u,

— 2
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nur um eine additive Konstante unterscheiden kann. Im Unendlichen muB
3
p@)=— +
sein, darnit in .Anbetracht unserer Bestimmung der Winkelsumme die Summe
der Residuen Null ist. Da aber anch die eben angeschriebene Funktion im
Unendlichen verschwindet und eine ebenso beginnende Entwicklung bat, so ist

ey
r—

oz =

Durch Integration gewinnt m an daraus
@ (@ =nfle—araz—nya L (2 =a) e de e,
[}

wo i =1t — 1 =L, =X+ 1 und ‘-\_,'rq =2 ist, ds algemeine Gestalt derjenigen
Funktionen, welche \s\ < R oder eine Halbebene auf ein Polygon abbilden.
Soll nun ein bestimmt gegebenes Polygon herauskommen, so missen die

noch unbestimmten Zablen

Cpp Oy Byy Byy o0 Ty

dement8prechend bestimmt werden. Dies ist eine im allgenieinen schwierige
Aufgabe, mit der wir uns fir den speziellen Fall des Rechtecks teils schon
im ersten Bande beschaftigt haben, teils noch beschéftigen werden, wenn
wir die elliptische Modulfunktion untersuchen. Im Falle des Rechtecks
fuhrt namlich unsere Uberlegung zum elliptischen Integral erster Gattung.
Die Rechteckseiten sind durch die Integralperioden bestimmt und die Auf-
gabe ist gleichbedeutend mit der, zu gegebenem Periodenparallelogramm die
zugehorige zweiblattrige Flache zu finden.

Fir den Fall des Dreiecks erledigt sich die Frage leicht, weil ein Drei-
ek durch seine Winkel der Gestalt nach bestimmt ist. Beachtet man noch,
daB man durch lineare Abbildung von ie! < R auf sich jedes Punktetripel
des Randes in jedes andere Gberfiihren kann, so sieht man, daB man hier
die drei Stellen z,, zg, z; beliebig wahlen kann. Man bekommt dann immer
ein Dreieck mit den gewiinschten Winkeln, das man dann durch Ahnlich-
keitstransformation (Bestimmung von c; und ¢;) in die gewiinschte Grofle
und Lage zu bringen hat. Ebenso sieht man leicht ein, daB

f(l Ny ¥ ds
L]

die Abbildung von |#| << 1 auf das Innere einee regularen Polygons liefert.

Ich fige noch die Bemerkung hinzu, daB auch umgekehit jede Funk-
tion (2) die Abbildung von |2 < R oder der Halbebene, deren Rand die
#, angehoren, auf ein Polygon leistet. Am besten fiihrt man den Beweis
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im Falle der Halbebene, auf den man den anderen durch lineare Trans-
formation zuriickfiihren kann. Der Leser moge das selbst durchfiihren.

3. Kreisbogendreieck. Als letztes Beispiel behandle ich eine Abbildungsauf-
gabe, die uns auf die elliptische ModulfunHion fihren wird. In ihr gewinnen wir
ein fur algemeine funktionentheoretische Zwecke auBerordentlich wicbtiges
Hilfsmittel, auf das wir schon S. 16 hingewiesen haben. Es handelt sich um
die Abbildung enes Kreisbogendreiecks, das von drei einander beruhren-
den Kreisen begrenzt ist. Wir verfolgen bier nur das Ziel, uns einen
Uberblick Ober den Gesamtverlauf der Abbildungsfunktion zu verschaffen
und vertagen das Auffinden der analytischen Darstellung der Modul-
funktion auf ein besonderes dieser Funktion gewidmetes Kapitel. Es ist
—— . -— am bequemsten, das Kreisbogendreieck in der Halbebene
J{m) >0 und seine drei Ecken in den Punkten 0, 1, cc
anzunehmen. Wir wollen aso das in Fig. 5 ersichtliche
Dreieck abbilden. Als Bildbereich wéahlen wir zweck-
mafiig die Halbebene F(1) > 0 und legen die Bilder
der drei Ecken in die Punkte 0, 1, ;e. Dann ist die
Abbildung am Rande des Dreiecks noch stetig und in
den inneren Punkten der Seiten analytiscb. Die Ab-
bildungsfunktion kann nacb dem Spiegelungsprinzip ana-
lytisch fortgesetzt werden. In der oo-Ebene erh@t man
durch fortgesetztes Spiegeln immer neue der oberen Halb-
ebene angehdrige Kreisbogendreiecke, wéhrend man in der i-Ebene immer
neue Halbebenen aneinanderreiht. Hier erh@t man so eine unendlichviel-
blattrige Riemannsche Flache, deren einzige Windungspunkte bei @, 1, oo
liegen, Punkte, die keinem einzigen Blatt der Flache as innere Punkte
angehdren. Durch fortgesetztes Spiegeln der Kreisbogendreiecke erhalt man
eine einmalige aber liickenlose Bedechung der Halbebene J(w) > 0. Um das
zu sehen, denken wir uns das Ausgangsdreieck zunédchst an den vertikalen
Begrenzungsgeraden gespiegelt. So erhalt man einen aus drei kongruenten
Dreiecken bestehenden Bereich, der unten von drei Halbkreisen und
seitlich. von zwei Vertikalen begrenzt ist. An diesen spiegeln wir wieder
und fahren so in infinitum weiter. So wird ein Teil der oberen Halb-
ebene mit kongruenten, Dreiecken bedeckt. Er liegt oberhalb enes Zuges
von kongruenten Halbkreisen. Nunmehr gehen wir zur Spiegelung an
diesen Halbkreisen Ober. So erhalten wir die Bedeckung enes Teiles
der oberen Halbebene, der wieder durch einen Zug von Halbkreisen von
der reellen Achse getrennt wird. Um nun zu erkennen, daB man bei
genugender Fortsetzung des Verfahrens jeden vorgegebenen Punkt der
oberen Halbebene in den bedeckten Teil hineinbekommen kann, stellen
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wir fest, daB bei jeder an einem Halbkreis erfolgenden Spiegelung zum
mindesten der Teil des Halbkreises neu bedeckt wird, der oberhalb zweier
Halbkrcise vom halben Durchmesser liegt. Wir haben ihn in Fig. 4
schraffiert.  Dies folgt sofort daraus, daB dieser schraffierte Teil bei
der Spiegelung am Halbkreis au s dera (ber dem Halbkreis gelcgenen
gleichfalls in der Fig. 6 gezeichneten Kreisbogendreieck hervorgeht. Es
braucht dies keines der Dreiecke zu sein, die bei der Spiegelung aus einem
Ausgangsdreieck hervorgeben. Aber dies Dreieck gehért jedenfalls vor der
Spiegelung an dein groBen Halbkreis der Fig. 6 dem bedeckten Bereich an,
weil ja vor dieser Spiegelung der ganze oberhalb gewisser Halbkreise ge-
legene Teil der Halbebene schon bedeckt ist und weil zu dieser Grenze des
bedeckten Teiles auchder Halbkreis gehort, an dem wir
spiegelten. Also werden die Radien aller den bedeckten
Teil begrenzenden Halbkreise bel jeder Spiegelung auf I
mindestens die Halfte reduziert und daher kommt nach l
einer genigenden Zahl von Spiegelungen ein beliebig i
vorgogebener Punkt der oberen Halbebene in den be-
deckten Teil zu liegen. DaB die so erhaltene Bedeckung i
der Halbebene einfach ist, d. h. daB, wenn durch zwei L T

verschiedene Spiegelprozesse ein  Punkt Uberdeckt ist,
die ihn bedeckenden Dreiecke sich decken, schlieBt man -f—— .-
auf Grund des Monodromiesaizes, den man auf A({e) Fig. 6.

anwendet. Der SpiegelprozeB lehrt, dsB man i{w) auf jedem Wege fort-
setzen kann, der der Halbebene angehort. Daher ist i(m) eindeutig und
daher missen zwei einen gemeinsamen inneren Punkt besitzende Dreiecke
sich decken. Man kann auch die Verwendung von 2{e) vermeiden und
mit dem geometrischen Beweisprinzip des Monodrorniesatzes arbeiten.

4. Dieclliptischo Modulgruppo. Die Abbildungsfunktion 2 {@) nennen wir
nun weiter eine eliptische Modulfunktion. Die Aufdeckung ihres Zusammen-
hangs mit den elliptischen Funktionen behalten wir einem besonderen K apitel vor.

Hier sa nur noch erwdhnt, daB se eine automorphe Funktion ist
Damit ist gemeint, daB es eine Gruppe von linearen Transformationen

wat f
o, mya—{—d'

gibt, fur die Aley) = A(m)

gilt. Diese linearen Transformationen sind die aus einer geraden Zahl der
schon benutzten Spiegelungen zusammengesetzten winkeltreuen Abbildungen
der oberen Halbebene in sich. Denn bei einer geraden Zahl von Spiege-
lungen an Stiicken der reellen Achse kommt in der i-Ebene jeder Punkt
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Uber einen mit gleichem 4 zuliegen. i{m) ist danm eiue eindeutige Uberall
reguldre Funktion in der oberen Halbebone, wéhrend die Uinkehrungs-
funktion @(i} als Funktion von 4 unendlich vieldeutig ist. Ihre verschie-
denen zum gleichen 4 gehdrigen Werte héngen durch die Tranaformationen
der Gruppe miteinander zusammen.

Diese Gruppe besteht aus denjcnigen Transformationcn, die ganzzahlige
Koeffizienten der Determinante Eins besitzen, und deren Matrix modulo zwei
der Einheitsmatrix kongruent ist:

eb—pr—1, (;§)=(py) (mod2).
Damit ist gemeint
a=1, g=0 =0, &1 {mod 2).

Um diese Angabe Uber die Struktur der Gruppe zu beweisen, gehen wir
davon aus, daB sie die aus einer geraden Zahl von Spiegelungen bestehen-
den Trapsformationen und nur diese umfaBt. Diese Spiegelungen kdnnen
aber ale aus den drei zu den Seiten des Ausgangsdreieckes gehdrigen
Spiegelungen hergestellt werden. Diese Spiegelungen seien ndmlich &, S S
wobei & die Spiegelung an der im Punkte O errichteten Vertikalen vo, S, die
Spiegelung an der Vertikalen v; im Punkte 1 und S die Spiegelung am
Halbkreis k bedeutet. Betrachten wir z. B. das durch die Spiegelung &
entstehende Dreieek. Seine Seiten gehen durch die Operation & aus den
Seiten des gegebenen hervor. Die Seiten sind aso S (Vo), So(Vi), S(K). Die
Spiegelung an Sy(vy) ist dann weiter nichts as die Operation’) $SS, wie
man leicht nachpriift. Ebenso sehlieBt man fur die letzte Seite des neuen
Dreiecks. Hat man allgemein ein Dreieek durch eine Kreisverwandtschaft S
erhalten, so sind die Spiegelungen an seinen Seiten durch SS!, SSS%
SSS',  wo S' die zu S inverse Operation bedeutet, gegeben. Wenn
also fur irgendein Dreieek die Spiegelungen an den Seiten sich aus den
Ausgangssspiegelungen zusammensetzen lassen, und man dies Dreieek einer
weiteren aus Spiegelungen aufgebauten Operation unterwirft, so erhalt
man ein neues Dreieek, bei dem die Spiegelungen an den Seiten sich
gleichfalls aus den Ausgangsspiegelungen aufbauen lassen. Hierin liegt
begrindet, daB alle bei der Bedeekung der oberen Halbebene vorkom-
menden Spiegelungen sich aus den Ausgangsspiegelungen aufbauen lassen.
Die obere Halbebene ist mit Dreiecken bedeckt, derart, deB die Spiege-
lungen an ihren Seiten sich aus den Ausgangsspiegelungen zusammen-
setzen. Denken wir uns nun eine Operation aufgeschrieben, die aus einer

1) Die in einem solchen Produkt zuletzt stehende Operation ist stets die zuerst
auf w anzuwendende.
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geraden Zahl von Spiegelungen zusammengesetzt ist, so sieht man sofort,
dal} diese aus den folgenden linearen Transformationen aufgebaut werden
kann fwow . : .
S8, 8, 8; 8,8, 85,85 8.8, 8,.8;
Diese sind paarweise invers, so dad wir nur drei derselben weiter unter-
suchen. Nun ist aber der analytische Ausdruck der drei Spiegelungen
dieser: . .
Sy =—a) S =0 =1—(w-—1)
@
S ("" ~ s —'1)'
Diese letztere ist ja nur eine andere Schreibweise fir

foy— (@ 1) =§.
Daher wird

5,82 (1, = S8 (o= g0 3k S oy 0+ 2)

o

2u 4 1)‘ g3

Dabei ist noch 8,8, = 8,8, 8,8,, so da wir nun &,8,, 85, weiter ver-
wenden werden. Das sind aber lauter Transformationen der Determinante
Eins mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Matrix der Einheitsmatrix modulo 2
kongruent ist. Nun Ubersieht man sofort, da? auch die Zusammensetzung
zweier solcher Transformationen wieder eine mit der Determinante Eins
und mit ganzzahligen Koeffizienten ergibt, welche der Einheitsmatrix modulo 2
kongruent ist. Also enthélt jedenfalls die Gruppe der Modulfunktion keine
anderen as solche Transformationen. Um nachzuweisen, da} sie auch alle
diese Transformationen enthé@lt, mul? man zeigen, dal sich alle ganzzahligen
Transformationen der Determinante Eins, deren Matrix der Einheitsmatrix

modulo 2 kongruent ist, aus den T -ansformationen
SASH und SIS‘I

und deren Inversen aufbauen lassen Qaiﬂalso
- o

8= .8

eine solche Transformation, so ist
4 r R
S 88y = (05T

i

- a3+ 2y
0) e
8. (8,8 = vy d—2y

(
8. 8,8, = (“+f'ﬁ
(
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Verfahrt man nun geniigend oft mit S nach | oder 11, so gewinnt man
(wegen w == @, was aus « —=ntod.2 folgt) aus S eine Transformation, in
der |f|<|e&; ist. Mit der so erhaltenen verfdhrt man geniigend oft nach
I'1'l oder IV und erhélt eine Transformation, in der wieder |e| << |#] ist. So
kann man abwechseln und die Koeffizienten «, g fortwéhrend verkleinern.
Das Verfahren kommt erst zum Stillstand, wenn g = 0 geworden ist. Dann
ist aber auch & = 4 1 geworden und & = 4 1, da ja die Determinante Eins
ist. Verfahrt man nun noch geniigend oft nach |11 oder IV, so wird auch
¥ =0. Soist man entweder zur Matrix (‘Zl _:1) oder zur Matrix (:‘ 31)

gelangt. Diesen entspricht aber dieselbe Transformation von w, namlich die
identische /. Es besteht aso eine Gleichung von der Form

) 8 (8,8 (G 818, 8)h .. (88— 1.
Also st B = (88 ... (S8 - (Hy 8 - (8,8
und damit ist erkannt, dal3 man jede ganzzahlige Transformation der Deter-
minante Eins, die der Einheitsmatrix modulo 2 kongruent ist, aus einer
geraden Zahl unserer Spiegelungen aufbauen kann.

Ich schliele noch eine Bemerkung Uber den Verlauf der Modulfunktion
bei Anndherung an eine Ecke des Ausgangsdreieckes an. Ich behaupte, dafl3
die Limesgleichungen

lim i) = 0, limi{w)=1, liml{a)=n

e ] e [T
gleichmdlig gelten, wenn man sich der betreffenden Ecke in einem der oberen
Halbebene angehdrigen Winkelraum nahert, dessen Schenkel nicht auf die reelle
Achse fallen.

Wegen der Stetigkeit der Abbilduugsfunktion bei Anndherung an die
Ecken gelten diese Limesgleichungen jedenfalls gleichmaiig, wenn man sich
diesen Ecken im Ausgangsdreieck nahert. Ich betrachte z B. die Ecke Null
weiter. Bei den anderen schlieft man ganz analog. Von ihr kann man
mit Hilfe eines die reelle Achse in w = 0 beriihrenden Kreises einen Zipfel
abschneiden, in dem |i{w}|< & ist. Ich behaupte nun,
dal? auch in dem diesem Kreis angehdrigen Teil eines
Winkels, dessen Scheitel in 0 liegt und der ganz der
oberen Halbebene angehort

(@) < s
ist (vgl. Fig. 7). Um das einzusehen, betrachte ich die
beiden durch Spiegelung an vy auseinander hervorgehenden

Kreisbogendreiecke der Figur. Auch in dem dem Kreis
angehorigen Zipfel des zweiten Dreiecks ist nach dem

Spiegelungsprinzip |4(w)|< &. Denn in diessm Zipfel
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nimmt ja &{e) nur die Werte an, welche zu den im schraffierten Zipfel
angenommenen konjugiert imagindr sind.

Nun denken wir uns diese beiden Dreiecke wieder an ihren durch O hin-
durchgehenden Seiten gespiegelt. Bei diesen Spiegelungen geht der Be-
ruhrungskreis in sich Uber und aus den beiden Zipfeln entstehen neue ihm
angehdrige Zipfel, die sich neben die beiden schon vorhandenen lagern.
Spiegelt man wieder an deren Seiten, so erh@t man neue. Und die Fort-
setzung des Verfahrens lehrt, wie man den ganzen Berlihrungskreis mit
Spiegelbildern des ersten zudecken kann. Dabei aber erhd@lt man nur Werte
der Modulfunktion, deren Betrag unter £ liegt. Denn bei jeder Spiegelung
bleibt der absolute Betrag der Modulfunktion ungedndert. Unser Beweis
lehrt, da3 in jedem Kreis, der in w = O die reelle Achse beriihrt, 1{w} be
schrénkt ist.

Auf der reellen Achse liegen nun die Punkte, welche man ausw = 0
durch die Transformationen der Gruppe erhalten kann, an den Stellen §/4.
Diese liegen Uberall dicht. Denn hier kann # eine beliebige gerade und d
eine beliebige dazu teilerfremde ungerade Zahl sein. Zu diesen beiden teiler-
fremden Zahlen kann man aber nach dem euklidischen Teilerverfahren
bekanntlich immer zwei Zahlen e und » finden, fir die ed — fp ==1 ist.
Dabei muR &« ungerade sein. Falls y gerade ist, bestimmen die vier Zahlen
eine Operation der Gruppe. Ist aber y ungerade, so beachte man, da3 der
Gleichung ad - #y =1 auch Geniige geschieht, wenn man  um das ungerade
& und zugleich & um # vermehrt. Man gelangt daher jedenfalls von den
gegebenen 3, & aus, zu Operationen der Gruppe. Die Bilder von O liegen
so Uberall dicht auf der reellen Achse. Aus jedem in w= 0 die reelle Achse
berlihrenden Kreise wird ein im Bildpunkt die reelle Achse bertihrender
Kreis. Bei den Operationen der Gruppe bleibt die Modulfunktion ungeéndert.
Also strebt sie bei Anndherung an den Punkt /& auch gegen Null.
Daraus folgt, da die Modulfunktion (ber die reelle Achse nicht fortgesetzt
werden kann. Denn in einer Umgebung einer reguldren Stelle liegen nur
endlich viele Nullstellen. Die Umkehrungsfunktion der Modulfunktion ist also
in der i-Ebene Uberall auBer bei 0, 1, oo regul&r und nimmt nur Werte mit
positivem Imaginérteil an.

§ 7. Nahere Untersuchung der Abbildungsfunktion im Falle mehrfach
zusammenhéngender Bereiche.

1. Die Uniformisierungseigenschaft der Abbildungsfunktion. Die ellip-
tische Modulfunktion setzte uns S.16 in Stand zu zeigen, da? man jeden
beliebigen schlichten Bereich mit mindestens drei Randpunkten durch
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eine in ihm reguldre Funktion auf eine Kreisscheibe abbilden kann. Sie
hat stets endlichen Radius. Im Falle mehrfach zusammenhangender Bereiche
sahen wir auch schon S. 3 ff, da3 die Abbildung nicht umkehrbar eindeutig
sein kann. Es bietet daher Interesse, den Zusammenhang der verschiedenen
Zweige der Abbildungsfunktion néher zu untersuchen.

An die Spitze dieser Untersuchung stellen wir die Uniformisierungs-
eigenschaft der Abbildungsfunktion: Jede im Bereiche B regulére Funktion
ist eine eindeutige Funktion der Abbildungsfunktion. Unter einer in B
reguldren Funktion verstehen wir eine Funktion, die sich auf jedem B an-
gehdrigen Weg analytisch fortsetzen 183t. Eine solche Funktion ist aso
nicht notwendig eindeutig, obwohl se in der Umgebung jeder Stelle ein-
deutig ist.

Ist ndmlich g(z} in B reguldr und ist ()} die Umkehrungsfunktion
der Abbildungsfunktion, aso in fea:.<2 1 regulér, so ist g {¢{w)} im Ein-
heitskreis regulédr, also auch eindeutig. Gibt es aso irgend zwei Funktionen,
welche in B regulér sind und ihn auf den schlichten Einheitskreis abbilden,
so ist jede eine eindeutige Funktion der anderen. Beide eindeutige Funktionen
sind im Einheitskreis reguldr und nehmen darin nur Werte an, die selbst
den ganzen Einheitskreis erfillen. Da aber jede die Umkehrung der anderen
ist, so vermitteln se eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Einheitskreises
auf sich. Daher ist nach S. 1/2jede Abbildungsfunktion eine lineare Funktion jeder
anderen. Daraus folgt z. B., da? die Abbildungsf'unktion eindeutig bestimmt
ist, wenn man verlangt, da? ein gegebener Punkt aus B in den Mittelpunkt
des Einheitskreises (bergehen soll und da3 zwei in diesen Punkten vor-
geschriebene Richtungen einander entsprechen sollen.

Betrachtet man weiter zwei zum gleichen Punkt von B gehdrige Funk-
tionselemente einer Abbildungsfunktion, so erh@t man durch analytische
Fortsetzung derselben zwei Abbildungen von

auf den Einheitskreis. Da-
her sind beide lineare Funktionen voneinander, und diese linearen Funk-
tionen vermitteln eine Abbildung des Einheitskreises auf sich. Daraus folgt,
dal3 die verschiedenen zu,ein und demselben Punkt gehdrigen Elemente der Ab-
bildungsfunktion sich auseinander vermittels linearer Transformation des Ein-
heitskreises in sich gewinnen lassen.

2. Die Gruppe der Abbildungsfunktion. Die linearen Transformationen,
welche den Ubergang zwischen den verschiedenen Zweigen einer Abbildungsfunktion
vermitteln, bilden eine Gruppe. Sind némlich f, L, (f) und L, (f) drei zum gleichen
Punkt von B gehorige Funktionselemente einer Abbildungsfunktion, und sind
dabei aso Ly(f) und LAf) lineare Transformationen des Einheitskreises in sich, so
gibt es einen Weg im Bereich B, langs dem man /"in L(f) fortsetzen kann. Setzen
wir aber das Funktionselement L,(f) langs dieses Weges fort, so gelangen wir
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zu L, {Ly(f) }. Also ist auch Ly{Ly(f)} ein Funktionselement der Ab-
bildungsfunktion, das zum gleichen Punkt gehort, wie f selbst. Darin
kommt die Gruppeneigenschaft zum Ausdruck. Mit jeder Operation L(f)
gehort auch die inverse L™(f) zur Gruppe. Denn durchlauft man den Weg,
auf dem man von f zu L(f) gelangte, rickwarts, so gelangt man von L(f)
zu f, aso von f selbst zu L(f).

Ist Sw) eine beliebige Operation der Gruppe, so genigt die Umkehrungs-
funktion der Abbildungsfunktion der Funktionalgleichung ¢ S{w)) = {w).
Das driickt man aus, indem man sagt, sie s& eine automorphe Funktion der
Gruppe.

Einem jeden Punkt des Bereiches B entspricht also bei der Abbildung
auf den Einheitskreis eine gewisse Menge von Bildpunkten, wir wollen
sagen eine Menge aquivalenter Punkte. Sie gehen durch die Operationen
der Gruppe aus einem beliebigen derselben hervor. Jedem Weg im Ein-
heitskreis, der von einem Punkte zu einem aquivalenten fihrt, entspricht
im Bereiche B ein geschlossener Weg, auf dem die Funktionselemente der
Abbildung eine entsprechende lineare Transformation erleiden.

3. Die Fixpunkte der Operationen der Gruppe. Keine von der identischen
verschiedene Operation besitzt einen Fixpunkt imInneren desEinheitskreises. Denn
eine Transformation des Einheitskreises in sich, welche einen inneren Punkt wy
festl&Rt, und die von der identischen Transformation verschieden ist, ist eine
elliptische Transformation; d. h. sie hat den Charakter einer Drehung. Es gibt
dann in beliebiger Nahe dieses Fixpunktes Paare aquivalenter Punkte. Anderer-
seits aber wird durch die Umkehrung der Abbildungsfunktion eine gentigend
kleine Umgebung des Fixpunkteswg auf die schlichte Umgebung eines Punktes z,
aus dem Bereiche B abgebildet. Diese schlichte Umgebung bedeckt also keinen
Punkt von B mehrfach, wahrend doch jedes Paar &quivalenter Punkte denselben
Punkt von B liefern muB. In der Gruppe kommen somit nur hyperbolische und
parabolische Transformationen vor. Darin liegt, daB die Gruppe stets unendlich
ist. Ist ndmlich S eine hyperbolische oder parabolische Transformation, so sind
unter den Transformationen S, &, S°. . . keine gleichen enthalten. Man sieht
dies sofort, wenn man S in der in Bd. | besprochenen Normalform schreibt.

4. Der Fundamentalbereich der Gruppe. Aquivalente Punkte besitzen im
Inneren des Einheitskreises keinen Haufungspunkt. Denn sonst mifRte die Um-
kehrungsfunktion der Abbildung, die doch in &quivalenten Punkten den glei-
chen Wert annimmt, konstant sein. Wir bringen diesen Sachverhalt zum
Ausdruck, indem wir sagen, die Gruppe sei im Innern des Einheitskreises
eigentlich  diskontinuierlich.

Unter einem Fundamentalbereich der Gruppe verstehen wir eine zusammen-
hangende Punktmenge aus dem Einheitskreis, die zu jedem Punkte dieses Kreises
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genau einen aquivalenten enthalt. Wir kénnen sagen, ein Fundamentalbereich
sei das Bild, das ein Zweig der Abbildungsfunktion vom Bereiche B entwirft.
Unsere néchste Aufgabe soll es sein, einen solchen Fundamentalbereich an-
zugeben. Aus seiner Untersuchung wird sich dann weiterer Aufschluf tber die
Natur der Gruppe und damit tber den Verlauf der Abbildungsfunktion ergeben.

5. Kreisgeometrische MaRbestimmung. | ch werde eine besondere Art von
Fundamental bereichen, die sog. Normalbereiche konstruieren. Man wahlt dazu
einen beliebigen Punkt a des Kreisinneren und betrachtet die Menge aller
Punkte, die im Sinne einer gleich zu definierenden kreisgeometrischen Mal3-
bestimmung néher an a liegen als an den mit a &quivalenten Punkten. Aus
dieser Punktmenge erh@t man durch Hinzunahme geeigneter Randpunkte
derselben einen Fundamentalbereich.

Im Sinne der erwahnten MaRbestimmung versteht man unter der Distanz')
zweier Punkte w; und w, aus dem Inneren des Kreises oder von seinem
Rande den Wert des Ausdruckes

w, —
(o, 1) = | TN

Dieser Wert ist fir zwei im Inneren gelegene Punkte kleiner as Eins. Er

bekommt den Wert Eins, wenn einer der beiden Punkte am Rande gewahlt
Wy

wird. Denn '1—:3:?&, vermittelt eine Abbildung von lw,| << 1 auf sich.
Man kann diesen Abstand auf den euklidischen zurtickfiihren, indem man
beide Punkte einer linearen Transformation des Einheitskreises in sich un-
terwirft, welche den einen der beiden Punkte in den Nullpunkt Gberfihrt.
Jede solche Abbildung von |#¢|<C 1 in sich wird namlich durch
b
1—apw?
vermittelt. Dabei geht w, in den Punkt
s il
1L — i, w0y
Uber, dessen euklidischer Abstand vom Koordinatenanfangspunkt dem kreis-
geometrischen Abstand von w; und w, gleich wird. Daher ist dieser Ab-
stand auch unverénderlich, wenn man beide Punkte w; und w, der gleichen
linearen Transformation des Einheitskreises in sich unterwirft. Mit Rick-
sicht auf spéatere Verwendung zeige ich noch, da3 fir irgend drei verschie-
dene Punkte a, b, ¢ aus dem Kreisinneren

(a,0) <(e, ) + (b 2)

1) Die Ausdriicke Distanz, dichter bei, kreiskonvex, beziehen sich in der Folge auf
die kreisgeometrisclie MaRbestimmung und entsprechen den Ausdriicken Entfernung,
néher bei, konvex der gewohnlichen MaRbestimmung.

wo |ef=1
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gilt. Nach dem gesagten genigt es, dies fir den Fall zu beweisen, daf}
¢=0,5>0 ist. Dann ist also zu zeigen, dal

o< Ty
Das ist fur |e¢j=b evident

Zum Beweis fir !¢ | > & betrachte ich alle c von festem absoluten Betrag auf
einmal. Sieerfiillen einen Kreisumiv= 0asMittelpunkt. Esgeniigt unsere Un-
gleichung fir denjenigen Punkt dieses Kreises zu beweisen, dessen Distanz
von b mdglichst klein ist. D. i. aber ersichtlich der positiv reelle Punkt
dieses Kreises, so das nur fir ¢ > zu verifizieren ist, da3

c< bt F:«,
ist. Das ist aber evident.

6. Konstruktion eines Fundamcntalbcreiches. Ich gehe zur ndheren Be-
trachtung eines Normalbereiches Uber. Er besteht nach Definition aus den Kreis-
punkten, welche kleinere Distanz von seinem Mittelpunkta asvon irgendeinem
mit a dquivalenten Punkt haben, vereinigt mit gewissen Haufungspunkten dieser
Punktmenge. Ich betrachte zunéchst die inneren Punkte des Normalbereiches,
d.h. diePunkte, die dichter an a liegen, as an den mit a dquivalenten Punkten. Es
ist leicht zu sehen, dal3 unter diesen Punkten keine zwei miteinander &quivalenten
vorkommen. Denn sind b und b' irgend zwei untereinander aquivalente Punkte,
so fuhrt die Transformation der Gruppe, welche b in V Uberfuhrt, a in a
d., i. in einen von a verschiedenen') aber mit a &aquivalenten Punkt Uber.
Liegt dann b dichter an a als an jedem mit a aquivalenten Punkt, so liegt
b' dichter an a as an irgendeinem anderen mit a &quivalenten Punkt, aso
auch dichter bei a as bei a. Der Normalbereich kann aso im Inneren
keine zwei miteinander aquivalente Punkte besitzen. Am Rande, wo Punkte
liegen, welche gleiche Distanz von a und einem mit a &quivalenten Punkte
haben, kénnen sehr wohl Paare &quivalenter Punkte vorkommen. Wir werden
das nachher noch naher untersuchen. Vorab nur die Bemerkung, daf jeden-
falls der Normalbereich (im Inneren oder am Rande) zu jedem Punkte des
Kreises mindestens einen &quivalenten enthédlt. Denn ist b' ein beliebiger
Punkt, so suche man unter den mit a &quivalenten Punkten einen a auf, der
moglichst dicht bei b' liegt. Einen solchen gibt es weil in gleicher Distanz
von b' nur endlich viele mit a &quivalente Punkte liegen. Diese kdnnen
sich ja nicht im Kreisinneren hdufen und der Ort der Punkte w, welche
von einem gegebenen w; eine gegebene Distanz ¢ haben, ist der Kreis

1) Die Operationen der Gruppe haben ja keine Fixpunkte im Kreisinneren.
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welcher fir g <21 ganz im Inneren des Einheitskreises liegt. Fihrt man
dann linear a in a Uber, so geht b' in einen Punkt b des Norrnal-
bereiches oder seines Randes Uber. Ein innerer und ein Randpunkt des
Normalbereiches konnen nicht &quivalent sein, weil es zu jedem Rand-
punkt mindestens einen mit a &quivalenten Punkt gibt, der von ihm
ebenso weit wie a entfernt ist, wéhrend fur die inneren Punkte solche
mit a &quivalenten Punkte fehlen. Wenn somit im Inneren oder am
Rand des Normalbereiches zu jedem Punkt aus dem Kreisinneren min-
destens ein &quivalenter liegt, wenn weiter zwei innere Punkte desselben
nie einander &quivalent sind, wenn endlich ein innerer und ein Randpunkt
nicht &quivalent sein konnen, so erhdlt man aus dem Normalbereich einen
Fundamentalbereich, in dem man zu dem Inneren des Normalbereiches ge-
eignete Handpunkte hinzunimmt und nur Sorge trégt, daf® nicht zwel Rand-
punkte &quivalent sind.

7. Der Fundamentalbercich bestzt ein Inneres. Die inneren Punkte des
eben eingeflihrten Fundamentalbereiches besitzen eine Umgebung, welche ganz dem
Fundameyitalbereich angehdrt. Es sd b ein innerer Punkt des Fundamental-
bereiches, welcher aso dichter bei aliegt, als bei den mita &quivalenten Punkten.
Ich nehme an, es gebe beliebig dicht bei demselben Punktec., derart, dal3 zujedem
ein mit a aquivalenter Punkt a, gehdre, von dem er geringere oder die gleiche
Distanz hétte as von a selbst. Die Distanz des Punktes b von a sei s. Da die
Distanz zweier Punkte stetig von dem Punktepaar abhéngt, so haben die gentigend
dicht bei b gelegenen Punkte c, von a Distanzen, die s nicht sehr Uber-
treffen. Wir brauchen also bei beliebig gegebenem positiven s nur solche
Punkte ¢ aus einer Kreisscheibe um b zu betrachten, die von dem dichtest
bei ihnen gelegenen mit a aquivalenten Punkte a, hdchstens die Distanz s + &
haben. Da es aber in dieser Distanz s + £ von den Punkten einer Kreisscheibe
um b nur endlich viele mit a aquivalente Punkte gibt!), s> muR unend-
lich vielen der gegen b konvergierenden Punkte c, der gleiche mit a &qui-
valente Punkt a zugeordnet sein. Wieder wegen der Stetigkeit der Distanz
hat dann auch b von a héchstens die Distanz s + «. Da aber e beliebig

1) Gébe es namlich unendlich viele Punkte a die von einem Punkte z der
Kreisscheibe hochstens die Distanz & 4 s haben, so gébe es unendlich viele Punkte-
paare za, mit lauter verschiedenen &, deren Distanz hdchstens s - & ist und deren
erster Punkt z, der Kreisscheibe angehdrt. Die z haben in dieser einen Héaufungs-
punkt z.  Man betrachte die Punktepaare zax weiter, fur die z, gegen z konvergiert.
Die zugehorigen a, haben einen Haufungspunkt &, und man betrachte Punktepaare
weiter, fir die z;—»2" und a, —»a’ strebt. Dann ist auch die Distanz zZ a hochstens
&4 e Und es hat Z von unendlich vielen verschiedenen Punkten a, eine Distanz die
nur wenig gréfRer as &+ aso noch kleiner als Eins ist. Das ist aber unméglich,
weil sich die a, im Inneren des Einheitskreises nicht haufen.

Bicbcrbach, Funktfoncntheoric 11. 2. Aufl. 4
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gewshlt war, und die Distanz ba' von & nicht abhangt'), so ist die Distanz
ba' hochstens s. Da aber b ein innerer Punkt des Fundamentalbereiches war,
so ist ¢ = a’. Und damit ist bewiesen, da3 den Punkten aus einer gewissen
Umgebung von b as dich testgelegener Punkt wieder a zugeordnet ist.

8. Der Hand des Fundamentalbereiches. Ich betrachte den Rand des
Fundamentalbereiches etwas néher. Dazu bemerke ich zunéchst, da3 der Ort
derjenigen Punkte aus dem Inneren des Einheitskreises, welche von zwel Punk-
ten wy und w, gleiche Distanz haben, ein zum EinJieitskreis orthogonaler Kreis
ist, in bezug auf den w; und w, spiegelbildlich zueinander liegen. Um das be-
quem festzustellen, beachten wir wieder, da3 unsere Behauptung gegeniiber
linearen Transformationen des Einheitskreises in sich invariant ist. Durch
eine solche lineare Transformation fihren wir w; und w, in die beiden Punkte
— e« und + « der reellen Achse Uber. Dann ist der Ort derjenigen Punkte,
welche von beiden gleiche Distanz haben durch

n4-u | w—a
.l.__i_._‘;;’_. o

i1—ww

gegeben. Bringt man beide Seiten auf den gleichen Nenner, so folgt
lw + o — ew?— e'w| = | — « + ew' — tw].

oder w (#+ ¢ — af?— o — ou)® + (v — 2aur — dop!
=1 - «+ o — " — 6} + (v + 2oy — oPo)
Oder anders gocrhrichon
do{u — ) (1 — u® + o) = Bauv (v — ¥,
D. h. deu(l  wf(l —w — 1) =0,

Der geometrische Ort besteht also aus der Peripherie des Einheitskreises,
deren Punkte, wie fruher schon festgestellt wurde, von jedem inneren Punkte
die Distanz Eins haben und aus der imagindren Achse, also einem zum
Einheitskreis orthogonalen Kreis, in bezug auf den die beiden Punkte
spiegelbildlich liegen.

Der im Inneren des Einheitskreises enthaltene Rand des Fundamental-
bereichs wird von denjenigen Punkten gebildet, welche von a und minde-
stens einem mit a &quivalenten Punkte die gleiche Distanz haben. Be-
trachten wir nun die Umgebung eines im Inneren des Einheitskreises ge-

1) Verkleinert man némlich t, so kommen keine neuen Punkte in Betracht, son-
dern nur ein Teil der bei groBerem f schon verwendeten.
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legenen Randpunktes und wéhlen sie so klein, da3 se ganz im Inneren
des Einheitskreises liegt. Es gibt nur endlich viele mit a &quivalente Punkte,
welche von einem Punkte dieser Umgebung, die man sich als Kreisscheibe
vorstellen moge, die gleiche Distanz wie von a haben.) Daher treten
in diese Kreisscheibe nur endlich viele Orthogonalkreisbdgen ein, deren
Punkte von a und einem der mit a aquivalenten Punkte gleiche Distanz
haben. Es ergibt sich, da3 der in jener Kreisscheibe enthaltene Teil
des Randes unseres Normalbereiches von endlich vielen Orthogonalkreis-
bogen gebildet wird. Diese Uberlegung lehrt zugleich, daR die Ecken des
Fundamentalbereiehes, d. h. diejenigen Randpunkte des Normalbereiches, die
von mehr as zwei mit a &quivalenten Punkten die gleiche Distanz haben,
sich im Inneren des Einheitskreises nicht haufen kénnen.

9. Der Fundamentalbereich ist ein im Sinne unserer Mafbestimmung
konvexer Bereich. Wir sagen er sei kreiskonvex. D. h. mit je zweien seiner
Punkte aus dem Inneren des Einheitskreises gehort seinem Inneren oder
seinem Rande auch der sie verbindende Orthogonalkreisbogen an. Sind
namlich P und Q zwei solche Punkte, so sind se von a nicht weiter
entfernt as von irgend einem mit a &aquivalenten Punkt. Der Ort der-
jenigen Punkte des Einheitskreises, welche von zwei Punkten a und a
gleichen Abstand haben, ist ein se trennender Orthogonalkreis. Daher
trennt kein am Rande des Normalbereiches beteiligter Orthogonalkreis
P oder Q von a Zwei Orthogonalkreise sind entweder identisch oder
sie treffen sich im Inneren des Einheitskreises nur in einem Punkt. Der
P mit Q verbindende Orthogonalkreisbogen liegt somit wie P und Q selbst
auf derjenigen Seite aller Randkreise des Normalbereiches, auf der a liegt,
oder er gehort dem Rande an. Sind also P und Q zwei innere Punkte, so
gehort auch der sie verbindende Kreisbogen ganz dem Inneren an. Ist aber
Peininnerer und Q ein Randpunkt, so gehort der Kreisbogen mit Ausnahme
des einen Punktes Q ganz dem Inneren an. Sind endlich Pund Q zwei Rand-
punkte, so gehort der sie verbindende Kreis entweder mit Ausnahme dieser
beiden Punkte dem Inneren an, oder aber er gehort vollsténdig dem Rande
an. Hat er nédmilch einen Punkt J mit dem Inneren gemein, so kann, wie
wir schon sshen, weder der Bogen PJ noch der Bogen QJ das AuRere
oder den Rand in einem von P oder Q verschiedenen Punkte treffen. Dann
liegt aso der Bogen PQ ganz im Inneren. Stets zerlegen P und Q den
sie verbindenden Orthogonalkreis in zwei Bogen, von denen der dem In-
neren des Einheitskreises angehorige in Betracht kommt. Gehdren P und

1) Das lehrt eine SchluBweise &hnlich der in FuBnote 1) von S. 19 ver-
wendeten.

4%
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Q nicht demselben Handbogen an, so verl&uft er nicht ganz im Rande des
Norrnalbereiches, und durchsetzt daher bei P oder Q seinen Rand und muR
daher wegen seiner oben erwéhnten Lage in Bezug auf die anderen Rand-
bogen innere Punkte desselben treffen.

10. Zerlegung des Kreisinncren in Fundamentalbereiche. 1ch kongtruiere
nun zu alen mit a aquivalenten Punkten die Normalbereiche. Dadurch wird
das Kreisinncre in Normalbereiche eingeteilt, die zueineinder aquivalent sind.
Diese Normalbereiche sind lauter kreiskonvexe von Orthogonalkreisen be-
grenzte Polygone. Die am Rande beteiligten Orthogonalkroisbogen sind paar-
weise durch die Operationen der Gruppe &quivalent. Denn betrachten wir einen
Randbogen, dessen Punkte von a und einem mit a aquivalenten Punkte a gleiche
Distanz haben. Digjenige eindeutig bestimmte Operation der Gruppe, welche a
in a Uberflhrt, muR den zu a gehdrigen Normalbereich in den zu a gehdrigen
Uberfuhren. Dabei geht das gemeinsame Randstiick beider in einen anderen
Randbogen des zu a gehdrigen Normalbereiches Uber. Seine dem Inneren des
Einheitskreises angehorigen Randbogen sind aso durch gewisse Operationen
der Gruppe paarweise aufeinander bezogen. Will man also einen Fundamental-
bereich im Sinne der oben gegebenen Definition konstruieren, so darf man
nur gewisse Randpunkte des Normalbereiches dem Bereiche zurechnen.

11. Erzeugung der Gruppe. Aus den die Rénder Zuordnung eines Normal-
bereiches vermittelnden Operationen der Gruppe kann man die ganze Gruppe er-
zeugen, d.h. man kann aus ihnen jede Operation der Gruppe durch Zusammen-
setzung gewinnen. Um das einzusehen, verbinden wir amit einem beliebigen mit
a aquivalenten Punkte S@) durch einen im Kreisinneren verlaufenden Polygon-
zug. Dieser trifft nur endlich viele Normal bereicheder Einteilung. Dennmit einer
ganz im Inneren des Einheitskreises gelegenen Kreisscheibe haben nur endlich
viele Normalbereiche Punkte gemeinsam. Nehmen wir nédmlich eine solche
Kreisscheibe und einen zu einem Punkte a gehdrigen Normalbereich, der
Punkte mit ihr gemein hat. Alle Punkte dieser Kreisscheibe haben von a
eine Distanz, die unter einer Schranke s kleiner as Eins liegt. Es gibt
aber nur endlich viele mit a &quivalente Punkte, die von einem Punkte
der Kreisscheibe eine Distanz kleiner oder gleich s haben. Daher kdnnen
auch nur endlich viele Normalbereiche mit dieser Kreisscheibe Punkte ge-
meinsam haben. Da man aber den Polygonzug mit endlich vielen Kreis-
seheiben Uberdecken kann, so trifft er nur endlich viele Normalbereiche.
Da die Ecken derselben sich im Inneren des Einheitskreises nicht héufen,
so darf man annehmen, da? der Polygonzug keine Ecken trifft. Nun seien
Ly,Lo... und deren Inverse die Operationen, welche die Rénder des zu a
gehodrigen Normalbereiches N einander zuordnen. Ist dann L(N) irgendein
mit diesem aquivalenter Normalbereich, so werden dessen Rénder durch die
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Operationen L1, L-* einander zugeordnet. Verfolgen wir nun den Polygon-
Zug, indem wir ihn von a aus durchlaufen. Er tritt zunéchst in einen
Normalbereich ein, der durch eine Operation K, aus dein zu a gehdrigen
hervorgeht. Seine Rénder sind durch die £, I;f,~' aufeinander bezogen.
Beim Verlassen dieses Nonnalbereiches tritt er aso in einen anderen ein,
der durch eine Operation f, . f,~' aus dem vorhergehenden entspringt,
und dessen Rénder nun durch Operationen der Form &, L. Ly L f741, ¢
auseinander hervorgehen. Von diesem tritt das Polygon in einen Normal
bereien ein, der durch eine dieser Operationen aus dem vorigen hervorgeht.
Aus dem zu a gehorigen geht dieser Normalbereich durch eine Operation
Ll L g L Lot L B L L L L hervor. Wiederholt
man diese Uberlegung endlich oft, so erkennt man, da3 man S durch die
L; darstellen kann. Man nennt daher diese auch Erzeugende der Gruppe.

12. Der Durchschnitt des Fundamcntalbereiches mit der Peripherie des
Einheitskreises. Nun bleibt noch das Verhalten des Nonnalbereiches am Rande
des Einheitskreises zu untersuchen. Durch unsere Definition sind nur die dem
Inneren des Einheitskreises angehdrigen inneren und Randpunkte bisher cha-
rakterisiert worden. Die Peripheriepunkte des Einneitskreises haben »her
von alen inneren die gleiche Distanz Eins. Darum ist es schwieriger,
diejenigen Peripheriepunkt»; ausfindig zu machen, welche am Rande eines
Normalbereiches teilhaben. Denn ganz im Inneren des Einheitskreises kann
jedenfalls der Normalbereich nicht liegen. Denn ein ganz im Inneren des
Einheitskreises gelegener Teilbereich desselben wird durch die Umkebrungs-
funktion der Abbildungsfunktion in einen Bereich abgebildet, der ganz dem
Inneren des Bereiches B angehdrt. Ich gebe nur die Ergebnisse einer Unter-
suchung an, wie se z. B. in der ersten Auflage dieses Buches ausfiihrlich
dargestellt war. Danach wird der Normalbereich in gewissen Kreisbogen an
die Peripherie des Einheitskreises heranreichen. Fixpunkte hyperbolischer
Substitutionen gehdren ihm nicht an. Dagegen entsprechen die Fixpunkte
parabolischer Substitutionen den isolierten Randpunkten.

Durch die Umkehrung der Abbildungsfunktion erscheint der Normal-
bereich auf den Bereich B so abgebildet, da} seinen Réndern bestimmte
Jordankurven des Bereiches B entsprechen, welche diesen in enen einfach-
zusammenhangenden Bereich zerschneiden.

Am Rande des Normalbereiches haben, wie die Betrachtung weiter
lehrt, bei endlichem Zusammenhang von B nur endlich viele Kreisbogen
teil. Die Gruppe kann aso, wie wir jetzt einer friiheren Uberlegung ent-
nehmen, aus endlich vielen ihrer Transformationen erzeugt werden.

Man kann leicht auch die Minimalzahl der Erzeugenden finden, die
man zur Darstellung der Gruppe nétig hat. Zu dem Zwecke benutzen
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wir eine topologische Tatsache, ndmlich die, da3 man einen p-fach zusammen-
héngenden Bereich durch p — 1 Querschnitte, die von einer Randkurve zu
einer anderen gehen und einander im Bereiche nicht treffen, in einen ein-
fachzusammenhangeuden verwandeln kann. In ihm ist jeder Zweig der Ab-
bildungsfunktion eindeutig und bildet ihn auf einen Teilbereich des Einheits-
kreises ab. Dieser erweist sich aber als ein Fundamentalbereich der Gruppe,
denn er enthdlt ja zu jedem Bereichpunkt einen Bildpunkt. Die 2p — 2
Réander sind paarweise durch Operationen der Gruppe einander zugeordnet,
so daB die Gruppe aus p — \ Transformationen erzeugt werden kann. Denn
langs eines einzelnen Querschnittes kann aus Grinden der analytischen
Fortsetzung die Substitution der Gruppe sich nicht andern. DaR die Gruppe
nicht aus weniger als p — 1 Erzeugenden gewonnen werden kann, sei nur
ohne Beweis erwahnt.

13. Kreisgeometrische MafRbestimmung. Wir haben oben (S. 47) von
einer kreisgeometrisoheu Maf3bestimmung Gebrauch gemacht.

Gewdhnlich versteht man unter kreisgeometrischer Entfernung zweier
Punkte w; und w, des Kreises |#]| < ¢ den Wert
elw, — Wyl
ot~ w,w, |
eltey — |
¥ — i,y

1+
e o] = log - -
-

So werden wir das auch spéter verwenden. Durch den oben erwéhnten
Ubergang zu dem Fall, wo einer der Punkte Kreismittelpunkt wird, er-
kennt man, da diese kreisgeometrische Entfernung weiter nichts ist, as
der Logarithmus des Doppel verhaltnisses des Punktepaares wy w, zu dem Paare
der Punkte, in welchen ein durch w; und w, gelegter zum Kreis vom
Radius g orthogonaler Kreis diesen trifft. Denn in dem eben erwahnten
Sonderfall kénnen wir als vier Punkte nehmen: 0 und w, das wir positiv
reell nehmen dirfen as ein Paar, und die Durchmesserenden — g und + g
as anderes Paar. Die kreisgeometrische Entfernung ist dann

[0w]=log:j_::
und das Doppelverhaltnis wird Ej}z,

so da3 man sich von der Richtigkeit unserer Angabe Uberzeugt. Wegen
einer bekannten Eigenschaft des Doppelverhaltnisses ist die kreisgeometrische
Entfernung gegeniber linearen Transformationen, die j#'< g in sich Gber-
fihren, invariant. Dieser Entfernungsbegriff bietet folgenden Vorteil. Es
mogen drei Punkte wyj,w,w; in dieser Reihenfolge auf demselben Ortho
gonalkreis liegen, der in « und # den Kreis lw| =g schneiden moge
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Dann wird

A el

. . W& iy —
v, —f§ w—e

Loy 20) = log Iy R

[10g26,] == log
iy ome wy—§
w, ——f w,—at
so dald sich die kreisgeometrischen Entfernungen bei dieser Lage der Punkte
addieren: [w, wy] = |w,ws] + [w,0] «Jder Punkt hat von der Peripherie
eine unendlichgrofle Entfernung.

Wir gelangen vom Begriff der Entfernung zweier Punkte sofort zum
Begriff der Lange eines Kurvenbogens. Genau wie bei der Definition der
euklidischen Lénge markieren wir auf dem Kurvenbogen w— w(£) t{, <¢< 1)
eine Folge von Punkten w, me wiz); (k== 1, 2 ... &)

(16203 = log

o, firk=12...0—1; =i, r =1.
Dann fihren wir die Summe der Entfernungen je zweier aufeinanderfolgender
a—1

s
..?-a fre 10,

ein und verstehen unter der kreisgeometrischen Lange eines Kurvenbogens
die obere Grenze dieser Summen bei beliebig zugelassenen Punktfolgen.
Besteht insbesondere die Kurve aus differenzierbaren Bdgen in endlicher
Anzahl, so zeigt man in Ublictler Weise, dal die Lange durch das Integral

]
.

L =; e—i"_f%;,}'[-' < (1) e
bestimmt ist. Aus dieser Integraldarstellung oder noch rascher aus der auf-
gestellten Definition erkennt man sofort, dald die kreisgeometrischen L&ngen
zweier Kurven, die durch lineare Abbildung des Kreises auf sich auseinander
hervorgehen, einander gleich sind. Insbesondere wird die kreisgeometrische
Lange des zwei Punkte verbindenden Orthogonalkreisbogens der kreisgeo-
metrischen Entfernung dieser beiden Punkte gleich. Man erkennt dies so-
fort, in dem vorhin immer benutzten Fall, wo der eine Punkt w = 0 ist;
wegen der Invarianz beider Grofien bei linearer Abbildung ist es daher auch
allgeinein richtig. Man kann auch leicht einsehen, dal der Orthogonalkreis
die kirzeste Verbindung zweier Punkte ist. Ich Uberlasse es dem Leser, sich
dies zurechtzulegen. Wir merken uns noch das kreisgeometrische Fléchen-
mal eines Bereiches B aus |#. < p an

F= /J‘ 0 qud e
_t,, Ter el ¥ o (80 = i)
Es bleibt bei linearer Abbildung von | <2 g in sich unverandert.

Endlich merken wir uns noch die entsprechenden Ausdriicke von Ent-
fernung, Lange und Flachenmaf? an fir den Fall, da statt eines Kreises
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die Habebene JFu > 0 betrachtet wird. Man findet durch lineare Abbil-
dung des Kreises im' << @ auf diese Halbebene

!II—N’J

. —IDT w, —u« ll ]I N.' —N’
[4e,20,1 = f-:g —f e, ‘g e — g
. 1

TN — Ny

wo wieder a und 3 die beiden Punkte sind, in welchen der durch w; und
w, gelegte zur reellen Achse senkrechte Kreis diese trifft.

iy

- Fwtn)
L=J gwdt
fa

jf‘ dude

|Shﬂ"

werden die Ausdriicke fur die Lénge eines Kurvenbogens und fur den In-
halt enes Bereiches.

§ 8. Potentialtheoretischo Anwendungen.

1. Begriff der Potentialfunktion. Wir benutzen hier unsere funktionen-
theoretischen Kenntnisse, namentlich aber die Ergebnisse dieses Kapitels, um
mit ihrer. Hilfe einige Séze der Potentialtheorie abzuleiten, die uns weiter
nitzlich sein werden. Potentialfunktionen, das sind die Realteile analytischer
Funktionen. Wir werden in der Folge die hier jetzt abzuleitenden Sétze der
Potentialtheorie verwenden. In einem Lehrbuch der Funktionentheorie lege
ich Gewicht darauf, se vorher aus der Wurzel zu gewinnen, aus der uns die
ganze Theorie erwachsen ist.

Aus der eben gegebenen Definition ergibt sich nach Bd. | S. 36, da
jede Potentialfunktion u {x, y) Losung der Differentialgleichung

o 8%

g oy =0
ist, und da3 auch umgekehrt jede mit den Ableitungen der zweiten Ordnung
stetige Losung dieser Differentialgleichung Realteil einer analytischen Funk-
tion ist.

Weiter ergibt sich aus der Definition sofort, dad bei konformer Ab-
bildung 5 p(E)

Wl o), (6=x 4 iy}
w=UEn) E=§+iy
uiz, y) = Efiz),
= U, )= Bf {98}

Potential funktionen
in Potentialfunktionen
Ubergehen. Denn ist
so wird
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2. Die Greensche Formel. Ich betrachte nun eine Umformung der Cauchy-
schen Integralformel. Ich lege einen einfach zusammenhangenden') Bereich B
der ¢-Ebene zugrunde. w =g (f,z) sei eine Funktion, welcheihn auf |z !«
schlicht abbildet, so daR =2 in w=0O (ibergeht.?) Der Rand des Bereiches
moge aus endlich vielen Bogen analytischer Kurven bestehen. In den inneren
Punkten dieser Bogen ist — wie wir von S. 31 wissen — g(%, £} noch regulér.

Bei f=z g”t 9"{_::5] '___“I{C_z)-l—"'
Also ist fir die Ableitung nach &
S (] 1 .
(1) ‘:,(r' i = f— + ‘pl(h: ]

WO ¢, (£, z) im Bereich und in den inneren Punkten der Randbogen regulér ist.
Der Bereich sei endlich so beschaffen, da3 ¢, in ihm beschréankt ist,
wie das z. B. der Fall ist, wenn der Rand eine geschlossene analytische
Kurve, ein durch einen Durchmesser vervollstandigter Halbkreis (S. 35), ein
konvexes Polygon usw. ist.
In B sei weiter eine Funktion f(z) gegeben, die in B reguldr und am
Rande noch stetig sei. Dann ist

. o,

erstreckt Uber den Bereichrand im positiven Sinne, d. h. so, da3 das Innere
zur Linken bleibt. Wegen (1) liefert (2)

1 » N 1 .
(3) f(#l : 2'_“1'[} Lg):((é z; ; - um-jf({)@; (".;: Z)d;
Das zweite Integral dieser Summe ist aber Null. Man entnimmt dies dem

Cauchyschen Integralsatz durch Grenzlibergang, indem man den Rand durch
eine im Bereich verlaufende geschlossene Kurve approximiert. Also wird

. i (5,
@ 16 = o5 fr0 %8 Dax
. . P ] LR
Setzt man®) logg = — (g + k), so wird ” df = — (Bs +i 'i?x') ds, wo

1) Ein Teil der folgenden Ausfihrungen bleibt auch fir mehrfach zusammenhén-
gende Bereiche richtig. Die Voraussetzungen der folgenden Ausfuhrungen lassen sich
auch sonst etwas reduzieren.

2) Sie ist damit nur bis auf einen Faktor vom Betrag Eins bestimmt; darauf
kommt es aber im folgenden nie an.

3) Man nennt g die zum Bereich und zur Stelle z gehdrige Greensche Funktion.
Allgemein versteht man unter einer Greenschen Funkt‘";ﬂ"‘““ﬁ.:""‘"hes eine Poten-
tialfunktion, d. h. eine Losung der Differentialgleichun 34 + T 0, lberall
auBer an einer Stelle == regulér, d. h. zweimal stetig ditferenzierbar ist und welche
am Rande des Bereiches verschwindet. Bei z=§ aber unterscheidet sieb die Green-
sche Funktion von einer reguléren Funktion um das Zusatzglied —legiz--¢|. Die
Kurve g =4 nennen wir eine Greensche Niveaulinie.
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5”-8 eine Differentiation in Richtung wachsender Bogenldnge bedeutet. Die
Bogenlange wird dabei in Richtung des angenommenen Durchlaufungssinnes
als wachsend angenommen. Da aber g am Rande konstant ist, so haben wir

1@~ o 1o ds,

wofir man wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auch

schreiben kann
= = frodas,

wenn man mit n die in das Bereich innere weisende Normale des Randes
bezeichnet. Trennt man Real- und Imaginérteil und setzt

f(2) = niz,§) + ivfa, y), €= § + 7,
so wird

og

) i) = oy [t 0 s
Das ist die sogenannte Greensche Formel, welche die Werte, die eine Poten-
tialfutiletion im Bereichinneren besitzt, durch ihre Randwerte ausdriickt. Diese
Darstellung ist aber hier nur unter gewissen einschrénkenden Annahmen,
sowohl Uber w#, wie Uber den Bereich bewiesen. Diese lassen sich noch
weitgehend reduzieren, wie sich in der Folge zeigen wird.

3. Nahere Betrachtung der Greenschen Formel. Zunéachst wird sich er-
geben, dal’ _ v s
2, ¥} =5 Iu{&) ;,}—i s
unter ziemlich allgemeinen AnnaUmen Uber w#(s) eine Potentialfunktion dar-
stellt. Es geniigt dazu, wie sich zeigen wird, dal3

’ -.M(s)| ds existiert.!)

An den Uber B gemachten Voraussetzungen halte ich fest, und nehme
an, dal’ (7) existiert.

Die Richtigkeit der Behauptung erkennt man dann sehr leicht, wenn
8 \on z abhéngt. Fur (6) kann man schreiben

man zusieht, wie i
Wiz, y) = — ----Ju(s)%t i

Lol
LT ] “(3) (as ti ?Js)
®) b"—q’ u(s)"((g!-;; L.

1) In der Folge mdgen die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen sein. Vgl.
(dezu Kamke: Das Lebesgnesche Integral, Leipzig 1926, B. G. Teubner.
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Nun aber ist offenbar
\ E o) e PR A —@lE 8
®) v t— g7 a el a
wo a irgendeine feste Stelle aus B bedeutet. Denn diejenige Funktion,
welche B so auf |w!<Z 1 abbildet, da £ = = in w = () Ubergeht, ist eine

lineare Funktion derjenigen, die B so auf |w| <« 1 abbildet, daf} &==a in
w = 0 Ubergeht. Daraus entnimmt man, dal

g
[
eine Potentialfuuktion von 2 ==+ 7y ist. Die Existenz von (7) lehrt,
daR man &Fu '
ext | dy?

dadurch bilden darf, da® man (6) unter dem Integralzeichen differenziert.
Das ergibt aber Null, weil i Potentialfunktion ist.
4. Das Poissonsche | ntegral . Dieweitere Entwicklung kniipft an den Spezial-
fall an, da3 B ein Kreis ;§i <  ist. Hier wird
o6 5 — 3o o,

logy =log B + log(t — 2) — log (R*— L),
Fir ¢ = Re,z = re® wird

e re ' .
B ('R;""-’_—' e T et ;é_;"‘) a9
I el A
R gr ot —w)'

so da schliefflich wird

a0,

ot

Rt —p!

(I
Wi Y = 5 f wE N Y T e w0
Q

Dies sogenannte Poissonsche Integral stellt also die Werte, welche eine in
einem Kreis reguldre Potentialfunktion in den inneren Punkten desselben
annimmt, durch die Randwerte dar. Nimmt man insbesondere z = + iy =1},
also # == 1), so wird

1 -
9) Wi,y - s_uj“[;’ e,
1) .

Dies besagt, dal3 der Wert einer Potentialfunktion im Mittel punkt eines Kreises
gleich dem arithmetischen Mittel der Randwerte ist. Daraus entnimmt man,



@ I. Konforme Abbildung

dal3 eine nicht konstante Potentialfunktion im Innern eines Begularitatsgchietes
weder ein Maximum noch ein Minimum annehmen kann. Wir nennen diese Tat-
sache das Prinzip des Maximums. Man kann es auch dahin aussprechen, dal3
eine in einem abgeschlossenen Bereich stetige im Innern desselben regulére, d. h.
samt den Ableitungen zweiler Ordnung stetige nicht konstante Potentialfunk-
tion, Maximum und Minimum ihres absoluten Betrages am Bande annimmt.

Ich gehe nun zu der Frage Uber, unter welchen Umstdnden das Poisson-
sche Integral P

'y RE—rt
(10) u(x, y) = 2::‘]“(3) Ripri_ 2 Rrooa{p — ,‘,)d&
o

eine Potentialfunktion mit den Randwerten (i) darstellt. Die vorher bei

jufg)i:‘f‘- ds angestellten Erdrterungen lehren, da es jedenfalls eine Po-
- in
tentialfunktion stets dann darstellt, wenn Jiu(&)jrw existiert.

Ich werde weiter zeigen, da fiir befchrankte u{#) an jeder Setigkeits-
stelle von w(#) die Potentialfmktinn den Bandivert u{#) besitz. Damit ist
folgendes gemeint: Wenn &, ene Stelle ist, wo w{#} stetig ist, wenn
weiter im Kreise ein Winkelraum betrachtet wird, dessen Ecke in #,
liegt, so ist in dem in Fig. 8 schraffierten Kreishogen- By
zweieck, wenn es nur hinreichend klein ist,

iz, ) — )| <&,
wie klein auch £ =~y gewé&hlt sein mag.

Zum Beweis der Behauptung schreibe ich das
Poissonsche Integral wieder in der Form (8), wo nun

Rz — 5}
¥ =g i Fii. #.
zu setzen ist. In Betracht kommen dabei die Werte der Funktion w fir
l¢| == . Hier ist aber tp! =1. Man kann aso
@ =¥, ¢ reell
setzen. Da es bei analytischen Funktionen auf die Richtung des Grenz-

Ubergangs beim Differenzieren nicht ankommt, so wird
Fy d LT

v @ Re =g,
und daher kann man das Poissonsche Integral auch in der folgenden Form

schreiben
+ A

(1) wiz,9) = o Utwrdw, UG = wid).
-
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Die Bedeutung des Winkels ¢ wird klar, wenn man bedenkt, da w =g (£, £}
den Kreis |£] < B so auf lw; <1 abbildet, da} dabei ¢ =5 in w=20
Ubergeht. Dieser Umstand lehrt, da® der Winkel ¢ derjenige Winkel ist,
den die Kreise durch die Punkte z und {P im Punkte z mit einer festen
Ausgangsrichtung bilden. (Vgl. Fig. 9) Dabei sind die Linieuelernente des
Kreishischels in der Reihenfolge zu nehmen, in der sie bei einem positiven
Umlauf des Punktes £ aufeinanderfolgen. Diese Kreise sind die durch den
Punkt = gehenden, welche auf | — X senkrecht stehen. Man erkennt
also, da} der Mittelwertsatz (9) as ein spezieller Fall dieser allgemeineren
Umformung herauskommt, wenn man =z -= U wahlt. Aus dieser neuen Form
(11) entnimmt man nun bequem die Behauptung Uber die Randwerte. Denn
betrachten wir eine Stetigkeitsstelle #, von #{&) und grenzen um dieselbe
einen Peripheriebogen ab, auf dem |w{#) — n(8,}, < ¢ sei. Hat man den
Punkt s gewahlt, so kann man 4 as Parameter auf der Kreisperipherie be-
trachten, welcher von — = bis + = variiert. Da man von vornherein ¢
noch mit einem Faktor vom Betrag Eins versehen kann, darf man an-
TR . nehmen, da3 dem Punkte #, der Wert
/-" U e’ =0 entspricht. Wahlt man nun z hin-
/ /‘/\t . reichend nahe bei #, und wéhlt man das
e % Kreisbogenzweieck der Figur 8 hinreichend
[\ _ [ klein und z in demselben, so gehdren dem
Y oo Intervall um #&, jedenfalls alle ¢-Werte
/ as —~xa+e-Td<Cx—ean Dies bringt
e o die geometrische Tatsache zum Ausdruck,
Fig. 8. dal bei der angegebenen Abbildung der
groRte Teil der Peripherie dicht an #, herangeschoben wird, und leuchtet
geometrisch leicht ein. Schreibt man daher

E T 4 —atE "
w9 = fvwds + & fvwae + L [,
—mite -n ey

so wird wegen der Beschranktheit der &{¢) das zweite Integral mit e zu-
gleich gegen Null streben, ebenso das dritte, wéahrend das erste sich von

sie o) U1e - U0} = u(sy)

—a+E

um eine Zahl unterscheidet, die mit & zugleich gegen Null strebt. Damit
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ist der gewinschte Nachweis erbracht. Das Poissonsche Integral stellt also
fur beschréankte absolut integrable Randwerte #(#} eine Potentialfunktion dar,
die an jeder Setigkeitsstelle von #{#) bei Anndherung aus dem Kreisinneren
dm Randwert « (#) besitzt.

Aus der Formel (11) entnimmt man auch erneut, da3 das Poissonsche
Integral fir den Fall beschrankter Randwerte eine Potentialfunktion liefert,
deren Werte stets zwischen Maximum und Minimum der Randwerte liegen.

Man kann die eben angestellte Betrachtung auch fir die Umgebung
von Randpunkten anwenden, wo die Randfunktion eine sprunghafte Un-
stetigkeit besitzt, d. h. wo bei Ann&herung an die betreffende Stelle 1&ngs
jedem der beiden Peripheriebogen endliche Grenzwerte existieren. Dann lehrt
die Betrachtung, da3 sie ineiner hinreichend kleinen Umgebung des Peripherie-
punktes zwischen Werten liegt, die hdchstens um e kleiner als der kleinere der
beiden Grenzwerte und héchstens um s grofer als der grofiere der beiden Grenz-
werte sind.

Bilden die Randwerte eine langs eines Bogens stetige Funktion, so ent-
nimmt man unseren Betrachtungen auch, dal} die durch das Poissonsche
Integral dargestellte Funktion in dem um diesen Bogen erweiterten Kreise
stetig ist. Unsere Betrachtung lehrt nédmlich dann die Stetigkeit in jedem
Punkte des Peripheriebogens. Fir die Punkte im Kreisinneren ist die Stetig-
keit ja léngst bekannt.

5. Nochmals die Greensche Formel. Aus diesem Ergebnis kann man leicht
entnehmen, dal3 ein analoges Ergebnis auch fiir (6) gilt. Wir hatten ja dies
Integral schon in der Form (8), (8') geschrieben. Beachtet man nun die Schreib-
weise (11) des Poissonschen Integrales, so erkennt man, da3 man aus (11) fir
R=1 die (8) erhdlt, indem man den Bereich B durch g(§, £} so auf den Ein-
heitskreis abbildet, dal dabei ein irgendwie gewahlter Punkt a des Bereiches B
in den Mittelpunkt Gbergeht. Man ersetze nur in(11) £ durch 1 und # durch w
Und trage dann w=—g{§,8) uw—=gfz,a) .ein.Dannerhdtman(8).Da
man aso durch bloe Anderung der Integrationsvariablen (8) aus dem
Poissonschen Integral gewinnen kann, so bleibt der bewiesene Satz auch
fur (6) richtig, und auch dieses Integral stellt bei beschranktem u{s) eine
Potentialfunktion dar, deren Randwerte an jeder Stetigkeitsstelle mit #(s}
Ubereinstimmen. Dabei darf man sich dieser Stelle jedenfalls langs jeder
Kurve néhern, die unter einem von Null verschiedenen Winkel den Rand
trifft.

6. Exisgenz von Potentialfunktionen mit gegebenen Randwerten.
Diese Uberlegungen filhren nun zu der Frage, inwieweit wir uns noch
von der einschréankenden Annahme freimachen konnen, da3 der Bereich
rand aus einer analytischen Kurve bestehe. Nach dem eben benutzten Be
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weis verfahren kommt es darauf an, zu wissen, wann man sicher sein kann,
da3 die Abbildungsfunktion g{f,#) am Rande des Einheitskreises diffe-
renzierbar ist, wenigstens in solchem Umfang, da die benutzte Transfor-
mation richtig bleibt. Nimmt man die Integrale im Lebesgueschen Sinne,
so genugt es, da3 die Ableitungen bis auf eine Menge vom Malke Null
existieren und da dieselben absolut integrabel sind.

Ich begniige mich mit dieser kurzen Erdrterung der Darstellbarkeits-
frage der Potentialfunktionen durch die Greensche Formel. Wichtiger as
dies Ergebnis ist fur uns das andere, ndmlich da die Randwertaufgabe fur
einfach zusammenhangende Bereiche in dem angegebenen Umfang l6sbar ist.
Ja, dies Resultat gilt noch fur algemeinere Bereiche as die, fur welche
die Darstellbarkeit untersucht wurde. Betrachten wir z. B. einen von einer
Jordankurve begrenzten einfach zusammenhéngenden Bereich und schreiben
an seinem Rande z. B. eine beliebige stetige Folge von Randwerten vor,
so gibt es stets eine im Bereiche regulére Potentialfunktion, welche diese
Randwerte besitzt. Denn bildet man den Bereich konform auf den Einheits-
kreis ab, so ist die Abbildung im abgeschlossenen Bereiche stetig und aus
den vorgeschriebenen Randwerten wird eine stetige Folge von Werten auf
der Kreisperipherie. Mit Hilfe des Poissonschen Integrales kann man die
im Kreise reguldare Potentialfunktion mit diesen Randwerten konstruieren und
se dann wieder durch die konforme Abbildung in den gegebenen Bereich
Ubertragen.

Unsere Ergebnisse Uber das Verhalten der Abbildung am Rande er-
lauben, dies Ergebnis noch in mancher Hinsicht zu verallgemeinern. Doch
mag es dem Leser Uberlassen sein, mit Hilfe der angegebenen Methode
weitere Sétze aufzustellen.

Noch sei aber ausdriicklich hervorgehoben, da unsere Methoden uns
nun auch bald die Mittel an die Hand geben werden, die Randwertaufgabe
fir mehrfachzusammevhéngende Bereiche zu lésen. Wir kommen darauf
S. 67 zurlick.

7. Bestimmtheit der Potentialfunktioncn durch ihre Randwerte.
Wir haben uns bisher wesentlich mit der Frage der Existenz von Po-
tentialfunktionen mit gegebenen Randwerten beschéftigt. Jetzt wenden wir
uns der Frage zu, inwieweit die Potentialfunktionen durch ihre Randwerte
eindeutig bestimmt sind. Aus dem Prinzip des Maximums ergibt sich z. B.
ohne weiteres, da? es nicht zwei in einem abgeschlossenen Bereiche stetige
Potentialfunktionen gleicher Randwerte geben kann. Denn die Differenz
ist eine im abgeschlossenen Bereiche stetige Potentialfunktion, die am
Rande Uberall verschwindet. Da aber Maximum und Minimum am Rande
angenommen werden, so ist die Differenz Gberall Null. Wir wollen aber
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mit Ricksicht auf spatere Anwendung den Satz unter noch etwas allge-
meineren Voraussetzungen beweisen. Es seien am Rande eines Kreises be-
schrénkte Randiverte vorgeschrieben, fir deren absoluten Betrag (7) existiert,
und die Uberall auBer in einer Menge vom MaR Null stetig sind. Alsdann
gibt es genau eine im Kreise beschrankie Potentialfunktion, welche Uberall
auler in einer Menge vom Mafe Null diese Randwerte besitzt. Unsere Be-
trachtungen (Uber das Poissonsche Integral lehren, dal3 bei Verwendung dieser
Randwerte durch (10) eine Potentialfunktion gegeben ist, welche im Kreise
beschrankt ist und an Stetigkeitsstellen der Randfunktion die gegebenen
Randwerte besitzt. Es bleibt also nur zu zeigen, da3 es keine weiteren
Potential funktionell dieser Art gibt. Den Beweis erbringe ich dadurch,
dal ich zeige, da3 jede solche Potentialfunktion im Kreisfall durch das
Poissonsche Integral dargestellt wird. Dieser Nachweis ergibt sich sehr
einfach dadurch, da man das Poissonsche Integral erst fir einen konzen-
trischen Kreis von kleinerem Radius nimmt. Hier ist ja die Potential-
funktion regulédr, und daher ergeben unsere seitherigen Methoden den Nach-
weis der Darstellbarkeit durch das Poissonsche Integral. Denn jede der
Potentialf'unktionen ist Realteil einer im Kreis reguldaren analytischen
Funktion. Da aber die Potentialfunktionen im Kreise regular und beschrankt
sind und ihre auf dem Kreis vom Radius r < It angenommenen Werte fir
r + I gegen die gegebenen Randwerte konvergieren, wenn man unter
Beschrénkung auf die Stetigkeitsstellen der Randfunktion auf gleichen Ra
dien gelegene Punkte der beiden Kreise einander zuordnet, so lehrt ein be-
kannter Satz der Integralrechnung?), daR die fir #!=» genommenen Pois-
sonschen Integrale gegen das fir jz == & genommene konvergieren. Dies
aber ist durch die gegebenen Randwerte eindeutig bestimmt. Also gibt es
nur eine beschrénkte Potentialfunktion gegebener Randwerte.

Bei diesem Satze ist die Voraussetzung der Beschrénktheit durchaus
wesenttich, Denn fir den Fall der Halbebene J(z) > ¢ ist z. B.

S‘b(_ %) v x’—f—y'

eine in der Halbebene 312} > U regulére Potentialfunktion, welche am Rande
Uberall auRer bei # = U verschwindet und auch an allen diesen Randpunkten
noch reguldr ist. Trotzdem ist se nicht identisch Null. Sie ist ja auch

1) Er lautet: Wennin einem Intervall a < x < b eine Folge gleichmalig beschrankter
iutegrabler Funktionen /.{x) gegeben ist, und wenn die f,(x) in diesm Intervall
auler |n ener Menge von Ma3 Null gegen ene Gtrenzfunktion konvergieren, o ist

nm ff,,g;uw.c_jﬂ:,)ru. Vgl. Kamke, Das Lebesguesche Integral, S. 109. Leipzig
wzb ‘R G. Teubnér.
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nicht beschrankt, da sie in der Nahe von # =0 beliebig groRer Werte
fahig ist.

Wir bezeichnen weiter die in einem Bereiche B beschrénkte, durch die
Randwerte #{#) bestimmte Potentialfunktion mit

P(B; 2; ria).
Ist dann r(g) = r,(2) + 712},
o ist auch PB; s ny=P(B;rr)+ P(B; 85 ry),
wie sich aus dem eben bewiesenen Satze ohne weiteres ergibt, wenn man
beachtet, da3 die Summe zweier Potentialfunktionen stets wieder Potential-
funktion ist.

8. GleichmaRig konvergente Reihen von Potentialfunktionen. Ich
schliele nun noch einige Grenzwertsdtze an, die wir spater nétig haben.

Eine gleichméRig konvergente Folge von Poietitialfunktionen liefert eine
Grensfunktion, die selbst Potentialfunktion ist.

Der Nachweis ergibt sich sofort &hnlich wie beim entsprechenden Satze
der Punktionentheorie aus der Darstellbarkeit durch das Poissonsche Inte-
gral, in der Umgebung einer jeden Stelle des Konvergenzbereiches. Mit
Hilfe des Poissonschen Integrales kann man auch sofort zu jeder Potential-
funktion die konjugierte Potentialfunktion bilden, d. h. digjenige Potential-
funktion, welche Imaginarteil derjenigen analytischen Funktion ist, zu der
die erste as Realteil gehort. Dazu muB man nur bemerken, da3 der unter
dem Poissonschen Integral stehende Ausdruck

LY T ¥
R¥fr*— 2 Xty con (8 — o)
ist. Demnach wird

t = ReT, 2= v

2o

(12) o) =5 fu(a)H‘ {9
D

digjenige analytische Funktion, deren Realteil am Kreise die Randwerte
w(®) hat. Hat man nun eine Folge von Randfunktionen u,(#), die gleich-
maiig gegen eine Grenzfunktion #{&) konvergieren, so konvergieren auch
die gemaR (12) den wu,{&) zugeordneten analytischen Funktionf,(z)leich-
maRig gegen die durch'(12) erklérte Funktion f{#), und man erkennt, daf3
eine Folge von analytischen Funktionen dann gleichmé@Rig konvergiert, wenn
ihre Realteile gleichméRig konvergieren und die Imaginérteile geeignet nor-
miert sind.

Das Poissonsche Integral lehrt auch, da3 aus der gleichméRigen Kon-
vergenz der Randwerte die gleichmaRige Konvergenz der zugehdrigen
Potentialfunktionen folgt. Dies deutet auf Verallgemeinerungen des eben

Bioberbach, Funktionentheoric 1. 2. Aufl. 5
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bewiesenen Satzes hin, welche dem Vitalischen Satze der Funktionentheorie
analog sind. In der Tat kann man anch hier beweisen, dal} eine in einem
Bereiche gleiclimafig beschrankte Folge von Potentialfunktionen, dann in
jedem abgescchossenen inneren Teilbereich gleichméafig gegen eine Grenzfunktion
konvergiert, wenn die Funktionenfolgein einem Teilbereich desselben konvergiert.
Man kann den Beweis ganz analog wie beim Vitalischen Satze im ersten
Bande fiihren. Man hat nur Uberall, wo damals die Cauchysche Integral-
formel verwendet wurde, jetzt das Poissonsche Integral heranzuziehen. Ein
Unterschied gegeniiber dem Vitalischen Satz liegt nun darin, daf3 hier, so
wie bei der Stieltjesschen Vorstufe des Vitalischen Satzes die Konvergenz
in einem Tellbereich zu fordern ist, wahrend bei dem Vitalischen Satz die
Konvergenz in einer Punktfolge mit Haufungspunkt im Bereichinneren
ausreicht. Dies liegt daran, da zwei analytische Funktionen identisch
sind, wenn de in ener Punktmenge mit Haufungspunkt im Bereich-
inneren die gleichen Werte haben, wahrend auf die Gleichheit der
Potentialfunktionen erst gesthlossen werden kann, wenn de in enem Ge
bietsteil die gleichen Werte haben. Die Differenz beider ist ja dann Real-
teil einer analytischen Funktion, deren Realteil in einem Gebiet ver-
schwindet. Daher ist die analytische Funktion konstant und daher ihr
Realteil tberall Null.

9. Der Satz von Harnack. In einem Spezialfall enthdlt ein Satz von
Harnack eine weitergehende Aussage.

Es sai eine Folge von Potentialfunktionen ¥, (=, ¥) gegeben, die in einem
Bereiclie B regulér und eindeutig sind und in jedem Punkte mit n zugleich

wachsen. )
Fatny2 Uy
Wenn eine solche Folge in einem einzigen Punkte (a, b) einem Grenzwert

zustrebt, d. h. wenn lim U, (a, b)
L 1

existiert, soexistiert lim ¥ (=, ¥}
L ]

gleichmaRdigin jeder abgeschlossenen Teilmengevon B.

Da dch die Teilmenge mit endlich vielen Kreisen bedecken |&R3t, so
sieht man leicht, daf} es geniigt den Satz fur den Fall zu bewesen, dal} B
ein Kreis und (a, b) s8n Mittelpunkt ist. Ist v der Kreisradius, und setzt

man
le(x! y) - Un{-l(z: g) - U'(x, y]l
so wird in einem Punkte (z, ) des Kreisinnern

. 1 4 t_
w, (& y) == E;an@: "I) ot —}-Gr—r_ﬂ_‘rp :0_8_(9‘_-—;) af.
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Hier ist & # der laufende Peripheriepunkt
E—ati{g—b)=pe? 2 —a+ iy —b)=rev.

. et grte
Hun s o< et —Trocos(f—m) Rr—p
Also OSw.(ny)Su,(eb) :if ]

Da aber nach Voraussetzung

é 0,(@, b) = li_m U, (a, b)

konvergiert, so konvergiert auch
2w,z y)
am i

und zwar gleichmaRig in jeder konzentrischen Kreisscheibe. Damit ist der
Satz von Harnack bewiesen.

10. L6ésung der Randwertaufgabe fiir endlich vielfach zusammenhéngende
Bereiche. Nunmehr stehen uns alle Mittel zur Verfiigung, um auch fir endlich
vielfach zusammenhédngende Bereiche B die Randwertaufgabe zu ldsen. Wir
nehmen dabei an, da es ein Bereich sei, der von endlich vielen geschlos-
senen Jordankurven begrenzt ist. Es wird sich zeigen, dad man an den
Randkurven beliebige stetige Randwerte vorschreiben kann, und dal3 diese
dann eine im abgeschlossenen Bereiche stetige Potentialfunktion eindeutig
bestimmen, welche diese Randwerte besitzt.)) Die Lésung der Randwert-
aufgabe gelingt durch Vermittlung der konformen Abbildung des Bereiches
auf eine schlichte Kreisscheibe vom Radius Eins. Bei dieser Abbildung gehen
die Randkurven des Bereiches in Bogen der Kreisperipherie Uber. Die ge-
suchte Potentialfunktion geht in eine im Kreise reguldre Uber, welche auf
den dem Bereichrand entsprechenden Bogen die entsprechenden Randwerte
besitzt. Sie ist aulerdem eine automorphe Funktion der zum Abbildungs-
problem gehérigen Gruppe. Die auf die Kreisperipherie verpflanzten Rand-
werte machen gleichfalls eine automorphe Funktion der Gruppe aus, die
freilich nicht in allen Peripheriepunkten erklé&rt ist, sondern nur in den den
Randkurven entsprechenden Bogen. Es wird sich aber zeigen lassen, daR
diese Bogen die Peripherie bis auf eine Punktmenge vom Mafte Null be-
decken. Nehmen wir dies fiir den Augenblick als bewiesen an. Da die Rand-
werte aus stetigen Randwerten hervorgingen, so sind sie langs jener Peri-

1) An isolierten Randpunkten kann man nichts vorschreiben. Man vergleiche meine
Theorie der Differentialgleichungen 3. Aufl., Berlin 1930, Springer, S. 390, wo dies
naher erlautert ist. Daher befassen wir uns nur mit Bereichen, an deren Rande isolierte
Punkte nicht beteiligt sind.

[5d
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pheriebogen stetig und sind aulferdem Uberall unter derselben Schranke
gelegen. Sie bestimmen daher eindeutig eine im Kreise reguldre beschrénkte
Potentialfunktion, welche in den Punkten der Bogen die vorgeschriebenen
Randwerte besitzt. Man kann sie durch das Poissonsche Integral darstellen,
weil die Bogen bis auf eine Menge vom Mal3 Null die ganze Peripherie
ausmachen. Da aber diese Potentialfunktion eindeutig bestimmt ist, so muf3
se auch eine automorphe Funktion der Gruppe sein. Denn die Randwerte
bleiben bei den Transformationen der Gruppe ungedndert. Wére aso die ge-
fundene Funktion nicht automorph, so koénnte man aus ihr durch eine
passende Transformation der Gruppe eine von ihr verschiedene Potential-
funktion gewinnen, welche doch in allen Punkten der Bogen die gleichen
Randwerte besd3e. Geht man nun zum urspriinglichen Bereich zuriick, so
entsteht aus der im Kreise gefundenen Potentialfunktion eine im abgeschlos-
senen Bereiche eindeutige stetige Potentialfunktion, welche die gegebenen
Randwerte besitzt.

Es bleibt nun aso nur noch der Nachweis, daf3 die Peripheriebogen bis
auf eine Punktmenge vom Mal%e Null die ganze Peripherie erfullen. Diesen
Beweis fiihrt man nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Radé am ein-
fachsten folgendermalien: Es ist zu zeigen, dal3 die Gesamtlange der einzelnen
den Randkurveu entsprechenden Peripheriebogen gerade 2x ist. Es selen aso
8, 8, ... die Bogen so da3 jeder umkehrbar eindeutig einer Randkurve
von B entspricht. Zun&chst kann man zeigen, da eine im Einheitskreis
reguldre Potentialfunktion, welche durch die Transformationen der Gruppe
in sich Ubergeht, und welche in alen Punkten der Peripheriebogen s, den
Wert 2« hat, notwendig Uberall gleic2x 5t. Denn ihr entspricht eine im
urspriinglichen Bereiche reguldre, im abgeschlossenen Bereich stetige ein-
deutige Potentialfunktion, welche am Rande konstant gleich 2z ist. Sie
ist daher Uberall gleich 2x. DaR nun die Gesamtlange der Bogen 2w ist,
folgt sofort aus dieser Bemerkung. Denn wir ordnen dem Bogen s eine
Potentialfunktion uy zu, welche in jedem Punkte gleich dem Winkel ist,
unter dem der Bogen von dem Punkte durch zwei ihn passierende zum Ein-
heitskreis orthogonale Kreise projiziert wird. Bei Annaherung an die Punkte
von s strebt diese Funktion gegen 2x. Bei Anndherung an andere Peripherie-
punkte strebt se gegen Null.")

1) Diee Potentiaft 1 1—g ”1 S erstreckte Integral
5, Y N Sl

LY

geligfert. Ddl3 dies Integral den angegebenen Wert hat, sieht man ohne weiteres fir
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Nun bilde man Uty oty ..

Das ist eine an jeder Stelle z des Einheitskreises konvergente Reihe, deren
Partialsummen alle hdchstens gleich 2= sind, und deren Reihenglieder
ale positiv sin  Denn es handelt sich ja in jedem Punkte um die Addi-
son auseinander gelegener Winkel, deren Summe hochstens 2 ist. Nach
dem vorhin (S. 78) bewiesenen Satz von Harnack konvergiert die Reihe
gleichmatig und u ist eine Potentialfunktion. Da die Intervalle s, durch
die Gruppe nur permutiert werden, so ist # nach seiner geometrischen Be-
deutung eine automorphe Funktion der Gruppe. Lassen wir # gegen einen
dem Bogen s, angehdrigen Peripheriepunkt streben, so geht #, » 2= und
wegen %, < % < 2x geht auch w-— 2a. Daher ist nach der vorausgeschick-
ten Bemerkung u konstant gleich £x. Im Mittelpunkt des Kreises hat aber
u as Wert die Summe der Langen unserer Bogen s Daher ist diese Langen-
summe 2.

11. Ein Grenzwertsatz. Ich komme zu einem Grenzwertsatz, welcher
spater Anwendung finden wird.

Es sei B ein n-fach zusammenhéngender von Jordankurven begrenzter Be-
reich. Die By seien, eine Folge von ineinanderliegenden Bereichen gleichen Zu-
sammenhanges, die B gleichméig approximieren, derart, dal es eine im ab-
geschlossenen Bereich B stetige und umkehrbar eindeutige Abbildung von By auf B
gibt, die jeden Punkt von B einschlieflich des Randes um weniger als &, ver-
schiebt und wobei &, =0 fir k— oo - € sei die Handkurve von By, welch;
dabel der Bandkurve @, von B entspricht. Es seien weiter n Intervalle

g, XtLh(i=1,2_.0)
gegeben, wo < b Ly < by L, LD
sei, und auf allen diesen Intervallen stetige Funktionen
2=z, 52 =2z2(f

derart, daB fir a, L £ £ b. 2 = g(f) die Band €% von By, und z = z{{)
die Randkurve @; von B darstellt Weiter seien auf allen Intervallen be-
schrankte bis auf endlich viele Sprungstellen stetige Funktionen ##(£) und #{#}
gegeben, welche die Randwerte der zu betrachtenden Potentialfunktionen dar-
+ =0 ein. Fir andere Lagen von (X, y) folgt es sofort durch konforme Abbildung de»
Kreises in sich. Man richte diese nur so ein, da (x, y) in den Mittelpunkt Ubergeht.
s« geht dabei in einen anderen Bogen Uber. Das Integral hat nach der Transformation
als Wert den Winkel, unter dem der neue Bogen vom Mittelpunkt erscheint. Der ist
aber wegen der konformen Abbildung dem Winkel gleich, unter dem der Bogen s, von
(%, y) aus gesehen wird.
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stellen.  Punkte gleicher Parameter t mogen auf €® und &, sich bei der Ab
bildung entsprechen. Und es sai

JrO(e) — ()] <%

WO 3, —»r O fiir -+ oo, Dann gilt in jedem abgeschlossenen inneren Teil-
bereich von B gleichméfig
lim P(B,: z; w0 = ['(B; 25 v},
£ ro
Denn fur gentgend groRe k gehort der Teilbereich allen B, an. Auf &
ist aber fir hinreichend groRBe k bei beliebiger Wahl von &= 0
FP(B @ o) - PO G0 rit))) {(s. ]
S N I
Dies gilt somit nach dem Prinzip des Maximums auch fir alle Punkte aus
dem Inneren des Teilbereiches.

Die letzte Abschatzung ergibt sich im Falle stetiger Randwerte daraus,
dal3 eine in einem endlich vielfach zusammenhangenden Bereiche mit stetigen
Randwerten versehene Funktion im abgeschlossenen Bereiche stetig ist.
Bildet man némlich den Bereich auf einen Kreis ab, so erhd@lt man eine
Potentialfunktion, welche auf den den Bereichrandern entsprechenden offenen
Peripheriebogen stetig ist, und welche daher auf dem durch diese Peripherie-
bogen erweiterten Kreise stetig ist. Das bedeutet aber, daf die urspriingliche
Potentialfunktion in ihrem abgeschlossenen Bereiche stetig ist. Den im Satze
angenommenen Fall, dal die Stetigkeit der Randfunktionen an endlich vielen
Sprungstellen unterbrochen ist, fiinrt man durch folgende Uberlegung auf
den eben behandelten zurlick. Wir konstruieren zunadchst eine im Einheits-
kreis reguldare und beschrankte Potentialfunktion, welche am Rande bis auf
eine Sprungstelle der Hohe Eins regulédr ist. D. h. an dieser Stelle sollen
sich die beiden Grenzwerte, die man bei Anndherung an die Stelle erhalt,
um Eins unterscheiden. Ist a die Peripheriestelle, wo der Sprung stattfindet,

0 1st ! 3llog (z — o))

eine solche beschrénkte Potentialfunktion. Durch konforme Abbildung kann
man zu jeder Randstelle eines von einer Jordan kurve begrenzten Be-
reiches eine solche Sprungfunktion konstruieren. Liegt ein einfach zu-
sammenhangender Bereich vor, so kann man durch Abziehen geeigneter
Multipla der Sprungfunktionen zu Potentialfunktionen mit stetigen Rand-
werten gelangen. Aber auch im Falle mehrfach zusammenhangender Bereiche
ist dies mdglich, falls sie von Jordankurven begrenzt sind. Denn dann be-
stimmt eine jede einen einfach zusammenhangenden Bereich der Ebene, dem
der gegebene Bereich as Teil angehdrt. Man nimmt dann die zu diesen
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einfach zusammenhangenden Bereichen gehdrigen wie eben angegeben kon-
struierten Sprungfunktionen. Im Falle unseres Satzes reduziert man so so-
wohl fir die Naherungsbereiche By wie fir B selbst die Randwerte auf
stetige Randwerte. Da aber die SprungstelLlen Grenzlagen der Sprung-
stellen auf den §* sind, so konvergieren die zu der@, :horigen Sprung-
funktionen gegen die zu B gehdrigen gleichmafRig und daher konvergieren
auch die nach Abzug der Sprungfunktionen noch Gbrig bleibenden stetigen
Randwerte auf den €™ gegen die auf &, tibrig bleibenden stetigen Rand-
werte. Diese Bemerkungen liefern auch im allgemeinen Falle den Beweis
unseres Satzes.

8 9. Die Familie der schlichten Funktionen.

1. Fragestellung. Interesse bietet es nun weiter, die Umkehrung der Ab-
bildungsfunktion néher zu untersuchen. Diese ist dadurch ausgezeichnet, daf
sie eine automorphe Funktion der Gruppe ist, welche im Fundamentalbereich
keinen Wert mehr als einmal annimmt. Solche Funktionen sind bisher nur fur
den Fall der Abbildung eines einfach zusammenhangenden Bereiches naher
untersucht worden. Hier fallt der Fundamentalbereich mit dem vollen Ein-
heitskreis zusammen, die Gruppe besteht aus der identischen Transformation
allein, und es handelt sich um die Familie der Funktionen, welche im
Inneren des Einheitskreises reguldar sind und daselbst keinen Wert mehr
as einmal annehmen. Wir wollen sie die Familie der schlichten Funktionen
nennen. Aufgabe der Untersuchung soll es nun sein, festzustellen, wie diese
Forderung der Schlichtheit auf die Ubrigen Funktionseigenschaften, wie
Wachstum, Koeffizienten der die Funktion darstellenden Potenzreihe und
dgl. mehr einwirkt.

Wir lernen damit ein erstes Beispiel einer Fragestellung kennen, wie
se uns noch mehrfach beschéftigen werden. Die Koeffizienten der Potenz-
reihen, welche beschrénkte Funktionen darstellen, werden unsim Abschnitt! 11
zusammen mit der Frage beschéftigen, wie diese Beschrénktheit auf die
tbrigen Funktionseigenschaften einwirkt. Das sind Fragen, die sich um das
Schwarzsehe Lemma gruppieren, ein Theorem, durch das H. A. Schwarz 1869
den ersten Schritt in diese Fragen tat, in Fragen, wie se durch den Weier-
stralBischen Begriff der analytischen Funktion nahe gelegt sind.

In unserem jetzt zu'besprechenden Fragenkreis hat Koebe 1907 in An-
lehnung an die damals in vollem Flu befindlichen Untersuchungen aus dem
Gebiet des Picardschen Satzes das erste Ergebnis gewonnen.

Man kann es so aussprechen: Wenn w - f(zj in 2| < 1 reguldar und
schlicht ist, so gibt es eine von f(z; unabhéngige positive Zahl m derart, dal
samtliche Bandpunltte des Bildbereiches B vom Punkte /(0) einen Abstand
haben, der nicht Heiner als | {0} m ist.
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Diesen Satz kann man am einfachsten so beweisen: Es ist keine Be-
schrénkung der Allgemeinheit, f{0) =0 und f'(0) = 1 anzunehmen. Dann
sa d der zunéchst an w = O gelegene Randpunkt des Bildbereiches. Man
bilde diesen durch denjenigen Zweig der Funktion

¢ m—taVT=Em Ve

) Vi —d 4 €/d
schlicht ab, welcher im Punkte w = 0 des Bildbereiches verschwindet.
Diese Funktion bildet eine bei w =d und w = oo verzweigte zwei bléttrige
Riemannsche Flache auf die schlichte e-Ebene derart ab, da3 der Punkt
t «  des einen Blattes in § =0, der Punkt w = 0 des anderen Blattes
in § = oc Ubergeht. Der schlichte Bildbereich B enthélt keine zwei Uber-
einanderliegenden Punkte der Riemannschen Flache. Da er aber die Kreis-
scheibe || «gsf«  einen Blattes voll enthdlt, so gehort kein Punkt dieser
Kreisscheibe des anderen Blattes dem Bereiche an. Daher ist am Rande des
Bildbereiches |&| jedenfalls kleiner as das Maximum der Werte, welche
I§] fir Werte | w| = & annimmt. Also gilt fiir die im Einheitskreis schlichte
und regulére Funktion g{f{s)} uberall die Abschétzung

|£] < Max 4'}{‘.___3?‘_‘| dl.
CEPET IR P L N |

Die rechte Seite aber wird mit |&, zugleich beliebig klein. Dies aber
wiirde bedeuten, dal3 die im Einheitskreis regulare Funktion ¢{/{a)}, welche
im Mittelpunkt desselben verschwindet und dort, wie man leicht nach-
rechnet, die Ableitung Eins besitzt, in diesem Kreise fur hinreichend kleine
d nur Werte annimmt, deren Betrag z. B. unter ein Halb angenommen werden
kann. Das aber widerspricht dem Cauchyschen Koeffizientensatz, wonach
fir eine solche Funktion die Ableitung im Mittelpunkt des Kreises gleich-
falls einen Betrag unter ein Halb haben muR.

Durch ahnliche Schliisse konnten wir noen eine ganze Reihe von Sétzen,
wie z. B. auch den schon auf S. 15 erwéhnten, beweisen. Aber diese etwas
grobe Methode wirde es nie gestatten, zu einer Bestimmung der Kon-
stanten zu gelangen, deren Existenz in diesem und verwandten Sétzen be-
hauptet wird. Ich ziehe es daher vor, diese mehr propadeutischen Methoden
zu verlassen, und wende mich gleich den Methoden zu, welche auch hinsicht-
lich der wirklichen Bestimmung der Konstanten befriedigendere Resultate
ergeben.

2. Der Flachensatz. Diese Methoden?) stiitzen sich auf den folgenden

Fléchensatz o
W=t Pt =g ()

1) Kdrzlich hat H. Prawitz eine vom Fl&chensatz unabhangige neue Methode ent-
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sei in {E, > 1 schlicht und regulér bis auf den im unendlich fernen gelegenen
einfachen Pol. Dann ist

Suiet<L.
1

Man nennt diesen Satz Flachensatz, weil er der analytische Ausdruck fir
die folgende einleuchtende geometrische Tatsache ist: Der bei der Abbildung
erhaltene schlichte Bildbereichvon i ¢! -1 183t eine Puuktinenge der Ebene
unbedeckt, deren dufferer Inhalt groRer oder gleich Null ist.

Diese geometrische Deutung gibt sofort den Schilissel zum Beweise.
Man fidhrt ihn am einfachsten so: Der Kreis 1! «=# > 1 geht bei der Ab-
bildung in eine geschlossene analytische Jordankurve uber, deren Gleichung

w == w () = plre®)
ist. Man hat dabei §{ = re¢" gesetzt. Daher wird der Inhalt des von dieser
Kurve umschlossenen endlichen Bereiches (# = # + iv)

[(wu R TYT: i N f:v d %

T
- f @) 1@ W) — O ),
2

Br"

= [l S’“n il _}
ret? +re oI e e” ”'}—}—na g‘"’}
(152 G

l
—_— __2"1::‘ >0,

Beim Ausmultiplizieren und nachherigen Integrieren fallen namlich alle die
Glieder weg, welche #* zu einer anderen as der nullten Potenz enthalten.

wickelt (Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 20 (1927/28) Nr. 6). Se be
nutzt an Stelle des Flachensatzes den folgenden Satz: fif) = K¢ sei in 2| < 1,
z == rgf¥ schlicht. Essei g (R) eine wachsende konkave oder konvexe Funktion von
log R (d.h. die Kurve y = g (€ ist konkav oder konvex). Dann ist

t-E

.aa_rafg(fz)drgo fir r e 1.
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Grenziibergang zu ¥ -+ I lehrt, daR auch
-

:r—-.f‘_}'nh:"-:’zgo

ist, oder was dasselbe ist }:’nl,a,,v_g_ i
3. Der Koeffizient a,. Ich gehle zu Folgeningen aus diesem Flachensatz
Uber: w=f{sms+ s +---
bilde |z} <2 1 schlicht ab. Dann ist, wie man leicht sieht,") auch
F@) <V = 2+ by -+
schlicht und reguldr in {2 << 1, Daher bildet

j¢. > 1 schlicht ab? Es besitzt aber @{¢) eine fur |£]= 1 glltige
Potenzreihenentwicklung, die so beginnt

]
& - ;“9_:; + .
Daher ist nach dem Flachensatz

Py 1

Wir haben so den Satz Wenn

o a4

ints. <1 sehlicht und regulér ist, so ist | &' % 2. Diese Schranke kann
nicht verbessert werden. Denn sie wird fur die Funktion

. ]
(1 —2*

1) Soll namlich &z} = F'ig,y sein, BO muB auch {#'iz,5 % = {#'tz,n® sein. D. h. es
muB f{s¥ = f{el) sein. Da aber f(2) schlicht abbildet, so folgt daraus, da s} = sj ist.
Also ist entweder r, =z, oder 2, =—z,. Da aber F(2 eine ungerade Funktion ist,
so ist im letzteren Falle A'(z,)=— F{z,). Also bildet F(z) wirklich schlicht ab.
Man kann das auch daraus entnehmen, da durch Ubergang zu Z* der Kreis |z | <1
in ein Riemannsches Flachenstiick mit Windungspunkt bei s= 0 ubergeht, welches durch
Fizmauf einen ebenfalls nur um z =— 0 gewundenen Bereich abgebildet wird. Durch Uber-
gangzu¥f(z% wird diese Windung wieder behoben. So hat man einen zweiten Beweis.

-

2) Man hétte auch f(lj betrachten koénnen. Hier aber hétte die Entwicklung so

begonnen £

so da der Fléchensatz Uber das Absolutglied én, keinen Aufschlul gegeben hétte.
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erreicht. Diese bildet |#| <C 1 schlicht auf einen Bereich ab, dessen volle
Grenze von dem zwischen — 4 und mo gelegenen Stick der negativen
reellen Achse gebildet wird. Denn

l ]
{ __lsl P

z
bildet |£} > 1 bekanntlich auf einen Bereich ab, dessen volle Grenze von
dem zwischen — 4 und 0 gelegenen Stiicke der negativen reellen Achse ge-

bildet wird.
4. Abschatzung der Randpunkte. Ich betrachte wieder diein ;s <1 regu-

lare und schlichte Funktion
w=f(z) =zt ast+. .-
Es sei fl#) =4 ¢ in 2| < L. Dann ist auch ¢4 und

" 1
(1) A LR IR RS LR
in jg| < 1 schlicht und regular. Also ist
1 »,
o + c'\éi.
D. h. esist le| =1,

Darin liegt insbesondere, da3 kein Randpunkt des durch f{z) erhaltenen
Bildes des Einheitskreises vom Nullpunkt eine Entfernung hat, die kleiner
als Yaist  Damit ist der vorhin mehr propadeutisch behandelte Satz aufs
Neue bewiesen. Zugleich aber ist, einer von Koebe geduRerten Vermu-
tung entsprechend, die Konstante, deren Existenz in ihm behauptet wird,
genau bestimmt. Tats&chlich kann die gefundene Schranke. % nicht mehr ver-
bessert werden. Dean es gibt Funktionen, fir welche dieselbe erreicht wird

Dies ist wieder fur die Funktion
3

1

der Fall. Dies nimmt fir # = -1 den Wert - } an.

Man kann die eben behandelte Frage in folgender Weise verallgemeinern.
Es s ¢ +¢ und f(z) = ¢, nowie f{z) 3¢, in jei << 1. Ferner =

arg ¢ — arge, = x.

D. h. es soll sich um zwei vom Bildbereich nicht bedeckte Punkte e und c;
handeln, die auf ein und derselben Geraden durch den Nullpunkt so liegen,
dal} sie durch diesen voneinander getrennt werden. Dann ist nach (1)
14 !:‘l

a1
)
= 4

e—e,
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D.h. esist N l+"'

[ v LW
D. h. es ist entweder |e¢, =1 oder es ist |¢|= ;. Man kann das mit
Herrn Szegd, von dem diese Bemerkung herriihrt, so aussprechen: Von
zivei nicht zum BildbereicJi gehdrigen auf derselben Geraden durch den Null-
punkt gelegenen Punkten, welche durch diesen von einander getrennt werden,
ist mindestens einer um mindestens % vom Nullpunkt entfernt.

Man kann dies Ergebnis zum Anlal? der folgenden allgemeineren Frage-
stellung nehmen: Man lege durch den Nullpunkt des Bildbereiches gleich
winklig verteilte Gerade und betrachte auf diesen gelegene nicht zum
Bildbereich gehdrige Punkte. Was |&B3t sich analog Uber deren Entfer-
nungen vom Nullpunkt aussagen? H. Grotzsch hat kirzlich (Ber. der séchs.
Ges. d. Wiss. 1928 S. 373) hierliber das Folgende bewiesen: |zi <& - le durch
f(g) - z+ a2+ - auf einen schlichten Bereich abgebildet. Dersen. habe n
dem Nullpunkt n&chstbenachbarte Randpunkte des Abstandes d vom Ur-
sprung, welche die Ecken eines regelméBigen n-Ecks sein mdgen. Dann ist
d>V}. Bsist =P} fir f(o) =, - Sie bildet iz}« 1 auf die

Zixk V +Z"J
von }1e * (k=0,1,2...1—1) radial nach oo aufgeschlitzte Ebene ab.

5. Der Verzerrungssatz. Ich gehe zum sogenannten Verzerrungssatz uber.
Wieder sei
HOEFEE N e
in ,zi=7 1 schlicht und reguldr. Dann ist, wie man leicht nachprift, auch
(i+z .
iy a1
7O = G —n

in:&: <1 schlicht und reguldr und besitzt eine i 1|t1 <1t i g e Potenz-
reihenentwicklung, die so beginnt

(0 =5+ A"+
Hier ist nach der Taylor'schen Koeffizientendarstellung

By = 2({ (z)(l—xz)__2 )

£ o

Daher ist L O —2zlga

Also o - Unls

Also ”:_-l_‘j.l’ _B‘l('ﬁs))g :_‘_i“ln:_;.;""'.
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22 dlog 77() . &
Nun ist aber ‘.R( f("r) m(—a]o“ )— "!;F:;‘ml"“f (5

= el50 log £ (a)].

- 442
|',|1 Sa|‘| loglf'(“ﬂé ]—tllgfl
Und daraus folgt durch Integration

1+ z|
u+|s|)‘5|”’) Sa

Das sind Schranken, die wieder b e l_f-fs,e| c ht werden. Dies ist der

sogenannte verzerrungssatz.  Er bringt zum Ausdruck, dafd das VergroRe-

rungsverhdltnis der Abbildung von Ort zu Ort sich nicht allzu stiirmisch

andern kann. Man kann das Ergebnis auch in der folgenden etwas an-

deren Art aussprechen. Da f’(¢) in |#]| < <1 nicht verschwindet, so

wird Maximum und Minimum seines absoluten Betrages auf der Peripherie
dieses Kreises angenommen D. h. es ist fir ale |z < »

r

T SIS 1

Sind dann z und z, zwei Stellen dieses Kre|ses so hat man

(1+r) Slgzﬁé(lﬂ)

Aus HHOIES oy

-l
folgt durch Integration Uber den Radlus des Punktes z

|f(5)1—IJf"L3)dS $ff(£)ld|:lg;--.-- -

Durch Integration folgt aber auch') aus

Y>> 1 |z ;
@2 e GaB [F8) = 5

1) Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, muld man nur zeigen, del3
jede Kurve, welche z=0 mit enem Punkte z verbindet, in ene Bildkurve Ubergeht,
deren Lange mindestens

Also wird _2|;.

#|
(4 sy
ist. Man darf sich dabel auf Kurven z = z(s) mit stetiger Ableitung #* () beschrénken.
Der Parameter s s5 die Bogenlénge. Dann wird die Lange der Bildkurve

Sir@liz o= firw 4.
a [

Betrachtet man dies Integral ds Grenzwert seiner Néherungssummen und beachtet,
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IS\

Man hat dso i S0 S 5=

ad et =
Die Schranken werden wieder von i f 5 erreicht.

Die linke Seite dieser Abschatzung enthalt aufs neue das Ergebnis uber
die Lage der Randpunkte, von dem schon die Rede war. Die rechte Seite
schrénkt das Wachstum einer im Einheitskreis schlichten und reguléren
Funktion ein. Bei Anndherung an die Peripherie kann der Betrag der
Funktion nur wie die zweite Potenz der reziproken Entfernung von der
Peripherie unendlich werden.)

6. Zusatz. Man kann hieraus den folgenden allgemeinen Satz erschlief3en:
Es sei B irgendein schlichter den Punkt z = 0 enthaltender Bereich und f(z) eine
in B regulére Funktion, welche B schlicht abbildet. Sei ferner G irgendeine
abgescJdossene Teilmenge von B, dann gibt es eine nur von B und G ab-
hangende von f(#) aber unabhangige Zahl M, so daB in G uUberall

£(£3] < IAO) + {F{0)] M.

Der Beweis ergibt sich daraus, daf3

— Fio
pe) = MO

in B schlicht ist. Fir einen genugend kleinen Kreis um z =0 kann man
die zuletzt gewonnene Abschétzung ausniitzen. Gehort namlich |#] <C R dem
Bereich B an, so ist danach in | < #E (0 <o << )

9] < =55
a0 1) < O + 1 O g

Nun bedecke man &hnlich wie bei der analytischen Fortsetzung mit einer
Kette aus endlich vielen Kreisscheiben eine z = 0 und die gegebene Menge
enthaltende zusammenhéngende Menge und kann dann von Kreis zu Kreis

daR stets ;Jzi> dl#! ist, so erkennt man, dal das Integral nicht kleiner sein kann
as das folgende fal

tﬂ”"'d"'?(w'su"

1) Verschiedentlich sind Analoga des Verzerrungssatzes fir nichtschlichte Funk-
tionen angegeben worden. So von Landau, Palermo Rend. 1922 und von Grétzsch
(in den Leipziger Ber. 1928, 1980) fir nichtanalytische Abbildungen.
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die Abschdtzung weiter tragen. Der Leser wird leicht imstande sein, diese
Andeutungen durchzudenken.

7. Koefflzientenschranken. Nun zuriick zu den im Kreise|#|< 1 schlich-
ten und durch f(0) = 0, £'(Q)= 1 normierten Funktionen.

Die gefundene Schranke fiir |£(#) | erméglicht es sofort, zu behaupten, daR
auch fur die Ubrigen Koeffizienten der Taylorreihe einer schlichten Funktion
Schranken existieren missen. Gute Schranken hat Littlewood(Proc.of the London
math. Soc. (2) 23 (1925) S. 498) bestimmt. Er geht so vor: Fir jedesr«<Z1 ist

n

oy < o firrendg

in

- fireenlse o)
- jrﬂf(o'e“') 1%

— & fireemlay

- Ty .

Setzt man F(E) = VFED, £ = pe'? = Yre¥, so wird dies

In
1
-L f |F(©)*de.
Nun sei Py =t 4+ 880+, By=1
Dann wird dies . —-jlb.i'o"‘,
n=t

~2 [ Saip,ete-tde
¥ e

Der Integrand ist aber nun gleich dem ;lg—fachen Flacheninhalt des Bild-
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bereiches!), der aus '§| < @ durch F({£) entsteht. Daher gilt weiter die

Abschétzung
¢
<2 J ' Max [ FiD)rde
= O e
1]
EH
< L ot _ ¢!
< 2‘.‘ v v“dg -
Also wegen ¢ — V¢ la ol =2 li S0

Also fir #=1— !
L

led <, A e (145)7 <o)

po T

1) Der Inhalt wird nadmlich

in r
fﬁl‘(nl'eaodm = farebi+ Y+ 2BE4 - Tededs
a o [}

=j“zo(1+*lb.|’o’ Fo datibyltetn - e
o

= mle*+ 2l - Fnlby T+
2) ERist namlich Ffy - . ¥Feen. Und fir fiby liefert der Verzemingssatz

: el
e = A=
e
Daher P, =< Py

3) Kleiner kann ich hier deshalb schreiben, weil nicht in den beiden vorigen Ab-
schatzungen zugleich das Gleichheitszeichen stehen kann. Denn in der ersten steht
gleich nur dann, wenn es sich um eine lineare Abbildung handelt, und in der zweiten
steht gleich nur bei den mehrfach erwéhnten Schrankenfunktionen, die nicht linear sind.

4)Es ist zu vermuten, dall sogar |e,| = ist, daR aso auch hier die Schranken
bei -(f—:--_-j-,=2“ns“ erreicht werden. In dieser Richtung ist ein Ergebnis von

1
Low ner (Math. Annalen Bd.89) zu nennen, der gezeigt hat, da {a, |<I 8 ist. Landau
hat (Math.Zeitscbr. Bd. 30 (1929) S.635) durch Verscharfung der Littlewoodsehen Methode

gezeigt, daB |a,! < (; + :J en ist. Von Interesse fur das Koeffizientenproblem dirfte

auch das Ergebnis von G. Szegd (Math. Annalen Bd. 100(1928) sein, dal alle Abschnitte
E+a 8t 4 ..+ a,2" jeder in- g <1 schlichten Funktion g+ ay2'4 ... den jz! <}
aber nicht immer einen groReren Kreis schlicht abbilden. Ich habe hinzugefugt (Bull.
Calcutta Math. Soc. Bd. 20 (1928)), dal3 es eine Zahl Q gibt, so dal jede Potenzreihe
r4bya'. .- mit | b, | < ia,| den |2] < g schlicht abbildet. Es ist 0,159 < g < 0,166.
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8. Drehungssatz. Aus der oben gewonnenen Formel

[t
iz}

erhdlt man fur den Imaginérteil
R T (AP

ORI
. a ’
Nun ist aber 3 (S;(g)) le| "a;"| arg [ (#).
—4
Also hat man ,_|,|=z ;,|,' arg f(5 5, [sl'
Integration nach |g| fiihrt zum Drehungssatz
@ <oyt

Er ist ein Seitenstiick zum Verzerrungssatz, |ndem er die Richtungsédnde-
rung bei schlichter Abbildung reguliert.

9. Rundungsschranke. Ich erwahne noch eine weitere geometrische Deu-
tung der oben gewonnenen Abschatzung

")
R(Fw)z

Zu ihr gelangen wir, wenn wir das Bild des Kreises |#| = r betrachten.
Die Richtung der Kreistangente im Punkte z = rg¢ ist

Tte
Im Bildpunkte f{z} hat die Tangente der Bildkurve die Richtung
@ et wgf .
Differenziert man nach g, so erha@lt man

1+m(f&ﬁ

Denn es ist 9‘(2,{*@2;)) 55' arg ["(s).
Daher wird L+ % (?(—S)) 2" _"14—|’|Iz—|:-‘|‘

Wenn nun aber der Ausdruck linker Hand fur jz| = » positiv ist, so be-
deutet das nach unserer Herleitung, dal das Bild des Kreises konvex ist,
d. h. seine H6hlung stets gegen den Nullpunkt kehrt.!) Man rechnet aber
sofort nach, dal3 fur {e]<2— Y8 =096

1) Namentlich alsowird |#]«1 selbst dann und nur dann konvex abgebildet,
wenn in |si<1 g
1+m‘}’.—gu ist.

Blebcrbach, Funktioncntheorie I'1. 2. Aufl. 6



82 /. Konforme  Abbildung

der Ausdruck rechts stets positiv ist, wahrend er fir groflere \2\ negativ
wird. Daher wird bei jeder schlichten Abbildung f(z) von j#| <C 1 jeder Kreis
jg] < 2 -~ V3 konvex abgebildet. Meistens wird sogar ein noch gréRerer
Kreis konvex abgebildet. Aber es gibt einen Fall, wo gerade der eben ab-
gegebene Kreis und kein groRerer mit ihm konzentrischer konvex abge-
bildet wird. Das ist der Fall bel der Funktion
z
a—He

wie man leicht nachrechnet. Man nennt 2 — ¥3 die Rundungsschranke.

10. Sternigkeit. Es ist interessant, noch einen weiteren Schlufd aus unseren
Ergebnissen zu ziehen. Nahe verwandt mit den konvexen sind die von einem
Punkte aus konvexen Bereiche, die sogenannten Serne. Das sind schlichte Be-
reiche, die von jeder Geraden durch z= 0 in nur einer Strecke geschnitten
werden und die den Punkt z= 0 selbst enthalten. Man kann nun leicht sehen,
dal3 es einen Kreis um z = 0 geben muB3, der bei jeder schlichten Abbildung
auf einen Stern abgebildet wird. Ich nenne seinen Radius die Sternschranke.
Soll der Kreis |#! <+ in einen Stern Ubergehen, so muB in jeder Rieh
tung, vonw = 0 aus gesehen, genau ein Punkt der Bildkurve von ;& =r
liegen. Daher mul3 sich argf(z) stets in derselben Richtung andern, wenn
z den Kreis \A =r durchlauft. Daher mul die Ableitung

o arg f(z) = 9 (*1.2)

positiv sein fur iz £ ». Daher lautet dieBedingulzl<rrird dann
und nur dann durch f(z) sternig abgebildet, wenn

R () > 0.

Mit Rucksicht auf das bei konvexen Abbildungen von f(z) vorhin angegebene
Kriterium kann man auch sagen: "#|< 1 wird durch f(z) dann und nur
dann auf einen Sern abgchildet, wenn das durch

fe)y=2F (2)
erklarte F (2 den |z /<L konvex abbildet.!)

1) Hieraus kann man dss schate Anadogon des Verzerrungssatzes fur konvexe
Funktionen gewinnen. Da némlich f(z) auf einen Stern abbildet, so gelten fir | fiz)!
die Abschézungen des Verzerrungssatzes und dieser liefert auch fir sternige Abbildungen

die schafen Schranken. Dem - —* -; bildet ja 'ej <71 auf énen Stern @ Aus

(t—2
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A. Marx hat von diesem Ansatz ausgehend in Sitzungsber. d. preuR. Akad.
d. Wiss. 1929 S. 96ff. gezeigt, da3 die Sternschranke zwischen 0,64 und
0,71 liegt.

Ich mdchte noch erwghnen, dald fir sternige Abbildungen

Fle)y =z 4+ m2a®+---

von |z | < 1 sich |a, | £ # as genaue Schranke tatsdchlich beweisen [&Rt.
Es ergibt sich dies nach friiheren Bemerkungen daraus, dafd fir konvexe
Abbildungen

Fi)Le+ b+

stets |, ] = 1 gilt. Dies wieder ergibt sich aus
s F
1+ R -2 0

Man vgl. dazu Lowner in den Berichten der sichs. Akademie zu
Leipzig 1917.

11. SchluRbomerkung. Ich schliee damit die Betrachtung der schlichten
Familie ab. Noch mdchte ich darauf hinweisen, da3 ein Hauptproblem der
Theorie noch unerledigt ist, namlich das Koeffizientenproblem: Welches sind
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, welchen die Koeffizienten
einer Potenzreihe

(B =2+ @+

geniigen missen, wenn dieselbe eine schlichte Abbildung des Kreisesle | < 1
vermitteln soll?

Wegen der Ausdehnung der hier besprochenen Dinge auf schlichte Ab-
bildungen mehrfach zusammenhangender Bereiche vergleiche man drei Ar-
beiten von G. Pélya in den Sitzungsber. d. preu’. Akad. d. Wiss. 1928 u. 1929,
sowie eine Arbeit von G. Szegd ebenda 1928. Ferner ||I. Grotzsch in den
Sitzungsber. d. sachs. Akad. d. Wiss. 1929 S. 38 und S. 217.

| =1 ey 1B
aF p SEF @IS
- 2 ST LI
folgt aber durch Integration TET S| FE) S5 5]
Dies sind die schafen Schranken fiir konvexe Funktionen F(z). Denn

12
leistet ene konvexe Abbildung| x| <7 1. Sebildet nmlichiz| < 1auf % w > :—Eab.
6

o -
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Zweiter Abschnitt.

Die elliptische Modulfunktion.’)

In diesem Kapitel soll es unsere Aufgabe sein, des naheren darzulegen,
wie die von der konformen Abbildung enes Kreisbogendreiecks her einge-
fhrte elliptische Modulfunktion mit den elliptischen Funktionen zusammen-
héngt. Dabei wird sich zugleich noch die Herleitung einer Reihe von weiteren
Eigenschaften der Funktion ergeben.

§ 1. Einfuhrung der Funktion J; (w).

1. Aquivalente Periodenpaare. AuRerordentlich nahe liegt der Gedanke,
nach den gegenseitigen Beziehungen derjenigen zvveiblattrigen Riemannschen
Flachen mit vier Verzweigungspunkten zu fragen, welche sich auf zueinander
ahnliche Periodenparallelogramme abbilden lassen. Bei der Beantwortung die-
ser Frage darf man sich auf die Betrachtung von Riemannschen Flachen be-
schrénken, deren Gleichung von der Weierstra3schen Normalform

Wiedpl— g0 — gy

ist. Denn auf solche Flachen kénnen alle anderen linear abgebildet werden.
Eine gegebene Riemannsche Flache entspricht nicht nur einem Perioden-
parallelogramm. Vielmehr werden alle die Periodenparallelogramuie, welche
die gleiche Periodengesamtheit liefern, durch dieselbe ¢ -Funktion auf die-
selbe Riemannsche Flache abgebildet. Denn die g -Funktion ist nach Bd. |
S. 268 durch die Uber die Periodengesamtheit $& erstreckte absolut kon-

vergente Reihe o) = % +2[(.. .:'j;)s“‘ s;-}

bestimmt. Wenn aber zwei Perioden (2W', 2w',) dieselbe Periodengesamtheit
wie 2w, 2w, liefern sollen, so missen sich auch wj, w, linear und ganz-
zahlig durch w'y, w', ausdriicken lassen. Ich setze

@ = an, + ba,

wy = ey + duy,.
Die Auflosung dieser Gleichungen nach w; und w, muf3 lineare Funktionen
mit ganzzahligen Koeffizienten liefern. Man erhalt aber

w, = B bwr
L ad—bs T ad—be
—l.'w.' 2oy

@2 = qd—bc > wd—be

1) FUr das Verstandnis der spéteren Abschnitte ist die Lektiire des vorliegenden
nicht erforderlich.
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Bildet man die Determinante der Koeffizienten, die auch eine ganze Zahl

sein muB, so findet man 1

wd —be’
Daher ist ad—bhe=+1

Wir haben des Ergebnis: Alle und nur diejenigen Periodenpaarc liefern
dieselbeg -Funktion und damit dieselbe Biemannsche Flache, welche ausein-
ander durch unimodulare ganzeahlige Substitutionen hervorgehen. (D. h. ganz-

zahlige Substitutionen der De-
2ty 26 . terminante + 1) Falt man da-

_-=~"" her die @-Funktion auch as
i Funktion
P P8 o, 0y)
v 5‘;’:’ von w; und w, auf, so gilt
Fle. 168, pit, a2a, +b2a,

e2ay + d20y) = p(H, wy, o

fir ale unimodularen ganzzahligen Substitutionen. Ubrigens geniigt ein
geringes Eingehen auf die Ubliche Konvergenzbetrachtung der o-Funktion,
um zu erkennen, da? dieselbe eine ana
lytische Funktion von w; und w, ist.
Denn die Reihen konvergieren gleich-
mafig in w; und w,, da man die zum
a, 72@,12a Konvergenzbeweis in u notigen Ab-
/ ; schétzungen leicht so fiihren kann, da
; / se fur ale nicht zu sehr verschiedenen
e / Periodenpaare auf einmal gelten. Das
Fig. 10b. gleiche gilt dann natrlich fur die durch
gliedweise Integration entstandene y-Reihe.
Einfache Beispiele von Periodenparallelogrammen, die zum selben Perioden
gitter fiihren, sind in den Figuren 10 a, b, ¢ dargestellt.
Zu 10a gehort die Substitution

2eiZ6 ¢
e v /—*f—— 8, =t
J f S

; .
i i Wy, = &y + Gy

261,

i,’ ,’/ Zu 10b gehért
260 T 20y @ =~ o,
T: -
Flg. 10 e. o = @
] '
. W)= - @y
Zu 10c gehort i

L
0y = .
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Wir werden spéter sehen, da3 durch Kombination dieser drei die ganze
homogene Gruppe

&, =aw +bw, fa, b, ¢, f gupzzshlig
(n w, = cao, + dog ( ad — be=-1 )
erhalten werden kann.

Diese Substitutionen bilden namlich eine Gruppe, weil die Zusammen-
setzung zweier Substitutionen der Determinante + 1 wieder eine solche der
Determinante -+ 1 liefert, und weil mit jeder Transformation auch die inverse
dem System (1) angehdrt. Bei der Zusammensetzung zweier Substitutionen
S und S, erhdlt man namlich ein S; dessen Determinante dem Produkt
der Determinanten von S und S, gleich ist. (Der Leser mdge die Rech-
nung selbst ausfilhren.) Darin liegt auch begriindet, da3 die Substitutionen
der Determinante + 1 selbst eine Gruppe bilden, eine Bemerkung, die noch
wichtig werden wird. Diese aus Sund T allein erzeugte Gruppe nennen
wir die elliptische Modulgruppe.

2. Ahnliche Periodcnparallclogranime. Wir kehren nun zu der eingangs
gestellten Frage zurlick: Welchen EinfluR hat eine auf ein Periodenparallelo-
gramm ausgelibte Parallelverschiebung oder Drehstreckung auf die zugehérige
w-Funktion und auf die zugehdrige Riemannsche Fléche?

Was zunéchst die Parallelverschiebung anlangt, so wird das verschobene
Parallelogramm durch die gleiche ¢+ -Funktion auf die gleiche Riemannsche
Flache abgebildet. Ein Blick auf Fig. 11

lehrt, dald im verschobenen Parallelogramm
. ; . ; N7
Denn in den gleich schraffierten Stlicken, / \//
= /il
nimmt ¢:{(«) die gleichen Werte an.
durch Drehstreckung zusammenhéngende Paare von Halbperioden. Es sa

| wieder jeden Wert zweimal annimmt.
¢ MIIM—
die je nach der Aneinanderlegung das eine
oder das andere Parallelogramm liefern,
Man braucht aso nur noch den Ein- Fla.11.
fluB einer Drehstreckung zu untersuchen. Es seien {m], o) und (@, o3g) ZWei
etwa o = ga,
Ferner sei g2 (#') die zu (w, &, ), V'(*u:] #f zu (@, &) gehorigeuFunktion.?)

1) Dies ist der Ansaz, der zur Lehre von der komplexen Multiplikation fihrt.
Dort handelt es sch darum, festzustdlen, wann gw, und ew, €in Periodensystem er-

zeugen, dss nur Perioden as dem von w; und w, besimmten Sysem enthélt. Man
findet, da3 dann :—:: Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen rationalen
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Dann wird f
Vin'— o p— g

" — f dy
JVYir—ap—a

Ich setze " = pu und frage: Welche Beziehung der beiden Riemannschen
Flachen entspricht einer Drehstreckung der u-Ebene? Ich erhalte die Be-

dingung “ “
* K 4 7
j i o P —_— l . p
¥ lP — iy SR ey
- =~

Da man vermuten kann, da3 einer Drehstreckung der u-Ebene eine Dreh-
streckung der Riemannschen Fléche entspricht eventuell mit einer Blatter-
vertauschung kombiniert, so suche ich dieser Gleichung durch den Ansatz?)

1~ Pp
zu genligen. So erhalte ich
P

!'.f
* dp ‘f dp .
Vir=gr - 5 S var—ar—n

Differenziere ich nach p und quadriere (um so von der Blétter vertauschung
loszukommen), so finde ich

z E}

P MR S Y
= G- BT 0

Also hat man Pz.si, 9= 9:’ 93'=%’a

zu setzen. Einer Drehstreckung
w' = pu
der u-Ebene entspricht aso eine Drehstreckung

3"1="!

Koeffizienten sein muB. Zu solchen wj,w, gehdren dann unendlich viele brauchbare
komplexe g. Die elliptischen Funktionen zweier solcher Periodensysteme sind durch
algebraische Gleichungen verbunden. Néheres enthdlt jedes Spezialwerk uber ellip-
tische Funktionen. Vgl. z. B. Fricke, Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen.

1) g, ist ndmlich eine eindeutige Funktion von @ und g eine eindeutige Funktion
von g@,, die beide Uberall im Endlichen von rationalem Charakter sind. Da sich auf3er-
dem g == 20 und p, == o entsprechen, SO m g = Pgi n .
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der Riemannschen Fl&che. Beachtet man nun weiter, da3 g, und g; analy-
tische Funktionen von {m,, @,) sind"), so erkennt man, da

o'g:(g®, 00y) = goimy, @)
o' nle oy, poy) = 9y (0, o).

Daher bleibt. Ji{w) = ’

bei Drehstreckungen der Perioden ungeéndert. J; hangt daher nur von dem
Perioden Verhdltnis

W ==

ab. Jy(w) ist weiter, wie unsere Betrachtungen zeigen, eine analytische
Funktion von w, die Uberall da regular ist, wo g, nicht verschwindet,
und wo das Periodenverhéltnis w nicht reell ist. Denn das war bei den
Konvergenzbetrachtungen von Bd. I, S. 268 angenommen. Ferner ist J(w)
eine automorphe Funktion der elliptischen Modulgruppe, genigt also den
Funktional gleichun gen

HEtD =@

fir alle unimodularen ganzzahligeu Substitutionen. Denn unimodulare ganz-
zahlige Periodensubstitutionen &ndern ja weder @ noch ¢, aso auch nicht
g2 oder gs.

3. Analytische Darstellung. Ich gebe nun die analytischen Darstellungen
an, die sich fir g, und g3 und J; aus den Betrachtungen (ber elliptische
Funktionen ergeben. Wir missen dazu auf Bd. | zurlckgreifen.

Die Laurententwicklung von g’(»} um  u=Owird
R RTT [ R
Also ist ey H—n Y Y
Ferner wird @ {u) = “, + Hu? s;« + "’“‘2 5—:; 4
. 1
(W00 = 58 0 2 e+ 15 g + -
Nunist (AP = T D~ 0+

Figt man hierzu 60 '2’%'3—}(“),

1) Der Beweis wird S. 89 nachgetragen
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so wird die Differenz polfrei. Also hat man

= "'OZ n+

zu setzen. Das Absol utglled der Differenz wird
s =140 D

1 = H i 1 AN 1
=y Z tho, + kot T 4 'w:Z (h+ ko)t
¥ ok

Diese H hk= {1, 4.
HONT
96 = "yp 2l fhw, 4 kagd ™ 15 2 th + b

schreiben kann. Die Konvergenzbetrachtungen von Bd. |, S. 268 lehren so-
fort, da? diese Reihen in w gleichmaliig konvergieren, aso analytische Funk-
tionen darstellen, die in der Umgebung eines jeden w von positivem oder
von negativem Imaginarteil reguldres Verhalten zeigen, wahrend sie auf der
reellen Achse nicht erklart sind.

ACEE

zeigt aso sowohl in der oberen wie in der unteren Halbebene den Charakter
einer rationalen Funktion, deren Pole wir bald bestimmen werden. Auch
wird sich ergeben, dald J; (w) Uber die reelle Achse hinaus nicht fortsetzbar
ist, da3 wir es aso in der oberen und der unteren Halbebene mit ver-
schiedenen analytischen Funktionen zu tun haben.

4, DieModulfunktion. Wir fassen nun ale die elliptischen Gebilde in eine
Klasse zusammen, die das gleiche Periodenverhéltnis besitzen und nennen w den
transzendenten M odul dieser Klasse. AlledieModuln, diedurch die Modulgruppe
zusammenhangen, liefern dieselbe Riemannsche Fldche. Wir fassen alle die
Rieraannschen Fléchen in eine Klasse zusammen, die durch lineare auf g
ausgelibte Transformation oder durch Bléttervertauschung auseinander her-
vorgehen. J; ist der algebraische Modul dieser Klasse. Man kann namlich
durch lineare Transformation von g stets die WeierstraRsche Normalform

=4 — g —

herstellen. Wir erkannten vorhin schon, da Flachen dieser Art, welche
durch Drehstreckung auseinander hervorgehen, den gleichen Modul besitzen.
Wenn aber weiter zwei Flachen der Weierstra® sehen Normalform durch
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lineare Abbildung auseinander hervorgehen sollen, so kann man sie stets
auch durch eine Drehstreckung ineinander (berfiihren.)

Also besitzen alle Flachen, welche linear zusammenhéangen, das gleiche J;.
Aber auch umgekehrt, wenn zwei Flachen das gleiche J; haben, so hangen
sie linear zusammen. Ich brauche nur zu zeigen, da3 zwei Flachen der
Weierstra3sehen Normalform, die das gleiche J; besitzen, durch Dreh-
streekung auseinander hervorgehen. Sei némlich

w_m
u? gy’
U o g‘.’ . yﬁ
so fuhrt der Ansatz g2 = 0 g = + o

zum Ziel. Da man aber im Ansatz stets g durch ig ersetzen kann, so darf
man in der zweiten Gleichung stets

- L2
tfa ==
s ot

schreiben. Nach S. 87 entspricht dem ¢, = :

§ 2. Die Modulgruppo und ihr Fumlamentalbcrcich.

Wahrend J; (W) eine eindeutige Funktion ist, ist die Umkehrungsfunktion
w(J;) unendlich vieldeutig. Die verschiedenen einem festen J; zugehorigen
Werte derselben gehen auseinander durch die Operationen der Modulgruppe
hervor. Denn Periodenverhéltnisse, welche nicht durch eine Operation der
Modulgruppe auseinander hervorgehen, kénnen niemals zur gleichen Perioden-

1) Eine solche lineare Transformation ist ndmlich bestimmt, sowie man weif3, in
welcher Weise dabei die vier Verzweigungspunkte der einen Flache den vier Verzwei-
gungspunkten der anderen Flache entsprechen. Man kann sie hdchstens auf eine Weise
so bestimmen, daR die vier Punkte ¢, &, ¢, o in einer gegebenen Reihenfolge in
e, tg, €3, o0 Ubergehen. Sicher aber kann man eine lineare Transformation einer
Fléche in sich selbst so bestimmen, daf dabei e mitog und e mit ¢ [ &,f={1,2,8)]
vertauscht wird. Denn bei dieser Vertauschung der beiden Paare bleibt das Doppel-
verhdltnis bekanntlich ungeéndert. Setzt man also eine solche passende Transforma-
tion der einen Fléche in sich mit der linearen Transformation zusammen, die die eine
Flache in die andere Uberfiihrt, so kann man so eine neue lineare Transformation der
einen Flache in die andere gewinnen, welche Unendlich festl&Bt und die drei anderen
endlichen Verzweigungspunkte der einen Flache in einer gewissen Reihenfolge in die
drei endlichen Verzweigungspunkte der anderen Fléche Uberfiihrt. Da aber diese ganze
lineare Transformation drei Punkte der Summe Null in drei Punkte der Summe Null
Uberfuhrt, so ergibt sich, da3 dieselbe auch Null festlasaen muf3. Sie ist also eine Dreh-
streckung, und somit ist erkannt, da3 man eine gegebene Flache der Weierstraf3schen
Normalform in eine andere gegebene Flache wenn Uberhaupt auf linearem Wege, so
gewi auch durch eine Drehstreckung Uberfihren kann.
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gesamtheit fuhren, und auch nicht zu Periodengesamtheiten, die durch eine
Drehstreckung zusammenhangen. Wenn es uns aso gelingt, den Fundamen-
talbereich der Modulgruppe zu finden, so haben wir einen Bereich, in
welchem J; (W) einen jeden Wert genau einmal annimmt. Unter einem Fun-
damentaibereich einer Gruppe versteht man namlich, wie uns aus Abschnitt |
gelaufig sein kann, eine Punktmenge, die aus jeder Klasse durch die Gruppe
aquivalenter Punkte genau einen enthé@lt. Zwei Punkte heien durch die
Gruppe &quivalent, wenn sie durch eine Operation der Gruppe auseinander
hervorgehen. Von den Punkten der reellen Achse, die ja durch die Gruppe
untereinander vertauscht werden, kann dabel abgeschen werden, da reelle
Periodenverhéltnisse nicht in Betracht kommen. Da durch

.
& = ~— il

die beiden Halbebenen vertauscht werden, so brauchen wir nur die Punkte
der oberen Halbebene heranzuziehen. Da nur Substitutionen mit der Deter-
minante + 1 diese Halbebene in sich berfiihren, so haben wir aso fir
die Punkte der oberen Halbebene den Fundamentalbereich der Modulgruppe
zu suchen.

Die Bestimmung des Fundaraentalbereiches lauft darauf hinaus, unter
allen moglichen primitiven Parallelogrammen einer Periodengesamtheit ein
bestimmtes herauszugreifen. Das mdge nach der folgenden Vorschrift ge
schehen. Ich waéhle zunachst als 2 W, eine der kiirzesten aller Perioden.
Die Perioden h 2w; (h ganz) sind dann durch Punkte einer Geraden dar-
gestellt, auf der weiter keine zu Perioden gehdrige Punkte liegen. Diese
sind vielmehr alle auf parallele Geraden verteilt. Ich suche die der ersten
links von der Richtung von 2w; zun&chst benachbarte parallele Perioden-
gerade. Auf dieser wéhle ich ads 2w, die steilste Periode, d. h. einen
Periodenpunkt, welcher der im Anfangspunkt von 2w, errichteten Senk-
rechten am néchsten liegt. Dieses 2w, ist dann notwendig dem Betrag
IR nach mindestens 2W,; und seine Projektion auf 2w
ist kirzer ds jm,|. Betrachtet man das Verhéltnis

0 = ::, so gehort es notwendig dem in Fig. 12 auf-
gezeichneten Bereiche an.

Wenn umgekehrt das Verhéltnis :: diesem Be-
reich angehort, so ist 2w; eine kirzeste und Za,
/’ \ eine néchst kirzeste Periode auf der linken Nachbar-

geraden. Man erkennt das sofort, wenn man 1 und
a:—:’ as Perioden wahlt. Der gefundene Bereich
Flg. 12, ist ein Fundamentalbereich der Modulgruppe. Denn
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die beschriebene Periodenauswahl kann im allgemeinen nur auf eine Weise
getroffen werden. Nur die Handpunkte des Bereiches machen eine Ausnahme.
Denn die Punkte der vertikalen Rander sind paarweise durch

o, =o 41

aufeinander bezogen, so dald aso stets zwei Randpunkte mit gleichem Ima-
ginarteil zur gleichen Periodengesamtheit fiihren. Das gleiche gilt von den
beiden Halften des kreisférmigen Randes, welche durch die Substitution

1

@y = — =

zusammenhangen. Sie lalRt +i fest und vertauscht je zwei Punkte gleichen
Imaginérteils miteinander. Von diesen Ausnahmen abgesehen, kann aber die
beschriebene Auswahl nur auf eine Weise getroffen werden, d. h. man kann
in jeder Periodengesamtheit nur auf eine Weise ein Periodenverhédltnis aus
wahlen, das dem Inneren oder dem Rande des Modulbereiches angehort.
Wenn es aso gelungen ist, ein Periodenverhdltnis auszuwahlen, das dem
3ereichinneren angehort, so kann man kein zweites finden, das dem Inneren
oder dem Rande angehdrt. Und wenn man ein dem Rande angehériges ge-
funden hat, so gibt es noch ein zweites dem Rande zugehdriges aber kein
dem Inneren zugehdriges.

Im allgemeinen namlich gibt es nur zwei kirzeste Perioden 2w; und
— 2w;. Wahle ich 2w, als erste Periode, so ist die nach links benach-
barte Periodengerade eindeutig bestimmt. Die steilste Periode auf derselben
ist auch im allgemeinen eindeutig bestimmt, wofern nicht ihre Projektion
auf 2w,, gerade die Lé&nge i@,| hat. Das ist aber gerade der Fall der
Punkte auf den vertikalen Randern. Wahle ich aber — 2W; als erste kiir-
zeste, so mul’ ich notwendig — 2w, als zweite wahlen, so dal das Perioden-
verhéltnis das gleiche bleibt.

Wenn aber mehr as diese zwei kirzesten Perioden auftreten, so hat man
stets ein Paar dieser kiirzesten as 2w; und 2W, zu nehmen. Im allgemeinen
gibt es dann nur vier gleichlange Perioden. Denn sie miissen gegenein-

ander Winkel von mindestens : bilden. Wenn aber der Winkel von zwei

benachbarten nicht genau -;— ist, so kann es nur vier gleichlange Perioden

geben, in diesem besonderen Ausnahmefalle gibt es genau sechs.
Betrachten wir erst den Fall von vier kirzesten. Man hat stets 2W,
zur linken von 2W; zu wahlen. Man erkennt sofort, da3 man die Auswahl
auf zwei Weisen treffen kann, namlich entweder so, da3 der Winkel der
beiden spitz ist oder so, da er stumpf ist. Im Falle des spitzen Winkels
erh@lt man ein Perioden Verhdtnis mit positivem, im anderen Fale mit
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negativem Realteil. Aber der Betrag der Realteile ist derselbe und der Be-
trag des Periodenverhdltnisses ist stets Eins. Man erhdlt also zwei aqui-
valente Punkte auf dem kreisformigen Rande des Modulbereiches. Das ales
wird der Anblick der Figuren 13 a und 13b vollig klarlegen. In Fig. 13 a
sind die beiden moglichen Auswahlen von
Periodenpaaren  {2m,, 2e,) und (2a,, 2a,)
aufgezeichnet. Abgesehen von gleichzeitiger

Zaky Dt

s Sey

Flu. 13n, Fig. Lih.

Vorzeichendnderung beider Perioden sind es die einzigen mdglichen Wahlen

zweler Periodenpaare. In Fig. 13 b sind die zugehdrigen Periodenverhétnisse
w' und w eingetragen.

ity Faia

oy iy
m L}

.__\

e \

Fig. 14a, Fig. 14,

Liegt endlich der letzte Ausnahmefall vor, da3 sechs gleichlange Perio-
den auftreten, so sind, abgesehen von gleichzeitigen Drehungen beider Perio-
den die zwei in Fig. 14a verzeichneten Periodenpaare

(2e,,20,), (2m,,2a,)

zuléssig. In Fig. 14b sind die zugehdrigen Periodenverhéltnisse auf-
gezeichnet.

Da somit der Bereich der Fig. 12 nicht zwei Punkte enthalten kann, die
auseinander durch eine Operation der Modulgruppe hervorgehen, so haben
wir das Resultat:
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Der Bereich l@|>1, |Rolg!
ist ein Fundamentalbereich der elliptischen Modulgruppe:
(1 W, = ::’I: (@, b, ¢, d ganz, ad — be=1).

Genauer konnen wir unser Ergebnis so formulieren: In der Punktmenge
w2l ~1<Re<0, loi>l, 0<Rocl

ist zu jedem Punkt der oberen Halbebene genau ein durch die Modulgruppe

aquivalenter enthalten. Ubt man also auf den Bereich die sidmtlichen Ope-

rationen der durch (1) erklarten engeren Modulgruppe aus, so erhdlt man
eine volle schlichte Bedeckung der oberen Halbebene.

§ 3. Abbildung des Fundamcntalbereiehcs durch J\ (w).

Nun wollen wir das Verhalten von J;(w) im Fundamentalbereich naher
betrachten. Soviel steht nach dem Ende des § 1 jedenfalls fest: J(w) nimmt
darin keinen Wert an mehr as einer Stelle an. Aber nimmt es auch
jeden Wert an? Das kommt nur darauf an, ob der algebraische Modul J,
fir zweiblattrige Riemannsche Flachen mit vier Verzweigungspunkten alle
Werte annimmt. Er wird jedenfalls ale annehmen bis auf den Wert
von J; oder die Werte von J;, auf die man stoft, wenn die Gleichung
4 — gy -- gy= O Doppel wurzeln besitzt. Das euklidische Teilerverfahren
liefert aber nach leichter Rechnung as Bedingung fir Doppelwurzeln

Xyt —gi=0
Daher nimmt J(w) im Fundaraentalbereich einen jeden von 27 ver-
schiedenen Wert genau einmal an. Dem Wert 27 strebt daher J; zu,
wenn sich w im Fundamentalbereich dem unendlich fernen Punkt nahert.

Aus dieser Betrachtung folgt, da? J; in jeder Umgebung des unendlich-
fernen Punktes jeden Wert auler 27 unendlich oft annimmt. Um das

einzusehen, hat man nur ale die Bereiche zu betrachten, die man aus dem
Fuudamentalbereich erhdlt, wenn man auf ihn die Operation

S@y=w+1 oder S i(w=0—1

in beliebiger Wiederholung anwendet. Diese haufen sich im unendlichen.
Daraus ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung. Da aber durch die Mo-
dulsubstitution awtb

co -k d
der unendlichferne Punkt in den rationalen reellen Punkt —:— Ubergefihrt
wird, so ergibt sich, da3 J(w) auch in der Umgebung eines jeden beliebigen

(I']l =
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rationalen Punktes einen jeden Wert auler 27 unendlich oft annimmt.
Daraus aber folgt, da® man J(w) nicht Uber die reelle Achse hinaus ana-
lytisch fortsetzen kann.

Ji(w) vermittelt eine schlichte Abbildung des Fundamentalbereiches auf
die geeignet aufgeschnittene J; -Ebene. Der Verlauf dieser Abbildung moge
nun noch etwas néher untersucht werden.

Ich behaupte zunachst, da’ Ji{(0) auf der Geraden R{w)==90 und auf
der Geraden R{w) = § reelle Werte annimmt. Um das zu begriinden, muf
man nur ein spezielles Periodenpaar betrachten, dessen Verhaltnis diesen
Geraden angehort und muR3 die zugehérige g+-Funktion untersuchen. Ich
wahle (1, CD) als solches Periodenpaar. Dann werden

oz} #(3) o('59)

die endlichen Verzweigungspunkte der zugehorigen Riemannschen Fléche.
Ist w rein imaginar, so ist die Periode — w zu w konjugiert imaginar und
daher kommt in der Periodengesamtheit zu jeder Periode £ auch die kon-
jugiert imaginare & vor. Daher nimmt das zugehorige (a1 fUr konjugiert
imagindre Werte von u konjugiert imagindre Werte an. Man hat ja

1 1 ot 1
v@ =+ 2 o) ~wlm ot 2 e
und das ist konjugiert imaginar zu s {w). Daher ist jetzt ¢{1) reell und du
sich {g(w) ist ja eine gerade Funktion)

w(3)=e(57) =0 (3)

ergibt, so ist auch y(';) reell. Ferner ist

AT o )=o) =l 1) = )

Also ist auch y(l+“) reell. AlleNullstellenvon 4p* — gy — ¢, sind aso
reell und daher sind g, gs und damit auch J; reell.

Ist weiter M{w) =14, so ist die Periode — w+1 zu w konjugiert
imaginar. Denn setzt man

@ =} 11y,

so wird 1—m=-1—3y. Daher nimmt wieder (%) konjugiert imaginére
Werte fir konjugiert imagindre Werte von u an. Daher ist wieder @{4)
reell. Weiter aber wird

o2)=r(=2) el = D) =el 1
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Denn es ist ja

o 1
2 i

. 1 o 3 _gn 14e 8
tigr Lomgem, —i5, —y it

Daher ist ein Verzweigungspunkt reell, die beiden anderen konjugiert
imagindr. Daher sind g, und gs; und aso auch Jy(w) fir R(ae) = % reell.

Da nun aber J‘(I'IJ _ ‘) _— J[{m)
gilt, so ist J;(W) auch fir Riw) = —} reell. Da endlich

1) o

gilt, und da durch o, - m:‘_l
die Gerade R {w,} = } in denKreis . = 1 Ubergeht, so ist auch fir ,m|=1
o (o)

reell. Also ist auf dem vollen Rande des Fundamentalbereiches und auf
seiner Mittellinie, ler imaginaren Achse, Ji(w) reell. Wenn wir noch fest-
stellen, welche Werte J; in den Ecken annimmt, so (bersehen wir den
Charakter der Abbildung vollig. In der unendlich fernen Ecke wird, wie
wir schon sahen J,(00) — 27,

Betrachten wir die, Ecke" [
Hierzu gehort ein quadratisches Gitter, das also durch eine Drehung um
: in sich Ubergeht. Durch eine Periodendrehung um : geht aber nach
S.87 {p = i) die Riemannsche Flache
(F) Wi at =gy — Oy
in die Flache pl=dpr—gotg
Uber. Sie muB aber in unserem speziellen Fall mit der ersten identisch sein,
da ja die Periodengesamtheit durch die Drehung in sich Ubergeht. Daher muf3

#y =1
sein. Daher wird 4 = 0.
Betrachten wir weiter die Ecken

oyt Vi

und das Periodenpaar (1, w). Es gibt zu einem Periodennetz AnlaB, das
bei einer Drehung um 7 in sich iibergeht. Dabei geht aber die Flache (F) in

3
iim

et Vg — g,
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Uber. Soll sie mit (F) identisch sein, so mul3 g, =0 sein. Daher wird

Tz + L V)= co.

Daher wird durch Ji(w) der Fundamentalbereich auf die von 27 iber 0
nach negativ unendlich aufgeschnittene J; -Ebene abgebildet.

t]
Héaufig betrachtet man statt ;= ;,—?

1

) ) 274 27
die Funktion J(w) = 'zTg;_ig: &=y
See bildet den Fundamentalbereich auf die I&ngs der positiven reellen Achse
aufgeschnittene J-Ebene ab. Der Ecke wm=eo0 entspr.-=oc Ferner ist

70 =1, 13+ -0

Bei w = i werden die Winkel verdoppelt, bei %4—‘? verdreifacht. Daher

besitzt die Riemannsche Flache, auf die die obere Halbebene durch J(w) ab-
gebildet wird, bei 1 zweifache, bei 0 dreifache Verzweigungspunkte, wahrend
im unendlichen Verzweigungspunkte unendlicher Ordnung liegen. Die Ein-
teilung der oberen Halbebene in Kreisbogendreiecke, wie sie sich aus dem
Fundamentalbereich durch die Operationen der Modulgruppe ergeben, er-
erlaubt es, ein Ubersichtliches Bild des Auf baus dieser Riemannschen Fléche
zu gewinnen.

& 4. Die Funkifon Ji (e).

1. AnalytischeDarstellung. Auch das Doppelverhaltnisder vier Verzweigungs-
punkte bleibt bei linearer Transformation der Riemannschen Flache invariant und
kann also auch statt J(w) als algebraischer Modul verwendet werden. Aber man
kann das Doppelverhaltnis von vier Zahlen bekanntlich auf 24 verschiedene
Weisen bilden, die sechs verschiedene Werte desselben liefern. Wenn der eine
der Verzweigungspunkte im unendlichen liegt, dann sind diese sechs Werte

AmSTh 1 BT

o —ey’ 6—°
A~ . A 1 _4—q 1 _&6—q
; i i —e’ L—4 6—¢g’
| : i-l_n—g A _t—a
B ; 1 6—a' i—1 ¢ —e
e ;,,:' Diesechshierausersichtlichen X- Substitutionen

T bilden eine Gruppe. Jeder der in Fig. 15
Fig. 15, verzeichneten sechs von ausgezogenen Linien
Bieberbach, Funktionentheorie | . 2. Aufl. 7
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berandeten Bereiche kann als Fundamentalbereieh derselben gewdahlt werden.
Ube ich namlich auf den mit A bezeichneten Bereich die sechs Operationen
aus, so entstehen aus ihm die sechs mit dem Ausdruck der Operationen
bezeichneten Bereiche. Wenn sich der Leser das durchiberlegt, so hat er
zugleich die Verifikation der Behauptung, dal3 jeder der Bereiche Fundamental-
bereich ist.

Nun betrachte ich 4 as Funktion von w. Ich sdze zu dem Zweck

g =m s v, Wb gy play my, g}, =gl 4oy e o).
Dann wird M)y =%
P

eine eindeutige analytische Funktion von w, welche in der oberen w-Ilalb-
ebene von rationalem Charakter ist.

Der bekannten Partialbruchdarstellung der -Funktien entnimmt man
namlich, dal fur jede Zahl nt «= 0

1
gl may, mon) — o ou, @y wyl

ist. Daher kann man auch setzen

und so erkennt man ohne weiteres die Richtigkeit der Behauptung Uber
iie). Aber die erste Darstellung der e 18Rt leicht erkennen, wie sich die-
selben bel linearen unimodularen Transformationen der w verhalten. Wir
Uberlegen das fur die Transformationen S, T der S. 85. Setzen wir fir S

TR PR T i m,}, fg = :E"(mj + g oy, @y ),
€, ==l 2@, 4 we; @, w, + @),
so wird € gy g, my) =0,
€, ploy + gy @y, 0) = ¢,
& =iyt iy oy + whd == ey oy, ) = #y.
Fir T wird
e =l @y -y @) = (el O ) g Gy, En) e ey,
gy — ey, ) =@ 6y, W) = e,

&y =play— gy - wy o) = pley — g @y, o) = (o a3 0, @) = %
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2. i(w) als automorphe Funktion. Daraus wieder ersieht man, da den
linearen Transformationen der Modrtigruppe gewisse lineare Transformationen
von ) entsprechen, die natlrlich unter den sechs uns geléufigen A--Transforma-
tionen enthalten sind, denn wie wir eben sahen, erfahren ja die ¢ nur Permu-
tationen. Und zwar treten auch alle sechs Permutationen der e auf, wie man
durch Zusammensetzen von S und T sofort erkennt. Die entsprechenden
A-Transformationen aber sind diese

StAwl— A T =t

HE

T T
RI:- 570 (STPR:v— 7 .

T
SIS0~
Da somit i{w} gegeniber allen Transformationen der elliptischen Modul-
gruppe nur diese sechs Transformationen erleidet, so ist {m) eine auto-
morphe Funktion einer Untergruppe der elliptischen Modulgruppe vom Index
sechs. Diese Gruppe der Funktion i{wm) ist die sogenannte Kongruenzunter-
gruppe zweiter Stufe. Sie ist definiert als Gesamtheit der linearen unimodularen
ganzzahligen Transformationen, welche der ldentitdt modulo zwei kongruent
sind. Ist also
_ gu-f b
(1) W e +d
eine solche Transformation, so ist
a-=d .-t (mod 2),
b=e -0 {mod 2).

Auch dies ersieht man sofort aus unserer Darstellung der e Soll nédmlich
eine Transformation (1) der elliptischen Modulgruppe i(w) ungeéndert lassen,
so muB sie ale drei e ungedndert lassen. Dann und nur dann gehort sie
zu der Gruppe von A{w). Der Transformation (1) aber entspricht die folgende
Anderung der e

&, = plao, + bag aw, + by, cw, + diog = giae, + boy: o, oy,
g ==plen, + dag 8o + bo,, ew, + dug) = v |- dog: wy, wi,
ra=s gt + € 4 (B + diwy; ew, + buy, @, + iy

sple o+ (5 4+ @y my, oy

Und daraus ersient man sofort die Richtigkeit der Behauptung. Denn sollen
diese drei € den e. der Reihe nach gleich sein, so miissen sich die drel an

7%
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erster Stelle stehenden Argumente der Reihe nach von +- ey, -+ wy, 4 {w, + 62}
nur um Perioden unterscheiden. Und das erfordert, da3
a=d=1 (mod 2)
b=e = (mod 2) ist.
3. Konforme Abbildung durch A(w}. Die Funktii{a) i mmtimModul-
bereich der Fig. 12 keinen Wert mehr as einmal an. Denn zwei Riemannsche

Flachen besitzen nur dann dasselbe w, wenn sie durch Drehstreckung auseinander-
hervorgehen, und sie besitzen auch nur in diesem Falle das gleiche 4. Somit

vermitteli{e) eine schlichte konforme Abbildung ////
eines jeden Fundamentalbereiches der elliptischen ,///

Modulgruppe. Ich will namentlich die Abbildung
desin Fig. 16 verzeichneten Fundamental bereiches
etwas ndher betrachten. Er besteht aus der rechts {
von der imagindren Achse gelegenen Halfte des '
Bereiches der Fig. 12 und aus dem durch

1

NG
=
&

&

AN

=T

0, = — { 1

+ o)

entworfenen Bild seiner linken Halfte. Seine Rander sind also durch die
beiden Substitutionen o — — !
1 (1]

und 0= —

in der aus Fig. 16 ersichtlichen Weise einander zugeordnet, so dal3 also
Funkte, die durch diese Substitutionen einander entsprechen, den gleichen
Wert von J(w), aso auch die gleiche Riemannsche Flache liefern. Dabei
koénnen die Yerzweigungspunkte eine Permutation erfahren haben, wie es
sich gleich néher zeigen wird.

Ich betrachte erst w= i.. Hier wird nach S. 96 einer der Verzweigungs-
punkte Null und die beiden anderen stimmen bis aufs Vorzeichen Uberein.
Offenbar aber ist hier

1 @
#(s) == o(3)

Denn zu jeder Periode $ kommt auch i£ as Periode vor. Fassen wir je
zwei Glieder der @-Reihe, deren Perioden £ und i& sind, zusammen, so
kénnen wir schreiben

o) = 3 (i oy + i)

Daher wird P(:)“— - ;.;(;)
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Also gehort zu ; -+ ; der bei 0 gelegene Verzweigungspunkt und es ist:
1 £
o3 +4)=0
Daher haben wir 6 =—28, =0, Ifij=-1.

Wir wissen schon von S. 95, da? fur rein imaginédre w ale g reell werden.
Also entsprechen rein imagindren w auch reelle . Somit wird bei der zu
untersuchenden Abbildung die imagindre w-Achse in ein Stiick der reellen
1-Achse abgebildet, das sich von 4 ==— 1 aus nach beiden Seiten erstreckt.

Denn wir wissen von S. 95 her, da3 der Transformation &, = " odie

(%]

Transformation &, = :— der 4 entspricht und diese hat i==— 1 zum Fix

punkt und tauscht die zu beiden Seiten von 1 == — 1 gelegenen Stiicke
— 1<« 0 und 4 < — 1 gegeneinander aus.

Auf der Geraden ®{w) = 4 ist ein Verzweigungspunkt némlich e, reell,
die beiden anderen sind konjugiert imagindr. Daher wird

Yo L

’1—1i it i
i | ,e,—-e,l

Daher wird die Gerade ®{m) = ; auf ein Stiick der Ger H{A)=14%
gebildet.

Endlich ist auf der noch verbleibenden kreisférmigen Grenze des Be-
reiches |1 —4,=1. Denn diese kreisformige Begrenzung geht durch die
Transformationen (ST)? aus der auf ${w) == . oelegenen Grenze hervor.
Und daher muB ihr Bild durch &, =1:‘- as R, = -; hervorgehen. Alles
in allem ist also der durch i{m) erhaltene Bildbereich begrenzt von einem
Stiick der reellen Achse, das den Punkt A — — 1 enthdlt, von einem Stiick
der Geraden ${4)—} und von einem Stiick des Kreises |1--- 1= 1. Daraus
folgt schon, da der Bildbereich nur entweder der in Fig. 15 mit A be
zeichnete oder der mit i- bezeichnete ssin kann, und somit sind die durch
die seitherigen Angaben noch nicht vollig bestimmten Bilder der Begren-
zungsstiicke des Bereiches der Fig. 10 jetzt genauer bezeichnet. Durchl&uft
man nun noch den Rand des Bereiches der Figur 16 so, da dabel das
Innere zur Rechten bleibt und beginnt dabei auf der imaginéren Achse, so
gelangt man zundchst von da auf die andere geradlinige Begrenzung. Im
Bildbereich mul? man also bel der entsprechenden Durchlaufung der reellen
Achse zundchst an das Stiick der Geraden (i) ~ } herankommen. Und
dies besagt, da3 der Bildbereich der in der Fig. 15 schon mit 4 bezeichnete
sein mul.

b -
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Man kann nun auch sofort angeben, welche Bereiche der w-Ebene in
die finf anderen Bereiche der Fig. 15 abgebildet werden. Spiegelt man
namlich Fig. 16 an der imagindren Achse, so erhdt man einen neuen

Bereich, der durch %{w) auf den in Fig. 15 mit i bezeichneten abge-

bildet wird. Dieses Spiegel verfahren lehrt Uberhaupt, da die in Fig. 15

durch die i-Substitutionen bezeichneten Bereiche auf die in Fig. 17 gleich

bezeichneten abgebildet werden.
Den Randern des in Fig. 17 ‘

so entstehenden grof3en, aus sechs

Einzelbereichen bestehenden Be-

reiches entsprechen die positive

reelle 4-Achse von 0 bis 1 und

die positivereelle 2-Achse von 1

bis a. Man erkennt auch leicht, ‘j{

dal3 jeweils Randpunkte, die in

bezug auf die imaginédre Achse

spiegelbildlich liegen, gleiche

Werte von 4 liefern. Dies folgt

aus dem Spiegelungsprinzip, weil

die imaginére e-Achse ja in die Fia, 17,

negative reelle 2-Achse Ubergeht. Die so einander entsprechenden Punkte

der vertikalen Rénder sind einander auch durch die Modulsubstitution

oy == @+ 2
zugeordnet, wahrend entsprechende Punkte der beiden Kreisbogen durch

w s
@y =, 41 zusammenhangen.

Der so erhaltene Bereich ist der Fundamentalbereich der zu i(w) ge
1 1
1
mengesetzte Hélfte ist ein Kreisbogendreieck, das durch i(e) auf die Halb-
ebene (11> 0 so abgebildet wird, da seine drei bei 0, 1, sc gelegene
Ecken in die drei Punkte % =0, 1,00 der Reihe nach (ibergehen. Daher
ist diese Funktion (@) mit dem S.40 eingefihrten #{w) identisch und
alle damals aus der Abbildungseigenschaft gezogenen Folgerungen gelten.

Die obere w-Halbebene wird durch i{a) auf eine Riemannsche Fléche
abgebildet, die bei 0, 1, = Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung
besitzt, weil sich an die ihnen entsprechenden Ecken des Fundamental-
bereiches unendlich viele aquivalente Bereiche anschliellen, deren jeder ein
Blatt der Flache liefert.

hérigen Gruppe. Seine rechte aus den Dreiecken i, 3’-;- zusam-
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Man erkennt tbrigens leicht in J |w(4)} = J3(4) einerationale Funktion,
diebei den sechs2-'Substitutionen ungeéndert bleibt. Jedenfallsist namlichJy(1}
eine eindeutige analytische Funktion, die durch die sechs Transformationen
nicht geandert wird. Sie kann aber im Fundamentalbereich, den se auf
die schlichte J-Ebene abbildet, keine wesentlich singuldare Stelle besitzen.
Daher ist sie rational. Sie nimmt auRerdem den sechs Bereichen entspre-
chend jeden Wert genau sechsma an. An den Stellen 0,1, s liegen ihre
Pole. Da die beiden Ecken 0, 1 zusammen aber die Umgebung des unend-
lichfernen Punktes der JEbene liefern missen, werden die Winkel ver-
doppelt. Wir haben also an den drei Stellen Doppelpole. Bei .tw-;- -+ %]/3

und 4 = ;— — ;— ¥3 liegen aus demselben Grunde dreifache Nullstellen. Da-
her hat Ju(l) die Gestalt {* — __)! }n
a

1r(1 _— Ii_)l *
wo a eine noch zu bestimmende Konstante ist. Da aber J3{1)=1 sein
mul, o ist n
T =

Leichte Umrechnung liefert dann i

. PR L Y
Sol) =4 Li’(l_i;’"

Dritter Abschnitt.
Beschrénkte Funktionen.

§ 1. Das Schwarzsehe Lemma und seine Verallgemeinerungen.

1. Das Schwarzsehe Lemma. Im Jahre 1869 hat H.A. Schwarz mit dem
hier zu besprechenden Satz den ersten Schritt in ein Gebiet ganz neuartiger
Fragestellung getan. Sein Lemma’) lautet: Die Funktion w = f{2} sai in
|2{ << I regulér, es sei dort |+ < M und es sa F{t}) = L. Dann ist sogar
|fieY, < }1: |#!, und das Gleichheitszeichen steht in dieser Abschatzung fiir einen
inneren Punkt z des Kreises |z[ < R nur dann, wenn f(z) mit einer linearen
Funktion st identisch ist. Hier ist £ irgendeine Zahl vom Betrag Eins.

Heute ist der folgende einfache Beweis allgemein Ublich geworden. Aus
f(0) = 0 folgt, deB auch die Funktion g (s) = & in | £} < I regular ist.

1) H. A. Schwarz hat den Saz 1869 ds Hilfssatz in ener Untersuchung Uber
konforme Abbildung eingefiinrt. (Vgl. Ges Abh. Bd. Il S. 108 1f.)
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Sei nun z ein beliebiger, fir die weitere Betrachtung festzuhaltender Punkt
aus lzi«<c R. Dann sei r aus 0 < r < It irgend eine Zahl, fir die |g| <~

gilt Dann ist offenbar’) igo(s);g-‘:f- L&kt man in dieser Abschétzung
»—» R streben, so folgt |p(e)| & 5~ Das Gleichheitszeichen kann aber

N ! ).}
hier sicher nur dann stehen, wenn ¢ () eine Konstare® /om Betrag -7

R
ist. Denn nach S. 146 des Bandes 1 kann eine in ‘£’ < R reguldre Funk-
tion ihr Maximum im Kreisinneren nur dann annehmen, wenn sie eine Kon-
stante ist. Damit ist aber das Lemma auch schon bewiesen.

Das neuartige an diesem Lemma ist darin zu erblicken, dal es lehrt,
wie man aus einigen wenigen Angaben Uber f(z) schon einen weitgehenden
SchiuR tiber den Verlauf dieser Funktion machen kann.?) Die Fragestellung
kann dahin erweitert werden, da3 man die Zusammenhénge zwischen den
verschiedensten Funktionseigenschaften aufzudecken strebt. Einen Ansatz
dazu geben schon der Cauchysche Koeffizientensatz und seine auf S. 147
des Bandes | besprochene Verallgemeinerung. Hier wird aus der Be-
schrénktheit enes Funktionselementes auf seine Koeffizienten geschlossen.
Hieran wird sich bald die Frage nach den notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fir die Koeffizienten einer beschrénkten Potenzreihe anschlief3en.
Es ist das offenbar eine Frage, die ganz in der Richtung der Weierstraf3-
schen Funktionentheorie liegt, fir die eine analytische Funktion durch
eines ihrer Funktionselemente bestimmt erscheint. In diesem Abschnitt
sollen allgemein die Ruckwirkungen der Beschrénktheit auf die Ubrigen
Funktioneneigenschaften untersucht werden. Wir machen den Anfang mit
einigen Erweiterungen des eben bewiesenen Lemmas.

2. Erweiterung des Schwarzsehen Lemmas. V on der Voraussetzungf{{t)=0
kann man sich leicht freimachen. Ist namlich f{0) = ¢, und |f{e)| £ M,
0 st

|
& w@) = 8.
eine Funktion, welche in 1z| < H wieder dem Betrag nach M nicht Uber-
trifft. Denn die lineare Funktion
M - ¢,
2 W= e

bildet |#} < M so schlicht auf sich ab, AaB s = ¢, in w==10 (bergeht.
1) @4 ist in .&,~r stetig und das Maximum wird am Rande angenommen.

2) Dahin gehoren auch die Betrachtungen Uber schlichte Funktionen auf S. 71 ff.
dieseB  Bandes.



§ 1. Das Schwarzsehe Lemma und seine Verallgemeinerungen 105

Also ist @{0)=49. Daher wird |p{e)! guhq‘; gleich steht nur fur
@(ﬂ]gsgz. Aus (1) aber ergibt sich
_ Mgz,
8 =10 oot
Ist nun aso z irgendeine Zahl mit |#] = ¢, so liegen die zugehdrigen
Werte g{z) in der Kreisscheibe 'w| gfg, Aus dieser geht durch

Mim4c)
3 W="ap 4 ew
eine gewisse Kreisscheibe hervor, die den Punkt ¢, umschlieft und der die
mdoglichen Werte f(z) angehdren. Wieder aso hat man den Satz, dald der
Wertevorrat, aus dem die Funktionswertef(e) einor in [#{< & beschrankten
Funktion zu entnehmen sind, fur f£[ < ¢ auf eine gewisse Kreisscheibe be-
schréankt ist, welche von dem bei z=0 der Funktion vorgeschriebenen Wert
und den Zahlen M, R, ¢ alein (und von sonst nichts anderem) abhangt.
Diese Kreisscheibe wird aus einer umM =0 as Mittelpunkt gelegten Kreis-
scheibe durch eine lineare Abbildung von || < 3 auf sich erhalten, welche
den Punkt m =0 in w = ¢, UberfUhrt. Das ist die lineare Funktion (2).
Die Gleichung der Peripherie jener Kreisscheibe ist
Miw—e' M
M-z T RY
Man kann den Satz auch so aussprechen: FUr [#] = ¢ ist
Mow- ol o
i qu Sk

Statt den in z= 0 vorgeschriebenen Wert zu verwenden, kann man.
auch den in einem anderen Punkte z, vorhandenen benutzen. Sei z. B.

flz) — w,. Dann besitzt offenbar F(z) = f(;,'_"‘_ :"ﬁ R") in =0 den
L4
Rifz — 2y}

Wert wo. Da aber die hier benutzte lineare Funktion j = "p,” "% den
—n
Kreis |z < It in sich Oberflihrt, so ist auch wieder | F{3)) < #. Daher
ist nach dem vorher .bewiesenen
MY FG) — ) M

@) e wrai =gl

Man kann das Ergebnis so aussprechen: Wenn f(2) in \z|-Z R re
gulér ist, wenn |f{z} = M gilt, wenn f(g,) = w, ist, dann ist in dem Kreis

Riig —z) Mw — w,) M
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Mmooy o M L’[z—z]l
M*—w,w = R 2z |
Das Gleichheitszeichen kann dabei nur fiir dlejenlgen linearen Funktionen stehen,
wdche |2 R: so auf |#, < M abbilden, daR d az==#, inw=1y,)eht.
Diese Abbildungen werden namlich durch
Jf(‘ — 2] Mfw — w,)
®) B s, sﬁ‘—ﬁuru
Das Ergebnis kann man geometrisch so aussprechen: In dem nicht-
euklidischen Kreis’) vom Mittelpunkt #, und vom Radius ¢ nimmt f(z2) Werte

an, die dem nichteuklidischen Kreis vom Radius M/Rund vom Mittelpunkt f(zo)
angehdren, Randpunkte des g-Kreises konnen dabei nur bel der linearen Ab-
bildung (5) auf Randpunkte. des anderen Kreises fallen.

3. Das Lindeléfscho Prinzip. Ich gehe jetzt dazu (ber, den wesentlichen
Gehalt der bisher befolgten SchlulRweise herauszuarbeiten. Das wird uns zu
einer weitgehenden Verallgemeinerung der dort gewonnenen Ergebnisse fuhren,
die man oft as Lindeléfsches Prinzip bezeichnet.

In einem Bereiche B der zEbene sei eine Funidion f(z) eindeutig und
analytisch. Se mdge in diesem Bereiche Werte w annehmen, die alle einem
Bereiche G der w-Ebene angehdren. Insbesondere sei f{z) = #,. Zu dem
Bereiche B gehdre weiter eine in ihm reguldre Funktion g{z; 5,), die in ihm
einen eindeutigen absoluten Betrag besitzt, die ferner an der Selle z, eine ein-
fache Nullstelle besitzt und die sonst nirgends verschwindet. Bei Anndherung
an den Rand des Bereiches moge ihr absoluter Betrag gleichmdRig gegen Eins
streben. 1). h. es mige zu jeder positiven Zahl e eine abgeschlossene Punktmenge
von B gehdren, so daB aulerhalb derselben in B Uberall ||| —1 <+ sei.
Ebenso mdge zu G eine in G reguldre Funktion g{e, ) gehdren, welche darin
ginen eindeutigen absoluten Betrag besitzt, welche bel w;, eine einfache®) Null-
stellc besitzt, und deren Betrag bei Anndherung an den Rand von G gleich-
méalig gegen Eins strebt. Dann gilt, wie bewiesen werden soll, die Abschatzung

Es ist also’) auch

{|e, = 1) geliefert.

(6) (@) m ) S ples )
1) Man wende die vorige Aussage auf
Rz — z)

IR'é\_l\llz-"l)'\mlIkllrhscher Kreis vom Radius Q und Mittelpunkt z, hei3t dabei der Kreis
H— “’| < g. Es ist der Kreis, der aus einem mit |z’ = R konzentrischen Kreis
vom RadTusQ hervorgeht, wenn man 'e| «7 H so linear auf sich abbildet, da z ~ u
in z =z, Ubergeht.
3) Auf die Ann'ahme der Einfachheit konnte bei einem Teil der folgenden Er-
orterungen verzichtet werden.



§ |. Das Schwarzsehe Lemma und seine Verallgemeinerungen 107

Der Beweis verlauft ganz analog wie im vorigen Paragraphen. Die
Funktion
o {f(2); 6}

ist in B regulér und besitzt einen eindeutigen absoluten Betrag. An der
Stelle z; verschwindet se. Somit ist auch
nl y (= ;W
CRt
in B reguldar. Die Funktion hat darin einen eindeutigen absoluten Betrag.
Ich schédtze densdben in demjenigen Teilbereich -B, von B &b, in dem
| @ (8} 25} <2 ¥ <2 L ist. Sie nimmt im Inneren dieses Bereiches kein Maxi-
mum ihres «gbsoluten Betrages an. Dieser Schluli bleibt hier bestehen, obwohl
die Funktion nicht eindeutig ist, weil namlich ihr absoluter Betrag ein-
deutig ist.") Daher haben wir in |g| -2 # die Abschatzung
 { F(2); e, 1
et

Nun moge r 1 streben. Dann gilt fur jeden Punkt z aus B die Ab
Schéatzung AT e,

®iziey | =
Also wie behauptet war ;v [flz); wg )i & | @(3; 80!,

Das Gleichheitszeichen kann hier fur eine Stelle s des Bereiches B nur
daun stehen, wenn es Uberall steht, wenn aso

w110 o) = v(z; 20).
wo j&| = 1 jst.

4. Bemerkung. Ein Wort mu3 dieser Erérterung Uber die Existenz der be-
nutzten Punktionen g und & hinzugeflgt werden. lhre Existenz steht fur jeden
einfach zusammenhéngenden Bereich mit mindestens zwei Randpunkten fest.
Man kann dann das Funktionen ¢ und @ die in Kap. | untersuchten
Abbildungsfunktionen nehmen. Fur mehrfach zusammenhangende Bereiche
bedenke man, daB log}g(z; 5,)] eine im Bereich im allgemeinen regulére
Potentialfunktion ist, welche sich bei z= z von einer reguldren nur um
log|#.— g,| unterscheidet, und welche am Rende verschwindet. Man kon-
struiere se an Hand des S. 67 ff. Uber die Randwertaufgaben der Potential
theorie Gesagten, indem man zu log|z - #,[ die Potentialfunktion hinzu-
fligt, die im Bereich regulédr ist und am Rande = — logi# — 2. ist.

1) |F{2) | ist namlich im abgeschiossenen Bereich B: eindeutig und stetig und be-
sSitzt dso auf dieser abgeschiossenen Punktmenge ein Maximum g, Gébe es im Inneren
von B' eine Sdle z= a, wo | F{a)| = p wére, 0 grenze man um diesdbe eine zu B'
gehdrige Kresscheibe ab. In dieser it F(2) eindeutig und reguldr. Das Maximum
von | F(2) | 1age im Bereichinneren, was nicht angeht.



108 Ill.  Beschrénkte Funktionen

5. Der Fall des Kreises. Fir den im vorigen Paragraphen erdrterten Fall,
wo B der Kreis i z| < R ist, ist die Funktion
Riz - 2}
olaiz) ~ m
Dort war G der Kreis |#] < M, und aso hat man
M - ik
wiw, wy) - Miﬂ‘_?:ﬂl;)
zu nehmen. Und man hat wieder die Abschétzung
My —wyhy o Blom ) |
() a0 e, | B R
Sie hat die dort besprochene geometrische Bedeutung.

Analog bedeutet hier unsere Abschétzung, da innerhalb des Bereiches
|gpie; £,)] < die Funktion f(g) Werte annimmt, die dem Bereichej# (w;165) <»
angehdren.

6. Ein Beispiel. Ich begniige mich, ein Beispiel anzufiihren, von dem wir
noch Gebrauch zu machen haben. Der eine Bereich sei 'z < 1, der andere
S () > 0. Darm ist

2 g
Plese) = %,

(105 wo) = :_::,:

DieLinien |g| =4, j#: =4 sind Kreise. Es sind die Kreise, welche man
aus den Kreisen {§| =1 erhalt, wenn man Kreis oder Halbebene durch
= oder durcht =% aut < lildet. Bei der Abbildung der Halb-

ebene geht die Gerade
(9) w— ey, + iv (¢ reell)

in die reelle Achse Uber. Daher entsteht der tiefste und der hdchste
Punkt des Kreises {#|= 4, dessen Mittelpunkt auf der Geraden g liegt,

aus zwei Punkten der reellen Achse, namlich den Punkten ¥ = — i und
t =+ 1. Diesen entsprechen die w-Werte
_ u.'ol-:l;iﬁu and w0 = N'!l_—_-*;‘,_
Deren Imaginarteile sind
1, :;i und o, :—:'-'_:

Nehmen wir nun z, = 0 und eine Funktion f(e), die in |#| <z 1 regulér ist
und fir die f(0) = wy ist, und J(f(z)} >0 fir '2/ <11, SO muB se in
i# <1 Werte aus |# <4 annehmen. Daher liegt in |#| «<C 4 ihr Imagin&r-
teil zwischen den gefundenen Schranken. Also

-— 3 .
"y iSSUO S, g i ja=Za
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Insbesondere ist also wegen 1 <1

PU-D<I D) <2 i o<k

Beispiele zur Verwendung des allgemeinen Satzes wollen wir nicht
héufen, sondern verweisen den Leser auf eine ausfuhrliche Arbeit von Koebe
im sechsten Bande der Mathematischen Zeitschrift, wo man eine reiche
Auswahl von Beispielen findet.

7. Die Jensensche Ungleichung. Wer unseren Darlegungen aufmerksam
gefolgt ist, wird leicht auf die folgende Erweiterung gefuhrt. Wenn die Funk-
tion f(z2) nach wie vor in B reguldr und eindeutig ist und in B nur Werte
aus G annimmt, so kann man zu einer scharferen Abschéatzung gelangen, wenn
man weitere etwa bekannte Eigenschaften der Funktion f(z) benutzt. Es se
z. B. bekannt, da® se an den Stellen &,, #,, ... %, as |li den Wert wy an-
nehme. Dann wird man zu der Abschétzung

I {f#) | =Pl 20 - - @l 2)]
gefihrt, wie man genau auf die gleiche Weise erkennt. Ist also insbeson-
dere |fi£)| << M in dem Kreis j#| < R, so hat man

| BEfiey— 10, Riz —z,) | Hiz — ) |
(8 !hf';'w,'r(:')"is‘ Vgt R’-—ius!'
Ist namentlich 2, = @, so wird dies
: (R} |BG—sy
(9) f(§)|éMI§’_E:‘| .R._in’ ¥

wo wieder das Gleichheitszeichen fur ein |&| < B nur dann steht, wenn f(2)
bis auf einen Zahlenfaktor vom Betrag Eins mit dem Produkt der n+l
linearen Funktionen identisch ist. Setzt man hier z=0, so erhdlt man
die as Jensensche Ungleichung bekannte Abschétzung

(10) 182y = 1f(0]'_1|'f':‘ .

Bezeichnet man mit M(r) des Maximum von |f{s}i in |#| £ ¥ < R und
nimmt an, dal?
BlSlai<-- Slal<rSla s - Sla
ist, so folgt ans unserer Abschatzung
PFEy et
.50z

Multipliziert man links mit den Zahlen |f-'-:—1- N

destens gleich Eins sind, so ist erst recht

! i+l
(ll) | Bg oo By | 2 If(i‘iﬂ__ .

[, die ja ale min-
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Dies gilt also, solange {2} < r <« N ist, fir jede in |#i < £ reguldre Funk-
tion, welche daselbst an den Stellen z,. .. z, verschwindet. Das konnen
einige oder alle Nullstellen der Funktion sein. Das ist fur die Richtigkeit
der Formel einerlei. Sie ist etwas scharfer als die vorher gefundene (10). Ver-
steht man namentlich unter z, . . . z, die dem absoluten Betrag nach klein-
sten Nullstellen der Funktion und zahlt dabei jede nach ihrer Vielfachheit,
so enthdlt die Abschatzung eine Aussage Uber die Verteilung der Null-
stellen bei gegebenem JM{(r}. Sie sind in ihrer Haufigkeit beschrankt. Na-
mentlich kann die kleinste nicht zu nahe bei z=0 liegen, wenn f(0) + O ist.
Denn aus (11) folgt unter der angegebenen Voraussetzung
Is I'+1 2 ]f(mlfn*l

8. Meromorphe Funktionen. Noch auf eine weitere Verallgemeinerung sei
in Kirze hingewiesen: f(z) se im Bereiche B meromorph, d. h. bis auf Pole
regulér. Zu jedem Randpunkt gehore eine Umgebung, in der |f(z)] < M
sei. Die Nullstellen von f(z) mogen bei =, ...»,, die Pole bei p;...p lie-
gen.)) Jede der Stellen ist dabei so oft geschrieben, as es der Vielfachheit
entspricht. Dann lehrt unsere Schluflweise nach wie vor, daf3

fi&)- ﬂw(l PN

.hal.

ﬂw(‘ 1y

k=1

in B reguldr ist, und das Maximum seines Betrages ,am Rande" annimmt
Daher ist dieser Betrag hochstens M und wir haben die Abschatzung

plEing.. (”‘)

(12 OIS romi et

Bei ihr kann in einem Punkte aus B das Gleichheitszeichen wieder nur dann
stehen, wenn f{e) bis auf einen Zahlenfaktor vom Betrage Eins mit der rechts
stehenden Funktion identisch ist. Ist B insbesondere der Kreis |g| < R,

so wird u
' l ’P_'::_i%.‘_
ros F—P

(13) A<M R- ~H|R‘::;g

9. Anwendung der Jensenschen Ungleichung. Unter den zahlreichen An-
wendungen der Jensenschen Ungleichung (10) will ich hier nur zwei hervorheben.
Weitere werden uns spéter noch begegnen. Was ich zuerst erwéhnen will, betrifft

1) Dabei misen alle Pole Verwendung finden. Dagegen bendtigt man nur einen
Teil der Nullstellen.
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den auf S. 170 von Bd. | bewiesenen Vitalischen Doppelreihensatz Man kann sich
fragen, inwieweit die dort gemachte Voraussetzung, da? die benutzten Konver-
genzstellen einen Haufungspunkt im Bereichinneren haben, beim Bewels voll
ausgenutzt wurde. Geht man den damals gegebenen Beweis aufmerksam durch,
so erkennt man, dal3 dieseV oraussetzung erst zu guter L etzt benutzt wurde, as es
sich darum handelte, die Ubereinstimmung zweier Grenzfunktionen zu erschlie-
f3en. Man mufite wissen, da3 eine Funktion, welche in den Konvergenzstellen z;.
verschwindet, im ganzen Bereich identisch verschwinden mu3. Diesen Schluf3
kann man aber unter allgemeineren Annahmen as damals machen. Der H&u-
fungspunkt darfauch am Rande liegen, wofern nur die Punkte z. nicht zu rasch
gegen den Rand konvergieren. Fur den Fall, da? der zu untersuchende Kon-
vergenzbereich der Kreis "#| <1 ist, kann man da von Blaschke (Ber. der
sichs. Ges d. Wiss. 1915) herrtihrende Ergebnis in der folgenden eleganten
Fassung aussprechen. Wenn die fy(2) in ;2 <« 1 beschrénkt sind und in einer
unendlichen Punktmenge z; fur die

1!'-il=

ist, gegen Grenzwerte konvergieren, so konvergiert die Folge gleichmaRig gegen eine
GrenzZfunktion in jedem inneren Teilbereich des Einheitskreines. Zum Beweise
ist nur festzustellen, dal eine in '#| <2 | regulére und beschrankte Funk-
tion f(z), welche in den zi verschwindet, in le| < | durchweg Null sein
muB. Dies folgt sofort aus der Jensenschen Ungleichung (10). Man darf ja
annehmen, daB f(0) + O ist. Denn hétte f(2 in s =0 eine genau k-fache
Nullstelle, so wér auch f;? in  #{<1 reguldr, und l&ge in |#| <1 unter-
halb derselben Schranke, wére aber jetzt in z =0 nicht Null und dann
wiirden wir unsere Uberlegung an diese Funktion anschlieRen. Es sai also
Fiy 4+ 0. Formel (10) lehrt, dal3

]se,.‘sn|;?!f$]|>0, wo fle) <M o |« L.

Also ware auch J [}z gegn die Voraussetzung. Also muR doch
1]

f(0) =0 sein.. Dies zusammen mit der vorigen Bemerkung liefert den ge-
suchten Beweis. Man kann ihn noch durch den Zusatz erganzen, dal3 er
fur £} > 0 nicht mehr richtig ist. Der Beweis beruht darauf, da? man
in diesem Falle stets Funktionen konstruieren kann, welche an allen diesen
Stellen z verschwinden. Durch eine SchluRweise, welche der in Bd. | S. 292
befolgten sehr &hnlich ist, beweist man némlich, dal?

£ -H;f:f
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eine im Einheitskreis j#| < 1 reguldre Funktion mit den Nullstellen &, ist,
fals 0 < d <)z« 1 fir ale k ist, und falls ja,| = 1 ist fur ale k,
und fals ¥z, —w,| konvergiert. Die Durchfihrung séi eine niitzliche

Ubungsaufgabe fir den Leser. Setzt man nun wk=-; , S0 sind die beiden
ersten fir die zc und wg angegebenen Bedingungen “erfUIIt. Ferner aber
konvergiert 3z, —w, , wenn ff z,|>>0 ist, oder was dasselbe ist, wenn
(1 —{2" konvergiert. Denn man hat

1— a7

2
2y <3(l_!gt|1'

lz, —w,| =
10. Abschatzung der Ableitung f'(z). Eine weitere Anwendung ist diese:

LaBkt man in (7) von S. 108 g, — £ streben, so erhalt man
. R M'—|fte)'®
S e

. . RM
Also ist auch 17 (8)) g-R,_--—,W

und diese Schranke wird auf 'g' =+ durch
MBE—n .
(&) ="p " erreicht.
Analoge Abschdtzungen kann man auch fur die hdheren Ableitungen ge-

winnen. Doch sind diese Fragen noch nicht véllig erledigt. Man vgl. die
Arbeit von Szasz in Mathematische Zeitschrift Bd. 8.

§ 2. Der Satz von Julia.

1. Formulierung des Satzes. G. Julia hat 1918 Acta math. Bd. 42 den
folgenden Satz bewiesen:

f(2 sei in,z| <1 regulér und es sei dort |f{a)'<l. f(@ se inz=1
reguldar und dort sd f{1} =1, f'{i)==a. Bann ist a reel und positiv und
es gilt in |#] <1 Uberall

1 — iz |1~z
(1) =" ,grt-l P
. 1— st
Nun ist PR

die Gleichung eines Kreises vom Durchmesser c__e welcher in g==1 den

£’
l#] =1 bertihrt und der dem |#, % 1 angehort. Daher kann man den Inhalt
der Ungleichheit (1) auch so aussprechen. Unter den angegebenen Voraus-

setzungen nimmt f(2) in einer Kreisscheibe k vom Durchmesser d, welche in



§2 Der Satz von Julia 113

z=1 den |#;, =1 bertihrt, Werfe an, welche einer ebensolchen Kreisscheibe x
vom Durchmesser

angehoren.

Wie ich in der ersten Auflage diesss Buches mitteilte, hat Léwner die
Voraussetzungen des Satzes dahin verallgemeinert, dal} statt der Reguléritét
von f(z) bei z= 1 nur verlangt wird: f(2) regulér in ;2 <1, |[f{s)| < 1
in|z|<1, e — 1

lim i

vl
existiert bei beliebiger geradliniger Anngherung, ist endlich und von dem
Annaherungsweg unabhangig. Caratheodory hat inzwischen hinzugefiigt
(Sitzungsber. d. preuR.'Akad. d. Wiss. 1929), da} der Grenzwert (2) stets
existiert und vom Wege unabhangig, aber nicht immer endlich ist. Das be-
deutet eine vertiefte Erkenntnis der hier zur Rede stehenden Sachverhalte.
Um zu ihrer Einsicht vorzudringen, beweisen wir zuerst den Satz von Julia
unter noch geringeren Annahmen:

f(2) sei regular in |2 <1, essa f{e <1 in's| <1, esgebe eine
punkifolge  z, in |e| << 1, fir die

=1, fla)—1,
®) lim inf, '
g+l 1— iz
endlich sei. Dann gilt (1) und gilt also auch die geometrische Fassung, die
wir dem Inhalt von (1) gaben.)

2. Bemerkung. Wir werden der Beweisfihrung die geometrische Fassung
des Satzes zugrunde legen. Zuerst zeigen wir, dal3 die nichtnegative reelle
Zahl a aus (3) stets positiv ist. Nach der S. 106 angegebenen Fassung des
Schwarzsehen Lemmas nimmt w = f(zZ) im Punkte z, einen Wert an, der
einem Kreis um w = f(0) mit dem nichteuklidischen Radius \ z,\ angehort.
Sei §, der Kreis '] <2 's ' und §, der Kreis aus [wi < 1 um f{0). Dann
kann man &, so linear auf ®, abbilden, da dabei '#! <1 in [w; < 1 Uber-
geht und da3 z =0 in w=/(0) und z= |z | in den der Peripherie des Ein-
heitskreises nachstgelegenen Punkt V von #, Ubergeht. Dabei geht dann
die reelle Achse —1 « #< 4+ 1 in den Durchmesser von || == 1 Uber, der
f(0) enthdlt. Denkt man sich £, so gedreht, da3 f(0) in \f(O)\ und P in
einen Punkt y > 0 Ubergeht, so wird aus &, ein Kreis #,. Dieser geht aus
$%, durch eine lineare Abbildungvon | 2| <1 auf ;|1 hervor, diee =—1

1) liminf., gelesen limes inferior, ist der kleinste Haufungspunkt.
Biebcrbach, Funktionentheorie IL 2. Aufl. 8
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iNw « -1, z=11iNw-—+1,2=0inw=|f0)], e=]znhw=y
abbildet. Daher ist das Doppelverhdltnis

('_ln + 1, U; |2‘°|)-=(— 1' +11 llf(”)i’ "
T— &) tA42f10), 11—y
oder T e T 12000 T4y
. = [ |
Also wird LY TR TR

Da nun f(z,) ein Punkt aus &, ist, und da 1 — y der Abstand der Kreise &,
und i‘rf'i=l ist, 0 ist 1—'f{30)|21—’1

Lo filz) o, 1@ 1 — o

I P S P TR R PN

Da dies fur jede Stelle zy gilt, so ist auch fir des e aus (3)

L— i,
]

Also wird

iz
da if{0y; < 1 ist.

3. Beweis. Wir setzen y = 1 —d. Es sek,der nichteuklidische Kreis')
mit |z, as Mittelpunkt-, welcher durch den Punkt y geht. x, sei ein
gleichgroRer Kreis') mit |f(z,1 ads Mittelpunkt. Betrachtet man nun eine
Teilfolge der =,, fir die NE BT
ist, so konvergieren die Kreise k,' und x. gegen k und x.?)

Nun sei k, der Kreis, der aus k', durch Drehung um z — O entsteht und
der z, as nichteuklidischen Mittelpunkt hat und %, sei der Kreis, der aus
%, durch Drehung um z=0 entsteht, und der f(z,) as Mittelpunkt hat.
Wegen &, -»1 undfe,) %~ konvergieren die Drehwinkel gegen Null. Da-
her konvergiert auch %,-- % und x, -+ x. Der Beweis des Juliaschen Satzes
ergibt sich nun, wenn man die S. 106 angegebene allgemeine Fassung des
Schwarzsehen Lemmas auf die Kreise k, anwendet. Die Werte namlich, die
f(?) in k, annimmt, gehdren x, an, wie jenes Lemma aussagt. Da weiter
wegen k,-+£& jeder Punkt von k unendlich vielen k, angehort, so gehort
f{e.) unendlich vielenx, und daher auch » an. Das ist aber gerade die Aus-
sage des Juliaschen Satzes.

U= [l

1) Wegen vorhandener Beziehungen zur nichteuklidischen Geometrie (vgl. auch S.106)
nennen wir , nichteuklidischen Kreis mit |z,| as MittelpunktN einen Kreis, welcher
aus einem mit | 2} == 1 konzentrischen hervorgeht, wenn man ||« 1 so linear auf
sich abbildet, dall z — 0 in,; == !2,| Ubergeht. GleichgroR heiBen zwei nichteuklidische
Kreise, wenn sie aus demselben mit ;z | == 1 konzentrischen Kreis durch lineare Ab-
bildung hervorgehen.

2) Das sind die in der geomet ' en Formulierung des Juliaschen Satzes genann-
ten Kreise.
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4. Der Grenzfall. Es laBt sich nun auch eine Aussage dariiber machen,
wann f{e] in einem Randpunkt von % einen Wert annehmen kann, der dem
Rande von x angehort. Die allgemeinste lineare Transformation, welche die
Kreisscheibe k des Kreises [z| < 1 in die Kreisscheibe x des Kreises|w| <1
Uberfiihrt, hat die Gestalt

T4z—(etifiil —3)

4 W L i =B — o

Dabei ist « die positive Zahl aus (3) und # eine beliebige reelle Zahl.%)

Wenn nun der Punkt z, auf k in wy auf % Ubergeht, so ziehe man zwei
kleinere Kreise &* und %" heran, die gleichfalls in ,@= 1 bzw. w = 1 berihren
und die durch die eben angegebene Abbildung auseinander hervorgehen. In
dem Kreise ¥ um z, as nichteuklidischen Mittelpunkt, welcher k' von auf}en
in einem Punkte P beruhrt, nimmt f(z2 Werte an, die dem Kreise * um
f(z)) als nichteuklidischem Mittel punkt angehdren, und welcher * von auflen
in einem Punkte P' berlihrt. Man sieht dies ein, wenn man |z <z 1, SO
auf jw|< 1 abbildet, da z==1 in w= 1 Ubergeht und da z in f(z)
Ubergeht. Das geht gerade durch eine lineare Abbildung (4) fir passendes 3.
Nach dem Juliaschen Satz muRR aber der Wert, den f(z) in P annimmt, dem
Kreise " angehdren; nach dem Schwarzsehen Lemma von S. 106 mul er y
angehdren. Also nimmt f(z) in einem Randpunkt P von ¢ einen Wert an,
der einem Randpunkt P' von " entspricht. Daher ist f(z) nach dem Schwarz-
sehen Lemma eine lineare Funktion. Da aber durch se =1 in w=1 (ber-
geht, muB sie die Form (4) haben.

Alles in allem haben wir aso jetzt bewiesen:

Ist f(2 in |&| <1 regulér und daselbst |f{z)| <21, ist ferner fir eine
gewisse Zahlenfolge

g+ 1, flzg)—1, lim 11_-_5 T(f-"ﬂ .
und a endlich, so ist & =0 und es ist
L= r@ 1 — =]
®) ST

In dieser Abschéatzung kann fir ein z aus |#| < 1 nur dann das Gleichheits-
zeichen stehen, wenn f(2) mit einer linearen Funktion (4) identisch ist. Dann
steht in (5) das Gleichheitszeichen fir alle z

1) Sezt mawnémlichmu-l---_i_;‘;m-;-. ‘=lls-_ ;. O gehen |z <1
und |wj <1 in S3 >0 und ®iw > ¢ Uber. Diein z=1 bzw. w = 1 berthren-

den Kreise vom Durchmesser d bzw. 2ad " gehen in die Geraden Ry = ‘13 1

a4-d (o0 — Ly
und % (my = (; — ;) iiber. Die algemeinste lineare Abbildung von g =- o auf

a0} > 6, welche diese beiden Geraden ineinander Gberfahrt, ist w — * atiB
woraus fir ji == «ff, die Angabe des Textes folgt. “

8
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5. Beweis, daf3 ||m-TL:'1—a. Die lineare Funktion (4) hat die

el

Eigenschaft, da I
i 1o ="
LS -

ist. DaB dies fur ale Funktionen f(e) bei gewissen einschrénkenden An-
nahmen (ber die Art der Annaherung z-+ 1 gilt, soll jetzt bewiesen werden.
f(2) sei regulédr in ;z; <1 und es sai dort | f{e)} <1

Zunéchst moge z—» 1 radial konvergieren, s aso reelle Werte x besitzen.
Num ist

L— i@, L — ]
(6) A
Nun sei s
@ limint ' 7T endiich.
(1]
F-wl
Nach (6) ist liminf f(z) Zliminf. 1‘_'_'(5:’” = 1.
zrl &l
Setzt man nun
(8) liminf 1 —fi=)]
-1 1—= T
und wére 7y < g,

so wéren die Voraussetzungen des- Juliaschen Satzes mit « = &, fUr eine
Folge reeller Zahlen z, erfullt. Im Punkte# =1 —« nimmt nun f(x) Werte
an aus einem Kreis vom Durchmesser

(L. tmad
¢ T2 b dig, - 1)
der in z = 1 den Einheitskreis beruihrt, also ist
RN OIES
L~ L T
und P é.; 2 il (g, — 1)
Also ist liminf | ’_lz_ﬁﬂ < x,.
FEY —% =

Da &, -7 u, ist, so widerspricht das der Definition (7) von cc, und daher kann
des durch (8) definierte @, nicht < =, sein. Da es aber wegen (6) auch
nicht = «, sein kann, so folgt

1= |fiz)! coiee [T = flE]
9) I|mb|1nf e I|xm'|lnf g =%

Nach (6) ist aber auch
I|msup lfmlSHm sup] f(‘””

¥l
Da nach (9) der Juliasche Satz mit &« = «, Qilt, so ist wieder

|l-«f|’.r}| o 2o,
t—x =3 4 dfe.— 1}
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und also o
(10) limal.lp A !'(z), < [1m aupl l—,-‘(..rj: < a.
x-rl — & -
Aus (9) und (10) aber folgt
R R o b —
fim 5L =
Wir haben also das Ergebnis, da bei radialer Annaherung
lim * _1- B i U
PR - &-rl -

stets gilt. Die Grenzwerte existieren also stets und sind auch stets einander
gleich, einerlel ob sie endlich oder unendlich sind, wofern nur f(2) in .z <1
regulér ist und dort fis) <1 qilt.

Waére namlich lim inf i—ll_—“f?i
z el — &
nicht endlich, so kann auch nicht
liminf ' 7
FES! 11— =

endlich sein. Denn hétte dieser liminf den endlichen Wert u, so wirde der
Juliasche Satz gelten. Dieser wiirde wegen (6) und der mehrfach benutzten
Abschédtzung fir

A =1
lehren, daf3 doch 1151::1(_1___!:?:) <
sein miiite.
Nehmen wir nun an, dai3 die Grenzwerte endlich sind, da3 aso
m D0 IO g PO
2wy 10T z-w1 1 —r
endlich sei. Dann ist 1
@ te T =
Setzt» man 1 — 7 (x) = ee®,
so folgt R N A C Zewd —p

[} —fwi 1 4 Y1 — dpews & Q"
Fir z—+1 gilt p—0; wegen (11) ist aso auch cos#—1, aso auch
¢’ — 1. Nun ist

i

1—fizy e’ 11— f(m] FEl
1 M 1—x L —
Al lim &7 Jin 1o ftml
x>l el 1=

Wir haben so das Ergebnis:
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Ist f(z inigi<<1 reguldr und \f(2)! << 1 und ist

liminf 1 — feay|
x-rl _-_l";-z

bei radialer Annaherimg endlich, so existieren die drei Grenzwerte

limi— /@ L0 und 1im L2

4t L—x =¥*] r+1
bei radialer Anndherung und sind einander gleich. Der gemeinsame Grenz-
wert ist eine positive Zahl.
Gehen wir zu den Voraussetzungen des Juliaschen Satzes zuriick, nehmen
dso an, daB in e <1 eine Za'— (- ,,] SJI’ f{ey—» L existiert, fir die
150, =

endlich sei, so lehrt der Satz von Jul|a dal3 £(z) auch fir reelle z == 1 — d
Werte aus dem Kreise vro{m Durchmesser 4 annimmt. also

1! tL— )} o
’ 1~{"§ 1—x 521-4(1-—«)
ist. Dann ist aber lim 1} -f@l
rw] 11— =
endlich. Also haben wir das Ergebnis:
Ist f(2) in iz <1 regulér und |f{z)| gibtes eine Folge von Zah-
len s, fur die —1, f(z)—1
und liminf 1 —[f(z)"
n-¥m l_lzlll.
endlich ist, so existieren die drei Grenzwerte
lim2 P im i — ey 1 fix)
z=1 rx] P—& z»; 1—%

bei radialer Anndherung und sind einander gleich. Der gemeinsame Grenz-
wert ist eine positive endliche Zahl.
Wir suchen nun das Ergebnis auf allgemeinere as radiale Anndherung
zu verallaemeinern. Zu dem Zwecke betrachten wir ein dem Kreise |#]| = 1
Ar angehdriges Dreieck, dessen eine Ecke bei #=1
liegt. Es sa zur reellen Achse symmetrisch.
Seine Hohe sei h.
Es gibt eine von # unabhéngige Zahl M,
. da3 fur jeden Punkt & dieses Dreiecks
I1—x|

1-—-|ZI<M
ist. Es ist namlich nach dem Sekantensatz
|'—"_I!T.:Zl.§__1
= 1 T1="R,] .
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[L—z _ i1—R|
Also Pz = |1._1»'-'5|1—A|"‘"M‘

Nun sai g,—=»1 irgendeine Punktfolge aus diesem Dreieck. Gibt es ene
Zahl «, s0 da

1-”-‘“) |<“

tu—z
so wird 1]P'_I‘rf"_)' 4'1:‘?“)' SMi St 4 ("‘)I{er

so dal} der Juliasche Satz gilt. Es gibt daher eine positive Zahl «, so dal?
lim 1 — £z

P
w1 b7

fur reelle e gilt. Wir g™ = R(1— g}
Fo= - - .

(12) "

3 0= it g oy e 1
(14) 1—gmr, (=),
(15) L~ (s) = oa(L — B, ).

Im Kreise vom Durchmesser 2#, nimmt nach dem Juliaschen Satze f(2)
Werte aus dem Kreise von Durchmesser 2p, an. Daher ist i@, (#)i << 1 fr
#1< 1. Dennfir!g! <1 gehort nach (14) # zumKreis vom Durchmesser £r,,
und fir f(z2) aus dem Kreise vom Durchmesser &, liegt nach (15) @, (t) im
Einheitskreis. Nun ist
(16) @, —t~ TR - (1 - ).

Fir w —+ 00 und festes t gilt ¢,—1, adso nach ( 1 #,—90n d nach (14)
g— 1. Fir reelle t ist aulerdem nach (14) z reell. Daher ist nach (16) fir
reelle t lim
lim f@ (i — 1] =t — 1.
L)
Also lime, 5 =¢
LB L)
fir reelle t. Nun ziehen wir den Vitalischen Satz heran. Die &, () sind ja
gleichmafiig beschrénkt und konvergieren auf der ganzen reellen Achse. Also
gilt fur jede abgeschlossene Menge aus | ¢| << 1 gleichméBig
lim ‘b, (£) = £.
L 4]
Setzen wir nun
(17) 1—z,=r,{1—10)
Dann gehdren die ¢, der zur reellen Achse vertikalen Seite unseres Dreiecks

an. Diese ist eine abgeschlossene Menge aus [#} << 1. Setzt man aso
¢u Ul) - cn + ‘F'“
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so gilt limr,==0. Nun ist

noew

1-— fiegd [ T,

e e (g )
Nun ist y-»0, 10, R(1—1)=h
Also ist lim 1= f{ey)

i L
L 11—z

Dieser Grenzwert r, ist aso von der Auswahl der Folge unabhéngig, da ja
o, der Grenzwert war, der fir reelle z, heraus kam, wofern nur die Folge
der #,- » 1 so beschaffen ist, dal} r

o (’n)_r

I — £y
beschrénkt bleibt. Gibt es also liberhaupt Folgen im Dreieck, fir die dieser
Quotient gegen = strebt, so mul dies fir jede Folge so sein. Gibt es nam-
lich im Dreieck zwei Punktfolgen z,— 1 und s,—+ 1, so daB fur die ene
der Quotient gegen oo strebt, wahrend er fir die andere beschrénkt bleibt,
so kann man auf den geradlinigen Verbindungslinien der z, und Z, Punktez',

finden, fir die 2 °< {(s’) <3
ist Fur diese Folge existiert also der Grenzwert
lim 1 — fien
L ] 1_:: !

kann aber nicht gleich &, sein. Daher haben wir das Ergebnis, daf? der
Grenzwert

lim L— 1)

H a0 1--2g
fur jede Folge 2, — 1 aus dem Dreieck existiert. Er ist fur alle diese Folgen
derselbe.  Uber () wird dabei nur vorausgesetzt

f(2 regular inlz <1 und f{z)| <L
6. Die Winkelderivierte. Wir fiigen endlich noch hinzu, daf3

limf{g,) =lim 1 fiz)

Lomz, ™ ttg,

A ra H-Rw

falls «, endlich ist.
Da namlich die &, gleichméRig gegen t konvergieren, so gilt auch
lim e (e 1
gleichméfig auf jeder abgeschlossenen Meuge aus ¢ <7 1. Da die {,, wie
schon gesagt, einer solchen ang?ehdren, so ist auch
im@it)=1.

LT
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Nun ist D) = f(2) ;n
Also )=z ;“‘E:,"“_'; y P
Also ist limf'(z) = &,.

A-rm

§ 3. Ein Satz von Lowner.

Wenn f(e) im Einheitskreis analytisch ist und am Rande stetige Rand-
werte vom Betrag Eins besitzt, so ist sie eine rationale Funktion von der
Form .

&) = 0t TiEE e,
in der der Zahler nur im Inneren des !z| <’ 1 verschwindet. Der Beweis
dieser Bemerkung ergibt sieh aus den Betrachtungen von S. 225 ff. des Bd. |
Uber das Schwarzsehe Spiegelungsprinzip. Denn danach ist f(s) auf '&] =1
noch reguldr, f(z kann somit Uber den Einheitskreis fortgesetzt werden
und diese Fortsetzung geschieht nach der Funktionalgleichung

1 1
r(i)= fley

Daraus folgt, da3 f(z in der ganzen Ebene von rationalem Charakter igt,

Einer reguldren Stelle z, im Inneren des Einheitskreises entspricht nédmlich

bei der Fortsetzung eine regulére Stelle : oder ein Pol im AuReren, je

nachdem [{zy} =0 ist oder f(z) =0 ist.Daher ist f(z) ene rationale
Funktion, die im |#| <= 1 keine Pole hat. & e seien ihre Nullstellen.

4 £
Dann sind l: al ihre Pole. Daher muR sie so aussehen
] ‘N
fleh=c¢ fle—w
N7 (P

Dabei ist & = 1, weil jeder Faki-fi(‘:“:-:ho n auf 12]=1 den Betrag
1 hat* Man kann aber liierfur offenbar auch (1) schreiben.

Was aber laft sich aussagen, wenn f(z) nur in einem Teilbogen von
i#| == 1 stetige Randwerte vom Betrage Eins hat? Diese Frage hat L 6wner
beantwortet. Es gilt der folgende Satzz Wenn f(2) in |e] < 1 regulér i,
wenn dort ' f{z) | << 1 ist, wenn f(0) = 0 ist und wenn f(z) auf einem Bogen
der Lénge e von iz| = 1 stetige Randwerte vom Betrag Eins besitzt’), so bildet

1) Darum folgt nach dem Spiegelungsprinzip die Regularitdt von f(z. Vgl. zu
diesem § und domn vorhergehenden auch R. Nevanlinna, Uber beschrénkte analytische
Funktionen in der Festschrift fir E. Lindel 6f (Holsingfora 1930).
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f(z) diesen Bogen auf einen nicht kirzeren ab. Die Lange bleibt nur bei den
Drehungen &z erhalten.

Wahrend z den Bogen &« im positiven Sinne durchlduft, durchwandert
f(? den Bildbogen ebenfals im positiven Sinn. Das gleiche gilt fur
ﬂ:)-, das ja auch in || <1 einen Betrag unter Eins besitzt, und das auch
auf e« den Betrag Eins hat. Nun aber ist arg&:EF arg z = argf(z).
Daher ist der Zuwachs von argf(z) auf « gleich dem Zuwachs & von arg &
+ dem nichtnegativen Zuwachs von arg f—i-:ﬂ- Gleich kann offenbar nur stehen,

wenn fi.‘! eine Konstante ist, die dann naturlich den Betrag Eins hat.

R. Nevanlinna hat nach G. Julia, Principes géometriques d'anayse,
Paris 1930, S. 95, aus diesem Satz von L édwner den folgenden Schlufl? gezogen:

w = f(2) sei in|z]<1 regulér und bilde jz, <1 auf einen Teilbereich von
‘w' <21 ab. Aufeinem Teilbogen der Lange & und den Endpunkten A, B von
z' == 1 nehme f(2) Werte an, die dem Teilbogen " mit den Endpunkten A', B'
von wl =21 angehdren. Sei & ein beliebiger Winkel. Man ziehe unter dem
Winkel 8 gegen & und «" durch A, B und A'B' Kreisbogen, die mit a und «”
zusammen gewisse Kreisbogenzweiecke D und D' abgrenzen. Dann nimmtF(z)
in D Werte an, die D'angehéren. Nur dann geht ein |#| < 1 angehoriger Rand-
punkt von D in einen Randpunkt von D' Uiber, wenn die Abbildung linear ist.

Der Beweis leuchtet zunachst aus dem L 6w ner sehen Satz sofort ein, wenn
f(0) = 0 ist und z= 0 zu D gehort. Denn dann gehodrt wegen «’ >« auch
w =0 zu D', wie man sich leicht Uberlegt. Ist aber z, ein beliebiger Punkt
aus D, so fuhre man Hilfsabbildungen von z und w aus, die z in 0 und f(z)
in 0 Uberfiihren und wende dann den Lownerschen Satz an. Die Behauptungen
betr. den Rand ergeben sich aus einer Kombination des bisher bewiesenen
mit dem gewdhnlichen Schwarzsehen Lemma.

§ 4. Die Formel von Jensen-Nevanlinna.

1. Herlcitung der Formel. In dem 8 1 dieses Abschnittes haben wir Ab-
schatzungen gewonnen, die einen Zusammenhang zwischen dem Maximum
des absoluten Betrages am Rande, dem Funktionswert f(z) im Bereichinneren
und der Lage der Nullstellen und Pole enthielten. Jetzt wollen wir uns die
Frage vorlegen, ob es nicht moglich ist, Uber das, was bei der Abschétzung
beiseite blieb, genaueren Aufschlu zu gewinnen. In der Tat gelingt es sehr
leicht, den verbleibenden Rest zu untersuchen. Dazu gelangen wir durch die
einfache Bemerkung, da3 die mehrfach benutzte Funktion

fizy Holzipy
¥(2) Hezing)
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dann von Nullstellen und Polen frei wird, wenn wir zur Bildung der Pro-
dukte in Z&hler und Nenner ale Nullstellen und Pole von f(2) heranziehen.
Damit dies ohne Weiterungen moglich ist, soll angenommen werden, daf3
es deren im Bereiche B nur endlich viele gibt. Ferner werde angenommen,
dal3 der Bereich von endlich vielen Jordankurven begrenzt sei und da3 am
Rande des Bereiches keine Nullstellen liegen, und da dort f(z2) stetig
séi.) Dann ist log|g(z)| €ne im Innern des Bereiches reguldre, im ab-
geschlossenen Bereiche stetige Potentialfunktion P (ff; z; log|g(z}).%)i Be-
achtet man noch, da3 am Rande |f{#}| = |g({z)!, so gewinnen wir die Formel
von Jensen in der folgenden allgemeinen zuerst von R. u. F. Nevanlinna
angegebenen Form

P(B; z;1og|f(2)]) = log|f(e}} + 2 log |pias p) | — 2Nog @ {a; n) |-

Die Summen sind dabei Uber alle Nullstellen und Pole von f(z) aus B
zu erstrecken. In dem Falle, wo der Bereich B der Kreis |zj < X ist,wird
die Formel (# = ré*; £ = lte'?)

1 Rt |smde
2 :j,.Jl%' [f(HBe'?)] g - 'g|{z|ﬂ'c;,L'[@4'_'¢,J+|'zp = log 1(#)]

EF s By

l°g’v- p)ﬂl+‘-‘l°“| R(x """"

)

Sie kann natirlich, wie der vorgefilhrte Gedankengang lehrt, auch sofort
aus dem Poissonschen Integral bzw. aus einem &lteren Jensenschen Spezial-
fall hergeleitet werden, ein Umistand, der die Nevanlinna's selbst veranlafit
hat, ihre Formel as Poisson-Jensensche Formel zu bezeichnen. An-
wendungen derselben finden sich Gbrigens schon vor Nevanlinna in der
Literatur, z. B. bei Carleman und bei Ostrowski. Aber erst F. und
R. Nevanlinna haben diese Gedankengdnge systematisch ausgebaut.

2. Verallgemeinerung der Formel. Zum Schlul diesss Paragraphen sel
noch eine von den Nevanlinnas herriihrende Verallgemeinerung der Formel (2)
angegeben. Man umgebe die Nullstellen und Pole von f(z) mit Kreisen K(py)
und Kim,) vom Radius ¢ derart, daB jeder Kreis eine solche Stelle enthalt
und die Kreise einander und den Rand von B nicht treffen. Der nach Aus-
schluB dieser Kreise verbleibende Bereich heile B,. i{{) s& eine beliebige
nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen im Inneren
und am Rand von B stetige Funktion. In derfir den By angesetzten Green-

1) Die S. 56ff. gegebenen Betrachtungen aus der Potentialtheorie erlauben natirlich
gewisse Verallgemeinerungen der nun folgenden Betrachtungen und Ergebnisse.
2) Man vgl. wegen der Bezeichnung S. 65.
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scheu Formel (vgl. z. B. meine Theorie der Differentialgleichungen, 3. Aufl.,
Berlin 1930, S. 367).

'I‘I(u‘-.n- - v.—ln):l‘xdy='l (L;: - u;: ds
trage man= log f', #=2 ein und mache dann den Grenziibergang g —» 1.
So erhdlt man die Formel:

3) lzl(m) - thh} - 21" J'J'log ¢ aidedy
I + '-'In ] (.-l":ﬂ"f?;:-, LG I'.")ds.

.(:'ll
Hieraus entsteht als Spezialfall die Formel (1), wenn man 2 gleich der Green-
schen Funktion log! (=, & wahlt.

§ 5. Anwendungen der Jensen-Nevanlinnaschen Formel.

1. Ein Satz von Ostrowski und Nevanlinna, Aus der Formel (1) des
vorigen Paragraphen kann man die in dem § 1 enthaltenen Abschatzun-
gen wieder rinden. Dort war vorausgesetzt, dal am Rande) f(#}' << M sai.
Beachtet man, da® dann die Potentialfunktion P(B- z log'f¢z ) auch im
Bereichinnern <logM ist, so hat man sofort jene Abschdtzungen wieder-
gefunden.

Der Vorteil der neuen Formel ist nun aber der, da® man etwaige ge-
nauere Kenntnisse iber die Randwerte von f(z) ausnutzen kann. Wenn z. B.
der Band in mehrere Teilbogen Ry, R, R, zerféllt, derart, dafd |f{g}| = M
auf Ry gilt, wobei die My passende positive Zahlen sind, so findet man, daf3
jetzt

@ log | "t P < Slog M, - By (B; 55 )

wird. Dabei ist Py(B;s, 1) die beschrénkte Potentialfunktion, welche auf Ry
den Wert Eins hat, auf den Ubrigen Bogen R. aber verschwindet. Ferner
ist 2P, (B; z 1) = 1, weil dies éine beschrénkte Potentialfunktion ist, welche
Uberall an Rande den Wert Eins hat.

Beachtet man noch, dal? diese Potentialfunktionen in jedem abgeschlossenen
Teilbereich (r, der ganz im Innern des Bereiches liegt, stetig sind, so findet
man noch den folgenden von Ostrowski und den Nevanlinnas her-
rihrenden Satz: Es gibt n positive Konstanten 4,, so daB fur jede in einem
von endlich vielen Jordankurven begrenzten Bereiche B reguldre Funktion,
welche am Bande stetig ist und bei Zerlegung des Bandes in n Bogen R

1) Wir halten an den im vorigen Paragraphen uber den Rand und uUber f(z) ge-
machten Voraussetzungen fest.
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auf R der Abschatzung |f{(#)| = M, genlgt, innerhalb des inneren Tell-
bereiches G

@ i< JTme (Su-1) g

Diese Konstanten 4, héngen dabel nur von dem gegebenen Bereiche B und
von G und von den R, aber nicht von der betrachteten Funktion f(z) ab.
Zum Beweise nehme man an, die My seien der GrolRe nach geordnet:

M < M,<.- <M, Dannist nach (1) wegen NP, = 1
kmL

e S (2 (2 (e

Nun sei 4; (k=1,2...4—1) das Minimum von P(B;z 1) in G, dso
n— 1 positive Zahlen 0 < 2, << 1. Dann ist

S (Y ()

und daraus folgt (1), wenn man noch 4, =1 — 4, — &y --- — 4__, Setzt.

Man kann die Voraussetzungen dahin einschrénken, da3 nur zu jedem
Randpunkt eine Umgebung gehort, in der | f{e}| < M, ist. Dann zerfallt
der Rand in endlich viele — sagen wir n — Bogen mit Umgebungen, in
denen f{e)| = M, ist. Dann konstruiere man eine Folge von Né&herungs-
bereichen By mit Randkurven P, die gegen B konvergieren. Die Rénder
zerfallen in je n Bogen, wo jeweils |f{s) < M, ist. Bei den Naherungs-
bereichen sind nun die bisherigen Voraussetzungen erfillt, und man be
kommt damit (2) zunéchst fir diese. Beachtet man nun den auf S. 69
bewiesenen Satz, wonach die zu den By konstruierten Potentialfunktionen
gegen die zu B gehdrigen konvergieren, so erhdlt man daraus die Gultig-
keit von (1) und damit von (2) auch fur B.

Eine Anwendung liefert z. B. der Fall, wo f(z) im ganzen Bereich B
nicht Uber einer Schranke M liegt und wo in einem Teilbereich G;, der nicht
ganz in G enthalten ist, |f{£)] £ M, gilt. Man braucht die Uberlegung dann
nur auf einen Bereich anzuwenden, der aus dem gegebenen durch Aus-
schneiden einer Kreisscheibe aus G; entsteht. Diese soll von G eine von
Null verschiedene Entfernung besitzen. Dann wird

®) @) SMMy, A>0,4>0244=1)
in G, und die i, 4, héngen nur von B, G, G; ab, ein Umstand, der den
charakteristischen Inhalt des Satzes ausmacht.

1) Das Produkt II|ei; py); féllt hier weg, weil f(2) regulér ist; des Produkt
1)@ (x;m,) kann weggdasen werden, weil es die Eins nicht Ubertrifft.
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2. Der Hadamardsehe Dreikreisesatz. In der Jensen -Nevanlinnaschen
Formel ist der Hadamardsehe Dreikreisesatz enthalten. Dieser lautet: f(2) sei
in dem Kreisriny v, < iz, <, reguldr und eindeutig. An den Randern gelte
ferner |fie)' = M, fir i =1» und If(z)M£ fir |#| =1,. Ferner sei
inax i f{e}} = M(r}. Dan Wg”  log]

3

Mr) < My,

Der Beweis beruht auf den eben abgeschlossenen Darlegungen. Wir
haben die beiden Kreise as beide Randkurven zu verwenden und bendtigen
dann diejenige Potentialfunktion, welche im Ringe regulér ist und welche
auf 'z =, verschwindet und auf |z -den Wert Eins besitzt, sowie
digjenige Potentialfunktion, bei welcher die beiden Kreise ihre Rollen ver-
tauschen. Diese beiden Potentialfunktionen sind

* r
leg . log Py
= und o
r 1 b Y
tog m Loy .

Somit gewinnen wir aus (3) die Abschétzung

lgr lcgr

(4) log M(r) < log M, - * + log M, ."-

Die geometrische Bedeutung derselben Wl‘hd klar, Werlm filan in einem recht-
winkligen Koordinatensystem x =logr und y = log M(r) auftragt. Dann
bedeutet die Abschdtzung (6), da? zwischen x — log#, und x =logs, die
Kurve y = log [{r) unter der geraden Linie verlauft, welche die Punkte
(log#;, log M1) und (logrz, log My) verbindet. Da ein gleicher Schluf fur
jedes Paar von r-Werten zwischen #, und r, gilt, so kann man sagen, die
Kurve y = log M(€") sei eine konvexe Kurve.

3. Ein zweiter Beweis des Dreikreisesatzes. Man kann diesen Dreikreise-
satz noch auf anderem sehr raschen und direkten Wege gewinnen. Die Funk-
tion z«f(z} hat némlich im Kreisring fur jedes reelle & einen eindeutigen ab-
soluten Betrag. Sie nimmt daher das Maximum desseben am Rande an.
Daher liegt r= M {r) unter der groReren der beiden Zahlen
M 7 M, und g M,

log ..*

Flr e« = - }f! werden beide gleich. Tragt man dies a ein, so findet man
log °*

T2

erneut den Dreikreisesatz.
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4. Bemerkungen (Uber M(r), Ich benutze die Gelegenheit zu einigen
kurzen zusitzichen Bemerkungen tber die Funktion M(r) = mar \f(z\. Sie

ist erklért als des Maximum des absoluten Betrages von f(2) auf |g;=r. Ich
beschranke mich bei diesen Bemerkungen auf einein einem Kreise |#, < I regu-
|&re Funktion, mitf(0)) = 0. In unseren bisherigen Betrachtungen ist dann ins-
besondere enthalten, dal3 M(r) ene monoton wachsende Funktion ist. Das
leuchtet ja auch sofort an Hand der Definition derselben ein. Man kann auf3er-
dem leicht feststellen, da’ sie eine stetige Funktion ist. Weiter kann man be-
weisen, da? se stickweise analytisch ist und da sich die Stellen, wo sie
nicht analytisch ist, im Regularitétsgebiet von f(z) nicht haufen kénnen. Man
ist aber heute noch weit davon entfernt, die charakteristischen Eigenschaften
der Funktion M (#} zu kennen. Das heifit aso, man kennt noch nicht die
notwendigen und hinreichenden Eigenschaften, die eine Funktion besitzen
mui3, wenn sie .M {r} einer analytischen Funktion sein soll. Man wei3 auch
nicht, ob bis auf triviale Mdglichkeiten zu jedem M (¥} nur eine analytische
Funktion gehort. Diese trivialen Mdglichkeiten aber sind diese: zu den
Funktionen f(2), ef{n2), £f {9#) gehort das gleiche M (r), wenn &, o Zahlen
vom Betrage Eins sind und wenn zugleich f(0) = 0 ist. (Man vgl. hierzu
Blumenthal im Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. Bd. 16 (1907).

5. Sétze von Lindel6f. Es mdge sich um eine in einem einfachzusammen-
héngenden Bereiche reguldre Funktion handeln. Als solchen Bereich wéhle ich
die Halbebene Jz > 0. Die reelle Achse wird durch einen Funkt a in zwei
Hélften Ry und R, geteilt. Zu jedem (end-
lichen) Funkt von R; gehdre eine Umgebung,
in der |f(#)| = €, ist. Ebenso gehdre zu je-
dem Funkte von R, einschlielllich £ = o eine
Umgebung, inder ! #{2)| & €} ist. AuBerdem
dem sei £ < ¢,. Dann ist, wie bewiesen werden soll, in dem aus der Fig. 19
ersichtlichen schraffierten Winkclraum 0 < ix < arg{z — a} £ = Uberall

|Fat s Uf- %
Nach unseren Voraussetzungen ist wegen (1)
|f(s)| é le-,u. 1, (/"kP,h.lJ_

Dabei ist py (z 1) die Potentialfunktiou, welche auf R; Eins ist und auf
R, verschwindet. Ebenso P,(z, 1) digjenige Potentialfunktion, welche auf
R: verschwindet und auf R, Eins ist. Diese Potentialfunktionen aber kann
man ohne weiteres explizite angeben. Sie sind, wie der Leser sofort veri-

fizieren wird, !
Pi=—_3log(e~a) und Fi=1-P,
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also die Winkel, unter denen R; und R, von z aus erscheinen. Dann kann
ich die gefundene Abschétzung so schreiben:

S el

Nun beriicksichtige ich noch die Annahme (7, < ¢,. Dann bedenke man,
daB in dem Winkelrauni der Fig. 19 £, = i ist. Daher gilt fur alle # dieses

Winkelraurues ol
ey 4.} G-
Und dafir kann man wieder

@IS (@) o

schreiben, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Eine Anwendung dieser Abschétzung ist durch den folgenden von
Lindel 6f entdeckten Satz gegeben: Wenn f(z) in 3z > O reguldr ist, wenn
in dieser Halbebene [f{e)1 < 1 ist, nenn weiter bel Anndherung durch die
negative reelle Achse, auf der in endlichen Punkten f(Z noch reguldr oder
stetig sein mdge,

(5) 1i‘l‘l':.°f(£] ={
gilt, dann ist bel Anndherung durch den Winkelraum O < « < args < = der
Fig. 20, wie auch das positive « gewadhlt sein mag, (5) gleiehmaRig richtig.

Zum Beweise wahle man den Punkt a
der Fig. 20 soweit links, da3 links davon
‘f{z2) & e bleibt, wobei ¢ eine beliebige
positive Zahl sei. Ferner wadhle man den
Winkel A= der Fig. 19 kleiner as a% in
Fig. 20. Im Winkelraum der Fig. 19 ist
dann®) |f{z) <. Da dieser Winkelraum
aber alle genugend nahe bei Unendlich gelegenen Punkte des Winkelraumes
der Fig. 20 enthdlt, so gilt auch fir diese Punkte unsere Abschétzung.
Da man ¢ beliebig klein wahlen kann und da « von & nicht abhéngt, son-
dern nur der Bedingung « =4 geniigen muB, i zwischen O und 1 aber
beliebig gewahlt werden kann, so ist damit unsere Behauptung bewiesen.

Da man £. B. jeden Winkebaum elementar auf eine Halbebene abbilden
kann, so ergibt sich z. B. die folgende Verallgemeinerung des Satzes von
Lindel6f: Wenn f(z) in einem Winkelraum beschrankt ist und bei Anndhe-
rung an seine Ecke (z B. langs einer Geraden) einem endlichen Grenzwert
zustrebt, so strebt f(z) gleichmalig gegen diesen Grenzwert in jedem inneren
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Teilwinkelraum (s.g. Dreiecksstetigkeit). Konforme Abbildung fihrt so ersicht-
lich noch zu mancher &hnlichen Folgerung.

Die Séze Uber Rénderzuordnung bei konformer Abbildung geben die
Mdglichkeit mannigfacher Folgerungen. Ich erwéhne nur eine solche, ndmlich
den folgenden Satz von Lindelof: Eine Funktion sei in einem von einer Jordan-
kurve begrenzten Bereich reguldr und beschrénkt. In der Umgebung des Band-
punktes Psei sie stetig, und ihre Bandwerte mdgen bei AnndJierung an P Grenz-
werten zustreben. Dann sind diese beiden Grenzwerte gleich und die Funktion
in jeder genugend kieinen, dem Bereich oder seinem Hand angehdrigen Um-
gebung von P beliebig wenig von diesem Grenzwert verschieden, so daf? man
sagen kann, sie strebe im Bereich gleichmédRig diesem Grenzwert zu. Einen
Spezialfall dieses Satzes lernten wir schon auf S. 21 kennen.

6. Nevanlinnas Fassung eines Satzes von Phragmén - Lindeldf. Nun
komme ich zu der letzen Anwendung der Jensen- Nevanlimiaschen For-
mel, die ich in diesem Paragraphen besprechen will. Es soll sich dabel
darum handeln, ein Kriterium dafir zu finden, da3 eine am Rande im all-
gemeinen beschrénkte Funktion im Bereichinnern beschrénkt ist. ,Im all-
gemeinen” heif}t: Zu jedem Randpunkt mit einigen Ausnahmen gehort eine
Umgebung, in der f(z) unter ein und derselben Schranke liegt. Bei den
Ausnahmepunkten des Randes ist Beschrénktheit nicht bekannt. Vielmehr
werden da gewisse geringere Voraussetzungen gemacht, aus denen aber doch
die Beschrénktheit erschlossen werden kann.

Ich werde insbesondere den folgenden von Phragmén Lindeldf und
I1. und F. Nevanlinna herrithrenden Satz beweisen:

Zu jedem endlichen Randpunkt von $i# =0 und zu jedem positiven & gehdre
eine Umgebung, in der jfig)| =1+ & ist. Dann ist entweder in der ganzen
Halbebene | f(2); < 1 oder es gibt eine positive Konstante %, so daf fir alle-
hinreichend grolen o
1
fl:g | f{re ) cos gedp = yr

ist. Dabei ist die Funktion Ic;g|f(re‘4’)| so erklart: Sieist gleich log |f(reé)|
Uberall da, wo log|f{re'sy| =0 ist; se ist gleich Null Gberall da, wo
log|f{re'*); = 0 ist.

7. Folgerungen. 1. Bevor ich zum Beweise Ubergehe, will ich durch ein
Beispiel die Bedeutung des Satzes beleuchten. In dem zweiten Falle unseres
Satzes ist in ®s = fir ale genigend groRen »

Bl

alw-

(6) MR >e

Bieberbach, Funktionentheoric LI. 2. Aun. 9
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. .
+ "¢
Denn es ist ﬁog1f(rc‘?)id¢ >jlog]f(re“)|cosspdnp
= 4
*4
* o+
und log M (+) > %‘j log | F{re'®) |dep.

Das heifdt, fur alle groRBen r ist

1,

IogM(r)>q-%-r, d.h. M(r) > e .

Daraus zieht man folgenden Schluf3: Gehort zu jedem endlichen Randpunkt
von |z >0 und zu jedem &3>0 eine Umgebung, in der |f(2)| <1+«
ist, und gibt es zu jedem positiven s ein beliebig groRRes r(¢), so dai in der
Halbebene Rz > 0 auf dem Halbkreis vom Radius *(8) M ( < e*"™* t | so
ist in der ganzen Halbebene |f(z)| < 1. Statt der Voraussetzung ,Be-
schrénktheit in der Umgebung von " genugt also diese viel geringere, um
auf die Beschranktheit von §{#} schlieBen zu kénnen.?)

1) Noch sei bemerkt, da® man eine weniger weitgehende Fassung dieser Folgerung
auf wesentlich kirzerem Wege beweisen kann. Diese Fassung ist folgende. Wieder sei
in den endlichen Randpunkten |f(gi| <1 4 & Ferner gebe es zu jedem positiven ¢ ein
r{el, so daB fur alle r=ris} stets

Ife ) <e'r
ist. Dann ist in der Halbebene Uberall if{#}'<1. Zum Beweise betrachtet mau die
Funktion {5

- 0.
() xr L

Da in den endlichen Randpunkten der Halbebene ®#>>@ der absolute Betrag von e”*
Eins ist, so gibt es nach wie vor zu jedem endlichen Randpunkt und zu jedem positiven
& eine Umgebung in der |g@) <14 x iat. Flir r< ¢ und r>>r{» und reelle e ist
(] < e <1,
Durch die reelle Achse wird ®R#>»© in zwei Quadranten zerlegt. Betrachten wir z. B.
den oberen Quadranten, in dem &> 0 ist. Zu jedem Punkt der imaginéren Achse und
zu jedem ¢ > @ gehort dann eine Umgebung, in der |gis}| <71 4 £ ist. Langs der reellen
Achse konvergiert g{s} gegen Null, wenn z nach Unendlich strebt. Daher gibt es eine
positive Zahl C, die vielleicht auch groRer as Eins ist, derart, dal zu jedem Rand-
punkt des Quadranten eine Umgebung gehdrt, in der | <7 Q@4 a (#>>0) ist. ES ist
C=1, wenn die obere Grenze von g{z); langs der reellen Achse nicht groRer als Eins
ist. Ist sie aber groRRer as Eins, so besitzt |g{z)| in einem Punkte derselben ein Maximum,
und fur C kann dies Maximum gewahlt werden. Flr genigend grofle z ist auflerdem
im Quadranten lfP(l)'<¢('“”'|'
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2. Durch dieAbbildung § == £ geht die Halbebene in einen Winkelraum
der Offnung sx Uber. Aus unserem Satze gewinnt man durch diese Ab-
bildung einen entsprechenden fur diesen Winkelraum. Er lautet:

Wenn zu jedem endlichen Randpunkte eines Winkelraumes der Offnung
6% und zu jedem positiven & eine Umgebung gehort, in der |f{e}| =1+ ¢

o di} z B. c“l'li.cp(s)
im Quadranten gleichméaRig nach Null strebt, fir =-+ng. Fir die Funktion

LR LAY N A
‘—(l’;s) » a‘l(’ £

¥ 0 = Pl =gl " . semre'?, 059< T, #30

ist dann im Quadranten 1

) I, < lotle ™",

und zu jedem Randpunkt gehort eine Umgebung, in der
[, & <O+ s

Zum unendlich fernen Punkt gehort nach (1) auRerdem eine Umgebung, in der
|¢#(s)|<c+ #. Daher ist im ganzen Quadranten
@I e
und da &= 0 beliebig gewahlt werden kann, ist im ganzen Quadranten
L0
Daraus folgt fur den ganzen Quadranten ,
{o(2); < Cer VI
Da dies fir jedes p >0 gilt, so ist im ganzen Quandranten
lpiz)| <C.

Im anderen Quadranten der Halbebene s >» 0 schliellt man ganz ahnlich, und daher
ist in der ganzen Halbebene I

Daraus folgt aber weiter, da (7=1 sein muR. Denn sonst wére gf#] eine Konstante,
da sein absoluter Betrag in einem inneren Punkte der Halbebene seiner oberen Grenze
C gleich wére. Diese Konstante héatte einen Betrag groRer als Eins, und das wider-
spricht der Tatsache, dal3 zu jedem Randpunkt der Halbebene eine Umgebung gehort,
in der |gp{e)| <1+ & ist, wie auch >0 gewdhlt sein mag. Daher ist in der ganzen
Halbebene SR < e,

Da wieaer o> 0 beliebig gewahlt werden kann, so ist in der ganzen Halbebene
[fl5, & 1.

Dieser Satz von Phragme'n-Lindel 8f hat den AnstoR zu den ganzen Untersuchungen

gegeben, die durch den Nevanlinnaschen Beweis der Phragme"n-Lindel6fschen

Vermutung (6) zu einem gewissen Abschluf kam. Man kann den eben bewiesenen

8atz auch auf Winkelraume uUbertragen. Vgl. auch S. 23.
9*
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ist, so ist entweder im ganzen Winkelraum |f(s), < 1, oder es gibt eine
positive Zahl n, so da? fir alle hinreichend groRen r in dem Winkelraum
1
M) > ev" ist.
Daraus ziehen wir die Folgerung: Wenn am Bande eines Winkelraumes
der Offnung & im Endlichen f(z)' £ 1 4 ¢ ist und wenn zu jedem positiven
£ ein beliebig groes rig) gehdrt, so dal im Winkelraum

T <, 2] = r(e)
ist, so ist im gunzen Winkelraum #(z}| < 1.

8. Beweis des Satzes von Phragmén-Lindel6f. Wir wenden die Jensen-
Nevanlinnasche Formel zundchst auf das aus Fig. 21 ersichtliche Kreis-
segment K vom Radius ¢ um z= 0 as Mittelpunkt an. Die Formel (1)
S. 124 liefert wieder die Abschétzung

+
) log  fie)| < P(K; 7 log | fie) ) £ P(K; 7; log |f{9) ).
Wir zerlegen den Rand in einen geradlinigen Teil g und einen krummen
k und setzen dementsprechend am Rande rx\
+
log 1£(z)| = v, + 7y, |
+ : i
wo r —tog |f12)! atg || \
=0 auf & 0 J |
und rg=0 suf g : ox }
+ i
= log | £{2}]| auf & ! /
Dann wird ' { /
log |7 (e}| £ P{K;8;m) + PK; £57). L/ -
Fig.21.

Ich betrachte zuerst P{K; 25 ).
Legen wir die geradlinige Begrenzung bei festem ¢ hinreichend nahe

an die imagindre Achse, so ist darauf Oéll;g[f(sﬂ,ge, wie auch & >0
vorgegeben sein mag. So erkennt man, da3 die angegebene Abschéatzung auch
richtig bleiben muB3, wenn man P{XK; #;r,) durch Null ersetzt. So kommen
wir zu der folgenden Abschétzung

log | £(£) | < P{K;2;7).
Wir konstruieren nun dies P mit Hilfe der S. 58 gegebenen Greeuschen

Formel. Nach S. 35 ist
| 14t
'p(t;z}ie'—-;:'!t-f-'_f
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igjenige Funktion, welche den Halbkreis schlicht auf den Einheitskreis ab-
ildet und dabei § =z in den Nullpunkt Uberfihrt. Also ist

t—z 9"t iz
—log v o e

ie gewinschte Greensche Funktion. Die Berechnung von ;: liefert fir

t=p¢" und g=re?
i R _Are - tuosdeosg
P (eF T =Rgr con i — gt 4 vt 4- Torcos(d L )
= 4y cos e '-"t:ﬂ (14 0(13.
Oabei ist 0(1) eine Zahl, die fir g = oo gleichmaRig in # und ¢ nach
Null strebt. Also ist “

+

2
2 {1+ @t o
log |1 ()] £ 7720 A 200 f log | f(os*) | cos @09,

1
¥ibt es somit kein n, so da fur alle hinreichend grofien ¢

.
3

o+
J log | f{pe ™} ens Bdd > np
"

i
s, S0 ist +
.
tim inf - J log | f(p¥'®) | cos £d9 — 0.

v-i'

LI

AlO HGIESS
Unser Satz ist also bewiesen.
Die benutzte Beweismethode legt gewisse Verallgemeinerungen nahe,

auf die ich noch kurz eingehen mdchte. Ich gehe zu der Abschétzung
log|f(2) | £ P(K; 2 log | fia) |}

fir das Kreissegment der Fig. 21 zurlick. Betrachte ich hier von vorn-
herein die geradlinige Begrenzung und ersetze nur fir diese, nicht aso
auf dem Kreishogen

T

+
log [f(#)| durch lug|f(z)|,
so bleibt die Abschatzung erst recht richtig. Ich lasse wieder die gerad-
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+

Qreoaep (14001
= e

*13 A

®) log |z} | < log | ()} cos
. :.

+ i
S .+G.“_f.‘_”j log | /{ee" )| eos #d9,

wo log | f{ge®}| == log |flaef™ ], wennf|fl <1, und =0, wenn {f|= L.
Nimmt man nun an, daf
i o Ly log |(e€) | cos 28 < &

2
Ttreo g
ist, so folgt |fler| e =
DaR diese Schranke genau ist, lehrt die Funktion
Tk
B.‘;,
Nimmt man aber an, daR in der ganzen Halbebene | f(e)| = 1 ist, und dai}

i
lim inf ; f log|flee*) | cos tde £ — k<0
porm 5

¥

ist, so fallt in der allgemeinen Formel (10) rechts das erste Glied weg, und
man erhalt

_Atrcorqp
flajf<e "
eine Schranke, die von _ths
e
erreicht wird. Fur k = ist f(2 =0.

Hieraus kann man (brigens auch das Juliasche Lemma von S. 112
wiedergewinnen.

9. Der Satz von Milloux. f(2) sdi in 2| <1 reguldr und es séi |f{#) &1
¢ =10 sei mit der Peripherie des Einheitskreises durch eine Jordankurve §
verbunden. Aufihrsei [f{g}| £ m < 1. Wendet man den Satz von Ostrowski-
Nevanlinna von S. 124 auf den von |z| =1 und § begrenzten Teilbereich
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des Einheitskreises an, so erkennt man, da3 es eine Zahl 0= 1{{, ) < 1

gibt, so da :
if(g)| £ m'-2

Nach der Herleitung des Satzes ist dabei 1 — X der Wert, den im Punkte s
digjenige Potentialfunktion annimmt, die auf & den Wert 1, auf |z, = 1 den
Wert O hat. Ist insbesondere & der Radius von z=0 nach z— 1, so ist
diese Potentialfunktion _ i

% log (1 +Vz)

1o Vi

’l

Man nehme dabei den Zweig der ¥z, der fiir =+ ¢# durch VEmV;e‘r(Oglpgzx)
erklért ist, und nehme den Zweig des Logarithmus, der flr positive Werte
des Numerus reell ist. Man erkennt dies, wenn man beachtet, da?
[ {LEVE

11—z
ebene JF(#) >> 0 so abbildet, daB 0<z< 1 int > 0 Ubergeht. Wegen m< 1
bedirfen wir einer unteren Schranke von {1 — & und dazu einer oberen
Schranke fiir den imaginéren Teil des Logarithmus. Dieser ist aber

1 iz

23lng(%§)= 231‘;_';( \ —i:::_)
Kir | g, < ¢ aber ist dies Argument nicht gro-
Rer, as der in Fig. 22 angegebene Winkel . W

Denn bei der Abbildung durch z geht der s

léngs 0 < z < 1 aufgeschlitzte Einheitskreis in
den Halbkreis der Kig. 2'2 uber, um dann durch

! 'H/" in den Quadranten der Fig. 23 (berzu-

gehen. Dabei geht fs|< ¢ in den Halbkreis der
Fig. 23 Uber. Der Winkel # aber ist eine obere

Schranke fur arg g Vz, solange i) < g ist. Die

Gerade g der Fig. 23 geht namlich aus dem —1 mit A(//

-f 1 verbindenden Kreisbogen der Fig. 22 hervor. Flg. 21,

L}
) den von 0 nach 1 radial aufgeschlitzten .#i <71 auf die Halb-

//4

Nun ist sin # =

- |-

wenn r der Radius des Kreises ist, der in Fig. 22die Punkte — 1 und -f 1
verbindet. Es ist aber
W (r— Vo)l —1=0.
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Also §o== !_io_
2¥e
Also sing = Ve

Insbesondere wird fiir @ =3 — )/, sin & —].-/-; o Ala B ’4'

!
Also ist S <m* in 2] L3 — YR

K8
1 .,
f@i=mt

Wendet man dann den Dreikreisesatz auf 'zi = 3 — /%, 'z| — @ > 5~ ¥§,
und | z = 1 an, so findet man, daB auch fir =] > }
1
ir@ | < me P gt

Hierbei war vorausgesetzt, da3 !fie)i="1 in [zl <1 und [f(2} <
af 0 r<C 1.

Fir eine beliebige 0 mit |z = 1 verbindende Kurve hétten wir durch
eine anaoge SchluBweise — freilich ohne dabei die erforderliche Potential-
funktion explizit hinschreiben zu kénnen, erschlossen, da es ein p =~ )
gibt, derart, da /() | < matt- e
ist. Diesp hangt dann aber von der Wahl der Jordankurve ab. Es ist nun
eine merkwirdige Entdeckung von Milloux, da man ein und dasselbe p fir
ale Jordankurven nehmen kann. Mit Pdélya (Math. Ztschr., Bd. 29 (1929)
S. 633) kann man dies vermittelst eines schon friher (S. 21) verwendeten
Painlevesehen Verfahrens so einsehen. Man nehme eine Jordankurve &, die
z=0mit z= 1 verbindet.

Wenn f(7 <m auf €, so ist|f (¢) < m auf &, dem Spiegelbild von
€ an der reellen Achse. Daauch |[f{g)! = 1 in jz <1, so ist dann

[F)fz) <m
sowohl auf € wie auf &. Jeder Punkt der reellen Achse liegt nun entweder
auf & oder in einem von & und ¢ begrenzten Bereich. Auf der reellen Achse

A I8t auh FlO = 1@ & <m.
Also @) < V.
Also ist nach dem schon bewiesenen

1
f@l<m
in ‘z] < 1. Das ist nun der Millouxsche Satz:

|z
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Istf(z) in |z| <1 regulér und ist !f{z}|<<1 in'7 <1 sowie f{z) Km <1
auf einer Jordankurve &, die z= o mit z = 1 verbindet), so gibt es ein
von &, z und f(z) unabhangiges p > 0, so daR

HICI R Lt
in g < 1. Man kann p= : nehmen.

An diesen Satz hat sich eine erhebliche Literatur angeschlossen, seitdem
Hoheisel niitzliche Anwendungen des Saizes auf die Zetafunktion machte.
Milloux selbst hat seinen eben angegebenen Satz (Liouv-Journal (9) 3 (1924))
kirzlich (Comptes rendus 189 (1929)) in merkwirdigerweise verallgemeinert,
indem die Voraussetzung genigt, da3 f(zZ) < m auf einer Punktmenge, die
mit jedem Kreis :2, -g, < ¢ = 1 einen Punkt gemein hat. Landau hat
(Gott. Nachr. 1930) Schranken fir das grofite p angegeben, fur das auch der
allgemeine Miliouxsche Satz noch gilt. Er fand

1 1
0z Dok 4 0 T S aprugye S0
Man vergleiche auch die an den Millouxschen Satz anschlieffenden Unter-
suchungen von Fenchel, Gott. Nachr. 1930.

10. Erhard Schmidts Beweis des Millouxschen Satzes. In einem Vortrag
vor der preullischen Akademie der Wissenschaften hat E. Schmidt einen Be-
weis des Millouxschen Saizes mitgeteilt, aber bisher nicht verdffentlicht.?)
Wegen seiner Uberraschenden Einfachheit sa noch sein Grundgedanke mit-
geteilt. Bekanntlich ist u —log| f(2 eine Potentialfunktion, wenn f(2)
analytisch ist. An den Nullstellen von f(z) wird se negativ unendlich. In
unserem Falle ist aulerdem log f( — O auf z |=1 und log| f(2 <logm
auf der Jordankurve. Man betrachte nun die Riemannsche Flache von logz
und ziehe auf ihr digjenige regulére Potentialfunktion v heran, welche auf
einem Exemplar der Peripherievon z =1 Null sei, auf den anderen Exemplaren
aber den Wert log m besitze. Man denke sich den gegebenen Bereich léngs
der Jordankurve aufgeschlitzt und auf dem Blatt der Riemannschen Fléche
geegen*, dem die Randwerte Null zugehdren. Auf den beiden Ufern der
Jordankurve nimmt dann v Werte an, die keinesfalls kleiner sind, aso logm.
Denn im Bereichinnereri liegt v zwischen Maximum und Minimum der Rand-
werte, also zwischen 0 und logm. Da aber u am Rand des aufgeschlitzten
Bereiches keine grofleren Werte als u annimmt, so ist im ganzen Bereich v u.

1) Wir setzten vorhin voraus, daR §§ z=0 mit z= 1 verbindet. Ein beliebiges &
kann man stets durch Drehung in ein solches Uberfiihren.
2) Sitzungsber. d. preu. Akad. d.Wiss. 1929 S. 244.
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Da u von der Wahl der Jordankurve nicht abhéangt, so liegt darin ein Be-
weis des Millouxschen Satzes.

11. Bemerkung. Herr Carlson hat das folgende schéne Ergebnis ge-
wonnen. Wenn f(z) in einemWinkelraum — &« < ¢ < o, & = 37, 5 = re'?
reguldr ist, der Abschétzung

fiz)i < deto, k<m, A>0

in diesem Winkelraum geniigt, wenn f(z =0 fur z=1, 2, 3.. ., dann ist
f(e) - 0. (Vgl. Literaturangaben in der Encyclopadie |1, 3, S. 499.)

§ 6. Das Koeffizientenproblem der beschrénkten Funktionen.

1. Fragestellung. Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung ist eine
analytische Funktion durch jedes ihrer Funktionselemente bestimmt. Wenn
somit ein gegebenes Funktionselement bei Fortsetzung I&ngs beliebigen einem
gegebenen Bereich angehdrigen Wegen nur Funktionswerte liefern soll, deren
Betrag unter einer gegebenen Schranke liegt, so muB sich dies an den
Koeffizienten des gegebenen Funktionselementes erkennen lassen. So ent-
steht inshesondere die Aufgabe, festzustellen, welches die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir sind, dal3

fav=e, 4 e+
eine in |#! <1 reguldre Funktion ist, fur die daselbst !f{z}| £ 1 gilt.
Dies nenne ich das Koeffizientenproblem der beschrankten Potenzreihen.
Im Prinzip ist damit auch die allgemeinere eben fur einen beliebigen Be-
reich gestellte Aufgabe fir den Fall geldst, da? derselbe einfach zusammen-
héngend ist. Denn dann kann man ihn umkehrbar eindeutig und analytisch
auf den Einheitskreis abbilden, so da} der Mittelpunkt des gegebenen
Funktionselementes in den Mittelpunkt des Einheitskreises tbergeht. Man
braucht aso nur zu wissen, wie durch diese konforme Abbildung die
Koeffizienten eines Funktionselementes beeinflufdt werden. Das ist aber bei
Kenntnis der Abbildlingsfunktion auch bekannt.

Im Prinzip ist mit unserer Frage Uber die im Einheitskreis beschrankten
Funktionen auch die allgemeinere beantwortet, wie man an den Koeffizienten
eines Funktionselementes erkennt, ob es im Eiuheitskreis nur Werte aus
einem gegebenen einfach zusammenhdngenden Bereiche annimmt.  Jetzt
fihrt eine Abbildung in der Ebene, in welcher man sich die Funktions-
werte f(z) deutet, die allgemeinere Aufgabe auf die spezielle zuriick. Histo-
risch ist zuerst der Fall behandelt worden, da3 eine im Einheitskreis regu-
l&re Funktion nur Werte mit positivem Realteil annimmt. Dies Problem hat
Carathéodory in den math. Annalen 64 gestellt und gelost. Spéter hat
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J. Schur gezeigt, da? das Problem in der hier gewahlten Fassung bequemer
behandelt werden kann. Er hat dieser Frage zwel Arbeiten im Cellerscben
Journal, Bd. 147 und 148 gewidmet. Auf diese werde auch wegen einer
detaillierten Behandlung der Frage verwiesen. Hier begnigen wir uns damit,
die Grundziige der Ldsung des Koeffizientenproblemes auseinanderzusetzen.

2. Der Koeffizient c,. Notwendige Bedingungen fiir die Koeffizienten einer
beschrankten Poteuzreihe') enthalt schon der Cauchysche Koeffizientensatz.
Er lehrt ja, da3 sédmtliche Koeffizienten der Ungleichung

lea =1
genugen. Das ist aber keine hinreichende Bedingung. Denn auch
l+ez+/+--

genligt dieser Bedingung, ohne beschrankt zu sein.

Immerhin kann man aber dem Koeffizientensatz die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen entnehmen, welchen das Absoiutglied einer be-
schrankten Potenzreihe zu geniigen hat.

falsl

ist die einzige dem c, aufzuerlegende Bedingung. Zu jedem ihr geniigen-
den ¢, gibt es im Einheitskreis beschrénkte Poteuzreihen, z. B. f(2) 74,
Im Falle |r| =1 ist dies sogar die einzige Potenzreihe mit dem gegebenen
Anfangskoeffizienten, wie wir von S. 147/148 des Bandes | wissen.

3. Der Koeffizient ¢;. Welches sind nun die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fir c¢; bei gegebenem c, mit (g <2 1% Zur Beantwortung
dieser Frage betrachten wir mit Schur die Funktion

Cfla—e 1
his) = ;

1 — il T
1

Sie ist in jz[< 1 reguldr, weil der Nenner nur fir f{2) = i verschwm-
den kan_n, ynd weil im Einheitskreis [f(g)| £ 1 ist. Es ist ja | J> L,

Ferner ist in {eg] <1 auch <1

Denn durch s == lf:ac._ wird |f|<1 auf |w| <1 abgebildet und durch die

Division mit z wird, wie wir schon S. 2 beim Beweis des Schwarzsehen
Lemmas gesehen haben, die obere Grenze des absoluten Betrages im Ein-
heitskreis nicht vergrofRert. Also ist auch der absolute Betrag des Ab-

1) So nennen wir fortan in diesem Paragraphen eine Potenzsreihe, die eine im Ein-
beitskreis reguldre Funktion darstellt, die dort nur Werte besitzt, deren Betrag die
Eins nicht Ubersteigt.
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solutglieds von f,{e} nicht groRBer as Eins. Grenzibergang z-»1) liefert
fir dieses Absolutglied den Wert

b
1 -0

Und somit finden wir fir c; die notwendige Bedingung

.
]T _Ic.o{'.;\:'él'
Die bisher gefundenen beiden Bedingungen sind auch die einzigen ¢, und
¢, aufzuerlegenden Bedingungen. Denn zu irgend zwei Zahlen c, und c;,
die diesen beiden Bedingungen geniigen, gehdren immer Potenzreihen, die
mit

; - LT PR T A . )
beginnen und die im Einheitskreis* beschrankt sind. Um das einzusehen,
genlgt es

s @ .
fii2) 1or
anzunehmen. Dazu gehort ein mit ¢, 4- ¢,2 beginnendes f{z), das man aus
der Gleichung @ e 4«
| I & 5 B 11— a0,
; f"’ll vy
berechnet. Man findet — f{z) =" %™
R T o

und dies ist aus denselben Griinden wie vorhin in |2’ < 1 reguldr und hat
dort einen Betrag, der Eins nicht Ubertrifft. Daf seine Potenzreihenentwick-
lung mit

Wt oEe -
beginnt, Ubersieht man auch mit einem Blick. Fir den Fall Ii'--".'c"c' | .y
(Rl }
ist diese lineare Funktion wieder die einzige mit ¢, -+ ¢4 4+ -- - beginnende
beschrénkte Potenzreihe, weil dann durch (1) des einzig mogliche f,(z) ge-

geben ist.

4. Der Schursche Algorithmus. Durch Fortsetzung diesss Verfahrens ge-
langt man zur Losung des Koeffizientenproblems. Um das einzusehen, be-
trachten wir die Funktionen

!‘;}(sj = f'(af). f,ikz}, Tty f.u(z.]! T
welche durch das rekurrente Verfahren
fooi@— (0 1
f'{z) —_ - I — ._’. —

AN YA



% 6. Das Koeffizientenproblem der beschrankten Funktionen 141

definiert werden. Wir richten unser Augenmerk namentlich auf die Ab-
solutglieder £,{0) dieser Funktionen. Es leuchtet sofort ein, daB fur ale n
2 RO L1

sein mul. Der Rekursionsproze3 erzeugt namlich aus jeder beschrénkten
Potenzreibe f,_,{z) mit {f,_,{U0)| <C 1 eine neue beschrankte Potenzreihe.
Man erkennt dies aus der auch bei £ () verwendeten SchluBweise. Dem
nach sind die Absolutglieder aller mittels dieses Verfahrens aus einer be-
schrankten Punktion erzeugten Funktionen dem Betrag nach nicht groRer
as Eins. 1¢ aber jf,_, (4} =1, so ist f,{z) durch den Rekursionsproze
unbestimmt. Wir treffen darliber, so wie uber die folgenden /., ,(z) keine
Festsetzung, sondern benutzen im folgenden nur die aus der Rekursion sich
ergebenden Funktionen.

5. Der Koeffizient ¢;,, Um zu erkennen, da? in den so gewonnenen un-
endlichvielen Ungleichheitsbeziehungen (2) dievolle L dsung des K oeffizienten-
problemes enthalten ist, mussen wir etwas naher darauf eingehen, wie diese
Absolutglieder £, { (¥} mit den Koeffizienten ¢, zusammenhangen.

Setzt man fo By =ag+ a2 b, el <)
und Loy =g+ 2t
fi@—e 1 2,3+

B R e A ST AR

Wegen le,: <1 ist dann f,{#) in |z] <21 reguldr. Daraus ergibt sich,
dald einerseits 3y rational von ey, &, &y, ), - .. ©,,,, &, abhdngt, und

dal} andererseits «

rational von ug, €y, Pes Bos - - Brets ',é,,_l abhéngt. Kennt man aso
&, ... &, SO sind f,, ... B,_, eindeutig bestimmt, und kennt man a,,
Bay -« B,_y, s0 sind e, ... &, eindeutig bestimmt.

Wenden wir dies auf unsere Absolutglieder an. Kennt man
H(0), A(0), ... £L10),
so sind zundchst aus ' f,(0) und f£,_,(0)

die beiden ersten Koeffizienten von {,_,{s} eindeutig und rational bestimmt.
Aus diesen und aus f, ,(0) ergeben sich dann eindeutig und rational die

drei ersten Koeffizienten von f,_.(#). Fortsetzung dieser SchluRweise &Rt

erkennen, da3 durch
fo(0), £,00) ... £i(0)
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die Koeffizienten ¢, &, ... ¢, eindeutig und rational bestimmt sind. Im
Falle FACIES!

ist f,(#} konstant und daher sind in diesem Falle die samtlichen Koeffi-
Zienten der vorausgehenden Funktionen eindeutig bestimmt.

Umgekehrt sind auch aus Cgy o0 €

die fu(0), A(0), ... £L00),
soweit das rekurrente Verfahren reicht, eindeutig und rational bestimmt.
Denn zunéchgt sind durch ... 0

die n ersten Koeffizienten von f,(#) eindeutig und rational bestimmt. Aus

diesen ergeben sich wieder die n — 1 ersten Koeffizienten von f4(#) ein-

deutig und rational. Fortsetzung dieser SchluRweise 1alt erkennen, da3 aus
Cor -0 Gy

die [0 - 1,0

eindeutig und rational bestimmt sind. Wendet man dies inshesondere auf
ein beschranktes fy(#) an, so bricht die Rekursion nur ab, wenn ein

0] =1
wird. Alle vorausgehenden |£,()| sind aber dann kleiner as Eins.
Somit ist also f.(0)
eine rationale Funktion von &, g, ... €, C,-
Ebenso ist g,

L]
ene rationale Funktion von

200 70, ... £,(0), £,00).
6. Hinreichende Bedingungen. Als notwendige Bedingung fur eine be-
schrankte Funktion hatten wir bereits if, (00| & 1fur alle n gefunden. Nun

zum Nachweis, dal? diese Bedingung hinreichend ist. Ich gehe aus von einer
Folge von Zahlen

@, £ ...
Far alle n ist RO} &L

Ist aber fir einn =v ) =1,

so bricht die Zahlenfolge mit diess Nummer v ab. Zu ener solchen
Zahlenfolge (3) gehort, nach den eben abgesthlossenen Darlegungen in
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dm der beiden Falle eine eindeutig bestimmte unendliche Zahlenfolge
for € 6 + -
enn bricht die Folge der £,{0) nicht ab, so sind die ¢, durch die vorhin
klarten rationalen Funktionen fiir alle Nummern definiert. Bricht aber
e Folge der {,(0) ab, so sind, wie wir bemerkten, wieder alle ¢, eindeutig
stimmt.
Mit diesen ¢, als Koeffizienten bilde ich die Potenzreihe
C.+€18+-"+L"3'+-“
id beweise, da3 se eine beschrankte Funktion darstellt. Zu dem Zwecke

itrachte ich die Hilfsfunktionen g,(#), welche sich aus unserem rekur-
nten Verfahren ergeben, wenn man

(=10
inimmt. Diese Hilfsfunktion g,(#) hat dann eine Potenzreihenentwicklucg,
e mit LR X T TR W

eginnt.  lhre Potenzreihe ist mit der zu untersuchenden identisch, wenn
«0)|=1ist. Im anderen Falle hat se wenigstens die aufgeschriebenen
nfangsglieder mit ihr gemeinsam. Da aber jedenfalls g, {#) eine be
hrankte Funktion ist, so gewinnen wir als erstes Ergebnis, dai3 fur alle v
=1 ig. Daher ist die Potenzreihe
GFee+---+er+

denfalls im Einheitskreis konvergent. Die durch se dargestellte Funk-
on f{g) ist im Einheitskreis beschrankt. Denn da sowohl fiir f(#) wie
ir @,{#} alle Koeffizienten Betrage nicht groRer als Eins haben, so ergibt
ch fur die Differenz f{#) — ¢ {(2) die Abschétzung:

If(s) - ?n{‘)l S ]I"_l l.'
Daraus ergibt sich, dal3 in jedem abgeschlossenen inneren Teilbereich
es Einheitskreises gleichmafig
lim @y{e) = £(#)

Am
ilt. Denn fir |g| < s ist nach der eben gawonnenen Abschétzung

|f()— w..(#)lS,_,
)a aber [EACGH-4t
g in j#i< 1, s0 ist auch |[f)| £1,

nd unser Bewels ist abgeschlossen.
WO aide WA T e anda wnnh nmseafHt B dan Rall AR dia Faleas
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eindeutig bestimmte rationale Funktion. Denn dann ist £,(#) konstant und
das rekurrente Verfahren bestimmt f(z) eindeutig as rationale Funktion.
Man erkennt auch leicht, da3 sie der Quotient zweier ganzen Funktionen
vom Grade n ist. Diese Grade konnen auch nicht durch Kirzen geeigneter
Linearfaktoren reduziert werden. Denn bei jedem durch die Rekursion
auszufiihrenden Schritt liegen die Nullstellen und Pole von f,(2) spiegel-
bildlich am Einheitskreis, ohne auf seiner Peripherie zu liegen und zwar
hat £,(z) immer nur Nullstellen im Inneren und nur Pole im Auferen.
Denn alle aus der Rekursion flieRenden Funktionen sind im Einheitskreis
beschrénkt. Daraus folgt, da f{z} in dem Falle |£,{0) =1 von der fol-

genden Form ist s
‘”-P"(—B] A Y R o
fle) = ¢ — g e g 2L Racl ;
Fauw) dy L dad - Fdo” !

wo man dy = 1 annehmen darf. Es ist. namlich

f:(’j ZZ &, WO ]ei a1,

_ 5-.-1(;.)
und das hat die Gestalt fle)e=e——"
" F,(z}

Nehmen wir an, es sei bereits

o SR

f‘,(z]==s—-jz—_—'-®—-, {](‘vsﬂ

3n—v+3n—v~lz+‘“+f-ll
R PR N

bl 3

bewiesen. Dann wird

fa l(‘g) - _}_fv(’)‘{“ 10

14 AW 2

z..wyu};“_'(%) A S (N1
Pasyi)+ ey E, L (3
'h-v-l- 'lji.__'_'_‘ (':T)

Pl—v'l-l(z)

= §

Vollsténdige Induktion fihrt daher zur angegebenen Gestalt von f(z).

Hier ist P,(#) ein Polynom n'*" Grades, dessen simtliche Nullstellen
dem AuReren des Einheitskreises angehoren. Umgekehrt ist auch jede
solche rationale Funktion eine n'® Schrankenfunktion. So sollen Funktionen
heiBen, fir die |£,(0)f==1 ist. Fir unser f{g) wird namlich
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, *B (—)_d_r,,(s} S, ( )
O o e rfd)

uUnd hier liegen nach dem Wesen der Rekursion wieder alle Nullstellen des
Nenners im AuReren des Einheitskreises. Setzt man also diesen ProzeR? fort,
so wird schlielllich f,(2 eine Zahl vom Betrag Eins.

Man kann die hier as wichtig erkannten Funktionen f,(2) in Deter-
minantenform darstellen. Ich verweise deswegen auf die genannten Arbeiten
von Schur.

8. Bemerkungen. 1. Die explizite Lésung des K oeffizientenproblems lautet
folgender maf3en: Gt et

ist dann und nur dann eine beschrankte Potenzreihe, wenn die Deter minanten
1 0 N -

n—3 a1
0 1 00 e e,
0 0 10 0.0 g
g 0 w01 0...0 0
& ¢ ...001,..0 ©0

|
| Zygs Byg -+ 8 0 0...0 1

entweder alle positiv sind, oder doch von der ersten verschwindenden an
alle verschwinden. Dieser letzte Fall tritt nur fur die oben erwéhnten
rationalen Schrankenfunktionen ein.

2. Man betrachte digenigen beschrankten Funktionen, deren Entwick-
lung mit G+ aE+- o2
beginnt und stelle fest, dal die Werte, welche diese Funktionen in einer
festen Stelle z; des Einheitskreises annehmen konnen, ene Kreisschelbe er-
fullen. Um das einzusehen, betrachte man die Funktionen f,(#). Diese
haben alle das gleiche Absolutglied. Nach der S. 106 gegebenen Verallge-
meinerung des Schwarzsehen Lemmas erfullen also die Werte, welche die
fu(8) in z annehmen koénnen, dne Kreisscheibe. Daraus schliefit man
sofort, da auch die Werte, weche die f,_,(#) in z annehmen konnen,
ene Kreisschelbe erfullen. So weiterschlieffend erkennt man die Richtig-
keit der Behauptung tber f(s). Der Leser moge das sdbst genauer durch-
fuhren.

3. Deutet man die Koeffizienten e, ... ¢, ... €iner Potenzrehe als
Koordinaten in einem unendlichvieldimensionalen Raum, so erfiillen die

Bleberbach, Funktionentheoricl|. 2. Aufl. 10
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Koeffizienten der beschrankten Potenzreihen einen konvexen Teil desselben.
Damit ist gemeint, daR fur alle 0 < ¢ £ 1 mit f(#} und g(s} auch #f + (1 —tig
beschrankt ist. Denn man hat

H+ (1 —tg S +A-Digl<t+ (1 —f =1

Daraus folgt sofort, dad auch die Projektionen dieser Punktmenge im
Raum von unendlichvielen Dimensionen auf einen Raum von endlich vielen
Dimensionen konvex sind. Denn eine solche Projektion erhalt man,
wenn man die ¢, ... ¢, as Koordinaten in einem !2s 4 2 -dimensionalen
Raum deutet’) Die Projektion ist aso der Raum derjenigen ¢, ... ¢, die
als Anfangskoeffizienten beschrénkter Potenzreihen brauchbar sind. Dieser
Raum ist nach den eben angestellten Uberlegungen konvex. Denn sind
fo - f,und g ... g zwei Serien von Anfangskoeffizienten beschrankter
Potenzreihen und f(z) und g{#) zwei zugehtrige beschrankte Funktionen,
so ist ja auch, wie wir eben sahen

tf+(1-t)g (OLe<)
beschrankt, und hat die Anfangskoeffizienten
ify + (1 — g,

Das besagt aber die Konvexitét. Diese Koeffizientenrdume sind durch alge-
braische Flachen begrenzt. Denn jeder solche Raum ist durch endlich-
viele unserer oben gewonnenen Ungleichheiten bestimmt, nédmlich durch die-
jenigen derselben, in welche nur die Koordinaten des betreffenden Raumes
eingehen. Ein Blick auf die oben angefiihrten Determinanten, die in die
explizite Losung des Koeffizientenproblemes eingehen, lehrt, da® bei ge
gebenen ¢ ...¢,_, sich fir die moglichen Werte von ¢, eine Kreisscheibe
ergibt, so da3 aso am Koeffizientenraum beliebig viele Kreisschnitte auf-
gezeigt werden konnen.

4. R. Nevanlinna hat in ener Arbeit Uber beschrénkte analytische
Funktionen, welche in der Festschrift fir E. Lindelof, Helsingfors 1930, er-
schienen ist, die Untersuchungen, denen dieser Paragraph galt, weitergefihrt
und insbesondere das folgende allgemeine Problem geldst: Welches sind die-
jenigen in |# <1 beschrénkten reguléren Funktionen f(g£), 1f{£)| £ 1,
welche an gegebenen Punkten s, 2,,... gegebene Werte w,, #ty, ... an-
nehmen. Dieses Interpolationsproblem enthdlt natirlich das hier behandelte
Koeffizientenproblem als Spezialfall.

1) Real- und Imaginérteile der Koeffizienten mdgen cartesische Koordinaten sein.
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§7. Der Satz von Fatou.})

1.Der Satz. f(z) sei in [2 <1 beschrénkt, d. h. sein Betraff Heye unter einer
festen Schranke M. Dann existieren bei radialer Anndherung an den Rand |af =1

die Grenzwerte Y f(re) = flg7), (2= ree)
=1

Uberall hochstens mit Ausnahme einer Menge vom Mal? Null. 1). h. also die-
jenigen - Werte, fir die der radiale Grenzwert nicht existiert, kdnnen in end-
lich oder unendlichviele Bogen des Einheitskreises von beliebig kleiner Gesamt-
léange eingebettet werden. Dies ist der Satz von Fatou, den wir beweisen
wollen. Wenn er auch wegen der darin vorkommenden unbestimmten Menge
vom Male Null einen etwas unbefriedigenden Eindruck macht, so werden
wir doch bald in ihm ein sehr nitzliches Hilfsmittel erkennen.

Man kann auch nicht erwarten, da auf jedem Radius Grenzwerte existie-
ren. Denn in den Funktionen, welche | #| < 1 schlicht auf beschrankte Be-
reiche abbilden, deren Grenze nicht eine Jordansehe Kurve ist, kennen wir
schon Beispiele von Funktionen, bei denen nicht auf jedem Radius Grenz-
werte existieren (vgl. S. 17 ff.).

Der Satiz wurde urspriinglich von Fatou, Acta mathematica, Bd. 30 be-
wiesen. Seinen Beweis hat Carathéodory auf eine sehr einfache Form
gebracht (Math. Annalen 73). Diesem Beweis folgen wir in unserer Dar-
stellung.

Er beruht auf einem Satize von Lebesgue, wonach eine reelle Funktion
mit beschréankten Differenzenquotienten 0berall, hdchstens mit Ausnahme
einer Menge vom MalRe Null, differenzierbar ist. Auf den Beweis dieses
Satzes kann hier nicht eingegangen werden. Man vergleiche z. B. Cara-
théodory, Vorlesungen ber reelle Funktionen.

2. Vorbereitung zum Beweis. Zum Beweis ist es keine Beschrankung der
Allgemeinheit f(0) = 0 anzunehmen. Dann ist die hernach zu benutzende
Funktion v ¥

- u
Flo, #) wff(ge""hl& -J'?;) dz
u v

fur 0 =L e <1 und beliebige reelle ¢ nach dem Cauchysehen Integralsatz
eindeutig. Namentlich ist also

(1) Flo, o +x)=F(p, & — x).

1) In diesem und dem folgenden Paragraphen wird etwas mehr als sonst aus der
Theorie der reellen Funktionen benutzt. Der Leser mag sich Uber die herangezogenen
Size in Carathéodory, Vorlesungen Uber reelle Funktionen, oder in Kamke, Das

Lebesguesche Integral, orientieren.
10*
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Ferner ist ":.(:}‘<M, nach dem Schwarzsehen Lemma. Daraus schliefdt
man sofort, dal3 | Flo + do, ®) — Flo, 8)| < 2.0 dp.

Denn wegen der Willklr in der Wahl des Integrationsweges ist diese

Differenz gleich der Summe zweier Integrale von fT(:l, welche Uber zwei

leicht zu findende Radienstiicke zu erstrecken sind. Daher existiert der
Grenzwert ..

lim ¥g, &) = F(&

p>1
gleichméRig in &, so da also auch F(#) eine stetlge Funktion ist. Weiter
aber ist wieder nach der Definition von Flp, &

[ Fle. & + 48) — Fio, ), S MiS8|.
Geht man zur Grenze ¢ ~» 1 Uber, so ist aso auch
Flog+ 40— F(@)| <M 491
Y8 4 48) — F#)
TTTae T =M

D.h. e ist

F(9) hat also beschrénkte Differenzenquotienten, ist aso stetig und, nach
dem vorhin zitierten Satz von Lebesgue, fast tberall differenzierbar.
3. Beweis. Wendet man nun das Poissonsche Integral auf Real- und
Imaginarteil von f{z) im Kreise {#, < p an, so findet man die Darstellung
Ho4 A
. 1 Y gt —

o) 12y = J 08 iy sip g — oy 6

Fog—n
wobei z = ref¥ gesetzt ist und #, eine zunéchst willkirliche Peripherie-
stelle festlegt. Partielle Integration liefert

Jet

] 9._"!
fle) = ——fl‘(ol 75 ,ﬁ, Py __—g'i,;mw—_';ﬁ_i_—,a) 8.
Fo—n
Die ausintegrierten Bestandteile fallen ja wegen der Eindeutigkeit von
F{g, #) nach (1) weg. Geht man hier zur Grenze ¢ —1 (ber, so hat man
die Darstellung P
11—t

(3) f(”)"“ﬁfF(a) d&(1_2roou(.p_-a)+r') o,

FRy ]

Setzt man in (2) f{s)=1, ¢ = &, und wiederholt die Uberlegungen,

die zu (3) fuhrten, so findet man:
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S dm
(4) Ry ICEEN Jii(1‘":"9”.:.«(_&—"!33;‘;*) .
Also ist i
et
(5) ; f # - ddo( -—_érﬁi'ﬁr% 9 +r=) a9 — '1_‘-?7‘?'
Nun se ﬂ=;>nneine Stelle, an der I(i) differenzierbar ist. Wir wollen
zeigen, def I [(ro%) = F ()

ist. Ich betrachte also die Differenz f{¢*#) — I'(i,) und finde nach (3)

und (4) fir g - & - - -
flretsy — F{) = F (‘}")14_;

4w

J{}(a) (B — 2 (& o] (1_zrnc:{:}‘r—-—‘})+r )”,&

'r -
Hier kann man nicht ohne weiteres den Grenzilbergang r -> 1 unter dem
Integralzeichen machen. Denn man findet

d 1t

PG
In der Umgebung von ¥ e= 1, & = f, ist dies aber nicht beschrénkt. Daher
zerlegen wir mit Hilfe einer positiven Zahl (0 < 4 <C &} das Integral aus

(6)

........... ) (1 —rYsind, #
T dreos (W — H e T T T8 eon @, — & 4T

(6) in zwei Bestandteile St d
1
Hip, s - j
. ..;—i . :r,_:.;r
t 0= [ )
) RS

HM(r,4) wird nun kurz gesprochen deshab klein, weil fur kleine & - i,
die Differenz F(&) — F(&y) = (# — #,)1"{@,) klein wird und wir 1 klein
wahlen kénnen. Nachdem so Uber 4 verflgt ist, wird das Ubrig« dadurch
klein gemacht, da3 man r nahe an | wahlt. Wir schreiten zur Durchfiihrung
dieser , Grundgedanken.

Zunéchst kénnen wir unter H und / auch

I — F(8) — 60 — 8 Fiiny) statt FU) — (0 — 30 17 (3,
schreiben. Denn dieser Zusatz von ¥7[i} andert die rechte Seite unserer
Darstellung von f{re*®) — F'{#,) um

tata

' 1] 1.t .
e'ir',jl (") 75 (1 -~ areos @, — 4 r") 4
[
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und das ist Null. Also bringen wir in H und | diese Anderung an. Da
aber nun F{#) bei &= 9, differenzierbar ist, so strebt

Fio) - Fidy)

e -2, - I'v(on} = ‘?(&)

mit & — &, gegen Null. Fir [& -- 8| £ 4 ist also i4{8)| < H{1) und es
gilt limH{D =0

R

Also haben wir

B4
1 (1 —#Hain (B, -— 8}
Hir, 23 - + g,,j(&— Fo)n( @) (' —%rcos m“_'_i_ # +”'}'dﬂ
FaTd
) (I — r¥uin(d, — &
Nun ist aber (& — Be)u__g,.m(a _nm-{- i

fur '8 — #,| << x von einerlei Vorzeichen, némlich stets negativ. Daher
finden wir

d -
Hr. )z — éln H(ﬂ')f(& — ) gs (i -2 l:a: 8, — & +'r') a8

. 2=t}
9+n‘
11— 2 Hir
H(ljl(& ﬂ)dﬁ'(l—'rmsw—l})—f—r)da 14
Fa-n
wegen (5;. lch wédhle nun 4 so, da3 EIH_S']"< ist, wo £ eine beliebig

gegebene positive Zahl bedeutet. Dies X. halte ich fest und gehe zu X, i}
Uber. Zunéchst bemerke ich, da3

| F&) | <2xM
ist. Dies folgt aus

i F(@ 1 49) — F@®)| <M 48| und F0})=0

sofort. llaarnnr ict fl'l'lr_?r{ o — R 1—p L—gt

G5l Careon )5 | < AT ar e T E 7T S (= cor ™

l/\

wie man leicht nachrﬂefchne}' aAIso wird o 6 M | F B0
I, ) < P MAIF®) )<.-_’1!___h._;£ji__r_._

AL

(1—n.

Also ist

v » en(adf -+ F'B, s
o)~ Fr(9)| £ § + [ FAEL@D ) [Ty
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Nun wahle ich r so nane an Eins, da3

(2% (4 M -+ FU8,

) VFos,
1 ain'2 L o

14+ ](1-—r]< i

2
ist. Also ist von diesem r an
fire™) — F'(&)| <&

Der Beweis ist damit vollendet. Denn es hat sich ergeben, dald der
radiale Grenzwert Uberall existiert, wo F(&) differenzierbar ist. Da aber
F(ir) beschrankte Differenzenquotienten hat, so ist dies bis auf eine Null-
menge Uberall der Fall.

4. Zusatz. Bevor ich zu Anwendungen Ubergehe, will ich bemerken, da die
benutzte Beweismethode noch einen Satiz Uber die Randwerte einer durch ein
Poissonsches Integral dargestellten Potentiaifunktion enthét. Wenn am
Rande des Einheitskreises eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funk-
tion f£{#) gegeben ist, so stellt des Poissonsche Integral

My
t 11—t
g = §;‘J: F® g, o gy 4ei 08
fur < 1, also im Inneren des Einheitskreises, eine Potentialfunktion dar
Wir fragen uns, inwieweit ihre Randwerte den vorgeschriebenen f(&) gleich
sind. Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, da das
Uber die ganze Peripherie des Einheitskreises erstreckte Integral der
Randwerte verschwindet, da3 aso

3.:-;'
Jrwyas =
&—a
ist. Denn ware das nicht der Fall, sondern wére etwa
3.1.-;!
Jrds —a,
Sy—r

so betrachten wir statt der vorgeschriebenen Randwerte die Randwerte
[
f(a) T ax’
Die zugehorige Potentialfunktion unterscheidet sich von der zu den neuen

Randwerten gehdrigen um

LW
L fs -y
gx f ¥x 1—Srcop{d —gj+r'

S

do.
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Dies ist aber, wie wir von S. 02 wissen, die Konstante -g—“;- Diese zu-

sétzliche konstante Potentialfunktion hat also auf allen Radien des Einheits-
kreises radiale Randwerte. Also beeinflut der Zusatz dieser Konstanten
nicht unsere Frage, auf welchen Radien die gegebene Potentialfunktion
radiale Randwerte hat. Nehmen wir aso an, das Integral der Randfunktion
erstreckt Uber den ganzen Kreis sei Null. Dann ist wieder

.-]'}(a) do = F(8)

eine eindeutige Funktion. Insbesondere aso ist
Fi#, — x) = F(#, + x).

Wenden wir auf das Poissonsche Integral wieder partielle Integration an,
0 wird e St
O o 1 — g
9@ =~ -.'»',;J O g5 (T trom —w £r5) 97
e .
Nun kann man an Hand der vorhin angestellten Uberlegungen ohne
weiteres erkennen, da fur alle &, fur die F{#) differenzierbar ist, stets

lim g{re™) — F'(8)
el

gilt. Nun hat aber die Funktion F(#} nach einem Satze von Lebesgue
Uberall bis auf eine Nullmenge eine Ableitung, und diese Ableitung ist Uberall
mit Ausnahme einer Nullmenge dem Integranden £{&" gleich. Also gilt tat-
sachlich Uberall mit Ausnahme einer Nullmenge von #-Werten

lim g(re) = f(8).
r-»1

Also stellt das Poissonsche Integral unter den S 151 angegebenen Annahmen
eine Potentialfunktion dar, die Uberall, aufer in einer Nullmenge von Rand-
punkten, bel radialer Anndherung die gegebenen Bandwerte hat. Der Rand-
wert ist namentlich, wie wir auch schon von S. 60 wissen, fur alle Stetig-
keitsstellen & von f{i; der gegebenen Randfunktion f{&) gleich.

5. Notwendige Beschranktheit. Ich mdchte nun zum Schlusse dieses Para-
graphen noch an einem Beispiel zeigen, dal} fiir die Giiltigkeit der Behaup-
tung des Fatouschen Satzes die Voraussetzung der Beschrénktheit wesentlich
ist, dad also bei im Einheitskreis regulédren, aber nicht beschrankten Funk-
tionen keine Randwerte zu existieren brauchen.

Dies Beispiel konstruieren wir so: Im Einheitskreis nehme man eine
Folge von konzentrischen Kreisen, deren Radien gegen Eins konvergieren,
K, K ,6K,... selendiese Kreise. Ferner denke man sich die Winkelhal bieren-
den der Winkel zwischen der reellen und der imaginédren Achse. Zwischen je
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zwei aufeinanderfolgenden Kreisen konstruiere man nun ganz im Inneren
des von ihnen gebildeten Ringes ein Stiick eines konzentrischen Kreisringes,
der groRer ist as ein Halbring und von der einen Winkelhalbierenden bis
zur anderen reicht. Ferner sorge man daflr, da die in zwei aufeinander
folgenden Ringen (K,_,, K) und (K, K .} konstruierten Ringstiicke
abwechselnd die obere und die untere Halbebene durchziehen, so daf?
das Bild der Fig. 24 entsteht. Die von diesen Ringstiicken gebildeten Be-
reiche mdgen mit B,, B, ... bezeichnet werden, so da} B, das zwischen
&, _, und K, gelegene Ringstiick ist. Nun werde dem Kreise K, und den
Bereichen B, je eine Funktion zugeordnet. Zu Ko gehore f,{#) und die sei
in K reguldr und unterliege sonst keiner Beschrankung. Zu B, gehore
{:(#). Diese Funktionen sind ent-
weder identisch Null oder iden-
tisch Eins. Und zwar soll f; =
fi=% f=Ff=1 usw. sein,
so da also algemein f,,_y =
fonoe =0 Und fi _,e=fi,=1 .
ist. Dadurch erreicht manes, da3 |
jeder Radius des Einheitskreises
in der Néhe der Peripherie des
selben beliebig viele Ringstiicke
trifft, denen die Null zugeordnet
ist, und beliebig viele Ringstiicke,
denen die Eins zugehdrt Nun
konstruieren wir eine im Ein-
heitskreis reguldre Funktion, die
in den Ringstlicken von den den-
selben zugeordneten Funktionen
um so weniger abweicht, je grofRer deren Nummer ist. Die Abweichungen
sollen mit abnehmender Nummer gegen Null streben. Eine solche Funktion
kann dann offenbar auf keinem Radius einen Grenzwert haben. Um eine solche
Funktion zu erhalten, wahlen wir eine Folge positiver Zahlen &, ¢, . . ., fir die

&, — (3 ist, und eine Folge von positiven Zahlen ¢, fur die 'y, konvergiert.
L
Dann konstruieren wir nach dem Rungeschen Verfahren von Bd. | S.298ff.")

1) Dort handelte es sich um enen Bereich B, in dem (2} regulér war. ¢ & die
Randkurve von B. Dann wurde
{(p— o

1
o FO)= g f;—_ﬁ ¢
13
angesatzt und das Integral durch rationale Funktionen approximiert. Diese Uberlegung
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ein Polynom F,{#), das in Ko von fo(z) um weniger as & verschieden ist:
]fn(’) - Pn(‘)} < Eg

und das in B; von fi(2 um weniger as g, abweicht:
[f{8) — Pole}| < 5.

Das Polynom Py(z) wird durch die doppelte Vorschrift
|Pie)! <n in K,
[P+ P -/ <5 in B
nach dem Rungeschen Verfahren bestimmt. Alsdann P, durch die doppelte
Vorschrift YR oz
P+ P+ Py—fi| ¢ in B
Allgemein wird das Polynom |P3 durch die heiden Vorschriften

ﬂz;{qﬂ mn Ll

i+ -+ ¥, —fil<s, in B, bestimmt.
Nun 1aBt sich zeigen, da} die Reihe
Pn + ‘Pl ‘|‘ o
in jedem Teilkreis K, gleichmaiig konvergiert, da3 sie aso eine im Ein-
heitskreis regulare Funktion f(z) darstellt, fir die auRerdem

lim Mex |f(z) — f(s) | = O
a—+m rin B,
ist. Zun&chst der Konvergenzbeweis In K, ist
Bod b Pk [ S Bk b Pay b b g

Also ist die gleichméRige Konvergenz bewiesen. Die Grenzfunktion sei
) f(g) = Byt Py + Py ---.
In B, ist

Ife) — @i <!Fot -+ P, — o + P+ F ] + -
Lyt i TN+
AISO ISt MaX [£(3) — fufe) < ey o oy g

Die rechte Seite strebt aber fir s —» o gogen Null, weil ¢ _, — 0 und
weil %, + %,4, +++ - der Rest einer konvergenten Reihe ist.

bleibt anwendbar, wenn B die aus den Bereichen B, ... M, zusammengesetzte Punkt-
menge ist und £i#) == f, (e} in F, ist und unter © die Gesamtheit der Randkurven der
B, verstanden wird. Das Integral (1) zerfallt dann in n Integrale Uber die Bénder der
By. Liegt z in By, so sind alle bis auf eines 0. Dies eine aber ist fy(2).
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Fir diese Funktion f(2), die in ;#|<1 reguldr ist, existiert also auf
keinem Radius ein radialer Grenzwert.")

6. Zusétzliche Bemerkung. Wir haben an diesem Beispiel gelernt, dal3
aus den Voraussetzungen des Fatouschen Satzes die Beschrénktheit nicht
wegbleiben kann. Die Regularitét allein geniligt nicht. Gleichwohl kénnte
neben der Regularitét statt der Beschrénktheit eine geringere Voraussetzung
genugen. Unsere an die Jensen-Nevanlinnasche Formel anschlieBenden Er-
érterungen lassen fast erwarten, da statt der Beschranktheit von {f(z}|
die Beschrénktheit des damals eingefiihrten

HE ]
R RO
é-#./lug!f(re 1|de
]

genigen mochte. Tatséchlich bat Ostrowski in einer neueren Arbeit
(Acta lit. ac. sc. reg. univ. Hung. Franc-Jos. 1) gezeigt, da3 diese Annahme
genligt, um zeigen zu konnen, da3 auf fast allen Radien Grenzwerte exi-
stieren. Auch F. und R. Nevanlinna haben es bewiesen.

§ 8. Die Nullstellen der Randwerte einer analytischen Funktion.

1. Fragestellung. In dem Beispiel, das wir am Ende des vorigen Paragraphen
untersuchten, fanden wir Kreisbogen, die gewisse Bogen des Einheitskreises
gleichmaRig approximierten und auf denen die Funktionswerte gleichmaiiig
gegen Null strebten. Eine solche Erscheinung kann bei beschrénkten
Funktionen nicht eintreten. Nehmen wir z. B. an, eine Funktion sei im
Inneren des Einheitskreises regulér und beschrénkt und es gebe im Einheits-
kreis eine Folge von Kurvenbdgen, die einen Peripheriebogen gleichméflig ap-
proximieren und auf denen f(z Werte annimmt, deren Maximalbetrag gegen
Null konvergiert. Dann ist, wie S 19 bewiesen wurde, f(z) identisch Null.

Eine Verallgemeinerung diesss Sazes rihrt von den Gebridern
Rief her.

1) Lusin und Priwaloff haben (Ann. ec. norm. sup. 42 (1926)) ein Beispiel einer
in iz|<1 reguldren Funktion angegeben, zu der eine Folge von Zahlen g+ 1, #» oo
gehort, derart, daR |#{peé® >y, 0 @< %% und m,» 00 fir n-»oc. Aus dem
an die Spitze des néchsten Paragraphen gestellten Satz folgt, da’ es keine Funktion f{2)
geben kann, fir die zu jedem m>» @ ein g 2> 0 existiert, so dald !f{#)| > m filr ¢ <7 | 2; <1.
Man wende nur den genannten Satz auf ein Kreishbogenzweieck an, in dessen Inneren
f(2) regulédr ist und an dessen Rand ein Bogen von |#! =1 beteiligt ist. Die Anwen-
dung des genannten Satzes geschieht durch Abbildung des Kreisbogenzweiecks auf
einen vollen Kreis.
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Ihr Satz lautet:!) f(2) s im Inneren des Einheitskreises regular und be-
schrénkt. Die (nach Fatou existierende) Randfunklion verschwinde in einer Menge
von einem MaR grofer als Null. Dann ist f(z) identisch Null im Einheitskreis?)

2. Beweis. Beim Beweis werden wir uns des Fatouschen Satzes in einer fir
die Verwendungsmoglichkeiten dieses Satzes charakteristischen Weise bedienen.
Da namlich die Randfunktion Grenzfunktion einer Folge beschrankter und
intecrierbarer Funktionen ist, so ist se nach einem bekannten Satz der
Lebesgueschen Theorie selbst integrierbar und ihr Integral ist Grenzwert
der Integrale Uber die N&herungsfunktionen.

Nun sa ¥t die Menge und u das Ma der Menge derjenigen Rand-
punkte, in welchen f(z verschwindet. R* sei die Komplementarmenge
und 2 —u ihr MaB. u(g) sei die an Rande des Einheitskreises erklérte

integrierbare Funktion, welche auf W den Wert :f und auf M* den Wert
,;"_AT hat, wo A eine noch passend zu wahlende Zahl ist. Das Poissonsche
Integral 2 Lyt
u(z, y) = J“(J)i “Breaa(d — @)Lt de
f.

stellt dann nach S. 152 eine in lz| < 1 reguldre Potentialfunktion dar,

welche fast Uberall die durch u((p) bestimmten Randwerte hat. Se ver-

HE
schwindet im Mittelpunkt des Einheitskreises, weil fu(qp)dq; == {) ist.
v(xy) sei die zu u(xy) konjugierte Potentialfunktion. Sié werde so normiert,
da sie im Mittelpunkt gleichfalls verschwindet. Dann ist e+~ g{z) eine
inlz| < 1 regulére analytische Funktion, welche in seinem Mittelpunkt
den Wert Eins hat. Also ist

7l0) = ) g(®) = o1, [1O5 ag = 2 [Te
:T[l 2 /

Fl
Also OTET R / |Gy d

i

Da aber fur hinreichend groRBe positive A die rechte Seite beliebig klein
wird, so ist f(0)) = 0. Wendet man die gleiche SchiuRweise auf rf:) an, so
findet man, dad auch f(O) =0 ist, und ebenso durch Anwendung auf

1) Wegen einer Verallgemeinerung siehe den Satz von Priwaloff am Ende dieses
Paragraphen.

2) Da die Randfunktion as Grenzfunktion meRbarer Funktionen selbst meRbar ist,
HO ist die Menge der Punkte, wo sie verschwindet, stets meflbar. (Zum Begriff , mel3bar"
vgl. man Carathéo dory, Reelle Funktionen, oder Kamke, Das Lebesguesche Integral.)
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‘-r-f--z,-)-, da auch f"(0) =0 ist usw. Also sind ale Koeffizienten in der

E

Taylorreihe von f(z) Null. Daher ist f(z) identisch Null.

3. Eine Verallgemeinerung des Vitalischen Satzes. Die eben verwendete,
von den Gebriidern RieR herriihrende Beweismothode [&f3t sich auch verwenden,
um eine Verallgemeinerung des Vitalischen Satzes zu beweisen, die zuerst
Khintchine (Fundamenta mathematicae | V) und Ostrowski in der S. 155
erwdhnten Arbeit gewonnen haben:

@, (2), (2}, ... sei eine Folge von Funktionen, die in iz| << 1 regulér
sind und deren Betrage dort unter der festen Schranke 31 liegen. Wenn
dann die Randwerte dieser Folge in einer Menge von Punkten, deren MaR
groBer ist als Null, Grenzwerten zustreben, so ist die Funktionenfolge in
jedem abgeschlossenen, ganz im Inneren des Einheitskreises gelegenen Bereich
gleichméflig konvergent.

Nehmen wir namlich an, die Funktionenfolge konvergiere nicht in jedem
Punkte des Inneren. Dann sei z, eine Stelle, wo se nicht konvergiert.
Aus der Folge ¢,{z)i kann man dann zwei Teilfolgen auswéhlen, die beide
an der Stelle z, konvergieren, die aber dort verschiedenen Grenzwerten zu-
streben. . Diese beiden Teilfolgen seien

‘ph’ @k‘) T
und Poys Py - - -
Ich setze izl =9, — Pu,
Die Folge fuo for o oe

konvergiert dann in einer Menge M von Randpunkten, deren Ma3 g > (
ist gegen Null, konvergiert aber bei zy nicht gegen Null. Es ist keine
Beschrénkung der Allgemeinheit anzunehmen, da dieser Punkt z, der
Mittelpunkt z=0 ist. Denn das kann man durch ene lineare Transfor-
mation des Einheitskreises stets erreichen. Dabei geht eine am Rande ge-
legene Menge von Punkten, deren Mal3 grofRer als Null ist, in eine Menge
Uber, deren Mal3 grofRer als Null ist, und auRerdem gehen dabei mit Rick-
sicht auf die uns von S. 129 bekannte Dreiecksstetigkeit beschrénkter Funk-
tionen diejenigen Punkte, an welchen radiale Grenzwerte existieren, in eben-
solche Punkte Uber. Ich nehme also an, es sei z, = 0. Die Komplementér-
menge von M sei wieder WM*. |hr MaR ist wieder 2x — . Genau wie
vorhin ziehe ich die Hilfsfunktion g{z) heran. Nun wird

£ = £ (D) g(0) = ﬁ ffw s

|sfm1

_ .1 rfag 1 (=) g
_2"‘;!‘[” 3 ds+-2—“;bl e ~da.
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4 4 4
Also wird |f-(0)1§¢n,ﬁj'fn(gqs)idw+eu-snﬂ
o

Nunmehr sei s eine beliebige positive Zahl. Ich verflige dann zuerst Uber

A
die noch unbestimmte positive Zahl A so, da3 e“—F'—-M<—;— wird. Als-
dann bemerke ich, daR nach einem bekannten, schon verwendeten Satze
der Lebesgueschen Theorie lim J{f‘,‘(e“f)wywo ist. Denn auf der
n—hwn

Menge Ik gilt £, — 0, und die |£,| sind beschrénkt. Ich wé&hle daher nun-
mehr die Nummer N so groR, dal

o - ;_,,-h/ IFuien)|dg < §

fir n>N. Dann ist fir n> N
a0} < e
Also ist doch bim £ (0) = 0.
"

Die gegebene Funktionenfolge konvergiert aso in jedem Punkte des
Einheitskreises. Die die gleichmafiige Konvergenz betreffende Angabe unseres
Satzes ist dann eine unmittelbare Folge des Vitalischen Satzes in seiner
gewdhnlichen Fassung.

4. Bemerkung. 1. Der Satz der Gebriider Riel3, den wir vorhin bewiesen,
folgt aus dem von Khintchine und Ostrowski, wenn man ihn auf die
Folge f(2, 0, f(z), O, ... anwendet.

2. Angesicnts des Satzes von Khintchine und Ostrowski fallt ene
eigentimliche Analogie mit dem Satze auf, der uns zu Beginn des Para-
graphen beschéftigte. Auf diese Analogien zwischen Sdtzen (ber ana
lytische Fortsetzung und Uber Konvergenz von Funktionenfolgen hat zu-
erst Ostrowski aufmerksam gemacht. Er hat in seinen schénen Arbeiten
diese Analogien weiter verfolgt. (Man vergleiche Bd. 32 des Jahresberichtes
der Deutschen Mathematikervereinigung S. 185.) Der Leser mache sich
z. B. klar, da der Vitalische Satz dem Satze entspricht, da3 eine analy-
tische Funktion durch die Werte bestimmt ist, welche sie in einer Menge
von Punkten annimmt, die im Regularitatsgebiet der Funktion einen Hau-
fungspunkt haben.

5. Der Satz von Priwaloff. Angesichts der Rolle, welche die Beschrénkt-

heit beim Satze von Fatou und bei anderen zu Beginn dieses Paragraphen
erwdhnten Sétzen spielt, ist die Entdeckung besonders merkwurdig, die betreffs
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des Saizes der Gebriider RieB Hr. Priwaloff') im Jahre 1918 gemacht hat
Er hat namlich gefunden, dal3 im Satz der Gebriider RieR die Voraussetzung
der Beschranktheit gestrichen werden kann. Es gilt sonach der folgende
Satz von Priwaloff: Wenn die in ;£ <1 reguldre Funktion f{z) auf einer
Bandmenge von einem Mal%e groRer als Null verschivindet, so ist sie identisch
Null. Es kommt nie vor, dal3 eine in !zj <1 regulare Funktion auf einer
solchen Randmenge unendlich wird. Das ,Nullwerden" und das ,Unendlich-
werden" bezieht sich dabei auf die Grenzwerte bei Annédherung aus jzi < 1
langs beliebigen Wegen, die j#| = 1 nicht berihren.

Ich beschranke mich darauf, einen Beweis fur den Fall des Nullwerdens
in der Randmenge zu skizzieren. Der Priwaloffsche Beweisausatz fiihrt den
Satz auf den der Gebriider Riel3 zuriick. Sei z, ein Punkt der Randmenge m,
in der f(7) verschwindet. Man ziehe von z, ins Innere von [z: < 1 zwei
Geraden, unter 45° gegen den Radius von z, und verbinde dieselben durch
einen Kreishogen vom Radius i mit z, as Mittelpunkt. Die Geraden und
der Kreisbogen bestimmen einen Kreissektor. f,(#,) sei erklart als max |f ()|
in diesem Sektor. Dann istlim f£,{z,) = 0 fr jeden Punkt z, von 3R. Nach

o=
einem Satz von Egoroff?) gibt es dann eine perfekte Teilmeuge M, von M,
deren Mal? ebenfalls positiv ist und auf der f,{g,) gleichméRig gegen Null
konvergiert. Nun konstruiert Priwaloff eine rektifizierbare Kurve, der alle
Punkte von fR, angehéren. Man konstruiere in den beiden Endpunkten
eines jeden Bogens der Komplementarmenge von 9}, zwei Geraden unter 45°
gegen die Radien der Endpunkte derart, dal3 dieselben in 2, <1 zum Schnitt
kommen und zusammen den Bogen vom Rest von |s| < 1 trennen.’) Die
aus diesen Strecken und den Punkten von M; bestehende rektifizierbare
Kurve grenzt von .z| <Z1 einen Bereich ab. In der durch die Randpunkte
dieses Bereiches erweiterten Punktmenge ist f(z) stetig. Bildet man diesen
Bereich auf einen Kreis |t . <7 1 konform ab, so ist die Abbildung auch am
Rande stetig. Die Menge M; geht in eine Randmenge von einem Malte >0
iber, wie sich zeigen |aRt.") Aus f( wird eine in jw;< 1 stetige, in
|w] << 1 regulére und daher beschrénkte Funktion, die in einer Randmenge
von einem Male grofer als Null verschwindet. Nach dem Satz der Gebriider
RieR ist sie daher identisch Null.

1) J. Priwaloff, Das Cauchysche Integral (russisch) 1918. Vgl. die Darstellung
des Beweises bei Lusin und Priwaloff, Sur 'unicité et multiplicité des fonctions
analytiques. Ann. ec. norm. sup. 42 (1925).

2) Comptes rendus Paris 1911.

3) Man darf immer annehmen, dal3 zur Komplementédrmenge nur Bégen kleiner als
ein Halbkreis gehéren. Denn durch lineare konforme Abbildung des !#] <1 kann das

stets erreicht werden.
4) Vgl. die erwéhnte Arbeit von Lusin und Priwaloff.
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Vierter Abschnitt.
Uniformisierung.?)

§ 1.Der Hauptsatz der Uuiformisierungstheorie. Vorbereitung zum Bewels.

Einer Einfihrung in die Probleme der Uniformisierung habe ich bereits
einen Paragraphen (S. 257 ff.) des ersten Bandes gewidmet. Ich kann daher
jetzt hier ohne lange Einleitung gleich an den Hauptsatz und seinen Be-
weis herangehen, in der Annahme, da der Leser geneigt sein wird, sich
jenen Paragraphen ins Gedachtnis zurtickzurufen.

Ich betrachte somit jetzt eine beliebige analytische Funktion f(z. Man
erhélt sie durch analytische Fortsetzung aus einem beliebigen ihrer Funk-
tionselemente. Diese Funktionselemente fligen sich bei Hinzunahme der
nicht reguldren Elemente algebraischen Charakters nach S. 221 von Bd. | zur
Riemannschen Flache von f(z zusammen. Sobald es gelungen ist, diese Flache
konform auf einen schlichten Bereich einer t-Ebene abzubilden, so werden
durch Umkehrung dieser Abbildung z und f(z in jenem Bereich ein-
deutige und bis auf Pole regulére Funktionen von t, weil verschiedene
Punkte der Fl&cho verschiedene Punkte des schlichten Bereiches liefern.
Diese Abbildung auf einen schlichten Bereich ist die Hauptsache. Darauf,
daf} die Abbildung umkehrbar eindeutig sei, kommt es gar nicht an. In
der Tat kdnnte das ja auch gar nicht immer erreicht werden, wie wir vom
elliptischen Integral erster Gattung und der durch es uniformisierten zwei-
blattrigen Riemannschen Flache her wissen.

Ein Uniformisierungsproblem haben wir auch auf S. 15 u. 44ff. dieses
Bandes bei der Abbildung schlichter mehrfach zusammenhéngender Bereiche
auf die Flache eines Kreises geldst. Denn jede in einem solchen Bereiche bis
auf Pole regulére Funktion geht durch die Abbildung dieses Bereiches auf
die schlichte Kreisflache in eine in diesem Kreise eindeutige bis auf Pole
regulare Funktion Uber.

Dies Beispiel und die fritheren Erfahrungen veranlassen uns, zu ver-
suchen, jede beliebige Riemannsche Flache auf die Flache eines schlichten
Kreises konform abzubilden. DaR dies geht, ist der Inhalt des Hauptsatzes
der Uniformisierung, den wir jetzt aussprechen und dann beweisen wollen.

Man kann die Riemannsche Fléche einer jeden analytischen Funktion kon-
form auf eine schlichte Kreisscheibe, das Endliche der Ebene oder die volle
funktionentheoretische  Ebene abbilden.

1) Die Untersuchungen dieses Abschnittes werden in den darauf folgenden Ab-
schnitten nicht verwendet.
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Der Existenzbereich fir die durch die Uniformisierung aus den Funk-
tionen der Fléche entstehenden Funktionen ist dann ein einfach zusammen-
héngender Bereich, und dadurch wird nach dem Monodromiesatz erreicht,
dal} jede auf der Riemannschen Fléche bis auf Pole regulére Funktion
in eine eindeutige Funktion Ubergefuhrt wird.

Wenn ich hier von konformer Abbildung der Riemannschen Flache,
oder von Funktionen rede, die auf der Flache bis auf Pole regular sind,
so sind diese Redewendungen alle in dem auf S. 222 des ersten Bandes
festgelegten Sinne gemeint. Es gehort namlich zu jeder Stelle der Rie-
mannschen Flache eine Umgebung und eme Wurzelfunktion (Ortspara-
meter), welche diese Umgebung schlicht abbildet. Die Abbildung heif3t kon-
form, wenn sie in diesem schlichten Bild konform im gewdohnlichen Sinne
ist, und eine Funktion heif3t bis auf Pole reguldr, wenn se aufgefaldt as
Funktion dieses Ortsparameters bis auf Pole regular ist.

Ich komme nun auf den Grundgedanken zu sprechen, auf den ich den
Beweis des Hauptsatzes aufbauen will. Ich denke mir die Riemannsche
Flache allmahlich durch Aneinanderreihen der bei der analytischen Fort-
setzung aus einem ersten entstehenden weiteren Funktionselemente aufge-
baut und suche die so entstehende Flache bei jedem einzelnen Schritt
auf eine Kreisflache abzubilden. Ich werde dadurch, wie gleich ndher aus
gefiihrt werden soll, auf die folgende Aufgabe gefiihrt: Zwei Bereiche, von
denen jeder auf die Flache eines Kreises abbildbar ist, haben einen Gebiets
teil gemein. Durch Vereinigung beider in diesem Gebietsteil entsteht ein
neuer Bereich, der seinerseits auf eine Kreisscheibe abgebildet werden soll.

§ 2. Die Abbildung der aufgeschnittenen Riemannschen Fléche
aul einen schlichten Bereich.

1. Vorbemerkung. Aufgabe der Uniformisierung ist es, die Riemannsche
Flache der zu uniformisierenden Funktion so auf einen schlichten Bereich ab-
zubilden, dal3 alle inneren Punkte der Riemannschen Flache in innere Punkte
des Bereiches tibergehen. Vorldufig wollen wir von der Forderung, dal3 alleinneren
Punkte der Riemannschen Fléache innere Punkte des Bildbereiches werden
sollen, abschen und erst einmal die Flache auf einen schlichten Bereich
abbilden, dabei aber zulassen, dal3 gewisse innere Punkte Randpunkte werden.
Gewissen inneren Punkten werden dabei wie bei der Abbildung der zwei-
bléttrigen Riemannschen Flache mit vier Verzweigungspunkten durch das
elliptische Integral erster Gattung mehrere Punkte am Rande des Bild-
bereiches entsprechen, der daher mit zugeordneten Paaren von Randkurven-
bogen versehen sein wird.

Bicberbach, Funktionentheoric I1. 2. Aull. 11
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2.Die Funktionselemente. Um zu dieser Abbildung zu gelangen, kniipfen
wir an'S. 210 von Band 1 an. Dort war bewiesen worden, dal3 es abzéhlbar viele
Funktionselemente gibt, derart, dal? jedes andere Element der zu uniformisieren-
den Funktion sich durch unmittelbare Fortsetzung aus einem dieser Elemente
ergibt. Das bringt zum Ausdruck, da3 durch diese Elemente der Gesamt-
verlauf der analytischen Funktion dargestellt wird, insofern diese Elemente
ale schlichten Stellen der Riemannschen Flache bedecken. Insbesondere
war zu dieser Darstellung die Gesamtheit aller reguléren Funktionselemente
mit rationalen Mittelpunkten geeignet. Wir fligen nun noch die Elemente
algebraischen Charakters hinzu, die den algebraischen Verzweigungspunkten
der Riemannschen Flache und den Polen der Funktion entsprechen. Auch
deren gibt es nur abzahlbar viele. Denn der Mittelpunkt enes jeden solchen
Elementes gehdrt dem Rand mindestens eines regularen Elementes mit ratio-
nalem Mittelpunkt an. Dieses kann man noch dazu so auswahlen, da3 auf
seinem Rande keine anderen singuléren Punkte der Funktion liegen. Man muf3
dazu nur ein regulares Element nehmen, das aus dem Element algebraischen
Charakters durch unmittel bare Fortsetzung hervorgeht, und das einen rationalen
Mittelpunkt hat, der hinreichend nahe an dem Mittelpunkt des algebraischen
Elementes liegt. Diese Erwagung lehrt, da? der Funktion nur abzahlbar
viele Elemente algebraischen Charakters angehoren. Diese und die regu-
laren Elemente mit rationalen Mittelpunkten numeriere man fortlaufend.
Nun gehort die Umgebung einer jeden rationalen oder algebraischen Stelle
des zu uniformisierenden Gebildes dem Inneren eines dieser Elemente an, so
dal also diese Elemente zur Darstellung der Funktion vollkommen ausreichen.

Noch will ich zur Vereinfachung des folgenden annehmen, da? am Rande
der Kreise, in welchen die einzelnen Elemente die Funktion darstellen, keine
singuldren Stellen liegen. Das ist nur eine Voraussetzung dariiber, wieweit
man ein und diesslbe Potenzreihe zur Darstellung der Funktion ver-
wenden  will.

Im Falle einer geschlossenen Riemannschen Flache — und nur bei
einer solchen — kann man mit endlich vielen Elementen auskommen. In
diesem Falle mogen tatsachlich diese endlich vielen Elementen der Betrachtung
zugrunde gelegt werden. In allen anderen Fallen haben wir es mit unendlich
vielen Elementen zu tun.

3. Heftungsaufgabe. Um nun die am Beginn des Paragraphen in Aussicht
genommene Aufgabe zu | 6sen,beginnen wir mit dem ersten unserer ElementeE;
das wir als schlichte Kreisscheibe voraussetzen dirfen. Alle nun weiter vorzu-
nehmenden Abbildungen werden Bereiche betreffen, welche dieses Element
enthalten und alle Abbildungen sollen dadurch normiert sein, da3 sie in
dem Mittelpunkt dieses ersten Elementes verschwinden und dort die
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Ableitung Eins besitzen. Die Abbildung des ersten Elementes geschieht
durch eine Funktion z—a. Nun suchen wir das Element kleinster Nummer,
das einen Gebietsteil mit dem ersten gemein hat. Ich nenne es E,. Es sind
zwei Falle denkbar, nadmlich entweder ist eines der Elemente ein Teil-
bereich des anderen. Dann ist die Abbildung des aus der Verschmelzung
beider entspringenden Bereiches mit der Abbildung eines der beiden Ele-
mente identisch. Ober aber die beiden Elemente haben lediglich ein Kreis-
bogenzweieck gemein. Wenn wir in dem neuen Element die Punkte mar-
kieren, welche den Randpunkten des anderen entsprechen, so zerféllt es in
zwei Kreishogenzweiecke E'; und E" ,, von denen eines E', im ersten Elemente
enthalten ist, wahrend das zweite E", in einem Kreisbogen 93 an das erste
Element anstoRt. Die aus den inneren Punkten von E;, E", und von 93
bestehende Punktmenge ist ein gewisser Teilbereich der Riemannschen
Flache. Wir sagen, er se aus E; und E", entstanden, und nennen ihn den
Vereinigungsbereich. So sprechen wir allgemein von dem Vereinigungsbereich
zweier Teilbereiche B; und B, der Riemannschen Flache, wenn dieselben
punktfremd sind und ihrem Rand gewisse Kreisbogenpolygone gemeinsam
sind. Diese gemeinsamen Randbogen konnen aus einem oder mehreren Kon-
tinuen bestehen. Wir wahlen eines derselben B und nennen den aus B; B,
und 93 bestehenden Teilbereich der Riemannschen Flache den durch Ver-
einigung der Riemannschen Flache léngs 93 entstandenen Bereich oder auch
kurz den Vereinigungsbereich B; + B, von B; und B,. Falls sich B; und
B, auf Kreisscheiben schlicht und konform abbilden lassen, 4Rt sich auch
B, + B, auf eine Kreisscheibe oder die volle Ebene schlicht abbilden. Das
werden wir nachher beweisen. Die hiermit gestellte Aufgabe nennen wir
eine Heftungsaufgabe.

4. Aufbau der Riemannschen Fléche aus Elementen. Nach diesen
allgemeinen Bemerkungen kehren wir zur Vereinigung E; + E", zurlick.
Wir suchen unter den bisher nicht benutzten Elementen dasjenige klein-
ster Nummer, welches mit E; + E", einen Gebietsteil der Riemann-
schen Fl&che gemein hat. Es sei E;. Wir unterscheiden wieder einige
Falle. Entweder ist E; ein Teilbereich von E; + E", oder aber E; + E", ist
Teilbereich von E;, oder endlich der Durchschnitt von E; + E", und Ez ist
von beiden verschieden: In den beiden ersten Féllen ist die Gesamtheit der
Punkte der Riemannschen Fl&che, die entweder E; + E", oder E; angehdren,
mit einem der beiden Bereiche identisch. Die Abbildung derselben auf eine
schlichte Kreisscheibe bietet dann keine Schwierigkeit. Im letzten Falle
dagegen besteht der Durchschnitt von E; + E"; und E; aus einer end-
lichen Anzahl von Kreisbogenpolygonen. Nimmt man diese von E; weg, so
bleibt noch eine endliche Anzahl von Kreisbogenpolygonen ubrig, die wir,
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wenn se nicht von vornherein einfach zusammenhangend sein sollten, durch
endlich viele Kreisbogen in endlich viele einfachzusammenhéngende Kreis-
bogenpolygone zerlegen. Diese heften wir dann der Reihe nach an E; + E','
bzw an die daraus bereits durch Anheftung entstandenen Teilbereiche der
Riemannschen Fléche in je einem Randbogen an. So sehen wir, dald wir
durch den Wunsch, auch Ez in den uniformisierten Teilbereich der Riemann-
schen Fléche einzubeziehen, auf die Notwendigkeit gefuhrt werden, die
Heftungsaufgabe zu 16sen.

Nun achte man noch darauf, da3 einjedes der anzuheftenden Kreisbogen-
polygone mit dem bereits auf einen Kreis abgebildeten Teilbereich der
Riemannschen Flache mehrere getrennte Randbogen gemein haben kann. Die
Anheftung erfolgt aber stets in einem einzigen Randkontinuum, das wir stets
so wahlen wollen, da3 es nicht vergroRert werden kann. Daher werden auf
der Riemannschen Flache gewisse Kreisbogenzige verbleiben, die dem Rand
des abgebildeten Bereiches angehoren.

Wir haben es aso mit der Abbildung der passend zerschnittenen Rie-
mannschen Flache zu tun.

Der Umstand, dal3 wir den Durchschnitt des neuen Elementes und der bereits
abgebildeten nicht erneut beriicksichtigen, bringt es mit sich, da3 kein
Gebietsteil der Riemannschen Fléche bei der Abbildung mehr als einen Bild-
bereich bekommt.

So wie oben mit E; verfahren wir alsdann mit dem noch nicht bertick-
sichtigten Element kleinster Nummer, das mit dem abgebildeten Bereich
einen Gebietsteil gemein hat.

So fortfahrend erscheint auf der Riemannschen Fléche eine Folge wachsen-
der Teilbereiche. Wir werden die Grenzfunktion der benutzten Abbildungen
zu untersuchen haben. Diese leistet dann die Abbildung der Riemannschen
Flache auf einen schlichten Bereich.

Dal3 im Verlauf unseres Verfahrens alle Funktionselemente Verwendung
linden, folgt daraus, dal3 man jedes mit dem Ausgangselement durch eine
Kette unserer Elemente verbinden kann, und dann daf jedes Kettenglied
einmal zu demjenigen kleinster Nummer wird, das mit dem schon abge-
bildeten Bereich einen Gebietsteil gemein hat, und das dabei eine mdglichst
kleine Nummer besitzt.

Im Falle einer algebraischen Riemannschen Flache fihrt das Verfahren
nach endlichvielen Schritten zur gewinschten schlichten Abbildung der
Riemannschen Flache auf eine endliche Kreisscheibe, oder auf die volle Ebene.

Im Falle, da3 erst nach unendlich vielen Schritten alle Elemente auf-
gebraucht sind, mul? zum Nachweis der Mdglichkeit der Abbildung noch
ein Grenzlbergang ausgefiihrt werden.
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Wenn nun die Abbildung auf die volle Ebene oder die volle Ebene
mit AusschluB des unendlichfernen Punktes erfolgt, so ist das Uniformi-
sierungsproblem gelost. Denn dann gehen alle Punkte der Riemannschen
Flache in innere Punkte des Bildbereiches uber.

5. Die zerschnittene Flache. Erfolgt aber die Abbildung auf eine endliche
Kreisscheibe, so kann gleichfalls noch der Fall vorliegen, daf3 das Problem gel st
ist. Es kann aber auch sein, daf? krei shogenférmige Querschnitte auf der Riemann-
schen Flache angebracht worden sind und daf3 nur die aufgeschnittene Riemann-
sche Flache abgebildet ist. In diesem Falle ist bekannt, daf3 die Abbildung auf
jedem kreisférmigen Randbogen noch analytisch ist und da sie denselben in
einen Peripheriebogen des Bildkreises Uberfiihrt. Den beiden Ufern enes
solchen Querschnittes entsprechen daher zwei Bogen der Kreisperipherie,
die umkehrbar eindeutig und analytisch einander zugeordnet sind. Dabel
sind die einander entsprechenden Durchlaufungssinne so, dal3 der eine das
Kreisinnere zur Linken, der andere aber das Kreisinnere zur Rechten hat.
Denn so ist es auch auf der Riernannschen Flé&che langs des Querschnittes.
Niemals aber stolRen in einem Punkte zwei zugeordnete Randbogen des Bild-
kreises so zusammen, da3 der gemeinsame Punkt sich durch die Zuordnung
selbst entsprache. Dies kann man meist dadurch verhindern, da3 stets die
Anheftung langs mdglichst langen Randbogen erfolgen soll. Man kann aber
auch, wenn ja sich einmal der oben erwahnte Sachverhalt zeigen sollte, die
beiden zugeordneten Peripheriebogen aneinanderheften. Damit ist folgendes
gemeint: Man nimmt auf der Riernannschen Flache zu dem abgebildeten
Bereich noch die inneren Punkte der zugeordneten Bogen und den sich selbst
entsprechenden Punkt hinzu. Wir haben dann zu zeigen, da® man auch
den so abgednderten Bereich auf einen schlichten Kreis oder die volle Ebene
abbilden kann. So werden wir auf eine noch etwas ander e Heftung saufyabe gefihrt.

Wir kénnen auch nach jeder einzelnen Heftung priifen, ob etwa der eben
besprochene Sachverhalt vorliegt und dann die eben neu eingefuhrte neue
Heftung vornehmen.

Wir werden nun erst die Heftungsaufgaben 16sen und uns dann mit dem
vielleicht nétigen Grenziibergang befassen.

. § 3. Die Heftungsaufgaben.

1. Vorbereitung. Auf einer Riemannschen Flache sind zwei Kreisbogen-
polygone A und B gegeben, deren Inneres punktfremd seien. lhren
Randern ist ein Polygonzug ¥ gemein. Sowohl A wie B 18t sich kon-
form auf eine Kreisscheibe abbilden. Der Vereinigungsbereich A+ B ist
as Punktmenge A + B + B definiert, wobei nur die inneren Punkte
von A und B und B Verwendung finden. Die Rénder von A und B
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bestehen aus endlich vielen Kreisbogen. Ein jeder derselben ist Teilbogen
des Randes eines unserer Funktionselemente und enthélt daher nach Vor-
aussetzung nur gewohnliche Punkte der Riemannschen Fléche, d. h. Punkte
mit einbléattriger Umgebung.

Man kann daher um jeden inneren Punkt von 8 eine Kreisscheibe U
legen und diese so klein wahlen, da ihr Rand nur gewohnliche Punkte
der Riemannschen Flache enthédlt, und da er nur innere Punkte von %
trifft, und da® U durch 8 in zwei Teile zerlegt wird, deren einer véllig
zu A, und deren anderer vOllig zu B gehort. Man darf annehmen, dal3
der Rand von U den Kreishogenzug ® unter Winkeln trifft, die von
0 und = verschieden sind. Gegebenenfals kann man dies durch eine
gewisse VergroRerung von U erreichen. Der dann dem Inneren von U an-
gohdrige Teilbogen von B sei &. Wir denken uns dann A und B zunachst
nur langs B verheftet. Dadurch entsteht ein neuer Bereich A + B auf der
Riemannschen Flache, an dessen Rand die Ubrigen Teile von 8 beteiligt
sind. Diese zerfalen in Paare von Kreisbogen, die auf der Riemannschen
Fléche koinzidieren und die am Bildbereich paarweise einander zugeordnet
sind, und die zum Teil von den sich selbst entsprechenden Endpunkten
von P ausgehen. Ich betrachte ein solches von einem sich selbst ent-
sprechenden Punkt P ausgehendes Kurvenpaar, dem auf der Riemannschen
Flache ein Kreisbogenzug entspricht, den ich wieder mit ¥ bezeichnen will.
Ihm entsprechen zwei Randbogen des Bereiches A+ B, den ich wieder mit
B bezeichnen will. Diese Rogen machen zusammen entweder nur einen Teil
des Randes von B oder den vollen Rand dieses Bereiches aus.

Der Bogen B der Riemannschen Flache trifft nur gewdhnliche Punkte.
Denn er ist aus Kreisbogen zusammengesetzt, die den Peripherien von
Funktionselementen entstammen. Diese hatten wir aber so klein gewéhlt, dal3
auf ihrem Rande nur gewdhnliche Punkte der Riemannschen Fléche liegen.

Den inneren Punkten von B ordnen wir wieder als Umgebungen Kreis-
scheiben zu, an deren Rand nur gewdhnliche Punkte der Riemannschen Flache
liegen und deren Rand # in zwei Punkten unter von O und = verschiedenen
Winkeln trifft.

Endpunkte von 8 sind die bei der Zuordnung sich selbst entsprechen-
den Punkte oder die Punkte, die ¥ angehdren, aber nicht innere Punkte
von Teilbogen von B sind, welche selbst kein Paar zugeordneter Punkte
tragen.

Einem sich selbst entsprechenden Endpunkt ordnen wir als Umgebung
eine Kreisscheibe U der Riemannschen Flache zu, welche am Rand nur ge-
wohnliche Punkte der Flache,tragt, und die entweder 8 in einem Punkt
unter von 0 und = verschiedenen Winkeln trifft, oder die 8 und den tbrigen
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Rand von B iiberhaupt nicht trifft'), oder die zwar @ nicht trifft, aber die
den dbrigen Rand von B trifft.

Im ersten Falle habe U mit dem Bereiche B eine langs 8 aufgeschlitzte
Kreisscheibe gemein, die einfach zusammenhéngt; im zweiten Falle ist der
Durchschnitt von U und B eine langs B aufgeschlitzte zweifach zusammen-
hangende Kreisscheihe. Im letzten Falle zerfallt U durch den Rand von
B in den langs 8 aufgeschlitzten einfach
zusammenhangenden Durchschnitt und einen -
mit B punktfremden Teil (der auch leer
sein kann). Die Fig. 25a, 25b, 25c¢ veran-
schaulichen die drei Falle. Der Punkt von

8, um dessen Umgebung es sich handelt, ist il
stets mit P bezeichnet. r
Flg. 25b.

Flg. B5a. Fig. 25e.

Nun bleibt noch der eventuell vorhandene Endpunkt von #8, der sich
nicht sdbgt entspricht, und von dem daher weitere Randbogen von B
ausgehen. Diesem Punkt der Riemannschen Flache wird eine Kreis
scheibe U der Flache als Umgebung zugeordnet, an deren Rand nur
gewohnliche Punkte der Flache liegen. Dieser Rand von U soll den
von 8 verschiedenen Rand in zwei Punkten unter von 0 und x ver-
schiedenen Winkeln treffen und soll mit B einen Punkt gemein haben
(vgl. Fig. 26).

1) So kann die Umgebung von P nur dann gewahlt werden, wenn durch % der
Rand von B erschopft ist.
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V zerfdllt durch den Rand von B in drei einfach zusammenh&ngende
Teile, von denen zwei langs einem Bogen von B zusammenstoRRen, wahrend
der dritte (eventuell innere Punkte entbehrende) Teil aus Punkten von U
besteht, die B nicht angehdren.

Endlich viele dieser den Punkten von 8 zugeordneten Umgebungen
genligen, um ganz B zuzudecken. Wir dirfen dazu annehmen, da3 keine
derselben vollstandig in einer anderen der endlich vielen enthalten ist.

2. Formulierung der Heftungsaufgaben. Nach diesen Vorbereitungen
schreite ich zur Formulierung der Heftungsaufgaben. Ich unterscheide
mehrere Félle, je nachdem oh es sich um die Verheftung zweier verschiedener
Bereiche langs einer Kurve 8, oder um die Verheftung zweier zugeordneter
Randbogen eines Bereiches handelt. So erhalte ich die folgenden vier Félle:

1. Zwei verschiedene Bereiche
A und B werden langs einer Rand- /\\
kurve vereinigt. Diese Randkurve e
ist mindestens bei dem einen der
beiden zu vereinigenden Bereiche
vom vollen Randeverschieden. Dann
ist A + B auf einen endlichen
Kreis abbildbar.

2. Zwei verschiedene Bereiche
werden langs einer Randkurve ver-
einigt, die bei beiden zu vereinigen- e y
den Bereichen mit dem vollen Rande -
identischist. Die Abbildung erfolgt e
auf die volle Ebene.

% Zwei in einem Punkte P

i,

zusammenstoBende Randkurven ei- //

nes Bereiches werden vereinigt. S Fig. 2.
Beide zusammen erfillen nicht
den vollen Rand. Die Abbildung erfolgt auf einen endlichen Kreis.

4. Zwei in einem Punkte zusammenstoBende Randkurven eines Bereiches
werden vereinigt. Beide zusammen erfiillen den vollen Rand. Die Abbildung
erfolgt auf die volle Ebene.

3. Zuruickfihrungauf Verschmel zungsauf gaben. Die L 6sung der Heftungs-
aufgaben werden wir nun auf weitere Aufgaben zuriickfuhren, die wir Ver-
schmelzungsaufgaben nennen und im folgenden Paragraphen ldsen werden.

Ich beginne mit den beiden ersten Heftungsaufgaben. Ich fase irgend-
einen inneren Punkt Q der zu verheftenden Kurve 93 ins Auge und be
trachte seine Umgebung U (Fig. 27). Diese hat sowohl mit A wie mit B
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einen einfach zusammenh&ngenden Bereich gemein und man darf annehmen,
dal3 der Rand von U die Kurve B unter von 0 und = verschiedenen Winkeln
trifft. Denn dies kann man gegebenenfalls durch eine gewisse Vergréflerung
der Kreisscheibe U erreichen Unser weiteres Vorgehen soll nun das sein,
dald wir erst A mit U vereinigen. Dadurch wird A um den B angehérigen
Teil von U vergroBert. U hat mit A einen einfach zusammenhangenden
Bereich gemein. Die Aufgabe, den so erweiterten, durch sichelférmige Ver-
schmelzung von A und U entstandenen Bereich auf einen Kreis abzubilden,
nennen wir die erste Verschmelzungs-
aufgabe. Wir werden sie im néchsten
Paragraphen lésen. Nochmalige An-
wendung derselben gibt dann die
Maéglichkeit, B mit A + U zu ver-
schmelzen. Als Ergebnis ist dann
die Kreisabbildung eines Bereiches
gelungen, der aus A und B zu-
sammengeheftet ist. Aber die Hef-
tung ist noch nicht langs ganz B
erfolgt, sondern erst léngs eines in-
neren Teilbogens B’ von B. Wir
kénnen auch sagen, es s nun erst
ein Bereich abgebildet, der aus dem
eigentlich abzubildenden durch Auf-
schneidung langs ein oder zwei Teilbogen von % hervorgeht. Durch diesen
Schritt wird die erste Heftimgsaufgabe auf die dritte und die zweite auf
die vierte zurlickgefuhrt, so dal3 wir uns nun nur noch mit der dritten und
vierten Heftungsaufgabe zu befassen haben.

Im Rande des Bereiches kommen jetzt zwei Bogen vor, die einander zu-
geordnet sind und die von einem bei der Zuordnung sich selbst entsprechenden
Funkt ausgehen. Auf der Riemannschen Flache entspricht den beiden Bogen
ein Kreisbogenpolygon und zugeordnete Punkte koinzidieren auf der Fléache.
Dementsprechend reden wir auch von einem langs @ aufgeschlitzten Teilbereich
der Riemannchen Flache. Der bei der Zuordnung sich selbst entsprechende
Punkt heiRe P. Das Kreisbogenpolygon sei 88, Wir wissen, da3 man B mit
endlich vielen seinen Punkten zugeordneten Umgebungen zudecken kann.

Diesen Umgebungen entsprechen Kreise der Riemannschen Fl&che, und
wir nehmen an, da keine dieser Umgebungen vollstandig dem Inneren
einer anderen verwendeten angehort.

Ich betrachte die Umgebung U von P und stelle mir die Sache zuné&chst
auf der Riemannschen Flé&che vor.

iy, 27
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Es konnen hier drei Fulle eintreten, je nachdem der Rand von U die
Kurve B trifft oder nicht.

Im ersten in Fig. 25a dargestellten Fall haben wir wieder die schon er-
wahnte Aufgabe der sichelférmigen Verschmelzung vor uns. Denn die Um-
gebung U hat mit dem aufgeschlitzten und bereits auf einen Kreis
abgebildeten Bereich einen einfach zusammenhangenden Bereich, namlich die
langs B aufgeschlitzte Kreisscheibe U gemein. Und es handelt sich um die
Kreisabbildung des durch sichelférmige Verschmelzung beider entstandenen
Bereiches, der sich vom Ausgangsbereich dadurch unterscheidet, dal3 der
Schlitz ein wenig kirzer geworden ist.

Der andere noch zu behandelnde Fall ist der, dal3 der Rand von U die
Kurve 93 nicht trifft. Ich nehme zunachst an, da3 der Rand von U den
Rand von B Uberhaupt nicht trifft. Dann gehort 8 ganz dem Innern von
U an, und B hat keine anderen Randpunkte, da der Rand ein Kontinuum
bildet (Fig. 25b). Hier liegt nun die zweite Verschmelzungsaufgabe vor. Es
handelt sich jetzt um die girtelformige Verschmelzung. Dem Bereich B und
der Umgebung U ist namlich jetzt der aufgeschlitzte Bereich U gemein.
Der ist aber nun zweifach zusammenhéngend.

In diesem Falle wird durch L&sung der Verschmelzungsaufgabe die Zu-
ordnung von 9 restlos vollendet.

Nun bleibt endlich der Fall, da der Rand von U zwar den Rand des
Bereiches nicht, aber die Kurve 8 trifft, die von P ausgeht und deren
Funkte einander paarweise so zugeordnet sind, da P sich selbst entspricht.
In diesem Fall zerféllt U durch den Rand des Bereiches in zwei Teile,
deren einer U; der Durchschnitt von U und dem Bereich B ist. Er ist
einfach zusammenhéngend und wieder haben wir die erste der beiden Ver-
schmelzungsaufgaben zu 16sen, wodurch dann die auf B vorgeschriebene
Zuordnung restlos realisiert ist (Fig. 25c).

Also nur im ersten Falle ist eine weitere Behandlung von B nétig.
Wir betrachten dann die Umgebung des aus Fig. 25a ersichtlichen Punktes
Q und schlieBen wie oben weiter.

Sind wir dann mit 8 fertig, so sehen wir zu, ob es dann am Rande
vielleicht weitere paarweise zugeordnete Randkurven gibt, die einen Punkt
entsprechend gemein haben. Sollte dies der Fall sein, so behandeln wir sie
analog wie eben 9,

Alles kommt somit auf die Losung der beiden Verschmelzungsaufgaben
hinaus

Man erkennt, da@ man im Falle der dritten Heftungsaufgabe auf eine
endliche Kreisscheibe gefuhrt wird, weil bei jedem Schritt freie Rander
bleiben, wahrend man bei der vierten auf die volle Ebene gefiihrt wird.
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Wir werden ndmlich sehen, daB die erste der beiden erwéhnten Verschmel-
zungsaufgaben (sichelférmige Verschmelzung) auf eine endliche Kreisscheibe,
die andere (gurtelférmige) aber auf die voile Ebene fihrt.

§ 4. Die Verschmelzungsaufgaben.

1. Formulierung der Aufgaben. Ich nehme an, zwischen zwei auf Kreise
umkehrbar eindeutig und konform abbildbaren Bereichen sei dadurch eine Be-
ziehung hergestellt, daB zwischen zwei Teilbereichen derselben eine umkehrbar
eindeutige konforme Abbildung bekannt ist. Von dieser Annahme ist die im
§ 3 erwéhnte ein spezieller Fall. Dort nahmen wir an, daB die beiden Bereiche
noch solagen, daB die Abbildungsbeziehung der Teilbereiche die | dentitat war.
Es ist nun nur noch ein kleiner Schritt, anzunehmen, daB die beiden Be-
reiche selbst Kreise sind. Denn denken wir uns die Kreisabbildung beider

.

Fig.28a. Fig.28b.

ausgefiihrt, so werden aus den beiden Teilbereichen Teilbereiche der beiden
Kreise, zwischen welchen nach wie vor eine umkehrbar eindeutige konforme
Abbildung besteht. Wir unterscheiden zwei verschiedene Félle:

|.ErsteVerschmelzungsaufgabe (Schelformige Verschmelzung): Zwei
einfach zusaramenhéangende Teilbereiche A, und B, der beiden zu verschmel-
zenden Teilbereiche A und B sind einander durch eine umkehrbare ein-
deutige konforme Abbildung zugeordnet. Beide Bereiche stoBen in einem
— von der vollen Peripherie verschiedenen — Kreisbogen an die Peripherie
ihrer Kreise an. Die Teilberichte A, und B, werden von A und B durch stiick-
weise analytische Kurven abgetrennt, die unter von 0 und & verschiedenen Win-
keln die Peripherie wenigstens eines der Bereiche z. B. B treffen (Fig. 26).
Der aus beiden durch Verschmelzung entstandene Bereich soll auf eine
Kreisscheibe konform abgebildet werden.

2. Zweite Verschmelzungsaufgabe (Gurtelformige Verschmelzung)'.
Zwei zweifach zusammenhédngende Teilbereiche der beiden zu verschmel-
zenden Bereiche sind einander zugeordnet. Beide Teilbereiche haben as
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eine Grenzkurve die volle Peripherie ihres Kreises (Fig. 29). Der aus beiden
durch Verschmelzung entstandene Bereich soll auf die volle Ebene konform
abgebildet werden.

Wenn man sich vergegenwartigt, da3 es sich nach den Darlegungen
des vorigen Paragraphen in diesen Verschmelzungsaufgaben um lauter Teil-

Fig. 29a. Fig. 20b.

bereiche einer Rieraannschen Flache handelt, so bedarf die Formulierung
der Verschmelzungsaufgaben keiner weiteren Erlauterung.

2. Losung der ersten Verschmelzungsaufgabe. Ich stelle mir die bei-
den zu verschmelzenden Bereiche als Kreisscheiben vor. Die beiden in den
beiden Kreisen A und B angebrachten Querschnitte o, und §, sind stiickweise
analytischeKurvenbogen, diebei B unter von Nul | und st verschiedenen Winkeln

Flg. 31.

die Peripherie treffen. Dann hat es keine Schwierigkeit in der schraffierten
Sichel der Fig. 28b einen Kreisbogen K anzugeben, der mit der Peripherie
einen Winkel « = & fiir passendes ganzes positives n bildet. (Vgl. Fig. 30.)
Diesem Kreisbogen entspricht in der Sichel der Fig. 28a ein analytischer
Kurvenbogen K, der nun zusammen mit dem Peripheriebogen a, der nicht-
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schraffierten Sichel dieses Kreises einen einfach zusammenhangenden Bereich
bestimmt. In ihm wahlen wir einen beliebigen Punkt z, der bei der Abbil-
dung in den Punkt w = 0 der Bildebene ibergehen soll (Fig. 31). Diesen
Bereich bilden wir nun tatsachlich schlicht auf einen Kreis ab, der w = 0
zum Mittelpunkt hat, durch eine Funktion w= f(z), die somit bei z
verschwindet und dort die Ableitung Eins besitzen moge. Dem eben in
der Sichel verzeichneten Kreisbogen K entspricht dabei nun ein Peripherie-
bogen K' dieses Kreises und dem in Fig. 30, 31 schraffierten Teil o, der Sichel
entspricht eine an diesen Peripheriebogen angrenzende Sichel a,” (Fig. 32).
Somit kann man die in der Sichel o, der
Fig. 31 erklarte Abbildung durch Spiegelung
Uber die beiden einander entsprechenden Peri-
pheriebogen K und K' fortsetzen. Man erkennt
so0, da3 man tatséchlich nun eine schlichte Ab-
bildung eines Bereiches bekommen hat, der
z aus folgenden Stiicken besteht: Die Sicheln A
und #, der Fig. 31. Daran durch Spiegelung
angefligt das Spiegelbild & der Sichel .
Dieser entspricht in B das durch Spiegelung
. 52 an K erhaltene Spiegelbild von o, An den
Bereich 4, ist also nun schon eine Doppelsichel angefiigt. Freilich ist dieser
Vereinigungsbereich noch nicht auf einen Kreis abgebildet, aber er ist bereits
schlicht auf einen einfach zusammenhéngenden Bereich abgebildet, den man
nun weiter auf einen Kreis abbildet, so da3 dabel wieder das Bild des
Punktes z, Mittelpunkt wird, und die Ableitung daselbst wieder Eins wird.
Nun entspricht der Doppelsichel von B, die an ihren Ecken einen Winkel
2e = g:—l.
kreisbogenférmige Rénder einander entsprechen, so kann man durch aber-
malige Spiegelung die Abbildung auf eine doppelt so grof3e Sichel des Kreises
B ausdehnen; nun uUbersieht man schon, da® man nach n Schritten den
ganzen Bereich B aufgesaugt und die Abbildung auf den durch Verschmel-
zung von A und B entstehenden Bereich ausgedehnt hat. Die erste Ver-
schmelzungsaufgabe hat also zu ihrer Lésung keinen neuen Grenzibergang
verlangt. Dal} die Abbildung am Bereichrand noch analytisch ist, ergibt
sich aus dem stickweise analytischen Charakter des Randes von selbst.
(Vgl. S. 31) Es ergibt sich auch, da3 die Abbildung auf eine endliche
Kreisscheibe erfolgt.

besitzt, wieder eine Sichel dieses neuen Kreises, und da wieder zwei

3. Losungder zweiten Verschmelzungsaufgabe. W ieder sind ey und 3, stiick-
weise analytische Kurven'. (Fig. 29a u. 29b.) Jetzt bringen wir in B, einen mit B
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konzentrischen Kreis Kan (Fig. 33). Ihm entspricht in A, eine geschlossene ana
lytische Kurve K', die A, in zwei Ringe zerlegt. (Fig. 34.) Den aus A; und Q be-
stehenden Bereich (Fig. 33, 34) bilden wir nun zunéchst auf einen Kreis ab,
und zwar so, da3 die Abbildungsfunktion w = f(z) in einem beliebig ge-
wahlten Punkt zo von A; verschwindet und dort die Ableitung Eins hat. Dem
Kreis K entspricht dabei die volle Peripherie und dem King g, entspricht
ein an die Peripherie anstoflender Ring g;. Somit kann man diese Abbildung

Flig. 3.

wieder durch Spiegelung auf einen anstoflenden Ring gleichen Radienver-
héltnisses ausdehnen und man hat so nunmehr einen Bereich schlicht ab-
gebildet, welcher aus A;, dem Ring g, und seinem Spiegelbild an K (Fig. 33)
besteht. Man kann den schlichten Bildbereich nun wieder in einen Kreis Uber-
fihren, so daB das Bild von z, wieder Mittelpunkt wird und die Ableitung
im Mittelpunkt Eins bleibt. Setzt man dieses Verfahren in infinitum fort,
so erhdlt man die Vereinigung beliebig groRer Stiicke von B mit A. Es
bleibt aber nun zu zeigen, da3 die so erhaltene Folge von Abbildungs-
funktionen in dem aus A und B zusammengesetzten Boreich gleichmaRig
gegen eine Grenzfunktion konvergiert, welche die Abbildung des vereinigten
Bereiches auf eine volle Ebene vermittelt. Es wird sich namlich zeigen,
dal} die Radien der schrittweise erhaltenen Bildbereiche uber alle Grenzen
wachsen und da die Grenzfunktion im Mittelpunkt von B einen einfachen
Pol besitzt. Zunéchst sind die erhaltenen Einzelfunktionen von einer ge-
wissen Nummer an in einem beliebig groBen Teilbereich von A + B er-
klart, den man erhadlt, wenn man von B eine beliebige Umgebung seines
Mittelpunktes entfernt.

Ich wahle eine Folge von Kreisen mit monoton nach Null streben-
den Radien um den Mittelpunkt von B und vereinige immer mit A das
AuRere B, eines solchen Kreises. Ich erhalte so eine Folge von Bereichen
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A + B, von der Art, da in jedem derselben alle Funktionen der Folge
von einer gewissen Nummer an erkléart, analytisch und schlicht sind. Der
Verzerrungssatz lehrt, dald in einem jeden Bereich A + B, die darin er-
klérten Funktionen gleichmaRig beschrénkt sind. Denn das ergibt sich zu-
néchst ohne weiteres fir die Umgebung des Mittelpunktes von A. Da man
aber jeden Bereich A + B, 1, nach seiner Abbildung auf eine Kreisscheibe®),
mit endlich vielen Kreisscheiben zudecken kann, so ergibt sich durch endlich-
malige Anwendung des Verzerrungssatzes die gleichmalige Beschranktheit
far A + B,. Wenn nun die gegebene Funktionenfolge nicht in jedem Teil-
bereich A + B, gleichmafiig konvergierte, so kdnnte man zunéchst zwei Teil-
folgen auswéhlen, die beide in unendlich vielen Punkten von A + B, Grenz-
werten zustrebten so aber, da3 darunter ein Punkt wére, in dem sie beide
verschiedenen Grenzwerten zustrebten. Nach dem Vitalischen Satze kon-
vergiert dann jede dieser Funktionenfolgen gleichmédRig in jedem Bereich
A + B,. Beide Folgen streben aber verschiedenen Grenzfunktionen zu, die
aber beide in jedem Bereiche A + B, reguldr sind.

Betrachten wir nun eine der beiden Grenzfunktionen weiter. Ich behaupte,
da? se im Mittelpunkt von B einen einfachen Pol hat, und da sie den
aus A und B zusammengesetzten Bereich schlicht auf eine volle Ebene ab-
bildet. Ich zeige zunadchst, da} die Abbildung schlicht ist, da} aso die
Grenzfunktion keinen Wert zweimal annimmt. Waére das namlich der Fall,
so beachte man, da die Grenzfunktion nicht konstant sein kann, weil im
Mittelpunkt von A ihre Ableitung Eins ist. Daher lehrt der Satz von Rouché,
dad auch alle Naherungsfunktionen gentigend hoher Nummer denselben
Wert an zwei verschiedenen Stellen annehmen miRten. Dies widerspricht
aber der Schlichtheit der von denselben vermittelten Abbildungen. Die
Grenzfunktion ist somit eine Funktion, welche in der Umgebung des Mittel -
punktes von B reguldr und eindeutig ist, und welche daselbst keinen Wert
mehr as einmal annimmt. Nach dem S. 152 des ersten Bandes bewiesenen
elementaren Teil des Picardschen Satzes, kann aber diese Stelle keine wesent-
lich singulare Stelle derselben sein. Sie ist vielmehr entweder eine regulére
Stelle oder aber ein Pol. Ist sie ein Pol, so kann sie nur ein einfacher Pol
sein, weil sonst in der Nahe einzelne Werte mehrfach angenommen wirden.
Reguldr kann aber die Stelle auch nicht sein. Dann wére namlich die
Funktion in dem aus A und B zusammengesetzten geschlossenen funktionen-
theoretischen Bereich beschrankt und wirde eine schlichte Abbildung des
selben auf einen beschrénkten Bereich vermitteln. Das geht aber nicht an,

1) einer w, + ;- Ebene. Man fasee nun alle Funktionen, die bei dem Verschmelzungs
verfahren auftreten, s Funktionen von w, , ; auf. Se verschwinden bel w, 4 ; = 0 und
haben dort die Ableitung Eins.
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wie man leicht aus der Betrachtung einer Punktfolge dieses beschrankten
Bereiches erkennt, welche gegen einen Randpunkt desselben konvergiert.
Diese Uberlegung lehrt auch, da der Bildbereich keine Randpunkte be-
sitzen kann.

Daher vermittelt die Grenzfunktion eine schlichte Abbildung von A + B
auf eine volle Ebene. Das gleiche gilt aber von der anderen Grenzfunktion,
welche von der eben betrachteten verschieden ist. Daher wird durch Ver-
mittlung beider eine schlichte Abbildung der vollen Ebene auf sich selbst
vermittelt, welche den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt festlaRt
und welche im Nullpunkt die Ableitung Eins hat. Eine solche Abbildung
ist aber die Identitdt, und daher sind beide Grenzfunktionen gleich. Die
Annahme also, aus der sich ihre Verschiedenheit ergab, wird hinfallig und
daraus folgt, dal3 die urspriingliche Funktionenfolge in A + B gleichmaRig
gegen eine Grenzfunktion konvergiert, welche diesen Bereich schlicht auf
die volle Ebene abbildet. Damit ist auch die zweite Verschmelzungsaufgabe
erledigt.

8§ 5. Die Abbildung der geeignet aufgeschnittenen Riemannschen Flaehe
wird beendet*

1. Konvergenz. Der Beweis des Uniformisierungssatzes lauft nach S. 160
darauf hinaus, die Riemannsche Flache der zu uniformisierenden Funktion
schlicht abzubilden. Als eine Vorstufe zu diesem Beweis hatten wir S. 161
in Aussicht genommen, erst einmal eine umkehrbar eindeutige Abbildung der
eventuell auch passend zerschnittenen Riemannschen Flache vorzunehmen.

Unser Verfahren beruhte auf einer mehrmaligen Verwendung der Heftungs-
aufgaben. Es konnte nach endlich vielen Schritten zum Ziel fiihren. Es
konnte sich dabei unter Umstdnden sogar die umkehrbar eindeutige Ab-
bildung der unzerschnittenen Riemannschen Flache auf die volle Ebene er-
geben. Im allgemeinen aber wird man zur Erlangung einer Abbildung der
eventuell zerschnittenen Riemannschen Flache die Heftungsaufgaben unend-
lich oft verwenden missen. Man erhdlt so die Kreisabbildung einer Folge
wachsender Teilbereiche By der Riemannschen Fléche der zu uniformisieren-
den Funktion. Wachsende Teilbereiche bedeutet, da® By Teilbereich von
B ist. Es bleibt noch zu zeigen, da? die so erhaltene Funktionenfolge in
jeder abgeschlossenen Teilmenge eines jeden Bereiches B, gleichméRig gegen
eine Grenzfunktion konvergiert, die die zerschnittene Flache auf eine schlichte
Kreisscheibe abbildet. Wir denken uns alle Funktionen in einem festen
gewdhnlichen Punkt O des ersten Bereiches B; so normiert, da3 sie dort
verschwinden und die Ableitung Eins haben. Der Bereich B, werde dabei
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auf |, | < r, abgebildet. Die Funktionen
fardle) B20

sind in B, erklart, und kénnen as in |w,| <7, reguldre und schlichte

Funktionen B 5 (12)

aufgefaldt werden, welche bei tw, = O verschwinden und dort die Ableitung 1
haben. Aus einem abgeschlossenen Teilbereich G von B, wird durch
W, == f-(ﬁ)
ein abgeschlossener Teilbereich G' von jw,| < r,. Der Konvergenzbeweis
lauft darauf hinaus, zu zeigen, dai? die g, ,{w,) fir h=1,2 ... in G gleich-
maRig konvergieren. Wir betten G' in einen Kreis
| S @ <7,

ein und zeigen zunéchst, dal es passende Teilfolgen der g, , gibt, die in
[te.| = @ gleichmaRig konvergieren. Dies ist eine unmittelbare Folge des
Verzerrungssatzes von S. 77. Dieser lehrt namlich, da3 die ¢, , in
lw|<e +“‘:—'— gleichmafilig beschrankt sind.

Daher kann man aus jeder Teilfolge der @, , zundchst eine andere aus-
wahlen, die in einer abzéhlbaren Teilmenge a; & ... von |w,| £ ¢ kon-
vergiert, wobei die a in #, =8, wo |a| < g, Sich hdufen mogen. Das ge-
schieht nach einem Bd. I, S.172ff. auseinandergesetzten Verfahren. Nach dem
Vitalischen Satz konvergiert dann diese Folge in iw,| £ ¢ gleichméfig.

Wenn nicht die Folge ¢, 4 selbst ir|w,| Sgergiert, so kann man
hiernach zwei Teilfolgen bestimmen, die gegen verschiedene Grenzfunktionen
konvergieren. Wir betrachten ene solche Folge weiter. |hr entspricht
eine gewisse Teilfolge der f,(#) die in G gleichméaRig konvergiert.

Nach dem Satz von Vitali konvergiert diese Teilfolge dann in jeder ab-
geschlossenen Teilmenge I' eines beliebigen Bereiches B, die G umfafit,
gleichméRig. Um das einzusehen, bilde man B, samt T durch f(z) = w, ab
und fasse die Glieder der Teilfolge als Funktionen von w, auf. Sie konver-
gieren dann in der G entsprechenden unendlichen abgeschlossenen Teilmenge
von I' und konvergieren daher in I' selbst nach Vitali gleichmafig.

Die Grenzfunktion ist jedenfalls nicht konstant, da sie bei 0 verschwindet
und die Ableitung Eins besitzt.

2. Schlichte Abbildung durch die Grenzfunktion. Ich zeige zunachst
mit Hilfe des Satzes von Rouché, dald auch die Grenzfunktion eine schlichte
Abbildung des Inneren von G vermittelt. Falls die Grenzfunktion ein
und denselben Wert an zwei verschiedenen Stellen im Inneren von G
annimmt, so lege ich um diese Stellen zwei Kreisscheiben, die man

Bieberbach, Funktionentheorie | 1. 2. Aufl. 12
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so klein wéhlen kann, da3 sie einander nicht treffen. Man wéhle sie so, dal3
auf ihren Réndern die Grenzfunktion jenen Wert nicht annimmt. Sei a jener
Wert und f(z) die Grenzfunktion, so besitzt f(z —a auf dem Rande der
Kreisscheiben ein positives Minimum : m. Man wé&hle die Nummer N so,
da fur n> N auf dem Rand der Kreisscheiben

&) —fle)i<m
ist. Dann besitzt nach dem Satze von Rouché

{fle) —a)} + 1A (8) — 1(2)) = fe) —0

in jeder Kreisscheibe ebenso viele Nullstellen wie f(e) —a. Es nimmt aso
auch f,(2 in jeder der Kreisscheiben den Wert a mindestens einmal an.
Das widerspricht der Schlichtheit der durch f(z) vermittelten Abbildung.
Wenn aber f(z) einen Wert an einer Stelle mehrfach annimmt, so geniigt
es schon, eine Kreisscheibe in der eben geschehenen Weise zu untersuchen.

3. Randverhalten der Grenzfunktion. Ich untersuche nun das Verhalten
unserer Teilfolge und ihrer Grenzfunktion am Rande der zerschnittenen Riemann-
schen Flache. |ch betrachte zu dem Zwecke irgendeinen Bereich By. Er ist von
endlich vielen Kreisbogen begrenzt, die nur gewohnliche Punkte der Riemann-
schen Fl&che enthalten Ein Randpunkt von By ist entweder Randpunkt auch
aller folgenden B, {n > k) oder aber er ist von einer gewissen Nummer n=Nan
innerer Punkt aler B, (» 2= N¥). In diesem letzteren Falle konvergiert
unsere Teilfolge in seiner Umgebung gleichméig — wie man durch passende
Wahl von I' den vorausgegangenen Betrachtungen entnimmt.

Fur den ersten Fall wollen wir nun die gleichmailige Konvergenz der
Teilfolge auch in einer .I3, oder seinem Rande angehdrigen Teilumgebung des
Randpunktes beweisen. Der Randpunkt sei P.

Man darf dabei annehmen, dal3 die Nummer k so grof3 sei, da3 die volle Um-
gebung des Punktes P der Riemannschen Fléche dem Bereiche .B, oder seinem
Rande angehdrt. Denn ein P im Inneren enthaltendes Funktionselement
hat nach endlich vielen Schritten unseres Abbildungsverfahrens Verwendung
gefunden. Die Vorschrift fir das bei jedem Schritt heranzuziehende Funk-
tionselement lautet namlich dahin, da3 jeweils dasjenige Element kleinster
Nummer genommen werden soll, welches mit dem beim vorausgegangenen
Schritt bereits abgebildeten Bereich einen Gebietsteil gemein hat. Dies hat
aber zur Folge, dal3jedes der abzahlbar vielenauf S. 162 eingefiihrten Funktions-
elemente Verwendung finden muB. Denn wenn JE irgend ein solches Element
ist, so verbinde man seinen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des ersten
Elementes durch eine stetige Kurve. Endlich viele Elemente unserer ab-
zéhlbaren Elementemenge geniigen, um diese Kurve so zu bedecken, da
jeder ihrer Punkte innerer Punkt eines der Elemente ist. Durchlduft man
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die stetige Kurve vom Ausgangselement bis zu E hin, so trifft man die
endlich vielen Elemente in einer solchen Reihenfolge an, dal? jedes folgende
mit dem vorhergehenden einen Gebietsteil gemein hat und daher muf jedes
derselben aso auch E bei dem Abbildungsverfahren Verwendung finden.

Diese Uberlegung lehrt zugleich, da jeder Punkt der Riemannscben
Fléche von einer gewissen Nummer an innerer oder Randpunkt der B, ist.

Das zu untersuchende Verhalten der Grenzfunktion f(z) am Rande der B,
wird uns also zugleich lehren, da tatséchlich durch f(z) eine Abbildung der
vollen — allerdings aufgeschnittenen — Riemannschen Fléche geleistet wird.

Ich darf aso jetzt zur Betrachtung des Randpunktes P von By Uber-
gehen, dessen volle Umgebung dem By oder seinem Rande angehért. Nun sind
zwei Félle denkbar. Der erste ist der, da3 P innerer Punkt eines Rand-
bogens B von By ist, welcher auch Randbogen aller &, (n = &} ist.

Der andere ist der, da3 es keinen solchen Bogen gibt. Es gibt dann
also beliebig nahe bei P Randpunkte von By, die allméhlich innere Punkte
der B, werden, wenn n hinreichend grof3 ist, ohne da jedoch P selbst
innerer Punkt wird. Nun aber besteht der Rand von B, in der Umgebung
von P aus einem oder auch aus zwei dort zusammentreffenden Kreisbogen,
und es gibt im Rand von B, noch einen oder auch zwei weitere Kreis-
bogen, die mit diesem oder mit diesen auf der Riemannschen Flache
koinzidieren. Fir die Punkte eines solchen Kreisbogens kann sich aber an
der Alternative ,innerer oder Randpunkt” eines B, (» & &} nur durch den
Vollzug einer Rénderzusammenheftung etwas &ndern. Wenn diese aber
erst in einem P benachbarten inneren Punkt eines der Kreisbogen vorzu-
nehmen ist, so ist sie nach unseren Vorschriften auf den ganzen Kreisbogen
oder auf das ganze P enthaltende Kreisbogenpaar zu erstrecken.

Daher kommt diese zweite vorhin als denkbar bezeichnete Moglichkeit
nicht vor und es gibt stets einen P as inneren Punkt enthaltenden Rand-
bogen von B,, der auch Randbogen aller B, {n == &} ist. Ich kann daher
durch einen Kreis mit P as Mittelpunkt von B, eine Halbumgebung ab-
trennen, die sich als Kreisbogenzweieck oder Kreisbogendreieck darstellt.

Ich' werde nun zeigen, da3 unsere Teilfolge der f((z2) in diesem ab-
geschlossenen  Kreisbogenpolygon gleichméRig konvergiert, und da3 die
Grenzfunktion dasselbe so schlicht abbildet, da3 der P enthaltende Rand-
bogen von B, in einen Kreisbogen Ubergeht.

Zum Beweis betrachte ich die f,(2) as Funktionen

0, h=n—Fk
im Kreise |s,| < r,. Die Funktion f(2) ist auch am Rande von B, stetig

und in den inneren Punkten der am Rande beteiligten Kreisbogen regulér
12¢
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analytisch. Die Halbumgebung von P geht daher in eine gewisse Teil-
sichel o des Kreises ie,' < ¥, Uber, die sich an einen das Bild P von P
enthaltenden Kreisbogen anschlieft. Die Funktionen g, (1) sind in dieser
Sichel und an ihrem Rande reguldr und bilden sie schlicht auf ebensolche
Sicheln ab, so da dabel der P' enthaltende Kreisbogen in Kreisbogen der
Kreise juw,| = r, Ubergeht. Daher sind die ¢, ,{#,) auch in der Doppel-
sichel reguléar und schlicht, die man aus 6 durch Spiegelung am Kreise
‘wy, - r, erhdlt. AuRerdem konvergiert die unserer Teilfolge der fi(2) ent-
sprechende Teilfolge der g, ,(#,} in jedem abgeschlossenen Teilbereich von
6 gleichmafiig gegen eine nicht konstante Grenzfunktion. Der Verzerrungssatz
lehrt daher, da die Teilfolge in jedem abgeschlossenen Teilbereich der Doppel-
sichel gleichméRig beschrankt ist, und daher lehrt der Satz von Vitali die
gleichméRige Konvergenz in jedem abgeschlossenen Teilbereich der Doppel-
sichel, namentlich aso in einer Umgebung des Punktes P.

Die Radien r, bilden nun eine Folge wachsender Zahlen, weil B, ein
Teilbereich von X, ., ist. Die eben bewiesene Konvergenztatsache lehrt
daher, dai? die r, einem endlichen Grenzwert r zustreben. Die Grenzfunktion
bildet dann den P'enthaltenden Kreisbogen auf einen Bogen dieses Grenz-
kreises ab, wie ohne weiteres einleuchtet.

Wie wir vorhin feststellten, ist nach endlich vielen Schritten fir jeden
Funkt der Riemannschen Fléche entschieden, ob er einmal innerer Punkt
der By wird oder nicht, und in diesem letzteren Fall ist auch nach endlich
vielen Schritten Uber den Verlauf des Randes der By in der Umgebung
dieses Punktes entschieden. Da jeder Punkt der Riemannschen Fl&che as
innerer oder Randpunkt Verwendung findet, so wird durch unser Verfahren
entweder die unzerschnittene Flache umkehrbar eindeutig und schlicht ab-
gebildet, oder aber es wird die Riemannsche Flache durch abzahlbar viele
Kreisbogen in einen Bereich verwandelt, der durch eine in seinem Innern
und auf den Kreisbogen reguldre Funktion auf einen schlichten Bereich ab-
gebildet wird.

4. Die Grenzfunktion leistet die Abbildung auf eine volle Kreis-
scheibe. Ich werde nun weiter zeigen, dal? dieser schlichte Bereich stets eine
volle Kreisscheibe ist, deren Radius der endliche oder unendliche Grenz-
wert r der r, ist.

Da die r, sténdig wachsen, kann jedenfalls der durch die Grenzfunktion
erhaltene Bildbereich keine Punkte auferhalb dieses Kreises vom Radius r
haben. Es bleibt nur zu zeigen, dal} dieser Kreis vom Bildbereich voll-
standig bedeckt wird.

Ich wahle irgend eine Kreisscheibe |w| = g, <Z# und will zeigen, dai3
sie vom Bild der Riemannschen Fléche bedeckt wird. Ich wahle g, <@ <r
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und @ < ¥, < # und betrachte fur p > 0 die f,., der Teilfolge as Funk-
tionen von w, Diese Funktionen sind in jm, < r, regulér und schlicht,
verschwinden im Mittelpunkt und haben dort die Ableitung Eins. Im Falle,
dal3 r endlich ist, lehrt das Prinzip, wonach das Maximum des absoluten
Betrages am Rande angenommen wird, dal3

Pap:
iy 1

X
<7
<+

Nunmehr wéhle ich irgend eine Zahl A > 1 und wé&hle noch n so groB3, da
,
“’:'; < Au

Der Grenzwert fur n—> ist ja Eins.

Im Falle, da3 r unendlich ist, bediene ich mich des Verzerrungssatzes,
statt des Prinzips des Maximums. |hm entnehme ich, da

T

Por|er T
—_-{r..--]w,, i}'

Hn

Beschrénkt man aber w, auf [,| < g und wahlt n hinreichend grof?, so wird
’!!
ot <
wo A die gerade eingefiihrte beliebig gewdhite Zahl oberhalb Eins be-
deutet.
Ich setze in beiden Féllen
Gu= =t D e m, )
" F]
Nun ist fir £ <7,
ir w
1 N7 L) -
oo [ i0.Benypdy =14 3 | pecn
1]

K
Andererseits wird -;’-r j |g, (Ret?) [* dyp < A°-
[

Daher ist SDgrp v <4 — 1

Nun ist fir Jes, | < e

B0 5 e = D B (5
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Nach der Schwarzschen Ungleichung wird somit fir ¢ < B < r,

Pap W él/jl "r;i"’ fe ,;u : ]/E’(_;)"

¢

Nun sei s eine beliebige Zahl groRer as Null. Da A eine beliebige Zahl
groRer als Eins ist, so kann man sie insbesondere so wahlen, da die linke
Seite dieser Abschétzung kleiner als s wird. Wahlt man insbesondere
&7 g — @y, SO erkennt man, da dies fur ale p>0 gilt, daB auch fir die
Grenzfunktion . )
[F—w,j<e

in jar, << e und man sieht, dal3 der durch f erhaltene Bildbereich von |, < ¢
den Kreis {,] << g, bedeckt.

Damit ist nun gezeigt, dal3 die durch die abzadhlbar vielen Kreisbogen
zerschnittene Riemannsche Fléche aut eine Kreisscheibe (mit endlichem oder
unendlichem Radius) umkehrbar eindeutig abgebildet wird.

Die Abbildung ist auch am Rande stetig und in den inneren Punkten
der am Rande beteiligten Kreisbogen analytisch. Daher kdnnen wir sagen,
die Riemannsche Fléche sei durch die abzéhlbar vielen Kreisbogen in einen
einfach zusammenhéngenden Bereich verwandelt worden. Einfach zusammen-
héngend heif3t ein Bereich, wenn jede in ihm enthaltene geschlossene Jordan-
kurve den Bereich in Teilbereiche zerlegt, deren einer nach Vereinigung mit
der Jordankurve eine aus nur inneren Punkten bestehende Menge liefert. Fur
schlichte Bereiche stimmt diese Definition, wie leicht zu sehen, mit der inBd |,
S 86 gegebenen auf die Untersuchung des Randes gestiitzten uberein. Fir Rie-
mannsche Flé&chen ist jene Definition aus Bd. | nicht verwendbar. |st hier doch
nicht einmal fir beliebige Flachen der Begriff Randpunkt definiert worden.

Wendet man unsere Betrachtung auf beliebige ebene Bereiche an, so
erkennt man, da3 man jeden solchen Bereich durch abzéhlbar viele Kreis-
bogen in einen einfach zusammenh&ngenden zerschneiden kann.

Zum SchluB kénnen wir auch erkennen, daf3 die Folge der fy(2) gleich-
maRig konvergiert, dal also eine Auswahl zwecks Ubergang zu einer kon-
vergenten Teilfolge gar nicht nétig war.

Wenn namlich die f,(2) nicht selbst konvergierten, so kénnte man zwei
Teilfolgen bestimmen, die gegen verschiedene Grenzfunktionen konvergieren.
Daf} aber beide (ibereinstimmen miissen, folgt aus der bewiesenen Abbildungs-
eigenschaft der Grenzfunktion. Da namlich durch diese die Abbildung
auf einen Kreis geleistet wird, so kénnen sich beide nur um eine Abbildung
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unterscheiden, die den einen Bildkreis in den anderen Uberfiihrt, und die
den Mittelpunkt festlat und dort die Ableitung Eins hat. Das kann nur
die identische Abbildung sein.

Also konvergieren die f,(2) selbst gegen eine Grenzfunktion.

§ 6. Beweis des Hauptsatzes der Uniformisierungstheorie
far offene Riemannsche Fléchen.

1. Beschreibung des Verfahrens. Durch die vorausgegangenen Betrach-
tungen ist das Uniformisierungsproblem stets dann gelést, wenn eine Zer-
schneidung der Riemannschen Flache nicht ndtig wurde, aso z. B. dann, wenn
die Abbildung auf eine Kreisscheibe mit unendlichem Radius erfolgte.

Eine weitere Erorterung verlangt dagegen der Fall, wo innere Punkte der
Riemannschen Flache in Randpunkte des Kreises abgebildet werden. Hier
wollen wir zwei Félle unterscheiden. Namlich einmal den, wo ale Peri-
pheriepunkte aus der Abbildung innerer Punkte der Riemannschen Fl&che
entspringen und den, wo das nicht der Fall ist. Ich nehme diesen zweiten
Fall as den einfacheren vorweg. In diesem Falle gibt es auf der Peripherie
des Bildkreises der zerschnittenen Riemannschen Flache Punkte, die nicht
Bilder innerer Punkte der Riemannschen Fléche sind. AuBerdem kommen
auf der Peripherie Bogen vor, die aus den Querschnitten der Riemannschen
Fléche entstammen, und die daher paarweise durch analytische Beziehungen
einander zugeordnet sind. Aber niemals stofen zwei solche Bogen in einem
bei der Zuordnung sich selbst entsprechenden Punkte zusammen. Ich denke
mir den erhaltenen Bildkreis in unendlich vielen Exemplaren. Diese numeriere
ich. Ebenso numeriere ich die, eckenfreien Kreisbogen der Riemannschen
Flache entsprechenden Peripheriebogen. Ich gehe von der ersten Kreisscheibe
aus, und hefte an sie die zweite léngs eines Paares zugeordneter Rand
kurven an. Die Zuordnung soll langs demjenigen Randbogen erfolgen, der
im ersten Exemplar die Nummer Eins tragt. Dieser Anheftung kann man
mit Hilfe einer endlich oftmaligen Anwendung der Heftungsaufgaben nach-
kommen, weil nédmlich der abgeschlossene Peripheriebogen einem aus lauter
gewdhnlichen Punkten der Riemannschen Flache bestehenden Kreisbogen
derselben entspricht. Man kann ihn daher wie friher mit endlich vielen
bei der Verheftung zu 'verwendenden Kreisscheiben zudecken. Wir erhalten
so die Kreisabbildung eines Uber der Riemannschen Flache ausgebreiteten
Bereiches, der aus zwei Exemplaren der zerschnittenen Flache zusammen-
gesetzt ist. Seine aus inneren Punkten der Fl&che hervorgehenden Peripherie-
bogen entsprechen wieder den kreisférmigen auf der Flache angebrachten
Einschnitten. Sie sind am Kreise durch ein Nummernpaar kenntlich, von
denen die erste die Nummer der Kreisscheibe angibt, der der Bogen ur-
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spriinglich angehorte, wahrend die zweite die Nummer des Randbogens der
Kreisscheibe angibt. Diese zweiten Nummern sind einander paarweise zugeord-
net, da mehrere derselben demselben Kreisbogen der Fléache entsprechen. Ebenso
sollen die Randbogen der noch nicht angehefteten Kreisscheiben durch
ein Numraernpaar bezeichnet werden. Uberall, wo sich nun weiter Rand-
stiicke zeigen, welche inneren Punkten der Riemannschen Flache ent-
sprechen, soll ein weiteres Exemplar des Bildkreises angeheftet werden.

Es handelt sich nun nur darum, eine solche Ordnung in dies Anheften zu
bringen, dad man sicher ist, da3 das Verfahren, das ja stédndig durch An-
heftung wachsende Bereiche liefert, zu einem Grenzbereich fuhrt, auf den die
Riemannsche Flache in der Umgebung einer jeden ihrer Stellen umkehrbar
eindeutig und analytisch abgebildet ist. Diesem Zwecke kann folgende Vor-
schrift dienen. Zuné&chst soll nach jeder Anheftung gepriift werden, ob im
Rande des abgebildeten Bereiches zugeordnete Randbogenpaare vorkommen,
die einen zugeordneten Punkt gemein haben. Dann sollen diese beiden
Bogen verheftet werden. Eventuell kann es nétig sein, unendlich viele solcher
Bogenpaare zu verheften. Die Konvergenzbetrachtung des vorigen Para-
graphen lehrt aber, da3 man dem durch einen konvergenten Prozef3 nach-
kommen kann. Sind alle mdglichen Verheftungen von Randbogeupaaren
vorgenommen, so schreiten wir zur Anheftung einer neuen Kreisscheibe.
Die neue Anheftung soll jedesmal an dem freien Bogen erfolgen, der die
kleinste Nummernsumme trégt. Gibt es mehrere dieser Art, so sollen sie in
irgendeiner Reihenfolge herankommen. Angeheftet wird immer die Kreis-
scheibe kleinster Nummer, welche noch nicht angeheftet ist, es sa denn,
dal} es an dem Bereich selbst einen Bogen gibt, der dem zu behandelnden
Bogen entspricht und einen bei der Zuordnung sich selbst entsprechenden
Punkt mit ihm gemein hat. Dann sollen diese beiden Bogen aneinander-
geheftet werden. Zugeordnet heiffen dabei immer Randbogen, die den beiden
Ufern eines Einschnittes der Riemannschen Fl&che entsprechen. Man erhélt
so eine Folge 13, B, ... wachsender Bereiche, deren jeder schlicht auf eine
Kreisscheibe abgebildet werden kann. Nach den Betrachtungen des vorigen
Paragraphen konvergieren die Funktionen dieser Folge, wofern man se
alle in einem festen Punkt des ersten Exemplares wie damals normiert, in
jeder abgeschlossenen Teilmenge eines jeden Bereiches der Folge, gleich-
méaRlig gegen eine Grenzfunktion, welche jeden Bereich B, schlicht abbildet.
Soweit gelten die Betrachtungen auch in dem anderen der beiden eingangs
unterschiedenen Félle. In dem Falle aber, auf den wir uns vorerst beschrénken
wollen, ist die Abbildung in der Umgebung einer jeden Stelle der urspriing-
lichen Riemannschen Flache umkehrbar eindeutig. Denn entweder entspricht
einer solchen Stelle der Riemannschen Flache ein innerer Punkt der ersten
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und damit jeder verwendeten Bildkreisscheibe. Dann ist die Richtigkeit der
Behauptung klar. Oder aber es entspricht der betreffenden Stelle der Rie-
mannschen Flache ein innerer Punkt eines Peripheriebogens. Dann wird
dieser zu einem inneren Punkt des Bildbereiches, sowie langs dieses Peri-
pheriebogens eine Anheftung erfolgt ist. Diese aber erfolgt doch so, dal3
nach derselben in den inneren Punkten des Bogens eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung zu der Riemannschen Flache statt hat. Bei der Durch-
fuhrung der Heftung werden ja gerade die durch die Riemannsche Flache
vorgeschriebenen Umgebungen der inneren Punkte der Bogen verwendet.
Endlich aber kann es so sein, da ein innerer Punkt der Riemannschen
Flache in einen Peripheriepunkt Ubergeht, der nicht innerer Punkt eines
der Zuordnung unterliegenden Bogens ist. Da er aber dann innerer Punkt
enes bei der Abbildung auf den Bildkreis verwendeten Elementes der Flache
ist, so zeigt sich, da3 er gemeinsamer Endpunkt zweier in ihm zusammen-
kommenden Peripheriebogen ist. Jene von dem eben, genannten Element
gebildete Umgebung des Flachenpunktes erscheint in endlichviele Teile zer-
legt, welche an verschiedene Stellen der Peripherie verteilt sind.

Wir nennen diese Stellen Ecken und nennen die Gesamtheit der einem
Flachenpunkt entsprechenden Ecken einen Eckenzyklus. Ist P eine solche
Ecke, so kann man an die beiden in dieser Ecke zusammenstofienden Peri-
pheriebogen weitere Exemplare des Bildkreises anheften, bis man von jeder
dem Zyklus angehdrigen Ecke ein Exemplar in V untergebracht hat. Dann
schlie}t sich das Verfahren um diese Ecke durch Aneinanderheften der
letzten freien Kanten und man hat in der Umgebung der Ecke eino umkehr-
bar eindeutige Beziehung zur Umgebung der entsprechenden Stelle der Fléche.

2. Eriolgdes Verfahrens. Nun aber haben wir eine bestimmteV orschrift fur
den Fortgang des Uniformisierungsprozesses gegeben und wir missen zeigen,
dal3 man durch dieses Verfahren gerade auch in den Ecken eine umkehrbar ein-
deutige Beziehung auf die Umgebung der entsprechenden Stelle der Riemann-
schen Fléche erhdlt. Um das einzusehen erinnere ich zundchst noch einmal an
den Verlauf des Verfahrens. Es wechseln immer ab: Anheftung eines neuen
Exemplares der Kreisscheibe und Aneinanderheftung derjenigen zugeordneten
Randbogen, welche einen zugeordneten Punkt gemein haben. Ich betrachte
den Moment der Anheftung einer neuen Kreisscheibe. Die bis dahin anein-
andergehefteten Kreisscheiben erscheinen auf einen Kreis B, abgebildet.
Auf seiner Peripherie liegen verschiedene Ecken im Sinne der vorhin ge-
gebenen Definition. Ich nehme an, dad wie bei der ersten Kreisscheibe B;
die B, angehdrige Teilumgebung einer jeden Ecke umkehrbar eindeutig auf
einen Teil der Umgebung der entsprechenden Stelle der Riemannschen
Flache bezogen sei. Ich driicke das so aus, da ich sage, in keiner Ecke
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sei der Zyklus voll oder Gberfillt. Ich werde zeigen, da3 dann auch B, + 1,
der sich durch Anheftung einer neuen Kreisscheibe K, an B, und Aus-
fuhrung der Randheftung ergibt, diese gleiche Eigenschaft besitzt.

Die Anheftung von K, . ; erfolgt in einem Bogen B des Randes von B,.

Alsdann haben wir zu sehen, ob es in dem Rande des so neu ent-
standenen Bereiches zugeordnete Bogen gibt, die einen zugeordneten Punkt
gemein haben. Es kann sich hierbei nur um Bogen von B, handeln, die
beiderseits an B angrenzen und die nun an solche Bogen der neuen Kreis-
scheibe Ky.; anzuheften sind, die sich gleichfalls an die Endpunkte von
B anschliefen. Diese kénnen aber mit 93 zusammen weder die volle Peri-
pherie von K, , i noch die volle Peripherie von B, ausmachen, weil doch
am Rande der einen sowohl wie der anderen Punkte liegen, die nicht Bilder
von inneren Punkten der Riemannschen Flache sind, und weil die Anheftung
stets nur in den Bildern von inneren Punkten der Riemannschen Fléche er-
folgt. Diese Verhaftungen zugeordneter Randbogen fiigen aber in jeder Ecke
dem Zyklus nur eine Ecke neu hinzu. Dadurch kann aber in keiner Ecke
der Zyklus Uberfiillt werden, wenn er nicht schon bei B, voll oder Uberfillt
war. Dies ist aber gegen die Voraussetzung. Ein etwa voll werdender Zyklus
wird ja dann durch Ausfiihrung der Rénderzuordnung beseitigt

Die Beziehung zur Riemannschen Flache wird also auch in der Um-
gebung einer jeden Ecke umkehrbar eindeutig.

Insbesondere lehrt diese Uberlegung, da nicht durch die Anheftung der
neuen Kreisscheibe bisher getrennte Ecken von B, in einem Punkt zusammen-
kommen kénnen.

3. Der Fall der geschlossenen Flache. Wollten wir in dem ersten der bei-
den eingangs unterschiedenen Félle ebenso verfahren, so konnte dieser Um-
stand as eine neue Schwierigkeit eintreten. Es kénnen némlich dann durch
den Verlauf des Heftungsprozesses Bereichecken, welche dem gleichen Punkte
der Riemannschen Flache entsprechen, aber zundchst einmal as verschiedene
Ecken eines Bildbereiches der zerschnittenen Flache auftreten, im weiteren
Verlauf des Verfahrens an die gleiche Stelle gebracht werden, so dal3 dann
in der Umgebung dieser Stelle sich unter Umsténden Bilder einzelner Teile
der Umgebung des entsprechenden Flachenpunktes mehrfach einstellen. Dies
kann aber nur dann eintreten, wenn es nétig wird eine anzuheftende Kreis-
scheibe léngs ihrer ganzen Peripherie au einen Bogen des Randes des bereits
abgebildeten Bereiches anzuheften. Damit wirden aber dann alle ihre Rand-
punkte zu inneren Punkten werden missen, und daher konnte in dem Falle,
den wir eben betrachten, diese Schwierigkeit nicht eintreten.

Sie kann aber wohl bei der Abbildung der geschlossenen Riemannschen
Flachen eintreten. Diese haben wir gerade aus diesem Grunde zuriick-
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gestellt, und der Uberwindung der hier sich zeigenden Schwierigkeit wenden
wir uns jetzt zu. Man konnte dazu mehrfach vorhandene Bilder einzelner
Bereichstiicke von der Umgebung der betreffenden Stelle wieder entfernen.
Es empfiehlt sich aber eher, einen anderen Weg einzuschlagen.

Als Bild der aufgeschnittenen geschlossenen Riemannschen Flache haben
wir einen Kreis mit paarweise analytisch einander zugeordneten Ré&ndern
erhalten. Wir wollen dafir den seit Poincaré in der modernen Topologie
Ublichen Namen ,Zelle" gebrauchen. Wir schicken nun am besten der
weiteren Behandlung des Uniformisierungsproblemes bei geschlossenen Man-
nigfaltigkeiten eine Betrachtung dieser Zelle voraus. Diese Betrachtung
wird uns zu einer zweckmalRigen Abanderung der Zelle, zu ihrer sogenannten
kanonischen Gregtalt fuhren. Vorab merken wir an, da3 nach dem Gang
unserer Betrachtung im Rand der Zelle keine Bogenpaare vorkommen, die
einen zugeordneten Punkt gemeinsam haben. Deren Vereinigung konnte
ja auch nachtraglich noch vorgenommen werden. Da es sich ferner um
die Abbildung geschlossener Flachen handelt, besteht der Rand der Zelle
aus endlich vielen einander paarweise zugeordneten Randbogen.

§ 7. Ubergang zur kanonischen Zelle.

Der Rand unserer Zelle zerfdllt in einzelne Bogen, die paarweise einander
zugeordnet sind, d. h. paarweise dem gleichen Kurvenbogen der Riemann-
schen Flache entsprechen. Wir denken uns den Rand der Zelle im positiven
Sinne durchlaufen. Dann ist einem positiv durchlaufenen Randbogen stets
ein negativ durchlaufener zugeordnet, weil doch die beiden Randbogen der-
selben Kurve der Flache entsprechen. Linker Hand von beiden liegen aber
bei einem festen Durchlaufungssinn der Flachenkurve verschiedene Teile der
Flache. Wir wahlen die Randbogen alle moglichst groB, d. h. so, da nicht
zwei in einer Ecke zusammenstolRende RandbogenP;P;.1Pi+, in einen fort-
laufenden Kantenzug Py+ 2Pq +1 Pq Ubergehen, wobei Py inPg.z, Pr+1 in Pgey
P12 in Py bergeht. Die Randbogen sind in endlicher Anzahl vorhanden
und sollen durch Angabe der sie begrenzenden Ecken bezeichnet werden.
Wir denken uns die Zelle as Polygon. Die erwahnten Ecken seien in der
Reihenfolge, in der man sie bei positiver Durchlaufung des Zellenrandes an-
trifft, PiP,..P,. Wir setzen noch P, . , = P, (h > 0). Dann ist PPu1
eine Seite und PPy sei die zugeordnete. Dabei ist dann Py = Pg.y die
P« zugeordnete Ecke und Py's; = Py die Py zugeordnete. Man kann die
Ecken in Zyklen einteilen. Dazu gehen wir davon aus, daf sich Py und
Pq+1 entsprechen, was wir so andeuten: Py  Pgsa Nun aber ist Pgiy
wieder hintere Ecke einer weiteren Seite Py. 1Pg.2, die selbst eine zuge-
ordnete Seite hat: P;.1P.+2, SO dall  Pg.1  Prsz gilt. Pr.p ist wieder
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hintere Ecke einer Seite P,,,P,.3 Diese geht bei der Randbogen-Zuord-
nung in die vordere Ecke des zugeordneten Randbogens Uber und ist hintere
Ecke der anstoflenden, also bei der positiven Durchlaufung folgenden Seite.
(Fig. 35.) Nach endlich vielen Schritten mu3 bei Fortsetzung dieses Ver-
fahrens eine Ecke zum zweiten Male auftreten, und zwar ist Py digjenige,
welche zuerst zum zweiten Male auftritt. Eingliedrige Zyklen treten nicht
auf. Denn dann wére das eine sich selbst entsprechende Ecke zweier zu-

L
ey

Flg. 35,

geordneten Seiten. Solche sollten aber schon beseitigt sein. Ebensowenig
kommen zweigliedrige Eckenzyklen vor. Denn sonst wéren die Randbogen
nicht so gro as moglich gewahlt. Ware némlich

P, HP§+1
P «+P,
P, o« P,
so wére auch P« Py,
so dal man den Bogen B, P, , P, , ds enen dem Bogen B, , P F,_ ,

zugeordneten Bogen aufzufassen hat. (Fig 3(5)

Ich werde nun als erstes zeigen, dal? man die Zelle stets so wahlen kann,
dafl’ ihre Ecken einen einzigen Zyklus bilden. Es gibt némlich gewisse Pro-
zese, die aus einer Zelle wieder eine Zelle machen. Zerschneidet man
z. B. eine Zelle durch einen passenden Querschnitt und vereinigt die beiden
Stiicke léngs einem Paar zugeordneter Kanten erneut, so hat man wieder
eine Zelle erhalten. Man kann den Querschnitt als Kreisbogen wéahlen und
die Vereinigung nach einer der Heftungsaufgaben vornehmen, so da die
neue Zelle wieder as Kreis mit zugeordneten Peripheriebogen vorliegt. Die
neue Zelle ist also kraft der Zuordnung ihrer Rénder wieder umkehrbar
eindeutiges analytisches Bild der Riemannschen Fléache.

Nehmen wir nun an, es kdme in der urspriinglichen Zelle mehr as ein
Eckenzyklus vor. Dann gibt es einen Randbogen s; dessen Endpunkte
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verschiedenen Eckenzyklen angehdren. Auf s; folge der Bogen s, bei der
Durchlaufung. s, ist von s; verschieden. Denn sonst enthielte s; Paare von
Punkten, die dem gleichen Punkt der
Riemannschen Fl&che entsprechen.
Es sai s, = (P1P2) und s, - (P, P3).
P, gehore dem Zyklus I, P, dem
Zyklus 'l , P3 dem Zyklus |11 an,
welch letzterer auch mit | oder Il
identisch sein kann. Wir trennen
durch einen Querschnitt q — P; Ps

Fiu. i das Dreieck P, P, P; ab und fiigen
es langs der s, zugeordneten Kante s, wieder an. Das Kantenpaar s;s' geht
dabei verloren. Dafir tritt ein g entsprechendes Paar qq neu auf. (Fig. 37.)

Bei diesem ProzeR hat im Zyklus | die Eckenzahl um 1 zugenommen,
weil die Ecke P; jetzt in zwei Exemplaren daist. Dagegen hat Zyklus Il
eine Ecke verloren, weil P, und P, vereinigt wurden. Zyklus |11 bleibt
unveréndert. Durch Wiederholung des Verfahrens kann man Zyklus Il so-
wie jeden andern von | verschiedenen Zyklus vollstandig beseitigen. Dies
ist in dem Augenblick der Fall, wo in dem betreffenden Eckenzyklus die
Eckenzahl auf zwei zuriickgegangen ist. Dann missen namlich nach der
oben gegebenen Definition des Randbogens die beiden in einer Ecke des
Zyklus zusammenstoBenden Bogen as ein einziger Randbogen angesehen
werden.

Wir nehmen also weiter an, die Ecken der Zelle gehdrten einem ein-
zigen Zyklus an. Zur weiteren Umformung der Zelle gehen wir dann von
einem Bogenpaar sS; aus. Es s = P;P, und § = P, P, Wir ver-
binden P, P', durch einen Querschnitt q und zerlegen so die Zelle in zwel
Halbzellen. Es mul} ein Seitenpaar s, S, geben, das verschiedenen Halb-
zeiten angehort. Denn sonst bildeten die Ecken der einen Halbzelle fir

a Flg. 38 b.

sich einen Zyklus. s;S; gehdren der gleichen Halbzelle an. Wir flgen die
beiden Halbzellen léngs ss, aneinander. (Fig. 38a, 38b.) Dann bilden s,qgs;



190 V- Uniformisierung

einen Zug aufeinanderfolgender Kanten. Stoft die g zugeordnete Kante q'
an s'; an, so sind wir zufrieden. Andernfalls verbinden wir Q, mit P,'
durch einen Querschnitt r. Dann gehoren s; und s; verschiedenen Halb-
zellen an. Wir heften beide langs s, s'; aneinander und haben dann in
rqr' g einen Viererzug paarweise zugeordneter Kanten an der neuen Zelle.
(Fig. 39a 39b) Waren ursprunglich s;s';, nur durch eine Kante getrennt,
so ist nur der zweite Schritt zur Erreichung dieses Zieles nétig. Die Ecken
der neuen Zelle bilden einen einzigen Eckenzyklus. Um das einzusehen,
brauchen wir nur zu erkennen, da3 durch den eben ein- oder zweimal ver-
wendeten Prozef3 eine Zelle, deren Ecken einen Zyklus bilden, in eine eben-
solche Zelle Ubergeht. Es leuchtet aber ohne weiteres ein, da die neu
hinzukommenden Ecken dem gleichen Zyklus angehéren wie die schon

Fi«. 30a Fig. 39 b.

vorhandenen, aus denen sie hervorgingen. Denn zum gleichen Zyklus
gehdren alle und nur die Ecken, die bei der Rénderzuordnung ein-
ander entsprechen, d. h. alle und nur die, welche dem gleichen Punkt
der Riemannscben Flache angehdren. Wenn nun die neue Zelle aulfer
diesen vier noch weitere Randbogen hat, so kénnen wir durch den gleichen
Proze3 ohne Stérung des vorhandenen Viererzuges einen neuen Viererzug
anbringen. Bei keinem der Schritte wachst die Zahl der Randbogen, so
dal? wir nach endlich vielen Schritten eine Zelle erhalten haben, deren
Kanten auf Viererziige aufgeteilt sind. Es seien p solche Viererziige vor-
handen, so dal} die Zeile 4p Randbdgen hat. Dann nennen wir die Zelle
kanonisch und p ihr Geschlecht, p heif}t auch das Geschlecht der Riemann-
schen Flache. Wir werden némlich bald erkennen, da3 es nur von der
Flache und nicht von dem Proze} abhangt, der zur kanonischen Zelle
fihrte. Es wird sich das aus anderen Erwégungen etwas spéter ergeben.
Wir verzichten daher darauf, es hier schon mit den gleichen Methoden zu
beweisen.
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Die Ausfiihrungen dieses Paragraphen verdanke ich Herrn Feigl, der
durch diese Betrachtungen das populdre Verfahren der erlaubten Abande-
rung, das in der alteren Literatur viel vorkommt, zu einem mathematischen
Verfahren gestaltet hat. Seitdem mir HerrFeigl diese Mitteilungen machte,
ist ahnliches freilich auch von anderer Seite veroffentlicht worden. Vgl.
Brahana in Ann. of math. (2) 23 (1923) S. 144ff.

§ 8. AbschluB des Beweises fiir den Hauptsatz der Uniformisierungstheorie
im Falle geschlossener Riemannscher Flachen.

Die Betrachtung des vorigen Paragraphen hat uns zu den kanonischen
Zellen gefuhrt. Sie sind von 4p {p > 1) einander paarweise zugeordneten
Bogen der Kreisperipherie begrenzt. Jedem Peripheriebogen entspricht
eine auf der Flache verlaufende stlickweise analytische Kurve, und zwar
entspricht zugeordneten Peripheriebdgen der gleiche Kurvenbogen auf der
Flache. Die Ecken der Zelle bilden einen einzigen Zyklus. Sie entsprechen
alle demselben Punkt der Riemannschen Flache. Wenn wir also nun getreu
unserem urspriinglichen Ansatz dazu tbergehen, weitere Exemplare der kano-
nischen Zelle an die erste B; anzuheften, so kénnen wir vorab bemerken,
da3 sich in einem Eckpunkt das entstehende Netz gerade in dem Moment
schlieBen muB3, wo da 4p Exemplare der kanonischen Zelle zusammen-
stoBen. Die Anheftung der neuen Zellen soll nach der folgenden von Koebe
in anderem Zusammenhang gegebenen Vorschrift geschehen. Man gehe von
einer ersten Zelle aus und hefte an jede ihrer 4 p Seiten eine neue Zelle an.
In alen Ecken der urspriinglichen Zelle stoBen nun je 3 Zellen zusammen.
Wir wollen aber Sorge tragen, dal3 uns jeder Schritt nur zu Bereichen fiihrt,
die so aus Zellen aufgebaut sind, da3 an jede Ecke hdchstens 2 Zellen des
Bereiches anstoRen. Dem kommen wir hier dadurch nach, da3 wir in jeder
der 4p mit je 3 Zellen bereits versehenen Ecken 4p— 3 sich zum Zyklus
schlieffende Zellen weiter anbringen. So entsteht ein neuer Bereich von der
angegebenen Eigenschaft, da jede der neu anzufligenden Zellen in genau zwei
aneinanderstolenden Kanten an andere Zellen angefugt wird. Damit erst
ist die Herstellung des zweiten Bereiches vollendet. Er ist aus i +4p
+4p(dp—)mdp(dp—2)+1 Zellen zusammengesestzt. Alle Heftungen
mdgen durch konforme Abbildungen getétigt werden, welche in einem festen
Punkt des ersten Bereiches B; in Ublicher Weise normiert sind, d. h. dort
verschwinden und die Ableitung Eins besitzen. So soll das Verfahren
fortgesetzt werden. Es ist nur noch anzugeben, wie aus irgendeinem so
entstandenen Bereich der folgende zu gewinnen ist. Es sei aso ein Bereich
entstanden, der aus Zellen aufgebaut ist, und von der Art, dal3 in jeder
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Ecke eine oder zwei Zellen des Bereiches zusammenstoflen. Wir heften
dann vorerst an jede Seite des Bereiches eine weitere Zelle an. Dadurch
entsteht ein neuer Bereich, bei dem aber an einzelnen Ecken drei oder
vier Zellen beteiligt sind. In diesen Ecken schlieffen (p = 1) bzw. vervoll-
standigen {p 2 13 wir den Zellenzyklus, indem wir eventuell in den ein-
zelnen Ecken weitere Zexllen anfligen, bis in jeder Ecke die Zahl 4p er-
reicht ist. Da im Falle p> 1 jede Zelle in genau zwei in einem Punkt
zusammenlaufenden Seiten angefigt wird, und da jede Zelle mindestens
vier Seiten hat, so ist an dem neuen Bereich die fir die Ecken vorge-
schriebene Bedingung erflllt. Bei p = 1 lauft die Vorschrift darauf heraus,
stets neue Krénze von Vierecken anzubringen. Man erhélt ein Netz nach
Art der gelaufigen Parallelogrammnetze. Jeder solchen Anheftung kann
man vermittels der Heftungsaufgaben nachkommen. Der in 8§ 5 ndher be-
schriebene Grenziibergang fuhrt dann zur Abbildung der gegebenen Rie-
mannschen Fléche auf eine endliche Kreisscheibe oder auf die volle Ebene
mit Ausschlul® des unendlichfernen Punktes. Die Abbildung ist in der Um-
gebung einer jeden Stelle der gegebenen Riemannschen Fléche umkehrbar
eindeutig. Denn fir Punkte im Inneren einer Zelle ist das schon bei de
Abbildung der Flache auf die Zelle as richtig erkannt, und die neue Ab-
bildung ist im Inneren einer jeden Zelle umkehrbar eindeutig in der Um-
gebung einer jeden Stelle. Ebenso ist es in den inneren Punkten der
Randbdgen, weil man da zur Ausfuhrung der Anheftung sich gerade einer
Umgebung der betreffenden Stelle auf der Riemannschen Fléche bedient.
In den Ecken ist es aber auch so, da wir ja gerade Sorge getragen haben,
dal3 sich in jeder Ecke der Zyklus schlie}t. Die Schliefung des Zyklus er-
folgt ja gerade mit Hilfe einer Umgebung der betreffenden Stelle der Rie-
mannschen Flache, auf die der Eckenzyklus der Zelle umkehrbar eindeutig
und stiickweise analytisch bezogen ist.

§ 9. Uberlagerungsflache. Uniformisierende Kraft.

Die eben zu Ende gefuhrte Abbildung der Riemannschen Fléche der
zu uniformisierenden Funktion auf einen schlichten Bereich einer t-Ebene
wird durch eine Funktion t(2) geleistet, die in der Umgebung einer jeden
Stelle der gegebenen Riemannschen Fléche eindeutig ist. Sie ist aber im
allgemeinen nicht auf der Riemannschen Fléche in ihrem Gesamtverlauf
eindeutig. Vielmehr ist ja jede Zelle, aus welcher der Bildbereich schlief?-
lich besteht, umkehrbar eindeutiges Bild eines Exemplares der zerschnitte-
nen Riemannschen Fldche. Dem entspricht es, da3 die Riemannsche Fléche
der Funktion t(z) selbst aus Exemplaren der gegebenen Riemannschen Fléche
in einer Art und Weise aufgebaut ist, Uber die die Zerlegung des umkehrbar
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eindeutigen Bildes dieser Rieniannschen Flache in der t-Ebene in Zellen
AufschluB gibt. Wenn wir aso alsbald dazu Ubergehen, den Aufbau dieses
Bildbereiches aus Zellen néher zu studieren, so leisten wir damit die néhere
Untersuchung der Riemannschen Flache der Funktion t(z), die man wegen
ihres Aufbaus aus lauter Exemplaren der urspriinglichen Riemannsrhen
Flache auch als eine Uberlagerungsflache derselben bezeichnet.

Unsere Funktion t(z) ist dadurch vor anderen Funktionen, die gleich-
falls eine schlichte Abbildung der gegebenen Riemannschen Flache leisten,
ausgezeichnet, dal} die durch sie vermittelte Abbildung in der Umgebung
einer jeden Stelle der gegebenen Riemannschen Flache umkehrbar ein-
deutig ist.

Man kann diesen Sachverhalt auch noch etwas anders ausdriicken. Jede
auf der gegebenen Riemannschen Flache in der Umgebung einer jeden
Stelle eindeutige Funktion wird, wenn man sie als Funktion von t(z) auf-
falt, eine im Bildbereich der t-Ebene durchweg eindeutige Funktion, die
dazu noch an all den Stellen von rationalem Charakter ist, welche Stellen
der Riemannschen Fléache entsprechen, an denen die gegebene Funktion auf
der Riemannschen Fl&che von rationalem Charakter ist. Dies folgt einfach
daraus, da die gegebene Funktion as Funktion von t in der Umgebung
einer jeden Stelle des Bildbereiches der t-Ebene eindeutig ist. Da aber
dieser Bildbereich stets einfach zusammenhangend ist oder aus der vollen
Ebene besteht, so lehrt der bekannte Monodromiesatz, da3 diese Funktion
von t auch im groflen eindeutig ist. Wenn man aber nur verlangt, da? tf[s) so
beschallen ist, da jede auf der Fl&che lokal eindeutige Fuuktion im groRen
eindeutig in t wird, so gibt es noch andere Lésungen des Problems. Denn
dazu ist nur erforderlich, da3 t(z) selbst in der Umgebung einer jeden
Stelle der gegebenen Riemannschen Flache von algebraischem Charakter
ist, und zwar so, da3 t(z) in dieser Umgebung keinen Wert mehr als ein-
mal annimmt. Man darf also dann zulassen, da t(z) in der Umgebung
einzelner Stellen Verzweigungen relativ zur Flache besitzt, wofern nur die
mit der Ordnung der Verzweigung zusammenhdngende gewundene Um-
gebung .der Stelle durch t(z) schlicht abgebildet wird. Aber dann werden
eindeutige Funktionen von t nicht nur die Funktionen, die relativ zur
Flache unverzweigt sind, also in der Umgebung einer jeden Stelle eindeutig
sind, sondern z. B. auch die, welche in der Umgebung einer jeden Stelle ebenso
verzweigt sind wie t. t(z) ist aso erst dann vollkommen charakterisiert,
wenn man verlangt, da nur die relativ zur Flache unverzweigten Funk-
tionen eindeutige Funktionen von t werden.

Dal?3 es relativ zur Flache unverzweigte und doch nicht eindeutige Funk-
tionen geben kann, ist uns zum ersten Male bei der Betrachtung des ellip
Bioberbach, Funktionontheorie . 2. Aufl. 13
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tischen Integrales begegnet und wurde damals als eine Folge der eigentiim-
lichen topologischen Eigenschaften der dort abzubildenden zweibléattrigen
Riemannschen Flache mit vier Verzweigungspunkten erkannt, ein gestalt-
liches Verhalten, das z. B. eine umkehrbar eindeutige Abbildung jener Rie-
mannschen Flache auf die Kugeloberflache ausschloB. Genau so werden
wir auch in unseren allgemeinen Fallen bald die Bedeutung der gestalt-
lichen Eigenschaften der Riemannschen Flache erkennen.

Hier hat sich zundchst eine Charakterisierung der Funktion t(z) durch
ihre uniformisierende Kraft gezeigt und hat sich ein Ausblick auf allge-
meinere Probleme ergeben, die wir in einem spéteren Paragraphen noch ein
wenig verfolgen wollen.

Hier sei noch bemerkt, da3 gerade der Wunsch, t(z) selbst als relativ
zur Riemannschen Fl&che unverzweigt einzufilhren, die Betrachtungen des
§ 8 notwendig gemacht hat. Hatten wir darauf verzichten wollen, so hatten
wir diese Betrachtungen nicht nétig gehabt, aber dafir in Kauf nehmen
missen, da’ t(z) in der Umgebung einzelner nicht im voraus bestimmbarer
Stellen der Riemannschen Flache relativ zu ihr verzweigt sein kann. Ich
habe dies in einer Arbeit in Math. Annalen Bd. 78 etwas néher aus-
gefiihrt.

Durch die Forderung, daR t(2) relativ zur Fl&che unverzweigt ist, dal’
sein Wertevorrat eine Kreisscheibe erfillt und daf jede relativ unverzweigte
Funktion eine eindeutige Funktion von t wird, ist t(z bis auf lineare
Transformationen eindeutig bestimmt. Denn jede andere diesen Bedingungen
genigende Funktion t; ist eine eindeutige Funktion von t, die im ganzen
Kreis von rationalem Charakter ist und ihn auf den Kreis der t;-Ebene
abbildet. Das gleiche gilt umgekehrt fur t als Funktion von t;. Also
werden die beiden Kreise der t- und der t;-Ebene umkehrbar eindeutig, d. h.
linear aufeinander abgebildet.

§ 10. Nahere Untersuchung der Uniformisierungstranszendenten.

1. Die Gruppe. Fir den Fall der Uniformisierung einer algebraischen Funk-
tion will ich die Uniformisierungstranszendente etwas n&her untersuchen. Es
handelt sich hier um die Abbildung einer geschlossenen Mannigfaltigkeit. Schon
der Gang des Beweises in den voraufgegangenen Paragraphen lehrt, dal} das
Bild einer einzelnen kanonischen Zelle ein Bereich sein muR, der ganz dem In-
neren des Bildkreises angehdrt. Denn entweder ist die Abbildung umkehr-
bar eindeutig. Dann liegt nur eine einzige Zelle ohne bezogene Rénder vor,
und die Abbildung erfolgt umkehrbar eindeutig auf die volle Ebene, oder
aber schon beim ersten Schritt wird die erste Zelle ringsum mit andern
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Zellen umgeben. Man kann dem Gang der Betrachtung auch entnehmen,
dal} die durch t(z) vermittelte Abbildung der Riemannschen Fléche dann
und nur dann umkehrbar eindeutig ist, wenn die Vollebene herauskommt.
Die Vollebene konnte namlich herauskommen, solange es sich lediglich um
eine Abbildung der Riemannschen Fl&che auf eine Zelle handelt. Von
dem Moment an, wo es sich um die Aneinanderheftung von Zellen handelte,
aso zu einer nicht mehr umkehrbar eindeutigen Abbildung der Flache Uber-
gangen wurde, konnte die Vollebene nicht mehr herauskommen, weil es sieh
stets um die Aneinanderheftung von unendlich vielen Exemplaren der Zelle
handelt. Es muR aso im Bildbereich jeder Punkt der Riemannschen Fléche
unendlich viele Bildpunkte haben, die sieh irgendwo h&ufen. Ein solcher
Ilaufungspunkt kann dann aber nicht mehr Bild eines Punktes der Riemann-
schen Fléche sein. Denn in der Umgebung eines jeden einzelnen Punktes
ist die Abbildung nach Voraussetzung umkehrbar eindeutig. Ich will aber
den Nachweis dafir, da® im Vollkugelfall und nur in diesem die Abbildung
einer algebraischen Riemannschen Flache durch t(z2) umkehrbar eindeutig
ist, nochmals direkt fuhren. Dieser Nachweis hangt eng mit der Gruppe
zusammen, auf die jedes Uniformisierungsproblem fihrt. Betrachtet man
namlich zwei verschiedene zur gleichen Stelle der Riemannschen Flache ge-
hérige Funktionselemente der Funktion t(z), so ist jedes eine lineare Funk-
tion des anderen. Denn durch analytische Fortsetzung eines jeden der
beiden Funktionselemente erhdlt man eine schlichte Abbildung und zwar,
da die Ausgangselemente durch analytische Fortsetzung auseinander hervor-
gehen, auf den gleichen Bildbereich. Jede der beiden Funktionen ist auf
der Riemannschen Fléche unverzweigt und daher ist jede eine eindeutige
Funktion der anderen. Jede dieser eindeutigen Funktionen nimmt aber im
Bildbereich alle Werte desselben an. Daher handelt es sich um eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung des Bildbereiches auf sich. Da dieser entweder die
Vollebene, oder die Vollebene mit Ausschlul eines Punktes, oder eine Kreis-
scheibe ist, so ist eine solche Abbildung linear. Damit ist bewiesen, dal3
die verschiedenen zum gleichen Punkt der Riemannschen Flache gehdrigen
Elemente der Funktion i{2) lineare Funktionen voneinander sind. Dement-
sprechend sagt man, t(z) sei eine linear polymorphe Funktion. Die erwghnten
linearen Funktionen bilden eine Gruppe. Denn setzt man irgendzwei zur
gleichen Stelle gehdrige Funktionselemente langs des gleichen Weges fort,
so sind die gleichzeitig erhaltenen Funktionselemente stets durch die gleiche
lineare Funktion verbunden, wie bei Beginn der analytischen Fortsetzung,
so dal sich bei geschlossenem Weg die diesem entsprechende lineare Sub-
stitution mit der zusammensetzt, welche die beiden Ausgangselemente ver-
kniipft.

13*
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Die Umkehrungsfunktion z(t) ist eine zu dieser Gruppe gehodrige ein-
deutige automorphe Funktion. Denn ale Punkte des Bildbereiches der t-Ebene,
welche durch die Operationen der Gruppe auseinander hervorgehen, gehdren
zum gleichen Punkt der Riemannschen Flache. In allen diesen Punkten
hat aber z den gleichen Wert.

2. Die Vollebene. Ist nun die Abbildung einer geschlossenen Riemannschen
Flache umkehrbar eindeutig, so muf3 auch der Bildbereich geschlossen sein, weil
auch im Bildbereich jede unendliche Punktfolge einen dem Bildbereich ange-
hérigen Haufungspunkt besitzten mul?. Daher ist die Abbildung nur im Falle
der Vollebene umkehrbar eindeutig In diesem Falle ist se aber auch stets
umkehrbar eindeutig. Denn die Gruppe kann in diesem Falle nur endlich
sein, denn sonst gébe es zu jedem Punkt unendlich viele ihm durch die
Gruppe aquivalente. Diese mufiten sich irgendwo héufen, und die Umgebung
enes Haufungspunktes P konnte dann im Gegensatz zu einer Grundeigen-
schaft der Funktion t(z), obwohl P innerer Punkt des Bildbereiches ist, nicht
umkehrbar eindeutiges Bild der Umgebung einer Stelle der Riemannschen
Flache sein. Aus dem gleichen Grunde kann auch die Gruppe in keinem der
drei Féle elliptische Transformationen enthalten. Denn eine solche hatte auf
alle Félle mindestens einen Fixpunkt im Inneren des Bildbereiches, und in
beliebiger Ndhe eines Fixpunktes gibt es stets Punkte, die durch die be-
treffende lineare Transformation auseinander hervorgehen. Schon auf S. 43
haben wir diesen Umstand verwendet. Da aber die Umgebung eines jeden
inneren Punktes des Bildbereiches auch hier wieder umkehrbar eindeutig
der Umgebung einer Stelle der Riemannschen Fléche entspricht, so kann
se keine &quivalenten Punkte enthalten.

Im Falle der Vollebene mul? nun die Gruppe erstens endlich sein, und
zweitens darf sie keine elliptischen Transformationen enthalten. Daher kann
se nur aus der identischen Transformation allein bestehen. Infolgedessen
ist tatsachlich im Vollebenenfall und nur in diesem die Abbildung umkehrbar
eindeutig.

3. Das Geschlecht. Diesen Vollebenenfall wollen wir nun etwas néher
untersuchen und namentlich feststellen, wodurch die algebraischen Funktionen
charakterisiert sind, deren Uniformisierung auf den Vollebenenfall fiihrt.

Ich gehe von der Bemerkung aus, da3 die Riemannsche Flache umkehr-
bar eindeutig auf die Oberfldche einer Kugel vom Radius 1 abgebildet wird,
wenn man zu der uniformisierenden Abbildung eine stereographische Pro-
jektion hinzunimmt. Die Kugeloberflache ist 4. Bildet man nun die t-Ebene
stereographisch auf die Kugel ¥2 4+ %° + £* = 1 ab, deren Mittelpunkt der
Punkt ¢ = 0 ist, derart, da3 E-Achse und reelle t Achse, sowie n Achse und
imagindre t Achse aufeinanderfallen und derart, da3 die Projektion vorn
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Punkte E=0, y =0, =1 aus erfolgt, so wird diese Abbildung der t-Ebene
auf die Kugel durch die Gleichungen

- h - BN

£ 1t K 14t ¢ 14t

vermittelt. Nach den Regeln der Flachentheorie gilt daher fir den Ober-

flacheninhalt der Kugel a1
4 =4[‘f_ [ I
d * {t 4 1¢)*

Geht man durch t(z) von der t-Ebene zur Riemannsehen Fliche uber, so
sieht man, da * e

ist, wenn das Integral Uber die volle Riemannsche Fléche erstreckt wird.
Dies Integral werden wir nun noch auf eine zweite Weise auswerten und
dadurch die gewinschte Bedingung dafur finden, dald sich die Riemannsche
Flache umkehrbar eindeutig auf die Vollebene abbilden 183t. Diese zweite
Auswertung knupft an eine partielle Differentialgleichung an, der der Inte-
grand des Integrales genugt. Setzt man namlich

(= + ify}

u=1loqg- :'E_' .
g(1+:c’)"

so verifiziert man leicht, dai3

Au | Ay
— - Rp ¥ PR S
A4 e, wo u=5og B 4“33
ist. Also haben wir jetzt
—~ By = f’/}:,ml:dy,

Dies Integral formen wir nun vermittels partieller Integration — oder
was dasselbe ist, vermittels der Greenschen Formel — um. Ich setze
dabei nicht as bekannt voraus, dad man dieselbe auf einer Riemannsehen
Flache genau wie in der schlichten Ebene verwenden kann, werde dies viel-
mehr mit beweisen. Man hat dazu nur zu bemerken, da3 das Integral

J‘fzf,udxdy
gegentiber konformer Abbildung invariant ist. Es ist aso gleich')

j f Apdtdty, wo du=3 10

1) Istndmlich 2 = g{# in @nem Bereiche B, eindeutig und regulér und bildet ihn
auf einen Bereich B, ab, so ist

e | A'w 1 . ir
Awm gt Gt e T
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Dabei hat man sich dann u as Funktion von t; und t, dargestellt zu
denken. Um die Greensche Formel anwenden zu kodnnen, suchen wir die
Steilen auf, wo entweder u selbst oder seine Ableitungen der beiden ersten
Ordnungen aufhoéren, stetig zu sein. Zu dem Zwecke missen wir das Ver-
halten von u und seinen Ableitungen in der N&he der einzelnen Stellen
der t-Ebene untersuchen. Betrachten wir zunéchst eine Stelle der t-Ebene,
deren Umgebung in die schlichte Umgebung eines endlichen Punktes der
Riemannschen Flache Ubergeht. Sei diese Stelle der Riemannschen Fléche
Uber z = a gelegen, so gilt eine Entwicklung
Hz) = B(e —a),
wo{z — «) eine nach positiven Potenzen von z—a fortschreitende Reihe ist,
deren Linearglied einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat. Nun ist
u-logt +logV —2log (1 + tt)

und man erkennt mit leichter Mihe, dald u in der Umgebung einer solchen
Stelle, samt Ableitungen aller Ordnungen nach z und nach z stetig ist.
Daher sind auch die Ableitungen von u nach t; und t, in der Umgebung
der entsprechenden t-Stelle stetig. Nun schliele ich die Stellen anderer
Art, also ¢t = oo, die Bilder der unendlichfernen Punkte der Riemannschen
Fldche und die Bilder ihrer Verzweigungspunkte durch geschlossene ana
lytische Kurven von der ubrigen t-Ebene ab. Diese Kurven wéhle ich so
klein, da eine jede nur eine solche Stelle umschliet und ich kann sie
aulerdem so wéhlen, da3 sie Bilder von Kreisen sind, welche die ent-
sprechenden Punkte der Riemannschen Fl&che umschlieen. Auf das von
diesen Kreishildern begrenzte Stiick der t-Ebene wende man nun die Greensche
Formel an, die ein Leser, dem sie nicht geldufig sein sollte, leicht durch
partielle Integration gewinnen wird. Man findet

de,udqd:, -— 2 aﬂds

Dabei ist das Doppelintegral Uber den von den Kreishildern begrenzten
Bereich der t-Ebene zu erstrecken, welcher die eben erwéhnten kritischen
Punkte nicht enthdlt. Die Linienintegrale sind uber die Kreisbilder so zu
erstrecken, dal3 dabei das Innere des Integrationsbereiches zur Linken bleibt,
und In bedeutet Differentiation in der Richtung der vom Rand nach dem
Bereichinneren zeigenden Normalen.

und jf.f(:r. ydzxdy -fff{m.y)d(:' fj) dt, dt, = f "-(‘”'5" ds, e,
By

WO man naturllch noch x und y durch t; und t, auszudriicken hat. Beides zusammen
ergibt sofort die Behauptung des Textes.




§ 10. Nahere Untersuchung der Uniformisierungstranszendenten 199

Geht man nun zur Riemannschen Flache zurlick, so wird aus dem
Doppelintegral das Uber den entsprechenden Teil der Rieuiannsehen Flache

erstreckte . /‘Tds“ dzdy.

Aus dem Rand integral aber wird das gleichlautende Uber die verschiedenen
Kreisperipherien zu erstreckende Rand integral. Denn auch diese Rand-
integrale sind gegeniiber konformer Abbildung invariant, weil dabei ale
Linienelemente — unabhéngig von ihrer Richtung — bekanntlich mit dem
Abbildungsmodul zu multiplizieren sind. L&t man diese Randkreise sich
auf die Punkte zusammenziehen, die se von der Ubrigen Riemannschen
Flache trennen sollen, also auf die Verzweigungspunkte, die unendlich-
fernen Punkte der Flache und denjenigen Punkt derselben, welcher ¢ = o
liefert, so strebt das Doppelintegral, wie wir wissen, gegen — #x Dem
gleichen Grenzwert strebt also auch die Summe der Randintegrale zu. Diese
kann man aber nun einzeln ausrechnen. Ich betrachte zunéchst einen end-
lichen Verzweigungspunkt der Riemannschen Fléache, der in einen endlichen
Punkt der t-Ebene Ubergeht. Ihm gehort eine positive ganze Zahl v zu
derart, dal’ fir t(2 in seiner Umgebung eine Darstellung

() -4 +at -0 tau-o+ - ple—a)

gilt, in der c; 0 ist, damit die Abbildung auf die schlichte Umgebung
von t = ¢y herauskommt. Den die Stelle umgebenden Kreis wahlen wir so
klein, dal3 er ganz dem Konvergenzkreis dieser Entwicklung angehdrt. Man
findet t—» 1—»

.*’='Ev‘(_z—a) T4 =fz—a)" (i‘ —I—)
1-v b=r
e+ =G-d (24
%= 1—:3 log (¢ —a) + -’--:’ Tlog (s — @) + B, ((s - a)‘:'_) + ‘-B,((z‘ — i) :)
— 2-Iog{l + tE).
P, und B, sind wieder Potenzreihen, die nach positiven Potenzen ihres
Argumentes fortschreiten.
Setzt man |2 —a|mer, z—a=ré¥, F—-Ad=re’r,
so wird

w=202 g 1 9 (6 ") + 8 ") 210g (1 4 1D,
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ol oM ex  kxp—w 1 !’B, e 2 e’
Es wird) AN 8r r + + or 14tf o7 ’
Lo [: 7]
Nun wird?) g =T
—!.’l)’
Also o g —_[ “pdp = 4(1 — 2)x + o(1),

wo 0(1) O far r 0, wie man leicht nachprift.

Ich komme zu denjenigen unendlichfernen Punkten der Flache, welche
ein endliches t liefern. Jeder solchen Stelle ist eine positive ganze Zahl v
zugeordnet, derart, dald in ihrer Umgebung eine Entwicklung

1 ¢

=nta(t) Fal2) s 6o

r+l
gilt. Jetzt wird =—¢ _i.(:) 4o
1
+1
e 1 g1y
f='“"-'|‘,;(':-) NI
Setzt man O Y e L L P N N
so wird —————21+ logr + -
du fu de

Ferner wird jetzt BT TR de =

und

EE N

s [30F g g o(1) e dm(149) 4 0(1) mAn(1—3)+ B v+ (1),
o

Durch diee letzte Umschreibung wird der vom unendlichfernen Ver-
zweigungspunkt v-ter Ordnung herriihrende Beitrag in den von der Ver-
zweigung herrihrenden und den von der unendlichfernen Lage der Stelle
herrihrenden Bestandteil zerlegt. Der erste ist genau der gleiche wie der
Beitrag eines im endlichen gelegenen Verzweiguugspunktes v-ter Ordnung.
Gleichzeitig erkennen wir, da eine einbléttrige unendlichferne Stelle der
Riemannschen Flache, welche in einen endlichen t-Punkt Ubergeht, den
Beitrag 8 liefert.

1) Wir haben namlich vorhin bei Einfihrung der Greenscheu Formel eine Fest-
setzung dariiber getroffen, in welcher Richtung s wachst, und ferner ist durch # w=re*"
die Richtung wachsender g festgelegt.
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Nun fehlt nur noch die Stelle der Riemannschen Flache, welche in
t= Ubergeht. Dies kann eine im endlichen oder eine im unendlichen ge-
legene Stelle sein. Es sei zundchst ein im endlichen gelegener Punkt. Dann
ist ihm eine ganze positive Zahl v zugeordnet, derart, da’

=3 1) Fatap—a) + (L, +0)

gilt. Jetzt liefert die eben schon zweimal angestellte Uberlegung, wie ein
aufmerksamer Leser sofort (bersieht

-inw

a s = — dx(l + v) — f‘”’ rde,

wo ve=—2log(l 4 #) ist.
Dann wird
gy 92
T 1;+_u(ﬂ—+“ )
1 1
1 F1
2 ) 1 37 T4 1 y»
=t (“**(3‘-7‘5) L GLa) e
L) L. + Gli iedri .
L ye - y+,.; i Glieder medngereir
+ 6 (z-_a) '7(:": a) for Ordnung in -, )

’-i-]

- L ! - iedri in X
l+“ ([ | ( ) + Glieder niedrigerer Ordnung in --)

-

H

v (If l'( ) s + Glieder niedrigerer )
! Ordnung in --)

-

W aew o

¥ 1]

7 e |t 4 o)
1 4
=37 {1 + o(l)).

Demnach wird nun endlich

W ds = — ax(l + 9) + 82 + o(1)
= dx(l — v) + o(1),

so dal also der Beitrag derselbe ist, ads ob der Punkt ein endliches t
lieferte. Ebenso ist es wenn ein unendlichferner Punkt der Riemannschen
Flache das ¢ == oo liefert. Somit haben wir nun im ganzen

—8x = —4x (1 —v) — 8xn,
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wobei die v. die Vielfachheiten der Verzweigungspunkte sind und Gber alle
zu summieren ist, und wobei n die Blé&tterzahl der Riemannschen Flache
ist, ndmlich die Summe der im unendlichen vorkommenden Verzweigungs-
zahlen. Das ist aber gerade die Blatterzahl der Flache. Also ist

Sy — 1) 2(n—1)=0.

Nennt man die durch

2p = S(oy— 1)~ 2(s — 1)
definierte Zahl p, das Geschlecht) der Riemannschen Flache, so kénnen wir
unser Ergebnis dahin aussprechen, dai3 eine Riemannsche Flache, welche sich
umkehrbar eindeutig auf die volle t-Ebene abbilden &3, das Geschlecht Null
besitzen mui3.

Dal} nicht jede Riemannsche Fliiche das Geschlecht Null besitzt, lehrt
das Beispiel der zweiblattrigen Flache mit 4 Verzweigungspunkten, die uns
beim elliptischen Integral erster Gattung begegnete. |hr Geschlecht ist
Eins. Die gefundene Bedingung ist zundchst nur eine notwendige Be-
dingung. Dal} sie auch hinreichend ist, wird etwas spéter einleuchten, wenn
wir auch fir die beiden anderen Félle — Abbildung auf die Ebene mit
Ausschlu? des unendlich fernen Punktes und Abbildung auf einen end-

lichen Kreis — die notwendigen Bedingungen auf ganz analogem Wege ge-
funden haben.

§ 11. Néhere Untersuchung der Uniformisierungstranszendenten
(Fortsetzung).

Ich behandele jetzt den Fall, wo die Abbildung auf die Ebene mit
Ausschiul? des unendlich fernen Punktes geleistet wird. Wieder soll es sich
dabei um die Uniformisierung einer algebraischen Funktion w(z) handeln.
Da deren Riemannsche Flache geschlossen ist, so kann jetzt die Abbildung
auf die offene Ebene nicht umkehrbar eindeutig sein. Zu jedem Punkt
der Riemannschen Fléche der zu uniformisierenden Funktion gehdren viel-
mehr jetzt mehrere Elemente der Uniformisierungstranszendenten. Die Fort-
setzung eines jeden derselben liefert eine Abbildung auf eine volle Ebene
und daher sind die verschiedenen Zweige der Transzendenten lineare Funk-
tionen von einander, welche die t-Ebene so in sich Uberfiihren, da3 dabei
der unendlichferne Punkt festbleibt. Wenn man aso t(z) langs eines auf
der Riemannschen Flache geschlossenen Weges fortsetzt, so geht t in
eine lineare Funktion von t tiber. Diese Uberlegung lehrt zugleich, daR

1) Die Beziehung zu der frither (S. 190) so genannten Zahl wird bald zum Vorschein
kommen.
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die linearen Funktionen eine Gruppe bilden. z(t) sowie w(t) sind auto-
morphe Funktionen dieser Gruppe (vgl. S. 196). Keine Transformation
der Gruppe kann einen von unendlich verschiedenen Fixpunkt besitzen.
Denn in der Né&he enes solchen Fixpunktes mufiten Punkte liegen,
die vermoge der betreffenden Transformation zu einander aquivalent sind.
Andererseits aber entspricht die Umgebung eines jeden endlichen Punk-
tes der t-Ebene bei der Abbildung umkehrbar eindeutig der Umgebung
einer Stelle der Riemannschen Flache. Beides vertrdgt sich nicht mitein-
ander Alle Transformationen der Gruppe sind somit Parallelverschiebungen.
Wie auf S. 46 bei der Fundamentalabbildung der schlichten Bereiche,
fhren wir einen Fundamentalbereich der Gruppe ein; er enthdlt zu jedem
Punkte der Riemannschen Fl&che genau einen Bildpunkt und seine Rénder
sind paarweise einander zugeordnet. Daraus folgt, wie auch schon S. 194
bemerkt wurde, da3 der Fundamentalbereich ganz im Endlichen liegt. Die
Gruppe besteht aus Parallelverschiebungen. Schon von Bd. |, S. 246 ff.
wissen wir, dad die Gruppe aso entweder einfachperiodisch oder doppel-
periodisch ist. Da aber der Fundamentalbereich ganz im Endlichen liegt,
kommt hier nur der doppelperiodische Fall in Betracht und as Funda-
mentalbereich kann enes der schon in Bd. I, S. 250 untersuchten Perioden-
purallelogramme gewahlt werden.

Nun wollen wir wieder eine notwendige Bedingung fir diejenigen Rie-
mannschen Flachen aufstellen, deren Uniform isierung auf den hier vor-
liegenden Fall fihrt. Da sich die verschiedenen Zweige der Funktion t(2)
nur um additive Konstanten von einander unterscheiden, so ist t' eine auf
der Flache eindeutige Funktion. Wir betrachten das uUber die Flache er-

streckte Integral ffd,ud:m‘y, wo = log #{".

Es ist gleich dem Uber ein Periodenparallelogramm erstreckten

S auana,.

Wir formen es wie im vorigen Paragraphen vermittels der Greenschen
Formel um und finden so eine Summe von Randintegralen, die Uber Kur-
ven um die Bilder der Verzweigungsstellen und der unendlich fernen Punkte
der Flache, und Uber den Rand des Periodenparallelogrammes zu erstrecken
sind: 5w
f Apdt de, = — a—“ds,

Dabei ist das Doppelintegral zunédchst tber den durch die Kurven von dem
Periodenparallelogramm abgegrenzten Bereich zu erstrecken. Man darf dabei
unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, da3 keine der endlichvielen ab-



204 1V. Uniformisierung

geschiedenen Stellen dem Rande des Parallelogramms angehort. Zunachst
erkennt man nun, da das Uber den Rand des Parallelogramms erstreckte
Integral Null ergibt. Denn logt' z. B. kann in zugeordneten Randpunkten
des Parallelogramms nur Werte haben, die um additive Konstanten von-
einander abweichen. Sie ruhren von der Umlaufung der logarithmischen
Singularitédten her. Bei der Differentiation nach der Randnormalen fallen
diese weg, und man erhdlt Werte der Normalableitung, die sich in zuge-
ordneten Punkten nur um einen Faktor — 1 unterscheiden. Daher liefert
die Integration um den Rand Null. Es bleiben die Integrale Uber die
tbrigen Kurven. Wir gehen wieder zu Kreisen um die entsprechenden
Stellen der Riemannschen Fléche Uber, und finden genau wie im vorigen
Paragraphen as Wert des Integrales
0=—dx 31 —v)— an.

Dabei ist die Summe Uber ale Verzweigungspunkte zu erstrecken. p; ist die
Zahl der in einem solchen zusammenhangenden Bléatter, n die Bléatterzahl
der Riemannschen Flache. Die ganze Summe ist Null, weil doch das (iber
die Fl&che erstreckte Doppelintegral Null ist. Es ist ja identisch fu -— 0.
Zieht man nun die S. 202 eingefilhrte, Geschlecht genannte Zahl heran, so
sieht man, daf jetzt das Gexldecht der Riemannschen Fléche Eins sein muB.
Zugleich erkennen wir in diesem Falle die Ubereinstimmung des Geschlech-
tes mit der gelegentlich der kanonischen Zellen eingefiihrten Zahl p.

§ 12. Nahere Untersuchung der Uniformisierungstranszendenten (Schluf3).

1. Die endliehe Kreisscheibe. Es bleiben nun noch ale die algebraischen
Funktionen, deren Geschlecht weder Null noch Eins ist. Dal3 es solche gibt, Iehrt
schon die Betrachtung der Quadratwurzel aus einem Polynom 2 -+ 2ten Grades,
deren Riemannsche Fléche zweibl &ttrig mit 2p + 2 Verzweigungspunkten ist. I hr
Geschlecht ist nach der auf S. 202 as Definition des Geschlechtes angegebenen
Relation gerade p, so daf3 jede ganze positive Zahl as Geschlecht vorkommt.

Bei allen diesen algebraischen Funktionen kann die Uniformisierung nur
auf eine endliche Kreisscheibe fuhren, weil sich p=0 oder p =1 bei der
Vollebene und der unendlichen Kreisscheibe as notwendig herausgestellt
hat. Ebenso wird sich p> 1 bei der endlichen Kreisscheibe als notwendig
ergeben.

Wir fuhren die Untersuchung auf ganz analogem Weg wie in den bei-
den vorausgehenden Paragraphen.

Waéhrend wir im Vollkugelfall uns der sphérischen MaRbestimmung be-
dienten, wahrend wir im Fall der punktierten Ebene des vorigen Paragra-
phen von der euklidischen MaRbestimmung Gebrauch machten, ziehen wir
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jetzt die auf den Bildkreis gegrundete kreisgeometrische Maf3bestimmung
heran. Als solchen Kreis dirfen wir den Einheitskreis nehmen. Wir haben
schon im Abschnitt Uber konforme Abbildung auf S. 54 diese kreisgeo-
metrische Maf3bestimmung eingefiihrt. Der damals gegebenen Darstellung
entnehmen wir as Ausdruck des kreisgeometrischen Fl&cheninhaltes, das
Uber den betreffenden Bereich zu erstreckende Doppelintegral:

4df d!, .
If u)l tl. + ‘t!}'

Als Bereich nehmen wir die kanonische Zelle. Da diese zu jedem Punkt
der Rieinannschen Flache — abgesehen von den paarweise einander zuge-
ordneten Réndern — genau einen Bildpunkt enthélt, so enthdlt sie auch
— wieder abgesehen von den paarweise einander zugeordneten Réndern
— as jedem System durch die Gruppe &quivalenter Punkte genau
einen. Im Sinne der S. 46 eingefuhrten Terminologie ist sie aso as Fun-
damentalbereich der Gruppe anzusprechen. Vermdge der durch t(z) vermit-
telten umkehrbar eindeutigen Abbildung zwischen Riemannscher Flache und
Fundamentalbereich kénnen wir das uber den Fundamentalbereich erstreckte
Integral in eines Uber die Riemannsche Fléche verwandeln:

tarv .

Dies letztere Integral werden wir nun mit Hilfe der Greenschen Formel
auswerten, wahrend wir andererseits direkt den kreisgeometrischen Inhalt
des Fundamentalbereiches bestimmen konnen. Die Gleichsetzung beider Er-
gebnisse wird wieder zu der fur die vorliegenden Félle notwendigen Be-
dingung fuhren.

Wir werden das erste Integral Uber die kanonische Zelle zuerst aus-
werten. Zu diesem Zwecke bemerken wir, da? man annehmen darf, dai3
diese von endlich vielen Bogen von Kreisen begrenzt ist, die auf der Peri-
pherie des Einheitskreises senkrecht stehen, und die sich in den Ecken der
Zelle unter bestimmten Winkeln treffen. Zu dieser Einsicht gelangt man
am bequemsten, wenn man zundchst noch einmal die kanonische Zelle ver-
&3t und zu der vor ihrer Einflhrung vorgenommenen Zerschneidung der
Riemannschen Flache langs endlich vielen Kreisbogen zuriickgeht. Da die
Abbildung t(2) Uberall auf der Riemannschen Flache analytisch ist, so ent-
steht durch diese aus der zerschnittenen Flache als Bild der urspriinglich
eingefuhrten Zelle eine neue Zelle — Fundamentalbereich der Gruppe,
welcher von endlich vielen Bégen von Kurven begrenzt ist, welche auch in
den Ecken noch analytisch sind, sich dort also unter bestimmten Winkeln
treffen. Die Rander sind paarweise durch lineare Transformationen der
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Gruppe, aso lineare Transformationen des Einheitskreises in sieh einander zu-
geordnet. Man darf noch annehmen, da3 die Winkel, unter denen sie sich in
den Ecken treffen, von O verschieden sind. Denn man kann dies durch passende
Wahl der die Riemannsche Flache uberdeckenden Kreisscheiben erreichen.
Nachdem dies geschehen ist, nehmen wir aufs neue den Ubergang zur kanonischen
Zelle in der S. 187 ff. beschriebenen Weise vor. Dort waren gewisse Linien zur
Abtrennung und Wiederanfiigung einzelner Teile der Zelle nétig. Als solche
Linien darf man nun Polygone aus Kreisbdgen nehmen, die auf der Peri-
pherie des Einheitskreises senkrecht stehen. Man erhadlt somit as kano-
nische Zelle ein Kreisbogenpolygon, dessen Seiten sich zu 4P Polygonziigen
aneinanderfiigen, welche paarweise durch Operationen der Gruppe einander
zugeordnet sind. So werden am Polygon gewisse einen einzigen Zyklus
bildende Ecken ausgezeichnet. Auf den neuerdings als Seiten bezeichneten
Polygonziigen befinden sich noch gewisse Hilfsecken. Nimmt man aber zwei
einander linear zugeordnete Polygonziige zusammen, so sieht man, da diese
Hilfsecken zweigliedrigen Zyklen angehdren.
In der Gleichung

glf +af+al +u=10, a reell
sind alle Orthogonalkreise enthalten. Man erkennt dies sofort, wenn man
von der allgemeinen Gleichung eines Kreises, aso von

alt + el +al +e=49, a,c resll

Invarianz gegen reziproke Radien, also gegenlber

1
£ == .

verlangt. Denn diese und nur diese Transformation fihrt jeden Orthogonal-
kreis in sich Uber. Differenziert man diese Gleichung zweimal nach irgend-
einem Parameter, der langs des Kreises variiert, z. B. seiner euklidischen
Bogenlénge, so erhdlt man durch Elimination von o und a die Differential-
gleichung der Orthogonalkreise. Man findet

(1 200t — 1) — 200 4 L )= 0.

Nimmt man tatsachlich die euklidische Bogenlange as Parameter, so kann
man diese Gleichung so schreiben:

(1 — eE) (18, — 607 + 2ty — L)) = 0.

Nun komme ich zur Berechnung des Uber eine kanonische Zelle erstreckten

Integrales sdedi,
J:f(l —
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Die Greensche Formel lehrt zunéchst, dal3 man dafir das im positiven Sinne
um den Polygonrand erstreckte Linienintegral

1 ;8 4 F] 4

— — 1 Y ¢ A .

?f(aﬂ 8 fn—th ! d‘xhg(l—tt)’dt’)

schreiben kann. Denn man erkennt zunachst, dai
Au == e

ist, wenn man PLU
{t—tnt
setzt, und unter du den Differentialausdruck
i‘!‘ef Ma
ot T oag
versteht. Hiernach ergibt die Greensche Formel sofort den Ubergang zum
Linien integral. Seinen Integranden kann man ausrechnen und findet so
2 ._tlf;‘_tkt:da_
Jor— 7
wenn man noch as Integrationsvariable die euklidische Bogenldnge des
Zellenrandes einfuhrt. Die Differentialgleichung der Orthogonalkreise lehrt,
dal3 man dieses Handintegral dann as Summe von Integralen

—Z‘ﬁf;i;' — s

schreiben kann, deren jedes im positiven Sinne Uber einen der im Rand
enthaltenen Orthogonalkreisbogen zu erstrecken ist. Ein solches Integral
bedeutet aber geometrisch den Winkel, um den sich im positiven Sinne die
Tangente des Kreisbogens dreht, wenn man den Beriihrungspunkt derselben
im positiven Sinne den Kreisbogen durchlaufen 1a3t. Die sich so ergebende
Summe von Drehungen der Tangente l&B3t sich leicht bestimmen. Wenn
man namlich eine Tangente einen vollen Umlauf um das Polygon vor-
nehmen 183t und dabei in den Ecken immer um den da befindlichen AuRen
winkel drehen laRt, so kommt as Gesamtdrehung 27 heraus. Unsere In-
tegralsumme liefert aber nur den von den Seiten herriihrenden Anteil an
dieser Gesamtdrehung. Von 2x ist also die Summe der AuRenwinkel in Ab-
zug zu bringen. Unter AuBenwinkel ist dabei der Winkel zu verstehen,
um den man in einer Ecke die bei der Durchlaufung vorausgehende Seite
auf dem kirzesten Weg drehen muf3, um sie in die bei der Durchlaufung
folgende Uberzufiihren. Betrachtet man so ein Paar zugeordneter Hilfsecken,
so sieht man, dad beide zusammen die AuflRenwinkelsumme Null ergeben.
Es bleiben aso nur die AuRenwinkel der 4p Hauptecken zu betrachten.
Die Innenwinkel ergeben zusammen 2%. Denn die 4p Hauptecken gehdren



208 1V. Uniformisierung

einem einzigen Zyklus an, d. h. das Zellennetz, in das der Fundamentalbe-
reich zerfallt, zerfallt in jeder Hauptecke in 4p Zipfel, die der Reihe nach
durch Transformationen der Gruppe samtlichen Hauptecken der Zelle ent-
sprechen. Der AuRenwinkel ist aber an jeder Stelle gleich m minus dem
Innenwinkel. Also wird die Summe der AuBenwinkel an den Hauptecken

4px — 2m.
Und damit wird der kreisgeometrische Inhalt der Zelle
Sx(p— 1).

Daraus ergibt sich z. B. auch, dal3 die Zahl p von der Art, wie wir zur
Zelle gelaugten, nicht abhangt. Denn offenbar haben alle Zellen einer Gruppe
den gleichen Inhalt, denn dieser Inhalt ist ja stets dem zweiten der oben
angegebenen (ber die Riemannsche Flache erstreckten Integrale gleich. Da
dieser Inhalt positiv sein muf3, so ergibt sich as erste Folgerungp > 1 as
notwendige Bedingung.

Wir kommen zur Auswertung des Uber die Riemannsche Fléche er-
strekten Doppelintegrales. Dazu ist nur die in § 10 zu ahnlichem Zwecke
angestellte Uberlegung zu wiederholen. Man findet wie da als Wert des

Integrales 4 Nfu — 1) - Reen,
Die Gleichung Ra(p— 1) = dm X(0, = 1) — Han
liefert dann 2p e Mo = 1y - 2(n — 1),

so da sich p mit der schon S. 190 von der Riemannschen Fléche her als
Geschlecht eingefihrten Zahl as identisch erweist. Dies Geschlecht muf}
also im Falle der endlichen Kreisscheibe groRer as Eins sein.

Und so zeigt sich, da? die gefundenen notwendigen Bedingungen fur
das Geschlecht auch hinreichend sind, p = 0 und nur dies fihrt zum Voll-
ebenenfall, p = 1 und nur dies fuhrt zur punktierten Ebene, in allen anderen
Fallen kommt die endliche Kreisscheibe heraus.

2. Das Geschlecht als topologische Invariante. Unsere Ausflihrungen
lassen ohne weiteres erkennen, da3 zwei geschlossene Riemannsche Fl&-
chen sicher dann das gleiche Geschlecht besitzen, wenn sie sich umkehr-
bar eindeutig und konform aufeinander abbilden lassen. Denn durch
diese Abbildungsbeziehung geht jede auf der einen Flache im kleinen ein-
deutige bis auf Pole regulére Funktion in eine ebensolche Funktion der an-
deren Flache Uber. Sind dann t und T die in der vorausgegangenen Theorie
eingefiihrten Uniformisierungstranszendenten der beiden Flachen, die nach
S. 193 dadurch charakterisiert sind, da jede auf einer Riemannschen Flache
im kleinen eindeutige bis auf Pole reguldre Funktion, und nur diese, sich as
eine bis auf Pole regulédre im grof3en eindeutige Funktionder Uniformisierungs-
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transzendenten darstellen 183t, so ergibt sich, da3 sowohl t eine eindeutige
bis auf Pole regulare Funktion von 7, als auch T eine eindeutige bis auf
Pole regulare Funktion von t ist. Dadurch wird also eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung der durch die Uniformisierung erhaltenen Bildbereiche
aufeinander vermittelt, und da es sich um Kreise von endlichem oder un-
endlichem Radius oder die volle Ebene handelt, ist die Abbildung linear,
und es liegt daher auch bei beiden Riemannschen Flachen derselbe der
drei eben genannten Falle vor. Da durch die lineare Transformation eine
kanonische Zelle in eine kanonische Zelle (bergeht, haben diese auch das
gleiche Geschlecht.

Aber man kann nicht umgekehrt zwei Riemannsche Flachen gleichen
Geschlechtes stets umkehrbar eindeutig und konform aufeinander abbilden.
Denn wie wir eben sahen, mi3te eine solche Abbildung durch eine lineare
Beziehung der Uniformisierungstranszendenten sich ausdriicken lassen. Wir
wissen aber schon von den Periodenparallelogrammenp — 1 her, dal3 sch zwei
beliebige doppelperiodische Gruppen nicht linear aufeinander abbilden lassen.
Wohl aber Ubersieht man sehr rasch, da3 zwei Riemannsche Flachen gleichen
Geschlechtes sich stets umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander abbilden
lassen. Man hat zu diesem Zweck nur zu zeigen, da3 man zwei kanonische
Zellen gleichen Geschlechtes so umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander
abbilden kann, da zugeordnete Randpunkte in zugeordnete Randpunkte
Ubergehen. Da es sich beidemal um Zellen mit 2p Paaren zugeordneter
Seiten handelt, so kann man diese beiden einfach zusammenhangenden Be-
reiche sofort so aufeinander abbilden, daf} zugeordnete Seitenpaare in zu-
geordnete Seitenpaare (ibergehen. Hiernach kann man die Abbildung in
der N&he des Randes noch so zurechtriicken, da3 zugeordnete Punktepaare
des Randes in zugeordnete Punktepaare des Randes (ibergehen und dal3
dabei die Stetigkeit und der umkehrbare eindeutige Charakter der Ab-
bildung gewahrt wird.

Den eben bewiesenen Satz kann man nun aber auch umkehren. Zwei
Riemannsche Flachen, die sich umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander
abbilden lassen, besitzen stets das gleiche Geschlecht, so dal3 die Gleichheit
des Geschlechtes die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Mdglich-
keit einer umkehrbar eindeutigen stetigen Beziehung zwischen zwei geschlossenen
Riemannschen Flachen ist.

Um die ausgesprochene Behauptung zu beweisen, hat man nur den vor-
hin gegebenen Beweis dafir, da3 zwei in umkehrbar eindeutiger konformer
Beziehung stehende Riemannsche Flachen das gleiche Geschlecht besitzen,
ein wenig abzudndern. Wir betrachten jetzt beliebige auf der Riemannschen
Flache im kleinen eindeutige, auch komplexer Werte fahige, im funktionen-

Bieberbach, Funktfonentheoriell. 2. Aull. 14
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theoretischen Sinne stetige (d. h. nach Hinzunahme einer stereographischen
Projektion stetige) Funktionen. Alle diese Funktionen sind im grof3en ein-
deutige und stetige Funktionen der uniformisierenden Transzendenten der
Flache. Das lehrt der auf solche Funktionen Ubertragbare Monodromie-
satz. Betrachten wir also wieder zwei in umkehrbar eindeutiger und stetiger
Beziehung stehende Riemannsche Flachen mit den Unifor misierungstranszen-
denten t und T, so ergibt sich, daR einersdits t eine eindeutige und
stetige Funktion von T, und da anderseits T eine eindeutige und stetige
Funktion von t ist. Daher sind durch diese Beziehung wieder die Werte-
bereiche der Uniformisierungstranszendenten umkehrbar eindeutig und stetig
aufeinander abgebildet und zwar so, da3 dabel Punkte t, die dem gleichen
Punkt der Flache entsprechen, in Punkte T Ubergehen, die ihrerseits dem
gleichen Punkte der zugehorigen Riemannschen Flache entsprechen. Daher
wird aus jedem kanonischen Fundamentalbereich ein kanonischer Funda-
mentalbereich und die zugehorigen Gruppen sind einstufig isomorph. Daraus
folgt sofort, dal volle Ebene in volle Ebene Ubergeht, so da3 nur die
Ubrigen Falle einer weiteren Betrachtung bediirfen. Freilich ist hier der
Begriff ,kanonischer Fundamentalbereich” in etwas allgemeinerem Sinn
genommen als bisher. Denn jetzt missen wir zulassen, da sein Rand von
Bogen beliebiger Jordanscher Kurven gebildet wird. Der Rand zerfallt
aber nach wie vor in 2p Paare zugeordneter Bogen und diese sind auch
am Rande ebenso angeordnet, wie uns dies von kanonischen Zellen des
Geschlechtes p gelaufig ist.

Man verbinde daher die beiden Endpunkte einer Seite im Inneren des
Fundamentalbereiches durch einen Querschnitt, der aus abzéhlbar vielen
Orthogonalkreisbdgen besteht, trenne durch ihn eine Sichel vom Bereiche
ab und flige se durch ene lineare Operation der Gruppe an der zugeord-
neten Seite wieder an. So erhalt man einen neuen Fundamentalbereich und
durch 2p-malige Wiederholung dieser Operation erhét man einen Funda-
mentalbereich, der von abzahlbar vielen Orthogonalkreisbégen begrenzt ist.
Diese kdnnen sich in den 4p Hauptecken des Fundamentalbereiches haufen.
Dieser Fundamentalbereich ist nun aber im kreisgeometrischen Sinne qua-
drierbar und es bleibt nur noch zu zeigen, da sein Inhalt 8m(p — 1) ist.
Um das noch zu erkennen, lege ich um die 4p Hauptecken kreisgeometrische
kongruente Kreise, deren Radius so Kklein ist, da nur die in der betreffen-
den Ecke zusammenstoRenden Seiten den Kreis treffen. Dann verfolgeich eine
jede Seite vom Kreismittelpunkt bis zu ihrem letzten Treffpunkt mit dem
Kreise und verbindedie so erhaltenen 8p Punkte mit den Kreismittelpunkten
durch Orthogonalkreisbégen. Diese zusammen mit den zwischen den Kreisen
auf den bisherigen Fundamentalbereichrandern gelegenen Orthogonalkreis-
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bdgen begrenzen dann eine neue kanonische Zelle vom Geschleghte p, deren
Seiten nun paarweise durch die gleichen linearen Transformationen wie bis-
her einander zugeordnet sind. (Ob dies ein Fundamentalbereich der Gruppe
ist oder nicht, brauche ich nicht zu untersuchen, obwohl sich dies auch
sehr leicht feststellen 1&Rt.) Jedenfalls approximiert dieser Bereich den
Fundamentalbereich mit den gleichen Hauptecken um so genauer, je kleiner
die Radien der Hilfskreise gewéahlt sind. Sein Inhalt ist aber nach S. 208 stets
8x (p —- 1). Daher hat auch der Fundamentalbereich den Inhalt 8z (p — 1),
und damit ist die topologische Invarianz des Geschlechtes bewiesen und
erkannt, dal3 dies die einzige topologische Invariante geschlossener Riemann-
scher Flachen ist. Es ist, wie wir sahen, nicht die einzige konforme In-
variante. Vielmehr héngen wie in der Theorie der algebraischen Funktionen
gezeigt wird, die Riemannschen Flachen vom Geschlechte p von 6p—6
Moduln, d. i. Parametern ab, in dem Sinne, da? zwei Fl&chen mit ver-
schiedenen Moduln nicht umkehrbar eindeutig konform aufeinander ab-
gebildet werden konnen.

§ 13. Verallgemeinerungen.

1. Prinzipielle Bemerkungen. In diesem Paragraphen soll es sich darum
handeln, gewisse allgemeinere Sétze zur Sprache zu bringen, die mit der Methode
der vorigen Paragraphen bewiesen werden kénnen. Klein und Poincaré sind
fast gleichzeitig die ersten gewesen, welche die Idee der Uniformisierung kon-
zipiert haben. Wahrend sich aber Kleins Interesse wesentlich auf die
Uniformisierung der algebraischen Funktionen bezog, faldte Poincaré die
wesentlich kihnere Idee einer Uniformisierung beliebiger analytischer
Funktionen. Beide Forscher haben auch in den achtziger Jahren schon
Ideen und Versuche zu Beweisen ihrer Theoreme verdffentlicht, die frei-
lich ale in irgendeiner mehr oder weniger betréchtlichen Hinsicht zu
wiinschen Ubrig lassen. Die Idee, dem Beweise des Hauptsatzes der Uni-
formisierung die Konstruktion einer Uberlagerungsfléche zugrunde zu legen,
rihrt wahrscheinlich von H. A. Schwarz her. Explizite tritt se zuerst as
Beweismittel bei Poincaré auf. Neuerdings hat Koebe das Problem der
Uniformisierung wieder aufgenommen, und ihm in groRziigiger Weise Me-
thode und Abrundung gegeben. Ich habe mich hier, gestiitzt auf eine meiner
dlteren Arbeiten bemiht, moglichst wenig aus der Analysis situs der mehr-
blattrigen Mannigfaltigkeiten zu benutzen. In der Tat verwendet mein Be-
weis nur den Begriff des funktiouentheoretischen Bereiches, wie er schon
im ersten Bande S. 69 entwickelt wurde, und macht insbesondere von den
schwierigeren topologischen Begriffen des Zusammenhanges bei solchen
mehrblattrigen Bereichen keine Anwendung. Vielmehr hat uns der in § 5

14*
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bewiesene Abbildungssatz erst instand gesetzt, im § 7 die gestaltlichen
Eigenschaften der Riemannschen Flachen — namentlich algebraischer Funk-
tionen — zu untersuchen.

2. Relativ verzweigte Uniformiserungstranszendenten. Hier méchte ich,
gestiitzt auf die Methode des vorigen Paragraphen, noch einige allgemeinere
Kleinsehe Uniformisierungssétze beweisen.

Im vorigen Paragraphen handelte es sich um die Uniformisierung aller
der Funktionen, welche in jedem Punkte einer gegebenen Riemannschen
Flache eindeutig sind, die also, wie wir sagten, relativ zu einer gegebenen
Riemannschen Fléche unverzweigt sind. Alle diese Funktionen werden ein-
deutige Funktionen des im vorigen Paragraphen eingefilhrten Parameters t.

Aber schon der Logarithmus oder die elliptische Modulfunktion liefern
Losungen andersartiger Uniformisierungsprobleme. Eindeutige Funktionen
von t = log z werden z. B. alle diejenigen Funktionen von z, welche in z=0
und in £=o0c ein ganz beliehiges Verhalten zeigen, welche aber in der
Umgebung einer jeden anderen Stelle der z-Ebene eindeutig sind.

Man kann sich so allgemein die folgende Frage stellen. Gegeben wieder
eine beliebige analytische Funktion f(z) und ihre Riemannsche Fl&che. Es
soll eine Funktion t(z) bestimmt werden, die an 4 gegebenen Stellen der
Riemannschen Flache in vorgegebener Weise relativ zu dieser verzweigt
ist, welche aber in der Umgebung aller anderen Stellen eindeutig ist, und
zwar so, da sich jede Funktion, die in dei Umgebung einer jeden Stelle
das gleiche Verhalten zeigt, als eindeutige Funktion von t auffassen I&f.
Unter ,gleichem Verhalten" ist dabei folgendes zu verstehen: Jeder Stelle
der Riemannschen Fl&che gehoért ein lokaler uniformisierender Parameter zu,
d. h. eine Funktion £ =% — e (n ganz), die ihre Umgebung auf ein
schlichtes Flachenstiick abbildet. Jeder Stelle ist nun ene ¥z (v ganz)
oder der log = zugeordnet, die das Verhalten der gesuchten Uniformierungs-
transzendenten an der betreffenden Stelle festlegt. Nur zu endlich vielen
Stellen gehort dabei nicht = selbst, d. h. v— 1. Eindeutige Funktionen von
t sollen alle die Funktionen werden, welche in der Umgebung einer jeden
Stelle eindeutige Funktionen der ihr zugeordneten }/x oder von log « sind.
Das ist mit gleichem Verhalten gemeint.

Dies Problem kann man in der gleichen Weise |dsen, wie das Problem
des vorigen Paragraphen. Man muf3 nur in der Kette der Funktionselemente
von f(z) einzelne Elemente durch v-blé&ttrig verzweigte Kreisscheiben er-
setzen, oder aber die Punkte, wo logarithmische Verzweigung entstehen
soll, aus der Riemannschen Elache entfernen, d. h. die Kreisscheiben aller
die betreffende Stelle enthaltenden Funktionselemente so verkleinern, da3
keines mehr diese Stelle im Inneren hat. Dann fihrt unser Verfahren, wie
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der Leser sich im einzelnen selbst zurechtlegen moge, ganz von selbst zur
Losung des eben gestellten Problemes.

3. Exigenz von Funktionen auf funktionentheordischen Bereichen. Auf
ein noch algemeineres Problem fiihrt die Bemerkung, da es fir unsere Be-
weisfuhrung nicht wesentlich ist, da? die Kette von Funktionselementen, an
die sich der Beweis anschliefdt, gerade aus den Funktionselementen einer
analytischen Funktion besteht, vielmehr genigt es da diese Funktions-
elemente das bilden, was wir einen funktionentheoretischen Bereich nannten.

Der Unterschied ist aso der, da3 wir dann von einem funktionentheo
retischen Bereich handeln, bei dem wir noch nicht wissen, ob auf ihm
analytische Funktionen existieren oder nicht. Unsere Methode liefert dann
den Nachweis, da3 auf ihm analytische Funktionen existieren, welche in
der Umgebung einer jeden Stelle desselben sich reguldr verhalten, die frei-
lich nicht auf ihm im Groflen eindeutig zu sein brauchen. Aber auch hier
ist der Existenzbeweis der Uniformisierungstranszendenten die Grundlage, auf
der sich auch die Existenz solcher eindeutigen Funktionen nachweisen 1.

In diesem Satze liegt eine besonders von Klein und spater von Koebe
in den Vordergrund des Interesses geriickte Tatsache der Riemannschen
Funktionentheorie. Es gehort danach nicht allein jeder analytischen Funk-
tion ein funktionentheoretischer Bereich, namlich ihre Riemannsche Fléche
zu, sondern umgekehrt gehodrt auch zu jeder Riemannschen Fléche oder
Riemannschen Mannigfaltigkeit eine analytische Funktion, deren Riemannsche
Flache jene Mannigfaltigkeit ist.

4. Weitere Uniformisierungstranszendenten. Die Ausfuhrungen dieses
Paragraphen legen die Frage nach einer algemeinen Begriffsbestimmung
der Uniformisierungstranszendenten nahe. Ich beschrénke mich dabei
auf die Betrachtung solcher Funktionen, die in der Umgebung einer
jeden Stelle einer gegebenen Riemannschen Flache F bis auf Pole re-
gulér sind. Eine solche Funktion nenne ich dann eine Uniformisieierungs-
transzendente, wenn se bei Fortsetzung langs beliebigen Wegen Uber
die Riemannsche Flache hin keinen Wert, den sie Uberhaupt annimmt,
mehr as einmal annimmt. Es wird aso durch dieselbe eine schlichte Ab-
bildung der Riemannschen Flache vermittelt. Immer wenn das der Fall ist,
spreche ich von einer Uhiformisierung. Die Aufgabe, alle Umformisierungen
zu finden, lauft also auf die Bestimmung aller schlichten Abbildungen einer
Riemannschen Flache hinaus. Man kann sie ausgehend von der in den
vorausgegangenen Paragraphen gewonnenen Hauptuniformisierung gewinnen.
Alle Uniformisierungstranszendenten sind ndmlich eindeutige Funktionen der
Haupttranszendenten, die die Abbildung der Flache auf eine Kreisscheibe
leistet. Wir betrachten ihr Verhalten gegeniber der Gruppe der Haupt-
transzendenten. Wenn sie bei keiner Operation dieser Gruppe unverandert
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bleibt, so ist auch umgekehrt die Haupttranszendente eine eindeutige Funktion
der anderen. Daher ist die neue von der Haupttranszendenten nicht wesent-
lich verschieden. Sie unterscheiden sich nur um irgendeine schlichte Ab-
bildung der Kreisscheibe der Haupttranszendenteu. Anders aber wenn die
Untergruppe der Hauptgruppe, bei der die neue Uniformisierungstranszen-
dente automorph bleibt, eine echte Unter-

gruppe der Hauptgruppe ist. Dann besitzt Pt N

diese im Hauptkreis einen Fundamentalbereich, e R \
welcher aus einer Anzahl von Fundamental- s ; : | \\'.‘\
bereichen der Hauptgruppe zusammengesetzt {'. J ’ .'\“.s
ist, entsprechend der Zerlegung der Haupt- - 5 |
gruppe nach der Untergruppe und ihren S
Nebengruppen. Die Rénder dieses Funda- - e e
mentalbereiches sind paarweise durch Opera- i
tionen der Untergruppe einander zugeordnet. e e
Nun suche man diesen Fundamentalbereich -
schlicht so abzubilden, da3 zugeordnete Rand-

punkte in je einem Punkte zusammenkommen. Dann hat man durch Zusammen-
setzen dieser Abbildung mit der Hauptuniformisierenden eine neue Uniformi-
sierung gewonnen, die durch jene Untergruppe der Hauptgruppe charakterisiert
ist. Aber nicht zu allen Untergruppen der Hauptgruppe gehdren so Uniformi
sierungen, sondern nur zu gewissen. Die Randerzuordnung ist namlich sicher
nur dann durch schlichte konforme Abbildung realisierbar, wenn keine Rénder-
zuordnungen Uber Kreuz gefordert werden. Dann aber, wenn dies nicht der Fall
ist, kann die Rénderzuordnung auch stets durch schlichte konforme Abbildung
realisiert werden. Dies ist der Inhalt des zuerst von Koebe ausgesprochenen
allgemeinen Uniformisierungsprinzips, das kurz besagt, da® alle topologisch
moglichen Uniformisierungeu auch funktionentheoretisch moglich sind. Die
Ausfiihrung der Rénderzuordnung gelingt durch eine passende M odifikation der
Heftungsaufgaben, die wir friher geldst haben. Ich will dies hier nicht mehr
ausfuhren, sondern nur noch auf einen hierher gehdrigen schonen Sonderfall
hinweisen. Fir die Hauptuniformisierung wurde die Riemannsche Fl&che
léngs p Paaren von Rickkehrschnitten aufgeschnitten, die alle vom gleichen
Punkte ausgingen. Durch erlaubte Abanderung, aso ein Verfahren analog
zu dem in § 7 benutzten, kann man diese Zerschneidung so abéndern, daf
der Fundamentalbereich das schematische Verhalten von Fig. 40 zeigt, dal3
adso sich die Riickkehrschnitte eines jeden Paares in verschiedenen Punkten
treffen, die ihrerseits durch Kurvenbdgen mit einem festen Punkt verbunden
sind. Diesem festen Punkt entspricht dann, wie die Figur lehrt, ein Ecken-
zyklus und jedem Paar von Rickkehrschnitten entspricht noch ein weiterer

Fiu. 0.
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Eckenzyklus. Durch konforme Abbildung kann man nun sicher alle die
Réanderzuordnungen ausfilhren, die in Fig 41 noch eingezeichnet sind, da
hier keine kreuzweisen vorkommen. Die Riemannsche Fl&che erscheint dann
nur noch langs p Riickkehrschnitten aufgeschnitten) und wird auf einen
2p-fachzusamnienhéngenden Bereich abgebildet, der von 2p einander paar
weise zugeordneten Randkurven begrenzt ist.

. },--V";"“"‘i“\ An diese hdnge man dann gemdl der Rénder-
d f ' \ zuordnung in infinitum neue Exemplare an und
,{ / b T\\ so erhdlt man eine schlichte Abbildung, aso
’ . »)  Schottkyschen Typus, weil Schottky as

e \\} erster sich mit den zugehdrigen automorphen
\ o ) Funktionen befat und ihre Theorie ent-
N e wickelt hat.

\\ ' Dem vorausgegangenen gruppentheoretischen
Standpunkt ordnet sich dies Beispiel insofern
Fie . unter, as es sich hier um eine ausgezeichnete
Untergruppe der Hauptgruppe handelt, deren Faktorgruppe sich aus den
den p noch (Ubriggebliebenen Ruckkehrschnitten entsprechenden Ré&nder
Zuordnungen aufbauen 1a03t.

Der Raum verbietet es diese Theorien weiter zu verfolgen. Der inter-
essierte Leser mul3 auf die Originalarbeiten verwiesen werden, wo freilich
den hier vorgetragenen Gesichtspunkte noch nicht voll zur Geltung ge-
kommen sind.

i

eine Uniformisierung. Man nennt sie vom

Funfter Abschnitt.
De Picardsche Saz.

§ 1. Der Picardsche Saiz fir ganze Funktionen.

Ein glucklicher Gedanke hat im Jahre 1879 Picard dazu gefihrt, so-
zusagen auf zwei Zeilen eine von Weierstral? angeschnittene Frage zu er-
ledigen; mit der wir uns schon im ersten Bande befaten. Wir stellten
dort fest, da3 das wesentliche Kennzeichen einer isolierten wesentlich
singuléren Stelle einer Funktion f(z) darin liegt, da die Funktion in jeder
Umgebung derselben jedem Werte beliebig nahe kommt, ja wir konnten
sogar daraus schlielen, da3 es eine Uberall dichte Menge von Werten gibt,
welche in jeder Umgebung unendlich oft angenommen werden. Dieser Sach-

1) »Se sind in Fig. 41 stark ausgezogen.
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verhalt legt natlrlich die Frage nahe, wieviel Werte denn unter Umstanden
von der Funktion tatsdchlich nicht angenommen werden. Diese Frage hat
Picard durch Heranziehung der elliptischen Modulfunktion sehr einfach
erledigen kdnnen.

Der Grundgedanke der Methode kommt am klarsten beim sogenannten
kleinen Picardsehen Satze zum Ausdruck. Dieser lautet:

Eine ganze nicht konstante Funktion nimnmt jeden (endlichen) Wert mit
hochstens einer Ausnahme wirklich an.

Damit ist folgendes gemeint: Ist f(z) die ganze nicht konstante Funk-
tion und a irgendein Wert, so besitzt die Gleichung f(z7 —a=0 stets
mindestens eine Ldsung, es sei denn, dald a einen einzigen bestimmten Wert
hat, der eventuell eine Ausnahme machen kann.

So nimmt ja z. B. € alle Werte mit Ausnahme der Null an, wahrend
cosz, wie man leicht nachprift, alle Werte wirklich annimmt.

Der Beweis verl&uft nun so. Man nehme an, die ganze nicht konstante Funk-
tion f(2) nehme zwei (endliche) Werte nicht an. Man darf annehmen, da es die
Werte O und 1 sind. Denn néhme f(2) die Werte a und b nicht an, so ndhme
1) pla) ="
die Werte 0 und 1 nicht an und man kénnte diese Funktion ¢{z) betrachten.
Da f(z) as ganze Funktion auch den Wert unendlich nicht annimmt, so
ist die Funktion w{f{#)} langs jeden Weges der .z-Ebene fortsetzbar. Da-
bei ist etd) die Umkehrungsfunktion der S. 40 eingeflihrten elliptischen
Modulfunktion i{). Diese hat, wie wir von damas wissen, singulare
Stellen nur bei 0, 1, = und ist in der Umgebung jeder anderen Stelle
reguldr. Da aber f(z) diese drei singuldren Werte nicht annimmt, ist jedes
Funktionselement der Funktion w{fiz)} regulé&r. Man kann diese daher
langs jeden Weges fortsetzen. Daher definiert nach dem Monodromiesatz
die Fortsetzung eines jeden Elementes dieser Funktion eine in der ganzen
endlichen Ebene reguldre und eindeutige Funktion. Das ist aso wieder
eine ganze Funktion, die aber nun keinen Wert mit negativem Imaginar-
teil annimmt, weil doch @{i) nur Werte mit positivem Imaginérteil be-
sitzt. Eine solche ganze Funktion mu3 aber konstant sein. Denn wére sie
nicht konstant und ganz rational, so ndhme sie jeden Wert an, und wére se
ganz transzendent, so mite sie jedem Werte beliebig nahe kommen. Und
damit ist schon der kleine Picardsche Satz bewiesen.

Man kann den zugrunde gelegten Gedanken auch benutzen, um zu
zeigen, da3 eine in der Umgebung einer isolierten wesentlich singuldren
Stelle regulare Funktion daselbst jeden Wert mit hochstens einer Aus-
nahme wirklich annimmt. Damit ist ja dann natiirlich die Aussage gleich-
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wertig, dal se jeden Wert in jeder Umgebung unendlich oft annimmt.
Indessen sind dabei noch gewisse Schwierigkeiten zu Uberwinden, die dar-
auf zuriickzufiihren sind, dal3 nun kein einfach zusammenhéngender Bereich
zur Verfigung steht, in dem w!f(2)} reguldr ist. Denn reguldr ist diese
dann nur in einer Umgebung des singuléren Punktes und dies ist ein zwei-
fach zusammenh&ngender Bereich, weil der isolierte singulare Punkt der
Grenze des Regularitétshereiches angehdrt. Die Uberwindung dieser Schwie-
rigkeit gelingt am besten, wenn wir uns erst gewissen von Schottky und
von Landau herrithrenden Vertiefungen des Picardschen Satzes zuwenden.

§ 2 Der Landauschc und der Schottkysche Satz.

1. Der Landausche Satz. Landau hat im Jahre 1904 durch eine Uber-
raschende Entdeckung den Picardschen Satz vertieft. Es ist ihm némlich ge-
lungen, einen Kreis um den Koordinatenanfangspunkt anzugeben, in welchem
die ganze Funktion f(z) schon notwendig einen der beiden WerteO und 1 an-
nimmt. Der Radius dieses Kreises hangt nur von f(0) und von £t (0} ab, wo
(=) die Ableitung kleinster Ordnung ist, welche bei z=0 nicht verschwindet.
Ja diese Aussage gilt nicht nur fur ganze Punktionen, sondern fir belie-
bige in der Umgebung von z= 0 reguldare Funktionen. Der Landausche
Satz lautet namlich so:

Wenn f(e) = ay + 6,27 + - - - (@, 4« 0} #r |z <C R regulér ist, wenn es in
diesem Kreise weder den Wert Null noch den Wert Eins annimmt, so gibt es
eine nur von &, a, und n abhangende Funktion L{a,, «,; n} derart, daf}

(2) I £ Lia,, a; #) ist.

Dies besagt also, da in einem grofReren Kreise die Funktion entweder
Null wird, oder Eins wird an einer passenden Stelle, oder aber aufhort regulér
zu sein.

Natirlich kann man einen ganz analogen Satz aussprechen, wenn man
Lagebedingungen fur die Stellen sucht, wo f(z) den Wert a oder den Wert b
annimmt. Der Ubergang zu der schon vorhin herangezogenen Funktion (1)
|&kt dies sofort erkennen.

Wir fuhren den Beweis dieses Satzes auf einem von Carathéodory
angegebenen Wege, welcher zugleich die Bestimmung der Funktion L liefert.

Der Beweis benutzt wieder die elliptische Modulfunktion und beruht
auf einer zweckmaRigen Verwendung des Cauchyschen Koeffizientensatzes.
Auch jetzt ist ndmlich wieder jeder Zweig der Funktion

g{2) = o {f(2)}
inlz| < K regulér und somit eindeutig. Jeder Zweig ist durch den Wert
bestimmt, welchen er bei z= 0 besitzt. Wir haben uns also, um einen
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Zweig von ¢(2) festzulegen fur eine bestimmte der Bestimmungsweisen von
w(ay) zu entscheiden und zwar wollen wir denjenigen Wert nehmen,
welcher dem S. 102 eingefuihrten Fundamentalbereich oder doch der linken
Hélfte seines Randes angehédrt. Die so festgelegte Funktion g(z2) nimmt
dann in |z| < # nur Werte mit positivem Imaginérteil an. Dies hat zur
Folge, dal3 die Funktion

@) Ha) = 2E=O gy )

(2 — g0)
in |g! < & nur Werte annimmt, deren absoluter Betrag kleiner ist als Eins.

Denn ,_w— g

v — g
vermittelt die Abbildung der oberen w-Halbebene auf das Innere des Ein-
heitskreises der t-Ebene. Die erste Ableitung dieser Funktion bei z=0
kann nach dem Cauchysehen Koeffizientensatz oder nach dem Schwarzsehen
Lemma nicht oberhalb 1/R liegen. Die Ausrechnung liefert daher die Ab-

lo0)—gou:] = &

Dies liefert die gesuchte Abschétzung fir R, wofern (0} 4= ( ist.

T g

Es ist aber (0} = 'i;;'“ () -ty und o {ap) = O,

weil @2(&} in der Umgebung jeder Stelle schlicht ist. Also gilt fir & 0
F gl;}“’(“o)ll

= ia,wa,)]
Dies ist die bestmdgliche Abschétzung.

Ist aber a;= 0, so fuhrt die Betrachtung einer passend gewdhlten Ab-
leitung zum analogen Ergebnis. Man mufl3 dann die erste nicht verschwin-
dende Ableitung von w(f(2) nehmen.

In der Abschétzung(5) gilt nach Bd. | S. 147/148 oder nach dem Schwarz-
sehen Lemma das Gleichheitszeichen nur dann, wenn

tz) = _}l{_ ¢z

ist. Dies besagt aber, ey 1 (7047 = Roto)
Py

das Gleichheitszeichen stehen kann.
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2. Der Schottkysche Satz. Das Schwarzsehe Lemma enthélt aber nicht allein
eine Aussage Uber dasVerhalten der ersten Ableitung bei z= (), sondern es ent-
hélt auch eine Aussage Uber den Betrag der Funktion im Innerenvon , g| < .
Die Verfolgung diesss Gedankens fiihrt zum Schottkyschen Satz. Dieser lautet:

Wenn fley=a, + a8+
in 2| < £ regulér ist, wenn daselbst £{2) 0 und f(z) 1 ist, so gibt es eine
nur von a und & abhangende Schranke 8{a,, #), derart, dal
(6) |f(3)| g S(au’ i)
in lz| £ 8R, 0P < 1.

Die Anwendung des Schwarzsehen Lemmas auf die Funktion (3) liefert

M) =9 n |z L8R

Wenn aber t(2) Werte aus diesem Teilkreis des Einheitskreises annimmt,
so nimmt g(z), wie man durch Riickgang zur oberen Halbebene erkennt,
nur Werte aus einem gewissen um den Punkt w(ay) gelegten Kreise an,
der allein von a; und & abhangt. Man erhalt diesen Kreis, wenn man den
Einheitskreis 'z: < 1 so auf die obere Halbebene abbildet, da sein Mittel-
punkt in den Punkt w(ay) Ubergeht. Diese Betrachtung stimmt genau
Uberein mit der, die wir schon S. 108 zur Verallgemeinerung des Schwarz-
sehen Lemmas anstellten. Der erhaltene Kreis ist weiter nichts as die
zum Punkt w(a) und zum Wert & gehorige Greensche Niveaulinie der
oberen Halbebene, und dies ist nach S. 106 weiter nichts als der nichteuklidische
Kreis um w(ap) vom Radius #R. Geht man nun endlich vermittels 1{a} von
der oberen Halbebene zu der Ebene iber, Uber welcher die von f(2) in
fz: < K angenommenen Werte ausgebreitet sind, sonimmt fi{z) in |2i <Z # 1
nur Werte an, die dem Bereiche angehdren, den man durch die Abbil-
dung A{e) aus dem Inneren des eben eingeflhrten Kreises erhélt. Dieser
Bereich liegt ganz im Endlichen und zwar ganz innerhalb enes Kreises,
dessen Radius, so wie die Greensche Niveaulinie nur von a, und & abhangt.
Dieser Radius ist die Schranke des Schottkyschen Satzes.

3. Vertiefung des Schottkyschen Satzes. Ein etwas genaueres Eingehen
auf den Gang des Beweises fiihrt zu einer von Landau gefundenen Vertiefung
des Schottkyschen Satzes. Es gilt nédmlich folgender Satz:

Wenn flz) =nmy+ae+ -
in j2] < I reguldr ist, und wenn daselbst f(z) 0 und f( 1 ist, wenn
weiter |mj <k ist, so gibt es eine nur von & und k abhéngende Schranke
5.k, ), s0 daf )] < S, (% 8)

in lzi <8R,
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Zum Beweis haben wir den Bereich zu betrachten, welchen in der oberen
Halbebene der von der Greenschen Niveaulinie umschlossene Kreis uber-
streicht, wenn man & festhélt, aber a, der Bedingung |a,| < % entsprechend
sich andern l&%. Kann man zeigen, da dieser Bereich einen Teil der
oberen Halbebene bedeckt, welcher bei Abbildung durch i{e} in einen ganz
im Endlichen gelegenen Teil der i-Ebene (ibergeht, so ist damit die Existenz
der Schranke S; schon bewiesen. Die dazu nétige Betrachtung ist aber im
Grunde schon auf S. 43/44 angestellt worden. Denn dort hatten wir gerade
des Verhalten von 4{m) bei Anndherung von w an die Ecken des Funda-
mentalbereiches untersucht.

Wir hatten dort erkannt, da3 die Funktion i{m} in einem in der rechten
oder linken unteren Ecke des Fundamentalbereiches die reelle Achse be-
ruhrenden Kreise sich beliebig wenig von O unterscheidet, wenn nur dieser
Kreis hinreichend klein ist, da3 ebenso die Funktion in der Nahe der mitt-
leren unteren Ecke beliebig wenig von 1 abweicht, und da3 sie oberhalb
einer gentigend weit von der reellen Achse parallel zu ihr gezogenen Geraden
nur absolute Betrdge oberhalb einer beliebig vorgegebenen Schranke besitzt.
Die Stellen des Fundamentalbereiches also, wo die Werte e{a,) fur |a, | = &
liegen konnen, befinden sich alle unterhalb einer in geeigneter von k allein
abhangiger Hohe parallel zur reellen Achse gezogenen Geraden. Legt man um
ale die so in Betracht kommenden Punkte des Fundamental bereiches — diesem
sollte ja nach S. 218 w(ay) angehdren — die zu & gehdrigen Greenschen
Niveaulinien, so erflllen die von ihnen umschlossenen Kreisscheiben einen
Bereich, dessen Rand man erhdlt, wenn man um die Randpunkte dieses
Teiles des Fundamentalbereiches die zu # gehorigen Greenschen Niveau-
linien legt. Dieser Bereich liegt aber jedenfalls ganz im Endlichen und
reicht nur in den drei unteren Ecken des Fundamentalbereiches an die
reelle Achse heran. In der Umgebung dieser drei Ecken erhdlt man den
Verlauf der Begrenzung, wenn man in einem Randpunkt des Fundamental-
bereiches die Niveaulinie # anbringt, und diese dann durch eine hyper-
bolische Transformation der oberen Halbebene in sich, welche die be-
treffende Randkurve des Fundamentalbereiches in sich verschiebt, auf die Ecke
zuschiebt. Der nichteuklidische Mittel punkt derNiveauliniewandert dabei dieser
Randkurve entlang und der Vergleich mit der hyperbolischen Transformation,
welcheNull und unendlich festlalt und die imaginére Achse in sich verschiebt,
lehrt, dal} der von der Niveaulinie umschlossene Kreis dabei einen Bereich
Uberdeckt, welcher in der Umgebung der Ecke von zwei Kreisen begrenzt
wird, welche unter einem von & allein abhéngenden von Null verschiedenen
Winkel die reelle Achse treffen.

In diesem Bereich ist aber, wie wir von S. 43/44 wissen, i{m) beschréankt,
und damit ist die Verscharfung des Schottkyschen Satzes bewiesen.
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4. Abschatzungen beim Schottkyschen Satz. Oft ist es von Vorteil, ene
Abschétzung der Schranke des Schottkyschen Satzes zu besitzen, welche er-
kennen 1&Rt, wie stark 8, (k, # anwachsen kann, wenn k Uber alle Grenzen
wéchst oder sich & der Eins nahert.

Zu dieser Feststellung hat man nur den eben eingeschlagenen Weg ein
klein wenig weiter zu verfolgen. Zundchst nehme ich an, da? w(a;) dem
in der Fig. 12 auf S. 91 kenntlich gemachten Kreisbogendreieck angehért.
Wenn dies nicht von vornherein so ist, so trifft es doch fur eine pas
sende lineare Funktion derselben mit ganzzahligen reellen Koeffizienten zu.
Einer ganzzahligen linearen Funktion der w entspricht aber nach S. 99
eine der sechs linearen Funktionen von 4, durch die die sechs Werte des
Doppelverhdtnisses von vier gegebenen Zahlen auseinander hervorgehen,
so dald es tatsachlich ausreichen wird, zunédchst die Abschatzung unter der
angegebenen Annahme Uber w(ap) vorzunehmen. Geh6rt nun aso w(ap)

dem Kreisbogendreieck der Fig. 12 an, dann ist 5¥{w(m,}} ;‘f‘- Beschrankt
man dann z auf den Kreis !z| < &, so liegen die zugehdrigen Werte von

wlf{z)} innerhalb der zu & und dem Aufpunkt e{«,] gehdrigen Green-
schen Niveaulinie der oberen Halbebene. Dies fihrt zu der Abschétzung

(7) Sal(a))® ;2 < Hoif@) )< Sol@), g
wie man von den auf S. 103 behandelten Verallgemeinerungen des Schwarz-
sehen Lemmas her weil3.

Um die Abschétzung weiter zu treiben, hat man nun vor allem eine
Abschatzung von J{e{a,3} nach unten und nach oben nétig.

Nach unten geniugt weiterhin die Abschétzung

Sola)) 2 L

die durch die Bestimmung von {a,} bedingt ist. Nach oben dagegen be-
kommt man eine Abschétzung, wenn man etwas naher auf die Abbildungs-
eigenschaften von i{m) eingeht. Durch diese Funktion wird némlich die
linke Halfte des Kreisbogendreiecks der Fig. 12 so auf eine Halbebene ab-
gebildet, da dabei der Rand des Dreiecks in die reelle Achse (ibergeht und
die unendlichferne Ecke in den unendlichfernen Punkt (bergeht. Da aber

auch durch ¢t gtrin

die Umgebung der Ecke auf einen Halbkreis abgebildet wird, so ist 2 {w)
in der Umgebung der unendlichfernen Ecke eine eindeutige reguldare Funk-
tion von { = gtnie,
die fur t = O einen einfachen Pol besitzt. Die Regularitét erstreckt sich auf
ale w =wu 4 dv mit positivem Imaginarteil, aso auf alle t mit 0« |#| < 1.
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Namentlich ist aso fir |¢] < e~7¥® oder, was dasselbe ist, fur o> v

4

®) [1()] + 2> -Ij -t

wo c eine passende Konstante bedeutet. Ich wende das namentlich auf

@y = @ (g}

an. Dann ist i{m,) -==a, und man hat die Abschétzung
|@f - 2 = ee?r, d h. e <Zd[loglia+ 2],

wo d r Sdlog {|a,| -+ 2| .
[}

9) ’-’;—5(1—8}<3{m(ﬂz})}< A in [#] <R

Um nun hieraus eine Abschatzung von f(z) selbst zu gewinnen, ist es
notig, 4{w) ubzuschétzen, weil ja A[@if1))] = f(z) ist. Diese. Abschéatzung
mu aber nun fir alle w vorgenommen werden. Wir leisten aber auch sie
zunéchst fir w, die dem Kreisbogendreieck der Fig. 12 angehdren. Hier
linden wir ahnlich wie vorhin bei (8), da

1
|1(I’AJ)1 < |:’| —'-,?c!"’<p_dr < ﬂd(- + ')

ist, wo y >0, & 2= 0 passende Konstanten sind. Da weiter i{m) im Kreis-
bogendreieck der Fig. 12 dem Werte Null nicht nahe kommt, so gibt es
eine Zahl ¢" < 1, so daB in jenem Kreisbogendreieck auch

fud
| A >r:l! ( ' ’)
gilt. Also ist im Kreisbogendreieck

(10) c.r(.+:) <]1(m}f<¢"('+:)

flr zwei passende Zahlen 4°< 0 und > 0. Durch eine lineare Trans
formation mit ganzzahligen Koeffizienten der Determinante Eins kann man
jeden Punkt der oberen w-Halbebene in einen Punkt jenes Dreiecks uber-
fhren. Es sei adso w ein beliebiger Punkt der oberen Halbebene, und die
lineare Transformation

Ao B

c-m—_‘-_y_u‘-}-iv,, @=u+it, A — BC=u1l

o, =

sa so gewdhlt, dald w; ein Punkt unseres Kreisbogendreiecks ist. Dann ist

o

(1) Y T g 4 OV
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Hier ist entweder C Null, dann ist v; = v, oder C ist ungleich Null. Eine
solche Transformation, in der C nicht verschwindet, hat man aber nur dann
nétig, wenn w; nicht durch ParallelVerschiebung in das Kreisbogendreieck
hineingebracht werden kann. Daher ist v< 1, wenn C nicht verschwindet.
Und daher ist in diesem Falle, wo C nicht verschwindet, der Nenner von (4)
groRer oder gleich V2. Daher ist in diesem Falle », < ; Da aber jener

linearen Transformation der w, wie schon festgestellt, eine von sechs be-
kannten Transformationen von X entspricht, so gibt es aso jetzt eine lineare
Funktion von i({e), fir die die Abschézungen (10) gelten, wenn man dort
v durch vy, ersetzt. Die in Betracht kommenden linearen Funktionen sind

by b=h gl e T
Ist aber z. B. & b {‘ % ‘ < (- “:.),
o ist lj,|.;:s"'r("+:.),
Nun ist ~3>0 und # < E-, v, = ’g."‘.
Also i'.+;;§ : +%<(I -%&s)(v—t-;}), & = ().

Schreibt man fur — o"(l + i:__»;) wieder 8, so gibt es also auch fir

den Fall solcher w=u+ v, da3 —: dem Kreisbogeudreieck der Fig. 12
angehort, eine Zahl 4, derart, daf3
d(ﬂi—l—)
|d|=e ®
i
1

gilt. Ahnlich schlieRt man bei 1 — 4 und auch tl iunddenbrigen.

Daher gilt nun allgemein fur ale w

d(u+ ’)
(12) ()] < e Y, e=w+4idv.
Wendet man dies auf (11) an, so findet man

,,(!"_l"_ﬂl*'o' 9, .!_) PR IR ED
L AN T

!
wo < wieder eine passende von & und a unabhdngige Konstante ist.

Diese Abschédtzung ist unter der Voraussetzung abgeleitet, da3 w(ao)
jenem Kreisbogendreieck angehort. Hieraus ersieht man aber sofort, dal?
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die Abschatzung auch fir die anderen Werte von ag richtig ist. Denn diese
kann man samt den zugehdrigen Greenschen Niveaulinien durch eine ganz-
zahlige lineare Transformation der Determinante Eins so abbilden, da3 der
eben behandelte Fall vorliegt. Das heift aber, da bei beliebigem a, fiir
eine passende jener sechs linearen Funktionen von X die gefundene Ab-
schatzung gilt. Dann aber gilt sie, wie wir eben schon sahen, auch fir i
selbst. Damit ist nun allgemein bewiesen:

Wenn f£{g} in |&] < R reguldr ist, dort die Werte Null und Eins nicht
annimmt, wenn f{£) = a, 4 a,z + - - - ist, so gibt es eine von &, &, R, 4, . ..
unabhangige positive Zahl #, so daB in ¢! < &R

A
(13) e <llagl+21-7 gilt

5. Eine Anwendung des Schottkyschen Satzes. Fir schlichte Abbildungen
von ¢! < 1 stellten wir S. 75 fest, da3 der durch

(14) 0=+ me+ = f()

vermittelte Bildbereich von j#f <1 die Kreisscheibe | i | < } enthélt. Landau
hat (Pal. Rend. 1922) erkannt, daB man fir beliebige in |#] < 1 regulére
Funktionen (14) einen analogen Satz behaupten kann. Valiron hat (Bull.
<. math. 51 (1927)) die folgende Fassung gegeben: Wenn (14) in [g] < 1
regulér ist, dann gehort zu jedem &% & ein p(£) > 0 derart, dal der von
(14) gelieferte Bildbereich alle Punkte |wi < @() mit Ausnahme derjenigen
einer gewissen kleinen Kreisscheibe bedeckt, die von w = { aus unter dem
Winkel & erscheint.

Wir nehmen an, die Kreisscheibe ! # < { werde nicht voll bedeckt. w, sei
einer ihrer nichtbedeckten Punkte mit einem mdglichst kieinen absoluten Betrag.
#, S8l ein weiterer nicht bedeckter Punkt dieser Kreisscheibe. Alsoiw, =],
Es sei aullerdem 1, o] > 5| o),

wo ¢ durch sin -+ =& 0(5(—;

2 1)
erklart sei, so da also nicht wy und w; einer Kreisscheibe angehéren, die
von w — 0 aus unter dem Winkel € erscheint. Die Funktion

i "
¥y W, f(‘) iy
i, i — i,

g e
w,

meidet dann die Werte 0 und 1. Nach (13) ist daher in |£] £}
1f{s) i 1 '
, ey 1"'}Mw.—*r. +9) <1v2(l+2)

1 1e,




§3. Der allgemeine Picardsche Satz 225

Setzt man glgy = f L')

so ist nach dem Cauchyschen Koeffizientensatz fur |z = } angewandt

lg ( }|<mnx |g(e),

| ¥ s!

Hlezra(l+e)”

|u

Also TR 1.

2+4(':, + 2} )
Versteht man nun unter g (&) die kleinere der beiden Zahlen

1 d 1 )
, um 24_4(.:’ -I—2J“,

so ist fur dieselbe unser Satz richtig. Denn wenn ein Punkt w; aus |, | < }
die Eigenschaft haben soll, dal3 w; nicht der Kreisscheibe um w, angehort,
die von w = 0 unter einem Winkel ¢ erscheint, so mu3 | ,- == g1+ sein.

§ 3. Der allgemeine Picnnlsche Satz.

Der Schottkysche Satz setzt uns nun instand, den allgemeinen Fall des
Picardschen Satzes recht rasch zu beweisen. Es soll also jetzt gezeigt werden,
dal? eine Funktion f (2, welche in einem gewissen Krels um eine wesentlich
singuldre Selle reguldr und eindeutig ist, darin hochstens einen Wert aus-
lassen kann. Wir koénnen im Gegenteil wieder annehmen, sie ndhme
weder den Wert Null noch den Wert Eins an. Ich nehme an — das kann
man durch lineare Transformation stets erreichen — der wesentlich singu-
lére Punkt l&ge bel # =wocc und f(2) sai fir | e} = 4 reguldr, eindeutig und
von Null und Eins verschieden.

Nach dem Weierstraltischen Satze, den der Picardsche vertiefen will,
kann man nun eine gegen unendlich konvergierende Punktfolge 4, angeben,
fur die aso lim i, = oo ist, und zwar derart, da’ |£{i,)] <1 fur ale n.

)
Die Funktionen f,(#) = f{i,z} sind fir groBe n in |z|Z= } reguld&r und
eindeutig. AuRerdem ist |£,{1}] < 1. Wendet man den Schottkyschen Satz
auf einen Kreis vom Radius § um z=1 as Mittelpunkt an, so sieht man,
da3 diese Funktionen in einem mit dem Radius } um z= 1 gelegten Kreise

alle unter derselben Schranke liegen. Man kann nun endlich viele Kreise
Bieberbach, Funktionentheorie I'l. 2. Aufl. 15
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vom Radius ! und einem Mittelpunkt auf |#{=1 so anbringen, da} sie
den Kreis | 2] = 1 vollstédndig bedecken und da3 bei geeigneter Numerierung
stets der Mittelpunkt des folgenden im vorhergehenden liegt. Daher lehrt
mehrmalige Anwendung des Schottkyschen Satzes auf die Kreise vom
Radius § um die gleichen Mittelpunkte, dal3 in dem von den Kreisen vom
Radius 4 bedeckten Gebiet alle Funktionen f,{s) unter ein und derselben
endlichen Schranke liegen. Namentlich sind adso die Funktionen auf dem
Kreise |#] == 1 beschrankt. Diese Aussage ist aber damit gleichbedeutend,
da3 die Funktion f{#} selbst auf allen Kreisen [#] == i, unter derselben
endlichen Schranke liegt. Da aber eine in einem Kreisringe und auf seinem
Rande regulére und eindeutige Funktion das Maximum ihres Betrages am
Rande annimmt, so liegt f(2) in dem Gebiete ‘8| > } unter dieser Schranke
fir alle z. Daher kann & = o kein wesentlich singulérer Punkt sein. Dieser
Widerspruch beweist die Richtigkeit des allgemeinen Picardschen Satzes.

Wendet man das bereits bewiesene auf f(se} (a< 1) an, so sieht man, dal3
f(2) auRerhalb des Kreises l5F>§1¢' alle Werte mit hochstens einer Aus-
nahme annimmt. Da aso f(z auBerhalb eines jeden Kreises diese Eigen-

schaft hat, so nimmt es alle Werte mit hdchstens einer Ausnahme un-
endlich oft an.

§ 4. Julias Vertiefung des Picardschen Satzes.

Julia hat die SchluR weise des vorigen Paragraphen etwas abgedndert
und damit die Mdglichkeit gewonnen, mit ihr zu allgemeineren Sédtzen zu
gelangen. Er verzichtet nédmlich auf die Verwendung des Weierstraf3ischeu
Satzes und bekommt damit die Méglichkeit, fir Gebiete, fur die die Gultig-
keit des Weierstraltischen Satzes nicht feststeht, zu beweisen, da3 darin
f(2) ale Werte mit héchstens einer Ausnahme annimmt. Statt des Weier-
stralischen Satzes wird der Begriff der normalen Familie verwendet, den
Montel in die Wissenschaft eingefuhrt hat. Wer mit dem Vitalischen Satz
vertraut ist, wird den Begriff leicht erfassen.

Unter einer normalen Familie versteht man eine Menge von Funktionen,
die in einem gewissen Bereich reguldr und eindeutig sind und so beschaffen,
dald man aus jeder Teilfolge der Menge eine andere auswéhlen kann, die
in jeder abgeschlossenen Teilmenge des gegebenen Bereiches gleichméRig
gegen eine Grenzfunktion oder gegen Unendlich konvergiert.

Normal ist also z. B. die Menge der Funktionen, welche in einem Be-
reich reguldr und eindeutig sind und in ihm unter einer festen Schranke
liegen. Denn dann kann man aus jeder Teilfolge in der beim Beweis des
Vitalischen Satzes benutzten Weise eine andere auswahlen, die an einer
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abzdhlbaren Menge von Stellen des Bereiches, die sich im Innern héufen,
Grenzwerten zustreben. Dann lehrt der Vitalische Satz, dal3 diese neue Teil-
folge in jedem inneren Teilbereich gleichméaRig konvergiert.

Normal ist aber auch nach dem Schottkyschen Satze die Familie der
Funktionen, welche in einem Bereiche die Werte Null und Eins ausassen
und in dem Bereich regulér und eindeutig sind. Denn wenn man aus einer
beliebigen Teilfolge eine andere auswdhlen kann, deren Glieder an einer
Stelle des Bereiches beschrénkt sind, so sind sie nach dem Schottkyschen
Satze, den man wie im vorigen Paragraphen zum Beweis mehrfach anwendet,
in jedem inneren Teilbereich gleichmaiig beschrénkt, und man kann daher
daraus wieder eine gleichmailig konvergente Folge auswdhlen. Aus einer
Folge kann man aber nur dann keine andere auswghlen, welche an einer
Stelle beschrankt ist, wenn die Funktionen der Folge an jeder Stelle dem
Grenzwert unendlich zustreben. Da aber die Funktionen den Wert Null nicht
annehmen, so sind die reziproken Funktionen auch reguldr und streben an
jeder Stelle gegen Null. Da se aber die Werte Null und Eins auslassen,
so sind sie wieder nach Schottky gleichmaRig beschrénkt und konvergieren
daher gleichmaiig gegen Null. Die gegebenen Funktionen konvergieren aso
dann gleichmaRig gegen Unendlich. Man kann daher wirklich entweder aus
einer gegebenen Teilfolge eine andere auswahlen, welche gleichmaRig gegen
eine endliche Grenzfunktion konvergiert, oder aber die Folge konvergiert
gleichméRig gegen Unendlich.

Ich komme nun gleich auf den allgemeinen Juliaschen Satz zu sprechen,
welcher den allgemeinen Picardschen as Spezialfall enthalt. Dieser lautet so:
£~ o(t), 0= f< oo sel eine Jordankurve, welche z = 1 mit & = oo Vverbindet.
Es sei ¢{0) =1 und ¢(oo) =oo0. Unter # — #,-4(¢) verstehen wir die zu
2w a{f) dhnliche Jordankurve, welche z = z, mit z==oc verbindet. Unter einem
sich an die Kurve anlehnenden Winkelraum verstehen wir das Gebiet, das
die Punkte #a{#) erflllen, wenn z, seinerseits eine Kreisscheibe durchlauft.
Wir sagen, der Winkelraum sei beliebig schmal, wenn diese Kreisscheibe
beliebig klein ist. Der Satz lautet nun, da man stets zu einer beliebigen
Kurve ¢ = a(£) einen beliebig schmalen Winkeraum finden kann, in dem
eine Funktion f(z), welche = oc zur isolierten wesentlich singularen Stelle hat,
in seiner Umgebung aber regular und eindeutig ist, jeden Wert mit hochstens
einer Ausnahme wirklich annimmt. Der Winkelraum héngt naturlich von der
Funktion ab. Und der Snn des Satzes ist der, daR man einen Punkt 7z, so
finden kann, dal3 der mit einer beliebig kleinen um ihn gelegten Kreisscheibe
und der gegebenen Kurve £ = a(#) konstruierte Winkelraum die Eigenschaft
hat, dafl darin f(z) jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme wirklich an-
nimmt. Um das einzusehen, betrachten wir die Funktionen f,(s} = f{ze(®)

15
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in einem Kreisring um z=0 as Mittelpunkt. Man kann ihn so wéhlen,
dall darin alle Funktionen reguldr sind. Aber sie konnen darin keine nor-
male Familie bilden. Denn wéren sie eine normale Familie, so nehme man
eine Folge # <4 <C--- von t-Werten, die gegen Unendlich konvergieren,
und deren zugehdrige Funktionen fi, (2 gleichméBig in jedem inneren Teil
ring konvergieren. Gegen eine endliche Grenzfunktion kann diese gleichmaRige
Konvergenz nicht erfolgen. Denn sonst hétte man nach einer im vorigen
Paragraphen schon benutzten SchluRweise eine unendliche Folge von Kreis-
peripherien, deren Radien gegen Unendlich streben und auf welchen f(2) selbst
unter einer festen endlichen Schranke bliebe. Dann wére aber f(z) wieder
in der Umgebung von Unendlich beschrénkt und ¢ — == wére nicht wesent-
lich singuldre Stelle. Daraus folgt, dai3 die Folge gleichm&Rig gegen Un-
endlich konvergiert. Daraus wieder ergibt sich, da3 die Folge f(2) selbst
fur #-» a0 gleichmaig gegen Unendlich konvergieren muf. Denn wenn
nicht in einem gegebenen inneren Teilring und fur gentgend groRes t ale
Funktionen f(z) gleichméRig dem Betrag nach oberhalb einer beliebig vor-
geschriebenen Schranke l&gen, so konnte man ene Sehranke M so be
stimmen, da3 zu beliebig groBem t Funktionen mit noch gréfRerem t ge-
horten, deren Betrag an einer passenden Stelle des inneren Teilringes unter
M lage. So erhdlt man eine unendliche Funktionenfolge, aus der man gewil
keine andere auswahlen kann, welche in dem Teilring gleichm&Rig gegen
Unendlich strebt. Daher kann die Familie der f(z) nicht normal sein.
Daher gibt es mindestens einen Punkt des Ringes von der Art, da3 die
Familie in keiner um ihn gelegten Kreisscheibe normal ist. Denn gébe
es keinen solchen Punkt, so gébe es um jeden Punkt eine Kreisscheibe,
in der die Familie f(z) normal ist. Mit endlich vielen solchen Kreisscheiben
kann man den Ring Uberdecken, und daher wére die Familie doch im
Ring normal, weil man ja der Reihe nach fur die endlich vielen Kreise
aus einer gegebenen Teilfolge die zur Konvergenz in allen fuhrende Aus-
wahl treffen kann. In einer solchen Kreisscheibe hinwiederum wére die
Familie der f(2 normal, wenn ihre Glieder darin alle zwei feste Werte
nicht annéhmen. Daher mul} f(z) selbst in dem aus einer um jenen Punkt
gelegten Kreisscheibe hervorgehenden Winkelraum jeden Wert mit hdchstens
einer Ausnahme wirklich annehmen und zwar unendlich oft annehmen.

Julia hat seinen Satz auf gewisse Klassen meromorpher Funktionen
ausgedehnt. Aber erst Ostrowski hat hier einen vollen Erfolg erzielt.
Er hat gezeigt, da?® der hier bewiesene Satz fur Funktionen, die in
It < | z| < oo meromorph sind, im allgemeinen richtig bleibt. Es gibt nur
gewisse von ihm vollsténdig angegebene Ausnahmefunktionen, wo er nicht
gilt. Vgl. Math. Ztschr., Bd. 24.
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Millouxt), der sich gleichzeitig mit Ostrowski dem Juliaschen Satze zu-
gewendet hat, ist auf gewisse Kreisscheihen gestoflen, in welchen der Werte-
vorrat der Funktion besonders grof? erscheint. Das Studium dieser ,cercles
de remplissage" fuhrt zu einer vertieften Einsicht in den Juliaschen Satz.
Eine recht einfache Darstellung gab Valiron.?) Hiernach fiihrt der Schottky-
sche Satz in der scharfen Fassung der S. 224 bei geeigneter Verwendung zu
dem folgenden Satz:

f(z) sei in jej> R auler bel # — oo regular. Dort liege eine wesentlich
singuldare Selle.  Gegeben selen eine hinreichend groRe Zahl k > 0 und eine

Zahl ¢, 0< e}, Es sd M{r)=Mux f{)], m<14+ T~ Dann
Is, ¢

arcsin z
gibt es eine Folge von Zahlen r,, #,--»oo fir n —  und Sellen z, die der
Abschétzung
r(l —2ay<z,| <r (1 + 2«)
genligen, derart, dal? in den Kreisen

. fa
|2" ﬁ"! < ]2(([] kwﬂ‘]‘

f( jeden Wert annimmt, der dem Bereich angehdrt, der aus |f! < e(k}

! entsteht. Dabei igt

durch Weglassung einer Kreisscheibe vom Radiusm“_)
1

# 0 = (o574s) -

Aus diesem Satz kdnnen die Juliaschen Sétze unschwer gefolgert werden.

8§ 5. Der Blochsche Beweis des Picardschen, des Landauschen
und des Schottkyschen Satzes.

1. Elementare Beweise des Picardschen Satzes. Die Bemiihungen, die ge-
nannten Sitze ohne Verwendung der elliptischen Modulfunktion®) zu be-
weisen, sind alt. Doch hatten sie bis vor kurzem zu keinem Gedanken-
gang gefiihrt, der sich an Einfachheit mit den Beweisanordnungen hatte
messen konnen, die in den vier ersten Paragraphen dieses Kapitels zur Sprache
kamen. Erst Bloch hat eine Beweisanordnung gefunden, die allen Anspriichen
geniigt. Durch Valiron'und Landau ist sie weiter betrachtlich vereinfacht
worden.

1) Liouv. Journal (1924) Acta mathematica Rd. 52.

2) Bull. des sc. math. Bd. 51 (1927).

3) Sogenannte , elementare Beweise™. Es ist leicht einzusehen, daR die elliptische
Modulfunktion weder eine elementare Funktion noch die Umkehrungsfunktion einer
elementaren Funktion ist.
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2. Der Blochsche Satz. Diese neue Methode beruht auf folgendem von
Bloch entdeckten Satz:

Es sei f(s} fiir j2| £ 1 regulér, essei (0} = 1; dann gibt es eine posi-
tive Zahl B von der Art, daR ene gewisse Kreisscheilbe vom Radius B
schlichtes Bild eines Teilgebietes von \z| < 1 ist.

Fur die Zwecke des Picardschen Satzes wirde eine Kreisscheibe aus
reichen, deren Werte alle durch f(z2 angenommen werden. Die einfachste
bisher bekannte Beweismethode von Valiron und Landau liefert aber gleich
den Satz in der angegebenen Fassung. Man kann ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dal3

f(0)=0
ist. Zum Beweis — den Landau in einer lustigen Laune auf drei Zeilen zu-
sammengedréngt hat') — betrachte man die Hilfsfunktion

F(8) = & Max |f'(s) .
|!,Sl--9

Da f(z — und aso auch f"{g) — in ‘2. < 1 aso einschlieRlich , z| =1 re-
gulér ist, so sind jene Maxima fir 0 = & < 1 vorhanden und endlich. AuRer-
dem ist F{@) fur 0= &< 1 stetig. Es ist aber F{0) =0, {111
Daher gibt es ein & >0 derart, dal.F (#) =1, aber F (@} <1 ist fur 0= & <.
Es ist dso 1= F(B) = & Mux | '(2) .
B ]
Da nun das Maximum fur einen Handpunkt erreicht wird, so gibt es eine
Stelle £ mit [{!'=1—#, so daf}
L= & f(8)

ist. Also ist F®I=4, & =1-9
Der Kreis}z-—:|g: liegt nun ganz in 55}51——':. Nun ist

I"(z) - : Max . fa), < L.

Also ist i<y in|zigl— 7.
Insbesondere ist also f‘(‘)i<:- in !z—e”‘;é'g'
Nun ist £~ 1@ = frea

Also wird FOEFIGIES ;n is—:ls:-

1) Sitzungsher. d. preuld Akad. d. Wiss. 196 S. 471.
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Erinnern wir uns nun daran, was S. 196/197 von Bd. | Uber Umkehrungs-
funktionen gesagt wurde. Wir betrachten
we=g—0={)—fO=fEe—{H+ - in|e—f|<
Dann ist # — &= w{w) regular und absolut kleiner as :— in einem Kreis
lw| < g. Dabd ist o
e=1F@I E+2z—2)iror +1-
=h+2-2ViH
=%—V§=0,€)5...
Der genaue Wert der Blochschen Konstanten') B ist noch nicht bekannt.

Landau hat (Math. Ztschr. Bd. 30) gezeigt, dal
1+ 3lopd=01369.. . <B<L=0R5...
3. Die Blochsehe Hilfsfunktion. Die Beziehung des Blochschen Satzes zu
dem Picardschen Ideenkreis beruht auf einer von Bloch eingefuhrten Hilfs-

funktion. Es sei F(2 in einem Bereich B regul& und nehme dort die
Werte 0 und 1 nicht an. Dann ist dort

o= (VI - )
regulé& und nimmt keinen der Werte
log (¥ + Vi — 4} + 2mxi
fir ganze m und ganze u 2z 1 an. Fir ¥n und ¥u — 1 ist dabei jeder Wert

der Quadratwurzel zuldssig. Es ist ndmlich

TOOALE L 2 f13)

2 F(2) == — g%
Nahme f(2) einen der angegebenen Ausnahmewerte an, so wirde dafir

a.
?

2= — P‘;-'l(w;ty.-m:vh Y- 18

L3
g Wo-1

- e ],
Wie sind nun die Werte (1) verteilt? Sie gehen aus den Werten von
log(Vn £ Vn— 1)
fur positive Wahl der beiden Quadratwurzeln durch Addition irgendwelcher
ganzzahliger Vielfacher von zi hervor. Sie machen also die Ecken eines

gewissen rechteckigen Gitters aus. Aufeinanderfolgende Gittergeraden haben
in Richtung der imaginéren Achse den festen Abstand . In Richtung der

1) D.h. der grofken Zahl B, fir die der Blochsshe Saz gilt.
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reellen Achse ist der Abstand aufeinanderfolgender Gittergeraden variabel,
strebt aber flr s —» oo gegen Null. Demnach muB es eine Zahl p>0 geben
derart, dad jeder Punkt der Ebene von mindestens einem der Punkte (1)
einen Abstand = » hat.

4. Beweis des Picardschen Satizes. Um eine erse Anwendung zu machen,
werde der Picardsche Satz von § 1 bewiesen. Es sei dso F(2) eine ganze
nicht konstante und nicht lineare Funktion, welche keinen der WerteO oder 1
annehme. Man bilde die angegebene Hilfsfunktion f(z). Sie ist gleichfalls
in der ganzen Ebene reguldr, also ganz, nimmt aber keinen der Werte (1) an.
Sei ¢ irgendeine Stelle, wo f°(£) 2= 1 ist; dann hat die Ableitung von

)

Lts]
an der Stelle £ den Wert 1. Nach dem Blochschen Satz gibt es daher eine
Kreisscheibe vom Radius B, deren Werte alle von ‘;E; angenommen werden.

Daher gibt es eine Kreisscheibe vom Radius
THGR 2

deren Werte ale von f(z2 angenommen werden. Da aber f{z) nicht linear
ist, so ist f(2 nicht konstant, nimmt also fur passende z beliebig grolle
Werte an. Wahlt man daher ¢ so, dai3

& B>p
wird, so kommt man in Widerspruch mit den Eigenschaften von f(z)s Denn
wie wir feststellten, gibt es fur die Hilfsfunktion keine Kreisscheibe vom
Radius p, deren Werte durch f(z) alle angenommen werden.
5. Beweis des Schottkyschen Satzes. Nach dieser Probe wenden wir uns
zum Beweis des Schottkyschen Satzes, da dieser, wie wir von § 3 wissen,
eine beherrschende Stellung einnimmt. Es s adso F(2) in |z |< R regulédr

und nehme dort die Werte 0 und 1 nicht an. Es sei ¥'() -~ a,.
Die Hilfsfunktion f(2) ist gleichfalls fiir | 2] < R reguldr. Es ist

70 = tog (/10— )/ )

Exi bR 7]

Essl §|<8ft, 081 und £(§)4 0. Man betrachte
fit+ Bl — &) — £

oln)=1% oLt

Dann ist g0} =0, ¢ (0} =1 und @(z) regular fur |2} £ 1. Daher be
decken nach dem Blochschen Satz die Werte, welche ¢ (#) in [z =<1 an-
nimmt, eine Kreisscheibe vom Radius B. Andererseits kénnen wegen der



§ 5. Der Blochsche Beweis des Picardschen, des Landausehen u. d. Sehottkysehen Satzes 233

Eigenschaften der Blochschen Hilfsfunktion f(z) die Werte von g{g) keine
Kreisscheibe vom Radius
¥y

e — 8|
: »
voll bedecken. Also ist R —9)[f (::IEB
D.h. e s Ru—s)

Da dies auch richtig bleibt, wenn f'(¢) =0 ist, so gilt diese Abschétzung
fur alle ¢ mit 1§| < #R. Nunist

1) = £(0) +6fr'(c)d:.

Also ergibt sich e < [ FI0); +n—:§\ r
fur alle 'z S8R, ULH<L,

L N
Also |f(z)|_§|f(0)|+ :,.}g

Die gefundene Schranke hangt nur von a, = F(0) and von # ab.
Wegen (2) ergibt sich daher
LF(e)! < 8{ay, 7).
Wie wir in 8§ 3 sahen, folgt aus dem Schottkyschen Satz leicht der all-

gemeine Picardsche Satz. Aber auch der Landausche Satz folgt unmittelbar
aus dem Schottkyschen. Sei namlich

e+ a2+, a, 40

in !z, < & reguldr und dort von 0 und 1 verschieden. Dann ist nach dem
Cauchyschen Koeffizientensatz

B, D

la, = a}p}” :

Also R/ Tt
- |“|||

was die Aussage des Landauschen Satzes ist.
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Sechaeter Abschnitt.
Gawe Funktionen.

§ 1. Begriffsbestimmung. Problemstellung.

Unter einer ganzen Funktion einer komplexen Verénderlichen versteht
man eine im Endlichen (berall regulére analytische Funktion einer kom-
plexen Veranderlichen. Insbesondere interessieren uns die nicht rationalen,
d. h. digjenigen, welche im Unendlichfernen eine wesentlich singulare Stelle
haben. Man nennt sie auch ganze transzendente Funktionen.

Die Theorie der ganzen Funktionen befaldt sich mit den Zusammen-
hangen, welche zwischen dem Wachstum einer solchen Funktion, den
Koeffizienten einer die Funktion darstellenden Potenzreihe und der Lage der
Stellen bestehen, wo die Funktion einem gegebenen Werte z. B. der Null
gleich wird.

Besonders wird uns die Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung
interessieren. Eine ganze Funktion f(z) heit von endlicher Ordnung, wenn
far ihr M(r), d. h. fir das Maximum des absoluten Betrages derjenigen
Werte, welche sie auf |#| = # annimmt, eine Abschétzung von der Form

(1) M(x) < e* fir ale hinreichend groBen r

besteht. Hier ist k eine positive Zahl. Denn wenn k negativ oder Null ist,
so ist f(2) in der ganzen Ebene beschrénkt, aso konstant. Man sagt dann
auch, die Funktion sei héchstens von der Ordnung k. Bezeichnet man mit
¢ die untere Grenze derjenigen Zahlen k, fur welche (1) richtig ist, so
nennt man g die Ordnung der Funktion. Die Ordnung ¢ ist aso dadurch
charakterisiert, da3 bei beliebig gegebenem positiven ¢ von einem gewissen » an

M) < ettt
ist, und da aulerdem fir gewisse beliebig grofle r und £ 0
Mir) et
ist. Man hat somit auch die Beziehung
T loglog M(r)
@ o= lmoup gy

Ist dieser limes superior Null, so hat man es mit der ausgezeichneten
Klasse der Funktionen nullter Ordnung zu tun. |Ist der limes superior
unendlich, so liegt eine Funktion unendlich hoher Ordnung vor.
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Wir werden uns gelegentlich mit einer scharferen Abschétzung bei Funk-
tionen endlicher von Null verschiedener Ordnung zu befassen haben. Es
kommt némlich vor, dal fur eine Funktion der Ordnung ¢ sogar eine Ab-
schatzung von der Form
€) Mr) < et
mit nichtnegativem A fir hinreichend groRe r besteht. Ist dann ¢ die untere
Grenze der Zahlen A fir welche (3) richtig ist, so sagt man f(z2 s8 vom
Typus & der Ordnung g. Insbesondere spricht man von einem Normaltypus,
wenn & > 0 ist, und vom Minimaltypus, wenn d -=Q ist. Gibt es keine Ab
Schétzung der Form (3), so spricht man vom Maximaltypus der Ordnung g.
Man kann aso den Typus ¢ auch durch die Gleichung

tog Mtr)

(4) & = lim sup charakterisieren.

Wir wenden uns nun zundchst dem Koeffizientenproblem zu, wollen
adso den Zusammenhang zwischen Wachstum und Koeffizienten untersuchen.

Beispiele: 1. Fir e ist |¢!| == mootw (z=: peie), Also ist M(r) ="
Daher g =1, 6= 1.

2. Fir e ist ;e | =e* ="', M{r)=¢*", p=1, =2,

3. Flr ¢ ist lejm erotrmmg e ™% 3 . o o oo, Weitere Bei-
spiele folgen S. 232.

§ 3. Das Koeffizientenproblem bei den ganzen Funktionen endlicher Ordnung.
1. Absehétzung der Koeffizienten. Die Entwicklung der ganzen Funk-
tion f(z7 nach Potenzen von z sa durch

(5) HOETA N Sk
gegeben. Dann lehrt der Cauchysche Koeffizientensatz, da3 fur ale n
le,! < M,Ef'

ist. Gilt insbesondere fir geniigend grofRe r

My < et (k= 0)
20 hat man

(6) e <t
fir gentigend grofle r. Bestimmt man nach den Regeln der Differential-

rechnung das Minimum der rechten Seite, so findet man, da3 es fir
1

=)’
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eintritt. Wahlt man hierin n hinreichend grob, so erhdlt man einen Wertr,
fir den man die Abschétzung (6) anwenden darf. Tragt man den gefundenen

Wert von r in (6) ein, so erhalt man
1

L Akey +
@ Vi <(")
fir genligend groRe n.
Setzt man hierin A=1 und k = p + 5, geht man aso von

(89 Miy) < et
aus, so erhdlt man .

" ney . fele HEREEe
(8" Vie <(* 9"

Setzt man aber A = {1 + £)# und k =g > 0, geht man aso von

(9‘) M(’p) <etl+-}url!
aus, so erhdlt man 1

" BT 1+ s}egeye
(9" Vel <(* T

2. Abschatzung von M (r). Wir gehen nun umgekehrt von (7) aus, um
daraus eine Abschatzung von M(r) zu gewinnen. Aus (7) folgt zunéchst,
dal3 es zu jedem positiven r ein n(r) gibt, derart, da3 fir # == =n{r)

Con o (AR
e, < (%

ist. Daraus folgt, da® die Potenzreihe

e) :-r" < _21,‘

(5) Cot Ciz+ e o

eine ganze Funktion darstellt, wenn (7) besteht. Es folgt daraus weiter die
Abschétzung wir) -1

Mirr<ie + AL ""2:“\.“’ ""gntrsl.. s
[]

Nun bezeichne man mit C(r) die groRte unter den Zahlen

egls tegiry -

Dann hat man die Absrhatziinn
M) <n(r)CF) +

Da aber hier alle Glieder, aso auch |e,| durch C(r) abgeschétzt wurden
und da C(r) fur -—» oo Uber ale Grenzen wéchst, so folgt daraus sogar

die Abschétzung
fir hinreichend grote r. WG ab.

1
g1
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C(r) ist nicht groRer als das Maximum, das

Akeyk
( n) ¥
bei frei veranderlichem hinreichend grofRem n annehmen kann. Dies Maxi-
-um tritt  far 0o Abrt
ein. Daher ist Cly) < e4r.
1
Mau findet weiter aus (-“-’:-'}‘ r= : ,

da3 man #{r) = Ake(2r)* nehmen kann. Daher haben wir schliefilich
M(r) < Ake(2e) . etr'.
Wir wenden dies an unter der Annahme, da statt (7) speziell (8") gilt.

Dann haben wir ) ‘e
My <e (g4 &)-(2rptr gt

Bezeichnet man also mit £ eine Zahl, welche groRer ist as &, so folgt hieraus
(8™ M) < et fir groke .

Ganz ebenso kann man verfahren, wenn statt (7) speziell (9") gilt. Dann
findet man
MEAV<(l +8d-g-e-(Zryetriart,

Bezeichnet man wieder mit & eine Zahl, die groRer ist as &, sowird hiernach

(9™ M(r) < et 4201 fir grofe r.
Diese Betrachtungen lassen nun ohne weiteres die Richtigkeit der folgen-
den Séze erkennen:
Dafiir, daR f@=co+tcrz+eee
der Ordnung Q angehort, ist notwendig und hinreichend, dal Q die untere

Grenze derjenigen Zahlen k ist, fir welche von enem n an
1

o — ok k .
(10) e, <(‘:) ist.
Ist namlich Q die untere Grenze der Zahlen k fir welche (10) richtig ist,
so ist (10) bei beliebigem positiven s fir k = Q + e richtig und daraus folgt
fur jedes & =&, da3 (1) fir k= g 4 ¢ gilt. Dann ist aso f(2) hochstens
von der Ordnung Q. Ware es aber von kleinerer Ordnung, so mifte (10)
fur kleinere Zahlen richtig sein.
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Man kann den Satz auch so aussprechen:
log log Mr}

Daflrr daf3 o= ]::n_biup o

ist, ist notwendig und hinreichend, daf

nlogn .

@ = lim sup -
o ————
log!‘-‘al
Denn die erste Relation ist, wie vorhin schon festgestellt wurde, damit
gleichbedeutend, da? f(z) von der Ordnung g ist. Die zweite Limesrelation
aber ist damit gleichbedeutend, dal? ¢ die untere Grenze der Zahlen ist, fir
die (10) gilt.
3. Verallgemeinerung. Weiter gelten die folgenden Sétze:
Dafir, daR f(z) hochstens dem Minimaltypus der Ordnung g angehort, ist
notwendig und hinreichend, daf
1
lim #¢ Wcj_s- 0 151,
LI K
Dafir, daf3 f(z dem Normaltypus Q der Ordnung Q angehdrt, ist not-

wendig und hinreichend, daR
1 1

lim sup n* Ve = (aee)t.
- x

Dafur, daB f(z dem Maximaltypus der Ordnung ¢ angehort, ist not-
wendig und hinreichend, daf3

1
lim sup v - V6, | = .
- o

Sie gelten fir g > 0 und sind, wie man leicht sieht, nur ein anderer
Ausdruck fir das, was wir Uber die Beziehung von (9'), (9") und (9"') ge
sagt haben.

Man kann M(r) noch mit vielerlei anderen Funktionen statt mit et
vergleichen und analoge Séitze aufstellen. Wichtiger aber sind die Unter-
suchungen, welche darauf ausgehen, einen direkten Zusammenhang zwischen
M(r) und C(r) festzustellen, ohne den Umweg (Uber Vergleichsfunktionen
zu nehmen. Man erhélt so wesentlich allgemeinere Resultate und auch einen
Zugang zu den Funktionen unendlicher Ordnung. Ich begnige mich mit
dem hier gegebenen AbriR des Koeffizientenproblems und verweise einen
hier néher interessierten Leser auf die Spezialliteratur. In erster Linie nenne
ich G. Valiron, Lectures on the general theory of integral functions.
Toulouse 1923.
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§ 3. Beispiele von ganzen Funktionen endlicher Ordnung.

1. Beispiele. Wir behandeln einige Beispiele zugleich as Vorbereitung
auf die Untersuchung der Nullstellen.

Versteht man unter g(z2) ein Polynom k-ten Grades, so ist

o}

eine ganze Funktion k-ter Ordnung.

Man hat namlich | 1| v gRate),
Setzt man aso gi@)=ayd + a2 '+ -+,

&= réV, oy = a, 1 iag,

so wird Ry(e) = @) + (@)t~ + ..,
wo s (@) = oy cos kep — a; sin ke,
Also ist |5t} | o= gmatidrt &+
I O R+
Bezeichnet man das Maximum von e, {g} fir 0 < mi 2= o, so ist flr
hinreichend grofe r |0 | < ot + a1k

und es ist auch fur alle hinreichend grof3en r
max et 2> gl -k,

‘il=r
e jst also eine Funktion vom Typus ¢ der Ordnung k. Sie besitzt noch
die Eigentimlichkeit, da3 die Abschdtzung von M(r) nach unten nicht nur
fir gewisse, sondern fur alle hinreichend grof3en r gilt. Ein solche Funktion
ist, wie man sagt, von regelméfligem Wachstum.
¢ ist aso z. B vom Typus 1 der Ordnung Eins. Weiter ist

. _el-l__e—"i

Sinz ==~y -

vom Typus 1 der Ordnung Eins. Ebenso ist
e

€OS Z = g -

vom Typus 1 der Ordnung Eins.}) Endlich werde noch die Funktion

1) Denn man hat beide Mde

FEPLE Lo
Und fir z—iy hat man beide Mae, wenn man |z | hinreichend grof3 wahit
2l —lal
it s,
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. ¥ WP g T
o= dTs e Va2 ()

betrachtet. Sie ist eine ganze Funktion vom Typus 1 der Ordnung }.2}

2. Ganze Funktionen ohne Nullstellen. Ich schliele an dies Beispiel die
allgemeine Bemerkung an, daf3 jede von Nullstellen freie ganze Funktion end-
licher Ordnung die eben betrachtete Form e hat. Jedenfalls ndmlich ist
der Logarithmus einer von Nullstellen freien ganzen Funktion f(z) selbst eine
ganze Funktion g(z). Man kann daher

fte) = e

setzen. Ich will beweisen, da g(z) ein Polynom sein muf3, wenn f'(z) end-
liche Ordnung besitzen soll. Setzt man namlich
g(z) - S‘ nsz
; g(z)
0 ist d.mg,“j _“d&' (12 > 0),

wenn man das Integral Uber einen Kreis |z| = im positiven Sinn er-
streckt. Glied weises Integrieren lehrt weiter, dal3 fir den gleichen Inte-
grationsweg ' ]”“’ s

4 e

2"" LAY

ist. Daher folgt durch Addition beider, da3

_t Hgiz)
d,= m',f‘z"“d

ist. Nunist Rg() = log[f(=)].
Hat also f(z) die Ordnung @, so ist
Rygle) <o+

fir hinreichend groBe #!< . Darausfolgt?)
Ryl < @)

1) Es ist namlich fur groRe r

] <& —2 P MW g

und fir z=r >0 ist auBerdem

B = 4V s fur groge .

2)Man setze R g (0} wadx schlieRe vermittelst des Schwarzschen Lemmas aus
Rg(s) < (20)¢F* fiiv |z| < 2¢ auf eine Schranke fir |Rgéz)| in (2] < r. Dazu be-

__(mgtta
e — T 2% den 2] 2r s nuf Buw < (212 FT

achte man, daR w =* c +2r-
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fur jedes € > 0 und genligend groBe r und & < r. Integriert man Uber
einen hinreichend groflen Kreis, so findet man aus dieser Schranke fir n>0
| <2 (20T T (e > ).
Ist dso n > g, so ist d,=0, da man r beliebig groB und ¢ beliebig nahe
an Null wahlen kann. Daher ist g(z) ein Polynom héchstens Q" Grades.
Da dann die Ordnung der Funktion f{#} == ef®) mit dem Grad von g(2)
Ubereinstimmt, so haben wir das Ergebnis, dal alle ganzen Funktionen end-
licher nichtganzzahliger Ordnung Nullstellen besitzen.

3. Summe zweier ganzer Funktionen. Ich bemerke weiter, daf die Zu-
fligung einer Konstanten zu einer ganzen Funktion die Ordnung nicht andert.
Ist dies bewiesen, so lehrt das eben gewonnene Ergebnis, da ganze Funk-
tionen von endlicher nicht ganzzahliger Ordnung jeden Wert annehmen.

Ich werde gleich etwas mehr zeigen, némlich, dal3 auch die Zufuigung
einer ganzen Funktion niedrigerer Ordnung, also z. B. die eines Polynomes,
die Ordnung nicht &ndert. Es mdgen also fi(z) und f)(2) zwel ganze Funk-
tionen sein; ¢, und g, seien ihre Ordnungen. Es sei g, > p;- Dann hat auch

H(D) + (2 die Ordnung ¢,.

Denn dann ist erstens fiir alle geniigend grof3en r
Max |£,(s) + fo(e) | < Max | £, ()| + Max | ,(s)|

et Lt i get e gt (),
und es ist zweitens flr oewisse arof3e r
Max | £, + ()| 2 Mox [£,(9) — Max | 1,(s)|

> B’Q‘_'— e,{ki—e
_ (1 gt
>L‘g?1"

fur den Fall, daB g, — & = ¢4 + ¢, was man annehmen darf, und fir den
Fall, da3 r hinreichend groB ist. Also hat man fur jedes & =& und ge-
wisse hinreichend groRe r

Maxl (@) + A >

abbildet, de3 # == 0 in w =« Ubergent. Nach dem Schwarzschen Lemma fallen dann
die Werte, welche g(2) in |#| <+ annimmt, in den Kreis, der ass |z' <+ durch
unsere lineare Funktion hervorgeht. Den am weitesten von w = 0 abstehenden Punkt
diess Kreises erhdlt man, wenn man z = — in die lineare Funktion eintrégt. Da
her wird
|Rg(z}| <22t —sa L2t tn
fur grolRe r und |z} £ .
Biebcrbach, Funktionentheoriel | . 2. Aufl. 16
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4. Ganze Funktionen mit endlich vielen Nullstellen. Als néchstes Bei-
spiel betrachte ich ganze Funktionen f(z) endlicher Ordnung mit endlich
vielen Nullstellen. Diese mdgen an den Stellen a; . . . a, liegen, und es mdge
dabei jede Stelle so oft notiert sein, as er der Vielfachheit der betreffenden
Nnllstelle entspricht. Zunachst ist

i = -- __ffs) -
F(z F—ea).. . (F—a,)
eine ganze Funktion von der gleichen endlichen Ordnung Q wie f(z) jedesmal
dann, wenn a; . . . a, Nullstellen von f(z) sind. Denn man hat erstens fir
alle geniigend grofen r e
Max | F(g) | < -y = 0"
|sl=*

und man hat zweitens fiir gewisse hinreichend groRRe r

—

Max| F(2}| > 5 . > e, (>0

jei=r ot
Daher gelten fir F(2 die eben gewonnenen Ergebnisse. Es ist also

fly—(zg—8a)...(z—a)e
und hier ist g(2 ein Polynom vom Grade Q. Dies f{z) hat wieder ganz-
zahlige Ordnung. Dies folgt aus den zu Beginn dieses Paragraphen fir e
gegebenen Abschétzungen, wenn man beachtet, da
lz—a)...(g~a} Lo
fur jedes & = 0 und jedes % >> @+, sobald r grof3 genug ist, und da
He—a)...(6~a)i>1
fur genligend groRe {z]|. Ganze Funktionen endlicher Ordnung mit nur end-
lich vielen Nullstellen besitzen also notwendig eine ganzzahlige Ordnung.
Unsere Betrachtungen lehren also, dal? Funktionen nicht ganzzahliger Ord-
nung jeden Wert unendlich oft annehmen.

§ 4. Uber die Nullstellen der ganzen Funktionen endlicher Ordnung.

1. Der Grenzexponent der Nullstellen. Ich betrachte nun eine beliebige
ganze Funktion endlicher Ordnung. Sie moge im Kreise j#| << I Nullstellen
unter anderem bei a; ... a, besitzen. Ich nehme an, daB z = keine der-
selben sei. Sollte das doch der Fall sein, so setze man f{#) = #" - f, () und
betrachte f; (z) weiter. Hier kann man v so wahlen, da3 f; (0) + 0 ist. Dann
besitzt, wie wir vorhin schon feststellten, f; (2) die gleiche endliche Ordnung g
wie f(z). Die Jensensche Ungleichung (S. 109) lehrt dann, da’

1 MR P
(11) To eyl < #THE, < TE
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Nun denke man sich die Nullstelleu so geordnet, daf3
o Slml<--- S el

+
1 L

Dann ist hiernach g < et

ENE RN
Wie auf S. 235 erkennt man, dai3 die rechte Seite ihr Minimum fir

i

n ok
n ()
1
o 1 - 1 (et ayerr
erreicht.”) Also ist ia, < ( o )
Daraus folgt insbesondere, daf? die Uber alle Nullstellen erstreckte Reihe
ﬁil g+
LS

fir jedes # == O konvergiert. Jede Nullstelle tritt dabei so oft auf, ah ihre
Vielfachheit angibt.

Unter dem Grenzexponenten der Nullstellen wollen wir fortan die untere
Grenze Q, derjenigen Zahlen k verstehen, fir die

Siat
Jon |
konvergiert. Dann ist aso stets

aZoe.

2. Die Produktdarstellung. Unter g werde die grofte ganze Zahl ver-
standen, welche nicht grofer ist als g, so dad g << g + 1 ist, und unter g,
werde die grofte ganze Zahl verstanden, fiir welche 2‘; " divergiert.

L.

Dann ist auch ¢, =L ¢. Nach Bd. | S. 295 entnehmen wir hieraus, da das
Uber alle Nullstellen von f(2) erstreckte kanonische Produkt

(12) - G FEAL,
s = [ (1-2)e i g,
gleichmaRig konvergiert tind also eine ganze Funktion darstellt. Der Quotient

fe
i)

1) Diesen Wert von R darf man in (11) eintragen, weil wir S. 109 ausdricklich
feststellen konnten, daR diese Abschéatzung fir beliebigeR und eine beliebige Auswahl
von Nullstellen gilt.

16*
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ist daher eine von Nullstellen freie ganze Funktion und also von der Form
vl Dalier besitzt f(2) eine Produktdarstellung

fls} =¥ g(a), f,(7) ~ &V, (2).

Ich will nun noch zeigen, da hier g(z ein Polynom von hdchstens
e»™ Grade ist. Der Beweis ergibt sich nach F. Nevanlinna am raschesten
aus der Jensensehen Formel, wenn wir de jetzt nur in der S. 122 ange-
fuhrten allgemeineren Form verwenden.

Nimmt man den Logarithmus von fi(z) und differenziert ihn g+1-mal
nach z, so erhdlt man nach (12)

J’“‘ log £, fer _ = 1¥y! d"“g(z)_

(13) dzﬂ+| (z ——a,‘)'H‘I dztt?

Der Nachweis, da3 g(z ein Polynom hochstens gt Grades ist, l&uft
darauf hinaus, zu zeigen, dak die q+ 1" Ableitung von g(e) identisch Null
ist. Das aber kann mit Hilfe der Jensenschen Formel folgendermaf3en ge-
zeigt werden. Diese Formel (S. 12(5) wende man auf einen Kreis |z| << R
an, auf dessen Peripherie keine Nullstelle liegen moge. Sie liefert

AN — a3k ) Rt g?
ot = ,‘;’ log| (00 |+, [ g 16 R s e e — 6
<

Fale g !f."").

Flgt man auf beiden Seiten die konjugierten Potentialfunktionen hinzu, so
erhdlt man in der geeignet aufgeschnittenen Ebene

ir
. T T —ay) 1 T L) .
s = 25 08 150 bz flog e B4 a0 i,
a"’_ [']

wo C eine geeignete reelle Konstante bedeutet. Differenziert man auf beiden
Seiten g+ 1mal nach z, so erhdlt man

'tf“'llogffz} {— 11" @ g+
(14) '¢+|‘ PrS 1 S’ (R_'.—*St_l )
e 4«%»“ ay) [nﬂh-‘(n *

1 Ré'?
+, )ﬁogmwe'mmjs '

Ich werde nun zeigen, da3 der zweite und dritte Summand auf der
rechten Seite, fur K-+ oo den Grenzwert Null haben. Das ist offenbar
nach (13) gleichbedeutend damit, da die g + 1" Ableitung von g(z) ver-
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schwindet. z ist dabei irgendeine Stelle mit [#; <« R, welche beim Grenz-
Ubergang festgehalten wird.

Fir den dritten Summanden ist die Richtigkeit der Behauptung wie
folgt einzusehen. Es ist

P ..f
(16) flog!fl(ﬂe")l Re L Ffl.\gm(;cw - “ :J”!-dﬂ

(Ii!'?

"
| E.RJ‘I *

l g if (Ra"’}' (BTt 4.

Dabei ist wie auf S. 132 mit ll;rrw(R.»" )| eine Funktion bezeichnet,
die gleich log ¢ {Re'*)| ist Uberall da, wo  ¢(fe™' == 1 ist, die aber
gleich Null ist an allen anderen Stellen. Ferner gilt die Jensen sche Formel

(16) log: f,(0)] —210;;[1* ;;ﬂ'/'loglﬂ{ﬁe""jfda‘_

Dafir kann man schrelben
Jd!,f E{I(R e |"13'=‘_l°f-7 fl(U) -|t| IBHI;:I +2njluh|f1(“'”) d.

Wegen | a, | < £ ist daher
rx 2w
17) i‘ﬁ; 2, lae < — 1oy 0 + ljllt;glr'(lié"):d-‘}
2z, Bl gen®Y =" 08100 i, ! ‘

Nun ist nach (15) der absolute Betrag des dritten Summanden in (14) nicht
groRer als

TRtg-+1)! | }
(R _Izli"r’l fl"g fi(fe?)idd + jlo“lf‘ % Idﬁl'

Nach (17.) ist dies nicht groRer as

2Rg+ 1) RS S i I
R L' J1og1 (e 28 — log £,00) l_J

2H 1 ' .
< SEUED pser - log 01

Dal3 dies aber fiur & -» e dem Grenzwert Null zustrebt, bedarf wegen
p << ¢ + 1 keiner weiteren Erdrterung, denn q ist eine nichtnegative ganze
Zahl > p— 1.
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Somit bleibt noch die Betrachtung des zweiten Summanden auf der

rechten Seite von (14). Nun aber gilt die Abschatzung

| g ! ty 4 L
:Rf‘——zd*!gR‘-—.z'.a”gﬂ’—;z RON— 2z

Bezeichnet man also mit n(R, f;) die Zahl der Glieder, aus denen jener
zweite Summand besteht, d. h. bedeutet n(R, f;) die Zahl der Nullstellen
von fi(z), deren Betrag kleiner ist as R, so hat man fir diesen zweiten
Summanden die Abschatzung

(18) a2 () s

| ey < Bl—sa) = R—ia gt

Nun lehrt wieder die Jensensche Formel (16), daR fur fi, > #i
is
¥ Wt 3 . :
at flog Yy < Sog B < Siog B o —1og,0) + 5, f 1o e a0
ok Ty Ry :

Fir Ry = e R wird daher
(19) n(R, f) < — log|{£,(0)| + log M(eR) < |log/,(0) |
+ {eRptt < Rers, (&> e
Tragt man dies in (18) ein, so erkennt man, da der zweite Summand auf
der rechten Seite von (14) gleichfalls fiir It -+ o den Grenzwert Null hat.

Wir haben also bewiesen, daf fir ganze Funktionen der endlichen Ord-
nung ¢ eine  Produktdarstellung

(20) () = egmr‘ﬁ (1 _ :_t) e:‘+ ; {:*) o+ ;, (;_*)\h

1
gilt, in welcher q; die grolte ganze Zahl i, le‘;‘:r'a divergiert,
und wo g(e) ein Polynom von héchstens g** Grade ist.))

3. Abschétzung eines kanonischen Produkts nach oben. Noch genaueren
AufschluR gewinnen wir, wenn wir uns die Frage vorlegen, unter welchen
Bedingungen ein Produkt wie (20) eine ganze Funktion o-ter Ordnung darstellt.

Ich beginne mit dem kanonischen Produkt @{#) (12) und werde zeigen,
dal3 es eine ganze Funktion der Ordnung Q; darstellt. Zun&chst folgt schon
aus den vorausgegangenen Betrachtungen, da3 seine Ordnung mindestens Q

1) Ubrigens enthalten diese Betrachtungen — wie der Leser des Naheren Uber-
legen mdge — einen Bewels fir die Mdglichkeit der Produktdarstellung (20), der von
der oben erwdhnten Konvergenzbetrachtung aus Bd. | unabhangig ist.
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sein mu. Denn wére se kleiner, so wéare g(z) eine ganze Funktion, bei
der der Grenzexponent die Ordnung Ubertrifft. Es bleibt somit nur zu
zeigen, dal’3 die Ordnung hdchstens g, sein kann.
Um diese Abschatzung des kanonischen Produktes nach oben zu leisten,
betrachten wir die einzelnen Elementarfaktoren
L] 1 ERT
F £ LR e
E(a.‘: q;) = (I -—“”) a T (“ﬂ)
des kanonischen Produktes. Zun&chst zeige ich, da3 zu jedem g mit
fo<p<qg+ 1 ene Zahl A gehort derart, da3
3 lp
a,f

(21) B e <e”
ist. st J’ |"<_1, o ist
““
1 gyl 1
E(:_, ql)wg_ﬁ.‘.l l—l('ﬁ) L

1 ' p|ntl

:E(:'; ﬂ’l)ige‘h“sﬂul *

| £ |[n+l £ F
] 1
| ®a RN
‘<BKP‘1H!‘ sexpll i’|}
<, Jthy |
Demnach ist insbesondere fir ii:,. = .;
2 | . ; I
(22) [B(; ) @) <elal .

Da aber ¢ > g, ist, so wachst die rechte Seite rascher als die linke, und
daher ist (22) auch fir ale hinreichend grof3en

@) fur |2
s, da fur 5 él;-léi

richtig. Es gelte aso

<! und fUrHF ‘;1‘)%. Dann bestimme man eine Zahl A

=
2 L

FPRERL

£(%, )| <l

ist. Unter A verstehe man dann die grollere der beiden Zahlen 2 und A,
Damit ist (21) schon bewiesen.
Ich zeige weiter: Wenn p mit ¢, < g < g, + 1 eine Zahl ist, fir welche

>

I
Ay

i
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konvergiert, so ist fir jedes positive ¢ und fur genligend groRe z
{pe)| < e

Zunédchst gilt, nach dem was eben vorausgeschickt wurde, fir jeden
Elementarfaktor die Abschdtzung (21). Nunmehr wéahlen wir die ganze
Zahl n; so, dad -

z » 1}

a, 3
A+l
wird, und schreiben o=z H-1I
1 o, +1

Da aber g > g, ist, so gilt fir das aus endlich vielen Faktoren bestehende
Produkt fir geniigend grofle |z\

T
<o

Ebenso ist fir gentigend grofRe | z|

Sl
is"(e’ -

Endlich aber ist ¥ 1 IR P L R
Also im ganzen leg(z)| << e,

Wahlt man insbesondere u =g, + £, so lehrt dies Ergebnis, da g{e)
héchstens von der Ordnung g, ist. Wir wissen somit jetzt, daB fur kano-
nische Produkte Grenzexponent und Ordnung Ubereinstimmen.

4. Grenzexponent und Ordnumg. Es folgt jetzt auch, daf} bei jeder ganzen
Funktion endlicher nicht ganzzahliger Ordnung Grenzexponent und Ordnung Uber-
einstimmen. Denn ware der Grenzexponent Q; kleiner as die Ordnung Q, so miifte
der Exponentialfaktor & die Situation retten. Er miiRte genau die Ord-
nung ¢ haben. Denn hétte auch er eine kleinere Ordnung, so hétte das
Produkt, bestehend aus kanonischem Produkt und Exponentialfaktor eine
kleinere Ordnung as @. Der Exponentialfaktor kann aber nur dann die
Ordnung ¢ haben, wenn g eine ganze Zahl ist.

Fur nichtganzzahlige Ordnung stimmen aso Grenzexponent und Ord-
nung stets Uberein. Bei ganzzahliger Ordnung kann aber der Grenzexponent
kieiner sein als die Ordnung. Tatsachlich haben wir ja auch oben schon
in den Beispielen von ganzen Funktionen mit nur endlich vielen Nullstellen
solche Beispiele kennen gelernt. Bei diesen ist der Grenzexponent Null.
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Es kann aber bei ganzzahliger Ordnung ¢ tatséchlich der Grenzexponent
jeden Wert g, < o besitzen. Zunéchst kann man namlich Nullstellen mit
beliebigem Grenzexponenten finden. Soll z. B. der Grenzexponent g, sein,

0 mufl man nur s

a,=n"
nehmen. Multipliziert man dann ein kanonisches Produkt vom Grenz-
exponenten ¢, mit einem Exponentialfaktor

der Ordnung g, so hat das Produkt beider die Ordnung g. Denn wére die
Ordnung kleiner, so miiflte nach dem Satz Uber die Produktzerlegung der
ganzen Funktionen endlicher Ordnung auch der Grad des Exponentialfaktors
kleiner ads g sein.

5. Der Picardsche Satz. Diese jetzt zu einem gewissen Abschlul gediehenen
Betrachtungen enthalten ein Stiick des Picardschen Satzes und zugleich eine
wesentliche Vertiefung desselben. Ganze Funktionen nichtganzzahliger Ordnung
nehmen nach dem, was wir bewiesen haben, nicht allein jeden Wert unendlich
oft an, sondern se nehmen auch noch jeden Wert mit einer durch die Ord-
nung alein bestimmten Verteilungsdichte an. Eine Ausnahme kann nur
bei ganzzahliger Ordnung auftreten. Ob sie wie beim Picardschen Satz auch
nur fir einen Wert hdchstens eintreten kann? Wir werden bald die Ant-
wort auf die Frage kennen lernen.

6. Bemerkungen. Ich betrachte den Fall, da’ der Grenzexponent g, zu-
gleich Konvergmeexponent ist, d. h. den Fall, da die Reihe

a1
e

konvergiert. Hier lehren die vorausgegangenen Betrachtungen, da dann
notwendig das kanonische Produkt vom Minimaltypus der Ordnung g, ist.
Man hat dazu nur gm==g, in der S. 248 abgeschlossenen Betrachtung zu
nehmen. Bei nicht ganzzahliger Ordnung kann man sogar hinzufiigen, daf
jede ganze Funktion, deren Grenzexponent g, zugleich Konvergenzexponent
ist, dem Minimaltypus der Ordnung g, angehdrt. Bei ganzzahliger Ordnung
braucht das naturrlich nicht richtig zu sein.

Die eben ds hinreichend erkannte Bedingung ist andererseits nicht
notwendig daflr, dal3 eine Funktion dem Minimaltypus der Ordnung ¢ an-
gehdrt. Vielmehr lehren hier die Betrachtungen zu Beginn des Paragraphen 4
nur, dafd
(23) lm—"-=0

nrw 3, |?
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notwendig dafir ist, da3 eine ganze Funktion dem Minimaltypus der Ord-
nung g angehdrt. Denn jetzt ergibt sich as Analogon zur Formel (11)

!al"'“n-i

Das Minimum der rechten Seite tritt fir ft = (}:)" ein.

) L Fegy ¥
Also wird .a,.-.E;:<(n) :
Und daraus folgt fur e | <. 6| <... S la,’

1 Fepy v

o < (3)
und daraus folgt sofort (23). Freilich ist diese Bedingung ihrerseits nicht
hinreichend dafiir, da3 ein kanonisches Produkt hdchstens dem Minimal-
typus der Ordnung ¢ angehdrt.!) liier ssi nur bemerkt, da nach einem
bekannten Grenzwertsatz im Falle daf3

q 1
2
konvergiert, tatsachlich (23) gilt. Aber nur fur den Fall, dal ¢ zugleich
Grenzexponent ist, haben wir erkannt, da das kanonische Produkt dem
Minimaltypus angehort.
Pringsheim hat in der eben erwdhnten Arbeit gezeigt, da3 die Bedin-
gung (23) zusammen mit

Sy

hinreichend dafir ist, da? ein kanonisches Produkt (12) héchstens dem
Minimaltypus der Ordnung g angehdrt. Ich will hier mit Ricksicht auf

eine spatere Anwendung noch an einem Beispiel — gleichfalls einer Ab-
schétzung Pringsheims folgend — die Richtigkeit der Behauptung zeigen.
Es s lim -5 —0,
* hnlak
. . '“? ?
Dann ist vy = 1-%) m lai<lai<
1

héchstens vom Minimaltypus der Ordnung 1. Es ist ndmlich

1) Man vgl. z. B. Pringsheém, Anndlen 58, S 311.
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rw(s)i<fI(1+ o) H(I+|':'=')
mc(n - |‘) I"I (1 + .11:,\)

n+1

Nun werde die Zahl n so festgelegt, da3 fir k > n
'1 E
lag| ™ 2xk

ist. Dabei ist £ > U eine beliebig gegebene Zahl. Dann wird

'-I:I( i l‘: '!) < II?I (1 + ;:«lc‘;:) = a':z; sin (i "';") < f:;'; o

sofern man |z| so groR wahlt, daB € \z| > 4 ist. AuBerdem kann man |z\
so grof? wahlen, dal? e
ﬂ]l)g( + -

Lo, 1t

E

)< y P40
Dann ist aber im ganzen |¢,(s)||<ef =1,

8 5. Eine Vertiefung des Picardschen Satzes.

1. Fragestellung. Ich nehme den im vorigen Paragraphen verlassenen Gegen-
stand wieder auf und werde zeigen, da3 der dort bei Funktionen einer ganz-
zahligen Ordnung beobachtete Ausnahmefall nur fir héchstens eine Stellensorte
auftreten kann, da? also bei einer Funktion g-ter Ordnung fir hdchstens eine
Sellensorte der Grenzexponent kleiner als Q sein kann. Unter einer Stellen-
sorte verstehe ich dabei die Gesamtheit der Stellen, wo die Funktion einen
gegebenen Wert a annimmt.

Es gibt verschiedene Methoden, dies zu beweisen. Ich gebe hier einer
auf der Jensen-Nevanlinnaschen Formel beruhenden den Vorzug, weil sie die
weitest gehenden Resultate liefert und zu Uberlegungen AnlaR gibt, die uns
auch sonst noch nitzlich sein werden. Ich werde mit dieser Methode den
folgenden Satz beweisen:

Die ganze Funktion f(z) moge den Wert x an Sellen annehmen, deren
absolute Betrége ry(x) sind. Wenn dann die Reihe

1 \E
4 26
fir zwei verschiedene Werte von x konvergiert, so gehdrt f(z) hochstens dem
Minimaltypus der Ordnung k an.
Darin ist das angestrebte Ziel enthalten. Gleichzeitig reicht aber dieser
Satz noch weiter, z. B. gilt er ja ohne die Annahme, daB f(z) von end-
licher Ordnung ist.
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2.Vorbemerkungen. Zum Beweise sind verschiedene Vorbereitungen nétig.
Die beiden Werte von x, fir die wir Konvergenz von (24) voraussetzen wollen,
selen a und b. Dann darf man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dal3 im Koordinatenanfangspunkt z=0 die Funktionf(z) von a und von b ver-
schieden ist, sowie da daselbst die Ableitung f(0) O ist. Denn das
kann man stets durch geeignete Wahl des Koordinatenanfangspunktes er-
reichen. Bei einer Verschiebung desselben um o gehen aber die r,{x) in
Werte #,{z} Uber, die zwischen r {x) -- « und r{x) 4+ & liegen und mau
sieht leicht, da} die beiden Reihen

Z(r..(lx))‘ nnd z(r;:x;)*

gleichzeitig konvergieren oder divergieren. Diese beiden erlaubten An-
nahmen bewirken eine formale, keine prinzipielle, Vereinfachung der Be-
weisfihrung.

3. Eine grundlegende Abschéatzung. Wir stiitzen den Beweis unserer Be-
hauptung auf den Beweis des folgenden allgemeinen Satzes.

f(2) sdi ene ganze Funktion. Esse f{0)<a, F(0)+5, F(0)+0, F (0} 40
(a b). Setzt man allgemein

(26) N, g1 == f—"—‘-‘; D ut,

b
wo n(t, g) die Zahl der Nullstellen bedeutet, die g in || <ia und wo g{#)
im Endlichen der Ebene eindeutig und bis auf Pole regulér sei, und setzz man

(26) mi0) = oy floglgtre™) o,
;

fur solche r, fir die g{ref*) =t bleibt fur alle 0 < & <« 2z, so gilt die
Abschétzung

@7) w(r, () < O+ 41og B + 6log 5~ -+ dlogmiR, )

+ N(H,f—a) + N(B f—b)
Hier bedeutet C eine von r und R unabhangige Zahl und es ist ¢ < &, und
r, R sind zwei positive Zahlen, derart, da3 auf | z | =+ und | 2| =- it keine

Stellen liegen, wo f = 0 ist; log hat die auf Seite 129 erklarte Bedeutung.

Zum Beweise dieses Satzes gehen wir von der Jensen-Nevanlinnaschen
Formel aus, die wir fir eine Funktion F(z) anschreiben, welche in einem
Kreise |#| << K" bis auf Pole regular sei. lhre Nullstellen mégen bei
@, @ ... liegen und ihre Pole bei &, b,... Jede Stelle sei so oft ange-
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fuhrt, als es der Vielfachheit der betr. Nullstelle oder des zugehdrigen
Poles entspricht. Vorausgesetzt sd noch, da auf dem Kreise |#|= R’
keine Nullstelle und kein Pol liegt, sowie da3 F(O) 0 und endlich ist.
Dann ist wie auf S. 244

— R — 2d,
(28) log F'(s) = >'log - :”) + Dlog: R
ap i<l K o<l H

n
L oy | B ,
+-hJ log| ¥ (Re%) | s T2 do 4 i,

[}
wo C eine passende reelle Konstante ist. Daraus folgt fur z=0 die
Jensensche  Formel:

(29) lth|F[0)|—Zlag Lo +2103 e g /loglﬁ' (e ®) | do.

| ag <R |88 | <
Ich erléutere nun zunéchst, wie die beiden Funktionen
N F) und m(rF)
mit der Jensenschen Formel in Verbindung gebracht werden konnen. Es
ist namlich
1 im 2 N ar
Al [y =|o—1—— » _ 1 YL |
(30) 5m-‘f'loml(}i'ef Vi de 2u’flog|!‘|dﬂ “J tog | | do
1] [ ] [ ]

- w (R, F) — m(R, 1)
Ferner rechnet man leicht nach, da3

H
n R F) i
@a  Dlog ik —log M- --w‘ﬂf "= N F)

|ag | <

ist. Unter Verwendung dieser Beziehungen kann man die Formel (29) so
schreiben:

(B1)  m(R,F) + N(®, l—)—m(R', F)-}-N(R F) + log| F(0) |

Nun zwei Bemerkungen Uber log. Versteht man unter

“1! “” A “l
positive Zahlen, so ist

(32) log (e, ... a,) < loga, + loga, + ... + log e,
und es ist

(33) 1og(e +a + -+ +a,) < Ioga, + 10g ey + - + loga, + logn.
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Nur der Beweis der zweiten Bemerkung bedarf einer kurzen Uberlegung.
Man beacbte dazu, da3
o, + g+ +al5:m*+la“,,‘.u_

ist, falls die ersten k der Zahlen a, kleiner als Eins, die Gbrigen min-
destens gleich Eins sind.
Beachtet man nun, dal3
F|E|F—al+lal,
so sieht man, dal3
log) #'| < lag| F—a| + Iog|a| + log2

ist, und daR daher

(34) m{lk', FYy<m(R, F--a)+ €,

ist. Hier bedeutet C; eine von R' und z unabhangige Zahl. In der Folge
sollen mit C, immer von R und z bzw. R und |z|=r unabhéngige
Zahlen bezeichnet werden.

Ebenso findet man natirlich
(35) (R, F—a) < C + m(I, F}.
Beachtet man weiter, da3 fir a b

6—b F—=05 1 1 ¥ b
PO e Y - PR Y (=25 + 1)
so erkennt man aus (32) und (33), da
. F—by .
(36) n (R, I _1 “) < CS -+ m (R, F-—-.t’l) ist.

Wir gehen nun zum Beweise unseres Satzes Uber. Wir setzen fur
diesen Beweis voraus, da3 auf |gf=~r und auf | z| =R keine Stellen liegen,
wo f =0 ist, oder wo f =a, oder f=b oder f’{(#) =0 ist. Es ist aber
klar, da3 (27) unter den im Satz genannten Annahmen richtig bleibt, wenn
es erst unter den eben genannten zusdtzlichen Annahmen bewiesen ist
f(2) sei somit eine ganze Funktion, und es sei

fO)+a, FO)+H fO)£0, [(O)+0,
Dann folgt zunachst aus (34) fur R=r und F=f
m(’! f} < CI. + m(r, f_ a‘)'
Dann lehrt (31), wenn man es auf F = f—a, R = r anwendet
. . 1
m(r,,f-—a}=6‘,+N(f,f—a)+m(r,r:_-;).

Den n es st j N(r,f_l_—‘;) —0,i | f(2) regular ist. Alsdann lehrt (36),
dal?
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(o ) < oY)

aq
Daher hat man, wenn man diese drei Abschétzungen nacheinander anwendet

o) mir )< € - N f =) +m{n [ 72).
Nun schreibe man ‘}1": _ [ r=h
- f—a f

Dann ist wegen (32)
(38) m(r, Y) <mlnr, L) 4 m(n ' 51
i)

Nun wende man (31) auf fi" = # und ¥ = ff,

an. Das ergibt
(39) m(r,f.f.-- ) =+ m( f ) + N(r,f .b) — N(":f.{'.i;)
<SG m{n L b) + N f—b)
N(r, };{_'3-) ist ndmlich nicht negativ, und die Zahl der Nullstellen von
p

—;F ist sicher nicht groRer als die von f — b, weil f' eine ganze Funktion

ist. Vermittelst (38) und (39) erhdlt man daher aus (37)
(40) mr, <G+ N f—a)+ Nef =B +m(r [ ) 4 mln, L)
Nun benutzen wir (28) fir

F=f—u, R=R |z|l=r<£h

setzen aso voraus, daB auf |#|= K keine Nullstelle von f—a liegt.
Differentiation nach z liefert:

£ 1 5,3 2R
fin—a (z—u;.) R"-—*za,) + g",j tog | /(™) — al (Be“" “_}': &9

Mit ax smd dabe| jetzt die Nullstellen von f(z) —a bezeichnet. Pole hat
diese Funktion nicht.
Daher wird

?%E)‘ajé(ka = Mf log1f(Re7) —~aijde

R — a2
W=
[oe )< &

C1 | Ht—az
ut—r)’l 2 B(k—::,)'

+m'(}g,f u,)+m( ,f-—ia)a-
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Nun ist nach (31) und (35)

m (L, o) = m(B,f—a)~ N(B,{—a)+ Cp
Sw(B, f—-8)+ Oy <m(R )+ (.
Also hat man

’ R*—0
A0SR SRS amn o)

Wegen (33) wird daher:

(41) m (r ) < F,3+logﬂ+zlug . ng m{R,
R'—@
+lngn(R f—u)+ 2, ( ’mft(x—;:))
lag| <t R

Jetzt wende ich (31) auf F = ;:(‘_ '::; , RMe=r< R

an. Man beachte dabei, daR ‘R &t =1

t—a} =
ist in le! < R Daher ist Ll=0
und daher ist auch m (r, ;) =0,

AuRerdem ist F in |#|<Z R frei von Nullstellen. Also ist auch

Nir, F) = 0.
Daher wird nach (304)

(42 m(n gt} —log l’: falls 7 <lo| <K,
R —
(43) m (r, A “;:) = log- Iﬁ T — log -[— o log fals |ay| < r.
Daher folgt aus (41)
(44) m (r, -~ a)<6:,+logR+2log—-~——+logn'(1%t') + logn(R f~a)

+n(r,f —a) log v+ Zlogﬁ.—l-
r | i<k
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Nun wird
. R R
(45) a(r, f—a)log | + D log ;i

ol LR
R

=n(r,f—a)log§+ nibf—w - ﬂ(r" I—a

[
r

Daher folgt aus (44)

(46) m(r,, "< Cy+logh+ 210, "+ logm(R, £
+logn(B f—a)+ NR,f—a)— N{r,f— a).

R
- ] M= 4y N(R,f— @) — N[ — 0},

257

Um nun auch noch fir log n(X, f — &) eine geeignete Abschétzung zu
finden, fuhren wir noch eine Zahl B > R und < 21 ein, lUber diewir S. 258
verfiigen werden. In (45) wollen wir r durch R, R durch R ersetzen. Da-
her nehmen wir vorerst an, da3 auch auf |#i= £ keine Stellen liegen,

wo f(2 = a wird. Dann folgt aus (45)
n(R, f--a)log n <NRB [ a).
Alsoist  a(f &)< - = N, f—a)
lﬂg p

< (G +miB, f— ) ffn (sach (31))

i -Uu 4
<0y + m(K, £ ;‘._..R (anch (35)).

Also ist wegen (32) und (33)

(47)  logn(R, f - a) < logm(&, f) + log K + log . iH + .

Aus (46] folgt daher

(48) m (a r ) < Cl,,| + log n+ 210g R .t Iugm[R Iy

+ lug E+ lng YE—-_R + Iog wm (KN

+N(B,f—6)—l\{(r,f—ﬂ}.

Um (48) noch zu vereinfachen, beachte man, da? m(r, f) und daher

auch Ing(r, £1 mit » zugleich wachst oder doch nicht abnimmt.

Bieberbach, Funktionentheorie I I . 2. Aufl.
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. *n
Dies . :
1 . R — )44
logI7re®)! < o, [ TogIfRe 5o ;TS
[]

iIn

. 1 + I —rfdé
g ir47) S 3 f0BIREN o 0 ST

wenn « <

Die rechtsstehende nichtneqﬂive Potentialfunktion werde mit wx{r,$) be
zeichnet. Alsm(r,f) < o= fua(r, p)do = 4(0, 9) = m(R, {),

was die Monotonie von m(r, f) ausdriickt.

Daher gilt (48" auch ohne die Annahme, da f{z} == & bleibt auf |z| = R.
Daher setzt man nun in (48"

R -R=R--r _
Also R=RF", R-r=B7",
Dadurch wird aus (48)

r‘ + +* o * 1 +
m(r L) < Co+ log R+ log B + Blog ="+ logm(&, f)
(48" e R—r
Ll -
+logm (R, f) + N(R, f—a) — N(r, f — a).
Da nun N(R, f — &) mit R zugleich wéchst oder doch nicht abnimmt,
und da ebenso m (R, £) <m(E, f) und log B < log E gilt, so kann man in
(48') R durch R ersetzen. Schreibt man dann statt R wieder R, so hat man
(48) m (r, fi'a) <O+ 2 l::-g R+ BI:)g B 1—'_ +215gm(R,f)
+N(R, (—a) - Nir, f - a).
Eine zu (48) analoge Abschétzung gilt auch fir
t-.._ .
f—b
Tragt man beide in (40) ein, so erhd@t man (27).

4. Anwendung der grundlegenden Abschétzung. Das nachste Ziel ist es
nun, aus (27) die folgende Ungleichheit herzuleiten
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Nir, f— Nir. f —
(49) J”:i'ipd r< +(,,j T Lo YOI ay,

Hierbei ist k>0, 0 < B, <t R, und C; und C; sind von R; unabhéngige
Zahlen.

Dal man tber m(r, f) integrieren kann, ergibt sich daraus, da? m(r, f)
eine monoton wachsende Funktion von r ist.

Nun setze man zum Beweis von (49) in (27)
(50) Rompt Bt
multipliziere beide Seiten von (27) mit

1
i
und integriere nach r von Ry bis R;. Man erkennt sofort, da3 dabei die
drei ersten Glieder der rechten Seite Beitrage liefern, die unter einer von

R; unabhangigen, wohl aber von R, abhangigen Schranke liegen. Nach

(50) ist weiter R t R 1
w<l4 - und iir_l__ii_,'
s o2 o O ) Lo ot
"'Tc,)
7 yE41 r
14+ ‘
< ( {i‘tz. . .!/ _"\E(;:'T{T z—)dR
l__ﬂl. Rﬂu
<C. [ x (};t’:T 2 dR,

wo C von R; unabhéngig ist, und Rj R; die Ry und R, entsprechenden
Grenzen sind. Ebenso wird

LI
(51) 4f'°“;‘;‘_£‘f-9 dr <O j '““;‘r’f D an
oy .

Nun unterscheide man zwei Falle. Der eine ist der, da

(R, f)

fur alle R unter einer von R unabhé&ngigen Schranke bleibt. Dann liegt
auch

17
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l]t:igarn R f)
[k
Ay

unter einer von R; unabhangigen Schranke und die Abschatzung ist da

mit vollendet. Der andere Fall ist der, da3 m(Rf) beliebig grofler Werte

fahig ist. In diesem Falle gibt es eine Schranke & = 1 so, da3 fur ¢ > 4,

+ 1 +
lngt(ic-t-}-lugi"
bleibt. Dann ist aso nach (51) wegen der Monotonie von mf{r, f} von
einem Ry an

4/ 1"“"”‘ Dar<Clogt, + | f'”‘;‘l{) aR.

In diesem Falle folgt aus (27)

K,
(52) "‘r}‘_ﬁ;‘ dr < €, + c,j e, ”*“ij; e =g, 4 J"‘f’;f) dr,
& He
wo C; und C, von R; unabhéngige Zahlen sind. Im ersten Fale be
kommt man eine Abschatzung gleicher Art, in welcher nur das letzte
Glied rechts fehlt. In dieser Form gilt aber die Abschézung imnner. Man
erkennt das, wenn man das letzte Glied auf der rechten Seite von (52)
nach links bringt und dann mit 2 multipliziert. Damit ist (49) bewiesen.
Man kann (49) durch partielle Integration etwas umformen. Man findet
némlich

“Nir, f— 2 LNy, f— o) N R [-2)
(522 J gt AT k( ih B )

iy
P f— )
+ff"‘:ﬁ+1 - dr

L

Ilﬂii‘,,_f——z] + ;fnu(r.__f——_:c) dr,

<

s R: ¥ ExT
und daher kann man (49) durch die folgende Abschétzung ersetzen:
R,
i e e

5. Vertiefung des Picardschen Satzes. Aus (53) folgt der zu Beginn die-
s Paragraphen ausgesprochene Satiz sofort: Es'sei aso jetzt f(z) die zu
Beginn des Paragraphen erwdhnte ganze Funktion. Man findet
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(52b) / e e N L ( )
Ha

Sl eR it e 2
1 ¥ 2
<O+ 5 (r (x))
.-rn<r <8

Wenn dso die Reihe rechts fir x = a und fur x = b konvergiert, so lehrt
(35), daB das

j ”';’;P dr  konvergiert.

i,
Aus der Formel (28) folgt fir £7(z) = fie), R'>r = |g|, ¢ =re'¥

. 1 o g Rt— (2— 8,
IOg!f(‘g)i = 2_,; /lng“(j‘ ¥ 3)'1.,-'?_';,.1__;}{:“0,(&_‘” i+ LZI'}J B’:__“:‘

flng (e 210,
Also ist fir das Maximum des absoluten Betrages
(53 3) log 2(r) < 3¢ 11 m(R, £).

Ich nehme namentlich R=2r und habe dann
log M{r) < 3mi(2r, )

it
Daraus folgt j l""k‘:ﬁ(ﬂ dr <3 J "'.(f_:'l(? dy
i, i
an,
P mir, ”
< 3. j il dr,
- L FS
*log AF #}
s0 dal aso auch f Y T dy

konvergiert. Da aber bei einer ganzen nicht konstanten Funktion Af({r)
monoton wéchst, so ergibt sich aus dieser Konvergenz, da3 fir jedes ¢ > ¢
und ale hinreichend groRen r .

g M) < e

ist.) Wenn aso 2 (r;':bj)t

1) Andernfalls gabe es namlich beliebig groBe r, fir die log M{#¥)>=2rt, Es sei
R, <t < <#, <7 --und 7, 7> 9, _, eine Folge von Zahlen, fir die IogM(ri)>ar§
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fir zwei verschiedene Werte aund b von x konvergiert; so gehort f(2)
héchstens dem Minimaltypus der Ordnung 1c an.

Bemerkung. Rolf Nevanlinna, von dem die Beweismethode dieses
Paragraphen herriihrt, hat gezeigt, wie man aus diesen Uberlegungen auch
den Picardschen Satz selbst beweisen kann.

§ 6. Eine Beziehung zwischen der Verteilungsdichte der a-Stellen und der
b-stellen einerseits und dem Maximalbetrag M(r) andererseits.

Die Abschétzung (49) des vorigen Paragraphen enthét eine Beziehung
zwischen den Verteilungsdichten und dem Anwachsen der Funktion, die
nun noch etwas préziser herausgearbeitet werden soll. Wir benutzen se
fur k= 1, wo se lautet:

E

&,
/-”3 O e 0+ Cs["N(r‘ fma A N f=5 4

” et
He iy

Elementare Abschédtzung lehrt, da3
b
(54) [ ML dr < €+ G g AN, - o)+ N, b
LA

ist. Wenn &y < K < hy ist, so ist andererseits

(55) j "”d >j f"(*‘af)(gr,.vm(h’ ﬂ J‘R 'If_-,ﬂm(ﬁ,f)_

Also nach (54) und (55)
m(B 1) < 50 [0+ G (NG, F~ @ 4 Nl 7~ )} ]

Und daraus folgt nach (32) und (33)

N{Rl1 f'_" “) .
N(R,/— 8

Um das in (27) eintragen zu koénnen und um dabei ein Ubersichtliches Er-

"

N “log M(r} sr:__‘ 1 1 3 LA o l_
I S I SR T C) S

Fael n—1 L]

(56) logmit f) < ¢+ 2sg B + 16g 5, L +1og [
i

und daraus folgt, dal j ‘.'?ft_ ffl(r? dr nicht konvergieren kann.
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gebnis zu bekommen, definiere man das in (27) und (56) vorkommende
R durch die Gleichung

R4+r
(57) RSty

Da 0<r< R war, so ist dso jetzt 0 < r<< B < AYs(27) wird
dabei wegen It <« R, und wegen (57)
@7) mir,f) < C+4logR, +61.§g}r‘_—r+415gm(ﬂ,n
+ N(Ry, f—0) + N(B, [—b).
Aus (56) wird durch (57)

+ a1t - + N(R, —
(56) logm(R,f) < C+ 2log B, + log g + log [+N§R,, ok
In (27') trage man (56') ein. Dann erhadlt man, indem man wieder R statt R;

schreibt
(58) m(rf) <O+ 12log R+ 10log ;' — + N(B, f—a) + N(R, [~

+4log(N(R, f— a) + N(R, £~ b)},
wo O < ¥ < It
Ist insbesondere f(z) eine ganze transzendente Funktion, so wéchst

(B, [~ a) +n(R f—b)
mit R zugleich Uber alle Grenzen. Nach der Definition von
ist daher in diesem Falle fur gentgend grof’e R
log R< ¢ (N(R, f—a) + N(R, f—B)}.
Dabei ist € eine beliebig gegebene positive Zahl. Da auch
og {N(R, f—a)+ N(I, f—~b)} <e(N(B [~ a) + N(R, f— b))

ist fur genigend grole R, so folgt fir ganze transzendente Funktionen
aus (58)

(59) minf)<10log ;' + A+ (NRf—a)+ N (R f—B)

NR, {—a)
+ N~ B

fir beliebig gegebenes ¢ und gentigend groRe B.
Setzt man in (59) #'= R —1, so bekommt man

(60) mt— L)< (1+){NHf—a)+ NE F-b}
Andererseits lehrt (53a) fir =R —1 und r< B —1

(61) log M(H) S 31 —m(B—1,1).

Ist dann ¢ > 1 und setzt man £ == gr, so erhdlt man aus (60) und (61)
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fur alle genligend grofen R bel beliebig gegebenem &= 0 und festem q

)  lorM(Jy< (1114 )@ r~a+ Nek, £ —b)

Du n(rf) und damit auch N(r,f) ein Ma fur die Verteilungsdichte
enthalten, so ist aso durch die Verteilungsdichte zweier Sellensorten, das
Wachstum der ganzen Funktion nach oben eingeschrénkt.

Die Jensensche Formel liefert aber auch eine durch die Vertellungsdichte
bewirkte Einschrénkung des Wachstums nach unten. Wendet man némlich
(31) auf fiey—> u"=r  an,soerhdltman

mir, f—2) (J ;J) + N -2+ 0.

Wegen miy, f—a)Zmir, )+ lo?_r;]r| + log?
folgt aber hieraus wm{r, 1 >C + N, f - ).
Und hieraus ergibt sich fur k>0
X
r N N( f—
sl cs fH A,

Ry
wo C eine von R; unabhangige Zahl ist, und das bedeutet eine Beschrénkung
des Wachstums nach unten.

Tragt man dies in (49) ein, so gewinnt man
y )
(63) J Nini—=2 4 ¢+ Uj N [k N AL

Iy
'.Il ri-i-l
Ha Ro

Aus der Abschdtzung (52a) entnimmt man, da

N(r,f—-.r

1 dr
fin
konvergiert, wenn [”(’:kil_ = dy

konvergiert. Beachtet man noch, daf3

.N = N - 1
(64) (rH{: ﬂd =" (lef IJ(R; - R‘)’

Ay

so lehrt die Gleichung (52a), dal? auch umgekehrt aus der Konvergenz von

(65) /‘N(’ L) g

PN
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die Konvergenz von

(66) J o P ar
Ko
folgt. Uberall ist &> angenommen. Aus (52a) folgt namlich
N, f—
(67) 1 / S dr<] OB ar 4 “'Rf =2,
i, i

Aus (64) zusammen mit der Konvergenz von (65) folgt aber

NR,f—x) Nir, f——wJ
kRt sj et

Dies zusammen mit (67) liefert die Konvergenz von (66).
Aus der Abschatzung (52b) haben wir schon entnommen, da3 aus der

Konvergenz von
2w

Moy

N(f,[-—x_! dr

die Konvergenz von S

X
folgt. Beachtet man noch, dal

&
winf—a n(R‘.,f——z, 11
T > TR TE (= )

R,

ist, so lehrt die Gleichung (52b) durch eine der eben benutzten analoge
SchluRweise, da auch umgekehrt aus der Konvergenz von

% {1y f—~ x)
f W
die Konvergenz von 2( (x))
ﬂ

folgt. Man kann also zusammenfassend sagen, daf3
3 (i)
&{r’,(rﬂ(’))

N(r, f—a)
und T dar
X,
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gleichzeitig konvergieren oder divergieren. Nehmen wir nun an, es gebe
einen Wert von x, fir welchen

pIES

divergiert. Dann lehrt (63), dal nicht fir zwei verschiedene Werte x = a

und X =b -
Nir, f—2)

e ar
R,

konvergieren kann. Es gibt aso hochstens einen Wert von x, fir den dies
Integral konvergiert. Und daher gibt es auch hdchstens einen Wert von x,

fur den N
2 (,. ) konvergiert.
ro(x)
Boir, ¥

Wir haben so das Ergebnis:
Wenn die Reihe 2(;&;)‘
Ry<lr,

Uberhaupt fur einen Wert von x divergiert, so divergiert sie fir alle Werte
von x mit héchstens einer Ausnahme.

Konvergiert sie also fur zwei Werte von x, so konvergiert sie fur alle
Werte von Xx.

Noch sei ausdriicklich bemerkt, da die Ausfihrungen der beiden letzten
Paragraphen sich eng an die Darstellung anschliel}en, die Rolf Nevanlinna
Acta soc. scient Fenn Bd. 50, Nr. 6 (1924) gegeben hat.

§ 7. Abschatzung der ganzen Funktionen nach unten.

1. Abschétzung nach unten. Fur viele Zwecke ist es vorteilhaft, eine Ab-
schétzung der ganzen Funktionen nach unten fur die Punkte eines Gebietes zu
besitzen, das aus der ganzen Ebene durch Ausschneiden gewisser Kreise um die
Nullstellen entsteht. Es ist diese Abschézung nach unten, welche in den
dlteren Darstellungen der Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung
zur Herleitung der Produktdarstellung diente. Wir haben diese auf die Jensen-
sche Formel gestitzt, und so ist zu erwarten, da3 man mit Hilfe dieser For-
mel auch die gewlinschte Abschatzung wird gewinnen koénnen.

Ich gehe von der Jensen schen Formel

(©8) log | (5)] = > log | e
R [EM R

1 p (B — ")
+ 37 J B (BN s o= 599
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aus, und nehme an, da f(0) = 1 ist, was ohne Beschrénkung der All-
gemeinheit geschehen darf.
Nach dieser Formel ist

(69 tog{f(e)| 2 ) log | Ble ~ o]+ log| oo

|y < lag 1<

f R*—
T g]f(ﬂ,l’”ﬂ’—l-r’—-ﬂﬁrcou(ﬂ )

I%élnlclgli! +Zloglz—a*|+2 iog‘ P —a*s i

lag 12 g
~sim(B 7)

Zlog]z-—a” -I—Zlog(R

ap

ap R
-t om (4.

Dabei ist (30) S. 253 berticksichtigt und benutzt, dafd fa,| << & ist, und es
ist |e] =r gesetzt.

Wir betrachten nun eine Funktion der endlichen Ordnung g. Um ihre
Nullstellen g, lege man Kreise mit den Radien

la "% (k> o).
Da 2:' |~

konvergiert, so bedecken diese Kreise nicht die volle Ebene. AufRerhalb
dieser Kreise, aber im Inneren eines geniigend groRBen Kreises |#| - &
wéhle man die Stelle z= Man nehme R = 2r. Dann wird

Zlog|z— a| > — n(@n)hlog (2r).

lug| <R
Weiter ist nach (31) S. 253
m( . r)(mq‘R 1+ ¢,

wo C von R unabhangig ist. Wir setzen aso jetzt voraus, da auf
j2) =R = 2¢ keine Nullstelle von f(2) liegt.
Daher hat man nun dles in allem

log|f(#)| > — n(2r)Alog (2r) — n(2r} log(.’ir) —3m2r,f) + C.

Nun ist nach (304a) log I" iy
1" n(r] 0'
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Nach der Jensen schen Formel ist

ru(r}
l()g-}a-l__.__‘_“ o < log M(#).
ir
Also ist a2 g2 < |0t < log M(4r).
;‘f
Ferner ist m(2r, 1< log M(2r),

Also haben wir
: p N log M(19)
(69" |.,g|f{z)|>—-loé210gﬁf(4r)1oguf) °“,U z’ log (37)
— Blog M(2r) + €.
Fir beliebiges ¢« = ¢ und genlgend grof}e r ist somit

log | fiz)] > — v+,

Wir haben &so das Ergebnis: Legt man um die Nullstellen a, einer ganzen
Funktion f(z) der Ordnung ¢ Kreise mit den Radien |a,|~% &> ¢, SO gilt
aulRerhalb derselben bei beliebig gegebenem &>+ und fiir genligend grofe |z|==r
die Abschétzung
(70) (&) > et

Dies ist zwar zundchst nur unter der Annahme bewiesen, da3 f{0)=1
ist. Das Ergebnis gilt aber auch ohne diese Voraussetzung. Denn besitzt
f(2 bel z= o eine K-fache Nullstelle, so gilt fur

k!
1) = ooy
die eben gefundene Abschédtzung. Fir f(z2 hat man aso
£} > o @)te et L
so daB fir f(z) a fortiori die Abschatzung (70) richtig ist.

Dies Ergebnis ist nun erst fur digjenigen hinreichend groflen r ge-
wonnen, fir die auf jz| = K = 2¢ keine Nullstelle von f(2) liegt. Aber
auch von dieser Annahme kann man sich frei machen, indem man oben
R = kr annimmt und fir k eine passende hinreichend nahe bei 2 ge
legene Zahl nimmt, wenn auf |#| = 2# Nullstellen von f(2) liegen. Fir
R = kr verlaufen die Uberlegungen ganz analog.

2. Bemerkung. Man kann aus (09) auch bei beliebigen ganzen Funk-
tionen eine Abschdtzung nach unten gewinnen, z. B. dadurch, da man
beachtet, da3 21 a, i_g
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stets dann konvergiert, wenn man die a, der Grofe nach ordnet:
ENES LA

3. Kill Satz von Wiman. Die gewonnene Abschadtzung nach unten besagt,
da3 die ganze Funktion mit wachsendem r nicht beliebig rasch abnehmen kann.
Davon, da3 eine solche Funktion wenigstens auf gewissen Kreisen gleichmaRig
ins Unendliche wachse, ist natiirlich keine Rede. Denn z. B. schon das Beispiel
der Funktion € lehrt, da es Winkelraume gibt, in welchen die Funktion
gleichméaflig gegen Null strebt. Um so bemerkenswerter ist ein Satz von
Wiman, der bei Funktionen, deren Ordnung Kleiner als } ist, die Existenz einer
Folge von Kreisen feststellt, auf welchen die Funktionswerte gleichméfig Uber
alle Grenzen wachsen.

Um das einzusehen, gehe ich von der Produktdarstellung einer solchen
ganzen Funktion aus: Sie hat die Form

fin) =2 ITI (1 — :;{]'

Man Ubersieht sofort, dal3 fir |z| = r

g LIIEEARTIES | (I

Fur eine Untersuchung des Minimums, das eine solche Funktion auf dem
Kreise || = r besitzt, genligt es aso vollstandig, die Funktion
v .
s (13

zu betrachten, deren Nullstellen den gleichen absoluten Betrag haben, wie
bei f(z), die aber alle auf der positiven reellen Achse liegen. Wir betrach-
ten die Funktion gz} weiter  Da wieder

w w2 let] f 12!

NN
ist, so genligt es die Werte zu untersuchen, welche g(zy auf der positiven
reellen Achse annimmt. Denn nach (71) wird das Minimum der Werte,
die |®(£)| auf || = besitzt, fir positive reelle z erreicht.

Bevor ich eine schérfere Abschétzung des Minimums gebe, sei bemerkt,
dai} eine Funktion von einer Ordnung kleiner als -3 und damit also nament-
lich @(#)'} auf keinem Halbstrahl durch z = 0 beschrankt sein kann. So-

1) 9(#) hat die gleiche Ordnung wie f(2), da die Ordnung dem Grenzexponenten

gleich ist und da diesr letztere durch die absoluten Betrége der Nullstellen be-
stimmt ist.
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wie das gezeigt ist, so folgt daraus insbesondere, da3 (#) auf der positiven
reellen Achse nicht beschrénkt ist. Und daraus folgt nach den angestellten
Uberlegungen, dal es tatsichlich bei jeder ganzen Funktion einer Ordnung
kleiner as } eine unendliche Folge von Kreisen gibt, auf welchen das
Minimum der Funktionswerte Uber alle Grenzen wéchst.

4. Ein Satz von Phragmen und Lindel6f. Dal? es bei einer ganzen Funk-
tion einer Ordnung unter § keinen Halbstrahl durch z= 0 geben kann, auf
welchem der absolute Betrag der Funktion beschrénkt ist, folgt aus einem
Satz von Phragmén und Lindel6f. Dieser besagt:

Wenn eine Funktion f(z in einem Winkelraum einer Offnung glelch
(e, > @) fur genligend groRes [ 2| regular ist und der Abschatzung

GRS A
genligt, wenn weiter an den Béandern des Winkelraumes f(z) beschrénkt ist, so
ist f(z2) im Inneren des Winkelraums gleichfalls beschrankt.)

Fur den Beweis ist es keine Beschrankung der Allgemeinheit anzunehmen,
da3 der Winkelraum symmetrisch zur positiven reellen Achse liegt. Man
betrachte dann die Funktion

F )= fl@)e e, ¢ < <p, 7>0.
Dabei sei e ** fifr £ > 0 positiv reell.
f@ s regulér in dem durch jg!2> R bestimmten Teil des Winkel-
au largs|< 26, -1 f dem Randbogen |z] = R dieses Winkelraumes
ist Fa(e) gleichfalls beschrénkt:
| F ()| Z|/(a}] - 7.

An den geradlinigen Réndern des Winkelraumes sei jf{#)| << M. Hier ist

ST
R — i1 g oposTEY
Also | F(e)| < M-e e,

Andererseits gilt fir |#} =+ im Winkelraum

I Fﬂ(‘) i < gt =nri uol-; g

und das strebt mit » -+ o gegen Null. Daraus folgt, da3 in jedem inneren
Punkte z des Winkelraumes
| F.le)| < M,, wo M, =Max {|f(ReW)|ﬂ"“'

—a B
a B lﬂm’v ]

1) Vgl. hierzu auch S. 130.
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Daraus folgt, daf3 in jedem Punkte z des Winkelraumes
HOIES ALY

Nun lasse man 6 nach Null gehen. Da dabei das eben bestimmte Maximum
M, in Max [|f(R&®}], B} Ubergeht, und e*!*f8gen 1 konvergiert, so
ist tatsachlich bewiesen, daB {#{#)| im Inneren des Winkelraumes gleich-
falls beschrénkt ist.

5. Anwendung auf die ganzen Funktionen, deren Ordnung kleiner as%
ist. Dies kann man in dem uns beschéftigenden Falle einer Funktion g (2)
einer Ordnung kleiner as } so anwenden. Man wahle as ¢ des Phrag-
meén schen Satzes eine Zahl, die ein wenig groRer ist as die Ordnung, aber
die noch kleiner ist as 4. AlsZahl g, des Phragmén schen Satzes wahle
man 4 selbst, so da aso der zu betrachtende Winkelraum die Offnung
2mx hat. Seine beiden Schenkel fallen auf die gleiche Halbgerade dieser
Ebene. Wére aso eine Funktion einer Ordnung kleiner als 4 auf einer
Halbgeraden beschrénkt, so wéhle man diese as den gemeinsamen Schen-
kel eines Winkelraumes der Offnung 22 und wende den Phragmén schen
Satz an. Er lehrt, da3 dann die Funktion in der ganzen Ebene beschrankt
wére, was ihrem Charakter as ganze transzendente Funktion bekanntlich
widerspricht.

Ebenso leicht aber, wie wir eben erkannt haben, dal} es bei jeder ganzen
Funktion einer Ordnung unter 3 eine unendliche Folge von Kreisen gibt,
auf welchen die Minima der Funktionswerte Uber alle Grenzen wachsen,
finden wir auch eine Schranke fir das Anwachsen dieser Minima. Nach
der vor Anwendung des Phragmén schen Satzes angestellten Uberlegung
genlgt es wieder, die Funktion @{#¢} léngs der positiv reellen Achse ab-
zuschédtzen. Das Maximum ihres absoluten Betrages wird auf der negativen
reellen Achse angenommen. lhre Ordnung sei g. Dann ist fur sie

Mir) > et

bei beliebig gegebenem positiven & fir gewisse geniigend grof3e r. Man be-
trachte nun die Funktion

D7) = @leye " HF 7, D<o

und bestimme den Faktor e=¢{=**~' so, daR er auf der negativen reellen
Achse positiv ausféllt. Diese Funktion ist eindeutig und reguldr in der
l&ngs der positiven reellen Achse aufgeschnittenen Ebene. Sie kann langs
der positiven reellen Achse nicht beschrénkt sein. Denn sonst wére sie
nach dem eben bewiesenen Uberall beschrénkt, namentlich also auch auf
der negativen reellen Achse. Hier ist aber fiir gewisse hinreichend grofe |2|
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9@ > e* -,

was wegen 0 < ¢ <C 1 nicht beschrankt ist.
Also ist | @{#)| auch nicht langs der positiv reellen Achse beschrankt.
Also ist fur gewisse hinreichend groRe positive z

| @) > 1.
Daher ist fir gewisse hinreichend grof}e positive z
|¢(z)| e o' s ¥ T reoamy

Alles in allem haben wir damit den Satzz Zu jeder ganzen Funktion f'(2)
einer Ordnung ¢ Meiner als ; und zu jedem positiven ¢ gibt es eine Folge be-
liebig groler Kreise, auf welchen

1@ > =¥ gt

6. Mittag-Lefflers E,-Funktionen. Ein diesem entsprechender Satz kann
fur Funktionen, deren Ordnung } oder grofier ist, nicht mehr gelten. So ist z. B.

(72) Ve 4 Vs

eine ganze Funktion der Ordnung 4, die offenbar fir negative z be
schrankt ist.

Fir beliebige Ordnungen groRer as 4 erhélt man in den Mittag-Leffler-
schen .E,_ -Funktionen Beispiele. Diese sind durch die Potenzreihen

o =
(73) L“(t_] “Z {1 ww)

definiert. Fir e =1 erhdlt man die Funktion e und fir a =2 erhélt
man die eben betrachtete Funktion (72). Wir wollen weiter die E,-Funk-
tionen fir 0 <« <2 untersuchen. . Da3 E(z) —— v — -
eine ganze Funktion der Ordnun, st, folgt ™
sofort aus (10) von S. 237, wenn man die Bd. | —re——y
S. 3I5) angegebene Stirlingsche Formel heranzieht.

Fur die weitere Untersuchung dieser Funktionen -—
erweist sich eine Integraldarstellung as zweck- FI8. 40.
maRig, die man leicht aus der Bd. | S. 317ff. gegebenen Integraldarstellung

I“'fléi' abliest. Dieser entnehmen wir, da

far

1 1
74 i dant = em'J cemtromhends, [Jloge| < 7,
L
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wenn man das Integral Uber den aus Fig. 40 ersichtlichen Weg erstreckt.
Dal} man dabei einen beliebigen Weg dieser Art wéahlen darf, wurde schon
Bd. | S. 318 gezeigt. Fir uns
ist jetzt eine neue Verlagerung
des Weges zweckméRig: Wir
wollen einen Integrationsweg —=—
nehmen, wie ihn Fig. 41 er-
kennen 1&3t. Man Uberzeugt -
sich in bekannter Weise leicht,

dal diese Wahl des Integra- =

tionsweges den Wert des In- b
tegrales (74) nicht &ndert.
Dazu bemerke man nur, da

Fig. 41 Fig. 42,

das Integral erstreckt Uber die
geschlossenen aus Fig. 42 ersichtlichen Wege verschwindet, und da3 die
Integrale Uber die Kreisbogen K; und K, der Fig. 42 gegen Null kon-
vergieren, wenn ihr Radius Uber alle Grenzen wéchst. Fihrt man diese
Integraldarstellungen in die Potenzreihe (73) ein, so wird diese

By =2 s foearemonas. o
L) rd

-
1
B o— -y {L+wnilogsan |
h'.zfs'Ze— - ds

r 4 1
- f’.‘;‘je—m:. i, 49

L
Die Richtigkeit dieser letzten beiden Umformungen
ist dabei auf genugend kleine z beschrénkt. Man
muB |#] so klein voraussetzen, dafR |e—='fig] < 1
fur ale s des Integrationsweges. Das ist aber mdg-
lich,weil e=ata* gegen Null strebt, wenn der Punkt
s langs des Weges L' nach unendlich strebt. Nun machen wir noch die

Substitution 1

Pty

Fig. 4.

1
und wéahlen dabei denjenigen Zweig der Funktion #=, welcher fiir positive
t positiv ist. Dabei gehe der Integrationsweg L'in den aus Fig. 40 e-
sichtlichen Weg L" Uber. Und unser Integral wird

. 1
9 B0 = gk [ 2z

Bleberbach, Funktionentbeorlc | 1. 2. Aufl. 18
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Diese Darstellung gilt nach der Herleitung zundchst fir alle z aus einer
gewissen Umgebung von z= 0. Da aber das Integral fir ale z konver-
giert, die nicht auf dem Wege L" liegen und da es in der Umgebung eines
jeden sich analytisch verhalt, so gilt diese Darstellung fur ale z- Werte, die
auf der gleichen Seite von L" wie z = 0 liegen. Andererseits lehrt unsere
Herleitung, da? der Integrationsweg nur an die Bedingung gekniipft ist,
da3 er aus einem Kreisbogen um z = 0 besteht zusammen mit zwei nach
Null zielenden Geraden, welche ganz dem AuReren des Winkelraumes

larg 2} < )

angehtren. So folgt, da? die Integraldarstellung fur ale z zu brauchen
ist.  Man muB nur den Radius des Kreisbogens so grof} wahlen, da3 der ge-
wiinschte Punkt z auf die vorgeschriebene Seite desselben zu liegen kommt.
Ich zeige nun zunichst, daB E,{z) in jedem Winkelraum, der weder einen
inneren noch einen von z = 0 verschiedenen Randpunkt mit |nrng§f.;—'
gemeinsam hat, gleichméRig gegen Null strebt. Zu dem Zwecke schreibe ich

1 1 + 4

t—z T e T ag-Ta

und habe somit

L 1
t & 11 1 f e
;.!n?;[e' dt + e z E:i,]c !f-.‘dt'
Der erste Summand ist nach unserer Herleitung

1 1
g 1)

B n=—_"

1
o

Den zweiten werden win jetzt abschdtzen. Er st

kleiner as -
1 1 f | |dt] Fig, 41
o 2] 2% e
| 'g| |1 i

-
]

Wenn nun aber z auf den in der Fig. 44 schraffierten Winkelraum und t
auf den Integrationsweg der Fig. 44 beschrankt ist, so kann sich

&

nicht beliebig der Eins ndhern. Auf den geradlinigen Strecken des In-

tegrationsweges sei
rrgl = 3 @,
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1 1
« ver® o ¥
H

so dald auf denselben gt

ist. Da oos':<0 ist, so konvergiert das Integral, und wir haben eine
Abschétzung der folgenden Form

11 o
Fel@) b iz | < e

wobei M eine passende positive Zahl ist.
Der Vollstéandigkeit halber wollen wir E,(2 noch im Winkelraum

|argz <°F
untersuchen. In jedem inneren Teilwinkelraum desselben wachst E,(2) gleich-
maRig uber alle Grenzen. Wir ziehen, um dies zu erkennen, zunéchst einen zweiten
Integrationsweg L"' heran, so dal} z rechts von L"' liegt (Fig. 45). Diesen
Weg konnen wir dann beim Grenziibergang zu groRRen z festhalten. Dann

wird L Y . . o,
Eolo) = & E;;J*' o $a6 j= Ty §;¢.~./ T
L B BM el
Genau wie eben kann man nun fir ale geniugend groRen ,z-Werte des
Winkelraumes |args] < %' das noch stehende Integral abschétzen. So findet
man in diesem Winkelraum 1
E(e)— 'ec
&

M
<Jz|’

so dad dso in seinem Innern Ey(z2) Uber alle Grenzen
wéachst, wadhrend an seinem Rande E,(z) beschrankt
bleibt.

Diese letzte Bemerkung lehrt zugleich, da3 die im
Satze von Phragmen S. 270 angegebenen Schranken nicht
verkleinert werden konnen. Denn wir haben hier in einem
Winkelraum der Offnung «= eine an seinem Rande be-
schrankte Funktion der Ordnung i welche in seinem
Innern nicht beschrénkt ist. Gleichzeitig haben wir hier
Beispiele von Funktionen aller Ordnungen Uber }, die
l&ngs gewisser gerader Linien einem endlichen Grenzwert
zustreben. So kann aso der Satz von Wiman nicht auf
Funktionen der Ordnung 2= 1 ausgedehnt werden.

7. Funktionen beliebiger Ordnung Die Betrachtungen Uber Funktionen

einer Ordnung unter § erlauben es nun, auch bei Funktionen beliebiger Ord-
18

Fig. 45.
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nung noch einen Schritt weiter zu kommen. Wir wissen zwar schon, da3 es
nicht immer eine Folge geschlossener Kreisperipherien geben kann, deren
Radien ins Unendliche wachsen und auf welchen die Funktionswerte gleich-
maRig Uber alle Grenzen wachsen. Wir werden aber jetzt erkennen, dafl3 es
bei jeder Ordnung eine Folge von Kreisbogen gibt, deren Radien Uber alle Gren-
zen wachsen, und auf welchen die Funldionswerle gleichmafiig ins Unendliche
streben. Wir werden finden, da3 es eine solche Folge von Kreisen gibt, deren
Itadien gegen Unendlich konvergieren und auf jedem eine Men,('ile von Kreis-
bogen von einer Gesamtwinkel6ffnung, die nicht kleiner ist als ¢ ist, wo g die
kleinste 2 ¢ Ubersteigende ganze Zahl bedeutet.

Es ist keine Einschrankung der Allgemeinheit anzunehmen, daf3 der Grenz-
exponent der Nullstellen von f(z) gerade Q sei. Denn sollte dem nicht so
sein, so wende man die nachstehenden Betrachtungen auf f(z) — @ an, wo a
so gewdhlt sein moge, da g der Grenzexponent der a-Stellen von f{z) ist:
Nach S.251 gibt es solche Stellen. Es mogen aso die Nullstellen von f(2) den
Grenzexponenten Q haben. Dann bilden wir vermittels der vorhin erwéhnten
Zahl g die Funktion

e @ f@5) o florts),
Dabei soll @w=¢ " sein, und f(2) ist eine ganze Funktion der Ordnung g.

Da diese ganze Funktion sich nicht &ndert, wenn man z durch w ez
ersetzt, so ist sie eine ganze Funktion von #4 denn in ihrer Potenzreihen-
entwicklung kommen dann nur die ganzen Potenzen von #f vor. Mit JF{#)
werde diese Funktion bezeichnet. Dann ist F(w) eine Funktion hdchstens
der Ordnung ;, besitzt also eine Ordnung kleiner als 4. Denn jeder Faktor
von F(#) besitzt die Ordnung Q. Also ist

+a

B} m | ()| < ™ et
Da ferner aus f{z,) =~ @ folgt, da3 F{al} =0 ist, so kann der Grenz-
exponent der Nullstellen von F(w) nicht kleiner aIS—;- sein. Daher hat F(w)
genau die Ordnung : . Daher gibt es eine Folge von Kreisen, deren Radien
ins Unendliche wachsen, und auf welchen nach dem vorhin Bewiesenen Uberall
i Flw)| > clwl.eq _,_ AL

ist. Daher mul? in jedem Punkte eines solchen Kreises mindestens einer
der g Faktoren einen Betrag grofer als

et

S

e
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besitzen. Ist dies aber in einem Punkte der Fall, so gibt es um diesen
Punkt einen Kreisbogen, auf dem diese Abschédtzung auch noch gilt. Auf
mindestens einen der Faktoren mufl3 daher eine Menge von Kreisbogen ent-
fallen, deren Winkelsumme mindestens %% ist. Da aber die Werte eines
Faktors f(m"e) stets den Werten des I'—gaktors f(2) in passenden Punkten
gleich sind, so entfallen auch auf den Faktor f(z) Kreisbogen dieser Ge-
samtlange, und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

§ 8. Die asymptotischen Werte der ganzen Funktionen.

1. Fragestellung. Die Erorterungen, namentlich die Beispiele des vorigen
Paragraphen, legen die Frage nach den Grenzwerten nahe, denen eine ganze
Funktion auf passenden ins Unendliche ziehenden stetigen Kurven zustreben
kann Daf3 es bei Funktionen einer Ordnung unter } endliche solche asympto-
tische Werte nicht geben kann, haben wir im vorigen Paragraphen erkannt.
Schon bei der Ordnung } aber kann es solche asymptotischen Werte geben.
Das ist z. B. bei der ganzen Funktion

(4 e —g L

Z

der Ordnung § der Fall, die auf der negativ reellen Achse gegen Null

strebt. Denn wir sahen schon, dai3 ev'+s“y'_—~2 auf der negativ reellen
Achse beschrénkt ist. In denEa-Funktionen (0 <& < 2) haben wir weiter
zu jeder anderen endlichen Ordnung Beispiele von Funktionen mit endlichen
asymptotischen Werten gefunden. Wenn man zu den Funktionen E_{#) eine
Potenz von z addiert, so erhdlt man, wie ich nicht naher ausfiihren will,

bei jeder Ordnung Beispiele von Funktionen ohne endlichen asymptotischen
Wert.

Achtet man nur auf die endlichen asymptotischen Werte, welche langs ge-
raden Linien erreicht werden, die 0 mit & verbinden, so lehrt der Phragmén-
sche Satz, dal’ es deren hochstens 2p geben kann. Denn unter einer grofieren
Zahl von geraden Linien mu es stets zwei geben, deren Winkel kleiner

ist als :- Dann ist aber nach dem Satz von Phragmén in dem von beiden

gebildeten Winkelraum einschliefflich der beiden Schenkel die ganze Funktion
beschrankt. Da sie auerdem auf den beiden Schenkeln des Winkels endlichen
Grenzwerten zustrebt, so lehrt ein S. 128 bewiesener Satz von Lindel6f, dal3
se in diesem Winkelraum einschliefflich der Schenkel gleichmafiig einem
Grenzwert zustrebt, da3 also die Grenzwerte auf den Schenkeln gleich sind.
Diese Beobachtung von Denjoy hat den Anstol3 gegeben, die Frage zu
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untersuchen, ob die Zahl der verschiedenen endlichen asymptotischen Werte
durch die Ordnung der Funktion limitiert ist. Tatsachlich [&3t sich die Ver-
mutung von Denjoy beweisen, wonach es bei einer ganzen Funktion einer
Ordnung ¢ hochstens 2¢ verschiedene endliche asymptotische Werte geben
kann

Nachdem erst Carleman die Schranke Hg statt 2@ gewonnen hatte, ist es
Ahlfors (Ann. Ac. . Fenn. A. 32 und Acta Soc. Sc. Fenn. Nova series A
Bd. 1) gelungen, den Satz vollig sicherzustellen. Der Beweis schlief}t sich,
wie wir sehen werden, eng an den vorhin skizzierten Spezialfall an.

2. Die asymptotischen Werte as singuldre Stellen der Urakehrungs-
funktion. Bevor wir zur Beweisfilhrung Ubergehen, wollen wir uns die Be
deutung der asymptotischen Werte fir die Umlehrurgsfunktion der ganzen
Funktion vergegenwértigen. Diese liefern namlich die singuléren Stellen
nicht algebraischer Natur der Umkehrungsfunktion.

Man erhélt die Funktionselemente der Umkehrungsfunktion durch Um-
kehrung der Elemente der ganzen Funktion. Das liefert reguldre Elemente,
wenn bei dem betreffenden Element der ganzen Funktion im Mittel punkt
die Ableitung nicht verschwindet. Und es liefert Elemente algebraischer
Natur, wenn die Ableitung verschwindet. Alle so durch Umkehrung er-
haltlichen Elemente gehdren ein und derselben analytischen Funktion an.
Damit ist gemeint, da3 man dieselben auseinander durch analytische Fort-
setzung gewinnen kann. Dies folgt daraus, da3 einem Weg der z-Ebene, der
die Mittelpunkte der entsprechenden Elemente der ganzen Funktion w=f(2)
verbindet, in der w-Ebene ein Weg entspricht, l&angs dem die Umkehrungen
der betreffenden Elemente durch analytische Fortsetzung ineinander ber-
gefuihrt werden konnen. Andererseits liefert auch jedes regulédre oder alge-
braische Element der Umkehrungsfunktion durch Umkehrung ein Element
reguldren oder algebraischen Charakters der ganzen Funktion. Nehmen wir
also f(z) as ganz und transzendent an, so kommen nur reguldre Elemente
vor, deren Umkehrung ein Element algebraischen Charakters liefern kann.
Daraus folgt, da3 durch die Umkehrungen der Elemente der ganzen Funktion
die reguldaren und algebraischen Elemente der Umkehrungsfunktion er-
schopft sind.

Nehmen wir nun an, es kédmen bei der Umkehrungsfunktion nicht-
algebraische singulédre Stellen vor. Dann betrachten wir eine singulare Kette
(siehe Bd. | S. 217), die zu einer solchen singulédren Stelle hinfiihrt. Dieser
Kette entspricht in der z-Ebene eine Kette von Funktionselementen der
ganzen Funktion, die langs eines gewissen Weges L aufgereiht sind. Ich
behaupte, da3 dieser Weg gegen Unendlich konvergiert, wenn man sich in
der singuldren Kette der Koordinate des singuléren Punktes nahert, so dal?
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also die ganze Funktion léngs des Weges L einen asymptotischen Wert
besitzt, der der w-Koordinate der singuldren Stelle gleich ist. Um das ein-
zusehen, denken wir uns die stetige Kurve, 1&ngs der die Elemente der singuléren
Kette aufgereiht sind, auf einen Parameter t bezogen: w = wi(d), 7, < f < 4,
sei die Gleichung der Kurve. z = z(t) sei der entsprechende Weg der z-Ebene.
Um zu beweisen, daf3 lim z(t) = ist, mul3 ich zeigen, da} von einem

gewissen Parameterwert an die Punkte des Weges z(t) auRerhalb enes be-
liebig gegebenen Kreises der z-Ebene liegen. Wére das nicht so, so ge-
horten zu t-Werten aus beliebiger Nahe von t; Punkte des Weges z(t) aus
dem Innern eines gewissen endlichen Kreises der z-Ebene. Wir greifen eine
Teilfolge derselben heraus, die gegen einen Punkt z, diesss Kreises kon-
vergieren. Die entsprechenden Elemente der singuldren Kette gingen dann
aus den zugehdrigen Elementen der ganzen Funktion durch Umkehrung
hervor. Man koénnte sie aso von einem gewissen an alle durch unmittelbare
Fortsetzung desienigen Elementes algebraischen Charakters bekommen, das
man durch Umkehrung aus dem zu z, gehdrigen Element der ganzen
Funktion gewinnen kann. Dann aber fiihrt die singulare Kette zu einer
algebraischen singuldren Stelle und nicht zu einer nichtalgebraischen Sin-
gularitét hin. Also sehen wir, da3 den nichtalgebraischen Singularitaten
asymptotische Werte der ganzen Funktion entsprechen. Umgekehrt ent-
sprechen auch den asymptotischen Werten nichtalgebraische Singularitaten
der Umkehrungsfunktion. Denn einem Weg der z-Ebene, der einen endlichen
oder unendlichen asymptotischen Wert liefert, entspricht in der W-Ebene ein
Weg, der zu einer nichtalgebraischen Singularitat hinflhrt. Denn andernfalls
mifte der ihm entsprechende Weg in der zEbene ja im Endlichen endigen.

Um nun festsetzen zu kénnen, wann zwei asymptotische Werte gleich heif3en
sollen und wann verschieden, definieren wir, dafl® sie dann gleich heiRen sollen,
wenn sie dieselbe singuldre Selle der Umkehrungsfunktion liefern.  Wenn dies
aber nicht der Fall ist, so sollen sie verschieden heifen. Denselben singuléren
Punkt liefern zwei singuldre Ketten dann, wenn ihre Enden eine gemeinsame
Umgebung besitzen, d. h. dann, wenn man in einem beliebig kleinen Kreis
um ihren gemeinsamen Endpunkt ein Element der einen singuldren Kette in
ein Element der anderen singuléren Kette fortsetzen kann. Fir die Wege der
z-Ebene besagt das, da3 es moglich sein soll, Wege in dieser Ebene anzu-
geben, die von dem einen asymptotischen Weg zu dem andern fuhren, und
auf dem die ganze Funktion nur Werte annimmt, die dem Inneren eines be-
liebig kleinen oder dem AuReren eines beliebig groRen Kreises angehoren.
Wenn also z. B. zwei asymptotische Wege einem Winkelraum angehéren, in
dem die ganze Funktion gleichmaflig einem Grenzwert zustrebt, so liefern
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beide Wege denselben asymptotischen Wert. Wenn ferner zwei asymptoti-
sche Wege in jeder Umgebung von Punkte gemein haben, so liefern sie
nicht nur numerisch, sondern auch im Sinne unserer Definition denselben
asymptotischen Wert. Liefern zwei von 0 nach  gehende Wege numerisch
gleiche Werte, so sind das im Sinne unserer Definition gleiche asymptotische
Werte, wenn in dem von den Wegen begrenzten Gebiet f(2) beschrankt ist.)
Anderenfalls sind es verschiedene asymptotische Werte.

3. Gedankengang des Ahlforsschen Beweises. Wenn nun f(z) eine An-
zahl n von endlichen verschiedenen®) asymptotischen Werten besitzt, so wer-
den dieselben auf Wegen von 0 nach erreicht, die auRerhalb eines gewissen
Kreises punktfremd sind. Da man sie im Inneren des Kreises durch Radien
ersetzen kann, so darf man annehmen, da den n asymptotischen Werten
n Wege von 0 nach entsprechen, die auBer 0 keinen Punkt gemein haben.
Ferner darf man jeden dieser Wege as stiickweise geradlinig ohne Selbst-
Uiberkreuzung und ohne Eckeuhdufung im Endlichen annehmen. Diese n Wege
zerlegen die Ebene in n Gebiete, deren jedes von je zweien dieser Wege be-
grenzt ist und keinen anderen der Wege im Inneren hat. In keinem der Ge-
biete ist f(z) beschrankt.

Man nenne diese Gebiete der z-Ebene £,, 8, ..., 8, und bilde sie durch

Funktionen
s=g,(f)
auf die Halbebene !¥{£} >0 derart ab, da3§{ — ¢ dem z= O und £ = ae dem
z= entspricht. (Die Abbildungsfunktionen sind nach S. 29ff. einschlief3-
lich des Randes stetig.) Die Funktionen
£.(8) = flot)

haben dann endliche Grenzwerte, wenn £ langs der positiven oder negativen
reellen Achse ins Unendliche strebt. Die Funktionen sind aber in der oberen
Halbebene nicht beschrankt. Aus

FIOIR

fur jedes s > 0 und lz; > r(z) folgt

|8) | < el
fur jedes ¢ > 0 und |g,' > r(¢). Da nun dis ¢,(£} gleichm&Bigin § gegen
Unendlich streben wegen der schon erwahnten Stetigkeit in der abgeschlos-
senen Halbebene, so gibt es ein R(e) so, dal3

) < drdttt
fiir jedes 5 >> 0 und |§| > R(e}.

1) Dies lehrt der vorhin schon benutzte Lindel6fache Satz von 8. 128.
2) In unserem oben erklarten Sinne.

gte
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Der Fortgang des Beweises beruht nun auf folgendem hernach zu beweisen-
den Hilfssatz

Zu jedem & > 0 existiert fir Wenigstens eine der Funktionen e, () eine
Folge von Kurven T; der oberen Halbcbene von folgenden Eigenschaften:

1. Die T; streben fir 4 — oc gleichméRig gegen Unendlich.

2. Die T; verbinden je einen Punkt der positiven mit je einem Punkt der
negativen reellen Achse.

3 Afden T gilt PR GIPSTiEA

Daraus folgt, dal3 auf den T; von einer gewissen Nummer an
%-1—1‘5 042
GRS
ist. Wére nun = > 2¢, so konnte man d und s so klein wahlen, da3 der
Exponent kleiner as 1 wiirde. Daraus folgt aber nach S. 130 die Beschrénkt-
heit von f,(€} in der oberen Halbebene, also ein Widerspruch gegen die
V oraussetzungen.

4. Ein Satz Uber konforme Abbildung. Der Beweis des Hilfssatzes beruht
auf einem Satz Uber konforme Abbildung. In einer 8 = ¢ 4 it-Ebene sal
ein Bereich B gegeben; er sei nach Art eines Streifens von zwei stiickweise
analytischen Kurven begrenzt, deren Eckpunkte sich im Endlichen nicht
héufen. Der Zusammenhang mit dem friheren ergibt sich daraus, da? durch
s = logz jedes &, auf einen solchen Bereich B, abgebildet werden kann. Auf
jeder Parallelen s = & zur t-Achse liegen endlich viele Querschnitte des Ge-
bietes B. Denjenigen derselben, der durch alle anderen von 4 = + oo ge
trennt wird, bezeichnen wir mit @,. Seine Lénge se L{#). Dies L{a) ist
bis auf isolierte Spriinge stetig. B werde nun durch Z(s) = %(5) + 3 H(S
auf G <7 If <2 1 konform abgebildet, derart da} ¢ = — o0 in = — oo und
o= 4 o0 in 5K« 4 oo Ubergehe. Aus @, wird dabei eine Kurve j,, die
H— 0 mit H= 1 verbindet. Die kleinste Abszisse, die bei Punkten von ¢,
vorkommt, heif}e 5,. Dann gilt folgender Satz:

Es existiert ein 4,, so daB fur alle &, = d,

dre
(76) B> ) T

Fir @ — oo gilt B, —» oo; aso gibt es ein o, so dal &, > 2. Fir dies
e, 9ilt (76), wie sich zeigen wird. w{a) sei die Schwankung vonai{s) '
I(¢) sei die Lénge von g,,. Dann ist §, mindestens gleich der Lange der Dia-
gonalen eines Rechtecks der Grundlinie e{e) und der Hohe 1. Also ist

L+ e{o)s
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. lds|
Ferner ist i -==fZ (' L dts[‘? (8): de.

Nun ist nach der Schwarzschen Ungleichung')

(S12°6)1ayY gj|z () 1dy- [dy

Also folgt 1+ a* < L(d)[; Z'(s)|2df.
L8
Nun sind L{o) und e(v) integrierbar.
L(o) ist ja bis auf isolierte Springe stetig und immer .4 0. w@{s) ist die
Differenz von groRter und kleinster Abszisse auf ¢,. Beide wachsen monoton

mit g. Also folgt
ria
L{“J-E f— n’u<ldaf£ {s1.5d

Y

Das Integral rechter Hand ist der Inhalt einer Flache, die ganz im Rechteck
Erl..gs-.‘("snl +m(°’ljl 0<‘h‘< l}

d. h. auch ganz im Rechteck
2LEELE, +ofg), OLHCL

liegt. Also folgt f‘;“+ f‘,"swgs +afe)— 2

Somit wird PR I LRV
L]
Hier ist 4(0) = | 5-do —a(s) + 2.

Falls 4{s,) = 1 ist, so folgt (76) unmittelbar.

. L ] A )
1) (ff(x)g(x)dx) g'ﬂﬂzl)’ dx_f{gix})’dz,
L ] [ 3 [}
Demn ‘,"n(r+ igitdz > 0 fur alle 1.
& * .3 #
Also Jrida 42 ffgdz 4 22 fgrdz >0,

woraus wegen des bekannten Vorzeichens der Diskriminante dieser in 2 quadratischen
Funktion die Behauptung folgt.
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Ist 4(e) <1, so folgt (76) auch dann noch, wenn f —= =11 ist. Denn es

ist ja 8. >2 Es bleibt aso nun (76) zu bev;eisen, falls
1. Afs) <1,

2, f‘%)l.

"

Dann gibt es jedenfalls ein ¢, so da

oy

de
r[“‘ =L

ot

(g} kann dann nicht im ganzen I nter ¢' < o< o2iner asEins

sein. Aus (i) <2 1 folgt namlich

1 +f‘;li£6 < o

Setzt man (%) -_f‘j'da,
Lo de

so folgt daraus (dtep L,

‘;Io' ! e
._[ L {f(-z-fw"

do 1 1

Wegen « 3= 0 wére aso

J TS T 1 Ty <1
. . . :!'c
im Widerspruch mit >k
ar
Also gibt es in 6"« 6 < 6, eine Stelle X, s0 daB
A =1

ist. Also =

Da ¢, = Z, so folgt
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. J' ’
Ferner ist e gf‘ ¢

Also doch 5, > f d}.’*’.

Den so bewiesenen Satz (iber konforme Abbildung verwenden wir nun zum
Beweis des S. 281 aufgestellten Hilfssatzes.

5. Beweis des Hilfssatzes. Wir bildeten die Gebiete &2, durch s == ¢ (¥}
auf () >0 ab. Setzt man weiter
£ = e
und s = logZ, so wird durch einen passenden Zweig von
s =logg,(e"%)
der Streifen 0 <z H < 1 auf ein Gebiet B, abgebildet, wie es bei unserm Satz

Uber konforme Abbildung vorkam. Zu jedem gehort ein L{#), das jetzt I {s}
heife. Es ist dann

l/,

L)<z,

—_-1
weil namlich die Querschnitte Q,"” deren Langen die L {s) sind, durch

s = logz,

aus Bogen eines Kreises hervorgehen. o, sei jetzt die grofte der Zahlen o’

Dann ist
S f IR

fur alle v. Also “:,;J>f D Ddo

Nun ist
252‘5' 1r+ PL..'=“+2‘ i, T )
=04 (' —n) = nt

Also 2 ..9 2“'.

= 2=
,}Lr
1

Also wird 2.’5(*3> ax (8, @),
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Also ist fur mindestens ein v
B> 0 (o, — 6y,

ﬂa’-':".'s:.’
d h. o<+
LaBRt man nun e, irgendeine ins Unendliche wachsende Wertfolge
olll), u!lll - otlnl
. 2«-:-,,
durchlaufen, so gilt e <ot "

fur dasselbe v gle|chze|t|g fir unendlich viele x. In der £-Halbebene be-
deutet nun cz"""J den Abstand vom Nullpunkt der Kurve I"“' die der
Kurve ¢,
gilt fur sie unser Hilfssatz.
Diese Kurven verbinden ja die positive mit der negativen reellen Achse
und konvergieren fir # —ac  Ferner ist in jedem Punkt von
AT}

Fm
|9, (8)] = e

im Streifen entspricht. Nimmt man nun die Kur r"’ s o0

fal

r|| ) T

In
Also @, ()] < e er " — el Tio)" e gt
Fir jedes & = & gilt daher auf dem f‘a:};urgenugend grofies x

2
+
o BN <|$!
womit auch der Hilfssatz bewiesen ist.

6. Unendlich als asymptotischer Wert. Ich stelle zunachst fest, da? Un-
endlich bel jeder ganzen Funktion asymptotischer Wert ist, dal3 aso im Unend-
lichen stets nichtalgebraische singulére Stellen der Umkehrungsfunktion liegen.

Dies ergibt sich daraus, da die ganze Funktion jedenfalls aulerhalb
eines jeden Kreises beliebig groRe Werte annehmen kann. Ich betrachte nun
irgendeine Stelle z;, wo |f(g)| > 1 sein moge. Diese Stelle gehort einem
gewissen Bereich G; der z-Ebene an, in dem durchweg |f{z)|>> 1 ist
und an dessen Rande, soweit er im Endlichen liegt, | f{s)[ =1 ist. Dieser
Bereich G; kann nicht beschrankt sein. Denn sonst ware im Innern und
an seinem Rande f(2) regular und ndhme doch im Innern einen groferen
Wert as am Rande an. f(z) kann aber auch in dem Gebiete G; nicht be-
schrankt sein. Denn wére das der Fall, so wahle man irgendeine Stelle a,
die dem Gebiete oder seinem Rabde nicht angehort, und bestimme eine
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Zahl k so, da3 am Rande des G e t|k{z— a)| :~1 1ist. Dann betrachte
man die Funktion z
P ) = T.t'(cf%s pa

o soll dabei irgendeine positive Zahl sein. Sie ist im Gebiete regulé und
in den Punkten des Gebietes, die aullerhalb eines hinreichend groRen Kreises
liegen, ist der Betrag der Funktion beliebig klein. An den innerhalb dieses
Kreises gelegenen Randpunkten ist jg{e}| <1, weil ja |f{2)! == 1 am Rand
von G;. Daher ist im ganzen Gebiete

lp(e)] < 1.
Daher ist im ganzen Gebiete

[Fia)| < k(s —ay|"

Da dies fur jedes a =@ gilt, so ergibt sich durch Grenzilbergang, da
auch im Gebiete G ,
lfa) | £1

ist. Das widerspricht der Definition des Gebietes G, das eine Stelle ent-
halten sollte, wo |f{z}f> 1 ist. (Vgl. zu dieser Uberlegung auch S. 270.)

Jedenfalls konnen wir nun im Gebiete S, eine Stelle z finden, fur die
{Fizg)| =2 ist. Wir betrachten denjenigen sie enthaltenden Teilbereich G,
des Gebietes G; in dem |f(#}| > 2 ist und an dessen Rande im Endlichen
|f(s}] =2 ist. Wieder lehrt die gleiche Uberlegung wie eben oder auch
der Phragmeén-Lindel6fsche Satz von S. 128, da3 auch darin f(z) nicht be-
schrénkt ist. Wir haben also eine Stelle z; zur Verfugung, in der | f{g)| >3
ist, und wir konstruieren um sie einen Teilbereich Gz von G, in dem
1f{z)| > 3 ist. So fortfahrend konstruiert man eine Folge ineinanderliegen-
der Gebiete G, so, da} in G, |f12}| > n ist. Nun wéhle man in G, einen
Punkt z, Diese Punktfolge z, konvergiert gegen Unendlich, weil [f{z,}i > n
ist. Man konstruiere eine stetige Kurve, die alle Punkte verbindet und die
zwischen z, und z,,, ganz in G, verlauft. Dann konvergiert l&ngs derselben
f(2 gegen Unendlich. Unendlich ist aso stets asymptotischer Wert, und
im Unendlichen liegt stets mindestens eine nichtalgebraische Singularitét
der Umkehrungsfunktion.

Im Falle einer ganzen Funktion einer Ordnung kleiner as % lehren die
Betrachtungen, welche im vorigen Paragraphen angestellt wurden, da3 hier
im Endlichen keine nichtalgebraische Singularitédt der Umkehrungsfunktion
liegen kann. Denn die unendlich vielen Kreise, auf denen das Minimum
der Funktion Uber ale Grenzen wéchst, verhindern das Vorkommen end-
licher asymptotischer Werte. Der gleiche Umstand bringt es auch mit sich,
da3 die Umkehrungsfunktion einer ganzen Funktion einer Ordnung unter
% im Unendlichen nur eine Singularitat besitzt. Denn man kann Bogen
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derjenigen Kreise, auf welchen die ganze Funktion Uber alle Grenzen
waéchst, verwenden, um zwei beliebige Wege, auf denen die ganze Funktion
den asymptotischen Wert unendlich hat, miteinander zu verbinden. Die
Riemannschen Flachen der Umkehrungsfunktionen ganzer Funktionen einer
Ordnung kleiner als % besitzen aso einen einzigen, im Unendlichen ge
legenen, nichtalgebraischen Verzweigungspunkt, wahrend auRerdem nur
algebraische, im Endlichen gelegene Verzweigungspunkte vorhanden sind.

7. Abschétzung der Anzahl der unendlichen asymptotischen Werte. Ich
wende mich nun dazu, eine Abschétzung fur die Anzahl der verschiedenen un-
endlichen asymptotischen Werte zu gewinnen. Dies folgt aus dem im Falle der
endlichen Werte gewonnenen Ergebnis auf Grund einer schon mehrfach vor-
wendeten Uberlegung. Betrachten wir namlich zwei Wege, auf welchen
f(z) verschiedenen asymptotischen Werten unendlich zustrebt. Danu darf
es nicht moglich sein, diese beiden Wege so miteinander zu verbinden,
dal3 auf denselben f(z) nur Werte oberhalb eines beliebig vorgeschriebenen
Betrages besitzt. Daher miissen die beiden Wege durch ein Kontinuum von-
einander getrennt sein, in welchem f(z) nur Werte besitzt, deren absoluter
Betrag unterhalb einer gewissen endlichen Schranke liegt. Dieses Kontinuum
besitzt den Charakter eines Bereiches und daher gibt es in demselben
einen nach unendlich ziehenden Weg, auf welchem f(z) beschrankt bleibt.)
Hat man nun = > 1 Wege, welche voneinander verschiedene asymptotische
Werte unendlich liefern,so bekommt man durch die eben angestellte Uberlegung
n weitere Wege, auf welchen f(z) beschrénkt ist. Nun bezeichne man mit
p eine beliebige positive ganze Zahl und betrachte die ganze Funktion
o-fev Ordnung () — ¢ fL"))"

Pp(#) = '

diese strebt auf den n Wegen, auf Welchen f(z) beschrankt ist, gegen Null.
Auf n verschiedenen Wegen hat aso g,(s) den asymptotischen Wert Null.
Nehmen wir nun an, es wére s 2> bp, dann missen mindestens zwei dieser
Wege flr unendlich viele p denselben asymptotischen Wert Null von Pa(2)
liefern. Man kann daher diese beiden Wege durch Kurven verbinden, auf
welchen |g,(#}| beliebig klein ist. Daher muB in dem einen, von diesen
beiden Wegen bestimmten Bereich | g,{#}| beschrénkt sein. Da es aber am
Rande desselben nach Null strebt, so strebt es in diesem Bereich einschlieR3-
lich seines Randes gleichmafig gegen Null.

In diesem Bereiche ist aso fur genligend grofle z, wie auch die ganze
positive Zahl p gewéhlt sein mag,

1) Ich habe diesen Teil des Schlussss in ener Arbeit in der Math. Ztschr. Bd. 22
mit aler Ausfuhrlichkeit begriindet.
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wo & >>{ eine beliebig gegebene Zahl ist. In den endlichen Randpunkten
dieses Bereiches ist f{#) — f(0) beschrénkt. Daraus folgt aber nach dem
S. 128 bewiesenen Satze von Lindel6f, daB f{s) — f(0) in diesem Bereiche
beschrénkt ist. Andererseits muR ihm aber eine Kurve angehdren, auf der
f(z) — F(0) den asymptotischen Wert unendlich hat. Die Annahme n 2> 2
hat uns also zu einem Widerspruch gefuhrt. Es kann somit auch nicht
2y oder mehr verschiedene asymptotische Werte unendlich geben.

Mit anderen Worten, wir haben bewiesen, dal die Umkehrungsfunktion
einer ganzen Funktion der Ordnung ¢ stets mindestens eine nichtalgebraische im
Unendlichen gelegene Singularitdt hat Mehr als eine kann es nur sein, wenn
2p > 1 ist Dann ist aber die Zahl der unendlichen nichtalgebraischen singu-
léren Sellen kleiner als 2p und die Zahl der im Endlichen gelegenen nicht-
algebraischen ist ebenfalls kleiner als 2p

8. Beispiele. Die gefundene Schranke 2¢ fur die Anzahl aer endlichen
asymptotischen Werte kann nicht verbessert werden. Denn fiir ganzes ¢ hat

/‘ _sin (at‘;_t_t.s
g °

die Ordnung ¢ und strebt auf den Geraden
argz‘wv—:- fr=0,..,2p—1)

e sin (=¥
gegen ¢ f H 0 gy,
;

9. Bemerkung. Diese Ausfiihrungen gewinnen ein besonderes Interesse,
wenn man bedenkt, da3 es ganze Funktionen (unendlicher Ordnung) gibt,
fur die jeder beliebige Wert asymptotischer Wert ist, deren Umkehrungs-
funktion aso Uber jeder Stelle eine nichtalgebraische singulére Stelle be-
sitzt. W. GroB hat Math. Annalen 79 ein Beispiel einer solchen ganzen
Funktion angegeben. Zum SchluRR dieses Kapitels sei noch auf die inhalt-
reiche und anregende Arbeit von A. Speiser, Probleme aus dem Gebiet der
ganzen transzendenten Funktionen verwiesen (Comm. math. Helv. Bd. 1).
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Siebenter Abschnitt.
Andytische Fortsetzung.

Im ersten Bande diesss Lehrbuches findet sich ein Kapitel mit der
gleichen Uberschrift. Dort haben wir im wesentlichen die Begriffe der
analytischen Fortsetzung, der analytischen Punktion und der singuldren
Stelle festgestellt und einige allgemeine Sitze wie Monodromiesatz und
Spiegelungsprinzip erortert. Es ergab sich dort als ein grundlegender Um-
stand der, da} eine analytische Funktion durch jedes ihrer Funktionsele-
mente, d. h. durch die Koeffizienten einer jeden Potenzreihe, die in einem
gewissen Kreise die Funktion darstellt, vollstandig bestimmt ist. In diesem
neuen Kapitel soll es nun unsere Aufgabe sein, Size aufzustellen, die
einen naheren Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Koeffizienten und
Eigenschaften der Funktion zum Ausdruck bringen.

Ich bringe zundchst eine Gruppe von Sétzen, die an die bekannte Tat-
sache ankniipfen, da auf jedem Konvergenzkreis mindestens eine singulére
Stelle liegt. Die Séze dieser ersten Gruppe werden aus gewissen Eigen-
schaften der Koeffizienten einen naheren Schiuf} auf die Lage der singu-
laren Stellen am Konvergenzkreis zulassen.

§ 1. Der Saz von Pringsheim.

Wenn man sich seine Naivitat durch Nachdenken noch nicht hat ver-
derben lassen, so konnte man vermuten, da eine Potenzeihe Ec,.z' mit
reellen Koeffizienten und endlichem, von Null verschiedenen Konvergenz-
kreis g1 <C# am Rande mindestens ene reelle singulére Stelle besitzen
misse. Aber schon das Beispiel der Funktion

= e
lehrt, da3 diess Vermutung irrig ist. Verfolgt man aber den Gedanken
weiter, so kommt man zu dem Satze, da3 die Vermutung fur Poteuzreihen,
deren Koeffizienten einerlei Vorzeichen besitzen, richtig ist. Eine Verallge-
meinerung davon ist die folgende Verallgemeinerung eines zuerst von Prings-
heim bewiesenen Satzes:

Tragt man die Koeffizienten einer Potenzreihe

oy PBe) = + et e+ -

in einer komplexen Zahlenehene auf, und gehdren sie dann alle bis auf end-
lich viele einem Winkelraum an, dessen Offnung < & ist, und der die posi-
Bleberbach, Funktionentheoriell. 2. Aufl. 19
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tive reelle Achse enthdlt und zu ihr symmetrisch ist, besitzt weiter die Potenz-
reihe einen endlichen Konvergenzkreis 2| <C+# mit von Null verschiedenem
Radius, so it z= r en singuldrer Punkt der durch die Potenzreihe dar-
gestellten Funktion, und zwar kann man das durch die Potenzreihe gelieferte
Funktionselement nicht I&ngs seines von z= 0 nach z—r zehenden Radius
Uber z = r hinaus fortsetzen.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit darf man r =1 annehmen. Denn
dies kann man durch die Substitution £'+# erreichen. Dabei wird jeder regu-
lare Punkt in einen regularen Ubergefihrt.

Es s dso limrup ¥le,] = 1.

LR L]
Nehmen wir an, z= 1 sel bei radialer Fortsetzung von z= 0 aus regulér,
dann muf} die Potenzreihe

@ 2% 6E-)

einen Konvergenzradius > 1 besitzen. Es muB aso eieé>0ben, so
dald die Reihe (2) fur z= 1 + ¢ noch absolut konvergiert. D. h. es mu

@ Sw) Ly

¥

absolut konvergieren. Nun ist aber
(4) %tv!(;.)=2y!(:)cn(;)n—y.

agt man dies in (3) ein, so erh@t man eine Doppelreihe. Diese ist aber
absolut konvergent, wie jetzt gezeigt werden soll. Zunachst namlich kon-
vergiert die Summe der Realteile (absolut). Nun ist aber

(5) Re, == |¢,|congp, > |4,| 8,

wo 6 > 0 ist. Denn nach Voraussetzung') gehoren alle Koeffizienten einem
zur positiven reellen Achse symmetrischen Winkelraum einer Offnung kleiner

an. Dieser Winkelraum wird von zwei Geraden der Halbebene rechts

1) Im Wortlaut des Satzes haben wir nur verlangt, daf alle Koeffizienten bis auf
endlich viele diesem Winkelraum angehdren. Diesen Fall fihrt man auf den eben
allein berticksichtigten dadurch zuriick, da® man endlich viele Anfangsglieder beiseite
1akt und nur den Rest der Potenzreibe betrachtet. Er hat auf dem Konvergenzkreis
die gleichen Singularitdten wie die ganze Potenzreihe, da er sich ja von ihr nur um
eine ganze rationale Funktion unterscheidet. die an der Peripherie reguléar ist.
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von der imagindren Achse begrenzt. Diese bilden mit der positiven reellen
Achse Winkel, deren Kosinus den Wert & haben moge. Dann ist fir die
Argumente g, aler Koeffizienten c,

cos @, = .

Die Abschatzung (5) lehrt, da3 aus der Konvergenz der Realteile der
Glieder der Doppelreihe auch die Konvergenz der absoluten Betrége ihrer
Glieder folgt. Daher kann man diese Doppelreihe beliebig umordnen, na-
mentlich aso die Reihenfolge der Summationen vertauschen. Dadurch geht
aber die Doppelreihe in die folgende Uber:

® Y=

®) N G LS D ¥

a=0 y=i

_S 22' (:) Cagn (14 26

n=0 =0

ten

SeSmare

Diese letzte GIeichuﬁgEr;h@i ﬁb%ﬁ)mmgl;;’sdhﬁkﬁ)'ua} die gegebene Po-
tenzreihe (1) auRerhalb=‘ihres Konvergetziteises, der ja der Einheitskreis
sein sollte, noch im Punkte z— 1 + & (absolut) konvergiert. Diese Un-
maoglichkeit fuhrt zum SchluB, da3 der Satz richtig ist.

Zusatz: Gehoren die Koeffizienten einem beliebigen Winkelraum von
einer Offnung kleiner as & an, und ist etwa ¢ das Argument seiner Sym-
metrielinie, so ist z =1 nach wie vor ein singuldrer Punkt. Denn durch
die Transformation %, (2) = e=# . P(z) kommt man zu dem eben behandelten
Fall zurick.

§ 2. Der Hadamardsche L{ickensatz.

1. Fragestellung. Bereits in Bd. | S. 219 haben wir ein von Weierstral
herriihrendes Beispiel einer Potenzreihe kennengelernt, die nicht tber ihren
Konvergenzkreis hinaus fortgesetzt werden konnte. Es war dies die
Potenzreihe

(0] Sars,
Hier war a eine positive, b>> 1 eine positive ganze Zahl. In dieser Potenz-
reihe fehlen offenbar zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern mit
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von Null verschiedenen Koeffizienten eine ganze Reihe von Gliedern. Es
sind zwischen je zwei vorhandenen Gliedern L iicken vorhanden. Die Lénge
einer Licke wird durch die Exponentendifferenz der die Licke begrenzen-
den Glieder gemessen. Diese Differenz ist
(8) P b= b — 1)=08, &0
Man hat es also hier mit einer Potenzreihe

e gt
von der Art zu tun, da es eine Zahl # > ¢ (im Beispiel i#=3%—1)
gibt derart, daB fur ale n et —A 2 A8

ist. Hadamard hat einen allgemeinen Saz (ber Potenzreihen dieser Art
entdeckt. Das ist der Hadamard sche Lickensatz, den wir so formulieren:

Wenn fir die Potenzreihe <.
chg‘“
doyy — A, > 1,8 (8 >0, von n unabhéngig) erfillt ist, so ist diese Reihe Tber
ihren Konvergenzkreis nicht fortsetzbar.

Ich werde fir diesen Satz einen von Ostrowski herrihrenden Beweis
angeben. Ostrowski hat den Hadamard schen Liickensatz als Spezialfall eines
wesentlich allgemeineren Satzes aufgefaldt und hat damit, wie man wohl
sagen kann, erst seinen inneren Grund wirklich aufgedeckt. Ostrowski be-
trachtet nédmlich beliebige Potenzreihen, bei welchen Liicken vorkommen.
Er setzt adso nicht mehr wie Hadamard voraus, da3 zwischen je zwei vor-
handenen Gliedern Licken der angegebenen Léange sind, sondern er fordert
nur, da Uberhaupt Licken vorkommen, die der Hadamardschen Bedingung
genugen. Er betrachtet dann diejenigen Abschnitte (Teilsumraen) der Po-
tenzreihe, die unmittelbar vor einer solchen Liicke aufhdren und beweist,
dal3 die Folge dieser Abschnitte in einer gewissen Umgebung eines jeden
reguldren Punktes der Peripherie des Konvergenzkreises noch gleichmaRig
konvergiert. Man spricht dann von einer Uberlconvergenten Abschnittsfolge.
Genau ausgesprochen ist folgendes der Satz von Ostrowski.

In der Potenzreihe

. <
(9) ) —-2 c 2
o
moge es unendlich oft vorkommen, namlich fir g =g, (k =1, 2, ...} daB
(10) Appyr = R, > A,
fir ein von n unabhangiges # > 0, Dann setze man
(]—1-) du’ce+"'+""p,51"'u

An"‘-'pﬁl‘lﬂ'k“ +cpr‘+l‘1-“'l+'+ "'+¢,,“134M+1, (k>0
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und betrachte die Reihe
(12) =l

Diese konvergiert ,,im Inneren" des Konvergenzkreises von (9) und in der
Umgebung einer jeden reguldren Stelle der Peripherie des Konvergenzkreises
gleichméfig.

In diesem Ostrowski schen Satze ist insbesondere der Hadamardsche
Lickensatz enthalten: denn im Falle dieses Satzes ist 4, ,, =4, ., d. h.
es besteht .#, aus genau einem Glied der Potenzreihe und die Reihe (12)
ist mit der Potenzreihe (9) identisch. Daher kann es auf der Peripherie
des Konvergenzkreises derselben keinen reguldren Punkt geben, weil doch
die Reihe nicht Uber ihren Konvergenzkreis hinaus konvergieren kann.

2. Beweis. Ich wende mich zum Beweis des Ostrowski schen Satzes. Es ge-
niigt wieder, anzunehmen, da z=\ die zu untersuchende regulére Stelle sei.
Denn man kann dies durch eine Drehung, die an den Liicken nichts éndert,
stets erreichen. Der Beweis beruht auf dem Dreikreisesatz S. 128, der
folgender Weise angewendetwird. !z| << 1 sei der Konvergenzkreis von (9).
Wir legen um g = 4 drei Kreise von den Radien r, < ry <7, derart, daf

(13) <l < i+ <)t

ist. Der Dreikreisesatz werde dann auf diese drei Kreise und die Funktio

(14) R =fe) —2 4,

angewendet. Es werde also angenommen, da3 diese Funktion in einer ge-
wissen Umgebung von z = 1 noch regulér sei und es wird rs unbeschadet
der Ungleichungen (13) so klein angenommen, da ale drei Kreise dem
Regularitatsgebiet von f(z) angehdren. Setzt man dann

M- Max| B, |,

1|
L len,

so liefert der Dreikreisesatz
(15) log 1t log M{™ < log " log M{™ + log * log M{".
i ] L

Hier kénnen nun sehr wohl die M;™bei wachsendem n Gber alle Grenzen
wachsen, jedenfalls aber streben die M” nach Null, weil nach (13) der
Kreis mit dem Radius r, dem Konvergenzreis angehdrt. Wenn es nun
gelingt, die drei Kreise so zu wéhlen, da3 die rechte Seite von (15) bei
wachsendem n ins negative unendliche abnimmt, so also, da der erste
Posten rechts den Ausschlag gibt, so folgt, da3 auch M"> nach Null strebt,
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da? aso im Kreis vom Radius r, die Reihe (12) gleichmaRig konvergiert,
womit der Satz bewiesen ist. Denn dieser Kreis enthdlt z= 1 im Inneren.
Um geeignete Kreise zu finden, fihre ich noch eine Hilfszahl r'lein, fir die

(19 PAn <3 <1<t tn<itn

sein soll. Den Kreis z[ < ! -+, werde ich zur Abschétzung der Koeffi-
zienten ¢, auf Grund des Cauchy schen Koeffizientensatzes verwenden. Dieser
liefert &
| C!! i {
)

Dabei ist $ irgendeine Zahl == max f{z) auf #i== . 4 #{, hangt aso von n
nicht ab Weiter flhre ich einen positiven Parameter t ein und setze

YEn=1—tp, F4+¥-—=1—2#,

(U o )
:'+"s='1+f!y ’+rs 14 {9, 2 =¢

Dabei ist g eine fest gewahlte positive Zahl. Uber ¢ wird noch passend
verfligt werden. Die eben eingefiihrte Zahl S hangt nur von & ab. Man
kann S— max f{z)! auf ;2" == 1 — 4% nehmen.

Ich will zeigen, dal3 fur genugend kleine t Kreise gewonnen werden, fur
die der Dreikreisesatz den eben angedeuteten Schluf3 zul@lt. Zu dem Zweck
mui® ich noch A und M{» abschizen. F (M{*an n man die Potenz-
reiho verwenden, da ja der Kreis vom Radius r; dem Konvergenzkreis an-
gehort. Hier findet man

- 3 w1 1 i
an 3 £ e 1 £ ) e, (5 + )
fF=pgtl g gt

e
<> () s
sty FT + 1

+n
()
%1134-*1

+n )
Hier hangt wieder & (Gr_p/gln & ab. 1Fur M3™ verwende ich die Dar-
stellung (14) von R, st d<0 M des Maximum v (if{g}] m Kreis vom
Radius r; so wird



§ 2. Der Hadamardsche Liickensatz 205

lim

(18) M¢-1<M+2 e, |l 2t

<M+ZS( )
e
<M+28 ( +r.)
2 s} Mu
<M+(:+r) . IS._._
s th . s ¥
1 2
4(:.:1'.'1)F.3'_
-+

Hier hangt wieder S, nur von & ab. Tragt man (16), (17), (18) in (15)
ein, so erhdlt man

+__ lﬂg(l + lo) n i,

Ly _ 1
g log Mo S log ! g (448) 74 g 3
3 )

wo wieder S; nur von & abhéngt. Nach (10) kann man hierfir schreiben

(19) log ;> log M{P
g T
GE — 14tp
<1 1o _:'.__'H"l 1—te ) s e Y. L+ D)+ S
= Ha B:_+‘ 1l l+h} 1031_30 g -
1 t*

110;(l e

Schon bei dieser Umformung wurde benutzt, dal3 der Ausdruck vor der
geschweiften Klammer positiv ist. Nun beachte man, da3 fir ¢ —+ @ der
erste Posten in der geschweiften Klammer gegen Eins konvergiert. Wahlt
man also t hinreichend nahe an Null, so ist die geschweifte Klammer ne-
gativ. Man halte dies t = & fest und wahle n hinreichend groB. So wird er-
reicht, dal} der erste Posten rechts das S; Uberwiegt. Denn ‘1#. wachst Uber
alle Grenzen und S; ist von n unabhangig. So haben wir tatsachlich eine
Umgebung von z — 1 gefunden, in der die Reihe (12) noch gleichmafig
konvergiert.
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Bemerkung. Einen weiteren auf anderer Grundlage beruhenden Beweis
des Ostrowskischen Satzes hat F. L 6sch gefunden (Math. Ztschr. Bd. 31).

3. Uberkonvergenz. DaR es nicht fortsetzbare Potenzreihen mit Hadamard-
schen Liicken gibt, zeigt bereits das Weierstral3sche Beispiel. Ich flige nun
noch ein Beispiel dafur an, da3 es auch Potenzreihen mit Hadamardschen
Lucken gibt, welche Uberkonvergente Abschnitte besitzen. Das Phanomen
der Uberkonvergenz hat im Jahre 1906 der Amerikaner M. B. Porter (Annals
of Math vol. 8) entdeckt. 1918 hat es Jentzsch wiederentdeckt. Die Haupt-
forderung hat die Frage durch Ostrowski erfahren. (Man vergleiche seine
letzte Arbeit Uber den Gegenstand in Math. Ann. Bd. 103.) Ich gehe hier
nach Ostrowski eines der Beispiele von Porter, nachdem die erste Auflage
ein Beispiel von Jentzsch brachte. Man setze

@, () = _(_’E_l__;’""
und fl&) = ‘1‘-’.0?'%(5)-

Hier sei p, der absolut grofte Koeffizient der nach Potenzen von z fort-
schreitenden Potenzreihe .
B.(2) = (21 — 2)".

Also pg=( & )

g.471

Dann sind die absoluten Betrage aller Koeffizienten der Potenzreihe von f(2)
gleich 1. Injedem g, {¢) kommt aber einer vor, der genau gleich 1 ist. Die
Potenzreihen %B,(#) haben kein gemeinsames Glied gleicher Potenz. Denn
®,i2) beginnt mit 2" und schliet mit z**", wahrend @, (¢} mit 24" be
ginnt und @a_;(2) mit #-+""" schlieRt. Da also die Potenzreihe fiir f(z) un-
endlich viele der Eins gleiche Koeffizienten hat, und keiner derselben die
Eins im absoluten Betrage Ubertrifft, so ist |2 <1 Konvergenzkreis fir f{2).
Setzt man nun 1 — z=w, so ist

Hl—e=w(l —w
und pa(te) = ¢, (1 —2).
Daher konvergiert die Reihe Do (@)
1

auch in z—1; < 1 gleichmaRig. Die samtlichen Teilsummen dieser Reihe
sind aber Abschnitte der Potenzreihe B {z) von f(z).

Da 4.4" 2.4"=2-4"

ist, so stellt die Reihe zugleich ein Beispiel einer fortsetzbaren Reihe mit
Hadamardschen Liicken dar.
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Das sich hier ergebende Problem, alle Potenzreihen mit Uberkonvergenten
Abschnittsfolgen anzugeben, hat Ostrowski durch Umkehrung seines obigen
Lickensatzes geldst. Nach Abzug einer geeigneten Potenzreihe mit groRerem
Konvergenzradius bleibt eine Potenzreihe mit unendlich vielen der Hadamard-
schen Bedingung genligenden Lucken Ubrig. Vgl. Sitzungsber. der preuR3.
Akad. d. Wiss. 1923, S. 185ff. Ostrowski hat weiter Funktionen gefunden,
bei denen gewisse Abschnittsfolgen im ganzen Regularitétsgebiet gleichmaiig
konvergieren und hat in der eingangs schon genannten neueren Arbeit ge-
zeigt, da3 zu jedem nicht enthaltenden einfach zusammenhangenden Re-
gularitatsgebiet Funktionen mit solchen Abschnittsfolgen gehéren.

§ 3. Der Satz von Wigert.
1. Der Satz. Dafiir, dal  f(a) = 3'c, 2"
1

eine ganze Funktion von iil_—, ist, ist notwendig und hinreichend, dal es

eine ganze Funktion ¢(z) gibt, die hdchstens dem Minimaltypus der Ordnung
Eins angehort, und fir die

e, =gy (v=1,2.) ist.
2. DieBedingungist notwendig. Dal3 die Bedingung notwendig ist, sieht
man sehr leicht an Hand der Cauchyschen Koeffizientenformel ein. Diese

liefert namlich p
1 4]
¢, = u—;fc.ndb

Hier ist das Integral zunachst Uber einen Kreis um z=0 zu erstrecken,
dessen Radius kleiner as Eins ist. Ich vergleiche das Integral mit einem
anderen Uber den gleichen Integranden, dal3 ich aber jetzt Uber einen Kreis
um den Punkt z= 1 erstrecke, dessen Radius ich so klein wahle, daR sich
beide Kreise nicht treffen. Schliellich integriere ich den Integranden noch
Uber einen groRBen Kreis um z= 0, dessen Radius ich im Laufe der Be-
trachtung Uber alle Grenzen wachsen lasse. Der Cauchysche Satz lehrt,
dal3 das Integral Uber den groflen Kreis gleich der Summe der Integrale
Uber die beiden kleinen Kreise ist, wenn man Uber alle im positiven Sinne
integriert. L&aRt man nun aber den Radius des groRen Kreises uber alle
Grenzen wachsen, so konvergiert fur ale #>> 1 das Integral Uber den
grolRen Kreis gegen Null, daja f(z im Unendlichen beschrankt ist. Daher
hat man fur » 2> 1 1 Ao
b= Guz | 3196

erstreckt Uber einen §==0 nicht enthaltenden Kreis um z= 1 im negativen
Sinn. Nun setze ich
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20) 96 = g f 1 de.

Hier ist wieder Uber einen §{ =0 nicht enthaltenden Kreis um £==1 im
negativen Sinn zu integrieren. FiUr log § moge dabei der Wert genommen
werden, der bei &= 1 verschwindet. Dann ist
gty =1¢, (r>=1).
Ich zeige, da3 @(z) eine ganze Funktion ist, welche hdchstens dem Mini-
maltypus der Ordnung Eins angehort. Beim Beweis verwenden wir die
aus der eben beendeten Betrachtung ersichtliche Tatsache, da das Inte-
gral von dem Radius des Kreises um §= 1 unabhéngig ist, wofern man
diesen nur kleiner as Eins wahlt. Dal (p(2) eine ganze Funktion ist, folgt
daraus, dal3 das Integral (20) eine Funktion darstellt, die in der Umgebung
enes jeden endlichen z regulér analytisch ist. Die Behauptung Uber das
Wachstum ergibt sich durch direkte Abschétzung. e=*{e>>{)} sei der Radius
des Kreises um ¢ = I, Uber den integriert wird. M(e) sei das Maximum der
Werte, die f{§) auf diesem Kreise annimmt. Dann wird fir GréRe s
1,
lwiz)| < M(er Y,
worin die Behauptung eingeschlossen ist.
3. Die Bedingung ist hinreichend Ich wende mich zu dem Nachweis, dal3
die im Satze von Wigert ausgesprochene Bedingung auch hinreichend ist.
Ich lehne mich dabei an einen Beweis an, den Erhard Schmidt vor 20 Jahren

gefunden, aber nie verdffentlicht hat. Es wp(2) = e, 245 t dann @(2)
0
héchstens vom Minimaltypus der Ordnung Eins, so ist

1) limk; o] =0, d h fa|< (;—)' fur groRe 1c, (z. B. fir & > E).
ko--pm

Tragt man e, = Daat (v>1)
0

in fley= e
1

ein, so erhalt man ) =2 2apvta.
v=1 k=0

Fir | #| <1 lehrt der WeierstralRsche Doppelreihensatz, daf3

(22) fle) = > Doy =2, = v = S ap(e).
kml r=l k=g w=d A=

und daher in z=

Lo A 1
Hier sind die g,(2) —'%v*s' Polynome von —
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reguldr. Denn es ist go,(z)-sdz‘;“ und gp,(e) = 113' Ich werde nun

zeigen, dal3 diese letzte Reihe in der Umgebung einer jeden Stelle z, die von
Eins verschieden ist, gleichmaRig konvergiert. Daraus ergibt sich dann der
Satz von Wigert. Denn die Funktion (22) ist die analytische Fortsetzung der
Potenzreihe X' ¢%, mit der sie nach der Herleitung in deren Konvergenz-
kreis Ubereinstimmt. Es ist fur den weiteren Beweis bequem, & == ¢® zu
schreiben. Dann wird

(23) flev) = Z a, 2 et = Za, duh 1 _-

rx1l

Ich betrachte die Umgebung irgendeiner endlichen Stelle w, fir die
1—e€Y O0ist. Nun sind die
1 & 1
k1 gk 1 — e
die Koeffizienten in der Entwicklung von
1
1—e

nach Potenzen von w — #7,. Diese Funktion ist an allen endlichen Stellen
regulér, in welchen e 1

ist. Ich betrachte eine solche Stelle a, lege um dieselbe einen Kreis vom

Radius R(a) derart, da3 im Inneren und an seinem Rande

1
3 e

regulér ist und betrachte alle w aus einem Kreise, der mit diesem konzen-
trisch ist und den halben Radius hat. Dann ist nach dem Cauchyschen
K oeffizientensatz | 1 & 1 My

TR dwh 1 — 7 [&ia)}e?

wo M(a) von k nicht abhangt. Ferner aber ist nach (21)

® &
el < 2 (@) b ¥+ D oig =
o

E(ﬂ)

Wéhlt man also & < , so erkennt man, da} die Reihe (23) in der

kleineren Kreisscheibe glelchméBig konvergiert. Damit ist schon bewiesen,
dal f(z) fur alle endlichen von z = 1 verschiedenen Stellen regulér ist. Es
bleibt die Untersuchung des Unendlichfernen. Da aber die ¢,(#} in # = o0
reguldr sind und da, wie wir eben sahen, &, @,(2) z. B.injedem z=
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umgebenden Kreisring gleichmaiig konvergiert, so konvergiert sie auflerhalb
eines jeden z= 1 umschlielenden Kreisringes gleichmalig. Man erkennt
dies aus einer Bd. 1 S. 170 angefiihrten Bemerkung, indem man in Ublicher
Weise durch 5=-ll—g die Umgebung von z= in die von 3y = 0 Uber-
fuhrt. Daher ist nun f(z Uberall auer bei z = 1 reguldr und eindeutig,
und so ist nun der Satz von Wigert restlos bewiesen.

4, Zusatz. Man kann den Satz von Wigert noch durch die Bemerkung
erganzen, dal3 f(z) eine ganze rationale Funktion von l_—l—s ist, wenn @(z) eine
1
1t —r
wenn @(z) vom Grade k ist. Dies kann sehr einlach eingesehen werden.

Man braucht ndmlich zum Nachweis nur Potenzreihen von der Form

)= Soe

zu betrachten, weil sich alle anderen as Summe von endlich vielen der-
artigen Reihen darstellen lassen. Wir sshen aber oben schon, da3

@
i(e) = Fr R

ganze rationale Funktion ist. Namentlich ist f{z) vom Grade K+ I in

Darin liegt aber, dal3 filz)
ein Polynom K+ 1-ten Grades von 1—1-; ist.

Auch eine Erweiterung des Satzes von Wigert liegt auf der Hand.
Wenn namlich ¢(z) zwar eine ganze Funktion endlicher Ordnung ist, aber
stérker wéchst, als es dem Minimaltypus der Ordnung Eins entspricht, so
gilt (21) nicht fur beliebige, sondern nur noch fur nicht zu kleine posi-
tive €. Geht man unseren Beweis erneut durch, so erkennt man, da auch
jetzt noch f(z) in der Umgebung des Unendlichfernen regulér ist. Jetzt
liegen die Singularitdten ale in einer gewissen Umgebung von 8=1.

§ 4. Der Hadamardsche Multiplikationssatz.
Wenn
(24) a(z) = 2a,8"
in |21 < K, konvergiert, wenn
(25 b(e) e b0
in |z| < &, konvergiert, so konvergiert
(26) ab(s) = Za,b 2

in e| < X K, Diesen leicht zu beweisenden Satz Uber die Konvergenz-
radien, wonach der Konvergenzradius von ab(zZ) mindestens gleich dem
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Produkt der Konvergenzradien von a(z und b(z) ist, hat Hadamard
zu einem Satze Uber die Lagebeziehung der Singularitdten der drei durch
die Reihen dargestellten Funktionen erweitert. Um ihn in einer prézisen
Fassung aussprechen zu koénnen, fihren wir den Begriff des Hauptsternes
einer analytischen Funktion N

Y fley = Do

ein. Unter einem Sern um z= 0 as Mittelpunkt wollen wir irgendeinen
Bereich verstehen, der diesen Punkt enthdlt, und der von jeder Geraden
durch ihn in nur einer Strecke geschnitten wird. Der Hauptstern ist dann
der groRte Stern um z= 0, in dem f(z) regulér ist. Man erhdlt ihn aso,
indem man f(z) langs jeder Geraden durch z= 0 nach beiden Seiten so-
weit as mdoglich fortsetzt. Die ersten Singularitdten, auf die man dabei
stokt, sollen die Ecken des Hauptsternes heilen. Dann lautet der Hadamard-
sehe Multiplilationssatz. Der Hauptstern von ab(z) ist ein Bereich, der den-
jenigen Sern unmfa, den man erhdlt, wenn man die Ecken a des Haupt-
sternes von a(z) mit den Ecken R des Hauptsternes von b(z) multiplizert
und mit den so erhaltenen Zahlen aRl als Ecken einen neuen Sern kon-
struiert.

Der Satz enthdlt aso kurz gesprochen eine Abschétzung des Haupt-
sternes von ab(2).

Der Beweis beruht auf der Integraldarstellung

1 4 f1 1
@7 ab{r) = =N (?) 532 -4
Dabei sei zundchst as Integrationsweg ein positiv durchlaufener Kreis mit
einem Radius g gewahlt, fur den

1 A,
(28) B <<

ist. Damit diese Ungleichung méglich ist, muB |2| hinreichend klein sein.
Es muB namlich |&{ < {¢, I, sein. Die Integraldarstellung gilt aso zu-
nachst fir ale z aus diesem Kreis. Man beweist ihre Richtigkeit, indem
man beachtet, dal3 nach (28) die Reihen

OIS
beg) = Db, (38

fir |§] = ¢ gleichmaRig konvergieren. Man multipliziere aus und integriere
gliedweise. Dann bekommt man sofort (26) heraus. Andererseits stellt
aber (27) eine analytische Funktion fur alle die z dar, fir welche langs
des ganzen Integrationsweges die Integranden reguldr sind. Ferner kann

(29)
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man bel festgehaltenem z den Intogrationsweg andern, ohne den Wert des
Integrales zu andern, wenn nur der abgednderte Integrationsweg jede sin-
gul 2re Stelle des Integranden ebenso oft umlauft wie der urspringliche.

Das Regularitétsgebiet v oa(l) t des durch die Abbildg= : -
haltene Bild des Hauptsternes von a(z). Das Regularitétsgebiet von b{z3}
erhalt man, wenn man den Hauptstern von b(w) mit : multipliziert. Der
erste Regularitatsbereich umfaflt also zum mindesten alle Punkte auler-
halb des Kreises |3| = RL,.’ wahrend der zweite alle Punkte innerhalb von

[3] =if:", umfat. Der Durchschnitt beider ist das Regularitétsgebiet des
Integranden, in dem man bei festem z den Integrationsweg in der ange-
gebenen Weise verlagern kann. Und zwar muR der Integrationsweg jeden
nicht zum ersten Regularitatsgebiet gehorigen Punkt einmal im positiven
Sinne, jeden nicht zum zweiten Regularitatsgebiet gehdrigen Punkt einmal
im negativen Sinne durchlaufen. L&Rt man z sich andern, so andert sich
das Regularitatsgebiet des Integranden. Man kann aber immer einen der
angegebenen Bedingung geniigenden darin verlaufenden Integrationsweg

finden, solange die Rénder der Regularitétsgebiete von a(l-) und von bigg)
keinen Punkt gemein haben. Ein Zusammentreffen der beiden mu aber
wegen ihrer Sternnatur zuerst in den Ecken erfolgen. Solange adso die
beiden Sternbilder keine Ecken gemein haben, kann man einen Integrations-
weg finden. Eine Ecke haben aber die beiden Sternbilder gemein, wenn z
so beschaffen ist, da es ein a und ein B gibt, fir die

1_ 8
ez
ist, d. h. wenn 2 =qfl

ist. Lakt man nun z auf einer Halbgeraden von z = 0 aus nach einem
solchen Punkt a3 hinwandem, so ist fir ale z, deren Betrag kleiner as
lef} ist, die Konstruktion und damit die analytische Fortsetzung mdglich
und darin liegt der Beweis des Hadamardschen Multiplikationssatzes.

Es ist klar, da3 man mit Hilfe dieses Gedankenganges noch manche
weitere Aussage gewinnen kann. Doch ist es nicht so einfach, die er-
haltenen Ergebnisse kurz auszusprechen. Ich will mich daher mit dem Ge
sagten begniigen. ,

Es ist nicht bewiesen und ist auch nicht richtig, da? der Hauptstern
von ab(z) mit dem Produktstern ubereinstimmen misse. Es ist nur bewiesen,
dal er ihn enthdlt. Tatséchlich braucht man nur z. B. an die beiden Reihen
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(30) a(s)_z*gh’ b(s)=2;'"“
L] o

zu denken, die zu ab(s) =1

fihren, um zu erkennen, dal3 mehr, as wir bewiesen haben, im allgemeinen
nicht erwartet werden kann.

§ 5. Einige Anwendungen und Erweiterungen der in den vorausgegangenen
Paragraphen dieses Kapitels bewiesenen allgemeinen Sitze.")

1. Verallgemeinerung des Hadamardschen Luckensatzes. Die Hadamard-
sehe Lickenbedingung kann man dahin aussprechen, daf? in der Reihe

(31) 2 6
arl
=2, >80, #>0)

sein soll. Die Verallgemeinerung soll darin liegen, da3 nur die Fabrysche
L tickenbedingung
(32) Lo
verlangt wird.

Nun bemerke man, da? aus der Lickenbedingung (32) folgt, dai?

1— A, —+oo fir »—o0

(33) iu—>m fiir # -+ oo
ist. Wenn né@mlich (32) erfllt ist, so ist von einer gewissen Nummer
N(M) an: Ry — Ay > M,
wo M eine beliebige positive Zahl ist. Dann ist adso
Aevy~ W >pM (p>0)

_Aip 1"_ + _?M__.

stp” wtp " pim
Also folgt durch p>oc  liminf % > pf.
Das heifdt :"—bm fir n—» o0,

Wenn umgekehrt (33) gilt, so braucht (32) nicht zu gelten. Man nehme
nur z. B. Ay, = nf und &,,,, =n*+ 1. Dann gilt (33), ohne daB (32) gilt.
Ich werde nun sogar beweisen, da (31) nicht fortsetzbar ist, wenn nur
(33) gilt. Dies ist der Fabrysche Liickensatz

1) Der methodische Grundgedanke dieses Paragraphen riihrt von G. Faber her.
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Wenn in (31) die Fabrysche Liickenbedingung (33) gilt, so ist (31) Uber
seinen  Konvergenzkreis nicht fortsetzbar.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehme ich as Konvergenzkreis
den Einheitskreis. Ich greife aus den Exponenten 4, eine Teilfolge heraus,
die fur ein passend gewdhltes & =0 der Hadamardschen L uckenbedingung
genligen. Das seien die Exponenten p, und es s& p,,, > p (1l + &
Aulerdem sei

Py -
(34) }iﬂ,‘/ieﬁri'— 1.

Die Ubrigbleibenden Zahlen i, sollen mit ¢, bezeichnet und der GréRe nach
numeriert werden. Dann ist auch noch
ql‘
¥

denn das v-te g, ist nicht kleiner as 1,. Daher ist wieder

p(2) -[I (1__.)

eine ganze Funktion hochstens vom Minimaltypus der Ordnung Eins. Es
ist also fir alle gentigend grofen ganzen positiven Zahlen, namentlich aso
far die Zahlen p, von einer gewissen Nummer an

+ oo fir »—+ oo,

(39) lp(p <™
AuRerdem ist, wie sich zeigen I&Rt),
(36) [p{p) >e" ",

Aus (35) und (36) folgt e < ¥|gip)|<e.

1) Nach Pringsheim beweist man dies folgendermal3en. Es ist
B = aalp)- alp,,

wo Puly) = H(1 —;’::)
= T
und 3, (p,) = ‘1;[(1 - ;’:)

und wo n durch G < 2P, Sty
festgelegt ist. Dann wird

hid "

— 1
gutpl = [ [0 Sl LT )
1\ Py 1:1 a P >~‘I: \ |'h- Pel

Man lege m durch I <Py < e

fest. Dann ist If q;—pn—jltp.—m}f]m P

LR
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Also ist
(3 Jim g (2] ~ 1.
Aus (34) und (37) folgt
Jlim Ve, 9 (3] =

Da nun alle Produktglieder ganze Zahlen sind und da die Glieder in jedem der beiden
Teilprodukte von einander verschieden sind, sO ist

l (_;i).r (%)' wenn 1 gerads,
FES 3 ()1 wenn » uagerade,

N
Nun ist fir ganze positive v e">:—', d.o b o+l (GL)'.

{Ilmnp,|>mr(n—m)=>

Daher bei geradem n (—g-)! (%): >(=_:.'.)'.
Bei ungeradem n ist ©

= _1_), ('1-:_’)' >

(' 2e 24
SCISOMTH
> () )_i et ”

=()"

Also wird i i ® "
s wir a2 (305)
log Zeq,
und l@alp) | <ot %, wo @, — :,-—.1__,
Ferner wird -:
&, g 1 R i S 1 Iy LS ;
|2, II( +a %) H( + _(p,), (%)
13 7
Nun ist hier wegen In <20 S nry

@<=t

Also wird |9, (p)|"‘<n(1+ )

A+l
Bieberbach, Funktionentheorie! | . 2. Aufl. 20
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Daher ist nach dem Hadamardschen Lickensatz der Einheitskreis natirliche
Grenze fur

(38) e, p(p):™

Da aber g(g,) = 0 ist, so iR}t diese Funktion gleich
Y tn
‘_.l'.'_q'.’(i")z

Und diese ist wieder gleich
(39) e,
wo €, =¢, wenn ¥ =1, und ", = U, wenn ¢ =1, (r=1,2...) Anderer-
seits ist aber nach dem Satze von Wigert

(et
eine ganze Funktion von i——l hat also auf |#; =1 nur z= 1 as singulare
Stelle. Daher hat Wleder (39) keine anderen singularen Stellen auf |z]=1
as 30 Fid mzc z**. Da aber (39) nicht fortsetzbar ist, so ist auch (31)
nicht fortsetzbar, womit der Fabrysche Lickensatz bewiesen ist.

8. Nicht fortsetzbare Potenzreihen. Alsweitere Anwendung der bisher auf-
gestellten allgemeinen Sdize gebe ich einen Hurwitzschen Beweis fiir eine
zuerst von Pélya bewiesene Vermutung von Fatou an. Damit soll die Vor-
stellung belebt werden, dai3 die Nichtfortsetzbarkeit das normaleVorkommen,
die Fortsetzbarkeit einer Potenzreihe ein seltenes Ereignis ist. Freilich wol-
len wir die sich an diese Vorstellung anschlieffenden Untersuchungen nicht
weiter verfolgen, sondern uns mit diesem einen Satiz begniigen. Der Satz
ist dieser:

(40) Zc,_s"
sei eine beliebige Potenzreihe, deren Konvergenzkreis der Einheitskreis sei.
Dann gibt es Zahlen ¢, deren jede entweder + 1 oder — 1 ist, derart, daf}
die Reihe e o

Uber den Einheitskreis hinaus nicht fortsetzbar ist.

Nun wéhle man n so groR, daf3 wegen tim Y o
remq,

¢ 1 Vs
y<C - und - S T
LY il 9§<43k fir Ezn.

Dannist  |palml T e fte?
w.(p.)|-‘<n (+9E <) jimifnl<dm

und daher ist [plpe)] > e 'P,
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Man Hebe aus der Reine (40) eine Teilreihe heraus, die der Hadamard
schen Lickenbedingung genugt, und die Uber den Einheitskreis hinaus nicht
fortsetzbar ist. Diese sei R(Z. Dann setze man

e, = f,(2) + Ris)
und zerlege R(2) irgendwie in unendlich viele Potenzreihen
IAGE F AL

derart, dal3 keine zwei dieser Reihen Glieder mit gleichen Exponenten ent-
halten und jede aus unendlich vielen Gliedern besteht. Nun betrachte man
die Gesamtheit aller Reihen

hie) + o/ + 846+

wo ein jedes &, entweder + 1 oder — 1 ist. Diese Reihen haben die Mé&chtig-
keit des Kontinuums, da se den Dualbriichen umkehrbar eindeutig zu-
geordnet sind. Waren diese Reihen alle (ber den Einheitskreis, in dem se
ja ale konvergieren, fortsetzbar, so mifte es zwei verschiedene darunter
geben, die Uber dieselbe Einheitswurzel hinaus fortsetzbar sind. Denn die
Einheitswurzeln sind abzéhlbar. Also wére auch die Differenz beider in
der Umgebung der betreffenden Einheitswurzel reguldar. Aus der Differenz
féallt aber f,(s) heraus, so daB die Differenz eine Reihe ist, die der Hadamard-
schen Lickenbedingung geniigt und die den Einheitskreis zum Konvergenz-
kreis hat. Daher sind wir zu einem Widerspruch gelangt. Und damit ist
die Vermutung von Fatou bewiesen.

§ 6. Beweis eines Satzes von Fabry.
Satz: Wenn in der Potenzreihe
ez

lim b ot
LE L] cﬂ

gilt, So ist z= 1 ein singularer Punkt auf dem Konvergenzkreis.
1. Bemerkung. Dal} [z = L Konvergenzkreis ist, ergibt sich so: Es
ist stets

(408) I = lim inr|' et < liminf PTe, ] < Jim sup Ve, | < lim sup L.

Carrf
Cu

Zum Beweise beschéftige ich mich zuerst mit dem Fall £ > @, L endlich.
Dann ist fir jedes ¢ =0 ein N(¢) = m vorhanden, so daf fur # = N(e)

Curs
S

i< <L+te

20*
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ist. Also ist (- | < Ly

Ho—- - IA—"‘I & - ", — 1—1
und Vie Q=8 "< Vigd <Vie,l (L+&) ™
Also auch !~ ¢ < limint Vie,| < limsup ¥]e | < L+ ¢

fir jedes & = {, woraus (40 a) folgt.

Ist nun weiter / — 0, aber L endlich, so ist die in der Behauptung
enthaltene Aussage Uber den liminf f/lc,,; selbstverstéadlich, und fir den
limsup i/]c“i schlieit man wie eben. |Ist aber { >0, L unendlich, so ist

die Aussage iiber lim sup ¥1e,| selbstverstandlich, die tber liminf V[e,]
aber wird wie eben bewiesen. Ist weiter | = L =0, so ist fur # > N{e}=m

[
0<i e: i<e.

Gy ]

Also V| et

" " 1-®
Also auch 0 Ve, | < Ve, |e *=.
Also lim Ve, | = 0.

Ist endlich § = L = o0, 5o ist fiir # > N(e)=m

|€ass
V E

1
>

]

1

| tq
Also i3 o

=™

Vied> Vel '

Also lim Ve, | = ce.
Wenn aber lim 4 =
ist, so ist auch lim "|_§.+_-' -1

Und daher folgt aus der eben bewiesenen Bemerkung, dal3 auch
lim V]e,| = 1

ist, da3 also der Einheitskreis Konvergenzkreis ist.
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2. Beweis. Dafir, da3 z= 1 singuldrer Punkt ist, will ich jetzt einen Be-
weis angeben, der in seinen Grundziigen mit dem urspriinglichen Fabryschen
Uibereinstimmt, der aber verschiedene von Ostrowski gelegentlich der Aus-
dehnung auf Dirichletsche Reiben gegebene Vereinfachungen aufweist. Der
Beweis zerféllt in drei Teile.

I. Ich stelle das sogenannte Hadamardsche Kriterium in folgender Form
an die Spitze. Es lautet: z= 1 ist fir das durch die Reihe

zc,,z“, limﬂup{/"}:‘:_l
noFw

dargestellte Funktionselement f(Z) dann und nur dann eine reguldre Selle,

wenn . S
linsap Vig, < 1

ist. Dabei ist gesetzt o

(41) go= > o le,

Nil— % kmar v

und es ist 0 < &< §.
Zum Beweise ist es am Ubersichtlichsten, wenn man die gegebene Potenz-

reihe _ B

(42) Zndt, limsap}ie] =1

as Dirichletsche Reihe schreibt. Setzt man s= — \ogz, so geht die Potenz-
reihe (42) in die Dirichletsche Reihe

#3) ) = St

Uber, welche fur Ms > & konvergiert. Der Punkt z = 1 geht in den Punkt
s=0 Uber. Entwickelt man die in der Halbebene $s>=¢ reguldre Funktion
f(s) nach Potenzen von s — 1, so werden die Koeffizienten der Entwicklung

ey, -
(44) £ = Doy eet.

n! !
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dad der Punkt s=0
ein reguldarer Punkt ist, ist die, da der Konvergenzradius dieser Entwick-
lung groRer ist als Eins, d h daR

)
lim sup]/ ! (” 1

n-em

ist. Diese Bedingung formen wir nun in die Bedingung (41) um. Zum

Beweise setze man 1
Fom ,; g kret
R sd
kaw(l— )
LS o B
L al S CJ»"O .
kZan{l 4.3
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| r'l 'i]. (_l“)_ 1

Dann ist | " = a8

Wenn dann gezeigt werden kann, da3

(45) limsup¥lr,l <1 und limsup$s,| < 1
n *m "o

i i - 1/ Ao !

ist, so ist IlmsupV i |{l

"rm

dann und nur dann, wenn lim sup¥je, [ < 1
Hrm

ist. Denn wenn die Potenzreihen

\Y \‘
~r gt und _Ns 2

_. im)
einen Konvergenzradius groer als 1 haben, so ist bei der ReiheZ‘f-"-!(-I-)a"
der Konvergenzradius gréRer as Eins, wenn dies bei Zg »~ der Fall ist
und umgekehrt. Es ist aso tatséchlich nur (45) zu zeigen.

Dies gelingt nach einer brieflichen Mitteilung von Landau sehr rasch
folgendermalBen. {1 — x}¢" und (1 4 z)e—* nehmen fir positive wachsende x
monoton ab, sind also flr 0 « # <« 4 beide zwischen 0 und 1 gelegen. Daher
kann man bei gegebenem & aus 0 < # < } ein O < &< 1 so wahlen, dalR

B, =1+ (1— e <1

und =141 + Be "< 1
ausfallen. Die Funktion
(46) dixyvs (1 + eFx"e*, n >0
hat ihr Maximum bei & = | —log(l o)’
. T
Es ist ”<lv—|0g(l:{—i.}‘<”(l+ﬂ)'
aik 41 1y i1
Daher (a(if) R T (R Ea R (R
3

< {1 +s)ew1’.f~"_=a<1 fir & >n(l 4-8),
dEo-n_ 1 (1—3)e< | eitle U fir Ok <.

Td T g Lo s 1
Nun gibt es ein 4 = {}, so da fur ale k>0
(47 o6 < A(l+ 8
. en
Daher wird ;r,!gA““Z"d(kj
knile¥)

<agamd - i+ () + )
< B — ),
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wo B eine von n unabhangige Zahl ist: Also

< B8y
D.h. lim sup Y7 < @, < 1.
. : " '
Ebenso ist su!<A;“2d(k)
£ {1+ 9

<AL dnl ) (et )
< € S dng + ),
wo C von n unabhéngig ist. U. h.
18, < O 8y

Also lim sup (& 8|56y <1

e

Das Hadamardsche Kriterium ist damit bewiesen. Wir ziehen sofort
eine Folgerung aus demselben. Die der Bedingung

(48) #l— A <E<n(l+ &)

geniigenden Nummern k machen, wie wir sagen wollen, eine #-Umgebung
von n aus. Unter einer ausgezeichneten Folge von Nummern n wollen wir

eine Folge ganzer Zahlen n; n, ... verstehen, fur die
LT
v o2
und lim f/'l'c;i|_= 1
A—p=

ist. Diese letztere Bedingung ist jedenfalls erfiillt, wenn
L7 S—
lim ¥|Re,, | =1
Jim ¥|Rey,|
ist. 'Denn wegen limsup Ve, | =1
»-—r®m
kann fir keine Teilfolge der Limes superior groRer as Eins sein. Anderer-
seits ist aber
[en 2 | Bon .

Damit z— 1 singulér sei, genligt es nun, daf in einer &- Umgebung einer
Folge n; alle ¢ nicht-negativen Realteil haben und dafl

(49) Lim sup VHe, =1 st
A 4=
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Denn dann ist |g, | 2 |Re, |= 2 ﬂ‘lc,——e

np(l=F)SkSupl+ &

> Rew ro 517

Nun ist aber nach der Stirlingschen Formel
—1
H nye
50 llm _i__
o SR 2L

Also ist dann hmsup f/l 9"; i3 l:msup V?ﬂcﬂ

=

Also ist auch lim sap ¥| g, } = 1.
A—pm

Ich fuge noch die Bemerkung hinzu, da} es ausreicht, wenn die auf die
Realteile beziigliche Bedingung erst dann erfllt ist, wenn man vor der
Bildung der Realteile alle der &-Umgebung von fus angehdrige ¢, mit dem-
selben Faktor &% vom Betrag Eins multipliziert und dann erst die Real-
teile bildet. Denn im Hadamardschen Kriterium kommt nur jg,| vor. Und
-g,| 8ndert sich nicht, wenn man alle Summanden von @, mit dem gleichen
Faktor vom Betrag Eins multipliziert.

I1. Ich komme zum zweiten, den Beweis des Fabryschen Satzes vorbe-
reitenden Punkt. Hier habe ich nur an einige schon bisher benutzte Er-
gebnisse zu erinnern. Ist &{a) ganz transzendent und

(51) | @(z)| < erl=l
bei beliebig gegebenem & >>0 und hinreichend groem |z{, so ist

(52) 2 8(n)ee

in jedem regulédren Punkt von  Se.2" auf |#| =1 reguldr. Ist m,, m,, ...
eine Folge verschiedener ganzer positiver Zahlen und

Lom
lim = =
& '
k—pm

o ist 8(z) = H(l - —)

eine solche Funktion, fir die aulRerdem fir alle hinreichend grof3en, von
den m, verschiedenen ganzen z = n,

| @) | > et
gilt. Man vgl. dazu S. 304
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I'1'1. Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis des Fabryschen Satzes.
Ich setze

S0
& =|egle
und normiere die w, sukzessve so, dal je,,, — a,] < x ist. Es sa

N, Ay, ... My ... €N ausgezeichnete Folge mit den &#-Umgebungen

U, G=1,2..)

Es sei lim |&y, — @] = 0, wenn k durch irgendwelche den ¥/, angehdrige
k-—me
Nummern ins Unendliche strebt. Dann ist auch

2 ey — oy

(53) lim - = . . =0,

FRRr "y
Denn ist §, das Maximum der jen,,—exf, wenn k inll 2gt, so ist
nach Voraussetzun .
9 lim &, = 0.
A—w=

Andererseits ist 2@ — 0, 280, 0,
Fiey: )

Markiert man nun auf |#|==1 fir jedes U-'z einen passenden Kreisbogen
-:—, so kann man in ihm eine solche Z ah e‘f"."Jden, dal’
cos{e, — B, in U, nur o{n;} mal des Vorzeichen wechselt. Dabei ist

v(n,) eine Zahl, fir die

von der Lange

tim ) _ g

i—wn M

ist. Wenn namlich fir jedes B aus einem solchen Kreisbogen mindestens
g Zeichen Wechsd stattfinden, so muR

D loa—alze]  seind

tlnb"u
Daher muB g — e(n,} sein, und daher gibt es ein g, , fur das die Zahl der
Vorzeichenwechsel (s, 5t. Wenden wir des auf die gegebene Reihe an,
bei dfer el
lim =il —1
rwm Oy

1) Man kann dies wie folgt erkennen. Man errichte auf den Schenkeln des Winkels
—: . dem ﬂu angehoren soll, Lote. So erhélt man zwei neue Winkelrilume, derenjeder die

Offnung —s’f- hat. Dann verbinde man je zwei aufeinanderfolgende Punkte €' durch
Kreishogen von einer  nicht Ubertreffenden Lange. Diese Kreisbogen mussen jeden,
den beiden neuen Winkelrdaumen angehérigen Durchmesser mindestens g-mal treffen und
haben daher mindestens die Gesamtlénge g ’; , wie im Text behauptet ist.
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ist. Dann ist lin |o,,, ~o,|=0,
fAr-Fx
und daher sind die eben angestellten Uberlegungen auf jede ausgezeichnete
Folge anwendbar. Man wéhle daher fir jedes #, einen Kreisbogen der

Lange , in dem das Argument von ¢,, liegt, und auf diesem Kreisbogen
ene Zahl ¢, s0 de cos (0, — B,)

nur ai s} Zeichfepwechsel in &, hat. Man multipliziere die cdieser Um-
gebung mit ¢ "™ und ordne dle Nummern % «= #,, bei welchen Vor-
zeichenwechsel der Realteile :¢, cos(e, — fi, ) von ¢,e "'t auftreten, wachsend.
Man kann dabei entweder das letzte Glied mit dem alten oder das erste
mit dem neuen Vorzeichen nehmen und so erreichen, d =, 4m_; t .
Dann kann man stets annehmen, da3
'l_i_lew";' - oo
gilt. Denn ist dies nicht von vornherein der Fall, so gehe man zu einer
passenden Teilfolge der %, Uber.') Weil namlich die Zahl der einer #-Um-
gebung angehdrigen Vorzeichenwechsel dividiert durch :»; nach Null strebt,
so ist, um dies Ziel zu erreichen, keine Verengerung der #-Umgebungen
nétig, sondern nur ein hinreichend rasches Anwachsen ihrer Nummern s,
Die zu diesen m, gehérige Funktion ®{#) ziehe man jetzt heran und
bilde 20‘@9@)3",
Fur diese Reihe ist, nach unserer Folgerung aus dem Hadamardschen Kri-
terium z=1 singulér. Denn bei dieser Funktion sind in ¥/, alle Realteile von
~fi,

c,@k)e
nicht negativ und aufBerdem ist
] I
lim sup V?ﬂ(c‘lQ(n,)e N2 L.
Da namlich arge,, und B, dem gleichen Kreisbogen der Lang:lnge-

horen, so ist i x .
! (c,zs(»l)e "") > Gy, €08 o &

Daher ist, wegen lim ¥|e, .’ =

“1-—’@ ‘ll
) r RETTARY
lim wup 1/9! (e, @) ™) 2 e,

1) Man kann auch zegen d’ﬂhm ~F=co dds gilt. Die im Text nun folgende
Uberlegung reicht aber aus und ist elwas bequemer.
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und da & >0 beliebig gewahlt werden kann, so ist der Limes superior
mindestens Eins. Nach dem unter I|. Gesagten ist dann aber z= 1 auch
singulérer Punkt for 210‘5“’ womit der Fabrysche Satz bewiesen ist

§ 7. Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten.

1. Fragestellung. Die Untersuchungen dieses Paragraphen sind historisch
aus der Fragestellung erwachsen, die wir am Schlufd des § 5 verlassen haben.
Jentzsch, P6l ya und Carlson haben die ersten Schritte in dieser Richtung
getan, aber erst Szegd hat den folgenden allgemeinen Satz ausgesprochen
und bewiesen:

Ist jeder Koeffiziient einer Potenzreihe
e

gleich einer von den endlich vielen verschiedenen Zahlen d; . . . d¢ so stellt die
Potenzreihe entweder eine rationale Funktion dar, deren Pole bel Einheitswurzeln
liegen, oder sie ist Uber den Einheitskreis nicht fortsetzbor.

Der erste Fall tritt dann und nur dann ein, wenn die Koeffizienten von
einer gewissen Nummer an periodisch verteilt sind, und die von der Rehe
dargestellte Funktion hat dann die Form

wo P(2) ein Polynom und m eine ganze positive Zahl ist

Dieser Satz enthalt z. B. fur den Fall einer Potenzreihe, deren samtliche
Koeffizienten + 1 oder — 1 sind, eine viel eingehendere Auskunft, as es
die friheren Darlegungen ermdglichten. Denn der Satz gibt uns ein be-

stimmtes Kriterium dafir, wann die betreffende Reihe

(/’____ ’ fortsetzbar — also rational — ist und wann nicht.

. \ /7 Ich wende mich dem von Szegd herriihrenden Be-
{ SO wels zu,

! i Eine Potenzreihe, deren Koeffizienten nur endlich

Y \ ) ; viele verschiedene Werte annehmen, konvergiert stets

k L e im Einheitskreis. Ist se aso Uber denselben hinaus

- fortsetzbar, so darf man annehmen, da3 die Funktion

Pig. 42. im Inneren und am Rande eines Bereiches regulér ist,

der von der aus Fig. 46 ersichtlichen Kurve T begrenzt wird. Sie wird
von zwei Kreisbogen von den Radien 1 —d <1 uad R >> 1 sowie von
zwei dieselben verbindenden Kreisradien gebildet.
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2. Erster Hilfssatz. Wenn eine Funktion

v
)= Do mit o< €
i

in und auf T reguldr ist, wenn man
() =¢+es+ - -4
setzt, so gibt es eine von z und n unabhdngige Zahl M, so da3 auf T

i@ 81| - 3¢ gt
i

| ’ui—l

Zum Beweis ziehen wir eine zu T ahnliche Kurve T' heran, welche T
vollig im Inneren enthalten soll, die aber so nahe an T verlauft, dai3 f(2)
auch auf ihr noch regulér ist. z; und z, seien die beiden Punkte, in denen
T' den Kreis |#| =1 trifft- Es genigt nun offenbar zu beweisen, da es
eine Zahl M; gibt, derart, da3

A (2”__: _,[_\z)_—~8,. 1(‘)(3 2)(z — 2,)| < M,

ist, wenn z auf V liegt. Der innere Kreisbogen von T' moge den Ra
dius 1 -- 4 haben. Dann ist auf demselben

|2, =1{e, + ¢, 17 + - )z —2)(z — 5,) |

SRS

=zl
<O !4
é“ r

wo C die Schranke ist, unter der die absoluten Betrdge aller ¢, liegen.
Auf den geradlinigen Sticken von T' in le| <X 1 erhdt man ganz ebenso

|, < €y 2

o 12— adlz—

Nun ist aber z. B. auf der durch z gehenden Strecke
lg —z | =1 —|2|.

Also wird auf den geradlinigen Stiicken in iz| <1
|4, (g}| < £ 2
Zu dem auBerhalb von |#}=1 gelegenen Teil von T' gehdrt eine Zahl

§>0, 0 dd auf T -
gilt. Daher ist auf I in |z-'|>1

1@ — s D < S + 2T
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R s de Radius des &ffaen Kreishogens von T Dann wird auf den
geradlinigen Stiicken
, . 8 i [4
|4, < llel= D2l 4 o7 - (el = D 2le]
<8 2-R{R-1+C 2R
Auf |g] = & endlich wird
5 ¢ P
14,(8)| < (F‘? + 7. 1) ann
¢ '
< (S ey 4B
3. Zweiter Hilfssatz. |ch betrachte nun eine Folge von verschiedenen Kur-
ven T Diese sollen sdmtlich in dem &ueren Begrenzungskreisbogen iber-
eingimmen und auch ihre geradlinigen Teile af densdben Geraden haben.
Se sollen sch voneinander nur durch den Radius 1 — & des inneren Be
grenzungskreishogens unterscheiden.  Dementsprechend bezeichne ich de mit
T(d), Dann besagt der 2weite Hilfssatz, de3 men ein % >> & und ein Poly-
nomin 1
- 1 1
@(z)mao.j.';' oreop o
dnes pessnden Grades g(n) bestimmen kann, derart, dei auf alen Kurven
dar Schar, deren & <y ist,

t 1 .
(54) le()l<s s
Der Hilfssatz wird offenbar bewiesen sein, wenn es gdungen ist, en
Poly r@(i)z u konstruieren, fir ds (54) auf T(0) gilt, auf ener
Kurve dso, ¢ie von enem Bogen des Einheitskreises und den von d un-
ebhangigen Stiicken der {8} gebildet wird. Zum Beweise bette men den
an F(0) beteiligten Bogen des Einheitskreises in @nen Kreisringsektor ein,
und betimme durch Approximation ‘—% durch ein Polynom nach Runge')
én Polynom P} = 0,® + ay s~ 4 - 4 a2 e0, dabl
fage + - o, g —{—1)| <
in diesam Kreisringsektor. Daraus folgt, dal3
: 1 1
g+ 3t 4 i <gim
in dem Sektor. Auf dem Bogen des Einheitskreises ist dso

1
2

(%) a+ <

1) Bd | S 2B ff.
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Zu dem Rest der Kurve T(0) gehort eine Zahl N, derart, da3 fir alle z
auf diesem Kurvenstiick

rl,++ + cN

ist. Da in einer gewissen Umgebung der Endpunkte des Einheitskreis-
bogens noch (55) gilt, so kann man eine Zahl p; so bestimmen, da?

¥ 1

.;.Zip‘ < 2
ist, auf dem weder der Peripherie des Einheitskreises noch diesen Um-

gebungen angehdrigen Teil von T(0). Daher ist dann auf ganz T(O)

'a | - 1
i,:.+,p.+:+"'+zp+pi <y
Damit ist das gesuchte Polynom gefunden.
4. Beweis des Satzes nach Szegd. dj, . . . di sind die Zahlen, aus denen
die Werte der Koeffizienten ¢, enthnommen sind. Es s
(56) fdy—d, | >d>0 fir d4p

4 sei so klein gewahlt, da das Polynom Q(;)_., das auf Q(0) kleiner as
Yaist, auch auf (8} noch kleiner as %2 ist. Auf einem so, aber weiter fest
gewahlten I'(8) s&i f(z) regulér. Dann erhebe m eQ(L) n eine so hohe

Potenz, dal3 flur das so erhaltene Polynom

R(—:)=an+a1 : f+1

F-o
R0 o<
P

ist, wo M die im ersten Hilfssatz eingefiihrte Zahl ist. Dann wird nach
dem Cauchyschen |Integralsatz

| e, +“1 n+l+"'+°‘r 1l|+r—1.+c||-l-r|
fio |
2:: J A1 R

'ty

o - . 1 .
=e—jf”” S R () dey
Fa])

<;1;[\ R(:)Illdﬂ <%

Nun betrachte man alle Koeffizientengruppen:

Cur cn+l! R cni—r—l(” = 0’ 1] . ")'
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Da man aus den d, hochstens k' verschiedene solche Gruppen bilden kann,
so mufR es unter diesen unendlich vielen zwei gleiche geben. Es sei aso

zB. (Cr Cunis--- Car} =6y oy Gypy) (<)
Dann ist Curr = Cprl
< |c|u+r + T g€ T+ e,
d d
+ |ct+r + & 1Cyrr-1 +- %CJ( o + w 4.
Wegen (56) ist daher Cukr =Cogr
Dieselbe SchluRweise lehrt allgemein, dal3
c,u+¢ = cv+rr (6 > 0)
n=y—-1
g1 2'0,,5"
Also wird fl#) = Ne o+ Ame
o 1—g"

womit der Beweis erbracht ist.

§ 8. Uber Potenzreihen, welche rationale Funktionen darstellen.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen legen die Frage nach den
Kriterien dafir nahe, da3 eine Potenzreihe eine rationale Funktion dar-
stellt. Soll

_Setast. .+ o
(57) ) =4 s Tt
=yt Gt
sein, SO MUB @yt mr+ -+ a8 = (b + b+ - -+ b2
ezt
sein. Ist m >n — 1, so missen beim Ausmultiplizieren die Koeffizienten

von g"+# fiir pe=sm —n +d, d=1,2... verschwinden. Dies fuhrt zu
den Gleichungen

(58) butt ByyCprit o F bty =0, (p=m—ntl,m—n+2 ..}

Setzt man aso
Gl ot Gpamt

0?,] - "‘1+1¢’1+: G ,

cl+j|-—l ci+p e cl+lp(—l |
so findet man als notwendige Bedingung dafiir, dal
(59) [ AR R
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eine rationale Funktion mit einem Nenner hdchstens n-ten und einem Zahler
hochstens m-ten  Grades {sn 2> » — 1) darstellt, daB

Corll=0(lemmt1l—a,m+2-—-n,.. )

Umgekehrt sei s 25— 1 und
C+0, CM0=0, (A=m+1l—nm+2-—mn,..)

Dann stellt (59) eine rationale Funktion dar, deren Nenner von genau n-tem
Grade ist, wahrend der Zahler héchstens den Grad m besitzt.
Es handelt sich also darum, festzustellen, dal3 es Zahlen by, by . .. b,
b, + 0 gibt, die allen Gleichungen (58) genigen. Aus Cf**N=0, {40
folgt, da? je n aufeinanderfolgende der Gleichungen (58) linear unabhéngig
sind, wahrend je n + 1 aufeinanderfolgende der Gleichungen (58) linear ab-
héngig sind. Daraus folgt, da? jede Losung (b, - .. &) der n ersten Glei-
chungen (58) auch allen anderen geniigt. Die bis auf einen Faktor bestimmte
Losung der n ersten Gleichungen (58) besitzt ein b, 4=, weil C¥, 4() ist.
Aus der gefundenen Bedingung folgt weiter: Dafur, dal’ (59) eine ratio-
nale Funktion darstellt, deren Nenner hdchstens den Grad n, deren Zahler
hochstens den Grad m 2 » besitzt, ist notwendig und hinreichend, daR
Chth=0, l=m—n+l, m—nt2,, .

Dal} die Bedingung notwendig ist, wurde schon bewiesen. Dal} sie hin-
reicht, folgt so: Entweder sind ale
} veel, 2. a4+l
G}"nO(l’m’_“ +1,m—n+2 )
Dann sindale¢,=0 (1 =m —-n+ t, m—n +2,...), de Behauptung
also richtig. Oder es gibt ein 4 << # + 1 vund ein ¢ > 0 derart, dal
G 40,

in—nt g
wéhrend Cprli=0,(l=m—n+tl,m—u+2 ..}
Dann beachte man die bekannte Determinantenrelation
(60) O 0%, — O w (L)
Man wende sie auf & 4+1=m — %+ ¢ an. (Wegen w22 gibt es fir g =0
ein solches k, fur das alle C erklért sind.) Dann folgt aus der Identitat (60):

th) . OIM - (CM )|+ 0,

m—Rtp—1 me—ntp+2d LR

; ) ®
Es ist dso auch Cm_nw_l +0 und Cmi_wg -0,
Esist dso (k0 {(i=m—n+1,m—n42, ..

Somit folgt aus dem schon bewiesenen die neue Behauptung.
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Diese als notwendig und hinreichend erkannten Bedingungen kann man
noch etwas umformen. Nach Kronecker gilt néamlich folgender Satz;
Dafir, daB (59) eine rationale Funktion darstellt, ist notwendig und hin-
reichend, daf} die Determinanten

23] ol b [E Tl
cw, v, CF,...C ..

von einer gewissen n = N an alle verschwinden.

Dal3 die Bedingung notwendig ist, folgt sofort aus dem gerade be
wiesenen Satz. Denn wenn G+ =0 fiir 2 =m 4 p—n (p > 0), so sind
in den Determinanten Oj**+*+2 (p = 0) jeweils die n + | letzten Zeilen linear
abhangig, und daher sind diese Determinanten ale Null. Da3 die Be-
dingung hinreichend ist, folgt aus der Identitdt (00). Wenn namlich

Ci¥— Q¥+t U = () ist, s0 folat aus (60) fur k=N, N+1 ... da auch
‘(!(N} - (ﬂ.l'H-IJ — . =0
“E4 1 Ll .
Da aber g g™ g
‘0 T Yo -
sein soll fir ein passendes N, so sind nach dieser Uberlegung 0f% = ¢{*
=0, dh G =0 fir 2=0, 1, ... p = N, womit die Behauptung
bewiesen ist

§ 9. Pole an der Peripherie des Konvergenzkreises.

1. Ein Satz von Hadamard. Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen be-
trachteten Determinanten hat Hadamard eine Bedingung dafiir gefunden, da3
an der Peripherie des Konvergenzkreises nur Pole liegen. Man kann némlich
die im vorigen Paragraphen abgeleitete Bedingung auch folgendermai3en
aussprechen: Dafir, dal

Gl fy=Sew

ene rationale Funktion darstellt, ist notwendig und hinreichend, daf3 fir
ein passendes n die Funktion

(62) %‘c}'“’si=- G (2)

eine ganze rationale Funktion ist. Dies n gibt den Grad des Nenners, d. h.
die Zahl der Pole an, welche die Funktion hdchstens im endlichen be-
sitzen kann, wéhrend der Grad der ganzen rationalen Funktion (62) den
Grad des Z&hlers der rationalen Funktion bestimmt, die durch (61) dar-
gestellt ist.

Nehmen wir nun an, (61) sei eine beliebige Potenzreihe mit dem Kon-
vergenzradius r >, dann ist (62) eine Potenzreihe, deren Konvergenz-

Bieberbach, Funktionentheoriell. 2. Aufl. 21
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radius mindestens r"** ist. Denn man kann ja die Determinanten auflésen.

Damit zerféllt die Reihe (62) in eine Anzahl anderer Potenzreihen, deren
Koeffizienten Produkte aus n+ 1 Koeffizienten ¢, sind. Also ist der Kon-
vergenzradius von (62) mindestens ##+% Dal er groler als #"+1ist, ist nun
gerade die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf (61) an der
Peripherie seines Konvergenzkreises hichstens n Pole und keine weiteren Sin-
gularitaten besitzt.

2. Beweis der Notwendigkeit. Ich will mich damit begniigen, diese Be-
dingung as notwendig zu erweisen. Zu dem Zwecke nehme ich an, (61) habe
an der Peripherie seines Konvergenzkreises genau k Pole und keine anderen
Singularitdten. Dann kann man

f(2) = r(2) + I{z)
setzen, wo r(,r) eine rationale Funktion und R(z) eine Potenzreihe mit
grolRerem Konvergenzradius ¥ > r ist. Ich setze weiter
r(z) = Srw

Be)= 3R
Dann ist ¢, =r + R,

und s wird ot My r + B+ By
(63)  Cg+n —

LT SRR LFTTTE ¥ (PO

r(2 kann man so wahlen, dad es gerade mit der Summe der Hauptteile
der Pole identisch ist, welche f(z) auf der Peripherie seines Konvergenz-
kreises hat. Dann hat aso r(z) nicht mehr as k Pole im Endlichen. Daher

sind die Determinanten
Far Fogr " Tags

k1)
,-g+1]_

LET SRS ¥
alle Null von einem gewissen k an. Da jede der k + 1-Kolonnen von ¢&+"
eine Summe von zwei Gliedern ist, so kann man diese Determinante als
Summe von 2X*! Determinanten schreiben. Eine davon ist #**"; die anderen
haben stets eine aus R/+1 bestehende Kolonne. Schreibt man diese Determi-
nanten aus, so erhdlt man eine Summe von Gliedern aus je k + 1 Faktoren.
Einer davon ist ein B. Entsprechend zerfallt die mit den C&** gebildete
Potenzreihe in eine Anzahl anderer Potenzreiheu, deren Koeffizienten jene
Determinantenglieder sind. Da aber in einem solchen Produkt ein Faktor
ein R, ist, dieanderen gewisser}, sind, so wird der Konvergenzradius mindestens

-t
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Also ist der Konvergenzradius groRer als #***. Damit haben wir bewiesen,
dal? die angegebene Bedingung notwendig dafir ist, da3 die Potenzreihe (61)
genau k Pole an der Peripherie ihres Konvergenzkreises hat.

Ich will nun noch zeigen, dal3 die Bedingung auch dafiir notwendig ist,
dal} sie hochstens k Pole daselbst hat. Das ist gleichbedeutend damit, zu
zeigen, da dafiir, da3 eine Potenzreihe (61) genau k Pole an der Peri-
pherie hat, notwendig ist, daB die Potenzreihe (62) fir » >k einen Kon-
vergenzradius grofer as s+ besitze. Dies kann man aber genau wie
eben durch Betrachtung der Determinanten

dn +1)
erschlieBen. Wir formen sie unter Verwendung der Zahlen

|80="1J ﬂ: IS&-:

die sich aus den Gleichungen (64) ergeben, um, wodurch sich genau wie eben
das angegebene Resultat ergibt. Man kann sogar noch etwas weiterkommen,
indem man die Umformung auf die n—k ersten Kolonnen anwendet und
so schliefdt, dad bei (62) der Konvergenzradius mindestens

(64) {(rryn=k. P41 sein muB.

Bemerkung. Ganz ebenso kann man ubrigens beweisen, da (62) not-
wendig dann einen Konvergenzradius gréRer as r''! hat, wenn (61), das ja
bei z = 0 regulér ist, in |#! = » bis auf hdchstens n Pole regulér ist. Denn
es ist fur unsere Schliisse nicht wesentlich, daf3 die Pole auf )s| == » liegen.
Man muf3 nur in der durchgefiihrten Betrachtung die Zahl r durch ene
Zahl ¢ >> 0 ersetzen, fur die (61) i |#,<Ce ul &r ist. Dann ist der Kon-
vergenzradius von (62) minde {r)*=*g**t so fir genligend groBes n
wieder groer as r.

3. Ein Speziafall. Der allgemeine Nachweis dafir, da3 die aufgestellte
Bedingung hinreichend ist, soll uns hier nicht beschaftigen.’) Ich will nur
kurz skizzieren, wie im Fall eines einzigen einfachen Poles derBoweis erbracht
werden kann. Hier ist die gefundene Bedingung die: Dafir, daf? (61) an der
Konvergenzgrenze |z] = # nur einen einzigen einfachen Fol und keine anderen
Sngularitdten besitzt, ist notwendig und hinreichend, da

(65) limeup ¥Te,  rurs el <

L] ¥
ist. Im Vorstehenden ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen. Aus
einer gewissen Umformung ergibt sich der Nachweis, da die Bedingung

1) Wegen einer einfachen Beweisanordnung vgl. man eine Arbeit von Ostrowski
im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 35 (1926).
21*
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hinreichend ist. Der erste Schritt ist der, da3 man beweist, daf unter der
Voraussetzung (65) nur endlich viele der c, verschwinden konnen.
Dies ergibt sich durch den Nachweis des folgenden Grenzwertsatzes:

Aus (65) in Verbindung mit
Yimaup Ve, [ = : folgt
n-ym
(66) lim ¥Je,T= +
Hrwm

Ich fihre den Nachweis nicht, sondern ziehe es vor, zundchst unter
Verwendung von (66) eine Bedingung herzuleiten. Wir werden sie her-
nach auf anderem Wege as notwendig und hinreichend nachweisen. Nach
(65) gibt es eine positive Zahl & <7 1 derart, da fir groRe n

¥
lc —1Cap1 — C‘:l < (rl)
Dafir kann man dann schreiben

s
Ll EEE ol LA

[fax1 _ ©a !<
M Cy-1

Da nun aber ¥ie. _I'—»%
konvergiert, so sind die Zahlen
VieJdr und Vie,_,|r
fur grole n oberhalb einer festen Schranke ﬂ; gelegen, die man beliebig nahe
an 1 wahlen kann, wenn nur n groR genug ist. Wir wahlen M so, dal3
M ="

bleibt. Dann haben wir |t - S| < (R

Daraus folgt, da3 die Reihe
.E:+(5:_"1)+.,_+ (""an__bfa_s )_|_

€y €y -

absolut konvergiert und daher existiert der Grenzwert

lim %t 1
[ -4

L) ‘B
der ja der Summe dieser Reibe gleich ist. Nach S. 307 ist der absolute
Betrag diesss Grenzwertes , S0 da3 a eine Stelle auf dem Konvergenz-

kreis ist. Es wird sich zeigen, da es die Koordinate des Poles ist. Zu-

néchst beachte man, qaz

T TR ("au — '"_’!t‘;) Foenn
L Ty Ca+1 %
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Daher wird

+ 1l . genn O
c_-l.__&_;l<(k) plp =l

Man wahle m so groR3, dal?

e k< 1

Yi—& <

ist. Ist dann = > und aulerdem so groR, wie es die Betrachtungen bis
jetzt verlangt haben, so ist

S+t 1 LA ST S S S L Y
1< ) i) e

Diese Uberlegung fiihrt uns zu der folgenden Vermutung, die ich dann
beweisen will.

Dafiir, daB (61) auf dem KonvergenZireis hei z = a einen einfachen Pol
und sonst keine Sngidaritaten besitzt, ist notwendig und hinreichend, daR es
eine Zahl k& <2 1 gibt, derart, daf? fur genugend grof’e n

Sniy
B c’l

Die Bedingung ist dahin zu verstehen, dald nicht allein der

1
o

< k" gilt.

lim sl = b
Ll ] cu &

existieren muR, dessen Existenz schon nach S. 307 die Stelle u. als singu-
lare Stelle kennzeichnen wirde, sondern da3 aufRerdem
Snty
Bn
mit einer gewissen Geschwindigkeit sich seinem Grenzwert ndhern muf.
Ich komme zum Beweis und zeige zuerst, da3 die Bedingung not-
wendig ist. Setzt man namlich

(0 F(e) = (& - e)f(2),
so hat F(z) einen groReren Konvergenzkreis as f{#} und es ist Fa}=
Man setze Flg) m by + Fg+-- -,

dann folgt aus F(e) 4= {4, da3 es eine Zahl N gibt derart, dal? fir ale s > N
Fot ket -+ he +0

ist. Setzt man flayme+es+---,

so ist wegen (67) ¢, = — Fﬂ—l-(k, Fhead -+ ket

Ich nehme # > ¥. Dann ist
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€y _ Ll bhat ok
e, @ kbR e ke

Frpw ™
Also Al SRS

Es gibt eine Zahl d >0, so da3 Fi2) in |#|<L ]|+ & noch regulér ist.
Es gibt eine Zahl M, so da3 daselbst | Fi¢)| < M ist. Daraus folgt, daf
es eine Zahl M, gibt, so dad |‘:"*“-——-|<M (M_H,) fir n> N Da
]/M —+1 fur » » o0, so ist fir genligend grofle n eine Zahl k<1 vor-
handen, derart, dal3 fur diese grolRen n

l__uIV_M

o|+d

Ich komme zu dem Nachweis, dal3 die Bedingung hinreichend ist. Nach
S. 307 folgt aus . ey, 1 L oag— 1
Lim™tl — —, daf ,}I_f]m'lflc“!= ]

A-wan

ist. Wir haben bk, =c,

L]
L]
*

[

k<l st

-1 Gy

Ich muR zeigen, da3 lim sup ¥z, _, ;c,,'a'|_<];|
L1
ist. Nun ist o _
IImSUpV Tt — Calt llmsup !_-|a“c,'__l|

% CT -
hm sup lﬂ L —--‘ im" Ve, |
b €1 o =1 W n-id I

womit der Nachweis schon erbracht ist.

Bemerkung. Man kann ubrigens mit Leichtigkeit aus der eben be-
wiesenen Bedingung wieder auf die Notwendigkeit der friher abgeleiteten
Bedingung schlief3en.

4. Der Satz von Mandelbrojt. Mandelbrojt') hat die vorstehend ge-
schilderten Betrachtungen mit den L[jckensatzen in Verbindung gebracht und

hat so folgendes Ergebnis gewonnen. f(s) ‘> a,'n zei in | 2| < 1 reguldr.

Es gebe unendlich viele n., so da} dy41 — 1,,‘> k, wo % > ( eine ganze po-
sitive Zahl sei. Hat dann f(z) auf |#| = L keine anderen Singularitéaten als
Pole, so hat es deren mindestens K. Tsuji®) hat diesen Satz von Mandelbrojt
dahin verallgemeinert, da3 das Wort , Pole" durch ,algebraische Singulari-

1) Annales de I'école normale sup. 40 (1923).
2) Japanese Journal of Math. 3 (1926).
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taten" ersetzt wird. Noch weitere Verallgemeinerungen riihren von Pdlya,
Narumi, Ostrowski, Shimizu u. a. her. Man vergleiche Uberhaupt auch die
Arbeit von Ostrowski, Uber Singularitdten gewisser mit Liicken behafteter
Potenzreihen, im Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. Bd. 35.

§ 10. Ein Satz von Podlya und Carlson.

1. Fragestellung. Borel hat an die Betrachtungen aus dem Beginn des
vorigen Paragraphen die folgende Bemerkung angeschlossen. Wenn die
Reihe (Gl) ganze rationale Koeffizienten hat, im Einheitskreis konvergiert
und an seiner Peripherie auler k Polen keine Singularitaten besitzt, so muf
f(2) ene rationale Funktion sein. Denn nach den Betrachtungen aus dem
Beginn des vorigen Paragraphen hat dann die Reihe

(68) e

einen Konvergenzradius groer as Eins. Daher miissen von einer gewissen
Nummer an ihre Koeffizienten kleiner as Eins sein. Da diese Koeffizienten
aber as Determinanten aus ganzen Zahlen selbst ganze Zahlen sein missen,
so missen sie Null sein. Also ist (68) eine ganze rationale Funktion und
dies ist, wie wir feststellten, die Bedingung dafur, da f(z) rational ist.

Ebenso kann man zeigen, da? eine im Einheitskreis und auf seiner
Peripherie bis auf Pole regulédre nichtrationale Funktion niemals in der Um-
gebung von z= 0 eine Potenzreihenentwicklung mit ganzen rationalen
Koeffizienten besitzen kann. Dies folgt genau wie eben aus der auf S. 303
gemachten Bemerkung. Es ist dabei durchaus wesentlich, da3 die Voraus-
setzungen nicht nur im Inneren, sondern auch am Rande des Einheits-
kreises erfiillt sind. Denn wir wissen aus verschiedenen Sdtzen dieses Ka-
pitels, da3 es auch nichtfortsetzbare Reihen mit ganzzahligen Koeffizienten
gibt. Auch kann man bemerken, dal

Zezr wmd  3le]e (c, reell fir ale n)

im Inneren des Einheitskreises die gleichen Singularitdten haben, denn ihre
Differenz ist eine Potenzreihe, deren samtliche Koeffizienten absolute Be-
trage kleiner as Eins besitzen und die aso im Inneren des Einheitskreises
konvergiert. Pdlya hat die angefiihrten Untersuchungen von Borel we-
sentlich verallgemeinert. Fir eine weitere Vermutung Polyas hat erst
Carlson einen Beweis erbringen konnen, den dann Polya unter Erweiterung
seiner Vermutung wesentlich vereinfacht hat. Ich beweise den folgenden
Satz von Polya.
Eine Potenzreihe
(69) fl@)=c+est-
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mit ganzzahligen Koeffizienten stelle eine analytische Funktion dar, welche in
einem Gebiet B reguldr ist, dessen Abbildungsradius grolRer als Eins ist; dann
ist f(z) rational

Unter Abbildungsradius ist dabei der Radius derjenigen Kreisscheibe zu
verstehen, auf welche man das Gebiet B schlicht und konform abbilden
kann durch eine Funktion, welche bei z= 0 verschwindet und dort die Ab-
leitung Eins hat.

In diesem Satze von Pdlya ist also namentlich die Aussage enthalten,
dal} die Funktion f(z) sicher dann rational ist, wenn die Potenzreihe (69)
im Einheitskreis konvergiert und ber denselben hinaus fortsetzbar ist. Denn
dann kann man sofort ein das Innere des Einheitskreises enthaltendes
Gehiet angeben, in dem die Funktion reguldr ist. Sein Bildradius ist natiir-
lich gréRer as Eins, weil doch sonst durch die Abbildung des Gebietes B auf
eine Kreisscheibe von einem Eins nicht Ubertreffenden Radius der Einheits-
kreis als Teilbereich des Gebietes in einen Bereich (berginge, der ganz im
Einheitskreis enthalten ist. Nach dem Schwarzschen Lemma muf} aber die
Ableitung der Abbildung dann im Mittelpunkte des Kreises ihrem Betrage
nach kleiner sein as Eins. Man kann den Satz as eine Weiterfiihrung der in
8 9 beschriebenen Untersuchungen auffassen. Denn der Beweis wird darauf
hinauskommen, zu zeigen: Ist f{#)==t,+¢,z+--- in dem einfach zusammen-
héngenden Gebiet mit Abbildungsradius g regulér, so ist

1
lim sup | QT < 1
nwx ]

2. Erste Hilfsbetrachtung. Zum Beweis des ausgesprochenen Satzes be-
noétigen wir das in § 8 hergeleitete Kriterium fur rationale Funktionen in
seiner zweiten Form, das Kriterium also, das an die Determinanten

g & ... 0,
Omknipf{. < ch setz !
:cncuu-l"- CI-J

Llcm e cm + t;hcm—l + e + t?)cm—t (k 2 l)r anm = cm! C_y= 0 (U - U)!

wobei unter den % irgendwelche nachher naher zu bestimmende Zahlen zu
verstehen sind. Ubliche Determinantenumformungen lehren dann, dai

& Iye v Ige,
Clim+1) oy Llcl LIL‘('" e LI I"ﬂcn-l—l
v .
L,;C- LnLI‘-+: e LnLnCSn
Ich setze nun @y fa) = ftizd + &8 -1 ... + #hr 4 1L
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Dann ist Gl -f(&) = ZLed
Q- E)-flo)= ZL Ll-"t’:
woraus z. B. folgt, daf3 Ll =L Le,

ist. Hieraus folgt aber auch, dal3
LiLlcl+i 1 ) Q) @y () dz.

ﬁ:ﬂ kT
Setzt man Q) - =4, (;),
. t 1
so wird L;L.vm-;;;/ @9'_(_?3_3(_2.) ds.

3. Zweite Hilfsbetrachtung. Von G. Faber stammen die folgenden Be-
merkungen: Ein Gebiet B der zEbene, das den Punktz =0 in seinem
Inneren enthélt, werde durch die Funktion w =@ (z) auf den Kreis {# < g
schlicht abgebildet. Es sei

1 1
W.=;_+i’+llg+..‘

. 1Lym 1
Es sei (H‘-)-) =t B Pole)
=P, ( )+ Piz), PLO=0.
Dann gilt in jedem inneren abgeschlossenen Teilbereich von B gleichmaRig
. " 1

o (o) By (1) =1
Nach dem Residuensatz ist némlich

1 1 1 |mrjeym | guym—1 du

)= 5w f o) TC+ G+ 1]
b

Dabei moge Uber des Bild Teines Kreises |t¢| = r < p integriert werden,
wahrend z im Inneren dieser Kurve T liegt. Man kann schreiben

P, (:) = E?lﬁ_[s:‘ (qt(u)) ud_“z E:n'f«_i-s (up'iu])m dT;
I r

Da nun EJE“) in B regulér ist, so findet man durch Berechnung des Resi-
duums bei u =z

P ()= Gk fr G
,.
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Auf T ist aber {@(t)| ==+, Also kommt

L= P, (1)~ 1| <28l ‘ﬂu_‘

Das Integral ist aber von m unabhéngig, wahrend
lple)| <r

RLLI
[

ist. Daher ist (70) richtig.
4. Beweis. Es sei f{&) in einem Boreich B mit einem Abbildungsradius
¢>1 reguldr. Es sa

Il R<r <y
Als Funktion [+ 38 (:)

wahle ich die eben eingefihrte 1’“(%)
Dann wird ‘2.;‘,‘[“,)3:} (:) P,(;)fif
+

wo M eine passende Zahl ist, die von k und | nicht abhangt.
Denn auf Tgilt nach (70)

|P ( ‘ <.|.W__ ;‘_,

wo ¢ von k nicht abhangt, weil doch (70) fir |@{(g)| <r gilt. Die auf
S. 322 vorgenommene Umformung der Determinante {¥r+4 liefert daher

M+t
| Cg 0 < rervrmap (» + !
(r+ DA\ +0
< (%)

-~

Da r> 1, so strebt die rechte Seite flr #--»gsgen Null. Daher sind
fur hinreichend groRe n die Cj*+* » & und daher ist f(z) rational.

5. Bemerkungen. |.Polya hat durch ganz dhnliche Betrachtungen sogar
zeigen konnen, dal} f(z) auch rational sein muB, wenn es in dem Bereich B
bis auf isolierte singuléare Stellen reguldr und eindeutig ist. Man vgl. seine
Arbeit in den Lond. Proc. (2) 21.

2. In seiner groflen Arbeit Acta math. 30, die ungeheuer befruchtend
auf die funktionentheoretische Forschung gewirkt hat, hat Fatou auf S.368ff.
noch die folgende Ergénzung des hier bewiesenen Satzes gegeben: Wenn
eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten im Einheitskreis konver-
giert und eine rationale Funktion darstellt, so liegen ihre samtlichen Pole
bei Einheitswurzeln.



§ 10. Ein Satz von Polya und Carlson 331

3. Borel hat den Betrachtungen, mit denen wir diesen Paragraphen

begonnen haben, noch die folgende Bemerkung hinzugefiigt. Es sei
b

in der Umgebung des Nullpunktes reguldr und in der ganzen endlichen
Ebene meromorph. Die a, und b, seien ganze Zahlen. In den b, kommen
nur endlich viele verschiedene Primfaktoren g, ... p, vor und es gibt eine
Zahl M, so daB |&,| < M= ist. Dann ist f(z) rational. Zum Beweis be-
stimme man die ganze Zahl 1, so, da pk > Mist. Dann ist

16, << ppt.
Man setze =P P
Dann wird f(z) — flaph ... pi*) = F(3) eine Potenzreihe mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten, welche eine meromorphe Funktion darstellt. Sie ist
also rational und daher ist auch f(#) rational.

Natirlich gibt es meromorphe nichtrationale Funktionen, welche durch
Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten dargestellt werden. Denn ist tz [
eine beliebige Potenzreihe mit von Null verschiedenem Konvergenzradius und
reellen Koeffizienten, so bestimme man die rationalen Zahlen d, so, dal
e, —4d,]| <’:! ist. Dann ist die Differenz der beiden Funktionen

Zes und I a.z

eine ganze Funktion. Also besitzen beide im Endlichen die gleichen Sin-
gularitdten und man kann somit jede Potenzreihe durch eine mit ratio-
nalen Koeffizienten beliebig genau approximieren.

4. Aus den Sétzen dieses Paragraphen folgt insbesondere auch der schon
friher von Fatou bewiesene Satz, dal3 eine Funktion, welche im Einheitskreise
und an seinem Rande von algebraischem Charakter ist, nur dann in der Um-
gebung des Nullpunktes eine Potenzreihenentwicklung mit ganzzahligen Koef-
fizienten besitzen kann, wenn sie entweder rational ist, oder wennim Inneren des
Einheitskreises mindestens eine Verzweigungsstelle der Funktion vorkommt.
Kamen namlich im Inneren des Einheitskreises nur Pole vor, so ware
nach dem allgemeineren auf S. 322 ohne Beweis angefiihrten Satze die
Funktion rational. Nehmen wir aso an, sie s& nicht rational, so miissen
im Inneren des Einheitskreises Verzweigungspunkte vorkommen. Ubrigens
hat Carleon auf die algebraische Funktion

1 2n "
Vi— 45 = ;‘; ( n} "
aufmerksam gemacht, deren Potenzrethenentwicklung rationale Koeffizienten

hat, und deren Verzweigungspunkte bei 'i'/}_, aso bei passender Wahl
von m, beliebig nahe an der Peripherie des Einheitskreises liegen.
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§ 11. Der Satz von Eisenstein.

1. Formulierung des Satzes. Mit den Erorterungen des vorigen Para-
graphen haben wir bereits einen Schritt in das weite Gebiet der arithmeti-
schen Eigenschaften analytischer Funktionen getan. Merkwirdigerweise sind
Sétze auf diesem Gebiete dlter as ein systematischer Aufbau der Funktionen-
theorie. Denn bereits im Jahre 1852 hat Eisenstein den beriihmt geworde-
nen Satz ausgosprochen, dem dieser Paragraph gelten soll, und bereits im
Jahre 1854 hat Heine, auch einer der Véter der modernen mathematischen
Strenge, den ersten Beweis dieses Satzes verdffentlicht.

Der Eisensteinsche Satz enthalt eine notwendige Bedingung dafir, dal3
eine Potenzreihe
(71) w=oc,+ ¢+ 6+ -

mit rationalen Koeffizienten eine algebraische Funktion darstellt. Der Satz
lautet namlich: Wenn die Potenzreihe (71) mit rationalen Koeffizienten eine
algebraische Funktion darstellt, so gibt es eine ganze Zahl k derart, dal

w(ke) — 6y = keyg + Kepr® 4 -
ganze rationale Koeffizienten hat.

2. Vier Vorbemerkungen. |I. Wenn eine Potenzreihe (71) einer algebra-
ischen Gleichung

(72) f(z,w)=0
geniigt, wo aso f(zw) ein Polynom in z und w ist, so geniigt sie auch

einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten. Denn auf ale
Félle kann man f(zw) so schreiben:

(73) fla ) = folz, w) + o filew) + -+,

wo die g. irrationale Zahlen sind, und die fi(zw) rationale Koeffizienten
haben, und man darf dabei noch annehmen, da3 zwischen den a, keine

lineare Relation Bo+ Bog+---=0

mit rationalen Koeffizienten 3 besteht. Denn anderenfalls kann man ver-
mittels einer solchen Relation eines der o, aus (73) beseitigen. Tréagt
man nun (71) in (72) ein, und ordnet nach Potenzen von z, so mussen
die Koeffizienten aller Potenzen von z verschwinden. Diese Koeffizienten
sehen aber so aus: C + e €, + -0

Dabei rihrt C; von fi(zw) her und ist rational aus den cx und den Koef-
fizienten von fi(zw) aufgebaut, ist also selbst eine rationale Zahl. Da aber
zwischen den a, keine Rotation mit rationalen Koeffizienten bestehen soll,
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so missen die C; ale einzeln verschwinden. Das bedeutet aber, da (71)
allen Gleichungen fi(zz w) = 0 einzeln geniigt. Diese haben aber rationale
Koeffizienten. Man darf aso fir den weiteren Beweis annehmen, daf3 die
algebraische Gleichung f(zw)=0, der (71) geniigen soll, ganze rationale
Koeffizienten hat, und da3 kein allen Koeffizienten gemeinsamer Teiler
vorhanden ist.

I'l. Man darf aulerdem annehmen, daf f(zw) irreduzibel ist, d. h. da
man f(zw) nicht in Faktoren zerlegen kann, die selbst rationale nichtkon-
stante Funktionen von z und w sind. Denn wére die eben gefundene mit
rationalen Koeffizienten versehene Funktion f(zw) reduzibel, so macht (71)
einen der beiden Faktoren zu Null. Er hat einen niedrigeren Grad wie
f(zw).  Durch den eben beschriebenen Proze3 geht man wieder zu einem
neuen f mit rationalem Koeffizienten Uber. Es hat auch einen niedrigeren
Grad. Wére es wieder reduzibel, so mache man denselben Schluf aufs
neue. Bei jedem Schritt verkleinert sich der Grad, und es ist klar, dal}
man so nach einer gewissen Zahl von Schritten zu einer irrechiziblen
Funktion F gelangen muB.

I'11. Als dritte Vorbemerkung will ich zeigen, da3 man annehmen darf,
dal3 die Gleichung f(o.w) =0

linear ist. Zu dem Zwecke mache ich den Ansatz
Wbyt O F 4+ G 2T e

Trégt man das in (72) ein, so erhdlt man ene algebraische Gleichung
zwischen z und Iv. Man kann ihr ganze Koeffizienten verschaffen, da die
¢, rational sind, und man darf sie wieder as irreduzibel annehmen. Diese
neue Gleichung se ¥, (s, 0) = 0.

Wahlt man p hinreichend groB, so muB
(74) F,0m=0

linear sein. Denn wenn diese Gleichung nicht linear ist, so besagt dies doch,
dal} die algebraische Funktion Iv(z) mehrere Funktionselemente besitzt,
welche bei z=0 endliche Werte haben. Geht man zu w zuriick, so be
kommt man fir diese algebraische Funktion mehrere Funktionselemente,
deren Entwicklung in der Umgebung von z = 0 mit

cn+cls+<--+c’_,s""

beginnt. Da diese algebraische Funktion aber nur endlich viele Elemente
in der Umgebung von z = 0 besitzt und ihre zu z= 0 gehorigen Elemente
alle verschieden sind, so ist die Zahl der Anfangsglieder, in denen zwei
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Elemente ibereinstimmen kdnnen, beschrankt. Daher muB fiir passendesp die
Gleichung (74) linear sein. Wenn es nun gelungen ist, fir die Funktion

wie) =c¢, + 6,8+

den Eisensteinschen Satz zu beweisen, so ergibt er sich daraus fir (71)
ohne weiteres. Denn dann gibt es eine ganze Zahl k; so da

ikl (220)
ganz ist. Weiter gibt es eine ganze Zahl k,, so dal?

Eyer oo, B3e,

ganzzahlig sind. Daher sind auch die

(kiky)e, (g>>0)
ganzzahlig, so daB fir & = k&, der Eisensteinsche Satz sich fir (71) als
richtig erweist.

IV Es ist weiterhin bequem und statthaft, c, als ganze Zahl anzunehmen.
Denn jedenfalls gibt es eine ganze Zahl k' so, da k'e, ganz ist. Macht
man dann in (72) die Substitution

w=kw,

so genugt Iv einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.
Ist fur diese der Eisensteinsche Satz bewiesen, so kennt man eine ganze

Zahl kl, 0 dal k'k:c‘, (v>0)

ganz ist. Dann sind aber auch die

*E)ye, (> 0)
ganz und & =&k, erflllt den Eisensteinschen Satz in der urspriinglichen
Fassung. Ich nehme daher weiter ¢y as ganze Zahl an.

3. Beweis. Nach diesen Vorbereitungen kann nun der eigentliche Beweis
rasch geflihrt werden. Ich stelle die Voraussetzungen, die wir nach den vier
Vorbemerkungen machen, kurz zusammen. f(z, w) ist irreduzibel, hat ganz-
zahlige Koeffizienten ohne gemeinsame Teiler. Die Gleichung

f0,w)=0

ist linear. e, ist ganz. Ich setze nun

(75) f(-ﬂ w) = EAR(S)W‘
A7) =2alﬂﬂ‘.

Hier ist dann =0 (13>1), ay+0,

weil f(Ow) linear sein soll. Ich trage in (75)

W=+ ot
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ein und ordne das ganze nach Potenzen von s. Alle Koeffizienten missen
Null sein. Ich betrachte den Koeffizienten von z. Er ist

Bo1 B+ Bu G F o By G F By By = O
Daher muf [

ganzzahlig sein. Ich will nun allgemein beweisen, dal?
(®10)"¢,

ganzzahlig ist. Dazu bediene ich mich der vollstéandigen Induktion. Ich

nehme aso an,
B0, (G005 - .. (@0)"e,

seien ganzzahlig und will zeigen, da3 dann auch

{ag)"* e, 1
ganz ist. Zu dem Zweck betrachte ich den Koeffizienten von g**! in
fiz, Zc#). Da fir 4> 1 die 4,(s) kein von s freies Glied haben, so

gehen in die Beitrége, welche die Glieder
A (2w

zum Koeffizienten von z"+* liefern, nur die
cl)’ i l'.""

ein. Diese Beitrage hdngen ganz und rational von ¢,...e, a. Sie be-

stehen also aus einer Summe ‘inn C“e‘;‘ﬂm dar Form
O30, 3 O E] - 6,

anz ist, und wn
WO i 2n O WA 24t al,<n
ist. Diese Ausdricke werden aso durch Multiplikation mit (a,) ale
ganzzahlig. Dazu kommt nun noch der Beitrag, den 4,{z) + A,{s}w zum
Koeffizienten von 2** liefern. Das ist
Bourr + Bigfuyr T @l T By G-

Also haben wir eine R v(g, ... e} + a,56,,, = 0.
Dabei ist {6 6
ein Ausdruck, der durch Multiplikation mit (&) ganzzahlig wird. Daher

ist auch

G ganzzahlig.
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Achter Abschnitt.
Die Riemannsche Zetafunktion.

§ 1. Definition der Funktion § (8).

Unter s = ¢ + it verstehe man in einer seit Rieniann in diesem Zu-
sammenhang Ublichen Weise eine komplexe Verénderliche, wahrend # und
t reell sind. Die Reihe:

w

1 1 1

& EG) =Lt ko= S
1

in der durch:

) B =g logn reell

n* eindeutig definiert ist, konvergiert bei beliebigem & =0 fir
a>144

gleichmaBig und stellt darum in der Halbebene & >» 1 eine eindeutige und
reguldre analytische Funktion dar.

Es ist namlich: bt e ol HY

Es soll sich nun weiter um die analytische Fortsetzung der so zunéchst in
einer Halbebene definierten Funktion handeln. Dazu gehen wir zu geeig-
neten anderen Darstellungen der Funktion durch Integrale Uber. Die Mittel
dazu geben uns die Betrachtungen Uber die Gammafunktion in Bd. | an
die Hand.

§ 2. Integraldarstellungen der Funktion § {#}.

1. Erste Darstellung. Fiur die Funkti c]'l(.;-) ben wir in Bd. I, S. 317 ff.
die Integraldarstellung:

1 1 .
®) o = :zm'ife #7%de

kennengelernt, die in der ganzen sEbene gilt. Wir verwenden se nun
fur @ >> 1. 2=* ist dabei durch e~ — =z < Jloge<m erklart. Der Inte-
grationsweg, der damals verwendet wurde, war aus zwei Geraden zusammen-
gesetzt, die im Abstand s zu beiden Seiten der negativen reellen Achse aus
dem unendlichen bis zu den Punkten + ie gezogen wurden. Diese beiden
Sticke waren durch einen Halbkreis in der rechten Halbebene mit z = 0
as Mittelpunkt verbunden. Bei der Integration wurde der Weg so
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durchlaufen, da3 0 =0 zur Linken blieb. = Welchen Wert man ¢ er-
teilte, war gleichgiiltig. Daher gilt die Integraldarstellung noch, wenn man
2 durch nz ersetzt, den Integrationsweg aber beibehdlt, n sei dabei eine
positive ganze Zahl. So bekommt man:

1 — ‘_l .Il -1
Wil —s uT.f” £ da.
L'

Wegen (1) fin ) 1 .1_+¢h

= K R -1
Pi—% —,‘ﬂ‘mezs L f T edE
@ 1 ief Pl
ls! i3
(5) —ami) 1 e de— tim o / "—""d

_K k—pm

Nun muf3 ich aber zunéchst zusehen, ob immer noch in beiden Inte-
gralen die Wahl des Integrationsweges gleichgiiltig ist. Bei der in (4) vor-
kommenden Verbindung der beiden Integrale ist es noch gleichglltig, wie
man ¢ wahlt. Das zeigt die Herleitung. Bei dem ersten Integral in (5)
macht man aber die Beobachtung, da der Integrand Singularitdten bel
2= 2hxi (h ganz) hat. Daher ist die Wahl des Integrationsweges nicht
mehr gleichgiiltig.!) Wir missen vielmehr in beiden Integralen denselben
Integrationsweg nehmen, wenn wir von der Wahl desselben unabhéngig
sein wollen. Es ist aber zu vermuten, dad wieder jedes einzelne Integral
vom Wege unabhédngig wird, wenn man sich auf &< 2= beschrénkt.
Das ist tatsdchlich der Fall. Es ist nach dem Gesagten nur nétig, dies
fir das erste Integral zu beweisen. Vergleicht man zwei Wege mit & = &
und £ = & miteinander, so sient man, da3 es analog wie in Bd. | darauf
ankommt, zu zeigen, dal3

iy a— iy

. £¢-+‘y)l l.eu.r_-l-u' d l' f(? _"__‘!)o—l T iy -"
.,..ll.m_. f PR dy =0 un u_n:l_., o= —dy
LR TN e
coaa— 1 om iy T =1
Nun ist aber: .(tf.'l'i)‘““i.._ < 1ie"“’+3ﬂ i

woraus sich das gewinschte Ergebnis sofort ergibt. Um zu zeigen, dald das
zweite Integral in (5) den Grenzwert Null hat, mache ich von der Freiheit in der

1) Naher wird der EinfluB einer Anderung des Integrationsweges im folgenden
Paragraphen untersucht werden.
Bicherbach, Funktiouenthcorlc 1. 2. Aufl. 22
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Wahl des Integrationsweges Gebrauch, und nehme 3-71&" Ich wéhle eine
Gerade parallel zur imaginédren Achse im Abstand & zur Linken derselben und
betrachte zunachst den rechts von ihr gelegenen Teil des Integrationsweges.
Auf ihm liegt fir s >2 der Integrand fir ale k>0 in einer festen
Umgebung von z = 0 bei festem s unter einer von k unabhangigen Schranke.
Wahlt man daher ¢ hinreichend klein, so folgt daraus, da3 dieser Teil des
Integrationsweges, dessen Lange nach Null strebt, zum Integral einen Bei-
trag liefert, der kleiner ist, als eine beliebig vorgegebene positive Zahl
%« Die durch diese Forderung bestimmte Gerade links der imaginaren Achse
halte ich nun fest und betrachte den Rest des Integrationsweges, welcher
aus zwei geradlinigen Sticken besteht. Da aber auf ihm der Realteil der
Integrationsvariablen nicht groRer als— & ist, so ergibt sich fir den Inte-
granden die Abschétzung:

e

1—¢

! <eHjzp-ley,
wo [ eine von k und x unabhangige Zahl bedeutet. Da aber das Integral

[laio-tedz
&

erstreckt langs der negativen reellen Achse konvergiert, so liefern die bei-
den noch zu betrachtenden Teile des Integrationsweges wegen des Faktors
¢ % fir hinreichend groRes k einen Beitrag, der gleichfalls kleiner als
2 ist. Daher ist der Grenzwert des zweiten Integrales fir s> 2 tatséchlich
Null. So haben wir fir s> 2 die Integraldarstellung gewonnen
a2 -1z
(6) Ok (;:,-"—) ;:‘::.' dz.
Ll

Nun aber beherrschen wir die beiden Faktoren dieser Darstellung fir be-
liehige s. T (1 — s) wurde in Bd. | ausfuhrlich betrachtet. Und das auRerdem
noch dastehende Integral hat gleichfalls fiir alle s einen Sinn. Es stellt eine
ganze Funktion dar. Dies sieht man am bequemsten in der auf S. 174 von Bd. |
an einem Beispiel dargelegten Weise mit Hilfe des Vitalischen Satzes ein.
Da auch G(s) analytisch ist, so gilt das zundchst nur fur s> 2 bewiesene
(6) fur alle s. Daher ist {(s) eine meromorphe Funktion, deren Pole nur
da liegen konnen, wo T (|l —s) Pole besitzt. In Betracht kommen also
nur die Stellen, wo s positiv ganzzahlig ist. Da aber diese Stellen von
$ =2 an in dem uns bereits bekannten Regularitatsgebiet liegen, so bleibt
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nur s= 1 Gbrig. Hier hat nun §(s) tatsachlich einen Pol, wie wir durch
Bestimmung seines Residuums beweisen wollen. Dies Residuum erhalten
wir, indem wir das Residuum von T(I —s) bei s— 1 mit dem Wert des

Integrales:
1 & :
CETH A

Ly

multiplizieren. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist aber der Wert dieses
Integrales gleich dem Residuum des Integranden bei z = 0. Dies Residuum
ist aber — 1. Nach S. 304 von Bd. | hat weiter das Residuum von T(I —s)
bei s=1 den Wert — 1. Also hat { () bei s— 1 einen einfachen Pol mit
dem Residuum + 1.

2. Zweite Integraldarstcllung der Funktion § (8). Man kann sie aus (6)
erhalten, indem man dies Integral dhnlich umformt, wie dies Bd. I, S. 317ff.
gelegentlich der Herleitung der vorhin benutzten Integraldarstellnng von
'1'11,5 geschah. Es ist aber wohl bequemer flr den Leser, wenn ich kurz an-
gebe, wie man diese Integraldarstellung auf einem Wege gewinnen kann, der
dem ganz analog ist, welcher zu (6) fuhrte. Fir die Gammafunktion war in
Bd. I, S. 315 die fir & > 0 giltige Integraldarstellung:

0) ) = feo-tdz, (2> 0)

gewonnen worden. z*~! war dabei d u Utz o gx reell, erklart. Er-
setzt man x durch nx, so erhdlt man:

(8) ;‘_{:) nﬂft:'”‘.t" ‘.
"

Wendet man dies auf die einzelnen Glieder von (1) an, so erhd@t man
fur o 1: .
a=k a
r(s)E(s) = lim —\_:'Jc‘—n:xg_ldx
—

e f

* 1— —iz
- lim - e rpt= iy

=13 v ket
=..f""’ A —lim [ 2 Z_8%

LI 2 £ —1
[

22*
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Nun ist fur &2 0: & — 1>
| “—-l: L ld: [
Also: \f </r*‘x‘ ’dz|
3 r‘
Jka IP(SHI)J

Da ¢ > 1, so ist r(s— 1) endlich, und daher ist:

—kx _a—1
i FLE dx=0.
l'inb]m -1 &
o
Also bleibt: o .
) Lo
(9) 0=z £ 0 @20
L]

Die Integraldarstellung (6) hat eine grolRere Tragweite als (9). Denn diese
letztere gilt nur fir ¢ > 1 und kann zur analytischen Fortsetzung nicht
unmittelbar benutzt werden.

3. Dritte Intcgraldarstellung. Ich bespreche noch eine weitere Integral-
darstellung, die sich aus der in Bd. I, S. 304 angegebenen Eulerschen Summen-
formel (2) ergibt, wenn man se auf die Reihe (1) anwendet. Ich setze in
jener Formel:

flz)=

(1+ J

J. ]
Dann wird — =f dx + + l) + sfP:{ff dax.
-1

Dabei ist P(x) eine periodische Funktion der Periode 1, die zwischen 0
und 1 durch .
Pg)=[s] -2+

erklart ist, und die sich durch die Fouriersche Reihe:

n= 3o
1

darstellen laB3t. So lange # == 1 ist, kann man auf beiden Seiten den Grenz-
Uibergang vornehmen. Dies liefert:

(10) (@ =i+t f A ax
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Da | P, ()| beschréankt ist, so stellt das hier verbleibende Integral eine fir
# > 0 reguldre Funktion dar und daher gilt diese Darstellung (10) von
t(s) fir ¢ >> 0. Wir haben also mit Hilfe der Eulerschen Summenformel
die analytische Fortsetzung der Funktion &{s) Uber die Definitionshalbebene
hinaus erhalten und entnehmen namentlich dieser Darstellung aufs Neue,
dal3 die Funktion in dieser Halbebene bis auf einen einfachen bei s= 1
gelegenen Pol vom Residuum Eins regulér ist.

4. Einige Folgerungen. Unsere Formel (10) ist zu gewissen numerischen
Bestimmungen besonders geeignet. Z. B. kann man mit ihrer Hilfe bequem
das Absolutglied der Laiiren treihe fir £(s) in der Umgebung von s = 1 be-
rechnen. Man entnimmt namlich der Formel (10), dai3

. 1 1 (P, ()
tim (0=, )~ o B
1
ist. Dies Integral kommt aber vor, wenn man die Eulersche Summenformel
auf die Reihz:‘- endet. In der Tat wissen wir von S. 298 des
Bd. I, dai3 ‘:’P L
.] Iﬁ(‘@dx_“ s+ 0

1

wo C die Eulersche Konstante bedeutet, die durch

(= lim (1+ A :;—logn)

A—rwn

definiert ist. Daher wird
. 1

(1) i ((0—;20)=¢

Wenn man die anderén in Bd. | entwickelten Eulerschen Formeln
heranzieht, so kann man die analytische Fortsetzung Uber immer grofiere
Halbebenen erstrecken. Die Heranziehung der anderen Formeln lauft auf
eine Umformung von (10) durch partielle Integration heraus. So erhalt man
z. B. 2

! 1 i 5 FAT
(10 t(-")-é:'i'}'?‘i‘ﬁ—'s(s'i‘l)f?%uldx;
1

und diese Darstellung gilt nun, wegen der Beschranktheit von P,(x) fir
a>>—1. Aus dieser Darstellung lesen wir z. B. a, da3 in ¢ = — 1+ 4,

b>0 5 = O()
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ist, wo O(t?) eine Funktion von t bedeutet, fir die
‘ o5
]

beschrankt ist fur groBe t und zwar gleichméRig fur e 2> — 1+ 4, 8> 0,
Schéarfere Abschatzungen werden wir spéter kennenlernen.
§ 3. Die Riemannsche Funktionalgleichung.
Wir knupfen an die im vorigen Paragraphen noch nicht voll erledigte
Frage der Abhangigkeit des Integrales
1 £e
_.._.f -ag
exi,f 1—¢
iy

von ¢ an und betrachten zunadchst das

1 /ass—l.ef

y . '—'_'(IS,

Bxi f 1 —#

&)
erstreckt im positiven Sinn tber einen Kreis KN vom Radius (2N + 13a
{N ganz) um z=0. Betrachten wir auflerdem den in diesem Kreis ge
legenen Teil eines Integrationsweges L, mit € < 1. Wir bezeichnen diesen
Teil mit £#. In dem zwischen dem Kreis K und dem W KV e -
legenen Gebiet ist der Integrand eindeutig und regulér, auler bei den Stellen
g=42hni (h=1,2...N),

wo er einfache Pole besitzt. An der Stelle z = 2kxi ist das Residuum
des Integranden

(‘ 1)

— (PhEip e — 1__(2 )'" , wenn k=h>>0

=g

bzw. — {~ Zhmd)*~1=-- 1-;;(2::}"’ $ , wenll ke — k<0

Daher lehrt der Residuensatz, daf
A=
1 1 1 zl—lez 2 )J—l

(12) mfi'l?d’='§&r-'f'{_ Lo - D1 2 e0n ] (5—1)

1) o A=l

4y

Nun gilt auf K™ fir reelle s die Abschatzung

ca "l<1(2N+1)u]' e
< (BN + D]~ g,

wo u eine von N unabhangige Zahl ist. Denn die Werte, welche e-* auf
den Kreisen K() annimmt, kommen, wie man ohne weiteres {bersieht, der
Eins nicht beliebig nahe.



§ 3. Die Riemannsche Funktionalgleichung 343

’:‘:,,f:_—: de| <[@ X + 1) x}a
)

Also wird

Fiir s<0 wird daher: Lim - f——da-&
N pw I
Andererseits wird nach §1 fir s<0
ﬂ=j.il\f F
li = — 8\
N-llfmh=lk1—' r(l 3)

Fir N— oo folgt daher aus (12) die damit zundchst nur fir s< O be
wiesene Funktionalgleichung

A e (2xy 12 0 S (s — 1) (1 — 5).

it —g)
Also ist wegen
(13) (s r(l—s) = ﬁ;" (Bd. I 5. 314)
(14 5{1_5)=a%,-cos:-5<F(s}-i(s}

Dies ist die Riemannsche Funktionalgleichung. Als Relation zwischen
analytischen Funktionen gilt sie aber nun fir ale s (Bd. | S. 140 u. 210).
Setzt man noch

(15) E(s) = ?_(."_.;__"). r-(;) a8 (),
S0 ist E(s) eine ganze Funktion, fir welche die Funktionalgleichung
(1 6 ) 9 ig=t1-3
Setzt man noch S =E3+1is),
so wird &(—2) = =Z(2).

Tragt man namlich zundchst in (14) s« 2n 4 1 ein, wo n ene posi-
tive ganze Zahl sein soll, und beachtet, da3 dann links die endliche Zahl

¢(— 2m) steht, wahrend rechts cos (g—"f;--n—'— ¢ ist, und T(2n + 1) und
£{2n 4+ 1) endliche Zahlen sind, so sieht man, dai3

— 2 =0 (n=12,3.. ).
Andererseits hat F(:) bei =0, — 2, — 4, .., einfache Pole. Daher ist
I"(%) t(s) bei s— —2, —4. . polfrei. Der Faktor s schafft auch den
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letzten von F(:) herriihrenden Pol fort. Der Pol, den £(s) bei s= 1 hat,

wird durch den Faktor s— 1 beseitigt. Also ist zunachst E{(s) eine ganze
Funktion. DaR fur se (16) gilt, beruht auf der fur die Gammafunktion

geltenden Funktionalgleichung
(17) D M(s + 1) = 2V = 2-11(2s).
Von ihr war in Bd. | noch nicht die Rede. Man gewinnt sie aber un-
mittelbar aus der im ersten Bande S. 311 fui=(—)gegebenen Darstellung

durch ein unendliches Produkt.
Zunéchst wird namlich

Et'i_g_8c(.+.:.)(H_;_)Ij(wg_-_:_;)e—'%i_

_ 8[:(.+ :)(s +;) Ilzl (2"_+;:_”+ 28) e ™
=e°‘('+%)(s+-;-) I:[(l_lrﬁﬂi_l)e—?;ﬁ_

,:1 (L+55)e7 ”" AP
T Ij(‘ FaE) S

4 _1'__ '—‘-: - Ba L f]
b Tl £ 2
¢ g 2 .
) 8'2-slll(l+§—)el
Ferner v = e
= 1
A1 w9y, gLy, 1 g
Al g par s — H(“' WERE B
'
~ g ?r‘*"
weil nach Bd. | S. 312 il =ya st

Hiernach ist der Ubergang von (14) zu (16) mit Hilfe von (13) leicht
zu bewerkstelligen und kann dem Leser Uberlassen bleiben.
Spéter werden wir noch einen zweiten Beweis fir (14) kennenlernen.
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§ 4. Eulers ProduktdarsteUung von § (»}.
Multipliziert man (s) mit 2-° und zieht dies v f{s)n ,absofallen
aus der Reihe (1) alle Glieder heraus, bei denen n ein Vielfaches von 2
ist. Es bleibt
(18) HO(1 =27 = 14 5+ ot o
Multipliziert man dies mit 3-2 und zieht es von (18) ab, so fallen alle

Glieder heraus, deren n ein Vielfaches von 3 ist. Wiederholt man dies der
Reihe nach fir alle Primzahlen < p, so findet man

(19) (1~ 21— 3. . (1—p) =1 _,_2 L,

wo dann die Zahl n nur noch die Zahlen durchléauft, welche zu allen
Primzahlen kleiner gleich p relativ prim sind. Um die Konvergenz zu ge-
wahrleisten, hat man nattirlich & =1 anzunehmen. Sei 4 >> 0 eine beliebige
Zahl, so haben wir fir &> 14 & gleichméRige Konvergenz. Nun wird

|12
2 n*
und das strebt gegen Null fir p—e . Daher ist das Produkt

Ha—pn

1
;”'i-ﬁh

gleichmaRig konvergent und
(20; R [ (B

erstreckt Uber alle Primzahlen p gilt fur alle ¢ > 1.
Das ist Eulers Produktdarstellung.

§ 5. Eine Absehétzung von § (s).
Auf Grund der Funktionalgleichung (14) kann man eine scharfere Ab-
schétzung von § (#) fur s == 6+ it und grofe t gewinnen. Zunachst ent-
nimmt man dem § 1, dai3 fir ¢ 2> 1

Ic(s)rsz S D g fre148,820,
1

dal also |§(#)| in der Halbebene e =1 + &, & >0 beschrankt ist. Die
Produktdarstellung (20) des 8 4 lehrt weiter, dal

olSTT(+ o) e oziva 050
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Daher bleibt |£{)| in der Halbebene ¢ 2 1 4- &, & >> 0 zwischen endlichen
von Null verschiedenen Schranken.

Die Riemannsche Funktionalgleichung erlaubt es nun, eine analoge Ab-
schétzung fir die Halbebene & < & und groRe t zu gewinnen. Die Stirling-
sche Formel von Bd. I, S. 313 liefert

| Cla + it) | —e e ]t|a-%£ (L+a(1),

wo 0 (1) —» 0 strebt fiir |t| — oo und zwar gleichméaRig fur jedes endliche
Intervall der 0. Daher folgt aus (14) in Verbindung mit dem gerade (ber
t {&) gewonnenen

tl—s)=2@mrel A toaye F i You(t 4 o )R @),

wo h (&) eine Funktion bedeutet, die fir a o144, §>>0c h e n
endlichen positiven Schranken bleibt. Daher ist

a1
[§(1—8)[=]t]" k),
wo h (&) jetzt eine Funktion bedeutet, die fir jedes endliche Intervall der

¢aup o> 144, §d >0 und genligend grofe |#] gleichm&Rig zwischen end-
lichen positiven Schranken bleibt. Ersetzen wir 1 — s durch s, so wird

1 .
[E@) =] h(d), a<--8, 8>0,

wo h (&) fur jedes endliche Intervall aus ¢« — &, & >0 und gentgend
groe |#| zwischen endlichen positiven Schranken bleibt. Hieraus kann
man nun auch eine Abschatzung in dem noch unberiicksichtigten kritischen
Streifen 0 < o =5 1 gewinnen.

Es seien ¢,— — d und 9, =1 + 4, & >> 0 zwei passend gewdhlte Zahlen.
Aus § 2 wissen wir bisher nur, da3 in diesem Streifen |§(8){=0|#] ist.
Diese Abschédtzung kann jetzt verscharft werden. An den vertikalen Réndern
dieses Streifens ist némlich

t(a,+i8)| = 0] "}

und [E(w, + i) | = OV
Betrachten wir die Funktion

(21) o) =(s— ) -2
mit ).-3‘%::, x-ﬁ (e, — 2).

Jeder ihrer Zweige ist in dem Streifen 6, o < @, regulér. Es ist ferner

1o ) =t1 157 b (0, ),
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wo h {g,, #) im Streifen zwischen endlichen positiven Schranken bleibt.
Anders geschrieben ist

L9 () = £k (o, 0), wo =3 "% (o o),

Fir ge=d, ist g = -0, fir g==0, ist p =0, 50 dab ¢ (5} an den
Randern des Streifens dasselbe Verhalten zeigtwie § (s), wahrend im
Inneren sein Wachstum, d. h. p, linear von } — 1, zu 0 abfallt. Die
Funktion ) £(8)

O -y

ist im Streifen reguldr und an den Béandern beschrankt, wéahrend im Inneren
[F(5)]—= 0]

ist. Daraus folgt, daB F(s) im ganzen Streifen fur groRe |H gleichmaBig
beschrankt®) ist, daR also
’ t(5)= 0| ¢

1) Der Beweis dafir, daB eine am Rande eines Streifens ¢, S a8, , 2T >0 be
schrankte Funktion F(s), fur die eine Abschétzung

| Fig)! < .dt*, 4, % konstant

im Streifen gilt, auch im Streifen beschrankt ist, beweist man &hnlich wie einen
analogen Saz auf S. 269/270. Man betrachte

f@=d"F@, 1 >0
Dann ist f(s) im Streifen regulédr, und es ist
|fi | < A,
Daher strebt f(s) fur ¢—== und 6, % e%m gleichmaiig gegen Null. Es ist also fur

passeudes to und ¢2»#, und beliebiges 5 >+ ¢
FICIE - E
Wegen ¢z T>»0 ist am Rande des Streifens
[Flo} | | Fig}je™ " | F )|
Ist also FROCIE4H
am Rande des Streifens, so ist am | Fis}] < 0.0 auch

Nun wéhle man einen beliebigen Punkt & ==¢, + ¢, des Streifens und & >¢, <,
daRl 5 <€ ist. Dann gehdrt s, einem Rechteck o, G654, 7'5i%t, an, an dessen
Rande | f{s)] <€ ist. Daher ist auch in seinem Innern !f{g)1 < €. Namentlich ist

a "

* FEATELR
Daraus folgt { Fls,) < Ceth
Da dies aber fur jedes w9 gilt, soist

| Fia) &€ g e d.
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in g, =< o < g gleichmalig gilt. Da nun fiir beliebig gegebenes ¢ > 0 und

passendes & > 0 _
n<1 2 T4

[ 1—m i
gilt, so ist fir0 o1 |§(s)i=0}t_"’_. 'i.-
Namentlich ist aso fir ¢ =0 D
gtin= o] ™|
und fir ¢ =1 |§(1+ i) =0l

Die gefundenen Abschétzungen konnen noch weiter verscharft werden. Man
vergl. die Angaben in der Enzyklopadie Bd. |1, 3.

§ 6. Uber die Nullstellen von § (s).

Die bhisherigen Darlegungen geben einigen AufschluR (ber die Lage
der Nullstellen von §(s}. Zunachst lehrt, wie schon bemerkt wurde, Eulers
Produktdarstellung (20), daB fur & >> 1 keine Nullstellevon §{s} zu finden ist.

Denn 32&1 ist f (#>>1 nach jener ads gleichmalig konvergent erkannten
Produktdarstellung regulér. Hierauf lehrt die Funktionalgleichung (14), da3

auch flr & <70 auler den uns schon as Nullstellen bekannten Stellen
s=—2,—4...

keine Wurzeln von g(s) zu finden sind. Tragt man namlich in (14) ein s
mit negativem Realteil ein, so wird die linke Seite von Null verschieden.
Es kann daher (s} nur an den Stellen verschwinden, wo ein anderer Faktor
der rechten Seite unendlich wird. T(s) hat nun zwar einfache Pole an allen
Stellen, wo s einer negativen ganzen Zahl gleich ist, und sonst nirgends.
Die an den ungeraden ganzen Zahlen gelegenen Pole werden aber durch
den Faktor cos:s wieder beseitigt. Es folgt also, daB £(s) fir e <0

lediglich an den Stellen s =—2 —14

einfache Nullstellen besitzt. Alle Ubrigen Nullstellen der Funktion liegen
in dem Streifen 0 £ < 1. Die Punkte s= 0 und s= 1 aber scheiden
auch sofort als mogliche Nullstellen aus. Denn bei s= 1 liegt der Pol
von £{s}. Und dal bei s=0 keine Nullstelle liegt, lehrt wieder (14), wenn
man darin s—e 1 streben 140t.

Aber auch auf den Begrenzungsgeraden des sogenannten kritischen Streifens
0« ¢ <1 liegen keine Nullstellen von £{s).

Wegen der Funktionalgleichung (14) genugt es, zu beweisen, da3 auf
6 =1 keine Nullstellen liegen.
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Man flhrt den Beweis am besten folgendermaflen. Da bei s =1 ein
einfacher Pol liegt, so ist fur reelle e

et
Jm ey

Ferner ist fir reelle t, reelle € und ganze positive k

. O itk o)
Jm e e iy R

nach den bekannten Tatsachen Uber das logaritbmische Residuum eine
nichtnegative ganze Zahl, die nur dann von Null verschieden ist, wenn
E(1 + 4tk =0 ist. Sind dann co, € . . . . Cy nichtnegative Zahlen, so ist

—gc,,z,,gc‘,—c{,a),

wenn 10-1=0, und °e>°° ist. Andererseits ist nach (20) fir e > 1

log £ (§) == Z 2 p?

me=l

. g+ log p
Also wird g(l +T) = — n;: = _‘.;Jm')
P4k 45 logp
m:{l+a‘lk+sj —3‘22 L+ +iek)

logp-confimtelogp
= — S e % 4
Also wird

— Zc,‘l = llms 2 2 ,]:"ff‘] (q, + jc*coskmtlogp).
1

b oy

Nun aber kann man die Zahlen ¢; so wahlen, da

bl

ot Se conkp =0

]
wird fur ale @, und zwar so, da a >0 und ¢,2>¢ . Denn man
hat z. B. ot ot

(1+econp)emlt o+ 2aconp --cos2p.

]
Man wahle & = 1, dann ist 2a>1+v%—, Also =12, =2, ¢—
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Man nehme nun oben g = 1 und nehme an, dal §1(+ it) =0 ist. Dann
ist 4, >> 0. Vorhin fanden wir

- ah<0,
1

jetzt aber finden wir G e dy 2 0.
1

Daher kann nie §(l + it} = 0 sein.

Wir sellen weiter fest, daR im kritischen Streifen auf der reellen Achse
keine Nullstellen liegen. Dazu fihrt am einfachsten folgender Weg: In (10)
ist wegen |P{xz)| <1 firredles—eo>0

P (2) " dz
(22) jx.ﬂdx] ,f;.n -5
1
1

¢—1
o ist Ee) <0 fir O<a<l.

Da weiter < —1 fir 0<e<1,

Uber die Verteilungsdichte, welche die Nullstellen der Funktion (s)
allenfalls haben konnen, kann man der Theorie der ganzen Funktionen end-
licher Ordnung Angaben entnehmen. Dazu ist nur eine Abschétzung des
absoluten Betrages von §{8) nach oben nétig. Diese entnimmt man der
Integraldarstellung (6). Man nehme in (6) s> 1, g=re'?, —x L p = =,
s <1 Dann wird

(23) [ F7| ma gloRr @ =Nyt o plogrio— D+ aly] oo griil <"
fur beliebiges 4 > @, wenn nu |a|reichend groB ist. Daher wird

(24) ]f"'“ ‘< e ||1

fUr beliebiges n > 0, wenn nur |s| h|nre|chend grofl ist. Ferner ist nach
der Stirlingschen Formel (Bd.| S.315)fir —x +d < arg(1—s) < x + &,

0
§> ]J"(I—s)l(e"‘lH
bei beliebigem n > 0 und hinreichend groRem |g|. Also haben wir — zu-
nachst nur fir @£ 1 — bel beliebigem € > 0 und hinreichend groRem [s|
(25) £ <ot

Diese Abschéatzung gilt aber nicht nur fur ¢ £ 1, sondern fur alle hin-
reichend groRen |#]. Man sieht das am raschesten ein, wenn man in (6) s
durch 1—s ersetzt und die eben gemachte Abschdtzung erneut vornimmt.

+5

fdsl{e"'



§ 6. Uber die Nullstellen von £(8) 351
Da nun auch fur (5—1) £(s) ene Abschatzung-

[(s— &) <o

gelten muB, so ist {8 — L} £{8) eine ganze Funktion, deren Ordnung hochstens

Einsist. Diebei s = — 2n gelegenen trivialen Nullstellen kann man in einen
Faktc 1 imenfassen und daher die Weierstral3sche Produkt-
° 1\

darstellun

(26) ) =t [I _)f

wo das Produkt Uber alle n|chttr|V|aIen Nullstellen von £(8) zu nehmen ist.
Fur die Verteilungsdichte dieser Nullstellen ergibt sich, daR

1
27) 1
2 lo,1'*
fir jedes € > 0 konvergiert. Die noch unbestimmten Zahlen o und a kann

man leicht ausrechnen.

Zun&chst ist & ==— §(0). Bringt man aber in (14) T(9) auf die rechte
Seite und macht dann den Grenzilbergang s-> 0, so findet man

(28) (O —-—3-
Also ist
(29) a=1,
. ) [40) i)
(26) liefert weiter E0) — a+1— "f'ﬁ(f)"
Nun ist nach Bd. | S. 313
I
==+ 8E=1)+
Also ,
(30) %((-l%)-—a+1+4-0‘
Andererseits liefert (14)
ta—8 ____ tx ') F)
{1 log 2= Wyt gt

Nach (11) gilt nun eine EntW|ckIung
E@) =+ O+

; £
Also wird - ’__1+0+

Ferner ist ;-t.g-'i’!—-«-;-_—_—-i-i-al(s—-l)-p--
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-
Also wird endiich — 5§ ' ——log2n +pts—1)--

Also ist fir s— 1

ro _
(31) gy — log 27
Aus (30) und (31) folgt endlich
(32) e log2x —1—30.

Trégt man die gefundenen Werte in (26) ein, so erhdlt man endgiiltig die
Produktdarstellung

(3 Oz ey L0

wo a durch (32) erklért ist, und wo die g, die im Streifen 0 < ¢ < 1 ge
legenen Nullstellen von £(s) sind.

Noch ist freilich unbekannt, ob es uberhaupt solche Nullstellen gibt.
Unsere bisherigen Betrachtungen enthalten vielmehr nur eine obere Schranke
fur die Verteilungsdichte, wie dies in der Konvergenz von (27) fir jedes
€ >0 zum Ausdruck kommt.

Wir beweisen nun, da3 es nichttriviale Nullstellen gibt. Riemann wulte
bereits, da3 die Zahl N(T) derjenigen nichttrivialen Nullstellen mit posi-
tivem Imaginérteil, deren Imaginérteil die Zahl T nicht Obertrifft, durch

1 14+ log2
(34) N(T) = 5= TlogT— 2H 822 74 g(log 1)
gegeben ist. Dabei ist O(logT) eine Funktion von T derart, da

Gilog T)!
“log T

beschrénkt ist. Diese Riemannsche Vermutung hat zuerst von Mangoldt
bewiesen. Heute erlauben es die neueren funktionentheoretischen Mittel,
einen recht einfachen Beweis zu geben. Er rihrt von Backlund her und
soll im folgenden angegeben werden. Da zu jeder Nullstelle eine konjugiert
imagindre gehort, so gibt diese Formel Uber die asymptotische Verteilung
der nichttrivialen Nullstellen AufschluB. Namentlich entnimmt man ihr, daf3

1 ) )
— divergiert.
2 o] Y
Aus (34) folgt namlich, da

(35) N(T) =T log T(1 + o(1)),
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wo 0(1) eine Funktion von T ist, die fur T->  oder, was dassdbe ist,

fur N gegen Null strebt. Daraus folgt
log N = log T(1 4 o(1}}.

Also log T =log N(l +o(1)).

Somit wegen (35) Tom 2,;10;“]\., 1+ o).

Setzt man nun g, = ¢, + ¢, und ordnet die g, nach wachsenden

Imaginarteilen, so ist o=d2il  bearT

=20 (1+0(1).

Wegen 0 < g, << L ist daher auch

le,| =227 (1+ o).
Fir jedes s> 0 ist daher

leul < 2m),0 (L+¢)

I & W |e

R

Und daher ist Z_I..s.l divergent. - .o T
+Km

Ich komme zum Beweis von (34). Die Definition (15) der Funktion £(s)
lehrt, da3 die Menge ihrer Nullstellen mit der Menge der nichttrivialen
Nullstellen von §{x) identisch ist. Daher ist

L .
2N(T) = “_ﬁt“}’ ds
erstreckt Uber den Rand des aus Fig. 47 ersichtlichen groRen Rechtecks,

das zu 6 = ] symmetrisch ist. a ist dabei eine beliebige Zahl groRer as
eins. Da nun einersaits &{#) = §(s) ist und andererseits (16) gilt, so ist

. 4+ @
JN(T) bl i E?‘T as

erstreckt Uber den Linienzug abc des Rechtecks. Also
1 fE@®
H@ = f {0
fabs)
Da aber die linke Seite reell ist, so kommt nur der imaginédre Teil des

Integrals, das ist die Anderung des Argumentes von E(s) bei der Durch-
laufung des Weges in Betracht. Es ist aso

.
N1 Sfi(%)ds
fabeh

Bleberbach, Funktionentheorie I1. 2. Aufl. 23
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Wegen der Definition (15) der Funktion £(s) kann man dies Integral in
fUnf Teilintegrale zerlegen, entsprechend den fiinf Faktoren s, s— 1, P( )
%z n, £(#) in die man nach (15) £(s) zerlegen kann. So erhdlt man

(36) N(T) = — 3 ds -+ SJ de -;; log xﬂfds

(.m tabe}

T (i)
+ '211' ES/'P(E)d-"' + : El[:;'é:))d

Das erste und das zweit@*fntegral ‘geben die Anderung des Argumentes von
log$ und von log(s— 1) bei Durchlaufung von abc an. Das sind aber die
Winkel o und 8 der Fig. 47, deren Summe = ist. Daher ergeben die beiden
ersten Summanden zusammen 1. Das dritte Glied liefert

— T logn
g

Das vierte wird mit Hilfe der Stirlingschen Formel ausgewertet, die wir
Bd. I, S. 315 gewonnen haben. Diese lautete

log I'(s) = (8- ) lugs——s+—-—logz +J P_{f’”)d

Jetzt ist es bequem, das Restintegral nach der bei der Herleitung der Euler-
schen Summenformel befolgten Methode der partiellen Integration noch
umzuformen. So erhdlt man

(37) logr‘(sj—( — )lcga—s+-—l:;:ng2au:+12 o t:)_'_(g,d:c

Der vierte Summand von (36) gibt nun die ;-—fache Anderung an, welche
der IogF(-;-) erfahrt, wenn s den Weg (abc) durchlauft. Wir denken uns
wie bei der Herleitung der Stirlingschen Formel die s-Ebene langs der ne-
gativen reellen Achse aufgeschnitten und wéhlen wie damals den Zweig des
log F(;) der fur positive s reell ist. Dann ist jene Anderung weiter nichts
ads der Wert des Imaginarteiles von log I :) im Punkte .'.-—,1 + 0T,

4
Hierfur liefern die beiden ersten Summanden von log I"(;) nach (37)

Tlog; ; +s‘-3i—imt.g(—2r)—
T, T

=logz - + log(l—l— %mﬁg(——?i"}
r T

- log 2-—;-}-0(]031’)‘
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Sammeln wir ale Beitrdge, die wir bis jetzt zu N(T) erhalten haben, und
beachten, da3 auch 1 = 0(logT) ist, so erhalten wir im ganzen

r T Fi 1 i+ logex=
g 08y — g+ OlogT) =, TlogT —— =T + O(log T)-
Aus der Beschrénktheit von P,(x) folgt sofort, da? die beiden letzten
Posten von (37) einen Betrag

0(y) = 0T

liefern. Zum Beweis von (34) ist jetzt dso noch zu zeigen, dafd auch der
letzte Posten von (36) einen Betrag der GroRenordnung O(logT) liefert.
In diesem Nachweis, dal?

1 F 4L

-“-3./ He dg = O(log T}

fede)

ist, liegt nun die eigentliche Schwierigkeit der Beweisfuhrung. Sie wird mit
Hilfe der Jensenschen Formel Uberwunden. Der noch zu bestimmende Posten
gibt i mal die Anderung des Argumentes von g(s) bei Durchlaufung des
Streckenzuges (abc) an. Diese Argumenténderung kann man mit den Null-
stellen des Realteiles von £{s) in Zusammenhang bringen. Dieser verschwin-
det namlich dann und nur dann, wenn das Argument von &fs) ein ungerades
Vielfaches von T ist. Im Punkte a ist das Argument von £(s) Null. Die
erste Nullstelle tritt ein, wenn das Argument 4 : geworden ist, und
zwischen je zwei Nullstellen variiert das Argument um O oder um 4 =x.
Daher ist die Zahl n der Nullstellen von ®¢gis} auf abc an folgende Un-

gleichung gebunden 1
(8} 1

Es kommt aso nun nur darauf an eine Abschédtzung der Zahl n nach oben
zu finden. Dazu wahlen wir zundchst a so, da3 auf ¢ =@, d. h. auf der
Strecke ab keine Nullstellen von #{(s) liegen. Dazu geniigt es a—2 zu
nehmen. Denn dann ist

(38)  Mpg =1 T ML L
H 2

Es bleibt aso die Zahl der Nullstellen von RE{s) auf bc abzuschétzen.
Diese Zahl stimmt Uberein mit der Zahl der reellen zwischen '/, und 2 ge-
legenen Nullstellen der Funktion

(39) &)= Lles + i1y + 86— i),

23*
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da fUr reelle s = ¢ diese Funktion gleich
Rei(e +i7)

ist. Diese Zahl n ist nicht gréRer as die Zahl v der Nullstellen von (39)
im Kreise . ) 1
s—aSa— -
Diese Zahl v schdtzen wir mit Hilfe der Jensenschen Formel ab, die wir
auf den Kreis |$ — a| < @ anwenden. T wahlen wir so groB, da? die Punkte
1 + iT und 1 — T aulRerhalb dieses Kreises liegen. Dann ist darin f{s)
reguldr. Sind dann a; . . . a, sémtliche Nullstellen von f(s) in [s--a|$a——

so liefert wegen f(a) 4 0 die Jensensche Formel (vgl. S. 122ff.)

i

i ” 1 i
tog 5= aff")il"m_a: - ﬂ—flog Ifia + aei®)| d0.
a
Setzen wir M = max | fla + ae*®)|,

so bekommen wir die Abschatzung

a M
- - < —_
(“__%) f(ffl!

log- f:‘;!)_
dh. sty

log .

2
Wir wollten a =2 nehmen. Dann ist nach (38)

f@)] > 5
Also L -lp-g—sf .
log
]
Nun ist aber nach (39) M < max |§(8)).
G5 Sk
Py =2 r-“)
Nach S. 341 aber ist 5(8) = O(1%).
Daher ist ¥ = 0(log .
Daher ist auch n=0(log T,
; t 0]
und daher ist .;S‘fm ds = G{log T,

abe

und damit ist (34) bewiesen.
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Riemann hat nun weiter die kithne Vermutung gehegt, dai3 alle nicht-
trivialen Nullstellen von £({s) den Realteil % hatten. Was ihn zu dieser
Vermutung fuhrte, ist nicht bekannt. Heute kann man eine gewisse Stiitze
fur diese noch immer unbewiesene Vermutung darin sehen, dal3 numerische
Rechnungen ergeben haben, dald samtliche Nullstellen, deren Imaginarteil kleiner
als 200 ist, tatsachlich den Realteil % haben. Weiter hat Hardy zeigen
kénnen, dal} es unendlich viele Nullstellen mit dem Realteil % gibt. Diesen
Hardyschen Satz zu beweisen, ist das Hauptziel der nun folgenden Para-

graphen.

§ 7. Eine Funktionalgleichung fur die elliptische Thetafunktion.
Mit der in Bd. | untersuchten o-Funktion hangt eng die Funktion

+m
By (), 6= 7%) e g minx

zusammen. Wir setzen kurz .
(40) B (a) =D et

und betrachten w{z) fiir Rz > 0. Fir jedes solche endliche x-Intervall
konvergiert die Reihe gleichméRig. Wir wollen beweisen, dal

(41) &(z) — -—a( ) fir R(z)>0 st
Setzt man () _Z‘,,—-m=£(_==)2ﬂ,
1

aso #(x) = 1 + 2w{r}, so kann man dafir auch schreiben
(a1) 14 20(z) = (1+2m )) foe R(z) >0,

Hier ist ]/x> 0 fiir £ >0 zu nehmen. Es geniigt, aus Grinden des
analytischen Charakters, (41) fir x> 0 zu beweisen.

Wir stiitzen den Beweis auf eine von Dirichlet herrihrende Summen-
formel, die wir nun zundchst ableiten wollen.

Es sei f(x) fur alle reellen x stetig und mit einer ersten Ableitung
versehen. Dann ist fir ganze a

(42 HIGIOR &1 (G)+2f(v)—2 ﬁ(y)coa)wtydy

I TTER! F=—m g
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Zunéchst ist namlich (vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrechnung

S 87)
—ua+g @ l i}

Zf(y) cos 2xvydy — f( #in lgsi:’t_l)"‘—ydy + + )
¥

— y=—a+41_
Nun setze man im ersten’ Integral y =& —a, im Zweiten y w § 40 émd
unter dem Summenzeichen y == £ + +. Dann erhdt man

] S‘f{y} con 2:rw,friy -==f[(§ $in (AN 1)=f dt

binx§
LR N

a—1
+jr(e o) AN Yt as+/ sn@NL U e 1 yat.

win 2 sin x A

—a ¥=

Das letzte Integral zerlege man noch |n1J J'und mache dann links und
_% o

rechts den Grenzibergang zu N—> , wozu man z. B. meinen Leitfaden

der Integralrechnung S. 94 vergleiche. Dann erhdlt man (42).

(41) beweist man nunmit Hilfevon (42), das man fir f{y)=e-#7%, £ >0
verwendet. So erhdlt man:

(42 a!u+ e—rne 2‘[ ~#5r cop 2mvydy

v=—gt1 r=—u

'.Zl_.!'i.f ‘J l

Durch partielle Integration findet man bei Beriicksichtigung der Ganz-
zahligkeit von a:

2] ¥ cos Savydy —2 I sm&:wy —vas. xzydy +f -z dy

ot
Nochmalige partielle Integration liefert

'1 -y 2 ,
P e +2 J Sl e (— @uay) + 2wz) dy
l'+|’] fv*ll]

+Je—r“dg.
a
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Dies ist dem absoluten Betrag nach kleiner als

(2::6.’68""“ +:'f‘g—r’u (Zmx + 4=ty?) dy) 2-(—27:-'-)—; +‘ e-vrrdy

{rees)
Hier sieht man nun ohne weiteres, daf

lizm jfe—m cos2rvydy — O

EE

ist. Ebenso beweist man
- —da

lim Zfé'l““ cos 2oy dy — (.

a-e T35 g

Durch Grenziibergang a —¢ erhdlt man daher aus (42')

2 g-rins =2J;"’“ cos 2rvy dy =2 ﬁ'"‘"—"“‘!’ dy.
Die letzte Umformung rechtfertigt sich dadurch, dal

_f:z“*“" sin Sxvydy =0

ist. Der Integrand ist ja eine ungerade Funktion von y. Weiter wird

2-'.3-"" =jg_f;"f:_,, (H;’)'dy.

- i
Nun sstzeman z-]/:rx(y+ n=)
= ®, a2 o I L
Dann wird 28""’" u;, e ﬂl_x_.[ _3‘“_171528 ’
Denn es ist ‘f.c"'dxn]/;‘

(Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrechnung S. 123) Damit ist (41)
bewiesen.

Wir ziehen aus (41) noch ene fur spater nitzliche Folgerung. Wir
setzen
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7 L3
& -t (2-<¢<-§)

und zeigen, dal3 lim (&) =0

2 —

L
i

ist. Nach (41') ist namlich fir z = e* + &, wo z = re's, —-—-g-ggo{()

je—nu 3T+:) =.2-7(_ 1)"8""‘ o~ X 8_,,-,“ + 22&""“*
ary - 3V S a2 S D

V: & Vi &

Wenn nun x._,’;‘ rickt und dabei auf x = e2! bleibt, so gehdrt zu
einem jeden & > U ein (@) derart, dal fir |#} <C ¥, £ in demWinkelraum
bleibt, in c08 ¢ }"5““
ist. Daher ist fur |¢| < r(d)

( -'ml n’ué) . - -.:_:!
|'&(f;"')|<“"{2, }<17r12'e
_wrad _u‘:ni _:_f = __u%i

wz" vt T o

fiir +— 0.

Ganz analog sieht man auch ein, da3 fir die k-te Ableitung #* (x) von #{x)
lim 9% (&) = 0
E ]

2
gilt. Dazu ist nun zu zeigen, da3 die k-te Ableitung von

—
2 gt

fur z—- 0 gegen Null konvergiert. Diese k-te Ableitung ist aber nach (41")

LN (T L AN (L),

VzZP"(’ Je +V?21 e e,
wo die P, und Q, passende Polynome in % sind. Daher ist fir cose > 0,
|2| < r (8} wieder

_ntad

29 (;)e WZ&*. e v
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Dabei sind p, und g, aus P, und Q, gewonnen, indem man z durch r und
die Koeffizienten durch ihre absoluten Betrdge ersetzt. Weiter wird

L -
—_ . 1 —_—— -
1< S D ()

und das strebt fir r—e gegen Null. x=i ist also jedenfalls eine singuléare
Stelle von #{x) (wofern &{z) nicht ein Polynom ist).

§ 8. Neuer Beweis der Riemannschen Funktionalgleichung.

Aus (41) kann man einen neuen gleichfalls von Riemann herriihrenden
Beweis der Funktionalgleichung (14) gewinnen. Setzt man namlich')

1@ =@ ()= 2,
so kann man sie in der Form
7(s5) = u{l—3)

schreiben. Um sie in dieser Form zu beweisen, geht man von der Integral-
darstellung der Gammafunktion aus. Diese liefert

:.- r(;) " =Je"‘"*x i g,

Daraus folgt fir & =1

:(s) I‘(;)x-; =Z’,fe-“,x:x;_ld:€

=1 f—x’x: ;“1
x_":luz,"l ¢ x dx

- 3
L
==llmf Ze‘"“‘x” ilx
1

k
—Pnn

Man wird aso untersuchen, ob etwa

—Jm(x) x_;_—1d:.': (e>1)

x

(43) g ()=

¥
- —-—hg
Dx Fme ¥ logx reell.
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gilt. ) IN der Tat ist das hier rechtsstehende Integral fiir ¢ > 1 konvergent.
Denn fur x —> ist nach (40) @ {z}== 0 (e ™).
Fur x —e 0 aber ist nach (41')

-0(;.)

Um nun (43) zu beweisen, setze ich

-
mt(x) - Eg—n’ur

4 ’
und betrachte 2, (x) 2.1”" (z) 2 "dz.
[T}

Um zu zeigen, dal} fur jedes s mito> 1 und k —e
2,(x) —0
gilt, fuhre ich eine Zahl § > 0 en und schreibe

L

i
R,(z) "=./m*(2'] i "‘d;g +fm* (£) x* -1‘&'.

! i
Nun ist [m,‘(x) S Az < fo@ T dz.
0
- 1 1
Nach (41) ist o(z) < -+ iy 0.

Daher kann man & so wahlen, daR das erste Integral bei festem s mit
6> 1 enen Betrag kleiner als %2 hat. Dies & halten wir weiter fest und
betrachten nun das zweite Integral. Hier ist dann

o, (2) < e ®H 1w (l + Fe-n-i+ 1}!]1:&)

Akl
P ks itme, 4,

wo A von K und x nicht abhangt. Daher kann nun durch hinreichend
groRe Wahl vonk der Betrag des zweiten Integrals < % gemacht werden.

iog«
» logx redl. Es wurde dabe wieder

w(z) = WemHer o &)-2—-_—1- gensizt,
T
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Damit ist (43) bewiesen. Daflr schreiben wir

n(s) u-j'a: () z_;"lrlz+[m(x) x_;__ld::

_Jw (=) 2 +fm(;’) ¥ '
L 1
3 1_1 ?1 — . 1 _.‘,-1
= | @ (z) 2* dx+'j(—g]/a:+]/xm(z)—§)z LR
1 1
3 o, lmey :
(44) =.fm {z) (:c’ +x? )dx + =3
uUnd hier liest man g{s) =5 (l—3 sofort ab.
Aus (44) folgt nach S. 343

ﬁ(s) - .F(.s :nj'm (x) [e(; _l) 10“4— e(I;. -:) "’"E] a4 ; und

w0 = 3 (349 foli Sy,

1

= (; + z')r/?ﬁi(x}xm: cns(; log ;r) dx - “E

Setzt man x =¢*%, so kommt

™

(45) 5(:) =—(1+ Bg)fm(c“)c‘cos(st)dt+ ;
L
-4 s’)f¢(f) cos(s6)t +
wenn, man ¢
(46) () = o (*)e
setzt. Wir formen (45) durch zweimalige partielle Integration um. Aus
(41) folgt dE 2B —e !+ 20(— ).

Setzt man ¢ {£) — &' + 2 @{#), so ist i¢{f=y(—1#). D.h.esist ¢'(0)=0
Also ist O == I + 2°(0). Also @*(0) = — }. Somit liefert mit Riicksicht
auf {z) = @(e—"*) durch zweimalige partielle Integration

z’fdh(t)cns (x)dt = —;- -—f(b”{t)cousdt.
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Somit wird -
47) 2(5) = [ 1070 — @l costenat.

Diese Formel bleibt offenbar richtig, wenn man dann®(f) nicht durch (46)
erklart, sondern wenn man setzt

(48) D) = () + 5 ¢ = 5 B ().
Dann ist, wie schon bemerkt, @(f) = @(—#). Bei t— 0 ist @(f) regular
und hat dort eine Entwicklung
D) =gy + gt £ ogtt - -
Aus (40) folgt weiter, da fur alle Ableitungen @¥~{f} von d(¢) stets
lim =) {t) = 0 gilt.
Ertm
§ 9. Die Fouriersche Integralformol.

Wir knipfen an eine aus der Theorie der Fourierschen Reihen geldufige
Formel an:)

Fia, b= lml ff(g ——"_——--dE,

wo Fla, b) =0, wenn ab>> 0,
=f(0), wenn ab<0,
AU

g ¢ Wenn ab=10

und wo f(x) eine stetige differenzierbare (reelle) Funktion bedeuten mdge.

i gmink

”
Wegen o 'i'g__"' edridy

ist adso auch Fla, b) = hm ; ff{ﬁ)d&fe‘“*da

—i

- :if;w-;; f do f f@) i dE
- s-t;fdaf}(&)e‘“‘dg.

1) Vgl. z. B. die Herleitung einer hierin enthatenen Formel in meinem Leitfaden
der Integralrechnung, S. 94 oder Szax0 inMises-Frank, Differentia- und Integralgleichun-
gen der Physik, 2. Aufl., s206 ff., wo sich die im Text angegebene Herleitung von (44) findet.
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Ist dann zunéchst f(x) auRerhalb des Intervalles ab Null, so hat man

FO= g fdri f fB)e=at.

Wendet man dies insbesondere auf eine Funktion f{zx + &) an, so wird
(49) 1@ = gy [ d f 1@,

wo f(x) eine stetige abteilungsweise monotone Funktion ist, die auRerhalb
eines gewissen endlichen Intervalles verschwindet.
Die Formel (49) behdlt aber auch ihre Glltigkeit, wenn fir f£{§} das

) ﬁr(ws

konvergiert und £{£) in jedem endlichen Intervall abteilungsweise monoton ist.
Zum Beweise ist nur zu zeigen, daf?

h ak —
o dac f(a:)c' dz =0 .

ist. Denn daraus folgt

i ) ez dp o
mﬂfdajf(x)e“f ‘dz =)

und “:“ dnrff(x)e‘“("adx -0,

Nun ist wegen der Konvergenz von ﬁf(x)j dx

j‘:iuﬁ'(m)e‘"dz
=-fd::f(m)‘j e A

—u

"ff(”)d"‘ ¢ .._.—° -
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Und dies ist dem Betrag nach kleiner as

g .
2 1@l
und strebt daher fur @ — e gegen Null.
Aus (49) entnimmt man

= + =
(50) 16) = o f @ [ 1) cone(p—y) a8,
was die Fouriersche Intcgralformd genannt wird, und

0= ,‘,_ f a j ;;(ﬁ) sin«{f — p)dp.

§ 10. Anwendung der Fourierschen Integralformel.

Wenn aso f(x) eine fur — <x< 6 stetige, differenzierbare, von
— bis + absolut integrierbare Funktion bedeutet, so ist

(@) 1) = & fdaeser [7(8) et ap.
Setzt man daher - - -
(51) g(e) = [F(B) P ap,
0 ist - -
) 1) = g fo(w) etorda,
wenn f(R) irgendeine stetige differcn-zrcrbare, von — bis + absolut inte-

grierbare Funktion bedeutet.
Wenden wir unser Ergebnis insbesondere auf (47) an. Setzen wir
T(f) = § (D" — @), SO ist auch W({— #) = W(f) und lim * TPO() = 0.
I 4

Wegen #¥(— &) = ¥(f} kann man fur (47) auch schreiben
+m
(59 5(5) = [ wewa.
Also folgt jetzt, da3 auch

+=
(54) Wip) - J E()errds st
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§ 11. Hardys Satz Uber die nichttrivialen Nullstellen von § ().

Auf Grund der Relation (52) hat Hardy zeigen konnen, daR E(s) auf
o = Y% unendlich viele Nullstellen besitzt. Er hat damit einen wesentlichen
Beitrag zur Erlauterung der Riemannschen Vermutung geliefert. Denn diese
gibt an, da? alle nicht bei s— — 2n (n ganz und positiv) gelegenen Null-
stellen von g{s) auf o =/ liegen.

Ich gehe zum Beweis des Hardyschon Satzes Uber, den ich in einer von
Herrn Polya') herriihrenden vereinfachten Form gebe.

Offenbar ist nur zu zeigen, dald die auf S. 342 eingefiihrte Funktion E(z)
unendlich viele reelle Nullstellen besitzt. Der Beweis schliefit sich an die
Integraldarstellung (4V), (48) von S. 364 an.

Aus (53) folgt durch partielle Integration wegen ¢ #"(t) —e 0, daR

lim 2 F{g) = 0

rm

ist fur alle s 2= ¢. Daher kann man (54) nach t differenzieren und findet
)

o= AL ioras,

(~ 1y @iE(0) — J,,-__f (3 )erdn= j 8(4) et

Setzt man (2n)1e, = (— 1) PEW(0),

0 ist W) mgy— o 4 88

Der Konvergenzkreis dieser Reihe ist mindestens dem von #{e*¥) gleich.
Da #(x} fur M(x)>>0 regulér ist, so ist der Konvergenzradius dey Reihe
mindestens :-‘ Ein singulédrer Punkt liegt aber tatsachlich bei ¢ == ’;', wenn
x =i filr &(x) singular ist. Des weiteren streben die Ableitungen von ¥{#)
flr t—r’;' samtlich gegen Null. Wegen des S. 360 festgestellten Ver-
haltens von &(z) und seinen Ableitungen fir x—>i strebt namlich ¥ ()

und seine samtlichen Ableitungen fir f—rg"g'gen Null.

Falls nun 5(;) nur endlich viele reelle Nullstellen hat, so sind die ¢, von
einem gewissen n an von Null verschieden und haben alle das gleiche Vorzeichen.
Ist namlich z, B. w(;)>0 fiir 8= Z, 0 ist fur hinreichend groRe n

f ‘3(-;-) Mz < f 5(§) e ds.

1) Vgl. Polya, Math.-fys. Medd. Danske Vid. Selskab. V11, 17 (1927).
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Also ist auch lf,s n'"ds‘ <f z"‘d:
F 4
und /.E’( ) "'dz+l f“‘ s"d:i{sf s"'dz.
1]
Wegen IJ}E‘ s"'ds }‘f s"‘d‘s‘

folgt aso ]...(s)s"'ds<0
5

far hinreichend groRe n.
Da somit die Koeffizienten von

Y=g —e 8+ 6,88,
von einem gewissen an, ale von Null verschieden sind, so ist ¥r(#) kein
Polynom, und daher ist nach S.3GL die Stelle # — 7 firr #(f) singular. Da

aber die Koeffizienten von
WD) =gy + o + tf - -

alle von einem gewissen an positiv sind, so miften die Ableitungen ™ (it)

fur geniigend grofles n fur s'!—n':- monoton zunehmen. Nach S. 365 stre-

ben sie aber alle gegen Null. Die Annahme endlich vieler reeller Null-
stellen fihrt also zu einem Widerspruch. Damit ist Hardys Satz bewiesen.

Man hat den eben bewiesenen Satiz auch zu einer Abschatzung der An-
zahl der Nullstellen ausbauen konnen, die ¢(s) auf e =3, t < T besitzt.
Sie ist fur passendes k groRer als KT, so da® man der Anzahl

N(f)~ ' TlogT

der Nullstellen im kritischen Streifen mit diesem Ergebnis von Hardy schon
recht nahe gekommen ist. Wegen ndherer Angaben und aller weiteren
Orientierung ziehe man den Enzyklopadieartikel von Bohr-Cramer (Bd. 11,3.)
zu Rate. Fur ein tieferes Eindringen wird man auch gerne zu E. C. Titch-
marsh, The Zeta-Funktion of Riemann greifen (Cambridge tracts no. 26)
Cambridge 1930.
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Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin sindferner erschienen:

Lehrbuchder Funktionentheorie. |.Band: Elemente der Funktionen-
theorie. 3., verb.Aufl. Mit 80 Fig.i.T. [VIl u. 322 S] gr.8. 1930- Geb.
RM 17—

. ,Das merkwirdig Schéno an dem Bieberbachshohen Buche ist nun, da3 die person-
liche Note der Auffassung einem lypls:hm allgemeinen Zeitbedirfnis vor allem des an-
?ehmdm Funktionentheoretikers en %egenkommt. Die weitherzige Vielseitigkeit der Be-
frachtungsweise, der Ausgleich der Riemannschen und der WelerstraBischen Methoden
ist kaum je so naturlich “gelungen und durchgefiihrt wie hier. Auch die Art der Dar-
sellung und die Anordnung des Stoffes it ein Beweis fir die Freiheit des Verfassers.
Nirgends wird eine Frage beantwortet, ehe se nicht belebt und fragwiirdig geworden.
Nie wird eine exakte Formulierung gegeben, ehe eine enfiihrende Charakterisierung der
Schwierigkeiten stattgefunden hat.” Nirgends wird schematisiert, und ausfiihrliche Defi
nitionen “und Beweise wechsdn mit skizzierten Uberlegungen, die auch vom deutschen
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Funktionentheorie. Mit34Fig.i.T.[IVu.l18S.] 8. 1922. (Techn.Leitf. 14)
Kart. RM 3.20

Differential- und Integralrechnung. (Math. Letf. 4 u. 5)
|.Teil: Differentialrechnung. 3, verm. u. verb. Aufl. Mit 34 Fig. [VI u.
142 S] 8. 1928. Kart. RM 540
I'l. Teil: Integralrechnung. 3., verm. u. verb. Aufl. Mit 25 Fig.[V 1 u. 150 S]
8. 1928. Kart. R.M, 580
Analytische Geometrie. Mit 39 Fig. i.T. [IV u. 120 S] 8. 1930. (Math.
Léitf. 29) Kart. RM 660

Die vorliegimd_e Einfihrung in die analytische Geometrie ist an Vektoranalysis und
Matrizenkalkil orientiert, um so den analytischen A?parat_ nach Moglichkeit dem geome-
trischen Objekt zu nahern und antupassen. Sie erfillt damit zugleich™eine Aufgabe, 'in die
ge gch mit_der Differential- und Integralrechnung teilt: Einfihrung in modernes mathe-
matisches Denken.

Projektive Geometrie. (Math. Leitf. 30.) [In Vorb. 1951]

Vorlesungen (ber Algebra. Unt. Benutzung der dritten Aufl. des gleich-
namigen Werkes von 4 Dr. G. Bauer. In 4., verm. Aufl. dargest. von
L. Bieberbach. Mit 16 Fig.i.T. u. auf 1 Taf. [X u. 334 S] gr. 8. 1928.
Geb. RM 20.-

. ,Bieberbach hat das Buch stark umgestaltet und modernisiert, ihm aber glticklicher-
weise seinen wesentlichen Charakterzug erhalten: es gibt eine Einfuhrung in die Theorie
von den algebraischen Gleichungen, die dem Studierenden all das biefet, was er zum
Gesamtverstandnis der Mathematik braucht, und verliert Sch nirgends ins rein Formale...

Das Buch vermittelt einen anr d ricbenen Uberblick Uber ein ausgedehntes
Gebiet und versteht es an vielen Stellen dem Leser Appetit zu weiterem Eindringen zu
machen, wozu es durch reichliche Literaturangaben die Mittel an die Hand gibt”
(G. Doetsch im , Jahresber. d. Dtsch. Math.-Vereinigg.".)
Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. Netto, weil. Prof. a. d. Univ.
Gieflen. 2., verb. Aufl., neubearb. von L. Bieberbach. [V I u. 123 S] 8. 1925
(Samml. math.-phys. Lehrb. 9) Kart. RM 4.40

Zur Geschichteder Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im
Urteil der mathematischen Denker. Von Dr. F. Enriques, Prof. a. d. Univ.
Rggm Deutsch von L. Bieberbach. [V u. 240 S] 8. 1927. (Wiss. u. Hyp. XX V1.)
Geb.RM 11.— .

Mathematisches Worterbuch. Hrsg.vonL.Bieberbach u.Dr.K.v.Mises,

Prof. a. d. Univ. Berlin. [In Vorb. 1931]

Dieses Worterbuch will ein Hilfsmittel bei der mathematischen Lektiire ssin und ein
Nachschlagewerk fir jeden, der rasche Auskunft Uber einen Begriff oder einen Satz sucht.
Es will keine Sammlung von Monographien dar stellen, sondern den Stoff auf recht viel Stich-
worte verteilen, dabei die Begriffe erklaren, Sinn und Tragweite wichtiger Sétze erlautern.

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin

Bieberbach, Funktionentheoriel | . 2. Aufl.



Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Osgood, Prof. a. d.
Harvard-Univ. Cambridge, Mass. (Teubn. Lehrb. d. math. Wiss. X X, 1—3)
I.Band: 5. Aufl. Mit 174Fig. [XI1Vu.818S.] gr.8. 1928. Geb. RM 44—
|.Band. 1.Liefg.: 2. Aufl.Mit6Fig.[VI11u.307S.]gr.8. 1929.Geb.R.M18.--.

2. Liefg. [U. d. Pr. 1931]

,Das durch finf Auflagen ruhmlichst bekannte Werk Osgoods hat bei seinem ersten
Erscheinen 1906 eine historische Mission erfiillt. Seinem Einfiuld ist es mit zu_ verdanken,
dal3 in den mathematischen Anféngerunterricht der Uuiversititen das Mal an Strenge ein-
zo0g, zu dem die wissenschaftliche Forschung in den voraugelgangenen Jahrzehnten den
Entschlu  gefal hatte. Dieser EinfluR des Buches ist den trefflichen finf ersten Kapiteln
zu danken, 'in denen die Grundbegriffe der Analysis des Reellen mit vorbildlicher Klarheit
ausenandagmetzt erden. Gegenstand von Bd. | ist die Darstellung des klassischen
Bestandes der Theorie der Funktionen einer komplexen Verénderlichen. Der Band gipfelt
in einem glanzenden SchiuBkapitel (ber konforme Abbildung und Uniformisierung, in dem
auch_der Picardsche Satz Platz_gefunden hat* Der zweite Band gilt einer Ein uhrung in
die Theorie der analytischen Funkuonen mehrerer komplexen Veranderlichen..,

Bieberbach in , Deutsche Literaturzeitung”.)
Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh.
Hofrat Dr. R. Fricke, weil. Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Braunschweig.
I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen.
2. Aufl. Mit 83 Fig. [VIII u 500 S] gr.8. 1930. Geb. RM 16.-
Il.Teil: DleanebraJschenAusfuhrungen Mit40Fig.[VIIIu..546S.] gr.8.
1922. Geh. RM 15.-, geb. RM 18.

Vorlesungen tuber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat
Dr. A. Pringsheim, Prof. a. d. Univ. Minchen. (Teubn. math. Lehrb.
XL, 1,1-3 u.XL,Il,1.)

I. Band. 1. Abt.: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen 2 Aufl. [X11u.292 S]
gr.8. 1923. Geh.RM 13—, geb. Rl
2. Abt.: Unendliche Reihen mit reellen Glledern 2. Aufl [V u.
S. 293—514] gr.8. 1923. Geh.RM9.—, geb.RM 11.—
3.Abt.: Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern,
unendliche Produkte und Kettenbriiche. [IX u. 461 S.] gr.8.
1921. Geh. RM 21.—, geb.RM 23.60
| . Band. 1. Abt.: Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen
einer komplexen Verénderlichen. Mit 25 Fig.i. T. [XV u.
624 S] gr.8. 1925. Geh. RM 27.—, geb. RM 30.—

Die Idee der Riemannschen Flache. Von Dr. H. Weyl, Prof. a d.
Univ. Géttingen. 2, verb. Aufl. Mit 28 Fig.i. T. [VIII u. 18 S] gr. 8.
1923. (Math. Vorl. 5) Geb. RM 8—

Vorlesungen uber reelle Funktionen. Von Dr. C. Carathéodory, Prof.
a.d. Univ. Minchen. 2. Aufl. Mit 47 Fig. i. T. [XU.718S.] gr.8. 1927. Geh.
RM 27. — geb. RM 29, —

JEs isf ein Werk as einem GuB, das vieles Neue und Eigenartige enthdlt. Viele
vom” Verfasser eingefiihrte Begriffe und Ergebnisse werden zweifellos zum dauernden
Be?léh ageerrn \aléfmaﬁr;%rgéhggrdwer Es ist em wertvolles Geschenk, das uns Caratheodory
" Fbﬁu u?)er die Fortschritte der Mathematik.)

Das Lebesguesche Integral. Eine Einfiihrung in die neuere Theorie der
reellen Funktionen. Von Dr. E.. Kamke, Prof. a. d. Univ. Tlbingen. Mit
9 Fig. [IVu. 151 S] 8. (Samml. math.-phys. Lehrb. 23)) Kart. RM 7.—

Variationsrechnung. Autor. deutsche Bearb. des Werkes: G. A. Bliss,
Calculus of Variations. Aus den ,Carus Mathematical Monographs”.
Hrsg. von F. Schwank, Frankfurt a. M. [U. d. Pr. 1931]

Lehrbuch der Variationsrechnung. Von Dr. C. Caratheodory, Prof.
a d. Univ. Minchen. [In Vorb. 1931]
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Pascals Repertorium der hoheren Mathematik. 2, véllig umgearb.
Aufl. der deutschen Ausg. Unt. Mitw. zahlr. Mathematiker hrsg. von
Dr. E. Salkowski, Prof. a. d.Techn. Hochsch. in Berlin, u. Dr. H. E. Timer-
ding, Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Braunschweig.
|. Band: Analysis.

1.Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [ XV u. 527 S]
8. 1910. Geb. RM 18—

2.Teilband: leferentlajglelchungen Funktionentheorie. [XII S.u.
S. 529-1023.] 8. 1927. Geb. 18—

3. Teilband: Reelle Funktionen, Neuere Entwicklungen, Zahlentheorie.
Mit 8 Fig. [XIl S.u. S. 1025—[598.] 8. 1929. Geb. RM 22—

I1. Band: Geometrie.

z Teilband: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. [XVIII u.
534 §] 8 1910. Geb. RM 18—

2. Teilband: Raumgeomeme Mit 12 Fig. [X1I S. u. S. 535 —1165] 8.
1922. Geh. RM 17.—, geb. RM 20—

Einfuhrung in die Zahlentheorie. Autor, deutsche Bearbeitung des
Werkes: L. E. Dickson, Introduction to the Theory of Numbers. Hrsg.
von E. Bodewig, K6In a Rh. [Erscheint Frihjahr 1931]

Hohere Algebra. Autorisierte deutsche Ausg. von L. E. Dickson , Modern
algebraic theories’. Hrsg. von E. Bodewig, K6ln a Rh. [VII u. 242 S]
8. 1929. Geb. RM 14—

Vorlesungen tber Analysis. Von Dr. E. Lindel6f Prof. a. d. Univ. Hel-
singfors. Gemeinsam mit dem Verfasser deutsch hrsg. von Dr. E. Ullrich,
Assistent a d. Univ. Jena

Demnéchst erscheint der
I.Band: Einfuhrung in die hohere Analysis (Vorbereitungsband).

In Vorbereitung befinden sich ferner:
I1.Band: Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer Ver-
anderlichen /111 . Band: Differential- und Integralrechnung fir Funk-
tionen mehrerer Verénderlichen. / V. Band: Allgemeine Reihentheorie.
Differentialgleichungen. Variationsrechnung.

Hohere Mathematik fir Mathematiker, Physiker und Ingenieure.
Von Dr.RRothe, Prof. a.d.Techn.Hochsch. in Berlin. (Math. Leitf., 21-23,
31)

|. Band: Differentialrechnung und Grundformeln der Imi%alrechnung

nebst Anwendungen. 3. Aufl. Mit 155 Fig.i.T. [VIIu. S] 8. 1930.
Kart. RM 6—

I'l. Band: Integralrechnung, Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst
Anwendungen. Mit 96 Fig.i. T. [VII1 u. 201 S] 8. 1929. Kart. RM 6.40
In Kirze  erscheinen:

I11. Band: Raumkurven u. Flachen, Linienintegrale u. mehrfache Inte-
grale, gewdhnl. u. partielle Differentialgleich. nebst Anwendungen.

1'V. Band: Ubungsbuch. Hrsg. von Studienrat O. Degosang, Assistent an
der Techn. Hochsch. in Berlin.

Praktische Infinitesimalrechnung. Von F. F. P. Bisacre, M. A. (Cam-
bridge), Chartered Civil Engeneer, Glasgow. Berechtigte deutsche Ausg.
unt. Mitw. von Dr. Dr.-Ing. h. c. E. Trefftz, Prof. a. d. Techn. Hochsch. in
Dresden, hrsg. von Dr. E. Kénig, Elberfeld. Mit 104 Abb. u. 5 Bildnistaf.
[X1U.364S.] 8. 1929. Geb.RM.18—
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Mathematisches Praktikum. Von Dr. H.v. Sanden, Prof. a. d. Techn.
Hochsch. in Hannover, (Techn. Leitf. 27/28.)
1.Band. Mit i7Fig.i.T.sowie2oZahlentaf.[Vu.mS.] 8.1927. Geb.RM6.80
2.Band. [In Vorb. 1931]

Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik.
Deutsche Bearb. des Werkes: Webster, Partial Differential Equations
of mathematical physics. Von Dr. G. Szegd, Prof. a. d. Univ. Konigsberg
i. Pr. Mit 98 Fig. i. T. [VIII u. 428 S| gr. 8. 1930. (Teubn. Lehrb. d. math.
Wiss. XLIII.) Geb. RM28.—

Integralgleichungen unter besonderer Beriicksichtigung der An-
wendungen. Von Dr. G. Wiarda, Prof. a.d. Techn. Hochsch. in Dresden.
Mit8Fig.[IVu.183S.] 8.1930. (Samml.math.-phys.L ehrb.25.) Geb. RM9.60

Projektive und nichteuklidische Geometrie. Von Geh. Reg. Rat Dr.
F. Schilling, Prof. a d. Techn. Hochsch. in Danzig. Mit Unterstiitzung
der Gesellschaft der Freunde der Technischen Hochschule in Danzig
und anderer Korperschaften.

I. Band: Projektive Geometrie in analytischer Behandlung nebst einem
Einblick in dieGrundlagen der Geometrie. Mit 157 Fig. [ X 11 u. 212 S]
gr. 8. 1931. Geb. RM 1360

I'I. Band: Nichteuklidische Geometrie auf der Grundlage der projektiven
Geometrie. Mit 175 Fig. [XIl u. 216 S] gr.8. 1931. Geb. RM 13.60

Lehrbuch der Differentialgeometrie. Von Dr. A. Duschek, Privatdozent
a.d.Techn. Hochsch. in Wien u. Dr. W. Mayer, Privatdoz. a.d. Univ. Wien.

I. Band: Kurven und Fl&chen im euklidischen Raum. Von A. Duschek.
Mit 14 Fig. i.T. [VIII u 250 S] g¢r.8 1930. Geb. RM 17—

I1. Band: Riemannsche Geometrie. Von W. Mayer, Mit 7 Fig. i, T. [VIII
u. 245 S] gr. 8 1930. Geb. RM 17—

Darstellende Geometrie. Von Dr. H.v. Sanden, Prof. a. d.Techn. Hochsch.
in Hannover. (Math. Leitf. 2)) [Erscheint Frihjahr 1931]

Mathematische Volkswirtschaftslehre. Eine Einfuhrung. Von Dr. 0.
Weinberger, Oberlandesgerichtsrat in Wien. Mit 70 Fig. i.T. [XIV u.
241 S] gr. 8. 1930. Geb. RM 18—

Mathematische Forschungen zur Wert- und Preislehre. Deutsche
Ausg. des Werkes: Mathematical Investigations in the Theory of Value
and Prices. Von Irving Fisher, Prof. of Political Econorny in Yae Uni-
versity (New Haven). Hrsg. von Dr. A. Aron, Frankfurt a. M. MitFig.i.T.
[ca 150 S] gr. 8. 1930. Geb. ca RM 9.60

Alte und neue mathematische Spiele. Eine Einfihrung in die Unter-
haltungsmathematik. Von Dr. G. Kowaleivski, Prof. a. d. Techn. Hochsch.
in Dresden. Mit 104 Abb. u. Anleitungen zur Herstellung des Spiel
gerdts. [V 11 u. 145 S] 8. 1930. Geb. RM lo—
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