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PREFACE

L'esprit dans lequel a ¢t¢ concu le présent ouvrage, la
manicre dont son exécution a ét¢ conduile, plairont a
ceux qui ont le souci de voir la mathématique continuer a
servir de base au développement de nos connaissances.
Ce développement est tel aujourdhui, surtoul dans le
domaine de la mécanique el de la physique, il exeite telle-
ment les aspirations et les ambitions de notre moderne
jeunesse que 'on aurail grand tort de ne point se préoc-
cuper de constituer un enseignement des mathématiques
plus adapté aux exigences pratiques.

Disons tout de suite que ce qui doit caractériser un tel
enseignement ce sont moins ses programmes que sa
méthode. Un enscignement abstrait, dogmalique, qui ne
montre les choses (ue sous leurs formes logiques est pra-
tiquement inopérant. Au contraire,.I'éveil-de Lintuition,
I'examen direct des choses, le recours. occasionnel - &
Iexpérience sont -éminemment propres.a préparer les
esprits a traiter mathématiquement les contingences, sans
exclure le souci d'une correcte application du raison-
nement. .

Un enseignement de ce genre est devenu nécessaire; il
doit ¢tre I'ceuvre de nos meilleurs mailres, car leur savoir
ct leur expérience les garantiront mieux que d’autres des
solécismes mathématiques, de I'A-peu prés et de I'impré-
cision. Car la précision est au moins aussi nécessaire 2
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celui qui veul faire aboutir une formule & un résultat
numérique qu'a celui qui se contente d'y voir un résultat
logique.

Nous devons done louer hautement M. Sainte-Lagud
davoir entrepris cette tiche. Sous le nom de Mathéma-
Liques Géncérales on a constitué en France depuis quelques
anndées, un programme d'enseignement qui, pratiqué bien
entendu dans le sens que nous venons d'indiquer, peut et
doit rendre les plus grands services. Mais, pour beaucoup,
les Iacunes de leur savoir concernent des maticres plus
¢lémentaires que celles de cet enscignement, déja relevé.
Le présent livee Teur offrira le moven de combler ces
lacunes, de consolider leurs connaissances ¢lémentaires
el les initiera a des Tformes de pensées, a des modes de
conceplion qui les rapprocheront eux-mémes des appli-
cations.

Nous nous reprocherions de ne pas attiver spécialement
Fatlention sur les exercices dont certains sont trés origi-
nalement posés 5 leur choix judicicux est de nature a
concourir le plus utilement au but général de F'ouvrage.

G. Ka:nias.



AVERTISSEMENT

Des renvois en caractéres gras permettent de se re-
porter aux paragraphes qui se rattachent étroitement
a4 la question considérée. Les énoncés importants sont
en ilaliques.

Apres chaque chapitre, on a donné la liste de ceux
des exercices de la fin du volume qui concernent le
chapitre.

Enfin le lecteur trouvera, & partir de la page 171, di-
verses tables numériques, un formulaire des résultats
les plus essentiels et un index alphabélique renvoyant

pour chaque mot au paragraphe correspondant du
texte.

A. S-L.

Do ai 1gog-1912.






NOTIONS DE MATHEMATIQUES

ARITHMETIGEGE

CHAPITRE PREMIER

NOMBRES ENTIERS

1. Numération. — L’arithmétique est une science relative-
ment moderne, car, jusqu’au xr’ siécle, on ne possédait aucune
méthode rationnelle pour représenter les nombres. Ce n’est guére
qu’a cette époque que l'on fut en possession des dix caracléres
qui servent aujourd'hui. Cette découverte constituc une des
acquisitions les plus précieuses de 'humanité et I'on peut dire
que I'histoire de la science présente peu de faits plus intéres-
sants que les diverses tenlatives essayées successivement pour
représenter les nombres avant l'invention du seul procédé vrai-
ment rationnel. Il n’y a guére que I'invention de I'alphabet qui
puisse étre considérée comme une plus grande découverte au
point de vue de la facilité des relations entre les hommes.

Ce qui {ait la puissénce de notre systtme de numéralion, ce
n'est pas I'emploi de neuf caractéres pour représenter les nom-
bres de un a neuf, mais la convention que lout chiffre placé & la
gauche d'un autre représente des unités dix fois plus fortes, et
I’emploi dn zéro pour tenir la place des ordres manquants. Le
lecteur sait avec quelle simplicité cette notation pérmet de faire
des additions, soustractions, multiplications ou divisions de
nombres entiers.

‘A, Sainte-Lagus 1
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2. — Il ne faudrait pas croire cependant que ces avantages
soient parliculiers & ce systeme de base 10. On pourrait par
exemple écrire tous les nombres dans le systéme a base 12 ou
systeme duodécimal, dans lequel les unités du deuxitme ordre
sont des douzaines, du troisiéme des douzaines de douzaines,
etc... 1l faut deus nouveaux caractéres « et [ pour désigner les
nombres 10 el 11, et P'on a pour les premiers nombres le tableau
suivant de concordance entre les deux systémes :

Svstéme décimal ¢ 12 3 .. 9 10 11 a2 13 14 .
Systeme duodéeimal : v 2 3 00 g 2 B 10 11 19 ..
ad mi o owh .. 36 ... 143 144 145 . . .

13 2o 2 L 3o ... BB 100 101 ...,

Le passage de I'un de ces systémes & 'autre est aisé.

Le nombre duodécimal 25 vaut en numération décimale :
(ora a2 - (9or2) -+ 5 1hh0 =108 + 11 =155¢. Inver-
sement 1550 en numération décimale donne par des divisions
successives : 1500 == 129.12 -k 117 (10.12 -+ g1 12 1-11 ou
en numération duodécimale : 2 2.

Il existe bien d'autres systémes de numération qui ont été
proposés pour des raisons diverses. par-exemple les syslémes &
base 64, & base 21, & base 8 (ou oclaval), & base 2 (ou bi-
naire), ete.. Dans ce dernier les seuls chiflres employés sont
telo:

Systeme décimal: 1+ 2 3§ 53 6 8 8 9

teces

Systeme hinaire : 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 .....

16 17 .. o .. 67 .. 128 ..
10000 L ool .. 100000 .. 1600000 .. 10000000 .....

Si la base d'un systéme de numération est supérieure 3 10, les
vésullats de calcul qu'il faut retenir de téte (sommes ou produits
de deux nombres de un chiffre) sont beaucoup pfus nombreux
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que dans le sysiéme décimal, mais par contre les nombres
sont plus vite écrils et les opérations plas ra-

111 001
pides. Au comtraire si la base est inférieure ' kYO
A 10, il ya peu de résultats & retenir de téte, Liloolo

mais les opérations sont beaucoup plus longues. 1t 1001
111001
On a par cxemple ci-contre la multiplication ———

11 1
cn systéme binaire de 57.14 =~ 798 (). peettte

3. Principes relatifs a 1'addition et a la soustraction. —
Nous ne croyons pas utile de rappeler les régles suivant les-
quelles on effectuc les quatre opérations fondamentales de
Farithmétique (?) : addition, soustraction; multiplication, divi-
sion, ni la démonstration de ces régles, mais nous rappellerons
quelques principes qui leur sonl relatifs. Nous donnerons les
démonstrations de quelgques-uns d’entre eux ¢t a ce sujet nous
ferons une remarque générale : il y a des vérités qui nous pa-

- raissent évidentes par 'usage habituel que nous en faisons. 11
est important de comprendre qu’elles ont néanmoins besoin
d’étre démontrées. Tl parait au premier abord tont a fait oiscux
de démontrer ¢ue .5 X h = h x 3; celle propriété poul sembler
¢évidente, puisque 3 X 4 fonl 12 aussi bien que 4 X 3. Mais
raisonner ainsi, c'est confondre une vérificalion avec une dé-
monstralion. Si nous remplacons 3 el 4 par des nombres de
vingt chiffres, nous ne pourrons plus faire la vérilication sans
de pénibles- calculs, el rien ne nous dit que la vérification faite
sur deux nombres particulicrs s’appliquera & tous les autres. Ce
qui caractérise une démonstration, c’est que le -alsonnement,
fait sur deux nombres particuliers, s’applique sans y rien changer

{1) Le Iecteur familiarisé avec les théories de la divisibilité (14) verra en
comparant les systémes duodécimal et déeimal que dans le premicr la con-
sidération du dernier chiffre donne un caractére de divisibilité par 2, 3, 4, 6
et dans. I'autre par 2 et 5. De méme la divisibilité par v1 (11 =12 — 1)
du premier corrcspond & la divisibilité par 3, 9 du second (g = 10 — 1).
On fait correspondrc de méme les dmsnbnhtcs par 13 (13 =12 + 1) &
par 11 (11t = 10 + 1),

{2) Le lectcur tronvera au Chap. V (52 ct suivanis) des renseignements
complémentaires sur le calcul numérique en général.
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& deux nombres quclconques, et dispense de vérifications im-
possibles & faire, car la suile des nombres est illimitée.

C’est pour donner plus de généralité aux démonstrations que
I'on remplace souvent les nombres par des lettres.

4. — La sommne de deux ou plusieurs nombres ne change pas
quand on change leur ordre. On peul par exemple, pour trois
collections d'objets, ajouter d’abord la premitre & la troisiéme,
puis ensuite la seconde au résultat déja obtena :

a--b+4c-=¢c+a+b.

On dit parfois que 'addition esl une opération commutative.

On peut remplacer dans une addition dewx ou plusieurs nom-
bres par lear somme effectuée. Pour réunir trois colleclions
d’objets, on pourra ajouter la premitre et la troisime, puis
réunir la seconde an lotal ainsi obtenu : a + b+ c=(a+c) +b.
La parentheése indique que la somme « + ¢ doit étre d’abord
effectuée. L’addition est une opéralion associalive.

On ne change pas un nombre donné quand on lui ajoule un
autre nombre pour le retrancher ensuite, ou encore (si cela est
possible) quand on en retranche un autre nombre pour ensuite le
rajouler :

a-—= (a«{~ Ir)— b == ((l—b) ~+ b.

Pour retrancher une somme &'un nombre, on peut (si cela est
~possible) retrancher successivement les diverses partics de celte
somme de ce nombre, et inversement, on pourra, au lieu de re-
trancher plusieurs nombres, retrancher directement leur somme.
On a, par exemple :

a——-(b—+—c):(a—b)—-c.

En eflet b + ¢ étant supposé inférieur & a, désignons par @ la
différence @ — (b + ¢). D’aprés la définition de la soustraction,
ona:

a=84+b+c)=08+b+c=b-+ (3+ ).
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Donc a étant la sommede (¢ +c)ctde b, ona:a—b=d+c
ou encore (@ — b) étant la somme de ¢ et de ¢,

((l —_ b) —c=2
ce qui est le résultat & établir.
On établirait de facon analogue que : une suite d’additions ct
de soustractions peat élre effectuée dans un ordre quelconque,
pourvu qi'on n'arrive jamats d une soustraction impossible :

a——b—c——{—-d-—-c+f——(l———('+a+f——e———b—-a bl 4 f—b—c—e

En particulier, on voit qu'une suite d'additions ou de sous-
tractions peut toujours se ramencr & des additions suivies
d’une seule soustraclion.

Ces propriétés deviennent d'ailleurs & peu prés évidentes si
I'on imagine qu'il s'agit des sommes reques ou données par un
caissicer : chaque somme qu’il regoit s’ajoute & celle qu'il a déja
en caisse ct chaque somme qu’il donne s'en retranche. L'ordre
des opéralions nc peut changer le résultat final.

5. — D’autres propriélés importantes déduites des précédentes
s'interpréleraient de facon analogue :

Pour ajouler & un nombre la différence de deux aulres, on
peut ajouter le plus grand, puis retrancher le plus pelit, «
(s cela est possible; retrancher dabor d le plus pelit, puis aJoulw
le plus grand -

a4+ b—c)=@+b)—c=(a—c¢)+ b

Pour retrancher une différence, on retranche le plus grand
des deux termes (si cela est possible) el Uon ajoute laulre, ou
bien on ajoute le plus petit et on retranche le plus grand

a—(b—c)=(@—0Db) + (a+c)—b.

La différence de deux nombres ne change pas si l'on augmente
ou diminue ces deux nombres d’une méme quantité :

a—b=(a+c)j—(b+c)=(a—d)—(b—d).
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Ces diverses propriciés peuvent s’établir par des raisonnements
théoriques. Montrons par exemple que I'on a :

a — (l) — ('./ == (a —_— Il)
Désignons par o la différence cherchée entre « et (h—¢j;ona:

a =4 - (b—c)
Il faut en déduire
a (a0 — l,) + ¢

\joutons aux deux membres de la premiére égalité ¢, en I'ajou-
tant, ce qui est permis, a4 la seconde partie de la somme dans
le sccond membre : @ + ¢ == @ + h. \joutons maintenant b aux
deus membres de I'égalité a élablir, en I'ajoutant a la premicre
partie de la somme dans le socond membre; on arrive précisé-
ment au méme résultal : & + b ==a -+ ¢

On peul généraliser ces diverses formules c¢n derivanl pav
semple :

(b)) d {(ef) 1oy - ))] - [i—(j—(/»'~--- l))—m_]

ma—klt——c—%fl—-c——/--—g-&»-h——i—+—j—— b1+ m

formule que Fon juslificrait alsément et qui montre que, lors-
quiil ¥ a plusicurs parentheéses, on peut les supprimer toules,
en metlant devant chagque nombre le signe -+ ou — suivant
que ce nombre est précédé d'un nombre pair ouw impair de
signes —

6. Principes relatifs a la multiplication. — On sail que
e multiplication est une addition abrégée dans laquelle tous les
nombres & additionner sont égaux. Ainsi 6 répété 4 fois s'¢erit :
6 x 4 == 24 ou encore 6.4 = 24.

Formons un rectangle (fig. 1) par la juxtaposition de carrés
identiques ('), le nombre de carrés de chaque ligne bonizontale

(') Nous aurons l'occasion de revenir sur ce sujet dans I'étude des aires

(275).
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est 6, et comme il y a 4 lignes identiques, leur nombre total cst
6 -1-6 + 6 +6 =24 2§ esl le produit de 6 par 4.

On voil 1mmedlatement que, sur celte figure, chaque ligne
verticale ou colonne, contient 4 carrés et qu’il y a autant de
colonnes que dc carrés dans la premiére

ligne, soit 6. Le nombre tolal des carrés est - } j ; | 11

donc aussi égal & 4 répété 6 fois ou & 4.6. L. . |

On adonc : 6. 4= 6. Cette démons- -+ -} - ; } |

tration d’ailleurs generale nous conduit -t Ll Ll
g

au théoréme rés important : le produit de
dewx nombres ne change pas quand on intervertit lear ordre, cc
que ’on peut exprimer par : a.b = b.« ou plus simplement par
ab == ba. Les deux nombres « ct b, mulliplicande et multipli-
cateur, pouvanl 8tre échangés sans inconyénient, ont regu le
nom commun de facteurs

I v a une remarque importante & faire sur le théoréme qui
précede. Les égalités 6.4 = 24 et 4.6 = 2/ signifient respec-
tivement : « 6 carrés répélés 4 fois donncnl 24 carrés » el «
carrés répélés 6 fois donnent 24 carrés ». Dans aucun cas on
ne dil @ « ... répélés 4 carrés fois ... », car cela n'aurait visible-
ment aucun sens. L'un quelconque des deux facteurs dune
multiplication représente donc des unités et des objets de nature
quelconque, mais I'autre indique simplement, dans tous les cas,
le nombre des termes de’addition a effectuer. Les expressions :
« 6 metres multipliés par 4 métres », « 4 litres multipliés par
3 francs » n'onl donc aucun sens et doivent &tre soigncusement
évilées.

La définition de la multiplication, ¢tant basée sur 'idée de
répétition ne convient plus si le multiplicateur est égal & 1 ou
d 0. On l'édtend & ces deux cas, en convenant de dire qu'un
nombre multiplié par 1 ne change pas, ¢t qu'un nombre mul-
tiplié par o donne pour produit 0. On a encore dans le cas ou
I'un des facteurs est 1 ou o : ab = ba.

Si l'un des facteurs d'un produit est nul, ce produit est nul,
el inversement, un produil de deux facteurs ne peut éire nul que
si Lun des deux facteurs est nul.
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Pour multiplier un nombre par une somme, on peul le multz'-
plier séparément par les diverses parlies de cetle somme, puis
ajouter les résullats :

m(a -+ b) = ma + mb,
Soit en effel & effectuer 5(4 —+ 3) ; cela revient a répéler 7 fors
5, ce que I'on peut faire en répétant 5 d’abord 4 fois, puis
3 fois. Donc :

5(4 + 3) == 3.4 -~ 5.3

T Le dessin (fig. 2) conduit au méme ré-
F[ || sultat : pour évaluer le nombre total des

k |- carrés contenus dans 7 lignes de 5 carrés,

T, “’ “1-1 r on peut compter le nombre total des carrés
. J T— Jr conlenus dans 4 lignes, puis dafls.?), et
Fig. = ajouter les résultats. On établirait de

facon analogue les théorémes qu’expri-
ment les égalités -

m(@ — b) = ma — mb
m(a -+ b -4~ ¢) == ma + mb + me
ma— b +c¢—d—e)=ma— mb+ mc— md — me.

Les deux facteurs d'un produit pouvant étre interverlis, on a :

(@ 4 b) m = am + bm
(@—b+c—d—em=am—bm + em — dm — em.

Inversement d'ailleurs dans une expression :
am — bm —+ ¢cm — din — em,

on scpare souvent m dans tous les termes pour écrire l'ex—
pression sous la forme : (@ — b 4+ ¢ —d — e)m. Effectuer une
telle opération s’appelle mettre en facteur le nombre m.

7. — Pour effectuer le produit de plusieurs facteurs : a, b,ec,..
en nombre quelconque, on multiplie a par b, puis le résultat
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obtenu par ¢, et ainsi de suite jusqu’a cc que I'on ait employé
tous les facteurs. Exemple :

2.3.5.4=6.5.4=230.4=120.

Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on in-
terverlit de facon quelconque Uordre des facteurs.

Cet important théoréme a déja été élabli pour le cas de deux
facteurs. Montrons d’abord que, dans un produit de plusieurs
facteurs, on peut changer l'ordre des deux derniers. Par
exemple : 3.5.6.4=3.5.4.6. Prenons en effet (fig. 3)
un tableau formé de 4 lignes de 6 carrés,

- chaque carré représentant non pas unc [ [ [us [ [1s |1
unité, mais 3 . 5 ou 15 unités et addition- | s 1 s |5 s
nons toutes les unités du tableau : la pre- [® 'S |® |55 %
miére ligne contient 6 fois 3 . b unités soit
3.5.6 unités et comme il y a /4 lignes Fig. 3
semblables, lc nombre total est3 . 5.6 . 4

unités. Un raisonnement analoguc montre que dans chaque
colonne il y a 3.5 . 4 unités et dans les 6 colonnes : 3. 5. 4. 6.
Dong :

3.5.6.4=3.5.4.6.

On peut changer I'ordre de deux facteurs consécutifs, car si
3.5.6=3.6-5 en répétant chacun de ces résultals 4 fois,
onendéduit : 3 .5.6.4=3.6.5.4. Pour passer au cas
général, il suffit, par des échanges de deux facteurs conscécutils,
d’amener chaque facteur i la place qu’il doit occuper ; c'est ainsi
que pour établir 3.6.5.4=5.4.3.86, on aura succes-
sivement : '

3.6.5.4=3.5.6.4=5.3.6.4=5.3.4.6=5.4.3.6.

La multiplication est une opération commutative.

Dans un produit de plusieurs facleurs, on peul remplacer
deux ou plusicurs facteurs par leur produit effeciué. On a:
3.6.5.4.7=3.(6.7.5). 4.1l suffit en effet d'amencr,
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d’aprés le théoréme précédent, les facleurs considérés a se
trouver en téte du produit :

3.6.5.4.7=26.7.5.3.4=1{6.7.5,.3.4 =3.(6.7.5).4

le produit 6 . 7 .5 étant supposé cflectué dans les deux der-
ni¢res égalités. La multiplication est une opéralion associulive.

Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire la proposition
suivante : powr mulliplicr un produil de plusieurs facteurs par
un nombre, it suffit de multiplier U'un des facleurs par ce nombre.
(es diverses propriétés montrent que, dans la multiplication
comme dans I'addition, on peut cffectuer les opérations dans tel
ordre que 'on veut, sans altérer le résultat.

8. Puissances. — Si les »n factours d'un produit sont égaux
& un méme nombre «, le produit s'appelle puissance nime de u.
Le nombre n s'appelle exposant  Par excmple la « quatridtme
puissance » de 3ou 3 « puissance 4 » est : 3*=3.3.3.3=81.
Les exposants 3 el 2 se désignent sous le nom de cube ou carré.
Le « cube de 3 » ou « 3 aucube v est 3* =3 . 3.3 =27. De
méme le « carré de 3 » oit « 3 au carréd » est 32—=3 .3 — Q-
La puissance 1 d'un nombre est par définition ce nombre lui-
méme : 3' == 3. On n’écrit pas habitnellement cet exposant.

l.e produil de dewe ou plusicurs puissances d'un méme nombre
est une nouvelle puissance de ce nombre, ayan! pour erposant la
somme des eeposants des puissances données. On a :

$038 032 =3 3%, 30 = 31t = 37,
in eflet :

B33 = (3).(3.3.3.3).03.3) =3.3.3.3.3.3.3 =3".

De fagon générale ona :am . an . a? . ., = quirirt ...

Si I'on a un produit de n facteurs égaux A a», ce produit est,
d’apres larégle précédente : a™ a” . a .., = @"tmrnd e — g,
Mais, d'autre part, ce produit peut s’écrive (a™)*, car c'est le
produit de n facteurs égaux & a*. Donc pour élever une puis-
sance d'un nombre a une certaine puisssance, il suffit de multi-
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plier les deax exposants 'un par laulre pour avoir le nouvel
exposant du nombre donné. Remarquons que I'on a par suile :
(a”)y* = (a™™. On verrail par des raisonnements analogues que
pour dlever un produit de plusicurs faclears @ une certaine
puissance, il suffit d'élever @ celle puissance chacan des fuctears,

9. — Le carné d'une somme de deux nombres peut s’oblenir
en ajoutant & la somme des carrés des denx nombres leur double
produit, ce que l'on peut traduire par

(a -+ D) = a® - b* - 2ab.
On a eneflet : (¢ + b)* == (a - b) . (a -1~ b), mais pour mul-

tiplier un nombre (« - b) par une somme a -+ b, on multiplic
ce nombre séparément par a et b et 'on ajoute les résullats :

(a+b)(a-t-b)==(a-+b)a+-(a+b)b=a.a i-b.a +-a.b- -b.b
=—=a? -+ ab + ab -+ b == @ -1- val - b2
On peut encore établir cetle propriété en représentant « et b
par des lignes de carrés (fiy. 4). Le nombre des carrés de la
premiére ligne de A éant ici @ —=3 et

celui des carrés de la premicre ligne de | 1 F‘r ﬂ]: J
B étant b = 4, la premiére ligne contient ' ;A - B -
a + b=3-+4=7 carrés. En procédant ﬁ "’ !
de méme pour les colonnes, on a comme -t —f - ~{'
on le voit.un carré formé de quatre par- 1L AR R SR
ties: A, B, G, D. Le nombre des petits ( B TTT {
carrés de A cst 3.3 = a®. Pour Bona Fis. 1 ‘
L= D

4.3 = ab; pour G on a encore ab et
enfin pour D on a 4.4 ==b% D’autre part le nombre total est
7.7 = (a -+ b)?, ce qui démontre la propriété (73, 86).

On établirait par des raisonnements analogues que :

Le carré de la différence de deux nombres peul s'vblenir cn
relranchant de la somme des carrés des deux nombres leur dou-
ble produit :

(@ — b)? =a® +- b* — 2ab.
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Le produit de la somme de deux nombres par leur différence
est égal a la différence de leurs carrés :

(a -1- b)(a — b) = a® — b2,

10. Division. — Nous nous contenlerons de rappeler som-.
mairement les définitions diverses que I'on peut donner de la
tlivision de deux nombres.

On considére parfois la division comme une opération inverse
de la multiplication. Etant donnés un produit de deux facteurs
a, ¢l I'un des facteurs b, trouver 'autre ¢ s’appelle diviser « par

6
4. Ainsi 6 divis¢ par 3 donne 2, cc que I'on éerit : 3= 2. Les

nombres «, b, 4, s'appellent respectivement le dividende, le
diviseur et le quotient.

Il est aisé de voir qu'une telle division n’est pas toujours pos-
sible. On ne peul pas diviser 7 par 5, ni 5 par 3, etc... Mais on
peul remarquer que, pour diviser 6 par 3, il suffit de chercher
combien de fois 3 unités sont contenues dans 6 unités, et sous
cette forme nous allons voir que 'on peut définir dans lous les
cas le quotient de a par b :

Diviser a par b, c’est lrouver le plus grand nombre ¢ de fois
que b est conlenu dans a. Ainsi 3 est contenu 2 fois dans 7,
puisque 2 fois 3 font 6, nombre inféricur & 5, mais n'y est pas
contenu 3 fois. puisque 3 fois 3 font g, nombre supérieur & 7.
Le quotient de 7 par 3 est alors 2; on dit parfois que c’est le
-quolient par défaul; 3 serait le quolient par excds. Le nombre
1 qui exprime combien il restc d'unités dans 7 quond on en
retranche 2 fois 3 unités s'appelle le reste de la division, r. On
adonc: 7=3. 2~ 1 oude fagon plus générale :

a=bgq +r

le reste r étant inférieur & b. Dans le cas particulier ot le reste
r est nul, on a @ = bg. On dit alors que la division se fait exac-
tement. C’est la le cas que nous avions considéré au début.
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En se servant d’'inégalités (44), on peut encore écrire :
' bg << a<<bg+1)

puisque b est contenu ¢ fois, mais non ¢ + 1 fois dans a. Le cas
ot I'on a bg = a et non bg < a est celui ot la division se fait
cxactement. B

Remarquons que, si 'on peut définir le produit de a par b
quand b est nul, il n'en est pas de méme pour le quotient de
a par b, car cette expression n'a aucun sens quand b est nul.

41. Inégalités. — Toutes les propriétés qui préctdent ser-
vent a établir I'égalité de deux expressions qui, au premier
abord, peuvent sembler différentes. Exemple :

a+b—b=ua;ab=ba; (a+ b) (a— b) =a® — b7 elc.

11 arrive parfois que I'on veuille établir qu’un nombre a est plus
grand qu'un autre nombre 4. Une lelle relation s’appelle une
inégalité et s’écrit : @ > b. Si a est plus pelit que b, on écrira
a < b. Remarquons que par suite a > b est idenlique & b < a.

En ajoutant & un nombre un aulre nombre non nul, on ob-
tient un nombre plus grand que le premier : a + b > a.

On ne change pas le sens d'une inéqalité en ajoutant un méme
nombre aux deux termes de cetle inégalité ou (quand cela est
possible) en retranchant ce nombre des deux termes. L'inéga-
itéa > lentraine:a+c¢c>b -+ ceta—d>b—d.

On peut ajouter membre a membre deux inégalités de méme
sens. Par exemple, de a > b et ¢ > d, on déduit a + ¢ > b 4 d,
puisqu’on ajoule, d’unc part, les deux plus grands nombres a
et c, et, d’autre part, les deux plus petits b et d.

On ne change pas le sens d'une inégalité en multipliant ses
deux membres par un méme nombre. Si a> b, on a aussi
ma > mb. En effet, il suffit d’écrire les m inégalités :

a>b
a>b

a>b
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el d’ajouter les premiers membres enlre eux et les seconds
membres entre cnx. Dans le cas particulier ot b = 1, I'inéga-
litd @ > 1 entraine ma > «.

On peul multiplicr membre @ membre dewz inéqalilés de méme
sens : > b et 2 > 5 donnent az > b/, Supposons, en eflet,
betfs (z non nuls; a > b entraine comme on 'a vu «z > bz, et,
i autw part, o> [% entraine het > hf3. La comparaison de cés
deux résultats donne hien az > b5.

On Glablirait aistment les propositions suivantes :

Si Pon considdre dews puissances *un méme nombre, la plus
grande de ces dewx puissances est celle qui « le plus grand excpo-
sant. L'inégalité m > n entraine am > a" pourvu cependant que
« ne soil pas égal 4 1.

Si Lon considire une méme puissance de dewac nombres iné-
gae, la plus grande de ces denr: puissances est celle qui corres-
pone au plus grand nombre. L'inégalité a0 entraine a >b™.

Exercices. — N+ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
18, 114.



CHAPITRE 11

DIVISIBILITE — NOMBRES PREMIERS

12. Principes de la divisibilité. — Dans les problémes
concernant la division, il arrive parfois que I'on ait uniquement
besoin de savoir si un nombre « peut étre divisé exactement par
un nombre b, et, dans le cas ot cela n'a pas lieu, quel est lc
veste. Si, par exemple, on veut établir un troncon de voie ferrée
de 3618 motres, on verra que le probléme est possible en em-
ployant uniquement des rails de 18 métres de long, parce que
3618 est divisible par 18, on encore est un multiple de 18;
18 est un diviseur ou un sous-multiple de 3 618. An contraire,
si Ia longueur de la voieferrée est de 3630 métres, en employant
des rails de 18 métres, i} restera une longuenr de 12 métres
non couverte de rails. parce que le reste de la division de 3630
par 18 est 12.

Il existe, dans certains cas, des régles simples permettant de
prévoir si un nombre a est divisible par un nombre b. Eles
montrerit immédiatement que 546 est divisible par 2; 3645 par

5; que 627 n’est pas divisible par 5, le reste de la division
étant 2, et cela sans avoir besoin d’effectuer les divisions indi-
quées. Nous dtablirons les plus importantes de ces régles (£4).

Si deux nombres a et b son! divisibles par un méme mombre
n, il en est de méme de leur somme et de leur différence. Si a et
& sont multiples de n, on a en désignant par o et 3 les quotients
de a et b par n :

a==an b = gn.
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Ajoutons membre & membre ces deux égalités, on en déduit -
a+b._an+ﬁn =z + B).n

qui montre bien que a + b est multiple de n. On en déduit, er
outre, que le quotient de la somme de deux nombres a et b
par n est la somme des quotients par n de ces deux nombres.
On a de. méme : A

a—b=(e—p)n

et I'on ferait unc remarque analogue  la précédente sur les quo-
tients de la division par n d’unc somme ou d'une différence.
Plus généralement, si a, b, ¢, d sont multiples de n, il en est
de méme de toute expression telle que a + b — ¢ + d.
St a est divisible par n, il en est de méme de tout multiple
de a. Si a esl divisible par n, on a a==an, et par suite pour
ma multiple considéré de a :

ma=—m.an = mx.n.

Donc ma est divisible par n. Le quotient par n de ma est dail-
leurs le produit par m du quotient de a par n.

En particulier, un produit de plusieurs facteurs est divisible
par un nombre, si I'un des facteurs l'est. La condition est suffi-
sante, mais non nécessaire : c’est ainsi que X4 ou 36 est divi-
sible par 6 qui ne divise ni g, ni 4. Ceci montre encore que si
un nombre 36 est divisible par un autre 6, il n’en est pas for-
cément de méme de tous ses sous-multiples (46).

13. — Les remarques qui précédent concernent uniquement
les propriétés des multiples d’'un nombre n. Considérons main-
tenant le cas de nombres quelconques.

On ne change pas le reste de la division par n de la somme,
de la différence ou du produit de deux nombres A et B, si lon
augmente ou si l'on diminue chacun d’eux d’un multiple quel-
conque de n. Prenons, par exemple, le dernier cas et montrons
que le reste de division par n de (A + pn) (B +qn) est le
ménie que le reste de division par n de AB. On a (8) -

(A+pn) (B--qn)=AB + A .qn+pn.B + pn . qn.
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Les trois derniers lermes de cetle somme étant des multiples
de n, il en est de méme de leur somme que 1’on peut représenter
par kn, et le produit s’écrit : AB + Iin. Effectuons maintenant
la division par n du produit AB, division qui donne comme
quotient Q et comrfie reste r, ce que I'on peut écrire :

AB=0Qn +r avec r<n.
Mais, par suite :

(A~+pn iB4-qn) =AB + kn=Qn—-r-t-kn
=Q +kn—+r avec rr < n

qui exprime bien que r est encore le reste de division par n de
(A - pn) (B + qn).

En particulier, on peut toujours remplacer A et B par les
restes de leurs divisions par » dans I'énoncé qui précide.

Ce théoréme permet parfois de faire certaines vérificalions
rapides ; c’est ainsi que si I'on trouve pour produitd’'un nombre
pair par un nombre impair un nombre impair, on saura (ue
Popération cst incxacle, car le reste de division par 2 du pre-
mier facteur est o, et celul du second est 1; le produit de ces
deux nombres étant o, le reste de division par 2 du résullal ne
peut étre 1.

Dans cerlaines théories d’arithmélique supérieure, on dit
parfois que deux nombres a et b sont congrus par rappor! au
module n, si les restes de division par n de ces deux nombres
sont les mémes, et 'on écrit alors :

a=b (mod . n).
En particulier :
a=o (mod . n).
exprime que a est divisible par n. De telles égalités s’appellent
des congruences. Avec ces notations, les congruences :
=a (mod . n)
B=b (mod . n)

A, Sainte-Lagud, 2
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entrainent les nouvelles congruences :

A+B=a+b (mod . n)
A—-B=a—1 (mod . n)
AB=ab (mod . n).

Nous n'insisterons pas davantage sur ces notalions qui malgré
leur commaodité sont peu employées en arithmétique élémentaire.

14. Caractéres de divisibilité. — Les propriélés qui pré-
ctdent ne supposent évideniment rien sur le systéme de numé-
ration dans leqquel sont écrils les nombres considérés. 1l n’en est
pas de méme pour les rogles pratiques qui suivent. Par
exemple. on voit immédiatement qu'un nombre est divisible
par 1o dans le systéme décimal, si le chiffre qui le termine &
droite st un zéro; cette régle ne convient plus dans le systéme
duodéeimal.

Le reste de la division par 2, par 5, oupar 10 d"un nombre écrit
duns le systéme décimal est le reste de la division par 2, 5 ou 10
de son dernier chiffre & droile. Si en effet a est ce dernier chilfre
A droite, le nombre donné peut s'éerire 10. b - a en désignant
par b le nombre des dizaines; 10 . b élant multiple de 10 est
divisible par 2 et par 5. Donc le veste de a division est le méme
pour le nombre considéré et pour son dernier chiffre a.

En particulier un nombre est divisible par 2 ou par 3 si son
dernier chiffre Fest. Un nombre divisible par 2, ou nombre
pair, est done terminé par un des chilfres 0,2,4,6,8; un
nombre divisible par d est terminé par o ou 5; et un nombre
divisible par 10 est terminé par o.

On établirait de facon analogue que : Le reste de la division par
A, par 23, par 5o ou par voo d'un nombre écrit dans le systéme
décimal est le méme que le reste de la division par 4, 23, 50 ou 100
du nombre jormé par ses deux derniers chiffres de droite. On en
déduit ici encore le caractire de divisibilité correspondant: Un:
nombre est divisible par 4, 23, 30 ou 100, si le nombre formé
par ses dewx derniers chiffies de droite est divisible par 4, 25,
50 ou 100. Un nombre divisible par 4 sera terminé par: oo,
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ok, 08, 12, 16, 20..., 88, 92, 96 ; un nombre divisible par 25,
par oo, 25, 50, 75 ; un nombre divisible par 50, par 0o oun 50
et enfin un nombre divisible par 100 sera terminé par oo.

15. — Le reste de la division par 3 ou g d’un nombre éerit
dans le systéme décimal est le méme que le reste de la division
par 3 ou ¢ de lu somme de ses chiffres. 1l est facile de voir lout
d'abord que 10, 100, 1000,.... sont des multiples de 3 ou de ¢
augmentés d'une unilé, ce que 'on peut écrire en abrégé. cn se
bornant & la divisibilité par ¢ :

1o=m.deg+1 100=m.deg-+1 troooz=m.deg |-1...

Si maintenant nous prenons un nombre quelconque 75 382,
on a pour les dizaines de mille de ce nombre (43) :

70000 =7 . 10000 == 7 (m. de g + 1) =m. de 9 + 7.

On obtiendrait des égalités analogues pour 5000, 300,... ce
(ui nous conduit & dresser le tableau suivant:

70000 = m . de 0t
3000 =m ,deg + D
300 =-m .deg + 3

8o=m.deg -+ 8
2 ==

92

Ajoulons membre
a membre : =5382=m.deg -+ 75+ 348 4 2
=m.deg-{-25=m.deg+ 7

25 élant la somme des chiflres de 75 382, la propriété se trouve
établie. Dans la pratique on procéde plus rapidement en disant:
7 et 5 font 12 que I'on remplace par la somme de ses chiflres : 3;
puis 3 et 5 font 6; 6 et 8 lont 14 que 'on remplace de méme
par d; cpﬁn 5 ct 2 donnent 7 qui est le reste cherché.

Ce calcul sert & faire la preuve par ¢ d’une multiplication.
Si par exemple on a effectué le produit 785 . 26 = 20410, les
restes de division par ¢ de 785 ct de 26 sont 2 et 8. Leur pro-
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duit 16 cst un multiple de ¢ augmenté de 7. On on conclut
(43) que 20 410 doit étre aussi un multiple de g augmenté de 7,
ce qui a licu ici. Si une telle vérification ne réussit pas, les
calculs sonl inexacts, mais, si elle a licu, on n’a nullement le
droit d’en conclure que 'opération cst exacte.

On déduit encore de ce qui préceéde le caractere de divisibilité
suivant : un nombre est divisible par 3 ou par g, si la somme de
ses chiffres est divisible par 3 ou par .

Signalons encore le caractére de divisibilité par 11. Un
nombre est divisible par 11, si la somme de ses chiflres de rang
pair et la somme de ses chiffres de rang impair ne différent que
par un multiple de 11. Nous ne donnerons pas la démonstration,
qui est basée sur ce fait que les puissances conséeutives de 10
sont alternativement des multiples de 11 augmentés ou diminués
de 1.

Nous verrons que 'on peut déduire de ces diverses régles de
nouveaux caractéres de divisibilité par 6, 1), 18, cte... (20).

16. Nombres premiers. — Dressons la liste des diviseurs
des premiers nombres entiers en essayant pour chacun d’cux
tous les entiers qui lui sont inférienrs :

Nombres | Diviseurs Nombres Diviscurs
1 1 6 1, 2,3,6
2 1,2 7 1, 7
3 1.3 8 1, 2, 4, 8
1 1, 2, 4 9 1,3, 9
5 1,5 e Cee e

On voit que certains nombres n'ont que deux diviseurs, dont
I'un est I'unité et I'antre le nombre lui-méme. Ceci a lieu pour :
2, 3, 5, 7,... Ges nombres ont recu le nom de nombres pre-
miers. On convient de considérer également 1 comme nombre
premier.

L’importance de I'étude de ces nombres premiers est justifiée
par la propriété suivante et les conséquences qui en découlent:
Tout nombre non premier. peut étre décomposé en un produit de
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Jacleurs premiers. Prenons en eflet un nombre quelconque N
et dressons la liste des diviseurs ; le plus pelit d'entre cux,
autre que I'unité, a, est un nombre premicr, car tout diviseur d
de a serait diviseur de N et inférieur & «, ce qui est conlraire &
I'hypothése. On a : N=aA. Si A est premier, la décomposition
est terminéc ; sinon, il admet de méme un facteur premier b et
Iona: A = 0B ct par suile : N = alB. En continuant de la
sorte, on obtient des nombres A, B,... qui vont en décroissant ;
leur liste s’arréte donc forcément et la décomposilion est pos-
sible. Nous allons méme voir qu’elle ne I'est que d'une scule
fagon.

Nous nous appuierons pour cela sur un théoréme trés impor-
lant que nous ne démontrerons pas :

8i un nombre premier p divise un produit de deux facleurs,
il divise l'un d’eux. Si p n’est pas premier, nous savons qu'il
peut diviser le produit ab sans diviser I'un des facleurs (12).

En particulier, un nombre premier p qui divise un produit
de plusicurs facteurs premiersa . b . ¢.d ... [égaux ou non
estégal & I'und’eux, car divisantle produit dea pav b.e.d.. .1
il divisera @ ou le produitb . c.d ...l De méme s'il divise
le produit de b pare.d...lildiviserabouc.d... [ et
ainsi de suite. On trouve ainsi un facteur ¢ que p divise, ce qui
suppose p = q.

On déduit de cette propriété que la décomposition d’un
nombre en fucteurs premiers n’est possible que d'une seule fucon.
Si, en effet, I'on avait oblenu de deux facons différentes la dé-
composition d’un nombre N en facteurs premiers :

N=a.b.c...l=d.%.c¢...V

en supprimant les facteurs communs aux deux décompositions,
on aurait une égalité telleque a . b . ¢ ==’ . b’, ¢galilé impos-
sible, a devant diviser le second membre et par suite étre égal
d a' ou b, ce qui est conlraire aux hypothéses.

Les propriétés qui préctdent simplifient énormément, comme
nous le verrons (49), I'étude de la divisibilité, la recherche des
diviseurs communs a deux ou plusieurs nombres, etc... et jus-
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tifient par cela méme une étude un peu plus approfordie des
nombres premiers.

17. — La liste des nombres premiers est assez facile & dresser
lorsqu’on se borne aux nombres de 2 ou 3 chiffres. Cherchons
par exemple quels sout les nombres premiers inférieurs & 100.
Dressons la liste :

12 3 5 7 g 1m a3 b 17 19 21 23 25 37 29
31033 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 g
61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 8> 87 89

9t 93 95 97 99 .. ..

dans laquelle on a supprimé les nombres pairs qui, a I'exception
de 2, ne sont jamais premiers. Soulignons, i partir de 3, les
nombres de 3 en 3, ce qui donne : g, 15, 21, 27,-...; puis, &
partic de 5, les nombres de 5 en 5, cest-d-dire : 1D, 25,
35, ...; puis, & portir de 7, de 7 en 7; & parlir de 11, de 11
en 11, ele..., en partant chaque fois du premier nombre non
souligné. On obtient ainsi le tableau :

Al

3;’)7911131_:11719312325_29
3133 35 37 39 v 43 45 47 49 51 53 55 57 59
G163 65 67 69 71 73 75 77 79 $1 83 85 87 8
91 93 93 97 99 . . . . »

Les nombres non soulignés sont tous les nombres premiers
inférieurs & 100. Remarquons d’abord que, st I'on souligne lous
les nombres de p en p & partir de p, les nombres soulignés :
P+ 2p=3p, p-i-2p -+ ap =bp, etc... étant des multiples
de p nc sont pas premiers. Ceux qui restent sont premiers, car,
st 'un d'eux admettait un diviseur premier p, il aurait été sup-
primé comme multiple de p comme on le verra aisément. Nous
laisserons encorc au lecteur le soin de montrer que, pour
supprimer les multiples de p, il suffit de partirde p . p. En
particulier ici, le premier nombre & souligner a partir de
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11 étant 112 = 121 qui n'est pas dans la table, on peut s'ar-
réler aux muitiples de 7.

Ce procédé connu sous le nom de crible d'Eratosthéne donne
ainsi pour les nombres premiers inférieurs a 100 (') :

1, 2, 3,A 5, 7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, dg, 61, 67, 71,-73, 79, 83, 89, 97.

18. — On peul constater, en dressant des tables plus élendues,
que les nombres premiers deviennent de plus en plus rares : il
y en a par exemple 169 de 0 4 1000;de 10000 & 11000,1l y en
a 106 ; de 100000 & 101000, 1l yena 81;elc.. Ondémontre que
malgré cela la suile des nombres premiers estillimitée, c'csl-a-dive
qu'il existe toujours un nomhre premier supérienr & un nombre
donné N, si grand qu'il soit. On démontre par coutre que, si
grand que soit N, on peut toujours trouver N nombres entiers
consécutifs dont aucun ne soit premier. On pourra par exemple
trouver un million de nombres consécutifs ne comprenant ancun
nombre premier. Malgré les recherches de nombreux mathéma-
ticiens, tels que Fermat, Euler, Gauss,... on ne sait que trés peu
de choses sur les grands nombres premiers, on méme sur les
nombres premiers en général, sur leur répartition dans la suile
des nombres, etc.

Les tables de nombres premiers permettent de décomposer un
nombre en ses faeleurs premiers (*). Soit par exemple i dé-
composer le nombre 53go. Essayons sucoessivement tous les
facteurs premiers : 2, 3, 5, 7, ... Le nombre 33go terminé

() On trouvera & Ia fin du volume la liste des nombres premiers infé-
rieurs 4 1000.

(2; Il est commode en pratigue d’employer une table dounant les plus
petits diviseurs des nombres. A la fin du volume on trouvera cette lable
pour les nombres inférieurs & 1000. Les nombres premiers ou divisibles
par 3, 3 ou 5 nc sont pas inscrils. Soit 4 décomposer A Iaide de cctte
table 339 en facteurs premiers. On voit d’abord que 7 est le plus petit de
ces facteurs ; la division de 539 par 7 donne 77, dont le plus petit diviseur
7 est encore inscrit dans la table. Le quotient de 77 par 7 est un nombre
premier 11. Done 539 = %11,
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par un o est divisible par 2. Le quotient est 2695 qui n'est
plus divisible par 2. Ce nombre n'est pas divisible par 3, la
somme de ses chiffres nc I'étant pas. Il est divisible par 5, son
dernier chiffre étant 5. Le quotient est 53¢, pour lequel il est
inutile d’essayer & nouveau 2 ou 3. Le facteur 5 ne convient
plus, mais 7 donne 77 qui lui-méme se décompose en 7 . 11.
On a donc :

53go —=2.5.7.7. 11

ou en mettant les facteurs par ordre de grandeur : 2.5.7*. 11.
On dispose 'opération comme ci-contre.

5390 | 2 .. . e

2695 | Si aucun des nombres premicrs inférieurs au
5397 nombre donné ne le divise, c’est que le nombre
77 |7 donné est premier. Le lecleur pourra méme établir
11|11

qu'il suffit de s’arréter dans ces essais au plus grand
nombre premier dont le carré est inféricur au nombre donné.
Par exemple 397 est premier, parce qu'il n'est divisible par
aucun des nombres : 2, 3, O, 7, 11, 13, 17, 19 et que
20* = /00, nombre supéricur au nombre considéré.

19. Applications des propriétés des nombres premiers.
— Nous allons étudier quelques problémes que I'on peut se

poser sur la divisibilit¢ des nombres, en supposant que les
nombres dont il s'agit soient, au préalable, décomposés en leurs
facteurs premiers. Si un nombre est premier, la décomposition
est effecluce par cela méme.

Pour qu'un nombre «a soit divisible par un autre b, il Sfuul et
il suffit que tous les facteurs premiers de b se retrouvent dans a,
avec un exposant au moins ¢égal, La condition est nécessaire, car
si @ est divisible par b, on a : a==10.q, et, les décompositions en
facleurs premiers des deux membres devant étre identiques, les
facteurs premiers de b doivent tous se retrouver dans a, et s’y
retrouver au moins le méme nombre de fois que dans b. La con-
dition est suffisante, car si @ conlient tous les facteurs de b avec
des cxposanls au moins égaux, en mettant ces facteurs en
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évidence dans «, on aura a = b . ¢. Par exemple : 604 800 =
27.3%.52 .7 est divisible par 270=12.3%.5, et le quotient est :
2¢.5.7 = 2240. On voit que le quotient de deux nombres
décomposés en facleurs premiers s'obtient immédiatement. Le
produit de ces deux nombres est de méme ici : 2* . 3% . 5",
= 163 296 000.

Etant donné un nombre a, on peut donc former tous les di-
viseurs de ce nombre en assemblant de loutes les fagons pos-
sibles les facteurs premiers de ce nombre avec des exposants
au plus égaux & ccux qu'ils ont dans cc nombre. Par exemple
les diviseurs de 270 = 2 . 3* . ) sonl :

"
/

1 2 3 2.3 32 2.32 3? 2.3*

5 a5 3.5 2.3.5 345 2,325 335 2.3%5
ou Pﬂl' Ol'(]l'c de gl‘andcur H

1 2356 g 1015 18 27 3o 45 54 go 135 270.

20. — Si l'on veut chercher les diviseurs communs & deux
nombres a et b, on peut dresser les listes de leurs diviseurs et cher-
cher quels sont ceux qui appartiennent aux deux listes, mais il est
plus simple de remarquer que tous ces nombres sont formés des
facteurs premiers communs & a et b, chacun d’eux étant pris au
plus avec le plus petit des exposants qu'il a dans ces deux nom-
bres. C’est ainsi que les diviseurs communs & 270 = 2. 3" . 5
et 1575 =23%.5%. 7 sont .

1 3 3 5 3.5 32.5.

Leur formation méne montre que ce sont tous les diviscurs du
plus grand d’entre eux 3.5 = 45 : fous les diviseurs communs
a deux nombres sont des diviseurs du plus grand d’entre eux
quon appelle le plus grand commun diviseur des dewrc nombres
‘(en abrégé : p. g. c. d ). De fagon analogue, le p. g. c.d. de
plusieurs' nombres se formerait comme pour deux nombres en
“prenant les facteurs communs & tous ces nombres avec chaque
fois le plus petit exposant.
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Il peut arriver que deux nombres aient pour p. g. c.d.
U'unité. Cela a lieu pour 273 =3.7.13 et 350 =12.5%. 11,
On dit que de tels nombres sont premiers entre eux. Si nous
reprenons les deux nombres : 270=2.3".5 ¢t 1575=352.56%7
pour les diviser par leur p. g. c. d. : 3. 5, nous voyons que les
quotients : 2. 3 el 5. 7 ne peuvent avoir aucun facteur premier
commun, car un tel facteur aurait été pris dans la formation du
p- &. c. d. des deux nombres ; ils sonl premiers entre eux : les
quotients de dewe nombres par leur p. g. c. d. sont dewx nombres
premicrs cnlre ewx.

Nous énoncerons éncore les trois théorémes suivants qui ré -
sultent presque immédiatement de ce qui précede et que le
lecteur ¢lablira sans peine :

Les puissances de deux nombres premiers enlre eux sonl des
nombres premiers enire eux.

Si un nombre divise un produit de dewrx facleurs et est pre-
mier avee Fun d'ewx, il divise Pautre. Cette propriété généralise
I'énoncé analogue concernanl un diviseur premier (16).

Si un nombre est divisible par deux aulres premiers cnlre
cux, il est dwisible par leur produit : 3645 est divisible par
15 parce qu'il 'est séparément par 3 et par 5. Ce dernier théo-
réme permel donc de donner de nouveaux caractéres de divisi-
bilité : un nombre est divisible par 6, s’il est terminé par un
chiffre pair et si la somme de ses chiflres est divisible par 3, car
alors il est divisible par 2 et par 3. On étudierait de méme la
divisibilité par 15 == 3.5, par 18 = 2 ¢, par 12 = 3.4, ctc...

21. — \u lieu d'¢tudier les diviscurs communs & deux nom-
bres, on peut étudier leurs multiples communs, multiples qui
sont en nombre infini. Par exemple, étant donnés les deux
nombres : 270 =12 . 3° . 5 et 1575 = 3*. 5*. 7, prenons un
mulliple commun & ces deux nombres : 2. 3%.5%. 7=¢ }50;
les multiples de 4 4150 seront des multiples communs aux deux
nombres. 11 faut cependant remarquer que tout maultiple com-
mun i ces nombres possédera le facteur 2, & cause de 270; de
méme le facteur 3 y sera contenu au moins 3 fois, le facteur 5 au
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-moins 2 fois, et le facteur 7 au moins une. Ils seront donc tous
multiples de 2 . 3* . 5 . 7 = ¢ 450 et ici encore on verrait aisé-
ment que la propriété est générale : tout mulliple commun a
deux nombres est un maltiple du plus petit d'enlre eux que lon
appelle le plus petit commun multiple des deux: nombres (en
abrégé : p. p. c. m.) On le forme, comme on voit, en prenant
tous les facteurs premicrs communs aux deux nombres, ou non
communs, avec chaque fois le plus fort des deux exposants
qu'il a dans ces nombres. On aurait une régle analogue pour le
p- p- ¢. m. de plusieurs nombres.

Si nous reprenons les deux nombres : 270 =1.3% .5 ct
1575=23%.5%.7,leur p. g. c. d. : 45=23*.5 et leur p. p. c. m.:
9h4oo=12.3".5%. 7, il cst aisé de voir que lout facteur de
270 comme tout facteur de 1575 se retrouve une fois et une
seule avec son exposant dans le p. g. c. d. ou le p. p. c. m. el de
méme pour 1575. On en conclut que : 270.1575==145. ¢ 4do.
. Lelecteur établira sans peinc la généralité de ce raisonnement
qui conduit & I'énoncé : le produil de deux nombres est égal
au produil de leur p. g. c. d. par lewr p. p. c. m.

Exercices. — N 6, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24,
oo, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 118.
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FRACTIONS-RACINES

22. Fractions. — La notion de nombre entier, qui scule
jusqu'd présent nous a sulfi, peat s’appliquer & deux catégories
de grandeurs bien distinctes. De tels nombres peuvent servir &
compter les ¢léves d'une salle, les livres d'une bibliothéque, les
arbres d’une allée,..... ou encore & évaluer un temps cn heures,
une distance en kilométres, une somme cn francs,..... (").

Dans ce dernier cas, conlrairement & ce qui se passe dans le
premier, il est facile ‘d'imaginer qu’une durée soit supérieure
A 3 heures, mais inféricure a 4 ; qu'une distance soit comprise
cutre 7 et 8 kilométres, la valeur d’un objet entre 2 et 3 francs.
La notion de nombres cntiers ne suflit plus ici. Nous allons la
généraliser en supposant, par exemple, qu’il s’agisse de lon-
gueurs.

Supposons donc que nous voulions mesurer une longueur

AB (fig. 5) avec une autre

v—r longueur MN prise pour unité
&% (ici le demi-centimétre). Si
Fig. 5 nous portens cetle unité plu-

sieurs fois de suite sur AB,
nous voyons que 7 fois M\ donnent la longueur AGC inférieure
a AB, tandis que 8 fois MN donneraient AD supéricur 4 AB. La

(*) Nous reprendrons cette distinclion pour la préciser au début du cha~
pitre suivant (35).
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longucur AB ne peut étre mesurée ni par I'entier 7 ni par I'en-
tier 8.

Divisons alors I'unité en un certain nombre de parlu,s égales,
par exemple en § parties que nous appellerons des cinqui¢mes
d'unité, et porlons hout & bout ces nouvelles parties. Il en faut
d’abord 5 = 35 pour couvrir la longueur AC. 1l peut
arriver que la longueur CB contienne un nombre exact de ces
parties. Nous supposons que ceci ait lieu ici et que CB con-
tienne deux de ces parties. AB contlient dans ce cas 37 cin-
qui¢mes d’'unités, et un lel renscignement permettra de retrou-
ver toujours la longucur AB. Ce nombre 37 cinquitmes que
Ton éerit 27 est par définition la mesure de lalongueur AB con-

Iz

sidérée. On Pappelle une fraction (*).

Une fraction est représentée par l'ensemble de deux nombres,
dont l'un placé & la partie inféricure, el appelé dénominatear,
indique en combien de parties éyales on a divisé Lunilé, et 'au-
tre placé a la partie supérieure, el appelé numérateur, indigque
combien lon prend de ces parties.

La facon méme d’énoncer une fraction « 37 cinquiémes » rap-
pelle d’ailleurs cette formation. Dans le cas des dénominateurs
2, 3, 4 on emploie les mots demi, tiers, quart : un demi, trois
quarts, elc.

1l y a plusieurs remarques inmédiates & faire sur ce qui
préctde. Si I'on prend un, deux, trois ou quatre cinquitnies
d’unilés, on aura des lonfrucu:s mfencmes A MN (fig. .)) ou,

2 3 .5
si 'on veut, des nombres 50 57 5° 5, inférieurs a I'unité ; ,— re-

o

(*) Nous verrons plus loin (294) comment on peut effectuer pratique-
ment la décomposilion de I'unité en un cerlain nombre de parties égales.
11 suffit pour le moment de concevoir celte possxblhl.é

Nous avons supposé en oulre dans l'exemple ci-dessus que le cinqui¢me
de l'unilé était contenu un nombre exact de fois dans AB. Nous ver-
rons (36) comment on peut éviter tout tdtonnement et savoir immédiate-
ment quelle est la fraction de 'unité & prendre, dans le cas o il existe une
telle fraction.
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LW ) 6
donne I'unité ; quant a

Sr

37 . .
yeee s -"r,Z’ ils correspondent &

des longucurs supéricures 3 MN / fiy. 6) : ce sont des nombres
supéricurs a I'unité. Donc, une

"_n
. L £t Sfraction est mfc eure, égaleon

' L) €6

supérieure & (unilé, suivant
que son numéraleur est infé-
rieur, égal ow supérieur & son dénominateur. Si a < b,

Fig. 6

(13 . « . .
ona:  <1; sta=10, ona:p=r1,ctenfinsia> bona:

n
b>l'

35 )
La mesure de la longueur AC est 7 ou 5 - On a donc:

DYA

i)
7 e pmsque ces deux nombres mesurent la méme longucur.

Une ﬁw('lmn est égale aw quolient de son numérateur par son
dénominateur quand celte division se fait exactement. Si a =mb,

ona: Z === m (10).

23. — Nous voyons encore sur cet exemple quune méme lon-
gucur peut &tre mesurée de plusicurs fagons différentes puisque

35 21 -
== = o =.,..Dcfacon plus générale, prenons unc frac-
1 ) 3 ; 5

37 - .
tion quelconque ¢ el divisons chacun des cinquiémes d'unité

en 2 parties égales. MN comprend 2 . b = 10 parties égales
qui sont les dixtmes d'unilé. La longucur AB contiendra
2 . 37 = 74 de ces parties. Le nombre qui mesure AB peut donc

dtre pris égal ¢ 4 . On verrait de méme que :

37

R

3
3 15 ) etc.

o \l

On ne change pas la valeur d'une fraction en multipliant & la
Jois ses deux  termes par un méme nombre. Inversement

o e 37 , , A -
d’ailleurs 5 e T %t oon n change pas la valeur d'une

Sraction en divisant & la fois.ses deux termes par un diviseur
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commun. Effectuer une tellc opération s’appelle simplifier une
Jraction. On aura la simplification la plus grande possible en
prenant pour diviseur commun le plus grand de tous les divi-
seurs (20). Les deux termes de la nouvelle fraction sont alors
premiers entre cux. On dit que cette fraction est irréductible.
Cetle possibilit¢ de mettre une méme fraclion sous une
infinité de formes- diflérentes permet de comparer deux ou
plusicars fraclions pour savoir quelle est la plus grande,
c’est-d-dire quelle est celle qui correspond & la plus grande

.

. . 2 3 ., .
longueur. Si nous prenons les fractions : > et ;, il sagil dans
les deux cas de cinquitmes d'unité et il est par suile visible

3 .. . 2 . )
que . est supéricur a . Une telle comparaison n’est plus

4

3 .
immédiate pour des fractions telles que = et 2. Mais on peut re-

577
: 3 3.7 21 4 f 5 20 .
marquer que g = 51 == 4o el | == =y = 3o el la comparai-

3
- esl la plus
)

son des fractions ainsi obtenucs monire que 2; ou
grande des dewx.

On a pris, comme on le voit, un multiple commun 7.5 = 35
des deux dénominateurs primitifs pour avoir le nouveau déno-
minateur. Effectucr une telle opération s'appelle réduire les
Sractions au méme denominateur. On voit que le dénominateur
le plus simple que 'on puisse prendre est, d’aprés sa formation
méme, le plus petit commun multiple des dénominateurs (*).

Deux fractions ne peuvent étre égales gue si, dans cette réduc-
tion au méme dénominateur, on trouve des numérateurs égaux :

4,6 2 4__ 4.3 _ 12 6 6.2 12
g et 9 sont égaux, car p= g3 = [get = = = g Ceci

) Ce procédé de réduction au méme dénominateur pour la comparaison
de d(-ux ou plusieurs fractions est surlout avantageux ecn théorie. Dans la
pratique il est plus commode de réduire les fractions & comparer en frac-
tions décimales (29). On pourrait faire une remarque analogue au sujet
de I’addition des fractions dans le cas ou ’on a plusieurs fractions de déno-
minateurs différents,
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va nous permettre de préciser la notion d'égalité de deux frac-
tions.

On forme tonles les fractions éqales & une fraction donnée en
prenant cetle fraction sous sa forme irréductible el en mulli-
pliant ses dewx termes par un méme nombre entier d ailleurs
arbilraire.

in cffet, d'aprés ce qui précéde, les fractions ainsi formées
sont égales & la fraction considérée. Vérifions qu'on les a toutes:

!
. . . . a , N . ., . a
soit en cffet unc fraction ;, égale & la fraction irréductible b

vy e, d a ) , . . , .
L’égalité b= b devient par la réduction au méme dénomina-

"1 I , e . .. ;
teur Z,,: ES Z(:, d’on l'on déduit a'b = ab’. Mais b divise ab’ ct

est premier avec «; il divise donc ' (49) et I'on & b’ — bq et
!

. . a .. .
par suite ¢’ ==y ce qui montre que ;7 S obtient en multipliant

a
les deux termes de 7 par le nombre 4.

24. Opérations sur les fractions. — L’addition et la sous-
traction des fractions se font immédialement si I'on a soin de
réduire ces fractions au méme dénominateur, ce que 1'on peut

loujours faire : si, par exemple, on considére deux fractions 5

4

1. .
et o , il est nalurel, en supposant que ce soient les mesures de

deux longueurs, de prendre la mesure de la somme des deux
longueurs comme représentant la somme de ces deux fractions.

1l cst évident que cette somme est g :

_ 34
)
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La soustraction donne lieu & des calculs analogues :

Pour ajouter (ou retrancher) deux fractions, on les réduit au
méme dénominateur, puis on ajoule (ou relranche) les numéra-
teurs et l'on conserve pour dénominateur le dénominateur com-
mun & ces deux fractions.

25. — La multiplication d'une fraction par un nombre entier
peut &tre considérée comme une généralisation de I'idée d’addi-

tion. Multiplier %par 4, c'est répéter 4 fois la fraction g ; ona

donc :
7. =174
5° d=35+3
On voit qu'il suffit de multiplier par 4 le numérateur.

En particulier, si 1'on multiplie ; par 5, on trouve 7—-,):’ =
qui n’est autre que le nombre entier 7.°St lon mulliplic une
fraction par son dénominateur, on oblicnt le numérateur de
celte j'raction.

C’est 12 un résultat trés important, qui permet en particulier
de reprendre une définition déja donnée pour la division (10).
Nous avons vu que la division de a par b n’est pas toujours
possible, si 1'on veut trouver un nombre ¢ tel quea =5b.¢.
Par exemple, on ne peut pas avec une telle définition diviser 7

35

par 5. Mais nous voyons que la fraction 57) répond A& cette ques-
tion, puisque multipliée par 5 elle donne 7. Cette propriété
fondamentale des fractions peut s’énoncer : une fraction est le
quotient de son numérateur par son dénominaleur.

Mais il faut bien remarquer que le sens actucl du mot « quo-
tient de 7 par 5 » n'est pas le sens précédemment adopté dans

A. Sainte-Lagud. 3



34 ARITHMETIQUE

la recherche du quotient 1 et du reste 2 de la division de 7
par b, division qui ne sc fait pas exactement. Lorsqu’on veut
distinguer ces deux sens, on dit que 1 est le quotient approché
a une unilé prés par défuul, ou en abrégé le quntienl & une

unité pres de 7 par b, et que ¢ 7 est le quotient exact de 7 par 3,

ou le rapport de 7 &4 5 (37). Dans le cas ol la division sc fait
exactement, il n'y a aucun inconvénient A employer comme
nous l'avons fait (10) la forme de fraction pour indiquer le quo-

. 6
tient de ces nombres : § 7 2

On peut donner du quotient exact une représentation con-
crele en reprenant l'exemple des longueurs. Prenons une
longueur AB ¢gale & 7 fois 1'unité

N MN (fig. 7). et cherchons a:la
parlager cn O parties égales. 1l est
facile de voir que si I'on divise
MN en 5 parties égales, 7 de ces

Fig. 7

parties donnent la longncur AC qui cst les 7) de MN et ; de AB.

Le méme procédé s’étend A la division d’une fraction par un

AN

nombre enlier. C’est ainsi que pour diviser la longucur AC==

en i parlies égales, on peut diviser en 4 1'un quelconque des

7 segments qui forment AC et prendre 5 de ces nouveaux seg—
menla. Sil'on remarque qu'il faudrait 5 . 4 = 20 de ccs mémes
scgments pour relrouver l'unité MN, on voit que chacun d’cux
cst un vingtitme d'unité; la réunion de 7 de ces segments

donne /. pour le quart de la longueur AC : powr diviser une

JSraction par un nombre, on multiplic le dénominatewr de la frac-
tion par ce nombre. 1l y a d'ailleurs des cas ot 'on peut diviser
mmplement le numérateur par cc nombre. Par exemple pour

diviser 5 par 4, il suffit visiblement de prendre la fraction ;

d’ailleurs dgale & J—§-—4- — 5;'.
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26. — Pour définir le produit d'un nombre entier, ou, plus
généralement, d'une fraction par une fraction, il nous sera
commode de raisonner sur un exemple. Supposons qu'un

de

v~

voyageur fasse 1 kilométre 2 cinquiémes, ou, si 'on veut,

kilométre par heure. Pour avoir le chemin parcouru par le
voyageur en 2 heures, 3 heures,... il suffira de multiplicr la
fraction \;} par 2, 3,... opération que nous avons appris i eflectuer.
Il est alors naturel de considérer le chemin parcouru par
le voyageur en une demi-heure, trois quarts d’heure, 7 quarts
T . . 1 3
d’heure... comme représentant les produits de Z) par ?
. . 1
Cherchons le chemin parcouru en Z: d’heure : en i d’heure, le

voyageur fait 4 fois moins de chemin qu’en une heure ; il faut

v}

donc diviser

v

[34

par 4, ce qui donne comme on l'a vu 5“7_4’ ct en
vi . . . ' 1,

/i d’heure, il fera 7 fois plus de chemin que dans 1([ heure,
49 n } .. . v e
= o de kilométre. On est ainsi conduit & la défini-

tion suivante que nous adopterons :
Pour mulliplier l'une par Uaulre deux fractions, on prend

une nouvelle fraction ayant pour numéraleur le produit des nu—
mérateurs el pour dénominaleur le produit des dénominaleurs.

Si dans I'exemple précédent on avait pris les ’1 de £, on aurait

/

¢té conduit au méme résultat, car, pour prendre les 4d’un
nombre, on peut en prendre d’abord le quart, ce qui revient a

le diviser par 4, puis les ;Zi’ c'est-a-dirc multiplier le résultat
précédent par 7.

On voit, d’aprés la définition donnée, que le produit de deux
facteurs ne change pas quand on intervertit 'ordre des facteurs.
Nous laissons au lecteur le soin d’étendre aux fractions la plu-
part des propriétés analogues déja établies pour les nombres
entiers (3 et suivants).
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Pour définir la division d’une fraction par une autre fraction,
on pourrait, comme nous venons de le faire, raisonner sur un
exemple, mais il sera plus commode de considérer la division
comme une opération inverse de la multiplication. Diviser une
fraclion par une aulre, c'est chercher une nouvelle fraction qui,
multipliée par la seconde, reproduise la premiére.

Le lecteur en déduira la régle pratique : pour diviser une
Sfraction par une autre, on mullplie la premiére fraction

: sce : i 7 var2est:7 . 5=21
par la seconde renversée ; le quotient de spars est : 5 3=10"
Nous nous bornerons & vérifier sur I'exemple considéré que le

oduit de 227 var * est bien 7 - .7-3,3_7.3.2__7
produitde - par y estbien giona: f° X 3=y =L

On établirait sans peine que, pour toules les opérations ainsi
définies (addition, soustraction, multiplication, division), le ré-
sultat de 'opération ne change pas si I'on remplace deux ou
plusieurs fractions par des fractions équivalentes.

27. Fractions décimales. — Une catégorie trés importante
de fractions est celle des fractions décimales ou fractions dont.
le dénominateur est 10, ou une puissance de 10 : 100, 1000,...

Ces fractions sont & peu prés les seules employées dans la
pratique : on ne parle jamais d'un tiers ou d’un septi¢tme de
métre, mais bien d'un dixiéme de métre ou décimétre, d'un
centiéme de métre ou centimétre, elc... De méme pour les
litres, les kilogrammes, les francs... Une des principales raisons
de cette imporlance des fraclions décimales est I'emploi de la
notalion particulitre suivante : on transforme une fraction dé-
cimale en nombre décimal en séparant sur la droite du numé-
raleur par une virqule autant de chiffres qu'il y a de zéros au
dénominateur :

379 — 3

— =0,

1000 10 100000

4273 . 3 . vi
dagid 42,734 3 7 0,00017.

C’est une généralisation de la notation employée pour les
entiers. Ici encore tout chiffre placé & la droite d'un autre re-
présente des unités dix fois plus faibles. De sorte que, dans le
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nombre décimal 42,734, le 7 représente des dixiémes d'unité,
le 3, des dixi¢mes de dixiémes, c’est-a-dire des centiémes, etc..
On peut d’ailleurs meltre ceci en évidence en écrivant :

42 34 __ 40000 2 000 700 3o + 4
1000 1000 1000 1000 1000 1000
3 4
= fo 4 2 4 L4 4 .
10 100 1 000

La virgule n'a d'autre rdle que d’indiquer ot se trouvent les
unités ; 42 est la partie enticre et 734 la partic décimale. Ici,
comme pour les nombres entiers, on met des zéros a la place
des unités manquantes; on a d’ailleurs I'habitude, dans le cas
ouiln’y a pas de partie entiére, de mettre un zéro avant la
virgule pour indiquer la place des unités.

La transformation inverse d’un nombre décimal en fraction
décimale résulte de ce qui précéde :

42 734 17

0,00017 = —~(—
1000 100 000

42,734 =
Tout zéro placé & la droite d’un nombre décimal n'en change
pas la valeur :

1700 17
10000000 100 000

0,0001700 = = 0,00017.

La comparaison de deux nombres décimaux est immédiate.
Pour comparer 0,03 el 0,029, il suflit de remarquer que les
deux fractions décimales correspondantes peuvent s’écrire
1—36(%)6 et 12330
Alors qu'il est impossible de comparer sans calculs des fractions

.. 3. 41,13
ordinaires : ¢ o3 —, on peut toujours classer immédiate-

et par suite que la premitre est la plus grande.

ment, des fractions décimales en nombre quelconque.

28. — Les opérations sur les nombres décimaux sont bien
connues et nous rappellerons simplement les régles pratiques;
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Jeur justification se fait en substituant les fractions décimales
aux nombres décimaux : par exemple :

: 3 4 12
"--‘ X 0.04 _— -f!h_ —_

— S T 0,012,
10 100 1000

1’addition de plusieurs nombres décimaux se fuil comme une
addition ordinaire, aprés avoir disposé les nombres les uns au-
dessous des aulres de fagon & ce que loules les virqules soient
dans une méme colonne. On recopic une virgule au résultal au-
dessous des virgules déja inscrites. On raméne exactement de la
méme maniére la soustraction de deux nombres décimaux & la
soustraction de deux nombres entiers.

On multiplie (ou on divise) un nombre décimal par 10, 100,
1000, ... en déplacant vers la droite {ow vers la gauche) la vir-
gqule de 1, 2, 3, ... rangs.

0,012 X 100 == 1,2 0,012 X 10000 == 120.

Pour multiplicr dena: nombres décimaua l'un par laulre, on
les mulliplie sans lenir comple de la virgule, mais on sépuare
ensuile au produil aulant de chiffres décimawe qu’il y en a en
lout dans les deux: facteurs.

Pouwr diviser dewx nombres décimaux Pun par Uaulre, on les
multiplie lous devx par une méme puissance de vo, de facon @
les rendre entiers, et on retrowve ainsi le cas de la division de
deuwx nombres enliers.

Pour diviser 0,21 par 0,003, on se raméne & la division de
210 par 3, ce qui donne 50. Pour diviser 0,017 par 0,003, on
divise de méme 17 par 3, division qui donne 5 comme quotient

‘ G . 17 N
approché & une unilé prés, et comme quotient exact - - Nous

allons voir qu'on peut d’ailleurs dans cerlains cas mettre sous
forme décimale le quotient de deux nombres décimaux.

29. Convertir une fraction ordinaire en fraction déci-
male. — Le probléme que nous nous proposons est le
suiyant : étant donnée une fraction ordinaire, trouver une
fraction décimale qui lui soit égale. Par cxemple on a :
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1 ~.9 34 . T . ,
17 M2 3,4. Une telle transformation n’est pas
5 5.2 10

toujours possible comme nous le verrons, et l'on se horne
alors a chercher le plus grand nombre de dixitmes, de

centitmes, de millicmes, ... contenus dans la fraction consi-

. - . .7
dérée. Si l'on sait que la fraclion -/ est plus grande que la
/

. . . 2 428 . 2429 .
fraction décimale |-~ et plus pcutc que =, on dira que

4?8 , . 5 T O .
Toag St la valew approchu' a 1o Pris par défaul, ou encore

. . ! 3 20 et 2429 | e .
la valeur approchée & -~ prés de 7 set o lavaleur appro
oy , o
chée @ —— prés par excls. Remarquons que, cn particulicr, »
1000
est le quotient & unc unité prés par défant de 17 par 7, comme
nous l'avons déjd dit. Les nouvelles définitions sont donc une
[N . . 3 rey s, v o .
géndralisation de celles qui ont déja été employées pour la divi-
sion. Nous allons voir de plus qu'on en revient toujours au
cas du quotient & une unité prés :
. 1 C 17
Cherclons en effet la valeur & - ' “prés de . Si a cstle
/
numérateur cherché, on doit avoir :
a 17 _a-+1
< V7
To00 7 = Tovo "
000 l l)()o
- Multiplions par 1 000, puis par 7, les divers termes de ces
inégalités ; on a successivement :

. 17000
a < J~7 <L a+1

70 < 17000 < 7(a—+ 1)

inégalités qui expriment, comme on I'a vu (10), que a estle
quotient & unc unité pres par défaut de 17 000 par ;. Effectuons
cette division, on trouve : a = 2 428. La valeur cherchée cst

2428 242
donc par déf; = 2, os - 2429 .
p aut — - = 2,428, ou par excts : Too = 22129
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30. — Si 'on veut la valeur de —157 a ;%) pres seulement, on
pourra remarquer que 177 ¢lant compris cntre ?—ﬁ%g et %2 est
compris par suile entre —T ﬁ:: £ f—g;:z 1 :‘f:—: ct f ﬁz ; donc
Han = /2 estla valonr de 7 & L prts. Do méme 24 = 2,4

1 2 1 Y4
en cstla valeur & | pres et | =2 la valeur & unc unité prés. Les

divers calculs & faire sont les divisions de 17 0ooo par 7; de 1700
par 7 : de 170 par 5 ouenfinde 17 par 7 suivant les cas. Si donc
on effeclue, comme ci-contre, la division de 17 par 7 en abais-

sant chaque fois un zéro a la droite du

17 7___ _ resle, les quotients successifs : 25 2,4
30 |2,4285714a8.. 17
20 2,42 ; ... représentent les valeurs de o
6o . - .\
4o 3 une unité, un dixiéme, un centiéme...
50 prts. On éerit quelquefois :
10
: 1
Jo 7= 2,428571428....
20 7
6o . .
4 Dans l'exemple ci-dessus, les restes

successifs 3, 2, 6, 4,... étant inférieurs 4
7 doivent se reproduire indéfiniment et dans le méme ordre. 11
en cst de méme par suite des chiflres du quotient : 428571
428H71..... C'est ce que I'on exprime parfois en disant que e
nombre décimal 2,428571428.. supposé illimité est périodique ;
428571 estla période. 11 est aisé de voir que, dans tous les cas
ou la division nc se termine pas, le quotient est périodique.

En s’appuyant sur les propriétés des fractions équivalentes,
le lecteur pourra démontrer que : la condition nécessaire et suf-
fisanle pour qu'une fraction ordinaire supposée irréductible
soil égale & une fraction décimale est que son dénominateur ne
conlienne pas d'aulres facteurs premiers que 2 ou 5.

Ce probleme de la conversion exacte ou approchée d’une
fraction ordinaire en fraction décimale se présente fréquemment
dans la pratique. Si par exemple un caissier doit partager
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460 francs entre g personnes, il doit donner & chacun

460

= 51,1111 ...

En réalité il donnera & chaque personne 517,11, le centime étant
la plus petite unité monétaire ou méme 51°,10; si I'on doit par-
tager 43 métres de drap en 8 morceaux d'égale longueur, cha-
que morceau devrait avoir : 48; = 5™,375 et dans la pratique
on prendra 5,37, lc centimétre étant la plus petite unité de
longueur pour de telles mesures (47); etc... Comme on le voit, un
trés petit nombre de décimales suffisent dans la plupart des pro-
bltmes que I'on a pratiquement & résoudre (52 ct suivants).

Le procédé qui consiste & chercher une valeur approchée d'un
nombre (ue 'on ne peut pas avoir exactement cst d'un usage
trés fréquent en Mathématiques. On I'emploic dans un grand
nombre de calculs d’Analyse. Mais méme dans les mathéma-
tiques élémentaires nous le retrouverons dans la recherche de la
racine carrée (33), en géométrie dans le calcul du rapport de la
longueur d’une circonférence a son diam¢tre (162), elc. ....

31. Racine carrée. — Nous avons dit (8) qu'on appclle
carré d’'un nombre le produit de ce nombre par lui-méme :

32=3.3=9 172 =17 . 17 = 289.

Une telle définition s’étend naturellement aux fractions ordi-
naires et décimales :

(fy=f gt

7 77 7 49

1,72 =1,7 X 1,7 = 2,8¢.
7

Inversement, étant donné un nombre entier ou fractionnaire,
extraire la racine carrée de ce nombre, c’est trouver le nombre
entier ou fractionnaire dont il est le carré. On emploie pour une
telle opération le signe « radical » : V.

vi=3 val=1 Vig=1 vili=1,
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Le carré d’une fraction irr uluchl)lc b e%t qm est aussi-irré-

‘ductible. Donc le carré d'une fraction |rrcduchblc n'cst jamais
un entier. Inversement si un nombre entier, 2 par exemple,
n’a aucune racine carrée enticre, il n'a pas davantage de racine
fractionnaire : i/ y a des nombres qui n’ont pas de racine carrée
au sens précédent du mot.

Les nombres entiers qui ont des racines carrées enlitres s'ap-
pellent des carrés parfuils. Les 20 plus pelits carrés parfaits
sont donnés par la liste ci-dessous, qu’il est bon de savoir par
cweur (') :

Nombres : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Carrés : 14 9 16 23 36 49 64 81 100
Nombres: 11 12 13 1§ 15 16 17 18 19 20
Carrds : 121 144 169 196 225 256 289 324 361 jfoo.

Il y a, comrac on le voil, trés peu de nombres qui soient
carrés parfaits. Un entier uelconque ne sera pas en général
dans cette liste, méme si on la suppose prolongée indéfiniment :
2» par exemple est compris entre 16 ou 4* el 25 ou 5. Ceci
veut dire que le plus grand entier dont le carré est inféricur a
22 cst 4. Par analogic avec une définition concernant la divi-
sion (10), on dit que 4 est la racine carrée a une unité pres
par défunt de 225 la racine carrée @ une unilé prés par excls
est 5. On dit quelquefois de facon abrégée : la racine carrée
de 22 est 4. La différence entre 22 ct le carré de 4 s'appelle le
reste : 22 — 16 = 0.

Si a est la racine carrée de A, on peut écrire d'aprés ce qui
précede :

<A< (a—+1)
Le reste r cst donné par :

r=A—a%

(*) On trouvera a la fin du volume les carrés et les racines carrées des
100 premicrs nombres.
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Si 'on remarque que (a + 1)* est égal & a2 +- 2a + 1(9),0n
voit que l'inégalité A <C a* + 2a —+- 1 entraine rr << 2a+ 1, que
I'on peut encore écrire : r < 2a.

32. — L’extraction de la racine carrée @« d’'un nombre
donné A est uune opération connuc du lecteur et au sujet de la-
quelle nous nous bornerons & rappeler quclques points impor-
tants sans donner leurs démonstrations.

Le nombre des chiffres de la racine a est donné par le nombre
des tranches de deux chiffres de A. La racine carrée de 22 71 58
a 3 chiflves, ou, si I'on veut, est comprise entre 100 €l 1000.
Il en est de méme pour la racine carrée de 7 43 73.

Le nombre des dizaines de la racine a est la racine carrée du
nombre des cenlaines de \. De méme le nombre des cenlaines
est la racine carrée du nombre des dizaines de mille, etc. Si par
exemple 272 est la racine carrée de 7 43 73, celle de 7 43 esl
27 ct celle de 7 est 2.

Ces remarques permetlent d'extraire la racine carrée d'un
nombre quelconque. Nous indiquerons sur un execmple la marche
A suivre. Pour avoir la racine carrée =43 73 | aso

2

a de 74373, on décompose ce nom- 3 43 81 47| B2
bre en tranches de deux chiffres : 3 o9 8| 7 o
7 43 73. Le chiffre des centaines 14 73 | 384 | 329 | 1084

de « est la racine carrée de 7, soit 2. 10 84
A la suite du reste correspondant 3 89
7 — 4 = 3, on abaisse la tranche suivante 43, ce qui revient a
dirc que 743 — 20% = 343. On sépare le dernier chiffre 3 el
'on divise 34 par le double 4 du 2 déji trouvé & la racine, on
obtient 8. Cest le second chiffre de a, ou un chiflre trop fort.
On essaie 8 en calculant 48 x 8 = 38%. Ce nombre étant su-
périeur & 343, c'est que 8 ne convient pas. L'essai de 7 donne
47 X 7 =329 qui est inférieur & 343. La racine de 743 est
alors 27, le reste étant 343 — 329 = 14; on a d’ailleurs
343 — 329 = 743 — 27 On abaisse de. méme la tranche
suivante 73 ce qui donne 1473. On divise 147 par le double de
la racine déja trouvée : 54 (d’zilleurs 54 est la somme de deux
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nombres déja écrits: 47 et 7). Cette division donne 2 qui
essayé convient, car DA2 X 2 = 1084 nombre inférieur
4 1473. La racine est 272 et 1473 — 1084 = 389 est le reste
d’ailleurs inférieur au double de la racine : 544 (31); on a
comme précédemment 1473 — 1084 = 74373 — 272%.

33. — Un nombre n’ayant pas en général de racine carrée
exacte, on est amené, comme pour la division, & définir la racine

1 . P
carrée d —, ... prés, c'est-i-dire & chercher le plus grand

nombre de dixitmes ou de centiémes dont le carré soit infé-
rieur au nombre donné. Si 'on sait que le carré de 1,41
est 1,9881 et celui de 1,42 est 2,0164, on pourra dire que 1,41

est & - ; brts la racine carrée par défaut de 2, ou simplement
la racine carrée & -ro—“ prés; 1,42 est avec la méme approxima-

tion la racine carrée par excés.

La recherche d’unc telle racine est analogue & celle d'une
o . 1
racine carrée & une unité prés : si 'on veut avoir la racine & ;=

prés de 2, il faudra trouver un entier a tel que I'on ait :

a \? _ a -+ 1\2
(mn) \2<< 100 )
Multiplions par 1002 = 1 00 00 les termes de ces inégalilés :
p p

a® << 20000 < (a—+1)?

qui cxprime que @ est la racine carrée 4 une unilé prés
de 2 00 00. On extrait cette racine qui est 141. La racine
r g " \ 1/1
carrée de 2 A un centiéme prés est alors iHo'E = I,41.
Pratiquement, on dispose I'opération comme & la page sui-

vante, en abaissant des tranches de deux zéros pour chaque
nouvelle décimale & obtenir.

On opére de fagon analogue pour chercher la racine carrée

d'un nombre décimal. Si U'on cherche par exemple & 5= prés
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la racine carrée de 4,857, la premiére tranche A abaisser sera
85; la seconde sera 70. La racine est 2,20.

2 1,41 4.857 2,20
100 24 [ 281 0 8> 42 | 44
96 4 1 84 2
“foo| 96 | 281 170 | 84
281 :
119
34. Racines cubiques, quatriémes,... — Les définilions

de la racine cubique, de la racine quatriéme, ... d’'un nombre
- se déduisent des définitions du cube, de la quatritme puis-
sance, ... (8), comme celle de la racine carrée se déduit de la
définition du carré d’un nombre. C’est ainsi que les égalités :

peuvent s’écrire : |
Q g— g ) — 4 e “
“/27 =3 “/17,576 = 2,6 2—81(1)—1 = ;

En général, le nombre considéré n’a pas de racinc exacle, et
I’on définit, comme pour la racine carrée, la racine & %) , 7(176 yens
prés par défaut ou par excés d'un tel nombre. C’est ainsi que,
pour avoir la racine cubique de 2 & —l—(l;; pres, on cherche un

nombre a tel que I'on ait :
| a \% _ a—+ 1\
(res) <2 <("7’)
inégalités qui se raménent 4 :
a® < 2 00 00 00 < (a + 1)}

et I'on voit que a est la racine cubique & une unité prés de
2 000 000, soit 125. La racine cherchée est 1,25.
Les calculs peuvent s’effectuer & 'aide de tables numéri-
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ques (') suffisamment étendues, ou par des méthodes de taton-
ncments. On peul aussi employer des régles analogues i celle
qui nous a servi pour la racine carrée, mais elles conduiscnt
a des calculs compliqués.

Aucune de ces méthodes ne présente d'ailleurs d’intérét
pratique, car nous verrons que 'emploi des logarithmes (129)
permet d'effectuer presque immédiatement tous les calculs
d’élévation aux puissances ou d'extractions de racines.

Exercices. — N™ 10, 11, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44,
45, 48, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 65, 56, 57, 133.

('} On trouvera & la fin du volume les cubes des 100 premiers nombres.



CHAPITRE IV

MESURE DES GRANDEURS

35. Mesure des grandeurs. — Les grandeurs que 1'on
peut avoir i comparer dans la pralique sont, comme nous
I'avons déji dit (24), de natures Lrés différentes.

Certaines d’entre clles sont formées d'objets lous identiques,
ou, plus exactement, d’objels que I'on range sous la méme dé-
nomination. L’unité est I'un de ces objets. Ce cas se présente si
I'on compte les arbres d’uneallée, les livres d’une bibliothéque,
les habitants d'une ville. Ceci ne veul pas dire d’ailleurs que les
arbres de T'allée soient identiques, pas plus que les livres de la
bibliothéque, ou les habitants de la ville. Les calculs sur de
telles grandeurs reposent simplement sur la notion du nombre
entier.

Mais il y a d’autres grandeurs, comme les longueurs, les
poids ou les températures, appelées parfois grandeurs continues,
par opposition aux précédentes qui sont des grandeurs disconti-
nues. Toutes ces grandeurs continues ne présentent pas d’ail-
leurs le méme caractére. On n’ajoute pas deux lempératures
comme on ajoute deux longueurs ou deux poids. Nous nous
bornerons aux grandeurs les plus usuelles : longueurs, surfaces,
volumes, poids, monnaies, angles, lemps,... pour lesquelles on
sait ce que c’est que deux grandeurs égales ou inégales, que la
somme ou la différence de deux de ces grandeurs, et pour
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lesquelles on concoit I'existence d'une grandeur 2, 3, 4, D,...

fois plus grande ou plus petite qu'une grandeur donnée.

Pour mesurer de telles grandeurs, on prend de fagon arbi-
traire unc grandeur fixe de méme espéce, qui sert de terme de
comparaison ou d’unité ; cc sera par exemple le métre pour les
longueurs, le franc pour les monnaies (46 et suivants), elc...
On cherche combien de fois cette grandeur-unité est contenue
dans la grandeur donnée. 1l est rare: qu’elle y soit contenue un
nombre entier de fois. Dans la pratique, on cherchera combien
la grandeur considérée contlient dec dixiemes d’unité, puis de
centiémes. Un ouvrier dira que la largeur d'une piéce est de
3,83, sans se préoccuper de savoir si le nombre décimal 3,83
est rigoureusement exact. De méme dans le commerce, on dit
souvent que le poids d'un objet est de 7,850 quand ce poids
est compris entre 7,850 et 7“6,860, cc renseigncment étant
habitucllement ass¢z précis pour l'usage qu'on en veut faire.
Les nombres décimaux permettent de faire toutes les mesures
couranles.

36. — Théoriquement, on ne peul pas se borner & ce qui
préctde. Sil'on veut mesurer une longueur AB (fig. 8) en pre-
nant comme unité une longueur

W eN MN, nous savons (21) que, si
l'on trouve un segment con-

A o € cvos  tenu un nombre ‘exact de [ois
Fig. 8 dans MN et dans AB, la longueur

‘ de AB sera exprimée par une
fraction. Cherchons un tel segment, ou, comme on dit, une
telle. commune mesure. Pour cela, aprés avoir porté autant de
fois que possible MN sur AB, en AD, DE, EC, on porte CB
sur MN en MP; puis PN sur CB en CF, FG; etc. Admettons
pour fixer les idées que GB porté sur PN y soit continu trois
fois exactement ; l'opération est alors terminée : GB est la
communc mesurc cherchée. Ce segment est contenu 3 + 3 +
1 =7 lois dans GB; 7 + 3 = 10 fois dans MN et enfin

10 + 10 - 10 + 7 = 37 fois dans AB. Donc AB est les ?—g de
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’ b r :}~
MN, et comme MN est I'unité, AB a pour mesure : Tfi = 3,7.

Le lecteur établira sans peine que l'on arrive ainsi, dans
tous les cas ou 'opération se termine, & avoir sous forme irvé-
-ductible la fraction cherchée.

On démontre d'ailleurs qu'une telle commune mesure
n’existe pas toujours : les deux grandeurs considérées sont dites
alors incommensurables (*). Nous supposerons que ce cas ne se
présente jamais dans les mesures que nous aurons a considérer.
Dans la pratique celte question n’a pas une grande importance
puisqu’on se borne a un trés pelit nombre de décimales.

37. Rapports. — Prenons maintenant deux longueurs quel-
conques AB, CD, (fig. 9), I'unité étant MN. Les mesures res-
pectives de AB et CD seront par

ee1l37et§ Nou uvons &

exemple -+ et . Nous po 8
réduire ces deux fraclions au ¢ b

méme dénominateur en posant Fig. 9

5 25 . . .

2= To- Mais on voit alors que le 37" de AB est conlenu

2b fois dans CD; ou encore, si I'on veut, que la mesure de CD
. 25 . : . , ‘o
-en prenant AB pour unité est 35 résultat qui ne dépend évi-
/
demment que des longueurs de AB ct CD.

On appelle rapport de deux grandeurs P et Q de méme espéce
le quotient des nombres p el q qui les mesurent, quand on prend
pour unité une grandeur quelconque de méme espéce. On le
représente par la notalion 5 analogue & celle des fractions, mais

dans laquelle p et ¢ peuvent é&tre des fractions ordinaires ou dé-
cimales.

(1) On verra en géométrie (261) que la diagonale du carré de coté 1 a
‘pour longueur /2. Or il n’y a aucun nombre entier ou fractionnaire dont
le carré soit égal & 2 (31). Donc ces deux longueurs n'admettent aucune
commune mesure et /2 est un nombre incommensurable.

A. Sainte-Lagua. 4
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ot

Ici le rapport des longueurs CD et AB est ; quotient de’

10
deux [ractions ordinaires. Ce rapport est égal & :

5 _ 5
= o T= L, = 0,0670675 ..

résultal indépendant, comme on 'a vu, de I'unité choisie :

Le rapport de deux grandeurs de méme espéce ne dépend pas
du choix: de Funité. Cest en particulier la mesure de Tune des
grandeurs quand on prend Caulre pour unité,

Il faut bien comprendre la signification de celte nolion de
rapport qui est des plus imporlantes pour la mesure des gran-
deurs, ct par suile pour les applications pratiques de I'Arithmé-
lique. Si, par excmiple, on dit que le rapport des poids de

deux corps est ; ou 3. cela veut dire que le poids du second
corps est trois fvis plus grand que celui du premier, et, dans ce
cas rés simple, le lecteur verra ais¢ément que ce résultat ne dé-
pend pas de T'unité de poids, qui peut étre le kilogramme, le
gramme, ou loute autre quantité. Ce nombre 3 exprime sim-
plement le résultat de la comparaison des poids des deux
corps.

Si d'ailleurs le poids de F'un des deux corps est Lriple de
celui de l'autre, le poids de ce dernier cst le tiers de celui

du premicr. Le résultal de la comparaison cst ici le rapport ;
) .o . (1.
Deux rapports tels que fl et 1]) sont dils inverses. On déduit donc

de ceci que : le rapport d'une grandeur P a une grandeuar Q est
weerse du rapport de la yrandeur Q @ la grandeur P.

38. — Un rapport se présente, comme on I'a vu, sous la
forme du quotient exact de deux nombres p et ¢, entiers, frac-
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tionnaires ou décimaux ; par exemple :

5 7

2 9 2,34
37 1 3.9
10

sont des rapports.
Toutes les régles de caleul établies pour les fractions se con-
servent ici pour les rapports. C’est ainsi que 'on a 1'énoncé :
a i . e .
Un.rapport § ne change pas quand on multiplic ou qu’on di-
a.c

. . . . a
vise a la fOlS Ses (ll?ll.fl,' lermes parun meme nombre : A == b‘"'—c-

Prenons le cas le plus général en supposant que «, b, ¢ sont des

-

. . . 73
fractions ordinaires : a = 5 b~ »ﬁ;,; c= T—, .On a:

«
a_ ¥ 2 B 2.
b B “a"ﬁ '—*1’,@
Bl
et d’autre part :
N { -
a.c_ @ v _a.y 2.y.f.¥_ 2.8 a
bee By By B T T
B+ By
On établirait de méme que :
a
a__¢
s =1
c

On démontre par des procédés analogues les propriétés qui
suivent..

On peut multiplier un rapport par un nombre en multipliant
son numéralteur par ce nombre, oa encore en divisant son déno-
minaleur par ce nombre :

a a.c
e 0 == ——~ =
b

OISR
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On peul diviser un rapport par un nombre en divisant son
numéraleur par ce nombre, ou multipliant son dénominateur
par ce nombre :

a
b
c

SIS IR
Q

Dans la pratique on raméne le plus souvent un rapport & une
fraction :

) 7
2 __b.10__ 95 9__7 2,34 23§ __ 3
770377 3 19 3.9 390 5

10

39. Proportions. — On appelle proportion I'égalilé de deusx
rapporls. Les deux rapports que 'on considére peuvent d'ailleurs
concerner des grandeurs de natures différentes. Prenons deux
barres de fer : si la premicre est une fois et demie plus longue et
unc fois et demic plus lourde que l'autre, nous dirons que le

-3 , .
rapport de leurs longueurs ; est ¢gal au rapport de leurs poids.

C’est simplement la constatation d'une égalité numérique qui

P ) '3 4 __06
sc réduiticid ; = 7. De méme : § = = "y st une propor tion,

chaque rapport étant égal & ;

Prenons une proportion sous la forme : Z= fl; les nom-
bres a, b, ¢, d sont les termes de la proportion ; a et d sont les
~extrémes et b et ¢ les moyens.
Nous allons indiquer rapidement les principales propriétés
des proportions, propriétés qui nous serviront ultérieurement,
par exemple en Géométrie (Chap. IV, 240 et suivants).

Dans toute proportion le produit des extrémes est égal au
produit des moyens.

Si, en effet, on multiplie les deux rapports de la proportion
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[ . v .
= 7 par le produit bd des dénominateurs, on trouve :

a.b.d_c.b.d
b T d
oua.d=1b.c v
Réciproquement, si quatre nombres a, b, ¢, d sont tels que

I'on ait: a.d=0b.c, en divisant les deux termes de cette

égalité par b . d, on en déduit la proportion : Z- *j l(:”—l ou :

4

:--!.

On peul dans une proportion : ;= i“‘ hanger entre eux de

>R

Jagon quelconque les qualre lcrmes, pourvu que les lermes a et d
soient a la fois les deux cxirémes ou les dewx moyens. Prenons

. . . £
en effet deux des proportions que 1'on peut former : Z: (; ct
d_¢

b
valentes alégalité « .d=10.c.

o elles sont 1denl1ques puisqu’elles sont toutes deux & equl-

Remarquons que si dans la propor lnon l’ «t ct b sont des

grandeurs de méme espéce, il n’en cst pas forcément de méme
dans toutes les proportions que 'on peut en déduire. Ceci n’a

. a b . , .
pas lieu, .par cxemple, pour ;== . On convient néammnoins

. ] . a b .
d’appeler encore rapports les quotients 7> 7, en ne considérant

que les valeurs numériques de a, ), ¢, d, abstraction faite des
grandeurs dont elles représentent les mesures.

40. — Si dans une proportion on ajoute a chaque numéralew
son dénominateur, on a encore une proportion La proportion :
a- l; ¢+ d

= 25D

b (¢

a c R
3=d entraine en effet : b 4+ 1= d + 1,00 —

facon analogue, on peut &crive : m. T; +n==m. J + n ou

ma 4+ nb __ mec +-nd . . a (o
p— = —7g - De méme si m, jest supérieur & 1, on
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peut déduire de la proportion considérée : m. ‘g._. n=nm. f—{ —n

.ma—nb__mec— nd

u @ A = d
Elan!t donnes deux r appo; s 6 _/auac, on forme un nouveau rap-
port c’gal aux deux premiers en ajoulant les numéraleurs enlre

eux el les dénominateurs entre cux. De l e'rrahtc T) = 7 on dé-

. a__a c
duit : p =3 ::: q- En eﬂt,t si dans ces deux proporlions on
échange les extrémes, ce qui est permis, on a les proportions :
d c b+d _a+c¢

F=a® =
3 H L A . MR .‘_l____a_’c- lz q{?i’lc
On etabhrant de méme les proportic~ -+ = — b= mbInd’

, équivalenles d’aprés ce qui précéde.

etc... .

11 arrive parfois que, dans une proportion, on connaisse tous
les termes.sauf 1'un d’eux qui s’appelle alors une quatriéme
proportionnelle aux trois autres. Si I'on remarque que cette pro-
portion revient 4a .d =0 .c, on voit que chaque termé se
calcule immédiatement en fonction des trois autres. Si le terme
inconnu est ¢, on divise les deux membres de I'égalité par d :

b. - , .. :
a -——-—-d—c Si c’est b que I'on cherche, on les divise par ¢ :

a.d
b=——,etc...
c
Si les deux moyens sont égaux, dans une proporlion comme :

a b .. .
j =z en ¢crivant que le produit des extr@mes est égal au

produit des moyens on a : b* = a. c. On dit que b est moyenne
proportionnelle entre a et c. (242) Cclte moyenne propor-
tionnelle est donnée par b = /a . ¢

Il ne faut pas confondre la moyenne proportionnelle de deux
nombres avec leur moyenne arithmétique qui e8t leur demi-
somme. On démontre d'ailleurs que la moyenne arithmétique
est loujours la plus grande des deux.

41. Grandeurs proportionnelles. — H arrive trés souvent
que deux grandeurs sont liées 1'une i I'autre, les valeurs numé-
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riques prises par chacune d’elles dépendant des valeurs numé-
riques de I'autre. Par exemple la surface d’un carré dépend de
la longueur de son coté (263), le temps qu'une picrre met &
tomber dépend de la hauteur de sa chute (3341). La dépendance
entre les deux grandeurs est parfois assez complexe. Nous re-
viendrons la-dessus de fagon un pen plus précise en Algthre
(Chap. VI, 139). Pour le moment, nous nous hornerons a exa-
miner quelques cas trés simples.

. Le prix d’achat d’une piéce d'étofte dépend de sa longneur,
le prix d’achat d’un champ de sa surface, le poids d'unc barre de
fer de son volume, la distance parcourue par un train du temps
depuis lequel il marche, etc... Il y a dans tous ces cas une pro-
priété commune : si l'une des grandeurs devient 2, 3, 4, ..
fois plus grande (ou plus pelile), la grandeur qui en dépend
devient également 2, 3, 4 fois plus grande (ou plus petile).

Si un métre d’étofle est vendu 5,50, un coupon de 7 metres
de la méme étoffe sera vendu 7 fois plus cher, soit 5,50 .7
= 38%,D0. Si un hectare de terrain vaut 2 4oe francs, 12 hec-
tares du méme terrain vaudront 2400 X 12 = 28800 francs.
Si I'on constate qu’un train marchant de fagon régulitre a mis
2 heures et.demie, soit 150 minutes, pour aller de Paris & Blois,
pour aller jusqu'd Etampes qui est trois fois plus prés de Paris
il mettra 3 fois moins de temps, soit 50 minutes. -

De telles grandeurs sont dites direclement proportionnelles,
ou plus simplement proportionnelles.

“42. — Reprenons I'exemple du train, qui allant de Paris &
Blois fait 182 kilométres en 150 minutes. Cherchons le temps

Ldc ce train‘mettra pour faire une route qui soit les ; de la pre-
L 3 . . . .y

miére, soit 182 . ;= 78 kilométres. Pour faire le septiéme de

182 kilométres, il mettra 7 fois moins de temps, soit i7—° mi-

nutes, et pour faire les 3 sepi_i'émes, 3 fois plus de temps que

()

.

pour faire un seplidme, soit : 150 . = = 64 minules environ.

|
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On voit que 182 ct 150 sont tous deux multipliés p. ur' On a

3
182 182 . - )
donc : = = ——% Le raisonnement étant le méme quelque
ho . 2

soil le chemin parcouru, on voit que le quotient du nombre de
kilométres parcourus par le nombre de minutes employées  les
parcourir a une valeur conslante. Le lecteur sait d’ailleurs que:
ce quotient s'appelle la vilesse en kilométres par minutes du
train (326).

Il est ais¢ de voir que ce raisonnement est général @ élant
données dewe grandeurs proportionnelles, si a, b, ¢, d,... sonl les
valeurs que prend lune delles, les valeurs numériques correspon-
dantes A, B, G, D, ... que prend lautre sont telles que les quo-

. a b ¢ d .
lients ARG D sotenl lous éyaux.

. l
On voit que, dans la proportion : (\l e l;’ act A ne repré—

sentent pas des grandeurs de méme espéce. Mais il n'en est plus
ainsi lorsqu’on remplace cette proportion par la proportion équi-

a__ A - .
valente : p == ;. On a ainsi la nouvelle propri¢té : si deux

grandeurs sonl proportionnelles, le rapport de dewr valeurs
quelconques de Uune delles est égal auw rapport des valeurs cor—
respondantes de lautre. Si le rapport des longueurs de deux

. . 3 . .
conpons d'une méme ¢tofle est -, le rapport des prix est aussi

5+ Ce qui revient & dire ici que, si 'un des coupons est une fois

et demie plus long que I'autre, il est une fois et demic plus cher.

43. —- 1l arrive parfois que deux grandeurs varient en sens.
inverse I'une de l'autre, ou, de fagon plus précise : si "une des
grandeurs devient 2, 3, 4,... fois plus grande (ou plus petite),
lautre devient en méme temps 2, 3, 4,... fois plus petite {ou plus:
grande). On dit alors qu’ellcs sont inversement proportionnelles.
Le nombre des métres d’étoffe que I'on peut acheter avec
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25 francsest inversement proportionnel au prix du métre d'étofe.
Si le métre codte 29,50, on pourra en avoir 10, mais, si le métre
colte deux fois plus cher, soit 5 francs, on aura sculement
5 métres au lieu de 10, soit 2 fois moins.

De méme le temps mis par des ouviers pour faire un travail
est en général inversement proportionnel au nombre des ou-
viiers ; le temps mis par une automobile pour parcourir un
trajet donné est inversement proportionnel & la vitesse i laquelle
elle marche, elc...

Etant données deux grandeurs inversement proportionnelles,
st a,byc, d,... sont les valears que prend Uane delles, les valeurs
namériques correspondantes A, B, G, D, ... que prend l'autre
sont lelles que les produits a.A; b.B; ¢.C; d.D; ... sowent lous
égaux. _ ‘

Dans I'exemple ci-dessus, le produit du nombre de métres
d'élofle achetés, par le prix du métre doil étre 25 francs, quel
que soit le prix du métre; ¢’est donc un nombre constant. Nous
laissons au lecteur le soin de voir, par un raisonnement ana-
loguc & celui qui a été fait pour les grandeurs proportionnelles,
que la propriclé est générale.

L’égalité a.A = b.B peut encore s’écrire en divisant par A.b

. a B ,
les deux membres: | == ', que 'on peut énoncer :

Etant données deux: grandeurs inversement proportionnelles,
le rapport de deur valeurs quelconques de Tune d'elles est égal
au rapport inverse des valeurs correspondantes de Uautre.

Une grandeur peut dépendre & la fois de plusieurs autres et
étre directement proportionnelle & certaines de ces grandeurs
et inversement proportionnelle & d’autres. Par cxcmple, le
temps mis par un piéton pour faire un certain trajet est propor-
tionnel & la longueur du trajet et inversement proportionnel
4 sa vitesse. Les raisonnements sur de telles grandeurs se
raménent 3 des raisonnements sur lcs grandeurs directement
ou inversement proportionnelles.
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44. Changement d'unités. — On a souven! besoin dans la
pratique d'cffectuer un changement d'unité : on a, par exemple,
A résoudre des problimes du genre des deux suivants :

Combien vaut cn marks une somme de 14,85, sachant que
“un mark vaut 11,25 2. — Quelle est en métres la longueur d'unc
barre de fer de 3 yards et demi, le yard valant 0™,914?

Les notions de rapport et de proportion permettent de ré-
pondre & ces questions. Nous avons vu que le rapport de deux
grandeurs ne dépend pas du choix de Punité. Si donc on a
deux grandeurs A et B dont les mesures soient « et b avec unc

’

. ., cr a
certaine unité et o' et b’ avec une autre unilé, c’est que : T

Les mesures de dewr. grandeurs dans des systémes d'unité quel-
conques sonl des grandeurs proportionnelles.

Dans les problémes qui précident, on est ramené & chercher
une qualtritme proportionnelle & trois nombres donnés. Dans
le premicr cas, on a denx sommes de 14,25 el de 1,25, dont
les valeurs en marks sont ¢ pour la premitre ct 1 pour la se-
- conde, « étant justement le nombre demandé. On doit avoir la
proportion : ’fzr: == i::»»: a. Donc:

Dans le second probléme, on a deux barres de longucurs
3 yards et demi et 1 yard, barres dont les longueurs en métres
sont a el 0",914. On a *1) == :’»'»SH ou cn faisant les produits
des extrémes et des moyens : a = 3,5 X 0,914 = 31™,99 ou
32 métres & un centimétre prés.

Si toutes les unités sont empruniées au systtme mé-
trique (46), les problemes sont plus simples et il suffit de faire
des multiplications ou des divisions par 10, 100, 1000. Si
I'on a la capacité d'un récipient en métres cubes, on en déduit
sa capacilé cn litres en multipliant par 1000, car un métre
cube contient 1000 litres; une longueur donnée en centi-
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métres s'exprimera en métres en divisant par too le nombre
qui la mesure, etc.

45. Applications. — Les diverses remarques qui préctdent
sont d'une application {réquente. Nous nous bornerons & traiter
trois cas trés simples. D'aillleurs le lecteur trouvera en Alge-
bre (204) des méthodes beaucoup plus rapides permettant de
résoudre lous les cas analogues.

Supposons que, dans une usine, on veuille distribuer entre
trois employés une gratification de 300 francs de fagon que les
sommes distribuées soient proportionnelles, d'une part, aux
trailements de ces employés : 2 4co francs, 1500 francs et
1200 francs, et, dautre part, aux temps depuis lesquels ils
font partic de I'usine : 2 ans 3 mois, 4 ans et 6 mois, on, sl
I'on veut, de fagon que ces parls soient proportionnelles aux
sommes déjd gagndées par ces employés. C’est 1a un probleme
de partages proportionnels.

On peut le traiter comme il suil : si 'on donne 1 franc de
gratification par 100 francs de trailement et par année de séjour

» . . , . / 1
a I'usine, le premier employé devra avoir 24.2 P = 5/ francs,
- . : 1 , .
le sccond 15.4 = 6o francs ct le dernier 12. > = ( [rancs, soil

au total 54 + 6o 4 6 = 120 francs. On en déduit im-
médialement que, pour une "raliﬁcation totale de 300 francs,

oo 5 I
les parts des divers employés sont les > = des parls précé-
1 2

20

dentes, soit : D4. == 150 I,

um;\
lo;a

=135 fr. pour le premier, Go.;

pour le second, et enfin 6.; = 1) fr. pour le dernier.

Prenons maintenant un probléme de mélanges.

Combiea faut-il prendre d’eau bouillante pour préparer, par
addition d’eau froide & 10°, un bain de 200 litres a 37°?

On sait que pour élever d’'un degré la température d’un
litre d’eau il faut lni fournir une quantité de chaleur d'une
« calorie », et que lorsqu’on abaisse .d'un degré sa tempéralure
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on lui enléve une calorie. Chaque litre d’eau froide porté & 37°
recoit donc 37 — 10 = 27 calories et chaque litre d'cau bouil-
lante porté aussi & 37° perd 100 — 37 = 63 calories. On en
déduit que 27 litres d’eau bouillante perdront 27.63 calories
qui précisément permettront & 63 litres d'eau froide d’étre por-
és 4 37°. On aura ainsi 27 + 63 = qo litres d’eau. Pour pré-

. , . . 27 3
parer 200 litres d’eau, il suffira de prendre les §f’ = de

200 litres, soil 6o litres d’cau bouillante.

Dans les problémes d'intéréls, on suppose qu'un capital
rapporle un inlérél proportionnel & la somme placée el au temps
pendant lequel elle est placée. On appelle taux la somme rap-
portée par 100 francs pendant un an, mais il est plus com-
mode de considérer la somme r rapportée par 1 franc en un an.
C'est ainsi que pour une somme placée au taux 3 pour 100 (en
abrégé 3 %/,), on a : r=0,03.

Le lecteur élablira sans peine que D'intérét I d'un capital G
placé pendant n années au taux r par franc est, d’aprés ce qui
précede, donné par la formule :

I = Cnr.

Cherchons, par exemple, au bout de combien de temps une
somme de Hoo francs placée & 3 °) est doublée. L’intérét

annuel est 500.0,03. 1l est égal au capital au bout d’un nombre

4

200 1 100 1 ) g
= e . ! 33 ans A moi
500.0,03 = 0,03 3 33 ans 3» Ou 33 ans 4 mois,

résultat visiblement indépendant de la somme considérée.

d’années

46. Systeme métrique. — Le systéme métrique, quoique 2
peu prés universellement employé ('), ne date que de la fin
du xvin° si¢cle. Il fixe des unités de longueur, de surface, de
volume, de capacité, de poids et de monnaies. Chaque unité a

(') Sans donner une liste complte, disons qu'il n’est encore que facul-
tatif dans les pays de langues anglaise ou russe, mais est obligatoire dans la
plupart des autres pays civilisés.
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des multiples et des sous-mulliples qui sont 10, 100, 1 000,...
fois plus grands ou plus petits que I'unité principale.

Un des avantages du sysi¢me métrique tient justement i ce
fait qu'il est basé sur la numération décimale. Il n'en était pas
de méme avec les anciennes mesures : la toise, unité de longueur
(valant 1™,95 environ), élait divisée en 5 pieds, le pied
en 12 pouces, le pouce en 12 lignes, la ligne en 12 points. De
méme encore en Angleterre le « yard » (0™,q14) est divisé¢ en
3 « feet » ou pieds, le pied en 12 « inches » ou pouces, elc...
Un autre avantage du sysléme méltrique, c’est qu'il rend les me-
sures comparables dans tous les pays : le mot « livre » désignait
autrefois des poids diflérents suivant les conlrées, poids variant
de plus de o0 grammes..

Nous allons passer en revue les principales unités de mesure
et indiquer pour chacune d'elles le degré d’approximation que
comporte son emploi dans la pralique.

47. — L’unité de longueur est le mé/re (x métre) qui est ap-
proximativement, d’aprés les mesures de Delambre et Méchain,
la dix-millioni¢me partie du quart du méridien terrestre, et qui
est défini de fagon rigoureuse comme la longueur de 1'étalon
déposé au Bureau international des Poids et Mesures & Stvres
(prés de Paris). On en a fait pour divers pays des copies qui
sont les étalons légaux.

Ses multiples etsous-multiples sont le kilométre (1% =1 000™),
I'hectométre (1"™ = 100™), le décamétre (1™ = 1o™), le déci-
métre ou dixiéme de métre (v!™ = o™,1), le cenlimétre ou cen-
tidme de métre (1°™ = o™,o1), le mullimétre ou millicme de
métre (1™ = o™,001), le g (md) ou millioni¢me de métre
(1* = 0™,00000I).

Le kilométre et I'hectométre servent 3 mesurer les routes.
Ces mesures se font pratiquement & 10 métres ou 100 mélres
prés pour plusieurs kilométres, et & 1 métre prés pour quelques
hectométres. La plus grande unité¢ réalisée est le décamétre,
“sous forme de chaine d’arpenteur ou de décamétre & ruban.
Les mesures se font alors & 1 décimélre prés.
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Les étoffes sc mesurent avec des double-métres, des métres
ou des demi-métres en bois, ou avec un métre i ruban. On se
contente du centimétre comme approximation. G'est avec la
méme précision que les menuisiers, entrepreneurs, magons,...
font le « métré » d'un appartement ou dressent le plan d’une
maison. Ils uliliscnt, en plus du métre & ruban, des métres
pliants en bois, cuivre ou aluminium.

L'ingénieur pour ses machines, le géographe pour ses cartes,
utilisent de prétérence le décimétre ou le double-décimétre en
bois, os, ou cuivre, avec des divisions en millimétres ou méme
en demi-millimétres.

En Physique ou en Histoire Naturelle, on mesure parfois de
trés peliles longueurs inféricures au 1.. Par contre, en Astro-
nomie, on a besoin d'évaluer les distances de millions de kilo-
métres : on emploie souvent comme unité de longueur soit
le rayon de la lerre, soit la distance de la terre au solcil, soit
enfin la distance de 300000 kilométres que parcourt la lu-
micre cn une scconde. Dire que le soleil est & 8 minutes de la
terre, c’est dire de fagon abrégée que la lumiére met 8 minutes
pour aller du soleil & la terre et que par suite leur distance est
approximativement 8 . 6o . 300000 = 144 000 000",

48. — Les aires, ou surfaces, et les volumes ne sé mesurent
pas par comparaison avec un étalon. On se borne 4 mesurer
certaines longueurs pour pouvoir en déduire par le calcul la
surface ou le volume cherchés. Nous verrons en Géométrie
(261 et suivants) comnient on peut faire de lels calculs. L'unité
de surface est le métre carré (1=°) ou surface du carré qul a
r métre de coté, et I'unité de volume le métre cube (1™*) ou.
volume.du cube qui a 1 metre de coté. On démentre (263) que,
si le cdté d'un carré devient 10, 100, 1 000,... fois plus grand
ou plus petit, sa surface devient 100, 10000, 1000000,... de
fois plus grande ou plus petite. Par exemple te kilométre carré
vaut 1000000 de métres carrés (1*™* = 1 000 000"™"), le métre
carré vaul 10000 cenlimdlres carrés (1** = 10000™"). De
méme si le ¢6té d’un cube devient 10, 100,... fois plus grand ou
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plus petit, son volume devient i 000, 1000000,... de fois plus
grand ou plus petit (276). Un métre cube vaut 1 000 décimétres
cubes (1*° = 1000*"), elc. '

Pour évaluer la surface d'un champ, on emploie souvent

. v , 3 . .

I'are qui vaut 100 métres carrés (1" = 100™), l'hectare qui

vaut 100 ares (1" = 100"), et le centiare qui vaut un centiéme
’ 14 ; .2 L4

d’are ou un métre carré (1™ = o*,01 = 1™). Pour évaluer le

volume des bois de chauffage, on utilise le stére qui vaut
un métre cube, et quelquelois le décastére qui vaut 10 stéres.

"Le kilométre carré sert & évaluer la surface d'un pays, I'hec-
tare, l'arc et le centiare celle des petites étendues de lerrain.
I/approximation ne dépasse jamais le centiare. Le métre carré
est employé par les ‘peintres, magons, parqueteurs; le cenli-
métre carré sert aux dessinateurs pour les peliles surfaces.

Le métre cube s'emiploic dans les mesures de lerrassements
ou de maltériaux de construction. Pour les petits volumes on
prend le centimétre cube.

49. — Pour des mesures de liquides ou de graines on ne
peut pas opérer comme pour des solides & formes géométriques.
On a réalisé des mesures effectives de capacité, dont la princi-
pale est le litre qui équivaut au décimétre cube (") (1f = 1.
Ses multiples et sous-multiples sont I hectolitre (1™ = 100"), le
décalitre (1% = 10'), le décilitre (1 == ol,1), le centilitre
(11 = o',01). Il faut remarquer que le métre cabe vaut 10 hec-
tolitres et que le centilitre vaut 10 centimétres cubes. Pour e
vin, l'alcool; on se sert de litres en verre, ou de diverses me-
sures en 6tain, ayant la forme de cylindres deux fois plus
hauts que larges; pour lcs graincs, ou autres malitres s¢ches,
de cylindres en bois de hauteur égale au diamétre: Toules ces

(") En réalité le litre correspond au volume occupé dans des conditions
bien définies par 1%z d’cau distillée. Le kilogramme ctant défini d'autre .
pert par comparaison avec un étalon, il n'y a pas identilé compléle entre
les deux définitions. Au point de vue pratique, la différence entrc le litre
et le décimetre cube est négligeable.
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mesures s¢ font & 1 décalitre prés. L’hectolitre s’emploie pour
les-charbons, les liquides en gros, les légumes secs, etc...
L’unité de poids est le kilogramme (1%), ou poids de I'étalon
déposé au Bureau international des Poids et Mesures. C'est i peu
prés le poids d'un décimétre cube d'eau distillée. La milliéme
partie du kilogramme est le gramme (1¢7). Ses multiples et sous-

multiples sont I'heclogramme (1"¥=100¢%), le décagramme (148

=10, le décigramme (1% == 0%, 1), Je centigramme (1°¢ = o8,01),
le milligramme (1™™ = of,0oo1). Signalons encore la lonne
(1 000%) et e quintal (100%) -quiservent pour les grosses pesées :
wagons, machines, fourrages, charbons en gros, etc... L’ap-
proximation de lelles pesées ne dépasse jamais le kilogramme.
Les plus gros poids réalisés dans le commerce sont des poids de
bo kilogrammes ct de 20 kilogrammes, en fonte, de forme rectan-
gulaire. 11 y a des poids plus petits en fonte et de forme hexago-
nale, ou cylindriques et en laiton, avec lesquels on fait suivant
les cas des pesées & 10 grammes ou 1 gramme prés. Enfin les
pharmaciens ct les chimisles emploient des pelils poids formés
de lamelles de laiton, aluminium, nickel, argent ou plaline qui
vonl du demi-gramme au milligramme.

Les pesces sc font avec des balances de formes trés variées :
balances des pharmaciens, balance Roberval, etc... ou méme
des instraments gradués une fois pour toutes et dans lesquels on
n'utilise pas de poids marqués : pése-leltres, pesons & ressort,
balance romaine, ponts i bascule, elc...

On appelle densité D d’un corps le rapport du poids P de ce
corps au poids d'un égal volume d’eau V. On a donc P = VD
et il suffit de connaitre deux de ces quantités pour avoir la troi-
siéme.

50. — L’unité de monnaie est le Jranc (1°); il a deux sous-
multiples : le décime (of,1) et surtout le centime (o',01). Dans
le commerce, on emploie des billets de banque de valeur con-
ventionnelle : 1000, 500, 100, 50 francs suivant le cas, et des
piéces, dont les plus usuclles sont des pitces d’or de 20 francs
et 10 francs : louis et demi louis; des pitces d’argent de
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5 francs, 2 francs, 1 franc, o',50; une piéce en nickel de of,25
et enfin des pi¢ces de cuivre de 0,10 et 0,05 (sou.).

Les piéces d'or conliennent goo grammes d’or pour 100
grammes de cuivre. Le gramme d’or monnayé vaut 3, 10.

Les pitces de 5 francs en argent contiennent goo grammes
d’argent pour 100 grammes de cuivre; les autres picces d'ar-
gent conliennent. 835 grammes d’argent pour 165 grammes de
cuivre. Une pi¢ce de un franc en argent pése 5 grammes.

La piéce de 0',25 est en nickel pur ct pése 7 gramines.

Les pitces dites de cuivre ou billon contiennent g5 parlies de
cuivre, 4 d’étain et 1 de zinc. La pi¢ce de of,05 pése 5 grammes

“et a un diamétre de 20 millimétres. ‘

51. Systéme C. G. S. — Nous allons donner quelques in-
dications rapides sur le systtme d’unités employé par les phy-
siciens pour rendre comparables les mesures. 1l est dérivé du
systtme métrique ct comprend trois unités fondamentales &
I'aide desquelles, on délinit toules les autres. Ce sont le centi-
mélre, le gramme, et la seconde ; les trois initiales C, G, S ont
donné son nom au systéme. Le cenlimétre est la centi¢me par-
tic du métre-étalon. Le gramme, ou milliéme partie du
"kilogramme étalon, est ici une unité de masse et non de poids.
Cette distinclion, sur laquelle nous ne pouvons insister ici, est
trés importante en théorie et suffirait & elle scule & différencier
profondément les deux systémes. Quant & I'unité de temps nous
en reparlerons en Cinématique (324).

Ces unités n’ont ni multiples ni sous-multiples. Tout résultat
s'exprime en unités C. G. S. Aussi certains nombres sont-ils
trés grands ou trés petits : la distance du soleil & la terre
(150 millions de kilométres) est ici :

150000 000 000 00 C. G. S,

De méme, les molécules d’hydrogéne ont approximative-
ment, croit-on, une masse de :

0,000 000 000 000 000 0G0 000 001 C 4. S.
A, Sainte-Lagué. 5
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On évite ces grands nombres en introduisant des puissances
de 10: la distance du soleil a la terre s’écrit1,5 X 10" C. G. 8,

la masse de la molécule d'hydrogéne : ;%g; C. G. S ou encore

avec une notation commode : 107* C. G. S. (90).

Exercices. — N 58, 59, 60, 61, 62, 83, 64, 65, 66, 67, 68, 69,
%0, 71, 72, 13, 14, 75,76, 77, 18, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85,
86,87, 88, 91, 92, 144, 145, 1486, 147, 346, 349, 350, 351, 353,
396, 397, 473, 474, 475, 476, 477, 479, 491.



CHAPITRE V

ERREURS — CALCULS NUMERIQUES

52 Erreur absolue. — Quand on mesure unc longueur, le
résultat trouvé n’est habituellement pas représenté par un
nombre exact de métres ni méme de centimétres. De plus, si
Yon recommence plusieurs fois de suite cetle méme mesure,
on ne trouve pas tout-a-fait le méme résultat & chaque opéra-
tion. Il en cst de méme dans 1'évaluation d’une grandeur quel-
conque. Les erreurs ainsi commises sont classées parfois en
erreurs syslématiques ou évitables, qui proviennent par exemple
d’un vice de construction de l'appareil de mesure (métre trop
court, balance & bras inégaux, litre trop grand,...), cl cn
erreurs accidenlelles, qui sont inévilables ct se reconnaissent &
ce caractére gu'elles donnent indifféremment des résultats rop
grands ou trop petits.

Mais, au point de vue qui nous occupe, cetle distinction est
peu importante. Il nous suflit de savoir qu'en ellectuant une
mesure le résultat est entaché d’une erreur, dite erreur abso-
lue, qui est la différence entre la valeur exacte que 'on aurait
dt trouver ct celle que I'on a trouvée. Habituellement on ne
‘connait pas cette erreur cominise ; on sait simplement qu'elle
est inférieure 4 une certaine quantité appelée limite supérieure
de lerreur commise. Une longucur de h™,95 sera dite
connue 3 1 décimétre prés si l'on sait que l'erreur commise
est au plus égale 4 1 décimétre. On ne sait pas pour cela si
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A™,95 esl lrop grand ou trop petit. La longueur exacle est com-
prise entre 4™,85 et 5™,05. La premiére valeur est dite appro-
chée par défaul et la seconde par excés.

On considére parfois, suivant le sens de 'approximation, les
erreurs comme positives ou négatives (65). Si 4™,95 est le
nombre trouvé ct ¢ l'erreur absolue, 2,99 4 e est la valeur
exacte, quel que soit le signe de e.

Parfois, bien que la valeur exacte d'un nombre soit connue,
on préfére prendre une valeur inexacte, mais plus simple. C'est
ainsi gue I'on prend souvent pour le nombre 7 (262) la valeur

3,14, bien que I'on sache que les chiffres qui suivent le 4 sont :
1

1, 5,9, 2, ... Ici I'erreur absolue est inférieure & - -

53 Erreurs relatives. — Les errcurs commises ne sont pas
toujours du méme ordre de grandeur: si un chimiste pése
3 cenligrammes dun corps a 1 milligramme prés ¢t que d’autre
part un wagon de 12 tonnes soit pesé¢ & 10 kilogrammes

prés, I'erreur commise est dans le premier cas 316 du poids con-
10 1 .

75000 ®8 T3o- du poids du wagon. La
scconde mesure est donc beaucoup plus précisc que la pre-
wiére ; il est, de méme, plus précis de mesurer 100 kilométres
A un mélre prés que I métre & un centimélre prés. On appelle
erreur relative d'unc mesure le rapport de 'erreur absolue au
résultat de la mesure. 11 est essentiel de remarquer que I'erreur
relative est un rapport; elle nous renseigne sur le degré de pré-
cision de la mesure et nous permet ainsi de comparer des opé-
rations portant sur des grandeurs différentes. Celte notion est
complétement distincte, comme on le voit, de celle d’erreur
absolue et il faut bien se garder de les confondre.

Supposons encore que deux résullats de mesure soient expri-
més respectivement par les nombres 423,768 et 0,078, les
erreurs absolues commises dans les deux cas étant inférieures
& 1

1000°

sidéré et dans le second

Il résulte de ce qui précéde que les erreurs relatives
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sont néanmoins trés différentes: on peut prendre dans le pre-

. . . y . 0,001
mier cas comme limite supérieure de celte erreur Ton

— ! 0,001 1 ; .
- : = —- ' .
Too oo ot dans le second cas ~ === = .. On voit que l'er

reur absolue est d’autant plus petite qu'il y a plus de chiffres
décimaux conservés, ct I'erreur relative qu'il y a plus de chiffres

significatifs (55).

B4. — Cette dislinction entre chiffres décimaux et chiflres
significatifs est fondamenlale dans I'é¢tude des erreurs. Elie
permet, en lisant le résultat d'une mesure, d'dlre renseigné
immédiatement sur son erreur absolue en notant la place de la
virgule, et surtout sur son errcur relative, c’est-d-dire sur le
degvé de précision de la mesure, en comptant le nombre total
de chiffres. :

Il est essentiel en pratique de ne pas garder de chiffres
inexacts ; si, par exemple, dans une pesée, on trouve 3%,78024,
et que la balance nc permette de répondre que du double déci-
gramme, il est inutile de conserver les deux derniers chiflres
qui n’ont aucune valeur ct donneraicnt une idée fausse de la
précision de la mesure. Le nombre cxact étant compris entre
3,78024 —0,0002 et 3,78024 -+0,0002 ou 3,7800/ et 3,78044,
on prendra 3,780. Au point de vue pratique, il n’est pas indif-
férent d’écrire 3,780 ou 3,78 bien que ces deux nombres soient
égaux, car le premier correspond & une mesure plus précise
que le second.

Nous avons indiqué sommairement (46 et suivants} quelles
étaient les précisions des mesures les plus usuelles de longueur,
volume, poids, etc... Ajoutons ici que, pour les usages courants
du commerce et de l'industrie, il suffit de 3 ou 4 chiffres signi-
ficatifs (quelquefois 5 dans le cas des pesécs.) 1l est donc inutile
comme on le fait trop souvent de garder un trés grand nombre
de chiffres pour exprimer le résultat d’'une mesure.

B5. — Lorsqu’on se borne & garder dans le résultat d’une me-
sure un cerlain nonbre de chiffres décimaux, on augmente
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d'unc unité le dernier chiffre conservé, lorsque le premier
chiffresuppriméest 5, 6, 7,8 ou g. Le nombre 3,1415926 (')..
(262) s’écrira avec 3 chiflres décimaux 3,142 ; avec 4§ chiffres
décimaux 3,1416. La justification de ce procédé est immédiate
si 'on remarque que les erreurs absolues commises en prenant
3,1415 et 4,1416 sont dans les deux cas : 0,000092 ...
¢l 0,000007 ... Nous dirons que 3,1416 est la valeur de m avec
4 chiffres décimaux exacts. De fagon plus précise, nous dirons
qu'un nombre N a n chiffres décimaur exacts lorsque lerreur
absolue avec laquelle il est connu est inféricure a une demi-unité

. ..
du dernier ordre conservé, c'est-d-dire a rORTLR

Inversement, s/ un nombre N cst connu avec une erreur abso-
.1 . . L.
lue inféricure @ —,, les n— 1 premiers chiffres décimausx sont
¢ 10
cxacls (el non pas en général les n premiers.) Prenons en effet

v , 1
423,768 supposé connu & 0o prés. Le nombre exact est com-

1
pris entre 423,758 et 423,778 on ne peut donc pas garder le
chiffre des centiémes, et I'on se borne & celui des dixitmes:
#23,8, en forcant le dernier chiffre conservé.

On passe des erreurs absolues aux erreurs relatives en remar-
quant que I'erreur relative est le rapport de Verreur absoluc au
nombre (83). Le lectcur en déduira sans peine les deux résul-
lats suivants que nous nous bornons & énoncer : s/ un nombre
N a n chiffres significatifs exacts, lerrear relative avec la-

. .« py e 1 . .
quelle il est connu est inférieure & T io=i- — St un nombreN

(1) Dans toutes les tables numériques de la fin du volume comportant des
‘resullats approchés, le dernier chiffre cst muni d’une astérisque s'il cor-
‘respond & une valeur spprochée par excés. G'est ainsi que 3,1416° est
un nombre compris entre 3,14155 et 3,1410. Sans insister davautage la-
dessus, faisons remarquer que l'erreur commise est toujours inférieure §

-;‘ d'unité du dernier ordre conservé, pourva que 'on diminue le nombre

de ;‘ de celte unité dans le cas ol il est suivi d’une astérisque et qu’or

l'augmente de % dans le cas coalraire.
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est connu avec une erreur relative inféricure & Ton? les n—1

premiers chiffres significatifs de N sont exacts (et non pas en
général les n premiers.)

56. Opérations sur les nombres approchés. — Dans la
pratique de I'arithmétique, on emploie presque toujours, comme
nous venons de le voir, des nombres légérement inexacts. On
peut se demander quelle est I'influence de pareilles erreurs sur
les résullats du calcul. Il y adeux problémes & résoudre : con-
naissanl les erreurs commises sur chacune des données, quelle est
Uerreur commise sur le résullal ? et inversement, connaissant
Lapproximation dont on a besoin pour un résullat, avec quelles
~approximations faul-il avoir les données ? Ces problémes sont
parfois trés compliqués et I'on ne peut guére en donner de solu-
~ tion générale. Nous nous bornerons i examiner les cas les plus
élémentaires : addition, soustraction, multiplication, division, .

Soit & effectucr 1'addition :
3,93
0,027356
18,172

dans laquelle tous les chiffres écrits sont supposés exacts. On
ne peut pas répondre du milliéme dans le total puisque le chiffre
des millitmes du premicr nombre n’est pas connu. Il suflira
donc de poser I'addition comme il suit :

3.93
0,03

18,17

22,13

On a forcé comme on le voit le dernier chiffre conservé 2 dans
0,027356 & cause du suivant qui est 7. L’erreur absolue com-

. e e . 1 N
mise est ici inférieure & 50, bour chacun des trois nombres, et

par suile pour le total elle est inférieure A 2—‘:’; ou encore & Tl;)- .Le



72 ARITHMETIQUE

résultat est donc ici : 22, le dernier chiffre 1 n’étant pas forcé-
ment exact, au sens rigoureux du mot (55). On ne tient aucup
compte des erreurs relatives, qui sont notablement diflérentes,
le second nombre étant beaucoup plus précis que le premier.

Le raisonnement s’applique toutes les fois qu'il y a moins de
vingt nombres 3 additionner, ce qui est le cas le plus fréquent.
Donc : si l'on a n chiffres décimaux exacts dans chaque terme
- d'une addition, on garde n — 1 chiffres décimaux au total ; si
Pon veut garder n chiffres décimaux au total, on en conservera
n+ 1 dans chaque terme. Les chiflres obtenus sont d'ailleurs
exacts au sens précis du mot, dans le cas oii I'on a seulement
deux termes 3 additionner. En pratique, les erreurs soumises
élant tantdt par défaul el tantdt par excés, il y a une certaine
compensation, ct I'on a des résultats plus exacts que ne peut le
faire prévoir la théorie générale (').

On a les mémes régles dans le cas de la soustraction. Remar-
quons ici que l'on est toujours dans le cas o1 il n'y a que deux
nombres & considérer.

87. — Soit maintenant & mulliplier I'un par I'autre deux
nombres approchés a et b. Si a est I'erreur relative commise
sur a, aa-est I'erreur absolue (53), et, en supposant a approché
par défaut, la valeur exacle de ce facteur est ¢ + za. Avec la
méme hypothése et une notation analogue, la valeur exacte du
second factcur est b~ b, Le produit exact est non pas ab,
mais (6) : '
(a+o0a)(b—+Bb)=(a—+oa)b+(a+ oa)db=ab -+ abx + abB + ab xf.

L’errcur absolue commise en prenant ab pour produit est
aba + abf3 + abofs ou ab(e + 8 + afs). L'crreur relative est

(*) Lorsqu'on veut tenir compte des astérisques qui indiquent si le nom-
bre est ou non approché par excés (85), on peut ajouter ;; d’unité du
dernicr ordre conservé pour chaque nombre n’ayant pas d’astérisque et re-

: I . .
trancher pour chacun des autres i d’unité, On ne garde d"ailleurs comme

correction finale qu'un nombre entier d’unités.
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alors 2 + 3 + 2f3. Mais o et [3 élant lrds petits, & est négli-

1
-~ a.{i

geable devant o ou 3 : si par exemple o =f§ = oe

est seulement égal & L’erreur relative commise sur

_ 100 000 000 ° _
le produit est donc approximativement & + [3. Elle sera méme
en général inférieure & o + [3, car z et 3 sont le plus souvent
des limites trés supérieures des crreurs commises. Donc (i de
rares exceptions prés) I'erreur relative du produit de dewx: nom-
bres est au plus égale & la somme des erreurs relatives de ces
nombres.

Nous avons supposé les deux nombres approchés par défaut.
Les résultats seraient analogues s'ils étaient tous deux approchés
par excts. Si les deux approximalions sont de sens conlraire,
'erreur relative du produit sera sensiblement la différence des
erreurs relatives des facleurs el sera par suile inférieure a la
somme de ces deux erreurs, cc qui permet de garder cncore
I'énoncé qui précéde.

Si les deux facteurs a et b ont chacun n chiffres significatifs
exacts et n seulement, les erreurs relatives sont inféricures &
;.—1105_:—1; I'erreur relative du produit est inférieure A TT)!":" , et
I’on n’est pas certain d’avoir n chiffres exacts, mais sculement
n — 2. On en déduit que : si 'on a n chiffres significalifs exacls
dans chaque facteur d'un produil, en en a n + 2 au produit.
— Si lon veul avoir n chiffres significalifs exacts au produil, il
faut en prendre n + 2 dans chaque facteur,

8. — Il faut bien remarquer que, dans les énoncés relatils
4 la multiplication, il s’agit d’erreurs relatives et de chiflies
significatifs exacts, tandis que, pour I'addition, il s’agit d’crreurs
absolues et de chiffres décimaux.

Les résultats sont exactement les mémes pour la division que
pour la multiplication : si g est le quotient de la division de «
par b, on a a =05 . ¢; l'erreur relative commise sur a cst,
comme on I’a vu, la somme ou la différence des erreurs relatives
commises sur b et ¢; par suite V'erreur relative commise sur ¢
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est la différence ou la somme des erreurs commises sur aet b,
mais en tous cas au plus égale & la somme de ces deux erreurs
relatives. On peut établir ce résullal de fagon beaucoup plus
rigoureuse par des calculs analogues & ceux qui ont éLé fails
dans le cas de la multiplication, mais nous ne les donnerons pas.

Si un nombre b est la racine carrée d’un autre nombre a, a
esl inversement le carvé de b; I'erreur relative commise sur a
est le double de I'erreur commise sur b, cela permel aisément
de résoudre les probltmes relatifs aux erreurs, pour de telles
opéralions. .

En général, pour des calculs comprenant une longue suite
d’additions, de multiplications, elc., I'application systématique
des régles qui préctdent devient rapidement trés compliquée.
Nous reviendrons plus loin sur celte question (62) pour donner
quelques conseils pratiques.

59. Calculs abrégés. — Nous avons dil qu’il élait inutile
de garder, pour le résultat d'un calcul, plus de chiffres que n’en
comporte la précision des données. Si I'on cherche le c6té d'un
champ carré de 84m%,95 de surface, il ne faut évidemment pas
extraire la racine carrée de 84,05 avec 12 oun 15 chiflres déci-
maux. De méme encore, le tiers de 1™ -dans la pralique cst
o",33 ou parfois 0™,333 mais jamais 0,333333333. On peut
profiter de cetle remarque pour abréger les opérations habi-
tuelles de larithmétique en se bornant anx chifires utiles pour
la précision que doit avoir le résultat.

Nous ne parlerons pas de I'addition ou de la soustraction
abrégéces, car nous avons déja vu (58) quels étaient les chiffres
quiil fallait conserver dans ces opérations, et quels étaient ceux
qu’il était inutile de recopier.

La question est plus complexe dans le cas de la multiplication.
Supposons que nous voulions converlir en métres une longueur
de 23 yards 475, la valeur légale du « yard » anglais étant
0",01438348. 1l faut multiplier ces deux nombres l'un par
Pautre. Nous avons fait ci-dessous l'opération comme d’habi-
tude, puis & cOté, nous avons refait cette multiplication en dis—



CALCLLS NUMERIQUES 75
posant les chiffres du multiplicateur et par suite les produits
partiels dans I'ordre inverse.

Le lecteur verra immédiatement que les deux procédés sont
presque identiques et conduisent forcément au méme résultat

23,475 ' 23,475
0,9(1438348 84383 419,0
187800 21 1275
93900 234 7|5
70425 93 g|vo
1817800 7 01425
70|425 1 8|7800
93gloo 70425
2347(5 93900
211270 187800
21,4651[3219300 21,465 1{5219300

Le nombre de yards ayant 5 chiffres significatifs exacts, il
fandra en garder b au plus pour le nombre de métres (en réalité,
on n’est méme pas certain de 'exactitude du cinquiéme chiffre).
Nous allons donc abréger I'addition des produits particls en
n’effectuant que I'addition des nombres placés dans chacune
des deux opérations & gauche du trait vertical. Ayant pris ainsi
6 chiffres significatifs au total : 21,4652, nous dirons que la
réponse est 21™,465.

L.a deuxiéme facon de disposer les calculs présente sur la
premiére I'avantage tle commencer par les produits particls les
plus importants et de mieux montrer par suite .
quels sont les chiffres que I'on peut négliger. Aussi 8.133:‘5'%;.0
est-ce cette disposition que I’on adopte, mais en

i . . . ) 21 127 D
sc dispensant d’écrire les chiffres & droite du trait 234 7
vertical. Pour cela on procéde comme il suit : on 93 9

écrit le chiffre o des unités du multiplicateur un ‘ g
rang 4 droite du chiffre 5 du multiplicande qui
correspond & I'approximation que l'on veut ob-
tenir. La limitation des produits partiels &4 leur partic utile
s'obtieat en prenant des multiplicandes de plus en plus réduits :
pour le produit par 9, on prend 23,475; pour 1, on barre Ic
5 devenu inutile et 'on garde 23,47 ; pour 4, on barre le 7 et

21,463 1
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Yon prend 23,4 ; etc... 1l est bon d’ailleurs de tenir compte
du chiffre que I'on vient de barrer pour les retenues : par
exemple, on dira pour le produit de 23,4 par 4 : § fois 7 font
28, je retiens 3; 4 fois 4 font 16 et 3 de rctenue, 19; ...

On voit ainsi que les deux derniers chiffres du multiplicateur
sont inutiles, et que les produits particls correspondants n’inter-
viennent pas. Le produil trouvé étant 21,4652, on supprime le
2 et I'on garde 21™,4065.

Ce procédé de calcul, dit & Oughtred, ne demande que peu
d’apprenlissage et cst trés avantageux ; il suffit pour s’en con-
vaincre de comparer unc opération abrégée avec celle que donne
la régle classique.

60. — On proctde de fagon analogue dans le cas de la divi-
sion : supposons que l'on ait & chercher combien 173*,567..
font de milles marins, le mille valant 1852 métres; il faut di-
viser le premier nombre par le second. L'opération s’efleclue
comme il suit.

On prend au dividende juste assez de chillres pour avoir le
premier chiflre du quotient, soit ici 173,57. On effectue la divi-
sion en supprimant aprés la formation de chaque produit partiel
le dernier chiffre du diviscur précédent; a la fin de I'opération,
le diviseur cst ainsi réduil & son premier chilfre de gauche :

173,57 1,852 173,57 1,852
166 68  [93,721 689 |93,71
6 3?) 1 355 .

5 56 8
133 '
1 3o

3

2

1

Dans la premiére opération nous avons transcrit tous les pro-
duits partiels : 1852 X 9 = 16668 ; 185 X 3 = 556 en tenant
compte de la retenue due au chiffre 2 que I'on vient de sup-
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primer au diviseur, etc... Le quotient est 93,71, mais on ne
garde que 93,7.

Pour justifier ce procédé de calcul, il suffit de montrer que
le produit de 1852 par 93,71 redonne 17357. Lffectuons ce
produit par la régle d'Oughtred, en remarquant que les produits
partiels sont précisément 16668 ; 556 ; .. déja calculés,

On voit que, pour avoir le reste de la division, reste
:ggz qui ici est 1, on peut retrancher successivement ces
6668 divers produits partiels de 17357, au lieu de faire

556 d’abord leur somme pour ensuite la retrancher de ce

130 nombre : ‘or cc sont ces soustractions successives qui
17:‘52 ont été précisém(.:nt faites dans lc? courant de la div.ision

abrégée. En pratique, on emploie d ailleurs la seconde
forme de calcul mise plus haut en supprimant I'écriture de ces
produils partiels.

Le lecteur pourra effectuer la division par la méthode clas-
sique pour comparer la longueur des calculs.

61. Conseils pratiques. — Il peul arriver que 'on ait a faire
plusieurs multiplications dans lesquelles I'un des facleurs est
constamment le méme. Par exemple, sachant qu'un litre de
mercure pése 13,596, on peut demander les poids de divers
volumes de ce métal. Il est comimode alors de
dresser comme ci-contre la listc des 10 premiers '§’596

) 2| 27,192
multiples de 13,596. 3| 40,788

La deuxi¢me ligne s’obticnt en doublant le nom- 4| 54,384
bre de la premitre; la troisitme par addition des - 2 gf:?,gz
lignes 1 et 2; la ligne 4 en doublant la ligne 2;  -| 5,172
la ligne 5 avec 2 et 3; la ligne 6 en doublant 3; 8 '('8,§g§
la ligne 7 avec 3 et 4; la ligne 8 en doublant {1, 2 :32,963.
et enfin la ligne g avec 4 et 5. Il est bon de véri-
fier que I'addition des nombres des lignes 1 et g.donne bien
135,960, c’est-a-dire 10 fois 13,596.

L’usage dc ce tableau est immédiat. Cherchons par exem-

-~

1
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ple le poids de 236'675 de mercure. On effectue 'addition sui-
vante :

poids de 20! 27 lh{-',gz
» » 3 40 ,79
» 0,6 8 ,lG
» o n ooy 0o .95
" n 0,003 o .07
poids total Jar L8y

Le poids cherché est & un hectogramme prés 321%3,9. Le lec-
teur verra sans peine l'analogic de ce procédé avec la regle
d’Oughtred (59).

Si, de méme, il faul cficcluer plusieurs divisions avec un
méme diviseur a, on fail des mulliplications par - en dressant

au préalable la liste des multiples de cc nombre. Au lieu de
diviser un nombre par 7==3,1415926.., on le nmltiplie par

1-:::: 0,3183008.. (en pralique 0,3183). Au lieu de diviser un

nombre par /2 = 1,414.., on le multiplie par

1 ‘2 L4114
-~ T va = A b — 0,707...
Va 2 2
au lcu de le diviser par /3 = 1,732.. on le multiplie par
1 \/3 . A . -
V3T g T 07T De méme encore 'identit?
1 . va-i- \/B

Va—vyb  a—1b

que nous laissons au lecteur le soin de vérifier, montre qu’au
lieu de diviser un nombre par y'a— y'6 on peut le multiplier par
ya -+ /b, puis diviser fe résultat par @ — b. 1l est d’ailleurs
facile de s’assurer que cetle seconde méthode est beaucoup plus
rapide que la premidre. On a par exemple :
! VS + \/2- 3 = E -
iva T 3o =vI+vVa=3a4b..

Disons encore au sujet de la multiplication qu’il est bon de
savoir par ceeur tous les produits de deux facteurs pour lesquels
le résultat est inférieur & 100.
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Voici la liste de ceux qui sont les plus difficiles i retenir :

.15 3o

2 = 2 .46 =093 3 .29 =87 5. 16 =80
2 .16 = 32 2.457=94% D17 =8
2.17 = 34 2. 48 =96 4.13=>52 5.18 =go
2.18 =36 2. 49 =98 4 .14 =56 5.19 =¢)
2.19 =138 f .13 = 6o
2 .25 =)o J.1j=42 4 .16 =64 6.12:=171
2 .26 =52 3.1 =45 4 .17 =08 6 .13 =78
2 .27 =54 3.16=48 f.18=72 6.1.§=284
2 . 28 =56 3.y =5 4.19=76 6 .15 == go
2 .29 = 58 3.18 =054 4 .23 =092 6 .16 = g6
<35 =70 3.19=37 f.25=096"
.36 =72 .24 =72 7 .12 =84
2.37 =174 3.20=75 5.12 = 6o 7 .13 =91
2.38 =76 3.26==78 5.13 =6 7 .14 = o8
2.39=178 J.27 =28 5.14=70
2 .45 =go 3.28 =284 5.10:==7%) 8 .12 ==9g6

62. — Dans les calculs [aits avec des nombres approchés, il
est trés pénible de tenir compte des errcurs commises. Les mul-
tiplications, divisions, racines carrées obligent & calculer des
erreurs relatives; les additions, soustractions des errears ab-
solues. Il faut, en général, calculer & plusieurs reprises I'erreur
absolue d’un nombre connaissant son erreur relative, et mver—
sement. De plus, on se trouve amené & garder un nombre con-
sidérable de chiffres significatifs au début du calcul pour étre
certain d’en avoir trois ou quatre exacts & la fin. Voici une régle
qui, sans &tre tiés rigoureuse, a I'avantage d’étre d'unc appli-
cation aisée ct donne des résultats exacts dans un grand nombre
de cas : si le résultat d’un calcul doit étre oblenu avec n chiffires
significatifs exacls, on en prend deux de plus, soil n + 2, dans
tous les nombres employés pour ce calcul.

Dans un calcul long et compliqué, cette régle peut se trouver
insuffisante, les données de chaque probléme paiticl étant
entachées d'erreurs qui s'accumulent ; malgré cela il est permis
de la donner & ceux qui n’ont pas le temps de s’encombrer de
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régles plus compliquées. Elle est d'ailleurs appliquée par un
grand nombre de praticiens.

63. — 1l arrive parfois qu'on peut simplifier un calcul en
tenant compte de ce fait que cerlaines quantités sont négligeables
par rapport aux autres. Si, par exemple, un nombre e est trés
petit, on pourra souvent sans erreur sensible, négliger son carré

: . . 1
ou son cube qui sont encore plus petits : si e=-—— ona:
1000
1 1 ) .
2 e 3 o . ’
= oovoos ete Tooooooooe- Gelte question est trailée

en détail dans les traités d’Analyse ; nous nous bornerons ici a
démontrer les égalités pratiques le plus souvent employées :

(1 --e)? =1+ 2¢

e

\/l+e.—_.|+5

1
1+ e

=1 —0.

La premitre égalité résulte de ce que (1 + ¢)? =1 + 2¢ + €2

ct que par hypothése ¢* est négligeable. La deuxitme s’obtient
N . \ e\?

en remarquant que, d’aprés ce qui préceéde :(1 -+ —2> =1-+e;

on extrait ensuite la racine carrée des deux membres. Enfin

pour la deiniére il sulfit.d'écrire (1 4-e) (1 — e) =1 — ¢?

(86), ou en négligeant ¢* : (1 + e)(1 — e) = 1. Nous laissons

au lecteur le soin d’établir par des raisonnements analogues les
trois égalités :

(1 —e)?=1—3e

[\

\/l—_ézl——
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A T'aide de pareilles égalités, on a approximativement

111 0,95 .
= T30 T 3 06 3 T oiaete.
64. — Nous terminerons toul ce qui concerne la pratique

du calcul numérique par un conseil tres important. Dans loute
question conduisant & un résullat numérique il faul loujours
faire a Tavance un premier calcul approché, calcul qui est en
quelque sorte un « avant-projet » et pour lequel on se borne &
prendre tous les nombres avec un ou deux chiflres significalifs
(il est indispensable d’en prendre deux si le premier chiflre
est 1). Un tel calcul renscigne sur 1'ordre de grandeur de ré-
sultat. Les physiciens les font toujours en G. G. S. (51). Clest
ainsi que pour 475300 on prendra 5. 10* G. G. S.; pour
0,001 729 on prendra 1,7 . 10=* C. G. 8. etc...

Cherchons par exemple I'épaisseur d'une feuille de zinc rec-
tangulaire de 12™,75 de long et 42 centimétres de large, sachant
que son poids est 626,350 et que la densité du zinc est 7,19.
L’épaisseur est donnée en G. G. S. par :

62 350 _ 6,235 . 10* - 6,235
1275 . 42 . 7,19 1,275 . 4,2. 7,19 - 10° T 1,275 .4,2.7,19

Un calcul approché donne ici au dénominateur : 1,3 .4 .7
. T IN . . 6 1
=05,2. 7 ouenviron 36. L’épaisseur cherchée est environ 35 ou &

soit 0,17 C. G. S. ou encore 1™",7. Si I'on fait le calcul exact,
on trouve pour cette méme épaisseur 1™™,619...

Exercices. — N> 71, 85, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98,
99, 100, 188, 233, 266.

A. Sainte-Lagué. 6
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CHAPITRE PREMIER

NOMBRES POSITIFS OU NEGATIFS

65. Nombres positifs ou négatifs. — Un grand nombre
des propriétés concernant les nombres entiers, fractionnaires ou
décimaux étudiés en arithmélique se généralisent simplement
par I'introduction des nombres posilifs ou négalifs, appelés par-
fois nombres alyébriques, par opposition avec les précédents
qui sont les nombres arithméliques.

Considérons les opérations failes par un caissier. Il pourra
marquer les diverses sommes données ou regues par des signes
conventionnels. Les sommes qu'il paie sont en quelque sorte
« en moins » dans sa caisse : il les marque du signe — et celles
qu'il regoit étant « en plus » dans sa caisse, il les marque du
signe —+. Les sommes affectées du signe -1~ sont dites posilives,
et celles qui sont affectées du signe —, négatives ; ces signes +
et — ne doivent pas, pour le moment, étre confondus avec
ceux qui ont déja été employés pour l'addition el la sous-
traction.

Si nous admettons des versements ficlifs, par exemple sous
forme de billets & ordre, nous voyons que le compte peut com-
.mencer par un ou plusieurs nombres négatifs. Si la caisse est
vide au début de la journée, apris la premiére opéralion, le
caissier posstde —a francs en caisse, s'il a signé un billet de «
francs.
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Cette classification des nombres en positifs et négatifs est
commode dans un grand nombre de cas ; par exemple, on peut
compter les distances en kilométres sur une route, 2 partir d’un
point donné, en les considérant comme positives dans un sens
et négalives dans l'autre. Un voyageur qui suit toujours la
méme route marquera sur son carnel : — a kilomeétres, + b
kilométres, elc.. suivant le sens dans lequel il aura marché. De
méme, les degrés de température peuvent étre comptés positive-
ment ou négativement : 4°,6 au-dessus de zéro, ou -4- 4°,6;
5%2 au-dessous de zéro, ou — 5°%2. Unc époque pourra étre
affectée d'un signe : I'an — 30 d’une ére donnée indiquera la
trentiéme anndée avant le début de cette ére (324). Une cole
(297) peul Ctre prise au-dessus ou au-dessous du niveau dé la
mer. Un arcde cercle peut étre compté dans deux sens différents
(164) etc.. cte.. Le nombre o peut étre considéré a volonté
comme positif ou négatif. ]

On appelle valeur absolue d’un nombre algébrique sa valeur
prise indépendamment de tout signe extérieur. En se bornant
A des valeurs absolues, on dira par exemple : la température a
varié de 2°, sans dire si elle a baissé ounon ; un voyageur a fait
6%, 400, etc.. Deux nombres de méme valeur absolue, mais de
signes dillérents, sont dits égaux el de signes contraires ou sy-
métriques. La seconde expression est préférable & la premiére,
car le mot « égaux » est impropre, les deux nombres étant dif-
férents @ 47,75 (recette de 4',75) n'est pas égal pour un com-
mergant & — 47,75 (dépense de 4',75).

66. — On peut donner I'inlerprétation géométrique suivaute
des nombres positifs et négatifs. Prenons sur une ligne droite
indéfinie (fig. 10) une origine O. Portons plusieurs fois de suite

. 5 ek 3 s 1 0 el e e3 b 45 ap .
[ [) 0 3
Fig. 10

'unité de longueur (ici le demi-centimétre) vers la droite et vers
la gauche, puis numérotons ces points en faisant précéder cha-
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que numéro du signe + ou — suivant que le point est & droite
ou & gauche de O. Par exemple le point A marqué —3 est &
3 centimétres de O vers la gauche. De méme le point M élant &

4 g a gauche de O, correspondra au nombre —-/;g. On voit

qu’'a chaque nombre positif ou négatif correspond un point et
un scul de la droite, et inversement 3 chaque point de cette
droite correspond un nombre et un seul qu'on appelle son
abscisse (240).

Une longueur telle que OA, se désigne par OA et est appelée
un segment ou vecteur, pour indiquer qu'il s’agit d'une ligne
parcourue de O vers A, tandis que AO serait la méme longueur
parcourue de A vers O. Le vecteur OA admet le point O comme
origine et le point A comme exl/rémité. On voit encore sur la
figure que AB= + 8, car il y a 8 centimétres de A &4 B
et que de plus le chemin est parcouru dans le sens positif.
On a par contre BA = — 8. On voit que AB + BA = 0. Celte
remarque est générale quelle que soit la disposition des points
Ael B.

Si I'on prend deux points A et A" ayant des abscisses « égales
et de signes contraires », on voit qu’ils sont symétrigques par
rapport au point O (196); c’est pour celte raison que l'on dit
que les deux nombres + a et — a sont symélriques.

67. Somme algébrique. — L’addition ou somme algébrique
de deux nombres algébriques se définit comme il suit : si deux
nombres sont de méme signe, leur somme alyébrique sobtient
en ajoulant leurs valeurs absolues el affectant le résultat de leur
signe commaun. S’ils sont de signes conlraires, on fait la diffé-
rence de leurs valeurs absolues et l'on affecte le résullat du signe
de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue :

(+3)+(+8)=~+ 1 (—3)+(+8=+45
(—3) +(—8=—11 (+3) 4+ (—8)=—5.

Les parenthéses sont destinées a éviter toute confusion enlre
le signe + de I'addition et les signes + ou — qui indiquent que
le nombre est positif ou négatif (70).
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Si deux nombres sont égaux et de signes contraires, leur
somme est nulle : (— 8) + (+ 8) = o.

Pour obtenir la somme algébrique de plusicurs nombres, on
ajoute le second au premier, puis le troisiéme 4 la somme déja
oblenue, et ainsi de suite.

Ces définitions sont trés commodes dans la pratique. Un
caissier qui désire connaitre I'élat de sa caisse & la fin de la
journée fera la somme algébrique des divers nombres repré-
senlant des opérations. S'il a marqué — 7" et — 3" (de somme
algébrique — 10", d'aprés la régle ci-dessus), c’est bien un
déboursé total de 10 francs qui exprime le résultat de ces deux
déboursés partiels. S'il a marqué — 7" et + 3™ (de somme
algébrique — 4™), le résultat d'une dépense de 7 francs et d’'une
recette de 3 francs est bien une dépense de 4 francs. 11 en est
de méme dans tous les autres cas. _

On peut interpréter la somme algébrique de plusieurs nom-—
bres i I'aide de la théorie des vecteurs. Prenons la somme algé-
brique : (— 3) -4- (+ 8), qui est égale & -+~ 5 d’aprés la défini-
tion. On voit (fig. 11) que — 3 peut &tre représenté par OA,
-+ 8 par AB et que - b cst précisément le vecteur OB . Nous

r 5 L3 3 < -1 0 + +2 3 4 5 +6
-
A 0 ]
Fig, 11

laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il en est de méme dans
Lous les cas. Donc : pour effectuer la somme alyébrigue de plu-
sicurs nombres représentds par des vecleurs, il suffit de les porter
bout d bout, l'origine de chacun d'eux coincidant avec I'extré-
mité du précédent ; le vecteur qui a lorigine du premier vecteur
pour origine et lextrémité du dernier comme extrémité repré-
sente la somme cherchée (240).

Le lecteur pourra comparer cet exemple & celui des augmen-
tations ou diminutions de longueur de la colonne mercurielle
d’'un thermométre, ou & celui, déja cité, d'un voyageur qui
parcourt une route dans des sens différents; ce voyageur saura
4 quelle distance il se trouve de son point de départ s'il fait la
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somme algébrique des nombres exprimant ses déplacements
successifs.

68. — La somme algébrique de plusieurs nombres jouit de
la plupart des propriétés de la somme arithmétique (4).

La somme algébrique de plusieurs nombres ne change pas
quand on intervertit l'ordre de ces nombres. En particulier on
peut évaluer la somme de plusieurs nombres en faisant d’abord
la somme des nombres posilifs, puis celle des nombres négatils,
et enfin la somme algébrique des deux derniers résultats. L'ad-
dition algébrique est une opéralion commutative.

Une somme algébrique ne change pas quand on remplace deu
ou plusieurs de ses lermes par leur somme effectuée. 1additlion
algébrique est unc opération associative.

Ces deux propriélés apparaissent clairement sur les exemples
qui préctdent : l'ordre dans lequel s’cffectuent les diverses opé-
rations, recettes ou dépenses, d’un caissier ne peut pas influer
sur leur résultat final. On peut d’ailleurs les établir par des
raisonnements théoriques dirccls, que nous ne donnerons pas
en détail. Pour la premié¢re propriété, on montrerait : 1 que,
pour additionner deux nombres, on peut intervertir leur ordre
sans changer leur résultat ; 2° que, pour additionner plusieurs
nombres, on peut intervertir I'ordre des deux derniers ; 3° que,
dans le méme cas, on peut intervertir deux nombres quelcon-
ques i 4° que, pour plusieurs nombres, on peut les intervertir
de fagon arbitraire. De méme, on montrerait que deux ou plu-
sieurs nombres peuvent étre remplacés par leur somme effec—
tuée, en amenant par des échanges successifs ces nombres a
&tre en Léte de la somme, ce qui rend la propriélé évidente.

69. Soustraction algébrique. — Etan! donnés deux nom-
bres algébriques, retrancher le second du premier, c’est lrouver
un troisi¥me nombre qui, ajouté au second, reproduise le pre-
mier.

La soustraction algébrique se raméne 4 une addition : pour
retrancher un nombre algsbrique, on peut l'ajouter aprés avoir
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changé son signe. Supposons, en effet, que la soustraction 2
effectuer soit a — (+ b), le signe de b étant seul mis en évi«
" dence.

Le résultat de cette soustraction étant ¢, on a par définition :

¢+ (+b)=a.
Ajoutons — b aux deux membres de cette égalité, on a :
¢ +(+b) +(—b)=a—+(—b)
mais (+b) +(—b)==0; donc :
¢c=a-+(—b).

On montrerait de méme que la régle est encore exacte quand
b st précédé du signe —. Par exemple :

(+3)—(+ 5 =N+ (=5 =—2
(—2)— (=4 =(=2)+ (+ ) =+2

L’interprétation pratique de cette définition & l'aide des
exemples précédents est ici un peu plus délicate que dans le
cas de I'addition. Si un caissier a + 7", c’est-d-dire s’il a un
capital de 7 francs, retrancher de son avoir + 7™ revient a lui
ajouter — 7%, c'est-d-dire & lui faire inscrire une dépense de
7 francs. Si ce méme caissier a — 7, c'est-d-dire une dettc de
7 francs, retrancher de son avoir cette somme de — 7", cest-
d-dire supprimer cette dette, revient & ajouter & son avoir
~+ 7™ et A faire inscrire au caissier une recette de 7 francs. Dans
les deux cas retrancher un nombre revient donc i ajouter le
nombre égal et de signe contraire.

Une soustraction se ramenant 3 une addition, on en déduit
les propriétés suivantes déjA données en arithmétique (4) :

Pour retrancher une somme donnée d’'un nombre, on peut
retrancher successivement de ce nombre les diverses parties de
celle somme, el inversement, au lieu de retrancher successive-
ment plusicurs nombres, on peut retrancher leur somme algé-
brique.

Pour ajouter & un nombre la différence de deux autres, on
peut ajouter le premier de ces deux nombres el ensuile retran—
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cher lautre, Pordre des deux opérations pouvant &ailleurs étre
intervertl.

Pour retrancher d’'un nombre la différence de denx autres, on
peut retrancher le premicr et ajouter le second, lordre de ces
opérations pouvant étre interverti.

(—4)-—(—-3)—-(—2)—(— H—(=3)+(+2)
=(—=4+(+3) +(+12
=(—1)+(+2)= +1

Comme on le voit, une suite quelconque d’opérations algé-
briques, additions ou soustractions, peut se ramener 4 une
somme algébrique.

On a ainsi en appliquant les régles ci-dessus :

— (=) +(+2)|—{(—4H)—(+6)§ —(—5)
—{(=3)+(+3) = (—=4) -+ (+06)]+(+5)
=—[(—3) + (-2} + (+4) +(+6)] +(-+5)
=(+-3)+(—2)+(—4) + (—6)+ (+3).

On est ainsi ramené & une somme algébrique dans laquelle
chaque terme est affecté d'un signe + ou — suivant que le to-
-l des signes — qui le précédent, dans I'expression primitive,
est pair ou impair.

Il ne reste plus qu'a effectuer la somme algébrique de ces
termes :

(+3)+ (—2)+ (—4) +(—6)+(+5)
=(+1)+(—4) +(—6)+(+
AR
=(— )+ (+5)=—4-
70. — Jusqu'a présent les nombres positifs ct négatifs for—

maient une classe nouvelle de nombres distincts des nombres
arithmétiques, nous conviendrons désormais de considérer un
nombre positif comme zdentzque a sa valeur absolue: + 5 =75.
Il ne reste plus maintenant qu'une seule catégorie de nombres
nouveaux : ce sont les nombres négaiifs.
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A Taide de cette remarque, le calcul précédent peut s’gffec-
tuer sous forme plus rapide :

=—3—6+H=—9g+5=-—1.

Nous avons dit qu’il ne fallait pas confondre les signes + et —
d’opération avec les mémes signes indiquant qu'un nombre est
positif ou négaltif (67). Le lecteur voit maintenant que cette re-
commandation n’a plus d’importance, la confusion ne pouvant
entrainer aucune crreur. )

Nous lerminerons par une remarque sur le sens qu'il faut
attribuer & une c¢galité telle que 3 —4 = —1, égalité qui ne
signific rien en arithmétique. S'il s’agil de grandeurs ne pouvant
étre complées que dans un scns, elle n'a aucune signification :
on ne peut pas prendre /4 litres d’eau dans un réservoir qui n'en
contient que 3. Mais si les grandeurs considérées peuvent étre
complées dans deux sens différents, cetle égalité a une significa-
tion trés nette : si le thermomeétre marque 3° au-dessus de zéro,
ct que la température baisse de 4°, il marquera —1°, c’est-a-
dire 1 au-dessous de zéro.

741. Multiplication algébrique. — Avant de donner la dé-
finition du produit de deux nombres algébriques, nous allons
étudier en détail un exemple simple, dans lequel on est amené &
considérer le produit de deux nombres algébriques.

Prenonsun point E qui se déplace sur une droile indéfinie '«
(fig. 12) d'un mouvement uniforme, c’est-3-dire qui parcourt

+

Fig. 12

des chemins ou, comme on le dit, des espaces égaux dans des
temps égaux. Le chemin v parcouru en une seconde est la vitesse
du point (326). En ¢ secondes; le chemin parcouru est vt.
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Si I'on prend comme origine des abscisses le point O, ol se
trouve le point mobile & I'origine des temps, ou temps zéro (324),
au temps ¢ le point se trouvera en M, ayant parcouru I'espace:
e =uvl.

Nous ne nous sommes préoccupds jusqu'ici que des valeurs
ahsolues de ¢, v, t. Nous supposons maintenant que / est po-
sitif pour toule époque poslérieurc au lemps zéro, et nédgatif
pour toute époque antérieure ; quee==OM est posilif pour toule
position de M & droite de O, le sens positil sur x'x étant lc sens
de la fleche, ct négatif pour M a gauche de O. Enfin v est
positif, si en une seconde le point parcourt un segment positif,
c’est-d-dire se déplace dans le sens de la fleche, v est négatif si
le déplacement a lieu cn sens contraire.

Ces diverses conventions étant faites, on voit d'abord que,
dans tous les cas, la valeur absoluc de ¢ cst le produit des va-
leurs absolues de v et ¢. Il reste & examiner comment le signe
de ¢ est lié A ceux de v et .

1° Si v est positif, le point M se déplace dans le sens de la
flcche. Donc, aprts son passage en O, il est & gauche de O:
¢ et ¢ sont positifs ; avant son passage en O, il est & gauche
de O : ¢ et ¢ sont négatifs.

2° Si v est négatif, M va en scns inverse de la fleche ; apres
son passage en O, il est & gauche de O : ¢ est négalif ct  posi-
tif; avant son passage en O, il est & droite de O: ¢ est positif
el ¢ négatif. '

Si donc I'on veut pouvoir écrire dans tous les cas e = vt, il
faut, comme le lecteur le verra sans peine, donner 4 ¢ lc signe -+
quand v et / sont de mémes signes et le signe — dans le cas
contraire. On obtient les mémes résultats dans tous les cas of
I'on se trouve amené & donner une signification au produit de
deux nombres algébriques. Ceci explique pourquoi on a adopté
la définition suivante:

72. — On appelle produil de dewr nombres alyébriques un
nouveau nombre algébrique, dont la valear absolue est le produil
des valeurs absolues des deux facteurs, et dont le signe extérieur
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est le signe + si les deux nombres donnés sont de méme,signe,
el — s'ils sont de signes conlraires ;

(4 3) . (+ 4) = ~+ 12 ou plus simplement 3.4=12
(—3).(+4)=—12 » » (—3). 4= —12
(+3).(—4)=—12 » » 3.(—4)=—11

(-=3) . (— 4=+ 12 » ) (— 3) . (— 4) =12.
On aurait de méme :
3 % (—7)=—23 A (— 4.7) . 3,07 = — 14,429.

En particulicr, multiplier un nombre par -~ 1 = 1 ne l'altére
pas ; le multiplier par — 1 revient 4 le changer de signe.

Le produit de plusieurs facteurs s'obtient, comme dans le cas
des nombres arithmétiques, en effectuant les diverses opérations
dans I'ordre ou elles se présentent.

La régle ci—dessus permettant de trouver le signe du produit
s’appelle régle des signes et s’énonce parfois sous la forme :

~+ par + donne + + par — donne —
—- par + donne — - — par — donne —-.

Dans le cas de plusieurs facteurs elle revient & la suivante :
Le signe extérieur du produit de plusieurs facteurs est + ou —
suivant que le nombre des facleurs négatifs est pair ou impair.

L'extension aux nombres algébriques des propriétés concer-
nant les produits des nombres arithmétiques (6,7) est immé-
diate dans tous les cas. Clest ainsi que le produit de plusieurs.
Jacteurs ne change pas quand on intervertit l'ordre de ces fac-
teurs, car la valeur absolue ne change pas, puisque c’est le pro-
duit des valcurs absolues et que le signe extérieur ne dépen—
dant que du nombre des facteurs négatifs est aussi toujours le
méme. La multiplication est une opération commutative.

On établirait de méme les diverses propriétés qui suivent: -

Dans un produit, de plusieurs facteurs, on peut remplacer
deux ou plusieurs facleurs par leur produit effectué ; la multi~
plication est une opération associative.
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Pour multiplier une somme algébrigue par un nombre, on
peut effectuer séparément le produit du nombre par les divers
termes de la somme, puis faire la somme algébrique des ré-
sultats.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un produit de
plusieurs facteurs soit nul est que 'un au moins des faclears le
soit.

73. Puissances. — La définition de la punissance ni'me d'un
nombre a est la méme que dans le cas ol a est un nombre
arithmétique. On voit que la valeur absolue de la puissance
nitme de a est la puissance nitme dc la valeur absoluc de a.
Quant au signe, il dépend du signe de a ct de la parité de n. On
verra que, si a est positif, toutes ses puissances sont positives, et
si a est négatif, ses puigsances d’ordre pair (n pair) sont positives
cl ses puissances d’ordre impair (n impair) sont négalives.

En particulier : le carré d'un nombre esl towjours posilif,
d’otr il résulte qu'un nombre négatif n'a jamais de racine car—
rée (1086). .

Ici encore I'extension aux nombres algébriques des propriétés
des nombres arithmétiques est immédiate (9). On a par cxemple
les énoncés suivants ;

Le produit de deux puissances d'un méme nombre est une
nowvelle puissance de ce nombre ayant pour exposant la somme
des exposants des deux puissances données.

Pour élever une puissance d'un nombre & une cerlaine puis—
sance, il suffit de multiplier les denx exposanls Pun par laulre
pour avoir le nouvel exposanl du nombre donné.

On aura encore les propriétés suivantes (86) :

Le carré d’une somme de deux nombres s'obtienl en ajou-
lant & la somme des carrds des deux nombres leur double
produit. A

Le carré de la différence de deux nombres s'oblient en retran-
chant de la somme des carrés des deux nombres leur double
produit.
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Le produil de la somme de deux nombres par leur différence
est égal & ladifférence de leurs carrés.

(a + b)2=a? + b* — 2ab (a — b)2 = a® + b2 — 2ab
(a + b) . (a — b) =a* — b2,

74. Division algébrique. — On appelle quotient de deuzx
nombres algébriques un troisiéme nombre qui, mulliplié par le
second, reproduise le premicr.

Nous avons vu que, grice A I'introduction des fractions, un
tel quotient existait loujours pour deux nombres arithmé-
tiques (25), pourvu cependant que le diviseur ne soil pas
nul (10). Nous allons voir qu'ici encore il y a toujours un
quotient. Diviser a par b, c'est en cffet par définition trouver ¢
tel que I'on ait : @ ==bg. La valeur absolue d’un produit a étant
le produit des valeurs absolues des facteurs b et ¢, la valeur
absolue du quotient ¢ sera le quotient des valeurs absolues du
dividende a et du diviseur b. Quant au signe de ce quotient, on
verra aisément que, si a el b sont de méme signe, ¢ doit étre
positif, et s'ils sont de signes conlraires, ¢ doit étre négatif.
Le nombre ¢ ainsi défini sans ambiguité répond bicn & la défi-
nition donnée, et il est facile de voir qu'il ne peut pas y en
avoir d’autre.

On remarquera que le signe du quotient de deux nombres
ct b est donné par la méme régle que le signe du produit de ces
deux mémes nombres.

Les propriétés des quotients ou fractions algébriques sont les
mémes que celles des quotients ou fractions arithmétiques (22).
On pourra par exemple sans changer la valeur du quotient mul-
tiplier le dividende ct le diviseur par un méme nombre. La
multiplication et la divison des fractions algébriques se feront
comme celles des fractions arithmétiques (26) etc... De méme
encore, on étendra immédiatement aux nombres algébriques
les définitions et les propriétés des rapports et proportions
(37 et suivants).
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75. Inégalités. — On dit qu'un nombre a est plus grand
qu'un nombre b si la différence a — b est positive. Dans le cas
contraire a est dit inférieur & b. On emploie encore les signes >
et < (44). Si nous reprenons linterprétation géométrique des
nombres algébriques en les considérant comme abscisses de points
d’une droite (66), nous voyons qu'un vecteur OA (fiy. 13) est

Fig. 13

considéré comme plus grand qu'un vecleur OBsi A est a droile
de B. En particulier, un nombre posilifest tovjours plus grand
quun nombre négalif ((—):\ >’(ﬁ;). De deux nombres posilifs, le
plus grand est celui qui « lo plus grande valeur absolue
(O0C ~ OA). De deux nombres négatifs, le plus grand esl celu
qui a la plus pelile valear absolue (OD > 0B).

Cette définition des mots « plus grand que » et « plus petit
que » peut s'appliquer aux nombres arithmétiques et clle est
alors identique & celle que nous avions déja donnée.

Ici l'extension des propriétés données pour les nombres
arithmétiques conduirait souvent & des inexactitudes. Par
exemple, nous avons vu que I’on a pour des nombres arithmé-
tiques : @ -~ b > a, quel que soit b non nul. Or I'inégalité :
3 4+ (— 2) > 3 est inexacte. Il faut modificr comme il suit
I'énoncé :

En ajoutant & un nombre un autre nombre positif, non nul,
on obtient un nombre plus grand que le premier. Si le nombre
ajouté est négatif, on obtient un résultat plus petit.

On ne change pas le sens d'une inégalité en_ajoulan! (ouen
retranchant) un méme nombre dans les deux membyres de l'iné-
galité. C’est ainsi que a > b entraine : ¢ ¢ > b -+ ¢, car ces
deux inégalités sont identiques par définition & :

a—b>0 ct (a+c)-—(b»+-c)>n

et que d’avtre part (¢ 4 ¢) — (b + ¢)=a —b.
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On peut ajouter membre & membre deux inégalités de méme
sens. Dea> betc>d, ondéduita +-¢>b 4 d,cara —b
et c — d ¢tant positifs il en sera de méme de leur somme:
(a+c¢)— (b+d).

On ne change pas le sens d'une inégalité en mullipliant ses
deux membres par un méme nombre posilif, mais on change son
sens st on les multiplie par un méme nombre négatif. Soit en
effet I'inégalité a > b et m un facteur positif. Le produit
(a— b)m = am — bm de deux facteurs posilifs est aussi positif.
On a donc: am — bm > o c’est-3-dire am > bm. Au contraire
si m est négatif, le produit la — bj m = am — bm cst néga-
tif et I'on aura : am << bm.

On ne peutl pas en général mulliplier membre & membre
deux inégalités, méme quand clles sont de méme sens. Par
exemple — 3 <1 el — 2 <1 donneraient 6 << 1, ce qui est
inexacl. En particulier: on n’a pas le droit d'élever les deux
termes d'une inégalité au carré, au moins en général (101).

On ferait des remarques analogues sur I'élévation & une
puissance quelconque des deux termes d’une inégalité.

Exercices. — N 101, 102. 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109,
110, 111, 112, 118, 116, 117.



CHAPITRE II

CALCUL ALGEBRIQUE

76. Formules. — La solution numérique d'un probléme ne
garde pas la trace des opérations effectuées pour I'obtenir. Sup-
posons par exemple qu'un emballeur veuille savoir le poids
d’unc caisse de dimensions o™,45 X o™,60 X o™,80, les plan-
ches employées pesant 7 kilogrammes par métre carré. Le calcul
donne 15"¢,54. Mais ce résultal ne rappelle en rien la suite des
opérations qu’il suppose. Si au contraire nous désignons par
a, b, c, les trois dimensions de la caisse, par p le poids par mé-
tre carré des planches employées, nous verrons aisément que
la surface totale est 2(ab + bc + ca) (278), et par suite le poids
cherché P est donné par :

P = 2p(ab —+- bc -+ ca).

Une telle formule donne le résultat numérique demands si
I'on remplace les lettres par leur valeur :

P=12.7(0,45. 0,60 + 0,60. 0,80 + 0,80 . 0,45)
= 2. 7(0,27 + 0,48 + 0.36) = 14 . 1,11 = 15,54.

Il'y a un grand avantage a l'emploi de telles formules. Si
le méme emballeur veut calculer le poids d’une seconde caisse
de dimensions différentes et faite avec des planches plus minces
ou plus épaisses, il ne sera pas obligé de refaire le raisonne-
ment précédent, mais il lui suffira de changer les valeurs

numériques données aux lettres a, b, c, p. Ce procédé qui con-

A. Sainte-Lagus. ' 7
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siste, d'unc parl, & désigner par des letires les quantités que
Fon veut étudier, et, d’autre part, & donner comme solution
d'un probléme une formule et non pas un nombre est d'une
importance capitale; c'est surtout & lui que I'on doit le déve~
loppement pris par les mathématiques depuis le xvi* siécle.
Vidte ful & cette époque 1'un des premiers algébristes.

77. — 1l peul d'ailleurs arriver que plusieurs probléemes
donnent la méme formule. Le poids P d’un corps est le produit
du nombre a de centimétres cubes de ce corps par le poids &
du centimétre cube : P==« . b. Le prix P d'une pi¢ce de drap
est le produil du nombre « de métres par le prix b du métre :
Pea. ).

Si maintenant on transforme une telle formule P~ a . b,

l)

en I'écrivant par exemple @ = -, el cela saus se préoccuper de
savoir quelle esl la signification des lettres P, @, b, on aura
traité simultanément deux problémes différents, consistant, le
premier, & chercher le volume « d'un corps connaissant le poids
b du centimétre cube et le poids total P ; le deuxiéme, a cher-
cher la longueur @ d'une piéce de drap cennaissant le prix b
du métre et le prix total P.

L' Algdbre est la partic des Mathématiques qui s'occupe plus
particuliérement de ces transformations de formules, transfor-
mations que l'arithmétique, la géométrie, la mécanique, la
physique, etc... traduisent en langage précis, en donnant aux
diverses lettres de ces formules des significations parliculidres.
Dans tout ce qui suit, nous laisserons donc de coté I'origine des
formules que nous ¢tudicrons, nous bornant & indiquer com-
ment on peut les classer et les simplifier.

78. Expressions algébriques. — On appelle expression
algébrique tout groupe de lettres ou nombres reliés entre eux
par des signes d'addition, de soustraction, de multiplication,
dextraction de racines.

3 —cy/3 Ve
4"d+ ;;/3 :i;z (a+bP—(a—b)®  2p(ab—tbc-tca)




CALCUL ALGEBRIQUE 99

sont des expressions algébriques. La valeur que prend l'unc
d’elles, par exemple 2p(ab + be +ca), quand on y remplace les
lettres a, b, ¢, p, par des nombres, est la valeur numérique de
Fexpression. Pour a = 0,45; b =0,60; ¢ = 0,80; p == 7 on
trouve 15,54 comme nous I'avons déja vu (76).

On suppose d’ailleurs, pour plus de généralité, que les leltres
d’une expression algébrique peuvent représenter des nombres
positifs ou négatifs.

11 y a quelques remarques & faire sur 'ordre dans lequel doi-
vent étre faits les calculs indignés. Si I'on ne fait pas de conven-
tions précises, unc expression telle que « + bc pourra signifier
qu’il faut ajouler @ & b pour multiplier le résultat par ¢, ou bien
qu’il faut ajouter & ale produit de b par c. La deuxiéme inter—
prétation est scule exacte. La premicre suite d’opérations serait
représentée par (« —+ b)c. Defagon générale, on effectue d'abord
toutes les multiplications et divisions indiquées ; les additions et
sousiractions se fonl cnsuite. D'autre part, dans les fractions on
calcule séparément tout ce qui est aw-dessus de la barre de frac-
tion el loul ce qui est au-dessous. Enfin loule quanlilé cnlre
parenthéses (.), entre crochels | ], ou sous un radical, se calcule
également a part. Cherchons & litre d’exemple la valear numé-

. ’ . (rl"—‘b\(z""ad) »I)
rique de Pexpression :-—~——* e —
c*(b—\/a}—l)—*— c) ) Vb—Va
poura=f4;b=1;¢6=3;d=—0;¢e=-—20na:
(f— )3+ 40—=06 Vi (3.3-+4).36 1
~ / —'"6> Vi—Vi  9i—vV4+4.3) 1—2
af 1At —
3 (1 \/ 44-(143) —
13.36 1 13.36 13.4 5a 49
= - = A= ) 1= ="
9(1—y16)  —!1 9(—3) —3 —3 B

Nous supposons que, dans lous les cas, les valeurs numé-
riques données aux lettres sont telles que le calcul puisse s'effec-

tuer jusqu’au bout. Par exemple, dans ~--—-, nous ne donnerons

pas & b et c des valeurs égales, car on ne sait pas diviser un
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“niombre par zéro. Dans a — /b, nous ne donnerons pas 4 b de
valeur négative, car un nombre négatif n’a jamais de racine
carrée (73). La question est parfois plus complexe qu’il ne le

semble au premier abord. Dans \/a — b, si a = 1, on ne
peut pas donner 3 b la valeur 4, bien que v puisse se cal-
culer, car l'on aurait\/&—::/“l_} =y1—2=y—1,ce quina
aucune signification.

79. — On classe souvent les expressions algébriques suivant
le degré de complication des opérations qu’il faut effectuer pour
avoir leur valeur numérique, connaissant les valeurs des lettres
qui y entrent.

Une cxpression alyébrique est dile rationnelle lorsqu’ aucune

lettre n’y fiqure sous un radical : a?’), a +y2b; ;—:_;—TI; Elle est
a—
b—vVa—b
Une expression rationnelle est dite entiére lorsqu'elle ne con-
tienl aucune lellre au dénominateur : ax® + bx + c:

irrationnelle dans le cas contraire : Va3 a + vb;

(a - ,—i b— c) (b +¢) — 2a; [a*b— xy?; sinon elle est dite
Sfractionnaire : a—b, 1 |
c 'a

Deux expressions algébriques sonl diles équivalentes, lors-
quelles prennent towjours la méme valeur numérique, st l'on
donne les mémes valeurs aux lettres qui y entrent. L'égalité de
deux expressions équivalentes s’appelle unc identité. On a vu (73)
que (a + b) (a -— b) el > — b* prenncnt toujours les mémes
valeurs numériques, quelles que soient les valeurs numériques
données & a et b. Ce sont donc deux expressions équivalentes, et
I'on a l'identité :

(a + b)(@a — b) = a2 — b2,

On emploie souvent pour des identités Je signe = au lieu du
signe =.

On a toujours le droit de remplacer une expression algé-
brique par une expression équivalente, puisque les résultats
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numériques sont toujours les mémes. Unc des principales mé-
thodes de I'Algtbre consiste précisément i remplacer les
expressions considérées par des expressions équivalentes, mais
plus avantageuses pour le calcul.

80. — Nous allons terminer ces généralités sur les expres—
sions algébriques par quelques remarques sur le choix des
lettres qui y rentrent. Théoriquement ce choix est compléte-
ment arbitraire, mais dans la pratique il y a cerlaines régles
qu’indique I'usage ct qu’il est bon de suivre. Prenons une com-
paraison : il est cerlain que I'on pourrait faire un volume de
mathématiques en échangeant partout les deux signes + et =,
pourvu que la convention en fiit faite une fois pour toutes, mais
cela serail génanl pour le lecteur qui verrait des égalités telles
que : 3 = 4 + 7. C’est pour des raisons analogues qu’il vaut
mieux se conformer aux notations généralement adoptées par
les- mathématiciens. Par exemple les premiéres lettres de I'al-
phabet :a, b, ¢, d, ... servent de préférence & désigner des don-
nées, et les dernitres : x, y, z, ¢, u, v, w,... les inconnues. Il y a
en outre certaines associations de lettres qui sont plus familiéres
que d’autres : trois quantités seront désignées, suivant les
cas, par a, b, ¢; par [, m, n; par p, q, r; par u, v, w; par
x, y, z; etc... L'emploi des majuscules : A, B, C,... des
lettres grecques : «, 3, 7/,... (!), des accents : a'; a, a”,...
(que 'on énonce a prime, a seconde, a tierce;...), des indices :
a,, a,, ...al, al..., a;..., ctc., n'est pas non plus indifférent ;
mais nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet pour lequel
la pratique est le meilleur des guides.

81. Polynomes. — Nous allons étudier maintenant les
expressions algébriques les plus simples, c’est-a-dirc les expres-
sions entitres. Nous verrons (86) qu’on peut loujours faire
disparaitre les parenth¢ses et les écrire par suite sous la forme

() Voir 2 la fin du volume le tableau des leltres grecques les plus em-
ployées en mathématiques.
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d’une somme algébrique de termes :
fr’ — 3xty 4+-y? —3 ar+b a2 —am 2+ pr+q.

On les appelle alors des polynomes entiers, ou, par abréviation,
des polynomes. Les termes : fx*; — 3x*y; y*; — 3 .... s’ap-
pellent parfois des monomes; un polynome qui n’a que deux
termes,comme ax + b ou x" — a™, est un binome, et s'il en a
trois, comme x* + px —+ ¢, c'est un {rinome.

Un monome s’obtient donc uniquement par la multiplication
de lettres ou de nombres. Si I'on remargue que 'ordre de ces
facteurs peut étre modifi¢ sans changer la valeur du résultat
numérique, on pourra parfois simplifier la forme d'un monome :
c'est ainsi que

(_'g)xmxnx (3 XaeXeXbXxi—y)xb

peut s'écrive :
(—:> xZSx:r)(mme‘\'xaxloxbz-—-%z"yabﬁ.

On écrit toujours un monome comme ci-dessus, avec en téle
un nombre, positif ou négalif, qu’on appelle le coefficient numé-
rique. (Gependant, s'il y a un radical, on I'écrit le plus souvent
. I T , ,

alafin: —aby3; i ab 55 ...) Quand ce coefficient est egal
4 1, on ne I'crit pas : a’bc.

On appelle degré € un monome la somme des exposants des let-
tres qui y entrent. Toute lettre sans exposant est considérée comme
ayant I'exposant 1. Ainsi x’yal® est de degré : 3+1+14+2=7.

Si un monome est réduit & un coefficient : — :; par excmple, il
est dit de degré zéro. .

Le degré d'un polynome est celui du terme qui a le plus fort
degré : —a*—32% + ay® + b+ a® — 6 est du quatriéme degré.

Un polynome est homogéne si tous ses termes sont de méme
degré : — x* — Jax® + a’y? + b* + a’x est homogene et de
degré 4. Un polynome est symétrique par rapport i deux lettres
a et y si 'on peut les permuter sans changer le polynome :
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x* — 2a'zry + y* est symétrique en x et y et est de plus homo-
géne et de degré /.

82, — Nous avons vu qu'om pouvail parfois simplifier la
forme d’un monome en groupant convenablement les lettres. On
peut de méme simplifier un polynome en réunissant les fermes
semblables, c’est-d-dire ceux qui ne diflérent que par leurs
coefficients numériques, et en effectuant leur somme algébrique.
C’est ce qu’on appelle réduire les termes semblables. Ainsi dans :

7ot — 3xty 4+ xy® — by - Sat — Bt — xy? 4 227

7x* et — 8x* sont des termes semblables, il en est de méme de
— 3a’y; — buty; 2ay et aussi de xy’ et — xy®. Rapprochons
ces termes pour pouvoir effectuer leur somme algébrique :

7zt — 3%y + a2y — Hee?y + Sar® — 8t —xy? + 2ty
=7zt —8x*—3xr’y —dx%y + 22y 4y — ryl-+-5a®
=(7—8)x* +(—3—5-+2)x?y + (1 — 1)xy?-+Ha?
=—a*—6a?y L 523,

Il faut étre familiarisé avec ce genre de simplifications, qui est
d’un emploi fréquent en algébre.

Il arrive souvent que dans un polynome, il y ait unc scule
lettre, ou bien que 'on considére une des lettres qui y entrent
a I'exclusion de toutes les autres : il est alors commode d’écrire
les termes de ce polynome dans un ordre tel que les exposants
de cetle lcltre, dans les divers termes, aillent toujours en d¢-
croissant, ou toujours en croissant. On dit alors que le poly-
nome esl ordonné suivant les puissances décroissantes ou crois-
santes de cetle lettre. Ceci facilite 1a réduction des lermes
semblables ; le polynome :

&t — frt — Bx® + g —xt 4 28 — 22 4 2% — 8xr — Bt -3

peut s'écrire :

— 4’ -7t — zt— 82 + & + 2% + 72— 22 — Sx? — 8§ +- 3
= — 4x° + 6z* — 62° — 8z 4 3.
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- Sous cette forme, il est ordonné suivant les puissances dé-
croissantes de . Il serait ordonné suivant les puissances crois -
santes sous la forme : 3 — 8x — 6x® + 6x* — 4.

De méme le polynome homogéne :

4x® — 3xty 4 xy? — y?

est ordonné suivant les puissances décroissantes de x et suivant
les puissances croissantes de y.

Le degré d'un polynomc en x est I'exposant de la plus haute
puissance de x qui y entre, aprés réduction des termes sem-
blables, s’il y a licu:

xt -2 — 2t 4+ 27? — 1 + I =2 + Hx?2 —1

est du troisitme degré cn .

Enfin on appelle parfois polynome complet en x un poly-
néme ordonné dans lequel I’exposant décroit constamment d'une
unité d'un terme a I'autre, le dernier terme ne contenant pas la
lettre considérde :

x —ox? - x — 1 a’ — 2a% +~a— 3

sont deux polynomes complets en x et @ respectivement. Par
contre x* — 3u? -~ 2z — 1 est un polynome incomplet.

83. Somme algébrique des polynomes. — Un polynome
étant une somme algébrique de monomes, c'est-d-dire en
définitive de nombres positils ou négatifs, il suffit- pour faire la
somme algébrique de plusieurs polynomes ou monomes
d’appliquer les régles déja données pour la somme algébrique
des nombres positifs ou négatifs (69). Par suite, on ajoute un
polynome a un aulre polynome ¢n recopiant lous ses lermes avec
leurs signes ; on le retranche en le recopiant aprés avoir changé
lous les signes :

(2a?b— xy? + 3) — (722 +abe® —y?) + (3y?) — (— 7y) + (4= —3)
=2a*b—zy?+ 3 — 72— abe* +y> + 3y* + 7y + 4z —3.
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La somme de plusieurs polynomes et monomes est donc en
général un polynome, Il peut y avoir cependant des réductions
de termes semblables, et la somme peut se réduire & un mo-
nome, comme dans le cas suivant :

(3x® — 422 + 72— 3) — (3 -+ 9% +6) + (— 3x® 4~ 22 -1-9)
=32} —fa? + 72 —3 — 32} —gr—6—32’ +ax 49
=3z°— 32° — fa? — 32 + 7x — 9x + 20— 3 — 6 -9 =—=— 72

Le plus souvent les polynomes que 'on ajoute sont ordonnés
par rapport aux puissances décroissantes ou croissantes d'une
méme lettre comme dans 'exemple ci-dessus. On dispose alors
I'addition comme en arithmétique, les diverses puissances de x
étant les unes au-dessous des autres; tout polynome i retran-
cher est recopié aprés changement de tous les signes ; le dernier
exemple donne ainsi 'opération suivante :

Ja — fa? + 70 — 3
— Jz? — gz — 6
— 3z + 2z + g

—_— 2

84. Multiplication des polynomes. — Le produit de deux
ou plusieurs polynomes ou monomes est évidemment une
expression algébrique entiére : le produit de x — a par
ax? + bx + ¢ s'écrit (x — a) (ax® + bx + ¢). Nous allons
voir que, dans une telle opération, on peut faire disparaitre les
parenthéses et se ramener 4 un seul polynome.

Examinons d’abord le cas particuliérement simple ou les
polynomes sont réduits chacun & un terme. On voit immédiate-
ment que le produit de deux ou plusicurs monomes esl un nou-
veau monome dont le signe extérieur, le coefficien! numérique et
les exposants des lettres qui entrent s’obliennent daprés les
régles déja données (72). Le produit des trois monomes

2 e D pyds e Y 5,2 gt -
— g XY 10TYZ; — Jxtest:

-2 I 2 3, . 2522 =— 3xTv8z3.
( 5)..15.( 2).wy.wyz z'z 3x’y%2
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On voit que le degré du produitl est lu somme des degrés des
facteurs. ‘

Considérons maintenant le cas o l'on multiplie un poly-
néme par un monome. 1l suffit d’appliquer les régles coucer-
nant la multiplication d’'une somme algébrique par un
nombre (72) : on mulliplie successivement chacun des termes du
polynome par le monome considéré, en tenant comple de la régle
des signes. Le produit est donc un polynome ayant autant de
termes que le premier :

(427 - -52? + 3z — 2) (— 20?) =(4) (— 22?) + (— 5x?) (— 22?)
~+(3z) (— 222) + (— 2) (— 22%) = — 8z - 102" — 62 + 42

On peut disposer 'opération comme il suit :

fa® — ba? 4- 3z — 2
— r?

— 82% 4+ 100* — 62 + for?

On voit sur cet exemple que, si le polynome donné est or-
donné, il en est de méme du résultal, et enfin que le degré du
produil esl lo somme des degrés des deux facleurs.

85. — Passons maintenant au cas général. 11 suflira de
savoir calculer le produit de deux polynomes pour pouvoir
effectucr de proche en proche le produil d’un nombre quel-
conque de polynomes.

On elfectue le produit de deux polynomes comme le produit
de deux. sommes algébriques (72) : on multiplie le premier po-
lynome successivement par les divers termes du second, et l'on
effectue la somme algébrique des produils partiels ainsi oblenus :

(@ —y) (@ —ab) =(a* ) @*) +-{at— ) (—b)
=ar®—r’y —adb+ xyad.

Ordinairement on considére des polynomes ordonnés et I'on
dispose alors l'opération comme en arithmétique, chaque pro-
duit partiel occupant une ligne distincte et les mémes puissances
de x étant tonjours les unes au-dessous des autres. On a effectué
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ci-dessous la multiplication de 3x* — fx* .- ¢ — 1 par
-3t —oa2x 7
3rt — fad + sz — 1
— Jr*— ax 47

— 9z® + 120" — 217° + 3ot
— 6x* +~ 8a® — 14z + arx

3 2 -
212* — 28x? -4 jox — -

— 9z* + 6x* -- 8xr® — 3gx® + Hixr — 7

Si les deux polynomes ne sont pas complels, il faut en tenir
compte pour que les puissances de ¢ soient bien néanmoins a
leur place, de fagon & ce que dans tous les cas la réduction des
termes semblables se fasse immédiatement au produit :

72® — 3x +1
4 — x? —+1
2828 — 122* + 4o
— 7’ - dx¥ — x?
v — 3z + 1

28z" — 727 + 72° — 128" + 72® — x* — 3r + 1

Il y a quelques remarques immédiates que 1'on peut faire sur
ces opérations : le produil des termes de plus fort deqré en x
dans les deux polynomes donne, sans aucune réduction, le terme
de plus- fort degré du produit; il en est de méme pour les
termes de plus bas degré. On en déduit que le produit de deux
polynomes a au moins deux termes et n’est donc pas un mo-
nome, et de plus que, ici encore, le degré du produit de deux
polynomes est la somme des deqrés des deux facteurs.

86. — Les réglesqui précédent permettent, commenous I'avons
déja dit, d’écrire dans tous les cas une expression entiére sous
la forme d’un polynome :

(a4 4+ (a—db2=(a+b)(a+b) 4 (a —b)(a =)
= (a® + 2ab + b?*) + (a* — 2ab + b?
= sa® + 2b*
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0u encore :

{a -+ b)? — (a — b)* = (a® + 2ab + b%) — (a®* —2ab +- b?)
=4ab

De telles égalités sont des identités et I'on peut remplacer les
signes = par =.

Certaines identités, particuliérement simples, sont fréquem-
ment utilisées en Algtbre pour simplifier les calculs. Nous
avons déja donné les trois suivantes, sur I'importance desquelles
nous ne saurions trop insister (9, 73):

(a + b)? = a* + 2ab + b?
(a — b)? = a* — 2ab + 1?
(@ + b)(a — b) =a® — b2

En voici quelques autres, qui ne sont pas employées aussi
souvent, mais qu'il est néanmoins bon de connaitre :

(@ + b)* = a® -+ 3a%b + 3ab® + b*
(@ — b)* = a® — 3a*b + 3ab® — b®
(a -+ b)(a® — ab + b?) = a* + 1
(@ —b)(a* + ab -+ V) =a®> — V?
(a — b)(a® -1~ a®b + ab? + b*) =a* — b*

ou, plus généralement, m étant un entier quelconque :
(a —_ b) ((l’"—{—a""“b -+ am——ibe daann . bm) EanH-I — i,
Enfin citons I'identité de Lagrange, facile & vérifier :

(® + %) (o + %) = (ax -+ bB)* -+ (aB — ba)*.

87. Division des polynomes. — Le¢ quotient de deux po-
lynomes est en général une expression [ractionnaire : le quotient

de (x — a) par (x—b) est z—:—:—z. Mais il y a des cas ou une

telle expression est entiére : le quotient de @ — a par x — a
est 1,
Examinons d’abord le cas de deux monomes, par exemple
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2
2 a*bie

ga‘b“c et —lid-a’b. Le quotient peut s'écrire : . On ne

— a%
10

change pas la valeur numérique du quotient en divisant (38)
les deux termes par a?, et cela quelle que soit la valeur
numérique de a, pourvu qu’'elle ne soit pas nulle. De méme,

on peut diviser, haut et bas, par b, et enfin effectucr la
division de ;— par %, ce qui donne 4, et I'on trouve ainsi pour
quotient le monome entier 4a%b*c. Nous laissons au lecteur le
soin de démontrer que, de fagon générale, le quotient de deux
monomes entiers n’est lui-méme un monome entier que st cha-
cune des leltres qui entrent dans le second monome se retrouve
dans le premier, avec un exposant au moins égal (90).

On en déduit que le quotient d'un polynome quelconque par
un monome ne peul étre un polynome que si lous les termes

sont divisibles séparément par ce monome. Le quotient de
/£
3a*be® — g a?be? + abb2e?dt 4 a?be par a*be est :

/
4 2p.3
3a%c® 5% be a*b2cid*  a®be

a¥be =@ @ T atbe T ae

r
3adbe?— ‘%a"bc" +a'bed* + atbe

£
=3ac——'5‘c2 —+adbed* +1.
Remarquons que, par suite, le polynome donné pouvait
A
s’écrire : a*bc(3ac — % ¢® + a’bed* + 1). Effectucr un tel cal-

cul s’appelle metire en facteur commun le terme a*bc. On
aurait pu mettre en facteur également a*; b; be; abe; ... ou

2 P
méme 3abc; 3 GC;...avec des facteurs numériques quelconques.

88. — Il est plus difficile, dans le cas général de deux poly-
nomes quelconques, de trouver, quand il existe, le polynome-
quotient. Nous allons, pour traiter ce cas, prendre comme
exemple la division de 212" + x* — 132’ — 102° — 72 +- 10
par 7&* — 2x® +x — 5.
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Nous allons donc chercher, en admeltant que cela soit pos~
sible, un polynome qui, mulliplié par 7u¢* — 2x* + o — 5,
reproduise le dividende. Dans une telle multiplication, les termes
de plus fort degré des deux facteurs donnent par leur produit
le terme de plus fort degré du produit (85). Par suite, le terme
de plus fort degré du quotient est le quotient de 21 par 7",
soit 3x?. On peut disposer au fur et & mesurc les calculs de
facon analogue & ce qui se fait en arithmétique :

212 - & — 132 — 1002 — 5 4+ 10 | 72 —2x* 4 — 5

2zt — bxt 4 3ird — 1527 | 3x? - — 2

7x4 — 160 + Dt — 7x + 10

srt — oxt - x?— Or

— 14x* + fr? — 2x + 10

— 1427 -1 4x® — ax + 10

0

11 est commode, pour bicn comprendre ce qui suit, de consi-
dérer 212° -1+ & —132* — 10%* — 7 -+ 10 comme la somme
algébrique des produils partiels de 7x° — 22* 4+ 2 — 5 par
les divers termes du quoticnt. L’un de ces termes élant ici
connu : Jx?, le produit partiel correspondant peut se calculer,
et 'on trouve : 212% — Gt - 3x* — 1H2?, qui, retranché du
dividende, donue le reste : 7x* — 102* + Da* — 7% + 10.
Ce nouvcau polynome est done Ia somme algébrique des autres
produils partiels, c’csl-d-dire des produits des divers termes
inconnus du quotient par le diviscur. On peut par suite recom-
mencer, pour cetle seconde partic du quotient, le méme rai-
sonnement (ue pour le quotient entier, cn divisant 7x* par 72?3,
ce qui donne le terme suivant du quolient : 2. En conlinuant
ainsi, on verra que l'opéralion se termine et donne pour quo-
tient 3x* + x — 2.

Dans la pratique, on dispose les calculs de fagon un peu
différente : pour faciliter la soustraction des produits partiels,
on change de signe lous leurs termes avant de les écrire, ce gui
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donne I'opération ci-dessous.

212° + z* — 132 — 102 — 72+ 10 | 72 — 22 - —5

—o12% + 6z — 3x® + 15x2 Ja? + & —
72 — 162° + 52— 72
— 7t 4 ar®*— x4z
— 14x® 4+ faxt-—2x 4+ 10
142 — fri4-2x—10
0
89. — MNous avons dit qu'une division n’est pas tou-

jours possible. Essayons comme précédemment de diviser
7t — 1623 + dx? + gx — 2 par 7x® — 22* -+ x — D :

7rt — 162 4 5x? +- 9r — 2 ] 7xd — 2x? - —5

— 7xt + ax® — x4 b r— 2
— 147 4+ fx? + 142
1§ — 42 + axr — 1o
160 — 10

On voit que I'opération peut se continuer tant que les restes
partiels sont de degrés supérieurs ou égaux au degré du divi-
seur, mais elle s'arréte dés que I'un d’eux 16 — 1o cst de
degré inférieur au diviseur. La division est impossible au sens
précédent du mot. Tout ce que I'on peut dire, c’est que, si
de 7' — 162 -+ bx® + gx — 2, on retranche le produit du
diviseur par & — 2, il reste 16z — 10, ce que I'on peut écrire :

724 —162 4522 49— 2= {72 —222+ 2—5) (x—2) - (162 —10}.

On peut en déduire la définition suivante : élant donnés deux
polynomes A et B, on appelle quotient Q et reste R de la divi-
sion de A par B, deux polynomes Q et R tels que Lon ail identi-
quement : A = BQ—+R, pourvu que le deqgré de R soil inféricur
a celui du diviseur B. On démontre d’aillenrs qu'il n’y a jamais
qu'un polynome Q et un seul, un polynome R et un seul répon-
dant a ces conditions.

Dans le cas particulier oit R est nul, on retrouve la définition
de la division comme opération inverse de la multiplication.
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Le lecteur remarquera l’analogie de ces deux définitions de
la division avec celles que I'on donne en arithmétique pour les
nombres entiers (10).

90. Exposants négatifs. — Nous allons reprendre pour
I'examiner en détail le cas ou la division de deux monomes
entiers ne conduit pas & un nouveau monome entier. Supposons
d'abord qu’il n’y ait qu'une seule lettre, et cherchons & diviser

m

a” par a*. Le quotient peut s'écrire . Si m est supérieur & n,

n

. . ’ a —]
on peut diviser par a” les deux termes et I'on trouve —; = a™~".

a9
Par exemple : -, = a’~* = a*.

Si m est inférieur & n. on pourra diviser par am les deux

am al 1 1

] —
termes ctl'on trouve : — = ——; a""“ Par exemple =g g

Pour avoir des notations générales, on admet que, dans tous
m

les cas, - pourrait se représenter par a™~", ce qui, lorsque m

2
est inférieur 4 n, donne pour a un exposant négatif : o5 sera

. . 1 ..
représenté par a~* qui est égal & ;. Donc, par définition, élever
un nombre a une puissance négative — p revient a prendre l'in-
verse de av :

1
— —
() a!‘

On a toujours le droit de prendre arbitrairement une défi-
nition et d’introduire une notation nouvelle, mais il serait
maladroit de le faire sans savoir si cette définition et cette no-
tation sont commodes. Dans lc cas présent, il y a des régles
simples que suivent les exposants ordinaires, ou exposants po-
sitifs, telles que les régles exprimées par les égalités (73) :

P, q? = arte
(az’)‘l — a¥
a?

— = a1,
a’d e
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La nouvelle notation ne sera avantageuse que si ces régles
peuvent encore s’appliquer, p et ¢ étant indifféremment positifs
ou négatifs. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il en
est bien ainsi dans tous les cas, nous bornant & montrer par
exemple que I'on a, avec deux exposants négatifs :

(a—p)"q = aq(—1(—9) — qre,
En effet :
—_ 1 \— 1 1 1
) ! — ( — _— = — — a’.
Cd (a ) < ) 1 1
al’ (a;;)'l &I—"I
' T ve yea. @M -
Un cas particulier de I'égalité - = a»~ est celui ol m = n.

Le quotient est alors 1, et 'on est ainsi conduit & poser
I = a™ ™ =a’. C’est cc que I'on fait en disant : tout nombre
édlevé a la puissance zéro est égal & un. lci encore, le lecteur
pourra vérifier que cette notation est soumise aux mémes régles
de calcul que les exposants non nuls.

Cette introduction des exposants négatifs permet de simplifier
V’écriture du quotient de deux monomes. Par exemple le quo-

tient de ab’c* par — g a*bx’y s'écrit :

3

— ab’c? 2,2

4 —_ 1 i;_‘fr 1 a—2b2c2x—2y—1.

— 2 a*bx? 8 oy )
5 Y

Mais il faut remarquer que, bien qu'il n’y ait pas de lettres au
dénominateur, le quotient n'est pas pour cela un monome entier.

Exercices — N 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122,
123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 180, 131, 132, 398, 485.

A. Sainte-Lagus. 8



CHAPITRE III

EQUATIONS ET PROBLEMES
DU PREMIER DEGRE

91. Equations. — Résoudre un probléme, c’est trouver un
ou plusieurs nombres demandés par I'énoncé. Tout probleme
peut se traduire en général par des égalités appelées equattons
dans lesquelles entrent les données, et les quantités a calculer
que U'on appelle des inconnues. Si 'on cherche par exemple
deux nombres connaissant leur somme 7,94 et leur diflérence
3,80, on a entre ces deux nombres que nous désignerons par
x et y les équations :

7 -y = 7,94
xr —y = 3,86.

Choisir les inconnues et écrire de telles égalités c’est melire
le probléme en e'qualion ; trouver les valeurs numériques des in-
connues, c'est résoudre les équations. Enfin, vérifier que les
valcurs trouvées sont bien des solutions du probléme proposé, ce
qui n’a pas toujours licu comme nous le verrons, c’cst faire la
discussion du probléme.

Nous étudicrons d’abord la résolution des équations en nous

bornant 4 des cas simples.
Les équations peuvent se présenter sous des formes irés va-

riables : il peut n’y avoir qu'une seule inconnue & comme
dans :

sar +a=\Vb Ve+zx=a =32 27=232
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a et b étant des nombres supposés connus. Il peut v avoir plu-
sieurs inconnues x, y, z,.. et plusieurs équations pour un méme
probléme :

xy? = bya 2T =2l . 27
T +y=7,9% S v 2 - 2 2 g~
)m—y"ggé fil='/‘f+\/lf >y.—.:22 (a:——:: (;-
y=3. (:c—-y Va—vb Moo=y (Z=Vatb

On dit, suivant les cas, que l'on a & résoudre un systéme de
1, 2, 3, A,... équations 4 1, 2, 3, 4,... inconnues.

Nous nous bornerons presque exclusivement aux équations
dans lesquelles les inconnues entrent sous forme rationnelle.
Elles sont dites entiéres quand les inconnues n'y entrent pas cn
dénominateur :
fx+y =794

2r +a=\b a®=3a {2 — y = 3,86
-_ = J,60

sont des équations entiéres, tandis que le systéme :

xyt =0bVa
prhy _Varvb
=Y  Va—\Vb
est simplement rationnel.

En général, une équation ou un systéme d’équations n’est vé-
rifié, comme nous le verrons, que pour un petit nombre de
valeurs numériques données aux inconnues, valeurs qui forment
un sysitme de solutions. C’est ainsi que x = 5,90, y = 2,04
forment un systéme de solutions pour les équations :

(x+ry=7.94
| & — y = 3.,86.

Cependant il arrive parfois qu'un systéme d’équations com-
prenant une ou plusieurs équations est indéterminé, I'unc des
inconnues pouvant y prendre une valeur numérique quelconque :
x ==y est une équation vérifiée pour une valeur quelconque
donnée & xz, pourvu que l'on donne & y la méme valeur. De
méme (x— 1) (x + 1) = x* — 1 est une équation indéter-
minée, puisque c’est une identité (79).
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Il arrive aussi qu'un sysléme d'équations est impossible, lors-
qu'aucune valeur des inconnues ne peut le vérifier. Geci a lieu
pour le systeme :

‘.'t-l—y..—_:';,gd

{z+y=7,95

la somme de deux nombres ne pouvant avoir deux valeurs
diftérentes. De méme x? = — 1 est une équation impossible,
un carré étant toujours positif ou nul (73).

92. Transformation des équations. — On dit que deux
équaiions sont équivalentes lorsque toules les solutions de l'une
vérifient Uautre, el inversement. C’esl ainsi que x—7y =0 et
x =1y sont deux ¢équations équivalentes. On définit de fagon
analogue deux systémes équivalents.

Pour résoudre une équalion ou un systtme d’équations, on
se raméne  'aide de transformalions convenables & une équa-
tion ou & un systeme équivalent dont les solutions soient évi-
dentes. C’est ainsi que 'on transforme comme nous le verrons
le systtme x + y = 7,94; * — y = 3,96 en x=5,90;
y==2,04, systtme équivalent dont les solutions sont en évidence.

Nous allons ¢tudier les principales transformations que l'on
peut faire subir & une équation ou & un systéme d’équations.

Si lon ajoule, ou si l'on relranche, aux deux membres d'une
édquation une méme quantilé, on obtient une seconde équation
équivalente & la premiére. Prenons par cxemple I'équation
2% + 5 =— 72— 4. Pour toute valeur numérique donnée & = :
&=—1, x=2,.. les deux membres de cette équation (e-
viennent suivant les cas des nombres égaux ou inégaux : pour
€=—1, on a 3 et 3; pour x — 2, ona get — 18, elc...
L’addition d'un méme nombre, par exemple — 5 ou 7x, pour

==—1, ou 2,.., donne dans le premier cas une égalité et
dans le second une inégalité. L’équation nouvelle est donc bien
équivalente & la premitre, puisqu'elle admet comme solution
toute solution de la premiére, et que toute valeur de x ne véri-
fiant pas la premitre ne la vérifie pas non plus.



EQUATIONS ET PROBLEMES DU PREMIER DEGRE 117

L’addition de — 5, puis de 7, donne ici :
2 +5—5+r=—72—4—5+ 72

ou encore gx = — g.

Cet régle permet en particulier de faire passer d’'un membre
dans I'autre un terme quelconque d'une équation. G'est ce que
I'on a fait pour 5 et— 7. On voit que, lorsqu'on fait passer un
terme d’'un membre dans l'autre, il faut avoir soin de changer
son signe.

Cette méme remarque permet, ce qui est souvent utile, de
grouper tous les termes dans un méme nombre. L’équation :

— 2+ 9z — 3 = — ax? +-9r — 4

’

peut s’écrire :

w? —x?—gr+7r +4—3=0
ou apres réduction :

3 —2x + 1 = 0.

Toute équation entitre pourra &tre mise ainsi sous forme d’un
polynome égalé & o; on appelle alors degré de I'équation le
degré de ce polynome ; I'équation précédente est du second
degré.

93. — Si l'on multiplie, ou si lon divise, les deux membres
d’unc équation par un méme nombre, on la remplace par une
équation équivalente. Nous verrons d’ailleurs qu’il y a une res-
triction trés importante 4 faire & cet énoncé.

Prenons I'équation gx == — ¢. L’égalité numérique qu’elle
représente pour une valeur de x convenablement choisie est

encore vérifiée si 'on multiplie ou si 'on divise les deux mem-

_ : .. 9

bres par un nombre quelconque. Divisons-les par 9 : € = — o
ou x=—1.

Cette régle permet de chasser les dénominateurs lorsqu'il y a

des coefficients fractionnaires : 'équation

2 7 x5

37 4 12 6
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devient aprés multiplication des deux termes par 12 :
8z — 21 =z — 10.

Ceci permet encore de rendre entiére une équation qui contient
des fractions rationnelles. Prenons 1’équation

1 1
...... — 4 ——— =0
x—1 — 3

multiplions les deux termes par (z — 1) (x — 3) :

(x—3)4+(x—1)==0
ou
2r — f = 0.

Si 'on ne prend aucune précaution pour les faire, ces calculs
ne sont pas toujours légitimes. ’

Prenons en effet I'équation donnée sous la forme abrégée
A = O et supposons que I’on multiplie les deux termes par une
certaine quantité B; I'équation devient AB = O. 1l est bien
6vident que, si pour certaines valeurs données aux inconnues
{'équation A = O est vérifiée, il en est de méme de 1'équation
AB =0, un des termes étant nul ; mais si, réciproquement, AB
-est nul, cela ne veul pas dire que A le soit : il peut arriver que
ce soit B. Le théoréme suppose donc essentiellement que B soit
différent de zéro, tout au moins pour les valeurs numériques
des inconnues que I'on obtient comme solutions de A = O.
C’est ainsi que les équations = 1 et 2* = x ne sont pas équi-
valentes, la seconde étant vérifiée pour & == o qui ne vérifie pas
la premiére.

11 ne faut pas non plus que B ait un dénominateur qui puisse
devenir nul pour les valeurs considérées des inconnues, car on
ne peut pas définir la valeur correspondante de B. On dit alors
que B devient infiniment grand (147).

Prenons par exemple I'équation £ — 1 = 0 dont la solution

r—2
7 — Ona:

est ® = 1, multiplions les deux termes par

T —12 s .
{% — 1) Z— = oouencore: £ — 2 = 0 qui n'est plus vé-
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rifié pour x == 1; cela tient & ce que, pour x = 1, le facteur
par lequel on a multiplié les deux termes est infiniment grand.

En résumé, on n'a le droit de muliiplier les deux nombres
d'une équation par un méme facteur que si ce facteur ne devient
ni nul ni infiniment qrand pour les valeurs numériques que
lon donne aux inconnues.

Dans la pratique, on néglige parfois cette restriction, mais
alors on s’assure que les racines obtcnues vérifient bien I'équa-
tion proposée.

Ces diverses remarques nous suffiront pour la résolution de
I’équation du premier degré A une inconnue.

94. — Si dans un systéme 'équations on modifie l'une d’clles
en lui ajoutant membre & membre une ou plusieurs autres équa-
tions du systtme, on forme un nouveau systéme équivalent au
premier. Prenons d’abord pour simplifier les raisonnements un
systéme ne comprenant que deux équations :

T+ Yy =791
' g —y = 3,86.

Nous allons montrer qu’il est équivalent au systéme :

Ty =7.94
'(x —y) + (x +y) =3.86 + 7,94

ou si 'on veut:

(Z+y=794
(2 = 11,80.

En effet, les valeurs de x et y qui vérifient le premier sys-
¢me transforment les deux équations en égalités numériques
il en est par suite de méme pour (x — y) + (x + y)
= 3,86 + 7,94 puisque l'on a séparément x — y = 3,80 el
x + 7y = 7,94. Inversement un systéme de solutions vérifiant
x+y=17,94 et (x—y)+ (x+ y)=3,86 + 7,94 vérilie
bien & — y == 3,86.
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Plus généralement, prenons un systéme d'équations repré-
sentées de facon abrégée par :

A=o0o B=o C=o0 D=o
et montrons qu’il est équivalent au systéme :
A=o0o B=o C=o0o pA+¢gB+mC+nD=o

P» ¢, m, n étant des coefficients numériques, mais n étant essen-
ticllement différent de o. Cette derni¢re équation s’appelle une
combinaison linéaire des quatre premitres. Si I'un des nombres
P, q. mest nul, la combinaison linéaire ne porte que sur 3 équa-
tions au lieu de 4. De méme, si deux des coeflicients sont nuls,
elle ne porte que sur 2 équations.

Supposons pour plus de généralité que tous les coeflicients
p» q, m soient différents de zéro. Le systéme proposé est suc-
cessivement équivalent & chacun des systémes :

pPA=0 B=0 mC=o0 nD=0o0
ou:

PA=0 @B=o0 mC=o0 pA+¢B+mC+nrD=o0
ou enfin:

A=o0o B=o C=o0 pA+qgB+mC+nD=0o
qui est bien le systtme auquel nous voulions arriver.

Nous laissons au lecteur le soin d’établir par des raisonne-
ments analogues & ceux qui précédent que: si dans un systéme
d’équations dont l'une d'elles est résolue par rapport & lune des
inconnues x, on remplace cetle inconnue par sa valeur dans

loutes les aulres équations, on forme un systéme équivalent aw
premier. Le systéme :

(xz —y=23,86

pourra ainsi se remplacer par le systéme :

x =794 —
(7.9 —y — y ==7,94 — 2y = 3,86.
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Ces divers principes trouvent leur application dans la résolu-
tion des systémes de deux équations & deux inconnues (97).

95. Equations irrationnelles. — Pour terminer ces géné-
ralités, nous ferons quelques remarques sur les transformations
que I'on peut faire subir & certaines équations irrationnelles
simples pour les rendre rationnelles. Nous supposerons qu'it
s’agisse uniquement de racines carrées. Lorsqu'il n’y a qu'un
seul radical il est commode de I'isoler, quand cela est possible,
dans I'un des membres de I'équation, en se servant des régles
déja données pour la transformation des équations. Par exemple :

———
&Ldgl_% 2r — 1 __ 1=— 0
20 4+ 1

s'écrira successivement :

\/4m’+2x-—-1—(2x+1)_—_o
\/4w*—+—2m—1=2x-+-1

pour toutes les valeurs de x n’annulant 22 + 1, c’est-d-dire
pour x différent de — %-

On arrive ainsi dans tous les cas  une équation que I'on
peut écrire sous forme abrégée : YA = B. Il peut sembler main-
tenant légitime de se ramener i une équation rationnelle en
élevant au carré les deux membres, ce qui donne A = B®. Mais
ce n’est pas toujours exact. Si, en effet, pour des valeurs con-
venables des inconnues, A et B ont la mé&me valeur numérique,
il en est évidemment de méme de leurs carrés A et B2, mais la
réciproque n'est pas vraie. Si A et B? ont la méme valeur numé-
rique, cela veut dire simplement que leurs racines carrées : VA
et B sont égales en valeurs absolues (73); elles peuvent avoir
soit le méme signe, soit des signes différents. L’équation
A = B* est ainsi vérifiée pour toutes les solutions de yA = Bet
aussi de — yA = B.
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Reprenons I'équation précédente:
| t/,jm*-+2x—1=2m+l_.
Elevons au carré les deux membres, on trouve :
4x® + 22 — 1 = (22 + 1)? = ja? +- 4o 4+ 1

ou en simplifiant:

2r -2 =0

qui n’admet pas d’autres solulions que x = — 1.

Or —1 n'est pas solution de I'équation proposée, car les
deux membres sont respectivement égaux & 1 et — 1 pour celle
valeur de . Au contraire I'équation \/fz? 4+ 12 — 1 = — (224 1)
admet bien la solution = — 1.

En résumé, on voit qu’en élevant au carré les deux termes
d'une équation on peut introduire des solutions élrangéres;
une solution de 1'équation rationnelle oblenue ne doit étre con-
servée que si I'on a vérifié que c’est bien aussi une solution de
I'équalion proposée.

96. Equation du premier degré 4 une inconnue. — Une
¢équation du premier degré A une inconnue peut toujours sc
ramener 4 la forme:

ar = b

aet b étant des nombres connus, ou des lettres représentant ces

nombres. On peut en effet faire passer les termes d’'un nombre

dans I'autre et par suite grouper tous les termes contenant x

sous la forme ax et tous les termes connus en un seul b.
Prenons par exemple 1'équation :

Chassons les dénominateurs en multipliant tous les termes
par 12 :
8 — 21 = a — 10.
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Faisons passer tous les termes inconnus dans le premier mem-
bre et tous les termes connus dans le second :

8r —xr =21 — 10

7T == 11
qui est bien de la forme indiquée. On en déduit x en divisant

par 7 les deux termes : x = -l7~l , ce qui montre que la valeur

. ' 11
numérique cherchée est — — 1,57...
7

b
Rlus généralement I'équation ax = b donne de méme = = _»

sauf si a est nul; mais alors il n’y a plus d'équation propre-

. . b .
ment dite. Dans tout autre cas , st la valeur numérique cher-
chée. Elle cst nulle sib = o.

97. Equations du premier degré a plusieurs inconnues.
— Toute équation du premier degré & deux inconnues x et y
peut se mettre sous la forme :

ar + by =¢

a, b, c désignant des coeflicients numériques connus. Une telle
équation ne permet pas de délermincr les inconnues x et y.
C’est ainsi que, si dans I'équation :

22 + 3y =3

on donne 4 « la valeur 3, ona:

6 + 3.)' =5
ou
' Jy=5—6=—1
douy=— % De méme, a toute valenr numérique de x cor-

respond une équation du premier degré en y et une valeur nu-
mérique de y.

Nous allons voir par contre que si I'on se donne un systéme
de deux équations & deux inconnues, on en déduit en général
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un systéme et un seul de solutions pour x et y. Prenons deux
telles équations :

(2 4+ 3Jy=>5

5z + 2y = — 4.

Pour résoudre un tel systéme, remplagons la deuxiéme équa-
tion par une combinaison linéaire des deux equations données,
de fagon 4 annuler le coefficient de I'une des inconnues: y. Ii
suflit de multiplier la deuxi®me équation par + 3, la premiére
par — 2 et de les ajouter, ce qui remplace le systéme donné par
le systéme équivalent :

(20 4+ 3y=35
{ —2(3z + 3y) + 3(5x + 2y) = — 2(3) + 3(— 4)

ou aprés réductions :
(2 + 3y =25
? 118 = — 22.

. . Lo 232
La deuxiéme équation est équivalente & ¢ = — | = — 2.

Le systéme proposé peut donc étre remplacé par :

vax + 3y =5
= — a.

Substituons & x dans la premitre équation sa valeur numé-
rique; on a successivement ;

( —4+3dy=5
(= —2
ou
=3

ld=—2
systéme équivalent au premier et dont les solutions numériques

sont en évidence.

98. — De fagon plus générale, et pour pouvoir examiner en
détail les divers cas qui peuvent se présenter, prenons deux équa-
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tions dont les coefficients seront représentés par des lettres: a,
b,c;a, b, c:

(ax 4+ by =¢

fa'z + by=¢c.
Si b n'est pas nul, on peut corume dans le cas précédent rem-
placer la derniére équation par la combinaison linéaire :

b (ax + by) — b(a'x + b'y) = cb" — b’
ou aprés réductions :
(ab' — ba') 2 = ¢b' — bc'

qui ne contient plusy.

Le cas partlculler ot b = o donne une premiére équation qui
ne contient plus qu'une seule inconnue et I'on est ramené A
des calculs analogues & ceux qui suivent.

Dans le cas général, le coellicient «b' — ba' de x est différent
de o et l'on peut diviser par ce coeflicient, ce qui remplace le
systéme proposé par le systéme équivalent :

g ar + by = ¢
cb’ — be'
|2 =& "
On pourrait calculer y de fagon analogue, mais I'on peut se
servir des calculs déja faits et remplacer x par sa valeur dans la
premiére équation qui devient alors:
a(cb’ — bc’) by —o
ab’ —bd J
équation ne contenant plus que y. Si on achéve les calculs, on
en tire y; on a donc ramené le systéme proposé au systeme
équivalent :
ac — ca’
§y abl —ba’
Z cb’ — be'

T= 0 —bd

qui donne les solutions cherchées.
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Ce calcul suppose essentiellement que ab’ — ba’ ne soit pas
nul. Sinon le systéine proposé est équivalent &

‘aa:—}-by.:c
{ b — be' = o.

Si ¢b' — bc' est différent de o, cetlte derniére équation n’est
jamais vérifiée. Les deux équations primitives sont dites incom—
palibles. 11 n’y a aucun systéme de valeurs de x et y vérifiant &
la fois les deux équations du systéme qui est impossible. Si au
conlraire cb’ — bc' est nul, le systéme proposé équivaut a la
scule ¢quation ax -1 by = ¢. On a vu que, dans ce cas, on peut
donner & x lelle valeur que l'on voudra, y s’en déduisant. Le
systtme proposé est dit indéterminé : il admet unc infinité de
solutions. Par exemple on verra que le systéme :

321—»-33': 5
6x 4 gy = 20

est impossible tandis que le systéme :

321‘+3y=: 5
6x -+ 3y == 15

est indéterminé.

99. — Si l'on a un plus grand nombre d’équations et un plus
grand nombre d'inconnues, on emploie des méthodes analogues
A celle qui précede. Si I'on a trois équations & trois inconnues
x, y, z, on remplace la seconde, puis la troisiéme par des com-
binaisons linéaires telles que I'une des inconnues z ait disparu
dans les deux nouvelles équations ainsi formées ; ces deux équa-
tions ne contenant plus que deux inconnues x et y peuvent étre
résolues. in porlant les valeurs numériques obtenues dans la
premiére équation qui n'a pas changé, on en déduit la valeur
de z.

En général, il faut avoir autant d’équations que d’inconnues
pour.qu’il y ait un systtme de solutions, systéme qui est alors
unique le plus souvent. 8'il y a plus d'équations que d’in-
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connues, le systéme est habituellement impossible ; il est indé-
terminé s'il y a plus d’inconnues que d’équations. Il est, par
exemple, bien évident que si l'on a trois équations et deux
inconnues x et y, les valeurs numériques de ces inconnues qui
forment les solutions des deux premiéres équations ne vérifieront
pas en général la troisiéme.

100. — La méthode de résolution qui précéde n’est pas la
seule employée en pratique. Nous allons indiquer quelques
autres procédés. Reprenons le systéme :

5 2x + 3y == 0

[ 52 + 2y = — 4
et résolvons la premiére équation, commessi x était unc quantité
connue :

_dy—5
=22

X

puis portons cette valeur de a dans la deuxiéme équation, qui
devient :

5(3{_—;5>+2y=—4.
On a une équation ne contenant plus que y ; si on la résoud on
en tire y= 3 qui porté dans la premiére équation donne x=— 2.

Cectte méthode que le lecteur juslifiera sans peine s’appelle
méthode de substitution.

Parfois il est commode d'introduire une inconnue auxiliaire.
Soit & résoudre le systéme :

;f_.x
]a_’b
{ax+ By=1.

Désignons par k& la valeur commune des deux premiers rap-
ports, si I'on y remplace x et y par les valeurs numériques

cherchées. On a : aaf = %’ =1k; ou
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Portons ces valeurs de x etde y dans la seconde équation du
systéme donné ; elle devient :

a.ak + B.bk =1y.

Si aa -+ b est différent de o, on en tire k= _T_ g6 ¢ par
suite :
— ka— KT O
T= R = R y=kb= "8

On peut encore résoudre le systéme qui précéde en formant
de nouveaux rapports égaux aux premiers (37, 74) :

y _ox _ By  ox + By
b~ aa  Bb~ aa--Bb

218

ou, en tenant compte de la scconde équation :

Yy X
b~ aa - Bb

QY

d’ou1 I'on déduit les valeurs de x et y.

101. Inégalités du premier degré. — Lorsqu’unc relation
entre des quantités connues et desinconnues contient des signes
d’inégalités : >, << (75), on I'appelle parfois une inéquation ou
plus simplement une inégalité. Résoudre I'inégalité " > 2 —x
c’est trouver lous les nombres x vérifiant cette relation. C’est
ainsi que x = 2 est une solution, mais il n’en est pas de m¢me
de x =1 0ux=0.

Nous nous bornerons & considérer des inégalités du premier
degré & unc inconnue, en insistant sur quelques précautions
particuliéres & prendre pour leur résolution.

Certaines propriétés sont identiques & celles qui concernent
les équations et se démontrent de la méme fagon. C’est ainsi
que si lon ajoute ou si Uon retranche aux deux membres d’une
inégalité un méme nombre, on la remplace par une inégalité
équivalente. On en déduit que, lorsqu’on fait passer un terme
d'un nombre dans l'autre, il faut avoir soin de changer son signe.
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D’aprés ceci I'inégalité :
—3x+2>7c+7
s’écrira :
—3x—qx>—13+7 ou . —10x>5.

Une inégalité peut étre modifiée si I'on multiplie ou divise ses
deux termes par un méme nombre. Nous avons vu en effet (75)
que : si Uon multiplic ou si lon divise les deux termes d’une
inégalité par un méme nombre m, l'inégalité ne change pas de
sens si ce nombre est posilif, mais elle change de sens s'il est
négatif. Cette régle est trés importante en pratique. Sinous
I'appliquons & linégalité ci-dessus : — rox > b5, en divisant
par — 10, il faut changer le sens de I'inégalité :

-

J i
x -_— ou x -_
< 10 < 2

. ’ .y 1 .
qui est la réponse cherchée. On verra aisément que x > , salis-

fait 3 Tinégalité : —3x + 2 < 72 - 7et x = —
— 3 + 2 = -+ 7.

Les calculs a effectuer sur des inégalités sont parfois assez dé-
licats & cause de la restriction qui précéde. Prenons I'inégalité :

11 [N e
- a 'égalité
2 418

1

it

Pour la rendre entiere, il faut distinguer deux cas.

1° Supposons que — x -+ 1 soit positif, c’est-a-dire que x soit
inférieur 4 1, l'inégalité devient 1 > — 2 + 2, d'olt & > %.
En comparant cette condition & I'hypothése faite, on voit que
si I'on a §<aa< I, & est une solution.

2° Si I'on suppose maintenant que x soit supérieur & 1, on
se raméne & l'inégalité 1 <—o2x+2, ou z < %, condition

A. Sainte-Lagué. 9
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incompatible avec ’hypothése. Les seules solutions sont don-

nées par % < X< I.

Il y a de méme des précautions & prendre dans la résolution
des inéquations irrationnelles. Nous nous bornerons 3 énoncer
la régle suivante : on peut élever au carré les deux termes d’une
inégalité A > B, si A et B sont posilifs. S’ils sont lous deux
négalifs, il faut changer le sens de l'inégalité. Si A et B sont de
signes contraires, l'inégalité est toujours vérifiée si A est positif
et B négatif et ne 1'est jamais si A est négatif et B positif.

102. Problémes du premier degré. — Dans les problémes
les plus simples, il n'y a aucune difficulté relative au choix des
inconnues. On prend habituellement comme inconnues une ou
plusieurs des quantités que I'on demande de calculer; on les
désigne par x, y, z,.. Pour meltre le probléme en équation, il
suffit d’écrire sous forme algébrique que 1'on a les propriétés
indiquées par 1’énoncé. Il faut avoir soin de prendre un méme
systtme d'unités : systéme métrique, systéme C. G. S., etc.,
(46, B1) pour exprimer toutes les grandeurs dont il s’agit.

Prenons I'énoncé suivant : un appartement comporte deux
modes d’éclairage, le gaz et 1’électricité. La dépense pour 100
heures étant de 20 francs dans le premier cas et de go francs
dans le second, on demande pendant combien de temps on
pourra employer chacun des deux modes d’éclairage, sachant
que la dépense moyenne pendant les 100 heures doit &tre o‘,50
par heure.

On pourrait ici prendre deux inconnues x et y qui seraient les
nombres d’heures demandés; on aurait deux équations expri-
mant, la premitre que la durée totale est 100 heures, la seconde
que la dépense moyenne est de of,50 par heure. Mais il est plus
simple de ne prendre qu'une inconnue x, qui sera I'un de ces
deux nombres ; supposons que ce soit le nombre d’heures pen-
dant lesquelles on emploie I'éclairage électrique; 1'éclairage
au gaz servira donc pendant 100, — x heures. La dépense en
électricité sera x . 0,90 et en gaz (100 — x) . 0,20. Ecrivons
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que la dépense totale est de 50 francs :
0,90z + (100 — z) . 0,20 = 5o.
C’est I'équation du probléme. Résolvons-la :

0,90 — 0,20& = 50 — 100 . 0,20

0,70 == 50 — 20 == 3o

3o 6 .
T== 42 heures - = 42 heures 51 minutes.

-

7 7

La durée de I'éclairage électrique doit donc étre de 43 heures
environ, ct celle de I'éclairage au gaz de 57 heures.

103. — La mise en équation est complétement analogue si
I'on a plus d’une inconnue.

Soit I'énoncé : un cycliste va d'une ville & une autre en
trois quarts d’heure; laroute comprend 6 kilométres de montée
et 3%~ de descente, la pente étant ]a méme dans les deux cas.
Au retour il met 10 minutes de moins pour effectuer le méme
trajet. Quelle est sa vilesse en monlée et en descente ?

Prenons comme unité de temps la minute et comme unité de
longueur le kilométre. Soient x le temps qu’emploie le cycliste
pour parcourir un kiloméfre en montée, et y le temps corres-
pondant pour la descente. Les équations du probléme sont ici :

( 6z + 3.5y =45
| 3,5 + 6y = 35

qui résolues donnent & = 6™,21; y = 2™,21. Le chemin par-

. , 6o
couru en une heure serait en montée : 621 — ¢ km,700 et en
)

60
descente — = 27", 100.
’

Le lecteur remarquera que si I'on avait pris comme inconnues
les vitesses et non les temps employés pour parcourir un kilo-

métre, on aurait eu des équations d’apparence plus compli-
quées.
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104. — Un grand nombre de problémes d'arithmétique se
traitent simplement par l'algébre. Nous allons en donner quel-
ques exemples.

Dans les probltmes de partages proportionnels on partage
une certaine quantité S, de fagon que les parts soient propor—
tionnelles & certaines quantités connues a, b, c, ... Sil'on dé-
signe par «, y, z... ces parts, on a pour les équations du
probléme

(l:_.Z_Z__
a b ¢
T+ y-+2z+ ..=8.

La tésolution de ce systéme est immédiate (400) : on peut
éerire :

__:n+y+z+..._ S
Ta4+b4c+... a-+04c¢+ .....

— e

d’on les solutions cherchées :

=S . _ _b.S .8
T a+btct... y'—a+b+c—+—... T A b5,

Lapplication de ces formules au probléme déja traité en arith-
métique (45) cst immédiate.
Les problémes de mélanges sont tous analogues aux suivants :
Mélangeons A litres d'un liquide de densité a (49) avec B
litres d'un second liquide de densité b, ce qui donne C litres
d’un mélange de densité c. Les relations existant entre ces quan-
tités sont

A-+B=GC
qui exprime que le volume total est la somme des volumes des
deux liquides mélangés, et

Aa + Bb=C¢

qui exprime la méme propriété pour les poids.
Si maintenant nous nous donnons quatre des six quantités
A, B, C, a, b, ¢, nous pourrons déterminer les deux autres.
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Par exemple, si I'on se donne A, B, a, b, on a immédiatement
pour Cetc :

b
C=A+Bet c=Aa-é—B 25:1—3_1)

Prenons encore le cas suivant qui est un peu plus compliqué:
on se donne les densités a, b des deux liquides, la densité ¢ du
mélange et son volume total C : quelles quantités A et B faut-il
prendre des deux premiers liquides ? A et B sont les deux in-
connues du systéme :

Aa + Bb = Ce
systéme qui résolu donne :

C(c —b)
a—>b

Cla — ¢)

B= a—b

A=

C’est dans cette derniére catégorie que rentre le probléme déja
examiné (48), comme le lecteur le verra aisément.

105. Discussion. — Lorsqu’on a les réponses numériques
fournies par la résolution du probléme, il reste a discuter, c’est-
a-dire & s’assurer que ces réponses conviennent a 1'énoncé. Il
peut arriver, comme nous I'avons vu (95), qu’elles ne vérifient
pas les équations d’ol l'on est parti, elles sont alors i rejeter.
Si méme elles vérifient ces équations, elles ne sont pas toujours
acceptables. Cherchons le nombre de piéces de 5 francs A em-
ployer pour obtenir un poids de 137%,5 (50). On trouve 5
piéces et demie, ce qui prouve que le probléme posé est impos-
sible. Reprenons de méme le probléme concernant les deux
modes d’éclairage d'un appartement (402). Pour une dépense
horaire de 1 franc, on trouve x = 114 heures environ, alors
que la durée tlotale est de 100 heures; cela tient & ce que la
dépense horaire la plus élevée, correspondant A l'emploi de
Télectricité, n’est que de o™,go. Sil'on se donne une dépense
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horaire de o",10, on trouvera x=— 14 heures, ce qui n’a ici
aucun sens.

Il arrive que des solutions en apparence inacceptables pren-
nent une signification si I’on change légérement 1'énoncé. Ceci
a lieu en particulier dans le cas des solutions négatives, lorsque
le résultat doit 8tre positif mais qu'il représente une grandeur
susceptible d’étre comptée dans deux sens opposés.

Supposons, par exemple, que 'on prenne un rouleau de fil
de fer, de densité 7,7, le fil ayant 1™ de section et 100™
de long. Cherchons de combien il faut le raccourcir pour obte-
nir un poids de 1 kilog. Le calcul donne — 30 métres environ,
ce que l'on interpréte, comme le lecteur le verra aisément, en
disant que le rouleau est trop court, et qu’il faut rajouter une
longueur de 30 métres du méme fil & ce rouleau pour avoir un
poids de 1 kilog. (").

Exercices. — N* 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 133, 134, 135,
136, 137, 138 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147,
148, 149, 352, 353, 403, 404, 479.

(1) Nous renvoyons le lecteur au Chap. VI (443 et suivants) pour 1'étude
graphique de la fonction du premier degré y = ar 4 b, étude qui se rat-
tache étroitement & celle des équations du premier degré, et qui en cons-
titue un complément indispensable; il y verra également comment on peut
résoudre graphiquement un systtme d’équations du premier degré i deux
inconnues.



CHAPITRE 1V

EQUATIONS ET PROBLEMES DU SECOND
DEGRE

106. Equations du second degré. — Les principes géné-
raux de la transformation des équations (92 et suivants) per-
mettent toujours de grouper tous les termes dans un méme
membre. Si I'équation est du second degré par rapport & une
inconnue x, on aura ainsi des termes en x?, des termes en x et
des termes indépendants. La forme générale d'une telle équation
est par suite :

ax? + bxr +c=o

a, b, ¢ étant des coefficients numériques. Il y a des cas simples
dans lesquels la résolution est immédiate.

Résoudre x* — 4 = o, c’est trouver un nombre dont le carré
soit égal a4 4 ; il y a deux solutions : x =2 et x = — 2.
Drailleurs ce sont les seules, car I'équation peut s’écrire (886) :
(x — 2) (x + 2) = o. Un tel produit ne peut s’annuler que si
I'un des deux facteurs est nul. De méme x? — 3 = o admet
deux solutions z = /3 = 1,732..,et x = — ;/§=—— 1,732...

Prenons maintenant 'équation : x* + 4 = o. On sait que
(73) le carré x* d’un nombre x est toujours positif, quel que soit
x, différent de zéro. On en conclut que x* + 4 ne s’annule
jamais. Une telle équation n’a pas de racines.

Un cas intermédiaire entre les deux précédents est celui ou
I'on a I'équation : x* = o, Elle admet une racine unique x =o.
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On dit parfois, comme nous le verrons, que c'est une racine

double.

107. — Abordons maintenant le cas général, et considérons
I'équation :
ar® + bx +c=o

dans laquelle @ est supposé différent de zéro, sans quoi 1'équa-
tion ne serait que du premier degré. Divisons par a les deux
termes.de fagon a ramener le coefficient de x? 3 étre 1.

x4 b z+i=o0
’ a’ a7
Pour nous ramener & une forme analogue & celle des équations

. . . gy b
numériques déja étudiées, considérons x* +- - = comme le

commencement d'un certain carré, d’aprés l'identité classique
(86) :
(x + @) = 2% + 202 + a?

qui devient ici :
(r+ b)g-—-mg—}—ém—k—b-?—
T T aa) T T et e

On peut alors écrire I'équation donnée sous la forme équiva—
lente :

ou
(e + m) = "Fi% =0

2a 4a?
I1'y aici divers cas A considérer suivant le signe de b* — fac.

1° : b* — fac > o. Le premier membre de I’équation est
la différence des carrés de o + - et V0. — 49¢, On peut donc
2a 2a
T'écrire (86) :

(m—k——:%—!/—bj—a%é—@l) <x+£&+‘ﬁ’g_;“a_@>=o.
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Cette équation ne peut étre vérifiée que si I'un des facteurs est
nul; on est ramené & deux équations du premier degré qui
donnent deux solutions :

— b + /b* — 4ac m,,__—b—Vb’-—ziac
2a - 2a

=

ou en abrégé - _
x___—btﬂi*—dac.

2a

Le raisonnement montre en outre qu’il ne peut pas y avoir
d’autres solutions.
2
2°: b*—fac <o. On a unesomme dedeux termes : (m + Ed)

b2 — 4

toujours positif ou nul, et — —E,—C—lf qui est positif. Donc,
quel que soit x, I'égalité ne sera jamais vérifiée. Il n'y a pas de
solution.
3° : b2 — fac — o. Ce cas est intermédiaire entre les deux
. - b\? .
précédents. L’équation se réduit a (m + ;&> =0, qui donne

une seule solution : x = — 2% . On I'appelle racine double parce

. . b> ( b
que, dans ce cas, I'équation se raméne & (m +5a) \ &+ 2—;) =0

et que chacune des équations du premier degré ainsi obtenues

donne la méme solution : x = — i

20"
108. —En résumé, si b* — Aac est positif, I'équation a deux
racines :

__ — b+ yb* — fac x,,__—b—‘/bi—-[qac
- 2a - 2a

xl

Si-b* — hac est nul, ces deux racines n'en donnent plus qu’une
b . cp o .
w == si b'— hac est négatif, il n'y a plus de racines.

Cette discussion montre I'importance du signe de b* — jac,
expression que nous retrouverons fréquemment dans la suite.
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Ces formules se simplifient légérement dans deux cas parti-
culiers : si 'équation du second degré est de la forme :

ax? + 2b'c +c=o
avec b = 2b’, les racines, si elles existent, sont données par :

— b = b%—ac
p .

Xr =

Si I'équation est de la forme : x* + px + q = o, le coefficient
de x? étant 1, on a :

—_——

r=—L+\/E_,.

27 V4§
Enfin, on utilise parfois la remarque suivante : si a et ¢ sont

de signes contraires, leur produit ac est négatif, et b>— fac est
alors positif. Il y a donc toujours des racines dans ce cas.

4109. — Appliquons ceci & la résolution de quelques équa-
tions. Prenons :

2x? — gx + 8 = o.

On a b’— fjac = 81 — 64 == 17. Il y a deux racines qui sont :

':(;’::9+4‘/17=9+4,; 12“=3, 28.. x":—.g——&mzl,nm,

Au contraire si I'on prend : 22® — 72 4+ 8, on a b* — 4ac
P 7 )

= 49 — 64 = — 15. Il n’y a donc pas de solution.

Considérons maintenant I'équation :
(@ 4+ 1) = (2 — 2)%

On pourrait effectuer les calculs tels qu’ils se présentent, mais
il vaut mieux extraire directement les racines carrées des deux
membres, ce qui donne, comme on le sait, deux cas distincts :

(*+1)=(axz—12) et (x+1)=—(2m—2).

La premiére équation donne 2z =3 et la deuxitme x = % .
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Prenons encore I'équation :

Vz+1—\Vz+a=1

qui est irrationnelle. Elevons au carré les deux membres :

(m+1)+(x+2)——2\/1:+1\/m+2=1

ou successivement en divisant par 2 :

¢+ 1=\z+1 .\/ac+2=\/(a:+1)(x+n)
Elevons au carré une seconde fois :
(x+1)?=(x+1) (xr + 2).

Au lieu de développer les calculs, nous remarquerons que
(z + 1) est visiblement en facteur dans les deux termes. On
peut alors écrire I'équation :

+1)2— @+ 1)(z+2)=0
(x4+1) [(z + 1) — (x4 2)]=0
ou enfin :

— (@4 1) =

Il ne reste qu'une scule racine = = — 1. Mais on a élevé deux
fois au carré, et — I est peut-tre une solution étrangére (95).

Pour x — — 1, on trouve \/z+1==0 et Vz+2=\1=1.

Donc 2 = — 1 ne convient pas. Par contre, on peut voir que
c'est une racine de chacune des équations :

Ve+1—Vz+2=—1 — Ve +1—\Vz+ar=—1

\/a?-i—l—i-—\/.’l'—f-z:l —\/a:+1+\/x+z.—_—1

qui conduisent toutes & la méme équation :
(z 4+ 1)} = (2 + 1) (x + 2).

Il est absolument indispensable, lorsqu on a effectué des éléva-
tions au carré, de s'assurer que les racines obtenues conviennent
bien a ’équation proposée.
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110. Relations entre les coefficients et les racines. —
Entre les racines &', ' d'une équation ax® 4- bx + ¢ =0, quand
elles existent, il y a deux relations trés importantes & cause de
leur simplicité. Pour les établir, reprenons les calculs déja faits
(107) dans le cas ou b>— fac est positif, et écrivons l'identité :

— b e\ T b\? b*—jac
ax’—%—bw—*—c:a(m’—i—ax—}—d)_—_al(m—kﬁ) ——Ta-z——J

=afor VO loe) [ b Pkt

Les quantités entre crochets sont z — a’ et o — 2, si I'on
désigne par x’ et 2" les deux racines. On a donc :

ar* + br +c=a(x — ') (x — o'
= az? — ax (' + 2") + ax'2’

ou en développant le second membre :
az® 4 br + ¢ =a[x* — 2 (2 + ') + 2’2’|
identité qui se réduit & :
bx + ¢ = — ax(x' + «') + ax'z"
ce qui doit avoir lieu quel que soit x. En particulier pour

L =0:
c=ax's"
et par suite :
b= —a(z + 2').

En divisant par a, qui est différent de o, on a les deux relations
cherchées :

SRS

8

8

Il
Q1o

On aurait pu d’ailleurs établir ces relations en calculant direc-
tement ' + " et 2'x".
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Dans le cas ou b* — fac est nul, les relations sont encore
vérifiées si l’on fait &' = x", ce qui justifie & nouveau la déno-
mination de racine double appliquée & cette racine.

444. — Ces relations sont trés remarquables parce qu’elles
ne contiennent plus de radicaux, landis que «' et x' en
contiennent. Elles s'énoncent ainsi : la somme des rucines

' . - b
d'une équation du second degré ax® + bx +c=o0 esl —
. c
et leur produil est - -

Les conséquences que l'on peut déduire de ces propriétés
sont nombreuses ct nous nous bornerons a en citer quelques—
unes.

Deux racines d'unc équation ne peuvent étre égales et de
. . . b .
signes contraires que si leur somme — - est nulle, et par suite
que si b est nul. L’équation est alors ax?* + ¢ = o.

Une racine d'une équation ne peut étre nulle que si le pro-

.. C . . ) 'y -
duit - est nul ct par suite que si ¢ est nul. L’équation est alors

. b
ax? -+ bx = o de racines o ¢t — 2’

Si, dans une équation du second degré, on connait déja I'une

. , Pys b :

des racines &', 'autre s’en déduit par la formule: &' =— - —2'
c

o e ol
ou encore : X =— ax

Ces relations permettent également de connaitre le signe des
deux racines x’ et x", sans avoir besoin de les calculer. Leur

e : . . . ¢ e
produit étant —3, elles sont de méme signe si _ est positif; de

signes différents dans le cas contraire (72). On sait d’ailleurs
(108) que dans cette derniére hypothése, ac étant négatif, les
racines sont réelles.

Si - est positif, le signe commun des deux racines est celui
b .c s e .
de leur somme — qi Sigest négatif, le signe de la somme est

celui de la plus grande en valeur absolue des deux racines (67).
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442. — Pour terminer ce qui concerne les applications de
ces deux formules, nous allons montrer comment elles permet~
tent de traiter deux problémes que I'on rencontre parfgis.

1° Sachant que les racines x' et x' satisfont a une relation
f(@', ") = o, les calculer et donner la relatcon algébrique que
doivent vérifier les coefficients a, b, c.

2° Etant donnée une équation du second degré, exprimer d
Uaide des coefficients a, b, ¢, une fonction connue f(x', x") des
deux racines.

Sans traiter ces deux problémes dans toute leur généralité, nous
allons indiquer sur des exemples quelle est la marche & suivre.
Supposons que 1'on donne entre les racines z' et 2" d’une équa-
tion : ax® 4 bx + ¢ = o la relation o' = 2x’. On peut alors
calculer &' et 2" sans radicaux en se servant des relations :

' = 2x" x4 o=

Les deux premiéres sont des équations du premier degré a deux

2b b
inconnues, d'ou 'on tire : ' = — 32’ X = — 32 La rela-

tion &' = 22" n’ayant pas lieu en général, a, b, ¢ doivent satis-
faire & une certaine condition. On I'obtient ici en écrivant que
a' et 2" ont pour produit %, ce qui donne 3’;—: = %, ou 2b* = 9gac.

Prenons maintenant le second probléme en nous bornant au
cas ol f(«', ") est une fonction symétrique de x' et x’, c’est-
A-dire telle que I'on puisse y échanger &’ et «’ sans modifier sa

1 1
forme. Calculons, par exemple, s + 7. On a :

1 +1 ~x/+mll
¥ T dd
L " b_ !l c
Mais : &' + &' = — _; «'a" = - et, par suite
1 1 b
T ="
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Si, de fagon analogue, il fallait calculer : (' — «")?, on aurait :
@ —a2"P=2a"? 42" — 22t = (2’ + ") — fa'2
et par suite :
b\? 2
@y (- gt

Si 2’ = 2", on retrouve la condition : b2 — fac = o.

413. Trinome du second degré. — Une inégalité du se-
cond degré peut, en général, se ramener A l'unc des deux
formes

ax® 4+~ bx +~c>o0 ax?® + bxr 4+ ¢ << o.

Résoudre une telle inégalité revient & étudier, quand x varie, le
signe de I'expression ax® + bx +- ¢, que I'on appelle trinome
du second degré. 1l suffit pour cela de se reporter 4 une suite
de transformations déja données (410), ce qui permet d’écrire :
b\* b*— 4ac
2 -0 = _) —_—2].
ax? -+ bz —+ c_a[(x+2a> fat ]
Distinguons encore trois cas suivant le signe de b* — Aac :
1° b* — fac > o. Cette identité peut s'écrire (110) :

ar? + br +c=a(x — ') (x — 2')

o' et x" étant les racines de I'équation ax*® + bx + ¢ = o, ou,
comme l'on dit, les racines du {rinome. Le signe du trinome
dépend alors de I'ordre de grandeur des trois quantités x, o', ="

Si o est plus grand que les deux racines &’ et z', x — &,
et & — " sont positifs, et il en est de méme de leur produit.
Si 2 est inférieur & ces deux racines, les deux facteurs x — o
et 2 — &' sont négatifs; leur produit est encore positif. Dans
les deux cas, le trinome est du signe de a, ou si I'on veut, de
son premier terme ax®. Par contre, si a est compris entre les
deux racines ', =" un des deux facteurs x — &', * — «” et un
seul est positif, leur produit est négalif et le trinome est du
signe de — a, signe contraire a celui de son premier terme ax’.
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2° b? — fac <Z 0. Le trinome est le produit de a par une
. b\ .
somme de deux termes : le premier (ac -+ 2—d> est toujour$ po-
_— , o .
sitif ou nul; le second 4—‘-’% est positif; donc la somme est
positive et le trinome est toujours du signe de a.
3° b* — fac = 0. On a alors :
2 b b\?
ax® —+ m+c=a(a:+2—é> .
Le trinome est toujours du signe de «, sauf cependant pour la

b ..,
valeur de  : — ;- qui I'annule.

114. — En résumé, si b* — fac est positif, le trinome est
du signe de a, quand x est, soil plus grand que les deux racines,
soit plus petit; du signe de — a quand x est entre les deux
racines ; si b*— hac est néqalif, le trinome est toujours du signe
de a; si b* — hac est nul, il est du signe de a (*).

Soit par exemple & résoudre I'inégalité :

222 — 72 + 6 > o.

. 7 &+ V49 — 48
Il y a deux racines : L~—\i49-~——4—- ou z' =7 2— ' — g et
7 — 3 . .
@' =L—1 =72 Donc il faut avoir :
4 2

x> 2 ou x <

[CRNIT)

Tous les cas ne sont pas aussi simples que le précédent. Pre-
nons l'inégalité :

\/2x2~5x—3<x—1.

Pour que la racine carrée ait un sens, il faut d’abord que le
trinome 2x* — bz — 3 soit positif. Or, il a deux racines 3 et

—-;-. On doit donc avoir = > 3 ou ac<—--;--

(') Nous renvoyons le lecteur aun chapitre VI (159) pour compléter ces
notions par l'étude des variations du trinome du second degré et de la
-représentalion graphique de cette variation.
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Si, maintenant, on suppose x < 1, c'est-d-dire, en tenant
- . 1 .
compte des restrictions qui précédent, z << — -, on voit que

I'inégalité est impossible, le second membre étant négatif.

Si 'on suppose « > 1, c’est-a-dire, 4 cause des mémes res-
trictions, x > 3, on peut alors élever au carré les deux termes
de l'inégalité qui devient successivement :

2x? — b — 3 < (x — 1)?
2r® — jxr — 3 <l 2 —2x + 1
x? — 3z — 4 << o.

Le trinome x* — 3x — 4 ayant comme racines 4 et — 1, cette

derniére inégalité suppose — 1 < x <C 4. Les solutions cher-
chées sont donc données par

< e <4,

415. — Un probléme analogue i celui qui précéde consiste,
étant donnés une équation du sccond degré : ax*+bx+-c=o0
et un nombre ¢, A classer, par ordre de grandeur, o et les

racines ', " de I'équation, sans que 1'on ait besoin de résoudre
cette équation.

Posons pour abréger :
f(x)=ax? 4+ bxr + c

et convenons de désigner par f(¢.) la valeur numérique que
prend le trinome quand on y remplace « par 2. On a par hypo-
thése f(x') = o et f(x") = o.

Les résultats qui précédent montrent que, si b* — fac est
positif, f(c) est du signe de — a, lorsque 2 est compris entre
les racines, et du signe de a dans lc cas contraire. Si b*— 4ac
est négatif, f(2) est toujours du signe de a. Si b* — fac est
nul, f(x) est du signe de ¢ ou nul.

On en déduit inversement que : '

1° Si f(2) est du signe de a, il 'y a pas de racines, ou s'il
y en a, o n'est pas compris entre les racines. Le signe de

A, Sainte-Lagué 10
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b* — fac permet de savoir dans quel cas I'on se trouve. Sl y a
deux racines, on peut s¢c demander si 2 est plus grand que la
plus grande ou plus petit que la plus petite. 1l suffit de le com-
parer & ua nombre quelconque compris entre les racines. En

v . b . . .
général, on le compare 3 — aa’ demi-somme des racines, qui

esl comprise entre x' et x’. Si o est supéricur & cette demi-
somme, il est aussi supérieur aux deux racines ; il est par contre
inférieur aux deux s'il est inférieur 4 la demi-somme.

2° Si f(a) est du signe de — a, les racines existent et o est
compris entre elles. 11 est alors inutile de calculer b* — jac.

3° Si f(«) est nul, o est une des racines. L’aulre est alors

b
— o —a(111),

Si I'on a plusieurs nombres a classer, on procéde de la méme
fagon. En particulier, si deux des nombres 2 et {2 donnent des
résultats de substitution (), f([5) de signes contraires, on cn
déduit que I'un des résultals est du signe de — 4, et que pa:c
suite le trinome a des racines.

Prenons l'éguation : — 2x* 4+ 132 — 17 =: 0 et cherchons
A classer les enlicrs successifs par rapport aux racines, en sup-
posant provisoirement qu’elles existent :

e f@)=—17  f)=—17 fle)=—1
=1 fl=—1  fE)=—7

On voit que tous les résultats de substitution ne sont pas du méme
signe, donc il y a deux racines et, d’apres ce qui précéde, on voit
que 3 est entre les racines, que o, 1, 2 sont inférieurs aux racines
et que 4, 5 sont supérieurs. Les racines sont donc l'une entre

2 et 3, et 'autre entre 3 et ;. Leur calcul donne 9'—_:-—3 ==2,292..

116. Bquations bicarrées. — On appelle dquation bicarrée
une équation du gquatriéme degré ne contenant pas de termes



EQUATIONS ET PROBLEMES DU SECOND DEGRE 147
en x de degré impair ; une-telle équation peut toujours s’écrire
ax* + bx® + ¢ =o.

On peut ramener la résolution d'une équation bicarrée a celle
d’équations du second degré. Posons x’ =y, I'équation de-

ar* + bx* +c=o fay* +by +c=o
at =y (z2=y

‘dtant équivalents, il suflit de résoudre le second. La premiére
équation donne y, et la deuxiéme permet d’en déduire des va-
leurs correspondantes pour x. A chaque valeur positive de y :
y =k correspondent deux valeurs pour 2 : == \/k. On en dé-
duit que I’équation bicarrée

art + bx® 4+~ c= o

a 0,2 ou 4 racines suivant que I'équation ay® + by + ¢ ==
a 0,1 ou 2 racines positives.
G'est ainsi que 1'équation :

2t — 2122 4+ Ho =0

a, par exemple, quatre racines acceptables :

z=iw2lj‘:\/‘4f__i3/2l _'*:\/Z;
i 2 '

Le calcul des deux radicaux superposés est assez long, si ’on
veut une approximation un peu grande au résultat. On peut
se ramener & une somme algébrique de radicaux dans le cas
particulier ol a.¢ (ici 2.50 = 100) est carré parfait. Nous nous
bornerons & le vérifier sur 1'équation particuliére considérée.
On peut I'écrire successivement :

22 + 50 — 21x* =0
fx* + 100 — 422 = o.
L ]

Considérons les deux premiers termes comme le commence-
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ment du carré de 222 4 10 :

(22% -+ 10)? — fox® — fax? = o
(2% -+ 10)* — 822% = o

différence de deux carrés que I'on peut écrire :
(22* + 10 + \/ggac)(zz’ -+ 10 — \/5;_—,;)2 0.

On a & résoudre deux équations du second degré qui condui-
sent & quatre valeurs de x, que I'on peut grouper sous la forme
abrégée :

+\/82 /2

Le calcul sous cette forme est plus rapide et donne les quatre
valeurs :

x == a,617... z=1zk1,910...

117. Systémes d'équations du second degré. — Un sys-
téme d'équations est dit du second degré si I'une au moins des
équations qu'il comprend est du second degré par rapport a
lensemble des inconnues, aucune de ces équations n’étant
d’ailleurs d'un degré supérieur au second. C’est ainsi que les
syslémes :

V& -y =20 (x? +y2=13 {2z +Jy =2
%a‘y=75 {ay =6 S3.’1:—*—2_)':5 +2

)\ 2 —y? 4+ 21=5
sont du second degré.

Lorsqu’une seule des équalions est du second degré, comme
dans le premier et le dernier cas, on résout d’abord toutes les
autres équations, de fagon i en tirer, quand cela est possible,
toutes les inconnues, y, z,... en fonction des données numé-
riques et de l'une des inconnues . On porte ces valeurs dans
I'équation du second degré en , y, z,... qui devient ainsi une
équation du second degré en x. La résolution de cette équation
donne la valeur numérique de x, d’ot I'on déduit les valeurs
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des autres inconnues. Il serait facile de justifier cette régle, que
nous allons appliquer au dernier des trois systémes ci-dessus.
Les deux premiéres équations donneut :

m_z+15 21— 10
) y=-3

valeurs qui, portées dans la derniére équation, permetlent de
I'écrire successivement :
(z+15)  (z—10)?
: 25 25
(22 + 30z + 225) — (22 — 20z + 100) + 252! = 125
2522 S0z 4+ 125 = 125

2522 4+~ 5oz =0

+22=15

dont les racines sont z = 0 et z = — 2. On en déduit les deux
systémes de solutions :

13
Swzs x—""s""—'nv()
ly=—2 — 12
= = — 2,
/ z=o J 5
2= — 2.
118. — Dans la pratique, les équations contiennent souvent

des fonclions symétriques des inconnues (142), telles que xy,
x —+y, «* + y*. Nous allons indiquer sur quelques exemples
comment on proctde dans ce cas. '

Un des plus simples parmi tous ces systémes est le suivant :

; x-y=s
(Zy =1p
s et p étant deux nombres donnés. La méthode qui précéde
donnerait en tirant y de la premitre équation et portant le
résultat dans la seconde : -
z(s — z)=p

ou

Z}—sx + p=o0.
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Mais il est plus rapide de remarquer que I'équation
X! —sX+p=o

dans le cas ou s* — /p est positif a deux racines X', X" dont la
somme est précisément s et le produit p. La premitre méthode
de calcul prouve d’ailleurs qu'il ne peut pas y avoir d’autres
solutions du promier systéme qui est donc vérifié soit par
=X, y=X’, soit par x = X", y = X'.

Pour résoudre le systéme

jz—y=d

ley =p
on se raméne au cas précédent en supposant que les inconnues
sont x et (—y; :

{4+ (—7)=d
z.(=y)=—r
ce qui montre que i et — y sont les deux racines de 'équation :
X*— d\ — p = o, ce qui supposc que d? + 4p est positif.
Prenons enfin le systéme :

(B +y=da
(zy = p.

On cherche & calculer x +- y pour se ramener au premier cas.
11 suffit ici de mulnpller les deux termes de la seconde par 2 et
de les ajouter & ccux de la premidre :

x4 y? + 2xy = (x + y)? = a® + 2p
ou

¢ty =TT

si a® + 2p est positil. On est alors ramené au systéme :

\ :r:+y=i\/a*+2p
[ zy=p

que l'on sait résoudre.
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Mais il est plus avantageux, pour éviter le calcul de deux
radicaux superposés, de calculer & —y comme on a calculé
x4y

a4y —azy =(z—yP=a'—2p
ou
a:-——y:ivlu* — 2p

si a* — ap est positif. Ce double signe -+ ou — est indépendant
du double signe obtenu pour x + y, de sorte que le systéme
auquel on arrive :

ey EVETR
'z —y=%Va'—2p

équivaut au fond & quatre systémes distincts, suivant le choix
adopté pour les signes + ou —. Chacua de ces systémes donne
immédiatement x en faisant la demi-somme des seconds mem-
bres et y en faisant leur demi-différence.

119. Problémes du second degré. — Ici, comme dans le
cas des problémes du premier degré, il faut distinguer avec
soin la mise en équation, la résolution et la discussion du pro-
bléme. Cetle discussion peut étre assez compliguée si certaines
des données sont représentées par des lettres dont la valcur nu-
mérique n’est pas donnée, et que I'on appelle parfois des para-
métres. Nous nous bornerons i traiter avec quelques détails un
seul exemple de problémes du second degré.

Une usine placée en A & unc distance AB=/4*",5 d’un canal
OB (fig. 14) veut envoyer des marchandises dans une ville O
située au bord de ce canal a une
distance OB = 20** du point A,

B. Pour cela, on établit une , - u-/ o5
route rectiligne telle que AX, le — « T T
transport s’effectuant au prix Fig. 14

de o™, 10 la lonne par kilométre
de route AX et de 0,08 par kilométre de canal. On demande
quel est le tracé & adopter pour cette route, sil'on veut que le
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prix total de transport de la tonne de A en O soit de p francs?
En déduire la valeur minimum de p, et le tracé AX corres-
pondant.

Pour mettre ce probléme en équation, prenons comme in-
eonnue la distance OX exprimée en kilométres; distance que

nous désignerons par x. La distance AX est alors donnée par le
théoréme de Pythagore (251); c’est :

\/E’ -+ 1_3;}? = \/Z.—.’)‘_—{- (20 — x)2.

€e calcul suppose X compris entre O et B, mais le lecteur peut
s'assurer que néanmoins la formule convient & tous les autres
eas, quel que soit x.

L’équation du probléme se déduit immédiatement de ce qui
précéde :

0,10 \/4.52 + (20 — x)* + 0,08 x = p.

en supposant X & droite de O, c’est-d-dire x positif. Dans I'hy-
pothése contraire, (— x) serait positif et 'on aurait :

0,1 \/4,5% + (20 — 2)3 -+ 0,08 (— x) = p.

Nous laisserons de cOté ce second cas évidlemment peu intéres—

sant en pralique. La traduction de I'’énoncé conduit donc a
¥équation :

0,1 \/20,25 + (20 — )2 4+ 0,08 x = p

avec la condition :

x> o.

420. — Pour résoudre 1'équation qui précéde, isolons le ra-
dical el élevons les deux termes au carré :

0,11/20,25 + (20 — 2)* = p — 0,08z
0,01 (20,25 + 400 — fox + x?) = (p — 0,082
4,2025 — 0,4z + 0,012 = p* — 0,16 px + 0,0064 *
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.ou enfin en désignant par f{x) le premier membre de I'équa-
tion obtenue :
f(x) = 0,0036 2> — 2x(0,2 — 0,08 p) + 4,2025 — p* = o.
Elle aura des racines, sil'ona :
(0,2 — 0,08p)* — 0,0036 \(4,2025 —p)>o0
ou
0,01 p? — 0,032p + 0,024871 > o.

{Le trinome du second degré en p que I'on obtient ainsi a deux ra-
.cines p=1,6=t}/2,56 —2,4871=1,6+£1/0,0729=1,6 0,27
:soit 1,87 et 1,33. Ce trinome sera positif si I'on a :

p>1.87
-ou

p <1,33.

Dans 1'un ou l'autre cas f(x) a deux racines ' et x'. Il faut
:savoir si ce sont bien des racines de 1'équation donnée :

0,1 \/20,25 + (20 — x)> =p — 0,082

et non pas de I'équation :

0,1 \/20,25 + (20 — 2)* =—(p—o0,082)

qui élevée au carré donnerait les mémes résultats.
Il suffit, pour qu'un nombre x' ou z', racine de f(x) = o,
convienne, qu’il rende p — 0,08z positif, c’est-a-dire qu'il soit

inférieur 2 ;‘%ﬁ . Substituons ce nombre dans f(x) :
) = 0,006 2 —a P o -
..f(o'os = 0,0036 Y 2 0,08 (0.2 0,0BP) ~+ 4,202 p

— 9,01 pt— 0.03281: -+ 0,026896 )
0,0 ’

Le numérateur n’a pas de racines, donc est toujours positif,
c'est-a-dire du signe du coefficient de z* dans f(«). Le nombre
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5_268' n’est pas compris entre les racines. Pour qu'une valeur
’
pP

'
de 2, x' ou «" soit acceptable, il faut donc que —'— soit plus
P q 0.08 P

grand que les deux racines. Fcrivons qu'il est plus grand que
la demi-somme :

B~ 03— 0.08p

0,08 0,0036
inégalité qui résolue donne p > 1,6.

Nous avons vu, d’autre part, que p doit étre soit plus grand

que 1,87 soit plus petit que 1,33 ; comme il doit &tre supé-
rieur a 1,6 la seule condition A garder est :

p > 1.87.

L’équation f(x) = o a alors deux racines x', ' qui ne sont
1
pas des solulions étrangéres.

124. — Les calculs qui précédent concernent uniquement la
résolution de I'déquation du second degré f(x) = o, maisil y a
cn outre une condition : 2 > o, dont nous n’avons pas encore
tenu compte. Une racine, 2’ ou «" ne sera acceptable que si elle
est positive.

Le produit des racines est : —4—2320%;;—85 . S'il est positif, c’est
que l'on a : :

p? << 4,2025
ou, p étant essentiellement positif :

p << 2,05

condition compatible avec celle qui est déja imposée & p. Le
signe commun aux deux racines est alors celui de la somme :
wﬁ)——o—g";ﬁ& , signe qui est le méme que celui de (% —p
ou 2,5 — p; or p est ici inférieur a 3,05, donc les deux racines
«' et " sont acceptables.

Si le produit des racines est négatif, c'est-d-dire si p est su~

péricur & 2,05, une des deux racines seule est acceptable.
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Au point de vue pratique, le seul cas intéressant est celui ot
P est le plus petit possible ; on prendra donc ici la valeur mini-
mum : p =1",87, ce qui donne x = 14*™. C’est précisément
le chemin qui a été représenté (fig. 14) en OXA. La longueur
totale de la route est alors : 14 + 7,5 = 21*,b. Le prix de
transport kilométrique de la tonne est en moyenne : 0,087...

Exercices. — N°* 120, 149, 150, 151, 162, 158, 154, 155, 156,
157, 1568, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168,
169, 170, 171, 172, 173, 174, 405, 416, 480, 481, 487.



CHAPITRE V

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES

4122. Progressions arithmétiques. — On appelle progres-
sion arithmétique une suite de nombres telle que la différence
de deux termes consécutifs de cette suite ait une valeur cons-
tante appelée raison de la progression. C’est ainsi que la suile
des nombres entiers :

1 23 4567 89 10..

-est une progression arithmétique de raison 1 ; de méme la suite
des nombres impairs :

1 357 9 11 13 15 17 19...

est une progression de raison 2.

On vérifie aisément qu'un terme quelconque d'une progres-
sion arithmétique est la demi-somme, ou comme l'on dit, la
moyenne arithmétique de celui qui le précéde et de celui qui le
suit.

Si la raison est positive, chaque terme est plus grand que
celui qui précéde; la progression est dite croissante, sinon elle
est décroissante.

Si I'on désigne par a le premier terme d'une progression,
terme qui peut 8tre positif ou négatif, et par r la raison qui
peut aussi étre d'un signe quelconque, le second terme est
a -+ r; le troisitme, (a +r) + r ou a + 2r; le quatridme,
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(a + 2r) +r ou a+ 3r. En continuant ainsi, on trouve pour
termes successifs :

a a-+t+r a—+ ar a-+ 3r a-+4r.....

Comme on le voit, le lerme de rang n est a + (n— 1)r.
Par exemple le 300ém® nombre entier est t + (300 — 1).1 =
I -+ 299 = 300, résultat facile & prévoir. Le nitme nombre
impair est 1 + (n — 1) . 2 = 2n — 1. Le 178me terme de la

progression :
—5 —1, 3, 7. 11, 15, 19, 23, 27 . .
7 ¢ 7

est—5 177 . f =—D5 4 708 = 703.

Si la raison r est positive, le terme de rang n croit indéfini-
ment avec n, si petit que soit r, car le produit (n — 1)r croit
indéfiniment avec n — 1. Cherchons par exemple quel est le
premier terme supérieur & 1000 dans la progression de raison
0,03 :

2 2,03 2,06 =209 2,102 235 218 . . .,

1l faut avoir :

2+ (n—1).0,03 > 1000
ou ,
(n—1).0,03 > 998
n—1> 33266,66..

Il faudra donc prendre n = 33 268. Le terme ayant ce rang est
égal & 2 + 33,267 . 0,03 = 1000,01.

Si I'on considére les termes consécutifs d'une progression
arithmétique comme les abscisses de points d’unedroite ( fig. 15),

.
- .

0 ABCODE it
Fig. 15
l'origine étant en O, on trouve des points A, B, C, D, E, ...
L, M. N, ... équidistants les uns des autres; la distance de cha-

cun d'eux au suivant est r. Si la raison est positive, le sens
A, B, C, D, ... est le sens des abscisses positives.
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423.'— On a besoin, dans certains cas, comme nous le ver—
rons plus loin (430, d'intercaler entre deux nombres donnés a
et b un certain nombre n de termes, ou, comme l'on dit, d’in-
sérer n moyens, de facon & former une progression arithmétique
limitée dont les deux nombres donnés a et b soient les’termes
extrémes; b est alors au n + 2tme rang; r étant la raison in-
connue de la progression que 1'on veut former, on a :

b=a-+ (n+ 1)r.

On en déduit la valeur de r :

Si a et b sont eux-mémes deux termes consécutifs d'une pro-
gression arithmétique, la nouvelle progression de raison r dont
un des termes est a comprend tous les termes b, c,.. de la pre-
micre progression, comme on le voit aisément. Par exemple,
reprenons la progression :

2 2,03 2,06 2,09 2,12 2,15 2,18 ...

et insérons /4 moyens entre 2 et 2,03 ; 4 entre 2,03 et 2,06;..

. . 0,03
on forme une nouvclle progression de raison r = -z~ = 0,006.

Ses lermes sont :
2 2,006 2,012 2,018 2,024 2,03 2,036

On retrouve de D en b tous les termes de la premiére.

124. — Cherchons quelle est la somme des termes d’une
progression arithmétique limitée comprenant n termes et de
raison r :

a bye,d, ... 0 j kL

Nous allons établir d'abord que la somme des termes équi-
distanis des extrémes est constante el égale a celle de ces
exirémes, c'est-d-dire que :

at+l=bt+hk=c+j=d+i=....
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En effet, le terme b qui suit a peut s’écrire a -+ r'; le terme &
qui précéde | : I — r; leur somme donne (¢ +-r) +- (I —r)
- =a +- l. De méme, ¢ et j sont égaux respectivement & a -+ ar
et [ — 2r, de somme a + [. La démonstration s’étend a tous
les termes pris deux & deux. Si le nombre total des termes est
pair, il y a deux termes consécutifs an milieu dont la somme
est a - [, mais si ce nombre est impair, le terme du milieu est
égal & la demi-somme des extrémes.
Pour déduire de cette propriété la somme des n nombres
a,b,c,.. k1, onles groupe deux & deux en disposant comme
il suit le calcul de lenr somme S :

=a—+b+4c+....4j+ k-1
et
S=Il+k+j+....+c+b+a
d’ou par addition :
2S=(a+ )+ (b+k) +(c +))+ ... + (j+¢) + (k+b) +(I+a).

Chacune des sommes cntre parenthéses est égale & a -4- /, et il
y a n de ces parenthéses, donc : 25 = n(a + [}, ce qui donne
la valeur cherchée :

__nfa+1
S—-———;——

11 est bien évident que, si I'on prend un nombre n de termes
de plus en plus grand, la somme S croit constamment, puisque
a + { et r croissent tous les deux.

La somme des n premiers entiers est :

=l'_§"+').

1424344+ ... +n 2

Cest ainsi que la somme des 8 premiers nombres est 36. Ce
résultat peut s’établir par le raisonnement suivant, qui n’'est
au fond qu’une traduction géométrique de celui qui précéde.
On peut représenter chacan des 8 premiers entiers par une
rangée horizontale comprenant respectivement 1, 2, 3, ... 7, 8
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carrés (fig. 16). Le nombre total des carrés est la somme
cherchée. Doublons la somme considérée en juxtaposant a la
premiére figure une figure analogue, mais renversée (fig. 17),

1
i
1
3
i
:

| - r
NEBEEE I
L H

LT 'T—b Il

Fig. 16 Fig. 17

représentée en pointillé. Le nombre total des carrés du rec-
tangle ainsi formé est ¢gal au produit : (8 + 1) . 8. Clest le
(8 +1).8

double de la somme S cherchée : § = ~————— = 36.
Le lecteur verra sans peine que ce raisonnement permettrait
M r 7 3 l
d’établir la formule générale : S = i(-a—;-—) .

La somme des n premiers nombres impairs est :

l+3+5—+~7+...+(2n—1).—_~n'22n=n?.

C'est 12 un résultat assez remarquable, la somme des premiers
nombres impairs donnant ainsi tous les carrés consécutifs :

1=1 1+3=4 1+3-+5=9g
1+ 345+ 7=106 1+34-54+7-+9=25 ...

125. Progressions géométriques. — On appelle progres-
sion géomélrique une suite de termes telle que le rapport d’un
terme quclconque au précédent ait une valeur constante appelée
raison de la progression ; par exemple :

1

1
1 3—5 —6—1—1 e v

1
2

—
&l

1
8

-

. f e .1 .
est une progression géométrique de raison ; » puisque chaque
terme s’obtient en multipliant le précédent par i De méme

1 10 100 1 000 10000 100000

est une progression de raison 10.
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On établit aisément qu'un terme quelconque d'une progres-
sion géomeétrique est la racine carrée du produit des deux termes
qui le comprennent ou, comme ’on dit, la moyenne propor-
tionnelle ou moyenne géométrique de ces deux termes (243).

Dans le cas ou la raison est positive, tous les termes sont de
méme signe ; nous nous bornerons A ce cas et nous supposerons

en outre que les termes sont tous positifs.

La progression est dite croissante quand la raison est plus
grande que 1, chaque terme étant alors plus grand que celui
qui le précéde. Elle est dite décroissante dans le cas contraire;
les deux progressions ci-dessus sont respectivement décroissante
et croissante. Le cas ou la raison cst égale & 1 est peu intéres—
sant, tous les termes étant égaux.

En désignant par a le premier terme d'une progression géo-
métrique, par ¢ la raison, le deuxiéme terme est égal a aq, le
troisiéme & aq.q=aq*, le quatricme & aq®, ct le terme de rang
n est égal & ag®™*. Le 20%me terme de la progression :

L o1
8 16 32 64 " 7°°

..
B~

I

=
1 19 1 .

est (5> = ;7 524_58—8 = 0,000 001907 .... Le¢ 45%me terme

de la progression

1 10 100 1000 10000 190000 erse

est :
10“‘ == 10000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00008

Ces exemples montrent qu’en général les termes d'une pro-
gression géométrique décroissent ou croissent trés rapidement,
suivant que la raison est plus petite ou plus grande que 1. On
démontre que dans le premier cas le terme de rang n tend
vers o, quand son rang croit de plus cn plus, et que dans le
second cas ce méme terme croit indéfiniment avec n.

Cependant pour des progressions dont la raison est presque
égale A 1, la croissance ou la décroissance est plus lente. Glest

A. Sainte-Lagui. 1t



62 ALGEBRE

ainsi que pour la progression dont le premier terme est 1 et la
raison 1,001, le rootme terme est seulement égal i 1,14.., le
1000fme 3 2,7.., etc. Le calcul de ces termes serait d’aillears
assez pénible, mais nous verrons qu'on peut I'effectuer de fagon
rapide avec les logarithmes (131).

126. — Essayons ici, comme dans le cas des progressions
arithmétiques, d'intercaler n termes entre deux nombres donnés
a et b, ou, comme l'on dit, d'insérer n moyens, de facon a
former une progression géométrique de n —+ 2 termes dont @
et b soient les deux extrémes. Si ¢ est la raison, le terme b qui
est au n - 2éme rang donne b = a.g**' ; on en déduit

S — g. Il sulfit donc d'extraire la racine n +- 1éme de g (34).

Bien ‘que ces calculs se fassent toujours par logarithmes (131),
on pourrait y arriver par des titonnements successifs. Cher-
chons par exemple 3 insérer g moyens entre 1 et 10. Il faut
trouver pour r un nombre dont la puissance 10¥me soit égale &

10 . -
— ou 10. Ce nombre étant voisin de 1, essayons 1,1; 1,2;... :
1,1'% == 2,593.. 1,2'° = 6,192.. 1,3 = 13,79..

Le nombre cherché étant compris entre 1,2 et 1,3 et parais-
sant un peu plus prés de 1,3, essayons : 1,25; 1,26... :

1,25 = 9,313.. 1,261 = 10,09..

b

La raison r est 1,25 & 0,01 prés; 4 0,001 prés, on lrouverait
1,2D09. Le lecteur vérifiera que, si 'on insére le méme nom-
bre de moyens entre les termes consécutifs d'une progression
géométrique, on obtient encore une progression géométrique.

127. — Considérons une progression géométrique limitée
de n termes :
a a aq® .... ag™!

«t cherchons la somme S de ses termes ; nous allons voir qlie :

S=a+aq + ... +aq* 4,
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Pour cela, remarquons que le produit de chaque terme par ¢
donne précisément le lerme suivant :

Sq = aq + aq® + aq® + ...... —+ agq®

Sq et S ayant en commun la presque totalité de tous leurs
termes, leur différence se réduit &

S —S=aq* —a=1ca(q*—1).
Les autres termes disparaissent. On en déduit :

§ 2" —1)
q—1
Cette démonstration revient au fond 4 appliquer lidentité
qm- —
(I —
pliant les deux membres par @, on retrouve la valeur de S.

Au point de vue pratique, il est trés important de distinguer
deux cas, suivant que la raison est plus grande ou plus petite
que 1. Si elle est supérieure 4 1, quand le nombre des tcrmes
croit indéfiniment, il en est de méme de leur somme, puisque
le dernier terme considéré ag"~*' croit avec le rang n. Clest
ainsi que la somme des 10 premiers termes de la progression :

1 2 4 8 16 32 64

2 1 .
connue (86) : 1 + ¢+ ¢* + ... + ¢ = - En multi-

"n__

—— =2'" — 1= 20/47. La somme des 20 pre-

est é ale-‘al2
gale a —

miers termes est 2* —1 = 2097151, nombre sensiblement
1000 fois plus grand que le précédent; la somme des 30 pre-
miers est 2°' — 1= 2 147483 647, qui est environ 1000 fois
plus grand que le nombre qui précéde, etc... La croissance
serait heaucoup plus rapide pour la progression :

1 10 100 1000 10 000

. 1n?—1 10¢' — 1
La somme des 20 premiers termes est ——— = =
III XIII IIT XIXII III IXII III, résultat quel'on peut écrire
immédiatement, en effectuant 1’addition indiquée.

Ces sommes croissent trés vite; cependant si la raison n’est

supérieure & 1 que d’une trés faible quantité, la somme croit de
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facon plus lente. La somme des 100 premiers termes d’une
progression de premier terme 0,05 et de raison 1,001 est :

1,001%0t —
1,001 — 1

0,05 . = 50 (1,105.. — 1) = 5,25..

128. — Nous allons arriver 4 des résultats complétement
différents des précédents, dans le cas ol la raison ¢ est plus
petite que 1. La formule donnant la somme peut alors s’écrire

" ]
S=ua }i_—_—_'qq‘ en changeant les signes du numérateur et du dé-

nominateur, de maniére & les rendre positifs. Quand le nombre
des termes augmente indéfiniment, ¢» étant le seul terme va—
riable dans la formule, écrivons-la :

. 1 Q" >__ a _a N
s=o (i ) = = =

a une valeur fixe que l'on peut calculer. D’autre part ¢

1—9q .
étant inférieur & I'unité, ¢" tend vers o, quand n augmente indé-

finiment, propriété que nous admettrons; il en est par suite de
a

1—q
valeur du terme fixe :

méme de q". Donc 8 se rapproche de plus en plus de la

T cest la limite de la somme des

termes quand leur nombre crofit indéfiniment.
C’est ainsi que la somme des nombres :

L1
28160-0.0

N -

(-

tend vers : - = 1, résultat qui peut ici s’établir directement -

] — -

si 'on ajoute 1% a :;, il ne manque plus que % pour obtenir 1 ; si

. - N R .
I'on ajoute la moitié de %, soit 5 , il ne manque plus que :;; si
, . o 1 . 1 . 1

I'on ajoute la moitié de g, soit &, il ne manque que —¢ ; en
continuant ainsi, on voit, que plus on prend de termes, plus la
somme obtenue est voisine de 1.



PROGRESSIONS ET LOGARITHMES 165

Prenons encore la progression. illimitée :

9 9 9
10 100 1000
9

<lle a comme somme de ses termes : = 1. En remar-

1

l___

10
quant que les termes successifs de la progression sont 0,9,
0,09; ... on voit que l'on peut écrire : 1 = 0,999999 ..., le
nombre des chiffres ¢ étant supposé illimité dans le second
membre. G’est une fraction périodique (30). Prenons plus géné-

ralement une fraction périodique quelconque ~* . Nous avons

vu que *j— = 2,428571 428571 ..... Inversement, on peut écrire

428571 4a8571

2,428571 428571 ... = 2 _
4 7 4 7 + 1000000 1000000000 ()00

progression de somme :

428 371
.
2+ T 000 ¢ ooo — a4 zigﬁizl
r 999 999

l 00() 000

-ou aprés simplifications :

129. Logarithmes. — Considérons deux progressions, 1'une
géométrique, I'autre arithmétique, et faisons-les correspondre
terme i terme :

1 ¢ ¢ ¢..qr..

o r ar 3r..m

1
;]Tn

e — mMr ces —

!
q
—r

N ":II‘
- =

‘Comme on le voit, nous supposons que les deux progressions
sont illimitées dans les deux senset de plus, ce qui est essentiel,
que la premiére contient le terme 1, et la seconde le terme o,
<ces deux termes se correspondant.

On dit que lout terme de la seconde progression est le loga—
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rithme du terme correspondant de la premiére. Les deux nom-
bres supposés positifs qui servent a définir ces progressions

étant g et r, le logarithme de ¢* est donc nr; celui de ;;;, ou st

I'on veut (90) de ¢—™, est — mr. Remarquons encore que téus
les termes de la premidre progression sont positifs : les nom-
bres posilifs seuls ont des logarithmes.

Le seul systéme de logarithmes employé en pratique est le
systtme défini par les deux progressions :

Nombres: ... 10™™ ... 10=% 10! 1 10 100 ... 10™...
Logarithmes: ... —m ... —2 —1 o 1 2 ... n ..

11 est dit & base dix ou décimal, parce que 10 est le nombre qui
admet 1 pour logarithme. C'est ce systéme de logarithmes que
nous considérerons désormais.

130. — Les logarithmes jouissent de propriétés tout A fait
remarquables que nous exposerons un peu plus loin; il y a par
suite un grand inlérét & pouvoir définir le logarithme d’'un
nombre quelconque. Pour chercher le logarithme de 3, par
exemple, insérons un méme nombre de moyens entre deux
termes censéeulils de chacune des progressions. On forme aussi
deux nouvelles progressions admettant en particulier comme
termes tous les termes des premiers ct définissant un systéme
de logarithmes plus complet que le systtme précédent et de
inéme base ; chaque terme de la seconde progression est encore
le logarithme du terme correspondant de la premiére. L'insertion
de 9 moyens entre 1 et 10, de 9 moyens entre 10 et 100, pour
la progression géométrique, et par suite de 9 moyens entre
o et 1, de 9 moyens entre 1 et 2 pour la progression arithmé-
tique, etc., donne ici (')

Nombres : e 0,794 1 1,239 ... 3,312 3,162 ... 7,943 10
Logarithmes :... —o,1 0 o,1 e 0,4 0,5 ... 0,9 1.

(") Ces calculs trés pénibles par les méthodes directes ont été faits, une
fois pour toutes, par des procédés que nous n’indiquerons pas, procédés qui
ont permis de dresser les Labics de logarithmes (134). -
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o,1 est le logarithme de 1.259; 0,2 de 1,585, etc.. Le nombre
3 est compris entre 2,512 et 3,162 de logarithmes respectifs
0,4 et 0,5. Insérons & nouveau g.moyens entre deux termes
consécutifs :

Nombres : 2,951 3,020 3,090 3,162

2,512
Logarithmes : ... 0,4 e 0,47 048 0,49 0,5

3 est compris entre 2,951 et 3,020 ... de logarithmes 0,47 et
0,48. Ein continuant ainsi de suite, on aura pour le logarithme
de 3 aulant de décimales que 1'on voudra : log 3 =o0,477...

Cette démonstration peut étre renduc rigoureuse ct permet
ainsi de définir le logarithme d’un nombre positil donné avec
une approximalion quelconque. On établit par des raisonnements
analogues que tout nombre positif ou négatif peut tre considéré
comme le logarithme d’un nombre que 'on peut calculer.

Pour dresser une table de logarithmes (134}, on instre unc fois
pour toutes, un nombre assez grand de.moyens entre les termes
des deux progressions pour que tous les nombres dont on peut
avoir besoin se trouvent dans la table avec une approximation
suflisante. Par exemple insérons ggg moyens entre deux termes
consécutifs de chaque progression, on obtient deux listes de
nombres dont voici un extrait :

Nombres : o 11,003 o.o10 L. 48,19 48,31 48.42 ...

Logarithmes : ... o wo.001 ... 1 ... 1,683 1,684 1,685 ...

Le logarithme d'un nombre quelconque est dans cette table avec -
3 décimales exactes. Par exemple : log 48,365 = 1,684.

131. — Les logarithmes jouissent de propriétés remarqua-
bles que nous allons éludier. La plus importante de toutes est
la suivante d’ou découlent toutes les autres : le logarithme du
produit de deux facteurs est la somme des logarithmes de ces
Jacleurs, ce que I'on peut écrire, a et b étant essentiellement
positifs :

log (ab) = log a + log b.
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Prenons, pour fixer les idées, comme table de logarithmes les
deux progressions qui précédent de raisons respectives ¢ = 1,003
et I == 0,001 el supposons que a et b soient deux termes de la
premitre, c'est-d-dire que a =gz, b= qB, xetfs étant des
entiers positifs ou négatifs, suivant que a et b sont plus grands
ou plus-petits que 1. Les logarithmes correspondants de ces
nombres sont, dans la seconde progression, ar et 5r. Sil'on
remarque que ab = ¢* . ¢B = ¢2+8# on voit que son logarithme
est bien (o + f3) r =ar + for.

En général, a et b ne sont pas dans la liste des termes de la
progression géométrique ; on n’y trouve que des valeurs appro-
ochées. Nous admeltrons sans autre démonstralion que la pro-
priété est encore exacte dans ce cas.

On établira de méme que

log(abe ... k) = loga + logb ... + logk.

En particulier si les p facteurs a, b, ¢, ... k sont égaux, on a
Liégalité :
loga? = p loga.

Le logarithme de la puissance piéme d'un nombre est égal & p
Jois le logarithme de ce nombre.

La propriété fondamentale des logarithmes conduit encore &
I'énoncé suivant : le lo_qariihrhe du quotient de deux nombres est
la différence des logarithmes des deux nombres. Si, en effet c est
le quoticnt de a par b I'égalité a = bc donne, d’aprés ce qui
précéde, loga = log b + log ¢, d’ol1 I'on déduit :

log ¢ = log a —-.log b.

De méme, si I'on désigne par b la racine p“me d’un nombre a,
en a par définition a = b* et par suite log @ = p log b ou
log a
logb = —"2—.
8 P

Donc : le logarithme d’'une racine piéme s'obtient en divisant
par p le logarithme du nombre considéré.
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Ces propriétés montrent immédiatement quel est 'usage d'une
table de logarithmes. Par exemple, pour calculer le produit de
deux nombres, on additionnera leurs logarithmes lus dans la
table, puis on cherchera quel est le nombre qui admet préci-
sément ce total comme logarithme : c’est le produit cherché.
C’est ainsi que 'on remplace a laide des logarithmes la mulli-
plication par une addition, la division par une soustraction,
l'élévation aux puissances par ‘une mulliplicalion el ['extraction
des racines par une division. Les opérations sont comme on le
voit considérablement abrégées.

132. Tables de logarithmes. — Nous ne parlerons pas de
la facon effective dont on a construit les tables, mais uniquement
de leur utilisation pratique.

Rappelons d'abord que seuls les nombres positils ont des
logarithmes.

Dans le syst¢me & base 10 que nous considérons, les loga-
rithmes des nombres 1, 10, 100, 1000, ... sont les entiers con-
sécutifs o, 1, 2, 3, ... On en conclut que tout nombre compris
entre 1 et 10 a un logarithme dont la partie entitre ou caracté-
rislique est o; tout nombre compris entre 10 et 100 a pour
partie entiére 1, elc... La caractéristique du logarithme d’un
nombre plus grand que 1 comprend autant d'unités qu'il y a de
<hiffres moins un dans la partie entidre du nombre considéré :
log 274500=5,4385;log 274,5=2,4385; log 2,745=0,4385.
Ces exemples montrent en outre que les parties décimales des
logarithmes sont les mémes pour des nombres qui ne différent
entre eux que par la place de la virgule, ce qui se démontre
immédiatement : ' '

274500 = 274,5 X 1000 = 2,745 X 100000
d’ou :
log 274500 = log 274,5 -+ log 1000 = log 2,745 + log 100000

ou :
log 274500 = 3 -+ log 274,5 = 5 + log 2,745.
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La question est un peu plus complexe pour des nombres infé-
rieurs A 1, car leurs logarithmes sont négatifs. Par exemple

log 0,002745 = log 2,745 — log 1 000 = 0,4385 — 3.

‘On pourrait cffectuer la soustraction et prendre pour l(;ga-
rithme — 2,5615, mais il est préférable de ne pas modifier la
partie décimale et d’écrire ce logarithme sous la forme 3,4385.
Gréce & cette notation, qui se trouve définie par ce qui précéde,
la partie décimale reste positive et la caractéristique change
seule quand on déplace la virgule; pour un nombre inférieur
& Tunilé, la caractéristique est néyative et comprend autant
d'unités qu'tl y a de zéros avant le premier chiffre significatif :
log 2,745 = 0,4385 ; log 0,002745 = 3,4385.

138. — Dans le cas o1 un logarithme est précédé du signe—,
ce qui arrive en parliculier dans les divisions (131), on se
raméne cncore i un nombre dont la partie décimale soit posi-
tive. Prenons par exemple : — log 274,5 =— 2,4385. On peut
I'dcrire successivement :

— log 274.5 = — 2,4385 = — 2 — 0,4385
= — 3+ (1 — 0,4385) = — 3 + 0,5615
= 3,5615

avec la notation déja employée 3,5615 s'appelle le cologarithme
de 294,5. La partie décimale 0,5615 est dite complémentaire
& l'unité de 0,4385. De méme :

— log 0,002745 = — 73,4385 — — (— 3 + 0,4385)
=3 — 0,4385 =2 + (1 — 0,4385)
= 2,5615.

La partie décimale du logarithme est toujours positive et ne
dépend pas de la place de la virgule. La régle suivante s’applique
4 tous les cas : pour écrire le cologarithme d’un nombre dont on
a le logarithme on prend comme nouvelle partie décimale le
complément & l'unité de l'ancienne el pour nouvelle caractéris-
tique I'ancienne augmentée de 1, puis changée de signe. En pra-
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tique, on prend le complément & 1 de la partie décimale en
retranchant tous les chiffres de g, sauf le dernier que l'on
retranche de 10.

On peut remarquer que la somme des parties décimales d’un
logarithme et du cologarithme correspondant étant 5 la somme
des caractéristiques est par suite égale & — 1.

434. — Les tables de logarithmes les plus employées donnent
les logarithmes des nombres avec 4, 5 ou méme parfois 7 déci-
males. Une nolice détaillée indique pour chacune d'elles les
particularités qu’elle peut présenter. Nous utiliseronsici la table
sommaire qui se trouve & la fin du volume et qui donne les
logarithmes avec 4 décimales. Son emplon est analogue & celui
des tables plus complétes.

Soit & chercher le logarithme de 6,72. La caractéristique ne
se trouve pas dans la table, mais nous savons qu’elle est égale
4 0. On trouve dans la premiétre colonne les deux premiers
chiffres significatifs du nombre : 67 ; les colonnes porlant en
téte les chiffres o, 1, 2, 3, ... 8, 9 contiennent respectivement
sur la ligne 67 les logarithmes des nombres 670, 671, (72,
673, .., 678, 679. On a donc (') :

log 6,72 = o, 8274.

Pour ne pas allonger la table, on n’a mis dans chaque colonne
que les 3 derniers chiffres décimaux du logarithme, le premier :
8 ne se trouvant que dans la premi¢re colonne 4 la ligne 63.

Si I'on cherche les logarithmes des nombres 6,30; 6,31;
6,32 ;.. on verra qu’'ils ne sont pas tous sur la méme ligne, car
la partie décimale du premier de ces logarithmes commence
par un 7 : 0,7993, tandis que pour les autres elle commence
par un 8 : 0,8000; 0,8007 ;..

Le plus souvent le nombre dont on cherche le logarithme ne

(') Le chiffre 4 est suivi d’'un astérisque : 4* (55) pour indiquer qu’il
est approché par excds : le nombre exact est compris entre 0,82735 et
0,8274.



172 ALGEBRE

se trouve pas dans la table. Prenons 63,6372 ... La table donne
log 63,6 = 1,8035 log 63,7 = 1,8041.

La différence 8041 — 8035 = 6 s’appelle différence tabutaire.

Pour avoir une décimale de plus dans le calcul du logarithme, '
on suppose, ce qui est suffisamment exact en pratique. que entre
les deux nombres 63,6 et 63,7 la variation du logarithme est
réguliére. On limite le nombre donné au ehiffre significatif sui~
vant : 63,64. Une augmentation de o.10 sur le nombre
entrainant une augmentation de 6 unités du dernier ordre sur
le logarithme, une augmentation de 0,04 unités entraine pour ce

4.6

logarithme une augmentation de - = 2,4. On augmentera

donc le logarithme de 2 unités du dernier ordre, ce qui donne :
3,8037.

Pour des différences tabulaires plus importantes, il est com-
mode d’employer la table des « parties proportionnelles » que
Yon trouvera avec le tableau des logarithmes. C’est ainsi que
pour une différence tabulaire de 3/4 unités, au lieu de faire
le produit de ce nombre par 0,4 on ajoute les nombres 15 et 2
qui se trouvent dans les colonnes marquées 3o et 4 et 'on ajoute
au logarithme 15 + 2 = 17. Pour une différence de 36 on
prendrait 20 et 2 dans les colonnes marquées 4o et 4, et I'on en
ferait la différence 20 — 2 == 18.

Le lecteur trouvera également a la fin du volume une seconde
table permettant de passer de facon complétement analogue des

logarithmes aux nombres. Il pourra ainsi vérifier par exemple
que : 3,8037 = log 63,63.

435. Applications des logarithmes. — L’emplo: des tables
de logarithmes abrége considérablement les calculs de certaines
expressions. Pour en donner un exemple, calculons a I'aide de
ces tables :

__753,6 . (v,041)* . y'0,012942

x
V0,392 . 0,00000458
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Voici dans tous ses détails le calcul & effectuer, la lettre D
correspondant aux différences tabulaires.

Données Formules Résultats
_a.bs. Ve
= 0,041 _
¢c= o0,012942 lo{gm_log(:—{—Slogb-f- x = 0,01565
d= 0,392 3 log ¢ + 5 colog d +
e==0,00000458 1
~ colog e
2
Calculs auxiliaires Calculs définitifs
log 753 = 2,8768 D=6 _
6 = 4 loga = 12,8772
log a = 2,8772 5logb = 7,0640
l —
- | = 1,3706
log b = 2,6128 3 ogc' 170
; colog d = 0,2033
log 0,0129 = 12,1106 D =133 .
4§ = 13 Py colog e = 2,6795
loge =~ =2,1119 logz = 2,1946
log d = 1,5933 2,1945 = log 0,01565 D=3
colqg d = 0,4067 . 0.3
- 2,1946 = | ,015
log ¢ — §.6609 2,194 og 0,01565
colog e = 5,3391

Pour justifier ces calculs, remarquons d’abord que l'on a
d’aprés ce qui précede :
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log x = log 753,6 + 5 . log 0,041 + %log 0,0129.42
- % log 0,392 — % log 0,00000458
= log 753,6 + 5 . log 0,041 —+——§ log 0,012942

+ 2?colog 0,392 + % colog 0,00000458.

On trouve & l'aide de la table des logarithmes des divers
termes. On a ensuite i calculer 5 . log 0,041 =5 . 2,6128,
que l'on peut écrire :

5.2,6138 =5 (— 2+ 0,6128) = — 10 + 3,0640 = ;,0640.

En pratique on multiplie par 5 comme dans la multiplication
ordinaire et I'on termine cn ajoutant les deux unités de retenue
au produit 5 . 2 = 10.
. 1 1 -
On a encore & calculer 5 . log 0,012942 =3 . 2,1119. Ge

logarithme est égal & — 2 + 0,1119 = — 3 + 1,1119 dont le
tiers est — 1 <+ 0,3706 == 1,3706. La méthode peut s’appli-
quer dans tous les cas.

Les calculs par logarithmes sont surtout avantageux lorsque
les expressions A calculer no comportent que des multiplications,
des divisions, des élévalions aux puissances ou des extractions
de racines; on dit quelquefois que telles expressions sont calcu-
lubles par logarithmes.

136. — Nous donnerons encore une application de ce qui
précéde aux problémes d'intéréts composés, problémes qui con-
duiraient A des calculs complétement inextricables sans I'emploi
des logarithmes. .

Une somme C est dite placée & intéréls composés, si & la fin
de chaque année les intéréts sont réunis au capital. Au bont de
la premiére année (45) lasomme estdevenue C + Cr=C (1 +r),
en désignant par r I'intérét de 1 fr. en un an. Au bout de la se-
conde année on a de méme : G(1 +r).{r +r)=C(x + r)p,
et ainsi de suite. On verra aisément que.cette somme devient au
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bout de n années C (1 + r)*, ce que I'on peut traduire par la
formule :
A=C(Oa+nn
du sous forme logarithmique :
log A = log C + log (1 -+ r)»
=log C+n.log (1 +r).
On voit que I'on peut dans cette égalité se donner 3 des quatre
quantités A, G, r, n; la quatriéme pourra se calculer aisément,
tandis que sans I'emploi des logarithmes, il serait en particulier
impossible d’avoir n.

Cherchons par exemple au bout de combicn de temps une
somme placéed 3 ®/, s’est doublée : il est facile de voir que le
résultat ne dépend pas de la somme placée; on a I'égalité :
2=(1+r)"ou:

log 2 = n . log (1,03).

La table donnant les logarithmes de 1 - r, table que I'on trou-
vera & la fin du volume, nous donne ici : log 1,03 = 0,012837.
_0.3v10
0,012837
donc plus de 23 ans et moins de 24 ; le lecteur pourra s’assurer
que au bout de 23 ans une somme de 1 fr. serait devenue 1,07
environ et au bout de 24 ans, 2f,03.

D'ou n == = 23 & une unité prés par défaut : il faut

4137. Régle a calcul. — La régle 4 calcul (') compread
essentiellement une régle et une réglette mobile portant exacte-
ment les mémes divisions (fig. 18). Nous ne nous occuperons
que des graduations, d’ailleurs identiques, que portent les par-
ties supérieures de la régle et de la réglette.

Parmi les traits marqués, 19 plus importants que les autres
portent les numéros :

I, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 20, 30, 4o, 5o, 6o,
70, 80, go, 100.

() Les explications trés sommaires qui suivent supposent que le lecteur
a entre les mains une régle i calcul du modéle ordinaire de 26 3 3o centi-
médtres de longueur.
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(Dans certains modéles les numéros 20, 3o, ..., 9o, 100 sont
remplacés par 2, 3, ..., 9, 10). Le trait 1 est & I'origine de la
graduation. Le trait 2 est & une distance : log 2 =o0,301 ... du
trait 1, en prenant pour unité de longueur la distance des traits
1 et 10, dislance qui est en réalité 12°=,5. Avec cetle unifé,
I’abscisse du trait 2 est donc : log 2. De méme Je trait 3 a pour
abscisse : log 3, ... le trait 10, log To=1; ... le trait 100,

~log 100 == 2.

Les autres traits correspondent a des subdivisions plus petites.
Leurs abscisses sont en général :

De 1 aa log 1,02; log 1,04 ; ... log 1,98
2 ab log 2,05: log 2,1 ; ... log 4,95
5 a 1o log 5,1 ; log 5,2 ; ... log 9.9
10 & 20 log 10,2 ; log 10,4; ... log 19,8
20 4 50 log 20,5; log 21 5 ... log 49.5

508100  log 51 ; logb2 ;... loggg.

Les deux gradualions de 1 & 10 et de 10 & 100 sont superposa-
bles, car multiplier un nombre par 10 revient i ajouter 1 a son
logarithme.

138. — La régle a calcul permet de mulliplier ou de diviser
deux nombres en ajoutant ou en retranchant leurs logarithmes.
Pour cffectuer le produit 4,85 . 2,3, on place le trait 1 de la
réglette (fig. 18) sous le trait A d’abscisse log 4,85 de la régle.

A c

P 1 otopritre P>
- H 1 H
' - —r

ll z ! 3

Fig. 18
En face du trait B d’abscisse log 2,3 de la réglette se trouve un
trait G dont on lit I'abscisse : log 11,15. Le produit cherché
est avec l'approximation que donne la régle 11,15 (en réalité
il est égal & 11,105).
La justification est immédiate : 'abscisse de G est la
somme des abscisses de A sur la régle et de B sur la réglette.
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Donc log 11,15 =1log 4,85 + log 2,3, et par suite (131)
11,15 = 4,85 % 2,3.
La méme position de la réglette montre comment on peut

. e 11,15
effectuer la division : —*= = §,85. Si les nombres sur lesquels

on opére ne sont pas compris entre 1 et 10 on s’y raméne par
an déplacement de la virgule.

La régle A calcul permet de faire rapidement un grand nombre
d’autres opérations pour lesquelles nous renvoyons le lecteur
aux notices qui accompagnent habituellement chaque régle
calcul. .

La regle a calcul présente quelques inconvénients : elle de-
demande un certain apprentissage, 4 moins que 1’on ne veuille
se borner aux multiplications et aux divisions; de plus la lec-
ture des nombres devient fatigante si 1'on veut demander i la
régle une assez grande précision. Par contre lorsqu’on s¢ borne
2 faire des calculs avec deux ou trois chiffres exacts, c’est un ins-
trument trés commode que l'on ne saurait trop recommander.

Exercices.— N** 53, 54, 55, 56, 57, 175, 176, 177, 178, 179, 180,
181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192,
193, 194, 195, 196, 197, 198, 208, 220.

A. Sainte-Lagud, 12



CHAPITRE VI

FONCTIONS ET DERIVEES

139. Fonctions. — Nous avons déja dit (41) que souvent
deux quantités sont liées I'une & 1'autre de telle sorte que toute
variation de la premitre entraine une certaine variation de la
seconde ; on considére alors I'une d’elles comme fonction de
I'autre qui s’appelle alors la variable indépendante. Clest la
une notion fondamentale, car, dans toute étude numérique d’un
phénoméne, pour étudier les variations simultanées de deux
quanlités, on peut dresser une table numérique des mesures
faites. Voici, par exemple, une telle liste indiquant quel est
approximativement le poids moyen d'un enfant jusqu'a I'dge
de deux ans, ce poids étant exprimé en kilogrammes :

Age Poids Age Poids Age Poids Age Poids

Naiss [ 3,200 (| 7 mois| 7,560 || 13 mois| 9,200 |19 mois| 10,400
1mois| 3,870 || 8 » | 7,870 |14 » 9,410 |20 » | 10,490
2 » | 4630 | 9 » | 8190 [[15 » | g,700 |21 » |[10,640
3 » 5,350 |10 » 8,500 || 16 » | 10,000 |22 » 10,800
4 » 6,020 f[r1 » | 8,800 ff17 » [10,210 (|23 » | 10,900
5 » 6,650 12 » | 9,000 ||18 » |10,310 (24 » |11,000
6 » 7,100 i

On considére ici I'dge de I'enfant comme la variable et son
poids comme fonction de cette variable.
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Une telle liste ne suppose pas que la fonction étudiée dé-
pende uniquement de la variable considérée. Le poids moyen
d’un enfant varie non seulement avec I'dge, mais aussi avec la
race, le climat, etc... C'est la un aspect de la question que nous
laisserons complétement de coté.

Nous allons montrer comment ou peut étudier de fagon
simple une fonction par des procédés mathématiques, sans nous
préoccuper de la signification concréte de la fonction étudiée,
ni des lois que I'on peut parfois déduire d'une telle étude.

En Algebre, on désigne habituellement par x la variable el
par f(x) ou y la fonction considérée de cette variable. C’est ainsi
que y = x’ indique que la fonction y est constamment le carré
de la variable a. Dans le cas des fonctions empirigues, c’est-a-
dire des fonctions fournies par des mesures expérimentales,
comme le poids moyen d'un enfant, on sait quelle est la valeur
de y correspondant & une valeur donnée pour x, mais 'on ne
connait pas comme pour y = x*, une formule mathémaltique
permettant de résumer tout un tableau numérique.

Dans un cas comme dans l'autre, il est avantageux comme
nous allons le voir, de recourir & une représentation graphique.

140. Représentation graphique des fonctions. — Nous
savons (66) qu’on peut représenter un nombre x positil ou
négatif par un point pris sur une droite. Nous allons maintenant
représenter par un point pris dans le plan du dessin un couple
de valeurs numériques x, y (*). Reprenons le tableau numé-
rique donnant le poids moyen d'un enfant en fonction de son
age. Nous voyons que pour I'dge x = 12 mois, le poids moyen
est y = g kilogrammes. Prenons (fig. 19) deux axes de coor-
données, c’est-a-dire deux droites rectangulaires Ox, Oy graduées
comme l'indique la figure ; portons sur Oz un segment ON=12.
Par ce point, menons une paralléle & Oy et prenons sur cette

(1) Tout ce-qui suit suppose connues les premiéres notions de géométrie.
Cependant, les propriétés que nous emprunterons 4 la géométrie seront
toujours trds lémentxires.
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paralléle un segment NL = OP =g. Le point L a par définition
pour abscisse : @ = ON = 12 et pour ordonnée : y = OP 5=9g.
Il représente le couple des valeurs numériques : 12 et g; il
admet ces deux nombres comme coordonnées. Si I'on remarque
que PL est paralléle 3 Ox, on voit que L peut encore étre cons-
truit par l'intersection des paralléles aux axes NL et PL.
Appliquons ce mode de représentation & tous les nombres du
tableau ; on trouve les divers points marqués en A, B, G, ...,
L, .. Z (fig. 19). Leur cnsemble donne une idée beaucoup plus
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Fig. 19

nette de la croissance du poids d'un enfant que I'inspection du
tableau numérique qui nous a servi. On y voit par exemple que
le poids augmente constamment, que cette augmentation est de
plus en plus lente {156), elc.

441. — On a unc idée encore plus nettc du phénoméne
étudié en joignant les points marqués par un trait continu appelé
courbe (fig. 20). Il est certain que les 25 points marqués ne
suffisent pas & définir ce trait : on peut joindre deux points
consécutifs de fagon absolument quelconque, mais, en fait, il
n’y aura pas une grande différence entre les courbes qui pour-
raient étre tracées par deux dessinateurs différents. Cependant,
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lorsque les points considérés sont trop écartés, on se borne A
les réunir deux & deux par des segments de droite qui servent
uniquement & préciser leur ordre de succession.

Pour faciliter les constructions, nous avons tracé la courbe
comme on le fait souvent sur du papier quadrillé (214), c'est-
a-dire divisé en petits carrcaux. Un mois correspond ici & un
carrean sur Ox, et un kilogramme & 2 carreaux sur Oy.

On trouve dans le commerce, outre le papier quadrillé ordi-
naire, du papier millimétrique dans lequel les petits carreaux
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Fig. 20

ont 1 millimétre de c6té. On a ainsi une précision largement
suffisante pour- la pratique (').

Une telle représentation graphique permel non seulement
de savoir immédiatement comment varie la fonction représen -
tative, mais encore compléte le tableau numérique des données.
Pour savoir quel est le poids moyen d'un enfant a l'dge de
12 mois et demi, on prendra le point d’abscisse 12,5 (fig. 20).
Son ordonnée est approximativement ¢*,100. C'est le poids

(1) Les figures de ce chapitre ne sont données qu’a titre d’indication ; la
plupart d’entre elles devraient 8tre tracées & une échelle beaucoup plus grande
pour donner des résultats suffisamment précis.
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cherché. Bien que le tracé de la courbe ne soit pas rigoureuse-
ment défini dans la région considérée, les résultats obtenus par
ce procédé sont suffisamment précis en pratique. Le méme gra-
phique permet de savoir & quel 4ge un enfant a un poids dogné.
C’est ainsi que le poids de 6 kilogrammes est atleint en moyenne
un peu avant 4 mois.

L'importance de ces graphiques est considérable et nous ne
saurions trop engager le lecteur 3 se familiariser avec ce pro-
cédé. Citons parmi les trés nombreux exemples que I'on pour-
rait énumérer : dans 'industrie, les courbes de solubilité, les
cycles de thermodynamiques, les diagrammes de machines &
vapeur, les graphiques de chemin de fer (237), les courbes de
tension de la vapeur d'eau,...; en météorologie, les courbes
thermomélriques, barométriques ou hygrométriques,...; en
médecine, les graphiques donnant la température ou la pression
artérielle d’un malade,... ; dans les sciences sociales, les courbes
dc probabilité, les courbes de mortalité, les graphiques de I'im-
portation, de I'exportation, du rendement des impdts, de la
cote d'une valeur en Bourse, etc., etc...

142. Notions de géométrie analytique. — Examinons
plus particuliérement ce que devient la netion de représenta-
tion graphique dans le cas ou la

¥

8 fonction considéréc admet une

: définition mathématique rigou-

S .

4 reuse, lelle que par exemple

D o y=ax +b; y=ax?+ bx + c,
e : etc.

o i - N \ .

A TR Nous supposerons dés mainte-
N ' nant, ce qui n'étail pas indis-

pensable au mérmae titre dans le
cas des fonctions empiriques,
que I'unité de longueur OA = - 1 avec laquelle on mesure
les abscisses (fig. 21) est égale & I'unité de longueur OB =+ 1
avec laquelle on mesure les ordonnées. Remarquons que le
signe des coordonnées OP, OQ d'un point M indique, d’aprés

Fig. a1
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le tableau suivant, dans lequel des / ‘angles de coerdonnées
x0y, 20y, 'Oy, 'Oy se trouve ce point.

Angles : x0y 20y x0y  x'Oy
Signe de I'abscisse : + + —_— —_
Signe de Fordonnée : -+ —_ _— -+

Si le point M est sur Oy son abscisse est nulle; s’il est sur
Oz son ordonnée est nulle.

Si nous cherchons & tracer le graphique d’une fonction quel-
conque, y = x* (446) par exemple, nous pouvons, en donnant
4 x des valeurs quelconques, construire autant de points que
nous le voulons. Mais ici le tracé de la courbe joignanl tous ces
points sera parfaitement défini, puisqu’on peut avoir des points
aussi rapprochés qu’on le veut, en prenant pour x des valeurs
suffisamment voisines (452). Toutc fonction pourra éire ainsi
représentée par un tracé graphique défini sans ambiguité.
Inversement, on démonire que toute courbe définic géométri-
quement comme lieu de points correspond i une certaine fonc-
tion dont elle est la représentation graphique.

C’est 12 I'idée fondamentale de la yéomélrie analytique. Sui-
vant les cas, on étudie les fonctions que fournit 'algtbre a
I'aide de courbes dont on connait les propriétés graphiques ; ou
bien on démontre des théorémes de géométrie concernant des
droites ou des courbes quelconques en faisant des raisonne-
ments sur les fonctions qu’elles représentent.

Il faut bien noter que cette idée différe de celle qui consiste &
représenter une fonction, empirique ou non, par un graphique,
dans le seul but d’en étudier plus aisément les variations.

143. Fonction linéaire. — On appelle fonction linéaire, la
fonction y = ax + b, dans laquelle la variable  n'entre qu’au
premier degré, Les lettres a et b représentent des coeflicients
numériques connus.

Prenons une telle fonction y = 2 + 3. Si l'on construit un
grand nombre de points de la courbe représentative on trouve
qu'ils sont en ligne droite. Nous allons démontrer ce résultat.
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Pour z =0, 0n a y = 2.0+ 3 =3 ce qui donne le point
M de Oy (fig. 22). Pour x=1=0A,0onay=2. 1 +3=AN.
Pour construire cette ordonnée, portons d’abord Aa = 3,‘ puis

aN = 2 .1 = 2. Prenons une autre abscisse quelconque
OB= — 3,5; on al'ordonnée BP = 2 (— 3,5) + 3. Portons
d’abord Bb = 3, puis Bp = 2 (— 3,5) = — 7. On procéderait

de méme pour toute autre valeur donnée a x.
Les points M, a, b d’ordonnée égale & 3, sont sur une paral-

léle 3 Ox passant par M. On a en outre.l\—.i}—\f = g—l—l = 23
N/
° MY la
> [} Ll
. - Fig. 22
) —
tl?llb (_ : 2 — 5. Les triangles rectangles MaN et MbP

sont semblables, les cités de I'angle droit étant proportion-
nels (248). On en déduit que les angles aMN et bJMP sont égaux
et par suite que P est sur la droite MN. Ce raisonnement s’ap-

pliquant quelle que soit la valeur donnée A x, la courbe repré-
sentative est une droite.

144. — Inversement, nous allons voir que toute droite tracée: ‘
dans le plan des deux axes de coordonnées Oz, Oy représente:
une fonction linéaire. Prenons d’abord une droite telle que A
(fig. 23) qui ne soit paralléle & aucun des axes et coupe Oy
en M d’ordonnée OM = 3, et prenons le point N d’abscisse
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OA = + 1. Son ordonnée est ici AN="5. Prenons un autre
point P d’abscisse quelconque x = OB. La paralléle & Oz me-
née par M coupe les ordonnées de M et P en « et b d’'ordonnées
Aa—=Bb—=0M= 3. D’autre part les triangles MaN et MbP

aN _ P

1 e =
sont semblables et donnent : T T Le premier rapport est
égal a bz % = 2. Donc, quelle que soit I'abscisse
z =0B, ona%: 2, ou bP = 2. Mb. Mais 1'ordonnée de P

i/
4

Fig. 23

étant représentée par y, on a bP =y — 3,.que I'on peut écrire
y — 3 = ax, ou
y = 22 -+ 3.

C’est I'équation de la droite A.

Si la droite A est paralléle & Oz, comme par exemple Mb-
tous ses points ont la méme ordonnée 3 ; son équation est y = 3.
Si la droite est paralléle & Oy, comme AN, les points ont tous
la méme abscisse; son équation est x = 1. En particulier
I'équation de Ox est y = o, et celle de Oy est x =o.

De fagon plus générale, on dit parfois que I’équation d’une:
droite est de la forme Ax + By 4+~ C=o0 et qu'inversement.
une telle équation représente une droite. Tous les cas qui
précédent rentrent dans cette formule : si A est nul, mais non B,
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elle s’écrit By + C =o;0u:y=— §= on a une droite paral-
Rle & Ox. De méme si B est nul, mais non A on trouve la pa-
ralléle d Oy: x = — g Enfin, dans tout autre cas, en peut

diviser par B et écrire successivement :

%x+r+%=o

A C
Y=TBTTB
ou enfin
y=ax + b
A C
€n posanta:——B;b-_:_-._E.

En résumé, toute équation du premier degré est représentée
graphiquement par une ligne dro:le et toute ligne droile repré-
sente une équation du premier degré.

145. — Etudions ce que devient la droite A, représentée par
I'équation y = ax + b quand a et b varient. On a vu que b est
’abscisse du point M ot la droite coupe Oy ( fig. 23) et que a
est le rapport constant Kl%; = %\{ Si I'on méne la paralléle d‘
4 A par O, on voit que I'équation de cette seconde droite est
y = ax, car ici b = o et de p]us&z gl‘;:%
quand b varie seul, le point M se déplace sur Oy et toutes les
droites A correspondantes sont paralléles & & qui passe par O
et a pour équation y = ax. En particulier il est trés important
de remarquer que la fonction lindaire y = ax représente une
droite passant par lorigine.

Etudier ce que deviennent les drottes A quand a varie revient
donc 4 étudier comment varie la direction de ¢". Le nombre a
qui correspond uniquement & la direction des droites A ou ¢
g'appelle leur pente ou coefficient angulaire. On a d'ailleurs (183)

a = tg AuO = tg G. Puisque OA = + 1, on a aussi

= a. Donc
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a=73% =Aa. La pente varie comme le segmentAc. Si I'on
suppose Ox horizontal et Oy vertical, le mot de « pente » cor-
respond bien ici a son sens usuel..

Voici 4 titre d'indication un tableau résumé indiquant la cor-
respondance entre la valeur de G en grades et celles de a :

6o 100 20 30 4o 5 60 70 80 9o 100
ajo 0,16 0,32 051 0,73 1 1,38 1,96 3,08 6,31 «

Le signe o indique que a croit indéfiniment (159).

Si a est négatif, le point 2 est au-dessous de A el 'on aurait
des résultats analogues.

La fonction lindaire y = ax 4 b que nous venons d’éludier
cst A la fois une des fonctions les plus simples et les plus im-
portantes. En géométrie analytique, elle correspond & la plus
simple de toutes les courbes : la ligne droite et en mécanique
au plus simple de tous les mouvements: le mouvement uni-
forme (327).

146. Autres fonctions. — Prenons la fonction y = «*. La
construclion point par point donne la forme générale de la
courbe représentative (fig. 24). :
Nous allons nous borner & pré-
ciser quelques détails.

Il suffit de construire avec
soin une moitié de la courbe.
Prenons en effet deux abscisses
quelconques OP, OP’ égales et
de signes contraires : x =1;

= — 1, les ordonnées cor-
respondantes sont PM = (1)
=1I etf’Tﬁ —__-:(—— 1)’: I. )
Elles sont égales, donc M et M/
sont symélriques par rapport & Oy (496). Ceci ayant lieu
quelles que soient les abscisses considérées, la courbe admet Oy

Fig. 24
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pour axe de symétrie. 1l suffira de construire avec soin la bran-
che de la courbe située dans I'angle zQy.

Pour = o on a y = o. La courbe passe en O. Pour étu-
dier sa forme au voisinage de O donnons A x des valegrs trés
petites et calculons les valeurs correspondantes de y :

x= 1 0,5 0,1 0,05 0,01 .
y= 1 0,25 0,01 0,0025 0,0001.

On voit que méme si le dessin est fait avec une grande préci-
sion, les valeurs de y deviennent rapidement négligeables au
voisinage de l'origine : la courbe est beaucoup plus prés de Ox
que de Oy. Nous démontrerons que Ox est tangente (154)  la
courbe en O.

Donnons maintenant & x, supposé positif, des valeurs de plus
en plus grandes; y prend aussi des valeurs trés grandes. On a
par cxemple le tableau suivant :

= 10 50 100 500 1 000
y= 100 2500 10000 250000 1000000 .

La branche correspondante de la courbe s’éloigne indéfiniment,
mais on voit que les ordonnées croissent beaucoup plus vite que
les abscisses : la courbe est beaucoup plus prés de Oy que de
Ocx.

Celte courbe y = z* s'appelle une parabole. Le point O est le
sommel de la parabole. Le lecteur pourra construire les courbes
y = ax* pour diverses valeurs de a; on les appelle aussi des
paraboles (160).

147. — Pour la courbe représentative de la fonctiony = i ,

nous laissons au lecteur le soin de vérifier que son allure
générale est celle de la courbe tracée (fig. 25), et de prouver
si un point M de coordonnées OP = ., PM = f3 fait fait partie de
la courbe, le point M’ de coordonnées OP' = — o ; PM' = — f3
en fait également partie. Les deux points M et M’ sont symé-
triques par rapport 3 O. On dit que la courbe admet Torigine
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comme cenlre de symétrie (196). 1l suffira par suite de cons-
truire avec soin une des moitiés de la courbe, par exemple celle
qui est dans I'angle xOy.

Etudions la forme des branches infinies de cette courbe en
donnant & x des valeurs d’abord trés grandes puis trés petites.,

s
Fig. 25

Pour « trés grand, on a par exemple :

r= 10 50 100 500 1000 .
y == 0,1 0,02 0,01 0,002 0,001 .

On voit que y devient de plus en plus petit : la courbe le rap--
proche de plus en plus de Ox, mais sans jamais I’atteindre : on
dit que Ox est une asymptote de la courbe. De méme donnons
A a des valeurs petites :

= 0,1 0,05 0,01 0,005 0,001 .
y= 10 20 100 2 000 1000 .

L'ordonnée croit de fagon trés rapide, quand l'abscisse tend
vers 0. La courbe se rapproche de plus en plus de Oy sans ja-
mais 1’atteindre ; pour x == o, y =a—z n'a d’ailleurs aucune

signification. L'axe Oy est une seconde asymptote.

La courbe y = a'lv s'appelle une hyperbole équilatére. On ap-
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pelle encore ainsi- toutes les courbes y =£ quelle que soit la
valeur de a.

148. — Parmi les autres fonctions simples que nous pour-
rions étudier, citons la fonction y,.=¢/1 — x?, qui est remar-
"l quable, parce que la courbe représenta-
. tive est une demi-circonférence de
/ \ rayon 1, telle que celle qui est tracée en
. 0 . trait plein (fig. 26). Remarquons en effet
/ que la distance d'un point de coordon-
nées x, y & 'origine est donnée: par le
"y théoréme de Pythagore (251) : 22 + y*
=1, d'ott l'on tire y = =1 —x.
Sil'on prend le signe + devant le radical on a seulement la
demi-circonférence supéricure ; le signe — donnne la demi-
circonférence inférieurc. On aurait de méme une circonférence
de rayon a pour y = == y/a* — x*.
Les fonctions y = sin «; y = cos x; y = tg « seront étu-
diées en trigonométrie (166, 167).

149. Utilisation de quelques graphiques. — Les gra-
phiques peuvent, comme nous ’avons déja dit (140) remplacer
une table numérique. Supposons quun commercant vende du
calicot & raison de 87',50 les 100 métres. Le prix y francs d’un
certain nombre 2 de mdtres étant proportionnel & ce nombre de

métres, le rapport :—); a une valeur constante, qui est ici
8750
100
feuille de papier millimétrique en construisant avec soin un
point et le joignant A I'origine que I'on pourra prendre au bas
et & gauche de la feuille. L'utilisation d’un tel graphique est
immédiate. 1l permet de savoir rapidement quel est le prix de
17 métres de calicot, de 3,50, etc... ou inversement de savoir
combien on a de métres pour 15 francs, pour 19,25, etc...
De facon analogue, le tracé sur papier millimétrique de la

= 0,875. On construit la droite y = 0,875 sur une
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parabole y = x* remplace une table de carrés des nombres, si
'on mesure une ordonnée y connaissant 1'abscisse x. Il rem-
place une table de racines carrées si I'on se donne y et que I'on
mesure x. La courbe y= x? remplace une table de cubes ou de

. . 1 .
racines cubiques; y = Z une table des inverses des nombres.

Une table de logarithmes peut de méme étre remplacée par la
courbe d’équation y = log x, donnant le logarithme y d'un
nombre connu & ; elc...

180. — On peut aussi, comme nous allons le montrer, uti-
liser des courbes représentatives a la
résolution d’équations du premier ou
du second degré. "

Prenons une équation du premier de- s
gré duneinconnue y=4,6 x+3,9=o0. .
Construisons la droite représentant .
la fonction linéaire y = 4,6 x + 3,9 __-:z_- e
(fig. 27) en construisant par exemple Ny
les points M et N d’abscisses o et — 1.

Le point P ou elle coupe Ox ayant

une ordonnée nulle, son abscisse x

est telle que I'on ait o= 4,6 x + 3,9.

C’est précisément la racine cherchée.

Il suffit donc de mesurer OP qui est

ici égal A — 0,85. On voit d’ailleurs qu’il n’y a pas d’autres
solutions possibles.

Prenons maintenant un systtme de deux équations & deux
inconnues tel que :

v
5

A

Fig. 27

2,3 + 2,7y = 1,1
3,82 — 1,9y =35,6.

On construit les deux droites A et A’ (fig. 28) qui représentent.
oes équations. Elles se coupent au point P dont les coordonnées
x, y satisfont & la fois aux deux équations et constituent par
suite un systéme de solutions. Inversement tout systéme de so-
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lutions z, y donne un point commun aux deux droites. Il y a
donc ici un systdme et et un seul de solutions : x=0Q==1,2;
y=QP = —o,6. '
On établirait aisément que, lorsque le systéme formé par deux
équations du premier degré & deux in-
¢ connues est impossible, les droites cor-
\ _ / respondantes sont paralléles et n’ont
- Nae/s s aucun point commun; lorsqu'il est in-
déterminé, les droites sont confondues
et ont tous leurs points communs.
. Nous engageons le lecteur A reprendre
par la méthode qui précéde, tous les
& problémes du premier degré & deux in-
v connues que nous avons déja traité par
Fig. 28 le calcul (102 et suivants).

o 0 | -

151. — Pour résoudre une équation du second degré quel-
conque, par exemple :

3,72* — 0,82 — 7,9 =0
construisons une fois pour toutes et avec le plus grand soin la
parabole y = a* qui servira quelle que soit 1'équation consi-

dérée, et remarquons que toute solution
x, y du systéme :

Y

g 3,7y — 0,82z — 79=0
Ly =a*

wWe oy wg =

est telle que x est racine de I’équation du
second degré proposée. Inversement une
telle racine « et son carré y constituent
un systéme de solutions de ces équations.
On construit les deux courbes correspon-
dantes qui sont une droite A (fig. 29) et
la parabole y = 2. Les points communs & ces courbes sont P
d’abscisse € = — 1,4 et Q d'abscisse x = 1,6. Ce sont les
seules racines de I'équation donnée.

Fig. 29
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Lorsqu’une équation du second degré n’a pas de racines c'est
que la droite A ne coupe pas la parabole; si elle a une seule
racine, on démontre que la droite est tangente & la parabole.

De fagon analogue, on résoudra le systtme :

§ T+ y=3,2;

{ xy = 9.81
par lintersection de la droite x -+ y == 3,27 et de I'hyperbole
zquilatere v = 28! std
4quilatére y = “— . Le systéme

x4 y? == 427
':[: —+—y = 0,32

conduit & I'intersection d'unedroiteavec le cercle y =\’ 4,27 — =
de centre & l'origine et de rayon \/4.27; clc..

152. Dérivées. — Prenons une quelconque des fonctions
«déja étudides y = a* et un point M de cette courbe ( fiy. 30) de
.coordonnées x = 0,8; y = x® = 0,8 = 0,64. Nous allons
&tablir d’abord que la fonc-

tion y == x* est continue en ce 1
point, c’est-a-dire que si I'abs- M
cisse « differe suffisamment o
] 3 v? .
peu de 0,8, l'ordonnée y sera o8
. : ’ 051
aussi rapproché de 0,64 qu'on ]
le voudra, ce qui revient & [}
dire qu’il y a des points de la \_"] A\ -
courbe aussi voisins quion le %] o ¢ 8B CEERRR
0.2
veut de M. Cherchons par o
o

exemple un point d’abscisse
et d’ordonnée 3 =a* tel que
la différence des ordonnées [~ — 0,64 ne dépasse pas 0,01 ce
.que I'on peut écrire : '

Fig. 30

0,64 — 0,01 << B < 0,64 + 0,01
«©ou
0,63 << «? < 0,65

A. Sainte-Lagus. 13
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« élant i poaitif, il suffira évideament de le prendre supérieur
& la racine casnée par excés de 0,63, racine calculée par exeaple
i 0,001 prés. De mésae, pour vérifier la deuxiéme inégalité,
on prendra o infériewr & In racine carrée par défant ¥ 0,001
prés de 0,60 :

0,794 < 2 << 0,806.

C'est ainsi que % = 0,795 cst I'abscisse d'un poiat vépondant &
la question. Le méme raisonnement s’appliquant A toutes les
valeurs de x, montre que y = ux* est continue quel que soit x,
ou, comme I'on dit, est une fonction continue.

Nous n'insislcrons pas davantage sur cette notion de continuité
que le lecteur trouvera exposée de fagom plus compléte dans les
traités d'algébre et d’analyse. Toutes les fonctions que nous

considérerons sont continues, sauf parfois pour certaines valeurs

. N 1 .
remarquables de la variahle. C'est ainsi que y == _ est discon-

tinue paur 2 = o, car y n’ayant plus aucun sens pour cette
valeur de z, le raisonnement qui précéde nc powrrait plus s'ap-
pliquex..

153. — Reprenons le point M et un point M’ voisia (£g. 3o0).
La corde MM’ est presque confondue avec la courbe de M en
M’. Sa pente cst dile la pente moyenne de la courbe de M en M'.
Quand M’ se rapproche de plus en plus de M ou comme I'on
dit tend vers M, cette cordc MM’ a, comme nous allons le voir,
une position limite MT, que l'on appelle la tangente en M (229).
Son coefficient angulaire peut élre considéré en quelque sorte
comme donnant la pente de la courbe en M. Il est intéressant
de le calculer. :

Soient 0,8 et 0,64 les coordonnées de M el soient d"autre part
e.et 5=0* celles du point voisin M'. Si§ est I'angle de MM’ avec Oz,
ou avec Mz paralléle & O.c menée par M, le coefficient angulaire

W
de MM’ est comme on le sait égal 4 tg 0 et par suite & IE\’{% Mais

PM'=NM —NM =05 —0,64 et MP =ON' — ON' =z —0,8.
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On a donc (163) :

_B—o06f__ a*—0,8
a—0,8  a—o0o,8

= a -+ 0,8,

Quand M’ se rapproche de plus en plus de M, ce qui est possible
puisque y = «* est une fonction conlinue, ¢ tend vers 0,8 et
par suite tg § vers 0,8 + 0,8 = 1,6. Cest 1 le coefficient an-
gulaire de MT. Il faut remarquer que le raisonnement donne le
méme résultat que M’ soit pris & gauche oi & droite de M,
pourvu qu’il se rapproche de M.

4184, — Plus généralement prenons une fonction quelconque:
Y = f(x), un point M de coordonnées x, y de la courbe repré-
sentative, et un point voisin M’ dont on peul représenter les
coordopndes par & + h, y - k. La diflérence h des abscisses de
M’ ct M s’appelle I'uccroissement de la variable x; cet accrois-
semenl est positif si M’ est & droite de M et négatif dans le cas
contraire. La dillérence & des ordonnées est l'accroissement
correspondant de ¥ ; il est positif si M’ est au-dessus de M et
négatif dans le cas conlraire. Le coellicient angulaire de la corde

MM’ est ;: Quand M’ tend vers M et par suile quand & tend

k , . . .
vers 0, ce rapport ; a en général unc limite qui est par définition

le coefficient angulaire de la tangente en M A la courbe. On
I'appelle la dérivée de y par rapport a x {'), pour la valeur par-
ticulitre de x considérée, et on la désigne par ¥’ ou [ (x).

Si nous reprenons le ¢as de la parabole y = »* on a pour le
point M’ : y + k= (2 + h)%. On en lire, en tenant compte de
y=zax":

k= (x + h)? —a* =2 + 2hx + h? — 2* = 2h> - h?
et par suite :.

tg__ﬁ:g:nm—}—h.

(*) Nous verrons plus loin (329) que la notion de dérivée est au fond
identiquo & celle de vitesse.
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Quant h tend vers O, tg § tend vers 2x; c’est la valeur de la
dérivée :

y = ox.

Ceci ‘correspond bien au résultat numérique déja obtenw pour
x =o0,8, caronay = 2. 0,8 = 1,6. On retrouve également
un autre résultat déjd indiqué (446) : la tangente en O est Ox,
car en ce pointy =2 .0 =o.

Si I'on applique la méme méthode 4 la recherche de la dérivée
dey=uax +b, ona:y+k=a(x+ h)+ b, et par suile

I\' I3 . .
k—=ah, oulgl= = @ ou enfin y' = «, résultat facile &

prévoir sil'on se rapporte d'une part & la définition de la dérivée,
et d’autre part & celle du coefficient angulaire d'une droite.
A chaque fonction y — f(x) correspond ainsi une fonction
' == f" («c) ; par exemple pour y =x?, on a la fonction y' = 22.
Celle fonction y' s'appelle la fonclion dérivée de y. Nous trou-
verons en trigonométrie des calculs analogues & ceux qui pré-
ctdent, dans la recherche des dérivées des fonctions circulaires
(178, 333).

485. — Il existe un grand nombre de régles permettant la
dérivation rapide de fonctions de formes trés diverses. Nous
nous bornerons ici & examiner le cas trés simple ol la fonction
y de la variable x, peut étre considéré comme la somme, le pro-
duit ou le quotient de deux autres fonctions u ct v de la méme
variable, fonctions que nous supposerons continues. La dérivée
v' se calcule alors immédiatement si 1'on connait les dérivées
u' et v’ des deux fonctions u et v par rapport & .

Prenons d’abord le cas de la somme : y =u+-v, et donnons 3
x un accroissement i, d'oli résultent pour u, v et y, des accrois-
sements respeclifs a, bet k. Onay + k= (u—+ a) + (v + b),

et par suite k= a + b. On en déduit pour le rapport % :
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. \ b
Si h tend vers o, par hypothése les rapports ‘Ti et ; tendent res-
pectivement vers u' et v’ dérivées de u et v par rapport & x. On
k e .
en conclut que 7 a une limite y' donnée par :
yl = u' 4 v

Le méme raisonnement appliqué & une fonction y lide & uct v
par la relation y = Au -+ Bo, dans laquelle A et B désignent des
constantes, conduirait & la dérivée y' = Au' + Bv'.

Si y est le produit des fonctions u et v c'est-d-dire si
y == uv, en gardant les mémes notalions que ci-dessus pour
les divers accroissements, on a : .

y+k=(@u+a)(v+10)
et par suite :

k= (u—+a) (v+ b)—uv=ub + va + ab

Le rapport % est alors donné par :

k_ub+va+ab_ b a a
= h _u.h~l—v.ﬁ+7‘».b

D’aprés les hypotheses déja faites les limites des deux premiéres
parties sont u . v' et v . u'. Quant au dernier terme c’est le pro-

duit de b, qui tend vers o, par le rapport ;—:, qui a une limite

finie ou nulle; il tend donc vers o, ct 'on trouve :
Yy =uv + v

. u
Enfin si y = -, nous supposerons expressément que pour la

valeur considérée de x, le dénominateur v ne soit pas nul, sans
quoi la fraction n’aurait plus de sens. On trouve ici :

(u+a)v—u(v+0) av— bu

v(v + b) “Tv(v+b)

—uta
T v+ b

u
2=

On peut d'ailleurs supposer h assez petit pour que dans l'inter-
valle de v & v + b, la fonction v ne prenne pas de valeur nulle,
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si I'on suppose cette fonction continue. Si mainlenant nous di-
visons les deux membres par i, ona :

a ,_t
k_ R VTR
h™ v+ b
et en supposant que & tend vers o :.
, _vd —uw'

ot

L’application de ces régles est immeédiate ; c’est ainsi que le lec-
teur en déduira sans peine que la dérivée de y = ax® + bx + ¢

=
est y' = 2ax -+ b ; que celle de y = ;— esty’ = -, ,elc...

456. Variation des fonctions. — Une fonction y de x est
dite croissanle pour une valeur  de la variable, lorsque y croit
quand x croit et décroit quand x décroit. Si I'on donne & = un
accroissement h positif, L esl par suile positif; si k est négatif,

' k . -
k T'est également. Le rapport 7: est doac toujours positil. Sa

limite qui est la dérivée y' a méme signe : lorsqu’une fonction
est croissante pour une valeur x de la variable, sa dérivée est
positive ou nulle, pour cetie valeur. Nous verrons plus loin ce
qui correspond au cas ol la dérivée est nulle. Cette propriéié est
presque évidente géométriquement, car clle revient a dire que
pour une fonction croissante le coefficient angulaire de la tan-
gente est positif.

Unc fonction y de x est décroissante pour une valeur x de la
variable si y décroit quand x croit, et croit quand = décroit.
On élablit comme précédemment que, lorsqu'une fonction est
décroissante pour une valeur x de la variable, sa dérivée est
néqative, ou nulle, pour cetle valeur.

Par exemple, la fonction représentée par la courbe I' (fig. 31)
est croissante au voisinage de M, et décroissante au voisinage

de M'.
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187. — On dit ¢qu’une fonclion est maximam pour ane
valeur x de #a variable, lorsque da valeur oorcespondante y de
{a fonction est plus grande qwe toutes les valeurs voistnes. C'est
oe gui a freu su pomt N (fig. 31).

Cherchons la valeur de la dérivée en un el point. Donnons
A4 ¥ un aocroissement & positif ou mégatif; y édtant plus grand
que la vateur y + % qui corvespond & & + k, {'acoroissement k

est négatif. Donc, pour h positif, —: est négatif; pour h négatif,
le dénominateur ayant changé i
de signe, ce méme rapport est ;T

positif. Si, ce que nous suppo-
serons, la dérivée en N existe,
c'est-a-dire s’il y a une tan-

gente et une seule d lacourbe I, | "
on en déduit que cette dérivée, - a 5 .
limite commune de deux rap- /

ko, . .
ports  de signes contraires, est /

forcément nulle. Ce résultat M
est d'ailleurs évident, géomé- Fig. 31
triquement, puisque, en N, la tangente est paralléle & Ox, et
par suite a un coefficient angulaire nul.

Une fonction est dite minimum pour une valeur x de la va-
rviable, lorsque la valeur correspondante y est plus pelite que
toutes les valeurs voisines. Gest ce qui a lieu au point N'( fiy. 31).
On démontre comme ci-dessus quen oe point y'.est nul.
Donc : pour toute valeur de & rendant la Sfenction maxinum ou
minimum, la dérivée est nulle. La réciproque n’est pas toujours
vraie, car il pourrait arriver que I'on eit un point tel que P
{fiy. 31) pour lequel la tangente, qui d'ailleurs traverse la
courbe, est horizontale et par suite la dérivée nulle, sans que
I’on ait un maximum ou un minimum.

158.-— Il résulte de ce qui précéde que, pourdtudier les
variations d'unc fonction, ou, ce qui revient au méme, pour en
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construire la courbe représentative, on peut procéder comme il
suit. On cherche si la fonction est continue pour toutes les
valeurs de x. Si elle est continue quand x va d’une certaine
valeur ¢ & une valeur b, ou comme Yon dit dans lintervalle
a, b, on cherche la dérivée y' = f'(x) de la fonction, et I'on
étudie son signe dans cet intervalle. Quand la dérivée est posi-
tive, la fonction croft; quand la dérivée est négative, la fonction
décroit ; quand la dérivée est nulle, la fonction presente un
maximum, ou un minimum, ou tout au moins un point ol la
tangente est horizontale. Il est d'ailleurs facile en pratique
de distinguer ces divers cas.

La dérivée étant le coeflicient angulaire de la tangente (154),
on voit en outre que, si la dérivée est Lrés grande en valeur
absolue, la fonction croit ou décroit tres vite; si clle est trés
petite, la fonction croit ou décroit trés lentement.

159. Variations du trinome du second degré. — En plus
des diverses applications que le lecteur trouvera plus loin (166,
467, 241), nous allons montrer comment I’'emploi des dérivées
permet d’étudier de fagon simple les variations du trinome du
second degré : y = ax*® + bx 4 ¢ (113).

La dérivée d'une telle fonction est, comme nous I'avons dit

b . . .
(158),y' == 2ax -+ b = 2a (CL —+ 5?1)‘ Son signe dépend d’une
. , - . b
part du signe de a, d’autre part de la grandeur relative de — Py
ct de x. Supposons pour fixer les idées a positif. La dérivée est
- l b ,
alors positive pour z > — E:i’ nulle pour = — -, et néga-

. . b
live pour & << — =+

La valeur prise par y pour  — _b est :
p pary p oa :

b\? b b? b2 b® — fac

Y a('—iﬁ) +b<—'fd>+c"4~a—§b+c—_T

Suivant le signe de b* — 4ac, cette ordonnée est positive ow
négative ; elle est nulle pour b* — 4ac = o.
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Enfin remarquons que, si x devient de plus en plus grand
en valeur absolue, y devient de plus en plus grand et positif.
Ces résultats permettent de dresser le tableau de variations qui
suit :

x | — oo croit —_ —ll croit -+ o0
2a
bl — 0 +
—— h2
~+ o0 décroit min: 4acAa b croit ~+ o0

Ce tableau s'explique de lui-méme. Les signes marqués sur
la ligne de la dérivée, permettent de savoir immédiatement si
la fonction y croit ou décroit. Quand aux signes + o0, —
(oo s’énonce infini) ils servent simplement 4 noter de fagon
commode que x ou y prend des valeurs trés grandes, et posi-
tives ou négatives suivant le signe extéricur.

- 8i le coeflicient a de x* était négatif, on aurait une variation
de tous points comparable aux
précédentes, mais y croitrait

d’abord jusqu’a la valeur@%%é3

= KN L F @

S mwmyglowv & wn _ax
-l
~,

pour décroitre ensuite.

EEEEET

160. — L'allure générale de .

la courbe représentative se dé-
duit aisément de ce qui pré-
céde. Elle a ses branches infi-
nies tournées vers le haut ou

vers le bas suivant le signe de a. v v
Le tracé (fig. 32) a été fait en Fig. 32
supposant a== 2 ; b—=—5,2;
c¢=—23,1. Le point S qui est le point le plus bas a comme coor-
— b — 4ac — b?
données Os = — - — 1,3 et s§ = e = 6,48.

Il y aici deux valeurs de x : OA =3,1et OB = — 0,5 pour
lesquelles y est nul, ce qui revient & dire que !'équation du se-
cond degré ax® -+ b + ¢ = o' a deux racines. Il n’en serait
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plus de méme si S &ait av-dessus de Ox, c'est-a-dire si
6* — fac était négatif. Enfin, on voit que y prend des valears
positives pour toute valeur de x inféricure #'0OB — [ ou supé-
rieure 4 OA = ¢, et des valeurs négatives pour toute valear
de x comprise dans I'intervalle de 2 & 5. Tous ces résultats ont
déja été oblenus par une autre méthode (113).

Nous allons montrer qu'une telle courbe est une parabole (146).
SiT'on prend comme axes de coordonnées SX et SY, paralléles
4 Ox et Oy menées par S, un point M de la courbe d’abscisse
2 = Op et d'ordonnée: y = Og a comme nouvelles coordon-
nées X = SP ¢t Y = SQ. Cherchons la relation qui lie X 2 Y
quand M décrit 1a courbe.

On a dans lous les cas de figure (240) :

()p Os + sp.__Os ~+ SP

ou:
b .
~’I3==—-271+X
et de méme :
07 — M = jF + PN — 5§ + DM
ou:

__h4ac — b
Y= "%a + Y.

Porlons ces valeurs dans la relation y = ax?® —+ bx —+ ¢, qui
lie les anciennes coordonnées de M, elle devient :

jac — b* b o\2 . b .
pob Y__a<—-;l+x\) +-b'(—§1+x>+c

4a

ou aprés simplifications :
Y =aX\?

ici Y = 2X?, ce qui est bien |'équation dune parabole de som-
met S (1486).

Exercices. — N- 108, 109, 199, 200, 201, 202, 208, 204, 205,
2086, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 213, 215, 216, 217,
18, 219, 220, 221, 222, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 229,
230, 374, 878.
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161. But de la Trigonométrie. — L’Algébre s'occupe plus
spécialement des propriétés des nombres et la Géométrie de
<celles des figures ; mais il y a entre ces deux sciences de nom-
‘breux poinis de rapprochement. C’est ainsi que la Géométrie
Analytique (142 et suivants) en particulier apporte au secours
de I'Algébre la notion de représentation graphique. Par contre
I'Algeébre permet de substituer 4 'étude d'une courbe celle de
son équation. Mais, de fagon plus élémentaire, le calcul s'intro-
doit déja en Géométrie par le seul fait qu'on mesure des lon-
gueurs ct nous en verrons de nombreux exemples (2&0 et
suivants). Il est commode, dans le méme ordre d'idées, de
pouvoir mesurer les angles et de faire des calculs sur les nom-
bres ainsi obtenus, car les distances el les angles sont les plus
simples des éléments mesurables d'une figure.

Pour prendre un exemple précis, supposons que nous con-
naissions deux cOtés d'un triangle et l'angle compris. Le
triangle est parfaitement connu. Nous pouvons le cons--
truire (286). Mais, si nous mesurons sur la figure la longucur
du troisiéme cité, la précision de cette mesure n'est pas indé-
finie et dépend essentiellement du tracé. Méme si les colés et
I'angle donnés sont connus avec une trés grande précision, il
nous est impossible de dépasser une cerlaine approximation
pour le résultat demandé.

Le but de la Trigonométrie est précisément de résoudre de
parells problémes et de déterminer par le calcul, avec une préci-
sion aussi grande que I'on veut, les éléments inconnus, angles
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ou distances, d’une figure pour laquelle on a déja un nombre
suflisant d'éléments connus.

162. Mesure des angles. — Il est indispensable de‘pouvoir
faire correspondre & chaque angle xOy

” (fig. 33) un nombre qui permette de le
retrouver avec certitude. Les procédés

\—"  que l'on peut employer sont trés nom-

W,

A y ., breux; nous allons passer les princi-
67 paux en revue.
Fio 33 L’idée la plus simple est celle qui
ig. 31

consisle 4 tracer un cercle de centre O
et & mesurer I'arc AB ('), par comparaison avec un arc pris
comme unité. Cette unité peut d’ailleurs ¢tre 1'angle droit, le

degré (1°) ou le grade (17) (489, 234). On trouve ici :

d’angle droit = 36° = 4o".

On peut encore mesurer I'arc AB avec une unité de longueur
quelconque, mais, pour éviter que cette mesure ne dépende du
choix de cette unité, on prend le rayon OA comme unité de
longueur. On dit alors que I'angle est mesuré en radians. On
trouve ici 0,6283. Remarquons qu’un angle droit vaut goe,

2
5

~ T . . .
ou 100’ ou - radians. Ce dernier nombre résulte de ce que la

longueur d’une circonférence de rayon 1 est 21 (262).

Le passage de I'un quelconque de ces nombres aux autres se
fait de facon simple A I'aide des tableaux que nous donnons 4 la
- {in du volume, tableaux dont 'usage est immédiat.

On pourrait enfin, comme on le fait quelquefois, mesurer la
longueur de la corde AB el dresser ce que 1'on appelle une table
de cordes, mais ce procédé se raméne au fond & I'un de ceux
qui nous restent a étudicr.

163. — On peut songer, pour mesurer un angle, & construire

(*) Nous supposons connues les principales propriétés des arcs de cercle,.
des triangles, etc..., propriétés qui seront étudiées en Géométrie.
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un triangle simple, isocdle ou rectangle (197) dont xOy soit
un angle et & mesurer les cotés de ce triangle. Si I'on porte
sur Ox et Oy des longueurs égales OA et OB pour former un
triangle AOB isocéle ( fig. 33), la mesure du coté AB revient A
la mesure d'une corde du cercle de

centre O de rayon OA. L /J
On a des résultats notablement ' P |
différents si I'on construit un triangle /// ]
rectangle tel que OPQ (fig. 34). Silon -~ | 7
connait deux cotés d'un tel triangle,lc ° Fig’ N g ’

troisitme s’en déduit par le théoréme
de Pythagure (251) et l'angle xOy sera complélement déter-
miné. Deux perpendiculaires telles que PQ et Q" donnent
des triangles OPQ, OP'Q' qui sont semblables (248). Aussi
suffit-il de connaitre le rapport de deux cotés d'un lel triangle
pour qu’on puisse le construire. Ces divers rapports ont recu

. , . PQ , .
des noms différents. C'est ainsi que ¢y s"appelle le sinus de
r or ) l"Ql ) St T
angle 20y ; 0Q le cosinus et 5, la langente, ce que l'on cent:

. ) (.
sin 20y = (I;-(Q) cos 20y = 8}2 tg 20y = :)l‘:

Le sinus, le cosinus et la tangenle d’un angle sont appelés des
lignes trigonomélriques de cet angle. 1l faul bien remarquer
que les lignes trigonométriques d'un anyle sont des rapporis el
non des longueurs, quoiqu’en pralique on suppose, comme nous
le verrons, le dénominateur égal & 1.

Remarquons que les déterminations d’un angle par son sinus
ou par la corde de I'arc AB (fig. 33) qu’il détache sur une cir-
conférence sont analogues, car la demi-corde MB est, comme
on le voit, le sinus du demi-angle MOB, si 'on suppose le rayon
égal & 1.

164. Lignes trigonométriques. — Nous allons reprendre
ces notions pour les préciser; mais, pour leur donner plus de
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généralité, nous allons d’'abord étendre les nolicns d'amgles et
d'aces.

Tracons {fig. 35) un cercle trigonométrique, c’eswi-dire un
cercle de rayom 3. Nous conviendrons de compter positivement
tout arc de ce cerele parcoaru dand le sers
de la fliche, et négativernent towt are par-
couru en sens contraire(65). Le sens pesitif
est le sens inverse de celui dans lequel
tournent les aigunilles d’une mondre.

C’est ainsi que Farc AM est positif, tandis
que I'arc MA est négatif. De méme ['angle

Fig. 35 ° de OA avee OM, c’est-a-dire langle dont doit
tourner OA pour s'appliquer sur OM, est positif et 'angle de
OM avec OA est négatif.

Mais on peut aller de A A M de bien des fagons. On peaut,
par exemple, partir de A et faire b fois le tour de la circonfé-
rence, ce qui nous raméne en A, puis décrire ensuite I'arc AM.
~ On peut encore aller de A en M en tournant dans le sens néga-
tif, etc.. Il y a une infinité d'arcs d'origine A el d'extrémilé M
el par suile une infinité d’angles de coté origine OA el de cité
cxtrémité OM.

Qu'ils soient positifs on négatifs, tous ces arcs peuvent se
déduire les uns des autres par addition ou soustraction d’un
certain nrombre d’ares égaux & une circonférence; c'est atnsi que
I'arc ANM est égal & la somme de F'arc négatif ANMA et de I'arc
positi” AM. Si I'on mesure AM en radians, ce qut donne une
certaine valeur x, la circonférence ayant dailleurs comme va-
leur 27 (162), on voit que tous ces arcs, ou tous ces angles,
sont compris dans la formule x + 2k7, le nombre k étant un
entier positif, négatif ou nul.

]

SN’

165. — , Prenons. deux diamctres x'Ox, y'Oy (fig. 36) et
supposons que l'on fixe sur ces deux diamétres des sens positifs
Oz et Oy (66), tels que l'on puisse passer de Ox & Oy par une
rotation de + E, ¢'est-2-dire par une rotation d'un angle droit
dans le sens positif.
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AM é&ent un are d'ovigine A, abaissoms la perpendiculaire
MP sur Oz. On appelle sinus d'un azc AM ou ds L'angle AOM
le nombre pesilif ou négatif qui mesare le segment PM, le sens
positif pour un tel segment étant celui
de Oy. Le cosinus du méme angle est v 1
le nombre qui mesure le segment. OP; ’/J\
la tangente, le nombre qui mesure la
segment AT intercepté par les cités de
I’angle. AOM sur la tangente en A au
cercle (289). On voit que ce sont Ia
simplement des généralisations des dé-
finitions déja données (163).

Toaus les arcs d’origine A et d’extré-
mité M ont, d'aprés ce qui précéde,
les mémes lignes trigonométriques, ce que l'on peut écrire :

Fig. 36

sin (x + 2kx) =sin x
cos (@ + 2kx) = cos &
tg (x + 2n7) == tgz.

Il existe deux relations trts taportantes entre les trois lignes
d'un mémre asc; la premitre se déduit du théeréme de Pytha—
gore qui, appliqué au triangle OPM, nous donne immédiate-
ment (2%1) :

sin? £ 4 cos*x =1

La deuxiéme s’obtient en remarquant que les triangles OPM et
OAT sont semblables, d’ot I'on déduit :

tg x =0T

8% = os z
relation exacte dans tous les cas de figure. Bien qu’elle soit
beaucoup moins importante, citons encore la formule suivante
qui peut se déduire des précédentes : Ebé_i =1+ tg*x.

1l vésulte en particulier de ees deux formules fondamentales :

sin'y —+ eop’z =}
sinz

tgx = Py



208 TRIGONOMETRIE

que I'on peut calculer les diverses lignes d'un arc, connaissant
I'une quelconque d’entre elles.
On appelle parfois cotangente I'inverse de la tangente :

cotg z = 1 = P22
T tgx sinz

4166. Variations des lignes trigonométriques. — Les va-
riations du sinus d'un angle, qui croit ou qui décroit cons-
tamment a parlir de zéro, résultent de la définition méme du
sinus et sont résumées dans le tableau suivant :

x o croit

[N |

. In .
croit =  croit Y croit ow

sinz | o croit 1 décroit o décroit — 1 croit o

Si I'arc continue & croitre et devient plus grand qu’une circon-
férence, on retrouve les mémes valeurs de 27 & 47, puis de 47
4 67, ...; ouencorede — 2w 4 0; de — 4w d — am, ... Clest
ce que l'on traduit en disant que la fonction y = sin x est une
fonction périodique de période 2m.

La valeur maximum 1 du sinus a lieu quand M esten B, pour

. . 3L
a:égalég-—i- 2km; le minimum — 1 en B', pour x=§+2kn.

Le graphique ci-contre (fig. 37) donne les variations de cette
fonction y = sin x et ne fait que traduire les résultats du tableau

Pl el

Fig. 37

précédent. 11 est essentiel de remarquer que ce tracé dépend du
choix de Il'unité d’angle ; on prend ordinairement le radian
omme unité et la courbe obtenue s’appelle alors une sinussoide.
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Nous verrons (178) qu'avec cette méme hypothése sur le choix
de I'unité d’angle la dérivée de y est y' = cos x.

Les variations du cosinus sont analogucs & celles du sinus.
Aux points A, B, A’, B', correspondent des arcs dont le cosinus
prend les valeurs : 1, 0, — 1, 0. Le maximum et le minimum
ont donc les mémes valeurs pour cos x et sin x. Quant au gra~
phique des variations de cosx (fig. 37) il se déduit de la sinus-
'soide déjd construite par une translation (243), ce que l'on

pourrait ¢lablir en se servant de la formule cos (1—; — :r) =sinz
(271).

467. — Les variations de la fonction y = tg « sont un peu

1

plus compliquées a étudier. Quand I'arc AM croit de o &

™~ 1 . ’ . . .
.= 1,07079 .., la tangente AT croit indéfiniment. C’est ainsi

que pour z==10na tge=1,56; pourz=1,5onalge=14,1;
poure == 1,57 ona tg« = 1260 environ; etc... Mais dés que le
point M a dépassé B, la tangente est négalive touten restant trés
grande cn valeur absolue. La fonclion y — tg « est discontlinue

pour & — Z;.(152). On dit parfois qu'elle passe de — »% a -+ .

Quand M va de B en A', la tangente décroit et devient nulle en
A’. On a le tableau suivant des variations :
3r

~ - 27T
2

x o

[

tga |0 croit — oo |+ croit o croil —+ o |—o croit o

La fonction est périodique avec comme période 7 el non plus

Le graphique correspondant a ces variations est formé

(fig. 36) de branches distinctes compriscs dans les divers inter-
3= 3x , O

valles de—— ~ A —+— de -4 = . de —: d,. .. La fonction croit

constamment dans chaque mtervalle. D‘ailleurs nous verrons

que la dérivée de y=tgxest y'= (478), dérivée qui est

cos’
toujours positive.

A. Sainte-Lagué. 14
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Les variations de la cotangente donneraient lieu a une étude et
A un graphique analogues.
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Fig. 38

168. Relations entre les lignes trigonométriques de
divers arcs. — Si I'on remplace un
point M par I'un quelconque de ses sy-
métriques M'M"M" par rapport aux axes
. (fig. 39), les lignes trigonométriques
de ces divers points ont la méme valeur
absolue, mais non les mémes signes.
En étudiant en détail les divers cas qui
se présentent, on établit sans peine les

Fig. 39 diverses formules :
sin(x—2)= sinx sin(—x)=—sinx sin(r+z)=—sinz
cos(m—a)=—cosx cos(—ax)= cosx cos (r+x)=—coszx
g(r+2)=— gz Kg(—z)=— gz tg(r+ax)= tgz

La cotangente donnerait des formules analogues & celles de la
tangente.
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Trois seulement de ces formules ne contiennent pas de signe
extérieur. La premiére :

sin (x — &) =sinz

montre en particulier que deux angles supplémentaires ont le
méme sinus : sin AOM = sin AOM’; la deuxitme:

cos (— x) =cos x

prouve que le cosinus de deux directions OA et OM ne dépend
pas de lordre dans lequel on les prend : cos AOM == cos MOA ;
enfin on déduit de la troisiéme :

tg (r +a) =tgx

que la tangente de l'angle que fait une droile avec un axe Ox ne
dépend pas du sens posilif pris sur celle droile : tg AOM =
tg AOM”; c'est ce qui nous a permis (145) de définir lc coefli-
cient angulaire d'unc droite.

469. — Inversement, il résulle de ceci qu'un arc n'est pas
complétement déterminé par la connaissance de 1'une de ses
extrémités ou de l'une de ses lignes trigonométriques. Si par
exemple on se donne le sinus d'un arc 0Q (fig. 39), on voit
que son extrémité peut se trouver soit en M soit en M', pourvu
que OQ soit compris entre — 1 et + 1. A chacune de ces extré-
mités correspond d’ailleurs une infinité d’arcs qui sont donnés
par les formules suivantes, dans lesquelles & désigne 1'un quel-
conque d’entre eux :

ohr +x et akn 4+ (x —x)=(2k+1)7 — 7.

De fagon analogue, pour tout arc de cosinus OP compris
entre — 1 et + 1. on a deux extrémités M et M" et les arcs
correspondants sont donnés par les formules :

okn +~x et 2kn—<x

ou si l'on veut:
ok = x
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Si I'on se donne la tangente AT, on a encore deux extrémités
M et M” et deux formules :

akx +a et akr-+(z+x)=(@k+ 1T+

ou encore :
kr-+

k étant un entier quelcongue. pair ou impair. Les résultats sont
exactement les mémes pour la cotangente.

470. Tables trigonométriques. — La lable des valeurs nu-
mériques des lignes trigonométriques de I'arc o, quand cet arc
varic, s'appelle table de lignes naturelles, par opposilion avec
les tables logarithmiques donnant les valeurs des logarithmes
de ces mémes lignes. Le lectrur trouvera de telles tables i la
fin du volume.

Dans un cas comme dans 'autre, unc lable sera compléte
si I'on donne & P'arc « des valeurs comprises entre o et 27,
puisque nous avons vu que le sinus, le cosinus, la tangente,
et son inverse la cotangente sont périodiques et de période
an ou méme 7. Nous allons voir que I'on peut considérable-
ment restreindre cet intervalle de variation.

Prenons par exemple le sinus. La formule : sin (1 — ) =
— sin z permet de se ramener au cas ol I'arc est compris entre o
el 7. La formule : sin (7 — ) = sinx montre qu’il suffit méme

. . ™ . .
d’avoir des arcs compris entre o et . On ferait des raisonne-

ments analogues pour les autres lignes trigonométriques. Cher-
chons par cxemple la tangente de I'angle — 37437. On a, en
remarquant que 4ooY correspond a 27 :

tg (— 3743Y) = tg (— 9.4007 — 1437) = tg (— 143")

= —tg 143" = -+ tg (200" — 143") = tg 577.

Il sufiit donc d’avoir unc table allant de o & 100", ou si I'on

9

veut de o & .
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474. — Nous allons encore réduire cette table de moitié. Les
formules que nous établirons résultent immédiatement des pro-
priétés des triangles rectangles (163) dans
le cas d’angles aigus; mais pour plus de
généralité nous allons supposer qu'il s’a--
gisse d'arcs quelconques.

Prenons sur le cercle trigonométrique
(fig. ho) deux arcs AM et AM' qui soient
complémentaires, c'est-d-dire dont la

. ’ ki .
somme soit égale & S ou, de fagon plus

Fig. fo

précise, tels que leurs extrémités soienl
symétriques par rapport i la bissectrice Oz de I'angle xOy.
Si « est I'un des arcs terminés en M, tout arc terminé en M’

U3 . - oy e .
a comme valeur 2km + - — . Mais pour ce qui suit, il suffit

™
de se borner é - — .

Les reclanglcs MPOQ et M'P'OQ" sont symétriques par rap-
port 4 Oz, donc OQ = PM = sin AOM ecst égal A OP7 —
cos AOM/, et de mdme OP = cos AOM est égal a 0Q == P'M/

= sin AOM’, ce que I'on peut écrire :
.
sin (A —-a:) = cos =
2
T .
cos (é _ .’I') = sIn x.

Quant aux tangentes de ces deux anglés AT ct AT, remarquons
que les triangles rectangles AOT et AOT' sont semblables, les
angles AT'O et AOT ayant le méme complément AOT’; on a

AT OA TR
—— ==, ou AT.AT" = 1, ce qui donne :

tg (g——a:):tg—la—c:cotgz

On aurait de méme : cotg (— — ac) =tg x.
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On voit que le cosinus d’un angle est le sinus de Fangle com-
plémentaire, et la cotangente d'un angle la tangente de langle
complémentaire, ce que rappellent d’ailleurs les mots « co-sinus »
et « co-tangente ».

472. — Si donc on a dressé la table des valeurs du sinus
pour des arcs allant de 0° & go° ou de 0" A 100, il sera inutile
de dresser la table des valeurs du cosinus dans cet intervalle;
de méme la table des tangentes dispensera de celle des cotan-
gentes.

On adopte le plus souvent la disposition pratique que le lec-
teur trouvera 4 la fin du volume. La table va de o° & 45°
ou de oY & Ho, avec dans quatre colonnes distincles les valeurs
du sinus, de la tangente, de la cotangente et du cosinus; en
lisant de bas en haut on trouve les valeurs des lignes trigonomé-
triques des arcs de 45° & 9o°, ou de 50" & 100".

C’est ainsi que la ligne marquée 43* donne en lisant de haut
en bas :

sin 437 == 0,62 tg 437 = 0,80 cotg 43" == 1,25 cos 43" = 0,78
et en lisanl de bas en haut :
08577 =0,62 cotgd7"=0,80 1g57¥=1,25 sin577:= o0,78.

Nous avons déja vu que tout arc peut étre ramené i étre com—
- pris entre O et 7; d’ailleurs le lecteur trouvera, a colé de ces
tables, un petit tableau permettant d’obtenir immédiatement
ce résultat; c'est ainsi que l'exemple déja traité donne ici :
tg (— 3743%) = tg (— 38.1007 + 57%) = tg 5y' = 1,25
car : — 38 = — 40 + 3 = multiple de 4§ + 3.

Les nombres des divers tableaux ont été obtenus & I'aide de
méthodes dont nous ne parlerons pas ici.

Bornons-nous i faire remarquer que certains arcs remar-
. -n . .
quables compris entre o et ; donnent des lignes trigonomé-

triques faciles A calculer. C’est ainsi que le lecteur pourra dé-
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duire des propriétés du carré, de 'hexagone réguﬁer ct du
triangle équilatéral (259) les résultats suivants:

T . T or vl | T o v 2
3 ou 45° ou 507 g ou 30" ou 33 3 | 30U 60° ou 66 3
o Va | 3
sin s = —="" | sing = T=r2
Li ‘/; Py b 2 sin J 2
cos T V2| oy T V3 cos " — !
4 ’ ) 6 2 3 2
V2
™ ™ 1 V/; /3
tg -i:l tg (‘:12‘7"2-3 tg ===V3
En particulier, il faut remarquer que l'on a tg ; = 1 et
Cos & = sin = - |
3 = S g™,
473. Formules d’additions des arcs. — Nous allons éta-

blir la formule :

cos (z -+ y) == cosx cosy — sinx siny

qui donne le cosinus de la somme de deux arcs x ety connais-
sant les lignes de ces arcs. C’est I'unc
des formules les plus importantes de
toute la Trigonométrie.

Prenons un arc x quelconque
(fig. 41) d'origine A et d’extrémité M.
On a cosz = OC et sin x = CM.
Prenons maintenant deux nouveaux
axes rectangulaires Ox,, Oy, faisant

s T
entre eux l'angle - et tels quele

sens positif de Ox; coincide avec OM.
Le point M sert de nouvelle ongme pour Varc y d'extrémité P,
de sorte que cos y = OD et sin y = DP — OE, en désignant
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- par E la projection (495) de P sur Oy,. On voit enfin que I'arc
x -+ y complé avec A comme origine a son extrémité en P et
que par suite :

OF = cos (z + y).

Pour calculer ce segment OF projetons D en G sur Ox.
Quelle que soit la disposition des trois points O, G, F sur Oz,
on sait que OG + GF 4 FO = o (240), que nous écrirons ici
OF = OG + GF. Evaluons les divers termes de cette somme.
Les triangles semblables OGD ¢t OCM donnent en grandeur et

0G m) (’)‘G cos y

en signe: oc™ oM eosz = 4 . Donc :

0G == cos z cos y.

Pour calculer GF, remarquons que les deux segments DP et OE,
qui sont ¢gaux, paralléles, ct de méme sens, ont des plOJectlons
égales et de méme sens : GI' = Ol (216). D’autre part, proje-

o1l OE
OI (N
L’angle AON est égal & AOM -~ MON soit x4~ et l'on a

: ._._..9_1_"_--_; == q—l_f_l‘lz, ou OII = cos (T +—E> sin y. Mais :

tons N en 1 sur Ox, on a en grandeur et signe:

[

cos(qc+:):cos (:——(——w)) = sin (— x) = — sinx, et

en définilive:

GF = Olf = — sin z sin y.
La relation OF = OG + GF peut maintenant s'écrire :
cos (x ~+ y) == cos x cos y — sin z sin y
ce qui est bien la formule & établir.

474. — Remplacons dans cette formule y par — y, en re-
marquant que cos (— y) = cos y et sin (— y) = —sin y;
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~}

elle devient :

cos (r — y) = cos & cos y - sin & sin y

. . T ™
Si maintenant on remplace  par - — x,onacos{ - —x—y
2 2

. T . . T
= sin (& + y); cos ('«}, — x) = sin x et sin (5 — ac) = cos &,
d’oti : ’
sin (€ + y) = sin x cos y + cos & sin y
et enfin en remplacant dans cette derniére formule y par — y :
sin (x — y) = sin 2 cos y — cos = siny

On obtient ainsi les quatre formules fondamentales :

cos (x -~ y) = cos & cos y — sin x sin y
S cos (x — y) == cos @ cos y + sin a sin y
sin (¢ +4-y)==sinx cosy + cosx siny
( sin (£ — y) == sin & cos y — cos z sin y

qui donnent les lignes des arcs « ==y, connaissant celles des
arcs « et y. On en déduit d’ailleurs :
sin (x +y) __ sinz cosy—+ cosx siny

g (x+y)= cos (z 4+ y)  cosx coSy — sinzx siny

sinz | siny
cosx cosy igx+ gy

__sinz siny T 1 —lgatgy
cos x ° cos y
et de fagon analogue :

o N BT WY
gl—y = +1igztgy
Les formules analogues que I'on pourrait établir pour la cotan-

gente servent trés rarement,

178. — Ces formules d’addition ou de soustraclion des
arcs sont d’un usage continuel en trigonométrie. En plus des
:applications que nous aurons & faire dans la suite, nous allons
.en déduire immédiatement quelques identités souvent utiles.
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Les formules donnant cos ( + y) et cos (x —y) peuvent
8'écrire par addition et soustraction :

{ 2cosxcosy=cos (x +Y) + cos (z —y)
! 2 sin z sin y = cos (x — y) — cos (x =+ ¥).

De méme avec sin ( + y) et sin (x —y):

( 2 sinx cos y = sin (x —+y) -+ sin (x — y)
! 2 cos xsiny = sin (x + y) — sin (x — ¥).

Ces deux dernitres sont au fond identiques, car elles se dé-
duisent 'une de Iautre par échange de « et de y.

Ces formules permettent de transformer comme on le voit
un produit de sinus ou de cosinus en somme ou différence,
mais c'est surtout la transformation inverse qui sert le plus
fréquemment, car elle permet des calculs par logarithmes ;
aussi dcril-on ces formules sous une forme un peu différente en

posant & +y=pel & — y = ¢, ce qui revienl i prendre
* = »———+_ 1,y = ]’_: 1.
oS p —+ €OS = 2 COS Ii T cos l_’_: q
COSP——COS']"‘—-zsm, J_‘I sin R‘—’I

sinp—{-sinqz_—asinp_:q cos P_;q

sin p — sin ¢ = 2 sin B—Z—q cos I_’_‘;‘_‘]

Ces divers groupes de formules sont connus sous le nom de
formaules de transformation. Nous aurons & les utiliser plus

loin (178, 183).

476. Multiplication et division des arcs. — Si dans les
formules donnant cos (¢ -+ y), sin (x +y), tg (x -~¥), on
suppose x = ¥, on a pour les lignes de I'arc 22 en fonction de
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celles de I’arc x :
cos 2 — cos® x — sin? ¢

sin 2 = 2 Sin & COS &
2 tg x

1— gtz
La premiére peut d’ailleurs s’écrire en tenant compte de I'iden-
tité cos’ x +sin*x=1:
cos 2z = 2 cos? x — 1 = I — 2 sin? x.
Si nous supposons maintenant que 'on remplace 22 par z,
on a les diverses formules :

? T c L T o T . G T
COS *r = CO08* — — sIn® — — 2 CO8 —_——_—1 =1 — 2 8In° -
2 2 2 2
. . X X
sin ©r — 2 S1N - CO0S —
2 2
2 tg —-
t 8
gw_' xT
1 — to? =
2

On en déduit en particulier que toutes les lignes trigonomé-
triques d'un arc s'expriment rationnellement en fonction de la
tangente de Tarc moitié. La dernitre de ces formules donne en

. T .
effet tg « en fonction de tg 7 ; pour cos @, on a successive-

ment :
x . L, T x
cos® . —sin?>= 1 — gt
o X < G & 2 2 2
€08 X — COS a——sm —:—;;—-—;:———:i
cos® = —4-sin? = 1 - gl =
2 2 2

Quant A sin x, il se déduit des résultats précédents en remar-
quant que sin & = tg x cos ¥ (465). En posant pour abréger

T o .
tga=t, on a ainsi :

sin £ =— 2t
1+ 12
D eos z = L8
1 - 82

2l

t = .
\ g 1 — {12
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477. — Le probl¢me de la division d’un arc en deux parties
égales est inverse du précédent. Il consiste a trouver les lignes

de l'arc 9—2 connaissant celles de 1’arc x. Habituellement, on se

donne une seulement des lignes de I'arc a. Traitons par exé;nple
le cas oti I'on se donnele cosinus del’arc x : OP == cos x ( fig. 42).
Il y a, comme on le sait, deux extrémités possibles M et M’ pour
les arcs d’origine A ayant OP comme cosinus. Prenons d'abord
les arcs AM. Au point de vue qui nous occupe, ces arcs sont de
deux catégories suivant quon les forme en ajoutant, ou en re-
tranchant, a I'arc ANM, de milieu N, un
nombre pair ou impair de circonférences.
Dans le premier cas, il faut ajouter & AN
un nombre entier de circonférences, ce
qui donne toujours N comme extrémité;
dans le second cas, il faut ajouter un
nombre entier de circonférences plus une
demi-circonférence, ce qui donne N, dia-
métralement opposé & N. On peut dire
en quelque sorte que les arcs AM ont
deux milicux: N et Ni. Un raisonnement analogue montre que
les arcs AM’ ont deux milicux N’ et N;.

Si donc on se donne cos x, il résulte de la figure que l'on

Fig. 42

. x . .
a pour chacunc des lignes de ) quatre valeurs possibles ; mais

on voit que les valeurs de cos : se raménent i deux 0Q et OQ’
égales et de signes contraires ; de méme pour le sinus qui donne
OR et OR' et la tangente qui donne AT et AT'.

On peut obtenir ces résultats par le calcul. Tous les arcs
ayant comme cosinus le segment OP peuvent se déduire de I'un
quelconque d'entre cux ¢ par la formule (169) :

r=o3aknt a

qui peut s’écrire :

LN ]
|
bl
Bl
VIR
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Les cosinus de ces arcs sont suivant les valeurs de 4 :
o -3 o 3

... COS (—-rr+ -) cos - cos (1:-}-—\ cos <2n:+_>...
2 2 2/ 2

. [ .a -3 %L
oo c0o8 | —m— = cos(—=) cos(m—=) cosfam—>=)...
a 2 2 2

« e a a
et se raménent A deux valeurs distinctes cos 2 et — cos 5" Le
- . A€
méme raisonnement donnera pour sinz deux valeurs : sin -
o
et ——sm: , et pour tgx : tg et —tg— .

On peut d’ailleurs exprimer les lignes de I'arc 2 en fonction

_ cr e x _—
de cos . Les identités cosz = 2 cos? —- —1="1—2sin®
donnent

1 os & 1— cosx
cos ~ == i—;—» sin = = =& \/E—“_z‘

d’oli par division :
x \/1 — cosa:
3~ V1xcosz
Nous laissons au lecteur le soin de traiter de fagon analogue
le cas ot 'on se donne sinax ou tgax, ce qui donne dans chaque

cas / exlrémilés d’arcs répondant & la question. Les discussions
complétes sont d’ailleurs assez délicates.

5-18

178. Dérivées des lignes trigonométriques, — Le calcul
des dérivéesdesfonctionsy =sina,y—=-cosz,

y==tgax s’appuie sur la propriété suivante : \} K
. . X
Si un arc x, évalué en radians, lend // \i
.. sin x ~
vers o, la limite du rapport — est 1. & k-
x
Prenons un arc supposé assez petit du cercle Fig. 43

trigonométrique AM = x (fig. 43) et tracons la corde AM et la
tangente Al. L’aire du secteur OAM est (270) f: x. Elle est
visiblement supérieure a celle du triangle OAM, ou (182)
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i-sin x, et inférieure & celle du triangle OAI, ou itgm, ce que

I'on peut écrire :
! si :z:<l:z<-l- T
Pl 2 5 B

Multiplions ces diverses inégalités par 2 et divisons par sinzx,
qui est ici positif :
1< é]tl_:c <Cosz

Quand « tend vers o, cosx tend vers 1 el I'on en déduit que

x smx
sin tend vers 1. Il en est par suite de méme de —— -
Cherchons maintenant la dérivée de y = sinx (154). Don-
nons & x un accroissement b d’ol résulte pour y I'accroisse-

. . k /
ment k == sin (z + h) — sinx; le rapport ; est égal & (175)

. h h h
k__ sin (’r—{—h)—sm’r asiny o8 (T_‘—;) — sm; cos (»,,_{_1_1
R h h kT ) 2)

2

Le premier facteur tend vers 1 quand h et par suite g tendent
vers 0, le second tend vers cos « ; on a donc & la limite :
y' = cosz.
On verra de méme que la dérivée de y =— cos « est
y = —sinz.
Pour y =tgx, on a :
sin(x+h) sinzx

k__tg(x+h)—tgx _cos(x+h) cosz
R h - h

__cosz sin(z+h)—sinx cos(zx-+h) _ sinh 1
h cos z cos(x -+ k) k" cosz cos(z—+h)
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Quand k tend vers 0, on en déduit pour la dérivée

1
Y = Cos’z
Rappelons une fois de plus que ces formules supposent
expressément que lunité d’anyle est le radian.

4179. Résolution des triangles rectangles. — La princi-
pale application des formules de trigonométrie est la recherche
des éléments inconnus d'un triangle, ou résolution de ce trian-
gle, quand on en connait certains
éléments. Le cas des triangles rectan- AN
gles est particuliérement simple. :

Pour un tel triangle ABGC (fig. 44),
I'angle en A est droil, les angles en
B et C sont aigus, donc les lignes
trigonométriques de ces angles sont toujours positives cl I'une
de ces lignes étant connue, I'angle est lni-méme déterminé sans
ambiguité (169).

Les angles sont désignés habituellement par A, B, C et les

),
Ty
P
i
>
]

cOtés opposés par a, b, c. On a d’ailleurs B+-G = ) en radians,

ou encore B + G = ¢o° = 100". Pour l'uniformit¢ des nota-
tions nous supposerons dans tout ce qui suit les angles exprimés
en grades. 1l sera facile au lecteur de passer, s'il le désire, des
grades aux degrés ou aux radians.

Tragons un cercle de centre B, de rayon BM = BN i,
on a : PN =sinB, BP = cosB, MT =tgB, ou, cn remar-
quant que les triangles BPN, BMT, BAC sont semblables (248) :

AG . AB

gc = sinB; go = cos B = tgB. ce que I'on peut écrire :

. AC
*AB
‘b =—asin B
\'c—_—acos]}
b=1c tg B
De méme pour C :

(c:asinC
)b:acosC
ve=btg C
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La surface du triangle est donnée par S = %A‘B . AC = % bc

(267). Ce sont ces formules qui vont nous permettre de résou-
dre un triangle rectangle connaissant deux cdtés, ou un coté et
un angle aigu. Les solutions géométriques de ces problémes
seront données plus loin {2886).

180. — I. Soit & résoudre un triangle rectangle pour lequel
on se donne les deux cétés de l'angle droit : b, c. On a immé-
diatement :

/ b
C=100"—B

( b

= sinn
Cetle dernitre formule est plus avantageuse pour le calcul que
celle que donne le théoréme de Pythagore : a=\/b? -} ¢? (251).

~ Si I'on emploic les logarithmes (131) en sc servant des tables
logarithmiques, on a les formules :

log tg B == log b + colog ¢
loga = log b -+- colog sin B.

On appliquerait de méme le calcul logarithmique aux divers
problémes qui suivent.

I1. On se donne un cété de langle droit et I'hypolénuse : b, a.
Onaici :

‘sinB:_—!-'
a
? C=100'—B

c=acosB

La derniére formule est plus commode pour le calcul que

¢ =va*—b*. Un tel triangle existe si sin B <1, ou b < a.
lI. On se donne un ciété de l'angle droit et un angle aigu :
b, B. Remarquons que les angles aigus étant complémentaires,
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il suffit d’en connailre un pour que l'autre le soit également,
d’ou :

C= 100" —B
0 — b

T sin B
( b
c=-t§-B

1V. On se donne I'hypoténuse et un angle aiqu : a, B. On a
les formules :

C=100"—8B
b=—asin B
¢c—acos B

4181. Résolution des triangles quelconques. — Nous
allons d’abord établir quelques relations trés importantes enlre
les cOtés a = BC; b = CA; ¢ = AB et les angles A, B, C d'un
triangle ABC quelconque ( fiy. 45). Les angles satisfont a la
relation remarquable (218) :

A + B + C = 200"

Si deux d’entre cux sont connus le troisiémé l'est également.

Ces angles étant compris cntre 0" et 200" leurs sinus sont
toujours positifs ; leurs cosinus ou tan-
gentes sont positifs si 'angle est aigu,
négatifs s’il est obtus. Un angle d'un
triangle est par suite déterminé sans am-
biguité par son cosinus ou sa tangente,
mmais, si 'on donne son sinus, il y a deux
angles supplémentaires I'un de 'autre qui
répondent a la question (169).

Menons le diamétre CC' = 2R du cercle circonscrit au
triangle ct remarquons que dans le triangle rectangle BGC'
I'angle BC'C est égala BAC ou A (235).0Ona:BC=CC'.sin A,

a
sin A

Fig. 45

ou = 2R. En procédant de méme pour les autres som-

A. Sainte-Lagué. 15
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mets, on a les relations trés importantes qui suivent :

4 b o

sinA~ sinB ™~ sinC
la valeur commune de tous ces rapports étant d’ailleurs 2R.

Nous allons établir un nouveau groupe de relations entre les

¢léments d’un triangle en menant la hauteur CH et appliquant
le théoréme de Pythagore (251) aux triangles BHC et AHC,
ce qui donne successivement :

BC' =CII" + BII' = AC — AH’ + (AB — AH)
— AC — Al +AB'+AI—2AB.AH=AC-+AB’ —2AB.AH

ou encore :
a? = b% - ¢ — 2bc cos A

en remarquant que AH = AC . cos HAC = b cos A. Celte re-
lation a été établic en supposant que I'angle \ est aigu; s'il est

obtus, il faut remplacer le dernier signe — par -+, mais cos A
est négalif ct I'on est conduit au méme résultat. On a donc les

trois nouvelles formules :
a2 = b + ¢® — 2bc cos A

; b2 == ¢? + a® — aca cos B
c? = a® + b® — aab cos C

\

Il existe un grand nombre d’autres relations entre les éléments
d'un triangle, mais nous nous bornerons & donner celles qui
préctdent.

182. — On a parfois besoin de calculer la surface d'un triangle
ABC (/ig. 45) en fonction des cOlés ct des angles de ce triangle.

Ce calcul résulte de la formule connue (267) : S = ;— AB.CH
= :; AB . AC . sin IIAC, qui peut s’écrire :

S = ; be sin A
On aurait de méme

S=; ca smB = -—absinC

1
2
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I1 est souvent commode d'avoir S uniquement en fonction des
c6tés ; on remplace alors sin A par sa valeur en fonction des
cotés, valeur déduite de a® = b* - ¢* — 2 bc cos A, qui peut
s'écrire :
cos A=t —a
abe

On a par suite :

— Yo sinA — | —cos? A — ! b - — a2
S_zbc sinA = 2bc\/l cosQA.._.Ebc\/l_(,_._f____ﬂ)

= % V(2be)t — (b* + ¢ — a?)?

Transformons la quantité sous le radical, en remarquant que
c’est une différence de carrés (86) ; on a successivement :

(2bc)? — (b% + 2 —a?)? = (3be + b2 +c* — a®) (2bc — b* — c* + @)
= [(b + ¢)* — a’] [a* — (b — )]
=0+c+a)(b+c—a)(a+c—Db)(a+b—rc).

Si 'on désigne par p le demi-périmétre, on a :

op=a-+b+c 2pp-—-a=btc—a 2p—b)j=a+c—0b
alp—c¢)=a+b—c

ce qui nous conduit au résultat cherché :

S=\plp—a)(p—1b) (p—0)

formule remarquable donnant la surface sous forme symétrique
par rapport aux trois cotés.

183. — Appliquons ces diverses formules & la résolution des
triangles dans les cas les plus simples. Les mémes problemes
seront d'ailleurs traités plus loin par la géométrie (286).

I. On se donne un cité et deux angles : a, B, C. 1l suffit de
se donner deux quelconques des angles : B et C pour avoir
immédiatement le troisiéme :

A=1200"—B—C
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On a les cdtés inconnus en s’appuyant sur les rapports

a b
m = —T qut donnent
_asin B
sin A
__asinC
_;ln A

Le triangle exisle toujours pourvu que B et C aient une somme
inférieure & deux angles droits.
L. On se (lonne deuw colés et langle compris : b, ¢, A. La

b
formule -y = L ne permet pas le calcul immédiat de B et

bln
C. mais donne une relation entre ces angles; d’autre part leur
somme est connue B - G = 200" — A. On calcule B et C &
'aide de ces velations en introduisant une inconnue auxiliaire
qui cst la différence des angles B et C. Supposons pour fixer
les idées b > ¢ et par suite B > C; on a alors (40) :

b e b--¢ . b—¢
sinB7 sinC” sinB +sinC™ sinB —sin C

que l'on peut écrire (475) en posant B — C = :

. B—C B—i—C B—C
b—c_ sinB—sinC__ 28m 2 2 tg ) ) A
bre sinBisinC B—i—C B C“' B+L— g g%

2 18 2

A

puisque les tangentes des angles complémentaires Ej;—q et

sont inverses I'une de I'autre (474). On a donc en définitive
pour ¢ :

“ b+ec¢ . A

ig

VIR

L’angle B— C = &tant ainsi connu, ainsi d'ailleurs que
B + C, on a immédiatement B et C et par suite a :
__ bsinB

sin A
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Nous laissons au lecteur le soin de voir qu'il y a toujours un
" triangle répondant aux conditions de I'énoncé.

11 est facile de s’assurer que le calcul de a par la formule
a? = b* + ¢* — 2bc cos A est plus long que cclui qui précede ;
de plus cette formule ne se préte pas aux calculs par loga-
rithmes.

II1. On se donne deux: cétés et langle opposé i Pun d'eux :
a, b, A. On a les formules :

&s;n B — bsinA
a
C=1200"—A—18B
/ __asinC__asin(A+B)
— sinA T sin A

La discussion est assez délicate et conduit anx résullats suivants
que nous nous bornons A énoncer : si b << a, il y aune solution
et une seule; si b > a, le triangle n’cxiste que pour A aigu ct
dans ce cas il y a 2 solutions ou 1 suivant que a cst supérieur
ou inférieur & b sin A.

IV. On se donne les trois cotés : a, b, c. Le calcul des angles
peut se déduire des formules telles que a*=b? + c2—2bccosA ;
mais, bien que ce soit moins naturel, il y a avantage & procéder
comme il suit :

Tragons.le cercle inscrit dans le triangle ABG (fig. 46), cer-
cle de centre O, au point de concours des bissectrices (229), et

Fig. 46

de rayon OD = OE = OF = r. Ecrivons que la surface S du
triangle est la somme des surfaces des trois triangles BOG,
ar _br er_a+b-+c

COA, AOB:S=—+ -+ —-= -———. T =pr,en

2 2 2 2
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désignant par p comme nous 'avons déja fait le demi-périmétre
(182). S étant connu en fonction des ctés, r = ﬁle sera éga—

lement. D’autre part, le triangle rectangle AOF donne

tg OAF =1g 12:2: = Krp » et il nous suffira de calculer AF en

fonction des cbtés pour avoir I'angle A. Ce calcul sc fait en re-
marquant que les six langentes issues de A, B, et C du cercle ins-
crit étant deux a deux égales (287), la somme de trois d’entre elles
convenablement choisics est égale au demi-périmétre p, ce que
I'on peut écrire : AF +BD ++CD =p,d’ot AF=p —BC=p —a.
En définitive, on a :

ghe r S _Vepb—a—b(—0)
2 p—a plp--a p(p — a)
_ . /=8 (—0
plp — a)

formule permettant le calcul de I'angle A en fonction des cotés.
On emploie les formules analogues pour B et C. Le lriangle
n’existe que si les quanlités p — a, p — b, p ~— ¢ sont posilives,
c'est-d-dire que si chaque cOté est inférieur a la somme des
deux autres.

484. — Cherchons, comme application numérique, les angles
et la surface du triangle ABC de c¢ilés a = 13", b= 14",
¢ ==1b™; les angles sont calculés  o}1 prés sculement & I'aide
des tables

Données Formules Résullats

2p—=a-+b+ec

a=13" | 1 log tg —log(p —b) -+ log (p—°)

b= 14" s colog p —+ colog (p—a)

©=1" lalogS=logp+log (p—a)
~+log (p—b) + log (p— ©)

w o= e
i
QO [~z %1
Rk
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Calculs auxiliaires

Calculs définitifs

ll

ap=13+ 1f+15=41
p=21 p—a= 8

p—b=7 p—e=6

log p = 1,3222
log (p — a) = 0,9031
log (p — b) = 0,8451
log (p — ¢) = 0,7782

colog p = _5.6778
colog (p — a) = 1,0969
log (p — b) == 0,8451

log lg%: 1,6990

1,6g01 =logtgag’ D:= 89
855 5 A=17
A s
. = 29+ ,5
A = sy
log tg%:?,757o
1,7562 =logtg33" D= 8

log (p— ¢) = 0,7782 157 1 A=15;
2 log 1g b =7 3980 B 3371
2 2 ’
B = 667,2

colog p = 2,6778

log (p — a) = 0,903
colog (p — b) == 1,1549
log (p — ¢) = 0,7782

log (p — a) = 0,9031
log (p — b) = 0,8451
colog (p — ¢) = 1,2218

log tg S = 1,6478

log p = 1,3222
log (p — @) = 0,9031
log (p — b) = 0,8451
log (p — ¢) == 0,7782

2 log S = 3,8486

log tg%:?,&ﬂg

1,8175 =logtg3;7 D= 64
588 4 A=147
C \
I = 347
. = 3704
G = 74Y18
log S ==1,9243

1,9243 =log 84

Vérification :
A= 597
B—= 6672
C= 74".8

A+B+C = 200",0
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185. Trigonométrie sphérique. — La trigonométrie plane
étudie comme nous l'avons vu les angles des figures planes;
V’étude des angles des droites ou des plans dans 'espace, ou ¢ri-
gonomélrie sphérique, est beaucoup plus complexe ; nous nous
bornerons i en donner la formule fondamentale.

Prenons un triéddre OABC dont nous désignerons les angles
de faces par a =BOC; b =COA; c =AOB et par A, B, C
les angles de diédres (204) (fiy. 47). Nous supposerons pour
simplifier que tous ces angles sont
aigus, mais la démonstration qui

7V .7 suit s'étendrait aisément au cas gé-
e ! néral.

"/ g \j Proposons-nous de calculer les
diédres connaissant les angles des
~ faces. Pour évaluer I'angle diédre A,
¢levons en un point A de OA, une
perpendiculaire AB & OA dans le plan de la face AOB et de
méme AC dans le plan OAC. En calculant de deux facons dif-

—2
{érentes BC , on a I'égalité :

Q) —-.2

AB® + AC’ — 2 AB.AC cosA = OB*--0C® — 2 OB.0C cosa

car I'angle CAB rectiligne du diédre OA (191) mesure ce
di¢dre. En remarquant que OB’ — AB’ =0C" — AC’ = OA’ onr
peut écrire cette relation

2AB.AC cos A +- 204" — 20B.0C cos @ = o.

On met ordinairement cette relation sous la forme :

_O0A O0A  AB AG
C0s @ == 55+ g+ 0B * oC A
Les divers rapports du second membre s’expriment immédiate-
ment en fonction des lignes (rigonométriques des angles b et ¢
dans les triangles rectangles OAB et OAC (179), d’'ou la for-

mule cherchée :

cos a = ¢cos b cos ¢ - sin b sin ¢ cos A
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C’est 1a une relation des plus remarquables, car elle permet
visiblement le calcul des di¢dres quand on connait les faces.
On voit aussi que si I'on se donne un diédre et deux quelconques
des faces, on peut avoir la troisiéme.

Si, au lieu du triddre OABC, on considére le triangle sphé-
rique qu'il découpe sur la sphére de centre O et de rayon 1, la
méme formule donne une relation entre les cdtés a, b, ¢ et
Iangle A du triangle sphérigue ainsi découpé. C'est pour cette
raison que la trigonométrie de I'espace s’appelle « trigonométrie
sphérique ».

486. — Pour donner une application simple de cette formule
cherchons quelle est & la surface dela terre, la distance de Bor—
deaux & Rio-de-Janeiro, ces deux villes élant représentées sur la
figure (fig. 48) par les points B et R. La longitude de Bordeaux est
approximativement en degrés 2°50" Ouest
(méridien de Paris) et sa latitude 44°50
Nord ; les mémes coordonnées géogra-
phiques pour Rio-de-Janciro sont 4530’
Ouest et 22°50" Sud. Prenons le triangle
sphérique PBR, les deux méridiens de B
et R étant PBb et PrR. Leur angle, qui £
mesure le diédre OP, est 45°30' — 2°50’' = R
42°,40'. L’arc de grand cercle PB est Fig. s
complémentairc de l'arc bB qui mesure la latitude et par suite
égal & go® — AA°50" = 45°10'; dc méme l'arc PR est égal
4 9o° -+ 22°50" = 112°50". On a tous les éléments permeltant
le calcul de I'arc & de grand cercle BRR, arc qui est le plus court
chemin allant de B & R sur la surface de la terre (236) :

€0o82==C0845°10".c08112°50" +8in45°10".sin112"50’. cos42°40’
=-—10,702.0,3884-0,709.0,922.0,735
=-—10,3724+0,4805—-—0,208

D’ot1 I'on déduit approximativement o == 78°. Si I’on remarque
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que go° (quart du méridien) valent 10000 kilométres (47), on
en conclut que la distance cherchée est environ :

10000 7—2 = 8 700 kilométres.

Exercices. — N 212, 213, 214, 227, 231, 282, 233, 234, 235,
236, 237, 238, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247,
248, 249, 2560, 261, 252, 258, 254, 255, 256, 257, 258, 259,
260, 261, 262, 263, 264, 265, 266, 267, 268, 269, 270, 296,
297, 878, 381, 382, 389, 498, 499,



GEOMETRIE

CHAPITRE PREMIER

DROITES ET PLANS

487. Droites et plans. Généralités. — La géométriea son
originc dans l'observation de certains objets dont elle étudie
senlement la forme extérieure. On arrive par Vabstraction &
préciser peu & peu les notions que fournit cette observation.
Certaines d’entre elles sont primordiales et il est impossible de
les introduire dans la science autrement que par une définition
qui rappelle leur origine expérimentale. De méme encore, cer-
taines propriétés des &tres géométriques ainsi définis ne sont
pas contenues dans leur définition, mais sont d'une évidence
expérimentale indiscutable : ce sont les ariomes. C’est sur ecs
bases que le géométre édifie une science en faisant appel seule-
ment & la logique.

Les méthodes employées sont des plus diverses ; cependant,
les propriétés les plus élémentaires concernent I'égalité ou I'iné-
galité de deux éléments, ce que I'on établit le plus souvent en
amenant le deuxitme élément & se superposer totalement ou
partiellement au premier. Quant aux propriétés plus complexes,
on les raméne & l'aide du raisonnement & des propriétés plus
simples établies en général par superposition,

Les notions fondamentales de droite, plan, courbe, surface,
espace, angle, distance,..... sont trop connues pour qu'il soit
utile de les rappeler. Nous préciserons seulement quelques
points en étudiant les propriétés de ces divers « étres géomé-
triques ».
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Une courbe peut étre considérée, soit comme l'intersection
de deux surfaces, soit comme I’ensemble des positions succes-
sives occupées par un point ; c’est alors I lieu géométrique d'un
tel point (342 et suivants).

488. Droites et plans. — La ligne droite, qui est la plus
simple de toutes les courbes, est définie de facon unique par la
connaissance de dcux de ses points. Elle a des propriétés trés
remarquables, car elle peut rester en coincidence avec elle-méme
par pivotement, glissement ou retournement. Par glissement,

on peut amener un point A (fig. 49)

I #% A venir occuper une position A’ fixée

d I'avance. Un autre point tel que B
vient alors en B'. La distance de A’
4 B’ est dite égale & la distance de A A B. Si 'on a pris un
sens posilif sur la droite (66), cette égalité a lieu en grandeur
et signe. Par rctournement, on peut amcner B en A et A en B.
On oblient une portion de droite en pliant une feuille de papier.

Le plan, qui est la plus simple de toutes les surfaces, jouit de
méme de la propriété de pouvoir coincider avec lui-méme par
pivotement autour d’un de ses points, par glissement, ou par
retournement. Par glissement une

droite D de ce plan (fig. 5o0) peut se o /\ v
. 0
superposer d unc autre droite D’ A, e I

donnée & I'avance. Dans ce déplace-
ment unc droile quelconque A vient
en \'. L'angle de D et A est égal & I'angle de D' et A', ce que
I'on écrit parfois : (D, &) = (D', A"). Par retournement on peut
amener D sur A et A sur D.

Il ne suflit pas, pour déterminer un plan, de se donner deux
de ses points, ou, ce qui revient au méme, la droite qui les joint.
Il peut tourner autour de cette droite et balaie alors tout I’espace.
Pour achever de le déterminer, il faut se donner un nouveau
point, hors de cette droite.

Deux droites données de facon quelconque dans l'espace ne
se coupent pas en général. Tout plan passant par I'une d’elles.

Fig. by

Fig. 5o
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ne contient qu'un point de I'autre. S'il contient cette autre droite
en entier, les deux droites ont un point commun et un seul.
Cependant il peut arriver, comme nous le verrons, qu’elles
soient paralléles (208).

Deux plans distincts se coupent en général suivant une droite
et une seule, & moins qu'ils ne soient paralléles (211). Une
droite et un plan ont un point commun et un seul, & moins que
la droite ne soit tout entitre dans le plan, ou ne soit paralléle
A ce plan (210).

189 Angles. — Prenons une demi-droite Oy faisant avec
a'z deux angles adjacents xOy, x'Oy .
(fig. 51). Lorsque ces deux angles sont P

égaux, Oy étant en Oz, on dit que Oz et
Ox sont rectanqulaires ou orthogonaux ou L=
encore que Oz est perpendiculaire sur x'z.
Les angles égaux xOz et 'Oz sont droils.
Il n’y a qu'une seule perpendiculaire en O
a o'z. On forme quatre angles droits autour d'un point en
pliant en quatre une feuille de papier.

La somme des angles 2Oy et «'Oy est égale & deux angles
droeits ou, de fagon abrégée, & deux droits. Ces angles sont dits
supplémentaires. Si I'on prolonge Oy en Oy, les deux angles
opposés par le sommel xOy et x'Oy sont égaux, car on les
améne en coincidence en faisant tourner I'un d’eux de deux
angles droits autour de son sommet. On verra de méme que
si diverses demi-droites partent d’un méme point la somme
des angles ainsi formés est égale & quatre droits.

Enfin signalons une derniére propriété facile & établir : les
bissectrices de denx angles adjacents supplémentaires xOy, x'Oy
sont rectangulaires.

Pour mesurer les angles on emploie, comme on le sait, le

Fig. 51

grade (1° ou 17) qui vaut 1_;6 d’angle droit. I1 se subdivisc en

100 minutes centésimales et chaque minute en 100 secondes
centésimales. La numération décimale s’applique aux calculs
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faits en grades. Il n’en est pas de méme avec le degré (1°) qui
vaut 6!5 d’angle droit, car il se subdivise en 60 minutes sexa-

gésimales et chaque minute en 60 secondes sexagésimales (162).

490. -— Un demi-plan OOyy forme de méme avec un plan
a'x'xzx (fig. D2) contenant une droite OO deux angles diédres
adjacents yOx ; yOx'. Lorsqu’ils sont égaux, OOyy étanten OOzz,
les deux plans sont rectanqulaires ou perpen-
diculaires. Les deux diédres sont des diddres
droits. 11 n’y a qu’un plan- perpendiculaire &
un plan donné et passant par une droite
donnée de ce plan. Deux ditdres adjacents
tels que xOy et yOx' ont une somme égale
a deux diédres droits. s sont dits supplé-
menlaires. Deux diédres opposés par lUaréle
20y et «'Oy’ sont égaux et coincident si I'on
fait tourner I'un d’cux de deux di¢dres droits autour de I'aréte
00. Les plans bissecteurs de deux ditdres adjacents xOy, x'Oy
sont rectangulaires.

Toutes ces propriélés sont identiques & celles des angles
plans. Cette identité se poursuit dans la mcsure des angles

diédres.

191. — Pour ramener cette mesure des angles diedres a
celle des angles plans, il nous faut d’abord établir la proposi-
tion fondamentale : les perpendiculaires menées en un point &
une droite sont loules dans un méme plan, qui est dit perpendicu-
laire & la droite. C’est la une propriété dont on a une vérifica-
tion en examinant le mouvement de rotation d’une porte: la
ligne des gonds reste fixe pendant que l'aréte inférieure décrit
sensiblement le plan horizontal qui forme le plancher.

Pour justifier cette propriété, prenons les deux angles droits
0,0A et O,0B (fig. 53). Les droites OA et OB déterminent
un plan P. Montrons d’abord qu'une droite quelconque OC de
ce plan fait un angle droit avec 0O,. Considérons les plans
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0Q.A, 0O0B, 00,C qui recoupent P suivant OA’, OB’, OC’
prolongements de OA, OB, OC. Faisons tourner ces trois plans
autour de OO, de deux ditdres '
droits, ce qui améne OA en OA’,
et deméme OB en OB'. Le plan P
qui passait par OA et OB est devenu
le plan de OA’ et OB'; donc, il
n'a pas changé et OC qui était
dans ce plan P et dans le demi-
plan COO, est venu se placer sui-
vant l'intersection de ce méme _
plan P et du demi-plan C'OO,, Fie. 53
c’est-d-dire en OC'. On en conclut

que les deux angles 0,0C et O;0C’ sont égaux, c’est-a-dire que
00y est perpendiculaire sur GC'. Toute droite de P est donc
perpendiculaire sur 0O;.

11 est facile de prouver inversement que toute perpendiculaire
OD en O & OOy est dans ce plan P, en remarquant que le plan
00,D coupe P suivant une perpendiculaire en O & OO, per-
pendiculaire qui ne peut étre autre que OD.

11 suffit de se donner deux positions O,0A, 0,0B de I'angle
droit pour que le plan OAB, lieu de OA, soit déterminé sans
ambiguité, ce que I'on énonce parfois : si une droite OO, est
perpendiculaire & deux droites OA, OB d'un-plan P, elle est
- perpendiculaire a ce plan (218).

Considérons maintenant divers demi-plans formant deux &
deux des ditdres d’aréte commune OO, et coupons-les par un
plan P perpendiculaire en O & 00, ( fig. 53). On appelle angle
rectiligne du diédre AOO,C, I'angle AOC ainsi formé. Un
méme diédre AOO,C a plusieurs rectilignes. G’est ainsi que les
plans perpendiculaires & 00; en O et O; donnent AOC et
A,0.C.. Ces rectilignes sont d’ailleurs égaux, car ils viennent
en coincidence si I'on déplace les deux plans, en les faisant
- glisser I'un sur l'autre, jusqu’a ce que O vienne en O;. On verra
de facon analogue que deux: digdres égaux ont des rectilignes
égaux et qu’un diddre droit a un rectiligne droit. En pratique,
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pour mesurer des angles diédres, on leur substitue leurs angles
rectilignes. C’est ainsi que, par définition, un diédre de 17 sera
un diédre dont le rectiligne est de 17 (189).

192. Perpendiculaires. — Nous allons chercher si 1'on
peut toujours faire passer par un point donné une droite, ou
un plan, perpendiculaires & unc droite, ou & un plan donné (}).

Nous avons déja vu qu’en un point d'une droite on a une
perpendiculaire et une seule & cette droite située dans un plan
donné (189) et un plan et un seul perpendiculaire a cette droite
en ce point (194). Plus généralement nous allons montrer que
par un point O extérieur & une droite x'z, on peut faire passer
une droile el unc seule (285), ainsi qu'un plan et un seul, per-
pendiculaires a celle droile x'x (fig. 54). Faisons tourner le
demi-plan défini par x'x et le point O de deux
diédres droits autoar de «'z, le point O vient
en O'; les droites OO’ et x'x sont dans un
méme plan. Le point M ot OO’ et ' se cou-
pent est le pied de la perpendiculaire OM
cherchée, puisque les angles *MO et MO’
égaux et supplémentaires sont forcément
droits. Un autre point M, de &' ne peut con-
venir puisque les angles xM,0 et xM,0’ seraient égaux et droits
et que par suite M,;0, M,0’ seraient en prolongement. Il n’y a
donc qu'une perpendiculaire OM abaissée de O sur «'x.

Si le demi-plan z'2O tourne d’un angle diédre quelconque,
O vient en A et le plan OAO’ est perpendiculaire en M 4 x'zx,
les deux angles *MO et xMA étant droits. Il est aisé de voir
qu'il est le seul plan passant par O et perpendiculaire sur x'x.

Fig. 54

493. — Si dans un plan P, on prend une droite A (fig. 55),
on sait qu'il passe par cette droite un plan Q et un seul faisant

(*) Les constructions utilisées ici ne sont pas toujours celles que I'on
cmploie en pratique. Pour I'étude de ces derniéres nous renvoyons le lec-
teur aux chapitres VI ot VII (282 et suivants, 205 el suivants).
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avec P un di¢dre droit ou si I'on veut perpendiculaire au
plan P (480), mais on voit par suite que par un point O de P
on peut mener une infinité de plans
perpendiculaires a P,puisqu’il suflit
‘de prendre une droite quelconque
passant par ce point.

En un point O d'un plan P, on
peul élever une perpendiculaire el
une seule a ce plan P. Soit en eflet
A'Oz le rectiligne du diédre droit
des plans P et Q (491). Cet angle est droit et par suite Oz per-
pendiculaire a la fois sur OA et O\’ est perpendiculaire sur le
plan P. De méme d’ailleurs OA’ est perpendiculaire en O sur
le plan Q.

Il v’y a pas d’autre perpendiculaire & P passant par O, car
une telle droite si elle existe doit étre perpendiculaire & 04’,
donc située dans le plan Q, ct perpendiculaire &4 A dans ce plan,
donc confondue avec Oz.

Des raisonnements qui précédent découlent d’ailleurs un
grand nombre de propriétés telles que les suivantes.

Tout plan Q perpendiculaire & une droite A' d'un plan P est
perpendiculaire & ce plan.

Tout plan Q perpendiculaire & un plan P en O contient la
perpendiculaire en O @ ce plan, et par suite ['intersection de dewr
plans perpendiculaires & P en O est perpendiculaire en O a ce
plan.

Tout plan Q passant par la perpendiculaire en O & un plan P
est perpendiculaire a ce plan.

Fig. 55

494. — On a des propriétés analogues lorsque le point O
n’est pas dans le plan P : par un point O extérieur a un plan P,
on peul faire passer, d’une part, une infinité de plans perpendi-
culaires & un plan Pet, d'autre part, une perpendiculaire et une
seule a ce plan (fig. 56). Prenons en eflet unc droite quel-
conque A dans le plan P et menons par le point O le plan Q
perpendiculaired A (492). On vient de voir qu’un lel plan est

A, Suinle-Lagué. 16
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perpendiculaire & P. La droite A étant quelconque dans le plan
P, on voit bien qu'il y a une infinité de plans passant par O et
perpendiculaires 4 P. Prenons main-
tenant un second plan Q' tel que Q.
L’intersection OA de ces deux plans
est, comme on I'a vu, perpendicu-
laire 4 P en A (193). 1l n'y a pas
d’autre* perpendiculaire telle que
OA’ issue de O a P, car OA et OA’
seraient deux perpendiculaires abais-
sées de O sur la droite AA’ du plan
P, ce qui n'est pas possible (192).

Si I'on désigne par Mle point oi A, perce le plan Q, la
droite MO est perpendiculaire en M sur A, puisque A est per-
pendiculaire sur Q, d’oti I'énoncé connu sous le nom de théo-
réme des trois perpendiculaires :

Si une droite OA est perpendiculaire sur un plan Q et que OM
- soit lu perpendiculaire abaissée de O sur une droite quelconque A
de ce plan, la droite AM est aussi perpendiculuire @ A, ou en—
core : si l'on abaisse de O une perpendiculaire OM sur une
droile A d’un plan P, la perpendiculaire en M & A dans le plan
P passe par le pied A de la perpendiculuire abaissée de O sur

cc plan.

195. Projections. — On appelle projection (246)d’un pointO
sur un plan P le pied A de la perpendiculaire abaissée de O
sur le plan. La droite OA est la projetante du point; P est le
plan de projection. Si O décrit une courbe quelconque de 1'es—
pace, A décrit dans le plan P une courbe qui est la projection
de la courbe de l'espace.

Prenons une droite quelconque OM passant par O (fig. 56),
le plan OAM contient, d’apreés ce qui préctde (194), toutes les
projetantes des divers points de la droite. On en déduit que: la
projection d’une droite OM sur un plan P est une droile MA
passant par le pied A de la perpendiculaire abaissée de O sur ce
plan. Le plan MAO s’appelle le plan projetant la droite OM.
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1l ya deux cas ‘particuliers & considérer: celui o la droite
OM ne coupe pas le plan, cas que nous examinerons un peu
plus loin (240), et celuni o la droite passant par O est précisé-
ment la perpendiculaire OA abaissée de ce point sur lc plan,
saquel cas la projection se réduit au point A.

Les -diverses propriétés qui précédent paraitront presque
évidentes au lecteur, s'il veut bien supposer que le plan P des
figures 53, 55, 56 est un plan horizontal, par exemple la sur-
face d’ane eau tranquille, le plancher d'une salle, ..., queles per-
pendiculaires & ce plan passant par O sont des verticales, telles
que la lignedu fil & plomb, les ardtes des diédres que formentles
murs d'une salle, ..., que les plans passant par ces verlicales sont
des plans verticaux, tels que les murs d’une maison,... (212).

En particulier signalons la disposition formée par le plancher
d’une salle et deux murs rectangulaires. On a trois plans per—
pendiculaires deux a deux et chacune des Lrois ardtes d'inter-
section est perpendiculaire aux deux autres. On dit que ces
trois droites forment un triddre trirectangle (201). C'est la
méme disposition que I'on retrouve dans le coin d’une boite,
d’une table, etc...

4196. Rotations et symétries. — Prenons un axe de rota-
tion quelconque x'x (fiy. 57) et un point A quelconque de
Iespace. Si I'on fait tourner le demi-plan
«'zA aulour de x'x d'un angle diedre quel-

l
7 e l
conque, le point A vient en \' dans le demi- |/ ] l
plan P'. La perpendiculaire AO abaisséede A [ ]Z ==
sur &'z vient en A’O. L’angle plan AOA’ ==¢; | ¥ J
s'appelle 'angle de rotation. ' J

P .
Si I'on prend des points en nombre quel- T
conque, A, B, G,... qui, aprés une rotation Fig. 57
de o dans le méme sens, viennent en A’, B', C'..., les figures
formées par A, B,C,... et A',B’,C/,... sont superposables ; les
longueurs correspondantes ainsi que les angles correspondants
sont donc égaux.

Un cas trés important est celui ot on fait tourncr le demi-
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plan Ax’x de deux diédres droits : OA vient alors en OA, dans
le prolongement de OA. Les points A et A, sont dits symé-
trigues par rapport & &’. On peut construire A, en prolongeant
la perpendiculaire AO abaissée de A sur x'z d’'une longueur
OA, = OA. La droite x'x s'appelle I'axe de syméirie. Toute
figure du plan P a son symétrique dans ce plan. Deux figures
symétriques par rapport a '« sont superposables:.

C’est ainsi que la bissectrice d'un angle est un axc de symé-
tric pour les deux coOtés de I'angle; la perpendiculaire au
milieu d'un segment est axe de symétrie pour ce segment.

Si nous nous bornons maintenant i considérer des points si-
tués dans le plan Q perpendiculaire en O & x'x (fig. 58), la

rotation d’'angle  qui améne A en

e Ay Men M, NenN, etc... s'ap-

y n‘ I ./ pelle une rotation (lc: cenlre 0:

/ T / C’est un cas particulier de celui

4 = qui précéde. De méme la symétrie

qui améne A en A,, B en B,,...

s'appelle une symétrie de centre O.

Toute figure du plan Q est superposable & sa symétrique par
rapport au point O (319).

Comme le lecteur le verra aisément, nous avons déja em-
ployé les symétries et les rotations dans ce qui précéde (1)
(490 et suivants).

Fig. 58

497. Triangles. — Les définitions des mots triangles, qua-
drilatéres, penlagones,... polygones, (riddres, polyédres, po-
lyédres convexes, polyddres concaves, des mots sommels,
aréles,... sont bien connues du lecteur. Disons seulement qu'un
polygone est plan ou gauche suivant que ses cotés sont ou non
dans un méme plan. Un triangle est plan et convexe, mais il
n'en est pas toujours de méme pour les autres polygones.

Un triangle est dit rectangle lorsqu'il a un angle droit. On

(1) Nous reviendrons sur ces diverses questions pour les traiter de fagon
beaucoup plus générale au chapitre VIII (318 et suivants),
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obtient de tels triangles AOB ( fig. 59) en prenant dcux points
A et B quelconques sur les c6tés d’un angle droit AOB; le
cdté AB opposé A I'angle droit s’appelle

I'hypoténuse, les deux autres cotés OA,
OB sont les ctés de angle droit. On ne !\\\\
peut pas avoir deux angles droits dans T
un triangle, car si l'angle en B était *
droit, on pourrait abaisser du point A

deux perpendiculaires sur OB, ce qui n’est pas possible (249).

Si les longueurs OA et OB sont égales, le triangle est rec-
tangle isocéle. Plus généralement un triangle OAB (fig. 60) est
isocele si deux cOtés O\ et OB sont égaux ; AB est alors la base.
La bissectrice OM de I'angle en O est un axe de symétrie de ce
triangle (196), c'est-d-dire que ce triangle coincide avec son
symétrique par rapport & OM. En effet OA et OB
sont deux droiles symétriques par rapport & Ox
/ etde plus O\ = OB. Donc le symétrique de A par
/ rapport 8 OM est B3. Les angles a la base OAB et

OBA qui sont symétriques sont égaux. La droite
/ OM, qui est bissectrice de I'angle en O, est aussi
i perpendiculaire sur AB, c'est-a-dire est la hau-
teur issue de O el passe par lc milieu de AB,
c’est-d-dire est la médiane issue du méme somn-
met O.

Inversement, si dans un triangle OAB, les deux angles en A
et B sont ¢égaux, il en est de méme des coés OA et OB. On
voit en eflet que la perpendiculaire MO 4 AB cn son milieu M
(fig. 60)est un axe de symétrie du triangle ; le point O intersec-
tion de AO et BO est & lui-méme son propre symétrique, donc
est sur OM, et de plus OA == OB. On énonce parfois ces divers
résultats comme il suit :

Deux obliques égales OA et OB s’écarlent éqgalement du pied
M de la perpendiculaire abaissée de O sur AB et, inversement, si
deux obliques s’écartent également du pied de celte perpendicu-
laire, elles sont égales.

Deux: obliques égales OA et OB font en A et B des angles

Fig. 59

B [} A

Fig. Go
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égaux avec AB et, inversement, si deux obliques OA et OB font
des angles égaux: avec AB elles sont éqales.

Un triangle cst dit quilatéral quand ses trois cotés sont
égaux. Pour justifier leur existence, il suflira de refaire icj le
raisonnement donné plus loin pour les polygones réguliers (258).
Un tel triangle a ses triangles égaux et, inversement, si un
triangle a scs Lrois angles égaux, il est équilatéral. 1l a trois axes
de symétrie ; chacun d’eux est A la fois bissectrice, hauteur et
médianc. Leur point commun s’appelle le centre du triangle (219).

4198. Triangles égaux. — 1l est trés important de savoir
reconnaitre si deux triangles sont ou non égaux, c’est-d-dire
8'ils peuvenl ou non étre amenés en coincidence. Cela tient &
ce que, pour prouver I'égalité de deux longueurs ou de deux
angles, il est souvent commode de les considérer comme des
cités ou des angles de triangles tracés. C'est 1a une idée tres
importante qui se retrouve en particulier en Trigonométrie (461).
Parmi les caractéres permettant de reconnaitre avec cerlitude
I’égalité de deux triangles, nous nous bornerons i ceux qui
font intervenir les ¢léments les plus simples, c’est-a-dire les
cOtés et les angles. Ces éléments sont au nombre de six, comme
on le voit. Nous allons voir que, en
général, l'identité de trois d’entre eux
suffit pour entrainer celle des autres.

Prenons deux triangles ABC, \'B'C
situés dans des plans quelconques P et
P’ (fig. 61). Nous considérerons comme
¢léments correspondants les angles A et
\’, ou B ct B, ou C et C’, ou encore les
cotés BC et B'C’, ou CA et C'\', ou
enfin AB et \'B’. Lorsquc nous dirons.
que deux triangles ont deux éléments
égaux il sera sous-entendu qu’il s'agit d’éléments correspon-
dants.

Deux triangles ABC, A'B'C’ sont égaux s’ils onl deux angles
égaux : A = A! compris entre des cités respectivement éqaux :

Fig. 61
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AB = A'B'; AC = A'€ (fig. 61). On voit immédiatement
que de tels triangles peuvent se superposer. On établit de méme
que deux triangles ABC, A'B'C’ sont égaux s’ils onl deux cités
égaux : BC = B'C’ adjacenlis a des angles respeclivement égau :
B=DB;C=C"1lyaun troisitme cas d'égalité dont la dé-
monstration est un peu plus longue : deux triangles ABC,
A'B'C’ sont égaux si les trois cotés de U'un sont respectivement
égauzx aux cotés de lautre : AB=A'B"; BC=B'C'; CA=CA".
Amenons dans ce dernier casle triangle A'B'C’ a étre en ABGC,
(fig. 62), A’ élanten A, B’ cn Bet C'en C,, de .
facon que C et G, soient de part et d'autre de /’\
AB. Par hypothése A\C = \G,; BC = BC,. La rg’——g—»
droite CC, base du triangle isocéle ACC, estlclle ™~

que la perpendiculairc en son milieu M passe
par A (497). De méme dans le triangle BCC; la
perpendiculaire & CC; en M doit passer par B; cest donc la
droite AB. Les deux triangles ABC ct ABC, étant symétriques par
rapport 3 AB sont égaux, et il cn est par suitc de méme de
ABGC et A'B'C'.

Fig. 62

199. — On peut se demander par analogie avec les énoncés
précédents si deux triangles ne sont pas égaux quand ils ont
trois éléments quelconques égaux, angles ou cdtés. Examinons
les divers cas qui restent & considérer.

Si deux triangles ABC, A’B'C’ ont les trois angles égaux :
A=A"; B=DB; C=C, ils ne sont pas égaux en général
comme nous le verrons plus loin en parlant des triangles sem-~
blables (248). D’ailleurs nous établirons que la sommedes angles
d’un triangle est égale & deux droits (248) et par suite que les
égalités A = A/, B == B' entrainent C = C'.

Si dans les deux triangles ABC, A'B'C’ ona A=A', B== B’
et en outre AG = A'C/, ces triangles sont égaux bien que les
cHtés égaux ne soient pas adjacents aux angles égaux, puisque
les égalités A = A’'; B= B’ entrainent C = C', comme nous
venons de le dire. On est ramené & un des cas d’égalité qui pré-
cédent.
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Enfin si les deux triangles ont les cotés égaux AB =A'B/,
AC = A'C’ et deux angles égaux B = B’ non compris entre les
cOtés égaux, ils ne sont pas forcément égaux; c’est ainsi que .
dans le triangle isoctle ABB' (fig. 63) une droite AC joignant
A & un point de la base compris entre B et B’ donne
deux triangles ABC, AB'C dans lesquels AB=AB’;

/4“ AC = AC; B = B’ (197) et qui néanmoins ne sont
/ \‘\ pas égaux.
/ L

Fig. 63

A

~*  200. — On pourrait donner un grand nombre de

cas d’égalilé particuliers aux triangles isoctles,
rectangles, ... Nous nous bornerons aux quelques énoncés qui
suivent, '

Deua: triangles rectangles ABC, A'B'C’ sont égaux s'ils ont
deux angles égaux (aulres que langle droit) : B =B' el deux
cotés de langle droit égaux : AB =A'B', ou encore : AC = \'C!
(fig. 64). 11 y a comme on le voit deux cas & considérer; dans
le premier, on a B=D1'et AB=A’B’, et I'on sc raméne & un cas
d’égalité des triangles quelconques puisque A = A’. Dans le se-
cond cas, B=D'; AC=A’C’. Amenons en coincidence lcs angles
droits A’ et A de fagon que A’C’ vienneen AG. Les deux hypoté-
nuses B'C’ et BC sont devenues deux obliques issues d'un méme
point C ct faisant des angles égaux avec AB, donc elles sont
égales cl s'écartent également du pied A de la perpendiculaire
(197). Les deux Lriangles sont par suite égaux.

Deux triangles rectangles ABC et A'B'C’ sont égaux s'ils ont
deux angles égaux : B =B’ et les hypoténuses égales: BC=B'C'
(fig. 64). Sil'on amine en coincidence les angles
égaux B et B’ et les hypoténuses égales BCet B'C’,
on voit que les points A et A’ coincident égale- ,.(n_,_..:—\" -

ment puisque d’un point C on ne peut abaisser °'[\\

~.

qu’une perpendiculaire sur AB (192). A
Deux triangles rectangles ABG, A'B'C’ sont

égaux s'ils ont les hypoténuses égales: BC =B'C’

et deux cotés de l'angle droit égaux : AC = A’C'. On améne les

angles droits en coincidence ainsi que les cdtés A'C’ et AC. Les

Fig. 64
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deux hypoténuses sont alors des obliques égales et s’écartent
également du pied de la perpendicnlaire (197). Les deux trian-
gles sont bien égaux.

201. Triédres. — Dans un tritddre SABC (fig. 65) on
appelle faces les angles BSC, CSA, ASB ct diddres les angles
que font deux & deux les plans des faces; on a ainsi les ditdres
SA, SB, SC. On a les mémes définitions pour un angle po-
lyédre. Les éléments correspondants de deux angles polyédres
peuvent &tre égaux sans quc ces deux angles soient su-
perposables. Prenons par exemple un angle triéddre SABC
(fig. 65) et le tritdre opposé par le sommet
SA'B'C’. Ces deux tritdres ont leurs faceset
leurs diédres égaux, mais nous allons voir
qu’ils ne sont pas superposables. Si dans le
plan SBCB'C/, on fait tourner SB'C’ de deux
angles droits, SB' vient en SB et SC’ en SC,
mais SA’ ne vient pas sur SA, puisque ces
deux demi-droiles sont et restent de part ct
d’autre du plan SBCB'C’. On dit que les
deux triédres n’ont pas lc méme sens. Il est
d’ailleurs aisé de voir que tout triédre ayant
ses él¢éments correspondants égaux & ceux de SABC est superpo-
sable soit & SABC soit & SA'B'C’. Tous ces tricdres se rangent
en deux catégories. Les uns sont dils éyaux & SABG, les aulres
sont dits symétriques de SABC (320).

Si le triddre SABC a deux éléments égaux, faces ou diddres,
on peut établir la superposition de ce triedre et de son symé-
trique, les éléments que I'on superpose n’étant pas d’ailleurs des
éléments correspondants. Supposons d’abord que le triédre
SABC ait deux faces égales : ASB =ASC; on dit qu'il est iso-
céle. Faisons coincider les ditdres SA’ ct SA ( fiy. 65), la face
A’SC' venant recouvrir la face ASB et la face A'SB’ venant sur
ASC, ce qui est possible puisque les angles de ces faces sont
égaux. Les deux triédres se sont bien superposés ; en particulier,
le diédre SB’ égal & SB est venu coincider avec le diédre SC.

rig. 65
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Dans un tridédre isoctle les angles ditdres opposés awx faces
égales sont égauc.

On établirait de facon analogue que, si dans un triédre deux
ditdres sont égaux, ce triédre peut se superposer & spn symé-
trique et de plus il esl isocéle.

Un triédre peut 8tre trirectangle c’est-a-dire avoir 4 la fois ses
trois faces et ses trois di¢dres égaux & un angle droit (195).

202. — Etant donné un triédre SABG (fig. 66), élevons en
S les perpendiculaires SA’ sur la face
BSC, SB’ sur CSA et SC’ sur ASB. Il y
a deux demi-droites passant par S'et per-
pendiculaires au plan SBC. Nous prenons
celle de ces demi-droites qui est du méme
cOté que SA par rapport & ce plan SBG.
On choisira de fagon analogue les demi-
droites SB'; SC'.

Tout triedre égal & S’A'B'C’ ou A son symétrique est dit sup-
plémentaire du tritdre SABC.

Le triédre SABC est dailleurs supplémentaire de SA'B'C’. On
voit par excmple que SC est perpendiculaire sur le plan A'SB/
en remarquant que c’est l'intersection des deux plans SAC et
SBC dont chacun est perpendiculaire sur A’SB' (493). Nous
laissons au lecteur le soin de voir que de plus SA par exemple
est bien du méme coté du plan SB'C’ que SA'. _

On a la propriété fondamentale suivante : l'angle d'une face
d’un triédre est supplémentaire de langle
plan du diédre correspondant dans le tri-
edre supplémentaire. En coupant la figure
par le plan B'SC’ perpendiculaire 3 'aréte
SA, le ditdre SA est coupé suivant un
rectiligne (3 (191) (fig. 67); d'aprés
ce qui précéde S7 est perpendiculaire & SB’
et S8 a 8C/, la disposition de ces diverses.
demi-droites étant de plus celle qu'indique la figure. Pour dé-
montrer que les deux angles B'SC’ et 587 sont supplémentaires,.

Fig. 66

Fig. 69
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il suffit d’effectuer une rotation de un angle droit de ¥S{5 autour
de son sommet, ce qui 'améne en B'SC’ angle supplémentaire
de B'SC'.

203. Tri¢dres égaux. — Il existe des cas d’égalité des
triéddres analogues aux cas d’égalité des
triangles. Deux triédres SABC, S'A'B'C
sont égaux ou symélriques s’ils ont deux
diddres égaux : SA = S'A’ compris
entre des faces égales : ASB = A'S'D/
et ASC = A'S'C’ (fig. 68). 1l est en _
effet aisé de superposer S'A’B'C’ A Fig. 68
SABC, ou & son symétrique suivant la disposition des éléments.

Deux tricdres SABC, S'A'B'C’ sont égaux ou symélriques st
les trois faces de lun sonl éqales aux faces correspondantes
de lautre : ASB = A'S'B’; BSC = B'S'C’; CGSA = CS'A".
Indiquons sommairement la démonstration. On peut supposer
que les éléments des deux triédres aient la méme disposilion, en
remplagant s'il y a lieu I'un d’eux par son symétrique. Portons
sur les arétes SA et S'A’ des longueurs égales Sa = S'd’ et cou-
pons les deux triédres par les plans perpendiculaires en a a Sa
et en @’ & Sa', ce qui donne les triangles abe, a'b'c’. Ces deux
triangles ont leurs trois cotlés égaux. En effet les triangles rec-
tangles Sac, S'a’c’ sont égaux (200) et donnent ac = d'c’
et en outre Sc = S'¢’. De méme les triangles égaux Sab et S'a’l’
donnent ab = a'l’ et Sb = §'0'. Enfin les deux triangles Sac
et S'a’c’ sont égaux d’aprés ce qui précéde (198) et par suite
bc = b'c’. Les deux triangles abc, ¢'b'c’ étant superposables, les
deux triédres le sont.

Il y a deux autres cas d’égalité des triédres : deux lritdres
SABCG, S'A'B'C' sont égaux ou symétriques s'ils onl deux faces
égales: BSC = B'S'C’ adjacentes & des digdres égaux : SB=8'B';
SC = S'C’. Deux tritdres sont égaux ou symétriques si les Lrois
didres de l'un sont égaux aux irois diédres correspondanis de
lautre. Le premier de ces deux cas pourrait s’établir directement
par la superposition des deux triédres, mais la considération
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des triédres supplémentaires permet de déduire ces deux cas
d’égalité des deux précédents. Si par exemple deux triédres S
et T ont les trois diédres égaux, les triédres supplémentaires S’ et
T’ ont leurs faces correspondantes égales et sont par suite égaux
ou syméltriques. Il en est donc de méme des triédres Set T.
11 y a comme on le voit des analogies nombrcuses entre les
triangles et les triédres, sil'on fait correspondre les mots « face »
et « ditdre » aux mots « cOté » et « angle »; ais il y a aussi
des différences notables. C'est ainsi que deux tri¢dres sont
#gaux ou symélriques s'ils ont tous leurs diédres égaux, tandis
que, en général, deux triangles qui ont leurs angles égaux ne
sont pas égaux (248). '

204. Inégalités. — Il arrive parfois, quoique rarement, que
'on ait besoin de prouver, non plus que deux grandeurs sont
égales, mais que I'une est plus grande ou plus petite que I'autre
(41). Nous allons indiquer quelques-uns des résultats les plus
intéressants auxquels conduit ainsi la comparaison des distances
ou celle des angles.

Menons d’'un point O A une droite x'x la perpendiculaire OA
et diverses obliques OB, OC,.. (fig. 69). Nousallons montrer

que I'on a OA << OB << OC < ... Prenons

N par exemple les deux obliques OB et OC.
! N Pour porter sur OC une longueur OE égale
L N \" “y— a OB, il est commode ici de mener la bis-

sectrice OD de I'angle BOC. L’angle aigu
ODB ecst inférieur & I'angle obtus ODC.
Donc la droite DE symétrique de DB (196) par rapport & DO
est dans l'angle ODG; elle passe par le point E symétrique
de B par rapport & OD. Donc E est entre O et C et 'on
a OE << OC, ou encore OB < OC. Lec méme raisonnement
montrerait que OA est plus courte que toule oblique.

On voit que, si deux obliques s’écartent inégalement du pied
de la perpendiculaire, celle qui s’en écarte le plus est la plus
grande (197). La démonstration suppose B et C d'un méme
c6té de A, mais il est facile de I’étendre au cas ou B et C sont

Fig. 69
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de part et d’autre de A, en remplagant I'un des deux points par
son symétrique par rapport & OA.

En particulier, la plus courte distance d’un point O a une droite
est la lonqueur de la perpendiculaire OA abaissée de O sur la
droite. G'est 1A une propriété trés importante que I'on peut
encore énoncer : dans un triangle rectangle OAB, [hypoténuse
OB est plus longue qu'un cété OA de l'angle droit ; ou encore la
projection OA d'un segment OB sur une droile passant par son
extrémité O est plus courte que ce-scqment (195, 216).

Enfin, si I'on remarque que la perpendiculaire abaissée d'un
point sur un plan est perpendiculaire sur toutes les droites
passant par son pied dans ce plan (191), on voit que, iciencore,
deux obliques éqales s'écartent également du pied de la perpen—
diculaire et que la plus courle distance d'un point a un plan est
la longueur de la perpendiculaire abaissée o
de ce point sur ce plan. i /

Nous allons voir de fagon analogue que ¢ < + -
la projection d’un angle aiqgu ASB sur un X
plan P passant par un coté SB est plus o
petite que cet angle, tandis que la projec-
tion d'un angle obtus ASB' est plus grande que cel angle (216)
(fig- 70).

Coupons la figure par un plan perpendiculaire 2 BB, ce qui
donne I'angle ABA\ rectiligne du diédre AB’ BA' (191). D’aprés
ce qui précéde B\’ projection de BA sur P est inférieur A BA.
Si l'on fait tourner le plan BAS autour de BS pour I'appliquer
sur P, A vient en A, tel que BA, soit supérieur & BA’, et l'on
voit bien que l'angle BSA, égal & BSA est plus grand que
I'angle BSA’, et que l'angle B'SA, égal a B'SA est plus petit
que B'SA’.

Fig. 70

205. — On déduit aisément de ce qui préctde la propriété
suivante qui est d’ailleurs presque intuitive : la ligne droile
est le plus court chemin d’'un point & un autre ou, de facon plus
précise, elle est plus courte que toute ligne brisée. Le cas le plus
simple peut s'énoncer ainsi : un coté d’un triangle est plus
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petit que la somme des deux autres (fig. 71). Par exemple
BC < AB + AC. Projetons A en A, on a BA'<< BA et
CA’ << CA, comme nous venons de le voir, d'ou BC <AB +AC.
Si I'on veut établir de méme que BA << BC + CA, on re-
marque que, la projection C' de C sur

%" AB tombant en dehors de AB, l'on a
A% BA<BC' < BC, donca fortiori BA <
1 ™. BC+CA.

[] A e

On peut encore dire qu’un cété quel-
conque d’un triangle est plus grand que
la différence des deux autres ; c'est ainsi que I'inégalité BC <<
AB —+ AC équivaut 4 AB > BC — AC (11).

Une démonstration rigourcusement analogue a celle-ci montre
quc dans un angle tricdre (201), I'angle d'une face est plus
petit que la somme des angles des deux autres, ou sous forme
abrégée : dans un lriédre une face est plus petite que la somme
des deux autres.

Ces propri¢tés s’étendent immédiatement & une ligne brisée
quelconque, si 'on compare un coté & la somme des autres,ou &
un angle polyedre quelconque, si 1'on compare une des faces &
la somme des autres.

De méme encore elles permettent d’établir les propriétés sui-
vantes : un polygone convexe a toujours un périmétre plus grand
que loul aulre polygone convexe tracé & son intérieur,et, de méme,
la somme des faces d'un angle polyédre convexe est plus grande
que cclle des faces de lout autre angle polyédre convexe de méme
sommel el situé a lintérieur du premicr. Démontrons par
exemple cetle derniére propriété. Le point S,
non marqué sur la figure (fig. 72), étant le
sommet commun des deux angles polyedres,
représentons les sections par un méme plan
en DEFG et ABC, ce triangle étant comple-
tement intéricur au quadrilatére, d’aprés
I’hypothése, pourvu que I'on choisisse con-
venablement le plan sécant. Je dis que ASB + BSC + CSA est
inféricur & DSF + ESF +FSG—+- GSD. Les points H et J étant

Fig. 71
-7

Fig. 72
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sur AC et le point I sur AB comme le montre la figure, on a
successivement :

ASB 4+ BSC -+ CSA << CSH -+ HSE —+ ESI + ISC
(car ASB <C ASH —+ IISE —- ESI -+ ISB)

puis :

CSH + HSE + ESI -- ISC << JSH - HSE - ESF -~ FSJ

(car CSI < ISF +- FSJ +- JSC)

et enfin

JSH + HSE + ESF + FSJ << GSD + DSE + ESIF - FSG

(car HSJ < HSD ~+- DSG + GSJ)

1l y a cependant ici une différence & noter entre les triangles
et les tricdres. Alors que le périmetre d'un triangle ou d’un po-
lygone peut &ire aussi grand qu’on le veut, nous allons voir que
la somme des faces d'un angle triédre ou d’'un angle polyddre con-
vexe est loujours plus petite que quatre angles droils. 11 suflit
d’établir cette propriété pour un angle
triédre, car on peul loujours Lrouver ’
un angle tritdre conlenant a son inlé- o
rieur un angle polytdre convexe donné e N
de méme sommet. Soil alors S\BC le / N
tritdre considéré (fig. 73). Prolon-
geons une aréle S\ en S\. On a:
CSA+ASB+BSC <<CS\ +ASB+BS\'+A’SC, puisque BSC
est inférieur & BS\’ - A’SC. On voit que la nouvelle somme
ainsi obtenue vaut précisément quatre droits, puisque \SB et
BSA’ sont supplémentaires ainsi que ASC et GSA'.

Fig. 73

206. Applications. — On peut déduire de ce qui précede un
grand nombre de propriétés simples concernant les droites et les
plans. Nous énoncerons les principales, laissant au lecteur le
soin de les justifier et de faire les figures qui correspondent aux
divers énoncés. Nous le prions, une fois pour toutes, de se
reporter au Chapitre VIII ot il trouvera quelques indications
générales sur la recherche des solutions dans les problémes de
géométrie.
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Disons cependant que, pour établir l'existence d'un lieu géo-
métrique, qu’il s’agisse d'une courbe ou d’'une surface, prise
en totalité ou en partie, il est indispensable d'établir : 1°que
tout point ayant la propriété indiquée appartient & celte portion
de courbe ou de surface; 2° que tout point appartenant & celte
portion a la propriété considérée (342). '

Le lieu géomélrique des points d'un plan équidistants de deux
points de ce plan est la perpendiculaire élevée au milien du
seqment qui les joinl. Le licw yéométrique des points de U'espace
équidistants des deux mémes points est le plun perpendiculaire
auw milieu de ce seqment (497, 232).

Le licu géomélrique des points de Uespace équidistants de trois
potnts non en ligne droile est une perpendiculaire au plan des
trois points (232).

Le lieu des points d'un plan équidistants de deux droiles qui
se coupent duns ce plan est formé des deux bissectrices des angles
que forment ces droiles. On sait d’ailleurs que ces deux bissec-
trices sont axes de symétrie de I'angle considéré (197) ct sont
rectangulaires (189).

Le lieu des points équidistants de deux plans qui se coupent
est formé des deux plans bissecteurs des angles qui forment ces
plans. Ges plans sont d’ailleurs rectangulaires (190).

Dans un triangle les trois perpendiculaires aux milieux des
cOtés se coupent en un méme point, ou sous forme plus abrégée :
dans un triangle les trois médiatrices sont concourantes. Le point
de concours s'appelle centre du cercle circonscril au triangle
(232).

Dans un triangle les six bissectrices sont trois & trois concou-
rantes. Un des quatre points de concours est intérieur au Lriangle
et s'appelle centre du cercle inscrit ; les autres sont les centres
des cercles ex-inscrits (228). Remarquons que chaque angle du
triangle donne deux droites rectangulaires lieux de points équi-
distants des cdtés de cet angle; I'une s’appelle la bissectrice inté-
rieure, V'autre la bissecirice extéricure. C’est la bissectrice inté-
rieure qui passe au centre du cercle inscrit.
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Enfin nous ajouterons & ces propriétés du triangle les deux
suivanles qui seront démontrées un peu plus loin.

Dans un triangle les trois hauteurs sont concourantes. Le point
de concours s’appelle Uorthocentre du triangle (224).

Dans un triangle les trois médianes sont concourantes. Le
poinl de concours s'appelle le centre de gravité dutriangle (224).

Exercices. — N°* 124, 165, 166, 271, 272, 278, 274, 275, 276,
277, 278, 279, 280, 281, 282, 283, 284, 285, 286, 287, 288,
289, 290, 201, 292, 203, 294, 406.

A. Sainte-Lagus. 17



CHAPITRE II

PARALLELES

207. Droites paralléles. — Prenons une droite A ( fig. 74)
&l un point A cxtérieur 3 cette droite. Supposons que le plan P
de A ct de A glisse sur lui-méme de
1 v fagon que la droite A reste constam-
ment en coincidence avec elle-méme ;
® le point A déecrit alors une certaine -
courbe D qui jouit évidemment de la
propriété d’avoir tous ses points & la méme distance de A, Nous
admeltrons que le liew géométrique ainsi obtenu pour A est une
droite D. Nous dirons par définition que D est la paralléle & A
amenée par A. G'est 1a une propriété qui ne résulte pas des
notions déjd connues ou admises. On peut la considérer comme
#tablie par I'expérience ; par exemple, lorsqu’un trusquin se dé-
Place, la pointe tracante décrit une droite. D’ailleurs toutes ses
«conséquences sont vérifiées par la pratique. Un tel mouve-
ment s'appelle une translation (*) (2143).
Dans ce déplacement les divers points de D décrivent cette
droite et les autres points du plan P décrivent des droites qui

Fig. 74

(") Ici, comme pour les rotations, la notion de mouvement, quoique
faisant intervenir le temps, facilite beaucoup la compréhension. 1l va sans
dire qu'une exposition plus rigoureuse permettrait de se débarrasser com~
plétement de cctte notion de temps.



PARALLELES 269

- par définition sont paralltles & A. Aucune de ces droites ne peut
d’ailleurs couper A (*).

Soit AB la perpendiculaire abaissée de A sur A ; retournons
le plan P sur lui-méme de fagon que AB ne bouge pas. La droite
A coincide avec elle-mé&me et, d’aprés sa définition, il en est de
méme de D. Donc, les deux angles de BA avec D sont égaux et
AB est perpendiculaire sur D (189); d’oui la construction sui-
vante : pour mener par A la paralltle a A, on abaisse AB per-
pendiculaire sur A, el l'on éléve en A la perpendiculaire & AB.

Cette nouvelle définition de la paralléle montre que si D est
paralléle @ A, de méme A est paralltle a D. On dit alors sans autre
spécification que D et A sont paralleles. La distance constante
d’un point quelconque de I'une de ces droites & I'autre s'appelle
la distance des deux paralléles. 11 résulte encore de ceci que, st
deuzx droites D et A sont paralléles, loute perpendiculaire a lune
est perpendiculaire a l'autre, et aussi que dewr droites du plan P
paralléles a A sont paralléles entre elles (209).

208. — Soit O le milieu d'un segment AB d’une perpendi-
culaire commune A deux paralltles D et A (fig. 75). Ces deux
parallles sont symétriques par rap-

port 4 O (196), comme on le voit en T * ’

faisant tourner D et OA de deux 6

angles droits autour de O. On en % ’
Fig. 75

déduit en particulier que toute sé-
cante A’B’ passant par O a son milieu en ce point, et que, de
plus, les angles OA’A ct OB'B sont égaux, ce que I'on peut
énoncer : une sécante quelconque coupe deux paralltles suivant
le méme angle.

Réciproquement, la symétrigue d'une droite A par rapport a
an point O est une droite D paralléle & A.

(*) On définit parfois la paralléle menée par A & A comme une droite ne
coupant pas A. Avec celte définition, on admet, non plus que la paralléle

existe, mais que par un point il ne passe qu'une paralléle & une droite ;
c'est le postalatum o’ Eaclide.
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Nous avons vu que par tout point A du plan passe une droile
D ne coupant pasA. Nous allons montrer que c’est la seule, ou,
e si 'on veut, que foute droite du
- : plan P passant par A et distincte
S~ de D coupe A (fig. 76). Menons
o i par un point quelconque A’ de
. cette droite une paralitle D' & A
et considérons les paralléles a4 A :
D’, D”, ... formant avec D et D/
un réscau de paralltles équidis-
lantes, c'est-d-dire telles que les
segments ad’, a'a’, a’a”, .., interceplés par ces droites sur une
perpendiculaire commune ab soient égaux.

A est forcément comprise entre deux paralltles: consécutives
du réseau, ou bien confondue avec I'une d’elles, car ceci revient
a dire que, si l'on porte sur ab des segments égaux : aa’, a'd’,
a'a”, ... lepoint b est compris entre deux consécutifs des points
a, @, a’, ... ou bien confondu avec I'un d’eux.

La droite considérée AA’ qui coupe D et D’ en A et A’ coupe
aussi D7, car la symétrique de D par rapport & A’ étant préci-
sément D" le symétrique A’ de A par rapport & A’ est sur D".
De méme la droite AA’ coupant D" et D" en A’ et A" coupe D”
en A", et ainsi de suite. Coupant toutes les paralléles du réseau,
cette droite'coupe aussi A.

On voit en outre qu’'un réseau de paralléles équidistantes dé-
coupe sur une droile quelconque des segments égauc.

Inversement, si un réscau de paralltles découpe sur une droite
des segments égaucx, ces parallles sont équidistantes.

]
[ P,

3

[ S SR & -

™

a

Fig. 76

209. — Il résulte de la définition qui précéde que par chaque
point A, B, G,... de I'espace (fig. 77) passe une paralléle 3 A
et une seule. Chacune d’elles est dans le plan défini par le_point
correspondant et A. Si I'on considére ces divers plans, on peut
les faire simultanément glisser sur eux-mémes, A restant en
coincidence avec elle-mé&me. Dans ce mouvement de transla-
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tion (243), les points A, B, C,... décrivent les paralléles cor-
respondantes 2, f3, 7,...

Tout plan Q perpendiculaire & une droite A est perpendicu-
laire a toules ces paralleles o, 3, ...
Soit en effet aM l'intersection du plan P
des deux droites A et et du plan Q; \
ces deux plans sont rectangulaires, car P :
passe par la perpendiculaire A 4 Q (193).
La droite & du plan P perpendiculaire —i b
en a i l'intersection aM des deux plans \e
est par suite perpendiculaire 3 Q. On " \\, | .
démontre de méme que le plan Q est
perpendiculaire & 3, 7,,.. en b, c.... In-
versement, il est facile de voir que plu-
sieurs perpendiculaires @ un méme plan sont paralléles entre elles.

Ceci permet de généraliser une propriété déja élablic (207)
pour les droites d'un méme plan : deux paralldles o, 5 & une
troisidme A sont paralléles entre elles, puisque le plan Q per-
pendiculaire & A est aussi perpendiculaire & « d'upe part, 4 3
d’autre part.

|

Fig. 77

2410. Droites et plans paralléles, — Supposons qu’un plan
P (fig. 78) glisse sur lui-méme de fagon que la droite A de ce
plan reste constamment en coinci-

A dence avec elle-méme. Tout point
\u A de l'espace décrit dans cette
LR *7 translation (213) une droite D pa-
R ralléle & A. On dit que D est paral-
- lele au plan P ou, ce qui revient
au méme : on appelle paralltle a
un plan P loute parallétle d une
droite quelconque A de ce plan. En particulicr, si A est dans P,
la paralléle & A est tout entiére dans ce plan.
D étant paralléle a un plan P, toute paralléle & D menée par

un point B du plan P est dans ce plan, puisque cette droite
étant paralldle A D I'est aussi & A.

Fig. 78
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Remarquons que tous les points de D sont équidistants du
plan P. En effet, quand P glisse sur lui-méme, A décrit D et
sa projection a sur P décrit une paralléle d 4 A. La distance
constante de A au plan P est la distance des deux paralidles D
etd. La projection d’une droite D sur un plan paralltle P est
une paralldle a D (195).

Le nombre des paralléles menées par un point A au plan P

est illimité, puisqu'on peut prendre de fagon quelconque la
droite A de ce plan. En particulier, on peut mener par deux
points de l'espace des paralléles & P qui ne sont pas paralléles
entre clles.
* Toul plan passant par une paralléle D & un plan P coupe ce
plan suivant une paralléle a D. Supposons que le plan considéré
coupe P, cc qui n’a pas toujours lieu, comme nous le verrons
(241), et soit B un point de I'intersection (fig. 78). La paralléle
menée par Ba A et D est & la fois dans le plan P et dans le
plan sécant; c’est donc leur intersection. Le di¢dre de ces deux
plans coincide constamment avec lui-méme pendant la transla-
tion définie précédemment.

Etant donnés deux plans sécants, toule paralléle & ces deux

. plans est paralléle a leur intersection, puisque la paralléle a
cette droite mendée par un point de I'intersection étant & la fois
dans les deux plans cst confondue avec cette intersection.

2441. —- Par un point A, il passe, comme nous le savons, un
nombre illimité de paralltles au plan P. Soit D (fig. 79) I'une
('elles ; projetons A et D en a et d

/){T'ﬁ/ sur P. La droite d étant paralléle & D,

on en conclut que D est perpendicu-

——% 7 laire sur Aa donc dans le plan Q
/>‘<.1' 4/ perpendiculaire & \a en A. Récipro-
quement, soit AD' une droite de ce
plan Q; le plan D'Aa coupe P sui-
vant ad' paralléle 3 AD'. On voit que le lieu géométrique des
paralléles menées au plan P par un point A est un plan Q,

qui est par définition le plan paralléle au plan P mené par A.

Fig. 79
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Nous laissons au lecteur lesoin de démontrer que toute droite
perpendiculaire a P est aussi perpendiculaire & Q et réciproque-
ment. On en déduit quele plan paralléle & un des deux plans P
ou Q, par exemple P, passant par un point de I'autre plan Q,
est précisément ce second plan Q. Les deux plans P et plan Q-
sont dits équidistants, parce que la distance d'un point quel-
conque de Q & P, ou de P4 Q, est toujours égale & Aa. On dé-
finirait sans peine un réseau de plans paralléles équidistants
comme on a défini un réseau de paralléles équidistantes (208).

Deux plans Q et Q' paralléles & un troisiéme P sont paral-
leles entre eux, puisque toute perpendiculaire & P est aussi per-
pendiculaire & Q et Q'.

Les sections des deux plans paralléles P et Q par un troi-
siéme R sont paralléles entre elles (fig. 80). Si 'on méne par
un point A commun & Q ¢t R
une paralltle & Uintersection M\
de P et R, cllc est contenue a
la fois dans Q et R; c'est donc
I'intersection de ces deux plans.

Tout plan qui coupe un plan P
coupe également un plan quel-
conque Q paralltle au premier.
Prenons un plan R coupant P
suivant une droite quelconque MN (fig. 80) et prenons en outre
un plan sécant auxiliaire quelconque coupant i la fois P, Q, K
suivant les droites A, D, d. On sait que A et D sont paralléles.
La droite ¢, qui dans le plan sécant auxiliaire coupe A, coupe
aussi sa paralltle D (208) en un point A qui se trouve ainsi
appartenir & R et 4 Q. Ces deux plans ont donc une droite
commune.

On déduit de ceci que : Si une droile coupe un plan P, elle
coupe auss! loul plan Q paralléle au premier, et que, si un plan
n’est pas paralléle au plan P, il le coupe.

Fig. Ro

212. — Le sens des mots plan horizontal ou vertical, droite-
horizontale ou verticale est bien connu. L’application a ces-
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plans et & ces droiles des diverses remarques qui préc¢dent et
de celles qui ont déja été faites (495) donne un grand nombre
de propriétés qui pour la plupart sont intuitives.

Toutes les verticales sont paralléles entre elles.

Tous les plans horizontaux sont paralléles entre eux.

Une verticale quelconque est perpendiculaire & un plan hori-
zontal quelconque et A toutes les horizontales qu’elle rencontre.

Deux plans verlicaux quelconques ne sont pas en général
paralléles. Leur intersection est une verticale.

Deux horizontales quelconques ne sont pas en général
paralltles et ne se coupent pas. Si elles se coupent, le plan
qu’clles déterminent est un plan horizontal.

Si une droite n'est pas horizontale, elle coupe tous les plans
horizontaux. Il passe par celte droite un plan vertical et un
seul.

Si un plan n’est pas horizontal, il coupe tous les plans hori-
zontaux. Les sections de deux plans horizontaux par un tel
plan sont des horizontales paralltles appelées horizontales du
plan.

213. Translation. — Si I'on fait subir & une figure quel-
conque plane ou gauche une translation (207, 209, 317), les
divers points A, B, G, D,... (fig. 81) décrivent des paralléles et

Fig. 81

viennent en A’, B', C', D',... Les deux figures obtenues étant
superposables, on a AB = A'B'; BC = B'C';... et aussi pour
les angles : ABC —= A’B'C’;... De plus les angles tels que MAB
et MA'B’ sont aussi égaux.

Nous allons démontrer la propriélé fondamentale: qui suit :
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deux: droites qui peuvent coincider par translation sont paral-
leles. Prenons par exemple les droites AB et A'B’. Faisons
‘tourner AA’ et AB dans leur plan de deux angles droits autour
du milieu de AA’ (496). Le point A vient en A’ ; de plus, les
angles B’A’M et BAA' du plan considéré étant égaux, il en est
de méme de NA'A et BAA' et par suite AB vient se placer sur
le prolongement A'N de A'B’. Les deux droites AB et A'N
étant symétriques par rapport au milieu de AA’ sont bien paral-
léles (208).

Inversement d’ailleurs. si deux droites A'B’ et AB sont paral-
leles, la translation qui améne A en A’ les fait coincider puisque,
aprés cette translation, AB est devenu une droite passant par A’
et parallele &4 AB, donc confondue avec A'B'. Cetle propriété
d’une droite de rester paralléle & elle-méme dans toule transla-
tion explique 'emploi de I'équerre pour le tracé d'une parali¢le
i une droite (285).

Deux: plans qui peuvent coincider par (ranslation sont paral-
l¢les. Supposons que ces deux plans soient définis d’une part
par les trois points A, B, C, d’autre part par les points A,
B’, C' se déduisant par translation des trois premiers. Le plan
paralltle & ABC, passant par B, devant contenir les deux droites
B'A’ et B'C’ respectivement paralleles & BA et BC (210), est
confondu avec le plan A'B'G’. On verra de méme que deux
plans paralltles peuvent coincider par translation.

214. Angles de paralléles. — Prenons dans un méme

Fig. 82

plan deux réseaux de paralléles (fig. 82) D, D', D', D",...
et A, A, A’, A”,... Deux quelconques des points de rencontre
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d’une droite D et d'une droite A étant O et O/, la translation
qui améne O en O’ fait coincider les quatre angles formés
adtour de O avec les quatre angles formés autour de O'. Ces
angles sont deux & deux égaux ou supplémentaires (189), sui-
vant que I'on compare deux angles aigus ou obtus, ou bien
un angle aigu et un angle obtus. De facon plus précise, tous les
“angles marqués ¢ sur la figure sont égaux, et chacun des
angles marqués 3 est égal au supplément de 1'un des angles a.
Tous ces angles sont d'ailleurs égaux et droits si 'une des
droites D est perpendiculaire & I'une des droites A. Cette dispo-
sition se trouve par exemple sur le papier quadrillé (141).

Si deux angles ont les cotés paralltles deux & deux, ils sont
égaux ou supplémentaires. Cette propriété, qui résulte de ce qui
préctde, s'étend au cas ol les angles sont dans des plans pa-

ralléles. On peut se borner & considérer

[
— des angles égaux, si I'on a soin de définir

’ * » - un sens qui soit le méme pour toutes

— les demi-droites paralléles entre elles.
" Prenons un angle DOA (fig. 83) sur les
coOtés duquel on marque un sens i l'aide
de fléches. Les demi-droites paralléles aux demi-droites D et A
menées par O’ sont D' et A’ et les deux angles D'O’A’ et DOA
sont certainement ¢gaux et non supplémentaires.

Si deux angles ont leurs cotés respectivement perpendiculaires,
ils sonl égaux ou supplémentaires, car, en faisanl lourner l'un
d’eux de un angle droit autour de son sommet, ses cotés de-
viennent paralléles & ceux de I'autre. On en déduira que, si deux
droites sont perpendiculaires & deux plans donnés, I'angle de
ces droites est ¢gal a 'angle des deux plans ou & son supplément.

De méme encore, on établira que deux triédres (201) dont
les arétes sonl respectivement paralldles el de méme sens sont
égaux. En particulier, les di¢dres correspondants ont des faces
paralitles el sont égaux.

Fig. 83

2148. — Prenons deux droites de'espace D et A ne se coupant
pas (fig. 84) et fixons un sens sur chacune d’elles. Par un
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point O quelconque menons A ces droites des paralltles Od et
0d : on définit un angle et un seul puisque 'on a fixé un sens
sur D et A. Cet angle jouit de la propriété remarquable d’avoir
la méme valeur quelle que soit la posi-

tion du point O (244). On l'appelle par /

définition I'angle des deux droitesD et A. B
C’est 1a une généralisation trés impor- 4

tante de la notion d'angle. En particulier, i .

deux droites non concourantes sont dites ¢
perpendiculaires si leur angle est droit

et, dans ce dernier cas, il est inutile de fixer un sens sur cha-
cune des droites.

La plupart des propriétés du chapitre précédent sont encore
exactes si I'on attribue au mot « perpendiculaire » le sens qui
précéde. Pour en donner un exemple, établissons que si une
droite est perpendiculaire sur deux droites non paralléles d'un
plan, elle est perpendiculaire a ce plan (491). Soient z, [3 les deux
droites du plan P (fig. 85) auxquelles

00, est perpendiculaire par hypothése.
Par le pied O de cette perpendiculaire

///f,\\mi’/ menons les paralléles OA et OB & o
< T =" et f3; ces deux droites sont dans le
plan P et sont perpendiculaires en O
4 00,. Donc, 0O, étant perpendicu-
laire & deux droites du plan P passant par son pied est per-
pendiculaire a ce plan.

Cependant quelques énoncés doivent étre modifiés. Clest
ainsi que par un point on peut mener un nombre illimité de
perpendiculaires & une droite et non plus une scule (192), ces
perpendiculaires étant toutes les droites qui, passant par le
point, sont dans le plan perpendiculaire & la droite.

Fig. 84

o,

Fig. 85

216. Projections. — Si I'on projette en a. b, ¢, d, ... (498)
divers points del'espace A, B, G, D, ... sur un plan P ( fig. 86),
‘les projetantes étant perpendiculaires i ce plan sont toutes pa~
ralléles entre elles (209). Projetons les mémes points en o', ',
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¢, d, ... sur un second plan P’ paralléle au premier; il est

évident que I’on passe de la figure abed ... & la figure a'b'c'd ...
‘par la translation qui améne a en a' (213).

_ Pour étudier la forme d'une figure projetée, on peut donc

remplacer le plan de projection par un plan paralléle quelconque.

On en déduit immédiatement les

L généralisations suivantes de pro-

A/ v priétés déja énoncées (204) : la pro-

"’ id v/ jeclion d’un segment sur un plan est
/ s / plus courte que ce seqment. — La
= — projection d'un angle aigu sur un
t ¢ 1 "/ plan paralléle & un cité est plus petite
/ . /,L ‘ que cet angle ; la projection d'un
angle obtus est plus grande que cet
angle. Citons encore 1’énoncé suivant
qui, au point de vue des applications, est d'une importance
considérable : la projection d'un angle droit sur un plan paralléle
a un de ses c6lés est un angle droil. Inversement, si un angle
droit se projetie sur un plan paralléle & l'un de ses cétés suivant
un angle droit, c’est qu'il est droil.
Les projections de deux droiles paralléles sur an méme plan
sont deux droiles paralléles, puisque les plans qui les projettent
sont paralléles (244).

Fig. 86

217. — On appelle angle d’'une droite avec un plan 'angle
aigu que fait cette droite AB (fig. 87) avec sa projection Ab
sur le plan. Il résulte de ce qui préctde que, tout comme I'angle
de deux droites ou celui de deux plans, 5
cet angle ne change pas si I'on remplace

la droite et le plan par une droite et un / v
- plan respectivement paralléles. /‘ — /
7

L’angle d’une droite avec un plan est
le plus petit des angles que fail cetle
droile avec toules les droiles du plan.
Pour. évaluer I'angle de AB avet une droite quelconque du
plan P, ou méme avec une paralléle quelconque & ce plan, il

Fig. 87
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suffit d’évaluer I'angle que fait AB avec la paralldle d A cette
droite passant par le point A. Cette droite d étant dans e plan P,
on voit bien que I'angle BAd qui se projette en BAb sur le plan
BAb est plus grand que sa projeclion (204). On établirait de
facon analogue que I'angle obtus de AB avec la droite bAb est
le plus grand des angles que fait AB avec les droites du plan P,
ou les paralléles & ce plan.

Elant donnés deux plans sécants P et Q, la droile de Q qui
passant par un point M fait le plus grand angle avec P est la
perpendiculaire MN abaissée de ce point sur I'intersection des deux
plans ( fig. 88). Si mest la projection
-de M sur P, la droite Nm est per-
pendiculaire sur l'intersection des
plans P et Q (194). Prenons une
autre droite quelconque passant par
M telle que MN'; son angle avec P
est MN'm. Il estbien inférieur 8 MNm
puisque MN’ et MN sont deux obli-
ques issues de M sur P et que MN’ est celle dont le pied N’
s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire (204).

L’angle MNm cst, comme on le voit, 'angle rectiligne du di¢-
dre des deux plans P et Q (494). Dans le cas particulier ou P
est un plan horizontal, NN’ est une horizontale du plan (212)
et les droites telles que MN, qui sont perpendiculaires sur ces
horizontales et par suite paralléles entre elles, s’appellent les
lignes de plus grande pente du plan Q, dénomination justifiée
par ce qui précéde (298). 1l nous reste maintenant & appliquer
aux polygones et aux polysdres les diverses notions que nous
venons d’établir.

Fig. 88

218. Angles des polygones et des triangles. — Llant
donné+dans un plan un polygone convexe quelconque ABCDE,
prolongeons les c6tés dans un méme- sens ( fig. 89) de facon.a
former les angles numérotés sur la figure : 1, 2, 3, 4, 5. On les
appelle des angles extéricurs au polygone.

La somme des angles extérieurs & un polygone convexe est
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égale a quatre angles droits. Menons par un point O du plan des
paralltles aux demi-droites qui forment les cétés du polygone.

w
e
N3
3
1. AN
A Ly o
A/‘ \'\
¢
E »

Fig 89

Ces paralléles font des angles 1, 2/, 3', 4/, ' respectivement,
6gaux aux angles 1, 2, 3, 4, 5 et dont la somme est bien égale
4 quatre droits (189). Ceci permet de calculer la somme des
angles intérieurs du polygone. L’angle extérieur en A : BAA' et
'angle intérieur BAE ont une somme égale a deux droits;
comme il y aici D sommets: A, B, C, D, E, on trouve au total,
pour les angles extérieurs ct intérieurs, 10 droits. Retranchons
de cetle somme les 5 angles extérieurs, soit 4 droits, il reste
6 droits pour les angles intérieurs.

Deux cas particuliers, ceux du triangle et du quadrilatére
conduisent par un calcul analogue d deux propriélés trés im-
portantes.

La somme des quatre angles d'un quadrilatére est égale a
qualre angles droits.

La somme des trois angyles d’'un triangle est égale a deux
angles drotls.

Nous ne saurions trop insister sur 'importance de ces deux
propositions, particulitrement de la derni¢re. Faisons remarquer
que leur démonstration s'appuie sur la propriété admise au
début de ce chapitre : le lieu géométrique des points situés
A une distance donnée d'une droite est une droite (') (207).

i

(') On pourrait procéder de fagon inverse et établir toute la théorie
des paralldles en admettant par exemple que, si dans un quadrilatére trois
angles sont droits, il en est de méme du quatridme, ce qui revient 4 admet-
tre que les rectangles existent, fait que vérifie 'observation journalidre,
tout au moins de fagon approximative.
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~ 219. — Signalons quelques conséquences immédiates de ces
propositions,

8i, dans un quadrilatére, deux angles sont supplémentaires, il
en est de méme des deux autres. Quand les angles supplémen-
taires sont opposés, nous verrons que le quadrilatdre est ins-
criptible (232, 238). Quand ces deux angles sont adjacents &
un méme cOté le quadrilatére a deux cotés paralléles; c’est un
irapéze.

Si, dans un quadrilatére, trois angles sont droils, il en est de
méme du quatriéme. Le quadrilatére est alors un rectangle (221).

Dans un triangle quelconque, un angle extéricur est égal a la
somme des deux angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.

Dans un triangle équilatéral (497, 259), chaque angle vaut §

d’angle droit, ou 66"% , ou 60°.

Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus onl une
somme égale @ un angle droit. On dit qu'ils sont complémen-
laires.

Dans un riangle rectangle isoctle, les angles aigus sont égaux
& un demi-angle droit, ou 50%, ou 45° (197).

220. Parallélogrammes. — Un quadrilatére dont deux
cOtds opposés sont paralléles est un lrapéze. S'il en est de méme
des deux autres coOtés, comme cela arrive fréquemment en
pratique, on a un parallélogramme. L’étude des réscaux de
paralléles (214) nous a déja montré que dans un paraliélo-
gramme ABCD (fig. go) les deux angles aigus B et I sont
égaux, ainsi d'autre part que les deux angles obtus A et G, qui
.sont d’ailleurs supplémentaires des premiers.

Menons la diagonale AC ; le symétrique du parallélogramme
par rapport au milieu O de AG est le paralldlogramme lui-
méme, les paralléles AD et CB s'échangeant (208), ainsi que
AB et CD. On en déduit que la seconde diagonale BD a aussi
son milieu en O et que les cotés opposés du parallélogramme
sont égaux: AB=DC; AD=BC.

Le point O s’appelle le centre du parallélogramme. En défini-
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tive on voit que, dans un parallélogramme les cétés opposés sont
deux & deux égaux el paralldles ; les angles sonl denx & deux
égaux ou supplémentaires ; les diagonales se coupent en lear

A B8

Fig. go

milicu. On énonce parfois la premiére de ces propriétés en
disant : deux paralléles comprises enlre deux aulres paralléles
sont éqales. :

Il est aisé de voir que si, dans un quadrilaidre, deux colés
opposés AB et DC sont égaux et paralléles, le quadrilatére est
un parallélogramme. Menons en effet AC. Une rotation de deux
angles droits autour du milien O de AG, améne AB sur CD et
réciproquement. Donc AD et BC sont symétriques par rapport
4 O et par suite paralleles. En remarquant que les deux trian-
gles ABC ct ADGC sont égaux (198), le lecteur établira sans
peine que si, dans un quadrilatére, les colés opposés sont deux
@ deux égaux : AB = DC et AD =BC, le quadrilatre est un

parallélogramme.

224. — Le rectangle est un parallélogramme dont les cotés
non paralltles sont rectangulaires. Il a quatre angles droits
(249). La perpendiculaire 2’2 au milieu de AB ( fig. g1) est un
axe de symétrie de la, figure (1986),

. ’l s C'est-d-dire que A et B s’échangent ainsi
Il que G et D si I'on fait tourner la figure,
U ¥ dedeux diédres droits autour de ='x. On

] ’1 " en dédait que o'x est aussi perpendicu-~

laire. au milieu de CD. Cet axe passe
par le centre O du rectangle. Les deux
diagonales d'un reclangle sont égales, puisqu’elles s'échangent
dans cette symétrie. 11 y a un autre axe de symétrie pour la.
figure.qui est la perpendiculaire y'y au milieu de AD.

Fig. gt
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On déduit de ce qui précéde que, dans}un triangle rectangle
quelconque ABD, la médiane AO issuec du sommet de langle
droit est égale a la moitié de I'hypoténuse (238). 11 suffit cn
effet de mener par B et D des paralléles aux deux cotés de 'an-
gle droit pour former un rectangle ABCD, dans lequel la pro-
priété devient évidente. Les deux triangles AOB, AOD en les-
quels se trouve décomposé le triangle rectangle ABD sont
isoceles.

On verra de méme que, si l'on porte des longueurs égales
OA = OB = OC = OD sur deux sécantes AC et BD se cou-
pant en O, le quadrilatére dont les quatre sommets sont A, B,
C, D est un rectangle.

Le losange est un parallélogramme dont les cotés sont tous
égaux : AB = BC = CD = DA (fig. 92). La perpendiculaire
au milieu de BD, base des triangles isocéles DAB ct DCB, passe
en A et en G (197). Donc les deux diagonales sont perpendicu-
Jaires. Ce sont d'ailleurs deux axes de symétrie du losange.

A N
\ B /
.\\ //,
LY —f— B .__;v.___‘.“;..v,. e
/ /I J
/ ™
DT T e
A ’/ R Y
Fig. 93 Fig. 93

Inversement, si dans un parallélogramme les diagonales sont
rectangulaires, le parallélogramme est un losange.

Le carré (259) est un parallélogramme dont les quatre cdtés
sont égaux et les quatre angles droits. C’est un losange et un
tectangle. Un carré a quatre axes de symétries passant par son
centre O (fig. 93). Chaque diagonale découpe le carré en deux
triangles rectangles isoctles (197).

222. Prismes et parallélépipédes. — Prenons un poly-
gone plan ou gauche, convexe ou non (497), ABCDE ( fig. 94)

A. Sainte-Lagus. 18
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et supposons gu'il se déplace par translation (243); les sommets
décrivent des paralléles AA’, BB, GC’, DD/, EE'. La surface
engendrée par les cdtés de ce polygone s'appelle une surfaee
prismatique. Les plans formant ses
faces sont tous paraliéles a AN Si
le polygone considéré est plan,
ABCDE s’appelle une section plane
de la surface prismatique. Aprés
la translation. ce méme polygone
donne en A'B'C'D'E’ une nouvelle
section plane.

Deux  sections d’une surface
prismatique par des plans paral-

Fig. o4 leles sont égales, puisqu'on peut
les faire coincider par une translation convenable paralléle aux
arétes de la surface prismatique (243). On appelle section droite
toute section, telle que abcde, dont le plan est perpendiculaire
aux ardles. Toules les sections droiles sonl égales. D’apres sa
définition méme, le polygone abede est la projection sur son
plan de toute autre section de la surface prismatique.

On appelle prisme le polyddre compris entre une surface
prismatique ct deux sections planes paralléles. Le polyédre
ABCDE A'B'C’'D'E’ est un prisme pentagonal, ayant pour base
un pentagone : ABCDE ou A'B'C'D'E’. Lorsque la base est une
section droite, on a un prisme droit.

223. — Un prisme ABCD A'B'C'D’ ( fiy. 95) & base parallé—
logramme s’appelle un parallélé-
pipéde. Toutes ses faces sont des
parallélogrammes et l'on a par
suite : AB=DC=A'B'=D'C}
ou AD =BC =A'D'=1DB'C’ ou
enfin A’ = BB’ = DD’ = CC.
Les droites AC’, BD', CA’, DB’
sont les diagonales. Il me faut
pas les confondre avec les diagonales des faces.

A

Fig. 95
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On voit que le méme parallélépipéde peut étre engendré, non
seulement par la translation du parallélogramme ABCD paral-
lelement 3 AA’, mais aussi par la translation du parallélo-
gramme ABB'A’ parallélement & AD, ou encore du parallélo-
gramme ADD'A’ parallélement & AB. Il suffit de se donner trois
arétes concourantes AB, AD, AA’ pour que le parallélépipede
soit complétement déterminé.

Les diagonales d’un parallélépipide se coupent en leur milicu.
Prenons en effet deux diagonales quelconques AC’ et BD'. Ce sont
des diagonales du parallélogramme ABC'D'. Elles se coupent
donc en leur milieu O (220). Ce point s’appelle le centre du
parallélépipede.

Si deux des angles DAB, DAA’, A’AB que forment deux 3
deux les trois arétes sont droits, par exemple DAN" et A'AB,
'aréte AA’ est perpendiculaire sur le
plan de la base ABCD (491); on a un
parallélépipide droil. Si les trois angles
sont droits, c'est-d-dire si le triédre
ABDA'’ est trirectangle (201), on a un
parallélépipide rectangle (fiy. 9b).

* Dans un parallélépiptde rectangle,
toutes les diagonales sont égales. Clest
ainsi que l'on a AC’'=BD' dans le ]
rectangle ABC'D’ (224). Un tel paral- Fig. o0
16lépipéde admet comme axes de symétrie (496) chacune des
droites telles que zz' menées par son centre O parallélement aux
arétes.

On appelle rhomboédre un parallélépiptde dont toutes les
ardtes sont égales. On a alors AB = AD = AA'". Toutes les faces
sont des losanges.

Le cube est un parallélépipéde rectangle dont les arétes sont
égales. Clest aussi un rhombodre. Toutes ses faces sont des
carcés. Un cube admet comme axes de syméirie les paralléles
mendes par son centre aux arétes et aux diagonales des faces.
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224. Applications. —- Comme nous l'avons fait pour le
dernier chapitre, nous donnerons quelques applications simples
des propriétés qui préctdent.

Le licu géométrique des points d’un plan situés a une distance
donnée d'une droite A de ce plan est formé de deux paralléles a A.
Elles sont d’ailleurs de part et d'autre de A qui sert d’axe de
symétrie a la figure (238).

Le licuw géométrique des points situés @ une distance donnée
d'un plan donné est formé de deux plans paralléles  ce plan et
situés de part et d'autre (211).

Le liew géométrique des milicur: des seqments découpds sur
des sécanles quelconques par deux droiles ou deux plans paral-
leles est une droite ou un plan paralléle aux deux premiers.
Prenons par cxemple le cas de deux droites D, D' (fig. g7).

n ., Parle milieu O d'un segment AA’
N menons unc paralléle A & ces droites.
~—'—/ =2 Les trois droites D, A, D' fon! partie

/ d’'un réscau de paralleles équidis-
» h

A & tantes (208) puisque AO = OA/,

Fig. 97 et par suite, pour toute autre sé-

cantc BCB’, on a BC = CB'. En particulier, dans un trapéze
ABB'A' la droite qui joint les milieux O et G des deux cotés
non paralltles est paralldle aux auires cotés (246).

Si B’ est confondu avec A’ le traptze est un triangle ce qui
démontre V'énoncé : dans un triangle la droite qui joint les mi—
lieuxr de deux colés est paralltle au troisibme cioté. Nous ver-
rons en outre que cetle paralltle au troisiéme coté est égale & la
moitié de ce coté (246).

Inversement, la paralléle & un coté BC d’'un triangle passant
par le milicu d'un cété AB passe aussi par le miliew du c6té AG
comme on le verra aisément.

Dans un triangle ABG, les trois médianes AA’, BB', CC' sont
concouranles. Leur point G de concours est au tiers de chacune
d'elles a partir du cilé correspondant (fig. g8). Menons par B, G
et par les milicux B/, C' de AC et AB des paralléles A la médiane
‘AA’. On a ainsi un réseau de paralléles équidistantes (208) ;



PARALLEL -
ES 2 17

en effet ces droites découpent sur BC des segments égaux, car
BA’ = A’G par hypothése ct de plus les paralléles CE et BD &
AA’ passent .aux milieux de BA’ et

A'C. Si l'on coupe ce réseau de pa- , "\

ralltles équidistantes par une méme TN,
sécante BB', on a des segments égaux ' /—Xt
BF = FG = GB/, ce qui prouve ’ //T/

que G est au tiers de BB'. On établi-
rait de méme qu'’il est au tiers de AA/
et par suitc de GC'. Ce point G s’appelle centre de gravité du
triangle (2086).

Si, par les. trois sommets d’un triangle ABG (fig. 99), on
méne des paralléles SA, 7Bz, 2CJ% aux cotés opposés, les dia-
gonales Az, Bf, Cy des parallélogrammes ABzC, ABCS, ACBy
. sont les médianes du triangle ABC.
Ce triangle o577 a ses cOlés paral-
leles & ceux du triangle ABG et
deux fois plus grands. Si l'on

Fig. 98

remarque (ue les perpendiculaires
aux milicux des cotés de % sont
en méme temps les hautcurs du
triangle ABC, on voit que (206) :

Fig. 99 dans un triangle, les trois hauleurs
sont concouranles; leur point de concours H s'appelle l'or-
thocentre du triangle. Il est facile de vérifier que les triangles
BCH, CAH, ABH admettent respectivement A, B, G pour
orthocentre. Les quatre points A, B, C, 1l tels que chacun
d’eux soit I'orthocentre du Lriangle des trois centres forment un
groupe orlhocentrique.

Exercices. — N- 167, 205, 296, 297, 298, 299, 300, 301, 302,
303, 304, 305, 306, 307, 308, 309, 310, 311, 312, 313, 314,
815, 816, 317, 318, 319, 320, 429, 432, 449.




CHAPITRE III

CIRCONFERENCE ET SPHERE

225. Circonférence. — Le lieu géométrique des points A
d’un plan P situés & une distance donnée, appelée rayon, d’'un
point O de ce plan (fig. 100) est une
circonférence de cercle, de centre O.
La portion du plan intérieure a cette

7 courbe s’appelle cercle. On emploie,

/(é::j V4 en pratique, indifferemment les mots

circonférence ou cercle pour désigner

ce lieu. Les points du plan plus voi-

sins de O que les points du lieu sont

a I'intérieur de cette circonférence ; les autres sont a I'extérieur.
On trace habituellement les cercles avec un compas (282).

La perpendiculaire OC au plan du cercle menée par son
centre s’appelle I'axe du cercle. Cette méme circonférence est le
tiea des points A de P situés & une méme dis-
tance d'un point C quelconque de I'axe (497).
Cette distance CA cst d'ailleurs supérieure &
la distance CO du point C au plan P.

Le cercle est une courbe convexe, c’est-a-
dire qu‘une droite A de son plan (fig. 101)
ne peut le couper en plus de deux points,
car on ne peut mener par O que deux obliques OA et OB
égales au rayon de ce cercle. Une droite ne coupe un cercle

a

4

Y

Fig. 100

Fig. 108
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que si la distance du centre & celte droite est plus petite que le
rayon.

226. — Le cercle a des propriéiés remarquables analogues
& celles dont jouit la ligne droite (188) : un cerele peul coin-
cider avec lui-méme par relourncment oum
encore par glissement. De fagon plus pré-
cise : 1° le symétrique (196) d'une circon-
férence par rapport 3 un diamédtre quel-
conque AOB(fig. 102) est cetle circonférence
elle-méme, les deux demi-circonférences
AMB et AM'B s’échangeant dans cette sy~
métrie; 2° un mouvement de rotation (196)
d’un cercle autour de son axe le laisse constamment en coinci-
dence avec lui-méme. On peut déduire de ces propriétés un
grand nombre de conséquences remarquables.

Prenons un point M et son symétrique M’ par rapport & un
diamétre AOB quelconque. La corde MM' sous-tend deux arcs,
Pun MAM' inférieur & une demi-circonférence et I’autre MBM’
supérieur. Il résulte immédiatement de la symétrie de la figure
que st deux points M et M' sont syméiriques par rapport a un
diamétre AB, ce diamétre passe par les milieux des arcs MAM'
et MBM' et est perpendiculaire & la corde MM’ en son milien P.
AB répond donc A cing conditions : passer par le point O; par
le milien A de MAM'; par le milieu B de MBM'; par le mi-
lieu P de MM/, ct enfin étre perpendiculaire sur MM'. Le lec-
teur vérificra que deux quelconques d'entre elles suffisent a
entrainer les autres.

Prenons dans la méme circonférence deux cordes paralléles
MM et NN'. Le diamétre AB étant perpendiculaire sur NN’
{207), on en déduit que N et N’ sont symétriques par rapport
3 AB et que par suite les arcs symdétriques MN et M'N" sont
égaux : deux paralléles interceplent sur une circonférence des
arcs égaux. Remarquons qu'une paralléle & MM’ ne coupe la
circonférence que si le point ot elle rencontre AB est compris
entre A et B. Nous examinerons un peu plus loin (229) le cas
o cette droite cst perpendiculaire en A ou B a AB.

Fig. 102
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227. — Prenons maintenant un arc quelconque AB ( fig. 103)
et faisons-lui subir une rotation d'un angle & (198), il vient en
GD ; les deux arcs AB et CD pouvant étre
superposés sont égaux. Cette superposition
montre en outre que les angles au centre AOB
et COD sont égaux, que les cordes AB et CD
sont égales et enfin que leurs distances au
centre : OP et OQ sont aussi égales. Donc,
deux arcs égaux d’une méme circonférence
sont sous-lendus par des cordes éqales, équidistantes du centre et
sont vus de ce centre sous des angles éyaux. On pourrait encore
obtenir la coincidence des arcs AB et CD, en remarquant que
la figure est symétrique par rapport au diamétre passant par le
milicn M de I'arc BG, mais B se superposerait 4 G ct non plus
a D et de méme A & Det non plus a C.

Inversement, si I'on sc.donne deux arcs AB ct CD tels que
les angles au centre AOB ¢t COD soient égaux, il est évident
que les arcs sont aussi égaux. Si les deux cordes AB et CD sont
égales, les triangles isoctles AOB ct COD sont égaux (198) et
par suite les arcs AB et CD sont égaux. Il en est encore de
méme si ces deux cordes sont équidistantes du centre.

Etudions ce qui se passe lorsque les arcs sont inégaux et par
suile les cordes inégales. Prenons deux arcs que nous pouvons
supposer de méme origine (fiy. 104) AC, AD, chacun d'eux
étant inféricur & une demi-circonférence.
L’arc AD étant plus grand que l'arc AC,
nous allons voir que la corde AD est de
méme plus grande que la corde AC. Le cercle
de centre A et de rayon AD recoupe la cir-
conférence donnée en D' symétrique de D
par rapport au diamétre AB ct en ce point
seulement comme nous le verrons (232). Le
point G situé sur I'arc DAD’ est par suite
intérieur & ce cercle, ce qui donne bien AD > AC. Quand aux
distances OP, OQ de ces deux cordes au centre, on a inverse-
ment OQ > OP. Si, en effet, M est le point de rencontre de

Fig. 103

Fig. 104
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0Q avec AD, on a successivement : OP << OM << 0Q (204).
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les réciproques
de ces diverses propositions sont exactes, ce qui nous conduit
aux énoncés : si lon prend dans une méme circonférence des
arcs inégaux, inférieurs a une demi-circonférence, le plus grand
arc correspond a la plus grande corde, au plus grand angle au
centre et & la corde la plus voisine du centre. Inversement, le
plus grand angle au centre, ou la plus grande corde, ou la corde
la plus voisine du centre correspondent au plus grand arc. En
particulier, on voit que les diamétres sont les plus *grandes
cordes, cc qui peut d’ailleurs s’établir de fagon plus rapide.

228. Sphére. — Le licu géométrique des points de 1'espace
situés & unc distance donnée d'un point G cst une sphére. La
surface de cette sphire sépare les points de I'espace en deux
catégories, suivant que leur distance au cenlre est plus petite
ou plus grande que le rayon. Tous les points du licu situés
dans un plan A donné, sont, comme nous I’avons vu (225), sur
un cercle I' dont l'axe passe par
le centre de la sphére (fiy. 105).
Donc : toute seclion plane de la
sphére est un. cercle, pourvu ce-
pendant que le plan sécant soit &
une distance Cc de G inlérieure
au rayon. Lorsque le plan sécant
passe par le centre G, le cercle de
section s'appelle un grand cercle ; il a alors méme rayon que
la sphére. Le plan d’un grand cercle partage la sphére en deux
parties égales.

La sphérc est une surface convexe, une droile ne la coupant
qu'en deux points au plus. La sphére jouit de propriétés ana-
logues 4 celle du cercle (226): elle coincide avec clle-méme
aprés une rotation quelconque autour d’un de ses diamétres.
En particulier tout diamétre peut &tre considéré comme un axe
de symétrie (196). De 1a découlent les propriétés suivantes que
le lecteur établira sans peine.

Fig. 105
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Tous les points A d'un cercle T de la sphére sont équidistants
de Fun quelconque des points M ou N ot laxe du cercle perce la
sphere (fig. 105); M et N sont les piles du cercle I'. Ceci per-
met de tracer un cercle I' sur une sphére supposée réalisée ma-
tériellement & Vaide d'un compas dont une pointe est en M. Il
est commode d'utiliser pour cela un compas a branches courbes
ou compas sphérique.

Le plan perpendiculaire an milieu d’une corde AB de la sphére
passe par le centre G de la sphére. Un tel plan est perpendicu-
laire au milieu de toutes les cordes paralléles & \B.

Deuzx plans paralléles coupent une sphére suivant des cercles
de méme axe. On appelle zone la portion de surface de la sphére
comprises cntre ces deux plans et segmen! sphérique la por-
tion du volume de la sphére comprise entre ces mémes plans.
On en déduit que le lieu des centres des cercles d’une sphére
situés dans des plans paralltles & un plan fixe est le diamétre
perpendiculaire & ce plan fixe. Tous ces cercles ont les mémes
pOles. C’est ainsi que sur la sphere terrestre les deux cercles
polaires et les deux tropiques découpent cinq zones. Les poles
de ces divers cercles sont le pole Nord et le pile Sud (304).

Deux cordes éqgales sont vues du centre sous le méme angle et
en sonl a la méme distance. Si deux cordes sont inégales, la
plus grande est vue du centre sous le plus grand angle et est la
plus voisine du centre.

Deux cercles de méme rayon tracés sur une méme sphére sont
dans des plans équidistants du centre. Si les rayons sont inégaux,
le cercle de plus grand rayon est dans le plan le plus voisin du
centre.

229. Tangentes et plans tangents. — On appelle tan-
gente (153) en un point A d'une courbe C (fig. 106) la posi-
tion limite d'une sécante AB joignant ce point & un point
voisin B, quand ce point se rapproche de plus en plus de A. Le
point A est le point de contact de la tangente.

Si la courbe est une circonférence, il est aisé d’avoir cette
position limite en remarquant que la perpendiculaire abaissée
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du centre O sur la corde \AB passe au milien C de AB; a la
limite, quand B tend vers A, il en est de méme du milien
de AB; donc : la langente AT en un point A
dune circonférence est la perpendiculaire @ Iex-
trémité du rayon OA de ce point. N
C’est 14 une propriété trés importante au . 'C'E
point de vue des applications. Prenons un point °=--
quelconque D de cette tangente ; la perpendicu-
laire OA étant plus courte que I'oblique OD, on
voit que D est extérieur & la circonférence. La
tangente en A n'a donc que ce seul point A
commun avec la circonférence. On peut remar-
quer encore que la tangente en A est paralléle aux cordes que
le diamétre du point A partage en deux parties égales (226).
On appelle enveloppe d'une droite variable une courbe & la-
quelle la droite reste tangente dans toutes ses positions. Si la
droite considérée passe par un point fixe, on dit parfois que ce
point est I'enveloppe de ces droites. I résulte de cette définition
que le cercle est I'enveloppe de ses tangentes. En remarqnant
que la distance O\ du centre O & une tangente AF est cons-
tante, on peut encore dire: lenveloppe des droites d'un plan
sitades & une distance constante d'un point fixe est un cerele

Fig. 106

ayant ce point pour centre.

De méme. Fenveloppe des cordes d'un eercle qui sous-tendent
des arcs éqaux est un cercle concentrique au premier, puisque
ces cordes sont & la méme distance du centre (227). On peut
remarquer que ce second cercle est aussi le lieu géométrique
des milieux des cordes considérées.

Voici enfin un dernier énoncé facile & établir : le licu des
centres des cercles langents aux deux c6lés d'un angle est formé
des bissectrices de cet angle. En particulier dans un triangle,
les points de concours des bissectrices prises trois & trois (2086)
sont centres de cercles tangents aux trois cotés. Celui qui est
intérieur au triangle s'appelle cerele inscrit, les autres cercles
sont ex-tnscrits.
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230. — Prenons maintenant un point A sur une surface

quelcenque (fig. 107) et par ce point faisons passer une

courbe arbitraire T'. En général, cetle courbe

admet au point A une tangente AT qui par

définition est fangentc @ la surface. Il y a un

nombre illimité de courbes passant par A.

On démontre qu'en général les tangentes & ces

™ diverses courbes en ce point sont dans un

Fig. 107 méme plan que I'on appelle le plan tangent &

la surface. Le point A est le point de contact de ce plan tan-

gent. Nous démontrerons I'existence de ce plan tangent pour
toutes les surfaces que nous aurons i considérer (239).

Si nous supposons que la surface soit une sphére, la droite
joignant O au milieu d'une corde AB élant constamment per-
pendiculaire sur AB ; 4 la limite, quand B se rapproche de A,
on voit que OA cst perpendiculaire sur AT. On en déduit que,
en un point A d’'une sphére, toules les tangenles a lasphére son!
dans un plan perpendiculaire en A au rayon de ce poinl. En
particulier, ce plan contient loutes les tangentes aux cercles de
la sphére qui passent par A.

Le plan tangenten A & la sphére n'a en commun avec la
sphere que son point de contact; sa distance au centre de la
sphére est O\, ce que I'on peut énoncer : l'enveloppe des plans
situés & une distance fize d'un point donné est une sphére ayant
ce point pour centre (228). On donne ici au mot « cnveloppe »
un sens analogue & celui que 'on a défini pour les droites d’un
plan. On en déduit encore que l'enveloppe des plans découpant
sur une sphére des cercles de méme rayon est une sphére concen-
trique a la premitre, sphire qui est aussi le licu des centres de
ces cercles.

231. — On appelle normale & une courbe plane ou gauche I’
toute perpendiculaire en un point A A la tangente AT dec ce
point (fig. 108). Les normales cn A sont donc toutes les droites
passant par A dans le plan perpendiculaire 4 la tangente (191),
ou plan normal en A A la courbe.
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Si I est un cercle, il est aisé de voir que toutes les normales
telles que AN coupent I'axe Oz de ce cercle, le plan normal

étant le plan déterminé par cet axe et le <
rayon OA. Lorsqu’il s’agit, comme ici, //
d’une courbe plane, le mot « normale » 7

/

est réservé plus spécialement, sauf spéei- A~ T L
{ication contraire, i celle de ces normales ‘L
qui est dans le plan de la courbe. On voit .
par suite que la normale en un point A
~d'un cercle est le rayon O\ de ce point.
Toutes les normales au cercle passent donc par le centre de ce
cercle.
Etant donnés un cercle ct un point M de son plan (fig. 109),
on peut mener par cc point M deux normales au cercle : MA
et MA'. De méme, le point N intérieur
au cercle donne les normales NA et
NA'. La plus courte distance d'un point

Fig. 108

L Jixe & un point quelconque d'une cir-
conférence est lu plus petile des deux
normales q}"g‘ l'on peual mener de ce
poinl a ¢ cercle; la plus longue est

Fig. 109

la plus grande de ces deux normales. On a par exemple :
MA < MB < MA/, car, dans le triangle MOB, les inégalilés
MO — OB < MB << MO -+ OB (205) pcuvent s'écrire
MO — OA << MB << MO + OA ou MA << MB << MA’.

En tout point d’une surface, on appelle normale la perpendi-
culaire au plan tangent. Elle est perpendiculaire & toutes les
tangentes passant par ce point (191).

Remarquons qu’en un point d’une surface il y a ung infinité
de tangentes formant le plan tangent ct une seule normale,
tandis qu'en un point d’une courbe il y a une tangente ct une
infinité de normales, formant le plan normal.

Il est aisé de voir que, en un point d'une sphére la normale est
{e rayon de ce point. Par un point non situé sur une sphére, on
peut toujours mener deux normales & cette sphére, en joignant
ce point au centre. On démontre, comme pour le cercle, que le
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plus court chemin d'un point de espace @ un point d'une sphére
est, la plus petite des deux normales que Ton peut mener de ce
point & la sphére; le plus long est la plus grande de ces deux
normales.

232. Intersection de cercles ou de sphéres. — Cherchons
combien il faut de points pour déterminer une circonférence.
Par un point A\, il passe évidemment un nombre illimité de
cercles, le centre d'un tel cercle pouvant éire pris en un point
quelconque de I'espace. Si I'on se donne deux points A et B, it
y a encore un nombre illimité
de cercles, le centre de l'un
quelconque d’entre eux devant
étre pris dans le plan perpendi-
culaire au milieu de AB (2086).
Si I'on se borne aux cercles
situés dans un plan donné, les
centres doivent étre sur une
droite A (fiy. 110) qui est un
axe de symétrie pour la figure
(196). On dit que ces cercles forment un faisccau de cereles.
Nous verrons que AB est leur axe radical commun. (254).

Si I'on se donne, non. plus deux points, mais trois: A, B, C
non en ligne droite, il y a un cercle et un seul passant par ces
trois points puisque le centre, qui est dans le plan de ces points,
doit étre sur la perpendiculaire au milieu de AB et sur la per-
pendiculaire au milieu de AC, ce qui détermine toujours un
point O, et un seul. Le cercle I' qui passe par les trois sommets
du triangle ABC est dit circonscrit & ce triangle {206). Si
enfin, on se donne quatre points A, B, G, D, méme situés dans
un méme plan, il ne sont pas cn général sur un méme cercle,
D n’étant pas sur le cercle déterminé par les trois points A, B,
C. Si ceci a lieu, on dit que le quadrilattre' ABCD est inscrip-
tible (235).

On démontrerait de facon complétement analogue que par
un point A de I’espace passent des sphéres en nombre illimité,

Fig. 110
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dont le centre peut &tre pris arbitrairement. Les sphéres passant
par deux poiats A, B ont leur centre dans le plan perpendiculaire
au milieu de AB (206). Les sphéres passant par Lrois points
A, B, C non en ligne droite forment un faisceau de sphéres.
Toutes ces sphéres passeat par le cercle circonscrit au triangle
ABC et leurs centres sont sur I'axe de ce cercle (228), Par
quatre points A, B, C, D non situés dans un méme plan, passe
une sphére et une seule, qui est dite circonscrite au létraédre
des quatre points. En général, par cinq points A, B, G, D, E il
ne passe pas de sphére.

233. — Deux circonférences quelconques d'un méme plan
peuvent évidemment ne pas se couper ; elles peuvent étre exté-
ricures I'une & I'autre, ou bien la plus petite peul étre complé-
tement contenuc a l'intéricur de la plus grande. Si eclles se
coupent, elles ont en commun deux points au plus, puisque
nous venons de voir que par trois points il passe unc circonfé-
rence et unc seule. Enfin il résulte de ce qui précéde (226) que,
si deux circonférences se coupent en un pointA, elles se coupent
aussi au point A’ symétrique de A par rapport i la ligne des
centres, ou encore que si deux circonférences se coupenl en deux
poinls, ces deux points sonl symétriques par rapport & la ligne
des centres. Les divers cas de figure sont représentés ci-contre

- .
(fig. 111). On a supposé que le cercle de centre O est plus

=N

Fig. 111

petit que le cercle de centre O. Pour distinguer les divers cas,
il suffit de remarquer que les deux circonférences ne peuvent se
couper que si 'on peut construire un triangle O0'A dont les
trois cOtés sont : la distance des centres O0’, et les deux rayons
OA, O'A’. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
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cercles d’'un méme plan se coupenl est que la distance des centres
soit plus petile que la somme des rayons et plus grande que leur
différence.
Il y a des cas particuliers dans lesquels les circonférences
(fig. 112) ont un seul point commun A, qui est albrs forcé-
T

T

Fig. 112

ment sur la ligne des centres. La tangente AT en A est la méme
pour les deux cercles (229). On a alors deux circonférences
tangenles. Elles sont tangentes extérieurement dans le premier
cas de figure, intérieurement dans le second.

Si les deux circonférences ne sont pas dans un méme plan,
il est facile de voir qu’elles peuvent avoir deux points communs;
dans ce cas leurs axes se rencontrent et elles peuvent ¢tre pla-
cées sur une méme sphére; elles peuvent n’avoir qu'un point
commun, sans que la tangente aux deux circonférences en ce
point soit forcément la méme; enfin elles peuvent n’avoir aucun
point commun.

Le lecteur établira, par des raisonnements analogues a ceux
qui précédent, que deux sphéres qui se coupent ont en commun
un cercle ayant pour axe la ligne des centres. Ceci a lieu seule-
ment si la distance des centres est plus petite que la somme des
rayons ct plus grande que leur différence. Enfin deux sphéres
peuvent &tre tangentes, le point de contact étant alors un point
de la ligne des centres et le plan tangent étant le méme en ce
point pour les deux spheres (230).

234. Mesure des angles. — La mesure des angles dans le-
plan (162, 189) est intimement lide & celle des arcs de circonfé-
rence.

Rappelons que, pour mesurer une grandeur (35), on la com-
pare habitucllement a une autre grandeur de méme espéce prise
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pour unité, en cherchant combien de fois I'unité ou une de ses
subdivisions est comprise dans la grandeur A évaluer. En pra-
tique, on prend successivement le dixiéme, le centiéme,.....
d’unité et lorsque les subdivisions essayées sont assez petites, on
admet qu’elles sont contenues un nombre exact de fois dans la
grandeur & mesurer, méme quand cela n’a pas lieu exactement.
L’erreur commise (52) est en tous cas inférieure & la plus petite
des subdivisions considérées. L’application de ces procédés de
mesure 4 des longueurs ou & des angles est bien connuc; ils
peuvent de méme s’appliquer & des arcs d'une méme circonfé-
rence, puisque I'on peut définir 1'égalité, la somme et la diffé-
rence de tels arcs.

Nous avons vu que des angles au centre égaux correspon-
daient & des arcs égaux et inverscment (227). Si I'on prend
pour unité d’arc un arc ayant précisément comme angle au

oy . » r 1
centre I'angle-unité, on voit que I'arc mesuré par . correspond

a I'angle mesuré par :—0, I'arc mesuré par 7%5 dl'angle mesuré
par —l%—o, etc... On en déduit que le nombre qui exprime la me-
sure d’un angle au centre, ou, si l'on veut, le rapport de cet angle
a langle-unité est égal au nombre qui exprime la mesure de l'arc
intercepté par ses cités sur la circonférence, ou encore au rap-
port de cet arc a l'arc-unité, pourvu toutefois que lon ait
grand soin de prendre comme unité d'arc Uarc correspondant &
lunité d’angle (37). C’est ce que 1'on traduit en pratique sous
la forme suivante, incorrecte, mais commode : langle au
cenlre a méme mesure que larc qu’interceptent ses colés.

Si, par exemple, on prend comme unité d’angle ’angle droit,
1a circonférence tout entitre donne un arc égal a 4, la demi-
-circonférence un arc égal & 2. En grades la circonférence
vaut 400", et en degrés 360°. On emploie encore parfois une
autre unité pour les arcs, et par suite pour les angles, le ra-
«lian (162).

A. Sainte-Lagus 19
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23%. — On appelle angle inscrit dans une circonférence tout
angle tel que AMB dont le sommet M est sur la circonférence
(fig. 113). Ces angles ont une propriété extrémement remar-
quable : un angle inscrit AMB a méme mesure
que la moitié de Larc AB qu'interceptent ses
cotés sur la circonférence, ou, de facon plus
précise, I'angle AMB est égal & la moitié de
I'angle AOB. On le démontre en menant le
diamétre MOC. L’angle au centre AOG, exté-
_ rieur au triangle isoctle AOM, est égal au

Fig. 113 double de I'un des angles & la base AMO (219).
De méme BOC cst le double de BMO. Donc leur somme AOB
est bien le double de I'angle AMB.

On en déduit que, pour tout point N de la circonférence situé
au-dessus de AB, I’angle ANB est égal & 'angle AMB. Quand N
vient en B, la corde BN vient suivant la tangente BT (228) et
I'on trouve que I'angle ABT est égal & AMB. Si I'on prend M’
au-dessous de AB, on verra aisément que I'angle AM'B est
constamment supplémentaire de 'angle AMB. On peut déduire
de ces propriétés un grand nombre de conséquences, dont voici
les plus remarquables.

Si un angle AMB de grandeur constante pivote autour de son
sommet M, les arcs qu'il intercepte sur une circonférence passant
par M sont tous égaux cnire eux.

La condilion nécessaire et suffisante pour qu’un quadrilatére
AMBM’ soit inscriptible dans une circonférence est que deux
angles opposés quelconques soient supplémenlaires (249).

Le lieu des points d’oit l'on voil un segment de droile AB sous
un angle AMB donné est formé de deux arcs de cercle, passant
par A et B, symétriques par rapport @ AB. Chacun de ces arcs
est plus grand qu'une demi-circonférence si langle AMB est
aigu; chacun d'eux est plus petit qu'une demi-circonférence si
Fangle AMB est obtus. L'un quelconque de ces arcs s’appelle
parfois le segment capable de langle donné.

Enfin signalons une derniére application trésimportante : lout
angle AMB inscrit dans une demi-circonférence estdroil(fig.114).
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Nous avons déja démontré cette propriété (221) lorsque nous
avons dit que dans un triangle rectangle
AMB on a OA = OB = OM. On peut en- “
core dire : ,

Tous les rectangles AMBM' sont des qua-- i ¥
drilatéres inscriptibles. — Le lieu des points
d’ott lon voit un seqgment de droite AB sous «
un angle droit est la circonférence ayant ce Fig. 114
segment pour diamétre.

236. Géométrie sphérique. — On appelle ainsi la partie
de la géométrie qui s’occupe plus spécialement des figures tracées
sur la surface de la sphére. Nous nous bornerons & quelques
indications trés sommaires sur 1'étude des figures formées par
des cercles ou des arcs de cercles tracés sur la sphére.

Le plus court chemin d’un point & un aulre sur la surface de
la sphére est donné par larc de grand
cercle plus petit qu'une demi-circonfé-
rence qui joint ces deux points. Prenons
deux points \ et B sur la surface d’une

V“ sphere et supposons qu’ils ne soient

pas diamétralement opposés (fig. 115).

\ Par ces deux points, il ne passe qu'un

seul plan contcnant le centre de la

sphére et par suite qu'un seul grand
cercle I' (228).

Soit M un point quelconque du plus petit des deux arcs de T’
qui vont de A 3 B. Nous allons montrer que, si 'on se donne
un chemin quelconque, on peut trouver un chemin plus court
passant par M. Considérons en effet les deux cercles de pdles
A et B passant par le point M. La perpendiculaire en M au plan
des axes des deux cercles étant tangente & chacun d’eux (229)
on en déduit qu'’ils sont complétement extérieurs 'un & I'autre.

‘Décomposons maintenant le chemin arbitrairement choisi
en trois portions numérotées 1, 2, 3, la premiére allant de A
au cercle de péle A et la derniére du cercle de pole B & B. Sans

Fig. 115
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changer la longueur du chemin numéroté 1 (*), on peut, par
une rotation convenable autour du diameétre du point A, amener
ce chemin en 1, son extrémité étant en M. On aménera de
méme le chemin 3 en 3'. On voit que le chemin 1’ — 3’ est
certainement plus court que le chemin 1 — 2 — 3, la partie 2
ayant ¢été supprimée. Le méme raisonnement montre que le plus
court chemin passe par tous les points de I'arc AB. C’est donc
cet arc.

Cette proposition est fondamentale en géométrie sphérique ;
elle montre que les arcs de grand cercle équivalent sur la sphére
A la droite en géométrie plane (205). Remarquons cependant
que par deux points du plan il ne passe jamais qu’une seule
ligne droite, landis que par deux points d'une sphére il passe
un nombre illimité d’arcs de grand cercle dans le cas tout parti-
culier ol les deux points sont diamétralement opposés.

237. — On définit un polygone sphérique de fagon analogue
4 un polygone plan, les cOtés étant ici des arcs de grands cercles
moindres qu'une demi-circonférence. En chaque sommet, les
angles d’un tel polygone sont, par définition, les angles des
tangentes aux grands cercles qui s’y coupent.

Les propriétés des polygones sphériques, et plus particuliére-
ment des {riangles sphériques, ont déja éié
étudiées. Prenons en effet un tel triangle ABC
(fig. 116), et considérons le triédre dont les
arédtes sont OA, OB, OC. Les arcs de grands
cercles AB, BC, CA mesurent les angles des
faces du triédre et les angles A, B, C du
triangle sphérique sont les angles rectilignes
des diddres OA, OB, OC. Il résulte par suite des proprletés des
triédres (201) divers énoncés tels que les suivants.

Si, dans un triangle sphérique, deux cotés sont égaux, il en

Fig. 116

(*) Pour &tre rigoureux, il faudrait définir exactement ce que I'on entend
par longueur d’un arc de courbe (264), mais, malgré cela, la démonstra-
tion est facile & suivre.
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est de méme des angles opposés et inversement. En particulier,
un triédre trirectangle donne un triangle sphérique dont les trois
angles sont droits et les trois cotés égaux.

Dans un triangle sphérique, un cété est plus petit que la
somme des deux autres.

La somme des cotés d'un triangle sphérique est inféricure a
une circonférence de grand cercle.

Les triddres symétriques correspondent aux triangles sphé-
riques symétriques. Ici, les deux grands cercles AB et AG se
coupent d nouveau en A’ diamétralement opposé & A. Les points
B’ et C’ étant définis de facon analogue, le triangle A'B'C’ est dit
symélrique du triangle ABC. 1ls sont d’ailleurs symétriques
par rapport au point O (319). Deux tels triangles ne sont pas
en genéral superposables.

On pourrait encore énoncer quatre cas d’égalité des triangles
sphériques par analogie avec les cas d’égalité des tri¢dres (203).

La perpendiculairc en O au plan OBG perce la sphére en
deux points &, ¢’ qui sont pdles du grand cercle BC (228). Ce
grand cercle BC partage la sphére en deux parties et, seul, le
pdle 2 est dans le méme hémisphére que A. Il est aisé de voir
que le triédre supplémentaire du tritddcec OABC de sommet O
découpe précisément sur la sphére un triangle sphérique o3y
dont les sommets sont poles des colés du triangle ABC.
Drailleurs, les sommets de ABG sont poles des cdtés de of3y.
Ces deux triangles sont dits pour cette raison polaires ou sup-
plémentaires. Les propriétés des triangles po-
laires se déduisent de celles des tri¢dres supplé-
mentaires (202).

238. Cénes et cylindres de révolution. —
Lorsqu’un point A tourne autour d'un axe z2'
(fig. 117), il décrit un cercle I d’axe 2z’ (225).
Si I'on fait tourner de méme une courbe G
quelconque, plane ou gauche, appelée génératrice, la surface
qu’elle engendre s’appelle une surface de révolution d’axe 22,
Les cercles ' que décrivent les divers points A de G sont les

Fig. 117
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paralléles de cette surface. Toute section d’une surface de révo-
lution par un plan perpendiculaire & Uaxe est formée d’un ou
de plusieurs cercles de méme axe.

La section de cette surface par un plan quelconque passant
par I'axe est une courbe G que I'on appelle méridien. Tous les
méridiens étant ‘superposables sont égaux et I'un quelconque
d’entre eux peut étre substitué a G pour engendrer la surface.
Toute courbe tracée sur la surface peut d’ailleurs servir de
courbe génératrice.

Une sphére est une surface de révolution autour d'un quel-
conque de ses diamétres; les méridiens sont des grands
cercles. '

Si le méridien est une droite A coupant zz' en O ( fig. 118),
la surface de révolution est dite une surface conique de révolution
de sommet O. Si A’ est une paralléle & I'axe, on a (fig. 119)
une surface cylindrique de révolution. Dans ce dernier cas, tous
les paralltles sont égaux, ce qui montre que le lieu géométrique
des points de Tespace situés & une distance donnée &’ une droite
donnée est un cylindre de révolution ayant cette droile pour axe.
Un cylindre coincide donc avec lui-méme par une translation
quelconque paralléle A I'axe (243).

Dans le cas d'un céne ou d’un cylindre, on réserve plus
particuli¢rement le nom de générairices aux droites telles
que A.

On appelle parfois céne droit & base circulaire ou, en abrégé,
lorsqu’aucune ambiguité n’est & craindre : cine, le solide com -
pris entre un parall¢tle I' et la portion de surface conique qui
s’étend de ce paralléle au sommet (274, 279). Le cercle T est
la base du cone. On appelle de méme cylindre droit a base cir-
culaire ou, en abrégé, cylindre le solide compris entre deux
paralléles " et T” et la surface cylindrique qui va de I'un 3
I'autre (273, 279). Les courbes I' et I sont les bases du
cylindre.

239. — Le plan tangent est le méme en tous les poinis d’une
génératrice d'un céne ou d’un cylindre. Nous allons montrer & la
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fois que ce plan tangent (230) existe en chaque point M d’un cbne
(autre que le sommet) ou d'un cylindre, et qu'il est le méme

tout le long de la génératrice A qui passe en
ce point (fig. 118 ou t1g). Soit A le point
ot A coupe un paralléle quelconque I'. Pre-
nons une courbe arbitraire passant par M et
soit M’ un point voisin sur cette courbe. Par M’,
passe une seconde génératrice A’ qui coupe
en A' le paralléle I'. Le
L """"" - plan des deux droites A, A’
- contient les cordes MM’ et
AA’. A la limite, quand M’

T

ro{ia
A
PR
Lot

= A a

Fig. 118

QDN

-

/ tend vers M et par suite A’
-

Fig. 119

vers A, ce plan, contenant la génératrice A
la tangente At en A au paralléle I et la tan-
gente MT en M a la courbe considérée, est le
plan tangent en M, ce qui justifie bien I'énoncé,

On déduit aisément de ceci que les nor-
males au cone ou au cylindre en tous les
points d’wne méme génératrice A sont paral-
leles et coupent l'axe. Dans le cas du cylindre

ces normales, qui sont perpendiculaires & 1’axe, forment les

rayons du cylindre.

Si 'on prend un cercle de centre O ( fig. 120), une tangente

quelconque AS A ce cercle et que l'on
fasse tourner la figure autour d'un diamétre
quelconque OS, le cercle engendre unc
sphére de centre O, la tangente AS un cone
qui a en commun avec la sphére le paralléle
que décrit le point A et ce paralltle seule-
ment. On voit de plus qu'en tout point de
ce paralléle le plan tangent est le méme
pour le cone et pour la sphére, la normale
commune passant en O. On dit que le cine

Fig. 130

est circonscrit & la sphére tout le long d’un paralléle, ou encore
que la sphére est inscrile dans le cone. Sil'on avait pris la tan-
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gente en B, tangente qui est paralléle au diamétre OS, .on aurait
- eu un cylindre circonscrit & la sphére tout le long d'un paralléle.
La sphére est inscrite dans ce cylindre. Il est d'ailleurs évident
que loutes les sphéres inscrites dans un cylmdre ont méme rayon
que ce cylindre.

Exercices. — N** 321, 322, 323, 324, 325, 326, 327, 328, 329,
830, 331, 332, 333, 334, 335, 336, 337, 338, 339, 340, 341,
842, 343, 344, 354, 368, 407, 408, 435, 451, 470.



CHAPITRE IV

RELATIONS METRIQUES

240. Segments. — Nous savons que l'on peut définir un
point A sur une droite Oz (fig. 121) par son abscisse OA
comptéc & parlir d’une origine fixe O, le sens posilif sur I'axe
étant fixé a I'avance (66). Il
faut bLien remarquer que OA . -
désigne un nombre positif ou '
négatif, tandis que OA est un
nombre toujours positif qui indique simplement la longueur
du segment considéré, abstraction faite de son sens.

Si I'on prend trois points quelconques A, B, G, il existe entre
les segments AB, BC, CA une relation trés simple connue sous.
le nom de relation de Chasles :

AB+BC+CA=0
que l'on établit aisément en examinant les divers cas de figure.
Ici, on remarque que cette relation peut s'écrire AB + CA=
— BC = CB et revient par suite & la relation arithmétique
évidente AB + CA = CB.

La relation de Chasles permet en particulier d’exprimer la
longueur d'un segment AB lorsqu’on connait les abscisses OA
et OB de ses extrémités : AB = OB — OA.

Le lecteur établira sans peine que, si un point M est le milieu
d’un segment AB, son abscisse est la demi-somme des abscisses

deAetB:ﬁﬁ:%_j_OB.

Fig. 121
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241. — Etantdonnés un segment AB sur un axe et un point
P quelconque (fig. 122), on dit que P divise AB dans le rap-

gort k = % (37, 74). Ce rapport a, pour chaque position du
point P, une valeur bien déter-

. wr T3 . minée, dailleurs indépendante
du choix de I'unité de longueur.

Inversement, si I'on se donne
un nombre k positif ou négatif, nous allons voir qu’iln’y a qu'un

Fig, 122

point P de la droite tel que i% = k. Gherchons I'abscisse de ce

point P, en supposant pour simplifier que 'origine des abscisses
s0it au point B. Posons BA = a et BP = &, cettc derniére

abscisse étant inconnue. On a d’aprés la relation de Chasles :
PA=DB + BA =—x + aet par suite : k= —_f:a = m:a.
Pourvu que x ne soit pas nul, c'est-d-dire que P ne soit pas
en B, on peut écrire cette relation kx = x — a et tirer x de cette

équation du premier degré (96) :

=%

e qui donne pour x une valeur parfaitement déterminde ét une
seule, quel que soit k, sauf cependant pour k = 1, valeur dont
mous reparlerons.

Tr—a
x
.c’est-a-dire quand « varie, est facile (458), et le lecteur obtien-

dra sans peine les résultats qu’exprime le tableau suivant :

L’étude des variationsde bk = , quand P décrit la droite,

x| —o croit 0 croit a croit  + o

k| 1 croit 4o | —oo  croit o croit 1
3>

Il y a une discontinuité (152) pour x = 0; on peut tracer le
graphique de ces variations (fig. 123) en portant en ordonnées
«en chaque point de la droite les valeurs de k. On reconnaitra
dans cette courbe une hyperbole équilatére (147), si I'on prend
.comme nouvelle origine des coordonnées le point O de Bk d’or-
donnée + 1. '
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On voit que k est négatif pour des points P compris entre A
et B et positif pour toute autre position de P. Au milicu M-de

4

1} 0

Fig. 133

ABona k= — 1. Enfin, si P s’éloigne indéfiniment sur la
droite, k tend vers une valeur limite égale & 1.

242. — Sil'on se donne seulement la valeur absolue de k,

¢’est-3-dire sil’on se borne & considérer I'égalité g—ﬁ == k comme
une égalité arithmétique, on trouve deux points P et Q ( fig. 122),
o

qui correspondent aux deux relations algébriques : 'IP_% =Ik;
8_—%—_—— k. On a donc : B

PA__QA

PB QB’
Decux tels points P et Q sont dits conjugués harmoniques par
rapport aux points A et B. Il résulte de 1’étude des variations
de k, que, des deux points P et Q, il y en a toujours un et un
seul entre A et B, et aussi que les deux points sont d'un méme

cdté du milieu M de AB.

Si l'on écrit 1'égalité ci-dessus : % = — g._% sous la forme
%—;2 — g_% ou encore %._(I—; = — %—g, on voit que A et B sont



3oa GEOMETRIE

deux points G et C’ partagent les cotés AB et AB’ en segments

proportionrels, CC’ est paralléle & la base BB’ du triangle.
Dans un triangle ABG, la bissectrice intérieure AD et la bis—

sectrice extérieure AD' de angle A partagent le coté BC en

Fig. 125 Fig. 126

seqments proportionnels aux deux autres cotés du triangle :

]r'}g = %—2 = gr]é, les distances étant prises en valeur absolue

(fig. 126). Démontrons par exemple la premicre proportion ;
menons la paralléle CE & AD, paralléle qui, comme AD, fait
des angles égaux avec G\ et BA (214). Le triangle ACE

est par suite isoctle et I'on a AG = AE (197). D’autre

part le théoréme de Thalés donne ici : %g = %g,ou, en rem-

DB __AB
placant AE par AG : 5z = yi- On fera une démonstration

analogue pour AD’ en menant CE’ paralléle & AD'. Il résulte
de plus de ceci que les quatre points B, G; D, D’ forment une
division harmonique.

‘Donnons encore la propriété suivante : le liew géométrique
des points A d'un plan, dont le rapport des distances & deux
points fixes B et G de ce plan est égal & k, est une circonférence

dont le centre est sur BG. En effet, pour un tel point A on a

%g = k. Les bissectrices AD et AD’ de I'angle BAG coupent

BC en deux points D et D' qui partagent ce segment dans le
rapport k et qui par suite sont fixes (242). Enfin, le point A
étant tel que I'angle DAD’ soit droit est sur le cercle de dia~
métre DD’ (235). ,

Sil'on considére le lieu analogue pour les points de 'espace,
on trouve une sphére de diamétre DD'.
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245. Homothétie. — Considérons un point O fixe et un/
point A arbitraire de 1’espace (fi fig. 127). Prenons sur la droite

OA un point A’ tel que I'on ait =— Ox' =k, le nombre algébrique-

0A

k ayant une valeur fixe. Le point A’ est dit homothélique du point:
A, le centre d’homothétie étant O et k le rapport d’homothétie..
Si A décrit une certaine courbe I', le
lieu du point A’ est une autre courbe I A
homothétique de la premiére. £ =

Si I'on prend un second point B et \< Q\
son homothétique B', il résulte du
théoréme de Thalés que AB et A’B'sont Fig 127
paralléles. On en déduit que I’homothétique C’ de tout point G
de AB est sur A'B’, puisque A'B’ et A'C’ devant &tre paralléles.
sont confondues (207). L’homothétique d’une droite A est une
droite A' paralléle & la premiére. De méme, on établira que
Phomothétique d’un plan est un plan paralléle au premier (211).

On voit que deux angles homothétiques sont égaux, les
cOtés de ces angles étant respectivement paralléles (214);
ceci est vrai qu'il s’agisse d'un angle plan, d’'un angle diédre
ou d'un angle polytdre. Les longueurs de deux segments.
homothétiques ne sont pas égales; nous allons montrer que-

pour deux tels segments AB et A'B on a la relation %:k;

menons en effet BM parallele & OAAN'. Dans le triangle
on w_om_,
A'OB/, le théoréme de Thalts donne i =k ; mais

A'M est précisément égal & AB, ce qui établit 1'énoncé. Nous
avons gardé la notation algébrique, mais son emploi n’est jus-
tifié que si I'on suppose que le sens posmt est le méme sur les
deux paralléles A et A'.

En résumé, si lon remplace une figure par son homothélique
dans le rapport k, tous les angles sont conservés, mais loules les:
distances sont multiplides par k.
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246. — Les applications de ces propriétés sont des plus
nombreuses. Nous allons énumdrer les principales.

La droite qui joinl les milicux de dewx cités d'un triangle est
éqgale & la moitié du coté auquel elle est paralldle, puisqu’elle est

LM A r l
homothétique de ce cité, dans le rapport |, par rapport au

sommet correspondant. On étendra aisément cetle propriélé au
traptze : la droite qui joint les milienx de dewx colés non paral-
lles d'un trapéze est éyale & la demi-somme des dewr ciotés pa-
ralléles.

La fiqure homothélique, dans le rapport k, d"une circonférence
est une nouvelle circonférence située dans un plan paralléle au
plan de la premicre et dont le rayon est équal au rayon de la
prcmi(‘l'c multiplié par Ik, puisque tous les points de la nouvelle
figure sont encore & une distance constante du centre. Si le
centre d’homothétie est dans le plan de la circonférence donnée,
la circonlérence homothétique est aussi dans ce plan. De méme,
la figure homothétique, dans le rapport k, d'une sphire est une
autre sphere dont le rayon est égal au rayon de lu premidre
multiplié par k. La ligne des centres des deux spheéres passe
par le centre d’homothétie.

Nous laissons au lecteur le soin d’¢tablir que deux cercles
d'un méme plan ou deux sphéres peuvent toujours étre considé-
1és comme homothétiques. Deux points de la ligne des centres,
d’ailleurs conjugués harmoniques par rapport a ces centres,
peuvent servir de centre (" homothélic ou, comme I'on dit parfois,
de centre de similitude pour les deux figures (293).

Enfin, signalons la propriété suivante facile & justifier : si deux
cercles sont homothétiques par rapport & un point O, une
tangente & 1'un d’eux passant par O est aussi tangente & 'autre.

On prend parfois pour centre d’homothétie un point remar-
quable de la figure. C'est ainsi que la figure homothétique d’un
cercle, ou d'une sphere, par rapport & son centre est un cercle,
ou une sphére, concentrique. La figure homothétique d’'un
angle polyédre par rapport & son sommet est cet angle polytdre
lui-méme ; toute section plane donne par homothétie une nou-
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velle section plane dans un plan paralltle. Inversement d’ailleurs,
deux: polygones de section d'un angle polytdre par des plans
paralldles sont homothéliques par rapport au sommel de cel angle.
De facon analogue, tous les paralicles d'un cdne (238)
peuvent &tre considérés comme homothétiques par rapport &
son sommet, I'homothélique de la surface conique élant cetle
surface clle~méme.

247. — Nous allons appliquer ce qui précéde 4 la notion
importante de fuiscean harmonique. !

On dit que quatre droites con- 2
couranles Oz, 05,0, 05\ (fiy. 128) 0
forment un faisceay harmonique, i
ou encore que Oz et OF sont con- s
jugudées harmoniques par rapport & S
07 ¢L0d) si Ia section de ces quatre
droites par une sécante quelconque s _
donne quatre points \, B,C, D en v e
division harmonique (242). Nous = . ¢ A » T @
allons démontrer ue, si ceci a lieu
pour une certaine sécante, il en est
de méme pour toule autre séeante.

Supposous que pour la sécante \BCD cette propriété ait
lieu : menons par \ une paralléle MAN a OB et montrons

que A cstle milieu de MYN. Le segment \M est homothétique

N2

Fig. 1as

déerire '\;:: = k. De méme AN est homothétique de BO par rap-
port & C dans le rapport k' == gl: ct par suite %(\) =K. 0On a
d'ailleurs k --—F/, puisque, par hypothése, A, B et C,D forment

une division harmonique, donc A“: = 1:3 , ou AM == — AN,
Pour prouver maintenant que toute autre sécante donne en
A, B, (7, D' une division harmonique, menons par \’ une

A, Sainte-Lagus

20
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paralidle M'N" a4 OB'. Les points M/, A’; N’ étant respectivement
homothétiquesde M, A, N par rapport au point O, le point A’
est le milicu de M'N'. Il suflit pour achever la démonstration de
refaire en sens inverse le raisonnement préoédent : \'M/ est ho-

mothétique de B'O dans le rapport %%, et A'N' est homothétique

DA’

de B'O dans le rapport ]l”:{l\i_’ Mais A'M' = — \'N’, donc ces
deux rapports sont égaux et de sens contraire el par suile
A, ¥, (¢, D' forment une division harmonique.

Le lecteur remarquera que, d'aprés la démonstration qui
précede, si qualre droites formenl faisceau harmonique, en les
coupanl par une paralléle & lune d'elles on obtient trois points
dont lun est le milicu du segment déterminé par les aulres el
réciproquement.

Citons, parmi les applications les plus simples des faisceaux
harmoniques, les propriétés suivantes qu’il serait facile de jus-
tifier.

Les dingonales d'un parallélogramme et les paralliles aux
c6lés mendes par son cenlre forment un faisceau harmonique.

Dewr cités AB et AG d'un triangle ABC, la médianc issue
de \ el la paralltle au cité BG menée par A forment un faisccau
harmonique.

Les deux cilés d’un angle el ses deux bissectrices forment
un faisccau harmonique (244).

248. Similitude. — On dit que deux figures sont semblables
lorsqu’elles peuvent étre placées de facon & étre homothétiques.
On obtient donc toutes les figures semblables & une figure
donnée en prenant toutes les figures égales a ses diverses homo-
thétiques. G'est ainsi que deux cercles quelconques de I'espace
oun deux sphéres quelconques sont des figures semblables. Il en
sera de méme pour deux triangles équilatéraux, deux triangles
rectangles isocéles, etc...

Nous nous bornerons a chercher ici & quelles conditions
simples on peut reconnaitre la similitude de deux triangles.
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Rappelons que, d’aprés des propriétés déji établies (245), si
deux triangles ABC, \'B'C’ (fig. 129) sont homothétiques ou
simplement semblables, les angles correspondants sont ¢gaux,
et les cOtés du second s'obliennent en multipliant les colés
correspondants, ou, comme l'on dit, les cotés homologues du
premier, par un méme nombre k qui est le rapport d’homothétic :
AR BC _ CA

— Al — R/ P ) e .
A=A B=DB C=0C "yp=1po="1x="

ce que l'on énonce : dewx triangles semblables ont les angles
correspondants égaux el les cotés homologues proportionnels.
Ces conditions sont au nombre de quatre seulement, car
I'égalité des angles A et \, BetDB
entraine celle des angles C et G (218).
De plus, elles ne sont pas toutes indé—
pendantes ; il suffit de s’en donner
deux pour entrainer les deux autres.
Nous allons démontrer en effet que :
deux triangles \BG, \'B'C' sont sem-
blables 1° si deax angles de [un sont
égaux aux angles homologues de l'au-
tre: A = A'; B=B'; 2° s'ils ont deux

, , . . Fig. 129
angles égaux A == N, les colés qui les
. A'B AT .
comprennent élant proportionnels : KB S AC 30 st les cilés

homoloques sont proportionnels : AL BC_GA
AB = BC T CA”
Ces trois cas, quis'appellent les cas de similitude des trianyles,
se raménent immédiatement aux trois cas d'égalité (198). En
effet, prenons un triangle AB,C, déduit du triangle ABC par une

homothétie de centre A et de rapport k = %g tel que \B, soit

égal 3 A'B'. Nous allons montrer que le triangle AB,C; qui est
homothétique & ABC est égal au triangle A'B'C’. En se repor--
tant aux trois énoncés ci-dessus on voit en effet que I'on a dans
lepremier cas : AB, = AB: A = A’; B, = I¥; dans le
deuxiéme cas: AB; = A'B'; AC, =A'C’; A=A\’ et enfin dans le



308 GEOMETRIE

troisiéme cas: AB; =A'B'; AC,= A'C’; B,C; = B'C’.Onrecon-
nait 13 les trois cas d’égalité des triangles.

Il résulte en particulier de ceci que, si deux triangles ont les
cotés correspondants paralléles, ils sont semblables, les angles
homologues étant égaux (214).

Si les deux triangles ABC, A'B'C’ (fig. 129) sont rectangles
en A et A/, on établirait, par des raisonnements analogues &
ceux qui précédent (200), que deuz triangles rectangles ABC,
A'B'C' sont semblables 1° s'ils ont deux angles aigus égaux
B =1"; 2° si deux cilés de Uun sont proportionnels aux cilés

\ B'C A'lY A'B A'C
homologues de lautre : BC = AB % AB = AG"

240. Relations métriques. — On appelle plus particuliére-
ment relations métriques en géomélrie des relations algébriques
dans lesquelles entrent certaines longueurs mesurées sur les
figures que I'on considérc. Pour abréger I'écriture, on désigne:
habituellement par des lettres les valeurs absolues des divers.
segments de ces figures.

Les premiers chapitres de géométrie ne contiennent que pew
de relations métriques et celles qui s’y trouvent ne sont guére
que des égalités ou des inégalités entre deux longueurs, c’est-a~
dire des rclations de la forme a = d/, oua > d'.

Deés le début de ce chapitre, nous avons eu des relations fai-
sant intervenir des rapports de longueurs; c'est ainsi qu'en
désignant les cOtés homologues de deux triangles semblables

! / /
para, b, ¢; a', b, ¢/, on peut écrire : Z~ = z- = z— Les relations
que nous allons étudier maintenant seront de formes encore plus
complexes, telles que a* = b* + ¢3, elc...

Toutes les relations entre des longueurs d’'une méme fiqure:
doivent élre homogenes, c'est-a-dire que lous les termes doivent’
étre de méme degré, pourvu que, cependant, comme cela a tou-
jours lieu en pratique, aucune des longueurs mesurées ne soit
remplacée par sa valeur numérique. Nous admettrons cette-
propriété qui a une certaine importance pratique parce qu’elle-
permet d’éviter des erreurs de calcul.
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250. — Prenons un triangle ABC, rectangle en A et menons
ta hauteur AH (fig. 130). Nous pouvons considérer trois
triangles rectangles : ABC, ABI, \HC que
pour la clarté du raisonnement nous avons o
veprésentés séparément. Ces trois triangles . 77, l&
rectangles ont des angles aigus égaux : ‘i‘*"“ ‘
ABH = HAGC, car ces deux angles ont le . 75”\
méme complément ACB (219). lls sont donc - /il
semblables et les cOtés homologues, qui ont Fig. 130
vegu sur la figure les mémes numéros, sont
proportionnels. On obtient ainsi en comparant successivement
des triangles ABG et ABH; ABC et ACIH et enfin ABII et AIG

a

BC BA AC BC_BA__ AC AB_ BH _ AH

AB=BH " AH ACT AH T HC AC AN~ HC’

‘On déduit en particulier de ces diverses propriéiés les égalités
arithmétiques suivantes :

AB° —BC.BH ou AC =CB.CI
BC.AH — AB.AC
All’ — BIL. 1IC.

Posons pour abréger : BC=a; C\ == b; BA=c¢, puis
Cll =10 ; BH=("et enfin AIl =1/, ona :

b2 = ab’ c? = ac'

be = al h2 — V¢

Si I'on se reporte A la définition de la moyenne géométrique de
deux longueurs (40, 242), on voit que ces égalités peuvent
s'énoncer :

Un cité de langle droit d'un triangle reclangle est moyenne
géométrique entre [Thypoténuse entiére el sa projeclion sur
L hypoténuse.

Le produit de deux cotés de langle droit est égal au produit
e Thypoténuse par la hauteur. Chacun de ces produits est
égal comme nous le verrons au double de I'aire du triangle (267).
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La hauteur d'un iriangle rectangle est moyenne géométrique
entre les deux seqments qu’elle détermine sur ['hypoténuse.

254. — On peut déduire de ces formules divers autres énon-
cés par des combinaisons purement algébriques. L'un des théo-
rémes auquel on est ainsi conduit, le théoréme de Pythagore, est
le plus important de tous ceux qui concernent les propriétés
métriques des figures; il sert en patticulier de base 4 la trigo-
nométrie (465) et & I'étude du cercle en géomélrie analytique
(148). C'est le suivant : le carré de lhypoténuse d'un triangle
reclangle est égal d la somme des carrés des deuzx colés de Langle
droit de ce triangle (275). En effet les équations 0* = a. b et
¢?=:a.c¢ donnent par addition b .. ¢*=a (b’ + ¢); mais
b’ + ¢ est précisément égal & a. Donc :

b+ ¢t = a’.

Nous aurons trés fréquemment 'occasion d’appliquer ce
théoréme. 1l peut s’énoncer sous une forme un peu différente.

Le carré de la diagonale O\ ’un rectangle est égal a lu somme
des carrés de deux cilés conséculifs OB et OC (fig. 131) 3
OA' = OB’ + OC, carles deux diagonales sont égales (221).

a

-]

Fig. 1 Fig. 132

Sous cette forme, le théoréme peut &tre généralisé : le carré de
la diagonale OA d'un parallélépipéde rectangle est égal a la
somme des mnes de lrois arelcs concowantes 0B, 0C, OD
(fig. 132), OA’ — OB’ +OC 4+-OD". En effet : dans le rec-
tangte OEARB, on a OA = OB b Oh maxs, d’autre part, dens
le leclangle OCED, on a OE’ = OC’ -+ OD’ ce qui démontre
Fénoneé.

Ce théoréme de Pythagore permet de calculer un cété
d'un triangle rectangle comnaissant les dewx autres. Si,
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par exemple, deux cdiés de Vangle droit sont respectivement
b= 4™ et ¢ = 3™, I'hypoténuse a pour longueur a =-y/ 4 + 32
=V16 + ¢ = /25 = 5". Les formules déja données permettent

.. b2 16 .
également de calculer &', ¢" et h; ici I = == 3m,20;
c? b.c 4.3
U ) . —— == L. e gm [
c-—a__l,So,h_.a 5o = 2",jo.

Parmi les résultats simples que I'on peut obtenir ainsi, signa-
lons simplement les deux suivants: La diagonale d'un carré
est égale au produit du célé par y'a . — La diagonale d'un cube
est égale au produit du cilé par /3.

252. — Nous donnerons encore deux autres applications du.
théoréme de Pythagore cn cherchant, & I'aide du calcul, les lieux
géométriques des poinls M dont la somme

Y
ou la différence des carrés des distances i .
deux points fixes A, B est constante ct
égale au carré d"une longucur & (fiy. 133). //l\
Prenons pour origine le milieu O de =3 o & =
AB, Ox étant dirigé suivant OA. Posons ¥
OA = — OB =—actsoientON—x,NM =y Fig. 133

les coordonnées d'un point M du lieu. On a: NA=0OA—ON—=
a — x ct par suite AM = NA" + NM’ = (@ — x)? + y*. On
trouve de méme BM’ = (a -+ o) -yt

Pour le premier lieu, I'égalité AM -+ BM® == k? s'éerit :

[(a —x)? + yﬂ] <+ [(a + z)? + y’] == ki
ou, en développant et simplifiant (86) :

2a? + 2x? -4 2y? = |i?

que l'on peut écrire :

—_ 2
! + y? h ‘23—3
Mais OM’ == z* + y?, donc le lieu de M est un cercle (148) de
'kt — 2a?

centre O ct de rayon \/ . Ceci suppose, bien entendu,
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que k* soit supérieur & 2a?, sans quoi le lieu n’existe pas. Inver-
sement, il est facile de voir que, si un point M est sur ce cercle,
on a bien AM” ++ BM" = k*. Donc, le licu des points dont la somme
des carrés des distances & deux points fixes est constant est un
cercle ayant pour centre le nulteu du se Jment qui joint les deux
points. En particulicr si AM" + BM’ = AB’, on verra que le
licu de M est précisément le cercle de diamétre AB, comme le
théortme de Pythagore permet de le prévoir.
Pour l¢ deuxi¢me licu, on a BM® — AM® = k? qui s’écrit :

[(@+ =) +y]—[(@ — ) + y2]=w
ou, aprés simplification : fax = k:
k

m:Ii .

°

N

L’abscisse ¢ = ON du point M est constante. Le lieu de M
esl une paralléle & Oy menée par N (144) Invelsement si M
est un point de cette droite, ona BM' — AM" = k2, Le licu des
points dont la différence des carrés des distances & deux poinls
Jiwes est constanle esl une perpendiculaire & la droile joignant
ces poinls fixes.

On pourrait présenter ces deux démonstrations sous une forme
plus géométrique ; ce serait en particulier facile pour la dernicre
en remarquant que:

=g =2

BM — AM' = (BN’ + NM") — (AN" + NM’) = BN' — AN’

283. Puissances. — Mcnons d'un point A diverses sécanles
a un cercle telles que ABC, A'B'C..... (fig. 134). Nous allons
montrer que les produits tels que A3 . AC ou AB'. AC’ sont in-
dépendants de la sécanle considérée.

Les decux triangles ABB’, ACC’, représenlés 3 part dans le
haut de la figure, sont semblables (248). L’angle en A est en
effet comnrun A ces deux triangles et les angles ABB' et AC'C
sont égaux puisqu'ils ont le méme supplément B'BC, d’apres
une propriété connue du quadrilatére inscriplible (235). Donc,
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les cotés homologues sont proportionnels, et I'on a en particu-
U

lier : AA[(;, = —&(% ce que I'on peut écrire : AB. AC — A . \C'.

Celle égalité, vraie en grandeur

absolue, l'est encore en signe, et m

cela quel que soit le sens positil * roe N

adopté sur chaque sécante, carles ___ 77 m
A 3 “ ©

«deux produits sont a la fois posilifs

ou négatifs. Le produil des segments :
KT?;,AC inlerceptés par un cercle m
sur une sécante quelconque ABGC
pivotant autour d'un point \ donné
est constant el s'appelle la puissance
du point A par rapport & ce cercle.
Celle puissance est posilive quand \ est extérieur au cercle,
négative s'il est intérieur et nulle s'il est sur le cercle.

Si I'on prend comme sécante le diamétre ABOC, on a
AB.AC = (A0 —OC) (AO + OC) = AO" — 0C". La puissance
de A est donc égale au carré de la distance au centre diminuée
du carré du rayon: d*— R*. Si A est au centre du cercle, sa
puissance est — R*. Si A ¢élant extérieur au cercle, \'T cst une
tangente au cercle (229) la puissance cst comme on le vérifie
inmédiatement AT’ .

Il est d'ailleurs évident que tout cc qui précide s'étend immé-
diatement a la sphére. La puissance d'un point est encore
égale & * — RR* et, si le point est extéricur, le carré de toute
tangente issuc de ce point & la sphére est égal a cette puissance.

Fig. 134

254. — Le lieu géométrique des poinls d’éqale puissance par
rapport a deux cercles d’'un méme plan est une perpendiculaire
a la ligne des centres. Soit M un point du lieu ( fig. 135); dési-
gnons par d et d' ses distances OM, OM' aux centres des deux
«cercles de rayons R et R'. Par liypothése, on a : * — R? =
d'* — R’?, que 'on peut écrire d* — d'* = R* — R'?; on voit
que M est tel que la différence des carrés de ses distances & deux
points fixes soit constante et égale a R* — R'. Son
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lieu est donc une perpendiculaire sur OO0’ (2582). Cettedroite s’ap-
pellel’axe radical des deux cercles. Si les deux cercles se coupent,
comme c’est ici le cas en A et B, ces deux
points font partie du lieu qui contient la

4‘ corde commune. Plus généralement, si
/N
\

un point de I'axe radical est intérieur a
un cercle, il est intérieur & Lautre ; s'il
est extérieur & l'un, il est extéricur a
I'autre. Tous les cercles d’'un faisceau
(232) ant méme axe radical deux & deux.

Etant donnés trois cercles d'un méme plan, les axes radicaux
des ces cercles pris deux d deux se coupent en un méme point
appelé cercle radical des trois cercles. Soient 0,0', 0" les centres
des trois cercles (fig. 136). Les axes
radicaux A’ des cercles O et O" et A"
des cercles O et O’ se coupent en un
point (, & moins cependant que O,
0’, O" ne soient en ligne droile, cas
que nous laisserons de coté. Ce point
C ayanl méme puissance par rapporl
4 O et O" d’'une part, O-et O’ d’autre Fig. 136
part, a méme puissance par rapport
a O et O, donc est sur leur axe radical A. Ce centre radical C
est d’aillenrs A Ia fois intéricur ‘ou extérieur aux trois cercles.

On a des propriétés de tous points analogues dans lc cas des
spheres. Il sullira de les énoncer :

Le lien géomélrigue des points d'égale puissance par rapport @
deax sphéres est un plan perpendiculaire a la ligne des centres.
On I'appelle plan radical des deux sphéres.

Le lieu géométrique des points d’éqale puissance par rapport a
trois sphéres est une droite perpendiculaire au plan des centres.
On l'appelle axe radical des trois sphéres. Cette droite passe
par le centre radical des trois grands cercles de section des
sphéres par le plan de leurs centres. Cet axe radical est dans
chacun des plans radicaux des spheres prises deux & denx.

Elant données quatre sphéres, il y a un point qui a la méme

Fig. 135
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paissance par rapport anx quatre sphéres. On Yappelle centre
radical de ces sphéres. Ce point est sur tous les plans ou axes
radicaux des sphéres prises deux & deux ou trois a trois.

255. Gercles orthogonaux. — On dil que dewx cercles sont
orthogenaux lorsqu’ils se coupenl a angle droit, c'est-A-dire
lorsque les tangentes en un de leurs points
communs A (fig. 137) sont rectangulaires.
Il en est par suite de méme au second
point A’ de rencontre des deux cercles, la
ligne des centres étant un axe de symélric
de la figure (232). Les rayons en un de ces
points sont aussi rectangulaires (229), el
le triangle rectangle qu’ils forment avec la ligne des centres
donne la relation

d* = R?* 4+ R

en désignant par d la distance des centres et par R et R’ les
rayons. Inversement, sil’on a une telle relation, les deux cercles
sont orthogonaux.

Si deux des quantités , R ou R’ sont connues on détermine
immédiatement la troisiéme. En particulier, il y a un cercle et
un scul de centre donné, orthogonal & un autre cercle donné,
pourvu que ce centre soit extérieur au cercle donné.

Si un cercle de rayon R est orthogonal & un cercle donné, la
puissance de son centre par rapport a ce cercle donné est R?, et
réciproquement. On en déduit que le lica des centres des cercles
orthoyonaux & deuw: cercles fiwes U et U est Uaxe radical de ces
cercles. Si, en ellet, r est le rayon d’un tel cercle , la puis—
sance de son centre est la méme, et égale & 2, par rapport aux
deux cercles fixes [ et 1",

De méme, il y a en général un cercle et un seul orthogonal
trois cercles donnés. 1l a pour centre Ie centre radical des trois
cercles.

256. Péles et polaires. — Elant données deux droites D,
D' concourantes en S et un point A de leur plan, le lieu du con-
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jugué harmonique de A par rapport aux deux points de ren-
conlre B, B’ des deux droites avec une sécante quelconque
passant par A est une droite A passant par S, droile que l'on
appelle la polaire du point \ par rapporta D et D' (fig. 138).
Si M est le conjugué harmoniqué de A
par rapport & BB’ (242), le faisceau des
quatres droites SA, SM; SB, SB' est
un faisceau harmonique, ce qui déter-
mine SM de facon unique. Ce théo-
réme revient au fond & une propriété
déja démontrée (247).

Il est commode de construire la droitc SM par le procédé trés
simple qui suit : menons deux sécantes ABB' et ACC’; les deux
droites BC' et B'C se coupent en un point P de la polaire de \.
En eflet, ic faisceau des quatre droites PA, PM; PB, PB’ qui est
un faisceau harmonique coupé par la sécante ACC' donne en N
le conjugué harmonique de A par rapport & CC'; P étant sur
la droite MN qui joint les conjugués de A par rapport & BB’
et GC! st bien sur la polaire de A.

Etant donnés un cercle de centre O el un point A de son plan,
le licu du conjugué harmonique de A par rapport aux denx
points B et B' de rencontre de ce cercle avec une sécante quel-
conque issue de A est une droite perpendiculaire a la droite AO,
et que Pon appelle la polaire de A par
rapport au cercle (fig. 139). Prenons
le diamétre ACC/ et une sécante quel-
<onque ABB'. D'aprés ce qui pré-
ctde, les conjugués harmoniques N
et M de A par rapport aux points
B, B' et G, C' sont sur la polaire de
A par rapport aux deux droites SBG
et SB'C’. Mais dans le triangle SCC/,
on voit que CB' et C'B sont deux
hauteurs, les angles CB'C’ et C'BC étant droits (238), donc
SMPN, polaire du point A par rapport & SBC et SB'C’, passant
par P est la troisitme hauteur (224) et par suite est perpendi-

a

Fig. 138

Fig. 139
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culaire en N & CC'. Sil'on remargue enfin que N est un point
fixe de CC’, on voit que le point M reste constamment sur une
droite fixe.

Réciproquement, si 'on prend un point M de cette droile,
on verra qu'il convient au lieu, pourvu que AM coupe le cercle.
‘Ceci a toujours lieu quand \ est intérieur au cercle; quand \
est extéricur, on peut remarquer que cettc droile M\ passe par
les points de contact T et T’ des deux tangentes issues de \ (287).
Le point M doit alors se trouver entre T el 'T". C'esl ce seg-
ment, appelé parfois corde des contactls, qui, a proprement
parler, constitue le lieu. Cependant, par cxlension, on dit sou-
vent que la polaire de A est la droite TT' supposée indéfini-
ment prolongée.

[.a démonstration qui précédec montre comment l'on peut
construire cette polaire en tracant deux sécantes A\BB' et AGCY,
puis joignant, d’une part BC et B'C’, d’autre part BC' et B'C.
Il n’est pas dailleurs indispensable que l'unc des sécantes soil
un diamétre.

287. — Si I'on écrit la condition pour que \ et N soient
conjugués par rapport & G et C’ sous la forme (242) : O\.ON--
OC*® = R, on voit queleproduit O\ . ON reste constant. Donc,
plus A est loin du centre, plus la polaire en est voisine et inver-
sement; lorsque A est en G, sa polaire est la tangente en G au
cercle, mais les points de cctte tangente
ne répondent plus & la définition rigou-
reuse donnée plus haut.

Toute droitea, comme on le voit. un C
pole A et un seul situé sur la perpen-
diculaire ON abaissée du centre sur cetle
droitect défini par: ON . OA = R>.

Etant donnés un point A et sa polaireA,
la polaire d’un point Q quelconque de A Fig. 140
passe par A el, inversement, toute droilc
passant par A ason péle Q sur A (fig. 140). Les démonstrations
de ces deux propositions étant & peu prés identiques, nous nous

A N o
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bornerons i la premiére. Prenons un point quelconque Q de A et
menons par A la perpendiculaire AL sur OQ. Pour prouver que
AL estla polaire de Q, il sulfitd’établir que I'ona : OL. 0Q =R*.
Mais les triangles reclangles AOL et QON sont semblables
(3—48)_? donnent immédiatement : % == 3; ou OL . 0Q =
OA . ON-=R"

Nous laissons au lecteur le soin d'en déduire que le cercle
ayant comme diamétre AQ est orthogonal au cercle donné.

258. Polygones réguliers. — On appelle ligne brisée réqu-
liere unc ligne telle que ABCDEF (fig. 141), donl les cilés
conséculifs AB, BG, CD, ... sont
égaux ainsi que les angles consécu-
tifs, ABC, BCD, ..., ceux-ci élant
disposés dans le méme sens, comme
le montre la figure. Pour justilier
I'existence de lelles lignes, prenons
un cercle quelconque 1" et divisons
un arc AF de ce cercle cn un nombre

Fig. 141 quelconque de parties égales, 5 par
axemple (200). Joignons deux & deux les points de division;
on a unc ligne brisée réguli¢re, puisqu'une rotation de la figure
d'un angle AOB (196) améne Acn B, Ben G, Cen D, etc...;
les cOtés conséeutifs sont égaux ainsi que les angles conséculifs.
‘On voit en plus que I'on peut prolonger la ligne brisée au dela
de I' en prenant sur le méme cercle des arcs FG, GH, ... égaux
a AB. Il résulte en outre de ceci que tous les cotés de cette
ligne brisée sont tangents & un cercle 7 de centre O (229). Le
rayon OP de ce cercle s’appelle I'apothéme. La ligne brisée est
dite inscrite dans le cercle 1" et circonscrite au cercle 7.

Inversement, toute ligne brisée réguliere ABC ... est inscrip-
tible dans le cercle I' passant par trois sommets conséculifs
A, B, C, comme on le voit en faisant tourner la ligne brisée
d’un angle AOB autour du centre O de ce cercle. Cette méme
digne est circonscriptible & un cercle 7.
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On considére le plus souvent des polygones réguliers qui sont
des lignes brisées fermées. En divisant la circonférence en n
parties égales (280) et joignant les points de division conséculifs,
on forme un poly rone régulier de n cotés. Un tel polygone est,
d’aprés ce qui précede, inscriptible et circonscriptible.

259. — LEtudions les polygones réguliers dont le nombre n
de cotés a une des valeurs simples 3, 4 ou 6. Nous désignerons
par R le rayon du cercle circonscrit et nous calculerons pour
chaque polygone lc coté ¢ et I'apothéme « en fonction de R.

Si n =4, le polygone ABCD cst un carré (224) ( fig. 1423
AC et BD sont les diagonales. Les 4 angles \OB, BOC, COD,
DOA sont droits.

Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AOB donne

Fig. 142 Fig. 143

¢ =R?*3-R% ouc =R ys. Quant a l'apothéme OP, clle est
R Ve

2

Les cas olt n =3 ou 6 se traitent simultanément. Divisons
fa circonférence en 6 parties égales (290) ce qui donne un
hexagone réqulier ABCDEF (fiy. 143). Les points A et D, B
et E, C et I sont deux & deux diamétralement opposés. Ln joi-
gnant les sommets de deux en deux, on a un lriangle équilaléral
AGE ou polygone régulier de trois cotés. L’angle au centre de

. c
la moitiéd du cdlé : a = 5=

I'hexagone régulier vaut 3 cda angle droit (234) ou 66 : ou bo°.
Celui du triangle équilatéral est le double : o angle droil, ou

133‘ 3 ou 120°.
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On a, pour le coté de I'hexagone, c=R, car le triangle OAB
est équilatéral : en effet 'angle inscrit ABE, comme I'angle inscrit
BAD, est ¢gal & la moiti¢ de I'angle au centre AOE (235), c’est-
a-dire & I'angle AOF = AOB. Quant & I'apothéeme OP, ¢lle est
donnée par le théortme de Pythagore appliqué au triangle AOP :

a? = R* — (2)2—3_?_2’ oua= R ‘/3-

2

Pour le triangle équilatéral, le coté ¢’ = AC est le double de
I'apothéme AQ = OP de I'hexagone (226) : ¢ = R y3. Quant
a 'apothéme OQ, c'est la moilié de OB, la hauteur AQ du
triangle OADB étant aussi médiane (197) : ¢’ = l—:

Ceux de ces résullats qu'il importe le plys de retenir sont les
suivants : le c6té du carré inscrit dans un cercle de rayon R est
R ya; celui du triangle équilatéral est R V3, celui de I'hexagone
régulicr est R. Ce dernier résultat remarquable par sa simplicité
est d'une application fréquente en pratique. C’est ainsi que, dans
un écrou hexagonal, la largeur d'une face est égale au rayon.

260. — Le calcul du c6té et de I'apothéme d’un polygone
régulier de n cdtés peut se faire & I'aide des tables trigonomé-
triques. Si AB est le c6té d’un tel polygone (fig. 144). 'angle

au centre AOB vaut en radians (162) an , et dans le triangle rec-
AB

tangle OPA decdtés OA=R; OP =a; AP = - = ?2- et d’an-
. s
gle AOP = ~ona (179) :
a = R cos =
n

. ™
¢ = 2R sin --
n

C’est ainsi que le cOté de I'heptagone régulier inscrit dans un

. T o4, T .
cercle de rayon 1 est donné par c=2sin -. L'angle de ;radlans
7

200 . i
ou —— = 287,57 donne comme sinus, en contemplant les tables

de la fin du volume : 0,434. Donc le coté est 0,868 ; il est
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sensiblement égal au demi-cété du triangle équilatéral inscrit

dans le méme cercle ‘? = 0,866.

Ces calculs ne sont possibles sans le secours des tables trigo-
nométriques que pour certains polygones
iparticnliers ; mais il est bon de remarquer
.qu’on peut le faire pour des polygones
-dont le nombre de coOtés est aussi grand
«qu’on le veut.

Il suffit, pour le prouver, de montrer
qu’étant donné le coté AB == ¢ d’un poly-
gone régulier ABG ... (fig. 144),0n peut
en déduire, non seulement I'apothéme a
de ce polygone, mais encore le coté ¢’ et 'apothtme o' d'un
polygone AMBNC ... ayant deux fois plus de cOtés.

Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AOP donne

Fig. 144

at = R2 — (E)’ —R— ou a=\/R—% VIR
4 ‘ i 2
Pour calculer ¢’ = AM,remarquons que le triangle AMM’, dont
un cité est le diamétre MM', est rectangle en A (235), ce qui
donne AM® = MM’ . MP (250), d'ott: ¢*=2R.(R—u«) ou
encore ¢’ = y2R(R — a). '

La valeur de a élant connue, on calcule ¢’ et par suile 2. On
procéde de fagon analogue pour le polygone ayant deux fois
plus de cotés que AMBNC ... et ainsi de suite. Si, par excmple,
le polygone primitif est un hexagone régulier, on pourra calculer
les cOtés et les apothémes des polygones réguliers ayant succes-
sivement 12, 24, 48, 96, 192 ... cOtés.

Exercices. — N 96, 119, 164, 166, 170, 210, 267, 345, 346,
347, 348, 349, 350, 351, 352, 353, 354, 355, 356, 357, 358, 359,
360, 361, 362, 363, 364, 365, 366, 367, 368, 369, 870, 371, 372,
873, 409, 411, 412, 413, 419, 420, 446, 447, 453, 460, 461.

A. Sainte-Lagug. at



CHAPITRE V

LONGUEURS, AIRES ET VOLUMES

261. Longueurs. — Il est assez délicat de définir de facon
rigourcuse la longueur d’un arc d’une courbe plane ou gauche,
bien qu’'il s'agisse la d'une notion intuitive : on imagine aisé-
ment (ue, si une courbe est formée d’un fil enroulé, il suflise de
tendre ce fil et d’en mesurer la longueur. Ceci revient au fond
a considérer la courbe comme formée d'un trés grand nombre
de segments rectilignes qu'il suffit d’aligner bout & bout pour
avoir la longueur totale. C'est ce qui a conduit & la définition
suivante de la longueur d'un arc AB : considérons une ligne
polygonale brisée dont les sommets soient
sur I'arc considéré AMN ..... B (fig. 145)

s et faisons croitre indéfimiment le nombre

y des cbtés de cette ligne, en méme temps
" que chacun d’eux tend vers zéro; la limite
du périmétre de la ligne brisée s'appelle la
longueur de arc de courbe. Cette définition
suppose, comme on le voil, que la limite
existe et que, de plus, elle est indépendante de la ligne brisée
eensidérée et de la fagon dont on augmente le nombre de ses
cOtés.

Nous admettrons que ceci a lieu pour toutes les courbes que
nous aurons a considérer.

l“ig. 1!15
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262. — Le rapport de la longuenr d'une circonférence @ son
diamétre est un nombre constant. Prenons deux circonférences
quelconques C et C' et amenons-les & ¢tre concentriques
(fig. 146). C est alors homothétique de C (246), par rapport

A son centre O, dans le rapport 85:-1 = R—/ == k. Prenons un
polygone quelconque 1" inscrit dans G :
ABC.. QA etlepolygone homothétique I
inscrit dans G' : A/B'C/ .. Q'\'. Les cdtés
de 1" s’obtiennent en multipliant ceux
de T par k. Son périmétre s’obtient aussi
en multipliant celuide I par k. Quand le
nombre des cotés augmente indéliniment
pour le polygonel’, chaque cdté tendant
vers zéro, il en est de méme pour le po-
lygone homothétique 1V, La limite de chaque périmétre est,
d’aprés la définition ci-dessus, la longueur de la circonférence

correspondante, et 'on voit que le rapport de ces longucurs est
al Y

Fig. 146

. , e . G R ,
égal au rapportd’homothétic : o =h = -, ce que I'on peut

o) 2]

écrire : R= lT"’ ou encore, en introduisant les diamétres :
¢
aR 77 oK

Ce rapport, qui a la méme valeur pour loutes les circonférences,

]

est désigné par la lettre grecque 7 et I'on a par suile : -p =,

ou :
C = a2z

formule bien connuc du lecteur.

Si I’on voulait calculer effectivement la valeur numérique
de = par la méthode qui préctde, on calculerait des périmétres
successifs de polygones inscrits I', en prenant des polygones
réguliers, dont on double ensuite le nombre des cétés. Par
exemple pour un cercle de diamétre 1, on trouve comme péri-
métre de 1'hexagone régulier inscrit 3, ce qui donne une pre-
miére valeur approchée de 7 ; on en déduit (260) le périméire
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du dodécagone régulier inscrit 6'\/ 2 —y/3 =3,12, puis succes-
sivement des polygones de 24, 48, 96, .. cotés. Mais, malgré
les simplifications que 1'on peut apporter a cette mélhode, elle
est extrémement pénible, si I'on veut une certaine approuma—
tion pour la valeur de =. Comme, d’autre part, c’est par des
procédés différents tirés de l'analyse, que I'on a calculé effec-
tivement celle valeur, nous nous bornerons a la donner avec
ses premic¢res décimales :

== 3,1415926 ......
En pratique, on prend 3,1416 ou méme 3,14 suivant les cas.

3 . 1
Il est bon également de savoir par cceur la valeur de — :
1 :
- = 0,3183098 .
19

en pratique 0,3183, ce que 'on retient parfois & I'aide de la
phrase « les 3 journées de 1830 ».

On a démontré qu'il était impossible de construire  la régle
et au compas une longueur égale 4 = (290).

Cherchons, comme application, quel est 1’arc de circonférence
ou radian dont la longueur cst égale au rayon (162). Deux arcs
égaux ayant la méme longueur, il y a proportionnalité entre la
longueur d'un arc et I'angle au centre qui lui correspond (234).
Pour un cercle de rayon 1, la longueur 27 de la circonférence
correspond & un angle au centre de 4007 et par suitec un arc de

’ ) .
longueur 1 correspond & un angle de i; = 200 .0,3183 .. =
. . . P2 ,
637,66 .. soit environ 63" 3. En degrés, on trouve pour le
. 1
radian : 57° 3 environ.

Il résulte de la définition méme du radian que, si un arc o
est mesuré en radians, sa longueur est / — Re si le rayon du
cercle est R.

263. Aires. — Les notions fondamentales d’aires et d’aires
équivalentes, comme celles de volumes et de volumes équivalents,
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sont famili¢res au lecteur. Cetle notion d’équivalence corres—
pondra pour nous, aussi bien dans le cas des aires que dans
celui des volumes, & une simple égalité numérique des nombres
de mesure, mais pas forcément & une superposition possible de
morceaux empruntés aux deux aires ou volumes.

On évalue unc aire par comparaison avec une aire-unité.
Toutes les aires que nous aurons & mesurer se calculent, comme
nous le verrons, & I'aide de formules dans lesquelles les lettres
représentent cerlaines dimensions de la figure supposées
connues. '

L’unité d’aire, étant en général 1'aire du carré construit sur
I'unité de longueur, est dans le systtme CGS (51) le centimétre
carré, ct dans le systtme métrique (48) le métre carré, le déci-
métre carré ou le centimélre carré, ... suivant les cas.

Pour évaluer I'aire d’un rectangle ABCD (fig. 147), suppo-
sons d’abord que les longucurs de ses cotés,
mesurés avec la méme unité de longueur :
LM == 1™, soient des nombres entiers : e
AB = DC = 5m; AD = BC = 3, Les
propriétés élémentaires des réseaux de pa-
ralltles équidistantes (208) montrent que
I'on peut diviser le rectangle en 3 X 5
carrés identiques au carré-unité LMNP. < — 8
L’aire de ce rectangle est donc 15®*. Le Fig. 147
méme raisonnement montre que le déci-
mélre carré vaut 10.10 ou 100 centimétres carrés, le métre
carré 100.ICO ou 10000 centimétres carrés, etc.

Si les cotés AB et CD ne sont pas exprimés par des nombres
entiers, supposons que l’on trouve une commune mesure entre
AB et LM d'une part, AD et LM d’autre part (36). Nous n’exa-
minerons pas le cas ol ceci n’aurait pas lieu, cas sans importance
au point de vue pralique. Supposons que, par exemple, le géme
de LM soit contenu 47 fois dans AB et que le 7¢me de LM soit con-

tenu 20 fois dans AD. Les c6tés AB et AD ont pour mesures %7

20 - L47.7 329 20.9 180 . .
et-7—,ou5110nveut(23).—9_7——63 o= 53 - Si l'on

4 N
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considére maintenant un carré dont le cdté soit le 63¢me de LM,
on voit qu'il est contenu 63.63 fois dans LMNP et 329 . 180

) . . . 329.180
fois dans le roctangle qui a par suite comme aire 636

47.7.20:9 _ 47 20
63.63 T 9 " 7"
tangle est cxprimée par le produil des nombres qui mesurent sa
base el su hauleur, pourvu que I'unilé d’aire soit Iaire du carré
construil sur l'unité de longueur, ou encore, sous la forme incor-

Donc, dans tous les cas, l'aire d'un rec-

recte, mais abrégée, que nous emploierons désormais pour les
énoncés analogues: l'aire d'un reclangle est le produit de sa
base pai sa hautear, ce que I'on peut écrire :

S=a.l
en posant

AB=a, AD=1.

De méme, laire d’un carré est le carré de son coté.

264. — L'évaluation de I'aire d'un reclangle se fait comme
on le voit par comparaison dirccle avec I'airc-unilé ou avec
une de ses subdivisions. La méme méthode ne peut s'appliquer
A unc aire plane quelconque que de la facon indirecte qui suit.

Considérons une aire S limitée par unc courbe 1" et tracons
dans le plan de cette aire deux réseaux de paralléles ( fig. 148),
de fagon & découper le plan de cette
courbe en un grand nombre de petits
RIgNNS LN carrés de cOté a. Considérons le po-

Tt \ lygone P formé par la juxtaposition
N ] T _}1 de tous les carrés intérieurs a 1". Si
s=m leur nombre est n, 'aire de P est :
A ==n.a* Si maintenant, nous dimi-
nuons de moitié I'écartement a des
paralltles, ce qui donne des carrés 4 fois plus petits, nous
définirons de méme un nouveau polygone P’, non représents
sur la figure, polygone qui contient P & son intérieur. En
continuant ainsi de suite indé(iniment, on a des polygones dont
les aires successives A, A’, A’... vont en croissant, au moins

Fig. 148
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en général, et sont toutes inlérieures A l'aire S limitée par le
contour I'. Nous admettrons que ces aires ont unc limite
égale a S.

On aurait pu définir de fagon analogue l'aire S en prenant
des réseaux de paralléles découpant le plan S non plus en petits
carrés, mais en petits rectangles.

Nous allons donner deux applications importantes de ces di-
verses considérations :

265. — Si l'on projetle suivant une aire s sur un plan p, une
aire S prise dans un plan P, le rapport - des deux aires -est

constant et égal au cosinus de langle aiqu o des deux plans P
et p(fiy. 1h9). Découpons le plan P en petits carrés, tels que
ABCD, de cdlé a, par des paralltles i I'in-
tersection des deux plans I ct p, et des
perpendiculaires & celte inlersection. Si
par exemple Je plan p est supposé hori-
zontal, dans le plan P les cotés de ce qua-
drillage seronl des horizontales et des lignes
de plus grande pente (217). La projection
de ce quadrillage sur le plan p le découpe
en pelits rectangles lels que abed. Le lec—
teur établira facilement que les cotés tels
que ab sont paralleles aux cotés tels que A3
des carrés du plan P ct ont comme lon-
gueur a, tandis que les cotés tels que BC
faisant I'angle 2 avec leur projection (247)
sont réduits dans le rapport cos 2 (479); be est donc égal A
acosu,etlona :

S |

Fig. 149

aire abed = a.a cos » — aire ABCD. cos a.

Si nous considérons maintenant le polygone Q formé des
<carrés intérieurs a l'aire S, et sa projection ¢ formée par suite
des rectangles intéricurs & I'aire s, on a entre leurs aires la
méme rclation :

aire q = aire Q. cos a.
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Si I'on diminue de plus en plus, comme nous I’avons dit,
I'dcartement a des paralltles du plan P, on obtient une suite de
polygones d’aires Q, Q', Q".... projetés suivant des polygones
dont les aires ¢, ¢', ¢',... sont respectivement les prodtits par
cos o de Q, Q, Q’,... Cette relation a encore lieu i la limite,
ce qui démontre la propriété :

s = S cos a.

266. — Si deux aires planes s et S sont limilées pardes con-

tours <y et I' homothéliques dans le rapport k, le rapporl? de ces
L aires est égal a k?, carré du rapport d’ho-
! /L___\ mothétie (fig. 150). Tracons dans les plans.
L I de ces deux aires des quadrillages homo-
thétiques (245) ; si a est lc cité des carrés.
/- du plan de 7, ka est celui des carrés du
plan de I'. Si un carré de c8(8 a est inté—
ricur ou extérieur & 7, le carré homothé-
lique de cOté ka est aussi intérieur ou
extérieur a I', et par suite les deux poly-
gones ¢ et Q. définis comme formés par
= la juxtaposition des carrés intérieurs a 7
4 ou & I, contiennent le méme nombre de-
) carrés. Les aires de ces carrés élant a? et
k*a®, on voit que I'on a entre les aires ¢ et
Q de ces polygones la relation Q = q.k
Si maintenant on diminue I'écartement a des paralltles dw
plan de s ct par suite aussi I'écartement ka des paralléles du:
plan de S, on définira de méme des polygones d'aires ¢.¢', ¢",....
et des polygones homothétiques dont les aires Q, Q', Q’,...
seront toujours k* fois plus grandes. On a donc encore & la
limite : S =35, A%
Il est facile'de voir que cette propriété équivaut A la suivante:
qui est presque intuitive : si deux aires s el s, sont équivalentes,
il en est’ de méme de deux aires S et S, respectivement homothé-
liques de s et s, dans le méme rapport k, car il suffit de supposer
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que l'aire s, est un carré de coté / qui, aprés homothétie, de-
vient un carré de coté k! et par suite d’aire k* fois plus grande.
Nous reviendrons plus loin sur cet important résultat (276).

267. Aires des polygones. — L’évaluation des aires poly—
gonales se fait habituellement par des méthodes complétement
différentes de celles que I'on emploic pour des aires quelcon-
ques, mais, en derni¢re analyse, ces méthodes se ramcnent
toujours a la comparaison de I'aire du polygone avec celle d'un
rectangle. Examinons quelques cas simples.

Si I'on divise un rectangle en deux parties égales, ct par suile
équivalentes, & I'aide d'une diagonale, on voit que laire d'in
triangle reclangle est égale au demi-produit
des deux cotés de Uangle droit. Plus géné- -7
ralement, pour un triangle quelconque ABC
de hauteur AH (fig. 151), les aires des trian-
gles reclangles AHB et AIIC étant les moi-
tiés de celles des rectangles AHBM et AIICN,
Paive du triangle ABC est la moitié de
Paire du rectangle MBCN de base BC ct de hanteur MB — Al

Donc, l'aire d’un triangle est égale au demi-produil de sa base

, . . a.h
par sa hauleur, ce quexprime la formule : 8 = -——,avee

- ————mmec———

Fig. 151

BC = a et AH==h. On déduit de ceci qu'on peut, sans changer
laire d'un triangle, déplacer son sommet A sur une parall&lc-
a la base correspondante BC.

Il y a, dans un triangle ABC, trois hauteurs A, BI, CJ.
Il résulie, de ce qui précéde, la relation métrique suivante entre
ces hauteurs et les bases correspondantes : AHl. BC=Bl.AC=
CJ.AB. ‘

Si ABC est un triangle équilatéral (497), Il est le milieu de

2 2
BC, ot l'on a AH' = AC' — HC' —ar— (%) = ¢, di
AH = V3

. . /3 . a*V3
= 2V2 et par suite, pour l'aire : § = a. 4¥7 = =¥,
' 2 et pa p i 4
On a parfois besoin de connaitre I'aire d’un triangle dont les
trois cOtés ont des longucurs connues a, b, c. Elle est donnée
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par la formule suivante que nous avons établie en trigono-
métrie (182) :

S = \pip =@ (= 6) 9

a+b-+ec

dans laquelle on désigne par p le demi-périméire ————
LA T ’ . I -CcC— a .

d’ou T'on déduit : p — a = ie— ¢ , elc... Signalons enfin

2
la formule : S=i AB . AC . sin BAC = ;— be sin A, déja dé-
montrée (182).

268. — On ramene laire d'un parallélogramme ABCD
{fig.152) & des aires de triangles, en le découpant en deux trian-

gles ¢gaux par la diagonale BD. L’aire de chacun d’eux étant
AB.DH __ «.}
g = =2 on voil que laire’ d'un parallélogramme est

€gale au produit de sa base par sa hauteur : § = ah. On peut
Jailleurs remplacer un parallélogramme par un rectangle équi-

M v "
8 A H

Fig. 152 Fig. 153
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valent en le découpant en deux parlies égales par la perpen-
diculaire MON A la base menée par le centre O, puis faisant
subir au traptze MNBG unc translation (243) qui I'améne en
M'N'AD.

On ¢value Taire d'un trapéze ABCD (219) ( fig. 153) en le
(lchllpant en deux triangles ADB et DBC d’aires respectives

!
. DH __a. h el _I_)_gﬁ.‘_]E_H DC D]l b - h . On en dé-

2 2 2 2
__(a bk
2
esl éqale au denu—prodzul de la somme des bases par la hauleur.
On sait d'ailleurs (246) que la droite OM, qui joint les milicux
de BC et AD, est égale i la demi-somme des bases. Remar—

duit que l'aire du trapéze est S . L'aire d'un lrapéze
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quons enfin que I'on forme un parallélogramme d'aire deux fois
plus grande que le trapéze ABCD cn lui ajoutant le trapéze
A’CBD’ symétrique du premier par rapport au milicu O
de BC (196).

Pour évaluer l'aire d'un quadrilatére quelconque,on le décom-
posc par une diagonale en deux triangles dont on évalue sépa—
rément les aires. Signalons la propri¢té suivanlte facile i établir.
Si I'on méne par les quatre sommets des paralléles aux diago-
nales, on forme un parallélogramme dont les cdtés sont paral-
Itles et égaux aux diagonales (317), et dont 'aire est double de
celle du quadrilatere. En particulicr, laire d'un losange est
égale au demi-produit des deux diagonales.

269. — Pour ¢évaluer I'aire d’un polygone, on le découpe en
triangles par des diagonales ; mais lorsqu'il s’agit d’arpenter
un champ tel que ABCDEFGHI ( fiy. 154) il vaut micux em-
ployer la méthode suivante.

Prenons unc des plus grandes ' Tl
diagonales AF, abaissons des SN
divers sommets les perpendicu-
laires Bb, Ce, Dd, Ee, Gy, Hh, i
sur cette diagonale, et mesurons
les longucurs de ces perpendi-
culaires ainsi que les longueurs
Ab, bi, ic, .., gF. Cela revient
au fond & noter les positions
de chaque sommel en mesurant ses deux coordonnées (140),
les abscisses étant complées sur AF.

Le polygone cst ainsi décomposé en triangles et trapézes dont
on peut évaluer les aires. Si I'on remarque que l'aire du trapéze
BbcC est égale & b be Cc) be
aires des deux trlanf’les Ble et Ceb, on en déduit que I'aire tolale
du polygone est la somme des aires des triangles \Bc, 0Gd,
cDe, dEF, FGh, gHi, LTA, triangles dont la loi de formalion est
¢vidente.

c’est-a-dire 4 la somme des
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Dans le cas d’un polygone régulier de n cdtés : ABCD ... LA

(fig. 155), on évalue son aire'en remarquant que ce polygone:

. . , .. AB.OH
est formé de n triangles isocéles tels que AOB d’aire . ———-

L’aire totale du polygone est '_'_Miﬂ Mais n . AB est le

périmétre du polygone, ct par suite, l'aire d’un polygone réqu-
lier est égale au demi-produil de son périmétre par son apothéme.

En appelant R le rayon OA du polygone, on a encore pour
» e . 1 . 2T ’ »
I'aire de chaque triangle (182) : ; R? sin — et pour l'aire totale:
nR® .2

2 n

270. Aire du cercle. — Dans le cas particulicr oli I'on veut
avoir 'aire d'un cercle, au lieu de tracer
un quadrillage découpant le plan de ce
cercle en pelits carrés (264), il cst plus
avantageux d'inscrire dans le cercle un
polygone régulier ABCD ... LA (258)
(fig. 155), etde faire croitre indéfiniment
le nombre de ses cOtés ; nous admettrons
que cette aire polygonale a une limite qui
est I'aire du cercle. L’aire de chaque poly--
gone clant le demi-produit de son périmétre par son apo-
théme, on cn déduit & la limite pour I'aire du cercle (262) :

Fig. 155

formule bien connue.
Un raisonnement analogue montrerait que l'aire d'un secleur-
tel que OAMBO est égale au demi-produit de I'arc AMB = ¢,

. . 1
mesuré en radians (262), par le carré du rayon 5 R Quant &

Lairc du segment de cercle AMBA, elle s'obtient en retranchant.
l'airci R* sin & du triangle OAB de 'aire ; Rz du secteur

OAMBO, ce qui donne ;- R* (z — sin a).
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. . 1 . .
Si, par exemple, I'arc AB est - de circonférence, ABCD ...
{L.A étant un dodécagone régulicr, l'aire du secteur cst, en sup-
e T s .
posant le rayon égal & I'unité : -~ = 0,2062. L'aire du triangle
1 .o™
OABeest: - sin o=

AMB est 0,262 — 0,200 == 0,012.

= 0,250 (172). Enfin, I'aire du segment

FEN]

271. Aires des cdnes et des cylindres. — C’est par des
procédés analogues & ceux que nous avons employés pour I'aire
du cercle que nous définirons les aires des corps ronds. Nous
les considérerons comme limites d'aires de polyédres convena-
blement choisis et nous admettrons que 1'on obtient les aires
i évaluer.

Remarquons que, de telles aires, étant considérées comme
limites d’aires planes, on aura encore dans tous les cas I'im-
portante propriélé (267) : deux aires s et S, homothétiques dans

S, ,
le rapport k, sont dans un rapport - éqal auw carré : k* du

rapport d'homothétie : k.

Dans un céne, on distingue habitucllement 'aire latérale
qui va du sommet S au cercle de base I' (fiy. 156) et I'aire
lolale, obtenue en ajoutant i la précédente
Taire du cercle I'. L’aire latérale est con-
sidéréc comme la limite de laire latérale
d’une pyramide inscritc de sommet S,
ayant comme base un polygone régulier
ABCD ... LA inscritdansI' (258). Quand
le nombre des cOtés de ce polygone aug—

mente indéfiniment, cette aire est égalca n

fois I'aire d’une face SAB, soit n. A—Pﬁ)sﬂ, Fig. 156

c’est-a-dire égale au demi-produit du périmétre de base, n . AB,
par Papothtme SH. Si le nombre des cotés du polygone
ABCD ... LA croit indéfiniment, son périmétre tend vers la
longueur 2R de la circonférence I et I'on en déduit pour l'aire
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latérale du cone: S = 25&;_5._& = 7Rl L’aire latérale dun

cone est éyale au demi-produit de la circonférence de base par
Papothéme. Quant & Vaire totale, clle est par suite : nR/+7R?—=
=R(R -+ 0).

La surface latérale d’une pyramide SABC ... peut se dé-
rouler, ou comme l'on dit se développer, suivant une suite de
triangles SAB, SBC, ... (fig. 157) formant un secteur poly-
gonal régulier. Le périmétre ABG ... A est égal au périmétre du
polygone de base, ct I'aire du secteur est I'aire latérale de la

RN
T e R
I i AN
. / N
\/ / /
s Y
i
Fig. 157 Fig. 158

pyramide. Si le nombre des cOtés du polygone de base augmente
indéfiniment, on en déduit que la surface latérale du cone se dé-
veloppe suivant un secteur circulaire SAMA ( fig. 168) de rayon
SA =:{, Parc AMA ayant méme longueur 2z que la circonfé-
rence I'. Si o est, en grades, 'angle ASA du secteur, on a par
suile 27/ 4—::-(; == a2nRR, d’olt : &= oo ll{ En particulier, si le
triangle AN\, (fig, 156) cst équilatéral, on a { = 2R et par suite
¢ == 2007. Le développement a la forme d'unc demi-circonfé-
rence.

La-surface d’un cone pouvant se dérouler sur un plan, on dit.
que c'est une surface développable.

272. — En enlevant dans une pyramide SABCD ... A
(JSig. 1506) la partie située au-dessus d’un plan A’'B'C’ ... A’ pa-
ralléle & la base, on forme un solide ABCD ... AA'B'C'D’ ... A’
appelé tronc de pyramide. On forme de méme un tronc de céne
en coupant un cone par un plan I paralléle a la base.
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L’aire latérale d'un tronc de pyramide régulier est formée de
trapézes tous égaux. On en déduit aisément que celte aire est
égale au demi-produit de I'apothtme II'H par la somme des
périmétres de base. En passant, comme précédemment, au cas
limite du tronc de cdne, on trouve (ue l'aire latérale du tronc
de cone est éyale au demi-produil de la somme des circonférences

de base par Uapothéme. Si R et R’ sonl les rayons de " et 17 et
al’apothétme AA', ona @ S == (~)TR+-’ 2zlt)a == (R + R).

Le développement de la surface latérale du tronc de pyramide
ABCD..AA'B'C'D’..A" ou du tronc de cone F'l" se déduit de
facon simple du développement de la surlace
latérale de la pyramide SABC.. \ ou du cone SL';
on trouve suivant le cas la bande polygonale
ABC..ANBC .. A (fiy. 157) ou la bande circu-
laire AMAA'M'A (fig. 158).

On calcule parfois de facon différente l'aire
latérale du tronc de cone. Prenons un segment
de droite A\’ (fig. 159) qui, entournant autour
d’une droite zz' de son plan (496), engendre la  Fig- 159
surface latérale d'un tronc de cone dont G\ et (A’ sont les

rayons des cercles de base. L’aire latérale S cst donnée par la

formule S := ZF(E&A_—:CI—\—)}A . Si MN est la parallele & CA

passant par les milieux AA" et CC/, on sait que (246)
. CA -+ CA’ ' ‘ - ’ . . , .
MN =— d’oilt :S = 272. MN. A\ : lwire latérale d'un

tronc de cone est égale au produil de la longuear de la circonfé-
rence moyenne par l'apothéme.

On peut donner encore unc autre formule pour cette 'méme
aire. Elevons en M la perpendiculaire & AA’, perpendiculaire
qui coupe zz' en un certain point O et abaissons d’autre part
de A’ la perpendiculaire A'B sur CA; A’B est égal 4 la hauteur
CC' du tronc de cone (220). Les deux triangles rectangles \'BA
et MNO sont semblables (248), les deux angles AA'B et NMO

ayant leurs cdtés respectivement perpendiculaires (214). On a

par suite : %g = x—g ou MN.A'A =MO. \'B=MO.CC,
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ce (ui permet d'écrire I'aire latérale sous la forme : S —
27.MN.A’A = 27.MO.CC'. Cette formule n’a que trés peu
d'importance pralique, mais elle nous permettra plus tard de
calculer l'aire de la sphére.

273. — Pour évaluer l'aire latérale d’un cylindre (238)
(/ig. 160), on la considére comme la limite de
iy Taire latérale d’un prisme régulier inscrit tel que
| ABC..AVB'C'..A’, prisme ayant pour base un
polygone régulier dont on augmente indéfiniment
la nombre des cdtés. Les faces latérales d'un tel

!
i
i
'

) S

‘5 prisme sont des reclangles égaux. Si lenr nombre
est n, laire latérale est n. AB.A\'. Le périmétre
Fig. 160

de base étant précisément n. AB, on a I’aire latérale
en multipliant ce périmétre par la hauteur : AA’ = 00’ = h.

En passant au cas limite du cylindre, on trouve que laire
latérale d'un cylindre est égale au produil de la circonférence de
base par la hauteur S = 27Rh. Cetle aire st deux fois plus
grande que celle du cone de méine base ct de méme apothéme.

Quant i Iaire totale, on I'obtient en ajoutant A I'aire latérale
la somme des aires des cercles de base : 2aRh ~+ zR? + zR2=
27R (R ~ h). Cette aire totale est le double de celle du céne de
méme base ct de méme apothéme.

La surface latérale d'un prisme régulier se développe suivant
un rectangle de hauteur AA’ ayant pour base le périmeire du
polygone ABC..\. On en déduit que la surface latérale d’un
cylindre se développe suivant un rectangle de hauteur AA’
ayant une base de méme longueur que la circonférence 1'. Le
cylindre, comme le cdne, est une surface développable.

274. Aire de la sphére. — L'aire 'une zone sphérique est
égale au produit de la longueur de la circonférence d’un grand
cercle par la hauteur de la zone. Prenons un cercle de centre O
de rayon R (fig. 161), qui, en tournant autour de z =*, engendre
une sphére et deux plans GM, C'M’ perpendiculaires 4 ce dia-
métre. Entre ces deux plans sc trouve une zone sphérique (228)
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de hauleur CC' == h. Nous allons montrer que l'aire de cette
zone est égale & 2nRh.

Nous définirons l'airc de cette zone de facon analogue i 1'aire
latérale du cone ou du cylindre (271, 273). Inscrivons dans
I'arc de cercle MM' qui engendre la zone
- une ligne brisée que, pour simplifier,
nous supposerons réguliere : MAB ... M'.
Dans le mouvement de rotation autour
de zz' (196), les divers cOtésMA, AB,...
de cette ligne engendrent les surfaces laté-
rales de troncs de cdne de hauteurs CD,
DE,... Le tronc de céne engendré par
M\ a comme airc (272) 27 .0F.CD,
I'apothéme de la ligne brisée étant O,
En exprimant de méme les aires des divers troncs de cone, on
en déduit pour l'aire totale : 27.OF.CD + 27.0G.DE + ...,
ou, en remarquant que les apothtmes OV, OG,.. sont égales :
27.0F (CD +DE + ..) = 2=.0F.CC".

Si maintenant, on suppose que le nombre des cotés de la ligne
brisée augmente indéfiniment, la limite de I'aire que nous ve-
nons de définir s’appelle I'aire de la zone ; on trouve ainsi, en
remarquant que OF tend vers le rayon: S = 2 7R.CC'".

Pour déduire de cette formule I'aire de la sphére, il suffit de
supposer que G et C' sont en Q et Q’, ce qui donne :

Fig. 161

S = 2xR.aR = 4=RR?

formule classique : laire d'une sphére est égale & quatre fois
laire d’un grand cercle de cette sphére.

On a parfois besoin d’évaluer I'aire d'une calotte sphérique,
¢’est-2-dire d’une portion de sphére située d’'un méme c4té d’un
plan sécant. Prenons par exemple la calotte de péle Q, située au-
dessous du plan CM. Elle a comme hauteur CQ et comme aire
S = 27R.CQ, ou, en remarquant que le triangle QNQ’ est rec-
tangle (235): S = 7.QQ'.CQ = r.QN". Laire de la calotte
sphérique découpée sur une sphére par un compas sphérique

A, Sainte-Lagué. 22
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d’ouvertare donnée r est égale a mr® el indépendanie du rayon
de la sphére.

275. Formules concernant les aires. — Nous avons déja
dit que toute formule concernant des longueurs devait étre
homogene, c'cst-a-dire que tous les termes devaient étre du
méme degré (249). Celte homogénéité s'étend au cas ol 'on a
des aires, comme il est facile de le constater sur toules les for-
mules qui préctdent, pourvu que I'on considére une aire S
comme ¢tant du second degré; c'est ainsi que les formules
S=ah ; S=yp(p—a)(p —b)(p—c); S=4nR?...sont
homogtnes.

Une aire sc présente ainsi habituellement comme un produit
de deux longucurs. Inversement, il est parfois avantageux de
considérer un produit de deux longueurs comme représentant
TI'aire du rectangle que I'on peut construire avec ces longueurs;
le carré d'une longucur comme l'aire de carré ayant cetle lon—
gueur pour cOlé. On peut donner ainsi de nouveaux énoncés
pour decs relations déja établies. Par exemple, l'identité :
(a + b)*=a* + b' + 2ab (86) pcut s’énoncer : le carré ayant
pour cOté la somme de deux longueurs a et b est équivalent &
la somme des carrés ayant pour cilés ces longueurs et de denx
rectangles identiques conslruits avec
ces mémes longucurs. Nous avons
d’ailleurs déjd démontré des proposi-
tions analogues en nous servant im-
plicitement de la notion d’aire (6).

De méme encore les diverses rela-
tions métriques concernant les trian—
. ° gles rectangles (250) peuvent s’énon-
cer (fig. 162) :

Dans un triangle rectangle ABG,
de hauteur AH, le carré dont le coté
est AB est équivalent au rectangle de
colés BG et BH; le carré de coté AH équivaut au rectangle de
c6tés BH et CII.

1]

Fig. 1062



VOLUMES 339

De méme encore le théoréme de Pythagore (251) peut s'énon-
cer : le carré BCDE construit sur U'hypoténuse est équivalent ala
somme des carrés ACFG et AB1J construits sur les deux autres
eités. 1l existe un grand nombre de démonstrations clas-
siques de ce théoréme basées uniquement sur la notion d‘aire,
ou méme, comme la suivante que nous donnons a titre d’exemple,
sur la décomposition des diverses aires en portions superpo-
sables. Menons par le centre O du carré ABLJ des paralléles & BC
et AH, ce qui découpe ce carré en quatre quadrilatéres iden-
tiques. D’autre part, menons par lc milieu des cdtés du carré
BCDE des paralléles 3 AB ct AC, paralléles limitées comme I'in
dique la figure. Ce carré est décomposé en cinq parties : quatre
quadrilatéres et un carré. Nous laissons au lecteur le soin de
wvérifier que ces quatre quadrilatéres sont identiques aux quatre
«quadrilatéres qui forment \BIJ, et que le carré central TUYW
est identique au carré ACFG.

278. Volumes. — On mesure les volumes, comme les aires,
en se bornant, pour les corps géomdétriques, A mesurer
quelques dimensions convenablement choisies pour en déduire
par le calcul le volume cherché. Une démonstration compléte-
ment analogue i celle qui nous a donné I'aire du rectangle per-
met d'établic que le votume d'un parallélépipide rectangle est
exprimé par le méme nombre que le produil des nombres qui
mesurent ses trois dimensions, pourva que l'unilé de volume soit
le volume du cube construit sur Lunité de longueur, ce que 'on
£nonce sous forme abrégée : le volume d'un parallélépipide rec-
tangle est égal au produit de sa longueur par sa largeur et sa
hauteur. En particulier, le volume d’un cabe est le cabe de son
aréle ; c’est ainsi qu'un décimétre cube vaut 1000 centimétres
<cubes; un métre cube vaut 1 000 000 de centimétres cubes, etc. ..

Ici, comme dans le cas des aires (264), on peut évaluer un
volume quelconque en le décomposant en petits cubes. Consi-
dérons pour cela trois réseaux de plans paralléles équidistants
(214), rectangulaires deux i deux, et de méme écartement a.
L’espace est décomposé par ces plans en cabes d'aréte a. Tous
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ceux de ces cubes qui sont intérieurs au volume considéré
forment un polyédre de volume P égal & n.a?, en désignant
par n le nombre de ces cubes.

Si maintenant nous diminuons de moilié I'écarlement a des
divers plans, nous formons un nouveau polyédre de volume P,
en général supérieur & P, mais inférieur au volume V & éva-
luer, el ainsi de suile en diminuant chaque fois 'écartement
des plans. Nous admettrons que ces volumes P, P’ P’... tendent
vers le volume V.

On en déduira, en particulier, en refaisant le méme raisonne-
ment (ue pour les aires (266) : deux volumes v et V, homothé.-

. A
tiques dans le rapport k, onl un rapport - égal au cube : k*

du rapport d’homothétic : k, énoncé auquel on pent donner la
forme plus intuitive : si deux volumes v et v, sonl équivalents, il
en est de méme de deux volumes V et Vy respectivement homo—
thétiques de v et vy dans le méme rapport k, car, si l'on suppose
que v, est un cube d’aréte a ct de volume a?, et par suile que
V, est un cube daréle ko et de volume k%a*, on voit que le
rapport des volumes de V et v est bien /7.

Ges diverses propriétés concernant les aires ou les volumes
homothétiques servent souvent en pratique. C'est ainsi que, s/
Lon double les dimensions d'un corps, sa surface est multipliée
par 4 ¢t son volume par 8. S'il s'agit, pour préndre un exemple
classique, de deux corps portés & la méme température, le plus
gros a emmagasiné 8 fois plus de calories et a une surface de
refroidissement qui n’est que 4 fois plus grande; il se refroidira
donc beaucoup moins vite. G'est pour des raisons analogues qu'il
est presque impossible de comparer le fonchonnement d’une
machine & celui d'un modéle réduit.

277. Volumes des prismes et pyramides. — Le volume
d'un parallélipipéde rectangle ABCDA'B'C'D’ (fig. 163) est
égal, comme nous l'avons vu (276), au produit AB.AD.AA’.
En remarquant que l'aire de la base est AB.AD, on voit que le
volume d'un parallélépipide rectangle est le produit de sa base
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par sa hauleur. Nous allons étendre ce résultat & un prisme
quelconque.

Menons le plan diagonal DBB'D’; on partage ainsi le solide
en deux autres solides identiques se déduisant 'un de I'autre par
une symétrie d’axe 00’ (196). Le
volume du prisme droit ABD\A'B'D’
est la moilié du volume du parallé-
Iépipéde, mais sa base est aussi la s
moitié de celle de ce parallélépipéde,
ce qui montre bien que son volume & —
est encore le produit de sa basc par
sa hauteur.

Le lecteur étendra ce résultat & un prisme dont la basc cst
un triangle quelconque, car tout triangle peul étre décomposé
en deux Lriangles rectangles, puis & un prisme dont la basc est
un polygone quelconque, en employant des raisonnements ana-
logues & ceux qui nous ont permis de déduire les aires de divers
polygones de celle du triangle rectangle (267 ct suivants). Le
volume d'un prisme droil a base polygonale est égal au produit
de l'aire de base par la hauteur : V = Bh.

Le volume d'un prisme quelconque ABCDE A'B'C'D'E’
(fig. 164) & base polygonale se raméne & celui du prisme droit.
Prenons en ellet une section droite
quelconque abede et faisons subir au
solide abcde ABCDE une translation
(243) amenant Aa en A’a’ et par suite
le polygone ABCDE suivant le poly-
gone A'B'C'D'E'. Le solide tolal, qui
n’a pas changé de volume, est devenu
un prisme droit abedea'd'c'd’e’ dont
la basc est le polygone abcde et la
hauteur aa’ — AA’. Le volume Jun
prisme obligue & base polygonale est
éyal au produit de l'aire d’une section
droite par la longueur d'une aréte.

‘On peut en déduirc une autre expression utile de ce volume,

Fig. 163

Fig. 164
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Remarquons que abcde est la projection de Iaire de base
ABCDE sur le plan de section droite. Le rapport de ces demx
aires est donc cos « (265), o étant I'angle des deux plans, ou, ce
- qui revient au méme, 'angle des deux perpendiculaires A ces
deux plans menées parle point A’ : AA’ perpendiculaire au plar
abede et A'1l perpendiculaire au plan ABCDE (214). Ona donc :
V == aire abcde . AA' = aire ABCDE . cos 2. AA". Mais
AA' . cos 2 est précisément A'H, le triangle AA'H étant rectangle
en H. Donc: V ==aire ABCDE . A'H; le volume d’un prisme est
égal au produil de sa base par sa hauteur. En particulier, le vo-
lume d’un parallélépipide est égal au produit de sa base par sa
hauteur sans que I'on ait besoin ici de supposer que ce parallé—
lépipéde soil rectangle.

278. — Le volume de la pyramide triangulaire ou tétratdre
ne se déduit pas de fagon immeédiate de celui du prisme. Nous
allons montrer que le volume V d'une telle pyramide SABC
(fig. 165) est le tiers du produit W de l'aire de sa base ABC
par sa hauteur SH. Remarquons d’abord que ce produit est le
méme quelle que soit la base choisie, car, si 'on compléte le
parallélépipede ABCNSPRQ dont AS, AB, AC sont trois arétes,

Fig. 165 Fig. 166
son volume est 2 . aire ABC . SH ou 2.aire SAC . BM suivant le
choix de la base (277). Donc : W = aire \BC . SH = aire
SAC . BM.
Ceci posé, considérons la pyramide SABC de volume inconnu
V (fiy. 166) et la pyramide homothétique SA'B'C’ (245) que
I'on en déduit en portant A\’ = SA; BB’ = SB et GC’' — SC.
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Le rapport d’homothétie étant 2, nous savons que le volume de
cette seconde pyramide est 8V (276). Celtc pyramide SA'B'C'D’
peut étre décomposée en quatre solides :

1° La pyramide SABC de volume inconnu V.

'2° Le prisme ABCA'DF de méme base ABC que la pyramide
SABC et de mé¢me hauteur AIl' = SH. Son volume a été dé-
signé par W.

3° La pyramide BDB'E identique & SABC dont elle se dédwmt
par la translation (243) qui améne SB en BB'. Son volumeest V.

4° Le prisme BDECFC' de base BDE égalc i la base SAC de
la pyramide SABC et de méme hauteur BM. Son volume est W.

En écrivant que le volume total de ces quatre solides :
Y + W 4 V4 West égal & 8V, on en déduit immédiatement
que 3V =W, doncle volume V cherché est bien le tiers de W,
ce que 'on peut énoncer :

Le volume d’une pyramide est égal au tiers du produil de sa

base par sa hauteur V =:~; Bh. Cette propriété, établie seu-

lement pour une pyramide triangulaire, s’élend aw cas d'une
pyramide polygonale quelconque, car il suffit de la décomposer
en pyramides triangulaires puis de fairc la somme de leurs vo—
lumes en remarquant qu’elles ont toutes la méme hauteur. Il en
résulte que deux pyramides de méme base et de méme hauleur
sont équivalentes.

On déduit encore de ce qui précéde, par des raisonnements
d’ailleurs assez longs, les trois propriétés suivantes que nous
nous bornerons & énoncer : le volume d'un tronc de pyramide a
bases paralliles est la somme des volumes de irois pyramides
ayant comme hauteur commune la hautewr h du lronc el pour
bases respectivement, la base supérieure B, la base inférieure
b et une moyenne proportionnelle entre les deux bases VBb:

A ::»;—h(B +b —{—\/Eb)
Le volume limité ‘dans un prisme triangulaire par un plan

sécant quelconque, c'est-a-dire le volume d'un tronc de prisme
triangulaire est égal-a la somme des volumes de trois pyramides
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ayant comme base commune la base inférieure el comme sommets
les trois sommels du triangle formant la base supérieure.

Le volume d'un solide ayant deux bases polyqonales d’aires B
el b, situées dans des plans paralléles, et limité latéralement par
des fa('cs planes, triangles ou trapézes, est donné par la formule :

V= (B -+ b —+- Af3), en désignant par h la hauteur et par 3

laire tlc la section du solide par un plan équidistant des deux
plans des bases. Celte formule, connue sous le nom*de formule
des Irois niveaux, s'applique en particulier a la pyramide, au
tronc de pyramide, aux las de cailloux des bords des routes, etc.

279. Volume des corps ronds. — Du volume de la pyra-
mide régulitre on déduit, par des considérations de lous points
analogues & celles qui nous ont servi pour les aires, le volume
du céne; du volume du trone de pyramide on déduit de méme
celui du tronc de cone, etc... Il nous suflira d'énoncer les
résullats auxquels on est ainsi conduit :

Le volume d’'un céne est égal au tiers du produil de sa base

par sa hauteur: V = % nR2h.

Le volume d'un tronc de cone est égal & la somme des volumes
de trois cones ayant comme hauteur commune la hauteur du
tronc, el comme bases respeclives la base supérieure, la base
inﬁ‘rieure et une moyenne proporlionnelle entre les deux bases :

V=-. 5 7R --}~ y wrth 3 L hy/aRE L —; =h (R? + 2 - Rr).

Le volume d'un cyllndre est égal au produil de sa base par sa
hauteur : V = nRR*h.

Pour évaluer le volume d'une sphére, prenons un grand cercle
de cette sphére et un polygone régulier inscrit ABG ... A’, dont
A et A’ sont deux sommels diamétralement opposés ( /i f q. 167).
Nous allons établir d’abord que le volume engendré par ce po-
lygone régulicr en tournant autour de AA' (196) est égal
au produit de sa surface par le tiers de I'apothéme.

Considérons, en effet, le volume engendré dans ce mouvement
de rotation par un des triangles OAB, OBC, ..., par exemple
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OBC, et divisons en n parties égales les cercles qu'engendrent
les points B et C; soient B, B'; C, C' deux sommets consécutifs
de chaque polygone. Les n pyramides ayant pour bascs des
trapézes tels que GC'B'B ont un volume
total égal au tiers du produit de la somme
de leurs bases par la hauteur de I'unc
quelconque d'entre elles. It est facile de
voir que, si le nombre n des cOtés des deux
polygones croit indéfiniment, la limite
de la somme des volumes de ces pyra-
mides, c’est-d-direle volume engendré par
BOC dans sa rolation, est égal au tiers du
produit de la surface engendrée par BC par I'apothéme OP. En
refaisant le méme raisonnement pour lous les colés du poly-
gone ABC ... \’, on voit que le volume total est bien le tiers du
produit de la surface engendrée par ce polygone par I'apoth¢me.

Si nous sipposons maintenant que lc nombre des cités de ce
polygone croisse indéfiniment, et que par suite la surface en-
gendrée tende vers celle de la sphére, on en déduit que le volume

de la sphére est le tiers ‘du produit de sa surface (274) par le

R2
rayon : V = 4—““.{7-—5 = 4; nR*. On introduit parfois dans cette

Fig. 167

. . 1 ..
formule le diamétre D = 2} ; ellz devient alors : V = 6 nDs,

La « formule des trois niveaux » s’applique au volume de la
sphére, comme il est facile de le vérifier. On démontre méme
qu'elle s’applique encore au volume d'une portion de sphdire
limitée & dcux plans paralléles.

280. Mesure pratique des longueurs, aires et volumes.
— On a souvent & évaluer des longueurs d’arc de courbe, ou
-encore & mesurer des aires ou des volumes limités par des con-
tours de formes non géométriques. Des méthodes empiriques
peuvent seules étre appliquées; nous allons indiquer rapidement
les plus simples de ces méthodes.

La mesure de la longueur d’un arc de courbe sc fait souvent
A l'aide d’un curviméire, petite roulette, avec ou sans compteur
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de tours. On 'emploie suriout dans la lecture des cartes pour
mesurer la longueur d’une route.

Parfois aussi, on prend un compas ayant une ouverture fixe,
un demi-centimétre par exemple, que I'on déplace tout le long
dc la courbe AA’' (fig. 168), successivement en AB, BC, CD, -
DE, E\'. On voit ici que la lon-
gueur gpproximative de la courbe
est "2 centimétres et demi. Cette
méthode n’est précise que si I'ou-
verture du compas est assez pelite.
11 est préférable d’employer le pro-
cédé suivant : une bande de papier
transparent porte une droite A que
I'on fait rouler sur la courbe; on
immobilise pour cela & 'aide d'une pointe (ine un point de
cette droite en A, puis on la fait tourner d'une petite quantité
autour de A jusqu'a ce qu'elle forme en AM une pelile corde
de la courbe. On immobilise ensuite le point M et on la fait
tourner d'un petit angle jusqu’'en MN et ainsi de suite, les di-
vers points étant M, N, P, Q, R, S. A’. En pratique, on les
prend d’autant plus rapprochées quc le tracé considéré est plus
courbé. La droite est venue en A'z et le point de A qut était
primitivement en A est venu en ¢. La longueur cherchée est.
approximativement ¢zA’, soit ici 2°™,8.

Fig. 168

281. — Pour la mesure des aires planes, il y a plusieurs
méthodes employées en pratique. On peut découper la surface
tracée sur une feuille de métal, puis la peser. On peut encore
employer des appareils spéciaux : planimétres ou intéqrateurs
que nous ne pouvons décrire ici.

Nous avons déj dit qu'on pouvait avoir une valeur ap-
prochée de l'aire en la supposant tracée sur du papier qua-
drillé (264). En pratique on prend du papier quadrillé trans—
parent.

D’autres méthodes sont basées sur la mesure des ordonnées
(440) d'un certain nombre de points de la courbe. Nous nous
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bornerons & donner sans les justifier les énoncés des deux prin-
cipales. Soit i évaluer unme aire telle que AAN'a'l'a (fig. 169)

RS "

>
2
2
L) SR
©
<
=
2
»

Fig. 169

limitée a deux paralidles Aa et \'a’, une perpendiculaire com-
mune AA’et une courbe I'. Posons A\’ = 24, et prenons les
points M, M'; N, N'; P, P’ deux i deux équidistants du milien
O de A\ et définis par :

W:—(—)_I\—l:-o,éiﬂﬁ.a (W::——(I‘T:o,[;n.a
0'_’:);::--——61;=0,2(;7.(l

et menons les ordonnées Mm, Nn, ... M'm’ que l'on mesure.
L’aire cherchée est, d’aprés la formule de Tchebitcheff, approxi-
mativement égale au produit par AA’ = 2a de la moyenne des
six ordonnées c’est-a-dire du sixiéme de leur somme. On trouve
. .5(1,9 4-3.3 4+ 210 4+ 1,1 +1,05 +1,1) gem?
ici G = 8",

Cette formule s’applique encore au cas ol les ordonnées Aa et
A'a’ sont nulles ( fig. 170). Dans ce cas particulier, nous donne-

~ 2 & (1 18 19 L™
1 ‘]H

Fig. 170

rons une autre formule, qui d’ailleurs s'étendrait au cas général
avec de légéres modifications. Divisons AA’ en un nombre pair
de parties égales, chacun des segments tels que AM étant égal
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4 h. La méthode que nous avons donnée pour une aire polygo-
nale (269) nous donne ici, comme valeur approchée de I'aire, le
produit par  de la somme des ordonnées en assimilant le con-
tour & un polygone. Mais il est bon d'ajouter un terie cor-

rectif : };(l — P), 1 désignant la somme des ordonnées de rang

impair ‘telles que Mm) ct P la somme des ordonnées de rang

pair. Ceci conduit & prendre pour l'aire la formule de Simpson :
ah

%5 (al + P).On aici: 2502 (2.4,7 + 4.6) = 4™ 6o.

Il est dailleurs aisé de voir que I’on peut toujours découper
une aire en portions auxquelles on pourra appliquer une des
deux formules qui précédent.

Lorsqu'il s’agit d’aires gauches, il y a peu de méthodes pos-
sibles. Signalons cependant la suivante qui est parfois employée,
quoiqu’elle soit assez peu précise. On pése le corps dont on
veut évaluer la surface extérieure, puis on le recouvre d'une
couche de peinture homogéne et on le pése & nouveau. La méme
opération effectuée sur un corps de surface extéricure connue
permel de se rendre comple du poids de la peinture par unité
de surface et par suite de calculer I'aire cherchée.

L’évaluation des volumes se fait ordinairement pour les corps
solides de forme quelconque, soit en les pesant, si leur densité
est connue, soit en les immergeant dans un liquide dont on
¢évalue le volume déplacé, ce qui peut se faire de plusieurs ma-
nitres. Pour les terrassements, déblais, remblais, tas de sable
ou de pierres, on emploic souvent « la formule des trois ni-
veaux » (278). '

Les volumes des tonneaux se calculent par un assez grand
nombre de formules empiriques. L'une des plus

simples est la suivanfe : V = g L3, en désignant

par L la distance OA de la bonde au fond du
tonneau ( fig. 171), distance qui se mesure a

Fig. 171 I'aide d'une baguette. Les tonneaux sont en
général homothétiques les uns des autres. Leurs dimensions
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sont proportionnelles aux suivantes : AB = 16, OP = 18;
AC = 21 et par suite O\ =36 environ. Pour un hectolitre,
ona AB = 87,

Exercices. — N~ 108, 109, 110, 111, 112, 211, 213, 215, 229,
248, 249, 250, 251, 252, 253, 266, 356, 357, 359, 362, 363,
365, 374, 375, 376, 377, 378, 379, 380, 381, 382, 383, 384,
385, 386, 387, 388, 389, 390, 391, 392, 393, 394, 395, 396,
397, 398, 399, 400, 401, 402, 421, 422, 423, 424, 425, 426,
442,



CHAPITRE VI

CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES

282. Instruments de dessin. — A c6té d'une partie théo-
rique, la plupart des branches des mathématiques comprennent
«des applications pratiques. Les plus importantes de ces applica-
tions sont, pour I'arithmétique, les calculs numériques (52 et
suivanls) cl, pour la géométrie, les construclions graphiques
ulilisées dans toutes les branches de I'industrie.

Ces constructions se font, comme on le sail, & 'aide d’ins-
truments spéciaux dont les deux principaux sont la régle et le
compas qui permetlent le tracé des droites et des cercles. Leur
usage esl bien connu du lecteur ; aussi nous bornerons-nous &
leur sujet & de tres bréves indications.

La régle, comme I'équerre, est en buis ou en ¢ébonite noire
ou rouge. Ces instruments doivent étre vérifiés avec soin et fré—
-quemment, les bords devant étre rectilignes. Pour des travaux
précis, U'équerre ne doil jamais servir @ mener des perpendicu-
laires a une droile, mais seulement des paralléles & une droile
(248). Il est commode d’ailleurs d’avoir au moins deux équerres,
Tune allongée de /o centimétres environ de longueur etl’autre
plus petite « & 45° » de 15 centimétres environ. Il faut nettoyer
assez {réquemment ces instruments en les frottant sur leur
partie plate avec du papier dc verre.

Les compas pour étre de bonne qualité doivent avoir des
charniéres d'acier ; leur fermeture doit étre douce et réguliére,
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sans a-coups. La pointe fine du compas comporte en général
un épaulement 'empéchant de s’enfoncer trop profondément
dans le papier. Il est commode d’ailleurs de marquer a I'avance
le point ou il faut poser la pointe du compas & l'aide d'une
aiguille fine emmanchée.

Il est bon d'avoir deux crayons, I'un dur que l'on taille &
plat, et non pas en pointe, pour le tracé des traits de construc-
tion, et 'autre assez mou, qui sert 4 mettre des lcttres ou A sou-
ligner des données ou des résullats importants avant la mise &
I'encre. Le dessin terminé au crayon doit déja faire image.

Dans un dessin & I'encre de Chine, les traits, tracés avec des
instruments et non a la main, doivent élre de grosseur umi-
forme, ’encre employée étant en oulre suflisamment noive. Les
lignes de construclion sont en géncéral en Llrails rouges fins.
Les traits doivent étre strictement limités & leur partic ulile.

283. — La précision d'une construcltion dépend d'un assex
grand nombre de facteurs, tels que la grosseur des Irails, les
irrégularités des arétes de la regle et de I'équerre, la finesse de
la pointe du compas, etc... L’importance de quelques-uns
d’entre eux varie avec I'habileté du dessinateur. C'est ainsi
gqu'un point P déterminé par l'intersection de deux droiles est
d’autant mieux connu que I'angle de ces droites est plus voisin
d’un angle droit. Si cet angle est trés aigu, les droites joignant
ce point P & un autre point du plan seront en général trés mal
déterminées. De méme encore, une droite joignant deux points
n’est tracée avec une certaine précision que si les deux points
sont éloignés d’au moins un ou deux centimétres. 1l est donc
possible, en tenant compte de ce qui précéde, d'augmenter la
précision d’un tracé par un choix convenable des comstruclions
auxiliaires.

Un dessinateur d'une habilelé moyenne obtient approximati-
vement pour les constructions ordinaires d'unc épure la préci-
sion de 1 centiéme, c’est-a-dire, par exemple, que pour un dessin
ayant comme dimensions approximatives 10 centimétres sur
‘10 centimétres dans sa portion utile, un point quelconque sera
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placé & moins de 1 millimétre de sa position exacte. Les bons
dessinateurs obtiendront d’ailleurs une précision beaucoup plus
grande.

284. — Une construction peut ordinairement étre effectuée
par plusieurs méthodes diflérentes; celles dont la justification
comporle les raisonnements les plus courts et les plus clairs
sonl souvent celles qui nécessitent les constructions les plus
simples, mais il est facile de comprendre qu’il n’en soit pas
toujours ainsi. En géométrie, on se préoccupe surtout de donner
des constructions faciles & retenir, tandis qu'en géométrographie
on cherche les constructions les plus rapides. En pratique, les
tracés les plus rapides ne sont pas toujours les plus avantageux,
car certains d’entre cux, quoique trés simples comme exécution,
sont peu naturels et ont I'inconvénient de surcharger la mé-
moire. \ussi les constructions que nous donnerons plus loin
nc scront pas toujours les plus rapides pour résoudre le pro-
bléme donné ; cependant, quand elles différeront de la construc-
tion géométrographique correspondante, leur complication ne
sera pas beaucoup plus grande.

1l existe des régles précises pour évaluer le degré de com-
plication d’un tracé; nous nc les donnerons pas ici, nous bor-
nant i faire remarquer que, pour une construction un peu
longue, on peut, sans erreur sensible, prendre le nombre de
droiles ou de cercles & tracer comme mesure du degré de com-
plication de cette construction. Aprés chacune des constructions
de géométric plane qui suivent, nous mettrons ce nombre entre
crochets en caractires gras.

Remarquons enfin, pour terminer ces généralités, qu'un des-
sinateur habile utilise autant que possible les constructions déja
faites pour simplifier celles qui restent a faire. En outre, il fait
en méme temps toutes les constructions analogues, en tracant
par exemple tous les cercles de méme rayon les uns i la suite
des autres quand leurs centres sont connus, etc...

285. Constructions usuelles. — Une construction fonda-
mentale est celle qui consiste & mener par un point P une paral-
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lele ou une perpendiculaire a une droile donnée A. La paralltle

se méne & laide de I'équerre (213), et il suflit pour cela que la

droite A soit donnée par deux points sans .

qu’il soit utile de la'tracer [1]. Quant i la 7(,,/
A

perpendiculaire abaisséc d'un point P sur L

A, on Pobtient en tracant (fig. 172) deux s
cercles quelconques de centre A et B sur A, \LZ
cercles qui se coupent en un nouveau /!

point P’ de la perpendiculaire cherchée Fig. 172

(208, 232) |3]. La méme construction donne, comme on le
voit, le symétrique P’ d'un point P par rapport & une droite A
(233) [2].

Si I'on veut élever une perpendiculaire & une droite A, en un
point M de cette droite (fig. 173), on lracera un cercle quel-
conque I' passant par M el recoupant A
en N. Le diamétre de N coupe I' en un point
P de celte perpendiculaire, puisque l'angle
PMN est inscrit dans unc demi-circonfé-
rence (235) [3]. Dans le cas particulier ot
cette perpendiculaire doit passer par le

Fig. 173 miliecu d’un segment AB de A (fig. 172),
on trace avec A et B comme centre deux cercles de méme rayon
dont la corde commune est la perpendiculaire cherchée |3].
La construction du milieu d'un seqment AB rtésulle de ce qui
précéde |B].

Les applications de cette construclion sont trés nombreuses.
Pour construire un cercle quelconque passant par deux points A
el B, on trace avec un méme rayon
deux cercles de centre A et B se cou-
pant en O; le oercle de centre O ayant
méme rayon que les précédents répond &
la question [3]. Pour construire un cer-
cle de diamétre donné AB, on remarque
que son centre est le milieu de AB [4].

On a souvent besoin de consiruire la bissectrice d'un angle
AOB (fig. 174). On décrit un cercle quelconque de centre O,

A Sainte-Lagué. a3
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eercle qui coupe OB et OA’ en M et N. La bissectrice cherchée
est la paralltle menée “par O & MN (214) [®]. Si l'on veut
prendre le milieu 'un arc MP donné sur ua cercle tracé, il vaut
mieux, au lieu d’utiliser la construction précédente, dever une
perpendiculaire au milieu de la corde MP, perpendiculaire qui
passe au milieu de I'arc (226) |3 |.

Enfin, citons encore comme construction fondamentale la sui-
vante. Ftant donnés un angle ABC et une droite Ox. mener
en O une droile Oy telle que I'angle xOy soil
égal & langle ABC (fig. 175). Deux cercles
u‘—--m—-»)r a  quelconques de méme rayon, de centres Oet B,

o coupent BA, BC et Ox en P, Q et M. Il suffit
04, de prendre sur le cercle de centre O un arc
MN égal & l'arc PQ pour avoir un point N
de Oy |4]. Si l'angle ABC est donné en
degrés ou en grades, on se sert du rapportear, instrument peu
précis de graduation empirique; cependant certains arcs par-
liculiers tels que 15°, 30°, 45°, 60°, 73°, go°, peuvent étre
construils de facon plus exacte sans le secours du rapporteur.
Indiquons par exemple les constructions relatives aux angles

Fig, 175

de 45° ou 507 et 60° ou 667 i Pour construire un angle de 45°
ou 50Y, on éléve une perpendiculaire quelcongue AB & Oz
(fig. 176) et 'on porte sur cette perpendi-
culaire AB == AO; l'angle AOB vaut un
demi-angle droit (249) [3]. Si I'on voulait
construire un-angle de 60°, on tracerait deux
cercles de centre O et A de rayon OA se
coupant en un certain point M ; 'angle MOx
vaudrait 60° (219) |3]. Fig. 176

286. — Ces diverses constructions vont nous permettre de
construire un triangle connaissant trois éléments convenable-
ment choisis (183, 198).

Pour constraire un iriangle dont orn connait un cété a ct les
deux angles adjacents B el C, il suffit de mettre: en place les
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éiéments donnés {9]. 1l an est de méme pour un (riangle dont
on comnait dewx odlés a, el L'angle compris A{7]. Ces cons-
tructions sont toujours possibles.

Si I'on se donne deux cilés a, c.ct langle A opposé a lun
d'enx (fig. 177), on construit d'abord un angle Ay égal & A ct
I'on porte sur Ay une longuear AC == %. Le sommet inconnu B
est sur Az, d’une part, et, d’autre
part, sur un cercle de centre C, de
rayon CB = a [7]. On peut avoir /N
ainsi, comme dans le cas de figure "
considéré, deux solutions donnant les
triangles ACB et ACB' qui répondent "

4 la question. Quand Tangle \ est o td————
aigu, on voit qu'il n"y a pas de sola- b
ig. 177

tions si CB==b est inféricur & CH ;
il y en a deux si 'GB est compris entee Cll et C\ = ) ; et enlin
une seule acceplable si CB est plus grand que CA (225). Si
I'angle \ est obtos, on verra de méme qu'il n'y a de solution
acceplable que si CB est supéricur & CA.

SiTon se donne les (rois ¢61és a, b, ¢ du triangle A construire,
on prendra un segment AB == ¢ et I'on décrira le cercle de
centre \ de rayon \G =0, ct le cercle de centre B de rayon
BC = a qui coupe le premicr an sommet C cherché [6]. La
conslruction n’est possible que si le plus grand colé est infé-
rieur & la somme des deux autres (205).

Pour constraire un triangle reclangle donl on connail un coté
de Langle droit b et I'angle alqu adjacent G |6],
ou les deux cilés de Langle droit b et c [7], il
suffit de mettre en place les données. Si I'on
se donne un cité b et Uhypothénuse « (fiy. 178),
on porle sur une méme droite €\ = AD =10
— v et de G et D comme centres, avec pour rayon a,
on décrit des arcs de cercle qui se coupent en
B. Le triangle ABC est le triangle cherché [@].
La constraction n’est possible que sia est supéricur 4 4.

Enfin, supposons que 1'on donne Phypoténmse a ct an angle

Fig. 178
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adjacent C. On construit cet angle en BCA (/fig. 178), puis on
porte CB = a et I'on abaisse de B ainsi défini une perpendicu-
laire BA sur CA [6].

287. — Les mén:es constructions fondamentales ont un grand
nombre d’autres applications. C’est ainsi qu’elles donnent im-
médiatement les points remarquables d'un triangle. Le centre
de gravilé (224) se détermine 4 I'aide de deux médiancs [7].
Le centre du cercle inscrit (208) & l'aide de deux bissec-
trices [4]. Le centre de cercle circonscril & 'aide de deux mé-
diatrices (206), ou perpendiculaires aux milieux des cotés 3 ].
Quant A l'orthocentre (224), .on l'obtient en construisant le
cercle ayant un coté comme diamélre,
cercle qui coupe les deux autres cotés sui-
vant des picds de hauteur (235) [6].

a- Appliquons enfin ces diverses construc-
tions au tracé des tangentes (229) 4 un cercle
donné. La tangente & un cercle en un poiné .
A de ce cercle (fig. 179)s’obtient en coupant
le cercle donné en deux points B et G par

un cercle quelconque de centre A. La tangente en A est paral-

1¢le & BC (226) [2].

Si I'on veut mener & un cercle donné T les tangentes issues

T

Fig. 179

Fig. 180

d'un point A donné et délerminer les points de contact T, T”
(fig. 180), il est commode de construire les symétriques M
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- et M’ (196) de O par rapport & ces tangentes, symétriques qui
se trouvent, d'une part, sur le cercle de centre O de rayon
OM = OM' == PQ double de celui de I" et, d’autre part, sur le
cercle de centre A et de rayon AO. Les points ou les droites OM
et OM’ coupent T" donnent T et T’ que I'on joint & A [7]. Il y
a deux tangentes si A est extérieur au cercle I'. Le cercle de
centre A de rayon AT est d'ailleurs orthogonal au cercle I’
donné (255, 293). :

Pour mener & un cercle I' donné une tangente paralléle ¢ une
droite donnée, on abaisse du centre de I une perpendiculaire
sur la droite donnée (226) ce qui détermine les points de con-
tacts avec le cercle I’ des tangentes répondant & la question | 5 |.

288. Construction de cercles. — Un cercle peut élre
tracé si ’'on a son centre et son rayon. Lorsque le centre d'un
cercle est donné, mais non son rayon, il suffit pour pouvoir le
tracer d'en connaitre un point ou une langente. Dans ce dernier
cas, on détermine le point de conlacl en abaissant du centre une
perpendiculaire sur la tangente donnée (229) | 4.

Si le rayon R est donné, mais non le cenire O, on peut se
donner en outre, pour achever de déterminer le cercle, soit deux
points A et B, soit un point A et une langente D, soit enlin deux
tangentes D ct A. Envisagcons ces diverses hypotheses. Dans le
premier cas on construit, avec .\ et B comme centres ct R
comme rayon, deux cercles qui sc cou-

pent au centre O cherché [$]. 1l y a
dailleurs deux solutions si la distance a o P

AB n’est pas supérienre a 2R.

Si 'on se donne un point A ct une
tangente D (fig. 181), le cenlre O cher-
ché est d’abord sur le cercle de centre A
de rayon R; d’autre part, il est & la.
distance R de D (224). Elevons donc
une perpendiculaire quelconque MP & D, puis portons sur cette
perpendiculaire MP == MP' = R. Le centre O cherché est sur
I’une des paralléles & D menées par P ou P'[7]. On voit qu'il

D M

Fig. 181
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pant ¥ gvoir aw plus dewx sohstions. I’y em a pas si la distmee
de A a D est supérieure & 2RR.

Enfin, si 'on se doone: deux tangentes D et A se. compant cm A
(fog. 182), on trace d'aberd’/comme
dans le cas précédent une parallile i lo
distance R de D. EHe: coupe: A en: \';
om porte A\'O: == A'X. Le poiat € est
un des-centres cherchés, ear le trigogle
AN'O est isoctle et par suite: O est sur
la bissectrice de Vangle en A (224)[7].
Fig. 1852 11 y a toujours quatre solutions..

289. — 8Si l'on ne se donne ni le centre, ni le rayon, le cercle
sera néanmeins déterminé si I'on em connait par exemple :
1" trois points ; 2° deux points et une tangente ; 3° un point ct
deux lungentes; 4° trois tangentes. Examinons ces divers. cas.

1v>-Pour trager un cercle passant pay: trois poinls A, B, G, on
remarque que c¢'est le cercle circomserit au triangle des trois
points ct J'on sait. construire son centre (287) [@]. 1l y a un
cercle et un seul répondant i la question, & moins que les trois
points ne soient en ligne, droite.

2° Cherchons & tracer un cercle passant par deux poinls A et
B.el lanyent & une droile donnée D. ( fiy. 183). Le centre du. cer-

cle: cherché doil s¢ trouver sur la perpendiculaire ' au. miligu:
de AB; construisons celie droite qui coupe P en- @ et jpignons,
AB. Le point de contact T cherché est tel que: &1 = CA . €B
(@83), ce qui montre que €T a la méme longueur pour toutes
les tangentes issues de € aux divers cexcles passaak pan A et B..
On. construit. par exemple CT en prenant le cercle.de centwe o
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passant par A et Bet 'on cherche, comme nous I'avoas dit plus
haut, le point de contact ¢ de la tangente & ce cercle issue de C.
On rabat Ct en CT et CT' surD. Le centre O du cercle tangent
4 D en T est sur la perpendiculaire en ce point & D (229), per-
pendiculaire que Fon construit en la considérant comme tan-
gente en T au cercle déji tracé qui a C pour centre et Gi pour
rayon [11 ]} On construirait de méme le cercle tangent ea T'.
H y a deux solutions, si A et B sont d'un méme cédté de D.
Si AB est paralitle & D, le point o ¢ conpe D est évidemment
le point de contact de ce cercle avec D; le cercle cherché est
alors déterminé par trois points [@]. Si AB est perpendiculaire
a D, be rayon du cercle est la distance du milieude ABAD f@].

3° Pour tracer un cercle passant par un point A et tangent &
deux droiles D el A, on remarque ( fig. 184) quesil estle

Flg !3’|

cercle cherché et 1V un cercle homothétique par rapport au
point C de rencontre de D ct A, deux points A et A" homothéli-
ques correspondent & des rayons OA et O'A’, qui sont paralltles
(246,293). On construit d’abord un cercle 1" quelconque et I'on
en déduit I' & I'aide de la remarque qui précede, d'ou la mar-
che A suivre : on trace la bissectrice de l'angle DCA (285) et un
cercle quelconque 7 de centre sur celte bissectlrice et passant en
C cercle qui recoupe CD en T'. Le cercle de centre 1’ de rayon
O'T" est pris comme cercle 1. La droite CA le coupe en A'. 1l
suffit de mener AO paralléle & A'Q’ pour avoir le centre Odu
cercle T" cherché [9]. 11y a toujours deux solutions, comme on
le voit, puisqu’il y a deux points de rencontre de OA avec 1”.
Si D et A sont paralléles, on remaxque que le ceatre O cherchré
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est syr une paralléle & D et A, que I'on construit en partant
~ d’une perpendiculaire commune & ces deux droites. On achéve
de déterminer le point O en remarquant que le rayon du cercle
cherché cst connu et qu’il passe par un point A comnu [8].
H y a deux solutions si le point A est entre D et A.

4° Pour tracer un cercle langent & trois droites formant un
~ triangle ABC, on remarque que le centre O d'un tel cercle est
au point de rencontre de deux bissectrices intérieures ou exté-
rieures (229) ; le cercle est alors délerminé par son centre et une
tangente (288) [@]. Il y a quatre cercles répondant & la ques—
tion. Si deux des droites sont paralléles, on construira de fagon
eomplétement analogue 1'un quelconque des deux cercles qui
répondent & la question | @ ].

290. Constructions relatives aux arcs et aux segments.
— Parlager un arc de cercle donné en n parties égales cst un
). et qui pour n
supérieur & 2 esl impossible & Ja rigle et au compas, saufl dans
quelques cas trés particuliers. 1l cn cst de méme du probléme
qui consiste & rectifier un arc de cercle, c’est-a-dire A construire
un segment rectiligne ayant la méme longueur. Voici une solu-
tion approximative de ce dernier problime
pour un arc AB (/ig. 185) suffisammeut
petit. On porte sur le diamétre AO une
longueur QP =QO =R ; la tangente en A
est coupée en B’ par PB. La longueur cher-
chée est AB' [ 4]. Cette construction, que
nous ne justifierons pas, donne pour des
arcs inférieurs & 60° une erreur relative qui n’atteint pas un cen-
tidme el par suite ne dépasse pas les erreurs dues au tracé. On
pourrait en déduire la division de I'arc AB en n parties égales,
en prenant le nidme de AB' en AM' (201), puis joignant PM' qui
donne en AM l'arc cherché, mais il vaut mieux procéder par
tailonnements. Cependant, pour n = 3, on a une solution ap-
proximative du probléme connu sous le nom de trisection de
langle, en remarquant que, sans avoir d’ailleurs- besoin de

Fig. 185
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tracer PB, il suffit de lui mener par O une parallile qui coupe
Al au tiers [ 5].

Si 'on veut construire une valewr approchée de =, c’esl-d-dire
de la longueur d'une demi-circonférence 1' de rayon 1 (262)
(fig. 186), au lieu de déduire cette valeur de la construction ci-
dessus, il est plus rapide et plus exact de procéder comme il
suit : on trace avec le méme rayon 1 une circonférence dont
le cenlre A\ est sur I', puis une circonférence de centre en B

point commun aux deux premiéres. Si I'on porte sur la corde
AC ainsi délerminée une longueur AE == DB’, on a en CE une
valeur approchée de 7, car AC = \/3; \E = DB’ = y/2 (259
et par suile CE =v3 + v2 = 3,1463... valeur approchée
de 7 & un six-centitme pres [ 4],

La construction d'un polygone réqulier de n cilés inscril dans
nn cercle donné ' se rallache immédiatement A la division de
la circonférence en n parlies égales et est
par suite en général impossible. ‘, /“&r—\\

Pour n - -3, on a ( fig. 186) en BB le NOXT
¢OLé du triangle équilatéral inscrit, ce qui <
permet de le tracer |5]. Le carré peut
se construire, avec comme coté DB’ ; il
y a d‘ailleurs . plusicurs méthodes per-
meltant de le tracer | ¥]. La construction
de I'hexagone inscrit est immédiate, son coté étant ¢gal au

rayonde I' | 7].

Fig. 186

291. — On a souvent besoin de construire un segment
relié 4 des segments connus «, b, ¢, ... par des formules telles

a a . Ja el
qucx:—:;,w:.—..:;,...m:::u/z sy e=avy...;r== b ,.L::\ ab

elc... Nous allons indiquer comment on procéde dans les prin-
cipaux cas.
. . . a . Ce
Si n est entier, construire & == revient a diviser une lon-

gueur a donnée en n parties dqales. $i O\ -~ a (fiy. 187) est la
longueur & diviser, on prend, sur une droite passant par O,
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® divisions égales : OP = PQ =...= RM. La paralitle menée
par P 4 AM donne OX = % (243).

La construction de z = a\/& n’est simple que pour, les, pre-
miéres valeurs enti¢res de:r. Nous nous bornerens, i faire remar-
quer que la comstraction de x = a y/2

LJ —
/ ouxr=a \/ 3 résulte immédiatement de

Q . - -

’ la construction de \/3—1—\/2 , valeur ap-
prochée de = (290). Si le rayon des
cercles tracés est a (fig. 186), on a :
DB —« \/ a [4], et BB =—=a \/5 [®]. Ici, comme dans tous
les cas qui suivent, on considére:la longueur 2 eomme connue

si I'on a deux points & la dislance x, sans qu’il soit utile de les
joindre. par un trait.

Fig. 187

s . , ac
Soit & construire une longueur x donnée par & = - On

trace deux droites concouranles, et 'on-
porte sur I'une d’elles: OB=0betOC=¢,
de part et d’autre de O, puis sur l'autre j/, _
droite : OA == a (fig. 188). La parallele
mendée par G & AB donne le point X sur  ———
OA tel que OX soit précisément égal & —
la longueur cherchée x (243) |@]. Si
OC = OA, la méme construction donnerait unc longueur :

9

Fig. 188

..... a- P
x ==y |8
Pour construire la moyenne proportionnelle & = \/ab a

deux longucurs données a et b (242), il est avantageux d’em-
ployer la méthode suivante qui revient au fond & remplacer les

longueurs a et b par 2a et Iﬁ On trace ( fig. 189) Te cercle de

centre O de rayon O\ = O\’ == a, puis on porte AB =0 et
I'on construil la perpendiculaire au milieu de AB (288), en gar-
dant d’ailleurs pour simplifier I'ouverture de campas AB = b.
Cette perpendiculaire coupe en X le premier cercle et 1'on a
AX =u, car, dans lc triangle rectangle AXA’, 'hypoténuse est
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égale & 24 ct la projection de. AX sur cette hypoténuse

(250). Le probléme donne toujours une
Tongueur x e} une seule. | & ].

X
\.4
202. — Si l'on veut construire la lon-
quear x donnée par une des formules " j“
x—\/az+b3 ouw——\/a:_—b on csl \ \_/

w e 5

-

ramend & la construction d'un triangle:
rectangle (284) dont on conmait, dans e —3—
premier cas, les coOtés de Fangle droit a

et.b, a étant Phypoténuse |5, et, dans

le second cas, 'hypoténuse a et un cité b, P'autre coté damt
x. [.ll Cette derniére construction n'est possible que st @ est
supérieur & b.

Nous traiterons.encore le probléme qui consiste:d construire
deux longueurs x ety connaissant lewr somme x +y =« et lour
produil xy = b*, ou encore leur différence x: — y =« et lour
produit xy = b2, ce qui revient, comme on le verra aisément, a
résoudre I'une ou I'autre des équations du second degré (1140)
22 gz + b= 0 ;2= az — b* == 0, x cb y élant les valeurs
absolues des racines. Daps le premier cas, ou l'on se deonne
@ -+ y == a et xy = b?, on remacque que x —y est donné: par
(5 — y)* = @* — 4b*(122), ce qui conduit 4 la comstruction

Fig. 189

. ™ . . Ag v ’ ] 4
suivante d"un triangle rectangle de cité & et d'hypothénuse ")

(fig. 190). Oa prend un. segment AA’ —- « et I'on porte sur la
perpendiculaire an milicu O (285) de
ce. segment OB = b. puis, de¢ B pour

a
- centre avec OA = ; comme rayon, om

décrit un arc de cercle qui coupe AA'

Fig. tgo en M, tel que MA = z et MA' =y, car

T +y=AN=aeck(x—y)= 4.OM == «* — hb? (2514) (@]
Le probléme n’est. possible. que si a est supérienr & 2b.

Si l'on se donne: @ — y = & et xy = b*, on remarque gue
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{ + y)*= a® + 4b*. On construit les points A, A’ et B comme
précédemment. La longueur AA’ étant égale & a et la longueur
OB a b, de A pour centre avec AB comme rayon, on trace
un cercle qui coupe AA' en N et N'; les deux solutfons sont
ON'=x ct ON=y. En effet z—y=2.0A =a et, de plus,
(@-+7y)*==NN"=4 . AB’=a* + 4}? [@]. Le probléme est
d’ailleurs toujours possible.

293. Autres constructions. — Les problémes relatifs aux
cercles homothétiques (246). aux axes radicaux (254), aux pdles
et polaires (256), etc... donnenl naissance & un grand nombre
de constructions dont nous ne citerons que les plus impor-
tanles.

Etant donnés deux cercles, on sait qu’il y a deux points de la
ligne des centres,appelés centred homothétie ou de similitude (246),
tels que I'un quelconque d’entre eux étant pris comme centre,
chacun des deux cercles se déduise de I'autre par homothétie.
On conslruit aisément I'un quelconque de ces centres en Lracant
deux rayons paralltles dans les deux cercles donnés et joignant
leurs extrémilés (289); on a ainsi une droite qui passe par-un
des centres de similitude | 4]. Cetle méme construction permet
de tracer une langente commune a deux cercles, une telle tan-
gente passant par 'un des centres de similitude (246) | 8].

Soit &, construire le conjugué harmonique d'un point A par
rapport a un segment donné PQ (fig. 1g1). On mene par P

et Q deux paralléleset]'on porte

" sur I'une d'elles PM = PN. La
/ / droite AM coupe la paralléle
5 A= passant par Q en un point R,

tel que le faisccau des quatre
droites RM, RP, RN, RQ soit
harmonique (247). Donc RN
passe au point B cherché [5].

La construction de l'axe radical A de deux circonférences T
et T' (254) est immédiate dans le cas ou elles se coupent [1].
Dans le cas contraire (fig. 192), on a la direction de cet axe en

2

Fig. 191
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tracant un cercle concentrique i I' coupant I, et on a un point
de cet axe radical en coupant I' et I par un méme cercle auxi-
liaire’ dont les axes radicaux ¢ et ¢" avec I' et I se coupent
sur la droite cherchée A (254) |5 ].

La construction d’un cercle orthogonal & un cercle donné et
ayant un cenlre donné (285) résulte, comme nous l’avons
vu (287), de la construction des tangentes & un cercle issues
d’un point [5].

[
N~ |
/‘.\\,_ -

\

N
[

e
,‘/ -
W
\_/

Fig. 192 - Fig. 193

Pour construire lu polaire d'un point A donné par rapport &
un cercle U donné de centre O (256) (fig. 193), on remarque
que si AMN et AM'N’ sont dcux sécantes issues de A, le point
de rencontre de MN' et M'N est un point P de la polaire cher-
chée. Si AMN et AM'N’ sont symétriques par rapport & AO, le
point P est le pied de cette polaire sur AO, d’ofi la méthode
employée : on trace AMN et 1’on joint M au symétrique N’ de N

- par rapport & OA ; par le point P ainsi déterminé on méne une
paralléle A NN' [3].

294. — Nous terminerons ce qui concerne les constructions
de géométrie plane par I'étude de quelques problémes relatifs
aux aires équivalentes (263).

On peut toujours construire un carré équivalent a un polygone
donné. Prenons, par exemple, un pentagone ABCDG (fig. 194)

_et cherchons uné longueur % telle que 'aire de ce polygone soit
représentée par A% Si l'on remplace le sommet G par le point
F de rencontre avec CD de la paralltle menée par G a AD, on
remplace le pentagone par un quadrilatére ABCKF de m¢me
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aire, les triangles ADG et ADF de méme basc ayant la méme
hauteur (267). On raméne de méme ce quadrilatére au triangle
-équivalent ABG’ en menant la paralisle FG' a BC. Pour cons-
truire un carré équivalent 4 ce trian-
gle qui a pour base BG' ¢t dont on
. sait construire la hauteur AH, on
35— cherche une longueur moyenne
proportionnelle cntre la demi-base
et la hauteur (291). La méthode
serait la méme pour un polygone de n cétés. Si ce polygone
de n cOtés est un polygone régulier, on cherche la moyenne
proportionnelle (291) entre le demi-périmétre et I'apothéme.
Si le nombre des cotés de ce polygone régulier croit indéfini-
ment, on cst conduit au probléme de'la quadrature du cercle :
conslruire a laide de la régle et du compas un carré d'aire
équivalente & un cercle donné. On démontre qu’une telle cons-
truction est impossible, el I'on ne peut en donner que des solu-
tions approximatives ; voici I'unc des plus simples ( Jfig.195).On
trace denx diamétres rectangulaires AOB ct COD, el 1'on potte
O = OB — 0C'= OD' = } OA.
Le carré A'B'C'D’ est le carné cher-
ché. Son cité est 1,768 au lieu de
1,772 en prenanl O \ comnie unité ;
I'écart est de un quatre-centidme
-environ.  On  construit  d'ailleurs
AN'B'C'D’' en tracant le cercle de
-centre A et de rayon O\ = ALE.
La corde commune aux deux cercles de centre O et A passc
par le milicu M de AO. Le point A’ est le milieu de ME L8]

Fig. 194

Fig. 195

Exercices. — N 254, 255, 283, 279, 328, 408, 404, 405, 408,
407, 408, 409, 410, 411, 412, 413, 414, 415, 416, 417, 418, 419,
420, 421, 429, 428, 424, 425, 428, 449, 450, 452, 462, 463, 164,
465, 466, 467, 468, 489,
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GEOMETRIE DESCRIPTIVE

205. Représentation des corps. — 1l est impossible de re-
présenter sur une fleuille de papier des corps quelconques ou de
dessiner des constructions faites dans I'espace. 1l scrait difficile
de matérialiser de facon utile celles de ces constructlions qui
concernent des plans, des ditdres, des tri¢dres,... Aussi emploie-
t-on pour résoudre de tels problémes des artifices qui cons—
tituent une branche auxiliaire de la géométrie, connuc sous
le nom de géomélrie descriplive.

Les corps que I'on représente en géométrie descriplive ont
souvent des dimensions considérables par rapport aux dimen-
sions du dessin. 11 serait impossible et d'ailleurs inutile de re-
présenter un cuirassé, une maison, la surface de la France, le
systéme solaire, ... avec leurs dimensions réelles. Quelquelois an
contraire les corps sont beaucoup trop petits, comme cela a lien
dans les études microscopiques de métallurgie, de bactério-
logie,... On suppose toujours que la figure & représenter est
remplacée par une figure homothétique dans le rapport &, c’est-
A-dire (245) par une figure dont les angles ont gardé la méme
grandeur, dont les longucurs sont mullipliées par [, les sur-
faces par k*, et les volumes par k*. Ce nombre & qui varic na-
turellement suivant 1'objet considéré s’appelle 1'échelle du dessia.

C’est ainsi que la carte dc France dite « de I'Etat-Major »

1 e 1 . %
est & I'échelle de zo— - : 1 centimétre de la carte représente

800 metres du térrain ; une piéce de un sou, de diamétre
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25™™ (50), y couvre une longucur de 2 kilométres ; 1 hectare
de terrain y est représenté par un 6/¢me de centimélre carré,
soit environ 1™*° et demi, etc...

Nous supposerons pour toutes les épures qui suivromt que les
objets représentés le sont toujours avec leur grandeur réelle.

206. — Les méthodes employées pour représenter les corps
sont des plus divevses : levé des plang, croquis de machine, pers-
pective, ... Nous ne nous occuperons que de la géomélrie cotée
et de la géoméirie descriplive proprement dite.

En géométric cotée, les divers points d’une figure sont repré-
sentés, comme nous le verrons un peu plus loin, par leurs pro-
jections (195) sur un plan horizontal fixe, et leurs « cotes » ou
distances & ce plan; on emploic souvent le calcul dans la
recherche des éléments inconnus d'unc figure. En géométrie
descriplive, les points sont représentés par leurs projeclions sur
deux plans rectangulaires fixes, dont I'un est en général hori-
zontal ct l'autre verlical. La recherche des éléments inconnus
de la figure sc fait toujours par des tracés géométricues et non
par des calculs.

La géométrie cotée sert presque exclusivement & la représen-
tation des surfaces lopographiques, représentation qui serait
impossible par la géométrie descriptive. Il est, en effet, facile de
se rendre compte de la difficulté qu’il y aurait & figurer un
terrain par sa projection sur un plan vertical ou & dessiner & la
méme échelle les distances horizontales comptées sur une route
ct les différences de cole des divers points de cette route, les
premiers nombres étant de 1'ordre de grandeur du kilométre et
les seconds de I'ordre du métre.

Dans ce qui snit, le lecteur ne trouvera aucune des applica-
tions que le topographe, l'ingénieur, I'architecte,... font de
ces diverses sciences ; nous nous bornerons uniquement 3 traiter
des problémes simples concernant la droite, le plan, le cercle et
la sphére. Nous ne donnerons d'ailleurs que les notions les plus
élémentaires de ces deux sciences, renvoyant le lecleur aux
traités spéciaux pour une étude plus compléte.
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La résolution d'un probléme de géométrie dans l'espace
«comporte deux parties. Dans la premiére, on cherche une solu-
tion théorique; nous en avons donné de nombreux exemples
au débult de la géométrie (Chap. I et II). Unc telle solution est
considérée comme terminée lorsqu’elle se raméne & des inter-
sections de plans ou droites entre eux, ou a des intersections de
plans ou droites avec des cercles ou sphéres, ce qui conduit
d’ailleurs en derniére analyse a des intersections dans un méme
plan d'une droite avec une droite ou d'une droite avec un cercle.
Nous allons examiner maintenant comment on peut achever le
problime en effectuant les constructions qu’indique la solution
théorique.

'207. Géométric cotée. — En géométric cotde, un point A
e lespace se représenle par sa projection a sur un plan hori-
zonlal fixze, pris comme plan du dessin ( fiy. 196). Pour achever
{a détermination de ce point,

on se donne en outre le nom- NN

bre b qui mesure sa cole, c’est- \

Ad-dire sa distance & ce plan; .
celle cole est posilive ou néga- ) /"/%{\!" &
tive, suivant que le point est - /,,;/5' ‘
au-dessus ou au-dessous du 7/{“"" 5

‘plan horizontal (65) ; ce nom- :’(,n/“/

bre 5 n'a de sens que si I'on ~

ajoule au dessin, comme nous Pig. 190

l'avons fait, un segment de longueur 1, qui indique quelle est
I'unit¢ de longueur choisie (ici, le dem1 -centimétre). Un point
-est dit & cole l'omlc lorsque sa cote est un nombre entier.

Une droite A est connuc si I'on en donne deux points a de
-cote b et b decote 1. Sa projection horizontale est une droite ¢
(198). Le point de cote o, s’appelle la trace horizontale ; la dis-
itance des projeclions de deux points i cotes rondes consécutives,
:s’appelle l'intervalle. lci, il est donné par : %’f = 143 = o,8.
“Graduer une droile, c’est en marquer les points & cote ronde.

A. Sainte-Lagus

a4
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Par analogie avec une définition déja donnée (445), on appelle
pente d’une droite la tangente de I'angle qu'elle fait avec le plan
horizontal. La pente est donc le rapport de la différence de cote

de deux points quelconques A, B & la distance horicontale ab

e
. . . . 1
de leurs projections; elle est ici : 34-2 = ;5 = 1,25. Comme
'Y )

on le voit, la pente est l'inverse de Uinlervalle. 1l est bon de re-
marquer que plus la pente cst faible, plus Uintervalle est grand,
et inversement. Pour une horizontale la pente est nulle; tous
les points ont la méme cote. Pour une verticale I'intervalle est
nul; tous les points ont la méme projection horizontale.

La distance de deux points donnés A et B, représentés en a de
cote b et b de cote 1 (fig. 196), se calcule par le théoréme de
Pythagore (254). Si l'on fait lourner le plan vertical qui les
contient autour de ab de facon & le rabattre sur le plan hori-
zontal, A ct B viennent en A, et B, tels que aA; = 5 et bB, = 1.

La distance cherchée est A;B, — \/A_lf _T__};—? = \//431 + 3,20 —
\/56,24 == 5,1. On peut remarquer que I'angle A,B., dont la
tangente eslt connue, est langle de la droile avec le plan hori-
zontal.

288. — Deux droiles A el A’ se coupent sile poinl m commun
a leurs projections horizontales d et & a la méme cole sur cha-
cune d'elles (fig. 197). C'est d’ailleurs ce qui a lieu sur la

8 s/a
)
& RN 8
5 N\s
¢ . .
P L
< 2 2
.an . .
ol ’ N
Fig. 197

figure. Dansce cas, les deux droites forment un plan. Les hori-
zontales de ce plan sont des droites telles que NO ou PQ, qui
Joignent les points de méme cole : elles ont des projections hori-
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zontales paralléles : no, pg(246), ... Quant aux perpendiculaires
aux horizontales, qui sont les lignes de plus grande pente (247)
du plan, elles sont également perpendiculaires i ces horizontales
en projection horizontale. C’est ainsi que ms est I'une d’elles.
En général, on représente un plan par une de ses lignes de plus
grande penle que on appelle échelle de pente, ligne que I'on
trace avec un trait double. La pente d’une telle droite s"appelle
la pente du plan.

On a souvent intérét A pouvoir dessiner avec leur grandeur
réelle, ou comme l'on dit, en vraie grandeur les figures tracées
dans un plan donné, car la projection déforme ces figures, cn
réduisant une longueur d'autant plus qu’elle fait un angle plus
grand avec le plan horizontal. Prenons .
un plan donné par trois points a, b, ¢, '(\\
de cotes respeclives 2,0et7 (£g.198),el \

N
~ “: \
|

cherchons par cxemple les cotés et les
angles du triangle ABC des trois points.
Si I'on gradue la droite be, on voil que
ad est la projection d'une horizontale du S P
plande cote 2, ct par suite que la perpen-  -7% % 0
diculaire abaisséc de ¢ sur ad est une -, ST,
échelle de pentede ce plan. Faisons tour- \
o Fig. 198

ner ce plan autour de l'horizonlale ad

jusqu'a ce qu’il devienne horizontal ; a et d ne changent pas, le
point ¢ donne un certain point C, ; la distance de ¢ & ab étant 2
ct la différence de cote de ¢ et de ab étant 5, la distance de C
A AB, ou de son rabattement C, & ab, est : \/Gl‘—f—_z? =
\/05 + 4= \/ 29 = 5,D. Le triangle acd est ainsi devenu aC,d;
le point b vient en B, a l'intersection de ¢C, et de la paralléle
4 ¢Cy menée par b, et par suite le triangle abc est rabattu sui-
vant le triangle aB:C, situé dans lc plan horizontal de cote 2,
et sur lequel on peut mesurer les cotés et les angles. C’est ainsi

que I'on a par exemple : AB = 4,9; BC = 8,2 et CA =35,7.

299. — On vérifie immédiatement que deux droites paralleles
ont des projections paralldles et des intervalles égaux et de méme
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METHODES EN GEOMETRIE

307. Le raisonnement en Mathématiques. — Les appli--
cations des théories générales des mathématiques A la résolution
des problemes d'algébre, de géométrie, de mécanique, ... sont
de natures tres différentes. Les unes, el c’est le plus grand nom-
bre, ne demandent ancun effort d'invention. Elles supposent
simplement que Ton s'est bien assimilé le langage mathéma-
tique et que P'on connait les propriétés classiques concernant la
question a étudier. 1l suflit d'en faire une application correcte
aux données du probléme. De ce genre sontUextraction d'une
racine careé, la recherche de la dévivée d'une fonction donnée, ..
Le seul érueil & éviter dans celte catégorie de problémes, cest
une crreur d'interprétation sur les mots employés. 1 est indis—
pensable d’avoir toujours présent i la mémuoire le sens rigoureux
des termes techniques et d’dtre prét & chaque instant a « substi-
tuer la définition dala place du défini ». Clest la une régle des
plus importantes qui permet d'éviter bicn des erreurs graves. Il
ne faut pas se dissimuler cependant que certaines parties des
mathématiques, telles que la trigonométrie ou la géométrie des-
criptive, demandent un long apprentissage. On narrive que peu
& peu i se familiariser avee les nombreuses formules concernant
les lignes trigonomcdltrigques ou avec la représcntation des figures
de l'espace par leurs projections sur deux plans donnés.

D’autres questions sont plus compliquées, et 'on ne voit pas
au premicr abord quellc cst la marche a suivre. Bien que de tels
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en un point m de cote 5. On cherche de méme un second point
n de cote 6 de I'intersection, ce qui suffit & la déterminer.
Si les horizontales des deux plans sont presque paralltles,

pour avoir des constructions ne
sortant pas des limites de Iépure,
on a avantage & couper les deux
plans P et P’ par un troisi¢me P
arbitrairement choisi, que 1'on se
donne par deux horizontales. Le
point commun & son interseclion
avec P d’'une part et P’ d'autre
part donne un point de la droite
communc 4 P et P'.

Si les horizontales des deux plans sont paralléles, leur inter-

Fig. 201

les points de méme cote :

seclion est une horizontale ¢ per-
pendiculaire en projection sur les
lignes de plus grande pente A
el A’ des dex plans (fig. 201).
Pour obtenir cette droite, on re—
marque que les deux échelles de
pente sont, en projeclion, homo-
thétiques par rapport au point o,
que I'on détermine en joignant
ad', bl', cc', (248); on cn déduit

que d' passe par o, cc qui achtve

de la déterminer.

L’intersection d'une droite D {
et d’un plan P donné par son \<
échelle de peate A (fig. 202) se

construit d’aprés ce qui précede VAR e
: . / e
‘en faisant passer par la droite A~ -~

un plan auxiliaire quelconque

déterminé par exemple par les

Fig. 202

horizontales de cotes 2 et 3. Il coupe le plan P suivant la droite
mn. Le point p de cote 1,1 commun & cette droite et 4 D est

le point cherché.
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Cherchons comme application la distance du point a de cote
11,5 3 un plan P donné par son échelle de pente A (fig. 203).

La perpendiculaire D au plan donné issue de a, est en projection
1

horizontale paraliéle & A; son intervalle est ici ;5 = 0,75.
o L’intersection de cette droite D avec
,/‘/ [ .

\ %7 o leplan s'obtient en prenant comme

‘14, & ope o .
e . 1,/ plan auxiliaire passant par la droite
a0 N celui qui 'admet pour ligne de plus

n % " grande pente, plan dont I'int

K g pente, p nt l'intersec-

e . ’ .
i tion ¢ avec le plan P se détermine
Fig. 203 commme nous l'avons vu a l'aide du

point o de concours des droites joignant les points de méme
cote de D et A. L’intersection ¢' ainsi déterminée coupe D en m
de cote 10,5 qui est le pied de la perpendiculaire. La distance
cherchée est celle des deux points A et M c'est-d-dire ici :

ANI F] ‘//]{—_: 0’:52 - [1,5() == 1,2.
/

301. Géométrie descriptive. — En géométrie descriptive,
un point A de Tespace est représenlé par ses projections a el
@ sur un plan horizontal et un plan vertical fixes (195). Pour
éviter d’avoir deux dessins distincls,
on rabat le plan vertical V sur le plan

horizontal H, et Yon en déduit aisé- ) N
ment que la droite aa’, ou ligne de . \\_\
rappel, est perpendiculaire sur la ligne 7 '; =1
de terre xy intersection des deux plans ~ ¢ ! ] ¥
de projection (fig. 204). A s

Une droite D de I'espace a deux 'T\“\*"ﬁg—jﬂ‘-':
projections d et d'. Si l'une de ces \/\’
projections cst perpendiculaire & ay, il U

doit en &tre de méme pour l'autre et la
droite est dite alors de profil; c'est ce
qui a lieu pour la droite b'c’, be ( fig. 204); on détermine,
comme nous l'avons fait, une telle droile par deux points.

Une paralléle au plan horizontal, ou horizontale, a sa projec—-

Fig. 204
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tion verticale paralléle & xy. Une paralléle au plan vertical, ou
frontale, a sa projection horizontale paralléle & xy. Une per—
pendiculaire au plan horizontal, ou verticale, a pour projection
horizontale un point et une droite de bout, ou perpendiculaire
au plan vertical, a un point comme projection verticale.

Deux droites qui se coupent ont un point commun, c’est ce
qui a lieu ici pour les droites a'l’, ab et a'c’, ac. Elles déter-
minent un plan. 1l est facile de construire .
des horizontales de ce plan, telles quec'd'yed . . /‘
ou des frontales comme ¢'¢’, ce. O

Pour avoir la distance de deux poinls pro- & %" '
jetés en aa’, bb' (fig. 205), on remarque,
comme nous l'avons déja dit, que cette dis-
tance est I'hypoténuse d'un triangle rectan-
gle dont un coé est ab, autre élant la dil-
férence de cote b'f5 de b’ et de a’. On porte
donc [5 == ba et I'on obticnt ainsi en at’ la
distance des deux poinls ; on voit cn outre que b'af5 est I'angle
de la drotle avee le plan horizontal.

Plus généralement, prenons un plan défini par trois points
ad', bb', cc', (fig. 2006) et cherchons i le rabattre autour d'une
N horizontale, par exemple a'd’, ad, de
A

N

. (.-..-.._.____<-

Fig. 200

fagon & avoir en vraie grandeur les.
Jigures tracées dans le plan. Si nous
nous reportons aux constructions déja
faites dans le méme cas en géométrie
cotée, nous voyons que la perpendi-
culaire abaisséc de b’ sur I'horizon-
tale a'd’, ad est en projection horizon-
tale be perpendiculaire sur ad. On
porte sur eb une longueur eB, égale
a la distance des points E et B de I'es-
pace; B, est le rabattement de b. En pratique, on optre comme
il suit : on porte sur la perpendiculaire en b & be un segment
bb" égal a la différence de cote b3 de A ct de B. Le segment ¢b”
est alors égal 3 la distance BE et il suffit de prendre eB; = eb'.

Fig. 206
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Cette régle s’appelle parfois régle du triangle rectangle, car le
triangle U’eb cst rectangle en b; il a pour cOtés les distances
respectives de b et I’ & ad ct a’d. L’angle en ¢ de ce triangle est
'angle de BE avec le plan horizontal, c'est-i-dire Iahgle du
plan avec le plan horizontal (217).

Le rabattcment de I'angle ABD ayant lieu en aB.d, le point
C de BD viendra en C, au point de rencontre de dB, avec la
perpendiculaire & ad menée par c, et I'on a en vraie grandeur en.
aB,C; le triangle ABC.

Si un plan est de bout, c’est-d-dire perpendiculaire au plan
vertical, tous ses points sont projetés verticalement sur une
méme droite. Ceci a licu en particulier pour un plan horizontal.
Si un plan est verlical, ou en particulier de front, c'est-a-dire
paralléle au plan vertical, on a des résultats analoguecs.

302. — S8i deux droiles sont paralléles, il en est de méme de
leurs projections horizontales el de leurs projections verti-
cales (216).

Si deux plans sont paralléles, il en est de méme de leurs
horizontales et de leurs frontales.

Les démonstrations de ces deux propositions sont immédiates.
Leurs réciproques sont d'ailleurs exactes.

Si une droite est perpendiculaire & un plan, elle est en parti-
culicr perpendiculaire sur les horizontales du plan. Aussi sa
projection horizonlale est-elle perpendiculaire sur la projection
de méme nom des horizontales du plan (246); on a une pro-
priété analogue pour la projection verticale. On construit la
perpendiculaire @ un plan donné passant par un point donné
en menant par lo projection horizontale du point une perpendi-
culaire sur la projection correspondante d'une horizonlale dw
plan, et par sa projection verticale, une perpendiculaire sur la
projection correspondante d’une frontale du plan.

Pour obtenir le point commun @ une droite 39" el & un plan
défini par deux droites m'q', mq et m'm’, mm (fig. 207), on
remarque qu’il y a une droite du plan qui est projetée horizon-
talement suivant d'; c'est la droite définie par les deux points
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¢'q, n'n, dont les projections verticales se déduisent de ¢ et de n.
Tout point du plan dont la projection horizontale est sur ¢ a sa
projection verticale sur ¢'n’; en particulier le point cherché pp’
ayant sa projeclion verticale & la fois sur
g'n’ et sur ¢ est déterminé par cela méme.

La méme méthode permet d’obtenir
I'intersection de deua plans : on fait couper
le premier successivement par chacune S A
des droites définissant le second. ce qui Lo
donne deux points de I'intersection.

303. Cercle et sphére. — Un cercle
dans I'espace est déterminé par son plan,
son centre et son rayon. Les problémes consistant & trouver
I'intersection d'un tel cercle avec un plan ou une droile se ra-
meénent I'un & T'autre, car dans le premier cas on remplacera le
plan sécant par son interseclion avee le plan du cercle.

Soit donc & chercher I'intersection d’une droile A avec un
cercle de centre O, de rayon R el dont le plan est défini par la

droite A et le point O (fig. 208). La
G solution en géométric cotée élant ana-
logue & la solution en géométric des-
- criptive, nous nous bornerons a cette

; P dernitre. Pour nous ramener i 1'étude
de figures en vraies grandeurs, nous
allons fairec tourner le plan de la
droite &' et du point oo’ autour d'une
horizontale o'h’, oh de ce plan. Un
point quelconque mm’ de d'9" venant
ainsi en M,, celte droite vient en A, ;.
on peut alors construire le cercle I"
-de centre o et de rayon R donné, cer-
cle qui coupe cette droile en P, et (.
Ces points sont les rabattements de deux points pp’, q4' que
Yon obtient facilement et qui sont les points cherchés. Le pro-
bléme n’est pas d’ailleurs toujours possible.

" Fig. 207

Fig. 208
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On voit que ces constructions ne supposent pas que I'on con-
naisse les courbes projections horizontale ou verticale du cercle
de V'espace, courbes que I'on appelle des ellipses.

304. — Une sphére est délerminée par son centre oo’ et son
rayon R. En projection horizontale, les points situés sur la
sphére se projettent tous a l'intérieur du
cercle I' de centre o et de rayon R, cercle
que I'on appelle contour apparent horizontal
(fig. 209). Le lecteur démontrera aisément
que tous les points de la sphére projetés
horizontalement sur I' appartiennent au
grand cercle de la sphére situé dans le plan
horizontal du centre, grand cercle qui est
projeté verticalement suivant le segment a'd’,
C’est ainsi que m'm est un point de la

Fig. 209 sphére. On définit de méme le contour ap-
parent vertical T", projection du grand cercle de front de la
sphére ; n'n cst un point de ce contour apparent.

Les sections planes de la sphére sont des cercles (228) dont
la projection horizontale n’est un cercle que si le plan sécant est
- horizontal. Un tel plan de trace verticale I’ coupe la sphére sui-
vant un cercle H'H, dont la projection horizontale I a pour
centre o. Si 11’ passe par n’, le cercle II passe par n. De méme,
F'F est un cercle dans un plan de front.
~ Ceci permet d'obtenir la projection verticale ¢' d'un point O
de la sphére dont on donne la projection horizontale ¢ : on cons-
truit soit un cercle horizontal H'H, soit un cercle de front F'F
passant par le point cherché. Il y a, comme on le voit, deux
projections verticales ¢’ et ¢y répondant & la question.

Le plan tangent (230) en un point g¢’ de la sphére est le plan

perpendiculaire en ce point au rayon o'q’, oq.

305. — Par analogie avec ce qui se passe pour la sphére ter-
restre, on désigne souvent par équateur/le grand cercle I' de con-
tour apparent horizontal, par paralléles les cercles horizontaux,
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par péles les deux points p’p et p'ip, (228). Il résulte de ce qui
précéde que les points de la sphére situds au-dessus et au-dessous
du plan équatorial, mais symétriques par rapport i ce plan (320),
ont deux 3 deux mémes projections horizontales. Il faut re-
marquer en outre que les figures tracées sur la sphére au voisi-
nage d'un pole, sont projetées horizontalement sensiblement en
vraie grandeur, tandis que les figures tracées prés de |'équa-
teur sont déformées et réduites. On voit que, par exemple, tous
les points de la zone comprise entre @'’ et le plan horizontal 11,
dont la hauteur cst supérieure & la moitié du rayon, sont pro-
Jjetés horizontalement a l'intéricur d'une couronne comprise
entre les cercles 1 et H, couronne dont I'épaisseur n'est qu’un
cinqui¢me environ du rayon de I'. Ces remarques servent pour
la construction des cartes géographiques.

306. — Pour construire le centre et le rayon du cercle de
section plane d'une sphére donnée, on abaisse du centre de la
sphére une perpendiculaire sur le plan sécant, ce qui donne le
centre du cercle de section (228). 1l suflit ensuite de connaitre
un point de ce cercle pour en déduire son rayon. Ici (fiy. 210),
nous avons pris un plan sécant P délini
par une horizontale a'k’', ah et une
frontale a'f', af. La perpendiculaire
ahaissée du centre 0o’ de la sphtre a,
comme on le sait, sa projection hori-
zontale perpendiculaire & ah et sa pro-
Jection verticale perpendiculaire & a'f";
son intersection avec le plan P donne
®'w comme centre du cercle de scction.
Pour avoir un poiat quelconque de ce
cercle de seclion, coupons la sphére ey
et le plan sécant par un plan horizon-
tal quelconque, par exemple par le
plan H' qui passe par /e ; il coupe en projection horizontale
le plan sécant suivant H et la sphére suivant le cercle I'; on en
déduit que mm'’ est un point du cercle et par suite que wm est

Fig. 210
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la vraie grandeur du rayon. Il peut d'ailleurs arriver que le
cercle de scction n'existe pas,”si lle plan sécant est trop loin du
centre de la sphére.

Le probléme consistant & chercher les points communs & une
droite el ¢ une sphére se raméne immédiatement au précédent.
Prenons par exemple une]sphére de centre 00’ ( fig. 211) et une
droite ¢4 On fait passer par la droite un
planauxiliaire qui est, en général, le plan
vertical ¢ qui la contient. Le centre o'’
du cercle de section de la sphére par ce
plan cst au point de rencontre de ce plan
avec I'horizonlale o'e)’, 0w de 0o’. Quant
au rayon, on voit qu'il est égal & wm,
car mm’' est un point qu cercle de sec-
tion. Pour trouver les poinls communs
4 Jdd" el & ce cercle, rabattons lc plan ver-
tical & autour dec I'horizontale &y'm, wm
de ce plan. Le cercle rabattu se trace

Fig. 211 immdédialement; son cenlre est ¢ et son
rayon wm. La droite 00" a en pp’ un point qui ne change pas
dans lc rabattement ; on en rabat un autre point quelconque g¢’,
en élevant en ¢ une perpendiculaire & pg sur laquelle on porte
¢Qu == ¢'z. La droile 09" est ainsi rabattue en A, qui coupe le
cercle rabattu en deux points Ay, B, dont le relévement donne
en aa', bl' les points cherchés. Ils n’exislent pas d'ailleurs tou-
jours, la distance de la droite au centre de la sphére pouvant
étre supdrieure au rayon de la sphére.

Exercices. — N> 269, 280, 316, 323, 324, 329, 330, 427, 428,
429, 430, 431, 432, 433, 434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 441,
442, 443, 444, 445, 446, 447, 448, 450, 452, 462, 464, 465,466,

467, 469.



CHAPITRE VIII

METHODES EN GEOMETRIE

307. Le raisonnement en Mathématiques. — Les appli--
cations des théories générales des mathématiques A la résolution
des problémes d’algébre, de géométric, de mécanique, ... sont
de natures trés différentes. Les unes, et c'est le plus grand nom-
bre, ne demandent aucun cffort d'invention. Elles supposent
simplement que I'on s’est bien assimilé le langage mathéma-
tique et que I'on connait les propriéiés classiques concernant la
question a étudier. Il suflit d’en faire unc application correcte
aux données du probléme. De ce genre sont I'extraction d'une
racine carré, la recherche de la dérivée d'une fonclion donnée,..
Le seul écueil & éviter dans cette catégorie de problémes, c’est
une erreur d’interprétation sur les mots employés. 11 est indis-
pensable d’avoir toujours présent 4 lamémoire le sens rigoureux
des termes techniques et d’étre prét & chaque instant & « substi-
tuer la définition a la place du défini ». C'est la une régle des
plus importantes qui permet d’éviter bicn des erreurs graves. Il
ne faut pas se dissimuler cependant que cerlaines parlies des
mathémaliques, telles quc la trigonométrie ou la géométrie des-
criptive, demandent un long apprentissage. On n’arrive que peu
A peu A se familiariser avec les nombreuses formules concernant
les lignes trigonométriques ou avec la représentation des figures
de I'espace par leurs projections sur deux plans donnés.

D’autres questions sont plus compliquées, et I'on ne voit pas
au premier abord quelle est la marche & suivre. Bien que de tels
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cas puissent se présenter dans toules les branches des mathéma-
tiques ¢lémentaires, c’est principalement en géométrie qu’on en
trouve des exemples; aussi est-ce ici que nous allons indiquer
quelques régles utiles. Le lecteur fera sans peine dans ce qui suit
la part des raisonnements généraux ct de ceux qui concernent
plus particuliérement la géométrie.

308. — La solution de tout probléme comporte une suite de
raisonnements logiques permettant de passer de Phypothése ala
conclusion. L’énoncé suppose que les données présentent cer—
laines particularités desquelles découlent des propriétés connues
qui forment Uhypothése. Les propriétés nouvelles que 'on veut
en déduire forment la conclusion. Si l'on étudie les raisonne—
ments constiluant la solution, on y verra en général que V'hypo-
thése primitive a été remplacée par une nouvelle hypothése
équivalente A la premiére, mais plus avantageuse pour la ques—
tion considérée ; celle seconde hypothése est souvent remplacée

4 son lour par une troisitme el ainsi de

Py suite jusqu'a ce que l'on aboutissc & une

s derniére hypothése qui soit identique & la
..(-m -+s conclusion. Ce mode de raisonnement est
\\ appelé parfois raisonnement analylique.
\/ Parfois aussi, on considére I’avant-dernicre

Fig. 212 " hypothése comme étant une nouvelle con—

clusion que 'on substitue a celle qui est
proposée, et ainsi de suite en remonlant jusqu’au point de dé-
part ; on fait alors un raisonnement synthélique.

Reprenons par exemple la démonstration de V’égalité de deux
triangles dont les trois cOtés sont égaux (198) ( fig. 212). On
peut ici dreaser immédiatement la liste des diverses hypothéses :

I. Les deux triangles considérés ont trois cOtés égaux.
Il. Le triangle ABC et le second triangle, placé en ABC,,
donnent : AB commun; AC = AC;; BC = B(G;.
III. ACC, et BCC, sont isoctles.
IV. La perpendiculaire au milien de CC, passe en A; la
méme perpendiculaire passc en B.
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V. Le triangle ABC, est symétrique de ABC par rapport
a AB.
VI. Les deux triangles ABC et ABC, sont égaux et l'on a les
angles égaux : ACB =AC,B; CAB=C,AB; CBA=
GiBA.
VII. Les deux triangles proposés sont égaux et ont tous leurs
éléments égaux.’
L’énoncé équivaut & 'hypothése I, et la conclusion & I'hypo—
thése VII.

Ces remarques, quoique fort simples, sont essentielles,car elles.
indiquent & quoi I'on reconnait qu'une solution est rigoureuse,
mais elles sont incomplétes, car elles ne montrent pas comment
on peut obtenir de telles solutions. Bien qu'il soit difficile ici de-
préciser, nous allons donner quelques conseils uliles en pra-

tique.

309. Résolution des problémes de géométrie. — Le pre-
mier travail de recherche consiste a remplacer [hypolhése
donnée par une hypothése équivalenie. S'il est tres facile de
trouver de telles substitutions, il est plus délicat de choisir entre-
elles. Les remarques qui suivent éviteront parfois de longs titon~
nements.

Ne pas perdre de vue la conclusion. L’énoncé et la conclusion
contiennent presque toujours des éléments dissemblables; on
essaie d’introduire dans la nouvelle hypothése une partic des
éléments qui doivent se trouver dans la conclusion. 1l faut, par
contre, élre trés prudent pour l'introduction d’éléments nou-
veaux : dans les cas simples, la solution peut s’expliquer sur une
figure contenant uniquement les données et les résultats. §'il
s’agit d'une propriété du cercle inscrit ou des bissectrices d'un
triangle, onn’introduira les hauteurs ou les médianes que si 'on
a des raisons trés sérieuses de le faire.

Une certaine habitude des problémes de géométrie guide trés
souvent les chercheurs ; I'idée de cercle inscrit entraine celle de
bissectrices (206, 228); les triangles semblables font songer
aux angles égaux (248); la tangente a un cercle est une perpen-
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diculaire au rayon (229). Il en est de méme pour bien d’autres
idées qui en quelque sorle vont deux par deux : triangle vec-
tangle et théortme de Pythagore (251) ; points communs a deux
cercles el axe radical (254); ctc... Il arrive parfois d’ailletirs
que ces associalions d'idées, ces suggestions qui s'imposent avec
force & I'esprit du mathémalicien sont nuisibles et font perdre
un temps assez long, mais c’est relativement rare.

Lorsqu’on se trouve arrété dans ces substitutions d’hypo-
theses & des hypothéses équivalentes, ou lorsqu’on a peur de
trop s’écarter de la question, on part de la conclusion que I'on
remplace par - une conclusion équivalente, cn se laissant guider
par l'idée des derniéres hypothéses obtenues, et ainsi de suite
jusqu’d ce que l'on puisse enfin souder les deux chaines du rai-
sonnement.

310.— Bien d’autres guides peuvent orienter les recherches.
('est ainsi qu'une figure bien faite suggére des propriétés que
I'on peut essayer de vérilier; un triangle de la figurc semble
¢lre isoctle, un autlre parait rectangle, trois droiles ont l'air
d'étre concourantes, ... Il n’est pas d’ailleurs indispensable de
faire les figures & la régle et au compas, un tracé [ait un peu
soigneusement & la main sur du papier ordinaire on quadrillé
esl Jargement suffisant.

Dans les questions difficiles, il est souvent commode de tracer
un grand nombre de figures qui s’enchainent en quelque sorte,
chacune conlenant quelques traits de la précédente avec des
traits nouveaux.

Signalons encore I'cxamen des cas particuliers : lorsqu’on se
demande si une propriété qui semble exacte I’est véritablement,
on peut reprendre I'énoncé en se plagant dans un cas trés simple
ou il soit facile de traiter la question. $'il s’agit de triangles, on
prendra des triangles équilatéraux ou rectangles; s'il s’agit d’un
quadrilalére, on prendra un carré; s'il s’agit d’une corde d'un
cercle, on prendra une tangente ou un diamétre... Si la pro-
priété envisagée est exacte dans ce cas particulier, il n’est pas
certain pour cela qu'elle soit vraie dans le cas général ; on a
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simplement une présomption de plus en sa faveur. Mais si elle
ne se trouve pas vérifiée, c’est qu’elle est fausse et1'on sait qu'il
faut orienter ses recherches dans un autre sens. La méme
remarque s'applique aussi en algébre ou I'on donne aux coeffi-
cients des valeurs numériques simples.

Il est certain que l'usage permet seul de résoudre rapidement
les problemes de mathématiques, mais, néanmoins, la facilité
avec laquelle quelques personnes traitent ces questions provient
cen partie de la grande habilude u’elles ont d’appliquer les régles
qui précédent, de facon d’ailleurs plus ou moins consciente et
plus ou moins systématique.

311, — Lorsque cette premiére partie du travail de recherche
est terminée, il est rare, saul pour des problémes simples,
que la solution obtenue soit a conserver. Il faudrait revoir en
détail les raisonnements, pour étre certain que les diverses
hypothéses considérées sont rigoureusement équivaleriles, pour
les préciser, pourdiscuter, s’ilya lieu, dans quel cason peut les
conserver, dans quel cas il faut les modifier. Mais souvent ce
n'est pas ainsi que I'on proctde. Le travail déji fait sert uni-
quement & fournir des matériaux. Les diverses propriélés ob—
tenues sont d'importance visiblement inégale ; cerlaines sont
accessoires et I'on cherche a les faire disparaitre par de légéres
modifications de la marche suivie; d’autres, au contraire, sont
fondamentales dans I'étude de la question considérée; ce sont
.elles qui forment le fond méme de la démonstration, qui donnent
les points d’appui indispensables pour passer de I'hypothése
primitive & la conclusion. Tout l'effort doit alors consister &
démontrer le plus rapidement possible ces propriétés pour en
déduire de méme la conclusion par des raisonnements aussi
:simples que possible. Tl n’est pas rare d’arriver ainsi & une so-
lution complétement diftérente de la premitére, et n’ayant en
commun avec elle que I’énoncé de deux ou trois propriétés fon-
-damentales qui se trouveraient dans toules les solutions pos-
sibles. Le seul avantage de la premiére recherche a été simple-
mment de mettre en lumiére leur existence,

A. Saimte-Lagué a5
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Ce n'est guére qu’alors qu'on peut faire une discussion
rapide, généraliser I'énoncé s'il y a lieu, voir quelles sont les
‘modifications de ’énoncé qui ont une répercussion sur la con-
clusion, en un mot, ce n'est qu’alors que 'on a vraiment cém-
pris la question.

312. Lieux géométriques. — Le plus souvent la résolution
d’'un probléme dépend de la position d'un point que I'on de-
mande de déterminer. C'est ce qui a lieu plus particuli¢rement
dans les problémes de construction ('), o I'on demande de
placer soit des points, soil des droites, soit des cercles, ce qui
se ramdne loujours A placer un ou plusieurs points. On emploic
presque toujours dans ce cas la méthode suivante dite méthode
des lieux géométriques.

Sil’'on supprime une des données, le point cherché n’est plus
complétement déterminé et doit en général se trouver sur une
certaine courbe qui est un lieu géométrique de ce point (208).
On recommence en supprimant une autre donnée & la place de
la premitre, ce qui donne un nouveau lieu. Le point cherché
est commun & ces ‘deux lieux. En pratique, on choisit dans
I'énoncé les données & supprimer de facon que les lieux obtenus
soient aussi simples que possible. :

Plus généralement, pour construire une figure quelconque, il
peut &tre avantageux de faire abstraction d’une partie des con-
ditions imposées et de construire unc figure partiellement indé-
terminde, en sc fixant arbitrairement certains dléments. Nous
nous hornerons & signaler ici cette idée, dont le lecteur trouvera
des applications évidentes dans les exercices qui terminent les
paragraphes 324 et 322.

343. — La méthode des lieux géométriques a été appliquée
fréquemment dans le chapitre VI. C’est ainsi que, pour cons—

(') Pour I'étude détaillée de parcils problémes, nous renvoyons le lecteur
2 Touvrage classique de J. Petersen : Méthodes el théories pour la résolu~
tion des probleémes de constructions géomélrigues.
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truire un cercle de.rayon donné passant:par deux.points donnés,
:ou passant par un point donné et tangent & une droite donnée,
etc..., nous avons cherché chaque fois deux lieux treonu,tnques
du centre de ce cercle (288).

Prenons encore le probléme suivant : mener par un point P
(fig. 213) une sécante AB, telle que les deux points A et B ol
elle coupe deux paralltles données xx et yy soient équidistants
d’un point O donné.

Construisons le milieu M de AB. Supprimons d’abord la con-
dition OA = OB. Le lieu du milicu de AB, sécante limitée aux
paralltles xx el yy est une paralléle =z

a ces deux droites (224). Rétablissons 0
maintenant la condition OA = OB, = A/\l <

mais supprimons les conditions que A =
ct B soient sur les parall¢les donndes. 7 ;\ ;
En remarquant que, dans le lriangle
isoctle OAB (297), I'angle OMD est
droit, on voit que le lieu du milieu de AB est le cercle de dia—
métre PO (235). Denc, le point M cherché est commun & ce
cercle et & zz. Il y a deux solutions dans le cas de la figure;
il n’y en a aucune si le cercle de diamétre OP ne coupe pas zz.

Fig. 213

314. — Voici la liste des principaux lieux géométriques que
I'on utilise en géométrie plane. La plupart d'entre eux ont été
obtenus dans les divers chapitres qui précédent. Pour les:autres,
le lecteur établira sans peine l'exactitude des énoncés gui
suivent.

Nous donnerons d’abord les lieux qui sont des droites.

1. Le lieu géométrique des points situés & une dislance donnée
d’une droile donnée est formé.de deux paralléles a celte droite
(@24). — -Le lien géomélrique -des centres des cercles de rayon
donné tangents a une droite donnde est formé de deux paralléles
a cette droite. — Le lieu gdométrique des sommels des triangles
de base donnée el daire constante est formé de deux paralléles
a la base fixe (267).

2. Le lieu géoméirique des-points.dquidistants de deux points
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donnés est une perpendiculaire au milien du segment qui les joint
(208). — Le lieu géométrique des centres des cercles passant par
deuzx points donnés est la perpendiculaire au milieu du segment
qui les joini (232).

3. Le licu géomélrique des points dont la dtﬂ'erence des carrés
des distances & deux: points fixes est consiante est une perpendi-
culuire au seqment qui joint ces deux points (252).

4. Le licu géométrique des points équidistants de deux droites
concouranles esl formé des- bissectrices de I'angle de ces drotles
(208). — Le lieu géométrique des points équidisiants de deux
droites paralléles est formé d'une paralléle & ces droiles (224). —
Le lieu géomélrique des cenlres des cercles tangenis & deux
droiles concouranles ou paralléles est formé des bissectrices de
leur angle ou d’une paralldle ¢ ces droites suivant le cas.

5. Le lieu géométrique des poinls dont le rapport des distances
a deux droites concouranies est conslanl est formé de deux
droites passant par le point de rencontre des premidres. — Le
licu géomélrique des points dont le rapport des distances a deux
paralléles est constant est formé de denx paralléles aux premidres.

6. Le lieu gdométrique des points dont la somme, ou la diffé-
rence, des dislances & deux droiles concourantes est constante est
formé de segments de droites paralléles aux bissectrices de I'an-
gle des droites.

7. Le lieu géométrique des points homothéliques duns le rap-
port k des points d'une droile est une droite paralléle a la pre-
miére (245).

8. Le lieu géomélrique du conjugué harmonique d’un point
Sixe par rapport aux points de renconlire avec un cercle d'une
sécante passant par ce point fixe est une droile qui est la polaire
du point, ou un seqgment de cette droite (256).

9. Le lieu géométrique des milieux des cordes d’un cercle pa-
ralléles & une direction donnée est le diamétre perpendiculaire a
cetle direction (226).

10. Le licu géométrique des points ayant méme puissance par
rapport & deux cercles donnés est une per, pcna’zculaue a la ligne
des centres, ou axe radical (253).
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Pour les lieux géométriques qui suivent on trouve des cercles :

1. Le licu géométrique des points silués a une dislance donnée
d’un point donné cst un cercle ayant ce point pour cenlre.

2. Le licu gdométrique des points ayanl une puissance donnée
par rapport & un cercle donné est un cercle concentrique au pre-
mier. — Le lieu géométrique des points ot I'on voil un cercle
donné sous un angle donné est un cercle concentrique au premier.
— Le lieu géométrique des milieux des cordes d'un cercle de
lonqueur donnde est un cercle concentrique au premier (227).

3. Le licu géomélrique des centres des cercles de rayon donné
tangents a un cercle donné est formé de deux cercles concen—
triques au premicr. — Le liew géomélrique des centres des cercles
de rayon donné inlerceptant sur un cercle donné un arc de lon-
gueur donnée esl formé de deux cercles concentriques au pre-
mier.

4. Le licu géométrique des milieux des cordes d’un cercle pas-
sant par un poinl donné est le cercle ayant pour diamétre le
segment qui joint ce point au centre, ou un arc de ce cercle.

5. Le licu géométrique des points dont le rapport des distances
a deux poinls fixes esl conslant est un cercle ayanl son cenlre sur
la droite qui joinl les deux points (244).

6. Le liew géométrique des points donl la somme des carrés
des distances a deux poinls fixes esl constanle est un cercle ayant
pour cenltre le milieu du segment qui joinl les deuzx poinls (252).

7. Le lieu géomélrique des points d'ott lon voil un segment
donné sous un angle donné est formé de deux arcs de cercle
limités aux deux poinis et symélriques par rapport au seqmenl
qui les joint (235).

8. Le licu géométrigue des poinls homothéliques des points
d'un cercle dans le rapport k esi un cercle de rayon k fois plus
grand (246).

318. — Les remarques qui précédent, relalives aux lieux
géométriques, concernent plus particuli¢rement la géométrie
plane; leur extension. aux figures de l'espace est immédiate.
11 y a cependant une légére différence, comme nous allons le
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montrer, en reprenant, sous la nouvelle forme qui suit, un pro-
bléme déja traité (313) .

Soit & mener par un point P (fig. 214) une sécante telle que
les deux points A et B ou elle coupe
deux plans paralltles xx et yy soient
équidistants d’'un point O donné.

Les deux lieux du milien M de AB
deviennent ici le plan zz paralléle aux
i deux premiers et équidistants de ces

Fig. a1l plans (224) et la sphére de diamétre
OP. Tous les points du cercle I' d'intersection de cette sphére
et du plan zz répondent & la question et les droites correspon-
dantes PM sont en nombre infini.

On peut se ramener au cas olt le point M est bien délerminé
en ajoulant une nouvelle condition a I'énoncé. Supposons par
exemple que la sécante AB doive étre paralléle & un plan donné;
on en déduil que APB est dans un plan connu et par suite que
M cst & I'intersection de I' avec ce plan, ce qui donne en géné-
ral deux positions pour M et deux sécantes correspondantes.

Nous ne donnons pas ici de licux géométriques de points.de

I'espace, car il sullit dans la plupart des cas de modifier légére-
ment les énoncés correspondants pour le plan. Il faut cepen-
danl remarquer que, souvent, chaque énoncé pour le plan cor-
respond a deux énoncés pour I'espace, I'un donnant un plan
(ou une sphere) et 'autre une droite (on un cercle). Cest ainsi
que le lieu des points du plan équidistants de deux points
donnés (206) devienl :

1° Le licu géométrique des points de l'espace équidislants de
deux points donnés est un plan perpendiculaire au milieu de la
droite qui les joint.

2° Le licu géoméltrique des points de I'espace équidistants de
trois points donnés est une droite perpendiculaire au plan qui
contient les trois points.

318. Méthodes de transformation. — Outre la méthode:
des licux géométriques dont nous venons de parler et qui est la
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plus employée en géométrie élémentaire, nous citerons encore.
les méthodes de transformation.

Considérons une figure (I) formée d'éléments géométriques
quelconques : points, droites, cercles,... et faisons correspondre
4 (F) une nouvelle figure (F’) de telle facon que chacun des
éléments de la premiére corresponde & un élément bien défini
de la seconde el réciproquement. Nous nous bornerons d’ailleurs
uniquement aux transformations qui font correspondre respec-
tivement & un point, une droile, un cercle, ctc... de (F),
un point, une droite, un cgrcle, etc... de (I). A toule propriété
de I'une des figures correspond une propriété de l'autre et si
{'on dtudie une fois pour toutes une telle correspondance, on
pourra, dans chaque cas particulicr, dresser la liste des pro-
priéiés de (F') d’aprés celle des propriéiés de (I'). De méme,
pour établir une relation entre les éléments d'un cerlaine
figure (I), il sera parfois avantageux de chercher quelle est la
relation correspondante cntre les éléments de ().

Cc procédé est un des plus féconds que I'on connaisse en
géométrie, mais son emploi csl surtout fréquent pour des mé-
thodes de translormation qui sortent de notre cadre : perspective,
dnversion, polaires réciproques, etc... Les (ransformations que
nous allons étudier nous serviront surtout a grouper dans une
méme figure les éléments qu’il est intéressant de rapprocher en
Jaissant certains d’entre cux fixes et en modifiant les autres par
Pemploi d'une de ces transformations. Le lecteur s’en rendra,
compte par la considération attenlive des applications qui
suivent I'étude de chacune de ces méthodes de transformation.

317. Translation et rotation. — La (ranslation remplace,
.comme nous le savons (243), tous les points A, B, C... d'une
figure par de nouveaux points A', B, C',... tels que les segments
AA’, BB, CC'... soient paralléles, égaux et de méme sens. IL
en résulte que toule droite AB est remplacée par une paralléle.
A'B', tout plan ABC par un plan paralléle A'B'C’, tout angle.
BAC par un angle ¢gal B'A’'C’; il en est de méme pour tout
aungle diédre ou polyédre. Un cercle ou une sphére donnent un.
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cercle ou une sphére de méme rayon. Plus généralement, une
figure quelconque subit un simple déplacement dans l’espace
et reste superposable & elle-méme. Celte méthode nous a servi a
plusicurs reprises; par exemple pour établir que deux sections
d'une surface prismatique par des plans paralléles sont
égales (222).

La translation appliquée & une partie seulement d'une figure
donnée permet de juxtaposer certains éléments de fagon simple.
Démontrons, par exemple, que si un trapéze ABCD (fig. 215}

a deux cdtés AB et CD rectangulaires,
—— la demi-diflérence des bases AD et BC.

/ W est égale A la distance MN des milicux

de ces bases. Déplagons par transla-

Fig. 213 tion AB d’unc part jusqu'en EC ct MN
d’autre part jusqu'en PC. On voit d'aprés I'hypothése que le
triangle ECD est rectangle en G, et admel comme mdédiane
PC = MN. On en déduit (224):2.CGP = ED ou encore :
2.MN = AD — BC.

De méme, dans un quadrilatére quelconque ABCD ( fig. 216),
on peut amener par translation deux cités consécutifs AD et
DC cn EB et BY'. On voit aisément que la
figure AEI'C cst un parallélogramme dont
les cOtés sont deux & deux paraliéles et
égaux aux diagonales du quadrilatére ; les
quatre droites joignant B aux sommets du
parallélogramme sont paralltles et égales
aux cOtés du quadrilatere, I'aire du parallélogramme est le
double de celle du quadrilatére (268), ctc.

318. — La translation n'altére pas, comme nous I'avons vu,
la grandeur des divers éléments d’une figure; il en est de méme
de la rotation autour d’un axe Oz (196). Un point A décrit un
arc de cercle d’axe Oz et vient ainsi en \’. L’angle dont a
tourné A a la méme grandeur ¢ et le méme sens pour tous les
points de I'espace. Un segment AB devient un segment égalk
A'B’; un angle BAC donne un angle égal B'A'CY.....
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On se borne parfois & considérer des points dans un méme
plan perpendiculaire 4 1’axe en un point O, que I'on appelle
alors centre de rotation (496). Il est alors intéressant de remar -
quer que, si aprés une rotation d'angle o une droile A du plan
vient en A’, I'angle de ces deux droites est précisément ¢, comme
on le verra en considérant les paralléles passant par O. De plus,
pendant la rotation, A est & une distance constante de 1’origine
et par suite reste tangente & un cercle de ccntre O.

Nous nous sommes déja servis de la notion de rotation pour
I'étudede diverses propriétés du cercle et de la sphére (227, 228).
Donnons encore une application simple.

Constraisons sur les cOtés AB et AC d’un triangle ABC deux
triangles équilatéraux ABB', ACC’ (fig. 217). Le triangle AB'G
venant en ABC’ aprés une rolation de Go°
autour de A, on en conclut que B'C = BC' ,
et que les deux droites B'C ¢t BC' se coupent
en M sous l'angle de 60°. On pourrait en
déduire diverses autres propriétés. Clest
ainsi que M est A la fois sur les cercles cir- Fig. 217
conscrits aux triangles AB'B et AC'C (235), que dé ce point M
on voit AB, AC, BC sous le méme angle, ctc.

319. Symétries. — Un cas trés important de la rotation
est, comme nous l'avons vu, la symétrie par rapport & un axe
(196), I'angle o de la rotation autour de cet axe étant ici égal &
deux angles droits. L'axe de symétrie est perpendiculaire aux
milicux de tous les segments joignant deux points symétriques.
Si la figure (I') est contenue dans un plan P passant par l'axe,
la figure symétrique (F') est aussi dans ce plan. Aussi considére-
t-on parfois une telle symétric en géométrie planc; on lui donne
le nom de retournement.

Le cas particulier du centre de rotation permet de définir la
- symétrie par rapport & un point, dans le cas des figures planes
(496), ou méme par extension dans le cas de points quelconques
de I'espace. Deux points M et M’ sont dits symétriques par
rapport a un centre O lorsque leur milieu est ce point O. Une
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telle symétne est complétement distincte de la symétrie par
rapport 4 un axe, bien qu’elles aient en commun un cas pacti-
<culier.

La symétrie par rapport & un centre nous a servi en parlicu~
lier dans la construction des triédres symétriques (201). Cet
cxemple nous montre, sans qu’il soit utile d'insister davantage,
une différence fondamentale entre cette transformation et celles
qui précident : les éléments des deux figures gardent la méme
.grandeur, mais les ﬁgures ne sont pas superposables, & moins
cependant qu’il ne s’agisse de figures situées dans un plan con-
tenant le centre de symélrie, car alors on peut se ramener i une
volation. Remarquons qu'une telle symétrie remplace toujours
une droite par une paralléle.

Si, par exemple, nous considérons les lettres de 'alphabet,
nous voyons que les majuscules présentent presque toutes, au
moins approximalivement, une cerlaine symélrie et peuvent a
<e point de vue se ranger en cinq catégories :

Un centre et deux axes de symétries : HIOZX
Un axe horizontal : B CDEK
Un axe vertical : A MT UVWY
Un centre de symétric : N s z
Pas de symétrie : F G JLPAGQR

320. — Enfin, on peut définir la symétrie par rapport a un
plan (fig. 218). Deux points A et \' sont dits symétriques par
rapport & un plan P, si ce plan est per-

> pendiculaire au milieu du segment qui
les joint. 1l est inutile d’étudier en détail
les propriétés de cette symétrie, car elle
se raméne aux deux précédentes. Pre-
nons, cn ellet, dans le plan P un pointO
arbitraire et la perpendiculaire Oz & P
en ce point. Dans le plan de AA’ et de Oz, on verra aisément
que le syméirique A, de A par rapportd Oz admet lui-méme
comme symétrique par rapport & O le point A’. Si I'on se donne

Fig. 218
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une figure (F) quelconque, on pourra donc étudier la figure (F))
symétrique par rapport i I'axe Oz, puis la figure (I') symé-
trique de (F,) par rapport & O. Il en résulte en particulier que
deux figures (F) et (F') symétriques par rapport & un plan,
tout comme deux figures symétriques par rapport d un point,
ne sont pas superposables en général. :

Un objet et son image dans un miroir plan sont symétriques
par rapport au plan de ce miroir. Le corps de I'homme ou des
animaux a trés sensiblement un plan de symétrie ; c’est pour
cela que les deux mains de 'homme ne sonl pas idenliques,
quoiqu’elles aient les mémes dimensions ; par exemple, le gant
de la main droite ne peut pas servir pour la main gauche.

324. — Voici quelques applications des diverses symétries.
itanl donnés une droile A et un segment
AB (fig. 219), cherchons un point M de A tel :
que la différence des angles BMD et AMD soit
égale A un angle o donné a l'avance. '3:_{ i__]‘,
Prenons le symétrique G de B par rapport
4 A. D’aprés I'hypothise, on a :

a = BMD — AMD = CMD — AMD = CMA.

Fig. 219
8 g

Le point M sera donc donné par linterseclion de A avec 'un
des arcs de cercle lieux des points d'ott 'on voit AC sous
I'angle . (235). Nous ne ferons pas la discussion. Le méme rai-
sonnement permetlra en particulier de construire un triangle
ABM connaissant la base AB et la bissectrice A de I'angle en M.
‘Soit encore A& construire un trapéze rectangle ABDCG
{/ig. 220) connaissant les longueurs des deux cdtés non paral-
léles AB et CD et sachant de plus que CD est vu du milieu O
de AB sous un angle droit. Parmi les diverses méthodes qui
peuvent étre employées, en voici une basée sur la symétrie.
Placons d’abord AB de facon arbitraire ; les sommets incon—
nus C et D sont sur les perpendiculaires xx et yy & ABen A
et:B, Le symétrique E de G par rapport & O est sur yy et de
plus le triangle CED est isoctle; on est ramené & trouver un
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segment ED de yy ayant une longueur connue: ED = CD et
vu de O sous un angle droit. On achéve la construction & l'aide
d’une translation : prenons une demi-circonférence dont le dia-
métre C'D’, égal & ED et par suite & CD, est pris arbitrairement
sur yy. La paralltle =z menéz par O & ax le coupe en O’ et O’y

v v i,

Fig. 220

Le triangle rectangle C'O'D’ (235) ramené en EOD par une-
translation paralléle & xx nous donne en ABDG le trapize
cherché. Le second point O’y donne de méme le' triangle-
O',G'D’ et par suite le trapéze ABD,C;, dailleurs symélrique
‘de ABCD par rapport & zz. Le probléme n’est possible que si
AB est inférieur a GD.

322. Homothétie et similitude. — Les transformations.
qui précédent respectent les grandeurs des éléments : distances.
ct angles. 1l n’en est pas de méme de I'homothétic (245), ou de-
la similitude (248), qui conservent seulement les valeurs des.
angles, ce que l'on traduit parfois de fagon d’ailleurs peu précise
en disant que dewx figures homothétiques semblables ont la méme-
Jorme, mais non la méme grandeur.

Signalons I théortme suivant qui permet de déduire du lieu
géométrique (C) d'un point \ une courbe semblable (C') lieu
géométrique d'un point A’.

Si un triangle OAN' constamment semblable @ un triangle:
Jixe a un sommet fixe O, le liew géométrique (C') du sommet A’
est semblable au lieu (C) du sommet A. Nous laissons au lecteur
le soin de vérifier que les deux courbes (C) et (C') se déduisent
I'une de I'autre par une rotation de centre O, suivie d’une:
homothétie de méme centre.



METHODES EN GEOMETRIE 397

Les applications de 'homothétie ou dela similitude a la réso-
dution des probltmes sont trés nombreuses; nous nous borne-
rons A citer deux exemples classiques.

Prenons deux cercles C et C' se coupant en A et B (fig. 221).
A chaque sécante PP’ passant par B

P
correspond un triangle APP’ qui :
varie avec la sécante considérée. Le
lieu du centre de gravité G d'un tel
triangle est un cercle passant par A.
Soit en effet M le milien de PP'.
Le triangle APP’ reste semblable a Fig. am
lui-méme, quelle que soit la position de la sécante PBP', puis-.
que les angles en P et P’ ne changent pas de valeur (235). Le
triangle APP’ étant constamment semblable i lul-méme, il en
est de méme du triangle AMP formé par la médiane AM. On en
déduit que I'angle AMB a une grandeur conslante el par suite
que M décrit un arc de cercle passant par A et B. On verra de
facon plus précise que tout le cercle AMB fait partie du lieu.
Le licu de G est homothétique par rapport & \ du licu de M

dans le rapport : (224) ; c'est donc une circonférence passant

par A. On établit de fagon analogue que I'orthocentre, le centre
du cercle circonscrit, etc... de ce triangle décrivent des cercles
passant par A.
Comme seconde application, proposons-nous de conslruire
un carré inscrit dans un triangle donné ABG (fiy. 222) et
A ayant un de ses colés sur BC.
Négligeons pour le moment une
des conditions auxquelles est as-

sujetti ce carré, et construisons

- -~ un carré tel que pgmn inscrit
e simplement dans I'angle ABC, ce
8 W "¢ qui se fait en partant d'une
Fig. 221 perpendiculaire quelconque gm

a BC. Tous les carrés inscrits dans le méme angle sont homo-
thétiques les uns des autres par rapporta B; le lieu géomé-
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trique deleur sommet p est la droite Bp qui coupe AC en P.
Le carré homothétique de pgmn par rapportd B dans le rap-

port g—}: répond a la question.

On construirait par des procédés analogues une demi-circon-
férence inscrite dans un triangle, un carré circonscrit & un tri-
angle équilatéral et ayant avec lui un sommet commun, etc.....

Exercices. — N°* 204, 411, 417, 449, 450, 451, 462, 453, 454,
456, 456, 457, 458, 459, 460, 461, 462, 463, 464, 465, 466,
467, 468, 469, 470.
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328. Temps. — En géométrie, la notion du temps n'inter-
vient pas dans les raisonnements. Cependant, lorsqu’on envisage
des positions différentes d'un méme corps, il est parfois com-
mode de leur associer I'idée de mouvement qui permet de passer
de I'une de ces positions a I'autrc. Les notions de translation
(347), de rotation (318), de licux géométriques (342) nous
font songer A un corps qui glisse, ui tourne, ou qui se déplace
dans I'cspace. C'est & cause de cela que la cinématique appelée
aussi gdométrie du mouvement est parfois considérée comme un
chapitre de la géométrie.

‘Gonsidérons un point matériel en mouvement, bien qu'en
réalité un tel point, au sens rigoureux du mot, n’existc pas.
dans la nature. Dans le déplacement de ce point,ou, si I'on
veut, dece mobile, il faut distinguer I'étude de la trajectoire,
ou courbe que décrit le point, de I'étude des époques auxquelles.
le mobile occupe les divers points de cette trajectoire. LIn géo-
métrie, on s’occupe de la premiére partie de cette étude; en ci-
mnématique, on se borne a la seconde. Nous ne nous occuperons.
pas d'ailleurs de savoir quelles sont les causes qui peuvent pro-
‘duire ou modifier un tel mouvement.

~ .324. — La notion de temps, qui est a la base de la cinéma-
‘tique, -est comme celles de longueur, d'aire,... une.de -ces no-
tions fordamentales-qu’il ess difficile de définir. Notons cepen~
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dant qu'on ne peut pas conserver ou transporter un étalon de
temps, comme un étalon de longueur, mais on a remarqué
qu’un gmnd nombre de phénoménes se reproduisent avec des
durées qui au premier abord nous semblent égales : oscillations
d’un pendule, ou corps pesant placé au boutd’un fil; chute d'un
corps laché & une hauteur constante; rotation de la Terre sur
clle-méme; vibration des lames élastiques fixées par une extré-
mité; écoulement du sable dans un sablier, etc....etc... Com-
parons deux de ces phénoménes en comptant par exemple le
nombre des oscillations qu’a un pendule pendant qu'un sablier
se vide. On constate que ce nombre d’oscillations est toujours
le méme pour le méme pendule et le méme sablier. Celte
remarque que l'on peut faire pour un trés grand nombre de
phénomeénes a conduit & considérer 1'un quelconque d’entre
eux comme ayant une durée constante, quelle que soit I'épo—
que & laquelle on la reproduise. C’est ainsi qu’en se basant
suc la rotation de la Terre on a défini 1'unité adoptée dans le
systéme C. G. S. (81), ou seconde (*). En donnant au fil d’un
pendule une longueur convenable, gq centimétres d Paris (333),
on obtient une seconde comme durée de chaque oscillation. On
adjoint & un tel pendule un compteur d’oscillations, et I'on a
ainsi une horloge, qui permet ensuite de mesurcr de fagon
commode la durée d’un phénoméne en comptant le nombre de
secondes écoulées depuis son début.

Le temps peut d’ailleurs étre compté positivement ou néga-
tivement (68), suivant qu'il s’agit d’époques postérieures ou
antérieures & V'origine des temps, ou comme l'on dit au temps
zéro. Quant & celte origine, on la prend en général au moment
ol commence le phénoméene & étudier, mais lorsqu’il s’agit de
périodes de longues durées, comme en astronomie ou en his-
toire, on prend une époque fixe qui sert d’origine i I'ére consi-
* dérée. Cette ére est la méme pour la plupart des pays civilisés
qui ont par suite le méme calendrier.

(1) Le jour solaire moyen est défini de fagon rigoureuse en astronomie ; il
se subdivise en 24 heures, chaque heure en Go minutes et chaque minute
en 6o secondes, appelées : secondes sexagésimales de temps moyen.
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325. Mouvement. — Lorsque les distances d'un corps aux
objets environnants varient, on dit qu'il est en mouvement;
sinon il est au repos par rapport a eux. 1l faut bien se rendre
compte de ce fait que la notion de mouvement est essenliellement
relative et dépend des corps auxquels on compare le mobile.

- Clest ainsi qu’a l'intérieur d’un wagon en marche une mouche
est considérée par les voyageurs comme au repos ou en mou-
vement suivant qu’elle est posée ou qu’elle vole, mais, dans les
deux cas, elle est en mouvement par rapport aux rails sur les-
quels roule le wagon.

Prenons encore un passager qui se proméne sur le pont d’'un
bateau en marche. Son mouvement par rapport au bateau n’est
pas le méme que par rapport 4 1’eau qui I'environne, & cause du
roulis, du tangage el du mouvement propre du baleau. L’eau
elle-méme n’est pas fixe par rapporl au sol, & cause des courants
maritimes, de la marée,... Quant au sol, on sail que la Terre
tourne sur elle -méme et se déplace aulour du soleil, que le
soleil se dirige vers la constellation ('Hercule, etc... Il pourrait
d’ailleurs arriver que, pendant un certain temps, le passager
marchant sur le pont du bateau fit immobile par rapport &
I’eau ou par rapport au sol. Quoi qu’il en soit, il résulte de ce
qui précéde qu'il est impossible de comparer un corps mobile &
des corps au repos absolu, car une telle expression n'a pas de
sens. Aussi se borne-t-on, comme nous I'avons déja dit, & con-
sidérer des mouvements ou un repos relatifs,

326. Mouvement rectiligne uniforme. — Le plus simple
de tous les mouvements est le mouvement uniforme, dans lequel
le mobile parcourt sur sa trajectoire des segments de longueurs

Fig. 223

égales dans des temps égauzx. Si cetle trajectoire est une droite xy
(fig. 223), le mouvement est dit uniforme et rectiligne. Suppo-

A, Saint&hsué 26
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sons que le mopile aille dans le sens de la fléche sur xy et mette
t secondes pour parcourir un espace de longueur e. 11 est visible
que les espaces parcourus sont proportionnels aux temps em-
ployés 4 les parcourir (42), ce que I'on peut écrire :

e’
= ... == constante,

o

~Q

Cette constante v s’appelle la vitesse du mobile. Le nombre
qui la mesure est en particulier égal A celui qui mesure I'espace
parcouru dans Funité de temps. Il faut bien remarquer qu’une
vilesse n'est pas un espace, mais le rapport d'un espace &
un temps. Dans le systtme C. G. S., I'unité de vitesse est la
vitesse d’un mobile parcourant d’'un mouvement uniforme 1 cen-
timétre en 1 seconde. On I'appelle parfois « le centimétre par
seconde ».

Nous avons déja dit (74) que la formule :5 = v est applicable

quels que soient les signes de e, v et £. On a ainsi pour I'équa-
tion du mouwvement :

e = vl.

Un grand nombre des mouvements que l'on peut observer
dans la nature sont uniformes, ou, tout au moins, composés de
phases pendant lesquelles la vitesse reste sensiblement constante :
train en marche, cycliste ou voiture sur une route, bateau sur
un canal, propagation du son dans l'air, etc... Remarquons que
dans cc dernier cas comme dans quelques autres analogues, il
n’y a pas & proprement parler de déplacement d’un point ma-
téeiel, mais transmission d'un certain état vibratoire. L’extension
A e cas des notions qui précédent nc présente d'ailleurs aucune
difficulté.

327. — 1l est commode pour étudier un mouvement d’en
tracer le diagramme, tout comme pour étudier une fonction
nous en avons construit le graphique (140 et suivants). Si I'on
porte en abscisses sur un axe Q1 ( fig. 224) appelé axe des temps
les diverses valeurs du temps, et en ordonnées sur I'axe des
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espaces Qe les valeurs correspondantes des espaces, le mouve-
ment étudié donne un certain tracé qui est par définition le dia-
gramme du mouvement. C’est ainsi que la position A (fig. 223)
correspond au point A, du diagramme obtenu en portant Qo =1
et Qa = OA =e.

Dans le cas particulier du mouvement rectiligne uniformne,
la loi du mouvement : ¢ = vl est du premier degré cn cet ¢ et
le diagramme du mouvement est une droite A passant par Q,
telle que, au bout d’une seconde : QU = 1, I'espace parcouru

Fig. 224

soit UV = v. La vitesse du mobile es! exprimée par le méme
nombre que le coefficient angulaire de la droile A. Plus le mo-
bile va vite, plus ’angle de A avec €/ est grand el inversement
plus le mobile va lentement, plus cet angle est petit.

La trajectoire xy suivant laquelle a lieu le mouvement étant
ici une droite, nous pouvons la placer parallclement i Qe de
fagon que 'origine soit sur Q¢ ( fig. 224). Le point A est alors
la projection de A, sur xy, puisque OA = «\, et 'on peut dire
que le mouvement du mobile sur sa trajectoire rectiligne xy, est
la projection du mouvement du point représentatif sur son dia-
gramme.

Si I'on avait supposé que le mobile ne soit pas a 'origine des
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éspaces, au temps zéro, on aurait obtenu pour I'équation dw
mouvement :

e=—vl -+ ¢,

e, étant I'abscisse de la position initiale. Le diagramme corres-
pondant serait la paralléle A’ & A passant par le point P, tel que
QP, = OP = ¢,. Si, au lieu d’'un seul mobile, on étudiait
plusieurs points en mouvement sur le méme axe, il suffirait
chaque. fois de tracer sur le méme diagramme les droites qui
correspondent 4 ces mouvements. C’est ainsi que les droites D
et A’ sont ici les diagrammes des deux mouvements représentés
par les équations :

e=—o0,220l+ 1,4

e—1,0t— 2,6
et 'on voit sur le diagramme que la rencontre des deux mobiles
a licu au temps Qu = 2,4, et au point M tel que OM =
pM, = 1.

C’est par cette méthode que I'on construit les graphiques de
chemins de fer, permettant d'étudier les mouvements des trains,
leurs croisements, les heures des passages aux diverses gares, la
distance de deux trains allant dans le méme sens, etc...

328. Mouvement circulaire uniforme. — Un autre cas
particulier important du mouvement uniforme est celui ol la
trajectoire est un cercle (fig. 225). Sup-
posons qu’au temps zéro le mobile soit
en O, et qu'il tourne sur le cercle dans le
sens de la fléche, avec une vitesse v,
c'est-a-dire qu'il parcourt un arc de lon-
gueur v dans l'unité de temps. Au bout
d’un temps ¢, positif ou négatif, il aura
parcouru un arc e = vf. Si par exemple
v =0,5, le rayon étant égal & 1, et que
t = b2 secondes, on a e = 26 radians = 1655 : le mobile fait
4 tours complets et parcourt I'arc OA = 557 environ.

Un tel mouvement s’appelle parfois mouvement de rotation

Fig. 225
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-ainiforme (196, 318). Son diagramme ecst une droite, comme
«dans le cas du mouvement rectiligne uniforme. On voit qu'’il
faut bien se garder de confondre les mots « trajectoirc » et
-« diagramme ». Il est d’ailleurs ici impossible d’étudier direc-
tement les positions du mobile sur sa trajectoire en projetant les
positions correspondantes du point qui décrit le diagramme.
Des arcs égaux étant parcourus en des lemps égaux, les
angles au centre balayés par le rayon CA sont égaux. On appelle
vilesse anqulaire » du mobile A I'angle dont tourne le rayon
CA dans I'unité de temps, ou, de fagon plus précise, le rapport
<onstant de I’angle dont tourne ce rayon au temps employé pour
cette rotation. Les angles sont évalués en radians (262). Si le
rayon du cercle est R, on a dans I'unité de temps : v = arcAA’,
w = angle AC\’, donc : '

v = wR.

On voit que tous les points du rayon CA décrivent des cercles
quand ce rayon tourne et que les vitesses angulaires sont les
mémes pour tous ces mouvemenls; quant aux vilesses linéaires,
elles sont d’autant plus grandes d’aprés la formule v — wR que
les points sont plus loin du centre.

Le mobile parcourant Y'arc @ radians cn 1 seconde, parcourt

’ . 1 . o e
T'angle de 1 radian en un temps — et par suite il fait un tour

<complet en un temps § = %t . Ce temps § s’appelle la période du

P
mouvement. Inversement, si le mobile met un temps ¢ pour

ar

revenir & son point de départ, sa vitesse angulaire est w = -

C’est ainsi que la Terre qui fait un tour en 2/ heures a une
. . an s
vitesse angulaire &) = i 6060 = 7,3 . 107° C. G. 8. (61).
Lorsqu'il s'agit d’un mobile qui a une grande vitesse angu-
1w,
laire, on appelle fréquence le nombre de tours n = 5 = — qu'il
effectue en une seconde; cest ainsi qu’un gyroscope faisant

. 1500 -
1500 tours par, minute a une fréquence de —; -~ = 25.
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Les exemples de mouvement circulaire umiforne se restom—
trent assez fréquemment en pratique : roues de moulin, volants
de machines & vapeur, rouages d'une moatre, reues d'unc lovo-
motive considérées par rapport & la locomotive elle-mgme, étc...

320. Mouvement rectiligne varié. — Supposons main-
tenant qu'un mobile décrive une droite xy ( fiy. 226) d'un mou-

-

0 A B

Fig. 226

vement quelconque. Nous allons. préciser pour un tel mouvement
la notion vulgaire de vitesse.

Si dans un temps T le mobile va de A en B, parcourant ainst
un certain espace L, il est commode d'imaginer un mobile fictif
qui parlant de A en méme temps que le mobile réel arriverait
en B en méme temps que lui, mais qui marcherait d’un mouve-

ment uniforme; la vitesse V = E de ce mobile fictif s’appelle la

vilesse moyenne du mobile réel de A & B. Clest ainsi qu'un
train partant de Marseille & 6 heures du matin et arrivani &

.q . 350 . . 1
Lyon & midi, a une vitesse moyenne de = == 58 kilométres 3

350.000.00 . . . .
- I'heure ou encore 66060 = 1620 C. G. S. environ. Mais

ce premier renseignement est assexz vague et ne nous donne
pas la vitesse du (rain & son passage 4 un endroit donné du
parcours.

On appelle vitesse du mobile au point A la limite de la vi-
tesse moyenne qu'il a dans I'intervalle AB, quand cet intervalle
devient de plus en plus petit, B tendant vers A.

Nous allons ramener cette importante notion de vitesse &
celle de dérivée qui lui est au fond complélcment identi-
que (152 et suivants).

L'origine des espaces sur xy étant un point () arbitraire, le
mouverment sera connu si, 3 chaque instant ¢, on connait I'abs—
cisse e = OA qui définit la position du mobile, c'est-a-dire si
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lon connait la fomction &= f(!) (139). C'est ainsi que le
mouvement uniforme est défini par ¢ = vt + ¢, (327). Au
. bout du temps ¢ + h, I'abscisse est devenue ¢ -+ k, le mobile
ayant parcouru l’espace k dans le temps h avec une vitesse

moyenne % =j—.(t—+—h,Z:M Quand l'intervalle de temps h

tend vers o, la limite de ce rapport est par définition la dérivée
JS'(1) de lafonction e= f(t) par rapport au temps. C'est d’autre
part la vitesse au point d’abscisse e, on a donc :

. v=f’(t).

La vilesse est & chaque instant la dérivée par rapport an temps
de lespace parcouru.

330. — Si 'on comstruit le diagramme 1" d'un tel mouve-
ment (fig. 227), ct que I'on place comme nous I'avons déja fait

Fig. 127

la trajectoire xy parallélement a Qe, les points A, B, ... de xy
correspondent aux points A, By, ... du diagramme d’ordonnées :
aA; = Qa = OA; 3B, = Qb = OB, ... Le mobile passe cn A
au temps t= Qz el en B au temps ¢ + h= Qf. Le mobile
fictif qui irait d’'un mouvement uniforme de A en B, aurait
comme diagramme une droite A passant par A et By, droite qui
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est par suite parfaitement déterminée. Si I'on remarque que
T'on a, d’une part, AB = ab = HB, =, et, d'autre part,
c_cﬁ = A,H = h, on voit que la pente de A est la vitesse
moyennc du mobile de A en B.

Si h tend vers zéro, B tend vers A et par suite B, vers A, ; la
position limite de A est la fangente (483) A,T en A ala courbeT'.
Le coefficient angulaire de la tangente est la vilesse en A.
On retrouve, comme on devait s’y atlendre, la propriété de la-
vitesse d’8tre la dérivée de 1'espace parcouru.

Le diagramme d’un mouvement permet, avec un peu d’habi-
tude, de voir immédiatement quelles les sont diverses particula-
rités de cc mouvement. En remarquant qu'ici le moavement
de A sur sa trajectoire xy est la projection du mouvement de A,
sur son diagramme, on voit qu'a I'origine des temps le mobile
est cn N, il passe en O au temps {, = QO,, sa vitesse diminue
jusqu'en P ou clle s’annule; le mobile rebrousse chemin,
repasse en O au temps £, = Q0.; puis sa vitesse s’annule &
nouveau au point Q, il repasse en O au temps &; = QO,; ctc...

331. Mouvement uniformément varié. — Le plus im-
portant de tous les mouvements rectilignes a vitesse non cons-
tante est celui d'un mobile dont lu vilesse augmente ou diminue
de quantités égales en des temps égaux ; on I'appelle mouvement
rectiligne uniformément varié. Dans un tel mouvement, I'accélé-
ration cst la quantité posilive ou négative dont s’accroit ‘la
vitesse dans |'unité de temps, ou, de facon plus précise, le rap-
port constant d'un accroissement de vitesse au temps qu’il a fallu
pour 'oblenir. L'unité d’accélération dans le systéme C. G. S.
est I'accélération d'un mobile dont la vitesse évaluée en « cen-
timétres par seconde » s’accroit de 1 centimétre par seconde ;
on la désigne parfois sous le nom de « centimétre-centimétre
par seconde ».

Si g est I'accélération d’'un mobile de vitesse v, au temps o,
au temps 1 sa vitesse sera v, -+ ¢ ; au temps 2 ce sera v, + 2¢,...
et I'on verra sans peine que, de fagon plus générale, au temps ¢
la vitesse du mobile sera v, + g¢. Quant 4 la loi des espaces :
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e=f(t), elle sera telle que I'on ait: v = f' () = v, +¢t. 1l
résulte des propriétés déja connues (485) que la fonction

e=fl)=">glt+ul +e

dans laquellc ¢, est une constante quelconque donne bien
J'(t) = v, + gt; nous admettrons qu'il n'y a pas d’autre fonc-
tion f({) pouvant convenir. Si I'on remarque que pour ! = o,
on a e = ¢,, c'est-2-dire que ¢, est I'abscisse du mobile au
temps o, on voit que cela revient & admeltre qu’il n’y a qu‘un
mouvement uniformément varié possible pour lequel e mobile
soit & une époque donnée en un point donné avec une vitesse
et une accélération données.

Un mouvement uniformément vari¢ ayant comme équation :

€ =~; gl + vl + ¢,, son diagramme cst une parabole (160).

On prend parfois comme origine des lemps I'époque i la-
quelle la vitesse du mobile est nulle, la position correspondante
élant prise comme origine des espaces. Avec ces hypothéses, les
formules s’écrivent :

v =gl

1
—_ l2
e._zg

ce que l'on énonce : dans le mouvement uniformément varié, les
vilesses sont proportionnelles aux temps el les espaces aux carrés
des temps employés & les parcourir, mais on voit que ces énon-
cés supposent certaines hypothéses qu'il est indispensable de
préciser.

332. — On établit ecn physique que la chule des corps sui-
vant la verticale, abstraction faite de la résistance de lair, est
un mouvement uniformément vari¢, dont I'accélération g cons-
tamment dirigée versle basa comme valeur absolue g =981 CGGS;
la vitesse d’'un corps qui tombe s'augmente donc de g™,81 par
seconde; s'il part du repos, on verra ainsi qu’au bout d’une se-
conde, il a parcouru 4™,9o environ; au bout de 10 secondes,
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hgo métres; au bout d'une minute, 18 kilométres, etc... En
réalité, au bout de trés peu de temps la résistance de I'air rend

la chute sensiblement uniforme.
Supposons, pour donner un exemple des problgmes que I'on
peut se poser sur la chute des

. '": a}’ . corps, qu’une pierre soit lancée
g} e , de bas ea haut, en un point O
. o [ d’une verticale xy (fig. 228),
of . avec une vitesse initiale de 12
. J métres par seconde, soit 1200
. o C. G. S. Cherchons pendant
: combien de temps et & quelle

! a hauteur elle montera; cherchons
! ' i enfin combien de temps il lui
o w5+~ faudra pour redescendre jus-
- + qu’au point de départ. Prenons
i F’i-u » pour sens positif sur xy, le sens

de x vers y. Les formules du
mouvement sont ici, en remarquant que ¢ =0, vy =1 200,
g=—081:

e::——igBl 2+ 1200t
v = — 981 { -+ 1200.

. . . . 12
La vitesse de la picrre s’annule au boutd'un temps: ¢ = Ellg‘—— I,2.

‘La hauteur atteinte est :

12001 1200%° 112002 _ 720000 .
N T Tl Tl T 734 C. G. 8.

1
e == — — .
2

soit un peu plus de 7 métres. La pierre repasse au point O,
une époque ! telle que : —-i 981 t* + 1200 ¢ = 0, équation

qui a deux racines. La racine o qui correspond au début du
\ . 2.1200

phénoméne ne convient pas. On a donc : ¢t = '_‘"9"87—(' = 2%4,

temps double de celui que la pierre avait mis pour monter. La
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vitesse qu’elle a est & cet instant:

2.1200 L 1200
981 R

— 981.

Elle est égale en valeur absolue A la vitesse que la pierre avait
au départ. Le diagramme de ce moumvement a été tracé ci-
contre ( fig. 228); nous avons déja dit que c’est une parabole.
On a pris comme unité de longueur sur I'axe des espaces une:
longueur de 1 métre.

333. Mouvement oscillatoire. — Nous allons étudier
encore un exemple de mouvement varié. .

- Imaginons qu'un mobile M parcoure un cercle de centre O
(fig. 229) d’'un mouvement uniforme, et ccla dans un sens
- quelconque, par exemple dans le sens
de la flecche. Le mouvement de sa
projection A sur xy est un mouve-
ment oscillatoire. On voit, en eflet,
que cc point A oscille constamment -7
entre P et Q. On appelle parfois élon-
gation D'abscisse OA = ¢ qui définit
la position du mobile au temps ¢. La
longueur OP = OQ = R est I'am-
plitude du mouvement. Ce mouvement est dit périodique
parce qu'il se reproduit & des intervalles égaux si; o est la
vitesse angulaire du point M, la période est comme on I'a vu

;
! ’
K.
1
1
]
]
)
]
1
i
Fig. 219

2 ¢
f = ;ﬂ (328) et la fréquence n = (: o i:_
Supposons qu’a lorigine des temps, le mobile A soit en O,
M étant en N; au bout du temps {, M a décrit un arc NM égal

a wt, et par suite |'élongation de A est :
' [ = .
e=R.cos (— 5T wt) = R.sinwt.

Pour avoir la vitesse & chaque instant, il faut, comme nous le
‘savons, dériver R.sin o! (329). Nous laissons au lecteur le
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soin de faire ce calcul, de tous points analogue au calcul de
dérivation de sinx (478); il en déduira sans peine pour la
vitesse la valeur :

v = R cos wt.

11 est facile, & I'aide de ces formules, d’étudier le mouvement
dans tous ses détails. On verra ainsi que le mobile va de O
vers P, avec une vitesse qui décroit depuis wR jusqu'a o en P;
puis le mobile rebrousse chemin et repasse en O, sa vitesse
croissant constamment en valeur absolue de 0.3 wR. Le mobile
va ensuite de O vers Q, la vitesse s'annulant de nouveau en ce
point ; enfin il revient vers O, avec une vitesse qui croit
Jjusqu'd wR. Les temps employés sont les mémes pour aller

\ 1 bl 0 [
de O &4 P oudePaoO,etc... et égaux a7y, en désignant par

0= ?g le temps total. Puis le mobile reprend le m&me mouve-

ment, et recommence une deuxiéme oscillation compléte qu’il
. .. . L

accomplit dans le temps 0 et ainsi de suite. Le temps , employé

pour aller de P en Q, ou de Q en P, donne la durée d’une
oscillation simple.

Un tel mouvement, ayant comme équation : ¢ == R . sin wf,
son diagramme est une sinussoide dans le cas particulier ou

17 e

Fig. 330

R=1, et ol w=1, ce qui correspond & une période de
6 secondes environ; dans le cas général, on a une courbe de



CINEMATIQUE 413

forme analogue mais & spires plus serrées ou plus allongées
suivant les cas. Le tracé a été fait (fig. 230) pour une amplitude
R = 2,5 ct une fréquence de 1.

Les mouvements oscillatoires se trouvent fréquemment dans
la nature, mais leurs amplitudes sont souvent trés faibles. On
les trouve dans les phénoménes lumineux, acousliques, dans les
vibrations de lames élastiques, etc.... Si 'on regarde un volant
en se placant dans son plan, chaque point du volant semble
animé d’'un mouvement oscillatoire. Signalons enfin que pour
des oscillations de peu d’amplitude d’un pendule (324) le point
malériel suspendu décrit sensiblement un segment de droite
avec un mouvement oscillatoire; la durée ¢ de chaque oscillation
simple est donnée par la formule que nous ne démontrerons pas :

t=nm \/ é; dans cette formule [ est la longueur du pendule et

g = 981 est 'accéléralion de la chule des corps.

334. Mouvements simples des corps solides. — Parmi
les mouvements dont peut étre animé un corps, nous ne parle-
rons que des trois principaux : la translation, la rotation, le
mouvement hélicoidal.

Dans le mouvement de translation rectiligne (243, 317),
chaque point du corps décrit une droite, ces diverses trajec-
toires étant d'ailleurs paralléles entre elles. Les chemins décrits
dans un méme temps ayant la méme longueur pour les divers
points du corps, la loi du mouvement est la méme pour tous ces
points et, en particulier, la vilesse a la méme grandeur pour tous
les points du corps. Le mouvement est dit uniforme quand
cette vitesse garde une valeur constante pendant tout le mouve-
ment.

On a des exemples de translation rectiligne dans le mouve
‘ment d'un tiroir, d’une porte & glissi¢re, d'unc tige de piston,
d'un traineau sur la glace, d'un corps qui tombe, etc... etc...

Dans le mouvement de rotation (196, 318), les divers points
da corps décrivent des cercles ayant comme axe commun I'axe
de rotation. Les angles dont tournent ces points dans le méme
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temps étant les mémes, la vilesse angulaire  a la méme gren-
deur pour tous les points du corps. Le mouvement esi dit uni-
Jforme quand cette vilesse angulaire garde constamment la méme
valeur. Quant i la vilesse linéaire, elle est d’autant’ plus grande
.que le point considéré est plus loin de Faxe de rotation (328).

On a des exemples de mouvement de rotation dans les mou-
vements des rouages d’'unc montre ou d'une horloge, des arbres
.d’'une machine, des volants ou poulies qu'ils entrainent, des
charniéres d'une boite, des gonds d’une porte, des plaques
tournantes des gares, etc... On trouve les deux mouvements
.de translation et rotation associés dans un grand nombre de
.cas. C'est ainsi que pour utiliser une clef on lui fait subir un
mouvement de translation qui l'introduit dans la serrare, puis
un mouvement de rolation pour faire jouer le péne qui prend
un mouvement de translation. On en trouvera d’autres exemples
_plus ou moins complexes dans les mouvements d'une courroie
-de transmission, des roues d’un wagon, d'un cerceau, d’une

.bille, d"une toupie, etc... etc...

335. — Le mouvement hélicoidal est un cas particulier inté-
ressant de la combinaison des deux mouvements de translation
et de rotation. C’est le mouvement d’un tire-bouchon, d’une vis
que I'on enfonce dans du bois, etc...

Pour le définir de fagon rigoureuse, prenons d’abord le cas
simple d'un point matéricl A (fig. 231) se déplacant & la sur-
face d'un cylindre de révolution d’axe Oz (238). Si ce point
était animé d'un mouvement de rotation uniforme autour de Oz
de vitesse angulaire w, il se trouverait au bout du temps  en q,
ayant tourné d'un angle e(; s'il était animé d'un mouvement
de translation parallélement & Oz de vitesse h, il se trouverait
en ¢, ayant parcouru un segment ht. Supposons maintenant
qu'au bout du temps ¢, le point A soit venu en A’ sur la géné-
ratrice du point a et le paralléle du point o; il a tourné de
I'angle w! et s’est élevé de hi. Si l'on définit de méme pour
chaque valeur de ¢ la position du point, ¢ et & ayant toujours
les mémes valeurs, on dit que ce point est amimé d’un mouve-
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ment hélicoidal. La trajectoire de A est une hélice d’axe O:.
On voit que I'abscisse curviligne de A’ qui est l'arc A égal
a Rot, et sa cote al’ égale & ht sont des grandeurs dont le

R
rapport garde une valeur constante : ~—,13. Quand ¢ augmente

Fig. 231

27 , . .
de — , I'angle de rotation augmente de 27, et le point A se re-

trouve sur la méme génératrice; il s'est élevé sur celle généra-
trice d'une quantité p = AB = BG qu’on appelle le pas de
I’hélice. On a d'ailleurs 5;:—= ?3, d'ou p = %ﬂ‘. L’arc AMB
P w

d’hélice s’appelle une spire.

On peut remarquer que, si I'on suppose la surface du cylindre
formée d'une feuille de papier enroulée, et que 'on déroule
cette feuille en la fendant suivant une génératrice AG (273), ce

qui donne le rectangle AGG,G',, I'hélice trajectoire du point A

se déroule suivant des portions de droite paralleles AB,, BC,,
d tpale 3 Aliay _ ANa M __h
etc... de pente egale a Aa, arcAa el w

336. — 1l cst facile maintenant d'imaginer un mouvement
dans lequel chaque peint décrit une hélice de méme axe. Dans
un_tel mouvement, chaque point tourne pendant le temps ¢ d'un
angle wi et s’éléve d’une quantité ht ; toute paralléle a I'axe Oz
reste paralitle a elle-méme; tout cercle d’axe O: garde encore
Oz comme axe. St I'on prend deux points A et P d'un cercle
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d’axe Oz, leurs trajectoires sont deux hélices se déduisant I'une
de I'autre par une rotation d’axe O: et d’angle constant. Un tel
mouvement, que I'on appelle mouvement hélicoidal, est défini,
comme on le voit, par la connaissance du mouvement d’un
point A quelconque.

Remarquons que les diverses hélices, trajectoires des divers
points du corps, ont le méme pas, mais elles différent cependant
sensiblement de forme : les points les plus voisins de Oz décri-
vent des hélices presque confondues avec Oz; & la limite on
trouverait un mouvemcnt de lranslation suivant Oz. Au con-
traire les points trés ¢loignés décrivent des hélices de trés grand
rayon, mais de spires tres serrées; on peut presque dire que le
mouvement d'un tel point est un mouvement de rotation.

Une vis a, comme on le sait, la propriété de coincider cons-
tamment avec ellec-méme si on lui donne un mouvement
hélicoidal convenable; un tel mouvement est réalisé en pratique
par la présence d'un écrou. Quand I'écrou reste immobile, la
vis prend un mouvement hélicoidal par rapport & lui ; inverse-
ment si la vis est immobile, c’est I'écrou qui a un tel mouve—

w 27 y e 4.
ment. Le rapport constant ;- = » est unc des caractéristiques

de la vis; il en est de méme de son pas p.

Faisons remarquer, pour terminer ces trés bréves notions sur
le mouvement hélicoidal, que I'on obtient des hélices non super-
posables, comme le lecteur s’en assurera aisément, suivant que
le mouvement d’ascension de la vis par rapport 4 son écrou
correspond & une rotation dans le sens inverse des aiguilles
d’'une monlre ou A une rotation dans le sens des aiguilles. Le
premier cas cst le plus fréquent, et I'on dit parfois, sous forme
imagée, que « les aiguilles d'une montre passent leur temps i se
visser ». Dans le cas contraire, on a une « vis & gauche ».

Exercices. — N> 102, 103, 148, 145, 270, 471, 472, 478, 474, 475,
476, 477, 478, 479, 480, 481, 482, 483, 484, 485, 486, 487, 488,
489, 490, 491, 492, 493, 494, 495, 496, 497, 498, 499, 500.



EXERCICES

ARITHMETIQUE

CHAPITRE 1

NOMBRES ENTIERS

A. —- 1. — DPermuter les chiflres 5, 8, 4 ct 2 du nombre
5789462 de facon & lui donner la plus grande valeur possible.

A. — 2. — Combien y a-t il de jours du 22 juin 1899 au
22 décembre 1899 en y comprenant ces deux jours ? Combien
y en a-t-il du 22 décembre 1899 au 22 juin 19oo ?

A. — 3. — En un licu donné, le soleil se leve le 22 juin &
3458 et se couche & 20"5; la méme annde, il se ltve le 22 dé-
cembre & 7"54 et se couche a4 16"4. De combien de¢ minules
la durée du jour a-t-elle varié d'une date & l'autre ?

A. —4. — Classer par ordre de grandeur toutes les puis-
sances de 2, 3 et 5 inférieures 4 10 000.

C. — 5. — On veut assembler les parois d'une caisse dont
les dimensions sont en centimétres 22 X 32 X b4. Combien
faudra-t-il de poinles, si I'on en met au moins une par b cen-
timétres ?

C. — 6. — Combien peut-on mettre de livres de dimensions
16" X 24°" et d’épaisscur 4°™ dans une caisse de dimensions
15°% X f2°® X Do™?

C. — 7. — En quelle année, le mois de février aura-t-il
pour la premitre fois 5 dimanches ?

(1) Les exercices les plus faciles sont marqués A, ceux de difficulté
moyenne BB ; enfin les plus difficiles sont marqués C.

A. Sainte-Lagud. 27
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B. — 8. — Ecrire le nombre 1000 en numération binaire.
L’écrire en numération duodécimale.

B. — 9. — Le nombre 1000000 étant écrit en numération
binaire, I'écrire en numération duodécimale.

B. — 10. — Montrer que les nombres 1, 4, 9, 1007121, 144,
169, sont des carrés parfaits quel que soit le systtme de
numération de base égale ou supérieure & 10 dans lequel on les
suppose cerits.

B. — 11. — Montrer que les nombres 1, 8, 1331 sont des
cubes parfaits dans tout systtme de numération de base au
moins ¢gale & 10.

IBB. — 12. — Dresser la liste des produits de tous les nom-
bres de un chiffre par des nombres de un chiffre dans le systéme
duodécimal.

C. — 13. — Montrer que des longueurs de 1™, 2™, 4°=,
8™, 16'™, 32, 64°™, ajoutées bout & bout permettent de me~
surcr & 1°® prés loutes les longucurs inférieures & 1™,27.

C. — 14. — Les nombres a et n étant des entiers, prouver
que I'on a pour n > 1l'inégalité : (1 + a@)® > 1 + na.

CHAPITRE II

DIVISIBILITE — NOMBRES PREMIERS

A. —15. — Une personne qui travatlle 5 jours de suite et
se repose le 6™, commencea travailler un mardi. Au bout de
combien de jours se reposera-t-elle pour la premiére fois un
dimanche ?

B. — 16. — Un nombre divisible par 6 reste encore divi-
sible par 6 si I'on change I'ovdre de ses chiffres, pourvu qu’on
ne touche pas au dernier,

B. — 17. — A quels caracléres peat-on reconnaitre qu'un
nombre est divisible par 45 ?

C. —18. — Quelles sont les pesées que 1'en peut faire en
n’utilisant que les cinq poids suivants : 15, 3¥", g¥, 275", 15 P
On supposera que ces poids peuvent étre mis dans I'un quel-
onque des plateaux de la balance.
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B. —18. — Peut-on effectuer une pesée & 1 prés en n'uli-
lisant que des piéces de 0",05, qui pésent 5¢, et de 0,25, qui
pésent 7879

C. — 20. — Peut-on obtenir une longueur de 10" en em-
ployant exclusivement des picces d'argent de 5%, 2™, 1 de dia-
métres respectifs 37™™, 27™™, 237" et en les meltant cite A cote?

€. —21. — On place une longueur AB contrec un métre
divisé en centimétres, de facon que le point \ soit au zéro de la
graduation ; contre I'extrémité B, on dispose une régletic,
appelée « vernicr », de 49 de longucur divisée en Jo parties
égales. Si la longueur AB ne comprend pas un nombre exact de
cenlimétres, montrer que deux traits consécutifs du vernier se
trouveront compris entre deux Lraits du métre divisé. Que peut-
on déduire pour la longueur de AB de la lecture de ces trails ?

C. — 22. —— On veut dresser un « crible d’Eratosthéne » en
meltant sur la premiére ligne les entiers 1, 2, 3, ... 29, 3o;
sur la seconde ligne, et au-dessous des nombres de la premiére,
31, 32, 33, ... By, Go ct ainsi de suile. Montrer qu’il y a des
colonnes de nombres dont aucun n’est premier.

A. — 23. — Décomposer en facleurs premiers les nombres
604 800 et 12 259.

A. — 24. — Les nombres 1009 et 1 007 sont- ils premiers ?

A. — 25. — Le nombre 2°.3'2.5°. 7% est-il un carré parfait?
Est-il un cube parfait?

. A. — 26. — Le produit de trois nombres enliers consécutifs
est-il toujours divisible par 6 ?

B. — 27. — Décomposer en facteurs premicrs le produit des
100 premiers nombres.

B. — 28. — Qucls sont les facteurs premiers que I’on est
certain de trouver st I'on décompese en facteurs premiers le
produit de douze nombres entiers consécutifs.

B. — 29. — Une égalité telle que ab — cd = 1 ne peut
avoir lieu entre quatre entiers a, b, ¢, d que si a ou ¢ d'une part
et b ou d d’autre part sont premiers enlre cux.

B. — 30. — Deux entiers consécutifs sont toujours premiers
entre eux. En est-il de méme de deux entiers dont la différence
est 77
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A. —31. — Quel est le plus grand commun diviseur des
deux nombres 86 400 et 22680 ? Quel est leur plus petit com-
mun multiple ?

C. —32. — Quel est le plus petit cube en maconnerie que
I'on peut faire avec des briques de dimensions : 18 x f1°™ X 5=?
On suppose que les briques sont disposées de fagon que leurs
cOlés égaux soient tonjours paralléles. Résoudre la méme ques- .
tion en tenant compte de ce que denx briques voisines sont
séparées par une épaisscur de 1 de mortier ?

C. — 33. — On veut parqueter une salle, de 3,50 sur
4,05, avee des carrés de marqueterie dont les dimensions soient
aussi grandes que possible. Quelle sera la longucur du coté de
ces carrés !

C. — 34. — Tout le long d'une bordure reclangulaire de
15",60 sur 11™,70, on veul planter des arbustes en les plagant
a égale dislance les uns des antres. Quelle sera celte distance, si
I'on veul mettre environ un arbuste par métre courant avec
un arbuste a chaque coin de la bordure ?

CHAPITRE 11

FRACTIONS — RACINES

R . 1.3.5.7.9.11
A. — 35. — Simplifier les fractions 5. 4. 6.8 1013 ¢

13.12.11.10.9

A. —88. — Divisor 1413020100y 12011098,

C. — 37. — Classer par ordre de grandeur loutes les frac-
tions irréduclibles telles que la somme de leur numérateur et
de leur dénominateur soit au plus égale a 10.

. . N . 1
C. — 38. — Un joueur joue, & chaque partie, ; de la somme

qu’il posséde & ce moment-la. Montrer que, quel que soit I'en-
tier n, le joueur perd loujours, si le nombre des parties gagnées
est le méme que celui des parties perdues. On'montrera égale-
ment que, quel que soit le nombre des parties gagnées ou
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perdues, il ne retrouvera jamais exactemnent la somme qu'il
avait au début.

A. — 39. — Est-il plus avantageux de prendre-deux mor-
ceaux de sucre de « go A la livre », ou un morceau de « 120 4
la livre » et un de « 60 4 la livre » ? On dit que des morceaux
de sucre sont de « go, 120, ... & la livre » lorsqu'il en faut go,
120, ... pour faire un demi-kilo.

A. — 40. — On suppose qu’'unc balle, lichée & 5 de hau-
teur, rebondit du tiers de sa hauteur, puis retombe et rebondit
du tiers de cette nouvelle hauleur ct ainsi de suite. Aprés com-
bien de bonds ne remontera-t-clle pas & plus d'un cenlimétre

B. — 41. — Un cxamen porte sur deux matiéres affectées
des coefficients 7 et 3. Le résultat doit étre noté de 1 4 10 d un
demi-point pres, chaque mali¢re élant notée séparément de 1 &
10 4 un point prés. Dresser un tablean carré donnant, par une
simple lecture, la note définitive d'un examen quelconque, con-
naissant les notes obtenues pour chaque matiére.

A. —42. — Siun gaz, pris d 0°, est mainlenu & pression

. 1] .

conslante, son volume augmente cnviron de —5 du volume pri-
7

mitif pour chaque élévation de température de 1°. A quelle tem-
pérature faut-il porter ce gaz, si I'on veut que son volume
s’accroisse de un cinqui¢me ?
C. —43. — L’herbe d'un pré a 5 de hauteur lorsqu’on
y met un beeuf, qui, le premier jour, broute une surface de
20°%. Si I'on suppose que I'herbe pousse d'un quart de centi-
métre par jour, quelle doit étre la surface du pié pour que le
_ beeuf ait tous les jours une quantité d’herbe sullisante )

B. — 44. — Deux fractions ayant comme numéraleur
I'unité, montrer qu’il en est de méme de leur différence, si leurs
dénominateurs sont deux nombres entiers conséculifs.

B. —45. — Deux fractions ayant comme numérateurs
I'unité, en est-il de méme de leur diflérence, si les dénomina-
teurs sonl deux nombres pairs consécutifs ? Généraliser.

'B.—46. —aet b étant deux entiers, classer par ordre de

deur les fractions & , &+ 1,22 at+3
grandeur lcs racmnsb:b_._‘,m'b_'_:&»
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A. — 47. — Développer en fractions décimales }377_‘) et -5

A. — 48. — Meltre sous forme de fraclions ordinaires les
nombres décimaux 0,625 et 2,6875.

C. — 49. — Sachant que ; est une fraclion périodique de

période 142857, en déduire que les produits de ce nombre par
1, 2, 3, 4, b ou 6 sont formés des mémes chiffres.

C. — 50. — En désignant par a, b, c. ... m les chiflres
successifs de la fraction périodique o, abc ... mabe ... m ...,
montrer que cette fraction est le développement de la fraction

dinaire 22¢ - ™ |
ordinaire - o

€. —81. — Donner tous les dénominateurs de fractions
irréductibles qui, mises sous formes de fractions périodiques,
ont des périodes de 1, 2 ou 3 chiflres.

€. — 82. — Dresser la table des quarts des carrés des nom-
bres de 1 & 100. Utiliser une telle table pour avoir le produit
de deux entiers quelconques, de somme inférieure 4 100, en
s'appuyant sur l'identité : ab = K?_’j&:_‘f — (2—7{—11)—2

A.—53. — Calculer, & un dixi¢me prés : /7243 .

. N U T

A. —54. — Calculer & ; prés: V7.

B. —55. — Classer \/a, y/3, /4, /5, V6,v/7,V/8, Vo
par ordre de grandeur.

C. — 58. — Quelles sont les dimensions d ua cylindre ayant
un litre de capacité, élantdonné que sa hauteur est égale au dia-
métre de sa base P

B. —87. — Quel est le rayon d'une sphére en fer pesant
23*#? La densité du fer est 7,7.

CHAPITRE 1V
MESURE DES GRANDEURS

A.—58. — Calculer a, b et ¢ dans les proportions :
9_3_b_c¢
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C. — 59. — Les deux proporlions suivantes : , = et
b d

M = \{f:——\éf sont-elles équivalentes?
Vb +Vd  Vb—\d

B. — 60. — Un ouvrier qui travaille G jours par semaine
économise un cinquieéme de son salaire journalicr. Quel est le
nombre de jours de chémage qu'il ne devra pas dépasser en un
an, pour que ses recettes puissent équilibrer ses dépenses ?

B. —61. — Combien faudra-t-il approximalivement de
voyelles pour imprimer 16 pages d'un volume, sachant que
chaque page comprend 36 lignes de 54 caractéres environ, et
que, sur 100 lettres, on trouve en moyenune 18 fois « ¢ », 8 fois
«an, 7 fois «in, 7 fois«un, b fois conetd fois « yn?

C. — 62. — Un éléve a dans sa semaine 8 heurcsdeclassc de
mathématiques, 5 heures de physique ou de chimie, 2 heures de
sciences naturelles, 3 heures d’histoire ou de géographie, 3 heures
delangues vivantes et enfin 3 heures de philosophie. Il veut leur
consacrer 26 heures d’études par semaine. Faire & un quart
d’heure présle partage de ces 26 heures entre ces diverses matidres.

B. — 63. — Le budget de la France comprenant environ
4 milliards, dont 300 millions pour I'instruction publique et
1100 millions pour 'armée et la marine, quelle est la somme
que verse pour I'instruction publique d'une part, 'armée et la
marine d’autre part, un citoyen qui paie 100 fr. d'impots? La
part du département et de Ja commune sera supposée ¢gale &
54 pour 100.

C. — 64. — Dans une partie de campagne ol se trouvaient
quatre personnes, la premiére a fourni les deux tiers des provi-
sions, le reste étant apporté par la seconde. Les deux autres
personnes ont versé chacune 3 fr. pour leur part. Faire la répar-
tition de ces 6 fr. entre les deux premitres personnes.

C. — 65. — L'’air cst un mélange eomposé approximative—
ment de 23 pour cent de son poids d’oxygéne ct de 77 pour
cent d’azote. Quelle est la composition en volume de l'air d’'une
pitce de dimensions 4™ X 5™ X 3™, sachant que la densité de
I'oxygene par rapport & 1'air est de 1, 111 ? Quelle est par rap-
port-a l'air la densité de 'azote?
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B. — 68. — Dans une salle contenant 6o™® d’air, combien
faut-il enlever de litres d’air pour les remplacer par le méme
volume d'oxygéne pur, si I'on veut que l'air de la salle contienne
un tiers de son volume d'oxygéne ?

C. — 67. — On a deux récipients contenant 1'un 12 litres
de vin et I'autre 12 litres d’eau; on enléve 1 litre de vin du
premier et on le met dans le second. On prend ensuite 1 litre
de ce mélange pour le remettre dans le premier récipient. Le
résultat de ces deux opérations est-il le méme que si I'on avait
opéré cet échange dans I'ordre inverse ?

C. —68. — On porle a la Caisse d'épargne postale une
somme de 4oo fr. le 10 janvier et on la retire le 20 décembre
de 'année sulvanlc Quelle cst la somme qui sera rendue ? L'in-
térét de 2,5 pom‘ cent ne compte que par quinzaine du 1* au
15 de chaque mois et du 16 & la fin du mois. A la fin de chaque
année, les intéréts sont ajoutés au capital.

. — 69. — A quelle distance peut on lire I'heure sur un
cadran de 1",50 de diamétre, de fagon & ne pas commettre une
erreur de plus d'une minute? On sait que « I'acuité visuelle »
moyenne de I'eeil est environ de un trois-milli¢me, c’est-a-dire,
ici, que deux posmons voisines de 1'aiguille des minutes sont
distinguées par |'ceil si I'écartement des pointes cst au moins le
trois- nullu,me de la distance de I'eil au cadran.

A. — 70. — Lorsqu’'un navire file @ « naeeuds », cela veut
dive que sa vitesse est de a « milles » par heure, le mille élant
la longueur d’une minute du méridien tervestre. Quelle est alors
la vitesse du navire en kilométres a I'heure ?

B. — 71. — En pralique, lorsqu’un navire file @ « nacuds »
(voir I'exercice 70), on obtient sa vitesse en kilomitres a I’heure
en multipliant a par 2 et retranchant du produit son dixi¢me.
A partir de quelle vitesse 'erreur ainsi commise atleint-clle un
kilométre & I'heure ?

~A. —72. — Converlir une vitesse donnée en « kilométres
A I'heure » en une vitesse en « métres par seconde ».
A. — 7. — Quelle est, au plus, I'erreur commise en consi-

dérant comme constant I'écarlement de deux verticales prises &
5= 'une de I'autre et ayant chacune 3™ de longueur?
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B. — 74. — Une bougie de 25™ de long.a mis 1*10™ pour
diminucr de longueur de un cinquiéme; quelle est la distance
des traits que 'on marquera sur cette bougie, si I'on veut que
I'intervalle de deux traits corresponde & un éclairage d'une
demi-heure ? '

A.-—75. — Delambre et Méchain ont trouvé pour la lon-
gueur du degré du méridien terrestre 57008 « toises » ; quelle -
était la longueur en métres de la « toise » ?

A. — 76. — Quelle est en C.G.S. la distance du Soleil A
Neptune, sachant que cetle distance est en moyenne 3o fois plus
grande que celle de la Terre au Soleil et que celte derniére est
parcourne par la lumitre cn 8 minutes, a raison de 300000
kilometres par seconde ? .

A. — 77. — Une main de papier de 25 feuilles pése 200¢".
Les dimensions de chaque feuille sont 32'™ X fo™. Quel est le
poids de 1°2 de ce papier? Quelles sont les dimensions d'un
carré découpé dans ce papier, s'il pése un demi-gramme ?

B. — 78. — Quclles sont la surface des caux et celle des
continents sur la sphére terrestre, sachant que‘la premiére
surface est approximativement trois fois plus grande que la
deuxiéme ?

A. —79. — Quel cst le volume d’une plaque de tole de 12™
de longueur, 45°™ de largeur et o™™,3 d’épaisscur?

A. — 80. — A quelle distance faut-il placer deux piquets de
1™,20 de hauteur pour pouvoir mesurer un slére de bois avec
des rondins de 0™,80 de long?

A. — 81. — Combien faudrait-il jeter de cailloux, de un
centimétre cube environ de volume, dans un bassin circulaire
de 3™ de diamétre, pour faire ¢lever le niveau de I'eau de un
centi¢tme de millimétre ?

B. — 82. — Quclle est la capacité d'un récipient qui, plein
d’eau, ptse 980f" et, & moitié plein, pése 5805

A. — 83. — Comparer un centilitre et un centimétre cube.
Comparer un hectolitre et un métre cube.

B. — 84. — On déctle 4 I'analyse radioactive 10—*’ grammes
de radium dilués dans 15 de matiéres radioactives. Quel poids
de ces matiéres faudrait-il prendre pour avoir 0,1 de radium ?
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€. — 85. — Quelles longueurs de fil de fer faut-il prendre
pour former des poids de 0%,5 ; 1¥"; 287; 58; 1c¥", sachant que
1adensité de ce fil est 7,5 et son diamétre 2™® ? Quelle erreur
entrainerait sur chaque poids une erreur de 0™*,5 sur1a mesare
de la longueur du fil de fer? Quelle serait I'erreur sur chaque
poids pour une erreur de 0o™™,05 dans la mesure du diamétre ?

C. — 86. — Un commercant a une balance dont les bras
n’ont pas la méme longueur, de sorte qu'un poids mis dans
I'un des plateaux équilibre dans 1'autre un poids supérieur de
un dixiéme. S’il vend deux fois de suite 15 de marchandise,
«n mettant les poids marqués d’abord dans 'un des plateaur,
puis dans I'autre, a-t-il donné au total plus ou moins de 2*¢ de
marchandises ?

B. — 87. — Quel ‘est le poids d'ume somme de 50 fr.,
sachant que les quatre cinquitmes de cette somme sont en ar-
gent et le reste en billon, sauf 1,25 en pitces de nickel ?

C. — 88. — Quel est le poids le plus grand et quel est le
poids le plas pelit que I'on puisse réaliser avec une somme de
3f,75, suivant la nature des piéces dont elle est formée ?

CHAPITRE V

ERREURS — CALCULS NUM‘E‘.R[QUES

C. — 89. — On veut mesurer la durée d'une oscillation
d'un pendule avec une approximation de un deux-centiéme de
seconde. Combien faudra-t-il observer d'oscillations, sachant
que la lecturede I'heure au début et a la fin entraine chaque fois
une erreur qui peut atteindre un cinquiéme de seconde ?

B. —90. — On a mesuré avec un métre en bois une lon-
gucur qui a été trouvée égale i 73™,47. La longueur du métre
employé peut comporter une erreur de 1™™; chaque transport
du métre peut entrainer une nouvelle erreur de 1™™,5. Enfin la
lecture finale n'est exacte qu'a 1™™,5 prés. Que peut-on dire
sur la valeur exacle de la longueur mesurée ?

C. —91. — Quelle devrait étre la précision d’une balance
qui apprécicrait I'addition a une certaine quantité de lait d'un
dixidme de son volume en eau? La densité du lait est 1,03.
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Traiter la méme question, en supposant qu’il s’agisse d'une
addition d’eau d’un quart du volume.

B. — 92. — Quelle scrait la précision d'une balance qui
apprécierait l'existence d'un dépdt de un quatre cent-milliéme
de millimétre d'argent sur une plaque de verre de 3™ de rayon,
plaque pesant 208" ? La densité de I'argent est 10,5. )

) B. —.93. — Quelle cst la hauteur de la fagade d'une maison,
si cetle fagade comprend ¥32 couches superposées de briques,
ch:?que couche ayant 77,6 d’épaisseur?® Quellc est I'erreur
qu’entraine pour une pareille ncsure une erreur de o™™,5 sur
I'épaisseur d'une brique ?

B. — 94. — Divers autcurs ont proposé les valeurs appro-
chées suivantes pour le nombre

m = 3, 14159 26530 89793 23846...

3 Bible V3 -+ V2

_ 3, - _
V1o Arabes i (V3 + \/v) Cusa
‘fg Bauhayana \,/ 51— 4

: o e .
3 EZB Ptoléméc 3 \/ 120 — 18 \/ 3 Koskanski
22 P 13— .
- Archimede 50 \/14() Specht
3.1416 . 501 -4—80\/10 “
3,1416  Apollonius R Gergonne
355 L N
T3 Métius \/5(

Classer ces diverses valeurs suivant le degré de leur approxi-
mation.

A. — 95. — Quelle est l'erreur relative commise dans une
pesée de 10" effectude & un dixitme de milligramme prés?
Quelle est l'erreur relative commise dans la fabrication d'un
arbre de machine ayant 30°™ de diamétre, si ce diamélre est
obtenu 2 un dixiéme de millimétre prés ?

C. — 96. — Un arpenteur a trouvé pour les trois cOiés d’'un
triangle rectangle : 4™.50, 3™ et 5, /0. Quelle est approxima-
tivement la précision qu'il obtient dans ces mesures ?
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B. — 87. — On emploie parfois dans I'équarrissage des
troncs d’arbre la formule suivante : le coté du carré équivalent
dun cercle donné est égal au quart du périmétre de ce cercle.
Quelle est 'erreur relative que 1'on commet en employant cette
formule ?

A. — 98. — Effectuer la multiplication abrégée de m par-
V2, avec 3 chiffres exacls au résultat. 7

A. — 99. — Effectuer la division abrégée de 1 par.
2,718281828 ... avec 4 chiflves exacts au résultat.

A. —100. — Montrer que : pour multiplier un nombre par
99. on peut le multiplier par 100, puis retrancher le nombre-
du résultat; pour diviser un nombre par 5, on peut le multiplier
par 2, puis prendre le dixiéme du résultat; pour multiplier un.
nombre par 5, on peul multiplier par 10 la moilié de ce
nombre.

ALGEBRE

CHAPITRE 1

NOMBPRES POSITIFS OU NEGATIFS

A. —101. — Un thermométre marque 17° au-dessous de
zro. Sa lempérature est d'abord élevée de 20°, puis clle baisse
ensuite de 1° par 5 minutes. Quelle est la température qu'il
margue au bout d'un quart d’heure? Au bout de combien de
temps sera-t-il & — 15° 9

A. — 102. — Le calendrier Russe retarde actuellement de
13 jours sur le ndtre. Quels jours correspondent dans ce calen-
drierau 1°" Janvier? au 1 Mai ? au 25 Décembre ? Quels jours.
de notre calendrier correspondent aux mémes dates du calendrier-
russe !

A. —103. — Le temps étant supposé compté positivement
a partir du 1 Janvier 4 midi, quelles sont les époques qui corres-
pondent aux temps ¢évalués en heures : +835; —15; — 1543%
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B. — 104. — Une personne, dont la montre avance de 8§
“minutes, part de chez elle 13™ avant I’heure ou elle doit prcndle
le tram. Sachant qu’elle met environ 25™ pour se rendre i la
gare, on demande qu’elle est la durée du retard que doit avoir
{e train pour que cette personne puisse le prendre ?

B. — 105. — Quelle est la longitude pav rapport & Green-
wich de la ville russe de Cronstadt, sachant que par rapport &
‘Saint-Pétersbourg sa longitude est 32'15" (0) ? D'autre part les
longitudes de Glecnmch et Saint-Pélershourg par rapport &
Pans sont 2°20'14" (0) et 27° 58'8" (1), en dc ignant par (E)
{es longitudes orientales ct par (O) les m,udcnldlcs.

A. — 106. — Calculer :
- [(__ 3) + (-— ;) —(+ u,;,'l l'—- (- 2 — 0,4) — 1 -4 8.]
B. — 107. — On donne la suite des nombres :

1
4 B 6 7

[ R
L

On prendra dans cette suite le nombre 1; puis 1 suivi d’un
nombre suflisant de termes négatifs pour obtenir un résultat
oo 111
négaltif, soit 1 — 2 i 6
tera un nombre suffisant de lermes positifs non encore cmployés :

I . .
g > buis a celie somme on ajou-

1 . . .
3 -.- pour avoir un résultat posilif; puis on prendra encore

des termes négatifs et ainsi de suile. Calculer les 7 premicres
.sommes ainsi obtenues.

C. — 108. — Etant donnés une aire plane ct an axe Ox
dans son plan, on considére parfois comme positive toute por-
tion de cette aire située au-dessus de Oz et négative toule portion
située au-dessous. Montrer, qu’avec ces convenlions, l'aire
change de signe quand on la remplace par sa symétrique par
rapport & Ozx.

C. —109. — Deux axes rectangulaires «'Ox et y'Yy par-
tagent le plan d’une certaine aire donnée ¢n 4 régions; on con-
sidérera comme positives les portions de celte aire snluees dans
I'angle Oy ou l'angle 2Oy et négatives les porlions situées
dans les deux autres angles. Que devient cette aire si on la rem-
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place par sa symétrique par rapport & un des axes, ou par
rapport au point O ?

C. — 110. — On considére, dans le plan d'un polygone con-
cave ou convexe ABCD ... LA, un point O et I'on forme des
divers triangles OAB, OBC, OCD, ... OLA. On considérera
l'aire de I'un'de ces triangles comme positive ou négafive sui-
vant que I'angle, aigu ou obtus, de OA avec OB ; de OB avec
OC; ... de OL avec OA est positif ou négatif, un sens de rota-
tion des angles ayant été préalablement fixé autour de O. Avec
cette conveation, montrer que l'aire du polygone est la valeur
absolue de la somme algébrique des aires des triangles. Peut-on
interpréter le signe de cette somme algébrique ?

C. —111. — Si l'on applique les propriétés précédentes
(exercice n” 110) au cas ou les points A, B, C ... L sont en
ligne droite, que peut-on en déduire ?

(. —112. — Dans le cas ou le polygone ABC est un triangle
équilatéral, déduire de celte méme propriété (exercice n® 110)
unc relation algébrique entre les distances d'un point O quel-
conque du plan aux trois cités de ce Lriangle.

A. —113. — Classer par ordre de grandeur les nombres :
= et 2 -3 —8 —9
o —1 o062 — 0,79 0,83 3 i ¥ T

CHAPITRE Il

CALCUL ALGEBRIQUE

B. — 114. — Y a-t-il des cas ou I'on peut multiplier ou
diviser membre & membre deux inégalités arithméliques ou
algébriques ?

. (= 3)5(— 2)} 125

A.—115. — Calculer : ) Ry e B

B. — 116. — On place une lentille ea un point O d'un
axe «'Ox sur lequel on a fixé comme sens positif x'z; un
point lumineux d’abscisse p sur l'axe donne sur ce méme axe
une image dont l'abscisse p' se mesure avec le nouveau sens
positif xx’. Avec ces deux convenlions, on démontre que la
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relation qui lie p & p'est : Il’ +1~l)-, == }-,féhnume quantité fixe,

positive pour une lentille convergente et négative pour une
lentille divergente. Sous quelle forme simple se met cette rela—
tion, si I'on prend comme nouvelle origine des abscisses pour
le point lumineux le point F d’abscisse f et pour son image le-
point ' d’abscisse f?

B. — 117. — Pour 1’étude des lentilles, dont il s’agit dans
I'exercice précédent (n°116), les longueurs étant évaluées en
centimétres, on appelle habituellement « dioptrie » l'inverse
d'une longueur p ou p'. L'inverse de fest le « numéro » de la
lentille. Si I'on suppose que 'on accole au point O plusieurs
lentilles, chacune d’clles transforme 'image donnée par la précé-
dente pour en donner une nouvelle. Déduire de ce qui précéde
que I'ensemble de plusieurs lentilles ainsi accolées équivaut &
une nouvelle lentille ayant pour .« numéro » la somme algé-
brique des « numéros » des précédentes.

C. — 118. — DPecut-on résoudre cn nombres entiers 1'égalité
1

pt ;7 =} en s'appuyant sur le calcul de l'exercice n° 116 ?

C. —119. —Etantdonné, surun axe,quatre points : A,B,G,D,

d’abscisses respectives : a, b, ¢, d, montrer que la quantilé
(@—c)(b—4d - , o e

6 —=c)a=d)"e change pas si I'on change I'origine des abs-
cisses. En est-il encore de méme si I'on remplace q, b, ¢, d par

X ) ; 111 14
ka, kb, ke, kd? par v d

B. —120. — Vérifier que ax® + bx -+ ¢ devient nul quand
—_ b+ \/6_2—400

2a

&

. On suppose b* — fac posilil.

B. — 121. — Vérifier que «* + px ~+ q devient nul pour
x = \/u + \/a’, en pesant 18 = —g¢ + \/3(4p3 —+ 27¢%)

et 182 =—gq— \/3(4p* + 27¢4%). On suppose 4p® + 27¢*
positif.

C. —122. — Un pére verse 100 fr. par an pour ses deux
enfants 4gés de 3 ans et 5 ans & I'époque du premier versement.
11 partage, chaque année, cetlc somme de fagon que le capital
total de chaque enfant soit proportionnel 4 I'dge quil a aw
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moment du versement. Quelle formule peut-il employer pour
savoir chaque année comment faire ce partage ?

C. — 123. — Peut-on trouver en s’appuyant sur I'identité :
{n + 1)* — n®= 2n + 1 un triangle rectangle dont les cotés
soient trois nombres entiers ?

C. — 124. — On veut casser une barre PQ en trois mor-
ccaux pour en faire les cOtés d’un triangle. L’un des points de
cassure étant en A, quelles sont les régions de la barre ou I'on
fera unc seconde cassure pour avoir les morceaux demandés ?

A. — 125. — Vérifier les identités :

xt + 4 = (x* + 22 + 2) (x* — 22 + 2)
+ 1= +x+1) (e —x+ 1)

B. — 126. — Montrer quele produit de qualre nombres
entiers consécutifs augmenté de 1 est un carré parfait.

B. —127. — Si l'on appelle nombre « triangulaire » le
demi-produit de deux enliers consécutifs, montrer que tout
« triangulaire » multiplié par 8, puis augmenté de 1 devient
carré parfait. .

A. — 128. — Effectuer la somme des cinq polynomes :

—oaxt 4-3x® + b — 2w + 3 5 xt — hx? + Jx + 2;
—ox% + 3 — ; — 22" + 4o* — 5 ; 3wt — Sx® — &' — 4.

‘A. — 129. — Quel est le cube de 1 — 22 + x??

A. — 180. — Diviser (1 — 2& + x?)® par (1 — x)°.

A. —181. — Diviser 8z* — 3a* + gx* — 1 par o’ —x + 1.

C. — 182. — Montrer qu'un polynome est divisible par
& — a, s'il s’'annule quand on y remplace x par a, et récipro-
quement, quesi un polynome s'annule pour x=a, il est
divisible par & — a.

CHAPITRE I
EQUATIONS ET PROBLEMES DU PREMIER DEGRE

C. —183. — 10000 électgurs ont voté pour nommer
5 députés. On suppose que deux partis A et B se partagent tous
les suffrages émis, A ayant a voix et B en ayant b. On cher-
chera les valeurs que doit prendre a pour que le parti A ait
droit 4 5, 4, 3... siéges dans chacune des trois hypothéses sui~
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vantes : 1° la répartition des siéges se fait d'aprés la « régle
d'Hondt » : on compare les quotients ;';, ¢ 2.0 L

2 3 1 2 3
...... Le parti A a autant de siéges qu'il y a de quotients pro-
venant de a dans les cinq plus forts quotients; 2° On emploie la
« régle des moindres carrés » en remplagant dans la régle pré-
cédente les dénominateurs 1. 2, 3, 4... par1, 3, 5, 7...; 3°On
emploie la « régle des grands restes » en divisant a et b par
2000 et donnant & chaque parti un nombre de siéges égal i ce
quotient ; s'il reste un si¢ge A attribuer on le donne au parti
pour lequel le reste de la division est le plus grand.

A. —134. — Résoudre I'équation: 3z — 2 =—6 + 7x
A. — 135. — Résoudre I'équation :
Vhx! — 22 + h= — 22 + 8

B. — 136. — Résoudre les diverses inégalités :
3t —2>—6+ 72 \/Eﬂ——-nmﬁ—d>——2m+8

3z —2<l—6-+ 7% \/4x“—2x+4<—-2w+8
A.—187. — Résoudre Iinégalité: =4 > o
—z—y+15=0
28 — 4y +9=o0
2L — 4y +9=0
—x—y4+15>0
8z — 2y +z=0
r=1z-+ 7
2z =y
9z — 2y = 7.
(z—y+ua=4
A.—141. — Résoudre le systéme : ) 27 =1
( 72 +y=u-+ 2z
C. —142. — Trouver un nombre de deux chiffres sachant
que si I'on renverse 1'ordre des chiffres la somme de ces deux
nombres est 88, et que d’autre part la somme des chiffres de ce
nombre est 8.
B. — 143. — Un aviateur va en 1"3™ avec un vent supposé
constant & 140*™ de distance et dans les mémes conditions re-
vient au point de départ en 40™. Quelle est sa vitesse propre ?

A.—138. — Résoudre le systéme : %
A.—139. — Résoudre le systéme : 3

A.—140. — Résoudre le systéme : (

A. Sainte-Lagus a8
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B. — 144. — En deux lieux voisins : A et B se trouvent
deux horloges. On veut régler I'horloge de A A I'aide de celle
de B comme il suit : on part de A & g*15, heure lue en A, et
I'on arrive en B a 9”30, heure lue en B. On revient immédia-
tement en A ol 'horloge marque g*31. Quelle est I« différence
des heuresen A et B?

C. — 145. — Deux trains marchant sur des voies paralléles
ont des vitesses respectives de go*™ et de 30*™ 4 I'heure. Le
premier a 80™ de long et le second 120™. On demande quelle
est la durée du croisement de ces deux trains, suivant qu’ils vont
.ou non dans le méme sens ?

B. — 146. — Une personne veut faire une promenade en
canot pendant une heure. Elle part contre le courant de la ri-
viére avec une vitesse propre de 4*™ & I'heure. Sachant que la
vitesse du courant est de 2,5 A I'heure, on demande au bout
de combien de temps elle doit revenir en arriére ?

C. — 147. — Un bouchon cylindrique, en liége, de densité
0,24, a 2™ de diameétre et 3™ de hauteur. On enfonce dans
I'axe de ce bouchon une tige de fer de 4™ de diamétre et de
densité 7 de fagon & maintenir le bouchon en équilibre au mi-
lieu de I'eau d'un vase. Entre quelles limites doit varier la lon-
gueur de cetle tige pour que ce résultat puisse &tre obtenu?

C. — 148. — Deux observateurs se trouvent i une méme
distance @ d'un mur. L'un d'eux émet un son qui est entendu
par 'autre d’abord direclement, ensuite aprés réllexion sur le
mur. On demande & quelle distance doivent se trouver les deux
observateurs pour que l'intervalle qui sépare les deux per-
ceptions soit supéricur & un dixi¢éme de seconde? La vitesse duv
son est de 34j0™ par seconde.

', — 149. — Etant données deux sources lumineuses A, B
distantes de 4™, ol faut-il placer un écran sur la droite qui les
joint de fagon qu'il soit également éclairé par ces deux sources ?
Leurs intensités sont proportionnelles & 3 et 7, et I'on sait
qu’un éclairement est proportionnel & I'intensité de la source et
4 I'inverse du carré de la distance A cette source.
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CHAPITRE 1V

EQUATIONS ET PROBLEMES DU SECOND DEGRE

A. —150. — Résoudre I'équation : 72* — 6x — 8 = o.

A. — 151. — Ecrire que les deux équations du second de-
gré : ax® + bx + ¢ =o0; a'x® +b'x + ¢ = o ont deux ra-
cines communes.

C. — 152. — Ecrire que les deux équations du second de-
gré : ax’ + bx + c=o0; a'x* 4 b'x + ¢’ = o ont une seule
racine commune.

B. — 153. — Résoudre I'équation : —

—+ = =o0.

—a IB-—

C. —154. — a, 5 étant les deux racines de léquauon

1 1 1
. . . 2 2.
e ta st =20 calculer : o + f3; a® + [3%;

o + [ 7t - [Frelat + 5

A. —155. — Classer les nombres — 6, 2, 8 par rapport
aux racines de I'équation : * — fx + 3 = o.

C. —156. — Si a, b, ¢ sont les cOés d'un triangle, mon-
trer que a* + b* - ¢t — 2a’h* — 2b%? — 2¢%a? est négalif.

A. — 157. — Un triangle peut-il avoir comme cblés a et
les racines de I'équation du second degré : 2> — px + q = o?

A. — 158. — Résoudre les deux équations :
t —hx*—g=o0 — x4+ 1=0

A. — 159. — Classer les nombres 3; — 6; 0,2 par rap-
port aux racines de chacune des équations : x* — Aac’ 9=o0
et &t — fx* + 1 =o0.

B. — 160. — Résoudre : x* + ax® + bx? + ax + 1 = o,
€n prenant comme inconnue auxiliaire : y=x -+ = Discuter

suivant les valeurs de a et b.

A.—161. — Résoudrelesysttme: {1 1 1
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rr=ao
B. —162. — Résoudre le systéme:  zz = b
zy=c¢
x? = ax + §y
yi=uay + bz

B. — 164. — Les c6tés d’un triangle étant a, b, c, les aug—
menter ou les diminuer tous d’'une méme quantité de facon 3
former ainsi les ctés d'un triangle rectangle.

C. — 165. — Couper un tri¢dre trirectangle donné par um
plan de fagon & former un triangle égal & un triangle donné.

C. — 1688. — Tout triangle ABC peut-il étre considéré
comme la projection, sur son plan, d'un triangle équilatéral ?'

C. — 167. — Couper un prisme & base carrée suivant un
parallélogramme dont les c6lés aient des longueurs données.

B. — 188. — Ou faut-il placer une lentille de « numéro » 4
entre deux points A et B distants de 2™, pour que 'image de A
se fasse en B? (Voir les n>* 116 et 117).

B. —169. — Une route part d'un point A et tourne &
angle droit au bout de 2. A quelle distance de A sur cette
route doit se trouver un point B pour que le cheminde A4 B
soit L fois plus long que la distance & vol d'oiseaude A A B ?

B. — 170. — Un oisean qui fait 15™ par seconde passe a
3o™ au-dessus de la téte d’'un chasseur. Quel est 1'endroit que
doit viser le chasseur si I'on suppose que les grains de plomb
font en moyenne 180™ par seconde ?

C. —171. — Dans un tube barométrique de 3¢=* de sec-
tion et dont la longueur au-dessus de la cuve & mercure est de
goo™", on introduit 1°=? d’air pris A la pression extérieure
750™". Quelle est la dénivellation de la colonne mercurielle >
Quelle doit &tre la nouvelle graduation du baromé&tre ? On sup-
pose que l'air suit la loi de Mariotte. (Voir n° 218). '

C. —172. — Un tube de 1¢2* de section et de 1™ de long
est plongé verticalement dans I'eau d’une cuve, I'ouverture su-
périeure étant bouchée par le doigt. A quelle hauteur monte-
I'eau dans ce tube, si I'extrémité supérieure est 3 50°= au-dessus
du niveau de I'eau. La pression atmosphérique est supposée
équivalente i la pression d’une colonne d’eau de 10™ de hauteur..

,

C.—163. — Résoudre le systéme: 3
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C. — 173. — Dans I'expérience précédente (exercice n°178),
on souléve le doigt puis on le repose, et enlin on souléve le
tube. Quelle est' la hauteur d’eau que contient ce tube, au
moment o il va sortir de 'eau ?

B. — 174. — Deux trains vont de Paris 4 Orléans. L'un
d’eux, qui met 55 minutes de moins que l’autre pour faire ce
trajet de 125%™, fait 36" de plus & I'heure. Quelles sont les
durées des deux trajets ?

CHAPITRE V

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES

A.— 175. — On définit une progression arithmétique par son
premier terme 4,2 et sa raison 3,2. Quelle est la somme des
100 premiers termes ?

A.—178. — Quelle est la somme des 100 premiers termes
d'une progression arithmétique de premier terme 4,2 et de
raison — 3,27

A. —177. — On considére deux progressions de premier
terme 4,2 et de raisons respectives + 3,2 et — 3,2. Insérer
entre les termes dec chacunc de ces progressions 7 moyens
arithmétiques.

C. —178. — On donne la somme s et le produit p de trois
termes consécutifs d'une progression arithmétique, Peut-on
trouver ces termes ?

C. — 179. — Trouver 4 termes consécutifs d’une progres—
sion arithmétique connaissant leur somme s et leur produit p.
Traiter la m&me question pour 5 termes.

"B.— 180. — On considére la progression géométrique
dont le premier terme est 2,8 et la raison 0,8. Quel est le 15°
terme? Quelle est la somme de ces termes? Que devient celte
somme si le nombre des termes considérés augmente indéfini-
ment? Que devient-elle si I'on prend seulement les termes de
deux en deux ? '

A. —181. — Insérer 3 moyens entre deux termes consécu-
tifs de la progression géométrique de premier terme 2,8 et de
raison o,8.
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C, — 182. — Quelle est la formule donnant le produit de n
termes comsécutifs d'une progression géométrique dont on
donne le premier terme a et la raison r?

A. —183. — Montrer que, si dans un triangle les tréis
angles sont en progression arithmétique, 1'un d’eux vaut Go®.

B. — 184. — Montrer que la formule : log a®=nlog &
s"applique encore au cas ou n est un exposant négatif.

A.—185. — Quelles sont les caractéristiques des loga-
rithmes du produit de 475,38 par 1000000 et du quotient de
ce méme nombre par 100000000 ?

A. —186. — Calculer les logarithmes de 2{'/ 2'2 et de ‘\0/55
et en déduire 'ordre de grandeur de ces nombres.

A. — 187. — Calculer & I'aide des logarithmes :

L \/42 — 0,328° )
2573[\/45——\/52%]

B. — 188. — En désignant par n un nombre entier com-
pris entre 100 et 1000, on a, de fagon trés approximative, la re-

. 0 4343
lation : log ( 1+ ) ~
I'on en déduira que la différence tabulairc entre les loga-
rithmes de n + 1 et n, tels qu’ils sont donnés aux pages
476 & 479, est sensiblement égale au quotient de 4343 par n.

A.— 189. — Que devient un capital de 1534" placé &
intéréts composés, au taux de 2,b pour cent, pendant 26 ans?

C. —180. — Une horloge sonne, en plus de I'heure, un
coup au quart, deux coups a la demie, trois coups aux trois
quarts et quatre coups & I'heure. Elle est remontée le 1° et le 16
de chague mois. Combien de coups au moins doit-elle pouvoir
sonner sans que la sonnerie soit remontée ?

B. — 181. — Des ressorts de wagons sont formés de
8 lames superposees dont les longueurs décrmssent régulidre-
ment de 200°™ & 60°™. Quelle est la longueur totale des 8 lames ?

B. —182. — Un commis gagne 1500" pendant chacune
des 4 premiéres années, puis 1600" pendant chacune des 4
anndes suivantes et ainsi de suite, chaque augmentation étant
de 100". Un second commis gagne 1500 la premiére année,

On admetira cette égalité et



ALGLBRE 439

1525 la seconde et ainsi de suite, I'augmentation annuelle
étant de 25% Comparer leurs traitements. Quelle devrait dtre
'augmentation du premier pour que le total des gains soit le
méme au bout de 20 ans ?

B. —183. — Un décamétre & ruban est supposé formé
d’'un axe central de 1™ de circonférence, axe sur lequel se
trouvent enroulés 110 spires de ruban. Quelle est la différence,
supposée constante, de longueur de deux spires consécutives et.
quel est le diamétre total du décamétre une fois le ruban en-
roulé? On supposera que les longueurs de deux spires consécu-
tives sont sensiblement égales a celles de deux circonférences
dont les rayons différent entre eux de 1'épaisseur du ruban.

‘B. — 194. — Uni jardinier a Do rosiers en ligne droite dis-
tants de 1™ les uns des autres. Quel est le chemin total qu'’il
doit faire pour les arroser, sachant qu'il prend I'eau au milieu
de la rangée de rosiers el qu'a chaque voyage il peut arroser
deux plants ?

B. — 185. — Unc personne voit ses charges s'accroitre
d’un dixieme, d'une annéc i autre. Au bout de combien de
temps dépensera-t-elle deux fois plus si ccite augmentation a
toujours lieu dans les mémes conditions ?

B. —196. — Une personne voit ses économies diminuer
d’un douzieme, d’une année & I'autre. Combien a-t-elle versé la
premitre année sachant qu’elle a mis 3000™ de coté au bout
de dix ans?

B. — 187. — Dans une machine pneumatique, la pression
aprés chaque coup de piston est le produit de la pression aprés
le coup précédent par un nombre constant que 'on supposera
égal & 0,9. Sila pression initiale est celle de 750™™ de mercure,
au bout de combien de coups de piston sera-t-elle de 2 ? Quelle
sera-t-elle au bout de 30 coups de piston?

C.—198. —De 1800 & 1900, la population totale de la France
a pass¢ approximativement de 30 millions 4 4o millions d’ha-
bitants. Si cet accroissement s'était produit de fagon réguliére,
quel aurait été, pour 10000 habitants, I'excédent annuel des
naissances sur les décés ?
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CHAPITRE VI

FONCTIONS ET DERIVEES

B.—199. — D’aprés la Caisse des retraites pour la vieillesse,
les nombres de survivants d’un groupe de 100000 personnes,
sont suivant I’4ge donné en années :

Age 20 25 30 35 4o 45 50
Survivants 92423 88918 85777 82701 79495 75894 71629

Représenter ces résultals par un graphique,. et « interpoler »
pour les dges de : 21 ans, 22 ans,... 4g ans, c’est-d-dire
donner approximativement le nombre des survivants a ces ages.

1B. — 200. — En s'aidant d'une représentation graphique,
on donnera la tempéralure moyenne au parc Saint-Maur de
quinzaine en quinzaine, sachant que pour le 1" de chaque mois
on a les températures suivantes :

Janvier  Février Mars Avril Mai Juin

2%1. 2,5 4,5 7°7 11°,5 15°%2
Juillet ~ Aoiit  Septembre  Octobre Novembre Décembre

17,7 18°,3 16°,3 12°,3 7°.4 3°,7

B. — 201. — En se servant d’une représentation graphique,
on cherchera le temps mis par la lumiére pour venir du Soleil &
la Terre. pour chaque quinzaine, sachant qu’au 1* de chaque
mois, ces temps sont donnés par le tableau suivant :

Janvier Février Mars Avril Mai Juin
8™10 8" 814 8™18 822" 8ma5"
Juillet Aot  Septembre Octobre Novembre Décembre
8mazt 8ma6° 8"22" 8"19" 8™15* 8™11"

A. -— .202 — Il résulte de statistiques que le nombre des
personnes de Grande-Bletagne et d’'Irlande ayant des revenus
annuels supérieurs a 5000", 7500",... 25000 sont données
par le tableau suivant :

Revenus supérieurs a : 5000 7 500 10000 12500
Nombres de personnes: 243550 126588 76725 56317
15000 17500 20000 22500 25000. . . . . . .

43500 35373 30251 25804 2385 . . . . . . .
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Calculer approximativement, d’aprés ce tableau, combien il y
a de personnes ayant plus de 7 500" de revenus dans un groupe
de 1000 personnes ayant plus de 5 000" de revenus ; de méme,
combien de personnes ont plus de 10000" dans un groupe
ayant plus de 7500", etc... Représenter par un graphique les
résultats obtenus.

A.—203. — Les frais d'envoi d’argent, par mandat-carte
ou mandat-lettre, sont les suivants : une taxe fixede o™,10 plus :

of,05 par 5, jusqu'a =20f | of,75 de 100",01 jusqu'a 3oo'
of,25 de 2of,01 » 50f | 17,00 » 300,01 » 500!
o'.,50 ». H50',01 » 100f | 1,25 » DHoof,01 » 1000

Au-dessus on ajoute 025 par 500’ ou fraction de 500. Tracer
le graphique des frais d’envoi nécessités par chaque franc de la
somme envoyée, suivant I'importance de cette somme.

B. — 204. — En reprenant I’énoncé de l'exercice n° 133,
tracer le graphique du nombre des sit¢ges attribués au parti A
suivant le nombre des suffrages qu’il a réunis.

B. — 205. — Traduire pav des graphiques les résultats de
I'exercice n° 122 de fagon & savoir chaque année quelles sont
les sommes qui doivent &tre versées pour chaque enfant.

B. — 206. — En traduisant par un graphique les hypothéses
de I'exercice n° 192, peut-on interpréter les résultats, a 'aide
d’aires de rectangles ?

C. — 207. — Etudier 4 l'aide d'un graphique les variations
de I'angle des deux aiguilles dans une horloge.

B. — 208. — Si, dans le plan de deux axes de coordonnées,
on trace une droite, des points équidistants pris sur cette.droite
.ont des ordonnées qui sont les termes consécuifs'd'une pro-
gression arithmétique.

C. — 209. — Les droites passant par les points A, B, de
‘coordonnées A(0,0) et B(2,3) d’une part; et par les points A
et G(— 3,2), d’autre part, sont rectangulaires. Peut-on géné-
raliser cette proprléte?

C. — 210. — Reconnaltre la forme du quadrilatére dont
les sommets A, B, G, D ont respectivement pour coordonnées

A(0,0); B(6,2); C(5,5); D(— 1,3).
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C. — 211. — Quelle est I'aire du quadrilatére de 1’exercice
précédent (voir n~ 210) ?

C. —212. — Quelle est la pente de chacun des cBiés de ce
méme quadrilatére ? Quel est son périmétre ? (voir n° 210).

C. —213. — On traitera les problémes analogues & ceux des
exercices n 210, 211 et 212 pour les trois quadrilatéres dé-
finis par les coordonnées de leurs sommets :

( A (0,0) { A (0,0) A (o, n)
VB (3..) B (8.2)  )B(8.2)
) G (24) C (3.5) ,C (4 5)

\ D (—1.,3) D(——l,4 - D(e.5)

B. — 214.— Les 6 points ABCDEI" dont les coordonnées sont
respectivement : A(— 1,1); B(1, — 1); C(6,0); D(8,0);
E(0,4); F(o,9) étant placés, on les joint deux & deux. Montrer
que les diverses droites ainsi tracées font, soit avec Oz, soit avec
Oy, des angles aigus dont les tangentes comprennent en parti-
culicr les dix premiers nombres entiers et leurs inverses.

C. — 215. — On prend le carré ABCD dont les sommets
ont pour coordonnées : A (6,6);.B(6, — 6); C(— 6, — 6);
D (— 6,6). On joint I'origine O au milieu K de AD ; on la joint
~ ensuile au point B par un contour polygonal OMNB dont les
sommets ont pour coordonnées : M(2, — 2); N(3,0); enfin on
joint le point O au point T(— 3, — 6) de CD par un contour
OPQT de sommets P(— 2,2); Q(— 4, — 2). Montrer que
le carré est ainsi décomposé en trois aires équivalentes.

(. — 2186. — Construire la courbe y = 2* — 4z + 1. On
cherchera les points ol la tangente est paralltle 4 'axe O:z:

C. —217. — On prendrala formule des lentilles ~ p -+ p’ = }

- (exercice n° 116), et, en portant les valeurs de p en abscisses
et cclles de p’ en ordonnées, on construira la courbe repré-
sentée par cette équation. On montrera que c'est une hyper—
bole équilatére.

A. — 218. — La loi de Mariotte, d’aprés laquelle le produit
de la pression p d’un gaz par son volume v est constant, & une
méme température, peut s'écrire p.v = C, en désignant par G
une quanlité fixe. On construira la courbe ainsi obtenue, en
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supposant qu’il s’agisse de 12,30 d’air pris sous la pression nor-
male de 760™™ de mercure.

A. -—219. — Montrer que la loi de Mariotte (voir exercice:
n° 818) peut encore s’énoncer : la densité d’un gaz est propor-
tionnelle & sa pression. Quel serait alors le graphique corres-
pondant & ces nouvelles coordonnées : densité et pression ?

B. — 220. — Construire le graphique qui traduit la loi de
Mariotte (voir exercice n° 218) en prenant pour abscisses les
logarithmes de p et pour ordonnées les logarithmes de v.

C. — 221. — Montrer que la courbe 2* = ax —+ by est une-
parabole. On désigne par a et b deux nombres supposés connus..

A. — 222. — Résoudre graphiquement le systéme :

{ 2 = 3z + 6y
{y* =3y + 6z’
A. — 228. — Reprendre & I'aide de graphiques les équations-
ou systémes d’équations donnés dans les exercices n>" 134, 138.
A.—224. — Reprendre & 'aide de graphiques les pro-
bl¢mes du second degré donnés dans les exercices n>* 160, 155.
A. —225. — Reprendre & I'aide de graphiques la résolution:
des équations bicarrées de I'exercice n° 159 en posant y = x*.
B. —2268. — Reprendre les résultats de discussion de
I'exercice n° 160, en considérant les deux paramétres a et b-
comme représentant les coordonnées d'un point du plan.

B. — 227. — Résoudre et discuter : a cos z + b sin . = ¢
équation dans laquelle 1'angle  est I'inconnue. On remarquera
pour cela que le point de coordonnées : cos ¢, sin o est & une-
distance constante de |’origine.

C. — 228. — Calculer les dérivées, par rapport & x, des fonc-
tions: y=\/z ety = \/R* — z.

C. — 229. — Quel est le plus grand volume que peut avoir
un réservoir cylindrique d’axe vertical placé sous une voite
demi-cylindrique en forme de tunnel & axe horizontal de 2™,50-
de rayon ? ' :

C. — 280. — Quelle est I'aire la plus grande que puisse
avoir un triangle isocéle inscrit dansun cercle de rayon donné »
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TRIGONOMETRIE

A. — 281, — Convertir en radians les angles suivants :
— 673°; 4537,256; 53° 474'56"; 0',6325. Convertir en degrés
-t en grades les angles suivants donnésen radians : 2,7; —53,28.

A. —282. — Calculer les lignes trigonométriques des
angles : — b584°% — 41237.

A. — 283. — Indiquer, en se servant des tables des pages

486, 487, avec quelle approximation on peut, suivant les va-

leurs de I'angle &, supposé donné en radians, remplacer dans un
. a?

. . s, ——

calcul sin & ou tg o parz, etcos o par 1 —

A. —234. — On veut construire un rapporteur rectan—
laire de dimensions 10 X 5™, le centre du rapporteur étant
.au milieu d'un des plus. longs cdtés. Donner la graduation des
divers cotés du rectangle, en supposant que I’on veuille repré-

senter tous les angles de 27 en 27.

A. —83b. — Dresser la table numérique donnant les lon-
gueurs des cordes qui sous-tendent les angles de 107, 207,
30, ..... go', 100.

A. —286. — Exprimer en fonction des lignes de I’arc « :

-sin <E+x); cos (7—! -+ ac); lg (f -+ a;)
— 87, — Etablic'identité sin § — z) = cos (3+ z)-

B. — 288. — Calculer sin 3x, cos 3x et tg 3x en fonction
des lignes de I'arc x.

C. — 239. — Calculer sans I'aide des tables les lignes tri-
gonométriques des arcs t;et 1—2-

C. — 240. — Simplifier : sin = +- sin 2x + sin 32 4 sin 4
Bl : cos & + cos 2 + cos 3x —+ cos fa.
C. — 241. — Etudier les variations de : y = sin & -+ cos x.
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C..— 242. —L'angle 2 étant inconnu, résoudre 1'équation :
acos o+ bsina=c. -

C. — 243. — Démontrer que dans tout triangle on a la re-
lationtg A +tg B +tgC=tg A .tgB.tgC.

B. — 244. — Démontrer que, dans tout triangle, on a la
relation a = b.cos G + c. cos B.

A. — 245. — Résoudre un triangle isoctle connaissant un

cBté égal & 5™,20 et un angle égal A 277,675. On examinera les
divers cas qui peuvent se produire.

A. — 246, — Résoudre un triangle ABC, sachant que ses
angles sont en progression arithmétique, B étant 'angle moyen
et connaissant les longueurs des deux cotés : AB = 7™,60;
AC=7~.
~ B. — 247. — Etant donnés, dans un triangle isoctle, les trois
cbtés a, b, b, calculer en fonction de ces cotés les rayons des
cercles inscrits, ex-inscrits, circonscrits et la surface du triangle.

C. — 248. — On donne un point A sur un cercle de centre
O etde rayon 3™ et un point A’ sur un cercle de centre O et de

rayon 4™,50. L’angle AOO' est égal & 367; I'angle A'O’O est de

18”. Enfin la distance des centres O et O’ est 0™,50. On demande
de calculer la distance des points A et B. Refaire ce calcul en
supposant que la distance des centres soit de 8™.

B. — 249. — Calculer le rayon R d’un cercle, connaissant
la longueur 2/ de la corde qui sous-tend un arc 2¢ et la fleche

de cet arc, c’est-3-dire la distance du milieu de I’arc au milieu
de la corde. Quelle est la courbe que 'on obtiendrait en consi-
dérant f comme fonction de [ et en représentant graphiquement
les variations de cette fonction, R ‘étant constant ? Quelle serait
la courbe donnant de R en fonction de {, si f'est constant ?

B. — 260. — Un cible est tendu entre deux poteaux. dis-
tants de 60™. On suppose que la courbe dessinée par ce cable est
approximativement un arc de cercle de flcche 1™, Quelle est la
* longueur de ce cable ?

B. — 251. — On donne une « lentille sphérique » formée
de'la portion commune & deux sphéres de méme rayon. Son
épaisseur est 2°™. Le rayon du cercle qui la limite est 5. Quelle
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est la surface totale de cette lentille ? Quel est I'angle des plans
tangents aux deux sphéres en un point de leur intersection ?

B. — 258. — On porte sur une circonférence des arcs égaux
AB, BG, CD, DE, ... dont les cordes sont égales ,au demi-
rayon. Au bout de combien de fois trouvera-t-on ainsi un point
M du cercle tel que AM soit inférieur & un dixiéme du rayon ?

B. — 2563. — Les verres de montre sont en général des ca-
lottes sphériques. Le diamétre de I'un d’eux étant 4°™, quelle
sera la fleche de la calotte ainsi formée et combien pourra-t-on
découper de ces verres dans une zone sphérique de 1™ de rayon,
de 4™ de hauteur, ayant comme plan de symétrie le plan de
I'équateur.

B. —254. — La loi qui lie « I'angle d’incidence » i &
« I'angle de réfraction » r est, comme l'on sait, sin i = n sin r.
‘On prend sur un cercle de centre O, de rayon 1, deux
points A, B tels que 'angle AOB soit égal & « I'angle de dé-
viation » : { — r; i G est un point de OA tel que OC =n,
montrer que les angles du triangle BOCsont: i — r, r et
m —i. En déduire la construction de I'un des angles i ou r
-quand on connait I'autre et I'indice n.

B. — 255. — Un bassin circulaire est vu d’un point A sous
un angle de 247. On se rapproche de son centre de 20™ et I'angle
sous lequel on le voit a doublé. Quel est le rayon du bassin ?

A. —256. — Un pont-levis de 4™ de longueur peut se re-
lever a I'aide de chaines passant sur des poulies de renvoi situées
4 4™ au-dessus de la charniére du pont. Quelles sont les lon-
gueurs de ces chaines, supposées limitées aux poulies, sile pont-

levis doit faire 207, 4oT ou 6o¥ avec la verticale ?
A. — 257. — En supposant que les deux aiguilles d’une

horloge aient la méme longueur : 0™,50, quelle est la distance
de leurs extrémités & midi et demie et & midi trois quarts ?

A. —258. — Un mit est attaché au tiers de sa hauteur par

trois cordes d'égale longueur : 4™ qui forment des angles de 4oY
avec le sol. Quelle est la hauteur de ce méat ?

B. — 259. — Une ville A est 4 vol d'oiseau & 25*™ d’un point
‘0 et au nord-nord-ouest de ce point; une seconde ville B est &
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25 de O et A l'est-nord-est. Quelle est la distance et quelle
est la position de B par rapport & A sur la « rose des vents » ?

A. — 260. — On veut retenir un eouvercle de malle avec un
cordon de 30°™ attaché sur le couvercle & 15™ de la charniére.
A quelle distance doit-on le fixer sur la malle si 'on veut que

Yangle du couvercle avec la malle soit de 1507 ?

A. — 261. — Un couvercle de malle est retenu par un cor-
don de 30°™ fixé & 15" de la charniére sur le couvercle et 20™
sur la malle. Quel est I'angle du couvercle avec la malle?

C.— 262. — Trois points A, B, C, sommets d’un triangle
Squilatéral de 50" de cdté sont reliés deux d deux par trois routes.
Deux cyclistes partent simultanément de A et B, vers C, avec
des vitesses respectives de 18 et 25" & I'henre. A quel instant
seront-ils en deux points M et N, tels que leur distance & vol
d’oiseau soit 30 ? A quel instant seront-ils en deux points P
et Q, tels que la distance de P & Q soit la méme en passant par A
et B ou cn passant par G?

B. — 263. — Un aéroplane passe dans le plan vertical de
deux points A et Bdistants de 500™, points oit des obscrvateurs
mesurent les angles que font & cet instant avec la verticale les
rayons visuels allant & I'aéroplane. Quelle est sa hauteur si ces

angles sont 157 et 2577

C. — 264, — Chacun des deux appareils de visée est formé
dans I'expérience précédente (n° 263) d'unc régle horizontale
graduée en centimétres et dont le zéro est & 10°™ au-dessus de
I'weil del'observateur, qui lit la division correspondant au passage
de laéroplane. Montrer que seule la somme des nombres lus
sur les deux appareils intervient dans la mesure de la hauteur.

C. — 265. — En supposant, pour simplifier, que les pieds
d’un homme soient représentés par deux segments de droite de
longueur 25°™, on étudicra les variations de I'aire du trapéze qu'ils
limitent, suivant que les pieds forment un angle plus ou moins
grand, I'écartement des talons restant constamment égal a 10™.

C. — 268. — Quelle est la longueur du paralléle de la sphere
terrestre qui passe a Paris par la fleche du Panthéon, point de
latitude 48°50'49". Quelle serait l'erreur commise sur cette
longuenr pour une erreur de 1’ dans la latitude ?



448 EXERCICES

C. — 287.. — On considére un parallélépiptde rectangle et
I'on désigne par a, 3, 7 les angles de la diagonale issue d'un
sommet avec les trois arétes qui en partent. Démontrer que 'on
a [a relation : cos® & + cos® B + cos* y = 1.

C. — 268. — Si dans un triédre, on désigne par a, b, cles

angles des faces et par A, B, C ceux des diédres opposés, dé-
- , sina __sinb _ sinc
montrer que 'ona: Zorp = ——p = -

C. — 269. — Deux murs rectangulaires de 9™ de hauteur
sont orientés respectivement du sud au nord et de I'est & I’ouest.
L'ombre du point commun & leurs crétes se fait 4™ & 1'est du
premier et & 3™ au nord du second. Quel est & ce moment
I'angle des rayons solaires avec le sol ?

C. — 270. — Montrer que la projection d’une hélice sur
un plan paralléle & son axe peut étre une sinussoide.

GEOMETRIE

CHAPITRE I

DROITES ET PLANS

A. —271. — Etant donnés 5 points quelconques dans 1'es-
pace, combien y a-t-il de plans passant par trois de ces points ¥
Combien y a-t-il de droites passant par deux de ces points ?
Les intersections de ces plans deux a deux font-elles toutes
parties de ces droites ? Etudier de fagon analogue ce qui se
passerait pour les points et les droites communs 4 5 plans quel-
conques de I'espace.

A. — 272. — Si 3 droites se coupent deux & deux, montrer
qu’elles forment un triangle, ou un tri¢dre. Y a-t-il un cas par-
ticulier ot 'on a ni un triangle, ni un trid¢dre ?

A. — 273. — Montrer qu'il y a une infinité de droites cou-
pant trois droites données. Y a-t-il des cas d'exceptions' ?
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A. —274. — Prouver que, si deux angles sont adjacents et
-«complémentaires leurs bissectrices font un angle de 5o?.

A. —275. — Y a-til des perpendiculaires & un plan donné
«coupant deux droites données ?

B. — 276. — Par les cités d’un angle droit, peut-on faire
passer d'une infinité de facons deux plans rectangulaires ?

B. — 277. — Couper un triédre suivant un triangle rec-
wtangle par un plan passant par un point donné sur una aréte.

B. — 278. — Un triédre a trois faces a, b, c et trois triédres
A, B. C. Quellessont les diverses formes que présente ce triédre,
suivant que 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 de ces angles sont droits?

C. — 279. — Quel est le chemin que doit décrire une bille
-de billard lancée en un point donné A pour passer en un second
‘point donné B aprés un, deux, trois ... chocs sur les bandes du
billard ?

C. — 280. — Quel chemin déerit un rayon lumineux qui
va d'un point A donné dans I'espace & un autre point donné
B aprés une, deux, trois réflexions sur les faces d'un tri¢dre ?

- B. —281. — Montrer que si un triangle a deux hauteurs
-bgales, il est isocele.

A.— 282. — De combien de facons peut-on découper un
‘triangle quelconque en deux triangles rectangles ?

B. — 283. — Peut-on toujours découper un triangle quel-
conque en trois triangles isoctles ?

C. — 284. — On plie en deux une feuille de papier, qui a
I'une de ses faces noircies, de facon a pouvoir découper simulta-
nément dans cetle feuille ainsi pliée deux triangles égaux. Mon-
.grer que, du moins en général, ces deux lriangles ne peuvent
pas se superposer, les deux faces noires vestant en dessus.
Peut-on arriver cependant & ce résultat en découpant de fagon
convenable 1'un de ces triangles ?

C. — 285. — Montrer que les plans bissecteurs des ditdres
d’un triedre ont trois A trois une droite commune.

C. — 286. — Montrer que les plans perpendiculaires aux
faces d'un triddre suivant les bissectrices des angles de ces faces
.ont une droite commune.

“A. Sainte- Lagué ag
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C. —287. — 8Si deux triangles ABC, A'B'C/, non situés
dans un méme plan, sont tels que AB et A'B’ se coupent, ainsi
que BC et B'C/, et que CA et C'A’, en déduire que les droites
AA’, BB/, CC' ont un point S commun. Peut-on,généraliser
pour deux polygones ?

B. —288. — Quel est [e plus court chemin d’un pomt de
I'espace au contour d’un triangle ?

B. —289. — On prend deux points A et B, un sur cha-
cune des faces d'un diddre. Quel est le plus court chemin pour
aller de A & B, en restant sur les faces du diédre ?

B. — 290. — Quel est le lieu géométrique des points de
I'espace équidistants de deux droites qui se coupent? Quel est
le lieu géométrique des points équidistants de trois droites qui
se coupent deux & deux ?

A. — 281. — Quel est le lieu géométrique des points de
I'espace d'olt I'on voit sous le m&me angle deux segments
égaux portés par une méme droite.

A. — 292. — Peut-on fairc passer par deux droites données.
dans I'espace, deux plans rectangulaires ?

A. —293. — Montrer qu’en général il y a une droite et
une seule perpendiculaire & deux droites données et les coupant.

B. — 204. — Etant données deux droites, peut-on faire pas-
ser par I'une d’elles un plan qui soit perpendiculaire A I'autre >

CIIAPITRE 1I

PARALLELES

A. — 285. — Etant donnés deux plans non paralléles P eb
P’, montrer qu'on peut les couper par un méme plan suivant
deux paralltles A et A’ ? Montrer, en outre, que tout plan passant
par A recoupe le plan P’ suivant une paralléle & A’

B. — 296. — Une tour carrée porte une horloge sur cha-
cune de ses faces. Pour deux cadrans situés dans des plans pa~
ralltles, les aiguilles des minutes peuvent-elles &tre paralléles?
rectangulaires ? Plus généralement, étudier les variations de

I'angle de ces aiguilles.
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€. — 287. — On traitera les mémes problémes que dans
T'exercice précédent (n° 298) pour les aiguilles de deux cadrans
situés dans des plans rectangulaires.

A. — 298. — Si une courbe se projette sur deux plans non
paralltles suivant une droite, est-ce une droite ?

B. — 299. — Quel est le lieu géométrique des droites issues
d'un point donné situées 3 une distance donnée d'une droite
donnée?

A. —300. — Quel est le lieu géométrique des points dont
la somme des distances & deux plans donnés est constante?
Quel est ce lieu si I'on prend la somme des distances a trois
plans? ,

B. — 301. — Montrer, qu'aprés réflexion sur les 3 face
d’'un triedre trirectangle, formé de trois miroirs, un rayon lumi-
neux ressort parallélement A la direction primitive.

A.—302.—On donne, dans un plan, 4 droites D,D’, A, A,
telles que A fasse unangle de Hov avec D et A’ un angle de
507 avec D'. L'angle de A et A’ est-il égal & I'angle de D et D' ?

A. — 303. — Dans un triangle, onsuppose connus les trois
angles A, B, C. Quels sont les divers angles que font deux & deux
les hauteurs et les bissectriccs de ce triangle, et quels sont les
angles de ces droites avec les cOtés ?

B. — 304. — Montrer qu’il existe deux directions fixes
A et A’ telles que les plans faisant des angles égaux avec les
deux faces dun diédre sont paralléles A A ou a A'.

B. — 305. — Mener, dans un plan P, par un point A, une
droite A faisant I'angle o avec une droite ou un plan donné.

B. —306. — Par une droite donnée A, faire passer un
plan faisant I'angle o avec une droite ou un plan donné.

B. — 307. — Quel est le lieu géométrique des droites qui,
passant par un point donné, font des angles égaux avec les faces
d’un angle diédre donné.

C. — 308. — ABCD étant un parallélogramme les cotes de
A, B et G, au-dessus d’un plan horizontal donné, sont respecti-
vement 3,80, 4™,50 et 5™,10. Quelle est la cote du sommet D ?

C. — 809. — Montrer que les milieux des cétés d’un qua-
drilatére gauche sont les sommets d’'un parallélogramme.
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A. —810. — Dans un quadrilatére ABCD on a AB = BC
et CD = DA. Montrer que BD et AC sont rectangulaires.

C. — 811. — Peut-on couper un angle polyédre & quatre
faces suivant un parallélogramme ?

A. —812. — Démontrer que les diagonales d’'un trapéze
isoctle sont égales et que, réciproquement, si les diagonales
d’un trapéze sont égales, il est isocéle.

C. — 313. — Quelles sont les principales propriétés du té-
tratdre dont les ardtes opposées sont deux & deux orthogonales ?

C. — 814. — Quelles sont, les principales propriétés du té-
traédre dont les arétes opposées sont deux a deux égales?

C. — 315. — On joint un point O de I'espace aux som-
mets d'un rectangle ABCD et I'on porte sur les 4 droites des
longueurs égales Oa, 0b, Oc, Od, en allant de O vers A, B, G
ou D. Quel est le lieu géométrique des points O tels que abed
soit un trapéze? un rectangle?

A. —816. — Trouver un plan sur lequel un parallélo-
gramme donné se projette suivant un rectangle.

A. —3817. — Prouver que, dans un: rhomboédre de diago-
nale AA’, les six sommets, autres que A et A’, sont dans deux
plans perpendiculaires & AA'.

A. — 318. — Montrer quec si, par une perpendiculaire aux
arétes d'un prisme passent deux plans coupant une de ces arétes
sous le méme angle, les sections obtenues sont égales.

C. —3819. —Montrer que, par une section plane d’un prisme,
I'on peut faire passer un prisme égal au premier. Ces deux
prismes sont-ils supetposables?

C. — 820. — Dans une chambre ayant la forme d’un paral-
1¢1épipéde rectangle, une araignée, se trouvant en un point A
d’une des parois, veut attraper une mouche située en un point
B sur une autre face. Quel est le chemin le plus court quelle
pourra suivre sans quitter les murs? On examinera les divers
cas possibles.
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CHAPITRE 1II

GIRCONFERENCE ET SPIERE

A. —321. — Quelles sont les diverses positions relatives
d’une droite et d’un cercle dans l'espace ?

B. — 322. — Quel est le plus court chemin d'un point de
I'espace & un cercle?

- B. — 323. — Trouver une normale a un cercle coupant
une droite donnée et faisant 'angle o avec I’axe du cercle.
A. — 324. — Deux cercles étant donnés dans des plans pa-

ralléles, trouver une perpendiculaire commune & ces plans qui
coupe les deux cercles.

A. — 325. — Montrer que deux plans paralléles découpent
sur une méme circonférence des arcs égaux.

C. — 328. — Un cercle coupe deux plans paralléles P et P’
en A, B et A’, B'. Montrer que, par A, B et les projections de
A’ et B' sur le plan P, il passe un cercle.

B. — 327. — Quels sont les aspects successifs que peut pré-
senter une éclipse de soleil, suivant que le « diamétre apparent »
de la lune est plus grand ou plus petit que celui du soleil ?

C. — 328. — Peut-on tracer une route circulaire équidistante
de quatre villages donnés? Y .a-t-il plusieurs solutions ?

C. — 329. — Peut-on tracer une sphére équidistante de
cinq points donnés dans I’espace? Y a-t-il plusieurs solutions?

B. — 330. — En quel point d’'une sphére polie doivent
tomber des rayons lumineux de direction donnée pour étre ré-
fléchis dans une nouvelle direction donnée? :

A. — 331. — Montrer que si deux cercles sont tangents, ils
appartiennent & une méme sphére.

A. — 332. — On coupe par un plan fixe des sphéres qui ont
un cercle commun. Prouver que le lieu géométrique des centres
des cercles de section est une droite.

B. — 333. — Quel est, sur la surface d’une sphére, le plus
court chemin d’un point 4 un cercle?

B. — 334. — Quel est, sur la surface d’une sphére, le plus
court chemin permettant de réunir deux cercles donnés ?
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A. — 835. — Quels sont les angles de deux faces latérales
consécutives d’'une piéce de of,25, piéce qui est 2 22 pans?

A. — 886. — Un kiosque a dix pans; quels sont les divers
angles sous lesquels an le voit d’un point O situé i Ja fois dans
deux des plans des faces?

B. — 337. — Quatre points A, B, G, D étant dans un méme
plan, si I'on voit AB sous le méme angle des points G ouD,
en est-il de méme pour le segment CD vu des points A ou B?

(. — 338. — Dans un triangleisoctle ABO I'angle au sommet
ABO est supposé obtus. On prend sur AB prolongé un point Gtel
que OC = OB. Démontrer que I'angle de OC avec le prolonge-
ment de AO est égal au triple de I'angle OAB. En remplacant
les segments égaux AB, BO, OC par des tiges convenablement
articulées, en déduire un « trisecteur », c'cst-a-dire un appareil
permettant mécaniquementde trouver le tiers d'un angle donné ?

A. — 339. — Montrer qu'un lrapéze est inscriptible s'il est
isocéle et qu’inversement, tout trapéze isoctle cst inscriptible.

C. — 340. — Si un cercle de rayon R roule sans glisser sur
un cercle de rayon 2R cn restant 4 l'intérieur de ce cercle,
montrer que tout point du petit cercle décrit une ligne droite.

I3. — 341. — Mener une normale commune & deux cercles
qui ont deux points communs ?

(. — 842. — Mener une normale commune 4 deux cones.

B. — 343. — Mener une normale commune 4 deux cy-
lindres.
. — 344, — Quel est le licu géométrique des droiles com--

muncs & deux plans rectangulaires qui pivotent autour de deux
droites paralléles données ?

CHAPITRE 1V

RELATIONS METRIQUES

(. — 845. — Quel estle lieu géométrique des points d’ou
l'on voit sous le méme angle deux segments d’'une méme
droite ayant une extrémité commune ?
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B. — 346. — La moyenne arithmétique de deux segments
positifs est-elle plus grande que leur moyenne géométrique ?

A. — 347. — Peut-on découper un triangle rectangle en
triangles semblables entre eux et semblables au premier?

A. — 348. — Quels sont les cas de similitude les plus
simples de deux parallélogrammes ? de deux rectangles ?

A. — 349. — Quelle est la hauteur d’un arbre dont I'ombre
mesure 7™,20, sachant qu’une personne de 1™,65 a, au méme
moment, une ombre de 1™.10?

A. — 350. — Quelle est la profondeur d'un puits, de rayon
intérieur 70", étant donné qu’une personne de 1™,65 de haut
ane voit le fond que si elle est au moins & 50°™ de la margelle?
La hauteur de la margelle est de 45 au-dessus du sol.

A. — 851. — Une échelle, posée contre un mur, a ¢ éche-
lons. Un homme de 1,65 a la méme hauteur que I'échelon
du milien. A quelle hauteur arrive I’échelle sur le mur?

C. — 352. — Pour mesurer la hauteur d’'unclampe 2 arc dans
un hall, on constate qu’une canne AB de g5™ de hauteur donne
sur le sol une ombre AC de 45°. On porte la canne au point G
<t!’ontrouve, commenouvelle longueurdel'ombre surlesol, 51,
Quelle est la hauteur de la lampe? Quelle précision peut-on
atlendre de celle mesure, si les longueurs ne sont connues qu'a
1°" prés?

A. — 353. — Un encrier a la forme d'un parallélépiptde
droit, dont la base est un carré de 5™ de c4té, surmonté d’un
cylindre, de 2" de diamétre, de méme hauteur 3™ et de méme
axe que le parallélépipéde. Sur quelle longueur une plume
pourra-t-elle étre mouillée par 1'encresi celle-ci a son niveau &
1™ au-dessus du fond? On supposera que le por te-plume peut
{tre assimilé & une ligne droite.

C. —354. — Dans un quadrilatére ABCD, articulé en ses
quatre sommets, on a : AB = BC = 2. CD =2.DA. Le
<Oté DA étant fixe, montrer que lorsque AB fait un tour complet,
DC en fait deux.

A. — 8565. — Une route dont la longueur est de 1°®,2 sur
{1 carte d’Etat-Major a entre ses deux extrémités une différence
dec nivean de 180™. Quelle est sa longueur réelle ? On sait que
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les distances de la carte correspondent & des distances complées:
en projection horizontale.

A. — 356. — Le parquet d’une chambre a la forme d’un
rectangle dont un angle est enlevé et remplacé par un pan-coupé.
Les dimensions de ce pentagone sont, pour deux cdtés paral-
leles: 4™,80et6™ et pour les deux autres ctés paralltles : 3=,60
et 2™,70. Quelle est la surface du parquet ?

A. — 357. — Un trapéze rectangle ABCD a comme hau-
teur AB = 3™ et comme longueurs des cités paralltles BC=4™
et AD = 7. Quel est le point du périmétre qui, avec le som-
met A, partage ce périmétre en deux parties d'égale longueur ?

B. — 358. — Sur une tangente & un cercle de rayon 12°™,
on porte, a4 partir du point de contact, une longueur de 16".
Quelle cst la distance du point obtenu & un point de 'axe duw
cercle situé & 15°™ du plan de ce cercle?

(. — 859. — Montrer que la section d’un triédre trirec-
tangle par un plan quelconque est un triangle dont le carré de
Iaire est égal & la somme des carrés des aires des trois triangles.
que forme ce plan: sur les faces du tritdre.

- B. — 360.—Quelleest ladistance du sommet A d’un cube,
de 1™ de cité, au plan qui contient les trois sommets les plus:
rapprochés de A ?

B. — 361. — Le polyédre ayant comme sommets les cen-
tres des faces d'un cube est appelé un ¢ octaédre régulier». Cal-
culer la diagonale d'un tel polyédre connaissant son c6té.

B. — 362. — Combien faut-il d’étoffe pour faire une tente
quadrangulaire 3 base carrée de 3™ de cOté et 3™,50 de haut >

B. — 363. — Combien faut-il d’étoffe pour faire une tente
triangulaire de 3™,50 de haut et dont la base est un triangle
équilatéral équivalent i un carré de 3™ de coté?

C. — 364. — On prend deux angles de 60° adjacents AOB,
BOA’ et I'on porte sur OA, OA’ et OB des segments OP = p,.
OP'=p’ et OF = f. Montrer que si P, P' et F sont en ligne

. 1 1 . . .
droite,on a L — == 7 (voir exercice n° 116). En déduire unc:

L
construction géométrique de p si 'on connait p’ et f.

B. — 365. — Quelle est la surface visible du haut de la
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Tour Eiffel, en supposant la Terre sphérique? Sil'on s'éléve en
aéroplane & 6oo™, quelle sera la nouvelle surface visible?

C. —866. — On prend un losange articulé ABCD et l'on
fixe aux sommets A et C deux nouvelles tiges égales OA et OC
articulées avec les premiéres dans leur plan. Montrer que, dans
~toules les déformations de ce systéme, les points O, B, D res-
tent en ligne droite et que le produit OB.OD est constant.

C. —367. — Quel est le lieu géométrique des points dont
la distance 4 un point fixe est égale 4 la longueur de la tangente
issue de ce point & un cercle fixe ?

B. — 868. — Deux cercles tracés dans les faces d'un diédre,.
et appartenant & une méme sphére, ont méme puissance pour
tous les points de I'ardte. La réciproque est-elle exacte ?

(. — 369. — Montrer que tous les cercles orthogonaux &
deux cercles d’'un méme plan, extérieurs I'un & I'autre,
passent par deux points fixes de ce plan.

C. — 870. — Montrer que, si quatre points A, B, G, D d'un
cercle, sont tels que les quatre droites SA, SB, SG, SD issues
d’un point S du cercle forment faisceau harmonique, ceci a lieu-

- quel que soit le point S, pris sur le cercle. Etablir en outre
que, dans ce cas, chacune des cordes AB, CD passc par le:
pole de I'autre par rapport au cercle.

C. — 871. — Etablir que le lieu géométrique du conjugué:
harmonique d’un point P, par rapport aux points de ren-
contre avec une sphére d’unc sécante variable passant par P, est
un plan, appelé le « plan polaire.» de P. Inversement, tout plan
peut-il étre considéré comme « plan polaire » d'un certain point

C. — 372. — 8i deux cercles d'une méme sphére se coupent
4 angle droit, montrer que chacun d'eux est dans le « plan
polaire » d’un point convenablement choisi du plan de l'autre..

(Voir n° 871).
B. — 378. — Quelle est la longueur du périmétre d'un poly-
gone régulier de 16 cdtés inscrit dans un cercle de rayon R ?



458 EXERCICES

CHAPITRE V

LONGUEURS, AIRES ET VOLUMES

B. — 874. — Etant donnés deux axes de coordonnées rec-
tangulaires et un triangle dont un sommet est a I'origine et dont
les deux autres sommets ont pour coordonnées a, b et o', b,
montrer que le double de I'aire de ce triangle est la différence
ab’ — a'b, prise en valeur absolue.

B. — 8756. — Vérifier I'identité a* — b2 = (a +- b) (a —b)
A I'aide de la notion d aire.

A. — 878. — L’arpentage d'un champ polygonal a donné,
comme coordonnées des sommets : A (o™, o™) B (200" ; 103™,20)
C (315=,80; o™) D (312™,10; 20™) E (283",75; 32™,70)
¥ (110™,25; 58",60). Quelle est sa superficie ?

A. — 877. — Une fois qu’on a terminé 'arpentage de
I'exercice précédent (n° 376), on s’apercoit que la chaine
d’'arpenteur est trop longue de 5. Quelle est la surface du
-champ ? '

B. —378. — Un triangle ‘donné se projette suivant un
triangle équilatéral. Déduire, des dimensions des deux triangles,
langle que font les plans de ces triangles? On reprendra le
méme probléme pour un parallélogramme qui se projette suivant
un carré,

B. —379. — On veut entourer une enceinte rectangulaire
de dimensions 8 x 5™ avec une barriére qui en soit cons-
tamment & 1™ de distance. Quel est le périmétre de cette barriére
et quelle est 'aire comprise 4 son intérieur ?

B. — 380.— Traiter le méme exercice (n°379), en supposant
-que I'enceinte & entourer soit un triangle de cotés 6™, 7™ et 8™.

B. — 381. — Quelle est 1'aire du dodécagone régulier ins-
crit dans un cercle de rayon R ? Quelle est I'aire du pentagone
régulier inscrit dans le méme cercle ?

B. — 882. — Que péserait une piéce de 0™,25 a 22 pans,
si I'on remplacait le polygone de contour par son cercle inscrit.

B. — 383. — Démontrer que le cercle inscrit dans un carré
a une aire moitié de celle du cercle circonscrit & ce méme carré.
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A. — 384. — Montrer que I’aire d'une couronue circulaire
est égale & celle d’un cercle qui aurait pour diamétre une corde
du cercle extérieur tangente au cercle intérieur.

A. — 385. — Un arbre de 25°™ de diamétre a une écorce de
3= d’épaisseur. Si I'on veut débiter le tronc en planches de 17"
de large et de 1°™ d’épaisseur, combien pourra-t-on en avoir ?

B. —386. — Un métre carré d’un certain treillis hexagonal,
en fil de fer, contient environ 200 hexagones et pése H00*.
Quel est le poids du métre de fil de fer, ayant servi & le former,
sachant que chaque hexagone a deux cités paralltles qui sont

“tressés avec les cOlés correspondants des hexagones voisins ?

C. — 887. — Sur une feuille de papier quadrillé en centi-
métres carrés, on trace un contour convexe l', qui contient &
son intérieur N carrés, el qui en traverse n. On montrera que
’aire comprise a l'intérieur de I et supposée évaluée en centi-
meétres carrés est comprise entre N et N + n. On établira en
outre que le nombre n est sensiblement égal au double de la
somme de la longucur et de lalargeur de I', longueur et largeur
mesurées en centimétres a I'aide du quadrillage.

€. — 388. — Avec quelle approximation aurait-on =, en
mesurant par le procédé décrit au n* 387, I'aire d'un cercle
de 10°™ de rayon, tracé sur du papier quadrillé en millimétres
carrés?

C. — 389. — Quels sont les résultats que donnerait, pour
Paire d'un cercle de 20°™ de diamétre, 'emploi de la formule de
Tchébitcheff, ou de celle de Simpson, en supposant, pour cclte
derniére, que les paralléles aient 2™ d’écart ?

A. —380. — Un emballeur a deux espéces de caisses de
méme volume ; les premiéres sont cubiques; les autres ont
comme dimensions 22°™ X 32°™ X b4°™. Leurs prix sonl pro-
portionnels au poids des planches qui les forment. Quelles sont
les caisses dont I'emploi est le plus avantageux ?

C. — 891. — Un crayon hexagonal de o°™,5 de cité est
taillé en pointe triangulaire, de fagon que troisarétes du crayon
aient comme longueur 15°™, les trois arétes intermédiaires ayant
16°. La partie talllee est ainsi formé de trois losanges iden-
tiques. Quel est le volume de ce crayon ?



460 EXERCICES

C. — 892. — Un parallélogramme de cotés 7°™ et 9°™ est.
projeté sur le plan horizontal passant par son sommet le plus.
bas suivant un carré de 5™ de colé. Quel est le volume du
prisme compris entre ce parallélogramme et sa projection ?

B. — 398. — On déroule la surface latérale d'un cdne sui-

vant un secteur circulaire de 507 d'ouverture. Quel est I'angle
au sommet du cdne ?

B. — 394. — Quatre flacons d’eau dentifrice ont comme:
hauteurs respectives : 80™™, 107™, 123™™ et 180™" et comme:
prix : 17,75; 37;*56" et 15", En supposant les flacons exac-
tement de méme forme, on demande quel est celui des quatre:
dont I'achat est le plus avantageux ?

A. — 895. — Une ¢lévation de terrain a sensiblement,
sur la carte d'Etat-Major, la forme d'un céne dont la base
est un cercle de 2™ de rayon. La différence de cote de la base et.
du sommet est de 50™. Quel esl environ le volume de terre de
celte élévation ? .

A. — 8396. — DPar le laminage, unc barre carrée de 8 de:
cOlé est transforméo en barre ronde de 7°™ de diamétre. De
combien s'est-elle allongée par métre ?

A. —397. — On veut creuser une citerne cylindrique de-
3™ de profondeur, devant contenir 15™* d'eau. Si|'épaisseur des
parois est 20°™, quel est le volume des terres a enlever ?

(. — 398. — Calculer le volume d'un tronc de cone, en le
considérant comme la différence des volumes de deux cones.

C. — 399. — Calculer lec volume d'un segment sphérique
compris entre deux plans paralléles, connaissant le rayon de
la sphére ct les dislances du centre de la sphére & ces plans.

A. — 400. — Quel est le volume d'un tonneau dont la
hauteur est 72°", les rapporls des diverses dimensions ayant
leiffs valeurs habituelles ?

B. — 401. — Vérifier que la formule des « trois niveaux »
s’applique au tronc de pyramide et au tronc de cone ?

C. —402. — Veérifier que la formule des « trois niveaux »
s'applique & un segment sphérique quelconque ?
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CHAPITRE VI

CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES

A. — 403. — Construire trois cercles ayant pour centres les
sommets d'un triangle et tangents entre eux deux a deux. Cal-
culer les rayons des cercles en fonclion des cotés du triangle.

B. — 404. — On donne deux villages A et B dont I'un A
est au bord d'une riviére supposée rectiligne; I'autre B est a
6= de A et & 1*™ du bord de la riviere. Ou faut-il placer un
pont pour qu'il soit & la méme distance des deux villages ?

C. —405. — En reprenant les données du n° 404, ot faut-il
placer ce pont, pour qu'il soit deux fois plus présde B que de A »

A. — 406. — Trouver sur une droite A d’un plan P, un
" point dont la somme, ou la différence, des dislances a deux
points A et B de ce plan P soit égale a une longueur donnée.

B. — 407. — Chercher sur une droite A d'un plan P, un
point d’oli I'on voie un segment donné AB de ce. plan P sous
le plus grand angle possible.

C. — 408. — Mener, par deux points, un cercle interceptant
sur une droite donnée un segment de longucur donnée,

A. — 409. — Peut-on placer sept cercles égaux de fagon que
chacun d’eux soit au moins tangent 4 trois autres ?

C. — 410. — Construire un triangle connaissant un angle,
le cOté opposé et la somme des deux autres cotés.

C. — 411. — Ondonne un rectangle ABCD et une direction
¢ dans son plan. Une sécante A, paralltle & ¢, partage ce rec-
tangle en deux parties. Entre quelles limites doit varier A pour,
qu’en repliant autour de A la plus petite des deux parties du
rectangle, elle soit contenue & I'intérieur de la plus grande?

C. — 412. — On donne deux droites se coupant en un point
O, supposé hors des limites du dessin. Tracer, par un point A,
une droite qui, prolongée, passerait en O. Construire la bissec-
trice intérieure de I'angle de ces deux droites.

B. — 413. — Construire les longueurs \/5 \/E \/;, \/!;
I'unité de longueur étant donnée.
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B. — 414. — a ct b étant des longueurs connues, construire
a? a:l a‘ :

T bi etc...

B. — 415. — Reprendre par des constructions graphiques
les énoncés des exercices n>* 349, 350, 353 ct 357.

B. — 418. — Construire un octogone régulier connaissant
la distance de deux cdtés paralléles. Traiter la méme question
par le calcul.

C. — 417. — Du pont d’'un bateau, on voit sous un angle
droit deux phares situés a 4* et 3*™. Au bout d'une demi-
heure, on les voit sous I'angle de 120°, puis au bout d’une
heure sous I'angle de 135°. Peut-on construire la route suivie par
le batcau, en supposant son mouvement rectiligne et uniforme ?

B. — 418. — La construction approchée d’un polygone ré-
gulier de n cbtés inscrit dans un cercle peut se faire comme il
suit. On construit un triangle équilatéral AOB dont un cété AB
est un diamétre du cercle. On partage AB en n parties égales
par les points A, G, D, ... B. La droite OD prolongée coupe
le cercle en M, tel que AM est approximativement le cité du
. polygone. Pour quelles valeurs simples de n cette construction
est-elle rigoureuse ?

C. — 419. — On donne un triangle ABC dont I'angle A est
obtus; construire un cercle tel quechaque sommet du triangle
admette comme polaire par rapport a ce cercle le c6té opposé.

B. — 420. — Construire, dans un plan, un cercle ortho-
gonal & deux cercles donnés et passant par un point donné.

B. — 421. — Parlager un triangle en 2, 3, 4, ... parties
équivalentes par des paralléles & un coté.

A. — 422. — Partager un triangle en 2, 3, 4, ... parties
équivalentes par des sécanles issues d'un méme sommet.

B. — 428. — Construire un triangle équilatéral équivalent
3 un octogone régulier donné.

C. — 424. — Partager un trapéze en deux parties équiva—
leutes par une paralléle aux bases. Le partager en deux parties
équivalentes par une sécante issue d'un point donnédu périmétre.

A. — 425. — Construire une couronne circulaire équiva-
lente & un cercle donné connaissant, soit son épaisseur, soit le
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rayon de son cercle extérieur, soit le rayon de son cercle in-
térieur. (Voir n° 384).

B. — 428. — Construire une couronne circulaire connais-
sant le rayon de son cercle moyen et son épaisseur, ou son aire.

CHAPITRE VII

GEOMETRIE DESCRIPTIVE

A. — 427. — Construire en géométrie descriptive, ou cotée,.
le point commun  trois plans, donnés chacun par deux droites.

A. — 428. — Construire en géométrie descriptive, ou cotée,.
I'intersection d'une droile avec un plan donné par trois points.

A. — 429, — Construire en géométrie descriptive, ou cotée,
la perpendiculaire commune & deux droites dont les projections.
horizontales sont parallcles.

B. — 430.— Etant donné, en géométrie cotée, un angle po-
lyédre & quatre faces, trouver un plan le coupant suivant un
parallélogramme.

. A.— 431. — Rcprendre par la géométrie descriptive l'exer-
cice n° 877. Le triangle est-il bien déterminé?

B. — 432. — Construire un plan faisant des angles de bol
avec deux droites horizontales, données par leurs projections.
A. — 433. — Construire, en géométrie descriptive, le centre

d'un cercle passant par trois points donnés dans I'espace.

A. — 434. — Construire, en géométrie descriptive, le centre:
d’une sphére passant par quatre points donnés dans I'espace.

B. — 435. — Construire, en géométrie cotée, le cercle com-
mun A deux sphéres dont les centres sont dans le plan hori-
zontal. Si I'on donne une troisieme sphére de centre quelconque,.
chercher les points communs A ces trois sphéres.

B. — 488. — Construire, en géométrie descriptive, le liew
géométrique des droites issues d'un point donné el situées a
une distance donnée d’une horizontale donnée.

A. — 437. — On donne, en géométrie descriptive, une droite
de bout. Représenter par ses projections un cone admettant cette
droite comme axe et limité au plan horizontal.
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A. — 438. — Représenter, par ses projections, un cylindre,
d’axe de bout et limité & deux plans horizontaux.

,A. — 4398. — Construire la normale commune & deux cy-
dindres dont les axes sont horizontaux. Construire’cette méme
normale si I'un des axes est horizontal @t I’autre vertical.

'B. — 440. — Représenter, parses deux projections, un cube
dont une diagonale cst verticale.

C. — 441. — Un cube, ayant une diagonale verticale et une
de ses ardtes de front, on montrera qu'il est possible de le
percer de facon 4 faire passer par le trou ainsi formé un cube,
de mémes dimensions, ayant une aréte verticale. On représentcra
Aentaille ainsi faite et 'on donnera en outre la vraie grandeur
de ce qui reste pour chacune des faces du cube entaillé.

C. — 442. — Une auge dc¢ 15" de hauteur ct dont la base
«est un carré ABCD de 45° de cd1é est posée sur un sol hori-
zontal de facon que les cotes au-dessus du sol des sommets
A, B, C soient respectivement o™, 4°™ et 8. Représenter, en
-géométrie colée, cetle auge supposée pleine d’eau. On cher-
chera quel est le volume de 1'eau qu’elle contient.

C. — 443. — Une échelle de 3™ de long et de 50°™ de large

est appuyée contre un mur vertical et fait un angle de 757 avec
le sol. Elle comporte g échelons situés & 30" les uns des
autres. Représenter cette échelle par ses projections sur le sol
et sur le mur. Quelles sont les ombres portées par ’échelle,

sil'on suppose que les rayons solaires fassent 50" avec le sol
et 507 avec le mur?

C. — 444. — Un mur vertical est percé d'une fendtre carrée
-de 4o™ de coté, découpée en 16 carrés par des barreaux. Quelle
cst I'ombre de ce mur sur le sol, si les rayons solaires font avec

1e mur et avec le sol le méme angle de 507 ?

C. — 445. — Un escalicr, dont on supposera les marches
indéfinies dans le sens horizontal, 3 8 marches de 18> de hau-
teur et de 35° dc largeur. Dessiner, en géométrie cotée, les
ombres portées par les marches les unes surles autres, lalumidre
venant d’'un pointsitué & 1,65 au-dessus de I’aréte de la marche
supérieure.
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B. — 446. — Représenter, par ses projections, une régle
de 17,50 de long placée dans un cube de 1™ de c6té reposant
sur le sol horizontal ; on supposera que la régle, assimilable &
une ligne droite, est dans un plan diagonal vertical.

C. — 447. — Refaire I'épuredu n° 448, en supposant que la
régle soit plate, ait 10°® de largeur, mais ait une épaisseur
négligeable. Reprendre cette question par le calcul.

C. — 448. — Une lanterne, en forme de parallélépipéde

" droit, a une base carrée de 12°™ de coté et 24°™ de hauteur. Elle
porte, sur une deses faces, une plaque de verre garantie des chocs
par un grillage formant 18 carreaux, ayant chacun 4°™ de cdté.
Représenter, en géométrie cOtée, cette lanterne posée sur un sol
horizontal avec les ombres qu’elle y projette, en supposant le
point lumineux au centre du parallélépipéde. '

CHAPITRE VIII

METHODES EN GEOMETRIE

B. — 449. — Montrer que les trois médianes d'un triangle
peuvent é&tre prises comme cOtés d'un nouveau triangle. Le
construire. Que sont les médianes de ce nouveau triangle ?

C. — 450. — Construire, dans un plan donné, une droitede
longueur donnée paralléle & une direction donnée et limitée a
deux cercles, ou 4 un cercle et une droite. '

B. — 451. — Dans un triangle équilatéral OAB, on méne
un cercle passant par le sommet O et le centre du cercle
circonscrit ; il recoupe OA et OB en M et N. Montrer que :

C. — 452. — Etant donnés quatre points, construire un
carré dont chaque c6té passe par un de ces points.

B. — 453. — On considére un triangle rectangle ABG,
d’angle droit en A et la bissectrice BD de I'angle en B. Montrer

quelona: DG’ — DA* = (BC — BA)2.
A.— 454. — Quelle est la taille que doit avoir un miroir
vertical, pour qu’une personne de 1,70 puisses’y voir en entier ?

A. Sainte-Lagud. 30
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A. —458. — Quelle disposition forment les images d'un
point lumineux, placé emtre deux miroirs faisant entre eux
I'anglea. Ces images peuvent-elles former un polygone régulier?

A. — 458. — Quelles sont les diverses symétriesdu cube?

B. — 457. — On peint les faces d’un cube avec trois cou-
leurs différentes ; quelles sont les symétries que garde ce cube si
I'on ne considére comme symétriques que des faces de méme
couleur ? On examinera les divers cas qui peuvent se présenter,

B. — 468. — On peint les faces d’un tétraédre régulier avec
une, deux ou trois couleurs différentes. Quelles sont les diverses
symeétries que posséde encore ce tétraédre ? (Voir n° 457).

B. — 459. — Comment faut-il peindre avec deux couleurs
difféventes un prisme droit ayant pour base un hexagone ré-
gulier pour avoir le plus possible de symétries ? (Voir n° 457).

A. — 460. — On donne deux cercles tangents & deux droites
données Oz et Oy, et se coupant en M. Montrer que la
droite OM les recoupe cn P et Q, tels que I'on ait OP.0Q = OM*

C. — 461. — Sur le cercle inscrit dans un carré ABCD, on
prend un point M, tel que AM soit ¢gal au coté du carré. Mon-
trer que le milieu de CM est sur le cercle inscrit.

C. —462. — Construire un parallélogramme connaissant -
les angles, le rapport des cités et la somme des diagonales.

A. — 463. — Construire un carré dont les cotés aient des
directions données et dont trois sommets soient sur les cOtés
d’'un triangle équilatéral donné.

C. — 464. — Construire un triangle semblable & un triangle
donné et dont les sommets soient sur un cercle donné.

A. — 465. — Construire un triangle rectangle isoctle con-
naissant la puissance du sommet de l'angle droit par rapport
au eercle inscrit,

C. — 4668. — Construire un triangle connaissant les trois
hauteurs. _

€. — 467. — Mener par un point A intérieur & un. cercle
une corde telle que A soit au tiers de cette corde.

C. — 468. — Résoudre I'excrcice n° 262, A 1’aide de cons-
tructions graphiques.
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C. — 369. — Tracer une droite interceptant sur deux cir-
conférences données des cordes de longueurs données.

C. — 470. — Quel est le lieu géométrique du point de ren-
contre de deux cercles égaux dont I'un passe constamment par
deux points fixes A, B d’une droite et I'autre par le point A et
par un nouveau point fixe C de cette droite ?

CINEMATIQUE

A. — 471. — A quelle distance sc trouve un nuage électrisé,
si 'on entend le coup de tonnerre 5,3 aprés avoir vu I'éclair ?
Les vitesses du son et de la lumiére sont respectivement de 340™
et 300 000" par seconde.

A.—472. — Un homme qui va en ligne droite, avec une
vitesse constante, passe devant un bec de gaz allumé. Quel est
le mouvement d’un point quelconque de son ombre ?

- A.— 478. — Un train éprouve, & chaque changement de
rail, un choc facilement perceptible. Si les rails ont comme lon-
gueur 15™, quel est le nombre de secondes, pendant lequel il
‘faut compter les chocs, pour que ce nombre de chocs donne
précisément la vitesse en kilométres & I’heure ?

A. — 474. — Un homme se déplace sur un trottoir avec
une vilesse de 5*™ & I'heure et un cycliste vient en sens inverse
sur la chaussée. Entre les deux trajectoires rectilignes et paral-
leles, se trouve un arbre, & 2= de¢ la premicre et 3,50 de la
seconde. Quelle est la vitesse du cycliste si I'arbre le cache
constamment & ’homme ?

A.—4756. — Un piéton, pour « étalonner » son pas, cons-
tate qu'en 3 minutes il fait 350 pas et parcourt 330 métres.
Quelle est la longueur de son pas et quelle est sa vitesse ?

A.— 476. — Un piéton, qui fait 5= 4 I'heure, voit venir
vers lui un cycliste qui passe en un point A de la route quand
il est lni-méme en un point B. H fait, & partir de ce moment,
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63 pas avant d’étre rencontré parce cycliste, puis fait 153 pas
avant d’arriver en A. Quelle est la vitesse du cycliste ?

A. — 477. — Un automobiliste veut parcourir 230%™ en
3 heures. Au bout d'une heure de marche, il a un fetard d'un,
quart d’heure; quelle vitesse devra-t-il fournir pour terminer
son parcours dans le temps primitivement fixé.

B. — 478. — On reprendra I'exercice n° 477, en tracant le
diagramme du mouvement, et examinant divers cas, suivant
I'époque a laquelle survient I’arrét de un quart d’heure.

C. — 479. — Une troupe est en marche A la vitesse de 4*™
a I'heure. Un cycliste qui va 5 fois plus vite s’en détache. et
aprés avoir rencontré 'ennemi, revient sur ses pas et rejoint la
troupe deux heures et demie aprés son départ. On demande i
quelle distance de l'ennemi elle s¢ trouve 4 ce moment-13, si
'ennemi fait également 4 & I'heure en se portant & la rencon-
tre de la troupe. Résoudre ce probléme directement, puis &
I'aide de diagrammes.

B. — 480. — On lance deux mobiles sur une méme droite,
I'un avec un mouvement uniforme, 1’autre avec un mouvement
uniformément accéléré. Etudier les divers cas qui peuvent se
produire, pour la rencontre des mobiles. '

B. — 481. — On lance deux pierres sur la méme verticale &
t secondes d'intervalles, avec des vitesscs initiales v et v’. Se
rencontreront-elles ?

C. — 482. — Deux bateaux ont des vitesses de 20*™ et 16km
A I'heure. Ils partent simultanément d’un méme point dans deux
directions rectangulaires. Etudier le mouvement apparent de
I'un des bateaux pour un observateur situé sur I'autre.

B. — 483. — Une halle tombe sans vitesse initiale. Quel est
le mouvement de I'ombre que projette le soleil sur un mur
vertical ?

C. — 484. — Une balle tombe sans vitesse initiale. Quel est
le mouvement de I'ombre que projette le soleil sur le sol hori-
zontal ?

C. — 485. — Lorsqu’un vase porte un orifice d’écoulement,
le niveau baisse d'un mouvement uniformément accéléré, la
vitesse se trouvant nulle au moment ot le niveau est 3 la hauteur
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de U'orifice. En déduire que la vitesse d’écoulement est propor- -
tionnelle 4 la racine carrée de la hauteur de 1'cau au-dessus de
cet orifice.
B. — 486. — On laisse tomber un objet du haut de la tour
Eiffel ; au bout de combien de temps atteindra-t-il le sol, cn sup-
-posant que la loi de sa chute soit celle d'un corps soumis uni-
quement & I'action de la pesanteur ? De quelle hauteur devrait-
il tomber pour arriver deux fois plus vite au sol ?

C. —487. — A I'entrée d'un puits de mine, on laisse tomber
une pierre et I'on entend le bruit de sa chute au bout de
8 secondes. Quelle est la profondeur du puits, si I'on suppose
négligeable la résistance de I'air. Le son & une vitesse de 340™
par seconde.

B. —488. — On cinématographie une boule qui tombe en
prenant une photographie par dixitme de seconde. Le temps
pris pour impressionner la plaque sera:supposé négligeable.
Indiquer les résultats que 1'ou obtiendra en supposant que la
boule ait 6™ de rayon. Combien y a-t-il d'images qui empictent
les unes sur les autres ?

B. — 489. — Une roue de voiture fait 3oo tours par kilo-
metre. Quelle est sa vitesse angulaire par rapport a la voilure,
si cetle derniére fait 15*™ & I'heure ?

B. — 490. — On suppose qu’une roue, qui a 24 rayons,
tourne devant un cinématographe & raison de 75 tours par mi-
nute. Quelle doit é&tre le plus petit intervalle de temps séparant
deux clichés successifs pour que les rayons aient 'air immobiles ?

A. — 491. — En supposant que la distance de la Terre an
Soleil soit constante, et que le mouvement de rotation de la
Terre autour du Soleil soit uniforme, quelle est en kilométres
a I'heure la vitesse linéaire de la Terre dans ce mouvement ?
Evaluer cette méme vitesse en C. G. S.

B. —492. — En supposant I'axe de la Terre immobile, quelle
est pour un pointde la Terre la vitesse angulaire due au mouve-
ment diurne. La vitesse linéaire est-elle la méme pour tous les
points de la Terre dans ce mouvement ?

C. — 493. — On considére un décamétre a ruban ayant
les dimensions indiquées & 1'exercice n° 198. On demande de
tracer le graphique de la vitesse linéaire, -avec laquelle il faut
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dérouler le ruban, pour que la vitesse angulaire de rotation du
décamétre autour de son axe soit constante et égale .

C. —494. — On étudiera le graphique de la vitesse de rotation
avec laquelle ce méme décamétre se déroule (Voir n* 483), en
supposant la vitesse linéaire constante et égale & 50°™ par se-
conde.

C. —495. — Un treuil, de 20°™ de diamétre, supporte un
poids qui se déroule d’'un mouvement uniformément accéléré.
L’accélération étant de g81°™ par seconde, étudier le graphique
des vitesses angulaires avec lesquelles tourne le treuil.

C. — 498.— Une toupie, que I'on va lancer, porte une corde
de 1™,50, enroulée sur un tronc de cone, de facon que la pre-
miére spire ait 4" de longueuret la derniére, prés de la pointe,
0°,5. On lance cette toupie de fagon que la corde se déroule en
un dixi¢éme de seconde avec une vitesse linéaire constante.
Quelle est la fréquence du mouvement de rotation de la toupie *

. — 497. — Si I'extrémitéd’un diapason, portant un stylet
enregistreur, vibre devant une plaque dyant un mouvement de
translation, montrer que, pour une vitesse convenable de cette
translation, la courbe ainsi tracée est une sinussoide. '

C. — 498. — Quelle devrait é&tre cette vitesse de translation
dans I'exercice n° 497, pour quel'on ait une sinussoide avec un
diapason donnant le/a, c'est-a dire faisant 870 vibrations par
seconde, I'amplitude de ces vibrations étant supposée de =™ ?

A.— 499. — On constate, en se servant d'une presse a co-
pier, qu'il faut donner trois tours de vis pour que le plateau des-
cende de 5. Quel est le pas de la vis ?

C. — 500. — Un arbuste a ses feuilles distribuées & des in—
tervalles réguliers sur une hélice. Le diamétre du tronc est de
3=, I'hélice a un pas de 48, et chaque spire porte quatre
feuilles. Y a-t-il d’autres hélices passant comme la premiére par
les points d’insertion des feuilles ? Quels sont leurs pas ?
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Logarithmes de (l + 1—:'6) pour les calculs d’intéréls composés

Taux : ¢ Logarithmes Taux : ¢ Logarithmes
2,59/, 0,010724* 4 9, 0,017033
— 0,012837 4id — 0,019116
3,5 — o,01494%0 5 — 0,021189
Multiples usuels de = et leurs logarithmes
Nombrea Logarithmes Nombres Logarithmes
L 314159 0,4971 5 0,31831* 1,502g%
V= 1,77245 0,2486* ‘7‘; 5,64 1g0% 15514
T
5% 0,61571* 2,1961° 311_)—0 63,66198* 1.803g*
xlt;b 0,01745 ;,2419* lg—o 57,295-8* 1,7581
an 6,2831¢* 0,7982* 1—: 1,04720* 0,0200
E 1,57080* 0,1961 %—t - 418859 0,6221%
;'3 0,78540* 1,851 - E 0,52360* 1,71g0*

Conversion des radians en degrés el grades

Radians Degrés Grades Radians Degrés Grades
0,1 5044+ 67,37* 0,01 0934’ ol ,64*
0,2 11 28* 12, 7 0,02 1 og' 1, 27
03 17 11 19, 10% 0,03 14 1, g1
o.é 22 55 ah, 46 0,04 2 18* a2, b5+
o,! a8 3g* 31, 83 0,05 2 5a* 3, 18
0,6 34 a3+ 38, 20* 0,06 326 y 82
0, 4o o6 44 56 0,0 or* 4, 46*
o, 45 50 50, g3* 0,0 35 5, og
0.9 51 34* 5;, Jo* 0,09 09 5, 73*
1 57 18* 63, 66

Le signe * suivant la dernidre décimale d’un nombre indique que cette décimale
correspond & une valeur approchée par excés.
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Conversion des degrés en grades et radians

Degrés Grades Radians Minutes Grades Radians
|- 1V 0,017 G ol,02* 0,000
2 2, 22 0,035* 2 o, of* 0,001*
3 3,33 0,052 3 o, ob* 0,001*
4 4» é-’l 0,070* 4 0, 07 0,001
5 5, ho* - 0,08'; h o, 09 0,001
6 6, 67* 0,10H*% 6 0, II 0,002*
g 7 ’Jg'l 0,122 Z o, 13* 0,002

8, 89* o,140* o, 15* 0,002
9 10, 00 o,1h7 9 o, 17* 0,003*
10 1, It 0,175H% 10 o, 19* 0,003*
20 22, 21 0,3/¢ 20 o, 37 0,006*
3o 33, 33 0,524* 30 o, 56* 0,009*
fo G G5 | o698 fo 0,7 | ooa*
50 55, H6* 0.873* ho o, g3* o,015*%
6o 66, 67* x,oZ';
70 77, 78* 1,222*%
8o 88, ég"‘ 1,396
go 100, 00 1,57:%

Conversion des grades en degrés el radians

Grades D grés Radians Grades Degrés Radians
1Y 0954’ 0,016* o o1’ 0%1'* 0,000
2 148 0,031 0, 02 0 o1 0,000
3 2 42 0,047 o, 03 o o02* 0,000
4 3 36 0,063* o, oé 0 02 0,001*
5 4 30 0,079"‘ 0, 05 oo3* 0,001*
6 5 24 0,094 0, 0 0 03 0,001*
7 6 18 o,110* 0, 0 o 02* 0,001
8 712 0,126* o, og oo 0,001°
9 8 o6 0,141 0, 09 0 0h* 0,001

107 ° 0,157 o¥,1 0%05' 0,002*
20 xg 0,314 o, 2 orr* 0,003
30 2 0,471 0,3 o 16 0,005*
o 3 0,628 o, 4 0 22* 0,006
50 45 0,785 0, 5 017 0,008*
6o 54 0,942 o, 6 o 32 0,009
0 63 1,100* 0, " o 38* 0,011*
$o 2 1,257* o, 8 o 23 0,013*
9o 1 1,414* 0,9 o 49* 0,014

Le signe * suivant la derniére décimale d’un nombre indique que cette décimale
correspond & une valeur approchée par excés.
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FORMULES ET RESULTATS

ARITHMETIQUE ET ALGEBRE

—(—a)=a —(+a)=—a

~+ par -+ donne -
— par —- donne —
~+ par — donne —
— par — donne +

m (a == b) = ma == mb
(@b =a>*2ab+ b*
(axby =a**£3a*+ 3ab* =P
(@ + b) (a — b) =a* — b?
(axb) (a3 ab+ b)) =a* b
(@a—1Db) (@ +am—tb+ a""2b* + ...+ b") =ant! — pm+?
(a? =+ b%) (32 + B*) = (ax + bB)* + (ap — ba)?.

— m/— m
aman____am-l-n ’{‘/ab__ \/a . \/b
ﬂ:a"l’"ﬂ: .._L_ \/
ar ar—mn b = 171——
1 | v
e —— q—M
am_ \/ —

(am)n — qmn
a® =1 "\l/ a =
Si a—b est divisible par n : a=h (mod. n)
Si a est divisible par n : a=o (mod. n)
A+B a + b (mod. n)
SiA=aet B=b(mod. n): 3 B— ab (mod. n)
a est divisible par 2 ¢'il est terminé par 0; 2; 4 6; 8.
» 5 » 0;5.
» 4 » 00; 04; 08; ... 96.
» 25 » 00; 25; 50; 75.
» 8 » 000; 008; ... 992.
» 125 » 000; 125; ... 875.



ARITHMETIQUE ET ALGKBRE 493

Un nombre est divisible par 3 ou g, si la somme de ses
chiffres 'est. — Un nombre est divisible par 11, si la différence
entre la somme des chiffres du rang pair et celle des chiffres
du rang impair I'est.

a et b étant premiers entre eux, a divise be s'il divise c.

a ma a ¢ ad + be
b= mb bTdT T ud
a
a_c __ac b _ad
X4 bd ke
d
Slgzs, on a ad = be a:-bac
axtb c¢c+xd a aztc vavb vVetvd
= L= b =xd 75 3 elc...
Kilométre 1 000™ 1k
Métre Unité fondamentale ™
Centimétre o™, 01 e
Millimétre 0™, 001 1=
Milliéme de millimétre 0™,000001 Ly
Hectare 10 000™* tha
Are 100" 12
Centiare 1= 1
Metre carré 1»° 1=
Centimétre carré 0™*,0001 pom?
Métre cube L o
Diamétre cube ™ 001 pdo?
Centimétre cube 0™’ 000001 om’
Stére 1= 1"
Hectolitre Environ om°,1 L
Litre » o®’,001 1t
Centilitre » o®",00001 19
Tonne 10006 = 1000 0008" 1t
Quintal 100%8 == 100 000F" 17
Kilogramme 10008° 1%8
Gramme Unité fondamentale 18
Milligramme 057,001 18
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FORMULES ET BESULTATS

Franc. . 3t o
Centime o 01 i
_ Centimétre
Systtme C. G. S. { Gramme
Seconde.
Si e est petit :
l —
§(lie)3=1:*:3e < iEe ' F°
(1 Ee2=1x12e ?/Iie=1t§
sine=1tge=e cos e = 1.
A=B équivaut & A—B=o
ou(simzo0)a m(A—B)=o
%f z équivaut & ; p:\\i({)B—kmC:o
( C=o0 (mzo) ( B=o
A=B équivaut & \/K = \/E
ou \/A =—\/§
- et — be'
(ax + by=rc. équivauta ab”—bd’
% a'z + by =¢c (ab'—ba'sz0) __ac'—ca
= ab —bd
ax? + bx + ¢ = oacomme racines: x = — bt V;E; — 4ec
sl b2 — fac >o0. Sib* — hac=o0,0na: :z:—-=;l~,a

« et ' élantles racines de f(x) = ax® + bx +c=o0,0na:

f)=a(x—2) (x

b

! I
r4+x—=-—-
' a

J— a;”)

c
o’ =<
a

J (@) est du signe de a, si o est extérieur A l'intervalle: &', o',

sinon, du signe de — a.

x*® + px -+ q==0 a comme racines, si p* — 4g>o0:

a:._——:.t P _

4




ARITHNEYIQUE ET ALGERRE hgh-

Dans une progression arvthmétique de »n termes, dont le pre-
mier est a et la raison r, le dernier est: {=a + (2 — 1)ret
la somme : S = ‘(_?__‘*i'! Si I'on instre p moyens dans.

chaque intervalle,la nouvelle progression a comme raison

p+1’
Dans une progression géométrique de n termes, dont le pre-
mier est a et la raison ¢, le dernier est: / = ag"~' et la somme:

S — a ;—-:J;: Sig < 1, elle a comme limite quand n

a

augmenteindéfiniment : S= N . — Si I'on insére p moyens.

—q .
danschaqueintervallelanouvelle progression apourraison p+V q
L 243444 corvevienes A= ’L(%‘t_‘_)
1+3+5+7+ ..+ (an—1)=n?
1 1 1
1+ 3 -+ i -+ 8 - ciiernrsianecennnas = 2,
log ab = log a + log b log 7 5 =loga+ colog b
log a® = n log a log a=" = n colog a
Ma=— L 1!
log {/a = ~ log a log = colog a.

La partie entiére du logarithme est n — 1, il y a n chiffres.
avant la v1rgule du nombre ; elle est — n s'il y a n zéros avant
le premler chiffre significatif. Le logarithme d’un nombre
a10uté a son cologarithme donne — 1 comme somme des par-
ties entiéres et 1 comme somme des parties décimales.

Intéréts composés : A = a (1 + r)*.

y=azx+b ligne droite _1
y=zx Y=z
y = ax® paraboles _.a hyperboles.
y=uax?+bxr+¢ Tz équilateres.
x? + y? = a® cercle zy =a
(x —a)(y—B)=u

d=\/z* + y*est la distance du poiat z, y & l'origine.
%est le coefficient angulaire, ou pente, de la droite qui le joint.

a l'origine.
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FORMULES ET RESULTATS

8i y = («) est 'équation d’une courbe, la dérivéey’ = f" (x)
st en un point donné le coefficient angulaire de la tangente.
Si y' est positif la fonction est croissante ; si y’ est négatif elle est

décroissante ; si y' = o,

la tangente est paralléle & ox.

!

y==x y =1
y=ax +b Y =a
y == x? Y =22
y =az®+ bx + ¢ Y =aar+b
y=sinz Y ==coszx
y=coszx y =—sinz
1
=t 4 e S
r=u= Y = oz
y=u-+v Y =u 4+
Yy =au ~+ by Y = au' —+ bc
y=uw Yy = uw + va
_u ,__vu' — '
T Y v?
1 .I I v,.
Y+ Yy =
TRiGONOMETRIE
sin® £ + cos? 2 =1
__sinz 1 cos
B2= o cotgac.—tgm sin
sin(r—zx)=sinz sin(—x)=—sinzx | sin(r—x)=—sinz
cos(n—ax)==—Co8x | cos(—x)==cosx cos(rT—x)=—-cosz
g(r—z)=—tgz ( tg(—xr)=—1tgz ( g(r—z)=tgz
s sin (2 kn + ) = sin sm( ac) cos
cos (2 km ) = cos x ( ac) sin

' tg(ehr+2)=1tg =z

™

2

w5 —#) =
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Ny = YT
sm‘i_‘—f;ﬂ sin & = sin =~
® Va = vy ® 1
- == — - == COS 7 == -
cos & 2 cos & 3 3= a
w x V3 = —
T _ T2 T — V3
'8 4 ! 8§ 3 83 v
cos (x -+ y) = cos @ cos y — sin x sin y
cos (x — y) == cos x cos y —+ sin x sin y
sin (x -t- y) = sin &r cos y + cos x sin y
7 sin (x -—— y) = sin & cos y — cos x sin y
_ W +tgy
? BEE= T g T ey
| tgr —tgy
tg(z 4+~ y)=—=-"—- e
- 8 ( ) 1-=tgxlgy
208 x €OS Y == cos (T =+ y) - cos (x — ¥)
\ 2 sin x sin y = cos (x — y) — cos (x + ¥)
) 2 sin = cos y == sin (x ~- y) -i- sin (x — ¥)
. 2. cos & siny = sin (x + ¥) — sin (& -— Y)
COS p =t COS (| = 2 cOS R:;’LT-—Q cos B«—E—(’-
COS p —+ €08 ¢ == —- 2 sin P gn 1
2 2
sin p -+ sin ¢ = 2 sin R—T 1 cos ]-);:-'I
sin p — sin q = 2 sin P cos P11
2 2
cos2x=cos:x —sinfr=2cos?x —1 =1 —2sinzx
sin 2 x = 2 sin x cos &
_ 2tgx
lg2x=y — g x

En posant'tg E‘_—_ L:

1 — {2
(cosx:

)

1 t

> 4

Jsin 2 =

~+[

( Br= i _p

A. Sainte-Lagué 32
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8i un triangle est reclangle, I'angle droit étant en A, on a:

b==asinB l¢=asinC B 4+ C =100
c=acosB. b=acos C S:%bc
lb=ctgB c=1>btgC
Données: b et ¢ Données : beta
, ,
t =
8B c sinB::g
. G = ¥ —
,C 1o B C= 100" — B
@== ol c==acosB
Données : bet B Données : a et B
C==100" —B { C=100Y — B
¢ — b cb=asinB
T sin B c=—acos B
( . b -
. tg B

Dans un triangle de cdtés a, b, ¢, et d’angles A, B, C, on a .

a b ¢
smA~ sin B sinC

ga"’:b‘-‘-f-cz—-—zbccosA

A 4+ B &+ C = 2007

b2 —=aqa®-+¢>—2accos B
¢* = a? - b2 — nab cos C

S — ;) be sin A = vp(p—a)(p— b)_(I’,—‘CS =pr

Données : a, B, C Données: b, ¢, A
: B—C b—c 1
A:zzml)‘f —B—C tg S =T A
—qtnB 8
stnA JB 4 C = 200Y — A
-—asL'LC ( sin B
— “sinA’ a=b-——7r.

sin
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Données: a, b, A Données : a, b, ¢
sinB:é—s[:A—_ r__\/(p—a)(p—b) (p—c¢)
Cﬁ::zoo'(———A—B ) A /, b (P ')

. ) — —_
. sin B’ (87 =V T —a

\ a: sm\

Dans un tri¢dre, de faces a, b, ¢ et de diedres \, B, C, on a :

cos a == cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A.

GEOMETRIE

Si une droite est perpendiculaire sur deux droites d’un plan,
non paralléles, elle est perpendiculaire & ce plan. — En un point
d’une droite ou d'une courbe, il y a une infinité de normales et
un seul plan normal. — En un point d’un plan ou d'une surface,
il y a une infinité de plans normaux et une seule normale.

Deux triangles sont égauxsi: 1"a=:a'; B=B; C=0C';
2b="V;c=c;A=A;3a=d;b=b;c—=c.—Ona
les mémes cas pour les tri¢dres et en plus les cas ou les trois
di¢dres sont égaux : A=A’; B=B’; C=('. —Deux triangles
rectangles sontégaux (A = A’ = 1 droit)si : 1° B=B'(on C=0C)
eta——a(oub__b’),2"b—beta——a (ouc=c').

Si un triangle (ou un triédre) a deux c6tés (ou deux faces)
égaux, il a aussi deux angles (ou diédres) égaux, et récipro-
quement.

Deux obliques égales s’écartent également du pied de la per-
pendiculaire, et réciproquement.

Le plus court chemin d'un point  une droile ou & un plan
est la perpendiculaire abaissée du point sur la droitc ou le plan.

Dans un triangle les trois médiatrices sont concourantes ; de
méme les trois bissectrices, ou les trois médiancs, ou les trois
hauteurs.
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Des paralléles équidistantes découpent sur une droite des seg-
ments égaux.

Des angles de droiles ou de plans ne changent pas sil'on rem-
place ces droites ou plans par des droites ou plans paralléles.

Les projections des deux droites paralléles sont paraliéles.

Si un polygone a 4 cbtés, la somme de ses angles est an — 4
droites. — Pour le triangle, on a 2 droits et pour le quadri-
latére 4 droits.

Dans un parallélogramme les cités opposés sont deux a deux
égaux et paralléles et les diagonales se coupent en leur milieu.
— Ces diagonales sont égales dans le cas des rectangles et rec-
tangulaires dans celui des losanges.

En un point d’unc circonférence, la tangente cst perpendi-
culaire au rayon. — En un point d'une sphére, le plan tangent
cst perpendiculaire au rayon.

I’angle au centre a méme mesure que I'arc qu'il interceple
sur la circonlérence. — L’angle inscrit a méme mesure que
la moitié¢ de I'arc qu’il intercepte sur la circonférence. — Si un
quadrilatére est inscriplible, les angles opposés sont supplémen-
taires. — Dans un triangle rectangle, la médiane du sommet de
’angle droit est la moitié de I'hypothénuse. — Un angle inscrit
dans une demi-circonférence est droit.

KB -+ BC+CA= (o]
BC=AC—AB.
Si deux couples de points A, B et G, D forment division har-
@ D
monique : &= = - 5§

Des paralléles découpent sur deux sécantes des segments pro-
portionnels.

Dans deux figures homothétiques, ou semblables, les lon-
gueurs homologues sont dans un rapport constant et les angles
homologues sont égaux. — Deux triangles semblables: ont les
angles égaux et les cAtés proportionnels.

Si 3 peints A, B, Csontla ligne droiteon a ;
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Dans un triangle rectangle : 1° un cété de I'angle droit est
proportionnél entre I'hypoténuse entitre et sa projection sur
Phypoténuse; 2° la hauteur est moyenne proportionnelle entre
les deux segments quelle découpe sur I'hypoténuse; 3° le carré
de I'’hypoténuse est égal & la somme des carrés des deux autres
cotés (Théoréme de Pythagore).

¢ .coté R= cl\_/‘ff
Polygone \ a ‘apothéme Triangle T R
‘régulier ) R ra_yon/ du cer- ¢quilatéral ( a-—c \é‘ — X
cle circonscrit ¢ =R . ’
TR VO by
R \ R V0]
Hexagonesa:c‘/—gzl‘!/_‘ Dodéca- la- 2+‘/'; _._R—}Z-‘l_*_‘/)
2 ) gone 2
ZC:R. ,c:—]{!{!—):_\/)
2 ( — \//\l -+ 2—\7'
\ R=¢ ‘/T- \ R=¢ 3
Carré — ¢ _ R \l-_; Oclogone - 4= 14—}/7: R \Z"—F‘/: )
2 2 ( 2 2
c=Rya ‘c=R\/2-——\/5.

Longueur de la circonlérence : C = 2rR.

Atres  Volumes
Paralléli- |
Rectangle Bh pipide 1 Bl

Parallélo- § BAL Prisme Bh

gramme /

s B.A .. Bh

Triangle -—é—f=\/ p(p—a)(p—=b)(p—c) Pyramide 7'3?

B + b)h Tronc de ( B(h + &' + 1)
2 prisme ( 3

Tronc de B+b+- Bb)/
Cercle =R? pyramide % (...__5\/._2.‘

Trapéze
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- Aires Volames
Cone =Rl Cone @ﬁ'
Cylindre  2=RiA Cylindre =R
Sphere 4nR? Sphére 4‘ R = % aD3
Zone anRA F?lzl:gle y (B+b+48)h
niveaux ! 6
Calotte mr Tonneaux ‘; L3,

Formule de Tchehitchefl : 2« étant la largeur de la bande on
fait le produit de cette largeur par la moyenne des 6 ordonnées
des points, dont les abscisses sont =+ 0,866a; = 0,422a;
= 0,267a. — Formule de Simpson : on partage I'aire en un
nombre pair de bandes par des paralltles d’écartement h. L’aire

b
est %—l (21 +- P) en appelant 1 la somme des ordonnées de rang

impair et P celle des ordonnées de rang pair.

CINEMATIQUE

Mouvement uniforme : e = vl ou : e = vt -+ e,.
Mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire w. La vi-
tesse est : v=wR; la période est: 6 = —)l:t et la fréquence :
1 am
n— 6— == —;-' .
Mouvement varié : e = f(1) avec : v = f' (/).
Mouvement uniformément varié :

L=y (s=gien

S, ou Lo,
’ e_::igl- [e:;gl-—f-v‘,l—if-el,.

Pour la pesanteur : g = ¢™,81.

. . . . 27
Mouvement oscillatoire : ¢ = R sin w(. La période est 6 = e

et la fréquence n = Gl = ;‘3& .— Dans le cas du pendule : t = -n\/é .
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