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MEMOIRE
SUR

LA THEORIE DES NOMBRES ©.

Mémoires de I'Académie des Sciences, t. XVII, p. 249; 1840.

————~—E—

AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR.

Le Mémoire qu'on va lire est |'un des deux que j'ai présentés a
I'Académie des Sciences le 31 mai 1830. Il renferme |e dével oppement
des principes que j'avais établis dans les Exercices de Mathématiques
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, pour |'année
1829 (?). Mon absence, qui Sest prolongée pendant 8 années, ayant
retardé I'impression de ce Mémoire, je le publie aujourd'hui tel queje
le retrouve dans le manuscrit présnté, le 31 mai 1830, a I'Académie
des Sciences, et paraphé a cette époque par le Secrétaire perpétuel
M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pes fatiguer |'attention du
lecteur, je supprimerai une grande partie des numéros placés devant
les formules et, pour éclaircir quelques passages, je joindrai au texte
plusieurs notes placées, les unes au bas des pages, les autres a la suite
du dernier paragraphe. Comme quelques notes de la premiére espéce
existalent déa dans le manuscrit, afin qu'on puisse facilement les
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quand elles
seront placées au bas des pages, par un astérisque.

(*) Présenté a I'Académie dos Sciences le 31 mai 1830.
(%) Foir le Tome X1 de ce Bulletin, p. 205 et suiv. (OEuvres de Cauchy, S.11,T. 11).

———ca—



6 MEMOI RE SUR LA THEORI E DES NOVBRES.

§L
Soient
P—=nw +1

un nombre premier;
nun diviseur de p — 13
0 une racine primitive de
(1) xP=1;
< une racine primitive de
(2) xP-V=1;
t une racine primitive de
(3) ZPt= (mod.p).

Alors

p==1%

sera une racine primitive de
(4) Zh=1

et

une racine primitive de

(3) xh=1  (mod.p).
On aura
IE
(6) T ——1,
IE
() ¥ =—1  (mod.p)

et de plus, si 2 est pair,
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7

De plus, k é&ant un nombre entier quelconque, nous désignerons par

m=1(k)
le nombrem propre a vérifier la formule

k=1tm (mod. p),
en sorte qu’on aura
kB = (e = pm = k),

et nous poserons

P

Par suite, comme on aura, en vertu de 'équation ,
|

(=)= ?1
on en conclura

P

On aura d'aillears évidemmen

5 E=G). G)=G)

Soient maintenant

(8) 0,0+ phOt 4 pHg0 .. 4 plp-2n g™
et
(9) 0,0, : Rk Onia.

R, sera une fonction de p de la forme

Rymw= 1o+ 8,0 + a3p*+. ..+ 8y, p* '3

et, si 'on pose
k= mh (mod.n),

on aura, en supposant m différent de zéro et de g,

Rumn= 20+, p" 4 agp* . . . =2,y pt*=1"

(f) = @ = Tk = phth),

___) =p£{1=r_‘!w:(— ne.
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et

- w\" /o \k

(10) Rpsu= (—')“’“‘""’z(;‘;) (;) ’

le signe z s’étendant i toutes les valeurs entiéres de u, v comprises

entre les limites 1, p — 1, et qui vérifieront I'équivalence
1+upv=o0 (mod.p).

On aura d'ailleurs, en supposant £ différent de zéro,

() 8,6_4=(—1)""p, Ruya=—(—1)""p,

ct, en supposant A, & ainsi que % + & non divisibles par n,

(13) RauBojme=p.

On trouvera, au contraire,

(13) Ruo=Rou=—1.

Enfin 'on-aura

(19) B+ Ayt =p—2

et, en supposant n pair,

@n

(13) Bg— g+ By Uy — By = — (—1) T
Par suite, si on suppose

(16) Ru=F(p),

on trouvera

a7) F(p")=Ruame ¢t F(pm)F(p=m)=p,

si le nombre m est tel qu'aucune des équations

(18) prh=1,  pmi=y,  pmihthi—y

ne soit vérifiée. On aura, au contraire,

(19) F(p™) = — (— 1)Bmhxamk
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si‘une seule des équations (18) est satisfaite, et
(20) F(pmy=p—2

si les trois équations (18) subsistent simultanément.
Soient encore 4, £, [ trois nombres entiers propres & vérifier la
condition

(ar) h+k+l=o (mod.n).

On aura, en supposant ces nombres tous trois différents de zéro,

0, 0, 0,0, 0,6,
0,0,0, = (— 1)/ — (@b Ll (Ym0
# 8Os =(—1) Ok =v [ =0 O

et, par conséquent,

(22) (=™ Riey = (= )" Ry, n = (— )™ Ry e
Soit maintenant s une racine primitive de

(23) an—t =1 (mod. n),

le nombre n étant supposé premier, et faisons

(24) 0,0,:0,...0,-=50p) ()
on aura
(23) 0,0,0,...0,-=7(p")

et, de plus, i . )
Fp) =F(p")=F(p*")=...=F(p"),
F(p?) :j(p"):j(p") =.. .:»f(p"’").

Donc J(p) sera de la forme
(26) F(p)=co+cr(p-+p"+p*+... -k p" ) + Ca(p* 4+ . . 4+ p"T)

(1) Nota. — s étant uno racine primitive do la formule (23 ), on a

sn-t—i=20

P - mod. 2
‘s' l'=|+n+:~+...+:~-a=o ( h

et c'est ce qui pormet d'établir la formule (24).
OFuvres de C. — S. I, t. il 3
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ou
3'(p) = ﬁ__’u + 'c'—,?ﬁ(P—P"" P — P T — )5
et, comme on aura
n—t
§T =—1 (mod.n),

pHp Hp . p T p T,

not
(P_P""P"—P',"""+P‘”_I—P‘n_').=‘(_l) ! p,
on trouvera
o (20— —cs\? I= /e, — e\t
F(p)¥(p )—-(“‘—l!> —(=n? "('T') ’

ou, ce qui revient au méme,

(27) 43(p)F(p) = (aco—eci— eyt — (—1) T n(e,—cy)Y,
ou bien encore
n—1
(38 F(p)F(p) = (com e (come)(ermea) + T Bo o,

4
Lorsque n est de la forme 4 + 3, I'équation (27) ou (28) se réduit &
(29) 45(p)F(p) = (3cs— €1~ ¢)) + ey == o))
ou bien a

(30) $(P)5(P'):("o“ )+ (Co—¢y)(ey—¢3) + = -[:-l (er—cy)%

n—

I . .
S ¢tant pair,

Au contraire, lorsque » est de la forme 42 + 1, alors,
la formule (24) donne simplement

n—1

Fery=p"
et o disparait de I’équation (26), qui se trouve réduite a la forme
F(p)=co
Revenons au cas ol 2 est de la forme 42—+ 3. Comme on aura

1

() Fe)=pT,
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I'équation (29) donnera
n~1

4p T = (ac—C;— 3) + n(cy—cs)

Donc on résoudra I’équation
q

n—1
(31) ip T =X+ nY?

en prenant
X =12¢—¢; — s, Y=c¢;—cy.

Mais ces valeurs de X et de Y seront généralement divisibles par p. 11
reste 4 trouver la plus haute puissance de p qui les divise simulta-
nément.

Soit v un nombre tel qu’on ait simultanément

n—t n-1

v? o= el (1+4+v) ? =1 (mod.n).
On trouvera
0,0,:8,...0,1=0,0,:...0,,—=0,,0) ... .0y =5(p)

et, par suite,

0, O )
(33) H(p) = 8,8, _‘_e_‘“‘.’ . _"_&"_' =R,y R yoe . Rgnms ynes,

(33)  F(p?) = Boue Roupre o Ryrms yprmse

Si n est de la forme 82+ 7, on pourra prendre v =1, puisqu’on
n—1{

aura 2 * =1, et les formules (32), (33) donneront

) i #(p) =Ry yRo a0 Ryns g0y
j(p‘] =Re, Rp, 0. . Rynms e
D’autre part, comme on aura

F(p) =coty(p 4 p" 4. p" 7Y ey (pF - pt . ),
(') =cot e (prp k... P ) Ca(p + T+ pTY),
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on en conclura

‘ X=2c,—c;—cy=3F(p) +F(p*),
F(p) —#(p*)

e T

=(—1) T n(p—p*+...—p" ") [F(p) — F(p")].

(Y=q—q=

(35)

Soit maintenant

1.2.3...[(h+ k)w)
(1.2.3...kw)(1.2.3... ko)

(36) =

et supposons chacun des nombres 4, £ renfermé entre les limites o, n.
On aura

(37) Hyr=o0 (mod.p)

si la somme &+ £ est renfermée entre les limites n et 2n; et, au
contraire, I, ne sera point divisible par p, lorsque A + £ sera
compris entre les limites o, 2. D'un autre coté, en supposant

h+k<n et n—h—k=|,
en sorte que la condition (21) soit vérifiée, on aura

123 (n—)=[1.2.3.. (h+ K)o][(—1)(—2)...(— Iw)].
=[1.2.3...(h +K)B](—1)®(1.2.3.. . I®) = —1,
123, (A+ ke =(— .)lufI T‘:TI—H
et, par conséquent,
(— 1)l@+t

(38) """“z(l.a...lm)(l.a...km)(l.a...lw)'

Enfin, si I'on pose comme ci-dessus

Rux=F(p),
on trouvera

(30) F(r)=—Mspn-s-

Gela posé, soit p* la plus haute puissance de p qui puisse diviser simul-
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tanément X et Y. On aura, en vertu des formules (35),

X _3p , de)
F‘?*";T'
(bo)
Y = — e e [F0) - 309,
?:.-(_,)! n(p—p'+p'—...4+p"—0 )[_p;L—TP‘.]’

et, comme les seconds membres des formules (40) seront des fone-
tions symétriques de p, p2, ..., "', ils devront rester équivalents,

. : X .Y .
suivant le module p, a — et i —, quand on y remplacera p par r. Done,
P » i
alors, I'un et I'autre seront entiers, et 'un d’eux au moins sera non
divisible par p. D'ailleurs, si, dans les seconds membres des for-

mules (34), on remplace R, 4 par » toutes les fois que indice £

Ros-s
n—1i

est équivalent suivant le module 2 & I'un des nombres 1, 2,3, ..., —/

on en conclura
| () =p" (o),

(41 ) 2 a1

L3e)y=p* xe)=p"x(p)

v’ étant le nombre de ceux des indices

n s, s, ..., 72

qui sont équivalents suivant le module 7 & I'un des suivants

(42) Loa, 3, . 2
et v” étant déterminé par la formule
vev=2"1,
2

. . ., . N . . Y 1 .
tandis que ¢(r), x(r) ne seront équivalents ni & zéro ni & _ suivant le

module p. Done, si 'on prend pour A le plus petit des nombres v’ et v",
les seconds membres des formules (40), quand on y remplacera p
par », ne deviendront point équivalents a Pinfini suivant le module p,
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et I'un d’eux au plus sera équivalent a zéro. Donc A sera 'exposant de
la plus haute puissance de p qui divise simultanément X et Y. D'ail-
leurs, si I'on fait .

X=prz, Y=ply,

la formule (31) donnera

n—t
(43) l.pT—nz.t’—a- nyt,
et comme on trouvera, en posant A = ',

n—1 n—i1—4v
Ll P el b 14
2 3

et, en posant A =

n—i ,
-V
2 ’

n-'-—l _ﬁl_:Av’—(’n—l)’

il est clair que la formule (43) pourra étre réduite a
(44) Lpt=z'+ nyt,
la valeur de p. étant

(%5) p=t (u)

2

Si n était de la forme 82 + 3, on aurait

n—1
2% =—1 (mod.p),
6,8,,...8,,1=8,08s...8, = J(P‘),
6181  On. _[F(o)]
8 8 B F(p)
Henr,

F(p)

Donc alors, & la place des formules (41), on trouverait

Ry Ro o Ry o =

ResRoov o Ryos s =

T = pVe(p),

F(o)]? , oty
“_%;]=P‘ OEY RERTON
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puis on en conclurait
P
) g Fe =57 " Te(P ),
L7 =P~ 9(p) (eI
Donc alors on devra prendre pour A le plus petit des deux nombres
%(n :I +v’), %(n—l—u’),

en sorte qu’on aura

Donc alors on vérifiera I'équation
(47) 4pt=x'+ ny*
en nombres entiers si 'on pose

48) p=t 4’_—(6"_—_”

Dans les formules (45) et (48), & est toujours inférieur a in, et
v’ représente le nombre de ceux des indices (42) qui sont racines de
I'équivalence

n=1.

z'r = (mod.n).

Les autres étant nécessairement racines de 'équivalence

n—1
ax ?

il

-1 (mod.nr),
on en conclut

n—-1
= T

n~=1 \

R TR n—1
1 a2t 437 +...+(~T-)

(49) (mod.n).

P Ayl

n—1 H—(n—1)

=y (L )1z T (
2 2

On a d’ailleurs
n+1 1, = n
P = B e T A
14 eV=Tq eVl e = = — T
[ — eV NS
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et, par suite,
sin—z
n—=1 1 P
l+cos.-.+cosu+...+couT==; | K T y
sin-3
(50)
n z n
cos—5 COS~ —COS—3
. . L n—1 s 2 1 2 2
§IN3 + $iN23 +4-.. .+ Sin Py s=—] col~ — — :;-——_——--
sin = sin =
2 2
. N N . [ o =1 . .
Si, n — 1 étant impair, on différentic —— fois par rapport b 5 la pre-

miére des équations (50), on e tirera

net 1t = R
(=1 * [sin:+a T sinas+3 sin3:.+...+("’ ') sinf'—’Js]

|

SR
sin-3
1

i
]

= ; —
T sin-z3
s 2

tandis que la seconde donnera

L}

2= L= n-—l‘"T_l n—1
(—1) cosz+2* cosnz+..,+( ry ) cos——3

n=y . Cos=3
d | cot: ———
.3
sin=
o 2
=; = .
ds ?

On conclura de cette derniére, en posant 5 =o, aprés les différen-
tiations,

(31) (—1)#[x+z'+,+...+("—_-i) ) ']EM (mod.n).

Py n--1
ds *

D'autre part, si 'on désigne par &, le nombre de Bernoulli qui cor-
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respond a l'indice n, en sortc qu’on ait

on trouvera

5 _ _[1,., z‘ [ 38 N
ung;_z 6(2 —l)—+ (n +E(z —l)_——l.ﬂ-3‘4.5.6+'”
et I'équation (51) pourra étre réduite a '

r—1
at =t wer d 7 tang>
2T T +<"—l) Y=t re) 8,
2 R

L

. n—1 . .
On aura donc par suite, en supposant —— impair, ou n de la

forme 4 + 3,

(52)

Enfin, comme on trouvera : 1° en supposant 2 de la forme 8z + 7,

a—1

2?1 =) (mod.n);

2° en supposant 2 de la forme 8z + 3,

n—1

23 =—q (mod.n),

I'équation (52) donnera, dans le premier cas,

-1

Azt ot n— ]
1+a? +31? ++(-—2—-—) m2(—1) Y 2y,
'.—
et, dans le second cas,
n -1
n—t o n—1\ 7 21
1+a * +3 T +...+( = > =m—(—1) " 6y,
-

QFuvres de C, — S. I, t. 1L, 3
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On aura donc : 1° en supposant » de la forme 8z + 7,

net

i ﬂ#—:ﬁs(—l)_‘—a.kl‘ﬂ (mod.n);

Fp=
2° en supposant » de la forme 8x + 3,

fv'—(n—1) _ ot

p= —(=1) * 2,
0

6 nxs
Par conséquent on aura, dans tous les cas,
(33) p=Etadn
+
On pourra done vérifier I'équation (47) en prenant pour w le plus

petit nombre entier équivalent i

== X
ey

Exemples. — Soit n = 7. On (rouvera

a.l.ws a.t.,anggzl (mod.7),
4+
Bp=1.

On vérifiera done alors en nombres entiers I'équation
bp=2"+7y
et, par conséquent, I'équation
p=z'+ 7y
Soit encore » =r11. On trouvera
Ahoy ) = 2ohoy = L= (mod.11),
-
et, par conséquent, on pourra vérifier en nombres entiers I'équation

Gpr=zx'+ 11yt
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Soit n = 163; 2 ra une racine primitive de I'équation

M=1,
en sorte qu’on pourra supposer

st=a,

D’ailleurs, les puissances successives de 2, divisées par 163, donne-
ront pour restes :

1, 2, 4 8, 16, 32, 64, —33, —79, 23, 46,
92, a1, 42, =79, 5, 10, 20, 4o, Ro, — 3,

— 6, —i12, —24, —48, 67, --uy, —3i8, —f7, —69, 25,
50, --63, 37, 74 —13, —30, —Go, 43, 86, [

18, 36, 7%, =19, —38, -—76, 1, 292, Ay 88,

13, 26, 52, —5g, 45, 73, —i17, =34, —68, —a7,

—54, 55, —53, 57, —ih0, 65, —33, —66, 31, 63,
—~39, --78, LS 14, 28, 56, —51, 61, —41, 81,

Les restes positifs et inférieurs a 163 _ 81,5 ¢tant au nombre de 48,
L 3

on aura
n—1i

v=48, == 81,

[I"‘—("—l) 1 n—1
. - —
p=z= 6 _.3('” 2

):i&(gﬁ—-&l)::i;'). ®m=3.
On pourra donc satisfaire, par des valeurs entiéres de 2, y, a 'équation
pr=at+163y,

Revenons aux formules (10) et (16) desquelles on tire
WAL g\ k m\ m\ &
54) Ry o= F(p) = (— )+t $( & (l)_:_ an (‘..) ("" )
G4) Rap=F(p)=(=nmeen B(5) (D)= —om B(5) (55

Si I'on y remplace p par r, on trouvera

F(ry=(— 1)""2:""""(1 + ¢ )Tk

1.2.3...kw (mod.p);

=(=n™ {1.2.3...(n — h)w]l1.2...(h + k — n)®w] nw

(55) ?
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et, comme on a
(— ,)kwa-l
=1as...(n—kuw'

= (—1)a+hm+y 9 3., (an—h—k)w,

I

np=—1, 1.2.3...kw

1
13, (h+k—n)w

on conclura de la formule (55)

1.a3...(an—h—ko

(36) F(r)=- [r.2.3. .. (n—h)w][1.2.3...(n — &

o] =~ | | M—.

ce qui s'accorde avec la formule (39).
Si, dans I'équation (39) ou (56), on remet pour T,y ,_x sa valeur
tirée de I'équation (38), saveir
Moo ppi=— (=n"= -
A [tad . (n=R)s][1.a.3. . . (n—=Kw][1.2.3.. (s = D)&]
=(r.2.3...hw)(1.2.3.. . kw)(1.2.3. . @) (—1)OH,

on trouvera

{F()=(=1"(1.2.3...hw)(1.2.3.. .ku)(1.2.3...lm)

(mod.p).
= (= 1)A09(1,9.3, he)(1.2.3. . k@) [1.2.3. . .(n —h—k)B]

(37)

I est facile de trouver des nombres équivalents, suivant le module p,

aux valeurs de z, y qui vérifient la formule (4%) ou (47). En effet,

soit toujours p* la plus haute puissance de p qui divise simultanément
XetY; on aura

(58) P= = e = —

X_Jp) Je) i  Fm
e

Y e [0 A

(59) s . (mod. p).
= -t j(r) '1('-‘)
=(—1)? T —_— —
! =(—=1)! n(r—r+ ) vy Y ]

D'ailleurs, on déduira sans peine des formules (32) et (33) les valeurs
des rapports
PP 3 . dm
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ou plutot la valeur de celui qui n’est pas divisible par p. En effet, on
vy parviendra facilement en remplacant chaque facteur de la forme

“Iﬂ.k

par & ’h' - toutes les fois que 4 + £ sera renfermé entre les
n—~h,n—I

limites o, n, et remplacant ensuite p par .

§ Il. — Applications nouvelles des formules etablies
dans le premier paragraphe.

Supposons maintenant que 2 soit un nombre composé et prenons
n==wy,
v désignant un facteur premier de n. Soit encore
ww = ¢,
On aura
p—i=no =,
De plus, si 'on désigne par 5 une racine primitive de
z'=1
et par « une racine primitive de
¥z,
on pourra prendre
p = ag.
Cela posé, soient s une racine primitive de U'équivalence
V=1 (mod.p)
et « une racine primitive de I'équivalence

a¥-i=1 (mod.v).
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Les nombres entiers
1, 2, 3, ..., n—a3, n—1
seront équivalents, suivant le module n, aux divers-termes de la suite
Iy Uy .uoy W7 VA1, V4w, .., VAT, L,
(W—1)v=41, (@—=1)V+u, ..., (@—1)v+
et I'on aura
8,2 0 ph G pHhOP - - pr—tn g™
=04 ahh B 4 athgth GO 4 4 atp=Dhglp-nig

Supposons d'ailleurs les nombres v, © premiers entre eux, et faisons

0= 5 (mod.w);
on trouvera

QU1 M) — «, ‘n‘*-o-vv(l—-"') —_ ‘v“’
O vuis—nmy = 0 4 g™ 0F - a1 O 4, pap—tgtp-namgl T
et, si I'on pose
(n 0,0, 01—t Oy = .f(a, G).e_,vg’;h
.0n aura encore
(2) Ourivugh-um =eu"+w(h+n;k—n"')= 9 4 ahghm G . . -alP=DAglp=num ™"

) F(a, 5) =F(a, ") =F(a, ¢*) =...=F(a, "),

et, en supposant & impair,

4 Oy vih—1) Ourson(ionrr o o Oumrpiyneu—n = F (2, $)8 -1,
1
(5) F(ar, o) =F(ak, ') = F(al, ¢¥*) =...=F (a", ¢"),

(6)  Oiopina) B newne - Oy = Fa b 67O vy,
12

Fa ) =F(aty s

@ =dah ey == F(ah o) =3 (e, o7,
F(ah, 6)F(aty57)
(8) — Buenth) O iwthtr e - Bu i) 8 it

8 v1,8 v
vv—’h —w-’—h
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L e second membre de la formule (8) se réduit toujours, soit a

n—1

-__o-p_l_,
soit a
n-a
wp T

Exemple. — Supposons, pour fixer les idées, o = 4. Si v est impair
et de la forme 42 + 1, on pourra prendre

v=lI.
Par suite, la formule (8) donnera

el»w(h—l) 8_, v 0 Owtivin—w— O_wr_yh—w-n .

(9) F(ah)F(ars )=

[ y=1
v—- & —v—.‘-lu

. . . . . . VY —
D'ailleurs, si I'on suppose A impair, ainsi que —4,—', on trouvera

{ Oravin—1) Ocyvh-ny = (—1)™ip=(—1)7p,
s O ivh-ut) O wiy(h—wr) = (— 1) p = (—1)%p,

(10)

Donc la formule (9) donnera, pour des valeurs impaires de %,

v—-3
(11) F(at ) F(at s )y =p T .
On trouvera, en particulier,
(12) j(a,c)ef(a".c"')zp%j'

D’autre part, « devant étre une racine primitive de

b=1,

a=y=.

6n pourra prendre
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Ajoutons que I'on tirera de |'équation (4)

0,0, vi1—n) Ouiivirnt) s o Opr=rpy(yr—s) .

(13) F(a )=

6\H\l—l)
1
Supposons maintenant
v=>5 ou n=4.5=ao0.

Les formules (12) et (13) donneront

a9 F(x ) d(a s ) =p,
5 = $1Owati-wy
(15) Flay ) = ——gmi=td,

u étant une racine primitive de
b= (mod.5);

et, par conséquent [a cause de #*==1 (mod.5)],

(16) Hay= 2D S8 _p
. 10

7)) Flat s ) =Ry p=Rys e

Done

Rt.onu.u:P-
De plus, 'équation (4) donnera

(%) Fat, ) =3F(a, 6) = 93:?2

=Ryp=F(a 1, ¢").

Donc la formule (14) pourra étre réduite a
p=3(x)Fa o) =F (=1, 0 F (= V=19
On trouvera de méme, en remplacant ¢ par <* et « par «®* =a""',
p=3(a,¢) 3ty 8%),
et I'on tirera des formules (16), (17), (18)

F(a@?)=F(a, ¢ = Ry =R,
F(a, ') =F(a, §7) = Ru,ps=Ryr,u= 9(a, 6*),
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en ortequ'on auraencore

Ry Ryra=p.
On trouvera donc, en définitive,
P=Rs Ry R Royr = F (2, 6) F(, 6*) x Fla=t, 5) Fla', 6?);
et comme, en posant
37(@, ) =M+ ' V=1 (N ok ' V=1 ) (5 — 51+ g2—gt),
on en conclura

2F(a,8?) =N+ Vo= (M V=) — et =+ ¢b),
aF(alyg) =N —p V=i (M= @y =) (s —st— P+ ¢*),
aF (o, @) = N = p = = (M = V= 1) (6 — s — '),

on trouvera encore

ap =A% (a, ) F(a -t ¢) =47 (a, ') F(at, ¢?)
=NV =t =)+ [+ p e — =+ )]
=[N G—P =g+t [ — (s =t =)

et, par conséquent,

(19) Ap=N1ept e S(Nptt), NN =il

25

D'autre part, si 'on nomme s et @ les racines primitives des équiva-

lences
(20) at=1, at=1 (mod.p),
on aura, pour déterminer A, g, X', @', les formules

Va-pla 4+ (M +p'a) (s — ' —+s5Y) =af(q,5) =—all,, =0

Na-pla — N+ pla)(s — st — s+ s%) == aF(a,5%)  <i—ally,

Ve a4 A"+ pa)(s — s'—s* +s%) ez aF (@, s) =—all,,

Vo pla = (M4 pla)(s —st— S+ ) =aF(a, ) =—ally, =
OEuvres de C.— S. 1, t. Ml 4

(mod. p)
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et, par suite,

M,
s—st—si4+ st
(a0 n (mod.p),
V—pa=—MN,,, )\’_l"’a=}_s!+;8.’.3‘

Vapa=—1,,, NV pla=

les valeurs de I, ,, 11, , étant

o.= 1ow(tow —1)... (78 +1)
1= 1.2.3...3®

(23)

m,= ow(1ow —1). ..(gm-f-l)'
= ra3. o

Appliquons maintenant a un cas particulier les formules que nous
venons de trouver e SUpposons

—1
p=i1, n:—pg—zao, v=>5, =14, w=12.

On vérifiera les formules (20) en prenant

s=—4, a==y,
et I'on trouvera

20.1 e
n,= = 9:[0.I9§—3.3E——l5,

20.19.18, 16,1
“”“—_‘) 7 *=

1.2.3.4.5.6
x 5 15
V4pa=—15 WN-—-pa=13, WN=o, [J.'E—-("—'.»_IQ,

1 1 4o 10 77

SR T g =g = o= =m,
s—s'—s'4st T a8 28 7 ? 7

M+ paz=aaad=2, NM—pa=an.d=12,
M=2  p'=o.

Done I'équation (19) donnera
4p = '+ 50"

=(8) )

ou

Effectivement
Lr=6"+5.12=36 4+ 5.
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Soit encore
p=1or.
On trouvera
w=75,

50.49.48. 46
= —7—"3—417—‘ =10.49.2.47.46 =—18,

_ 45.44.43.43.41.40.39.38.37.36 _ 3.37.38.41.43 _
L= (=18) 6.7.8. 9. 10, 11,1313, 1715 =(—18) = 7 =—18

Par suite, on trouvera
M=o, w=o,
. WA\t

On aura d’ailleurs
a_=10
et -

3w Mg+ 1y X
a

=1l y=—18, - =9
Effectivement

101 =81+ 5.4 =9+ 5.2%

En genéral, lorsque, v étant impair et de la forme 42+ 1, on sup-
pose

w=14,

on peut prendre
p=1, a=\—1,

et I'on tire de I'équation (4) : 1° en supposant A =1,
(23) 0,04 y1—un Ouerviuye - - Oumrpyiow—sy = j(\/:—'oG)ay_lgl_n3
2¢ en supposant k= —1,
(34) 8o Burovcrents Outvivey - Bumrcvirewrs = F (= V1,608 yivn
On a d'ailleurs, dans cette hypothése,
g V=15 =3(/=1,s
=3=1,) =...=FY=1, ),

(29) -? 5(_{:,;):3(—‘\/—"‘.')
SO o P
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On trouverado. méme

Oyt Ouwava—u -+ - Our-ryy1—wv—9) = 3‘(\/:, 6")9L—u,
1

(26)
Oy vi1+m) L VA SOy ey == j(— y—1, 5')9 viv—1)
\ T

ot
=) =AW=

(37) ‘ =3y=1,¢*) =...=3Y=1,),
?'K V=1,¢") =F(—y=1,5")

=F(—y=1, ) = =F(— V=1,

Dans ces diverses équations, « désigne une racine primitive de I'équi-

valence )
: V1= (mod.v),

en sorte qu’on aura

v—1 v 1

W =—1 ou 1+uf=o0 (modv).

Cela posé, on trouvera

O matt ety = =0 (mumoy = O_ymy(y—um)y

( )
RIS BTy (t—v)u"‘u ey

O yrmnm O et (L matt)= Oym iy O _y(1—um)

=(— .)nn"--vnv(l-'nm)P =(—1)™p,
et 'on tirera : 1° des équations (23), (24),

QIVIY -1y vt vt

= =

— £ F)
() S0 ) H(=v=he) = g = g
T T T

2° des équations (26) et (27).

v—1

(29) V= :6")5(““ .G")—e—";_—f;——m:-"
o) Dyt

On aura done, par suite : 1° en supposant v de la forme 8z + 5,

v—1
T v=3
1

=P >

F(V=1,6) F(—y=1,5) =
FW=1,e) F(—V=1,¢) = P
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2° en supposant p de la forme 8. + 1 ¢t, par conséquent,

0,y ~0y.=—1,
T

YT, 6) H(—V=Tys) = p

J=h ) (= Vi) =T

D’autre part, en posant A =12, w =4, £#= —1 dans la formule (2).
on trouvera

(31

(32) ‘ 01y 04 va-n) Qursviaenty. . Oy - = 0, D ()
| =84 O _viarnt) Ouiviainty -+ O=_yarnr-),

®(5) désignant une fonction de 5 et de =1 i coefficients entiers; et,
comme on aura

0,5t (1o ) = Ocumaviarumyy

on tirera de la formule (32)

ou

On trouvera de la méme maniére

®(s")=—p .
* On aura done

V=1
s 011y Owria—u) Ouwirviz-uy - - - Ow—siya—wr=y =p

(33)
'. = B ivia-n Ourivia—un Outivia—uty . - Ot iyia—ur—1)3
et, comme 2 sera nécessairement de I'une des formes

wm,  rmet

on aura encore

v

'I

8, 01urav1-ut) Orutravin- wh - - Brartiavi-w-y =Pty

<
1

34) 3

ezu-ﬂv(l—») eu‘uvu—n’) elu‘+w(l—l“)~ Ogurrav—w—y = P v
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S maintenant on combine I'équation (23) avec la premiére des for-
mules (34), puis la premiére des équations(26) avec la ssconde des
formules (34), on trouvera

V=1
P!
=1 8) (L - l‘"’io‘_‘

M

(35) ld(\/_——h G)l’= Ry, “u'wu-n’).-'wu—-')- R

2
et

(36) [v’r(\/—_l: G')I’: Rusvi—ur,wrvia—m- «

v

[}

nu"'-wh-n' “2), =y (-t Tl
Ny 1\
1

On aura, au contraire,

V-1

v
(37) [F(= V=10 6)]"= Ricavoaw Rutstreaty oviraaty - - - R, W) Gy ——
BIEIL
et
v
T P
(38) l (— G')I = Ru virem,n vt vmre “n"‘——v(l+n"‘).u"—v1|»n"“)el uv—n'
1

D'autre part, on aura : 1° en supposant v de la forme 8z +1,
By iyn= 9_v|v-|-= By=—1
B 1

et, en supposant v de la forme 8z + 5,

foalhiedl]

euw-n——0 m n—(‘—') Pop=p

Donc les formules (35), (36), (37), (38) donneront, si v est de la
forme 8z +1,

V-1

[vi(v-—hi)]’ =p ¢ “u“n'wu—n'h-'-rvu-u')---“.‘-'.n(l—u"').-'-uvu-n'-')’
v-1

IJ(V—I»C')I' =p * Rueviimuwnition o Rumseviawrn, wtavi—ur-1
v-1

[’(— - G)]l "I’ R "Hv 1=ty Rury(sorut), wiovgsauty  +
l’(— ,6")] =p ‘ u--mnn W=y(1+K)

Ry, ==yl

R W18 T (e
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et, si v est de la forme 8z + 3,
[’(V:iv C)l’ “P!—‘ful 1 Rurratiowt vt 2ty - Romngimar=,nm v 4
(o) | [5(‘/_-. G")] —p —."uvrl—«) sevit—a) » Rumraay -t w-s -y
[1 (‘ ,G)] P Rl—n 129 R yigann, woutrnt s+« Retygiewr=n - vty
[5(- -1, G')l =p ° “-—v(ml ner(tn) - Ryt ar=y 0 1oy
Observons encore qu'en vertu des formules (25) on aura
‘5(\/:-_1.c)=b.+ oyt (Byk € V1) (5 4 6 oot 67 + (b €0 Y1) (4 677
i - 3y by— by (64— e,— €)Y —1 4 bi— byt (=) V=1 (="

2 1

= ="
ct, par conséquent,

rj(‘/——l';) =fir gV =1+ (i gV =)= g ),
) {"’(\/-—_':G") =f-+$'c\/:';—(fi"’b'l.\/——‘)(G—€'+§"'—.~+$""—€""').
' W(=V=1,6) =fo=goV =1+ (fim gy =1)(s = s*+ ¥+ " = ),
Laf(= V=160 = fi— gV =t (fim g =) ="+ 6" =g = ),

Sor 8oo 1+ 8 désignant des nombres entiers. De plus, on aura

(43)

v=t

{ G gt M L T T =,
(§=§"+ " — vk g = P =(—1) T vy,

En combinant les formules (42) avec les équations (30) ou (31), on
trouvera : 1° cn supposant v de la forme 82 +1,

V-

(6) —’——-f.+"f.+é’-+“é’n Sofi+geg1= 0}
2° en supposant v de la forme 8z + 5,
y-3
()] T =i+ g+ S+ gs=o
D'ailleurs on vérifie la seconde des formules (44) ou (45) en supposant

(46) £i=8,  g5=8, fi=—n, &=y
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On aura donc, si v est de la forme 82 + 1,

y—1
E]

(47) bp T == (64 vy?) (8 + &)

et, si vest de la forme 8z + 5,

v-3
(48) 4PT=(6'+V/')(6'+¢'),

Enfin les formules (42) donncront

25(=1,50) =@+ey=D)[6—y—s+...—e*)V=1),
( 2f(—yV=1,6) = —ey=1)[8—y(s —s*+...— ) y=1],
23 (— V=1, =(3 —ey=1)[6+y(s —¢"+...— ") Y=1].

Sslj(\/_—_l,;) :(6+£\/—_1)[6'+7(;—;"+...-—c""")\/—-—ll.
(49)

1l est bon de remarquer encore que, les valeurs de /g, g, /1, g, étant

/":21),—11}-—1/,, Ji=0b,— by,

0 =2C) — €y — Cqy S1=C€ = Cyy

J sera toujours pair ou impair, en méme temps que f, et g, pair ou’
impair en méme temps que g,. Cela posé, si des deux nombres 6, y
'un était pair, I'autre impair, il faudrait, en vertu des formules (46),
que 8, ¢ fussent tous deux pairs. On avrait donc alors, en supposant v
de la forme 82 + 1,

(50) ]:VT_‘=(6’+ vy’)[(;)’-'_ (2)'_'

et, en supposant v de la forme 8x + 5,

o el )]

d e, . . . . .
3' 5 ¢tant deux nombres entiers, I'un pair, I'autre impair. De méme, si

des deux nombres &, ¢ I'un était pair, autre impair, € et ¥ seraient
nécessairement pairs, et I'on trouverait : 1° en supposant v de la forme
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8z +1,

(52) Pv_’_'.= [(g)’d- V(E)’](6‘+ e);

2° en.supposant v de la forme 8z + 5,

S (DR OU

g-, % étant deux nombres entiers, I'un pair, I'antre impair. D'ailleurs

on ne peut supposer les nombres €, ¥, ¢, ¢ pairs tous les quatre,
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4.

Si €, v, 2, ¢ étaicnt supposés impairs, 'équation (47) se décompo-
serait en deux autres de la forme

(54) aph' = 824 vyp?, apt =0t 4 gt

Or, p étant de la forme 42 + 1 et 62, y? de la forme 82 +1, la pre-
miére des équations (54) aurait un premier membre de la forme
8@ +2 ct un second membre de la forme 8z + 6, si v était de la
forme 82 + 5, ce qui serait absurde.

Done, lorsque v est de la forme 82 + 5, les deux nombres £ et y, ou
les deux nombres ¢, ¢, sont pairs et I'équation (47) se réduit a I'une
des équations (51), (53).

Au reste, lorsque v est de la forme 8 + 5, alors, en éerivant 26
et 2y au licu de § ety, ou 23 et 2¢ au licu de ¢ et de ¢, on réduit la
formule (51) ou (53) a

V_:_
2

(55) == (6% vy?) (3 + &),

tandis que les formules (49) deviennent

Fy=1,6) =Q@+ey=)[B+y(s—gt+...— ) =i,
FW=0, =@+ey=DE—y(c—e+...— V=1,
F(-v=T1,6) =@—ev=1)[6 —y(s —e*+...— ¢ W=1),
F(=v=1,e) =B =ey=D[8+y(s—s*+...— ) y=1].

OFuvres de C. — S. |, t. 11l

(56)
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Ajoutons que, dans ces derniéres formules, on peut toujours sup-
poser &, & premiers entre eux, attendu que, si 3, ¢ avaient pour facteur
commun une certaine puissance de p, on pourrait évidemment faire
passer ce facteur dans les quantités £, y. Cela posé, si I'on nomme a
et s les racines primitives des deux équivalences

(57) zbt=1 (mod.p),
(38) Zvs=1 (mod.p)

et p* la plus haute puissance de p, qui divise & la fois § et y, A devra
étre tel que des quatre rapports

F(a,s) J'(a,.r")' F(—a,s) F(—a,s*)

(59)
” P » o~

I'un au moins soit équivalent, suivant le module p, & un nombre fini
différent de zéro, aucun d’eux n’étant équivalent a ﬁ De plus, en
posant

(60) f= y—_;—q —a), 8 =piz, y=py,

on tirera de I'équation (55)
(61) pr=(*+ &) (2 +vy*).

Si @ se réduit i I'unité, alors z* +vy? étant >1 ('), il faudra que
I’on ait ’
(62) E+el=1, 2vyrt=ph

et, par suite,

Quant i la valeur de A, on la déduira sans peine des formules (40).
Soit, en effet, v le nombre de ceux des indices

(63) 1, wW+v(1—ur), w+v(—ut), ..., @WI+v(1—u?)

(') Poir la Note I & la fin du Mémoire.



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 35
qui sont équivalents, suivant le module n, & l'un des suivants :
1, 2, 3, ..., I‘:‘»
et v"le nombre de ceux des indices
(65 w+v(1—u), W+v(1—ud), ..., @34v(1—ut)
qui remplissent la méme condition,
1v—>5
-
sera évidemment le plus petit des quatre nombres
1, 1(v—1 | 1 1/v—1
(65) 3V ;( 2 —v), ;v”, ;(—T——v).
Application. -- Soit
v=>5.
On pourra prendre
nw=a, wt=14, =3
et les formules (23), (24), (26) donneront
Y=o = S =h., AVTLe) =28,
30

(66)

J;( \/—- 9) O“ON =Ry 10 f( \/"'- G’)_ Tg‘ = Ry,

De plus, si ’on pose

Rio= 804 2,0 + 83p ... 4219p"* = Ao+ 0,6 V=1 — 2361 — 2363V — 1 +.. .,

alors, en ayant égard aux formules
FW=15) =F(V=1¢) V=) =4=1¢)
j(—\/:,;)zﬂ(— \/:‘—-'vc‘)v j("\/ =1y G') 7( \/—v G‘)
on trouvera

A— Ay = (g — 3s), Ay — = — (Mg y4),

W= Ay = ag— dyyy Ay — Qg =iy By
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e, par suite,

R= 8p— 80— (83— 833) (s*+ ¢*) + (2, —a,,) (s +5*)
+ [ay— 23— (83— 833) (§'+¢*) + (8, — 8, ) (s + 6*)] V—1.

On tirera d'ailleurs, de la formule (19) du paragraphe I,

F—n)=—1, F(1,9)=—1,
et, par suite,

Qo=+ do—dy=—1, Do+ A+ A+ Ay=—1,
A= 8¢+ 8y — 814y=0, A Bt A+ A== 0y
33— a;+ ay—ayy=o0, Q4 a7+ B9+ Ay3=0,
A=A+ —A0=0 A+ g+ A3 4- 83y =0,
28— By+ ), — 8,3 =0, A+ 8y 81+ 819 =05

" puis on en conclura

Ae=—1—2y, a=—12a; Ay =—1ay, a3 =—ay A ==—2a,,
Ap=—2y, A =—1a¢ ap=-—2ay, Apy=— 2y B9 ="y}
Rip=1+ 200+ ay—ay— (a3 +a,)(s —¢*—¢*+¢')
+[28,+ ay— 8y + (8,—a,) (§ — ¢ — 62+ ¢*)] Y — 1.

Enfin la formule (55) donnera
(67) p=(84+5y) (3 +¢)
et. comme 6 + 5%? surpassera I'unité ('), on en tirera nécessairement
F+et=1, p=845y%
(1) 63+ 5v* pourrait so réduire a I'unité si 'on supposait

6t=1, y'=o.

Mais alors la formule (67) deviendrait
S1+a=p
el l'on tirerait des équations (69)
4p=4(8+8?) = ll; 11,4,
ce qui est absurde, puisque ni Il ¢ ni Il,,; ne sont divisibles par p. Donc la supposition
que 6%+ 5 se réduit a 'unité doit 8tre rejetée.
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Done, tout nombre premier de la forme 20z + 1 est en méme temps
de la forme 62+ 547, en sorte qu'on peut satisfaire, par des valeurs
entiéres de «, y, a I'équation

(68) p=a '+ 5y

Quant aux valeurs de z =6, y = v, elles pourront étre déterminées
a l'aide des formules

Riuw=F(—=vV=1,8) =@ —ev=1)[8 —y(s —s*— e+ V=1,
Ryn=30W=1,¢) =@+ey=1)[8—yc—c =+ )V=i].
Ry =8(V=1,5) =Q@+ev=1)6+yc—a—a+sHvV=1],
Ry =F(—V=1¢) =@ —eV=0)[6+y(s—s*— &+ HV=1],
desquelles on tire
Riy+ Riyun=3( +ey=1)8,

o) R+ Ry = 2(5—8\/——1)6

et, par suite,
(Ryo+ Rys 1) (Ryg+ Riy i) = 4(32+62)8' =4 89,
puis, en remplacant p par r,
(8=1I 10, ,= 42,
(70) ate= én,_.n._,.
Comme on aura d’ailleurs
d=o, e=1 ou d==x=*1, e=o,
on tirera des forniules (Gg), en y remplagant p par r,
(71) *M,=00,,.
Ez;ntpk:. — Sil'on prend p = 41, on trouvera
Oy, =—M,,=15 (mod. 41),

z's——E—Ts—SESG.
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Effectivement
41=364-5=6*+5.12,

Si I'on prend p = 101, on aura
m,=10,,=—18,
w’=(—) =g'=81.

Effectivement
101 =81+ 20 =9+ 5.a%

Sil'on prend p = 61, on aura

w=3,
30.29.28
ﬂ.‘.—-—% 27—34»
W.=(— ,7)27 16 25.24.23.22 =34,

.5.6.7.8.9
. Z'=—ay s——2895|6:—.‘-—45.
Effectivement
61 =16 4+ 45 = 4*+ 5.3%

Soit encore p =181. On trouvera

w=9,
n 90.89.88. 87 86.85.81.83.82 _  11.3.5.7.9.11.13.15 L
1= 1.2.3.4.5.6.7.8.9 T T2 13456789 7
= ——5)’—"*'( )E 1-=180.
Effectivement
181=1+i80 =1+ 5.6
Seconde application. — Supposons
.
v=13,
u sera racine de .
utt=1 (mod.13),
et I'on pourra prendre
"=,
w=1, u =2, ut=4, w=-—173, ut =3, ut =6,
w=—1, wW=-—2a, W=}, w=35, wo=-—3, u't=—6,
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Cela posé, les termes de la série (63) seront équivalents, suivant le
module 4.13 = 52, aux quantités

1, 4—39=17, 3 — 26 = 29, —J+ 126 =13,
—4+65=9, —3+ 5=\,

dont quatre sont renfermées entre les limites o et 26, tandis que les
termes de la série (64) seront équivalents, suivant le méme module,
aux quantités

2 —13 =41, —5+.78=—=z|, 6 — 63 = 45, —a+439=3y,
5—53=3, —6--3g=33,

dont deux sont renfermées entre les limites o et 26. On aura donc

1 1 fv—1 ] 1 (v—1
—v=a, - —v )=, Y=, “(—— =) =2
2 2\ 12 2 a\ 2

et, par suite,

)‘—l+lv_5*—| 1=2 =3
Stk o =ir=a, p=

—2A=3—4=1.

Donc on pourra résoudre en nombres entiers I'équation
(72) p = (84 e)(2?+13y*),

et comme x*+13y? surpassera I'unité ('), attendu qu’on ne peut
supposer y =0, ¥ = o ('), on aura nécessairement

(73) z'+13 )yt ==p,
0l 4-et=1,

d=o, a==1 ou d==H1, £=o.

(1) Si y ¢'évanouissait, les formules (56) donneraient

Fy=T,6) = 3(/=7,¢)
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On tirera dailleurs des formules (23) et (26)

3(\/:': C) = 9_,_939;0,“0_% =pPRias Ry Rassns
(74)

j(v =1, G") = M"Lsf”—e'.‘e—" = pRayr s Ray s Rag i

eL, par suite,

F(a,5) N
5(“,‘“) 1 (mod. p) (%),

ce qu'on ne saurait admettre, eu égard aux équations (74), en vertu desquelles on a

Ka, )
’(“, P =0 (mod.p).

(*) 11 est bon d'observer qu'on doit entendre lcl par
F(a.s)

F(a, )

F(WV=1,¢)

FW=r.)
quand on y substitue & au.lien de y/—1 ot ¢ au licu de s, aprés l'avoir transformé & I'aide de la
!armula (12) du pangrapho 1, de maniéro que ces substitutions ne rendent pus le numérateur et le

divisibles par p: Sous cette condition, la remarque qu'on vient de faire
est exacte et pourrait 8tre exprimée dans les termes suivants :

L'équation .
Fy=1, =F(/=5, ),

jointe aux formules (68), donnerait

ce que devient le rapport

Ry s R0 By 0= Ry i Ry yRyg
puis, en ayant égard A la condition

= gl =

i hyn—k

qui subsiste quand aucun des nombres %, &, A& + & n'est divisible par n = fjv = §.13 =52, on en
conclurait
4 Hn,n Ry 0= Ry 0 Rig s Ry Ras, s

Enfin, en remplacant dans la dornibre formule y/—1 par a, ¢ par s, et généralement R, par
— M, _y,n_1 OB trouverait
’ Pl Ty y= I Ty 0y Oy (mod.p).
ce qui est absurde, puisque aucun des nombres
nn,m uv,m My "||,1
ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxiémo nombre do la derni¢re formule est

(a,¢)

j(a,n-)

précisément ce qu'on doit dro par l'exp:
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puis, des équations (24) et (26),

1(— 1y 5) a—-l’“n :1“5: s llas s

(73)
J(— - ,C") PR Ry Rygne

D’autre part, &* +¢* étant réduit a l'unité, les formules (53), (56)

donneront
pr=61413y,

480=[F(V=1,5) + F(/=1, I [F (= V=1, 6) + F(= v=1,¢")],

ou, parce que 6 = pz?, on trouvera

bpror=[F(V=1,¢) + F(V=1, )] [F(—v=1,¢) + F(— y=T1, )]

= p*(Ry,2sRs.17 Rag 00 +Ryz ssRay s Raaus) (Rag,21Rus 38 Ra 03+ Ris 1y Ry 1 R 1)

ou, c¢ qui revient au méme,

o '___l_"h"“m' __"_M_> ( Basy | Rislyy
* "" ( ‘3." +p I‘ll.’l"".v p l‘l.’. l".l’ l“ 21 )’

ou bien encore

=21 ( Rasin & Ryr.41 Raa, u} (Rn.n“xl.n +p [LRY) )

Ryr60 Ras i Rayr Ragio Rzt Ry s
Si, dans cette derniére formule, on remplace p par r, on tirera

(.| SYI0TY [ XYY L 9PYY | PRY

(76) zt= -;- i (mod. p).

Comme on aura, d’ailleurs,
W) = A= V=h ), H—yTh o) = AT,

on en conclura
llll,il"’.ll =+ nl.!l"'d"
Il,‘!l T 3,23
et, par suile,
1, 4411
om (3 Bl

QOEuvres de C. — S. 1, t. 1L, 6
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On aurade plus

{ 6w(26m —1)...(2Bhw4-1)
W= 1.2.3...@ ’
6 (260 —1)... (2367 +

L., = n6m(qliu—|).‘..(x7m+|)’
9477 1.2.3.. .90

Exemples. — Bupposons

p=>53.
On aura
w=1,
1
I y=126=— 3
__26.25.2} 1 1.3.5
Lo=—"3=—§753=%
n __26.25.2%.23.22.21.20.19.18
"= 1.2.3.4.5.6.7.8.9
I 1L, 5510,
2 I,
rl=1.
Effectivement

53 =1+52=1+13.2%
Supposons encore

pP=157.
On trouvera .
' w=23,
. =8.77.76 11.3.5 5
PR RN AN A b Gc
Mo === 53=" 1%
I, _ 1 19.21.23.25.27.29.31.33.35.37.39.41.43.45.47.49.51.53
IL,, ~ 2™ ro.11.12.03014.15.16.17.18.19.20.21.22.23.24.25.26, 27
__ 1 29.31.33.35.37.39.41.43.45.47.49.51.53 _ 1
T A% 10.11.12.13.14.15.16.17.18.20.22.24.26 2~
100, 5
- = =—22
2 3.23 64 '

=X (22 =13 =144
Effectivement .
157 =144 + 13 =122 +13.1%,
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§ ll. — Swite du méme sujet.

Reprenons les formules (4) et (5) du paragraphe II. On en tire

Flah,g)=F(am ¢y = F(ah ) =... = F(at,¢" ")

(1) — Ouvmin 1) O ovin-ut) Ot ovin—n + «  Ow—rsovn-w=n,
e"V(V -|)~ ’

]

ct I'on trouve de la méme maniére

S F(ah, ) =F(ah, ) =F(ak, ¢")=...=F(ah, ")
(2) — Ourrvtim O s vt -t Oursin-uty+ - - O vin—wron |
( [,
1

On aura d’ailleurs, en vertu de la formule (2) du paragraphe II,
Oursvutt=num) = Ounpovihrkio—nm)e
Enfin, comme, en supposant v premier, on aura

vl

w?=— (mod.v),

on trouvera, si v est de la forme 4z +1,

3) f(ﬂ"ﬁ“‘)’—‘j(a"v;"?)=-7'(¢"‘;
et, sivest de la forme ja + 3,

(€] " F(ah, c“‘)=5'(or",;"~ ) =7 (at, 5%).

Supposons maintenant que @ soit un nombre premier’et nommons @
une racine primitive de

(5) ro-1=o (mnod.m).
Si I'on prend

(6) F(a, 6) F(a®,6). . . F(a™, ) = ¢(a¢),
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on aura

(7) o(@5)=9(a§)=...= ¢(a™"),
® Fat, ) (a,6)...9(a, 5) = g(a% 6)y
(9) p(a%§) =9(a%,¢) =...=(a""3).

On trouvera de plus

w1

a? =—1 (mod.w).
Cela posé, si w et v ne sont pas tous deux de la forme 4z + 1, on aura

o(a,6)=  a+b(a+a+.. .+ a®)+c (a0 a+...+a®”)
+[@+ U (@44 a) ¢ (a0 a0 o 0] (5 e )
+a"+ W@+ a4 a™7) e (@t a0 )] (6 ¢ ),

ou, ce qui revient au méme,

29(x¢)= 2@ —b —c +(b—c)(x—at+at~. . +a®—a™)
(a0 = b = ¢ (b = ) (@ a0 0 o 0 )] (g GO 6P
+ 20— V= (V=) (@ = a4 e )] (6B G ),
ou enfin
fo(a,5)=2(2a=b—c¢)—(2d' =¥ =¢)=(3a"=b"=¢")
+[(a'= V=)= (a"= b= ")] (s ="+ §" =i ¢ = ¢
+[ab—c) = (V'—¢)— (b= ")) (z—a%+a®"—...+ a® "= a®*7)
+ (U =)= (B = ¢)](§ = " v r e §W ) (@ = 6B — ™),

Si 'on fait, pour abréger,

A=a(ta=b—c)—(2d = =)= (2d" =V -¢"),
B=a(b—c)—(b'=c')—(b'—¢"),
C=2a'=b'—¢—=(2a"=b'—¢"),
D=(b'—c')—=(b"—=¢"),
les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous impairs, et
I'on aura
fo(ag) =A+B(a—a%+...— ")+ C(g —¢*+...— ")

(10)
+FD(a—at = a7 (g = g =),
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Si v et w étaient tous deux de la forme 42 + 1, alors I'expression
#(x¢)=¢(a"6™")

se réduirait a une puissance entiére de p, et I'équation (10) prendrait
la forme

(11) 49(a,5)=A,

en sorte qu’on aurait
B=o, C=o, D=o.

Lorsque o et v ne sont pas tous deux de la forme 4.x + 1, le produit
?(@ ) p(a=!, ¢~')

se réduit & une puissance entiére de p. On a d’ailleurs généralement

w1
‘ (@ —a% ... —a® )= (—1) ¥ o,

(12)

v—1
( (6§ ="+t ==(—1) * v,
De plus, on tirera de I'équation (10), en y remplagant successivement
@ par a® et § par ¢“,
49(s%) =A+B(a—a®+...—a®™") —C(s—g"+...— ")
—D(a—at4...—a®™ ) (g —g"+...— "),
4o(at ) —A—B(a—at+...—a® )+ C(s—¢"+...—¢*)
—D(a—at+...—a™ ) (g — ... — "),
be(at, ") =A—B(a—a%+...—a®") —C(g —§"+...— ")
+D(a—at 4., . —a® ) (g —g"+...—~¢"");

(13)

et l'on trouvera : 1° en supposant @ et v de la forme 4z +1,
Pz ) =9(ah ) =(as ) =g(a"he™);

2° en supposant v de la forme 42 + 1 et » de la forme 4z + 3,
(as)=0(xs")  9(a%g)=9(a"¢");

3° en supposant v de la forme 4« + 3 et © de la forme 4z +1,

ela,¢)=9(x"¢),  @la6")=9(a""y¢7");
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4" en supposant v et o de la forme 4z + 3,
o(a ;").= e(at67).
Done, si 'on fait généralement
(%) o(a,¢) p(at, ¢71) = pt,
on aura: 1° en supposant v de la forme 4 +1 et @ de la forme 42+ 3,
(15) PE=o(a,6) 9(a% ¢) =0 (a, ") o(a%, ¢");
2" en supposant v de la forme 42 + 3 et w de la forme 4z +1,
(16) CpE=o(a6) p(a ") = g(a%, 6) o (ot )3
3¢ en supposant v et @ de la forme 4z + 3,
u7) PF=9(a ) 9(a% ") = 2(a ") g ).

Si maintenant on substitue dans les formules (15), (16), (17) les

valeurs de
Q(ay6), Q(a% ) Q(a,6%), Q(at, ")

tirées des équations (10), (13), on trouvera, en ayant égard aux for-
mules (12) : 1° en supposant v de la forme f2 +1 et w de la forme
fx+ 3,

(18) 16pF = A+ 0B+ v (* + v DY, AC+ oBD =o;
2° en supposant v de la forme j@ + 3 et w de la forme jz +1,
(19) 16pF = A+ o B2+ v Cl 4 v, AB 4+ vCD = o3
3° en supposant w et v de la forme 42 + 3,
(20) 16p¥ 2= A+ 0B +- v C2 - v DY, AD —BC:=o.
On vérifie les équations (18) en prenant
A=65, B =¢e, C=—wys, D=y
et, par suite,

(21) 16p% = (8 + we?) (6'+ vay?),
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" ou bien
A = w89, B=¢&, C=—y:, D=yd

et, par suite,
(22) 16p% = (w0 + &) (wbB!+ vy?).
On vérifie les équations (19) en prenant
A=83,  B=vye, C=—E&, D=yd
et, par suite,
(23) 16pk = (8% + ve?) (8 + wvy?),

ou bien .
A =83, B =y, C=—8, D=y

et, par suite,
(34) 16p% = (v0? + %) (v82+ wy?).
Enfin, on vérific les équations (20) en prenant

A =83, B =6z, C=yd, D=y
et, par suite,

(25) 16pk == (8% + we?) (81 + vy?).

Applications. — Supposons, pour fixer les idées,

on aura

=—1  (mod.3);

u=a, a=12; =i, u===2, wr=4, w=3 (mod.5):

W ov(h—um)y = um—35(h—um)=6u"—3h,

F(ah, g) =F(ah sh)= 85 3 Os-3n _ O5-34Ossn
O30-101 8 _ion

F(ah, ¢t)=F(ah, ¢d) == Ba—snOissn _ 013.540: 51

30-10h 0. 10n

>

47
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on treuvera par suite

sae) =Hae) = g =52 =R

o(at¢) '1(“'16) “——ﬁ'l =Rog=Ryn
(26) ) o

olans) =F(et) = —g= =Hyr =Rom

9(at,¢t) =F(atet) =

°'°-’ =Ry; =Ry

Cela posé, on aura

=g¢(e,6)9(a’¢) = 9(a ) p(at,6*) =R, Ry =Re,isRey=p,
k=1

et la formule (21) ou (22) donnera

(27) 16p = (8" + 3e?)(8*+15y%)
ou )
(28) 16p = (e 3*)(36'+ 5¢').

Revenons aux formules (10) et (13) et supposons v de la forme
4z +1etwdelaforme 42+ 3. On trouvera : 1° en prenant

A=6, B=8& C=—uy, D=y

ho(as) =[+ea—at+...—a®)][E+yc~¢ +...— ) (@—at+...—a)],
§9(e ") =[3+e(@—at+ o —a )=yl —¢*+...— ") (@ —a®+. .. — 2],
folatg) =[0—t(a—at+...— a6 —y(s—5*+...— ") (& —a%+., . —a)],
Aot ) =[0 —ele—at+...—a® ][+ 3 —"+...— ¢ ") (x = a%+.. .- 1))
Si l'on prend, au contraire,
A=wll, B=6, C=-yp, D=y,
on aura
Uh9(ay) =[e=d@—at+...=a™)][ 6la—a®~..—a®") = y(g—s*+...— ")),
ip(@ ) it —d(a—attm a ][ 8@ — i ™)+ y(§ — 6= ")),
bp(ame) =[e+da—at+om ) [=8la— 2t — a) = ylg = gt o))y
fo(a% ¢*) =[¢ +d(a—a+...— a®)][— B(a— a®+..— 2™ ) + YA == )
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Dans les équations (29), (30) on peut toujours supposer ¢, & premiers
entre eux et faire passer les facteurs communs qu'ils pourraient avoir
dans 8 et - De plus, si les quatre nombres A, B, €, D sont impairs,
6, ¥, &, € devront I'étre aussi, et I'équation (21) se partagera en deux
autres de la forme

(31) 4pF = 3+ wet, 4p* = 8+ vary?,
ou I'équation (22) en deux autres de la forme
(32) hp¥ = e+ wd?, Gp* = 0B+ vy

Si, au contraire, A, B, C, D sont pairs, €, v seront impairs et les

équations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire
lorsque &, & seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu'il suit :

(34) pPr=e+wd, fpto: m(g).—l- v(%)’-

Ajoutons que I'on déterminera facilement p* en cherchant la plus
haute puissance de p qui divise simultanément les deux produits

?(ey6)9{a6%)y  @(a% ) P(a%s")s
qui se réduiront, si 'on admet les formules (29), &
%6[6+ e(a—at+...—a™?)] (64 vay?),
-:—-6[6— gl —a®+...— a% )8+ vup?),
et, dans le cas contraire, 2
- IL(S[, — (& — a4 .. — a®™7)] (w84 vyt),

W
—gle—da—at . = (B ).

Supposons, comme ci-dessus,
w=3, v=:5, Wy =135}

OFuvres de C. — S. 1, t. lII. 7
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on aura
(a2, 6)9(a,6*) =Ry, Rv.u=prl:-"“—'l’;v

9(a%¢) 9(a% ¢*) =Ry Ry =PRT‘:;-'_,1'

Done alors #"=1, et comme on a trouvé £ =1, on aura nécessaire-
ment £ = o. Par suite, la somme
8t + we? ou e+ wd?
se réduira nécessairement ou a 'unité, ou a
b=1+w=14+3

ct les nombres 6, y vérifieront 'une des formules

bp=8"4159" 4p=368"+5y1,

=) =@ s(a)
D'ailleurs, les seconds membres de ces derniéres formules seraient
divisibles par 8 si 6 et y ou -f- et %- étaient impairs, tandis que les pre-
miers membres sont divisibles sculement par 4. Done € ety ou g et%

doivent étre pairs et I'on peut résoudre en nombres entiers I'une des
équations

p=a'+15y', p=3x'+ 5y
Or, comme on a généralement

zi=m (mod.5),
on en conclut
3xt+-0y'=ta (mod. ).

Donc p étant de la forme 152 + 1 ne pourra étre en méme temps de
la forme 32 + 5y, et tout nombre premier de la forme 152 + 1 véri-
fiera la formule

(35) p=x'+15)%
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Il reste i trowver la valeur de z.
Or, d'aprés ce qui vient d'étre dit, on aura : 1° si l'on suppose

P +oe=1,
16p =81+ 15 =16(21+13y*),
61 i . t]
A== %(3'+ we?), ".'.’=|L6(al+m’)=

2°si l'on suppose ¢+ we* =4,
fp=8+ 15y =4(a’+13y),

[ 6 N L
ﬁ.zn_ﬁ(o""”")’ y‘:{;.(o'+me').

=
On aura donc, dans tous les cas,
= %(6’4— wet), = -;%(5'—1- we?).
D'ailleurs, on tire des formules (29) et (26)

9(2,6) pla% §¥) = o3 (#+ ast)[§ +7(;.- b= ) (2 — ... — 2 )]t= R, Ry,
?(a% ) ¢ (a,s*) = ;%(3’+ of)[§—y(s—¢*+. .. =) (@ —at+...— a )= Ry Ry

On aura donc, par suite,

(Rl + RigRyy) = 2'— vy =213y,
puis on conclura, en remplacant  par r,

2 —15yt= iﬂ.,.ﬂu (mod.p)
et, comme on aura de plus
a1dytezo (modip),

on trouvera définitivement

P=—1y= i—l‘lmﬂ,,..
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Exemples. — Supposonsp = 3I. On aura

© =12,
n,.= .’)’uy(5ﬂl-;|zx 4w+v) 10.9 _45514'
M= low(mlm’—:;) (8w 1) ao'u: ;84:7‘5'.9.3.”59’
=1 =ton=tm16=—15=—154"
= ‘9.15 597=3 1I6=—15=~15y
Donc

Pp=2'+15y'=16 +15 =4+ 15.1%,

Supposons encorep =61. On trouvera

w=4,
n,= 3_0%1_7 =5.193.11=—5.7=—3=— g:
T CE ST
z’zzll..‘ﬂ,'.s—z—)égs—é% 1= — 6o.
Effectivement

61=p=1+60=1'+15.2%

En général, v étant de la forme j2 + 1, o de la forme 42 + 3, et
8, ¢ étant supposés premiers entre eux, on conclura des formules (31),
(32) ou (33), (34) qu'on peat satisfaire en nombres entiers & I'une
des deux équations

(36) G =X"+w Y, AP =vX+0Y?,

ct comme les seconds membres de ces derniéres seraient divisibles
par 8, si

v+ on I+ Yo
étant eux-mémes divisibles par 8, les deux quantités X, Y étaient
impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisibles
par 4; on aura nécessairement, dans cette hypothése,

X =1aX/, Y=1aY,
(37) PF=X"+wY? ou pr=vX?+ Y
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Dans ces diverses formules p*" est la plus haute puissance de p qui
divise simultanément les deux produits

(38) P 6)o(a "), @(a% ) (as,s").

Soit d'ailleurs p* la plus haute puissance de p qui divise simultané-
ment les quatre expressions

(39) o(x6), o(as*), o(a%s), p(a%s*).
X, Y seront divisibles par g*; et, en posant

X=p'z, Y=pty,
w=A"—12},
on tirera des formules (36)

(40) bpt= 2+ vay? ou Apr=vat+ oyt

D'ailleurs, p étant de la forme vox + 1, la seconde des équations (40)
ne pourra étre vérifiée quautant que I'on aura

vri=4 (mod.w),
awyrt=1/4 (mod.v)

et, par suite,
o —1

V] (mod. w),
Wt =1 (mod. 1)

ou, ce qui revient au méme,
[3]=(5]
- = =I.
ry 7
Donc. si l'on a

ERE

on ne pourra satisfaire a la seconde des formnles (40) et I'on aura

«l

nécessairement
(42) Apt=a2 + vyt

Application. - Soit w = 3. Alors, si v est de la forme 122 + 5, on
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pane

ef, par conséquent, on pourra vérifier, en nombres entiers, I'équa-
tion (42). Mais, si v est de la forme 12 +1, on aura

- :] _
317[31°

et I'on pourra seulement assurer que I'une des équations (o) est

résoluble en nombres entiers.

aura

Ezemple. — Soient

On trouvera
w=3 a=a,
w=1, e =3, W@?==8, ey w=—f o=}, w=—a u =6,
w=—1, W=-—3, =8, =7, =4, wP=—f, wt=a, u'=6,
1 1
¢=-=—==1 (mod.3),
v 17

w4 oy(h—umy=am—17(h— ur)=18um—=17h;

$(atq) = Oia_14 05174 Bo- 111 9;:»11; 855174 84174 Bri-17a eu-nh’
1k

j(ﬂ", ‘,) - 9x-n/n 0n-wl: eas-nn eu--‘éh eu—nh eu-nn 0|z-|7n ol-nlt,
1k

puis on en conglura

1 @t

el_su 6!! e__;:ll 9“ 9‘ 9" = "l.ll " .0 R".t H‘l;ll o’&:“

= “|.u“u,u“u‘u“n.ueh =Ry "u.u_“u,s “u.nl’“u,m

8,,68,,0,,8,,8,6,8,8.
[

plag) =

fayg*)= =Dy R0 Ryg o Pes o8y
=HararRios Resse Ranso pRoriny
9(2%5) =Nap,auRase RusaBRose pRots,

?(a,x )= "u.tonu,u "ll,l “n,ul’nn.u-
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En d'autrestermes, on aura

Ris Ripis

=t
@ 8) =Pt R e

R*7 3l R!I ‘6“]' 0
o — oo R B e,
s =P R e

(43)

s Reo.as Rag.is Ry N

“u.u “bl.l!

“61.“ R”.H

e(at¢) =

9(at ¢*) =p*

Raro1 Rz ae Ranyvo -

56

Ov, la plus haute puissance de p, qui divise simultanément les expres-

sions (43), sera p*. On aura donc

A=3.
De plus, les produits

P ) p(@st), o(ahs)g(ats")
seront I'un et I'autre divisibles par p*. On aura donc

L —
=3,

p=~K—3k=7—6=1
et I'on pourra résoudre en nombres entiers 'équation
(44) bp=zt+31pn
On trouvera d'aillcurs, en raisonnant comme plus haut,

1 | LITOPYY.| PRSP PP | FOPPY | PPN | IR
2 I, 0y, 8,00 13,00

=1 )PP | PP L RN L UYL P
Ta | P PPN | PP

%(z'—5l]’)§

-et, par suite,

Hl.ll"‘.uni.u nn.n"n.an .

I3 1 —__3 2
(45) Z=—dyi= P [y 1

En général, lorsque w est de la forme 42+ 3 et v de la forme
4z +1, on peut décomposer I’équation (21) en deux autres de la
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forme

(46) ApF =3+ wet,  [p* =8+ vuyt,
ou.I'équation (22) en deux autres de la forme

(47) Gp¥=wit+ e, pF = w8+t
Car, chacun des binomes

St wet, wl'+ el B+ eyl w8+ vy?

sera nécessairement impair ou divisible par 4 et, si I'un ‘d’eux était
impair, les deux termes de 'autre binome dans la formule (21)
ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur 4, qu'on pourrait
évidemment faire passer dans le binome impair. Ajoutons que 1'on
pourra toujours supposer ¢ ¢t € premiers entre cux ou n'ayant d'autre

commun diviseur que le nombre 2.

Cela posé, soit toujours p* la plus haute puissance de p qui divise
simultanément les expressions (39). p*” sera la plus haute puissance

de p qui divise simultanément les produits (38). Ou aura d’ailleurs
K=k—k",

et I'on pourra résoudre I'équation

(48) 4P R =zt vy,
ou
(49) PP =wat+ vyt

De plus, on tirera des équations (29)
16[9(a, 5) @(a% 6") + ¢(a, 6*) g(a*, §)] = 1(8*+ we?) (6*— wvy?)
=8p"""x(1"— wvy’),

16[p(a,5) p(a 6*) + @(a% ) g(a% ")) = 3(8*— we*)(6'+ wyy*)
=8p¥ ('~ wet);
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ou, ce qui revient au méme,

202 6) 9% 6*) + 9 6*) @(a% 6)

ot —wyt=1 =

(50)

9(@ 6) @(a, 5%) + 9(a%, ¢) (a2, g*)
P~ )

3 —wet =2

En opérant de la méme maniére, on tirera des formules (30)

2(@¢) @(a ") + @(x, 6%) 9(&% ¢)

wzt—yyrt=2 s

(51)
2(2:9) 9(@ s") + 9(x? 6) 97 6")
r*

& —wdt=a

«7

Si, dans les équations (50), (51), on remplace p par r, on déduira
facilement des formules ainsi obtenues et des équations (46), (47),

(48), (49) les.valeurs de z, y. 8, ¢.

Exemple. — Soient toujours

On aura

(e, 6) =R  9(a%s)=Ruu, o(x,s*) =Ry  9(a%s*) =Ry

k=1, k'=o, K=, A=o,
et les formules (50) donneront

2t —15y1= 2 (R R+ Ry i3 Reg 1)y

(52) 338 —a RiaRos+ ResRysr
P

De plus, les formules (46) et (48) donneront
(53) 314 3et=4, 15y =4p.

Enfin, on aura
Ry Ruu=p, Ry Ryyr=p,

OEuvresde C. — S. I, t. 1l 8
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et, par suite, les formules (52) se réduiront i

3 1
=15yt 3 (R Rugn + —:’-’lm);

R'I 13 l"l ||)
2 3 — ek £ X
¥ -3t =g - g

Si, dans ces derniéres, on remplace g par r, on trouvera

2z —15 yt=all, ;1l;,
(54) ;

., n“) (mod.p);

.6'_3" Eﬂ( +““

I,

nis, en combinant les formules (54) avee les suivantes,
u binant les formules (54) avec les suivante:

F+3et=4, +idy'=o0 (mod.p),
on trouvera
=—1dyt=1I,0,, (mod.p).

Ajoutons que la premiére des équations (53) entraine 'unc des sup-
position$*

=4, d=o,

ot=1, 8=,
en vertu desquelles

8t — 3¢?
se réduit 3 4 ou & — 2. Done
(53) "“ %_a ou —1  (mod.p).

Quant aux valeurs de z, y, elles doivent étre paires pour que la seconde
des équations (53) puisse étre vérifice.
Prenons, pour fixer les idées, p = 31. On aura

My ,=14, Me=9 (mod. 3r1),

L
I+ =5+3

=1, =1,

53—06=—1 (mo(l.3|).v

xr?
%5—15'};—‘;165—& (mod.3r1),

31=16 415 =4 15.1%
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Prenons encore p = G1. On trouvera
I=-— ’2’ =

O, Why_ g 5_
ﬂ-..+m=“5‘§="’

61=1+ 6o=1*415.2%

Supposons maintenant que w soit de la forme 4z +1 et v de la
forme 42 + 3. L'équation (23) sera divisible en deux autres de la
forme

(56) =S, PR =8+ v,
ou I'equation (24) en deux autres de la forme
(57) ¥ =vit+ e, 4N =8y,

8, ¢ étant des nombres non divisibles par p. Si d'ailleurs p* désigne la
plus haute puissance de p qui divise simultanément € et y, alors, en

posant
8=ptr, y=p'n

on réduira la seconde des équations (56) ou (57) a
(38) Gp =yt

ou bien &

(59) fpt-t=vat+ oyt

Enfin, au lieu des formules (20) ou (30), on trouvera

bola, ) =[8—ec—¢"+...=¢" B +y@ —a"+...— ") g5 +.. . — ),
9@ =[@+elc—s"+... = E—yla—at+.. .= a7 g~ .. =),
f9(a%,q) =[—tle—s"+...— ) [6—y(@—=at+...—a® ) (s~ +...— )],
Golat ) = [0+ —s"+...— s +yla—atr. . — dT) g 4 — )]

(60)



60 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES

‘ou bien

G9(ms) =[e+8(c—¢ +. . =" [-8(—¢*+...~ ") +yl@a—a'+
ho(a,¢*) =Ie—6(¢—c"+.“-—c“"‘)][ Blg—g"+...— ") +yla—a+.
holenyg) =[e+3E—¢"+...— ") [ 6 —¢"+...— ") = yla—as+...
bolac, ¢ =t =8 —g*+...— ][ Bls—g"+...—¢") —yla—at+

puis on en conclura, dans le premier cas,

p(a,¢)g(a", ¢*) + g(a" 5) gla, ")
) !

at—wyi=2a
(62)

0t —v =12

gla6)9(a® §) + 9( ") p(a% 5")
"

of, dans le second cas,

9l 6) o(a 5") +9(2% 5) 9(2, 6")
pk‘ﬂl

I3
oyt—vai=2

(63)

o ot =g MR 92N 0) +ola ¢t p(at 6"),

Exemple. — Supposons

On trouvera

v=

1
—z1—1 mod.5),
7 (mod.3)

w4 ov(h— um) = um— 4 (h— um) =15um—1h4h,

A(ah,s) =9u—|~heét—.|’;he—|u 1

F(ah, ¢) = B ik ex—|'meu—nh’
Bi
““.”

?(“:G) =Rn.n “n‘an "u,n=lll lil.l!"",ll“ﬂ.u’

o(e ") == Ray s Ry Rysai Rase = p E"'"““—A’J

Rian

9(a%§) =Ry Ray s Ryse Ry =p* I“ﬂ"‘“'—"i

{ENT] “n,n

@(a%6") =Ry Ry “n,u Ry, =I"‘“'ﬂ'1“‘M
[

e “‘“)]»
Lo—at)],
—a**)),
c—at)
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et
k=4, k=3, k=1, A=1.

On aura, par suite,

RavaoRav.1aRat 06 Ros 2s R
Z’— wv 2 ou ® ’—VI‘: 2( 38,10 X024, 18 K031 26 K5 30 Ehgq. 22 2 . .),
7 y RisaolaoRarr 7,
Ryt Rae s Ryp 20 Ry R
3 — yet u & — vt = ( 3819 0Vas, 18 005 26 133,3 WV27,19 15 .. ‘):
0 ? l(la.!b l‘!‘.ll l(tl.il +I, *
puis on en conclura
1,,_35},, ou 51,._7‘2,5a“!.u“n.nnt.' "n.znn.u
v I, , | L PP T
(mod.p).

ey e Ty,
8% — mg? 2 __ 3l = L6307 3080 Hlaae a8
7 ot ¢ 7 2 22.6 ‘.Il“ﬂ.l’
On aura d’ailleurs, en vertu des formules (56),

&+ 7 ou e +738 =4p,

7'+ 35y  ou S5yt +gat=/4p.

D’autre part, p étant de la forme 152 + 1, on ne peut supposer

. . 5y 4 72 =4p,
puisqu’on en tirerait .
2= = "l?_ ’, =
72*=4, 7_\1) .ot= (mod.5),

tandis que
P=lg=—1 (mod.5).

Done, on aura simplement
(64) Frge=4p, 2+3IBy'=ip,

les valeurs de
zl’ ’ys’ 61’ &t

pouvant étre déterminées par les formules

=3y= |1 19RTY | PP L IR | VOORY L PR )
(65) - - L 1,00 05,18
19T L FYIRY) | PN Hl.ilnl.ll.

2 — me? =
a 7¢ 22,6 nl.!lll’.ll
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Si I'on eit pris, au contraire,

on aurait trouve

vs% =3 (mod.7),
um e ¢v(h — ) ==15h —14um,

.'f(a", §) = Ouh 1 eulwu

. 8a0n
e e
." ,,. "y — 18h+1 F18h-1
(a”s¢") - e
_9.9_,9|;0q9||95 — —_p LI,
e(ay6) = T 0,0,,0, =RiaBisRu =p Ryie s, Y P
uy . 8:1:6,6,6,,0,,0,, i _““—"
Qe ") = T 6,,0,,0, = Rar ReaBag, 10 =p? Rya Ry, "
o(a%, ¢) = Ry eRys 06 Rau 010
a cny — Rug,01 Ras, 1,
P =P R
k=3, k=1, k'=a, A=o,
(66) Gp=x'+35y, Gp=24dt+7el,
I,
. xr=35)y'= 1 | A ."’ = —ir— M Mo Iy 0

= gt = n—']"fl":—“l:—',"nl.nnu.-"u,v

Il est important d’observer que les équations (G5) peuvent étre pré-
sentées sous les formes

Z=135yr= #[qa(u. §) @(a% §) + 9 (=, 6) p(at, ¢*)]

X 1890808969990 ’
Ry | E?(o u‘;:. 39199y, 9,,0,0,,0,0,,8,; ‘”)'

/
( = g = ' (8, 8,,0,,0,,6,6,, 6,,6,,0,0,,0,, 0: . )_
r 8,9, 8,,0,,

8, 0,,6,,
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On tirera, au contraire, des formules (67)

2= 3yr= #[?(u, §") ¢(a% ¢) + @(a,6) p(a% s")]

= L <9u 0,,6,,6,6,6, 0,6,6,,6,8,0, + )
- P 6,0,,0, 8,,8,,8,, A

(69) .
= 7' = ;[?(«"-c) o(a% %) + (2, §) 92, §*))

= 1 (eu 0,0,,0,0,86, 6,,0,,0,0,,08,0, +.. )
P

\ 8,0,,6,, 8,8,,8,,

Or, la premiére des formules (68) coincide évidemment avec la pre-
miére des formules (69), attendu qu’on a

P04 0,0, 0,,==p*==p?8,0,,0,,08,,0,,0,,.

Quant i la seconde des formules (68), elle fournit des valeurs de &, €
distinctes de celles que fournit la seconde des équations (6g), et si,
pour plus de commodité, on désigne ces derniéres par

61’ sl,
on aura

o 16:1,6,0,,8, »t Pt

FE_E (8;8,,8,,)* = (0,0,,0,) = PR}, oo =Tl

]
=

Ainsi les équations
(70) Nget=4p, O+ 7et=4p?
seront vérifiées simultanément de maniére qu’on ait

8 ? .
(71) —a—,-z‘—,zll:‘,, (mod. p).

Exemple. — Supposons p = 71. On aura

78 =64 +7=8+7.1'= (8+9% \/—-')(8—7’\/—')
gui= (B ot V=) (8 — o Fv=0)
= (37 +16.7 V=1) (57 — 16,55 V=1) = 5724 7.16%,

[} [ ¢
;:8, —-=1, -;-.—57, ;=|6
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et I’équation (71) donnera

(%)is 160 = “f_w (mod. 71).
Effectivement
57=8.16 (mod.71)
et, de plus,

1dw(i5w—1)...(0m+1) = 30.29.28.27.26.25.24.23.23.21

1.3...00 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 =16.

| F—

Supposons enfin que w et v soient tous deux de la forme 42 + 3.
Alors, en posant

A =869, B=6, . C=13, D=y,

on tirera des formules (10), (13)

(he(as) =[0+e(a—a®+...—a®™")][6+y(s —g"+...— ¢ ™M),
(2 \41;(::,;") zd+e(a—at+...—a® )] [ —y(s —g" ... — )],
! (.’.?(a".c) = —e(a—a+...—a®”)][6+y(c—g"+...— )],
VAo, i) =[8—(a--at+...—a®™ )] [6 = y(s =6 +...c - g )).

De plus, comme, dans la formule (25), 8*+ we? ne peut étre impair
sans que €, y deviennent pairs I'un et I'autre, et qu’alors on peut faire
S lans ¢? 2 | f: A 5 E2 2 i
passcr dans ¢? et €? le facteur 4 commun a &% et ¥, on pourra toujours

partager la formule (25) en deux autres de la forme

(73) 4p* =8+ we?, 4pt" =84yt

On pourra d'ailleurs supposer ¢, ¢ non divisibles par p; ct, si I'on
nomme p* la plus haute puissance de p qui divise 6 et y, alors, en

faisant
6 =ptz, y=r'y,
on trouvera
(7%) Y
D'autre part, il est clair que p* sera la plus haute puissance de p qui
divise les deux produits

ola, ¢) gl ¢*), (a%,¢)g(as "),
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et p* la plus haute puissance de p, qui divise simultanément les
expressions

o(as) olas), o(a%s), (%),

et I'on tirera des équations (72)

el 6 o(xh ) + ol 6") 9(a% ¢")

2 gyt
x vyt=a pk’-»—ﬁ

(75)

o —wet=12

2(x 6) (% 6") + 9 (2% ¢) (% 6*)
P

Exemple. — Prenons
) w=3 =7
On trouvera
a=3, u=:3,
gséal (mod.w),

ut - oy(h—um)y =uwr+49(h—um)y=9h—6um,

Flan,g) = O1me Orita Ornvne |
[

F(ah, gy = Dats Orneis Oriry
21h

_ 6,6,86,
9(,6) = B

=pRiv =pRiis =pRiss

9,,0,,0, .

@z, 6%) = __m_e::_io =pRio,13=pPRissos=pRioss

6,0,0,
0,,

9,,0, 6,
P(at, ¢") = "0—:’” =pReos =pRyr = pRao,pre

?(at6) =pRay =pRey =pRyyy,

Ainsi I'on aura
1
@(ax ) =ﬁ’ (") =pRygey

2
p(at¢) = “’; = ?(ef, 6%) = pRyo,ur3

k=3, k" =3, AN=o, A=1
OFEuvres de C. — S. 1, t. 11, 9
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et, par suite, ‘
(76) h=28+3 hp=2'+7),

=yt = nl-a,n":o 17 = N,,0,,,

R _ ns L H: s,
“I! 19 - nl lll L]

(77) ‘ -;-(d’—-3l‘)"=" Ru ",

Supposons, pour fixer les idées, p = 43. On aura

w=2,

u“__Sm...(4m+l)_____lg;g=45_

- 1.2...8 1.2

ow...(8w+1) __ 20.19.18.17

M= W] =i =3.17.19.5 = —14,
oY Ay, . N
=TI =T =T=%

.'.(6'—3:')5——7—-715—1,

*—3e'=—2, 6‘+3;'_=4
et, par suite,

8t=1, =1, -2-.:’::36. %y’_—.l.

Effectivement
43=236 +7=6'+7.1%

Il est bon d’observer qu'on aura encore, e¢n vertu des principes
établis dans le paragraphe 1,

(78) =1 ,.
Donc
(79) 5, =10, ,.

Effectivement, si I'on prend p = 43, on trouvera

Ie= 8—I-LG%-—"%...G 13.14i17=~—13, *

1]
. 1.2.3.4 5.

m=144=1=—a8=,01,,.
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On aura d'ailleurs, en vertu de la premiére des formules (75),

= yt=

L‘ 6,8,6,6,6,8, + 6,0,0,8,6, Gu)
2 8, 8, 8y, 8, ’

2 —7y'="(0,0,8,x0,6,0 L )
= (o000t gag e

tandis que les principes ci-dessus rappelés donneront

= gy= 2 (er0101+ k).
I LHCHLH

En général, on vérific I'équivalence
=

5 (mod.w),

lorsque w est premier, en prenant

v ==y,

Donc la formule (1) peut étre réduite &

O vt Orivimtinnty o By SMa-wT
’

(80) Flah, )=

¥t
2
et la formule (2) &

u+v T h~n) eu'A-v"—‘(In-n’) LK ~eu“"¢v“’ Vb - wmY)

@) Ak gny =2

v iz
Par suite, les divers facteurs que renfermera le numérateur de la frac-
tion équivalente i p(a,¢) seront de la forme
- Y

De méme, les numérateurs des fractions équivalentes a (a, ¢*),
o(a* 5), 3(2% ¢*) auront pour facteurs des expressions de la forme

O 11 pyoigain imay
Oim o i1 iy

O mir_yo 1 gy
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Cela pos¢, il sera facile de déterminer les nombres ci-dessus désignés
ar

P k, K, k", A

si I'on parvient a trouver combien il y a de nombres entiers de chacune
des formes

U L (@A o ) Rl gyt (gt it

U 4 Y1 (alm'+l — ), gt vm—l(asm’+l —_ “!m+l)

. . n
entre les limites o, 2

§ IV. — Suite du méme sujet.

Supposons, comme dans le paragraphe I1,

n=uv (v étant un nombre premicr),

p—1=nw=v), ¢ =uwo,

et soient
@ % s

des racines primitives des équations

xh=1, =, vV=1.
Soient encore 0, 7 des racines primitives de

zP =1, ZP-t=1
et ¢, s, u des racines primitives des équivalences
zP'=1 (mod.p), z¥= (mod.p), 2¥-'=1  (mod.v).

Soit enfin

(=

% (mod.w).
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Onaura

F(ar, ¢) =F(ar ¢) =F(ak ¢*) =...=F(a’, ¢*)

— 9|-’-w(h—|) enh»w(h—u’) Ouriovin S A -en"—’-&wllx—n"’)
= »

e..L""i/.
F(ar, gv) =F(ah, ¢*') =F(a, ¢*) =...= F(ah, ¢**)
— Ournihw Owrrvin—w) Owsmihow) . - Owmtvwvin-wy |
pa sy

Si © est un nombre premier, on pourra prendre

p=yw-2

Soit dailleurs @ une racine de I’équivalence

Zw-t=1 (mod.w)
ct faisons
9@ )= (@, ¢) F(a, 5) F(a®y5).. . F(a® ", 5),
2(@¢) == @ (a, ¢) p(a ¢*).
On aura
(@ s) =g(xs) e(a%s") =x(x%"),
£(@% ) =q(a%¢) ¢(ax ¢") =x(as")-

Observons maintenant : 1° que @ ct u vérifient les formules

w-1 L |

a? =—1 (mod.w), w? =—1  (mod.v)

et que m—1 Y==1
q 2 ! 2

seront pairs ou impairs, suivant que @, v seront de
la forme 4 + 1 ou 42 + 3; 2° que, dans une expression de la forme
Oy i(am' ) == Oyt umpye=tan'y

on peut remplacer «™ par un nombre équivalent i «*, suivant le
module v, et @™ par un nombre équivalent 2 @™ suivant le module .
On en conclura sans peine : 1° que chacune des expressions

J(“r‘)y 3‘(“";6). ceey J(“y"); ey
?(26) 9(2%s), 9(a,6%), o(a%s*)
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se réduit i une puissance de p lorsque v et @ sont tous deux de la
forme 4z + 1; 2° que les expressions

#(x6) @(a%e")=n(a) =xla? "),
o(a%5) o(a,¢") =yx(a%¢) =1y(a,s")
se réduisent a des puissances de p lorsque v et © sont tous deux de la

forme 4 + 3. Mais si des deux nombres o, v I'un est de la forme
42 +1, Vautre de la forme 4 + 3, ce sera seulement le produit

%@ 6) x(a§)

qui se réduira h une puissance entiére de p. Alors, si on fait, pour
abréger,
st — T — T = A,

2—at et —. e -t = A

on aura
A—1 A4
c+c"'+...+c"":Ty c“+c"‘+---+c“"‘:—-»-—;—,
)
a4+ A a"+z"'+...+a""_'=—A+lv
2

et 7.(a, ) sera une fonction entiére et linéaire des polynomes

[ P e ST RRT X L
a4 a . a™, a4 ettt

qui restera invariable, tandis que I'on remplacera simultanément ¢
par ¢“ et 2 par «* ('). Donc 27(a,5) sera une fonction entiére et

(1) N faudra que l'on ait

2 8)=f+g[ (2 +20" . 20 (e -5 ... gl )
e (A e A e RO (G e WY 1L )]

AL (2 e 2T (e e g Y)

(A 2 2O ) (g )]

e Bary A ay
-—f+1(.\.\.|) F(1--AY),

£, &, h élant entiers,
ag(a ) =af g h+(g—h)as
ou
(2,6)= A+ BAA,
A, B étant de méme espéce.
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linéaire de A et 4", qui ne changera pas quand on remplacera simulta-
nément A par — A, A’ par — A'. On aura donc

(1) 2y (e, ¢) =A + BAA';
A, B désignent deux quantités entiéres. On trouvera, au contraire,
(2) 2y(a%,¢) =A —BAA’
et, par suite,
dx(a ) x(a% ¢) =Al—BIATA = A+ w3
ou, ce qui revient au méme,
(3) hpt=At+vaBt (1),

A, B étant deux nombres de méme espéce, c’est-d-dire tous deux pairs
ou tous deux impairs.

Exemple. — Soient
On trouvera

k=2,
4pr=A?415B2,

Cette derniére équation ne peut subsister, quand A et B sont impairs,
puisque alors A?+ 15B* est divisible par 8. Donc

A =aX, B=1aY,
4) pP=X1+15Y

D'ailleurs p?, divisé par 8, donne 1 pour reste. Done X doit étre impair

ety impair. Donc
y p Y= &xl.yn.

(3) . pr—Xr=6oxtyt.

p—X
2

Enfin p — X, p+X devant étre pairs et ) '”—':—5 devant étre

(1) %(=, ¢) ot x(2¢, <) sont des produits de plusiours facteurs do la forme Rx,s dont
le nombre est nécessairement pair ou do la forme 24.
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premiers entre eux, puisque leur somme p est un nombre premier,
I'équation (5) ou

./’_':_’_‘ l_’_':_x=.5;,;tyx

se décomposera en deux autres de la forme

p-:x.-:.l", p:le.’yy’
ou
+ X —-X_.
PT=31’, ﬁT——::)y‘.

Mais, dans le dernier cas, on trouverait
p=3xt+ 51, Jat=z (m.o(l.s),

=a (mod.5),
ce qui est impossible. Done, le premier cas est seul admissible et 'on
aura
(6) p=xt+1lyt, X=2t—1byh

En général, I'équation (3) peut s’écrire comme il suit :
(7) (ap*—A)(2p*+ A) =voB.

Soit p* la plus haute puissance de p qui divise simultanément A et B;
on pourra faire

(8) A =p*X, B phy, 2k—ad=ap
et ’équation (7) deviendra

['kav-n= hpr =X+ va Y?
ou

(9) (2pt+ X)(2pt— X) = wv Y2

Alors X et Y seront premiers a p et, comme tout diviseur commun des
facteurs

(10) apt+ X, apt— X
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divisera nécessairement leur somme 4p*, ces facteurs ne pourront
avoir d'autre commun diviseur que 2 ou 4. Cela posé, si les fac-
teurs (10) sont premiers entre cux, on vérifiera la formule (9) en
prenant

(1) apt+ X =va?, apt—X=my?
et, par suite,

(12) AP =i+ wy?,

ou bien en prenant

(13) aph+ X =2, apt— X =vmy?
et, par suite,

(14) . 4Pt = 2+ vu )yt

Si les facteurs (10) sont pairs I'un et 'autre, X sera pair ainsi que Y
ct, en posant
X =2X/, Y=2Y,
on tirera de la formule ()
(13) (P*+ X' (pF = X') = wvY?

ou
pr=X"2+w Y2
ans cette. derniére formule, le premic mbre, divisé par 4, donne 1
D tte d f le, | ier membre, divisé par 4, d
pour reste. 11 doit en étre de méme du second membre, ce qui exige
que X' soit impair et Y’ pair, puisque vo, divisé par 4, donne 3 pour’
reste. Done, on ne peut vérifier 'équation (15) qu'en supposant

pt+ X' = vt Pr— X zmy?
et, par suite,
aptz- v my,
ce qui est inadmissible, puisque 2p#, divisé par 4. donne 2 pour reste,
tandis que v.2?+ wy? ne peut étre pair sans étre divisible par 4; ou
OFuvres de €. — .1, 1. 1L, 10
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bien en supposant
pr+ X =2, pr—X'=ovy?,

aphs w4 wyy?,

ce qui est encore inadmissible pour la méme raison, attendu que
2+ wvy?, en devenant pair, sera toujours divisible par 4; ou en
adoptant I'une des hypothéses suivantes :

pr+- X'=2va?, = X'=awy?,
(16) pr==vzi+ Wyl
pr+ X =2, PE— X 1 awvyt,

(17) pr=at vyt

Done, en définitive, on pourra toujours satisfaire par des valeurs
entiéres de x, y & Pune des équations (12), (14), (16), (17).

Comme p est de la forme vox +1, les équations (12), (16) ne
peuvent subsister quautant que I'on a

vz'=1 ou 4 (mol.w),

wa'=1 ou § (mod.v)
et, parsuite,

=1 (mod.v)

v w
EREES
on ne peut admettre que la formule (14) ou (17). Si, de plus, 1+ vo
est divisible par 8, on ne peut admettre que la formule (17).
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Observons encore quel'on tire des équations (1), (2) et (8)
A=p"X=y(a,6) +x(a%5).
Donce

X = L2 F (et 6) o= 6) 92t §) + 7(#5") o(a%6")
X= )_ = s

P »

D'ailleurs, on tire des formules (11)
aX =vat—my?
et des formules (13)

aX=a'— vyl
Donc

2(%5)o(ahs) + 9la ") platys*)

vol—wy? ou Z~ v yie=1 7
/l

A Vaide de cette derniére équation et de la formule
Apr=vrt--wy? ou 214 vy,
on pourra déterminer & et’y. On aura, en eflet,

w(2,6)9(2% ) + (&, ") o (a’, ")

vat=— wyl= 7
(18) < ou (mod. p#).
P vayi= ?(@ 8) @@, §) + v(a §") (&% 6")
F= = s
I’

Ces dernitres formules offriront le moyen de déterminer = et y
lorsqu’on aura w =r1. Alors, en eflet, il suffira de remplacer dans ces
formules = et ¢ par les racines primitives des équivalences

x®=1 (mod.p), 2'=1 (mod.p).

En vertu de cette substitution, l'expression
=98 L“’_’.J ek ‘4‘ + rl_”"' y (-1t [' + ”""]‘/""
Rusw= Oh+k._[ 7 el o

I}
:[m]’ Hh[:ﬂ.ﬁr +,,,+P(p—m'-i'_':f]l,
r r o 14
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dans laquelle on suppose

. k+h+l=0 (mod. n),
deviendra

(140)F+ A1 0)B 4 4 rlp-DA( 4 p-2)0
= (14 1)T o 0T (1 4 )B4 p-01T () . gp-2)l

==l s+ (mod. p),
la valeur de IT; ; étant
.= 1.3.35 .. (h+h)w
L TP T TR T
Soit maintenant
(19) Rac=ap+2p+ a0 +.. .+ g p"

On aura identiquement
AP+ agpt 4. iy Pt
= ['—"'—'—J’+ p"[ﬂ]l oot plo I'_LH]I
r P ' . P

g+ 4,10+ 8,71+ . 4 3., T18NE

ou
—lal()) o hmpimli+n 4 ey A))A!.'trlnl(!-v-l"').

Si, dans cette derniére formule, on remplace = par ¢, on aura

EIESE WWLES WL T

(20) = (l + |)Ia+ l"ﬂ(l + ‘)lux_'_. ot ['r-”"'ﬂ([ -+ "-t)l (mOd'P)'

Soit maintenant T une racine primitive de I'équivalence

aPt==1 (mod. pt).
Je dis qu'on aura

8+ 3, TP - a, TP | g, _glin=timpb

(a1) (mod. p#).

=5 (14 1)@ 4 AT (- TR o, TR-DARE (¢ To-1)iaprs
En eflet, ¢ étant une racine primilive de I'équivalence

zF=1  (mod.p),
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on pourra supposer
=t (mod. p)
ou
T=t+py,
et I'on en conclura

TP = (¢t + py)Pr-t= ¢t 4= pb Y
ou .
TP == e (mod. p*) (*).

De méme, si 'on a

(+d)=u (mod. p)
on en conclura

(+TY=@a+¢)=t=T/ (mod.p)
ou
(+TH=T/+ps,
et, par suite,
(14 TH)Pr~ = (T/ - p )P+ = T/#*~" 4 pbT,
ou
(14 Ty P~ =TIre (mod. p*) (2).

(') En offet, une équivalence de la forme

ze=) (mod. pt),
pouvant s'écrire comme il suit,
T=y +p's,

entraine la formule
ZP= yP e pitiz -, .,
ou :

zP==yP  (mod, pi+t),
Done I'équivalence

T=¢ (mod. p)

entrainora les suivantes :

Te=¢tr (mod.p?), Tr=w' (mod.p?), ... e Te =eet~ (mod. pk).
(*) De ce que I’équivalence

(t+t)=ats (mod. p)
entralne les suivantes,

(14 )Pt~ = t/*=  (mod. pit) et (14 T/t = T/ (mod. p#),

résulte immédi que I'équi

(hB(1 e ti)l@= k@ (mod.p)
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Au reste, I'équation (20) entraine encore la suivante :

| Ao+ 2Pk By n=iapi-

(22), ]

(33)

mod, p#).
5(l+ ,)ln‘u-p—l+ lhﬂr!—‘“ 4 ’)",,.—;_‘_‘ e ‘lp-!)lmpn-v(, + tp-l)llﬂpl" ( 4 )

11 est bon d'observer que, pour obtenir le premier membre de la
formule (21), il suffit de remplacer, dans Ry,
p par Tamt,
qui est, ainsi que T7, une racine primitivo de I'équivalence
ar=1 (mod, pk).
D’autre part, comme on aura

Tr'=1  (mod.p¥)
et, par suite,

T=Tr =, =Tr=T (mod.p#),
laformule (21) pourra étre réduite &

{ et TOP ey TR NER
. (mod. p#).

| sz (14 ,)Imm '+ T/‘“(I + 'l‘)lnpr L, T(p-mm(, + ']'p-:)lmpw
1l est facile de trouver un nombre équivalent suivant le module p* au
second membre de Ia formule (23). En effet, on a

lwpt-t,

(14 Toyom o 2R M".(f_"’.‘w

T4 ..
ct, par suite,
-t ey Bl p) o
(14 TO@ = oy 4 l—E,I:—Z'|"+ L';/L~—(f—m'/‘——-—l)-\-'r’1'|'- o
- p - . lopt-t o,
STiha(y 4 Ty = yopine g PP yophmen
1
entralne les suivantes :
LRS-t (e ph)lOpe * g fhaps (wod. pt),
Tihap 2 (1 4 Tt y@pe-t g Thape (mod. pi).

Or, en vortu do ces derniéres formules, I'équivalenco (20) eutralne 4 son Lour les Syui-
valences (22) et (21).
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le signe X s’étendant a toutes les valeurs de i, renfermées entre les
limites o, p — 2. D'ailleurs, on aura

IT¢=o0 (mod. p*)
lorsque £ ne sera pas divisible parp — 1 ="ng, ct
IT¢=p—1=nw (mod. p#)
dans le cas contraire. Donc
(26)  ZT7 (14 TP = (p— 1) (Wasspr-rinon + Wanntppran-an~+. . ),

la valeur de II,; étant

12.3.....(h+he
(r.2..... he)(1.2..... /cm);

(25) I, =

Cela posé, on aura

1.2.3.....(p*'w)
[ (n—h)w][1.2..... (pt=t+h—n)w|

W pipi—vhn = [

(lpl‘"m)([pl‘ 'm—l) (-t h
1.2.3.. (n—-ll)m

—n)w+1] (mod. p¥),

lpe-t
n—h

(lpl" 'w) (lp*-1o — 1. [(pt—t 4+ h— 2 n)m +1]
123 an—N)®

uu-h M Pt Vhmgn =

(lpl""m)(lpl‘ 'm—p)

(2an—h)wp (mod. p#),

(lpl‘— w)(pt-tm—1)
1.(an—h)w

| Upttw) (fp* ' —)..[(pH '+ h—3n)w +1]
1.2.3.....3n—h)w

"an AP -3 =

(pt=tm)({pt—ta — p)(Ip*~'m — ap)
- pap(3n—h)w

(mod. p#),

_Uptrm) (e — 1) (¥ ’w-—a)
1.2.(3n—h)w
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Généralement, on aura

| T (_I),(l[ll*—'w)(lpll"u—— 1).. (k- —i+1)

tado (- )lin—hw
(26) (mod. p*).
_ o L (P te =) (e — i)
=(—1)pht — -
in—h nad (=)

Lorsque . surpasse 2, la formule (26) donne

Winppppmrshoin=— pb=?

in—h'
Lorsque p. = a, elle donne

Wontipepoin=s (—1)ip U (ls—1)(lo-—2)...(lw—i+1)

in—nh 1.2.3.....(i—1)

Pour montrer une application des formules qui précédent, suppo-
sons 2 = 3. On (rouvera, en prenant h=1,k=1,/=1,

2
W o=a,+a,p +a,p’:[':—'| - p['—"—'-‘] +p‘[——'+l )

P P
SENNL 1 271
Ryp==o+apt+ agpt= II#J +p'[%i] + ‘['-_;—‘] Foin
(27) Gp==(ag—ay—ay)t-+ 3(ay—n) = 2t 3y,

\ =Ry i+ Rpy=(1+1)" + 71+ 8)7 + 090+ 8)7 +...
{ (1) O (1 )W BT AT
=(p—n;.

(28)

D’autre part, en ayant égard aux formules (21), (24), et prenant
= 2, on trouvera eneore

| &= STOR( T 4 1300 (3 4 Té e

(29) i

s (p = (gt Wy My My Mg )

Enfin, la formule (26) donnera

(e ”p_(w-l)(m——z)...(m—H-l)
e L i Tr 2.3 (i—1)

. (mod. p*).
I (= 23 (a@--1)(am—2)...(W@—i+1)
3-2apra- U= Ji--a 1.2.3...(6—1)
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Donc, on tirera de la formule (29)

zg(p_.)[_ Lypmot _ pleonmoy +]

(30)
t_2Ge_nbe=y), ]

romn[- e m

1l est important d’observer qu'en prenant

h=n—1 et —prr—t
n

=w+1,
on obtiendra une valeur de
W ntpr—rsn—in=p rpr-1-p
déterminée, non plus par la formule (26), mais par la suivante :

(lpr- 'm](lpl‘"w—l) (lp*'® — pw +1)
a3 pw ’

nF.(’P"”—I)I’

de laquelle on tirera, en supposant n =3, u =2, (=2,

zpm(zpm—-l) (pw+1)

1]
a3...pw (mod. p*).

3y I,,=

Comme on a d’ailleurs
(1+pzx)(3+pa)...(p—1+pxr)
— peN( . pe pr
=1.2.3.....(p—1)(1 +p.v)(|+ T)(I-Q— _3.>...(|+ p-—l)

51.1.3....‘.(p—|)[|+p$( + = +5+ +p:—l)]

(mod.p?) ('),

(1) Eneffet, les divers termes de’la progression arithmétique
Loy 3y e o p—1

seront équivalents, suivant le module p, si l'on fait abstraction de l'ordre dans lequel on
les range, aux divers lermes de la progression géoméirique

PO A A
d’oit il résulte que les divers termes de la suite
1.

OFurres de C. — 5. 1, L. 1
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on en conclut

(1+px)(2+pa)...(p—1+4px)

1.2.3.....(p—1) =1 (mod.p!),

et la formule (31) peut étre réduite a

| A wpw(apw—p)...(po+p)
Lal p.ap...pw
(32) (mod. p*).
_2w(am—1)...(® +1) =1
- nLaldow -

D'ailleurs, dans la formule (29), les quantités désignées a 1'aide de
la lettre I étant égales deux a deux, a I'exception de

Oy p=1,, (mod. p*),
on trouvera

r= (p—l)[ll,,,,+ n(ll,d,_, + s +.. ""’nt'.L_t!)
1 1

+ a(Wy gpy+ M ppi oo Ty pa) ]r

seront équivalents, abstraction faite de 'ordre suivant lequel ils sont rangés, aux divers
termes do la progression géomélrique

Lo 1)

‘[-’ ’
ou, co qui revient au méme, aux divers termes de la suivante:

[ R 7 BT R A
Drailleurs, la somme de ces derniers Lermes, savoir

tp—t
C e B WP = 7

sera, ainsi que la différence t»—¢, équivalente & zéro, suivant le module p. On aura
donc aussi

1 1
e e L
2 3 p—i

=0 (mod. p);
puis on en conclura
p(l+l+§+...+ —L;)ao (mod. p*)

... (p—:)[|+px(|+';+§+...+ Fl——l)] (mod. pt).
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ou, ce qui revient ai méme,

@) em(pon 22RO (g,
m+2
[ To—1 1 (B—1)(w—13) +- ! (m—:)...( b )
B il Rl T el e v CE)
. ;(/)— ) . (—T)
230 —1 2 (2@—1) (20— 1) 2 (am—1)...(w+41)
—’P(I"“)[7—Z-T_+§_———|—.a—'—"'+p—3 |.a.1£..,..(w—|)]’

Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenantp =7, 5 = 32,
2 = 6[ Uy a(Hyu+ 1y s+ 10, 10) ]
3

+a-—-—)536+|4£|

' (mod. 493
2" 3

56.64-14(

en prenantp =13, o =4,
2 =12[Mggs+ 2(My g+ Wy g4 1 g+ T g+ 15 10 -+ g 44)]

_ 1 3 7 .
=|a[7o—96(;—5-Fﬂ—;-r"'-7>] (mod., 13*).

Elﬂ[70+26(2+ g)l =12.70=(13--1) (13 +1)d=—5
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NOTE 1.

PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS O, O, ....

n étant un nombre entier quelconque et «, ¢ deux quantités entiéres
positives ou négatives, nous disons que u est équivalent i o, suivant le
module n, lorsque la différence « — ¢ ou v — u est divisible par n, et
nous indiquons cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, i
Iaide de la notation

u=yv (mod.n)
employée par ce géométre. De plus, p étant un nombre premier, nous
disons, avee Euler d'une part et de P'autre avec M. Poinsot, que r est

racine primitive de I'équivalence
=1 (mod.p)

et p racine primitive de I'équation

at=1

lorsque r* est la plus petite puissance de r qui soit équivalente a
'unité suivant le module p, et 3" la plus petite puissance de p qui se
réduise & Punité. Dans cette hypothése, les diverses racines de I'équa-
tion
=

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont les
exposauts restent équivalents suivant le module 7, sont égales entre
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent étre réduites a

h Py P ..y g
De plus, m étant une quantité entiére, on peut affirmer que la somme

prm—1

L p™ e p¥ e, e pin i
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e réduiraau nombren ou a zéro, suivant que m sra divisible ou non
divisible par n. Enfin, s n es un nombre pair, on aura

-

Pareillement, s I'équivalence
ah =21 (mod. p)

offre n racines distinctes, ce qui arrivera s n et diviseur dep — I,
oes diverses racines seront les diverses puissances de r, & comme
deux puissances, dont les exposants seraient équivalents entre eux
suivant le module n, resteraient équivalentes entre dles suivant le
module p, il es clair que ces diverses racines pourront ére réduites a

1, r,ort oL, reed

De plus, m éant une quantité entiére, on peut affirmer que la somme

P—

e P e gt —
Iz

sra équivalente, suivant le modulep, au nombren ou a zéro, sdon
que m sra divisible ou non divisble par n. Enfin, § n et un nombre
pair, on aura
rf=—1 (mod.p).
Ces principes éant admis, les propositions rappelées dans les pre-

miéres pages de ce Mémoire e relatives aux propriétés fondamentales

des fonctions
elu eh

pourront ére facilement éablies de la maniére suivante.
Nommons:

pun nombrepremier impair;
O uneracine primitive del'équation

xP=1;
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T uneracineprimitivedel'équation

ar-t=
et t uneracine primitive de I'équivalence
aP-i=1 (mod.p).

Comme les diverses racines de cette équivalence peuvent ére repré-
sentées par les divers termes de la progression arithmétique

1, 2 3 ..., p—1

ou, s I'on netient pas compte de I'ordre dans lequel dles sont rangées,
par lesdiverstermes de la progresson géométrique
o4 8, L., Py
I'éguation
14040+ ...+ 0r1=0

pourra sécrirecommeil suit :
(1) L0040+ 67 =0,

On aura, d’autre part,

et
P T T e P p— g
ou bien
[l o P e TN

suivant que m sera divisible ou non divisible par p - 1. Soient d'ail-
leurs A, £ des quantités entiéres et posons

Q=0 + ThG - T¥ G | 4 clp-NRGHT",

il est clair que @,, ©, seront égaux lorsque % et £ seront équivalents
entre cux suivant le module p — 1. De plus, 'équation (1) pourra étre

présentée sous la forme
Qy==--1.
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Enfin I'on aura évidemment, quels que soient h et k,

(2) 0,0, =S (7in+/k 01‘...‘1)’

le Sgne S séendant a toutes lesvaleursde i e dej comprisesdansla
uite :
o, 1, 2, 3, ..., p—2.

Lesvaleursdei et dey'qui, dans I'équation (a), rendront, sous le
sgne S, I'exposant 0 équivalent & zéro, suivant lemodule p , sont celles
qui vérifieront la formule

t4tl=o0 (mod.p),

de laquelle on tire
1

»
Ulm— = F (mod.p)
et, par suite,
. . p—1
PR S g
J—i= "
ou, ce qui revient au méme,

.. —1
j:t:*:—-—pﬂ H

le signe. supérieur ou inférieur devant étre adopté, suivant que ¢ est

s Py . -1 N . N
inférieur ou supérieur a £ ——- Done, dans I'équation (2), 'exposant

de 9, sous le signe S, deviendra équivalent a zéro, suivant le module p,
pour p — 1 systémes de valeurs correspondantes de i et de j, la valeur
de ¢ pouvant étre un quelconque des termes de la suite

o, I, 2, 3, ..., p—13;

et, dans la somme que représente le sccond membre de 'équation (2),
la partic correspondante i ces valeurs de ¢ et de 5 sera :

p—t
S(eihrik) = S(.,mn—t-),""-“)

ou, ce qui revient au méme,

(_ ,)I: S(ri(lu-la) —_ (_ l)"(l - phtk e .ri(h-o-k)_._' et f(p—l)(/u-‘-k))‘
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Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, cette partie sc réduira
simplement a
(= p—n=(=n"(p—1)

ou bien & zéro, suivant que A+ 4 sera divisible ou non divisible
parp —1.

Considérons & présent les systémes de valeurs de ¢ et de j qui, dans
I'équation (2), rendent, sous le signe S, I'exposant de 0 équivalent &
P'unité suivant le module p. Ces systémes seront ceux pour lesquels
I'équivalence ‘

G ti= (mod. p)

se trouvera vérifice. Or, cette ¢équivalence, présentée sous la forme
=1—1,
fournira une scule valeur de /, comprise dans la suite
o, 1, 2, 3, ..., p—a,

pour toute valeur de ¢ qui, étant comprise dans la méme suite, ne
rendra pas nulle la différence

11—t

et, comme la seule valeur = o fera évanouir cette différence, il en
résulte que I'équivalence dont il s’agit se vérifiera pour p — 2 systémes
de valeurs correspondantes de ¢ et de j/, chacune des valeurs de j étant

un terme de la suite
n o2, 3 ..., p—a.

Cela posé, concevons d'abord que la somme & + £ ne soit pas divi-
sible par p — 1 et désignons alors par Ry, la somme des termes qui,
‘dans le second membre de I'équation (2), seront proportionnels i la
premicre puissance de 0. La valeur de Ry 4, qui sera déterminée par la
formule

(3) Ry o= S(rih+sk),
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jointe a la condition

(4) 4 ti= (mod.p),
se composera seulement de p — 2 termes de la forme

Tih+ik,

et, comme chacun de ces termes sera nécessairement égal a 'un des
termes de la progression géométrique

L T T, ..., T3,

il est clair qu’on aura
(3) Rap=ap+ 8,7+ 2,1 4+.. .+ a,47P1,

Ay, @y -+0y A,y désignant des nombres entiers dont plusicurs pourront
s’évanouir et dont la somme vérifiera la condition

(6) Qo+ g By =P — 3

Soit maintenant . 'un quelconque des nombres entiers compris daus
la suite
2, 3 .. p—2

La somme des termes proportionnels a
o,
dans le second membre de la formule (2), sera évidemment
e § (ih+tk),

pourvu que I'on étende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qui,
n’étant pas situées hors des limites o, p — 2, vérifient I'équivalence

o e (mod.p).
Or, cette équivalence pouvant étre présentée sous la forme
= ) m= (mod. p),

si I'on étend le signe S a toutes les valeurs de ¢ — m et de j — m qui
OFuvres de €. — §. 1, t. 1l 12
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la vérifient, on trouvera, en faisant usage de la notation ci-dessus

adoptée,
Ry p=S(gli=mhi+(=miky

ou, ce qui revient au méme,

Rh.k: 1-m(l::-k) S(rlla-uk)’

et, par suite,
S (glhriky = R, grmiieh),

Done, dans le second membre de I'équation (2), la somme des termes

proportionnels a
e

sera généralement
Ry, pm Atk gem,

Done, la somme des termes qui renfermeront des puissances positives

de 0 sera
li,.,kS(r"""*‘" 94"‘)_

le signe 8 s’étendant a toutes les valeurs de m non situées hors des
limites' o, p — 2. D'ailleurs, on aura évidemment, sous celte con-

dition
! 8),= 8 (¢mhom)

ct, par suite,
Ok =S (TmHh Gemy,

Ainsi, dans Phypothése admise, c’est-d-dire lorsque 4+ £ n'est pas
divisible par p — 1, la somme des termes qui, dans le second membre
de I'équation (2), renferment des puissances positives de 0 se réduit

simplement a
Rk Onery

et comme alors, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, la somme des autres
termes se réduit a zéro, il en résulte qu'on a

(7) 0,8, =R»s 810

la valeur de R, étant déterminée par la formule (3) jointe a la for-
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mule (4), ou, ce qui revient au méme
(8) 0, 0,= 8, S(1ih+/4),

pourvu que I'on étende le signe S a toutes les valeurs de ¢ et de j qui,
étant comprises dans la suite

o, 1, 2, 3, ..., p—a,
vérifient la condition (4).

Passons au cas oit la somme % + £ cst divisible par p — 1. Alors,
d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, on devra remplacer I'équation (8)
par la suivante :

0),0,= B4 B(!4K) + (— 1) (p—1),

que I'on pourra réduire a
6, 8_,=—S(t-Nh) +(—1)"(p—1),
attendu que I'équivalence

h+k=o ou k=— I (mod.p —1)

entrainera les formules

th=rc 4, 6,=06 ,, Ok =0y=—1.

Donc, si I'on suppose la formule (7) étendue au cas ott la somme A+ £
est divisible par p — 1, ¢’est-a-dire si, en choisissant R,4 de maniére
a verifier dans tous les cas cette formule, on pose

(9) 0,0_,=R,_»86,,

on aura
Riyea=S(z=18) — (— 1) (p —1).

Dans le second membre de cette derniére formule, le signe S doit

toujours étre étendu aux valeurs de i et de / qui, étant comprises dans

la suite
o, 1, 2, 3, ..., p—1
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vérifient la condition (4) ou, ce qui revient au meéme, & toutes les
valeurs de ¢ — j qui, étant comprises dans la méme suite, véritient la

formule
U-=t)—) (mod.p —1)

et, par conséquent, i toutes les valeurs de ¢ — j distinctes de la valeur
p—i
2
qui donnerait
Ut=— (mod.p —1).
Or, comme en gdmettant cette derniére valeur de £ —j on aurait
généralement

S(z =Nty =o,

on trouvera au contraire, en I'excluant,

L=ty
S(eli-Mhy=—z 2t "=—(—1)%,

et, par suite, la valeur trouvée de R, deviendra
(10) Rpa=—(—=1)p,

pourvu que 4 ne soit pas divisible par p — 1. Alors aussi I'équation (9)
donnera

(11) 0,0_,=(—1)p.
Si 2 devenait lui-méme divisible par p — 1, il serait pair et, comme
on aurait
(=)=, th=1,
la valeur trouvée de Ry, _, se réduirait a

P—a1=(p—=i)=—1.

Au reste, on peut conclure immédiatement de la formule (7) : 1° que
la valeur de Ry 4 ne varie pas lorsqu'on fait croitre ou décroitre £ ou £
d'un multiple de p — 1; 2° que Rax se réduit & — 1 dés que 'une des
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quantités 4, £ est divisible par p — 1. Ainsi, par exemple, si I'on sup-
pose £ divisible par p — r, I'on aura

0, =0,=—1
et, par suite, la formule (7) donnera

(12) Ruo=Rop==—1.

Si, dans la formule (7), on ahange les signes de 4 et de 4, I'on
trouvera
0.,0_ ,==R_, +0_,_ 4
puis, de cette équation combinée par voie de multiplication avec la
formule (7), on tirera, en ayant égard a la formule (11),

(13) RusRop—k=p.

L'équatioh (13) suppose évidemment A, £ et A+ £ non divisibles
parp —1.

Les équations (7), (10), (11), (12), (13) coincident avec les for-
mules (9), (11), (13) et (12) du paragraphe I de ce Mémoire lorsque
le diviseur de p — 1, représenté dans ce paragraphe par la lettre =, se
réduit a I'unité. Dans le cas contraire, pour passer des unes aux autres,
il suffira de remplacer

h par wh, k par wk,

puis d’écrire, pour abréger,
8, aulieude Og5, et Ry auliecude Rgamu.

Lorsque dans la formule (11) on pose

elle fournit un théoréme, trés remarquable, de M. Gauss et se réduit a

1

[=ly
(14) 8, =(—0 7 p
1
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ou, ce qui revient au méme, a
. Pt
04) (6— 6 6" — 0 .4 B — B = (— 1) T p,

Cette dernidre équation.coincide avec diverses formules du Mémoire,
par exemple avee®les formules (12) du paragraphe 111,

NOTE IL

SUR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LK DEUXIEME PARAGRAPHE.

1l est facile de s'assurer que la formule (61) du paragraphe 11
entraine les formules (62), non sculement, comme nous l'avons
avancé, dans le cas particulier ot . se réduit a 'unité, mais généra-
lement et quelle que soit la valeur de . C'est ec que nous allons
démontrer.

Lorsque v sera de la forme 4 + 1, les termes des suites (63), (64)
étant cux-mémes de cette forme, puisqu’on a généralement

um (1 — um)y =1+ (v—1)(1 — u") et v—i1=o (mod. }),
seront équivalents, suivant le module 7 = 4v, & certains termes de la

suite
Iy 5 9y ...y hv—11, 4v—7, 4v—3.

D'ailleurs celle-ci renfermera : 1° un terme égal a v; 2° v — 1 termes
prewmiers, non seulement & v, mais encore a

n=y4v,

et qui, étant en méme nombre que les termes des deux suites (63),
(64), devront étre équivalents, les uns aux termes de la suite (63),
les autres aux termes de la suite'(64). Parmi ces v = 1 termes, ceux
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qui se réduiront a I'un des suivants :
1, 2, 3, ..., ﬁ=av.
2
étant précisément
1, 5% 9, ..., av—g, 2v—35, av—i,

seront en nombre égal &

les uns, dont le nombre sera v/, étant équivalents a certains termes de
la suite (63) et les autres, dont le nombre sera v, étant équivalents
a certains termes de la suite (64). On aura, en conséquence,

V—I
VY= —
2

Observons maintenant qu’en vertu des formules

v—1
2

w? +1=0 (mod.v), v—t1=o0 (mod.4),

on trouvera, quel que soit le nombre entier m,

[um+v(t — um)] + [lt’"+v—:_|+ v(l — u'“%)J =2v  (mod.n=4v).

Done, chacune des suites (63), (64) se composera de termes qui, pris
deux a deux, pourront étre représentés par des nombres de la forme

hy 2v—nh,

auxquels ils seront équivalents, suivant le module 2 = 4v. D'ailleurs,
si 'indice 4 se trouve compris dans la suite

1, 5 9 ..., 3V—9, 2v—35, av—1,

on pourra en dire autant de Uindice 2v — A qui sera distinct de £ si
A4 diftére de v. Done, chacun des nombres désignés par v/, v* sera pair
et
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seront entiers. Enfin, comme on aura

on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme 42 + 1, mais
aussi-de la forme 82 + 5, les deux entiers

sera impaire elle-méme et ne pourra se réduire i zéro.
A Paide des observations qui précédent, on peut vamener & une
forme trés simple les valeurs de

j(\f:. ;), 7(\/-;—1, "

fournies par les équations (23), (28); et d'abord, puisque les diffé-
rents termes de chacune des séries (63), (64), pris deax i deux,
peuvent étre eensés de la forme

hy 2v—h,
les équations (23), (26), combinées avee la formule

9/. eev-- == “h,n—h ezw

donneront
V-l
= ' o
FY=i5) = Riva Rom oyt - ~“v_‘v“”“"—-,‘m ‘V—”“?Bv.v.“,.’
1
=t
: a,}
‘/._.. L . 2 v RN,
3( L") s R vnvawy e 'Rv v ,m—_-"_”“_““-‘-!evw_”
1

. . . . v—35 .
Si d'ailleurs v est de la forme 8z + 5, alors === sera un nombre pair
4
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et 'on aura, non seulement

8,=6_,, 6,6_,=86}=(—)"p=p,
mais encore

ce qui réduira les formules précédentes i

v—s :
j(V - va) =p * Rina R ponurysp-pu . R

v—3
J(V"'i")zl' * Ro_v-nuvi-tin -« R

12 2y
R e VA A SR I

a2 v a,
PSR VR e e S

Ces derniéres équations et les équations analogues, qui fourniraient
les valeurs de
F(=vV=1,5), F(=v=1,89,
coincident, comme on devait s’y attendre, avee les formules (66)
lorsqu’on prend v =135 et avee les formules (74), (73) lorsquon
prend v=13.
Si v était de Ia forme 82 + 1, alors,

aurait

0, =0, =0,=—1,

ce qui réduirait les formules précédemment obtenues a

v-1

FWV=108) == " Riam R i e Ry sy
v—1
J(\/—— L) =—p* Roo v vavrenn - ~R\,_(.,__”,,’T’,.”(,_ e T

Dans tous les cas, en divisant la valeur de F(y - t,¢) par celle
de 2(y=1,5%), on trouvera
j(\/ — 1, 5) Bigs Rocomnuwon s nw- - '“v--av—nuv_f.wm—:mu-;"

F(/=1,s") - Ru-v—nyuvsr-na- - - R
OEuvres de C. - 8. |, t. 111 13

P 2t
Ve (v-e v ev—1n 3
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Si, dans cette derniére formule, on remplace

Rux par p———

toutes les fois que A et & sont équivalents, suivant le module n = 4v,
it des nombres compris entre les limites

. o, 2v,
on en tirera

v

Fv=r5) _pafip)

R )

’

S(g) et £(p) désignant des produits de la forme

Rous aRiavone-.
composés de facteurs
Rusv-m Riaveis
aue » deviendra divisible ps squ'on v substituera 7 a o;
dont aucun ne deviendra divisible par p lorsqu’on s ;
. . o . . . X
puis, en ayant égard aux formules (49) ou (56) et représentant par 7
8 ... . .
la valeur du rappnrl; réduit a sa plus simple expression, on trouvera

successivement

Bay(s—s"+...—s" V=1 _ p fip)

8 — (5 —s" 4 =" =1

o
pi(p)
et

v
LAy (g — g — " ‘)\/-——; _p /'(p}_

T PR p—— v
H ey (5 — A — ) Y P1(p)

On aura d'aillears, en vertu de la seconde des formules (43),
|z +yG—ero—=e VTl =y (s =504 o= ) V=] oty
et, par suile, on trouvera encore

e 4y (=g m e VT =5 7 () p),

fe—y(s— s+ .— ) VT o) =p T (@t vy K(p).
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Si, dans ces derniéres équations, on remplace p par r, on devra y rem-

placer en méme temps ¢ par's, y— 1 par @ et le signe =

= par =, le
module étant le nombre p. On tronvera ainsi

[2+(s—s"4...—s"ay*(r)=p ¢ (22rvrt) f(r)

(mod. p).

[ —=(s—=s"+...—s"ay]*fir1i=p (e vy f(r)

Observons i présent que @ et y, n'ayant pas de facteurs communs,
ne peuvent étre simultanément divisibles par p. Par suite, on pourra
en dire autant des expressions

LA (§ =8t =T ay, r—(s— s =" )ay,

qui ne peavent devenir simultanément divisibles par p qu'avee leur
somme

et lear différence

2(8 — 8" 4. =" N ay,
par conséquent avee .z et v, attendu que les quantités
S— 8= et o«
sont racines des équivalences
rt=v  (mod.p), Z=1  (mod.p).

Cela posé, comme f(r) et /(r) ne seront pas non plus divisibles par p,
il est clair que, des deux produits

Le 4 (s —st+...—s" YayPI(r), |r—(s—s"+...—s" Yay[ f(r),

I'un au moins sera équivalent, suivant le module p, & un terme de la
suite )

o2, 3, ..., p—1.
Done, en vertu des formules obtenues, on pourra en dire aatant de
1"un des produits

ey

(24 vy, p_(.z’+ vyt).
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D’ailleurs le binome
zr vy,

étant diviseur de
8+ vyt,

devra, en vertu de la formule (47) ou (48), diviser 'un des produits

v—1 v-3

dp?, 4pt,
et par conséquent il sera, ou de la forme
P
si I'un des deux nombres @, y est pair, 'autre impair, ou de la forme
aph
si x, y sont tous deux impairs, attendu qu'alors x*+ vy?, divisé
par 4, donnera 2 pour reste et ne pourra devenir égal a 4p*. Or,

comme les produits

v_v v

p_’—-(z'+vy‘), /)_’_(.1:’+vy’)

se réduiront, dans le premier cas, &

vi—v* v—v
=2 w2
e N 4+ —

P . P s
ct, dans le second cas, a
V—y" vV

(R b

2p , 2p ,

il est clair que I'un des exposants

N
2

’

n+

devra étre égal a zéro. Par conséquent, si, en prenant pour p. la valeur

L. s v v .
numérique de la différence — — -, on’pose
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on pourra satisfaire, par des nombres v, v entiers et premiers entre eux,
a l'une des formules
pPr=att+ vy,
apt=uxt4-vyt,

savoir, a la premiére, par deur rombres entiers, l'un pair, l'autre
impair, ou a la seconde par deux nombres entiers impairs. Mais la
seconde formule ne peut subsister lorsque v est de la forme 8x + 3,
puisque alors, pour des valeurs impaires de 2, y, 2*+ v3* est de la
forme 8 + G, tandis que

apt = 2(fve - 1)#

est de la forme 8 + 2. Done, st v est de la forme 82 + 5, des nombres
x, y, entiers et premiers entre eux, vérifieront lu formule

pr=at+u)l,

pourvi que l'on y suppose u. égal & la valeur numérique de la diffé-

1 1 .
rence —v' — =V", par conséquent
2 2

D'ailleurs, la valeur précédente de w est précisément celle que fournit
la premiere des équations (Go). En cffet, les expressions (65) se
réduisant, en vertu de la formule
Vo=,
2

aux deux suivantes,

. . s - - 1vy—3
si I'on égale I'une ou P'autre a la différence A — 3~ onaura

v—5
4

2k —

et la premiére des formules (Go) donnera

v—3 v—1
p=— =g
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Pour établir les propostions ci-dessus énoncées, nous avons eu
recours a la formule qui fournit la valeur du rapport des expressons
imaginaires

(=15, F(Y=1.")
e nous avons transformé la fraction qui représente cdte valeur, de
maniére a mettre en évidence tous les facteurs égaux a p, soit dans le
numérateur, soit dans le dénominateur. On pourrait faire subir une
semblable transformation aux valeurs mémes des deux- expressons
imaginaires

AW, A=,
ou bien encore les deux suivantes :

F(—=v=T1,5), F(=vV=1,¢).

Concevons en particulier que, dans les valeurs précédemment trouvées

de 3(y—=1,5) etde F(y—=1,5), I'on remplace

P

s
R ot

Rix par
toutes les fois que 4 et & sont équivalents, suivant le module n = 4y,
a des nombres compris entre les-limites

0, 2v,

On trouvera, si v est de la*forme 8z + 3,

NN ) y=s, v
FWVTho)=pF Tolp), FW=T,e)=p % Tyln),

en désignant par
e(e) %(p)

deux fractions qui auront pour numérateurs & pour dénominateurs

des produits de la forme
H*.--*!**,,-*...,

composss defacteursdont aucun nedeviendradivisiblepar p; lorsgu'on
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substituera r & o; puis, en ayant égard aux équations (30) du para-
graphe II et & la formule

v—1 v—2>3 Y4
4o 222

on trouvera encore

s v S =
J(—V—l,;):tp H +’('—P, J(—v’-q,;n =p°* ::Z_p_}.

Si v, au lieu d’étre de la forme 82 + 3, était de la forme 82 -+ 1, les
valeurs de

j(\/—_" 6)’ j(\/:—'r 9“)» —;(“ \/:"! s) j(— V/_-_—'r 5")

seraient semblables & celles que nous venons de trouver, a cela pros
que, dans les exposants de p, la premicre partie

se trouverait remplacée par

Dans U'un et 'autre cas, on aura

FWV=19) _FW=1,5") _ ;3:5'(—\_": ;
Yols)  pf T T
piola) P*1.(p) LTy P

puis on tirera de cette dernitre formule, combinée avee les équa-
tions (49),

. j(“:.;") _
T A(—y—t.s)

G4-ey/—1 _
d—ey—1

2(p)2(2)

ct, par suite,
(6+s\/—_x)’=(6'+e’)?(.o)z(.o).
(6—ey=1)=(t+e)——

?M)/(o)

Si, dans ces derniéres formules, on remplace p par r, on devra rem-



104 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
placer en méme temps v— 1 par @ et le signe = par le signe ==, le
module étant le nombre p. On trouvera ainsi

(8 +ea)=(d"-+ ) o (r)x(r)

(mod.p).
2 — (A2 _l
(@—eaf=(8 +£’)?(r-)'/,(r)

. . . - P | H
Donc, puisque (r), y(r) ne sont équivalents ni a zéro ni a 5 suivant
le module p, la somme
ot +-¢?
ne pourra devenir divisible par p qu’avee les deux hinomes
d4-ga, 0—cea,
par conséquent, avee les deux nombres

0, &

~

Drailleurs, il est permis de supposer que les nombres ¢, € sont pre-
miers entre eux, attendu qu’on n’altére pas les équations (49) en
transportant dans € et dans vy les facteurs qui seraient communs i 3
et ie. Done, cette hypothése élant admise, 22+ €2 sera premier A p;
< Qe . T 0 .
et, si Fon nomme comme ci-dessus = la forme la plus simple de la
. J
- . . :
fraction 3 Péquation (47) ou (48) entrainera, ou les deux suivantes :

Sfetozy, | at4vyl=pH

si des nombres x, y I'un est pair et autre impair, ou les deux sui-
vantes :

4 g?=2, T4 vyt=apk
si les nombres a, ¥ sont tous deux impairs. Dans le premier cas, on

aura
o=, e=o
ou

<

=o, ==,
par conséquent
(6 xea)y==%1 (mod.p)
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ct
e(r)a(r)

[2(r) 2(m)] (mod. p).

Dans le second cas, qui ne se présente jamais lorsque v est de la forme
82 + 5, on aurait

par conséquent
(d*rea)y)==*2a (mod. p)
et

(r)y(ry ==*xa
) (mod.p).

[e(r) a(r))=—1
Pour déduire de ce qui a été dit plus haut la valeur du produit
@) alrn

il suffirait d’observer que les deux expressions

,3'?((,), /'Z’:'/.(?)
renferment tous les facteurs de la forme
Rz = Runrrn=Roey s
4 désignant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la
suite

1, 5, 00 ...y Av—u1, Gv—7, 4v—3.

Comme d’ailleurs, pour mettre en évidence les facteurs égaux a p, il
suffit de remplacer

Ry ar R o " R’
ni—h P Ronn wvin R naven

lorsque A est renfermé entre les limites o, 2v, on trouvera

Rveaies Revoriv s Ran aives

?p)ale)=

Ravigiv1 Ravas v se o Rav saves

11y a plus : comme on aura généralement, ainsi qu’il est facile de lo

OFuvres de €. — $. 1, t. 1Il. 14



106 MEMOl RE SUR LA THEORI E DES NOVBRES.

prouver,
Rl’.zv—l; = nh.l« Revnav.is
on trouvera cncore

3

[9(p) 2(p)t= RuviamvaaBavizavis  Ruy g

- Rovvravii Revas ovase - - ([T

Si maintenant on remplace g par r et le signe = par le signe

devra remplacer généralement

Rk
par
— Wk

et I'on aura, par suite,

RPN | O | S
AR |y

1, avis

AL

PO 90 S| N TR
Lol = s,

(mod.p).

9 | PPN | P

En joignant cette derniére formule & celles que nous avons préeédem-
ment obtenues, on arrivera immédiatement aux conclusions renfer-
mées dans le théoréme snivant :

TukorkMe. — v et p étant deur nombres premicrs, l'un de la forme
re+1et lawtre de la forme yvx + 1, supposons que la suite des nombres
L, 5 9 ..., 2v—9, 2v—3, 2av—1

offre v’ racines de l'équivalence

v—1

on aura

et, st U’on nomme

la valenr numerique de
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on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux,
a l'équation

L vyt phy

non seulement lorsque v sera de la forme 8. + 5, mais aussi lorsque,
v etant de la forme 8.¢ + 1, le rapport

[LIINY PR | ST
LAY ERV TN | R
sera une des racines de Uéquivalence
R4 (maod.p).

Si le méme rapport cessait d'dtre équivalent, suivant le module p,
A 1ou i —1, il suitde ce qulon a dit qu'il deviendrait racine de
I"équivalence

(mod. p),

ctalors on pourrait satisfaire, par des nombres .z, v entiers ot preuiiers
entre eux, a I'équation

2l vyr=—ap¥,
An reste, nous n'avons pas encore trouve d'exemple dans lequel le
rapport dont il s'agit ne fat équivalent, suivant le module p, & =13
ef, si Pon démontrait qu'il en est tonjours ainsi, on en conclurait
immédiatement qu’on peut satisfaire, par des nombres @, v entiers et
premiers entre eux,  Péquation

Ayt ph,
non seulement lorsque v est de la forme 8. + 3, mais encore lorsque
v estde laforme 8z +1.

1l nous reste & montrer comment on peat déterminer directement la
valeur du nombre

Parmi les termes de la suite

by By 9y a.ey 3V—0, av—3, 2av—I1,
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plusieurs, en nombre égal a v', vérifient I'équivalence

v—1
x? = (mod.v);

d’autres, en nombre égal a v*, vérifient I'équivalence

v
xZ

=_— (mod.v),

et un seul, savoir le terme v, satisfait a la condition

v—=1
T

xr?!=o0 (mod.v).

Cela posé, il est clair qu’on aura non sculement

Vv = —
2
mnais encore
v=t o ov=t vt
V—V'=1? 451 49 +..
(mod.v);

vt vt pd}

+(3v—9) * +(av—=5)* +(av—1)?

par conséquent

-l

&<

V==

(€5 €52 - €% L - (V=03 o p(V=0)3 - g(tv-1)3) (mod.v),

s 1

QU

pourvu que I'on suppose 3 =o aprés les différentiations effectuées.
On aura d’ailleurs

3 173 9z (av=1)2 ez — ¢3 vz e* !
et et el e = (M) e A
et comme le facteur

evi—g,

ainsi que ses dérivées relatives i 3, devient, pour une valeur nulle de 3,
équivalent i zéro suivant le module v, on trouvera, en définitive,

v=1

o, dr 1
V== T.:.'(;:e_‘:) (mod.v);

ds?
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par conséquent
v=1
, 1d! z E -t
Y-—y'g;d—'v?(l n+m+) (mod.v)
et
v=1
#Ei-‘—(»-ﬁ-‘ =Y (ol
5(1;" 1.2 1.2.3.4 0" mod.),

3 devant étre réduit & zéro aprés les différentiations; puis on en
conclura

nade., ? . 1
= § | (= 1)rerhe. 12
p== 4 ql( e (ra.

Sfrg+) (V0 \¢

NiER g)...(ﬁ) (l.a.?.[.) ] (mod.v),
le signe S devant s'étendre 2 toutes les valeurs entiéres, nulles ou
positives, de £, g, ... qui vérifient la formule

fHag+dhe.. =1,

et chacun des produits 1.2.....f, 1.2.....g, ... devant étre remplacé
par Lunité lorsque le dernier facteur £, ou g, ... se réduit a zéro, La
valeur de I'exposant w se trouvera ainsi complétement déterminée,

puisque d'ailleurs cet exposant doit étre positif et inféricur &

Y+ v—a
2 g
Si I'on prend successivement pour v les différents termes de la suite
p .

3, 13, 17, 19, 37, 41, 53, 61,

on trouvera successivement, pour v =5,

1.2 1
pEET

i_—::zzzl, p=n
pour v=13, ’

__1234.5.6 01 1
B=F—7 (5-'—1.:.34"'
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pour v =17,
r=1, cene

NOTE III.
SUR LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS 8, 6, ....
Les principales formules auxquelles nous sommes parvenus dans le

précédent Mémoire y sont déduites de la considération des produits de

la forme
6,6,90,....

Lorsque, p étant un nombre premier impair, on désigne par
5 T
des racines primitives des équations
xP=1, aprt=1

ct par ¢ unc racine primitive de I'équivalence

b= (mod.p),
alors la valeur de @, déterminée par la formule

Q)= 4T TGO TP DG

ne varie pas quand on fait croitrg ou diminuer 2 d’un multiple de p—1;
et I'on a : 1° en supposant 4 divisible par p — 1,

0,=0y==—1;
2° en supposant & non divisible par p — 1,
8,0 = (—1)"p.

Si, au contraire, en nommant & un diviseur de p — 1, on pose
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et, de plus,

(1) 0,0 4 phGt 4= g0 | - ple-nh gt
alors 8, sera unc fonction des racines primitives
6, p

des deux équations
xh =1, =1,

qui ne variera pas quand on fera croitre ou diminuer 4 ’un multiple
de n; et 'on aura : 1° en supposant 4 divisible par »,

(2) 0,=0,=—1;

2° en supposant A4 non divisible par n,

(3) AOA=(—1)""p=0,0,

Ajoutons qu’en vertu des principes établis dans la premiére Note, si
I'on multiplie ®, par O, on trouvera

(%) 0,0,=Ry,.:0/s

Ry désignant une fonction qui ne renfermera plus 0, mais seulement

la racine primitive p =<7 ct ses puissances entiéres. On aura d’ailleurs,
lorsque % + £ ne sera pas divisible par n,

(3) Ry p=8 (ol +1%),
le signe S s'étendant i toutes les valeurs de ¢ et de j qui, étant com-
prises dans la suite
o 1, 3, 3, ..., p—2,
vérifient la formule

(6) =1 (mod.p).

Soient maintenant
hy Kk, 4 ...
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des nombres entiers divers. On trouvera successivement

0,8, = Rk Oniss
0,0,0,=R)i0h40,=RnisRiit, Onikstr veee

Done, si I'on pose généralement

(7) 8,0,8,...=Rpks. Opiksis..

Ry.s... sera encore une fonction de p déterminée par une équation de
la forme

Ragtye. = BnaRasrsy oo

11 est bon d’observer que, si

hak+l+...
n’est pas divisible par , on aura
(8) Rh,k./,...:'- S(Plh«o-l’k-o-i'l-o-...)’

le signe S s’étendant & toutes les valeurs de 7, ¢/, ", ... qui, étant
comprises dans la suite

o, 1, 2, 3, ..., p—2,

vérifient la condition
(9) 't =1 (mod. p).

Ajoutons qu'en vertu de la formule (7), 'expression

0,6,6,...
Rakyp,...= g——"—
hk+lv...
sera, comme le produit
9,8,6,...

et comme I'expression
Optrrr... = 04 phpkpl.. 4 p¥ptpt, B0 4 plp=Nhplp=Dkg(n—l, (P,
une fonction entiére et symétrique de

[ L PR
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par conséquent une fonction linéair e des sommes

ot ol 4,
Pt epM 4,

OB Vg gm0k gy

dans lesquelles les coefficients scront des nombres entiers.

Les équations (2), (3) et (7) entrainent les diverses formules que
nous avons données dans le Mémoire, et particuliérement celles qui
changent le quadruple d’un nombre premier p, ou d’une puissance
enti¢re de p, et quelquefois ce nombre lui-méme en expressions de la
forme

xi4- nyt,
n étant un diviseur de p — 1.

D’abord, si I'an suppose » =2, ct par suite o= £

23

» la racine

primitive p de 'équivalence

=1
sera simplement

p=—1,

et, en posant & =1, on tirera de la formule (3)

ou, ce qui revient au méme,
(10) (9—=0 40— =) (1) ¥ p,

On se trouvera ainsi tamené & la formule (14) de la premicre Note.
Concevons maintenant que 2 soit un nombre premier impair. Alors

les diverses racines primitives de 'équation
(11) rh =1

seront
P’ P!' .0’, eay pn—-S, Prl—l' pn-t;

et si Pon prend successivement pour £ les divers exposants de p dans
OFuvresde C. - S. 1, t. 1l 19
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ces racines primitives, c’est-a-dire les divers termes de la progression

arithmétique
1, 2, 3 ..., n—3, n—2a, n—i,

on obtiendra pour valeurs correspondantes de @, les expressions
8, 6, 6, .., 8,, 6,, 6,,
lesquelles, eu égard a I'équation (3), véritieront la formule

6,6, ,=6,8,_ ,—=. ..:9._.812:/),

1 2

par conséquent la suivante :

n—1

(12) pt=66e6,.6,6,6,,606,,
D’ailleurs, les divers termes de la progression arithmétique
W 2, 3, ..., n—3, n—2, n—1
peuvent étre censés représenter les diverses racines de I’équivalence
(13) an-t=1 (mod.n).

Ity a plus : si 'on nomme s une racine primitive de cette équivalence,
les termes dont il s'agit, abstraction faite de I'ordre dans lequel ils
sont rangés, seront équivalents, suivant le module n, aux divers
termes de la progression géométrique

1, 8§ %, ..., s

et, par suite, la formule (12) donnera

n=1

4) /'_'-= 0,0,0,...0,-6,-.

Observons a présent que I'équivalence (13) se décompose en deux
autres dont la premiére,

z-_._;!E 1 (mod.n),
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a pour racines les puissances paires de s, savoir

. v, s, osh, L., sl
tandis que la seconde,

n-1t

z?! =—1 (mod.n),

a pour racines les puissances impaires de s. Donc le produit qui
constitue le second membre de Véquation (14) peut étre décomposé
en deux autres produits de la forme

0,0,0,...0,01:= Ry oo Oy g arny

0,0, 0. . .0, =Ry .3y iy vsrs;

et comme on aura

gt

[ e L SR A L

li
(=]

§2—

(mod.n),
gh—=1— 1

§
s+.v’+s'+...+.s"":s?——i

©

-1

par conséquent

Opyo i oal s = Bg=—1,
O oith e =0y =—1,
il est clair que les deux produits
8,0,0,...0,5, 6,0,0,...0,m
se réduiront, le premier, avec R, ¢ o . », & une fonction entiére et
symétrique de

g4

Py P Py ey BN
le second, avec R, 3, ..., i une fonetion semblable de

P A )
les coefficients étant des nombres entiers. D'ailleurs, une fonction
entitére et symétrique de

py 0 2 e, @
sera simplement une fonction linéaire des sommes de la forme

?m + P(m‘_‘,_ Pm.'t'_’__ e Pm;"' ’,
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m désignant un entier inféricur & n; et une semblable somme se
réduit toujours a

PP+ .+
ou bien a
PP .,

selon que m cst équivalent, suivant le module », & une puissance
paire ou a une puissance impaire de s. On aura donc, en désignant
par ¢,, ¢,, ¢, des quantités entiéres,

0,0,:0,...0,.=co+c(p+p"+...+p"") +cr(p'+p" +.. .+ pY),
puis on en conclura, en remplacant p par ¢,
0,0,8,...8,—=co+Ci(p*+p " +...+ 2" )+ ey(p+p . o)
D’autre part, les expressions
Lop P e P
qui coincident, a I'ordre prés, avec les suivantes :
Hop phoe P
représentent les diverses racines de I'équation
=1
et offrent une somme nulle; en sorte qu'on a
p+p+pt . p T =
Ce n’est pas tout; si I'on pose
p—pf+p—...—p" =4,

on tirera de I’équation (10), en y remplacant p par », 0 par p et ¢ par s,

n—1

(13) Ar=(—1) " n.
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Cdaposs, on trouvera
1—A
2

PPt = '_':_A

PPt AP = ,
et, par suite,
0,6,0,...0,.- = é(_; +Ba),

9,6,:0,...0, = %(.\ —BA),
ou, ce qui revient au méme,

20,0,,0,...0,~=A + B4,

(16)
20,0,6,...0,=A ~BA,

les valeurs de A, B étant
(17) A=12¢,—¢—cy, B=c,—¢y

puis on tirera des équations (16), combinées avec les formules (14)
et (13),
n-1
Ap"—:A’—B'A’

ou, ce qui revient au méme,

n—1 n—1
(18) Gp T =Ar—(—1) T aBy,

les valeurs numériques de A, B étant deux entiers qui, en vertu des
formules (17), seront de méme espéce, c'est-a-dire tous deux pairs ou
tous deux impairs,

Observons encore qu’en vertu de 1a formule

n—=1
! . ST =—1 (mod.n),
I’équation
e* e_/.:p

pourra s’écrire comme il suit:

(19) o, 9‘_t=’2=p (mod.n).



18 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

D'ailleurs, si 'exposant m est un terme de la suite

o 1, 2, 3, ..., n—a3a,

n-—i . . " .
pour qug I'exposant m =+ —— soit lui-méme un terme de cette suite,
il suffira de réduire le double signe == au signe + ou au signe —,

. Py Py s =1 o
sclon que m sera inférieur ou supérieur 3 ——- Enfin, dans la for-

mule (19), les exposants
' —1
m, m=*= :l—

seront évidemment de méme espice, c’est-a-dire tous deux pairs ou
tous deux impairs si n est de la forme 4o + 1; tandis qu'ils seront
d’espéces différentes si n est de la forme 4o + 3. Donc, sin estde la
forme 42 + 1, chacune des expressions

0,0,0,...0,-, 6,0:0,...0,-

se composera de facteurs qui, multipliés deux & deux I'un par l'autre,
fourniront des produits égaux a p. Donc alors, les formules (16)
devront se réduire &

n-1

8,0,:0,...8=p ",

n—1

8,0,:0,.. . 0p-=p"*

et I'on aura, en conséquence,

n—-1

Azap b, B:-:o.

. . . . n
Si, au contraire, n est de la forme 4o + 3, alors

— étant pair,
I'équation (18) donnera

n—1

(20) Ap T = A+ Bt

et si, en nommant p* la plus haute puissance de p qui divise simulta-
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nément A et B, on pose

A=pr, B=py,
—1

= z Py —2).,
on verra la formule (20) se réduire a
(ar) Lpt= 2%+ nyt,

Si, pour abréger, on désignait par la notation

[1]
8,0,:0,...0,-

le produit

composé des facteurs de la forme ©, qui correspondent aux valeurs
de % propres a vérifier la formule
[
x ! =1 (mod.n)
et par la notation

[—1]

le produit
0,6,0,.. .8,

composé des facteurs de la forme ©, qui correspondent aux valeurs
de A propres a vérifier la formule

1

.z': = (mod.n),

les équations (14), (16) se présenteraient sous les formes

P =011,
a[i]=A+Ba, a[—i1]=A—BA

et les deux derniéres se réduiraient, lorsque » serait de la forme
4 + 1, aux deux équations

n—=1

+

M=p7, [—1]=p".
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Concevons maintenant que » soit un nombre composé, en sorte

qu’on ait
n=yvw

et supposons d’abord les facteurs
v,

premiers entre eux. L'un d’eux, v par exemple, sera nécessairement
impair. Si d’ailleurs on nomme ¢ une racine primitive de I'équation

x'=1
et « une racine-primitive de I'équation

=1,
on pourra prendre

p=sx;

puis, en supposant qu'un nombre entier donné 4 soit équivalent i ¢
suivant le module v, et j suivant le module w, on trouvera

pht=¢ial.
Par suite, I’équation (1) donnera
(22) V Or=0 -+ gfo G 4 gUa¥ | 4 P Nigp—1I G,
Pour abréger, nous désignerons par
0;;

la valeur de @, que fournit I’équation (22). Cela posé, on reconnaitra
sans peine : 1° que la valeur de 'expression

9.,

complétement déterminée pour chaque systéme de valeurs de ¢ etde j,
ne varie pas quand on fait eroitre Z d’'un multiple de v ouj d’un mul-
tiple de w; 2° que I'équation \

8,==0,,
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entraine la suivante :
O_,=0.,_;;

3° que les nombres 4 et 7 seront de méme espéce, c'est-a-dire tous
deux pairs ou tous deux impairs si

L=

V6)

est un nombre impair, puisque, v étant impair et p — 1 pair, = ne
pourra devenir impair que pour des valeurs paires de w. De plus, on
tirera des formules (2) et (3) : 1° en supposant & la fois £ divisible
par v et j par o,

(33) 0,,260,,=—1;
2° dans la supposition contraire,
(34) 0,0 ;=(—1)"p:0,0®_iu

Si w est impair ainsi que v, alors o étant nécessairement pair, la for-
mule (24) donnera simplement

(25) 0,0 _;=p.

Pour montrer une application de ces nouvelles formules, consi-
dérons d’abord le cas o

seraient deux nombres premiers impairs. Soient, dans ce eas, « une
racine primitive de I'équivalence

(26) av-t= (mod.v)
et @ une racine primitive do I'équivalence
(27) Pt (mod. w).

Les diverses racines de 'équivalence (26), en nombre égal 4 v —1,
pourront étre représentées indifféeremment, soit par les divers termes
OFavres de €, — §. |, t. 1L 16
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de la progression arithmétique

1, 2, 3, ..., v—a, v-—1,
soit par les divers termes de la progression géométrique

1, o, uwly, ..., W, WY,

et pareillement les diverses racines de I'équivalence (17), en nombre
égal & w — 1, pourront étre représentées indifféeremment, soit par les
divers termes de la progression arithmétique

1, 2, 3, ..., w—2, W—1,
soit par les divers termes de la progression géométrique
1, a, a, ..., a®-%, a“’,

Or, parmi les valeurs de
8,=89,,

que fournira I'équation (22), celles qu’on obtiendra, en supposant 4
premier & n, ne différeront pas de eelles qu’on peut obtenir en prenant
pour ¢ une racine quelconque de la formule (26) et pour j une racine
quelconque de la formule (27). Donc elles coincideront avec 'une
quelconque de celles que présente le Tableau suivant :

L7 el.h LE¥N ey eu"‘,u

By Ouas Oy ey Opmig,
(’8) el.a’: on.a‘v en',a'r ey eu"".a'y

ceeny ey eeeey ceey eeeaen )

Oy Buanmty Bugemsy ey B ey
et leur nombre N, déterminé par la formule
N=(v—1)(o—1),

ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite

I, 2, 3, ..., n—1
.
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inférieurs a

n=awv,

mais premiers i «. D'ailleurs, I'équation (7), combinée avec la formule

Opikrts. =1

et réduite ainsi i la forme
0,0,0,...=—Rpu,,..,
fournira pour valeur du produit
0,6,0,...
une fonction entiére et symétrique de
[ N
par conséquent une fonction entiére et symétrique, non sculement de

s odk e

mais encore de
ok, ak, o,

si la somme
h+hk+1+...

est divisible par
n=uv,
c'est-a-dire, en d’autres termes, si cette somme est divisible a la fois
par v ct par w. Or cette condition sera évidemment remplie si I'on fait
coincider
0, 6, 6, ...

avec celles des expressions de la forme

8,

qui, dans le Tableau (28), offrent pour premier indice une puissance
paire de u et pour second indice une puissance paire de a, puisqu’alors

la somme
h+ka-t+...
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sera équivalente, suivant Je module v, au produit

w1 w—1 w-'—1
1 U, .. W)= — ————— =0
a G+t + ) 2 nt—1u

et, suivant le module @, au produit

v—1 v—1a®'—
— (1 att. A a) = — —
3 2 a*—

= 0.

D’autre part, en supposant
6,=6,,

et, par conséquent,
i=h (mod.v), J=h (mod.w),

on en conclura
gh=g), at=al

Donc, en vertu des remarques précédentes, le produit

(8, 9»’.1 0. -en"".|)(ol.n‘ Qurar. . -eu"'.a')- . ~(el.'l"" eu’.a""- . «eu"’,a"')
sera en méme temps fonction symétrique de

S 6 e, e
et de
a, a%, at, ..., a®”,
Concevons maintenant que, pour abréger, on désigne par la notation
11 1]

le produit dont nous venons de parler, c'est-a-dire, en d’autres termes,
le produit des valeurs de @, correspondant aux valeurs de 4, qui,
étant premiéres a n, vérifient les deux équivalences

v—1 w—1

(29) z T =1 (mod.v), z* =1 (mod.w),

Désignons de méme par
[1,—1]

le produit des valeurs de ©,, correspondant aux valeurs de 4, qui



NOTE I11. )
vérifient les deux équivalences

w1

V-1 -
(30) 2V =1 (mody), 27T =—1 (modw);

par
[“'- '}

le produit des valeurs de @, correspondant aux valeurs de A, qui
vérifient les deux équivalences

Va1 =1

(31 2V =m—~1 (modv), 2z =1 (mod.w);

enfin par

[=1n=-1]

le produit des valeurs de @), correspondant aux valeurs de 4, qui
vérifient les équivalences

V- W=t
(3a) T =—1 (modv), 7 =—~1 (mod.w);
on aura
(33) [,1]  =(8yy Oy .8 18,00 O i By ). (By g B o, . B e o),

(B8 (=11 =(8a800..80-.) (B0 B By} (Brars B Bumnimt ),
(3) [=1,1] = (Bu Ourt - Burmiy) Byt Our e . Brmrgr). oo (B e Byt et .. Byrms gumn),
(36) [—1,=1]=(BuaBurur - Bu=14) (0,01 01.00. . . Brms ). o (B qums Bs e, Bvms o),
et, d’aprés ce qu'on a dit ci-dessus, le produit
[11]
sera une fonction symétrique, non seulement de
. 6o e T
mais encore de
@, ad, a*, ..., a™,
Pareillement, on reconnaitra que le produit

[n—1]
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e fonction symétrique, non seulement de

6 S 6 T,
mais encore de

a% a%, ad’, a®’;
que le produit

[—1,1]

est fonction symétrique, non seulement de

AT S TEEEETIE
mais encore de
a, af, a®, ..., a%"';
enfin que le produit
[=1,—1]
est fonction symétrique, non seulement de
A e a
mais encore de
at, ad, .., asv,

D’autre part, comme on aura

v-1 w—1

0T =t (mod.v), a? =—1 (mod.w),

I'équation (25) pourra s’écrire comme il suit :
)

(37) e S

et il est clair que, dans cette équation, les exposants

seront de méme espéce, c'est-a-dire tous deux pairs ou tous deux
impairs, si v est de'la forme 4z + 1, mais d'espéces différentes si
v est de la forme 4z + 3. Parcillement, les exposants
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seront de méme espéce st @ est de la forme 4.z + 1 et d’espéces diffé-
rentes si w est de la forme 42 + 3. Cela posé, si les nombres

v, o
sont tous deux de la forme 4 +1, chacun des produits
() =1l [=u1) [=1, -],
composé de facteurs de la forme ©, ;. en nombre égal a ?—. se réduira

“ évidemment, en vertu de I'équation (37), &

Pe.
On aura done alors les formules

N 3 3 L]
[uid=p%  [y—d=p%  [—n1)=p% |- —1]=p°
qui entraineront I'équation
pd
(38) =0, —1]l= ][=1, =1,

analogue i la formule (14).

Si les nombres v,  sout tous deux de la forme 4 + 3, alors on
tirera des formules (33) et (36) ou (34) et (33), jointes & la for-
mule (37),

iz
Bt

(39) odl=n—==p  [h=1l-1 a=r,

et 'on déduira encore de ces derniéres I'équation (38).

Entin, si des nombres v, o, un seul, v par exemple, est de la forme
4 + 1, 'autre, o, étant de la forme 4 + 3, alors on tirera des for-
mules (33) et (34) ou (35) et (36), jointes a la formule (37),

. N
(40) [, 1101, —1]1=p", ["'"][“"'—']:l’in

et 'on déduira encore de ces derniéres I'équation (38).
I’équation (38), analogue a (14), conduit aussi a des conclusions
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du méme genre lorsque les nombres

v, ®

ne sont pas tous deux de la forme 4 +1; et d'abord, supposons qu'ils
soient tous deux de la forme 4 + 3. Alors, dans le second membre
de I'équation (38), le produit

[1,1][1, —1]
représentera une fonction symétrique, non seulement de
6 & e T
mais encore de
@, a%, a®, ..., as*’, g
par conséquent, une fonetion linéaire, non seulement des sommes
ST, g g,
mais encore de la somme
X A o e a e x L A @T @ T,
Or, comme cette derniére somme, qui comprend toutes les racines de

I’équation

=1,

a l'exception de la racine 1, se réduira simplement & — 1, il est clair
qu'en supposant v et o tous deux de la forme 4z + 3 et désignant
par c,, ¢,, ¢, des quantités entiéres, on trouvera

[ 1], — 1] ot 1§ + % .o+ 697" ) 0y (g% + ¢*' . . .+ g¥7"),
puis, en remplacant ¢ par ¢*,
[0l [—=1 =1]=co+ e G+ s+ o+ 5 ") + Ca(§ 4+ 6"+ 47

On pourra d'ailleurs présenter les deux équations qui précédent sous
une forme analogue a celle des équations (16) et alors, en les multi-
pliant 'une par l'autre, on obtiendra, au licu de la tormule (20), la
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suivante :

N
(41) 4pT= A"+ uR1,

les valeurs entidres de A, B étant toujours déterminées par les for-
mules (17). Enfin si, en nommant p* la plus haute puissance de p qui
divise simultanément A ct B, on pose

A=pra,  B=ply,
= ; —2),
on verra la formule (41) se réduire a
(42) bpt=at+ vyt

On pourrait encore, dans Phypothése admise, ¢'est-d-dire lorsque
v, © sont tous deux de la forme 4+ 3, décomposer le sccond membre
de la formule (38) en deux facteurs égaux, non plus aux deux produits

Ll =1 [=va -1 =1,
mais aux deux produits
[1,:][—1,1],. [, - 1)[—r1,—1},

et alors on se trouverait conduit, non plus a la formule (42), mais a
une équation de la forme

(43) Gpr=xt 4wyt

Considérons maintenant le cas ot v serait de la forme 42 +1, w étant
de la forme 4@ + 3. Alors la formule (41) se trouverait remplacée par
les formules (40), en sorte qu’on aurait simplement

!
A =apt, B=o;

et, en conséquence, la formule (42) cesserait de fournir la transfor-
mation d'une puissance entiére de p, multipli¢e par 4, en un binome
OFEuvres de C. — S. 1, t. HL. 17



130 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

de la forme

2+ vyt
Mais laformule (43) continuerait de subsister et I'on pourrait au reste
déduire une nouvelle formule de la décomposition du second membre
de I’équation (38) en deux facteurs de la forme

[ 1} [=1, =], [1y=1][=1.1].

Alors, en effet, le produit
(v 1[=1,—1]

serait une fonction entiére et symétrique, non seulement de

S " ., v
et de

"v-a

I )

mais encore de
: a, a%, ..., as*?
et de
at, att, ..., a®,

qui ne serait point altérée quand on y remplacerait simultanément
¢ par g", a par a”,
les coeflicients numériques des différents termes étant d'ailleurs des
nombres entiers. Par suite, le produit
[, [=1,—1]
se réduirait a une fonction linéaire, non seulement des sommes

(5 435" o= g"7) 4 (% 4" . L gT),
(@4 a® 4. . 4 a™™) 4= (2% + a2 ., .+ a%*™),

mais encore des sommes

(@ +a®+. . 4a® ') (g + "+ 4 ¢%)
F (@A a7 (G Y L g,
(@ +a® .o a®™ ™) (5 + % . )
H(a 4t a ) (§ g L ),
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Or, des quatre sommes qui précédent, les deux premiéres se rédui-
ronta — 1, puisqu'on aura généralement

CH " AW T g =y,
L e ok St

et, quant aux deux derniéres, comme, en posant pour abréger

6 =" " — g — g = A,
a—at+a¥—. . a T — g = A
on trouve
$ +c"’+...+c"“’=——':A’ G g g 2——“:4
1— A 1+ A
A4 AT = ——y at a4 A ’r:—-—;——.

elles pourront étre représentées par les expressions

1—A 14+A 1+ A 1—A 1+ AN
—_— —_—

-+ — .
P a 2 2
1—A 1 —48 1 +A1+4 1 — AN
2 2 T3 a 2

Done, dans I'hypothése admise, le produit
[1y 1] [—1,—1]
se réduira simplement i une fonction entiére et linéaire des rapports

1+ AN 1— AA
T T2

les coefficients étant des nombres entiers; en sorte qu’on aura

[ [=1, =1 l=cp+e, #ﬂ-c.'—_—"‘i{l;

oy €4, €y désignant des quantités entiéres. Si I'on pose maintenant

A=1ac,+c;+cy B=c;—cy,



132 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
la formule précédente donnera

(44) afr, (}[—1, —1] = A + BAL,

les valeurs numériques de A, B étant deux entiers de méme espéce,
¢'est-d-dire tous deux pairs ou tous deux impairs. D’autre part, si,
dans la formule (44), on remplace ¢ par ¢*, sans remplacer en méme
temps « par o, alors, au licu de cette formule, on obtiendra la sui-
vante :

(43) a1, —1][—1,1] =A - BAA/,

puis on tirera des formules (44), (45), combinées avec I'équation (38),

N

(46) 4pT=A*— BAtA",

De plus on aura, en vertu de I'équation (10),
V-1
(6= 6" g™ —. AT =g = (=) Ty,
w-—1
(k=B @ e, A% = ) = (1) T
ou, ce qui revienl au méme,

v-—-1 w1
A’:(——I)T‘l, A”:(—l)_’-m.

Donc, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme 4z +1,
w étant de la forme 42 + 3, on trouvera

Art=—v, Atz= —w
et la formule (46) donnera
N
(47) .’,[5:A’+V&)B’.

Enfin, si I'on nomme p* la plus haute puissance de p qui divise simul-
tanément A et B, alors, en posant

A=ptz, B =piy,

y.:g—-—?).‘
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on verra la formule (47) se réduire a

(48) hpt= 2+ v y?
ou, ce qui revient au méme, i I'équation
(49) 4Pt =2+ ny?,
la valeur de n étant

n =vu.

1l est bon d'observer que, le nombre v étant supposé de la forme
4z A1 et le nombre o de la forme 4z + 3, le nombre 2 sera de la
forme 42+ 3, dans I'équation (jg) aussi bien que dans I'équation (21).
On peut ajouter que 7, étant le produit de deux facteurs premiers
impairs, v, @, ne pourra étre de la forme 4 + 3 que dans le cas ot
un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et o étaient
tous deux de la forme jx 4+ 3 ou tous dvu'( de Ia forme 4a 41, leur
produit

n=yvn

serait évidemment de la forme 42 + 1.

Les diverses formules qui précédent s’accordent avec cellea que
nous avons établies dans le premier et les deux derniers paragraphes
du Mémoire. Elles peuvent d'ailleurs étre facilement étendues au cas
oin n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs

v, v, V', ...
Ainsi, en particulier, supposons
n=vw',
v, v, ¥ désignant trois nombres premiers impairs, et représentons par
[ty1,1]

le produit des diverses valeurs de @, correspondant aux valeurs de A
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qui, étant premiéres a n, vérifient les équivalences

v—1 V=1 Vit

(50) T =1 (mod.v), a3 =1 (modv'), &' =1 (mod.v).

Soit encore
[—1,—1,—1]

le produit des diverses valeurs de @, correspondant aux valeurs de &
qui, étant premiéres a n, vérifient les équivalences

V=1 V=1 -
G1) £ =—1 (modw), x* =—1 (modv), x T =—1 (mod.y),

et concevons que I'on emploie, dans un sens analogue, chacune des
huit expressions comprises dans la formule

[, %=1, 0],
de sorte qu'a un changement de signe opéré dans le dernier membre
de la premiére, ou de la seconde, ou de la troisicme des formules (50),

doive toujours correspondre un changement du signe qui affecte la
premiére, la seconde ou la troisiéme unité dans la notation

[1,1,1]

Soient d’ailleurs respectivement

des racines primitives des (rois équivalences
2=1=y  (mod.v), z¥=t=1 (mod.y'), a¥-t=1 (mod.v")

et

des racines primitives des trois équations

V=i, av=1, o= 1.

Enfin posons

(52) L - e Y Y
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et nommons 4’, 4" ce que devient A quand on remplace v par v’ ou v".
Chacune des huit expressions

(53) \ [y 0,1], [h—1, =1}y [=1, 1, =], [—1,—1,1],
l=ti= =1l I=teteih =1l [11wi]

sera une fonction entiére et symétrique, non seulement de

. 6§ L,
ou de

. $ ",
mais encore de

d ¢ 6 L, g
ou de

L g

et aussi de

Ay U P
w e, g

ou de

S, T

les coefficients numériques étant des nombres entiers. Par suite, on
pourra en dire autant des produits qu’on obtient en multipliant I'une
par l'autre deux ou plusieurs des expressions (53), et chacun de ces
produits, ainsi que chacune de ces expressions, sera non seulement
une fonction linéaire des deux sommes

11— 1+ 4
3 o UL
2 ’ [l i SIS 3 = — Py

§H e . g T = — ’

par conséquent des deux rapports

--4 1+A
2 0 T a

’

mais encore une fonction linéaire des deux rapports

1—4" 1+ A
2 2

et aussi une fonction linéaire des deux rapports

I—A', |+A'_

2 2



1% MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

Donc chacune des expressions (53), ou chacun de leurs produits,
multiplié par 2®= 8, deviendra non seulement une fonction linéaire

de
1—A, 1+4,

par conséquent de A, mais encore une fonction linéaire de
— 4 1+ 4

par conséquent de A, et aussi une fonction linéaire de
1— A" 1+ A,

par conséquent de A”, de maniére a offrir généralement huit termes
dont I'un sera constant, les sept autres termes étant respectivement
proportionnels i

A, &, A, AN, AN, AN, ANN

et les cocefficients numériques élant toujours des nombres entiers.
Ajoutons que de la premiére des expressions (53) on peut déduire
successivement les sept autres en v remplacant séparément ou simul-
tanément

A par —A4, A" par — A/, A" par —A7,

c'est-a-dire en_changeant le signe de 4, ou de &', ou de A”, au moment
oul, dans la notation

[0
on change le signe qui affecte la premiére, la deuxiéme ou la troisiéme
unité. Cela posé, si 'on considére en particalier les deux produits

([ 3 =1 —1] =0, = 1] [—1, =1,1],

(54) [—1,—1, =1 [~ ][, =], 1,—1],

il est clair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, des trois
différences représentées par

A, A, A,
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deux sculement changeront de signe et que, pour déduire le second
produit du premier, il suffira de changer & la fois le signe de A, celui
de A" et celui de A" 1| suit de cette remarque, et de ce qui a été dit
plus haut, que les produits (54), multipliés par le nombre 2°= 8, ne

devront renfermer ducun terme proportionnel & une scule des diffé-
rences
A, A, A

ou & Pun des produits partiels
' AN, AN, AN
et devront se réduire & deux binomes de la forme
@+ bAA'A",
a—hAA'A,
a, b désignant deux quantités entieres. On aura done

( 8(ry v [, =1, =1 [~n, 0, =1][— 1, —1,1]=a+ bAA'A,

(55) .
8(— 1, =1, =11, 1, ][ty =1, 1] [y 1, — 1] =a— bAN'A,

D'autre part, chacun des produits (54), pouvant étre considéré comne
une fonction entiére des rapports
1—A 1A 1=A i+ A g —A 4+ A
_— — —_—— —— ——1 —_—
2 2 % 3 2 2
dans laquelle les coefficients numériques sont entiers, se réduira,
au signe prés, 3 un nombre entier si 'on y remplace chacune des

différences
A, &, A

par un nombre impair; par exemple, par 'unité. Done un tel rempla-
cement doit rendre le premier membre et, par suite, le second membre
de chacune des équations (55), divisible par 8. Donc les deux binomes

a+b a—b

seront divisibles par 8; d’ot il suit que leur demi-somme a et leur
OBuvres de C. — 5.1, t. il 18
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demi-différence b seront divisibles par 4 ou de la forme
a=4A, b=4B,
A, B étant des quantités entiéres. Donc les formules (55) donneront

[, )=, —1][=1, 1, —1][—1, —1,1]=A + BAA'A’,

(56)
A[—1, =, 0 [, ][, =], 1, —1] =A—BAA'A,

les valeurs numériques de A, B étant des nombres entiers.
Observons a présent que — 1 sera une racine de 'équivalence

v—1
E]

(57) z ¥ o= (mod.v)

. V-1 .
si, v étant de la forme 4z + 1, le rapport —— est un nombre pair et
sera, au contraire, une racine de I’équivalence

v—1
1

(58) 2! =—1 (mod.v)

si, v étant de la forme 42 + 3, le rapport v——;—l est un nombre impair.
Donc, par suite, des deux quantités

b, —h,

P'une sera racine de I'équivalence (57) et I'autre racine de I'équiva-
lence (58) si v est de la forme 42 + 1; mais toutes deux seront racines
d’une seule de ces équivalences si v est de la forme 42 + 3. Pareille-
ment, les deux quantités + A, — A seront racines, I'une de I'équi-
valence

V=1

(59) x t o= (mod.v'),
'autre de I'équivalence

(60) x ¥ iz (mod.v')

si v est de la forme 42 +1; et toutes deux, au contraire, seront racines
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d'une seule de ces équivalences si v est de la forme 42 + 3. Entin,
les deux quantités + &, — A seront racines, I'une de l'équivalence

¥l

(61) =1 (mody),
V'autre de I'équivalence
(62) cl—’_l_: 1 (mod.v')

si v est de la forme 42 + 1; et toutes deux, au contraire, seront racines
d'une seule de ces équivalences si v” est de la forme 4+ 3. Cela posé,
il est clair que les deux mondmes

6, 6.,

appartiendront, comme facteurs, i une scule des expressions (33) si
les nombres

v, ¥, ¥

gont tous trois de la forme 4 + 1; et, comme le nombre des facteurs
compris dans chacune de ces expressions est égal au huitiéme du
produit

N=(=0)(/=1)(=1),
qui représente le nombre des termes premiers & n =vv'v" dans la suite

1, 2 3 ..., a-1,

onaura évidemment, dans le cas dont il s’agit, eu égard a la formule (3),

) [0 =p% [1,-~|,—-|]~:p‘1', [—I,l,—-l]:/);‘-‘, [—n--0n1) ,z;—",

-

[—l,—u,-—l]:p", [—5n1] pﬁ. =11 :-,pﬁ, [1, ta=-1) _.,,i'i'

Si des nombres
. v, v, ¥

deux seulement, par exemple v, v', sont de la forme 4z + 1, le troi-
" siéme, v, étant de la forme 4z + 3, alors les mondmes

O 0.4
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appartiendront comme facteurs, non plus a une seule, mais a deux
des expressions (53) qui ne different entre elles que par le signe de la
troisiéme unite, et 'on trouvera, par suite,

(64) VD], —1] ::pi, [—1, =1, =1][-1, ~-1,1]= pi
{ [1.——-1,1][’|,--|,—-|]=p7, [—n 1], =11 =p~.

Parcillement, si des nombres

v, v, Vv

un seul, v par exemple, est de la forme 42 + 1, les deux autres, v/, v,
étant de la forme 4z + 3, les mondomes

8, 0.,

appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui ne
différeront entre elles que par les signes de la deuxiéme et de la
troisiéme unité. On aura donc, par suite,

=
{3

(63) s Loy 1y 1[0y — 1, —1] =p¥, [—1, 0, —1][—1, —1,1]=pF,

el
1z

[, =51l ',—l]"'P_, [—n ][~ =1, —1]=p"
Enfin, si les trois nombres

v, v,
sont tous trois de la forme 42 + 3, les mondmes
O 0.,

appartiendront, comme facteurs, & deux des expressions (53) qui
différeront entre elles par les signes des trois unités, et 'onaura, par
suite,

N

(66) ["'v‘]l.—"“"'—']':lﬁ' L1y =1, "][":lyllngv

=z

V=64 =1, —1,1] ::pg, [—n = 0], ~-1]=
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1 est d'ailleurs évident que, dans tous les cas, les formules (63),
ou (64), ou (65), ou (66), entrainent la suivante :

(67) PPl a] [ =t =11 [=1, b =] [=1, =ty 1] [=1, =1, =] [t 1, ] (1 =1, 1] {1, 1, =1 .

Gomme, dans le premier et le troisiéme cas, on tire des formules 63)
ou (64)

(68) ( [yu Q- =1][=nn~1[=1,—1, n]:pg,

[=n =t =1[=n ][, =)L, —1] ,:p!’,

il est clair qu'alors on doit avoir, dans les formules (56),

!
A=Y, B=o.

Au contraire, dans le deuxitme et le quatrieme cas, on tire de
I'équation (67), jointe anx formules (56),

(69) 4[5-: Al— BrATARAM,
On trouve dailleurs, dans le deuxiéme cas,
Ay, A=y, A=y,
et, dans le quatriéme,
A=y, A==y, A==V
On aura donc, dans I'un et Pautre cas,
AtA AR = — WV =—n3
et, en conséquence, la formule (69) donnera
N
(70) 4P =AM+ B

‘D'ailleurs, parmi les trois facteurs premiers de n, ecux qui sont de fa
forme 4z + 3 seront en nombre impair dans le deuxitme et le qua-



142  MEMO RE SUR LA THEORI E DES NOVBRES.

tritme cas, et.cn nombre pair dans le premicr et le troisiéme cas.
Donc le deuxitme et le quatriéme cas, auxquels se rapporte I'équa-
tion (70), seront précisément ceux ol le nombre n est de la forme
hx + 3. .

Au reste, des raisonnements, semblables & ceux qui précedent,
s'appliqueraient aux cas oit le nombre entier n serait le produit de
quatre, cing, ... facteurs premiers impairs

' ' ” .
v, V, v, V", .3

ct alors, en désignant par N le nombre des termes premiers a n qui
seront compris dans la suite

h, 2 3, ..., n—1,
c'est-a-dire en posant
No-(v—=1) (V=) (V"= 1) (¥ =—1)...,
on se trouvera de nouveau conduit i la formule (50), A, B étant deux
quantités entiéres dont la seconde sera nulle, si n est de la forme
Aha + 1, mais cessera de s’évanouir, si n est de la forme 4x + 3.

Si maintenant on désigne par p* la plus haute puissance de p qui
divise simultanément A et B, alors, en posant

A=plz, B=ply,
= g — 1),
on tirera de la formule (50)
(71) Gp*=x*+ ny*.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé le nombre » composé de
facteurs premiers impairs. Supposons maintenant le nombre » pair ct
composé de factears dont I'un soit 2 ou une puissance de 2, les autres
étant des facteurs premiers impairs. Si I'on suppose d'abord ccux-ci
réduits & un seul facteur premier v, n sera de Pune des formes

av, 4v, 8y, ....
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Or, en supposant » divisible une seule fois par 2 ou de la forme 2, on
retrouvera des formules analogues & celles qu’on obtient quand on
pose simplement n = v. Mais, si I'on suppose

"oz fy,

v étant un nombre premier impair, on obtiendra des résultats dignes
de remarque. Soient, dans cette hypothése,

@ & p
des racines primitives des trois équations

zb =, av=1, Zh g

on pourra prendre
p=as.

Si d’ailleurs I'indice 4 de ©, est équivalent a /, suivant le module v, et
a / suivant le module 4, on aura

ph=al¢!,
ce qui suffira pour réduire I'équation (1) a I’équation (22); et, si I'on

désigne par
gne p o,

la valeur générale de @, que fournit I'équation (22), les valeurs parti-
culiéres de 0, qui correspondront & des valeurs de £ premiéres a n,
seront celles que présente le Tableau suivant :

(72) 0,1, 0., 6,, ..., 8,5,
2
7 0., 0.3 By ...y Oy,
u étant une racine primitive de I'équivalence
= (mod.v).

Concevons maintenant que, daus la formule (7), on fasse coincider

O 6 6
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avec celles des expressions de la forme 0, qui, dans le Tableau (72),
offrént pour premier indice une puissance paire de « et, pour second
indice, I'unité. 1l est clair qu’alors la somme

h+k+1l+...

sera équivalente, suivant le module 4, &

et, suivant le module v, au produit

'V
[ S p

Done, cette somme sera divisible par

no=4v,
ou seulement par
—n=ay,
ou enfin par
1
3 n=y,

suivant que v — 1 sera divisible par 8 ou par 4, ou seulement par 2,
c’est-a-dire suivant que v sera de la forme

8z +1, ou 8x+35, ou fxr+3.

On aura donc, dans le premier cas,

Opititr.. =@y=—1,
(73) 0,0,8,...=—Ruxr.,
dans le deuxiéme cas,
Ohikrrs.. =6 =8y,
T
(75) 0,0,8,...=Rus,,..0,

et, dans le troisiéme cas,
Opiksis.. =6, =8,
;ﬂ

(75) 0,6,80,...=Ryy,...0,
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pourvu que
0, 6, 6, ...

remplissent les conditions ci-dessus énoneées, ¢’est-a-dire, on d’autres

termes, pourvu qu'on fasse coincider les indices

avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences

v—1

(76) 2z ! =1 (mod.v), (mod. 4).

On prouvera dailleurs facilement : 1° que, xi 2 est de la forme 8 + 1
on 8x + 5, I'équation (73) ou (74) s'étendra au cas méme odr 'on
ferait coincider les indices

avec ceux qui vérifient simultanément les deux équivalences

V-1
(77) T (mod.v), x=3.=—1 (mod.}),
ou les deux équivalences.
y;l
(73) x* =—1 (mod.v), roozt (mod.g),

ou bien encore les deux équivalences

:—1  (mod.});

G0 x* =—1 (mod.v),

2° que si v est de la forme 4o+ 3, U'équation (73) s'étendra au cas
méme out 'on ferait coincider les indices

avee ceux qui vérifient simultanément les équivalences (76) ou (78),
mais devra étre remplacée par I'équation suivante :

(80) 0,0, 0,...=Rpss.. 0.y,
OFuvres de €. — $. 1, t. 1L, 19
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si Fon fait coincider les indices
bk,
avec ceux qui vérifient les équations (77) ou (79). Done, si l'on désigne
respeetivement par les quatre notations
[yl A=l Ty [=1,-0)

les quatre produits formés par la multiplication des valeurs de

9, 6, 6,

correspondantes aux valeurs de

qui vérifient les formules
(76), ou (77), ou (78), ou (79),

on pourra, dans 'équation (73), lorsque v sera de la forme 82 + 1, ot
dans I'équation (74), lorsque v sera de la forme 8.2 + 5, remplacer
successivement le produit

0,0,0,...
par chacune des quatre expressions

11, 1] 20, Oy, .ell“l‘ S0y,

] (LR | I PPN TP C RPN - O
( =111 By B BB e
[ -t =] 20, 0,040, .0, 1,

(81

Mais, lorsque v sera de la forme 42 + 3, alors on pourra remplacer le

produit
0,6.90,...,

dans I'équation (75), par chacune des expressions
11 [, —a)
ou, dans I'équation (80), par chacune des expressions

L=, =, —1]
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Observons a préseat que — 1 sera une des racines de Péquiva-

lence (57), siv est de la forme 4z -+ 1, et de Péquivalence (58), si
vestde la forme 4 + 3. Done, par suite, les deux quantités

h, -~h

satisferont, I'une aux formules (76), Iaitre aux formules (77), ou
Fune aux formules (78), Fautre aux formules (79). si v est de la
forme j + 1; et, au contraire, ces deux quantités satisferont, 'une
aux formules (76), lautre aux formules (79), ou l'une aux for-
mules (77) et Pautre aux formules (78), si v est de la forme 4 + 3.
Done, en vertu de la formule (3), on aura : 1 si v est de la forme
8+t ou 8 4- ),

v -1 w1

(82) boalle—=1l=p T, Lol e p
2% si v est de la forme 4 + 3,

= vl

(83) [nll=ne 0 p T, T ] ep i

Dans I'un et autre cas, les formules (82) ou (83) donneront
(84) et ==, =1l
Dailleurs, comme, dans chacune des formules (73), (74),-(75), (80),
I'expression
R'I.k.l.v“
représentera une fonetion entiére et symétrique de
I A
par conséquent une fonction entiére et symétrique, non seulement de
O
mais encore de

ah, ak, o, ...,

les coefficients numériques_étant des nombres entiers, il est clair



148 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
que, si v est de la forme 8 + 1, le produit -
[, 0] [0, —1]

- sera, en vertu de la formule (73), une fonction entiére et symétrique,
non seulement de
. 6 N o ¢
mais encore de
«, o,
par conséquent une fonction linéaire, non seulement des deux sommes
I el ST R L SR TS

mais encore de la somme
a <+ ad.

Or, cette derniére somme étant nulle, en vertu de I'équation

atn—n,
2 laquelle doit satisfaite la racine primitive a =y—- 1ou ¢ = — y= 1
de I'équation
b=,

il en résulte qu'en supposant v de la forme 8 + 1, on aura
[, —=1l=co+ e+ 6"+ o+ 6" )+ Ca(g" + 67 +.. .4+ "),

Cos €,y ¢, désignant des quantités entiéres. Si, dans I'équation précé-
dente, on remplacc § par g“, on trouvera

[ty 1] = 1, — 1] = oty (%4 §" 4. .. 4 6™7) - €4 (§ 4§ 4 o - §");
puis en posant, pour abréger,

GNP g g = A,

A==ac,— ¢y €y, B=c,~¢y
on réduira les deux équations que nous venons d’obtenir a la forme

2[n, 1] 1, —1] =A<+ B4,

(85 A=t 1]l 1,—1]  A-BA.
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Si le nombre v était de la forme 8z + 5, alors on devrait a I'équa-
tion (73) substituer I'équation (74) et, par suite, en ayant égard 2 la

formule )
6},.::0,0 ,,=p,

on obtiendrait, au licu des équations (85), les deux suivantes :

{3l —11 =(A+Ba)p,

(88) | af=1, 1] [— 1, —1] = (A — BA)p.

Enfin, si v était de la forme 4z + 3, on devrait & I'équation (73) sub-

stituer I'équation (75) ou (80) et, par suite, en ayant égard i la formule
6v_e—v=-l’.

on se trouverait de nouveau conduit i deux équations de la méme
forme que les équations (86). Observons d'ailleurs que les équa-
tions (86) peuvent étre censées comprises elles-mémes dans les for-
mules (85). desquelles on les déduit en remplacant les deux quantités
entiéres A, B par deux autres quantités entiéres pA, pB.

Les résultats que fournissent les équations (82), (84), (85), (86)
sont analogues 3 ceux que nous avons obtenus en prenant n =v; et
d’abord, si v est de la forme 8 + 1, on tirera des formules (82)
et (85)

Si, au contraire, v est de la forme 82 + 5, on tirera des formules (82)
et (86) '
A= ap'v_;:, B—o.
Enfin, si v est de la forme 4 + 3, alors des formules (84) et (86),
jointes a P'équation
At=—y,
on tirera

(87) 4p¥t= A+ R

puis, en nommant p* la plus haute puissanee de p, qui divise simul-
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tanément A, B, et posant

Az phr, B=py,

pov—3--13},
on trouvera

(88) Apt a2t vyt
Considérons maintenant les deux produits
[y 1) l—1 1]y (=11 [—1,1]

que T'on déduit Pun de Pautre, en remplacant § par ¢, ou 2 par 2%z a "',
Chacun de ces produits sera une fonetion entiére de 2 et, de plus, une
fonction entiére of symétrique, non seulement de

et

s ¢ ¢

mais encore de

e

§ ¢ e €Y

les coefficients étant des nombres entiers. Comme d'ailleurs chacun
de ces produits ne sera point altéré, lorsqu'on y remplacera simulta-
nément
¢ par g¢" el a par 2,
il devra se réduire, non seulement i une fonction linéaire de
a, at
et, en méme temps, i une fonetion linéaire des deux sommes
SO e N R

mais encore, évidemment, i une fonction linéaire des sommes

2 (g g ) X (g g ),
(g4 g ) (g T

Or, en verta de la formule

ona
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et, par suite, chacune des deax derniéres sommes se réduit, au signe
pres, a
A(g—g ¢ —. g g ) AL

Dowe les deux produits

[} [—r1, —1], [, =2[ -1,0]
se réduiront d deux fonctions linéaires du monome

aA
qu'on déduira I'une de Pautre, en r(lmpléc:ml a par 2= — « ou, ce
(qui revient au méme, en remplagant
aA par — 24,

Dailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur

8 =p
sivest de la forme 8« 4-1, et

0,0_,~:—p
sivest de la forme 4z + 3. On aura donc généralement

{ (] [=1,—1]=A 4 Bag,

(89) I, —1l{=1 114 -Baa,

A, B désignant deux quantités entiéres qui sevont divisibles par p si
v est de I'une des formes 8.2 + 5, 42 + 3. Ces principes étant admis,
si I'on suppose v de I'une des formes

82 +1, 8r+35,

alors des équations (84), (89). jointes aux deux formules

at==—1, At -,
on tirera

(90) pr-t= A+ R

Si, au contraire, v est de la forme 4.2+ 3, on tirera des équations (83)
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et (89)

1

vl
A=p?, B=o.
L’équation (go), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque
v est de la forme 82 + 5, mérite d'étre remarquée. Si 'on désigne
par p* la plus haute puissance de p qui, dans cette équation, divise
simaltanément A et B, alors, en posant
A=p'z, B = pty,
pmv—1—al,
on trouvera
(on PP= a4yt
Il est bon d’observer que, dans le cas oit I'on suppose
n=>Afy,

le nombre N des termes premiers a n-ct compris dans la suite

, 2, 3, ..., n—1
est précisément
2(v—1).

Donc, alors, Pexposant de ;» se réduit a % dans les formules (84) et (9o),
aussi bien que dans les formules (38) et (47), (67) et (70).
Dans le cas particulier oli, v se réduisant 3 'unité, on a simplement

n=y4,
on a aussi

p=a,
a désignant toujours une racine primitive y— 1 ou — y- 1 de I'équa-

tion
ARSI

Alors on tire de P'équation (3)
' Ak}
e;. p, 0,0, =(—r* I

et de I'équation (4)
81 =R, ,6,, 6! =R,,0,,
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puis de ces derniéres combinées avec les deux précédentes
(92) P=R, Ry,

Dans cette méme hypothése, R, ,, se réduisant i une fonction entiére

de «, sera de la forme *
R,,1=A+B¢z

A, B étant des quantités entiéres, et I'on aura encore

R,,=A~+Ba
ou, puisque «*= —1,

Ryy=A— Ba.
Par suite, la formule (92) donnera

P =(A+Ba)(A—Ba)=A'— Bat
ou, ce qui revient au méme,
(93) s p=A'+BL
Done, alors, la multiplication de ©} par ©3, ou plutot de R, , par R, ,,
fournira la décomposition du nombre p en deux carrés, c¢'est-a-dire,
en d’autres termes, la résolution de ¥'équation indéterminée
A

(94) p=z"+y
dans laquelle p désigne un nombre premier de la forme 4z + 1.
Si, au lieu de supposer » = 4v, on supposait
n=4w...,
v,V ... étant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit,
en raisonnant toujours de la méme maniére, i une formule analogue a

I’équation (go). Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre des
facteurs premiers impairs étant réduit a 2, Pon ait

n=4w'.
Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite

1, 2, 3, ..., n—u,

OFuvres de C. — S. |, t. Ml. 20
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sont premiers & z = 4y, on trouvera

N=a(v—1)(v—1).

Cela posé, en étendant 'usage des notations (53) au cas o, dans le
roduit

P n=w',

on remplace le facteur impair v* par le facteur 4, par conséquent, au

cas olt I'on remplace les équivalences

=1 V=1
z ¥ =1 (mod.v), ¥ =—1 (mod.v')
par les équivalences

z=1 (mod.4), z=-1 (mod.4)

et les sommes

v 1-- A" . - "
g e c"‘+;0‘”'+...+;’""'=—-'—"%A-
par

@ et ad——a,

on obtiendra, pour représenter les produits (54), non plus des fonc-

tions linéaires de
1—A" A"
2 ’ 2

mais des fonctions linéaires de

lesquelles, dailleurs, ne cesseront pas d’étre en méme temps fonc-
tions linéaires de

=4 1+A
2 2
et fonctions linéaires de
A ed
7 0 T a

Donc, alors, au lieu des équations (55), on en obtiendra d’autres de la
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forme

41, 1,1, =1, =1]{—1, 1, —1}[—1, —1,1] = a + baAA',

5
b =1, =1, = 1] [= 1, 5,001, — 1, 1][1,1, = 1] =a — baAd/,

a, b désignant des quantités entiéres qui, comme les produits (54),
seront divisibles par p?, c’est-a-dire par le carré de

2
9;,. ou de 9_:,‘0_;.,

si le nombre
v—1 V—1
2 2

o} 2

n’est pas divisible par 4. Comme, d'ailleurs, dans chacune des équa-
tions (95), le premier membre, ou le quadruple de I'un des pro-
duits (54), devra se réduire au quadruple d’un nombre entier, si I'on
remplace A, A’ par des nombres impairs tels que I'unité et o par un
nombre pair ou par un nombre impair, par exemple par o ou par 1, il

est clair que
a et a+b

devront étre des multiples de 4. Donc a, b seront divisibles pal; 4 ou

de la forme
a=A4A, b=4B

et les formules (95) donneront

(0000 =1, =[5, —1] (=1, —1,1]  =A+BaAd,,

99 [ =1 —1][=11,0] [, =1, —1][1, 1, —1]=A —BaAA,

les valeurs numériques de A, B étant des nombres entiers qui seront
certainement divisibles par p? si le nombre

N_v—i1vV—1

3 2 2

n'est pas divisible par 4. D’autre part, on reconnaitra sans peine que
les formules (64) sont applicables au cas oi1; dans le produit

n=4w,
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme 4x +1; les for-
mules (65), au cas ou un seul de ces facteurs impairs, v par exemple,
es de la forme 4x+1 enfin les formules (66), au cas ou les fac-
teurs v, v' sont de la forme 4x+3. Dans les trois cas, les for-
mules (64)» (65) ou (66) entraineront la formule (67) et, dans le
second cas en particulier, les formules (65) ou (68), jointes aux
équations (96), donneront

N
A =p7, B=o.
Mais, dans le premier et le troisiéme cas, on tirera de I'équation (67),

jointe aux formules (g6),

-]
(97) P =A'— BratAA = A+ BrAA"Y;
et, comme on aura, dans le premier cas,

At=y, A=,
dans le troisiéme cas,
Az, A=y,
il en résulte que, dans le premier et le troisiéme cas, on trouvera

AAr=w/,
par conséquent
N
(98) PI=Ar 4w B
On peut remarquer, d'ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont
précisément ceux ou le produit

est de la forme 4.+ 1. Ajoutons que les quantités entiéres A, B seront
divisibles par p?, si les deux nombres v, v' sont de la forme 42+ 3.
Généralement, si n est de la forme

n=4wv...,

v, v, v, ... désignant des facteurs premiers impairs, alors, en nom-
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mant toujours N le nombre des termes premiers a n et compris dans
la suite !
, 2, 3 ..., n-—i,

c’est-3-dire en posant

N=a(v—=0)(vV—=1)(v"—1)...,
on trouvera
]
PP=A'+wV.. B,

ou, ce qui revient au méme,

(99) P=A+ B,

A, B désignant des quantités entiéres, dont la seconde sera nulle
lorsque le produit
wh', ==

S~

sera de la forme 42 + 3 et cessera de s’évanouir lorsque le méme
produit sera de la forme 4 + 1. Ajoutons que les quantités A, B
seront divisibles par la puissance de p, dont le degré estle nombre des

facteurs impairs
vV, Y,

si le produit

n’est pas divisible par 4.
Si maintenant on désigne par p* la plus haute puissance de p qui
divise simultanément A et B, alors, en posant

A=piz, B=ply,
= g —al,
on tirera de la formule (99)

(100) pr=2z'+ —Z]'.

Supposons encore n = 8. Alors, si I'on nomme « une racine primi-
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tive de I'équation
=1,

les quatre racines primitives de cette méme équation seront
a, ot ot o’
et I'on aura
at=—1,
Alors aussi la formule (3) donnera
8}=p, 6,6,=86,08,=(— l)"—::p,
et I'on tirera de la formule (4)
8,0,=R,.0,, 8,0,=R;,8,,
puis, de ces derniéres équations combinées avec les deux précédentes,
(101) pP=R; Ry 1.

D'ailleurs
R,

sera une fonction entitre et symétrique de
@, a,
par conséquent, une fonction linéaire des sorgmes de la forme
am 4 adm,

le coefficient numérique de chaque somme étantun nombre entier; et,

d’autre part, la somme
am - aqim

se réduit, pour m =1ou3l, a

a+al=al+a,
pour m=2oub, a
altat—=at+ a'*=o,
pour m=4, a
at+ alt=—a,
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enfin, pour m = 5 ou 7, &

tat=a'+al'=al+ a’=— (a+ a?).
Donc R, , se réduira simplement & une fonction linéaire de la somme.
a4+ al;
et, comme on déduira Ry, de R, , en remplagant
x et a

par

at=—a et al=—al,
on aura nécessairement

{ Ris=A+B(a+a’),

(102) | Ryrez A —Bla+a),

A, B désignant des quantités entiéres.
Si maintenant on combine les formules (101) avec les équa-
tions (102), on en conclura

p =A*—Ba + a?)!,
et, comme on aura

(a4-a)—at+af -2at=2ab ==—2,
on trouvera définitivement
(103) P At +aB

Done, p étant un nombre premier de la forme 84 + 1, on pourra tou-
jours satisfaire, par des valeurs entiéres de &, y, & I'équation indé-
terminée

(104) p =2t +ayt

On pourrait encore facilement étendre les principes que nous venons
d’exposer au cas oit le nombre n serait de la forme

n:. 8
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ou méme de la forme
n=8wi"...,

v, ¥ v, ... élant des facteurs premiers impairs. Alors les résultats
seraient analogues & ceux que nous avons obtenus en supposant

n=4w. ...

Seulement, en passant d’une hypothése a 'autre, il faudrait substituer
aux racines primitives
a et al=—a

de I'équation
at=1

les sommes
a + o et ab 4= o’ = — ( + a®)

ou
o+ o’ et a4 at=—(a+a’),

formées par I'addition de deux des racines primitives

2, afy at a?
de I'équation
=1,

Cela posé, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite
1, 2, 3, .+, n—1

ui sont premiers a
1 P n=8wH'...,

c’est-a-dire en posant
N=4(v=1)(V=1)(V—1)...,
et désignant par A, B deux quantités entiéres, on trouverait : 1° dans

le cas ol le quotient

=w...

Y

serait de la forme 4x + 1,

P=Ar— B (a4 ad)t ABATL
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2° dans le cas oll le méme quotient serait de la forme 4x + 3,

N
PI=A'— B (a4 a7)1ATAAN, .,
les valeurs de A%, A2, A", ... étant dans I'un et I'autre cas

v=1 =1 v
A= (=1) Ty, At=(—1)1V, A= (—1) T W, el

et, comme on aurait évidemment dans le premier cas

(a+a)Y=alt+al—2=—2,
V—1 v—1 Vi—1
e -T+T+...so (mod.2),

ATARA", =W ..,
puis, dans le second cas,

(x4 a"P=at+a'+2=12,
v—1 V=1 V' —1
— e —— .= .
2 -+ 2 -+ Py el (mod.2),

A1AA", ==Y,

il est clair que, dans I'une et I'autre hypothése, on se trouvera conduit
a la formule

N
PI=A'+an'v...BY,

qu’on peut encore écrire comme il suit :
3 n
(103) p’::\‘+~z(§)3'.

Ajoutons que, dans lc premier cas, les quantités A, B seront divisibles
par la puissance de p qui a pour degré le nombre des facteurs impairs

v, Vv, Vv,

si tous ces facteurs sont de la forme 4z + 3, attendu qu’alors le
produit

V1 V=1 V' —1

2 2 2

(1+3)

OEuvres de C. — 8. 1, t. llL, 21
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sera divisible, non par 8, mais seulement par 4, et qu’on aura d’ailleurs
Oy = 9_}_: p.
2
Dans tous les cas, si I'on désigne par p* la plus haute puissance
de p, qui divise simultanément A et B, alors, en posant
A=pz,  B=ply,
= -; _— 27\,
on tirera de la formule (105)
' (106) pr= a2+ a(g)y’.
Nous remarquerons en finissant que, si le nombre premier p, étant
de la forme 4z + 3, se réduit précisément au nombre 3, les for-

mules (1G) deviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver 1'équa-
tion (20), il suffira d’observer qu’on tire de la formule (3)

6,8,=p,
et de la formule (4)
0} =R,,6, 8] =R,,8,
puis de ces derniéres, combinées avec la précédente,

(107) P =Ry, Rys.

Dans cette méme hypothése, si, en nommant p une des deux racines
primitives de I'équation

x'=1,
I’on pose
p—pt=4,
on aura, non seulement
(108) At= -3,
mais encore, eu égard a la formule p + p?=—1,
—A o 1+ A
P:— — P I — .

2.
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Comme on aura, d’autre part,

R =c+ep+apl, Rys=cot cipt+cop,
€, ¢, désignant des quantités entiéres, on en conclura
(1o9) aR,,=A + B4, 2R,y =A —BA,
les valeurs de A, B étant

A=13c,—c,—cy, B=¢,—c,,
puis on conclura des formules (107) et (109)
p=A'—BAY,
ou, ce qui revient au méme, eu égard a la formule (108),
(110) 4p =A%+ 3B,

L'équation (110) est évidlemment de la forme de celle qu'on obtien-
drait en posant » = 3 dans la formule (20).

NOTE 1IV.

SUR LES RESIDUS QUAPRATIQUES.

p étant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait,

1) (z+y+s+...)r=8 1.3.3.....p zlyssh. ..,

T g (ac.L

le signe S s’étendant a toutes les valeurs entiéres, nulles ou positives,
de
/' &> h!

qui véritient la condition

f+g+h+...=p.
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S p eg un nombre premier, le coefficient numérique

1.2.3.....p
(r.2..... S)(r.a..... g) (2. h). ..

se réduira toujours évidemment & un multiple de p, 2 moins que 'on
ne suppose un seul des exposants £, g, &, ... égal & p, tous les autres
étant nuls. Donc alors la formule (1) donnera ‘

(2) (z+y+s+.. . )pP=xP+yP+3P+...+pP,

P désignant une fonction entiére de x, y, 3, ... dans laquelle les
cocfficients numériques seront' des nombres entiers. Donc, si I'on
attribue i x, y, 3, ... des valeurs entitres, on aura

(3) (Z+y+z+.. V=P yP+3P+... (mod.p).
Si maintenant on pose
r=y=s=...=I,
alors, en nommant 4 le nombre des quantités z. ¥, 3, ..., on verra
la formule (3) se réduire. a

%) kr=k (mod.p).

L’équivalence (4) comprend le théoréme énoncé par Fermat et suivant
lequel la différence
ZP—r
est, pour des valeurs entiéres de x, toujours divisible par p. lorsque
p est un nombre premier. Comme d’autre part I'équivalence
P—zr=0 (mod.p)

ou
Z(xr'—1)=o0 (mod.p)

entraine la suivante
(5) Pl —1=o0 (mod.p)

lorsque = n'est pas divisible par p, il en résulte que tout nombre
premier & p est racine de I'équivalence (5), qu'on peut encore écrire
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comme il suit :

(6) ) ZP-t=1 (mod.p).

Si d'ailleurs on nomme ¢ une racine primitive de I'équivalence (6), les
diverses racines de cette équivalence pourront étre représentées éga-
lement, ou par les divers termes de la progression arithmétique

L, 3 3, ..., p—1,
ou par les divers termes de la progression géométrique
L o4 o8, ..., Yy

et, par suite, tout nombre entier, premier a p, sera équivalent, suivant
le module p, & une puissance entiére de ¢. Ajoutons qu’en vertu de la

formule
=1 (mod.p)

on aura généralement
si I'on suppose

14 h=k (mod.p —1).
Donc une racine

th

de I'équivalence (6) ne devra point étre censée altérée lorsqu’on y
fera croitre ou diminuer I'exposant 4 d’un multiple de p — 1. Enfin,
comme, en supposant p impair, on aura

p—t

-1
.l"’_'—l‘—‘-‘(I 1 ——l)(xp_‘—+|),
I'équivalence (5) ou (G) se décomposera, dans cette hypothése, en

deux autres dont la premiére

Pt
z 1 —1=0
ou
p=1
(7) r*T =1 (mod.p)
aura évidemment pour racines les puissances paires de ¢, savoir

oo, ot L., e,
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tandis que la seconde
p—=1

z? —1=0
ou
p=r

(8) z ¥ =—1 (mod.p)

aura nécessairement pour racines les puissances impaires de ¢, savoir
6 8, 8, ...,

Ainsi, parmi les termes de la progression arithmétique
L 2 3 ..., p—1

représentant les restes ou résidus qui peuvent provenir de la division
d'un entier par p, les uns, en nombre égal & P~/ seront équivalents,

suivant le module p, a des puissances paires de t, par conséquent a
des carrés parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou résidu. de
la division d'un carré par p, se nomment, pour cette raison, résidus
Quadratiques, aussi bien que les nombres équivalents aux mémes
termes suivant le module p; et comme, dans le cas ou |'on prend p
pour module, tout nombre premier a p équivaut a une puissance
entiére de t, le carré d'un tel nombre équivaudra nécessairement a
une puissance paire de t, c'est-a-dire a une racine de la formule (7);
d'ou il résulte que tout résidu quadratique, différent de zéro, sera une
semblable racine. Donc, les racines de |'équivalence (8) qui sont
distinctes des racines de I'équivalence (7), mais, comme elles, en

nombre égal & P~Y, ne pourront étre des résidus quadratiques Sui-
vant le module p. C'est ce que |I'on exprime en disant que chacune des

racines de I'équivalence (8) est non-résidu quadratique suivant le
méme module.

Pour abréger, nous désignerons, avec M. Legendre, par la notation

H
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p—1
le reste de la division de £ par le nombre premier p. Cela posé, on
aura généralement
(4=
P

si £ est divisible par p, et, dans le cas contraire;’

kN _ K
= = [
suivant que 4 sera résidu ou non-résidu quadratique. Comme d’ailleurs ¢,

étant une racine primitive de ’équation (6), ne pourra vérifier la for-
mule (7), on aura nécessairement

(9) t =—1 (mod. p),

Pt
et comme ¢ *

sera évidemment une puissance paire ou impaire de ¢,
suivant que p sera de la forme 42 +1 ou 4@ + 3, on peut affirmer
que — 1 sera résidu quadratique dans le premier cas et non-résidu
quadratique dans le second. Enfin, comme, d’aprés ce qui a été dit

plus haut, la progression arithmétique
n o2 3, ..., p—:1

renferme autant de résidus que de non-résidus, on aura nécessaire-
ment

N R R e
Généralement, si, une suite de nombres entiers
a, b, ¢, ..., 1

étant composée de n termes différents premiers a p, on suppose que,
dans cette suite, les résidus quadratiques sont en nombre égal a n’ et
les non-résidus en nombre égal a 2", on aura, non seulement

(11) n'4+n"=n,
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mais encore
@ =[5 [ 5] ]

et, par conséquent,
[l ok B iinel =
(13) A—n"=a?®®+b?+c? ...+ (mod.p).

On peut d'ailleurs écrire I’équivalence (13) comme il suit :

il
T (e et + e ..+ €%)
p=1
ds

(14) n'—n'=

(mod.p),

la variable s devant étre réduite a zéro aprés les différentiations effec-
tuées.

La formule (14) offre un moyen facile de déterminer la différence
n'— n’, et par suite, eu égard a la formule (11), chacun des nombres »’,
n" lorsque, le nombre  étant inférieur a p, la suite

a b ¢ ..., 1
se réduit a une progression arithmétique
hy h+k, h+ak, ..., h+(n—1)k
Alors, en effet, la somme
et q-ebi et 4l

devient
enks— g

31+ eFE e | 4 eln-Nhz) — ghz )

ek

et, par suite, la formule (14) se réduit

.

p—1
ER kz _
(15) n'—n"= d,,__l[e’"e?——-”:_ll].
ds *

Concevons, pour fixer les idées, qu'on demande le nombre n' des

résidus quadratiques et le nombre n” des non-résidus inférieurs 2 -2’-'-.



NOTE IV. ' 169

c’est-d-dire compris dans la progression arithmétique

o2, 3, ..., g
Alors on aura
n:ﬁ_—l», h=1, k=1
a

et, par suite,

(16) n’—u':-i—-—

e*—1

et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p par zéro,
est

p+1 1 P+l 1y
v e —et et _e? —¢
(17) -~ = .

et —1 e —1 et —1

Elle est donc égale au produit

(eL“:— e%,)(ﬁ—l)“'

p—i
2

termes dont chacun sera proportionnel au facteur

et sa dérivée de I'ordre

» relative & 5, se composera d'une suite de

ou a l'une des dérivées de ce facteur. Or, comme ces dérivées s’éva-
nouissent avec le facteur lui-méme quand on y remplace s et p par
zéro, comme d’ailleurs on trouvera

13 !
el — 3 &

e’ —1 1,

OFEuvresde €. — S. I, t. 111 22
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il suit de la formule (17) qu'on aura, pour une valeur nulle de z,

p=1 P+l

dT (et —¢ \)

T\ Temr T e /=0 (medp)
ds ?

par conséquent

,. 1 ,»1 p=1 1,
= ; g d? [e—et

( = ~1( e —1 )E—% = |( < T > (mod.p).
[ [ P

d..

a pr-1
ds *

Pt

'R
(18) n'—n ——'—'—‘(———
Enfin, s devant étre réduit i zéro apres les différentiations, on pourra,
sans inconvénient, remplacer s par 3y — 1 dans la formule (18), qui
se trouvera ainsi réduite i

p=1 z
vy d tang >

8-

(19) w— "z (=) (mod.p).

I
ds ?

Ajoutons qu’en vertu de formules connues, la valeur de tangz sera
généralement fournie par Péquation

tang ; =a 1ot 3 -+
‘ TRITG T2 a
(20) ¢

2t —1 33

]
36 4 1.3.3.%

ra

+ 1 2% —1 3 +
2 2% 1.2.3.4.5.6 )

L~

dans laquelle les coefficients numériques

=y ——y seny

8 3" &
que nous désignerons généralement par
oy, ol “’ll EERE]

sont ce qu'on appelle les nombres de Bernoulli.
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Pour appliquer la formule (19), il convient de distinguer deux cas

suivant que L est pair ou impair, c'est-i-dire, en d'autres termes,

suivant quep est de la forme 4z + 1 ou 42 + 3. Dans le premier cas
on a, pour une valeur nulle de s,

P—1
— 3
d? langz
—TT =%
—a

ds
et, par suite, la formule (19) étant réduite a
n'—n"=o (mod.p),
on tire de cette formule, jointe a I'équation
n4+n"=n= E:—‘;

b1
== L—[;—-

(mod.p),
par conséquent,

p—1

(21 n=n=
) 5

Au contraire, lorsque ’PT_E est impair et p de la forme jx + 3, alors,
en ayant égard i I'équivalence
ar t==1 (mod. p),

on tire de la formule (20), pour une valeur nulle de z,

Pt

d lang— P ' ( Pt

—_— ,_!. TEmrerank L,,...ﬁ-/. 2—2 7 dpsr (mod.p),
ds T a3 ! *

et, par suite, la formule (19) donne
P+l Pt
(22) n'—n"s=(—1)* (z-— 2t )J.,,,,, (mod.p).

D'ailleurs, lorsque p cst de la forme 4z + 3, il est nécessairement de
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'une des formes 82 + 3, 8z + 7 et, comme on le verra tout i I'heure,
on a: 1° en supposant p de la forme 82 + 3.

2 ! = (mod.p);

2° en supposant p de la forme 82 + 5,

p—1

2! =1
Donc, la formule (22) donnera, lorsque p sera de la forme 8 + 3,

n' —n"

(23) n'—n"=—6dp 4, =—3dpi1,
- .t"

et, lorsque p sera de la forme 82 + 7,

(24) n'—n"= x-ﬂ-,....:, # = dop+1e

=
Ainsi, lorsque p est premier et de la forme 42 + 3, la demi-différence
entre le nombre des résidus et le nombre des non-résidus inféricurs
s 1 . . . N .
& . p est équivalente, suivant le module p, & un nombre de Bernoulli
ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette proposition
remarquable a été, pour la premiére fois, énoncée et démontrée,
en 1830, dans le précédent Mémoire dont un extrait a été publié dans
le Bulletin de M. de Férussac sous la date de mars 1831.

En joignant aux équivalences (23) ou (24) la formale (11), ou
Wanr=L"1,
2

on en tire : 1° lorsque p est de la forme 82 + 3,

(33) n'= "Z' —3dprs, A= "4 +3J.,.,. (mod.p);
0

*2° lorsque p est de la forme 84 + 7,

(26) n'= —lf—Z;: +dpry, A= pT_‘- - Jo,u.: (mod.p).
; Ll 7
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Au reste, les formules (11) et (15) fourniraient, avec la méme
facilité, le nombre des résidus et le nombre des non-résidus quadra-
tiques compris dans une progression arithmétique dont les termes
seraient positifs et inférieurs a

133: ou i —E. oua g»

Concevons maintenant que, p étant un nombre premier impair, on
demande la valeur de
2
(3]

ou, ce qui revient au méme, le reste de la division de 22~ par p. Pour
y parvenir, il suffira, comme on sait, d’élever & la puissance du degré p
I'un quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels peut se décom-
poser le nombre 2. Or on a évidemment

a=(1+y=1)(1—-y=1)
ou, ce qui revient au méme,
2= +a)(1—a),

a désignant une des deux racines primitives y -
tion

, — v — 1 de I'équa-

Th=1.

D'ailleurs, on tirera de la formule (2)
(37) (14+a)=1+a’+pP,

P désignant une fonction cntiére de o« dans laquelle les coefficients
numériques seront des nombres entiers, et comme on aura, d’autre
part,

==, (+a)=12a,

zonséquent
par conséquent, oty
(14+a)pt=2?a?
et
p=t p-1
(1+a)=2ta?® (1+a)
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la formule (27) donnera

p=1 p—1t

2'a! 1+a)=1+a’+pP

ou, ce qui revient au méme,

p—1
T |+ P P
(38) 2 == + P :

x * (1 +a) 2 T (1+a)

Enfin, comme on aura : 1° en supposant p de la forme 4x +1,

It aP=14 2
r—1 p—1 prip—1

=a ? =:(__,)-T-:=(__,y-7--7-:

=

o 2

2° en supposant p de la forme 42 + 3,

1+ a=a(1+ a) = a(1-+ a?),

' p+1 p+1 pP—1p+1
i @ T = (1) = (=) T
a 2

on en conclura, dans tous les cas,

(p=11p+1)

14 al =(—l) N s

=1
“"?_(|4_¢)

ce qui permettra de réduire I’équation (28) & la suivante :°

=t sp=tpes P
(29) 2t =(—pr ('*f‘l’-l—_’_—z,,)'

En vertu de cette derpiére équation, le produit

P PG — 2r)

P P P

sera égal, au signe prés, i 'un des nombres entiers

p—1 P

2t —1, 2% 413
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et comme I'expression
P(1—ar)
sera nécessairement une fonction entiére de « dans laquelle les coefti-
cients seront entiers, cette expression, en devenant indépendante de «
ne pourra se réduire qu'a une quantité entiére. Donc le produit

pPP(1—ar)
et sa moitié
P(1—ar)

P 2

seront deux multiples du nombre premier p, ct la formule (29) donnera

-t 1p-tpt
(30) 2 1 =(—) 12 (mod.p)

ou, ce qui revient au méme,

(31) [%]:(—-l)%p%_:_..

On tirera, en particulier, de la formule (31) : 1° en supposant p de la
forme 82 =1, c'est-a-dire de I'une des formes 8z + 1, 82 + 7,

2” en supposant p de la forme 8.¢ = 3, c'est-a-dire de 'unc des formes

3l

8z + 3, 82+ 5,

Ainsi le nombre 2 sera résidu quadratique pour les modules premiers
de la forme 8z +1, 8z + 7 et non-résidu pour les modules de la
forme 82 + 3, 82 + 5.

Observons encore gu’on tirera de la formule (31) : 1° en supposant

pdelaforme 4z +1,
1



) ' —iy (2]

(32) ,L:—‘=(_|)’_:‘ 1+p— I’(_I’_') - I’(P“')(‘P—’)_‘_.”.,__ plp l)'”( 2 ) ‘
2 12l |23(—IJT_'-)

2 en supposant p de la forme 42 + 3,

- B pey
(33) nL;_I=(—l)L‘:: I—-Il—l'(p_'l)+P(P~l)(p_’)+.:.tp(p ')-'-( 2 )
? 1:2.3 123(—’%’-)

L =
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2° en supposant p de la forme 4x + 3,

-

Ces deux derniéres formules sont précisément celles que, dans les
deux cas dont il s’agit, on déduirait immédiatement de la formule (28).

11 résulte de la scconde que, le nombre premier p étant de la forme
=t . . .
4@ 43,27 sera équivalent, suivant le module p, & + 1 si ce module

est, en outre, de la forme 82 + 7 et A — 1 si le méme module est de
la forme 8 + 3.

Comme la démonstration de la formule (30) ou (31) repose entié-
rement sur le dével t de la pui p du binome

rr

1+ &,

o étant une racine de I'équation £*= — 1, on arriverait encore & la
méme formule en développant immédiatement, & Paide-du théoréme
de Newton, I'expression

(+y=1)" o (1=y=3y
et ayant égard 3 la formule
G+V=1=ay=1 o (1—y=1)=—2y=1

Effectivement, on trouverait alors : 1° en supposant p de la forme
hx+1,
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Ainsi, on particulier, en prenant
P=3. p=i p=37 p=1
on frouvera successivement

2 =— (1—3),
2! i—(1-+ 3 —10),
B =1—7—a1+ 35,

23 == (1 — 11— 33 +163 + 330 -- 462),

Une méthode semblable i celle que nous venons de rappeler ot par
laquelle on obtient la valeur de
7]
P

peut servir i trouver généralement la relation qui existe entre les deux
expressions
5l = 1]
4 i

ou, ce qui revient au méme, entre les restes de la division de 27+
par p etde2? ' par ¢, p et g désignant deux nombres premiers impairs,
Effectivement, pour obtenir une transtormation de expression

" g
-
il suffit d’élever a la puissance p Pune des racines carrées imaginaires
de == p. Or, d'aprés ce qui a été dit dans Ia Note I, si 'on désigne par 0
une racine primitive de Iéquation

(3% xr=1,

alors, en posant

(3%) G G OO Ty
on aura

(36)

OEupres de C. - S. 1, t. 111, 23
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D'autre part, ¢ étant un nombre premier impair, il résulte de la for-

mule (2) que P'équation (35) entrainera la suivante :
(37) AT G G 4= e G0 G0 ),

¢Q étant une fonction entiére de 0 dans laquelle les coefficients numé-
riques seront non seulement des entiers, mais encore des multiples
de ¢ 5 et comme, ¢ élant une racine primitive de I'équation (6), on aura

évidemment

G 1 4 I e G e (D G 0T ) =k,

o double signe devant étee réduit au signe + ou au signe — selon
le double signe devant étee réduit au signe + ou au signe — sel
que le nombre g sera équivalent, suivant le module p, & une puissance

paire ou impaire de ¢, ¢'est-h-dire suivant que 'on aura

[ZI‘:I ou |-z]:——l.
r N

il estelaiv que Péquation (37) pourra étre réduite i
(3%) .\'l:—.l%l:—u—qQ.
Enfin, comme
Az (G = e G0 Tyt
sera évidemmentune fonetion entiére et symétrique, non seulement de
VAR

mais encore de
G0, Gt Ll 0T

par conséquent une fonetion entiére et linéaire des deux sommes
R P
Grep G O e
et méme une fonetion qui changera de signe lorsqu’on remplacera 0
par O, par conséquent lorsqu’on remplacera la premiére somme par la
seconde, on peut affirmer gue A7 sera proportionnel i la difference de
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ces deux sommes, c'est-ii-dire 2 4, le coefficient numérique de A étant
un nombre cntier. Done, puisque, dans le second membre de Iéqua-
tion (38), le premier terme se réduit a = A, le second terme

7Q

sera encore proportionnel a A, le coefficient numérique de A étant un
nombre entier multiple de ¢. Cela posé, I'équation (38), divisée para,
donnera

(39) Avt

| %] (mod.q).

De cette derniére équation, combinée avee la formule (36), on tire

(mod. ¢),

par conséquent

Telle est la loi de réciprocité qu'a trouvée M. Legendre et qui sert de

base & la théorie des résidus quadratiques. La démonstration (') que
je viens d'en donner, et que javais défa exposée dans le Bulletin de
M. de Férussac de soptembre 1820, est plus rigoureuse que ecolle
qu’avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles
M. Gauss était d"abord parvenu.

Si le nombre £ est le produit de plusicurs facteurs a, b, ¢, ...,
Péquation

k=abe...

entrainera évidemment la suivante :

HHIGIE

(1) Dans la troisieme &dition de la Théorie des nombres, qui a para en 1830, M. Le-
wondre présonto cette domonstration comme élant la plus simple de toutes et 'attribue &
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage oii ce géomolre I'ait publide, et dont la dato soit
antéricure au mois de seplembre 1829.
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En d'autres termes, on aura généralement

EaRECIEE

On trouvera de méme

_ 5 al”
“lel
On peut voir, dans le Bulletin de M. de Ferussac déja cité, comment

les mémes principes peuvent étre appliqués i la théorie des résidus
cubiques, biquadratiques, ete.

Can

P

NOTE V.
DETERMINATION DES FONCTIONS Ry 40 o0 ET rﬂ:s COEFFICIENTS
QI;"HLLHS RENFERMENT,
Si, en désignant par p un nombre premier impair, par 0, = des
racines primitives des équations
ar=1, abl=y,
par ¢ une racine primitive de I'équivalence
xr—t=1 (mod.p),
enfin par A, £ des quantités entiéres, on pose
(1) e R e L L L
il est clair que la condition
k=h (mod.p —1)
entrainera les formules

themth, 0,=8,,
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en vertu desquelles on pourra toujours, si Uon veut, réduire I'expo-
sant & d’une puissance entibre soit positive, soit négative de =, ou
Pindice 4 d’une expression de la forme @5, 4 'un des nombres

o, 1, 2, 3, ..., p—a

D'ailleurs, ainsi qu’on I'a prouvé, on (rouvera: 1° en supposant A
divisible par p — 1,

(2) 0), = Op=2— 13
2° en supposant & rion divisible par p - I,
(3) 940 4= (—1)p.
Dong, si l'on pose généralement

0,0, == Rpsr Opis
ou, ce qui revient au méme,

0,0,
4 Ryp= =
(4) =g

on aura : 1° en supposant & ou £ divisible par p — 1,
(3) Rup=—1;

2” en supposant /£ non divisible par p — 1,

(6) Rin=—(—=1)"p3

ct, comme on trouvera encore

0,8, 0.,0 ,

Rk B, 2 CYRC I
ok -

on en conelura, eu égard i la formule (3) et en supposant 4, 4, ainsi
que /e + &, non divisibles par p — t,
(7) RuwRon, x=p-

Ajoutons que, si &+ £ n'est pas divisible par p — 1, on aura [voir la
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formule (3) de la page 88]

(®) Ry i = S (zih+ik),

le signe S s'étendant a toutes les valeurs de ¢ comprises dans la suite
1,2, 3, ..., p—a

et les valeurs correspondantes de ¢, j étant choisies de maniére i véri-
fier la condition

9) U ti=1 (mod.p).

Concevons maintenant que, dans le second membre de la for-

mule (8), on réduise I'exposant de chaque puissance de 5 & Pun des
nombres
o, 1, 2, 3, ..., p—2a

Ce second membre deviendra une fonction entiére de = dudegrép — 2
et I'on aura identiquement

(10) S(THIh) =g+ 4T+ 0T - BT

A, Ay Agy ooy B, désignant des nombres entiers dont plusieurs
pourront s'évanouir et dont la somme, égale au nombre des valeurs
de 7, vérifiera la formule

(1) N+ g+t Ay =p—-2.

Cela posé, I'équation (10) donnera

(12) Rpp==io+ 0T+ gt ...+ ap_gTF%

D’ailleurs si, dans 'équation (10), on remplace = par =", on trouvera
(13) S(gimhrimky = gy e 8T e @y T e, e a g TP=DIR,

Done, si le produit

m(h - k)= mh + mk
n'est pas divisible par p — 1, I'équation (12) entrainera la suivante :

(13 Rt == o+ 2, T" 4 @g T L 4 2p_g (P2,
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Sip — 1 divisait le produit

m(h+ k),
alors on trouverait : 1* en supposant mh, mk non divisibles parp — 1,

(13) S (stmireimky =y

,
par conséquent

(16) o= W T A AT g TP =

2" en supposant mh et mk séparément divisibles par p — 1,

(17) S(gimhrimky = o g,

par conséquent
(18) Qo+ QTP Wy TH e L = By TP VM zp —a,

11 est bon d’observer que, dans le premicr membre de Péquation (18),
les seales puissances de 7, qui se trouveront maultipliées par des coel-
ficients positifs et distinets de zéro, seront les puissances qui offviront
des exposants divisibles par p — 1 ou, ee qui revient au méme, celles
qui se rédaivont & Punité. Done le premier membre de la formule (18)
se réduira identiquement au premier membre de la formule (11).

Un moyen fort simple obtenir, pour des valeurs données de ¢, A
et £, les coefficients

Bar By By e By
est de résowdre I'équation (9) par rapport & j et d'en tirer, pour
chagque valeur de ¢, la valeur correspondante de j. Concevons, par
exemple, qu'on prenne p = 5. Alors 7 sera une vacine primitive
V=T oon — VD
de I'équation
Zh=1,

tandis que £ désignera une racine primitive de I'équivalence

PAREY] (mod. H).



18 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
On pourra done prendre
t=12
et en effet, aux valeurs
o, 1, 3, 3

de I'exposant ¢ correspondront des valeurs essenticllement distinctes
et non équivalentes

1, 2, 4 8=3 (mod.5)

de la puissance 2°. D'ailleurs, si l'on attribue successivement a ¢ les

valeurs
o2, 3,

les valeurs correspondantes de

1—al=1a/ (mod.})
seront

1—a2=4, 1 a, 1—8=1—3:2:3 (mod.5)

et, par suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de j,

Cela posé, on aura

S(zit P/k) = ph etk g2t by g3h+h)

et de cette dernicére formule, jointe aux équations (8) et (10), on
tirera :
Pourh=1.k=1,h+k=2,

Ry =2t '=1 4 a7?, 2,7z 0, a,=o, a=1, ag = 23
Pourh=1,k=2,h+ k=23,
Ria= 4+ 14231,  a=1, a=2 280, @,=:0;
Pourh=3, k=3, h+k=0-=2(mod. %),
Rys=at®+ 1=t ar, a,=o0, =2, =1, a;=o,

11 serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positives

Aoy Ay By eeey Bpony
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comprises dans les formules (10) et (13), en fonction des sommes de

la forme
S(zih+Ik) ou  §(zimhsimk)

En effet, si, dans la formule (13), on prend successivement pour m
chacun des termes de la suite

. o 1, 2, 3, ..., p—a2,
on en lirera

[+ a, + iy Het Ay =p—%
AT T DTtz §(1iRHE,
(19)  {ag-+aT +apt b THP N = § (TR,

= §(rlp-Dlih+Ih)),

Vg @ TP 4 2y TP e L, Tl

Or, comme, en désignant par £ une quantité entiére positive ou néga-
tive, on aura généralement, si A& est non divisible par p — 1,

(20) 1+ th4 4, TN =0
et, si & est divisible par p — 1,
(21) Pt gt gl M= p
on conclura des formules (19), respectivement multipliées par les
facteurs
G,oTom, o gmg o op-tm
puis combinées entre elles par voie d’addition,

(22)

{ (p—Dap=p— a7 "S(gh+ik)
) TS (SRR | (P=Nm § (lp- DA )

ou, ce qui revient au méme,

(p = 2)au=p— 2 -1ip Bm§(rlhrik)

23
(23) S Tp=Nm S (gARIR) ) o pgm § (PR ),

Ce n’est pas tout. Si, en attribuant a ¢ et j deux valeurs correspon-
QFuvres de €. — S. 1, 1. 1II. 24
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dantes, propres a vérifier la formule (9), on a
ih+jk-=1 (mod.p —1),
! désignant I'un des nombres
o, 1, 2, 3, ..., p—2
on en conclura, non seulement

cihisk gl

mais aussi .
Lihik = gt (mod.p).
Done la formule (10) entrainera la suivante :
(24) RIGAALS WER P YRS PYAR SR B Y L (mod.p)
et la formule (13) donnera pareillement

(23)  S(LMI+Imhy ==y A= 4 L™ A= Al A e g L2 (mod. p).

Si, dans cette derniére, on prend successivement pour m chacun des
termes de la suite,

o, 4, 2 3, ..., p—2,
on en tirera

Cdg+ iy + iy NIRRT P =p—2
datagl - ayl? EERRREE ey JEL e TR L))
(26) < ag-a, 00 4 a,0t e iy, B2 N (2N GRY (mod.p).

B R R R R R L R R sy

By A= 0y P e @y P ey, G P s § (L DAY )

Or, comme, en désignant par £ une quantité entiére positive ou néga-
tive, on aura généralement, si £ est non divisible par p — 1,

(27) [ A e S i1 (mod.p)
et, si A& est divisible par p -1,

(28) Lt e V= p— (mod.p),
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on conclura des formules (26), respectivement multipliées par les
facteurs
1, em, o grmg Lopnm

oo
puis combinées entre elles par voie d'addition,

( (P =D p— 2 S (UNrIh) o gmm § (2R eIR) .

(29) PR N (mod.p)

ou, ce qui revient au méme,

9 —tir Nm S(‘/IH-/A-) — gy -3 m S (2B R )—. ..

— e §(Ulr niihriky) (mod.p).

La quantité positive a,, devant étre, en vertu de la formule (1),
inférieure  p — 2 pourra étre aisément déterminée i 'ude de la for-
mule (30), si l'on parvient i trouver des quantités équivalentes, suivant
le module p, & des sommes de Ja forme

S(Lh+iky qu  S(gimhvink),
Or concevons que, dans la somme
S(/:‘h rjk)’

h et £ se réduisent, comme on peut tonjours le supposer, i deux termes
de la suite )

0, 1, % 3 ..., p—o
Alors, si 'ona
31) h-+k=o,
ce qui suppose k= o, k=0, on trouvera évidemment
(32) S(chtik) =p—a,
par conséquent,
(33) S(thtiky=—2 (mod.p)
et, si 'on suppose

(34) h+kwzp—r,
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on trouvera
§ (nih+ihy = §(TU-0kY = £ - T, . 4 -1

ou, ce qui revient au méme,
(35) §(pihrlky = —1,
par conséquent,
S(ehriky =8y =t ...+ (mod.p)
ou, ce qui revient an méme,
(36) S(tih+ik)y=— (mod.p).
Si h + £ est renfermé entre les limites o, p — 1, en sorte qu’on ait
(37) p—1>h+k>o,
on trouvera, en vertu de la formule (g),
(38) S(Lh+/ky = S[eth (1= £)*]  (mod.p)
ot puisque, pour ¢ = o, on aura
1—t=o,

il est clair que, dans le second membre de la formule (38), on pourra
étendre la sommation, indiquée par le signe S, ou comme dans le
premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la suite

L o2 3, .., p—a
ou bien encore a toutes les valeurs de ¢ comprises dans la suite
o, 1, 2, 3, ..., p—a.

D'ailleurs, dans cette derniére hypothése, on aura, en vertu dey for-
mules (27) et (37),

S(thy=o0, S(#+y=o, ..., S(U0)=o  (mod.p);
et, par suite, aprés le développement de

(=)t
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suivant les puissances ascendantes de ¢, le second membre de-la for-
mule (38) se composera d’une suite de termes dont chacun sera équi-
valent i zéro suivant le module p. Done la condition (37) entrainera
I'équivalence

(39) S(er+iky=0  (mod.p).
Supposons enfin
(4o) h+k>p—1.
Alors, A + k étant renfermé entre les limites p — 1, 2(p — 1), si 'on
pose
(41 h=(p—1)—h,  k=(p—1)—k

la- somme
h+k=2(p—1)—(h+k)

sera renfermée entre les limites o, p — 1. de maniére a vérifier la
condition
(42) p—1>h+k>o.
Alors aussi on aura

S(eh+ky = §(L-Mm-J%)  (mod.p);
puis, en posant
(43) J—i= (mod.p)
ou, ce qui revient au méme,

J=i+,

on trouvera
S(uh+Iky s § (LW p-itheh)) (mod.p).

Drailleurs, comme, en vertu de I'équivalence (43), la formule (9) se
réduit a

(44) =140 (mod.p)
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on trouvera encore
(43) S(eh+Iky = Sk (1 4 ) k] (mod, p).

Dans le second membre de la formule (45), la sommation indiquée
par le signe 8 doit s'étendre aux diverses valears de ¢ qui permettent
de vérifier la condition (44), par conséquent aux diverses valeurs de
comprises dans la suite

o, 1, 2, 3, .... p—a,
mais distinetes de la valeur

L=l

pour laquelle il ne serait plus possible de vérifier la condition (14),
réduite i la forme inadmissible

tiz==o0,

p =1 . .
et comme, pour ¢+ = !—1—, on aura {'==— 1, par conséquent

14 0z0 (mod. p),

il en résulte que, dans le second membre de la formule (45), la som-
mation indiquée par le signe S pourra étre étendue sans inconvénient
i toutes les valeurs

0, 1, 2, 3, ..., p—2

de I'exposant v. Or, dans cette dernicére hypothése, en développant
(1 + ll)ll ik

suivant les puissances ascendantes de £, puis ayant égard aux for-
mules (27), (28) et (42), on tirera de Péquation (45)

o .23, . .h+ k)
N(I/'”‘)E("“')(l.u ..... h)(r.2.....k)

(mod.p)
ou, ce qui revient au méme,

(46) S(tirtiky=—1I,, (mod.p),
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la valeur de II,, étant

. Lt (h k)
) M TN S ITE

11 est bon d*observer que la formule (46), dans laquelle A& et hk
sont liés entee cux par les équations (41), s'étend au cas méme ot la
somme

b+ k

redeviendrait inférieure & p -1 et se (rouverait comprise entre les
limites
0, p—1.

Alors, en effet, comme on aurait
(48) h--K>p—1

et, par suite,
a3 (b K)o (mod.p),

I'équivalence (47) donnerait évidemment
(49) =0

et, en conséquence, la formule (46) se trouverait réduite & la tor-
muale (39).

Observons encore que de la formule (46), jointe aux équations (41),
on tire immediatement

(%0) S IRy == Wy, ypp 1k (mod.p).

Dans les formules qui precedent, chacune des lettres A, & repré-
sente Pan des nombres

O Iy 2 3y ..., p—2

ct, par suite, chacune des lettres h, k représente 'un des nombre
6o 3 4 ., pe-t

Pour rendre les notations facilement applicables au eas ot

hy k, b, k
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représenteraient des quantités entidres quelconques, soit positives,
soit négatives, nous désignerons généralement par

|1 %%
ee que devient le rapport

1.2.3.....(h-k)
(1e2e0.0s W) (r.2..... k)

quand on y remplace les quantités entiéres
h et k
par les deux termes qui, dans la suite
L o2 3 A ..., p—1,

sont équivalentes a ces quantités, survant le module p — 1. Cela posé,
la formule (50), étendae i des valeurs entiéres quelconques de 4 et
de &, donnera généralement, si & + £ n’est pas divisible par p — 1,
(51) S(erhriky = — W (mod.p).
Ajoutons que, si h + k& devient divisible par p — 1, la formule (51)
devra étre remplacée, ou par la formule (33), ou par la formule (36);
savoir : par la formule (33) lorsque p — 1 divisera séparément A ot &
et par la formule (36) dans le cas contraire.

Concevons maintenant que, dans les formules (33), (36) et (51),

on remplace
h par mh et k par mk,

m étant un terme de la suite
o, 1, 2, 3, ..., p—a.

Alors on trouvera : 1° en supposant mk el mk séparément divisibles
par p —1

(52) S(emih+ik)y=_— o (mod.p)

2° en supposant que p — 1 divise la somme

m(k+ k) = mh + mk



NOTE V. 193
sans diviser ses deux parties mh, m#k,

(53) S(emik+it) =z —1 (mod.p);

3¢ en supposant le produit 7 (4 + &) non divisible par p — 1,
(54) S(emtihr iy = —M_ypme  (mod.p).

En vertu de ces derniéres équivalences, la formule (30) donnera

‘ ams=2 -+ My _pttp-nm

(35) (mod. p)

| Ra| NI SUT SRR | Py 7
ou, ce qui revient au méme,
(56) = a4 My ptm4- Iy it 4. A= M gyn (poyi P~V (mod.p),
pourvu que, ¢ désignant I'un quelconque des nombres entiers

1, o2, 3, ..., p—a
on ait soin de remplacer généralement le coefficient £, savoir

Wt

1° par l'unité, quand p — 1 divisera la somme des produits ok, &
sans diviser chacun d’cux; 2° par le nombre 2 quand p — 1 divisera

séparément chacun de ces produits.
Lorsque, & I'aide de la formule (56), on aura calculé les valeurs de

Hoy iy By vy fpyy
correspondant a une valeur donnée de ¢ et & des valeurs de A, £ pour

lesquelles la somme A + & n’est pas divisible par p — 1, alors, pour

obtenir la valeur de
Raas

il suffira de recourir a I'équation (12).
Pour montrer une application de la formule (56), considérons en
particulier le cas ot I'on aurait
P =3

Alors, si I'on suppose, comme on peut le faire, ¢ = 2, la formule (36)
OEuvresde C. — 8. 1, t. 11l 25
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donnera

FIEER R | PT LTS | PRV LB | R L] (mod.5).

Si d'ailleurs on prend
h=r, k=1,
on trouvera

am=2 -+, 27+ I, y20m - I, g3 (mod.5)

ou plutot

am=a+ M, 2"+ atm 4 11, ya*» (mod. )

en remplacant, comme on doit le faire,
m,,
par Punité, attendu que p — « = 4 divise la somme

242

des indices placés ici au bas de la lettre 11 sans diviser séparément
chacun d’eax. Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la formule (47),

n,=:

et, en vertu de la formule (49).
M=o,
on trouvera définitivement, dans ’hypothése admise,
Ay =24+ amt 4 gt (mod.3),

ou, ce qui revient au méme,

@y = 2 4 (— 1) ! (mod.5),
puis on conclura: 1° pour des valeurs paires de m,

Ay z=—a a2ty

2° pour des valeurs impaires de m,

E RN L
et, par suite,

a,-:0, a=2>s=o0, Pg=6:=21, p=17=12

(mod.3).
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Donc, puisque chacun des coefficients
By Ay Ay A3

doit étre nul ou positif et ne peut surpasser p— 2 = 3, on aura néces-
sairement

Ag=o0, a==o, @91, ag=2,
Cela posé, la formule (12) donnera
Ry =1+ 27

On se trouve done ainsi ramené & Pune des formules que nous avions
déduites directement de la formule (8).

On pourrait remarquer que Punité, par laquelle nous avons rem-
placé le coefficient
A

21 6,

)(1.2)

est équivalente i ce coefficient suivant le module 5. Mais on se trom-
perait si U'on supposait que, dans le cas oit p — 1 divise h + Kk sans
diviser h et k, on a toujours

=1 (mod.p).

Effectivement, en prenant comme ci-dessus p = 5, on (rouvera

(mod.H).

En général, si p-- 1 divise h 4k sans diviser h et k, alors hetk,
étant réduits chacun i 'an des nombres

o2, 3, .., p—o2
fourniront une somme précisément égale i p — 1, en sorte qu'on aura

h »r-k-:/)-‘-u:z—x (mod.p),
kiz—h--1 (mod.p),
ot, par suite,

(k+1)(k+2)...(h+h)=(=ntr.2.3.....h
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Or, on tire de cette derniére formule

(k+1)(k+2)...(k+h)  1.2.3.....(k+h)

(—=1)h= T I (t.a..... h)(r.2..... K)

par conséquent
(57) Ma=(—1" (mod.p);

et il résulte évidemment de I’équivalence (57) que, dans la for-
mule (56), on peut laisser a ¢, pour coefficient, I'expression

"lh.lln

lors méme que p— 1 divise la somme th + tk, sans diviser th et tk,
pourvu que th et tk offrent des valeurs paires.

Une conséquence importante a laquelle on se trouve immédiatement
conduit par la seule inspection des formules (8) et (51), c'est que,
dans le cas ol la somme h +k n'est pas divisible par p — 1, Pex-
pression

| S,
équivaul, au signe prés, a ce que devient la fonction entiére de <

représentée par
Rasy

quand on y remplace une racine primitive = de I'équation
Pl
par une racine primitive ¢ de I'équivalence
ZP-'=y (mod.p).

Cette derniére racine ¢ doit d’ailleurs coincider avec celle que renferme
la formule (9). )

Lorsqu’on veut appliquer a des cas particuliers les formules ci-
dessus établies, toute la difficulté se réduit a trouver, pour des valeurs
de h et de k positives, mais inféricures au module p, des quantités
équivalentes aux expressions de la forme

1.2.3.....(h+Kk)

u‘-"=(|.a ..... hy(1.2..... k)

)
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c'est-a-dire aux coefficients numériques que renferme le développe-
ment de la puissance
(1 ¢)btt

du binome 1 +¢. Le calcul direct de ces coefficients devient assez
pénible lorsque le nombre ¢ acquiert une valeur considérable. Mais
alors méme des quantités équivalentes i ces coefficients, suivant le
module p, peavent étre assez facilement obtenues par I'une des mé-
thodes que nous allons indiquer. )

D'abord, si, en désignant par £ une racine primitive de 'équivalence

[Lad—F1 (mod.p),
on nomme indices des nombres enticrs
1y, 2, 3, 4 ...

les diverses valeurs de I'exposant ¢, pour lesquelles la puissance //
deviendra successivement équivalente i ces nombres entiers suivant
le module p, il st clair, d'une part, que deux nombres seront équiva-
lents, suivant le module p, quand leurs indices seront, ou égaux, ou
équivalents suivant le module p— 1, d’autre part que Pindice d'un
produit sera équivalent a la somme des indices de ses facteurs et
I'indice d’un rapport i la différence des indices de ses deux termes.
Cela posé, si, en se bornant & considérer des nombres entiers et des
indices plus petits que la limite p, on construit deux Tables qui
offrent le nombre correspondant a chaque indice et I'indice corres-
pondant i chaque nombre, I'addition successive des indices placés &
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices

des produits
1.2, 1.2.%, 1.2.3.4, ...

et dés lors il deviendra facile de calculer I'indice du rapport

1.2.3.....(h+Kk)

h= e 0

par conséquent une quantité qui soit équivalente a ce rapport suivant
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tables dont
nous venons de parler pour toute valeur de p inféricure i 1000, il en
résulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans peine un
nombre équivalent a II, , suivant le module p.

Il est bon d'observer qu’au lieu de réduire chaque indice a I'un des

nombres
o, 1, 2, 3, ..., p—a,

on pourrait le réduire a 'une des quantités

p—1 p—3
Y—_—— = =2, —1y, 0, 0, 2, ., ——y E—
= a \ , y O 1, 2, , Py 3

Supposons, pour fixer les idées,
p=17

Alors en prenant, comme on peut le faire, ¢ =10, on reconnaitra
qu’aux nombres

o2 3. 4 3, 6, 7, 8 9, 10, 11, 13, 13, 14 15, 16
correspondent les indices

o, 10, 11, 4, 7, 5, 9, 14 6, 1, 13, 13, 12, 3, 2, 8
ou
o, -6, —5, 4, 7, 5 —y, —a, 6, 1, —3, —1, —4, 3, 2, 8,

Or les sommes formées par 'addition successive de ces indices seront
équivalentes, suivant le module 16, aux quantités

o, -6, 5, —y, o, 5 —a, —4 4, 3, o, -—1, —H, —2, o, 8

Done ces derniéres quantités représenteront les indices des produits

“de la forme
1.2.3.4.....h,

pour les valeurs de h représentées par les nombres

1, 2, 3, 4 5, 6 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 13, 16,
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Ainsi, en particulier, quatre de ces produits correspondront i I'indice o
et seront, en conséquence, équivalents i 'unité suivant le module 17;
tandis qu'un seul produit, ayant 8 pour indice, sera équivalenta 16 ou
i — 1, suivant ce méme module. Les quatre produits équivalents 3 + 1
seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres

et se réduiront i

1, 1.2.3.4.5,

A
4
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15,

tandis que le seul produit, équivalent s - 1, sera, conformément a un
théoréme conna, le produit de tous les nombres entiers positifs infé-
ricurs au module 17, savoir:

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.13.13.15.15.16,
Il sera maintenant facile de calculer les valeurs de
“'l.l

correspondant i la valeur 17 du module p et & des valeurs données
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant

h:=4, k=4, h+ k=8,
on trouvera pour indice des produits

1.2.3.4, 1.2.3.4.5.6.7.8
les quantités

Done I'indice du rapport

1.2.3.4.5.6.7.8

L S NATORE N

sera
—4+7+9=t10=—6 (mod. 16),

et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, svivant le module 17,
au nombre 2. Paveillement, si 'on prend

h=a, k=6, h+ k=8,



20 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
on trouvera pour indices des produits

1.2, 1.2.3.4.5.6, 1.2.3.4.5.6.7.8
les quantités
-6, 5 —A4.
Done l'indice du rapport
m.— 1.2.3.4.5.6.9.8
%= (1.2)(1.2.3.4.5.6)
sera
—4+6—5=—3,

et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17,
au nombre 11 ou, ce qui revient au méme, a la quantité négative — 6.

Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour chague
module, I'indice correspondant a un nombre ou le nombre correspon-
dant a un indice donné, on pourrait, a l'aide do simples additions et
soustractions, obtenir facilement des quantités équivalentes aux di-
verses valeurs de | |, clest-a-dire aux nombres figurés des divers
ordres. En effet, d'aprés les propriétés bien connues de ces nombres,
on peut les déduire par addition les uns des autres en formant ce
qu'on appelle le triangle arithmétique de Pascdl. Il suffira donc, pour
arriver au but qu'on se propose, de calculer quelques-uns des termes
que doit renfermer le triangle arithmétique en réduisant chacun d'eux
a un nombre inférieur au module donné ou a une quantité dont la
valeur numérique ne surpasse pas la moitié de ce module. Entrons a
ce sujet dans quelques détails.

Supposons les deux nombres h, k inférieurs au module p ou méme
ap— 1. Il suit évidemment de la formule (47) que les valeurs de

|| PPN | PRI | PP
seront respectivement égales aux produits du rapport

1.2.3. ... (h+k—1)
Lo, (h=n}{(.a..... (k—1)]

par les trois nombres
h+k

bk’ K

'
K b
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Or, comme le premier de ces trois nombres est précisément la somme
des deux autres, nous devons en conclure qu'on aura

(58) |LIFEC [T | P

De plus, il est clair qu'on aura, en vertu de la formule (47), non sea-
lement

(59) L | Y
mais encore
(60) Myy=h1, Hyy—k +1.

Cela posé, imaginons une Table, analogue i la Table de Pythagore,
dans laquelle la premiére ligne verticale et la premiére ligne horizon-
tale renferment les valeurs de h, k positives et inféricures a p on méme
& p — 1, c'est-d-dire les nombres

L2, 3 4 ..., p—n

et concevons que, dans la case correspondant i des valeurs données
de h, k, on place une quantité, non sculement équivalente a II,,, sui-

vant le module p, mais, de plus, renfermée entre les limites — g, + o

1l résulte des formules (Go) que, dans la Table dont il s’agit, chaque
terme de la seconde ligne horizontale ou verticale sera équivalent au
terme correspondant de la premiére ligne augmenté de 'unité, et de la
formule (58) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver-
ticales, un terme quelconqué sera équivalent a la somme des deux
termes antérieur ct supérieur, c'est-a-dire des denx termes qui le pré-
cident immédiatement, I'un dans la méme ligne hovizontale, l'autre
dans la méme ligne verticale. Or, ces remarques fournissent un moyen
trés simple de constraire la Table que nous venons d’imaginer et qui,
dans le cas ot Pon suppose p =17, se réduit a la suivante :

OFuvres de C. — S. 1, t. 1L 26
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Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant le module p = 17.

v o2 3 4 51 6] 7 8| 9o fa2a]| 13|15 15] 16

1 2| 3| 4| 5] 6| 7| B|—B|=7 |—6|—=5]|—4|=3|—2]=1] o

3 f|—7| 3 1 51—t V=5 =1 =3 | 7[—4|—1t | o
4 Sl=af 1| af 7 6 7)) 2| t|—2a| 5] 1| o

ES
N
i
>
1
w
|
S
~a
c

Bp—8 | 6| 5| 2af 5] 6|8 1| o

)
|-
°

ol—=7| =] v|-i

10 |--6 |—2 |=3 [-~a | 6 1 0

wl=5{-—-7 7| 5| 1| o

Dans la Table précédente, on s’est dispensé d'éerire les quantités
auxquelles 1, devient équivalent, lorsque la somme h +k est ren-
fermée entre les limites p, 2(p —1); attendu que ces quantités, en
vertu de Ia formule (4g), se réduisent toutes & zéro, comme celles qui
correspondent au cas oit 'on a

h+K=zp,
Quant & celles qui répondent au cas o 'on a

h+k=p—1,
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elles se réduisent alternativement, en vertu de la formule (57), & +1
ou & —1, selon que h est pair ou impair, et occupent les cases situées
sur 'une des diagonales de la Table. Les cases situées sur Pautre dia-
gonale renferment les quantités

a2, 6, 3, 3, --3, 6, —1, 1

qui représentent les valeurs de
11N
correspondant aux valeurs

o3 3 4 5 6, 7 8

da nombre hj et, dans les cases symétriquement placées a 'égard de
cette autre diagonale, on trouve des quantités deux a deux égales entre
elles, conformément & Péquation (59). Ajoutons que les quantités
écrites dans la partie du Tableau comprise entre la premicre ligne
horizontale, la premiére ligne verticale ot la premiére diagonale, sont
encore, dans chaque ligne horizontale ou verticale, égales deux a
deux, au signe prés,  distanees égales des extrémités de chaque ligne.
Or, c’est ce qu'il était facile de prévoir. Car si 'on nomme

h, k, 1
trois yuantités entiéres, non divisibles par p — 1 et choisies de ma-
niére h vérifier la formule
(61) h+K-+l==p—1
ou méme, plus généralement, de maniére i vérifier équivalence
(62) h+k--l=o  (mod.p—1),
on aura, en vertu de I"équation (3),

By=0_, v:(—.)lgl

et, par suite,
6,6,
Riv= ~——r—- —=(—1)

6,0,8,
[ P

Or, cette derniére équation devant subsister, ainsi que la for-
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mule (61) on (62), lorsqu’on échange entre cux les nombres

h, k, |,
on en conclura
8,6,6,

)

63
(63) 7

= (= 1)"Ryy= (— 1) Rip= (— 1) Ry .

On aura done, dans I'hypothése admise,
(6%) (=" Riy= (~ ) Rea=(— 1) Ru s
et, en remplagant = par ¢, on trouvera
(63) (— 0"l = (—n*H= (=)'l (mod.p).
On tirera d'ailleurs de la formule (65)
= (— ) Myye= (=)' (mod. p)
ou, ce qui revient au méme,
(66) Iz (= 1)y (mod. p).

1l serait au reste facile de déduire directement la formule (66)
de I'équation (47), par un caleul semblable & celui qui nous a con-
duits a la formule (37).

Les formules (49), (57), (38), (59), (Go), (66) offrent le moyen
de simplifier la recherche des quantités équivalentes a 11, ,, et la con-
struction de la Table qui les renferme; et d’abord il résulte des for-
mules (49), (57) qu'on pourra se borner i ealeuler, dans cette Table,
les termes correspondant a des valeurs de h, k, pour lesquelles on
aura
(67) h+h<p—1.

De plus, eu égard & la formule (39), on pourra supposer que h est
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux nombres de-

viennent inégaux; et, en admettant cette supposition, on tirera de la
formule (67)

r—r
(68) h< 2
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Ce n’est pas tout : en vertu de la formule (G6), on pourra se borner
a calculer celles des quantités équivalentes i TI,, pour lesquelles on a

kip—1—h—k,
par conséquent,

(69) ko Pt =h,

et, de la condition

(70)

On pourra done, dans la Table ci-dessus mentionnée, conserver
seulement la premiére ligne horizontale et la premiére ligne verticale,
avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les
limites

p—a k

k=h,
2

Ainsi, en particulier, si lon suppose p =17, la Table dont il s’agit
pourra étre réduite a la suivante :

Quantités équivalentes aux nombres figures swivant le module 17.

1 2| 3 4 5 6 bl

I 2 3 % > 6 7 8

6 |—7 £ 4 |--6 2

3 1 5o —1

TNE
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Pour construire cette derniere Table, il suffit de placer dans la pre-
miére ligne verticale les valeursde h inférieures a

savoir
o2, 3, 4 A

ct dans la premidre ligne horizontale, les valeurs de k inférieures a

—1
Pt == 8,
a4
savolr )
5, 2, 3, 4, 5, 6 73

puis de remplir, pour chaque valeur de h, les cases correspondant
aux valeurs de k comprises entre les limites

P —;—h,

h,

en opérant comme il suit
Pour obtenir les termes

qui devront composer la deuxieme ligne horizontale, on ajoutera

unité a mes spondants de la premiére ligne. s,
P'unité aux termes correspondants de | emiére ligne. De plus
comme des formules (58) et (59) on tire

(71) Nyy=all_y,

il est clair que, dans chacune des lignes horizontales qui saivront la
deuxi¢me, le premier terme conservé devra étre équivalent, suivant le
module 17, au double du terme immédiatement supéricur, et chacun
des autres termes conservés A la somme faite des deux termes placés
en avant et au-dessus de celui que P'on considére.

En opérant de cetle maniére, on trouvera pour termes de la troisiéme
ligne horizontale, les quantités

6=1.3, —

7
— 6=

&~

i

—a2=—7+5, f=~2+6,

6+
+

<1
i+7 2=—6+8;
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pour termes dela quatriéme ligne, les quantités

3z=3(—~7), 1=3—2, d=1+4, —1

Il
@
!
iz

pour termes de la cinguiéme ligne, les quantités
a=1a.l1, 7=3+35, [ ]
enfin, pour terme unique de la sixiéme ligne horizontale, la quantité
—3=za.7 ‘ (mod. 17).

A la seule inspection de la Table construite comme on vient de le
dire, on obtiendra immédiatement les quantités équivalentes a II,,,
pour des valears de h et de k non situées hors des limites

p—1

- = . - —p—t—h,
(72) h=1, h= 35 k=h, k= - H

et 'on trouvera, par exemple, en supposant toujours p = 17,
I, =1, I,=—6 (mod. 17).

Si les valeurs de h, k, n'é¢tant plus situées entre les limites (72),
étaient néanmoins des valeurs positives propres i vérifier encore la
condition (67), on devrait joindre & la Table construite les for-
mules (39) et (G6). On trouverait ainsi, par exemple,

= =2 W=
o e (mod. 17).

Uyym—=Iy=—I i — o
Enfin, si les (lu:;‘ntilés h, k acquéraient des valeurs quelconques
positives ou négatives, mais non divisibles par p — 1, on devrait ’abord
les réduire, par I'addition ou la soustraction de p — 1 ou de ses mul-
tiples, i des quantités positives, mais inférieures i p — 1, puis, aprés
cette réduction, on aurait recours soit i la formule (49), soit i la
formule (57), soit 3 la Table constraite et aux formules (59), (66),
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suivant que la somme h + k serait supérieure, égde ou inférieure au
nombrep — I.

11 est inutile de soccuper du cas ol I'une des quantités h, k et, par
suite, I'une des quantités h, k deviendrait divisible par p, attendu que,
dans cette hypothése, on n'a plus besoin de recourir a la formule ( 56)
pour déterminer la valeur de Ry, qui, en vertu de I'équation (J), se
réduita—ii.

Un moyen fort simple de prévenir et de reconnaitre les erreurs qui
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus men-
tionnée, consiste aintroduire dans chague ligne horizontale un terme
de plus. Effectivement. en vertu de laformule (CM), si I'on fait entrer
un nouveau terme dans une ligne horizontale correspondant a une
valeur donnée de h, ce nouveau terme devra étre égal au terme précé-
dent, prisen signe contraire, ou a |'avant-dernier terme de la méme
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un nombre-
pair. Donc si, au moment ou |'on parvient a I'extrémité «'une ligne
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venons de parler ne
0t pes remplie, on devrait recommencer le calcul des termes compris
dans cette ligne. En opérant comme on vient de le dire, et supposant
par exemple n — 17, on obtiendra, au lieu de la Table trouvée plus
haut, celle que nous allons transcrire :

Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant te module 17.

l'u\}.i'}

1 K

3

‘ i x| 7| 6| 7

L

Si I'on supposait au contraire p = 19 ou p = 29, on obtiendrait les
Tableaux suivants :
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Q ités équivall aur bres figurés suivant le module 19.
v o2 | 3 G| 5 6| 7| 8] 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 [—9
2 6l=a|=6[ a| o] 2| 7|
_3 =3 =t 8 6 6
n ;
_5 .
0 NEn
L L

»
«w
=
o
S
»
©
B

Lorsque, dans la formule (56), on substitue les quantités équiva-

lentes a
Wase Wansts «ovs Mepningpnis

déterminées par I'une des méthodes que nous venons d’exposer, on
obtient une valeur de a,, qui dépend évidemment de la valeur attribuée
OFuyres de C. — S. 1, t. Il 27



20 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
at. Or, t désgnant une desracines primitives de I'équation

Pt (mod. p),
si 'on pose
t=t,
tétant un nombre premiera p — 1, ' sera une autre racine primitive de
la méme équivalence; et comme, dans @y, le coefficient de

g =g

sera

f”"",
il est elair que, remplacer dans @, ¢ par ¢, revient & y remplacer <
par =%, Done, substituer & la racine primitive ¢ la racine primitive
==, c’est, en d'autres termes, transformer @, en ,,, par conséquent
O, en O, ot

0,0,
“Mk: O
en
_ 8,8,
Binw= ax(ln—ky.

Ainsi, par exemple, comme, en prenant p =5 et

t=—2,
on trouve
Ry, =1t*+ a7, Ry s=1'+27,

si I'on prend, au contraire,

t=3=2" (mod. 3),
on trouvera

Riy=t+ 2 =71 +ar, Rya=t'+asd =11+ 272,
Done, substituer & la racine primitive 2 la racine primitive

3= (mod. 5),
ce sera transformer
- Ry, en Ry,
et réciproquement
Ria  en Rpp=R,.
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Les diverses formules obtenues dans cette Note se rapportent au cas
ol la valeur de @, est donnée par I'équation (1). Si, en désignant par r
un diviseur de p — 1, et posant

(73) p—1nw,

on nommait

des racines primitives des formules
=t et wt== (mod., p),
on pourrait prendre
p=1", roes ™ (wod. p).
Alors, en remplacant
h par wh, k par wk,
puis éerivant, pour abréger,

0@, aulieunde Ogp,
“h,l: » “mh,mk,

L1 P9 » | LEPREPS

on obtiendrait, a la place des formules trouvées dans cette Note, des
formules analogues obtenues dans le Mémoire. Ainsi, en particulier,
la valeur de ©, scrait généralement tournie, non plus par I'équation (1),
mais par la suivante

75 @)= 0 ph Bt pt 00 o NG
et I'on aurait : 1° en supposant 4 divisible par n,

(75) 0= 0y:=—1;

2° en supposant A non divisible par »,

(76) 0,0_,=(—1)""p.



212 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
De plus, en posant toujours

CICTESS (9L TN

ou, ce qui revient au méme,

LTS
Opric

(77) Rap=

_on trouverait : 1° pour des valeurs de % ou de £ divisibles par »,

(78) Ruw=—1;

2° pour des valeurs de & non divisibles par »,

(79) Rin=—(—1)""p;

3° pour des valeurs de #, de £ ct de A + £, non divisibles par n,

(80) Ry xRop—k=p.

Ajoutons que, si &2 + & n’est pas divisible par n, I'on aura
81) Ry =S (pth+/t),
le signe S s’étendant a toutes les valeurs de ¢ comprises dans la suite
o2, 3, ..., p—n,

et les valeurs correspondantes de ¢, j étant choisies de maniére a véri-
fier la condition (9), c’est-a-dire la formule

4 t=1 (mod. p).

Coneevons maintenant que, dans le second membre de la for-
mule (81), on réduise exposant de chaque puissance de p a I'un des

nombres
o 1, 2, 3, ..., n—1,

Ce second membre deviendra une fonction entiére de g, du degré
n —1; ot Pon aura identiquement

(82) S(p/h+Ik) =g+ 2, p + 8gpt .. .+ A% 1p),
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2 24y 830 ..., 8, désignant des nombres entiers, dont plusieurs
pourront s’évanouir, et dont la somme, égale au nombre des valeurs
de ¢, vérifiera la formule

(83) B Ay By ek By =P — 2.
Cela posé, I'équation (81) donnera
(84) Riue=80+2)p + gpt+... 4 ag_yp"-'.

Concevons d'ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci-
dessus adoptées, I'on remplace

h par wh et k par ok,

dans le second membre de la formule (47). Cette formule, réduite a

1.2.3.. . [w(h+Kk)]

(83) “"":(l.a...mh}(l.a...mk)’

fournira la valeur de II,,, dans le cas oi1 les quantités h, k se réduiront
i deux termes de la suite

, 2, 3, ..., n3

et, dans le cas contraire, II,, représentera ce que devient le rapport

1.2.3...[@(h+k)]
(1.2.3...wh)(1.2.3...wk)

quand on y remplace les quantités entiéres h, k par les deux termes
de la suite
L2 3, ...on

qui sont équivalents 2 ces mémes quantités, suivant le module a.
D’autre part, a I'aide de raisonnements semblables i ceux par lesquels
nous avons établi les formules (19) et {26), on prouvera que les

valeurs de
Ay gy Bgy ooy Jpgy

renfermées dans les équations (82) et (84), vérilient non sculement
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les formules

[ Bo+a,  +a ETTE o Y =p—a,
Ra+ayp ! Hom A ptt = 8(pihtik),
(86) ¢ mg+a1pt 4Byt k..., IR =B (ptikIb,
. e e ey

Bg4 Ay Pt 4 8, PN L @ p(N = §(plah AR,
mais encore les suivantes :

i Ao+ ay -+ a, s o Y =p-—2 (mod. p),
Qo+ 2,0 4 3y? A Ry PPV == S (iR,
(87) “ ag+ayrt +a,rt oA, 228N = § (AR,
Ag+ A7 e g PN ey DYz § (- DR R
et de ces derniéres, respectivement multipliées par les facteurs’
I R e Y & —l(n—l)m’

puis, combinées entre elles par voie d’addition, I'on conclura

RAW=p—a 4 1S (pilrIky 4 p-rm S (AR

(88) (= mG (pla—)ith e kY (mod. p).

De plus, si Pon remplace 2 par ok et & par ok dans les premicrs
membres des formules (52), (53), (54), on tircra de ces formules :
1° en supposant mh et nk séparément divisibles par n,

(89) S(rmiheihly =2 (mod. p);
2¢ en supposant que « divise la somme
m(h + k) = mh + mk,
sans diviser ses deux parties mh, mk,
(90) S(rmiintikiy=_1 (mod. p);
3° en supposant le produit m(k + &) non divisible par n

(91) S(rmirikly = — Ty i (mod.p),
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attendu que I'on devra, cn vertu des conditions admises, écrire sim-
plement Il au lieu de Mgy moxe Done la formule (88) donnera

| —rap=a+l_4_tr "4 || Y e L S

(92) (mod.p),

Iy n g PP
ou, ce qui revient au méme,
(93) —napz=a+Merm Wy g 18— Wy gy 1O (mod. p),
pourvu que, v désignant I'un quelconque des nombres entiers,
I, 2 3, ... A—1,
l'on ait soin de remplacer généralement le coeflicient de r™, savoir :
llth.lkl

1° par I'unité, quand n divisera la somme des produits v, t£ sans
diviser chacun d’eux; 2° par le nombre 2 quand » divisera séparément
chacun de ces produits. Enfin, comme on tire de I'équation (73)

ney==—| (mod. p),

il est clair qu'en multipliant par o les deux membres de la for-
mule (93), on la réduira immédiatement a celle-ci

91 an=(2- W+ My gp i+ M gy nu—pyat® ") (mod.p).

Pour appliquer 4 des eas particuliers la formule (94), on devra
d’abord rechercher des quantités équivalentes, suivant le module p,
aux nombres figurés qui représenteront les diverses valeurs de 1I,.
On y parviendra sans peine & Paide des méthodes précédemment
exposées, en commencant par réduire chacune des quantités b, k a un
terme de la suite

1, 2 3, ... n—1,

Aprés cette réduction, si 'on a

h+k>n,
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ou
h+k=n,

on en conclura, dans le premier cas,

(95) M=o (mod. p),
et, dans le second cas,

(g6) M= (—1)"*  (mod. p).

Si l'on a, au contraire,
h+k<n,

on pourra, eu égard aux deux formules

(97) Myp= M
et
(98) Wpsnz= (—1)™ 0, (mod. p),

ramener la recherche d'une quantité qui soit équivalente i II, , suivant
le module p, au cas particulier dans lequel h, k représenteraient deux
nombres non situés hors des limites

l . n—h
(99) he=, hz== %; k=h, k:-;__.z_..

Dailleurs, h, k étant deux nombres de cette espéce, le terme équivalent
aIl,,, dans la Table que nous avons appris & construire, sera celui que
renfermeront la ligne horizontale, dont le premier terme est wh, et la
ligne verticale, dont le premier terme est ok.
Concevons, pour fixer les idées, que I'on prenne
p=17, n=4.
On aura
p—1 __ 16

o= —
n

=7=h

et par suite le terme équivalent & T1,,, dans la Table de la page 208,
scra celui que renferment les lignes horizontale et verticale, dont les
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premiers termes se réduisent au nombre @ = 4. On aura donc

My=2a (mod. 17).

Si, en supposant toujours p =17, on prenait

n=38,
on trouverait
w=18 .y
=g =1

et, par suite, le terme équivalent i 11, , dans la Table dont il s'agit,
serait celui que renferment les lignes horizontale et verticale dont les
premiers termes se réduisent aux nombres

. B =2, 3w =6.
On aurait donc alors
M,=—6 (mod. 17).
Soit encore
p =129, n=7,
On trouvera

W= 7 =43
et le second Tableau de la page 209, joint & la formule (98), donnera
,,=12, m,,=—6, My=M,=—7 (mod. 29).

On aura d’ailleurs
InL,=o0, M=o, I 4==0.
Enfin, si, en nommant g une racine primitive de I'équation
x'=1,

I'on pose

Ry, y= ¢+ a,p -+ 3p* - 23p° +- 2y p* -+ a5p°+ 240",
la formule (94), jointe i celles que nous venons d’obtenir, donnera

Am==4(2 + 137 —6r2m— ,3m) (mod. p),
r étant une racine primitive de I'équivalence

Z'=1 (mod. 29).
OEuwwresde C. — S. 1, t. 1), ° 28
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D’autre part,
t=10

étant une racine primitive de I'équivalence

M= (mod. 29),
on pourra prendre
r==(t=—95 (mod. 29),

ce qui réduira la valeur trouvée de a,, 2
dm=4[2 +12(—5)"— 6.5 — 5 (—5)m]  (mod. p).

Si, dans cette derniére formule, on attribue successivement a m les
valeurs

o, 1, 2, 3, 4 5, 6
on trouvera
Qo= a,=a,={, a=o, ag==2,=6, a,=3 (mod. 29);
et, par suite, puisque chacun des coefficients
a9y A, Ay, &y, dy 3y ag

doit étre nul ou positif, mais inféricur au module 29, on aura

a=a,=a;=4, 8,=o0, a=0a=6  a=3

ia=3p%+ 4(1+ p*+ p*) + 6 (p*+ p?).
Si maintenant on substitue a p I'une des puissances
Phoah e b e
on trouvera immédiatement

Rys=3p*+4(1+p +0") +6(p*+p*),
Ry s =3p*+ 4(14-p3+p) =+ 6(p*+p%),
Ry =3p+ 4(1+p*+p*) +6(p +p*),
Ray=3p"+ 401+ p*+p*) + 6(p>+p),
Roe=3p +4(1+ p>+p?) +6(p*+ p*).
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Si, en prenant toujours
. P =129, n=7y,
on supposait
Ria=a04 8,p + 8,p+ 8,0+ 2,p* -+ 2,08 + 1 p*,

alors de la formule (g4), combinée avee les suivantes :

m,=», I, =Ml,,=,, My =M,,=0,,=1,

Mye=s0, "l.uE I,=o, My =050,

on tirerait
A== 8(1+ rm— rtm4 ptmy  (mod.2g),

a =8.4=31=3 (mod. ag)

g =33
puis, en prenant r = — 5, on trouverait
ay—a,—a,==6, A== A== By =12,
et 'on aurait par suite
Ri,a=3 +6(p -+ p*-+p*) + 2(p*+ p* + p*).
Comme on aura d’ailleurs
p+p+pltpt+pt - pt=—1,
si 'on pose, pour abréger,

p+plpt—pt—pi—pt=4,
on trouvera encore
prprp=— T8 g = S,

et par suite la valeur de R, , deviendra
Rye=—1+2A.

En remplagant successivement dans cette derniére formule p par cha-

cune des puissances
[ A AP LA AN
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on en tirera

Ria=R,,:=Rs=—1+124, Rys=Rso=Reyy=—1—134,
ou, ce qui revient au méme,
Ris=Ryi=Ri=—1+124, Ris=Ri3=R¢s=—1—12A.

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas ot
I'on suppose la valeur de , déterminée, non par I'équation (1), mais
par I'équation (74), la formule (63) doit étre, cu égard aux notations
adoptées dans la seconde hypothése, remplacée par cette autre formule

&%kﬁ = (=1 Ruy=(—=1)"Rip=(—1)"Rap,

P
qui, pour des valeurs paires du nombre =, se réduit simplement a

2‘-?:—0' = Ryy=Ryn=Rps.

On doit d’ailleurs, dans ces deux derniéres formules, prendre pour
b, k, 1

trois quantités entiéres, non divisibles par n, et choisies de maniére
a vérifier non plus la condition (62), mais la suivante :

h+Kk+l=:0 (mod. n).
Si, pour fixer les idées, on suppose 2 = 7, on pourra prendre
ho=t, k=2, 1=4,
ou bien
attendu qu'on aura, dans le premier cas
h+k+1=7,

et dans le second
h+k+1l=1f=a.7.
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D'ailleurs, le nombren = 7 &ant impair, le nombre

devra étre pair ainsi que p—1. Donc, en supposant n=7, on
trouvera

8,6,6,
I4

=R=Ry =R, w

=Ry s=Rg == Ry

ce qui s'accorde avec les formules déja obtenues. Comme on aura
d’ailleurs, dans la méme supposition, non sculement

Ry, = g—z ’ Rya= g:; ’
mais encore
R,,= 0% 8,
8
on en conclura )
Ry, Rys R, =6,0,8,=pR,,.

Or, il sera facile de vérifier cette derniére formule, en prenant p = 29.
Alors, en effet, en vertu de la formule

pHplHpi it pt=—1,

on pourra réduire les valeurs précédemment calculées de R, ,, R, .,
R,,, a'celles qui suivent

R =3(p'+p*) — (p*+4p),  Raa=2(p*;+p%) —(p" + 4p%),
Rio=a(p+p') —(p*+4p*);

ot 'on aura par suite

Ry, 1 Ra Ry =— 25 +62(p + p*+ p") —54(p* + p*+ p*) =— 39 + 584 =129 R, 5.



22 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.

NOTE VI.

SUR LA SOMME DES RACINES PRINITIVES D'UNR EQUATION BINOME,
BT SUR LES PONCTIONS SYMETRIQUES DE CES RACINES.

m et n désignant deux quantités entiéres, et w leur plus grand
commun diviseur numérique, on peut toujours, comme I'on sait, trou-
ver deux autres quantités entiéres u, v, propres a vérifier la formule

mu — ny = w.

Donc toute racine commune des deux équations binomes

xm=, =1,
et par conséquent des suivantes .

Mg, zhv=1,
vérifiera encore I'équation binome

ZWo=a,

puisqu’en supposant

mu — ne == w,

on en conclura

iy nv w

v = = g,
Si d'ailleurs, » étant positif, on a pris pour x une racine primitive de
I’équation

=1,

ou, en d’autres termes, si «" est la plus petite puissance positive de z
qui se réduise a l'unité, » ne pourra différer de #; et par conséquent
m sera divisible par », en sorte qu’on aura

m=o (mod. r).

Cela posé, n étant un nombre entier quelconque, nommons p une
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racine primitive de I'équation binome
(1) anza,

et

les entiers inférieursd n, mais premiers & n. D’aprés ce qu'on vient
dedire, p ne pourra représenter une valeur de @, propre a vérifier une
équation de la forme
.z’"“: 1,
que dans le cas oii mh, et par conséquent m, sera divisible par n. Or,
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition
est m = n. Donc
Pnl-

sera la plus petite puissance de p* qui se réduise a I'unité. Done

phoph gl
seront autant de racines primitives del'équation (1). Ces racines seront
d’ailleurs distinctes les unes des autres. Car si 'on avait

ph=0p%
on en conclurait

pth=1, et k—h=o0 (mod.n),

ou, ce (ui revient au méme, |
q

k=h (mod. ),
et par conséquent
k=nh,

h, k devant étre tous deux positifs ct inférieurs a . Ajoutons que les
seules racines primitives de I'équation (1) seront les puissances
entiéres de g, dont les exposants, premiers a , pourront étre réduits,
par I'addition ou la soustraction de » ou d’'un multiple de n, a I'un
des nombres
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En effet, S m représente, au signe prés, un entier qui ne soit pas
premier an, alors, w é&ant le plus commun diviseur de m et de n, le
produit

mn

w

sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par »; et, par
suite,
o
sera la plus petite puissance positive de g™ qui se réduise i 'unité.
Donc, alors p™ représentera une racine primitive, non plus de I'équa-
tion (1), mais de la suivante :

(2) ¥ =1.
Si m devient premier & 7, on pourra en dire autant des produits

mh, mk, ml,
Done alors
th’ Pmk’ Pml,
seront encore des racines primitives de I'équation (1). D'ailleurs ces
racines seront encore distinctes les unes des autres. Car on ne pourrait

supposer
P = pmk,

sans en conclure
k-t —y, m(k—h)=o0 (mod.n),

par conséquent
k—h=o, k=h (mod., r)
et
k=h,

h et k devant étre tous deux inférieurs a n. Done, si m devient premier
a n, les diverses racines primitives de I'équation (1) pourront étre re-
présentées, soit par les termes de la suite

P") f‘*r Plr seey
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soit par les termes de la suite

th' Pml:' Pml’ PN
qui coincideront avec les termes de la premiére, rangés dans un ordre
diftérent.
Si, au contraire, m ¢t n n’étant pas premiers entre eux, w désigne

leur plus grand commun diviseur, alors ccux des termes de la suite

Pml‘, Pm k, PMI'

qui resteront distincts les uns des autres, représenteront les diverses
racines primitives de I'équation (2).

Supposons a présent que le nombre n soit décomposé en deux
facteurs
Py A

premicrs entre cux, et nommons
& m
des racines primitives des deux équations

(3) z?=1,
(€)] xA=1,

Les puissances
&my
et, par suite, leur produit
Em.nm: (E"')mt
se réduiront évidemment a 'unité, si m est divisible simultanément
par ¢ et par y, ou, ce qui revient au méme,.par le produit
P =1n.
Donc on vérifiera I’équation (1) en posant

z=En.
ORuvres de C. — 8. §, t. HI, 29
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1Ly a plus : si m est choisi de maniére a vérifier la condition

(Eﬂ)"':: 1,
on en conclura
(En)me=1, mo=1,
par conséquent

mg=o0 (mod.y), m=o0 (mod.y),
et
(En)y™t=1, Emt—=1,
par conséquent

my=o0 (mod.9), m== (mod. ¢).

Done, pour que la puissance m* du produit &y se réduise a l'unité,
il sera nécessaire que m soit divisible a la fois par y et par ¢, ou, en
d’autres termes, que m soit un multiple de n; et, comme m = n'sera la
plus petite valeur positive de m pour laquelle cette condition soit
remplie, nous devons conclure que le produit §x de deux racines pri-
mitives, propres a vérifier les équations (3) et (4), sera une racine
primitive de I'équation (1).

Enfin, chaque racine primitive p de I’équation (1) ne pourra étre
formée que d’une seule maniére par la multiplication de deux racines
primitives propres i vérifier les équations (3) et (4). En effet, conce-

yons que
&

désignent encore deux racines primitives de ces équations. Si I'on a
En=¢m,

on en conclura
(En)p=(§n,)?%  nP=a,

-

et, comme on aura d’autre part

par conséquent

w=rk=1,

-

par conséquent
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il est clair que le rapport s— devra étre une racine commune des équa-
g

tions (2) et (3). Or, 3,  étant par hypothése premiers entre eux, leur
plus grand commun diviseur o sera 'unité. Done la racine commune
dont il s’agit sera la racine unique de I’équation

et I'on aura
‘% =1, N,7=Ne
On trouvera de méme §,=%. Donc les produits
E"b E:"'l
ne pourront étre égaux entre eux que dans le cas oi1 I'on aura
£==d, n,="n.
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante.

Tutorime I. — Si le nombre entier n est le produit de dewx facteurs 3,7,
premiers entre eux, on obtiendra les diverses racines primitives de
Uéquation :

z"=1,

et on les obtiendra chacune d’une seule maniére, en multipliant succes-
sivement les diverses racines primitives de I'équation

ZP=1
par chacune des racines primitives de | 'équalion‘
Zh== 1.
Le théoréme que nous venons d'énoncer entraine évidemment ceux
qui suivent.
Tutoneme [l. — Le nombre entier n étant le produit de deux fac-

teurs @, i, premiers entre eux, désignons par

Py P Py -
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les diverses racines primitives de I'équati

xh=13
puis nommons

E B oo €L m oMy My ...
les diverses racines primitives des équations

x¥=1 et xh=13}
on aura

(5) (p+p+p,+. - )=E+E+EL+ )+ +0+..0)

Tutoreve [1l. — Le nombre entier n étant le produit de deux fac-
teurs 3, v, premiers entre eux, si l'on désigne par

N, ¢ X

le nombre des racines primitiv i« t calculé par ch des

trois équations
=1, z¥=1, xA=1,
on aura

(6) N=0X.
Comme ces trois théorémes sont évidemment applicables non
seulement an nombre n, mais encore aux nombres g, 7, facteurs de n,

ou méme aux facteurs de 9, lorsqu’il en existe, etc., et ainsi de suite,
il est clair qu'on pourra énoncer encore les théorémes suivants :

Tueonewe 1V. — S le nombre entier n est le produit de plusieurs
JSacteurs
& % b

premiers entre eur, on obtiepdra les diverses racines primitives de
Uéquation

(1) xn:z,

et on les obtiendra chacune d’une seule manicre, en cherchant d abord
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les diverses racines primitives des équations auxiliaires

1

7) x?=1, k=1, a¥=1, e

et formant tous les produits, qui ont chacun pour facteurs : 1° l'une des
racines primitives de l'équation a® = v ; 2° L'une des racines primitives de
Véquation z*=1; 3° Lune des racines primitives de 'équation z¥ =1, etc.

TakoréMe V. — Le nombre entier n €tant le produit de plusieurs
JSacteurs
[ T 2N

premiers entre eux, désignons par

Py P Pur e

les diverses racines primitives de I'équation bl

at =1,
el soient respectivement

[T AU N R P L TR TR I

les diverses racines primitives des équations bi

x¥P=1, xrl=1, .r'l’:l, ey

la somme des racines primitives de la premiére équation sera le produit
des sommes separément formees avec les racines primitives de chacune
des autres; en sorte qu'on aura

8) p4p,+pAe=(E+E L )+ 040,40 )+ )

et, par suite, si I'on nomme 8 la somme des racines primitives de I'équa-
tion (1), lon aura

(9) B=(+&+E+..)(+a+n0,+..)@+++ )00

Takorime VI. — Le nombre entier n étant le produit de plusieurs

Sacteurs
@ % b
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premiers entre euz, désignons par

N, @ X, ¥, ...

le nombre des racines primitives ] ¢ caleulé pour ch des
équations
zr=1, a&¥=1, ax==1, a¥=1 ceey
on aura
(10) N=0XV....

Sotent maintenant

v, v, ¥,

les facteurs premiers de n, dont I'un pourra se réduire a 2. Le nombre n
sera de la forme

(11) n=vay'oy'e,

a, b, c, ... désignant des exposants entiers, et, si I'on veut décomposer n
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces facteurs les

quantités
ve, Vb v, L,

dont ch est une pui entiére d’'un nombre premier.
Cela posé, les théorémes que nous venons d’établir fourniront le
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la somme
3
des racines primitives de 1'équation (1) et le nombre
N

de ces racines primitives. C'est ce que nous allons faire voir.
Si d’abord on suppose le nombre » égal a 2, I'équation (1), réduite

a la forme
=1,
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offrira une seule racine primitive
. p==1;
et par suite on aura
=1, N=1.
Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de
I'équation :
Zh =1
seront les puissances entiéres de p correspondant a des exposants
positifs, mais inférieurs a n, savoir

Py PY P eees PN
On aura done ! ’

e 11—
é§=p+p'+...+p""=‘;}___I =F?,

ou, ce qui revient au méme,

$ =,
et de plus
N=n—1.

Si n est une puissance de 2, les racines primitives de I'équation
Zh=1
seront les puissances entiéres de p correspondant & des exposants
impairs et inférieurs & n, savoir
Py P PYH s Pt

On aura donc

S=p+pd+...+prt= p"':l_?

ou, ce qui revient au méme,

et de plus

On peut encore observer que dans ce cas on a

n "
==t =g
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d’ott il résulte que les diverses racines primitives seront, deux a deux,
égales au signe prés, mais affectées de signes contraires. Leur somme
sera donc nulle, comme on I’a trouvé.

Supposons & présent que n soit une puissance d’un nombre premier
impair v; en sorte qu’on ait

n=ye,
Alors, pour obtenir les racines primitives de I'équation
ah=y,

il faudra, entre toutes les racines représentées par les termes de la
suite
I, P [T )

choisir celles dans lesquelles I'exposant de p est premier i , et non
divisible par v, en laissant de coté celles ol 'exposant ¢st multiple

de v, savoir
pl)’ PV’ P'V’ veoy Plt—‘l'

ou, ce qui revient au méme, en laissant de coté les racines non pri-
mitives

o P ey P(s—‘)"'

o n s
Or, ces derniéres, dont le nombre est ;,‘n'etant autre chose que les

diverses racines de 1'équation
»
x¥=1,

leur somme totale sera nulle, aussi bien que la somme des racines de
I’équation (1). Done la différence de ces deux sommes, ou la somme s
des racines primitives, s’évanouira elle-méme; et l'on aura d’une
part

d’autre part
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ou, ce qui revient au méme,

(i)

En résumé, si n.est, ou un nombre premier v, pair.ou impair, ou
une puissance v* d’un tel nombre, on trouvera toujours

(13) N=n(|—-—%),

et I'on aura‘de plus

(13) =—1,
ou
(14) 3=o,

suivant qu'il s’agira de la premiére puissance ou d’'une puissance
supérieure i la premiére; ce que I'on pourra démontrer dans tous les
cas i l'aide des raisonnements dont nous avons fait usage, lorsque »
était une puissance d’'un nombre premier impair.

Passons maintenant au cas oi1, n étant un nombre quelconque, sa
valeur est donnée par la formule (11). Alors le nombre N des racines
primitives de I'équation (1) et la somme 8 de ces racines se déduiront
immédiatement des formules (10) et (12), ou des formules (9),
(13) et (14). En effet, pour décomposer n, dans ce cas, en facteurs

® % b
premiers entre eux, il suffira de prendre
p=w, =V $=ve ...
Cela posé, on aura, dans la formule (10),

0"—‘““('—%)? x=w(c_5,), ‘l"=v”=(|—‘—:1), e
QEuvres de C.— S. 1, t. Ul 30
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et par suitecetteformuledonnera

st (=)o)

=ye=tyd-tyfe=t | (y—)) (¥ =1) (V' =—1)...,

(15)

ou, ce qui revient au méme,

) N=a(i= ) (= 1) (= B) -

De plus, en vertu de la formule (g), la valeur de 8, correspondant &
I'équation (1), sera le produit des valeurs de 8, correspondant aux
équations

=1, "=, =1, ey
et dont chacune se réduira simplement 3 — 1 ou & o, suivant que le
nombre @ ou b ouc, ... sera égal ou supérieur a I'unité. Par suite,
si n est un nombre composé, pair ou impair, qui renferme deux ou
plusieurs facteurs égaux entre eux, on aura toujours

(17) 8=o,

Mais, si-» est un nombre premier, ou un nombre composé dont les
facteurs premiers v, v/, ¥, ... soient inégaux, en sorte qu’on ait

(18) n=whH'...,

alors on trouvera

('9_) ===,
savoir
(20) 8=~—1,

quand les facteurs premiers v, v', v*, ... seront en nombre impair, et
(a1) $=1,

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair.
Ainsi, en particulier, la somme des racines primitives sera —1
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pour chacune des équations

=1, =1, xt=1, x'=1, =1, ah=1,
zéro pour chacune des équations

zd=1,  at=1, x2'=1, 2=, M =1, o=,
et -+ 1 pour chacune des équations

xd=1, =1, =1, =1, =1, ¥ =1,

Soit maintenant
f(p)
une fonction entiére d'une racine primitive p de I'équation (). On
pourra toujours, dans cette fonction, réduire 'exposant de chaque

puissance de p. & un nombre entier plus petit que n, et poser en con-
séquence

(23) f(p) = 8o+ 8,p = 84p*4-.. .+ 8, p*1y

g, 8yy 83y +o.y 8, désignant des coefficients indépendants de p.
Supposons d"ailleurs que, dans la fonetion f(p), les différents termes
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine
primitive p par une autre racine primitive g™. Alors f(p) sera ce qu’on
peut nommer une fonction symétrique des racines primitives de 'équa-
tion (1), ou, ce qui revient au méme, une fonction symétrique des
puissances
[ L LA,

h, k1, ... étant lcs entiers inférieurs a n et premiers & 7. Or, en écri-
vant successivement i la place de p chacune des racines primitives

PA: P*r Ply ey
on reconnaitra que, dans f(p), ceux des termes de chacune des suites

Pl‘v Pl‘y P'y ey
o, : ot P, ..,

Paln’ Plk'. P!I,
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les mémes coeffi-
cients. Mais ces mémes termes se réduisent toujours, ou aux diverses
racines primitives de I'équation (1), ou du moins aux diverses racines
primitives d’une équation de la forme

(23) aw=1,

‘© étant un diviseur du nombre », qui peut devenir égal a ce méme
nombre. Par conséquent, dans une fonction symetrique des racines pri-
mutives de U'dquation (1), les racines primitives de I'équation ( 28) devront

yjours offrir les mémes coefficients; et une telle fonction se réduira
toujours & une fonction linéaire des diverses valeurs que peut acquérir
la somme des racines primitives de I'équation (23), quand on prend
successivement pour o chacun des diviseurs du nombre n, y compris
ce nombre lui-méme. Si, par exemple, » est un nombre premier,
alors, les entiers

inférieurs & n, et premiers 2 n, se réduisant aux divers termes de la
progression arithmétique

1, 23, 3, ..., n—y,

et les racines primitives
[
de I'équation (1) aux divers termes de la progression géométrique

Py P P eees PP,

on aura
8= 8y=... =8y
et .
(24) f(p) =80+ a;(p +p*+...+p"").

Donc alors une fonction symetrique des racines primitives de I'équa-
tion (1) sera en méme temps une fonction linéaire de la somme de ces
racines.
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Comme nous I'avons déji remarqué, si I'on désigne par p une racine
primitive de I'équation (1), et par
h, k, 1,
les entiers inférieurs & n, mais premiers & », les diverses racines prit
mitives de la méme équation pourront étre représentées, non seule-
ment par les termes de la suite
P‘: P.: Plo ey
mais encore par les termes de la suite

Puh, Pmt’ Pul’ veey

pourvu.que m soit lui-méme premier a n. Il est essentiel d’observer
que, pour passer de.la premiére suite a la seconde, il suffit de multi-
plier par-m les divers exposants ‘

hy k2 4 ...,
qui se transforment alors en ceux-ci
mh, mk, ml,

Si I'on multiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs
fois, on obtiendra encore d'autres suites qui seront propres elles-
mémes i représenter les diverses racines primitives, savoir :

Pm‘h, Pm‘k' Pm'l, ey

Pu'la’ Pm'k. Pm'l' v

Concevons, maintenant, qu'avec les termes correspondants, par
exemple, avec les premiers termes de ces différentes suites on forme

une suite nouvelle
phy pmh, pm, Al L,

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p forment une
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progresson géométrique
h, mh, mth, m*h, ...,

offrira autant de racines primitives distinctes qu'il y aura d’unités dans
I'exposant « de la plus petite puigsance de m propre a vérifier I'équi-
valence

(25) mi= (mod. n').

En effet, la valeur de t étant choisie comme on vient de le dire, et la
progression géométrique étant réduite aux seuls termes

h, mh, m*h, ..., m-'h,

la différence entre deux termes de cette progression ne scra jamais
divisible par »; et, en conséquence, les deux puissances de p, qui
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais égales entre
elles. Donc, alors les divers termes de la suite

(26) ph, pmh, pmth, L., pmeth

seront tous distincts les uns des autres.
Si n est un nombre premicr impair v, ou une puissance d’un tel
nombre, tous les entiers premiers & n vérificront I'équivalence

(27) aN=1,

la valeur de N étant donnée par la formule (12), ou .

N=n(;—‘}'>-

Alors, si I'on prend pour m une racine primitive s de la formule (27),
on trouvera
t=N;
et la suite (26) deviendra
('AS) Ph' th, Pn'h, P:" ",
Cette suite se réduira méme a

(29) L A )
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si I'on pose, comme on peut le faire, &= 1. D'ailleurs, N étant préci-
sément le nombre des entiers

bk, k 1 ...,

inférieurs & n et premiers i , il en résulte que chacune des suites (28),
(29) comprendra toutes les racines primitives de I'équation (1).
Si n se réduit & un nombre premier, alors, la valeur de N étant

N=n-—1,
les suites (28), (29) deviendront

(30) P'" P"" P"'- ceey PR,
(31) e P P e Y

et ces deux suites, dans lesquelles les exposants de p croissent en
progression géométrique, offriront-chacune, a I'ordre prés, les mémes
termes que la suite .
Py P oPH e P

dans laquelle les exposants de p croissent en progression arith-
métique.

NOTE VII.

SUR LES SOMMES ALTRRNRES DES RACINES PRIMITIVES DES RQUATIONS RINOMES,
RT SUR LBS FONCTIONS ALTKRNEES DE CES RACINES.

Soient toujours p une racine primitive de I'équation binome
(1) "= |‘,

et
hy k2 |,

les entiers inféricurs 4 n mais premiers i n, dont 'un se réduira sim-
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plement a I'unité. Les diverses racines primitives de I'équation (1)
pourront étre représentées, soit par les termes de la suite

[ A
soit par les termes de la suite
Pm," Pmk’ Pml, .

m étant un nombre quelconque premier & n. Or, on pourra généra-
lement, comme on le verra ci-aprés, partager les entiers

en deux groupes
hy W, A", ... etk K, K, ...,
ot par suite les racines primitives
ehoph el
en deux groupes correspondants
et e M, ... el e% ¥, ¥, ...,

de telle sorte qu'aprés la substitation de p™ a p, les deux derniers
groupes se trouvent encore composés chacun des mémes racines, ou
transformés I'un dans l'autre. Ainsi, par exemple, si I'on suppose
n =5, les quatre racines primitives de I’équation (1), ou

b=,

formeront les deux groupes
pooptet oY %

qui deviendront respectivement, aprés la substitution de g* a p,
oot b op

aprés la substitution de p* a p,

#h ot et g, gt
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enfin, aprés la substitution de p* a p,

ph p et % ph

Or, il est clair que, dans le premier et dans le dernier cas, les deux
groupes resteront composés chacun des mémes racines, tandis que
dans les deux cas précédents les racines du premier groupe se trans-
formeront en celles qui composaient le second, et réciproquement.

Les racines primitives de P'équation (1) élant partagées en deux
groupes, comme on vient de le dire, de telle sorte, qu'aprés la substi-
tution de p™ i p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs
de m, composés chacun des mémes racines, et se trouvent, pour
d'autres valeurs de m, échangés entre eux; il est clair que le nombre
des racines

L I

du premier groupe devra étre égal au nombre des racines
Pk, o, p¥, ..

du second groupe. Donc, si 'on représente par N, comme nous I'avons
fait dans la note précédente, le nombre total des racines primitives ou
des entiers

inféricurs & n, mais premiers i n, on verra le nombre des entiers

hy W,OW, L,

ou de racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des
entiers
L A

3

ou des racines comprises dans le second groupe, se réduire sépa-
rément i g; ce qui suppose N pair.

Cela posé, concevons que I'on ajoute les unes aux autres les diverses
racines primitives de Péquation (1), prises avee le signe + ou avec le
signe —, suivant qu’elles font partie de 'un ou de I'autre groupe. On

ORuvres de €. — S. I, t. NI, ' 31
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obtiendra ainsi une somme algébrique dans laquelle on pourra faire
suceéder i chaque terme précédé du signe + un terme correspondant
précéde du signe —. Cette somme algébrique pouvant étre considérée
en conséquence comme composée de termes alternativement positifs
et négatifs, nous la désignerons sous le nom de somme alternée. Done,
si I'on pose

(2) @ =pt ol ph 4. . —pf— pF—ph"—_

® sera une somme alternée des racines primitives de 'équation (1).
Lorsque, dans une semblable somme, on remplacera la racine primi-
tive  par une autre racine primitive 3™, les différents termes se trans-
formeront, au signe prés, les uns dans les autres, et deux termes, qui
se déduiront ainsi 'un de Pautre, se trouveront toujours aflectés du
méme signe pour certaines valeurs de m, mais affectés de signes con-
traires pour d'autres valeurs de m; par conséquent, la substitution de p™
i p laissera invariable la valeur de la somme, ou la fera sculement
changer de signe. Supposons, pour fixer les idées, que des deux

groupes
hy K, W, L. eL &, AL A, L.,

le premier renferme P'exposant 1. Alors la substitution de g™ & p
n"altérera point la valeur de la somme alternée ®, si 'on a pris pour m
un des nombres

hy W, N, L,
et la fera sculement changer de signe, si I'on a pris pour m un des
nombres

kK, K, L

Si, par exemple, on suppose n =5, la somme alternée

M=z p 4 ph—pt—p’

changera de signe, quand on y remplacera p par g2 ou par ¢?, mais elle
ne sera nullement altérée quand on y remplacera p par p*.
1l est important d’observer que, dans le cas ot la substitution de p™
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4 p laisse invariable la somme alternée ®, les termes
PI el P"“’
par conséquent les termes
o et pm, L,

doivent se trouver affectés du méme signe dans cette somme, / pouvant
désigner ici I'un quelconque des nombres

hy W, W kKK

c'est-d-dire I'un quelconque des nombres premiers a 2. Done, dans le
cas dont il s'agit, le méme signe doit affecter tous les termes de la
suite ‘

(3) p/’ Pllll’ P’"”D veey Flll"‘l'

v étant exposant de la plus petite puissance de m propre i véritier
I’équivalence

4 mrzs1 (mod. r).

Mais, si la substitution de g™ & o fait varier le signe de la somme

alternée ®, alors les termes

PI et Pml

devront y étre affectés de signes contraires, et 'on pourra en dire
autant des termes
et el pY,

ou

el et ™y, L.l
Done alors chacun des termes de la suite (3) sera, dans la somme
alternée @, précédé du méme signe que p ou d'un signe contraire,
suivant que I'exposant de g contiendra comme facteur une puissance
paire ou une puissance impaire de m. Dans tous les cas,

L et m
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étant deux nombres premiers a n,
P"I‘l

sera précédé du méme signe que ', Done, si on a pris 'unité pour
I'un des nombres

qui sont équivalents i des carrés
ms, m'y ...,

suivant le module 2, ¢’est-a-dire tous les résidus quadratiques relatifs
i ce module.

Supposons maintenant que a soit un nombre premier impair, ou
une puissance d’un tel nombre. Alors les entiers

hy &y 4, ...,
inférieurs i n et premiers & n, vérifieront P'équivalence

(3) V=1 (mod. n),

les uns, dont le nombre sera 7 étant résidus quadratiques suivant le

module n, et racines de 'équivalence

N
(6) ats= (mod. n),

N "
les autres, dont le nombre sera encore —, étant non-résidus quadra-

tiques, et racines de I'équivalence

(mod. n).

@
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D'ailleurs, si, dans la somme alternée w, le terme p est précéde du
signe +, on pourra en dire autant de toutes les puissances de p, qui
offriront pour exposants des résidus quadratiques; et, comme le

. . N .
nombre de ces puissances sera précisément 5 les autres puissunces,

qui auront pour exposants des non-résidus quadratiques, devront
toutes étre affectées du signe —. Donc alors

hy, W, K, ...
devra représenter la suite des résidus quadratiques, et
R

la suite des non-résidus. D'ailleurs, si Pon prend pour m une racine
primitive s de I'équivalence (5), les diverses racines primitives de
I'équation’ (1) pourront étre représentées par los divers termes de la
suite

O

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui représenteront
des résidus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants
carrés
5, oS8, ., sV
Done, si le terme 3 se trouve précédé da signe + dans la somme
alternée ®, la valeur de cette somme, dans ['hypothése admise, ne
pourra étre que la suivante :

(8) O =p—p*tp"—p 4. . —p"

1l est au reste facile de s"assurer que, dans le cas olt 2 se réduit i un
nombre premier impair ou i une puissance d’un tel nombre, le second
membre de la formule (8) représente effectivement une somme
alternée des racines primitives

N A

de I'équation (). Car, si, dans ce second membre, on remplace p
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par g*, chaque terme se trouvera remplacé par le suivant, pris en signe
contraire, le dernier terme étant remplacé par — p. Or, de cette senle
observation, il résulte que le second membre de I’équation (8) restera
composé des mémes termes, tous ces termes étant pris avee des signes
contraires i ceux dont ils étaient d’abord affectés, ou tous étant pris
avee ces mémes signes, si 'on y remplace la racine primitive p par
'une des racines primitives

[ S TRETRPI L

ce qui revient i remplacer une ou plusieurs fois de suite p par p*.
Dans le cas particulier ot 2 se réduit i un nombre premier, on a

N=n-—i,
et la formule (8) donne simplement
(9) ®=p—pf+p*—p"...—p",
s étant une racine primitive de I'équivalence
(10) ah =1 (mod. n).

Alors, aussi, en vertu de la formule (14) de la Note I, on aura

(11) (p—p'+p"~—p"+...--p""‘)‘::(—l)—:'n,

par conséquent

n
(12) W= (—1) * n.

Donc, n étant un nombre premier impair, on aura
(13) W= n, W=zk\/n,

si ce nombre premier 2 est de la forme fx + 1, et I'on trouvera, au
contraire,

1
ad) rt=—n, ® =k a¥y/—,

si n est de la forme 4 + 3.
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Si I'on suppose, par exemple, # = 3, on trouvera
®=p—p?
¢, p? représentant les deux racines primitives de U'equation
x’—1=o,
ou, ce qui revient au méme, Ie§ deux racines de Péquation
T 1= 0,

Or, ces deux racines étant
[ RS N (S W
,+,,3\/ 1, PR V=i,
il est clair- qu’en supposant = =3, on trouvera
1 [ Rp——
® =31/ ou ®=—3"/—1,

suivant que I'on prendra pour 2 la premiére ou la seconde racine.
Lorsque, n étant une puissance entiére d’un nombre premier im-

pair v, on aura
no==v,

et @ > 1, alors, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, deux monomes de la

forme
P,’ PI'

seront, dans la somme alternée ©, alfectés du méme signe, si les
nombres /, /, premiers i n, vérifient la condition

U'=ml (mod. »),
m? étant un carré premier  n, ou, ce qui revientau méme, si le rapport

4
7

étant équivalent suivant le module n & un carré, véritie par suite la
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formule .

=1 (mod. 3).

Or, c'est évidemment ce qui arrivera, si 'on a
(15) =1 (mod. v).

Car, en ¢levant plusicurs fois de suite a la puissance v les deux
membres de la formule (15), on en tirera successivement

=1 (mod. v?),
W= p (mod. v*),

vt et (mod. v2),
par conséquent,

(%’)v-“El (mod. v);

puis, en ¢levant les deux membres de cette derniére formule a la puis-
e v—1 . . .
sance enliére ——, et ayant égard aux équations

v N

ve=n, Yl — =,

2 2
on trouvera définitivement

(_‘li) =1 . (mod. »).

Done, lorsque n représente le carré, le cube, ou une puissance plus
élevée d’un nombre premier impair v, le méme signe doit affecter,
dans lasomme alternée o, toutes les puissances de p dont les exposants
sont équivalents, suivant le module v, i un méme nombre /; par con-
séquent, le méme signe doit affecter, dans la somme alternée ®, tous
les termes de la suite

.z

PI' p’*‘V, p"”“, veey pl+u—v_
Or, la somme de ces derniers termes, savoir,

Pl+plw+Plllv+._.+F‘I+n—v=p1:_:%:,
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étant nulle avec la difference 1 — g7, il est clair que, dans le cas dont
il s'agit, Ia somme alternée .0 se composera de diverses parties séparé-
ment égales & zéro. Done, la somme © s’évanouira elle-méme; et,
lorsque 2 sera le carré, le cube ou une puissance plus élevée d’un
nombre premier impair, on aura toujours

(16) ®=o.
Si n se réduisait au nombre 2, I'équation binome
xt=1

wolfrirait qu’une seule racine primitive

o=—1,

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternée. C'est au
reste le seul cas ot la formation d'une somme alternée des racines
primitives devienne impossible, et oit le nombre N cesse d'étre pair,
en se réduisant i Punité.

H n'en sera plus de méme si on prend pour 2 une puissance de 2.
Coneevons qu'alors on réduise toujours 'an des nombres

h, &, A",
a l'unité. Si, pour fixer les idées, on suppose n =4, on trouvera

h—=1, k=3,
et

(17) W-=p- p°
sora une somme alternée des racines primitives de P'équation

@£ =1,

Cette méme somme, égale i
p=may—1,

vérifiera d’ailleurs la formule

(18) T —

OEuvres de C. — S. 1, t. 111 3a
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Si I'on suppose n = 8, on pourra prendre )

h=1, =3, =35, k=7,
ou bhien

ou bhien
h=1, W=s, k=13, k=5,

et obtenir ainsi trois sommes alternées des racines primitives de

I’équation
at—=1.

De ces trois sommes la premiére, savoir

(19) ®=p+p'—pt—p'

vérifiera la formule

(20) ®r:—8;

la seconde, savoir

(21) @ -z p 4 pP—p?—p7,

se réduira simplement 2

(22) ®=o0;

ot la troisiéme, savoir

(23) ©=p+p—p'—p

vérifiera la formule

(2) ®*=8,
Enfin, si 7 est une puissance de 2, supérieare a la troisitme, alors

en posant

(23) r=1+1%,

et choisissant le nombre entier d de maniére i vérifier la formule

ld = ou % =d (mod. ),
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on trouvera

~1

n n
_.|+;7_-=1+;d (mod, n),
ou, ce qui revient au méme,

2
% B (l + -',fd) (mod. n),

ible par 16,

n \* n
(—'Td) = mnd’

sera divisible par 2. Done alors la valeur de ¢, déterminée par 'équa-
tion (25), sera équivalente, suivant le module 7, 4 un produit de la
forme

attendu que, 7 étant divis

1
(I -+ I,—lll) ] ou mtl,
4+ .

m étant premier i n, ¢’est-h-dire, impair; et les termes

. 1+
py pr=p

seront généralement affectés de signes contraires dans une somme

alternée © des racines primitives de U'éqguation (1). D'autre part,
puisque, pour des valeurs paires de n, I'équation (1) se décompose en
deux autres, savoir

(26)

S

=1

- (27) .

5

=1,
et gqu'une racine primitive p de Péquation (1) ne peut véritier 1'équa-
tion (26), on aura néeessairement
piz=—1 et pr=—p,
ou, ce qui revient au méme,

prr

Done, si n est une puissance de 2 supéricure i la troisiéme, une
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somme alternée w des racines primitives de I'équation () sera com-
poste de telle maniére, que les termes affectés du méme dgne s
détruiront deux a deux, eu fournissant des sommes partielles égales a
zé&ro. Donc alors, la somme w sera nulle elleméme, et I'on aura

®=o0.

En résumé, si # est un nombre premier ou une puissance d'un tel
nombre, la somme alternée @ sera nulle, & moins que 2 ne se réduise
a4 ou a8, ou & un nombre premier impair.

D'ailleurs, lorsque @ ne sera pas nul, on aura toujours

. ®rzk o,
savoir
(28) D,
si 2 est de la forme (2 415
(79) Wr=—n,

si n est égal & 4, on de la forme 4.z + 3; enfin, si n est égal 2 8,

(30) W'=n ou Brt=—n,

suivant qu’on placera dans le méme groupe les deux nombres 1 et 3,
our ety

Concevons maintenant que, n étant un nombre entier quelconque,
on pose

(31) n=vyhy'e
v, v\, vy ... étant les facteurs premiers de », dont I'un pourra se
réduire & 2. Alors, comme on I'a vu dans la Note précédente, une

racine primitive
[4

de Péquation (1) sera le produit de racines primitives
I
propres i vérifier respectivement les diverses équations

(32) Z* =, =1, V=1,
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Alors auss on obtiendra les diverses valeurs de p et on les obtiendra
chacune d'une seule maniére. S dans le ssoond membre de la formule

(33 p=inl...
on subgtitue successvement les divers sygémes de valeurs de
£ om, &

combinées entre dles de toutes les manieres posshles D'ailleurs,
" é&ant une des racines primitives de I'équation

V=,

chacune des autres radines primitives de la méme éguation sera de la
'orme

g
/étant un nombre entier premier a v. Pareillement, n &ant uneracine
primitive de I'équation

v,

chacune des autres racines primitives de la méme équation sera de la

forme
'

0,
/' éant un nombre entier, premier a V', etc. Donc, S I'on désigne,
comme ci-dessus, par '
R TR
certaines racines primitives, propres a vérifier respectivement les
équations
avt =, vt =, x¥nz, ceey

les diverses racines primitives de I'équation (I) se trouveront repré-
sentées par des produits dela forme

Ealgl...,

{ étant premier a v, £ a v, I a4 v", ... Cela posé, considérons une

somme alternée ® des racines primitives de I'équation (1). Comme les
dittérents termes de la somme @ se réduiront a de semblables produits,
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pris, les uns avec le signe +, les autres avec le signe —, cetle somme
sera évidemment une fonction entiére de chacune des racines primi-
tives
L ooy & e

On arriverait, au reste, a la méme conclusion, en partant de la for-
mule (33). En cffet, la valeur de ¢, que détermine cette formule, étant
une racine primitive de 'équation (1), la somme alternée @ sera néces-
sairement une fonction entiére de g, et par suite une fonction enticre
de k. demn, de, .... Or, concevons que, dans cette fonction, on écrive
it la place de %, une autre racine primitive de la premiére des équa-
tions (32). La somme alternée @ devra rester composée des mémes
termes, tous ¢tant pris avee les signes qui les affectaient d’abord, ou
tous étant pris avec des signes contraires, Done, chaque somme par-
tielle de termes qui ne différeront les uns des autres que par la valear
de &, et par suite la somme ® elle-méme, seront proportionnelles & la
somme de toutes les valeurs de §, ou 4 une somme alternée de ces
valeurs. On prouvera pareillement gue ® est proportionnel i lasomme
des valeurs de v, ou i une somme alternée de ces valeurs, i la somme
des valeurs de £, ou & une somme alternée de ces valeurs, ete. Done la
somme alternée ® renfermera, comme facteur, ou la somme ou une
somme alternée des racines primitives de chacune des équations (32);
et sera proportionnelle au produit de divers facteurs de cette nature,
correspondant a ces diverses équations. D'ailleurs, si 'on développe
le produit dont il est ici question, le développement offrira, au signe
pres, chacun des termes que renferme la somme alternée ®, et deux
termes devront encore étre affectés du méme signe ou de signes con-
traires dans le produit, suivant qu'ils seront affectés du méme signe
ou de signes contraires dans la somme @. Done la somme alternée ©
sera égale au produit obtenu, comme on vient de le dire, ou & ce pro-
‘duit pris en signe contraire.

Réciproquement, si Pon forme un produit dont les divers facteurs,
correspondant aux diverses équations (32), représentent chacun la
somme des racines primitives de 'ane de ces équations, ou une somme
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alternée de ces racines, il est clair que ce produit développé sera com-
posé de termes égaux, au signe prés, aux diverses racines primitives
de I'équation (1), et pourra étre considéré comme une fonction entiere,
non seulement d'une racine primitive p de I'équation (1), mais encore
de certaines racines primitives

L o0 &,

propres a vérifier respectivement les équations (32). D'ailleurs, dans
ce produit, on verra évidemment reparaitre les mémes termes, tous
pris avec des signes contraires a ceux dont ils étaient d'abord affectés.
ou tous pris avec les mémes signes. quand on y remplacera la racine
par uneautre racine primitive de |'équation

ve .
TV,

ou la racine primitive n par une autre racine primitive de I'équation

b
V=1, coey

par conséquent aussi quand on effectuera simultanément plusieurs
remplacements de ce genre, ce qui revient a remplacer la racine pri-
mitive
p==gnt ..

de I'équation (I) par une autre racine primitive de la méme équation.
Donc le produit, formé comme nous |'avons dit, ne pourra étre qu'une
fonction alternée des racines primitives de I'équation (1), dans le
casou il ne se réduirait pas a une fonction symétrique de ces racines.

Il et bon d'observer que la somme des racines primitives de
|"équation

avzza,

étant égale a — |, a pour carré I'unité, et que la somme alternée de ces
racines primitives, quand elle ne sévanouit pas, offre pour carré + v,
Une pareille observation pouvant étre appliquée a chacune des équa-
tions (32), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la
somme, ou une somme alternée des racines primitives de I'une de ces
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équations, devra toujours, quand il ne sévanouira pas, offrir un carré
qui soit égal, abstraction faite du signe, au produit des nombres

' e
Ve,V VI L,

ou de plusieurs d'entre eux, par conséquent a n, ou aun diviseur den.

D'ailleurs, comme nous |'avons prouvé, le premier de ces deux pro-

duits peut représenter une somme alternée quelconque w des racines

primitives de I'équation (1). Donc, si une semblable somme ne séva

nouit pas, €lle offrira pour carré £ n, ou un diviseur de  n.
Observons encore qu'on aura toujours, ou

(34) D=0,
ou
(35) ®*—=+n,

s chacun des facteurs du produit qui représente w est une somme
alternée. Au contraire, s 1'un de ess facteurs et |la somme desracines
primitives de |'une des équations (32), w?, en cessant d'étre nul, sera
généralement de la forme

(36) A=,

w éant, un diviseur de n. Alors aussi, w considéré comme fonction

des racines primitives des équations (‘ta), sera, pour une ou pour plu-

sieurs des équations dont il sagit, fonction symétrique de cesracines.
Pour qu'on trouve en particulier

[NLESE N

il sera nécessaire que, dans le produit propre i» représenter w chague
facteur se réduise a une somme aternée différente de zéro. Cest ce
qui arrivera lorsgue, dans le nombre composé n, les facteurs premiers
impairs seront inégaux, le facteur pair, s'il existe, éant précisément
4 ou 8.
Soit maintenant
f(p)
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une fonction entiere de la racine primitive p de I'équation (1). On
pourra, dans cette fonction, réduire |'exposant de chaque puissance
de p @ un nombre entier plus petit que n, et poser en conséguence

(37) f(p) = A+ a3p + @304 .. + Apy p*Y,

a, a,, &, ..., an_1 désignant des coefficients indépendants de p. Sup-
posons d'ailleurs que, dans le cas ou |'on remplace laracine primitive p
de I'équation (I) par une autre racine primitive p™ de la méme équa-
tion, les différents termes contenus dans i'(p) se transforment, au signe
pfés, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se déduisent
ainsi |'un de |'autre, se trouvent toujours affectés du méme signe pour

certaines valeurs
h, h, h",

du nombre m, mais affectés de signes contraires pour d'autres valeurs
kK, Kk
du méme nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers
h k1, ...
inférieurs an et premiers a n, se partagent en deux groupes
h h, h', .. el kK, K,

Alors, dans f(p). les coefficients a, s'évanouiront nécessairement,
et f(p) sera une fonction linéaire de chacune des sommes algébriques

Pl A R L — R R k" e
3 P g e gt o g gt g
( 8) PM+P’”+ pn/r.‘_‘ P paA-__ P.’llc'__ Psf.-'__. ey

chacune d'elles étant censée ne renfermer que des termes distincts les
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algébriques dont il
s'agit se réduiront toujours, ou, comme la premiere, a une somme

alternée des racines primitives de I'équation (1), ou du moins a des
OEuvres de C— S. I, t. L. 33
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sommes alternées des racines primitives d'équations de la forme

(39) ==,

les exposants ou les valeurs de w étant des diviseurs de n. Cda posé,
dans lafonction f(p), auss bien que dans chaque somme alternée, les
termes précédés du signe + seront évidemment en méme nombre que
les termes précédés du signe — ; et, S a un terme que précéde le
signe -+~ on fait succéder un terme correspondant que précede le
signe —, on pourra obtenir, pour représenter la fonction, une suite
de termes alternativement positifs et négatifs. Pour cette raison, nous
désignerons sous le nom de fonction alternée la fonction f(p), formée
comme il a éé dit ci-dessus. Il est clair qu'une semblable fonction
pourra seulement acquérir deux formes distinctes, et deux valeurs
égdes au signe pres, mais afectées de signes contraires, s I'on y
remplace une racine primitive p de I'équation (I) par une autre racine
primitive p™ de laméme équation. Ajoutons gu'en vertu desrelations
établies par la formule (13) entre les racines primitives de I'équa-
tion (1) et celles des équations('la), toute fonction alternée desracines
primitives de I'éguation (I) sera eu méme temps, ou une fonction
alternée, ou une fonction symétrique desracines primitives de chacune
des équations (32). Il sera maintenant facile de trouver la forme la
plus simple a laquelle se réduise, pour une valeur donnée de n, une
fonction aternée f(p)des racines primitives de I'équation (| ) ; surtout
lorsque n représentera un nombre premier ou une puissance d'un tel
nombre. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Supposons d'abord que le nombre n se réduise a un nombre pre-
mier impair v, ou a une puissance de ce nombre premier, en sorte
qu'on ait

n=me,
I'exposant a pouvant se réduire a I'unité. Les divers diviseurs du
nombre n, y compris ce nombre lui-méme, ou les diverses valeurs
que pourra prendre |'exposant w dans la formule (39), seront respec-
tivement

ve VY, v, L., vl g
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et les sommes alternées des racines primitives de Péquation (38), qui
correspondront a ces diverses valeurs de o, seront toutes nulles, a
I'exception d'une seule, que nous désignerons par 4, et i laquelle la
fonction {(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu’on aura

(%0) f(p) ==uA,

a étant indépendant de . La somme A dont il s’agit sera d'ailleurs la
somme alternée des racines primitives de I'équation

alz=a,

qu’on obtient en posant, dans I'équation (39), © =v.
Supposons en second licu que le nombre 2 se véduise a une puis-
sance
a2t
du nombre 2. Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de
Péquation (1) une fonetion alternée, il sera née

ssaire que celfe équa-
tion offre plus d’une racine primitive et qu'on ait en conséquence

a>1.

Cela posé, n pourra étre 'un quelcongue des termes de la progression
géométrique

o, les valeurs de o, dans I'équation (39), devant aussi se réduire
des termes de celte progression, la somme des racines primitives de
I'équation (39) ne pourra cesser de s'évanouir que lorsqu’on prendra
W=z f on w=8.

Donc alors une fonction alternée f(p) des racines primitives de I'équa-
tion (1) renfermera- tout au plus deux termes qui ne s'évanouiront
pas, ces deux termes étant proportionnels, le premier i une fonction
alternée des racines primitives de I'équation

(41)

le second & une fonction alternée des racines primitives de 'équation

(42) =1,
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Or, évidemment de ces deux termes le premier subsistera seul, si I'on
a n=14, et alors la fonction alternée f(p) sera encore de la forme
indiquée par I'équation (40), la valeur de A étant

A:p—p‘:ta\/:—l.

Si n devient égal a 8, on aura trois cas a considérer, suivant que le
second terme deviendra proportionnel a I'une ou a I'autre des trois
sommes alternées

(43) hp+p*—pt—p'y p+pt—p'—p'=o0, p+p'—p'—p"

Or, quand on fait successivement coincider avec chacune de ces trois
sommes la premiére des expressions (38), savoir

Pl ph = PR ph —,
on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expression
P —p¥—.. .,

réduite a ne contenir que des puissances de p non équivalentes entre
elles, deviennent respectivement

(44) o, pl—pf=zkay—1, o

Done, 72 étant égal a 8, le second des termes dont nous avons parle
disparait lorsque le premier subsiste, et réciproquement; en sorte que,
dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indiquée par
I'équation (4o), A désignant une somme alternée des racines primi-
tives ou de P'équation (41) ou de I'équation (42).

Au reste, ces conclusions doivent étre étendues au cas méme ou n,
étant une puissance de 2, deviendrait supérieur a 8, puisqu’alors la
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaitraient, i I'excep-
tion des deux termes ci-dessas mentionnés, pourrait encore étre con-
sidérée comme une fonction alternée des racines primitives de I'équa-
tion (42).

Revenons a des valeurs quelconques de n, ct posons deé nouveau

n=vwhtye
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v, V', V", ... désignant les facteurs premiers de n, dont |I'un pourra se
réduire a 2. Comme nous |'avons dga dit, une Fonction alternée f(p)
des racines primitives de I'équation () sera en méme temps ou une
fonction symétrique, ou une fonction alternée des racines primitives
de chacune des équations (32). Occupons-nous d'ailleurs spécialement
du cas ou f(p). considéré comme fonction des racines primitives de
I'une quelconque des équations (32), est toujours une fonction
aternée, jamais une fonction symétrique de ces racines; ce qui sup-
pose n impair ou divisible plusieurs fois par le facteur 2. Dans ce cas
spécial, daprés ce qu'on a vu tout a I'heure, ou la fonction f(p)
sévanouira, ou elle deviendra simultanément proportionnelle a divers

. facteurs
A, AL A, L,

qui représenteront des sommes alternées, respectivement formées
avec les racines primitives des équations
(45) avzz1, xv=1, z" =1,
s les facteurs premiers

v, v, V',
sont tous des nombres impairs. Donc alors f (p) sera proportionnel au
produit

A AN L.,
qui représentera une somme aternée des racines primitives de I'équa-
tion

(46) VYV e 2y
ou
(47) xP=1,

la valeur de w étant
(48) w=w...,
et l'on aura en conséquence

(49) f(p) =adAd’A"...,
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a désignant dans f(p) le coefficient d’une racine primitive de I'équa-
tion (46). Si, parmi les facteurs

v, vy V', .,
le premier v se réduisail & 2, on devrait remplacer la premiére des
équations (45) par I'équation (41) ou (j2); et par suite on devrait,
dans la formule (49), prendre pour A une somme alternée des racines
primitives de I'one des équations
(50) xt=1, at=1.
Alors le produit

AAA. ..

serait une somme alternée des racines primitives de I'équation (47),
la valeur de o étant donnée non plus par la formule (48), mais par
I'une des deux suivantes :

(51) w == VY.L, w=8vv'..,.

ailleurs, en supposant # impair avee chacun des facteurs

on trouvera

v—1 v -1 V=1
(32) A'=(—1)7 v, Atz (—1) T, A= (—1) TV,
ct, par suite,

R S B At |

(33) ATARA" = (—a) T T Ty,
ou, ce qui revient au méme,

w -1
(3%) ANAAT, o (—1) T =,

la valeur de o étant donnée par la formule (48). Si au contraire on
suppose v = 2, n étant divisible par 4 ou par 8, la premiére des for-
mules (52) se trouyera remplacée par 'une des équations

(33) At=—}, Ar= %38,
et la formule (53) par I'une des équations

(56) AAAT = gYVLLL,  ATATATL, =BV
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par cons&quent on aura encore
(S ATAA, ke,
la valeur dew éant donnée, non plus par la formule (48). mais par

I'une des formules (51). Dans I'une et I'autre hypothéses, on tirera de
laformule (49)

(58) [F(p)]t =% wa.
L'équation (58) seréduirasmplement a

(@) (M) = na,

dl'ona

(60) W=

Or, pour quelenombrew, déerminé par laformule (48), ou par I'une
des formules (51), devienne précistment égal a n, il est nécessaire que
les facteurs premiers e impairs de n soient inégaux, le l'acteur pair,
sil existe, &ant 4 ou 8.

L'équation (59) seréduiraen particulier a
(Gi) [f()P=nat,

si, les facteurs premiers e impairs du nombre n éant inégaux, ce
nombre ex de I'une des formes

Ao +1, 440 +3),
ou bien encore Je I'une des formes
8. +1), B(4r +3),

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le méme
groupe ceux des entiers
h. k, 1/,

inféricurs & n, mais premiers i 2, qui, divisés par 8, donuent pour
n o . e
restes 1 et 7, quand gesl de la forme fx 41, et ceux qui, divisés

par 8, donnent pour restes et 3, quand § estde la forme jo + 3. .
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Enfin I'équation ' (59) setrouveraréduitea
(62) [f(p)]t =~ nat,
s, les facteurs premiers e impairs du nombre n éant inégaux, ce
nombre es de |'une des formes
dr—+3, 4(4z+1),
ou bien encore de I'une des formes
8(4x+1), 8(jz+3),
pourvu toutefois que, dans ce dernier cas on place dans le méme

groupe ceux des entiers
h, k, |,

inférieurs a n, mais premiers a n, qui, divists par 8, donnent pour
reses et 3, quand "eest dela forme 4x + 1, et ceux qui donnent pour

retesi e 7, quand "s et de la forme 4x + 3.

Nous observerons en Unissant que, dans le cas ol I'on an=w, &
ou la formule (58) se réduit a la formule ( 59), le produit

AAN.L,
renfermé dans le ssoond membre de la formule (49)> Se réduit a une
omme alternée w des racines primitives de I'équation (1) . Donc alors
la formule (49)) pourra sécrire comme il suit :

(63) f(p)==ad.

Or, en devant au carré chaque membre de cette derniére formule, et
ayant égard a I'éguation (35), on retrouvera, comme on devait Sy
attendre, I'équation (59).
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NOTE VIII.

PROPRIETRS DES NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNER DES RACINKS PRIMITIVES
D'UNR BQUATION BINOME, SERVENT D'EXPOSANTS AUX DIVERSKS PUISSANCES DE L'UNE
DE CRS RACINES.

Soient, comme dans la Note précédente :

2 un nombre entier quelconque;

hy k, 1, ... les entiers inféricurs i », ot premiers a n;
N le nombre des entiers 4, £, £, ...;

p unc racine primitive de I'équation

(1) Zh==1,
et
(2) ®=ph g pW - ph" o, — ph ek — ok —

une somme alternée des racines primitives de cette équation, les
entiers
h, k2l ...
étant partagés en deux groupes
h, N, A", ... et k, K, k" ...,

de telle maniére qu'un changement opéré dans la valeur de la racine
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme ©,
sansavoir jamais d’autre effet sur eette méme somme. Enfin, supposons,
pour plus de commodité, que le nombre 1 fasse partie du groupe

hy N, K, ...
Si le nombre # est premier, il sera en méme temps impair, et 'on aura
N=n—1.

Alors aussi, d’aprés ce qui a été dit dans la Note précédente, les

nombres
hy, K, 2", ...

OFuvres de €. — S. 1, t. I 34
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seront résidus quadratiques suivant le module n,et racines de I'équa-
tion

(3) ¥ =1 (mod.n),

en sorte que chacun d'eux vérifierala condition

h
(4) [7'-] =1.
Au contraire les nombres
Kk, K, K

seront non-résidus quadratiques suivant le module n, et racines de
I'équivalence
n-1

(5) ¥ oz (mod. n),

en sorte que chacun d'eux vérifieralacondition

0 4=

D'ailleurs, pour chacune des équations

n-1 n—1

xr? =1, x? =—1,

la somme des racines se réduira toujours a zéro, Iorsque" _sé'a un
nombre entier supérieur al'unité; et, par conséquent, pour chacune
des formules (3), (5), la somme des racines sera équivalente a zéro,
suivant le module n, lorsqu'on aura

Roole, A>3,

2
Donc, n étant un nombre premier supériedr a 3, on aura toujours
(7) h+lW4h ... =k+k+k+...=o0.

La formule (7) comprend évidemment un théoréme qu'on peut
énoncer comme il suit :

- THEOREME |. — n étant un nombre premier supérieur a 3, §i, parmi les
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entiers inférieurs a n, mais premiers an,on distingue les résidus quadra-
tiques

h, b, h"
et les non-résidus quadratiques
koK, Kk

la somme h + h h' + h" + .. des résidus et la somme k + k' + k" + ...
des non-résidus seront I'une et l'autre divisibles par n.

Ainsi» en particulier, on trouvera, pour n = 5.

h=1, h'=4, h+l=5=o0 (mod. 3).
k=2, k=3, k4 k=

0 (mod. 5),
pour n = 7,

h=3, h=a, h =14, ha-h+-0=. 7 :0 (mod.7),
k=1, k=5, K'-= 6, k4k+A=14=0 (mod. 7),
etc. Mais, si I'on prend
n=3,
on aura
h=1, k=12,
et la condition (7), qui cessera d'étre vérifiée, se trouvera remplacée
par la suivante :
h=—k=1 (mod, 3).
On pourrait démontrer encore le premier théoreme comme il suit.
n étant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive
de I'équivalence
a"~t=1 (mod. n).
Les entiers inférieurs a n, mais premiers a n, seront équivalents aux
diverses puissances de s d'un degré plus petit que n — |, savoir, les
résidus quadratiquesaux puissances paires

1, s, s, ..., s"3,
et les non-résidus aux puissances impaires

s, s % ..., s"%
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On trouvera, par suite,
n—-1__
A+l 4+ 0+ =54+t 4. s = ",_ " =0 (mod. n),

n—1

I =0 (mod. n),

s
Atk R ms st b s b sn e

excepté dans le cas ou, n éant égal a 3, on aurait non seulement
stz (mod. n),
maisencoren — 1= 2, e par conséquent
sta=1 (mod. n).

Supposons maintenant que n devienne une puissance d'un nombre
premier impair v, en sorte qu'on ail ’

n=ve,
Alorson trouvera
Ay — 1) = =1
N=wv-1(v I).._Il(l v)
Alorsauss
hy W, W,

seront résidus quadratiques suivant le module n, e racines de I'équi-

valence .
(8) FASES] (mod: n),

tandisque
kK, K,

seront non-résidus suivant le module n, et racines de I'éguivalence
© = (mod. n).
Donc, si, en nommant /un nombreentier premier & n, 'on désigne par
B
n
lerete + ou — I, qu'on obtient en divisant par n la puissance

N
&,
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chacun des nombresh, h', h", ... vérifiera encore la condition (4), et
chacun des nombres k, k', k", ... la condition (6). D'autre part,
-chacun des groupes

A

koK, K,

pouvant étre décomposé (p. 248 - 249) on plusieurs suites de termes
de la forme
L, {+v, l+av, ..., l4+n—v,

et la somme de ces derniers termes étant égde a

n, n—v
--(l+——>)
v 2

par conséquent divisible par v** =':"/vi| es clair que, dans I'hypo-

thése admise, la formule (7) pourra étre remplacée par la suivante :
(10) b . mh k4 k+...=0 (mod.v'-':";).

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n— 9 = 3%,

h=1, =4, W=7z, h4+W -0 =12a=0 (mod. 3),

h==a, k=35, A"=3, Ak+Ak-+k=15=0 (mod. 3).

Laformule (11) renferme un théoréme qu'on peut énoncer comme
il suit :
~ THEOREME I1. - v étant un nombre premier impair, et R = v* une puis-
sance de v dont le degré surpasse I'unité, si parmi les entiersinférieurs
an, maispremiersan, on distinguelesrésidus quadratiques
hy, K, I,

etlesnon-résidus
kK, k" L,

tasommeh+ h'+ h" + ... des résidus et lasomme k + k' + K" +. ..
des non-résidus seront, I'une et I'autre, divisibles par v** ou, ce qui

revient au méme, par 2+
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Au reste, on pourrait encore établir le théoréme IT de la maniére
suivante :

Si, en supposant
n=v* et N=v-Y(v—1),
on nomme s une racine primitive de I'équivalence
aN=1 (mod. n),

on trouvera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons
précédemment fait usage,

sN—1
h4 W+ h . =14 st 45N =

Py (mod. n),
N -
k4K 4R+ =548+ ... s‘—’ssi—,:_——:- (mnod. n),

et, par suite,

(=) (- H+NW+.. )= sf—1 =0 (mod. n),
(=) (k+K+k+...)=s(s"X—1)=0 (mod. »).

Donc chacun des produits -
(P =)W W), (=) (h+ A+ A+, .)
sera divisible par n =*; et, dans chacun d'cux, le second facteur
h R+ "+ .. ou k+ K+ k4.
sera nécessairement divisible par v2-, si le premier facteur
s'—1

ne peut étre qu’une seule fois divisible par v. Or, c'est précisément ce
qui arrivera. Car, si le facteur s* — 1 était seulement divisible par v?,
on en conclurait

Sft=a (mod. v*),

et, par suite (voir la note placée au bas de la page 81),

S = (mod. ¥*),
SV sy (mod. ¥*),
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Donc svérifierait laformule

ST =y (mod, %),

ou, ce qui revient au méme, laformule

]
st (mod. n),

et ne pourrait représenter, comme nous le supposons, une racine pri-
mitivedel'équivalence

2= (mod. n).

Lorsque v est de la forme 4x + 1, et n de la forme v I'exposant a
étant supérieur al'unité, alors

e, ainsi que “V'flgl un nombre pair; donc, par suite la quantité — |
vérifie I'équation
V=1

et représente un résidu quadratique suivant le module n. D'ailleurs,
/ et m étant premiers an, les deux nombres

/, ml

sont toujours en méme temps ou résidus ou non-résidus. Donc, dans
le cas que nous considérons ici,

/¢ —/oun—/
seront en méme temps résidus ou non-résidus, et la somme des résidus
h, b, h",

Sse composera, ainsi que la somme des non-résidus, de termes qui,
gjoutés deux- a deux, donneront des sommes partielles égdes a n. En
conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
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THEOREME |11. — v étant un nombre premier de la forme 4x + 1, et
n =V
une puissance de v, dont le degré a surpasse I'unité, si, parmi les entiers
inférieurs & n, mais premiers & n, on distingue les résidus quadratiques

hoh,ooh
et les non-résidus
k, K, k'

la somme h + h' + h* + ... des résidus et la somme k + k' + k" + ...
des non-résidus seront, I'une et I'autre, divisibles par n.

Ainsi, on particulier, on trouvera, pour n =25 = 52,

h+ N+ h'+..

A6 g+t 1f 16 419 + 21424
i+ 4+06+9+11—11— 9g— 6— f— 1=20
(mod. 25),

kb 4+ k.22 4+3+7+8+124+13+17+18 +22 +23
=2 +3+7+8+12—12— 8— 79— 3.2 az=o

(mod. 25).

Aux théoremes|, I'l, Il on peut évidemmentjoindre le suivant :

THEOREME 1V. — n représentant un nombre entier supérieur a 2, la
somme des entiers inférieurs a n, mais premiers a n, sera divisible par n,
de sorte qu'en désignant ces entiers par

h kI,
on aura

(ry n + k + I+... = o (mod. n)

Effectivement, les entiers inférieurs a n et premiers an, étant deux

a deux de la forme
ol n,

fourniront des sommes partielles toutes égales a n. On doit seulement
excepter le cas ou les nombres

/, n..l
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pourraient devenir égaux, en restant premiers a n. Or, |'éguation

=n-1
donne ’

| :ilgn,

et pour que %n soit entier, mais premier a n, il faut qu'on ait n — 2.

Avant d'aller plus loin, nous présenterons une observation impor-
tante. La somme alternée w étant déterminée par la formule (2), et le
groupe des exposants

étant supposé, dans cette somme, renfermer I'exposant I, enfin, le
nombre / étant inférieur, ou méme supérieur a n, mais premier a n;
si, dans la somme alternée w, on remplace p parp', alors, suivant que /
sera équivalent a I'un des nombres

h, h, h",

ou h I'un des nombres

cette méme somme se trouvera multipliée par + 1 ou par - 1, c'est-
a-dire que les termes précédés du signe + sy trouveront échangés ou
non contre les termes précédés du signe -, cette espéce de multipli-
cation ou d'échange ayant lieu dans le cas méme ou n renfermerait «les
facteurs égaux, et ou, par suite, en vertu des propriétés de la racine p,
la somme alternée w s'évanouirait. D'ailleurs, si n est un nombre pre-
mier ou une puissance d'un tel nombre, on aura, dans le premier cas,

of
[f--

Dong, alors, changer, dans la somme alternée w, p en p' revient & mul-

dans le second cas

tiplier cette somme, ou plutdt ses divers termes, par “I-

OEuvresde C. — S. I, I I11. 35
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Concevons a présent que n représente un nombre impair quel-
conque. Il sera le produit de facteurs premiersimpairs

élevés i diverses puissances; et, si 'on désigne les exposants de ces
puissances par

a, b, ¢, ...,
on aura
(12) n=vebye, L,
(13) N =va-tyb=ty'e -t (v —1) (v —1) (V' —1)...
(=9 (=9)(
=n(1— - 11— = —_—-
( v v
Soient d'ailleurs
&L om 4.
des racines primitives qui apparticnnent respectivement aux diverses
équations
4) a¥e=1, =1, v =1,

On pourra prendre
(15) p=knt....

Soicnt, de plus,

A, A, A, L.
des sommes alternées, respectivement formées avec les racines pri-
mitives de la premiére, ou de la seconde, ou de la troisiéme, etc. des
équations (14), et de maniére que la racine

13 ou n ou g ...

représente Pundes termes affectés du signe +. D’apreés ce quia été dit
dans la Note précédente, si la somme alternée ® est en méme temps
une fonetion alternée des racines primitives de chacune des équa-
tions (14), non seulement cette somme @ vérifiera 'une des condi-
tions

(16) O —=o,

(7) == n,
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mais en outre le produit
ANA...
sera égal, au signe prés, i la somme ®; et comme, dans ce produit,
aussi bien que dans la somme @, le terme
&ng. ..
sera ¢évidemment affecté du signe +-, on aura nécessairement.

(18) ©=AAA"....

Iy a plus : les divers termes compris dans la somme @ serontles pro-
duits partiels qu’on peut former en multipliant les divers termes de
la somme A par les divers termes de la somme A', puis par les divers
termes de la somme A”, et ainsi de suite. Cela posé, on pourra facile-
ment décider si un eatier 4, inféricur a 2 et premier & n, fait partie du
s
groupe -
ou du groupe
kK, K, ..
Lin effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme ©, les
termes préeédés du signe + se trouvent ¢échangés ou non contre les
- termes précédes du signe —, quand on remplace

p=Ekng... par pl==Elnlgl. ..,
ou, ce qui revient au méme, quand on substitue simultanément
£ a g waam ¥ AL L.

Or, de ces diverses subslitutions, la premiére équivaut @ la multipli-
cation desdivers termes de la somme A par

!
;'_' y
la seconde a la multiplication des divers termes de A" par

.-
v

v
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la troisiéme & la multiplication des divers termes de A” par

[4)

ete. Done, en vertu de ces substitutions réunies, les divers termes
du produit AA’A”. .. ou de la somme © pourront étre censés multipliés

RIEIENE

Done, en définitive, / fera partie du groupe

hoK, W,
ou du groupe

suivant que le produit

sera égal h + 1 oud — 1.
Si, en supposant toujours

/
n o= vay'eyre

on se sert de la notation

pour représenter le produit

Bl

on déduira immédiatement des principes que nous venons d’établir la
proposition suivante : :

Tukorime V. — Solent n un nombre impair; v, v', v", ... ses facteurs
premiers; a, b, ¢, ... les exposants de ces facteurs dans le nombre n;
! un des entiers inférieurs @ n mais premiers a n; et p une des racines-
primitives de l'équation (1): Si une somme alternée © de ces racines est
en méme temps une fonction allernée des racines primitives de che
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des équations (14), les deux termes
P PI

seront, dans la somme alternée ®, affectés du méme signe ou de signes
contratres suivant qu'on aura

oo [=r o []=—r

ll en résulte encore que, dans le cas o, comme nous I'avons supposé,
le groupe des nombres

h, K, N,
renferme U'unité, l fait partie ou non de ce méme groupe suivant que lu

premiére ou la seconde des formules (1) se vérifie.

Supposons maintenant que, n étant déterminé par la formule (12),
et {désignant 'un des nombres entiers inférieurs & n, on nomme

T

les restes positifs qu'on obticnt quand on divise successivement / par
chacun des nombres

ve, vhooyTe, L,
L'équation
p=E&ng...
donnera non seulement

) . p’:s’n’C’,...
mais aussi

(20) PI.-:EI,,N;X" L

et pareillement la formule
AL
nf T L] Ve

!
entrainera la suivante :

=B




218 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOM BUES.

D’ailleurs les diverses racines primitives de I'équation

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour
E—)l

en prenant successivement pour A tous les entiers inférieurs & v*
et premiers & v*. De méme les diverses racines primitives de I'équa-

tion
P11

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour
W,

en prenant successivement pour A’ tous les entiers inféricurs i v et
premicrs & v%; ete. Donce, en vertu du théoréme 1V de la Note VI,
les diverses racines primitives de I'équation (1) seront représentées
par les diverses valeurs du produit

E‘A o z‘A"’

correspondant aux divers systémes de valeurs que peuvent acquérir
les exposants
AN, A, L,
quand on prend pour A un entier infériear & v*, mais premier a v,
pour A’ un entier inféricur i v, mais premier a v'%, pour A" un entier
inféricur & v, mais premier a v’¢, ete. Done, puisque les diverses ra-
cines primitives de Péquation (1) peuvent encore étre représentées par
les diverses valeurs qu’on obtient pour
s

en prenant successivement pour / tous les entiers inférieurs 4 7, mais
premiers i 2, on peut afficmer non seulement qu'a chaque valeur de /

correspondra, comme il était facile de le prévoir, un seul systéme des

valeurs de
A N A, L,
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mais, réciproquement, qu'a chaque systéme de valeurs de A, 1, A, ...
correspondra une valeur de /.

Il est bon d’observer encore que, le nombre n étant impair, la
somme alternée ®, déterminée pac I'équation (2), ne pourra, en vertu
des principes élablis dans la Note précédente, véritier la formule (17),
on

=t p,
que dans deux cas particuliers, savoir : 1° lorsque n sera un nombre
premier; 2" lorsque, » étant le produit de facteurs premiers inégaux

v, VW, v, ...,
@ sera une fonction alternée des racines primitives de chacune des
équations

(22) av=1, =1, a’'=1,

Ajoutons que, dans 'un ot 'autre cas, on aura
®?=:n,

si nest de la forme 4.2 +-1, ot

®z=—- n,

si n est de la forme 4o + 3.

Jusqu’d présent nous avons supposé que dans I'équation (1) Pexpo-
sant 2 était un nombre impair. Coneevons maintenant qu'il devienne
un nombre pair, et supposons d’abord qu'il se réduise & une puissance
de 2.

Pour qu’on puisse former avee les racines primitives de I'équa-
tion (1) une somme alternée

® = php ph - ph" s — pF— pF — AT -
il sera nécessaire que la puissance de 2, représentée par n, soit une

puissance supéricure i la premiére, par conséquent un terme de la pro-
gression géométrique
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Alors, on pourra supposer, si n est égal a 4,
®:==p--p%
et si n est égal a 8,
. ®==p+pi—pt-p

ou bien

®=p+pt—p'—p’
ou bien encore

0 =p 4 p7— p? — p?,
cte. Alors aussi la formule (17) ne pourra étre vérifice que dans trois
cas spéciaux, savoir : 1° lorsque, # étant égal & 4, on aura

®=p—p D =—4;
2° lorsque, n étant égal 4 8, on aura
D=p4p- -pt—p7, ®r=——8;
3 lorsque, r étant égal a 8, on aura
®=p -+ p’—p'—pt, ®*=8.
Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequel les sommes
h+NWa. .., k+k+...
devicnnent divisibles par . En effet, on aura dans le premier cas
h=1, k=3,

par conséquent
h=—k=1 (mod. n);

dans le second cas
k=W =1+3=4, k4 k'=5+7=12,
par conséquent
It+h’5/r+k'§-;-n (mod. n);
et dans le troisieme cas
ha-'=1+7=8, k4+k=3+5=8,

par conséquent
h+lW=Fk+K=:n,
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Concevons maintenant que n, étant un nombre pair, ne se réduise
plus a une puissance de 2. Si I'on nommeyv, V', v", ... les facteurspre-
miers de n, dont ['un, v par exemple, se réduira simplement au
nombre 2, on pourra supposer en'core la valeur de n déterminée par
I'équation (12), et lavaleur de p par I'équation (15),

[

diésgnant des racines primitives qui appartiennent respectivement h la
premiére, alaseconde, a la troisieme, etc. des formules (14)« Il y a
plus: si I'on nomme

A A, A,
des sommes alternées respectivement formées avec les racines primi-
tives de la premiere, de la seconde, de la troisieme, etc. des équa-
tions (14), et de maniere que la racine

£ ou m ou §

représente |'un des termes affectés du signe +; si d'autre part on
nomme

oM, W,
les restes qu'on obtient quand on divise successivement par chacun
des facteurs

un entier / inférieur & n, mais premier an, on se trouvera de nouveau
conduit aux formules (18) et (20) : et I'on conclura toujours de la
formule (20) qu'a chaque systéme de valeurs de

AN, N,
correspond une seule valeur de/. D'ailleurs laformule (18) fournira
encore le moyen de décider si un entier /, inférieur a n, mais premier
an, fait partie du groupe

h, h, h",
qui par hypothése renferme I'unité, ou du groupe

k K, k'
Euvresde C.— S. I, t. I 11. 36
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En effet, pour y parvenir, il suffirade savoir si, clans la somme w, les
termes du signe + se trouvent échangés ou non contre les termes pré-
cédés du signe —, quand on remplace

p=En{... par pl=tn%. ..,
ou, ce qui revient au méme, quand on substitue simultanément
Boag o ha ¢ oA

Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisieme, ..., simul-
tanément effectuées, changeront ou ne changeront pas les termes pré-
cédés d'un signe en ceux que précede le signe contraire, par exemple,
les termes affrétés du signe + en ceux qu'affecte le signe —, suivant

que I'expression
CO1reY. . {

seraégalea + | oua — |. Cela posé, en passant du cas ou la lettre n
désigne un nombre impair au cas ou. cette lettre représente un
nombre pair, on obtiendra, au lieu du théoreme V, la proposition sui-
vante :

THEOREME VI. — Soient n un nombre pair,
ses facteurs premiers,

les exposants de ces facteurs dans le nombre n, | un des entiers infé-
rieurs a n et premers a n, e p une des racines primitives de I'équa-
tion (1). S une somme alternée w de ces racines est en méme temps une
fonction alternée des racines primitives de chacune des équations (14),
et a, en conséquence, pour facteur une somme alternée des racines
primitives ... de I'éguation

(23) P
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les deux termes
Py P

seront, dans la somme alternée ®, affectes du méme signe : 1° lorsque les
termes

E' E’

étant affectés di méme signe dans la somme alternée A, on aura

/

ou, ce qui revient an méme,

/-
(2%) —|=n
;",:”
2° lorsque les termes
5, it
- el

elant affectés de signes contraires dans la somme allernée A, on aura

l -
VL B
ou, ce qui revient an méme,
I
(25) — ="
;l—‘ n

Consideérons en particulier le cas oi1, n élant pair, la somme © vérifie
la condition (1), savoir :

D= n.

Dans ce cas, en vertu des principes établis dans la Note précédente,
® sera nécessairement unc fonction alternée des racines primitives de
chacune des équations (14), et, de plus, on aura, d’une part,

@-=2, ELE
ou

a-=3, 2¢=8;
d’autre part,

b=1, c=1, ey n=a'v,...
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Or, supposons d’abord
2% =4,
Alors on trouvera
n=4wH'..., A=p—p'=p'—p!,

et le théoréme VI entrainera le suivant :

Tutoreme VII. — Soient n un nombre pair divisible par 4,
v, V',

. n I . oy .
les facteurs premiers %' Supposés impairs et inégaux, | un des entiers
inférieurs & n, mais premiers a n, et p l'une des racines primitives de
U'équation

z"=1.
Si une somme allernée © de ces racines vérifie la condition

®*=*xn,

non seulement ® sera une fonction alternée des racines primitives de
chacune des équations

(26) ab=1, V=1, =1, ...,

mais de plus les deux termes

seront, dans la somme alternée ®, affectés du méme signe quand on
aura simultanément

=1 (mod. 4), —l—- =1,
-;;n

(37) | ou bien

== — (mod‘. &), [Tl~] =—1,
le
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et affectés de signes contraires, quand on aura

(= (mod. %), Ll=-,
-Z-n

(28) [ ou bien

—1  (mod. %), Ly
+n
4

Supposons, en second lieu,

{

1l

28 —8.
Alors on aura
n=8vv...;

et, si I'on veut que la fonction alternée @ vérifie la condition

®*=n,
on devra supposer

A==p+p'—p—pb, lorsque ~ serd de la forme 4z +1,
‘et

A=p-+p*—p*—p’, lorsque n sera de la forme 4z + 3.

Au contraire, si I'on veut que la somme alternée © vérifie la condition

W=z —n,
on devra supposer

A=p-+p*—p*—p’, lorsque n scra de la forme 4o +1,

et
A=p+p'—p'—p}, lorsque » sera de la forme 4.r +1.

Cela posé, le théoréme VI entrainera évidemment les propositions
suivantes :

Tutorime VIII. — Soient n un nombre pair divisible par 8 ;
v, v, ...
les facteurs premiers de % supposés impairs et inégaux; l un des entiers
inferieurs & n, mais premiers an; el p une racine primitive de I'équation

zh=1.
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Enfin, supposonsqu’'unesommealternéew de cesracinesvérifielacon-
dition

*= n.

Non seulement cette somme sera une fonction alternée des racines primi-
tives de chacune des equations

(29) =1, 2V, V=,

mais de plus les termes

;e
seront, dans la somme ®, affectés du méme signe : 1° si, :—; étant de la
Sforme hx +1, ona

=1 ou 7 |L =1,
§"
(30) Lo bien T
=3 ou 5, EN =—1

f
x] -
=
| S—

2° si, %e’lanl de la forme Yz + 3, 0na

i
%l =
s

I

\ =1 ou 3, L =1,

31 | ou bien

i

o
3 I“

I

|

ol =

(3"

. n ’o . .y .
les facteurs premiers de g supposes impairs et inégauz, | un des entiers
inférieurs n, mais premiers & n, et p une racine primitive de [’équation

Fh=1.

Enfin, supp qu'une alternée ® de ces racines vérife la con-
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dition
®r==—n.

Non seulement cette somne sera une fonction alternée des racines pri-

tives de ch des équati

(32) =1, av =1, v =,

mais de plus les termes

seront, dans la somme alternée ©, affectés du méme signe : 1° si, '—; élant
de la forme hx +1, on a

il:%l ou 3, —l—’--1 =1,
gll
(33) ) ou bien -
L= ou 7 l_l. =13
on
\ | 8]

n

2° si, 5 étant dela forme jx + 3, ona

\lzl ou 7s ;—l— =1,

| on bien

(34)

Revenons maintenant i la formule (7), oit les nombres
hy Ay A", ... ou ky Ky K,

représentent les exposants des termes affectés du- signe + ou du
signe — dans la somme alternée w. 11 suit desthéoremes| et | | | que
cette formule se vérifie : 1°quand n es un nombre premier impair,
supérieur a 3; 2° quand n et une puissance quelconque d'un nombre
premier delaforme4x + 1. J'gjoute qu'dle sevérifieraencore, S n et
un nombre composé qui renferme plusieurs facteurspremiers, I'un de
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oes facteurs pouvant étre le nombre 2 devé a une puissance dont le
degré surpase I'unité, e s, d'ailleurs, la valeur de n éant donnée par
la formule (12), la somme alternée w et une fonction alternée des ra-
cines primitives de chacune des équations (14). En effet, suppasons
d'abord n impair. Alors, en vertu du cinquiéme théoréme joint a la
formule (21), lesvaleurs de/ qui appartiendront au groupe

h, h', h", ...
seront celles qui vérifieront la condition
- l —_—
(33) [x]=
ou .
AN »
9 (=] 5] [#] =+
par conséquent, celles qui vérifieront ou les conditions
A T
o Bl BB
ou les conditions
A MW
(38) [V;]:—l, [V—I;J l;ﬂ]....;—l.

Or, le nombre des valeurs de / qui vérifieront la condition (35), ou, ce
qui revient au méme, le nombre des systémes de valeurs de A, N,
A’ ... qui vérifieront la condition (36), scra

&N: -;-v""v"'-'v'c".. (=) (V=) (Y —1)....

aussi bien que le nombre des valeurs de / qui vérifieront la condition
7]
- | =—1
n
AT
BIGE -

ou
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Pareillement, on reconnaitra que le produit

%v”‘"'v"’". L =) (V' —1)...

exprime le nombre des systémes de valeurs de
N, Mo

qui sont propres a vérifier, soit la seconde des formules (37), soit la

seconde des formules (38). Donc ce dernier produit, que nous repré-,
1 .

scfltons par 5 0, en posant, pour abréger,

(39) I = vo-wyret (V1) (V' —1)...,

exprimera le nombre des valeurs de /, qui, étant comprises dans le

groupe
hy W, L,

seront équivalentes, suivant le module v*, & une méme valeurde 4, par
laquelle la premiére des formules (37) ou (38) se trouve vérifiée.
Donc la somme des valeurs de /, comprises dans le groupe

hy N, R, ...,
T .
¢'est-a-dire, en d'autres termes, la somme
htl+ 0"+ ..

sera équivalente, suivant le module v*, au produit du nombre

x

S

par la somme des valeurs de A, qui vérifieront I'une des formules

= )=

Or, comme chaque valeur de A satisfera nécessairement a Pune
des équations (40), il est clair que la derniére somme comprendra

toutes les valeurs de A, et sera, par suite, en vertu du théoréme 1V,
OFuvresde C. — S. 1, t. U, 37
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divisible par v Donc auss la premiére somme

h+h +h" +...
sra divisible par V¥ et, comme elle devra étre, pour les mémesrai-
sons, divisible par v'®, par v'° ..., il et clair que, dans I'hypothése
admise, dle sera divisible par le produit

n = vav'Pyre, .
On pourraencore en direautant dela somme
K+K +K 4.

puisgue, en vertu du théorémel V, lasommetotale

h+h +h" + . +Kk+K +K' +..

devra encore ére divisble par n. Donc si, n &ant impair, la somme
alternée West en méme temps une fonction alternée desracinesprimi-
tives de chacune des équations (14), les deux sommes

h+h +h"+ .. k+Kk+k"+...

vérifieront la formule (7).

Supposons maintenant que, dans I'éguation (12), I'un des fac-
teurs

yoov,ov

e réduise au nombre 2, mais se trouve devé a une puissance dont le
degré surpase I'unité. On prouvera encore, non plus a I'aide d'une
saule formule (21), mais a l'aide des formules (18) et (28), que la
moitié du produit x, déerminé par I'équation (38), exprime le nombre
des valeurs del qui, é&ant comprises dans le groupe

noK, W, ..,

ont équivalentes, suivant le module V™, & une méme valeur de A.
D'ailleurs, parmi les termes affectés du sgne -+ dans la somme (0 que
déterminelaformule(18), on en trouveraqui auront pour facteur un
terme donné quelconque, affecté du signe 4- ou du sgne — dansla
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somme A. Donc ld somme
h+W+h"+. ..

sera encore, dans I'hypothéseadmise, équivalente, suivant le module v*,
. 1
au produit de 5 % par la somme totale des valeurs de A. Donc, cette

derniére somme devant étre, en vertu du théoréme IV, divisible
par v*, on pourra en dire autant de la premiére, qui devra étre divi-
sible par chacun des nombres

; "
va, Vb e L

et se réduire, en conséquence, 2 un multiple de n. La somme totale
Rt B+ ok KA+

devant étre clle-méme, en vertu du théoréme 1V, un multiple de »,
il suit de ce qu'on vient de dire que les deux sommes

h+h'+ N0 +..., kA4 k4 K.

devront encore vérifier la formule (7).
En résumé, on pourra énoncer la proposition suivante :

TutoriMe X. — n dtant un nombre composé qui renferme divers fac-
teurs premiers v, V', V', ... et ne puisse devenir pair, sans étre divisible
par 4, si Uon suppose que, la valeur de n étant fournie par I'équa-
tion (12), la somme allernée ®, déterminée par la formule (2), soit en
méme temps une fonction allernée des racines primitives de chacune des
équations (4), on aura

AW 4" . =k+ K+ k"+...=0 (mod. n).

1l est bon d’observer que, dans le théoréme précédent, les exposants
de tous les facteurs impairs pourraient se réduire i 'unite.

En vertu des principes établis dans la Note précédente, pour que la
somme alternée ® vérifie la condition

D= n,
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n étant un nombre premier ou composé, pair ou impair, déterminé
par la formule (12), il est nécessaire que les facteurs premiers impairs
de n soient inégaux, le facteur pair, s'il existe, étant 4 ou 8, et qu'en
outre ® soit une fonction alternée des racines primitives de chacune
des équations (14). Cela posé, les théorémes I et 11 entrainent évidem-
ment la proposition suivante :

Tukontme XI. — Lorsque la somme alternée ©, déterminée par la
JSormule (2), vérifie 'équation (17), savoir

®r=zn,

les deux groupes d’exposants
hy N, A, ...,
k' ‘.I, kl R
verifient la condition (7)., savoir

h b+ "+ . =k+ K+ +...=0 (mod. n),

a moins toutefois que le module n ne se reduise a l'un des trois nombres

3, 4 8.

On peut d'ailleurs observer que la condition dont il s’agit est véri-
fiée, pour le cas méme olt I'on suppode n = 8, lorsque @, étant réduit
ala somme alternée

P pi—pt—ph
verifie I'équation
D*=8=n,

mais cesse de I'étre lorsque ©, étant réduit a
prp—p =T

vérifie I'équation
= =8 =—un,
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NOTE IX.

THEOREMES DIVERS RELATIFS AUX SOMMES ALTERANEES DES RACINES PRINITIVES
DES BQUATIONS BINOMES.

Soient :

n un nombre entier supérieur a 2
h, k, I, ... les entiers inféricurs & 2, mais premiers a n;
N le nombre des entiers A, &, /, ...;
p une racine primitive de I'équation

(1) Th=13

enfin, supposons les entiers

partagés en deux groupes
hy N, W, ... et ky Ky K, L
de telle maniére que I'expression
(2) D= phd- pW e pW e — pF— P — p¥" — |
Teprésente une somme alternée des racines primitives de I'équation
(1), et que I'unité fasse partie du premier groupe
hy W, W, ....

Alors, Ia quantité m étant équivalente, suivant le module », & 'un
des entiers

les produits
mh, mhk', mh’,

seront équivalents, d 'ordre prés, soit aux termes du premier groupe
k2 K, K, ..,

soit aux termes du second groupe
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selon que s fera partie du premier ou du second groupe; ct, au con-
traire, les produits
mk, mk'y, mk', ...

seront équivalents, dans le premier cas, aux nombres

ky K, k", L,
dans le second cas, aux nombres

hy, N, WM, ...
Done,  étant I'un quelconque des entiers inféricurs i n, mais pre-
miers & n, le nombre { et le produit ml, ou plutot le reste de la division
de ml par n, appartiendront ou non au méme groupe, selon que la

quantité m deviendra équivalente & un terme du premier ou du second
groupe. Ainsi, par exemple,

! et —1, ou plutdt n—I,
appartiendront ou non au méme groupe, suivant que la quantité
-1, ou plutdt n-—i,

fera partic du premier ou du second groupe. Parcillement, si le
nombre n est impair,
Loet ol

appartiendront ou non au méme groupe, et par suite les produits
hy by A, ..
seront équivalents, a I'ordre prés, aux nombres

o W, L
ou aux nombres
k, K, k' ...,

suivant que le nombre « fera partie du premier groupe ou du second.
Des principes que nous venons de rappeler il résulte encore que, si
I'on remplace
p par  pm
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les deux groupes des racines primitives
et P, P, ... et pk ¥, pF, .,

resteront composés chacun des mémes racines, ol se transformeront
'un dans 'autre, suivant que m sera équivalent, suivant le module n,
a I'un des nombres

hy K, OW, ...
ou & l'un des nombres
k2 K, Ky ...

Done, si 'on nomme
I="((ph, p%, o, ...)
une fonction symétrique des racines
Pt p"y Py ol
et
=[(pk, 0%, p%, ..0)
ce que devient la fonetion [, quand on y remplace

ohopM W
par
P p¥, p¥, .
la somme
I+

ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la différence
I—J

pourra sculement changer de signe, en conscervant toujours, au signe

prés, laméme valeur, lorsqu’on remplacera la racine primitive p par

une autre racine primitive p™. Donc alors la somme [+ J sera une

fonction symétrique, et la difféerence [ — J une fonction alternée des

racines primitives de Iéquation (1). V
Si le nombre n est tel que l'on ait

(3) ®= * n,

alors, en verta des principes établis dans la Note précédente, ce
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nombre sera de I'une des formes
whY, L., 4YY, ..., 8YY, L.,
v, ¥, v", ... désignant des facteurs impairs et premiers, inégaux entre
eux; et, si d’ailleurs » ne se réduit pas a I'un des trois nombres

3 4 8
on aura

(4) hhb' +h"+..=k+KkK+k+...=0 (mod. n).

Ajoutons que I'équation (3) pourra se réduire &
5) ®= n,
dans le cas sculement ou, les facteurs impairs de n étant inégaux,
n sera de I'une des formes
4o +1, 4(4x+3), B(az+1),
et qu'alors chacun des nombres

h, W, A",

vérifiera : 1° si n est de la forme 42 + 1, la condjtion

(6) [f—:]-’:l;

2° si '7: est entier et de la forme 4z + 8, les conditions

(7) /_‘V =1, h=1 (mod. %),
%n

ou
(8) [Ti]:_l. h=—1 (mod.4);

-n

A

30 si g est entier et de la forme 42 + 3, les conditions

1
=n

9) [.L'.J =1, h=1 ou 7 (mod. 8),
8
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ou

(10) A =—1, Ah=3 ou 3 (mod.7);

- n . o e
4° si g est entier et de la forme 4@ + 3, les conditions

/
(11) TL =1, fo=1 ou 3 (mod.8),
=n
ou o
- L . -
(13) —l=—n A=5 ou 7 (mod3).
-sll

Au contraire, I'équation (3) pourra se réduire i
(13) D= — n,

dans le cas seulement oil, les facteurs impairs de n étant inégaux,
n sera de 'une des formes
bz +3, f(hr+a), B(ar-kn;
et alors chacun des nombres
hy N, h"
vérifiera : 1° si n est de la forme 42+ 3, la condition (6); 2°si '—,:
est entier et de la forme 42 + 1, les conditions (7) ou (8); 3 si

g-(-st entier et de la forme 4 + 3, les conditions (9) ou (10); 4° si

gost entier et de la forme 4 + 1, les conditions (11) ou (12).

Si I'on désigne par
les facteurs premiers de n, et par

a, b, ¢, ...

les exposants des puissances auxquelles ces mémes facteurs sont
¢éleves, I'équation

(14) n=vxyhye, .
OFEuvres de C. — S. 1, t. 1l 38
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entrainera généralement la suivante :
(15) N= vV v (v —l) (=) — 1)

S |'on supposeen particulier nimpair, e compost defacteursimpairs
inégaLix

VvV, VvV, VvV, y
alorsl'équation
(16) n=v' \Y v
entrainera les suivantes :
(17) N=@—)@—=00—1)...,

w o ERREIEE
ERRIEIE

D'ailleurs, v étant un nombre premier impair, 'expression

[3]-

se réduira simplement & + 1 ou & — 1, suivant que v sera de la forme
4@ + 1 ou j@ — 1. Donc, en vertu de la formule (18), 'expression

—1

.n
sera égale & 4+ 1 ou & — 1, suivant que les facteurs premiers de », de
la forme 4z — 1, seront en nombre pair ou en nombre impair; et,
comme le nombre 2 sera, dans le premicr cas, de la forme 4 +1,

dans le second cas, de la forme 42 -— 1, il est clair que I'équation (18)
pourra étre réduite

g fdnd)
(20) l——' ~(—1) * .

n

De plus, v étant un nombre premier impair, I'expression -

-
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se réduira simplement & + i ou a— i, suivant que v> sera de la forme
16x + 1 ou 16x + 9. Donc, en vertu de la formule (19), I'expres-

sion [%]

sraégdea + | oua— 1, suivant que, parmi les carrés

V2 w2yt

Ceux qui se présenteront sous la forme
16x + 9
seront en nombre pair ou én nombre impair. D'ailleurs, le produit
de deux (acteurs de la forme 16 + 9 étant lui-méme de la forme
16x + 1, il et clair que le carré
nt=yhNE,

sera dans le premier cas de la forme 16x + 1, dans le second cas de la
forme 16x + 9. Donc, par suite n sera, dans le premier cas, de la
forme 8 £ 1, ou, ce qui revient au méme, e I'une des formes

8 +1lou 8& + 7,
dans le second cas, de laforme 8x + 3, ou, ce qui revient au méme,

de I'une des formes
8X+3 ou s +5;

et I'équation (19) pourra étre réduite a

L
2
(21) [',;] =",

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n éant inégaux
et représentés par

n renferme, en outre, un facteur pair représenté par 4 ou par 8 ; alors,
eu égard alaformule (20), il et clair que I'équation

22) n =4 v
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entrainera la suivante :

(23) [-F—'—J: -1,
le

ou que I'équation

(24) n=8v"v...

entrainera la suivante :

f—t [
(33) ==
-§Il

Des formules (20), (23), (23) jointes aux conditions (6), (7). (8),
(9), (10), (11), (12), on déduit immédiatement les propositions que
nous allons énoncer.

Tutorime I. — Soit p 'une des racines primitives de l'équation (1), et

les exposants des puissances diverses de p partagés en deux

(L

groupes
hoOR,OR, L, kK, K, L,

chaque exposant éiant censé appartenir au premier ou au second groupe,
utvant que la puis correspondante se trouve affectée du signe + ou
du signe — dans une somme alternée © de ces racines primitives. Les

deux exposants

et —1 ou n—i
appartiendront au méme groupe, si la somme ® vérifie la condition
Rt—=n,
el a des groupes différents, si la somme ® verifie la condition
®==— .
Par suite, / étant premier a n, les exposants
et —0 on n--l

appartiendront au méme groupe, si I'on a ® = n, ce qui suppose que
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n soit de 'une des formes
he+1, 4(4x+3), 8(ar—+1),

et a des groupes différents, si I'on a ®*= — », ce qui suppose que
soit de I'une des formes

4o +3, 4(4x--1), 8(2.x+1).

On peut aussi, de 'équation (21), jointe i ce qui a été dit plus haut,
déduire le théoréme dont voici I'énoncé :

Tukorewe 1. — Le nombre n étant impair, soit p l'une des racines
primitives de l'équation (1), et supp les exposants des pui
diverses de o partages en deux groupes, chaque exp t élant cense ap-

partenir au premier ou au second groupe, suivant que la puissance cor-
respondante se trouve affectée du signe + oudusigne — dans une somme
alternée o de ces racines, qui offre pour carré + n. Les deux exposants
1 et 2
ou plus généralement
! et al
appartiendront au méme groupe, ow @ des groupes différents, suivant que
le module n sera de 'une des formes
8241, 8r--7
ou de l'une des formes
8r+3, 8ur4-5.
Le deuxiéme théoréme entraine immédiatement la proposition sui-
vante :

Tuconine [l — nétant un nombre impair, et p une des racines pri-
mitives de U équation (1), soient

hy W, N, et [ Y

les deux groupes d'exposants de p dans une somme alternce ® de ces
racines, qui offre pour carré == n. Si n est de la _forme *

8o +1 ou 8o +7,
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le groupe des exposants
h, b, h"

pourra étre remplacé, dans la somme alternée w, par le groupe des expo-

sants
2h, 2w, 2h", L,

qui seront, al'ordre prés, équivalents aux premiers suivant le module n,
et le groupe des exposants

par le groupe des exposants
% 2k, 2k,
S, au contraire, n est de l'une des formes
8X +3, 8 + 5
le groupe des exposants
h, h, h",
pourra étre remplacépar le groupe des exposants
2k 2K 2K, ..,
et le groupe des exposants
kK, K,
par le groupe des exposants
2h, 20, 2w
Supposons maintenant que, |'équation
W = #n
étant vérifiée, n représente, non plus un nombre impair, mais un
nombre pair. Alors n sera de |'unc des formes

4v' v"'..., 8vV...,

v', v", ... étant des facteurs impairs inégaux. Or, si I'on suppose
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d'abord
n=4"V. ..,

un nombre / inférieur a n, mais premier a n, fera partie du premier
groupe
h, h. h", .

si ce nombre /, pris pour A, vérifie les conditions (7) ou (8), et n'en
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs

l, U,

inférieurs a n, mais premiers a n, appartiendront 1'un au premier
groupe, l'autre au second groupe, si ces nombresvérifient la condition

(a0 [L] - [L]
Z" _Zn

sans vérifier la suivante :
I' = | (mod. 4);
en sorte que I'on ait, non pas

/'-1 = o (mod. 4),
mais, au contraire,

@ 1 — 1 = 2 (mod 4).
Or, lesconditions (a6), (27) seront évidemment vérifiées si, /étant in-
férieur arl73 on pose
e
puisque alors on aura
r—r="y=2vv . =2 (mod 4)

Supposons  maintenant

n=8v'v"..,

V', V", ... étant toujours des facteurs impairs inégaux, et la valeur de
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®? étant = n. En vertu des conditions (9) ou (1o), (1) ou (r2), deux

nombres impairs
Lo

inférieurs i n, mais premiers a n, appartiendront nécessairement, I'un
au premier groupe, l'autre au second groupe, si ces nombres vérifient
les deux conditions

(20) L)=[L)
E’l .-§I)
(30) U—=Il=4  (mod,8).

L. . . P . e .n
Or, cest précisément ce qui arrivera,’si, [ étant inférieur a 3 onsup-

pose la valeur de & déterminée par I’équation (28), puisque alors on
aura
(—=l——=Y...=4 (mod. 8).

Observons maintenant que la formule (28) entraine immédiatement
la suivante :

(31) al'=al (mod. n).

Done, lorsque, n étant pair, le carré de © sera % », on pourra, aux
termes du premier groupe

Ly KON, L,
faire correspondre les termes du second groupe
ky K, K, .,
de maniére que l'on ait, par exemple,
ah=2k, all=1ak', ah'=12k", (mod. r).
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

. TueoriNk IV. — n étant un nombre patr, et p une des racines primi-
tives de U'équation (1), soient

hy R, W, ... et k, K, K,
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les deux groupes d'exposants de p, dans une somme alternée w de ces
racines, qui offrent pour carré + n. Les nombres

2h, 2h', 2h",
seront équivalents, a l'ordre prés, suivant le module n, aux nombres
2k, 2k, 2K,
Le nombre total.des entiers
hoko

inférieurs an, mais premiers a n, étant représenté par N, et la somme
alternée w renfermant toujours autant de termes positifs que de termes
négatifs, il est clair que dans chacun des groupes

h, h, h', .. e kK, k',
le nombre des termes d‘oit'étre égal é"/j « Cela posé, |'unité étant censée
faire partie du premier groupe )
h, b, b
nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inférieurs

aﬁ'lz et j le nombre de ceux qui surpassent ”'/'2, On aura

, .. N
(32) l+[::;-

D'autre part, / étant un entier inférieur a",, mais premier a/,
n—I
sera un autre entier supérieur a"/,, mais inférieur a n, et premier a n.
Donc, les entiers inférieurs an, mais premiers an, se correspondront
deux a deux, au-dessus et au-dessous de"(;, le nombre des uns et des
autres étant encore ’Nz Donc, ceux qui feront partie du second groupe
seront, au-dessous de "/, ,en nombre égal a
3 =D

Euvresde C— S, t. 111. 39
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et au-dessus de "/, en nombre égal a
-/ =

Il'y aplus : deux termes correspondants, c'est-a-dire de la forme
/, n-|,

seront, en vertu du théoreme |, deux termes qui feront partie d'un
méme groupe, si la somme alternée w vérifie lacondition

w'— n.
Donc, alors, al'équation (3a) on pourrajoindrecelle-ci
(33) i=j,
et I'on aura,.par suite,
(3/) i=j= %
On peut donc énoncer la proposition suivante :

THEOREME V. — Le nombre n étant tel que la somme alternée w, dé-

terminée par I'équation (2), vérifie la condition
®*=n,
chacun des groupes d'exposants
h, h, h", .. et kK, Kk
offrira autant de termes inférieurs é”/z'hue de termes supérieurs a -5 le
. N

nombre des termes de chaque groupe, inférieurs a % éant "/,

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations
qui ne sont pas sans intérét.

Si, dans le cas ou n représente une puissance d'un nombre premier
impair, et/ un entier premier an, on désigne par

(=)
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comme nous |'avonsfait dans la Note précédente, lerese + i ou — i,
gu'on obtient en divisant par n le nombre entier

N
1
’

-

alors on devra, dans les formules (20) et (21), supposer, ainsi que
nous 'avons admis, le nombre 2 non seulement impair, mais composé
de facteurs inégaux. Car, sil'on supposait, par exemple,

X n=9=23%
on trouverait
N=2.3, X =3,
2

et les expressions
[:,_‘l] = ()= —1, [%J ;s-.u’:: -1 (mod. g)

cesseraient d’étre égales aux quantités

(-—-I)"—’-_I:(——l)‘::l, (—l)”T-_l =(—1)"=1.

Toutelois les formules (20), (21) continueraient d'étre vérifices
dans le cas oit n représente une puissance v* d'un nombre v premier et

si,

impair, on désignait, avec M. Jacobi, par la notation

|51

-1

."4

non plus le reste +1 ou — 1, qu'on obtient en divisant par 2 le
nombre

mais Pexpression
Alors aussi 'on pourrait étendre & des nombres impairs quelconques

la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers impairs;
en sorte qu’on aurait généralement, pour des valeurs impaires des
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nombres entiersm &t n,

o
NOTE X.
SUR LES FONCTIONS RECIPROQUES ET SUR LES MOVENS QU'ELLES FOURNISSENT

D'EVALUER LFS SOMMES ALTERNERS DES RACINES PRIMITIVES D'UNE EQUATION BINOME.

f(x) étant une fonction donnée de la variable x, on a générale-
ment, pour une valeur de z, renfermée entre les limites ,, X (voir le
IX® Cahier du Journal de 'Ecole Polytechnique, et le Tome 11 des Exer-
cices de Mathématiques, p. 118),

. X
f(r)= _'1; f f er@=sWI () du dr,

2

ou, ce qui revient au méme,
1 N\

(1) I'(z-)..—_—f / cosr(z—u)l(u)dudr;
Mo i

et pour une valeur de @, située hors des limites z,, X,

o X
o= / [ e *= W= ((u) du dr,
AT

Ve wd iy

ou, ee qui revient au méme,

- X
(2) 0':%‘[ f cosr(x—u)f(u)dudr.

£
Ainsi, en particulier, si I'on suppose

Zo=0, X = oo,
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la formule (1) donnera, pour des valeurs positives de x,
(3) f(z) =+ [.f-cosr(.z—-u)f(u)dudr:
"‘0 o
mais on conclura de la formule (2), en y remplagant x par — 2,
) 0=+ f' /'.cour(.z'—u) f(u)dudr,
R' o o :

Comme on aura, d'ailleurs,

€oOsr(x + 1) = cosrz cosru—sinrzsinru,
€08/ (¥ — u) = cosrx cosru + sinrxsinru,

. on tirera des équations (3) et (4)

a e .
(5) I'(.I:)_;‘/“ ‘( cosr.ecosruf(w)dudr,
(6) f(r)= %./..‘ '[-siu rasinral(e)dudr,

De ces derniéres formules, données pour la premicre fois par M. Fou-
rier, il résulte que, si I'on suppose

(7) (;(-t)-——- (%):[-cosrx f(rydr,

on aura réciproquement

3) f(z) = (%)‘L‘/ﬂucoww(r)d’-,
et que, si I'on suppose .
(9 yor=(2) S/ “sinra i) dr,
on aura réciproquement ‘
(10) f(r) = (%)’I-sinfw¢(r')dl'.

On voit done ici se manifester une loi de réciprocité : 1° entre les
fonctions [ et 93 2° entre les fonctions f et §, de telle sorte, que
chacune des équations (7), (9) subsiste, pour des valeurs positives
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de x;, quand on échange entre elles les fonctions f e¢ , ou f et
cest pour cette raison que, dans le Bulletin de la Société philomatique
d'ao(t 1817, j'ai désigné les fonctions

f(z), ¢(e)

sous le nom de fonctions réciproques de premiere espece, et les fonc-

tions
f(x), (x)

sous|enom de fonctionsréciproques de seconde espece. Ces deux especes
de fonctions peuvent étre, ainsi que les formules citées de M. Fourier,
employées avec avantage dans la solution d'un grand nombre de pro-
blémes, et jouissent de propriétés importantes, dont je rappellerai
quelques-unes en peu de mots.

D'abord, puisqu'on a généralement, pour des valeurs positives
dew,

1]

o
/ e~vrsinre dr=
o

-
f e~wreosrodr = ——
w2

R
Wtz
il en résalte que la fonction

r(.l-) —e-wr

a pour réciproque de premiére espice
1

ot pour réciproque de seconde espéce

i

2 Z
b= (E) PIEa
On a done, par suite,

,
w4t

. . ‘e
(11) [ ———cosredr=—e", j sinrz d :Ee‘“.
Jyow = 2 o 2

On se trouve ainsi ramené a deux formules données par M. Laplace.
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Lorsque, dans la derniére de ces formules, on pose » = o, on retrouve
la formule connue

(12) /"Mdrzz,
ro 2

qui subsiste seulement pour des valeurs positives de la variable .
[T résulte encore de la formule connue
. x oz
(13) / ¢ cosrxdr=—-e ?,
o 2
que la fonction

se confond avee sa réciproque de premiére espéee.
Soient maintenant z-une variable, dont le module reste inférieur a
'unité, et @ une quantité positive. Si lu série

(o), =f(a), 3*f(2a), ...

est convergente, on tirera des formules (8) et (10)

1
¥ opm scosar
[ 1 —3cosar _o(rydr

(14) f(o) +sf(a) +3*((aa) 4-...== (-‘—)

I3 I—azcosar +3

et
1
2 ne zal .
(15) af(a) + 3t f(aa) +...= (%)j sz%"ﬁ'\p(r)df.

Si, d’ailleurs, on fait converger s vers la limite 1, le rapport

11— s cosar
I —23cosar+ s?

. . . P L . . B
s'approchera indéfiniment de la limite = & moins que Pon attribue b »

des valeurs peu différentes de celles qui vérifient 'équation
cosar=:-u,
Or, les racines positives de cefte équation seront de la forme

r=nb,
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n éant un nombre entier, et b une constante positive liée a lacon-
stante a par laformule

(16) ab =2m.

Cola posé, on reconnaitra sans peine [voir le 2° Volume des Exer-
cices de Mathématiques, p. 148 et suivantes (‘)] que, si sSapprochein-
définiment delalimite I, I'intégral e renfermée dans le second membre
delaformule (14) aura pour limite, non pas I'expression

(‘%q(l') dr = %(g)%f(o),

comine on pourrait le croire au premier abord, mais cette expression
augmentée de certaines intégrales singuliéres dont la somme sera

.

:’-:l-ig(o)-p-wp(b)-l—-q)(-zb) +]

En conséquence, on trouvera
1

) %I‘(o)+l‘(n)+l‘(2a)+...:(1})’[%‘?(0)+Q(b)+¢(zb)+...].
ou, ce qui revient au méme,

try iy
(18) a‘[;f(o) +f(a)+(2a) .. ] = b? [;q;(o)—o- o(b) +9(2b) +.. ]
Ainsi, lorsque la série

f(o), f(a), f(2a),

est convergente, I'équation (18) subsiste entre les fonetions réci-
proques de premiére espiéce désignées par les lettres f et 9, pourvu
que les nombres a, b vérifient la condition'(16).

Il importe d’observer que la série

9(0), ¢(6), ¢(2b),
peut quelquefois se réduire & un nombre fini de termes, et qu'alors

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, L. VI
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I'équation (17) fournit immédiatement la somme de la série
f(o), f(a), f(2a), ....
C’est ce que nous allons montrer par un exemple.
Comme on a généralement

_sinr(w 4 .r) +sinr(w —ax)
= ’
2

sinwrcosra -

on en conclura, eu égard i la formule (12),

. ot
sinwr 1r
(19) 2 cosradr==2
o r 2
ou
-
sinwr
(20) f —cosrxdr=—o,
o r

suivant que x sera inférieur ou supéricur i w. Done, si on pose
sinw.r
f(x) == —
on aura

1
o(x) = (%y ou p(r)==o0,

suivant que la valeur de 2 sera inférieure ou sapérieure a la constante
positive w; et alors, pour réduire I'équation (17) & la formule

1
Li(0) 4+ f(@) +(2a) 4. - (z\’ﬁ"_).

2] a
par conséquent a la formule

1 . sin2dam sindaw T
(21) ;am-{. sinaw -'._1_4--—_'{—"—_""':;’

il suffira de choisir la constante @, de maniére 4 vérifier la condition

w< b
ou
an << am.

La formule (21) était déja connue. Lorsqu’on y pose ¢ =1, elle donne,
OEuvres de C. — S. I, t. 1. 4o
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pour des valeurs de w, renfermées entre les limites 0,27,

sin2w | sindw T

1 .
22 - sine - —— eI =
(22) 50+ ne 3 3T+ 3

Si, dans la formule (18), on pose

elle donnera

LN IR 17 _bhoLk
(23) a’(;+e e ’—1-...):!)’(;4—«; The 4.},

les nombres a, b étant toujours assujettis i la condition
ab=am.

Si, dans Péquation (23), on remplace a® par 242, et b* par 202, on en
conclura

1
(24) a;'(% +e ettt e""'-{-“.) = (% “+ et e-*""'-f-e*"’"'-h..),

les nombres @, b étant maintenant assujettis a vérifier la condition
(23) ab=:m.

Fai signalé les formules (18) et (21), avee la méthode par laquelle jo
viens de les reproduirve, dans le Bulletin de la Société philomatique
de 1817 ('), et jai développeé cette méthode dans les lecons données
la méme année au Collége de France. La relation établie par la for-
mule (21) entre les termes des deux séries

(26) 1, e, et g o9a

- ot - —om
(27) 5,oeT?, e, et

parat digne dattention a Pauteur de la Mécanique céleste, qui me dit
Pavoir vérifiee dans le cas oit 'un des nombres a, b devient trés pelit.
Effectivement la formule (24), que Pon peut écrire comme il suit,

1 —a? ~sat % ! _:T:': _"l':‘:'
(28) algre ety Jmn o e Te +..e )y

(1) OFuvres de Cauchy, S. I, t. II.
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donnera sensiblement, si a se réduit & un trés petit nombre a,

1
a(% e ¥ ety ) = %zi:
et, pour vérifier cette derniére équation, il suffit d’observer que, d’aprés
la définition des intégrales définies, le produit

o a(l+ e 4 e~ 4, )
a pour limite

(29) t(”e-"‘ de= ir;

La formule (18), avec la démonstration que nous en avons donnée,
peut étre éendue, ainsi que la formule (21), & des valeurs imaginaires
de a, renfermées entre certaines limites. Ainsi, en particulier, la for-
mule (24) continue de subsister, comme I'a dit M. Poisson, quand on
y remplace & par a®> =T Elle; subsiste méme généralement, quand
on prend pour & une expression imaginaire, pourvu que les parties
réellesde a et de b soient nulles ou positives; et Ton peut retrouver
auss une autre formule, déduite par M. Poisson de |'équation (18),
dans un Mémoire sur le calcul numérique des intégrales définies.
Jajouteral que, pour arriver au cas ou la partie réelle de a sévanouit,
il convient d'examiner d'abord celui ou la méme partie réelle est infi-
niment petite, mais positive ; et qu'en opérant de cette maniére, on peut,
de la formule (24), déduire la somme de certaines puissances d'une
racine de |'éguation binome

( 30 ) X' = 1,

n éant un nombre entier quelconque; savoir : la somme des puis-
sances qui ont pour exposants les carrés des nombres entiers infé-
rieurs an. Ceest ce que nous allons expliquer plus en détail.

Nommons p une racine primitive de I'équation (30). On pourra sup-
poser

30 p=ew,
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la valeur de o étant

am

(32) W= .

etalors les diverses racines de I'équation (30) pourront étre représen-
tées par celles des puissances de p, qui offriront des valeurs distinctes;
par exemple, par les termes de la progression géométrique

(33) 1=p% pY p% p% ..., p"N
Si, dans cette méme progression, I’on remplace les exposants

o 1, 2, 3, ..., n—1
par leurs carrés

o 1, 4 9 ... (n—1)3,
on obtiendra une nouvelle suite ; savoir :
(34) oo ph P e PV

et, si I'on nomme Q la somme des termes de cette nouvelle suite, on
aura

(35) Q=14 p - ph e PP U,

ou, ce qui revient au méme,

(36) Q=1 e et/ L+ ety =T

Cela posé, Q sera évidemment ce que devient la somme des 2 premiers

termes de la série (26), quand on y remplace a® par — w y—1, c’est-
a-dire, lorsqu’on prend

37) al=

Or, dans ce cas, la formule (23), ou

atbr=n?,
donnera

(38) b‘:g /=
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ct, en adoptant cette valeur de 4%, on verra les termes distincts de la
série (27) se réduire aux deux premiers, ¢'est-a-dire, aux deux termes
du binome

atm
e =y +4."—’.'ITI
On doit done s'attendre i voir I'équation (24) fournir une relation
entre la somme représentée par @ et le binome dont il s’agit. Or,
effectivement, pour obtenir cette relation, il suffira de supposer, dans
I'équation (21),

(39) a‘:a’»—%ﬂs/:—f::a’—-m\/;—l,

«? désignant un nombre infiniment petit. Dans cette supposition,

a? différant trés peu de — %\,-— 1, b7 devra trés peu différer de

At T/ .
S V- Done, siI'on pose

nt —-
(40) b’26‘4-7\/~—'-

6 s'évanouira en méme temps que a?; et, comme la condition (25)
donnera

n 2, —_
161 -t =3 —_—] =
a6 k(aa "e>1r\/ 1=o,

ou, ce (ui revient au méme,

48t n —_\ !
;",—;:(hb— ;;1’\/-l) )

on en conclura sensiblement

462 28
(41 S = =
nial na

Concevons maintenant que I'on multiplie par na et par 26 les sommes
des séries (26) et (27), en ayant égard aux formales (39), (40), et
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supposant «,£ infiniment petits. Comme chacun des produits

na(% e gty .).

nafe=® 4 e-mritat ],
noafe—n—Ie  grdnntaty ]

26(% s L .),

28[e~+ e 4. . .]

se réduira sensiblement i l'intégrale définie

- Lt
/‘ e‘*“d.r:;n‘,

o
on trouvera, sans crreur sensible, non seulement
) — —
na(l et ety ) = %ﬂ‘(l + VT - eln= /ST
2

ou, ce qui revient au méme,

1
na (; +em gt ) =
mais encore

1 13 -E2Ey
aG(;+e""+e ""+...)::;1r‘(l+e ? ).
puis, on conclura, eu égard a la seconde des formules (41),

.;.+(’ W pe M g

1 —
H e pe e, jpe T

D'aillears, en vertu de la formule (24) ou (28), le premier membre de
I'équation (42) sera équivalent au rapport

Done, en supposant que les valeurs de a?, b* déterminées par les for-
mules (37), (38), c'est-a-dire, en faisant évanouir « et 6, dans les
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formules (39), (40). on trouvera

e _d
|—+-e—1’£‘/—_l B
ou, ce qui revient au méme,
i)
T AT
(43) s2="7(.+e F V),

Mais alors de I'équation (37) présentée sous la forme

T —
at— nﬂe-;v'-x

n ’

on tirera (voir U'Analyse algebrique, Chap. Vil et IX) (')

1 1 1 1
a= 21!)’;—’;‘"3 . nye'—:d:f_ /:‘(l+\/—l)
“\n, ! a  \2 T oa :

Done la formule (43) donnera

1 -
(44) S!:fg((+\/l7)<|+e_i’—'q).
En conséquence, I'on aura: 1° si n est de la forme 4,
(43) Q=nt (1 4V T0);
2° si.n estde la forme jx +1,
(46) 2=n;
30 sinest de la forme 42 4 2,
(47) Qz==0;
4° si nestde la forme 4z + 3,
(48) Q- iy
Ainsi les formules (41), (45), (46), (17)s (48) que M. Gauss a éta-

blies dans 1'un de ses plus beaux Mémoires, et dont M. Dirichlet a

(1) OBueres de Cauchy, 8. 11, t. 1IL
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donné une démonstration nouvelle en 1835, se trouvent comprises,
comme cas particuliers, dans I'équation (24) de laquelle on déduit
immédiatement la formule (44), en attribuant i I'exposant — a® une
valeur infiniment rapprochée de la valeur imaginaire %\/— 1, ou, ce
qui revient au méme, en réduisant P'exponentielle ¢™ & une racine
primitive z de Péquation (30).

11 est important d’observer que, dans les équations précédentes, la
valeur de Q, déterminée par la formule (35), peut encore s'éerire
comme il suit )

( )
(49) Q=142lpt+pt+p+...+p P ),
puisque, / étant un entier quelconque inférieur a % n, on aura généra-
lement
(n— )=z 1? (mod.n).

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, la valeur de p déterminée
par la formule (31). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition
conlraire, il convient d’examiner d’abord séparément le cas ot 2 est un
nombre premier impair. Dans ce cas, si 'on nomme

hy A, A", ...
les résidus, ot
koOK,OR, L,
les non-résidus, inférieurs i n, les termes de la série

[ A L
se confondront, a Uordre prés, avee les termes de la série
P TR o 2
et, par suite, on aura non sculement
Vo ol W - ph e R R A LS e p - pt L pr o,
ou, ce qui revient au méme,

Tl pW e oW gk Mk
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mais encore

n—1

p-l—p‘+...+p("—) == ph 4 pH 4 pM

Cela posé, la valeur de Q, donnée par la formule (49), deviendra

(50) Q=14 a(ph+p"+p"+...),
ou méme
(31) Q =l pW e ph L R ph ok —

D'ailleurs, le second membre de la formule (51) est une fonction
alternée des racines primitives de I'équation (30), et si, dans cette
fonction, I'on remplace p par g™, m étant premier i n, elle changera ou
ne changera pas de signe, en conservant, au signe pres, la méme
valeur, suivant que m sera ou ne sera pas résidu quadratique (p. 232).
Done, si 7 est un nombre premier impair, la valeur de Q déterminée
par la formule (33) ou (419) ne sera autre chose qu'une fouction
alternée des racines primitives de U'équation (30); et la substitu-
tion de p™ 4 p, dans cette fonction, naura d’autre effet que de faire
varier la valeur de Q dans le rapport de 14 l % I Done, puisqu’en sup-
posant '

p= ewv=T,
on a, en vertu de la formule (46) ou (48),

! ()
(52) Q=ni(y=1) 7/,
si I'on suppose au eontraire
(53) p == emwy=i,

m étant premier a 2, on trouvera

" N A p—C
(5%) Ce=| =AW=
Si /m cessait d'étre premier-a n, c’est-a-dire, s'il était divisible par n,
alors la formule (35) donneraitimmédiatement

(55) Q=n.
OLuvres de C. — S. 1, t. i1 . 41
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Supposons maintenant que n soit le carré d'un nombre premier v,
en sorte qu'on ait

alors ces deux entiers
1,28 ...,n—1,

qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, offriront des
carrés divisibles par v? ou n. Donc, dans le second membre de la for-
mule (35), v puissances de p, qui offriront ces carrés pour exposants,
seréduiront chacune al'unité. Si d'ailleurs on continue de nommer

h, h, h"

les résidus quadratiques inférieurs an, on obtiendra, au lieu de lafor-
mule (50), la suivante:

(56) Q—va(ph+ph +p" .. ).

Enfin, si p désigne une racine primitive de I'équation (30), et si,
parmi les résidus quadratiques

h, b, b,
relatifsau module

n=

on considére ceux qui sont équivalents aun méme nombre, représen-
tant un résidu quadratique relatif au module v, ces résidus correspon-
dront a des puissances de p, dont lasomme seranulle (p. 248 -249)). 11
y aplus, pour que cette somme sévanouisse, il ne sera pas nécessaire
que p désigne uneracine primitive del'éguation (30), mais seulement
une racine distincte de I'unité. Donc par suite si, n étant le carréd'un
nombre premier impair v, p différe de |'unité, la somme totale des
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers rési-
dus quadratiques, Sévanouira, en sorte que I'on aura

Pl +p" ... =0,
et I'équation (56) donnera simplement

(57) QL=
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Si p se réduisait i 'unité, la méme équation donnerait
Q=n,

et 'on se retrouverait ainsi ramené a I'équation (55). Au reste il est
facile d& reconnaitre que I'équation (57) se trouve elle-méme comprise,
comme cas particulier, dans la formule (54), lorsqu’on attribue géné-

ralement & la notation [ ] le sens que lui donne M. Jacobi, et que 'on

[#=5]=

Supposons enfin que 2 soit une puis

pose ¢n (‘Ollﬂcqlll‘ﬂ(?(‘,

ance entitre d'un nombre pre-
mier et'impair v, en sorte qu’on ait

n=yve,
Alors, par des raisonnements semblables & ecux qui précedent, Pon

prouvera encore que I'équation (34) subsiste, pour des valeurs de m
premicres i r, pourva que 'on pose généralement avee M. Jacobi

‘m| | m
vl Ty
Effectivement, m étant premicr & n, posons
o=
§ sera une racine primitive de I'équation
x'=13 .
et on reconnaitra sans peine : 1° que, dans le développement de Q, la
somme des puissances de p dont 'exposant est divisible par une puis-
sance de v d'un degré inférieur & @ — 1 s’évanouit; 2° que la somme
des autres termes se réduit, pour des valeurs paires de @, au nombre

a
vt=n3,

i

et pour des valeurs impaires de a, au produit

a—1

VT (14 kgt YY),
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Or, comme on aura pour p = ="

Lula
g=e* ',
et pour p = e"v-!
tmz
s=e " »/:1'

il en résulte que la somme
P gdght gVt
se réduira pour
— ()
p=ewyt a v’(\/-— ,) LREIN
et pour

m] ! (3_‘_')‘
p=emwy1 a [T A~V
Done, par suite, pour des valeurs impaires de a, le produit
L=T]
V(1A gt gt kL L YY)
se rédaira, tant que m et n seront premiers entre cux, i l'expression
a vty
m\ &, — (%)
(5)F =",

qui ne différera pas de la suivante,

(’7';) n; (\/:l—) .

en sorte que la formule (54) se trouvera encore vérifiée. Par des rai-
sonnements semblables, on déterminera généralement la valeur que
prend Q, lorsque, la valeur de » étant

n=ve,

m cesse d'étre premier & k ; ot 'on reconnaitra que, dans ce cas, Q est
le produit d’une certaine puissance de v par la valeur de Q qu’on aurait
obtenue, sil'on eit substitué au module n le dénominateur de la frac-

Sy . . e . .
tion - réduite a sa plus simple expression. Si I'on supposait m =7,



on trouverait

et la valeur de Q serait précisément celle que fournit 'équation (55).
Il est facile de vérifier sur des exemples particuliers les principes
généraux que nous venons d'établir. Ainsi I'on trouvera, pourn =3,

R=1+p+p*=1+2p.
Donc alors, en supposant

am
p=ev/-, = 5=,

3
ou, ce qui revient au méme,
1
—cos2f 4\ TrsinaE =— 14 ¥ =0
p =co 3 T = 3 ,V )
on aura
1
52:35\/—4,
tandis qu'en posant successivement
1
1 | pp—
—_—et l— 2 g
p=¢ T a2 a V=1
et
p=1,

on trouvera, dans le premier cas,

Q= 3y TT= [g] Sy

et dans le second cas
Q=3

On trouvera de méme, pourn =15,
Q=1+4+p4pt 4+ =1+ 2p +2ph
Donc alors, en supposant
)’

—1 2T

o — . 3r%
p=e® ' =cos— +\/—|sm—5r::
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on aura

1
!2:1-4-40052,-7":55,

- tandis qu’en posant successivement
p:e""/—_‘, p?—e""/:, P=ew'/__" p=t,
on trouvera, dans le premier et Ie second cas,

7 1

Am 6z

p=|+.’|ms'_T:|+/|cns—.)-'-=:—5'.
; R

ou, ce qui revient au méme,
e B 1
27,3 3 .
p= lg] = [5— I 5%

4 cos BF A am __ .
p=IHhcos =mrfeos = =5,

dans le troisiéme cas,

ou, ce qui revient au méme,

et dans le dernier cas,

De méme on trouvera, pour =g =332,

SZ:I+p+p‘+p’+...+p“:3+2(p-+-p“+p")-,:3+ apz::: =3;

et, par suite,

)
9:3:97,

4 moins que p ne se réduise a I'unité, et lavaleur de Qi celle que donne
la formule

Q=9.
Si au contraire I'on prend = 27= 3%, on trouvera

Q=14p+p+...+p"=34+6p"+2p(1+p+ ...+ p*);

et, par suite, en supposant
- B

p=el=e ,
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on aura
Q=301+ 12p%),

ou, ce qlli revient au méme,

m - 1 1
9=3(:+ue‘ v )::3.3;\/::375v:-_7,

tandis que, si I'on pose
) -.__emw/Ti’

m étant premier a 3, 'on trouvera

3'(: + 2.¢os “"r\/— )= ["‘ |1-’\/_ 1
ou, ce qui revient au méme,

2= [;.'7'],;5\/:‘..

Si m cessait d’étre premicer & 27, alors on trouverait : 1° en supposant m
divisible une seule fois par 3,

L .=346pY.:9;
2° en supposant m divisible par 32 =
Q=3 +6+2.9=127.

Passons maintenant au cas oit le module se réduit & 2 ou i une puis-
sance de 2.
Lorsqu’on a précisément » = 2, I'équation

ai=1
offre pour racines
1, A
et par suite la valeur de
Q=147

se réduit & zéro ou i 2, suivant que 'on prend pour p la racine positive
ou laracine négative. Dans le premier cas, on retrouve la formule (55).
Lorsqu'on suppose z = 2* =4, l'équation
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a, pour racines primitives,

T
p=ewV= =" =y

et
p= ey=1= el’5 A =— \/:_—-l-.
Alors les valeurs de Q que fournit I'équation
Q=t+p-+p+p=20+p)

quand on y pose successivement

P:\/_'v P=._\/:—'-
sont
Q=a(14+y=0),
Q@=a(1—y=1),

La premiére de ces valeurs est, comme on devait sy attendre, celle
que fournirait 'équation (45). Si I'on prenait pour g, non plus une
racine primitive de I'équation
=1,
mais 'une des deux autres racines - - 1, 1, la formule
Q=12(1+p)
donnerait, pour p = — 1,
Q:=o0
et, pour g==1,
Q=2.2a=1.
Lorsqu’on suppose n = 2* = 8, I'¢quation
at=1
a pour racines primitives les expressions imaginaires

V=1, YT py=T gty

. 27 T . . . . .
I'arc w étant § =7’ 0u, ce qui revient au méme, les expressions ima-
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ginaires

|+\/:’ —14+V/=1

Va Va

—1—y=1 1=y,
— ’ = El
Va v
et, si'on prend alors pour p I'une de ees expressions, la valeur de &,
généralement déterminée par la formule

RZ0p 4 phbpt gtk gt Mk g =2 (1 b ap ),
se réduira simplement &
1
Gp=8(x 1 y=i).

Lorsque, dans ce dernier produit, on réduit chaque double signe au
signe +, on retrouve, comme on devait 5’y attendre, la valeur do Q
fournie par U'équation (45). 8i’on prenait pour ¢ une racine non pri-
mitive de I'équation

c’est-i-dire 'une des racines

V=1, —y 1, =1, 1,
qui vérifient Uéquation de degré maindre

av=1,
la valeur de L, réduite &
ia+p)
serait évidemment double de eelle eu’on aurait trouvée en supposant,
non plus = 8, mais n== 1.
On obtiendrait avec la méme facilite les valeurs de Q correspondant
An=2' =106, hn=12> =32, cte.
Concevons maintenant que a, cessant de représenter un nombre
premier ou une puissance d’un tel nombre, désigne le produit de plu-
sieurs facteurs premiers

o' "
v, v, Vv, ...

élevés i des puissances entiéres, dont les degrés soient respective-
OFuvres de C. — S, 1, t. Il 42
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ment
a, b, ¢ ...

en sorte que I'on ait

(58) n=vav'tyre, .,

Alors, en vertu du théoréme 1V de la Note VI, si 'on rcprésénle par ¢
une racine primitive de équation (1), p sera de la forme

(59) p=E&nt...,

chacun des facteurs %, , %, ... désignant une racine primitive de la
premiére, ou de la seconde, ou de la troisiéme, ete. des équations

(60)

vh N e
a'=1, v =1, vy

et-les n racines de P'équation (1) seront les 2 valenrs qu’on obtient
pour &', en prenant successivement pour / tous les entiers

o, 1, 2, 3, ..., n—1
inlérieurs i n. Soient d’ailleurs
AN M, L

les restes qu'on obtient en divisant successivement I'exposant / par les
divers facteurs

Wy
v, Ve Ve

de exposant n. Comme les valeurs de & seront en nombre égal i ve,
les valeurs de A" en nombre égal & v?, les valeurs de X en nombre égal

av™,..., les systémes de valeurs de &, 2, A7, ... seront en nombre égal

au produit
vay'byle = n,

c'est-h-dire, en méme nombre que les valeurs de /. Done & chaque
valeur de / correspondra un seul systéme de valeursde A, 4%, 27, ..., et
réciproquement. Ce n’est pas tout. Comme les formules

) (mod.ve), » (mod.v'*), = (mod.v"c), e
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entraineront évidemment les saivantes,

=2 (mod.ve), =) (mod.v?), =2 (mod.v'e), vees

quel que soitI'entier désigné par 1, on peutaffirmer que I'équation (59)
entrainera non sculement la formule

(61) pl=gn* ..,
mais encore la suivante,
(62) Pl =B
Donc, en posant, pour abréger,
virme, Vh=y, Ye=¢, ...,
on aura non seulement

(63) { T pob o gl pt
= B0 )+ kYL,
mais encore

‘ T p gt o p¥ hen . ple 0
(64) O (R e N
X (1 0¥ ™ D),

Ainsi, en particulier, en prenant. = 2, on trouvera

\' T p 4 ph - o pin )
(63) Co= (O EE AR R )
{ X1+ a0+ w4 X)L

De cette derniére formule, que M. Gauss a établie comme nous venons
de le faire, il résulte évidemment qu’une valeur de Q, correspondant
a une valeur donnée du degré n de I'équation (30), est le produit de
divers facteurs dont chacun représente une valeur de Q correspon-
dant, non plus au degré donné n et a I'équation (30), mais a I'un
des degrés v*, v, v, ... etiI'une des équations (Go). Done, puisque
nous avons appris i trouver la valeur de Q correspondant au cas ot n
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est une puissance d'un nombre premier, la formule (65) offrira le
moyen d’obtenir la valeur de Q dans tous les cas possibles.

Considérons en particulier le cas oit 2 est un nombre impair com-
posé de facteurs impairs inégaux

v, v, V', ...,
en sorte qu'on ait simplement
1

wh'. L o=n,

Alors les équations (Go) deviendront
(66) avo:1, x'=1, a¥—=a, vees
par conséquent, la formule (63) sera réduite &

T+ p +pt 4 pP 4. . p(n)!

(67) Smm (IR 4 VY
X +n+m+n"4. . 0=, .,

et I'on conclura de cette formule que la valeur de Q, correspondant a
I'équation (30), est le produit de facteurs dont chacun représente une
valeur de Q correspondant a I'une des équations (66). D'ailleurs, d"aprés
ce qui a été dit plus haat, le premier, le second, le troisiéme, ete.
de ces facteurs représenteront des sommes alternées des racines pri-
mitives de la premiére, de la seconde, de la troisiéme, ete. des équa-
tions (66). Done, le produit de ces mémes facteurs, ou la valeur de Q
correspondant a I'équation (30), repré

sentera une somme alternée
des racines primitives de cette équation ; el, en raisonnant comme &
la page 276, on reconnaitra facilement que la formule (52) entraine
encore, dans le eas dont il s’agit, la formule (54).

Pour montrer une application de la formule (67), supposons en
particulier

n=15=3.5.
Alors on trouvera
Qi+ p+pt+p' ..+ o
=140+ fot 4 2p8 4 220 4 2p1 = (14 2p1°) (1 + 255+ 20°);
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et, par suite, si 'on pose
E=p" w=p"
on aura
Q= (1+25) (1 + 2m + an*),
ou, ce qui revient au méme,
!2:(:—4-£+é‘")(|+n+n‘+ 40,

attendu que, p étant racine de I'équation

=1,
§ = p'® sera racine de I'équation

xP=1,
et vy = p® racine de I'équation

xs -1,

Si, pour fixer les idées, on suppose

o ar —_— . AT
p:e"r:cos—.—-o— TsiniL,
1 1
on trouvera
3o i
=tV gmer
| — H
l+25=—~3’\/—-—l, 14 an+4ant==— 5

et par suite on aura, conformément i I'équation (52),

a=(—sy=7)(Cat) =iy
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NOTE X1.

METHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES
ALTERNEES, FORMEES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES EQUATIONS BINOMES.

Soit

une racine primitive de |'équation

Q)] x"=1,
et supposons d'abord que n soit un nombre premier impair. Les di-
verses racines primitives de I'équation (I) pourront étre représentées
par
Py PYH B .. PN
ou par
P'"r P:u' P"" . P(m—l)nl’

m étant premier an. Soitd'ailleurs w une somme alternée de ces racines
primitives. Cette somme sera de la forme
2 w=p" + p" + p" o+ . —p—p—p—..

les exposants

étant ainsi partagés eu deux groupes
h b, h, ... & k K, k', ..,
dont le premier pourra étre censé renfermer les résidus quadratiques
, 4 ...

et le second les non-résidus suivant le module n. Si I'on suppose en
particulier n= 3, on aura simplement

w=p-pP=pt-pt,

en sorte qu'une somme alternée w pourra étre représentée, au signe
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prés, par le binome
P" P,

ou plus généralement par le binome
pm—p",
m étant non divisible par 3. Si n devient égal a 5, les binomes de la
forme o™ — o™ se réduiront, au signe prés, i I'un des suivants,
propt=pl—p™, ' -PPTPt—p
et le produit de ces deux derniers binomes, savoir
(' =p(p*—p)=pt ket —p —pb

représentera encore, au signe prés, la somme alternée

®=p+pt—p'—p
qui pourra s’éerire comme il suit

D =(pt-p ) (' —p7)

Jajoute qu'il en sera généralement de méme, ct que, pour une valeur
quelconque du nombre premier n, la somme alternée ® pourra étre
réduite au produit @ déterminé par la formule

(3) xr=(‘°|__’p—l)(P:__P ')"'(P" v:_p-ln—-!)).
Effectivement, ee produit, égal, au signe prés, au suivant,

; on—1 a+1
).

@t (o T g

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par g™, attendu
qu'alors les termes de la suite

o, Py pY, ..., prt
se trouveront remplacés par les termes de la suite

P, ptm, P, ..., pr=hm
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qui sont les mémes, i 'ordre prés, et chaque binome de la forme
PI— P—I

par un binome de la méme forme

pml— p=mi,

Done le produit € ne pourra représenter qu'une fonction symétrique
ou une fonction alternée des racines primitives de 'équation (1), Done
il sera de I'une des formes

a, aw,

a désignant une quantité entiére positive ou négative, el son carré ¢?
sera de 'une des formes
a?, ar*®n

Comme on tirera dailleurs de I'équation (3), non seulement
[ = p|-¢l+l+...-r(n—!)(, — P-l) (, —p -u)' . _(, _ p-n‘n- 1)),
ou, ce qui revient an méme,
0= (= gy (1 ey,
mais encore
o= T o o=,

et par suite

‘!"—(—l) (‘—P YO—e) (=) 1 —p*) (1 —p" ) (1 —pY)
—(---l) (l—p)(l—p) L1 pt)

et
=(-1)* n,

il est clair que 42, n’étant pas de la forme a2, devra étre de la forme

a?d?. On aura done

n--t

(4) (—1) T p=a2®, 4$=aw.

Or, ®* ne pouvant étre qu'une fonction symétrigue de p, ¢2, ..., g™,
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e par consgguent un nombre entier, la saule maniere de vérifier la
premiére des équations (4) sra de poser

'L:_'.
at=u, @ = (—1) * n,
On aura done
a=z1,
par conséquent
(5) =W

et toute la difficulté se réduit a déterminer le signe qui doit affecter le
second membre de la formule (5). Or, si, dans la somme alternée

0 =ph +-.'/“+p"'+-' L= pk__pk'_ pL"__ o

{
! pa ~
o par I:"],

cette somme sera remplacée elle-méme par la suivante,

l;:--l -+ I-I,i:] A [/ATI - . [%] —e=n—1sE— (mod.n),

tandis que la somme alternée ® se changera en

on remplace généralement

-(n—1)=1 (mod.n),

Done, pour décider si, dans la formule (5), on doit réduire le double
signe au signe + ou au signe —, il suffira de chercher la quantité en
laguelle se transforme le développement de €, quand on y remplace

. . l
chaque terme de la forme g” par [,—'

» et de voir si cette quantité,

divisee par n, donne pour reste — 1 ou + 1. Or, comme le développe-
ment de ¢ se composera de termes de la forme

+ ol-'tx).‘t4~v,
le signe qui précéde ¢ étant le produit des signes qui, dans I'exposant

de g, précident les nombres 1, 3, 5, ..., la quantité dont il s’agit sera
OFEuvres de €. — S. 1, t. Il 43
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la somme des expressions de la forme

i[iltSif)t...]'
n

le signe placé en dehors des parenthises étant le produit des signes
placés au dedans, Elle sera done équivalente, suivant le module 2, i la
somme des expressions de la forme

n -1
(6) (13 EsE. . (n—2a)] .

Ainsi, en particulier, ¢lle sera équivalente, pour =3, 4

= (—1)=a2z—1 (mod. 3);

pour n =5, i
U3+ (—1--3)P— (13— (1-- = =—1 (mod. §).

D’ailleurs, si 'on suppose le nombre des lettres a, b, ¢, ... égal dm,
la somme des expressions de la forme

(7) (kakbked,..)m,

développées suivant les puissances ascendantes de a, b, ¢, ..., ne
pourra renfermer aucun terme dans lequel I'exposant de a, ou de b. ou
de e, sévanouisse. En effet, comme, dans cette somme, deux expres-
sions qui ne différeront I'une de I'autre que par le signe placé devant
la lettre a, présenteront, en dehors des parenthéses, des signes con-
traires, eles fourniront deux développements, dont les divers termes
se détruiront mutuellement, a I'exception de ceux qui renfermeront
des puissances impaires de a. Donc, chacun des termes qui resteront
dans la somme dont il sagit sera proportionnel a une puissance
impaire de a; et, comme il devra étre, par la méme raison, propor-
tionnel a une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un
terme conservé, ces diverses puissances, dont les exposants auront
pour somme le nombre m, devront toutes se réduire a la premiéere
puissance, et chagque exposant a l'unité. Donc, les seuls termes qui ne
se détruiront pes les uns les autres, seront les termes proportionnels
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au produit

abe. ..
de toutes les lettres a, b, ¢, ... ; et, puisque chacune des valeurs de
'expression (7) offre dans son développement un semblable terme,
précisément égal au produit

(1.2.3...m)abe...,

il suffira, pour obtenir la somme de ces valeurs, de multiplier leur
nombre 2™ par ce méme produit. Done la somme des valeurs de 'ex-

pression (7) sera
am(1.2.3...m)abe. ...

Si maintenant on remplace

par les nombres

1 i 1 3, 5 ..., am—iu,
e produit

leviond a”(1.2.3...m)abc. ..
deviendra

am(r.a 3. m)i 3.5, (2m )z a.3.8 . L Lam.

n—i
2
des expressions (G) ‘a pour valeur le produit

Done, en écrivant au lieu de m, on reconnaitra que la somme

a3 () (mod. n).

Done ¢ se transformera en une somme équivalente a — 1, si l'on y

‘ . L.
o e 2]

d’or il suit que I'équation (5) devra étre réduite &

remplace généralement

(8) ®—®.
En d’autres termes, on aura

( ) ‘ (PI"‘P")(?"“ P“’)-H(P""’ ,AP—(a—l))
9 | =gh+p . —pk— ok

—,
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h, Iy b7, ... étant les résidus quadratiques, et k, A, &7, ... les non-
résidus quadratiques inférieurs au module 2. On se trouve ainsi ramené
itla belle formule que M. Gauss a donnée le premier dans le Mémoire
intitulé : Summatio serierum quarumdam singularium, ct qui convertit
la somme alternée

© =ph4-pW - ph - — ph - ph' - ph". L
dont le carré * vérifie I'équation
(10) @ (1) o,
en un produit de la forme
(p'—p) (P — o). (p" = ).

Or, cette conversion une fois opérée, il devient facile, comme I'on sait,
('assigner, dans tous les cas, la valeur exacte de la somme alternée ®.
On y parvient, en effet, comme il suit.

Observons d'abord qu'en vertu des formules

on=t— p=(r=D— _ (p?. - p-?), PRt — p(a=h = (pb—p V), e

le premier membre de I'équation (9), ou la valeur de la somme w, se
réduira : 1° si z est de la forme fx + 1, &

- vot LI
(r1) Wz==(—1)* (p‘--—p“)(p’~p“’)-~(p’ -0 )
2°sinestde la forme .0+ 3, &
(1) O=( 0T (e —p @ —p...(pT

. . . . .
attendu que le nombre des entiers pairs, et inféricurs a S sera

Tn—1 n—1 . n--1 . al
3T - s e est pair,
et
t/in—1a N n . .
2 - > 1 s est impair,
D'autre part, si l'on pose
I‘Rm

(13) p=e”"'",



NOTE XI. Al

on en conclura généralement

(14) p’—p"’:zsin#\/:;

. . . .. P .
et ilest clair que, pour toute valear de L inférieure a - n, le coefficient

de v — 1, dans le second membre de 'équation (14), sera une quantite
positive. Enfin, I'on tirera de 'équation (14) : 1° en supposant n de la
forme 4 + 1,

2ot _a
‘(9'-—p")(9’-—9“)-~-\9 P —-p ! )
(15) .

n—1

4 ,
R LL T .
=(—1)* a? sin == sin 2= .. sin H
n n n

2° en supposant z de la forme 4 + 3,

\ =g (o (T g
(16) s
) = (—1) ¥V a2 ? sin’—lz-:sin

4w .
3%, .. sin
n n

Done, si I'on attribue a p la valeur que détermine I'équation (13), on
tirera des formules (t1) et (12): 1° en supposant ~ de la forme j.z + 1,

n-—1
=Loan . 4w t
' ® == sin—sin=—..«sin ;
t7) w S n '
2" en supposant n de la forme 4z + 3,
n—r_
n--1 w
. 5 .. A% . AT )
(18) ®=127 sinZsin ... sin—uy/
n n n

Or, en substituant I'une de ces derniéres valeurs de la somme alternée
® dans la formule (10), on en conclura que le produit

. n—i_
-t —T

e AT L AT . 2
2 1 sin=—sin=—... 8in ——
n n n

a pour carré le nombre n. Donc ce produit, qui ne renferme que des
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1\
facteurs positifs, sera lni-méme positif, et égal a n*. On aura donc, quel
que soit le nombre premier 2, pourva qu'il surpasse 2,

n—i
_— 1

.o2m L AT .3 H
SN — SIj) =+ ¢« SN ——— = 17,
n n t

(19)
et, par conséquent, les équations (17), (18) se réduiront, la premiére
a

!
(20) W=l
la seconde a

1

(21) W=ty 1y

en sorte que I'une et I'autre seront comprises dans la formule
! (=)
(22) (D:-_—n’(\/-—l)~ r 7,
Si maintenant on veut obtenir la valeur de @ correspondant & la
valeur de ¢ que détermine, non plus la formule (15), mais la suivante,

1mz

(23) p—=en”

m étant un entier quelconque non divisible par n, il suffira évidem-
ment de remplacer, dans la valeur de @ que fournit I'équation (22),
2 par g”, ou, ce qui revient au méme, il suffira de multiplier cette

valeur par
m’
~ n
Done, lorsque la valeur 3 sera donnée par I'équation (23), m étant
premier i n, la valeur de la somme alternée ® deviendra
1 n—1.1
(24) W= ['7):-] rz’(\'—-l)‘~ +) .

Les formules (21), (24) s’accordent avec les formules (52), (54) de
la Note précédente;; et cela devait étre, puisqu’en vertu de la formule
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(51) de la meme Note les sommes désignées par €2 et par w sont tou-
jours égales, quanti, n é&ant un nombre premier impair, p désigne une
racineprimitivedel'éguation (1) .

Il n'en serait plus de méme si, dans les ommes 2 et (0, on rempla-
cait p par la racine non primitive de I'éguation (r), c'est-a-dire, par
I'unité, puisqu'alors évidemment la somme 12 se réduirait au nombre
n, et le ssoond membre de I'équation (a) a zéro.

Les formules (22), (24) une fois éablies pour le cas o n déigne
un nombre premier supérieur a 2, il et facile de les é&endre au cas ou
n désigne un nombre impair composé de facteurs premiers inégaux.
Ainsi, en particulier, soit

n=uw';

et supposons que, §, n étant des racines primitives des deux équations
(23) av=:1, £'=1,
Pon pose
(26) o =:n.
¢ sera une racine primitive de Péquation (1); et, si 'on nomme
w, A, A

trois sommes alternées, formdées avec les racines primitives des trois
équations

=1, e, =1,
de telle maniére que, parmi les termes affectés du signe +, on trouve
dans la somme alternée @ le terme g, dans la somme A le terme 5, dans
la somme A’ le terme 7, on aura, en vertu des principes établis dans la
Note VI,
(27) W = AN
Soit d’ailleurs ne un nombre entier, premier a v et i v', par conséquent
prewmier a 7 ; et supposons que, dans les sommes alternées

®, A, &,
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on remplace
Ps Ey n
par
P’”Y Eln’ nm,
Les valeurs de
®, A, A
ne cesseront pas de vérifier la condition (27) ; et, comme, en vertu

des principes établis dans la Note VIII, les valeurs de

A, A

se trouveront multipliées par les quantités

m’ m
— | =i |
5 v . v |

dont chacune se réduit, au signe pres, i I'unité, la valeur de © se trou-
vera multipliée par le produit

[E] =]

Done, la substitution de ¢” et z changera ou ne changera pas le signe
de la somme alternée @, suivant que le nombre m vérifiera la premiére

ou la seconde des conditions
l' m ) m'I
- =1, — | =
n n

Concevons, a présent, que I'on pose

et, comme on aura, en vertu de la formule (22),

! (ty v ()
A:v’(y"»_l-) BN A”:v”(\/---l) 2 ),

on conclura de I'équation (27)

Y11

(28) x\'\—:n;(\/——‘l)(T N .,
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ou, ce qui revient au méme,

V=1 - vyt

(29) O=(—1)"7T

nt (F)(

attendu que P'on a identiquement

()

11y a plus: comme les nombres

v =V w—1
et —;
a 2

dont la somme
(v —1) (¥ —1)
2
est divisible par 2, seront tous deux pairs ou tous deux impairs, on
aura

Done la formule (29) pourra étre réduite a

Yoty 1 "1
(30) W= (- T Tl (:\/——-——l)( =) .

Cette dernidre équation suppose que, dans la somme alternée @, l'un
des termes précedes du signe + est
ELIEE

o -e " .

Si it la valeur de ®, fournie par I'équation (30), on veut comparer celle
qu’on obtiendrait en prenant pour 'un des termes précédés du signe +
la valeur de z déterminée par la formale

on conclura des observations précédemment faites que chacune de ces
deux valeurs de @ est le produit de 'autre par U'expression

25 = [22] = 31 2]

OFuvres de €. — S. 1, t. 1L,

Fa
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Done, puisque la premicre valeur est donnée par la formule (30),
la seconde sera fournie simplement par I'équation

(31 ®:

et si, au lieu de poser

on pose plus généralement

. . m .
on devea multiplier par | '—ll le second membre de la formule (31),
qui deviendra

n—y .1

(32) = ["' |n;(\/—_|)(_‘.—l

"

Les formules (31) et (32) ne sontautre chose que les formules (22) et
(24). ¢tendues an cas ot # est le produit de deux facteurs impairs ot

premiers v, v'. H va plus: les vaisonnements dont nous avons fait usage
sullisent pour étendre les formules (22), (24) au cas ol 2 est le pro-
duit de deux facteurs impairs queleonques, pourva gue ces facteurs
soient premiers entre enx, quand on suppose ces mémes formules

séparément verilices pour des valeurs de n représentées par chacun de

ces facteurs. Done, puisque,

A
étant des nombres premiers impairs, les formules (22), (21) se véri-
fient quand on prend
ne_v, n=y, n=y", ey
elles se veérifieront quand on prendra pour a le produit v’ de v par v,
ou le produit vv'v" de v par v, ..., et par conséquent lorsqu’on pren-
dra pour 2 le produit de tous les facteurs premiers v, v, v, ...

En résumé, si, 7 étant un nombre impair, et le produit de facteurs
premiers inégaux, © représente une somme alternée, formée avee les
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racines primitives de I'équation (1), de telle maniére que Fun des

termes précédés du signe + soit la valeur de 5 déterminée par la for-
mule

puzen 7,

et si d'ailleurs la somme © est une fonction alternée des racines primi-
tives, non seulement de Péquation (1), mais encore de chacune des
équations que I'on pourrait obtenir en remplagant suceessivement
Pexposant n par chacun de ses facteurs premiers, on aura : 1° en sup-
posant 2 de la forme jz + 1,

1
(33) ® =t

2 en supposant 2 de la forme . + 3,
Fp—
(34%) W =t/

Mais si, dans la somme alternée o, Pan des teemes positifs est celui
que détermine la formule

1wz,
T
PR

on aura : 1° en supposant 2 de la forme fe 41,
(35) 0= | 2] s
" Tl '
2 on supposant # de la forme j0+ 3,
' m| i—
36 W=]= fnty—1,
2]

Il sera maintenant facile de déterminer complétement, dans tous les
cas possibles, la valeur d'une somme alternée w, formée avec les
racines primitives de |'équation (1) . Considérons particulierement le
cas ol lasommew est une fonction alternée des racines primitives, non
seulement de |'équalion (I), mais encore de chacune des équations
qu'on peut.obtenir, lorsqu'apres avoir décomposé I'exposant n en fac-
teurs premiers entre eux, on remblace successivement n par chacun
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de ces facteurs. Alors, d'apres ce qui a été dit dans les Notes VII, VIII,
I X, pour que la somme w ne soit pas nulle, il faudra que, les facteurs
impairs et premiers de n étant inégaux entre eux, le facteur pair, s'il
existe, se réduise a |'un des nombres

et 'on aura, ou b 8

(37) ®*=n, ® ==*n,

ou bien

(38) (M=—n, W= n;\/—:,

les formules (37) devant se vérifier, par exemple, quand n est de 'une
des formes

he+1,  4(4e+3),
et les formules (38), quand 7 est de I'ane des formes

hx+3,  4(hz+a).

Nous avons d'ailleurs donné (p. 296, 297) les conditions auxquelles
doivent satisfaire les exposants
hy, W, I,
dans la formule
D =ph4pW 4 ph ... —pk—pF—pk — ..,

lorsqu’on en déduit les formules (37) ou les formules (38), et que le
groupe des exposants
hy N, W,
renferme Punité. Or, de ces conditions on déduira sans peine, 3 Paide
de raisonnements semblables i ceux dont nous venons de faire usage,
les conclusions suivantes:
D’abord, si I'on suppose n impair, et

la seconde des formules (37) se réduirasimplement a la formule (33),
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et la seconde des formules (38) i la formule (34). Alors aussi, en pre-
nant, non plus

m
p=en o
mais
smm
p=e" '/:i.

et supposant m premier & n, on obtiendra, comme on I'a dit, non plus
I'équation (33) ou (34), mais I'équation (35) ou (36).
Supposons a présent que, le facteur pair de n étant le nombre 4, on
désigne par v le nombre premier ou non promierg, par
a s p=uas
des racines primitives des trois équations

xd=1, av=1, x"=1,
enfin par
A A, W

des sommes alternées, formées respectivement avec ces racines, de
maniére que, parmi les termes précédés du signe +, on trouve dans la
somme A la racine «, dans la somme A’ la racine g, dans la somme © la
racine 2. Si I'on pose

pi3 7 2

el ]
a=e? N 13

1]
Ty
3

on aura, non seulement
2T ey YT
p=e" ,
mais encore

1
A=a—ad=ay=1, A=v(y=)\
et par conséquent
1 PRt
(39) ®=ax=nm(y=) 5

Pour savoir si cette derniére formule fournit ou non la valeur de ®,
relative au cas oit U'un des termes affectés du signe + se réduirait 3

1 —
p=en '
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il suffira d’examiner si Pexposant v + 4 doit étre censé ou non faire

partie du méme groupe que lunité, Or, comme Pexpression

'u~4—_{|_' _v+4
- )

Lo
4

(-

il suffira d’examiner si v + 4, divisé par 4, donne pour reste 1 ou — 1.

se réduit évidemment i

. . ! o

Le premicer cas a licu lorsque v =2 est de la forme 42 + 1; le second
4

cas, lorsque n est de la forme ja + 35 et par suite, en supposant, dans

la somme w, I'un des termes positifs réduit &

m o=

8 T

sen
on obtiendra pour cette somme, dans le premier cas, la valeur qui
determine la formule (3¢), savoir
1 W1 1
- [
(D:n’(\/—-l) (57) =ntyT,

et dans le second cas, une valeur qui différera seulement par le signe
de celle que donne la formule (3q), savoir, la valeur

!
— nt

— 1 4

1 .
W o= nr(y )

Done, si le facteur pair de 2 se réduit i 4, la supposition

p=en

. S 9 n
reproduira encore, ou la formule (33) lorsque = sera de la forme

7
R
0 E n 0 ’;
Az + 1, ou la formule (34) lorsque 7 sera de la forme fx + 3. Quant
a la supposition

1T =
n—en \

elle reproduira, pour la somme ©, soit la valeur que détermine la for-
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mule (33) ou (34), soit cette valeur prise cn signe contraire, suivant
que Yexposant m fera ou non partie du groupe b, K, A", ..., qui est
censé renfermer exposant 1.

Supposons enfin que, le facteur pair de n étant le nombre 8, on
.. . . n
désigne par u le nombre premier ou non premier g, par

a 5 p=o

des racines primitives des trois équations

LT ¥z, an-=u,
et par
A, A, ®
des sommes alternées, formées respectivement avee ces racines, de
waniére que, parmi les termes allectés du signe +, on trouve dans la
somme A la racine &, dans la somme A la racine g, dans la somme ® la
racine . Si L'on pose

on aura non seulement

mais encore

Alors aussi, quand la somme alternée A différera de zévo, elle sera, on
de la forme
1
) . T &
(40) A cx+a1- 2 ~ad=a(x+a7) = ceos, =8
4
ou de la forme

1
LT
(D)) Arraad— ad--alza(a-+a) =) sin oy~ 1=z 8

et 'on aura, dans le premier cas,

1 ¥l
(42) ® = AA = iy ‘n)(
dans le second cas,

L (5
(43) © = AN = ni(yYTT) 4
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Pour savoir s les formules (42) et (43) fournissent ou non les
valeurs de w, qui sont relatives au casou I'un des termes affectés du
dgne + seréduirait a

P = GT -

et qui d’ailleurs différent de zéro, il suffira de voir si, dans chacune des
valeurs de o, les termes 5, ¢*+* sont affectés du méme signe, ou, ce qui
revient au méme, si 'exposant v + 4 fait partic du méme groupe que
'unité. Or, d'une part, 'expression
['a -+ 8] _ [u + 8]

1 - v

L 5

8

se réduit évidemment a

8 2] 27l i)
(8=E7= (%
ct, d'autre part, v + 8, divisé par 8, donnera le méme reste que v,

savoir : un reste représenté ou non par 'un des nombres 1, 7, suivant
que 'expression

Wotiv—n1 ve -1
(=) * =(=n"

aura pour valeur + 1 ou — 1; ou bien encore un reste représenté ou
non par I'un des nombres 1, 3, suivant que l'expression

(—1iv—3)

(= *
aura pour valeur + 1 ou — 1. Done, puisque I'on a

ot we -
)T )T = e =

et
ikt } (W=1:09 -3\ (u tl K}
=0 =0 == =y T,

les termes
P et P‘J+‘

seront toujours affectés du méme signe dans la valeur de la somme o,
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que détermine I'équation (42); mais, dans la valeur de la mémé
somme, déterminée par I'équation (43), ils seront affectés du méme

v—1
2

signe ou de signes contraires, suivant que sera pair ou impair.

Done, si, en supposant

m
iAWy
p=e s

on affecte du signe +, dans la somme alternée o, toute puissance de p
dont I'exposant 4 vérifie la condition (9) ou (10) des pages 296, 297,

on aura, en vertu de la formule (42) : 1° quand v =§ sera de la
forme 4o +1,

1
®=n?

2° quand g sera de la forme 4z + 3,

1

O =nt/=1;
et si, en supposant toujours
T
p= 8-"— /-_5’

on affecte du signe +, dans la somme alternée ®, toute puissance de p
dont ['exposant & vérifie les conditions (11) ou (12) de la page 297,

n

on aura encore : 1° en vertu de la formule (43), quand v = 3

sera de la
forme jx +1,
1
©=n*y/=T1;

n

3 sera de la forme 4z + 3,

2° quand v =

H
® =nt,

Si, dans la somme ®, formée comme on vient de le dire, on remplacait
la racine primitive

par la racine primitive

OFEuvres de €. — 8. I, t. lil, 45
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m étant premier an, cette somme conserverait le méme signe avec la
méme valeur, ou bien elle changerait de signe, suivant que m serait ou
ne serait pas un des exposants h compris dans le groupe qui renfer-
mait |'unité.

Il importe d'observer que les conclusions diverses auxquelles nous
venons de parvenir, en supposant successivement le nombre n impair,
puisdivisible par 4, puisdivisiblepar 8, se trouvent toutes renfermées
dans un théoréme général, qu'on peut énoncer simplement comme il
suit :

Tueorime. — Soit © ure fonction alternée, formée avec les racines
primitives de l'équation (1), et de iére G vérifier la formule

®==xn.

Si l'on suppose que, dans la somme alternée ®, U'un des termes precédes
du signe + soit la racine primitive

By

P=e ’

on aura simultanément : ou
1
®'=n et ®=n?,
ou

1
M=—n e @=nay—1;

en sorte que la valeur de ® sera toujours fournie par l'une des équa-
tions (20), (21) ou (33), (3%).

Exemples. -~ En prenant

n=3, p=e’ _,
on trouvera
)

(D.'—.:p—-p':nin?V—-n:Ki\/:.

En prenant
m k3
n=1, .P=’¢T‘/‘_’=,’i":—'.

on trouvera

@:p—p‘:zsing\/—_l=/4}\/—-|.
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En prenant

.
n=3_, p:teT Tl V!

on trouvera :

T '
(D:p+p’—p‘——p‘=/.cos-l; =8
ou
O@=p+p—p'—pi=4 sing\/:',: s:VZ_,
En prenant " .
n=a4, p:e“/:_I:eﬁ'/_',

on trouvera : ou
(0=P+PI+P7+ P“_ Pl!_ PH, .PII__P!!
=(F."f‘")(P'+P" _Pv__Pu>
D 11
= (z sln%’—'\/:f) (‘4cos£) =38/ =iy,
w=P+P'+P""‘P""P""P"_ P"" P"
=(p*—p'*) (p"+p* —p'—p")
\ 11 .
= (nsiu?\/—-x) (—ﬁsingv-———l)==3'8'=14'.

ou

Nota. — Si, dans la somme alternée @, formée comme on vient de le

dire, on supposait précédé du signe + le terme représenté, non par la
racine primitive

X —
=1
p=e" 4 ’
mais par la suivante
2T =7
p=e " ’

m étant premier i n; alors la somme alternée © offrirait ou la valeur
que fournit le théoréme énoncé, ou cette méme valeur prise en signe
contraire, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupe des
nombres ci-dessus représentés par

h, N, K, ...

(voir, pour la détermination de ces mémes nombres, les pages 296
et 297).
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Nous terminons cette Note par une observation qui n'est pas sans
importance.

Supposons que, dans le cas ou I'on prend

L]
p=e" '/—',
la somme alternée
(44 D =phph 4 ph' e, — ph— ok = p¥' — .,
vérifie 'équation
D= n;

la méme équation sera encore vérifiée quand on prendra

LLLE. o

p=er

si m est premier & n. Mais, si m cesse d’étre premier a n, alors en

prenant
LA~
p=e"
on trouvera toujours
(43) ®=o,

comme on va le faire voir.
Pour que la somme @ vérifie I'équation

®t=*n,

il est nécessaire, comme on I'a dit, que les facteurs impairs et premiers
de n étant inégaux, le facteur pair, s'il existe, se réduise a I'un des
nombres

4 8

D'autre part, lorsque dans la formule

e

p=en" ,

m cessera d'étre premier & n, p deviendra une des racines non primi-

tives de 1'équation
=1,
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Donc alors, s n désigne un nombre premier impair, ou le nombre 4,
ou lenombre 8, p seréduira, dans le premier cas a l'unité; dans le
second cas, a l'une des racines

de I'équation

dany le troisiéme cas, a I'une des racines

+1, =1, V=1, —yY=
de I'équation
xb=1.

Or, dans ces trois cas, la formule (2), que I'on doit, en supposant le
terme p précédé du signe +, réduire, pour n = 4§, &
®=:p—p,
et pour n =8 a I'unc des suivantes
O=p+pl—p—ph  D=p+p—p'—p,

donnera évidemment
®=o.

Si maintenant on suppose
n=vwh',..,
v, v, v",... étant des facteurs dont chacun se réduise 4 un nombre
impair et premier, soit i I'un des nombres 4, 8; alors la racine primi-
tive
m
pP= GT ‘/——l
pourra étre présentée sous la forme
p=int...,

€, , {, ... désignant des racines primitives propres a vérifier respecti-
vement les équations

' .
=1, avV=1, ¥ =1, ey
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e la somme w, formée avec les puissances de la racine primitive p,
sera le produit des sommes alter nées

A A, N, ..,
respectivement formées avec les puissances des racines primitives
& o

Or, remplacer, dans la somme alternée

®=ANA...,
la racine primitive
o
p=e"
par la racine non primitive
ImE =T
p=e" »

revient i substituer, dans la somme ®, le produit

= E"'n"‘("‘. ..
au produit
p=&g...;

par conséquent a substituer, dans les sommes 4, &', A7, ...,
g ak nmoaom ™Ay,

Or, en vertu de ces dernitres substitutions, une ou plusicurs des
sommes

A, A, A,
s'évanouiront, suivant que le nombre m cessera d’étre premier a un ou
i plusieurs des facteurs

v, ¥, V', ..
donc aussi la somme

®=AA"A"...

s’évanouira clle-méme, et I'on pourra énoncer généralement la propo-
sition suivante :
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Tutortme [I. — Soient p une des racines primitives de I'équation

zh=1
el

(46) O =phte ph o ph" e —pk— ¥ ok
une somme alternée de ces racines qui vérifie la condition
®*=Zxn,

Si, dans cette somme alternée, on substitue & la racine primitive p une
racine non primitive, en prenant par exemple

'm"'/—'-’
’

p=e?™

el supposant que le nombre m cesse d'étre premier & n, la valeur de la
somme ®, que déterminera la formule (11), sera

®=o.

NOTE XII.

FORMULES DIVERSES QUI SE DEDUISENT DES PRINCIPRS ETABLIS
DANS LA NOTE PRECEDENTE.

Soient toujours :

n un nombre entier quelconque ;
h, k, 1,... les enticrs inférieurs i 7 et premiers i n;
p l'une des racines primitives de I'équation

(1) ah=1
et
(2) D=phpW+ph .. . —pf—ph—ph — ...

une somme alternée formée avec ces racines primitives, les entiers

hy k, , ...
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étant partagés en deux groupes
hy, K, W, ... et k, K, Ky ...,
de telle maniére qu'un changement opéré dans la valeur de la racine
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme ®,

sans avoir jamais d’autre effet sur cette somme, et que I'unité fasse
partie du groupe

Enfin, considérons spécialement le cas ot la somme © vérifie la con-
dition
(3) D=zt n;

ce qui suppose les facteurs impairs de n inégaux, le facteur pair, ¢'il
existe, étant I'un des nombres 4, 8. Si l'on pose

(4) p=e" N

on aura, en vertu du premier théoréme de la Note précédente : ou

(5) ®=n et ®=n,
ou
1
(6) D*=—n et (D:n;\/—-l,

les équations (5) étant relatives au cas ot n est de I'une des formes
b1, 4(42+3), 8(bz-+1),
et les équations (6), au cas oit n est de I'une des formes

dz+3, 4(hz+1), 8(4z+3).
D'ailleurs, en vertu des formules (3), (4), la seconde des équations (5)
donnera

ahm ak'n akm k' H
€0S$ — + €OS—— +..,— €C0S—— — COS —...=n},
(-) n n n n
/
. ahm . ak'n 2hkn k'
sin — + sin +...—sin — —sin— —...= o}
n n n n
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et la seconde des formules (6) donnera

ahm A a2k a k!
cos 228 4 cos 20T o —cos2ET _cos 22T | =,,

n n n n
® 2hm al'n akn ak'n !
$in — + 8in —— +...—sin — —sin —— —...=n%

n n n n

Il'y a plus: si, m étant un nombre impair premier a n, on pose

amn
(9) p=er ',

alors, en désignant par v,, un coefficient qui se réduise a
. ;9-1 oua -1,
suivant que le nombre m fait partie du groupe
h, N, N, ...

ou du groupe
k, K, k',

on aura, en vertu des principes établis dans la Note précédente : ou

1
(10) ® =t,n,

et, par suite,

amhn amh'n amkn amk'n :
€08 ——— + €08 ———— ...~ €08 ——m — CO8 — —. . T Ly I,
(11)
amh amh'n . amkrn . amk'm
'sin—-—”-ﬁ-sln-—'—-@-...—-sm————sm——-—...:o.
n n n n
ou
1
(12) ® =1t,nty=—1,
et, par suite,
amhn amh'n amkn amk'n
€08 ———— + €08 ——— +...— COS — €08 ~——— —...==0,
3 n n n n
1
3 amhn amh'n . amkn amk'n H
sln—-—+sin——n—+...-sm — 08—~ =iyt

Ouvres de C. — S. 1, t. 1L, 46
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On aura d’ailleurs : 1° si n est impair,

(1) tw= [%],

2° si n est divisible par §, mais non par 8,

(15) = () T [;"i]
'!;"

3° si n est divisible par 8, et de la forme 8(4« + 1), la valeur ® étant
fournie par I'équation (10), ou de la forme 8 (4 + 3), la valeur de ®
étant fournie par 'équation (12),

me -1
(16) tm=(—1) * | = ;
én

4° enfin, si 2 est divisible par 8 ct de la forme 8(42 + 3), la valeur
de ® étant fournie par I'équation (10), ou de la forme 8(4z+1), la
valeur de © étant fournie par I'équation (12),

m—=1)(m—3
7) w2
§Il

M. Gauss est parvenu le premier aux formules (I1) et (13), qu'il a
données en 1801, dans ses Recherches arithmétiques |8 356], pour le
cas ou n et un nombre premier, mais sans déterminer le signe du
coefficient t,, dont lavaleur numérique se réduit al'unité. Cest dans
le Mémoire intitul & Summatio serierum quarumdarn singulariumque le
méme géometre, en reproduisant les formules (11) et (13), les a dé&
duites d'une méthode qui lui a permis de fixer le signe de t,.

Si, dans la valeur de p, que fournit I'équation (9), le nombre m
cessait d'ére premier a n, alors, en vertu du théoreme 11 de la Note
précédente, la somme dternée w, que détermine la formule (a), se
réduiraita

(18) w = 0;
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ct, par suite, on aurait simultanément

amhn amhw amk'w
2T —— s —— —.

n

amh'n
cos —_—
n

cos “+.0.—COS

(19)

. amhn . amh'n ke | amk'n
$in —— +sin —— —sin —— —

. am
..o SH) ———
n

Donc, si I'on veut étendre les formules (11) et (13) au cas ot les
nombres m ct n cessent d'étre premiers entre eux, il suffira d'ad-
mettre que, dans ce cas, la valeur du coefficient représenté par t,, est
nulle et vérific I'équation

(20) tn=o0.

Avant d'aller plas loin, nous rappellerons ici qu'en vertu des con-
ditions énoncées i la page 296 et i la page 297, les deux nombres

1, A—1=— (mod.n)
et, par suite, les deux nombres
L on—l=—1 (mod.n),

létant inférieur & n, mais premier & », appartiendront & un scul des
deux groupes

hy N, R, ... at k, K, k' ...,
ou I'un au premier de ces groupes, I'autre au second, suivant que la

somme alternée ® sera déterminée par la formule (10) ou par la for-
mule (12). Done, si 'on représente par

hy N, K, ... ou par k, k' K, ...

. ] L
les seules valeurs de & ou de & inférieures a am alors, dans la somme

alternée ® que détermine la formule (10), le systéme entier des valeurs
de A pourra étre représenté par

hy, K, &'y, ..., n—h, n—Ah, n—~", ...,
et le systéme entier des valeurs de £ par

k, k' kK ..., n—k, n—=¥K, n—4K, ...}
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mais, au contraire, dans la somme alternée ® que détermine la for-
mule (12), le systéme entier des valeurs de A pourra étre représenté

par
hy &, K, ..., n—k, n—k, n—4k, ...,

et le systéme entier des valeurs de k par
k, K, k' ..., n—h, n—"k, n—=W,

Comme on aura d'ailleurs généralement

pu-l= P-I'

il est clair qu’a la place de laformule (2) on obtiendra, dans le premier
cas, I'équation

(31) @=phapltphtp . . —pt—pk—ph—ph_
et, dans le second cas, I'équation
(33)  @O=ph—php pV—p=Wopo. . —php ph—p¥ - ph —

Par suite, on pourra facilement constater I'exactitude de la seconde
des formules (11) qui se trouvera remplacée par une équation iden-
tique, comme la premiére des formules (13), tandis que la premiére
des formules (11) se trouvera réduite i

amlm amh'n amk amk'n 1 H
(23) cos 4cos 22T cosIIT o2 T = = 0,
n n n 2

et la seconde des formules (13) &

mhn amh'n . amk . amk'n T
(2%) sin 2227 +sm—+...—sm——”—-sm——...=—x,,.n'.
n n n 2

Des observations que nous venons de faire on déduit encore une
conclusion qui peut étre aisément vérifiée a I'aide des formules (14),
(13), (16), (17) 5 savoir, que I'on a généralement

(35) La=ty bem =ty
quand la somme alternée ® satisfait a I’équation (10), et

(26) L=ty bem=—tmy
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quand la somme alternée @ satisfait a 'équation (12). On peut aussi,
a l'aide des formules (14), (15), (16), (17), s'assurer facilement que,
si 'entier m est décomposable en deux facteurs premiers ou non pre-
miers @, w', I'équation

(37) m = py!
entrainera la suivante
(28) b == tp b
Pareillement une équation de la forme
(29) m=ppp'...
entrainerait la suivante
(30) O = bty e ee

Soit maintenant N le nombre des entiers

h, k, I,

inférieurs a n, mais premiers an. Ceux d'entre eux qui ne surpasse-

rontpas ¥ n seront en nombre égal a"/; et, parmi cesderniers, lesuns,
dont nous désignerons le nombre par /, seront ceux que représentent,
dans les formules (23), (24), les lettres h, h'..., tandis que les autres,
dont nous désignerons le nombre par j, seront ceux que représentent,
dansles mémes formules, leslettresk, K, .... Cdaposé, on aura néces-
sairement

(3. i+) = mfz

D'autre part, dans lasomme alternée  w le nombre des termes affectés
du signe +et éga au nombre des termes affectés du signe —, par

conséquent alamoitié du nombretotal destermesou ag N. Or, comme

la somme alternée w lorsqu'elle vérifieralaformule (10), offriraune
valeur déterminée par I'équation (21), on aura nécessairement dans
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cette hypothése -

N N
ax_.-;; ] = 2
ct, par suite,
._ .- N
(32) i=j=3:

Des formules (11) et (13), ou (23) et (24), combinées avec les équa-
tions connues qui servent i développer les fonctions en séries ordon-
nées suivant les sinus ou les cosinus des multiples d'un are, on déduit
aisément divers résultats dignes de remarque, et en particulier ceux
que M. Dirichlet a obtenus, i I'aide de semblables combinaisons, dans
plusicurs Mémoires qui ont atiré 'attention des géométres. Concevons,
par exemple, que 'on combine les formules (11) et (13), ou, ce qui
revient au méme, les formules (10) et (12), avec I'équation

nl'(.z):f f(u)du+zf Cijsmfl—‘ﬂf(u)da
(33) ( ° ’ . L
' +n/‘colﬂ—(‘£,f:—ﬂf(lz):lzt+....
! Jo

que I'on déduit de la formule. (77) de la-page 357 (') du deuxiéme
Volume des Exercices de Mathématiques, en y remplacant

a par a, x, par o, X par a,

ct qui subsiste, pour des valeurs de @ inférieures a n, entre les limites
& =0, x =a de la variable z, dans le cas ol la fonction f(z) reste
continue entre ces limites. Comme, en prenant

(3%) w="2%,
on aura généralement
amn(z — u)

€08 ————— =cosmw(r—u) =CoSmwrcosmwu + sinmwrsinmwu,

(*) OKuvres de Cauchy, S. I, T. VH, p. 410.
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si I'on suppose la quantité a positive et supérieure &n — i, mais.infé
rieurean, ontireradelaformule(33)jointealaformule (10) ou(12):
i° en admettant que la somme alternée w soit déterminée par la for-
mule (10), et que I'on ait en conséquence t, == i, ,

1
%n‘[f(h)+l’(h’)+..‘—f(k)—~~f(k')—-...]
35 = co! f(u)de + r0saw e f(u)d
(35) { llf, swuf(u)du x,[ cosawul(u)du

a

’ +z,f cos3muf(u)du+..;

' o

2° en admettant que la somme alternée © soit déterminée par la for-
mule (12), et que I'on ait par suite t_,, = — 1,

1
ini[r(/a)+r(//)+...¢f(k)—r(k')---...]
36 S Y "sinawa f(u)d
(36) :.jd sincwu (i) u+t,[ sinawu f(u)du
+l,f“sin3wuf(u)du+....

Lesformules (35) et (35)supposent, comme les formules (11) et(13),
que h, h', h" ... représentent les diversesvaleurs de h, et k, K, K"...
les diverses valeurs de k, renfermées entre les limites o, n. D'ailleurs,
en vertu de I'équation (20), on doit, dans les seconds membres des
formules(35) et (35), remplacer par zéo le terme général t,, de la
suite
toutes les fois que le nombre entier m cesse d'étre premier an.

On peut remarquer encore que I'on a, pour des valeurs quelconques
de w,

a " a

sinmwa . J—cosmua

(37) cosmmudu = ————, sin mou du = ——————.
A me - A mo

Or, de ces derniéres équations, différentiées / fois par rapport a @, on
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conclut : 1° pour desvaleurspairesde/,

]
i

sf‘u’covnwuda_( ) D, M
me

(38)

’f u'smmmudu_( ') pl, L= cosmes,
mo

2° pour des valeurs impaires de /,

~1
a =
—1)? 1—coimna
u'cosmuudu=( nfym——,
A m!

nw
(39) t+1
L _.— .
—_1 sinmwa
f w!'sin mou du = (___),_ py, Snmna
A m mw

la notation D, indiquant / différentiations relatives a w. Cela posé, on
pourra aisément faire disparaitre les signes d'intégration contenus dans
les seconds membres des formules (35), (36), toutes les fois que f(x)
représentera une fonction entiére de z, composée d'un nombre fini ou
méme infini de termes. Si cette fonction entiére est de plus une fone-
tion paire de x, on tirera de la formule (35), jointe a la premiére des
formules (38),

1
i-ni[l‘(h)+f(h’)+...—f(lc)—-l'(k’)—. B

(40) =t,l’(\/:|'|)u)5i_':_:_'£ (\/_D )Flnnma
(\/_ )tm?ma .

+ 1y
ou de la formule (36), jointe & la seconde des formules (38),

1
s SPLICR) -+ F(K) ... — (k) — () =]
" =y f(\/:'-l)w)-'———c:i"-’f T+ f(@ Dw) 1—cosawa

A
(4 o

vat(Gpe) imgeiee
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Si au contraire f(x) est une fonction impaire de &, on tirera de la for-
mule (35), jointe a la premiére des formules (39),

1
énim[f(h) () 4. — (k) = C(K') —. ..]

) — . ) L coswa V=1 1— cosawa
#42) =, 1y ll)u)-—m—-—-ao-t,f(—-——l)m)—,u—-—
' o (’/—D )r—co:3m4+ .

ou de la formule (36), jointe A la seconde-des formules (39),

1
- ';n?\/?—‘?[r(/.)+f(/:')+...—r(k)'—r(/.') —]

(43) a =..f(‘/—_,om)ii-':-d“l‘-‘+(,r(l/-:;|)m)§'-'.’_'i‘_’

am

+ 1 f(‘/—--—f' ! Dm) sindua
3 )

Au reste, les formules (40), (41), (42), (43) sont comprises comme
cas particuliers dans celles que nous allons établir.

Si, dans le second membre de I'équation (35), on transforme les
cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette équation, en
prenant pour f(z) une fonction entiére de

n;[f(h)—;-l’(h’)+...—-f(k)—f(k’)—...]
= 4f( \/:TDU)f"e“""F-‘du—i-t,f( M%‘-Dm)fae"”“-mdn+...
+t|f(—\/:-—nl)m)‘/;a e""‘v/-“dlt+t.f(‘—fi_;l)av) ’w oS,

v

et, par suite,

‘ L) + () .. = F(R) — (&) —....]

— e—way=1 - — e—tay=T
() = 4f( \/—-nl)m)—'L__—+£.l( \/—’——ll')w)'T:\/———_;—-+"'
+t.l‘(—\/—ll)u) = -H,f( "I_lbu> Ll RO
—1 3 2wy —1

OFEuvres de €, — 8. 1, t. Il I
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On tirera au contraire de I'équation (36)

1
\/'_ni[r(/«)+f(h')..-...-r(/:)_r(k')—...]
—1
= 4f( \/—_IDm)f e“"v“du-!-z,f( '—"l)m)f e=tow/Tdy 4 .
(]

2
" — a )
— 4 f(—y=7 I)w)f e‘“'v’:rdu—z,f(— -—-;;-'-l)m)f etow/ Ty %,
0 (]

et, par suite,

s";[f(lt)+l‘(h‘)+. = k) — (K —=...]
a1 — _ e
(45) = of( V=7 Dm).'.:_‘_:__‘ ,’r( Qﬂm) 1 — g—tway=T -

20
| — eway/=1 — — etway/=1
| ~ui=v=ina) e +.,r(_ gnm) e,

On ne doit pas oublier que les formules (40), (42), (44) correspon-
dent & I'équation (10), et les formules (41), (43), (45) & I'équa-
tion (12). Dans ces diverses formules, la quantité a doit étre non seu-
lement positive, mais supéricure A » — 1 et inféricure a n. On peut
méme supposer qu'elle atteint la limite n, et, dans cette hypothése,
aprés avoir effectué les différentiations relatives & w, on verra le pro-
duit wa se réduire a 2m, et les exponentielles de la forme

e-mua/=T oy gmway=i
a l'unité.

Pour montrer une application des formules qui précédent, concevons

que, m étant un nombre entier quelconque, I'on pose

f(z) = am,

et faisons, pour abréger,
(46) B =™ B e, — ki — fim

On tirera des formules (40) ou (41), pour des valeurs paires de m :
1° en supposant ©* = n, .

m 1 . .
T3 sinwa _ t sindwa | ; sindwa
(4) (-.)';u'A,,,:D:,','(;,T ,_:ﬂ. v +§,'; +...);
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2° en supposant ®* = — n,

8 (— T ‘ - T—C0swa 4y 1--C0820a c_,'—cns(ima
(8) (=n)Fnta,= ...( il Reren WA, )

On tirera au contraire des formules (42) et (43), pour des valeurs im- -
paires de m : 19 en supposant @ == n,

-fl 1
’ [ wf, 17-COSmas t3 1—cos2na ty 1 C083na
—1 =ntd, =Dy + - e e
(o) (=0 g BT Te Ty an T 3n k)

2° en supposant ! =~ n,

[ sinwa |t Sinama 4 sindaa
— ' - —_— UL AL
(50) ¢ l) n Am,-l)...( —t+ F i et )
D'ailleurs, Q désignant une fonction queleonque de w, on aura géné-
ralement

DE(0r'2) = Do+ 20,0z w4 22 pgpgoreig L,

et, par suite,

2 (0m1Q2) = (— 1ym L2 f_*;"‘ (ﬂ = 20,2+ :% DIQ ...k - m;a)

B

Done, en désignant par { un nombre entier quelconque, et posant,
aprés les différentiations,

2
a==n, m:T; aw=21ar,

on trouvera, pour des valeurs paires dem,

sinlwae s 2:3..m, i5...m Iy
R - [ (2m)" (amym=t Ptz (n\:)‘ "

1—cosloa 3.0 .my 5.6...m ), e m
b= R R TT T AR T ")

et, pour des valeurs impaires de m,

" ‘5
D sinlwa ,,m+|["3"-”‘ Adeoam

S CLITTILY AN I'-]
» (am)™ (am)m=t an ’

Dz |—coslma i [3 Aoeemyy 3.6.. B m m_‘].

w Gt T G

i+
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Donc, si I'on pose, pour abréger,
3 2 4 L
a.:;.+;'+§’+..., a,=;.+a—’,+§’;+... cey

et généralement

- t
(31) -‘,,.=t.+2—’,;+3—,,,+z,—n+—

on tirera des formules (47) et (49), en supposant ®* =n : 1° pour des
valeurs paires de m,

. _omsif m (m—2)(m-—1)m 2.3.4...m .
I [ e i o |

2" pour des valeurs impaires de m,

(m—a)y(m—1)m
(am)*

) well m
(33) A,=an ’[mb,-— p+... &

mais, en supposant ©2 = — n, on tirera des formules (48) et (30) :
1° pour.des valeurs paires de m,

' .
. _ mez[ 1 (m—1)m L 3dheem
(3%) Au=--an ‘[;—r-h—- GRy -'\,+....*_‘(‘“:),,, Tm 1|3

2° pour des valeurs impaires de m,

(m--1)m
(am)?

B

+ir 2.3.4
(55) Am:"“‘"““’l_;!i:”— 2.3.4...m ""I

(am)™
Ainsi, en supposant ®* = n, on trouvera successivement

:
— i,

(56) A, =o, A =o, A,.—A:;—:l

L g
il

tandis qu'en supposant ©* = — n, on (rouvera

3 1] P K
(57) Ay==o, A,=—A;'ui, A,:—-':T‘ni. A,:(ii'--—-b—'>ni,
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Commeon ad'ailleurs

Agzz ROk WO SO kO,

Ay=h 4+l 4. .~k =k -,
g = A A — kY — K,
Agm= - e — R — KV — .,

il est clair que les équations (56) ou (57); feront connaitre les diffé-
rences qu'on obtient, quand du nombre des valeurs diverses de A, ou
de la somme de ces valeurs, ou de la somme de leurs carrés, de leurs
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de
ces valeurs, ou la somme de leurs carrés, de leurs cubes, etc. On
conclura en particulier de la premiére des équations (56) ou (57),
c'est-a-dire de laformule
0 =0,

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions
d'avance, égal au nombre des valeurs de k. On conclura en outre de la
seconde des équations (56) que, dans |e cas ollw vérifiera la condition

@*=n,
la somme des diverses valeurs de h équivaut & la somme des diverses

valeurs de k. C'est au reste ce qu'il était facile de prévoir, puisque
alors les valeurs de h étant deux a deux de la forme

l, n—1

la somme de ces valeurs doit se réduire, en méme temps que la somme
desvaleurs dek, au produit

ei-
wl2
S
it
-2

Ainsi, par exemple, si I'on prend 2 =5, onauraN = j,

W =p+pt—p'—p?,
hah'=144, k+A=2+3,

h+1.'=A~+A-':"‘_,"_"‘=5.
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Pareillement, si I'on prend » = 21 = 3.7, on aura N = 2.6 = 12,

(D:P+ P‘+PI+ P“+ P"_._PIO_PI_PI_ Pi'_pll_PH_Pl’.

h+h'+...=1+ 4 + 5+16+17+130,
k4k'+...=2+ 8 10411 4+13 419,
12.31

htW+...=k+HK+...=3.a=

1l importe d’observer que, parmi les valeurs de 3,,, les seules quan-
tités
A Ay de

entrent dans les seconds membres des formules (56), et les seules

quantités
3y Ay Ay ..

dans les seconds membres des formules (57). Il en résulte que les
diverses valeurs de A,,, c’est-i-dire les divers termes de la suite

Ah Ah AS’ AU sy

sont liés entre eux par des équations de condition que l'on obtiendra

sans peine en éliminant
By Ay e

entre les formules (56), ou
61 ’ "3'

entre les formules (57). Ainsi, en particulier, si I'on suppose ®*== n,
on trouvera, en vertu des formules (56),

- 3
(58) A,=;n Ay
ou, ce qui revient au méme,

W Wi R K o= D (B WY K — KA— ).
2 )

On trouvera, par exemple, pour n =5,

®=p+pt—p'—p’
Ay=1+ 1 —22—32:=4, A==+ —28—32=30=3.5

SYE=S
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pour n =8,
O=p+p'—p~p"
=1+ 71— 35116, A,=|+7'—3‘——5'=192=3.81:i;
pour n=12,
@=P+Pn_Ps_P'.’
Q=1+ 111=51— = 48, Ag:l+ll’—5’—7'=864:3.l1£§;

pour n=13,

B mpep b o+ PO p1 o p— pt b — g8 T — g8,
Ay= 14 3 4 g1 100 - 120 — a2 FT— B P 8110 B, )
A=+ P+ P+ P+ 10418 — P P — P —P—B 11" =1014 =3, 13?;

pour n =17,

© ==p+ph- b PP p ' - ptS o ph—pd— g b 110 gl g8 pts,
Ay=1+2%+ {18+ 13+ 1 504 (6’-—3'—5’—6'-—7’-— 10—t 1'—12*—141=136,
Ay=1+ 2+ [+ 89"+ 131+ 150+ 1635363 — 73100 — 1 D 12— = 3468 =3.17 #;

pour n = 21,

(D:P"'P""P"*'P""'P""' P"“‘P’_P"‘P"_P" -P"-‘P",
Br== 1 [+ 52+ 169 1914 20— 2*— B 100 — 1 — 13— 19" = 168, p
=1+ P+ |(§_'+:7‘+ 20— 21— G —10*— 1P — 13— 1= S22 = 3. ;1 —'%s;

ete.

Si l'on suppose, au contraire, ©= —n, on aura, en vertu des for-
mules (57),

(59) d,=nA,,

ou, ce qui revient au méme,
(3B S EY LY LESE T 7 5 SRR TN S
On trouvera, par exemple, pourn =3,

®=p—pt,
—pyma—tz=r, —A=a'—1=3
our 2 = {4, L.
P . O=p—p"
—A=3—1=3, —fM=R-1=8=4.3;
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pourn=
D=p +pt+pt—p'—pt—pt,
—4=3+546—1—2—-4=7
— A= 56— 2= Rl =175
pour n =38,
®=p+pi—p'—p,
—A=54+7—1=3=8, —A=54qt—1—31=64=8.8;
pourn =11,

O=p+p+p+p+p ‘P"‘B'“‘P"‘P"‘F"v
—A=246+7+8+10—1-3 —f =5 —g=u,
A= 64 PBi0t— — — —B—gt= =y

pour n =15=3.5,

(0=F 4 F' + pb + P‘ _P'_PU_P“‘P"’
—A=74+1 +13 +1f—1—a2 —§ —8 =30,
— A=t B —at — 1 — 8 =[S0 =15.30;

pour 2 =19,

= p+ph4-05+ 08 4 pT o P -l -t plT—phpd— ptpto__plt_gt3__phh_ gli_lt,
I
11—

(2l
=“A=243 48 10 +13 +13 +1f +15 418 — 1 —f =5 ~6 —) —g —11 —16—17=
=4, =238 10 1 2 B 150 80— g — 2

21 __'71 B Ve

pour 2 =20,
O=p+ Pl + P’ + P' "P“" F""P"—P"!

A=+ +17419—1 -3 —7 —9 =,

— &=t 18 gt — 1 — 31— 9% — gt =800 =120.0;
ele.

11 est bon d’observer encore que la valeur de,, est positive, et méme

ordinajrement renfermée entre deslimites qu'il est facile d'obtenir. En
effet, cette valeur qui, en vertu de la formule

(60) h=n
peut étre réduite &
(61) =1 + +

19
3B1=19%
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sera évidemment comprise entre les limites

t t
l-f- o am ke et I— = gm =

J" am
ou, ce qui revient au méme, entre les limites
l+—+3—+.... 5——(|+ 3'7,,-—0—)
Or, comme, en prenant m = 3, on a, en vertu des formules connues,

1 1 [ _m_
'+z—+3_+""“'+'+§+""? 1,6449. . .

il en résulte que 5, et, & plus forte raison, 5,, 3,,... sont posilifs et
renfermés entre les limites

1,6449... et a—1,6449...=0,3551....
Comme, d’ailleurs, les nombres de Bernoulli
;r E; E’

vérifient les équations

14 l,-+- ! +...=l.3—"~!l
2 3i 6 1.2
(+.—+ -+ =2 L. )
3‘ T30 71.2.3.%
I an
2 T3 T T 42 1.2.3.4.5.6

il en résulte que les quantités

B Ay B e

sont respectivement supérieures aux produits

am! 1 a2t 1 adx?
6 7.2 3071.2.3.5 }ar.a.3.5.3.6
ﬂllvrf:h(f.-——s‘l, (1%

48
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et inférieures aux différences

a1 ant a1 2t 2t asnt
61.3 3 1.2.3.4° 727.2.3.4.5.6°

Quant a la quantité

Ll
(62) 3|—|+a+3-+&+...,

on peut saulement affirmer qu'ele sera nulle ou postive. C'et cequ'on
_démontrera sans peine, comme 'afait M. Dirichlet pour lecasou n est
impair, a I'aide d'une méhode de transformation qu'Euler a exposée
dansleChapitre XV del'Introduction at'analysedesinfinis, e quenous
alonsrappder.

Puisque la formule (29) entraine généralement la formule (30), il
et clair que, § I'on nomme

« 6y,

ceux des nombres premiersqui ne divisent pas le module n, on aura

ty ) _( tx Ly - 1] g
|+’7+F+..._-(I+F-Q'W-i-...)(l-&-ﬁ-l-%?;*-..-)...

() () )

Or, cette derniére formule, subsistant toujours, tant que la série com-
prise dans le premier membre est convergente, ou, ce qui revient au
méme, lant que m surpasse I'unité, quelque petite que soit la différence
m — 1, pourra étre étendue au cas méme o l'on a m = 1. On aura
done, pour toutes les valeurs entiéres de m, et méme pourm =1,

G0 () () )

a, 6, v, ... désignant les facteurs premiers qui ne divisent pas m. Or,
comme les facteurs, que renferme en nombre infini le second membre
de la formule (64), sont tous positifs, il en résulte que la valeur de 5,
donnée par cette formule ne sera jamais négative. Elle ne pourra donc

(63)
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étre que postive ou nulle. On avu d'ailleurs que les valeurs de 3,
éaient toujours postives pour des valeurs de m supérieures a I'unité.
Lorsgu'on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com-

prises les quantités
”’l! all ;’u veey

on peut en déduire d'autres limitesentre lesquelles se trouvent ren-
fermées ou les différences

A, 4, & ..
ou des fonctions linéaires.de ces différences. Ainsi, en particulier,
dans le cas ol Ton aw = n, on peut affirmer non seulement que la

valeur de 3 es renfermée entre les limites

®ooa 2T,
6 3

mais encore, en vertu de la formule

- -
A= 1-‘—’111’,
que la valeur de la différence
A=W M, — R K=
est renfermée entre les limites
én’\/; el 0,035...n"/n,

Done alors la valeur de A est toujours inférieure & %n’ V.
Ainsi, par excmple, on a, pour n =3,

A,=A<é5‘\/§.

Les formules qui précédent sont, pour la plapart, déduites de I'équa-
tion (33) qu'on peut encore écrire comme il suit :

" ' .
nf(z):f I‘(u)du-f-acosﬂf coamf( )du+zcos‘-'ﬂ cmmr(u)dcm-.
0 ° N

+um—-—f sm——f(u)du+nin ‘” sln 4""'l’(u)d«
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et en vertu de laguelle la fonction f(x) ou n f(x) se trouve développée
suivant les cosinus et les sinus des multiples de I'arc

T

"

Or, on peut démontrer que, dans le cas ol la quantité a ne surpasse
n

pas la limite ;> les deux parties du développement, savoir : la somme

des termes qui renferment les cosinus des arcs

anz  Gne
0, ——y Sy ey
n n

e |lasomme des termes que renferment les sinus, sont égales entre
elles, par conséquent égales a la moitié du produit nf(x). Ona doné,
pour des valeurs de a inférieures ou tout au plus égales a Y n, e pour
des valeurs de x renfermées entre les limites o, a, ’ '

(63) lnf(z):f“r(«)du-(-ncos" cos—f(u)da-ncolau colmul‘(u)du+
2 A n
1 ane 4 T

(66) ;nl‘(z): um——-f shn — f(u)du+uln sm—f(u)du+

et, en effet, pour obtenir les formules (65), (66), il suffira de remplacer
dans les formules (109), (110), de la page 364 du deuxiéme volume
des Exercices de Mathématiques ('),

a par -;5, « par o, X par a,

Or, de la formule (65) jointe 2 l'équation (23), ou dela formule (66)
jointe & I'équation (24), on tirera : 1° en supposant ©* = n,

H 1
\&n;[f(h)+f(h')+ = (k)= {(K) =]

©7) ( :t,fcowuf(u)duﬂ.j cosaeufl(u)du

+l,f cosdwul(u)du+...;
1]

A

(1) GEuvres de Cauchy, S, 11, T, VI, p. 418
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2° en supposant ®*= — n,

1
;- BLICRY) + F(H) 4. — (k) — F(K') —...]

(68) =¢.f sinwuf(u)du-t-tf"sinnmur(u)da
o

1
o
-H,f sinawu f(u)de+...,
°

pourva que la valeur de  soit toujours

I
= —

n

et qu’en tenant seulement compte des valeurs de 4 ou de & inférieures
o ! e n . . ¥
& 3 n, on place a entre la limite ; et le nombre entier immédiatement

inféricur a cette limite. Les équations (G7), (68) ne sont évidemment
autre chose que les formules (35), (36) étendues au cas ou I'on sup-
pose les quantités

hy, N, K, ..., kK, K,

. oy COY PO n .y
inférieures, non plus au nombre 2, mais & la limite 3> la derniére @

pouvant atteindre cette limite. Or, de ces formules, par des raisonne-
ments semblables i ceux dont nous avons fait usage, on déduira encore,
dans le cas dontil sagit, les équations (40), (41), (42), (43), (44).
(45); et par suite, si I'on pose dans le méme cas

(69) P Ry Iy U SR Yy
c'est-i-dire si I'on représente par &, la partie de A,, qui renferme des

o pee o !
valeurs de 4 et de £ inférieures 4~ n, on trouvera, pour des valeurs

paires de m-: 1° en supposant ®* = n,

m 1 . . ™~
2y 1 sinwa 4 sinawa i sindwa )
(70) (=n?*on a._nz(‘, o T e T3 3g S H
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2° en supposant ®* = — n,

24y [ 1—Coswa iy 1—cosawa . I 1—cosdua
() (s, =p(y IS e pmomang o ioBue L),

On (rouvera au contraire, pour des valeurs impaires de m : 1° en sup-
posant ®* = n,

N 2oty ol 1—coswa Iy 1—C0820@ . (3 1—cosdwa
(72) (=) * ;n'%,.:lm(h .,L‘_ — +3_:| - + ,_):
2° en supposant ©*= — n,
-+ 1 N o .
. 1 W= ginwa _  sinawa ¢, sindwe
(G8) (=) 7 Jida=Da(y T 4 g BERS 4 g Bt )-

On ne doit pas oublier que, dans ces depniéres formules, tout comme
dans les équations (67), (68), la quantité @ doit étre renfermée entre

la limite supérieure ';'. qu'elle peutatteindre, et e nombre entier "—:—'
ou '—; — 1 immédiatement inférieur & cette limite.

Concevons en particulier que I'on prenne

n
a=-"
2

en substituant cette valeur de a dans les expressions de la forme

Dz smlma‘ pml= c:slwa

aprés avoir préalablement effectué les différentiations relatives aw, I'on
trouvera, pour des valeurs paires de m,

“Ill
1—coslua _ (_,:‘)mﬂ [..a.s...m —-(—1)’(""3""” 3.4 3.4..m

» 2 Tz L T

D,,,smlma =y (B a\m+ (2.3, ..ml_ia... l'+...tﬁl"-' ,
7 L

D2 Pt -lm)]
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et, pour des valeurs impaires de m,

sinlwa a\m/a3...m, 4.5...m 1,
Dﬁ-—:—:(—-l)’(;‘-) (-—-——-l—- 2l l'+...:‘:;l"‘).

L m
ppiiput () [k (ke Momp nBie).
Done, si I'on pose, pour abréger,
I.::,—_’.,.;_'_. ) li-—’-h—;}';-k‘;—';— , ,
et généralement
(76) lm=‘1_"%+%—%+....

on tirera des formules (70) et (72), en supposant w? = n: 1° pour des
valeurs paires de m, '

a\m i I I
(73) Sn=m— (7) ni [m“—-', -—(m-—-z)(m—-l)m;“+...:t:z.3...m?'];
2° pour des valeurs impaires de m,

mir .
(76) d,,.:-—(n;'-) n'[m:-?',—-(m—z)(m—l)m-’lr-‘,-o-...tl.z.&..ml—”-;—:#ﬂ]

mais en supposant ©* = 5, ontirera des formules(71) et (73): 1° pour
des valeurs paires de m,

1
(77) 8, ___(5)”‘";[1_1: ——(m—l)m;!‘!, +...i‘|.1.3...m!-'11;-r--:7?-”'—‘i];
2" pour les valeurs impaires de m,
1
(78) dm:(;-f)mni[-:;’-(m—l)m% +...tz.3...m;£%]~

Ainsi, en supposant ®* = n, on trouvera successivement

F
(79)  &=o, 6,:-—%"; *a}

L

I
nt, 6,:—;’—_3n, coee
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tandis qu'en supposant ®* = n, on trouvera

- H
-:—:::‘. Sy= (-;-l?'—i-l’—;i')n'. Ceee

3, 3
(80) a,.—_%m, q=1

Comme on aura d'ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de
« pele L
hetde kinférieures a )

Qo=hO A0, — RO — kO —, = i—,
S=h -l i —k =K —...,
=+ A — K — k-,

il est clair que les équations (79), (80) feront connaitre la différence
i — j, et celles qu’on obtient quand de la somme des valeurs de & infé-

rieures a g, ou de la somme de leurs carrés, etc., on retranche la somme
des valeurs de 4 inférieures 5’5, ou la somme de leurs carrés, etc. La
premiere des équations (79), c'est-a-dire la formule
h=0 oOu i—j=o,
s'accorde, comme on devait 'y attendre, avec 'équation (31).
Avant d'aller plus loin, observons que les quantités

Iy Ty Ly oooy,
ou les diverses valeurs de I, sont liées aux quantités

By By A

c'est-a-dire aux diverses valeurs de 3,, par des équations qu'il est
facile d'obtenir. En effet, comme on aura généralement

. bam == balmy
et par suite

ot N t 1 .
Fam-ﬁ + o+ o +...—-;(5,"—-l,,,)'

on en conclura

(81) In= (:—-n-,f,l_-;) 3y
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On gura donc

(82) L=(1—4)3, L= (.-— 521).5,. L= (.— i!) 3

Ajoutons que, t,, se réduisant toujours a I'une des trois quantités

—1, 0, -1,
les valeurs de
L I, L

seront, en vertu des formules (82), des quantités positives, tout comme
‘les. valeurs de
':’lt ';l' 3”

Quant & la quantité I,, liée & 5, par la formule
L=(—u)d,

elle sera ou positive ou nulle, ainsi que 3, et pourra méme s'évanouir,
sans que 3, s'évanouisse, avec le facteur 1 —t,, lorsqu’on aura

-

ce qui suppose n impair et de la forme 82 + 1 ou 8 + 7. Supposons
en particulier n de la forme 8+ 7, et composé de facteurs impairs

inégaux. On aura
NN=—n,

et comme alors I, s'évanouira, ainsi que 1 —1,, la seconde des for-
mules (80) donnera

d=o.
On trouvera, par exemple, pour n = 7,

g=1+3—3=o0,
pour n =15,
=1+a+4—7=0,

Revenons maintenant aux formules (79) et (80). Si, dans.ces for-

mules, on substitue les valeurs de I,, I, I,, ... fournies par les équa-
QRuvres de C. — S, 1, t. W, 49
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tions (82), on treuvera, en supposant ®* = n,

H 5, ¢}
(83) d,=o, 8 =— (x—%)%‘;n’, 6,=—-;-(|—-‘;’-)-1?”-ni. eny
EN) — 1y 8 1 —1, 3 — 5 8}
(84) 6.=(n--z,)-:?‘n', 6,:'—-2—‘—'%’11', 3= (aThT:—s_S-‘_’ﬁ.;)n"
etc.

Lorsqu‘i la premiére des équations (79) ou (83) on joint la pre-
miére des équations (79) ou (84), on arrive a cette conclusion remar-
quable que la différence

&% ou i—j
est toujours nulle ou positive. On peut donc énoncer la proposition

suivante :

Tatorime. — Supposons que, p étant une des racines primitives 'de
U'équation
Fad—3 PN

la somme alternée
®=phsph .., — pk— p¥,

vérifie la condition
M=kxn
et que le groupe d’exposants
h,oK,OW,
renferme l'unité. Si les entiers infeérieurs a n, mais premiers a n, sont en
nombre égal a i dans le groupe k, ¥, k", ..., et en nombre égal a j
dans le groupe k, k', k', ..., la différence
i—J

sera toujours nulle ou positive, et ne cessera d’éire nulle que lorsqu’on

aura
O'=—n.
Les quantités
60, 6'7 6" 6.9 a"

sont évidemment liées non seulement entre elles, mais encore avec les
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quantités
A, A A A,

par des équations de condition qu'on obtiendra sans peine en élimi-
nant

al! a"
entre les formules (56), (83), ou en éliminant

él' é!!

entre les formules (57) et (84). Ainsi, en particulier, on tirera des for-
mules (56), (83), en supposant ®* = n,

(8%) A=A —hndy_ — 43,

ou, ce qui revicntau méme,

—_— 4 3
(86) _a,}:{fne., A==ty Bi=3ndy

23—ty
et des formules (57), (84), en supposant ®* = —n,

(87) 20, _ nd, :—-A‘=—-A’-.-'-,

1=ty 32—y

ou, ce qui revient au méme,

=t b= — 'i—j.
(88) 5--—';‘:-",(‘ I Am—ac— A=—ato—

Dans l'application de chacune des formules (87) et (88), on doit
distinguer trois cas correspondant aux trois valeurs

—1, 0, 1

que peut acquérir la quantité t,. Ainsi, en prenant pour n un nombre
impair, on tirera de ces formules : 1° lorsque n sera de la forme
8x+1,

(89) 3,:%/!3., A= é"an A= —an'dy;
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2° lorsque »n sera de la forme 82 + 3,

(90) a.=n"7.“l. Ap=—nizd, A.=-n-f-‘3'—j;
3° lorsque n sera de la forme 82 + 5,

o0 w=3as, A=l A=
4° lorsque n sera de la forme 8« + 7,

(92) d=o0, A=—n(i—j) Ay=—nii—j)

Au contraire, en prenant pour n un nombre pair, divisible par 4 ou
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : 1° lorsqu’on aura ®* = n,

(93) al:gali. A!=—"61r Alz—gn'aﬁ

2° lorsqu'on aura ®* = — n,

(9%) 6.:1:-'2—% A.:—nL:—'[, A,:—n‘f—:-l--

On vérifiera aisément ces diverses formules dans les cas particuliers,
et I'on trouvera, par exemple : pour n =17,

J=—6, ==l A=i36=— %ﬂe.,
Ay=3468 =—an%d,;
pour n = 11,
i=4, Jj=n i—j=3, -"%'(:zl.
6.=||=ni—;—j, A,=—n=n£—}l-., A,=—|a|=—n’f:rj;
pour n =35,
Sy=—1, 6,=—3=gn.6.. A,=[|=—gn6,,

Ay=30=— gn’é'.;
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pour n =7,
i=1, Jj=o, {—j=1,
=0, A=—9=—n(i—j), =g ="—n*({—j).

On trouvera pareillement : pour 2 =13,
=—5, d=- 39::%136,. Ay=52 =—-§né,,
Ay=1014=— gn'é,;
pour =15 =3.5,

i=3, J=i, i—j=a,
di=o, A=—3do=—n(i—j), A=={450=—n'(i—j);

pour n=2ar =3.7,
8=-—10, a,=-—116=§nd,, Ay=168 =— -g-na,,

A,=53292 = g-n‘d,

SiI'on attribue & n, non plus des valeurs impaires, mais des valeurs
paires, on trouvera : pourn=14, ® = — §, ® =p —p’,

i=i1, Jj=o, i—j=1,

6.=|=n-‘—2+’, A,=—-a=—n‘—%—', A,=—.8=-n!.‘_';"_/.;

pourn=8,0*=8,®=p+p'—p*—¢*

S=—12, 6.=—8=56., Ay=16=—n3d,,
2

3
Ay=192 =— ;n’a).;

pourn=8,®'= —8,m=p+p*—p* —p',

i=a j=o, i—j=12, ‘-—-—-——l,

e.=1.=ni}l, A=—8=—ni=d ';f Ay=—64=—m =L
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pour n=12,
=—4, a,.—;-_n4=§a,, Ay=(8=—n3,
A,=864=;§n'a.;
pour r = 20,
=4, j=o, i—j=4 ‘=Lz,

i—=J _
2 5 =h.

6.=no=n£-'—z—‘-':, A.:—éo;—n‘%jy A.:q-800=—n'i_;'i-
Les diverses formules établies dans cette Note comprennent les for-
mules du méme genre trouvées par M. Dirichlet. Jagjouterai que les

équations de condition par lesquelles setrouvent liésles uns aux autres
les termes des deux suites

AI’ Al' A'Y oy
8 &, &y & ...,
peuvent étre démontrées directement, et d'une maniere trés simple,
commeje |'ai remarqué dans un Mémoire que renferment les Comptes

rendus des séances de I'Académie des Sciences, pour |'année 1840 (I s
mestre, page 444) (')+

NOTE XIII.

SUR LES FORMES QUADRATIQUES DE CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS,
OU DU QUADRUPLE DE CES PUISSANCES.

Soient :
p un nombre premier impair;
nundiviseur dep—1;
h, k, /, ... lesentiersinférieurs a n, mais premiers a n;
N le nombre des entiersA, k, L ... ;

(') Cuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. 142
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¢ une racine primitive de I'équation
(1) z*=1

et supposons les entiers
hy, k, ¢

partagés en deux groupes

h, IA',' A, oL et &k K, Ky ...,
de telle maniére que la somme alternée
(2) (D:p‘+p"+p"+.-t—p*;—p"—p*'—...
vérifie la condition
(3) ®'=x%n.

Soient encore :
6 une racine primitive de I'équation

(4) xP=13
¢ une racine primitive de I'équivalence
(5) zP'=1  (mod.p),
et de plus
8, 6 8,

des expressions imaginaires déterminées par des équations de la forme
(6) 020 -+ !0t G4 . ., 4 ple—1IGI ™,
Aux deux groupes
h BN, ... et kK, &, ...,
eritre lesquels se partagent les exposants ou indices
hy, &k 1l ...,
correspondront deux-groupes

6, 64, 8, ... et Oy 6, 0, ...,



) MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES.
entre lesquels se partageront les expressions imaginaires

. 8, 6, 6, ..
et, si I'on pose

(7) 1=6,0,60,..., J=0;,0,0...,

alors, en vertu des principes établis dans la Note précédente, les deux
binomes

1+73, -3,
considérés comme fonctions des racines prirhitives de I'équation (1),
seront, le premier, une fonction symétrique, le second, une fonction
alternée de ces racines. Il y a plué, comme la condition (3) suppose
que les facteurs premiers et impairs de n sont inégaux, le facteur pair,
s'il existe, éant4 ou 8, lafonction ’

1-J

sera, dans I'hypothése admise, de la forme indiquée par laformule (63)
de laNote VIl ; et I'on auraen conségquence

(8) l+J=A,1—J=8B,

A, B désignant ou des quantités entieres, ou deg fonctions qui renfer-
meront seulement les racines

(D, (D‘,(D"
de I'équation (4) respectivement multipliées par des coefficients
entiers.

Observons maintenant qu’en vertu de la formule (7) de la Note 111,

on aura
0,8,8s..= Runie..0usnsns...

(9) et
0.0, 0. = Rik'wr... Opihrir..r

Riw,a,... ot Ry g pe,... désignant deux fonctions entiéres de la seule
variable p. D’autre part, si la condition (3) se vérifie sans que n se



NOTE XII1. k¢
réduise 2 I'un des trois nombres

3 4 8,
on aura (voir la Note précédente)
(10) h+-h'.+h'+...§-'k+k’+k'+...—=-o (mod. n),
et, |;ar suite, eu égard & la formule (2) de la Note 1T,
(11) Openitits... = Opriorirn, . =Og=—1.,
Donc alors les équations (7), (9) donneront simplement
(12) I=—Rawn,n J=—Rn ..}

et comme, en vertu des formules (12), les fonctions I, J deviendront
indépendantes des racines de I'équation (4), ces racines n'entreront
pas non plus dans les coeflicients

A, B,

qui se réduiront nécessairement i des quantités entiéres.
Si I'on pose pour abréger

et
(13) m——Tl

alors, en désignant par / un quelconque des entiers inférieurs & »,
mais premiers & n, on aura, en vertu de la formule (3) de la Note 11,

(14) 0,6_=(—1)"p=0,0,,
Si le nombre @ est pair, la formule (14) donnera simplement
(15) 8,8, ,=p.

Si, au contraire, & est impair, n devra étre pair, ainsi que p — 1 = nw
et, par suite, le nombre /, premier a n, étant impair, la formule (14)
donnera

(16) 0,0, ,=—p.

Cela posé, on tirera évidemment des formules (7), dans le premier
ORuvres de C.'— S. |, 1. 1IL
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cas,

X
(17) ' U=pt
et dans le second cas,

NN
(18) N =(—i)' p*.
Mais, comme dans le second cas, n étant pair et de I'une des formes

4vV'...,. 8YY.LL,
g ne pourrait devenir impair que pour la seule valeur
n=y4,

dont nous faisons ici abstraction, il est clair que la formule (18) se

réduira elle-méme a I'équation (17).
D’autre part, comme on tire des équations (8)

(19) al =A -+ BA, aJ=A—Bj,

par conséquent
41 =z A*— B*A,

il est clair qu'en ayant égard & I'équation (7) et a la formule (3), on-
trouvera

N
(20) 4pT=A'—B'A*=A'+nB*,
Pour que la condition (3) se réduise &
(21) ®*=n,
il est’ nécessaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n
élant inégaux entre eux, ce nombre soit de 'une des formes
hx 41, 4(4x+3), 8(ax-+1). "
Mais alors, en vertu du théoréme 1 de la Note IX, / désignant un
quclconque des entiers renfermés dans les deux groupes

hy, W, W, ... et k, Kk, K ...,
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les deux termes
l et n—1

appartiendront au méme groupe. Donc alors, en vertu des équa-
tions (7), jointes a la formule (15) ou (16), on aura

hi

(23) I=J==p%,
savoir

P
(23) 1=3=p,

si I'un des deux nombres o, %est pair, et
N
(”l) l’:J:-—P'y

: N . . .
si les nombres o et " sont tous deux impairs, ce qui suppose » = §4v,

v étant un nombre premier de la forme 4x + 3. Alors aussi I'on tirera
des formules (8) et (22)

N
(23) A=zapt, B=o,

Ces derniéres valeurs de A, B satisfont effectivement & la formule (20).
Pour que la condition (3) se réduise 4

(26) M=~ n,

il est nécessaire que, les facteurs premiers et impairs du nombre n
étant inégaux, ce nombre soit de 'une des formes

4x+3, 4(4x+1), -8(ax+1)

Nommons alors p* la plus haute puissance de p qui divise simulta-
nément A et B. On aura

(27) A=p‘z, B=ply,

z, y désignant deux quantités entiéres non divisibles par p; et, en
posant ‘

(28) p=
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on verra la formule (20) se réduire & la suivante
(29) GpP=at+ nyr

11 s’agit maintenant d’obtenir les valeurs des exposants A, . On peut
vy parvenir i I'aide des considérations suivantes :
Comme nous |'avons observé page 112, on a généralement

Riuierty...= R aRawi,..n

en sorte que les formules (12) donneront

(30) F=—RpnRiwn,we Ravnwnnn..n
J=— Riww Riwwnr Rewrssoim...o
Or, dans.chacun des facteurs qui composent les ls membres de

ces derniéres, on peut immédiatement réduire les deux indices plaeés
au bas de la lettre R & des nombres

4, v
représentés par des termes de la suite
o, 1, 2, 3, ..., n—1I.

On pourra méme, en vertu des formules (10) et (12) de la Note I,

remplacer le facteur
0,0,
[

R=

par = p, lorsque la somme des indices /, ¢ sera le nombre n, et
par — 1, lorsque I'un des indices s’évanonira. Ce n'est pas tout, lorsque
h, k', étant positifs 'un et I'autre, offriront pour somme un nombre
différent de n, on aura généralement, en vertu de la formule (13) de la

Note I,
R Ror=p,

ou, ce qui revient au méme,

(3|) RI,I’Rn-l.n—I'=P;
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et, comme des deux sommes
l+l, (n=l+(n=V)=an—(+1),
renfermées entre les limites o, 2., il y en aura toujours une comprise
entre les limites o, , I'autre étant comprise entre les limites n, 2, il

résulte des équations (14) et (15), jointes a I'équation (17), qu’on
aura toujours

(32) 1=pr§, J=p-§,
ou, ce qui revient au méme,
(33) IG=p’F, IF:=psG,
/» g désignant deux nombres entiers propres a vérifier la condition
Srg= 2,
et F, G des produits composés avec des facteurs de la forme
Ryr

dans chacun desquels on pourra-supposer les indices /, ¢ tous deux
inférieurs a n, et leur somme / + ¢ renfermée entre les limites n, 2n.
Si d'ailleurs on substitue dans les formules (33) les valeurs de I, ]
fournies par les équations (19), on aura identiquement

(36) (A+B®)G=2p/F, (A—B®)F=apeii,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (27),

(35) PMe+y®)G=ap’F, pMz—y®)F =apsG.

On aura donc par suite

(36) prm(z+yR)G=ap/"F, p(z—y®)F =aps-mG,

m, m’ étant deux entiers que I'on pourra réduire, le premier au plus

petit des nombres
)" fy
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le second au plus petit des nombres

2, 8
afin que chacun des exposants
A—m, f—m, A—m', g—m'

soit nul ou positif.

~Avant d'aller plus loin, nous ferons une observation importante. Les
formules (33), comme toutes celles d’otr elles sont déduites, et par
suite les formules (36), offrent chacune deux membres représentés
par des fonctions entiéres de p qui sont identiquement les mémes,
quand on réduit 'exposant de chaque puissance de p a I'un des en-

tiers
o, 1, 3, 3, ..., n—1,

ou qui dumoins peuvent alors étre transformés 'un dans 'autre a l'aide
de la seule équation

14p+ptrpld.. .+ pt-t=o0.

Done, aprés les réductions dont il g'agit, la différence entre les deux
membres de chacune des formules (36) sera le produit d’un nombre
entier par le polynome

(37) 14p+p+plae. . p"h

Dailleurs, réduire, dans unefonction entiére de p, I'exposant de chaque
puissance de p aI'un des nombres

o 1, 2, 3, ..., n—1,
ou, ce qui revient au méme, remplacer

PPt P .. par pt=a,
PR, prnHt, el par Py
Pu-ﬂ’ Pu-n' Pan+l' e par ‘P',

. ceey essey eee cee e ’
Ptn—l’ Pu—l’ P“'_I' e par Pu—|'
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c’est ajouter aux divers termes de la progression arithmétique
P" P"“! Pu—l’ e P”' Pln-ul’ Plu-o-l’ v P"' Pln-o-l’ len' P
les différences

[ Pu, P — Pn+l, Pl_ Pn-ﬂ’ ey
f— P“v p— Pu-u’ pn__ Pua—a, ey

1—p™, p— it plopwt

respectivement égales aux produits

1—p% p(t—p"), p—p") ..uy
1—p*, p(1—p™), p(1—p"), ...y
1—p*, p(1—p™), P*(1--p™), ...,

qui tous ont pour facteur le binome
T—p"=(1—p)(1+p+pl+...4+p*"),

et par conséquent le polynome (37). Donc, en définitive, dans chacune

des formules (36), la différence entre les deux membres sera toujours

une fonction entiére de g, qui, avant réduction, aura pour facteur le
polynome

14p 4Pl .-t BP:———'

Done, si dans ces formules on remplace la racine primitive p de

P’équation
zh=1

par une racine primitive r de I'équivalence
r=s1 (mod p),

les deux membres de chacune d'elles offriront pour différence une
fonction entiére de r qui aura pour facteur le polynome

rt—

V7= ri =

o (mod. p);

r—-1

et comme dans cette différence les coefficients des diverses puissances
de r seront des entiers, elle devra, ainsi que le polynome

At e Pl P,



400 MEMOIRE SUR LA THEORIEv DES NOMBRES.
étre équivalente A zéro, suivant le module p. Done, si I’on nomme
. 4, EA g
ce que deviennent .
®», F, G

quand on y remplace p par r, les formules (36) entraineront les sui-
vantes

(38) p(z+yd)Gmap/—nd, pm(z—yd)f=aprm¢ (mod.p),
dans lesquelles on devra, eu égard a I'équation (2), supposer
(39) dmrhp Wy —rb— ¥, (mod.p).
D'autre part, I'équation (26) pouvant s’écrire comme il suit
(ph+p¥t...—pf—pk—.. P=—n,
on tirera de cette équation, en y remplagant p par r,
(W . . —rk—r¥—, Y2=—n  (mod.p),
ou, ce qui revient au méme,
(40) ft=—n (mod. p).
Donc le nombre entier & sera premier a p; comme, dans I'équation (29),
les quantités x, y ne sont, ni 'une ni I'autre, divisibles par p, on

pourra en dire autant de la somme 2n et de la différence 2y¢ des
deux binomes

z+y3, x—yé.
Donc de ces deux binomes I'un au moins sera premier a p. Concevons,
pour fixer les idées, que ce soit le second & — y3 qui remplisse cette
condition. Comme, en vertu des principes exposés dans la Note V
(p- 196 et suiv.), les deux quantités 4, ¢ seront elles-mémes pre-
miéres a p, il est clair que, dans les deux membres de la seconde des
formules (38), les expasants de p, savoir

A—m, ,f—m'

ne pourront s’évanouir I'un sans l'autre. Or, c’est précisément ce qui
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arriverait si, les nombres A, g étant inégaux, on prenait le plus petit
pour valeur de m', Donc, lorsque  — y¢ est premicer & p, la premiére
des formules (38) entraine la condition

=g

Mais alors, en posant, dans la premitre des formules (38),

on en conclut
S—g=o0 ou f—g>o,

suivant que le binome

z+ y8
est ou n’est pas supposé premier a p. Done, si le binome
&z - y0
est premicer & p, les formules (38) entraineront la condition

A=g5f
Pareillement si le binome
@+ y8

était premicer & p, les formules (38) entraineraient la condition
A=fzg.

Ainsi, dans tous les cas, A devra se réduire au plus petit des deux
nombres

o83
et comme, en vertu des formules (28), (34), on aura
(41) p=f+g—2k
il est clair que w devra se réduire i celle des deux différences
S—8 8=

qui sera positive, par conséquent  lavaleurnumérique de la différence

OEuvres de C. — S. 1, 1. 111, o1
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S — g. Aureste, cette différence elle-mémepeut étre, dans tous les cas.
facilement déterminée comme il suit :
Posons pourabréger

(42) P=RasBau.... Q=RuaRrw...,

ou, ce qui revient au méme,

_ 8ep... _ 818
(43) P= e!lne|ln'~ . ’ Q - Quew- .

On en conclura, eu égard aux formules (7) et (30),

(44) Q= F6,0,...
N
(45) PQ = pi.

D'ailleurs, en vertu des théorémes 3 et 4 de la Note 1X, on trouvera :
1° en supposant z de la forme 8x + 7,

6,,0,)...:20,08,...=1, 04 0y...=0,0,...=J;

2° en supposant z de la forme 8x + 3,

Il
—_

0.,0,0...=0,0p...=J, 0,0,...=6,0,...
3° en supposant n divisible par 4 ou par 8.
0,,6,,...=6,,8y....

Done les formules (43) et (44) donneront : 1° si n est de la forme

8x +7,

o
fl
o=
(=i
il
—~—

(46) p=1,

2° si n est de la forme 8x + 3,

<l
I
i

47) p=1 o=%
3¢ si n est divisible par 4 ou par 8,

(48)

<l
“=
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Concevons maintenant que, parmi les entiers premiers 2, mais infé-
rieurs & in, on distingue ceux qui appartiennent au groupe

noN, K, ...,

et dont le nombre sera désigné par i, les autres, dont le nombre sera
désigné par j, formant une partie du groupe

k2 K, K, ....
On aura évidemment

.. ._N
(49) i+j==
et, par des raisonnements semblables & ceux dont nous avons fait

usage pour établir les formules {32), on trouvera, eu égard a I'équa-

tion (45),
U U
(50) P=piys  Q=pyp
U, V, désignant des produits composés de facteurs de la forme
R/

dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, /' tous deux
inférieurs & n, et lear somme /+/ renfermée entre les limites 7, 2n.
Or, les formules (32) et (50) donneront

1 3 U
(51) j:p/‘fil';—;. == pi-i .

D’autre part, si I'on désigne par
ta
comme dans la Note précédente, une quantité qui acquiére la valeur
—1 ou 1 ou o,
suivant qu'on aura

2 "2
[;] =—1 ou L—‘] =t ou n=o (mod.2),
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les formules (46), (47), (48) donneront

(52) 5=

la valeur de ¢ étant

(33) e=1a—1ty

Cela pos("z, les formules (51) et (52) donneront

F U:
P"J")Wi =’)‘—IV‘-'

ou, ce qui revient au méme,

(54%) pU-m PV — pi-/ G Ut;
et par suite

(55) pu/-p) -m "“V’:p"/“”'("" Ul'
m étant un nombre entier quelconque.

Imaginons maintenant qu'on remplace p par » dans les deux mem-
bres de la formule (55), et soient

v, v
ce que deviennent alors U, V. Les quantités v, © seront non seulement
entiéres, mais premiéres i p aussi bien que 4, §; et de méme que les
équations (33) entrainent les formules (38), de méme la formule (55)
entrainera la suivante :

(56) P:(f-x)—m;fu\-;:s ph=l=m e (mod. p).

Or, dans la formule (56), comme dans chacune des formules (38), les
deux exposants de p ne peuvent s’évanouir 'un sans 'autre ; et, puis-
qu’on peut réduire I'un d’eux a zéro, en prenant pour m le plus petit
des nombres

eS—gh i/,
il faudra que ces deux nombres soient égaux et qu'on ait

(37) i—j=e(f—g)
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par conséquent

(58) f—8=

[T

Drailleurs e, toujours positif, se réduit &
L, 3 ou 3,
suivant que n est de la forme
4x+3, fx 4+ ou  4x,

et, en vertu de ce qui a été dit dans la Note précédente, la différence
i —J. quand elle ne s’évanouit pas, est toujours positive. Done, la dif-
férence f'— g ne pourra jamais devenir négative, et 'équation (41)
donnera toujours

(59) p=f—g=—"
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
Théoréme. — Le degré n de I'équation binome
=1,
dont p désigne une racine primitive, et la somme alternée
® ==ph - ph - ph . pF— K —ph", |
étant supposés tels qu'on ait
©'= —n;

si les exposants de g premiers i n, mais inférieurs %n, se trouventen
nombre égal i ¢ dans le groupe

h, M, R, ...,
ct en nombre égal aj dans le groupe

k2 K, K, Ll
on pourra satisfaire, par des valeurs entiéres de x, y, i Péquation

Apt=x'4- ny?,
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pourvu qu’on prenne o
p=i—j,

quand 7 sera de la forme 8x + 7;

{7
}L"'_‘.‘T’l)

quand n, sans étre égal i 3, sera de la forme 8x + 3 ; et

quand n, sans étre égal & 4, sera divisible par 4 ou par 8. Sinse rédui-
sait i 'on des nombres 3, 4, alors (en vertu de ce qui a été dit dans la
Note IV) on aurait simplement

p=1.

Pour vérifier l'exactitude du théoréme qui précéde, dans le cas par-
ticulier ot 'on prend pour 2 un des nombres 3, 4, il suffit d'observer
que l'équation

Ap=2ax+nyt,
réduite alors a la forme

bp=x+3y,
ou i la forme

1
Ap=='+ 4y ou p::(%.z‘) +,

coincidera, pour n=3, avec la formule (110) de la page 163, quand
on posera x =A, y =B, ct pour n =4, avec la formule (93) de la
page 153, quand on posera x =24, y — B.

Si, dans le¢ théoréme qui précéde, nous n’avons pas fait une mention
spéciale du cas oir 'on aurait

n=8, @®=-8, ® = p+ p*-— pt-—p,

et ot la condition (10) cesserait d'étre vérifiée, c'est qu'en vertu des
principes établis dans la Note I11 on peut encore, dans ce cas, résoudre
en nombres entiers Iéquation (29), en prenant w.=1, et que cette
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derniére valour de @ est comprise dans la formule

iy

p=5

En effet, dans le cas dont il s’agit, I'¢quation (29) réduite a
bpt= 2>+ 8y?,
ou, ce qui revient au méme, a
e (3
coincide avec la formule (103) de la page 159, quand on pose
w=1, &= 3A, y==5;

et, comme alors aussi 'on trouve

on en conclut

1l nous reste & indiquer une méthode i P'aide de laquelle on peut
faciliter le caleul des valeurs de @, y qui sont propres a résoudre
I'équation (1).

L'exposant i étant supposé plus grand que zéro, ainsi que ¢ —j, la
difféerence f—g sera elle-méme supérieure a zéro, et, en vertu des
équations ]

A=g (f—g)=i—j
les formules (38), (56) pourront étre réduites aux suivantes :
o
25
Ed
. G\ U2
(61) <§) == (-‘-;) (mod. p).

Or, les formules (Go) donneront

(60) r+4+yd=o0, x—yds= (mod.p),

(63) za:—yd:-g (mod.p),
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et il est clair que cette derniére équation fournira immédiatement le
reste de la division de z et de y par p, ce qui facilitera le calcul des
valeurs de .z, ¥ et suffira méme & la détermination de ces valeurs, dans
tous les cas ol elles devront étre, abstraction faite des signes, infé-

ricures & ;:p. Quant & la détermination des quantités ¢, ¢, ou v, v, elle

s'effectuera sans difficulté. En cffet, en vertu des principes établis dans
la Note V (p. 196 et suivantes), pour déduire # de F, et G de G, il suf-
fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce
qui revient au méme, de remplacer chaque facteur de la forme

R,
pag une quantité enticre équivalente, au signe pres, a
— Hp—tin-ty
la valeur de 11, étant donnée par la formule

1.2.3...(/+ 0w
(63) W= e ad Tw

La formule (62) n'est pas applicable aux cas ou 2 se réduit a I'un
des nombres 3, 4, 8 et doit alors étre remplacée par celles que nous
allons indiquer.

Les valeurs de P, Q, fournics par les équations (42), sont évidem-
ment, ainsi que [, J, des fonctions symétriques, d’une part, des racines
primitives

Pl Py P
et, d’autre part, des racines primitives

PI:’ Pk', Pk"
Done la somme P+ Q sera, comme [+ J, une fonction symétrique
des diverses racines primitives de I'équation (1), et la différence P — Q
sera, comme [ —J, une fonction alternée de ces mémes racines; d'out
il résulte qu'on pourra aux équations (8) joindre encore celles-ci

(64) P+Q=3, P—-Q=30,
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A, B désignant des quantités entiéres. Cela posé on tirera, des for-
mules (45) et (64),

P=2+ 8D, Q=23 - 80,
APQ =30,
N
.3p7= AP

et par suite, si la condition
M=—n
est verifiée, on trouvera

(65) 4= A1 adr,

Or si I'on substitue 'équation (65) et les formules (50) 4 I'équation (20)
et aux formules (32), alors, par des raisonnements semblables a ceux
dont nous nous sommes servis pour établir lo theoréme énoncé plus
haut et la formule (62), on prouvera qu'on pent satisfaire i I'équation

Apr=2ax+ ny?,
en posant généralement
p=i—j
et prenant, pour &, y, certains nombres entiers qui verifieront la

condition

0]
(66) & =5 — yéa% (mod. p).

Considérons en particulier le cas oit 'on a n=3. On trouvera, dans
ce cas,
®=p—pl
h=1, k=1, i=1, Jj=o, BV E=TH
P =Ry, Q =R
U:=o, V=R,

et par suite on pourra prendre

v =o0, V=1,
OFuvres de C. — 8. 1, t. NI Ha
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Done, p étant un nombre premier de la forme 3x + 1, on pourra tou-

jours satisfaire a I'équation

(67) bp=a'+3y,

en prenant pour , y des nombres entiers qui vérifient la condition
z=—yd=—1,,.

Il importe d’observer que, dans cette derniére formule, la valeur de

II,,, sera
I 1.2.3...20 _ (@ -+1)...28
N = ’

w= (1.2...9)* 1.2...@

la valeur de @ étant

w=£2_!
=£=,
et que d'ailleurs on aura
S=r—r,

r étant une racine primitive de I'équivalence
=1 (mod. p);
par conséquent
r = (mod. p),
¢ étant une racine primitive de I’équivalence

2y (mod. p).

Cela posé, en ayant égard a la formule

) t=—3,
de laquelle on tire
1 3
Ty
on trouvera
(68) z=—1M,, y=— ,;rn.,.a (mod. p).

D’autre part, comme on aura, en vertu de I'équation (67),
1A
#<ip,  y<3fs

les valeurs numériques de z, y seront respectivement inférieures aux
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nombres

dont le second au moins restera inférieur a i p. pour une valeur de p

égale ou supérieure a 7 ; le premier reihplissant lui-méme cette condi-
tion dés qu’'on supposera p supérieur a 16, par conséquent a 7 et
4 13. Done les formules (68), ou au moins la seconde d’entre elles,
fourniront immédiatement la résolution en nombres entiers de I'équa-

tion (G7). On trouvera, par exemple, pour p =7,

w

GI

w-::P—"—.:z, “,.__ - =63

et comme 3 étant une racine primitive de I'équivalence

Xz (mod. 7),
on pourra prendre
r=3=a (mod.7);
par conséquent

8e=r—rt=a—4f=—2a (mod.7),
les formules (68) donneront
z=~-6=1, p=4=—3 (mod.7).

On a effectivement
foy=114-3.3%
Prenons encore p = 13, On trouvera

=h “h:—« . 793

5.6.7.8
234
et comme 3 étant une racine primitive de I'équivalence

V= (mod, 13),
on pourra prendre

r=3=3, d==r—rtz=3d—9g=—6 (mod.13),
les formules (68) donneront
5

Z=~70:3—0, y=10=—3 (mod.13).
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Ona e"cctiveln(‘l",
f.9=>5+3.3%

La valeur numérique de x remplit déja, comme on le voit, pour les

valeurs 7 et 13 du nombre p, la condition d'étreinférieure i ~:p. Done,

d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem-
plie et, pour résoudre en nombres entiers 1'équation (67), il suffira,
dans tous les cas, de recourir i la premiére des équations (68). On
trouvera, par exemple, pour p = 19,

w =6, ll|_,:z'l8—9%2'7'—1.1—";2:7.n.m-=-|a (mod. 19),

—7 (mod.19),
) £ =-—17.
On a effectivement
4o9=17"+3.3%
Dans les exemples précédents, la valeur de y est constamment divi-
sible par 3. On peut démontrer qu'il en sera tonjours ainsi (voir les
numéros des Comptes rendus des sé de I’ Académie des Sci \ pour

I’année 1840).

Les formules (68), jointes i la remarque que nous venons de faire,
comprennent I'un des théorémes énoncés par M. Jacobi en 1827, dans
un Mémoire qui a pour tilre De residuts cubici tatio numerosa
(voir le Journal de M. Crelle, de 1827).

Au reste, aprésavoir résolu I'équation (67) a I'aide des formules (68),
on pourra toujours ohtenir immédiatement deux autres solutions de la
méme équation, en ayant recours a la formule

- (=52 (=2,

On trouvera par exemple

b 7= 10 + 3.3 =54+ 3.0 =4+ 3.2%,
413 =5"+3.3'=9'+ 3. 1*= a2+ 3.4,

o+
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Considérons maintenant le cas ol 'on a 2 = 4. On trouvera dans ce

cas
®=p—p

h=r, k=3, i=1, [=o, {—j==,
P =R, Q=Ry,.
U=R,,, V=R,

et, par suite, on pourra prendre
O =1, Vo=,

Donc, p étant un nombre premier de la forme 42 + 1, on pourra tou-
jours satisfaire & 'équation

(69) bp=2z'+4y"

en prenant pour z, y des nombres entiers qui vérifient la condition
r=—yvd=—1,.

Dans cette derniére formule, la valeur de 11, sera

1.2.3.. 2@ (B+1)...2@
m,= - - = ’
(r.2...@) 1.2,.@

la valeur de o étant
w= il !

et l'on aura d'ailleurs
S=r—r3,

r étant une racine primitive de 'équation
xd == (mod. p),
en sorte qu'on pourra prendre
r=1uv,

¢ étant ce qu'on nomme une racine primitive du nombre p, c’est-a-dire
une racine primitive de I'équation

ZP-V=1 (mod. p).
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Cela posé, en ayant égard & la formule

FP=—4 (mod. p),
de laquelle on tire

] 3
="y
on trouvera
(70) =—I, y=- %n.,.a (mod. p).

D'ailleurs, pour que I'équation (Gg) soit vérifiée, il est nécessaire que
2 soit un nombre pair; et alors, en écrivant 22 au lieu de x, dans cette
méme équation, on obtient la suivante

(71) p=x'+y,

a laquelle on devra satisfaire par des valeurs de z, y propres a vérifier
les formules

(73) za—%ﬂ,,,, y:a—-%ll,,,d.

D’autre part, comme, en vertu de 1’équation (71), les quantités =, y
devront offrir des carrés inférieurs a p, et des valeurs numériques

1
inférieures a p', par conséquent &

1
attendu que p, au moins égal a 5, vérifiera la condition p*> 2; il est
clair qu’a I'aide des formules (72), ou seulement de la premiére de ces
formules, on pourra déterminer complétement les valeurs entiéres de
x, y qui verifieront la formule (11). On trouvera par exemple, pour
p=3
o= =1, m,,=a,

TE=—1 (mod.5),

On a en effet
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Prenons encore p = 13, on trouvera

4.5.6

o= 3, m,= T3 =0 (mod. 13).
Z=—10:53 (mod. 13),
xz =3,
On a en effet
13 =334 2%,

Prenons encore p=17; on trouvera

w=4, ll“::%-'gI =35.2.9 =70, =2 (mod. 17),
x=-—1 (mod.17),
X==—1.
On a en effet
=134 4%

Prenons enfin p = 29. On trouvera

8.9.10.11.12.13.14
w=g, M= it

D'ailleurs, il ne sera pas nécessaire de calculer la valeur exacte del, ,,
et 'on pourra se borner i déterminer, par I'une des méthodes exposées
dans la Note V, une quantité équivalente a IT, ,, suivant le module 29.
Cette quantité sera immédiatement fournie par le tableau de la
page 209, et se réduiraau nombre 10, renfermé dans les deux colonnes
horizontale ct verticale dont les premiéres cases offrent le nombre 7.

On aura done
m,=10 (mod.29),

r=—15 (mod. ag),

£=—275,
On trouve en cffet

a9 == 5%+ a2,
La premicre des formules (73) fournit précisément le beau théoréme
énoncé par M. Gauss, et relatif a la résolution de I'équation (71) en
nombres entiers.
1l est bon d'observer que, dans le cas out I'on suppose, comme on

vient de le faire,
p=h4w+1,
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I’équation connue
el (p—1)==—1 (mod, p)

donne
(1.2.3...2@)=—1.

Done alors on vérifie la formule
t=—4,
en prenant
d=12(1.2.3...2m),

et la seconde des formules (72) peut étre réduite a

- 1.2.3. ..am"l.l-

Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p =5,
y=—I,=—2 (mod.5),
par conséquent
)' == — 33
pour p =13,
y=—3.4.5...6l, ;=4I ,=80=12 (mod.13),
Y,
Considérons maintenant le cas ot ona » =38,
®© =p4p*—pt—p7,
Dans ce cas, on ne peut plus se servir ni de la formule (61), ni de la
formule (6G). Mais les équations (5) donnent
1=0,8,= Rl.ieu J=6,8,=R,,8,,
et les coefficients de ©, dans ces formules, savoir :
Ria Rigy
représentent des fonctions symétriques des racines primitives
P PP ou  pb ol

Par suite, la somme
Ria+ Ry,
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et la différence

Rl.!— n6.1
seront de la forme
Ryy+ Rys=A, Rya— Ry = B®,
A. B désignant des quantités entiéres ; et, comme on aura d’autre part
Rl :=p,
on trouvera définitivement
4p = A'— B
puis, en ayant egard & la formule
) ®*=—8,
on en conclura
4p=A*+8B
Dans cette derniére équation, A sera nécessairement pair, et en posant
A=ax, B=y,
on la verra se réduire i
(73) p=axt+ayt
Ajoutons que, si 'on remplace p par r dans les deux formules

Ry s+ Ry;=22, Ris— Ry =y®,

on devray remplacer @ par ¢; et comme alors R, 4 se trouvera remplacé

par zéro, et Ry par
- nl-ll
on aura définitivement

az=—yd=-—M,,.
Done, ¢n ayant égard & la formule

0= —8 (mod. p),

de laquelle on tire

% =— f—l (mod. p),

CEuvres de C. -~ 8. 1, t. 1L 53
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on trouvera

(74) Z=— %l].,,, ys—éﬂ._.a (mod. p),

la valeur de II, , étant donnée par I'équation

o,=— 1.2.3.. 4w _(Bw+1)... 4w
W ra. . w)(1.9...8@)  1.2...m
et la valeur de w étant
e

Quant a la valeur de &, elle sera
S=mr+4rt—ri— 1 (mod. p)
r étant une racine primitive de I'équivalence

b= (mod. p)

en sorte qu’on pourra prendre

r=:(v (mod. p),
¢ étant une racine primitive de I'équivalence

zPV=1 (mod. p).
Les formules (74) suftiront a la détermination compléte des valeurs
de z, y qui vérifiecont I'équation (73), attendu que ces valeurs devront
étre, I'une et I'autre, inférieures, abstraction faite des signes, 4 p;, eta
plus forte raison & ip. On pourra méme se borner a déterminer la valeur
de «, a I'aide de la premiére des formules (74). On trouvera, par -
exemple, pour p =17,

o=3, m,= %—g = ;8.

rz=—14=3 (mod.17),
z=3.

On aura effectivement
17 =3'+12.32%,
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On trouvera pareillement, pour p = 41,

wo=35 [,= '6"',“'8:,"%"°=|5.|7.3.|95—6 (mod. 41),

x=—3 (mod. 41),
: x=3.
On a effectivement
f1=23"4 2.4,

La premiére des formules (74) fournit un théoréme donné par
M. Jacobi, en 1838, dans les Comptes rendus des séances de I’ Académie
de Berlin.

Revenons maintenant au cas général ot » désigne un entier qui
vérifie la condition
O=—n,
sans toutefois se réduire a I'un des trois nombres
2, 4, 8.
Alors les valeurs entiéres de =, y, propres a résoudre I'équation
fpr=2a'+nys,
vérifieront la formule (62) ; et, comme on aura d'ailleurs

f=—n (mod. p),
par conséquent

3
s =—= (mod.p),
on trouvera

(75) zag, ya% (?; (mod. p).

Avant d'alter plus loin, il est bon d’observer que, dans la formule
bpt =+ ny*,

le second membre devra étre pair tout comme le premier, et qu'en
conséquence les deux termes

axt, ny?
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seront tous deux pairs ou tous deux impairs. Done, si n estimpair, le
deux carrés :
zt,
seront en méme temps pairs ou impairs. D'ailleurs, si les carrés 22, y*
sont tous deux impairs, chacun, divisé par 8, donnera 1 pour reste, et
par suite la formule
' Z+ nyl=/{4p*

donnera

1+n=4pr=4 (mod.8),
ou, ce qui revient au méme,

(56) n=3 (mod.8).

Done, si n, supposé impair, et de la forme 4x + 3 afin qu’on ait
®*= — n, ne vérifie pas la condition (76), c'est-a-dire, en d’autres
termes, si l'on a

(77) n=7y (mod.8),

@*, y* seront pairs I'un et Pautre. Alors, en écrivant 22 au lieu de «, et
2y au lieu de y, on obtiendra, au lieu de I'équation (29), la suivante
(78) pr=a'+ny?,

a laquelle on satisfera par des valeurs entiéres de z, y, qui vérifieront

les conditions

N 1 _5g
(59) z= ;;. ry=on }- (mod. p).

Enfin, si nest un nombre pair, divisible par 4 ou par 8, il est clair

que, dans I'équation
fpt= 2"+ ny,

z lui-néme devra étre pair. Alors, en écrivant 22 au lieu de «, on verra
cette équation se réduire a la suivante

‘n
(80) pr=x'+ ?‘-y',

et 'on pourra satisfaire a cette derniére par des valeurs entiéres
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de z, y, qui vérifieront les conditions

(81) ws;}g, ys%g (mod. p).

Pour montrer quelques applications des formules qui précédent,
prenons d’abord pour n les nombres premiers qui, étant de la forme
4x~+3, et supérieurs a 3, restent inférieurs i r00. Parmi ces nombres
premiers, les uns, savoir

11, 19, 43, 59, 67, 83,
seront de la forme 8x + 3, les autres, savoir
‘ 70 33, 31, 47, 71, 79
seront de la forme 8x + 7 et pour chacun d’eux, on obtiendra facile-
ment les valeurs des résidus quadratiques
hy K, K, ...

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des

nombres
n 2, 3, ..., n—1,

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple,
comme, pour.z =3, les indices des nombres
1, 9, 3, 4 5, 6
sont dans ces mémes Tables
o, 2, 1, 4 5, 3
on trouvera, pour n =7,
h=1, =2, h=14,
® =p+p'+pt—p*—p'—p".

En opérant de la méme maniére pour les diverses valeurs de n, on
reconnaitra que les quantités &, A, A”,... inférieures ou supéricures

a ',—:; le nombre ¢ ou/ des unes ou des autres, et la différence i — j sont
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respectivement, pour
a=y ;'“
asn ; ;:3.5,5
e b4079
bty
izt

1,4, 6,9, 10, 11,13, 14, 15,16, 17,21,
78 | stk o
1,%,3,4,6,7,8,9,13,14,16, 17, 18,21,
a0 e
1,3,8,5,7,0:13, 15, 16,19, 19, 20, 21, 22, 2, 26, 27, 28, 29,
n=l t 35,36, 41, 45, 46, 48,y 31,88, 5
1,4,6,0, 10, 14,15, 16, 17,19, 21,22, 23, 2§, 23, 26, 29, 33,
33, 36, 37, 39, 4o, 7, 49, 54, 55, 36, 5q, Go, 6a, 6, 63
1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 13, 13, 18, 19, 20, 24, 25, 26, 27, 29, 30, 33,
A=11] 36,37,38, 40, 43, 45,48, g, 5o, 54, 37, 38, 6o, 6§
1,2,4,3,8,9,10, 13,13, 16,18, 19, 20, 21, 23, 23, 23, 26, 31, 33, 36, 38,
=N f 0, 44, 45,46, b9, B0, 51, 50,33, 6, 64,63, b7, 7, 74, 76
-8 1,3,,7,9, 10, 11,13,16, 17,31, 33, 95, 26, 17, 28, 29, 30, 31, 33, 36, 37, 38, fo, {1,
"= :56.48,49.5!.59.61163.54.6“,53,59.70.75,77.73.81

-

Done les valeurs de
p=i—jy

(WEXT (e

(jmigh I
’iznt,_._»,
lj:l';\'/ h
i=1 P
tj:lﬁ A

qui permettront toujours de résoudre en nombres entiers 'équation

. ’“:.t’-i-lly',
seront respeclivement :
Paur  a=7y, 3, 3, & M 9
p=1y 3 3 5 2 W
et les valeurs de

"':iiiv

qui permettront toujours de résoudre en nombres entiers I'équation

ipt=at+ap,
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seront respectivement :

Pour n=u, 19, 43, 59, 67, 83,
p=1t v, 1, 3, 1, 8.

De plus, on aura, pour n =7,

1=6,0,08,=

9{3—9' 1=0,0,8,=p %0

(-8 8.
[

ou, ce qui revient au méme,
I=pRia=p'g— I=phus,
6,8

Sf=3 &= f—g=l=‘7—=’-=#-
F=1, G = Rqs;

et par suite, on pourra prendre
’; 1, G=—M,.
Donc, en vertu des formules (79), on pourra satisfaire & I'équation
(82) p=a'+7y%
par des valeurs entiéres de @, y, qui vérifieront les conditions

(83) s=—ily y=—Zha  (mod.p)

la valeur de II,,, étant donnée par la formule

m,= i1.2.3...3w _(aw+1..3w
11 (g ..o) (1.2...20) 1.2...0

’

dans laquelle on aura

w:p_lr

\UI

et la valeur de & par la formule
d=r4rrt—rt—rt— s,
dans laquelle r sera une racine primitive de I'équation

rl=1 (mod. p),
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en sorte qu'on pourra supposer
r=1v,
¢ étant une racine de p, c’est-a-dire une racine primitive de 'équiva-
lence

ZP-'e= (mod. p).

On trouvera, par exemple, pour p = ag,

omh Mm bt = B g ims (oot
r=—1 (mod.aq),
r=—1,
On a en effet
2g=1+7.a2%

Au reste, la quantité 2, qui, dans cet exemple, est équivalente & 1T, ,,
suivant le module 2q, se tronve immédiatement fournie par le tableau
de la page 209, et se réduit, comme on devait s’y attendre, a celle que
renferment & la fois les deux colonnes horizontale et verticale dont les
premiéres cases contiennent les deux nombres

=4, 1w =8,

M. Jacobi, dans son Mémoire de 1827, avait déja indiqué les for-
mules (83) comme pouvant servir a la résolution de I'équation (82).
Pour arriver & ces formules et & d’autres semblables, il avait suivi une
marche analogue a celle par laquelle M. Gauss lui-méme a établi la
premiére des formules (72), et il avait en recours, nous a-t-il dit, &
des considérations qui ne différent pas de celles que jai exposées dans
le Bulletin des Sciences de 1829, c'est-a-dire a la considération des
fonctions ci-dessus désignées par 6, 0, 6, ....

Si, au lieu de supposer n =7, on prend successivement pour n les
nombres premiers ,

11, 19, 43, ‘63,

pour lesquels on a aussi . = 1, il suffira de recourir aux formules (75),
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ou du moins a la seconde d’entre elles, pour déterminer complélement
les valeurs de =, y propres a vérifier 'équation

bp=z"+ny

D'ailleurs, on trouvera, pour 2= 11,

J=— “m.u.m = “m “H—a.A Ritaris “usu-ﬂ.ov
I=-—Ryop,7.63=——Rig s l1orsaRinsasr,6Riorsrrsns’
par conséquent

— — Ras
I=pR,;s Ry yRes=p? mv

J = pRyosRysRy = p* —72—1

J=13, g=2, S—g=1= ‘;—J—::I.c,
F= Ry G =Ry, R1.n

et 'on pourra prendre
j:”' "u.u Q:I‘-nl.znu-

Donc, en vertu des formules (75), lorsque p divisé par 11 donnera
pour reste I'unité, on pourra satisfaire & I'équation

84) 4p =+ 1yt
par des valeurs de z, y propres i vérifier les conditions

(8-;) l.Il 3“‘.3. 6 l'l.!n&l’

& z=— 1;.— Y =3 T
les valeurs de I, ,, W, ,, [T, , étant données par les formules

3 ‘.. 4 ...8 L.
e T

dins lesquelles on aura

OFuvres de C, — S. |, ¢, HL

o
FoN
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Si, par iexemple, on suppose p = 23, on trouvera

=2, ll,,=7—'8, nM:g.lo.u.m.lS.14.15.|6 n“=|3.14.|5.16,

. 1. 1.2.3.4.5.6.7.8 1.2.3.4
O,=128=35, Mi=9.10.11.35—10, Hye=13.14.10=3,
(mod.23).

50 2
ws-—-sgz—ézs—g {mod.23).

Le carré de o devant d'aillenrs étre inférieur a 4.23 = 92, on ne peut

supposer que
z=—9.

On pourrait opérer de la méme maniére pour les trois valeurs de n

représentées par
19, 43, 67.

Mais il est bon d’observer que chacune d’clles, divisée par 3, donne
1 pour reste. Or, quand cette condition est remplie, ou, ce qui revient
au méme, quand, 2 étant premier, # — 1 est divisible par 3, on peut
ajouter, trois a trois, les nombres renfermés dans chacun des groupes

T A L R S U LA
de maniére i obtenir des sommes divisibles par #. En effet, soit s une
racine primitive de I'équivalence
= (mod, n).
Les nombres renfermés dans le groupe
kK, k",
seront équivalents, suivant le module », aux divers termes de la pro-
gression géométrique

? ¥ VRS
1, 88 L, 8
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aux divers termes de la progression géométrique
s 8 Lo s,

Comme on trouvera d’ailleurs, en supposant n — 1 divisible par 3,

e et S
1+ % ¢ 2 =0 (mod. n),
s -t

il est clair que, dans cette hypothése, on aura

or h+W+W=0 (mod.n),
si I'on prend

hegm , "—;' rm Y :1-;—'«-:"
= s™m, h=s R h=s y

m étant un nombre pair, et

. k+k-k"=o0 (mod.n).
si I'on prend
el

k == sm, K=s? , K =s N

m étant un nombre impair. Par suite, chacune des fonctions représen-

tées précédemment par I, J pourra étré censée résulter de la multipli-
. .o . o

cation de divers produits de la forme

6,0,6,,

dans chacun desquels on aura
l4l+U"=0 (mod.n).
Or, on trouvera sous cette condition
8,8,6, = 8,6,0., =p %’l%’* Ry,

1,  pouvant étre deux quelconques des trois nombres

L v,
par exemple les deux plus petits, lorsqu'on aura

Ll 0 oom,
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et les deux plus grands lorsqu'on aura
L -0 am,
Donc, dans ’hypothése admise, chacune des fonctions
1, J

. . . T . n
pourra étre censée résulter de la multiplication de

forme

= ! facteurs de la

PRy,

ce qui permettra de calculer facilement les valeurs de 4, .

Concevons, pour fixer les idées, qu’on ait »=r1g. Alors, si I'on
prend s =10, les nombres qui, étant inféricurs & 19, seront équiva-
lents, suivant le module 19, aux quantités

1) 5 E A A
s, s, 8, s, s, Y,
S", _‘ll’ slb. sli! “-|I, "IT,

c'est-a-dire les nombres correspondant aux indices

o 1, o, 3, 4 5
6, 7 8 g9 10, 11,
13, 13, 14, 13, 16, 17,

seront respectivement ceux qui se trouveront contenus dans les trois
premiéres lignes horizontales du tableau

.
1, to, 3, 12, G, 3,
1, 15, 17, 18, 9, 14
7 13, 16, 8, 4, 3,
19, 38, 38. 38, 19, 19;

(86)

les trois nombres renfermés dans une méme colonne verticale pouvant
étre censés représenter trois valeurs correspondantes de /, /£, &, dont

la somme
Ll l,

toujours égale soita n =19, soit i 2n =238, se trouve placée au-dessous
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de ces trois nombres, dans la quatriéme ligne horizontale. Donc,

n éant égal a 19, | pourra ére censé résulter de la multiplication des
trois produits

6,8,0;,=pRis 88,70y pRiser,  8,0,0,=:plhy,
et J de la multiplication des trois produits
0100,0,= PRy, 0,30,,8,=pRiysy 6,0,,8, =pRys,

et I'on aura

—-= _ Rig17
T=p"Ris RirReo=* RiuRis
3 =p* Ry R Ray = p* Riss nu.u’

Riaar

S=5  g=4 f—g=r '——d—j —

F =Ry G = RygaRysusy
en sorte qu'on pourra prendre

Fomelly, =00,
Donc, en vertu des formules (75), lorsque p, divisé par 19, donnera
pour reste I'unité, on pourra satisfaire a I'équation
(87) dp=xt+192h
par des valeurs entiéres de x, y, qui vérifieront les conditions

LX) ) 3 Wi,
S T S T

(mod. p]..

On peut remarquer qu’en vertu des formules (88) la quantité = est
équivalente, au signe prés, suivant le module p, au rapport
lll.7"l.ll
’

dont le numérateur et le dénominateur ont pour facteurs les trois

valeurs de
u,r,

correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui
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offrent des valeurs de /, Z, &’ dont la somme est a = 19 ; chaque valeur
de
llI.I"
devant étre considérée comme facteur du numérateur ou du dénomi-
nateur, suivant qu'elle correspond 4 une colonne verticale de rang
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait
arriver ainsi. En effet, soient /, 2, # trois nombres renfermés dans I'une
des colonnes verticales, au bas desquelles se trouve placée la somme
n = 19. Silacolonne dont il s’agit est de rang impair, ces trois nombres
correspondront  des indices pairs, et par suite
1]

PR,_,,=R_£__
-

L=t

sera I'un des facteurs de 1. Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquelle
on lira.la somme 2n = 38, renfermera les trois nombres

n—1l, n—1l, n—10,
et par suite

PRy nr

sera I'un des facteurs de I. Done, dans le premier cas, Ry_; s sera un
facteur de G, et — I,z un facteur de G. tandis que, dans le second cas,
R, sera un facteur de F, et —1I,, un facteur de 4. On peut ajouter
qu’a toute colonne de rang impair, terminée par la somme 2n = 38,
correspondra une colonne de rang pair, terminée par la somme n=19.
Donc, pour obtenir tous les facteurs de ¢ et de g, il suffira de consi-
dérer les colonnes terminées par la somme n=19; et chacune de ces
colonnes fournira un facteur de la forme

M,

soit au numérateur, soit au dénominateur du rapport g, suivant qu’elle
sera de rang impair ou de rang pair.

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d'appliquer
facilement les formules (75) aux cas oit n se réduit a l'un des,



NOTE X1, 431

nombres 43, 67; et d’abord, si I'on suppose n =43, s = 28, alors,
en vertu des tables construites par M. Jacobi, les nombres inférieurs
4 n — 1 et équivalents aux quantités

1, 8 s, ..., s
c'est-b-dire les nombres correspondant aux indices

o 1 2 3 4 5 6 7, 8 g 10, 11, 13 13,

th, 15, 16, 17, 18, 1y, 20, 21, 22, 23, 34, ab, 26, a7,

a8, a9, 3o, 3., 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, fho, 4u,
seront ceux que renferment les trois premiéres lignes horizontales du
tableau

1, 28, 1o, 22, 14, 5, 11, 7, a4, ay, ‘25, 12, 33, 34,
6, 39, 17, 3, 41, 30, 23, 42, 15, 33, ai, a9, 38, 3a,
(89) (36, 19, 16, 18, 31, 8, g, 37, 4 16, o, 3, 13, 20,
43, 86. 43, 43, 86, 3. 43, 86, 43, 86, 86. 43, 86, 8.

les trois nombres renfermés dans une méme colonne verticale pouvant
étre censés représenter trois valeurs correspondantes de

5 v,
dont la somme n = 43, ou 27 == 806 se trouve placée, dans la quatriéme

ligne horizontale, au-dessous de ces trois nombres. Cela posé, les

valeurs de
LIS

correspondant & des colonnes terminées inféricurement par la
somme 43, seront

| ARV | FPPRIR | FRPOD | PP | PRYTRND | AP | FPPY]
‘et parmi ces valeurs, quatre, savoir
“I.Cv “l..ll‘ "9‘"0 n#,l.’h

correspondront & la premiére, a la troisiéme,  la septiéme, a la neu-
vitme colonne verticale, c’est-a-dire i des colonnes verticales de rang
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impair, tandis que lestroisautres, savoir
“l-ll» nl.h ni.lh

correspondront  la quatriéme, 4 la sixiéme, & la douzitme colonne
verticale, c’est-i-dire & des colonnes verticales de rang pair. Donc, en
vertn de ce qui a été dit ci-dessus, si le nombre premier p, divisé
par 43, donne pour reste I'unité, on pourra satisfaire & 'équation

(90) ip=a'+i3y
par des valeurs enliéres de z, y qui vérifieront les conditions

r=— LIy (1P ey

( ‘) “bll“l.lnhll

’ ' 8 Dyl Tl
) - 43 l]l‘ll nl.l“l.ll

(mod. p).

Supposons, en second lieu, n =67, s == a. Aloes, au liew du
tableau (89), on obtiendra le suivant

1, 13, 10, 53,33, 61, 62, 7 17, 3, 36, 3o, 25, a, fg. B2 . Bi, g, 41, 23, K,
\aq, 13, 12, 63, 19, 37, 36, 2 25, :\o, 39‘ 66, 55, 57,14, 3. 6. 3 6o, 5o, 64 3,
(92) | 37, 4o, 35, 8, l), 66 16, 38, 26, 44, 3o, 38, a», B4 58odo, v 65530 g, o,

| 57, . 67, 186, 67, 136, 134, 67, B, 67, 134, 30 35, 8, B 34 6 B o 6 G

Or, les valeurs de I, correspondant aux colonnes verticales qui,
dans ce tableau, se trouvent terminées inférieurement par la somme
n= 67, sont respectivement, pour les colonnes de rang impair,

nI.lﬂ n‘.vl" nll."‘ 'II'I,IM “i.ll! "l.ll'
el pour les colonnes de rang pair
Megsr Ty Dyge Wigy My

Done, si le nombre premier p, divisé par 67, donne pour reste unité,
on pourra satisfaire a I'équation

(9) fp=at+byyt
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par des valeurs entiéres de , y qui vérifieront les conditions

222 — lll.!l"lm!!nbl.l'nl'l.ﬂ "b‘lb l"l.tl
(94)

12,13 8e,7 ll.'ﬂ l.““l."

mod. p).
T 0L O Y )
re—g

12,13 l.'llh!. 3,11 488,10

Si maintenant on prend pour a, non plus un nombre premier, mais
un nombre composé, pour lequel on ait

®* = —n,

on trouvera, au-dessous de la limite 100, trois nombres de la forme
8x + 3, auxquels les formules (75) seront applicables, savoir les trois
nombres

33=3.7, Si=3.17, g1=7.3,

et cinq nombres de la forme 8x + 7, auxquels les formules (79) seront
applicables, savoir

15=3.5, 39=3.13, 55 =5.11, 87 =3.19, 95 ==5.19.

Si, pour fixer les idées, on suppose n2:13 =3.3, on trouvera

® == p+ P+ ptpt--pT— ptl— pti—ptb,
1220, 8, 0, 8,==—R,s Ryiq,
J=6,,0,08,06,=

RI T2 TR B I’“a.: R:.n
== Rypo13 Rig er3,00 Rigarrann, = P Ry s Rig s
ou, ce qui revient au méme,

1
I :pam, J=pRyisRisis
par conséquent

J=v f=3, g=1, f—g=i—j=2a,
F =z, G =Ry, R0.005

en sorte qu'on pourra prendre

g-1, g -—..ll,.,n._..

Donc, si le nombre premier p, divisé par 15, donne 1 pour reste, on
QFuyres de €. — S. 1, 1. 1I1.

55
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pourra satisfaire a 'équation
(93) pr=xt+15y*

par des valeurs entiéres de x, y, qui vérifieront les conditions

3
(06) == —-~-;—ll.‘,ﬂ,‘., y=— -gl;ll.,.ﬂ,‘, (mod. p).

Or, comme en vertu de I'équation (g5) les valeurs numériques de z, y
seront inférieures a p, il est clair que les formules (g6), ou au moins
la seconde de ces formules, fourniront le moyen de déterminer com-
plétement les valeurs de , y. »

Supposons, par exemple, p == 31 : on aura

5.6
w =2, l[m-_-.-n=3.5.

et
S=r P4 P — T 1,

r étant une racine primitive de I'équivalence
aB= (mod.31),
ou, ce qui revient au méme,
Gos B O B 00 Y g g,

¢ étant racine primitive de 31. Cela posé, les tables de M. Jacobi don-
neront

d=10+7+18+1f--20—19-—9 —-28=-—F  (mod.3r),

et Pon tirera des formules (¢6)

xs—z—g;‘?ﬁzz -’—'M.: -1, y=—120r=3 -8 {mod.31).

2 J
Donc, puisque la valeur numérique de y devra étre inférieure i p et

méme —l.:, on aura
Vi3

r=—8,
On trouvera ellectivement

31t=zat4-05.80
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Si 7 cesse d’étre impair, alors pour vérifier la condition
®=—n,
il devra étre de I'une des formes
G(4x 1), 8(3ax+1),

les facteurs impairs étant inégaux. On pourra, par exemple, prendre
pour % un des nombres

5, 13, 17, a1, 29, 33, 37, 4, ...,
ou pour '—; un des nombres
3, 5 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, ...,

c’est-a-dire qu'on pourra prendre pour n un terme quelconque de
I'une des deux suites

20, 52, 68, 84, 116, 133, 148, 164, ...,
24, o, 56, 88, 104, 120, 136, b2, .. .

Si, pour fixer les idées, on attribue successivement a % les valeurs
représentées par les nombres premiers
5 3, 17, 29, 37, 4y, ...,
on pourra déterminer facilement les valeurs des nombres
h, N, W, ...,
par conséquent celles des trois quantités
P R e

a I'aide des principes établis 4 la page 300; et I'on trouvera successi-
ment, pour valeurs de ¢, les nombres

4, 8, 12, 30, 20, 28, ...:
pour valeurs de ;, les nombres

o 4 4 8 16, 13, ..
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e pour vaeursde , lesnombres

2, 9 4, 6, a, 8.
D'ailleurs, en vertu des formules (81), on aura :
n
Pour 7= 5, n=120,

3
- ;"-ll,'.ll.,,—si -'-Il}‘,, y=5e (mod.p);

2
Pour E: 13, n =152,
IR LY | O | LITRTY | CRT | I o 1ly07\* - ]
3 M S e w (SR ), = ge (medp),
ele....

En terminant cette Note, nous ferons observer que si I'on veut obtenir
directement, dans tous les cas, non plus seulement des quantités équi-
valentes aux quantités entiéres , y, qui vérifient I'équation

4 pP=z 2+ nyt,
mais les valeurs mémes de x et de y, il suffira de recourir aux équa-
tions (35), desquelles on tirera, eu égard aux formules A = g,
wl=: —n, i
.t+](0::n/»/"‘—';. r—y® = 2:7,
et par conséquent '
(i K ¥
t97) =g =g (F—P’ %)
Ces derniéres valeurs de y pourront toujours étre calculées ainsi que
les facteurs de la forme
Riry
compris dans F et dans G, a Paide des principes établis dans la Note V.
On pourra d'ailleurs, si I'on veut, déduire des formules (97) les valeurs
exactes de x, y, en remplacant dans les seconds membres le signe =
par le signe ==, et la racine primitive de I'équation

Zh =
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par une racine primitive r de I'équivalence
=1 (mod. p™)

m étant un nombre entier assez considérable pour qu'il ne reste aucune
incertitude sur la valeur de = ou de y. Dans le cas particulier ot I'on
ap=r1oup=2,on peut déterminer complétement y, en supposant
m=1. D'ailleurs, cette derniére supposition réduit les équivalences,
qui doivent remplacer les équations (97), aux formules (75).

NOTE XIV.

QBRRRVATIONS RELATIVES AUX FORMES QUADRATIQUES SOUS LESQUELLES
SE PRESENTENT CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIRRS, KT
REDUCTION DES KXPOSANTS DE CKS PUISSANCES,

Soient, comme dans la Note précédente :

p un nombre premier impair ;

n un divisearde p -- 13

h, &, {, ... les entiers inférieurs & n mais premiers a n;
N le nombre des entiers 4, £, 4,...;

# 'une des racines primitives de I'équation

(1) "=,
et
(3) ®—phph g ph . —ph—ph -

une somme alternée de ces racines, les entiers A, &, /, ... étant ainsi
partagés en deux groupes

h, K, K, ... et ko K.K, ...

dont le premier sera censé comprendre I'unité. Enfin supposons que,

parmi les entiers
okl
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ceux qui sont inférieurs i ; n se trouvent, en nombre égal & ¢, dans le

groupe A, &', A”,... et en nombre égal 4/, dans le groupe £, ¥, &, ...
Pour que le module n vérifie la condition

(3) Ot—=—n
il faudra que ce module soit de I’'une des formes
4x +3, G(hx+1), 8(ax+1)

et qu'en outre les factcurs impairs de » soient inégaux. Alors, en vertu
du théoréme établi dans la Note précédente, on pourra toujours satis-
faire, par des valeurs entiéres de z, y, i I'équation

(4) dpt=2a"+ny?,
dans laquelle on devra poser généralement
p=i--f ou p.ri—;l: ou p= =
suivant qu'on aura
n=17 (mod.8) ou n=:3 (mod.8) ou n=o0 (mod.4).

On doit toutefois observer qu'il y a deux exceptions a faire & cette
régle, et qu'on aura : 1° pour n == 3

p=i—j=1 aulieude p=-_T4
2° pour n == 4
p=i—j=1 aulieade p=-—".
Ajoutons qu'on pourra réduire l'équation (4), si = divisé par 8
donne 7 pour reste, & la formule
(5) Pt=x'+ny?,

et, si n est divisible par 4 ou par 8, & la formule

(6) pr=at+ 7'3;«'.
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En calculant, dans la Note précédente, les valeurs de I'exposant .
correpondant & des valeurs données du module n, nous avons tou-
jours obtenu des valeurs impairesde , quand n éait un nombre pre-
mier, e desvaleurs pairesde , quand n éait un nombre composs
supérieur a 4. On peut affirmer qu'il en seratoujoursainsi. En ffet, §
nous prenons d'abord pour n un nombre impair, ce nombre sra de la
forme 4x + 3, e I'exposant  représenté par lavaleur numérique de la
différence o
. i
ou par le tiers de cette valeur numérique, sera pair ou impairavec elle,
suivant que la somme

i+j--'-l:-

sera elle-méme paire ou impaire. Comme on aura d’ailleurs, si n est

un nombre premier,
N==n—

et, si n est le produit de plusieurs nombres premiersimpairsv,v', ...,
N=(@—1)(vV—1)...;

il est clair que y sera impair avee -'i.—;—'» si # est un nombre premier

de la forme 4x + 3, et pair avec le rapport

(v-=1)(vY—1)...
- ‘_—'1—"‘_ ’

si n est un nombre composé de la méme forme 4x + 3. Dans 'un et
l'autre cas, d'aprés ce qui a été dit dans la Note 1X,

h, W, A",

seront ceux des entiers inférieurs i n et premiers & n, qui vérifieront
la condition

Supposons maintenant qu'on prenune pour n, non plus un nombre
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impair de la forme 4x + 3, mais un nombre pair divisible par 4. Ce
nombre devra étre de la forme

Lvv'y'
v, ¥, v", ... étant des facteurs premier impairs, inégaux entre eux, et
dont le produit soit de la forme 4 x + 1. Alors aussi les nombres
h, W, A",
seront ceux des entiers inférieurs a », et premiers a 7, qui vérifieront
ou les deux conditions

i =1, h=1 (mod:f),
%n

ou les deux conditions

[-"-]:—., h=—1  (mod.4).

On peut en conclure que, dans le groupe
h, K, N,

. .y e . n .
les nombres entiers inférieurs a 5 seront deux a deux de la forme
hZon
2

Donc, dans 'hypothése admise, i sera pair, et, comme I'équation
N=a(v—1)(V—1)...
entrainera la suivante

=== v—=1)(V—1)...,

N
2
on peut affirmer encore : 1° que ¢ + / sera pair et méme divisible par 4;
2° quej sera pair avec i et # +7; 3° que la somme
tid
3 3
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sera paire elle-méme, et qu'on pourra en dire autant de la différence

Supposons enfin qu’on prenne pour 2 un nombre divisible par 8.
Ce nombre devra étre de la forme

8w'...,
v, v, v"... étant des facteurs impairs inégaux; et les entiers
h, K, I

seront : 1° si -'é est de la forme 4x + 1, ceux qui vérifieront les deux
conditions  *

[-’L] =1, h=1 ou 3 (mod. 1),

ou les deux conditions

L =1, h=3 ou 7 (mod.8);
él‘
2° si%est de la forme 4x + 3, ceux qui vérifieront les deux condi-

tions :
[:ll‘] =1, h=1 ou 7 (mod.8).

s

8

ou les deux conditions

2Y——\, =3 ou 3 (moas).
§n
On en conclut encore que, dans le groupe

h, K, A", ...,

. . . . n )
les nombres inféricurs a - seront, deux & deux, de la forme

OEuvres de C. — 8. 1, t. 1ll. 56
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Dong i sera pair, et, comme on aura
N=4(v—1)(V=1)...,

i+j=§=a(v—|)(v'-:)...,

la somme ¢ + sera non seulement paire, mais divisible par 4. Donc,
par suite,

Ainsi, en résumé, |'exposant . sera, dans I'équation(4), (5) ou (6),
un nombre impair ou un nombre pair, suivant que le module n>4
sra un nombre premier ou un nombre composd D'ailleurs, dans
le dernier cas on peut, a I'aide d'une méhode souvent employée par
les géométres, réduire» comme on va le voir, la valeur numérique de
I'exposant

Prenons d'abord pour n un nombre compost de la forme 8x + 7.
Alors I'équation (4) pourra é&re remplacée par la formule (5), dans
laquelle . seraun nombrepair ; et, comme par suitep sra un carré
impair, cet-adire de la forme 8x + 1, x* devra ére un carré de la
méme forme, e y? un carré pair. Cea posé, les deux facteurs

E |5
pr—z, Pz,
4
dont la somme sera 2p*, et le produit p* — 2* = ny?, auront évidem-
ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis-
faire a I'équation (5), on devra supposer

® 4
pPl—zx=s3au', p'4x=126",

par conséquent
4

(7) pPr=aut+ 8¢,
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a, 6, u, v désignant des nombres entiers qui vérifieront les conditions

(8) @8 = n,
(9) auv=y.

Iy a plus : comme le produit a6 = n sera diviseur de p — 1, on aura

- []=

et par suite la formule (7) entrainera les conditions

- -

auxquelles les facteurs a, 6 devront encore satisfaire. Enfin, comme
on I'a dit dans la Note IX, la loi de réciprocité comprise dans la for-
mule

({3

est applicable au cas ot I'on représente par «, 6, non pas seulement
deux nombres premiers supérieurs a 2, mais encore deux nombres
impairs quelconques ; et, comme, » étant de la forme 4x + 3, I'un des
facteurs a, € devra étre de la forme 4x + 1, il est clair que, dans I'hy-
pothése admise, la premiére des conditions (10) entrainera la seconde,
et réciproquement. Donc : lorsque n sera un nombre composé de la forme
8x +7, léquation (5) entrainera la formule (7), dans laquelle a, &
devront verifier les conditions
(13) a8 =n, [;] =1.

Supposons, pour fixer les idées, n=15=23.5. On trouvera pour 4
¥,...les nombres

1, 2, 4 8§

dont trois sont inférieurs et un seul supérieur a 7 i On aura done

=3, j=1 p:'—?:z,
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et I'équation (5), réduite’a

pr=at+18),
entrainera la formule

p=au*+68v?;
a, 6 étant des entiers assujettis i vérifier les deux conditions

8
a8 =15, [;] =I.

Or, de ces deux conditions, la premiére sera vérifiée si I'on prend pour
@, € les nombres 1 et 15 ou 3 et 5. Mais comme on a

(5=

la seconde condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5, en pre-
nant pour «, § les nombres 1 et 15. Donc, p étant un nombre premier
de la forme 15x + 1, ou, ce qui revient au méme, de la forme 3ox+1,
la considération des facteurs primitifs de p fournira la solution, en
nombres entiers, de I'équation

p=u*+15¢

Supposons, par exemple, p == 31. On trouvera d’abord (wvoir la Note
précédente) x=—1,
31t =1t+15.8
puis on en conclura
@i+ (B1—1)=4.15u%,
le produit ue devant vérifier la condition
W= AN
et, comme des deux nombres

Ii—z=31+1=23s, Ji+2=31—1:=30,

c'est le second qui se trouve divisible par 15, on aura, dans le cas pré-

sent,
a=1, 6 =15,

“3r41=au, 31—1==3.15¢"
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On vérifiera effectivement les deux derniéres équations, en prenant
w=4, =y

et, par conséquent, il suffira d'attribuer & u, ¢ les valeurs numériques
4 et 1 pour résoudre, en nombres entiers, I'équation

= ut 41500

Prenons maintenant pour 2 un nombre composé de la forme gx + 3.
Alors on pourra vérifier én nombres entiers I'équation (4). De plus,

les deux facteurs
|4 4
ap*—z, ap'+a,

4
dont la somme sera 4p" et le produit 4 p* — 2= ny*, resteront pre-
miers entre eux, si &%, y* sont des carrés impairs. Donc alors pour
satisfaire a 'équation (4), on devra supposer

4 4
apl—w=au!, . ap'+x =8¢,
et par suite

N
(13) hp = aud + 807,
a, 6, u, ¢ étant des nombres entiers qui vérifient les formules

a8 =n, =y,

avec les conditions (10). Si, dans le cas que nous considérons, z?, y*
étaient des carrés pairs, on pourrait, comme dans le cas précédent,
réduire I'équation (4) & V'équation (5), et I'on arriverait a la for-
mule (7), qui peut étre censée comprise dans la formule (13), de
laquelle on la déduit, en remplacant & par 2u et v par 2¢. On peut done
énoncer la proposition suivante :

Lorsque n est un nombre composé de la forme 8x + 3, I'équation (4)
entraine la formule (13), dans laquelle «, 6 doivent vérifier les condi-
tions (12).

Prenons maintenant pour » un nombre composé, divisible par 4,
mais non par 8. Alors, on pourra satisfaire en nombres entiers a I’équa-
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tion (6), si %' est de la forme 4x +1; et, par des raisonnements sem-
blables i ceux dont nous venons de faire usage, on prouvera que I'équa-
tion (6) entraine I'une des deux formules

4
(14) pi= au'+ 8o,

»
(15) api= uu’+69‘

a, 6 désignant des nombres impairs assujettis & vérifier la condition
(16) a8 = ‘;-:'v

et u, v des quantités entiéres qui vérifieront 'une des conditions
aw=y, w=y.

D'ailleurs, le produit
étant de la forme 4x +1,

seront tous deux de cette forme, ou tous deux de la forme 4x + 3 et,
comme I’équation (14) entrainera les formules (10), en vertu des-
quelles la formule (11) donnera

__L
E] 1

(7) ="

il est clair que, dans l'équation (14), %, & ne pourront étre tous deux
de la forme 4x+ 3. lls y serontdonc I'un et I'autre de la forme 4x+ 1.
Quant aux valeurs de «, 6, renfermées dans I'équation (15), elles
devront vérifier les formules
a 3
[5]=[&)

-1

desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (10) et (16),

(9) [,i] =0T Ty
zn

=1,
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et, comme u?, v* devront étre impairs dans I'équation (15), cette équa-
tion donnera encore

(20) ama+8  (mod.8).

Or, en vertu des formules (19), (20), les entiers

«, 8

devront étre tous deux de la forme 8x + 1, ou tous deux de 1a forme
8x+3, si % est de la forme 8x + 15 et I'un de la forme 8x + 3, Iautre
de la forme 8x + 7, si % est de la forme 8x -+ 5..0n peut donc énoncer
la proposition suivante :

Lorsque n est un nombre composé divisible par 4 et non par 8, I'équa-
tion (6) entraine ou les équations (14) et (16), ou les équations (15)

et (16); a, 6 étant deux: nombres impairs qui devront éire tous deux de

n
A
8x-+1, et l'un de la forme 8x + 3, lautre de la forme 8x + 7, :i;:-m

la forme 8x + 1, ou tous deux de la forme 8x + 5, si - est de la forme

de la forme 8x+ 5. Ajoutons que ., 6 devront encore salisfaire, si l'équa-
tion (14) se vérifie, a Lune des équations (10), et, si I'équation (15) se
verifie, & l'une des équations (18).

En appliquant, au cas ol n est divisible par 8, des raisonnements
semblables a ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la
proposition suivante :

Lorsque n est un nombre: composé, divisible par 8, I'équation (6) en-
traine la formule

[4
(a1) P =au'+260,
a, 6 etant deuzx nombres impairs assujettis a verifier la condition

(22) ab= g,
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avec les deux suivantes

= [9-0)
desquelles on tire, eu égard a la formule (11),

(*x)!:—‘!i;= [3] =(—|)$'.'l=u"f"'l

a
et, par conséquent,
a—1 8—1 la—1a+1 (mod.a);
2 2 2 2 2
ou, ce qui revient au méme,
(24) (x—1)(x—28+43)=0 (mod. 16).

En vertu des diverses propositions que nous venons d'établir, I'ex-
posant p. de la puissance de p renfermée dans I'équation (4), (5)
ou (6), peut étre réduit, lorsque n est un nombre composé, a I'expo-

sant —"f Ce dernier exposant, s'il est pair, pourra souvent lui-méme étre
réduit & ';. ; et cette nouvelle réduction sera particuli¢rementapplicable

aux formules (7), (13), (14), (21), si dans ces formules, « se réduit
a l'uniteé.
Pour vérifier cette derniére observation sur un exemple, supposons
n==68=4. 17.

Alors, parmi les entiers inférieurs a 17, et premiers i 68, ceux qui
feront partie du premier groupe, savoir

L 3 7, 9 11, 13,

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe,

savoir
5, 15,

seront au nombre de deux. On aura donc par suite

;:6, 5:2, p.:l—:lzﬁ—n=4,
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et I'on pourra, en supposant que p, divisé par 68, donne I'unité pour
reste, résoudre en nombres entiers |'équation

pr=atr17y%
Or, celle-ci entrainera I'une des formules
pPr==ut41908, 2pt= ut4-17 ¢4,
dont la premiére & son tour entrainera I'une des suivantes
p=8+178, ap=s+170,

s, ¢ désignant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que
tout nombre premier de laforme 68x - 1 peut étre représenté par 'une
des formules
y+ays+18s'=(y + 3) +173,
ay' ays-hosi= (’_713:_'1_'&'

POST-SCRIPTUM.

La note placée au bas de la page 179, et relative alaloi de réciprocité qui
existe entre deux nombres premiers, se réduit acette observation tressimple,
que la démonstration empruntée par M. Legendre a M. Jacobi ne parait pas
avoir été publiée par I'un ou |'autre de ces deux géométres avant 1830. Je suis
‘loin de vouloir en conclure que celte démonstration n'ait pu étre découverte
par M. Jacobi & une époque antérieure. Dans le Mémoire de 1827, intitulé :
De residuis cubicis commentatio numerosa, M. Jacobi, avant d'énoncer les
théorémes rel atifs & larésol ution des équationsindéterminées 4p = x? + 27y?,
p = x* + 7y dit expressément : In fontem uberrimum indici, e quo inter
alia et demanare sequentia theoremata vidi. La source féconde dont M. Jacobi
parle dans ce passage est, comme lui-méme me |'a déclaré depuis (volr, dans
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Mémoire de septembre 1829),
la considération des propriétés dont jouissent les racines de I'équation auxi-
liaire, qui sert alarésolution d'une équation bindme, c'est-a-dire, endautres
termes, les fonctions ci-dessus désignées ® , @, . ... Quelques-unes de ces

OEuvres de C. — S. 1, t. 111. 57
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propriétés avaient déja conduit M. Gauss aux importants résultats que con-
tiennent les dernieres pages de ses Disquisitiones arithmeticog et a son
théoréme sur la résolution de I'équationp = x* + y2 Ainsi, lesrecherches de
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et |'on doit en
dire autant des miennes, peuvent étre considérées comme offrant de nou-
veaux développements de la belle théorie exposée par M. Gauss. Jajouterai
que, les propriétés des fonctlons de la forme @, étant supposées connues, il
devient trés facile d'obtenir la demonstratlon ci-dessus rappelée. Il est donc
tout naturel gu'a une époque Tenfermée entre 1827 et 1830, M. Jacobi ait
trouvé cette démonstration et |'ait communiquée verbalement ou par écrit &
M. Legendre. Mais quelle est la date précise de cette communication? Cest
un point sur lequel je n'al aucun renseignement, et je m'en rapporterai au
témoignage de I'illustre géométre de Koenigsberg.

FIN OU TOME |11 DE LA PREMIERE SERIE.
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Tous. 11: Kloctricité et Magnetisme; avoc foo figures;
1900, 15 fr,
Towr 1L Acoustique. Optique; avec 208 figures;
14 fr.

T V : Ondes électrigues. Radivactivité. Blectro-
opbigue, publi¢ par Jamxs Gu et Manckr
LAMOTTE, agrege, Doctonr & Seiene \ pl'nﬁ-mq\ur
& ICniversite de Toulouse. Yolume do 1v-214 pa-

e avee 72 figurs; g1,

CHATELAIN (E.), Licencié & scienees, Professeur aux
Lnboratoires Bourhouze. — Soudure autogéne et
aluminothermie, avee Fn- face de CHATRLIER,
Membre d= I'lastitut, 16 (19-12) de x-172 ey,
avee 48 figures; 100y, 3 Ir, 25.

CLAUDE (A.&. Membre adjoint du Burean des Lougi-
tudes, et DRIENCOURT (L. wieur hydrographe
en chel de e. - Description et usage de
I'astrolabe & prisme. lu-8 (22-(6) de axx-ig2 pages
avee 35 figures el 7 planches; 1910. Garton [ERCN

COMBEBIAC (G. ). Chef de butaillon du Génie, Doctenr

n sciencos iques.

afr.

Cl)lﬂlll‘ USSE (Charles de), Ingénieur, Profosscur a

trale des Arts et Manufactures et au Conser-
vatoire des Arts et Métiers, ancien Professeur de Ma-
thématiques spécialvs au collage Chaptal. — Cours de
l-\hdmﬁqnu a I'weage des Candidats a 1'Ecole Pul
technique, & 'Feole Normale Iup(lrlcllm et a I'Keo L
centrale des Arts at Manufactures. 4 vol. in-8 (23-1f),
avec fijures.

Chaque Yolume »owend sépsrément

Tous 1" : Arithmetique ot Algébre élcmentaire avec
38 figuren ). 10 fr.

On vend a purt :

Arithmétique. 5 édition, sarr.

Algibre élgmentaire. G* ddition. 1911,

Touz [ : Gdométrie elémentuire, plane et dans [ es-
pace; Trigonometrie rectiligue et sphérigue, avec 543 fig.
13

o e

On vend a part :
Geumétrie éiémentaire plan: ‘aspace, 5* edition I!ﬂ
™ recilligne ot sphériqus, sulvie de Tad

o
‘\iclmn e lgnes trigonometriques naturelles. e -
r.

Toux I : Algébre supérieure. I Partie : Complé
monts ' Algébre dementaire ( Dém'mnmm, fractions con-
tinues, etc.). — iaaisons. — Séries. — Etude des

Fonctions. — Dérivées et D-[em-mllu. — Premiers
principes du Caleul intdgral. [+ édition (xxi-768 pages),
avec 20 figures; 1gi1. g
Toun IV : Algtbre supérioure. 11*Parti
inaires. Théorie géncrale des équations

tude des imu-
* édition (xaxiv-

4 -
Il* Partic : Rapports préliminaires. Volume de 1v-
734 pages, avec nnmbnum lgnm- 1909, 2§ fr.

11 Panie : és. Procs-verb
Annezes, Volume do uv-&.’lo y-g«, avee figures st phn-
ches; 1gog. o fr.
Un certain nombre de Rapports se vendent upunmunt.

CONSTAN (P, ), ancien Eldvo de 'Ecole Navale, Ex-Fo-

seigne de vaissenu, Professeur dllydm(raplue de Il
marine. — Gours élémontaire d'Astronomis et
Ni tion, & {'usage des Capitaines au long cours rr

des Eleves dea Ecoles d’Hydrugraphic. 2 volumes in-8
(25-16) avec nombreuscs figures 3o und-m separément.
(Ouvrage en harmonie avec les derniers programmes der
examens pour les brevets de Capilaine au long cours.)

Tour ] : seronomie. Vol de 1w-2¢5 p.
1g03.

Tour. Il. Vavigation. Vol. ders-300 p. avec 15q fig. et
3 planches; 1g0f. 8 fr. S0c.

COUTBRAT (Louis). — L'Algébre de la Logique
(€. 8.). In-8 (20-1) de 100 p., cartonné; 1go5. 2 fr.

cnnusn (L.), Doctenr s xuﬂum, Profesenr au
de Bieune, P I de

Berne. — Systémes cinémati (20-13) dao
avee 13 figares et u |mnr-|| du Colonel
Munoheim (Collection Scientia); cartonné, 1grs, 2 fr.
Mo P.), Professeur a la Faculté des Sciences

CURIE (
dv_Paris. volumes in-8
I ey e 1l figura,

< planches ot un portrait de P, Curics tgro. 30 fr.

CURIE (M~ S.). — Recherches sur les substances

radioactives. »* édition, In-8 (23-16) de 105 puges,
avee rox; 1904, 5 fr.

Traité de radioactivité.

ligg

Euvres de Pxnm Curie, publison par
o Ia Société frangriso de Physi ne

(Fipnisée.)

Les cony runmm ot les équations lincaires
— Des lignes tracées sur les

1" Pagmie ¢

1I* Parmi
aux dérivées partielles

hrfaces; 188g. . 15 fr,
I Panrin: Lugnes gdodeaigues ot courbure geodénigue.
iy des sur-

Iom. 1894, 15 fr.

1V* ot deriére Pati: Déformation infiniment ,wm
et représentation spherigue; 18g6.

nARBODx (G.), Secrétaire parpitue] do I'Académio des
aenr de Géometrin superieure i I'Univer-
— Legons sur les sys! unnonhavonmz

les i 0
Volune n-8 (25596) e va1-555 puges, avee figures;
o

1910, fr.
B“AUNIY (le licutenant-colonel). is des dis-
s des satel du Soleil. IM {2 ;Ie

1 e

u p-n»u an
DECOMBE (L.), Doctaur és sciences. — La Célérité (hl
de I'dther. dian

1 pages), avec 63 figures; 1gog. 151
CGONGRES ll(‘l‘Bllﬂ'ﬂOle des de
I'Bloctricité (Ma 1908). Smlumtsl in-8 (35-16

)
publiés par les s ~|au Amuant, Rapportene i
néral, se vendant ensemblo. fio fr,

On vend seéparément :

I Panvie : Rapports préliminaires. Volume de vi-
709 pages, avec numbrouses figures; 1909. 24 fr.

L'énergi
tion entiérement refondus. [n-% (
avec 22 -gures ; cartonnd (Collection Scientia);

190g. 2 fr.
ucovmnucu (J.-A.). — Traité pratique des
Poids ot Mesures des peuples anciens 6t des Arabes.
In-$ (2516) do vin-14} pages; 190, 5fr.,




DE DONDER (Th. ), Doe

#s-sclences physiquen et

5

Fascicone 4 1 Théorie des ensembles, exposé d'a)

mathématiques, — r K. Bans., — Sur las groupes finis du-
Hamilton-Vol v.em Vol\une in-§ (28-23) dn 4 hpages; continus; ezp;m, ‘aprés  H. Buaxuamor, par, H.
g Voar. 1yng. fr.
DEFOSSEZ (L.); Professeur. — Li ‘géogra- Vovome 11 : Algebre-
phiques et leurs projections usuel (19=12) | Fascicurs 1 : Les fonctions rationnelles, exposé, d‘a{r‘l
do vii-118 pages avec 23 fgures et 3 pl-nelm, g0, K. Nerro, par K. Lx Vavasseon. fe.
k] e,

DRUDE (Paul). — Préois d' 'Optique, refondu ot complété
par Manxt Bou, Professeur agrégé de 'Universite,
avec une Préface de Paui Laxcrviv. Professour an
Collége de France. 2 volumes in-8 (25-16) se vendant
séparement.

Tone I: Ophqua

dulaloi

ol det varid-

ropriétés générales des cor)
tes ues; 0xposé, d'aprés C
3. Hamamanp o1 3. KOnscuax, 1910,
FABGICOLK D: Proprivtis geuérales des corps ot daa varidtéa
alydbriques ; exposé, d'aprés G. LanDaBEna, par J.

Optique

Volume de x-375 pages aveo 108 figures; totr. 12 fr.
Towe. 11: ,Ju,,.. électromagnétiyue. Opligue éner-
Sétiyue. (Sous presee.)

DBUIIUX (Plul), Ingenw r ci

1 des Mings, Ingéniour
ngénious a théorie
Lﬂp“lﬂl‘ll“ de lélac tricitd. (ln ns el les
ions, avec préfacy de M. Enic Gb'r.um wr de
I'lmtllul -Imrmochn' ue Montefiore. ln-! {ah-16) de

pages avee 5 figuras; igir. 3fr. e,

DUCROT (Andrs Ancwu Elgve do 1'kcole Polytach-
nique. — odnmn typos nphlqnn. In-4
(28-23) da -s; p‘, avee tf1 fig.; ,9«2 7fr. 50 c.

DUHEM ( Pierre), Correspondant de I'lnstitut de France,
Professeur de Physioun théorique it I'Université de
Bordeaux. —Traité d'Energétigue ou de Thermodyna-
mique générale. » volumes iu-8 (25-16) sa vendant
séparement.

Toxe 1: Conservation de U'Ene

nelle. Statique génrale. Voln

i nlramln[m' rati
} pages avee

18 fr.
( Sous pressa.)

DUHEM (Pierre). — Recherchel sor T'Blasticité. De
Péquilibre du mouvement des milee
leuz vitreux peu_diformeér. L o
éluntiques. Proprictér génirales des ondes duns les mi-
lieus wisguewc et non wisquenx. In-j (18-23) do
218 pages; 1y, 1afe,

ENCYCLOPEDIE DES SCIENCES HA'I.‘IﬂlATlQITES

PUAES ET APPLIQUEES, publiée sous les auspices
des Académies des Sciences de Gorn: de Luteztc,
de Munice et de Viewwe. Kdition f s, publide
d'aprés I'édition allemande, sovs la direction de Juirs
Mock, Profosseur & I'Univorsité de ncy, avee lo
concours de nombreux savants et professeurs frangais,

1édition franuise da I'Enevelopédie comprondra
7 tomes in=8 (25-1G). Chaquo Tome comprond 3 ou §
volumes de 300 & 400 puges. Chacun des volumes » s
pagiuation propre, wnuis omt publié en tascieulos sui-
vant I'état d’ava-.cement de Vimpression,

Len fuscicules (de 130 & 150 environ) pu-
raissent autant quo possible do trois en trois wois.

Le prix de chaque fascioulo sera d’environ § fr,

 ALGEBRE,
Arithmétique.

Fascicuns | : Principes fondamentaun de 0 Arithmétique;
exposé, d'aprés IL. Scuuneat, par J, Tanveav et J Moix.
— Aualyse et theorie des dé

oxposé, d'aprés E. Nerro, par H. Voor. — Nombres

irrationnels et limites; exposé, d'oprés A. Princsumix,

parJ. Mouk, 1gof. 5ir
41,w.x4mn illimités, vxposs d'apris A.

“par J. Mowx. s L 2 e,

Fascioue 3 I\‘umblu compleses, exposs, prd»
Steoky, yar B, Cantax. — dlgorithmes illimités des
nombres complexes, exposé, d'aprés A, PRINGsREiN, _por
M. Fagcuer; 1908, T,

Infe; R

TOME |

Vovvux | :

HavasAup ot J. Kijnscuak, — Théorie det formes et

de: d'apris G, W. MEVER, |mr.| Dnace;

gt fe. 7 e
Vouume 1II : Théorie des nombres.

Tascwoie ropositions clémentaires de la_théorie des
aombres; 0xposé, d'aprés P. Bacisiany, par Ed. Mamier,
— Théorie arithmelique des /or-m, oxposé, d'aprés

K. Tu. Vamax, par £ Canex, 1906, 3fr,

Fascicuis 3 : Theorie arithmétique des formen; exposé,
Waprin K. Th, WanLey, pur E. Cane, 1908 (suite ot
r.

Jm). E
vie 3 i Théorie arithmdlique des formes; exposs,
d'aprés K. Th. Wame, par E. Caitux. — Propositions
e o b Ao s ‘nombres, exposd, d'apris
P. Bacuuany, par J. Hanswano ot Ep. Marer; 1g10.
3. e

Fascient § @ Propositions tramscendantes de n_ Uhdurie

des mombres, exposs daprds P. Bacuwaxy, par
Eb MAILLET ; 1910, 3'1r. 5.
Vouvue 1V : Calcul des probabilités.
Théorie des erreurs. Applications divers
Fascucear |z Calend des probabilités: vxpons, d'apria
Cruven, pur J. Le Culeul des différences

et interpolation ; exposs, d'aprés I). Stuwvanov ot J. Bav-
acuiaen, par H. Anboven, 1906. e
¥agicune : Theorie des erreurs, expusi d'upris Pacn
cmnces, par H. Axoos Caleul numérigne, exposé
Q'uprés K. Menmke, d'apris M. °OcAGNE; 1908, 6 fr. 25,
hicu,u.n 3: Caleul numérique, expowé d'apris B. m;‘mu,

i, — Statistijue, exposd d'apris
F. OLTRAMAKE. 6 fr. 25 ¢.
TOME 11 : ANALYSE,

Vouumk 1 : Fonctions de variables réelles.
Fastiouk |« Prinaipes fondamentaux de la theorie dos
fonctions; exposé d'aprés A. Prinusmeiu par J, Mouk;
1909 4 fe. 50 c.

Voreue 1112 i i inai!

Fascicowe 1 : Existence de mu,. ale générale. Détermina-
téon d'une indegrale particn xtnfuru/ valeurs initiules;
exposé par P. Pareve. — Methodes d'intégration élé-
mentaires. Ktude des equations différentiolles ordinuires
au point de vue formel; oxpose par E. Vessiots 1gto.

7

( Demander le proypectus spécial.)

ESCARD (Joan), Ingénieur chil. — Les lublunool
uoluntu ot les méthodes d'isolement uti
loctrique. lu-8 (25-16)

avee .x- figures 3 1911,
FAYE (H.), de I'lnstitut. - Sur lorigine du Monde.
Thories comogonigues des wnciens et dei modeses
&e edition avee une Prifaco do H. DeaLanones, ombra
Aln Plnstitut. In-8 (23-14) avec figures; 1907, 6 fr,
FINK (E.). — Précis d'Analyse chimique, 2 Vol.

In-16 (19 édition revue et corrigee.
I Pannie ¢ dnalyse gualitative, Vol de v-17 pages,
avec 12 Hgures, cartonnd a I'anglaise; 1906, 3 fr. Suc.
11* Panti : Aualyse guantitative. Vol. de w-abo p.,
avee G2 figures; 1997, Cartonné a l'anglaise.

e |,nn
1o fr.




—6—

FISCHER (Emil), Professeur de Chimie a I’Unlunlli
de Berlin, — s de préparations o
Tusage des ét.ndunll Traduction autorisée d'unrh I-
édition allemande par H. Deckn etJ. Duxant. In-16
(‘9—.-:) de x-170 pages avec 19 figures; 1907. 2 fr. 50 ¢.

mlnmon (Camille). — La plante Mars et ses
genérale des
»b.m.um martiennes faites depuis lnn‘mt( 1636)
Jurqu'é .n]oun 2 volumes in-8 (29-19), se vendant
‘séparément

Tous | : Volume de X-6o8 pages avee 5R0 dessins téles-
copiquu ot 23 cartes; 18g2.
roché....... 12fr. | Cartonné..... 15 fr.
Tous 1l : Volume de v-Go§ pages avee 426 dossins téles—

eopiques et 16 cartes; 1gog.
Broché ...... 12 fr. [ Cartonné..

FONVIELLE (W. de) ot BESANGON (@.), Direciour de
Y Aérophile. - Notre flotte aérienne. In-B (23-1§ rla
1v-234 pages avec 54 figures; 1go¥. Cartonné. 6 fr.

roncmm (R. de), Correspondunt de I'Institut, Pro-
esseur i la Faculto des Scieuces, Dirccteur do Plustitut
d ie de I'Université de Montpellier. - urs de
Chimie & lusq, 3‘-—4:: éeudiants du P. C. N. Deux vo-
~lumes in-8 (23-14) se vendant sépnrément.
Tome ) : Généralités. Chimie minérale, anumn da
v#-325 puges avec 16 figure:
Tome Il : Chimie or%amqur
lume de 1v-317 p. avee

FOUET (Edou V'lnstitut catholique
de Paris. — L sur la théorie des
fonctions analytiques. 3 volumesin-8 (25-16) se ven-
dant separément.

ot

/mmr analytigue. Vn-

fig.3 1903,

Toxk 1: Le# fonctions en geéneral. 2* édition, refondue.
otsugmentée, Volume de xvi-112 pages avec 6 ﬁgnrul
1907, . 50 c.

ToMe 11: Les fonctions algébrigues. Les -mu .nmlnln et
maltiples. Les intégrales. 2 refondne et
angmentée. Volume de x1-285 pages 25 ﬂgurn;;

9

1909.
Toxg 11I: Théorémes d'existence. les fonctions amulyli-
uzs an pont de vue de Couchy, de Weierstrass, de
iemann . (En preparation.)

rnrcmn (Ch. d-) - Ih Vexpérience en G‘umb-
0. In-8 (23-14); 4t

FRILLEY. — Lt midu do commande & distance
au moyen de IEleetricits. In-16 (1g=vur) de vie
190 pages avec gf figures ; 1gof 31 Soc.

GALOIS (Evariste). — Manuscrits d'Evariste Galois,
publiés par J eav, Sous-Directeur de PEcole Nor-
male. In-8 (25-16) de by pages: 1gus. 2 M 75 e

GANDILLOT ( Maurice). — Essai sur la yumna ln-ll
(34-22), de xv1-575 pages avec §33 figures; 1906.

GARGON (Jules), Ingéniour Chimiste, - B‘ ertoire
B gﬂ‘r:l ou Dictionnaire méth liogra-

depuis les orig

u'a la " .lc Lannée
chnologie et Ch »-’ -

. ) Ouvrage honoré du
rand vrix déceunal Daniel Dollius de la Socioté
industrielle de Malbouse. 2 vol. in-8 (25-16), 1638 p
plus un volume de Tables. Prix de I'Ouvrage compl

100 fr.
Toug I : Introduction et Avertissement genéral. No-
tice sur les sources bibliographiques du Dictionnaire.

Tables.
Tous 1l ¢ Dictlonnalre : Depuis dccidents de fabrica-
tion jusqu'a Kermbs.
Toue 111 : Dictionnaire : Depuis Laborasoires Jusqu’s
4 fin,

GAUTIER (Henri), st CHARPY (Georges
Eidves do l'!eole l;olyudmlqm. Doctsurs u'sm—-.
= Lagons do Chiaie, & Usisgs det dives do Marks-
u?quu speoialei. 4‘ Mdlllnn. ;I-Inuun / 4 5‘ G .
canfory 2 t N
“nsllil:;v:mnmme lu 27 juillet 1gof. In-8 (2! 1)

10 fr. | Relié (cuirsouple). 13fn
GERARD (kﬁn), Directeur de I'lnstitvt électrotethnique
Montefiore. — Legons sur I'Electricitd, professéesr b
I'Institut dloeuom nique Montefiore, annexé & I'Univer-
ége, 8¢ édition refondue et complétée. 2 vol.

In-8 (a.‘»-é), sc vendant séparément :

glTouL 1 : Thiorie do Caleciriitd ot du maguetiame.

elmn,m Volume de x|l~9~5 Dagos, avec [sa n.um-
1ale.

mudclmr‘nlho-
ie, d

‘l‘on 1L+ Ganalivatan ot i
trigue. pr de !
la Telephoni 1 o
la puissance motrice, & la Traction,d !' l.m,.-
ialhurgre ¢t ta’ Chimie. induslrielle, Volame .
¥11-990 pages avee 451 figures; 1gto. mfr.

GERARD (nm) — Mesures aluu-nqnu Iualnu o

guetiques et tleetru,ne.t Apph:am.m aux lign 51.
ruum, moleurs et tnu[omnteur.f lawn dnl.mécl L}

3+ adition refonduo ot complz-leo lo-8 (u-lly)
avec 3o figures; 1goR. 2 fr.

GERARD (fric). — Traction électrique. (Estrait des
Legons sur I Blectricite du méme auteur,) 2+ édition.
Tn-R (25-16) de v1- 118 pages aveeyBligures; 1910 3 .50

GIRARDET (Ph.). — Togéniour 1. B. G, — Lignet
Ktude et C ?
bliothéque de IEléve Ingénieur).
181 pages aveo 13 figures; 1g10.

GIRARDET (Ph.), Infﬂmeur 1. E. G., et DUB] (
Ingéniour Po’ytechnl de Zuri Lignes dleq
lrl es souterraines. Ltude, pose. essai et rec
de :It'fnult (Bibliothéqua de I'Eléve  Ingénieur).
1n-8 (25-16) do 07 pages, avec 48 Rgures; 1930, 5 fr.

G(EDSEELS (P.-J.-B.), Profosseur & I’Université cath
lique de Low ~— Théorie des erreurs d’ol
vation. 3' édition complétement remaniee.
(24-16) de: 3103 pages; 1g0g.

GOMES TEXEIRA (F.). '— Traité des courbes spé-

iales remarquables planes et gauches. Ouvra

courvuné et publié pur ,\m]m. ule des Sciencos
de Madrid; traduit de l'es I, L trés augmentd,

2 volumes in- -4 (30-22) <o nndml séparément,

Tomg 1. Volume de xn-fo1 pages; 1go8.
Toue 1. Volume de v-497 pages; 190g.

GORGEU (P.).
outils. Outilla

In-§ (25-16) de
Sir.

In-8
3

a0 fr.,
20 fr,

Capitaine_ d'urtillerle. — Machi)
érificateurs. Notions prati
de 1v-233 pagos, avec 200 whe
fr. 50 c.
GOURSAT (E.). meuuur @ la Faculté dos Scmntn -
Cours d'Anal; la Faculté des Sciences de Paris.
2* édition «nlmmmam refondue. 2 volumes in-8 (25-16)
80 venduot séparément,
Tous | : Denmu el différonticlles. latqraludtﬁnm

lume de vin MS pme-, avec 45 I!pmm 2 Ir
Towe: I1: Theurie des fonctions mulnquu Fquations
différentielles. Un prewier fascicula (304 pages) est paru.
Prix du volume complet pour les souscriptours, 20 fr.
Towx |1l : Kquations aua dérivées particller. Equa-
tions :..;_4,.1‘." leubd iati f;,,r ép b )
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\W (Robert). — La Construotion d'une lo-
ocomotive moderns. Traduit sur ln 3= édition alle-
mande, par Pomsicnon, Ingénieur E. C. L. In-8 (33-14),
de m-M Ppages; avec §2 figures; 1go. 3 5e

illossnll (Jules), Ancien nmu..r de Iieole dHor-
GROSSMA]

erie du Locle, et N (Hermann), Direc~
teur de Ecols d'Horlagerie, d tlnmntuhm ne et de
petite Mécanique de N«nchaul - loxlogl ‘u théo-
rique. Cours de
suivi d'une Etude sur les icati d: I' ickel

HENRIONNET (Commandent Ch.).

d'htronomlc pratique & l‘nu‘go s lmrnnnm

mateur, avec une Préface de Gawnie Frammasion,
lroahnnm-ﬂ(a.hﬁ)d. 2 pagesavec3figures; 1911,

HERMITE. — Correspondance d'Jermite et Stieltjes,
publiéo par les sains de B. Bastuauo, Directeur do 1'Ob-
servatoire da Toulouse, et H. Bovackr, Maftre de Con-
férences a I'Université, avec une Préface de E. Prcann,
Membro de U'lnstitut. 2 vol. in-§ (25-16) se vendant

traité

mpensation, par Ch.-Ed. Guniicws, Directour-
nljnlm du Bureau lnhrnnmnl\ des Poids et Mesures,
avec une Préface de K. Caseant, Inginieur hydro-
graphe de la Marine (rlnclkcthe! tllen portraits de Jnlax

as-
pari. Ouveago publié sous les auspices du Fechnieum
du Locle, Tpmuw par 1o Département de 1'Instruction
publique Nouchatol et par les Commissions des

coles suisses d'horlogerie. 2 volumes in-8 (25-16) car-
tonnés, se vendant séparémont.

Toue 1. — Volume de fo% pages, e 134 fizures,
13 planches et 2 portraits ; 1gn1 5 fe.

Toug 1. (Sowa presse.)

GUILBERT (Gabriel), Lauréat du Concours interna-
tional de Liége, Secré ,ommission métdoro—
logique du Calvados. — Nouvelle méthode de prévi-
8i , avee unc Préfuce par Beaano Bauwnss,

e 1'Observatoire du Puy de Déme. In-§
u-344 pages avee 8o figuras el carles
et 3 planches; 190g. 1 fr.

GUILLAUME (Ch.-Ed.). — Le: pll ations des aciers
au nickel, avec un Appendice sur forie des aciers
aw nickel.'In-8 (23-14 ), avee 25 tig; 1gof. 3 fr. Soe.

— Recherches sur le mchl ot ses alliages. In-§
(23-14), 1Rod 1fe. 75

Lo deux volumex s vendent ensembla 5 fr.

GUILLAUME (Ch.-Ed.), Directonr adjoint dn }tumn
international des Poids et Mesures. - Les re
progﬂl du Systéme métrique. Rapport prl'lulvlu a l.

émo Conférence générale des Poids et Mesures

Punie & Taris, an " outohre 1907 In-j (33-15) de

9% pages avee 2 figures; 1907, 3,

GUIMARAES (Rndolphe ) ('lpmllne du (..ﬁmoi M:ombm
Mnntg;llm,

=2

B-m ne, ete. - Lu Iathtmhqnu

2* édition revue et augmentee, [n-8
(25-16) dl 660 p.y avec fig.; 1910, 2y fe.

GYYE (Ph.-A.), Profemeur a I' lvaurm]a do Gondve, —

Toux 1 (8 novembre thta-a2 juillot 186g). Volume
sx-477 pages avoc 2 portraits; 190f. 16 fr.

Towe 11 (18 octobre 1889-15 décembre 18%5) Volume
de vi-§57 pages nvee 1 portrait et un fac-similé; lqoS

HERMITE. — (Buvres de Charles Hermite, publloe-
sous las auspices de I'Académie des Sciences, par Emng
Picann, Membre de Flostitat. Volumes in-8 (25-16) se
vendant séparément.

Tour 1. Volumo de xi-500 pages avec wn pomm
d'Hermito; 1go5. 18 I,
Toxt . Volume do =520 pages, avee un porlnit,
1908,
Tour. M.

(Sous ,m...)

Professeur a I"Univorsité da Bres
Chimis a

HOGIOI (J.), Ingénieur-Chimiste diplomé, Chef de
servi anhnrulmru des Fasais chimiques, mécani-
Forgex d’Audlucourt’ (Doubs).

chimiques métallur
luul('e des chimistes ol manipulatours du Tal
d'Aciries Thoman. In-8 (23-t§ de 1x-155 pages aveo
13 figures ; (B.T.) 1911, 5fr.

HOUEL (J.). —Tables do Logarithmes & cing décimal
pour les nombras et les I.l . sui-
vies des Logarithmes ﬂ oustraction
ou Logarithmes de Gauss et dc d!urm Tables
usuelles. Nouvelleédition, revue et augm., in- (25-16),
1911, (Autorise pur décision ministérielle.)

Broché. afr. | Cartonne. 2afr.750.

IW BERT (@.), Membre de l'lnunut, Professeur &

ole Polytechnique. — Anl!u ofeasd &
ﬂswk Palﬁ.m.;..- ) wlnnu in-8 (2. »n{;. se ven-
dant

physico-chimiques de quelques en relation
avec les travaux de revision du poldu atomique de
l'azote, In-4 (28-13) de 147 p.avec 12 fig. et pl.; 1guy. 5tr,

Capitaine de Fréyate, Examinateur d’admis-
Ecole navalo. — Note sur les approzimations
namériques. 3° éd. 1a-8 (23-14) de 28 p.jigug. o fr.75 ¢

ET (S. P.C.), Docteur ds Sciences, Professeur i
I'liniversits ot & IEcole des Ponts et Chaussies do
Bucharest, Mombre de 1'Académie Roumaine, Ministre
d'Etat. — Mécanique sociale. In-8 (25-16) de 256 pnl;u
avee ﬂuum 1910,

HELBRONNER (Plul),
technique, Lauréat d — Description géo-
métri dlulllu du P trangaises. Volumo

5) avoe figures et planches xo vendant sépa-

élave_de I'Ecole Poly-

in-}
rément,
‘Tone 1: Umfw lnr enne de la Savoie, Volume de
mK pugos avee ot 18 panorumas (dout 14 de
0,33 22,60 et I. lh 0-.33 14=,30).; 1910, 75 fr.
— Collection des 18 panormu pliée au format (3'5 .;o)
dans un embuitage spécial. 45 fr

Tome | : Caleul différentiel. Principes du caloul inté-
,ml “Applications glométrigues; avec 111 figures;
16 fr.

Tnn ll Complément de la théoric des wntegrales
eﬁmu Fonctions culériennes. Fonctions d'une
variable imaginaire. Fonctions elliptiques ot appli-
u;.‘m d'équations différentielles; avee 91 ﬁulér,n;
r.

INSTITUT DE FRANCE. — Porr nu Cataiogue general :
Mémoires de I'Académie des Sclences. — !‘Sm
nérales des Travaux contenus dans les Mémoires a

I'Ao o dos Saiences. — Recueil de Mémoirss,
ot Doouments re)

ISTEL (Paul) at uuoxmu (B.), Docteurs en droit,
Avocats @ la Cour d’a de Paris. — Traitéd furi-
dique de I'Industrie ¢ oelﬁqu. llnlluelprauqu: do

et e

e productiontet distribution & énevgie dlectigue. ln.i

(13-14) de vuwfn’ pages; 1911,




JAMIN (J.), Secrétaire perpstuel de I'Académie des
Sclences, Professeurde Physique d I'Feole Polytechnique,
o BOI! Professeur a Fuleum des Scioncen,

LALLEMAND (th Ingénienr en thef des Mines,
Diracteur du Nivellement général de la an. Membre
duBurean dea Longitudes. — Les mgr Yécorce

dn Hobe ln-s (23-14)

— Com
odmon, nngnaumw:t antidroment refandue par K,
3 forts vol. in-8 (23-14) dw plus de fooo p.,

ourY.
avor ures et 14 planches sur acior, dunt 2 en
conteur; ms 1891 72 fr.

Prix des 3 s“ppumnu : iBgh, tRgy, 1906 15 0r

(Demander le prospectus détaillé el Ia Tabls pénérale
dos matidres.)

JANET (Paul), Profosseur i In Kaculté des Sciences de
Paris, Directeur do I'Eeolo superioure d'Electricité, —
Legons d'Electrotschnique générale professées &
IEcole supéricure d'Eleciricite. Trois volumes in$
(25 e¢ nombrenses figures.

Gensralté Courants contrnas. 10 ddition.

revue augmentée, Volume de vn-{15 pages avec
7B ligures; 1gog. 13 fr.
Tou 11 ; Courants aummh/a sinusoidauz et non
3+ edition,

rev ua ot augmentée. Vol. de 1v-325 pajes, avoe log Ilg H

’Iu-n m: :Ilamm & courants allernatifs. Cuu,vlage

po-
ayuoquw/uu e edllmn, revue o agmontée. Volume
e W-356 pages, avee 1ay figures ; 190 o e

unn (Paunl). — Premiers principes d'Electricité
strielle. Piles. Accumulateurs. Dynamos. Trans-
formatenrs. 6* édition revun et corrigée. In-8 (:3~|£),
avee 163 fig.; 1gio. fr
JOOFFRET (e ), ancien Fléve de I"Reole I’olytcthluqne,
Membro nl«d a Socidté mathématique do France, —
1u-8
7 fr. 5o c.

(25 a6) de
JOIIIWBT (BI). A

liclmqno ens
2 volumes in-8 (2
I* PanTIR + La naissance de I
pagjes avec 83 figar 5 1 bo e

1 Panmic: 1 organisation de la éunuyut v;.n...» de
vin-2%4 puges avee 31 gures; 1gog. o fr.

KERSTEN (C.), In Architecte, I'
royule de travaux. publies de Berl
tion en béton armé. Tradm
Temande, . Posnsicrox, lllfnn[mll‘ E.G
i 3 s«- vendant separément.

1" Paum jeul et exceution des formes elémentaires,
Volume rh) 197 pages svec 11g igures; 1go7. G fr.

U anmie : Application & fu conslruction en clevation et
eu sous-sol. Volume de vi-280 pages aver hy) figures;
1408, g fr,

LAISANT (C
Doctour és
phie. Enseignement.
(:3--§ ) do vu-243 pages avec 5 Hgures; cartonn
(2

ien Professeur a I'Feole des Mines
Lectus i La

ecanique. Volume de

rofussour i I'Esola
— La Construc-
s lu 3¢ edition ul-
. 2 volumes

I\ép(-hu-ur i I'Ecole Polytechnique,
— La llthtlnuqu. Philos, -
8

LALANDE, — Tablesde ln?-nuum pour les Nombros
otles Simll # CINQ DEGIMALES ; revues par Iv baron
Heynaud. Nauvelaiiion, aumenie de Formules pour
la Résolution des Tria Hailleul, typographe.
in- 18 (15-10); 1903, (Mumn- par décision du Minsstre
de l'Inciruction publigue.

Broche. 3 fr. |
 des Minew, Dirce-

LALL!IAND {Ch.), In‘;cnmu'
ral de 1a France, Mombro du

Mouvements et déforma -
rs lnréu de 1'dcorce,

Gartonue. 2 11, o c.

Uo!

exhaussements et affail iculaires
“Altérations lentes du 'iolde ln B (2 i- 1) de
avee 13 ligures . 1goy.

90 pages, avec 14 figures; 1,10, 10 S0

LAROSE S‘ ), lnﬁmvur des Télégraphes. - Etat act
de la Télégraphie sous-marine. Krochure in- 8 (x5 16)
do 5o pagen avec 3 figutes; 1gon. a2 fr. S0 e.

LEBON (Ernest), Agrég de I'Univorsité, Lanréat de
I'Académio_franguise, Correspondant de I'Académio
roynle des Sciences do Lishonne ot de la Soclété royale
des Scionces do Liége, Membro honoraire de I'Aca-
démie do Metz. — Savants du jour. Riograpne.
Bibliographie analytigue des ecrits, Volumes in
(28-18) ‘sur papier do Hollande avec un portrait
héliograsure. Se vendant separémont.

— Gaston Darboux. Vol. de vui-80 p,; 1g10. 7
-~ Henri Poincaré. Vol. do viu 8o pages; 1909, (Rare.)
— Emile Picard. Vol. de vi-80 pages; 1g1o. 9 M.
— Paul Appell. Vol. de viu-71 pages; 1910, 7 fr.

LEFEBVRE (B.), S. J. -- Cours d'Algébre élémen-
taire a I'uanza cours moyens ct des classes d'h
manités. 3¢ ddition. In-8 (31-1§) de vu-Go8 pagen;
1909,

LEFEBVRE (B. J. ~ Recueil d'exercis
problénn dllqabre élémentaire. 3+ ed
(21-1§) de 280 pages; 190g. 2

LEVY (Maurice ), Membre da I'Institut, |n7¢mur eu chefl
des Ponts et Chaussées, Professeur au Coflage de Fran: e

Arts ot Manutnctures, — La

n) cation: oconstrue-

516), Mln de wéme format.

(Ouvrage honore dune mnm.pmm du Ministére des

Travaur publics.)

I Partik, — Principes et Vyflunuou: de Statigne
graphique pure. 3 édition, ume ds xxx-5¢8 p.,
aver figures et un Atlas de 25 planches; 1907. 22 Ir.

1l* Panmie, — Flezion plane. Lignes & influence. Pou-
tres droites. 3¢ édition. Volumo de xiv-345 pages,
avee figures ot un Atlan de 6 pl.; 1883. 5t

Ul Pannic. — Ares métalliques, Ponls suspendus ri-
gides, Coupoles et vorps de révolution. 2 éditon.
Volume de tx=f18 p., avac fig. ot un Atlas de 8pl.;
1889, A

1Ve Pantie. — Ouvrages en masonnerie. Systemes
réticulaires @ lignes surabondantes. inde ulphabd-
tique des quatre Parties. 3° édition. Volume de
1x-350 p. avec 1,, et un Atlas de § pl; 1888, 15 fr,

LINDET (L.).
mages. (Prlnclpu lll l'lnd-m.m laititre).
{a5-16) de x-3f0 pages, avec 1 igures ; 1go7. -

LUCAS DE PESLOUAN. — N.-B. Abel. sa vie et son
@uvre. In-8 (21-15) de sni-16g pages, avee un ]-urlr-ll,
1906, Cartonné, 5ir

créme, le beurre, les fro-
In-8

1 ir,

MAILLARD (Louis), Professenr i I'Uni
sanne. — Les cométes et la comé
rochure in-¥ (:. 16) de 48 puges,
g0,

MAILLET( Bdmond ). Ingénieur des Py

Ia meorlc du nombrn tumcondan ot des pro-
mquu des fonctions. ln-8 (a»m)
:pulm 1906, 12

MANNHEIM (le Colonel A.). Professeur 4 I'Ecvle Po-
lytechuique. — Pri;
Géométrie cin rage contenant de nom=
breuses applications d la Théorie des surfaces. m4
(28-23), avee 186 figures; 1894,

e 1y ligures;
afr

ot (:hnu,uéu,




MAREC (Eugéne), Ingénieur dlplomv de I'Bcole su
rioure dElectricité, — Les enroulements indust el-
des machines & wurm continu et & courant alter-
natil. In8 (25-16) de 240 p., avee 212 llg.; 1y g fe.

T (E.), Membre de I'institat, Profeiseur av

Collége de France, Directeur du Burcau Centrsl météo-
ique. — Traité . 3 volumes in-8 (25-16)

avec Atlas, se vcnd-mnp-mmm
Spatdmes optiques. Intorferences. ¥ibrations.
‘olas isation. Double réfraction.Avec vpg -

0 fr.
Tows Il ot ATuas : Proprictés des vristauz. I'uhnu-
tion rotatoire. Reflexion vitrce. Réfiexinn metallione.
Acflexion cristalline. Polarisation chromatigue. Ave
113 fig. ot Atlas contepaut 2 planches sur cuivre dont
une en eoleur (Propridiés des oristaux. Coloration

amn celstaux par les interférences); 18g:. 25 fr.
Tou 11l : isatic ar diffractic i

de la lumidrs. Ph i€ Refracti vomiig

Avec 83 figures; 1803. a0 fr,

MASCART (Jean ). — La Cométe de Halley. |||~b ( m-13)

de 107 paies, avee 16 figures; 1010,

MATHIAS SB ), Professeur d'- Physique a la Faculté dex
Sciences de Toulouse. — Le point ormqun du oorps
purs. Inf (ad-1§) de vii-a35 pages. aver §f Hguren:
1904- P

MAYOR (B.), Professour i PEcole des Ingeni

d

la Fa ea Sciences de I'Univ- »nm-dn Lans:

Statique guphqna des systemes de ce.

In-R (24-16) “de 1v-208 pagex, uvec 16 fgures ot un
8 fr,

atlas de 7 planches, 1gt0.

METZ (G. de ). -- !.n doubla réfraction accidentelle
dans les liquid o e e, wwve
4 l-u..mp wots. (,um. (. 8., 2l

MINISTERE DE LINSTRUCTION PUBLIQUE. -
Inuon du Service qtcgnphlquo de I'Armée pour
la re dun méridien équatorial en
Anérlqul du Snd sous e coutrdle peiontifique de
PAcaokmix vke Samxces (s8og 1yob).  Volumes in-
(38-13) se vendant séparément.

n des traveux de la Mission dur Service

occasion 1I|' nombreuses o
e pourstives i partir
ca geographique de
i lle, wous le

de loute natu
aoing du
M

sel figue de 1"Acadé)

au plan d'snsemble suiva
A.— HISTORIQUR.

Toxs | + Ristorique de

B. — GEODESIE ET ASTRONOMIE.
Tun [N Pmlclﬂ.u l + Notices sur les stations,
Bases.
Augles azimataus, Volume dv
226 pages, avee g figures ot
t; planches; 1910, 33 Ir.
wsation dos anyles, oaleul
les tridngues. (Sous presse.)
3 : Latitudes, longitudes et azimuts

ln-ulll, P—

Toxx 1H, Fascicuux 2 : Co

» »

isiqucs.
» 4 Nivellement ot aliitudes,

9

Tons WY, Fascicune 8 : Latituder astromomigues obser-
vesvan astrolablssa privme.

lhldryum de mu{a et
asimuts astronomiques,

Towe 1V, Fascreons 1 :

» » 2 : Pesanteur.
» s 3+ Discussion généraledesrémitats,
conclusions.
Toue V, Fascicowe | : Triangulation, t -aphie ot
[l(l':lu‘-rnphu la" rdgion
» » 2: l'rma!ululwn de Ia région cen-
» B ﬁmllplnllmt de la rggion sud.
» o k& Mérdorologie
» » 5t Muguétisme.
. — HISTOIRE NATURELLE.
Tows VI : Ethuographic uncienne.

Towe VIL : Anthropolugie ancienne.

Tour VUL : Ethaographic actuelle, Anthropologi
tuelle. Lingnistigus.
Tous IX : Zoolagie,

Fascicuns L * Mammiferes, Oiseaux, Trochilidw, Vol.
e 1v-178 p. avee 13 pl.; tgure 0 fr,
2 ; Reptiles, Poissons.

Fascucerx

+ Hol'usquee terrestros et fluviatiles, pae
o e tethiapues it
par Foousko Lanv. - dmaclides polie
chites, por Cu. Guavien. — Oliguehdtes,
par W. kLsRx. Vol. do 1v-13g pages,

avee 2 figures et 1o planche

.
Toxt X : Jisecter, Hotanique, Fossiles.
Les faseicules qui sont marqués d'an astérlsque ont paru,

ton). — X-Lexique. Pucabulaire de largot
olytecinigue. Tt (33-16) o 79 piges,
e Ba .

1910,

MONTEL (Paul), Docteur és sclences, Professeur aw
Lyeée Bullon. Laqonl sur les séries de polynomes
le complexe. In-§ (23-1fi) dv \m‘m‘ﬂ

o, o

avee 1 figures ¢

MONTESSUS (R. de), Docteur s seicuces mathéma=
tiques, Laurént do Vlustitut, — n!
sur le Calcul des Probabilitds.
vi-tgr pages avee 17 figures; 1go8.

MOURBU (@1,), Professeur agesge s I
da Pharmacie de I'Universits ons
l mis 3¢ édition

rovie et wise au courant des derniors travanx. In-8
(23-1}) de w33} pages: 1g10. fr. 50 €.

NIELSEN (Hlsll »
Théorie di

ontaires

-8 (25-16) do
' 7 e,
lBonls lu&urﬁmrﬂ

fosseur au-mm- nupérieure, .-

nctions mtulphlr Tlo. Cours pro-
oo e Copenbague, In-j (.s-m de
[ fr.
NIEWENGLOWSKI (B.), Iuspee‘l'\allli do_ ' Acadimie de

Paris, Docteur w Sciences, ¢t GERARD (L.), Profes-
seur Iyew- Ampére, Iloewun*« s«-lnncm,—hwo ln

lnn'n I'
Vit-2u3 puges;

et 19ud p-ur la classe do I'rumulrn CetD ey dst
Aet B,
Géomésric plane. n-§ (23-14) de xx-151 pagos,

s " B Calou do la longuew do Lare. avec 326 Ag., cartonss & Punglaise; 1907, 31k Ju e,
» » 6 Lacitudos ic dans Uetpace. In-8 (23-13) de W-330 p,,

vies aux corelos méndmu
(1% partie ).

*Latitudes astrowomigues obsert
vées aux théodolites & mi
croscopes (2° ot 3¢ partles)
Vol. de 461 p.; 111, 3o fr

:

In-j¢; &.

.
3t cartonne o Vanglaise i 3fr. 500,
e 253 figres e s s o,

nom- (A N l)m-tmu o nieu-net--, Ing&nmlMMmlno

|Ahyl|quy "de hm, ()ﬂ!mr de I lmlruﬂlnu publigue.—

1.



- 10
L'action électrique du Soleil, Son rdle dans les phe-

o comigues <t lerretre vn 16 (ltru) de
1v-200 p., avec 18 fig. ot § pl.; 19

OCAGNE ( Maurice d'), Ingénicur en ehrf des Pouts et
Chaussées, Professeur & I'Ecole des Ponts e1 Chuusséer
ur la Topométrie ot la Cubaturs de:
Torrnul comprenant des notions mm aires (lv- Nn-
phie des notions élé

des erreurs et nne lustruction sur I' uup de ls rigle.
1In-8 (35-16) de vin-cee pages, avec ygg I||vum ot

OCAGNE (Maurice d) lnpemeur orr chel des Ponts et
Chuussecs, — Notil entaires lur la probabi-
té dei u-x ('n 16) de 32 pages, avee

2 figures. afr.

OCAGNE (
Ia rig]

omllu
1910,

aurice d'). -- Instruction sur F'usage de
Calcul. Brochura in-8 (25-16) de 8 rage;
o {r. 30

0.

IIS!"A!..D D W.).
8, lrm]lnln de I'atleruand par L.
(n»:b) se vendant séparément.

l" Parmik 1 Métalloides, a* Gdition  (Sous presse.)
1I* Pantie : Hétauz Volume de 450 pages avec 17 figures;
1905. 15 fr.

— Eléments de Chimie inorga-
Lazanp. 2 volumes

Membre de Plnstitut et du Bu-
Conservateur  du Musee de
Marine. — o Marine. — G e
plans ou dessins de navires et hateaux anciens ou
modernes, existants ou disparus, arec les fl menls
& leur

continuée par len soins de I’AcAntuiE pas Scienots. Six
boaux albums roliés; de 6o pllnLhn in-plano, 1910
(2* tirage), 1886, 1889, 1892, 1908.

Chagque partio se vend séparément.

PELLAT (H.), Professcur & la Faculte des Sciences de
VUniversité do Paris. — Cours d'Electricitd. (Cowas
ok LA Fi ¢ Dks Sciences. ) 3 \nlume- in-8 (25-16)
se venda

Tome | : Blectrostatigue. lois d’Ohm. Thermo-elec -
;r.‘me Volume de vi-319 pages avec 145 figures:
1o fr.

Ta-: 11 : Aleotrodynamique. Magndtisme, Induction.
Mesures llmm—m,-mg-- Volume de 1v-534 pages
avee 21 figares; 1g B fr.
Towt 111 : Klectrolyse. Hlectrocapillarité. lous gazeuz.

PARIS (Vice-Amiral),

reau des Longitudes,

5 fr.

Volume de vi-290 pages, avoe 77 figures; 1go8. 10 fr.
PERRIN (Jean), Chargé du Cours Llu(hlmh hysiqus n
In Faculls des Scionces de Parln, & 8o Chimi

phynqu Les Principes. lu m»m)nm 38 n,-um

Broch . | Reliée

PETERS (D’ J.), Obscrvatenr titut royal de Cal-
culs astronomiques. — - Nouvelles Tables de Galcul
gour la multiplication et la division de tous les

ombres de 4 & 4§ chiffres. ln-folio (37-23) de [z 50!:
fr.

10 fr. souple. 13 Ir.

Pages; 190y

PETIT (P. ), Profess ‘Universite de N: [J:ruu
teur de U'Eeole ds nrnm-n — Brasseri nlhm
In-8 (25-16), avee 8g figures; 1go). Cartonné. 12 fr.

PETOT (Albert), Professour de Mécaniqua i Ia Facu
des Sciences de I'Université de Lille. -— Etude dyni
mique des voitures automobiles. Volumes in-4 !
autographiés.

Tome | : du de la I
Rdle du differentiel. Mode d'action des ressurts et des
bandages pneumaliques, Volume de 1v-107 pages »iec
figures; 1406, 2 fr,

Tome 11 : lmm’" et régularisation du moteur &
explosions. Embrayuge. Changements de vitesses. Freins.

1+ Fascicuit. Le motanr & un gylindre. Voldme lk

116 pages, avec, figures; 1910. 9 .
Taur 111 : Divers systbmes de transmission par oar-

dans. Comparaison cuire los woitures & chaines ot Jos

voiturss & cardans. (En préparation.)

Towe IV ; Thdorie des virages. Conditions de stabi-

lité dany les courbes et sur los pentes, (En prépavation,)

rmmrcn (l ), Pml‘nuallr  PUnivorsité do Bal-

de, — FI énoménes fondée

'urlu nnnlomu In-| 20—13)d09hp-mlmu£ﬁgx

1gob. (

PICARD (hm), Membre de umum. Professour & Ia
Faculté des Seiences. — (Courx de la
Faculte des Sciences.) 2* édition, revuo ot augmentde.
4vol, in-8 (25-16).

Tome | : Intégrales simples o multiples. — L'tquation
de Laphm et ses applications — Deyeloppementsen -frm.
du Calcul i i

6 fr,

Tomz H : Fonctions harmonigues et fonctions anal,
. — Tatroduction & la théorie des quations i
ned akl abeliennes et surfaces de nmnn,
18 fr

ig

Avec 35 figures; qo1.

" ingularités des intéyrales des éguationt
dx]n‘rﬂlv!llﬂ h-d- du cas oi la variable rul:’ réolls et
ourbes deéfinies par des dqnations diffsrenticlles.
yuations lindaires; analogies entre les équations alge-
brigues et les équations linéaires. Avec 25 tluum,
190
lanlv Equations aux dérivées particlles. (Kn ,:rﬂp.)

PICARD (E.), Membre de I'lnstitut, Professour & 1'Uni-
versitd de Paris, et SIMART, l.nplnlne de frégate,
Répatitear a 1'Ecole Pnlvurllluqne 'héorie des
l’onnuann nlgabrnfuu ‘de deux variables indépen.

tes. 2 volumes in-8 (25 -16) so vendant séparement;
Ton 1: Volume de v-23G p., avee fig.; thy7. ¢ fr.
Towx Il : Vol, do v1=528 p., avec fig., 1gof 18 fr.

POINCARE (H.), Mombre de l’ln-tlmt, Profes
Faculté des Sciences. — Les Méthodes nouvelles de
la Mécanique cdleste. 3 vol. In-K (25-6), so vendant

séparément.
Tows 1: Jnlnmn periodiques, — Non-existence desin-

— T,

tégrales tions Avec hgue
res; 18ga. 1alr,
Tows I :

Méthodes de MM. Newoomb, Gyides, Lind-
stedt et Bohlin; 184 ' 14 fr.
Tous Iil et dernier : Iavariants intégrauz. — Solubions
periodiques du dousieme genre. — Solutions doublomens
asymplotiques: 189 3
POINCARE (H.) Membre de Ilnstitut. — Legons de
Mécanique céleste. 3 volumas In-8 (25-16).
Toue | : Théorie ginérale des perturbations plané-
taires. Volume de v-367 p. avec 3 fig.; 1905. 12 fr.
Tomur II. - (1 Partie) : Développement de la fonction
perturbatrice, Volume de 1v-167 p.; 1607 6 fr.
— (I* Partie) :

Théorie de la Lune. Volume do v~
137 pages; 190g. 5 fr.

Toue NI : Theorie des Marces, Mdlgé purll Ficuor,
|Iu‘,énlnur hydrographe de la 0. Volumo de
v-172 p. mvee 66 lig. et 2 pl.j 1gto. i fr,

- la Thinrn de lnvnll ot les oscillations hert-
siennes. phie sans fil. 3* adit. In8 (20~
13) de bo |:.ﬂvee 6., cartonné (C. §.); 1908, 1 fr.

Th :&o pendant le
 1H8B-1 9, rddlg-u par J. Buowow,
agrége de I'Université. 2¢ édition revue et corri
In-8 (25-16) de xix-pages avec 41 tiguros; 19u8. r,

PONTHIERE (H. k Professeur donulllurula et d'dlee-
tricité industrialle, Directeur nstitut électro-

mécanique & Illnlunilé de lauuln — Traité d'Eleo-
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trométallurgle. Thdorie de Mélectrolyse, Galvanaplastie.
Tubes, ‘tOles, fils pl«auplamquu. Affinage, traitement
des minerais. Fusion, soudare, tringe. 4 odition. In-8
(25-16) do vi-346 pages, avec 107 figurea; sgro, 15 fr.

PROUST (Beorges), éniwar Civil. — Rercherche
pratique et uplolm}un des mines d'or. In-16 (u
12) de 1v~112 pages arec 1 figures ; 1911, 3 fr. 7

ﬂlmnx (P. ), Allmnnmc 2 I'Oscevatoire de Paris. —

‘erre et la Lune. Porme extérieure ot stracture

uum (I!mu NOUYELLES BUR L'ANTRONOMIE, Par CA.

André ot P. Puiteur.§ In8 (35-16) de w-17 pleel.
avec 28 Agares et 26 planches; 1908,

RABOSEE (B.), Capitatne commandant du Génlo. —
Cours de résistance des Matériaux donné & IReolé
d'applicution de I'Artilleric et du Génie do Relgique.
2* edition du méme Cours publié en 185 par E. Lewax,
Najor du Gduie, Kxaminaler permanent a 1'école mi
aire. In-8 (25-16) de xxxu-993 pages avec 2/0 ﬁﬂnrn,
910, fr.

RAMSAY (William) D. Sc. — La Chimie moderne. Ou-
vrage traduit do I'anglais par 1. ok Mirroxss. 2 volumes
in=16 (19-12) ko vendant séparémoant.

I Pannik : Chimie théorigue. Volume da nv-nlh p?u
avec g figures; 19og.

|5 I'nm Chimie descriptive. Volame de v-: 275 pages:

911 - 50 e,

REPERTOIRE BIILIDGIIAPIII)UB DES SCIENGES
MATHEMATIQUES, publié par la Commission perma-
nente du Répertoir, . Parall successivement par sirlea da
100 fiches format in-32 (14-g), renfermées danx un dtui
en papier fort. Prix de chaque série, afr

Los dix-neuf pramidren sérion (tichos 1 i 1900, 1894+
1910) sont mines en vente.

RIOLLOT (J.), Ingénieur civil des Mines. — Les Carrés
magiques. (oniribution & leur étude., In-8 ( zrxr) dc
tv-11y pages, avee 3t figures; 107,

RIQUIER (murlu). Pml'wenr
de Caen, Laarént de |

tions aux dérivées plm

pagges avec fNgures; 1y

la Faculté des Sclenecl
Les systémes d'équa-
In-8 (25-18) de xxm-

a0 fr.

nocnnl (X.),Export-chimiste, ancien Chimiste principal
toire municipal de Pari 8 indlmnu
Au h Gon ervation de
x1-506 p. avec 124 figurex;

RODET (J.). — Les Lampesa incandescance élac-
triques. 8 (23-14) de xi-a00 pagos avec ll|,um,
1907,

ll)l'lcll (h'b et COMBEROUSSE (Charles de),
dtr éd., revue ot augmentée.

pﬂr I! noncn Fort ms(Ju) dé Lx-1212 pages, avec
703 figures ot 1175 quostiony proposéus et prcbﬂne‘l,
ngoo r.

1'® Pasrix. — Géométrie plane. ... co 7fr.b0e,
1® Pantix, — Géométrie de I'espace ; Cour-

bes ot Surfaces mauelles. atr. Soe,
louﬂ( #ne) et GOMBEROUSSE (Charles de). ~
-m o Géométrie, 7* edit. conforme su pro-

-mmm du 3¢ mai 1go3, revue et wmrlma par
Euoknx Rovcat, Membro de V’lnstitut, Professeur aw
Conservatoiro des Arts et Mtiers, lo-8 (23-14) de

pages, avoc 485 figures et 543 questions pMpn-
exeroices; o)

ROZE (P.), Lleenda & scionces. — Théorie st u
In régle & calouls. Rigle dev Ecoles. Rigle Mann-
i n 4) de 1v-118 pages avec gﬁ .I;om

o

RUSSELL (Alexandrs), M.A., M.LE, E., Maltra de
Conférences adjoint su Colll do Gonvilla ot Clllll
a Cambridge. — La Th s _coursnta
natifs. Tu(llllt de l'uugl-l- pnr G, moum-ul.
Ancien Elive de I'Ecole Polytechnique, Inspectour

général des Télégraphes. 2 volumes in-8 (25-16).

Touz I. Volume de 1v-460 pages avee 137 u'uuu
1909

Towe II. Volume de 1v-551 pages avec 210 l[nnll
0.

SAINT- nm. (llorvi doi ; Tables des llﬁl‘ll:l trigo-

o8
nmnt?
n-l‘(ﬂ—lé)ded pa

SALMON :Gf — Traité de snnmu analytique
(Guurlm [ destiné a 1’ nadu
Sections conigues. Traduit de lnln
tion, par 0. Chemin, lugénleuldell’o
Professeur & I'Ecol, le des P. et Ch,
d’une Frude sur I puum singuliers dos ro.rkl algébri-
aues planes, par 7. Halphon, Nouvesu firage. in-f
(13-14), avae figures; 1903 e,

SALVERT (Vicomte de®, Docteur s sciences, Professcor
i la Fucalté libra des Sciences de Lille. — Mémoire
sur I'attraction du parallélépipade olhploldll 2vo-
tames in-8 (25-16) s vendunt separément.

1+ Fascien s,
o,

o u-u.um

Volume de xn-340 pages avec n«-m‘s;
e

Ul* Fageicree, (Sous preste.)
SANFELICI (G.), tugéuicur. — Le calcul tachéomé-
trique simplifig. Tublos @ graduation centesimale o6
sexagsimale suivies des logarithmes des nombres. et des
Jfonctions trigonometrigues. a* éditlon, In-§ (31-2§) de
vi-a63 pages; 1goq. 12 fr. 5o e

SARRETTE (Henri), ancicn Eléve de |'Ecole Polytech-
nique. Iuspeeteur de Ia comptabilit générale des Che-
mins de fer de P'Ouest. -- Précis arithmétique des
culcuh dcmprunn 4 long terme et de valeurs mo-

u-8 (25-16) de 287 pages; 1go8. w0 fr,

SATTLER (G.), Ingénieur.
Construction ¢t projers
par Piersg Ginor,
In-8 (23-14) de vi.
ches ; 1908 (B. G.

SAVOIA, Assintaut de I“lullnrg(l i
nique de Mila Mé
aux produits ndlrnrul
In-16 (1g-13) de vi-21 8 p.,

SCHAFFERS S .), Doctour ds solences, — La machine &
influence. Son évolution. Sa théorie. In-8 (45-10)
do vin-506 pages avec 197 fAigures; 1908, 10lr.

— Traction électrigue.
Quyrage traduit de J'alle mand
eur des Arts ot Manutactures.
I-ges, avee 123 figurenct 2 pllrl't-

) 5 fr.

U'lnstitut royal tech-
o_!'n‘rnc npyuml:?
.5 1010,

3t abe.

SCHILLING (Friedrich), Professeur i lu Technische
Harlmhnh dn Dantsig. — La Photogrammétrie
comm d la
Ednu-n wangaise rédigie avee la collaboration de I'ay-
teur: par L. G#uawo, Docteur &s sciences, Professeur
an lulll,go Chaptal. In-8 (25 16) de 1v-104 pages nac
~6 fgures ot 5 planches; 1go8. 6 fr.

SCHD‘H‘(B - I’tofomu‘;il Eeoly Eatlennc, ot MORIN(E. ),

—\.el lfruul a platine et leur emploi. In-8( ;J.w)
de v1-54 pages, avec 4 figures; 1gto. a fr.

SCHRGN (L.). — Tables do Logarithmes 4 so]

t ddoi-
nllu po-lr lon nombm d-puu 1 ]\llq!'l 1

000, ¢t
el hhl. d' llurpolnﬁan pour lo ulunl des urﬂu'
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rz’o.nlonmllu. prudb- d'une Introduction par
iiel. 1n-8 (1g-19); 1906.

........ 10fr. | Cartomné... 11 fr.95.
On vend separémen. Brochi. - Carienné.
Tables de Logarithmes 8fr. gfr.75¢c
Table d'interpolstion 2 3 25

— Les Phénoménes thermiques

‘SCHWOERER (Emil
. 8 (ag-20) de 48 peitani. 2 fre

de I'atmosphére.
SEFERIAN (A.), Iny

ion, revue et

nllln! _&;lu!?. Sous-Directeur des Brudes sclenti-

e MOLK(J .
Prohulri I h::l:l. “m ‘: llmy( -u.’):
ments de 1a théorie des Foriotions elliptiques. § vo-

» iomes -8 (35-16) s veudant séparément. (Ooveacs

. coupLEt.)
Tou 1

- I;trud-atfnn - c‘nlul‘dyirﬂuid sl" Pare

89
Toms I — Caleuldiferentinl n-rmu),.xgs gl‘r
Tous UL — Galontintgral (1 Partie); 1868,

50 .
Tour IV, — Caloul inidgral (K Partie) ot Appllu-
tions; 1902,
TANNERY (Jules), Sous-Directeur de FEcole no Io
supérieure. — ms d'Algébre et d' 8e (
Mmazpw .vpﬂ.‘l‘lrl) 2 volumes in=8 (25-15) se" un-

avec figuros. (Autorisé ’lr
m on mm.m.,u,) 108, 4 fr.

-A.). — Cours d'Algébre nptmnro
volumes iu-8 (3-14); 1y10. 5 fr.

SERRET (J.-A). - Cours de calcul différentiel ot
intégral. .-nhmm augmentes d'une Note sur la_théo-
rie des fonctions elliptigues, par Cu. llgwwirs. 3 volames
in-8 (2-16) de xn-317 et am-go§ pages, avee h.pxm.
gt 5 fr.

sumcs Gmurmonn DE L'ARMEE. — Nouvelles
arithmes & cing décimales pour les

Il,m m,.mmuqu.. dans les dew.r systdme de la li-
vision centesimale et de la division texagesimule du
quadrant ct pdur les nombres de 1 @ 13000. { Emimion
SPECIALE 4 L'vsaGE nEs CAnpinats Avx Kcovks PoLyTecaniQus
& pr. Sanr-Crn.) In-8 (a6 1K) cartonné Tir.

SOCIETE INTERNATIONALE DES ELECTRICIENS. -
Travauxr du Laboratoire central d'Electricité.
Vulum In-3 (38-18) se vendunt separément,

(1884-1903). Volume de 1v-5
gto.

{ pages avec
15 fe.

(Sous presse.)

SOCIETE FRANGAISE DE PHYSIQUE. — Collection
de Mémoires relatifs & la Physique. Deoxitur Seme.
Voir Abrakam et langevin, puge 2.

STIELTJES. Correspondance d'Hermite et de
Stieltjes (voir Hermite, p. 7).

STOFFAES (I'abbé), Professeur adjoint & Ia Faculté ca-
tholique ciences de Lille, Directeur de Plnstitut
catholique d'Arts ot Métiers de Lille. - Cours de Ma-
thématiques supérisures & {'usage des candidats de
la licence ¢t sciences physigues. 3¢ edition.

dant.
e |2

annme de vi-423 pages, avec 45 res et
166 1906, ’ ”8"“ fr,
Lowr 1+ Yohurus de 636 pages, avee 10} ﬂgumu
238 exercices, 106 . !r

TISSERAND (F.), Membre de I'lnstitut et du Bureau dg
Longitudes, Professeur & la Faculté des Seloneu, Direc-'
teur del'Observatoire de Paris. — Traité de Mdcanique
oéleste. | beaux volumes ln-.i(:x-:ﬂ ), se vendant sé=
parément.

Tous 1 : Poreurbations des plandtes daprés la mé-
thode de la variation des constantes arditraires, avec
iigut 25
Tous 11 : Theorie de la s figure des corpa cdlestes ot e

teur monvement de rotation, avec figures; 18gr, 28 fr.
Tour 11l : Expose de U'ensemble des theories relatives

au mouvement de la Luno, avec fi.; 18g}. a2 fr.
Toue 1V et dernier : Theories des satellites de Ju-

piter et de Saturne. Perturbations des petites planttes,

avec figures ; 1896. a8 fr.

TURPAIN (Albert), Docteur s sciences, Profasseur de

Physique a In Faculté des Seiencos de Poitiers. — La
sans fil ot les

des ondes llestnquu ‘l'lllqnphu ec conduc-

teur. Télé) . Commands & distance.

Prévisio;

Eolaj
a20 figures, eartonné a Vany

TURPAIN (Albert). — Du ulaphone I-ll Au mnl
uqm automatiques. Essai sur les
eloppement du téléphone. In-§ (25
avee 123 ligures; 1g1o. (BinLiornrROuE M
wEun. )

TURPAIN (Albert). Profes

STURM, Membre de I'institut, — Cum de
& T'Ecole Polytechnique, pul
|'unuur, pa rouhet. 5* édition, revue et annotée

4. de Saint-Germain, Professeur a lu Fuculté des
fences de Caen (Nonvesu tirago.) 3 vol. in-8 m.m )
avec 189 figures; 1905, 14 fr,

BTURM, Memhre de I'lastitut. — Cours d'Analyse de
TEcole Polytechniqus, revu ot corripe par . Prouket,
newuu-ur o’ Anllzul VEeole Pnhwhmque, et avg-

culté 'es Sciences de !

] g

sagée dani on ctu
daprie le veu do | 24008 O ' Podlad ok Py

et auz lelcphn)t)agr«phﬂ) In-8 (25-16) de 180 ptgel
avee 122 figures 3 1910,

VALAT (A.., h.mnm principul do lu Compagnie dos
Chemins e fer de IEst *lblnnx des moments
d'inertie et des poids des poutres métalliques ul-
culés pur] le Burouu des Constructions matallig d

des Chrmin de fer, 2* édition. In-§ (25

memé de lu Théorie
elliptiques, ynr il. laurent, Ropétiteur a 1 uou Poly-~
technique. 14* édition, mise au courant des nouveaus
rogrammes de lu ace, par A, Jde Saint-Germain,
rofesseur i la Faculté des Seiences de Caen.2 volumes
in-8, avec figures dans le texte ; 1yog.
Broché... 15 fr. | Cartonné,..

16 fr. 50 ¢.

TANNERY (1.), smn-mmwm de I'Beole Normale, —
Corre ondance entre Lejeune-Dirichlet et Liou-

08 e
n-8 (25-1G) de 1v-42 pages; 1910 afr.

de vin-8o pages of 6 croquis ; 1910,

VALLOIS (ld-na), Awumu —Com-- de Géométrie

e des a VEcole des

Reaua-Arts m.a (13-|£) de w-&o& Fllcl lvec ‘u tl-
gures; 1400,

VIALLEFOND (Benri), Avoeat sttach it l'hmrmuélw Ari-
du littorul méditorranéen, La contribution

s des usines d'dllctriulu In-ﬁ (ﬂ-n@) da

. 50 c.




VIDAL (Léon), Capitsine de vaiscean en retraite. —
Manusl pratique de Cinématique navale et mari-
time, & L'usage de la Narine de guerre et de la Marine
du Commerce (Ouvrage entrepris par ordre de M. lo
Ministre de la Marine). In-8 (25-16) de vini-191 pages,
avee 153 Rgures; 1903, fr. 50 c.

VILLARD (P.), Docteur és ces, Lauréat de I'Institut,
— Les rayons cathodiques.'In-8 (20-15) de 107 pagox
avee 48 figures, cartonng, 1go8 (. S.). a fr.

VIOLEINE (A-P.). — Nouvelles Tables pour los cai-
cals d'Intérdts composde, 4'Annuités Ml:"lnoruuo-
m 8¢ édition, entidrement refondue

. ln-4 (38-23); 1go3.

VIVANTI (@.), Professcur 3 In Faculté des Sciences de
Pavie. — L ques et i
Ouvrage traduit par Anw. Cangy, agrége de I'Uni-
versité, Professeur au Lycée d’Evreus. In-K (25-16) de
vin-316 pages avec 52 figures; 1910, 12 fr.

WEST (Thomas-D.), ancien moulear ot Dirscteur de
Fondarie, Mombre de In Société americaine des Ingé
niours mdcauicens, de I'Assaclation des fondeurs amé-
ricains, cubilots américains ( Extraits du
Manuel du Mouleur'. Traduit d'apres la g* édition

américaina, par P. Austs, ancien sléve de I'Eeole natio-
nale des Arts et Métiars, Ingénieur en chef dn Sorviee
des Fonderios de la Sociéts motallurgique de Gorcy.
In-8 (33-14) de vi-208 pages avec 4o fig.; 11go. 7 fr.

WEYHER (C.-L.). — Toujours tourbillons. In-8
(25-16) de 22 pages avec 7 figures; 1910, 1 fr. Sue.

WITZ (Aimé). — Cours supériour de manipulations
de Physique, preparatoire anr certificats d’études
superieures et & la Licence (FcoLR PRATIQUR DR PiYSIOUE).
2* ddition, revue ot sugmentés. In-8 (23-14), avec
138 tig. ; 1897 . o Ir,

pur A. Arnaus
5fr

WOLF (C.), Membre de V'Institut, Astronome honoraire
de I'Observatoire. — Histoire de 1'Observatoire de
Paris, de sa fondation & 1783. (a8 (15-16) de
x1-392 pages avec 16 planches; 1goa. 1 fr.

“XAVIER {Agliberto), Ingénieur civil. — 'l'hdn;—ic des
approximations numkrlqnu et du Calcul abrégé.
In-R (24-16) de x-281 pages, aveo figures; 1goy. 1o Ir,

ZENNECK (le Prof" D*J.). — Les oseillations élec-
tromagnétiques ot Ia télégraphie sans fil. Traduit
de Valfemand Par P. Buaxcmn, G. Guenann, K. Picor,
Officigrs do marine. 2 volumes in-8 (23-16) se vendant
sépariment. .

Towe 1 : Les oscil i lles. Les oscil
Jermés & haute tension, Volume de xu-505 pages,
‘avee 412 figares; 190y, 1o e,

Towx Il : Les oscillateurs auverts ; les systémes cou-
plés ; lex ondes électromagnetiques ; la Télégraphie
suns’ fil. Volume de {8 pages avee 30 fligures;

1909, 17 Ie.
ZENRECK (Prol D' J.), Professeur de Physiquo i I'Ecole
tochuique supéricure do Brunswick. récis de

télégraphie sans fil complémont de I'Ouvrag
oscillutions dlectromagnetiques et lu telégraphie
/il. Ouvrage waduit de lullemand par P. Ruancaiy,
G Gusmano. E. Picor, Officicrs do marine. In-8 (25-
16) de x-386 pages, avec 333 figures ; 1911, o fr.

ZORETTI (Ludovic), Maitra de Confercnces a fa Faculté
dep Sciences do Grenoblo, — Legons sur le prolonge-
ment analytique profossées mn Colléige de Francs.
In-8°(23-16) de vi-116 p., avee 3 Ag.; 1g1t. 3fr.55¢.
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I1. — COLLECTION
one

(BUVRES DES GRANDS GEOMETRES,

BELTRANI. — Opere matematiche di Bugenio Bel-
trami, pubblicste per ocura della Facolta di Sciense
della R. Universita, umes in-4 (28-23) se vendant
séparément.
Tomx [ : Volume de 33
Beltrami ; 190,
Toux Il : Volume do 468 page
Toae 1112 Volume do 18K pages;

BRIOSCHI ( ). — ‘Opere )
Francesco Bri ., pubblicate per onra del comitato
P g e‘ onoranze u Fraucesco Hrioschi, 5 volumes in-4

(28-23).

pages avec un portrait de
7 P Y 251,

25 ft.
5 fr.

OUYRAGE GUNPLET @
Toxr . Volumw de xt-§16 pages, aves un portraft
de Brioschi: 1go1. a5 fr,
T

k11 Volume da vn-{56 pages; yor. 25 fr,
g 11 : Volume de 435 pages; 1904 a5 fr,
Toue 1V . Volume des-41¥ pages; 1ga6. 15 fr.

Tous V ot dornie: : Val. do xu-536 p.; 1g0g. 30 fr.

CAUCHY (A...— Buvres com 4'Augustin Canohy,
publiées sous la direction sei que de ’Acapauix ot
Scizncks &' sous les auspices du Minsra

rion  rusLius, avec le concours A ¥
J. tallet oL E. Burel, docteurs én Sciences. 27

in-j {ak-a3).

o8,
volumes

1 Série. — Msnomen, Nores 57 Anicuss exvasits
oRE l;l:lllll.l DE L'ACADRKIX DKs SciBNCEs, 12 volumen in-§
(28-23).

*Toue'I, 1882 : Théarie de lu prapayation det ondes
i lasurface d'un fluide pesant, d une vrofondenr in-
definic. - Alémoire sur les integrales définics. —
Touus *If et *IIl : Mimoires extraits des Mémorres de
U'Académie des Sciences. — *Tomss IV 4 X1 (1884~
1quo); Eatraits des Comptes rendus de I Académia
des Seiences. e volume. 25 fr.
*La Table générale de la: 1™ Séric so vend séparé-

afr. doe,
ot oiveas Recoins, Ove
x conrs 'On 5
PARI 15 volum 4. (2

e Mémoiros extraits du Journal de I'foco
Polytechnigue. - Towr 1. Mémoires oxtraits de divers
recucils : Journal de Liouvilte, Butletin de Férussae,
Bulletin de la Socicte philomuthiyue, Annales de Ger-
gonne, dance de U'Reole Plytechnique. —
Toux 111, 1897 : Cours d'Analyse de {'Eeole” royale
Polytechnique; *Vous 1V, 1848 : Resumeé des lLegons
données & I'Ecole Polytechniyue sur le Calcul infinite-
simal. Lecons sur e Caloul différentiel; *Tour V
ications du Caleul infinitésimal &

)t An-
*Towe X, 1895 :
lytiques do Turin. Noweaux Kzercices
de Prague. Chaque volume. a5 fr.
s X1 & XIV. Nowveaux exercices d'Analyse ot

Tous XV. Mémoires sdparés.

SOUICRIPTION.
1I* Série. Toms XI: — Nouveaur exercices d'dnae
lyse et de Physique,
Les volumes parus sont indiqués par un astérisque.
FERMAT. — (Buvres de Fermat, publiéos par los soins
de MM._Paul Tannery ey Charles Henry, sous les sus=
picas du Mivsreae b L'Instavcrion” pustiovx. In-f
(28-23).
Toux [ : GEusres mathematiques divirses, — Obaer~
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vations sur Diophante. lanches en photo-
vure (portrait de ernlt. c-similé du titre
e Uédition de 1679, et fac-similé d'une page de son

écrllnre); 1891, 22

Toux Il : Correspondance de Fermat; 1894, 22 l’r.
Co volume contient la Correspondance de Fermat

avec Mersenne, Roberval, Pascal, Descartes, Huy-

gens, oto.

Toue I : Traduction des écrits lating de Fermat, du
« Commercium Epistolicum » de Wallis, de
£ « lnvontum novum » de Jacques de lh!cv -
Supplément a la Correspondance, 1895, 28 fr.

Toue IV : Appendice. Tables. (Sous presse.)

FOURIER. — (Buvres de Fourler, publides par les soins
de Gaston Darboux, Membre de I'lnstitut, sous les a
pleer du Mivistén pi L'lxstaucrion rusuigue. Volume
In-& (28-23).
Théorie mu!yuqn de la eAnlur Vc-
hmu ia nvlll-éSﬁ oy 8.
Toux Il s Mémuires dwers. Yalume de xv1-636 p-
avee un portrait de Fourier en héliogravure ; 18go. 25ir.

8. — Euvres uthlnm?nn d'Evariste Galois,
pnNiéu sous lu auspices de la Société mathématique
do ec une l-lml-mon par Buns Picaso,
Membre de [I'Institut. In-8 (25-16), avec un portrait
de G-lnuon héliogravure ; 1897. 3fe.

RERMITE.— (anrn de Charles Hermite, publides.
les auspices do démie dox Sciences par
s Ilngitat. Volames iu-
%6 vendant séparément,
Tome | : Volume do a1-500 pages, avec un pnrlml
d'Hermbte; 1yo5. 8 fr
Toux 11 : Volume de vi-520 pagoes, avec un porlrm,
8 fr.

1908,
Toxe 1l : (Sous presse.)

HUYGENS (C.). — (Buvres complétes de Christiasn
Buygens, publidex par Ia Socicté hollandaise der
Selences. 11 vol. in-§ (30-23).

(.oru:pnmlanrc — Tome ((max-ussﬂ) — 1l (1657
59). = I (-m.,-- (xfilu -1663).
65). — i66i-1669). — VIl

1775), — Vhi (yﬁ7ﬁ--~«4) — IX (268
X (.og. 16g5). Chugue volume. .

Travauz mallnlnmnquu — T. XI (1645-1651), l Xll
(1652-1636). Chaque volumn v

Tion pustioor. In-§ (38-23), avec portrait de Lagrange,
grave sue emvre par Ach. Martinet. (Ouvaack compier.)

La 1" §4ris comprend tous les Mémoires imprimés
dans \en Recueils des Académies de Turin, de Rerlin et

ubliéos sdpuré.

les Pitces diverser g_
oums, | & VII-
o fr.

ment. Cetie Série forme 7 volumes (
1867-1897), qui se undonl séparément.

La II* Série se compnse de j vol., qui renferment les
Ouvrages diductiques, 1a Correspondsneset les Mémoires
inddits ; savoir :

Tous VINN :

Rérolution des équations numéreques; 1839;
1% fr,

Tous IX : Theorte des fonctions aralytiques; 1881. 18 fr.

Tomz X : Lecors rur le calcul des fonctions; 1884, 18 fr,
Tous X1 : Méeani que analy tigue, avec Notes de J. Baa-
AmD ot G. Dnmn (17 Pans 1888, 20 fr.
Tous X1l : Mécanigue analytigue, avec Notes de J. Ban-
THAND et G. Dnnn(r?n 1889. 20 fr.
Tous Xl : Correspondance indite de Lagrange e

& Alembert,publiée d'aprés les manuserits autographes
et nanotée par Lovowic Lavanns; 1882, 150,

Ton XIV ot dernler : Correspondance de 76
oo, Condarens, Laplace, Balor o diogrs 3evany
Fubllh ot annotde par Lusovic Laianns, wves deas

fac-similée; 1893, 15 Ir.
LAGUERRE. ~ Buvres d s&mm publiées sous los
auspices de PAcadémie du ces, par Cu. Huamivs,

H. Pomcant et E. Roucat, membres de I'Institat. 2 vo-
lumes in8 (35-16), se vendant séparément.

Tou [ : Algébre. Caloul integral; 18g8. 15 fr.
Toue 1l : Gdomdtrie; 1905. 22 fr.
LAPLACE. — (Ruvres clllpl“‘l o Laplace, publides
wous les -u-plmdc 1"Acantaiiz sas wun-. 'p los Se,
erdtaires tuels, avec lo coneowrs de H. Poincaré-
Membre trl‘lnnhul, ot do_A. lLebous, DI r de

TObservatoire de Berangon. Nouvelle 4dition, aver un
beau portrait de l_.pluz gravé sur cuivee par Tony
Goutiére. In-§. (28-33). "

Taare os Mecaniqus ciigsz. Tomes | & V (1878-1882).
ohiftre deLaplace (4 patit IOIIUNI,

hiffre de Lapince. 1. -u "
-Ill. Iv ‘l v papler vorgd, se vondent separément. 3o (r.
LesTomes I & V, papler de Hollands, se vendent séparément. 6 (¥,

Exposition by mnn »v Monoe. Tome V1 (1884)

Tirage sur papler ves ohiffre do Laplace e

Firage do Hollands, au chiffre de Lapiscs.  5fr
Tatomix ves prosamLiTes. Tome VII (1886),

Firage aar paplor vergé lort, au chiflre de Laplese. nir

Tiraks vt pupier o Hollende, a0 chifirs 40 Luplens. afr

Mexowrs pivens. Tomes VL& XIV.

Tomes VIl & X|l. — Mémoires extraits dea Recneils de
’Académic des Sciences; 1891-18g8.

Tirage sur paplor vorgé fort, au. ehiffre de Laplace. Ch

Tirage sur papler de Holla: hiffre de Laplace, Chaq

Tows X, — Wemoires eairaits dc la Connaissance

00 vol. sefr.

chillre de Laplace.
u ehiffre de Laplace.

e
wte,

Le Tows XIV el dernier (Mémoires extraits de divers
Recueils ) est sous presse.

RIEMANN. — (Euvres nmdmugu de I!Ilmnn,
traduites par L. Lavesi. Avec une Préface do
wite et un Discours de Feux Kuem. In-8 (15--9), -m
figures; i 14 fr.

ROBIN (4.), Chargé de Cours i la Faculté des Sﬂ.ntol
de Euvres scientifi rn do Gustave Robin,
publiées sous les auspices du inistdre de I'Instruction
pnbllqun Ménmru réunis ot publiés par Louis Rarev,
chargé de Cours a la Faculté des Sciences de Paris.
2 volumes in-8 (25-16) se vendant séparément,

Matneuatiouss : Nouvelle theoris des fonctions, exclusi-
vement f:mdle sur l'idee de nombre. Un volume;
1903, 7 fr.

Puvsiquz : Un volume in-8 (25-16) en deux fescicules :
Physigue mathdmatique. (Distribution de I'Electri-

cité, Hydrodyaamique, Fragments divers). Un [n-
cicale; 18g9.

Thermodrnamigue géncrale (Equilibre ot modifica-
l:;nl de In :nuf:) Un luﬂ:llmh avec 30 ﬂnuv?-;
1got. g fe
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11l — BIBLIOTREQUE

L)
AGTUALITES SCIENTIFIQUES.
130 Ouvrages In-16 (19-12), ou in-¥ (31-15).
(Poir la praspecias apécial.)

OEANIZES OUVRAGES PARUS:

Legons sur les moteurs i gas et & pétrole Mites i la
‘acalié des Sciences de Bordeaux; par L. Mascas. Vo~
lume de =175 pages, avec 1g Ggures. afr.75e.

Les Combustibles solides, liquides, gaseuz. Anaiyse
et détermination du pouvoir calorifigue. Traduit de
Vanglais par J. Rosskr. Avee 15 figures. 2 fr 75¢.

Traité élémentaire des enroulements des dynamos &
courant continu; par F.lLoret. Avec fig. et yl_unclrwu.
2ir 5 e

Le Radium et la Radioactivitd. Propricies genérales.
Emplois médicanz ; par P. Brsson. Avec 23 fig.” 2 fe. 7
Rayons « N ». Recucil des Communications faites &
I'Académie des Sciences, par R. Buoxnior. Avec figures
ot 1 planche écran phosphorescent. a fr.

Introduction &4 ln Géométrie générale,
Lucuatas, Ingonieur en chef des Ponts ot
Volume de » pages. 3 o fr. g

La Dominatrice du monde et son ombre. Conférence
sur Dénergie of entropie, par le D* F. Avkanacn. Tra-
duction par le D Ronert Tissor, et Préface de Cu. En.
GUILLAUKE, afe.7Se.

La Construction des cadraus solaires. Ses principes, sa
pratique, précedée d'une Histoire de la Gnomonigue,
par Ak Soucuon. Avec figures et 2 planches, 2 fr. 75 c.

Probl plaisans et dél qui s font par

nombres, par Cuacpe-Gasean Bacakr, sieur de
inc, 4+ édition rowee et simplifige, Volum

3005

par Georces
Chauss

M

v1-163 pages.

Le barométre anérolde, par Jouien Lotsew, Licencia és
seionces, Météorologiste @ 'Obsorvatoire de Juvisy,
Volume 'de 2} pages avec 2 figures et 1 planche. 1 fr.

Les lprnulddl de commande 4 distance au moyen de
Télectricité, par R. FanLey. ¥olume de 183 p.,et, Bvec
94 Higures. 3fr. Soc.

Le transport & Paris des forces motrices du Rhdne,
par £, Banmueiewy, Ancien Eleve do I'Eeolo Poly-

technique. Brochure de iv-3a poges. tfe Soc.

Soudure autogéne ot Aluminothermie,
LA, Licencie &3 sciences, avee Prefuce
TeLier, Hombre de I'lnstitut.
avec 48 figuros,

La Chimie moderne, par WitLiau Rausay. Traduit por
H. oe Musonis. 2 volumes se vendant séparément.

Ir* PABvie : Chimie théorique. Volume da tv-1f2 pages

avee g figures. fr. 5.
W Panie (Sous presse.)

Les Compteurs électriques & courants continus et &
courants alternatifs. Leqous faites i Ilustitut élec-

sique ds PUniversité de Grenoble par Lou

N, Volume de vi-226 pages, avec nG’ figu

r K. Coams-
o H: Lk Cns-
Volume de x-5172 pages,

.ﬁ fr. 2%,

r. 35 0.
La M¢taliographie appliqués aux produits sidérur-
'quq:l, pﬁ.‘x &vr!:l:. ‘l"‘radull rh? Titalien. Volumo
e vI-218 pages avec yj fgures.

3fr a5c.

pratique et des mines d'or,
par_ Gromues Prousr. Volume do i¥-112 pages, avec
14 figures. 2 fr. 750,

IV — BIBLIOTHEQUR PHOTOGRAPHIQUE.
( Dxmanozs L8 Cariroovs comrsr.)
Balagny (B.). — Monograpkie du Diamidophdnol en
liquenr “acide. Nowelle méthode de developpement.
In-16 (19-12) de vin-B4 puges; 1gny. 275 e

Belin (Bdouard). — Prévis de Photographie générale.
2 volumes in-8 i) se vendant séparement.

Tome I, Géne , P Volume
do vi-246 pages, avee 58 figores; 19o5. 7 fr.
Towe Il Applicati iflques et ielles, Vo-
Iun:_lu de 233 pages, avec g9 figures et 1o planches;
1608,

Berget (Agphmn), Docteur és Sciences, — La Photo-
graphie des Coul ¢ I méehode interférentiolle de
M. Lippmann, 2*

on ontidrement refondue. In-18

(1y=12) avec 23 figures; 1gor. 1fr. 95¢.
Brauu fils (G. et Ad.). - Dictionnaire de Chimie pho=
his a ' ionuels ct des ama-

a {'us des t
Letrs! Untvolumo ins (siery dn 56 p.; 1gofe 12
Charvet (A.). — Carnet photographique, inze ans
e prasigue dela Photographic. Tnit R A
8 pages, avec s fig. et § plojagro.... 2fe 75e.
Oolson (R.). -- La Photographie tans objectif an moyen
d'une petite ounrllrn”ﬁr:’plr.ﬁlh, mqlo. -ppllolun]n-.
2*edition, revae et augmentée. In-18 (1g-12), avec
plar< he spdcimen ; 18g1. ' fe. 75
Courrdges (A.), Praticie
réusair en Photographic

6. — Ce qu'il faut savoir
adition revue et oorrigé

In-16 (19-12) de xm-18} pages; 1907, 3 fr. 5o e.
— Lr porirait en plein air, In-y 12) avee figures ot
i pl-'::hn en phslomlluurnph 8gg. 2 r‘r o o,

— La reproduction des gravures, dessins, plans, manu-
serita, In-18 (19-12), avee figures; 1goo. afr.
— Les agrandissements photographigues. In-18 (1g-12),
avec figures; 1gor. 2 fr.
— Laretouche du cliché. Retouches chimiques fhniqut
et artistigues, Nouvoan tivage, In-16i (1g-12) ‘de ix=
62 pnges avec une figure; 1910, 1fr Soe.

Crémier (Victor).- La Photographie das couleurs par les
plaques autochromes. In-16 (19-12) de vi-r11 pngu;
911, afr. e,

CGronenberg (Wilhelm), Directeur de I'Ecale de Photos

raphie et de reproduction photographique de Grdnen-
gue . — La Praligue de la Phototypogravire américaise.
In=18 (13-13) avec 6 figur. ot 13 planches; 188, 3 fr.

Dallmeyer (Thomas R.), Président de la Ruyal Photos
graphic Society. — Le Téléobjectif et \a Teldphotoara-

hie : Traduetion frangaise augmentée d'un appendice

In-8 {25-1 )‘nvhu

2,
&
H
H

1o
{ibliogruphique; par L-b.
51 figures et 11 planchos; 1god...
Davanne (A.), Bucquet (M.) et Vidal (Léon). —
Le Muug rét :3 de la Photographie & £Expo-
sition universelle de igoo. 1n-8 avec nombreuses figures
- 6t 11 planches; 1903, 5fr.

Draux (F.). — La Photagravure pour tous. Manuel pra-
l.ique.( Inzlﬁ(:gvm) d:a;v-fstl pl:'et; 190h e S0e.

Pabra ( C.), Docteur as Scisness. — Trasid ency
de Photographie. 4 beaux volumes in-8 (35-
plus de 700 tf(um et 2 planches; 188g-;Ky!

Chaguevolums se vend separsment 14 Ir.

ts, destings 4 exposer lea progrés sccomplls, ienment
I:u":‘t"ﬁl‘li : I:Mumlr [} ‘osarant ded dersidres duooe-

Des.
ool

1= Supplsment (A). foo p., avea 176 Bg.; 1892. 14 Ir.
1I* Supplement (B). 424 p.avee 2210g.; 898, 14 Ir.
Ul Supplément (C). §a§ p. avee 215 fig.; tgoa. 14 fr.

1V* Supplément (D). f24 p., avoe 131 fig.; 1gob. 14 fr.
Lea huit volumen se vendent onsomble gb fr.



Fabre (C.). — Traité pratique de Photographie steréo-
scopique. In-8 (25-16) de 307 pages avec 132 figures;
1906, fr,

itifs aur verre, Théorie et
Stéréoscopos
iage et mantage.
dition. In=16 (19~12) do 188 pages, avec 12 fig.;
1907, afe.75e.

Klary, Artiste photographe. — Les portraits au orayan,
an’fusain et au pastel, obtenus au moyen des agran-
dissementa photographiques. Nouveau tirage (19-12);
1904 afr. 5oc.

Lisbert (J.-A.). — La Photographic par les procédés
-pigmecutaires. — La Photographic au charbon par trans-
Jerts et sex applications, contenunt la description dé-
taillée de toutes les opérations; avee une Préface par A,
SERT pére. In-8 (25-16) de vi-283 pages, avec 70 figures
eprenye an charbon hors texte; 19o8. g

Londe (A.), Chef du survice photographique & la Saipé-
wriére. — La Photographie instantance. Théorie ot pra-
tiqar. 3* cdition entidrement reflondue, In-18 (19-12)
avec 65 figures; 1893, afr. 75 c.

Martel (E. — La Photographie soulerraine. In-16
(19-14), avoe 16 planches; 1903. 2 Ir. Soc.
Maskell (Alfred) ct Demachy ( Robert). — Le procddé
a l e bichromatée ou photo-ayuateinte. 1* édi-
ércment refondue hi-16. (1g-12) de R6 pages
1903, 2 fr.
. — Conseils aux amateurt photographes.
) de vi-144 pages; 1607 2 X
Panajou, Chel du Service yhmo'u})hique  la Faculté de
Médecine de Bordeaux. — Mannel du photographe ama-
tear. 3* adit., refandua et @
augmentée. In-16 (19-13), avee 63 fig.; 18g. 2 fr. 75 c.
Piquepé (P.). — Traité pratiyue de la Retouche des cli-
ches photographigurs, suivi d'une Méchode trée détaillée
d'émaillage e Formules et procédés divers, Nouveau
tirage. lu-tf (19-12) de 12fpages; 1906, 2 fr. 75 c.
Puyo (C.). — WNotex sur la Photographie artistigue. Teste
et illustrations. Plaquette de grand luxe in-4° (33-25)
contenant 11 heéliogravures de Deasnmin et 39 phototy-
pograrures dane le texte: 18y6. Toan e,

ot

Sollet (Ch.). — Traité pratique des tirages pholugra-
Pphiques, avec une Préface dch. Puyo. 10-16 (19-14) de
wii~a4o pages ; 1902, 4 fr.

Trutat (B.). — Dir Legoas de Photographie. Cours pro-
fossé au um de Toulouse. ln-lG(lg»l{ﬁ) arec
. afr. 256,

figures; 1899.
Vallot (Henri), Ingénienr des Arts ct Manufacturas, et
Vallot (Joseph), Directeur de I'Observatoire dn mont
Blanc. — dpplications de la Photographic auz Levés
topographiques en haute montagne. Fol in 16 19-12)
do xtv-137 p. avec 36 fig. et § pl.j 190 3 I
Vidal. (Mon). Officiar de I'lnstruction publique, Proe
fesseur & I'Ecole nationale des Arts décora
Traitd pratigue de Photochromie. In-18
g6 figures et 1§ planches en couleurs; |

Wallon (E.). Professeur de Physique au Lycée Janeon
de Saflly. — Choix ef usage des objectifs photogra~
phigues. In-8 (19-13) avec 25 figures; 2+ édition, 1903.

Broche. wee fr. 50. | Cartonnéloileangiaise, 3fr.

— La Photographie des couleurs et les plaques auto-
chromes. Conférence faite devant la Socidté franguise de
Phuwunphin‘, la 27 juin 1go7, suivie d'une Notice sur
i le d’emplor ~des plagues antochromes, par
MM. Lemiknz. 19-8 (25-16) do o pages; 1907, 5

19-12) avee
9 i, e
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V. — JOURNAUX.

(Les abonnements sont annuels ot pariant de janvier)

Le prix des wolumes complets dej parus de chagque pério-
Ji"ua eat a 7] J’u /ul: 5: pore ( ,m‘; d:‘ colis
postal suivant les pays). .

ANNALES DE L'UNIVERSITE DE GRENOBLE, pu-
blides par les Facultes de Droit, des Soienoes ot
Lestres, ot par I'Reole de Médecine. In-8 (25-16),

Priz do t’abonnemons (3 muméros):
France........ 1afr. | Eeranger..... 15 fr.
Par exception, l'année 1889 ne comprend que les nu-
méros du 1 juin et du 1" ddcembre; le prix de cette
annde est do 8 fr.

ANNALES DE L'0BSERVATOIRE DE MONTSOURIS.
‘lgvt:;&l:sh Chimie. Micrographie. Applications

Ces Annaurs, publices sous la direction des chefs deser-
vien, paraissent régulidrement chaque trimestre par fas-
cicnle de 6 feuillos in-8 (25-16) avec figures et planches,

Les Annales de PObservatorre municipal (Observatoire
de Montaouris) forment la suite naturelle des Anauaires
parus de 1872 a 1900,

Priw pour un an (4 fascicules).
ITTTPPRT 15 fr, | Dép. et Union postale. 17 fr,

Le Tour 1 (1900) contient le résumd das travaux des
années 1899-1900.

Les Touss 1l & X conticnnent le résumé des travaux
des années 1901 & 1009,

Un fucicule spécimen est envoyé sur demande.

P

Amu%u SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE
SUPERIBURE, publiées sous les auspices du_Ministre
de I'lnstruction publique, par un Comité de Rédaction
comporé des Maitres de Conférences. In-4 (a8-23),
17« Série, 7 volumes, années 1864 & 1870, 150 fr,
2+ Série, 12 volumes, années 1872 h 1883, aso fr.
3 Série, les 10 volames formant les anndes 1884 & 18%3,
eusemble. 200 fr,

= Los (0 volumos formant les anndes 1894 b 1903, en-
200 fr,

La 3* Série, tommencée en 188§, rarm, chaque mols,
par numéro contenant § & 5 feuilles in-4, avec fig.ot pl.
On wend sdparément.
Chacune des années 1864 & 1870, 1872 & 1903. 25 fr.
Chaque année suivante. 30 fr.
‘table des matitres et noms d'autenrs contenus dans
les 2 premiéres Sérles. In=f; 1887.. ..... s fr,
Table des masiéres ot noms d'auteurs contenus dans
les Tomes | & X de la troisidme Serie (1884-1893).
In-4; 1894, 1
Table des matiéres et noms d'auteurs contenus dans los
Tomes XI & XX de In trolsléme Sérle (18yf-1903 ).
In-4; 1904. 1fr.
Priz powr un an (13 numéros) :
3o fr. 1 Départements st Union postale.

Paris. . 35ir,
BIBLIOGRAPHIE SCIENTIFIQUE FRANGAISE. —
Recueil mensuel in-K (25-16) publié rous les auspices
du Ministare de I'Instruction publique par le Bureau
francals dn gue i do la
wientlfique.
La ABibliographic vst partagée en deux Sections :
17 Section, Sciences mathdmatiques et physiques; 2* Seo-
tion, Seitrees naturelles ot biologiques.
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Priz pour un an (12 numéros) : “'
part

. S
4~ Section (6 numéros par an).... 5,60 8,80
2 Bection (6 numéros par an). 9,50 10,50
Les deux Séries réunius. o 46 > 47 »

Le umdro double 13 de I'annce 1qna, qui contient la
liste des piriodigues avec leurs abréviations el la classi-
fication seicniifigue, so vend séparément. 3 fr. 5o .

luu.ml nrwuomuus publis par [ Qbssrraaire

mmission de rédaction : H. Poincaré, pré-
Hlplrd n, P. Puiteuz, R. Radau et H. Des-
n-8 (25-16), mensuel.

Ce Bullstin mensuel, foudé en 1884, forme paran un
bean volume in-8 (25-16), avac fAigures ot planches, de 30
@ 35 feuilles.

u- dux premiers volumes (18841893 ) se m.am on-

o Ir.

|M 'loneu Xl a XX {18g4-1903) se vendent elmmbla

Chacun des Tomes [h X X (1884-1903) sauf le Tnm‘ xvl
1899, séparément. 1 Ir.

Chague année suivante.
Priz pour un ar (13 numéros) :

16 fr.

16 1Ir.
18I

Départements et Unian postale.

BULLETIN DE LA SOCIETE INTERNATIONALE DES
ELECTRICIENS.
Ge BuLenn, fondé en 1884, paraft chaque sunde, eu
dix numéros, formant un beau volume de 3o feuiliex
environ, in-8 (29-19).
L'abonnement est annuel et part de janvier.
Los Toxes I & XXX (1873-1902) se vendont ensemble.
200 11,

Prix pour un an :

Paris .o 25 fr.
Dépnrtemonts o1 Union postale. ag fr.
Prix du numére - 3 fr. S0 c.

Priz de chague année depuis 1885.. 25 fr.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE
FRANCE, publié par les Secrétaires. 1n-8 (za» 6).
Ce Bulletin, fondé en 1873, paralt tous les trois
1l forwe chaque année un volume de 18 feuilles en

Priz pour un an :  Iagan tom

5o

Tablo des Tomes XXI a XXX (1893 &
(25-16); 1904. :

lﬂl-l.l‘l‘lll DE LA SOCIETE FRANGAISE DE PHOTO-
GRAPHIE. — [n-8 (25-16), mensuol. (Fondé en 1555.)
lhrpull 1910, le Bulletin paraft mensuollomeut,
Priz pour un an (12 numdros):
Paris et Départements. 15 fr. | Etranger.

18 Ir.

BULLETIN DBS SCIENCES MATHEMATIQUES. rédige
par Gaston Darbousx et K. Picard. In-8 (25-16) men-
suel. II* Sérle.

La 4 Série, Tomes | & XI, 18702 l?ﬁ, suivie de la
‘l‘lbh pn-ulo des onn l‘r:uu. so vend. gofe

La 2° 8érie, qul 8 commancé en ]umr 1877, 60D~

tinue & paraltre par livraisons mensuelles.
midres annies d .P te 2* Série (1877 & IOBG) se z
dent ensemble. 120 fr.
Les 10 années £1687-18g6) se vcndnt o=
semble. o fr.
Les 10 anndes (1897-1908) se und-nt en=
sembls. 1o fr,
Chacune des 3o premidres années de la 2 uﬂ.
(12‘77 4 1gof) se vend séparément. 50n
Bague année suivante, 8
Prix pour un an (12 numéror):
Paris..... 8 m,
Départemel nion postal 0 fr

La Tasx d'un des volumes du Bulletin esi o
franco,comme 1pécimen, a taute personne qui en fait
la demande par lettre affranchie.

BOLLETIN MENSUEL DU BUREAU CENTRAL ME-
TEOROLOGIQUE LE FRANCE et BULLETIN SISMO-
LOGIQUE, publié par A. Ancor, Directour du Buresu
Central Métévrologique. In- (n! 23) mnmul
Priz pour un an :
Paris. 5 fr. Depurtements et Union postale. 6 fr.
Chague année, dopuis 18g5. 5 fr.

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SEANCE!

DE L'ACADEMIE DES SCIENCES. ln-f (38-13), hbdo-

madaire.

Cen Comptes rendus pnraissent régulidroment tous hs
dimanches, en un cabier de 33 & 4o peges, quelquefof:de
%04 120,

Priz pour un an (52 muméres et 3 Tables).
Paris. 3ofr. | Départements. 4o fr,
Union postale. 44 fr.

La Collection compléte, de 1835 & 1910, forme lSl vo-

tumes in-4 (28-23). 18go fr.

Ghague annce, aaut .345. 1873 & 1893, 18g6 & .a,s, o0

1903, 1904, 1905, s¢ vend scparcment.
t‘lln ue wvolume, saul les Tomes 20, 21, 7b 1) IW, IIO.
112, 144, 115, 122 a 127, 130, 132, 134, 138, 141 n
wend séparément.
— Table générale des Comptesrendus des unnm da

I'Académie des Sciences, par ordre de matiéres et par
ordre alphabétique de noms d'suteyrs. § volumes in-4
(28-23) savoir:

Tables des Tomes | & 31 (1835-1850); (453, a5 fr.
Tables des Tomes 32 & G1 (1851-1865 ; 18,0, 35(r.
Tables des Tomes (2 d 91 (1866-1880); 1888. 25 fr.
T-blnde Rmm QI? 4121 (1881~1895); 1900, 35 fr,

Bn Blﬂ i ‘F‘lh‘i'n%nﬂovz (L), — Rovue in-

n s les deux mois depuis

m !o pages iu-8 (25-16)
swn. a dlrm'lq,‘ d mqnt o H. l‘a‘u ¢
Ia collaboration de &~ ic) P

Ahonnement : Union pmul«

Priz du numéro. .

La colloction des dix promiors volamos ( 18gy
PRI PO,

Los Tomes 1, 11 & X1 sont en veite au prix

15 fr. f'un

5 fr.
31

130 fr,

lnnllmum DES lnunﬂcms (L"), diri
par C.-4. Laitan, Docteur & Sclences, anclen Eld
['Ecole Polytechni e, ot Enile Lemoine, Ingénieur of
ancien Eléve de I’ olylechnique, avec la mlhhm
ration de Fd. Mmll-t, Ingénieur des Ponts et Chaussées,
llpnueur l l'!enlul’olymhulquutd Maluski, l\ukn

|5 fr.
Table géndrale des matidres ot noms d'auteurs con-
tenus dans la 1™ Série. Grand in-8; 1897, 1 fr. Soec.

spéciales ay L;
Versailles, vallcur du Lyedo de Chaumont avec I
collaborution do M. 4. Boulanger,Docteur és seiences,
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jo d'une souseri| g de Vinstruction
ylhliqn) in-8 (23-14), m
Priz pour ur an (12 numéras) :
Parls, 7 fr. — Départements ot Union postale, 8 fr. 80 ¢.
Les Tomes 1 & X (189§-1903 ) so vondsnt ensemble. 6o fr,
Les Tames Il b XVI (18g5-1910) 0 vendent chaoun. 7 fr.
Le Tome | (1894) ne se vend pas séparément.

Jonllul. DB umt PIY!l’lTB Blowuu-h,

sml oehl-lo publio par Pawires-A. Guvg,

fossour de (.hlmh a l'llnlmiu de Gendve, avec h

«collaboration de nombreux savants.

Catte publicstion parait en buit ou dix numéros for-
meant un volunu annuoel de 600 & 700 pages 1u-8 (25-16).

Np‘lﬂur [} l'lcole Polyuchnlqul,"(s-blhnln hono-
)l

Prix de I'abonnement, pour tonts I'Unfon postalo. 5 fr.
Tomes I & VI1 (1go3-1gog) ensemb 175 fr.
Chaque volume séparément. ... 3o fe,

JDHI&A‘L DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLI-
publié par Caminig Jonvax, Membre de I'ln-
uhv!. avec la collaboration d2 G. Humbert, . Picard,
Poincar¢. In-§ (28-23), trimestriel,
8érie, 20 volumes, années 1836 & 1855 (au llon de
le franas). foo fr.
uﬂ., lg volumes, années 1856 b 1894 (au lh- de
570 fr
Sﬁh, 10 volumes, anndes 1875 & 1884 (au Heu da
300 fr.) 200 fr,

& Bérie, 10 volumes, annéos 1885 & 18y (au Meu de
300 fr.). 200 fr.

b* Série, 10 volumes, années 1895 & 190§, 200 fr.
Glmauna des anndos 1836 i 1878, 1880 & 190} ve vend

séparément.

La B 8érie, commencés en 1905, se publie, chaque nmu
|n‘ﬁuleulu de 12 & 15 feuillos, paralssant au commen-
comant de chaque trimestre.

Prix pour un an (§ fascicules) :
Parits.oivinee
Départementa sl Unhn pom

~ Table géaérale dos 20 volumes dol 4 Séri. I
— Table générale des 19 volumes de In 2* Sérle. In-;

.50 ¢,

— Tuble générale des 40 volumes de la 3¢ IM:. I:-fi

~ Table générale des 10 volumes cv-mnl In 4'7 8:
rle, avec une Table gendrale des auteurs des 5q vol,

‘prmli‘ru séries flﬂ!ﬁq&gé) In<§ (28-23). l'l' 7' o

JOURNAL DE PHYSIQUE ‘l'li(lllﬂlll ET APPLI-
UEE, fondé par d°Almeida et publié par
‘rancaise de Physigue, (Directeur do la publication 1

Annl- GuiLier). In-8 (25-16), mensuel.
Psris et Départerents .
Union postale...,

— Table lnll{thul ot Table par noms d'auteurs des
trois premisres séries (1872-4004) dressévs par MM,
E. Rourr et B. Bruxues, avece la collaboration do MM.
Baxanp, Canng, Couvrrrs, Lanorss, Mancuis, Maumai,
Rov ot Sawooz. In-8 (25-16) 10 fr.

1 fr,
8 fr,

MATHESIS, Recueil mathématique h I'uange dos Ecoles
spéciales et des établissements d'instruction moyenne,
publié par P. Mansiox et 1. Nuussnc avee lu collaboration

de_plusiours professeurs belges ot duangers. In$

(35-16) mensuel,

‘Prix pour un an (13 Rumeros) ;
Parls, Départements ot Union postale. ..

. ogfr

EMORIAL DES POUDRES ET SALPRTRES, publié _r
loa soine du Ssavics ea3 YoUBRRS T saLriTaRS, Avec I'au-
torisation du Ministre de la Guerre, 1n-8 (15-16).
Lo Mémorial 1t sous de Roousil
ouz fascloules semestriels, ot forme, tous les
#ns, un beau volume de 18 fwllluuvlnm.-m lpnl.
Collection des Tomes I XIIT (2883-1 s
Chacundes Tomes Ill, VIIA X ot XIf, X %ol 40 vON|
rément,
“pl.:t 'rnmn 1, M, IV, V, Vi ot XIne se nndonl pu
Chnqm Tomo A partir du Tome XIV so vend ltpc-
men

Priz dq Zabonnement pour un wvolume (§ ]mm:l«) l
partir Jn hua X1V (1907~1908).

8 fr.
Dﬁurunun post g M.
loumm Alllm Il'l'lulﬂelll!. JOIr-
dats aux Eooles Pol
-lh, rddl p" Co=A. Laisant, A- S nc-

Professenr b Saiate-Barbe, Mp‘lluur l |'Eﬂ°|l l'oly~
technique; C. Bourlet, Doctenr &8 Scicnces, Profosseur
au Conservatoire des Arts ot Métiers, et R, Aricard, Ré-
pétiteur a I'Ecole Polytechnique. in8 (23-14) mensuel.
™ 8érie, 30 vol, in-8, années 1842 & 1861, - 300
Les Tomes I AV cl XV (18421848 o1 1857) ne n
vendent ment. Les autresTomes de la
1" Série u nl Mp-u-.nt. 5 Ir.
2+ 8érie, 20 vol. in-8, anndes 18624 1
Lo Tomes | 4 11, V et XIX (1862 l |866, 1886. 1580)
de.la 2* Série ne se vendent pas séparémen
Les autres Tomes se vendent upmh-mt.
3 Série, 19 vol, in-8, annéea 1882 & 85 fr.
Les Tomos [ & XIX (1883 & 1goo) da la 3 “rh n
vendent aépurément. r.
La 4° Série, commencée en 1901, continue do plnnn
chaque mois par cahier de {8 pages au molns,
Prix pour un an (13 auméror) :
Puris.. 15fr | Dapariements ot Union postale.

B .

",

REVUE ELECTRIQUE (La), Bulletin de 1'Union des Syn-
dicats de 'Electricité, publie sous la direction” de
3. Bronoin.

La Revue électrigue paraft deux fois plr mois, par fasci-
cules do 48 pages environ in-4 (28-22), Elle forme par
an 2 volumes d’enviran 600 pages chacun,

Priz de U'abonnement (34 numdros) :
Paris. .... .
Départements,
Union postale. .. - .

Prix du numéro : 1 fr. 50 c.

Los Toxxs | & XIH1 (1904-1910) se vendent chacun 11 fr,

Les années 1904 a 1998 (10 volumes) se vendent en-

$8Mble,. v saiiiienie . go fr.

REVUE SEMBSTRIELLE DES PUBLICATIONS MA-

ﬁ'h‘muu, rédigee woup 14-’. auspioes do la sum.
ng (25-1
2 fascicules (fondé en 1893). '
Prix pour un an :
Paris, Départemqnts et Union postale : 8 fr. 50 ¢,

Chacune des années antérieures, b plruuluagl (uul’ le
Tomo I11). (Port en sus : o fr. 6o c.). 50 c.

Table das Matléres des t. 13 V (18g318g7). 5 fr.

- des t. VI X (18g8-1904). 6 fr. 50,

- des't, XI & XV (1903-1907). 6 fr. 50.

. 35t
37 fr. 5o e,
30 fr,




—19—

Vi. — RECURILS SCIENTIFIQUES.

Alnm nz l.nunm.'mn DE PARIS, grumm

rn . Baillaud, Oirecteur. Mémoires,
XVHI ‘In- -4 (lu—ﬂ), avee planghes ; 1855=1910.

Les I'olu Ta X, XIt, Xlflet XV & XXVill+evendent

rément. i

Toux X1 I -
et Bout P qutos veduns im0

Le Towu XXIX est sous presse.

ANNALES DE L/OBSERVATOIRE DE PARIS, publices
{ r M. 8. Haillaud, Directeur. Observations : In-§
30

Toues | @ XXIV (Observations des anndes n!(w
@ 1829 et 1837 4 1806y); chaque volume,
Anndes 1870 a 1891, 1897 a 1904, Chaque année. fo lr
Loa observations des années 1893 a 1896 paraltront ulté-
rieuremont.

ANNALES DU BUREAD GENTRAL METEOROLOGIQUE
DE FRANCE, publiées par A. Angot, Directour.
Depuis I'année 1886, los Alxm.n oo BuREAu CENTRAL

/onun Lrois volumes par an

(- l(noh'u tn-f (33-:5) avec planches.
Amnigs : 1886 & -1ga6i. Chaque volume. 15 fr.

(LA 0 Iruﬁnu I||-6 (33-25).

886 & 4908, Chaque volmo 15 ir.
uies en France. In-j (33-15). Anntzs : lssh
18¢6. Chaque voluma.
Asnggs 1897 a 1908, avec 4 pl. chacune. Chnqw
volume.

Table géncrals par moms d'auteurs dey Mdmlrﬂ
contenus dans tes Tomes | a IV des AnxaLes ou Bumeai
CHNTRAL METROROLOGIQUK pour les 23 premiéres anndes
(1898-1000), Grand in-| % o6 pages: ta0d. ¢ fr. Sae.

AIIIALBS DU BUREAU DES wnmunzs Tr-uu
Hirnaives dovors Nolumes in4 (zﬂ-ﬂ)

Tvll 1 In-4, avec une planche ; 1877. 25 fr.
88: a5n.

a5 fr.

5 fr.

a5 fr

25 fr.

Tn-x vii.
num.xs DB L'0BSERVATOIRE DE BORDEAUX, pu-
iéos

v Luc Picart,

Directeur de I'Observatoire.
VI)l\lIIIBI in-} (28-23).

Tous 1, avec figures et planche; 1883, So fr.
Tomx 11, avee iguros; 1887, 3o fr.
Tous I1I, avec J planches; 1889, 30 fr,
Toux IV i XHIL; 183g2-1907. Chaque volume, 3o fr.

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE TOULOUSE,
publides par 8, Saillaud, Directeur de I'Observatoire.
Volumes in-§ (18-23).

nuuuuul de 1873 31878). ln-A -vu

Tolu Il (tnvnu exécutds de (879 & 188§). In-&.
'l‘mu I (travaux exdoutés de 1884 b 18g7). ln-4,

'Inu IV (travaux exéeutds de 189r i rgeo) ln-li,

Tox: V (travaux exéculds en 1900). In-4; 1903 3u I’r
Toug Vi, (Sous presae.)
Toue VII. In-4; 107, o fr,

ANNALE§ DE L'OBSERVATOIRE DE NICE, publiées
sous la direction du Genéral Bassot, Directeur (Fox-
sation K. Biscnorvsasin). Volumes in-4 (33-25)

Touz 1. Avec Atlas do 44 pl, sur ouivre; 1899 fo fr.
Tou L. Avec7bellespl. dont 3 en couleur;1887. 3o fr.
Town 111, Avec ¢ pl. et Atlas contenant 17 belles plan-

ches ( spectre solaire de M. Thollon); le o fr.

Tomxs IV & XIL 1895 a 1g10. Chaque yolume, 3o fr
Touz XML (1 fascicule); 1908. * 10 fe.
Toue X1V, (Sous presss.)

ANNUAIRE pour I'an 1844, publié u llrnn des
Longitudes, contenant les Notices

1’Eclipse de Soloil du 17 avril 112, pnr G Biooune
van. — Note sur lu XVI Confdrence de I’ Association
féodésique internationale, par H. Poixcant, — Nm«
‘nderologique sur A, Bougurt de la Grye, for 8.
CABE. — Discours prononces aux funérailles de Pul
Gautier, par Il PorncaRs: ot B. Batiavo.

[n=46 (15-10) da plus de 750 puges.

Broche.. ) fr. S0 c. | c-nonna...... 2 fr.

Pour reeevoir I* Annuaire franco ajouter 3 6.

CATALOGUE DE L'0BSERVATOIRE DE BORDEAUX.
— Reobservation des etoiles comprises daus les sones

4" Araclander enire —15" et —30° de déclinairon
In-4 (33-25) de (29)~187 pages; 1g0g. 3ofr,

CATALOGUE uoroennnmuz DU CIEL ( Demander
la liste des Fascicules parus

CONNAISSANCE DES Tll" ou di
lestes, i 'usage des Astronomes
ponr I'ap 1843, publiée par le Hureau des Lo des,
In—ﬂu.m(i) devi-Bog p.,avec 3 cartes en couleur; 1910,

Broché... § fr. | Cartonné... 4§ fr. 35 e¢.
Pour recevoir I ‘Ouvrage franco dansles pays de | Usion
postale, ajouter 1 fr.

EXTRAIT DE LA conussu CE DES TEMPS, 4
T'usage des Bo rhh ot des marins du
Commercs, pour I'an dn, publié depuis I'an 1 p-r
\e Bareau des Longitudee 1n-B (25-16); 1910, 1 fr.

JOURNAL DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE, pnbm par
le Gonseil d'lnstruction de cet dtablissement.

v 8érie, 64 Cahiers in-4 (28-23), avae fig. et ﬂl 1000 fr.

Table des matidres et noms d’autours des 84 Cabiorsde
Ta I™ Séria. In-4 (28-23); 18g6. 3t

ouvements
des Navi,

11+ Série. Cahiers [a I11, 1895 1897, chaque Cahier. tofr
[V Cahior, 18 3 e,
V¢ et VI* Cahiers, 1goo, tgo1, chaque
Cahier. 10 fr.
VII* Cahler, 1goa. 1 fr,
VIII* Gabier, 1903. 10 fr,
X Cahier, 160 10 fr,
N e 0ok 0 fe,
XI* Cahier, 1gof. nfe.
X C-hmr u)n{l. 1 fr,
X G 15 fr.
Xive (lhlar H . 10 fr.
XV Gahler; g 15 fr.

OBSERVATOIRE DE METEOROLOGIE DYNAMIQUE
DE TRAPPES. — Travaux scientifiques publies par
L. Trissrngne ok Borr. Volumes in-4 (33-25) so ven-
dant séparément.

Tour |, Beude incernationale des muages, 1896-1807.
Observations et mesures de lg France. olume de xvi-
290 pagzes et 1 planches; 1go3. 10 fr..

Toxe [I. (& préparation.)

Tous WL, tude de 'atmosphére par rondages Gi90r-
1904). Yolume de w-50 pages; 1908. 0 fr.

Tous iV. Ktude de Patmosphire marine par m»lqa
aériens, diantique moyen el région imtertropicale,
par L. Tuisserenc ok Borr et Lawnzxce Rotes.
de 243 pages svec 36 figures ot 17 planches (publié
avec la vollaboration de 1'Observatoire de lluolﬂll}r

1909- —_—



Vil. — ENCYCLOPEDIE

bRs
TRAVAUX PUBLICS,
ET ENCYCLOPEDIE INDUSTRIELLE,

PONDEES PAR M.-0. LEOHALAS,
lInapeotenr géndral
dor Ponls ot Chasssies an retraita.

mllu', lugénieur de la Marine, Ex-Professeur &
I'Ecole d’application du Géuie maritime, et ROCHE ( Ih-
mille), lndustriel, ancien Ingénieur de 1a Marine.
Traité des machines A vapeur, rédigé -onfm-mm-t
au programme du Cours de machines & vapeur.
Contrale, Deur Volumes in-8 (35-16), sef vendant sépa-
rément. (E. I.)

Tows 1: Tlurmdyumqu theorique et applications.
Puistance des ‘machines, diagrammes indioatexrs.
Régulation, ¢ ;ln: ds llum: et de régulation. Dis-

Tomsli: .—Nm.— 3
o

garde-sorps. — i Jacl-
, las ponts et les elouou. - xdcu
73.’.'7.:1.:5‘—. —hnh'lam.—.hnin,ou.
nails. =

— Gourer, vd i Poids
ot rds des _coques, ume 1
avec 159 figures; 1804 s
DERARME (E), In rde la Compagnié du Midi, Pro-
fesseur du Cours de Chemins de fer & I'Ecols Centrale,

n Hll.ll (A.), ln.hhu r des Arts et Manufactures,
nspactear prin! )]nl du Chemin de for du Nord. — un-
nlnuhur Matérisl roulant. des

etion.” Un volume in-8 (:5-15)4. uw-“l p-

mn: gs ﬁg-m et 1 planche; 1895 (E. (%

— Rtude de la Locomotive. uchnm ln-e (zs-.q)

de vi-60B p., avec 131 fig. et 2 pl.; 1goo (E.1)  15fr,
- Etndl dalaLocomotive. muni . Chéssis. T,

Un volume in-8 (a5- de1v-712 Py AVOC

:88 fig. ot un atlas in-§ de 18 pl.; 1903 (E. 25 Ir.

DENFER (I.), Architecte, Ancion Prolessour & 1'Ecole
Contrale. — Amh! om-a ot l:onnrnmu:l |oiv‘|ln
s hois, leurs

mlmou, détente.
Volume de x1-804 pages, avec 413 fig.; 1895. 3o fr.
Touz Ul : Forces d'inertie. Moments motears. Polants.
lateurs. Moteurs & étrole ot & air
chaud. Montage deg mac ahines. Euais. Pasation
des marchés, Prix de revient. Volume da v-
pages, avec 181 figures: 18g5. 18 fr,
APPERT (Léon) et BENRIVADX ( lu.lu) Iu'dnlaln.—
Verre et verrerie. In-8 (25-16),
130 figures et un Atlas de 1} pllncha In -4 (zttﬂ), 1895
(E.1.).

Structure. Comp
Jorél. Al:ua,- Aumnn L
énot el exotigres. Avec uno Préface de
‘ Davaree, Conuillar d'Etat, Directour général des
Eaux et Foréts au Ministére del’ A‘rlcnlmr\e Un volume

. am fuscicules inch (15.16) do avtion pr, avec
85 g (E. L), 3905, (Modaille de I Srids maionale
a'Agricuhure). 10 fr.

et Chaussérs,

COLSON (C. ), lnmmr en chef doa Pon
Conseiller d'Etat. urs d'E

assemblages. l\nhuncn des Dbois. Tableaus. Calcujs
fuits. Lintcaux ot planches. Pans de bois. Combles.
Fiziomonts, Echafaudages. Apparells de lovage, Travaux
Indr-nlul’ Coffrages pour magonne, moes.
Cintres. Ponts et passerelles cn bois. Kscaliors. Monui-
serio en bois : parquets, lambris, portes, croiséos, per-~
siennes, devantures, décorations. 2* ddition revue et
augmentéo. I8 (ns-xr) de 1v-686 pages avee 7t fi-
gores; 110, (BT, P.) 25 fr.

DW:OIBES (Paul), D-m ur honorairo des Manufuc-

P'ftat. La Défen: lomtun et pastorale,
pm Ge d'une I.uu de M. Nonikuawe. In8 (25-16)
da xv-410 p., avec 23 fig.; 6 cartes u,m(! L) aafr,

FARGUE {L.), Inspecteur ganéral des Ponts ot Chaus-
-m en retraite. — Hydraulique fluviale. La forme
du lit des riviéres A fond mobile. Volume fu-8
(25 :6) da 15-182 pages, avee 55 figures et |5plnnel\u,
190g. (B. 1)

FERET (R.), anclon flive de I’Ecole Polytochnique,

Chef du l..hurnmra des Ponts et Chau: Boulogne-
wur-Mer, — expsrimentale du Ciment armé.

ofeass n 1Ecale nationale dos Ponts ot Chausseer,
Em..m- m~8(:5 16) 36 vendant siparément chacun 6 fr.

L\m Tluloru générale des phenoménes économiques.
Volume de 450 pages. 2* édition; 1407.

Lavae 11 : fe travail et let questions ouvrieres. Vo-
lume de 354 Ppages; 1got.

Lavne 1 s La propriété des biens corparels ot ancor-
porels. Volume de 343 pages; 1goz.

Livae IV : Les entroprises, le commerce et la c.m._

190

Tluorm ot culculs. Bibliographie du Ci-
ment armé. Recherches annexées sur les diverses
résistances des mortiers et bétons. In-8 (25-16) de
v1-778 p. avee 17 Ag.; 1906, (F. 1) 20 fr.

nginieur-Chimist, et SELLIER (E.)
I

tation. Volume de 443 pages avec un

Livae V : Les finances pn“l,uel et le bud,u 4: l-
France. Volame de 466 pagos. 2 édition; 190g.

Livee VI: Les travaus pnblm et ler transports.
2° edition revue et mise & jour. Volume de 1v-527 pages ;
g1,

Surpueurar Anavrs au Livae Vi, Brochure in-8 (zb-uﬁ)
de 4§ pages; 1gto.

CRONEAU (A|Lln.¢nlour de In Mariue, Professeur i
I'Boole du Genh maritime. — Architec-

ture na gmlql( des navires

Construe
d' . 2 \ volumes ln»l (25-11) ot un Atlas de
|>|lnM(! L)

Tour 1 : Plans et h‘v‘u — Matériauz. — Assem
Différents tyy navires, — Char 5 o-
nelux de la n':nﬂ des ponts. anuf:da
avec 305 figures et un Atlas de 1t nlnwlul ll-‘
doubles dont 3 en trois couleurs; 1894,

Ingénieur des Arts et Manufac-
titour de l‘snmquo tppllquée al'Ecole Ceu-

ents et organes machines. Un vol.
de 4o6p. aves 910 I; .5 1894 (E.1) rafr,

GUEDON (mm). Ingénleur, Chefdl traction & Ia Com-
l l ibus de Paris. — Traité pra-

r d'intérdt local et des
'(l'rm)wm ln-a de 393 ,n‘u avee 141 figures; ngor:.
1 fr.

GUIGNET (Ch.-Er.), Directour des teintures aux Mana-
factures natlonales des Gobelins et de B--vlh. Wl-
MER (F.), Professeur & 1'Ecole de P
Chimia indnatrielles da Ja ville de P GILHD-
MOUGIN (B.), Anelen ripnuuur A lwlu de Chimie
de Mulhouse. — Blanol nn et apprits. Teinture ot
impression. Matiéres colorantes. Un volume in-8
(23-16) de 67§ pages, -vu 345 lguns ot ‘ehuullom
de tissus imprimés; 1895. ( fr.
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HUBERT- vn.monx(r ), Avoeat & la Cour ds Paris,
Doctaur en droit. — Les Associations ouvridres ot
lu Associations pnt.ranln (Cet qur-ue a ohtenu

Jmmlar priz_au concours de Chambrup en 1808.)
(25-16) do 361 pages; 18gg. (E. 1.) 1o fr.

LAMB (M. c] F. C. S, Directeur de la Section de tein-
ture au Colloge tochnique do la « leatherscllers’ Com-
pany » de Londres, — Teinture, corroyage et
sage du cuir. Traduit par Lous Mroxien, Doc
Soioaces, chargé do cofirs & PUniversité de Lyon,
fesseur a I'Evole francaise de Tannoris, et LES
Pnivor, Licenciés és Sciences, ancien Eléve diplome
des Feoles de Tannerie de Lyon. Lo ds, Londres,
Vionne et Frelberg. In-B (25-15) de vi-470 pag
203 fig. et § pl. d'wlnmhl! s 5 1910 (K. 1)

meus (Georges), Ingénieur cu Chef de v ot

haussées. — Manuel de droit nlminmnul smm

dn Ponts et Chauasecs et dos Cacmins wumuu' 2 volumes
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TRAITE

I’ANALYSES CHIMIQUES

METALLURGIQUES

DES CHIMISTES ET MANIPULATEURS DE LABORATOIRES D'ACIERIES THOMAS

Par J. HOGNON,

Ingénieur chimiste brevets,
Chef de -ne- du Laboratoire des Essais chimigues, mécanigquecs
ot électriques aux Forges d'Audincourt (Doubs ).
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Extralt de Flntrodwetion,

1} existe quantité de Traités se aux 11

les, mais la plupart sont trop volumineux ou constituent des recueils
qui, tout en enm. excellents, ne répondent pas aux besoins strictement
nécessaires d o Vindustric dufer, en englobant dans lour programmo lo
de I'ncler

par des proc és baslquu et faisant ainsi un Trnm d’analyses métallur-
gigues générales. Aussi je penso &tre arrivé au but quo je me suis proposé
en concentrant dans ce eht Volum‘ les es nécessaires hux chi-
mistes métallurgistes de Laboratoires d’Aciéries Thomas.

Jo no parierai pas du pi des les i a

& fairs des analyses d'huiles de 0 lui
certainement aussi mettre au courant, ooit. l'ldm‘nulnuoll. woit lo
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Trermor on. — Cumar, L Combustibles solides. Pouysir Sique. Formule
de Goutal. Humidité, Condres. Matidres volatiles. fixe. Dosage du soufre.
Dosage du phosphore. Pouvoir agglutinant. Fusibilits des cend cendres.
Composition du ch: Classification des houilles do Graner. Classil des
fleck. Oxydation des hosilles. Rechorche de V'acide humique. Résction de Fayel
— Caar. 1L Minerais. er: Eau Perte
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Thomas. Méthode de Wagner. Dosage de I'acide ?‘ id
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1a rapidité de lour exécution.
En métallurgie, comme dans toutes los industrics, lo chimiste est appels

Spath-Fluor. — 0- ». Vﬂ‘! Eaux. Huiles. Bl-x
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solution d- savon, Degré
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MANUEL

L’'EXPLORATEUR

PROCEDES DE LEVERS RAPIDES ET DE DETAIL ;
DETERMINATION ASTRONOMIQUE DES POSITIONS GEOGRAPHIQUES

ran

M. ROLLET DE L'ISLE
Ingénieur hydrographe
de la Marine

E. BLIM,
Ancien_ Eléve de 1'Ecole Pols vrezh-lquo
Ingénicur-Chef du service
des Ponts ot Chanssées on Coehinchine

«2° EDITION REVUE ET CORRIGEE- IN-18 DE VI111-256 PAGES AVEC 87 FIGURES
MODELES D'OBSERVATIONS OU DE CARNETS DE LEVERS ; CARTONNAGE
SOUPLE

J) is quelques années un mouvement important se produit vers les
expéditions lointaines. Les Pouvoirs publics ont encouragé cette disposi-
tlon en organisant de nombreuses missions d* exploratlon et en creant,

a Sorbonne, une chaire de Géographie coloniale. ombre de ceux
qul sonl appelés ainsi a con(rlbuer a I"expansion temlonala de la France
et & la connaissance géographique des pays inexplorés augmente donc
chaque jour.

Mais lofsque, avant son départ, le voyageur cherche a se rendre compte
des méthodes qu'il aura a appl\quer gnuv rapporter des renseignements
exacts et utiles au point de vue géographique, \I se trouve en présence d'un
nombre considérable de Traités spéciaux. uvrages, généralement
trés bien faits, en accumulant les descrlpllons des procédés appl\cab\es
dans tous les cas qui peuvent se présenter, ne permettent pas, une
étude parfois longue et approiond\e de se tracer rapidement une I\gne de
condulle simple et facile a suivre.

Blim et Rollet de I'lI'sle ont voulu donner, dans ce Manue, sous une
furme aussi élémentaire que possible, les notions \ndlspensab\es a celui
tout .en marchant vers un but déterminé par des considérations par ols

étrangéres a la Geographle veut vecuelle les éléments d'une représenta-
tion exacte de ce qu'il aura vu sur sarous

I suffit, pour compvendre ce Manuel, d avoir quelques notions de Géo-
métrie élémentaire et de Tn?onumeme tout ce qui avait un caractére
scientifique trop accentué a éfé systématiquement écarte. V8N develo ant;
au contraire, la partie pratique et en multipliant les de\a\ls relatifs a
I"application des méthodes, les auteurs ont pu faire profiter les explora-
euirS novices de I'experience acquise par leur» devanciers au prix de me-
comptes nombreux et parfois penibles:

u point de vue des observations aslronomlques I'emploi du lheudollle
est_seul expliqué, a 1exclusion compléte du sextant. C'est que,
il faut une certaing habileté, qui ne s'acquiert qu'avec le lemps pour
obtenir par le maniement do ce dernier des résultats comparables & ceux
ue peut donner facilement Ie théodolite. En décrivant I'emploi du sextant,
on n‘aurait rien appris a ceux qui, comme les officiers de marine, en fo nt
un usage courant, et |'on aurait compliqué inutilement ce Manud, destiné
aux debutants.
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