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MÉMOIRE 

SUR 

LA THÉORIE DES NOMBRES (1). 

Mémoires de l'Académie des Sciences, t. X V I I , p. 249; 1840. 

AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR. 

Le Mémoire qu'on va lire est l'un des deux que j ' a i présentés à 
l'Académie des Sciences le 31 mai 1830. Il renferme le développement 
des principes que j'avais établis dans les Exercices de Mathématiques 
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac, pour l'année 
1829 ( 2 ) . Mon absence, qui s'est prolongée pendant 8 années, ayant 
retardé l'impression de ce Mémoire, je le publie aujourd'hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit présnté, le 31 mai 1830, à l'Académie 
des Sciences, et paraphé à cette époque par le Secrétaire perpétuel 
M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pas fatiguer l'attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numéros placés devant 
les formules et, pour éclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placées, les unes au bas des pages, les autres à la suite 
du dernier paragraphe. Comme quelques notes de la première espèce 
existaient déjà dans le manuscrit, afin qu'on puisse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quand elles 
seront placées au bas des pages, par un astérisque. 

(1) Présenté a l'Académie dos Sciences le 31 mai 1830. 
(2) Foir le Tome X I I de ce Bulletin, p. 205 et suiv. (OEuvres de Cauchy, S. I I , T . 11). 
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De plus, k étant un nombre entier quelconque, nous désignerons par 

le nombre m propre à vérifier la formule 
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et, par suite, 

tandis que la seconde donnera 
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Soit n = 163; 2 sera une racine primitive de l'équation 
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Les nombres entiers 
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Le second membre de la formule (8 ) se réduit toujours, soit à 
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Ajoutons que l'on tirera de l'équation ( 4 ) 
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en sorte qu'on aura encore 
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et, par suite, 

Appliquons maintenant à un cas particulier les formules que nous 
venons de trouver et supposons 
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On trouvera do. même 
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et, comme 2 sera nécessairement de l'une des formes 
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Si maintenant on combine l'équation (23) avec la première des for­

mules (34), puis la première des équations(26) avec la seconde des 

formules (34), on trouvera 
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et, par suite, 
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On aura de plus 
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on aura 
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Exemples. — Supposons p = 3I. On aura 

Supposons encore p = 61. On trouvera 
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En d'autres termes, on aura 
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ou bien 
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On tirera, au contraire, des formules (67) 
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On aura 
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Observons encore que l'on tire des équations ( I ) , (2) et (8) 
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ou, ce qui revient au même, 
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NOTE 1. 



NOTE I. 85 

se réduira au nombre n ou à zéro, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura 

Pareillement, si l'équivalence 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de p — I, 
ces diverses racines seront les diverses puissances' de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient équivalents entre eux 
suivant le module n, resteraient équivalentes entre elles suivant le 
module p, il est clair que ces diverses racines pourront être réduites à 

De plus, m étant une quantité entière, on peut affirmer que la somme 

sera équivalente, suivant le module p, au nombre n ou à zéro, selon 
que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura  

Ces principes étant admis, les propositions rappelées dans les pre­
mières pages de ce Mémoire et relatives aux propriétés fondamentales 
des fonctions  

pourront être facilement établies de la manière suivante. 
Nommons : 

p un nombre premier impair; 
0 une racine primitive de l'équation 



86 MEMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

T une racine primitive de l'équation 

et t une racine primitive de l'équivalence 

Comme les diverses racines de cette équivalence peuvent être repré­
sentées par les divers termes de la progression arithmétique 

ou, si l'on ne tient pas compte de l'ordre dans lequel elles sont rangées, 
par les divers termes de la progression géométrique 

l'équation  

pourra s'écrire comme il suit : 
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Enfin l'on aura évidemment, quels que soient h et k, 

(2)  

le signe S s'étendant à toutes les valeurs de i et de j comprises dans la 
suite  

Les valeurs de i et dey qui, dans l'équation (a), rendront, sous le 
signe S, l'exposant 0 équivalent à zéro, suivant le module p , sont celles 
qui vérifieront la formule 
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NOTE I. 89 
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NOTE IL 

94. MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 
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Pour établir les propositions ci-dessus énoncées, nous avons eu 
recours à la formule qui fournit la valeur du rapport des expressions 
imaginaires  

et nous avons transformé la fraction qui représente celte valeur, «le 
manière a mettre en évidence tous les facteurs égaux à p, soit dans le 
numérateur, soit dans le dénominateur. On pourrait faire subir une 
semblable transformation aux valeurs mêmes des deux expressions 
imaginaires  

ou bien encore les deux suivantes : 

deux fractions qui auront pour numérateurs et pour dénominateurs 
des produits de la forme 

H*.- -*!**, , -* . . . , 

composés de facteurs dont aucun ne deviendra divisible par p; lorsqu'on 
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N O T E 11. 105 
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par conséquent une fonction linéaire des sommes 
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a pour racines les puissances paires de s, savoir 
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Cela posé, on trouvera 
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NOTE III. 123 

inférieurs à 
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sera équivalente, suivant Je module v, au p rodu i t 
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vérifient les deux équivalences 
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est fonction symétrique, non seulement de 
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du même genre lorsque les nombres 
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suivante : 
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la formule précédente donnera 
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NOTE I I I . 153. 
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NOTE 111. 155 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme 4x +1; les for­
mules (65), au cas où un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme 4x+1 enfin les formules (66), au cas où les fac­
teurs v, v' sont de la forme 4x+3. Dans les trois cas, les for­
mules (64)» (65) ou (66) entraîneront la formule (67) et, dans le 
second cas en particulier, les formules (65) ou (68), jointes aux 
équations (96), donneront 
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20 dans le cas où le même quotient serait de la forme 4x + 3, 
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NOTE IV . 163 



164 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

Si p est un nombre premier, le coefficient numérique 
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comme il suit : 



représentant les restes ou rés idus q u i peuvent p r o v e n i r de la d iv i s i on 

d ' u n ent ie r par p , les uns , en n o m b r e égal à p — 1 / 2 seront équiva lents , 

su ivan t le m o d u l e p, à des puissances paires de t, par conséquent à 
des carrés par fa i t s . Ces termes, d o n t chacun est le reste ou rés idu de 
la d i v i s i o n d ' un carré par p, se n o m m e n t , p o u r cette ra i son , résidus 
quadratiques, aussi b i en que les nombres équiva lents aux mêmes 
termes su ivan t le modu le p ; e t comme , dans le cas où l ' o n p r e n d p 
p o u r m o d u l e , t o u t n o m b r e p r e m i e r à p équ ivaut à une puissance 
en t iè re de t, le carré d ' u n te l n o m b r e équivaudra nécessairement à 
une puissance paire de t , c 'est-à-dire à une rac ine de la f o r m u l e ( 7 ) ; 
d ' où i l résul te que tou t rés idu quadra t ique , d i f fé rent de zéro, sera une 
semblable rac ine . Donc , les racines de l ' équivalence ( 8 ) q u i sont 
d i s t inc tes des racines de l 'équivalence ( 7 ) , mais , comme elles, en 

nombre égal à p — 1 /2 ne p o u r r o n t être des rés idus quadra t iques s u i ­
van t l e modu le p . C'est ce que l ' o n e x p r i m e en d isant que chacune des 

racines de l 'équivalence ( 8 ) est non-résidu quadra t ique su ivant le 

même m o d u l e . 

Pour abréger, nous dés ignerons , avec M. Legendre , par la no t a t i on 
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mais encore 
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il suit de la formule (17) qu'on aura, pour une valeur nulle de z, 
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la formule (27 ) donnera 
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2° en supposant p de la forme 4x + 3, 
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Ainsi, on particulier, en prenant 
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En d'autres termes, on aura généralement 
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donnera 
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Donc, puisque chacun des coefficients 
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Or, on tire de cette dernière formule 
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et, en conséquence, ce rapport sera équivalent, suivant le module 17, 
au nombre 11 ou, ce qui revient au même, à la quantité négative — 6. 

Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour chaque 
module, l'indice correspondant à un nombre ou le nombre correspon­
dant à un indice donné, on pourrait, à l'aide do simples additions et 
soustractions, obtenir facilement des quantités équivalentes aux di­
verses valeurs de I I , c'est-à-dire aux nombres figurés des divers 
ordres. En effet, d'après les propriétés bien connues de ces nombres, 
on peut les déduire par addition les uns des autres en formant ce 
qu'on appelle le triangle arithmétique de Pascal. Il suffira donc, pour 
arriver au but qu'on se propose, de calculer quelques-uns des termes 
que doit renfermer le triangle arithmétique en réduisant chacun d'eux 
à un nombre inférieur au module donné ou à une quantité dont la 
valeur numérique ne surpasse pas la moitié de ce module. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails. 

Supposons les deux nombres h, k inférieurs au module p ou même 
ap— 1. Il suit évidemment de la formule (47) que les valeurs de 
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on trouvera pour indices des produits 
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Pour construire cette dernière Table, il suffit de placer dans la pre­
mière ligne verticale les valeurs de h inférieures à 
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pour termes de la quatrième ligne, les quantités 
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suivant que la somme h + k serait supérieure, égale ou inférieure au 
nombre p — I. 

11 est inutile de s'occuper du cas où I'une des quantités h, k et, par 
suite, l'une des quantités h, k deviendrait divisible par p, attendu que, 
dans cette hypothèse, on n'a plus besoin de recourir à la formule ( 56) 
pour déterminer la valeur de Rh,k qui, en vertu de l'équation ( J ) , se 
réduit à — i. 

Un moyen fort simple de prévenir et de reconnaître les erreurs qui 
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus men­
tionnée, consiste a introduire dans chaque ligne horizontale un terme 
de plus. Effectivement. en vertu de la formule (CM), si l'on fait entrer 
un nouveau terme dans une ligne horizontale correspondant à une 
valeur donnée de h, ce nouveau terme devra être égal au terme précé­
dent, pris en signe contraire, ou à l'avant-dernier terme de la même 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un nombre-
pair. Donc si, au moment où l'on parvient à l'extrémité «l'une ligne 
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venons de parler ne 
fût pas remplie, on devrait recommencer le calcul des termes compris 
dans cette ligne. En opérant comme on vient de le dire, et supposant 
par exemple n — 17, on obtiendra, au lieu de la Table trouvée plus 
haut, celle que nous allons transcrire : 

Quantités équivalentes aux nombres figurés suivant te module 17. 
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à t. Or, t désignant une des racines primitives de l'équation 
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De plus, en posant toujours 
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les formules 
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on en tirera 
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D'ailleurs, le nombre n = 7 étant impair, le nombre 
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racine primitive de l'équation binome 
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En effet, si m représente, au signe près, un entier qui ne soit pas 
premier à n, alors, w étant le plus commun diviseur de m et de n, le 
produit 
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offrira une seule racine primitive 
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et par suite cette formule donnera 
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progression géométrique 
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somme alternée w des racines primitives de l'équation (I) sera com­
posée de telle manière, que les termes affectés du même signe se 
détruiront deux à deux, eu fournissant des sommes partielles égales à 
zéro. Donc alors, la somme w sera nulle elle-même, et l'on aura 
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Alors aussi on obtiendra les diverses valeurs de p et on les obtiendra 
chacune d'une seule manière. si dans le second membre de la formule 

(33)  

on substitue successivement les divers systèmes de valeurs de 

combinées entre elles de toutes les manières possibles. D'ailleurs,  
étant une des racines primitives de l'équation 

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 
l'orme  

/étant un nombre entier premier à v. Pareillement, n étant une racine 
primitive de l'équation  

chacune des autres racines primitives de la même équation sera de la 
forme  

/' étant un nombre entier, premier à v', etc. Donc, si l'on désigne, 
comme ci-dessus, par  

certaines racines primitives, propres à vérifier respectivement les 
équations  

les diverses racines primitives de l'équation (I) se trouveront repré­
sentées par des produits de la forme 
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alternée de ces racines, il est clair que ce produit développé sera com­
posé de termes égaux, au signe près, aux diverses racines primitives 
de l'équation ( I ) , et pourra être considéré comme une fonction entière, 
non seulement d'une racine primitive p de l'équation ( I ) , mais encore 
de certaines racines primitives 

propres à vérifier respectivement les équations ( 3 2 ) . D'ailleurs, dans 
ce produit, on verra évidemment reparaître les mêmes termes, tous 
pris avec des signes contraires à ceux dont ils étaient d'abord affectés. 
ou tous pris avec les mêmes signes. quand on y remplacera la racine  
par une autre racine primitive de l'équation 

ou la racine primitive n par une autre racine primitive de l'équation 

par conséquent aussi quand on effectuera simultanément plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient à remplacer la racine pri­
mitive  

de l'équation (I) par une autre racine primitive de la même équation. 
Donc le produit, formé comme nous l'avons dit, ne pourra être qu'une 
fonction alternée des racines primitives de l'équation ( I ) , dans le 
cas où il ne se réduirait pas à une fonction symétrique de ces racines. 

Il est bon d'observer que la somme des racines primitives de 
l'équation  

étant égale à — I, a pour carré l'unité, et que la somme alternée de ces 
racines primitives, quand elle ne s'évanouit pas, offre pour carré ± va. 
Une pareille observation pouvant être appliquée à chacune des équa­
tions ( 3 2 ) , le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternée des racines primitives de l'une de ces 
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équations, devra toujours, quand il ne s'évanouira pas, offrir un carré 

qui soit égal, abstraction faite du signe, au produit des nombres 

ou de plusieurs d'entre eux, par conséquent à n, ou à un diviseur den. 
D'ailleurs, comme nous l'avons prouvé, le premier de ces deux pro­
duits peut représenter une somme alternée quelconque w des racines 
primitives de l'équation ( I ) . Donc, si une semblable somme ne s'éva­
nouit pas, elle offrira pour carré ± n, ou un diviseur de ± n. 

Observons encore qu'on aura toujours, ou 

si chacun des facteurs du produit qui représente w est une somme 
alternée. Au contraire, si l'un de ees facteurs est la somme des racines 
primitives de l'une des équations (32), w2, en cessant d'être nul, sera 
généralement de la forme 

(36)  

w étant, un diviseur de n. Alors aussi, w considéré comme fonction 
des racines primitives des équations ('ta), sera, pour une ou pour plu­
sieurs des équations dont il s'agit, fonction symétrique de ces racines. 

Pour qu'on trouve en particulier 

il sera nécessaire que, dans le produit propre i» représenter w chaque 
facteur se réduise à une somme alternée différente de zéro. C'est ce 
qui arrivera lorsque, dans le nombre composé n, les facteurs premiers 
impairs seront inégaux, le facteur pair, s'il existe, étant précisément 
4 ou 8. 

Soit maintenant 
f(p) 
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une fonction entière de la racine p r imi t ive p de l 'équation ( I ) . On 

pourra , dans cette fonct ion , réduire l 'exposant de chaque puissance 

de p à un nombre entier plus peti t que n, et poser en conséquence 

(37)  

a0, a,, a2, . . . , an_1 désignant des coefficients indépendants de p. Sup­

posons d'ailleurs que, dans le cas où l 'on remplace la racine p r imi t i ve p 

de l 'équation (I) par une autre racine p r imi t ive pm de la même équa­

t i o n , les différents termes contenus dans i'(p) se transforment, au signe 

près, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se déduisent 

ainsi l ' un de l 'autre, se trouvent toujours affectés du même signe pour 

certaines valeurs 
h, h', h", . . . 

du nombre m, mais affectés de signes contraires pour d'autres valeurs 

k, k', k". . . . 

du même nombre ; en sorte que, sous ce po in t de vue, les entiers 

h, k, /, . . . , 

inférieurs à n et premiers à n, se partagent en deux groupes 

h, h', h", . . . el k, k', k', . . . . 

Alors , dans f ( p ) . les coefficients ao s'évanouiront nécessairement, 

et f ( p ) sera une fonction linéaire de chacune des sommes algébriques 

chacune d'elles étant censée ne renfermer que des termes dis t incts les 

uns des autres. Sous cette condi t ion , les sommes algébriques dont il 

s'agit se réduiront toujours, ou, comme la première, à une somme 

alternée des racines pr imi t ives de l 'équation ( I ) , ou du moins à des 
OEuvres de C.— S . I , t . I l I . 33 
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sommes alternées «les racines primitives d'équations de la forme 

(39)  

les exposants ou les valeurs de w étant des diviseurs de n. Cela posé, 
dans la fonction f(p), aussi bien que dans chaque somme alternée, les 
termes précédés du signe + seront évidemment en même nombre que 
les termes précédés du signe — ; et, si à un terme que précède le 
signe -+- on fait succéder un terme correspondant que précède le 
signe —, on pourra obtenir, pour représenter la fonction, une suite 
de termes alternativement positifs et négatifs. Pour cette raison, nous 
désignerons sous le nom de fonction alternée la fonction f(p) , formée 
comme il a été dit ci-dessus. II est clair qu'une semblable fonction 
pourra seulement acquérir deux formes distinctes, et deux valeurs 
égales au signe près, mais affectées de signes contraires, si l'on y 
remplace une racine primitive p de l'équation (I) par une autre racine 
primitive pm de la même équation. Ajoutons qu'en vertu des relations 
établies par la formule (13) entre les racines primitives de l'équa­
tion (I ) et celles des équations ('la), toute fonction alternée des racines 
primitives de l'équation (I) sera eu même temps, ou une fonction 
alternée, ou une fonction symétrique des racines primitives de chacune 
des équations (32). Il sera maintenant facile de trouver la forme la 
plus simple à laquelle se réduise, pour une valeur donnée de n, une 
fonction alternée f(p)des racines primitives de l'équation ( I ) ; surtout 
lorsque n représentera un nombre premier ou une puissance d'un tel 
nombre. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d'abord que le nombre n se réduise à un nombre pre­
mier impair v, ou à une puissance de ce nombre premier, en sorte 
qu'on ait  

l'exposant a pouvant se réduire à l'unité. Les divers diviseurs du 
nombre n, y compris ce nombre lui-même, ou les diverses valeurs 
que pourra prendre l'exposant w dans la formule (39), seront respec­
tivement 
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v, v', v", . . . désignant les facteurs premiers de n, dont l'un pourra se 
réduire à 2. Comme nous l'avons déjà dit, une Fonction alternée f(p) 
des racines primitives de l'équation (I) sera en même temps ou une 
fonction symétrique, ou une fonction alternée des racines primitives 
de chacune des équations (32). Occupons-nous d'ailleurs spécialement 
du cas où f(p). considéré comme fonction des racines primitives de 
l'une quelconque des équations (32), est toujours une fonction 
alternée, jamais une fonction symétrique de ces racines; ce qui sup­
pose n impair ou divisible plusieurs fois par le facteur 2. Dans ce cas 
spécial, d'après ce qu'on a vu tout à l'heure, ou la fonction f(p) 
s'évanouira, ou elle deviendra simultanément proportionnelle à divers 

. facteurs  

qui représenteront des sommes alternées, respectivement formées 
avec les racines primitives des équations 

(45)  

si les facteurs premiers  

sont tous des nombres impairs. Donc alors f (p) sera proportionnel au 
produit  

qui représentera une somme alternée des racines primitives de l'équa­
tion 
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par conséquent on aura encore 

(S;)  

la valeur de w étant donnée, non plus par la formule (48). mais par 
l'une des formules (51). Dans l'une et l'autre hypothèses, on tirera de 
la formule ( 49) 

(58)  

L'équation (58) se réduira simplement à 

(•M))  

si l'on a 

(6o)  

Or, pour que le nombre w, déterminé par la formule (48), ou par l'une 
des formules (51), devienne précisément égal à n, il est nécessaire que 
les facteurs premiers et impairs de n soient inégaux, le l'acteur pair, 
s'il existe, étant 4 ou 8. 

L'équation ( 5 9 ) se réduira en particulier à 

(Gi )  

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 
nombre est de l'une des formes 

ou bien encore Je l'une des formes 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le même 
groupe ceux des entiers 

h. k, / , . . . 
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Enfin l'équation ' ( 5 9 ) se trouvera réduite à 

(62)  

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n étant inégaux, ce 
nombre est de I'une des formes 

ou bien encore de l'une des formes 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le même 
groupe ceux des entiers 

h, k, l, ... 

inférieurs à n, mais premiers à n, qui, divisés par 8, donnent pour 

restes et 3, quand n/8est de la forme 4x + 1, et ceux qui donnent pour 

restes i et 7, quand n/8 est de la forme 4x + 3. 

Nous observerons en Unissant que, dans le cas où l'on a n = w, et 
où la formule (58) se réduit à la formule ( 59), le produit 

renfermé dans le second membre de la formule (49)> Se réduit à une 

somme alternée w des racines primitives de l'équation ( I ) . Donc alors 

la formule (49)) pourra s'écrire comme il suit : 

(63)  

Or, en élevant au carré chaque membre de cette dernière formule, et 
ayant égard à l'équation (35), on retrouvera, comme on devait s'y 
attendre, l'équation (59). 
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NOTE VIII. 
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seront résidus quadratiques suivant le module n,et racines de l'équa­
tion 

(3)  

en sorte que chacun d'eux vérifiera la condition 

(4)  

Au contraire les nombres 

seront non-résidus quadratiques suivant le module n, et racines de 
l'équivalence 

(5)  

en sorte que chacun d'eux vérifiera la condition 

(6)  

D'ailleurs, pour chacune des équations 

la somme des racines se réduira toujours a zéro, lorsque sera un 
nombre entier supérieur à l'unité; et, par conséquent, pour chacune 
des formules (3), (5), la somme des racines sera équivalente à zéro, 
suivant le module n, lorsqu'on aura 

Donc, n étant un nombre premier supérieur à 3, on aura toujours 

(7)  

La formule (7) comprend évidemment un théorème qu'on peut 
énoncer comme il suit : 

- THÉORÈME I . — n étant un nombre premier supérieur à 3, si, parmi les 
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entiers inférieurs à n, mais premiers àn,on distingue les résidus quadra­

tiques 

h, h', h" . . . 

et les non-résidus quadratiques 

k, k', k", . . . . 

la somme h + h h' + h" + ... des résidus et la somme k + k' + k" + . . . 

des non-résidus seront l'une et l'autre divisibles par n. 

Ainsi» en particulier, on trouvera, pour n = 5. 

pour n = 7, 

etc. Mais, si I'on prend 

on aura  

et la condit ion ( 7 ) , qu i cessera d'être vérifiée, se trouvera remplacée 

par la suivante :  

On pourrai t démontrer encore le premier théorème comme il suit . 

n étant un nombre premier impair , nommons s une racine pr imi t ive 

de l'équivalence  

Les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, seront équivalents aux 

diverses puissances de s d'un degré plus petit que n — I, savoir, les 

résidus quadratiques aux puissances paires 

et les non-résidus aux puissances impaires 
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On trouvera, par suite, 

excepté dans le cas où, n étant égal à 3, on aurait non seulement 

mais encore n — 1 = 2, et par conséquent 

Supposons maintenant que n devienne une puissance d'un nombre 
premier impair v, en sorte qu'on ail 

Alors on trouvera  

Alors aussi  

seront résidus quadratiques suivant le module n, et racines de l'équi­

valence 

(8) 

tandis que  

seront non-résidus suivant le module n, et racines de l'équivalence 

(9) (mod. n). 

Donc, si, en nommant /un nombre entier premier à n, on désigne par 

le reste + ou — I, qu'on obtient en divisant par n la puissance 
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chacun des nombres h, h', h", . . . vérifiera encore la condition (4) , et 
chacun des nombres k, k', k", . . . la condition (6). D'autre part, 
chacun des groupes 

pouvant être décomposé (p. 248 - 249) on plusieurs suites de termes 
de la forme  

et la somme de ces derniers termes étant égale a 

par conséquent divisible par va-1 = n/vil est clair que, dans l'hypo­

thèse admise, la formule (7) pourra être remplacée par la suivante : 

(10)  

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n — 9 = 32, 

La formule (11) renferme un théorème qu'on peut énoncer comme 
il suit : 

THÉORÈME I I . - v étant un nombre premier impair, et R = va une puis­
sance de v dont le degré surpasse l'unité, si parmi les entiers inférieurs 
à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratiques 

et les non-résidus  

ta somme h + h' + h'' + . . . des résidus et la somme k + k' + k" + . . . 
des non-résidus seront, l'une et l'autre, divisibles par va-1 ou, ce qui 

revient au même, par - • 
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Donc s vérifierait la formule 

ou, ce qui revient au même, la formule 

et ne pourrait représenter, comme nous le supposons, une racine pri­
mitive de l'équivalence 

Lorsque v est de la forme 4x + 1, et n de la forme va l'exposant a 
étant supérieur à l'unité, alors 

est, ainsi que v-1/2 un nombre pair; donc, par suite la quantité — I 

vérifie l'équation  

et représente un résidu quadratique suivant le module n. D'ailleurs, 
/ et m étant premiers à n, les deux nombres 

/, ml 

sont toujours en même temps ou résidus ou non-résidus. Donc, dans 
le cas que nous considérons ici, 

/ et — / ou n — / 

seront en même temps résidus ou non-résidus, et la somme des résidus 

h, h', h", . . . 

se composera, ainsi que la somme des non-résidus, de termes qui, 
ajoutés deux à deux, donneront des sommes partielles égales à n. En 
conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
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THÉORÈME I I I . — v étant un nombre premier de la forme 4x + 1, et 

n = va 

une puissance de v, dont le degré a surpasse l'unité, si, parmi les entiers 

inférieurs à n, mais premiers à n, on distingue les résidus quadratiques 

h, h', h" . . . 
et les non-résidus 

k, k', k" 

la somme h + h' + h" + . . . des résidus et la somme k + k' + k" + . . . 

des non-résidus seront, l'une et l'autre, divisibles par n. 

A i n s i , on part icul ier , on trouvera, pour n = 25 = 52, 

Aux théorèmes I , I I , I I I on peut évidemment jo indre l e suivant : 

THÉORÈME I V . — n représentant un nombre entier supérieur à 2, la 

somme des entiers inférieurs à n, mais premiers à n, sera divisible par n, 

de sorte qu'en désignant ces entiers par 

h, k, l, . . . 
on aura 

( I I ) h + k + l + . . . = o (mod. n). 

Effectivement, les entiers inférieurs à n et premiers à n, étant deux 

à deux de la forme 
l, n-l, 

fourniront des sommes partielles toutes égales à n. On doi t seulement 

excepter le cas où les nombres 

/, n ...l 
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pourraient devenir égaux, en restant premiers à n. Or, l 'équation 

donne 

l =1/3n, 

et pour que ½n soit entier, mais premier à n, il faut qu'on ait n — 2. 

Avant d'aller plus l o i n , nous présenterons une observation impor­

tante. La somme alternée w étant déterminée par la formule ( 2 ) , et le 

groupe des exposants 

h, h', h'', . . . 

étant supposé, dans cette somme, renfermer l'exposant l, enfin, le 

nombre / étant inférieur, ou même supérieur à n, mais premier à n; 

s i , dans la somme alternée w, on remplace p parp' , alors, suivant que / 

sera équivalent à l 'un des nombres 

h, h', h", . . . 

ou h l ' un des nombres 

k, k', k", . . . . 

cette même somme se trouvera mult ipl iée par + 1 ou par - 1, c'est-

à-dire que les termes précédés du signe + s'y trouveront échangés ou 

non contre les termes précédés du signe -, cette espèce de m u l t i p l i ­

cation ou d'échange ayant l ieu dans le cas même où n renfermerait «les 

facteurs égaux, et où, par suite, en vertu des propriétés de la racine p, 

la somme alternée w s'évanouirait. D'ail leurs, si n est un nombre pre­

mier ou une puissance d'un tel nombre, on aura, dans le premier cas, 

Donc, alors, changer, dans la somme alternée w, p en pl revient à mul­

tiplier cette somme, ou plutôt ses divers termes, par - • 

OEuvres de C. — S . I , l . I I I . 35 
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Concevons à présent que n représente un nombre impair quel­

conque. Il sera le produit de facteurs premiers impairs 
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Concevons maintenant que n, étant un nombre pair, ne se réduise 

plus à une puissance de 2. Si l 'on nomme v, v', v", . . . les facteurs pre­

miers de n, dont l ' u n , v par exemple, se réduira simplement au 

nombre 2, on pourra supposer encore la valeur de n déterminée par 

l 'équation (12) , et la valeur de p par l 'équation ( 1 5 ) , 

diésgnant des racines pr imi t ives q u i appartiennent respectivement h la 

première, à la seconde, à la troisième, etc. des formules (14)« Il y a 

plus : si l 'on nomme  

des sommes alternées respectivement formées avec les racines p r i m i ­

tives de la première, de la seconde, de la troisième, etc. des équa­

tions ( 1 4 ) , et de manière que la racine 

représente l 'un des termes affectés du signe +; si d'autre part on 

nomme  

les restes qu'on obtient quand on divise successivement par chacun 

des facteurs  

un entier / inférieur à n, mais premier à n, on se trouvera de nouveau 

condui t aux formules (18 ) et ( 2 0 ) : et l 'on conclura toujours de la 

formule (20) qu'à chaque système de valeurs de 

correspond une seule valeur de /. D'ailleurs la formule (18 ) fournira 

encore le moyen de décider si un entier /, inférieur à n, mais premier 

à n, fait partie du groupe 

h, h', h", . . . 

qu i par hypothèse renferme l ' un i t é , ou du groupe 

k, k', k" 
Œuvres de C. — S. I, t. I I I . 36 
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En effet, pour y parvenir , il suffira de savoir s i , clans la somme w, les 

termes du signe + se trouvent échangés ou non contre les termes pré­

cédés du signe —, quand on remplace 

ou, ce qu i revient au même, quand on substitue simultanément 

Or, de ces diverses subst i tu t ions , la seconde, la t rois ième, . . . , s imu l ­

tanément effectuées, changeront ou ne changeront pas les termes pré­

cédés d 'un signe en ceux que précède le signe contraire, par exemple, 

les termes affrétés du signe + en ceux qu'affecte le signe —, suivant 

que l 'expression  

sera égale à + I ou à — I. Cela posé, en passant du cas où la lettre n 

désigne un nombre impair au cas où cette lettre représente un 

nombre pair, on obtiendra, au l ieu du théorème V, la proposi t ion sui­

vante : 

THÉORÈME V I . — Soient n un nombre pair, 

V = 2 , v', v'', . . . 

ses facteurs premiers, 
a, b, c, . . . 

les exposants de ces facteurs dans le nombre n, l un des entiers infé-

rieurs à n et premiers à n, et p une des racines primitives de l'équa­

tion ( I ) . Si une somme alternée w de ces racines est en même temps une 

fonction alternée des racines primitives de chacune des équations (14), 

et a, en conséquence, pour facteur une somme alternée des racines 

primitives . . . de l'équation 

(23) 
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Enfin, supposons qu'une somme alternée w de ces racines vérifie la con­
dition 
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représentent les exposants des termes affectés du- signe + ou du 
signe — dans la somme alternée w. 11 suit des théorèmes I et I I I que 
cette formule se vérifie : I°quand n est un nombre premier impair, 
supérieur à 3; 2° quand n est une puissance quelconque d'un nombre 
premier de la forme 4x + 1 . J'ajoute qu'elle se vérifiera encore, si n est 
un nombre composé qui renferme plusieurs facteurs premiers, l'un de 
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ces facteurs pouvant être le nombre 2 élevé à une puissance dont le 
degré surpasse l'unité, et si, d'ailleurs, la valeur de n étant donnée par 
la formule (12), la somme alternée w est une fonction alternée des ra­
cines primitives de chacune des équations (14). En effet, supposons 
d'abord n impair. Alors, en vertu du cinquième théorème joint à la 
formule (21), les valeurs de / qui appartiendront au groupe 

h, h', h", ... 
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Pareillement, on reconnaîtra que le produit 
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divisible par va. Donc aussi la première somme 

h + h' + h" + . . . 

sera divisible par va; et, comme elle devra être, pour les mêmes rai­
sons, divisible par v'b, par v''c . . . , il est clair que, dans l'hypothèse 
admise, elle sera divisible par le produit 

n = v a v' b v" c . . . . 

On pourra encore en dire autant de la somme 

k + k' + k" + . . . , 

puisque, en vertu du théorème IV, la somme totale 

h + h' + h'" + ... + k + k' + k" + . . . 

devra encore être divisible par n. Donc si, n étant impair, la somme 
alternée West en même temps une fonction alternée des racines primi­
tives de chacune des équations (14), les deux sommes 

h + h' + h'' + . . . , k + k'+ k'' + . . . 

vérifieront la formule (7) . 
Supposons maintenant que, dans l'équation (12), l'un des fac­

teurs 
y, v', v", . . . -

se réduise au nombre 2, mais se trouve élevé à une puissance dont le 
degré surpasse l'unité. On prouvera encore, non plus à l'aide d'une 
seule formule (21), mais à l'aide des formules (18) et (28), que la 
moitié du produit x, déterminé par l'équation (38), exprime le nombre 
des valeurs de l qui, étant comprises dans le groupe 

sont équivalentes, suivant le module vm, à une même valeur de À. 
D'ailleurs, parmi les termes affectés du signe -+- dans la somme (0 que 
détermine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 
terme donné quelconque, affecté du signe 4- ou du signe — dans la 
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entraînera généralement la suivante : 

(15) N = va-1 v 'b v"c-1 — (v —I) (v'—I)(v" — I ) . . . . 

Si I'on suppose en particulier n impair, et composé de facteurs impairs 
inégaux 

v, v', v", . . . , 
alors l'équation 

(16) n = v ' v v"... 

entraînera les suivantes : 
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se réduira simplement à + i ou à — i, suivant que v2 sera de la forme 
16x + 1 ou 16x + 9. Donc, en vertu de la formule (19), l'expres­
sion  

sera égale à + I ou a — 1, suivant que, parmi les carrés 

v 2 , v'2 v" 2 , . . . , 

ceux qui se présenteront sous la forme 

16x + 9 

seront en nombre pair ou en nombre impair. D'ailleurs, le produit 

de deux (acteurs de la forme 16 + 9 étant lui-même de la forme 

16x + 1, il est clair que le carré 

sera dans le premier cas de la forme 16x + 1, dans le second cas de la 

forme 16x + 9. Donc, par suite n sera, dans le premier cas, de la 

forme 8 ± 1, ou, ce qui revient au même, «le l'une des formes 

8x + 1 ou 8x + 7; 

dans le second cas, de la forme 8x ± 3, ou, ce qui revient au même, 
de l'une des formes 

8x + 3 ou 8X + 5 ; 

et l'équation (19) pourra être réduite à 

(21) =(- l)n 3 - 1 /2 

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n étant inégaux 
et représentés par 

v' v", . . . , 

n renferme, en outre, un facteur pair représenté par 4 ou par 8 ; alors, 
eu égard à la formule (20), il est clair que l'équation 

(22) n = 4v' v" . . . 



300 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 



NOTE I X . 301 



302 M É M O I R E SUR LA T H É O R I E DES N O M B R E S . 

le groupe des exposants 
h, h', h" . . . 

pourra être remplacé, dans la somme alternée w, par le groupe des expo­

sants 
2h, 2h', 2 h " , . . . , 

qui seront, àI'ordre prés, équivalents aux premiers suivant le module n, 

et le groupe des exposants 

k, k', k", . . . 

par le groupe des exposants 

2k, 2k' , 2k", . . . . 

Si, au contraire, n est de l'une des formes 

8x + 3, 8x + 5, 

le groupe des exposants 

h, h', h", . . . 

pourra être remplacé par le groupe des exposants 

2 k, 2 k', 2 k", . . . , 

et le groupe des exposants 

k, k', k", . . . 

par le groupe des exposants 

2h, 2h', 2 h", . . . . 

Supposons main tenant que, l 'équation 

w2 = ±n 

étant vérifiée, n représente, non plus un nombre impai r , mais un 

nombre pair. Alors n sera de I 'unc des formes 

4 v ' v " . . . , 8 v V . . . , 

v' , v", . . . étant des facteurs impai rs inégaux. Or, si l 'on suppose 
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d'abord 
n = 4V' V". . . , 

un nombre / inférieur à n, mais premier à n, fera partie du premier 
groupe 

h, h'. h'', ..., 

si ce nombre /, pris pour A, vérifie les conditions (7) ou (8) , et n'en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 

inférieurs à n, mais premiers à n, appartiendront l'un au premier 
groupe, l'autre au second groupe, si ces nombres vérifient la condition 

sans vérifier la suivante : 

l' = l (mod. 4); 

en sorte que l'on ait, non pas 

/ ' - / = o (mod. 4), 
mais, au contraire, 

(27) l — l = 2 (mod. 4). 

Or, les conditions (a6), (27) seront évidemment vérifiées si, /étant in­

férieur a n/3 on pose 

(28) 

puisque alors on aura 

/ ' — / =
 n/3 = 2 v' v" . . . = 2 ( m o d . 4 )• 

Supposons maintenant 
n = 8v' v''..., 

v', v", . . . étant toujours des facteurs impairs inégaux, et la valeur de 
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les deux groupes d'exposants de p, dans une somme alternée w de ces 

racines, qui offrent pour carré ± n. Les nombres 

2h, 2h', 2h", . . . 

seront équivalents, à l'ordre près, suivant le module n, aux nombres 

2k, 2k', 2k", . . . . 

Le nombre total des entiers 

h, k, / , . . . 

inférieurs a n, mais premiers à n, étant représenté par N, et la somme 

alternée w renfermant toujours autant de termes positifs que de termes 

négatifs, il est clair que dans chacun des groupes 

h, h', h", ... et k, k', k'', . . . 

le nombre des termes doi t être égal à n/2 • Cela posé, l 'uni té étant censée 

faire partie du premier groupe 

h, h', h", . . . , 

nommons i le nombre des termes q u i , dans ce groupe, sont inférieurs 

a n/2 et j le nombre de ceux qui surpassent n/2. On aura 

(32)  

D'autre part, / étant un entier inférieur à n/2 , mais premier à /, 

n — l 

sera un autre entier supérieur à n/2 , mais infér ieur à n, et premier à n. 

Donc, les entiers inférieurs a n, mais premiers a n, se correspondront 

deux à deux, au-dessus et au-dessous de n/2, le nombre des uns et des 

N 
autres étant encore n/2 Donc, ceux qu i feront partie du second groupe 

seront, au-dessous de n/2 ,en nombre égal à 

N . . 

Œuvres de C.— S.l, t. I I I . 39 
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et au-dessus de n/2 en nombre égal à 

Il y a plus : deux termes correspondants, c'est-à-dire de la forme 

/, n - /, 

seront, en vertu du théorème I , deux termes qu i feront partie d 'un 

même groupe, si la somme alternée w vérifie la cond i t ion 

w1— n. 

Donc, alors, à l 'équation ( 3 a ) on pourra jo indre celle-ci 

(33) i = j , 

et l 'on aura, par suite, 

(3/,)  

On peut donc énoncer la proposit ion suivante : 

THEOREME V . — Le nombre n étant tel que la somme alternée w, dé­

terminée par l'équation (2 ) , vérifie la condition 

chacun des groupes d'exposants 

h, h', h", . . . et k, k', k", . . . 

offrira autant de termes inférieurs à n/2 que de termes supérieurs à - » le 

nombre des termes de chaque groupe, inférieurs à ½ étant n/4 

En terminant cette Note, nous jo indrons ic i quelques observations 

qui ne sont pas sans intérêt . 

S i , dans le cas où n représente une puissance d 'un nombre premier 

impair , et / un entier premier à n, on désigne par 
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comme nous l'avons fait dans la Note précédente, le reste + i ou — i, 
qu'on obtient en divisant par n le nombre entier 
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nombres entiers m et n, 



NOTE X. 309 
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de x;, quand on échange entre elles les fonctions f et , ou f et . 
c'est pour cette raison que, dans le Bulletin de la Société philomatique 
d'août 1817, j ' a i désigné les fonctions 

sous le nom de fonctions réciproques de première espèce, et les fonc­
tions 

f(x), (x) 

sous le nom de fonctions réciproques de seconde espèce. Ces deux espèces 
de fonctions peuvent être, ainsi que les formules citées de M. Fourier, 
employées avec avantage dans la solution d'un grand nombre de pro­
blèmes, et jouissent de propriétés importantes, dont je rappellerai 
quelques-unes en peu de mots. 

D'abord, puisqu'on a généralement, pour des valeurs positives 
de w, 
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n étant un nombre entier, et b une constante positive liée à la con­
stante a par la formule 

(16) ab = 2π. 

Cola posé, on reconnaîtra sans peine [voir le 2e Volume des Exer­
cices de Mathématiques, p. 148 et suivantes ( ' ) ] que, si s s'approche in­
définiment de la limite I, l'intégrale renfermée dans le second membre 
de la formule (14) aura pour limite, non pas l'expression 
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La formule (18), avec la démonstration que nous en avons donnée, 
peut être étendue, ainsi que la formule (2Î ) , à des valeurs imaginaires 
de a, renfermées entre certaines limites. Ainsi, en particulier, la for­
mule (24) continue de subsister, comme l'a dit M. Poisson, quand on 
y remplace a2 par a2 -1 Elle; subsiste même généralement, quand 
on prend pour a2 une expression imaginaire, pourvu que les parties 
réelles de a et de b soient nulles ou positives ; et Ton peut retrouver 
aussi une autre formule, déduite par M. Poisson de l'équation (18), 
dans un Mémoire sur le calcul numérique des intégrales définies. 
J'ajouterai que, pour arriver au cas où la partie réelle de a s'évanouit, 
il convient d'examiner d'abord celui où la même partie réelle est infi­
niment petite, mais positive ; et qu'en opérant de cette manière, on peut, 
de là formule (24), déduire la somme de certaines puissances d'une 
racine de l'équation binome 

( 3o ) xn = 1, 

n étant un nombre entier quelconque; savoir : la somme des puis­
sances qui ont pour exposants les carrés des nombres entiers infé­
rieurs à n. C'est ce que nous allons expliquer plus en détail. 

Nommons p une racine primitive de l'équation (3o). On pourra sup­
poser 

NOTE X. 315 
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Supposons maintenant que n soit le carré d'un nombre premier v, 
en sorte qu'on ait 

n = v2 ; 

alors ces deux entiers 
1, 2, 3, . . . , n — 1, 

qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, offriront des 
carrés divisibles par v2 ou n. Donc, dans le second membre de la for­
mule (35), v puissances de p, qui offriront ces carrés pour exposants, 
se réduiront chacune à l'unité. Si d'ailleurs on continue de nommer 

h, h', h", . . . 

les résidus quadratiques inférieurs à n, on obtiendra, au lieu de la for­
mule (50), la suivante : 

(56)  

Enfin, si p désigne une racine primitive de l'équation (3o), et si, 
parmi les résidus quadratiques 

h, h', h", . . . , 
relatifs au module 

n = v2 

on considère ceux qui sont équivalents à un même nombre, représen­
tant un résidu quadratique relatif au module v, ces résidus correspon­
dront à des puissances de p, dont la somme sera nulle (p. 248 -249)). Il 
y a plus, pour que cette somme s'évanouisse, il ne sera pas nécessaire 
que p désigne une racine primitive de l'équation (3o), mais seulement 
une racine distincte de l'unité. Donc par suite si, n étant le carré d'un 
nombre premier impair v, p diffère de l'unité, la somme totale des 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers rési­
dus quadratiques, s'évanouira, en sorte que l'on aura 

et l'équation (56) donnera simplement 

(57)  
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NOTE X I . 

MÉTHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DÉTERMINATION COMPLETE DES SOMMES 

ALTERNÉES, FORMÉES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS BINOMES. 

Soit 

P 

une racine p r imi t ive de l 'équation 

( I ) xn=1, 

et supposons d'abord que n soit un nombre premier impair . Les d i ­

verses racines pr imit ives de l 'équation (I) pourront être représentées 

par 

ou par  

m étant premier à n. Soit d'ailleurs w une somme alternée de ces racines 

pr imi t ives . Cette somme sera de la forme 

(2) w=ph + ph' + ph" + . . .— pk— pk'— pk"— . . . , 

les exposants 
1, 2, 3, . . . , n — 1 

étant ainsi partagés eu deux groupes 

h, h', h", . . . et k, k', k", . . . , 

dont le premier pourra être censé renfermer les résidus quadratiques 

I, 4, . . . , 

et le second les non-résidus suivant le module n. Si l'on suppose en 
particulier n = 3, on aura simplement 

w = p1 - p2 = p1 - p-1, 

en sorte qu'une somme alternée w pourra être représentée, au signe 
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et par conséquent un nombre entier, la seule manière de vérifier la 
première des équations (4) sera de poser 



développées suivant les puissances ascendantes de a, b, c, . . . , ne 
pourra renfermer aucun terme dans lequel l'exposant de a, ou de b. ou 
de e, s'évanouisse. En effet, comme, dans cette somme, deux expres­
sions qui ne différeront l'une de l'autre que par le signe placé devant 
la lettre a, présenteront, en dehors des parenthèses, des signes con­
traires, elles fourniront deux développements, dont les divers termes 
se détruiront mutuellement, à l'exception de ceux qui renfermeront 
des puissances impaires de a. Donc, chacun des termes qui resteront 
dans la somme dont il s'agit sera proportionnel à une puissance 
impaire de a; et, comme il devra être, par la même raison, propor­
tionnel à une puissance impaire de c, . . . , il est clair que, dans un 
terme conservé, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre m, devront toutes se réduire à la première 
puissance, et chaque exposant à l'unité. Donc, les seuls termes qui ne 
se détruiront pas les uns les autres, seront les termes proportionnels 
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(51) de la meme Note les sommes désignées par Ω et par w sont tou­

jours égales, quanti, n étant un nombre premier impair, p désigne une 
racine primitive de l'équation ( I ) . 

Il n'en serait plus de même si, dans les sommes Ω et (0, on rempla­

çait p par la racine non primitive de l'équation (r) , c'est-à-dire, par 
l'unité, puisqu'alors évidemment la somme 12 se réduirait au nombre 
n, et le second membre de l'équation (a) à zéro. 

Les formules (22), (24) une fois établies pour le cas où n désigne 
un nombre premier supérieur à 2, il est facile de les étendre au cas où 
n désigne un nombre impair composé de facteurs premiers inégaux. 
Ainsi, en particulier, soit 
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Il sera maintenant facile de déterminer complètement, dans tous les 

cas possibles, la valeur d'une somme alternée w, formée avec les 

racines primit ives de l 'équation ( l ) . Considérons particulièrement le 

cas où la somme w est une fonction alternée des racines pr imi t ives , non 

seulement de l 'équalion ( l ) , mais encore de chacune des équations 

qu'on peut obtenir, lorsqu'après avoir décomposé l'exposant n en fac­

teurs premiers entre eux, on remplace successivement n par chacun 

NOTE XL 347 
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de ces facteurs. Alors , d'après ce qui a été d i t dans les Notes V I I , V I I I , 

I X , pour que la somme w ne soit pas nul le , il faudra que, les facteurs 

impairs et premiers de n étant inégaux entre eux, le facteur pair, s ' i l 

existe, se réduise à l 'un des nombres 
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Pour savoir si les formules (42) et (43) fournissent ou non les 
valeurs de w, qui sont relatives au cas où l'un des termes affectés du 
signe + se réduirait à 
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m étant premier à n, cette somme conserverait le même signe avec la 

même valeur, ou bien elle changerait de signe, suivant que m serait ou 

ne serait pas un des exposants h compris dans le groupe qu i renfer­

mait l 'un i té . 

Il importe d'observer que les conclusions diverses auxquelles nous 

venons de parvenir, en supposant successivement le nombre n impai r , 

puis divisible par 4, puis divisible par 8, se trouvent toutes renfermées 

dans un théorème général, qu'on peut énoncer simplement comme il 

suit : 
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Nous terminons cette Note par une observation qui n'est pas sans 
importance. 

Supposons que, dans le cas où I'on prend 
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Donc alors, si n désigne un nombre premier impair, ou le nombre 4, 
ou le nombre 8, p se réduira, dans le premier cas, à l'unité ; dans le 
second cas, à l'une des racines 
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et la somme w, formée avec les puissances de la racine primitive p, 
sera le produit des sommes alternées 
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M. Gauss est parvenu le premier aux formules (II) et (13), qu'il a 
données en 1801, dans ses Recherches arithmétiques | § 356], pour le 
cas où n est un nombre premier, mais sans déterminer le signe du 
coefficient tm, dont la valeur numérique se réduit à l'unité. C'est dans 
le Mémoire intitulé Summatio serierum quarumdarn singularium que le 
même géomètre, en reproduisant les formules (11) et (13), les a dé­
duites d'une méthode qui lui a permis de fixer le signe de tm. 

Si, dans la valeur de p, que fournit l'équation (9) , le nombre m 
cessait d'être premier à n, alors, en vertu du théorème 11 de la Note 
précédente, la somme alternée w, que détermine la formule (a) , se 
réduirait à 

(18) w = o ; 
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Soit maintenant N le nombre des entiers 

h, k, l, . . . 

inférieurs à n, mais premiers à n. Ceux d'entre eux qui ne surpasse-

rontpas ½ n seront en nombre égal a N/2 et, parmi ces derniers, les uns, 
dont nous désignerons le nombre par /, seront ceux que représentent, 
dans les formules (23), (24), les lettres h, h'..., tandis que les autres, 
dont nous désignerons le nombre par j, seront ceux que représentent, 
dans les mêmes formules, les lettres k, k', . . . . Cela posé, on aura néces­
sairement 

(3.) i+J = N/2 

D'autre part, dans la somme alternée w le nombre des termes affectés 
du signe +est égal au nombre des termes affectés du signe —, par 

conséquent à la moitié du nombre total des termes ou à - N. Or, comme 

la somme alternée w lorsqu'elle vérifiera la formule (10), offrira une 
valeur déterminée par l'équation (21), on aura nécessairement dans 

NOTE X I I . 865 
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si l'on suppose la quantité a positive et supérieure a n — i, mais .infé­
rieure a n, on tirera de la formule (33) jointe à la formule (10) ou(12): 
i° en admettant que la somme alternée w soit déterminée par la for­
mule (10), et que l'on ait en conséquence t-m == i,„, 

Les formules (35) et (35)supposent, comme les formules (11) et(13), 
que h, h', h'' . . . représentent les diverses valeurs de h, et k, k', k"... 
les diverses valeurs de k, renfermées entre les limites o, n. D'ailleurs, 
en vertu de l'équation (20), on doit, dans les seconds membres des 
formules ( 3 5 ) et (35), remplacer par zéro le terme général tm de la 
suite 

t1, t2, t3. 

toutes les fois que le nombre entier m cesse d'être premier à n. 
On peut remarquer encore que l'on a, pour des valeurs quelconques 

de w, 
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conclut : 1° pour des valeurs paires de /, 
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Si au contraire f ( x ) est une fonction impaire de a?, on tirera de la for­

mule (35) , jointe à la première des formules (39), 
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On tirera au contraire de l'équation (36 ) 
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Comme on a d'ailleurs 

il est clair que les équations (56) ou (57); feront connaître les diffé­
rences qu'on obtient, quand du nombre des valeurs diverses de A, ou 
de la somme de ces valeurs, ou de la somme de leurs carrés, de leurs 
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de 
ces valeurs, ou la somme de leurs carrés, de leurs cubes, etc. On 
conclura en particulier de la première des équations (56) ou (57), 
c'est-à-dire de la formule  

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions 
d'avance, égal au nombre des valeurs de k. On conclura en outre de la 
seconde des équations (56) que, dans le cas où w vérifiera la condition 

la somme des diverses valeurs de h équivaut à la somme des diverses 
valeurs de k. C'est au reste ce qu'il était facile de prévoir, puisque 
alors les valeurs de h étant deux a deux de la forme 

la somme de ces valeurs doit se réduire, en même temps que la somme 
des valeurs de k, au produit 
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et inférieures aux différences 

on peut seulement affirmer qu'elle sera nulle ou positive. C'est ce qu'on 
démontrera sans peine, comme l'a fait M. Dirichlet pour le cas où n est 
impair, à l'aide d'une méthode de transformation qu'Euler a exposée 
dans le Chapitre XV de I'Introduction à t'analyse des infinis, et que nous 
allons rappeler. 

Puisque la formule (29) entraîne généralement la formule (3o), il 
est clair que, si l'on nomme 

«, 6, y, . . . 

ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module n, on aura 
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être que positive ou nulle. On a vu d'ailleurs que les valeurs de 3m 

étaient toujours positives pour des valeurs de m supérieures à l'unité. 

Lorsqu'on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com­

prises les quantités  

on peut en déduire d'autres limites entre lesquelles se trouvent ren­

fermées ou les différences 

ou des fonctions linéaires de ces différences. Ainsi, en particulier, 

dans le cas où Ton a w = n, on peut affirmer non seulement que la 

valeur de 3 est renfermée entre les limites 
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et en vertu de laquelle la fonction f(x) ou n f(x) se trouve développée 

suivant les cosinus et les sinus des multiples de l'arc 

Or, on peut démontrer que, dans le cas où la quantité a ne surpasse 

pas la limite -> les deux parties du développement, savoir : la somme 

des termes qui renferment les cosinus des arcs 

et la somme des termes que renferment les sinus, sont égales entre 

elles, par conséquent égales a la moitié du produit nf(x). On a donc, 

pour des valeurs de a inférieures ou tout au plus égales à ½ n, et pour 

des valeurs de x renfermées entre les limites o, a, 
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Les diverses formules établies dans cette Note comprennent les for­
mules du même genre trouvées par M. Dirichlet. J'ajouterai que les 
équations de condition par lesquelles se trouvent liés les uns aux autres 
les termes des deux suites 

peuvent être démontrées directement, et d'une manière très simple, 
comme je l'ai remarqué dans un Mémoire que renferment les Comptes 
rendus des séances de I'Académie des Sciences, pour l'année 1840 (ler se­
mestre, page 444) ( ' ) • 

NOTE XIII . 

SUR LES FORMES QUADRATIQUES DE CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, 

OU DU QUADRUPLE DE CES PUISSANCES. 

Soient : 
p un nombre premier impair; 
n un diviseur de p — I ; 
h, k, /, . . . les entiers inférieurs à n, mais premiers à n; 
N le nombre des entiers A, k, L . . . ; 

(') Œuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. 142 
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considérés comme fonctions des racines primitives de l'équation ( I ) , 
seront, le premier, une fonction symétrique, le second, une fonction 
alternée de ces racines. Il y a plus, comme la condition (3) suppose 
que les facteurs premiers et impairs de n sont inégaux, le facteur pair, 
s'il existe, étant 4 ou 8, la fonction 

1 -J 

sera, dans l'hypothèse admise, de la forme indiquée par la formule (63) 
de la Note VIl ; et l'on aura en conséquence 

(8) l + J = A, I —J = B , 

A, B désignant ou des quantités entières, ou des fonctions qui renfer­
meront seulement les racines 

Φ, Φ1,Φ" ... 

de l'équation (4) respectivement multipliées par des coefficients 
entiers. 



NOTE X I I I . 393 



394 MÉMOIRE SUR Là THÉORIE DES NOMBRES. 



NOTE X I I I . 386 

les deux termes 
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de ces trois nombres, dans la quatrième ligne horizontale. Donc, 
n étant égal à 19, I pourra être censé résulter de la multiplication des 
trois produits 
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impair, tandis que les trois autres, savoir 
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et pour valeurs de , les nombres 
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En calculant, dans la Note précédente, les valeurs de l'exposant . 
correspondant à des valeurs données du module n, nous avons tou­
jours obtenu des valeurs impaires de , quand n était un nombre pre­
mier, et des valeurs paires de , quand n était un nombre composé, 
supérieur à 4. On peut affirmer qu'il en sera toujours ainsi. En effet, si 
nous prenons d'abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4x + 3, et l'exposant représenté par la valeur numérique de la 
différence 

i - j , 

NOTE XIV. 439 
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Ainsi, en résumé, l'exposant . sera, dans l'équation (4) , (5) ou (6) , 
un nombre impair ou un nombre pair, suivant que le module n>4 
sera un nombre premier ou un nombre composé. D'ailleurs, dans 
le dernier cas, on peut, à l'aide d'une méthode souvent employée par 
les géomètres, réduire» comme on va le voir, la valeur numérique de 
l'exposant . 

Prenons d'abord pour n un nombre composé de la forme 8x + 7. 
Alors l'équation (4) pourra être remplacée par la formule ( 5 ) , dans 
laquelle . sera un nombre pair ; et, comme par suite p sera un carré 
impair, c'est-à-dire de la forme 8x + 1, x2 devra être un carré de la 
même forme, et y2 un carré pair. Cela posé, les deux facteurs 
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POST-SCRIPTUM. 

La note placée au bas de la page 179, et relative à la loi de réciprocité qui 
existe entre deux nombres premiers, se réduit à cette observation très simple, 
que la démonstration empruntée par M. Legendre à M. Jacobi ne paraît pas 
avoir été publiée par l'un ou l'autre de ces deux géomètres avant 183o. Je suis 
loin de vouloir en conclure que celte démonstration n'ait pu être découverte 
par M. Jacobi à une époque antérieure. Dans le Mémoire de 1827, intitulé : 
De residuis cubicis commentatio numerosa, M. Jacobi, avant d'énoncer les 
théorèmes relatifs à la résolution des équations indéterminées 4p = x2 + 27y2, 
p = x2 + 7y2, dit expressément : In fontem uberrimum indici, e quo inter 
alia et demanare sequentia theoremata vidi. La source féconde dont M. Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-même me l'a déclaré depuis (voir, dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Mémoire de septembre 1829), 
la considération des propriétés dont jouissent les racines de l'équation auxi­
liaire, qui sert à la résolution d'une équation binôme, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, les fonctions ci-dessus désignées Φn, Φ k , . . . . Quelques-unes de ces 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 57 

NOTE XIV. 449 

et I'on pourra, en supposant que p, divisé par 68, donne l'unité pour 
reste, résoudre en nombres entiers l'équation 
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propriétés avaient déjà conduit M. Gauss aux importants résultats que con­
tiennent les dernières pages de ses Disquisitiones arithmeticœ, et à son 
théorème sur la résolution de l'équation p = x2 + y2. Ainsi, les recherches de 
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et l'on doit en 
dire autant des miennes, peuvent être considérées comme offrant de nou­
veaux développements de la belle théorie exposée par M. Gauss. J'ajouterai 
que, les propriétés des fonctions de la forme Φh étant supposées connues, il 
devient très facile d'obtenir la démonstration ci-dessus rappelée. Il est donc 
tout naturel qu'à une époque renfermée entre 1827 et 1830, M. Jacobi ait 
trouvé cette démonstration et l'ait communiquée verbalement ou par écrit à 
M. Legendre. Mais quelle est la date précise de cette communication? C'est 
un point sur lequel je n'ai aucun renseignement, et je m'en rapporterai au 
témoignage de l 'illustre géomètre de Kœnigsberg. 

FIN OU TOME I I I DE LA PREMIERE SÉRIE. 



TABLE DES MATIÈRES 
DU TOME TROISIÈME. 

PREMIÈRE SÉRIE. 
MÉMOIRES EXTRAITS DES RECUEILS DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES 

DE L'INSTITUT DE FRANCE. 

MÉMOIRES EXTRAITS DES « MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES ». 

MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

AVERTISSEMENT DE L'AUTEUE , 

% I  
§ I I . — Applications nouvelles des formules établies dans le premier para­

graphe 
§ I I I . — Suite du môme sujet 
§ IV. — Suite du môme sujet 

NOTE I . — Propriétés fondamentales des fonctions Φn , 
NOTE I I . — Sur diverses formules obtenues dans le deuxième paragraphe 
NOTE I I I . — Sur la multiplication des fonctions, , Φn,Φk  

NOTE IV. — Sur les résidus quadratiques 
NOTE V. — Détermination des fonctions R N , K , . . . et des coefficients qu'elles ren­

ferment 
NOTE V I . — Sur la somme des racines primitives d'une équation binôme, et sur les 

fonctions symétriques do ces racines 
NOTE VI I . — Sur les sommes alternées des racines primitives des équations 

binômes, et sur les fonctions alternées de ces racines 
NOTE V I I I . — Propriétés des nombres qui , dans une somme alternée des racines 

primitives d'une équation binôme, servent d'exposants aux diverses 
puissances de l'une de ces racines 

NOTE I X . — Théorèmes divers relatifs aux sommes alternées des racines p r imi ­
tives des équations binômes. 

Pages. 
5 

6 

21 
43 
68 

84 
94 
110 

163 

180 

121 

239 

265 

293 



452 TABLE DES MATIÈRES. 

NOTE X . — Sur les fonctions réciproques et sur les moyens qu'elles fournissent 
d'évaluer les sommes alternées des racines primitives d'une équa­
tion binôme 

NOTE X I . — Méthode simple et nouvelle pour la détermination complète des 
sommes alternées formées avec les raeines primitives des équa­
tions binômes 

NOTE X I I . — Formules diverses qui se déduisent des principes établis dans la Note 
précédente....... 

NOTE X I I I . — Sur les formes quadratiques de certaines puissances des nombres 
premiers, ou du quadruple de ces puissances 

NOTE X I V . — Observations relatives aux formes quadratiques sous lesquelles se 
présentent certaines puissances des nombres premiers, et réduc­
tion dos exposants de ces puissances 

POST-SCHIPTUM 

FIN DE LA TABLE DES MATIÈRES DU TOME I I I DE LA PREMIERE SERIE. 

40804 Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS, 55, quai des Grands-Augustins. 

Pages. 

3o8 

334 
359 

390 

449 



QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6e). 

Le Cutalogue général et les prospectus detaillés des principaux Ouvrages sont envoyes franco sur demande. 

EXTRAIT DU CATALOGUE 
DE LA LIBRAIRIE 

GAUTHIER-VILLARS. 



_ 2 _ 



- 3 -



- 4 -



- 5 -



— 6 —  



— 7 — 



- 8 -



- 9 -



- 10 -



— 11 —  



— 12 — 



- 13 -



— 14 — 



— 15 — 



— 16 — 



— 1 7 — 



— 18 — 



— 19 — 



— 20 — 



— 21 — 



— 22 — 





L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 
Q U A I D R S G R A N D S - A U G U S T I N S . 5 5 , A P A R I S ( 6 e ) . 

2e ÉDITION REVUE ET CORRIGÉE- IN-18 DE V I I I - 2 5 6 PAGES, AVEC 87 FIGURES. 
MODELES D'OBSERVATIONS OU DE CARNETS DE LEVERS ; CARTONNAGE 
SOUPLE ; 1911 5 FR 

Depuis quelques années un mouvement important se produit vers les 
expéditions lointaines. Les Pouvoirs publics ont encouragé cette disposi­
tion en organisant de nombreuses missions d'exploration et en créant, 
à la Sorbonne, une chaire de Géographie coloniale. Le nombre de ceux 
qu i sont appelés ainsi à contribuer a l'expansion territoriale de la France 

chaque jour . 
Mais lorsque, a v a n t son départ, le voyageur cherche à se rendre compte 

des méthodes qu' i l aura à appliquer pour rapporter des renseignements 
exacts et utiles au point de vue géographique, il se trouve en présence d'un 
nombre considérable de Traités spéciaux. Ces Ouvrages, généralement 
très bien faits, en accumulant les descriptions des procédés applicables 
dans tous les cas qui peuvent se présenter, ne permettent pas, sans une 
étude parfois longue et approfondie, de se tracer rapidement une ligne de 
conduite simple et facile à suivre. 

M M . B l i m et Rol let de l'Isle ont voulu donner, dans ce Manuel, sous une 
forme aussi élémentaire que possible, les notions indispensables a celui qui, 
tout en marchant vers un b u t déterminé par des considérations parfois 

— 2 — 
étrangères à la Géographie , v e u t recuei l l i r les éléments d 'une représenta­
t i o n exacte de ce q u ' i l au ra vu su r sa rou te . 

I l suffi t , p o u r comprendre ce Manuel, d ' a v o i r quelques no t ions de Géo­
mé t r i e é lémentaire e t d e T r i g o n o m é t r i e ; t o u t c e q u i a v a i t u n caractère 
scient i f ique t r o p accentué a été s y s t é m a t i q u e m e n t écarté. En déve loppan t 
au cont ra i re , la pa r t i e p r a t i q u e e t en m u l t i p l i a n t les dé ta i l s re la t i f s à 
I ' a p p l i c a t i o n des méthodes, les au teurs o n t pu faire p r o f i t e r les exp lo ra ­
teurs novices de I 'expérience acquise p a r leur» devanciers au p r i x de mé­
comptes n o m b r e u x et par fo is pénibles-. 

A u p o i n t d e vue des observat ions as t ronomiques , l ' e m p l o i d u théodo l i t e 
est seul exp l iqué , à 1 exc lus ion complè te du sex tan t . C'est que, en effet, 
i l f a u t une cer ta ine habi le té , q u i ne s ' acqu ie r t qu 'avec l e temps, pou r 
o b t e n i r par le m a n i e m e n t do ce dern ie r des résul ta ts comparables à ceux 
que p e u t donner faci lement l e théodol i te . En déc r ivan t l ' e m p l o i du sex tan t , 
on n ' a u r a i t r i en appris a ceux q u i , comme les officiers de mar ine , en f o n t 
un usage courant , e t l ' o n a u r a i t c o m p l i q u é i n u t i l e m e n t ce Manuel, dest iné 
aux débutan ts . 
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