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PREFACE.

NOUS avons donné dans la premicre partie de ect ouvrage,
les principes généraux de Péguilibre et du mouvement de
la maticre. Leur application aux mouvemens eélestes, nous
a conduits sans hypothéses et par une série de raisonne-
mens géomdétriques, & la lot de 1o gravitation universelle
dont la pesanteur et les mouvemens des projectiles sur la
terre , ne sont que des cas particuliers. In considérant
ensuite un systéme de corps soumis & cette grande loi de
la nature ; nous sommes parvenus, au moyen d’une ana-
lyse singulicre , aux expressions générales de lears mou-
vemens , de lears ligures et des oscillations des fluides
qui les recouvrent; expressions d’ot Pona vu découler tous
Ies phénoménes obseryvés du flux et du veflux de la mer,
de la variation des degrés et de la pesanteur & la surface
terrestre , de la précession des ¢quinoxes, de la libration
de la lune, de la figure et de fa rotation des anneaux de
Saturne, et de lear permanence dans le plan de son ¢qua-
teur. Nous en avons déduit les principales inégalités des
planctes , ot spécialement celles de Jupiter et de Saturne,
dont la période embrasse plus de neaf cents anndes, et qui
roffrant aux observateurs, que des anomalies dont ils
tgnoroicnt les loix et la cause , ont paru long-tenmps fuire
exception de la théorie de Ja pesantenr @ plus approfondic,
clleles a fait connoltre, et maintenant ces indgalités en sonti
une des preuves les plus [rappantes. Nous avons développé
les variations des élémens du systéme planétaire, quine se
rétablissent quapres un (rés-grand nombre de siceles. A
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milicu de tous ces changemens, nous avons reconnu la
constance des moyens mouvemens et des distances moyen-
nes des corps de ce systéme que la nature semble avoir
dispos¢ primitivement pour unc ¢ternclle durée, par les
memes yvues gu’elle nous paroit suivre si admirablement
sur la terre, pour la conservation des individus et la
perpétuilé des especes. Par cela seul que ces mouvemens
sont dirigés dans le méme sens et dans des plans peu diflé-
rens, les orbes des planctes et des satellites doivent tou-
jours ¢tre d-peu-pres circulaives et pew inclinés les uns aux
autres. Ainsi, la variation de Vobliquité de Péeliptique a
Uéquatceur, renfermdée constamment dans d’étroites limites,
ne produira jamais un primtemps perpéluel sur la terre.
Nous avons prouvé que Pattraction du sphéroide terrestre,
ramenant sans cesse vers son centre hémisphere que la
lune nous présente, transporte au mouvement de rotation
de ce satellite , les grandes variations séculaives de son
mouvement de révolution, et dérobe pour toyjours Pautre
hémisphére a nos regards. Enflin, nous avons démontré
sur les mouvemens des trois premiers satellites de Jupiter,
ce théoréme remarquable ; savoir , quen vertu de leur
action mutuelle, la longitude moyenne du premier vu du
centre de Jupiter, moins trois fois celle du second, plus
deux fois celle du troisiéme, est exactement et constani-
ment ¢gale & deux angles droits, en sorte qu’ils ne peuvent,
jamais ¢tre a-la-fois ¢elipsés. I nous reste & considéver
particulicrement les perturbations du mouvement des pla-
netes et des comeates autour du soleil , de la lune autour de
la terre, et des satellites autour des planctes qu’ils accom-
pagnent. C'est Pobjet de la seconde partie de cet ouvrage,
spéeialement consacrée & la perfection des tables astrono-
miqucs.

Lies



PRIFACE i<

“Les tables ont suivi les progrés de la science qui leur
scrt de base, et ces progres ont d’abord ¢té d’une extréme
lenteur. Pendant tres-long-temps, on ne considéra que
les mouvemens apparens des astres @ cet imtervalle dont
Porigine se perd dans la plus haute antuiquité, ct qui fut
proprement Penlance de Pastronomie, comprend les tra-
vaux d’Hypparque et de Prolémée, et ccux des Indiens,
des Arabes et des Perses. Lie systéme de Prolémée, qu’ils
onl successivement adopté, n’est au fond qu'une maniére
dereprésenter lesapparences célestes; et sous ce rapport, il
tututile a la science. 'T'elle est lafoiblesse de Pesprit humain,
qu’il a souvent besoin de saider d’hypothéses , pour lier
les [aits entre cux. En bornant les hypothéses a cet usage,
en évitant de leur attribuer une réalité q’ellesn’ont point,
ct en les rectiliant sans cesse par de nouvelles observations;
on parvient enlin aux véritables causes, ou du moins, aux
loix des phénomenes. Ihistoire de la philosophic nous
offre plus d’'un exemple des avantages que peuvent ainst
procurer les hypotheses, et des erreurs auxquelles on s’ex-
pose en les réalisant. Vers le milicu du scizicme sicele,
Copernic en démelant dans les apparences, les mouve-
mens rvéels de la terre autour du soleil et sur elle-mcéme,
montra sous un nouveau point de vue Punivers, ct chan-
gea la face de Pastronomice. Un concours moui de décon-
vertes a rendu mémorable & jamais dans Phistoire des
scicnees, le sicele suivant, d’ailleurs illustré par tant de
chel=d’ocuvres en littérature et dans les beaux-arts. Kepler
reconnul les loix du mouvement elliptique des planétes : le
t¢lescope trouvé par le plus heurcux des hasards , et per-
fectionné aussi-tot par Galilée, lui it voir dans les cieux,
de nouvelles inégalités et de nouveaux mondes : Papplica-
uon que fit Huygens, du pendule aux horleges , et celle

MicaN. ctn. Tome 111. b
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des lunettes au quart de cercle , en donnant des mesures
précises des angles et de la durée, rendirent sensibles, les
plus petites iné¢galités des mouvemens célestes. En méme
temps que Pobservation offroit & Pesprit humain de nou-
veaux phénomenes, il eréa pour les expliquer et les sou-
mettre au calcul , de nouveaux instrumens de la pensée.
Néper mventa les logarithmes : analyse des courbes et la
dynamique prirent naissance dans les mains de Descartes
ct de Galilée : Newton découvrit le caleul diflérentiel,
décomposa la lumiere, ct 8’¢leva au principe général de la
pesanteur. Dans le sicele qui vient de s’¢couler, les succes-
scurs de ce grand homme ont achevé édifice dont il avoit
pos¢ les fondemens. [ls ont perfectionné Panalyse inlinité-
simale, inventé le calcul aux différences parvtielles imbm-
ment petites et finies, et réduit en formules, la méeanique
entic¢re. Iin appliquant ces découvertes, & laloi de la pesan-
teur , ils ont ramené & cette loi tous les phénomenes céles-
tes, ot donné aux théories et aux tables astronomiques,
une précision inespérée dont on est sur-tout redevable aux
travaux des Géometres frangais , et aux prix proposcs par
PAcadémic des Sciences. St Pon joint & ces découvertes,
celles de Bradley sur Paberration des ¢toiles et sur la nuta-
tion de Paxe terrestre ; les mesures multipliées des degrés
¢t du pendule , opérations dont la France a donné exem-
ple en envoyant des Académiciens au nord, & U'équateur
el dans 'hémisphére austral , pour y observer la grandeur
de ces degrés et Pintensité de la pesanteur; are du mé-
ridien compris entre Dunkerque et Barcelone , déterminé
par des opérations trés-précises , et servant de base au sys-
téme métrique le plus naturel et le plus simple ; les nom-
breux voyages entrepris pour connoitre les diverses parties
du globe, et pour obscrver les passages de Vénus sur le
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soletl 5 la détermination exacte des dimensions du systéme
solaire, fruit de ces voyages; la plancte Uranus, ses satel-
lites et deux nouveaux satellites de Saturnce, reconnus
par Herschel; enfin, si Pon réunit & toutes ces décou-
vertes, Pinvention admirable des instrumens & réflexion
st utiles a la mer, et celles des lunettes acromatiques, du
cercle répétiteur et des montres maries; le dernier sicele
envisagé sous le rapport des progres de Pesprit humain
dans les sciences mathématiques , paroitra digne de celui
qui Pa précédé. Le siéele o nous entrons , a commencé
sous les auspices les plus favorables & 'astronomie. Son
premier jour a ¢éué remarquable par la découverte de la
plancte Cérés , suivie presque aussi-tot de celle de la pla-
nete Pallas dont la moyenne distance au soleil est a trés-
peu-pres la méme. La proximité de ces deux corps d’une
extréme petitesse a Jupiter, ct la grandeur des excentri-
cités et des inclinaisons de leurs orbes entrelacés , pro-
duisent dans leurs mouvemens , des indgalités considé-
rables qui répandront un nouveau jour sur la théorie des
attractions ccélestes , et donneront licu de la perfectionner
encore.

C’est principalement dans les applications de Danalyse
au systéme dumonde, que se manifeste la puissance de ce
merverlleux instrument sans lequel 1l eat été impossible de
pénélrer un mécanisme aussi compliqué dans ses effets,
qu’il est simple dans sa cause. Le Géomdotre embrasse
maintenant dans ses formules, 'ensemble du systéme
planétaire et de ses varialions successives ; il remonte par
la pensée, aux divers états qu’il a subis dans les temps les
plus reculés, et redescend a tous ceux que les temps a venir
développeront aux observateurs. Il voit ce sublime spec-
tacle dont la période embrasse des millions d’années , se

b 2
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renouveller en peu de siécles, dans le systéme des satellites
de Jupiter par la promptitude de leurs révolutions , et
produire de singuliers phénomeénes entrevus par les Astro-
nomnes, mais trop composés ou trop lents pour qu’ils en
aient pu déterminer les loix. La théorie de la pesanteur,
devenue par tant d’applications, un moyen de décou-
vertes ausst certain que Pobservation elle-méme , lui a
fait connoitre plusicurs iné¢galités nouvelles, et prédive le
retour de la cométe de 1759 dont Paction de Jupiter et de
Saturne rend les révolutions tres-inégales. Par ce moyen,
il a su tirer des observations comme d’une mine {éconde,
un grand nombre d’¢lémens importans et délicats qui sans
Panalyse, y resteroient ¢ternellement cachés. Tels sont les
valeurs respectives des masses du soleil, des planctes et
des satellites , détermindées par les révolutions de ces diffé-
rens corps ct par le développement de leurs inégalités
périodiques ct séculaires ; la vitesse de la lumicre et Pel-
lipticité de Jupiter, données par les éclipses de ses satel-
lites, avec plus de précision que par 'observation directe ;
la rotation et Papplatissement d’Uranus et de Saturne,
conclus de la position dans un méme plan, des diflérens
corps qui circulent autour de ces deux planctes. Tels sont
encore les parallaxes du solcil et de la lune, et la figure
méme de la terre, déduites des inégalités lunaires ; car on
verra dans la suite, que la lune par ses mouvemens,
déctle & Pastronomic perfectionnée , lapetite ellipticité
du sphéroide terrestre dont elle fit connoitre la rondeur
aux premicers Astronomes, par ses ¢clipses. Enfin, par unc
combinaison heurcuse de 'analyse avec les obscervations,
cet astre qui semble avoir été donné & la terre pour Péclai-
ver pendant les nuits , devient encore le guide le plus
assuré du navigateur qu’il garantit des dangers auxquels
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il fut cxposé long-temps par les erreurs de son estime. La
perfection de la théorie et des tables lunaires, a laquelle
il doit cc précicux avantage et cclui de fixer avee exac-
titude la position des objets qui soffrent & sa vue, est le
fruit des travaux des Géometres ct des Astronomes, depuis
plus d’un demi-si¢ele : elle réunit tout ce qui peut donner
du prix aux découvertes; la grandeur et Putilit¢ de Pob-
jet, la fécondité des résultats et le mérite de ta difficulié
vaincue. C'est ainst que lesthéories les plus abstraites, en se
répandant par de nombreuses applications, sur la nature
ct sur les arts, sont devenues d’mépuisables sources de
biens et de jouissances pour celul méme qui les ignore.
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MECANIQUE CELESTE.

SECONDE PARTIE.

THEORIES PARTICULIERES DES MOUYV EMENS
CELESTES.

LIVRE VL

THEORIE DES MOUVEMENS PLANETAIRES.

Lzs mouvemens des planétes sont sensiblement troublés par
leur attraction mutuelle : il importe de déterminer exactement les
inégalités qui en résultent, soit pour vérifier la loi de la pesanteur
universelle, soit pour perfectionner les tables astronomiques , soit
enfin pour reconnoitre si des causes étrangerces au systéme plané-
taire, ne viennent point altérer sa conglitution ct ses mouvemens.
Je me proposeici ’appliquer aux corps de ce systéme, les méthodes
et les formules géndrales présentées dans la premicre partie de cet
MiicaN, ckr. Tome IIT. A
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ouvrage. Je n’ai d¢veloppé dans le second livre, que les inégalités
indépendantes des excentricités et des inclinaisons des orbites , ct
celles qui ne dépendent que de leur premiére puissance ; mais il
cst souvent indispensable d’¢tendre les approximations,jusqu’aux
carrés et aux puissances supérieures de ces quantités, et méme de
considérer les termes dépendans du carré de la force perturba-
trice. Je commence par exposer les formules de ces inégalités : en
subslituant ensuite dans ces formules et dans celles du second
livre, les nombres relatifs a chaque plancte ; je donne les expres-
sions numériques de son rayon vecteur ct de son mouvement tant
cen longitude qu’en latitade. Bouvard a bien voulu faire le calcul
de ces substitutions, et le z¢le avec lequel il s’est livré a ce pénible
travail , Jui mérite la reconnoissance des Astronomes. Divers
Gdéomdlres ont déja caleuld la plupart des inégalités planétaires :
leurs résullats ont servi de vérilication i ceux de Bouvard, ct
lorsqu'il a trouveé des différences, 1l a remonté a la source de
Pexrcur, pour s’assurer de Vexactilude de ses calculs. Enfin, 1l a
revu aveeun soin particulier, le caleul des inégalités quin’avoicnt
point encore ¢L¢ détermindes ;5 ct quelques ¢quations de condition
qui ont licu entre ces incgalités, m’ont fourni les moyens d’en
vérilier plusicurs. Malgré toutes ces précautions , il peut s’élre
gliss¢ dans les résullats suivans , des erreurs presque inévitables
dans un aussi long travail ; mais j’ai lieu de penser qu’elles nc
portent que sur des quantilés insemsibles, et qu’elles ne nuiront
point a la justessc des tables fondées sur ces résullats qui, par leur
importance dans I’ Astronomie planétaire dont ils sont la basc,
m¢éritent d’étre vérifiés avee les soins que 'on a mis dans le caleal
des tables de logarithmes et de sinus.

Les théorics de Mercure , Vénus , la Terre et Mars , n’offrent
que des inégalités périodiques peu considérables ; elles sont
sependant trés-sensibles par les observations modernes quw’elles
représentent avec une exaclitude remarquable. Le développe-
ment des inégalités séculaires de ces planétes et de la lune, fera
connoitre exactement lecurs masses dont la véritable valeur est la
scule chose que leurs théories laissent encore a desirer. Clest prin-
cipalement dans les mouvemens de Jupiter ¢t de Saturne, les deux
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plus grands corps du systéme plandétaire , que altraction mutuclle
des planctes est sensible. Leurs moyens mouvemens sont presque
commensurables ; en sorte que cinq fois celui de Saturnc est
trés-peu-pres égal & deux fois celui de Jupiter : les indgalités consi-
dérables qui naissenl de ce rapport, et dont on ignoroit les loix
et la cause, ont paru long-temps faire exception de la loi de la
pesanteur universelle,, et maintenant, elles en sont une des preu-
ves les plus frappantes. 1l est extrémement curicux de voir avee
quelle précision les deux principales indgalités de ces planétes ,
dont Ja période embrasse plus de neuf cents anndes , satisfont aux
observations ancicnnes et modcrnes : les si¢cles 4 venir, en les
développant, mettront de plus en plus cet accord en ¢vidence.
Pour en faciliter Ia comparaison aux Aslronomes, jai port¢ ap-
proximation jusquaux lermes dépendans du carré de la force per-
turbatrice; ce qui me fait espérer que les valeurs que je leur assi-
gne , s’¢loigneront fort peu de celles que Ton trouvera par une
longue suite d’observations continuées pendant une période entiére.
Ces inégalilés ont sur les' variations séculaires des orbes de Jupiter
ct de Saturne , une grande influence dont je développe les
cxpressions analylique et numérique. Enfin la planéte Uranus est
assujétie a des indgalités sensibles que je détermine, et quc les
observations confirment.

Le premier jour de ce si¢cle est remarquable par la découverte
d’'une plancle dont Porbe est situé entre ceux de Jupiter et de
Mars, et a laquelle on a donné le nom de¢ Cérés. Elle ne paroit
que comme une ¢toile de la huitiéme ou neuvieme grandeur ;
son excessive petitesse rend donc insensible son action sur le
systéme planétaire; mais elle doit éprouver de la part des autres
planttes , ct principalement de Jupiter ct de Saturne. des pertur-
bations considérables qu’il importe de déterminer. Cest ce que je
me propose de faire dans la suite de cet ouvrage, lorsque 'obscr-
vation aura fait connoitre avec une approximation suflisante, les
¢lémens de son orbite.

I’y a pas encore trois si¢cles, que Copernic introduisit le pre-
mier, dans les tables astronomiques , le mouvement des planctes
autour du soleil : environ un siccle apres , Kepler y 't entrer les

A 2
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loix du mouvement elliplique , qu’il avoit rcconnues par Pobser-
vation, et qui ont conduit Newton ala découverte de la gravita-
tion universelle. Depuis ces trois époques mémorables dans This-
toire des scicences , les progres de Panalyse infinitésimale nous ont
mis a portée de soumeltre au calcul, les nombreuses inégalités des
planétes, qui naissent de leur attraction réciproque; et par ce
moyen, les tables ont acquis une précision inattendue. Jose croire
qucles résultals suivans leur donneront une précision plus grande
encore.
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CHAPITRE PREMIELER.

Trormules des inégalilés planétaires dépendantes des carrés
et des puissances supéricures des excentricilés et des
inclinaisons des orbites.

Des indgalités dépendantes des carrés et des produils des excen-
tricités et des inclinaisons.

1. POUR déterminer ces indégalités , je reprends Péquation du
n° 46 du second livre,

d>.rdr  p.rdr dR
= — 2. rd—=—)
° de? + 73 t2 AR d r)
On a par les n* 20 ¢t 22 du méme livre,
Iu 2
—=n";
e

==a. {14’ —e.cos.(nt+c—w)—1¢. cos. (2nt+2e—a27));
Yéquation différentielle précédente devient ainsi ,
d*.rdr -
T ar +n*rdr4- onﬁa.é“r.{e.cos.(ntn{—e—fEr)+e’.cos.(2nt+2e——2‘r)}
di* g

+2.de+r.(i§)

dr ’

Maintenant, tous les termes de Pexpression de R, dépendans du

carré et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbi-

tes, peuvent ¢tre ramends al’'une ou a lautre de ces deux formes,
M.cos.{i.(rz't—nt+e’-—e)+2nl+K};
_N.Cos.{i.(n'l-——nt-}-e'-—-—e)-{»—l,};

z ¢tant susceptible de toutes les valcurs entiéres positives ct néga-

tives, en y comprenant zéro. Considérons d’abord la premicre

. dR .
forme. Elle donne dans 2.jdl{+r.<w>, la fonction

2.(2—i).n dM . , , )
{F-FE:;)—-H.M’*-(Z.(EZ—)} ccos. {i.(n't—ntl+« —¢)+2nt+ K},

e
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d
On a vu dans lc saecond livre , que la partic de »aj, qui dépend des

angles i.(n't—nltd—:) et i.(nt—nt+—e)+nt4e, est de
ccite forme,
L7 cos.i.(n't—nt4d—:)+eG.cos. {i.(n't—nt+¢'—c)+nt4c—a}
4+ e H.cos.{i.(n't—nit+¢—e¢)+nt+e—='};
la fonclion
3n*.adr.{e.cos. (nt+<—=)+e*.cos. (2nt+2¢—2w)}
produira donc la suivante,
3 s {(F-&—G) ce*.cos. {i.(n't—nt+'—:¢) + 2ni+2: —27) 1.
2 +H.ce'.cos.{i. (nt—nt+e—-)+271t+2———fw—-w}j
ainsi, en nayant égard qu'aux termes dépendans de Pangle
i.(n't—nt+éd—:)+2nt, ct cn obscervant que si Pon fait p=1,
ce qui revient a prendre pour unité de massc, celle du soleil, en
négligeant la masse de la planéte ; on a n*a’=1; Péquation dill¢-
rventielle en 74 r devient,
o dltf.}.,l PO la I(ﬁ—{- G?.e".cos..{i.l(n’t—nt,-{-e’-—e)—i- ont 4 26—z ul} \
|+ H.ce'.cos. {i.(n't—nt+e—e )+ 2nt+20—a—a'} |
+4-n’a® {IZ id(:i)l)n-——n all+a* (%)}.cos.{i.(n’t—nt—{-e’——e)-~i—2nt~l—]\’};
d’ou Pon tirc en intégrant,
S n? [(F—{-G) e*.cos.{i.(n't—nt+¢ —!)+2nt+0e—-—2%‘}}
"\ H.cc' .cos.{i.(n't—nt+d—e)tontt2e—z—a') -,
o ’ {IZ’j-Q(:i)z)nn aM+a’ (”’)} n.cos.{i.(n't—nt+¢—:)+ant+ K) >
P {0+ (3—1).n} {in'+(1—i).n}

un des diviscurs

in'+(3—i)n, in'+(1—1i).n cst trés-petit, comme cela a licu
dans la théorie de Jupiter troublé par Saturne, lorsque P’on sup-
pose i=7, 2n ¢tant & treés-peu prés égal a §7'; la variabilité des
¢lémens des orbites a une influence sensible sur cette expression ;
il importe donc d’y avoir ¢gard. Ponr cela, nous mcttrons Véqua-

tion différenticlle en rd'r, sous cette forme,

d*.rdr
o= +n.rdrdnt.a’. Pocos. {i.(n't—nt+¢—¢)fant-+2¢}

+n*eat Plosin{i.(n't—nt4d—:e)42nt42¢).
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Fin I'intégrant et négligeant les termes dépendans des différences
sccondes et supérieures de P ct de P, nous aurons,
rdr . n?
@ V{in’ +(3=1).n}. {it:’+(l—i).71}
P’
‘ 2.{i.(n’—n)+2n}.-5
)P+ : . -~
{ln’-l—(S—z)/z} . { m’—-]—(l—-z).n}
e, ) dP
+JP,__ 2. {i(w'—=n)+an}. dt l.sin. {i(n't—nt+<—e) +2nt42:)
l {in’-{—(s-—i).n} . {in’-}—(l-—i)‘n} )
La formule (¥) du n° 46 du sccond livre deviendra eu
faisant p=r,

52- ‘l(rd“rz__ CJ(F+G) et esin. (i (Rt—nt ' —e )+ ont 4 2e—2w ) ]

ccos. {i(n't—nt+<—)+2nt 4 2:}

x

aondt 2T\ H.ee . sin, {ie(Pt—nt4+¢—c)tont+2ema—a'} |

. dM
1*‘ _ (6=3i).n? e\
Pp=

{m’-{-(z—z).n}’ all.+ ' +(a—1).n
Vi—e

En donnant & i, toutes les valeurs entiéres posilives et négatives,
¢n'y comprenant zéro ; on aura toules les inégalités dans lesquelles
Je coellicient de n¢ surpasse ou est surpassé par celui de n't, de
deux unités.

Sile coefficient in'+4(2—i).n est tres-petit, et si cette incga-
lité est trés-sensible, comme cela alieu dans la théorie ?'Uranus
troublé par Saturne ; alors on mettra la partic de R, dépendante
de Pangle i, (n't—nt++—:c)+2nt+2¢, sous la forme suivante :

Q.cos.{i.(n't—nt+te—e)+ont42:}
+ Q'.sin. {. (n/t—nt+e'—e)+2nt+29} ;
ct 'on aura

5 (C)
sin{i. (n't=nt+¢'—¢) 4 2nt + K} s

: aQ
(6—31)'”20 2.-‘—1— . { ( /t (+ ' }
T £ S {be (Rb—nt:"— ) o apl o
in'+(2—1), -_— 7
{in'+(2—i).n} Q+in’+(2—i).n

3a.//ndt.dR=

(6—131).n% ‘ g.iQ_
_—— c / X
{i"/"f'(ﬂ—i).n}“. QI—" dt .COS.{l.(nt—nt-{-:_.5/..*.2,”_{_22}’.

i+ (2—i).n
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La formule (¥) du n° 46 du second livre, donnera ainsi,

iy __ﬂ’j_ff) {(F+ G).c*.sin. {i. (nt—nt+4o'—e )+ 2nt+ 2e-—mr}} (D)
oade ' +H.ee .sin.{i.(n't—nt 4 —<) 4 2nt + 2e=—z—7"} g
(6— . (lQ . _(ig_ ,
"’ lg [ "'(z}if)'l} Qo [ (d l-sin-{i-(n’t——nt+e-e)+2m+2f}
in'4(2—1)n + '+ (2—i). n‘
| by dQ dQ
‘6 l) n -
7 {m( “F(2—i)m}r { it e ( la) wc0s. {i.(n't=nt < =)+ 20l + 2]
l Q= in'4-(a—1i).n + in'4-(2—1i).n

Je supprime pour plus d’exactitude, le diviscur \/1——6’, dans
cctte expression de fv 5 parce que ce diviseur n’affecte point, comme
on I'a vu dans le n”. 65 du second livre, la partic de cette expres-
sion, qui a pour diviseur lc carré dein'+(2—i).n ; ct daus le
cas présent, cetle partic est beaucoup plus grande que les autres.
De plus, en vertu du méme n°., il faut appliquer cette partic de
Jv, au moyen mouvement de la planéte m; et comme clle cst @
fort peu prés égale & Vinégalité entiére dépendante de langle
ie(n't—nt+<—:¢)+2nt-+2:; on peut appliquer cette incgalité
culiére, au moyen mouvement de .
P dp" dQ  dQ
Ydr’de ot dr
expressions de P, P!, Q, Q , par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons des orbites, aux positions de leurs périhélies et de

On aura les valeurs dc , en différentiant les

leurs neends , et en substituant au licu des différences de ces quan-
Lités , leurs valeurs. Mais on aura plus simplement ces valcurs

dP .y . .
de =5 &c. de la maniére suivante. On déterminera la valeurde P,
at
pour une époque ¢loignée de deux cents ans, de la premiére époque
a laquelle on fixe loriginc du temps #. Eu nommant P, celte
valeur, et T'Pintervalle de deux cents années ; on aura
T —-=P —P.

P’ dQ dQ’

On aura par le méme p1ocuk les valeurs de - P TANTERTE

. dr rdr .
Pour conclure Vexpression de —, de celle de —> nous dési-
: q

gnerons
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J, . Iro ) .

suerons par -——r, la partic de = quidépenddelangle i.(n't—nt + ¢'—:
a (o]

4-2nl+2¢, ct nous aurons

ar . . :
_ T J—+4Peos.{i(n't—nt+—:)+eG.cos.[i.(n't—nl4:'—e) d nlt:—7) % .
T e a >
@ +e'H.cos{i.(n't—nt+e—e)+nt4e—-a’} i
d’otr 'on tire
dr  rdr . , , .
~l—l—r:-::;+;. F+9G).ce*.cos.{i.(n't—nt+4—:)+2ntltre—ax)
+iee’ . H.cos.{i.(n't—nt+d—<c)t2ni+o:—a—z}.
2. En considérant de la méme manicre, les termes dépendans
de Pangle i.(n't—nt+<—¢), et supposanl que Pon ait, cn ne
portaut Papproximalion que jusqu’aux premicres puissances des
exeentricilds ,
or
~—=I" cos.i.(n't—ntd-'—: )+ eG .cos. {{.(n't—nldi'—: ) fnlti—=)
a
LeG cos. {—i.(n t—nt+:—:)+tnlt+e—a}
+ ¢ H .cos. {i (n't—nt+e—:)+ni+e—a'}
+e'H'  cos.{—i.(n't—nl{d—c)-tnl+i—a'},
¢ ¢lant ici positif; on aura
(G+G').c*.cos. i.(n't—ntte—:) l ,
3 nt. +Hee . .cos{i.(n't—nttd—e) 47—z} f
+H'ee .cos.{i.(n't—nt ¢ —e)—a+a'} s ca 1)
! dN 21 L
N -+ z".‘a,". —_— - - l s e t—ntd — )
"‘,)"_* 7 \ <da) a—— aNJ cos.{¢i(n't—nt4-« e)+]_,}
a* {in’-(i-{—l).n}.{in'-——(i—l).n}
2. d(ror) (G— G")..e".s.iu. L(n't— nti—{- ') I
m——l';- + Hee' .sin{i.(n't—nt4+d—)4=o—a'}
— Hee'.sin {¢. (n’t—nl+e/—¢)—'w+@/}j 5 ()
an dN 2 n2
+{.—,———~.—.a’. —_— )= .aN].sm {i.(n't—nt+d—e)4- 1}
5 m'—in da (lll —in)* [
p= -

V 1 —e“

TR TINE Y dir : N . . .

Si Pon désigne par ——, la partic qui dépend a la fois des carrés
. .

des excentricités el des inclinaisons des orbites , ¢l de Pangle
Lo(n't+nt+<—¢); on anra
Mican. ciin. Tome 111. B
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a.r rdr | , . . , ,
— =t {G+G'—F}.c*.cosi.(nt—nt+e—:)
a a
+i. Hee .cos.{i.(n't —nt4d—e)+v—a'}
d i H e vcos. {i.(nt—nt+i—:)—z4a'}.
Dans ces trois expressions , i doit étre supposé positil.

r . oy, ,

9. Le grand nombre des inégalités dépendantes des carrés des
excentricilés et des inclinaisons , ne permet pas de les caleuler
toules : on sc dirigera dans leur choix, par les considérations sui-
vaules., 1% Si la quantit¢ in'+(2—i).n dilfére peu de ==n; alors,
I'un ou lautre des diviseurs i n'+ (3—i).n, et in'+(1—i).n dc
Ia formule (&) du n® 1, est peu considérable, ct par-la, cellc
. Si la quantilé

(5}

formule peut acquérir une valeur sensible. 2
i 4 (2—1i).n esl peu considérable ; les termes de Ta formule (C)
du méme n°. qui ont celle quantité pour diviscur, peuvent devenir
sensibles. 3° Si la quantilé i.(n'—n) differe peu de ==7; Pun ou
Pautre des diviseurs in'—(i+41).n, et in'—(i—1).n,de la for-
mule (E) dun®. précédent, est peu considérable, et par-la, cetie
formule peut acquérir une valeur sensible. 4°. Enfin, si la quantité
i.(n'—n) est peu considérable ; les termes de la formule (£) du
n°. précédent, qui ont ce divisear, peuvent devenir sensibles. Il
faut donc calculer avec soin, toules les indgalités assujéties a Pane
de ces quatre conditions.

4. Les quantités If, G, G, H, H', sont délerminées par les
approximations développées dans le second livre : nous allons
déterminer M et N. Pour cela, veprenons la valeur de R dun® 46
du sccond livre,

I{:m’.(wl:’-{—:yy'—{—-zz_'_)—_ m’ .
r VE =+ O —=yF+(E—=)

r' ¢lant ici le rayon vecteur de m'. Prenons pour plan fixe, celuai de

Porbite primitive de m, et pour ligne des abcisses x, la ligne des
noeuds de Porbite de m' avee ce plan. Silon nomme v Pangle formé
par r et par cetle lignes ¢ Pangle formé par cette méme ligne et
par 7’5 el 9 la tangente de Pinclinaison respective des deux orbites 5
on aura
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X =r.cos,y ; y =r.sin.y; ZI==0;

, , , ,  r.siny’ ,  ry.sin.y
x'=r'.cos.v'; ¥y = - Z=- 3
Vit Vitr
. 1) - i ; d e a0 (=¥
ce qui donne, en négligcant les quatricmes puissances de y, y'=r U~z
m'r , my* r , ,
R_——r—,;.cos.(v——v)——-—/‘——.;,—;. {cos.(v'—v) —cos.(v'+v)}
m' my* rr. {cos.(v'—v)—-cos.(v'-}—v)}

3 ’ ” i
V r—arr .cos.(v'—v)+r 4 {r,_nrrr_cos‘(vl_v)_*_r'z}x

Supposons . comme dans le n°. 48 du sccond livre
P b

-

a ’ 2
2 cos.(n't—ntt< —¢) —{a*—2aad’ .cos.(nt—nt+ d—c)+a”}
Q 2

=1i.5. 4%, cos. i.(n't—nl+ —t);
[

{a’—zaa’.cos{n’t—nH—:’—-e)+a”}- =15 B9.cos.i.(n't—nt4e—¢);
et représentons M.cos,{i.(n't—nt+¢'—:)+2nt+ K}, par

M. e*.cos. {i.(n't—nt4—c)+ont+2e—2a}
+M(').ce’.cos.{i.(n’t—nt+e'—e)+'znt+2e-—a—fH'}
F+ M3, e".cos.{i.(n't—nt+e’—e)+2nt+2e—nw’}
+ M, -y’.cos.{i.(n’t—nt-{-e’—e)+2nt+ns—2TI};
1 étant la longitude du noeud ascendant de Porbite de m', sur cclle
de m, comptée de la ligne ol Pon fixe P'origine de n ¢+« On a par
le n°. 22 du sccond livre,
r )
—~ :=l+§e’—e.cos.(nt+e-—@)—;e’.cos.(2nt+2e—-zw);
a
p=ntti—Tl42e.sin(ntte—a)+ie . sin (2nt42e—27);

. r .
ce qui donne les valeurs de — et de ¢, en marquant d’un trait les
a

quantités 7, ¢ ct e. On a ensuite, par le n°. 48 du méme livre,
le produit de . .cos.{i.(n't—nt+¢—:¢), par le sinus ou le
cosinus d’un angle quelconque fi+1, égal a

z.dﬁ).zg; {i.(Wt—nt4dm—e)+ft+I}:

De 1a il est facile de conclure,

B2
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MECANTQURE CELTRSTE,

i) A (i) ()t AL
0 ) da da* ]}’
[ g fioy a2 —a.(i—1)d "i";“j)_ (BTN
b (i=1)" A2 (im1)a o 2.(i—1).a. 7 aa'. dadd )}

X , . . Aoy, (ddAGD\
¢ i) (i) A S e s

.ad BT,

‘.‘l (lilllh‘ ](.' cas (](‘ i’»‘:— 1 ,
,1(,{) m a
I :

ml
— ——.aa'.B®.
a’* 8

Représentons V. cos. {i.(n't—nt+ ¢ —¢)+ L}, par les termes

sulvans ,
N©.cos.i.(n't—nt+te—¢)

+NO.ed cos. {i.(n't—nt+e—e)+ z—a'}

+N®. e cos. {i.(Wt—nttd—:)—7+ @'}

nous aurons

2

¥ I .
—_— ! (Chg GabATI
2.aa.{B‘ )4 B }])

. : . dAGTD . , fdAGT dd ¢
b(i—1) AT —2.(i—1 ).a. —a.(i—1).a .\ —-— fad [~ - 1.
da dd dadd JV’

, . dAC+D d AU+ dd fo-FD |
wlit1 ) AE b id 1) i )2 (i)l —— ) a )
(i+1).A ta.(ck )(1( da > (it1)a ( da’ )+ ¢ ( da dd’ >J
posilil et plus grand que zéro, dans ces rois der-
1, il faut ajouter & N le

f
l
|
!

{ ¢lant supposé
HICKES expressions. Dians le cas de i=
myt o«
lerme — —. .
4 J'*
Il est plus commode pour les caleuls numériques, de navoir
dans les formules , que les dillérences relatives a Pune ow a Pautre
des deux quanlités @ el @.On (rouve alors par le n°. 4g du sccond

.
j’

livre,

" ., . A(i—l) . dAGTY 2 ddA“™
.l(zl 2).(2i—1). . '{‘2‘(2‘_1)'a'< da >+a A
N ((I(l/"(i—u))\'
+at \ T )5
da*

|
i

(. . . . dAG—)
(4;’—7t+2)./1“"‘>+2.(2L-——1).a.( ™ >

-{(2i-—-z).(:;i—x).//um.)__ga, dACTN dd A
{ ‘ d(l u'aﬂ

i"('li“f'ﬂ)f"i-%!) A—2a. TN I,
L - ) da da* J
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5. Te cas de i=o0, mérite une attention particulicre. Reprenans
1a formule (7)) du n°. 46 da sccond livre, ct considérons dabord le

d.(or.ddr+dr.dr) , ) ,
lerme - (ar.dor =2, de Pexpression de ddy, donnde par celle

r*dv
formule. On a par le n° §3 du méme livre, et en n'ayant ¢gud
quaux termes alleetés de Pare de cercle nt,

=1 —l.sin. (nt+<) — L.cos.(nt+:);

EXIS

= Z;—1—.(ZC—{-l/lD).nt.sin. (nt+:)

a

_..%L--(/LC‘*‘]!ID).nt.COS.(nt—}.g) ;

ce qui donne, en ne considérant que les termes dépendans des
carrés et des produils de &, 2, &', 'y et indépendans des sinus ct
cosinus de nt+:, ct de ses multiples,

' onrar.de
(z.(g,-.lz,p,.+(1,-.<9,-):_'L.’LL‘ ((h*+2).CH (M +1').D}.

i D

Onacnsuile, par les n” rgcet 20du sccond livre, r*dv—=a’ndl. Vi—e%

on aura done

d.(~r.dd r.or m’ e
(crdiebded) MR (). C (W 4 1)-DY.

r¢.dv

On a par le u. 55 du sccond livre,

mnu.C — m'n.D
(0,1):-—— 2 ; \“-‘\:———;——',

partant,

d.(ar.ddrtdr.dr)

r*.dv -

vdt.{(o1).(B*+ 1) — Tol. (R +1')}.

1
2

. oy . 3.de* [&dR . ;
Considérons cnsuile Je terme '—T,Qf—‘“ , de la méme formule (7).
r‘ay

Si 'on n’a égard qu’aux quantités séculaires dépendantes des carrés
el des produits des excentricités cl des inclinaisons des orbiles;

on aura par Panalyse du n° précédent,
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R . faa (P2 g (M)
R= 8.(/L +l).{2a.< o +a’. o
gy o () e ()
+3 (R )'[‘“‘(da' +a* (=
™ CRK U 0 ‘M_(_‘)) ' "/1(')) ) (GdAD
+4.(h/z +ll).{4d -1-20.( - )t 2a e +aa'. T
m / 2 2
+5ad BO{(p'—p)+(d'—1)};
r.p's ¢, 7 cxprimant les mémes choses que dans le n°. 51 da
sccond livre. De-la il est facile de conclure, par les n® g5 et 59 du
sceond livre,
an.sR =_(°’2‘). (B4 D R4 + . (RE +10)

+5.00,1){(p'—p)+(qd—q)};

ce qui donne
anddR=dh.{—(on).h4+1.K}+ dl.{—(0,1).l+ln1.l"}
+(0,1).dp.(p—p')+(01)-dg.(¢9—q').

T.e sccond membre de cette équation devient nul , en vertu des
cquations (Z) et (C) des n* 55 ct 59 du sccond livre; on a dong
an.d.dR=o;

d’ouVon tire, en observant que 7*a®* =1,
3de.fdt.dd R= ST EY

>
na*.y 1—ec*

m'g étant une constante arbitraire ajoutée a Iintégrale fd. 4 R.
di3.(2rdR'-+R'Jr)
r*.dy
dans Pexpression de d4v, donnée par la formule (7)) du n°. 46

du second livre. En négligeant le carré de la force perturbatrice ,

. Ly .. . 2.0 (rR).d ey
cctte fonction se réduit a a.J(vR).d¥ ou par le n° cité, a
r*.dy ’

dJR dAC)
2 a“.( -).ndt m'ndt.a’(———— )
da . . da
-——2—— Cette quantité produitd’abord lc terme - R
‘/ 1—e? \/ 1—e

", dt
égal a 3m_a§i , a cause de

na*.y/ 1—e* Vi—er
a3 , . . dAC) o d
n'a’ =1,le détruit; parcc que g=-— ja. 2 ) P le n’. jodu .

Il nous reste a considérer la fonction qui enftre

3m’ .gdt

qui ajouté a celui-ci,
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sccond livre. Reprenant ensuite Pexpression précédente de & 42,
nous observerons que la fonction

,
'—;—.aa’-B(‘)- {P'—p)+(g—q)} + &e.
est égale & une constante indépendante du temps ¢ ; puisque sa ¢il-
férentielle est nulle en veriu des équations (€) du n®. 59 duseco:d
livre; et si 'on ne considére que les deux planétes m et 'y commnue
nous le ferons dans ce qui va suivre , (p'—p)*+(g'—q)* ol
cn vertu des mémes équations , une quantité indépendante dn
temps ; la fonclion précédente ne peut donc produire dans
dJIR
2ndt.a*. (

da

‘/;——-c"‘

temps, el que Von peut ainsi négliger, puisqu’elle peut élre sup-

, qu'unc quantité parcillement indépendante du

poscée se confondre avee la valenr de rdt. On aura donce, en faisant
disparoitre les différences particlles de 4% ct de A4 en a, an
moyen de leurs valears données dans le n®. 4qg du second livre,

1JR 'nd ) dAC)
2ndt.a’ (rl > mndt R A l’“} f <(ZA_>-*,.2a"..<f{__l_4__.>_*_ ;a'.<
da da?

aa

1(1) AU
——”L,’ldt-(/llb/-*‘ll/)- {2([1-((&3:“ )_*_la‘-(dd‘(‘) )}
aQ

BET) L2 o14
SiTon rassemble ces différens termes , on aonra

' .ndt 1A (©) Q
wv———'—"—~’.’—-(h2+1’)-{2“”‘((3 )+7 @’ (de >+2 ‘ (m )
a 2

da’ /|

m’.ndt , dAC) dd AC) d3.4C 1
+—h— neag-1 —_— 5. — Aol ——
(24127 { ( da )+4a ( da® )+ @ .( da? >}

da?
On pourra dans cetle expression , ndégliger les termes indépendans
du temps 2 11 est facile C’en conclure Pexpression de ddy’;en chan-
geant ce qui est relatif a 72, dans ce qui est relatif & ', et récipro-

ndt , d A )
-—-T—;i—.(hh +1'). {2a.44(‘)~—2a’.( T >+ 154’ (ﬁ{l——>{—m(

quement ; et en observant que quoique la valeur de &) relative
a Taction de m' sur m, soil par le n®. 49 du second livre, dill¢-
rente de sa valeur relative & Paction de m sur m'; cependant on
peut , dans Pexpression précédente ciployer indifléremment
Pune ou lautre valeur. Mais on obticndra plus facilement d.4v,

o

\

A
mdu i

dign

|
|

£
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par la considération suivante. SiPon ajoule la valeur de ddy, mul-
iplice par my/«, @ la valeur de d9¢'y, mullipliée par m'y/a; on
mira, en substituant an licn des différences particlles de £ et
de AW en @', leurs diflérences particlles en «,

7 1t {AC) 1dAC)
ey, a - ‘/'5 ddy’ ——-—LT—:—L A4 04107 ( ((—d—-)-{-la .(t ))
a

N 2 da* )
_3mm At . f ) dACD . i’.(_{ﬁ(_i |
P hh' -+ 1Y, ld a | S S IS

Silon ne considére que denx planctes m et m'; 1a dilférenticlle dn
sccond membrede celle équation estnulle en vertu deséquations ()
du n® 55 du sccond livee; on a done, en ne considérant que les
quanlités périodiques séeulaires

o=m.y/a.dsy-m'y/a" . d5;
ce qui donne immédiatement d¢'y lorsque Poun a déterminé &

La valeur de d 8o est relative a Pangle compris entre les deux
vayons veeleurs » ¢l r+dr. Pour avoir sa valeur velative & un
plan fixe , nous observerons que par le n° 46 du sccond livre, si
Fon nomme de, la projection de e sur ce plan; on a, en négli-
geant les quatriemes puissances de Pinelinaison de Porbite,

dy, = dr-.f 14 .8"—1. (—[—3—11
| (lv’j
On a pav le n”. §3 du sccond livre,
s=q.sin.(ntte)—p.cos.(nt+:)+ &e.

ce qui doune

dp
(Ia-:(nq—-—m-) dl.cos.(nt+ e)-{—(/zp—{———) dt.sin. (nl-+:)+ &e.

on aura donc, cn négligeant les quantilés périodiques dépendantes
de nt, ¢l en observant que dy ==ndt, i lrts-pea pres,
qdp—pdq
dy,=dy+———;
3

ainsi , pour avoir la valeur de ddv,, il faut ajouler & la valeur
, ., qdp—pdyq

précédente de d.dv, la quantilé —————

Si Pon ne considire que deux plancles m el m'; on aura par le

n°. 59 du second livre,
mm'.dt

(qidp—p?q )iy, ak(q'dp'—p'dy )m'y a=—""—ad B (0= p) (7 =) )3

ct
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/
ct le second membre de cette ¢quation est égal & d¢ multiplié par

une constante ; en wayant donc égard qu’aux quantités périodiques
séculaires, on aura

o=m.y a.dfv,+m'.y/a .dsv;
d'v, et &’ étant relatifs au plan fixe.

6. Considérons maintenant les inégalités du mouvement en
latitude , dépendantes des produitls des excentricilés ct des incli-
naisons des orbites ; reprenons la troisicme des équations (7)) du
1n°. 46 du sccond livre,

ddz pz dR
=gttt E )

Prenons pour plan fixe,celui de Porbite primitive de m,ce quipermet

dR
de supposer z nul dans (T) On aura par le n° 4, et observant
Z

N
que z'=7r'¢,
dR m's' m.r's'
dz r's 30

{r*—arr.cos.(v'—v)4r1"}*
I'équation différentielle en z deviendra ainsi,

ddz
0= —= +nr’z. {1+3e.cos.(ntt+e—a)}
m’ .n*a3.s’ m' .n*ad.r's’
- —_—

7
{rr—arr.cos.(v'—v)4r'* }*
Représentons par

M.sin{i.(n't—nt+e¢'—:)+2nt+ K} + N.sin{e.(n't —nt+¢'—e )+ L},
la partie de

m’'s m'.rs

rs z

{rr=arr.cos.(vV'—v)4r*}*
dépendante des angles i.(n't—nt+¢'=¢) 4 2nt, eti.(n't—nt++¢'—s);
et supposons qu’en n’ayant égard quaux inégalités de z, dépen—
dantes de la simple inclinaison des orbites , la partie de z relative a
Pangle i.(n't—nt+¢'—¢) + nt soit
yaF.sin{i.(n't—ntte—e¢)tntte—1};
on aura, en ne conservant que les termes dépendans des produits
des excentricités et des inclinaisons
MEécan. ctr. Tome I, G
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sinJ{i.(n't—nt+¢'—e)+2ant+ 2:—-@-!1}}
+sin{i.(n't—nt+¢'—: )+ z—11}
+n'a’. M.sin.{i.(n't—nt+<—¢)+2nt+ K}
+n'a®. N .sin.{i.(n't—nt4/—: )+ L};

o——%-{-n z+3in eyaF{

d’ot1 'on tire en intégrant,
{%.n'.ey.aF.sin.{i.(n't——nt+t'—-e)+2nt+nc—-fn—ﬂ}}
+n'd’ . M.sin{i.(n't—nt+¢—¢)+2nt+ K}
{in'—(i=1).n} {in'—(i—3).n}
.o ey aF.sin{i.(n't—nt+d—e)4+=—0})
{+n @’ . N.sin{i.(n't—nt+<—¢)+ L} f
{in"—(i+1). n} {in'—(i—1). n} ’

On aura la latitude s, en observant que

> o—
e

2
s :__? — _;.{1+e.cos. (nte—m)};

on aura done s, en divisant expression précédente de = par a,
et en lul gjoutant la quantité

tey . F.sindi.(n't —nt+d—e¢)42nt+2¢—a—TI1}
+ley.Fosinfi.(n't—nt+d—¢)+w—I1}.

Il ne s'agit plus que de déterminer M ct NV ; ce qui seraf aci.c, en
suivant Panalyse du n°. 4. Mais nous nous dispenserons de suivre
ce calcul ; parce que les inégalités de cet ordre en latitude, sont
insensibles, excepté relativement a Jupiler et a Saturne, a cause
de la commensurabilité trés-approchée de leurs moyens mouve-
mens , el nous donnerons dans le n°. 10 un moyen trcs-simple
de déterminer ces derniéres inégalités.

Si Yon rapporte le mouvement de m, sur un plan fixe irés-peu
incling a celui de son orbite primitive ; en nommant ¢ I'inclinaison
de cette orbite sur ce plan, et 8 la longitude de son noeud ascendant ;
la réduction du mouvement sur 'orbite a ce plan, sera par le
n’. 22 du second livre,

— .tang’e.sin. (2¢,—20)—tang.¢.ds.cos. (v,—0);
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v, élant le mouvement v rapporté au plan fixe. Ainsi, le mouve-
ment en latitade, introduit dans le mouvement en longitude sur
Pécliptique, des inégalités dépendantes des carrés et des puissances
supérieures des excentricités et des inclinaisons des orbites. Mais
ces inégalités sont insensibles , excepté pour Jupiter et Saturne.
En ne considérant que les quantités séculaires, et ébseﬁgﬂt que

tang.e.sin.d =p ; tang.¢.cos.0 =gq;
on aura

dg . dp
ds=—1t.—. (nt —f.—.COs. .
s tdt sm.(nt+¢) 7 €08 (nt+e)
T.e terme —tang.s.4s.cos.(v,—08) donnera ainsi le suivant,
t.(qdp — pd.
(9% —pdq) ; en sorte que 'on aura
adt
(9dp—pdq)
— t, ——m— :
v= et adt ’

ce qui est conforme a ce que nous avons trouvé dans le n® pré-
cédent.

Des inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois dimen-
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites , et de leurs
puissances supéricures.

7« Les inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois
dimensions, des excenlricités ct des inclinaisons des orbites, sont
suscepltibles de ces deux formes,

M.sinfi.(n't—nt4ed—e)+3nt+K);

N .sin{i.(n't—nt+d—e)+nt+ L}.
On peut les déterminer par Panalyse dont nous avons [ait usage
dans les n°. précédens ; mais comme clles ne deviennent Lrés-sensi-
bles, qu’autant qu’elles croissent avec une extréme lentcur ; cette
considération simplifie leur calcul. Reprenons la formule (Y) du

) . 3.d(rdr)

n°. 46 du sccond livre : on peut y négliger le terme —adr f. < U
alors insensible, & cause de la petitesse du coéfficient de ¢, dans les
incgalités dont il s’agit. Cette formulc devient ainsi,

1 cst

Co2
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dr.dr . il_i_ .
Iv::--m+3a.f[ndt.dR+2.fndt.a '(da)’

le diviseur V'1—¢* dé cette formule , devant ¢tre supprimé pour
plus dexactitude, par' le n° 54 du sccond livre. 11 faut de plus,
par ce méme n°, appliquer dans la partie elliptique du mouvement
de m, ces inégalités, au moycn mouvement de cette planéte. Cela
posé, si l'on supposc,

R=mP.sinf{i.(n't—nt+«—¢)+3nt+3e}
+m'P'.cos.{i.(n't-—nt+t'—-—s)+3nt+3e};

ce qui comprend tous les termes de R, dans lesquels le coflicient

. . . /
de 7t surpasse ou est surpassé de (rois nnités, par cclul de 7't
on aura par le n° 65 du second livre,

3.(3—1).m'n*.a

3G-ffndt.(]R=T{m},
. 2.dP 3.ddP’ 1 i ] ]
x(s lp lr{z (W—=n)fn}.de {:. (W=n)F3n)* arf (Sin{b(nl=nb =) 3nt+3e }\.
1——‘1’— 24P 3:44P } 05.{i.(n/t—nt+4¢'—s )+ 3nt+ }S
| {i.(n"—=n)+3n} e {:. (n-—n)—{;)—n_yhtph” CosE 3mba3e

On aura ensuile,

dR am'n
ﬂjﬂ(l[a <i ):—'7_,—————. dP’ .
o L (w—n)+3n -—-a“.(z;>.sin.{i.(n't—nt+e’—n)+3nt+3e}s

a’. (%).C()S.{i-(n't—nt‘f‘"— ¢)+3nl+ 3 }?

Supposons enfin, qu’enn’ayant égard qu'a Yangle i. (n't=nt 4 ¢'=¢)
+2nt+2¢, on ait
rdr

71;:II.cos.{i.(n't——nt+e’-—e)+2nt+2e+ A};

H étant déterminé par ce qui précéde, et élant affectd du trés-petit

.. . dr. -
diviseur i.(n'—n)+3n; le terme — — ; donnera cclui-ci ,

a*.ndt

eH | . ’ ’
—--—;.sm.{z.(n t=—ntbe—¢) 4 3nt+3e—at A}

On aura ainsi, en ne considérant que les termes qui ont i.(n'—n)
+ 37, pour diviseur,
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, 2a.dP _ 3a.ddP’ ) (i (n't-ntd-e
_3.(3=i).m’.n? . {aP + {i(n'-n)+3n}.de {i,(n’-n)+3n}‘.dt’}'sm{ +3nt. 43¢ /})
{,(,, —n)+3n} _}' _ 2a.dP* ja.ddP } (i.(n t-nt*{-t—i)l‘
laP {i(n'-n)+3n}.dt {i(n'-n)43n}2de 'Cos'[+3nt+3e ‘

, [dP y ,
a ,(-;i-‘;)cos.{z.(nt-——nt-i-t'—°)+3”t+3'}2

am'n
i — ' N .,
b =n)t3n —a'-(-&;).sm.{z.(nt-—nt+e’-——¢)+3nt+3,}s
H .
_f?.sm.{i.(n‘t—nt+e'-—e)+3nt+3,—‘n+,4},

L’équation différenticlle
d.(rd d dR
0= ( r)+f” ! de+r< )
de r dr
donne, en ne considérant que les lermes qui ont i.(n'—n)+3n,
pour diviscur,
rdr _ 2.(i—3).m'n { aP .siu.{i.(n’t——nt-{-e'-—s)-}-}nt-{-3.}}
at i (n'—n)+3n | 4aP .cos.{i.(n't—nt+ ¢ —:)+3nt+3e)
—3eH.cos.{i.(n't—nt+¢—:)+ jnt+3e—a+ A}
+teH.cos{i.(nt—nt+¢—¢)+nt+e+a+.4}.
En réunissant cette équation a celle-ci,
)
r——'-._II cos.{i. (n't =—ntte—:e)+ontt2e4.A4};

[Ad

on cn tirera

e
a_r= H.cos{i.(n't—nt4ed—:)+2ni+2et+ A}
—cH.cos.{i.(nt—ntte—e)+3nt+3e—a+t A}
+eH cos.{i.(nt—nt+d—e)+nttetad A}
n_.(i—}).m'n.f aP .sin{i.(n't—nt+s'—:)+3nt+3:))
i.(n—n)t3n | 4+aP .cos.(i.(nl—ntts—:s)+3nt+3e})

ar, . e yess
Celle valeur de — introduit dans &y, une inégalité dépendante de
a

Vangle i.(n't—nt+¢—e)+nt4e, ct qui a pour diviscur
i.(n'—n)+3n Pour la déterminer, nous reprendrons I'expression
de #v, donnée par la formule (¥) du n°. 46 du second livre. La
ar.ddr+4dr.dr

a*.ndt

LieH.sin{i.¢n't—nt+s—¢)fnt+e+s+ A4}

partic de celle expression, produit dans dy, le terme
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Yest le scul de ce genre qui ait i.(n'—n)+ 32 pour diviscur.
1.inégalité de dv , dépendante de Pangle i.(n't—nt+¢'—e) + 2nt+ 2¢,
est a trés—peu-pres , par le n”. 1, en n’ayant égard qu'aux termes
qui ont i.(n'—n)+4 32 pour diviseur,

o H.sin.{i.(nt—nt+s—e¢)42nt+ae+ A).
En désignant donc cettc inégalité par
K.sin{i.(n't—nt+e—:)+2nt+2¢+ B} ;
on a dans &y Iinégalité
TeK.sin{i.(n't—nt+e—e)+tnt+es+a+ B).

8. Cest principalement dans la théorie de Jupiter et de Sa-
turnc, que ces diverses inégalités sont sensibles. En supposant
i=g5, la fonction i.(n"—n)+3n devient sn'—2n, et cette der-
nicre quantité est trés-petite, en vertu du rapport qui existe entre
les moyens mouvemens de ces deux planétes, ce qui donne aux
inégalités correspondantes de #r, et de d'v, de grandes valeurs. Pour
les déterminer , reprenons 'expression de R donnée dans le n°. 4.
La partic

m'.r m'’ r

—— . CO8.(¢'—p)— RE Akt {cos. (v'—yp)—cos.(v'-+v)}

r'a
ml
T y*.rr’.cos.(v'—v)
+ —

v
{r*—arr .cos.(v'—v)4r2}+

ne produit aucun termo de 'ordre des cubes des cxcenlricités, et
dépendant de Pangle sn't—2ant; il ne peut donc en résulter que de
Ia partie

’

m

m’ z.y’.rr'.cos.(v'-}-v)

Vri=—arr .cos.(v'—y)Fr2T {

a g 'a}% ?
r*—arr .cos. (v'—v)4r

ct alors, les valeurs de P et de P’ sont les mémes, lorsque I'on
considére Paction de m’ sur m, et celle de m sur m’. Déterminons
ces valeurs.

On a par le n®. 32 du second livre, en ne portant la précision que
jusqu’aux troisi¢mes puissances des excentricités inclusivement,
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=14ie*—(¢—3}€’).cos.(nt4s—=)—ie*.cos.(ant+gs—2v)

—3e'.cos.(3nt+3e—37);
v =nt+s4(2e—ie’) sin.(nt+s—v)+ie* . sin.(2nt 4 2e—zuw)
+2e'sin (3nt+3e—3 7).

Cela posé; si on développe R suivant les termes dépendans de
Pangle sn't—2nt; on aura une expression de cette forme,

Rl

R= M .e%. cos.(sn't—2nt+5e'—2¢—3a")
+ MM .e"e.cos.(sn't—2nt4 5 —2c—oa'—a)
+ M. e'e*.cos.(§n't—2nt+§i'—2¢e—a'—23)
+MD .’ cos. (sn't—2nt+§¢'—2s—37)
4+ MM . e"y* . cos.(5n't—2nt+ ¢ —2s—a'—aT1)
4+ M. eyt cos.(sn't—ant4 g —2¢—w—2Il);

et 'on trouvera apreés toutes les réductions,

n’b ) ddbl(ﬂ) dsh m}
Mo =™ () — . ER
a'M e {389 b,*)4201.a +27.a® T j;
. db,m b, ® wb,m
M= T 402.5.) P e i
aM = {mn b% +193.a < + 96.a* + ot —5
db, ddb‘u) ash, (4)
MO =T 5, PR B S 3.__2 ;
10— g b0 1880 g
- db,® ddb, @%b,
MO — ) I 3._____'
aM®™ = 48 {380 04174 . a. d +24.a% d¢' ale—= j’
@)
MW me { b ) db% ;
a 16 10- T "Tde
“
IM(S)___ /d i b (0+“ db?{' '.
@ - 16 7 e j

de 14, on tire
m'.adP=a'M®.e”.sin3a"4a' M) .e"%e.sin. (25" 4=)
+a' M .¢e*.sin. (o' +23)+a M.’ sin. 3=
+a' M. ey sin. (243" ) +a' M. ey . sin. (2114 @).
On aura m’.a'P', en changeant dans cette cxpression de m’.a'l,
les sinus en cosinus , et il sera facile de conclure les valeurs de o’
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¢t de aP’, en multipliant celles' de @’P et de a' P, par — ° - ou par «.

On aura cnsuite, cn faisant /=y, dans les expressions de dy et de
dr

- du n°. précédent,
4
, 2a.dP 3a.ddP’ ] . , ,
. 6m'.n? { P +(S" '—an). dt—(31:’-211)“,dt=J'5111'(5n t—ont+ §¢'—2¢)
O Y Il e e — e
(sn'—zan)* sa.dP’ a.ddpP ,
R fa]’ ’ ].cos.(gn t—ant+t 5¢'—2¢)

l. (Sn '—‘271) dt (:n'—.gn)s'dtzj
. dP , ,
am’.n j a '(;l:)'cos‘(snl—-fznt-{-5(—2;)
sn'—an ! . dpP’ . , ,
——Cl . -d;- .Sll].(sll t—‘ﬂnt+55_—2£)

el

———.sin(§nt—2nt + §¢'— 3¢ —w 4 A )

. + 5 eIx sin.(sn't—bnt+ 5 —bet+o+B);
ir:II.cos.(gn t—3nt+5¢’'—3¢+ A )—cH.cos.(yn't—2nt+ 5¢'—2e—a 4 A1)

a

tell.cos.(§n't—bnt+§e'—betatA4)
4 m'.n P .sin.(§n't—2nt+5e -—95)}
sw—zn | +aP.cos. (sn't—a2nt+ge¢'—2¢)
En supposant i==—3, ct changeant cc qui est relatif & m, dans
ce qui est relatif a m/, ct réciproquement ; on aura

f o, 20.dP 3a’.ddP' . _
e Dsmn' la P +(sn'—2u).d£ i —an i Sin.(§2't—ant+ §¢'—32¢)
- ’ sa AP’ 3¢’ .ddP ) , ,
.cos.(sn't—2ant+ §¢ -—2:)8

(sn'—2n)? { ,
e P_(;u'--au )dt (sn'—an)nde*f
S (5 ‘t—2nt+ e
2 @\ )-cos-(sné—2nitsi—ac)
‘—un’ ary .
sn'—un z—a”‘(_&_a_'—)'s“l‘(sn’t—g”t""ie""‘?‘)g

’ ’

am.n'

——Q—.Sin.(sn't-—-:znt-{-;e'—-—ze—w’-{-A’)
i + ;.¢K'.sin.(3n't—ant43d—2i4-a'+B');
o= H'.cos.(dn't—ant+4'—a:+ A')—e'H'.cos.(§n't—2nt+ 5¢'—~2¢—' 4+ 4')
+ ' H'.cos.(3n't —ant+3¢d—2e+a'+A4)
10.mn’ a'P .sin.(sn't— ont+ 5¢'— 2¢)

T sn—an’ {+a"1". Co8.(§7/t—2nt+ 5 —2 e)} 3
H'
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g ’

Il .cos. (4n't—ontid'—2:¢4 A") élaut Ia partie de ra_c:;_ (l("‘)k‘]\l-
dante de angle 4n't—ont, ot K'.sin. (4n't—2nt+bd'—2:4- ')
¢lant la partic de ¢/, relalive au méme angle. Dans’ces diverses
inégalités , nous rapportons pour plus de simplicité , Porigine des
angles, 4 Pintersection communc des deux orbites de Jupiter et de
Salurne; comme nous Pavons fait dans le développement de Pex-
pression de R da n®. &, et comme nous le ferons dans Ie n” suivant.
Nous 1nc conserverons ainsi que pour Panalogic, Pangle Tt qu’il
faut alors supposer nul.

. .\ . s dP  ddP
On déterminera de la manicre suivanle, les dilférences T )
L’

dP’  ddP’ Vs .
—, —— On calculera pour U'é¢poque de 1750, et pour une ¢poque

de i

plus d¢loignée de deux cents années juliennes , c’esl-a-dire pour
de dw de’ d=w' dy dn | de, d=w, de/

1950, les valeurs de I a A A Soient O R &e.

ces valeurs pour la seconde de ces ¢poques; on aura, en supposant

que ¢ exprime un nombre d’anuces juliennes,

les différences de et dde dans le second membre de cetle ¢quation,
¢tant relatives & 1750. Iexpression de e, pour un temps quelcon-
que £, est, en négligeantle eube de £, et ses puissances supéricures,

/ de t* dde
ettt dn
de dde o, .
€, 72>~ Serapportant a Iépoque de 1750. Celle expression peul

s’étendre & mille ou douze cents ans avant ct apres cette époque.
On aura de la méme maniére, les expressions de =, ¢/, @, » ¢l IL
On calculera par leur moyen, les valeurs de P, correspondantes
aux trois époques de 1750, 2250 et 2750. Soient P, P,, P, ccs
valeurs; I'expression générale de P étant

dP t* ddP
on aura en faisant successivement £= 5§00, £ =1000,

Mican. cir. Tome IL1. D



26 MECANIQUE CELESTE,

P dp _ ddp

+ 500 7+ 250000 i =P
dp , ddp

P 4 1000.— 41000000 +. =P;
dt dier

ce qui donne

4P P —3P—P,  ddP _ P —aP4P

dr 1000 > d1* T aj0000

Q. Les termes dépendans des cinquiémes puissances des excen-

tricités peuvent avoir une influence sensible sur les deux grandes
inégalités de Jupiter et de Saturne ; mais le calcul en est pénible
par son cxcessive longueur. Son importance a déterminé Buor-
ckhardt, trés-habile astronome, a Pentreprendre. 11 a discuté avec
une scrupuleuse attention, tous les termes de cet ordre qui dépen-
dent de Pangle §2't—2n¢, en se permeltant sculement de négliger
les produits des cxcentricités, par la quatriéme puissance de I'in-
clinaison mutuelle des orbites ; ce qui ne peut, en effet, produire
que des quantités insensibles, L’expression de R du n°. 4 est rela-
tive d 'action de m' sur m : la partic de cette expression, quia le
plas d’influence sur cette indgalité, est le produit de m’ par le
fucteur

)
. '—;—.rr’.{cos.(v'-——-v)—cos.(v'+v)}
-+
Virr—zrr cos. (v —v) 41" {r—arr.cos.(v'—v)+7r?}
Ce facteur est le méme pour les deux planétes; en le développant,
et en nc considérant que les produits des excentricités et des incli-
naisons, relatifs a angle sn’t —ant, on a une fonction de celte

—

3
1

torme,

NE . cos. (snt—ontt§i—a2s—ba' + @)
+ N . cos. (sn't—2nt f5¢'—2¢—33)
+N®W.cos. (sn't—2nt+gd—a2e—2a"—a)
+ N, cos.(§n't—2nt+5¢—2¢—n"—2a)
+NW,cos (§n't—ont+ 5 —21—37) ]

5 4 7 ’ >> (0)
+N®.cos.(sn't—2nt+5'—2s+a—47)
+N®.cos.(§n't—ant+5¢—2¢—23 4211}
+ N, cos.(sn't—ant+ §¢'—2¢—a'—2all)
+N® . cos.(sn't—2nt+§d—2¢—z—all)

+ N cos.(sn't—antt 5/ —as 4+ v'—9m —2I1) |
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da

db, ) db,®
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o

T e
dib 3 &b )
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(ll
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3
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4 )

deb, (D) dr b (D) d3b m d’b ™
+30.2°.| = = |Het
du? + da? d

dbh G-
S—(109392.e"+ §306%.¢*).0,(N—(42368.¢*+23436.¢°) . 2. —

db (3 d'b 16
768 +(1o(>4e +20886)1.——-—+(1572e +1710.0*).2" —r
LR

dob
+(152.c"+lgz.e’).a4.——lﬁ,—+(4e”+6e) o _i?;—:?‘
' db,(» 41,(4)
) 595 -« (b“+b“>)+z4s “a? (_——+ ) I

de | da
dz[, NP0 FIRO) dlb @
t29.< ‘"daa g )‘“‘"( P )

({[) (4)
—(43912.¢*+199848.¢"). b(‘)—-(21728e +82032.").x.-

/N\ls)__

d’b,(‘) d 1,'<4)
768 " \—(64o.c*+2970.€") . a* d; +(864.e'+18;4.e").a3.-—;——
dib,® dsz, )
+(116.e*4210.2).a%. ——-—-+(4e +6e").a°

d¢
D2
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b, db,®
04 5,0 Y >
580.41.(1), +b )+234.¢. = da)
A

128 d’b (") ds. b (&) &b,® &b, ’
+28. « ( — )+d (d“'; +—-(Ia3 )

db &)
—(11840.€" +152000.¢").5,)—(6560.¢*+65168.¢") .. (; -
o &b ® FIX0
[,V ) —— e 2 a 2 z a 2 T
'Vt 763 (592.€*+4720.€").a o+ (152.c +920.¢").4%. -
d4b 5) da(, ©)
+(26.¢e*+128.¢).a* -—————-+(e +4e”). o --l——-
ae’

. db (€)) db’(ﬁ)
54 (1) (6) :
+c".'y° §yk-a (b +Z) )4_2‘2'2 “* ( dz + de )_ l

dnb'(ft) dﬁb 6 &b, D dib, () 5
27.4"%. * t, : x
+27 ( da® + da- ) T dal + du? ) s

(lb “’) dzb *)
o 41448.0, (6)-}-18392 ¢.~——-1780.a d -
’ ) T —— - .
@' Nt 768 &, d*b,U') &b (3
—156.a — 0.t O
! Sb * da’ 29 dat * duab
) 0y db d‘b (=) d3b (2]
@' NO=— e —85.ab (“)+85 a® »-——-+21 a® — et i H
12 dd»' ) de3
( 5,
v |(560"+ 862000, (e 8.0
! ‘):—;—. “
@ Nt 128 d’b C d3.5,® ;
—(16e*+22"). 5. —(2e*+e*).at : s
d Tde
( db 4
—(174.€*+196.¢").a.b, D —(50.€*+180.¢") . a* . ~——
&' Nz . B du
128 25, (D (m “ H
+(14c*—e*). a.-———+(2e"+e’).x _ s
L dn:[3

LI

, ety s b, d#p, FINO)
a N(U)___ 8 5 \ I T
1 80.c.b, 4 86. 07— — 8a7. y ,
128 ﬁ s a de 8a a5 @t
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Lorsque l'on considére laction de m’ sur m, il faut par le n°. 4

a .
augmenter dans &’'N®, 3,0, de ——, ou de —«, ce qui aug-
L

3125.2.e'%e
768

/

mente ¢’ N©®), de — . Lorsque l'on considére Yaction de

. 1 . T
m sur m, il faut augmenter 6.0 de — —; ce qui augmente o' N
- o
1
00.e'de , - ,
de '—S—gg—;- Cela posé , on multipliera les valeurs précédentes de
7 -2 h
«’'NC &/ NO, &c. parm’, et 'on décomposera chacun des cosinus
qu’elles multiplient dans la fonction (Q), en sinus el cosinus de
§n't—2nt+ 5¢'—2¢; ce qui donne a cette fonction la forme suivante,
m'.a'P, .sin. (§n't—ent+§5e¢'—a2¢)
4+m .a' P/ .cos. (sn't—2nt+56—a<).

On multipliera pareillement par m, les valeurs de «'N©),
a’' N, &c.; relatives a Paction de m sur m’; et Pon décomposera
les sinus et cosinus de la fouction (O), en sinus et cosinus de
§n't—2nt+ 5¢ —2¢5 ce qui lui donnera la forme suivante,

m.a' P, .sin. (sn't— 2nt+ §¢'— 2¢)
’ Y ’ ‘.
4+m.a'P,/.cos.(§n't—2nt+ 5¢'— 2¢).
On substilucra done successivement ces valeurs , dans les expres-—-
sions de &y ct de &' du n®. précédent, ct Pon pourra négliger leurs
différences secondes, a cause de la petitesse de ces quantités. On
aura ainsi, les parties des inégalités de Jupiter ct de Saturnc, rcla-
tives d Pangle yn't— a2 nt, et dépendantes des cinquiémes puissances
des excentricités et des inclinaisons des orbites.

On peut observer ici, gqa’en vertu du rapport qui existe entre

lesmoyens mouvemens deJupiterct de Saturne,ona 3125.2*=500.

n's
o 3 . / > . & 4 2 .
En cffet, 2’ = — s et de plus, g7’ est a fort pcu preés égal & 2n; ce
'a

qui donne ~—=%. De la il suit que la valeur de a'N© est la
n

méme, soit que 'on considére Paction de m' sur m, soit que 'on

considére Iaction de m sur m'. Ainsi, I'on peut conclure la partic

précédente de 4¢’, de la partic correspondante de d'¢, en mulli -

liant cclle-ci sm.n”
lant ccllie-c1 — - -
P Par am .n*
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10. Dans la théorie de Mercure troublé parla terre, il faut
eonsidérer P’inégalité dépendante de 'angle n2—4n't; parce que le
nmoyen mouvement de Mercure ecst a trés-peu-prés quadruple de
celui de la terre. En supposant que m soit Mercure, et m’ la terre;
on aura Pinégalité dont il s’agit, en faisant i=4, dans Pexpression
de &y dun®. 7. Vu Pextréme petitesse de cette inégalité, on peut
négliger les termes qui n'ont point (z—4n')* pour diviseur, et

’
ceux qui dépendent de %1.:_ ct %l—:— On aura ainsi,
_3m’.n { aP'.sin.(nt—4n't+e¢—ie))
(n—4n')* | +aP .cos.(nt—4n't4e—4e' )|
On déterminera facilement P et P’ de cette maniére. On calculera

Syp=—=

rdr .
par la formule () du n°. 1, la valeur de ——, correspondante a
a

Pangle 4n't—2nt, ce qui revient a faire i=14, dans cette formule.
. rdr
On aura ainsi une valeur de ——, de celte forme,
a

L.e .cos.(4nt—2nt+be—2¢e—23)
+ L. ee'.cos. (4n't—aont4be—oe—om—a’)
+L® . e .cos. (fn't—ant+be—2¢—23")
+ L™ .3 (cos. (4n't—2nt+hi'—2e—2I1).

: . rdr .
On observera ensuitc que cette valeur de —— résulte des varia-
(22

tions de Pexcentricité et du périhélic, dépendantes de nt—én't
S r . .
dans Pexpression elliptique de .— : cette expression contient le
aﬂ
lecrme ~—¢.cos.(nt+¢—w), dont la variation est
—de.cos. (nt+1—a) — edw.sin. (nt+e—v);

Je et &= étant les variations de e et de =, dépendantes de nt— 4n's,
Ou a par le n°. 6g du second livre,

(ill).sin. (&n't —ntd4he—e)

m'.an de
J‘e::: ——-—'4 T e 4P’ ;
n—b&n
+(.‘-i-e-).cos.(4n’t —nttbe'—¢)
dP
y (——-—)-008. (4n’t~—nt+4e’~‘)
m'.an de
ed T ——— —————

—an'’ dpP\ , '
nan "(T .sin. (4n't—nt+4¢—¢)
e



SECONDE PARTIE, LIVRE VI. 31
La variation d¢ —e.cos. (nt+¢—=) devient ainsi,
(%).sin.(znt—’tn’t-}- 2¢e—be'—a) |

—4n dP’ ,
" - T)-cos.(znt—lnz'tﬁ-ns-&—/u - )
ae

m .an

. . . PV . ’ a\"
Cette fonction cst identique avec expression précédente de — ;

a*

cn changeant donc dans I'une et dans Pautre, 2nf 4 2¢, dans

K . -
nt+ i+ = +4-, = étant la demi-circonférence ; on aura
2 .

m'.an (/dP L. .y dp . , N
Al = )cos. (nt—in't+e—i: )+ e .Sm.(rtl—‘-—/;rzt+.¢-_-.f}e)j

n—an |\ de
= L.e*.sin.(4n't —nt44e'—ec¢—3w)
+ LM ee sin. (a4n't—nt4-be—i-—a'—2a)
F L) . e sin. (bn't —nt - he'—:
+ L.y sin (dn't—nt+de'—¢— m— 211 ).

am'— w)

Si Pon inlegre cette équation par rapport & e, et qu'ensuile on la

mulltiplie par — o onaura
- tL.é.sin (dn't—nt+ 4f—:c—33)
PN L +1L0) . e sin. (an't—nt4-b—i—n'—0mn)

_‘n-—én")—}- L™ .ee*.sin. (/Lvn/l-—nt+/ks'—-z—-2'zz'—-.w)\
+ LWM.ey.sin. (dn't—nt 4 b —s—a—211)

Dans cette intégration , on néglige les lermes de P et de P’ dépen-
dans de €” ct de e'y* ; mais P'cxcentricité de Porbile de la terre ¢t
si pecu considérable relativement a celle de Mercure, et Pindga-
lité dont il s’agit est si petite, que 'on peut les omettre sans errcur
scnsible.

11. Il résulte du n°. 71 du second livre, que les termes

MW, ey cos. (§n't—2nt+ §'—2e—2IT—a")
+MP)ley*.cos.(sn't—ant4 5’ —2e—23ll—3z),
du développement de R, donné dans le n°. 8, produisent dans fa
valeur de s, ou dans le mouvement de m en latitude, I'inégalité,
aan { €'y . MY sin.(§n't—3nt+ g —3c—M—a") )
sn'—an | +ey. MO sin. (sn't—3nt+ 5¢ —3e—M—=) |

—
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Parcillement, les mémeos termes produisent dans la valeur de s,
ou dans le mouvement de 72 en latitude, Pinégalité

sa’n’ m { ey . MO . sin. (4n' t—-2nt-+-/ke—-.z=—-n-—-w)]

sn'—an m +e9. M) . sin. (412t—2nt+4e—2=—-n——-w)J

T étant comme dans Tinégalité pr ¢cédente de s, la longitnde du
neceud ascendant de Yorbite de m’ sur celle de m. C(‘ sont les seules
inégalités scnsibles en latitude, du systéme planétaire, dépen-
dantes du produit des excentricités et des inclinaisons des orbites.

On a vudansle n. 6, que la valeur de dsintroduit dansle mouve-
ment de m , réduit au plan fixe, le lerme —tang.¢. &s.cos.(v,—0) :
cn substituant dans ce terme, Pinégalité précédente de s; on aura
un terme dépendant de §n't—2nt, qui doit s'ajouter & la grande
in¢galité du mouvement de 7 ; mais ce terme est insensible pour
Jupiter et Saturnc.

CHAPITRE
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CHAPITRE IL

Desinégalités dépendantesducarrédelaforceperturbatrice.

12. Les grandes inégalilés que nous venons de déterminer, en
produisent de sensibles, dépendantes du carré de Ja force perturba-
trice : nous cn avons donné les expressions analytiques dans les
n®. 65 ct 69 du sccond livre. Il résulte du n°. 65 du méme livre,
que si on désigne par H.sin.( 57t — 2nt+4 5¢'—2¢+ 4 ), la grande
inégalilé de Jupiter; on aura

He ' Va Va —
—_ % (am ‘;‘—;}:’m <) .sin.2 (§n't—ontt§e'—2:4-4),
m

pour 'inégalité correspondante de Jupiter, dépendante du carré de
la force perturbatrice : cette inégalité s’ajoute, comme celle dout
clle dérive, au moyen mouvement de la planéte.

Parcillement, si Pon désigne par —Z .sin. (7' t-ant + §¢'-2¢+ A’ ),
Ja grande inégalité de Saturnc; on aura

A (o VadsmVE) G e anek s
3" Vo sinv2 (§n't —2onttge'—2e4-4'),

pour I'inégalité correspondante de Saturne, et qui doit étre ajoulée
au moycn mouvement de celte plancte.

Les variations des excentricités ct des périhélies peuvent intro-
duire de semblables inégalités dans les moyens mouvemens des
deux planétes. Pour les délerminer, nous observerons que 'on a,
cn n‘ayant égard quaux cubes et aux produits de trois dimensious,
des excentricités et des inclinaisons des orbites,

— , aya J P .cos.(sn't —ont+ §¢'—2¢))
3a.ffndt-dR=—6an'.[{n*ds*. |—2 .sin.(§n't —ont+ 59'——22)}’

ce qui donne dans 3a.//ndt.dR, la quantité
Micax. ciin. Tome LI1. E
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( /¢ dp 3
de. {( ip) cos.(§n't-2nt+5¢'~2: )—<—<-~> sin.(sn't-ant+ g ~n=)}
¢ P’
+da. {(}) cos.(§n't-2nt45¢~2¢ )— < d ) sin.(sn't-2nt-+ 5¢'~ v) l
¢ dP’
+de. {((U)> cos.(§n't-2nt+ §¢'-2¢ )— <dP) sin.(§n't-2nt+5¢' -2 )} }
—Gam'.fjn*de. fe d;’ \ 5 (X)
+da’. {(( ,) cos.(§n't-2nt 4 5¢'—2¢ )— <(l‘a") sin.(5n't-2nt+5¢'-o: )]
dP dpP’
+ &y l( ) cos.(§n't-ant+ge'-2¢ )— ( ;) sin.(yn't-2nt+ g —m)j
Pl
\-}-J‘ll {(l )(,OS (5n't-2nt+g5e'-2¢)— ( > sinu(§'ni-2nt+ 5¢ —2;)1)

Je, dm, de') 8a'y &y, JTI étant les partics dee, =, ¢, @', 3, 1,
qui dépendent de Vangle 7't — 2nt. On a par len®. 8,

dP dP dp’

()=o) (o)== (i)
P , [dP dP dP
(i) =o-()s (@)==(a);
dr dpP dp dP
() =r(5) Go)=—(0)

De plus, on a par le n° 69 du second livre,

I

{P dP, ¢ / ’ en -
<(d )cos (5nt 2nl+5=-—'2¢ < )sm.(gn b-2ntt §¢'—2:) == (,_'__.f"_) cedw;
HL an
dpP apr' , —
(I) sin.(§n't-2nt+5¢ ~9:) i—( )cos.(;n t-ont4§¢'-2¢) = — (_ill_'“_;ll) Se;
on a pareillement
P ' / , .
<‘ )005 (5n't-2nt+ 5¢'-2¢ )— ( )sm.(snt—anl-i- §e'-2:) = (s n) '’
d I"ll Il
dP -
(é—") sin.(§n't-2nt+§¢'-2¢) i—( ) cos.(§n't-ont+5e'~2¢) = (_5_’7‘_'_27_)”;\0,.
nan

Pour avoir les valeurs de 8% et de 411, nous observerons que la lati-
tude s dem au-dessus de Porbite primitive de m/, est —y.sin.(p=11);
ce qui donne

—ds=dy.din. (v —T1) — .81l cos. (y—T1);

or on a par le n° 71 du second livre,
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dr
po— m'an s (d-y) cos, (§A't—2 nt4 §&'— 2e—yp 411

— dP ’
jm—an z——(dﬁ’) sin. (sn't —2nt+5¢'—2¢e—p4-10)
En comparant cette expression , a la précédente ; on aura

dP . » ’
man a .sin. (§n't—2ont4- g —2¢)

oy =— ——
4 sn'—2n

b

( ) cos.(sn't—2nt45¢—ac)

[¢ 7 ’

an s (—({—;-).cos.(gnt—-znt-}-ge —2z¢)
an apP , '

—_ -(—l;>.sm.(§nt—2nt+5e —2¢)

3 exprimant inclinaison respective des deux orbites Vune sur
Paatre, et 1 étant 1a Tongitude du neeud ascendant de Porbite de
sur celle de m. Ces quanlités varient encore par action de m sur
m': en nommant &5 ct &I ces derniéres variations, el représentant

par &5 ct & 10, les variations précédentes dues a 'action de m’ sur
m ; 011 aura

>

J‘y:J‘/'y—f-J\Uy H J‘I'I:J\IIT-{-J‘”H;

U ol

ma’l maan

J\ﬂ/: - 'J\u‘}'; J\/n:—: IR
man man

Ccela posé, si 'on substitue ces diverses quantités dans la fone-
tion (X); on trouve qu’elle se réduit d zéro. Les variations des
excentricités , des périhélics, des nocuds ct des inclinaisons des
orbites, correspondantes aux deux grandes inégalités de Jupiter
et de Saturne, n’introduisent donc dans le moyen mouvement de
Jupiter, et dans le grand axe de son orbite considérée comme unc
ellipse variable , aucune inégalité sensible dépendante du carré de
la force perturbatrice; ct il est visible que cela a encore licu , pour
le moyen mouvement de Saturne, et pour le graud axcde son orbite.

153. Considérons présentement les variations des excentricités

ct des périhélics. Nous avons donné dans le n°. 6q du sccond livre,
de dw de d=’

> de’ de’ de’
grandes inégalités de Jupiter ct de Saturne ; et nous avons observé

dans le mémen®. que les variations de e, =, ¢, @', rclatives a Pangle

sn't—2nt, introduisent dans ces expressions , des variations sem-
1|

les expressions des accroissemens dc , dus aux deux
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blables a cclles qu’y produlsent les deux grandes inégalités. En
appliquant ces considérations & Jupiter et i Saturne, ct désignant
par de, cl dz, les variations dues au carré de la force perturbatrice;

{f’ (?fi) () ]

1
J
dP
am’ . a?n’ mVY « 1 + ( _)+ (( )}
3 {s Viaton ‘/.} sm"(snt 2nt+5=—2s‘

on trouve

Le--—'(?u—m)’ mya 2.(sn'—an)
( /<ﬂ‘i ap
+1P a )T (T }COSQ( n't-ant4 < o¢
2.(sn'—an) ) 5e-2¢)

(2 ) (o)) () + (&) (72)-(5) &%)+

A=)
mroamn” )T\ de de .€05.2.(§n't—2nt4g'—a¢)

sn'—2on 4e.(sn'—on)

AP\ /dP
—ﬁ)-u )
- sinv2.(§n't—ant+ged—a¢)

e (gn—-zu)

+mm .ac’.nn't [ dP ddP dP < ddP’ n dp’ ddP :MP
sn'—2n | de’ dede’ de' ) de de’ dy ) "\ de d‘y> (dy ded, /> j ’
[p (% (7
l \ de +47 de

}.t ]
Ay
‘ S

dp
gmrant {smVatam' V') +{P (1 )—-P(E (
- : - o g . .Sll] 9 Snt'7n1+$'~02)

!
.

Jm o]

(>n 21)t e’ m'Va 2.(sn'—2n)

r(E)er s

2.(sn'—2n)

()00 (S5 (o (2 () () é

\_/\_/

cos.2.(§n't-2nt + §¢'-0¢ )

f P dP’\ 2
"2 a3 + l(d‘ ) _< ({re—) } . ’ ’
+_ . sin.2.(gn't—ont4- 5¢'—2¢)

(sn—-—-)n)z, 2.e.(sn'—2n)

dpP dpP’
(&) ()
LT/ cos. 2. (snt—antt5i—2¢)

e.(sn'—2n)

N mm' f_(_l L '.t (((H’) ddP 4 P’ dap’ dP ddpP dP’ ddP >t
(sn ——)n) e |\« de de’ de’ (rﬁj) + (dy) (dl[[’y) <d/) <¢I;"~y )
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Lics parties de ces cxpressions, proportionnelles au tems ¢, donnent
les variations séculaires de Pexcentricité el du périhélie , dues au
carré de la force perturbatrice. Pour avoir les termes périodiques
dépendans de ce carré; considérons le terme 2e.sin. (nt+e—a),’
de Pexpression elliptique de la longitude vraie. Si 'on désigne par
de, clpar &=, les variations de e ct de = dépendantes de Pangle
sn't—2nt4 53— 2¢, cl qui sont ducs a la premicre puissance de la
force perturbatrice; et par &e et &=, les variations précédentes de
e cl.de = dépendantes dua double de cel angle; si Pon désigne ensuite
par d¢, la somme des deux inégalités de 22, ane dépendante de
sn't—ant4 53s'—2¢, ct Pantre dépendante du double de cet angle;
lc terme ze.sin.(nt+:—=) devient
(2etadet2de).sin(nt+e+de—z—do—4Jda);

el par conséquent , en négligeant Ie cube de la force perturbatrice,
il se développe dans les termes suivans,

2¢.51n.(nt+ e de — =)
4-2de.sin. (nl+e—w)— 2¢.8a.cos. (nt+e-—-'n)
+{2de+z2e.8z.de—ec.(dw)"}) . sin, (nt4¢—a)
—{2¢.8v42dc.dm—2dcde).cos (nt+te—a).

Le terme 2e.sin.(nt+ e+ Fe—a) cst celui que 'on oblient en aug-
menlant, comme nous le preserivons, daus la partic elliptique,, le
moycn mouvement ¢, de 4 : les deux lermes,
2de.sm, (nt4e¢—=)—2edw.cos.(nl+e¢—w),

forment Pinégalité dépendante de Tangle 3nt—gn't 4+ 3¢—5<, que
donnent les formules dun®. 1. 51l’on substitue ensuite dans les autres
termes , au licu de de, ct 8@, leurs valears données par le n® 6g dua
sccond livre, et aulicu de 8¢ , et &=, leurs valeurs données par cc
qui précede ; leur somme donnera, en négligeant les termes dépen-
dans du sinus cl du cosinus de 72¢ 4 ¢, parce qu’ils se confondent avee
Péquation dd centre,

3m'2 . a’n® (:m\/f_z-+/nn ‘/a) (l’ (d]">+P/‘<dl’)]

de de

——(51{— )’ m'Va 1

de

‘.cos.(jzzt«um/t-;- §e-10¢e'-w)

3m’?. a’n’ gm‘/;—-}-’lm‘/u_) dpP’ dP\) .
— P -—DP. -(?é--)).sm-(;nt-—tou’l*‘r55—-1()5'—:).

(sw-2n)" mVa
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Cette inégalité peut étre mise sous la forme suivante : si on repré-
senle par K.sin.(§n't—3nt+ §¢'— 3¢+ B), Vinégalité dem , dépen-
dante de 3ni—gn't+ 3e—s¢’, etpar H.sin. (§a't—ant 4 §¢'—2¢+ A ),

la grande inégalité; Pinégalité précédente sera par le n°. 6g du
second livre,,

;m‘/z-i-;fm \/—) —_
e -HK .sin, (snt—10n't+5¢e—10¢—B— A)

On trouvera parcillement, en n’ayant égard qu'aux variations
scenlaires dépendantes du carré de la force perturbatrice,

m*.a’n’ .t ()m‘/_-}:’m ‘/;){P ( ) _p. <(IP)}

—(,n -—-)n)‘ a’ m‘/‘
+ m*.a'?* 11”.‘ (]P’ (MP > l{(ll” ({_[’/ d(lp (lp ({(.’P,
sn'—an |\ de' ) T \de' < ) de'dy < > A <‘1";E>}
+rﬂthu:':1111'.t. ( dr’ (f{l[’ th (l(l[" N
§n'—2n 1 de de e’ tl dp
\

(MR )
(£er 2]
(%)
(2)

3me.a’n’t { sm‘/; an'Va

(yz’—-zn)’.a'e nVa

4.7 mea't 't f dr ddr dr (ddl" dr &l r ((.’I" Jdl”>\
(gn :211) e’ [(o’c > (Hh" + de (?i( E’y dy )"\ de'dy j
mm' .aa’ .nn'-t 5 dl’ ddl’) (n'l’ ) (d(ll") |
+ ——— +
(50 —:m) ¢ | de dede’ de de de’ J

ddP dr” ddr’
de'dy <d;>'<?iZln7 ‘

On trouve encore que le mouvement de m' en longitude,
est affecté de Pimcgalité

ame. @t {')m‘/-+2m‘/—} s (11£>+P<ZI:>} cos. (int—qn't+ be—ge _@)z

(su'-2n) s’ mV'@ Z+ {P <dl’> P(‘f’)} sin. (Qnt——qnt‘*‘/“—‘)e"'”” )s
%

de’
Si Pon désigne par K'.sin. (4n't—2nt+ 4 —2¢+B'), liné-
galité de m', dépendante de 2nt—/4n't+ 2¢ — 4, ct par
— H'.sin.(sn't—ant4+5¢—ae+A4'), la grande inégalité de n/';
on aura pour son inégalité dépendante de 4nt—qn't+4c—qg¢’,

Vatam'Va
Gm :‘:‘Tm ) & H'K'.sin, (4nt—qn't+ be—ged —B'— '),
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14. Les noeuds et les inclinaisous des orbites de Jupiter ct de
Saturne, sont assujétis a des variations analogues aux précédentes.
Pour les déterminer, nous observerons que ¢ et ¢ étant les incli-
naisons des orbites sur un plan fixe; et § et §” étant les longitudes
de leurs neeuds ascendans; on a par le n°. 6o du second livre, i
cause de la petitesse de ¢ et de ¢,
¢ .sin.0'—e.sin. § = 3 .sin.10;
¢ .c0s.0'—p.c0s.0 == 5.cos. 11,
On a de plus, parlen°. 12,

o mVa _
d.(¢ .sln. 9):—m.i.(’@.51n. 8);
mVa

Po(9.c0o8.8)=— s 4. (9.cos. &)

De ces quatre équations, on tire les suivanles.,

— i
Jo == '—,{V;;r-'?ﬁ. {J\y.COS.(n-—G) —_ )/.J’H.SLYI. (H—G)} ;
—mVd .
¢ d0 ::;;n‘;—rﬁﬁ.{&y.sm. (TT—6) 49 .41, cos, (TI—10)} ;
mV'a
- r-r_l‘—/\u:}-m"/(_t—’
my’a
T Ve m'Va

g ALy cos.(MT—0') —y . SM.sin. (T—14')};

¢/ APy sin (TT—0" )+ 9. S, cos.(T—0')}.

Les variations de ¢, 8, ¢' et 8" dépendent ainsi des variations de 5
et de I On a par le n° 12,

dP ' '
dy __ (mVatmVd) (dT) eostymimanitye—a)

— man
dt m'Va

’ awy\ , , ’
—(:iir> csiL( g t——2nt+ §¢ -—-ze)g

dP . , ,
y.dn (m‘/(:—{-m"/;') ’ (Z).sm.(snt—znt-{-ge—ez)
T T — m'V(?’ .man. ar ) ) .
+(d—y).cos.(5nt-—2nt+5e-—-2e)

De-1i on tire, en négligeant les quantités périodiques dont Ueflct
est insensible, et en observant que
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177 44 > ([(//’ Cl]’ dd P’
dy dy?

_mtant (o ‘/_) (sm‘/;rﬂ’"‘/—) t (JP,)—I’ ’ ( )1

(§w'—an)*’ m’ m' Vo : dy

. aon (m‘/a.——}- m l/— ), (47N (22 ar\ [ddr
t sn’ ‘—an” “n‘ni/‘ {(;h;) ’ ((Ie, dy )_( ) <d¢ (l/)
mm’.aa’ .nn’ (m a+m a) dd P ddr’ ]
de'cl'y) ( ) ( o dy j >

3m’. a%? (m‘/—+nz‘/;;) (;mV'-p-amV') P (dp P <<£z_7)}
dy

5 n—an : m'y L’
— L.
ar’ ddr’
de ) ;;L—;Z/

'y.(su'—mz)“r mvae va
+ y.(sn'—2an) ) mVa -2 z/lJ (/r] dr” dd 1Y
+(%)-(55) (%) (%)

= {
dd P
m'*.a*n? (m‘/a_,—}- m"/;') ((/e ) (do n’y)
{/I’ 47({/’ N ddr
mm'.ad . .un’ ([ 1‘/‘1 L ‘/{_z-) r/e > y) + ((le <:/:7/)[
(sn —an)’ mVa <L l+ (dl’> (cl{U’) (dp'> (:1:/1")
dy !,

15. Sil'on vouloit déterminer pour un temps quelconque, les
¢lémens des orbiles plandétaires; il fandroit intégrer les équations

différenticlles (A) cl (C) des n** 55 el 59 da second livre, par la
méthode exposée dans le n®. §6 du méme livre ; mais Pignorance
ou nous sommes encore sur les valeurs des masses de plusicurs
planctes, rend inutile a Pastronomie, ce calcul dans lequel il
devient indispensable de faire entrer les variations sé¢eculaires dé-
pendantes da carvé de la force perturbatrice, que nous venons de
déterminer, et qui sont trés-sensibles pour Jupiter et Saturne. Ces
ahv div dpv dgv dhv
AT TSR TR TR
hv _ dewr

variations augmentent les valenrs de

relatives a ces deux planétes, respectivement des quantités

v dmv v dew R dmv pww.dew g Sa
T T e T T T T T t
dérant dans dev, &2'Y, &c., que les quanlités proportionnelles an
temps £, déterminées dans les n°® précédens. On substituera dans
ces derni¢res quantités, au licu de ew, sin. %', cos, =", &ec., leurs

, &c., en ne consi-

valeurs
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valeprs en A, v, '&c., les équations différenticlles (.7 ) dun. 55
du second livre, cesseront d’¢tre linéaires ; mais il sera facile de
les intégrer par les méthodes connues d’approximation , lorsque
la suite des siécles aura fait connoitre les vraies valeurs des masscs
planétaires. Dans Pétat actuel de Pastronomie, il sullit d’avoir les
variations séculaires des élémens des orbites, en séries ordonnées
par rapport aux puissances du temps, cn ne porlant Papproxima-
tion que jusqu’a la seconde puissance.

On a vu dans les n® §7 et 59 du sccond livre , que I’état dn
systéme planétaire cst stable, c’est-a-dire que les orbites de ce
systéme restent toujours trés-peu excentriques el trés-peun incli-
nées les unes aux autres. Nous avons déduit ce résultat impor-
tant du systéme du mondc, de I'équation trouvée dans le n”. 61
du second livre,

constante = (e*+¢°).my/ @ +(e*+¢"”).m'y/a + &e.
En cffet, le second membre de cetle équation, est teés—pelit dans
PPétat actucel de ce systéme s il le sera done tonjours, ce qui exige que
les exeeniricités et les inclinaisons des orbiles soient loujours peu
considérables. Nous allons faire voir ici que la différenticlle de
Péquation précédente, ..
o= (ede+ode).mya +(c'de'+o'd¢).m'y/a + &ec.
subsiste , en ayant méme ¢gard aux variations séculaires des ¢lé-
mens des orbiles, déterminées dans les ne, précédens 3 d'ou il suit
quc ces variations n’altérent point la stabilité du systéme planétaire.
Pour cela, il suflit de prouver qu’en représentant par m, Jupiter;
par m’, Saturnc ; el par e, &e', 89, 8¢, les variations séculaires de
e, cye,9, données par ce qui précede, on a
o= {(cle+pde).mya -r(c'fe+o'dp).m'\/d
En substituant dans la fonclion ¢de.my/ a-+29¢". m'y/ @, au licu de
9, &2, ¢, 8¢, leurs valeurs données dans le n° précédent, clle
devient
m.m'.V aa'
mVatm'Va ¥dvs
ce qui change I’équation précédente dans celle-ci,

mm'.V aa
+ 7_11—‘717-}-111"7? vy
MiicAN, ckr. Tome ITI. I

o=cde.mVa +e'de.mVd
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Considérons d’abord le premier terme de I'expression de d¢, du
n° 13. Ce terme devient, en observant que n’e’ =1,

3 (smVa+am'Va') ap’ . [ dP
a.V& (si—an) t{P<7e)_P(Tl§>}

Considérons ensuite le premier terme de Pexpression de de’ du
méme n’.

3m (5m‘/—+2m \/_) _p.
aV‘(sn—-)n)’ d <¢le ) (dc )}

Considérons enfin le premicr lerme de Pexpression de &y du n®.

precédent

3m (sm‘/--}-ﬁm ‘/.) -(m‘r—{—m ‘/_) {I’ <dP )-——I)' . ﬁé’)]
aVa' (sn'—2n)* m'Va dy §

dy
On aura, en nayyil ¢ ard qu’a ces l(:rme"s
b M

mm' V{L a’

> P Va ) :
ede.mVa+e'de'. 771\/—+,'l‘/—+mv,§ 7 &y

plof?® , (a4 ar\
_3mm"(§m‘/¢-{+2m'\/:) "y \ C’( [e>+("<(le")“*’3’-<-;l;)j.1‘.
(Sn'-—-zn}’.\/.;r ‘ Z 7. f (l”,> o' (‘U)> }(lc%.]_)>}s’
v

or P et P étant des fonctions homogénes cne, e, el y,dela troi-

sicme dimension , oun @
apr , [ar ar
€. - )+e . “+9 .
de
dr’ 11" d/’
(e (yer >~3”’
d(’

mm’ V aa’

o==cde.mVa e’ m'ya + VEimve 4.

on a donce

Cousidérons ensuite, le terme de de,

m"" { d/’ dds’ dP d'lP dr”’ ddr ddP
a.(<n -—»11) rlc de’ J*,; : ded'y de (17)

le terme de d&e’

mm’.t ( dr’ adpr ddr’ ‘dPr ddr dP\ [ddP’ \
v au.(’n )“\ ( de )"\ de de’ de. de do' (dy ) Hc'(l'y dy) ;’P:({/>j’
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enfin, le terme-de 4y

m’.t (m‘/;+ m"/;) dr: ddpP ar ddr’ 1
a.(s n’-—gn)‘ m'\/Tz’ {(Tie)(d:i;’ (d <ded‘y>)’

on aura, en n'ayant égard qu’a ces termes et observant que I'on a

o= (@) (&) ) (57

’ ’ , , mm Vaa
ete.mVa +cdcd.m'Va m‘/\—kn-m 9 d

C (N (o (B g (0 fi’_’_ !

(de) ["( der )*" '<dca'e')+7'(dc d;)j

ddr , [ddr’ dd P\ |

. m'*.mt ) ( ) {e.(du’ )+e.<d¢dc')+7.<;l;(7';>)
(s —an).Va' dr ddp ddpr ddr \\ |
S R 2)1e (ariy) v (o z )+(57))

dr ddr” , [ddr’ ddr’ 1

() e )+ () o ()

de e
sion ; ce qui donne

ddr , [ ddP ddr r

"'(?i?)*" '(m;‘)”'(dedy) ( )
ddpr’ dd P’ dd P’ dP’

() e (ear) - (aa) = (&);

dP apP’ ’
de plus, ({7—> cl <d ) sont homogénes en e, €' et 3, de la scconde
14 4 :

dimension, cc qui donne
dry | (4PN, (ddp) _ (d )
e'(dedy te\wd, d )= 2\
dap'\  , (ddP'\ ddP)__ . ( P )
€ \de dy te. de'dy 7 d

on a donc encore, en n’ayant égard qu’a ces termes,

P 10’ . . .
<‘~> et (i——) sont homogtnes en, e, e et 3, de la seconde dimen-

mm'.Vaad #
+m|/¢?+m"/;7.7 »
F2

o=cde.mVa +e'J‘e'.m"ra'
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Considérons enfin le terme de e,
omet f(f?"') ("i?fi)_(.‘”i) (""f’ f,)+ ( ‘.’E’) (ﬂ)__(ﬂ’f), ("‘”")1;
(si'—2n).V ad “\\de' / \de de’ do' ) "\ de de’ dy ) \de dy dy de dy J
le terme de d¢’
o't (AP fddD dr\ rddr ar’\ [ ddr apr\ (ddP’ )].
2571';-21;).71' ’ [ ((/u’ ) (F)—<;le'> ) <—d_¢;"—> + (E;) ) <E¢m>_—<d7 > ’ (de' dy J ’

ct le terme de 49

mm’ (m‘/(:+ m"/:;') p j’ dr’ ddr dr ddl")] .
(51:'——211)4/(1.(7" m'V'd ) l de' .<cle'(l“ de’ ) \dé'dy §’

on aura encore, en nayant égard qu’a ces termes,
mm’..V ad 5
— ==y
nl‘/5+ m’ ‘/;

’ . qe A » s A ’ "
Cette ¢quation a donce licu généralement, en ayant inéme égard

o=cde.mVa +cde.mVd +

aux termes dépendans du carré de la force perturbatiice.
La détermination du plan invariable, donnée dans le n®. 62 du
sccond livre, est fondée sur les trois ¢quations

c=mVa.(1—c").cos.o + m'.Va .(1—ec").cos.¢ + &e. ;

’

¢ == m. V;:e“).sin.@sin.@+m.'. Va .1—e*).sing sind’ +&e;
'=m.Va.(1—c").sing.cos.b+m' V a  (1—c").sing’. cosb +&e.
a,a’,&e, élant constans par le 0% 12, en ayaut méme égard au
carré de la force perturbatrice; la premicre de ces équations donne,
en négligeant les produits de quatre dimansions de e, o, &c, o,
¢, &
conslante == (e*+¢2).mVa F("+¢2).m'Va + &e ;
et Pon vient de voir que les termes dépendans du earré de la foree
perturbatrice n’altérent point Pexactitude de celte équation. T
scconde des trois équations précédentes donne, en négligeant les
produits de trois dimensions de e, ¢/, &e, ¢, ¢y &
o=4.(¢.sin.0).mVa +I.(¢.sin0).m'ya + &ec. ;
or en ayant méme égard aux termes dépeundans du carré de la foree

perturbatrice, cette équation a licu par le n°. 14 ; 'équation

c==mV a.(1—e) . sine.sind m' .V @ . (1—e™).sin.g . sind +&e.
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n’est donc point altérée par ces termes; et Pon trouve de 1a méme
manic¢re, que ccla a également lieu pour ’équation

c'=m. ‘/a.(1~e°).si]1.¢.C()S.e-{—ml. \/a’.(x-—e"‘).sin.ﬁ'.cos.a’-}-&c.;

ainsi le plan invariable déterminé par le n® 62 du sccond livre,
resle toujours invariable , enayaut méme égard au carré de la foree
pertarbatrice.

16. Les termes dépendans de ce carré, peuvent avoir une
influence sensible sur les deux grandes inégalités de Jupiter et de
Saturne: nous allons délerminer Jes plus considérables. On a vu
dans Ie n° § que Pexpression de R ou de R renferme la fonetion

m’ 2 ’a f LA . s dd AW 1
3 S(e"+e?). lza.( ‘(](:">+;.a '(_;-‘/‘Lzﬁ j

m’ , , A , dAM , fddA '
+ —.ce'cos.(a'-m){ bhed g 2a. (- - )ted | — )Htad [ ——])!
4 da da dida j

’

m
+ ?.aa'.B(‘).y“.

Iny faisant croitre e, ¢, w, ' ¢t 9, de lears variations dépen-
dantes de Pangle sa't—2nt; on aurg dans R un terme dépendant
du méme angle, et qui, & raison du diviseur §2'—2n, qui aflccle
ces variations, paroil devoir ¢tre sensible. Mais on doit observer
gue ce diviseur disparoit dans d R, parce que la caractéristique
diflérenticlle d, s¢ rapportant aux scules coordonndes de m, elle se
rapporte aux variations de e et de =, et par conséquent, clle intro-
duit le multiplicaleur 52— 2725 or on a yvu que la grande indgalité
de m dépend principalement da terme 3a.f/ndi.d R; les inégalités
du rayon vectear et de la longitude, qui dépendent des variations
des excentricités et des périhélies, relatives & Pangle sn't—ant,
ont donc trés-peu d’influence sur les deux grandes inégalités de
Jupiter et de Saturne.

On verra dauns la suite, que les inégalités les plus sensibles de ces
deux planctes,dépendantes des simples excentricités des orbiles,sont
relatives aVangle ne—2n't. Nommons F.cos. (nt—2n't - c—2¢' + A ),

dr

le terme de — qui dépend de cet angle, ct E.sin.(nt-2n't-te-2¢+B),

a
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le terme de 4y, dépendant du méme angle. Soient F".cos.
(nt—an't+e—ad+.A4'),ct E'.sin.(nt —an't+e—ac+1B'), les

’

r . .
termes correspondans de —- ct de v". Supposons que R soit relatif
¢ Q

a Saturne, troublé par Jupiter : en le développant par rapport aux
carrés ct aux produits des excentricités et des inclinaisons des
orbites, ct en ne considérant que 'angle 3n't—nt, on aura par
le n° 4 unc fonction de cette forme

M. ¢ .cos. k;n't—nt-l—;e'-—-e—zmr’)
+MM.ee . cos. (3n't—nt+3e'—¢—z—a')
+M®. e*.cos.(3n't —nt43e'—¢—2am)

+ M. 32 cos. (3n't —nt43¢'—e—2Tl).

Le premier terme M®.e”.cos. (3n't —nt+ 36— ¢ — a2’) résulte
du développement de 4. cos. (¢v'—v¢), dans Pexpression de R. Tl
faut augmenter dans ce dernicr terme, rde &7, 7 de &, v de &y,
et ¢ de £v'; ce qui revient & augmenter dans son développement,
ade dr,a’ de &7, et n't—nt , de d¢¥'—&y. Ce premier terme donne
alors les suivans

-—M(").e”.(J‘V'—-J‘v)..sin.(3/z't—nt+3e'——e—- 25’)

dM©\ |, Jr , . ;
+a.( .e'.—a—.cos.(3nt—nt+3e-—s—-—2'w)

da
, (MY, 8y , , ,
+a. 77 )¢ .7.cos.(3nt—nt+3e—5—2'2);

d’ou résultent dans R, les termes

— 1. M. e E  cos.(§n't — 2nt+ §i'—2¢—29"— B’)
+ 1. M. E . cos. (sn't—2nt4§¢—2¢~—2a'—B )

1 ! ‘ZAI(O) /a3 ’ / ’ ! '’
+i.a. - )-e -F'.cos.(sn't—ant+ §¢'—2¢ —2%'—~.A')

-+

Bl

P e*.F.cos.(5n’ ! !
. ( - ) F.cos.(sn't—antt 52t =27 —_A).
Désignons par d'R, la différenticlle de R, prise en ne faisant varier
que les coordonnées de m'. Dans les termes multipliés par E’ et F7
la partic §n't—nt de angle sn't—2nt, est relative a ces coor-
données. Dans les termes multipliés par E et F,la partie 3n# du
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méme angle, leur est relative ; on a donc , en n’ayant égard qu'aux
termes précédens de R,

@ . dR=1.(5n'-n).dt.a’ M®).E .¢" . sin. (sn't-2nt+§5¢-3e-23'-B')
dM (e .y
—-—(sn—n) dt.a" ( )F .e"?.sin. (snt 2nt+5a—2s-—2w-—/1)
& da’
—2.a'dt.ad M® . E.¢” .sin.(§n't—ant+ §¢'—2e—29'—B)
dME)
—%-n'dt'aa'-(‘d(;" ) Fe .sin. (5n t-2nt+ g 'mg~0% ‘e A ).

Le tevme MW.ee . cos. (3n't—nt+ 3¢’ —e—a—a') résulte du déve-
loppement de 4®).cos. (2¢0'—2¢), dans V'expression de R; il faut
donc faire varier dans ce lerme, ade dr, @' de 97, el 2n't—2nt,
de 28v'—2dp; ce qui donne les termes suivans

— 2 M. e (8 —dv).sin. (3n't—nt+ 3¢ —t —m )

M , o
+a.( > ec'.—.cos.(3n't—nt+ 3 —¢—a—a')
da a

dMO , or
+a. du )€ - -cos. (3n't—nt+ 3 —c—n—a’);

la partie de @’.d'R, relative a ce terme, scra donc
(sn'—n).dt.a’ M) E' . ee' .sin.(sn't—2nt+ §¢'—2c—m—a’— ')

—zi.(§n'—n).dt.a"*. (dM(l )F ec’.sm.(§n't-2nt+ §¢'~24-m-a'-_4')

—3n'dt.ad M\"V.E.ee'.sin.(sn't—2nt+5'—2¢—a—a'—B)

dM i )
__gn’dt.aa'.(T).F.ee’.sm. (§n't—2nt+ §'—2¢—m—a'— 1),
177

Le terme M®.¢*.cos. (3nt—nt+3¢'—e—a) résulte du déve-
loppement de 4®).cos. (3v'—3¢), dans Pexpression de R il faut
donc faire varier dans ce terme, a de &7, a’ de I7, et 3n't—3nt, de
3dy'—3d'v, ce qui donne les suivans,

— 3M®). e (8 —&y).sin.(3n't—nt43d—c—2m)
(dM@) dr

)e :’.cos.(;n’t—-nt-{-;e’—e—-nw)
¥ : ,
7‘1—,- €' —.¢08. (3nt—ntt 3t —e—2%);

a
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la partic de @’.d'R, relative a ce terme , sera~donc

l.(sn'—n).dt.a’ M. E' . e’ sin. (sn't—2nt+ 5¢'—2c—2a—D')

’ ’ 1{1 i‘) hJ . ’ ’ 4
—r(sn'—n).dt.a*.| —+ ). U".c*.sin.(sn't-2nt4 s¢'-2¢ - 295-A4")
20§ aa 5 5
—2.n'dt.a’ M . E.e*.sin. (sn't—2nt+§— 2¢e — 25— B)

dM )
-—%.n"dt.aa’.(——d;—)F. e*.sin. (§n't— 2 nt+ §¢'—2¢—27— A).
Enfin, le terme MMy cos. (3mft—ni+3e'—e—2I1) résulle du
terme multiplié par 3*.cos. (3¢'—v ) dans Uexpression de R; il faut
donc y faire varier a de &r, @’ de 47, 37t de 38/, et nt de dv;
cc qui donne les suivans

—_— M) g2 (38— p).sin. (3n't—nt+3e'—e — 2T1)

dM® or , ,
a. .. —.cos, (3n't—nt+4 j¢'—e¢~—211)
a

" da
, {dM® & , ,
+a. —‘}[l—,‘ -'y“.—l-;,—.cos.(gnt—-—nt+3e-——e-——91‘l);

d’ou résultent dans a’.d'R, les termes suivans

(5n'—n).dt.a’' M®) . E’ .o .sin.(sn't—2nt-+ §¢'—2¢ = 21— B')

»h=

4 ’ la (lﬂl@) "/ 2 . ’ ’ ’
—%.(sn'—n).dt.a". — CF .yt sin. (snt - 2nt 4 §e'-2¢-2T1-A')
—i.n'dt.d MM . E.o* . sin. (sn't—a2nt+ §e'—2¢ — 211— B)

3 ' dM™ s .t 1 ’
—Y.n'dt.aa’. —— F.otsin. (sn't—2nt+gd—o2e—all—4).
aa

Les inégalités les plus sensibles dépendantes des carrés et des pro—-
duits des excentricités et des inclinaisons des orbites, et qui n’ont
point §7'— an pour diviseur, ou qui ne dépendent point des
variations des élémens , relatives a 'angle §7/t—2nt, se rapportent
a Pangle 372't—nt. Soit G.cos.(3n't—nt+3¢'—e+C), la partic de
é . . . ’

—ar—, qui dépend de cet angle ; soit H.sin. (3n't—nt+ 3¢’ —e+ D),
la partic de &v, qui dépend du méme angle. Soient parcillement,
G'.cos.(3n't—nt+43¢'—e4+C'), et H' .sin. (3n't—nt+3¢'—e+D’),

. &7 . : .
Jes parties de — el de #'¢', relatives au méme angle. Lexpression

de
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de R, développde par rapport aux puissances simples des cxcen -
tricités, renferme les deux tormes suivans,
NO.e .cos.(nt—on't+c¢—2 4)
4+ N ¢ . cos.(nt—2n't+i—2¢ 4a').
Le premicr de ces termes résulte du développement de 4®). cos.
(>v'—2v), dans le‘qncssxon de R; il faut donc augmenter dans ee
développement, a de &7, a’ de 87, ct an't—ant, de 2dv'—p & ¢;
ce gui donne lcs termes suivans,
aN® . e (fv'—dv).sin(nt—ant+e—od+a)
Jr

dN()
+a.( T > e.—.cos.(nt—an't+e—aodt=)
aQ

, (ANON 2
+a. + €.~ COS. (nt—an't4-s—2¢d-+-v);

“da’
d’ou résultent dans &, lcs termes suivans
NOLH'.e.cos. (5n't—2nt4§ed—~2ce—ay D))
—NOC)L.H .e.cos. (§n'8 —2nt+§'—2¢e—at D)
+;—.a’.((m(é)> G.e.cos.(sn't—ant+§'—2¢e —a+C')

(lN(°)

5 .G.e.cos.(sn't—2ntf5'—a2e—a+C).

+i.a.

Pour avoir la partie correspondante de d’R, il faut dans les termes
multipliés par H' et G', fairc varicr Pangle §n't—nt; et dans les
termes multipliés par H ¢t G, ne fuire varier que 2#'¢; ce qul
donne
d I R=—(5n"-n).dt.d N . H' .c.sin.(§n't-2nt+ 5'-2e-a+ D’)
dN(o) ’ : / ’ ’
—--;.(gn’—n).dt.a".(—z;,- >.G e.sin(sn't-2nt+5¢-2e-a+C')
+a2n'.dt.a’ N . H.e.sin.(sn't—ant+ 5 —2e—z+ D)
dN®
—n'.dt.aa’. ( ) G.e.sin(§n't—2nt+§¢ —2e—fn+C)

Le terme N®.¢'. cos. (nt—2n't+¢—a¢' 4 @’ ) résulte du développe-
ment de 4".cos.(¢v'—v) , dans Ry il faut donc fairc varier dans ce
terme, a de &r, @' de &r, et n't—nt de &¢'—dv; cc qui donnc
les suivans,

Mican. ctrn, Tome I11. G
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N®.e. (J‘v'—J‘v).sin.(nt—sn’t-}—:—-ns’—{-rn’)
AN

+a. ( i )" .e. -——.COS (nt—an't4¢—2¢+a")

AN 3 , ,
+a. (du e.a, .cos. (nt—an'tfe—ae +a).

La partic de a’. d'R, relative & ces termes, sera donc

—:.(yn'—n).dt.a’ N H'.¢ .sin. (5n't—2Ant+5£'——-2e-—'w'+D')
1IN

-—-}.(5n'—n).dt.a"‘.(f ) G'.¢'.sin(sn't-2nt+ §¢'-2e-a"+ C')

+n'dt.a’ N H.¢ .sin. (§n't— 2nt+ ¢’ — 20— 2"+ D)
dNO

.._n’dt.aa’.(—;i:—>. G.€ .sin. (sn't—a2nt+5'—2¢— @' + C).

Les valeurs de M), M), M), M), sout déterminées par les for-
mules du n° 4, en y changeant ce qui est relatif a m, dans ce qui est
relatif & m/, et réciproquement. Les valeurs de N©) et N©) seront
déterminges par les équations,

’ ’ d A
NP = —2m.a’ A®—"'.m.aa’. <~~—l———),
) da

da’
En réanissant toutes ces expressions particlles de ’.d’R, on aura

'dAC)
a’N(‘)=m.a’/1(')-—-,i-m.a".(dA - )

un terme de cette forme,
mn'.I.dt.sin. (sn't—2nt+5¢—2¢— O).
Le terme 3a’.ffn'dt.d'R, de Pexpression de &¢', donnera ainsi,
a2 l.m
(5n —2an)*
C’est le terme le plus sensible, de la grande inégalité de Saturne,
dépendant du carré de la force perturbatrice.
Si Pexpression de R, divisée par la masse pertuvbatrice, étoit
la méme pour Jupiter et pour Saturne ; on auroit par fe n°. 65 da
second livre, l’inégalité correspondame de Jupiter, en multipliant

—.sin. (571 t—ant+t§d—2¢e— 0).

la précédente par — —‘7:,' mais la valeur de (" n’est pas la

méme pour les deux planétes, et par conséquent les termes
M) .e* . cos.(3n't—nt+3d —e—aa'),
et NO.é'.cos. (nt—2n't+e—2¢+3"),
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divisés par les masses perturbatrices, sont différens pour chacune
d’elles. Mais il résulte du n°. 65 du second livre, quen wayant
égard qu’aux termes qui ont (§2'—2n)* pour diviseur, ouna dans
ce cas,
SAR,+ [d'R=o0,

R, étant ce que devient R, relativement & Jupiter, etla caractéristi-
que difféventielle d se rapportant aux coordonnées de Jupiter; d’ott
il suit que P'inégalité de Jupiter qui correspond a la précédente, est

-

a
3m'.n'*. ‘/_

a

—(5 n'—2n)?

dosin. (sn't—a2nti g —2— 0O).

17. Dans les inégalités de Jupiter et de Saturne, dans les-

qucls le coeflicient de ¢ n’cst pas s2'—2n, et ne différe pas de
cctle quantité, du cocflicient n pour Jupiter, ou du coefficient 7’
pour Saturne, il faut augmenter n¢ et n't de leurs grandes iné-
galités dépendantes de §n't— 2ni. En effet, on a va que ces grandes
inégalités doivent étre ajoutées aux moyens mouvemens , dans
les formules du mouvement elliptique ; elles doivent donc étre
ajoutées aux mémes quanltités dans le développement de K. Soit
H.cos.(i'nt —int+ ), un terme queclconque de ce dévelop-
pement, et L.sin (i'n't—int+ B) , Vinégalité correspondante de
Jupiter. En augmentant nt ct »'¢, de leurs grandes inégalités, dans
le terme H.cos. (i'n't—int+ _.4), il en résultera un terme de la
forme g H.cos.{i'n't—int==(5n't—2nt)+ 4+ E}. Mainlenant,
la suite des opérations qui lient I 4 L, donne aux parties de H les
diviseurs (¢'n’—in)*, i'n’—in, i'n’—in=tn. La mdme suite
d’opérations donnera & Iinégalité correspondante aux parties de
gH.cos.{in't —int == (sn't — 2nt) + 4+ E}, les diviscurs
{in'—in==(5n'-2n)}*,i{n'~in=(sn'-2n), in'-in==(5n'-2n) == n.
Si i'n'—in ou i'n’—in==r nesont pas trés-petits de Pordre §7'—2n;
on peut négliger sn'—2n, dans ces derniers diviseurs, et alors
Pinégalité correspondante a
g H.cos.{int—int = (sn't—ant)+ L+ E}
sera
g L.sin.{i'n't—int==(5n't—ant)+ B+ E};
G 2
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ce qui revient & angmenter dans L.sir ({n't—int+B),ntet n's,
des grandes inégalités.

Hl faut parcillement augmentce dans les termes dépendans dcs
simples excentricités , les quantités ¢, €, =, @', de leurs varia-
tions dépendantes de Vamgle sn't— 22t ; mais on sassurera faci-
lement qu'il n'en résulte que des inégalilés insensibles.

18, Les coeficiens dcs inégalités des. planétes varient & raison
des variations séculaires des élémens des orbites : on peut y avoir
é¢gard de la maniére suivante : on mettra d’ahord Vinégalité rela-
tive & un angle quelconque &'n't — int, sous cette forme,

P.sin.(in't—int+iv—is)+ P .cos.(in't —int+i'sv—is).
On déterminera les valeuxs de P et de P', pour I'épogue de 1750 ;
¢n faisant ensuite,

!

j2 —_—
tang. A = e L=V P +PF*;

1¢ signe de sin. # étant le méme que celui de P’ et son cosinus.
¢tant, du méme signe que P ; Vinégalité dont il s'agit sera,
L.sin. (in't—int4i'd—ic4 A).

On déterminera les valeurs de P ct de P/ ponr 1950, en ayant
¢gard aux variations séculaires des élémens des orbites; et Pon
atra ainsi pour cette inégalité, on 1950,

(L4 28L).sin. (i'n't —int+i'v—ic4 A +8.4);
en cxprimant donc par ¢, le nombre des années juliénnes écouldes
depujs 1750, Pinégalité précédente relutive au temps £, prendra
cette forme,

<L+t—:—{£).sin. {i’n’t—-—inH— i’o’—-i:‘+/1+t—'—dzl.

200 200 |

Saus cclle forme , elle pourra s’étendre plusieurs siccles avant
eLapres 1750, Mais ce calcul ne doil avoir lieu que pour les inéga-
lités un peu considérables.

Relativement aux deux grandes inégalités de Jupiter et de
Saturne, il sera utile de porter Papproximation. jusquw’au carré du
temps , dans la partie qui a pour diviseur (§n'—2n)’ Cette partic
de expression. de v est parle n°. 8,
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( , sa.dp’ . 3a.dd2” . . /
6m’.n® ‘ ~{aP +G;’;—zm).d-t.—-(gn’-—gu)?.dt’}.Sm.(snt s —22)2

—--—7——'——;. .dI), d’l’
(s —an) z——fa‘P—- 2a e ].cus.(jn'l""z”l‘*“i*'-m)i

)

L Gon —an).di (§n'—an)~de}

les valeurs de P, P, et de lcurs différences, étant velatives a un
temps quelconque 2 En les développant en séries ordonnées par
rapport aux puissances du temps, et en ne conservant que sa
scconde puissance, ct les différcnecs premicres et secondes de P
et de P’; la quantité précédente devient,

( P aa.dP ca.ddP”
a
(;» ——J/z) “an).dt (511—«"11)’ dee .
f dP' oaq.ddP 1 ddr{ .su1.(5nll—972t+ SEI—ze)
Gm'.n? ' 1 L (5;1-211) llt‘j+;t 'a'-(i2>“‘_
(5’1 —an)* 2a.d)” ja. zld[’
aP—-(g '—2n) I (sn Qn .di?
n'—2n).c —_ /
— (ap vaddt IdP .cos.(§n't-2nt+5¢'-2:)
t) @ — g
\ Z’* la dt (-‘n'--ﬂn).dt’j talhe dt* J

les valeurs de P, P’ ct de lears dilférences ¢lant ici relatives &
Iépoque de 1750, ct déterminées par la methode du n® 8: les
autres parties de la grande inégalité de m ¢élant peu considérables,
il suflira d’avoir égard, par ce qui précéde , ila premiére puissance
du temps. Celle grande inégalité prendra ainsi la forme suivanle:

(A+DB .t4+C .t*).sin. (sn't—2nt+5¢—2¢)
(A +B t4+C' 1) .cos.(sn't—2nt+5¢—2¢),

On donncra 4 Ja grande inégalité de m’,la méme forme souslaquclle
il sera fucile de réduire en tables, ces inégalités.

Silon veut réduire I’inégalité précédente, a un scul terme; onla
calculera pour les frois ¢époques de¢ 1750, 2250 et 2750. Soit
C.sin. (§n't— 2nt+5¢—2¢+A), celle grande inégalité pour 19505,
soient €,, A3 €,, A,, ce que deviennent € et A, aux époques de
2250 ¢t de 2750. Celte inégalité rclalive & un temps quelconque ¢,
sera

cpr B BN ot g s an g BA L das
el e — )eSIng g b— — ot AL+ L. .
g tab-ge psmniT AR TATE G }
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Jes différences de ¢ et de A se rapportant ici & ’époque de 1750,

On aura ensuite par len”. 8,

di 46—36—¢, ddé € —al 46
— : — ;

dt~ 1000 > de 2,0000
dA _4A—1A—A,  ddA__ A—oAtA
dt 1000 ’ der 250000

Conformément a la remarque que nous avons faite danslen°. 1,
ces deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne, doivent étre
respeclivement appliquées & leurs moyens mouvemens.
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CHAPITRE IIL

Des perturbations planétaires dues a Uellipticité du soleil.
P P P

18. L& soleil étant doué d’un mouvement de rotation , sa figure
ne doit pas étre exactement sphérique. Nous allons détermincr
Pinfluence de son ellipticité, sur les mouvemens des planctes. Si
Pon nomme p cette ellipticité; ¢ le rapport de la force centrifuge
ala pesanteur, a I’équateur solaire; et x la déclinaison d’'unc pla-
néte m relativement a cet équateur ; si de plus, on prend pour
unité¢ la masse du soleil, el que 'on nomme D son demi-diamétre;
il résulte du n°. 35 du troisiéme livre, que Dcllipticité du soleil
yjoutc a la fonction R dun’. 46 du second livre, la quantité

(h— 2 @)oo (1)

I'équation différentielle en 7487 da n® 46 du second livre , devien-
dra donc, en n’ayant égard qu’a cette partie de R, en négligeant -
le carré deu, ct cn observant qu’ici fd R =g+ R, g ¢étant une
aibitraire ,
d.rdr  nPdd.rdr :
0= —r—4 ——+28+
Pour déterminer la constante g, nous observerons que la for-
mule (Y) dun®. 46 du second livre, donne dans 4'v, la quantité

(¢—19q).D*

3

Dl
3a.ngit(r—39).—nt.

nt exprimant le moyen mouvement de la planéte, cette quantité
doit ¢tre nulle; on a donc

___(r—3iq).D*

=———

et par conséquent léquation différenticlle en ré&r, devient, en
observant que n°a'=1, et négligeant le carré de e,
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ds.rd (=t
o=—(—;§;—£+n’.rafr.{1+3e.cos.(nt+e-—-av)}-—-E——(—P—g——‘—q—).u’.l)‘
+Q~———31—?—1.n’.D“.{l+3e.cos.(nt+e—fa)};

ce qui donne en intégrant,

rdr | .y Do . \
—= ;.(p—-zg/.—;‘—. {1—3e.nt.sin. (ni4e—=)).

. -~ r o
La partie clliptique de = est 1—2e.cos. (ntte—a); en y fai-
sant donc varier = de §#, on aura
rdr .
—=— eda.sin. (nty ¢—m),

.. . rdr | ,
51 Pon compare celte expression de —, ala précédente ; on aura
: a

.. Ds .. Dt
to=(p—ig) —nt=(p=139).—;
. atr

Peflet 1e plus sensible de Vellipticité du soleil sur le mouvement
de la planéte dans son orbite, est donc un mouvement divect dans
son périhélic ; mais ce mouvement étant réciproque & la racine
carrée de la septitme puissance du grand axc de Pellipse plané~
taire , on voit qu’il ne peut étre sensible que pour Mercure.

Pour avoir Pelfet de Pellipticité du soleil sur la position de 'or-
bite ; reprenons la troisiéme des équations (P) dun®. 46 du second
livre. Cette équation peut éire mise sous la forme suivante :

ddz n*ad.z dR
0 == ——- +{)
dz

dr? r’
Preunons pour plan fixe celui de 'équateur solaire, ce qui donne

? .
W= En obscrvant ensuite que r* =4 4 z*, on aura

dR . nt, D? .
Fz-‘-) = 3.(}—;9).-—;.—--~,’

I’équation différentielle précédente devient ainsi,

2

ddz | 3d'r .
0o=—+4n’z. I-——;-—-i—}.(p-—--z q).—qT};

orona P(l!‘ ce (101 précéde N
ﬂ -t ( — L q __: .
-, .
@ 3 2 e’
on
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on a donc

cc qui donne en intégrant,
. , . Dt
z= ¢.sm..{nt.{1 +(p ""?7)'7;9 }__ 9};

# étant Pinclinaison de 'orbite a I’équateur solaire , et 6 étant une
constante arbitraire. Ainsi les noeuds de l'orbite sur cet équateur,
ont un mouvement rétrograde égal au mouvement direct du péri-
hélie, et qui par conséquent ne peut étre sensible que pour Mer-
cure. On voit en méme temps que Vellipticité du soleil n’ayant
aucune influence ni sur Pexcentricité de Porbe de la planéte, ni sur
son inclinaison & I’équateur solaire, elle ne peut pas altérer la
stabilité du systéme planétaire,

MEcAN. ctr. Tome 111, H
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CHAPITRE 1IV.

Des perturbations du mouvement des planétes , produites
par Paction de leurs satellites.

19, Ligs théordmes du n°. »o du second livre , offrent un moyen
aussi simple qu’exact, pour déterminer les perturbations des pla-
nétes, dues al’action de leurs satellites. On a vu dans le n®. cité ,
que le centre commun de gravité de la planéte et de ses satellites
déerit a trés-peu-prés un orbe elliptique autour du soleil. En
considérant cet orbe , comme étant ’cllipse méme de la plancéte ;1a
position respective des satellites entre eux, et par rapport au
soleil, donnera celle de la planéte par rapport au centre commun
de gravité, et par conséquent les perturbations que la planéte
éprouve de la part de ses satellites. Soit M la masse de la planéte;
R, le rayon vecteur du centre commun de gravité; U, langle
que ce rayon fait avec une droite invariable prise sur.l'orbite de ce
centre , el d’oit Pon comple les longitudes. Soient m, m', &c. les
masses des satellites; r, 7, &c. leurs rayons vecteurs ; ¢, ¢, &c.
leurs longitudes vraics ; s, s', &c. leurs latitudes au-dessus de ’or-
bite du centre commun de gravité. Enfin, soient X, ¥, Z les
coordonnées rectangles de la planéie , en supposant leur origine
au centre commun de gravité, et prenant fe rayon R pour Vaxe
des X, Z étant la coordonnée perpendiculaire au plan de Porbite
de ce centre. On aura a trés-peu-preés, par la propriété du centre
de gravité , et en observant que les masses des satcllites sont trég-
petites par rapport & celle de la planete,

0o=M.X+mr.cos.(v—U)+m'r'.cos. (v'—~U)+ &ec.;
o=M.Y+mr.sin. (y—U)+m'r ;sin. (¢'—U)+ &e.;
o=M.Z+m.rst+m'.r's'+ &c.
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La perturbation du rayon vecteur est a trés-peu-pres égale a X, et
par conséquent a

’

m

m ’ P
27 €08 (v—=U) — 7 .cos. (v'—U) — &e.

La perturbation du mouvement de la planéte en longitude est a
Y
trés-peu-prés " et par conséquent égale a

m r . m r, ,
-—J—{.-—E.sm.(v—U) -—-ﬁ—{.-}—?—.sm.(v—-U)——&c.

Enfin, la perturbation du mouvement de la planéte en latitude,
. 2 .
est a trés—peu-prés 7’ et par conséquent égale a

mrs —mry
— R R &ec.

Ces diverses perturbations ne sont sensibles que pour la terre trou-
blée par la lune ; les masses des satellites de Jupiter sont si petites
par rapport a celle de la planéte, et leurs élongations vues du
soleil, sont si peu considérables, que ces perturbations sont in-
sensibles. Il y a tout lieu de croire que cela a également licu pour
Saturne et Uranus.

Ha
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CHAPITRE V.

Considérations sur la partie elliptique du rayon vecteur et
du mouyement des planétes.

20. NOUS avons déterminé dans le chapitre vi du second livre,
les arbitraires,, de maniére que Ie moyen mouvement et Péquation

du centre ne regussent aucun changement par Paction mutuelle des
1+4m

planétes ; or on a dans 'hypothése elliptique, =n*,la masse

du solcil étant prise pour unité ; cc qui donne

2
a=n >.(14+3im);
tel est donce lc grand axe dont on doit fairc usage dans la partic
clliptique du rayon vecteur.
5i, comme nous le ferons dans la suite,, on supposc
2 2

-3 3

a=n ’; ad=n"7, &c;

il faudra dans le calcul de la partie elliptique du rayon vecteur,
augmenter respectivement a, a’, &c., des quantités ma, } m'a/,&ec.;
mais cette augmentation n’est sensible que pour Jupiter ct Saturne.

On appliquera ensuite au rayon vecteur, les corrections don-
nées par les formules du n°. 50 du sccond livre, et par les n% pré-
cédens. Ces corrections contiennent les deux termes,

—m'a.fe.cos.(nt+s—a) —m'a.f'e'.cos.(nt4i—a');

Jet f” étant déterminés par les deux équations suivantes,

Y (AN L 7ddae
f——-"—-a- ——é:z— +;a. —d;;—-

d4 dd 4\
't Vo g oo, —at(Z :
f ‘ {a 4 @ ( da ) @ ( ‘Iaa )},

équations données par le n°. 50 du second livre, en changeant seu-

. dd AWM .
lement le signe du terme a“.(-—d—a.—-> dans Pexpression de f’ du

n® cité ; ce terme devant étre affecté du signe —. La partie précé-
dente du'rayon vecteur peut étre réunic dans une méme table, avec
la partic elliptique de ce rayon.
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CHAPITRE VL

F aleurs numériques des diverses quantités qui entrent dans
les expressions des inégalités planétaires.

21. POUR réduire en nombres, les formules exposées dans le
second livre et dans les chapitres précédens ; on est parti des don-
nées sulvantes :

Masses des planétes , celle du soleil étant prise pour unité.

1
MeErCUrCe ceeoveceeee M == —

)

202810
, I
VéNnusS « cccoveeeeeee M = -
383137
’ 1
LaTerre...coovee.. m’'= —
32900
1
fars cooveveeceoeee m"= - .
A 1846082’
N 1
Jupiter v .cvvviivines m'= - ;
1067,09
1
Saturne.......oviins M=
3359,%0
1
Uranuse - vvvevveve.. m'= - ,
19504

De toutes ces masses , celle de Jupiter est la micux connue: je I'ai
conclue de Péquation suivante qui résulte du n°. 25 du sccond
livre. Si 'on nomme T la révolution sydérale d’'une planéte sz ;
T, celle dun de ses satellites , dont ¢ est le sinus de 'angle sous
lequel le rayon moyen de son orbite est vu du centre du soleil
ala moycnne distance de la planéte a ce centre ; la masse de la pla-
ncte, celle du soleil étant prise pour unité, est

T\z2
7 (7)
=)
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On a, relativement au quatriéme satellite,
g = 8in.1530",38;
T = 4332°"*,602208 ;
T = 16°,689g0 ;
d’out Pon tive,
1

1067,09 :

La masse de Saturne a été conclue de ]a méme maniére , en sup-
posant la révolution sydérale de son sixiéme satellite , égale a
157°v 9453, et angle sous lequel le rayon moyen de 'orbe de ce
satellite est vu du soleil , dans les distances moyennes de Saturne,
égal & 553”47, La masse d'Uranus a pareillement été conclue , en
supposant, conformément aux observations d’Herschel, la durée
de la révolution sydérale de son quatrieme satellite, égale a
1374559, et le rayon moyen de I'orbe de ce satellite, vu du
soleil, dans la moyenne distance d’Uranus, égal a 136”,512. Mais
les plus grandes élongations de ces satellites, & leurs planétes
respectives, ne sont pas aussi certaines que celle du quatriéme
satellite de Jupiter. Leur observation mérite toute P’attention des
Astronomes.

La masse de la terre a été déterminée de cette maniére. Si I'on
prend pour unité, la moyenne distance de la terre au soleil; arc
décrit par Ia terre dans une seconde de temps, sera le rapport de
la circonférence au rayon, divisé par le nombre des secondes de

TYannée sydérale, ou par 36525638”,4. En divisant le carré de cet
1479565

1020

arc, par le diamétre, on aura

pour son sinus verse : c’est

la quantité dont la terre tombe vers le soleil , pendant une seconde,
en vertu de son mouvement relatif autour de cet astre. Sur le
paralléle terrestre dont le quarré du sinus de latitude est ;, l'at-
traction de la terre fait tomber les corps dans une seconde , de
3,66 537, Pour réduire cette attraction, a la moyenne distance
de la terre au soleil ; il faut la multiplier par le carré du sinus de la
parallaxe solaire, et diviser le produit, par le nombre de métres
que renferme cette distance ; or le rayon terrestre sur le paralléle
que nous considérons, est de 6369374™"*; en divisant donc
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ce nombre par le sinus de la parallaxe solaire supposée égale a
27”2, on aura le rayon moyen de Yorbe terrestre exprimé en
métres; d’ou il suit que Veffet de Dattraction de la terre, a la
moyenne distance de cette planéte au soleil , est égal au produit
3,66553
6369374

4,488 i 4
2% En retranchant cette fraction de 72 565

10%° 1020 ?

de la fraction ar le cube du sinus de 27”,a; il est par
» P 7 ,2; P

conséquent égal a
1479560,
2

oO

on aura , pour leffet de P'attraction du soleil , & la méme

distanice ;*les magses. du soleil et de la terre sont donc dans le rap-
poffl des nombres, 1479560,5, ct 4,4885 ; d’ou il suit que la masse:

de la terre est . Si la parallaxe du soleil est un peu différente

329630
de celle que nous avons admise ; la valeur de la masse de la terre
doit varier comme le cube de cctte parallaxe, comparé a celui de
27”2,

Jai conclu la masse de Vénus, des formules que je donnerai
dans la suite, de la diminulion séculaire de I'obliquité de Péclipti-
que a équateur, en supposant cette diminution égale a 15430”".
C'est en effet eelle qui résulte des observations qui me paroissent
mériter le plus de confiance. Quant aux masses de Mercure et de
Mars, j’ai supposé, d’aprés les observations, les diamétres moyens
de Mercure, Mars et Jupiter, vus a la moyenne distance de la
terre au soleil, respectivement de 217,60 ;5 35”19, et 626”,04. Ces
diamétres donneroient leurs masses, celle de Jupiter étant connue,
si 'on connoissoit la loi de lcurs densités ; or, en comparant les
masses de la Terre, de Jupiter et de Saturne, a leurs volumes; on
trouve que la densité de ces trois planetes, est a-peu-preés en raison
inverse de leurs moyennes distances au soleil ; j’ai donc adopté la
méme hypothése, relativement aux trois planétes , Mercure, Mars
et Jupiter ; d’ou résultent les valeurs précédentes des masses de
Mercure ct de Mars, L’irradiation et les autres diffieultés qu'ofire
Yobservation des diamétres planétaires, jointes a I'incertitude de
Phypothése adoptée sur la loi de leurs densités, rend cecs valeurs
d’autant plus incertaines , quo cette hypothése s'éloigne de la
vérité, relativement aux masses de Vénus et d’'Uranus. Heureuse-
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ment, Mercure et Mars n’ont qu’une trés-petite influence sur le
systéme planétaire, ctil sera facile de corriger les résultats suivans
qu’elles affectent, lorsque le développement des indgalités sécu~
laires aura fait connoitre exactement leurs masscs,

n 9, Moyens mouvemens sydéraux des planétes, pour une annde
julienne de 3657°" 1, ou valeurs de n, n', &c.

Mercurc. «vvoveenn - n = 16608076",50; Jloee an.
Vénus «ooovevinnn.. n = GmMo, al foh:/lu
LaTerre....... e.e.. n"= 3999930”,09;
Mars........ Ceeeae n’'= 2126701%00;
Jupiter......e0onvnnnn nv=  337210"78;

Saturne «....ove.. .. n' = 135792",34;
Uranus.....,vovvve. n¥= 47606",62.

En employant pour z, n/, &e. ces valeurs, le temps ¢ désigne
un nombre d’années juliennes. De-la, en prenant pour unité la
moyenne distance du soleil a la terre, on a conclu, par la loi de
Kepler, les distances moyennes suivantes, des planétes au soleil.

Distances moyennes des planétes au soleil , ou demi-grands axes
de leurs orbites.

Mercure. . . . . viveees @ = 0,38709812;
Vénus .......... ... d = o,72333230;
La Terre......,.... @"= 1,00000000;
Mars.....pvvnn. vee. @”= 1,52369352;
Jupiter ....,vvv.v... a"= §,20116636;
Saturne ...... reese. @'= Q,53787090;
Uranuse..r..... ... av'=1g,18330500.

L’aclion mutuelle des planétes altére un peu ces moyennes distan- .
ccs : nous déterminerons dans la suite ces altérations, .

Rapports
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Rapports des excentricités aux moyennes distances, ou valcurs
de e, €, &c. pour 1750.

Mercure. .o..ooen... e = 0,20§571320;
Vénus :..oevnnannn. ¢ = 0,006884%05 ;
LaTerre ...... . "= 0,01681395;
Marses.ooenennnnn.n ¢”'= 0,00308767;
Jupiter . ..ot eV= 0,04807670;
Saturne . ........... e = 0,05622460;
Uranus ............ e'= 0,0466q9950.
Longitudes des périhélies en 1750, ou valeurs de =, %', &c.
Con (e n . el geetL
Mercure. . o ovvveennn @ = 81%7401; ;—/3"..4‘(\61
VenNuS v eeeveanenns o 1/12°,1241 ;= 12/.‘9 ///"
TaTerre coovovvnnn. @ = 109°,§790; = 98621/
MArS. e oo evevveenans "= 368°%3037; < 33/-4733
Jupiter .. ..oo.oenl.. aV= 11°%5012; = /0.35¢
Saturne............. @' = q7°9466; -~ ¥8./9719
Uranus. -« «ovoveeeen. V= 185°1262. - 166.6736

Inclinaisons des orbites & Uécliptique en 1750, ouvaleurs de 9, ¢', &c.

Mercure

............ o == 7°’77785 ~.00 00
NVénus «eeveveeennns o’ = 3°%7701; {3331
Mars....oovevennnn . ¢"'= 2,0556; /9809
Jupiter.....ooovennn o= 1 ,4636; 13172
Saturne «eoeeveeeeenn- o = 2,7762; 24986
Uranus ...ccovvvnnn "= 0,8596 o./"/J é

Longitudes des neuds ascendans sur Uécliptique de 1750, ou
valeurs de 8, ', &c.

Mercure ««...c.v.n.- § =
Vénus. . coeeeveen. § =
Mars . cooovvveannns =
Jupiter . v.. ... oo b=
Saturne............ 6 —
Uranus....ecvvve.. =

MEecAN. ckrn. Tome I11,

§0°3836; ¢5.3452
. 82°7093 5 /443948
52,9376 5 47 6A%e

= 108°,7846; ?/-9061

123°,8g60; ///.5064
80°,7015. %4:63/9
I
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"T'outes ces longitudes sont comptées de Péquinoxe moyen du prin-
temps, a Pépoque du 31 décembre 1749, & midi, temps moyen i
Paris. On doit observer ici, que Pon enlend par longitude du
périiélie , la distance du périhélie an neeud ascendant, comptée
sur Porbile, plus la longitude du nocud.

— . .
2. On a obtenu les résultats suivans , par les formules du
n". 4q du second livre.

MERCURE ET VENUS.

a
@ == — = 0,535 16070 ;.

Jd’ot1 Pon a conclu
’ (o)
b, = 2,145969210 ;
2

b, = —0,515245873.
Ensuite, ’
“b’,“)‘:: 2,1721751 5 b, ==o0,6o57052 ;  ,)=0,2405877 ;

'b!“): 0,1107665 ; b, W=o0,0520855 ; b,)=0,0251378;
6, =0,0123166 ;  ,D=10,0060633 ; &, = 0,0029287 ;

b= 0,0012758.

a6, db b <)

Ga = 0780206 5 ——=1,k57891 5 ——=1,070071;

db, ™ db D db

*‘;ﬂ‘_ =0,691487 ; ——5;—:0,423818 3 dx = 0,252376;

dbé(m db db,®

,Tl‘:._: 0,147708 ; —-(il;--: 0,085953 ; ;w = 0,050726.
d*b, ) drb, ™ d?b ()

= i:.2,756985; ; a,:‘ = 2,426165 ; —d—ﬂ_ = 3,395022;
d*bi({ )“ . ‘M’;m (121,5(5)
g = 3381072 ; —d-;—,—- = 2,826959 ; I 2,137906 ;
d“bl(e) ) @5 M

2

= 1,511010

s =1,014134.

-—
«

122
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&b, %6, b,

— = 11,308703 ; _:liT = 12,0642%5 ; d.:" = 11,983 42%;
d"bi(") d’h (D &3

2o = 15584360 5 —5—=16,067040 ; ——= 15617274 ;
&b
*d;T= 13,720218.
AR AR dib, @
T.: 69)60594 ; d‘:“ - 82736773 ) d;“ - 32)726105
db )

= 105,33962.

b= 4214154 , b,=3,035376 ; b, =1950536;
6= 1192372 ; b,M=10,708667 ; 5,9 =o0,413762;

6,) = 0,238807.

db () db, ™ db,
—— =12,50630 ;  ——=09,76666 ; S = 17,08399;
db,

— = 4,88781.

d*b,» db @

= 78,09476 ; —=— = 67,14764.

d2?

MERCURE ET LA TERRE

o = g; = 0,38709812;

d’out Pon a conclu,
b =2,07565247 ;

b0, ==-—0,37970591.
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Ensuite,

I)L(O):: 2,08 1980 ; bl(') = 0,411140 ;

(9]

b, = 0,038900 ; b W= o0,013202 ;

b )= 0,001629 ; b (7)—~ 0,000573 ;

2

db ) db M
__‘;JZ:___ 464378 ; —(-;:-.—:. 1,199633 ;
b D db (D
[;“___: 0,316756 ; —7;;-20;141792 5
db, (O] db (1
._dh__o,o_613o 5 —d:~:o,olng3.
d2b (Y b ¢
-.‘i;—: 1,672199 ; —de—-»: 1,220775 ;
&b dﬂb )
[l:z = 1)85236“’l H d“g =1 197‘“13 )
(Z‘I) (2) (Z?[)l(z)
—TI;T = 5?49232 3 (l:“ = 5’45663 5

()}(3):2,871833 3 b,‘(‘): 1,576062

bM=o0,334212 ; b= 0,153779.

db )
— = 3,05535-
MERCURE ET
a
@ == — = 0,25405312;
d’ol1 Yon a conclu,
l)(_”£ == 2,03240384% ;
b, = — 0,25198657.

MECANIQUE CELESTE,

b (2):0,120178;

4
1) )= 0,001603 ;

Nim

bi(“> = 0,000177.
db, (°)

T == 0,665739 3

db
—57- = 0,061433 ;
&0,

T = 22359355
@0,
g = 0,070874.
d"b m

i = 651373

b, = 0,747619;

2

MARS
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Ensuilte,
bL(O): 2,033500 ; b‘!(‘) = 0,260462 5 b_,(’) == 07049767 >

bV =0,010546 ; bW=o0,002331 ; 5, =0,000538.

a

db b, b,

= 0273829 5 ——=1,077839 5 — —=0,402980;

db dg, )

-—d‘:—-—o,127139 H (h = 0,037781.
d"bj(ﬂ d2b, (D d*b ()

2 — 1.944 . ER— N . E B

= 1,244725 ; = = 0,656780 ; Ja = 1,778641;
dib (9

d:ﬂ == 1,050453.

b =2,322536 ; 5,)=0,863876 ; &, =0,272085.

2 1

MERCURE ET JUPITER.

a
@ = ;17:_007442555,

d’ouYon a conclu,
b1, == 2,00277053 5

b"’ = — 0,07437397-
J
En déterminant, au moyen de ces équations et des formules da
n°. 49 du sccond livre , les valeurs de 4., 5,', &c.; on areconnu
a2 a
qu’elles deviennent de plus en plus inexactes, ce qui a lieu dans
tous les cas ol « est peu considérable 5 parce qu’alors ces valeurs
sont les différences de nombres qui difféerent trés-peun entre eux; en
sorte qu’il faudroit avoir ces nombres avee une trés-grande préci-
sion, pour déterminer exaclement ces diflérences, ce qui exige-
roit Pusage des tables de logarithmes a dix ou douze décimales.
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Pour obvier & cet inconvénient, il faut recourir 4 la valeur de 5,0
en séries : on lrouve par le n°, cité,

o [ipnt T
b(i)_25.5+|.s+2.....s+i-—l ; 141 1.2 it
=2 - X — .
1.3.3.....0 l+s.s+1.:+2.s+i.s+i+1.s+i+246+&c’
1.2.3 ,—_T_TLE;*.';

Cette valeur de b9 est ici trés-convergente, a cause de la petitesse
de a : c’est par son moyen que Pon a déterming Jes valeurs de & ),
2
b, &e.5 5,1, &c., dans tous les cas oil « est peu considérable.
s :

On a trouvé de cetle maniére, pour Mercure et Jupiter,
b= 2002778 ; b (V=0,074581 ; b, =0,004164;

b )= 0,0002§8 ; b, ®=0,000017.

1
2

dle) d[,l(‘) d[),(ﬁ)

— = 0,074891 ; = ,00626y ; -—;7: 0,111380;
db,
—‘—;‘— = 0,010428.

d*b () @b ) deb ()
—TI;‘T— = 1,018876 ; _(I:T = 0,171781 ; _,er = 1,499780.

bi(0)= 2,025143 ; b-’(’):z 0’225613 H [)_,(’)-—— 0,020984.

MERCURE ET SATURNE

“«= S; = 0,04058547 ;
d’ou Pon a conclu ,
b = 2,00082368 ;

a

b, =—o0,04057711.
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Ensuite,

[,1(0):. 2,000823 ; bl(‘):::o,o40610 5 6!(”-—":0,00!236;'
3 E ]

2
4,)= o,000042 ; 5, =0,000001.
2 4

db () db () db ()
—i— = 0,04060z2 ; —7;—— = 1,001841 ; 7137' = 0,060919;
dab, ™
~— = 0,00308s.
b,(2) LA FOAG
d,::_ = 1,003904 ; 'Z‘;T': 0,091840 ; —d—z;"—': 1,469188.

MERCURE ET URANUS.

a\
@== = 0,02017895 ;
d’ou Pon a conclu,
) — .
b¢) = 2,00020360 ;
2

&9 = —0,02017791.

Ensuite,.

b= 2,000182 ; ) =0,020183 ; b =10,0003063,

2.

db db )

2

= 0,020196 ; —— = 1,000913.

VENUS ET LA TERRE

a’
2 = prs == 0,72333230;

d'ouYon a conclu,
B¢, =2,27159162;

b, = —o0,6722632151..
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Ensuite,
b{(o) = 2,386343 ;
b0 = 0,323350 3

6) —— /) .
],5( ) = 0,090%12 3
2

dh ()

_.(_Z‘_:: 1,643709 ;
db, 3

__(;“_ = 1,738781 ;
b 8

_jb_ — 0,867147 ;
&b,

T 719923 5
b (3
—g2ge
22D, (5

—(ﬁ—: 7,842733.

IALRSS)
2
di3

AR

i = 62,87646 ;

= 56,55335 ;

b, =9,992539 3
b, =15,9539%0 ;

db,®
: = 56,65440 ;

e

MECANIQUE CELESTE,

b,V =o0,942413 ; 5= 0,527589;

Z)}.(i):o,'206811 5 0,1=0,135616;

b, =o,061101 5 b V=0,0%1731.

b, b,

== 2272b14 5 — —= 2,069770 3
db, D db

= horign s = Tl
db
—_di_ = 0,668830.

PR d:b,(*)

S = 7531096 5 — 22— =8,558595 ;
a5, a2,
—=0107400 5~ = 8,634030;
&b, LA RS
—5— = IS i 5 = 58,19633;
&b, b, ®

—— = 66,3260 ; —X—=70,54326.

b, = 8871894 ; b, =7,386580;

bW = 4;yo4321 ; 5, = 3,652052.

b,

12

= §0,90290,

VENUS
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VENUS ET MARS.

« = —— == 0,47472320;

d’ol1 'on a conclu,
b®, = 2,1143664g ;

b, = — 0,46094390.

Ensuite,
b,V =12,129668 ; 5,V=o,521624 ; 5"=o0,187726;

55(3) = 0,074675 ; bs“) =0,031137 ; b!(s) =0,013337;
5, = 0,00829.

' db () d[, [CD d5 ()
di =0,631752 ; E—-— 1,330781 ; —i—=o,884106;
db ® ’ db @5,
o = 0510976 ; .~ == 0,279002 ; —— = 0,147606.
b dsb, ) dsh
T = 2199778 5 o= 1815836 — 2 — 5905504
ERNO) d2b_#
——Ei—- = 2,628516 ; di = 2,00442q.

&b, %, (M) a6 )

T =70 - = 845655 5 —i- = 8,17676;
d3b @)

d&" = 10,66513

5,°) = 3,523572 ; 5, = 2,304481 ; 6, =1,325959 ;
5,) = 0,722687.
db,®
—E‘;_-— = 8,47521.
MtoaN. ctr. Tome 111, K
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VIENUS ET JUPITER.

’

a
o =—= 0,13907116

d’oti 'on a conclu,
© — .
b, = 2,00968215 ;
2

b0, = —o0,138734 2.

Tinsuite,
b,V = 2,009778 ; b =o0,140092 ; b *)=o0,014623;

2

b, M= 0,001695 ; 5, =0,000206 ; 5, = 0,000026.

db (0 db, ™ db
Tff = 0,142160 ; d“z = 1,0222006 ; -—i—- = 0,212046;
db, ) db
—— = 0,036783 ; —— = o0,006111.
drb o) d*b XS
d:a =1,067532 ; 7:‘:—20’373869 5 d;a =1,575190;
d2b ‘

T = 9533951

b = 2,089736 ; 5, = 0,432801 ; &, = 0,075054.

VENUS ET SATURNE

1

a
a = —-==0,07583790;

d’ot1 Pon a conclu,
© — .
b_"l = 2,00287673 ;
2

b, = —0,07578334.

Ensuite,
bi(O) = 2,002886 ; bé(l) = 0,076002 ; &, =0,004323;

b, = 0,000273 ; 5, = 0,000018.

k]
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75
db db, dp
g =0076331 5 — =1,006490 5 —— = 0,124207;
db
-7“-— = 0,011085.
@
d*5,(* d*b, ™ %5,
——-—d: == 1,019629 ; d:= +==0,172§10 ; ‘d:r—:: 1,419950.

5,°) = 2,026116 ; 5,() = 0,229988 ;

a

5,19 =o0,021791.

VENUS ET URANUS.

al
o= — = 0,03770634 ;
d’ou 'on a conclu,
b“’l = 2,000710953 ;
b, = — 0,03769964.

Bin

Ensuite,

b, =2,000712 ; b,0) =o0,037725 ; 5, =0,001067;

b,) = 0,000034.

%

dbl(‘") db‘(l) dbz(’)
(;_“_ . 0’716690 ; -—d—:— — 7,000829 5 _;T. — 0,05'663/}’.

LA TERRE ET MARS.

all
@=—r= 0,65630030 ;
d’ot1 Pon a conclu,
b5°) = 2,23193173;
T2
b = — 0,61874262.

a

K2
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Ynsuile,
b=2291132 5  b=0804563 ; b ) = 0,405584;

bV =0,224598 5 b, W=o0,29973 ; &,°)=0,077170;

b}_‘G) =0,046595 ; b M = 0,028480 5 b3 = 0,017505.

wl

d,/l(") db l(‘) (lbx )
= 1,228078 ; g = 1,871211 —d‘r:: 1,601236;
ab,® db (83 db ()
—— = 1,240990 ; d; = 0,920710 ; ——"{i“—=0,666207;
(1[)!".6) db (1)
de” = 0473942 5 —— = 0,333444
(l"(/‘l(‘) dzbl(') (Z[) (%)
= -1,985108 ; = 4,744671 ; duﬁ = §,731111;
b, 2y (9 dsb ()
Tde 0057860 5 —m— = 5976483 5 —=— = 5141903 ;
&2 ()
T“— = 4,388001.
b, &b &y o)
R 4oo A, i
do T PO3R00 5 mm=129,78930 5 —-==30,18848;
d'*l) ) db (4) cl‘b )
7 3329381 5 —T—=36,32093 ; T = 37,23908.

bé(‘») — 67856336 H 51(') — 57727893 ; 64(:) e 4,404530 ;
b;) = 3:255964 5 bi(*') = 2,351254 ; bi(s) = 176716685
0,Y = 1,174650. 1

b, db () db,»

= 31,80897 ; ~—— = 32,26285 ;., —(;—x— =18,25867.

-

&, ’
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LA TERRE ET JUPITERB.

a’ ,
“«=—= 0,19226461 ;
d’otr 'on a conclu,
b, =2,01853593;

b") = — 0,19137205.
Ensuite, ’

(0) — . 1) —— .

b= 2,018885 ; b,)=o0,195003 ; b, _ 0,028195 ;
a 3 *

b,9=0,004516 ; b W= 0,000779 ; &, = 0,000132;
a2 4 a

b ) = 0,000023.

2

b ) : db (9 /%0

_Zz:f = 0,200580 ; —= 1,043204 ; _dT == 0,2097995 3

b ) b (9 db, )

o = 0,070934 ; -——;;- == 0,0163b9 ; = 0,003448.
dsb () db 1) b (2
AT = L33y 5 g = 0,466165 ; = 1,628667 ;
b,

d‘“ = 0,746681.

o
dip | FIRO) &b
_Jfa—_ = 1,472714 ; = 2,874986 ; = 1,418830.

b,<°)=‘2,17646o ; b "=0,619063 ; 5,7 = 0,148198;
b, = 0,032439.

LA TERRE ET SATURNE

"

e
@ == 0,10484520 ;
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" d’otr 'on a conclu,
4 == 2,005 50004 ;

b = — 0,1047009%.
ry
Ensuite,
]
b, = 2,005535"; b,7=0,105283 ; &,=0,008482; .
z 2 a

b M= 0,000724 ; b,9= 0,000066.
b kY

db () db () (IZ)_._(’)

—d’“— = 0,10615§5 ; —‘-;“—-_—: 1012536 ;  —— = 0,158723 ;
b,

-:;;—: 0,020778.
b, &b, b

o = 1037816 5~ = 0246193 ; —~ = 1,526303.

5, =12,050321 ; bV=o0,321144 ; 5= 0,041977.

LA TERRE ET URANTUSs.

n

a
@=—= 0,05212866 ;

d’ou l’'on a conclu,
b0 = 2,00135893 ;

b, = — 0,05211095.

Y

Ensuite,
61(0) — 9,001355 5 bi(l) = 0,05‘2182 H bi(“) = 03002040;

3) —
5,® = 0,00008g.

2

dh,© db db @
— =0,052288 ; —— = 1,003060 ; c;ﬁ = 0,07844g.
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MARS ET JUPITER.

1y

a
A -;7 = 0,29295’212;
d’oli ’on a conclu ,
b9, = 2,04314576;
b, = — 0,2897747g.
Insuile,

b, = 2045112 ; b =o0,303922 ; b, =0,066812;
2 : K

5P =0,016357 ; b =o000k192; b, =o0,001109;
T 2

2
b, = 0,000297 ; 6,7 = 0,000081.

2

@b, db, db
5= 032000% 5| ——=1,105098 ; —— = 0,473717;
db,™ db db
——;;— = 0,172096 ; —-‘-;;—- = 0,058%20 ; -j;— = 0,01925§8;
db
—7;7 == 0,006173.
tl“b;o) b 0 b )
T = 13387595 —— = 0794557 5 —=— = 1,871438;
d*h d*b @ .
—-JE;— = 1,258858 ; d:’ = 0,623184.
d’b @3, b

T

o =2069358 5 S =13,77722 5 —~ = 2,01068;
&b | '
.(-la:—"‘- = 5,47068.

b%“) = 2,444762 ;5 =1,040206 ; 5, = 0,376693 ;

3
b = o,1a7gks.
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db () db (> b

= 3,48815 ; -—d;c— = 4,80540 5 __d:-—= 2,99684_

3o

)
1

MARS ET SATURNE

a’/l
@ = ——=0,I5975187;

d’olt I'on a conclu,
5, = 3,01278081 ;
2

b0, = — o,15924060.
Ensuite, *
bz(o) = 2,01204j§ ; bi(') = 0,161305% ; bi(g) — 0,010347 ;

b® = 0,002577 ; b M = 0,000360 ; 5, = 0,000052.

db () db (™ b
——:h = 0,164463 ; —E‘;— = 1,029493 ; -_‘.;:-= 0,2448473 ;
db, db,“)

—— = 0048740 5 —— = 0,00906y.
426, b, d*b,®

d;= == 1,090095 ; —-——_d“. = 0,379322 ; ——dj—— = 1,596248;
dah 3

p *— = 0,620633.

“

0, = 2,119585 ; b, = o,503071 ; bi(’)z 0,1001 36.

MARS ET URANTUS.

ay

o= E—;- = 0,07942807 ;

d’ot1 'on a conclu,
B
1
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b, = 2,00315565 ; -

b, = — 0,07936538.

Ensuite,

5, = 2,003167 ;

5,0 = 0,079617 ;

5 = 0,000314 ; 5,9 = 0,000023,

db ) b,
=T = 0079995 3~
db
= 0,011982.

al'
d’ou Yon a conclu,
b0, = 3,
Ensuite, ’
[)'(0)

b, =o,1179750 ;
5,%) = 0,0139345 ;

b, = 0,0018056 ;

2

= 1,00714% ;

5, = 0,004746;

db ™

g =01 19823;

L

JUPITER ET SATURNE

@ = —= = 0,54531735;

15168241 ;

0, = — o,52431272.

= 2,1802348 ; 5,0 = 0,6206406 ;

2

b M= 0,0565522 ;
5,0 = 0,00704381 ;

5,0 = 0,0008632 ;

db (> b,

di = 0,808789 ; di = 1,48315% ;
dbl(ﬂ) dbl(4)
‘ ‘; = o,726550 ; —(-l_;_: 0,453285 ;
db (& db
—i‘— = 0,163506 ; ——fr = o0,096019 ;
b b (19
—d’;— = 0,033083 ; 4— = 0,020265.

Mican. ckr. Tome 111.

&

b, = 0,2576379 ;

b, = 0,0278360 ;
b,® = 0,0035837 ;

b,'"" = 0,0003233.
3

db

1
——

de
db

2

dz
db ()

1
1

de

= 1,105160
= 0,274717

= 0,056171

9

?

-~



82 MECANIQUE CELISTE,
d‘b e o ™ &2 @

= 2,87520q ; d:ﬁ = 2,552788 ; —(T:-;-v-:g,smo/w;

da*
(l‘[»_'(\‘) d”l)}‘(“‘) &b
—g— = 3933622 5 —=— = 2,9956i7 ; T T 2,302438;
@b, 5 d*b de b ®

S 4 . i 3

i 1,664586 T = LUETT — = 0,760603;
b,

o = 0,485135.
&b, dip, (D &b,

— =2 ,128630 ; —5— = 12,878804 ; —y. = 12,832050;

¢Z3[,1(3) dib_,(ﬂ d”'b‘(”)

3 - / 1 . - 7 [ )
- 15,454850 ; = 17,058155 ; = 16,65 5445 ;
b FURD &b ©
~ = 1i,958762 ; dul? = 12,234874 ; —z-l%‘—: 09,566420.
‘145 &) a'b, ™ dth
o 8hdo159 5 7 = 8304835 ; ,,;“ = 89,3027 ;
dib, dth, @ d's ©
= 89,8615 ; == 101,3809 ; d:‘ == 113,5238
dip dib (D
= 118,6607 ; —or = 1150588,
6,0 / &b, &b,
a = 7inA80 5 o= 753hy 5 i = 561,843;
d’b__( 3) &b (D FING)
o = 785,884 5 - = 819,180 ; dZS = 884,505
@b,
I = g12,301.

b%(n>=4,358387 ;bW =3,85493 ; b= ,082131;
b, = 0,466047;

~e

b%(s) = 1,295672 ; bW = 0,784084
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61(6)=o,273629 ;5 b, =0,198799 ; bi(s)= 0,0922G0;

bi(") == 0,0§3922.
*

db ) db, db,®
= 14681324 ; —;;—z 15,239657 ; —57—13,416026
db, db (9 db,®
o = 10,598611 ; —-[—;—- =n,802247 ; _Z;Z— = 5,470398 ;
db,® db ) db,®
- = 3710043 5 ——=12426079 ; — — =1,563695.
a5, db, () drb :
i = 96,68536 5  —I— =gdg1701 ; —=—=93,1928a;
d°b 9 dob,H &b,
—=— = 86,90315 ; _‘7; =75,08115 ;  — "~ = 6110155 ;
dsb (©) b,
T = 47,48185 5 ——= 35,7415,
3,02 dsh, &%,
—5— = 830,0586 ; d:S = 830,1580 ; — = 8101045 ;
d'b, i, 4 &b, (9

e =1785,5855 5 —i— = ko675 ; — - = 666,4080;
b, .
i = 5749115

JUPITER ET URANTUS.

@ = %:-"- = 0,27112980;
d’olt P’on a conclu,

b9, = 2,03692776 ;

b = — 0,26861497.

3
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Ensuite, i’
b,® = 2,038359 ; bl(‘)::: 0,278966 ; b‘,_(’) =0,0569°65
1,:(3) 210,0128’79 ; b;(“)= 0,003058 ; b:_(s’-'-"— 0,0007475 ;

6, = 0,000185.

db () db b
—% = 0295410 ; —— = 1,089551 ; o~ =0,433630;
db db 2,

--i_ = 0,14§398 ; -—-5;—: 0,045930 ; _?;_. = 0,015410.
d“bl(°) d“bl(') d’bl(‘)

'7:7: = 1,283434 ; -‘}:a = 0,714933 ; "‘J;T = 1,815451;

dib &)
—i = 1133359

6, =2,372983 ;  b,"=0,93879k ; 5,”=0;315186;

bi(“) = 0,099260.

SATURN-E ET URANUS.

ay

o ==

= 0,49719638 ;

aVl
d’ott Pon a conclu,
b, = 2,12564287 ;
b, = —0,48131675.

2

Ensuile,
b= 2,144440 ;3 b =o0,552007 ;3 &, =0,208313;
b© = 0,086834% ; b, = 0,037909 ; b—‘('s) == 0,016990 ;

z
1).’_(6) = 0,007728 ; bl(v) = 0,003522 ; b'(a) = 0,001 547‘
2 I ;
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&b©
T

da
db,™
——= 0,572896 3

=0,683055 ;

db &
—— = 0,098799 ;

ol

&b,
i = 3,377103
25,0}
= 2,881218 ;
d*b (&

2

da®

= 1,067430.

&b @

—=8798999 ;
d:}bl(a)

T = 11,gok140 ;
b, = 3,750905 ;

b,V = o,872105 ;

db

——=9,75656 ;

Pl

db ® db
..di‘_ =1,373806 ;  —i— == 0,04g128;
b db,®
——=0,327198 ;  —— = 0,81370;
b,

»—;:- = 0,05364a.

b, (™ dib

d:a == 2,017767 ; - = 2,092245 ;
&b (9 ERXS
— = 2,278077 ; —-d-;—- = 1,616470 ;
&b, &b ®

5-=19,578267 ; = 9ka5450;

&b 0 &b, '

— = 12,088670 ; —-—(i;—:m,l}wzx.

5, = 2,547992 ;
b, = 0,482564 ;

b‘,C')= 1,530452;

b, = 0,262146.

db ™
— = 7,24007 ;

db
—2; = 495053.
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CHAPITRE VIL

Expressions numériques des variations séculaires des
élémens des orbites planétaires.

24, Nous allons présentement donner les-valcurs numériques
des variations séculaires des élémens des orbites planétaires. Re-
prenons pour cela les variations différenticlles des excentricités ,
des périhélies , des inclinaisons et des noeuds des orbites , données
dans lesn® 58 et 6o du second livre. Pour les réduire en nombre,
il faut d’abord déterminer les valeurs numériques des quanti-
tés (0,1), o], &c. On a d’abord calculé les valeurs de (o,1)
et [=], au moyen des formules suivantes données dans le n°. 55
du second livre,
3m'n.ar. b0
4.(1 —x’)—’—— J
3m’.n«..{(l --{-z:f.“).bi')l + ia bf)i }
3 :

2.(1—a2)?
On en a conclu les valeurs de (1,0) et [ 1], au moyen des équa-
tions suivautes trouvées dans le méme n°.

. Ve
(l,o)z;:—:%.(o,l) 5 E_,—g]-::,‘/(:_,@

On a obtenu de cette maniére les résultats snivans réduits en secon-
des, eldans lesquels les chiffreso, 1, 2, 3, 4, §, 6 sc rapportent
respectivement & Mercure , Vénus , la Terre , Mars , Jupiter ,
Saturne ct Uranus. On a multiplié les masses précédentes des pla-
nétes, respectivement par les facteurs indéterminés 1+, 14,
14", &c. , afin de pouvoir corriger immédiatement ces résullats,
quand on aura les corrections des masses.

(0,1) = —

[ =—

(0,1) = (1+4 ).9%%k21152 5 [o1] = (144 ).6%053725;
(0,2) = (144").2"974746 ; [oa] = (144").1411096;
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(03) = (1+4").0" 135403 5 . [53] -
(04) = (1+u").4"862570 [od] = (1+4w).0"451633;
(05) = (1+#"),0",2i8641 [os] (1+¢").0" 01268105
(0,6) == (14").0"005252 [06] = (1+4#"").0" 000120

(14+#")-0",039496 ;

I H I\

e Ve vl e

(1,0) = (1+u ). 1303450 5 [4] = (14w ) 0837553 ;
(1,2) = (141" ).22",88g753 (3] = (1+4"). 19",058562 5
(1,3) = (141" ). 0"457288 [2] = (r4u"). 0263124 ;
(1,4) = (14w¥).12"750513 [14] = (1+u7). 2" 211195 ;
(155) = (14" ). 0640032 [B5] = (144°). o'060621 ;
(1,6) = (1+4p™). 0%013439 (L8] = (1+4e™). 0"00063 .

il ll

e

Ve we Mo e

(20) = (14 ): 0o’3o01154 [20] = (1+# ). 0",142855 ;
(21) = (144" ) 16'7%9060 5 [31] = (144 ). 13%945671 5
(23) = (1+&"). 1336417 5 [33] = (144"). 17,027656;
(2,4) = (1+p7) 21" 44do1s 5 [24] = (14u™). 57120740 ;
(2,5) = (14¢7). 1050745 5 [25] = (14" ). 0"1373g0;
(2,6) = (1+u"). 0%021899 ; (28] (14¢"). 0"001428.

i

l

I

I

I

(3,0) = (144 ). 0"0§7600 ; [—_l = (144 ). 0018142 ;
(3,1) = (144 ). 1518147 5 [Za] = (144"). 0873545 ;
(3,2) = (1+4"). 6063413 ; G2] = (1t+u"). 4662522 ;
(3,4) = (1+u").44" 479510 5 [34] = (1+e").16"10830 ;
(3,3) = (14w ). 2031918 5 [35] = (1+w" ). 0"kobd46 ;

(3,6) = (1+u"). 0061468 5 [58] = (14+u"). o’;004114

(40) = (p+w ). 0000699 ;
(h1) = (144" ). 0013244 ;3 [&1] = (144 ). 0002297 ;
(42) = (14" ). 00304395 . [4z].= (1+¢"). 0"007281 ;
(43) = (1+¢"). 0013916 5 [E3] = (1+p"). 0",005040 ;
?
bl

4,0

I

(146 ). o”,oo'0065 3

(45) = (14w ).23" 771411 5 [G5] = (14" ).15"537640 ;
(46) = (1+p"). o'agBagh 5 [iF] = (14u7). o'jrooss.

(50) = (14 ). 0”7.000083:5' [:.] ("H" ) 0",000604‘-,‘;
(5,1) = (1+¢ ). o'jo0r1545 ; f:] = (144 ). 0",000146 ;
(5:2) = (14+u"). 0%003467 ;  [22] = (144"). 0",000454 ;
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(5,3) = (14u"). o'o01é78 5 [E] = (144”). 05000204 3
(554) = (1 +&).55",263722 ; [4] = (1+4).36%12189g ;
(5,6) = (1+w&"). 1”,096340 ; 6] = (14#"). 0",658505.

(6,0) = (14p ).0"000007 ; [60] = (1+u ).0",000000 ;
(6,1) = (144 ).0",000133 ; (6:] = (14#').0",000007 ;
(6,2) = (14" ).0"0002¢6 ; [6:] = (1+#").0"000019 3
(6,3) = (1+¢").0" 000124 ; [63] = (1+&").0"000012 3

(6,4) = (1+¢").3"838932 ; [4] = (1+#").0"953096 ;
(6)5) = (1:—"1“')'4’"7488‘96 ’ [GE = (1+:“')'2”7695783‘

26. Au moycen de ces valeurs et des formules données dans
les n° 58 et 6o du second livre, on a conclu les résultats suivans,

lﬂ M . .
dans lesquels —(‘E exprime le mouvement sydéral du périhélie en
longitude, a Iépoque de 1750, et pendant une année de 36577 3;

2.de - . .
—— cst la variation annuelle de ’équation du centre , ou du double

dt
o s 1 (l . .
de Vexcentricité, a la méme époque; d—f est la variation annuelle

. . . . . 3 (l ‘
de linclinaison de lorbite, & écliptique fixe de 1750; —;:— est la
variation annuelle de Iinclinaison de Porbite,  1'écliptique vraie;

do
7 oot le mouvement annuel et sydéral du nceud ascendant de 'or-

. o d, '
bite sur Pécliptique fixe de 1750; 7 ¢t le mouvement annuel et

sydéral du méme noeud sur Pécliptique vraie, -

"MERCTURE

fl:_ ——— n 6 8 n 6 ’ l8 6 N " 0'
- = 175307333 + 9',302569. 4 +27,870101. 47 + 0',1291 54 . ¢
+ 4”,814947 . x” + 0,245303 .4" + 0",005252. 4"
‘ie . ) .
2 — = 0",043253 + 0%067742.4 4 0",020096 . " — 0”,007190. "

—0”,038766-[4" + 0‘/’,0003 58’(“" + 0’1’600012'(““'
o
d
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;?—z— 0%,370349 —0",271453 .4 — 0”,000163.4” —0",088777.u"
— 0",009924 . u” — 0”,00003 3 . 1™
‘g:i=o",;47557 + o".211140.4" + 0%001569.4" + 0",302730.p"
+ 0°032015.4" 4 07000103 .&™
Z—:- ==—13"040106 — §",446264.p' — 2",g74745 .«” —0",002442 . "
N —4",308989. " — 0",212929 . #" —0",00473 7. .

.

Z = 23354337 —0",301154. k. —12",513661.6' —2",974745 . 1"

—0",443748 .4 —6",750288 . " — 0",363854. w’
— 0",006877 . .

V EN U S.

d=' o P " " n
E-:,—7",931874-—13 ,318446. u—17 ,76122Q-4"43%715362.x
+19",863664. 4" + 0”,358684. 1" + 0",010091. "
d ’
2.75'=—o”,8o42 18—0",279256.4—0",312252.4"—0",019686. "’

— 0",188714. 4" — 0”,004348 . x* + 0",000038.u™.

dp’
= =—0",049328 + 0",077777 . + 0",006658. "' —0",11683 4.
—0",01683§.4" + 0”000006. ",
do)
—=o0 71374644+ 0",059807.4 — 0",012801.4” + 0",079659. 1"
+ 0”,010803 . %" — 0,00000% . &™.
ay

=~ =—30"558E30+1"055720.4—22",8897%3 .u"—0",2349 141"

—8,215138. " —0",264164. 4" — 0",010381. ™,

d@,’ " " ’ " A
2 ——56%75235140"510648.4—16",749053 ..'—22",889753 .«
— 0",884798. 4" —15",842800.x" — 0”,881230.4”
—0,01§365.u™
LA TERRE.
d="

o = 367,881443 —1",280628 .« + 11",769371.4 4 4",772107 . "

+ 21%,001210.4" + 0",598970. 1" + 0",0204:3 . 4"
Mécan. cir. Tome ILI. M
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2.=- ==~ 0%§79130—0",024866 .2+ 0",093936. ' —0",1§2500. "
— 0”,493018. 4" — 0”,002806 .« 4 0",000124 . &™.

MARS.
d="' ) " " , v Y
— = 48",386296 + 0049209 .1 + 1",577303 .4’ + 6%,571974 -
+ 38%002750. 4" 4 2",141598. " + 0",043462. 4"

"r

d
2.—;— =1",149806 + 0",007292.¢ + 0",004832.4" + 0”,124976 . 1"

+ 0",972168. 4" + 0",040638. 4" — 0"000100. 4™

d¢”' " Z U w
I = —0",90679140",000284 . u—0",04057§ .’ —0",786665 . 1
—0",079599. 4 — 0",000236. ",
d¢'”/ / 1 4 1Y
— = —0",040074—0",001199.%+0",407078 .4 —0",40740% . 1
—0",038437.4" — 0”,000112. 1"
a0 " "o ”
et 307025415 40",161185 .44 0",069343 .'— 6",063413 . "
— 24”,244144 . p* — 0",822630. 1" — 0",025756. 1",
‘ 9/"’ L "o 4 "
o =70 338499 —0",982701.4—26",474072.4' —6",06341 3 .
— 1",336417. 4" —33",0G9862 . 1" — 1",447980.
—o0",034054. 1"
JUPITER
dar " " / /7 ‘ ry N [
=20 1369659 + 0"000§74.# + 0",013364. 4"+ 0",030362.
+ 0%006319.£" + 19",931701.p"+ 0',387339. 1"
de” " p y ’ " /
20— =1 ,711168 — 0",000024 .1 4 07,000028.4" + 0",000244 . 1"
— 0",000§88.4"" + 1",707742. 14" + 0",003766. 1.
dzv

= 0”,2411744 6”,000068 . x4 07,0003 13 - 1’ + 0”,0003 46 . ™

—0",243621.p" 4+ 0",001720.4"

(l¢l" /) " [ /s / "

- =0 ,688820—0",0292¢2.u—0",395414.4/=0",032856. "
~0"232852. " 4 0”,00159}. 4™
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di n ” ' " ”
—— = 19",026792 + 0",001§70.2 4+ 0",018096: p' — 0"03043g. 1

dt
— 0,001493 . 2" 4 20",078993 . #"— 0",139Gg1§ . &".

”

do/l' ] /i " / n
—— ==—45",257336~0",976008.4—39",§94863 +'—0",030439.1

dt .
— 1%,201089. 4" — 21")444015 .4 + 18,140621 .17
—ol/,lsls43 .[A".

SATURNE.

dav " " "
= = 49",730637 + 0”,000068.% 4 0"001§531.4" + 0%,003334.x

dt
+0"001697.1" 4 48",73 7068. x* 4 0”,g8693 g . ™.
de”
. dj = «3",334597 — 0"000000 . »+0”,000001 - ' +6”,000002 . "

— 0",000048 . 1" — 3",394812. " + 0"060260. ™.

de P " l 7]

d_‘:- =0",307841+ 0",000009.% + 0",000055 .4 + 0",000043 .x”
+ 0",298443 .4 + 0”,009291 ..

d¢/' 1 " ” ’ " ar
—~ = — 0',479290—0",033813 .u—0",598513.#'—0",038709 .«
+0",182639.#" 4+ 0",0091006. ™.
de”
= 27"794110+0",000011.1+0",000130.4'—0",003467. "
— 0",000996 . x""—26",957559 .4"—0",83222¢. u™.
dor

—— =—58",770060—0",3 42473 .4—18",1581 75-4'—0"003467 1"
—0",436463 .n"—37",941234 . "—1",0507 44 . ¥
—0",83750% . 4™

URANTUS.

dam
dt

L]

=1",576700 4 0",000008.4 + 0”,000132.1" 4+ 0”,000293 .1

+ 0",000147." +3",737130.4" 4 3”,838990.x".
den
tdt

= —0",333901—0",000000.4-—0";000000 . #'— 0”,000000. "

+ 0”,000001 . 4" —0",036890 . #'"— 0",297012. .

dg
- = 05150807 4 0”,000000. % + 0",000000. ' 4 0",000001 . #
— 0",027888.x"— 0”,122930. 1"

M
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do v
~:;— = = 0”,084754 — 0",01695 1.4+ 0"031312.4'— 0",018232 K"

+07,182767 . " —0"j094142. 4"

d"' n n n n

- = 8”,336037 + 0",000051.4 + 0”,000450.%" — 0°,000296.x
+ 0”,000144.”" + 1",§32043 . u + 6”,803645 . 1",

v

‘d_l: = —106",183322 — 3",433693.4—73",505817.'—0",000296 .1”

—2",897429.p" — 31”,484265. 4"+ 4",160079 .1
—o0”021901 . 1",

Je n’ai point compris dans les formules précédentes, les varia-
tions de I'orbe terrestre ; on les déterminera par les ¢quations
tang.¢".sin.§"=p" ; lang. ¢". cos. 8" = ¢".

Quanl anx valeurs de p” et de ¢", on les déterminera par les for-
mules du n® 59 da sccond livre, et Pon aura, en prenant pour
plan fixe Pécliptique de 1750,

dp” 0 ddp”
=t ek &ec.;
. v 2 "

((IZ + ‘;- d—dz-—}- &e;
z exprimant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1750,
dp’ dqg" ddp”
@ a ar
On pourra ne considérer que la premiére puissance de ¢ dans ces
deux séries, Jorsque ¢ n’excédera pas 300 ; et lorsqu’il ne surpas-
Sera pas 1000 ou 1200, on pourra rejeter les puissances supéricures

"

=1

"

q"' =t.

¢t les valeurs de &ec. se rapportant a cette époque.

au carré, ce qui est permis , méme relativement aux observations
fes plus anciennes, va leur imperfection. On trouve par les for-
mules citées ,

"
/

? " » I B 1) [ n/
o =0 236792 4+ 0°,02598g.4 + 0,266408.4" 4+ 0",029082.1

— 0",067966. " — 0",016809. 1"+ 0”,000088.. 1«
d(]” / U N ’ " ’ " "
- ==—1"546156 — 0",026304. 4 — 0",956638. 1" — 0",031898 .1
— 0",488376 w*— 0",042658.4"— 0",000282. 1™
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26. On a vu dans le chapitre II[, que Vellipticit¢ du solcil
produit dans les périhélies des orbes planétaires un léger mou-
vement égal &

|‘ D’
( —;q).;.nt.

Considérons ce mouvement par rapport a Mercure. ¢ est Ie rapport
de la force centrifuge & la pesanteur a V’équateur solaire : soit m¢
le mouvement angulaire de rotation du soleil ; la force centrifuge
a Péquateur solaire, sera m*.D. Silon exprime par § la masse du

. S
soleil, on aura —; = n”, ou §=n"".2"; ce qui donne la pesan-
a
n".a"3

oo ona donc

S ., . .
teur — a I’équateur solaire, dégale a
D* y €8

m?* D3
q == F.F
La durée de la rotation da solcil est, suivant les obscrvations, a
trés-peu prés égale a ggivr 419, Ladurée de larévolution sydcrale
de la terrc est de 365,256 ; d’olr Yon tire
m 365,256

“

n 25,417 )
Le demi-diamétre apparcnt du soleil dans sa moyenne distance,
est de 2968"; ce qui donne

D M "
— = sin. 2968";
on a donc

g = 0,0000209268.

Dans le cas de ’homogénéité du soleil, on a par le n°. 24 du troi-
sitme livre, p=23.¢ ; le mouvement du périhélie de Mercure ,
produit par Vellipticité du soleil , est donc alors égal a

ct par conséquent a
3g-(sin. 2968”)’.(%) .nt.

Tin substituant pour @, a’, et 7, leurs valeurs données dans le
chapitre V; cette quantité devient, 0”,037810.7 Elle augmente la
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valeur précédente de -;;, de la quantité 0”,037810. Cette quantité

presque insensible devient plus petite encore, si, comme ily a
tout lieu de le croire, le solcil est formé de couches dont la den-
sité croit de la surface au centre ; on pent donc la négliger pour
Mercure, et 4 plus forte raison, pour les autres planétes. Les
variations des noeuds et des inclinaisons des orbites, dépendantes

dc la méme cause, peuvent étre également négligées.
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CHAPITRE VIIL

Théorie de Mercure.

Lns indgalités de toutes les planctes , indépendantes duos
exwmmcuéa , et celles qui ne dépendent que de leurs premilres
puissances , ont été calculées par les formules du n° yo du second
Jivre. On a d’abord déterminé les valeurs de .4, #0) &ec., et de
leurs différences, par les formules du n’. 49 du méme hvre, ensuite
on a obtenu les résultats suivans dans lesquels j’ai omis les perturba-
tions durayon vecteur,dont effct surla longitude géocentrique dela
planéte est au-dessous d’une seconde. Pour déterminer la limite
qu’'une inégalité durayon vecteur, doit atteindre pour produire unc
scconde sur la longitude géocentrique de Mercure , nous obscrve-

. . . LT
rons que si 'on nomme #” cette longitude , et si Pon fait —-==; on
T

a pour la variation &#” correspondante & &',

J‘V:-—f\—?- sin. (v—v")

r 1 2a.c08. (v—1v") +F u*

Le maximum de la fonction
sin. (v — ")

1 —aa.cos.(v—v")4a*
correspond i
24

COS. (V—V//) :‘7-“;:—;,
23

: — pour ce maximum ; on a done alors
dr=m—1r".(1—e*). 8.

Si Ton suppose ## ==t1", et si I'on prend pour ret r’, les

moyennes distances de Mercure et de la Terre au Soleil , ou aura

par ce qui précede, r'=1; «==0,38709812; d’ou on tire,

d'r===0,00000133%;
on peut donc négliger toutes les inégalités du rayon vecteur de
Mercure , dont le.coéflicient est au-dessous de ==0,000001. Parmi

cc qui donne -
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les inégalités du mouvement en Jongitude , nous ne rapporterons
que celles dont le coéfficient est au-dessous d’un quart de seconde,
excepté les inégalités qui dépendent de la simple distance angulaire
de la planéte, et qui peuvent étre réduites dans une méme table
avee des inégalités plus considérables.

Inégalités de Mercure , indépendantes des excentricités.

— 4" dgn255.sin. 2. (n't—nt4e—:)
—0%395294.5in. 3. (n't —nt+e¢'—:)
—0"090322.5in. 4. (n't—nt4+¢'—¢)
—0"027485 .sin. 5. (At —nt4+¢ —e)

J 2",044299.5in. (n't —nt+¢'—¢)

Jv = (l+#')-2

0",622493 .sin. (n"t—nt+4¢'—e)
—o0"511250.8in. 2. (n"t —nt4e'—¢)
—0",0§2163.5in. 3. (n"t—nt4e"—:)
—0",009652.sin. &.(n"t—nt+4 i”—g)s

+(1+u").

1",75720q.sin. (n"t—nt+te"—c¢)
A (14+u").q—0"365384.sin. 2. (n"t—nt+—)
~0",000624.5111. 3. (" bt ¢"—1)

0,00000003 76
—0,0000004094.¢08. (At —nt4<c'—¢)

Sr==—(14¢').{ 40,0000015545.C08. 2. (n't—nt+s—:¢),
+0,0000001702.,¢€08, 3. (n't—nt+¢—:)
+0,0000000437.€0s. 4. (n't—nt+¢'—:)

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricités.

0”,911114.8in. (Nt 4¢'—=)
—12",440900.5in. (28"t — nt 4 2¢'— ¢ — =)
—5",804241.3in. (3n't—2nt+3d—2¢—a)

Sy = (14« ).<{+0"290090.sin. (3n't—2nt+3¢'—2¢—a")
+0",907384.sin. (4n't—3nt+4¢—3¢ —a)
—0",545742.8in. (2nt—n't42¢ —¢'—=)
+1'217550.8in. (3nt—an't+35—2¢—a)

+(1+4")-
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,29449q.sm (n'"t4¢"—=)
+ (14 ¢").{—1"4a5035.5in. (an"t—nt+ 2" —s—=)
+0"753543 .sin. (37’ t—2nt+3- "2t —)

0”,729463 .sin. (n""t+ ¢ "—
+(24pv).q—2 ,765962 sin. (Nt e — )

—10" 119405 .sin., (2n"t—nt+2¢"—c¢—a)

._(1+w).{ 0",259774.sin. (n't+¢&'—a") }
+1220658.sin. (2n't ~— nt+2¢8"—s— =)}’

dr = — (1 4+ #').0,0000013482.c0s. (37t — 2nt 4 3¢’ —~2¢— =)
— (14#").0,0000029625 .C0s. (2n"t— nt+ 26" —¢—m=).

1Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités
et des inclinaisons des orbites.

Ces inégalités ont été calculées parles formulesdes n°% 1, 2 et 4,
Le double du mouvement de Mercure différe trés-peu de cing fois
le mouvement de Vénus ; en sorte que §.(n'—n)+2n est a trés—
peu-prés égal a —n; il faut donc par le n® 3, considérer 'inégalité
dépendante de 3nt— §n't. L’angle 3n't —n ¢, croit avec assez de
lenteur , pour avoir égard a Pinégalité qui en dépend. Parcillement,
le mouvement de Mercure étant égal a trés-peu-pres a quatre fois
celuidela terre , 4.(n"—n)+2n differe peu de —n; il faut donc
par le n° 3, considérer I'inégalité dépendante de 27t—4n"t. On
trouve ainsi,

( §"217417.8in.(3nt—sn't+ 3e—g5¢'—48°1210)
1+ 1",844641.sin. (3n't—nt+3¢'— e+ 45°1219) }
—(14+4").0"813190.5in. (2nt—4n"t+2e—4&e"— 457735 );

dyp =—(1 -}-[4')‘.

or = (14 ¢').0,0000016056. cos. (3nt— §'t+ 36— §¢'— 47°7420).

Inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois dimen-
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites.

La premiere de ces inégalités dépend de Pangle 3nt— 5n't; elle
a été calculée par les formules du n°. 7. La seconde dépend dec
MecaN. cen., Tome I1]1. N
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Pangle nt— 4n't; elle a été calculée suivant la méthode du n®. 10.
On a trouvé ainsi,
do = (144').26",184460.sin. (2nt— §n't+ 2¢— 5¢' +33°,5852)
— (14 ¢").2"131517.5in. (nt—4n"t+<—4"+21°1522).
Les indgalités du mouvement de Mercure cn latitude , ont été cal-
culées par les formules du n° g1 du second livre. Comme elles
~sont insensibles, et au-dessous d’'un quart de secondc, je crois
inutile de les rapporter ici.
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CHAPITRE IX.

Théorie de F énus.

L7 . .
28. S1ron fait —==a, ct si 'on nomme # la longitude géo-

centrique de Vénus, P'équation
dr=—r".(1—a*).8V
donnée dans le n°. précédent, deviendra, relalivement a cetle pla-

nete,
& = —r'.(1 —a.f).J‘V’.

En prenant pour 7’ et r' les moyennes distances de Vénus et de la
Terre au Soleil, on a par le n° 23, «=o0,72333230; en faisant
donc &7/ ===1", on aura
4r' = == 0,0000007489.

On peut ainsi négliger les inégalités du rayon vecteur , dont le
coéfficient est au-dessous de 0",0000007. Nous négligerons les iné-
galités du mouvement en longitude, au — dessous .d’un quart dc
scconde. '

Inégalités de F énus indépendantes des excentricités.

( 15”,4813270.sin. (Rt —nt4¢"— ')
+35",260470.8in. 2.(n"t — n't4"—+")
—22",388478.38in. 3. (n't — n't4e" —+')
— 3",261481.5in. 4. (Bt —n't+¢"— ¢ )
— 1",0674587.sin. ;.(n”t-—-n’t+e"-—e’)>
— 0",448709.5in. 6.(n"t — n't4¢"—¢')
— 0%°15203.8in. 7. (n"t — n't4-«"—¢')
(— o'y111751.5in. 8, (n"t — nt+¢"— ¢ )

J\V’= (1+“ll).<

0",246629.sin. (n”'t — n't4 <" —¢')
—0",329119.8in. 2. ("t — n't4¢"—¢')
—0",033497.sin. 3.(n"t — n't+¢"—¢')
—0",007196.51n. 4. (1"t — n't4¢" —¢')
N a

+(14+1").
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8",9a3260.sin. (n"t — n't4+ " —¢')
. Wy J—2",708716.sin. 2. (0"t — nlt+ " —¢')
(14 —o0",123561.8in. 3. (Nt — n't+ ¢ —¢')
(—0%,008501.8in. 4. (7"t — n't4 ¢ —¢')
0”,587881.8in. (n't—n't + ¢ —¢)
+(14u).{—0"123092.8in. 2. ('t —n't + & —+)1;
—0",004031.8in. 3. (Nt —n't + ¢ —¢')

(—0,000000314§ \
+0,0000038362.c08. (n"t —n't4e¢"—¢')
+0,0000165050.c08. 2. (n't — 't 4" —¢')
—0,000014015§5.€08. 3.(n't — n't+¢"— ¢)
M= (144").{—0,00000242§5.€08. 4. (n"t — n't4¢"—¢') >
—0,0000008873.c0s. 5. (n't — n't+¢"—¢')
—0,0000004021.¢08. 6. (n"t — n't4¢"— ¢')
—0,0000002033.€08. 7. (n"t — n't4:"—¢)
—0,0000001094.€08.8. (n't — nt4+¢"—¢') )
(—0,0000003106 )
+0,0000048¢03 .cos. (n"“t—n't+e*—¢')
+(141").{—0,0000021911.C0s. 2.(n"t—n't+"—¢') 1,
—0,0000001155.€0S. 3.(n"t—n't+e"—:¢')
—0,0000000008.€08. f.(n t—n't+¢*—¢) )

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricilés.

M= (14 n).2"472014.5In. (270t — nt 25 —¢ — =),
; 0',225944.sin. (n"t4'— @) \
- 0Ua394 198.sin. (n"t4¢"— ")

+ 0',503442.5in. (2n"t— n't+2¢'—d'—a’)
— 0",350134.sin. (2an'"t—n't4 2¢"—/— ="

— 4"782561.5in. (3n"t—2n't+3¢'—2¢/'—=")
+(1441") . +14'y710g03  sin. (30" t—s3n't+ 3¢'— 24— ")}
— 0”,92'3'1-3 14.sin. (4n”t__3n’t+4e//_3 ‘—a')
+ 2°,924841.38in. (4n"t—3n't 4 b"—3¢'—3")
— 2",135011.8in. (§7"t—bn't+ §¢'— b ¢'— ')
+ ,6”a7‘7940$ .sin. (Sn"t—-én't-i- §¢'—bi'—a"
\+ 0',328502.5in. (37 t—3n"t4 3¢—2¢"~a" )
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’ n

— (14¢").3",372700.5i0. (3n"'t — 3 n't+ 3" —2¢{/—a
—4",641646 .sin. ("t ¢ — =" 2

: Ly J—o"99107§.8in.(2n"t—nt 4 2¢"—¢'—a') |

) +0"717398. sin. (2nt—n't+ 3¢ —¢'— @) ‘
—o0",504538.sin.(3n"t—2n't+ 3¢"—2¢ — ")

— (1417).0%675132.5in, ('t ¢ —2");

&r' = —(141).0,0000008831.c0s. (27t —nt42¢—¢—=)
0,0000016482.c0s.(37"t —2n't+4 3¢’ — 2¢'— 'm")‘[
+(1-+4") {—0,0000011406.cos.(§n"t—4n't+ 5¢"—b&'— =" )\
+0,0000036421.cos. (§n"t—4&nt+ §s"— 4’ — fr.r")‘
— (14+#").0,000001g40% - os. (30" t— 27t 3" —2/—a").

Inégalités dépendantes des carrés et des produils de deux dimen-
sions des excentricilés et des inclinaisons des orbiles.

oy == (14p).1",029617.8in. (4n't —2nt+ 4¢' —2¢ — 43°,8980)
(144" { 4" 645172 sin.(sn"t—3n't+ 5e”-——3e'+23°,2302)}
“ N+ 0”,275994& . .sin.(4n"t—an't 4 4" —2¢ + 29°,9358)
+(144").6",202706.5in. (37"t —n't+ 3¢”"—¢ 4 73°,2065 ).
En vertu des rapports qui existent entre les moyens mouvemens
de Mercurc, Vénus, la Terre ct Mars, les quantités sn— 57/,
sn” —3n', et ' — 3n" sont trés-petites par rapport a »’; ainsi,
par le n° 3, les inégalités précédentes paroissent étre les scules do

Pordre des carrés des excenlricités, qui puissent étre sensibles.

Inégalités dépendantes des cubes et des produits detrois dimensions
des excentricités et des inclinaisons des orbiles.

' = (1+4u).3%656920.sin.(2nt — sn't+2¢ — 5¢'+33°%5852).
Inégalités du mouvement de Fénus en latitude.

Les formules du n®. 51 donnent,
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-~ ( 0'385197.8in. (n't+4¢"—10') )
+0",280655 .81 (272"t — 1/t 424" — ' —0')
+0",226675 .sin. (377t — 2n't 4 3¢"— 26 —10')
+0"251485 .sin. (4n"t— 3n't4+4e"—3¢' —0')
+0",964615 .sin. (50t — 4n't+%e"— bhe' —0')
(—0",241108.5in. (27t — n"t+ 2¢'— ¢"—10')

— (14¢").0" 458953 .sin. (30"t — 2n't43¢"—2¢'—11")
+ (14 &7).0"%498190.sin. (27"t — n't4- 2 ¢ ¢'—TI),

25 = = (144").

s

n" étant ici la longitude du noeud ascendant de Porbite de Mars sur
celle de Vénus, et I étant la longitude du noeud ascendant de
Yorbite de Jupiter sur celle de Vénus.
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CHAPITRE X.

Théorie du mouvement de la Terre.

2Q. 7' étant lalongitude géocentrique de Vénus, et « élant sup-
’ 1
. 7 e
posé égal a ok 7~ sera fonction dc « et de ¢'—¢"; on aura donc

par len® 27, .
da.sin. (v'—v")

Q= —

1—0e. o8 (v —v") 4 a*’
ce qui donnc par le méme n°., lorsque & 77’ est a son maximum,

e
SV = —

1—e?

« J\rﬂ

rl/

En ne faisant varier que 7’ dans f2, on a a=— ; parlant

&' = r".Q::j—).J\V'.
o
En supposant &7 ==k1", et prenant pour 7’ et »’, les moyennes
distances de Vénus et de la Terre au Soleil , on aura
&»' = == 0,00000103 5.
SiTon nomme # “,lalongitude géocenlrique de Mars, et si on

. r" .
fait —7 == @, On aura par le n®. 27,
' =r". (1—a*) . 8,
cn prenant pour ' et 7" les moyennes distances de la Terre ct de
Mars au Soleil, on a
= 0,65630030;
= 1,52369352;
Ln supposant donc ## " ===1", on aura
4r" == 0,000001363 ;
on peut done négliger les inégalités de 47", dont le coéfficient est
au - dessous de ==0,000001. Nous négligerons les inégalités dn
wouvement dc la terre, en longitude, au-dessous d’'un quart de
seconde.

o
"
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Inégalités de la Terre, indépendantes des excentricités.

( 16",329870.8in. ('t — n"t4+¢ —¢")
—18",567565 .sin. 2.(n't — n"t4¢ —s")
— 2”,294583.5in, 3. (n't — n"t+¢ — ")
— 0”,695799.5in. 4.(n't — n"t4¢ —¢"
I/ ’ 4

M= (1Fe)q 0",281511.8in. 5. (7't — n"t4¢ — e")>
— 0"132113.8In. 6. (n't —n"t+¢ —¢")
— 0",067984.sin. 7.(n't — n"t4¢ — '
— 0",037202.5in. 8. (n't — n't+4¢ —¢'))

1".318563 .sin. (n"'t — n"t4¢"— ¢’

+ 10" 750115 8in. 2. (B”t—n"t+"—¢")
— 0",664350.8in. 3. (n"t—n"t4"—¢")
'*‘(1 +["Ill)- —_— 0//,14s 130.sin.4.(n’”t-——n”t+ elll_‘ll)
' — 0",048984.sin.5.(n"t—n"t+¢"—¢")
— 0”,019931.8in.6.(n"t—n"t +¢"—¢")
— 0",009022.5in.7.(n"t—n"t+¢"—¢")

217787201 .8in. (0"t — n't 4 e'—¢”
— 8",253880.8in.2.(n"t — n"t+e"—:")
— 0',517808.510. 3. (7"t — n't 4+ "—¢")
— 0”,0§1076.5in.4. (2"t — "t 4+ ¢"—t")

1%,356204%.8in. (n't — n't+4e'—¢"
F(14u¢).{—0"342623.5in. 2. (Wt —n't 4+ &— ")},

—0",012992.8in, 3. (A"t —n"t 4 ¢* — ")

+(1+u").

0,0000015553
—0,0000060012.€08. (n't—n"t4¢ — ¢
+40,0000171431.C08. 2. (Rt —n"t4+ ¢ —¢")
M= (14+#).{+0,0000027072.¢08.3.(n't —n"t-+ ¢ —+")
+ 0,00000003 §8.C08. 4. (Wt —n"t+¢ —¢")
)
)

"

/7

€

4 0,0000004086 .c08. § . (7't —n't+4¢ — ¢

+0,0000002008.€05.6. (7't —n"t+¢ — ¢

—0,0000000478

+ 0,0000005 487 . cos. (n"t— n"t4¢"'—¢"}
+(144").{ +0,0000080620.c08. 2. (n"t—n"t+"—¢"

—0,0000006475 .€0s. 3. (1"t — n"t4¢"'—¢’

—0,0000001643 .08, §.(n"f—n't+¢"—¢")

+(14u").

/7
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-—0,0000011581
+0,oooo:,q3b’k cos. (nt—n' t+e"’—e
+(14p").{—0,0000090986.c08. 2. (n"t — n"t 4" —2")
'II)

—0,0000006550.¢€05.3.(n"t—n"t4+ " —
—0,000000670%.€08. &. (Nt —n"t 4 ¢ — ¢’

—0,0000000580
(14 u).{+0,0000010337.c08. ('L —n"t+ " —")
—0,0000003859.c08.2. ('t —n"t 4 ¢ — ¢')

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricités.

0",234290.8in. (n't++«— =" : )

— 0",460233 .sin. (2n't — n’t4+2¢—¢'— a")

+ 0”,448083 .sin. (2n"t — n't42¢"——a")

— o'ys21547.sin. (2n"t—n't42¢"— J— @)
M= (14u).<—11"318247.5in. (30"t — 20t 3 —ed—s")}
-+ 3",661696.sin. (3n"t — 2n't+4 3¢"—2:'— ")
— 7".231346.sin. (4n"t —3n't44"— 3 —")
+ 2'j229704.sin. (4n"t — 3n't+4e"—3'—=')
+ 0",667802.sin. (sn"t —4n't4 5¢"—4e'—a")
—37,3814g0.sin. (2n""t —n"t+2¢" — " —a”
+6”597711.5in. (2n"t—n"t+2¢"— " — 2"

"

— 22”__ -1.7” )

—0",269754.sin. (3n”"t—an"t+ 3¢
+ (144" )< +2"043057.sin. (30"t —2n"t 4 3e"'-—-2e '—a" )\
?—o”,} 20240.8in. (4n"t—3n"t+ 4¢""—3¢"—=")
nr ///

+ 2", {fgr1082.sin. (4n" t—3n"t + 4" —3¢"—
"‘-0”,416405 .Sil’l. (')'n"’t 4n t+5e /__4E ///

—4",605075.sin. (2n"t—n"t4 2¢"— ¢ — ="
+(14p7) L{+1"871601.8in. (2n"t—n"t+2¢"— ¢ —a"
—1",677049.sin. (3n"t— 2n"t+ 3e”——ze g—
—o",45q('/6 sin, (en't—n"t+ o2 —e"—a")
—o0",28qo22.sin. (20"t — n"t42¢" — " —a")
—1 ,1 10867 .sin. (n't4"—=")
+Otw). { 7468371 510, (21t — 1"t 4 2¢" — ¢ -—@") ’
MicAN. cEL. Tome 111,

0",932384.sin. (n"t+ " —a”
_7/',839149. Sin (nxvt+ ¢!V e Y %
1.
J
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—0,0000030439.€08. (3n"t—2n/t + 3¢"—2¢'—2")
M= (144 ).{—23,0000049815 .co8. (4n"t—3n't+ he"—3¢'—a")
4 0,000001 §895 . o8, (4n"t—3n't+ ft'"—3¢'—a")
+(144"). 0,0000017707.c0s.(4n" t—3n"t + ie"—3¢"—a"’
~—0,0000030410.€08.( 27" t—n"t 4 2¢'"—¢"— ")
+ (14 "). 1 +0,0000012652.c08.(2n"t—n"t + 2¢""~—¢"—a"
l—‘o,ooooox 8101.c08.(3n"t—2n"t+ 3 "—2¢"—a"

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités
et des inclinaisons des orbiles.

fv'= (14¢).3"473997 sin. (§n't —3n't+ 5" —3¢'+23°3759)
" - 3//, . . . sy i oot . .

(1t ).{ ” 067702 sin (4nwt Jn”t+4em 26”-*—75 ,3506)}
+1"%085790.sin.(§2""t-3n"t45¢""~3¢"+76°0214)

In vertu des rapports qui existent entre les moyens mouvemens
de Vénus , la Terre ct Mars; sn"—3n, et 4n"
petits coéfficiens ; en sorte que par le n°. 3, les deux premicres de

—2n”, sont de

ces indgalités sont les seules de cet ordre qui doivent élre sensibles.
On a cependant calculé la Lroisitme , parce que 3n"— 52" n’é¢tant
a-peu-pres que la moitié de n", il étoit utile de s’assurer que cette
inégalité n’acquiert par cette considération, qu’une valeur tres-
peu sensible.

Indégalités dépendantes du cube et des produits de trois dimensions,
des excentricités et des inclinaisons des orbites.

&= (14u).0",215787.sin. (nt— &n"t e — 4¢'+21°1522).
Incgalités periodigues du mouvement de la terre en lalitude.

On a trouvé par les formules du n°. 51 du second livre
Y sy [0”,306112.8In. (2n't—n't + 2¢" —¢' —0')
Js = (I+[4)- ’/ L n ’ P ’ ’
o’y733012.81n. (§n't— Jn'é+ de— 3¢'—90')
F+ (140508343 .sin. (20t — 't 26" — '—0"),
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Inégalités de la Terre, dépendantes de l’action de la Lune.

30. Sil'on nomme U lalongitude de la lune vue du centre de
la terre; et ¢” la longitade de Ia terre vue dua centre du soleil :
si ’on nomme encore R le rayon vecteur de la lune, et 7”, celui
de la terre ; enfin, si Pon désigne par m et M les masses de la lunc
etdelaterre, et par s la latitude de la lune; on a vu dans le cha-
pitre I'V, que Vinégalité du mouvement de la terre en longitude,
produite par Paction de la lune, cst

m
— —.R.sin.(U—¢").
7 R.sin.( v')
L’inégalité du rayon vecteur de la terrc, est
B m R ”
— 37 C0s- (U—+v");
et inégalité du mouvement dc la terre en latitude , est

. . m . m
Il faut, pour plus d’exactitude, substituer T au lieude i dans

. +m
les expressions de ces trois inégalités..
P 8

Nous supposerons , conformément aux phénoméncs des marées
(livre IV, n°® 31 et 35),

m 3.5
R 7
§ étant la masse du soleil. Or on a par la théorie des forces centrales,
Mi4m . S
R LN 73 == nﬂ.;

n.t élant le moyen mouvement de la lune ; on a donc,

m  3n"
M4m np

“

. . n .
Suivant les observations , — == 0,0748013 ; ce qui donne
g

m 1
m 596
et par conséquent,
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Nous supposerons ensuite la parallaxe horizontale du soleil , égalfa
A 27"2; ct la parallaxe moyenne horizontale de la lune égale a

10661" ; d'ou l'on tire,
R _ e
7 10661’

ct conséquemment,

dv'= —27"2524.sin. (U —1¢")

&r'= — 0,000042808. cos. ( U— ¢").
En prenant ensuite pour s la plus grande inégalité de la lune en
latitude, que nous supposerons égale & §7231”.sin. (U—8), U—4
¢lant Ja distance de Ja lune a son neeud ascendant ; on aura

— 2",449q.sin. (U —6)

pour Tinégalité du mouvement de la terre en latitude : il faut
Pajouler a lavaleur précédente de 45", pour avoir la valeur entiére
de 8s". Cette valeur entiére, prise avee un signe contraire , donne
les inégalités du mouvement apparent du soleil en latitude. Elle
inllue sur Poblignité de I'écliptique , conclue de Tobservation des
hauteurs du soleil vers les solstices : clle influe encore sur le
moment de Péquinoxe, conclu des observations du soleil vers les
¢quinoxes, et sur 'ascension droite, et la déclinaison des éloiles,
déterminées par leur comparaison avee le soleil. Vu la précision
des observations modernes, il est néeessaire &y avoir ¢gard. Tl est
facile de voir que la déelinaison apparente da soleil cn est aug-
. mentée de la quantité

ds".cos. (obliquité de I'écliptique)

—

cos. (déclinaison du soleil) ?
ct que son ascension droile apparcnte en est augmentée de la
quantité

45" .<in. (obliquité de I'écliptique ). cos. (ascension droite du soleil)

- .
et e

cos. (déc]inrai.s(—)‘n d;..lu.‘l(')leil) ?

il faut done diminuer de ces quantités, les ddclinaisons et les ascen-
sious droites observées du solcily pour avoir celles qu’on obscr-
veroil, si la terre ne quittoit pointle plan de P'écliptique.
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Des variations séculaires de 'orbe terrestre , de Péquateur et de la
longueur de I’année.

5 1. Nous avons donné dans le n°. 26, les variations séculaires
des élémens delorbe terrestre ; mais Pinfluence de ces variations
sur les phénoménes les plas importans de Pastronomic, nous en-
gage a les délerminer avece plus de précision, en ayant égard au
carré du temps. ¢ exprimanl un nombre quelconque d’années
julicnnes écoulées depuis 1750, on a lrouvé, par la méthode du
1n°. §6 du sccond livre, et en adoptant les valeurs des masses des
planctles données dans le n°. 21, le coéflicient de T'équation du
centre de Jorbile terrestre égal a

2 B —t.0",579130 — £*.0",0000207446 ;
2 F dtant ce coéllicient au commencement de 1750, ot ¢ est nul. On
a trouvé parcillement Ja longitude sydérale du périhélie de Porhe
teriestre , égale a
o'+ ¢.36",881443 +1*.0",000245.{382.
Enfin, les valeurs de p” et de ¢” pour un temps quelconquc £, ont
¢té trouvdes respectivement égales a
.0",230793 +1*.0",0000665275 ;
—t.1",546156 +1*.0",0000208.53.

Nous avons présenté dans les n®® 6 ct 7 du cinguicme livre, les
formules de Ia précession des ¢quinoxes, ¢t de Pinclinaison de
Péquateur, soil & une ¢cliplique fixe, soil a Péeliplique vraic;
mais ces formules supposent que la valeur de p” estsous la [orme
s.e.sin. (gt+¢€), ctque g’ est sous la forme £.c.cos. (gt +¢€). On
a vu dans le n° 59 du sccond livre, que les expressions finics de
p'etde g’ se présentent sbus ces formes, ct Pon peut déterminer,
par la méthode exposée dans le n®. §6 da méme livre, les valcurs
dec, g, €; &c. ; mais cela suppose les masses des planétes exac-
temenl connucs , et 'on a vu Pincertitude qui existe encore & cet
égard. Ainsi, au lieu de faire le calcul pénible que celle méthode
exige, il est préférable de le simplifier, en n’étendant les résul-
tats qu’a mille ou douze cents ans avant et apres Pépoque de 17503
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cc qui suffit aux besoins de I'astronomie. On pourra facilement
recommencer ces calculs, a mesure que le développement des
variations séculaires fera mienx connoitre les masses des planétes,
Donnons aux valcurs de p” et de ¢" les formes suivantes comprises
dans celles-ci, z.c.sin.(gt+¢), =.c.cos.(gt+¢),

c.sin. € —c.cos.€.8in. gt — c.sin. €.sin. (g’t+§) ;

c.cos. € —c.cos. £.cos. g¢ —c.sin. €. cos. <g't+ ;) ;

» étant la demi-circonférence dont le rayon est 'unité. Si I'on
développe ces deux fonctions par rapport aux puissances du
temps £; on aura, en les comparant aux séries précédentes,

¢ g.cos.€ =—0"236793 ; cg .sin. € = —1",546156 ;
cg*.cos. € = 0",0000416506 ;  cg*.sin. € =0"0001330550;

d’ou il est facile de conclure,

g=—111g78 5 g'=—54"7845;
c.sin.€==17967"0 ;  c.cos. 6= 1346" 21,

Maintenant, on a va dans le n°. 6 du cinquiéme livre, que la pré-
cession 4 des équinoxes par rapport a Pécliptique fixe de 1750,
est, en ne considérant que les variations séculaires,

It+{+z=. {(—;—, —-1) tang. h+ cot.h}.

le
f
Pour avoir z.c.sin.(ft+¢), il faut, par le n°. § du méme livre,

augmenter dans =.c.sin. (gt 4¢), Pangle gt +¢, de /t, ce qui donne
f=g+1; on aura ainsi,

.sin. (ft+6).

z.c.sin. (ft+€) = c.sin. (124 €) — c.c0s.6.sin. (g¢+12)
~— c.sin.¢. sin.<g’t+ IH.;.') ;
par conséquent,

!
& =t 4 ¢+c.cot. hsin. (I +€)— -l-:g—.c.cos.C.{cot.h-— I—_*%.tang.h}.sin.( gt+1it)

—iji-g.c.sin.t. {cot.h—— ﬁ?.tang- h} .sin. (g’t+lt+g}.
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En nommant ensuite #, l'inclinaison de I’équateur a I'¢cliptique
fixe de 1750, on aura par le-n’. 6 du cinquié¢me livre,

= h—-z.ifc—.cos. (ft+o).

Pour avoir =.c.cos.( ft+¢), il faut, par le n°. § du méme livre,
augmenter dans =.c.cos. (g¢t+¢), langle gt+¢, de lt; on aura
ainsi ,
z.c.co8.( ft+¢)=c.cos.(It4¢) —c.cos.C.cos.(gt+1It)
—c.sin.C.cos.(g't+lt+§);
Partant,
V =h—c.cos. (lt+€)+g—_:_—l.c.cos. €.cos. (gt+1it)

+ .c.sin, €. cos. (g i+ 2t - )

A
g+!
4" exprimant la précession des équinoxes par rapport a Péclip-
tique vraie, et 7 ¢étant Vinclinaison de 'équateur a cette éclip-
tigue; on trouvera par le n° 7 du cinqui¢me livre,

l
V= lt+f+%.c.cos.é‘. {cot./z+—T_-é;-.tan0. h}.sin.(gt-}-lt)

+l—f—g .c.sin. €. {cot h+ — e .tang. hj .sin. <gt+lt+ )

/
V':h——l—f_—g.c.cos.C.cos.(gl+lt)—-zi_—g .c.sin.6.cos. (g’t+ I+ 2)

L’expression de 4’ donne
-di/——-l g (:‘f th-{———l—tn ]] cos. (gt+1t)
7 +cg.cos. .lco . g ang. LJ. (8

l
+cg .sin.C. [cot. h 4+ — .tang. /L} . COS. (g't+lt+ f).
L I+ 2

a
En retranchant de cette valeur de o lorsque ¢ est nul, sa valeur

a une aulre époque; la différence réduite en temps, en raison de
la circonférence pour une année tropique, donnera 'accroisscment
de Pannée tropique depuis 1750. On voit par cette formule, et par
la différentiation de ’expression générale de’donnécdansle n°. 7
ducinquicme livre, que Iaction du soleil et delalune change consi-
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dérablement la loi de la variation de lalongueur de Pannée. Dans
les hypotheges les plus vraisemblables sur les masses des planétes,
Pétendue enticre de cetle variation, ainsi que I’élendue entiére de
la variation de Pobliquité de I’écliptique a ’équateur, sont réduites
a-peu-prés au quart de la valeur qu’elles auroient sans cette
action. '

’

Suivant les observations, on a en 1750, &= 154,63 ; mais

par ce qui précede, on a i cette époque ,
ad = /+cg.cos.C. f t. A4 — t l
7y ¢g-cos. €. co bt + ang. 5

n a donc

l4cg.cos. €. {cot lz+-—— tang. h} = 154",63 ;

équation dans laquelle on peut, en négligeant le carré de ¢, sybs-
tituer pour 2, 'obliquité de Pécliptique a équateur en 1750. Celle
obliquilé, suivant les observalions, étoit alors égale a 26°,07¢6 ;
d’ol Pon tire
l=155"542.

On a ensuite, cn 1750,

P’ =h— - .c.cos.¢;

I+g

ce qui donne

I = 26°,0796 — 3460",3.

Au moyen de ces valeurs, on trouve

o=t.1557, 542+ 2°,92883 + 42118%,3 .sin. (4. 15575424 95%238g)
—71289",2.cos. (t.100%757 )—16§21",1 .sin. (£.43",564) ;
P = 26,0706 — 3460",3 — 18017",4.cos. (t.155",5424+95°2389)
+4806",5.cos. (¢.43",564) — 27736",3 .sin. (£.100",757);
=t.155", 542+ 2°,02883 — 29288",3.cos. (£.100",757)
+ —13374",2.8in. (£.43",564) ;
V= 26°,0706 — 3460",3. {1— cos. (t.43",564)}
—g769",2.sin. (¢.100",757).

On pourra, par ces expressions , délerminer la précession des
équinoxes_et 'obliquité de Vécliptique , dans Pintervalle de mille
ou douze cents ans avant et apres I'époque de 1750, en observant

de



SECONDE PARTIE, LIVRE VI 113

de faire ¢ négatif pour les temps antérieurs & celte époque ; on
pourra méme les étendre aux observations d’Hypparque , vu leur
imperfection

La valeur précédente de 4’ donne pour I’accroissement de 'année
tropique, & partir de 1750, '

— 0/°*"",000083 569. { 1 —cos. (¢. 43",564) }

— 0/*"™,00042327 .sin. (£.100";757) ;
d’otr il suit qu’au temps d’Hypparque , ou cent vingt-huit ans
avant I’ére chrétienne , 'année tropique étoit de 12,326 plus lon-
guc qu’en 1750 ; Pobliquité de I'écliptique étoit plus grande alors
de 2832",27. '

Une ¢époque astronomique remarquable, est celle ou lec grand
axe de Porbe terrestre coincidoit avec la ligne des équinoxcs ; car
alors ’équinoxe vrai et ’équinoxe moyen étoient réunis. Je trouve
par les formules précédentes, que ce phénomeéne a eu lien vers
Pan 4004 avant lére chrétienne, époque ou la plupart dc nos
chronologistes placent la création du monde , et qui, sous ce point
de vue, peut élre considérée comme une époque astronomique.
En effet, on a pour ce temps, ¢ =— §754 ; ct 'expression précé-
dente de 4’ dounne,

V=— 87“~853° ;
c’est la longitude de I'équinoxc fixe de 1750, par rapport a I’équi-
noxe d’alors. L’expression précédente de =” donne pour la longi-
tude du périgée de Yorbe terrestre, ou de 'apogée solaire, comp-
tée de Véquinoxe fixe de 1750,
" = 8g°,1700.
Cette longitude par rapporl a ’équinoxe de Pannée 4004 avant
Yére chrétienne , étoit donc, 1°,3170; d’olril suit que I'instant ou
Ia longitude de Papogée solairc, comptée de I’équinoxe mobile,
étoit nulle, précéde d’environ soixante-neuf ans I'époque ou 'on
fixe la création du monde. Cette différence paroitra bien petite, si
Yon considére 'inexactitude des expressions précédentes de et de
=", lorsqu’on les rapporte & un temps aussi éloigné, et 'incertitude
qui subsiste encore, soit relativement au mouvement des équi-
noxes, soit a ’égard des valeurs que nous supposons aux masses
des planétes.
Mican. ctin. Tome 1I1. r
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Une autre époquc astronomique remarquable, est celle ou le
grand axe de P'orbe terrestre étoit perpendiculaire a la ligne des
équinoxes ; car alors le solstice vrai et le solstice moyen étoient
réunis. Cetle seconde époque est beaucoup plus rapprochée de
nous , el remonte a-peu-preés & Pannée 1250. Si Pon suppose , en
effet, ¢ = — 500, les formules précédentes donnent 100%,018g pour
Ia longitude de Tapogée solaire, comptée de I’équinoxe mobile ;
ainsi, linstant ol cette longitude étoit de 100°, répond a fort peu-
pres au commencement de 1749. Llincertitude des élémens du
calcul en laisse une, au moins d’une anndée , sur ce résultat,
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CHAPITRE XL
Théorie de Mars.

F9. Oxa par le n°. 29, dans le cas du maximum de S¥™',
da = (1=—2a*). 8"

, N A . .
a étant égal a —. Si 'on ne [ait varier que r” dans «, on aura
r

1y

J‘r’”:— 7_.(1 _“’).J\Vﬂl.

‘n prenant par 77 et "', les moyennes distances de la Terre et de
En p t par 7" et 7,
Mars au Soleil , et supposan ===1"; on aura
M Soleil, et supposant & " = ==1";

41" = == 0,000002076 ;
on peut donc négliger les inégalités du rayon vecteur r”, dont les
coifliciens sont au-dessous de ==o0,000002. Nous négligerons les

inégalités du mouvement de Mars en longitude, au-dessous d’un
quart de seconde.

Inégalités de Mars , indépendantes des excentricités.

0",644302.8in. (n't — n'"t4¢ — ")
—0",076897 .sin. 2. (n't — 1"t 4 ¢’ — ")
—0",015431.8In. 3. (Wt —n""t 4+ ¢ —¢")
—0",004222.8in. 4. (n't —n""t 4 ¢ — ")

"
[
24
")
/7
€

A\vlllz (1+M/)-

21”,§70470.sin, (0t —n""t 4+ ¢ —
— 2",98¢9780.sin. 2. (Rt — 0"t 4 ' — ")
— 0",564852.5in. 3.(nt—n""t 4 ' —¢"’)
+(1+#").{— 0",179760.5in. 4. (Rt —n""t 4 &' — ")
— 0",07 1294, sin. 5. (n"t — 0t 4§ — e”’)
— 0"7,031909.8in. 6. (n"'t —n""t 4 &' —¢"’)
— 0"015408.8in. 7. (0"t —n""t 4 ¢’ — &)
P2
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[ 75",434700.5in. ("t — n"'t+ ¢"—¢")
—41”,969330.5in. 2. (Pt — 1"t 4 &7 —s
— 3",642865.sin. 3. (1"t — n"'t + " —¢”)
— 0%,533236.5in. 4. (" — n"'t 4+ " —¢"

— 0"109363.sin. 5.(n"t —n"'t + t"--—e”')
— 0",041427.5in. 6.(n"t — n"t 4 ¢ —¢")

uw

4 (1+#7) 4

\

4"147390.8in. ( nt—n"t + ¢ — ")
—l,’a369345-5in. 2.(n't — n't 4+ ¢ — /;/)
—0",071260.8in. 3.( n't — 2"t 4+ ¢ —+" )’

n

—0",00§799.8in. 4.(n't — n"t + & — " )

+(14w).

0,0000016104
+0,0000021947 .€08. (n't —n""t+¢—:¢
+0,0000001972.¢08. 2. (n't— n""t4¢—¢"
+0,0000000418.¢08, 3.(nt—n""t+—¢")

0,0000023860
—0,0000187§64&.cos. (n"t —n""t 4 ¢"—e"
+(1+4")

n

J\rul —_ (1 + [A’).

+0,0000052387.cos. 2. (n't—n""t+¢"—¢"
+0,000001196¢.c08. 3.(n"t—n""t4"—¢")
+0,0000004169.c08. 4. (n"t—n""t 4 ¢"—¢"
+0,0000001733 .cos. §-(n"t—n"t+¢"—¢")
)

n n

+ 0,0000000796.c08. 6.(n"t—n"t+¢"—¢

—0,0000009390.cos. 3. (7" t—n"t+¢*—c")
—0,0000010930 . COs. 4. (n"t—n""t4 ¢"—¢")
—0,0000002004. €08, § . (n"t—n""t+4¢"—e")
|\ —0,0000000520.¢08, 6. (7" t—n""t 4 ¢"—:")
—0,0000003173
s-}- 0,00000/47062 . COS. (727 ==1""t 4 & omemm ¢
4 (14 @) .{ —0,0000023275 .C0S. 2. (1"t — n"'t+¢'— ’) S,
~—0,00000013G().€08. 3. (7"t —n""t 4 ¢"—2¢"
lwo,oooooong Cos. 4. (nt~—n"t+¢"—¢

—0,00000606174
+0,0000784371 .c08. (n't— n"t+ ¢"—e")
—0,0000679436.c0s. 2. (7" t—n""t+ ¢"—s"')
F (). )
)J
")
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Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricites.

” Ll " , ,
J\vl",= (l +IU‘,) * { 3 »1,341 189‘. Sl:n. (in//t—nr’t-‘- 9‘:’:— ‘/ - ",”/)]
—0",779586.sin. (27" t —n't+ 24" — ¢ —3') |

([ 2"156325.sin. (n"t4¢" — @ A
— o'\415215.sin. (an"t—n""t + ne”—-e '—a"")
—31",218207 .sin.(2n" "t —n'"t 4+ 2¢/" — ¢""— &'
+15"811920.51n.(20" t—n""t 4 2 6" —¢"—z" )
+(1+#").<—20",111960.5in.( 31" t—2n"t+3¢""—2¢" "’)>

+ 2"6r1122.sin.(3n" t—2n"t+3¢""—2¢"—a")
+ 2%091815.sin.(4n""t—30" t + 4e''—3"—a"")
"

— 0",244306.sin.(4n""t—3n" "t 4+ 4e"'—3¢"'—2"’)
\+ ©0',370141.5in.(57""¢ —4nt4§¢" " —be'—a'" ) |

( 16",945362.sin. (n"t 4 ev—a""’ \
—16",564830.sin. (n"t4¢"—a
—72",692383 .sin. (2n"t—n""t 2¢"—¢"'—a
+ 87,003396.sin. (2n"t—n""t 4 26" —¢"'—a"
+ 7",088590.sin.(3n"t—2n" t+3¢"V—2¢"—z"
—11",015046 . $in.( 32" b—2n"t 43¢V —2""—a' )
+ 0",679471.8in.(4n"t—3n" t+ b —3e" —="" )
— 1"7,088395.sin.(4n"t—3n" t 4 he"—3¢"—a")
— 87,853862.8in.(2n" t —n"t+ 2¢" — ¢~ ")
— 0",631233.sin. (2n" t—rnt4 2" — e )
+ §",719628.sin.(3n" t—2nVt+ 3" —2¢—a" )
+ o”,611530.sin.(4n"t—3n"t+4e""—3¢"—z" )

1t

(1) d

"

0",443697 .sin. (n't+¢'—=
—2" 151005 . sin. (n"t+e"—a")
—-3”,549601 sin (en't—n"t4 20— — =
+O“7407952 .sin, (’ant n''t + ﬂgv—g”/___,a,v)

r

—o",;30q9%01.8in. (3n't— 2n"'t4 3¢"—2¢" —a" )
—o0",483go1.sin. (2n"'t —n't 426" —'—a'") |

"1

+(14u).

e

0,0000044700.C08.( 2" t—n't+ 28" "—¢'—a""
—0,0000009713-€08.( 21" t—n't+2¢" —¢'—a' ) |

J\rI//: (l +#I).{
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%

—0,0000022865.c08. (n''t+¢"—a
+0,0000086337.cos. (27"t — n''t + 2¢”
—0,000003 1200 cos. (2n""t — n''t 4- 2¢""
+ (14#").<{—0,0000200331.c0s. (37" t—2n""t 43¢
+0,00000235454%.€03. (3n"t—2n'"t4 3¢ —2¢" ' —a"')
+0,0000030863 cos. (4n'"t—3n" "t -+ i’ "—3¢'—a'")

a4

+ 0,000c04023q.cos, (4n"'t—3n""t+4¢"—3¢"—a"

4 111

— ! e Ty
7 1
— —F

’ 7 "
—2¢ ")

(" 0,0000035825.c0s. (n"t4¢" — ="

—0,0000107986. cos. (1"t —a"’
+0,0000031431.c0s. (Rt ¢"—a')
—0,0000§00470.€08. (27"t — n"t 4 2¢7 =" —a"
+0,06000698¢)2. cos. (2n"t — n"'t 4 2¢V— " — " |
+0,00001143§2.€08. (37"t —2n" 't + 26— 2¢""— ")
—0,0000169741.c0s. (30"t — on"'t 4 37 — 2¢" — ")
—0,0000020307 .¢0S. (41"t — 3n"'t+ 4e"—3"'—a")
+ 0,0000087307.cos. (2n"'t — n'"t + 2¢" !
—0,0000063083.co0s. (3n"t—2n"t43:"—2¢"—a")))

+ (1) <

— 'Y e

2 nr

— (14#7).0,0000061906.c0s. (27"t — n"t42¢"—¢"—m

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités
et des inclinaisons des orbites.

M == (141). 21" 295121 .50 (30" t—n't+ 3" —<'+72°7083)
4",364840.sin.(3n" t—n""t+3¢"—"+81°3318)
— (144" ) +13",49044 1 sin.(4n"t-2n" L+ 4" ~2¢" +175°3518)
+ 8",228086.sin.(§n"t-3n" "t +5¢"'~3¢" +75°,9814)

— 1"428330.s5in. (nVe 40"t + ¢ + ¢’ —59°,0333 )
+(144") . — 4"457166.s5in. (2n"t+2¢" +66°,7964)
+ 3998174 .sin. (n"t —n""t + ¢"—¢"" 4 60°7691 )

La derniére de ces inégalités peut étre réunie a 'inégalité indépen-
dante des excentricités
(14¢7).95"434700.8in, (nt — n""t 4" —¢") ;
leur somme donne Pinégalité
(14#%).77",813921.8In, (Wt = 0/t +4 ¢"—¢'"' 1 2°,6702).
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I =—(144').0,0000023461.cos.( 30" t—n"t4 3¢"—¢e 4+ 71°990%)

0,0000050403 .cos.( 31" t-n"t 436"~ &'+ 80°,8704)l
4 (14-u") . +0,000007 0248.c08.(4n" t-an"t+d¢"'-2¢"-65°,4042)

—0,0000075032.¢08.(§1" t-3n"t45¢ =3¢ +76°0641)

wy | 0,0000080002.c08. (207t + 2 ¢ +66°9975) |
+r+w7)- | +0,0000041488. cos. (n"t-n""t+ ¢ =¢" +65°721 4))

La dernitre de ces inégalités peut ¢tre réunie a Pinégalité indépen-
dante des cxcentricités

(14 @).0,0000784371.cos. (1t — Wt e—e")
leur somme donne Pinégalité

(1 +u").0,0000806433.cos. ("t —n"t4e"— " +2°8133).

Les inégalités du mouvement de Mars en latitude , sont trés~peu
sensibles. En désignant par 1", la longitude du neead ascendantde
Porbite de Jupiter sur cclle de Mars, on trouve

e gy, [ O0133g-sin (17— ) 1
- @) | +1"244657.sin. (2ne— Wt e —e =) |
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CHAPITRE XILIL

Théorie de Jupiter.

” ’ : .
53. Liarrracrion réciproque des planétes entre clles et sur le
soleil, est principalement sensible dans la théorie de Jupiter et de

Saturne, et nous allons en voir naitre les plus grandes inégalités du
systéme planétaire. L’équation

1179
1’
I = —

(1—a®) &

rlI .
frouvée dans le n°. précédent, relativement & Mars, devient pour
Jupiter,
rvs
IV = e — (1 —2a%) S,
r

Si ’'on prend pour 7" et ¥, les moyennes distances de la Terre et
de Jupiter au Soleil ; et si'on suppose #77*==£1", on aura

4 r'" = == 0,0000409225 ;
on peut ainsi négliger les inégalités de 47 au-dessous de 5= 0,000041.
Nous négligerons les inégalilés du mouvement de Jupiter en lon-
gitude et en latitude , au-dessous d’un quart de seconde.

Inégalités de Jupiter indépendantes des excentricités.

Jov= (144", { 0",3729/fl.S}n. (n t:——u“’l-{—-e”T ") }
—0",000266.5in. 2. (n't—n"t 4 "—e7)

255",591700.sin. (R l—n'"t 4" — &) \
—630°,883870.s1n. 2. (Nt — w4 ¥ — ")
— 52",690013.5in. 3. (Nt — nVE+ ¢ — €")
— 12°118299.sin. 4. (n"t — nVe 4 ' — )
+(14u).{— 3°736337.8in. 5. (0t — w47 — V)
—  1%322283.sin. 6. (1"t — nVt 4" — )
— 011’327541'sin. 7_(”vt___”wt+ Fv—_‘w)
— 0%234833.s5in, 8.(n't — 1Vt + ¢ — ¢'")
— 0'129385.8in. 9. (N7t — nVt + T — ),
+(1+um).
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3',246102.5in. 2. (N E— "L 45— g
—17,318815.91n. 2. (0"t — nt e —¢v)

1+ u"). P . \
+(1+u) —07,130065.5in. 3.(n"t —n"t4 e — e )|
—0",018447 .81 4. (Rt — Vi 4 e — & \
(—0,0000620586

+0,0006768760.cos. (n'L—n"t4 ¥ —:)
—0,00238966200.¢€08. 2. (Rt —n" 4 ¥ —e")
—0,0003021367.C08, 3.(n"t—n"t4 ' —e"
—0,0000782514.€08. &. ('t — n't4c"— ')
—0,00002§8952.€08. §. (N t—n"t4 e —ev)[
—0,0000004779.€08. 6. (nt— n"t4 ¢ — )
—0,0000037560.€08. 7.(nt— n"t4 ' —ev)
—0,0000014781.€08, 8. (n't—n"t4<c —¢v)
—0,0000004709.€08. §. (N"t— "L+ — )

Jriv=(14w).

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricits.

Plusieurs de ces inégalités étant considérables, il importe davoir
les variations de lcurs coéfficiens : nous allons donner celles des
coéfliciens qui surpassent cent secondes dans Pexpression de 8o,
Les coéfliciens des inégalités dépendantes de =", ont ¢ pour multi-
plicatcur; en nommant donc ¢ 'un de ces coélliciens, sa varia-

de'v

tion scra Ae”.—; et on verra dans la suile, qu’en ayant égard
4

aux quanltités dépendantes du carré de la force perturbalrice , ct
dont nous avons donné les expressions analytiques dans le n°. 13,

on a
de"=1t.1",016936.

Pareillement, les coifficiens des inégalités dépendantes de =7,

ont ¢" pour multiplicateur ; en nommant donc Be* I'un de ces
. dev .

coifliciens, sa variation scra Be".—ev— , ¢t Pon verra dans la suilc,

que
de¥ = —1.1",981469.
Cela posé, on tronve

MicaxN. ctin. Tome IIT. Q
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s 26",569412.5in. (n't4 e —=")
—29",014770 .51, (N t4 ¥ —=")
—(427",07820141.0",0141929) .sin.(2n"t-n"t+ 2" =" -=")

+ (174",796601—£.0",0096006 ) . sin.(2n"t-n'""t + 2¢"—¢"-=")
—(137",224760+4£.0",0045603 ) .sin. (3n't-2n"t+ 3e'- 26"~ "
+(262",168424—t.0",0145351 ). sin. (3n"t-2n"t+ je—2¢"-=")
1+ 24”,460840.sin. (4n"t — 3RV hev—3 e —m"
—48",239570.sin. (4n"t— 3Nt 4 he"— e z)

+ 37233695 . sin. (§n7¢ —bn'vt 4 §e¥ —beT— 5" )

— 87,585382.sIn. (§n7¢ — 4"t 4 §¢¥ — beV—z")

. . z + 17,256948.sin. (6n7¢ — §72°E 4 GV — gz
= ) 2",818833.8in. (627 — g2t 4 Ge*— §e"— ")
+ 0",460731.sin. (7t — 6"t 7¢" —6¢"—z'")
— 17,004913 .sin. (70" — 6n"t 4 7¢" — 6 —=")
—16",074450.sin. (2nVt— n't + 2¢¥— & — ="
— 17758450 810 (20"t — n't + 26V — ¥ — ¥ )
+39",742746 . sin. (37"t — onTt 4 3 —ge"—z"
— 17,087650.8in. (3™t — 20"t 4 3eV—2¢"— & )
+ 3",973709-sin. (4nVt — 3n 4+ beV— 3eT—z)
— 0",533617.sin. (4nVt — 30"t 4 feV— 3eT— =" )
+ 17,100702.810. (§776— 4n't+ §ev—be"—="")
\— 0",256755 . sin. (§72'"t — bn"t §¢v— le¥—=")

0”,381191.8in. (n"t4e"'—=") l

S—-o",726050. sitl, (pV'E4 ¢V —=V')
() =17 645307 i, (20278 — V4 26V —— T 5
+0",316891.5in. (2n"'t — V4 g¢v — T — =)
—0",394947 . sin. (31"t — 21"t Je''— 2eV— =)

( 0,0000206111.C08. (2"t ¢V 7V )
—0,000070§2346.cos. (n"t 4 ¢'—=")
+0,0000492096. cOs. (n¥t 4 ¢ "— =)
—0,0002922130.C08.( 272" — 7"t + 26" — "V — ="V )
+0,0001688085 . cos. (27"t — 2™ - 26"— T — =)
—0,0004584483 . cos. (31"t — 2n™t 4 3V oeV—=" )
M= (1-+ 7). +0,000G047822. cos. (3n°t —2n™t 4 36" — eV —mY )\,
+0,0001259429.c0s. (4nt — 3L+ be"—3 e '—n'?
—0,000242 1413 . cos. (4n't — 3"t be* —3eV—n")
+0,0000268383 . cos. (51t — Gnt+ §eV—beT—z')
—0,0000516048. cos. (57t —4n™t 4 §e"— 4 )
4 0,0000579151.c05. (2"t —n't 4 e — ¥ — 57
\—0,00013405§30.¢08. (30" t—2n"t+ 3¢V 0 "
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Incégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités
et des inclinaisons.

3",097780.si1. (N4 0"t 4" 4 74 50°%5438)
—17",218232.sin. (2n't+2¢"+17%7111)
+367,185942.sin. (3n"t —n"t+ 3e"— "+ 88°,5148)
—55",787912.sin. (4nt— 2nvi 4 4e"—2eV—63°,5635)
3N —gn E 4 3t " O
+61°,8669+t.155",89
+ 5",083765.sin. (6n7t—4nvt 4 6" — 4¢"— 60°,4778)
+ 77643221 sin. (n L — "Vt 4 '— ¢ 4 48°,0929 )
—19",407399.sin. (2107t — 20t 4 26"~ 26" + 47°,/4210)

;VW: (I +‘y"'). +(5'22”,425601—Z.0”013202)'Sin.<

Ces deux dernitres inégalités réunies aux deux suivantes,
” .
(141). { 2557,§91700.81N. (07t —~ "t 4 ¢¥ — ¢'¥
—630",883870.51n. 2. (W't — 0L ¥ — ¢ )
que nous avons trouvées précédemment, et qui sont indépen~
dantes des excentricités, donnent celles-ci,
(14ur) (—261",200420.sin. (2t — n¥t 4 ¢ "—e"—1%2756)
| 4 645",364888. sin. (21" t—2n"t 4 26"—2e"—1°,2957)
On a ensuite,
0,0000822415.cos. (2n" t+2¢7+12°,2392)
4 0,0000226252 cos. (Jnt—n"t 4 3¢ —e"—124°,2003 )
Srv=(1+41"). —0,0001010§33.€0s. (fu't—2n"t+ fe"—2:"—56%741¢)

3L — §nTt 4 e — ge"
—(0,0021114502-t.0,00000005323 ).cos.( ° ;
( ) 45 ) 53 3) +Glo,7749+t.155”’60
~0,0000652204.c0s. (21"t — an"t 4 2e¥—e" 4 60°,1641)

En réunissant la dernicre de ces inégalités a la suivante,
— (1417).0,0028966200. c08. 2 ('t —n"t4"—¢"),
quec nous avons trouvée précédemment, ct qui est indépendante
des excentricités ; on a celle-ci,
—(14#").0,0029251892.COs. (21"t — 2n7t 4 26" —2 ¢'—1°1 506).

Les indgalités précédentes de dv™ ont été calculées par les for-
02
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mules (), (C), (E) et (F) desn® 1 et 3, & Pexception de
Pinégalité dépendante de Tangle 3n"t— §n't: §n’— 20" élant un
coéfficient trés - petit en vertu du rapport qui existe entre les
moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne, Pangle 3n"t—j5n't
difére trés-peu de »"t; on a donce fait usage, pour calculer cette
incgalité, des formules (B) et (€C) dun® 1, et de la méthode du

n"”18.

1négalités dépendantes du cube el des produits de trois et de cing
dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites ,

ainsi que du carré de la force perturbatrice.

La grande inégalité de Jupiter a été calculée par les formules
desn7,8,9, 13, 14, 15, 16 et 17. On a trouvé parlen® 8,

a'. M) = — 5,3439100.m";
. M= ,6074688.m";
a*.M® == — 5,8070750.m";
@ . M®=  1,1620283.m";
a'. MW= —0,6385781.m";

@' . MO = o0,3320740.m".
Dc-1a on a conclu pour 1750,

a.P=  0,0001093026;

a’.P'— — 0,0010230972.
On a déterminé ces valeurs pour 2250, et pour 2750. Pour cela, il
a ¢té nécessaire de déterminer les valeurs de ev, e, #', 7%, o el 11,
cn séries ordonnées par rapport aux puissances du temps, en por-
tant la précision jusqu’au carré du temps. On a d’abord calculé par
les formules du n® 13, les variations séculaires de de*, fe*, =" et 427,
dépendantes du carré de la force perturbatrice, et 'on a trouve
pour ces variations,

Jev= t. 0",161352;

Sl — t. l'/,0893255
Jev = —1t. 0317191
dz¥ =  t.10",008401I.

‘5 P 1 . . derv
Les coéfliciens de ¢, dans ces expressions, sont les partics de )
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da'v dev  dwv
de’ Tdr ) Tde
il faut les ajouter aux valeurs des mémes quantités détermindes
dansle n® 25 ; ce qui donne pour ces valeurs entiéres en 1750,

, dépendantes du carré de la force perturbatrice :

de'v /"
- = 17,016936;
d=" "
5 = 2 50284 ;
de” "
= ! ,084469 ;
da" "
& 19739937

On a déterminé par le méme procédé, ces valeurs pour 1950, et
Yon a trouvé pour ceite époque,
dev
dt
dz'v
dt
de¥
de
d=’

= 59",952898.

= 1”,006705 ;
= 217,769069 ;

= — 2",001540;

De-la on a conclupar le n°® 8, les expressions suivantes de e”, =™,
e', =", pour un temps quelconquc ¢,

ev — elv+t. 1”’0169‘;6—t’.0",0000255775;
V== t.91”,459284 +£*.0",0007744625 ;
e = e'—t. 1",084469—¢*.0",0000426775 ;

v

= = =" +t.59",739037 +1*.0",0005346525 ; !
les valeurs de e, =7, ¢", =" dans les scconds membres de ces ¢qua-
tions , ¢tant celles de 1750.

On a déterminé les valeurs dey et deTi, au moyen dos équalions
ov.sin. 6"— ¢.sin. 0" = 9 .sin. 1
¢'.c08. 8"— ¢".cos. 8" = ».cos. TI.

. ’ ., dy dn
Ensuite on a déterminé les valeurs de 7 ° de ~; » du moyen des
[¢ («
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. . . . dgv  dgT
différentielles de ces équations, en y substiluant pour A

dev dev
e’ dt’
manicre pour 1750,

leurs valcurs données dans le n® 25. On a trouvé de cette

y = 1°3982;

T =139°7142;

dn , L,
= 80",537447 ;
dy
- = 0",000326.

Lcs formules du n® 14 donnent pour les variations séculaires de
et de 11, dépendantes du carré de la force perturbatrice,

Sy = t.0",000568;
., " P
Il = —1t.0",023552.
En ajoutant les coéflicicns de ¢ dans ces équations, aux valeurs

L, dy dn .
précédentes de — et de —=, on aura pour les valeurs complétes de

ces quantilés en 1750,

dy " ,

- = 0”,000242 ;

dn "o

- == 80",560999.
On a trouvé par le méme procédé pour 1950,

dy ,

= =— 0004589 ;

dn '

w e 81",487827.

De-la on a conclu par le n°. 8, pour un temps quelconquec ¢,

» =¥ +t. 0”,000242 —=t*.0",0000120775 ;

I =TI—¢.80",560999 — ¢*.0",0023 170701 ;
Jes valeurs de¢ 5 et de IT, dans les seconds membres de ces équa-
tions, ¢lant celles de 1750. Cela posé, on a trouvé pour 2250,

a". I’ = — 0,000080189 ;
a'.P'= — 0,0010006510;
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et pour 275o.
@"P = — 0,000260997 ;
@' P’ = — 0,000954603 ;

d’ou Ton a conclu par le n° 8,
dP

v p—

ar’
dt
o ddP
Cdre
ddp’
Vd

— 0,000000387660 ;

v

a .

= — 0,000000002147 ;

= 0,000000000034734;

= 0,000000000141780.

v

La partie de &+ donnée dans le n° 17,

g pry 20TAP_ qav.da 1 \
(snr—an).db  (sni—ont)?. dt‘ Sin(gutt-2nvt 4 §e-2¢")
+t."a,“’ dp’ 2av.ddP ] S
EmY¥.p* l (snv-2n'). dt’j |
(snv-2nv)*’ v p 2av.dP’ 3av.ddP ;
@t (sn¥ —2anv).dt (;nv—zn")“ dl’? Y w -
ap R dap .cos.(gnt-onvt4 5e7-2¢"")
\ -{-t.{a T (snv-2nv). clt’} di s /

devient ainsi, en la réduisant cn nombres,
(3900",616270—t.0",025982—1".0",0000§9403 ). sin.( §n*t—2n™1 4 §s"—2¢" )

+(3687,910343—1.1",461994+¢* 07,000242476).cos.(§nTt—ant 4 5e*—ge),

La grande inégalité de Jupiter se compose de plusieurs autres par-

elle renferme encore , parle n’ 8, lafonction

W dP
a - dawv

2 ap’
—a".
dav
Pour la réduire en mnowmnbres, il faut calculer les valeurs de

2 M) 7 40) ,
ar |\ ——);a" .(———»-—- , &c.On atrouvé

ties :

- ).cos. (sllvl—sn‘vt+5e"—-2£")2
2mY¥.nv

§nv—2n1v

).sin. (§n't— 2n"t4 §e"— 2 e“’)‘

datv du'v
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dM¢

da'v

dM
( : >= 65,75870.m" 5

— 26,46390.m";

dar
dM
( e )= — 50,23714.m";
M 3)
( T ) = 19,14696.m";
M@
( dawv ) = 6,75963.7];’;
dM®)
( dat )"- 413173 .m"

s fdMC 3 /dM™
On a conclu de ces valeurs, celles de a” .(——d—v—) , a¥ .(——I-v_ , &ec.
a aa

qui sont nécessaires dans la théorie de¢ Salurne, au moyen de

Yéquation générale,

aV,(dM(i))A}-al (dM(‘)) — — D),
da¥

ouvé ensuile
On a trouvé ensuile pour 1750,

w dr ve g , .
amv.nv a’ . Tar COS.(S” — 7 +si — ¢ )

- m. z . xv‘ ar 1 v v v, w
(—a .(Zm—v).sm. (§n't — 20"t §e'—2¢"")
= — §3",175501s5in. (§u't — 20’7t 4- §eT—2¢')
+ 16”,543960.C0s. (§n7L— 20Vt + §e'—2¢7) ;
et pour 1950, on a trouvé celte fonction égale a
— 517,965436.sin. (g7t — 20"l §e"— 2¢")
+ 19”,90690g.cos. (§n't — 21"t 4 §e"— 2¢V) ;
d’ou on a conclu la valeur de cette fonction pour un temps quel~
conque t, égale a
—(53",175501 —1.0”,0060503).8in. (§u7t — 2"t 4 §e'—2¢")
+ (16",543260 + £.0",0168182).c0s. (§0' — 21" L+ §eT—2¢").
Ta grande inégalité de Jupiter renferme encore par le n° 8,
¢ terme

ev. IT | 4
S (G — 2n ot §T— 2N — " )

—

ce
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ce terme, en 1750, étoit égal a
2”,531758.sin. (§n't — 20"t + §e'— ae™)
—s5",672724.cos. (§n't — 2 n"t 4 §e'— 2¢") 5
et en 1950, il sera égal a .
2”,165507.sin. (§n't — 2n"t 4 ge'— 2¢")
—5",681¢70.cos. (§n't — an"t4 ge'— a2¢") ;
d’oz Pon a conclu pour un temps quelconque ¢, ce terme égal a
(2",531758 — t.0",0018310).sin. (§n't — 2n""t+ §¢"— 2¢" )
—(5",67272% + t.0",0000460).C08. (At — 20"t 4 §&'— 36™),
Pour déterminer la partie de la grande inégalité de Jupiter, dé-
pendante des produits de cinq dimensions des excentricités et des
inclinaisons des orbites, on a déterminé par le n°. 8,les valeurs de
NN &c. pour les deux époques de 1750 et de 1950 ; et
Ton a trouvé,

En 1750, : En 1950.
@ .N() = — 0,00000135044 ; a. N = — 0,00000129983 ;
@ . N() = — 0,00000789719 ; a'.N() = — 0,00000754771;
a.N®=  0,0000198552 ; a.N® = 0,0000196013;
a.N®) = — 0,0000175127 ; a'.N® = — o,0000172415% ;
a N = 0,0000066 §40 ; @ . N® = 0,0000066551 ;
a'. N®) = — 0,0000009277 ; a".N®) = — 0,0000009408 ;
a.N®) = — 00000003618 ; a'.N®) = — 0,0000003562 ;
a.NO) = — 0,0000003643 , a'.N0) = — 0,0000003460 ;
a . N = 0,0000001720 ; a.N® = 0,0000001713;
a’.N© = — 0,0000000730, @ .N® = — 0.0000000732.

De-1a on a conclu l'inégalité correspondante relative 4 Saturne,
que nous donnerons ci-apres , et en la multipliant par le facteur

mV a*

— ——=, on a obtenu Linégalité suivante de Jupiter,

v
(38",692571 —t.o",oo;élg).sin. (§n't— 21"t + ge'— 2¢")
—(25",064701 + £.0",0150706).cos. (§n't— 2 nt+5e—2e).
Enfin on a déterminé par le n°. 16 ]a partie sensible de la grande
M¢écan. ciin. Tome IL1 R
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inégalité de Saturne, dépendante du carré de la force perturba-
trice, et I'on en a conclu celle de Jupiter, en la multipliant par
mv.V o

— ———= ce qui donne pour cette derniére inégalité,
m".Vy a

( 5066863 —t.0",0144693).5in. (§n't — an"t+4 56— 2¢"
—(56",981339 + ¢-0",0046755).cos. (§n't — an"t+ §e'— 2¢).
Maintenant , si 'on rassemble ccs diverses parties de la grande

inégalité de Jupiter, on aura pour sa valeur entiére ,

() f( 3893",731960-1.0",041650~£".0",0000§9403 ).8in.( §n"t-2n "t + §¢'-2¢")
\+(297",734839-2.1",464973+1*.0",00024248 ).cos.( §n't—an"t+ ge'—ze")} ’

Ln réduisant ces deux termes en un seul par la méthode du n°. 17,
on aura
§n't-an 4§24+ 4°,8;83}‘

4 v " " q I .
(1+#).(3905",098090-%.0",1 14476 4 #*.0 ’°°°"3175)'sm'{-t.239”,669+t“‘o”,o3883o .

Cetie inégalité peut avoir besoin de correction , soit a raison
du coéflicient u', ou de la masse de Saturne; soit & raison du
diviseur (§n'—2n")": une suitc nombreuse d’observations lévera
ces légéres incertitudes. Il faut, comme on I’a vu dans le n° 17,
appliquer cette grande inégalité au moyen mouvement de Jupiter,

Le carré de la force perturbatrice produit encore, par len® 12,

Yinégalité

—_— i.(’m"ﬁ"'sm""/;w) .sin. (double argument de Ia grande
8 m. |y a"

inégalité );

cc qui donne
— 40",86079g% . sin. (double argument de la grande inégalité).

1 faut encorc appliquer au moyen mouvement de Jupiter , celte
inégalité & longue période.

I’inégalité
_1.‘ (51nn.v a:v+4mv.‘/—¢;')‘ EK- sin. (;n"t—-lon't-l- T —10¢"— B__Z)
4 m. /e

lrouvée dans le n° 13, donnc, en ia réduisant en nombres ,
b b

12",422071.8in. (§n" = 101"t + §¢ =1 05"+ §7°,0725 ).
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On a encore par le n°. 8, I'inégalité
S.ev. K.sin. (§n't — 4n"t+ ge'— e+ "'"+B).'
Cette inégalité réduite en nombres , donne
317,125493 .8In. (4n"t — §n't +be"— §¢" 4 50°,4025 ),
en la réunissant aux deux inégalités
3”,387695 .sin. (§n't — 4n"t+4 §o"—4e ' —m")
— 8”,585382.5in. (§n't — 4n"t4 g —4e"—w"),
que nous avons trouvées précédemment, on aura I'inégalité
(1+w).35",512932.8in. (4n"t—gnt4 be"—56 4 64°,4555 ).
On a vu dans le n° 5, que P'expression de d&'¢” renferme une
inégalité séculaire dépendante de Péquation

.3V mr e s [ (dA® 3 [ddAey A
T~ == 3 S(h 42 ).{za '(da'v)+7'a .( da-v‘) ( }

al\

Y. nv 2 /dAC 3 fddAC) 4 [d3AC
m n (hv +lv)- {Qa" .( )+4.a\v . > lv ( )}
da~ da* da?

m'.n" dAM ddA™M 4 4(')
— . llvlv f 2a". A( ) 2alv ___) 1 -a '( ) (
8 + ) l da + s dan

d’ou 'on a conclu,
d. J\vlv

— =7 31",90 16.e".—85",7873.e' +133”,4980.€".¢".cos.(a"—="),

On peut, dans le second membre de cette équation, négliger la
parlic constante qui se confond avec le moyen mouvement de
Jupiter, et alorson a,

d.dv" dev dev

- =—73",9016.¢.2¢". 2e". —
!’ f 1w de v el' v WY o'V, '(d —d'") s _7" ]
4132 ,498g.t.l e".——+e".—- |.cos.(a"-=")-e"¢" —— sin.( )‘.

de.' de" d=" d="
dt’ dt’ Tdt
ce qui précéde, et intégrant, on a

En substituant pour —- , leurs valeurs données par
&V = — £*.0",0000020060.

Cette inégalité est insensible dans Pintervalle de mille ou douze
Ra
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cents ans, et méme par rapport aux observations les plus anciennes
qui nous soient parvenues ; on peut donc la négliger.

Il nous reste a considérer le rayon vecteur de Jupiter. On a vu
dans le n°. 8, que les termes dépendans du cube des excentricités ,
ajoutent a son expression la quantité

— a"e".H.cos. (§n't — 2 n"t 4 §¢'— 26" —=" 4 _£)
+ a € .H.cos.(4n't— § 't + fe"—§ ¢ — 5" — o )
bmv.nv. o' P.sin. (5n't — 2an"t 4 §e'—2¢")

{ +P'.cos. (§n't — an"t+ §e'— 29“)}'

En réduisant cette fonction en nombres, on trouve

Snv_nnlv .

—0,0003042733 .C08.(§n"¢-2n"t+ §e' - 2:7-13 °,4966)}
+0,0001001860.c08.( 4n"t-sn't+4e"- 5"+ 50°,3108) )

La dernitre de ces inégalités réunie a celles-ci,

(1+#')-{

Irr=(14). {

0,0000268383 . cos. (§n't— bnt+ §&'— be"—="))
—0,0000516048.c0s. (§7't — 4n"t 4 §¢'— G e"— = ) |’
donne la suivante ,

Ir'=(141").0,0000983161 .cos. (4n"t—sn't+ he"—5e'—15°,9874).
Le demi-grand axe a* dont on doit faire usage pour calculer la partie
clliptique du rayon vecteur, doit, par le n°. 20, étre augmenté
de la quantité 3e~.m" ; en la réunissant a la valeur de a”dun®. 21,

on trouve
a" = §,20279108.

Inegalités du mouvement de Jupiter en latitude.

54. 1l résulte du n°. 14, que les termes dépendans du carré de
daY

la force perturbatrice, ajoutent & la valeur de —i— , la quantité
—m.Va
mv. ‘/-u'—h{-m'. ﬂ—'

dev .
o la quantité

J L) B
‘{Ty.cos. (I'I—O")—-—y.—t-.SIn. (U-G")];

et a la valeur de

—_m.Va dy . an
_m Va .{l.sxn.(II—O")+y.——.cos.(H—G")l.
(m™.y/ avm. Va’).tp ¢ ¢ S
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&y et &TI étant déterminés par le n°. cité. La premiére de ces fonc-
tions , réduite en nombres, est égale a

— 0”,000224";
. . d¢|v d¢‘l' 3
clle doit étre ajoutée aux valeurs de . et 7du n°15. Lascconde
fonction réduite en nombres, est égale a
0"”,002504 ;

oA N dev di
elle doit étrc ajoutée aux valeurs de 7t du n° 25;0n aura
ainsi,
do
’57 = — o",241398;
‘—i%— = — 0",689044 ;
an ' .
F7a 19,929296 ;
div
- = &' 24483 2.

On trouve cnsuite , par les formules du n°. §1°du second livre,
1",749154.8in. (n't+4¢'—T117)
S+ 2",049156.sin. (2n't — "t 2¢ — " —TI")
Is"= (14 ). { +37456117 .sin. (30"t — "4 36" — 2" —TI") " .
—0",862291.sin. (4n't — 3n"t4 be' — 3¢ — TIV)
l—o”,830647 .sin. (2n"t — n't4 2" — ' —1IV)
m dans cette formule, étant la longitude du noeud ascendant de
Yorbite de Saturne sur celle de Jupiter. Enfin, on a par le n°. 10,
Pinégalité
ds" = 12",165680.s8in. (30"t — §n't4 3e"— 5"+ 66°,1219
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CHAPITRE XIIL

Théorie de Saturne.

35. LriquaTion
r
Jr":—;;-(l—d’)-J\y"
trouvée dans le n° 33, relativement a Jupiter, devient pour
Saturne,

= :j—,.(x—-a‘).J‘V'.

Si I'on prend pour 7’ et 7', les moyennes distances de la Terre et
de Saturne au Soleil, ct si'on suppose &7 ¥ = ==1", on aura

dr' = == 0,000141326.

On peut ainsi négliger les inégalités de /7' au-dessous de 5=0,000141,
Nous négligerons les inégalités du mouvement de Saturne en lon-
gitude ct en latitude , au-dessous d’'un quart de seconde.

Inégalités de Saturne indépendantes des excentricités.

( 9"y742382.s8in. (A"t — n't+¢"—¢") )
—97",202867.8in. 2. (7"t — n't4-¢"—¢")
—20",265220.5in. 3. (Pt — n't4 " —¢")
— 6”’067194.Sin. b.(n"t —nt4e'— ")
Fyr= (14p").{— 2"151379.5in. §. ("t — n't+e"—¢*) >
— 0”,83 5768.sin. 6. (n"t — n*t4e"—r¢")
- 0//)35892; .sin, 7. (n,"’t — e — lv)
— o"173227.5in. 8. ("t — n't+"—¢")
— 0j105339.s8in. 9. (n"t — 't 4 "—s"),

\
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+(14e") <

= (l+[l-").<

F(1dum).

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricités.

On a eu égard, comme on l'a fait dans le n°. 33, relativement a
Jupiter, aux variations séculaires des coéfficiens des inégalités qui

(28’ 5440k0.
—44",604670.
— 4",404816.
— 0%972099-
— 0",279g08.
— 0o",146432.
— 0",032980.
(— o',012166.

( 0,0039077763

+0,0081538400
+0,0013838330
+0,0003200673

+0,0000355919
+0,000013 5999
+0,000005§13§
4 0,0000021631
\+ 0,0000006436

—0,0000137623

4 0,000099263 2.

sin. (n"f — n't4e"—1") )
sin.2.(n"t—n't+¢"—s")
sin. 3. (A"t —n't4e'—¢")
sin.4¢.(n"t—n't + "—¢')
sin. § (A"t —nt4e"—e') [
sin. 6. (n"t— n't+e"—+¢")
sin.g.(n" —n't+e'—¢)
sin.8.(n"t — n't+e"— ¢))

.cos, (Nt —mit4 " —+¢")

.c08. 2. (Nt —n"t4 " —5s")
.co8.3.(n"t—n't4¢"—¢")
cos. 4.(n"t —n't+ " — ¢ )\
€08, § . (N't— it —¢") (
.€08. 6. (n"t— 't —¢v)
.co8.7.(n"t—n't+ " —¢")
.c08. 8. (n"t— nt4<"—¢")
.c08.9.(n"t—n't+" —¢"))

+0,0001491217.CO8. (n"¢ — N+ ¢ — )
—0,0003949916.€08.2. (7't — n"'t4-¢' —¢")

—0,0000480303 .

€08, 3. (b= n"t+e — "),

—0,0000118201.c08. 4.(n't — 72"t +¢" = ¢")
—0,0000036280.€05. §. (7t —n"t+ ¢ — "
—0,0000012§01.C08. 6. (7" — n"'t4 ¢ — ")

surpassent cent secondes , et 'on a trouvé,




/

So=(1+u").

’

+(1e).

—54",488162.s8in. (3n't — 2n"t+ 30— 2e"— ="

F+ ]+ + ]

— 3",122367.sin. (R4 e"— )
—30",968721.sin. (2n"t — n't+ 2¢"—¢'—a")

—s52",272469.sin. (3n"t—2nvt4 3¢"'— 26" — 3" )
§2,272409 3 3

— 2”,340202.8in. (4n"t—3n't+ 4e"'— 3¢’ —a")

—_— 9/1,079683 .sin. (ant— N+ 2¢"— ¢"'— =)
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—35",523202.8in. (n"t+e"— @) \
+ 3%,882844.sin. (n"t+ ¢"'—a")

— 6,371723.sin. (27"t — n't + 26" —e+—a")

+ 8',219634.sin. (27"t — n't+ 2¢"—'—a"

— o',go2132.5in. (3n"t— 2n't+3¢"— 2¢'—a")

— 0%,688862.8in. (3n"t — 2n't+ 3s"— 26— ="

— 0%,279731.8in.(4n"t — 3"t +be"— 30— a")
—(561",940390—£.0",0312021) .sin.( 27" t—n"t 4 2¢'—"—a")
+(1287",215250+£.0",0427691 ) .sin. (2n't—n"t 4 2¢"—"—a")
+(105",99267 §—¢.0",0058853 ).sin. (3n't— 20"t -+ Jo—2¢"—a")

+14",79963 1.sin. (4n't — 3n"t+ be'— 3" —a")

7",516699. sin. (4n't — 3n"t+b4e'—3e"—a"

4",301273.8in. (§n't — 4R L4 §¢'— be"— ")

2" 171142 sin. (§n°¢ — dnvt 4 §e— be''—a)

1",657904:sin. (6 't — §n"t 46— §e"—a*)

0",791698.5in. (6"t — §n"t+4 6e'— 5e"—a")

0",667270.¢in. (7n't — On"t+ ye—6e—a")

0",331301.8in. (77"t — 61"t 4 7¢'— 6" — 3" )

3",525020.8in. (n"é4¢"- =) \

+ 8',537570.8in. (2nVt— vt 4 2¢"'— ¢'— ")

+177",633790.sin. (3n""t— 2n't4 3¢ — 2e'—a" )| |
4 1",7263406.sin. (4n"t— 3n"t+4e"—-3e"—w’)>’

— 0",579410.51n. (§n"t —bn't+ §¢"'— be' —av)

\

+ 4",696226-Sin. (3nvt_ anvt4 3€v—2gv'—ru-‘)
+ 0%,468213.sin. (4n't— 3n"'t+ 44" —3e"—a") J

—0,0003422170.€08. ('t+4 '~—a")
—0,002077593§ - C08. (2n'L — Nt 4 26" == " — ")
+0,0053861750.c08. (2n't — NVt + 26" — "' — ")

J‘,‘v:;: (1 +H1V)- +O,OOII$94872-COS-(3”‘I‘_ ‘271"1-%-36'— !25"—@")

—0,000062176870.c0s. (377t — 20"t + Je'— 2¢"— "
_-0,0002117893 . cos. (4n't — 3nvt 4 4’ — 3¢ —av)

+(1+p").
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+('+(4"){

0,0003750767 .cos. (31"t — 2r't+4 34" — 2¢v— =)\
+ 0,000560549o0. cos. (3"t — 't 43¢ — 2" —a") |

Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricitcs
et des inclinaisons des orbites.

—(169",283424—t.0" {
(169",28342 0',001117).5in +93}°,0139—-t.105”,63$,'

+88",045398.sin. (n"t — n't 4 "'— ¢+ 93°,6429)
o2n" b — L't - 2eV — " ]S

I E—n"E 43— 1}

o= (14u").

— (2066" —t."44-'-{
(2066",920900 0,047745).sin +62°,4250+£.152",77)

—q",0610q0.sin. (§n't — 3n"t+ §¢'— 3¢"— 63°,5025)
57,036888.s1n. (37"t — 3Nt + 3" — 3e'—n5° 3457007

+(1+p" {
( ) +95",757344-sin. (37"t — n't4- 3" — ¢'—95°,0779) |

En réunissant les inégalités dépendantes de n"t — nv¢, et de
3n't— 3n"t, avec celles qui sont indépendantes des excentlricités,

on a pour leurs sommes 5

(14¢").89",404702.81n. (nrt—n"t+ «"—¢" 4 86°,7262)
—(14").5",914481.8In. (30"t —3n't + 3e"—3¢' 4 76%0577 ).
Ou a ensuite,
—0,0011710805 . €08. (3 n't— n"t-+3'— “—100°%2330)
—0,0005621901.€08. (Nt — n't+ " —¢" 4+ 2°,7139) ,
J\ N v ] < . )
r=(14). ANE—bn'L 4 26—l

+{0,0151990624—¢.0,0000003370} .COS. {+62°,2324+t.x 1”36/

L’inégalité du rayon vecteur, dépendante de »n"t— n't, réunic a
son analogue indépendante des excenlricités , donne
(1+¢").0,008109003§ . cOs. ('t — n""t+ ¢ — "—4°,30097 ).

sn'— 2" étant trés-petit ; 'inégalité dépendante de g2n“t—4n't,
a été calculée par les formules (B) et (C) dun’. 1. 3n"—n" étant
fort petit; I'inégalité dépendante de 3n'¢t—~n"t, a été calculée par
les formules (.#) et (D) du méme n°. Elle doit, pour plus d’exacti-
tude, étre appliquée au moyen mouvcment de Saturne, a cause

de la longueur de sa période.
MicaN. ctr. Tome I11. S
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Inégalités dépendantes des cubes et des produits de trois et de cing
dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites , et
du carré de la force perturbatrice.

La partic la plus considérable de la grande inégalité de Saturne,
est celle qui a pour diviseur (§yn'— 22" )*, et qui dépend de P et
de P’. Ellc a été concluc de la grande inégalité de Jupiter, en mul -

15.mv .

tipliant cette derniére partie par le facteur — , conformé-

6m*.n"*
ment au n°. 8; ce qui donne pour cette partie de Pinégalité do
Saturne ,

—{9129",190020—1.0",0608061—#*.0",00013903 } . sin.(§n't-2n"t 4 §e'— 2" )
—{ 863"415400—2.3",4217230+1".0",00056750} .cO8.( §77t- 21"t + §¢'= 2¢™ ).

La grande inégalité de Saturne se composc de plusieurs autres par-
ties : clle renferme par le n°. 8 la fonction

a2mv.n’

— ——

','n'—nn"' 2 7dP’
—_a . prog) RLCLE (snt—2n"t+ §e'—a2¢")

s /dP
a’ .(-d—a—'-).cos. (smwt—anvt4 g —=—2¢r)

En réduisant cette fonction en nombres, on a trouvé pour 1750,
160",922811.8in. (§n't— an"t+ 56" — 2¢)
— 34",800640.co0s. (§n't—2n"t+ s 2" ) ;
et pour 1950, _
158",002590.5in. (§7't — 21"t 4 §¢"— 2¢™)
— 46",240842.c0s. (st — 2n"t4 59— 2¢7) ;
d’oli on tire la valeur de cette fonction pour un temps quelcon-
que , égale a
{160”,922811 —¢.0",0146011} .sin. (st —2nvt 4 ger—gew)
—{ 34",800640 4 t.0",0572010 }.cos.(§n't—2n"t+ §eT—2¢"),
La grande inégalité de Saturne renferme encore par le n°. 8 , le
terme
e 1’
2

Sin, (§n'tm—2n 4 56— 2" —aT o L),
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Cc terme, en 1750, étoit égal a
23",315711.8in. (§27t— 2"t 4 §er—24")
+16",423734.cos. (§n't— 2n"t4 §er— 2¢);
ct en 1950, il sera égal a
23”,800290.8in. (§n"t — 2 nv {4 §e*=—2¢)
+14",894510.cos. (§n't— 2n"t4 §e'—2¢") ;
ce qui donne pour le temps #, Pinégalité
{23",3157114¢.0",002423 } -sin. (527t — 2 n"t+ §e'—2¢")
+ {16%423734—t.0",007646} .cos. (§n't — an"t4 ge'—a¢").
ILa partie de la grandec inégalité de Saturnc, dépendante des pro-

duits de cing dimensions des excentricités et des inclinaisons des
orbites , est, parlesn® 8 et 18,

. { pra_ 2P dp;} , o
a'. —— Q'— . . Tt-2n" v-2¢"
15.mv.n s +(5n”-2n”’).dt 7 (3 (§nit-2n"t4 ger-2¢") .
(yn-an)s 2a°.dP/

dpP ?
-{a’ ——— c— vl YE oY Y _ 0,7
{a L, (;nV-n:z-V).dc+t'a = }.cos.(;nt an"t4 §e’-2¢ )‘

en désignant par P, et P, les coéficiens de sin.(§n't-2n" ¢+ ge'—2¢")
ct de cos.(§nt—2n"t4ge—2¢"), du développement de R, et dé-
pendans des produits de cinq dimensions des excentricités et des
inclinaisons. On a trouvé pour 1750,

a".P, = — 0,0000068376 ;

a . P/ = — 0,0000100087 ;

Il

ct pour 1950,
a'.P, = — 0,00000771323
a.P/ = — 0,0000096940 ;
par conséquent,

dP,
'.-:h— = == 0,0000000043780;
dp!
a'.—= == 0,0000000015735;

ce qui donne pour la fonction précédente réduite en nombres,
—{89",952440 —t.0",012596 } .sin. (§n't —2n"t4 §e'—2¢")
+ {58",270353 + ¢.0",035048} . cos. (§n't — an"t4 §¢'—2¢").

Enfin, on a déterminé par le n° 16, la partie sensible de la grande
Ss
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inégalité de Saturne, dépendante du carré de la force perturba-
trice, et I'on a trouvé pour cctte partie, en 1750,
— 11"779433 .sin, (§n't — 2ant4 56— 2¢v)
+132",470121.€08. (§0't — 20"t 4 §e'— 22" );
et en 1950,
—  §",051766.sin. (§nt— 20"t ge—2e")
+ 134",644093 . cos. (§n't— 2n"t4 §¢'— 2¢") ;
cc qui donne pour le temps £, cette partie égale &
—{ 11779433 —t.0"0336383 } .sin. (yn't — onnt+ §e—2¢")
+ {132"470121 + 1.0",010869g8} . cos. (§n't—2n"t4 §¢'— 2¢").
Maintenant, si on rassemble ces diverses parties de la grande

inégalité de Saturne, on aura pour sa valeur entiére que I'on doit
appliquer au moyen mouvement de cette planéte ,

(1) [ {9046",683471-t.0",0948628-t*.0",00013903 } sin.(§n't-anvipger-2:") }

L+{ 689",051830-t.3",4027934+t*,0",000§67 50 }.co8.( §n't-2n"t+§e'~2¢7)

En réduisant ces deux termes en un seul par la méthode dun®. 17,

on aura
e/ L 1 tont ! . . [swit-ant+ 5;‘-2?"-{-4“,8395]
(1+w").{9072",888420-1.0",262419342*.0 ’00025990}'8111'{—5,239",597+t“.0”,039|2-2j'

Lc carré de laforce perturbatrice produit encore par len® 12, l'iné-

galité

H® (am".V @'+ smv.Va") | .

— — .sin. (double argument de la grande iné-
8 mv. ‘/(1"

galit¢ ) ;

ce qui donne
(94"y719002—1.0",00§320).sin. (double argument de la grande
indégalité ).
11 faut encore appliquer cette inégalité, au moyen mouvement de
Saturune.
L’inégalité
1 (3mey/ @ 4amr. |/ a")
4 iy ‘/;:;'

JH' K . sin, (dn t—gnvi+ 4" —qge—DB '— ')
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trouvée dans le n° 13, devient, en la réduisant en nombres ,
— a5”,507770.8in. (4n"t — gnt44¢"— g"—67°3 5-08).
On a encore par le n° 8, I'inégalité
L. K .sin. (30t — 20"t 4+ 36— 2¢"+ @'+ B').

Cette inégalité , réduite en nombres , étoit en 1750, égale a

145"417101 .8in. (2n"t— 3n't + 26" — 3"+ 164°,5950).
En 1950, elle sera

142”,g23362.sin. (2n"t— 3n't4 2¢"— 37+ 166°,3197) ;

sa valeur pour un temps quelconque ¢, est donc

(145°,417101—¢.0",0124687 ). sin.{2 ntt— 3mt4- 24— 35'}

+164°5950+¢.86",23
En réunissant celte inégalité, a celles-ci,

{105”,992675 —t.0"005914}.sin. (30t —2n"t + 3¢ —22"—@)
—54",488162.5in. (3n't—2n"t43e—2¢"—a"),
gue nous avons trouvées précédemment ; on aura pour leur
somme, I'inégalité
—(75",837202 —£.0",01 .si .Ignlvt__-gnvt+2'v'—3"l.
(75 7 37 o b 3555) sin l+lb°,4503—t-76”,46)

On a vu dans le n° 5, que le moyen mouvement de Saturnc cst
assujetli a une équation séculaire correspondante a celle que nous
avons trouvée dans le n°. 33, pour Jupiter, égale &

— #*.0",0000020066.

L’équation séculaire de Saturne est ainsi, par le n°. 5, égale a

-
-_.4*.0",0000020066 ;
mY, \/(tv
ct par conséquent égale a
£*.0",000004665.

Cette inégalité peut &tre négligée sans errcur sensible.

Il nous reste a considérer lc rayon vecteur de Saturne. On a vu
dans le n°. 8, que les termes dépendans du cube des excentricités,
ajoutent a Vexpression du rayon vecteur de Saturne, la quantité
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—av.e'.H'.cos.(sn't—an"t4§e'— 2" —a"—_A')
+ a".¢'.H'.cos. (3n't—2n"t+ 3¢—2¢" 42" A')
{ P.sin.(5n‘t—-2n"’t+5e"—2:“’)}
T Tyne—an | |4 Plcos.(§mt—an tt §e—ze) ("

lo.m"‘.n".a"’

Cette fonction réduite en nombres , donne
Sr= (1), { 0,00351994565.cos. (5n”vt-—2n"t+ §eT— 2¢" - 14°,4782)}.
—0,0008553506 .cos.(2n"t—3n"¢+ 2¢" —3¢" +39°,7988)
En réunissant la dernié¢re de ces deux indégalités a celles-ci, que

nous avons trouvées précédemment , dépendantes des simples
excenlricités ,

w 0,0011594872.c0s. (3n't—2n"t+ 3" — 2¢"— =" ))
(14" ‘ . . gy . -
—0,0006217670.¢05. (3 7't — 2n"t+ 3¢' — 2" o™ )}
on a
Ir' = —(1+4¢").0,0013806201.c0s. (2n"t-3n"t4 2¢"~3¢~25°9130).

Le demi-grand axe @' dont on doit fairc usage pour calculer Ja par-
tie clliptique du rayon vecteur, doit par le n°. 20, étre augmentée
de la quantité ;.a".m" : en la réunissant a la valeur de a@* du n°. 21,
on trouve

a = 9,53881757.
Inégalités du mouvement de Saturne en latitude.

36. Les formules du n°. 51 du second livre, donnent

57,516537.8in. (n"t+ " —10") 3
—o0"ym72161.81n. (2 n"t — n't+2¢"— ¢ —11")
—0",259092.51n. (37"t — 2 R't 4 e — 2¢"—11")
+9",702232.8in. (2 n't — R"t42¢ — & —-1T")
—1"613780.8in. (3 n't— 20"t + 3¢ — 2" —1T")
(—0",256736.s1n. (4n't — 3 n"t + 4e" — 3" — n'))

dst=(14 "), {

0",261948.sin. (n"t+ ¢ —117)
|
J

+ (12 +y.").{+o",377 170.5in. (2n"t—n't4 2¢" ——1IT")
+2",046267.sin. (3 n"t— 20"t + 3" — 2¢"— [

n' étant la longitude du nocud de Vorbite de Jupiter sur celle de
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Saturne, et I étant la longitude du noeud de 'orbite d’Uranus sur
celle de Saturne. Enfin, on a par le n°. 10, I'inégalité

dsv= —28",282713.sin. (2n"t— bn't+ 26" — &'+ 66°,1219).
Il résulte du n°. 14, que les termes dépendans du carré de la force

. . : dgv -

perturbatrice, ajoutent a la valeur de il , la quantité
dt

mbv. ‘/Ft {J‘y

y.on
= —. ——.cos.(ﬂ—-ﬂ')—-——.sm.(n—-e')};
muy e 4m.ya Ut ¢

de .
ct ala valeur de o la quantité

mv. \/;;' {J»y

in. (T8 + 5. 722 cos. (m—s }
p— —<{ — o S1N. (TT e G Y + ~=———. COS. LS
m.Vav4m.\y a t )5

t
4y ct I étant déterminés par le n°. cité. La premiére de ces fonc-
tions, réduile en nombres, est égale a

0",000474 ;
. . . dor dey
clle doit étre ajoutée aux valeurs de - de ?h— du n°. 25, La se-
conde fonction réduitc en nombres, est égale a

— 0",005780 ;

) . dor dov
clle doit étre ajoutée aux valeurs de — et de TI;— dun’. 5.0n aura

o d
amsi,
dgr "
— = 07308315 ;
d¢" 1
- = 0”,478816
d ,
o = — 27:799890;
dy

< = — 58'77584o0.
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CHAPITRE X1IV.

Théorie d’Uranus.

57, IJ’!’ZQUATION
N = — ’:"-.(K—a’).J‘V'
T .

trouvée dans le n°. 35, relativement a Saturne , devient pour

Uranus,

Si Ton prend pour 77 et 7, les moyennes distances de la Terre ct

d’Uranus au Solcil, et si Yon suppose &7 = ==1"; on aura
&r' = == 0,000§7648 ;

on peut ainsi négliger les inégalités de &7 au-dessous de 5=0,00057.

Nous négligerons les inégalités du mouvement d’Uranus en longi-

tude et en latitude , au-dessous d’un quart de seconde.

Inégalités d’Uranus , indépendantes des excentricités.

161”,438440.Sin- (n“t—-n"t—}-e"’—g"
— 0",587550.51n. 2. (R "t—n"t+¢"—e")
dot= (14p").{— 0"080319.51n.3.(R " t—n"t+e"—e")
l-—- 0”,0110Q90.5in. 4. (7" t—n"t +¢"— ")
— 0',002371.5in, §. (R t—n" b+ —"
65",961045.sin. (2"t — 1"+ — ")
—13",027691.8in. 2. ('t — n"t+ e —e")
— 2",660850.8in. 3. (7't — n"'t+e—<")
w J o”,754350.8In. 4. (Rt —n"t+—¢")
+(1 +l‘)' — 0",947564.8311. 5-(71'1—' nf't-‘l"t'—-:")
— 0",089294.8in. 6. ('t — n"t 4 &'—¢")
— 0",033731.8in. 7. (Rt —n"t+¢—¢")
— 0",012801.sn. 8.(n"t— n"t+¢'— ")
J\’.w= (l +[~4").'
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r

+ 0,00%3¢14790 . cos. O T R A

drt = (14w").{+0,0000236184%.c08.3.(n"t—n"t+s"—e")\
+0,000003066q.c08. 3 . (Rt —n"t 4 ¢ —¢"
\+0,00000050/!4. 08, 4. (n"t—n"t+ s"—¢")

0,0063%473160 l

+0,0035433901.€08. ('t — n"'t+¢"— ¢ )
+(1+u7).{ +0,0004061682.€05. 2. (n't —n"t+e"—e") .
+0,000088942y5 .cos. 3. (Nt — n"t4e"— )
|+ 0,000025 §870.C08. 4. (n"t — n"t+4 ¢ —¢"

0,0023641285 ‘ )

Inégalités dépendantes de la premiére puissance des excentricités.

— 3",807443.sin. (n"t 4 e"—a™)
") + 37887493 .5in.(2n"t — NVt 2 ¢ — T —m ™)
T )—11 ‘y224270.8In. (21"t — 't 4 267" ¢""—3™)

— 0%,685175.8in.(2n"t — ' E+ 2 4V T "
(—4",328267.sin. (n't+e—a™) \
+0”,663139.sin. (nt4¢'—a")

—0",678358.8in. (21"t — nVt 4 2¢"— "' a"1)
+2”,713230.8in. (ANt —n"'t+ 24" —¢"—a")
—(135",961650—£.0",000761 ) .5in. (27"t—n"t 4 26 —iTm
+(1+6").{ + (462",369642—2.0",025635) .sin. (2an" t—n"t + 9¢"'—¢" ") >.
+7",673429.sin. (3n"t— 2n't+3 "—2e"— ") ’
—5",069294.8in. (3"t — 2t 3" — 2¢"—a" )
+1",304718.sin. (4n"t—3n't4 46" —3c'—a")
—0",86q752.sin. (4n"t— 3n"t+ 4" —3 "— " )
\+0",390410.5in. (§A"t — 4nt+ § "~ fe"—a") y

J\gn____ (l +Fl

Irm= (1 +p.').{

~—0,0016092001.C08. (21"t == n't+ 2¢"'—¢"—z"")
4 0,006183§858.cos. (2n"t — n"t + 2;"..5"...@v)}'

MicaN. ckn. Tome 111, T
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Inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricites
et des inclinaisons des orbites.

” et o
—(408",078001—%.0,0448163 ) .sin. <3nqso ln3 l-;-}—‘t S;) )

J\ AL v
v (1 4+w). + 57,288440.8in. (4n"t — 2n't+ 4e"— a¢'— 42°,8685)
+25",864683 . sin. (n't — n"t+ ¢— "+ 98°3271)

La derniére de ces inégalités, réunie & sa correspondante qui est
indépendante des excentricités, donne la suivante :

(14#").71",470002.sin, (n't— '+ ¢ — "+ 23%45385).
On a ensuite,
Sr=—(14¢").0,0007553840.cos.(3n"t—n"t+ 3¢"—"+ 83°,3463 ).

Inegalité dépendante des cubes et des produits de trois dimen-
sions des excentricités ¢t des inclinaisons des orbiies.

M = — (14" ). 2",97743 3 . 8In. (" t—2n"t 4 §e"—2¢"—75°,90011 ).
.Ine’galite’s du mouvement d’Uranus en latitude.

38. Les formules du n°. 51 du second livre, donnent
dsm=(14u").1",g70350.5in, (nt+¢"—I17)
" v V—
+(I'+[4V) {+; ,f:?:g? :::: ?;:L::e—— nr"lt i 2¢" —— eV-—-U‘)J ’
T étant ici la longitude da noeud ascendant de Vorbite de Jupiter
sur celle d’Uranus, ct 11" étant la longitude du nocud ascendant de
Yorbite de Saturne sur celle d’Uranus.
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CHAPITRE XV,

De quelques équations de condition qui existent entre les
inégalités planétaires , et qui peuvent servir a les vérifier.

3 9. Les inégalités & longues périodes, produites par les pertur-
bations réciproques de deux planétes m el m’, sont ii-peu-prés, par
le n° 65 du second livre , dans le rapport de m'y/a’ & —my/a;
en sorte quc pour avoir les perturbations de ce genre, correspon-
dantes dans le mouvement de m’, a celles_du mouvement dc m,

. 'SR . m.vVa s
il suffit de multiplier celles-ci par — ~—<>=. Ce résultat est d’au-

tant plus exact, qu’en vertu du rapport qui existe entre les moyens
mouvemens des deux planétes , la période de ces inégalités est plus
grande par rapport aux durées de leurs révolutions. Nous allons,
au moyen de ce théoréme, vérifier plusieurs des inégalités préci-
dentes.

L’action de la Terre sur Vénus produit par le n°. 28, dansle
mouvement de Vénus , les deux inégalités dont la période estd’cn-
viron quatre annéces,

— 4"782561.5in. (3n"t—an't+3e'—as — ')
+14"710902.8in. (3n"t — 2n't4+ 3¢ — 24 —a"),
. m.Va . .
En les multipliant par — —y/5» onapour les inégalités corres-
pondantes de la terre
3",4995.sin. (3n"t — 27t +3¢"— 2¢' — @’)
—10"7644.sin. (30"t — 2n't+ 36" — 24/ —a"),
Le calcul direct a donné par le n’. 29, pour ces inégalités ,
3”,661696.sin. (31"t — 2n/t4 34" — 2¢'— ')
—11"318247 .sin. (30"t — 2n't4 3¢ — 2¢'—a")

ce qui différe peu des inégalités précédentes.
T 2
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I action de la'Terre sur Vénus produit encore par le n°. 28,
Pinégalité suivante dont la période est d’environ huit ans ,
— 4”,645172.8in. (50"t — 30"t 4 §¢" — 3¢ +23°2302).

m' Va PR,
— /o7 » on a pour Pinégalité corres-
m a

En la multipliant par —
pondante de la Terre ,

3",399002.s81n. (§n"t — 3n't4 §¢" — 3¢’ +23%92302) ;
et Ic calcul direct a donné par le n°. 29,

3"5473997 -sin. (§n't— 3n't+ 5" —3¢'+23%3759).
Mars éprouve, par Vaction de Vénus, comme on Ia vu dans le
n°. 32, 'inégalité a longue période
— 21”7,29%131.5in. (32"t —n't+ 3" —+¢' 4 72°7083 ).
En la multipliant par — Ve s ona
6,144 .51, (3n"t — n't4-3¢" — ¢’ 4+ 72°,7083 ).
Le caleul direct donne par le n°. 28,
- 6"202706.sin. (30"t —n't+ 3" — '+ 73°,2063 ) ;
ce qui diifére peun de Pinégalité précédente.
Mars éprouve par le n°. 32, de la part de la Terre, les deux iné-
galités suivantes , dont la période est d’environ seize ans,

/ w

— 31,218207.sin. (2n”t — r"t+2¢"
+ 1§"811920.8In. (2n"'t — n"t 42" — ' — "),
nz"'.\/:z"’

-, on a pour les inégalités cor-

m'' .y a

/
—_— "

En les multipliant par —
respondantes de la terre,
6",8807.sin. (2n"t —n"t4 2¢" — ' —2")
— 3"4851.sin, (2n"t—n"t+2¢" —'—a").
Le calcul direct donne par le n°. 29,
6%597711.sin. (2n”t—n"t+ 2" —'—z")
— 3".3814q0.5in. (2n"t — n't4 2" —e'—a");
’ 9 . )
ce qui differe peu des précédentes.
Mars éprouve cencore , de la part de la Terre, par le n° 32,
Tindgalité a longuce période
o ) .
— 13",490441.sin, (4" t—2n"t4 4" —2¢"+75°3518).
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m"’.‘/z?"

En la multipliant par — Yo > on a pour 'inégalité correspon-

'nll .
dante de la Terre,

2°,9734.sin. (4n"'t — 2an't+ 4" — 26"+ 75%3518);
ce qui différe peu de Pinégalité

3”,067702.5in. (41"t — 2n’t+ "' = 2¢"+75°,3506)
trouvée dans le n°. 2g.

Les deux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne, sont encore
a-peu-prés Pane a autre, dans le rapport de — m*. /@', am". y/a",
comume il est facile de s’en convaincre.

Enfin Uranus éprouve de la part de Saturne, par le ne. 37,
Pinégalité a longue période,

— 408",978001 .81n. (37"t — 't 4 3" — &' — 98°,1313 ).
me . Van

En la multipliant par —
m'.y a

, on a dans le mouvement de Sa-
turne, Pinégalité
09”,900.sin. (3R L=—=nt+ 3" — ¢'— 08°1313 );
ce qui differe peu de Pinégalité
95",334222.51n. (37"t —n"t+ ¢ — ¢ —97°%1319)
dormée daus le n°. 35.
40, Considérons dans le développement de R, le terme de 1a
forme
m’ . M) ee’,cos.{i.(n't—-nt—{-e'—e)+211¢+2e—w-—-@"} 3
ct supposons que i.(n'—n)+42n soit fort petit par rapport a n ct
an'; ce terme produira par le n° 6g du second livre, dans Pex-
centricité e de Yorbite de la planéte m, considérée comme une
cllipse variable, I'inégalité
— ;—Z’;,ZE—%_-J; M. ¢ .cosfi.(nt—nt4s'—c )+ ont + 2¢—z—a’};
ct dans la position = du périhélie, l’inéga]it‘é

m' .an

e . . ’
— MM, —-sin. {i.(Wt—nt+ ' —t) + 20t 4 26==z—3").

Nommons de Ja premiére de ces inégalités, et &, la seconde.
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I expression de v contient lc terme 3 e.sin, (nt+4e¢—=), ct par
conséquent l'inégalité
3.de.sin. (nt+s—=) — 2e.8w.cos, (nt4s—a);
ce qui donne dans ¢ 'inégalité
{:—(:,—"_{;;—)‘Z—'_%_—Q;.M(').e'.sin. {(t=1). (Nt —ntde'—¢)fn't+e—3"},
Tlrésulte dun®. 65 du second livre,, que dansle cas de i.(n'—n) 4 2n
trés-petit, Pexpression de R’ relative a Paction de m sur m' ren-
ferme encore & trés-peu prés le terme
mMM.ee .cos. {i.(Wt—nt+d—c)+ant+2e —~m—a');
puisqu’en n’ayant égard qu'aux deux termes de ce genre dans R
et R’y on a par le n°. cité, a trés-peu-pres,
m.fdR + m'.[dR =o;

on a donc dans ¢ Pinégalité

am.a'n’ .,
m-n—l;.M(').e.Sin.{l.(nt——nt-}-e'-—s)—{-nt-}-e—-fw}.
Ces deux inégalités de v et de ¢’ sont dans lc rapport de m’.¢'. /@,

a m.e.y/a; en sorte que la seconde se conclut de la premicre, en
R 1 . . . m.V a e
multipliant le coéfficient de celle-ci par ——>=.—
m.ya ¢
gn’"—3n’ étant peu considérable par rapport a »’'et méine a n%,
on a dans ¢/, en supposant i=175 , une inégalité dépendante de
Pargument §n"t — &n't+4 5¢” — b’ — =", et dans ¢", une inégalité
dépendante de Pargument 4n't — 3n't 4-4¢"—3¢'—=’'. La premicre
de ces inégalités est, par le n® =8,
6",779405 .8in. (sn"t—4n't+ §¢"—be'—3").
En multipliant son coéficient par ", la t
n multipliant son coéffici ar — e, 0n a rre
p ent par ~57=".—-, on a pour la terre,
P'inégalité

2",0310.8in. (4n"t—3n't+ 4" — 3¢'—a') ;
le calcul direct donne par le n° ag, Pinégalité
2",229704.8in. (4n'"t — 3n't 4 be'"— j'—a') ;
ce qui differe peu de la précédente.
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Pareillement, 4n''—2n" est assez petit relativement a n", et

méme a n”. En supposant i== 4, on a dans v” une inégalité dépen-
dante de Pargument 4n"t—3n"t+44¢"—3¢"— =@, et dans ¢, une
inégalité dépendante de I'argument 3n"t—2n"t+ 34" — 3¢"— =", l.a
premiére de ces inégalités est, par le n°. 29,

"

2",491082.sin. (4n"t — 3n"t+ 4" — 3¢"— a").
v 'VEI e’

. . .. . m
En multipliant son coéfficient par ———=.—, on a pour Mars,
m ., (]
Pinégalité

w

2",041§.8in. (30"t — gn"t+ 33" — 2¢'—a"),

Le calcul direct donne par le n°. 32,

2",611123.8in. (3n"t— 20"t 3¢"'— 2¢"— ") ;
la différence est dans les limites de celle que 'on peut supposer,
d’apres le rapport de 4n”~—an” an”, qui est a-peu-prés celui de
1 4. '

41. 11 résulte encore du r° 71 du second livre » quc si
i.(n'—n)+2n est trés-petit par rapport a »'; I'inégalité de m en
latitude, dépendante de (i~1).(n't—ntte'—¢) 40t 44, est a
Yinégalité de m’, en latitude, dépendante de (i—1).(n't—nt+¢'—)
+nt+e, dans le rapportde m'. /@’ a4 — m.y/a.

En supposant i == §, ona, par le n°. 28, dans le mouvement de
Vénus en latitude,, Pinégalité
— 0",964615.5in. (5"t = 4n't 4 §¢'— 4'— 0.
m' Va

hi ] 14 P 1 . —_—— e
En multipliant son coéfficient par — Ty ona dans le mou-

vement de la terrc en latitude , 'inégalité
0",705835.8In. (4 n't — 3n't 44 e"~— 35'=10'),
Le calcul direct donne par le n° 29, inégalité
o"y723012.5in (& n't—3n't+ 4" — 34'—0');
ce qui difféere peu de la précédente.

3n"—n" est peu considérable par rapport & »"'; en faisant douc
i=3,0n adans 45" une inégalité dépendante de 3n"t—un"t + 3¢"—2¢,
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ct dans &s™, une inégalité dépendante de 23776 — n't+ 24— <" La
premiére de ces inégalités est., par le n°. 36,
2046267 .sin. (3A"8— 2t + 3" — 267 — rl")
" étant la longitude du noead ascendant de Porbite d’Uranus sur
celle de Saturne. En multipliant le coéfficient de cctie inégalité
m'.Va’
par — o=
— 8"3773.5in. (an"t—n't4 3" — " =—1");

, on a dans &s" I'inégalité

ct par le n®. 38, cette inégalité est
— 9015592.81n. (27"t —n"t4 2 ¢"—"—1I1") ;
ce qui différe peu de la précédente.

49. Il suit du n° 69 du second livre, que i'n'—in étant sup-
posé treés-petit relativement &4 n et a »n’, si 'on représente par
Am'.P.s'm. (int—int4i'e' —ic) +m'. P .cos.(in't—int+i¢— i)
Ta partie du développement de R qui dépend de Vangle i'z't—int

+i'¢'—1i¢; il en vésulte dans &v I'inégalité

(———) cos. (i'n t——int+i’e’—-—ie—-nt—-—e+@-)z

nm .an

 i—in ( (—~—> sin, (Lnt--mt+ze——u-—nt-—e+rw)s

;

et dans &', Vinégalité
dpP
( ).cos (in't—int4-i'e —ie —n't —« +fn)l

am.a'n’ de’
) [dr :
St (de)sm (tnt-—-lnt{r-ze—u-—-nt—e +rw)s

11 suit encore du n°. 71 du second livré, que les mémes termes
de R donnent dans Js 'inégalité :

dP e
el B R — — L m— — 11
m'.an (dv) cos. (in't —iptdi's' —is —nt—¢411)

e i dP .
rp—n -—(—d—;>.sm.(i'n't-—int+i'e'——ie-—nt—-:—i-rl)

3 étant la tangente de Pinclinaison respective des orbites de m et
de m’, et I étant la longitude du neeud ascendant de l'orbite de m’

sur celle de m.
' Si
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Si Pon augmente Pargument de I'inégalité de #v, de nét+e—a,
et que Pon multiplie son coéfficient par e ; si ’an augmente Pargu-
ment de 'inégalité de v/, de n's++'— ', et que I'on multiplie son

o . m.Va , (B D) ’ 1N
coéfficient par ——>=.¢'; enfin si ’on augmente 'argument de P'iné-

galité de &s, de nt+e¢—TI, et si I'on multiplie son coéfficient par
— 2%; la somme de ces trois inégalités sera

dP , (dP dp v oty e v .
nm'.an {e.(z— +e.<E>+y.(-£»)}.005.(lnt-znt-{-lt—le) )
in—in') (4P, , (3P dP'} RN

_te.<dq>+e.(d—e,~>+y. 7 sin(i'n't-int 4+ i'v'-ie)

or P ¢t P’ sont des fonctions homogénes en e, ¢ et 3, de la dimen-
sion i — i, ¢ étant supposé plus grand que i; la fonction précédente
est ainsi égale a

__am’.an.(i'—i) { P.cos.(i'n't — int+i'c'—ie)}

T in'—in | —P'.sin(i'n't —int+i'd—ie))’
Maintenant , on a par le n°, 69 du second livre, dans &y, Pinégalité
3m'.an*.i { P.cos. (i'n’t—int+i'e’—-i¢)}

(in—in)* |—P .sin.(i'n't —int+i'v—is))’
Dol il suit que si ’on représente par

K.sin. (in't—int4id—ie—nt—e¢+0);

Pinégalité de #v, dépendante de Vangle i'n't—int+ Ue' —ie—nt—s;
si ’on représente par

K'.sin. (i'n't — int4i'd—ie —nt — ¢4 0O’)
Pinégalité de &v', dépendante de I'angle i'n't—int+i'¢'—is—n't—i';
enfin, si ’'on représente par

K".sin. (i'n't — int+i'd—is —nt— ¢+ O")

Pinégalité de &s, dépendante de Vangle i'n't—int+i's'—it—nt—s ;
ona

eK.sin, (in't —int+i'd—ie—a40).
+ 'K’ .sin., ({'n't —int+i'd—ie—a'4+0O')
— 29 .K".sin. (i'n't —int+i'd—ie—1140")

2.(V~1i (i'nf —i . ot . v .
—_ (;i 28 H. m).sm. (int—int+i'd—is+Q);
MicaN. cén. Tome 111, V.

=
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H.sin.(i'n't — int+i'¢ — i+ Q) étant P'inégalité de Sy dépendante
de Pangle i'n't— int+i'd'—is.
suw'—a2n étant fort petit par rapport 4, ona par le n°. 27, dans
dv, I'inégalité :
5',217417.sin, (§n't==3nt4 5¢'— 3¢ 4 48°1210).
L’inégalité de d's dépendante de §n't—3nt+ §¢'— 3¢, est insensible.
On a ensuite par le n°. 28, dans &v’, Vinégalité
—1"029617 .sin. (4n't —2nt+4¢'— 2¢ — 43°8980).
Enfin, on aparlen’. 27, dans &v, l'inégalité
26”,184460.sin. (§n't — 2nt+ §¢'—2¢ — 33%5872).
Icii’= 7§, ct i=2; on a donc par ce qui précéde, I'équation de
condition,
5',217417 . e.8in, (§n't — ant4 §¢'— 2¢ — w+48%1210)
—1"029617.¢". %V—;-.Sin. (sn't — 2nt+ g’ — 20—a'—43°,8980)

(sn'—2n)

= — 26",184460. .sin. (§n't—2nt+ §¢'—26—33°5852).

Le premier membre de cette équation donne
1,1103 5 .8in. (§n't — 2nt+4 §¢'— 2¢ — 31°6212).
Le second membre donne
17,1135 sin, (§r't— antt5¢— 20 — 33°5852);
la différence est insensible.
On pourroit vérifier par les.théorémes précédens, plusieurs des
indégalités respectives de Jupiter et de Saturne ; mais comme toutes
les inégalités de ces deux planétes ont été vérifiées plusieurs fois et

avec beaucoup de soin, par divers calculateurs, cette derniére véri-
fication devient inutile.

43. L’inégalité de m , produite par Paction de 7" et dépendauite
de Pargument n'¢+ ', est par les n°. 50 et 5 du second livre,
égale a '

~4&n*

Ty (O1)- € sin. (ki ),
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L'inégalité de m’, produite par Vaction de m, et dépendantc de
Pargument nt+¢ — =, est

. 4n'® .

m.(o,l) «€.81N, (nt+¢ -—'B).

Les coéfficiens de ces deux inégalités sont donc dans le rapport de
— (0,1).n*a (1,0).n"% or on a par le n°. 55 du second livre,

m.Va
(|:°)=(071)'ml‘ a’;

en nommant donc Q, le coéflicient de la premitre inégalité, le
coéfficient de la seconde sera
m.a® e
—wa e @
Les inégalités de ce genre ont été vérifiées, soit au moyen de cette
équation de condition, soit au moyen de ’expression précédente
de Q. Ainsi Paction de Jupiter produit par le n°. ag dans la terre,
Pinégalité sensible
— 7",839149.sin, ("t 4 ¢"——a').
Cette inégalité, par ce qui précede, est
— 4"
Oronapar le n®. 24, (2,4) = 21",44401¢; en substituant dans cetle
formule celte valeur, et celles de n’ n*, et e, données dans le
n°. 22, et multipliant le résultat, par I’arc égal au rayon, on trouve

—— 7/’,8397 . sin. (nwt_l_ ‘I.V__ a'"v )-
L’action d’Uranus sur Saturne produit par le n°. 3§, dans le mou-
vement de Saturne, I'inégalité

.(2,4). e .sin. ("t 4 67— 3™ ).

— 3”122367.sin. (n"t4-"—a™),

mY. a"‘r" ev

En multipliant son coéfficient, par — rSyona dans Uranus,

Pinégalité

mvt. qvd

0”,663124.sin. (n"t+¢"—a") ;
-t le calcul direct a donné dans le n°. 35,
0”,663139.8in. (n"t 4 "= a"),
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CHAPITRE X VIL
Sur les masses des Planctes et de la Lune.

44. Us des objets les plus importans de la théorie des planetes,
est la détermination de leurs masses. On a vu dans le n° 21, l'in-
certitude qui subsiste encore a cet égard. Le moyen le plus exact
de lever cette incertitude, sera le développement de leurs inégalités
séeulaires ; mais en attendant que la suite des siécles ait fait con-
noltre avec précision ces inégalités, on peut faire usage des inéga~
lités périodiques déterminées par un grand nombre d’observations.
Delambre adiscuté sous ce point de vue, les nombreuses observa-
tions du soleil de Bradley et de Maskeline : il a déterminé par cc
woyen, le maximum des inégalités prodaites par les actions de
Vénus, de Mars et de la Lunc. L’ensemble des observations de
Bradley ct de Maskeline, lui a donné le maximum de Taclion de
Vénus, plas grand que celui qui correspond a la masse quc nous
avons supposée précédemment & cette plancte, dans le rapport de

C e . X
1,0743 & unité; ce qui donne la masse de Vénus 2556 de celle da
: 50032

Soleil. Les observations de Bradley et de Maskeline, considérées
séparément , donnent & trés-peu-prés le méme résultat qui par con-
séquent n’est pas susceptible d’une erreur égale au quinziéme de sa
valeur. ,

De-la il suit incontestablement que la diminution séculaire de
Pobliquité de Pécliptique est fort approchante de 154" Pour Pabais-
ser, comme lont fait quclques Astronomes, a 105", il faudroit
diminuer de moilié la masse de Vénus, et cela est évidemment
incompatible avec les observations des inégalités périodiques que
cette planéte produit dans le mouvement de la terre. Les bonnes
obscervations modernes de 'obliquité de P’écliptique sont trop rap-
procliées, pour déterminer cet élément avec exactitude. Les obscr-
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valions des Arabes paroissent avoir é1é faites avec beaucoup de
soin : ces observateurs qui n’ont rien changé au systéme de Ptol¢-
mée, se sont attachés spécialement a perfectionner leurs instru-
mens, et leurs cbservations qui donnent une diminution séculaire
de Pobliquité de écliptique tres-peu différente de 154”. Cetle dimi-
nution résulte encore des observations de Cochcouking faites a la
Chine, au moyen d’un grand gnomon, et qui par leur précision me
paroissent mériter beaucoup de confiance.

Delambre a encore déterminé par un grand nombre d’observa-
tions, le maximum de l'action de Mars sur le mouvement de la
Terre. Il a trouvé que cette action est plus petite que celle qui cor-
respond & la masse que j’ai supposée & cette planéte, dans le rapport

- de celle
2546320

du Soleil. Cette valeur est un peu moins précise que celle de la
masse de Vénus, parce que son effct est moindre 5 mais les données
d’aprés lesquelles nous avons déterminé la masse de Mars ¢lant
fort hypothétiques, il importoit de connoitre Verreur qui peul en
résulter dans la théoric du soleil ; et comme les observations de
Bradley et de Maskeline, priscs, soit ensemble , soit séparément,
concourent a indiquer une diminution dans la masse de Mars, il
faut diminuer les inégalités précédentes qu’elle produit dans le
mouvement de la terre, dans le rapport de 0,725 a 'unité.

Ces changemens dans les masses de Vénus et de Mars , en produi-
sent de sensibles dans les variations sécalaires des élémens de P'orhe
terrestre ; on trouve alors la longitude du périgée égale a

@’ +1.36",443578 4 t*.0",0002520005 ;

le coéfficient de I'équation du centre de I'orbe terrestre devient

de 0,725 a 'unité; ce qui donne la masse de Mars

2FE —t.0"530224 — #*.0",0000210474.
Enfin les valeurs dc p" et de ¢” données dans le n°. 30 deviennent
t.0",248589+ ¢*. 0",0000713376;
— ¢t.1",608463 +t*.0",0000219740 ;

d’ou il suit par le ménie n° que la diminution séculaire de ’obli-
quité de Pécliptique est dans ce si¢cle, égale & 160”,85. En partint
de ces nouvelles donnécs, on trouve par les formules du n°. 31,
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+ == 2.155",5927 +3°11019+43556%3.sin.(2. 155",5927 +95°,0733)
— 73530",8.c08. (t.99"1227) — 17572",4.sin. (¢.43",0446) ;

V= 26°%0776—3676",6 — 18187",6.cos. (t.155",5927+95%0733)
+ 5082",7.cos. (t.43",0446) — 28463”,6.sin. (£.99",1227) ;

J=t.155",5927+3°11019 — 3°,1101g.c08. (£.99",1237)
— 14282",3.sin. (¢. 43",0446) ;

P = 26°0776 — 3676",6. {1 — cos. (1.43",0446)}
—10330,4.5in. (¢.99",1227).

L’accroissement de I'année tropique, & partir de 1750, est alors
égala

— 0%,000086354. {1~ cos. (t.43"0446)}

— 0/,000442198.sin. (£.g9",1227) ;

d’olt il suit qu'au temps d'Hypparque, Pannée tropique étoit de
12",6769 plus longue qu’en 1750. Lobliquité de Pécliptique étoit
plus grande alors dec 2948",2. Enfin, le grand axe de Porbe solaire
a coincidé avec la ligne des équinoxes, dans année 408q avant
notre ére; il lui a été perpendiculaire en 1248.

Jai déterminé la masse de la lune, par les observations des
marées dans le port dc Brest. Quoique ces observations laissent
beaucoup & desirer encore; cependant elles donnent avec assez de
précision, le rapport de Vaction de la lune a celle du soleil sur les
marées de ce port. Mais j’ai observé dans le n°. 18 dn quatri¢me
livre, que les circonstances locales peuvent influer trés-sensible-
ment sur ce rapport, ct par conséquent sur la valeur qui en résulte
pour la masse de la lune. J'ai indiqué dans le méme livre, divers
moyens pour reconnoitre cette influence; mais ils exigent des
observations trés-précises des marées, et celles qui ont été faites a
Brest, présentent encore assez d'incertitude, pour craindre une
erreur au moins d’un huitiéme, sur la valeur de la masse de la
lune. Les observations des marées équinoxiales et solsticiales, sem-
blent méme indiquer dans l'action de lalune sur ces marées, une
augmentation d’un dixiéme , due aux circonstances locales ; ce qui
diminueroit d’un dixi¢me, la valeur que j’ai assignée a la masse de



SECONDE PARTIE, LIVRE VL 159
la lune. 11 paroit, en effet, par divers phénomeénes astronomiques,
que cette valeur est un peu trop grande.

Le premier de ces phénomeénes , est I’équation lunaire des tables
du soleil. J’ai trouvé dans le n°. 2g du sixiéme livre 37",2524 pour
le coéfficient de cette équation, cn supposant la parallaxe dusolcil,
égale a 27"3. Il seroit 26"4714, si Ja parallaxe du soleil éloit
26",4205 , telle que je I’ai conclue de la théorie de la lune, comme on
le verra dans le livre suivant. Delambre a déterminé ce coéflicient
par la comparaison d’un trés-grand nombre d’observations, ct il
Pa trouvé égal a4 23°,148; ce qui en admettant la seconde de ces
parallaxes du soleil, que plusieurs Astronomes ont concluc du
dernier passage de Vénus sur le Soleil , donne la masse de la lune,
,—1- de celle de la terre.
by,2

Le second phénomeéne astronomique est la nutation dv Paxe
terrestre. J’ai trouvé dans le n° 13 du livre 'V, le coéfficient de
Pinégalité de cette nutation, égal a'31",036, en supposant la masse
de la lune, divisée par le cube de sa moycnne distance a la terre,
triple de la masse du soleil, divisée par le cube de la moyenne

. . . . 1
distance de la terre au soleil ; ce qui suppose la masse de la lune —
58,

de celle de la terre. Maskeline a trouvé par la comparaison de toutcs
lcs observations de Bradley, sur la nutation, le cotificient de cctie
inégalité égal a 29,475 ; ce résultat donne la masse de la lune .
71,0
de celle de la terre.
Enfin, le troisiéme phénoméne astronomique, est la parallaxc
de la lune. On verra dans le livre suivant, que la constante de I’ex-
pression de cette parallaxe, en fonction de la longitude vraie de la
1
lune, est 10580”3 , en supposant la masse de lalune =6 de cellc de
58,
la terre. Burg qui a déterminé cette constante, par un trés-grand
nombre d’observations de la lune, I'a trouvée égale 10§92”,71; et
Yon verra par les formules que nous donnerons dans le livre sui -

1
vant, que ce résultat correspond & une masse de la lune - de
)

celle de la terre. Il paroit donc, par I'ensemble de ces trois phéno-
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meénes, qu’il faut diminuer un peu la masse de la lune, qui résulte
des phénomeénes des marées observées a Brest, et qu’ainsi Paction
de la lune sur les marées de ce port, est sensiblcment augmentée
par les ‘circonstances locales ; car les observations multipliées soit
des hauateurs, soit des intervalles des marées, ne permettent pas de
supposer celte action sensiblement plus petite que le triple de l'ac~
tion du soleil.

La valeur la plus vraisemblable de la masse de la lune, qui me

A ’ . ’ 1\ 1
paroit résulter des divers phénomeéncs est v de celle de la terre.

En employant cclte valeur, on trouve 23",370, pour le coéfficient
de'équation lunaire des tables du soleil, et 10589”,13, pour la cons-
tante de Pexpression de la parallaxe de la lune. On trouve encore
2¢",779-cos. (longitude du neeud de la lune), pour I'inégalité dcla
nutation, et — 55°,648.sin. (tang. du neeud €), pour inégalité de la
précession des équinoxes. Le rapport de 'action de la lune a celle
du soleil sur la mer est alors égal & 2,566 ; ainsi les observations des
- marées dans le port de Brest, ayant donné 3 pour ce rapport, il
paroit qu’il estaugmenté par les circonstances locales, dansla raison
de 3 a 2,566. Des observationg ultérieures et trés-préciscs fixeront
mvariablement ces divers résultats,sur lesquels il ne reste plusque
trés—-peu d’incertitude.

La masse dc Jupiter paroit bien déterminée. Celle de Saturne
présente encore quelque incertitude, et il est bien a desirver qu’on la
fasse disparoitre par I'observation des plus grandes élongations de
ses deux derniers satellites, déterminées dans deux points opposés
des orbites , afin d’avoir égard & Dellipticité de ces orbites. On
pourra encore employer pour cet objet, la grande inégalilé de
Jupiter, lorsque les moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne
seront bien connus; car ils ont une influence trés-sensible, sur le
diviseur (§n2'—a2n")* qui affecte cette inégalité. Il me paroit vraisem-
blable qu’il faut augmenter d’'une ou deux secondes, le moyen
mouvement annuel que j’ai assigné a Jupiter, et diminuer a-peu-
prés de la méme quantité, celui que j’ai assigné a Saturne. Les
inégalités périodiques de Jupiter et d’Uranus produites par action

de
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de Saturne offrent encore un moyen assez exact pour détemmu T
12 masse de cette derniére planete.

La valeur que jai assignée a la masse d’Uranus dépend de la

plus grande ¢longation de ses satellites, observée par Herschel.
Ces élongations doivent étre vérifiées avec un soin particulier.
' Quant ¥'la masse de Mercure ; les inégalités qu'elle produit dans
le mouvement de Vénus ; peavent servir a la vérifier. Heurcuse-
ment, son influence sur le systéme planétairc étant trés-petite,
Perreur qui peut exister encore sur la valeur de cette masse, st
presque inscnsible.

MECAN, ckr, Tome 111, X
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CHAPITRE XVIL

Sur la farmatwn des tables astronemiques, et sur le plan
uwamable du systéme planétaire. . ’

'

45. Nous allons présentement indiquer Ja méthode dont on doit
faire usage dans la formation des tables astronomiques. Quoique
nous ayons donné les inégalités tant en longitude qu’en latitude,
qui nc sont que d’un quart de seconde ; cependant les observations
les plus parfailes ne comportant point ce degré de précision, on
peut simplifier les calculs, en négligeant les inégalités au-dessous
’unc scconde. On formera,au moyen d’un grand nombre d'obser-
vations choisies et disposées d’une maniére avantageuse, le méme
nombre d’équations de eondition entre les corrections des élémens
clliptiques de chaque planete. Ces élémens étant déja connus a trées-
peu-pres, leurs corrections sont assez petites pour que I'on puisse
cn négliger les carrés et les puissances supéricures, ce qui rend les
¢quations de condition , linéaires. On ajoutera ensemble toutes les
¢quations dans lesquelles le coéfficient de la méme inconnue, est
considérable; de maniére que leurs sommes donnent autant d’équa-
tions que d’inconnues : en éliminant ensuite, on détermincra
chaque inconnae. On pourra méme déterminer par ce moyen, les
corrections dont les masses supposées aux planétes sont suscepli-
bles. Si les valeurs numériques des inégalités planétaires sont exac-
tement calculées, co dont on s’assurera en vérifiant avec soin les
résultats précédens ; alors on pourra, a chaque observation nou-
velle, former une nouvelle équation de condition ; en éliminant
ensuite, tous les dix ans , les corrections fournies par ces équations
et par toutes les précédentes, on corrigera sans cesse les élémens
des tables, et on parviendra ainsi a des tables de plus en plus
exactes, pourvu, toutefois, que les cométes ne viennent point alt¢-
rer ces élémens ; mais il y a toutlieu de croire que leur action sur le
systéme planétaire est insensible.
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46. Nous avons délerminé dans le n°. 62 du second livre, lo
plan invariable a I’égard duquel la somme des produits de la masse
de chaque planéte, par I'aire que son fayon vecteur projeté sur ce
plan décrit autour du soléil, est un maximum. Sil’on nomme % 'in-
clinaison de ce plan, a Pécliptique fixe de 1750; et IT la longitude
de son nceud ascendant sur ce plan; on a par le n°. cité,

£.m.Va 21—e)sm¢sma

T.m. \/a (n—e’) cos¢

tang. y.sin. IT =

E.m.‘/a. 1—e*).sin.P.cos.f
tang.y.cos. Il = ( ).sin- ¢

z.m.Va.(1—e*).cos @
le signe intégral = aux différences finies, embrassant tous les termes
semblables relatifs a chaque planéte. Si 'on fait usage des valeurs
dem,a,e, o, et § données pour chacune'd’elles , dans le n°. g2,
on trouve par ces formules,

¥ = 1%7689;
n = 114%3979.
En substituant ensuite pour e ¢ et 0, leurs valeurs relatives
Pépoque de 1950; 0n a 4
¥y = 1%7689;
I = 114°3934;
ce qui différe trés-peu des valeurs précédentes, et ce qui fournit
une confirmation des variations trouvées précédemment pour les
inclinaisons et les nocuds des orbes planétaires.
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CHAPITRE XVIIL

De Paction des étoiles sur le systéme planétaire.

47 Pour compléter, la-théorie des perturbations du systéme
planétaire, il nous reste a consxdcrer celles que ce systéme éprouve
de la part des comites ¢t desétoiles. Mais vu Pignorance o1 nous
sommes des élémens des orbites de la plupart des cométes, et
méme de Pexistence de celles qui ayant une grande distance péri-
hélie, se dérobent a.nos regards, et cependant peuvent agir sux les
planétes ¢loignées j il W’est pas possible de déterminer leur action.
Heureuscment, il y a-plusicyrs raisons de croire que les masses des
comcles sont trés-petites, et qu’ainsi leur action est insensible;
nous nous bornerons donc ici & considérer action des étoiles.

Reprenons pour cet objet, les formules (X), (X)), et (£) du
n° 46 du sccond livre,

a.cos.v./ndt.r.sin.v. {2 JAdR+r. (dR>}

—a.sin. v./ndt.r.cos. v.{ JAdR4r. (d;:)}

&r = . :
‘ wVie 3 (X)
d.dr+ dr. d
ar.d vt dr.dv 38 e d R+ 22 fnm.r.(—'i)
a®.ndt ® »® dr
Iy = . (Y’)
V:-—-e‘ ’
dR

a.cos.v. ndt.r.sin.v. (—)—a.sm.v S ndt.r.cos.v dz)

ds = Ve 3(2)

Désignons par m’ la masse d’une étoile; par &', ¥’ 2', ses trois coor-
données rectangles, rapportées au centre de gravité du soleil ; et
par 7', sa distance a ce centre; x , y , z étant les trois coordonnées
de la planéte m, et r étant sa distance au soleil. On aura par
le n° 46 du second livre,

R—= m’ (xx-{—yy—{—zz) m’ ..
v V (@—a)+(y—y)+ (=2
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En développant le second membre de cette équation , suivant les
puissances descendantes de 7, on aura

m' . s o (22 4 yy' 422 =~
—_—-m .

ar?3 2 r's

R=— ; + + &ec.
Prenons pour plan fixe, celui de Porbite primitive de la planéte;
nous aurons , en négligeant le carré de z,

Xx=r.cos.y ; y=r.siny ; z=rs
Nommons ensuite Z]a latitude de I’étoile m’, et U sa longitude; nous
aurons

x'=1r".cos.2.cos. U; y' =71 .cos.l.sin.U; z' =r.sin¢;
d’ou 'on tire, en négligeant les puissances descendantes de r, au-
dessus de 7,

Re— m om.r {2—3 .c0s.*.l—3.c0s.*.J.cos,(2v—2U))

T ¥ T 4rdy " —6s.sin. 2Z.cos, (v—U) i
Maintenant, r, Z, et U, variant d’une maniére presque insensible,
si I'on désigne par R,,la partic de R, divisée par »°; on a en négli-
geant le carré de 'excentricité dec orbite de m, et le terme dépen-
dant de s, ct qui est de Pordre des forces perturbatrices que m
éprouve par Vaction des planétes,

’

SR = R,—-r—n[;-'r%.(a—-g.cos.‘l);
dR
r. 71;‘) == ZRI.

La formule ( X) deviendra ainsi, en supposant x=1, ce qui
revient a trés-peu-prés a prendre pour unité la masse du soleil,
dr=+4a.cos.v./ndt.rR, .sin.y — 4a.sin.v./ndt.rR,.cos.v.

Substituons pour r sa valeur a. {1+e.cos.(v—=)}, et pour ndt,
sa valeur dy. {1 —2e.cos.(v — =) }; et négligeons sous le signe /,
les termes périodiques affectés de angle v ; nous aurons,

m'.a3.dy

413

ndt.r.R,.cos.v—_-.'—T—;}—a;—ﬂ.
ce qui donne, en regardant @, 7, 7, et U, comme constans a trés-
peu-pres,

ndt.r.R sin.y= {(1-3.cos.*l).esinw 4 1.cos.L.esin.(a-aU)});

{(1-%.c0s.”l).e.cos.a~3.cos.*Le.cos.(a-2U};
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&r m.ad.v . .

— = {(1-1.cos.l).esin.(v-=) - 1.cos. lesin.(v+a-2 Uv)j.
, .

Maintenantona

&
—;r = de.cos.(v—=) + e.dw.sin. (v —=);

en comparant celte équation a la précédente, on aura

_ 3m’.ad.v . .
de = ———.cos. l.e.sin. (2@ —2aU);
.a3.
dw _—_——m/s.e‘i. {1—%.cos.!—2.cos.*l.cos. (2 m—2U)}.

Ainsi Paction de Vétoile m' produit des variations séculaires dans
Pexcentricité et dans la longitude du périhélie de Porbite de la
planéte 72 ; mais ces variations sont incomparablement plus petites
que celles qui sont dues & Paction des autres planétes. En cffet, si
I'on suppose que m soit la terre, r’ ne peut pas, d’apres les observa-
tions, étre supposé plus pelit que 100000.a, ct alors le terme
m'.ad.y
r's

n’excéde pas

m’t.o0”,000000004
¢t exprimant un nombre d’années juliennes; ce qui est incompara-
blement au-dessous de la variation séculaire de 'excentricité de
Porbe terrestre, résultante de I'action des planétes, et qui par le
n’. 25, cst égale a

—1.0",289506% ;

i moins qn’on ne suppose a ' une valeur entiérement invraisem-
blable. De-1a, nous pouvons conclure que Paction des éloiles n’a
‘ancune influence sensible sur les variations séculaires des excen-
tricités et des périhélies des orbes planétaires ; ct il est facile de voir
par le développement de la formule (Z), que leur action n’a pareil-
lement aucune influence sensible sur la position de ces orbes.

Examinons présentement leur influence sur le moyen mouve-
ment des planétes. Pour cela, nous observerons que la formule (¥)
donne dansd.dy, le terme 4 andt. R, et par conséquent, le terme

’
Lﬂ;;ia-.ndt. {2—13.cos.*7}.

Supposons r’ égalar,.(1 —at),etlégalal,.(1—Ct);r et étant
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les valeurs de r’ et de Zen 1750, ou lorsque ¢=0; on aura dans J'y
la variation

ym’.a3 !

a
-{1—%.cos.’l} a.nt*— ———.gin. 2Z,.C.ne"
T‘ ¢
Les observations ne donnent point la valeur de «f; mais elles
-peavent faire connoitre celle de €. En supposaunt pour la terre, ¢=1",
m’ 3

.a
etr’ =100000.a; la quantlté 73 . €.nt*, dev1ent a trés- peu-prés,

m .6 6”,2831 .
101 ’
quantité insensible depuis les observations les plus ancicnnes.
L’expression de dfv, contient encore par ce qui précede, les

termes
-9 m'.a.ndt.fd. {
P

oron a

s.sin. 21 } 6m'.

. COs. (v—U)j —5—.s.sin.2Z. cos(v-U);

dp dg
§= td .sin, ¢ td—c.cos.v,

ce qui donne en négligeant les quantités multipliées par le sinus ct
le cosinus de I'angle v ,

s.sin. 21 sin. nl

-.c08.(v—U) =

d
it 2 sin. U—£.22, cos. U};

dt
cl par consequcnt

s.sin.2! sin.2l (dp dq
d. -.co8. (p=U) = 213'{dt sin. U——-‘E .cos. U},
d’olr résul(e dans ddy, le terme
21 m'.a’ . dp R dg ]
_—— .nt dt.sm.zl.{d—‘.sm. U 7+ cos. UJ 5

et par conséquent dans &y, Vinégalité séculaire,
2t m'.ab

8" 13
Nous avons donné dans le n° 3t, relativement a la terre, lcs

\ dp d
nt*.sin.2/. {Eft’-.sm. U—Eg.cos.U}.

"

dj i . . . .
valeurs de {; et de %’t—. En lcs substituant dans la fonction précé-

dente ; on voit qu’elle est insensible depuis les observations les plus
anciennes. Co

Il est facile de s’assurer que les résullats précédens ont encore
licu relativement aux planétes les plus distanles du soleil ; ainsi
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'action des étoiles sur le systéme planétaire, cst a raison de leur
grande distance, totalement insensible.

Il reste présentement & comparer aux observations, les formnlcs
des perturbations planétaires, exposées dans ce livre, et princi-
palement celles des deux grandes inégalités de Jupiter et de Sa-
turne ; mais cette comparaison exigeroit de trop longs dévelop-
pemens. Il me suffira de remarquer ici, qu’avant la découverte de
ces inégalités, les erreurs des meilleures tables s’élevoient a trente-
cinq ou quarante minules, et qu’elles n’exctdent pas maintenant
une minute. Halley avoit conclu dc la comparaison des observa-
tions modernes, soit entre elles, soit aux observations ancicnnes,
que le mouvement de Saturne se rallentit, ¢t que celui de Jupiter
s’accélere de sicele en siecle. Lamberl avoit reconnu, par les obser-
vations modermnes, que le mouvement de Saturne s’accélére présen-
tement, et que celui de Jupiter se rallentit. Ces deux phénoménes
opposés cn apparence, indiquoient dans les mouvemens de ces
deux planiles, de grandes inégalités & longues périodes, dont il
importoit de connoitre les loix et la cause. En soumetlant a 'ana-
lyse, leurs perturbations réciproques; je parvins aux deax prin-
cipales inégalités exposées dans lcs chapitres XII et XIIT de ce
livre; etje vis que les phénomeénes observés par Halley et Lambert,
en découlent naturellement, et qu’elles représentent avec une
exactitude remarquable, toutes les observations anciennes et mo-.
dernes. Leur grandcur et la longueur de leurs périodes qui embras-
sent plus de neuf cents ans, dépendent, comme on I'a vu, du rapport
presque commensurable qui existe entre les moyens mouvemens
deJupiterct deSaturne :ce rapportdonnenaissanceiplusieursautres
inégalités considérables que j’ai déterminées, et qui ont donné aux
tables, la précision dont'elles jouissent maintenant. La méme ana-
lyse, transportée & toutes les planétes, w’a fait découvrir dans lears
mouvemens,des inégalités trés-sensibles que I'observation a confir-
mées. J'ai lieu de croire que les formules précédentes, calculées
avec un soin particulier, ajouteront une précision nouyelle aux
tables des manvemens du systéme planétaire.

LIVRE
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THEORIE DE LA LUNE,:

L4 théorie de 1a lune a des difficultés qui lui sont propres, et qui
résultent de la grandeur de ses nombreuses inégalités, et du peu de
convergence des séries qui les donunent. Si cct astre ¢toit plus pres
de la terre; les inégalités de son mouvement seroient moindres, et
leurs approximations plus convergentes. Mais & la distance ou il se
trouve, ces approximations dépendent d’'unc analyse trés-compli-
quée, ct ce n’est qu’avec une attention particuliére, et au moyen de
considérations délicates , que on peut déterminer P'influence des
intégrations successives, sur les différens termes de Pexpression de
la force perturbatrice. Le choix des coordonnées n’est point indif-
férent au succes des approximations : la force perturbatrice du
solcil dépend des sinus et cosinus des ¢longations de la lune au
soleil, et de ses multiples : leur réduction en sinus et cosinus
d’angles dépendans des moyens mouvemens du soleil et de la lune,
est pénible et peu convergente, a raison des grandes inégalités de
lalune; il y a donc de Pavantage a éviter cette réduclion, eta déter-
miner la longitude moyenne de la lune, en fonction de sa longitude
vraie, ce qui peut étre utile dans plusieurs circonstances. On pourra
ensuite, si on le juge convenable, déterminer avec précision, par
le retour des séries, la longitude vraie, en fonction de la longitude
moyenne. C’est sous ce point de vue, queje vais envisager la théorie
de la lune.

Pour ordonner les approximations;je distingue en divers ordres,
les inégalités ct les termes qui les composent. Je considére comme
quantités du premicr ordre, le rapport du moycn mouvement du
soleil a celui de lalune, les excentricités des orbes de lalunc ct de la
terre , et P’inclinaison de Porbe lunaire a ’écliptique. Ainsi, dans
I'expression de la longitude moyenne en fonction de la Jongitude
vraie, le principal terme de I’équation du centre dela lune, est du

Micoan. ckr. Tome IL1 Y
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premier ordre : le second ordre comprend le sccond terme de cette
équation , la réduction al’écliptique, et les trois grandes inégalités
connuecs sousles noms devariation,d’évection etd’équationannuelle.
Les inégalités du troisicme ordre sont au nombre de quinze : les
tablesactuelles lesrenferment toules , ainsique les inégalités les plus
considérables da qualrieme ordre ; et ¢’'est par-la qu’elles représen-
tent les observations, avec une précision qu’il sera difficile de sur-
passer, ct a laquelle la géographie ct Pastronomie naulique sont
principalement redevables de leurs progres.

Mon objet, dans ce livre, est de montrer dans la seule loi de la
pesanteur universelle, la source de toutes les inégalités du mouve-
ment lunaire, et de me servir ensuite de cette loi, comme moyen
de découvertes, pour perfectionner la théorie de ce mouvement,
et pour en conclure plusicurs élémens importans du systéme du
monde, lels que les équations séculaires de la lune, sa parallaxe,
cclle dusoleil , et applatissement de la terre. Un choix avantageux
de coordonnées , des approximations bien conduites, et des calculs
faits avec soin, et vérifiés plusieurs fois, doivent donner les mémes
résultats que Pobservation; si la loi de la pesantcur en raison
mverse du carré des distances est cclle de la nature. Je me suis
donc attaché a remplir ces conditions qui exigent des considéra~
tions trés-délicates, dont Pomission est la cause des discordances
que présentent les théories connues de la lune. Cest dans ces
diverses considérations que consiste la vraie difliculté du probléme.
On pent aisément imaginer un grand nombre de moyens différens
et nouveaux, de le mettre en équation ; mais la discussion de tous
les termes qni, trés-petits en eux-mémes, acquiérent une valeur
sensible par les intégrations successives, est ce qu’il offre de plus
diflicile et de plus important, lorsque 'on se propose de rapprocher
la théorie de Pobscrvation ; ce qui doit étre le but principal de
Panalyse. Jai déterminé toutes les inégalités du premier, du sccond
et du troisieme ordre, et les incégalités les plus considérables du
qualtri¢me,en portant la précision jusqu’aux quantités du qualri¢me
ordre inclusivement, et en conservant celles du cinquitme ordre,
qui se sont présentées d’elles-mémes. Pour comparer ensuile mon
analyse aux observations ; jai considéré que les coéfliciens des
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tables lunaires de Mason, sont le résultat de la comparaison de la
théorie de la pesanteur, avec onze cent trente- sept observations de
Bradley , faites dans l'intervalle de1750 a 1760. Burg, astronome
distingué, vient de les rectifier au moyen de plus de trois mille
observations de Maskeline , depuis 1765 jusqu’en 1793 ; les corrcc-
tions qu’il y a faites sont peu considérables : il y a ajouté neuf
équations indiquées par la théorie. Les tables de ces deux astro-
nomes sont disposées dans la méme forme que celles de Mayer,
dont elles sont des perfectionnemens successifs ; car on doit & cet
astronome célébre, la justice d’obscrver non-seulement qu'il a
formé le premier, des tables lunaires assez précises pour servir a la
solution du probléme des longitudes, mais encore que Mason ct
Burg ont puisé dans sa théorie, les moyens de perfectionner leurs
tables. On y fait dépendre les argumens les uns des antres pour
en diminuer le nombre :je les ai réduites avec un soin particulier,
a la forme que j’ai adoptéc dans ma théorie, c’est-a—dire en sinus
et cosinus d’angles croissans proportionnellement a la longitude
vraie de la lune. En y comparant les coéfliciens de mes formules ;
j’ai eu la satisfaction de voir que la plas grande différence qui dans
la théorie de Mayer, I'une des plus exactles qui aient paru jusqu’a
ce jour , s’éléve a prés de cent secondes , est ici réduite a trente
relativement aux tables de Mason, et au-dessous de vingl-six
sccondes, relalivement aux tables de Burg, qui sont encore plus
précises. On diminueroit cette différence, en ayant égard aux
quantités du cinquieme ordre, qui ont de influence, et que I'ins-
pection des termes déja calculés peut faire connofitre : c’est ce que
prouve le calcul de deux inégalités dans lesquelles j’ai porté 'ap-
proximation jusqu'aux quantités de cet ordre. Ma théorie se rap-
proche encore plus des tables a ’égard du mouvement en latitude :
les approximations de ce mouvement sont plus simples et plus
convergentes, que celles du mouvement en longitude ; ct la plus
grande différence entre les coéfficicns de mon analyse et ceux dcs
tables, n’est que de six sccondes, en sorte que Pon peut regarder
cette partie des tables, comme étant donnée par la théorie elle-
méme. Quant i la troisiéme coordonnée de la lune, ou a sa paral-

laxe; on a préféré avec raison, d’en former les tables, unique-
Y 2
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ment par la théorie qui, vu la petitesse des inégalités de la paral-
laxe lunaire, doit les donner plus exactement que les observations.
Les différences entre mes résultats sur cet objct, et ceux des
tables, sont donc cclles qui existent entre ma théorie et celle de
Mayer, suivie dans ce point par Mason et Burg : elles sont si
petites, qu’clles méritent peu d’attention ; mais comme ma théorie
se rapproche plus de Pobservation, que celle de Mayer, a Pégard
du mouvement en longitude; j’ai licu de penser qu’elle jouit du
méme avantage a égard des inégalités de la parallaxe.

Les mouvemens du périgée ct des nocuds de I'orbe lunaire,
offrent encore un moyen de vérifier la loi de la pesanteur. Leur
premiére approximation n’avoit donné d’abord aux Géométres,
¢ue la moilié du premier de ces mouvemens, et Clairaut en avoit
concla qu’il falloit modilier cette loi, en lui ajoutant un second
tcrme. Mais il fit ensuite 'importante remarque, qu’une approxi-
mation ultérieure rapprochoit la théorie de Pobservation. Le mou-
vement conclu de mon analyse ne diftére pas du véritable, de sa
quatre cent quaranti¢me partie : la différence n’est pas d’un trois
cent cinquantieme, a I'égard du mouvement des neeuds.

De-la il sunit inconlestablement que la loi de la gravitation uni-
versclle est 'unique cause des inégalités de la lune ; et si 'on con-
sidérc le grand nombre et ’étendue de ces inégalités, ct la proxi-
mité de ce satellite a la terre; on jugera qu’il est de tous les corps
célestes, le plus propre a ¢tablir cette grande loi de la nature, et
la puissance de Panalyse, de ce merveilleux instrument sans lequel
il etit é1é impossible a Pesprit humain de pénétrer dans une théorie
aussi compliquée, et qui peut étre employ¢ comme un moyen de
découvertes , aussi certain que observation clle-méme.

Parmi les inégalités périodiques du mouvement junaire en lon=
gitude , celle qui dépend de la simple distance angulaire de la lune
au soleil , est importante , en ce qu’elle répand un grand jour sur
Ja parallaxe solaire. Je Yai délerminde cn ayant égard aux quanti-
tés du cinqui¢me ordre, ct méme aux perturbations de la terre
par la lune, ce qui est indispensable dans cette recherche épineuse.
Burg l’a trouvée de 377"71 par la comparaison d’un trés-grand
nombre d’observations. Lin égalant ce résultat a celui de mon
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analyse ; on a 26",4205 pour la parallaxe moyenne du soleil , la
méme que plusieurs Astronomes ont conclue du dernier passage de
Vénus sur cet astre.

- Unec inégalité non moins importante, est celle qui dépend de la
longitude du neeud de la lune. L'observation l'avoit indiquée a
Mayer, et Mason l'avoit fixée a 23",765; mais comme elle ne
paroissoit pas résulter de la théorie de la pesanteur, la plupart des
Astronomes la négligeoient. Cetlc théoric approfondic m’a fait voir
qu’elle a pour cause, 'applatissement de la terre. Burg I’a trouvée
par un grand nombre d’observations de Maskeline, égale a 20”,987;

. ’ ) . 1
ce qui répond a Papplatissement 5
) 305,05

On peut encore déterminer cet applatissement , au moyen d’une
inégalité du mouvement lunaire en latitude, quc la théorie m’a
fait connoitre, et qui dépend du sinus de la longitude vraic de la
June : elle est le résultat d’une nutation dans Porbe lunaire, pro-
duite par 'action du sphéroide terrestre , et correspondante & celle
que la lune produit dans notre équateur, de maniére que lune de
ces nutations est la réaction de I’autre; et si toutes les molécules
de la terre et de la lune étoient fixement liées entre clles, par des
droites inflexibles et sans masse; le systéme entier scroit cn ¢qui-
libre autour du centre de gravité de la terre, en vertu des forces
qui produisent ces deux naltalions; la force qui anime la lune,
compensant sa petitesse, par la longuenr du levier anquel elle sercit
attachée. On peut représcuter celte inégalilé en latitude , en con-
cevant gue lorbe lunaire, au lieu de se mouvoir uniformément
sur écliplique, avec une inclinaison conslaute, se meut avec les
mémes conditions , sur un plan lrés-pcu incliné a Yécliptique,
et passant conslammment par les équinoxes, entre Pécliptique et
Péquatenr; phénoméne que nous retrouverons d’une maniere en-
core plus sensible, dans la theorie des satellites de Jupiter. Ainsi,
cette inégalité diminue Pinclinaison de Yorbite lunaire & Péclip-
tique , lorsque le necud ascendant de cetle orbite coincide avee
Péquinoxe du printemps : elle augmente , lorsque ce neeud coin-
cide avee Péquinoxe dautomne; ce qui ayant cu licu en 1755, a
rendu trop grande, Pinclinaison que Mason a déterminée par les
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observations de Bradley de 1750 a 1760. En effet, Burg qui I'a
déterminde par des observations faites dans un plus long inter—
valle, et en ayant égard & Pinégalité précédente, a trouvé une
inclinaison plus petite de 117,43, Cet Astronome a bien voulu, a
ma prié¢re, délerminer le coéflicient de cette inégalité, par un treés-
grand nombre d’observations, ctil I'a trouvé ¢égal a — 24",6914;
ey pour Papplatissement de la terre, le méme a
trés-peu preés que donne P'inégalité précédente du mouvement en
longitude. Ainsi la lune , par Tobservalion de ses mouvemens,
rend sensible & Pastronomie perfectionnée, Tellipticité de la terre
dont elle {it connoitre la rondeur aux premiers Aslronomes, par
ses éclipses. Les expériences du pendule semblent indiquer un
applatissement un peu moindre , comme on I'a vu dansletroisiéme
livre : cette différence peut dépendre des termes par lesquels la
terre s'¢earte de la figure elliptique, et qui peun sensibles dans ’ex-
pression de la longueur du pendule, deviennent insensibles a la
distance de la lune.

Les deux inégalités précédentes méritent toute lattention des
observateurs; car elles ont sur les mesures géodésiques, 'avantage
de donner 'applatissement de la terre, d’'une manicre moins dépen-
dante des irrégularités de sa figure. Sila terre étoit homogeéne, elles
seroient beaucoup plus grandes que suivant les observations qui
concourent ainsi avec les phénoménes de la précession des équi-
noxes, et de la variation de la pesanteur, & exclure 'homogéncité
de la terre. Il en résulte encore que la pesanteur de la lune vers la
terrc, se compose des altractions de toutes les molécules de cette
planéte ; ce qui fournit une nouvelle preuve de lattraction de
toutes les parties de la matiére,

La théoric combinée avec les expériences du pendule , les me-
sures géodésiques, et les phénoménes des marées , donne la cons~
tante de expression de la parallaxe lunaire , plus petite que sui-~
vant les tables de Mason. Elle est trés-peu différente de celle que
Burg a déterminée par un grand nombre d’observations de la lune,
déclipses de soleil, et d’occultations d’étoiles par la lune : il suflit
de diminuer un peu la masse de ce salellite, déterminée par les

il en résulte
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phénomeénes des marées, pour faire coincider cette constante avec
le résultat dec cet habile Astronome; et cette diminution est indi-
quée par les observations de ’équation lunaire des tables du soleil,
et de la nutation de I’'axe terrestre ; ce qui semble prouver que dans
le port de Brest, le rapport dc I'action de la lune a celle du soleil
sur la mer, est sensiblcment augmenté par les circonstances
locales. Des observations ultéricures de tous ces phénomeénes
léveront cette légére incertitude.

L’un des plus intéressans résultats de la théorie de la pesan-
teur , est la connoissance des inégalités séculaires de la lune. Les
anciennes éclipses indiquoient dans son mouvement moyen , une
accélération dont on a cherché long-temps et inutilement la cause.
Enfin la théorie m’a fait connoitre qu’elle dépend des variations
séculaires de ’excentricité de P’orbe terrestre; que la méme cause
rallentit les moyens mouvemens du périgée de la lune et de ses
nocuds , quand celui de la lune s’accélerc; et que les équations
séculaires des moyens mouvemens de la lune, de son périgée et de
ses neeuds, sont constamment dans le rapport des nombres 1, 3 et
0,74. Les sic¢celes a venir développeront ces grandes inégalités qui
sont périodiques comme les variations de 'excentricité de I'orbe
terrestre,dont elles dépendent, et qui produairont,un jour, des varia-
tions au moins égales au quaranti¢me de la circonférence, dans le
mouvement séculaire de la lune, et au douziéme de la circonfe-
rence, dans celui de son périgée. D¢ja les observations les conlir-
ment avec une précision remarquable : leur découverte me fit
juger qu’il falloit diminucr de quinze a seize minutes, le mouve-
ment séeulaire actuel du périgée lunaire, que les Astronomes
avoicnt conclu par la comparaison des observations modernes aux
anciennes : toutes les observations faites depuis un sicele, ont mis
hors de douate, ce résultat de Panalysc. On voit ici un exemple de la
manicre dont les phénomenes , en se développant, nous éclairent
suar lears véritables causes. Lorsque la seule accélération du moyen
mouvement de la lune étoit connue, on pouvoit Pattribuer a la
résistance de Péther, ou a la transmission successive dela gravité ;
mais Panalyse nous montre que ces deux causes ne produisent
aucune altération sensible dang les moyens mouvemens des noeuds
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cl du périgée lunaire; ce qui suffiroit pour les exclure, quand
méme la vraie cause seroit encore ignorée. L’accord de la théoric
avec les observations , nous prouve que si les moyens mouve-
mens de la lune sont altérés par des causes étrangéres a action de
la pesanteur, leur influence est trés-pelite, et jusqu’a présent in-
sensible.

Cet accord établit d’unc manicre certaine, la constance de la
durée du jour, élément essentiel de toutes les théories astronomi-
ques. Si cette durée surpassoitmaintenant d’un centi¢me de seconde,
celle du temps d’IHypparque ; la durée du siécle actuel scroit plus
grande qu’alors, de 365”25 : dans cel intervalle, la lune décrit un
arcde §34",6 ; le moyen mouvement séculaire actuel de lalune en
paroitroit donc angmenté de cette quantité, ce qui ajouteroit 13”5t
i son équation séculaire que je trouve par la théorie, de 3174248
pour le premicr siécle compté de 1750. Celle augmentation est
incompatible avec les observalions qui ne permettent pas de sup-
poser une équation séculaire plus grande de §°, que cclle qui
résulte de mon analyse ; on peat donc aflirmer que la durée du jour
n’a pas vari¢ d’'un centiéme de seconde, depuis IIypparque ; ce qui
confirme ce que j’ai trouvé ¢ priori dans le n°. 12 du cinquiéme
livre, par la discussion de toutes les causes qui peuvent l’altérer.

Pour ne rien ametire de ce qui peut influer sur le mouvement
de la lunc; j’ai considéré Paction directe des planétes sur ce satel-
lite, et y’ai rcconnu qu’elle est trés-peu sensible. Mais le solcil, en
lui transmetlant leur action sur les élémens de Iorbe terrestre,
rend leur influence sur les mouvemens lunaires trés-remarqua-
ble, et beaucoup plus grande que sur ces élémens cux-mémes ; en
sorte que la variation séculaire de V’excentricité de Porbe terrestre
est beaucoup plus sensible dans le mouvementdela lune, que dans
cclui de la terre. Cest ainsi que laction de la lune sur la terre,
d’otr résulte dans le mouvement de cette planéte, Pinégalité connue
sous le nom d’équation lunaire, est, sije puis m’exprimer ainsi,
réfléchie & la lune par le moyen du soleil , mais affoiblie a-peu- pres
dans le rapport de cinq a neuf. Cette considération nouvelle ajoule
a Yaction des planttes sur la lune, des termes plus considérables
que ceux qui dépendent de leur action directe. Je développe les

principales
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principales inégalités lunaires résultantes des actions directes ct
indirectes des planétes sur la lune : vu la prégision a laquelle
on a porté les tables de la lune, il scroit utile &’y introduire ces
inégalités.

‘La parallaxe de la lune, Pexcentricité et Pinclinaison de son
orbite a Pécliptique vraie, et généralement les coéfliciens de toutes
les inégalités lunaires, sont pareillement assujétis a des variations
séculaires ; mais elles sont jusqu’a présent trés-pen sensibles. Cest
la raison par laquelle on retrouve anjourd’hui, la méme inclinai-
son que Ptolémée avoit conclue de ses observations; quoique
Pobliquité de Técliptique a I’équatcur ait diminué sensiblement
depuis cet Astronome; en sorte que la variation séculaire de cette
obliquité n’affecte que les déclinaisons de la lune. Cependant, le
coéflicient de I’équation annuelle, ayant pour facteur 'excentri-
cité de Porbe terrestre ; sa variation est assez grande pour y avoir
égard dans le calcul des anciennes éclipses.

Les nombreuses comparaisons que Burg et Bouvard ont faites
des tables de Mason, avec les observations lunaires de la fin dua
dix-septiéme si¢cle, par la Hire et Flamsteed , du miliea du dix-
huitiéme par Bradley , ct avec la suite non interrompue des obser-
vations de Maskeline, depuis Bradley jusqu’a ce jour, présentent
un résultat auquel on étoit loin de s’attendre. Les observatians de
Ja Hire et de Flamstced , comparées a celles de Bradley, indiquent
un mouvement séculaire plus grand de quinze & vingt secondes,
que celui des tables Junaires insérées dans la troisi¢me édition de
PAstronomie de Lalande, et qui dans Pintervalle de cent années
juliennes,excede un nombre enticr de circonférences, de 342°,09629:
les observations de¢ Bradley comparécs aux derniéres obscrva-
tions de Maskeline, donnent au contraire , un mouvement sécu-
Jaire plus petit de cent cinquante secondes au moins. Enfin les
observations faites depuis quinze a vingt ans, prouvent que
cette diminution du mouvement de la lune est maintenant crois-
sante. De-la résulte la nécessité de retoucher sans' cesse aux
époques des tables, imperfection qu’il importe de faire dispa-
roitre. Elle indique évidemment Pexistence d’une ou de plusieurs
inégalités inconnues & longues périodes, que la théorie seule peut

MtcAN. ckr. Tome LII. Z
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faire connoitre. En Pexaminant avec soin , je n’ai remarqué au-
cune inégalité semblable dépendante de P’action des planétes. S'il en
existoit une dansla rotation de la terre; elle se manifesteroit dans
le moyen mouvement de la lune, et pourroit y produire les ano-
malies observées ; mais Pexamen attentif de toutes les causes qui
peavent altérer la rotation de la terre, m’a convaincu de plus en
plus, que ses varialions sont insensibles. Revenant donc a Pac-
tion du solcil sur la lune, j’ai reconnu que cette action produit une
incégalité dont Pargument est le double de la longitude du nceud de
Yorbite lunaire, plus la longitude de son périgée, moins trois fois
la Jongitude du périgée du soleil. Cette inégalité dont la période
est de 184 ans, dépend du produit de ces quatre quantités, le carré
de T'inclinaison de lorbe lunaire a Pécliplique, Pexcentricité de
cel orbe, le cube de Pexcentricité de orbe solaire, et le rapport
de la parallaxe du soleil a celle de la lune ; elle paroit ainsi devoir
étre insensible ; mais les grands diviseurs qu’clle acquiert par les
mitégrations , peuvent la rendre sensible , sur-tout si les termes
les plus considérables dont elle se compose, sont affectés du méme
signe, Il est tres-difficile d’obtenir son coéfficient par la théorie,
a cause du grand nombre de ses lermes, et de Pextréme difficulté
de les apprécicr , difliculté beaucoup plus grande encore qu’a
Pégard des autves indgalités de la lune; jai donc déterminé ce
codflicient au moyen des observations faites depuis un siécle, ct
jai reconnu qu’il est égal a-peu-prés a 47”51, Son introduclion
dans les tables doit en changer les ¢poques et le moyen mouve-
ment. Jai trouvé ainsi qu’il faut diminuer de 98",654 le moyen
mouvement séculaire des tables de la troisiéme édition de I’Astro-
nomie de Lalande, et j’en ai conclu la formule suivante qui doit
élre appliquée a la longitude moyenne donnée par ces tables dont
I’époque en 1750 est 209°,20820 ;

{—39"44 — g8"654.7 + 47",51.5in. E};

i élant le nombre des siecles écoulés depuis 1750; E étant le
double de lalongitude du neeud de Porbite lunaire, plus la lon-

gitude de son périgée, moins trois fois la longitude du périgée
du solcil. Celte formule représente avec une précision remar-
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quable, les corrections des épotjues de des tables; déterminées par
un trés-grand nombre d’observatiotis,pout les six épuquies de 1691,
1756, 1766, 1779, 1789 et 1801 ; ét comme la théorie examinée avec
1a plus scrupuleuse attention , ne 1tr’a point indiqué d’antres inégali-
tés lunaires 4 longues périodes, il me paroit certair que les artoma-
lies observées dans le moyen mouvement de la lane, dépendent de
Pinégalité précédente ; je ne balance donc point a la proposetr ank
Astroniomes , comme le seul moyen de corriger ces anomalies.

On voit par cet exposé, combicn d’élémens intéressans et déli-
cats Panalyse a su tirer des observations de la lune, et combicn
il importe de multiplier et de perfectionner ces observations qui
par leur grand nombre et leur précision, mettront de plus en
plus en évidence, ces divers résultats de Panalyse.

L’erreur des tables formdées d’apreés la théorie que je présente
dans ce livre , ne s’éléveroit a ceut secondes, que dans des cas
fort rares ; ces tables donneroient donc, avec une exactitude sufli-
sante, la longitude sur la mer. Il est trés-facile de les réduire a la
forme des tables de Mayer ; mais comme dans le probléme des
longitudes, on se propose de trouver le temps qui correspond i
une longitude vraie observée de la lune ; il y a quelqu’avantage @
réduire en tables, 'expression du temps en fonction de cette lon~
gitude. Vu 'extréme complication des approximations successives,
et la précision des observations modernes; la plupart des inéga-
lités lunaires ont été jusqu’ici, mieux délerminées par les observa—
tions que par lanalyse. Ainsi, en empruntant dec la théorie ce
qu’elle donne avec exactitude , et la forme de tous les argumens ;
en rectifiant ensuite par la comparaison d’an trés-grand nombre
d’observations , ce qu’elle donne par des approximations qui lais-
sent quelque incertitude; on doit parvenir a des tables trés-pré-
cises. C’est ]a méthode que Mayer et Mason ont employée avec suc-
ces ; et en dernier lieu, Burgen lasuivant ets’aidant des nouveaux
progres de la théorie lunaire, vient de construire des tables dont les
plus grandes erreurs sont au-dessous de quarante secondes. Cepen-
dant, il seroit utile pour la perfection des théories astronomiques,
que toutes les tables dérivassent du seul principe de la pesanteur
universelle ,en n’empruntant de 'observation, que les données in-

Z 2
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dispensables. J'ose croire que Panalysesuivante laisse peu de choses
a faire pour procurer cet avantage aux tables de la lune , et qu’en
portant plus loin encore les approximations, on 'y parviendra
bientot, du moins a Pégard des inégalités périodiques; car quelque
précision que 'on apporte dans les calculs, les mouvemens des
noeuds et du périgée seront toujours mieux déterminés par les
observations. '
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CHAPITRE PREMIER.

Intégration des équations différentielles du mouvement
lunaire.

1. Rerrenovs les équations différentielles (K) du n° 15 du
second iivre, et dommons-leur la forme suivante,
dv

me b e (R) 5
om () o 2 () B (8
)"‘hj—u- %&‘)) 5 (L)
0=(%+8)°{l+h"/<§g>'f:}+h’:ﬂ i(dQ
S ‘_’Q_) (‘+“)< )
hou '\ du hous “\ ds

Dans ces équations, ¢ exprime le temps, et’on a

1 m'. (xr+_yy+zz.) m’

- '3 7 ’ p 7 :
r r V (&'—=x )+ (Y =y )+ (F'—2)
M, m et m' sont les masses de la terre, de la lune ¢t du soleil ;
x,y,z sont les coordonnées de la lune rapportées au centre de
gravité de la terre, et & une écliptique fixe ; #’, 5, 2’ sont les coor-
données du soleil ; r et 7 sont les rayons vecteurs de la lune et du
soleil ; s est la tangente de la latitude de la lune au-dessus du plan

Q=

1 . . A .
fixe ; — est la projection de son rayon vecteur sur le méme plan ;
u

v est I'angle fait par cette projection, et par I'axe des x; enfin 2
est une constante arbitraire dépendante principalement de la dis-
tance de la lune a la terre.
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La valeur précédente de Q suppose la terrc et la lune sphéri-
ques. Pour avoirsa vraic valeur duc a la non sphéricité de ces corps,
nous observerons que par les propriétés du centre de gravité, il
faut transporter au centre de gravité de la lune, 1°. toutes les
forces dont chacune de ses molécules cst animée par Paclion des
molécules de la terre, et diviser leur somme par la masse enticére
de'la lune; 2° les forces dontle centre de gravité de la terre est
animé par Paction de la lune, prises en sens contraire. Cela posé,
il est facile de voir que dM étant une molécule de la terre, ctdm
unc molécule de la lune, dont la distance a la molécule d M est f;
on aura les forces dont le centre de gravité de Jalune est animé dans
son mouvement relatif aulour de la terre, au moyen des différences
particlles de la double intégrale

(M4m) dM.dm
Mm ff 1

prises par rapport aux coordonnées du centre de la lune. Ainsi

, . . . . . M4m , . )
Pon doit substituer cette {fonction a — dans expression preé-

cédente de Q. Si la lune ¢loit sphérique , on pourroit, parlen®. 12
du second livre, supposer sa masse cutiere réunie a son centre de

. . dM.dm | .
gravité; on auroit donc alors ff 7 ¢égal ala massem de la lune,

multipli¢e par la somme de toules les molécules de Ja terve, divi-
sées par leurs distances respectives au centre de la lune ; en nom-
mant ainsi #7 celle somme , on auroit

L .M Y - L.
F seroil égal a ~ sl la tevre ¢loit sphérique; en désignant donc
M dM.dm

o — par &, m.8F sera la partie de intégrale /7 5 duc

i la non sphéricité de la terre. Si 'on nomme parcillement 277 la
somme des molécules de la lune, divisées par leurs distances au
centre de gravité de la terre supposée sphérique ; on aura

[/de.'dm — M—V';
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. .. cpes m
en désignant ainsi par 7, la différence F'— -3 M.8F sera la

dM.dm
partie de Vintégrale // —=—, duc & la non sphéricité de la June?

f

on aura donc a trés peu-prés,

(M ~+m) d}f.dm_—_ M4 m j J‘V’]
M.m /f f - r +(M+m). L M m |
11 faut par conséquent augmenter dans 'expression précédente
M -
de Q, — ki , de Ja quantité

(M+m). {i’:+ J\KL};

ne

pour avoir égard a la non sphéricité de la terre ct de la lune.

2. Supposons d'abord ces deux corps sphériques, ¢t dévelop-
pons 'expression de Q en série. On a

1 I

VE=IPF Yy yrH(E—2) Vi r—asi—ayy—az
Cc second mcmbre développé suivant les puissances descendantes
de 7y devient

> b
(xz +yy +zz.-——-r’) (tx+y_y+zz—~r‘)'
r’ rs rs

____-a 3
+‘ (rx+vy+zz ) + &e.

2 r,

Prenons ponr unité de Masse, la somme M +m , des masses de 1a
terre et de la lune, et obseryons que

. \/l—}as
ro== e
__ cos.y
sin. v
=
s

z = —,

Marquons d’un trait pour lc solcil , les quantités «, s et ¢ relatives
a la terre; nous aurons
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{ud'.cos.(v—v')tuu'.ss'— t.u's(14ss)} 2

3
I+3. (14 s'2)*.ut
u m.u {ur.cos.(v—v' )4’ .ss'— 2. .u'2. (14-s5)} 3
. 5
V'l+ss+‘/1+s"‘ e (1 4s"2)%.u e

smut f
1

(1-fs2).u'*
- 2.(1+4s%).u?

La distance du soleil 4 la terre étant a trés-peu-prés quatre cents
foisplus grande quec celle de la lunc,#’esttrés-petitrelativement az;
ainsi ’on peut, dans la théorie lunaire , négliger les termes de 'ovr-
dre z’°. On peut encore simplifier les calculs , en prenant pour plan
de projection, celui de écliptique. A la vérité , ce dernier plann’est
pas fixe ; mais dans son mouvement séculaire, il emporte Porbite
delalunc, de mani¢re que Pinclinaison moyenne de cette orbite
sur lui, reste constante , en sorte que les phénomeénes dépendans
dc cette inclinaison respective, sont toujours les mémes.

3. Pour le faire voir, nous observerons que s’ est, comme il
résulte du n°. 59 du sccond livre, égal a une suite de termes de la
forme k.sin. (¢'+it4¢): nous la représenterons par

. k.sin. (v +it4e),
i étant un coéflicient extrémement petit dont nous négligerons le
produit par m'z”. La valeur de ssera, en négligeant les quantités
de Pordre s°, égale & =.&.sin. (v+it+¢)+s,, s, ¢tant la tangente de
la latitude de la lune au~dessus de Pécliptique vraie. Cela posé, on

aura .
ds [ dQ dQ ( )
— —US. — (14SS
dy (dv ( ) ( 2
u s.cos. (v—v')
_ N 2 (v—v') - ‘ )
2 u' , ——, in. PR W
» +-;——-.cos.‘(v—-—v)+&c. o m (v—v)—s
u

En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu
de s, =.k.sin. (p4it+¢)+s,; etau lieu de s’, = k.sin. (¢'+it+¢);
il devient

: d.
cos.(y-¢ )—' +’— cos.*(v—v' )+ &c.} {s,.cos.(v-v’)—;'::'.sin,(v—p’)},
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La troisitme des équatxons (L) du n°. 1 donne par ‘conséquent,
.m’ . u'3s, 4 &e.

{1,-+9.f(§-?->.‘§};

dds . T i.m'.u'%
0= b4

dv’+ +

ouw:
Iy &ec.
h*.ut +

Si P’on néglige les excentrioités eiles inclinaisons des orbites, on

1 1 : ‘e o .
au=-, 4 =—;a et adétant les moyennes distances du soleil et
@ a

’

de la lunc a la terre : on verra dans le n°. suivant, que A*=a a
fort peu-prés ; on aura done
._.——-+s+’.'m .s+&c
dv*
Nommons mtle moyen mouvement du soleil, m n’exprimant plus

. . . m’
ici]a masse delalune; on aura parle n% 16 dusecondlivre, m*= =
Silon suppose ensuite que le temps £ soit représenté par le moyen

mouvement de la lune, ce que l'on peut toujours faire, on aura

1
5 =1 5-partant ,
0 _-_?-;+s+ .m*.s, 4+ &ec.
Substituons dans cette équation, =.k.sin.(¢+if+s)+s, au lien
de s, et observons que I'on peut ici changer it dans iy ; on aura

d
;d—‘:;‘+(|+§ln‘).s,+2.k. {1—(i+1)") -sin(o+ivte) + &c.;

ce qui donne pour la particde s; relative au mouvement séculaire
de Pécliptique,
' 2(2L+z')bsm (v+w+|)

S mr— QL — 2

4

Cette dernitre quantité est mscnsxble ; car iy s'élevant au plus
a cinquante secondes par année , et 3 m®s qm exprxme a-peu-preés
comme on le verra dans la suite, le mouvement rétrograde du
nceud , surpassant 20°; {m* est au moins quatre~mille fois plus
grand que 2¢; on peut donc négliger le terme’
zvk {1 — (b1} isin, (v 4iv+e)
Miécan. ctn. Tome 111, Aa
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dans Néguation différentielle en s, , et alors cette équation est indé-
pendante de tout ce gui a rapport au mouvement séculaire de
Pécliptique. L’inclinaison moyenne de Porbite Junaire a 'écliptiquc
vraie, est unc des.arbitraires de Pintégrale de cette équation; on voit
donc quaraison de la rapidité du mouvementdes noeuds de la luue,
celle inclinaison est epnstarite ; et la lgtitude s, de la lune au-dessus
de Pécliptique vraie, estlaméme que dans le cas ou cette éclipti-
que sérolt immobfle ; tons pourrons' conséquemment’ supposer
daps les recherches suivantes s’ = o, ce qui simplifiera les-calculs.
Nous aurons de cette maniére, en négligeant les quansités des

‘ordres m'u"s* et m'i®,

’3 4

Q= ‘/lu+ +m',:zz'+"-%~l:1;-.{;+3.cos. (2v —2¢v')—2s"}
52 '

m'.u'4

+ {3-(r—14s*).cos.(v—v')+§.00s.(3v—3¢')};

d’ott Von tire en négligeant les quantités de Pordre m'u''s®,

d(?) s (dQ i1 s om s : 4
—)+- (=)= - — — . {143.c0s (29 —12¢")}
(du u \ ds (14s2)F au’

m’.u'4 :
: '{(3"“43’).008.(1}——1;')+s.cos.(3v___3pr)};

8ub

‘4

(1 C/n'. '3 "( . ' . ’ . ’
(.Q)—_—_._ "L sin(aw-ay’) — T% A3.(1-4s")sini(v-v )+ 15.510.(3v-3¢") } 5
au* .

dv
dQ us m'.u'ls fu'ds ,
(——‘—):—— > - — -—-glf-—.cos.(v—v).
ds = u? ul
(r+5*)

4. Pour intégrer les équations (L) du n°. 1, nous observe-
rons que ‘sans la force perturbatrice’ dw soleil , la lune. décriroit
unc ellipse dont le centre de la terre occuperoit un des foyers, On
auroit alors par le n® 16 du second livre,

s = pesin. (v —0);

{.\'/‘v+a;s+:e..m$. (or=m)}s

1
BE e L
CEEL T Y
équations dans lesquslles ¥ est la fapgente.d¢ lipclinaison de V'ox-
bite lunaire ; 0 est la Jongitude de.son nqeu;{,aﬁcgndqqt; ¢ st@sant
deux arbitraires -dépendantes principalement de I'excentricité de
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Porbite, et de la position du périhélie. y et e sont des‘ quantités
fort petites : en négligeant la quatriéme puissance de 3 , on aura
= Lo —a) —1 —a
—hs.{l+y’).{1+4y+e.cos.(v %) 3%.cos. (2v—20)}.
Cette valeur de z suppose Pellipse lunaire immobile; mais on
verra bientét qu'en vertu de laction,du saleil ,.les noeuds et;le
périgée de cette ellipse sotit en mouvement. Alors, en désignant par
(1—¢).v le mouvement direct du . périgée, et par (§¢—1).v, le
mouvement rétrograde des nceuds, on aura
s = y.sim (gr—84);
. A
# =m0 . {1+ 312" +e.cos.(cy — =) — v .cos8. (2gv—20)}.
Fy Lt ( )— 37 (28 )}
Si. l’Qn substitue cette valeur de z,. dans Pexpression de. di du
n° 1, et si l'on observe qu’en négligeant latiraction solaire ,

dQ ‘
(——d est nul ; on aura
v

142.(e*+9*)—2e.(1+2e*+12").cos. (cv—m=)
dt=N".dy { +3.e*.cos:(2cv-2a)—e".con(3cv-3a) 19" cos.(2fv-20) )
—3.et. {cosi(agi+ co-20-= ) cos.((agyv-cy-al+ =)}

ce qui donne en intégrant,
3

t = const. + A’.o.(1 41"+ 2.° _zh € r1aletdIan).si _
= . K78 4 ,_-7) - (1424 79*) s (cy—=)

h.es | h.e? . h3.q2 .
+ 3 /“.e .sin (2cy—a2w)— cc Sin.(309—37) + 7 -Sln.(ngo——ﬂ})
3h?. 31;3 ey*?
i (¢g+c) .sin. (2g0+cv——29—-r)—4 (o sm (agv cy—204%),

Les coéfficiens de cette intégrale sont un peu modiﬁés par Paction
du soleil , comme on le verra dans la suite.
Dans ’hypothése elliptique, le coéfficient de ¢ de cette expres-

sion , est par len®. 16 du second livre, égal &'a™; ce qui donne
B
B (1+]et1y) =a’
a étant le demj-grand axe de Vellipse ; on a donc alors,

h=a".(1—je' —i5");
Aa 2
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et par, conséquent ,

U= i.'{1+e‘+§y‘+e.(1 Fe*).cos.(cy—m )=~ 43*.cos.(agv—20)}.

Iw

En faisant ensunite z=a *; on aura
- . 2e oy . iy, 3¢ .
N4 ¢ =y ~'.(1---;-?).s1n.‘(cv<'--w)+2?.sm. (2cy—27%)

, 3
— 3:— sm:(;cv—i-g-“)-{-—-é.sm (2gv—20)

S L
4-(ag+c)

.sin.(agy 4 cy—ab—w )— .sin.(2gv—ecy—20+7);

ey
4.(ag—c)
¢ ¢étant une arbitraive. Dans la substitution dec nt4¢, on pourra
supposer ¢ et g égaux i unité, et négliger les quantités deordre ¢’,
ou ey*, dans les coéfficiens des sinus. On aura ainsi, en conservant
le terme dépendant de sin.(2gv —cy — 26+=%), qui nous sera
utile,

nt4 e=v—ne.sin.(cb-—-7)+%ef.sin.(acy—nr)+’;y’.sin.(agv-—n&)
—3leyt.sin(agy—cy —2047)
1in marquant d’un trait pour le soleil , les quantités relatives a la
lune, et observant que ' =o0, on aura
n't4¢ = v'—22c .sin. (¢'v'—# )42 sin. (2c'v'—27');
U = -,. {14e"+€.(1+€*).cos. (v —=")}.
a

L’origine du temps ¢ étant arbitraire, nous pouvons supposer s et ¢

’

nuls, ct alors en faisant — = m , la comparaison des valeurs de n¢
n
el de n't, donnera
v'—a ¢ .sin. (¢’ v—-r)+ e sin. (ac'v'—24")

= my — 2 me. sm.(cv—-*)-{- me .sin. (200-—24«')
+im.y 8. (ng-—nﬂ)e—-;mey asin, (2 gu—cy—204#) 4

d’ou P’on tire, en observant que ¢ est extrémement peu différent
de Punité,
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v=my—ame.sin. (cv — =) +1.me".sin. (2cv—2m)
+1.myt.sin. (2gv— 208) — imeq”.sin. (2gv —cy — 204 =)
+ae’.(1— 3¢} sin. (' my—=' )—amee’ .sin.(cy+c' my—w—=")
—amee .sin.(cy—c'my—=m+5 )4 e sin (2¢'my —a%');

o L 1t (1—3e"). cos. (c'my—=') + " .cos. (2 mpy —27’))
@ | +mee .cos.(cy-c'my-=4=")—mee’ .cos.(cy+ ' my-w =)}’

5. On substituera ces valeurs de , &/, s et ¢, dans Pexpression
de Q et de ses différences partielles, que 'on développera ainsi en
sinus et cosinus d’angles proportionnels a ¢ : mais il est nécessaire,
pour ce développement, d’établir quelques principes relatifs au
degré de petitesse des quantités qui entrent dans ces fonctions, et A
Yinfluence des inlégralions successives sur leurs différens termes.

. N L, . . 1
La valeur de m et a-peu-prés égale & la fraction 1; mous la regar-

derons comme une quantité trés-petite du premier ordre. Les excen-
tricités des orbites du soleil et de lalune, et inclinaison de orbite
lunaire a I’écliptique, sont a-peu-prés du méme degré de petitesse.
Nous regarderons ainsi les carrés et les produits de ces quantilés,
comme trés-petits du second ordre ; leurs cubes et leurs produits
de trois dimensions , comme trés-petits du troisiéme ordre, et ainsi

’ /3

de suite. La force perturbatrice du soleil est de Pordre — et
. P )

T'o1i a vu dans le n°. 3, que cette quantité est de 'ordre m*, ou du
. a ) 1 M l
second ordre. La fraction = étant a-peu-pres égale a o elle peut

étre considérée comme étant du second ordre. Nous porterons
& (lbOI‘d les apprommatlons jusqu’aux inégalités du troisieéme ordre
mcluswement et dans le calcul de ces inégalités, nous aurons
égard aux quantités du quatriéme ordre ; mais il faut une atten-
tion particuliére, _pour ne laisser échapper dans les mtégralcs,
aucune quantité de cet ordre.

Le dcvcloppemcnt de la seconde des équations (L) du n®. 1, lui
donne la forme suivante ,

: ddu
o :-{2—';+N’.u+ﬂ5
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N* ne différant de Punité, que d’une quantité de I'ordre m*, et 11
ctant une saite de¢ cosinus de Ta forme . cos. (iv+¢). Lia partie de
u rélative & ce cosinus, est, par le 1i° 41 dusecond livre, égale &

S o8 (iv+e);

or il est clair que si #* ne différe de 'unité, que d’'une quantité de
Pordre m, lc terme £.cos. (iv+¢) acquiert par l'intégration, un
diviseur de cet ordre, et par conséquent il devient beaucoup plus
considérable ct de Pordre r— 1, ¢il est de 'ordre r, dans I'équa—
tion différentielle. On verra dansla suite, que c’est & cela qu’est:
due la grandeur de 'inégalité nommée épection. :
Les termes dans lesquels i est fort petit, ct qui ne se rapportent:
qu'au mouvement-du soleil , n’augmentent point par-intégration:,.
dans la valeur de » ;- mais il est visible par la premiére des ¢qua-
tions (L) du n° 1, que ces termes acquiérent le diviseur i, par
Pintégration , dans Pexpression du temps ¢ ; il faut donc faire une
grande attention a ces termes. C'est de'a que depend 1a grandeur
de I’équation nommée équation annuelle.
Les termes dc la forme £dy.sin.(iv+¢) dc Pexpression de

d
( d€> -, acquiérent par 'intégration de cette expression difté-

rentielle, un diviscur de ordre i, dang la valeur de #; d'ou il
scmble que dans 'expression du temps ¢, ils doivent acquérir un
diviscur de Pordre i, ce qui rendroit ces termes fort grands , lorsque
i est trés—pelit; mais il est essentiel d’observer que cela n’est pas, et.
que si l’on n’a égard qu’a la premiére puissance de la force pertur-
batrice, ces termes n’ont point, dans ]expressmn du temps, de
(hv1scu1 de I'ordre i*, Pour le faire voir, nous ohserverons que par
le chapitre viur du second livre, Pexpression de v en fonction du
temps, ne peut acquérir de diviseur de 'ordre i*, que parla fonction
— 3a./ndt.[dQ, la différentielle dQ étant umquement relativé’
aux coordonnees de la lune. Si Q contlent un terme de la forme’
k.cos.(it+¢), i étant fort petit; ce terme ne peut acquérir un divi-
seur de ’ordre i#, qu’autant que dQ n’acquiert point un mulfipli-
catcur de Pordre i : la partie de Pangle i¢, relative ala lune, ne peut
d¢pendre que des moyens mouvemers' de la lune, de son périgée
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et de ses necuds, lorsque 'on n’a point égard au carrg de la force
perlurbttﬂce cette pastie, si i est fort petit; ne dépdnd point du
moyen mouvement de la lune; elle ne peut donc alors g‘lepcndre quce
des mouvemens Me son pémgéc et de ses neeuds. Dans ce cas, dQ
acquiert un maultiplicatear de Pordre de ces mouvemnens, c’est-i-
dire, da second ordre ; ce qui fait perdre an terme dont il s’agit, son
dlvnseux{de Pordre 2 Les angles croissans avec lentemi , n’ont donc,
dans expression de la longitude vraie en fonction du temps, qu’un
diviscur de Yordre i; et il est aisé d’en conclure que ccla a égale-
ment licu dans 'expression du temps cn fonction de la longitude
vraic. Mais si 'on a égacrd au carré de la force perturbatrice, la
partie de Pangle i¢, velative aux coordonnées de la Junc, peut ren-
fermer le moyen mouvement du soleil, et alors la différentiellc
dQ n’acquicrt qu'un multiplicateur du premier ordre , ou de
Yordre de m. On pourra, d’aprés ces principes, juger de l'ordre au-
quel les divers termes des équations différentielles s’ahaissent dans
les expressions finies des coordonnées... .

6. Développons, dapres ces considérations, les différens ter~
mes de la seconde des équations (L) .dun". 1. Dans hypothese cllip-
hquc la par tm constanle de u scrmt NEE Xk 5% +€‘), Cv lant une
fonctmn de Ja quauxeme du.nenslon enecty;et T'on auroit

h=a.(1—e —3*'+¢),
¢' élantpareillement une fonction de la quatriéme dimension en e et
. L/action du solcil altere cette partie constanie de' ; mais a étant

A 1 ‘ )

arbitraire, nous pouvons supposer que ~.(1 +e+ ;9 +¢) représen te

toujours Ja partic constante de z. Dans ce cas, on n’aura plus
h=%a.(1—e'—y *4¢'J: nous ferons alors A*=a,. (1——8"‘—y +¢),
a, a ant une arbilraire ch, sans l'action du soleil, oomcxdqron avec

ﬁ ' m.a?  —a ‘m’u3
ous ferons ensuite —— = m . Cela posé, le terme’ pyryen de
S
T fd s /d
]cxpressmn de — -~ 'J% F ( < devwndra par son déve-

‘“‘Iop'p'emeﬁt‘ SNTISIN o oy
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BB At % 23
~3e.(14+Le*+1e).cos. (cv— =)

+ 3e’.(1 +e*+5*+2.e%).cos. (my—a')
a | —1.(3+42m).ee .cos. (cv+c'my —w—=')
m
—— =Lt (3—am).e€ .co8.(cy —Cmy—wi 7 )},
2a

- 3e «CO5.(2CY == 2%)

“+ ;9*.cos.(2gv—20)

4+ 2.¢*.cos. (2¢'my—2%)

—i.ex*.cos (2gy—cy —a2l4=)

u'3

Pour (]éveloppf'r le terme — - Cos. (29 — 2¢') de Pexpression

° d
de — — ) - -5—) , nous allons d’abord donner le déve-

loppcment de 3m' v’ .cos.v (av—a¢’). Ce terme développé devient

(1—te*—4m*.e*).cos.(2y—2myp)

4+ 2¢'.cos. (ay—amy—c'my+w)

— e .cos.(2v—2a2my+c'my—=')

4 2me.cos. (2v—2my+cy — =)
—ame.cos,(2¢y—2my—cy+s)

+ Z.¢™.cos. (ay— amy—2 c'mytaw’)

— . mee’ .cos. (2¢— 2my —cy — cmy+=4%')
o+ 2. mee’.cos. (3 Y — 2my+cy—'my —wta')
— >mee’.cos. (ay —amytcy+cmy —% — =)
3m’ } + > mee’ .cos.(ay —a2my—cyv+cmyt+w—a’)

8 I
-+ m.(3+ -—2 .e*'.cos. (2¢cp—2vtomy—2a2v)
-—8
--a—m.(3 ; —z.e .cos, (2¢y +2y—a2my—2%)

3

+ ﬁl}z—.cos. (Qg‘v—avv+nm.'v—29)

my*
- . COS. (zgv+2v—nmv——20)

3m.ey®

yov—

- .COs. (nv—amv-—agv+cv+;6-—-')

Il faut multiplier cetle fonction par 7 ; et 'ona ce facteur, en

ah'.u

faisant
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Iur_g

faisant ¢’ nul, dans le développement précédent de — S eten

. q . ., a'l e e e
multipliant cette derni¢re quantité , par — ; on aura ainsi, a trés-
m

peu-pres, en négligeant les quantités qui restent de Yordre m’
apres les intégrations

O +e°+§y’—-';'e").cos. (2v—o2myr)
(3+4m)
2

e.(1+ie"—Le").cos.(2v—2my~cyt-m)

—4m
-—Q——z——)-.e.cos. (2v—a2my+cy —a)

+21e'.cos.(av—amy—c'my+a)
T / / ’

— e .cos.(2v—amy+c'my — =)
at1.(1+42m)

—_— ee’.cos.(2v-2my~cv=c'my +w+a')
21.(1—2m)

7 .ee’.cos.(av-2my +cy-c'my-w+a’)

(3+2m
Vs — ¥ Z.ee'.cos,(2v—2my—cy+ ' my+ w—a’)
meu cos (gp_gy')—-i—-—-' &

DR - )

2h*.u 2a, (3—2m)

e .ee’ . cos.(2v—amv+co+c' my—a—a')

+Z.e%.cos.(2v—2my—ac'my+aa’)

6+415.m+48.m*
+( L 4+ ).e".cos.(ﬂcv-—:zv-{-znw—-;z'n)

6—15.m+48.m?
+ (“.._5_4__1 e'.cos.(acv+ 2V —2my—2%)

( 2
+‘3+m

).9*. cos. (28v—av+amy —2ah)

+(_3_—2 ) .9".cos. (2gyv+2v— amy—20)

_3:(24m)
8

-ey*.cos.(2p—amy—agv+cv+ 20—az)

842
donne les suivans,

MécAN. cér. Tome 111, Bb

’ . T4 d d
Le terme .g_"i.li. .cos.(v-¢’) de I'expression de — ( Q) preg Q)
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%’E-.(1+2e’+ﬂe”).%.cos.(v—mv)

2

.m a
+98 .—.¢ .cos. (v —my+c’my —a')
@ a

’

—2 .

27.m ‘@

+ 27 .—.e'.cos. (Vv—my—c'my+=’).
8a, na

—{i, étant par le n° précédent, de Pordre m*; les deux premiers dc
a

cesstermes deviennent de Pordre m?® par les intégrations. L'inéga-
lit¢ dépendante de I'angle y—my , étant trés-propre a [aire con-

" . » a ey -
noitre la parallaxe du soleil , donnée par le rapport — ; il importe
a

de la déterminer avec un soin particulier : je porterai par celte
raison , dans le caleul de cette inégalité, Papproximation jusqu’aux
termes de 'ordre m° inclusivement,

Développons maintenant le terme ( Q) w—— de la seconde des

h2u?dy
{quations (L) du n® 1. Ce terme contient d’abord le suivant,
3m’.u'3 du m'.u?

3 .
.sin. (2¢v —29¢'). On aura — .sin. (2y—23ay¢’),

ok ut “dy 2h?.u8

en augmentant 2¢ d’un angle droit, dans le développement précé-
3m’.u'? . Lo :
dent de ———.cos.(2y — 2¢'). Il faut ensuitc multiplicr ce déve-
W

2h?
I t du
oppement par —-, ou par

—ce.(1+5e*—3%*).8in. (¢cy— @)
+ Zce*.sin. (2cy — 9 w)
—z.cc’.sin. (3cy — 33)

+ 183 .8l (2 gv — 286)

—s.e3’.8in. (2gy —cy — 20+a)

On aura ainsi ,
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ce(!+(2—19 m) o ’e”) cos.( 29~ 2”2‘,_“,4_@)\

—ce.cos.(2v —2my+cy—a)

+ I.ce€' .cos.(2v—amy —cy—c'my+ata)
—Z.cee .cos.(2y —amy+cy—c'my —a+4a')
— ;.cee’.cos. (20 —amy—cv + ' mp 4 v—a')
+ ;.cee' .cos.(2v—o2my+cv4c'my —w—a')
3m u? du gm J—2c.(1+m).e".cos. (2cy—2v+t2mp—2w)
okt dy -sin. (‘“’—"'V)'-Z:," <+ 2¢.(1—m).e".cos. (2¢0+20—2my—aw)
+ bmc.e*.cos.(2yv—2my)
-—-g.y’.cos.(zgo—2v+2mv-—-—20)

ﬁ.y“.cos. (2gv+2¢v—2my — 20)
2

\+ _____(a-;gm).ey, .cos.(2v-2my~agv-+cy+26-7)

u»\lvi

+

Les termes

m' .u'4

— s {; sin. (¢ — ¢')4-15.8in. (30—39)} -

du . o .yl
de Pexpression de ( dQ g o e produisent aucune inégalité de
v uay

troisi¢me ordre dans les intégrales.

d d .
Développons enfin le terme %f(EQ;)—: Ce terme contient le

u

) 3m wd.dv , , L,
suivant, — —};’—f —+sin. (2y —2¢). Ledéveloppement précé-
u

3m’.u'? . m.ud
dent dc .cos.(2y—2¢’),donne celui de — 3—————-.sm.(2v—zv')
2hﬂ. u.3 ’ h‘u4 ’

en y augmentant 2¢ d’un angle droit, et en le multipliant parz ,
ou par

1—-e*— 39°

—e.(1—ie*—19").cos.(cy~—a)

2g.{+ :.€*.cos. (2cy—2am)

+ 13*.cos. (2gv—298)

— ey .cos.(28v —cy —2043)
On aura ainsi,

Bb 2
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m' ul.dy .
3 f - .sin. (2p — 2¢")

B

u
142e*—1te'®
L—-—~—~——.cos. (ay=—2my) \
2==3m
2.
—_ —-—Qi'l){ 1+1e'—iy*—le™*}.e.cos.(2v-2amy-cy + =)
2—2m—c
2.(1~—m)
— 7 e.cos.(2¢y—amy+cy— =)
2—2m+<-c
el
— 7% . cos. (29 —2mp—c'my+a)
2.(2—13m)
¢
— —  .cos.(2¢9=—amy+cmy—)
2.(2—m)
(2 .ee'
.._M)_E.COS.(gp—gmg—cp——c’mv+¢‘+’ﬁ’)
2.(2=—3m~—c)
(23— .ee’
_ Z—L——a—w.cos. (29—-2mv+cv—c’mv—'ﬂ+w')
3.(3—3m+c)
—2 a 24 m).ee .
=3.m.—\ + —£—+——)——.cos.(29—2mv-—-cv+c’mv+fr-—w')
a, 2.(3—m—c) :
(2—=m).ee , ,
b ——"" cos. (ay—a2mytcvtcmy—=s—a')
2.(3=m+4c)
10+19.m+8.m?*
-—-(———9——————).e’.cos. (2cp—2v+2my—2w)
4.(ac—a2+2m)

10— 8m?
( rgmtom ).e’.cos.(zcv+nv—2mv—2w)

- “:;—"i%%'m—)-'y’.cos.(zgv— 2ytemy—290)
'[L(i—;_:}n_—i:).?ﬂ.cos. (28v+3v—amy— 20)
;‘;Z—.—_e’,:m).cos. (29 —amy—2cmy+2a’)
K (s+m) .e3*.c08.(2p-amy—-2gv + c¥+ 29_@))

- 4.(2—2m—2g+4c)

Danscette formule,les termes dépendans des angles 2cv-20 + 2my-2a,
et 2gv—2v+2my—20, ont des diviseurs de ordre m, etils acquie-
rent de nouveau ces diviseurs par intégration , dans I'expression
de la longitude moyennc de la lune ; ce qui les réduit au second
ordre, et ce qui semble devoir donner de grandes valeurs aux iné-
galités relatives a ces angles. Mais on doit observer que par le n°. s,
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les termesqui ont pour diviseur le carr¢ du coéfficient de v dans ces
angles, se détruisent a trés-peu-prés dans expression de la longi-
tude moyenne ; en sorte que les inégalités dont il s’agit, devienncnt
du troisitme ordre, et conformes au résultat des observations,
comme on lc verra dans la sunite. On peut se dispenser , par cette
raison , de considérer dans le calcul de ces inégalités, les quantités
multipliées par et, e’y*, cto*; car les quantités du quatriéme ordre
qui cn résultent apres les intégralions sc détruisenta trés-peu-pres.

Lmlegrale f ( Q) — contient encore le terme

3m’ u'4.dy
—7;_1;'/ - .sin. (v —v');

ce lerme donne les suivans,
(l +7 I} - %75_’_ 99")

1—m

.cos. (v —mv)

2
m e a

37.—-—.-7. +é.cos. (v—my+cmy —a') s
Q a

4

-+~

.cos.(v—myv —cmyv+a)
m

11—
les autres termes de la méme intégrale peuvent étre ici négligés.
Cela posé, sil'on observe que 'expression de z du n°. £, donne,

1+e‘+3—
ddu 1 y
dv‘+u=;- +(1—c*).e.cos. (¢cv—a) 5
(4g*—1)
+-———Z~——.; .cos.(2gv—af)

le t ddu aQ
e terme (W ) o f(av) — dela seconde des équations (7))

du n° 1, donnera par son dévcloppement,

(1+3e’+7,7—§e")
.cos (2p~—2my)

2—2m

—3 " 1=—c* 2.{x-+-m) . , 1
3m (142 —2e" ). e.COS.0 29N Pty 4-
a l4 (l—m) 2—2m—c ( b S )J (2v—amp—cy4-=)

2
3.(1—m)

2—am--¢
7¢
2.(2—3m)

.2.co8. (2¢v—a2my+tcy —=)

.cos. (ap—amy —c'my+2’)
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—;—?:_:E cos. (av—-nmv-{-cmv—-v)
7-(3+3m)
_2.{2—3m-—c)
7 (z—1m)
2.(2—3m-+c)
+-—(i-+-—m-)——.ee’.cos.(nu—-9mv—cv+c'mv+w-—w’)
2.(2—m=—c)
(2—m)
+ 2.(2—m+c)
(10419m-4-8m*)
—_/}.(2c—2+2m)
4 (10—19m--8m?)

.e¢'.cos. (2v—amy—cy —cmy+a+ta)

.e¢ .cos. (2v —2my+cy —c'my —w+a’)

.ee'.cos.(ay—a2my+cv+cmy—a—a')
.e*.cos.(2cy—av42my—2a)

.e*.cos, (2¢ lzv—znw—-—zw
4.(3act2—am) (2cv+ )

4 g*—1 (a+m)
+ {16‘(1-m) " 4.(2g-3+am)
{ 4g*—1 (2—m) 1
16.(1—m) 4.(2g+2—2m)j

}.y’.cos. (2gy—2v+amy—20)

.ytcos.(2gvtav—amy —20)

17.¢'* ’ 4
ey SO (3 2my —2¢mytas)
._.{ stm 3-0m) }e %.c08.(2y-2my-2gy+cy+al-a)
4.(2-2m-3g+c) = 4.(2—3m+c))’ 7

(1+2e? +1e’) a

— +COS, (¢ —
11(1—-m/ “a 0s. ( my)

+

+§ —.e .cos.(v—my+c'my—a)
a

3 a +a')

+m € .cos.(y—my—c'my

7. Le terme — —-—l——,-de Pexpression de

h*(1 4s5%)*

1 dQ s dQ
TR T hu\ds
devient en négligeant les 1negahtes du quatri¢me ordre,
d 2
— ;1-{1 + c’+%—+§.y’.(l+e’—f)«’) +COS. (2gv—28)+€”}+%.f;

¢" étant une fonction de la quatriéme dimension en e et 3, ct Js
étant la partie de s due a Taction de la force perturbatrice. On
verra ci-aprés que J&'s est de cette forme,
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ds = B,’»“)'.y.sin. (2v—2mv —gv+10)
+B,M.y.sin. (20 —2my 4 gv—10)
4+ B,.ey.sin. (gy+cy—0—=)
4+ B,®.ey.sin.(gy—cy — 8+ 2)
+B,W.ey.sin.(2v —2my —gy+cy+0—a)
+B.®.ey.sin. (29 —2mytgy—cy—04=)
+B,®.ey.sin. (2v—2my—gy —co+0+=)
+B,".¢'y.sin. (gv+cmy—0—a')
+B®.e'y.sin. (gyv—c'my—+a')
+B.®.e'y.sin. (29 —2my—gy+cmy+8—z')
+ B9 ey sin. (2y—o2my —go—Ccmy+04a')
+B,("V.e*y.sin. (2¢cv — gy — a7 +0)
+ B, . ey sin. (2v—2my — 2cv+gv+2m—10)
+ B, e*y.sin. (2 cy+gy—a2vt+amy—am—10)

+Bﬂ(‘4>.—:7.-y.sin. (gy—v+my—9)

199

+B,<'5).£,-.7-sin. (gv+yv —my—19).

Les nombres placés au bas de la lettre B, indiquent Pordre de
cette lettre. Ainsi, B, est du premier ordre ; B, est du second
ordre ; ct B,V est fini. On peut observer que cela a lieu, suivant
que le nombre qui multiplie 'angle ¢ dans le sinus correspondant,
differe de Punité, d’'une quantité de Yordre m ; ou d’'un nombre
fini, cest-a-dire, de I'ordre zéro ; ou d’une quanltité de Pordre m?;
parce que l'intégration fait acquérir a ces termes, un diviseur du
méme ordre. On aura, cela posé,
3s.ds 3

= {B,® —B,"} .9 cos.(3y—2myp)

+ ;%.Bl(").-y’.cos. (2v—2my—2gv+20)

+ ;3; {B.*4+B,"}.ey*.cos.(cy—m)

—_— ;%.B_“).e;‘.cos. (2gv—cyv—204w)

+ ;%.B,(“).ey'.cos. (3av—2my—2gy+cy+2b—s)

‘

3 R
+ o {B,®)— B,®)} .¢y*.cos.(3y —amy —cy+=)
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+ 2. {B)+ B} .€y*.cos. (c'my—=')
aa,

— ;—a-. B (™,.e'y*.cos. (2¢p — 2my+c'my —a’)

’

—L.B,('O).e'y’.cos. (2v—amy—c'my4a')

/

—%.Bo(").e’y’.cos.(ncv— 2w)

3 (14) oy, & s —
-}-Ml.{B2 +B,0'} oy .cos. (v—mvy).

Si’on réunitles différens termes que nous venons de développer,

la seconde des ¢quations ( L) du n° 1 prendra cette forme,
ddu

o= Tor + w411
11 étant unc fonction rationnelle et entiére de constantes , de sinus
ct de cosinus d’angles proportionnels a4 v; mais comme nous nous
proposons d’avoir égard & toutes les inégalités du troisieme ordre,
et aux quantités du quatrieme ordre qui les multiplient; il faut
joindre aux termes précédens, tous ceux qui dépendans du carré
de la force perturbatrice, deviennent de ces ordres, par les inté-
grations. Analysons ces nouveaux termes.
8. Pour cela, supposons que du soit la partie de z, due a la
{force perturbatrice, et que 'on ait
adu= A,.cos. (2¢v—2my)

+.A4M.e.cos.(23yv—amy—cy+=)

+.A4,.e.cos.(2v —amy+cy —a)

+ 4. .cos. (3y —ame+c'my—a’)

F AM.e .cos. (2y——amy —C'my+a’)

+.4.0).€ .cos. (¢my—a')

+.4 9. e€ .cos. (2v—2my—cy+c'my+w—a’)

F. 4. ee .cos.(2¢ = 2my——cy=—c'my+ata’)

+.AM.ee .cos. (cy+cmy—a—a')

+ AW, ee' .cos. (cv —c'my —a+a')

+.A4,09.e*.cos. (209 —27)

44 e* cos. (acy —2v+amy—3a)

+. A9 cos. (2gv—28)

2 D9t cos. 2gy—39+t2mp—26)
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o+ A" cos. (26 mpy — 23)

A+ A4V ey* cos.(2gv—cv—2043)
+.A,(‘G>.ey°.cos.l('zv—2mv—9g9+cv+29—¢)

. a
«+,4L(-7).;7.cos. (v—my)
a
+Ao('”-;7-e'.cos. (v—my+c'my—a')
a , ,
+x1.(‘9).;7-e «Cos. (¢ —my — c’'my+t+a’).

Les nombres 0, 1, 2, placés au bas de la lettre -, indiquent
que la quantité est de 'ordrezéro, ou de Vovdre m, ou de Pordre m™.
Je ne considere ici que les inégalités du troisiéme ordre, et celles
qui ¢lant du quatrieme, peuvent produire des quanlités du qua-
trieme ordre, dans les coéfficiens des inégalités du troisicme. J
porte Papproximation plus loin, relalivement a Uinégalité dépen-

m' .u'?
——— donue par sa
LW

dante de cos. (v — my). Cela posé, le terme e
an*

3m.'u'3.du

variation , le suivant — ; etil en résulte la fonction

ah2ut
({ a.du
— a4, e.cos.(20—2my—cv+=)
— a4 . e* cos.(2p—2my —2cp+427)
+ LA M. ce .cos (2v—amy—cv+c my + m—")

X + 2.4 ee .cos.(2p—2my—cv—c'my+w43')
_rm(145e?) < + 2 (A4 A M) e .cos.(cy — =)

e 4 Lo2,00) 2. ; 4 ey
2oAd e cos. (v —my+my — ')

a
+ 1. 400.—.¢.cos.(v—my—c'mv+a)
a

a
\+ %s-io('“).a—,.e”.cos.(v—mv)

#' éprouve une variation par la variation de ¢ qui dépend dn

7

temps £, ct de ses inégalilés en fonclion de v 5 mais ces inégalités

sout multipliées par m, dans Pexpression de ¢/, et de plus, par ¢’

dans 'expression de z'; on peut donc d’abord négliger ici sans

erreur sensible, la variation §2.'. Nous aurons bientétégard au texme

de cette variation , qui dépend de Paction de la lune sur la terre.
MiicAN. ctr, Tome 111 Ce
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2032
’

3 . .
Le terme 3': 'ua .cos. (29— a9¢') a pour variation
2

m'.u? ;e ’
.a'v SN (2 ==2a¢').

3'}" " $u. cos. (‘w—nv’)+
2n?

Sil’on substitue au lieu de Ju sa 'valeur précédente, on trouve que
le premier de ces deux termes donne la fonction

[ A=t

+{ A, -4A) o, LA 41 A6 ) e (1-1").cos(cy-=)

F34.94+ 4,04 4,B} . .cos. (Cmy —a')

- { A, O+ 4 M} ee cas. (cy—c'my —wta)
+{A D=1 4"} . ee.cos. (cv+c'my—a—a')
+4,®.cé .cos.(ay—2my — cy —my+w+3)
+A4,9.e€ .cos. (3% —2my—cv+cmy+a—a')

+{A "°>+(n+m) W2, (1 4m). A4, (")} €5*.C08, (2gv-cu——29+c)%-

e AT .cos.(sv —_ 2m¢;—-sgv+cv+20 —)

+{ A d Y e”} .cos (v—my)

L+ {442, 400} .‘—:f,-.e'.cos. (9 == g — c’mv+a;’) )

+ {4 =2 41} .‘;:,-.e’.cos. (v—my+cmy—a')

alu contient un terme dépendant de cos.(3v — 3mv), que nous
avons négligé & cause de sa petitesse ; mais comme il peut influer
sur le terme dépendant de cos.(v — my), nous aurons égard a

cette influence. Pour cela , désignons-le par A,-f;.cos. (3v—3my);

oty

. gm’.u
lIa fonction —
203, ut

.du.cos. (3y — 2¢') donncra le terme,

—

9.m a
—_ ‘7*“"--‘?003' (v —my).
a, a
. Imu
Pour développer la variation ——— o .8 .sin (39 — a¢’), nous

ohserverons que d'v’ contient, par le n°. 4, les mémes indgalités
que Yexpression de la longitude moyenne de Ja lune, en fonction
de sa Jomgitude vraie; mais elles y sont multipliées par la petite
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quantité m. Il suffit ici d’avoir égard aux termes dans lesquels
le coéfficient de v différe peu de 'unité ; et il est aisé de voir quele
terme e.cos. (¢cy—=) de 'expression de az, donnant par len°. 4,
dans &'¢/, le terme — ame.sin. (cv — =) ; un terme quelconque de
adu, tel que k.cos.{iv+¢), dans lequel i différe peu de Punité,
donne a fort peu prés dans &¢’, le terme — 2 m k.sin. (iv+¢). On

trouve ainsi que la variation précédcnte donne par son developpc-
ment, la fonction

m.AW.e.(1—1e").cos.(cv—=)
+im.. 4 M. ey.cos.(2gy —cy— 20+3)
s +m. 4. ey .cos. (2v—amy—2gv4cvi20 —=)

° a .
a +m.Al(").;—.cos. (v=—my) !
a
+m. A4S .—.e .cos. (v—my —Cmy+a’)
a

les autres termes de ce développement sont insensibles.
Les termes

[.u'4 ’ /
g";.f?,—?‘?' {3.co8. (¢ —v')+5§.cos. (3w —3¢')}
" de I'expression de

v f/dQ\ s (4QY)
—w(@) @)
ont pour variation,

fu a
—-’—'";;a— +{3-c08. (v —m ) +5.c05. (30— 3m0)Y;
en substituant pour edu, 4, .cos.(av—2my); il en résulie
le terme

6.m
———-m— A(°) —.co8. (v —my).

a,

La variation du terme

3m'.u’3 du

’
— o u‘.}-.sm (ay=—13y9)

peut se réduire aux termes suivans,
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6m' .3 du du sm' W3 ddu (2 20')
W ITV —u~ .sin. ()V—QV)—";?I-— -d—V—-Slll v

m 3.V du
3—7,7_,7_'d . COS. (2v—zd),
A

ces termes , par leur développement, produisent la quantité

li—m). A, . (1—2e) A
S (g (g )-8, 1-m). 4. (©
+ [(-~2nz c).A "4 (2(2m’+c?.1, 8.(1-m). Gﬁ’, / 1 e.(1=1¢").cos.(co—z)
L+ (2—3m—c). A De*—1. (2—m—c). 4, ")
+{6.(1—m). 4+ (2—m). A+ (2—3m). 4,9} .¢ .cos. (¢ my—=')
4 [(2—3m—c). A —:.(2—2m—c)..4 )} .ee'.cos.(cy + ' mp—a—n)
- (2—m~—c) .4 V+1.(2—2m—c). 4} .ec .cos. (cy—c' my—z+a')
F(c—m)..4".ce'.cos. (2w — omy— cv-c'my 4w —7=)
Lletm). AP ee .cos. (20— amy —cv—c'myfa4-a')
herd —_
+ fwm——g-A‘(')——2.(l'—ﬁﬂl).x{,('3>]
“@ :
{ 4 (2-—2711——-2g+c).dl(‘6)J
4 A "Vey*cos, (29 = 2my — 2gv 4 cp 420 — @)
= m)ed V— s A e 3 (1 —m) A, ) .—ar.cos. (v—mv)
a

.ey*.cos. (2gv—cy—20+=)

a
4 l(r—am) . A=t (1—m). A} . —.e .cos. (v —mp+c'my —=")
a .

a
+ [ AV (1—m). A} —.e' cos. (v —my — 'my+ =) }
a .
. dQ du -
Lexpression de | -~ ).——, venferme encore la varialion
dv / h*.u*dv
—
m .a a ddu

3esin (v —me)fa5.sin. (3v —3me)} . o o=

ctil en 1'csnllc Ja quantité
—

q.m
/‘ al
La fonction

. a
.(1——nz).1{,k°>.[—,.cos. (v —myp).
‘]

ddu 2 dQ\ dv
(el 2 ()2

contient d’abord le terme

ddu im'.u¥idy ,
—y =y —sin. (2 ~- ;
o +1 T sin. (29 -- 2¢/);



)

(t

mz I[7+{2 2m- c)’
1
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sa variation cst

.

'3.d — —
lha;m 1429".cos. (9gv—29)}fu - ’ , sin. (2w 20’) }
[+;-J‘V.cos.(2v—-av')

(ldé‘u jm'ud.dy
—( )f s (2v—2v')
gm’ u's.M

h.a ut

.dv.sin. (av — 2v').

Le développement de ces termes donne , en observant que ¢ est a
trés-pea-prés 1—:im? et que g est a trés-peu-prés 1+ m*,

—

m

-._4—{;—-—(—:"—;. {/&.(l—-m)’_l} "‘42(0)'(“—{6,’)

= !Aloy-{z*.(l,m)’-]}.{ R WPRO)
-
A Oy A D

O (A O A A,0-10.4,6 41 (4,-A,9).))

2

X T ) a2
4a, A== 3m 2-——mj , ,
+ A e’ cos.(c'my—=")

- ——-—4 a 'z(in—m) {(Q—nzz——l)../f,(‘)_{. (2-—-371: — 1) ,‘42(1)}

2

— T"‘. (2. C,O 4 €= )} )
6m . A®
a,.(2—3m—c)

6.m . A

— €' .CO8. (2V == 2y ==y My 4 T —-—3")
a, (2—m~c)

cec’.cos. (2v— amy = cy—c'my+tw+4a’)

6m |
- —-———"-'——. {40424} .ee’.cos.(cv—c'my —a+a’)

{4(7)——- A()} ee’.cos, (cv+cmy —o——a')

6.7 A0

+ a, (sc-—n-{-am)
6.m . 4,09

a‘.(sg__z-:’-_-z-j-'y“.cos. (9gv —2v42my=—20)

e*.cos. (2¢v =2y 2my—23%)

{a-2m-¢ ::-um-«f—cj ? I.e.(l—%e").cos.(cy-w)
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6. m

’

{gd(“) A(‘s)-i- 44()} €y*.co8. (2gv==cy——20+a)

6.m -A,,("") . \
- . . . ~— — d"
o (r—am—ag4c) ey".cos (av amy =— 3gv4cv42 )

__1

2a, (1 m)

A+ 3m). A )-aA4 0N -2 [1-(1-;1:)’].;\,}.:,.003 (v-my)
a
m a
+ 2;_, {Jlm)__g,jlcls)},zl_,e',oos, (9 == My E'My m— ')
l6 s N
m a
_ AL 2. 400} —.¢ cos. (v—my—C" '
g {4+ %. 4, } - ¢ +C0s (v=—my—c'my4w'),
On doit observer ici que C,®).sin. (2¢ — 2mv) est linégalité
dépendante de sin. (2¢ — 2my) dans Pexpression de la longitude
moyenne de la lune , en fonction de sa longitude wvraie ;
C,9).¢ sin.(ay-amy+c' mv—3s’), et C,U'%).¢' sin.(sv—2my—c'my-+a’)
sont les inégalités dépendantes des angles sy — a2my+c'my — o',
¢t av — 2amv — ¢’mv+=', dans la méme expression. On peut ob-
server encorc que le terme

om, {4 A4+ A)— 4,0} € .cos. (my—a")

paroitétre del’ordre m‘; ce qui produiroitune quantité del’ordre m’,
dans Vexpression de la longitude moyenne de la lune ; mais ce
terme n’est véritablement que de Pordre m°; car on verra par les
valeurs que nous donnerons ci-aprés, de 4,0, 4,® et &,9;
que la fonction 44,4+ 4,50 — A4, est de Pordre m®; il n’en
résulte donc qu’an terme de Yordre m* dans Pexpression de la
longitude moyenne. Nous le conservons ici, parce que nous
uous sommes imposé la loi de conserver les termes de cet ordre ,
dans le calcul des inégalités du troisiéme ordre. -

11 est indispensable , par cette raison, dans le développement de

uld.dv R .. .
—_— 1’—;’1_3 f - -sin. (ayv — a¢’), de porter la précision jusqu’aux
quantités de 'ordre fu*; il en résulte le terme

j0.m'u

uld. dur
— - f 0 cdy.sin, (3v==2av’).
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Ce terme produit le suivant ,

1;.7; (A,)*.e*.cos.(acy—av4amy—aw)
2a, ' ac=—=3-4am ?
quoiqu’il ne soit que du cinquiéme ordre ; cependant, comme il
acquiert par Pintégration , dans Pexpression de la longitude

moyenne, le diviseur 2¢c—24-am, il faut y avoir égard.
La fonction 1 20\ d
u 2 v
(o) m S(R)%
donne celle-ci,

dd; m'.u'4.d . .
( u+ )h*'f' it -{3.sin(v=v)4a5.8in.(3v —3v')).

4ud
Sa variation produit les termes suivans,
1 (dddy m’ . u'd.dv
{dv‘ +J‘u}.f———————- {3.sin.(v—v') 4 15.sin.(3v—13+")}

-_13
§.m

4a,
d’ou résulte le texrme

—

.l—l,—.faJ‘u.dv. {3.sin. (v — ') 415510, (3v —3v)};

{13+8 (1—=m)*} . 4. f— .cos, (v—~my),

- 2a,.(1—
On doit falre ici une observation 1mportanle relativement aux
termes dépendans de cos. (v—mv) , et que nous nous proposons
de déterminer avec exactitude. Les expressions du rayon de I'or-
bite du soleil , et de sa longitude , contiennent des termes dépen-
dans de Pangle v—mv, et qui résultent de 'action de la lune sur
la terre: ces termes en produisent d’autres dans Pexpression de u,
ct de la longitude mayenne de la lune, auxquels il est esscntiel
d’avoir égard. Pour cela, nous observerons qu’en vertu de ’ac-
tion lunaire, le rayon veeteur du saleil contient, par le chapitre IV

du sixiéme livre, le termes. cos, (v —+') ; uétant le repport dela

masse de la lune, a la somme des masses de la lune et de la terrc;
ce qui donne dans u’ Je terme

/2

#. .
o w—— , COS. — .
— .C (v—1+')
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La longitude ¢ du soleil contient encore par le chapitre cité,
le terme

’

e u ,
— .sin. (v —y¢’).

’ Ia
, m'.u . )
Cela posé, le terme ———— contient le suivant
) b
2 h3us
cm'e. w4
Tmue.u ,
—_— — .COS. (Y= ¢ ),
ah*. ut ( )
3 '.u” ’ . o
Le terme Sy €Os. (2v — 2¢') contient les deux suivans,
2 u .
gm’ pu't m’.u'4

' 6
/ ! : y . .
— S .Cos.((v-v ).cos.(av—nu)«}-m.sm.(v—u ).sin.(2v—2v’);

. am' e u'4 ..
ce qui donne le terme — T+ cos- (v —+'). En le réunissant
‘ou

gm’.pe.u'é

au précédent, on aura — -

————.c0s8. (v—v"); d’ou résultent les
4h* ut ’

termes suivans,

—_—2 —_—

g.m.px a 9m.px a

— e o8 (v—=my)— P e’ .cos. (v=—my 4 c'my——z")
a a a
1 ‘
-— B
27.m a , ,
—— e .CO8.(V—my—c'my+=").
4 a a

1

u's.d . , .
Le terme — éﬁ.f————v-.sm. (av~—2v") donne pareillement les

h? ué
suivans,
— —
3.m .p a a jom .k a a ' ,
—_ —————.Co8.(v—my )— —.—.e .co8.(v—my+c'my—=
a2.(1—m) a, @ ¢ ) 2 a ( J

—_—1
9g.m .p a a ’ , ,
T —— = e "=:€ +COS, (Ve MY == CMpY4*
3.(1—am) a, a ( +*)

Il nous reste & considérer la partie du développement de
1

~» qui dépend du carré de la force perturbatrice. Ce

hr (1452 )*
développement renferme la fonction a—la—.( ds)", ce qui produit
?
les termes suivans,

2

4q,
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3 \ :
Za—'(Bl(o’).' 7-
-+ 2_3';- {B, 4B (}.B,.3% .cos. (¢mv — a')
(4

+ ;%.B,(").'Bﬁ)-e'y‘.cos. (2gv—cy—20+4=),

. Rassemblons maintenant les divers termes que nous venons
de développer. La seconde des équations (L) du n’. 1 deviendra
ainsi, .

ddu m el s ,
o.-—;i——;+u--a—l {1+e+ + }+;—;—/.{1+e +-4—+;.e }, (L)

— I (b gm ) A (1= F) 4 (BN

24 ¢+ 3€*—2.(B,+B,® ).:; + (14 am=—c) .4, (1—ic" )\

m

o —-4.{1+am+(4.?-'771'-:). atm = m c)}J(o)(l_,e,.)

. 2-2m=-c 2-am--
4e, {(n+6m+c) (n—m)+7+(s—am——c)}4(,) (1—ie™)

1=-—m

— 1. (9+mtc). A +1.(g+3m+tc). 4. e

>.e.c08.(cy-m)

+3-(4O+A0). "
( 1+(1+am).e‘+%-—’;e"\

— }

., 7 s /o
l+3»m.<+<x+3e+—4——,e)

>.c08,(2v == amy)

2a,
1 - m
— A,©— (BO—BM). L
L ' ™ )
'rc:‘{“*ﬂ-(n—lg-m)—%e"}
_( +~’* —_c*
—a e s ) (1 +iet— ‘e’.)+’ 4_.1(" —m ) A
o+ 3m “q. (,+m) 0€0CO8, (V==Y ==y )
a | 2EET (4 ie—te)
Q=== QM ==C

- .:.. (4‘(.)— 21’(0)). +% . (B’(S)'_ B-(e))' -7—-:’-
m

Mcan. ckr. Tome LIL, Da
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3-m f3 +C..__4m+8'(l—m)+9./1,(°)} .€.c08,(3v ~—2my+4cy—a)

ha, : [ Qe—am--c

_—1 foe a A . ,
wm (2 m+2359).%;+2-d,<3)}.e’.cos.(nv-—-nmv-q-cmv-—-a’)

4“/ -lﬂ—m m

—2

m (4— e ’
3'———].2—(——-—32—)-—93,('0)--—‘-—2‘4,(4) .e .cos. (3¢ — amy—c'my4a’)
4all 22— 3m r-,'l’

2 2 \
[ (e T (BOFB O S 114 om). A

4-

m
Z:',,z' __2.(x-—2m).(3—nm).(g——m).Aﬂ(o)_-z./1’(3)_(2_3”1)“4“(4)
+( agq, (ﬂﬁjm)'(n-"ﬂlja .GI.COB.(C’MP‘-’”)
+ (Bn(9)+ Bn(w))'Bl(o)':"""42(5)_11' Ca(s)'z Ca<9)+9 Cs(lo)

m

+Eﬂ.{4/1,(")+A,(3)-A,“)—1O.A,<‘).e'+§.(A,<7)--A‘(5) ).e’}J
\ 4]

‘

,3+2m——c+ (24m) ——%-A,(')——Al(s)

+ f’.’. . * n-—-m—[c .e€'.€0s. (av—2amy—cy + c'my + z—z')
2a, ___f3+m""c+ * ].A ®
P a—m—c| "
L * amamee I e€’.CO8,( Qvem2mymmacpmsc'my + = 47 )
al +A 7)+ ( J—m—~cC + 4 -A (8) )
/ 1 2 2 Y1l 4
3~}am 14-2m<-c 2 .
o ) —{ p +c+m}.Al( | ' (cvtdmy —a—a')
— e, II+SYR+C 4 «€e¢ €08,
2aq, +AI(5)+ : + },A S
l 2 c4m !
L= +A/(9>+7,{:"'_2_"'_'*_'ﬁ+__2;_] A®
5.m 2 4 c—mj , ’ ,
—_— .ee’ .cos, (¥ == c'my —wta')
sa, +I1+m+c+ 4 4®
| 2 c—mf
+?_'E'_ ) {l - Bo(”)°%‘; — -‘U’”}-e’-cos. (acve=aa)
sa, m

(2+11.m+8m‘ (10419m+8m?)
3;; 2 $c—a+42m .

10 131 .€".cos.(2cy=2v 4 2my~—27 )
i+441(,)+{8.,43( 4-10.(AM) }'—-QA}")

ac—34 2m
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—4—3- {1+e—7: --{-m +am A,‘")}.-y’.cps. (2gv—219)
, \+am—2s (4¢'=1) _ _(3+m)
3m .4 4.(1—m)  ag—a-+3m
+ —. o 1a 9*ecos, (28V==2v42mp =
441 +2B':)—ZAK(’3)+ 8"41( ) ¥ ( g + e 29)

-—2

m C14 /2 4 4
+;a—.{;—A, Y} .e.cos. (2c'my — 24")

_+B,(3)+(1 ~+c—ag—10.m)

—2 t —3
4

cAM—(1045m). 4D
3 m BO.B,® .ey*.co8.(2gv-cv-20+=)

2¢c, +(5+m) A (16) AQ(!S)
m
. l_!_2m_‘|'(hl—m) 3.(1— )+94("’
3.m 1—am 3 —
~ia ) 3B 10.4,09 +€7* . €08.(2¥~=2mpem2gv+-c + 20— )
=2 1—am

(2, () ot oray y 3-(1—9p). (14 et 4a¢?)
2. (1==au).(142¢*+2¢") 4 W

oy _(36+21.m—15.m“) 3. (1+”‘) A9, ¢

oA, 2T

a
.‘—z—.cos.(v-mv)‘

T 4.(1—m) 3.(1—m)’ ,
_(57=38m) ey s (14) w8y ¥
o A4 L (B BOY). D

\ m

m [ oo 4 4 G
+3£'-'{ 4 A( )+ A, }.i.e'.cos. (v—my+c'my—a')
—(5+m).4

2{11 ]
—2 {("_’8'_'?_)_(1_2,,)_(_75:’_3_;’2,4[(:7)

. ] a U / ’
4 4 =€ .COS,(V=—mty~—0 my-4-a’)*
—5ed D (1—2m) . 4,0D J e,

3.m

aa,.(1—3m)’

Je n’ai point eu égard aux termes multipliés par A, , parce qu'’ils sc
détruisent réciproquement aux quantités prés de lordre m?.

'10. Pour intégrer cette équation différentielle, nous observe-
rons qu’elle donne, en n’ayant égard qu’aux parties non pério-
diques,

Dd2
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] 2 m .,
—_ LI A ——, Q. 3 Ll
u = l1+e+4+ } 20, (1+e+4+te)

L]
4 (b= 3ma—mt) A (1 L) — = (B ) o0,
4a, 4a,

Nous avons désigné dansle ne. 6, cette quantitépar i .<1 +e* +—2—+ 6')5

on aura donc en observant que sans Vaction du soleil , on auroit

1 1 . .
S=et qu’ainsi 'on peut supposer ¢ =¢";
l—_‘__i_ PR LS ©), (1—"g"
e g ’{1+;e }+4a,'(4 3m—m*). 4,.( ze”)
—Z— «(B)*. "
l

L’action des planétes fait varier 'excentricité ¢’ de ’orbe terrestre, -
sans altérer son demi-grand axe a’, comme on I’a vu dans le second

. 1 . o e
livre ; la valeur de - subit donc des variations correspondantes, &
a

2
’

. 3.m e , .
raison du terme — - du elle contient ; et comme la constante
a

4

de la parallaxe de la lune est proportionnelle & :—z , on voit qu’elle

doit éprouver une variation séculaire ; mais on voit en méme
temps que cette variation sera toujours insensible.

Nous avons représenté précédemment par E.( 1+e*).cos.(cy—=),

la partie de u dépendante de cos.(cy — = ). En la sabstituant-dans

Iéquation différentielle précédente; en comparant ensuite les sinus
e

d. -
. . . 14 a
et cosinus de cy — =, et négligeant les quantités de I'ordre -
14
ce qui est permis, vu la lenteur des variations séculaires de I'ex-
centricité de 'orbe terrestre ; on aura les deux équations,

d.e (14-¢*)
_e. (n+e‘) dd= d=\ = a
a ( _7;) dy ?

0—1-—(0-—-— —p—q- .e"
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la quantité — p —gq.¢* étant supposée égale au coélficient de
e.cos. (cy —w=), dans Péquation difféventielle (L) du n°. précé-

+ * . . .
dent, divisé par e ; ou on doit observer que les valeurs de
a

4, 4D, B® et B renferment déja le facteur 1— ¢ La

premiére de ces équations donne en Vintégrant,
1 __ ke 1+e‘)’
dw a®

C w— ——

dy

£ étant une constante arbitraire. La seconde donne, en négligeant
le carré de ¢ge”,

d= i.qe’*
———=c—\/1——-\ +-
dy P \/L—p

el par conséquent, si on regarde p et ¢ comme constans, ce que
Yon peut faire ici sans erreur sensible; on aura, en désignant

q ,
e parq »
Vi—p,

== cy -—v.Vl—p +:q -fe*dy 45
¢ étant une arbitraire ; ce qui donne-

cos. (cy — =) =cos.{v.V1—p— %.fe"dv— e}.

11 suit de-la, que conformément aux observations, le périgée
lunaire a un mouvement égal & (1—V 1—p).v+1g' [ dy.

Ce mouvement n’est pas uniforme , a raison de la variabilité
de e’ ;et si on suppose qu’a partir d’une époque donnée , on repré-
sente e’ par E' + fv+7v*, E étant I’excentricilé de ’orbe terrestre
4 ]la méme époque, le mouvement du périgée sera

(1—V1—p4! ¢ -E*).v4:q E . for4:q . (2EI+f*).¢
Cette expression pourra servir pendant deux mille ans, soit avant,
soit aprés I'époque. La partie

19 E.fv+i.q (2 El+f*) .
forme Péquation séculaire du mouvement du périgée , qui main-
tenant se rallentit de sitcle en siécle. La valeur de la constanle ¢

peut étre supposde égale & V 1—p — 1 g'. E"; langle @ est alors
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égal & la constante e, plus a 'équation séculaire du mouvement du
périgée.

L’excentricité¢ e, de 'orbe lunaire, est assujétiec & une varia-
tion s¢culaire analogue a celle de la parallaxe, mais insensible

w -
, qui ne de-

. . , 4
comme clle ; ces variations étant proportionnglles a %

vient sensible que dans 'intégrale f g.dv.

Si Yon représente par —I;—. cos. (iv+4-€), un terme quelconque de
Péquation (L'), et que Yon désigne par
P.cos.(iv+¢€) + Q.sin. (ip4¢)
Ja partie correspondante de © ; on aura, pour déterminer Pet Q,
les deux équations

. de8\® H

o = {l——(z-{r&;)}.P-}-;;;
. de\ dP dds
Q_s.(z+d—a>.-$+ Bt

Les variations de € et de P étant extrémement Jentes, et 7 élant

. . dé . .
trés-grand relativement & =, la valeur de Q est insensible , et

Yon a
H

R

.. d¢ o
ou I'on doit observer que i+ - étant le coéfficient de dy , dans la

différentielle de Pangle i¢+¢, on peut supposer ¢ constant dans
cet angle , pourvu que Pon prenne pour i le coéflicient de ¢ cor-
respondant a ’époque pour laquelle on calcule. On déterminera
ainsi les cotfficiens 4,7, 4,7, &ec. de 'expression de a.du.
Relativement aux termes dans lesquels le coéfficient de v ne dif-
fere de I'unité que d’'une quantité du second ordre, et qui dépen~
dent des angles 2gv —cy — 204z, ¢t v —my+cmy—a'; la
considération des termes dépendans du cube de la force pertur-
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batrice, devient nécessaire ; mais en portant, comme nous I'avons
fait, Papproximation jusqu’aux quantités du quatriéme ordre in-
clusivement, les termes dépendans du cube de la force perturba-
trice, qui peuvent devenir sensibles, se trouvent compris dans
les résultats précédens. Cela posé,

Si Pon substitue dans ’équation (L'), au licu de z, 1a fonction

, sl+e°+z—+é’+e.(1 +e*).cos. (cy — =)
L 4 )8 s pHdu;
@ 2—}7'.(1+e‘—--—4— .cos. (2gv —28)

la comparaison des divers cosinus, donnera les équations sui-
vantes, ’ ‘

1+(1+7m).c’+24—-—- le

N O W P
0 ={1—4.(1—m)*} . 4O+ L.m _. +(‘+3"+4 )

—d,—(B—B,) s

1 =——m

(E.{1+{_‘);‘_‘2"_'_).e=_{.(/°} )
4 4
(344m) S i 1—c?
4 .(I+Lc )+ p-(U—m)

—% a
o:{lf—(2—2nl—c)ﬁ}.A|(‘)+3.m ';-'< a.(14-m) , .
‘- ————. {14 Ie—ic

Qe QN o= O

—_I A D g OV 42 ©_p®y X
\ 1 { [} 2‘4- }+;'{Ba a } 2

m /

(-—-)

od (-)}
+c+

0 ={1==(2mm2m+c)*}. A, e’ w2 {3 + o—hm ot ———

= {1—(a—m)*} . 4O L . {~—-—+nB ®. 2 4o, m}

—
2==m m

-8 ~ A fh— '] :
o= {1—(2—3m)*}  A,O 4. m ,;".,{M_leuo)._}__g 49(4)}

2—13m m
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m

s 2. (l—2m) (3=—2m). (3—"’) (o) (€ Iy Y- A,
a1 (—3m)(3—m) —AO=Cmm)

a, {Bl(9)+B,('°)} .B;(°),-7—‘- _‘4’(5)__1 I.C,(G)—-Q C,m-l- Py C,('f*)

Vo

o=(1- m’)A(5)+3m

2

m

4 6m bl 4 A, A B-10.4,D.00 4 1.(AD-A4,P ).}

3=t 2m—c 2-+m 6
. —1, 400 d®
4 Q—M=—C

—3 a
o={1—(2=—m—c)*}. 4,4 1.m .—. :
{ } a, _{,+m—c+ 4 A®
2. Qf-m—c !

7‘(3+6m—c)+7‘(9+3m)+%.Al(l) 2

0 ={1=—(2=3m—c)* ..4,(7)—1.;‘.-0—. & 3—3m—c
{1—(2—3 )*} * a +A(,)+{1——m—c+ 4 }‘A(s)g
‘ 2 G iN—C !
3+2m—{1+2m+c+ 2 }.Af"
_ o1 .2 )2 4 cm

0'—'-{' (C-I—m)} 4, P a, +A(s)+{w+ 4 }.A o

' 2 ct+m ' ]
- {1+2m+c+—} A,(')

c—m

o =(1—(cmm)'} . 4,O— L. .= .
a, +{l+m c+—é—‘}-x4.(6)
) 2

c—m

—8 g ¥
J— — 2 Qo) g 3 v—a — (u)'__ — (10)
0=(1—4e). A04Lm .2 {1 BOO.Z — 4, }
2+411.m<4-8.m*  (104-19.m4-8.m*)
a - 2c—2-}3m
{8.4,0410.04,0)2}

20—2-2m .

oz{1——(2c—2+2m)’}.A‘(”)+§.ﬁ —.
K BV AR

_2‘4.(11)_

¢ —a, ! =* 3 —* 13
o ={1—-4g’}.A,(")+%.{g'-—1-—i.(a——a—-)+;.m —im A4S )}
3tam—ag (4g'—1) _(a+m) )

. . - a 4 4.(1—m)  2g—a<-am
o:{;—(gg—g+am) }0"4‘( 3)_ Jam o, : SB( A(l’) 8. A(“)
+—-m -2 +sg__ aFam

o=
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0=(1—4m). 409 FLm 2 {1 — 4.09)
al

B,  (14-c-2g-10.m)
+l ¢-2g-10.m

m 4

1
3

A D104 §m). 4 D

o ={1—(3g—e)} AO—ii .. %

B . _B.(3
+C5tm). 4= BD

m

1+2m+(5+ m)  3.(1=m)

— — o _ . (IG)__’_ __ﬁ.—_ l—ﬂ"l 3-—‘ 2am
o ={1—(a—am—szgo)} . ACI— i 2. AR o A
+ 24 O—
-2 1—2am
m
( (1=
(1= 2#)(1+2¢°+26"’)+; - l)( 1414 2¢7)
, g (36+31.m—r5.m?) o 3.(14m) RO
0 :{1-—-([—)’1) } .A,( 7)+T :lj<_ 4.(1—m) A +2 ("—"’) ¢
()7 38.m ) ‘(°)+LL.{B‘(“‘)+Bc('5)}.-2~ﬂ-
g (l—-m) —*
{ m
o = 5.(l[-k- 2x) —_ (‘s)+(4+m) .4,(‘7)—'(5""”)"4!(‘”
3’;" a-. (l;—!Sm) (1_2[ ) (7(‘ 33 m) Al(ly)

o={1-(1-2m)*} . 494 4

—_5. AL = (1 —2m). A .09

2.(1—2m)';'

1 1. Cousidérons présentement la troisicme des équations (L)
du n°. 1. La fonction

s (dQ (1) d_@_)

T hu B
devient
m.ud.s im.ul.s m'.u'ts (11.c0s. (v—v
3 T W ot -COS.(QV—QV’)-}—S—-”;—;—-.{ ( ) },
2h*.u 2h*.u : 8h*.u +5.cos. (3v—3v')
3m’.u'3.s
développons ses diflérens termes. Le terme ————— donne par son

. ah? . ud
développement, la fonction

MicaN. ciin. Tome I11. Ee
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(1426 — ;3*+2.¢2).sin. (gv —10)
—2e.sin (gv+ev— 8 —=)
—2e.8in. (gv—cv—104-)
+iesin (gv+cmy—0—a')
+1csin (gv—cmy — 843)
—Lletisin, (2cv—gv—2a+0)

o]

_9
Lom .f—.y.{

1
al

N

am’.u'3.s

ah®. ut

Le développement de .cos. (2v—2¢"), sc réduit a mul-

. A /u/a
tiplicr le dévcloppement de —":F—;‘cos. (2v—2v'), que nous ayons
2 W

S
donnd¢ dans le n°. 6, par —; et on aura
u

-—-{ 14 2¢°— Q——-}——m—).y“—-%.e"} .sin. (2v—2amy—gv 40 )

4 |
+sin. (2v —omy4gy —0)
—a.(t4m).e.sin.(2v—2mvtgy —cv—=0+=)
—o.(14m).e.sin. (gvtcv—2v4omy —0 — )
+o2.(1—m).e.sin.(ayv—omy —gvtcvt—a)
;.)ﬁ .-‘;—.,7. —o.(1—m).e.sin. (gv-+cvdov —omy— 0 —z) .

’ 7 0 — I — ’
— ¢ sin. (2v—2my —gv—cmy+04a’)

+ Zelusin. (2v—2mv+tgv—cmy—0+a’)

+ 1 .sin(2v—2my —gvtmy+8—a')

— il sin. (2v—2 my+gv4cmy—8 —a')
(10419.m4-8.m*)" | sin.(2v—amy—oacy + gy 2a—10 ) |

+ 4 ¢ '{+sin.(‘).cv—i-gv—zv-{-znw-—zw—ﬂ)f )

3.m'.u'ts

—aq - Cos: (v—+') produit les suivans,
1* .

IL.c terme
2

3tm L a.y.{sill.(gv—-v+111v—6)+sln.(gv+v—nw-—0)},

16 " a,a
Le terme dépendant de cos. (3v — 3v’) est insensible; nous n’avons
méme cu égard aux deux précédens, qu’a raison de leur petite

influaence sur 'argument de la longitude lunaire, dépendant de

Y —1my, .
1 ds [dQ . ..
{-), que renferme la troisitmc des

La fonction ——.—
! h.ou dv \dv

¢quations (L), donne le terme suivant,
3m’ . u'’

— i g 8-cos. (gv—10).sin. (av—2+).
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On aura le dcveloppemcnt de ce lerme, en augmentant dans le
37 n’
Qh"’.u‘
angle droit, et en le multipliant par g, cc qui donne

développement de .cos. (2v—2v"), les angles gy et 2v, d'un

{1+2e°——(g+m).§—§.e"}.sin. (2v—2my—gv+90)

+sin. (2v —a2amv-Lgv—90)
—2.(14m).e.sin. (2v—a2my+gyv—cv—04a)
+2.(14m).c.sin, (gv4cv—2vtamy—O0—a=)

_a —eo.(1—m).e.sin. (2v—oaomv—gv+cv+4+0 —z)

_..3.2..&_{;%<— 2.(1—m).e.sin. (gv+cvtev—omy—I—z)
4 € , . :
i a, I sin. (2v —omy —gv—Cmy+4-0+4a')

+I.¢.sin. (2v—2my4-gyv —c'my —0+3")
—zic.sin. (2v—2mv—gv-cmy+40 —a)
—zicsin (av — 2myv+gytdmy — 0 —a')
(o+19.m+48.m?) , fsin (2v—2my—aco+gyv+am—_)

\ 4 [—5m (2¢ev4-gv-2v+2myv-20-= )/
. 1 ds dQ ., ,
Les termes de la fonclion ekl (E) , qui dépendent de «™,

produisent les suivans ,
3r7i2 a
——.~.~.y {sin. (gv—v+rzv—9)—sm (gv+v—mv—190)]}.

16 «a,

(lV

dds 2 1
Lec produil ( +s ) f (‘ Q s que renferme la troisicme

des équations (L) du n°. 1, sc réduit a

(1—3) v-sin. (g”—e)f(dv)

1—g* étant de Pordre m*, nous ne conserverons dans ce produit,
que le terme dépendant de sin. (2 v — 2 mv -—gv-{- ) ; ct 1l résulte

dv

du dévcloppement précédent de 7 / ( ) —» que ce terme cst
égal a

37 (g =1) a o,
—;;.(_l_—_-—ﬂT.al.y Sln (QV 2my gV+ )
Ee 2
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La troisiéme des équations (L) du n°. 1, se réduit ainsi a la forme
suivante,
dds
[0 Jp—1 d—y;—+S+r .

T étant la somme des termes que nous venons de considérer. Mais
pour plus d’exactitude, il faut lui ajouter les termes dépendans du
carr¢ de la force perturbatrice, et qui peuvent avoir une influence
sensible.

’ ’3 s

3m’.u'3, - .
12. Le terme Ry donne par sa variation, les deux sui-
(AR

vans,
gm'.u'3.ds 6.m'.u?.s.du

5 ?

2l ud h*.u

el 1l en résulie la fonction

.m a
A

2 a

e {B+B ™) .c*.sin. (gv —10)
%

[
]

-}—3.5.1. {4, 9—1. 4D} oyesin. (av—2my —gv40)
a

-—3.52.‘!—.1?[(°>.c;/.sin. (2v—2my—gv+cv40—a)
[¢3

——3.5 .(L.Al(‘).ey.sin.(zv—— emv4gy—cy—04=)
a

+3.Ezf.. {B)— 4D} ey.sin. (gytcyv—o2viomy—0b—a)
a/

@ ,
+£)—~.;. B, .e'y. {

SIN. (2V == 2 MY mm gV My 40— ') }
&

+sin, (av—2my —gp—c'my+0+3')
2

.m .

Rl {54,9—24,0V— 1 B (M} .e*y.sin.(2cy + gv-2v + 2my-2@-0)
2 a

3.7—71—2 a

+.__
2

4

= {54 =340V} .y sin. (2v—a2mp4 gy —2cv —0+27).
a
fulls

m - N g
Le terme —3—-F——4-.cos. (sy=—27') donne par sa variation, les
2n".u

suivans,
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3m’".ud . ds . , 6m'.u3.5.0u ‘ ,
COS. (2V=—2%V ) =— — —~ .COS, (29 —=2V

a ht. ut ) 12 ub /
sm’.u'd.s. v, ,

o s (29— 2v¢');

et 1l en résulte la fonction

-2
3.7” [2]

— B (B A OB O LB D6 (1 L) sim o)
zi;: ® {(14-m).B @ — A4 D}.sin. (gyv—cv—104=))
2 Ca, T H{C1—m). B — A4 D) sin (gyfcw—0—a)f
{BW4L.B)sin. (gv— my — 043)
sm oa , |4+{BUO—1 B} sin (gv4my —0—a')
T @ T ) 4B D sin. (2v—amy—grdcmyv+ 0 —a')
4B, sin(2v — emyv—gyv—cmpo4+84-a')

s ISA.(‘)—QA.(“)+B“”)
3. et .l.—(lo-{-19.m+8,m’).B‘(°)I.Sill.(QCV-—-g‘V-—Q’ﬂ'-I-g)

‘

—_—— ey
- a
4 , 4
3;" a 1) 0 1
—_——.—.B e’y . 8In. (2y —2my — 2¢v+t gyt am —9).
4 a,
m.u? ds . ,
Le terme — ———.;—.sin. (2 v —2") donne par sa variation
2h*.ut dy
sm/.u'? d.ds ( 't 6.m" .u'> P ds | )
_— WS111. (2V == 2V — . du.=.81n. (2v— 2¢'
2h3 . ut v h*u® dv ( 2

gm’.u’?  ds , ,
o cgredVieCos. (ap — a0,

De-la résulte la fonction

3ma {(z—zm-g).B,(")—}- T.(2-3m-g).B "

4 a \—=t.(2—m—g).B P .c"*

} (1—1.e?).3.51n.(gv-6)

3.77: a {{c1 +m).(z—mn——g).B,m—Al(')}.sin.(gv-—-cv——ﬂ-{-@)t
+ 2 a,’ v \+H{(1—m).(2=2m—g).B 44,2} -sin(gyv+cv—b—a))
(2—m—g).B®
+1.(2—2m—g).B
((2—3m—yg).B 0"

— —4—.;/.03" + l_%.(2—-2m—g)-3.(°)

} sin. (gy —c'my — O4-2")

} -Sine (gy+c'mp —0—a')

+(g—m).B® . sin. (2v —2my — gv+'my +0—3')

+(g+m). B . sin, (2v—2my —gy —c'my+0+4 7).
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" §4,(D—o 4 OV (2—am—2c+g).B O
X le __(ro419. "L+8 m) .sin.(2cy—gv—2a+4)
4 -a/' r — e (2—a2m—g). B (°)I

—t

amooa .
il BV, ey sin. (2y —amy — 2cv gy 27— 0).

4 a

’

dds dQ
4 ; i — . nepar sa varialion
‘Lnﬁnhfonclmn <dv=+s) » f(dv) > donne par >

les termes

I
\m‘ @ —_— % sin. (gu-—-a) 1
—— . {(2-2m-g -1} B (1—{€"). '__(m+ +8.m%) i
104-19.7m-4-8.2 .
‘& a, qQ.m 7 e,y.s:ln’(zcv_gv_Qq-f— 6/)J

2. (20— 242m) ’
Les termes dépendans du cube de la [orce perturbairice sont in-
scnsibles.
~ ~ P ¢
19. En rassemblant tous ces termes, la troisieme des ¢qua-
tions (L) du n°. 1, deviendra
1420 — 1)+
. . f(;—')m—g).(g-f—m.) B (°)+/A (o)] (1t &)

1d. a |— .
o= {; j +s41an,—. N | 1—m “y.sin.(gv-0)
w = 7.(3—3m—g).B . e*+:.( 3_’”—‘")-]3:(9)-6’
+%{B (7)+B(3)}_e/a ;(.L")
R e ), |
—lm . s & P eyesin, (20 = 2my — gv )
“ (+-~ L AR = lo.A,(').c’——-zBl(")}
1—n
-2 1— .
o — l__+ B C')} y.sin. (2v—amy4gy —90)
(l/

iom .3-.{32“)—2+(1-—m).(3-—— am—g).B (P} .ey.sin.(gvt v —0—=)

4 1m . . {B,P—2—0d D4 (1 4+m).(3—2m—g).B }.ey.s5in.(gy—cy—0i+=)

a,

+lom Z‘ {1+4+8).(1—m)—2B 4B, W} . ¢y .sin.(ay—2mp—gv+cv 40 —=)

+i.m 'Z‘ Ag=—1).(14m)+ B,O)—2.4 M} . 0y.sin.(20=—2mp -+ g=—cv—0 4+ =)
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-2 a
+1.m -;-{(l +g).(14m)+ B, 424 D—aB (D} ey.sin(2v—amy—gv—ecv- 8+ 7)
+3.m ';-{3+?-B.(’)+%-(3'Qm-g).B.(°)——(3—3m—g,J.B,("‘)}.e'y.sin.(gv-{-c'nw—-—9—w'_)

—* a CA ’ . . '
+im .;.{3-‘-23‘(3)-—— 1:(3—2m—g). B C)—(3—m—g).B ("} .e"y sin.(gyv—c'my—I4=")
1

—* a (142
+im . (jh*l- 2B 4+3B 1y +g—1n2,B,‘”}.e'}'.sin.(:’.V—an~gv+(~'nw+0-—~=«~')

a, | 2

—* a . QY == SNV —gV
o —f2B 00— (142) 4 1B O)—(y o Y e’y 51, B
+4 a, { ¢ 1 ( +b)+—3 1 (’ {_b+n')'B‘ }.C'}.blll —L'/Ill("{‘9+ ml

s g [PBUI—5m10 A DA OO (5 aimne ). B

+im .. j—am-g {(2-2m-g)’ - 0%y .sin(2cv-gv-29+=)
* a, [‘]‘ [i =+ {re- el ).('10+l()nL+8m“).B,(“)J °
[ % 2.(2c42m—2) J .
PR P Y CO NI Lt R niia?) I \
+Lam o 4 ety .sin(ev—omy—2cy -y 4 2z—0)
e, l + 10,40 —4A40"—2B 0D
a g 1()»{—19.711.+8.nl“+28 on 1 . .
+im . 5 ! ey .sin.(2ey + gy —ovd-omp — o7 —0)
Yol 10./1,(‘)——-4,4‘(")——53‘(”]

e a0y 2 ;
Fim .- (34 2B,9Y). = yusin (gy — v H+my —10)
a, a

-{—%.Z.n.?-.(':»+QB,(‘5)).(i,.-y.sin. (gv4-v—my —86).
a, a

14. On doit faire sur Vintégration de I'équation dillérenticlle
précédente, des remarques analoguces & celles du n’. 1o. On consi-
dérera dont 9 cl § comme variables en vertu de la variation de
Pexcentricité de I'orbe terresire ; en substituant ensuite pour s, la
fonction y.sin. (gv — 8)+J&s, et comparant d’abord les sinus ct
cosinus de gv — 9, on aura les équatious

ddb dy do
0o=r 25 T T)

’

ddy db\» " v o_n

p'+q".e* désignant le coéflicient de ».sin. (gv —0) dans U'équa~
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tion différenticlle (L") du n° précédent, ou on doit observer
que B, ot 4,9 renlerment déja le facteur 1— 1 e La premicre

27

de ces équations donne en intégrant,

de = H.y

® dv

1

H étant une constante arbitraire. La seconde donue en négligeant
dd

o ainsi que le carré de ¢”. e,
14

ct par conséquent si 'on regarde p” et ¢, comme constans, ce
que l'on peut faire ici sans errcur sensible, on aura

l

Y=gy — \/;+p”.v— e dy+a,
1+p
a ¢tant une arbitraire ; cc qui donne
sin. (gy — 0) = sin. {Vz-}-p Ry ——— clv-——A}

d’otli 1l suit que, conformément aux observauons , les noeuds de
Yorbite lunaire, sur Pécliptique vraie, ont un mouvement rétro-

"

grade égal & {y/14+p"—1}. 9+‘7-1;7.p

pas uniforme, & raison dc la variabilité de €; ct Péquation séeulaire
de la longitude du nceud, est a I'équation séculaire du périgée,
q . q
conmme ——— est & — ———.
Vitp” Vigp
Latangentey de Pinclinaison dePorbite lunairea I'écliptique vraie,

T

.Je".dv. Cc mouvementn’est

. ds 2
est pareillement variable, puisqu’elle est égale {H ( —Z)} 5
mais il est aisé dec voir que sa variation cst insensible, et c’est la
raison pour laquelle les observations les plus anciennes n’indi-
quent aucun changement daus cette inclinaison , quoique la posi-
tion de Pécliptique ait varié sensiblement dans lintervalle qui

nous en s¢pare.
On
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On aura ensuite les ¢quations suivanles,

\(1 +g).<1 oo LM )2

__”

¢ a &
o={1—(2—2m—g)*}.BO—l.m ot e ¢ -
’ l—{- Db O 10,4 Vet —o ‘
1—1m !
o::.-{1—(2-—2m+g)’}.Bﬂ("-{-:.;;_ +B(‘)l

l P
o={1—(g+c)}.BO+ m 2 {B;- —o+4(1—m).(3—om—g).B, "}
a

"

o={1—(g—c)"} .B,‘«3’+3.7;.1.{1:’2‘"‘“——2—2.4.("—}—(1+ln).()-->/n-—f) B '
@

.

o={1—(o—om—g+c)’}. B, "+ m .(—?—. {(1+g).-(x—m)—oF "+ B}

0= {1—(r—om+g—c)*} .BO+1m . [(g—1). (1) 4 BO—od, )
a
o ={1—(o—om—g—c)’} . B, O+ .m .—5—.{('l-’;—g).(l-i*nz)--}-—B;'”-{—:‘J, Y L
o} :{1-—-(;;+77L)"}.Blm+}.Tna.—a—.{; +2B O+ L (3-am-g). B P—(3-3m-g). 5 "}
(Z/ >

R —-_1‘2 X 7 K 1 J
o:{1——(g—m)”}.B‘<")+%./n.l-; . {3+2B O (3=2m-g). B —(3-m-g). B, "]

o={1—(2 —m—-g)’-}.B(m—{-«}. { +5

_*_)B()_{_}B('”__.(l—{—rr—-—lll) B, h}

o ={l—(‘l—B”l—é")“}-Bl“")%-3~'71 L 2B U= L (14 g) ¥ B 1 grm ) B,
a,
PB V=5=10,4, b = (3 -2m—-ne+ g ). B " ,

(1041q9.m-4-8m*) o
l—-(}—“’”l—") (gm=c) 2.(20 4 2m—2) B, ‘
(10419 mfBm
—_2 (13) ._.(v e e
o ={1—(2—2m—2c+g)"}.B .+ 1 m S{ 2B,V +(1—g)- 4 }
4 100d O GO — 2B

: L —a 10419.m-+8m* -}-').B“‘"U l
o ={1—(2c+g—2+2m)*}.B.+3.m o -

0= 1-—(26—-0') } B (n)_*__y —

. |
1004 O—bd 'V—§ B
o={1—(g+m—1)*} 'B’('“_*'%"—;"%' {3+28,")
o={1—(g+1—m)"}. BLO4 3. m . S (s 42 B0V}
Mtcan. cén. Tome 111, rf
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19. 11 nous reste présentement a déterminer la valeur du
temps ¢ en fonction de v. Pour cela, reprenons la premiére des

¢quations (L) dun’ 1

dt =

dy

s ]
hu*. ‘/1 +—. <(dQ)' -
1

1l faut par le n°. 6, y subslituer, au lieu de «, la fonction

1 {1+e+ 27+ C+e.(14e’).cos. (cV—fr')l_H,u
«a iV (1+e— 5 9)cos. (2gv—20) j ’

dy
On aura d’abord , en développant le facteur o un terme indépene
u?

dant de cosinus , et qui par la natare du mouvement elliptique,

o a*dy . N 1
doit Ctre Yol (livre second, n°. 16 ) ; on aura ensuite

.

| . 1Q\ dv )

T—a2e(1—:9").cos.(cyv— =) ‘_}' (Q -

s ) Ilﬂ ([v u*

tet(t4ie*—214%).cos. (2epy — 2w) 3 le l’v 2
)‘F (1 et =17 )cos.(2gv-20)—e".cos.(3ev-37)( +;l?‘( )

ady \—;‘ey’.{cos.(zgv-cv-29+‘w)+c05.(2gt’+00‘29"5’)} — &ec. >

' o . 1 (lQ dv
—mJ‘u.{l _f-:,e —:75_30.005.(6"9-:7).}_30 .cos.(zcv—a:)l . 1——; o R
+19°.08.(2gv- 20)- Ly .cos.(2gy-cy-20+7) ) + &c. ]

+3¢*.(Pu)* . (1—be.cos. (cy —=)). {1 — &c.} )
La partie non périodique du second membre de celle ¢quation est

a*.dv | 27.mt 3m?. 4,0°)
S .
Va, L 64.(r—m)* 4. (1—m)

Le coéflicient de dv dans cetle fonction , west pas rigoureuscment

FL (A 4 (A0 }

1 .
constant. On a vu dans le n°. 10, que Uexpression de - contient le
a

" /2 2
3m’.e . — .
lerme — ——— 3 cc qui donne dans a*, le terme  m .a’.¢”; ainsi
4a,
., a*dy . ; 3 -, Do

la quantité Ve conlient le terme 2.a,* .dv.m .e"; or on aatres-
a
/

_a

\ 1 , :
pen-pres , g = -3 m = m®, Pexpression du temps ¢ conlient

o
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am? /o , .
donc le terme — .fe"dy ; ct par cons¢quent la valenr de la longi-

b4 e}

2n

tude vraic de lalane, en fonction de sa longitude moyenne, con-
tient le terme —2.m®. fe"dy, ou —  .m*.fndt.e*; d'olv 11 suit
quc les trois ¢quations séculaives des longitudes moycennes de la
lune, de son périgée, el de ses nocuds , sont culre elles comme les

a “

trois quantités 3m , " , —jf_l:;-. A Ja véritd, les termes dépen-
Viep Vitp'

dans du carré de la force perturbatrice, changent un peu cetle

valeur de Péquation séculairve de la longitude moyenne ; mais il

est aisé de voir que les termes de cet ordre , qui ont une influence

tres-sensible sur Péquation séculaire du périgée, n’en ont qu’unc

trés-pelite et insensible sur celle du moyen mouvement.

- . e . , I . y .
La partie non périndique de est ¢gale a = ctsi Pon néglige

dt

les quantités de Pordre mt, ce coiflicient est

2

. On a ensuile

Vi,
ar le 11°. 10 1%i(l——L *): oe qui donn ¢ = 4+ Lm*, et
ps .10, —== —. m*); quil donne — =14 ;m*, ¢
a a, a,
a? 1 3 I
Vo =o=a. 1+/;m’ . On a de plus par le n° 16 du second
a
/
1-” r__ /"} 7/
ivre, n'=a’ *.y/m'; partant
n'? . at.m - —s .
—_— —_— r J— L 2y .
= =" i) = (1 i m);

d’ot on tire
E:m“.(l—{m"); ‘r;.:—:‘zm’.

Supposons maintenant que Pon ait

ntt+e=y4+-m*.[(e*—E").dv+C.e.sin. (cy — =)
+C, M. e*.sin. (2¢¢v — 24)
+C,™M.€.sin. (3cy — 37)
4+ C M. sin. (2gv —20)
+CP.ey*.sin. (2gv—cy —20+=)
+ C,®. ey* .sin.(3gv+ cv—20—=)
+C®.sin, (2y—2my)
+C".e.sin. (2v—2my—cy+=)

Ff 2
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On aura

MECANITIQUE CELESTE,
+C*esin. (20 —2my+cv—z)

+ C el sin, (29 — 2my4-c'my—=")

+C e sin. (2y —2my —cmy+7')
+COV. € wsin. ('my — =)

4+C 09, ce sin. (2v —2my —cy+cmy+7—a')
+C9, e .sin. (29— amy—cy —cmy+=+7)
4 C,M.ee’ .sin. (cy+c'my—=—=")

+ C % ee . sin. (cy —c'my —=+7")

+ C,7 . e* sin. (2¢p —a2v+2my — 27)

+ CO7. 9% sin (2 gv —2v+2my — 296)

+ CUM. e sin, (2'my — 27")

a .
+ C,“"".;.sm. (v — my)

a . ,
+C.“°).;;-e'.sm. (v—my4cmy—a).

. 18.m*. 4,03
—2.(1-——%;4)-{--}?—-—'—7+3z1,(°)./f,(‘)
. L. (1—1m
C/o= ;
C
o atiet—1.9"—24,09
Cu = 3
2¢
. 1
("(»“ = - -~ ;
)L
O ) — LOter—i9?) =2 400 34,09 et
DG = . R
—_—— o 4 (15)
C(s): r Au_ .
© 2g—c
3
C) = — ——
2g4-¢
—3m*.(140e*—L.e'?) 1-}-m 1=—m
3m*.(14 : _3m,e..f + )
4. (1—m) 12——271&——0 2——-2m+cJ
o —od, . (1+le*—10) 4374 V43074, )
'a\ —_ —7

22— m
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g (1420t —iy —1.e2)  gmt (1+4m). {l-{-fe’-—{'/’—{‘("’} Z
+
g.(1—m) 2—2m—c
_3/1/".1)*,(1()+15;m+8m“) _
8.(2c—uv+o2m)

24,1107 177)+3. 4,436 d4 ‘)‘

0, =

22— 21—

m? Tm2.(1—nmt)

—2d 434 — 3.4 ) ¢

G.(1—m) 2—om-+c

CM =

Hho(2—m)

2—2m-c 4

3m?

— o, O34 )

2=~ ?

— A3 A0

y.(2—3m)

C,00 = ;

C‘(")-_—_—_

Cl(lﬂ)—_:-: —

C0M =

C,09) =

C0% =

23

—3m {4 O+ A, — A, D—10.4, 0" (A, D—Ad ).}
4 fgm“.An(“)_*_ 27.mt 7 1 ‘
1 =)

& 32.(1-——:)1)f. 2—3m 2—m

m?

S| 3O [ (A O} d O0. 1 00— 20
+3.(AD+A4D). e 434, . (A4 4.0
+3% (11. CQ("‘) + QCQ([\)_Q‘C“(ln))

m

im?.(2-4m) jm?*
4.(2—m—c) & .(2—m)

- 2‘41(‘:)_*— 3'42(1)

2 — M —C 2

21.m*.(24 3m) 21.m*

b.(2—~3m—c) 4.(2—13m)

— QAI(‘:')_*_ 342(1)

?

2=—3M—c
— 2A4,G) 4 3.4,
c~+m 2
— 24,434,

C—m
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3in* . (o+19m-+-8m*) gm?.(14-m) 9.m?
8.;2¢c—2-+4+2m) 2—2m—c —16.(1-—-—m)

{3m=4,’~'")+’—-——"m’-(fff")’} '
34, 34 e () — 4

C"— 2¢c—2-42m
! 2c—2-42m

Cette valeur de C,* semble ¢éire de Pordre zéro; car son numéra-
teur renferme plusicurs termes de ordre m, et son diviseur est
duméme ordre. Mais on a vudanslen® 5, qu’en n’ayant égard qu’a
la premiére puissance de la force perturbalrice, la valeur de C,*%,
ne peut avoir pour diviscur, le carré de 2c — 24 2m ; il faut donc
que Pcnsemble de ces termes se détruise aux quantités prés de
Pordre m : ¢’est en effct ce que le calcul confirme ¢ posterior:. 11
suit de-la que dans les valeurs de .,V et de _#,'") de I'expression
de CU9 on doit rejeter les termes dépendans des carrés de e, e
ct 3. Chacun de ccs termes introduit dans C,('%; des quanlités de
Pordre e*, tandis que leur ensemble n’y produit qu’une quantité
de l'ordre e’m, que 'on peut cons¢quemment négliger;il y a done
de I'inconvénient a ne considérer qu’une partie de ces termes, et il
est préférable de les négliger tous. Cest un de ces cas singuliers de
Panalyse des approximations, dans lesquels on peut s’éloigner de
la vérité , en considérant un plus grand nombre de termes.

On a ensuite

_ymt(adm) 3t g3 g 3T AT

C(|7)=8.(2g——2+2m) 16.(1—m) ! 47 ag —a-2m

‘ 2g—a-am )
On doit appliquer a cette valeur de C,*”), une remarque analogue
a celle que nous venons de faire sur C,*%, Enfin on a

A,09

8)
co )___.__..”:..,

—3m*  3m’.(543m)
8.(1—m)  4.(1=—m)
34, 4,00

oA O 2 A O (14" —13)

Co=
Cﬂ(io) —— 2‘40(18).
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16. Déterminons présentement les valeurs numériques de ces
divers coéfficiens. Pour cela , nous remarquerons que les observa-
tions donnent

m = 0,0748013;

¢ = 0,99154801 ;

g = 1,00402175 ;

e = 0,01681%; a Vépoque de 1750.
¥ = 0,0000307.

Suivant les observations , Pargument C,®).e.sin. (¢ — =) st i
trés-peu-pres égal & —69992°,3 .sin. (¢v — =). On a donné dans lc
n’. précédent, la valeur analytique de C*’; en y substituant pour
A, et A4 leurs valeurs qu'une premiére approximation m’a
fait connoitre; j’en ai concla
¢ = 0,05487293.

Cette valeur a toute la précision nécessaire pour la détermination
des coiélliciens ,, 4,0, A4,*), &c. Jai supposé , conformément
aux phénoménes des marées, la massc de la lune -—;—— decelle de la

)
terre. Cela posé ; les équations entre ces coéfliciens, trouvées dans
les n°% 10 ¢t 14, deviennent

A,=0,00723508 — 0,00501814. { B — B,"};

A M= 0,204044 — 0,066089%..4,*) — 0,0480577. { B,*) — B}
A= — 0,00372953 ;

A= ~ 0,003 15160 — 0,0044@610. B, ;

A, = 0,0289026 — 0,00564793 . B,('*);

A =—0,193315+0,104996. 4, +0,372796.4,(9 ;

A [=0,538027 +0,0334044 .4, +0,13511k. 4 ¥,

A M= —0,0008432+40,139071..4,(") — 0,280299.4,7’;

A = 0,0791193 4+ 1,055799. 4, 4 0,270902 .4, ;

A= 0,00285368 — 0,00415018. B,*");

A V= 0,366100-0,01723 38.4.)-0,259744.4,"-0,324680.(4 " ",
A, = 0,00265066 ;

A D= 0,0523335 — 1,§55935+B,) — 0,220276,.4,0*;

A= —0,01298q0 ;
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A= —0,1007403 +0,0385084..4,( )+ 2,09016..4,0'%)
— 1,002473 .40 —36,11032. { B,V —B (). B, };
A,0D= 0,114623 4+0,166591..4 0% — 5.07811.8,0;
A= —0,1210284+0,937593 . 4,0 — 0000031363 A%
—0,139767. { B,0'V+ B,0V};
A= 1,008124+1,018700. 4,07 — 5074801 .4, ;
A= —0,121295+0,675879 .4, 40,183834..4,'";
B )= 0,0287031 — 0,0574772..4,) 4 0,000432665 ..4,(;
B,0)= —0,00000236395 ;
B,*)= — 0,00564433 +0,0048210. B, ;
B, "= 0,0166%486 -+ 0,0166486.4,(") — 0,0165194. B,(;
B, "= 0,00656716 — 0,00708386.B,();
B,)= 0,0000147361 — 0,00681821..4,(");

B V= — 0,0183098 — 0,0170013. {4,V — B (V};

B "= 0,0809777+0,0249192. B,*") — 0,0478194. B ('°);
B == — 0,0868568 4+ 0,18709q. B,)+0,0556224. B () ;
B (= — 0,0263090 — 0,0787687. B,) 4 0,0506541.8,");

B ()= 0,0712575 — 0,03047765 .8, 4+ 0,0211192.8,);

B "W= o,421270%+0,842540.4 (V—0,337016..4,')+0,586564. 8,
+0,157666.B,('%) ;

B ,("*"= 0,0001q#141—0,168403.4 ()4 0,0673614. {4 )+ 1B ('"V};

B (M= 0.084788q +0,147896. { 4,(V—3.B ()} —0,0591586..4,");

B D= — 0,01250619;

B,(¥)= 0,003806625.

J’ai conclu de ces équations, les valeurs suivantes,

A, = 0,0070(262;
AN = 0,202619;
A, = — 0,00372953;
A, = —0,00300427;
AW = 0,0284957 ;
A4 = — 0,0698493 ;
A0 = o0,516751;
A" = —o,207510;
A, = o,274122 ;

A, = 0,00081065 ;
J.(rn)
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A, = 0,349068;

A, = 0,00265066;
4" = 0,0075875 ;
A, = — 0,0129890 ;
A = — o0,742373 ;
409 = —0,041378;
A4 = —o,113197 ;
A4," = 1,08469;

A () = 0,001601;
B,®) == 0,0283831;
B,() = — 0,00000236395,
B, = — 0,00550748 ;
B," = o,0195530;
B,() = 0,00636608;
B,®) = —0,00136676;
B,®) = —0,0212720;
B ") = 0,0782400;
B® = —0,0833684%;
B () = — 0,0327678;

B,0") = 0,0720448;
B = 0,49195%;
B (") = 0,0061023 ;
B ) = 0,0920621 ;
B9 = — 0,0125619;
B9 = 0,00386625.

Au moyen de ces valeurs, j’al rectifié la valeur de ¢, en fajsant
usage de I'équalion

C,).e = — 69992",3.
L’expression de C,(®) trouvée dans le n” 15, donne

Cl®) = — 2,003974;
d’ou y’ai conclu

e =0,05486281;
ce qui différe trés-peu de la valeur déja employée. J'ai trouvé cn=-
suite ,
MiicaAN, ctr. Tome 111, 58
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0
C,®
C,®
C,W
C,©
Cc,®
Cl(7)
C,®
C,
C,0
A5 =
Cl) =
C,0» =
C0¥ =
C.0H=
C09 =

I 1 T

QUE CELESTE,
0,752886

— 0,336175;
0,243118 ;
0,722823 ;

— 0,250034 ;
— 0,00019876 ;
— 0,414046 ;
0,0129865 ;
0,00392546 ;
— 0,0387853 ;
— 0,00571628;
0,196755 5
0,127650 ;

— 1,081734;
0,373115;

— 0,616738.

Tl faut par le n°. précédent, employer dans le calcul de C,('®) et de

C(("): les valeurs de —4.('):

A Vet4 Y, déterminées en n’ayant

point égard aux carrés de I’excentricité ct de Iinclinaison de Por-
bite lunaire. J’ai trouvé ainsi les valeurs suivantes de (), A&,0"),
A% et B ) dont on doit faire usage dans ce calcul,

AI(‘) =
A0 =
AP
Bl(o)

d’ol Pon tire
C.0®
C,(”)

I

On a ensuite,
c.on
C'('s)
C, =

0,201816 ;
0,349187 ;
0,0077734;
0,0282636;

0,272377 3
0,033825.

0,173647 ;
— 0,236616 ;
— 2,16938.

Cela posé, I'expression de n¢+¢ du n° 15, devient, en réduisant
en secondes , ses coéfliciens,
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nt+s = y+i.mt.f(*— E"*).dy

— 69992”,30.sin. (cy — =)

+ 1442",66.sin.(2cp —2%)

~— 35",34.sin. (3c¢ — 3@)
1255”,92.3in. (2gy — 290)
204”,86.sin. (2gv — cy — 20 43)
70",86.sin, (2gv+cy —20 — )
§856"11.81n. (2v — 2mvy)
144617,28.sin. (29 — 2my —cy+=)
453",58.8in. (20 —2my+4cy — =)
42"02.8in. (29 —2my+c'my —a’)
41§716.sin. (ap—2my —'my =)
2106",09.sin. (¢'my — =)
74",06.sin. (2v — 2 my —cv+c’myt= —a')
635",26.sin. (290 — 2my —cy —'my+F+7)
219",11.8in. (cv+c’my — = — ')
362”,18.sin. (cp — c'my —=+4=")
s21',91.sin. (2cy — 2v+2my — 29)
174" 74.sin. (2 gv —2v+o2my — 20)
31%25.sin. (2c’'my — 2%')
376”,586.(14:2).sin. (v — myp)
— 58%053.(142).sin. (v —my+cmy—a'),

S o O N B S S o I A 2

Les deux derniers termes ont été déterminés, en supposant

2= F! Cette fraction dépend des parallaxes du soleil et de la

a 400

b 1, b3 1 . ! - .
lune ; elle différe trés-peu de o0 Mais pour plus de généralité,

nous l'affectons du coéfficient indéterminé 1 4-i, et en comparant
le terme dépendant de sin. (v — my), au résultat des observations,
nous en conclurons dans la suite , la parallaxe solaire.

Il est facile de voir, par ce qui précede, que les perturbations
de Yorbe terrestre par la lune, introduisent dans 4,7, la quan-
tité 0,25044.u,et par conséquent, dans C'? la quantité —o,54139.4;
d’oli résalte dans Vexpression de la longitude vraie de la

lune , Pinégalité 0,54139.y.£7.sin. (v = my), L’action directe de
Ggs
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la lune sur la terre , produit dans le mouvement de cette planéte,

Pinégalité f;.p..sin. (v — my) ; cette action est donc rélléchie a la
a

lune par le moyen du soleil , mais affoiblic dans le rapport de
0,5413¢ a Punité.

L’expression précédente de £+« renferme les quantités ¢ et g, ct
ces quantités dépendent de Yaction du solcil. Nous avons donné
leurs valcurs analytiques dans les n°®. 10 et 14. En les réduisant cn
nombres, on trouve

c = 0,091567;
& = 1,0040105.

Le mouvement (1—c).v du périgée lunaire, est donc, parla théo-
ric précédente, égal & 0,008433.v. Ce mouvement, par les obser-
valions, cst égal a 0,008452.v; ce quine difltre du précédent, que
de sa quatre cenl quarante-cinquiéme partic.

Le mouvement du périgée est assujéti a une ¢quation séeulaire
dont nous avons donné 'expression analytique dans le n® 10. En
la réduisant en nombres , elle devient

3,00052.2.m*.[(e* — E").dv.

2

Elle a un signe contraire a 'équation séculaire du mouvement
moyen , el elle esta fort peu prés trois fois plus grande.

L.e mouvement rétrograde (g—1).¢ du noeud de Porbite lunaire,
cst, par la théoric précédente, o,0040105.¢. Ce mouvement, par
Ies obscrvations, est égal a 0,00402175.v; ce qui ne differe pas
du précédent, de sa trois cent cinquanti¢me partie.

Ce mouvement du noeud est assujéli a unc équation séculaire,
dont nous avons donué expression analytique dans le n®. 14. En
Ja réduisant en nombres, clle devient :

0,735452.7.m*./ (" — E").dy.
Elle a un signe contraire a celle de la longitude moyenne de la
lunc ; d’ou il suit que les mouvemens des nocuds et du périgée se
rallentissent, quand celui de la lune s’accélere, ol les équalions
séculaires de ¢es trois mouvemens sont constamment dans le rap-

port des nombres, 3,00052, 0,735452, ¢t 1. On doit donc, dans
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Pexpression précédente de ne4¢, substituer , au lieu des angles
cy ct gy, les quantilés

¢y — 3,000§2.L.m* [ (" — E*).dv ;

gy +0,735452.2.m*.f (e — E").dy.

L’¢quation séculaire de Panomalie moyennc est ainsi
— 4,000§2.3.m*.f(¢*— E"”).dy ;

ou & tres-peu-prés quadruple de celle du moyen mouvement.

17. Nous allons présentement déterminer quelques-uncs des
inégalités 1es plus sensibles du quatrieme ordre. Lune de ces inéga-
Lités est relative & Pangle 29— 2my — 290+ cy+20—=, ct nous
avons déterminé précédemment la partic de adz qui dépend du
cosinus de cel angle. On trouve cnsuite par le n°. 15, que Pex-
pression de nt-+¢ , renferme Pinégalité

f 3.m%. (2a-m)

1 8.(2g—a-2m) 67’ sin SPp=—2my — 28v
g—2m—ag-4c T\t evt20—a ’

—2d OV 434D

Celle indgalité réduitc en nombres, devient
26”77 .sin. (2 v —2my — 2gv+cpy 420 — o),

Considérons encore I'inégalité relative & Pangle 2cv + 20—2my
—2a. 5i l'on rassemble tous les termes dépendans du cosinus de cet
angle, que donnele développement de Ja seconde des ¢quations (L)
dun®. 1, et que nous avons délermingés dans le n°. 6; cette ¢qualion
devient, en n’ayant égard qu’a ces termes,

ddu jan  (10-19.m=4-8m?).(24-c-m) . X
= Ut —- .%.co8.(2¢ Mo )
0= 7Tt ac, Py v+ 2v-2my-2a);

en nommant donc 4, .e*.cos. (2¢y+ 20— 2 my—2w) , le terme
eorrespondant de adu ; on aura
.
—(10—1gm+8m*).(2—m-+c)
A= 2
) =

b.(c—m+1). {/,.{c—-m-}-i)“-—l}

Si Pon nomme ensuite C'@.e*.sin. (2cy +2p —2mp —=23) . le
?
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terme correspondant de Pexpression de nt+4+; on trouve par le
n’. 15,
—3.m* (10—19gm+8m*) 3.m*.(1—m) 9.m*
a  8.(c—m+1) — 2—am+-c - 16.(1—m)
— oA O3 A, — 34

Cl (0) =— .
? 2c—2m+4 2

En réduisant ces formules en nombres , on a
A, = o0,00201041 ;
C',®» = —o0,0130618;
d’ou résulte dans nt4 ¢, I'inégalité
— 25”03 sin. (2cpv+2¢v—2my—a=).
L’expression de d¢ du n° 15, donne dans nt+¢, le terme
3.4, ® . ee’ . sin. (av—2my +cv—ec'my — w4 %)
2—3m-+4c¢ )
Ce terme est sensible, & cause de la grandeur du coéfficient A4,¥;
il est donc utile de considérer Pinégalité relative a Pargument
2p —omy+cy — c'mv — @+a. La seconde des équations (L)
dun’. 1, donne, en n'ayant égard qu’a ces lermes quc nous avons
développés dans len®. 6,
ddu a1.m*.(2—3m).(4—3m-c) , 2v—aomy+cy
dv‘+ - 4.(2—3m+c) i 'COS'<—C'mv—@+rw')'
Soit
A, M.ee'.cos. (29 —2mytcy—c'my —a+ rar')

la partie de adu dépendante de argument dont il s’agit ; on aura

21.m?*.(a—13m).(b— 3m+c)
— 4.(3—3m+c). {(2—3m+4c)* =1}
Si ’on nomme ensuite
C' M,ee sin. (2w —2my+tcy —cmy —a+a')

'
A ’(‘) —]

Ja partie de nt+¢, relative au méme argument ; on trouve par le
n° 1y,
s1.m*.(3—13m) 21.m? o
—_—a A0 @
‘4. (2—3mtc)  h.(2—31m) 24"+ 34,

' = )
* 3—3m+oc
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En réduisant ces forinules en nombres, on trouve
" () == —— o .
A,V == — 040134975 ;
4
C', = 0,0534480;
ce qui donne dans nt+¢, Pinégalité
31°39.sin. (20 —2my + cy — 'my — =+ "),

Les inégalités dépendantes des angles 2cv —2v+tamy=xc'mv
— 2@ =a’, semblent devoir étre sensibles par les grands diviseurs
que les intégrations leur font acquérir ; il importe donc de les
déterminer avee soin. En suivant Panalyse exposée précédemment,
et cn n'ayant égard qu'aux quantilés du quatrieme ordre ; si 'on
représente la partie correspondante de adu par

A ®.e% .cos. (2cvy—avtametcmy —a2s —-a')
+d D.ee.cos.(2cv—a2v+amy—cmy—awta’);

Yéquation différenticlle en z devient
(7.(3411.m+8.m*)  7.(10419.m+4-8.m?)

ddu 3.m 16 8.(2¢c—3 m 2cp-2¢-+-2my
0= —+u+—. 4. ( +3m) .e’e’.cos. , b ,
dv® a, 5.4, i g® +c'my-2o-w

t

P

— 2c—2+3m
104-19.m~4-8.m* (24-11.m+8.m*)

——, —

3.m 8.(2c—2+4m) 16 e*e’ . cos 2cy —2v-t2my\

a, 5.4, s : T\ =c'my—a2w+a')’
20—24m e

on aura donc
7.(2+11.m+8.m')

A = —3m . 16 :
: 1—imi—(2c—2+4-3m)* " |— 7.(10419.m+8.m*)— 40.4,®( ?
8.(2¢c—2+4+13m)
(10+19.m+8.m’——40.A‘(9)
A O = —3m?* ) 8.(3c=—3 +m)
! 1—!m*—(2c—24m)* __(2+ll-m+8.m") .

16

Si 'on désigne la partie correspondante de n¢+¢, par
C' ®.e*e'.cos. (2cv—29+a2my+c’'my—o2z —a')
+C'\P.e%e’.cos. (2cv—av+amy—c'my—aw+3');
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on aura par le n°. 1y,
g1.m2.(10+19.m18.m%)+120.m.4,® _ 21.m’.{2+3m)_ 63.m? l
16.(2c — 24 3m) 4.(2—3m—c) 16.(2—3m)
o d O 43 A D — 34D 434 A0 J

.

2¢c—2-13m

—3.m* (10419 .m+8.m’)-l--|2o.mﬂ.A.(9)_L 3.m*.(2+4m) 9.m?
16.(2¢c—2 +m) T/l-.(n-—m—-c) 16.(2—m)

—_— /111(3)+ 3'4!(6)_34’(1)4- 3.11.(9) 'J{l(')

C .= .

2¢— 2-}m
En réduisant ces formules en nombres, on trouve

A\ = o0,744932

A M= — 0,0153320;
C'\® = 0,563137;
C'\" = — o0,0235572;

’olr résullent dans nt+¢, les deux inégalités
18",15.5in. (2¢cy — 290 4+ 2my+c'my — 2@ =— ')
— 0o’y76.sin. (2cv—av+2my —c'my —2943"),

Les inégalités dépendantes des argumens 2cv ==c’'my—2o===’
sont trés-faciles a déterminer par la considération de Pexpression
dc dt du n°. 15. Cette expression donne dans celle de nt+¢, les
inégalités

3.4, e2¢’
erm

3.4, . e%’

sim (2cv+c’my — 27 —a)

.sin. (2cv —c'my—a2a4-a');
2¢c—Mm

ct il est aisé¢ de voir que ce sont les seuls termes du quatriéme
ordre, qui dépendent de ces argumens. En les réduisant en nom-
bres, on a dans nt+¢, les deux inégalités suivantes ,

— 9"y75.sin. (2cvdc'my — 25 —a')

+13%,89.sin. (2cy —c'my — 2a+43").

11 est facile de voir , par Pexpression de d¢ du n°. 15, que I'iné-
galité dépendante de Vargument 4y — 4my — cy + =, doit élre
sensible. Pour la déterminer, nommons

A'\D.e.cos. (by —bmy —cy+a)
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le terme correspondant de a dz. 11 est clair qu’il ne peut en résul-
ter de semblables, dans Péquation différentielle en z, que par la
variation des lermes de la seconde des éqnations (L) du n® 1, dus a
la force perturbatrice. Nous avons développé ces variations dans le
im'.u'3.du
terme du quatriéme ordre , dépendant de cos. (4y—imy—cy+=).
La scconde variation est

n°. 8. La premiére cst — ; et clle ne produit aucun

gm’.u'?
2 haud
clle produit le terme

.2

——-~-— (3—4m) A M.e.cos. (bv—tbmy—cv+w),

-du.cos. (29-—29)+

J‘v .sin (29— 2¢')

La lroisiémc variation cst
6m’ .3 du du | gm’.u'* d.du
haur “uw T dy s (QV_QV)— ahtut  dy
im’.u3. ' du
L2yt 2—

.sin. (29 —2v¢')

.cos. (2y—2¢');
¢lle produit le terme

2

3m
4a,
Enfinla quatriéme variation est,

(2—2m—c)..d M. e.cos. (by —bmy —co+a).

u.m.

W {1-{-43/ .COS. (ngo— l—.sm (2v-2¢') 414 cos.(2v-2¢ )}
deu Im gm’ u's .’ . ,
l o J‘ujf . sin. (20—20)—— Fryl B .dv.sm.(m{-w );

elle produit le terme

3m (2—5m)

a, h—bm—c

A M.e.cos. (fy—bmy—cy+=).

L’équation différenticlle en x, deviendra donc, en n’ayant égard
qu’a ces diflérens termes,

—

o(=————+u-—3‘—m {5——6m c+4 -(3—sm)

Py } A M.e.cos.(fv-4my-cy = ).
Mtcan. céL. Tome 111. Hh
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En y substituant ,
A’ D, e.cos. (hy —bmy —cv+7)

pour aduz; on aura

—_— 3—72-: {5--—6m—c+g%s—_—_m—‘):}.d‘("
A\ = . — .

(b—4m—c)*—1
Si Pon nomme ensuite
C\®.e.sin. (4v —bmy — cy+ @)
le terme correspondant de nt+¢; on aura parlen°®. 15,

{ im? 3m*.(1—m)

4.(1—m) h—jm—c

+3.4,© } A O — 5 gD

O, — .
3 h—fme—c
Iin réduisant ces formules en nombres, on trouve
RO .
AP = — 0,000799351 ;
R - .
C'\¥9 = 0,00294934;

d’ottrésulte dans Vexpression de nt-4-¢, Pinégalité
103"01.5in. (49 —bdmy — cv+a).
I2inégalité dépendante de 4y — bmy — 2cv+ 2=, pcut encore
¢tre sensible : Pexpression de mdt du n°. 15, conlient le terme
L (A) et .dv.cos. (by —bmy — 2cy +2%);
d’olt résulte dans 2t 4 ¢, le terme
3.(A, ) e* . sin. (bv —4dmy — 2¢cv + 2%)

2.(4—4m—ac)

! est aisé de voir que c’est le scul terme du quatri¢me ordre, dé-

pendant du méme argument , qui entre dans Pexpression de ¢+ ..
Ilu le réduisant en secondes, il devient
68”,70.5in. (4y — bdmy — 2cv+2w),

On verra ci-apres, que les lables de Mason et de Burg s’accordent
a ne donner que 46" environ, pour le coéflicient de cette inéga-
lit¢ 5 ce qui semble indiquer que ce coéflicient est bien déterminé
par les observations. Ainsi, la différence 22” qui existe entre Ieur
résultat et celui de notre analyse, vient en grande partic des quan-
tités du cinquidme ordre, que nouns-avons négligées dans le calcul.
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Pour le prouver, ct fuire voir en méme temps qu’unc plus grande
approximation diminuc les différences entre la théorie ctles ob-
servations ; nous allons délermincer ce coéfficient , en ayant égard
aux quantités du cinquiéme ordre.

Désignons par
A\ .e*.cos. (bv —hmp —2cv+27),

le terme correspondant de adu ; il est clair qu’il ne peut en résul-
ter de semblables dans 1équation différenticlle en 7z, que par la
variation des termes de la seconde des équations (L) du n°. 1, dus
ala force perturbatrice. Nous venons de donner les quatre varia-
tions de ces termes : la premiére ne produit aucun terme du cin-
qui¢tme ordre, dépendant de cos. (4v—4fmyv—z2cy+2w). La
scconde variation produit le terme

-
9.m

s {34 MD— A} .c*.cos. (4¢v —hmy — 2cv+33).
ia,

Lestermes du cinquiéme ordre, dépendans de cos.(4y-4my-2cvtaw),
ct produits par la troisitme variation, se détruisent mutuellec-
ment, aux quantités preés du sixieme ordre. Enfin, la quatri¢ine
variation produit le tecrme

3m {sA.m—zA.(") Lammmm)otigmtdn) +§.<">}.e,.cos_(4u_4,m,>‘

2a, 2—2m=—c 4.(2c—242m) -2m —2Cp+om

1 équation différenticlle en 'z, devient donc, en n’ayant égard qu’a
ces termes,

() (1y) () -
. 34[([)— ;’.._dl(“)_*.sAl DAl +Al 1

ddu 3.m Qe 2 ~—C 2—2om
o:(x;.wu}-;_ +(1-—nm).(3—2m).(10+19.m+8m’) 4 (O)S
4.(2c—2-42m) 2
En substituant .Z',®.e*.cos. (4v —4émy—2cy+2=) pour adu;
on aura

. con ap ~ & my
U\ —2cy4aw/"

(Dma g G 4 GV
+

3Al(l)_—i‘d((“)+ 5‘4

(1 ——zm).(g—-nm).(xo+xg.m+8m“).f1’(o)

PR ym* + 4.(2c—2-42m) »
S P (4—4m — 2¢)*—1

Hh a
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Si 'on désigne ensuite par
C, 9. e sin (hy —dmy—2cv+42w)

le terme correspoundant de n#¢4-¢ ; on aura par le n° 15,

—3m® . (§A4,(N—24,('1)) a7.m*  (104-19.m-4-8m?*) A
4.(2—2m—c) 64.(1—m) 2c—afam 24
n 3/],;(1)_*- 3m? P 3m“.A.(x)—- 3m®.(10419 m+8m‘)‘/1’(o)

4.(1r-m) " 2—2m—c 8.(2¢—2-+t2am)
FE (A 3O A — A0 A

4—4m—2c

—
C =

En réduisant ces formules en nombres, on trouve
A, = 0,00436374;
C',® = 0,024q067 ;
ce qui donne dans ni4¢, Pincgalité
4r7yr.sin, (fv — 4my — 2cv423),
la diflérence entre ce résultat et celui des tables, est insensible; et
Pon voit par ce calcul, que pour rapprocher entiérement la théo~-
ric de Pobservation a I’égard de toutes les inégalilés lunaires, il
sulliroit de porter approximalion jusqu’aux quantités du cin-
quicme ordre. Cela résulte encore du calcul de I'inégalité dépen-
- dante de sin. (y—mv) , dans lequel nous avons eu égard aux
quanlités de cet ordre ; car on verra dans la suite, que le résultat
de notre analyse , comparé a celui des observations, donnca trés-
peu-prés , la parallaxe du soleil, que on a conclue des passages
de Vénus sur cet astre.
Linégalité dépendante de Pargument ¢y — ¢ 4-my — =, peut
&re sensible, a cause de la petitesse du coéflicient de & dans cet
argument. Pour la déterminer, désignons par

'

a
/l'l(“).;—.e.cos. (cyv—v4+my—a);

[¢]
r (6 1 .
C' ¢ ).:.e.sm.(cv—v+mv-—v),

’

les parties de adu et de n¢+¢ qui dépendent de cet argument ; on
aura, cn ayant ¢gard aux perturbations de la terre par la lune,
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21— 1lc—7m—20.p

—_— —_ A0 — 1, 4
3m '{ 16 sdl ’ 8 j

7 (6) —
A V= (c+m—-—1).{1-—(0-}-111.-—1)“—-{11:’}

_—3m2.{———————-——5+2m’_1°"‘_SAl<177_ %./1((‘) |

7 2
2 8 —9‘4,'(6)+34‘(”).{_34‘(11‘/1'(”;'*'5;‘%;,[)
C .= ctm—1 8.( .

ca4m—1
D’ol1 Ton tire
A'\® = — 0,260496 ;
C\"” = — 0,293763.
De-la résulte dans 7 ¢+4¢, 'inégalité

"

— 25",65.(147).sin. (cpy — v+ mp — @ ).
L/inégalité dépendante de Pargument ¢ —myp 4-cv—», est
facile & déterminer par le n°. 15 ; il est aisé de voir qu’elle est
¢gale a

34070 a .
= e.sin. (v—my4cy—am);

14 c—m

el par conséquent égale a
—15"%47.(140).sin. (¢ — my+cy — ).

Lin suivant les mémes procédés, on déterminera les autres ind-
galités du quatriéme ordre; mais comme elles sont au-dessous des
errcurs de nos approximations, il ne sera utile de les considérer
par la théorie , que lorsqu’on voudra porter l'approximation jus-
quaux quantités du cinqui¢me ordre.

Maintenant, si I'on rassemble les inégalités du quatri¢me ordie
que nous venons de déterminer, on aura

26”77 .si, (2v—amy —agy+4cy+20— =)

25%,03.sin. (2¢v 4290 —2my — aw)

31,39 sin. (20 —2mptcp — 'my — ata’)

18" 15,800 (200 — avtamy+cmy — 27— 3')

0’76510, (200 — apt2my — 'y — 2 ata')
" M ’ : U

— 9575810, (2cvt+cmy — 27 —a')

+ 13°8g.sin. (2¢p = 'my — 2 a43")

| ++ | +
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+ 103"01.810. (v —4dmy — cv+=)

+ 47"g1.sin. (k0 —bmy —2 cv+27)

— 2¢"65.(1+4i).sin.(cy — v+ my — =)
— 15"47.(1+4i).5in. (v —my+cy — ).

18. Considérons Ic mouvement de la lune, cn latitude. Nous
avons déterminé précédemment la tangente s de sa latitude ; or
1

Pexpression de Parc par la tangente s, est s—js'++.5"— &c.;
ainsi la latitude de la lune est a trés-peu-pres ,

Y (1—7%9%).sin. (gr — 8)4ds. {1— 92+ 5.9%.cos. (2agy — 26)}
+5.9 .80 (3gv —30);

d’ol1 yai conclu, en employant la valeur précédente dey , la lati-

tude égalc a

57230”,83.sin. (gy — 0)

38",78.s1n. (3gv — 36)

16217,09.51n. (ay —2my —gy+0)
3%,52.5in. (29 —2my+gv—10)

17",26.sin. (gv+cy — 0 —~ =)

61”,27.sin. (g —cy — b6+ =)

19,95.8in. (2¢ — amy—gytcy+0—m)
4",98.sin. (29— 2my+gy—cy—0+a)
66",66.sin. (29 — 2my — gy —co+0+w)
75"514.8in. (gv+c'my — 8 — @’)

80",06.58in. (gy — c'my — 04-3')
31",47.8in. (2v — 2my — gv+c'my+40—a')
69”,19.sin. (2v—amy — gv —my 40+ 7')
84",57.8in. (2¢cy — gy — 2w +86)

15",83.sin. (2cy+gv — av+a2amy—2a—190).

P++ 1 +++

b+ 1

+ 4+ + |

1Q. Il nous reste a déterminer la troisitme coordonnée de la
June, ou sa parallaxe. Le sinus de la parallaxe horizontale de la

D . D.u ,
lune, est égal a —oua- , D étant le rayon terrestre. Vu la

1455
petitesse de cette quantité, on peut la prendre pour Vexpression
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de la parallaxe ellec-méme. En y substituant pour z, sa valeur
;z. {1+e*+ 57’ +e.(14e*).cos. (cy—v)— ;3*.cos.(agy—20)} +du ;

. D
et négligeant les termes de 'ordre —. e*; on aura la parallaxc

égale a
g—.(l +e*). { 14e[1—53*+ 53*.cos.(3gy-20)].cos.(cy-a) 4 adu—sds } .

’ L3 b o
Pour déterminer —, nous observerons que 'on a par le n° 10, -
a

1 1
-= —.0 020 ;
2 a »9973 5
ctparle n° 15,
a* 8 1
V= 1,0003084 == =3
d'ou 'on tire
1 n? (|,ooo358_4_)’
a 0,997 3020

Soit 2¢ le double de Pespace que Pattraction terrestre feroit décrire
daus le temps ¢, sur le paralléle dont le carré du sinus de latitude

. M .
est . Celle attraction cst D: PAr Ie n°. 35 du livre IT1, la terre A1

¢lant supposée elliptique. Mais on a fait précédemment M+ m =1,
m élant ici la masse de la lune; on a donc

M.t?
— 2
(M +m).D? ’
partant
D 3 M D n*t*. (1,0003084)’
a M4m 2¢ 0,9973020
Supposons ¢ égal a une scconde, ¢t nommons 7' le nombre des
G
sccondes d’une révolution sydérale de la lune ; on aura #* = -,

7 étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Soit / la
longueur du pendule a secondes, due a la gravité sur le parallcle
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gne nous considérons ; on aura par le n% 15 du premicr livre,
2¢ == 7°/; ce qui donne

D '/ TM T D ( 2,0006168)?

@ M4-m' L '0,9975020.7'"
La longucur du pendule & secondes , sur le méme paralléle , est,
par le n° 42 du troisi¢me livre, égale a o™ ,740qo5 ; il faut Paug-
menter de sa 434" partie, pour avoir JaJongueur qui auroit lien
sans la force centrifuge; ce qui doune Z=o0",742612. La valeur
de D est égale & 6369374 melres; enfin, on a par les phénoménes
, M _ .
des marées , m =% et les observations donnent T"= 27321006
58,
on aura ainsi,

D -
o= 0,01b55101.

“ ’ .. ~ . D
¥in ¢valuant en secondes , le coéflicient —.(14¢*); on lc rouve
a

¢gal a 10568",41. Cela posé, on trouve pour Pexpression de la
parallaxc de la lune , sur le parallele dont il s’agit,

1056842
+ 578"63.cos.(cv — =)
+ 76")18.cos. (2v—2my)
117",49.c0s. (2¢v —2my — cy+4=)
2°,16.c08. (20 — 2my+cy — =)
0"§3.cos. (2¢v —2my+c’my—a')
57,06.c0s. (2¢v — amy—cmy+s')
1",03.cos. (¢my — ')
0",68.cos. (3v — amy —co4cmy+a—a’)
§",04.C08. (20— 2my — ¢y — 'my+a4a)
2",02,c0s. (cy+c'my — v —a’)
2"67 .cos. (¢cv — c'my — a4a’)
0',03.c0s. (2¢¢ —2w)
11°,10.c08. (2¢cv — 29+ 2my — 2@)
0,33 .cos. (2gv — 20)
0”,54.c0s. (2 gy —2y+amyp ~ 20)
0",04.co0s. (2¢'my — 2a")

FT++++1+11+11
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,92 -cos.(2g¢v —cy —2042)

o,zo cos.(2v—amy —agy+tcy420 —=)
2”,99.(1+i).cos. (v —my)
,48 (1+i).cos. (v —my+c'my —a')
0’13 .cos. (2v—2mytcy—c'my — wta’)
0",46. «€os. (bv —~bdmy—cy+a)
0,14 .c08. (49 — bmyp — 2cv+aw)

0”,40. cos. (2cv —2v+2mytc'my—am—a')
0‘,07.cos. (2cv420—omy—27)
0”,38.(14i).cos. (cv—vitmy — =)

]+++H+l|l

MicaN ctr. Tome 111, It

249
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e -

CHAPITRE IL

., ., ). ; L9 s e e H
Des inégalités lunaires dues @ la non-sphéricité de la terre
et de la lune.

2. Nous allons préscntement considérer les termes dus a la
non-sphéricité de la terre et de la lune. On a vu dans le n°. 1,
que pour y avoir égard, il suflit augmenter dans I'expression

m
, de

de Q, la quantité
a4 v’
M+m { <
(MAm) LM + m j
Si Pon nomme «p Vellipticité de la terre ; ) son rayon moyen;
z¢ le rapport de la force centrifuge a la pesantenr a Véquateunr;
enfin g 1o sinus de la déclinaison de la lunc ; on a par le n° 35 du

livee 111,

M . D
= —r—+{§a¢-up}. g M (pr— ).
Si la terre n’est pas elliptique, on a par le n® 32 du livre IIT,
9 M 1 ’ Dﬁ
Vo= —+ {(fap—ap).(w»—3)+ah -(l—-#’).cos.za_}.M.-rT ;

ap cl ak’ ¢tant des constantes dépendantes de la figure du sphé-
roide terrestre, ct @ élant Pangle formé par T'un des deux axes
principaux de Ja terre situés dans le plan de ’équaleur , avec Je
méridien terrestre passant par le centre de la lune. Il est facile de
voir par Panalyse suivante, que le terme dépendant de cos. 2w,
n’a aucune influence sensible sur le mouvement lunaire, & cause
de Ja rapidité avee laquelle Pangle @ varie; en sorte que la valeur
de # dont on doit ici faire usage, est Ja méme que dans 'hypo-
these clliptique et d’une cllipticité égale & ap; mais dans le cas
gendéral d'un sphéroide quelconque , af n’exprime plus son ap-
platissement. On peut done supposer dans ce cas général, que la
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valeur de Q du n®. 1, s'accroit par la considération de Jp non-sphié-
ricité de la terre, de la fonction

T D" T
(:“Q’—aP)-rT-((’-’—:)‘;

M+ m étant pris pour 'unité de masse.

Considérons d’abord la variation de 'orbite, ou le mouvemcnt
de la lune en latitude, dépendant de cette cause. Si 'on nomme a
Pobliquité de Iécliptique sur Péquatcur, et si 'on fixe Porigine de
Pangle v, a Iéquinoxe du printemps d’une cpoquc donnée ; on
aura a trés-peu-pres

p=sin.r.V 1— ss.sin. fv4-s.cos.a;
fv étant la longitude vraie de la lune , rapportée a I'équinoxe
mobile du printemps. Il faut ainsi ajouter a la valeur de Q, la
fonction

(L 4@_1’)) D‘ j'sln. A —s) sin®. fy-+2s.8in.A.CO8. A. smfvl
| 4 s*.costr—1

Ccla posé, reprenons la troisi¢me des équations (L) du n°. 1. Nous

avons développé dans les n°. 11, 12 et 13, les divers lermes de

cette équation dus a Paction du soleil : il est facile de voir que la

fonction précédente lui ajoute la quantité

"(“' 4‘%“?) -Dl

; %.sin. A.cos. Alsin. fo4(g* — 1).H.sin. fv;
lﬂ

H.sin. fy désignant linégalité de s, dépendante de sin. fy. On

peut d’ailleurs se convaincre aisément que cctte quantité est la

scule sensible qui résulte de cette fonction. En Pajoatant a Péqua-

tion différentielle du n°. 13, et observant que f—1 est extréme-

ment petit par rapport a g—1; Pintégration donnera
__3(ep—ze¢) D*

—.-———--Sll’l.)\ COS.A;
1—g* a?

d’ol1 résulte dans s, ou dans le mouvement dc la lune en latitude,
Pinégalité
«p —lap) D*®
. (ar—i=p) D .8in. A.c0s. A.sin. fo.
g—1t a?
Clest la seule inégalité sensible du mouvement lunaire en latitude,
I1 2
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due a la non-sphéricité de la terre. Cette inégalité revient évidem-
ment & supposer que l'orbite de la lune, au lieu de se mouvoir
sur la plan de I’écliptique ,avec une inclinaison constante, se meut
avec la méme condition, sur un plan passant constamment par les
{quinoxes, cnlre Péquateur et Pécliptique, et incliné a ce dernier
plan, d’un angle égal a

' (sp—i=9) D* .

— . —.sin. A.COs. A,
g—1 a*

Nous avons trouvé précédemment

D
—;:o,oxﬁg;tox H g — 1 == 0,00402175;

on avoit en 1750,
A == 26°,0796 ;
1 1 PRI
enfin, «p = —; en supposant donc «p == —; l'inégalilé précé-
289 334
dente devient
— 20”023 .sin. fv.

Elle seroit —41%470.sin. fv, si I'applatissement de la terre étoit
—;— , comme dans le cas de ’homogénéité de cette plancte; cette iné-
230

galité bien observée, est donc trés-propre a faire connoitre Pappla-
tissement de la terre.

Considérons présentement les variations du rayon vecteur et de
la longitude de lalune, dues a la non-sphéricité de la terre. Nous
pouvons les déduire de la premiére et de la seconde des équa-
tions (L) du n° 1; mais il est plus exact et plus simple de faire
usage des formules du n°. 46 du sccond livre. Pour cela, nous sup-
poscrons que dans ce n°. 46, la caractéristique différentielle & se
rapporte a la quantité 29— «p. Nous observerons eunsuite, que Ja
fonction R du méme n°. est égale a ce que nous représcentons ici

1 . dRY ) ,
par — Q+;, ct que rR est égal a r.<71-r~); ce qui change I'équa-
tion () du n°. cité, dans la suivante,

d*.rdr 1d 7R
o= LT '+'r7'+2fm.dﬂ+cr.r.<i~).

di? dr
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R contient le terme 2.(a2p— ag).? .sin.A. cos,A.8.51n. fy ; ct

par conséquent, cclui-ci,
2

(ap—%a¢).-,T-.siu.A.cos.A.y.cos.(gv —fv—10);

en supposant donc que & R représente ce terme, f$dR sera égal
a ce méme terme ; car la caractéristique différentielle d sc rap-
portant aux seules coordonnées de la lune; on aura, en n’ayant
¢gard qu’au terme précédent,

S&dR =3R;

on aura ensuite,
dR . D*
J\,,-,(E)—__—:..-3.(acp—;aqp).—'—a—.sm.A.cos.A.y.cos.(go-—fv—e).

dR
Si ’on substitue ces valeurs de /&.d R, et de 8. 7. (—(;—),dans Téqua-

tion différenticlle précédente; on verra que 'expression &r con~
tient un terme dépendant de cos. (gv — fv+0), mais qui n’ayant
point g—1 pour diviscur, comme le terme correspondant de Js,
cst insensible.

1] n’en est pas de méme de Pexpression de la longitude. La for-
mulc (7") du n°. 46 du second livre, donne dans ddv, la {onction

dr

IR
3die fE.dR+2d 0.9 r.<(» )

rdy

Fin y substituant pour &R, le terme qu’il représente 3 oh aura dans
d.Sy, le terme
3dt* (ep— la9) D?

i «—5-+SIN. A.€08. 2.5 .c0s. (8¢ — fv~10).
d v ;

Mais ce terme n’est pas le seul de ce genre, qui entre dans l'ex-
pression de d.dv. Llaction du soleil donne par le n°. 3, dans Q,
m'u'3 . u——l Y
le terme —.(1—2s"). En y substituant pour u, —‘(—-—i-‘-; onaura

4u r
dans R, le terme

mu'3.r?

1—3s8*);
T (1—3s%);
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ce qui donne dans 428, le teyme

3m'uB.r?

.sds.
2

dR
et par couséquent, daus la fonction 3.fJ‘.dR+QJ‘.r.(—(—17) , le

terme
'S y3

’
21.m .u
nSJ\S.

W

On a a trés-peu -pres , m'e” . r® == m*, et par le n°, 13, g° est a fort
peu prés égal & 142m*, ce qui donne g égal a 14;m*; le terme
précédent devient ainsi,

14.(g=—1).58s

—
(¢p—72¢) D*
Tg—1
pour s, y.sin(gy—10); en aura lc terme

En substituant pour &s, — +sin. A.cos, A.sin. fv 5 et

2

D |
— 7-(ap—{a9).—-.sin.A.CO5. .. COS. (gv—fv—29),

qui ajouté au terme que nous venons de trouver pour 3./¢.d R

- fdR
+zé*.r.(7), donne dans ddyv, lc terme

o.de* (ap—: D
= (:; “M.;—- sin.Ar.cos.A.y.cos. (gv— fv —8).
14

On peut dans ce terme, substituer a pour r, ct dy pour nd¢; en
observant ensuitc que n’e2’ = 1, il devient

2

—10.dy.(ap— }aw).-;;— -Sin.A.cos.r.y.cos. (gy— fv —0).

Cette valeur de d.d'v est par le n° 46 du second livre, relative a
Iangle compris entre les deux rayons vecteurs consécutifs r et
r+4dr; orsi’on nomme dy, cet angle, dy¢ représentant alors sa
projection sur le plan de 1’¢ chptxque on a par len". cité,

l/(1+s)—-——

dy =d 5
Vi+Fs
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ou a trés-peu-prés ,
- . ds’].
dv_—dv,.{l-l—-,.s Sl

En substituant pour s,

. —i® D=
y.sin. (gy —0) — ,(;"L__._l_.‘fl.-;-.sm A.COS.A.sin. f¥;
g——

on aura

siri.a.cos.chs.(gv-fv-0)+6(c.} .

dy = du,.{lq-f.(ap—f.a@ .

On voit donc que pour avoir la valeur de d.dy, relative a Pangle ¢
formé par la projection du rayon vecleur r sur Pécliptique, avec
unc droite fixe; il faut ajouter a Pexpression précédente de d.Jy,
Ie terme

D
}dv.(ap—{uw).:; .SiN.A.CO8.A.).co8. (gv—fy —8);

cc qui donne
2

. D> . .
d.dv=—22.dp.(ap~—73 uep).—a—a-.snl.A.COS.A.y.COS.(gV—fV——e)_;

el en intégrant,

dp = — '7’-.(——:—& L2 sin.a.cos. . vy .sin(gy — fy—0).
g—1 a?

Ceest la scule inégalité sensible du mouvement de la lune en longi-
tude, due a la non-sphéricité de la terre. On doit observer que
fv —gv+0, exprime la longitude du noeud ascendant delorbite,
complée de P’équinoxc mobile da printemps. Il suit de-Ja, que
Pexpression de la longitude vraic en fonction de la longitude
moyenne, renferme l'inégalité
7. (“;——:—_‘f—)‘ :: sin.r.co8.A. 5. sin. (longitude du nocud ascendant).
Le coéfficient de cette inégglité cst 177,135, sip= -3—;—4 s il s’éleve a

/" M 1
3575490, si p = —.

La non-sphéricité de la terrc mflue encore surles mouvemens
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du périgée ct des nocuds de 'orbite lunaire. En effet, la valeur
de Q étant par-la, angmentée de la quantité

fe—m (1—5*).sin A.sint fo . 3
-—1 [— 2 . 7
(ap—ze) (1—1s"). {—23 sin.A.cos.a.sin. fy—s®.cos.*a Dr.uh
il en résulle dans la seconde des équations (L) du n° 1, le terme
1 D>us
(_i’__._f_ﬂ__i (1 "-Sin.')\).
h?
1

En ysubstituant pour#,sa valeur approchée = {1+ e.cos.(cv—a)),
ol observant quc A* est & trés-peu-prés égal & a; on aura dans

Yéquation différcntielle (L") du n°. g, les termes
(4,—— d@) D'

—.(1 =~ 1.5in."2)

a
—la D2
..—2_(—”—‘-1——31 .(1—1.8in*2).e.cos.(cy—=);

d’on il est facile de conclure que le mouvement du périgée sera
augmenié a trés-peu-pres, de la quantité
D* .
(mp-——%u@).—t—z—n--v, {1—1.sin.a).
11 est aisé de voir , cn considérant la troisi¢éme des équations (L)
du n°. 1, que le mouvement rétrograde du noeud scra augmenté
de la méme quantité. En la réduisant en nombres , on trouve
0,00000026384.v; ce qui est insensible.

Nous ferons ici une remarque intéressante sur ’inégalité pré-
cédente du mouvement de la lune en Jatitude. Cette inégalité n’est
que la réaction de la nutation de I'axc terrestre , abservée par
Bradley. Pour le démontrer , nommons y l'inclinaison de Vorbite
lunaire , sur le plan dont nous avons parlé, et qui passant cons-
tamment par les équinoxes, est incliné & Yécliptique, d’un angle
. ap—zxp) D* e e . .
¢gal a (—?T—,T .sin. A, cos. A, L'inclinaison de orbite lunaire

a Iécliptique, sera

(f‘o---w) D>
—_———. A, A — —_—0)
- - Sin. A.cos.A.cos. (gv— fv );

or Paire décrite par la lune, autour du centre de gravité de la
berre, est 1.7°dy : celle aire projetée sur I'écliptique, est diminuce
dans
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7
dans le rapport du cosinus de T'inclinaison de Torbite lunaire a

Pécliptique , au rayon; elle est donc égale a

LYY (“P—_¢¢) D>
. da.cos.{ »y— _;;:T— pr —.si1. A.cos. A.00s.(gv — fv — 6)}

Ainsi, Pexpression de cette aire renferme Pinégalité

(ap —1a¢) D .

1 9 EY .

i.r dv.—g:—r—.F.bLn.A.cos. ry.cos(gy—fv—10);

et comme on a r*dv=a’dt, a fort pcu prés, en représentant par

dt le moyen mouvement de la lune; cetle inégalité est égale a

(¢¢p—329)
8 1

In la multipliant par la masse de la lune, que nous exprimerons

ici par L, et en la divisant par d¢; lc double de ce quotient serale

moment de la force de la lunc par rapport au centre de gravité de

la terre, cl duc ala non-sphéricité de cette plancte; ce qui donne

2. Dedt. .sin.a.cos.A.y.cos. (gv —fv—10).

pour cc moment,

(ap —30)
g—1
En vertu de Pégalité de Vaction a la réaction, la méme cause

doit produire dans les molécules de la terre, un moment ¢gal et

conlraire au précédent. Ce moment est indiqué par la nutation de

Paxe terrestre : déterminons sa valeur, par les formules du n®. 6 d

cinqui¢me livre. On a vu dans le n°. cité, que si P'on représente

par 7, Pobliquité de Pécliptique a I'équateur ; Paction de la lune
sur la terre, produit cn vertu de la noun-sphéricité de cette plancle,

L.D-. 8. A.COS. A. ). cO8. (gv — fr —8).(0).

un accroissement dans cet angle , égal a
L.

(1+).(g—1)

{ et A étant les mémes que dans le n°. cité. L’élément du mou-

vement de rotation de la terre, étant supposé ndt; la somme des

momens des forces qui animent chaque molécule de la terre , mul-

————.y.cos. (gv — fv—10);

tipliées par la masse de cclte molécule, est égalea nC, Cétaut le
moment d’inertie de la terre, par rapport a son axe de rotation.
Mtcan. cin. Tome IL1. Kk



258 MECANIQUE CELESTE,

Pour rapporter ce moment a P’écliptique, il faut le multiplier par
le cosinus de son obliquité, ou par
I
cos.{ F + —————.y.cos. (gy—fv— 0 }
{ +(1+A).(g—-l)7 (8' f )5
on aura donc dans ce moment , l'inégalité
L.a.nC.sin. V
(142).(g—1)
Oun a vudans Ie n° 6 du cinqui¢me livre, que
3m“ (2C—A4—B)
4n C

.y.cos. (gv—fv—86).

l=

(142).cos. F;

n:t exprimant le moyen mouvement de la terre. De plus, par le
A . L . .
n®. 5 du méme livre, m*.» = —, a ¢tant la moyenne distance de
a

Ia June 4 la terre; et puisque nous représentons par £, le moyen
mouvement de lalune, et par M, la masse de Ja terre; on a i fort

. M . L .
peu prés, — =1, cc qui donne m*.A = i’ I'inégalité précédente

devient ainsi,
3L (sC—4—2B)

= e .sin. 7 .cos. ¥ .y.cos. (gv—fv—10).

Par J¢ n° 2 du cingni¢me livre,
2C—Ad—B=1*t.7.(ap—71a¢).D*./M.R.AR,

p élant Papplatissement de la terre,, D son demi-diametre, et R le
rayon d’unc de ses molécules , dont 1T est la densité ; enlin, = étant
la demi-circonférence dont le rayon est Punité. La masse M de la
lerre est f.x. /M R*.dR; ce qui donne pour Pinégalité précédente,
en y changeant £ en A qui dans la formule précédente (i), ex-
prime Pobliquité de Iécliptique ,

(¢p —1a9)
g— 1
Celte formule est la formule (i), prise avec un signe contraire ;
dotlt il suit que I'inégalité précédente du mouvement de la lune en
latitude , est la réaction de Ja nulation de Paxe tervestre; ctily
auroit équilibre autour du centre de gravité de la terre, en vertu

— L.D*. .sin. A.cos.A.y.cos. (gv — fv — ).
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des forces qui produisent ces deux indgalités, si toutes les molé-
cules dc la terre ct de la lune étoient fixement lides enltre clles 5 la
lune compcensant la petitesse des forces qui Paniment, par la lon-
gucur du levier anquel elle seroit attachée.

2 1. Pour avoir égard a la non-sphéricité de la lune ; nous oh-

77

- . ’
serveronsquepar len® 1,ellcintroduit dans Q,le terme (M 4-m). -~

m
. v’
ou plus simplement, — ; parce que nous supposons M+-m ==1.
. m

On a par le n° 14 du troisiéme livre,

S = (@ Y®)

Pintégrale ¢tant prise depuis e=o0, jusqu'a a égal au demi-dia-
& I ’ 3

metre de la Junc, que nous désignerons par a; ct p élant ici la
densité des couches de la lune. On a de plus, m = }.7.[p.d. %,

on a donc
ey 3u fp d((15 Y(‘))

sr.p.d.ad
Pour déterminer fp.d.(a,“Y(“)) » nous observerons que T'on a par
le n° 32 du troisi¢me livre, pour Y™, une expression de cetle
forme ,
YO ==p' (— ) +h". 120 Vi—et sinne +A" . V11— pt.cos.m
+ 0. (1—p*).sin. 2@ 4 hY.(1—p*).cos. 25,
Ensuite les propriétés des axes de rotation , donnent par le n°. 32
dua livre I1I,
o =/p-d ()5 o=[p.d(aK"); o=[r.d(ah");
ct parlen® 2 du livre V, on a
2C— A4 —DB =%.ar.[p.d(a’l);
B— A ==3.a7r.fp.d(a’h").
Ainsi Yon a

(M+m).

9 ! (2C— A —B).(}—u*) )
(M-l"ﬂl)- m 16.'#.15‘-,[?-‘1-“‘*.{+(B—'A)-(l-—(4“).cos,2uj'

On a a trés-peu-pres, par le n®. 2 du livre V,
8= "
C=—./p.d.a;
15
KL n
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partant,

(2C—A B) L )
J'Vl___'i deaS 1 C 3T
(M+”7).T o Sfe.d. P (B—A4) :

+'——'b—- -(l—H,)-COS-2W‘

Dans celte dernicre expression, @ est I'angle que le rayon mené
du centre de la terre a celui de la lune, fait avec Paxe principal de
ce satellite dirigé vers cette planéte; # est le sinus de la déciinaison
de la terre vae de la lune, par rapport a 'équateur lunaire. 11
est clair que I'angle ¢ croissant de dv, Vangle = croit de dv;
on a donc d.cos. 2@ = — 2dv.sin. 2@, la caraclérislique dilté-
renticlle d sc rapportant aux scules coordonnées de la lune; de
plus, on a par le n°. 46 du sccond livre,

. 1
RZ—Q'}‘;i

}a partic de d R velative & la non-sphéricité de la lune, dans la
formule (Y) du n° 46 du sccond livre, csl ainsi, cn négligeant
le carrd de ¢,
fo.d.ab (B—A) _
dR = 2 co———2.dv.sin. 27
513 5. . d.ab C

dour résulte dans 8¢, ou dans la longitude vraie de la lune, par Ia
formule (Y) du n°. 46 du sccond livre, lc terme

g [r.d.a® 1 (B—-//)

Z. -, — dy?.sin. 2.

s [p.d.o} e ff
L’angle = est toujours lrés—pelit, par le n®. 16 du livre 'V ; en sorte
quc Pon peut supposer sin.2w = 2a. De plus, par ce méme n°.,

. . B—A
@ contient un terme de la forme — K .sin. {u. l/—(———) F}

Ce terme pris avee un signe contraire, représente par le n°. 15
du livie V, la libration réelle de la lune. Comme il croit avee
beaucoup de lentear, il semble pouvoir devenir sensible par la
double intégration: cest le seul de Pexpression de @, auquel il soit
néeessaire d’avoir égard. Tl produit dans Jv, le lerme

6 /'p d.a® K B-—/I) ,
Tda .bm.{v- 3. +1*}
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C

peul pas supposer qu’elle s’¢léve a un degré. De plus, le coéflicient
6 1 fp.d.a°

R A , .
e W est extrémement petit. Si la lune est homogene, il

" . /' (B—A .
La libration K.sm.{v- ‘/ 3.( )+F} étant insensible, on ne

2

. 6 a a .
devient PRI estlesinus du demi-diametre apparentdela lune;

ainsi le produit de K par ce coéfficient, est entiérement insensible.
Sila lunc n’esl pas homogene , sa densité croit de la surface au
centre 5 alors ce coéllicient cst moindre encore : d’oit Pon doit
conclure que Vinégalité précédente de la longitude de la lune est
insensible, ct que la non-sphéricité de ce satellite ne produit aucune
variation scnsible dans son mouvement en longitude.

Quant a sa latitude , on doit observer que # étant le sinus de la
déclinaison de la terre vue de la lune, par rapport a I'équatcur
lunaire, ct le neeud ascendant de Porbite lanaire coinecidant tou-
jours avee le nocud descendant de son équatenr ; on a

u* = {s-+nr.sin. (gv —0)}7,
a étant ici Pinclinaison de Péquateur lunaire a Pécliptique ; ce qua
donne

de\ g e — ()
(A.(d—s>—-s+}\.blﬂ-(60 6)= >

la non -sphéricité de la lune ajoute donc a Texpression de

.85

1 d - , .
— . ad , dans la troisieme des équations (L) du n°. 1, lc
h2.ur \ ds

terme

3/pdd 1 Oky) (1C—A—B B—A

s fod.ad’ 4 1 C C
ou 4 cause de cos. 2@ == 1, a trés-peu-pres, elle lui ajoute le
terme

. COS. 2@},

§ fp.d.a5 K (r+v) (C—4) s

;.fp.zl.a3'r"‘. v c B
TI cst facile de voir par le n° 14, que ce terme ajoutc au mouve:
ment du nocud , la quantité

3 fp.da® v (Advy) (C—A4)

;.m .r—a. " B R

a
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C—4
c
facile de voir que la quantité précédente cst insensible.
On trouve pareillement , que lanon-sphéricit¢ de Ja lune ajoute

Par le n". 18 du cinquicme livre, = 0,000599; d’ou il est

—s (dQ A . .
au lerme I—:—.(;f) , de la troisicme des équations (L) du n°. 1,
(e 72 u -

le terme
3 [p.d.a® 1 (C—24+DB)

—_— ~ e Sy
s [p.d.a® r? c 7

ec qui ajoule au mouvement du neeud, le terme

3 fr.d.a® v {C-—zA-I—B).
- 1w fp.d.ad c ?

quantit¢ enticrement insensible.
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CHAPITRE IIL
Des inégalités de la lune , dues a Paction des planétes.

99. L nous reste a considérer 'action des planétes sur la lune.
Si I'on nomme P la masse d’une planéte ; X, Y, Z, ses coordon-
,nées rapportées au centre de la terre; f sa distance a ce centre ; il
“est visible par le n° 1, que la valeur de Q scra augmentée par
Paction de P, de la quantité
_I’.(xX+_yY+zZ) + P )
1 VEX=2) +(Y—y ) +(Z—2)"

ou

4+ &e.

g__{.l’.r’ ' p (Xx + Yy + Zz)"
! £ f?
Soient X', Y’; Z' les coordonnées de P, rapportées au centre du
soleil , &', 5, &’ élant celles de la terre ; on aura
X=X'—a; Y=Y'—y; Z=2 —z;
ce qui change la fonction précédente dans celle-ci,
r rrr , , (Xc+Yy+Z's—ax'—yy'—zz')*
F D Ik
Prenons pour plan fixe, celui de Pécliptique, ce qui rend z” nul;
et nommons R le¢ rayon vecteur de la plancte P, projeté sur ce
plan ; U Pangle form¢ par cetle projection, et par une droite fixe
prisc sur le méme plan; et § la tangente de la latitude héliocen-
trique de 2. Nommons encore r le rayon vecteur de la terre;

+ &ec.

v’ Pangle formé par cc rayon et par la droite fixe ; on aura
f=VR.(L+88)+r*—2Rr .cos.(U-—v).

La pariie de Q relative & 'action de P sur la lune, scra done

L ,:‘</’~(l+as)+%.P. {R.cos (v—U)—7.cos. (v—v')+RsS}*

FTUeR w7

+&c;
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ou en négligeant le carré de S,
r P (1——-’5 ) {R*.cos. (2v-2U)+r1".cos.(2v-2V' ")—3Rr'.cos.(2v-U-v') }
P O e

3P .SS.{R'COS‘(V”_;:}:W'COS. (V-—-U')} + &o.

P ’ ’ . . .
Le terme — ne renfermant ni , ni ¢, nis; il n’entre point dans

p :
les équations (L) du n°. 1. Le terme o donne par son déve-
{3

loppemcnl une fonction de la forme

—— {2 A 4 A . cos. (U—y') + A4 .cos. 2 (U—2¢") + &ec.}.

/‘(ll‘2
1 (IQ

Le terme — e de la scconde des ¢quations (L) da n° 1,
(]

donne ainsi la fonchu
r

2 h2u3

AL A 4 A cos. (U =o' )d A cos. 2.(U—9¢") + &e.}

De-1a il est facile de conclure, parles n®. g et 10, quiil en résulte
dans I'expression de awx, la fonction

Pa {A(l_)_ci(f:'_nf) v A®.cos.2.(i=m).v  AP.cos.2.(i—m).v _*_&c.:s;

it () 1= meg (imm)t | 1— i me—g (i—m)*

i ¢tant le rapport du moyen mouvement de P a celui de la lune.
De-la résulte par Ie n°. 15, dans ndt, la fonclion

AM cos. (i—m).v A .cos.2.(i—m).v AP .cos. (L-—m)v
P.a { _____ (i=m)e : (i—m) + 2 3 &)
I—imr—(1—m)*y | 1—imi—y (i—m)? m?*—q, (L-—m)’ j
et par consé¢quent dans nt-+e¢, la fonction
P.a® (AMsin(G—m)v  LA®sin2.(i-m).y  +.A®.sing . ((—m).y
Pat [ADsinimmy | LADsna e | S ADsing (om0 )
i—m (1—imP—(i—m)®  1—ImP—4.(i—m)* 1= im®=—g.(i—m)* J

! 73

Or on a par ce qui précede, = m*, m' ¢tant la masse du

soleil ; Ja fonction précédente devient ainsi,

P
- m2.a’ [A(') sin.(i—m).v  1.A®)sin.o.(i-m)y T A®.sin.3.(i-m).w

+&C-]'(A)

ll— m‘-—(l—m)‘ 1—3im?—4.(i=m)* ' 1—im?—g.(i—m)* §?

Dans

L —in
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Dansle cas d’une planéte inférieurc & Ja terre; on a, en nomm
le rapport de la distance moycnne de la planéte au soleil

a6y
anta«
, acelle
du soleil & la terre; et conservant les dénominations du chap. VI
du sixiéme livre,

aledV =505 A=, g — 50 ;5 &ec.;
ce qui change la fonction (¢ ) dans celle-ci ,
1)

—.m? (b;Musin.(i=m).v 0, Psina(fom).y L5,®sin.g (i-m).v
w' z B *

i—m | 1 —(—m)? + 1— Im*—4.(i—m)? * 1— im*—q.(i=m)* + &PJ(B)

dans laquelle on peat prendre pour (i—m).v,
moyenne de la planéte, moins celle de la terre.
Relativement & une plandte supérieure , « exprime le rapport

de la moyenne distance de la terre au soleil » dcclle de la planéte;
ainsi 'on a

la longitude

1 2

@’ AV =a0,05 @AD =25, @ A = 5O, &e

ce qui change la fonction (#), dans celle-ci,

f mr ot (b sin.(-m).y 1.0,()8in2.(i-m)w  1.5,(sin.3.(i-m).y
” e T .
m

—m ’l—-{.m’——(i—m)"+ 1—im*—4.(t—m)*  1—im*—g (i—m)’+ &e. (C)
Ce sont les seals termes sensibles qui peuvent résulter de Iaction
directe de la planéte P sur la lane.

Mais Paction du soleil sur la lune, peut rendre sensibles, dans
le mouvement de ce satellite , les perturbations du rayon vecleur
de lorbe terrestre, dues a laction de P sur la terre, ct y produire
des inégalités du méme ordre , que cclles que nous venons de con-
m'u’3 .
A qui par lo
n°. 6, fait partie de Ja seconde des équatjons (L) du n°. 1. Soit

sidérer. Pour le faire voir, considérons le terme

. o
2 K.cos. (€'n’t — ¢n't+ B), un terme quelconque de — résul-
ml

tant de Paction de P sur la terre, 2t exprimant le moyen mouve-
ment de P, et n't étant celui de la terre; le terme correspondant

Mecan. ctn, Tome 111, ' L1l
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Su’ r G H - m.
de ~% sera — —.K.cos. (¢'n't — ¢n't+ B) ; ainsi le terme ———

104

7 ’3

produit le suivant,

3P u'3
ahud

.K.cos. (¢n"t — €n't+ B).

J J
Si on ne considére que les inégalités de —;: , indépendantes des

excentricités des orbites , et qu’on les représente par la série

r {K(') cos. (n"t—n't+¢'—¢) +K®.cos.2.(n"t —nt4¢"—< ).
+ K. cos. 3. (0"t —nt+¢"—¢) 4 &e. ?

r 3

le terme — produira dans le second membre de I'équation (L)

2 houd
du n°. g, la fonction

sm* 22 (K.cos.(i —m).y +K®.cos. 2. (L—m).v
sa m |+ KP.cos.3.(i—m).v +&e.

d’ou résulte dans adu, la fonction

3m’ I’ (KM.cos.(imm).v ~K®.cos.9.(i—m).v K.cos.3 (i—m).0 + &c }
- (5

2 m ll—~m'—(z—m)° 1—Lim?*—4 (1—m)* ' 1—im®—q.(i—m)?

ct par conséquent par le n° 15, dans nt+¢, la fonction

" 1= im2— (i—m)? 1—4imr—4.(1—m)* 1—1im*ig.(i~m)* J ?

. . . 1 K(®.cos.2.(i- 1 KC -
m* P {K( d.cos.(i-m).yv 1K cgs“'.:(z m)v 1LK®.cos.13.(i m)'v*l-&c.]'(D)

i~m m

fonction du méme ordre que celle qui résulte de Paction directe
des planétes sur la lune. Nous allons déterminer ces diverses iné-

galités, pour Vénus, Mars ct Jupiter.
Relativement a Vénus, on a par lc n° 23 du sixi¢me livre,

a = 0,72333230;
5, = 9,992539;
"5, = 8872844 ;
b;(’) = 7,386580;
b:x_"’ = 5,953940;
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d’oli l'on tire par les formules du n°. 4g du second livre,
b, = 85,77422;

b, = 83,40760.

Les obscrvations donnent i —m = 0,0467900; en supposant donc
comme dans le n° 22 du sixiéme livre,
P 1

— —

. m T 383130
la fonction (B) rédmite en arcs de cercle, devient
7 : .
4+ 1"7817006.s1n, (i —m).v
+ 0"746665.sin.2.(i—m).v
+ 0"4o§751.51n. 3. (i —m).v
&e.

. .. dr .
Ce que nous désignons ici par —, est désigné dans le n®. ag dua
a

v

sixiéme livre, par &7”; on a donc par ce n°., cn vertu de Yaction

de Vénus,

or
—- == 0,00000T15§53

— 0,0000060012.¢08. (i—~m) .y
+ 0,0000171431.c0s.2.(i —m).v
4+ 0,0000027072.,C05. 3.(i—m).v
+ &ec.
Ly fonction (D) réduite en arcs, devient ainsi,
+ 1",385241.sin. (i—m).v
— 1',g91770.sin. 2.(i—m).v
— 0",212054.5t. 3. (i—m).v
&e.
En la réunissant & la précédente , on a pour les inégalités lunaires
dues aux aclions directe et indirecte de Vénus sur la lune,
+ 3,166947.sin. (i —m).y
— 1"j245105.sin. 2. (i—m).v
4+ 0",193697 .sin. 3.(i—m).v
&c.
Il faut par le n°. 44 du sixiéme livre , augmenter ces inégalités,

dans le rapport de 1,0743 a l'unité,
]’J] A
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Relativement & Mars, on a par le n°. 23 du sixiéme livre,
a == 0,65630030;
b,*) = 6,856336;

»iw

b, = 5,727803 ;
b, = 4404530,

»j=

b, = 3,255964 ;
&c.
d’ou Yon tire

b, = 38,00346;

y
b, = 36,20013.
2
Les observations donnent 7 —m = — 0,0350300 ; en supposant
donc comme dans le n°. 22 du sixiéme livre ,
P 1
m = 1846082;

lIa fonction (C) devient

— 0",090054.sin. (i —m).v
— 0%,034753.sin. 2.(i~—m).y
— o0")017234.sin. 3.(i—m).v
&ec.
On a ensuite par le n°. 29 dusixieme livre , en vertu de Vaction
de Mars,
ar

—— == — 0,0000000478
[/

4+ 0,0000005487.cos. (i—m).v
'+ 0,0000080620.c08.2.(t—m).y
— 0,0000000475.c08.3.(i—m).v
&e.
La formule (D) réduite en arcs devient ainsi,
+ o’,16gora.sin. (i —m).v
+ 1",246244.8in. 2. (i —m).v
— 0"067139.81n.3.(i —m).v
&e.
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Fn la réunissant a la précédente, on a pour les indgalités lunaires
dues aux actions directe ct indirecte de Mars sur la lune,
+ 0%,078958.sin. (i—m).v
+ 1”201491.5in. 2. (i—m).v
— 0084373 .sin. 3. (i —m) .0
&ec.
1l faut par le n° 44 du sixieme livre, diminuer ces inégalitcs
dans le rapport de o,725 a 'unité.
Relativement & Jupiter, on a par le n°. 23 du sixi¢me livre,
a = 0,10226461 ;
b, = 2,176460 ;
b, = 0,619063 ;
b,® = 0,148198;

bl(“) = 0,032%39;

&ec.
d’ol ’on tire
' b = 2,51906;

bW = 1,13310.
2

Les observations donneni i —m = — 0,0684952 ; en supposant

donc, comme dans lc n° 22 du sixiéme livre
rd 1

m'’ 1067,09

b

la fonction (C) devient
— 0%217257.8in. (i—m).v
— 0",026380.sin.2.(i —m).v
— 0%003936.5in. 3. (i—m).v

&ec.
On a par len®. 29 du sixiéme livre, en vertu de action de Jupiter,
or'
— = — 0,0000011§81
Q

4+ 0,0000159384.cos. (i —in).y
— 0,0000000986.c08. 2. (i —m).v
— 0,0000000550.€08.,3.(i=m)-¥,
&e.
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La formule (D) réduite en arcs, devient ainsi,

4+ 2"510556.sin. (i —m).¢

— 0"729560.sin. 2.(i—m).y

— 0"035879.sin.3.(i—m).v

&ec.
In la réunissant a la précédente , on a pour les inégalités lunaires
dues aux actions directe et indirecte de Jupiter sur la lunc,

+ 2”,302299.sin. (i —m).v

— o",755940.sin. 2. (i—m).v

— 0",039815.3in. 3.(i—m).v

&ec.
Si Pon prend avec un signe contraire, toutes ces inégalités résul-
tantes dc Paclion des planctes sur la lune ; on aura les inégalités
que celle action produit dans Pexpression de la longitude vraie de
Ja lune; on pourra donc les réduire en tables, en observant que
(i—m).y peut étre supposé¢ égal a la longitude moyenne de la
planc¢ie , moins celle de la terre. Il seroit utile dec les employer
dans Jes tables de la lune, vu la précision a laquclle ces tables ont
¢té portées.

LA R . 1 /dQ
Le terme e de Pexpression de — e I)’ donne dans

Péquation (L') du n°, g, le terme

—_ a—l);i;‘!'i(:.e.cos. (cy — =),
d'ou il est fucile de conclure que la valeur de ¢ est diminuée par
Taction d’une planéte inférieure a la terre, de la quantité
NEAN

8
a

ot par l'action d’'une planéte supérieure , de la quantité

3
§e—-m*.a’ b,
m B
’ /.

. m’.u’3 .
Pareillement, le terme ——u-5 donne dans I’équation (L'} du n°. g,
3 _

h* . u
la quantité

— o e.cos.(cv — 7))
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—- ¢tant ici la partie constante des perturbations du rayon vecteur

de Porbe terrestre, donnée par le n°. 29 du sixiéme livre; la valeur
de ¢ cst donc par-la, diminuée de la quantité
gm? Jr

.

4 a
Il est facile de s'assurer que toutes ces quantités sont insensibles.

Considérons présentement les perturbations du mouvement
lunaire cn latitude. La somme des termes

s dQ (1+ss) fdQ
heu "\ du hrur \ds )’
qui fout partie de la troisieme des éguations (L) du n®. 1, acquiert
par Jaction de £, la quantité
1P.s 3P.Rr'.S.cos.(v —v') —3P.R*S.cos. (v—U)
ah*ut f3 h*. ut.f3 '

Cclie fonclion contient relativement & une planéte inféricure, le
terme

a3 .
— %.aP.-—;; .{a.b‘(")——b,(')}.A.Sln.(v—9)5
a Y )

» étant Vinclinaison de Porbite de P a Vécliptlique, et 8 étant la
longitude de son nocud ascendant. Il en résulte dans s, pour une
plancte inféricure, Pinégalité
P
}i-“';‘?'m"{“bi(°)"‘ b4
—_ - 2 A.sin (p—10);
g-— I
pour une planéte supérieure, cette inégalilé devient
P

bt m B0 — )

2 2
—

A, Sin- (V f— g).
g—1

En réduisant en nombres' ces inégalités, on a en employant les
masses du n°. 44 du sixi¢me livre; relativement a4 Vénus,

+ 0",853296.sin. (¢ — 0');
relalivement a Mars ,

~ 0”,016966.sin. (v — 8"') ;
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et relativement a Jupiter,
—o'y1170§1.8in. (v —067); )
8, 8", ct 8~ étant les longitudes des noeuds ascendans des orbites de
Vénus, Mars et Jupiter.
Enfin, il cst aisé de voir que la valeur de g est augmentée par
Paction de P, de la quantité %.g—,.m“b}("), relativement a une pla-
3

’

T . . r
nete inférienrc a la terre, et de la quantité 3. —.m*.2% 5, rela-

m
tivement 4 unc plantte supéricure. ’
m'u?.s . . . ..

Le terme o » quipar le n°. 11, fait partie de la troisi¢me des

dquations (L) da n® r, augmente encore la valcur de g, de la
.., gm* &7 &7, . .

quantité Rk i étant la partie constante des perturbatious
du rayon vecteur de lorbe terrestre. Ainsi, la valeur de g est
augmentée par Paction des planétes, de la méme quantité dont
cette action diminuc la valeur de ¢. Mais ces quantités sont insen-
sibles.

L’action directe de P sur la lunc, introduit dans Péquation (L)
dun® g, une quantité de la forme

r LPREY ’ P [} s " i /.
M. —.me™ +M .—.m*.ee" +M".—.m*.e";
m m n

¢" étant lc rapport de P'excentricité au demi-grand axe , dans T'oi-
bite de P. 11 en résulte dans la longitude moyenne de la lune,
une équation séculaire analogue a cclle que nous avons trouvée

dans le n° 15, égalc a
—i.m*.f(*— E"™).dv.

m'.u’3

Cclle-ci résulle du développement du terme ok elle est in-
2h’u

comparablement supéricurc & la premiére, a cause du trés-petit
; :

facteur — qui mulliplie celte premicre ¢qualion. Ainsi, Paction
m

indirecte de la plantte P sur la lune , transmisc par le moyen du

soleil , Pemporte de beaucoup & cet égard, sur son action diregle

que Von peut négliger ici sans erreur sensible.

CHAPITRE
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CHAPITRE 1YV.
Comparaison de la théorie précédente ayec les obseryations.

23. Coxsiptrons dabord les moyens mouvemens de la lune,
de son périgée ct de ses moeuds. L’expression de la longitude
moyenne de la lune, en fonction de sa longitude vraio, renfermc
par le n°. rg, 'inégalité séculaire

tmr.f(e*—E").dv;
par conséquent , Pexpression de la longitade vraic en fonction
de lalongilude moyenne , renferme Pinégalité séculaire

—i.m.f(e* — E*).ndt.
Si 'on représénte par ¢ , le nombre des années juliennes écoulées
depﬁis 1750, on a par le n°. 44 du sixi¢me livre,
.2¢’ = 2B’ — t.0",530224 — £7.0,00002310474;
d’otr ’'on conclut Pinégalité précédente, égale a
| 31424757 .84+ 0" 05721742 . 5%
i ¢tant le nombre des siécles écoulés depuis 1750. Lies observations
avoient fait reconnoitre cetle équation séculaire, avant que la
théorie de la pesanteur m’en etit expliqué la cause. 1l est certain
par la comparaison d’un grand nombre d’éclipses observécs par les
Chaldéens,les Grecs et les Arabes, que le moyen mouvement de la
lune s’est accéléré depuis les temps anciens jusqu’a nos jours, ct
que son accélération est a trés-peu-prés celle qui résulte de Ja for-
mule précédente. Cest ce que Bouvard a mis hors de doute, par
la discussion approfondie des éclipses anciennes déja connues et
de celles qu’il a extraites d’an manuscrit arabe d’Ibn Junis.
On a vu dans le n°. 16, que le mouvement sydéral du périgée
lunaire conclu de la théorie précédente, ne différe du véritable,

que de sa cinq cent soixantiéme parlie. Suivant cette théorie, ce
MicAN. ciin. Tome 111, Mm
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mouvement est assujétiaune équation séculaire égale a—3,00052 .k,
# étant celle du moyen mouvement de la lune;en sorte que Péqua-
tion séculaire de Vanomalie, est 4,00052.%, ou a trés-peu-prés,
quadruple de celle du moyen mouvement. La théorie de la pesan—
tcur universelle m’a fait connoitre ceite équation, et y’en avois
conclu que le mouvement du périgée lunaire se rallentit de siécle
en siécle, et qu’il est maintenant plus petit d’environ quinze minu-
tes par siecle, qu’au temps I’Hypparque. Ce résultat de la théorie
a été confirmé par la discussion des observations anciennes et
modernes.

On a vu daus le n°. 16, que le mouvement sydéral du ncead de
Torbite lunaire sur Vécliptique vraie, conclu de I'analyse précé-
dente, ne différe pas du véritable, de sa trois cent cinquantiéme
partie. L’équation séculaire de la Jongitude du nocud est, par le
méme n°., égale a 0,735452.4&. Les anciennes éclipses la confir-

ment encore.

24. Considérons présentement les inégalités périodiques du
mouvement lunaire en longitude. Pour comparer aux observa-
tions, celles qui ont été trouvées précédemment par la théorie;
jai regardé comme autant de résultats de Pobservation, les coéfli-
ciens des derniéres tables lunaires de Mason, et des nouvelles
tables de Burg. Les coéfliciens des tables de Mason ont été déter—
minés par la comparaison d’un trés-grand nombre d’observations
de Bradley : ceux des tables de Burg Pont été au moyen de plus de
trois mille observalions de Maskeline. Ces tables sont disposées
d’une maniére assez commode pour les calculs, et qui diminue le
nombre des argumens, cn les faisant dépendre les uns des autres.
Voici le procédé qui résulte de celles de Mason, pour avoir les
équations de la longitude vraie de la lune, procédé que j’ai déve-
loppé cn série de sinus d’angles croissans proportionnellement a v.

On forme d’abord les termes suivans dans lesquels je compte
les anomalies , du péxigée,
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" tables de Burg.

+

-+

—

+ 14905”,87. ..

+

-+

— 2073"46... —

18524 .4
166",36. .. +
4

236" 11...

178" 40... —

109",26... +
384"57... +

146”,91. .. +
12t”30... +

66",05... —
180°,86... —
192°,90... +
35%49... +
15%12... +
14",20. .. —
32”y72... —
19%75. . —

27"16.., —

Coéfliciens des tables

de Mason.

2063",58.sin.(anom. moy.Q®)
27",47.sin.(2.anom. moy. ©)

1727553 .sin.(

232”41 .sin‘(

2.long.moy. ¢ —2.long.vraie.9
+anom. moy.©
2.long. moy. ¢ —2.long.vraie.@

— anom. moy.®

178" 4o. 5"in.(z.lomg. moy. ¢ —2.long.vraie.9

+14902”47 .51n.

108“02.sin.

381”,17.sin.(

143”,52.sin.<

+ anom. moy. ¢
2.Jong.moy. ¢ —2.long.vraie.©
— anom. moy. ¢

4.long.moy. ¢ —4.long.vraie.©
— 2.anom. moy. (

5

2.Jong. moy. ¢ —2.long.vraie.©

anom. moy. ¢ +anom.moy.Q®
2.long.moy. ¢ —a.long.vraie.q9
anom. moy. ¢ —anom.moy.©

129",63 .sin. (anom. moy. ¢ — anom.moy. Q)
70",06.sin.(long‘ moy. € — long. vraie. ©

— anom. moy. (

177”16 sin‘(ﬂ.long.moy. ( —3.Jong.vraie.®

186",42.s1n.

— 2.anom. moy. ¢

2.long. moy.du neeud de 'orbe

lunaire — 2.long. vraie.®

5247 .sin <long. moy. ¢ — long. vraic.®
27 . .

9%57-sin.

11"42.sin.

38",27.sin.

+ anom. moy. ©

long. mqy. ¢ — long. vraie.®
— anom. moy. @

zJong.moy. ¢ —a.long.vraie.q
+ 2.anom. moy. ¢
4.long.moy. ¢ —4.long.vraie.Q
— anom. moy. ¢

19,,,44.sin.(2.long.moy. ( —2.long.moy.du

nocud lunaire—2.anom. moy. ¢

25”,6'2.sin.(2'1°ng' moy. du noeud lunaire

— 2.long.vraie.© + an. moy.
Mm 2

)
)

)
)

5 (A



76 MECANIQUE CELESTE,

Coélliciens des Coéfliciens des tables
tables de Burg. de Mason.

+21~'30 +16”,36.sin 2.longitude moy. du nceud lunaire )
1300 ... ,36.5in.

—2.]Jong. vraic. © — anom. moy. ¢

+20%987... +23"765.sin. (long. moy. du nceud lanaire)

+ 802 ... + 0,,,oo.sin.(2.long. moy. { — 3.long. Vraie.o)
— 2.anom.moy. O

long. moy. ¢ — long. vraie.®

+anom. moy. ¢

3.anom. moy. ¢ — 2.long. moy. ¢ )

— 8%02.... — o",oo.sin.(

4 6%48.... + o",oo.sin.( '
+2.]Jong. vraic.®

2.long. moy. ¢ — 2.long. vraie-@®
+anom. moy. ¢ 4+ anom. moy. ©
2.long. moy. ¢ — 2.long. vraie.©
<+anom. moy. ¢ — anom. moy. ©
4.Jong. moy. ¢ — 4.long. vraie.©
— 3.anom. moy. ¢ )
2.long. moy. ¢ — 2.long. vraie.©
— 2.anoni. moy. ¢ 4 anom. moy. G))
long. moy. ¢ — long. vraie.®

— anom. moy. ¢ +anom. moy.@)'

4+ 679.... + o",oo.sin.(
4+ 401.... + o",oo.sin(
+ 3%39.... 4 0%o00.sin.
+ 3%70.... 4 a"00.sin.

+ 3%39.... 4+ o0'j00.sin.

On ajoute la somme de tous ces termes, a anomalie moyenne de
la lune, & laquelle on ajoute encore la {onction .4 donméc par
I'équation

Suivant Burg. Suivanlt Mason.

A = — 4127"47....... — 4018"52.31n. (anom. moyen. @)
—  33"95+eee... —  43",21.8in. (2.anom. moy. O);

ct Pon & Panomalie corrigée de la lune, au moyen de laquelle on
forme les termes suivans,

Burg. Mason.
+4+70037",67..... +70047°,24.5in. (anom. corrigée. ()
-+ 2396”,30.‘. .+ 4+ 2398%,09.sin.(2.anom.corrigée. ) ()
+ 115%12.. ... 4 114"75.5in.(3.anom.corrigée. ¢ ) ’
+  617....0. + 6”,26.sin. (4.anom. corrigée. C ).
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On ajoute la somme de tous les termes (M) et (N) a la longitude
moyenne dec la lune ; et 'on a une longitude corrigée au moycn
de laquelle on forme les termes sunivans,

Burg: Mason.
— 376”,85... — 359",26.sin.(long. corrigée ¢ — long. vraic.Q)
+6610",18... +6608",33.sin.(2.long. corrigée € —2.long.vraic.9)
+ 10%19... + 16"05.5in,(3.long. corrigée ¢ —3.long.vraic.©)
+  22'53... 4+ 27”,16.sin.(4long corrigée ¢ —4.long.vraic.Q).

On réunit les termes (P) a lalongitude vraic corrigée de la lune, ct
I’on {orme ainsi une seconde longitude corrigée a laquelle on ajoute
le supplément du neeud, ou la circonférence moins la longitude
du nceud; on lui ajoute encore la fonction B, que l'on détermine
par 'équation

Buarg. Mason.

B = +41666"67............. 4+1703"70.8in. (anom. moy. ).

On a ainsi la distance de la lune, au neeud corrigé. On soustrait
du double de cette distance, Panomalie coryigée de la lune, et 'on
multiplie le sinus de cet argument par — 260°4g , suivant Burg, et
par — 259”56 , suivant Mason ; cc qui donne une nouvelle inéga-
lit¢ que Pon ajoute aux inégalités (M), (V), (P). Enfin, on ajoule
cctte méme inégalité, a la distance précédente de la lune au neeud
corrigé, pour former Pargument de latitude, ct Pon multiplic le
sinus du doublc de cet argument par — 1255”56, snivant Burg, et
par — 1258”34, suivant Mason ; ce qui donne P'inégalité nommée
réduction & Iécliptique , qui doit étre ajoutée a loutes les inégalités
précédentes, pour avoir lalongitude de lalune, comptée de I'équi-
noxc moyen du printemps. Il faut observer ici que les longitudes
moyenunes de la lunc et de son noeud, et son anomalie moyennec,
doivent étre corrigées par leurs équations séculair es.

Jai conclu de ce procédé, 'expression suivante dcs inégalités
périodiques de la longitude moyenne dc la lune, développéc en
fonction de sa longitude vraie comptée sur I’écliptique; cc qui
exige une attention particuliére pour n’omettrc aucun terme sen--
sible : j’al négligé les inégalités au-dessous d’une scconde. Une
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partie des inégalités de cette expression, résulte du développement
seul de la formule que donne le procédé des tables de Mason, que
je viens d’exposer; en sorte qu’elles ne peuvent point éire considé-
rées dans ces tables, comme des résultats de Vobservation. Pour
les distinguer, j’ai marqué d’une astéristique, celles que Mason a
déterminées parla comparaison des obscrvations de Bradley, etqui
toutes ont été déterminées de nouveau par Burg, au moyen d’un
trés- grand nombre d’observations de Maskeline. Je donne d’abord
la grande inégalité du premier ordre; ensuite, les cinq inégalités
du second ordre ; puis, les quinze inégalités du troisieme ordre;
ensuile, toutes les inégalités du quatriéme ordre et d’un ordre supé-
rieur, qui ont été6 comparées aux observations; enfin, toutes les
autres inégalités. Je place a coté, les résultats de mon analyse, et
leur excés sur les coéfficiens déduits des tables deMason. Dans une
quatriéme colonne, je donne ’excés des coéfliciens des nouvelles
tables de Burg, réduites a la forme de ma théorie, sur ceux des tables
de Mason. Burg ayant conservé a ses tables, la forme de celles de
Mason qui lui-méme avoit adapté celle des tables de Mayer; il suffit,
pour les réduire a la forme de ma théorie , d’appliquer aux coélli-
ciens des tables de Mason, ainsi réduites, la différence prise avec un
signe contraire, des inégalités correspondantcs dans les deux tables
primitives. Les fonctions . et B, sont un peu. différentes dans ces
deux tables; j’aji eu égard a cette différence. J’observerai sur cela,
qu’en intraduisant dans les tables primitives, une inégalité pour la
longitudc , dépendante de sin.(anom. moy. ¢ +anom. moy. @ ),
et pour la latitude, une inégalité dépendante de sin. (arg. de lati-
tude+ anom. moy. ©O), et en changeant convenablement les coéffi-
ciens des inégalités dépendantes de sin.(anom.moy. ¢ — anom.
moy. @), ct de sin. (arg. de latitude — anom.moy. @); on pourroit
se dispenscr d’introduire les fonctions .« et B ; ce qui donneroit
aux tables plus d’aniformité. Burg a fait entrer dans ses tables da
mouvement en longitude, huit inégalités nouvelles qui nc sont
donndées dans les tahles réduites de Mason, que par leur dévelop—
pement : je les ai distinguées par une double astéristique. Enfin, il
a comparé aux observations, plusieurs inégalités qu’il a trouvées
insensibles; en sorle que leurs coéfliciens donnés par le développe~
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ment des tables de Mason, peavent maintenant étre considérés
comme des résultats de I'observation : je les ai distingués par une
triple astéristique. On pourra ainsi reconnoitre les inégalités qui
restent encore a comparer aux observations. Le peu de différence
qui existe entre les deux tables, permet de conclare ainsi le déve-
loppement dc Pune d’elles, du développement de l'autre; et 'on
peut par la méthode inverse,, réduire les inégalités de ma théorie,
a la forme des tables de Mayer.

vy . wepys o Excés de ces co¥fli- Fxcds des coiflicians
Inégalités déduiles des Coéfficiens de ciens suv cenx di- déduits dos tablos di
o duils des tables de Burg,surceuxdeduits

tables de Mason. ma théoric. Mason, destables do Mason.

Inégalité du premier ordre.

—6g992”,30.sin.(cy —@)*. ... e, —69992",30. ..+ 0%0... + 9,57 (1)
Inegalités du second ordre.

+ 147" dr.sin(2cy — 2@)* i iol 14427660 .. 4157380 4+ 17g

— 874" q0.sin.(2v—2mo)*. .. .. e — §856"11... +18%59... — 1”85
—1dd49",19.81n, (29 —2my —co4=)*. .., —14461"28... —12"09... — 3”40
+ 2075"71.8in. (Cmy — @' )Xol . + 2106%09... +30'38... + 9,88
+ 1250"47.sin. (2gr —28)* ., ... .+ o1255",92... — 0'y55... = 278

Inegalités du troisiéme ordre.

33°19.8in. (3ev —3a) % .o Ll 35,3400 = 215, — o'iy

+ 188"67.sin. (2gy —cv —284a)*.... + 204"86... +16%19... + 093
—  69"nb.sin, (2gvtey—2f—a)P* ., —  70"86... — 1"0... 4+ 0”00
+  450")56.sin. (29 —2me+cv —a)* ...+ 453,58... 4+ 3"02... 4+ 0'j00
+  44"y97.8in. (s9—a2my+cmy—a)*.. . 4+ 42"02... — 2"5... + 67517
— 421"37.sin, (aw—a2my—c'my+a)*. .. —~ 415'16... + 6"21... — 3”10
+  67',n1.sin(2v-2my-cv+c'myta-a’ )* 4+ 74°06... + 7"85... — 3”40
—  637%,09.8in.(29~2my-cv-c'my+w+3')* — 635"26... — 0"j17... — 3"39
4+ 211 84.sin. (cvtdmy—a—a)* ... &+ agir... 4+ 727000 + 5796
— 360"50.51n. (cv —c'myv — w4 )*. ... = 362718... = 1768... + 2"37
+  g51°31.8in. (20v —20amy—2a)*... 4+ g21'91... —29"do... — 370

(1) Le coéfficient de cctte inégalité est une des arbityaires de la théorie, el je
pense qu'd cet égard, il convient d’adopter le résultat dc Burg.
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s gt 1y e s Yixcés do ces coelli- Exeds des codiliciens

Inégalités ddéduites des Coeﬁiﬁllens de ciens aur ceus d:ls- deduits des tables do

ables de Mz . ma théorie. uits des tables de  Burg,sur ccux déduity
tabl fason a ¢ Mason, dos tables de Mason,

'i'

17223 .sin. (agy —ap 4 emy —20)*... + 174'74... + 246... + 63
27" 47 810, (2¢'my—2@' )* .o+ 3125000 4+ 3778000 — 8795
360" 1o.sin, (v—me)* oo+ 376"586.(148) ..ol - 17'559

8" 50.5in. (v — moc'mp —a')*... — 58 05.(1+10)....

Indoalités du quatriéme ordre et d’un ordre supérieur , qui ont été
O q >

compardes aux observations.

150381 (e — 4@) X e
6'y10.8in. (2gy—2cv —204+27)% il

s e ltcrsec e e

s et s 00 s o e

23”,765.5in.(gu-—y—6)*........... + 17'135.... — 6°63...

LR T T G T e 2 B S R P R

1775500810, (hy — 4me) ¥ v iviiiiiiiii cqiean.
2"38.sim (evf2cmy —a —aa )* ool
2”385, (cy —ocmy— o429 ) iiiiiiiiis

LR N B N R
Pesec s et e

D N RN

27" fa.sin. (2¢ep4-2p—2my—2a)* ... — 25"03..... + 1',66...

89" 34 sin. (hy —bmy —cy+m)* . ... +103%08....
46”79 810, (hy —hbmy — 2co+2a) 0. + 47°71...

. +13”>67"'
.o 4 092,

52" 0051, (ep —vtmo—a)* oo = 2565 (1F) i

3%53 sl (p—my—cme+a )X oo

29”45 .sin(2v—ampy—agucy+20—a)*.. + 26"977....
9,45 g

R N N IR U]

. — 2"68...

3',73.8i0.(agp+ov—apdamo—al—a)* . ot

10",87.51n. (20 —2mp—2¢' my+27)* ..ol

S e e s e ece e

18 1e.sin. (cvdyv—my—a) %% oo — 157047 (140 e et
3",08.81n. (3ev—avdamy —2@)* it

1", 82.5in.(2p—2my+cydc’my—m—a’ ¥* ..ol

y",38.5in.(2v—2my~+cv—c'mv—z+a' * + 31°39. ..
3953

2"36.sin. (hy — bmp — 3ev+3@) oo
3"01sin(2cr-20 4 emy-c'my-2a+a k% — 096, ..
4”05 .sin(cp—p A my—c'my—z+a KX 0oL
19"y72.sh(2cp-20+amp+c’my-ga-a’ A% 4 18" 1. ..
3"73 .8 (Av — & my + cv—a ) 4%
0"y56.5in. (bey — by +dmp — b )F*
12°,06. 510, (2v — 2my+4 2gp—20) ***
3",36.5in. (2 gv == ¢'my — 2 § = §)4*
1,03 .sin.(2gv4-20u-204-2my-20-ga 4%
(",26.sin.(2gv-20+2mycc’ g - 29752 A A*

@e s ece0 v e

oo —17%09- ..

R R R

"

.. — 3%80...

e s e s e v e e

e =157

Inégalités

l+ 1 ++ 1+ ] +++ ] +4+1] ++

+ + |

ceer F16%48,
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Lnégalités du guatriéme ordre et d’un ordre supérieur, déduites dcs
tables de Mason , et qui n’ont point été compardes aux obser—
vations,

Excés de cescoéfhi-

Inégalités déduites des Coéfliciens de ciens sur coux di-
tables de Mason. ma théorie. duits des tables do
+ 15732 50 (aev —'my —am4-a) oL+ 13789 ... — 143
— & 7v.sin. (2cv+c'my — 2@ — ') ... — 9%75-+-.. — 17,04
+ 14", 52.sin. (bv—brny—co—c my 4+ a4 a")
— 13",78.sin. (2p—2omyp + 2gv—cy—2i -+ =)
— 1"18.sin. (2v—2my—2gv + 2cv + 20—2%)
+  §%99.sin (dy—bmy—oce 4’ my+ 20—a')
-+ A%87.sin. (4v—bmp—2ocv—c'mo+ 294 @)
— 3",63.sin.(3v — 3mv — cp =)
+  2%48.sin. (4gv — 490)
+  9”,36.sin. (2v—2my—cy + 2¢'my + w—2x')
— 17",88.sin. (2v—amy—cpy—ac'my + =+ 2%’)
+  1"6g.sin. (4v— bmy—agv—co+ 20 =)
— 1',39.sin. (40 — bmy — ' my ')
+ <2%o05.sin. (6y — 6my — 3cv+3%)
— 1’20.sin. (cv — v+ my+c'my — @ — a’)
+ 1703.8i0. (hy — dmy+ my — =),

On voit par ce tableau, que la plus grande différence entre les
cceiéfliciens des tables de Mason, et ccux de notre théorie, n’est que
de 30"; et qu’elle west que de 26 entre notre théorie et les tables de
Burg. On la feroit sans doute disparoitre, en portant plus loin
cncore les approximations ; mais la comparaison précédente suflit
pour établir incontestablement, que la gravitation universelle
cst Punique cause de toutes les inégalités de la lunec.

Deux de ces inédgalités méritent par leur importance, d’¢tre
déterminées avec un soin particulier. La premiére est celle que
Yon a nommdée indgalité parallactiqgue, et dont largument est
v — my. Elle dépend de la parallaxe du soleil. Je Pai déterminée
en portant Papproximation jusqu’aux quantités du cinquiéme
ordre inclusivement ; j’ai donc lieu de croire la valeur & laquelle je
suis parvenu, trés-exacte. Suivant les tables de Mason , réduiles a

Mican. ctn, Tome 111. Nn
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la forme de ma théorie, cette inégalité est égale a 360”12 ; mais
Burg qui vient de la déterminer par la comparaison d’un trés-
grand nombrc d’observations, la trouve plus grande de 17759, et
par conséquent égale a 377”71, En égalant a ce dernier résultat, le
coéllicient (1-¢£).376"586, donné par mon analyse; on a
1+ = 1,00298y ;

partant

a 1,002985

a’ 400

. D a
or la parallaxe solairc est —; ou —. = cctte parallaxe est donc
a Q

¢égale a
' D 1,00298%

.
a 400

) D
En substituanl pour —,sa valeur 0,01655 101, irouvéedansle n® 19,
a

on a 26”4205 pour la parallaxe moyenne du soleil , sur le paral-
Icle dont le carré du sinus de latitude est }; ce qui est a lrés-peu-
pres celle que plusieurs Astronomes ont conclue du dernier pas-
sage de Vinus sar le Soleil ; la théorie de la Lune ofifre donc un
moyen fort exact pour déterminer cette parallaxe.

La seconde inégalité est celle qui dépend de la longitude du
noeud de Porbite lunaire, ou de Pargument g¢ — v+ 6. Son coélli-
cient, suivant Mason, est 23",765; mais Burg qui vient de le déter-
miner par un trés grand nombre d’observations, le réduit a 20”,987.
La théorie donne par le n°. 20, 17°,135, en supposant lapplatisse -

1 .
ment de la terre e et 35”490, en supposant cet applatissement
1 . . . _—
—; d’olt il est facile de conclure que la détermination de Burg
230
1 . v . ’ ’ - ’
répond a —— d’applatissement. Cette incgalité est déterminée
305,05

avee beancoupwde précision, par la théorie : on n’a point & craindre
ason ¢gard, Pincertitude que le peu de convergence des approxima-
tions laissc sur les coélliciens de la plupart des inégalités lunaires ;
ct comme elle est lide i Papplatissement de la lexrre, sa détermina-
tion exacle par les observations, mérite toute 'attention des Astro-
nowmes. Il résulte sans aucun doute, des valeurs que Mason et Burg
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lIui ont assignées, que la terre est moins applatie que dans le cas de
Phomogénéilé; ce qui est conforme a ce que nous avons trouve
par d’autres phénomenes, dans les livres III, IV et V.

25. Considérons présentement , le meuvement de la lunc en
latitude. On le détermine par les tables de la maniére suivante. St
Yon nomme longitude corrigée de la lune, la longitude moyenne a
laquelle on applique toutes les inégalités, a l'exception de la
réduction ; la latitude de Ja lunc est égale a

Burg. Mason.
+57163"%03... +57174"40.sin. (argument de la latitude)
—  15%43... — 13”58.sin. (3.arg. de latitude)

+ 1630°86... + 1630",86.sin

w

(2 .longit. corrigée ¢ — 2. longil.)

vraic. © — arg. de latitude

— 9",57+ . — 9",57 -sin. (arg. de lat. — anom. moy. Q)
+  54%32... +  §4”32.sin. (arg. de lat. — anom. moy. Q)
4+  77%7... 4+ 97",47.sin. (2.anom. moy. { — arg. delat.)
+ 5,86... + 5”,86.sin. (3 .anom. moy. ¢ — arg. de lat.)

p " . (2.Jong.corrig. (—2.long.vraic.©
+ 27578+ 2 ’78'““'(—— arg. de lat. 4+ anom. moy. ©

. Jong corrig. ¢ —2.long.vraic.©

" A . " 2 . 2 g O g
oA 4 andaesind arg. de lat. — anom. moy. ©

" ) . (2.Jong.corrig. ¢ —2.long.vraic.©
+ 079+ + 6 ’79'81“'<—— arg. de lat.-+anom. moy. ¢

" o n . farg.dclat.4-an. moy. C —2.long.
T 49507-0e 49507 'Sm'(corrig. C 4 3.long. vraie.®

" " . (arg.delat.42.anom. moy. ( —
+ 165 4 160 'Sm'(a.long. cor. € 4 2.long.vraie. ©

~—  24".6914. —  0"00.3in. (long. corrigée. ).

En réduisant ces formules, en sinus d’angles croissans proportion-
nellement a ¢ ; j’ai obtenu les résultats suivans,

Nn 2
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ma théorie

Coifliciens de

57234737 st (gr—9) % oo 7230",83.
A" Bd . sin, (3gv — 39) Lo - 38",78.

Excés de ces coifli-
ciens sur cenx dé-
duits des tables de

Mason.

— 311’5/‘!.
. — 4"00.

.

1627" 130 i (o — amp—gv+8)*. ... 4 16o1"0q. .. — G0k ..
2”,|6.gin, (2v —amy+gu— 8)..... + 3”752. oo A l",;(‘. ..
12"Ghosin, (grer —0—w=)* oo — 1772600 — 4'6a...
N . v
G1% o sin. (gr—cv—842)%. ... +  6i"p7... 4 0'06...
06"86. sin.(gr-+cp—avtome b—z)* +  6666... — 0")20...
»".61.sin.(op—omy + gr—cy—I0+a), — 4280 — 1"67...
18 vhsin.(op—amy—gopev+0—=)* + 197,05, 4 150,
705005, (g Cmy—0—a' )% 000 4 95 b . — 17,36, ..
8(>/'/,(’7'Si“' (‘.()"V— S mp — 9+,7,,’) * L — 80”,06. ..+ 6/’,()] “ee
20 o sin(ap=2mp-gr4c'my-0-=' )% —  31747.00 — 2706 ..,
68" 10 sin.(20-omo-go-c'mp + 04+ )% +  Gy',19-.. 4+ 0'y79...
7910 sin. (2ep —go—oaH )% 00 4 8457000 + 5L
1335 sin(2ertgo-ovdome-2m-6)% +  15°83... + 2748..,

‘.)”,()'s.sin, (3('(:—{;;;—3@—{—9}*. e ea e
3”",'!‘2.Sill- (3gv_:)p+2m;)—39)_..... ..... .

150380 (b —dbdmp —go+8) o
1,76 .51 (3ey—gv—2v4omo—3adh).ounuinn

Vi 7asin(evtge-av+amp=cd my-w-bra’) oo
V770 (2evtgo-avtomyter- 2m-fw)

.

2 sin (he—dmy—gr—co0-fm) il
o’00.sin. (long. vraie. O)** . ... — 20%023. ..

e

.

ce e v

v e e s e

Excée des ceiéfliciens
déduits des ta
Burg.sur cenx déduits

0”00
n

O ,(_)O
7"

[¢] ,O0
n

0,00
7

0”500

4+ |+

"
O ,()()

-+ 0",00

—2,04 14

Iei, la théorie se rapproche encore plus de Pobservation, que rela-
tivement au mouvement de Ja June enlongitude ; ce qui vient de ce

que les approximations de son mouvement en latitude sont plus
simples. et par conséquent plus exactes. Je pense done qu’ll con-

vieut de former les tables de ce mouvement, par la théorie 5 afin de
ramener antant qu’il est possible, toute Pastronomie, au seul prin-

cipe de la pesanteur universelle. Linégalité — 20”023 .sin.(long.

vraic. ¢ ) w'existe point dans les tables de Mason. Cest la théorie
qui me la fait connoitre, ct toutes les obscrvalions la con-

(1) Le coiflicient de cette inégalite est une des arbitraives de la théoric, ct le

résultat de Burg ine paroit devoir étre préférd,
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firment d’unc manicre incontestable. Barg I'a trouvée égale a
— 24”,6g914.51n. (long.*vraie. ¢ ), par la comparaison d’an (rés-
grand nombre d’observations de Maskeline. Soun coéfficient est, par
lc n° 19, égal & ——20",023, en supposant Papplatissement de fa
terre —3—1_—4; il $¢leveroit a 41”50, si cel applatissement éloit -)-—‘»;
comme dans le cas de 'homogénéité de cette plancte : d'ot il est
facile de conclure que le coéflicient — 24”6914 trouveé par Burg,

. [§
r¢pond a Tapplatissement oif 1 est trés-remarqueble que ectte
)
mdégalit¢ conduise au méme applatissement | que Fimcgalite dig
mouvement en longitude , dépendante du sinus de lalongitude du
neead, que nons avons donnde dans le n, 2g. Ces deux incégalites
qui, par la lumicre qu’elles répandent sur la lignre de la terre,
mérilent toute Pattention des obscrvaleurs, se réunissent pour
exclure son homogéncité.
2,6. 11 nous reste & considérer la parallaxe hovizontale de Ia
lunc. Voici Vexpression de cetle parallaxe aV'équateur, suivant les
tables de Burg ct de Mason.

Borg. Mason et Mayer.
+10558",64. .. +10590",74
—_— 093¢0 — 0",93+cos. (anom. moy. © )

2.long. moy. ¢ —2.long.vraie. ©
+anoni. moy. ©

+ 2'16... + 2”,16.cos.< )
2. long. moy.((——-:).long.vraie.Q)

" "
2" 47... + 2" 47.cos.
-+ 47 "7 —anom. moy. ©

e 0'31... — a3 g(2.1()1lg.moy.(-—-2.lon,g.vraic.@'
-+ anom. moy. €
2. long. moy. (—a.long. vraic.©
—anom, moy. ¢
¥.long moy. ¢ —4.long. vraic.O"
—3g.,anom, moy. ¢

2.long. moy. ¢ —2.long.vraie.®

4+ 115,12, +115”,w..cos.< )
+  3509--- + 3,09.c0 5'( anoni. moy. +anom. moy. O)

+ o",gg. .. 4+ 0'93.co0s

2.long. moy. ¢ —2.long.vraic. O

"
e 1,85 . cos.
+ 1,85 + %3 — anom. moy. {—anon.moy. ©
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Burg. Mason ¢t Mayer. ]
0"62... + 0',62.cos.(anom. moy: { — anom. moy. @)
long. moy. (— long. vraic.® )
— anom. moy. ¢

2.long. moy. ¢ — 2.long. vraic.
— 2.anom. moy. ¢

2.long. moy. du nccud ]unairc)
— 2.long. vraie.©
§78"00. .. +579",32.cos. (anom. corrigée. ()
30",86... 4+ 30"86.cos. (2.anom. corrigée. € )
+ 0"62... +0",93.cos. (3.anom. corrigée. C)
+ 80”25... + 80',25.cos.(2.Jong. corrigée. (—2.long.vraie. )

0"62... + o”,Gn.cos.<
6'17... + 6”,17.005.(

-+
+
-+
4+ 1'923... + 1”,23.cos.(
+
+

— 3%09... — 3%09.cos.(long. corrigée. ¢ — long. vraic.O)
4+ o'62... 4+ 0"062.cos.(3.long. corrigée. ¢ —3.long.vraie.Q)
distance vraie de ¢ au noceud

— anom. corrigée. € )

— 2"47... — 2”,47.cos.(

Pour avoir la parallaxe horizontale 4 une hauteur quelconque du

pole, Burg suppose Pellipticité de la terre, 3—;; : Mayer la suppose

1 . I3 1\ , . H 14
—. J¢ la supposerai conformément a la détermination du n°. pré-
230

cédent, . On multiplie cnsuite les coéfliciens de cetle table, par
305

Punité moins le produit de Pellipticité de la terre par le carré du
sinus de la latitude. Ccla posé, on a pour la parallaxe horizontale
de la lune a Péquateur, réduite en cosinus d’angles croissans pro-
portionncllement a 'angle ¢,

Excés des coiéfliciens

Coélheciens de Foxcés do ces coéffi-
Mason et Maver. a théorie ciens sur ceux des
: ma theorie., tables de Mason.  Mason.

4 10624",81%F L iiee i e i ee e 10580703 . 4

§81",66.cos. (c¢ —@) e vvvniniannne +  §79°26... — 2"do0...
17,01.C08, (20V=—2B)ceviaennvenns + 0,03... + 1"64...
0,5+ €08 (30 ==3%) 1 ¢ eu vt enanenenraneneioennnnasensnnnsa,
071300008 (BCY =4 B) e e v vvriinerrearrenneerene cinenieeanes
7v}’l/l,81.cos.(2u—nmv)............ +  76'18... + 1737...

118"55.c08. (29 —2my —cy+=)oe... + 117"62... — 0"93...

de Burg sur ccux de

—44"78... —32"10

"
1,23
0",00

"
o",00
0”00
0",00

"
+ 0,00

+ 4+
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+ |

|+ ++ | + |

M M. Coéfliciens de Excis de ces co'é:ﬁ- Excésdescoéfhiciens
ason ct Mayer. ma théoric. (ables de Moo A0 o de
”(‘ , i 6 //‘6 ' "
37,02.cos.(2v—2mp+cy—®). . oov. — 2100000 4 1400 40 000
0”,54.003,(Qg—gmy-{—c'mu—fu")..... —_ 0",53..... + 0”,0].'. 4+ 000
5”717 cos. (2y=—amy—c'my+a)...., + 5”,06..... — O”,ll..- 4+ 0',00
" U 7 " n
o,93.cos.(Cmy—a') .o iiiiiiiis — 10300000 — 0%100.. 4 0"500
’ ’ ,
0",28.cos.(av—2my —cv+c'my+a—a') — 0'68..... — 04o... + 0’00
5",22.co8. (2v—2my—cv—c'my+a+a’) + §04..... — 0"'18... + 000
0"89.cos. (cv+c'my—a—a) .. ..o — 202,000 — 113000 4 000
1";50.¢c0s. (e¢ — cmy —a+a)......0 + 2'\67..... + 117... + o000
11',93.c0s. (scp —29+2me -—2%).... + 115,10..... — 0"83... + o'j00
d 1 7
1',23.c08. (2gv—2v+ompv—28).... — 0o'y58..0.0 + 181,00 4 0%00
3509.€08. (P —1mp).evieeviieenn-ies — 2599 (14+1) . vieiiaees 4+ 0"00
0722.€08. (40 —GMP) coviviiinereeieereteasanssionnsssneees + 0500
"
— 0'20.€08. (49 — hmy —2cv+2w) ... + O1deee.. + 0'34... + 0'500
— 0'y46.cos. (by —bmy —co43)..vve — 0546 ... + 0%00... + 0"00
— 068.cos. (3ev—o0tomy—3a) . oot e e 0000
/ o
— 3'04.cos (2gv—cp—284a)iiia.is — 292,000 4 0,12... + 0500
+ 0')§7-cos.(2gvtev—al—®). ... i e+ 000
— 0'\62.c08. (v —ytmy—a)..ieiis — 0'38.(14i) . iiiiens + 000
"
— 0”32_“)5‘(209.*.2‘)__2”1()-—2@').... + 0“,07..... -+ O”,}()... -+ O//,OU.

Les indégalités de la parallaxe des lables de Mayer, Mason et Burg,
sont dérivées de la théorie de Mayer, el Pon voil par le tableau
précédent, qu'il y a trés-peu de différence entre les coéfliciens de
ces inégalités et ceux de mon analyse ; cependant jai lieu de croive
ceux—ci plus exacls, puisque ma théoric représente mieux que
celle de Mayer, le mouvement de la lune en longitude. Cest un
point de pure analyse ; car les observalions ne seront jamais asscz
précises, pour détcrminer d’aussi petites diftférences. A Pégard de la
constante de Ja parallaxe, Mayer et Burg I'ont détermince par les
observations. Ce dernier astronome a principalement fait usage
d’un tres-grand nombre d’observations de Maskeline, etil atrouve
celte conslanle plus petile que celle de Mayer, de 32710, Jai déduit
dans le n°. g, cette constante, des expériences sur la longueur du
pendale @ secondes, et des mesures des degrés terrestres; et ja
trouvé quil faut diminucr encore de 1277 la constante délerminde
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par Barg. Cette diflérence dépend-clle des errcurs des observations,
ou des élémens que yai cmployés dans mon calcul ? c’est ce que la
suite des observations fera connoitre. Le seul élément qui me
paroissc susceptible de quelque incertitude, est la masse de la lune.
On a vu dans le chapitre X VI du sixiéme livre, que pour faire
coincider le résultat de la théorie avec celui de Burg, il faut dimi-
nuer la masse de la lune, et la réduire de ’—81—5 a ;—i—;. Cette diminu-~
tion paroit un peu trop forte d’aprés les phénoménes des marées
ctde lanutation de Paxc terrestre, et d’aprés’équation lunaire des
tablesdusoleil. 11 paroit doncqu’il fautencore diminuerdedeux ou
trois sccondes,la constante de la parallaxe dclalune déterminée par
cet astronome qui, par la comparaison d’un trés-grand nombre
d’observations, a d¢jia diminué la constante adoptéc par les autres
Aslronomes, et s’cst ainsi fort rapproché de sa véritable valeur.

CHAPITRE
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CHAPITRE V.

Sur une inégalité a longue période, qui puroit exister dans
' ~le mouvement de la lune.

27. Nous avons remarqué dans le commencement de ce livre,
que le moyen mouvement de la lune, conclu par la comparaison
des observations de Flamsteed et de Bradley , est sensiblement plus
grand que celui qui résulte des observations de Bradley comparées
aux observations de Maskeline; et que les observations faites
depuis quinze a vingt ans, indiquent dans ce mouvement, une
diminution plus grande encore. Cela semble prouver qu’il existe
dans la théorie de ce satellite, une ou plusieurs inégalités a longues
périodes, dont il est important de connoitre la loi. En examinant
avec la plus scrupuleuse attention cette théorie; on voit que lac-
tion des planétes ne produit aucune inégalité semblable, comme on
peut s’en convaincre par 'analyse exposée dans le n°. 21; mais
Pattraction du soleil produit dans ’expression de n£+¢, une inéga-
lité proportionnelle au sinus de I'angle
3v — 3my+3cmy — agy — gv 42047 — 3=,
Les termes qui composent cette inégalité sont trés-petits dans les
équations différentielles; mais quelques-uns d’eux acquiérent par
les intégrations successives, le diviseur (3 —3m+3¢'m —2g— c)»,
et ce diviseur peut les rendre sensibles, par son excessive petitesse.
Pour déterminer ce diviseur, nous observerons que 'on a par le
n°. 16, '
3 — 28 — ¢ == 0,0004085q.
Deplus,le mouvement annuel du périgée solaire étant par le n°. ag
du sixi¢me livre, égal 2 36",881443 ; 0on a
2 — ¢’ = 0,0000092203§ ;
d’ol Pon tire,
3 — 3m+3c'm — 238 — ¢ == 0,00040651;
MetcanN. cér. Tome 111, Oo
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ct par conscquent
(3 — 3m+3cm — 2g — ¢)* = 0,00000016526.

A la vérité, on a vu dans le n°. 5, que le carré du coécfficient de
Pangle ¢ ne peut pas en vertu des intégrations successives, ¢tre
diviscur de P'inégalité correspondante, lorsque P'on n’a égard qu’a
la premiére puissance de la force perturbatrice ; mais cela cesse
d’avoir licu pour les termes dépendans du carré de cette force , et
I'indgalité dépendante de 3v—3my+3¢'my—ogr—cy+ 204+ w—3 7,
ne peut résulter quc de ces termes. Pour le faire voir, considérons
e terme 3e//ndt.dR de Vexpression de &y, donnée par la for-
mule (¥) du n°. 46 du sccond livre : ce terme paroit étre celui dont
Pinégalit¢ que nous considérons, doit principalement dependre Le
développement de R donne des termes de la forme

Il.cos.(3nt — 3n't+3c'n't — 2gnt — cnt+ 20427 — 3a'),
Si ces termes ne résultent que de la premiére puissance de la force
perturbatrice ; #'2 et ¢'n’t se rapportent aux coordonnées du soleil,
et alors la diff¢rentielle d R qui ne se rapporte qu’aux coordonnées
de la lune, devicnt

dR==—(3-2g-c).ndt. H.sin.(3nt-3n't+3c'n"t-2gnt- cnt+20+w-3=").
La double intégrale 3a//nd¢.d R acquiert le diviseur
(3 —3m+3¢’m—2g—c)*,

. ’ «
m ¢tant par le n® 4 égal a %; mais cllc a pour facteur, 3 — 2g — c,
qui cst a trés-pen-pres égal a 3 — 3m+3¢'m—ag — c; ainsi clle
doit étre considérée comne wayant que le diviseur 3—3m+-3c¢'m
— 2g—c, ce qui ne paroit pag suffire pour la rendre sensible. Si le
terme précédent de Pexpression de R résulte du carré de la force
perturbatrice, c’est-a-dire, dela substitation des termes de r ct de
v , dépendans de cette force ; alors les coordonnées de la lune ren—
ferment les angles 't et ¢’'n't. Supposons, par exermple, que la partie
— 2n't de Vangle — 37t dans ce terme de R, dépende des coordon-
ncées de la lune; on a dans ce cas ‘
dR=— (3 —2m —a2g—c¢)
X Hndt.sin.(3nt —3n't43¢'n't — agnt — cnt+ 207 —34),



SECONDE PARTIE, LIVRE VII 291

et le terme 3a./fndt.d R donnce dans ’cxpression de la longitude
de la lune, le snivant,

38.(3 —3am—3g—c).n*H.sin. (3nt—3n't4-3¢'nt —agnt—cnt4-20 4o — 3=’ )
(3 —3m+3cm—ag—c)® o
qui peut devenir sensible par Pextréme petitesse de son diviseur.
Les termes de ce genre sont en trés-grand nombre, et il est difli-
cile de les déterminer avec exactitude; mais il suffit d’étre averti de
Ja possibilité de Pinégalité qui en résulte, pour suivre sous ce point
de vue, les observations. Cette inégalité doit étre appliquée au
moyen mouvement, et par conséquent & 'anomalie moyenne.

La théorie indique encore une inégalité dont la période esta tres-
peu-preés la méme que celle de inégalité précédente, et qui dépend
de I'applatissement de la terre. On a vu dans le n°. 19, que l'ex~
pression de Q contient le terme

Dl
(iap— ap).—r‘ (rr—3);
or ou a par le méme n°.

u = s.cos. A+ V 1—ss siiA.sin, fv g
de plusona
’ l/z+.$s

b

r ==
u

cc qui donne dans Q on dans — R, la fonction

(tap— ¢p)-—]§ (1 —15%).510.0. A, c08. 2 fy.
Cette fonction produit par son dévcloppement, des termes dépen-
dans de T'angle
afnt+nt—n't+c’nt—agnt—cnt+20+a2—a';
ils sont analogues a ceux que donne la fonction R, relative a Yac-
tion du soleil, et qui dépendent de angle
3nt—3n't+3c’mt—agnt—cnttf204a —3a’;
le coéflicient du temps ¢ cst a trés-peu-prés le méme dans ces deux
angles qui, maintenant, vu la position du périgée solaire, diflérent
pea de 200 degrés. Tous les lermes de R se rapportant ici aux sculcs
coordonnées de la lune; si Pon représente par
K.sin. (sfnt+nt—n't—c'nt—a2gnt—cnt+3f+a-—a’),
Je terme dépendant dc angle précédent, que donne le développe-
Oo 2
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ment de R ; cec terme acquerra dans la différentielle d R, le facs
teur (2f4+1~— m+c'm — ag — c).n ; et par conséquent, il n’aura
pour diviseur, dans la double intégrale 3a.//ndt.d R, que la pre-
miére puissance, et non le carré de cette quantité ; 'inégalité cor-
respondante & ce terme, ne paroit donc pas devoir étre sensible.

Le terme de la forme Y qui, comme on ’a vu dansle troisiéme
livre, peut exister dans Pexpression du rayon vecleur da sphé-~
roide terrestre, peut encore introduire dans I’expression de la lon-
gitude vraie de la lune, une inégalité dépendante du cosinus de
3fnt— agnt — cnt+20+4a, et qui, maintenant se confond a-peu-
pres avec les deux précédentes. Si cette inégalité devenoit sensible,
il en résulteroit de nouvelles lumiéres sur la figure de la terre;
mais quelques calculs que j’ai faits sur cet objet, me portent a croire
que cette inégalité est insensible, comme la précédente. La suite
des siécles, et de nouveaux progrés dans I'analyse, éclaircirout ce
point délicat et important de la théorie lunaire.

28. Nous allons maintcnant établir par les observations,
Pexistence de 'inégalité dépendante du sinus de Pangle 3nt — 37t
+3c'n't —agnt— cnt+a0+4 @ — 3a’. Cet angle cst évidemment
le double de la longitude da nceud de I'orbite lunaire, plus la
longitude de son périgée, moins trois fois la longitude du périgée du
soleil; nous lc désignerons par E, et nous allons faire voir que la
loi des variations de sin. E, est la méme que cclle des anomalies
observées dans le moyen mouvement de la lune.

Les tables lunaires insérées dans la troisiéme édition de 1’Astro-
nomie de Lalande , supposent que dans 'intervalle de cent années
juliennes, le mouvement de la lune par rapport aux équinoxes,
sm"passe un nombre entier de circonférences, de 342°,0g962g; et
que I'époque de 1750, est de 209°,20820. La correction de Pépoque
de ces tables pour 1691, a ét¢ déterminée par Bouvard et Burg,
au moyen de plus de deux cents observations de la Hire et de
Flamsteed ; ils ont trouvé l'un et autre cette correction égale
a — 13”58,

La correction de Yépoque des mémes tables pour 1756, a été
déterminée par Mason et Bouvard, au moyen d’un trés - grand
nombre d’observations de Bradley , et ils l'ont trouvée nulle.
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- Ainsi , dans l'intervalle de 1691 a 1756, le moyen mouvement de
la lune a été de 13”58 plus grand que par ces tables; ce qui donne
20”9 pour Paccroissement du moyen mouvement séculairc des
mémes tables.

Burg a trouvé par un grand nombre d’observations de Maskeline,
la correction de Pépoque de ces tables, égale a — 9,26 pour 1766,
et égale a —28"j09 pour 1779.

Bouvard a trouvé par un grand nombre d’observations de
Maskeline, — §4”,32 pour la correction de I’époque de ces tables
en 178g.

Enfin , par un nombre considérable d’observations faites a
Greenvick, a Paris et a Gotha, on trouve — 8796 pour la cor-
rection des époques des mémes tables en 1801.

De-la, il suit que depuis 1756 jusqu’a ce jour, le moyen mou-
vement de la lune a diminué¢ d’une maniére sensible, ¢t que cetle
diminution est maintenant croissante ; car de 1756 & 1779, c’est-a-
dire, dans un intervalle de vingl-trois ans, ce mouvement a été
plus petit que par les tables, de 28",09; ct de 1779 a 1801, C'est-a-
dire, en vingt-deux ans, il a été plus petit de 59',97. L’époque de
1756, comparée a celle de 1779, donne 126" pour la diminution
du mouvement séculaire des tables , tandis que I'époque de 1756 &
1801, donne 192" § pour cette diminution. L’ensemble des obser~
vations indique donc évidemment ces trois résultats; 1°. un mou-
vement moyen plus grand que cclui de ces tables, depuis 1691
jusqu’en 1756 ; 2°. un mouvement moyen plus pelit, depuis 1756
jusqu’a ce jour; 3°, une diminution de plus en plus rapide.

Ces résultats sont conformes a la marche de I'inégalité précé-
dente ; car a ’époque de 1691, le sinus de E étoit négatif; il étoit
positif en 1746 ; cetle inégalité a donc augmenté dans cet inter-
valle, l¢ moyen mouvement de la lune. En 1756, ce sinus ¢toit
positif et vers son maximum , et depuis cctte époque, il a toujours
été en diminuant ; Pinégalité a donc diminué le moyen mouve--
ment de la lune. Enfin ce sinus étoit presque nul cn 1801, et alors
sa dimination est ]Ja plus grande ; la diminution du moyen mou-
vement a di par conséquent étre plus considérable dans ces der-
niéres années.
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Déterminons présentement le coéfficient de cette inégalité. 11 est
visible qu’elle doit produire un changement, soit dans P'époque
des tables pour 1750, soit dans le moyen mouvement séculaire
de ccs tables. Nommons ¢ la correction de I'époque des tables en
1750 ; # la diminution de leur moyen mouvement séculaire , et y
le coificient de T'inégalité précédente. La formule de correction
des époques des tables, sera cn nommant i le nombre des si¢cles

écoulés depuis 1750,
t— x. i+ y.sin E.

Pour déterminer les trois inconnues ¢, x et y, j’ai comparé
celte formule aux trois époques de 1691, 1756 ct 1801, détermi-
nées par les observations; ce qui m’a donné les trois équations

suivantes ,
¢+ 2.0,59 —5.0,63660 = — 13",58;

¢ — x.0,06 + 5.0,99898 = o;
t—2.0,51 + y.0,08199 = — 87",96.
Ces trois ¢quations donnent
¢ = — 41" 54,
= — 98",654;
y =475
Aumoyen deces valeurs, on trouve —13”,58; +0”00; —1 1",64;
—35"03; — §7",62 , et — 87”96, pour les corrections des six
¢poques de 1691, 1756, 1766, 1779, 1789 ct 1801. La somme de
ces six corrections est — 205”,83; et la somme des six corrections
déterminées par les observations , est — 193”21 ; ’ensemble de ces
corrections indique par conséquent qu’il faut augmenter de + 2”10,
la valeur précédente de ¢, et alors la formule de correction des
tables devient
— 39”44 — 98",654.i + 47"51.sin. E.
Iin calculant par cette formule, les corrections pour les six épo-
ques; on a
Correclions des lables par Corrections par la  Excésde cescorrect,
les observations. formule. sur les premiéres,

16gr. . .o — 13758, .. L .. — 11748, . ... + 2,10,
1756.. . .+ o000...... + 2%10..... + 2”10,
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Corrections des tables par Correclions par la  Excésde cescorrect.
les observations. ‘ formule. sur les premicres.

1766. . .. — 9'26. 1. ... — g's54 ... . — 028;
1779, .. . — 28%09, . . . .. — 32%93. . ... — 4784;

1789, . . . — 54”32, . ... — 55,52 . ... 1,20
18010 e 4 = 87”’96. o o o o e - 851/,86" e o o o + 2”,‘0.

Les différences entre les résultats des observations ct ceux de la
formule, sont dans les limites des errcurs dont ces derniers résul-
tats sont susceptibles : elles pcuvent dépendre en partic de la for-
mule elle-méme que Pon rectifiera par de nouvelles observations.
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CHAPITRE VI

Des variations séculaires des mouvemens de la lune et de la
terre, qui peuvent étre produites par la résistance d’un
Sluide éthéré répandu autour du soleil.

2Q. o est possible qu’il y ait autour du soleil, un fluide extré-
mement rare qui altérc les moyens mouvemens des planétes et
des satellites ; il est donc intéressant de connoitre son influence
sur les mouvemens de la lune et de la terre. Pour la déterminer,
nommons x, y, z, les coordonnées de la lune , rapportées au
centre de gravité de la terre; et &', y, z', celles de la terre, rappor-
1¢es au centre du soleil. La vitesse absolue de la lune autour du
soleil , sera
V/(dx'+dx)* + (dy'+ dy)* + (dz'+ dz)*
dt ’

Supposons la résistance que la lune éprouve, égale au carré de cette
vitesse, multiplié par un coéfficient K qui dépend de la densité de
Péther, de la surface et de la densité de la luue. En la décomposant
parallélement aux axes des x, des y et des z ; elle produit les trois
forces suivantes,

K .(d<'4 dx) i ,
- 'd-t z»'“—°\/(dx +dx)* +(dy'+dy)* +(dz'+dz)*;

K.(dy'+d
- "‘%—,a—‘ﬂ‘.\/(dx' +dx)* +(dy'+dy ) + (dz' +dz)*;

K.(dZ -+ dz
- (cm )"/(dx""d‘)'+(dy'+dy)‘+(dz’+dz)=.

Mais la terre étant supposée immobile, dans la théorie lanaire ; il
faut transporter en sens contraire & la lune, la résistance qu’elle
éprouve, et qui décomposée parallélement aux mémes axes. donne
les trois forces
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, dx’
— K o VG d 1 d7

— K’

(ly'
-a',‘, . \/dx'“ +dy'*+dz*;

, dz’
— K .E’—.\/dx'“-{—dy"—i-dz" H
K’ étant un coéflicient différent de K, et qui dépend de la résis-

dx

< . a0
tance éprouvée par la terre. Ayant donc représenté par (-—),
dQ dQ e e
- ) et »—-~) , les forces qui sollicitentla lune parallélement aux
ly dz

axes des x, des y et des z; on aura en n’ayant égard qu’aux
forces précédentes,

d dx’
(_9_ = K. V& yd tdi"

dx
dx'4-d
— K.f——d'"—x). ‘/(dx'+dx)’+(dy'+dy)’+(dz'+dz)’;

dQ — Py /a /a
(-J; = K. d"de +dy*+dz

(dy'+dy)
i

— K. NV (dx' +dx)*+(dy +dy )*+ (dz' +dz)*;

( ): K'.‘i‘—.\/dx'=+dy'"+dz"

d.
— KSEHE) C dey + (dy Tyt (e + da )

Maintenant on a, en ne faisant varier que les coordonnées de la

lune,
dQ = dx. Q>+dy.< Q)+d df)
En substitnant pour x, ¥, z, leurs valeurs o: - ) s";' U, 3, don~

nées dans le n°, 2; on aura

0 e 2 e (B (D)0 ()
S P —)
b (),

MECAN. CEL. Tome 111 Pp
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T e = ()t (1)t ()

en comparant ces deux valeurs de Q, on aura

(5) == o) inn (D)0
92 )

d’ou 'on tire,

— (%%) — ‘i({%—) = ;;- {cos.v.(%%)-}-sin. v(%s)}

Onaparlen® 2,
, cos. v’ sin. o’ s’

! ’
» = : D e——t— zZ = :
u' ) u’ H u ?

¢' étant ici la longitude de la terre vue du soleil. Si P’on prend
pour plan fixe, celui de I’écliptique en 1750; on pourra supposer
s'=o. Représentons par r'dg’, le petit arc décrit par la terre dans

Vinstant d¢, et quiest égala vV da™"+dy*+dz™ ; cet arc est a cclui
que la lune décrit par son mouvement relatif antour de la terre, a

/

irés-peu-prés dans e rapport de i;:—'i & Punité, ct par conséquent,

trenle fois au moins plus considérable : on a donc a fort peu-pres,

dr’.de  dy'.dy

\/(clx +dx )+ (dy' +dy)* +(dz' +dz)* = r'dg’ + >
rdq’' rag

5i Pon néglige Vexcentricité de Porbe terrestre , on a dg' = mdt,
le temps ¢ étant représenté par le moyen mouvement de la lune.
On a ensuite,

dr’ . , dy’
-,—l-—’ == = S111. . _._. — ,
r'dy v r'dg cos, ¢

et par conséquent,

Vidy+dz) +( dy’-Fafy )+ (dz'+dz)*= ma'dt—dx.sin.y’ - dy.cos.y’.

De-1a, il est facile de conclure
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209
(tle)__(K—-K').m“.sin.v 3K.m de  Km dx Km dy . ,
e )= o e @ + 7+ 37 COs- 2v’ +- oSy
__(K'—K).m*.cos.s/ 3K.mdy Km dr | Km dy
- u' Y '¢—E+2 AP 7S 3y o de 7 €05 2
— Km dz.
( — g

et par conséquent , en substituant pour ‘x et y leurs valeurs, ct
négligeant le carré de Pexcentricité de Porbe lunaire ,

dQ s dQ K'—K).m*.sin.(v—0¢') 3Km.du
T \d) T W ut.u'? + aut.uf
Km. dy Km du
- - _— 2y
aut.u dt sin.(2y—ay’) — aut.u dt ~c0s. (ay—2¢") ;
K'—K).m*.dv , 3Km dv
(‘IV - u'?.u® +€08. (v—v') — au .ut’ YT
dy K du
—_ Km_ .dy.—.cos. (nv—av)-!- dv.—— sin. (ay—2¢’)’
2u’ . ut ‘dr
dQ\ du (K'—K).m* du _ 3Km. iu
(dv) wde . uwrud dv cos. (v—+') au'.ut dv
Km d )
— =" 2 cos. (29— 2v").
au'.ut dv

La valeur de K n’cst pas constantc : si I'on suppose la densité de
I’éther, proportionnelle 4 une fonction de la distance au soleil; en
désignant par ¢ (z') cette fonclion, elle sera relativement a la

¢

. u .
lune pour laquelle z’ devient z’— —-Cos. (v—v'),
o (4) ——.g'(i).cos.(v—¥'),
¢'(u') étantla différentielle de ¢ (@), divisée par du’; ainsi, 'on
pourra supposer

’,

').cos.(v—1').
Cela posé , si 'on néglige les quantités périodiques autres que les
sinus et cosinus de c¢y — @, on aura

dQ\ dv H.mdy , |, 1Hm y.d dv
L), — = —————, — U ).ay.—.
(dv ‘wr T aud 0'(x) au'.ut o () dt

Pp a
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En substituant -. {1 +e.cos.(cy-=)} pour u, ct dy.{1~2e.cos.(cy-=)}
a

pour dt; on aura

+ Him.at. {i ¢(id) —2am. ¢(u)}-e sin.(cy—m= ).
On aura ensuilte

— (2 — (") =—1. Hma. 28
‘\ ds

d0 .o(u ' .
( )u v 2 as'{“ {l )—m-cp(u)}.e.sm.(cv-—-@)-

ce.sin. (cy—m);

u

Soit donc

« — I].m-a"-{3.¢,(u’)—m'¢>'(U‘/)}5

u

6.4 (u)
l‘I

¢ — II.m.a“.{ -—;.nl.¢'(u')};

il faudra ajouter au second membre de la seconde des équations (1)
du n°. 1, et par conséquent aun bCCOHd membre de I'érjuation (L)
dun’. g, la fonction

-——-+ e.Z .sin, (cy — @),
al /

1 . . L
La valeur de ; seraainsi par le n®. 10, augmentée de la quantité

ay , ..
o » ¢t conséquemment la valeur de a sera diminuée de «a,.¢; on
7

aura ensuile a trés-peu-pres, par le méme n®. ,

e
—_—.d.—- .
a
. —=o0:
dy + a 3

ce qui donne
e
; = constante. {1+ ¢y} ;

¢t par conséquent,
¢ = conslante. {1 — (a ~— 1¢), v},
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Le rapport de I'excentricité an demi-grand axe , est donc assojetli
par la résistance de P'éther, a une équation séeulaire ; mais elle
estinsensible par rapport a Paccélération correspondante da moyen
mouvement de la lunc, parce que cette dernicre aceélération est,
comme on va le voir, multiplice par le carré de v. Celte résis-
lance ne produit aucunc équation séculaire dans lc mouvement
du périgée.

Llexpression de dt dun®. 15, donne dans Pexpression de £+«
Ja fonction

— et (52 —C).v.e.sin. (cv — =),
En substituant au lieu de v, t+<+2¢.sin. (¢cf — =), on aura daus
Pexpression de ¢, I'¢quation scéeulaire ,
sat— (2a—C).t.e.sin (ct— w).
La résistance de I’éther produit douc dans le moyen mouvement
de Ta lune, une ¢quation séculaire qui accélére ce moyen mouve -
ment, sans en produire aucune sur le monvement du périgée,

On sassurcra dc la méme manieére, que la résistance de Uéther
nc produit aucunc ¢quation séculaire sensible, ni dans le mouve-
ment des neeuds, ni dans Pinclinaison de Porbite lunaire a Péclip-
tique.

De-la il suit que la résistance de ’éther ne peut élre sensible
quec dans le moyen mouvement de la Tune. Lies obscrvations an-
ciennes et modernes prouvent ¢videmment que les moyens mou-
vemens de son périgée et de ses noeuds , sont assujetlis a des ¢qua-
tions s¢culaires trés-sensibles. Le mouvement séculaire du périgée
conclu par la comparaison des observations anciennces ¢l modernes,
est plus petit de quinze a scize minutes , que celui qui résulte de la
comparaison des obscrvations faites depuis un si¢cle; ce phéno-
meéne incontestable indique donc unc autre cause que la résistanc:
de I'éther, On a vu précédemment qu’il dépend de la variation de
Pexcentricité de Porbe terrestre ; ¢t comme les ¢quations séeu-
laires résultantes de cette variation satisfont exactement & en--
scmble de toutes les observations anciennes et modernes, on doil
en conclure que Paccélération produite par la résistance d'un
fluide éthéré, dans le moyen mouvement de la lune, est jusqu’™
présent insensible.
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30. Laccélération produite par cette résistance dans le moyen
mouvement de la terre, est beaucoup plus petite que I'accélération
correspondante du moyen mouvement de la lune. Pour le faire
voir, reprenons la formule (¥) du n°. 46 du second livre. Cette
formule appliquéc a la terre, donne dans I'expression de &'¢’, le

terme
a / ’ 4
—.[fdv'.d'Q ;
S étant la masse da soleil , la somme des masses de la terre et de la
lune élant prise pour unité ; Q' carrespondant pour la terre, a ce

que nous avons désigné par @, pour la lune; et la caractéristique
différenticlle d” se rapportant aux coordonnées du solcil, On a

o= (G) s (Z) a1 ()

l d r d I .
('Q> (d_g’_) ct (E%) étant les forces dont la terre est animée

dx’
parallélement aux axes des 4%, des 3’ et des z’, en vertu de la résis-

tance de Péther. Ces forces sont par le n°. précédent, en négligeant
I'excenlricité de ’orbe terrestre, et en représentant ’élément d¢ da
temps, par la différentielle du moyen mouvement lunaire,
’ ’ . ’ 7 ds'
K .a* m*siny'; —K'.a*.m*.cos.v'; —K'.a"*.m. i

, S
en négligeant donc le carré de ——, on aura
dQ = — K'.a".m*.d¢;

ce qui donne
—34 K'.a'4.m4.t3

JSfdy & L

K' doit étre supposé égala H'.e(v'), H' étant une constante
dépendante de la surface et de la masse de la terre; ainsi 'équation
séculaire produite par la résistance de Péther, dans le moyen mou-
vement de la terre, est
I H .d4.mbtr.o(u)
$ )
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L’accélération correspondantc du moyen mouvement de la lune R
est par ce qui précede,

i1.H.a’.a'.mt.{3.0(u) —-g.q;’(u’)}.

§.at I o e
De plus, ona —& = m*; Paccélération du moyen monvement de

la lune, est donc & Paccélération correspondante du moyen mou-
vement de la terre, comme Punité est a

sH' .m.¢(u')
m g
H.{3.0(v)——.0'(v)}

7

k)

r . ) Hm -
et cons¢cquemment, comme 'unité est a o en négligeant le
m . -
terme — 7.¢’(u’). Il est facile de voir que

H'  masse de lalune. carré de la parallaxe lunaire.

—

H macse de la terre. = carré du dewi-diamétre apparent de la lune.
Lecs observations donnent

demi-diamétre apparent de la lunc = 2911";
parallaxe lunaire = 10661”;

ct par le n° 44 du sixi¢me livre ; la masse de la lune est 3—81-;. de
)

celle de la terre 5 on aura ainsi,
’

= 0,19580% ;

d’ott il suit que Paccélération du moyen mouvement de la terre,
produite par la résistance de I’éther, est égale a Pacccélération cor-
respondante du moyen mouvement de la lune , multipliée par
0,0097642, ou environ cent fois plus petite que cette accélé-
ration.

FIN DU TOME TROISIENE.
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SUPPLEMENT

AU TRAITE
DE MECANIQUE CELESTE;

DPrésenté au Burcau des Longitudes, le 17 Aout 1808.

M o N objet, dans ce Supplément, est de perfectionner la théorie
des perturbations plandtaires, que j'ai présentée dans les second
et sixieme Livres de mon Traité de Mécanique Céleste. En cher-
chant & donner aux expressions des élémens des orbites, la forme
la plus simple dont elles sont susceptibles; je suis parvenu a ne
les faire dépendre que des différences partielles d'une méme fonc-
tion, prises par rapport a ces élémens; et ce qui est remarquable,
les coefficiens de ces différences, ne sont fonctions que des élé-
mens eux-mémes. Ces élémens sont les six arbitraires des trois
équations différentielles du second ordre, qui déterminent le mou-
vement de chaque planéte. En regardant son orbite, comme une
ellipse variable 4 chaque instant; ils sont représentés, 1°. par le
demi-grand axe, dont dépend le moyen mouvement de la pla-
nete; 2°. par I'époque de la longitude moyenune; 3°. par I'excen-
tricité de lorbite; 4°. par la longitude du périhélie; 5°. par l'in-
clinaison de lorbite & un plan fixe; 6°. enfin, par la longitude de
ses nceuds. M. Lagrange a donné depuis long-temps, a I'expression
différentielle du grand axe, la forme dont je viens de parler; et
il en a conclu dune maniére trées-heureuse , Iinvariabilité des
moyens mouvemens , lorsque I'on n’a égard qu’a la premiére puis-
sance des masses perturbatrices; invariabilité que j'ai reconnue le
premier, en ne rejetant que les quatriémes puissances des excen-
SUPPL. AU I11* VOLUME. A
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tricités et des inclinaisons, ce qui suffit aux besoins de I’Astronomie.
J'ai donné dans le second Livre de la Mécanique Céleste, la méme
forme, aux expressions différenticlles de I'excentricité de l'orbite,
de son inclinaison et de la longitude dc ses nceuds. Il ne restait
donc qu'a donner la méme forme, aux expressions différentielles
des longitudes de I'époque ct du périhélie: c’est ce que je fais ici.
I.c principal avantage de cette forme des expressions différen—
ticlles des élémens, est de donner leurs variations finies, par le dé-
veloppement seul de la fonction que j’ai nommée R dans le second
Livre de la Mécanique Céleste. En réduisant cette fonction, dans
unc sériec de cosinus d'angles croissans proportionnellement au
temps; on obtient par la différentiation de chaque terme, les termes
correspondans des variations des élémens. Je m’étais attaché a rem-
plir cctte condition, dans le second Livre de laMécanique Céleste;
mais on y satisfait d’'unc maniére encore plus générale et plus simple,
au moyen des nouvelles expressions de ces variations. Elles ont de
plus Yavantage de mettre en évidence, le beau théoréeme auquel
M. Poisson est parvenu sur I'invariabilité des moyens mouvemens,
en ayant égard au carré des masses perturbatrices. Dans le sixieme
Livre de la Mécanique Céleste, j'ai prouvé au moyen d’expressions
analogues, que cette uniformité n’cst point altérée par les grandes
inégalités de Jupiter et de Saturne; ce qui était d’autant plus impor-
tant, que j’ai fait voir dans le méme Livre, que ces grandes inéga-
lités ont une influence considérable sur les variations s¢culaires des
orbites de ces deux planétes. La substitution des nouvelles expres-
sions dont je viens de parler, montre que I'uniformité des moyens
mouvemens planétaires n'est trovblée par aucune autre inégalité
périodique ou séculaire. Ces expressions me conduisent encore a
Ia solution la plus générale et la plus simple des variations sécu-
luires des élémens des orbes planétaires. Enfin elles donnent avee
une extréme facilité, les deux inégalités du mouvement lunaire en
longitude et en latitude, qui dépendent de l'aplatissement de la
terre , et que j’ai déterminées dans le second chapitre du septieme
Livre. Cette confirmation des résultats auxquels je suis parvenu sur
cct objet, mc paraitintéressante, en ce que leur comparaison avec les
observations donne I'cllipticité de la terre, d’une maniére au moins
aussi précise, que les mesures directes avec lesquelles ils sont auss:
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bien d'accord qu'il est possible de l'espérer, vules irrégularités de
la surface de la terre.

Dans la théorie des deux grandes inégalités de Jupiter et de
Saturne, que j'ai dounée dans le Livre VII, j’ai cu égard aux cin«
quiémes puissances des excentricités ct des inclinaisous des orbites.
M. Burckbardt avait calculé les termes dépendans de ces puis-
sances. Mais jai reconnu depuis , que l'inégalité résultante de
ces termes , avait ¢té prisc avec un signe contraire. Je rectifie
donc i la fin de ces recherches, les formules des mouvemens de
Jupiter et de Saturne, que jai présentées dans le chapitre VI
du dixieme Livre. II en résulte un léger changement dans les
moyens mouvemens et les époques de ces deux planctes; ct ce
changement satisfait i I'observation quEbn-Junis fit au Caire en
I'an 1007, de leur conjonction mutuclle,, observation qui ne s'¢carte
plus des formules, que d'une quantité beaucoup moindre que
Verreur dont elle est susceptible. Les observations ancicnues cilées
par Ptolémée, sont également représcntées par mes formules. Cet
accord prouve que les moyens mouvemens des deux plus grosses
planétes du systeme solaire , sont maintenant bien connus, et n’ont
point éprouvé depuis Hipparque, d'altération sensible : il garantit
pour long-temps, I'exactitude des Tables que M. Bouvard a cons-
truites d’aprés ma Théorie, et que le Burcau des Longitudes vient
de publier.

Dans la méme séance ou j'ai présenté ces recherches au Bureau
des Longitudes, M. Lagrange lui a pareillement communiqué de
savantes recherches qui ont rapport a leur objet. Il y parvient par
une analyse tres-élégante , 4 exprimer la différence particlle de R,
prise par rapport & chaque €élément, par unc fonction linéaire des
différences infiniment petites de ces élémens, ct dans laquelle les
coefficiens de ces différences ne sont fonctions que des ¢lémens
eux-mémes. En déterminant au moyen de ces cxpressions, les
différences de chaque élément ; on doit aprés les réductions con-
venables, retrouver les expressions trés-simples auxquelles je suis
parvenu, et qui tirées de méthodes aussi différentes, seront par la,
confirmées.

1. Jereprends)'expression de ede, donnée dansle n° 67 du second
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Livre du Traité de Mécanique Céleste. En faisant pour simplifi er,
mw=1, elle devient

— 7 dR
ede = andt. \/1—e* . E)—a.(l —e*).dR.

Dans cette équation, ¢ est le temps; nt est le moyen mouvement
de la planete m; a est le demi-grand axe de son orbite; ¢ en est
Texcentricité; v est la longitude vraie de la planéte; R est une
fonction des coordonnées des deux planetes m et n, telle qu'en
nommant x, ¥, 5; x/, ', 2/, ces coordonnées; on a

Rent. Eiﬂ%;tz’ﬁ._m

’

—

P
p ctant la distance mutuelle des deux planetes, et par conséquent
étant égal a V(a'—x)* 4 (y'—r)* + (5'—=)*; 1* est le rayon vec-
teur de la plancte »/, r étant celui de la planéte i ; enfin la caracté-

ristique différenticlle d se rapporte aux seules coordonnées de la
planete m.

b

Jobserve que l'on a Z ) » en différentiant par rapport a n¢,

Yexpression de R développée en série d’angles proportionnels au
temps ¢, en la divisant par ndt, et en ajoutant i cette différentielle
ainsi divisée, la différence partielle (%2) » @ ¢tant la longitude
du périhélic de Torbite de m. En effet, on ne doit point dans la
différence partielle de R, prise par rapport a ¢, avoir égard i I'angle
nt, qu'introduit dans R, soit le rayon vecteur r de la plancte m ,
soit la partic périodique de I'expression clliptique de v, développée
en série de sinus d’angles proportionnels au temps ; or dans ces fonc-
tions, l'angle n¢ est toujours accompagné de I'angle —a qui n’est
introduit dans B que de cette maniére; en ajoutant donc i la diffé-

rence par helle » la différence particlle ( 7 ), on aura la valeur

de(ﬁ;)' Lexpressmn précédente de ede, donnera ainsi

| de = —-L/i:i (1=~V1i—e¢').dR+4 a—'—‘é:—e:.ndt. g—?)
On a ensuite par le n° 3 du Livre IX de la Mécanique Céleste;

dw.(1—e cos.u)? de.sin.u.(2 — e*—e.cos.u

2
11— 1—¢
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u est'ici lanomalie de Vexcentrique, et ¢ est la longitude de

Iépoque. On peut mettre le second membre de I'équation précé-
dente , sous cette forme :

—e edw de.sin.
~dw. V 1—e+ ; =. (2€08.u—e—e. CO8*.1)— : q";iu.(z—e’-—e.cos.u).
1=—¢ -

L’anomalie u de I'excentrique est donnée en fonction de I'anomalie
vraie ¢—a , au moyen des équations

__ a.(1—e%)
P e =) = a.(1==ccos.u);

d'ou 'on tire

e . -—
cos, u= 2% v—=)
14-e.cos. (v—a)
. 1 —¢.sin. (v
sin.u= ¥ in: (V=)
, 1 +4e.cos, (v—m) ?
par consequent
eda de.sin.u
—==+(2.C08. U6 =€ €O5". ) == ———= . (2—c~—e COS. 1)
\/1 —et 1—e

= {3cos.(v—m) 4e4e.cos (v—a)}
- \/(I-—-e). {1 +ec.cos.(v—m)}* -eda

— VG PR =D e in, ().

Substituant pour edw ct de, leurs valeurs données i la fin de la

page 346 du second volume de la Mécanique Céleste; le second
membre de cette équation se réduit a

dR
zandt.r(E;);
et comme on a r.(‘-’-’—{) =a.<i13); il devient
dr da !
2 dR
24 ﬂdt. (;‘l;);

Pexpression précédente de de—dw, donne ainsi cette équation
fort simple que M. Poisson a trouvée le premier,

de = dw.(1 —-\/x—e‘) +na’.(j—f).ndt.

Si I'on rapperte , comme on I'a fait dans le second Livre de
la Mécanique Céleste, le mouvement de la planéte , i celui de son
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orbite primitive, et que I'on fasse, comme dans le méme ouvrage,
p=tang.@.sin.f; g¢=tang.¢.cos.f,

@ étant l'inclinaison de Yorbite, et 6 étant la longitude de son nceud
ascendant; on aura par le n® 71 du second Livre,

dt dR
dp=——2 - (BY;
? ;/a.(l —¢?) dq )
_ dt___ (dR
h= == % )

Maintenant, on a parle n° 44 du second Livre,

dR
o=(z) (@) e (g2) dw+(30) e+ (35 -+ () 1
de plus, on a par le n* 64 du méme Livre,
da = = 2a*.dR;
( )—H —» parce que I'angle nt est toujours accompagné de

l'angle --¢; en substituant donc au lieu de da, de, d:, dp ct dy
leurs valeurs précédentes; on aura cette équation trés-simple ,

A — — andt. Vl——e ((711)

ce qui donne
de— — M‘:” (1—Vi=1). (d )+2’(d ).nd.

En réunissant ces diverses €quations, on aura en observant que

3
2
n=wa ?

da=—2a*.dR; (1)
de =..‘i’.’i‘.£‘:°_ (1—Vi—e). (d )-l—..a <~—> ndt; (2)

de= Z ‘/l_e (1—V1i—¢) . dR4- X122 ‘/’_e.ndt ) (3)

A= — andt . ‘/1—9' ( )
dp=—‘/al"i£;;. ) (5)

andt dR
d(]-—~ 71—8" 5) ’ (6)
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On peut substituer dans ces équations, au lieu de dR, ndt.(‘%—i) , et

par la, réduire les expressions précédentes, a ne renfermer que des
différences partielles des élémens ; mais il est aussi simple de con-
server la différentielle dR.

Dans le mouvement considéré comme elliptique, on doit rigou-

reusement substituer fndt, au lieu de nt; or n=4a~ *; on a donc
cn nommant ¢ le moyen mouvement de la plancte m, .

{ = fndt="73.[fandt.dR. (7)

2. Ces ¢quations mettent en évidence le résultatanquel M. Poisson
cst parvenu, sur linvariabilité des moyens mouvemens planétaires,
en ayant méme ¢gard au carré de la force perturbatrice. En dési-
gnant par la caractéristique J' les vartations finies; on aura en ne
faisant varier dans R, que ce qui est relatif 2 la plantte m, et en

dR dR
observant que (Tt: ) =

dR dR dR dR dR AR\
_ dR dR dR\ . 4 (4R 2N.2q.
SR=S0 (3(ndi) 0} + da)'a\a+<(le Set (I )3t dp).:p-f(d/) 4

En substituant pour da, de, &a, etc., les intégrales des valeurs
précédentes de du, dey dw, clc.; on aura '

J\R:%%.J‘(ﬁull)-}-ﬂa‘ . {glﬁt . ndt. (ili) — <ﬁ .fdR }

na da da

+‘Ll;__:‘_ff.(l_‘/:c“«).{ ‘%).ﬁm_,‘f?’}.ﬁzdz. ‘(’g)}
$ TR, (40) (40 g (1]
ot () i () (2. ().

Pour avoir Ia valeur de d.{dR—30 J(/nar}, dounde par cette

équation ; il faut différentier par rapport aux seules quantités
relatives a la planéte m. Pour avoir la diflérentielle relative aux
¢lémens de celte plantte, il suflit de_supprimer les signes /, qui
n'ont été introduils que par les intégrales des valeurs différentielles
de ces élémens, et alors cette expression devient identiquement
nulle; il suffit donc pour avoix,la différentielle. d de Ia fonction
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dR e . ) .
IR — —-.d'(fudt) , de différentier par rapport i nt, les quantités
hors du signe /. L'expression de -cette fonction est composée de
termes de la forme M,fNdt—N.Mdt; M et N pouvant se dé-
velopper en  cosinus de la forme k.cos. ({n't— int—-A), i et
¢ étant des nombres quelconques entiers , positifs ou négatifs.
Supposons que le cosinus précédent appartienne a A, et que
K.cos.(/nt—int+- 4') soit le terme correspondant de %. 1l faut
combiner ces deux termes ensemble , pour avoir des quantités non
périodiques dans d. (M. Ndt— NfMdt); cettc fonction devient
alors
k.indt.sin. ((nft —int~-A ). fKdt.cos. ((n't—int~+d')
—K . indt.sin. (vt —int~4-A").fkdt . cos. ((nt— int~4A);
fonction qui, en effectuant les intégrations, se réduit a zéro; ce qui
est conforme & ce que j'ai démontré dans le n° 12 du sixieme
Livre , relativement aux gr :mdes indgalités de Jupiter et de Saturne.
L’expression de d. { SR—— . d. fmlt} est donc une fonction pério-

dique.
L’expression de d. { AR ﬁzdc} » ne renferme que des quantités

périodiques ; car on a

d.{,%.é\.fndt}_ddR J‘ﬁzdt—{———— dt.dn.

Substituant pour d'z, sa valeur 3 fun.dR, on aura
d,‘{g%,d‘,ﬁzdt} =3an.— ddR JJdR.dt~-3 oan. .dt JdR.

On peut réunir dans un seul terme, tous ceux du développement
de R, qui dépendent d'un méme angle I'n't — int, et il devient de

la forme lf cos (!n't—int~ A). En le subslituant pour R dans les
dR .

fOl’lCthIlS fde diy et —.fdR, on voit qu'elles se réduisent
a des sinus du double de langle Un't — int~- A ; ainsi la différen~
tielle d (gg.d‘; fnclt) me renferme que des quantités périodiques ;

d'ot il suit que d.d'R ne renferme pareillement que des quantités
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périodiques, lorsque I'on ne fait varier dans 428, que les quantités

relatives a la planete m.
Pour avoir la valeur compléete de d.&R, il faut encore faire

varier dans &R, ce qui est relatif & la planete »/. Pour ccla, nom-
mons R’ ce que devient R relativementa la plancte #/ troublée
par l'action de m; on aura

R — v (e’ 4 yy 4 22) yg,

,5
ainsi R = %:.— B (xx -y - ) ( )

La variation de R relative aux variations de ce qui se rapporte a la
plancte »/, est done ¢égale a la variation du second membre de cette
équation , relative aux variations des coordonnées de /. Désignons
par d les variations qui se rapportent a ces coordonnées. On voit
¢videmment par 'analyse précédente, que

7n. ' r IR p
n (IR — g 8 S dr)

se décompose en termes de la forme M. Ndt— N.fMdt. Pour
avoir leur différentielle par rapport i la caractéristique d; 1l faut
ne faire varier que les quantités hors du signe intégral ; parce que
les quantités enveloppdes par le signe intégral , sont relatives aux
élémens de la plancte ». Soit donc k.cos. ({0t —int+- ) , un
terme de M, et K .cos. (/n't — int -4 A") le terme correspoundant
de NV ; il faut combiner ces termes ensemble, pour avoir des quan-
tités non périodiques dans d.(M.f Ndi—N [ Mdr); ctalors il est facile
de voir que cette fonction différenticlle n’en renferme point. On

. d’'r’ .
sassurera facilement que d’(???l[’ d’. fn,’dt) n’en contient aucune,
. . . . dR
par le méme raisonnement qui nous a fait voir que d. (——— melt)
ndt
ne renferme que des quantités périodiques ; ainsi d.d'fYy ne con-

tient que des quantltc semblablcs.
1l nous reste 2 considérer la variation de m' (xa’ 7y +35")

.(L—F>. Nommons £ cette fonction. On a par le n° 46 du se=

1/3

cond Livre,

I A ity vl hely 7 LR PP
SUPPL. AU I11* VOLUME. B

m'x m  ddrx mm’ x m/ th)
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M étant la masse du soleil. On a pareillement

—

LEA .. L A €
ST M dr T M YT Mc\dJ )

Les coordonnées y, 3, ', z fournissent des équations semblables,
et il est facile d’en conclure

y . m d(de —xd’ +y'dy — ydy + 2'dz—2d3)
P = M dt- +Q,

Q éiant une fonction en x, y, z, 2’y »', 3, de 'ordre du carré des
masses m et m'. 11 est clair que la variation

m' d.¥ (2'dx—zxdx’ +y'dy —ydy 4 2'dz— 2d2")
M duir ’

étant une différence exacte; on aura fdd'P, en y changeant la
caractéristique d en d; et alors il est visible qu’elle ne renferme dans
Pordre m, que des quantilés périodiques.

Le terme ) donnera dans fdP celui-ci f/dQ. En n’ayant égard
quaux quantités de Pordre m* dans dQ), il suflit de substituer dans
Q, au licu des coordonnées , lcurs valeurs elliptiques , et alors /dQ
ne contient que des quantités périodiques. Ainsi /d.d"P ne renferme
que de semblables quantités. 11 suit de la que /d.d'R nc contient dans
Vordre »/, que des quantités périodiques, en faisant varier dans R,
les coordonnées des deux planctes m et »/'.

S'il y a une troisitme planete 7" ; elle ajoute a' R la fonction

m’. (xx’ 4 yy" 4 2z") m”
,1/3 — 7 >
p' étant la distance de m" & m. La partie de R, relative a I'aclion
de »/ sur m, recoit alors unc variation dépendante de l'action
de 7" sur m'. Gette partie de R est

m'. (xx’' <4 yy -+ 22") _m,

< ;)

la variation des coordonnées x’, ', 2’ par I'action de 7', y produit
des lermes multipliés par 7/m", et qui sont fonctions des coor=-
données elliptiques x, 3, 5, et des angles 't et n"t. Mais ces angles
devant disparaitre dansla partie non périodique de dR?, et ne pouvant
étre détruits par Yangle nt, qu'introduisent les valcurs de x, y, 3;
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il faut n’avoir égard, dans le développement de la variation de R,
qu'aux termes indépendans de 7't et de n"t. Ces termes scront de
la forme m'm"X, X étant fouction des coordonnées de la plancte
m ; ils introduisent dans fdR, des termes de la forme w/m'fdX,
ou m'm'X , qui ne peuvent donner que des quantités non pério=
diques dc I'ordre n/m", quantités que nous avons négligées dans /dR.
Parcillement, la variation des coordonnées x, y, =, par 'action
de ", ne peut introduire dans la partic précédente de R, que les
angles nt et n"t; il ne faut donc considérer dans celte partie, que
les termes indépendans de 7'¢, ct par conséquent de la forme m'n/' X,
X étant fonction des seules coordonnées x, ¥, z; ce qui, comme
on vient de le voir, ne peut produirc que des quantités négligibles.
Ainsi, en n’ayant égard qu’aux quantités non périodiques de l'ordre m,
dans fdR, on peut supposer que 7" cst nul, lorsque 'on considere
la partic de R relative a I'action de m’ sur m; et 'on peut supposer
m’ nul, lorsque I'on considére la partic de R, relative & 'action de
m' sur m: on vicnt de voir que dans ces deux cas, la variation sé-
culaire de fdR est nulle. Cette variation est donc généralement nulle,
lorsque Fon considére les actions réciproques de trois, ou d'un
nombre quelconque de planctes, si 'on n’a égard quaux carrés et
aux produits des masses perturbatrices, dans la valeur de dA.
Reprenons maintenant I'équation (7) du n° 1,

Z =3./(fandt.dR.
Sa variation est

J\éz Ban.[fdt.d. SR 4 3a*. [f'(ndt . dR.[AR).

On vient de voir que dJ'R? est nul, lorsque I'on n’a égard qu’aux
quantités séculaires de l'ordre du carré des masses planétaires ; on
a vu pareillement que dR/dRt est nul, cu égard & ces quantités.
Fu nc considérant donc que les quantités séculaires qui par la
double intégration , acquierent un dénominateur de I'ordre du carré
des masses planétaires; on voit que la variation J\Z est nulle. Ainsi
I'on peut assurer que cette variation, en ayant égard soit aux quan-
tités séculaires , soit aux quantités périodiques, ne peut étre que
de lordre des masses perturbatrices; résultat important auquel
M. Poisson est parvenu le premier.

3. Considérons deux planétes m et m’, en mouvement autour du
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soleil dont nous prendrons la masse pour unité. Nommons v la
distance angulaire de la planéte s a la ligne d’intersection des deux
orbites , v la distance angulaire de la planete 7/ a la méme droite;
nommons encore 9 l'inclinaison mutuelle des orbites. In prenant
powr plan des coordonnées , Torbite de m, et la ligne des noccuds
des orbites, pour origine des a; on aura

X == r.COS.u; ¥ E=r.siuv; 5 ==0;

4 ’ ! ’ - . .
x'=1".cos.v'; y =r.sin.v' cos.y; =1 .sin.y.sin.v;
ce qui donne en faisant

1—C0s.y=2.8in>. 'y =2G6;

R m’. (e 4yy'42z2") m’
] - 75 — '
! V (@ =)+ —y) +E —=)*
m .r . . m’
o= — {cos.(u'-——v)-—C.sm.v.smv’}—-—- —_—
’ V i i—anr’ . cos. (vVV—v) 426 .77 sin.v . sinu

R sous eclte forme, devient indépendant du plan auquel on a
rapporté les coordonndes. ¥n le développant en sinus et cosinus
d’angles croissans proportionnellement au temps ¢, par la substi-
tution des valeurs elliptiques de r», /, v, v; il devient fonction des
distances 11163‘0111105 nt—-¢, 1t 4 ¢, des planctes a la ligue des
noeuds; des distances des périhélies & la méme ligne; des demi-
grands axes @ cl & ; des excentricités ¢ et 5 et de € ou de l'in-
clinaison mutuelle des orbites, € étant tres—petit et de Pordre du
carré de cette inclinaison. Sous cctte forme A ne renferme point
explicitement, les variables p et ¢ ; mais on peut les y faire naitre
de la maniere survanle.

Si au licu de rapporter les mouvemens des planctes a leurs or-
bites, on les rapporte au plan fixe de Porbite primitive de m: ; alors z
ne scra point nul, et il sera ¢égal a 75, s étantle sinus de la latitude
de n2, au-dessus de ce plan. En négligeant le carvé des forces per-
turbatrices , on pourra négliger le carré de s; on aura ainsi au lieu
de R, la fonction suivanle que nous désignerons par R,

m'.r , . . , . . ,
~r,2—.{cos. (v -—u)—-—@.sm. v.sin.v'=-s.sin. 9 .sin. v’}
/
m

V4 —ard cos. (V—v) 4+ 2.1 . sin.v .sin. V=217 .5 . SI0 V. SID Y
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Retranchons de v et de v', tant dans R que dans R, la longitude §
du nceud de Yorbite de m' avec m, cette longitude étant comptée
sur Lorbite de m; ce qui revient & changer les origines des v ct de
v'; et supposons

s=q.sin. (v=—0)—p.cos.(v —);
on aura

R= ml".{(l —216).cos. (v =—v)1.6.cos. (V4 u—=25)}

r'*

m’
- V i1 —orr’ [ (1 —46) .cos. (V'—v) 4 1€ . cos. (V4 u~—-9,b’)} ?
Homr ((1—.645q. sm—;) €08. (Vv ) o= (L€ =1 g 5in.5) . cOs. (v 4v=26")
r { — 3 p.sin.y.sin. (V—v) — ! p.sin. g sin. (V4 v—2b) }
m .
l/ T JO— ek tang)-con (V=) (16~ 195 5 )con. (V-6 )
repri—en { —1p.singy.sin.(V—v)—1p.sin.y sin, (V4 v — 20") ]

Maintenant, il st visible que T'on changera R dans B, si lon fait
varier dans 2, € de J€, v de du, et § de J§, de maniere que
Fon ait

€= —gq.sin.y;

(1—16).Ju=cos*. Ly .dv=—"p.sin.};

€. —1C.Ju=—1p.sin.y.

On aura ainsi

Iﬁi’zﬂ-——r/.sin.y.(gg)-——p. tang. ty . (::v) = } (:,7‘)

. AR\ __ dR- , 7dR
on a par le n° 1, <(TJ> = +( ), cela posé, les équations
(5) ct (G) donneront les deux suivantes :
andt dR
dp = \/l—:; .Sy . ( ) (8)

=t (D (S (0)) 0

En réunissant ces ¢quations, aux équations (1), (2), (5), (4), (7)
du n° 1, on aura par la scule différentiation des termes du dé-
veloppement de R, les termes correspondans de chacun des ¢lé-
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mens du mouvement de m; ce qui facilite extrémement le calcul
de ces différens termes. Soit

nik.cos. ('n't — int - Vé— i — g —g'm'— 20"l

un des termes du développement de R; le terme correspondant
du demi-grand axe sera

pma2 in nfy
S k.cos. (Vntmmint o= Ve e — g — g' ' — 2"H);

le terme correspondant du mouvement moyen, sera

3m’.ind

— m)-;.ak S (R t— int = Ve — it — g —g'm’ — 28" ).

Le terme correspondant de I'époque, sera

n.na {(1—-—\/1_:9_) ‘/1 (dk>-— (——)} sin. (Vn’t-int4-1'd ~le-gz-g'a'-2g"¢) ;

lll

le terme correspondant de I'excentricité, sera

__m'n. \/1—:—-(: {g+z (1—-\/:-?)}

s ; o ’ N,
i €08 (V' t—int-t ' —te g am—g/a'— 25" );

celui de la longitude du périhelie, sera

mn \/l—e

Te(@rn—iny ( ) sin, ({n't— int 4 1'¢ — ii — ga — g'a’ — 25"4') ;
le terme correspondant de p, sera

m'n.sin.y.a
Vi—é.('n'—in)

enfin l¢ terme correspondant de ¢, sera

<g,—§,—) csin. (Un't—int == I'd— ¢ —ga—ga’ — 2g"') ;

om’n . ak

(¢n'—in).sin.y. Y 1—

= Ag"+(in4-g) . sin. y}.cos.(i'n’t—int+i’e’——ic—ga—g’q’—gg”u’).

Ces résultats sont conformes & ceux que I'on a trouvés dans le cha-
pitre VIII du second Livre de la Mécanique Céleste ; mais ils ont
sur eux, l'avantage de s’étendre a toutes les puissances des excen-
tricités et des inclinaisons.
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On aura les variations séculaires des élémens de l'orbite de m,

en réduisant R 4 sa partie non périodique, que nous désignerons
par m'F. Alors dR est nul, ainsi que da, etlona

de = gﬁ:-::.m'ndt ((-ZE
e d
am'ndt V1 —e& sdF
dﬁf-—. f— """—__‘e - de)

e
(Ip — mn'ndt dF )
— Vi—ée —e d‘l
dg = _am'ndt (dF ) .
Vi—e \dp

de =___ﬂ,’”l_t'_‘_/_‘_—f’ (l-—\/l —e?). (de)+2 a* (——).mndl

am'ndt . dF
dp = -‘7-1—:—;-.51!1.;/.((75);
by == e () + ()}

On pecut ohserver ici que R étant égal a

r (ex’ G yy 4 22") n'
m. K -
Y P
il est aux quantités pres de ordre m™?, égal a

—_ ddx’ +y.ddy’ 4 z.ddz")  w'
dtn —P— ’

sa partie non périodique ne dépend donc que de la partie non pé-
4
. . m » \ . , . .
riodique de —=; I est donc égal a la partic non périodique
d =, développé ‘rie d 1 I'angl roissarn
¢ — -, developpé en série de cosinus dangles croissans propor-

tionnellement au temps ¢; ensorte quil est le méme pour les
deux planetes. En faisant varier dans F', les élémens de I'orbite
de m, et substituant pour d'e, da,dp, d'q, leurs valeurs données
par les intégrales des équations différentielles précédentes, on voit
que IF se réduit & zéro; et la méme égalité a lieu relativement
aux €lémens de l'orbite de m’; ce que j'ai démontré dans le n° 5
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du sixieme Livre de la Mécanique Céleste , en ne portant 'approxi-
mation que jusquaux termes de 'ordre des quatricmes puissances
des excentricités exclusivement.

On a par ce qui précede,

— g, SIDL Y T
4€ g.siny; M= e

Supposons que d'€ ct db', croissent respectivement des quantités
dS et df; on aura

df =—dj.sin.y; d¥f =—

dp_ .
sin.p

substiluant pour dp et dg, leurs valeurs, on aura

dY — — am'ndt )
9 ‘/l pa—L ( ({C

"ndt dr
dy = __amnar . "T) g ( )
7 sin.y. ‘/ 1 —e* { db -+ de

(7)=—(&)— (=)

parce que F étant développé en  cosinus  de la forme
11 .cos. (g = g'@ ~ 29"0) ; la somme g - o - 2g" des coefliciens
des angles @, @' et § doit ¢tre nulle, pour que ce terme soit
indépendant de Torigine arbitraire de ces angles. On a donc

= g (= 0.(30) + ()

On a

el par conséquent on a en verlu des cxpressions précédentes de
de ct de d¢, ’

dy.sin.g,+ ede + ede’ a’'mn’ .ede
X 2 Ta - e =
cos. p 1—e* T 1—¢ am'n.cos.y. V1 —e. Y 1—e>

am’n.é'de
a'mn’.cos.y. ‘/1__,“ Vl--e :

En multipliant cette équation par cos.y. Vi—e*. V1—¢*, et in-
tégrant, on aura
- 1/ 7
—_— my a m'Vd
2€05.7%. Vl —ct, ‘/1-——3 2 == const. = -—/—‘/—.: (1=—e*) ~ ‘/_ . (1--e"’)‘
myad my a
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Faisons pour abréger

Va(t —e*) =f; V(1 —¢7) =f;
nous aurons
e = (mf+mf)y—c,
- amm’ff’ 4

¢* étant une constante arbitraire , indépendante des élémens.

La valeur précédente de d§’ exprime le mouvement de l'inter~
section des deux orbites, produit par Paction de »/ et rapporté
a Torbite de 7. Concevons un plan intermédiaire entre ceux des
deux orbites, et qui passe par leur intersection mutuelle. Nommons
@ 'inclinaison de l'orbite de m i ce plan. Pour avoir le mouvement
difiérentiel du nceud de orbite de m sur ce plan, produit par l'ac-
tion de »/; il faut multiplier la valeur précédente de par
S]l’].)/

[——

ine En nommant donc 4, ce mouvement, on aura

——

f tsime " \df
En nommant ¢’ I'inclinaison de 'orbite de »/ sur le méme plan ;
on aura ¢+ ¢'=9; et

= m'dt f_m_y dF)

df=—1 . S (4
" " sing ds )?
4§ étant le mouvement du nccud de lorbite de »’ sur ce plan,
et produit par Il'action de m sur »/. Les deux mouvemens df et
d'd seront égaux, et lintersection des deux orbites restera sur le
plan que nous venons de considérer, s’il partage l'angle 3 de¢ l'ine
clinaison mutuclle des orbites, de manire que l'on ait

mf.sin, @ = m/f" .sin. @',

Cec résultat est le méme que l'on a trouvé dans le n® 62 du sccond
Livre de la Mécanique Céleste, ou I'on voit que le plan dont il
s'agit, est celui du maximum des aires, et que l'on a

c==mf.cos.¢ 4 m'f’.cos.¢’.

Cette €quation combinée avec la précédente, donne Ilintégrale
SUPPL. AU III* VOLUME. C
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trouvée ci-dessus,
€ — (mf+mf)—
amm/ [’ *

Ces deax équations donnent encore les suivantes :

sin. @ = mf’. siny . ; sin. @'= ——-—-—mf‘jm'7 ;
05,0 — c’+m’jf’—-m”f” . S of— Cm2f 2t e m?f?
Cos.@ = amf.c 7 cos. ¢= am'f”.c ?
dh — — cdt ((i[f) de.V/ (mf+ m' f")? — amm //'C
=5 @ ik

Désignons par @, ct @', les distances des périhélies de m et de n,
a la ligne d'intersection mutuelle des orbites; on aura dw, en re-
tranchant de la différentielle de, le mouvement df de cette inter-
scction, rapporté a I'orbite de m; et il est visible qu'il suflit pour
cela, de le multiplier par cos.¢; or on a

db.cos.p—=— (mf+m£— m) . (dl«‘)

on aura donc

edw, = —am’ndt . \/I—c’(i,:>+ (mf‘*‘m}fﬂf mf9) .edt. %g) ;
ede =  aw'ndt. \/1~—c* ({a )

on aura pareillement

dw’ == dmn'dt. \/1-—-0"‘. >+(mf +’;}{7——m—fc) ede. ( )
Cdd =  dnu'de. \/1—c* .<-J@1r> H

I est fonction de a, &, ¢, ¢, @,, @', ct 6. Si l'on élimine des
scconds membres de ces ¢quations, € au moyen de sa valeur

_ (nf A mf =
omm’ff’ ?

on aura quatre équations différentielles entre les quatre variables
e, ¢, @, et @',. On pourra méme leur donner unc forme plus
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simple encore, en faisant

L = e .sin.@,; l = c.cos.m;
’
V= ¢.sin@/; = ¢.cos.w;

ce qui les rend linéaires , lorsque 'on néglige les puissances supé-
rieures des excentricités, et ce qui facilite leur intégration ¢tendue par
approximation, 4 des puissances quelconques des excentricités. On
n’aura ainsi que la position des orbites, relative i la position variable
de la ligne de leurintersection mutuclle. On aura ensuite leur incli-
naison respective, au moyen de la valeur précédente de €, et I'on
en conclura leurs inclinaisons sur le plan du maximwn des aires,
au moyen des valeurs précédentes de sin.@ et de sin.¢’. Enfin on
aura le mouvement de lintersection des deux orbites sur ce plan,
en intégrant I'expression précédente de df. Telle est, si je ne me
trompe, la solution la plus géuérale ct la plus simple du probleme
des variations séculaires des ¢lémens des orbites plandtaires.

Reprenons Péquation
q

¢ = (mf 4 nlf")* — amniff".6.
Si I'on néglige les quantités de L'ordre des quatriémes puissances
des excentricités et des inclinaisons, clle donnera
omm’. Vad . ¢
my a+m' vVa’

ainsi @ ct @ étant par ce qui préccde, constans méme en ayant
¢gard au carré de la force perturbatrice, on aura

const. =m Va.e*4-n' \/d .¢’* 4

o=mVa.cde~+m \/d .c 4 M—TL’}-{?; 3
m ‘/a-}-m. Ve
¢quation a laquelle je suis parvenu dans le n° 15 du sixieme Livre ,
en nayant égard qu’aux grandes inégalités de Jupiter et de Saturne.
Il en résulte que le plan invariable déterminé dans le n° G2 du
sccond Livre, reste invariable, cn ayant méme égard au carré de
la force perturbatrice.

4. On peut, au moyen des expressions différentielles des ¢lémens,
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déterminer d’'une maniere fort simple, linfluence de la figure de
la terre , sur les mouvemens de la lune. On a vu dans le second
chapitre du septieme Livre, que celte action ajoute i la valeur de R,
la fonction

(“P—--mp) (=305

ap cst I'aplatisscment de la terre; a9 cst le rapport de la force cen-
trifuge, & la pesanteur, a I'équateur; D est le rayon moyen du
sphéroide terrestre; et p est le sinns de la déclinaison de la lune,
sinus qui par le n° cité, est a fort peu pres,

w= V1 -——s—s.sin.A.sin.jb ~+5.C0S. A,

ou cxactecment
sin.A.sin.fv 4 s.cos. a
V14ss
Jv ¢tant la longitude vraic de la lune, comptée de I'équinoxe du
printemps ; A étant Pobliquité de I'écliptique, et s dtant la tangente
de la latitude de la lune.

)

La partie de R, dépendante de T'action du soleil, est de la forme
(), en négligeantles termes qui dépendant de la parallaxe du so-
leil, sont lrés—pelits. On aura ainsi a fort peu pres,

. (sin®. A . sin® fv 4 2s . sin.A . cos.A . sin. f);

ce qui donne
(JP>—- (’",>—4r’Q—6 (ap=—1 a(p) (sm -A.sin? fu4-25.sin.A.cos.A.sin.fv).

Ne considérons ici que les inégalités dépendantes de Pangle g —fv,
gu ¢lanl ce que I'on nomme largument de latitude; cnsorte que
Ion a i fort peu prés s=1y.sin.gu, 3 élant 'inclinaison de l'orle
lunaire & Vécliptique. On aura ainsi

R=rQ—+4(2p—320). ‘—’? sin.A.cos.A.y.cos. (gu—Ffi);

JdR .
———):4(1 Q=6 (ap—3a29) . g; .sin A . cos. A . Yy . cos. (gv—1_fi).

22
4 \du
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On a vu dansle n° 1, que la variation de dRR est nulle, en ayant
méme égard au carré de la force perturbatrice;.le coeflicient de
cos.(gu — fu) dans R doit donc étre nul. Désignons par la carac-
téristique ' placée devantune fonction, la partic de cette fonction
qui dépend de l’aplatissement de la terre; nous aurons

o=4d\r Q—l—(ap-—--ezq)) .sin.A.COs. ALy .cos. (gu—fu) ;
d’ou l'on tire
ad'.a ( >_.—-xo (ap——a(p) —.sin. A.cos. A.y.cos. (gu—fu).

Reprenons maintenant 'expression de de, du n° 1
bl J

de = L ‘/l—e (1 —V1- e)( >+ aa* )ndt

Il est facile de voir que si I'on néglige I'excentricité de 'orbite, on

aura
dR

dr> . ndt;

et par conséquent en n’ayant égard quau cosinus de I'angle gu—fu,
et substituant dv pour nd¢, on aura

de = 2a*.

de ==— 10. (ap-—aqo) 2 sin.A.cos. A. ydu.cos. (gu=—/fu).
La valeur de de est ici rapportée au plan de I'orbite lunaire : pour
la rapporter a l'écliptique, il faut par le n° 5 du sixicme Livre ,
.. ., qdp—pd. . . ,
lui ajouter la quantite qp%. Déterminons présentement p et .
L’équation .
s ==19.sln.gu

peut étre mise sous cette forme :
s =9.c0s. (g —f)u.sin fo 4~y .sin. (g ~—f)v.cos. fu;

en la comparant a celle-ci :

§=q.sin. fo—p.cos.fu;
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on aura
p=—ry.sin(g—f)v; g=19.c0s.(g—f).v,
ce qui donne
dp = — (g—f).qdv;
dg = (g=—f).pdv.

D*» .
La valcur de R renfermant le terme (ap—1ap), ~.SILA.COS.A.q;

clle ajoute par les équations (5) ct (6) du e 1 i la valeur de dp,
le terme

D* .
—(ap——-%‘acp).g;. sin.A. cos. A . du;

on a ainsi les deux équations

dp = — (§—f).q.dv— (ap——-;acp).g-z. sin. A . cos. A .dy;
dg = (g —f).pdu.
Ces ¢quations donnent dans Pexpression de g, le terme constant

— Ll D* .
-—((i——-i-f—) o =+ SILLA . COS.A;
g—Jf. "«

d'oir résulte dans la latitude s, l'inégalité

(eap—3iap) D* . .
— =7z SI.A . €OS.A.y.5in.fu,

ce qui est conforme au résultat du chapitre Il du septieme Livre.

Le terme constant de ¢ donne, dans la fonction q—de—:—p—d‘f, le
lerme

%.(ap-—%a(p).g—’.sin. A.COS.A.y. cos.(gu—fu);

cn nommant donc de,, la valeur précédente de de, rapportée a
Iécliptique, on aura

' ' D .
dey =—12, (oep-;a(p).a-,.sm.x - COs.A. % . cos.(gu—/fu),

ce qui donue dans ¢, , et par conséquent dans le mouvement de la
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lune en longitude , I'inégalité,

— 2, (‘-‘f-g:_:%;Q . f: sin. A . €08, A . .sin. (gi=—fu);
résultat entiérement conforme i cclui du second chapitre du seplicme
Livre. \

Enfin, la fonction R étant indéterminde ; les expressions diffé-
rentielles précédentes des élémens des orbites, peuvent également
servir 3 déterminer les variations qu'ils recoivent, soit par la résis-
tance de milieux éthérés, soit par 'impulsion de la lumiere solaire,
soit par les changemaps que la suite des temps peut apporter dans
les masses du soleil et des planctes. 1l suffit pour cela, de déterminer
la fonction R qui en résulte, par les cousidérations exposées dans
le chapitre VII du dixicme Livre.

Sur les deux grandes inegalités de Jupiter et de Saturne.

5. Dans la théorie de ces incgalités , exposée dans le sixiéme Livre,
j'ai cu égard aux cinquiemes puissances des excentricités et des in-
clinaisons des orbites. Mais j'ai reconnu que les valeurs de V@,
N, ete. dun® 7 du sixicme Livre, avaient ¢t¢é priscs avec un signe
contraire , et quiainsi la partiec de ces indgalités dépendante de
ces valeurs , doit changer de signe. 1l faut donc ajouter anx ex-
pressions des longitudes moyennes , que Jat donndes dans Je
huitieme chapitre du dixieme Tivre, le double de cette partic prise
avec une signe contraire. Cette partie pour Jupiter est par le n° 5%
du sixicme Livre,

(38",602571 —1.0",005418) .sin. (5n"t— 2n'"t - 5e"— 2¢)
— (25",064701 4 ¢.0%,015076).cos.(5n"t — 2n' "t - e — 2:'7);

et pour Saturne, elle est par le n° 35 du méme Livre,

— (89",952440—1¢.0",012506) .sin. (5n"t — 2n' "t~ 5e* —26')
~+(58",270353 4 ¢.07,035048) . c0s. (512"t — an'"t 4 5" = 26™).

L’addition aux longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne, du
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double de ces inégalités prises avec un signe contraire, ne doit chané
ger que les moyens mouvemens et les époques de ces deux planétes :
clle ne peut altérer que d’une maniére insensible , les autres élémens
elliptiques conclus des observations faites depuis 1750 jusqu’en 1800;
parce que dans cet intervalle, les variations de ces inégalités sont
a fort peu pres proportionnelles aux temps : on peut donc déter-
miner les corrections des moyens mouvemens, de maniere qu'elles
rendent le double de ces inégalités affectées d’un signe conftraire,
nul en 1750 ou ¢ est nul, et en 1800 ot t == 50. On trouve ainsi
en ayant égard a la correction de la masse de Saturne, trouvée dans
le chapitre VIII du Livre X, qu'il faut ajouter 4 la longitude moyenne
¢" de Jupiter, donnée dans lc méme chapitre , la fonction

517,08 +41.0",4156
—(73",58 — t.0",01030).sin. (5n"t — 21"t 4 5¢" — 2¢')
~ (477,654 ¢.0",02870) . cos.(5n"t — 20"t 4= 56" — 26") ;

et a la longitude moyenne ¢* de Saturne, donnée dans le méme
chapitre, la fonction

— 127",13—~¢.1",0212
+ (179",952 —¢.0",025102).sin. (5n"t — 20"Vt == 56" — 2¢'%)
— (116",541 +4-¢.0",070196) . cos.(5n"t — 2n'"t - 5" — 2¢").

Ces corrections ont 'avantage de rapprocher les formules des mou=
vemens de Jupiter ct de Saturnc, données dans le chapitre cité,
d’une observation trés-précieuse d’Ebn-Junis , et qui réduite an mé-
ridien de Paris, ecut lieu le 31 octobre 1807, 4 0/,16. Les formules
citées donnent 2251" pour I'exces dela longitude géocentrique de
Saturne sur celle de Jupiter a cet instant, et I'astronome arabe -la
trouva par son observation, de 4444"; la différence est 21g3"; mais
les corrections précédentes augmentent de 1198", 'exces de la lon-
gitude de Jupiter sur celle de Saturne, et rapprochent conséquem-
ment de cette quantité, les formules, de Fobservation qui n’en
differe plus que de 995", ou d’environ cinq minutes sexagésimales ;
ce qui est bien inférieur a I'erreur dont cctte observation est sus-
ceptible.
FIN,
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