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COURS

CINEMATIQUE

CHAPITRE 1.

CINEMATIQUE DU POINT.

Définitions. La Cindmatique est la seience da mouve-
ment. Elle repose sur les notions qui servent de hase a la
Géométrie: elle introduit en outre une nouvelle grandeur
mesurable, le temps. Nous admettrons Lo notion du temps, et
nous supposerons connus les moyens de le mesurer,

On dit qu'un systéeme de points est dnvariable quand les
distances mutuelles des points qui le composent sont inva-
viables par rapport au temps,

Un tel systéme s’appelle aussi corps solide.

Soit un systéme invariable S0 dit systéme de comparaison
ou de référence. On dit quiun point M est en mouvement
par rapport au svstéme S, quand la distance de M a un point
de S an moins varie avece le temps; le point M est dit aw repos
par rapport a S si sa distance a tout point de S reste cons-
tante. On voit que la notion de mouvement est essentiellement
relative.

On prend en général comme systéme de comparaison S un
systeme d’axes de coordonnées cartésiennes, rectangulaires
ou obliques ( fig. 1). La position d'un point M par rapport
a un tel systéme est définie sans ambiguité par les trois coor-

JULIA



2 CHAPITRE L.

données z, y, s du point M. Donc, si les trois coordonnées

de M restent constantes, le point M est au repos par rapport
4 S; si 'une au moins varie avecjle temps, M{est en mouve-

Fig. 1.
2
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ment. Dans ce dernier cas les coordonnées de M sont des
fonctions du temps ¢ :

&£ ar(e), Vo= 0t), 3= 3(tn

Si l'on fait croitre le temps ¢ a partir d’un instant initial ¢,
jusqu’a un instant ¢,, le lieu des positions successives de M
constitue la trajectoire du point M de l'instant ¢, a U'instant ¢,.
C’est une courbe C, dont les équations paramétriques sont

xro=ax(t),

Y=y,

3= 3(!),
¢ variant de ¢y A ¢,.

Ces équations définissent la trajectoire du point M et la
manié¢re dont elle est parcourue. Si la trajectoire de M est
connue & priori, on peut procéder autrement pour définir le
mouvement de M: il suffit de se donner un scns de parcours
et une origine des arcs O sur la trajectoire; tout point de cette

o~
courbe est alors défini par son abscisse curviligne s = arc OM;



CINEMATIQUE DU POINT. ‘3
si donc on connatt la variation de s en fonction du temps

2= 8(t)
le mouvement de M sera entiérement défini.

Vitesse d’un point. — Soit( la trajectoire du point M (fig. 2).
Soient M et M’ les positions du point mobile aux instants ¢

Fig. a2
v
MAM‘ -
1) (uu)\

ot t + At. Considérons la droite MM, et fixons comme sens
positil sur cette droite le sens de M vers M'. On appelle
vitesse moyenne de M entre les instants ¢ et ¢ -+ Af, un
.
vecteur W porté par la droite MM', d'origine M, ct égal & MM
! kY]

en grandeuret en signe.
Si la position du point M est rapportée a un systéme
d’axes cartésien, les coordonnédes de M éwnt .o, y, 8, celles

-
deM (. 4 Ar, ¥y + Ay. 5 + A3), les composantes du vecteur w

sur les axes sont
Ar Ay Az
LVARNCVARRY’

Supposons maintenant que les fonctions = (¢t), y(t), 3(¢)

admettent une dérivée a Dinstant ¢ considéré, Si Pon fait
.

tendre alors At vers zéro, le vectenr W a pour limite un
vecteur V, d tes 22, W, 421 o vecteur est appelé
cteur V, de composantes —» -0y =3 'cteur est app

vecteur vitesse de M a I'instant ¢. Il est porté par la tangente
4 la trajectoire, et est dirigé dans le sens du mouvement.



4 CHAPITES ).
Il résulte de ce qui précéde que si, sans changer Punité de

tenps, on change 'unité de longueur, le vectenr V ne change
pos. Mais, si 'on change Puniwé de temps , At est multiplié

par un nombre T en sorte que W ot V sont multipliés par T—'.
Soit O un point fixe par rapport au systéme de comparaison
auqucl on rapporte M. et d'ailleurs quelconque. Sil'on désigne

- -
par la notation M le vecteur OM, on voit, d’aprés la définition

-
de la dérivée géométrique d'un vecteur, que le vecteur vitesse V

ivée d by 4 , ﬁ, _ tiﬁ
est lu dérivée de M par rapport au temps, qu'on note M' = —=,

. .
M’ est indépendant de O.

Supposons la tenjectoire de M orientée. Alors, les cosinus
directeurs de la tangente orientée en M sont

LLdr L dy _ds
= s’ 4= 1= s’
D’autre part, on a
dr ) dr ds s

dt T ods dt T l;rl'

d)’ ds
ds 8 dr’
d; _ df
ar = Var

ce gui montre que la valeur algébrique du vecteur vitesse sur

. di . .
la tangente dirigée est égale a d;; le signe de cetle quantité
indique donc si le mouvement se fait dans le sens des s crois-
sants ou dans le sens contraire.

Tutoritme . — La vitesse de la projection d'un point sur
un plan (ou sur un axe) est égale & la projection sur ce
plan (ou cet aze) de la vitesse du point de U'espace consi-
déré.
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On démontre de suite ce théoréme en prenant comme
plan (ou axe) de coordonnées le plan (ou l'axe) de pro-
jection.

Projections de la vitesse en coordonnées polaires dans le
plan. — Soient M le point se déplacant dans le plan, ret y ses
cordonnées cartésiennes par rapport & deux axes rectan-
gulaires Oz, Oy; r et 9 ses coordonnées polaires, O éant le
pole et Ox I'axe polaire (fig.3). On a

£ =rcosd, y=rsinl,

Fig. 3

A

0 ®

Les projections de la vitesse de M sur Oz et Oy sont donc
. . n\ .,
= r'cos8 — rsin0.0" = r'cosd + r cos (0 “+ ;) 0,

. v e . x ’
y'=r'sind —rcos.0 = r sinb +rsin (0-0--;) [

La deuxiéme forme sous laquelle on a mis ces formules
montre de suite que le vecteur vitesse de M peut se décom-
poser en deux vecteurs:

1° Un vecteur porté par I'axe Or, faisant I'angle 6 avec Oz,
et de valeur algébrique r’ sur cet axe;

2° Un vecteur porté par 'axe Op, faisant 'angle + ;
avec Or,.et de valeur algébrique r¢' sur cet axe.
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Projections de Ia vitesse en coordonnées semi-polaires. —
Soient (r, 9, 3) les coordonnées semi-polaires de M, ( .z, Y. 3)
ses coordonnées cartésiennes dans un systéme de coordonnées
rectangulaires ( fig. 4). On a les relations

a o= e eos, ¥y o= ranl, z = 3.

Pour avoir la vitesse du point M, on pourrait dériver ces
formules comme ci-dessus. 11 est plus stmple de se servir des
résultats antérieurs. Soient m la projection de M sur le plan

Fig. §.

P

Oy O ln projection de M sur Faxe Oz Les coordonndes
polaires de m dans le plan #Oy sont 7 et 5.

D'apres ce quion a va ci-dessus, le vecteur vitesse de m se
décompose en deux autres : 'un porté sur Or, et de valeur »';
Fautre, sur Op, de valeur 2%, Comme la vitesse de m est la
projection sur le plan Oy de la vitesse de M, les deux vecteurs
précedents sont les composantes de la vitesse de M sur Or
et Op. De méme, la composante de Ia vitesse de M sur Oz
est dgalea la vitesse de O, cest-a-dire a 3.

Vitesse aréolaire. - Soit un point M se déplagant dans
un plan, et défini par ses coordonnées polaires (r. 9). Soit M,
sa position initiale @ instant ¢4, et soit .4 Paire balavée par
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le rayon vecteur depuis la position initiale OM, jusqu'i la
position actuelle OM ( fig. 5). & est d'ailleurs comptée aver

son signe, qui est celui de G,
(A

On appelle vitesse aréolaire du point M Ia quantité '—7'- .
[{
Cette quantité s’exprime aisément en fonction des coordonnées
de M. On a en ellet

dels = : rd0 _' vy — yvdr o

d’ou

oA - 1 .- 0 ] . .
ar g T T

La seconde forme donnée a cette formule montre que la

. . : \
vitesse ardolaire de M n'est autre que lee moment du vecteur —
‘e

par rapport au point 0.

. e . . ..\
Le mouvement dee M est dit obéir a ln lod des aires si —
‘
reste constant pvml:ml le mouvement.
Accélération d'un point. -— Soient M un point mobile, €

_
sa trajectoire, MV son vecteur vitesse ( fig. ). Par un point

fixe O, menons un vecteur OV : cquipollent a MV Lorsque le
point M décrit la trajectoire C, le point V¢ se déplace. La
courbe décrite par V', est appelée indicatrice des vitesses on
hodographe du mouvement. Lorsque le monvement de M est
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connu, celui de V, est parfaitement déterminé. En particulier,
le vecteur vitesse I du point V, dépend uniquement du mou-
vement de M. Ce vecteur, qu'il est intéressant de considérer
dans I'étude du mouvement de M. est appelé vecteur accélé-
ration du point M. 1l faut remarquer qu'un changement de

Punité de temps multipliant V par T-' transforme 'hodographe

Y

en une courbe huumllu"liqm' dans le rapport It et multiplie
. ) gy "
par sunte I par T2,

St Pon se reporte a la construction par laquelle on a obtenu
le veeteur I, on voit que e cone déerit par la droite OV,
passe par Findicatrice sphérique des tangentes de la courbe G,
Le plan tangent i ce cone est done paralléle au planosculateur
en M a la courbe C.

St done on transporte Uorigine du vecteur I' en M, on voit

que le vecteur M est dans e plan osculateur en M a C.

St Fon rapporte Uespace a trois axes de coordonnées rectan-
gulaires, si z, 3, 3. sont les coordonnées de M. celles du
point v, sont done x', ¥ 3 ades constantes additives pres:
le vecteur I a done pour composantes

. dir .dry . odts
J L — VD e—— S nn —
dr? ! : des e

- -
L'accélération T' est ln dérivée géométrique du vecteur OV,
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——
ou encore du vecteur MV. Comme celui-ci est la dérivée

géométrique du vecteur ﬁ, on peut dire encore que T est la
dérivée seconde géométrique du vecteur \T. dérivée qu’on
notera M.

Tutonrene.— L'accélération de la projection d'un point

sur un plan (ou sur un aze) est la projection sur ce plan
(ou cet are)de laccélération du point de lespace considéré.

La démonstration est la méme que pour le théoréme ana-
jue |
logue relatif aux vitesses.

Composantes de I’accélération dans le triddre de Frenet.
Rappelons briévement Ia détimtion du triédre de Frenet en
un point d'une courbe C( fig. =). Un <ens de parcours étant

choisi sur C, le triédre de Frenet est un triédre trirectangle
de sommet M. dont les demi-axes positifs sont :

La demi-tangente positive MT:

La demi-normale positive MN (dirigée vers le centre de
courbure) ;

La demi-binormale MB choisie de sorte quele triedre MTNB
ait le méme sens que le triedre de coordonnées.

Ceci posé¢, si a. 5, v sont les cosinus directeurs de MT;
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Ay, ey ye coux de MN 5 ay, 850 v, ceux de MB, on a entre ces
guantités, leurs dérivées par rapport a P'arc s, et les rayons de
courbure R et de torsion T, les relations suivantes connues
sous le nom de formules de Frenet :

dz xy ll." . ﬁ. o N -‘/,‘

ds TR’ ds T R' ds ~ R’

dz: = d3. dv

7R 7 de T T
da, ] 2; A ? 3. doy 3 Y2
ZZ 2 | S A 7R [ ds — TR

Cect posé, on a

s e ds oy
x4, T e,

] s B
dt 7 ds dt dt )

e

¢ désignant I valeur algébrique du veeteur vitesse sur MT.
Pour avoir les composantes de Paceélération. dérivons. 11
vient
ot r oz v oz v [ v
"7'7 ot Yo de o s + ot - R o ot '
daprés le premier groupe des formules de Frenet,
On a de méme

ll"b‘ " [T - dv otz B (3 . . ol
i Rl e’ dare TRt e

L'examen de ces formules montre tout de suite que le vecteur

>
accolération I se dc'-c:umpnw en deux autres

»
1" Un vecteur Ty porté pac M\ et dont la grandeur algé-
. 1
brique est w
2" Un vecteur Ty porté par MT ¢t dont la grandeur alge-

v

. «
brlqm. ost ot

-
En particulier, on voit que Ty st toujours dirigé vers le
centre de courbure.
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. .. .. ds dv .
Cas particuliers. — 1°Siv == 7 = const.. . =o, laccilé-
£

ration est constamment normale a la courbe, et réciproquement;

2° Si la courbe (. devient une droite, R est infini, 'ac-

. .. .0l
célération normale est nulle. Réciproquement, si ® = O

1l faut que R soit infini, donc que G soit une droite.

Composantes de I'accélération en coordonnées polaires dans
le plan. - Soit M le point mobile, de coordonnées polaires r
et (fig. 3). Onavuquel'ona

£ = ' cosl + r0 cos (0 " .‘j),

’

¥l ainl - 0 wan (0 - )
les composantes de Paceélération sont done

£z "o« 70 coe (0 - :) “+ rt"cos (0 -+ :) -r0teconl,
’ J _’

A" sinl <+ 20 sin (0 + :) 10" sin (0 + ) - r0taind
ou

O = r0't)yeosh 4 (910 - 107 cos (0 PO ).
) ]

ozt 0t s e (a0 e 07 ~in< 0 -+
ce qui montre que le vectear accélération se décompose en
deux autres :

Sur Or, le vecteur 1" — r9'%;

N vp ] II . 0"

Sur Op, le vecteur 21’9 - rf" .- ] )

&no- re —
r r/l lll

On en déduit les compaosantes de Faceelération d'un point
de 'espace en coordonnées semi-polaires :

I,=r"—re:, Fo= 206« ro. P
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En particulier, si 'accélération passe constamment par le

point O, on a
2 4 r8 =0,

ce qui s'éerit aussi

1 i . 1 d ,
[arr @ 4+ r207 ) =o ou - —trt)=o0
r r dt
ot réciproquement. La vitesse aréolaire est alors constante,
car r*0’ est constant; le mouvement obéit a la loi des aires. »

Btude de quelques mouvements simples. — |. Vouvement
rectiligne uniforme. — lLa trajectoire est une droite, et
Vabscisse du point mobile M varie suivant la lot e = at + z,.
La vitesse ost done v == o' = a. Clest une constante. L'acceélé-
ration est nulle. Toutes ces propriétés caractérisent inverse-
ment le mouvement rectiligne uniforme. En effet, sile vecteur
vitesse est invariable, In tangente a la trajectoire reste paral-
lele o une direction fixe, ce qui montre que la trajectoire esl
rectiligne; de plus, comme le vecteur vitesse a une grandeur
constante Pabscisse du point mobile varie linéairement avec
le temps. Si Paccélération est nulle, Phodographe se réduit a
un point. le vecteur vitesse est invariable et l'on est ramend
au cas précédent.

Il. Mouvement rectiligne uniformément varié. — la
trajectoire est une droite et 'abscisse du point varie suivant

la lon

]
R A R Y A R
2

oul y, ve, Zy sont des constantes.

La vitesse est ¢ = v/ + ¢q el Paccélération y = y. C'est donc
une constante.

L. Mouvement ciculaire uniforme. —— la trajectoire du

S
point est un cercle (fig. 8). De plus Pare AM, compté a
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partir d’une origine fixe A sur le cercle, varie suivant la loi
8 = ¢ <+ Sqa.

¢ el s élant des constantes.

ds
dt
donc constante. L'aceélération tangentielle est

Le vecteur vitesse a pour grandeur - == ¢. Sa grandeur est

Laccélération normale est égale a

. ot
i " = .5 run-l.,

R

R désignant le rayon du cercle.

Bz, S,

Soit 4 I'angle polaire de M. Paxe polaire ¢tant OA. Silon

S0
pose 90 = jrona
¢
0 o= ﬁ 1+ b,
‘l
Posons g=w ona
0 = wit =+ 6.

w est la vitesse angulaire du point M sur le cercle. Plus
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généralement, dans un mouvement circulaire quelconque,
. . . 7L

on appelle « vitesse angulaire de M » la quantité o = T Cette

définition coincide bien avec la précédente dans le cas du

mouvement circulaire uniforme. En introduisant cette quan-

tilé w, on a

[ S {T) “ N l'“ st ".

On appelle période du mouvement circulaire uniforme le
temps T qui 'écoule entre deux passages consécutifs du mobile

dans une méme position. On a donc
h)'r S N l T .
La Jréquence noest le nombre de peériodes par unité de

u-mp.~

n i

=l -

w s'uppelle quelquefois b pulsation.

IN. Moucement oscillatoire simple. Considérons un
point M décrivant un cercle d'un mouvement uniforme, et
soit mosn projection sur Paxe polaire OALe point ma sur
cet axe une abscisse

o Reosd oo Reosotat -+ 040,

Loesque ¢ varie, cette abscisse reste comprise entre R
ot - R, La vitesse et Facedlération de m sont les projections
sur OA de celles de M. En particulier, accélération de m est
dgale a wlr, comme on pourrait dailleurs le voir dirvec-
tement,

Le mouvement de M étant périodique, il en est de méme de

celut de m la période est d'aillears la méme, c¢est T == 2E,
)

Déviation d’un mouvement. -~ Soit un mobile décrivant
une trajectoire (5, et se trouvant a l'instant ¢ au powt P, avec
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une vitdsse V. A l'instant ¢ -+ dr, il se trouve en un point P’
(fig- 9). Si le point se déplacait d'un mouvement vniforme
sur la tangente en P a €, a partie de Pinstant ¢, et avee la
vitesse V. il se trouverait a U'instant ¢ + dt, en P, sur la tan-
genle PT. et 'on auran
PP, N,

4

Ce mouvement qui ameéne I en Py.oest dit mouvement recti-
ligne uniforme tangent au mouvement considéré a I"inctant 1.

Considérons 1o vecteur PP Lorsque dt est infiniment

petit, c'est aussi un infimiment petit, Cherchons <a partie

principale. qu'onappelle déviation du monvement an pont 1%,
l’l'njclnlls r«f'gillilc'- vectorielle

. . .
PP s PP PPy,
Soient Ar, Ay, Az les projections de PP
Celles de PP, sont
xde, _)"lll. s de,
.
Donc celles de Py P’ sont
(]

Mr—urtdt. Ay -y dt, Az - 3t

Or, d'aprés la formule de Taylor, on a

1 " It
Ar =rit+dtv—arity=r"dt + 1" dt* « r"it 4~0«I("—,i—,~-
2. .
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Done
] 1e?
.Lr-w.r'tllzxf"ﬂ-o-.t"’(l-v-ﬂtll»f,-‘—t; j6]<1.
K3 ).

. . 1t
La partie principale de Ar - 2’ dt est donc 2° =

Les parties principales des deux autres projections sont de
méme
Lddt’ e e

Yo el I

2 P

.

On voit done que si 7 désigne le vectenr aceélération. on a

On peut encore dire que la déviation mesure la quantité
dont le mouvement s'éearte du mouvement rectiligne uni-
forme tangent a Uinstant ¢, En particulier, la déviation n’est
constamment nulle que si 7 est constamment nulle. ¢est-a-
dive si le mouvement est un mouvement rectiligne uniforme.

Unités. -~ Pour qu'on puisse représenter la vitesse et
Faceélération par des vecteurs, comme on I'a fait jusqu’ics il
faut que Punité de temps soit choisie une fois pour toutes,
car ces grandeurs ne sont pas homogeénes a des longueurs,
comme nous allons le voir en cherchant leur dimension.

L'unité de vitesse est, par définition, la vitesse d'un mou-
vement rectiligne uniforme dans lequel 'unité de longueur
est parcourue pendant Funité de temps. Si r est Pabscisse
d'un point animé d'un mouvement rectiligne uniforme, r étant
compté d partiv du point onr passe le mobile pour ¢ = o. on a

LA

~i5

x et ¢ dant exprimés avec de certaines unités. Si F'on change
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d’unités:pour . et ¢, soient

xr'=rL. t=1tT

les nouvelles mesures de I'abscisse et du temps. La nouvelle
mesure de la vitesse est

o= 7;-‘, = ’f,—:— = vLT .
La dimension d une vitesse est done LT,

Considérons un mouvement uniformeément varié. On peut
supposer, en choisissant comvenablement Porigine des temps,
que vy t.

L'unité d’accélération estl'aceélération d'un tel mouvement
dans lequel la variation de la vitesse pendant Funité de temps
est égale a Funité de vitesse.

On voit, de la méme maniére que pour la vitesse. que la
dimension d’une accélération est LT 2,

Cherchons enfin la dimension d'une vitesse angulaire. Par
définition, Punité de vitesse angulaire est la vitesse angulaire
d'un momement circulaire uniforme  dans lequel Punité
d’angle est balay ée dans Funité de temps. Dans un tel mouve-
ment, par un choix convenable de Torigine des temps, ona

(]
0= wt, () = -e
]

Comme un angle a pour dimension 1, on voit que w a pour
dimension T-'.

JULIA 2



CHAPITRE 11.

CINEMATIQUE DU CORPS SOLIDE. GENERALITES.
ETUDE DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS.

Préliminaires. - On dit qu'un systeme de points S se
déplace comme un corps solide lorsque la distance de deux
quelconques de ces points reste invariable pendant le mou-
vement,

Si Pon suppose, ce qui est le cas général, que les points
de S ne sont pas tous situés sur une méme droite, on sait qu'il
suftit de se donner la position de trois points de S non en ligne
droite pour que la position de tout point de S soit parfaite-
ment déterminde,

Considérons une position particuliere S, du solide S, et
soit M, un point de Pespace n’appartenant pas par définition
aN,.

On peut considérer ce point comme appartenant a S,. a
condition que st e point est en Ma Pinstant ¢, la position du
point M par rapport a S soit la méme que celle de M, par rap-
port aS,.

On voit done qu'on est amenéd de cette maniére a concevoir
un espace mobile entraing par le solide S. Inversement, si l'on
se donne la position de S dans cet espace, et si 'on connait le
mouvement de cet espace, le mouvement de S sera parfaite-
ment déterming,

La manié¢re la plus naturelle et la plus commode de détinir
le mouvement d'un espace mobile est de se donner le mouve-
ment d'un trigdre de coordonnées choisi dans cet espace.



CINEMATIQUE DU CORPS SOLIDE. GENERALITES. 19

Nous Supposerons donc désormais qu'on se donne le mou-
vement d'un triédre trirectangle de coordonnées oxys par
rapport a I'espace fixe rapporté a un autre triédre de coordon-
nées ONYZ (fiz. 10). Comme la position de o.ry 5 par rap-

|"Og. L XUN

*4

A

port a ONYZ dépend de <ax paramétres indépendants cela
vevient a se donner ces six parametres en fonction du temps.
L'objet de la Cinématique du corps solide est de déduire du
mouvement du triedre mobile oxy s celui de tout point M
invariablement lié i ce triedre, ¢est-a-dire dont les coordon-
nées .o,y 3 par rapport i ce triedre, sont constantes.
Avant d'entreprendre cette étnde, precisons les nomtions

dont nous aurons a faire usage.

»

Nous distinguerons en général un vectenr V d'une quantiné
scalaire par la fleche qui e surmonte, sauf dans les cas on

aucune ambiguité n'est eramdre.

»

.
Le produit d'un vecteur V' par un scalaire a S'eerit a V.
Ld »

Le prodait scalaire de deus vecteurs Vet Visenote (V.V'),
la parenthése () étant réservee exclusivement pour cet usage
toutes les fois qu'on aura a écrire les égalités vectorielles.
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- >
Enfin le produit vectoriel de deux vecteurs V' et V! s'écrira

: —_—

[_ (l V"], ou plus simplement VV’ quand il n'yaura pas de
confusion possible avec le produit d’un vecteur et d'un sca-
laire.

Ceci posé, définissons d'abord les paramétres servanta fixer
la position du triedre oy .

Il suffit, pour avoir la position de ozyz. de connaitre
d’abord la position du point o, ce qui revient i connaitre le

- »
vectenr (o (ml plus simplement o), ou encore les compo-
santes de ce vectenur, ¢’est-a-dire les coordonnées X,. Yo, 7,
de o dans le triedre ON Y 7.

dnsuite, pour avoir la position de ory: autour de o, on

peut se donner trois vecteurs unités o, nj". 02', portés res-
peetivement par ox, oy, oz, (dans la suite, nous désignerons
ces trois vecteurs par ¢, J, A; les fléches ne sont pas néces-
saires, car ces lettres ne sont employdes qu'a cet usage). On
peut encore, ce qui revient au méme, se donner les compo-
santesde d, fy kyosur O XY 7, c’est-a-dire les cosinus divecteurs
(31y &0 1) de 0rs (Bre Buv Bu) de ops (1. va. 1) de o3,

Ceci posé, on a Pégalitd vectorielle qui définit la position

de M par vapport a ONY7Z, :
(n U;! :;\bl-:;-b—.ri-»‘rj-;-:/.

ou, ce qui revient an méme, les trois égalités obtenues en pro-
jetant cette égalité vectorielle sur les axes OX Y7,

‘ N o= Npg+ray+ pBy+ 5y,

(1) " Y =Yoo+ ra,+ y8,+ 3v,.

7 = Lo+aay+vyB;+3v,.

Remarquons d'ailleurs que les douze paramétres qui entrent
dans les relations précédentes (trois coordonnées de o et
neuf cosinus directenrs, ne sont pas indépendants, puisque la
position de ozry3 ne dépend que de six paramétres. Les
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neuf costnus directeurs veérifient en effet les six relations
indépendantes suivantes :

(i )=1= 2] + 23 + a2, (i jr=0= 28 +2:3,+ 2,3,
(J.))=1= 0} + 33 + 32, Cf ko Sy Beve+ vl
(hhy=1= 14 v} T R e O L TR L TN

On a d'ailleurs d'autres relations encore, déduites de
celles-la, par exemple

et les relations déduites de ces trois égalités vectorielles par
projection, ¢’est-a-dire

et les dgalités analogues.

Mentionnons enfin la relation

xy x, 2,
, .
b TR PR [
e

0 ot .

qui est aussi une conséquence des précédentes.

Signalons encore, avant de commencer Pétude des mouve-
ments des solides, la propriété suivante, qui caractérise ces
mouvements

Tueonime. -~ Pour qu'un systeme matériel se déplace
comme un corps solide, tl faut et il suffit que les projec-
tions. sur la droite qui les joint, des citesses de dewr points
quelconques M. My appartenant aw  syvsteme, sotent

égales.

1° La condition est nécessaire. - Fn eflfet, sotent
(X4, Yy, Z4) les coordonnées de My. (N, Y4, Zy) celles de M,
(fig. 11). On a par hypothése

X\, = \y )= const,
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. . ion s'étend . données
(2 est un signe de sommation s'élendant aux trois coordonnées),
d’ou, en dérivant par rapport au temps,

T(Ny— X)X, =N )=0

Fig. 11,

ou encore
X \? “ ‘Q I\" w X ‘3~ ‘q t",,

ce qui s’éerit sous forme veetorielle

i .
(wowren,) = (o)
ou encore
V,conly =2 Vi costl,,

ce qui démaontre la proposition.

2" La condition est suffisante. Il suffit pour le voir de
reprendre les égalités précédentes en sens inverse.

Avant d’aborder I'étude du mouvement général d’un corps
solide, nous allons d'ubord considérer quelques mouvements
particuliers. Les propridtés de ces mouvements nous serviront
pour le mouvement géndral.

|. Mouvement de translation. - On dit que le mouvement
d'un corps solide est un mouvement de translation si. pen-
dant le mouvement, un veecteur quelconque de U'espace mobile
reste équipollent a lui-méme.

Cette propriéte définit parfaitement le mouvement du solide
dés que l'on connait le mouvement d’un de ses points O.
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En effet, soit M un point quelconque du corps ( fig. 12).

Fig. 1o

—
Le vecteur oM restant équipollent & lui-méme, la trajecloire

. .
soeome-

de M se déduit de celle de o par la translation g

. .‘—+ .
trique oM (').

Etudions la distribution des vitesses. Comme la vitesse
de M est le vecteur M, on a, en dérivant la formule fonda-
mentale (1),

X Mo et v Sk
Or 1ci les vecteurs ¢, . b restent équipollents a eux=mémes.
, |
Done
. . s . - »
=y =h =0 ety par suite, M =0
Donc les vecteurs vitesses de tous les points du solide, a un
instant donné, sont équipollents.
Cette propriété est caractéristique du mouvement de trans-

lation. En effet, si Fon a M' = o', on en tire. d'apres (3).

£y )+ sk = o

(') Si ces trajectoires sont rectilignes, la translation est rectiligne. S
elles sont circulaires, elles sont égales et la translation est dite circulaire.
(11 ne faut pas confondre translation circulaire et rotation : ici les trajec-
toires sont loutes égales et n'ont pas le méme are.)
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Comme ceci a lieu quel que soit le point M, on en tire

i'=f=k=o,

et comme ceci a lieu a tout instant ¢, on en déduit que les
vecteurs I, j, k restent équipollents a eux-mémes. Dela, on
déduit que tout vecteur du corps reste équipollent a lui-meéme,
car un tel vecteur peut s’éerire xi + yj+ sk. La propriété
est donc démontrée.

-
Caleculons encore Pacctlération M” du point M. On a, en

o >
dérivant I'égalité M' = o',
.‘\l”':: r:'.

Donc les veeteurs aceélérations de tous les points du solide,
a un instant donné, sont équipollents. Mais cetie propriété
n'est pas, comme la précédente, cm'acu‘ristiquc du mouvement
de translation.

Remarquons encore que. d’aprés la définition du mouve-
ment de translation, on peut choisir comme axes du triédre
mobile des axes oy 3 équipollents a OX YZ, car ces axes res-
teront équipollents a OX Y7 pendant le mouvement. Les for-
mules (2) s'écrivent alors

\ == N+ o2,
) = \'n*-.)'.
7. == '-0" .
I1. Mouvement de rotation. - (n dit (u'un corps solide a

un mouvement de rotation, si deux points de 'espace mobile
sont fixes pendant le mouvement. Ceci entraine tout de suite
qque tous les points de la droite qui joint les deux points donnés
restent dgalement fixes pendant le mouvement. Cette droite
est appelée 'are de rotation du corps.

Pour définir la position du corps, il suffit évidemment de se
donoer la position d'un point non situé sur I'axe de rotation
ou, ce qui revient au méme, celle du demi-plan qui contient
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ce point et 'axe. On fixe ordinairement cette position par
I'angle 6 du demi-plan mobile avec un demi-plan fixe passant
par I'axe de rotation et arbitrairement choisi, I'angle 9 étant
compté avec un sens posilif fixé a I'avance.

En particulier. prenons comme axe OZ du triéde fixe axe
de rotation, arbitrairement orienté: le point O sera arbitrai-

Fig. 13,
Z|x

X

rement choisi sur cette droite, ainsi que le demi-plan 70N,
I'axe OY étant pris de maniére que le triedre soit divect, Pour
le triédre mobile. nous pouvons supposer que le point o est
confondu avee O. et 'axe 03 avee OZ, Le triedre o0y sera
pris direct, el sa position définie par Vangle 9, compté de O\
vers OY, que fait ON avecor ( fig. 13). Avee ces conventions,
les formules (2) s’écrivent

\ = o cost -y sinl,

Y = . <in0 + 1 cosl,

7 = 3.

On voit immédiatement que la trajectoire d’un point quel-
conque M du corps solide est un cercle dont le plan est per-
pendiculaire a 'axe et dont le centre est le point m, pied de la
perpendiculaire abaissée de M sur 'axe (').

(') Toutes'les trajectoires ont ici le méme are.
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Pour étudier la distribution des vitesses dans le corps solide,

»
considérons un vecteur w porté par OZ. et dont la valeur algé-
lh

brique sur cet axe estom o T (e vectenr est dit vecteur
{
. e . . . . db
rotation a Pinstant £. { La rotation est dite uniforme st dt est

constant, ¢’est-a-dire si ; est un \'v(:(vurﬁx:-.) Nous pouvons
déji remarquer que son sens indique le sens du mouvement.
car st w -0, le corps tourne de droite a gauche, et si w <7 o,
de gauche a droite,
De plus, soit 'V la vitesse de MLV est perpendiculaire an
plan MOZ. Sa grandeur est
Vo owlm M.

De plus quel que soit le sens de owy le vecteur Vv oest dex-

lrarsum par rapport i o (on encore, st Pon transporte le vee-
.
teur moen M, le teiedre MV ma est dirm:l). Cecet montre done

que le secteur N oest e moment de o par rapport a M, ou
encore «|u'nn a

» > »
\ . ., 0 \l .

Cette égalitg veetorielle va nous permettre de trouver les com-
posantes de la vitesse de M par rapport a un triedre quel-
conque 0,0y, 3 (qui pent dtre, soit fixe par rapport i oy s,
soit fixe par rapport & OXYZ, soit mobile par rapport i ces
deux tricdees).

Donnons aun vectear c:) une origine A fixe sur I'axe de rota-
tion. Notent (I, %, 50 les coordonnées de A dans le systéme

>
daxes o)y 500 (pog. 1) les composantes de w, (507, 3) les

»
coordonndes de M, (Vg, Vy. Vo) les composantes de V. Ona
les formules

Ve iy == S T e Ty
. . .- v

\,‘ SRR IR B TR R
Vo pory— - o 5 — 50
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En particulier :

1* Si I'on prend comme axes 0,Z,1 3 les axes OXYZ, on
peut supposer que A est ¢n (), alors

P=q =, rooz oo

:';:\, T‘:\. ::‘7’;

d’oui
\Y = \ e \',
V, = Yo X,
\ = '.' = O,

qu’on aurait pu déduire immédiatement des formules donnant
X, Y. 7.
2” Si on suppose les axes oy307 3¢ lids au solide qui se
déplace, on peut toujours supposer que o, et A sont en o.
I ] 1

Alors

poﬁ()"s

on a
Vo= g s =1y,
Ny s,

sz /;.)' e llf;

si, plus particuliérement, ces axes sont les axes oxy 3 choisis
antéricurement, on a

/) = /I mz o, (AR U 34

‘ O (-)_l“
\.) = AT,
\.. = 0

Etudions maintenant la distribution des accélérations.

L’accélération tangentielle v, est perpendiculaire au plan
MOZ et a pour valeur

dt

=mM.u.
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-
On voit aisément que ¥y est dextrorsum par rapport au vec-

e -

teur w'. On a done égalité vectorielle
s [ -

vy [w'.o .\‘l].

.
Remarquons que w' est iet porté par lee méme droite fixe

»

l/lll' ),

Laccélération normale ¢y est dirigée de M vers m et a pour
vilenr [ ', M, donce vectoriellement on a

» -
Iy — lw it om M,
»
d’on, pour Paccélération totale v,
» » - A —_—
T [m'.o M|l —iwit.mM,
I1l. Mouvement hélicotdal. -— On dit que le mouvement

d'un corps est un mouvement hélicoidal, si, étant donnédes
deux positions de ce corps a deux instants arbitraires, on peut
‘passer de 'une i Pautre par un déplacement hélicoidal d'axe
lixe ¢t de pas constant, Dans ce déplacement, la translation {
est donc lide a Ia rotation  par la relation

{==ho «h étant une constante ).

Dans ce mouvement la trajectoire d'un point quelconque M
du corps est une hélice, de pas anh, tracée sur un cylindre
de révolution dont I'axe est I'axe du mouvement hélicoidal.

Nous preandrons comme triédre mobile attaché au corps un
triédre direct 0zys tel que o soit sur I'axe du mouvement,
¢l que o3 soit confondu avec la direction positive de cet axe,
direction choisie arbitrairement.

Comme triédre fixe, nous prendrons, pour simplifier, une
des positions du triedre mobile. Pour définir la position du
corps solide. nous prendrons comme variable I'angle 6 que
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fait OX avec oz, 6 étant compté de OX vers OY ( fig. 14).

Fig. 1.
z

X ~

Si L est la cote de o dans le triédre OXYZ. on a

l==he

d'aprés la définition du mouvement.
Les coordonnées d'un point M de Pespace mobile dans le
triedre ONYZ sont done

\ = rcost — ysinb.
Y = rsin0 + v cos0,
17 =ho+ 3.

h est dit le pas réduit du mouvement hélicoidal, H = a2nh est
le pas proprement dit.

Considérons un observateur traversé des pieds a la téte par
I'axe du mouvement, le sens des pieds a la téte étant le sens
du mouvement de o & un instant donné.

Si. pour cet observateur. la rotation du corps solide s'ef-
fectue de la droite vers la gauche, le mouvement est dit
dextrorsum. Dans le cas contraire, le mouvement est dit
sinistrorsum.

On voit fout de suite que la nature du mouvement dépend
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du signe de la constante k. Si & > o0, le mouvement est dex-
trorsum, et si k< o, il est sinistrorsum. Si A = o le mouve-
ment se réduit @ une rotation.

Etudions la distribution des vitesses dans I'espace mobile.
Les coordonunées X, Y du point M ayant la méme forme que
dans le cas d’une rotation autour de O7Z, on a encore, en

db
posant 2 oy

t

\‘ S ) Y. Y, == () \. Z':: ’1(').
. "
On voit done qu’on peut décomposer le vecteur vitesse \
en deax autres vecteurs @ l'un, Vg, de composantes

( wY.wX, o) l'autre. V. de composantes (0, 0, hw).

Vi serait la vitesse de M dans un mouvement de rotation
>

nutour de OZ, la vitesse de rotation étant w. De méme V,
serait la vitesse de M dans un mouvement de translation paral-
lole a 07, de vitesse ho.

On aurait d'ailleurs ces résultats immédiatement en proje-
tant le point M sur le plan XOY, d'une part. sur I'axe O7, de
Pautre.

Si Fon porte sur 'axe tixe OZ un vecteur w de grandeur

{

. 1] . .
algébrique w = 7 SUr cet axe, on aura, d'aprés ce qui a été
¢

vu pour le mouvement de rotation,

\‘" == [(-). \\l],
\ dtant un point du corps solide situé sur o3 (ce peut étre o
lui-meme).

w s'appelle le vecteur rotation a Uinstant ¢.
On aura aussi

- - -

\]':: \'\':.Il(o

(\"A s'appelle le vecteur translation a U'instant l)
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Donc

> > T e —
Vu= \A-|m. AM
Ceci permet. comme dans le cas d'un mouvement de rota-

tion, de trouver les composantes de Vg dans un triedre quel-
conque 0,x,) 3. Les notations étant les mémes que préce-
demment, on aura

Ve zhpp+ gl — L= ron— 1
\'7‘ = /l(/ AR TR T IEREN

AR TS TR A AN TR

' N

En particulier, si I'on prend comme tricdre un triedre oy s,
invariablement lié au corps. A ¢tant en o, on aura
\ )= /l/: hanik/) o - /'.l .
Nz hyg + v - ps,
N e pye g,

»

La formule donnant Vy peat encore Sinterpréter autrement,
>
On peut dire que Vy est le moment résultant en M d'un
.
systeme de vecteurs dont la résultante générale est w et
.
dont le moment résultant en A est \ .
L’¢tude des accélérations se fait de la méme mamere que
celle des vitesses. On trouvera sans peine que ona
— » > - - - >,
| NVIEERN N e l w' . AM l w2 Mo e
- - - R
T I @ . \M l - wm o M

> e
car hw' n'est autre que accélération I, du point o origine

M \ . ’I . + >
du triédre mobile. Notons aussi que o' est paralléle a w.
St w est constant, l¢e mouvement est nniforme. [accélération

—
se réduit alors a — "w 2. mM. Elle est constante ¢t perpendi-
culaire a 'axe.

(') Retenoss que Vi 3 le méme support que w.
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1V. Mouvement général d’un corps solide. — 1. Eruoe pes
viTRSs®s 4 unm iNsTANT poané. — Nous partirons, pour étudier
la distribution des vitesses dans le corps, des deux formules
fondamentales

- >

(1) M=o0+ai+yj+zh,
- - ]
(3 M =o'+ oy k.

Dans ce qui va suivre, nous chercherons a donner une forme
géométrique indépendante des axes choisis a I'expression
entre | | de (3). Remarquons d’abord que le mouvement de o
n'intervient plus dans cette accolade: on pourra done, quand
cela sern nécessaire, supposer le point o fixe, c¢'est-a-dire
considérer un tricdre mobile d’origine fixe, équipollent au
triedre mobile donné. Nous allous écaluer 1, ', k" en Sfonc-
tion de i, j, k.
On a ¢videmment Uidentité suivante :

v
et

.

SR VRN Ay SN ISR AN S

4

qui exprime identité du vecteur ¢ avee la somme de ses pro-
jections.

Or, nous avons va qu'on a les identités
N EEERR (g =0, k) =0
qui donnent, par dérivation,
(Cy =+ (07 =

ou, comme (I.0) == (1.10),

{ Ty = (I8
plll.'c'

\lv.jl—w(i.j');;u, (l".l)-é-(".l"v) =0,
D'autre part, en envisageant les produits vectoriels
l £ r

i ., -,
F=7.k  J=ku =1y,
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et remplacant ¢, j. A par ces valeurs, ( {) devient

NN BN W IR SN
ou. comme

,;‘ - ‘J.' AN RIS SN

-

[EEERW AN RO U RS SN A
Dans cette formule on remarque que, a part le facteur 7,

qui entre a droite de chacun des produits vectorviels, le pre-

mier terme se déduit du deaxiéme, en faisant une permutation

circulaive sur . 7. k. Si o effectuait encore cette permuta-

tion circulaire sur le premier terme. on aurait le terme
A SN Y ERTA

-
puisque .4 = 0. On peat done, pour donner plus de syméteie
a la formule, ajouter ce terme nul au deuxicme membre, ¢t
mettre en facteur, dans les trois produits, le vectear 7o Hvient

done pour i e produit vectoriel suivan

\ e o et . s s

- e
AN WA RV SRRl A ST SNl AW
Comme Ly quantité entre | [ est un vecteor fonction syme-
trique de 7, fo Aol est évident quion aura. par un calenl
analogue.

7 I‘i./'_jll. Y AT 4—1/".{';’:.] '

A I o A Y ISR A YA «/.'.I‘A};./‘.I.

On voit done que st 'on désigne par w le vecteur
| gne |

oy oz njl. 'I‘—ﬁ-—(/.’.lv 'j -4 I.'../"k.

on a les formules

oz mld

j nm (v).;.
"' =z m.i.

CLIA 3
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qui font apparaitre 0, j', et k' comme les produits vectoriels
d’un méme vecteur par les trois vecteurs i, j. k ('), d'ou,
en portant dans la formule (3),

PO - >, .
Mwo+roi+ywf+zs.wk

et, en mettant « en facteur dans les trois produits vectoriels
T [
Moot |magrt+yvj--ski
et comme, daprés (1),

. . ” »
Ay f e sh = a0M,
on o finalement
> > » - »
Moo« l w.n \l]

i) Ce qui précéde pourrait w'établir autrement.
On a immédintement, d'aprés (4) et les analogues pour j' et 47

i
dt
y
de

ek
et

od v ()] w0 k)k,
(S apirog + () k)R,
(A 0)E v (K prg -+ ok,

Les seconds mewbres de cesv trois égalités sont & formes linéaires en
0, ). A, dont les coefficients sealaires) forment un déterminant SYMETRUNE
LALCNE.

o r o~}
— o p
'l — I' «©

et l'on vérilie immédiatement que 3 telles formes sont toujours les pro-
-
duits vectoriels d'un méme vecteur w . pi -+ qj -~ rk, pari. j, k. lemme

qu'il est hon de retenir, car il est J'application fréquente. On a ainsi

- » L
D |m.il. 7 l‘“Jl' K lm.A I Retenons enfin que
Pk B e BB g k) e v -y Ay,

r ““ j) ﬂ‘, '&'I e ﬂ‘, 3! et l; sl‘
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¢l, comme
= -
0 = V,,
un a
5 \‘—; \.,-¢—lt-b_u\| ]‘} i,

Nous retrouvons donce le résultat déja trouvé dans deux cas
particuliers : Si 0 est un point donné du corps, la vitesse
d’un point quelconque M de Pespace mobile ost le moment
résultant d’un systcme de cecteurs dont la résultante

-

générale est w, et le moment résultant en o, V.
La formule géométrique (5) permet, comme nous 'avons
déja fait dans les cas particuliers précédents, de trouver sans

>

peine les projections de \ y surun triedre quelconque oy yy 2y
Nous ne nous arréterons pas a les éerire. Donnons seulement

.
les composantes de Vy dans le triedre mobile oy s.
L .

-
SiZow. 5 sont les composantes de Vi py g0 ro celles de w,
on aura
Vit ys —ro.

A o A

Ve J-py g,

Oun pourrait aussi chercher les composantes de \". dans le
triedre fixe OXYZ. en fonction des coordonnédes X, Yo, Zo,
de o, et des neuf cosinus. Une premiére méthode consisterait
a reprendre sar les formules (2) le caleul fait plus haut vecto-
riellement.

On peut aussi projeter sur les axes OXYZ la formule (5).

Les composantes de V, sont X,

Y.. 7 .Pourtrouver celles
0 [

- -
(') Notons que, dans cette formule (5), V, et w n'ont pas, en général,
méme directipn.
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(P, Q, R) de w, il suffit de se reporter a la formule qui

donne w.
On aura, en projetant sur or,

| LI (,/”'A 12y A'.l‘ngr-o- 1 lj 1

et les deux formules analogues.
aillleurs
ki B e B

Les deux nutres produits scalaires Sexpriment de la méme
facon.

On voit done qu'il 0’y aura pas de difticulié a obtenir,
quand on le désivera, les projections de Vy sur OXYZ.

Revenons maintenant a Pégalité vectorielle 5).

D’apres une remarque faite an début da paragraphe, le vec-

teur w ne dépend que de la direction des axes mobiles, et
non de leur origine. Si Pon prend done une autee origine o/,

on aurR encore

Ve Voot | oot ],

Le vecteur w et ln vitesse Ny d'un point o du corps déti-
nissent done parfaitement la distribution des vitesses dans
Fespace mobile a un instant donné,

\vant d'entreprendre étude approfondie de cette disiribu-

tion, envisageons d'abord deux eas particuliors :

1 Supposons @ o, Alors VgV quel que soit M. Les
vitesses sont alors les mémes @ eet instant que dans une
translation: on dit que le moucement est tangent, éa Uinstant
considéré, a un mouwvement de translation.

2 Supposons V., - o, Alors

L3 > - -
\ N o= [(0.0 “J

quel que soit M. Les vitesses sont les mémes en cet instant
que dans un mouvement de rotation autour d’un axe passant
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par o. On dit que le moucement est tangent, a Uinstant
considéré. a un mouvement de rotation.

Cas général. — Supposons w 2o el Vy =00 Dapres
Iinterprétation de la formule ) donnde précédemment, la

distribution des vitesses dans le corps solide dépend d'un <y s-

téme de vecteurs dont fa résultante géncrale estw etle moment

résultant en o, V.

Or. d'aprés les propridtés connues des svstemes de vee-

teurs. comme m .- o, V. o o le svstéme admet un are cen-

Fag. oo
w
Y
AVa V’\
A 0
A

tral. ¢’ est-a-dive une droite telle quien tous ses points A les
vecteurs m ot Voaient fn meéme divection, Cette direction est
dailleurs celle de Paxe contral A (figr. 1), Cet axe central
estappelé Paxe instastase. du moucement i Uinstant 1.

St A est un point de AL da formuale (5). on 'on prend A
comme origine. s'éerit

- » L
(i \u::\\~4—[w.\\|| (1,

(') Danwcette formule (6) il faut noter que Va el w ont méme support.
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ol V‘ et w ont méme direction A. Or, si 'on se reporte a
I'étude du mouvement hélicoidal. on voit par cette formule (6)
que la disteibution des vitesses a I'instant ¢ est la méme que
dans un mouvement hélicoidal d’axe A, dont la vitesse de

»

»
translation est Vi, et le vecteur rotation o ; ce mouvement est
dit mouvement hélicordal tangent, a Cinstant t, auw mou-

vement considére.

D’ailleurs, la vitesse de trunslation V, de¢ ce mouvement a
une signification trés simple: ¢’estla projection sur la direction

»

de o de la vitesse 'V, d'un point quclconquc o du corps. En
effer, on o, dlapres (5),

- o Ed .
\‘ S \‘,+~ (','0\,'

» - .

D'oa. comme le \'1'(?!('\)!‘!0).0:\' est perpendiculaire a w, on

tice, en projetant sur la direction de .

proj. \': S proj. \’

- >

et comme Vi ala direction de w.
||I‘Uj. \ A= \'A.

ce qui démontre la proposition.

On peat se proposer. connaissant les composantes de V, ot
'

de w sur trots axes de coordonnées quelconques. de trouver
les ¢quations de A dans ce svstéme daxes.
Faisons par exemple le calcul dans le systéme ox)ys.

- -

Exprimons que V, et w ont la méme direction, A étant un
point (z, ¥, 3,) du corps situé sur Paxe cherché. Les compo-



CINEMATIQUE DU CORPS SOLIDE. GENERALITES. 39

santes de V| sont, avec les notations employées plus haut,

(Valg=X+qs —ry.

(VA =2 7+ ra — p3.

tVae= 4+ pry—gqur.

1Y ou les équations du lieu A :

t+ys—ro T rr—ps L py g i

r q r )

Soit &t la valeur commune de ces rapports. /i est une cons-
tante, comme on le voit en multipliant haut et bas les rap-
ports, le premier par p, le deuaiéme par ¢, le troisieme par r,
et ajoutant les numdérateurs entre eux et les dénominateurs

entre eux;: il vient
Pt ey

gt r?

On a d'ailleurs Vy = /4 w d'aprés les équations mémes qui

donnent A, /i est donce le pas du mouvement héhicoidal an-

rent. w et i dépendant de ¢ sont les caractéristiques du mou-
K

vement hélicoidal tangent.

-
StV oo, le mouvement tangent se réduit & une rotation.
On voit que la condition générale, pour qu'il en soit ainsi,

esth -0, ou
PEAgT A+ r Y

ce qui exprime que \, et w sont pvrpcmliculuirvs. Cect se voil

d’ailleurs de suite géométriquement, dlaprés la propriété

. - .

établie ci-dessus, i savoir que V est la projection de V, surm.

Cherchons ~'il v a dans le corps des points dont Ja vitesse
est nulle a Uinstant considéré.

»
En général, si w <o et h Ao il n'y a pas de tels points
car la projection sur la direction de w de la vitesse d’un point

quelconque du corps, étant égale a it w, n’est pas nulle.
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.
St Aoz o, w4 o, le mouvement tangent est une rotation; les
points de 'axe instantand ont une vitesse nulle. ¢t ce sont les

seuls,

Stw o0, V, £o,le mouvement tangent est une translation
de vitesse non nulle, done la vitesse d'ancun point n’est nulle.

Enfin si o .= o, \':, =z 0, le mouvement tangent est le repos,
et tous les points de Pespace mobile ont a linstant considéré
une vitesse nulle,

L’étude que nous venons de faire nous renseigne done com-
pletement sur la distribution des vitesses dans le corps i un
instant donné. 1l suffit, pour connattre cette distribution, de
se donner a linstant £, un point A de Uaxe central. le vec-

tewr " et le nombre v,

Cette dtude est en quelque sorte étude différenticlle da
mouvement. Nous verrons plus tard qu'on peut aller plus loin,
et énoneer quelques résultats sur la maniere dont le mouve-
ment se ql«'ﬂ‘nnlo cluus le l‘«-mpn ¢ est-a-dire mllr(‘pl‘t'mlrt‘
Pétade intégrale du mouvement.

Bornons-nous pour le moment i signaler deux cas parti-
culiees dans lesquels on peut avoir aisément des renseigne-

ments sur le mouvement

1 Un point du solide reste Sire pendant e mouvement.
= G point a done une vitesse nulle, Ceei. daprés ce quion a
vu ci-dessus, ne peat avoir licu que ~i Faxe instantané
passe constamment par ce point. et si le mouvement instan-
tand est @ chaque instant une rotation.

at Une droite du solide reste paralléle a elle-méme:.
Prenons cette dreoite comme ave o3 du teiedre mobile.

Le vecteur A est constant. Done 4" - o.
Comme
K=k,

on en dédutt, on bien « = o, ¢'est-a-dire que le manvemeat
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est une translation, ou bien que o a la méme direction que .
c'est-a-dire que axe mstantané reste paralléle a la divee-

tion 0s.

2. Ettok pEs AccéLERATIONS. —— Reprenons la formule (5)
V= Vo= l (-n.n“_‘:

Paccélération I'y ¢lant In deérivée géométrique de Vg dérivons
M "

cette formule: on a
» » '[ - -
'y = o= I w.oM l
‘ ot

Fig. 1.

on, d'apres la formule de dérivation d'un produit vectoriel,

.t N <, - = d oM
l oy - o+ [T M -+ (0) , s 3
mails

\ b
oo M d - ] - -
e 2 M — = Vg - Vo
dt dr' “A= e

Donc
» - -, - ——_— .y
'y o= Uy -+ | w ,U\lJ . I_m, AR \(.’]:

mais, d'apreés la formule (5),

» - FE
Vu— Vo= | w.0oM|.
Donc

- . [ » . -
= lo+ [ oM | +]w0. w.oM ).
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Menons par o un secteur égal @ », et soit mla projection de M
sur om( fig. 16). On sait que l'on a

I.f,,;,ii l = l;».n; \i]

Or. menons par M le vecteur W ¢gala [ .m \l] (fir. 17y 11

Fouz, o=

w w

m J

. ..
est perpendiculaive auxvecteurs wet mM, et le triédre Mo W on
est direct,

D’ailleurs sa grandeur est

W 2w - mM,

puisque o et m M sont rectangulaives.
Mais alors le vecteur

l. = l(.-)l (:).u\i l] = I (:).\\" I

est perpendiculuire A w ot i \i". Il & donc la direction m M.
Son sens est tel que le wriedre Ma WU soit direct. 1 a done le
sens de M vers m.

Enfin sa grandeur est w * = m M, Done on a

.
Uii—lw 2 M

>
et la formule donnant I'y s'éerit sous la forme

--

V2 lq_l\.—@-lm,.l“l—-!u)l’"l“.
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Si I'on rapproche cette formule (7) de la formule (p. 31)

donnant I'accélération dans le mouvement hélicoidal. on voit
-»

qu'elle en différe par ce fait qu'ici »' N's8T PLUS EN GENERAL

>
PARALLELE A w. Le mouvement hélicoidal tangent donne donc

les vitesses |formule (6) précédente]. mMars NON LES AccELE-
aations du mouvement réel.

On peut se proposer, comme pour la formule des vitesses,
de projeter cette formule sur des axes quelcongues. Faisons
ceuloment ici le calcul des projections sur les axes mo-
biles 0.z ¥

Soient 2, . v les projv( tions — supposées données -— de r, o
Les projections de oM sont z, v, 5. Celles dem M ne dépendent
(et linéairement) que de p.q. r, projections de w. et de Toy.s.
Nous les désignerons par ;n——\lj, mw.\l;, ;:T\l:. Leur calenl
n’offre aucune difticulté.

Restent les projections de o'y qui d("pvnd(‘,m évidemment
des dérivées de p.og, 1.
Pour les calculer nous observons que
) o= /‘I‘ -4 IIJ 4 I',n
et, en dérivant,
W = pl+ g ]+ ko pil e gy - rh’.
Or, a cause de

—

C Co
=t J =L, A= ok
on aura. en mettant w en facteur,

IN".&- 4//"-4— rh = [(-; a +:;j -+ r /. I I . (')J = Q.

Donc

W= pl+qgj+rhk;
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les composantes de o' sont g/, ', 1’ dérivées de p. 4. r par
rapport af.

On pent expliquer ce résultat en anticipant sur le Chapitre
suivant.

Reportons-nons a la définition de la dérivée géométrique
d'un vecteur © menons par un point O de P'espace fixe un vec-

teur egal i w: le veeteur " est le vecteur vitesse du point .

Fag, s

Menons par O des axes fixes ONYZ, ot desares équipollents
aux anes mobiles Oy, (fiszr. AR).

Dans ce qui suivea, nons nous servivons de détinitions et
de résultats qui seront exposés dans le prochaia Chapitre,

Le point woest en général mobile, et par rapport a ONYZ,
et par rapport a Oy v 3"

Lo vecteur o' vitesse absolue de ce point. est la somme de
la vitesse relative de o dans le teiedre Oy s et dela vitesse
d’entrainement de ce point.

Or, le mouvement instantané de O.ey vy 3y est une rotation,
O étant fixe. De plus, comme le veetenr rotation ne dépend
pas du mouwvement de Vorigine du triédre mobile. le vecteur

rotation de O 3, est . Done Om est axe instantane du
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mouvement a U'instant 2. Donc la vitesse d entrainement de
est nulle.

La vitesse relative avant pour composantes sur Qg sy,
pogr'ciben est de méme de la vitesse absolue qui lui est
égale.

Réunissant tous ces résultats, on voit finalement que les

composantes de Iy sur le triedre mobile sont

Vo= hweg's—r i om M,
ot wvrr—ps—awnt.mM,,

Voo e ply — g r— ot e M,

Cherchons si, a Pinstant .01 v o dans Lespace mobile des
points d'accélération nulle.

Pour celas il faut résoudre en a2 sles trois ¢quations

', = o, I, o, I'. = o
I)Ullr l(‘lll' llﬂlllll‘l~ ane I(ll'lll(‘ \lllll’li'. on 'N'"l 'Hlll“lll'\ illl"

poser ‘lu'il Minstant 7, e vectear woa la direction de o3 (an

besoin. on chanze le choix da tricdre mobile, ce qui ne
]

change évidemment pas le mouvement),

\|4 ] Y

] o 0, AT

mM, =

m€M, mM. o,

Y

Douc les ¢quations i résoudre sonl

1", = 7+ 4/' L T Ty e S R T
[ 0 o /;' : (RN RN
[ R & :/' r o,

(Cest un systeme d'équations lincéaires, qui admet en général
une solution et une seule, car le déterminant est ici

—_—w = q !
A= ! » —t* -—,:’ | —m’i/i"-o-r/" .
fo- g /2 o !
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En général. ) )
m 7o, p o, q # o]

donc A 4 o on a une solution et une seule.
Si A o etw Lo, il faul que p'==¢'= 0. Alors les équa-

tions deviennent
L—r'y —wir = o,

w o r'r—wy=o,

VEEENIR
Si v 2 0, le systéme est nnpossible; aucun point n'a son
accélérantion nulle. Si v := o, comme le déterminant des deux
premiéres dquations est o'+ 1" <o, lous les points d'une
droite paralléle & ow ont une accélération nulle, et cenx-la

sculement.,

Ce dernier cas pent-il arriver a tout instant? 1l faut alors

’ : : N e Vost-a-di T ait e
(quon mt toujours procg = oy cest-a-dire que o soil cons-

tamment paralléle @ w. Or cect n’arvrive que si le vecteur w
reste paralléle a une direction fixe, car. si l'on se reporte au
point () considéré précédemment, le point o doit décrire une
courbe dont la tangente passe toujours en O, ce qui n’a licu
que pour une droite passant par O. D'ailleurs, dans ce cas. la

dircction du vecteur o est ausst invariable dans le triédre
mobile, car la vitesse relative du point w dans le triedre
O.0y vy 3 est toujours dirigée suivant Ow. On a d'ailleurs

dans ce eas

P q r
P q o
Donce
p _q r
;—; = «i;— < ; )

a, b, ¢ ¢ant des constantes.

Ce mouvement a ¢1é déja étudié précédemment : Mouvement
de rotation, autour d'un axe fixe, du triedre O v, 3, ¢qui-
pollent au triedre maobile. Si I'on veut de plus qu'il v ait des
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7
points d’atcélération nulle, il faut que v = o, c'est-i-dire que
la projection de tout point de I'espace maobile sur la direction

>
fixe de @ soit animée d’un mouvement rectiligne uniforme.
Sim=o0celtnZo0.d:=0etle systéme se réduit a

h+q's—r'r =0,
o ruar ~,l == 0,

v py—qr=o,

Il est impossible st p'2 4+ ¢'p -+ 17"y = 0.

Il est indéterminé si p'a +q'w -1’y o, le systéme se
réduisant aux deux premicres équations si, parexemple 1’ # o;
il v a alors toute une droite, représentée par ces deux équa-
tions. dont tout point aura a U'instant considérd une aceéléra-
tion nulle.

Enfin, s1 w == 0. %'~ - 0. tout point du systéme a méme aceé-

»
lération T, que o, el cetle accelération n'est nulle que

L
St l‘..:; 0.



CHAPITRE 1L

COMPOSITION DES MOUVEMENTS.

Définitions. —— Soit S, un systéme de points invariable,
qu’on peat toujours considérer comme fixe. Soient S, un sVs-
teme invarinble en monvement par rapport & S,. ¢t S, un
autee systeme invariable en mouvement par rapport a S,

En genceal, Sy est mobile par rapport a Se. On st alors
condmit a se poser le probléme suivant ¢ Ertant donnis les
moucements de Sy par rapport a S et de S, par rapport
a Ny, trouver le mousement de S, par rapport N,

Dans ¢e quit suivea, ¢tant donnés deux systemes de points 8

. , . ) S
et N, on désignera, pour abréger, par (\)» le mouvement de

S par rapport a N,
<\'> estappeld moucement relatif;

S| . N

< est le mouvement o entrarnement
\

; ) est e mowvement absolu.

Soit Moun point du systéme S0 Sa vitesse dans le mouve-
S\ o : . "
ment (= ) est appelée vitesse dentrainement. et on la de signe

\"/

> - .
we Vi ou Vo Considérons le point du solide S. qui. a
| | 1

Uinstant 2. est en M. Sa vitesse dans le mouvement (\) sl
NN

dite vitesse relative: on Uécrit Vy, ou V,. Enfin. la vitesse de
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) .
3» est la editesse absolue

;

ce méme point dans le mouvement |

- .
de ce point, quion éerit Vy ou V.

On a évidemment trois détinitions  analogues  pour les
accélérations. L'objet essentiel de Pétude de la composition
des mouvements est la recherche des relations existant entre
ces vilesses et ces accelérations a un instant donudé.

Composition des vitesses. -~ Soicnt done M un point du
solide Sa. (e v 3) ses coordonnées dans le triddre mobile oy s
attaché au solide S;. On a. avec les notations du Chapitee
précédent,

- -

Moo w4y ozh:

seulement ict les coordonnées . v 3 sont des fonetions du
II‘INIL\‘.
En deévivant cette formule vectorielle, nous aurons Pexpres-

sion du veetear MY, elest-i-dire de L vitesse absolue V , du
point M. On a done

- ‘

ld \ . N . . .
o Now a0 ol vy e S -3 ho
: RV R

Or, (l’:lpn"s le Chapitee précedent. Ia premiere accolade et

justement la vitesse d'entrainement Vi, du point Mo Quant

a la seconde. ¢'est un vecteur dont les composantes sur oryvs

sont ', )7, 3 Clest done Ia vitesse relative Vo de M. Ona

(lun('

- >

\ P >\ u:-*' \ =1

ot ¢ncore

w= VoV,

-

€

On arriverait aisément a ln meéme formule en ealculant a
Paide des coordonnées X, Y, Zde M dan- le systéme fixe OXYZ.

De la formule (1). on déduit les composantes de N, sur les

JULLN
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axes mobiles o.cyz. On a, avec les notations précédenftes.

’ Var= Egs—ry + 0,

(2') Vay =04 re— pz +37,
Vazoz 54 py— qur + 3.
Composition des accélérations. - - L’accélération absoluc -,

>
de M est la dérivée scconde du vecteur M. On a donc <, en
dérivant la formule (1), ce qui donne

I .
ta 2 10" 4y e SR

L e O R R A I IR T ALY SA

La premicre accolade, d'apres le Chapitre précédent, n'est

autre que le vecteur <., accélération d’entrainement. La troi-
sicime est un vectear de composantes 2°, " 3" (Cest done

Iaceélération relative +, .
Gherchons la signification de la denxieme accolade. Soit e

ce veeteur. On a, d'apres les résultats du Chapitre précédent,

. . -
A _m.l‘. j .:m.j. /-‘~‘(~)./..
'ou
. . Ce

Yoo ) .l"(-;.i—o—_)".(-».j + 3w b

ou, ¢n mettant @ en facteur,

- by e e
Vesr L@l e A

or, le vecteur entre | | n'est autre que la vitesse relative |V,

doe M. Done
S el |

Ce vecteur 4, est appelé aceélération complémentaire ou
cucore accélération de Coriolis.



COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 5

On a donc la formule

- - - - e

. A e me -
(3) .n—.,.—«o—"‘-‘-\",,

-

Cherchons si le vecteur v peut étre nul; cela a lieu dans
trois cas :

-

1” w=0: le mouvement d'vntraincment instantané est un
mouvement de translation; si cela arrive a chuqnc instant, le

mouvement d’entrainement est un mouvement de translation :
——} . . .
2" V, == 0; on verra en particulier que cela a lieu, en

Dynamique, dans les problémes d'¢quilibre relatif:

.
3* w et V, sont paralleles.

On aurait pu parvenir a la formule (3) en utilisant les
coordonnées de M dans le svstéme d'axes ONYZ. Le caleul
u'oflre pas de difficultés.

Cherchons les composantes de y’,, sur les axes mobiles oz,
On pourrait projeter la formule (3). On peut aussi procéder
directement.

Soit O un point fixe du systéme S, Menons par ce point un

Fig. 19.

»

vecteur équipollent a Vi1 soit g son extrémité ( fig. 19).

L’accélération absolue v, est la dérivée géométrique de V,,
ou encore la vitesse du point p.
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Les composantes de cotte vitesse sur les axes ory: ne
dépendent évidemment pas de Porigine du triedre mobile.

Menons done par O des axes Oy, s paralléles aux
wxes orys.

Dans e triédre, le point 4 a pour coordonnées (V0 Vo,
V.. Done, dapres les formules (275, comme ici Porigine du
triedre est fixe, et comme le vectenr rotation est le méme que

-

pour le tricdre oy s ona comme composantes de -,

ZAYY
\ R AU AT TR A
TAYR .
RN ' ‘.‘u\ o ,'/[“ -'. l'\“' o /'\ "
A\,
S AL R AT

Cies formules sont dites /'ul‘lllll/l'.\‘ de Bour.
Si, dans ces formules, on remplace V00V 00 Vs par lenr
valeur ticde de (2 onac en développant,

~ re . . ’
Vor [ A R R B A B A A

O T A S T N B B R T A S LA TN
ou. en ordonnant par rapport aua devivees de ooy, s,

I R A A A R N A

. .
vy e

et les deun formules analogues pour v, et .. Dans cette

- - .

formule. on a mis en évidenee les projections de oo v, .
.

Cas particulier. Supposons que le mouvement d’entrai-
nement soit une rotation uniforme. Prenons alors comme
tricdre mobile le triedre d("ii! considérd dans 'étude du mou-
vement de rotation, « st alors constant, ot l'on a

po=q oz, roas o,
purs

R AR
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Les formules ( 2 ¢t (3') deviennent alors

| Yy S “

\.,“ py )' -~ wma,

|
Ve mt 4 — ey P LN
“'.,_‘ - Y e Nt e m‘_| .
R
Composition de plusieurs mouvements. Consdérons un

svateme mvariable S0 quion peut supposer fixe, et o systémes
en mouvement S0 N0 N,

Sy h Non
On suppose connus les mouvements ( R ). Ce —_—-——).
N h VN,

(qu’on uppclh- mouvements composants; on cherche le mou-
So )
vement ( ), At mowvement résultant.

Soit, a Finstant £, an point MU SiFon considere ce point
comme lié 4 un systéme Sy, el ce svstéme N, en mousement
par rapport an sssteme S Lavitesse de Modans ce monvement
est désignée par VL

Cherechons La vitesse V.

D apres les résultats antéricurs sar by composition de deos

mouvements on o

en ajoutant membre i membee ces dgalités il vient

- - —— .

L d -
\u.. \|u"'\:|+ \:u "’-~-+\n "ote

Clest la geénéralisation de la relation tronvée dans étude de fa

composition de deux mouvements.
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Le théoreme sur la composition des accélérations ne donne
pas de généralisation sussi simple, a cause de Pintroduction
de accélération complémentaire.

Applications de la composition des mouvements. — |. Ap-
FLICATIONS CINEMATIQUES. —— 1% On peut, a 'aide de la compo-
sition des mouvements, retrouver les composantes de In vitesse
d'un point en coordonnées cartésiennes. Soient ONYZ e
tricdre de référence, M le point mobile ( fig. 20). Soient O, le

Fig, »a,
|z Z,
0, A
M % K
X xl/
0 Y

point de coordonnédes o, Y Z et O,X,Y,Z, un triedre ¢qui-
pollent & OXYZ. Soient ensuite O le point de coordon-
nées o, 0, 2, et O, N, Y, Z, le triddre dquipollent & ONYZ, de

-
sommet Oy Soient Vy la vitesse de M par rapport O, \, Y, 7,.
»
Vi la vitesse d'entrainement de O, X, Y, 7, par rapport a

»
ONV Y 70 Vi e vitesse d'entrainement de O, N\, Y, 7, par
rapport & ONYZ, V la vitesse de M par rapport a ONYZ,
On a

-

» » >
A T IR A ST

d’aprés le théoréme sur la composition des vitesses.
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Mais, sur OXY7Z.

V. # pour composantes \". o o

Vo, . o, Y, o

AT 0, 0 7
Donc

\ " AN | 7

2" On pmnl ausst trouver par ce moyen les Composantes

de Vet de v en eoordonnées polaires. pour un pomnt M e

déplacant dans un plan ( fig. 1), On peut considérer que le

Fig. o1,

mouvement absolu de M résulte du mouvement relatif de M
sur Ou et d’'un mouvement d’entrainement. rotation de Oue
autour de (), avec une vitesse angulaire égale a 7',

> - -
Projetons la relation Vi, = Vo -V, sur O et O pour avorr

les composantes de V, sur ces axes.
Nous indiquerons dans un tablean les projections de ces

trois vecteurs :

Projections sur O, ..., o v’ r
Projections sur O¢....... W " o

On peut de méme trouver ainsi les composantes de - la seule

difficulté est de calculer les composantes de y,.; le vecteur o
estict dirigé suivant OZ (le triédre O pe?, étant direct); done w
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et V, ont pour composantes dans le triedre Que?,

Ou. O, 0.
W o o o
»
N, - 0 o
d'on celles de
- 0 200 o

P
'

Done on o le tableaw analogue au tableau des vitesses

- . . >

. . b S

e v f
Ou.. ... —rh: o " r—
O, L. 0" 2 0 O rU

On retrouve done ainsi les resultats classiques.

3 Mouvements inverses. -—— Soient deux svstémes inva-
rinhles Sy et Sy en mouvement Fun par rapport a Pautee. Les
'S, FS, o , .
mouvements (g ) ol (\. ) sont dits rneerses Pun de Fautre.
N N

Soit \ un point quelconque, alintant £, Soient Vi, sacvitesse

lorsquion le considére comme appartenant a 8,0V 1, <avitesse
Lasquion le considere comme appartenanta S, Le mouvement

de Sy par vapport i Sy peut dtre considéré comme résultant

/N S,
Ny N, .
des deuy mouvements (\) el (\, ) Or S, est en re pos pat

D

rapport A& lui-méme. Done I vitesse de tout point de S, par
rapport & 8¢ est nulle. On a done, en appliquant le théoréme

dela composition des vitesses,

] i'-=\|:-'*‘\:|..

pour tout point de Pespace.

Or, soit M un autre point. Soient wy, le vecteur rotation de S,
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par rapport i Si. vy celui de Sy par fapporta 8,0 On a. pour

le point M,
§| } It')w_q.l\‘l L

\u:'._,-—-\‘ ‘«-):,.\{l_l:

comme
. . - .
Vir=— Vi Vie=—=\
ona
lm-,,..-\\l ‘ = I my WM I
ol

V- .y, .
1.y - s AM

et, comme M oest cluvlc'nnqm-.

. -

s My, 0,
On en déduit aussitor que les anves instantaneés des deus

. S, I8, ) .
mouvements inverses (5 ) et ( \~) sont confondus et <si A est
Sy N )
un pninl de cet axey les éléments VY oet ay du mouve-

ment ( sont opposés aux eléments VY et oy, duomonve-

S, )

ment ( :)

Ditermination des eléments du moucement résultant
instantane. - Considérons nn svstéme fixe 5,0 et oo systémes
mobiles 5,08, .. 08, \vee les notations nonvelles, ona en

un point M

Ve Vs Ve Ve e N,

Lorsque les mousyements compe 'nls(s' (
orsque les mouyements composan \)

w/

o

des mouvements particuliers, on peut déduire de Pégalite

ERETI |

S,
précédente la nature du monvement résultant (s, )
{

“

1 .\'uppusnns tous les mouvements compaosants fangenls 7

des translations 1 Uinstoant considere.
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Alors, les vitesses Vg, ...y Vi o sont indépendantes du
point M considéré. 11 est done de méme de V,,; autrement
dit, le moucement résultant est aussi tangent a une trans-

lation.

Q" Suppomnx tous les mouvements composants tangents a
des rotations. Soient A, laxe de rotation instantané du mou-

8§ . - > .

vement (-S—'-)v A, un point de cet axe. le vecteur rotation
P

correspondant. d’origine A, Ona

.

Viee foraot ] v [onanl],

NS

. - L .
A Y] RUPRA VA IS B N v== | wn A ML

[

Ceei montre done que Vo n'est autre que le moment résul-
» - »

tant par rapport a M du systeme des vecteurs wy. wg. ...ty
En général, ce systéme n'est pas déquivalent a un vecteur
unique; done le monvement résultant n’est pas tangent a une
rotation. On verrait aisément gque Faxe instantané de ce mou-
vement w'est antre que Paze central du systeme des cecteurs

rotations.

Lovsque le systéme des vecteurs wg et ¢quivalent & un
vectear uniquo Q. le mouvement résultant sera tangent! a un

mouvement de rotation 2.
I en est ainst en purliculicr lorsque les axes A, passent

par un méme point O, Dans ce cas 2 est la résultante des
.

vecteurs m,, ot passe par le point O, Donc 'axe de rotation
nstantand do mouvement résultant passe par O,

Siles axes &j sont paralleles, £ est un vecteur paralléle a

la direction de ces nxes et quion sait construire.
Enfin, lorsque le systéme des vectenrs w; est équivalent @
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un couple, le mouvement résultant esttangent a une trans-
lation dont la vitesse est axe du couple équivalent.

Plus généralement, dans le cas v les mouvements compo-
sants sont des mouvements généraux, mais lorsque le svstéme
des vecteurs rotations de ces mouvements est (‘quivnlv;\l aun
couple, on verrait que le mouvement résultant est tangent a
une translation.

5 Lorsque dans le mouvement d untriedre S, par rapport
S, U'are hélicoidal instantané a une direction fire par
rapport Sy, il a aussi une direction fiee par rapport
4 Sy. el réciproquement.

Supposons d'abord que Paxe instantané A qui est paralléle

.
a w ait une direction fixe par rapport a S,. Prenons axe oz
paralléle a cette direction du corps S0 Onaura p.g o,

. »
En vertu de Pégalité veetorielle A w oAy les deux vecteurs

et L étant p:n‘nllélas aos.onanra Ao, Le vecteur A restera
done équipollent a lui-méme. c'est-i-dire que o3 et A resteront
paralléles a une direction fiae de S,

Inversement supposons que A <ot purulh‘lv a une dircetion

. ) ) ) S,
fixe de S, et envisageons le mouvement inverse (S‘) dont
1

Iaxe hélicoidal instantandé est aussi A: en raisonnant comme
ci-dessus on verra aussitot que A o une direction fixe par
rapport a Sy.

Dans le cas présent il sera souvent utile de choisiv pour o3
et OZ des directions paralléles a A,

. AvrricaTioNs GEoMiTRIQUES. - On a pu voir, sur les
théories exposées dans les deux premiers Chapitres, combien
intimement sont lides la Géométrie et la Cinématique. Les
Sléments du monvement dun point sont en relation etroite
avec les ¢léments de la trajectoire de ce point, et c'est en
appliquant des résultats géométriques que nous avons obtenu
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nne interpretation simple des résultats analyvtiques relatifs au
mouvement d'un point ou d'un <ohde.

foversement, étant donné par exemple un svstéme de
courhes o de surfuces, «i Fon peut trouver un systéme de
points déerivant ces lieux avee un mouvement simple. 'étude
de ce monvement permettra de trouver des propriétés du
svsteme donne,

Fn particulicr, on e rend compte que Fapplication de
théories proprement cindmatiques. comme celle de la compo-
sition des mouvements, facilitera Uétade du probleme précé-
dent.

Lidée de cette application de la Cinématique a la Géame-
teie revient i Roberval, qui en déduisit une méthode générale
pour construire les tangentes aux courbes, avant Finvention
du calcul infinitésimal.

Poimsot a simplifié et généralisé Ia méthode de Roberval,

Clest sa lll(.'lh(l(ll‘, (l"l' nous 1‘\')0\('[“)"5 ¢n l)l‘('lllll‘l' Ii(‘ll.

1" Weéthode de Paoinsot. Consideérons une surface ¢ SH
(Jig. 200 et soit meoun point se déplacant sur cette surface

g, 0o,

avee un certiun mowvement, Soit zee Ia normale a la surface
au point m, orientée dans un sens déterminé. Si F'on porte
sut e une longuenr constante mM -, lorsque le puint m
décrit une courbe () sur la surface (SHle point M décrira
une courbe (G) sur une surface (N) paralléle a (S). Les
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points m et M sont invariablement liés: donc. les projections

sur mM des vitesses respectives ¢, ot ¢y de ces points sont
- -
égales. Or ¢, est normale & mM. donc 1l en est de méme
de ¢y
Supposons maintenant que, lorsque le temps £ vavie, r varie
aussi. Le mouvement du point M peut étre concadéré comme

le mouvement résultant :

a. du mouvement d'entrainement de ln normade e
b du mouvement relatif du point M ae mr.

Done. daprés le théoreme de Ta composition des vitesses,
| |

on a

avece les notations habituelles. Or ¢, est un vecteur porté
- odr .
sur mx et de valeur algébrigue "’ Quant i v nous avons vu
}

ci-dessus que ¢'est un vectenr normal & m M.

Done nous avons e résaltnt suivant 2 la projection de la
. l/l'
crtesse de NUsur max est un cecteur de mesure I
]

Considérons alors, avee Poinsot. un point M déervant une

Fig. .

surface X, et trois surfaces données (5), (). (87), prises

comme supfaces de référence (fig. 23).
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Considérons les normales Mz, My, M:s mendes 'de M a
ces surfaces (5'il existe plusicurs normales menées de M a
P'une des surfaces, on choisit Fune d’entre elles et on la suit
par continuité; on peut toujours orienter cette normale ).

Sotent r, ' 1" les distances de M a (5).(S'), (8") comptées
algébriquement sur les normales orientées.

Lorsque M deéerit la surface X, st les surfaces (), (8), (87
sont quelconques, les trois quantités ro 1, 7 ne sont pas
indépendantes. I exicte entre elles une certaine relation

'y foror.rr o= o,

qui peut étee considéréde comme une généralisation de 1'équa-
tion cartésienne de la surfuce (1) (celle-ei correspond au eas
o S, NU8 cont les trois faces dlun triedee trirectangle).
Reéciproquement. st ane telle velation existe entre ry 1, 7 e
point M déerira en géndral une surface X,

Supposons alors que M ose déplace sur X, avee un certain
.

mouvement. Soit ¢ sa vitesse 4 un instant donnde.

(V) Soit en elfet g, von) = o Péquation de S0w, e we dtant les coor-
donnces cartésiennes, rectangulaires, de M,

Lew distances 2y /0 0" (algébrigquesy, de M4 oSy, (S (8) sont
§ fonctions

\ r rio, o, w),
(9) ot riiu, eoowy,
} 4 rIlu, v, W

telles que Hinversion des équations 20 est possible, au voisinage d'un
roy
Leest A o oen M, On

Dir. r

point Mg, si le déterminant fonctionnel

tiveca alors w, o0 woen fonction de 72, F, 77, ¢t en portant dans giu, v, W,
on aura Péguation (1) pour X,
ar o ar N ,
Aupomt M e veetear oy ooy oy est normal da surface £y i, ey,
QU dv ke
D(r,r.r
Dow, v
done que les normales M, My, Mz a ($), (8, i87) ne sont pas dans
un méme plan,

parallele b S: il est porté par M. La condition

= o exprime
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. . ] . . R d
D'aprés ce que l'on a va plus haut. les projections de ¢
sur Mz, My, M3 sont respectivement les vecteurs de mesure

dr o’ dr”
ot ! ot ’ _;77 )

Si l'on considére sur Mo, Moo M s des veeteurs unitaires

= »

n.n'. 0" on peut encore éerire

dr r ) dr” .
=L el T

dt - Aar ' dt

”

Or, si nous dérivons Uéquation (1), ou Pon suppose 1o '
remplacés par leure valeur en fonction de 7, on o identigue-

menl
I', 1//‘ l,f o rl./ oldr’

, -+ . 0
e de T e A"l dt
ou ¢ncore
s ) i o
"w-./n-o— "/i(r.n;—v '/;u'.u'. O
o r r

ou, en mettant ¢ en facteur dans les produts sealaires,

n -+ no4-
. I \

( t" 5()[ - o, " u" a =0
( N ar o '

e qui exprime que le vecteur ¢ est perpendiculaire an vecteur

Ja

wn.

i 1/[’ l)/ ’,
O /SR T
or or h

Ce vectear ne dépend évidemment pas de la direction de la
vitesse ¢ dans le plan tangent en M a 2. Done N est perpendi-
culaire a toutes les directions du plan tangent. Cest done un
vecteur porté par la normale en M a X,

Nous aboutissons done a la régle donnée par Poinsot
Pour construire la normale en M i X, on fait la somme

géométrique de vecteurs portés par Mx. My. Mz et avant
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I’l‘&")l’lfli“l'llll,’lll /Mllll' mesure

l{[ :I.f . t",

. (1),
ar dr ar

¢’
Lorsque S, 808 som les plans 0y, 03z oxy on ar=.r,

Ao A A du

‘ " . . ’
. S . ArOUNVe ysantes - i
reoeyst S, 0n retrouve arpsi les compe ante ar’ o
vecteur normal en coordonndes r«-(:lungnlnircs. Lnrsquc la

l'f l’.f 1

. ) .
somme des 3 vectenrs 2y Y /, portés par Mz, My, M3, est
dr Ay .

nulle, on est en présence dlune singelarite de la surface
Seror "y oo le veeteur normal Gtant nul. On peat utiliser
cette remarque dans la recherche des points od Ia fonction
S e "y woune calewr stationnaire (maximum, minimum
owcol) untel point My estévidemment tel que ta surface [ f.
So étant la valear de fen My, posséde une singulardté en M.

|t' vecotear II()I'IIIII[ (Tlll\\i(lll(‘ clant Illll. I‘Hlll' (lll(' ce o vecteur

. - . . . p
normal sort nulal fant el suftic que les 3 vectenrs R
o

l”. s l) ) - . Y .

) n'. "", n” aient une somme nulle: c'est done anx points M,
r r

annulant cette somme, que Sanra une valear stationnaire; ¢'est
parmi cux qu'on recherchera les ertrema de f0 Un exemple
stmple de cette circonstanee est donné parc /0 r ' r'or,
rort dtant les distances de Mo 3 opoints fies AU B, CL Les
wminima de /7 sevont a chercher parmi les points Mo les
3 vecteurs wnités divigés suivant M AN OB MG ont une

samme nulle. Un tel point M, est évidemment dans le plan ABC

A / \
et les 3 angles AM, B, B.\}.,(‘.. CM, A sont de 120",
La wethode de Ponsot pxlm,\éo dans le ecas de I'p\p.\('p

(") La mcéthode est valable dans le cas on Fon aura o surfaces de refl

renee S, Ny, .. 8, pour une surface X od'eguation

N
firg v co r o

mais alors les distances ror oo e, sont des fonctions des coordonnées
cartésiennes qui ne sont plus indépendantes.
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sétend de suite au cas du plan. en rvemplagant les trois
surfaces S5, §', 57 par deux courbes C et Clet In surfuce X par
la courbe I' licu de M.

Comme exemple, construisons la normale a Fellipse en un
point M. Les courbes C et (0 seront ici les fovers et F?
(fig. 24). Orientons FM et F'M, de ¥ et ' vers M, L équa-
tion de I'ellipse est alors

Soror e =g e,
Onact
.)f‘ df B
ar o b

les deux vecteurs sont égaun. leur somme géomélrique ost
n [

. .
dirigée snivant la bissectrice des vecteurs I'M et F'M, done

Fig. 1.

suivant la bissectrice intéricure de Fangle FME on retrouve

bien le résultat classique ().

2" Meéthode de Roberval. —- Dans cette méthode, on con-
sidére. comme precédemment, un point M décrivant nne sur-
face X. (l'("‘clnnlinn

Soror =,

rapportée a trois surfaces de référence. Si lon peut connaitre

(') Si P'on orientait FM de F vers M, F'M de M vers ) Udquation de
('ellipse serait r —r — ra ~ o, les vecleurs composautls auraient pour
valeur algébrique 1 et — 1 et se confondraient avec les précédents. Loricn
tation de FM et "M n'a aucune influence sur le résultat.

wea S
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CHAPITRE 1V.

APPLICATIONS DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS (.uite).
METHODE DU TRIEDRE MOBILE.

Méthode du triedre mobile. - Les récultats obtenus dans
le Chapitee HI vont nous permetive d'examiner un probléeme
qui se posait au Chapitee L par saite des considérations sui-

vanles

St Pon se donne fa Tor do mouvement d'an pownt ML sa
vitesse est bien déteemindée en fonetion du temps. loversement,
st 'on se donne en fonction du temps les composantes 2,000,
(O Soco) de Lavitesse dlun point M, existe-t-il un mouve-
went dont fa vitesse ait constamment pour composantes ces
fonctions?

On doit pour cela chercher des fonctions a0y 3 de ot telles

que
o XN AN
Voot
3 :1"‘.

Les coordonnees oy vo 2 de M osont done des primitives de
et et sonlt pn’l.nlvuu-m détermindes st 'on se¢ donne
leurs valeurs, ¢est-a-dire la position du point M, pour une
valeur particulidre, 4, du temps 7.

Lorsqu'on passe au mouvement d'un systéme, on a vu qu'i
chaque instant les projections de la vitesse d'un point M
quelconque du svstéme, sur un triédre inmvariablement lié au
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svstéme. sont données par

Ve iegs e
\v= - s,
V. h— ny q.r

avee les notations du Chapitee 1.

St le mouvement du svateme est donné, les quaniieés o1 3.
P+ q- rosont six fonctions bien déterminées du temps 4. On
estalors conduita se poser la question suivante @ Nz inverse-
ment. on s donne a priont sie fonctions du temps, est-il
possible de troucer un systéme en mouvement, pour lequel
L0 L pegorsoient égales (ees i fonclions?

Clest cette question que nous allons trnter e présent. Nous
supposcrons de plus tln'nn se donne Ta position du teiedre
mobile S, a l'instant ¢,.

Remarquons d'abord que i le probleme admet nune solution,
le mouvement de Ny par rapport au systéme de référence sera
indépendant du triedree fixe chois dans ce svstéme, St Fon
change co triedee, les formules donnant en fonction du
tenaps les coordonnées drun point M du systeme mobile dans
ce triedre, seront transformees par les formules ordimaires du
changement dlaxes.

Nous pouvons done chorsie arhiteiirement le triedee lixe S,
\fin de simplifier les calenls, nons le supposerons tel qu'it
Uinstant ¢,. i/ soit confondu acee le tricdre S, N cetistant,

on a donc pour valeurs mmitiales des éléments du tricdre S,

2, ! P 1, =0
“ O {5, S| Jus 0
. o

Ml o, 7 « ! 1

I s"agit de trouver ces quantités en fonction du temps, a
Patde de ces valeurs initiales et des six fonetions 2,0, 50 pyg.r.
l.a détermination des cosinus directeurs, ¢ est-i-dire des
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e
vecteurs @, j. k. ne dépend pas de Zov. 3. ¢'est-a-dire du mou-
vement de O.

Considérons done un triedre S, équipollent au triédre
maobile Sy, mais de méme origine O que le triédre fixe Sey vt
chorchons @ déterminer son mouvement. connaissant les
projections p, 4. rde son vecteur rotation ( fig. 26). La méthode
vt consister i déterminer le mouvement de S, par rapport
N, connaissant p. g, r.

Fls. ",
z
’:I
vy
[ ._‘Y:)
K
(linﬂt‘;nh
Y,
{ 0 J Y
X to, o e}

Nous poumvons considérer que e mouvement de S, par

rapport i lui-méme, e'est-a-dire le repos, est le mouvement
resultant des deax mouvements (\n ) el ( \' )
Ny \ S

Pour exprimer que la vitesse de tout point de S, est nulle,
il suflit d'éevive que les extrémités 1, 10 K des vecteurs unités
de S, restent fixes,

Or, les coordonnees de | par rapport a 8|
L vitesse de | par r.'nppm't a N, a pour c‘nmpns:mlm sur S',

sont xy. 3¢, ¥y, et

| g 1;“"[',’1 ro.
\“ R i$'+l':. - Py

Vo Yy =+ pic gy

tnderivant que ces trois quantités  sont identiquement
nulles, on voit que 2,0 3, %y sont un svstéme de solutions du
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svsteme d'équations différentielles

, da

\ dr ry-—-qs.
o

e 5 ,)l ) L AU
,1{3

e T

\

Eu écrivant que les points J et K restent immobiles, an
\‘N‘r;lil (lm' (X, ;3..., ’,-_.i ol (a-‘. {3. ) sont lh‘ll\ aulres
svstémes de solutions des équations (1.

(D est un syvsteme d'équations hinéaves s movennant des
hypothéses trés génerales sur poogore par exemple Fexistenee
des dévivées p'c s s on sait que tout systéme decolutions
d'un tel systeme d'équations est déterminé d'one facon unique
par ses valenes mitiales (theorveme de (:illl(‘h_\ )

Done on voit que les cosinus direeteurs sont hien détermines
en fonction du temps, connaissant leurs saleurs inttiales, par
le systeme (1.

Si Pon revient alors aw probleme primitif, il reste encore i
déterminer le mousvement de Forigine O da teiedree mobile S

Or. on a

v . .
S TS TR Sy
. - " .,
" XA T e G

AR PR g
o = 1% (A

Conme on connait les cosinus directeurs, on voit quon aura
Nao Y, 7, par des quadratures,

Il reste @ montrer que les fonctions . 3,0 ..o 7o ains
détermindes restent bien pendant le mouvement, les cosipns
dirccteurs d'un triédre trirectangle.

Ceci résulte des propricétés du systeme différentiel (1).

En effet multiplions la premiéee  équation par o, fa
deuxieme par v, la troisiéme par s. ¢t ajontons., On obtient
la combinaison

d.r dy oz

r e - S o,

ot ot ot
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combinaison intégrable qui donne Pintégrale premiére

il I3y 2t const,

Toute solution de (1) vérifie done (). la constante étant
déterminée par les valears initiales de vy 5.
En particulier. comme pour le systeme 2,0 3,0 vy, on a

comme conditions initiales

L T N RIIETH Sy,

R Rt B P

On vout de meme que

23 L e R
bl 5 2
7.4—‘«"’—'\{‘——]

Considérons deax solutions indépendantes (w0 . 2).
gy vy s de (D) Onoa

&7 e 2T const,, ai 4 v+ st = const.
De plusy comme (1) est linéaire.
R W I S R T = -

o A est une constante. est encore une solution. Done. on a
nussi

=kt AT s e Ayt sz const,

et, d'upres les relations précédentes. en développant cette
dgalité, on

1t . Ly AN Ve 33w Const,

Done deux solutions indépendantes. et daitlenns quel-
conques. de (D, verttient (H), L constante est déterminée
par les valeurs initiales.

Si l'on prend en particalier. comme solutions, (x,. 3,, +,)
d'une part, (x50 3,5, v) de Pautre, on voit, avec Jes valeurs



APPLICATIONS DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS « SUITE ..

initiales de ces fonctions, qu'on

3~ B3~

on voit de méme e

Nous vovons done que les neuf fouctions x50 ...

«ont bien les cosinus directeurs

e déoteenmmant A

de 2 comme les 20 3001l esta

-3

a constamment

o,
M

V!

d'un triedre trivectangle.

x i
ool une fonetion continue

ussi égal & 0L car les trois

vecteurs qui le déterminent sont unitaires et orthogonauy deus
a deux 1 la comtinuité Poblize & rester dgal a < valenr initiale
llui ost B

Enfin il estaisé de vérifier que la rotation o du tricdre forme

par les trois veeteurs i(x 2, 2000 JU50 350 Ko roe @
bien les composantes pyogo rosar ox, oy, oz

1 waftin pour

(',I"il (ln‘ ¢t I'Zl'il)l‘l("l' (‘lll' ll‘\ (:(blll|m.~zn||l'~ ll!' m sont

sur o

A By B e d
sar ooyl

N ANEENTE TR RIS B
NIRRT

iy x, Byt e % B

expressions qui, comple tenu dicsvsteme difiérentiel que sén
Hentia,. 50700 (o Da b (20 5000 ) se reduisent ap. g r
AT ) gePae Ve b U0 T ) apogor.
On peut se servie de la propriéte (1) pour poursuivee inteé-
gration du systeme (1
Comme le svstéme (1) est hinéaire, on peat toujonrs, en
multipliant +. v, 3 par des conctantes convenablement chaisies,

ne considerer (qoe les solutions <atisfaisant par excinple o

IV
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Comme on connait X, Y, I;,,, on a desuite X,, Y. Z, par des
quadratures,

Pour trouver les cosinus direcleurs de Sy, on projette sur
le triedre fixe les relations vectorielles

- . JOR -

1=, J = o, L = w. k.
loll l)r“l“l(“lt‘ ‘llll"l" pav l)lﬂjl'( 'l()n l“S lr()l') ((lulll“)u\

\ 1“ = 1/|1.; 'y Xe,
o) LIRS THE T TS

/ i IR TR TR TR

et 'on voit aisément que (B By, 30) ety v ~4) vérilient
également le systeme (1),

Ce second systéme différentiel que vérifient les neuf cosinus
n'estautre que ce qu'on appelle, dans la théorie des (’-qnmlmm
difféventielles, le systeme u([joml du systéme (1) (1), L'inte-
gration du systéme ('), qui a la méme forme que (1), se fern
comme pour ce dernter,

Applications géométriques de la méthode du triddre mobile.
~= Les résaltats précédents permettent d' appliquer a I'é¢tude
d'une courbe ou d'une surface les résultats obtenus dans
I'é¢tude de la cinématique du corps solide; il suffit, comme
Pont fait Ribaucour et Darboux, d'attacher a la courbe ou a la
surface un tricdee mobile convenablement choisi.

Nous allons développer cette méthode dans le cas des
courbes. Considérons ( fig. 27) une courbe gauche C. et le
tricdree de Frenet MTNB attaché a un point M de cette courbe.

-

Sotent ;. n, ;) les vectleurs unitaires de ce triedre.

Si 'on suppose que le point M décrit Ia courbe C avee une
vitesse dgale a 1. c'est-d-dire suivant la loi s := ¢ (en choisis-
sant convenablement Uorigine des arcs sur G), le triedre de
Frenet @ un certain mouvement que nous allons déterminer.

(') A cette exception pres que p, g, 7, sont remplacés par p . g, r
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L]
Par hypothése, on a d’abord
t=1. T, = O, l=o.

D’autre part, les formules de Frenet s’écrivent. sous forme
vectorielle,

(I; . r;

FARE

dl: I:
ds = T

> . .
o t b
PR R

R et T étant les ravons de courbure et de torsion de la courbe.

Pig. 27,

c

+ . .
D’autre part. si » est le veeteur rotation instantanée du

triedre, on a, puisque Parc est égal au temps,

I'>

de
dy Ol

II;I o
RS () / N

s -0
>

dn e
PRI 1) I/

s

Donc on a les formules

; -
— zz .
R
»
n ——
T = w.b,
» »
t b -
e S o )N
R T
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s

* -
Les deux premiéres formules montrent que w est perpendicu-
laire @ n, donc g =o, etl'on a

> > >
w=pl+ r.b.

Si P'on porte alors cette valeur dans les deux premiéres rela-
tions précédentes, il vient

»

" ey e e
l«{ s I).l.{ +r.bh.t =r.bh.t.
" e > N
§ = potbr b b= pt.bh,

et, comme

- e -
n==b ot =—1.0,

on a

»

n >

-— = )N,

R

»

n >

Tl-' TLI I).Il.

R
Donc les composantes de @ sur le triédre de Frenet sont
. i
ll e Y ) ll-: O, A1 R-
Réciproquement, si I'on a un triédre mobile pour lvqnel

- L d
§ 1. r‘ =z 4), v =0, II =1

le triedre est le tricdee de Frenet de la trajectoire de son ori-
gine, et les ravons de courbure et de torsion de cette trajec-
toire sont donnds par

. ]

R='y T=-0L.

r ID
Le calcul précédent montre que. si l'on considére un
point P, de coordonnées . y. 3 par rapport au triédre de
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¢

Frenet (le point pouvant d'ailleurs étre mobile par rapport an
tricdre), les composantes de sa vitesse

de Frenet sont

absolue sur le triedre

V,=54g3 —ry—+ :I.f‘ 3 (I.I‘. l ¥
r ) l - R ’!‘ =X 'ls ."( ’
‘.‘_:_ LA ,): - (.{.‘ . ’,{' o _—‘— - ‘__::‘
’ ds de R i
\:3:4_,.'._',“‘_*:[: =z d3 _‘,,
) s s |

Ces formules permettent de traiter un certnin nombre de
problémes relatifs aux courbes gauches.

o

1° Trouver la caractéristique du plan normal. S
Uon considére un point P qui se déplace en restant tonjours
sur la caractéristique du plan normal. c'est-i-dire en restant
sur la surface enveloppe du plan normal, sa vitesse est i
chaque instant située dans le plan normal, et réciproquement.
oet 'V,

Exprimons done quon a . oo ce quiose rédait

- R

La droite caractéristique du plan normal est done la paral-
léle a la binormale menée par le centre de courbure, ¢’est-
a-dire la droite polaire.

2* Développées des courbes gauches. — Cherchons si Pon
peut faire varier avec le point M une des normales MP a la
courbe, suivant une loi telle qu’elle enveloppe une courbe. Si
c’est possible, soit P le point de contact de MP et de son
eanveloppe. La vitesse abolue du point P doit étre dirigée
suivant MP, et réciproquement.

Comme P est dans le plan normal, on doit avoir

X =0, - A Py
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¢'est-a-dire d’abord 1 - T’? =z 0; le point P est sur la droite

polaire.
Puis

, 3 .y

o" AT ;

ou, en chassant les dénominateurs,

dz dy Vi 3t
1y R
s v s |
ot
vds -z ll)' s
TmTm——————T TR Y
¥iee ozt I

ce qui s'integre de suite, car on peat Péerire

I( \ 2\ s
dlarctung =) - 7,
) ) |
VoL

d'on
s “dds
arctang - o " "
R . |

St Fon appelle » Pangle de MN et de MP, on

H .
3 owoaretang - v AR prés,
]

‘d
w = (s

On vort par ces deux exemples que la méthode cinématique

Done

conduit a des caleuls plus simples en général que ceux amquels
on arrive par la méthode analytique. On trouvera, dans les
Legons de Darboux, de nombreuses applications de cette
méthode & ln théorvie des courbes et des surfaces.
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ETUDE APPROFONDIE DU MOGVEMENT D'UN CORPS SOLIDE.

Les vésultats géndraun gue nous avons obtenus an Gha-
pitee 11 sont relatifs a Pétude des propriétés différentielles du
mouvement d'un corps solide. Dans ce Chapitre. nous allons,
en nous appuyant sur ces résnlats et sor ceox obtenus anx
Chapitres HT et IV, étudier les propriétés finies de ce moune-
ment.,

Cette étude fait intervenie d'importantes notions géome-
triques, qui seront pleincment mises en lumiere par la consi-
dération de denx cas particuliers trés importants @ le eas on
un plan du solide glisse sur un plan fixe, et le cas ou le solide

a un point fixe,
PREMIERE PARTIE.

Mouvement d’une figure plane.

Lorsqu'un plan I du corps glisse sur lat-méme, tous les
plans du solide paralleles a I glissent respectivement sur eax-
mémes. La trajectoire d'an point M guelcongue du corps se

déduit par la translation m,.\i de celle de sa projection m
sur 1. I suftit done d’étudier le mouvement des points de 1.
Nous prendrons comme trigdre fixe un tricdre OXYZ,
dont le plan des XOY <era le plan fixe H, sur lequel glisse le
plan II. Le triedre mobile ozys sera nn triedre dont le plan
des oy est confondu avee le plan 1L Les deux tricdres ont
done méme direction pour Paxe O3 et Pase oz ( fig. 28).

VLA f
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La position du triédre mobile par rapport au triédre fixe est
déterminée par la position des axes roy par rapport a XOY.
Ces nxes sont déterminés par les coordonnées X, Y, de o par

“.ig N,

rapport i NOY, et par l'angle ¥ - {‘()X‘ u‘r). Un point M du
plan I, dont les coordonnées par rapport & ozy sont (x. v)
nura pour coordonndes par rapport aux axes fixes

N = Xy cos0 — ysin b,

Y o= Y4 sin 0+ v cos,

\. Propriétés du premier ordre. Vitesses. Trajectoires. -—
Soient £, n, § les composantes de la vitesse de o; p, ¢, r celles
de la rotation instantande de ozyz, sur ces axes oryvs. Les
composantes sur oxy3s de la vitesse d'un point M quelconque
du corps sont données par les formules classiques

E4+qs—ry,

il

i

N +rr —ps.

R
I

Ve
v,
Ve 4+ py —qur.

Comme V=2 0 quel que soit le point M, on a identiquement

: w0, ,p = 0, ¢ =0

et les composantes de la vitesse de M sur les axes mobiles
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sont donc

ou. pumisque ici r == w, en désignant par w le vecteur rotation,

‘ V=% —uwy.

(1 s V=1 + wur,
' V.= o,
on a d’ailleurs
0
M) == =~ o
ot

Les composantes de la vitesse de M sur les axes fixes seront

":.‘.: \“-— b'l | \',.l iz \“ SR Ol \ - \a h
Vi Y, — 00N — Ny == Y+ 0N — N\

>
Onvoit que le vecteur Vi vitesse de o, et le vecteur rota-
.

tion w sont rectangulaires. Le mouvement instantané est done
toujours une rotation, sauf dans le cas ot w .- o, suquel cas
le mouvement instantané est une translation.

Nous éearterons ce cas, el nous supposerons toujours, sauf
acis contraire, que w 3£ o.

Cherchons alors axe instantané de rotation. Glest évidem-

ment une droite paralléle a (:;, c'est-a-dire perpendiculaire au
plan 1L
Soit I sa trace sur le plan 1L Ce point est déterminé par la
condition que sa vitesse est nulle a Uinstant ¢. Si .z, v, sont
les coordonnées de 1 par rapport aux axes mobiles, cette con-
dition s'¢ernt
E—wyy=o0,

T, 4+ Wry =0

n
L= 2y
\ri=—0
Cry .
’."1'—7 .
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Dans le systéme d'axes fixes, les coordonnées X,. Y, de |
sont déterminées par la méme condition, qui s’écrit
. ' v
\ \l - \0 = ° Y

(0]
. X,
'\|..\0: 2,
1)

D’aprés les propriétés du mouvement tangent de rotation,
la vitesse de tout point M du plan mobile est perpendiculaire
i la droite ML Clest d’ailleurs immédiat analytiquement,
|misqu’1~n remplagant, dans la formule (1), 2 et v par leurs
valeurs tirdes de (2). on a

\ Ry U

N, Wi -y

Dounce, les normales aux trajectoives de tous les points de la
figure i Uinstant ¢ passent par le poiot T(").

Le point L estappelé centre instantané de rotation a Vins-
tant 2. La propriété géométrique qui précede conduit i se
demander si le point 1 est indépendant de I loi du mouve-
ment de oy en fouction du temps, ¢est-a-dire 'il ne change
pas lorsque tous les points du corps déerivent les mémes tra-
jectoires, mais avee des vitesses différentes. Cela revient a
changer la loi qui fait dépendre 7 du temps. sans changer les
relations entre I, v et 4, relations qu’on obtient en éliminant
le temps entee les expressions de ces trois quantités.

Il en est bien ainsi. En effet, si dans la relation 8 = f(¢)
on fait () un changement de variable ¢ = ¢ (¢,). les formules (3)

(') Lorsque @ . o le mouvement tangent est une translation, les noe-
males vont concourir en un point 3 l'infini. Nous disons que [ est 2 Vinfing
dans la direction de ces normales.

(*) Cela équivaut d changer expression de 6 en fonction du temps.
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ne changent pas, car

dax,
Xy dr o d\, Y, dY,
W T T T stdeméme D=
dt

Nous venons de trouver une pmpri«llc’- commuane aux fra-
Jectoires de ous les points de la figure mobile. Corrélative-
inent, dtudions le mouvement d'une courbe (¢) invariablement
liée a la figure mobile.

La succession des positions de cette courbe dans le plan
tixe. lorsque le plan mobile se déplace. forme une famille de
courbes, ayant une enveloppe (C). Cherchons a déterminer a
Vintant ¢, les points caractéristiques de In courbe (¢). ¢’est-
a-dire les points ou (¢) touche son enveloppe (€). Soit #e un
de ces points ( figr. »9). Loesque le plan mobile se déplace.

Fig. .

le point caractéristique m se déplace sur la conrbe (e) en
général. D'autre part, le point se déplace aussi sur la courbe
enveloppe ((0). Le mouvement du point m sur (C) est le
mouvement absolu de ce point dans le plan fixe. 1l résulte de
la composition du mouvement de m sur (¢) (wmouvement
relatify et du mouvement de (c¢), ¢'est-a-dire du mouvement
de la figure mobile (mouvement d’entrainement). Douc lu
vitesse absolue de m est égale a la somme géométrigue de s
vitesse relative et de sa vitesse d'entrainement. Mais la vitesse
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absolue Vr,, de m est portée par la tangente en m a (C); sa

~»
vitesse relative V, est portée par la tangente ¢en m a (c).

—_—
Comme () et (¢) sont tangentes en m, V4 et V, sont deux
vecteurs portés par une méme droite. Donc, leur différence

—

géométrique, ¢'est-a-dire la vitesse d’entrainement V. est aussi

portée par la tangente commune a (¢) et (C). Mais V. est la
vitesse d’un point M du plan mobile coincidant a linstant ¢

-
avec m. Donc la perpendiculaire a N, en m, c’est-a-dire la
normale commune & (¢) et (C), passe par le centre instan-
tané de rotation 1.

» -— — -
On a supposeé V2 Voisi Ve Vi Ve oy le point moest

confondu avece 1. De toute maniére, la normale commune
passe encore par 1. Réciproquement, si m est le pied d'une
normale abaissée de 1 sur (¢), le raisonnement précédent
repris en sens inverse montre que m est un point caractéris-

tique de (¢).

Le raisonnement s’étend aussi au cas o w étant nul, 1 est a
linfini dans une certaine direction : la normale a (¢) en m
devra étre paralléle a cette direction.

Si l'on considére le mouvement inverse du mouvement
donné, c’est-a-dire le mouvement de NOY par rapport a roy.
an sait que le centre instantané de rotation ne change pas.
La courbe (C) n alors comme enveloppe la courbe (¢). (C) et
(¢) sont appelés profils conjugués.

Rappelons la définition du roulement d'une courbe sur
une autre. Sotent ¢, une courbe fixe. ¢, une courbe mobile de
forme invariable, ces deux courbes étant supposées orientées.
On dit que ¢, roule sur ¢, lorsque a chaque instant les deux
courbes sont tangentes en un point 1, les deux demi-tangentes
positives coincidant, et lorsque de plus. en appelant s, et s,
les abscisses curvilignes de 1 sur ¢y et ¢y on a

8y — £ == CONST,
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Cette définition étant rappelée, en général les courbes ()
et (C) ne roulent pas 'une sur I'autre. Orientons en effet ces
courbes de facon que les demi-tangentes positives coincident.
Si s el S sont les abscisses curvilignes du point de contact m
sur (¢) et (C) respectivement. les mesures de la vitesse absolue
ct de la vitesse relative de m sur la direction des demi-tan-
gentes positives sont

V,, oz —— 2 e
' ot ! ! ot
Done on a
oS s \ I . .
— — = Ve w v au signe pres);
ot ot { R pres)
donc
7 .
— -8 O
ot

st Lm0, cest-a-dive si le point 1 n'est pas en m. Done il
w'y a pas en général roulement de (¢) sur (G Ho'en serait
ainsi qae si L était constamment en m ('),

Cect nous conduit alors a envisager le eas o 1 est constam-
ment en . clest-i=dive @ considérer le licu de 1 dans le plan
\NOY et dans le plan zoy.

Le point I varie en général dans le plan mobile: soit 1, Ia
courbe qu’il décrit dans ce plan. H est ausst mobile par rapport
au plan fixe. Soit I la courbe qu’il décrit dans ce plan. Les
raisonnements précédents montrent :

1“ que by a pour enceloppe 1y puisque Voo au point 1
a” que 1, roule surl,.

(') St w sannule pour une valeur 7, de  sany que ¥V sunnule, T oest

. . . . dr , . .
Viafini mais on a toujours 1 (S—s) =V, Zo; «i V, sannule alors
«
L]

d . o .
pour { == L, on a (S—3) : 0. Mais w ne saurait yannuler en méme
.

ot
temps que ¥, pour tout f, car Il resterait alors immobile par rapport 4 1,.
Si P'on a constamment w = o, V_Z o, I est toujours 3 Pinfini, le mouve

i . . . .
ment ("-- ) est une translation @ il o’y a plus ni base ni roulante.
e
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On voit done qu’a tout mouvement d’un plan sur un plan
tle mouvement de translation excepté) correspondent deux
courbes roulant Fune sar Pautre; réciproquement. la donnée
de ces deax conrbes et de leur position iitiale définit complé-
tement  ln succession géométrique des  positions du plan
maobile: pour définir, de plus lear succession dans le temps,
il faut en outre se donner par exemple Fabscisse curviligne
de Lsur Pane des courhes 1, ou 1y en fonetion du temps.

Ly s'uppelle la base du mousement. 1, Lo roulante. La tra-
jectoive d'un point queleonque du plan mobile est une rou-
lotte,

/
l,m‘wlu'uu passe du monvement divect ( ) an mouvement

I
Ha
118

1}
o nouvelle roulante est Ty des deax vitesses angulaires instan-

inverse ( ) I ne change pas, mais la nouvelle base est 1,

tancées m, el o sont npl)ns('-('s ", .

.. . " .
St dans le monvement direct (-l-,-). () avait pour enve-

“
1,

(1}
enveloppe (ehe En particulier, si (¢) se réduit i un point M,

)- Dans le

loppe (). dans Te mouvement inverse ( )‘ (C) aura pour

i1
() est 1o rouletie de M dans e mouvement (

o)
momvement iverse, (G) de Hy passera par un point M de 11
P | I ’

invarcinble par vapport a . La normale a (C) en M passait

. 1 .

par I dans le mouvement diveet ("- ) on en déduait Ia propo-
0

sition corrélative suivante, par la considération du mouvement

unverse : SCdans un mouvement (

\

) de plan sur plan une

Ho
m
courbe (G de I, passe par un point M invariable dans 1,
la normale a (C)en M passe par le centre instantané de
rotation.

Stau licn de se borner au mouvement de Il par rapportall,
on envisage le momvement du corps solide S li¢ a Il par
rapport a Pespace S, Lid a . on voit qu'il faut considérer les
deux exlindres dont Uy et 1, sont les sections droites : cvlindre
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base ¢t cylindre roulant. le mouvement instantané sera une
rotation autour de la génératrice de contact 13 de ces deux
cylindres.

APPLICATIONS KT EXEMPLES sIMPLES. -— bLaos résullats pré(.'o"-
dents montrent que les propri¢tés géométriques essentielles
du mouvement ne dépendent que des trajectoires des points
du plan mobile, et non pas de la maniére dont ces trajectoives
sont parcourues. Pour déterminer le mouvement au point de
vae géométrique, il suffica par exemple de se douner les
trajectoires de deux points du plan, ou bien les enveloppes de
deux courbes, ou encore la trajectoive d'un point etUenveloppe
d’une courbe. On en déduira la base et la roulante. Nous
allons donner quelques exemples simples de problémes de cente
nature.

" Deur points de la figure mobile décricent deuar
droites du plan fize. - Feartons le cas on les deus droites

Fig. 3o.

sont pamlléles; le mouvement serait alors une translation.
Soient donc ox. oy les droites fixes que décrivent les points
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a et b de lu figure mobile ( fig. 30). ab est donc une longueur
constante, soit ab = .

Le point a décrivant oz, la normale en a a oz passe per le
centre instuntané I De méme pour ln normale en b a 0y 1 est
donc a l'intersection de ces deux droites. Si l'on considére le
cercle circonserit au triangle oab, 1 est donc le point diamé-

tralement opposé a o sur ce cercle.
. . . //w..\ . . R
Mais, s Fon pose zoy = a, on sait que le diametre du

) .o :
ceeele oab est égal i —. Done
sina

Ceei montre que, dans le plan fixe, 1 décrit le cercle (C) de
{ ’
centre o et de rayon s Clestla base du moucement.

D'autre part, si Von considére comme faisant partic de la
ligure mobile le cercle oab, de grandeur constante (1), comme
le point T est toujours sur ce cercle, ¢'est la roulante du mou-
vement. Soit () ee cercle, de rayon moitié du ravon du
cercle (Q).

Un point quelcongque m de la roulante décrit un segment
de droite passant par o, car ln normale en m a sa trajectoire
passant par I, la tangente passe constamment par o.

En particulier, deux points, m et m', dinmétralement opposés
sur (¢), déerivent des droites rectangulaires oX et 0 Y. Comme
les points m et m' sont des points liés a la figure mobile, la
longueur mm' est constante. et l'on voit qu'on peut considérer
le mouvement comme engendré par un segment de longueur
fixe dont les extrémitds se déplacent sur deux droites rectan-
gulaires fixes oX etoY.

De cette génération, il résulie qu'un point quelconque de
la figure mobile décrit une ellipse de centre o.

(') Le scgment ab fait avec le cercle oab Uangle 2 en a et en 6. Il est
invariablement lic & ce cacle,
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Dans le mouvement inverse. le cercle (C) roule sur un
cercle (¢) de rayon moitié qu'il contient: tout diamétre lis au
cercle (C) passe alors par un point invariable du cercle (¢).

a* Déplacement du repere rectangulaire mobile dune
courbe planc (C). — Soit une courbe plane (C), 0 un point
mobile sur cette courbe ( fig. 31). Le repére de cette courbe

Fig. 3r.

)

© 4
e

au point o est formé par la demi-tangente positive oy et la

demi-normale or obtenue en faisant tourner oy de - Z autour
: ”

de o (en ajoutant la perpendiculaire au plan de la courbe
en o, on a le triédre de Frenet).,

Lorsque le point o se déplace sur lu courbe (€) le repére
ataché en o prend un certain mouvement qu’on se propose
d’étudier.

Le point o décrivant la courbe (€), le centre instantané [ se
trouve sur la normale en o a G, ¢'est-a-dire sur o.r. Comme
oz est une droite liée au plan mobile, ’est la roulante du
mouvement.

De plus, lorsque o varie. la droite o enveloppe la déve-
loppée de (C); soit (T) cette courbe. Comme le centre instan-
tané se trouve sur la normale & ox menée par le point ou ox
touche (I'), et puisqu’il est sur ox, il est confondu avee le
point de contact de ox et de (T). Donc (T) est la base du
mouvement.
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On voit done qu’on oblient le résultat suivant : la normale
roule sur la développée (V).

On peut encore dire que si Fon considére la courbe (T'), et
une de ses tangentes qui roule sur elle, le lico d’un point
qm-lcmnque de cette tangente est une do‘\'nloppunle de (T).

En considérant le mouvement inverse du mouvement pré-
cédent, la propriété précédente s’énonce ainsi @ « Si 'on con-
sidére une courbe (') qui roule <ur une droite A, toutes les
développantes de (') passent par des points fixes de . »

3 Contre-parallélogramme articulé. - Considérons un

Fig. 3a,

quadreilatéere concave ABCD, dont les c¢otés opposés sont
cganx denx a deus ( fier. 3a).

AB G oo,
AD == BC == b,

lu el quadrilatere Sappelle contre-parallélogramme.

(') En orientant I' de fagon que sa demi-tangente positive soit Ir, en
appelant g l'abscisse curviligne de 1 sur T, et R la valeur algébrique de OI,
rayon de courbure de (), Ir roulement s'exprime par la relation différen-
tielle classique de . dR.
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Supposons qu'aux sommets de ce contre-parallélogramme e
trouvent des articulations permettant aux cotés aboutissant a
un méme sommet de former un angle de grandeur arbitraire,

Si l'on fixe deux des sommets, \ et B par exemple, le svstéme
formé par les trois tiges BC, CD. DA dépend d’un purumétre,
St 'on donne a Pune un certamm mouvement. il en résulte
pour les deunx autres des mouvements bien détermines. En
particulier. le point € déerit un eerele de centee B et de
ravon b. Le point D déerit un cercle de centre A et de
rayon b. On peut done encore considérer le mouscment de CD
comme le mouvement d'un segment de longuenr a dont les
deux extrémités déerivent les deus cereles precédents, Cher-
chons la roulante et Ia base de eo mouvement.

lLe centre instantané | est a la rencontee des normales en €
et D aux deux cercles, e'est-a-dive an point de conconrs des
droites AD et BC.Si Fon suppose o - b se trouve effective-
ment sur les segments VD et BCO Menons AC et BD. Les
triangles ACD ¢t ABC <ont égaun, done VG et un trinngle
isoscele. De méme BID oo icoseele, Done Ta figure est symd-
teigque par rapport a la droite T, hisceetriee de Pangle NI
On a done

(I § I BN L DU W | Ry /%

ce qui montre que, dans le plan fines T déerit une ellipse de
fovers \ et B, Daillenrs, lo tangente en Fa cette ellipse est la
droite IT.
De weéme, on a
1 w1 = 1G 1T B = ),

Donc. dans le plan mobile. le point U décrit une ellipse égale
a la précédente. et symétrique a chaque instant de celle-ci
par rapport a la tangente commune IT. Donc le mouvement
est obtenu en faisant rouler Pune sur autre deux ellipses
égales, de facon qu'elles restent constamment symétrigues
par rapport a leur tangente commune; il suffit d'ailleurs pour
cela qu’elles vérifient cette condition i U'instant initial.
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Si l'on avait a > b, on verrait aisément que la roulante et
la base sont alors des hyperboles symétriques par rapport a
leur tangente commune.

4" Une droite du plan mobile a pour enveloppe un cercle.
Un point de la droite décrit une tangente fixe au cercle.
Sotent & In droite mobile, T' le cercle fixe de centre O. D la
twngente fixe i ce cercle, A son point de contact (fig. 33).
Soient B le point de A décrivant D, C le point oi A touche T.
Le centre instantané se trouve sur la normale en B a ) et sur

Fig. 33.

la normale en G a I, ¢'est-a-dire sur OC. Donc i1l est a linter-
section de OC et de la paralléle @ OA mende par B.

TN
Les angles BOA et @ sont égaux, puisque les triangles
BOA et BOC sont égaux. D’autre part
<N N
BO\ = OBI

comme alternes internes. Done

~N
/';('” = 6’;'

y
le triangle OBI est isoscele,
Ol = IB‘

Douc, dans le plan fixe, le point I décrit une parabole de
foyer O et de directrice D.
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D’autre part, le point O, considéré comme faisant partie de
la figure mobile, reste & une distance OC = R = const. de la
droite A. Donc O décrit dans le plan mobile la droite paral-
lele a A et a une distance R de cette droite.

(lomme on a
Bl = TR

on voit que 1 décrit dans le plan mobile une parabole de
fover B et de directrice .

Ces paraboles sont d’ailleurs a chaque instant sYmétrigues
par rapport a lear tangente commune 1T,

B. Propriétés du deuxidme ordre. Accélérations. Cour-
bures. -— Cherchons, a Uinstant ¢, Uacedélération d'un point M
invariablement li¢ au plan mobile.

Si Uon appelle <, ot <y les projections de cette accolération
war les axes mobiles, les formules de Bour donnent

ZANe .
L e "I_IT wVy,.
. m= l.l_\._‘ +wV r
[ it .

cto dlaprés les expressions de Vet Vi, ona

. ,
e O e L A R o T e ) A UL AN A
!

R A U R A Y (S I SRS A S T S T S SR U

.

Pour simplifier 'étude de ces formules @ Uinstant t, on
peut toujours supposer que les axes mobiles ont été choisis de
facon qu'a Finstant ¢ Porigine o soit confondue avec le centre
instantanc I ('), axe ox étant la tangente commune en ce

(') Ceci suppose ©w £ o comme on I'a dit au début de re chapitre, Si, a
I'instant considéré, on avait w - o, le changement d'axes serait inutile, Jes
formules ({) se reduisant i la form: simple

Yoo E—w

' .
“'“ T, 4w L,
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point  la base et a la roulante ( fig. 34). On a, pour les coor-
données de | a l'instant ¢, (== yy== 0. ce qui, en se repor-

D'autre part, la vitesse relative (') de I doit ére dirigée
suivant or. Or, ses composantes sont

LW 1w
.l" T e g ey
m m*
- .o
", - i Jm .
! o n?

On doit avoir ) == 0, ce qui. avere les conditions préce-

Fig. 34.

dentes, donne & U'instant ¢, 2= 0. Si Pon appelle V la vitesse
de I sur ses trajectoires a I'instant considéré, on a

Voo & ou 7= — Vo,

en supposant que o ost dirigé suivant la demi-tangente

(') Notons que la vitesse d’entrainement ¢tant nulle, sa vitesse absolue
et 12 vitesse relative sont fgales,
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v
positive aux courbes I, et 1,1 V est alors la mesure sur or
de la citesse relative de 1.

En portant ces valeurs dans les formules (4). celles-ci e
simplifient et deviennent

. § te= —wir —wy,
) lyvi=—Vo—uty +uw.r,

Nous avons vu, au Chapitre |, que Paccélération d'un point
est liée aux éléments différentiels du deuxiéme ordre de la tra-
jectoire de ce point. Les formules (5) vont nous permettre
d’étudier ces éléments. D'abord, considérons le point M du
plan mobile qui, a U'instant t consideré, corneide acec 1.

Pour ce point .z == y == 0. on a V.z== o0, mais on a
.,’r z= 0,
vy =2 — Vo,

donc, en général I'e 2 o, puisgae Vo 2o et Feoest portée
par 1y Il en résulte que la roulette décrite par M présente
en b un point de rebroussement. dont la tangente est 1y Le
vecteur (X', Y'). ou Vo, estenefletnuly mais le vectenr (N7, Y,
ou I'z, ne Uest pas et, porté parly. il détermine la tangente aun
point de rebroussement.

Cherchons maintenant la condition pour que le point M
soit un point d'inflexion sur sa trajectoire « Uinstant t. 11
faut et il suffit pour cela que le rayon de courbure R soit
infini, ¢'est-d-dire que l'accélération normale de M soit nulle,
puisque cette accélération a pour expression :’-:-. el puisque
¢ % 0 si M n’est pas confondu avece le centre instantané,

Exprimons donc que 'accélération normale de M est nulle,
ou, ce qui revient au méme, que 'accélération et la vitesse

ont la méme direction; cect s’écerit

Tr 7\
— DD ok
Ve o N,

JULIA 7
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ou, d'aprés les formules (1) et (3),

—wrr — W'y — Ve —wy +w'r

¥ w.r

et, en rendant entier,

w1+ Vey =0

ou encore
Ly oy=o

Donc le liew des points du plan qui sont points d'inflexion
de leur trajectoire a Vinstant ¢ est le cercle précédent, tangent
en O a Paxe or. Ge cercle est appelé cercle des inflexions.

D'apres Ta propricté géométrique des points de ce cercle.
on peut prévoir qu'il ne dépend pas de la loi du mouvement
en fonction du temps. On peat daillears le vérifier. La

L. . v .
position de ce cercle dépend de la quantité. —. Or, si S esl
w

Pabscisse curviligne de 1 sur la base, on a

v t/_\ ) 17(]
7R T
d’on
S
vV et dS
© = 0 = 4[0'
ot

quantité qui ne change pas quand on fait sur ¢ un changement
de variable.

On peut chercher aussi le lieu des points du plan mobile
dont Uaccélération tangentielle est nulle ¢ Uinstant t, ou
encore, ce quirevient au méme, dont la vitesse et 'accélération
sont perpendiculaives. Cette condition s'éerit

Veve+Vivi=0

ou, en développaut,

Wyl +wyr+wri—Vo —oly+wri=o
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ou encore
ww'rt+ 1yt ~Volr = o,

Si ' 0. ce licu est le cercle T

EER e Lm IO,
(U]
Si w'= o0, c’est 'axe des .
Dans le cas général, le cercle (I') esttangent en o a l'axe oy,
donc orthogonal au cercle des inflexions.
Contraircmient au cercle des inflexions, ce cercle dépend
de la loi du mouvement dans le temps. En effet, sa position

., Vo . .
dépend de la quantité % Or, si Pon fait sur/ un changement

de variable t =o(¢,) (). ona

v S dS et Ve 74l 0 ot ‘"
I= e WD e - R St ', ) =4 TIZ — PR ) R} [N
! oty ot dty ! ! ! ot ot e, * !
, dw, dv | / "t
D X eme— e O (I [ 2| }
=T T an T e h
dwy ot o ") e o
D — e [ S O -ty C [N e U] [} .
dt de, P R Pl
Donc
\'|(.)| Voo 9’!/,!;’
“ Tw Pl Tyl )

. . . . .V .
expression qui n'est pas identigque & —, quelle que soit ln
w
fouction ¢ (?).
Le cercle des inflexions coupe le cercle (') au point o et
en un deuxiéme point K: comme pour ce point U'nceélération
normale et P'accélération tangentielle vont nulles, le vectenr

(') Cela équivaut 3 changer expression de O en fonction du temps.

s . . .V, \)
(*) Notons que 3 linéaire en 1, donnerait AR 2
wy
dire, la loi du mouvement dans I temps ne serait pas essentiellement
changée, puisqu'elle proviendrait d'un simple changement de origine et
de V'unite de.temps.

v o—e y TRAIS, @ Vrai
w
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accélération est nul, ce point est appelé centre des accélé-
rations a 'instant t. On peut démontrer qu'au point de vue
des accélérations, tout se passe comme si le plan mobile
tournait a Uinstant 7 autour du point K, la vitesse angulaire
étant o et Paceélération angulaire o', Les coordonnées z, y,
de & s'obticnnent en effet par les équations (5') tirdes des
dquations (5)
y = mirg—w y, = 0,

r
5 . ) .
[ Yy Ly — ‘(I)::(),

dont le déterminant est

—_— -
= wt +w'
m

Y e

qui n’est pas nul, puisque @ est supposé 3£ 0. K est donc bien
déterminé,

En tenant compte des ¢quations (5'), qu'on retranche
membre & membre des équations (5), ces équations (5)
deviennent

y Te s @ =) - (Y — ) = — i, — 0 ¥,

Iy = e iy - Y+ w(r —ur)=-—~w@ly:+ w.r,,

¢n posant
Ly =&~ Ty, MieE= ) — Y

Les formules (5”) expriment P'accélération d’un point (£q, ¥3)
dans une rotation autour de l'origine K, de vitesse angulaire w,
d'accélération angulaire w’ [on le voit immédiatement en
faisant V == o dans (5), car I est alors fixe a I'origine], ce qu’il
fallait démontrer.

L'existence du point K est d'ailleurs un cas particulier d'un
résultat plus général démontré a la fin du Chapitre I1.

Remarquons enfin que, de méme que le cercle (T), le
point K dépend de la loi du mouvement dans le temps: il
décrit le cercle des inflexions lorsque la loi du temps varie.
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Courbures. — Plus généralement, proposons-nous de
chercher la courbure de I'enveloppe (C) d'une courbe (¢) du
plan mobile, au point M oi les deux courhes se touchent a
I'instant ¢. Ce probléeme comprend comme cas particulier la
recherche de la courbure de la trajectoire d'un point, en
supposant que la courbe ¢ se réduise a un point.

On peut faire cette recherche par le calcul en utilisant la

relation
!
N= R

catre Paccélération normale vy, la vitesse ¢ et le rayon de
courbure R de la trajectoire d’un point. Nous allons effective-
ment faire ce calcul pour déterminer le centre de courbure B
de la roulette ((0) décrite par un point M.

En se reportant aux axes Lz et 1y de la figure 34, ¢ et RX
seronl les coordonndes de M a Uionstant £, On désignera par r
et 9 les coordonnées polaires de M par rapport a Lry; c'est-
a-dire que, Tu désignant un axe qui porte IM, on pose

— P
IM=»r et le, lu =0,

On a alors, pour la vitesse ¢ de M,

¢ Wt

et. pour Paccélération,
Ye=—wir—uwy,
Yy — iy 4wl V.
Si nous posons T =p, la valeur algébrique du rayon de
courbure Mp. sur I'axe L, est R = p — r. Lavaleur algébrique
sur le méme axe, de yy, v.sl;;: d’une part. et, d'autre part, est

évidemment

tr €080 < 1. 8in0 = — cos 0 wrx + 'y )—sinl [ Voo + wly —w'rl

Eun égalant les deux expressions de vy il vient, tous calculs
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faits,
wmre

p—r

= tr— oV sinb.

Divisnnt par » 3£ o et groupant les termes en w, il vient, en
définitive, la formule

] ! "
- — T emm—
s r Vend

j

Py

attribuée a Euler, etqui, connaissant M fournit p, et par suite .,
centre de courbure de la roulette (C) de M.

Une méthode analytique inspirée des mémes principes,
mais d'esécution plus longue, permet de déterminer le centre
de courbure p de enveloppe (C) d'une courbe () liée au plan
mobile. Nous ne exposerons pasici. Nous préférons employer
une méthode géométrique qui nous conduira directement
a une construction du centre de courbure de (). Cette
méthode a é1¢ donnée par M. Keenigs (Bulletin des Sciences
mathématiques, 19o7 ).

Nous aurons besoin, pour Pexposé de cette méthode. d'une
proposition préliminaire, d'ailleurs intéressante en elle-méme.

Lemme., Soient ( fig. 35) I un plan mobile glissant sur
Fig. $o.
\ 2
vr
- r o W

un plan fixe Ny, 1 le centre instantané¢ de ce mouvement a
linstant ¢. Soit II' un second plan mobile glissant sur le
plan Il considéré comme fixe, et soit I' le centre instantané de
ce mouvement a Uinstant 7. Le plan I glisse aussi sur le plan
fixe ll,. ¢t son mouvement par rapport a ll, résulte du mouve-
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1w

ment relatif i

) et du mouvement d'entrainement ( l!i")
°

.. . e A
Soit I" le centre instantanéd, a l'instant ¢, du mouvement (" )
L]

Les trois points 1, I'. I" sont en ligne drodte.
En effet soit M un point du plan I, se trouvant, alinstant ¢,
»
sur la droite IV, La vitesse relative V, est perpendiculaire a I'M,
-
donc a 1. De méme, sa vitesse d'entrainement V, est perpen-
diculaire a M, done a IV, Done sa vitesse absolue
» A »
Vi, - VoV,
est, on bien aulle, on hien perpendiculaire a 11
Dans le premier cas, le point M est confondu avee 17, Dans

-
le second cas, le point I” se trouve sur la perpendiculaire a 'V,
menée par M. clost-a-dire sue 1. Done la prupuailiml est
démontreée.

.. .
Ceer posé, reprenons le mouvement du plan Il par rapport

Fig, i6,

a un plan fixe l,. Soient I le centre instantané de rotation,
(c.i. r.) Iy la roulante. I, la base, Ixyv le repére commun
aux deux courbes au point 1 ( fig. 36).
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Soient (¢) une courbe du plan II. (C) son enveloppe,
M leur point de contact a l'instant 1. Soit MUV le repére
commun & ces deux courbes au point M, MU étant la normale
commune, MV la wogente commune. Nous avons vu que
MU passe par le point I.

Quand le temps varie. les courbes 1, et (C) restent fixes,
les repéres respectifs Izy et MUV varient.

Considérons le mouvement du repire MUN par rapport
au repere Ley. On peut le considérer comme résultant du
mouvement de MUYV par rapport au plan I, et du mouvement
du plan 1, par rapport a bey, Done les c. i. r. de ces trois
mouvements sont en ligne droite.

Or. e ¢. i. r. du mouvement de MUV par rapport au
plan I, est lo centre de courbure de la courbe (C) au point M.
Noit i1 ce point.

Le o i o du mouvement de I, par rapport a Lry est le
méme que le . i r. du mouvement inverse. C'est done le
point O, centre de courbure de la courbe 1, au point I

Done. le eentre instantané ; du moucement de MUV par
rapport a lry se trouve sur la droite p Q.

Mais on peat considérer aussi le mouvement de MUV par
rapport i Ley comme résultant du mouvement de MUV par
rapport au plan I ¢t du mouvement du plan 1l par rapport
a Ley. Dounc le point est aussi sur la droite qui jointlesc.i. r.
de ces deux derniers mouvements.,

Or, par rapport au plan I, le point M décrit la courbe ().
MUV est le repere mobile de cette courbe, done lec. i. r. du
mouvement de MUV par rapport a I est le centre de cour-
bure g’ de la courbe (c) au point M.

Le c. i r. dumouvement de Il par rapport a Lry estle méme
que le e i ro du mouvement inverse.

Or, par rapport au plan I, Ly st le repére mobile de la
courbe L. Donc le . i. r. estle point Q.. centre de courbure
de 1, au point 1.

Donc le point 3 est sur la droite p' O,
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Enfin, dans le mouvement de MUV par rapport a Loy, la
droite MU a pour enveloppe le point 1. Donc la perpendicu-
laire 13 a MU au point 1, passe par le point §.

En résumé, nous avons le résultat suivant : Les trais
droites uQy, p'Op et 1z concourent en un méme point.

Supposons alors que I'on connaisse les points Oy, O, et p'.

La propriété précédente permet en général de construire le
point p. Il suffit de joindre 1’0, de prendre le point de ren-
contre de cette droite et de 13, soit P ee point; on joint PO,
et I'on prend le point de rencontre de cette droite et de IM.
Clest le point p (construction de Savary ) fig. 3=).

Fig. 35

Cette consteuction tombe en défaut

1* Quand p'O,, et 1z sont confondues. ce qui se produit
seulement si g’ esten I}

2" Quand P ¢t Oy sont confondus; ceci ne peut se produire
que si ' est sur Le, O, et 0, éant confondus en un point
différent de L. on encore si Oy et O, sont confondus en |,
@' étant quelconque;

3° Quand PO, et IM sont confondues; ce qui se produit
seulementdorsque p' est sur Iy
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Dans le cas oi la construction est applicable, elle permet
d’obtenir Ia grandeur du rayon de courbure de (C).
Prenons sur Iz un sens positif et sur Iy le sens qu'on

. . o
obticot en faisant tourner l.o de + > Posons
W;} = Rp, 10, = R,..
Prenons ensuite sur IM un sens arbitraire Lu, et soit 9 I'angle
(4 2hx prés) dont il faut faire tourner Lr pour 'amener sur
cet axe dirigeé Lu. Posons

I =g, T = o,
. . =
s sera 'axe qu'on obtient en faisant tourner lu de + Z.
2

Exprimons que les droites pOy et p'Q),, se coupent sur | s,

Ecrivons leur équation dans le svstéme d'axes Tus.
1Oy a pour équation

u 3 . oy

- . oo T

avec In condition
H', sinl Ry cosh
- :

> 2.

b

qui exprime que 5O, passe par O, On en tire

1 i tangl

). - ."‘ ('(D:T’ ) .3

De méme p'(),, a pour équation

n
ey

B K

=
»”

avec la condition analogue

R, sind R,, cosd
-+

- oy wz g
r 2
D’oa l'on tire
v 1 tang 0
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La condition nécessaire et suffisante pour que pOy et p'O,,
s¢ coupent sur 13 est 2. = 7', ou

1 tangd 1 tang®
R, cosd : R cond r

1 1 1 1 [
“"S°<? r) = cosO(R, - I_!-:)

ou. en multipliant par cos6, supposé non nul,

’

o

(' . sinl ' )
) r "r ﬁ:'

[{1}]

A o A

Cestla formule d'Euler-Savary. Elle et établie lorsquer %o
. , . . L x .. ..
(voir 1 précédent), Ry~ R, (voir "), 4 = 7 (voir 3°). Si
) , )
Pon suppose que () est un cerele, g est un point invaria-
blement li¢ au plan mobile (centre du cercle), et I'enve-
loppe (C) est une courbe paralléle i la rounlette que déerit !
(elles ont les mémes normales). Ces deux courbes ont méme
centre de courbure g o<ur leur normale commune lu, Ia
formule d'Euler-Savary  donne done ¢ centre de cour-
. " - » . "le 4 5 " 4
bure pllu=-g) de la roulette d'un point @' situé sur lu
cttelquelu: :r.
En la comparant avec la formule d'Euler obtenue préce.
demment pour les roulettes par la méthode analytique

] 1 (]

; r \sing'

on trouve

La formule d’Euler-Savary permet de retrouver le licu des
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points qui, a I'instant ¢, sont points d’inflexion sur leur trajec-
wire. Il suftit d'écrire que, pour ces points, le centre de cour-

. . o qv 1 4
bure de la trujectoire est rejeté a infini, ou que - =o. Oh a
la condition

1 (l [N |
r- 7 \Ry Rm):sinﬂ’

N

ce qui exprime que le point M (confondu ici avec le point ')
décrit un cercle tangent en 1 a Lz et rencontrant 1y au pointJ
1

d'ordonnée — |

R, .
Nous retrouvons ainsi le cercle des inflexions. et nous
voyons de plus, d’aprés 'équation de ce cercle obtenue précé-

’
dcmam-‘nl, quona

! . ] _m
R, R, V'

relation déja obtenue ci-dessus et qui nous donne la signifi-
. . . . ) . R
cation géométrique de la quantité 5 que nous savions déja

¢tre andépendante de la loi du mouvement dans le temps.
Cette formule donne wlorsque Uon connait la vitesse N de
surl,.

Casd’exception. -- La formule d’Euler-Savary a été dtablie
en supposant a1t Lo wt Rz R, 3000 2 s+ Quiar-

vive-t-tl dans chacan de ces cas ? On va Uexaminer en passant
a la Limite,

1" SUr tend vers zéro, 8 fant < de o ou 7. le deuxiéme
membre reste fini, le premier ne peut rvester fini que i p tend
aussi vers 2éro. Done, st aun cours du mouvement le centre
de courbure p' du profil () vient en 1, le centre de cour-
bure p du profil conjugué (C)vient a cet instant coincider
avec p' en | et réciproquement. Ceci est vrai lorsque § 5 o
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ou « et reste vrai méme pour 5= o0 ou x par passage i la
limite en faisant tendre 6§ vers 2éro ou «.

2° Si, & un instant donné, R, devient égal & R,., In formule

w 1 '
Vo5Rr, 7K.

montre qu'alors w s’annule. donc la vitesse de tout puint M

li¢ au plan mobile s'annule a cet instant comme dant égale

a w.IM. par suite les trajectoires de tous les points du plan

mobile présentent a cetinstant un point de rebroussement ()

Is . ., - -
(' = 0 nécessite Nz Yoo u\’. On peut démontrer que
7

ce rebroussement est de premiére espece, si M n'est pas sur
la tangente commune Lral, et L, et quiil est de deuxidme
espéce si M est sur Lr. La formule d’Euler-Savary est ¢ncore
valable par passage a la limite et montre que, sisin’ & 0, on
ap=r. cest-da-dire p et g’ comeident, () et (€) sont oscu-
latrices.

3* La formule d’Euler-Savary, lorsqu’on » fait tendre 7
vers -'. donne a la hmite

] 1 ] ]
o r Ry R..

et fournit encore le centre de courbure g de (C). malgrd qu’on
soit dans le troisiéme cas ot la construction soit en défaut (7).

(') La formule d'Euler-Savary donne d'ailleurs g = r, c'eat-d-dire que p
vient en M : le rayon de courbure My de la roulette de M w'anoulant,
on a bien affaire 3 un point de rebroussement. Nous n'examinerons pas le
cas R, R_= o0 qui correspond & des ningularités de la base et de la
roulette.

(*) Il peut arriver que Von ait constamment § = t-‘ Ceei rxige que ¢

et I_, ayant les mémes normales, soient des rourbes paraliéles. Alors
M = const., p’ est confondu avec O_; donc r -~ R_; il résulte p = B, drla
formule d'Euler-Savary et p est confondu avec (), ce qui était alors évident
a priori.
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Pour construire géométriquement le point p, connsissant ',
Oy ¢t Oy, on peut alors employer Partifice suivant ( fig. 38).
Soient wy et w, les points sur br d'abscisse

] 0 = “/. 1w,y = R e

Joignons p'wy et pw,,. L'équation de p'w, est

et Ce"c de 1 T

La droite joignant I au point d'intersection de ces denx
droites » pour ¢quation

“(u', T?L) - (l ” 'l)

ou. dapres la formule d’Eoler-Savary, en supposant R, 2 R,

r :;:.)
Fig, 38
Y
L= R
..
-~
.
i)
\
L N
LY
ot--.. \
. \
\‘ [y
I‘ “
# \ |
| )
[}
)
| J [
wr Wy, I

Clest la premiére bissectrice de 'angle loy. Ceci permet
donc de construire le point g, connaissant @', wy et wy,.

Courbure des roulettes. — La formule d’Euler-Savary, on
I'a vu, donne le centre de courbure p de la rouletie décrite par
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un point M du plan mobile; il 0’y a qu'a supposer dans Pétnde
précédente que p’ coincide avec M. Si l'on pose

l“ = r, Iy E- N
on aura encore

] ] ] ! ]
e UV v b

y

En vertu de la remarque faite ci-dessus pour le premier cas
d’exception, on voit que. si M vient en | pour une valeur /4
de 1. g vient aussi en L c'est-a-dive que la roulette présente un
rebroussement, le ravon de courbure pM étant alors nul. Ce
fait se produit pour tout point M du plan mobile situé sur 1, :
sa lrajecloire présentera un  rebroussement de premiere
espece @ Uinstant ty o M sera le point de contact 1 de 1,
et Ioila vitesse de M a cet instant 7, est nulle, mais un calenl
direct et trés simple de Paceélération de ce pointa instant ¢,
a Paide des formules (5) qui donnent les composantes sur QLry
de Paceélération d'enteainement de M vodr plus haut étade
des aceélérations), nous a montré qu'a cetinstant Faceélération
non nulle est diegée suivant Ty, et «a valear algébrigue
est - Vo,

Remarquons enfin que la formale trouvée pour la conrbure
de (C). protil conjugué de (¢), ne dépendant a Finstant 7 con-
sidéré que du point @' centre de courbure de () correspon-
dant au point de contact M, on a le théoréme :

Le centre de courbure p i Uinstant t de Uenceloppe ()
de la courbe (c) liée au plan mobile corncide avee le centre
de courbure de la roulette décrite par le centre de cour-
bure p' de () qui correspond au point M de contact de ()
et (¢yal'instant t.

Remarques sur la construction de Savary. -- La cons-
truction de Savary est, au fond. la construction de deux lon-
gueurs satisfaisant a la relation

1 1]
e =z CODSE,
|- r

»
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Si I'on se donne r, p est défini d'une facon unique par cette

relation.
Si done on porte sur Iy deux longueurs

107 = R, T0,, = Rip.

telles que
! L R
R, TR, R, R’

il est hien évident que la construction de Savary, faite avec
les poiats Oy 1 O, . donnera les mémes résultats que la cons-
truction fuite sur les points O, et O,,,.

On peat profiter de cette indétermination des points o,
et O, pour simplifier lu construction. En particulier, on peut

Fig. 390

Y

o

envoyer un de ces points a linfini. Supposons d'abord qu'en
envoie O a Uinfini; on a done

I
ez )

R, <"
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d’on
_L_.__(v_,',.. ! w
R, ~  \R, Y i W
N

Le point O], est donc au point J, diamétralement opposé
de I sur le cercle des inflexions. On a alors la construction de
la figure 3q.

Si, au contraire, on envoie (O, a infini, on a

F',_ = o
el ‘
1 ' 1 ) . \
[P P e

le point O est en J', symétrique de J par rapport a 1. On a
alors la construction de la figure fo.

Fig. jo.

Jjor

P

Remarquons encore que, sur la droite Tu, les abscisses p
et r de p ety sont lices par une relation homographique.
Done si p et p' varient sur lu, ils décrivent deux divisions
homographiques; les points doubles sont confondus au point 1.

Si le point p est a l'infini, le point p' est en A, ou le cercle

IULIA ]
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des inflexions recoupe lu, et 'on a

A (! '_) L
T Th \K, R, /sinb
D'on
1 1 1
— w2 ———y
7 W I\
ou ‘ _
(TW—Tp) I =—Tu. Ty,
on

p (T WR) = — T T,

PR A = — T (Tg - ap') =— ':L'.‘l‘

ou enfin

ce qui montre que les points et A sont du méme cord par
rapport a p'. En particulier, si la courbe (¢) se réduit au
point M, p" est confondu avee M et Pon voit que la concavité
de la trajectoire de M est toujours dirigée du coté de A,
Appliquons encore la formule d’Euler-Savary a la recherche
du ceatre de courbure de (C) lorsque le point M ost point

v . 4. v
d'inflexion sur (). Alors @ est a Uinfing, RN done

o

] ] [ B | A\ N
nd - — e bl L - 0;
& ( R, R, ) sinf) 0 "

le point g se trouve en B sur le cerele de diametre O)'.

En particulier, si la courbe (¢) devient une droite . on
voit que le point B, centre de courbure de Penveloppe de D.
ne dépend pas de la distance de la droite ) au point 1, mais
seulement de Ia direction de la droite D. Cela s'explique par
ce fait que deux droites paralléles du plan mobile ont pour
enveloppe des courbes paralleles.

En particulier, si Pon considére la paralléle a D mendée
par B, c'est-a-dire la droite J'B (fig. £1), on voit que. pour
Penveloppe () de cette droite, le ravon de courbure est nul
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au point B; donc, en général. B est un point de rebrous-

Fig. {r.

sement sur (). Clest pourquor on doone au cercle de dia-
métre O le nom de cerele des rebroussements.

Remarques sur le moucement inverse. St Pon consi-
. . He . .
dére e mouvement inverse ) oon st que le e, 1. r. ne
. .
change pas; la courbe I, roule sur L, on peut dire qu'en

Hy . /W v
passant de (“_7 ) a ( n)e base et roulante s'échangent.

Dans lo formule d'Euler-Savary, il faut done intervertir les
quantités R,, et Ry, Cect montre que, dans le nouveau mon-
vement, le cercle de diametee OJ est le cercle des inflexions
et le cercle de diamétee OJ, le cercle des rebroussements,

D'autre part. la courbe (C) a alors comme enveloppe (¢) et
la construction de Savary montre que le centre de cour-
bure de 'enveloppe de (C) n'est autre que le point y'. 1l y a

\

. , , I
¢change des points pet p dans le passage du mouvement (i'if.)
a (!l:.‘

] )

C. Btude du mouvement épicyclotdal. — Le¢ mouvement
d’'un plan glissant sur lui-méme est dit épicycloidal lorsque la
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base ct la roulante sont des cercles. Une roulette est dite
allongée si l¢ point du plan mobile qui la décrit est extéricur
a la roulante; elle est raccourcie si ce point est intérieur a
la roulante; on la nomme parfois cuspidale lorsque le point
esl situé sur la roulante elle-méme.

Lorsque la base et la roulante sont tangentes extérieu-
rement, les roulettes sont appelées épicyclotdes; lorsqu’clles
sont langentes intéricurement, le rayon de la base étant supé-
ricur & celui de la roulante, les roulettes sont appelées hy po-
cyclotdes; si le rayon de la base est inférieur a celui de la
roulante, avec contact intéricur, ces roulettes sont dites
péricyeloides, nons verrons qu'elles sont identiques aux
epicycloides. Enfin, dans le cas limite oa la base est une
droite, les roulettes sont appelées cycloides.

Cherchons les équations de ces courbes. Pour celu, prenons

<

comme axe des .« la position de la ligne des centres pour
laquelle le poiat mobile M se trouve sur cette droite. Prenons
comme origine le centre O, de la base, comme ase O,y 'axe

qu'on obtient en faisant tourner Oz de +1: (fig. §2).
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Soit R, le rayon de la base. Soient O, la position initiale du
centre de la roulante, 1, le ¢. 1. r. 3 l'iustant initial, Posons

':6; = Ry,

évalué positivement dans la direction Q..

Sotent O, la position du ceatre de la roulante a instant ¢,
Ile c.i. r. i cetinstant. I, la position a U'instant ¢ du point de
la roulante confonda avec le |miul I, & UVinstant imitial, Soit

2 (T o),

. R . —T
cet angle est aussi égal a Pungle (1.0, 107).
Soit M la position initiale sur OO, du point mabile

O.M . o,
compté posivitivement dans la direction O r.

Soit M' sa position a Finstant £, M est sue O 1

Pour trouver les coordonnées de ML projetons Uégalite
vectorielle

R S 2 »
oM 0,0, 0,

1* O, 0, est porté par Paxe O L qui faitavec Or Vangle o,
et sur lequel sa mesure algébrique est R+ R,

2% Considérons la direction, invariablement lide a la figure
mobile, qui, a linstant initial coincide avee Oy.r. Dans le cas
de la figure §2, c'est la direction 1,0y, laquelle i Finstant ¢
esten 1,005 pendant ce temps la roulante a tourné d'un angle

égal a

(I;J'f),, 1;,0',) = (u‘. RIS
Raisonnons dans le cas de la ligure, ce qui ne restreint pas la
géndralité. Sur 1,0, la mesure algébrique de O, M’ est igale
a la valeur algébrique de O, M sur 1,0, ou sur O,.r, laquelle
est a,
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11 faut maintenant avoir 'angle (O./.z:,h),) Ona
((\ ) ( \ Ty IO,) (lO,,\')

Puisque, dans le cas de la figure, 1,0, a méme direction
que Oyryona
S
(67-18,) = (170,,15,) = =.

On a donc

<O r, 1,0, )m:—t—(l{l",f) -_z+<6:| (h )

Posons

(n I n.,l,,)_ 2.

Afin que les tangentes positives en 1 a la base et @ la
roulante soient identiques, nous prenons, pour compler les
ares, le sens trigonométrique sur la base; sur la roulante.
prenons le sens trigonométrique si R, est négatif, le sens
contraire si Ry estpositif. Alors on doitavoir dans tous les cas

lol = 01
ol
’ . R'
Rioa=: Rya', d’on 2 —a
R,
ot

~ \

(()..I‘, '.“O._.‘) ok -,

Ou a donce. pour les coordonnées de M,

roe= (R + Ry)eosa +acos(z-+ 2,

y= R+ Ryysina+asin(z+ a’)

ou, en remplacant &' par sa valeur,

.r-::(l!.-»l!,)cosc-o—aros(-:‘-‘i +l)z.
e

_y::xR.-q»-R,)sinc-o—a.-in(:' e l)a.
?
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Il est évident qu’a partir du moment od le point I, revieat
sur la base au point 1,, il suffit d"imprimer & Parc de courbe
obtenu des rotations de

10,1, = 2, 22, 3a2.. ...

pour avoir la courbe tout entiére. La courbe se fermera done
st &, est commensurable avee =, Or, Parc du cercle de

base (,,\l. est égal a lan Ry 0 done

Re
R,

2, 2 m

Donc. si R, et Ry sont commensurables, In courle est
fermde. Dans ce cas, elle est unicursale (V). En efler, «

R. p
=y

R g
p et g étant entiers, il suflit de prendre comme parameétre

2
¢ = tang
Y/

pour avoir et 37 sous forme dexpressions rationnelles en ¢,

Si R, et R, sont incommensurables, la courbe ne se ferme
jamais. Mais, dans ce cas. on peat montrer gue la courbe
passe a une distance aussi petite que U'on veut d'un point
arbitaire situé a Uintérieur de la couronne circulaire for-
mée par les cereles de centre O, et de rayons By + R, -~ a
ot R, + R, 4+ a. I suftit de le prouver lorsque a o= R,. est~
a-dire pour l'épicycloide cuspidale.

A cet effet, considérons un cercle de raxon r. compris
entre R, et R, + 2R.. Soient A et B les points on ce cercle

, R,
(') Citons les cas particuliers R, = R, (cardiolde); B,z — " (diamitee

de la base), Ry = — "" (hypocy«loide & trois rebroussements), etc.
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rencontre un arceau de 'épicycloide (fig. 43). Tous les points
ou la courbe rencontre le cercle se déduisent de A ou de B par
des rotations de ka,, & étant un entier quelconque positif ou
négatif; nous n'aurons besoin que d’une seule de ces séries de
points, obtenue par esemple, en supposant A > o et en partant '
du point A. Soient A, Ay, Ay, ..., Aa, ... les pointsde cette
série. Soit C un point ne faisant pas partie de cette série.
Nous allons montrer qu'on peut trouver des points A, aussi
voisins de (G que l'on veut.

D'une facon plus précise, si 8 est Pangle AOC, ¢ étant un
nombre aussi petit qu'on veut, montrons qu'on peut trouver
deux nombres entiers p et g tels que

ipxi—(r1gm+~PBYie

ou, en divisant par ax,

’

pi‘- —_—y — il « -‘— =7V,
V33 o 2" i
p().'i()llS
X,

== 0, -;"-’; = w;
6 st un nombre incommensurable par hypothése; quant a o,
¢’est un nombre quelconque, inférieur a 1 et qu’on peut sup-
poser positif.

Montrons qu'il suffit de trouver deux nombres eptiers m
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et n tels que
iml—n .

En effet, supposons d’abord qu'on ait m3 — n > 0. Alors
on a
mb—n<Lr,;
posons
h=m0-n,

et soit kA le plus grand multiple de A contenu dans w :

Ah / ™ ~._,';(/; + 1 h:
on a donc
Aimb—ni ol hk4+11tmd—n)
ol
himb—ny—wm - mb—n -

~

donc, en prenant p -z km, q - kn, le probléme sera résolu.
Si l'on avait m%.--n - o, il suftirait de remplacer 3 par
B —oan qui est aussi une quantité négative: le raisonnement
s'achéve sans difficults,

Nous sommes done ramenés au probléme suivant @ montrer
qu’il existe deox nombres entiers m et n tels que

mb--n v,

7, $tant une «|uanlil¢'- donnée a lavance et aussi lwlilv qu'uu le
veut.
On peut toujours trouver un nombre entier r el (ue

| 1
-"r‘-.:_ cm— @

r - r—1i

Pour démontrer la proposition annoncée. il suftit de mon-
trer qu'on peut trouver m et n entiers tels que

1
ml—n o -
r

Considérons les nombres

0, 20, 30, ..., ro
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et retranchons de chacun de ces nombres sa partie entiére.
On obtient comme restes r nombres compris entre o et 1 :

6., 6, .... b,

Ces nombres sont irrationnels, puisqu'il en est ainsi de §.
s sont tous inégaux, car si P'on avait

on en dédusrmt
(0= 56+ K,

A ¢tant un nsombre entier; d’ou

A

0o e
t—=7

9 serait done rationnel, ce qui est contraire a Fhypothése,
Divisons alors Pintervalle o o001 en o ointervalles égaux
par les points de division

Chague nombre 4, se trouve dans un de ces intervalles, sans
pouvoir coincider avee une extrémité,

Comme il vy ar nombres 4, et rintervalles, de deux choses
lune :

1* Ou bhien dans chaque intervalle il v a un %, et, par suite,
un senl,

En particalier, il y en a an dans lintervalle o. . i; soit 4
ce nombre; on a done

]

0, -
I »

on, 7, étant la partic entiére de 9,
. . 1
10— p

Il suffit donc, dans ce cas. de prendre m=j, n =j, pour
résoudre le probléme propose.
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2® Ou bien il existe des intervalles dans lesquels il n'y a

aucun %,. Dans ce cas, il existe certainement un intervalle o0
se trouvent deux nombres, %, ¢t 7,. On a donc

‘01— 6,' 2 l:

’
ou. sty et gy sont les parties entiéres de 9 et J8.

4 — L= (f0-- ) 2

St
-

ou

o ol =y~ g1

Ste-
.

Il suftit done de prendre dans ce cas moo= 4 —fonzidy -,
pour satisfaire aux conditions de I'énoncé,

On voit donce que, dans tous les cas, le théoréme est
démontre. On voit méme que le nombre moest wnjours infé-

rieur a r.

Courbure d’une épicycloide. - Nous étudierons seale-
ment le cas de Pépiexeloide cuspidale.

Soient donce (fig. §4) M la position du point mobile a
UVinstant ¢. 1 le centre inctantand de rotation a cet instant,
Pour trouver le centre de courbure de Fépieyeloide au
point M appliquons la constraction de Savary .

Le centre de courbure O, de la base est le centre du
cercle Oy, De méme le centee de courbure O, de la roulante
est le centre ), de ce cercle roulant.,

Le point P est donc a lintersection de MO, et de la perpen-
diculaire a IM mende par 1. Donc. P est le point diamé-
tralement opposé @ M sur la roulante. Le point g, centre de
courbure cherché, est alors a U'intersection de IM et de O, P.

Soit M’ le point o la droite IM rencontre de nouveau la
base. Comme I est un centre d’homothétie pour la base et la
roulante,, O3 M et O, M’ sont paralléles, et 'on a en grandeur
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et en sigone
oM _ 10, _ B,

o.M 10, R,
Fig. 4%
’

Comme PM = 20, M, on a donc aussi

g0 oW O R
ur M oM 'R,
d'on
Ou R Op  Ow R
g Y [P Op+pnP  OPF REIRY

donc le licu de g est homothétique du licu de P par rapport
. R
au point O, dauns le rapport

R +oR,
Or, on a sur la roulante

g
arc MP = =R,.

Done, si l; est le point de Uépicycloide qui se trouve sur la
base, le licu de P est une épicycloide qu’on obtient en faisant
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tourner I'épicycloide donnée autour de O, d'un angle

Le licu de p est done I'épicycloide qa'on en déduit par
. " R, .
homothétie de pole O, et de rapport oy Tyt On voit que

cette courbe est tangente a la base au point I, et aux points
qu’on en déduit par des rotations de & x,. c'est-i-dive en tous
les points de rehroussement de 'épicyeloide.

Inflexions des roulettes. — La base ¢tant orientée dans le
sens trigonométrique. prenons en I comme aze 1z la demi-
tangente positive a la base. 1y ~en déduirn par une rotation

s

de + =
"

On a alors, dans la formule d'Euler-Savary,

R, + Ry, R., - -R..
Done
! 1 I Ry~ R,
R, @&, &R TR,

Donc. si J est le point diamétralement opposé & 1 dans le
cercle des inflexions, on a, sur 1y,

RyR,

TR,

1) =

Si Ry > 0. clest-a-dire si la courbe est une épicycloide pro-
prement dite, 1J est du signe de - - Ry, done de 10);. De plus

T RELILI N

TR+ R,
donc le cercle des inflexions est intérieur & la roulante.

Tout point du plan mobile a une distance de O, comprise

entre
R: R, K3

0,nd =Ry— R, - K, = fit, - R,
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et R,, décrit une trajectoire présentant des points d’inflexion.
tous les autres points décrivent des trajectoires sans point
d’inflexion.

Si R,<<o et 0 >R,>—R,, la courbe est une hypocy-
cloide, I est encore du signe de — R,, c'est-a-dire de I“O;'.
De plus,

 Ry'Ry
| TRR Sm——— e i Rc .
¥ R— R, —'°

Done le cercle des inflexions contient (), & son intérieur.

: R . . . .
Si R, - “”‘i le cercle des inflexions est intérieur a la rou-

lante. La plus courte distance de O, au cercle des inflexions

ost
LT ri
Ry, 1R, TR - R,

o "L

Tout point & une distance de O, inféricure a d décrit une
teajectoire sans point d'inflexion; il en est de méme de tomt
point extéricur a la roulante. Les autres points décrivent des
trajectoires présentant des points d'inflexion.

SR, ':', le corcle des inflexions est extérieur a la rou-
lante. Tout poiutintéricur a la roulante décrit une trajectoire
sans point d'inflexion; il en est de méme de tout point a une
W
R R
‘ufin, st Ry <o et Ry<<— Ry, la courbe est une péricy-

distance de Oy supéricure o d =

cloide. 1J est du signe de R,, done du signe contraire a 10,.
Dounc le cercle des inflexions est extéricur a la roulante. Tout
point intérieur a la roulante décrit donc une trajectoire sans
point d'inflexion. Il ¢n est de meéme de tout point situé a une
distunce de O, supédricure a
PESIRULLLSRY S -
[ Rei — Ry ‘R —R,

Toul autre point décrit une trajectoire présentant des points
d'inflexion.
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Double génération des épicycloides (Cremona). — Soit
M un poiat du plan mobile (fig. §3). Complétons le parallé-
logramme dont trois sommets sont O, O,, M. Soit O] le qua-
triéme sommet. On a

O, M= 0,0, = R, +R,.

La longueur O, M est donc constante.

On peut supposer qu'un plan mobile I soit attaché a ce

Fig. 5.

segment, lorsque le temps varie. Cherchons la base et Ia rou-
lante dans le mouvement de ce plan I sur le plan fixe H,.

Le . i. r. est a lintersection des normales aux trajectoires
de M et O,

Or, la trajectoire de O est le cercle de centre ) et de
ravon

' 70 o2 0,0 == .

Donc la normale ¢n O, a cette trajectoire est la droite O, 0,.
La trajectoire de M est une épicycloide quia pour normale
en M la droite 1M. Donc le c. i. r. du mouvementde It surlly
est le point I', intersection de O, 0] ct de M.
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Or,ona _
O _ 10, _ Ry
o.M i0; :

puisque les droites 0,0, et O, M sont paralléles.
Donc

Ol =—- = OM=— —0a
1

le point I décrit donc dans le plan 1, un cercle de centre O,
R,

i I '

Mais. d'autre part,

et de rayon R ==

|’()'. 3 |'()|-+- (),‘)" [N ::_: a = "(I—&— “:).

Done, dans le plan I, 1 décrit un cercle de centre O, et de

l‘ﬂ.\‘()ll
' "|
PR, = -+ .
H | 7 'u(l "!),

Le mouvement est done ¢picycloidal. Les positions relatives
de Ia base et de ln roulante s'étudieront en comparant les
quantités O 1 et lﬁl;i'm)‘: en grandeur et en sigue (on peut tou-
jours supposer a positif).

On verra aisément que

1 Si, dans le premier mode de génération. la courbe
déerite par M est une épicyeloide, dans le deuxieme mode de
géndration, cette courbe est définie comme une péricycloide,
ullongde si I'épicycloide est raccourcie, raccourcie dans le cas
contraire, cuspidale si P'épicycloide est elle-méme cuspidale;

2® Réciproquement, si dans le premier mode de génération
la courbe décrite par M est une péricycloide, dans le deuxiéme
mode de géndration, cette courbe sera définie comme épicy-
clowde, les formes de ces deux courbes s’associant comme ci-
dessus;

3" Si, dans le premier mode de génération. la courbe
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décrite par M est une hypocycloide, cette courbe sera encore
définic comme hvpocycloide dans le deuxiéme mode de géne-
ration; si la premiére hypocycloide est allongée. Ia deuxiéme
sera raccourcie. el inversement; enfin, si l'on a

R

-.;l R, ,
on aura

R

- R,

et inversement.

Courbure de la cycloide. — Soit O le centre du cercle
voulant sur la droite D ( fig. §6). Le centre de courbure O,

Fig. .

(=

/ [
de la roulante est en ), celui de la base est rejeté a Vinfing;
autrement dit. si R est le rayon de la roulante ¢t si 'on prend,
comme axes c¢n I, la droite 10 comme axe Iy, Uaxe 1z se

déduisant de 1y par une rotation de -— ‘, on o
o '
R. R' R,

ULIa
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donc
[} 1 1

i, R, R’

le point J est donc tel que 1J == R, donc J esten O, le cercle
des inflexions est le cercle de diamétre 10. Autrement dit,
une cycloide raccourcie a toujours des points d'inflexion, une
evcloide ollongée n'en a jamais.

Construisons le centre de courbure d’une cycloide cuspi-
dale en un de ses points M. Appliquons la construction de
Savary.

La droite MO, est ici le diamétre MO, qui rencontre la
perpendiculaire 13 élevée en La IM, au point P, diamétrale-
ment opposé a M sur la roulante,

Ensuite, comme Of est a Vinfini sur by, la droite PO/ est
la parallele a 1y menée par PP, qui rencontre IM au point p,
centre de courbure cherché,

On a done

ul’ (3]

10 oM

done
,‘—f’ s 910 = 2R,

Done le licu de g se déduit du liew de P par une translation
parallele a Iy et égale a — a R,

Or, le point P déerit évidemment une cyveloide. déduite du
heu de M par une translation paralléle a Lr et égale a =R,
Done, le licu de 4 est une evcloide égale a celle que décrit M.

). Application de la théorie du mouvement d’un plan sur un
plan. Engrenages. — Considérons( fig. 47) deux figures planes
F ot Fy. situdes dans un méme plan 1l,, et mobiles respective-
ment autour de deux points fixes O et O, de ce plan. On peut

considérer qu’a chaque figure estattaché un plan mobile; soient

] .
T et U, ces plans. Le mouvement (il"‘) peut étre considéré
*
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comme résultant du mouvement (‘:.’) et du mouvement ( l.l' )
"

Cherchons le c. i. r. | du mouvement (':")- D’aprés une

propriété antérieurement démontrée. ce point est sur la droite

Fig. {:.
v
F
F V‘
A N
: W
qui joint les c. 1. r. des mouvements ( h et ("' - Or, le
. i, '

. 1}
c. 1. r. du mouvement |

“

) est le point O de meéme le el ir,

i
du mouvement i
\

droite O0),.

Pour achever de déterminer le point 1, nous devons

) est le point Oy done le point 1est sur lu

o

écrire que sa vitesse dans le moavement de Il par rapport

» >
a II, est nulle, cest-i-dire que V-V =0, Vo détant la

. 1] g .
vitesse de 1 dans le mouvement (" ). Vo osaovitesse dons e
1

| - .
mouvement (—— ) « Prenons un sens positif sur la droite OO,

et soient p == O, o, == O, L.
Supposons de plus le plan orienté, ¢t soient o ¢t w, les
valeurs algébriques des vecteurs rotations de F et de F, a

- »
Pinstant ¢. Les vecteurs V et V' sont perpendiculaires a 00,
et ont pour valeur algébrique ((-n prenant comme «ens positif

sur une perpendiculaire a 00, le sens qu'on déduit du sens

P .o e . n
positif choisi sur OO, en faisant tourner cet axe de + ;-)

Vo= wg, Vi w2y,
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Donc la condition qui détermine le point I est

E;?—-(_:.’; (avec p— py= 00, = a)!

wp = wy Py ou

Si “ est constant, p ¢l py sont constants, le point I décrit un
U7

cercle dans chacun des plans II et II,. Le mouvement (ll]f) est
donc un mouvement épicycloidal.

Inversement, si 'on veut lier les deux figures F et F, de
maniére que leurs vitesses de rotation soient dans un rapport

(O] . v .
constant ‘~' k, il suffira de faire rouler 'un surl’autre deux
O

cercles de centres respectifs () et Oy, et de rayons p et oy tels

lll",’

. . “
Dans le cas ou o varie avee le temps. les courbes (C) et (Cy)
4]

que déerit le point 1 dans les plans I ¢t IT, ne sont plus des
cercles de centres O et O, On peut se proposer de rechercher
les relations qui lient 'une a lautre ces deux courbes.

Nous ¢tudierons ces courbes en coordonnées polaires. Pre-
nons dans le plan I, comme axe polaire Taxe qui a Pins-

Fig. i~.

tant ¢ =0 se trouve confondu avee 00,. Soient Oz sa posi-

tion a l'instant ¢, 6 langle \Ox, 00, ) (fig. §8). De meéme,
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dans le plan II, prenons comme axe polaire 'aze qui pour? =«
est confondu avec OO, . Soient O, x| sa position & l'instant ¢, et

” ) (A)
70 Pangle \Oy 7 Q0, ) (5 et 5, sont comptés dans le sens positif
choisi pour les angles dans le plan IL,). Soit 1 le ¢, i. r.

| 1 FI .
de ( ") a l'instant ¢: 1 est le point de contact des deunx

courbes (C) et (CC,1: on a done d'abord. «i Fon pose

m:: P D = Sy
S > 2y (:N}‘ W,

Ecrivons ensuite que les courbes sont tungentes au point 1,
c'est-d-dire que angle Vo de la tangente avee le ravon svectenr
est le méme pour les deux courbes, ceqm donne

51[0 i ;.:IO(_
(’; ll;| '

or. si 'on différentie Ta relation (1), on a

dey - dz o, dey o,

Donc l'équation (1) peut s derire

i, 2l = ooyl

On peut, pour obtenir (3), raisonner plus directement, de In
facon suivante : entre les instants o et ¢ les plans I et 11, ont
tourné respectivement des angles ¢ ) et (G0, wvec les
notations adoptées.

Leurs vitesses angulaires étant par suite

174) l[‘),

() e — ol top, e

ot dr’

la relation wp 2= wip,. qui détinit 1, donne donc immédia-
tement odf =2 pdY,.

Les relations (1) et (3) sont suffisantes pour exprimer que
les courhes C et C, roulent 'une sur Vautre, car sil'on forme
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les éléments lincaires ds et ds, de ces deux courbes, on a

ds? = dp* + p¥ 07,
ds] = dp? + p? d8}

et, d'nprés (1) et (3), on a donc

dst = ds?
Oau
s == 4 sy,

Pour montrer que les courbes roulent, il suffit de montrer
que les variations d'angles d% ¢t d%, sont de méme signe si p
et p, ont méme signe, et de signes contraires si p et py sont de
signes contraires, Or c'est évident d'aprés (3). On peutaussi

remarquer que (3) entraine wp = w,py, puisque w == - el
n . . ' . . .

Wy = (77:' La relation (3) équivautl done a celle qui définit
‘

. . n -~
le point I, c. i. r. du mouvement ("')- Les courbes (C) et

(C,) sont done. 'une la base, l'autre la roulante, de ce mouve-
ment. Elles roulent par conséquent l'une sur lautre.

On peat se poser, au sujet des courbes (C) et (Cy), divers
problemes; par exemple, si Pon se donne la courbe (C), on
peut chercher a déterminer (C,). Soit o:= f(9) I'équation
de (CY:ona
R R U AL R

et lu relation (3) s'éerit

PR (- TR 7 [ 1
ol
S0) £

ll0| - m ]

1.

Ou a donc 9, en fonction de § par une quadrature

0
0, = ’ S10) 0

= —_———— e,
Jo —a + fi0,

car pour J==o ona
°| = Q.
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donc p, et 5, sont exprimés en fonction du parametre §, ce qui
donne la courbe (C,).

On peut aussi chercher (C) et (C,) de fagon qu’il ¥ ait une
relation donnée entre § et 4,, soit 5, = f(5).

On aalors
_.’-lm = p,:’u, EE B | irn‘

et, comme d5, == (5 dy,

N7 I a ) o0
ou
NI NN D T AR N

afivy
et w08

on a donc la courbe (C) sans quadrature, et la courhe (€
<'en dédunit de suite par les relations

- “, f, f.u,

Daus la pratique, lorsqu’on veut imprimer aux deuy figures
F et F, deux mouvements liés par une certaine relation, on
chercheles courbes () ¢t (Cy) correspondantes; on les réalise
matériellement et on les assujettit i rouler Fune sur Puutre en
tntroduisant un frottement suffisant a leur point de contact
(g(‘némlcmcnl on arme les deux courbes de dents pouvant
s'embo iter les unes dans les autres: lon a ainsi constitué des
engrenages ).

Ezxemple. 1" St () est une spirale logarithmique de
pole O coupant les rayons sous I'angle constant V', ((.,) sera
une spirale logarithmique égale die pole ().

2" Si (C) et (Cy) sont deux courbes roulantes correspon-

dant aux équations

‘:‘;:_f|0') et fy o= &0y,

on en dé duira en vertu des formules précédentes une infinité
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de couples de courbes roulantes (C ) et (C"') par les équations

2= find), =g tnby),

n éant un nombre quelconque,
K 'Y e vollins . or 14 M —-—.______,_)___
3 Si(C) estune ellipse de foyer O d'équation g = — prrert

dont Ie demi-grand axeest égal i OO, (C,)seraune ellipse

e

(€C) et (€y) sont symétriques par rapporta leur tangente com-
mune en L. Cela peut se déduire des formules précédentes,
mais indirectement cela se rattache i 'exemple 3° ( contre paral-
Iélogramme articulé) que nous avons traité au début du Cha-
pitre V (section AL voir fig. 32).

¢gale de fover O, d’équation g, - a chnque instant



CHAPITRE V1.
£TUDE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE (surre).

DEUXIEME PARTIE.
Mouvement d’un solide ayant un point fixe.

Pendant le mouvement, tout point du corps reste a une dis-
tance constante du point fixe O. Ea particalier, une sphére
quelconque de centre O glisse sur elle-méme pendant le mou-
vement. Réciproquement. si une sphire du corps solide glicse
sur clle-méme. le centre de cette sphere est un point fixe du
corps solide. Le mouvement d'un tel corps solide est done le
mouvement d'une sphére mobile glissant sur une spheére fixe
de meéme centre et de méme ravon; c'est une sorte de g"-nérn-
lisation du mouvement d'un plan sur un plan. Dans la suite,
nous supposcrons qu'on a chaoisi une fois pour toutes e ravon
de la sphére considérée.

Comme le point () a toujours une vitesse nulle, le mouve-
ment instantané est toujours une rotation dont Paxe pitsse

par O).

Soit I le point on la dircction positive de Paxe (dirm'liun dn

vecleur rotation w ) perce la sphére. Le point et le point I,
diamétralement opposés a I, sont les seuls points de la sphére
mobile dont la vitesse soit nulle, en supposant w # o, Le
point I est dit centre instantané de rotation sphérique (*)

(fig. 49).

(') 1 n'wat indéterminé que ~i w - o, toul et de la sphére ayant, a cet
instant, ung vitesse nulle,
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La vitesse V d'un peint M quelconque de la sphére mobile
est perpendiculaire au plan diamétral OIM. Donc le grand
cercle passant par 1 et M est normal en M a la trajectoire

N
de M. De plus, si 9 est 'angle IOM, on a

\.' = mR sinﬁ,

R étant le rayon de la spheére.

Fig. 49.

Considérons de méme une courbe (¢) sur la sphére mobile.
Quand la sphere se déplace, la courbe (¢) a une enveloppe (C)
située sur la sphére fixe. Soit P le point caractéristique de (¢)
A linstant ¢, ¢'est-a-dire le point de contact de (¢) et (C) a
Uinstant ¢. Lorsque la sphére mobile se déplace, le point
caractéristique I’ se déplace sur la courbe (¢) en général; il se
déplace d'autre part sur la courbe (C). Le mouvement de P
sur (C) est le mouvement résultant du mouvement de P sur la
courbe (¢) ot du mouvement de la sphére mobile. La vitesse

absolue V,, du point PP est dirigée suivant la ungonte,i’Ti (C):
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»
vitesse relative V, est dirigée suivant In méme droite,
puisque (C) et () sont tangentes en P. Donc sa vitesse d'en-

trainement \*’: est nulle ou dirigée smivant la droite PT. En
tout cas, le grand cercle normal aur courbes (¢) et (C) au
point P passe par 1.

De plus, si s et S sont les abscisses curvilignes de P osur (¢)
et (C) — ces dcux courbes étant orientées de maniére que les
demi-tangentes positives en P coincident  les valeursalgé-

- S
briques de V, et V, sur la demi-tangente positive en P sont
-

oS i3
, N,

vV, =
“ lt

d’on

oS s die N -8
B - = Rent, o

ot dt dt -

v, -

SN :
45 étant Pangle 10P, En général, le pont P oo'est pas en 1,
donc 55 0. V. 200 S — s n'est pas constant; les courbes ()
et (C) glissent 'une sur Pautre.

Mais si I'on considére les conrbes L, et 1,0 henxvde Faar ln
sphére mobile et sur la sphére fixe. le raisonnement précedent
montre que ces deur courbes sont constamment tangentes
et que L roule sur 1, (la définition du roulement pour des
courbes gauches ¢tant la méme que pour les courbes planes).
In est la roulante sphérique; Iy la base sphérique. Le
cone T,y dee sommet O et de base 1, roule sur le cone Tpde
sommet O et de base 1.

Dans le mouvement inverse P'axe instantané ne change pas,

mais le vecteur o est remplacé par le vecteur opposé, 1 est
remplacé par I’ diamétralement opposé, de plus, les sphéres
fixe et mobile ayant échangé leur role, I est remplacée par T,
symétrique de I, par rapport au point O et 1y est remplacée
par I, symétrique de 1 par rapport a O. Les cones Ty, et Ty
s’échangent.
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Dans le mouvement direct ou inverse, si I'une des courbes

Iy ou I, se réduit @ un point (c'est-a-dire si la direction de o
reste invariable dans le corps mobile ou dans I'espace fixe),
Vautre se réduit aussi a un point, les deux cones Ty et T, étant
dans ce cas réduits @ deux droites coincidantes (se reporter
nu Chapitre 111 : Applications cinématiques de la composition

des mouvements, 5), car la direction de :; est invariable a la
fois par rapport au corps fixe et au corps mobile dés qu’elle
Fest par rapport a 'un quelconque d'entre eux.

On voit done que les propriétés différentielles du premier
ordre du mouvement d'une sphéve glissant sur elle-méme
genéralisent teés simplement les propric¢tés analogues du mou-
vement d'un plan glissant sure lui-méme,

Nous allons voir qu'on peut faire une genédrealisation ana-
logae pour les propriétés du second ordre.

Fl“. Sa,

© a

M ay

Définisons d'abord lu courbure sphérique d’une courbe (C)
tencde sur la surface. Pour cela, considérons en chaque point M
de (C) ( fig. 50), le grand cercle T, passant par M et normal
en M a (C), et le grand cercle I'y tangenten M a (C). Lorsque M
varie sur ((0), le grand cercle (Ty) a une enveloppe () qui est
dite développée sphérique de la courbe (). Si P est le point
on (Iy) touche (8). P'arc de grand cercle MP est le rayon de
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courbure sphérique de (). (3) est l'intersection de la sphére
et de la surface polaire de Ia courbe (€) qui est un cone.

Si Pon considére la sphére mobile définie par les grands
cercles (I'y) et (Ty). on peut étudier le mouvement de cette
sphére mobile qui glisse sur elle-méme. Comme le point M
décrit la courbe (C), le c. i. r. sphérique se trouve sur le grand
cercle (I',). De plus, comme (I';) a pour em eloppe (3, le c.
1. r. se trouve sur le grand cercle normal a (3) au point P;
done le e, @ r.est au point P. Ceei montre que la base est
la développée () la roulunte et le grand cercle (s e
grand cer le normal 3 une courbe sphérique roule done sur la
développée.

Ces proprictés et e lemme relatifl a Lo composition des
rotations instantandées concourantes ¢n O permettent d'étendre
sans dificulté aux voulettes et auy caveloppes sphériques la
construction de Savary donnée an Chapitre V' (section By
dans U'énoncé et dans Ia justification de cette constenction, ¢/
suffit de remplacer partout les droites par des grands
cercles.

On peut aussi généraliser pour les courbes sphériques la
notion de point d'inflexion: on dira qu'un point M est point
d'inflexion d'une courbe () «i le plan osculateor i la courbe
au point M passe parle centee O de Tasphére (). On peat alors
chercher le licu des points de la sphere mobile quil @ Vins-
tant £, sont points d'inflexion sur leurs trajectoires. Un tel
point M est défini par la propri¢té que le plan mené par O
parallélement aux vectenrs vitesse et aceélération de e point
passe par M.

Si P'on a pris des axes rectangulaices Oy s lids i la sphére
mobile, les coordonnées r. y, s de M dans ce systéme d’axes

(1) La projection de la courbe i¢;; 3 partir de O, sur un plag quelcongue,
non paralléle 3 OM, posséde alors un point dinflexion au point projection
de M,
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ront lides par la relation

xr V. T,
Y Yy oV, Iy =0
2 P

~

V..V, V. éant les composantes de la vitesse de M, T, r,,

I’y celles de son accélération,

A Pinstant ¢, ces six quantités sont linéaires et homogénes
en x, y, 5 ('); donc U'équation (1) est en général homogéne
et du troisiéme degré en .o, y, 3; elle représente donc un cone
du troisiéme degré de sommet O,

La courbe qui généralise sur la sphere le cercle des inflexions
est done intersection de ce edne et de la sphére.

On peut aussi chercher In géndralisation du cercle des
rebroussements @ si Pon considére les grands cercles qui, a
Finstant ¢, touchent leur enveloppe en un point de rebrous-
sement, on trouve (3) comme lieu de ce point de rebroussement
In courhe symétrique de la courbe des inflexions par rapport
a la droite Ol.

On peat enfin définir, comme pour le plan, le mouvement
épieycloidal sphérique @ ¢est le mouvement pour lequel la
base et la roulante sout des cereles. Si Pon considere les cones
de révolution de sommet O et ayant pour bases ces cereles, le
mouvement eésulte aussi du roulement d'un de ces cones sur
'nutre.

L’¢tude du mouvement d'un solide autour d’un point fixe a
de nombreuses applieations en Dynamique.

(') On a en effet

> - >

\ |¢:.H.;l l et | [(;'.Ii;l l—-— m.’.;u\l

qui prouvent que les composantes V,, V,o ¥, ainsi que 1, F,. I', somt
lindaires et homogénes en .1, 3, 3, coordonnées de M,

(1) Voir 0. Bians et G, Jeraa, Krercices de méranique, 1, n° 200, p. >3,
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ETUDE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE :suite).

TROISIEME PARTIE.
Mouvement le plus général d'un corps solide.

Nous avons vu, au Chapitre I, que le mouvement instan-
tané d'un corps solide a P'instant ¢ est en général un mouve-
ment hélicoidal.

On peut chercher a obtenir des propriétés gdométriques des
trajectoires des points du corps a Uinstant £, analogues d cellex
que nous avons trouvées dans les deux cas lmrli(:ulivr- que
nous avons examinés précédemment.

Complexe des normales aux trajectoires 4 l'instant (.
Considérons d’abord les normales anx trajectoires de tous les
points du corps a l'instant ¢.

Par chaque point du corps, il passe une infinité de nor-
males, situées dans le plan normal a la trajectoire du point
considéré, Comme la position d'un point du corps dépend de
trois paramétres, il semble donc que I'ensemble des normales
dépende de quatre paramétres. c'est-d-dire que tonte droite
de l'espace en fasse partie.

Il n'en est rien, car si 'on considére la droite du corps qui
coincide avec une normale a 'instant 7, cette droite dtant nor-
male a la trajectoire d’un de ses points, est normale a la tra-
jectoire de tous ses points (ceci résulte du théoréme démontré
au Chapitre 11 : les projections des vitesses de deus points
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d’un solide sur la droite qui les joint sont égales). Cette pro-
priété diminue donc d’une unité le nombre des paramétres
dont dépend une normale. On en déduit que les normales
forment un complexe C,. D'ailleurs, comme toutes les droites
du complese passunt par un point M sont normales a la trajoc-
toire de M, elles sont dans le plan I normal a la trajectoire;
le complexe est done linéaire. Le plan I est dit plan polaire
de M par rapport au complexe C,.

On peut encore dire que C, ¢st le compleze des droites de
moment nul du systéme de vecteurs ayant pour moment

-
résultant en M, Vy et pour résultante générale le vecteur

rotation ':. L'axe du complexe est done I'axe central de ce
systéme de vecteurs, ¢'est-a-dire 'axe hélicoidal instantané.
En prenant des axes ozys, liés au corps solide mobile,
o3 étant axe du mouvement hélicoidal instanwné, dont les
éléments sont w et hw, on voit aisément que, pour qu'il existe

sur la dronte

“‘ L=a3+p,
[} RS bz q,

un point (2, y, $) dont la vitesse (— w v, mx, wl) soit ortho-
gonale & D, il faut et il suffit que l'on ait

—amy +~bws +wh = o,
ou hien
~-uql:;+q)+ bias +~pr+h=o0

pour une certaine valeur de 3.
Or cette relation se réduit a

() —aqg +bp 4+ h = o,

s s'en élimine. I en résulie que si D satisfait a cette relation,
tout point M de D a sa vitesse V, orthogonale a D; si D n'y
satisfait pas. aucun point M de D n'a de vitesse orthogonale
a D). (1) est I'équation du complexe C,,.

Lorsque h = o, ou lorsque w == o le complexe linéaire C,
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est special. (Pour les notions sur les complexes lindaires,
voir par exemple Picard. Traité d” fnalyse, 1. L p. §31.)

Etant donnés un plan quelconque PP et deux points quel-
conques de ce plan M, et M, les plans polaires I, et 1l de M,
et My coupent P cuivant deax droites Dy et D, du complexe G,y
qui se coupent ¢n uyn pomt u,

La vitesse de 2 a Vinstant ¢ devant étee normale a Dy et D,
sera normale au plan I

@ s‘appelle le pole du plan P, 1o plan polaire T d'un point
quelconque M du plan P passera par g comme y passaient
déja les plans I et 1. Le plan polaire de goest PP lui-méwe,
Toutes les droites du complexe G, situées dans PP passent
pur .

@ oest, en général, unique dans le plan I'. On reconnait en
.
effet que siven denx pointsdistinets, et g de Plesvitesses Vy,

ot \p» sont orthogonales a P, la réduction. en 4, du sy
PR . -
teme (w, V) donne un vectenr o situé dans e plan 1P, on

S h
nul. Le systéme (e Vo ) sereduitdone a un cecteur unique w
-
situé dans le plan I, ou i un couple unique daxe V. Le
point u r'est done indéterminé (evil Pestalors completement
dans le plan ") que o, a Uinstant 7. le momvement hélicoidal

"

instantané s¢ réduit a une rotation dont le vecteur o est
dans I'. ou i une translation perpendiculaire a P, Le com-
plexe C,. dans ces deax cas, est speécial, poest done bien
unique.

Iy a réciprocité entre (M, 1) d'une part et (p 1) de
Vautre : si le pole M de W est situé dans P, le psle p de 1 est
situé dans 11, la droite M est Vintersection des deux plans
polaires (II, P). Les points M et p sont dits conjugués par
rapport au complexe C,.

Il en résulte que, si M est situé sur une droite quelconque D,
son plan polaire passe par une droite fixe A. intersection des

Lm 10
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plans polaires de deux points quelconques M, et M, de D. Les
deux droites 1) et A sont conjuguées par rapport au com-
plexe C,. Tout point de ) a son plan polaire passant par A
et tout plan passant par I) a son pole sur A; il y a réciprocité
entre D et A. Toute droite rencontrant D et A appartient aw-
complexe G, et cette propriéié caractérise les droites conju-
guées. 1l y a lieu de noter que si [) appartient a C,, elle est
confondue avec A : les droites de C, sont donc autoconjugudes
pur rapport & (i,

Remarquons enfin que, dans les cas précédemment étu-
diés du mouvement plan et du mouvement sphérique, les nor-
males aux trajectoires des points du solide a I'instant ¢ forment
bien encore un complese lindaire, mais c'est un complexe
spéeial, c’est-i-dire formé par toutes les droites rencontrant
une droite fixe qui est P'axe instantané. La conjuguée d'une
droite quelconque D, n'appartenant pas au complexe spécial,
se confond avec 'axe instantané lui-méme.

Considérons maintenant une surface (S) invariablement
lide au solide mobile. Lorsque le corps se déplace, I'ensemble
des positions de (8) forme une fanille de surfaces a un para-
métre, Soit (2) Uenveloppe de cette famille de surfaces.
Soit M un des points i (S) touche (2) a I'instant ¢.

l.orsqme le temps varie, M se déplace sur la surface () et
aussi, en général, sur (S). Son mouvement sur (X) peut étre
considéré comme résultant de son mouvement sur (S) et du
mouvement de la surface (8). Or, la vitesse absolue de M est

.
un vecteur V, situé dans le plan tangent a (X) en M; sa vitesse
»
relative V, est situde dans le plan tangent a (S) en M, qui est
>
confondu avece le plan 1angent a (2). Donce, ou bien V.= o.

-
aou bien V, est située dans le plan tangent commun a (S) et (X).
Le plan normal a V,, plan polaire de M dans le complexe C,,.
est normal a 3.

Toute droite normale a V, est une droite du complexe C,,.
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Il en est ainsi en particulier de la normale commuune aux
deux surfaces en M. Réciproquement, si une normale a (N)
en un point M fait partie du complexe Gy, le point M st un
point de contact de (S) et (Z). Il suffit, pour le voir, de
reprendre le raisonnement précédent en sens inverse. Sien M

ona V.= o, c’est que G, est spécial et que M est un point de
'axe instantané de rotation. La normale @ S en M appartient
encore a C,.

Soit Ozys un systéme d'axes rectangulaires attaché au
solide mobile. Soit f(z, v, 3) .= o I'équation de la surface (S)
dans ce systéme d'axes. La courbe (C) suivant laquelle (8)
tonche (2) a linstant ¢ est done détinie par L relation

ol + “‘.f.\ v fone

| jointe a Péquation fioe. vy, 3) = o] ey vs Glant les com-
posantes sur Orys de Ia vitesse d'un point du solide de coor-
données 1.y, oz

Supposons en particnlier que Ia surface (8) soit un plan P
Soit A la caractéristique de ce plan: les normales a P le Joug
de A vont toutes passer par le point a Uinfini dans In direction
perpendiculaire i P Comme ces droites donventappartenirau
complexe linéaire G, olles doivent étre dans le plan polaire
par rapport a C, du point a Finfini dans la direction perpen-
diculaire an plan P. Donc A est a I'intersection de P et de ce
plan polaire. Dans ce cas, la droite conjuguée de A par rap-
port i Cp estorthogonale a A |mis¢|u'n-|lv est perpendiculaire
an |l|all P. Gest la pcrpcmliculuirc-, al.au p(‘»le pode I

Complexe (., des tangentes aux trajectoires 4 l'instant (. -
Nous avons étudié Pensemble des normales aux trajectoires i
Vinstant £. On peut aussi étadier Pensemble des tangentes.,

Par tout point M du corps passe en gendral une tangente &
la trajectoire de M. Donc, le nombre de paramétres dont
dépendent les tangentes est le nombre des parnmétres dont
dépend M. c'est-a-dire 3. D ailleurs. ce nombre ne se réduit



148 CHAPITRE ViI.

pas, car une droite langente & la trajectoire d’'un de ses points
n’est pas en général tangente aux trajectoires de lous ses
points (*).

Donc, les tangentes aux trajecloires a I'instant ¢ forment un
complexe ;. On peut transformer la définition de ce com-
plexe.

En offet, soit MT une droite de C,, M le point ou cette
droite est tangente a la trajectoire de M. Si I'on considére la
droite conjuguée de MT par rapport au complexe linéaire C,
(¢’est-d-dire la droite par laquelle passent les plans polaires de
tous les points de MT), cette droite est dans le plan polaire
de M qui n’est autre que le plan perpendiculaire a MT en M.
Donc la droite conjuguée de MT par rapport a C, est
orthogonale a M'T.

Réciproquement, si une droite D est perpendiculaire a sa
conjugude par rapport au complexe G, ¢’estune droite de C..
comme on le voit en reprenant en sens inverse le raison-
acment précédent. On peut done dire que le complere Cy est
le complexe des droites orthogonales @ leur conjuguée par
rapport & Cp,. Cette propriété montre tout de suite que Pen-
semble des droites conjugudes des droites de €, n'est autre
que le complexe G lui-méme.

Considérons, d'antre part, Fensemble des plans de Pespace
mobile; ces plans dépendent de trois parametees. Chacun

(') Met M étant deux points, distincts, d'une droite D, supposons que Vy

- » - - - -
aoit porté par D). Puisque 'on a Vo2 V< l m..\l.\l'l on voit que Yy — \y
est orthogonal i MM, c'est-d-dire & D, saul i w est nul ou porté par .

Hors ces deun cax, \';- n'est done pas porté par D si Yy est déja. Siow est
porté pur D, D n'est autre que V'axe instantané. Si w - o, le mouvement
instantand est une translation paralléle 3 D, et les tangentes anx trajec.
toired ~e réduisent aux droites paralltles au vecteur translation qui dépen:
dent seulement de deux parametres.

Fn définitive, hors le cas de la translation instantanée, les tangentes aus
trajectoires dépendent bien de trois paramétres et, sauf l'axe instantané.
une telle droite n'est tangeate 3 la trajectoire que pour un scul de ses
points,
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d’eux touche son enveloppe suivant une droite 4, ¢t deux plans
quelconquesdistincts n'ont jamais la méme caractéristique 3 (*).
Les droites A dépendent done de trois paramétres et formeant,
par conséquent, un complexe. Ce complexe n'est autee que C,.
En effet, la droite conjuguée de A par rapport a (, est le lien
des poles des plans passant par A. En particulier, la conjugude
de A passe par le pole du plan mené par 3 perpendiculai-
rement au plan P dont 3 est la caractéristique: or, ce point
est a linfini dans la direction perpendiculaire a PP Done., la
conjuguée de A est perpendiculaire a P et. en particulier,
orthogonale a A, ce qui montre bien que A est une droite du
complexe ;.

Cherchons Fordre du complene G, o'est-a-dire le degré du
cone engendré par les droites de qui passent par un
point S(.ry. Ve, 3, ) du corps.

Pour avoir I'équation de ce cone. il suffit de trouser le livu
des points M dont la vitesse est dirigée suicant SM (?).

Prenons comme axes lics au corps solide mobile des
axes O.rys tels quia Finstant ¢, O 2 soit confondu avee laxe
instantané du mouvement. Si uw est la mesure du veeteur rota-
tion sur O 3 a Pinstant ¢, A le pus véduit da mouvement héli-
coidal tangent. on a. pour les composantes de la vitesse en un

point M,

L ),
¢y,
[ T8

Si la vitesse de M est dirigée suivant SM, on a

L Vo ¥y  Z-— 30

—_wmy | ws h

(4 Car les vitrsses \'., des points de 8, devant dtee 2 la foin duns ces
deux plans, seraient dirigées suivant & qui serait axe helicoidal instantanéd ;
il y a donc exception pour les plans contenant F'anve hélicoldal instantané.

(?) Si @ = o la question ne se pose pan, on a vu au paragraphe précédent
qu'il 0’y 2 pas de complexe €.
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en supposant » # o comme nous l'avons dit; posons

r=To ¥y —V¥e 35— 3.

i

ad . ax h '

2 étant un paramétre. On tire de ces équations

£y ;."'b
&£ .
1 27

by ;..I",

Vo e
) 1 - 07
TR )

Le lieu de M est done une cubique gauche passant par S (').

Donc, le lica de SM est un cone du deuziéme degré, ce qui
montre que le complexe G, est du second ordre. On peut
démontrer que la courbe du complexe €, dans un plan quel-
conque P est une parabole : ¢’est Fenveloppe des droites de (,
situées dans le plan: e foyer de la parabole est le pole p du
plan P duns le complexe G, la tangente an sommet est la
caractéristique A du plan P,

Considérons en effet \ : perpendiculaire en 4 a P et cher-

»
chons Vo M dlant un point quelconque de A. Pour cela
» . .. » . »
décomposons w, d'origine g, en w, situé dans P et wy ortho-

gonal a P. On aura V en ajoutant i V., les moments de [T
»

et pay par rapport & M. Ces moments sont, 'un orthogonal

a Py Pautre sitné dans P, Or M dtant sur A, \ westsitué dans P
. i

il en résulte que V. et le moment de ey en M sont nécessai-

- —
rement opposés et que Vy se réduit au moment de um, en M:
TUVYSi Ao la cubique dégénire en :
1* la conique qu'on obitient en faisant 4 = o dans lea fquations de la
cubique;
2 laxe 03, axce de la rotation instantanée, pour chague point M duquel
la vitesse, étant alors nulle, peut dtre considérée comme dirigée suivant SM.
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ce moment étant orthogonal a u M, la droite de C, qui porte V
est orthogonale & pM en M, elle enveloppe donc une parabole
de foyer p, dont A est la tangente au sommet.

Courbes ayant une enveloppe. - Nous avons étudié 'enve-
loppe d’une surface liée a 'espace mobile. On peut aussi se
demander si une courbe de cet espace a une enveloppe.

Soient

\ € s O,
G SANECR NN RN

t
' S = Tvm

les équations d’une courbe (C) en fonction d'un parameétre u.

Si (C) avait une enveloppe, au point caractéristique M a
Pinstant ¢, la vitesse d’entrainement devreait étre tangente
a ((0), car il en est ainsi des vitesses absolue et relative de M:
ce qui se traduit par les relations

' , .
Ty . Y . 2, .
-t w.r hw

On a donc deux équations pour déterminer le paramétre u
du point caractéristique. Ces deux équations sont ¢n général
incompatibles. Done, une courbe quelconque de lespace
mobile n’a pas d'enveloppe. :

On peut alors se proposer de chercher les courbes qui
admettent une enveloppe. En un point caractéristique d’une
telle courbe. la vitesse d’entrainement doit étre portée sur la
tangente comme la vitesse relative. Done, st .y y.o 2 sont les
coordonnées de ce point, r. y, 3 seront des fonctuons de ¢
satisfaisant aux équations diflérentielles

dr dy oz
ot B dt B dt
+qs—ry nerr-ps Sepy-qz'

oy

5.om, 5, py gy 1 élant les six quantités qui définissent le mou-
vement du triedre mobile. En introduisant comme variable
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auxiliaire la valeur commune 4 de ces trois rapports, on
démontre que le probléme se raméne a l'intégration d’unme
équation de Riccati par quadratures.

Ces deux dquations peuvent encore s'éerire

dy tw+rx—p:
= b

dr §+qzs—ry

dz +py—gqr,

dr ~ t +qz—ry’

v

les seconds membres sont des fonctions du temps par l'inter-
médinire de p, ¢, r, %, v, ;. En éliminant le temps entre ces
deux équations, il restera une équation (') de la forme

!b( . lll s e
Ly s dr' dz) ="

¢'est-i-dire une scule équation différentielle pour déterminer
les deux fonctions inconnues y () et 3(2). On peut donc
prendre arbitrairement une de ces fonctions: autre sera
déterminée par une équation différentielle ordinaire. Donc,
les courbes de U'espace mobile qui admettent une ence-
loppe dépendent d'une fonction arbitraire.

Surfaces axofdes, —- Lorsque le temps varie, l'axe héli-
coidal instantané se déplace dans lespace fixe et y engendre
une surface arolde réglée Ay cn général, il se déplace aussi
dons I'espace maobile et décrit dans cet espace une autre surface
avoide réglée 4,,.

A Uinstant ¢, les surfaces A, et Ay ont ¢n commun la géné-
ratrice rectiligne A. Elles sont de plus tangentes en chaque
point de A,

(') Cette dquation définit, en chaque point M,(rx,. »,, 3,). un coéne y'
engendrd par le vecteur dir, dy, ds issu de M et satisfaisant b I'équation,

Ce vone n'est autre que le rdne engendré par le vecteur \i du point M,,
lorsque le temps varie les courhes douées d'enveloppe sont tangentes aux
cones v de tous leurs points, la tangente en chacun de leurs points appar-
tenant au cone y de ce point,
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En effet, considérons (fig. 51) une courhe G, tracte surla
surface A,, ct invariable sur cette surface. Soit M le point
de C.. qui se trouve sar A a l'incant ¢, Lorsque ¢ varie, le
point M se déplace sur C,,. D'autre part, il se déplace par
rapport au triédre fixe, et, comme il est tonjours sur A, il

-
décrit une courbe Gy tracée sur d . Lavitesse abselue V, de M
g

est portée sur la tangente en M a G iosa vitesse relative '\, est
portée sur la tangente en M 2 (L, enfin, comme M est sur

Fig. .

A

™
o

I'axe instantané A, sa vitesse d'entrainement V. est portée
par A.

Douc les tangentes en M a Gy et G, et axe 3 sont dans le
méme plan. Comme, d’une part, A et la tngente a Gy déter-
minent le plan tangent en M & 4. et d’autre part. 3 et la tan-
gente a C,, déterminent le plan tangent a 3, on voit bien que
ces deux plans tangents sont confondus.

Les surfaces Am et Ay se raccordent done le long de &5 en
particulier, elles ont méme point central. méme plan central,
méme parametre de distribution, si I'nne est un cylindre,
I'axe hd)icoidal a une direction fixe par rapport & 'un des
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triédres, mobile ou fixe, cetie direction est donc fixe aussi par
rapport & l'autre triédre, par conséquent la deuxiéme surface
axoide et aussi un cylindre.

De plus, si l'on considire 4 chaque instant le triedre Oz y, 2,
ayant un sommet fixe () et équipollent au triédre mobileozy s,
le mouvement instantané de ce triédre est une rotation d’axe ¢
paralléle & A, Donc, d'apris ce que nous avons vu précé-
demment (Chapitre V1), le cone décrit par 8 dans l'espace
mobile O, y, 2, roule sur le cone décrit par 8 dans 'espace
fixe (OXYZ). Ceci montre que les angles de A avec les généra-
trices infiniment voisines A, et &, des surfaces A, et A,
(4, ¢t &, coincidant a Uinstant ¢ + dt) sont des infiniment
petits équivalents. Le mouvement d'une sphére lide a Oryy 3,
glissant sur une sphére fixe hide & OXYZ s'appelle ln repré-
sentation sphérique du mouvement de oxys par rapport
a OXY7Z.

Cherchons s'il existe sur A, des courbes ayant une enve-
loppe situde sur a,.

Soit €5, une telle courbe ( fig. 51). Comme elle reste cons-
tumment tangente a la surface Ay, le point caractéristique
de G,y s'tl existe, doit se trouver a 'instant ¢ en M, point
00 Gy touche &y, M est le point oi C,, coupe A. Donc Cj.
enveloppe de G, doit étre tangente en M i G,n. c'est-a-dire

- »>
que V, et V. doivent avoir méme direction. Or, comme

- > .'5 3
\ a = \‘,4— \ re
ceci ne peut avoir lieu que dans deux cas :

N \: et \': ont méme direction, autrement dit C,, est tan-
gente en M a A, Donc A doit avoir pour enveloppe C,, dans
Pespace mobile; A, doit étre une surface développable,
Ci ¢1ant I'aréte de rebroussement. Dans ce cas, Cy est aussi
tangente & A, donc A, est aussi une surface développable
d’aréte de rebroussement Gy. De plus. les courbes Cu et C;
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ont méme plan usculateur en M, puisque A, vl 3/ sout tan-
gentes tout le long de A. La vitesse V. de M étant £ 0 en
général, C,, glissera sur C,.

Comme cas partculiers, il se peut que I'aréte de rebrous-
sement C,, s¢ réduise a un point. 3, est alors un cone vu un
cylindre tangent a A/ le long de A. Il se peut aussi que Uy se
réduise & un point; c’'est alors Ay qui est un cone ou un
cylindre et le mouvement est le mouvement inverse du pré-
cédent.

Enfin, si Cp, et C/ se réduisaient au méme point, 3, et dp
seraient des cdnes ou des cylindres de méme sommet; si A,
et Ay sont des cénes. on a le mouvement sphérique stadié
précédemment.

2° V:: o. Le mouvement instantané est alors. quel que
soit t, un mouvement de rotation.

Pour tout point M mobile sur la surface &, et se trouvant
sur A a 'instant ¢, on a

V.= V,.

Donc toute courbe G, de la surface &, a une enveloppe €,
sur Ay De plus, si s et'S sont les abseisses curvilignes de M
sur Cp et iy respectivement, on a

ds aS

de = dr’

Donc (., roule sur Gy.

Les deux surfaces A et 3, se correspondent done de telle
sorte qu'a toute courbe de P'une corresponde une courbe de
meéme longueur de l'autre: 3, et 4, sont donc applicables
Pune sur 'autre.

Remarquons que, dans ce dernier cas, les complexes Ca
et C,, définis précédemment, se réduisent & des complexes
linéaires spéciaux, I'axe de C; étant la drotte de 'infini dans le
plan perpendiculaire a 'axe de C,,.

o
Plus particuli¢rement. il peut encore se faire que V.= o,
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les surfaces A, et Ay étant de plus développables. Alors les
deux arétes de rebroussement C,, et Cy roulent Uune sur
Uautre. De plus, dans {a représentation sphérique du mou-
vement, les licux des points ou 8 perce la sphére fixe et la
sphére mobile sont évidemment ici les indicatrices T'm et T’y
des tangentes de G, et Cy. Or, on a vu que ces deux
courbes I, et Ty roulent toujours U'une sur 'autre. Siset S
sont les arcs des courbes €, et Cp, 7 et X, cceux de leurs
rt-pr(‘svnlnlinnh hllhl"l‘illll@f» I et Ty :onadone

ds  dS

dr ~ de’

ds dX

de  de!
d’on

ds _ oS

ds = dy’

ee qui montre que G, et G ont méme courbure au point M.
Remarquons enfin que, dans les circonstances précédentes.,

st A, est un cone ou un cylindre, A; est un céne de méme

sommet ou un cylindre parallele et réciproquement.

Récapitulation des mouvements. - Nous avons déja défini
dans Pespace le roulement d'une courbe €, sur une courbe C,.

On dit qu’une courbe Gy roule sur une surface S, quand C,
est constamment tangente a8, ¢t quand €, roule sur la
courbe G, licu du point de contact M sur la surface S,.

On en déduit, inversement, la définition du roulement d’'une
surface sur une courbe.

“nfin, on dit qu'une surface S, roule sur une surface S, si ces
deux surfaces sont constamment tangentes et si les courbes C,
ot C, licux du point de contact M sur §; et S, respectivement,
roulent 'une sur 'autre.

Dans tous les cas ou il y a roulement d'une multiplicité sur
une autre, on voit que le point de contact des deuz multi-
plicités a toujours une vitesse d’entratnement nulle: ceci

.-
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exige que le mouvement d’entratnement soit tangent @ une
rotation, l'aze instantané passant par le point de contact.
Il ne peut donc y avoir roulement d'une multiplicit¢ sur une
autre que dans le cas, précédemment étudié. on le mouvement
du triédre mobile est constamment tangent i une rotation (*).

Enfin, peut-il s¢ faire que deus surfaces 8, ot 8, roulent
I'une sur l'autre, en étant en contact le long d’une ligne L, lu
condition de roulement étant satisfaite en chaque point de L
(roulement linéaire ) ? Comme 'axe instantané doit passer par
tous les points de L, L n'est autre que Faxe lui-méme. Les
surfaces S, et Sy sont les surfaces 3, et A, Donce le roulement
linéaire de deux surfaces n’est possible que si ces surfaces sont
réglées et applicables Pane sur Unutre. Si Pune est dévelop-
pable, 'autre Uest aussi. Si Pune est un cone, Pautre est un
céne de méme sommet. Si Pune estun exlindre, Fuutre est un
cvlindre paralléle.

Application. — MWoucement du triedre de Frenet d'une
courbe gauche. - Soit & (Mtnb) le triedree de Frenet en nn

» - e
point M d’une courbe gauche C( fig. a). St e, n, b sont les
vecteurs unitaires portés sur les axes Moo Ma. Mb, on a la
formule
P Mt -4'-_)';1 -+ :I;,
P éwant un point de coordonnées x, 3, = dans le triédre de
Frenet. Nous désignerons le temps pur la lettre u.
La vitesse d’entrainement de 1P a done pour expression

AP AV ds ds l AN didn m]
l.lll - 1_[; ;l(_l - tﬁl s T s < ods “ ds

ds [/ Ry - (.r s\ v
‘.:;lul£|~ ;—)I+ ﬁ-ﬁ-‘i)ﬂ' ,r’)l'

(') Lorsqu'une des multiplicites roulantes est une surface, on décompose

- Nk
la rotation instantanée Mw en deus partics @ P'une Mw,, normale 4 lua sur-

—

face, s'appelle le pivotement: Vautre Mw, tangente 3 la surface, sappelie
le roulement pur.
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R et T étant les rayons de courbure et de torsion de C au
point M. Cetle vitesse peul se mettre tout de suite sous Ia
forme classique

(1) Ta _J\”--v—[m \ﬂ’]

l

En effet V " -1, ’l ; on doit donc avoir

. V- r 2\ y
(% MP] - e - -) - i b
) |m l] n""(n*’r," 7o

Fig. 52

a . ’
‘n posant suivant 'usage

-

» > »
w = pt 4+ gn +rb,
— » I R g
MP = rt + yn + 3b,
et on identifiant les deux membres de (2). il vient

) ds —o L A ds
P==F g 9% TFRoaa

Cherchons, par exemple, le pole p du plan osculateur dans
le complexe des normales C,. C'est le point ou la vitesse d’en-
trafnement est paralléle & Mb, c'est-d-dire qu'on doit aveir en
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ce point
i=o0 11— =0 p 2
v = 0, ""“= . i{*;‘-_sﬂ
ou
T o=, 8= 0, y = R:

c’est le centre de courbure pde la courbe. La caractéristique

du plan osculateur est la droite licu des points dont la vitesse

d’entrainement est située dans ce plan. Clesty - ovavees . o,

soit M¢. La conique du complese C; située dans le plan oscu-

lateur est la parabole de foyer p de tangente au <ommet My,
La rotation instantande a pour composantes

1 , ]
) om o e q oo, C L
/ T 7 i

lorsque s = u, ¢’est-a-dire lorsque ln vitesse de M est Funité (4
donc la direction de 'axe instantand est

c'est la direction de Ia caractéristique (droite rectifiunte) du
plan rectiiant M¢b.
L’axe hélicoidal instantané lui-méme a pour équations

JER T e o h.

-
=
-t

|-

exprimant que la vitesse de Pz, v, 2) est paralléle a w; ou

RT:

Ne
P Ri ——y ot
R4 11 "

-—‘l te
[
-
<

. . . . B ds
(ll est, bien entendu. ainsi que A, indépendant de )

(') Dans le cas général on a vu qur

_ v ds o -
P==3 Fu' 7
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On trouve aussitdt que le pas réduit du mouvement héli-
— R:T .
R:y T

On voit immédiatement que A est une droite paralléle a
la droite rectifiante menée par un point A de Ma tel que

coidal tangent est b =

T RT?

MA = ——m— .
1A [T

Svidemment,
MA - M= R,

La drotte A engendrera dans le triedre maobile & un
conordr 8, ayant Mth pour plan directeur et Mn pour
avre. Dans Pespace fixe & eagendrera une surface réglée 3,
qui sera gnuche comme le conoide 4,

Si Pon considére maintenant un triedre @ ayant a chaque
instant en commun avee B(Minb), d'une part Forigine M,

d’autre part la dreoite M, de manicre que le mouvement (? )
QJ
. . . . 1 .
soit une rotation d'axe M¢ de valeur algébrique 7 ( la vitesse

de M étant tonjours supposée égale a 1), on verra aisément
que le mouvement instantané de ' par rapport a Uespace fixe
est une rotation pure dont Faxe &' est porté par la drocte
polaire p% de (C) en M, dont ln valeur algébrique calculée

sur 'axe Mb est i.i

Dans ce nouveau mouvement, le plan normal a (C) lié au
triedre ', roule sur In surface polaire 2 de (C): A} est icila
surface polaire et ), le plan normal a (C) li¢a &' A} etd), sont
bien applicables puisque A7 est une surface développable. Une
droite lide & A7 et passant par M, a pour enveloppe une courbé
de X qui est une développée de (C), et elle roule sur cette
développée. L'angle ¢, dont &' a tourné par rapport i % dans

L
lo temps u, est, lorsque ¢g=1,9 = f % du: dans le cas géndral.

)
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ds “i1 ds . ..
vy == g Cesera g ::‘[ T ?i:;'d“’ puisque la rotation instan-

s .
du

tande (g) » portée par M¢, est alors ;}.

On a donc ¢ ::j f,»:.’-, si, & l'instant initial, ® ot & coin-

cident. Cest Vangle ¢ que fait, avec la normale principsle M n,
une normale Mv qui roule sur une développée de (C). Cest
une formule classique de la Géométrie infinitésimule.

FIN

JIONTY L
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