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PREFACE.

La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour
objet I'étude des fonctions définies dans les espaces a une infi-
nité de dimensions. Dans plusieurs domaines trés importants des
mathématiques cette théorie a pénétré d'une facon essentielle: il
suffit de rappeler que la théorie des équations intégrales et le
calcul des variations se sont trouvés contenus comme des cas parti-
culiers dans les principales sections de la théorie générale des
opérations. On voit dans cette théorie les méthodes de mathé-
matique classique s'unir aux méthodes modernes d'une maniére
parfaitement harmonieuse et remarquablement efficace. Elle permet
souvent d'interpréter les théorémes de la théorie des ensembles
ou de la topologie d'une fagon tout a fait imprévue. Ainsi p. ex.
le théoréme topologique sur le point invariant se laisse traduire
moyennant la théorie des opérations (comme I'ont montré M. M.
Birkhoff et Kellogg) dans le théoréme classique sur I'exi-
stence des solutions des équations différentielles. Il y a des parties
importantes des mathématiques dont la connaissance vraiement
approfondie n'est possible qu' a l'aide de la théorie des opéra-
tions. Telles sont aujourd'hui: la théorie des fonctions de va-
riable réelle, équations intégrales, calcul des variations, etc.

Cette théorie mérite donc avec raison, aussi bien par sa va-
leur esthétique que par la portée de ses raisonnements (méme ab-
straction faite de ses nombreuses applications) l'intérét de plus
en plus croissant que lui prétent les mathématiciens. Aussi on
ne s'étonnera pas a l'opinion de M. J. Hadamard, qui considere
la théorie des opérations comme une des plus puissantes méthodes
de recherche de la mathématique contemporaine.
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Le livre présent contient la premiére partie de |'algébre des
opérations. Il est consacré a I'étude des opérations dites linéai-
res, qui correspond a celle des formes linéaires @, %+ &; %+
+...4-a, x, de l'algébre.

La notion d'opération linéaire peut étre définie comme suit.
Soient E et E, deux espaces formés d'éléments quelconques, mais
ou une addition associative et |'élément-zéro sont supposés dé-
finis.  Soit y = &/(x) une fonction (opération, transformation)
qui fait correspondre a tout élément x de E un élément ¥ de E;
(dans le cas ou E, est en particulier I'espace des nombres réels,
cette fonction porte aussi le nom de fonctionnelle). Si, quels
que soient x, et x, de £, on a U(x;+ %)= Ule)+ Ux),
I'opération {f{x) s'appelle additive. Si, en outre, E et £, sont
des espaces métriques, c. a d. que dans chacun d'eux la distance
des éléments est définie, on peut considérer des opérations &/(x)
continues. Or, les opérations a la fois additives et continues
s'appellent linéaires.

Dans ce livre, je me suis proposé de recueillir surtout les
résultats concernant les opérations linéaires définies dans certains
espaces généraux, notamment dans les ainsi dits espaces du type
(B), dont des cas particuliers sont: I'espace des fonctions con-
tinues, celui des fonctions a p-iéme puissance sommable, |'espace
de Hilbert, etc.

Je donne aussi I'interprétation des théorémes généraux dans
diverses disciplines mathématiques, a savoir dans la théorie des
groupes, des équations différentielles, des équations intégrales,
des équations a une infinité d'inconnues, des fonctions de varia-
ble réelle, des méthodes de sommations, des séries orthogonales,
etc. Il est intéressant de voir certains théorémes donner des
résultats méme dans des disciplines assez éloignées les unes des
autres. Ainsi p. ex. le théoréme sur I'extension (prolongement) d'une
fonctionnelle additive résout simultanément le probleme général dela
mesure, le probleme des moments et celui de I'existence des solu-
tions d'un systeme d'équations linéaires a une infinité d'inconnues.
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A coté des méthodes algébriques, ce sont surtout celles de
la théorie générale des ensembles qui passent dans ce livre
au premier plan, en gagnant a cette théorie plusieurs applica-
tions nouvelles. On trouvera aussi dans divers chapitres de ce
livre de nouveaux théoremes généraux. Tels sont, en particulier,
les deux derniers chapitres et I'annexe: les résultats qu'ils ren-
ferment n'ont été nulle part publiés. Ils constituent une ébauche
de I'étude des invariants relatifs aux transformations linéaires
(des espaces du type (B)). En particulier, le Chapitre X 11 contient
la définition et I'analyse des propriétés de la dimension linéaire,
qui joue dans ces espaces un rdle analogue a celui de la dimen-
sion au sens ordinaire dans les espaces euclidiens.

Les résultats et les probléemes qui, faute de place, n'ont pas
été envisagés, sont discutés briévement dans les Remarques a la
fin du livre. On y trouvera aussi quelques indications bibliogra-
phiques supplémentaires. D'une fagon générale (excepté |'Introdu-
ction) je n'indique pas I'origine des théorémes que je crois trop
simples ou bien démontrés ici pour la premiére fois.

Un certain nombre d'ouvrages plus récents a paru et continue
a paraitre dans le périodique Studia Mathematica, qui poursuit
le but de grouper avant tout les recherches concernant I'analyse
fonctionnelle et ses applications.

Je me propose de consacrer un second livre (qui constituera
la suite de I'ouvrage présent) a la théorie des autres opérations
fonctionnelles avec un large emploi des méthodes topologiques.

En terminant, jetiens a témoigner ici mon affectueuse recon-
naissance a tous ceux qui ont bien voulu m'aider dans mon travail,
en se chargeant dela traduction de mon manuscrit polonais, ou con-
courir a ma tache par leurs précieux conseils. Je remercie tout
particulierement M. H. Auer bach pour sacollaboration alaréda-
ction de I'lntroduction et M. S. Mazur pour le concours général
qu'il m'a prété et pour sa part alarédaction des Remarques finales.

Stefan Banach.
Lwow, Juillet 1932.
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INTRODUCTION.

A. L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes.

Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la me-
sure et de l'intégrale de Lebesgue?).

§ 1. Quelques théorémes de la théorie de I'intégrale de Lebesgue ?).
Si les fonctions mesurables x,{¢) sont bornées dans leur en-
semble et la suite {x.(£)} converge presque partout dans un inter-

valle fermé [a, 4] vers lafonctix (), on a
& ]

(1) fim I k) dt =[x by at
T :

Plus généralement, s'il existe une fonction sommable ¢ (£) = 0
telle que jxu(8)| << 9 {f) pour 2= 1,2,..., la fonction limite est
également sommable et satisfait a I'égalité (1).

Si les fonctions xx(¢) sont sommables d ¢ [a, #Je t forment
une suite non décroissante, convergente vers la fonction x (£}, on
a I'égalité (1), lorsque la fonction x (¢} est sommable, et

b

lim | %) dt = + co
Ao

dans le cas contraire.

1y Cf. p. ex. C. dela Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fort-
étions d'ensemble. Classes de Baire, Paris, Gauthier-Villars (1916), ou H. L ebes-
gue, Lecons sur l'intégration, 2-me édition, Paris, Gauthier-Villars (1928).
) Cf. p. ex. C. de la Vallée Poussin, 1. cit., p. 49.
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 1



2 Introduction.

Si la suite {x,{t)} de fonctions a p-iéme puissance sommable
{p > 1) converge presque partout vers la fonction x () et si

f]xﬂ(t)wdt{ K pour tout n=1,2,,
la fonction x(2) est également & p-éme puissance sommable').

§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions & p-iéme puissance
sommabl€?).

La classe des fonctions a p-iéme {¢ = 1) puissance sommable
dans [a, &] sera désignée par {L%®}). Au nombre p on fait corres-

pondre le nombre q lié avec p par I'éguation 1—:;--!--3:1 et por-

tant le nom dexposant conjugué avec p. Pour p=2 on a donc
également g — 2.

Si 2 (Y C (L) et y () (L), lafonction x (£} - y (£) est som-
mable et son intégrale remplit I'inégalité

II:‘J?xydti_.ﬁ (j|x|fdt) ( ;ymt)"“.

En particulier, on a donc pour p = 2:

{J‘:xydt%m Ux dr) (J g2 dg)

Si les fonctions * (¢} et y (¢) appartiennent a (L), il en est
de-méme de la fonction x (£) + y (£) et on &

focoral ([ aaf o foraf

I':)d|t|on (Wamllj—ll'l s (rigzﬂ}%) (?or?( pp%ogunctlons of a real variable.., 2-nd
3 Cf. E. W. Hobson, 1. ¢, vol. |, p. 588



A. L'intégrale de Lebesgue-Stieltjes. 3

A ces inégalités correspondent les inégalités arythmétiques
suivantes:

Sanl<( S} Sor.
_(g;‘{“r +b£5’)%«<(§lm IP)%+(‘Z:;|&,- |P)%,

dont lapremiéredonnepour p =2 I'inégalité connuede Schwar z:

S Se(Zo)

ie=1

Pour toutefonction x (£ a  p-ié (g > puissance  sommable
et pour tout &> 0 il existe une fonction continue ¢ (tplle  que

f1x+cp|P<sl>.

§ 3. La convergence asymptotique.

La suite {x.(¢}} de fonctions mesurables dans un certain
ensemble est dite asymptotiquement convergente (‘au convergente
en mesure) verslafonction x {f) définie dans cet ensemble, lorsqu'on
a pour tout & >0

lim m E (| xa(8) — x () > €} = 0%).

Une suite {x.{£)} asymptotiquement conver gentever slafonction
X () contient toujours une suite partielle convergente (dansle sens
ordinaire) presque partout vers cette fonction.

Cf.p.ex. EW.Hobson,1c,volll, p. 250.

%) mE désigne la mesure de I'ensemble E; le symbole E () désigne d'une
facon générale I'ensemble des valeurs de t pour lesquelles se présente la pro-
priété mise en ().
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Pour qu'une suite {xx(t)} soit asymptotiquement convergente,
il faut et il suffit que I'on ait pour tout s>0

l|m m E(|x((t) — X l{8) ) =
4. La convergence en moyenne.

Etant donnée une suite {x.{{)} de fonctions a p-iéme puissance
sommable {¢ > 1) dans [a, &], on dit que cette suite y est ap-iéme
puissance convergente en moyenne vers la fonction x(£) a p-éme
puissance sommable, lorsque

B
limflx,,(t)—-x(t)tf’ dt =0

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une telle fonction
x (¢) existe, est que I'on ait
i
_ nmﬁx,-(t) —xdO)irdt =0,
r,k-)u-ua

La fonction x{f) est alors définie da [a,#] une facon
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle.

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une
fonction x (¢} est aussi asymptotiquement convergente vers cette
fonction?) et contient par conséquent (§ 3) une suite partielle qui
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la méme
fonction.

§ 5. L'intégrale de Sietjes?).

Soient x{¢) une fonction continue et «{f) une fonction
a variation bornée dans [4,#]. En subdivisant I'intervalle [&, &]
en intervalles partiels a I'aide des nombres

) Cf. p. ex. E. W. Hobson, 1. c, vol. ||, p. 242—244.
)Cf .EEW.Hobson,1c,vol.ll, p. 245
% Cf. p ex. H. Lebesgue, 1. ¢, Chapitre X1I.
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=ty b <l b= b

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre
arbitraire ¥, nous pouvons, par analogie avec la définition
de l'intégrale de Riemann, former la somme

S= x@) [ty —a o)l ok tix¥> b

On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu
que leur intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes
Sont une limite commune a toutes suites pareilles; cette limite
est désignée par

L)

| J x () da ()

a
et dite intégrale de Sidtjes.
Cette intégrale a les propriétés suivantes:

] [

Jx(t) da (t):—}!x(t) da (),

J'x(c) da (£) +fx(t) da (t)=fx ) du (8),

[}
] & b

j [24(0) + xa8)] s (8) = f xit) da ) + | Xalt) do (8).

[ a

Le premier théoreme sur la valeur moyenne s'exprime ici
par I'inégalité

| fx(t) ax ()| < MY,

ol M désigne la borne supérieure de lavaleur absolue |x(£)| et V
la variation totale de la fonction & (¢) dans [, 8].
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Si lafonction « {£) est absolument continue, on peut exprimer
I'intégrale de Stieltjes par celle de L ebesgue comme il suit:

] .
f x () da () = [ x @¢) wi(t) dt .

a o

Si a (?) est une fonction croissante (c. a d. quel'on atoujours
a (&)< a (") pour @ < ¥ < " < &) et S Ton pose pour tout nombre
s de l'intervalle [« (a), « {#)]

B (5) = a -+ borne sup f(s = a(l)),

on obtient:
5 a2}

@ [r@da@=[xmonasn.
Démonstration. Nous avons par He&finition de B {s):
©) Ble(®))=¢- pour a=t<k.

La fonction B{s) étant par hypothése croissante et admettant comme
valeurs tous les nombres de l'intervalle [2,4] o, d'aprés ( a=f[a{#)] t
b=p[e(d)), elle est une fonction continue. Il en résulte que la fonction
x{RB(s)}] est également continue.

Considérons une subdivision (8) de [a, b) donnée par les nombres & == fy=<
< fy <<, =b et posons a{f)y=9; pour i=1,2,.., 2. NOUB avons

¥,
hpe= (B ds =&, —8,_) e (),
i—1
ol &/ =@(s) ot &, , < ¥’ <&, Evidemment ﬁ(&i'_l) <Bsy=9% <BE) En
vertu de(3) on a @ (&) =fla(f_Jl==¢_, et d'une fagon analogue § &)=t
Par conséquent
s sy,

donc

fie=x ('3") [t} — = (f}_j)l '

Cf.H.Lebesguelc, p. 258 — 260.
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d'ol
u(b) "
@ [xnongs= 3 1= x@peey—at,,
1

n
efaq) == =1
&

Or, cette derniere somme tendant vers fx(t) dw (), lorsque la longueur
a
maximum des intervalles de la subdivision (&) tend vers 0, I'égalité (4) donne
I'égalité (3), g. f. d.

Ceci établi, si Ton admet que «{£) est une fonction quel-
conque a variation bornée, on peut la représenter toujours
comme une différence «{#) — ax(£} ol les fonctions «,(f) et a,(¢)
sont croissantes; en désignant comme auparavant par Py{s) et B.(s)
les fonctions correspondantes, nous obtenons

b b b

J'x (t) du (£) ——*J.x (t) da,(t) —J'x (£) day(t) =

(b as(b)
=Jx [, ()] ds—jxlas ()] ds.
®3{a) z({a)

Si les fonctions xa{f) sont continues et bornées dans leur
ensemble et la suite {x.«(f)} converge partout vers une fonction
continue x {£), on a pour toute fonctione (£} a variationbornée

b B
uligl‘ (D) de (B = | x (&) da (2),
I [

car
*y (b} () ay(t) Gult)

lim J Foffu(9)) ds = [x[B,(s) ds et lim f x [By(s)] ds = f XalBals)] ds

T{a} %(a) %z(a) f3(a)

8§ 6. Le théoréme de Lebesgue.

Notons encore le théoréme suivant.

Pour gu'une suite defonctions sommables {x,(¢}} ot 0 <L £ <1
remplisse |'égalité
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1
lim [a (£} x{t) dt =0

L

pour toute fonction « {f) mesurable et bornée dans {0,1], il faut
et il suffit que les trois conditions suivantes se trouvent simulta-
nément satisfaites:

1
1° la suite {I/]xn(t) | dt} est bornée,

I}
2° pour tout e>>{ il existe un %>0 tel que tout sous-
ensemble H de [0,1] de mesu<<% onne lieu a l'inégalité

[for !
Ho3 lim ‘/x,,(t) df = 0 pour fout 0.7 a7 17,

ey

Nous connaitrons dans la suite d'autres théoremes de ce genre.

B. Ensembles et opérations mesurables (B)
dans les espaces métriques.

§ 7. [Espaces mériques.

Etant donné un ensemble non vide E, on dit qu'il constitue
un espace métrique ou espace (D), lorsqu'atout couple ordonné x, y
de ses éléments correspond un nombre (x, y} satisfaisant aux con-
ditions %)

1) (% x)=0, (x,3)> 0 lorsque x +y,

2) () =(y, %},

3) (%2 < (%9 + (v, 2).

Y H. Lebesgue, Annales de Toulouse 1909.

) Les trois conditions 1) — 3). peuvent étre remplacées_par les deux
suivantes: 1% (W =0¢ q dx=y, {0 (5484 A. Lin-
denbaum, Sur les espaces métriques, Fundamenta Mathematicae VIl (1926),
p. 211.
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Le nombre {x, y) s'appelle distance des points (des éléments)
%, 5 Une suite de points {x.} est dite convergente'), lorsque
(5) lim {xp, x4} = 03
Pagoros
on |'appelle convergente vers e point X, (ce qu'on écrit lim £, == x,),
lorsque i
(6) lim (xa, %) = 0
Le point X, porte alors le nom de limite (ou de point-limite)
de la suite {x.}.
Il est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on
a toujours
(% Xg) =7 (X, Xu) + {2y, X0).

Par conséquent, une suite convergente vers un point est par.
celaaméme une suite convergente; bien entendu, la réciproque
n'est pas toujours vraie.

L'espace (D) a propriété que toute suite convergente y con-
verge vers un certain point est dit complet.

L'espace (D) tel que toute suite infinie de ses points con-
tient une suite convergente vers un point s'appelle compact.

Les espaces euclidiens constituent autant d'exemples des
espaces (D) complets. Nous en allons énumérer ici une série
d'autres exemples importants.

1. Soit (§ l'ensemble des fonctions mesurables dans |'inter-
valle [0,1]. Faisons correspondre a tout couple ordonné xy
d'éléments de cet ensemble?) le nombre

[ Ix®=-3@|
S Py

1) Les suites convergentes dans notre sens sont appelées d'habitude
suites satisfaisant & la condition de Cauchy", c. & d. précisément a la con-
dition (5).

%) Nous posons: x = x () et 3 = y (£}, Tesp. ¥, = £, {f) et X, == X, (1), dans
tous les exemples ou x et ¥, resx,et x, sont des éléments d'un ensemble
de fonctions.
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On vérifie facilement que les conditions |)--3), énoncées
plus haut pour la distance, se trouvent remplies. En effet, quant
aux conditions 1) et 2), c'est évident (nous ne distinguons pas
entre les fonctions qui ne différent que sur un ensemble de me-
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est égale-
ment réalisée, il suffit de remarquer que Ton a pour tout couple
de nombres arbitraires a, b:

A WP .3 RO LA A

a6 = 14)a) 115,
Ainsi ,métrisé“, l'ensemble (S forme donc un espace (D);
cet espace est complet, car la convergence d'une suite {x.} de
ses points (vers un point x;) Sy raméne a la convergence en

mesure de la suite des fonctions {x.(¢)} (vers la fonction xft}
dans [0, 1].

2. Soit (s) I'ensemble de toutes les suites de nombres. Posons
pour tout couple ordonné xy de ses élémentsY):

N1 G|
(x,y)—é o 1ok |6~ ]

L'ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet,
la convergence d'une suite de points {x=}, resp. sa convergence
Vers un point xo, y signifie (en posant xm = {£:(™} et x, = {&))
que pour tout n naturel chacune des suites {£,™} est convergente,
resp. converge vers £, a mesure que m tend vers l'infini.

3. Soit (M) l'ensemble des fonctions mesurables et bornées
dans [0, 1]. Si Ton pose pour tout couple %,y de ses éléments

(x, y) = vrai maximum le () ~y @),

%) Nous posons ¥ = {Er} st ¥ = {%e} dans tous les exemples des espa-
ces de suites.
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d'une suite
de points {xx} (vers un point x,) sy traduit par la convergence
uniforme presque partout dans [0,1] de la suite des fonctions
{x2(3} (vers lafonction xi(£)).

4. Soit (m) l'ensemble des suites bornées de nombres. En
posant

(x, ) = bollgle_ sup |8 ~— M,

on obtient d'une fagon évidente de (m) un espace (D) complet.

5. Soit (C) I'ensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po-
sons pour tout couple xy de ses éléments

(x,y)=:?{1§g|x(r)—y(f)l-

L'ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la conver-
gence d'une suite de ses points {x:} (vers un poirx) se ra-
meéne a la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon-
ctions {x.{f)} (vers lafonction xi(t}).

6. Soit (c) I'ensemble des suites convergentes de nombres. En
définissant pour tout couple x)y de ses éléments leur distance
(xy) tout comme nous l'avons fait dans I'ensemble (m), on voit
facilement que I'ensemble (c) forme également un espace (D)
complet.

7. Soit (€Y I'ensemble des fonctions & p-ieme  dérivée conti-
nue dans [0,1]. En posant

{(ty) = P;‘}EJ £ (& —y ()| "'0'2,'1‘3 | XPHE) — yP L}

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'une suite de points {Xa} y soit convergente
(vers un point x;) est que la suite des fonctions {x(f)}, de-méme-
que celle des fonctions {x:®X#)}, convergent uniformément dans
[0,i] (la premiere vers la fonction X{t) et la seconde vers la
fonction Xx4#X2)).
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8. Soit (@) ot p 2> 1 I'ensemble des fonctions a p-iéme puis-
sance sommable dans |0, 1]. En posant

) = [ [ -3 |,,}'f»' :

nous voyons que l'ensemble {L#) devient un espace (D) complet.
Pour qu'une suite {x,} de ses points soit convergente (vers le
point x,), il faut et il suffit, que la suite des fonctions {x.(£)}
soit dans [0, 1] a p-ieéme puissance convergente en moyenne (vers
la fonction x.{£)).

9. Soit {f"y eir p ~1 l'ensemble des suites de nombres tels

que la série X |&.lr est convergente. En posant pour les ééments

LEN |

Xy de ({=)}

1
”
b

=, '_’[Zl &r = % :r"

on en obtient un espace (D) complet.

10. L'ensemble des fonctions analytiques f{z) uniformément
continues dans le cercle |zl <71 forme un espace (D) complet,
lorsqu'on définit la distance de deux fonctions f{z) et ¢ (z) comme

-llgalgcllf(z')—?(z}l-

Il est a remarquer que Ton peut définir les ensembles des
fonctions a n variables correspondant aux exemples 3, 5 7 et 8.

§ 8. Ensembles dans les espaces métriques.

Soient E un espace (D) quelconque et G un ensemble arbi-
traire d'éléments (de points) de E.

Un point X est dit point daccumulation de I'ensemble G, lors-
qu'il existe une suite de points {x.} telle que x,7=x.{ G
pour tout n et que limxs = %. L'ensemble de tous les points

Rryos
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d'accumulation de G s'appelle son ensemble dérivé et on le dési-

gne par G'. L'ensemble
G=0G+G

porte le nom de fermeture de I'ensemble G; I'ensemble G Sap-
pelle fermé, lorsque &' G et il s'appelle parfait, lorsque ' = &,
On dit d'un ensemble G qu'il est ouvert, lorsque son complémen-
taire (c, a d. l'ensemble £— &) est un ensemble fermé. Tout
ensemble ouvert sappelle aussi entourage (ou voisinage) de cha-
cun de ses points.

Etant donné un point x, (_ £ etunn o m t#, >0, 'ensemble
de tous les points x tels que (x, x,) < r, Sappelle une sphére et
celui des x tels que (x, x,}< #, Sappelle une sphére ouverte; le
point xo est dit centre et le nombre ro rayon de cette sphere, resp.
de cette sphére ouverte. On dit d'un ensemble G, qu'il est dense,
lorsque G - F et qu'il est non dense, lorsque G ne contient aucu-
ne sphere.

L'espace E est dit séparable, lorsqu'il contient un ensemble
dense dénombrable. Il est facile de voir que tout espace métrique
compact (c. a d. dont toute suite infinie de points contient une
suite convergente; cf. p. 9) est séparable.

Un ensemble G est dit de l-e catégorie, lorsqu'il est une
somme dénombrable d'ensembles non denses; dans le cas contraire
il est dit de Il-e catégorie. Un ensemble G est de I-e catégorie dans
un point x,, lorsqu'il existe un entourage Vde x, tel que I'ensemble
G- V est de I-e catégorie; si tous les entourages du point x, sont
dépourvus de cette propriété, on dit que I'ensemble G est de ll-e
catégorie au point x;.

On peut démontrer le suivant

Théoreme 1. S un ensemble G situé dans un espace mét ri-

qgue quelconque E est de Il-e catégorie, il existe dans E une sphére
K telle que l'ensemble G est de ll-e catégorie en tout point de G- K!).

) Pour la démonstration voir S. Banach, Théoréme sur les ensembles
de premiére catégorie, Fundamenta Mathematicae XV (1930), p. 395.
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Admettons a présent que E soit un espace (D) complet. Nous
allons démontrer le

Lemme. Etant donnée dans E une suite {K,} de spheres de
rayons r, telles que a1 (C K, pour tout #=1,2,... & lim ry =0,
il existe un point commun a toutes ces spheres. =

Démonstration.  Soit x, le centre de la sphére K,. On apar

hypothése pour p<g¢ n at x,C K;C K 0 U
O (%py X} << 1p.

Il en résulte que la suite de points {x,} est convergente.
En posant (I'espace E étant complet) lim x.. = x,, on a pour p <Z_ g se-
Beyon

[on (7) (xp %) < (2 x4 (X, %) T rp+ (xg, %), Q00 (X, X0) < 70
Or, p étant arbitraire, le point %, appartient a toutes les spheres
K,,c q. f d

Une simple conséquence de ce lemme est le

Théoreme 2. Tout espace métrique et complet E est de Il-e

catégorie.
Démonstration.  Supposons par contre que
W‘!
®) E=2Gn,

n=]

ou chacun des ensembles Gy est non dense. |l existe par conséquent
une suite de spheres {# .} de ray ({r,} a propriétés suivantes:
: 1
Ki-G =0, <1t e KipyCKay Knji"Gnr =0, rn+1<r'l'+"'i'
En vertu du lemme, il existe donc un point x, qui ap-
partient a toutes ces sphéres. Or, comme K- G, =0 pour tout

n=1,2,..., ce point ne peut appartenir a aucun E, contraire-
ment a (8).

Soit maintenant E un espace (D) quelconque et E* un ensemble
arbitraire de points de E. Si Ton conserve pour les élements de E*
la méme definition de la distance que celle adoptée dans |'espace
E, on obtient de E* également un certain espace (D).
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Considérons un ensemble & {_ E% S'il est p. ex. non dense,
lorsqu'on l'envisage dans l'espace E*, on dit qu'il est non dense
par rapport a (I'ensemble) E*; ce n'est que dans le cas ou E*=E
gue nous omettons d'habitude les mots , par rapport a (I'ensemble)
E*". On fait de-méme, lorsqu'il s'agit des autres définitions
qui ont été introduites au début de ce 8.

Le théoreme 1 implique que si I'ensemble G est de I-e caté-
gorie dans tous ses points par rapport a E*, il est de I-e caté-
gorie par rapport & E*. D'une fagon analogue, le théoréme 2
implique que lorsque |'espace métrique E est complet et I'en-
semble E* est fermé, cet ensemble est de ll-e catégorie par
rapport a lui-méme.

Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite
classe K d'ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions
suivantes:

1) tout ensemble fermé appartient a K,

2) toute somme dénombrable d'ensembles appartenant a K
appartient a K,

3) tout complément d'un ensemble appartenant & K appar-
tient a K.

Les ensembles de la classe K s'appellent ,,ensembles mesurables
(B)". On dit d'un ensemble G qu'il remplit la condition de Batre,
lorsque tout ensemble parfait P{=£ 0} contient un point x, tel
gu'au moins un des ensembles: P.G et P— G est de |-e catégorie
dans le point x, par rapport a P.

On ale

Théoréme 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condition
de Baire').

§ 9. Opérations dans les espaces métriques.
Soient £ et E; des ensembles non vides arbitraires. Si I'on
fait correspondre a tout élément x (_ £ un certain élément de E;

|) Pour la démongtration cf. S. Banach, 1. ¢, p. 3%8.
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on dit qu'une opération est définie dans I'ensemble E. L'élément
correspondant a x s'appelle valeur de cette opération en x;
I'ensemble E porte le nom de domaine et |'ensemble des valeurs
celui de contredomalne de I|'opération considérée. Dans le cas
particulier ou les valeurs de I'opération donnée sont des nombres,
on l|'appelle d'habitude une fonctionnelle.

Ceci dit, admettons que I'ensemble E constitue un espace (D)
et soit &/ {x) une opération ayant E pour domaine et un certain
espace (D) pour contredomaine. L'opération &/ {x) s'appelle con-
tinue au point x,, lorsque, pour toute suite de points {x.} conver-
gente vers le point x,, on a lim U/ (x,) == U7 (x,); I'opération i/ {x)

Lo

s'appelle continue dans E, lorsqu'elle I'est en tout point de cet
espace. Etant donnée une suite d'opérations {L7{(x)} et une opé-
ration L/, {x} définies dans E et les contredomaines de toutes ces
opérations faisant partie d'un méme espace (D), on dit que cette
suite d'opérations est convergente au point %, vers |'opération
Udxy, lorsque la suite des valeurs U/.{x,) converge vers U (x,);
la suite d'opérations {L7{x)} est convergente dans E vers |'opéra-
tion I/, {x), lorsqu'elle I'est en tout point de E. Si la suite d'opé-
rations {L/.(x}} est convergente dans E vers |'opération {/,{x),
cette derniere opération s'appelle limite de {{/.{(x)} dans E. Au
lieu de dire opération continue dans E", on dit plus court ,,0pé-
ration continue", lorsqu'il est entendu de quel espace il sagit;
on fait de-méme pour les autres termes.

Soit K la plus petite classe d'opérations (ayant pour domaine
commun un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs
des ensembles situés également dans un certain espace (D)) qui
satisfait aux conditions:

1) toute opération continue appartient a K,

2) toute limite d'une suite convergente d'opérations qui
appartiennent a K appartient a K

Les opérations de cette classe portent le nom d' ,,opérations
mesurables (B)“.
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On dit d'une opération L/(x} a domaine E et a contredo-
maine étant également un espace (D) qu'elle remplit la condition
de Baire, lorsque dans tout ensemble parfait non vide P{_ E il
existe un ensemble G de |-e catégorie par rapport a P et tel que
I'opération &7{x}), considérée dans |'esfP— G, et continue
dans cet espace.

On ale

Théoréeme 4. Toute opération mesurable (B) remplit la con-
dition de Baire').

On peut démontrer également le

Théoreme 5. S I'opération &f(x) définie dans I'espace E
y est une limite d'opérations continues, il existe dans E un ensemble
G de I-e catégorie tel que I'opération &/ {x} est continue en chaque
point de [I'ensemble £ — G.

Le théoréme suivant établit une relation entre les ensembles
mesurables (B) et les opérations mesurables (B); soient E |'espace
(D) ou elles sont définies et E; I'espace qui contient leurs valeurs.

Théoreme 6. L'opération {/{x) étant mesurable (B), pour
tout ensemble G, (_ £, mesurable (B) l'ensemble G des points x tels
que U (x) (C G, est mesurable (B)Y).

Théoréme 7. S les espaces £ et E; sont séparables et |'opé-
ration {7 (x) est continue dans E, alors les images des ensembles
G E mesurables (B) remplissent la condition de Baire, S, en
outre, x == x' entraine toujours U/ (x) #= LU xh, les images des en-
sembles mesurables (B) sont auss mesurables (B).

La premiére partie du théoréme résulte du fait que I'image
continue d'un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble
ainsi dit , analytique" 3) et que tout ensemble analytique remplit
la condition de Baire*). La démonstration de la deuxiéme

*) Pour la démonstration cf. S, Banach, 1. c, p. 397.

% F.Hausdorff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, | 1.

) Cf.p.ex. F.Hausdor ff, 1c,p. 179 208 et 209, II.

% Cf. 0. Nikodym, Sur une propriété de I'opération A, Fundamenta
Mathematicae V11 (1925), p. 149—154; la démonstration pour les espaces eucli-

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 2
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partie du théoréme se trouve aussi dans le livre de F. Haus-
dorffly.

Théoréme 8. S les opérations {!'{x) et L'(x) sont mesura-
bles (B), la fonctionnelle ({/'(x), L(x)} I'est également.

La démonstration résulte du fait que si les opérations L(x)
et L/"(x) sont continues, la fonctionnelle (L'(x), L/{x)) est aussi
continue et que pour tout point y, (_ £, lafeonctionelle {y, ¥y} =
(v,, ¥) est continue dans E,.

Théoréme 9. {{7,(x)} éant une suite dopérations mesurables
(B), Vensemble des points ou cette suite est convergente est un
ensemble mesurable (B).

Démongtration.  Soit pour p, q et r naturels (i, . |'ensem-

ble des points x tels que {{f{x), L/y{x)} -~ 1 . En vertu des thé-
oremes 6 et 8 les ensembles (i, ,, sont mesurables (B). Or,

onaG=][[ 2 G, donc O est mesurable (B).
F-Lgp Lgop
Théoréme 10. {LM(x)} ef {{/".(x)} &ant des suites d'opéra-
tions mesurables (B), s pour toutx (£ on @ lim (U's(x), U"u(x)) < oo,

la fonctionnele lim ({/s(x), U".(x)} est mesurable (B).
]
Démonstration.  Posons pour tout couple de nombres naturels

p, g €t pour tout point x:

Fp.y (%) = max (U'(x}), U":(x)).
Pucpdy 1

On a évidemment pour tout x:

Hm (UFu(x), U'e(x)) = lim lim F, , (x).
oA Foua -k

diens, qui sy trouve, s'applique facilement au cas général, lorsqu'on tient
compte du théoreme précité sur les ensembles de I-e catégorie (S. Banach,
1 c, p. 395).

Y 1c, p. 208 I1.
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Il suffit donc de montrer que chacune des fonctionnelles#,, ({x)
est mesurable (B). Or, daprés le théoréme 8, chacune des fon-
ctionnelles F 1(x) = (L/(x), U"(x)} est mesurable (B) et comme
on a pour tout g™ 1:

Fo a41(0) = Fp o) + Fpiq (%) + | £ a0} = Fp o, () |,

on en conclut par induction, en appliquant encore le théoréeme 8,

que toutes les fonctionnelles £, 4{x) sont mesurables (B).
Théoréeme 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles conti-

nues et non-négatives {F.(x)} telles que I'on  lim Fu(x)<<ocu 1

A o=

tout éément x dun ensemble G (_ F de If-e catégorie, il existe une
sphére K(_ E et un nombre N tel que Fr(x) -7 N pour tout x (C K
et pour tout #-=1,2,...

Démonstration. Les  ensembles §; des points x tels que

Fu(x) < i pour #=1,2,...sont évidemment fermés et on a G C;‘-Z-: G

il existe donc un indice N tel que Jw est de Il-e catégorie. Com-
me ensemble fermé, il contient par conséquent une sphere K en
question.



CHAPITRE I.

Groupes.

8 1. Définition des espaces du type (G).

Etant donné un espace (D) complet E, admettons qu'a tout
couple ordonné d'éléments x, ¢ de I'espace £ vienne correspondre
d'une facon univoque un élément z de cet espace appelé somme
de x et y et que nous désignerons par le symbole x + y.

Admettons en outre que E soit un groupe par rapport a cette
somme, c'est-a-dire que:

l. xF+tz=x+(y+2),
I,. il existe dans E un éément-zéro O tel que Von a
B+ x=x+9=x pour tout x{_E,
ls. a tout élément x de E correspond un éément (que nous
désignerons par —x) et qui satisfait a I'équation
X+(—x)=8.
Il résulte facilement de ces axiomes que:
a) i/ n'existe dans E qu'un seul éément-zéro 8,
a onaf{—x)+x==%pour tout x( E,
C) x+ty=x+42z entraine y==z.

Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis:

11;. lim x; = x entraine lim (-~ X,) = — x,

L ot
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Il limx, =x ef lim y, = yentrainent lim (x.+ )= x+ y.
A—yec o

Les egpaces (D) complets satisfaisant a ces axiomes seront
nommeés espaces du type (G).

Remarque. Nousécrirons x — y aulieudex +(—y) et — x4y
au lieu de (— x) + .

§2. Propriétésdessous-groupes.

Soit E un egpace du type (G). Etant donné un éément
x(CE & un ensamble #{” E, nous désignerons par xH, resp.
par Hx, I'ensemble de tous les déments y (_ Etds que y=x+2z,
rep. que y=z+4x, ot z({_ H.

Evidemment, on a toujours les identités

x(H+H)=xH,+xH,,
X(H —-H)=xH —xH,,
x(H-Hy) = (x H) (x Hy),

et las identités analogues pour H, x et ), x.

On montre facilement que, suivant que H et un ensemble
fermé, ouvert, non dense, de I-e, resp. de I-e catégorie, ou me
surable (B), l'ensemble xH et également fermé ouvert, non
dense, etc. S z et un point intérieur de A, x4+ 2z et un poaint
intérieur de xH.

Un ensamble non vide H{_ £ porte le nom de sous-groupe
de E, lorsque les conditions x (C A et ¥ (C Hentrainent x+y (C_ H
et —x(C H. On a alors é&videmment auss ® C H.

Un ensamble et dit connexe, lorsqu'il n'es pas somme de
deux ensambles non vides digoints e fermés dans lui. S E et
un ensamble connexe e H en et un sousensemble a la fois
fermé e ouvert, on a H#=E, car autrement I'ensemble E— H
serait auss non vide et fermé.

Théoréme 1. Tout sous-groupe A E qui est del | -ecatégorie
et remplit la condition de Baire, est a la fois fermé et ouvert dans E.
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Démonstration. En vertu du th. 1, p. 13,il existe une sphe-
re ouverte K dans laquelle H est partout de 11-e catégorie. On
peut évidemment admettre que le centre y, de K appartient a H.
Comme H remplit la condition de Bairé, I'ensemble X — H est
de I-e catégorie. Or, y, étant un point intérieur de K, le point
& =—y,+y, est un point intérieur de {~—y,}K. Il existe donc
une sphére ouverte K; (C (—y,) K de centre 0. On a{—w} [K-—- H]=
= {y) K—(—3,) H et comme ( -¥,) H=H, puisque H est un
sous-groupe, il vient (—y,) [K— H]=(—y) K- H K, — H, de
sorte que, K — 1 et par conséquent {(— y,)[K — H], étant de I-e
catégorie, K; — ff est aussi de I-e catégorie.

D'autre part, pour tout x {_ Ky on a x (__ x K;, puisque & (_ K]
et x+8 - x. Par conséquent K;-x KlF=10. existe donc une
sphére ouverte K, {_ K;-x K, de centrex. OnakK,— H{ K, — H
et K,—xH{ xK --xH=xIK, — H], de sorte que les ensem-
bles K, - H et K, - x H sont également de I-e catégorie.

Il en résulte, que H-xH=£0; il existe donc uny tel que
y(_Hety( xH, dott —x 4y H et par conséquent, H étant
un sous-groupe, ~— £ = — x4y —y( I{, done x (_ A.

Il est ainsi démontré que X, (C f et, par suite, que O est un
point intérieur de H. Comme pour tout y({_ H on a yH =1{ et
y = ¥+ 8, chaque pointy de H en est également un point inté-
rieur, H est donc un ensemble ouvert.

Pour prouver qu'il est a la fois fermé, posons lim y, = ¥ ou

H—yoo

yo C Hpourtoutn=1,2,... Or,comme lim(y —y,}) =8 K| CH,
LB Y . .

il existe unntel que ¥y — ¥, C K (CH, dot y=y—yuty.(CH,
c. g f.d

Ce théoreme implique le suivant
Théoréme 2. L'espace E éant connexe, tout sous-groupe

H{C Equ et de ll-e catégorie et remplit la condition de Baire
est identique a E.
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Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit, la
condition de Baire, les théoremes 1 et 2 subsistent en parti-
culier, lorsque H est un ensemble mesurable (B).

§ 3. Opérations additives et linéaires.

Soient E et E; des espaces du type (G) et {/{x) une opé-
ration définie dans E et dont le contredomaine est situé dans E;

L'opération &f(x) s'appelle additive, lorsque

Ux+yy=U@+ U pour tous x(C E et y(C E.

On a alors &/ (x) - L/ {x+0)= U (x)+ L (®), dou
[/ (®) =6,

et comme @ — /(@) =/{x ~x)=U(x)+ U(—x), on a
U{—x)=—U({x).

L'opération additive et continue s'appelle linéaire.

Théoreme 3. Toute opération additive et continue dans un
voint est une opération linéaire.

Démonstration. Soit x, un point de continuité de |'opération
additive I/{x). Soient x,(_E, x(__E e limx.=x On a
lim {x, — x4+ xJ) = x,, dou lim &/ (xy — v L »¥ - FT¥r v g
lim [{{x.)— U{x)+ U(x,)] = Ulx,), donc lim &7 (xs) = L (%), de
&fte que I'opération en question est continlié aussi dans le point
*X arbitraire, c. & d. qu'elle est linéaire.

Théoréme 4. Toute opération additive mesurable (B) est une
opération  linéaire.

Démonstration. En vertu du théoréme 4, p. 17, |'opération
{J (x) considérée remplit la condition de Baire, Elle est donc
econtinue sur un certain ensemble H ou E — f est de I-e caté-
gorie. Soit lim xp = @. L'erx{E—HI=FE—-x.Hint
pour tout #=1,2,... de l-e catégorie, il en est de-méme de
I'ensemble
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{E— H)-]-glxa[E—H]=E—H+ﬁ§;(£-—x.ﬂ)___)E—H-j:!lx,.H,

qui par consiquent (en vertu du théoréme 2, p. 14) n'épuise pas
I'epace E. Il exige donc un point x tel que Ton a

x(C H et xCx,H pour tout n=1,2,...,

dol (—=x.+X)CH, & ocomme lim(—x,+x}=x, il vient
lim 87 (-~ %y + %) = U(x), donc lim [U{— x)+ U x)] =U(x) &
finalement lim Lf(x.)=®, L'opération {/(x) et donc continue

au point 0 de E et par consdquent dle et linéaire d'aprés le
théoréme 3 qui vient d'é&re démontré.

Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonne
ment, le théoréme reste vrai pour les opérations additives qui
remplissent la condition de Baire.

Théoreme 5. L'espace E étant connexe, s {L/.(x)} est une
suite d'opérations linéaires, I'ensemble des points x pour lesquels
il existela!| i mHm Ux)s t soit de |-e catégorie, soit identi-
que a E. -

La démondgration résulte facilement du théoréme 2, p. 22,
I'ensamble des points x ol la suite d'opérations {{/x(x)y est con-
vergente étant sdon le théoreme 9, p. 18, mesurable (B), donc
sdon le théoreme 3, p. 15, remplissant la condition de Baire
e, en outre, tout ensemble des points de convergence congi-
tuant un groupe.

8 4. Un théoréme sur la condensation des singularités.

Théoréme 6. Etant donnés un espace E connexe et me sui-
te double d'opérations linéaires {i, ;{x)}. S pour une suite de
points {x,} la limite lim &/, {x,} n'existe pour aucun p=1,2,...,

[ el

alors|'ensemble H des point sx tels que la limite lim &, (%) n'existe
iJ-roa
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pour aucun x (_ ff quel que soit p=1,2,..., est de H-e catégorie
et son complément £ — /M est de |I-e catégorie.

Démonstration.  Soit pour tout p=1,2,... A, I'ensemble des
points de convergence de la suite {{/, s(x}}. On a H, % E, puis-
que par hypothése x, C E— H,. En vertu du théoreme 5, p. 24,
I'ensemble A, est de |-e catégorie. Il en est donc de-méme de

=

I'ensemble ZIHJ,, ce qui achéve la démonstration, car on a
B

H=E~} H,
=1
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CHAPITRE I1.

Espaces vectoriels généraux.

Définition et propriétés éémentaires des espaces vectoriels.

Etant donné un ensemble non vide E, admettons qu'a tout
couple ordonné x, v d'éléments de E vienne correspondre un élé-
ment x + ¥ de E (dit somme de x et y) et que pour tout nombre
t et pour tout x{_ £ un élément tx de E (dit produit du nombre
t par I'élément x) soit défini de fagcon que ces opérations, a sa-
voir l'addition des ééments et la multiplication des nombres par les
éléments remplissent les conditions suivantes (ou x,y et z dési-
gnent des éléments arbitraires de E et a, b des nombres):

1
2)
3)
4)
5)
6)
7)

xty=y+x,
x+{y+2)=(c+y}+2,
x+y=-x-+z enraine y=z,
a(x+y)=ax+ay,

(a4 x=ax+ bx,

a(bx) = (ah) x,

1l x=x.

Dans ces hypotheses, nous disons que |'ensemble E consti-
tue un espace vectoriel ou linéaire. Il et facile de voir qu'il
existe alors un et un seul élément — désignonsle par 0 —
tel que l'on a toujours x+ 8 =x et que |'égalité ax =&bx ou
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X #8 donne @a=46; de plus, que | ' égeax=ayd) U a%=0im-
plique x = y.
Posons, en outre, par définition:

—x=(~1x et xX—p=x+(-y.

Les exemples 1.—10 des espaces (D), décrits 9-—12 n t
a la fois autant d'exemples des espaces vectoriels, en y admet-
tant les définitions habituelles de |'addition des éléments et de
la multiplication des nombres par eux.

Lorsque X -# y, nous entendons par le segment unissant X
et y I'ensemble de tous les éléments de la forme £x- (1 -~y
ou t est un nombre quelconque de l'intervalle [0,1].

Un ensemble G (_ £ est dit convexe, lorsqu'il contient tout
segment qui en unit les éléments arbitraires.

Si Xy X, ..., X, sont des éléments d'un espace vectoriel,
|'expression .\

By Xy ok Xy o 2 e — D X,
il
ou o, a,..., %, sont des nombres réels arbitraires, s'appelle une
combinaison linéaire des éléments x;, Xi, ..., Xo.

§ 2. Extenson des fonctionnelles additives et homogénes.

Soient E et £, deux espaces vectoriels et f(x) une opéra-
tion définie dans E et dont le contredomaine est situé dans E;.

L'opération f(x) sappelle additive, lorsqu'on a pour tout
couple d'éléments X, y:

FEEn=F&E+ 1

elle est dite homogene, lorsqu'on a pour tout élément x et tout
nombre

Fx)y=ef(x)

Théoréme 1'). Etant données

Y cf. s' Banach, Sur les fonctionnelles linéaires 11, Studia mathemati-
ca | (LWOW 1929), p, 223—239, en particulier p; 226"
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1° unefonctionnelle » {x) définie dans E et telle que I'on
ait pour tous x ety de E
p{x+3) <pX)+p(y) te v(tx)=1tp(x) pour t >0,

2° une fonctionnelle additive et homogf (x) définiedansun
espacevectoriel G (C E (bien entendu, avec les mémes définitions
des opérations fondamentales) et telle que Von ait pour tout x G

Fx)<p (),

il existe toujours une fonctionnelle additive et homogéene F(x)
définiedansE et telle que Von a

F(x)<p(x) pour tout x C E ef F(x)=f(x) pour tout xC_ G

Démonstration. Nous pouvons admettre que G = E; soit
xCE—-G Onasdon2’pour x'(C G e x"(C G:

JEN— )= (L p (" — XYy =p [(x"+x)+H{— % — %) <
<P+ x)+p—x'—x),
—p(— X —Xx) — f(&) < p "+ x) - Fx").

Les nombres

d'ou

nm= boinceosup [=p (— x—x)—f(x)] et M=bt;ncleainf[p(x+x.)-—f(x)}
sont donc finiset m < M. Etant donnéun r, tel que m < ry << M,
on a pour tout x (C G
1Y —rplx—x)—f)<n<p i+ 5)—fx).
Condgdérons I'ensamble G, de tous les déments y de la forme
2 y=x+£fx, ou x G ettestun nombre
Evidemment G, congtitue un espace vectoriel. Posons
(3) = @®+2r,

ou I'édément .y est défini par (2); comme. %, C E ~ G, tout y C G,
admet exactement une représentation de la forme (2), de sorte
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que la fonctionnelle ¢ (¥) se trouve définie dans G, d'une maniére
univoque. On voit aussi qu'elle y est additive et homogéne et
gu'elle coincide dans (g avec f(x). Nousallons montrer quel'on a

4 ¢ (y) < p () pour tout y _ Gy.
En effet, si I'on écrity dans la forme (2), on peut admettre

que £ 7 0. En mettant dans I'inégalité ( 1-§—a u lieu dex et en

multipliant par t son membre droit ou gauche, suivant que £ > ¢
ou £<C0, on obtient £ry < p (x4 £x)—f(x), ce qui entraine
d'apres (3) I'inégalité (4).

Ceci établi, on voit qu'il suffit de bien ordonner I'ensemble
E — G,pour arriver par des extensions successives de f (x), selon
le procédé décrit tout al'heure, alafonctionnelle £(x) satisfaisant
a la thése du théoréme.

Corollaire. Etant donnée une fonctionnelle p {x) définie dans
E et telle que Von ait pour tout x C £ ef y(C E

PN <p@+p() et plx)y=tp(x) pour £ 0,

il existe une fonctionnelle additive et homogéne F {x) définie dans
E et telle que Von a pour tout x (_ E

Fx) < p(x).

Considérons, en effet, un x, (_ E et désignons par G I'ensemble
de tous les éléments de laforme £x, out est un nombre arbitraire.
G constitue alors un espace vectoriel. Eny posant f (¢ x,) = £ p (x,),
on aura f(tx,) < p(tx,) quel que soit £, car ¢:>0 entraine
tpix)=p(tx,} et £<0 entraine 0=p(0) < p(x)+r(—x)
d'ol p{x,) > —p (—x,) etfinalement £p (%) <. —Lp(—x) =p (£x,);
on n'a donc qu'a appliquer le théoréme 1, qui précéde.

§ 3. Applications: généralisation des notions d'intégrale, de
mesure et de limite.
Nous allons envisager maintenant quelques applications
intéressantes du théoréme 1 et du corollaire.
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1. Soit E I'ensemble des fonctions réelles bornées - (s)
définies sur une circonférence de longueur 1 et ou s en désigne
des arcs comptés a partir d'un point fixe dans un méme sens
de parcours. En admettant les définitions habituelles des opérations,
E constitue un espace vectoriel.

Or, pour tout élément x = x {5) de E, convenons d'entendre

par p{x) la borne inférieure de tous les nombres M (x; oy, ,, ..., %)
de la forme
H
M{x; &, @, ..., %) = borne sup I-Ex (s 4 o),
e s n —
ouU &, @y, ..., &%, €St UNe suite arbitraire de nombres. La fonctionnelle
p {x} remplit alors toutes les hypotheses du corollaire. 1l est, en
effet, évident que I'on a en premier lieu toujours g {t x)=£ p {x)
pour ¢ - Q.

En second lieu, étant donnés deux éléments x = x (s} et
y=y(s) de E et un nombre e >0, il existe des suites finies
de nombres &y, #s, .., % €t §;, By ..., e telles que

(5) M{xsay, 0., o)<l plx) e of My 0, Byy. . Ba) Sp(0)+e

En rangeant tous les nombres «;4-3; oit {=1,2,..., 4 et
J=12,..,v dune maniére quelconque en une suite 1y, Tz ---» Tuz,
on a

(6) P(x‘l"y) "/- M(x +J’; 71‘1 TE' "-!Tﬂ”)

et on vérifie facilement que
(7 M350 Tas o oon Trew) S MO g, 0, ooy 1)+ M35 By Bay oo -0 32

Lesrelations (5)—(7) entrainent p (x4 ) - p(x)+ (W) -+ 2 ¢,
ce qui prouve, le nombre & étant supposé arbitraire, que
plx+y)<plx)+py)

Ceci établi, considérons donc la fonctionnelle F{x) qui existe
en vertu du corollaire.

Or, si x{s)=1, on a p{x)=1 et p(—x)=—1 et comme
F(y<p(x)el F(x)=—F(—x) > —p(—x}, onobtient F(x) =1,
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Si x{s}=> 0, on ap(-—-x) 0 et d'autre part F{xy=—F(—x} = -p(—X),
donc aussi F{x) .. 0.

En outre, lafonctionnelle F (x) possede la propriété de remplir
pour tout nombre s, I'égalité F[x (s 4 8,}] = F [x(s}]. Si I'on pose,
en effet, y(8)=x(s+5)—x(s) et 2 =(k—1) 8, pour k=1,2,...,
on a pour tout n:

P Mo, 0., o) = .»1: born:a sup [x(s+ns)— x(s)],
donc g (y) << 0; on obtient d'une fagon analogue que g {~y) -7 0.
Mais F () <p () et F{(y}=—F(=y>- p(-y dol F(y)=0.

Ainsi, en désignant par le symbole_/‘x (s) ds lafonctionnelle

Y{F [x ()] + F[x (1 — 5]}, on a le théoréme:

) A toute fonction x (s) de la classe E on peut faire correspondre

un nonbre_/.x (s)ds de fagon que les conditions suivantes (ou x {s)

et y{s) sont des fonctions arbitraires de la classe E et a, 5,35,
des nombres) soient remplies:

D [lex@+by©lds=a[x@)ds+b [y s,

2) x{syds -0, lorsqgue x(s) -0,
3) l..x(s+su)ds:f'x(s)ds,
4 j'xu 8y ds = I'x () s

5) J&ds:l.

Il est facile de vérifier que Iafonctionnellefx (s) d5, rem-

plissant les conditions 1)—5), reste toujours comprise entre les inté-
grales riemanniennes inférieure et supérieure de la fonction x {s).
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Par conséquent, pour toute fonction intégrable (R) cette fonction-
nelle coincide avec l'intégrale de la fonction.

Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en question
ne coincide pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en
partant de |'espace vectoriel G que constitue précisément la classe
de ces fonctions et en y définissant la fonctionnelle f(x} comme
I'intégrale (L) de la fonction x (s} {_ G, le théoréme 1 nous four-
nit une fonctionnelle F{x) définie dans I'espace E et telle que

Iafonctionnelle‘fds=%{F[x ()] + Fle{l —s)]} remplit évidem-

ment toutes les conditions 1) — 5) et coincide en outre, pour
toute fonction sommable (L), avec l'intégrale de cette fonction.

2. Considérons a présent la classe K de tous les ensembles
situés sur la circonférence en question et désignons par 4, la
circonférence-méme. En posant pour tout ensemble A de cette

classe p.(A)~——fx(s) ds ol x ({s) est la fonction caractéristique de
I'ensemble A, donc une fonction de I'espace E envisagé dans 1,
on obtient le théoréme:

A tout ensemble A de la classe K on peut attribuer un nom-
bre 1 (A) de fagon que les conditions suivantes (ou A et B sont
des ensembles arbitraires de la classe K) soient remplies:

1) w{A -+ B)=u{A)+ n(B), lorsque AB=0,
2) p(A)y>>0,

3) w#(A)=1(B) pour A= B,

9 w{dg) =1.

La fonctionnelle u (A), qui remplit les conditions 1) — 4), est
comprise entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure
de I'ensemble A. Par conséquent, pour tout ensemble mesurable
(7) cette fonctionnelle coincide avec la mesure de |'ensemble.

Pour des ensembles mesurables (L) quelconques la fonction-
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L),
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mais, tout comme précédemment, on peut Sarranger de facon
que cette propriété soit également remplie?l).

3. Soit E I'ensemble de toutes les fonctions réelles bornées
X (s) définies dans [0, + <o]; avec les définitions habituelles des
opérations c'est un espace vectoriel.
Pour tout élément x = x (5) de E désignons par p (x} la borne
S
inférieure de tous les nombres lim —n—,L X (S o), o0 a0, ..., 2
'ES

H—pems

est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans
peine que la fonctionnelle g(x), définie ainsi dans I'espace E,
satisfait aux hypothéses du corollaire. En désignant par le symbole
HE] x (s)¥ lafonctionnelle F {x), qui existeenvertudececorollaire,

on a donc le théoréme:

A toute fonction x{s} C Eon peutfaire correspondre un nombre
Lim x (s} de fagon que les conditions suivantes (ol x () ety (9)
S

sont des fonctions quelconques de E et a, b et s =0 sont des
nombres) soient remplies:

1) Lim[zx(s)+ &y (s)] = aLlimx (s) + & Lim y (s),

2) Lim x(s) =0, lorsque x (5) > 0,

-y
3) Lim x (s + &)= Lim x(s),
E i LT

4) Lim1=1.

La fonctionnelle Lim x (s), remplissant les conditions 1) — 4),
E-dom

est comprise constamment entre lim x (s} et lim x (s). Elle coincide
£—roa s

1) Cf. S. Banach, Sur le probléme de la mesure, Fundamenta M athe-
maticae |V (1923), p. 7— 33.
2) le signe Lim désigne ici une certaine ,limite* généralisée, le signe
lim étant par contre reservé exclusivement pour la limite dans le sensordinaire.
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 3
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par conséguent avec lim x {s) toutes les fois que cette limite au
T

sens ordinaire existe.

4. Soit {&} une suite bornée quelconque. Definissons dans
I'intervalle (0, 4 =) lafonction x {(gfar la convention: x (s) = &

pour 1—1<_s-n et n=1,2,... La fonction x(s) appartient
donc a l'ensemble E, envisagé dans 3. En posant Lim §, = Lim x (s),
L ] S—roo

ou Lim x {s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théoréme:

H-yes

A toute suite bornée {&.} on peut faire correspondre un nombre
Lim §, de facon que les conditions suivantes (ou {&.} et {y.} sont

EE T
des suites bornées arbitraires et a et b sont des nombres) soient
remplies:
1) Lim (@& +&n.) = a Lim §, + & Lim v,
Heyoa R—¥oa

fA—pna

2) Limé >0, sif, > 0 pour fout n=1,2,...,

fi—aa

3) Lim §,44 = Lim &,,

H—¥rey e

4) Lim1=1.

Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim &,
TR

ainsi définie est comprise toujours entre limé&, et lim#&,. Par

v R pema
conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite').

% Cf. S.Mazur, O metodach sumowalnoéci, Ksicga Pamiatkowa | Pol-
skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc.
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103.
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Espaces du type (F).
§ 1. Définition et préliminaires.
Soit E un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con-

ditions suivantes (ou X, x5, ¥ sont des éléments de E et &, fq
sont des nombres):

r (x:)") ={(x —¥ 9)’

2° lim k., = 0 entraine im h,x = 8 pour tout x,

L2 L H—pons

3° lim x, =0 entraine lim hx.=® pour tout h.
n- oo

Les espaces E a propriétés 1°— 3° seront dits espaces du
type (F). Tous les exemples 1 — 10 des espaces (D), décrits au § 7
del'Introduction, p, 9 — 12, sont a la fois, comme il est aisé de
voir, autant d'espaces du type (F).
Les conditions 1° — 8° entrainent aussitét les propriétés sui-
vantes de la limite:
a) lorsque lim xx = x ef lim y, =y, on a nh—mm (Xn+ V) =X+ .

e otz e
Il suffit, en effet, de remarquer que I'on a toujours

Cnt Vo X4+ =(a+ Y —X =1, < (Xn =X+ yn— ¥, Y — 3+
:+(JJ_-¢—_V, 9) = (xﬂ_x! 9)—5—(_1’::"—)’- 9)——-()5,,, x)+(yﬂ1 J-')-

b) st im k. =k, on a lim A =k x, quel que soit x (_ E.
t—poa

Rayou

On a, en effet, toujours {#ux, #x) = ({(h. — B)x, ©).
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Nous voyons donc que tout espace du type (F) est en méme

temps un espace du type (G). Il en résulte que tous les théore-
mes du Chapitre | subsistent, lorsque E est supposé un espace
du type (F).

Or, il est a remarquer que les espaces vectoriels du type (F)
sont connexes, car pour tout x et y de E I'ensemble des éléments
de la forme Ax 4 (1 —A)y ol 0 £ 1 est un ensemble con-
nexe contenant les éléments x et y.

Etant donnée une sphére arbitraire K (voir p. 13) dans I'es-
pace E du type (F), il est facile de voir que I'ensemble xX (voir
la définition p. 21) est également une sphere.

Soit & 5= 0. L'opération & {x} = Ax constitue alors une trans-
formation continue et biunivoque de l'espace E en lui-méme et
on apercoit aisément que les ensembles fermés, ouverts, non
denses, de I-e resp. de |l-e catégorie, mesurables (B), se trans-
forment respectivement en ensembles de la méme nature.

On a, en particulier, le théoréme suivant, qui résulte du thé-
oreme 2 (Chap. 1, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa-
ce du type (F) étant connexe:

Théoréme 1. E étant un espace du type (F), tout espace liné
aire H( E mesurable (B) et de Il-e catégorie est identique a E.

§ 2. Opérations homogenes.

Nous allons nous occuper maintenant des opérations additives
définies dans un espace E du type (F) et dont les contredomaines
sont situés dans un espace E; également du type (F).

Pour toutes les opérations de ce genre restent vrais les
théoremes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant ho-
mogéne toute opération Lf{x) qui satisfait pour tout nombre h
a l'égalité U{hx) = kLS (x), on a le

Théoréme 2. Toute opération linéaire est a la fois homogene.

Démonstration.  L'opération &7 {x) étant supposée linéaire, il
est évident que I'on a pour tout x{_ E et pour tout r ration-
nel U(rx)'=rU(x). Or, s{ra} st une suite de nombres ration-
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nels tendant vers h, on alim r.x = Ax. La continuité de Topé-

Lo ]

ration/(x) donne par conséquent L/ (hx) = lim U {r.x) = 11m rl(x)=

fmyims
= hx; |'opération U/ {x) est donc en effet homogene.

§ 3. Shies dééments. Inversion des opérations linéaires.

Posons pour abréger

[x] = (x, ©).

On vérifie facilement que I'on a les relations suivantes pour
tous x ety de E:

r {x, J-')=|-"—.V|'

2° |19 =0; x #06 entraine |x| >0,

3 |-xf=x|,

Cix| =yl Tty T+ iy,

5° lim %, = x entraine l:m {xn| =12,

N-»=a
Etant donnée une suite {x,} d'éléments de E, on dit que la

série ¥ x; est convergente vers un élément x, ou que x est la
i=1 ’

H

somme de cette série, lorsque lim 2 %= x, On Déerit: x.—-Z,x;

A-dues fm=l i=1

La définition de la série implique en outre les relations:

8 x = Zx; entraine | x| < Z|x.

Ll

En effet, pour tout € > 0 il existe un ntel que |x— Z x| <e,

d'ou | :+|Zx, < e-l-_2|x,;[ et, £ étant arbitraire, [xiéz_?[xd-

=1

7° S la série 2|x‘| est convergente, la série Lx; est conver-

gente vers un éément.
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R L4
Posons, en effet, s, :le,-. St p<g, onals,—s; =|3x|<
= i=p-1

7
< X|x:!. On voit donc que lim s, —s,| = 0. Par conséquent
i=—p4] £yoo, g yen

- - 4
2,.!‘:,- est une serie convergente vers un élément.

=1

Ceci établi, nous allons démontrer les théorémes suivants.

Théoreme 3. Le contredomaine dune opération linéaire est
soit de l-e catégorie, soit identique a E*

Démonstration.  Admettons que le contredomaine H { E, de
I'opération linéaire &/ (x) définie dans E soit de I1-e catégorie. Nous
allons prouver d'abord que

(1) pour tout e>>0 Il existe un 5> Detel que I'image
donnée par &/ (x) de la sphére ouverte |x|<e contient une sphére
ouverte iy|<<w.

Etant donné & ce but un =>>0, désignons pour tout n naturel

A
x» —
|<2

et par H, l'image de G, donnée par {/(x), c. ad. I'ensemble des
points ¥y = & {x) oi x C Gn. Quel que soit le point x donné, on

par G, lI'ensemble des points de la forme x-=nx', ot

. .1 . . .
a toujours lim Fx:@; il existe par conséquent un n naturel tel
R

| : . b
que l;x‘«( ;, donc tel que x (_ G, Il en résulte que Ezg,: Gy

et que H=3H.

n==1
Or, H étant supposé de Il-e catégorie, il en est de-méme
d'un certain f,. Soit K; une sphére ouverte de centre y; et de
rayon n; contenue dans fy,.
On en déduit aussitdt que la sphére ouverte K, de centre

%yl et de rayon”l 4, est contenue dans H,'. En effet ¥ C &,
[

c'eat a dire

1 1 .
y- "_nyl‘<z 1, entraine 7,y (C K, ear [y —y,|=
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:‘ﬂu(yH;:'—lh) My J’*é-y;‘<m: il existe donc des points
o 4 ()

|
2 C Hy, tels que lim y, = n, ¥, cest a dire que lim ’13 ya=y et

H3es
par conséquent ;~J_J,.(‘_Hl, dot y (C Hy.
0

Soit /; une sphére ouverte arbitraire de centre y, {__ £, contenue
dans K;. L'ensemble des points y, —jo0 y (_abipet done
comme point d'accumulation tout point d'une sphére ouverte |y|x<'ﬁ._
Or, en posant y, = U{x,) et y =/ (x) ou x, et x appartiennent
A Gy onajx—x|<|x|+ie]<s et Uy —x)=y,—y 1 est
ainsi établi que I'ensemble dérivé de I'image de la sphére ouverte
jx!<e contient une sphére ouverte }y|< 4.

Soit a présent s;=; ol i—1,2,... D'aprés ce qui précéde,

il existe une suite de nombres ¥; = 0 tels que I'ensemble dérivé
de Il'image de la sphere ouverte |x|<le; contient une sphére
ouverte ly;|<% et on est évidemment libre d'admettre que
lim #; == 0. Nous allons définir par induction deux suites de

e

points {yx} et {x.} comme il suit. P olyi<iy=rv t soient:
a) y, un point arbitraire de E, tel queety — | <%, X
le point de E tel que Uf{x,) =y, et lx|<¢,
b) y. un point arbitraire de E; tel que |y - X ¥ | <Tap1 ot X4
h=1

le point de E tel que U (xa) = ¥a et | x| < ep
On a ainsi

) D=y

4
et, comme |x,| < e, = o

3) Z|x,,| aj%

n-i



40 Chapitre 111. Espaces du type (F).

En vertu de 7° la série X x, est convergente. Soit x la

n=1

somme de cette série. En vertu de (3) et 6° on a|x|<e et en

vertu de (2): U(x) =X U (xa) =2,:yn =y. La proposition (1) se
LN e

trouve ainsi démontrée.

Or, comme pour tout ¥{_ £, on a lim%y ==#® et il existe par
Redeza

. i .
conséquent un n naturel tel que Ey|<m], on peut trouver un X

tel que U(x)z;:-y, donc que U (rx)=y. Mais il en résulte que
H = E,, conformément & la thése du théoreme.

Théoréme 4. S |I'opération linéaire &f(x) transforme E en
E; tout entier, il existe pour toute suite de points {y.} de E; con-
vergente vers y, = U/ (x,) une suite de points {x,Hde  E convergente
vers x, et tele que & (xs) = y», quel que soit n=1,2,..,

Démonstration.  Soit {s,} une suite de nombres positifs ten-
dant vers 0. L'opération L7 (x) étant linéaire, on a la proposition
(1), établie au cours de la démonstration du th. 3; il en résulte
gue l'image de la sphére ouverte !x|< e, contient une sphere
ouverte |y| < 7. pour tout #=1,2,...

Considérons un m, naturel tel que, pour tout m > mt,, l'iné-
galité |¥m — ¥y, < W+ Se présente au moins pour une valeur de n
et soit, pour un m donné tel que ¥= % ¥, M= la plus grande de
ces valeurs. Soit enfin x,, le point défini par les conventions:

a) S m < m, pPOSONS X, = un point arbitraire satisfaisant
a I'équation U {(xp) = ym,

b) sim>m, et ym7= ¥, POSONS Xm = un point arbitraire de
la sphére ouverte |x — X;| < &, satisfaisant a la méme équation,

C) sim>m, &t Yu=y, POSONS Xp = X,.

La suite {x«} ainsi définie remplit— comme on vérifie facile-
ment — la thése du théoréme.
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Théoréeme 5. S l'opération linéaire transforme E en E; d'une
facon biunivoque, cette transformation est en méme temps hicontinue®).

La démonstration résulte immédiatement du th. 4.

Théoréme 6. S un espace vectoriel E est un espace (F) aussi
bien avec une définition de la distance (x, y) quavec une autre
définition de la distance (x, y), et S

lim (x5, x) =0 entraine toujours lim (xn, x); = 0,

Ao R
alors,  réciproguement,

fim (x,, x); = 0 entraine toujours lim (x4, X} =0,
H - pums - roa

de sorte que la notion de limite est la méme pour les deux métriques.
La démonstration s'obtient du th.. 5, en désignant par E;
I'espace E avec la métrique {x, ¥}, et |'opération linéaire y = {J (x)
étant définie par la relation ¥ = «x,
Théoréme 7. Toute opération additlve y = Lf(x) qui remplit
la condition

lim x, = x, et lim U{x,} =y, entrainent v, = U (x;)
est une opération linéaire.

Démonstration.  Introduisons dans E une nouvelle définition
de la distance:

4 ) 2"y = (&, &) + (¥, ¥7),
ol x'(_E x"CE y=U), y' = Ux"), (x, x"). désigne la di-
stance primitive de x' a x" dans E et (3, yldsigne la distance

de v' ay" dans E;.

Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance
(x', x'"),, I'espace E est un espace du type (F); en particulier, pour
vérifier qu'il est complet, soit {¥} une suite de points telle que

% Pour le cas des espaces du type (B) (cf. Chap. V, § 1) ce théoréme,
de méme que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée
p. 27, mais la démonstration y est différente.
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f,lﬁgxp Xxg),=0; par conséguent, selon (4),lim (9, Xg) = 1im (¥p, ¥g) =0,
Pg oy Pygre

de sorte qu'il existe un x, et un ¥, tels que lim (x,,, Xo) =
= lim (ym ¥) = 0, e, comme par I'hypothése, y, = U(xo), on en
tirﬂé“en effet d'aprés (4), :1:11 (Xu, Xo) = 0.

Or, on a pour tout x' et x", selon  ( {x, x") "= (X, ")y, r

conséquent lim {x., x); = @ entraine lim {x, x}=0; en vertu du

F--heser # b

th. 6, Iim {xa, x) = 0 entraine donc réciproguement lim (X, %), =0,
LE )

donc aussi, daprés (4), 11m Uix,)y = U(x). Ainsi Ioperatlon ad-
ditive U {x) est continue, ’y g. f. d.

Lemme 1. Soient &/ (x) et /" (x) deux opérations linéaires
définies respectivement dans les espaces E' et EY du type (F) et
dont les contredomaines sont situés dans I'espace E,, également du
type (F). S [I'équation &' (x) = L/ (y) admet pour tout X exactement
une solution ¥ = &/ (x), 'l (x) nest linéaire.

La démonstration résulte du th. 7, car, comme on apercoit
aussitot, lim x, = x, et lim {J (x,) = ¥, entrainent y, = & {x,).

Lemme 2. Etant “données: une opération additive y = &/ (x)
et une opération lindaire z= V(y) telle que V(y) =& entraine y =@,
S en outre l'opération V{{/(x}] est linéaire, I|'opération L7 {x) est
auss linéaire.

La démonstration résulte du lemme 1, car |I'équation V [/ {x)] =
= V(y¥) admet pour tout x exactement une solution y = U(x).

Définition. Une classe T d'opérationslinéaires est dite totale,
lorsque I'ensemble des égalités V{x)=0 pour V({ T entraine
|'égalité x =8,

Théoreme 8, Soient: y=U(x) oo x(_E ef y(_E, une
opération additive e T une classe totale d'opérations linéaires
définies dans E; S V[L/(x)] est pour tout V{_ T une opération
lindaire, &/{x) et également une opération linéaire.

Démonstration.  Admettons que I'on alim x, = x, et lim y. = ¥,
ol ¥an= Ulxy) pour 1=1,2,.. - =
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Pour tout V(C_ T on a lim V[U (x:)] == lim V{y,) = V(3 ef,
I'opération V[U (x)] étant linéaire, lim V [ (x4)] = VI (x,)], d'ou
Ao

V U )l — V(y) =0, done VIU()—wl=0 et, la classe T
étant totale, &(x) =y, En vertu du th. 7 I'opération {/(x) est
par conséquent linéaire.

Théoréme 9. {Udx)} ot x(C E' et {V{»} ou y(_ E" é&ant
deux suites d'opérations linéaires a contre domaine s situés dans un
espace E; du type (F), s le systéme d'éguations {/{x) - V{y) ou
£=1,2,... admet pour tout x exactement une solution y = UJ{x),
I'opération y = U/ (x) est linéaire.

Démonstration.  Admettons en effet que I'on alim x, = x; €t,

-

pour la suite correspondante {y.}, que lim y» = y,. En raison de la
H w->

continuité des opérations {{/;} et {V:}, on a alors Uidx,) = Vi{y,)
pour tout {=1,2,,.., dy,=¥U{x,), e qui entraine selon le
th. 7 la continuité de I'opération y = L7 (x)

8 4. Fonctions continues sans dérivée.

A titre d'application, nous allons démontrer d'abord par une
déduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 23, I'existence d'une
fonction continue n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure
positive 1).

(CY) désignant I'ensemble de toutes les fonctions continues
périodiques de période 1, posons pour tout couple de fonctions
x,(£) et x,(f) de (C'):

(D), 2ot = max |5, (8) — 7(6)|.

Il est facile de voir que (CY) constitue alors un espace du
type (F).

% 's. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
lindaires, Bull, des Sc. Math. L (1926), p. 27—32 et 36-43. La méthode appliquée
a été développée ensuite par M. S. Saks et M. H. Steinhaus, qui |'ont
employée pour traiter divers problémes de la Théorie des fonctions (Cf. S. Saks,
Fund. Math. X, p. 186—19% et H. Steinhaus, Stud. Math. I, p. 51—81).
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Soit pour un nombre arbitraire £==0

(5) y(t) = ﬂi‘ﬁz_tx_(t) pour 01,

(9 désignant I'espace des fonctions mesurables (cf. 1, p. 9),
qui est du type (F) (cf. 8 1, p. 35), admettons que ¥ (&) (S).
L'expression (5) définit alors une opération linéaire a domaine
(CY) et a contredomaine contenu dans (S).

Soient lim %; =0 ol £, == 0 et

Hopoo

x(f 4 ko) —- x{L)

P pour 0<f < 1.

Q) Un(x) =

Or, s toute fonction continue avait presque partout la dérivée,

la limite de l'expression (6) existerait pour presque toutes les

valeurs de t. Il existerait par conséquent pour tout x ( {C%) la

limite lim {fa(x), qui serait définie dans le domaine (S, c. a d.
H—pcas

une limite en mesure. En posant {7 {x) = lim {(x), on obtiendrait
a you

donc une opération additive {f {x) mesurable (B) qui, en vertu du
th. 4, Chap. I, p. 35 serait une opération linéaire. &/ (x) est
évidemment la dérivée de la fonction x ().

Il résulte de la continuité de I'opération &f(x) que si
lim x.(#) = 0 uniformément, on a _li::xﬁ(t)=0 en mesure. Cepen-

R-be

dant pour x.{f) =nlsin ;t on a lim x,(£) = 0 uniformément, tandis
™

que la suite des dérivées /1 cos 1t 22 ne tend pas vers 0 en me-

| 2n
sure. |l existe par conséquent des fonctions continues qui n'ont
pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive.

§ 5. La continuité des solutions des équations différentielles
aux dérivées partielles.

Soit F{x)=0 une équation différentielle partielle linéaire
p. ex. du second ordre:
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) F(x)“‘al +|‘12 + * 3 +a.'. +aex‘—0

ou & {f=1,2,...,8) sont des fonctions continues des variables
u et v dans une région fermée G ayant pour frontiére une courbe
simple fermée C.

Il peut arriver que, pour des conditions aux limites d'une
certaine nature, I'équation (7) admette toujours une seule solution
X (u, v) qui est continue dans G avec ses dériveées partielles qui
figurent dans (7), c. a d. du premier et second dégré dans I'inté-
rieur G de G.

Dans cette hypotheése, les conditions aux limites peuvent
étre d'ailleurs bien diverses. Elles peuvent consister p. ex.
a donner les valeurs de la fonction sur la courbe C (type ellip-
tique) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para-
bolique) ou les valeurs de la dérivée sur les normales a la courbe
C etc.

Supposons encore que, t désignant le paramétre qui parcourt
C, I'équation (7) admette pour toute fonction & (f) continue avec
ses dérivées p. ex. jusqu'a l'ordre r une solution x (&, v} se rédui-
sant sur C a la fonction £ (t).

Ceci posé, nous allons démontrer que

S la suite {6} remplit les conditions (imposées a & (1)) et s
I'on a uniformément lim &8 = 0 et lim &) =0 pour i =1,2, ..., 7,

alors, {x{u, v)} désignant la suite des solutions correspondantes de
I'équation F(x) =10, on a uniformément dans G: lim xfu, =0 e

dix
uniformément dans toute région fermée située dans G: hm -2t =,

oo Gu?
2
Iim Q.i‘;=o,... etc. (pour toutes les dérivées partielles qui figu-
oo
rent dans I'équation (7)).
Pour la démonstration, désignons par E |'ensemble de toutes
les fonctions x (u, v) satisfaisant a (7), continues dans G et ayant

les dérivées partielles des deux premiers ordres (celles qui figu-
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rent dans (7)) continues dans G. Soit {G.} une suite de régions
fermées situées dans G et telles que G = 3 Gr. Posons pour tout
k-1

couple x (g, ) _F et y(u, 1 E:

2 2y
max _dx a"-" +...
) "f'.‘. o, DC (,‘, du? dﬂgi
(x, ) = max | x (&, %) — y (g, V)| + Y -~ -
wol G £ 2 d‘*x dzy
1 -} max
u, v by dﬂ} o

en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partiel-
les qui figurent dans I'équation (7).

Ainsi métrisé, E constitue un espace du type (F) et la rela-
tion:imx,,:x (suivant la distance définie de la sorte) signifie

gue x. tend uniformément vers x dans G en méme temps que

7 2 L

les dérivées partielles - J .-+ {figurant dans (7)) tendent unifor-
u?

mément vers les dérivées partielles correspondantes de la fonc-
tion x dans toute région fermée Gyol B=1,2,...

Soit E; I'ensemble des fonctions £ (), ou t parcourt C, con-
tinues avec leurs r premiéres dérivées. Posons pour tout couple
EW(CE et (O E:

(€ ) = max | £ () — 5 ()] + 3 max [30() — 1) |.
e ¢ ~ . C

Désignons maintenant par & =: I/ (x) I'opération qui fait cor-
respondre a toute fonction x = x {1, ¥) (C E la fonction £ =% ()
a laquelle x (u, v) se réduit sur la frontiere C de G. Ainsi défi-
nie, I'opération U (X) est manifestement additive et continue.

Or, le contredomaine de l|'opération {/{x) étant un espace
du type (F), l'opération inverse x = {J=1(§), qui existe par I'hypo-
thése, est en vertu du th. 5, p. 41, continue, ce qui implique la
proposition a démontrer.

Remarque. Si nous faisions tomber I'hypothése de |'univo-
cité delasolutiondel'équation (7), nousserionsrestreints a ne con-
clure (en vertu du th. 4, p. 40) quececi: {&={£)} ayant la signification
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précédente, il existe une suite de fonctions {x.(, v)} satisfaisant
a (7), se réduisant sur C a.(f) et telles qu'on lim x.(z, ) =0 -
H—¥Cua

dx
formément dans G et lim -~ ™"
" >wdu

gion fermée contenue dans G.

= 0, ... uniformément dans toute ré-

8§ 6. Systemes d'équations linéaires a une infinité d'inconnues.

Soient (ax) ou i=1,2,... etk =1,2,... tableau (suite
double) arbitraire de nombres réels et E; un espace du type (F)
dont les éléments sont des suites de nombres.

Théoréme 10. Si pour toute suite y = {n:} " E, le systeme
d'équations

(8) Za,-k Erewy o i=1,2...,
admet toujours une seule solution {£}, il existe des fonctionnelles
lindaires & = fuly) ot B=1,2,..., dans E; et teles que
I'on adéfiniee

o

Za.-kfk(y) == pour tout y( E, et i=1,2,...
B=1
Démonstration. Désignons par E |'ensemble de toutes les sui-

tes x = {8} qui remplissent les conditions

a) la série Ea,—k 2; et convergente pour tout i+ 1,2,...
=1

b) la site {g} =] Z‘am sk} appartient @ E,.

P>

Posons pour tout couple x' = {&:'} et x"=={§"} d'éléments de E:

(&', x"); = borne sup | Zam(i'k —¢ k)l:

{x', x"), = distance des sunes{ @i i'a ] { T 8" Jnll dans E;
et définissons la distance {x', £") dans E par la formule

1 (x:, M
X', X"y = IR Rl L
G = 2% T e
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Remarquons que

(9) Pour tout k=1,2,...s limx,=8 ot x,=1{&"} CE,

on a lim & =0,

n-poa

En effet, par suite de I'univocité des solutions du systéme
d'éguations (8) la k-iéme colonne contient au moins un terme a; == 0.
Admettons donc que

(10) ag==0 pour E=1,2,...

Comme limx, =0, on a lim(x,, ®), =0, dou lim§{™ =0,

A—¥ra A-yoa m-¥oa

car (10) donne a;s 7= 0, et il est facile & présent de prouver par
induction que I'on a d'une fagon générale lim & =0 pour tout
k naturel. o

Ainsi établie, la proposition (9) permet de montrer que E
est un espace vectoriel complet.

Admettons & ce but que la suite {x.} ot x, = {§:} remplit
la condition lim (x,, x;) = 0. Par conséquent lim {x, — x,) = 0, d'ou

Froo, o Fyew, ffoyem

envertude(9), lim (G — ¢ =0 p k=1,2,..., esortequ'il

Py, e

existe unlim &™ =&, pour tout k naturel. Soit x = {&}. On vérifie

Ry

aisément que x C £ et que lim (x,, x);= 0 pour tout {=0,1,...,

d'ou lim (x,, x) =0; I'espace E est donc, en effet, complet.
Men résulte que E est un espace du type (F).
Ceci établi, posons
v=1Flix\
pour toutes deux suites x = {&}( E et ¥ = {%;} (C E, qui satisfont
au systeme d'éguations (8).
On voit aussitét que

(11) 3.8 =(x,9), <(x,9),

ol (y,8) désigne-, bien entendu, la distance dans E; et (x, @) celle
dans E.
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En vertu de (11), lim x, =9 entraine lim &/ (x,) =8, L'opé
L)

Hpoo
ration ¥ = L/ {x} est donc linéaire et comme elle transforme E en
E; d'une facon univoque, I'opération inverse x = [/~!(y) est d'ap-
rés le th. 5 p. 40, également linéaire. Par conséquent, si
I'on pose pour & =1,2,,..: & = fily) ol x = U-1(y) = {&}, on voit
que lim ¥, = 6, olt x, = L1y = {0}, entraine _.,l_i,T_ X, =8, donc

A=3on

lim & = 0; ainsi les fonctionnelles additives fi(y) sont des fon-

oo
ctionnelles linéaires dans E; c. q. f. d.

Ce théoreme implique, comme nous allons voir, le théoréme
suivant?):

S le systeme déquations (8) admet exactement une solution
pour toute suite {#;} appartenant
1° a l'espace des suites convergentes vers O,
2° a l'espace (9),
3° a l'espace (1),
4° a l'espace (i) ou p > 1,
il existe un tableau {&:} tel que

& =Zbu*q;_ pour k=1,2,...,
=1

ou les suites {&} et {x;} satisfont au systéme d'équations (8) et qui
remplit respectivement les conditions:

1° [} oo pour £=1,2,...
12_;] UI < p ’
2° il n'a que des lignes finies (c. a d. qu'il existe une, suite
numérique #, telle que I'on a & =0 pour tout £ > i),
3° |bu| < py pour une slite de nombres {/x},

oo P
40 |Bei |71 < oo pour £=1,2,...

Y dont le cas 4° a éé connu (cf. F. Riesz Les systtmes d'équa-
tions linéaires a une infinité dinconnues, Paris 1913).
S. Banach. Théorie des opérations linéaires.
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Remarque. Si Ton suppose que le systeme d'équations (8)
admet exactement une solution pour toute suite convergente {v:}
(pas nécessairement convergente vers 0), il existe, en dehors du
tableau &} assujetti a 1°, une suite borni{atelle que

& = Cx !im i —f—Zb.u v opour k=12, ..
e Tt

Tous ces théorémes s'obtiennent du th. général établi au dé
but (th. 10, p. 47) par une représentation convenable de la fonc-
tionnelle linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes
p. 50, et 66—68).

§ 7. Applications de I'espace (s).

Nous allons établir la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans I'espace (s) des suites de nombres (voir Intro-
duction 8§ 7, 2, p. 10).

Théoréeme 11. Toute fonctionnelle lingaire f(x) définie dans
I'espace (S) est de la forme

(12) f{x) = \‘ a &,

i l
ol M est un nombre naturel dépendant de f.

Démonstration.  Soit x, = {{?} ou " =0 pour f=sa et
&4 =1, Posons f{x«)=4a. Pour toute suite x=1{%}, on a

LIS e

X __\‘,,, X, d'ol f(x) _,,;ﬂf(x,,) =M apée. Or, cette série étant
il 1

convergente pour toute suite {%.}, |I existe un N naturel tel que

I'on a a. =0 pour tout 2> N, d'ou la forme (12) de f{x).

M. O. Toeplitz?!) a établi le théoréme suivant:
Y 0.Toeplitz Ober die Auflésung unendlich vieler linearer Gleichungen

mit unendlich virten Unbekannten, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo XXV 11
(1909), p, 88— 9%6.
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Théoréme 12. Pour quil existe une suite de nombres {&}
satisfaisant au systéme d'équations (8), il faut et il suffit que, pour

. r
toute suite finie de nombres &, &, ..., #, la condition X A;ax=10 ou
i=1

k=1,2,... entraine 1'égalité > am = 0.
=1

r
En particulier, si la condition 3 k;aw =00tk =1,2,... entraine
izl

hy=h,= ..k =10,le systéme d'équations (8) admet une solution pour
toute suite {%/}.

Nous allons démontrer le

Théoreme 13. S le systeme d'équations (8) admet pour toute
suite y = {w;} exactement une solution, il existe pour tout i naturel
un Ni naturel tel quon @ am =0 pour tout &> M,

Démonstration. Posons &: = fx(y) pour k),:as.e Be=1y 0t {=1,2,...

En vertu du th. 10, p. 47, fi{¥) est une fonctionnelle linéaire dé-
finie dans I'espace (s) des suites de nombres réels, (cf. p. 10). Il
existe donc pour tout k naturel une suite finie de nombres
Bliny tasy o . ., B tEllE Que

Ny
(13) Sy =2¢:‘k Ni = 5.

Or, les équations du systéme (8) sont linéairement indépendantes.
En effet, supposons par contre qu'il existe une suite finie

de nombres 4, #,, ..., £ telle q h,},lﬁm;;,:ﬁl] i=12...0n
aurait donc selon (13)

r r
14 hrin—= S'h =0 pour toute suite y = {4:}.
()gkk%kfk(y) p y=1{%5}

En posant % == @y pour un j < ¥ naturel arbitrairement fixé,
on constate aussitdt que l'on a pour la solution correspondante
{3"} du systeme d'équations (8): &°= 1 et &° = 0 pour tout & = J,
Ces valeurs mises dans (14) donnent # = 0; en conséquence, tous
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les coefficients hy s'annulent, ce qui prouve I'indépendance linéaire

des équations (8).
Il en résulte en vertu du th. 12 |'existence pour toute suite
{&} d'une suite de nombres {#;} satisfaisant aux équations (13).

La série g,'lma € est par conséquent convergente pour toute suite
{&} d'ou l'existence pour tout {=1,2,., d'un A; conforme a la

thése du théoréme.

Remarque. En faisant tomber I'hypothese d'apreés laquelle il
n'existe qu'une seule solution, le théoreme cesse d'étre vrai.
En effet, {ry} étant une suite arbitraire, il existe une série

entiére*Zh 2* a coefficients réels & telle que
==}
Majp=n ot j=12..
k=0

Or, ce systéme d'équations admet donc une solution pour
toute suite {n}; évidemment cette solution n'est pas unique, car
il existe une série entiéere distincte de O et telle que

Z‘e,j*=u o j=1,2, .

P



CHAPITRE 1V,

Espaces normés.

8§ 1. Définitions des espaces vectoriels normes et des espaces
du type (B).

Un espace vectoriel E est dit norme sil existe une fonction-
nelle—qui est appelée norme et désignée par [x; ou |jxf—
assujettie aux conditions:

1) 18|=0 ef |x|>0 pour xs£8,
2 lx+y|<Ixl+1yl,

3) |fx{=|t|-|x} pour tout nombre t.

Si on définit la distance de deux éléments x et y de E par

laformule
) =lx—yl,
on obtient évidemment un espace métrique. Sil est, de plus,
complet (voir p. 9; c.a d.dansle cas considéré que lim | x,— X, | =0
groops=

entraine I'existence d'un x (C E tel que lim|x, — x| =0), il Sap-
pelle espace du type (B)Y). o

On voit aussitét que tout espace du type (B) est en méme
temps du type (F), mais non réciproquement: les exemples d'es

%) La classe des espaces du type (B) a été traitée d'une facon générale
pour la premiére fois dans mon ouvrage précité de Fund. Math. I 11 (1922),
p.133-181.
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paces décrits dans I'Introduction, p. 9—12, et qui sont tous du
type (F), ne sont du type (B) qu'a I'exception des espaces (s) et

©.

8§ 2. Propriétés des opérations linéaires. Extension des fonction-
nelles  linéaires.

Nous allons nous occuper d'abord des espaces E normes,
mais pas nécessairement complets.

Théoréme 1. Pour qu'une opération additive U(x) définie
dans un espace vectoriel G (C £ soit linéaire, il faut et il suffit quil
existe un nombre M tel guon ait:

(D | Uy} < M-tx| pour tout x{_ G.

Démonstrationl). La condition est nécessaire. En effet,
adéfaut d'un pareil M, il existerait une suite {x,} telle quei &/ (xx)| ==

=Myl x| ol lim M, = 4o, En posant ¥, = 1 « X,, ON aurait

= n | !

. 1 - A .
donc | ¥ui= "’ d'ou lim Viet=®  par conséquent lim &/ (Y,) = @,

n Fi=pu By

ce qui est impossible, car | &7 (V)| =y 1 |-iU(x,,)|>1.
Lx,
La condition est suffisante. E’Ffefnfet, pour tous X, et x

de G, limx,=x entraine limfx -x.,/=0, donc lim |/ (x,) —
Hopone "o H-pr=a

~ U@ [ =lm (U — %) < limM-{x~x,|=0 et enfin
LU e

H—dins

m U ()= L (x), c. q. £ 4.

L ]

Etant donnée une opération linéaire U (x) définie dans un
espace vectoriel G{_ £, on appelle norme de I'opération &f{x)
dans G et on désigne par {{f|¢ le plus petit nombre M satisfai-
sant a la condition (1). Si G = E, on peut |'écrire tout court|¥/|
au lieu de |Lf

Es

%) Cf. S. Banach, I. ¢, Fund. Math. IIl, p. 151—153.
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On a donc | {x}| < | Ua-|x) pour x(C G et il est facile

de voir que
| /4 ~= borne sup | 17 (x4,
XCG, o xlan

La question simpose s'il existe pour tout espace vectoriel
norme une fonctionnelle linéaire (définie dans cet espace) qui
n'est pas identiquement nulle. La réponse affirmative résulte
des théorémes suivants ) dont le premier est une conséquence
facile du th, 1 (Chap. I, 8§ 2), p. 27.

Théoréme 2, Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) dé
finie dans un espace vectoriel G {_ E, il existe une fonctionnelle liné
aire F(x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

F(x)y=f() ponr x(_G ot [|F' =|flg.

Pour la démonstration, il suffit de poser p(x)=|x|.|f:z dans
le th. 1 du Chap. .

Théoréme 3. Pour tout x,{” £ il existe une fonctionnelle
lindaire F (x) définie dans E et telle que

Fla)=|%| e |F=1.

Pour la démonstration, il suffit de désigner dans le th. 2,
qui précéde, par G l'ensemble des éléments de la forme hx, ou
h est un nombre arbitraire et de poser F {fx,) = k-|x,|.

11 en résulte, en particulier, l'existence dans tout espace vec-
toriel norme dune fonctionnelle linéaire n'éant pas identiquement
nulle.

Théoreme 4. Soit f(x) une fonctionnelle quelconque définie
dans un ensemble G (_ £, Pour quil existe une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions

1° f{x}=F(x)pour x_G,

) Les théorémes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Hahn, iber
lineare Gleichungen in linearen Raumen, Journ. fur reine u. angew. Math. 157
(1927), p. 214—229; cf. aussi S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Stud.
Math. | (1929), p 211—216, en particulier th. 2 et remarque.
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2° |Fl<< M pour un nombre donné M= 9,
il faut et il suffit que I'on ait I'inégalité

lgwmggm-}ZmM

Je=1

pour toute suite finie X;Xo.., X dééments de G et pour toute
suite finie hy ,ka,..., h, de nombres réels?).
Démonstration. Laconditionest nécessaire On a en effet

‘ F( ‘2:,‘1 A x;) | glm Fx) é:iz; X ]

Il
i
et comme on a selon 1° F{x;) = f(x;} pour tout x; C G, il en ré-
sulte I'inégalité a démontrer.
La condition est suffisante. Soit, en effet, H I'espace

<|F|

< M-

3k xi E, d’oi pelon 2°
i=1 -

i
vectoriel des éléments de laforme z=23fx; ou r désigne un
i=1

nombre naturel, h; des nombres quelconques et x,{_ ¢. Posons
¥
v (&)= Zhf(x).

r 5 r
Pour z= ) kx; = 5 &% on a par hypothéseLZk;f(xs) -
=1 =1 V=1

F

g{fl; Xy -~ Ek';x';! ={.

f=1

<M

- élk':f (+')

La fonctionnelle g (2 est donc définie dans H d'une fagon
univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En

r r
lzﬂflgf(x;) ‘é‘lfl: X
stence dans E de la fonctionnelle F (x) a propriétés 1° et 2° sob-
tient donc du th. 2, p. 55, par substitution de g a/ et de fia G.

En particulier, si G est une suite {x,} d'éléments de E et

C, désignent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle f(x),
on a le

outre, |9 (2) | = < M- donne | ¢lu << M. L'exi-

Y Cethéoréme a été établi pour certains espaces speciaux par F: Riesz
(Untersuchungen liber Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910),
p. 449—497) et, dans une forme plus générale, par E.Helly (OberlineareFunk-
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265—297).
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Théoréme 5. Pour qu'il existe dans E une fonctionnelle liné-
aire F (x) assujettie aux conditions

I Fa)=Capour n=1,2,... & 2*0 {F|<M
pour un nombre donné M >0, une suite donnée {x,} d'ééments de
E et une suite donnée {£,} de nombres réels, il faut et il suffit que
I'inégalité

Zm q‘ ga,x,{

se présente pour toute suite finie hy, h,,..., h; de nombres réels.

8 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d'éléments.

Nous allons établir a présent quelques théoremes qui jouent
dans la théorie des espaces normes un role analogue a celui que
le théoréme de Weierstrass surl'approximation des fonctions
continues par les polyndmes joue dans la théorie des fonctions
de variable réelle.

Lemme. Etant donné un espace vectoriel G E et un dé&
ment yo de E situé a la distance d >0 de G, il existe unefonction-
nelle linéaire F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

1) F(y0)=13
2 F(xy=0 pour x{ G,

1
F = —
3 IFl=~
Démonstration. Soit H I'ensemble des x de la forme

(20 x=x'+ay, ouCLestunnombrearbitraireet x' { G.

Ainsi défini, H est évidemment un ensemble linéaire et com-
me & >> 0, la représentation (2) de x est univoque. Nous définis-
sons dans H la fonctionnelle additive f(x), en posant f{x} =«

pour x de laforme (2). Comme fx|—]x'+a.yo]_. EIR [—-x+y,,| s

= ] d, il vient dune part tf(x}| =le] <= |x], dou |flu <

h.l.n-n
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D'autre part im | %, — v, | = @ pour.x. (_ G entraine | f(x. — )| =1 <

-

S 1Xe — ¥y | | fla d'OU 1 5 d- i fla, doncﬁ-ﬁ |f're. On a par con-

. 1
séquent [fls= -
On en conclut en vertu du th. 2, p. 55, (en y remplacant G

par H) qu'il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E
et telle que F{x) = f(x) pour x{_H et |F|=|fl|n =;(condition

3), donc, enparticulier, F(x)=9 pour x{_ G (condition 2) et
F(y) =1 (condition 1), c. g. f. d.

Théoreme 6. Etant donnés un ensemble quelconque G (£ et
un élément arbitraire yo de E, la condition nécessaire et suffisante
pour quil existe une site {g.} de combinaisons linéaires ') d'ééments
de G telle que lim gx = v, est que f(x}=0pour x(_ G entraine
f(v.) =0, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f (x).

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
I'égalité f {x) = 0 pour tous les x (_efitraine I'égalité f{g.)=10
pour #=1,2,.., dou f(im g.) = f{y}=0.

Lacondition est suffisante envertu dulemme qui précéde,
en y désignant par G |'ensemble de toutes les combinaisons liné-
aires d'éléments de I'ensemble G considéré ici, c. g. f. d.

Un ensemble G {_ E s'appelle fondamental, lorsque I'ensem-
ble de toutes les combinaisons linéaires d'éléments de G est dense
dans E; il s'appelle total, lorsque toute fonctionnelle linéaire f {x}
qui s'annule pour chaque x ( G, s'annule aussi pour chaquex (_ E.

On déduit aisément du th. 6 le suivant

Théoréme 7. Pour qu'un ensemble G (C £ soit fondamental,
il faut et il suffit quil soit total.

1 voir la définition de cette notion Chap. |1, § 1, p. 27.
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Une fonctionnelle linéaire f(x) est dite orthogonale & un éé
ment X, lorsque /(Xo) = O; elle est dite orthogonale a G, lorsque
cette égalité se présente pour tout x({_ G.

Le lemme p. 57 implique pour tout sous-ensemble G = E li-
néaire et fermé I'existence dans I'espace E dune fonctionnelle liné-
aire non identiquement nulle et orthogonale a G.

§ 4. Forme @énérale des fonctionnelles linéaires dans les es
paces (C), (L), fe), (i), (m) et dans les sous-espaces de (m).

Nous allons établir a présent la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans certains espaces normes particuliers')s

1. Espace (C). La norme définie dans I'espace (M)’ coin-
cidant pour les fonctions continues avec celle de Il'espace (C), on
peut considérer (C) comme un espace vectoriel situé dans (M).

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(C), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans (M) et satisfaisant aux conditions:

(1) Fx)=f(x) pour tout x(_(C),
) LF oo = | fro.
Posons:

| 1 pour O < u<t

=)=
= 10 powr t<<u<1

et
() F@)=g(5.
Nous allons montrer que g (t) est une fonction a variation
bornée. Soienta = £, < #, .. <ty =& et & =sign g (#) —g(t.-)]

pour {=1,2, .., m On aZJg(ti) —g )= Zﬁg(ff)=*g(fr—:)}‘:=
|E =8 = !' et on apercoit
1

= 1

- on

=F[X{t— %) EfJ < [ Flom -

i=1

% cf. Introduction, § 7, p. 11—12, exemples 4, 5, 6, 8 et 9.
%) voir 3, p. 10.
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aisément que la norme de cette somme est = 1. Il en résulte
d'aprés (2) que

(4) variation oft) << | Flan = | flioy
PPt

Ceci établi, soient x (¢} (C (C) et
- r
5 2Zn = 2o{Ul) = X (—) {é (8) — &1 ()}
5) ; a)

La fonction z,(u) prend donc respectivement dans les inter-
valles {_};_1_ < Q% les valeurs x (%) La fonction x = x (1) étant
continue, on a lim ||x — 2.{| =10, d'ou selon (1):

H—reo

(6) lim F(zn) = F (6) = £ (%).
ndoo
D'autre part, les égalités (3) et (5) donnent
I r r—1
e~ S oo )
donc, comme x (£} _ (C) et g {#) est unefonction avariation bornée,

n—soo

1
lim F (z,) = /'x(t) dg, d'ou en vertu de (6):
]

1
7 f(x)=fx {Hrdg pour fout x () (C).

1
Comme par conséquent [f{x)]| = fx (tydg < variationg(t) »

Lo

1
{Q’fg}x(t)l, on a selon (4), en posant |f| =|fliwcy

variation g (t) = |f].
i

Nous avons ainsi obtenu le théoréme?):

% qui a éé démontré pour la premiére fois par F. Riesz (Sur les opé
rations fonctionnelles linéaires, Comptes-Rendus de I'Acad. des Se 149 (1909),
p. 974—977).
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Toute fonctionnelle linéaire définie dans I'espace (C) est de la

forme
1

f=)x()dg,
oit g(t) est une fonction indépendante de x (t) a variation |/].
Réciproguement, étant donnée une fonction g (t) a variation
bornée, la fonctionnelle f (x) définie par (7) et évidemment liné-
aire.

2. Espace (L4 our » . Etant donnée une fonctionnelle
linaire f(x) définie dans I'espace (L¥), posons:

1 pour O<Su<t
f=w =10 pour t<u<1

fEry=g®

Nous allons montrer que g (t) est une fonction absolument
continue.

En effet, soient 8, 4, ..., 8 des intervalles n'empiétant pas |'un
sur |'autre a extrémités respectives £; et #; ou & <f; et i=1,2,..., 2
En posant ¢ =sign[g (¢} — g ()], on a

Sga—gd = SHeEr—g o=

=1

(®)
=f(Z (&) — &) ) <ifl-
=1

n

2 {8, — &} 31.

I

Lafonction (&, — &) = prenant dansl'intervalle & la valeur
=21 et Sannulant ailleurs, il vient en vertu de I'hypothése
que les intervalles §, n'empiétent pas I'un sur |'autre

|Zu: Gy — )

&

ou & désigne la longueur de 8. On a done daprés (8),

r

T

fzm}
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absolue de g (t).
Ceci établi, posons g'(t) =« ({). La fonction = (f) est inté-

!
grable et, comme &,=0, ,0n a évidemment f) = [a(.t) dt, d'ou
H
1

9) fén= [ tA) @ () da.

L]

Soient ¢, €4 ,-.., £» des nombres arbitraires, O < #, < £, <.,
<ty 1 et x(H '—"n""’ pour £, «7 f<lt et i=1,2,..,n. On aévi-
demment x(#) =Y ¢;- (&, — &,_,), d'ou selon (9)

-1

1
(10) f(x) _J x () a () dt.

Ainsi |'égalité (10) est remplie pour toute fonction ,en es
calier" a ().

Si x-—Xx () est a présent une fonction quelconque mesura-
ble et bornée, il existe une suite {x,(¢)} de fonctions ,en escalier"

bornées dans leur ensemble et tendant presque partout vers x (t).
1
Par conséquent ]im / | %) — X () dt=0, d'ou lim||x"—x|| =0

et, selon (10), F{x) = lim / xo8) o ($)dt = / x (=) dt. Ainsi I'éga-

i

lité (10) est remplie pour toute fonction x (t) mesurable et bornée.

Ceci établi, considérons d'abord le cas ou r == 1.
Posons:
) _f te@@}l="-signo @) pour la(f)F<an

I nsigna(®) pour la(f)s-t>a,

< ]/ J ey

.1 1
ol r__|_
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et comme Xu{8) 2 (£ = xa(®) -]« (Fi> | Xuft) | - | xalt) -1 a

, . R/ —
[lx®yFTat < |f] -_I/f|x"(t) | df, d'ou, en tenant compte que
i

1]

1 1

;=" on tire(/ | %a(£) |’dt)1_ * 7| f]. Comme cette inégalité
B

subsiste pour tout n naturel et comme | xXu(£)ir < | & (£) | =] ()

et presque partout lim |x.{¢) 7= |« (£}, on obtient
H- oo

o /s cin

de sorte que a (t) est une fonction a s-iéme puissance sommable.
Par conséquent, si x (t) est une fonction mesurable arbitraire
a r-ieme puissance sommable, le produit x (t) = (t) est évidemment
une fonction intégrable.

Définissons a présent la suite {x.{(£)} comme il suit:

X (f) o x@iTn,

( Xy = Xa (1) ':{ n sign X pour |x({)| >R,

On a alors
.

Gy e
(18) Hx-—x||2//‘]|x\t)-x,,(t)|’dt et hm % — Xul =0,

de sorte que I‘/{x Ooa@dt —f(x) =] /t‘ [x () — xa(t}] 2 (H 4t

‘{,'l/ﬁx(t)—xn(t)kdt.l/ﬂa(t) l*dt, dou, selon (13), f(x) =

= li_hqyf(x,.)-:j'x (O x(Hdt et comme | f(x)|=| }!x (o) dt| <

o
\{I/ |e (&) |*df- x|, la formule (11) donne I'égalité
1]
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|ﬂ=V7waw&

Nous avons ainsi démontré le théoréme™)
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans |'espace (£} ou
r>1 est de laforme

Flx)=|x () a()ds

n

(O C W) d|ﬂ=V7waWM.

Passons maintenant au casoll r — 1. Soient 0 < e<<u+h <1 et

() 3

=
0O pour 0t

ou

t<uth
<u e s+h<igL1l.

On a, selon (10), |f{x)| = Ux(t) ) dt 1

n o dt[

Tuth

comme ()| < |f]-Iell=|f)+1,il vient f (f)dtlélﬂ-k

La fonction g (&) =fa (£) dt satisfait donc ala condition de Lip-

schitz et comme on a presque partout g'{f) =« {£), on en con-
clut que
(14) le (@] < |f] presque partout.
Si a présent x = x(t) est une fonction intégrable quelconque
et la suite {xu(£)} est définie par les formules (12), on allx — x| =

= j | % ()= xa(8) | dt — O, d'oUl F(x)=lim f(%s) =lim j 5nld) o (£) dt =
5 R—pemn H—Mu

%) Pour r =2 ce théoréme a éé établi par M. Fr échet (Sur les ensem-,
blés de fonctions et les opérations linéaires, Comptes Rendus de I'Acad. des Se.
144 (1907), p. 1414—1416) et dans le cas général par F. Riesz, l.e, Math.
Ann 69 (1910), p. 449—497, v. p. 475.
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1
=fx(£)m(t) dt, puisque |x«(#) e (£)| < |x ()« (f)|. Or, comme

o
1 1
fx &) a(d) dt‘é [|x(t)| dt - vrai max |a (£)|, on obtient en vertu
F a [T =
de (14) I'égalité
| f| = vrai max |a(¢)]
ocrzl

Nous avons ainsi démontré le théoréme?):
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans I'espace (L) est
de la forme

Fx =J‘x(¢> n (t) dt,

ou a (t) est une fonction bornée presque partout et | f{ = vr aéﬁr‘nax | % (2)]
L 1

3. Espace (¢). Soient
(15) =

1 pouwr n=1I
0 pour n+ld,
Xa= il et X ={8).

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) ou x = {&.}( (&),

posons
(16) fl)=Co et fixy=0C,

En posant « =lim &, on a donc || & — ax’ — 3 (& — a) % || =
n—yoo . A==1
I
= borne sup s —a|, d'ol x = ax' + lim X (¢ — @) x, €t par con-
nor raes n=1

séquent x = e’ +"é:(én —a)x,, DONCf(X) =& f{x) -t.g(én —a) f(x,),
d'ou selon (16)
(17) fER)=aC+ 3 o) G

) Cethéoréme a éé démontré pour la premiére fois par M. H. Stein-

haus (Additive und stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p.
186—221).

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 5
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Si x = {6} et a présent la suite ou

sign €, pour n<r,

E"={ 0 pour m>r,
on6ﬂx|i=1,a=lim£,.——40ef(x):"Z:'IICnr, comme |f(x}| < |f| | %],

il V|ent2, | Cnl < [¥l. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte
que la serleZ|C,,[ est convergente. En posant

e

on a d'une fagon générale selon (17)

f=pen

(18) f(x):ac+2 Cotn 08 a=limé,.
Soit a présent =
_ | sign G pour n<r
" sign € pour n>r.
,
Alors fx||= e=lim& =g n C et/(.*) :iC|+21|C‘n|+
L A=
+ 2 Ca-sign C < |f} et, cette inégalité subsistant pour tout 7 na-
H=r+l
turel, on obtient | €|+ X |Cul < 1f|. Comme d'autre part f (x) <
n=|l
<[1C|+2[C,.'|] +|x], il en résulte que I'on a I'égalité
=1
(19) 1€+ Y 1G] =111
n=)

Conformément aux formules (18) et (19), le théoréme suivant
se trouve ainsi établi:

Toute fonctionnelle linéaire f{x} o& x = {8z} définie dans (c)
est de la forme
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floy=C tim & +Z Ca ta

=1

et on a

icl+ 3161 =111.

4, Espace {{7) oir r > 1. Soit, commeauparavant, X, = {E‘;}
ou &% sont définis par la formule (15). On a donc pour x = {£3(

., =
C () arbitraire {|x—2 & ||=I/ZJE;|’ —0, dou
=1 =41

(20) X T]

i=1

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) définie dans
({®), posons f{x;}= C;, d'ou selon (20)

(21) F= j‘e, c

=1
Considérons d'abord le cas ou r —1.

Soient &x= sign C, et & =0 pour £{=n On alors f(x) =
=|Caf << |f|. D'autre part, on a pour toute suite x ={&} C ()

I'inégalité |f (%)} < (Zi&;) borne sup €] et par conséquent
sollea
fl= borne sup |G
Nous avons donc démontré le théoréme:

Toute fonctionnelle linéaire f(x) ol x = {&} définie dans (I)
est de la forme

f@=3ak

=1

o |fi= borne > sup | Cif.
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Passons au cas ou r>1. Soit x° = {£°} ou

50—{ |Cis—tesign C pour i< n,
N pour i>n

r

et~1-+1 =1. On a aors |x°| =,/Z[C¢I'H= l/ ZR:ICH’, .d'oq,
'3 s i=1 =1

selon (21), f (%) =£‘;|Cfl*£|fi- l/é‘licd‘, donc]/ém,p < | f

et, n étant arbitraire, l/ ;"]C;i’ém. D'autre part, pour toute
=1

suite x = {&3 (/) on a f(X) :[IZ::&;CA \{I/é‘iiefr- é‘lm]',

d'ot finalement I'égalité

ifr=]/§lcfl*.
i+1

Nous avons ainsi démontré le théoréme:

Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans I'egpace (i) ou
r>1 est de la forme

F=3"Gu ol x={t)

f==1

&
eton a |f|=}/§lf(3f|’ oit ;1-+;1=1.

5. Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables. Soit
E un espace vectoriel séparable situé dans (m); les éléments de
E sont donc des suites bornées de nombres. Admettons dans E
la méme norme que dans (m), a savoir

x| =borne sup |&} o0& x={4}CE.
L felom
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Soit {x=} o0 xy = {&¥} la suite d'éléments de E qui forment
I'ensemble dénombrable dense dans E. Considérons d'abord x;
et x,. Nous allons établir pour tout g, > 0 I'existence d'un tel #
naturel gue I'on ait pour tout couple *; et J; de nombre réels:

(22) [Mox+hxaf < max (A B+ 8 (146
ARy

Ecartons, en effet, le cas dela proportionnalité desnombres &}
et £2 comme trivial et supposons, par contre, qu'il existe pour tout
k naturel un couple ¥ et A tel que

[1§xl+hgx2[>hrgg|1f53+l§&f|-(1+s=).

En désignant par my celui des nombres |*1 et [}] qui est
Ak PLi

PR L = Z i
plus grand et en posant # P et # e on aurait donc

@) fm+ B> mex (BG4 EY] L+ e).

Comme on a 1<|#|<+ {1« 2 pour tout k naturel, on
peut extraire des suites {#}} et {#} des suites convergentes. |l
existe par conséquent une suite {&} telle que les suites {ffi} et
{#} convergent respectivement vers certains nombres |, et I,
ol 1< |4f+14] <2 Commelim & =+ > et enoutrelim |(f %, -+

Joem jroo

+ & %) — (Bix + 8 %) =0, on aurait donc, en vertu de (23),
Hlx1+13x3[>22xi£1&}+£,£§]-(I+E,), ce qui est impossible,
1giic o
car on a par définition ]£1x1+l,x,|=bor<ng sup |4 &+ 4 €.
i e

L'existence d'un k, naturel satisfaisant pour tout X, et 3,
a (22) étant ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction
que, {&.} étant une suite arbitrairement donnée de nombres po-
sitifs, il existe pour tout #>>1 un &, naturel tel que pour toute
suite finie i, kg, wv, %2 de nombres réels on a

(24) 1 A2, 4 dgxy 4o+ Dnkin | max [ E1 4 l,éf e R - (1 &)
- 1<ty

Ceci établi, désignons pour tout n naturel donné par x'; ou
/=1,2,...,n la suite
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(25) £4 80 ., &;ﬂ, 0,00, ..;
on a donc en vertu de (24) pour Ay, kg ...y dgarbitraires
(26) [y hkg e hnn | < | M X R X o+ R X | (X 5

Soit a présent f(x) une fonctionnelle linéaire définie dans E.
Donc [f(r %+ 3g X3+ o F2n X)) | K12y % R X4 D X
et par conséquent selon (26), A f(%) 4+ Flx)+ thnflen)| <
-4 e) - |y X' +hg X' .. ke %], Comme par définition
de X; (voir (25)) on a x/ {(c), il existe en vertu du th. 5, p. 57,
une fonctionnelle linéaire f,(x) définie dans (c) et assujettie aux
conditions:

Fulx=Ff(x} pour tout i=1,2,...,n et|fel<I|f| (14 ¢ca).

En tenant compte de la forme générale des fonctionnelles
linéaire dans l'espace (c), établie p. 66, et tous les termes des
suites x' ou {=1,2,..., n étant d'aprés (25) des zéros pour les
indices supérieurs a &, on conclut qu'il existe une suite finie de
Nombres @n; &g ... 2k, assujettie aux conditions:

kﬂ
Zanf §=fle)=F(x) pouri=12,.,n
=1

et

kﬂ
;‘1%1 = {fl <IA A+,

d'ol, en posant
ﬂ'n;

(27) Enj = 4., pour j < on
0 pour > Ry,
on obtient
oo 1 -
(28) gu,ﬁ £;=I—-_§_—af(x;} pour i=1,2,..., n
et

(29) Z o] < 11
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Admettons que la suite {z.} ait été choisie de facon a avoir
Hme, =0. En vertu de (28) on a alors lim ¥ oy & = (%) pour
R-+oo fi—poes f==}

i =1, 2,... et nous allons montrer, sans altérer la suite double in-
finie {as}, que cette forme se laisse généraliser de Xi sur tout
x( E

Posons a ce but x ={&}. La suite d'éléments de la forme
X, ={E/} étant définie au début comme dense dans E, il existe pour

>0 xi= {4 wml<s | Sayy—fe)|<

+|fx)—f(x)] e comme

e ‘ }2::11,,; & — &9 -]-‘ gldnj & —Flxn

l;la,,_,-(e_,-—ajf) g(;|a,‘;])-{x—x,-|:g|f1-s, on a pour n suffisam-
= =1

ment grand Jéia:,,,-ﬁ,-—f(a\:)’~~<';)’]’E+€+|f|‘e==(2|fi-i-1)-s et

par conséquent la forme généralisée

(30) lim 2 tay &y = f (%) pour tont x={} CE
Ao J=i

Enfin, nous allons montrer que

li ail =1F|.

(31) ,,L'::‘g'“ il =15l
En effet, si Ton pose

32 = Hi|»

€2 M= lim 3o

on a selon (30), |f{x)| <M borg}e sup |&|=M-|x|, pour tout
1=, joom

x( E, dou, |f] étant le plus petit nombre tel que |f(x}| <
< |f|-[*] pour tout x (C E, on conclut que {f| <cé4, qui donne
en vertu de (32) et (29) I'égalité (31).

Recueillons a présent les formules (27), (29), (30) et (31):
nous voyons que le théoréeme suivant se trouve établi *):

1) Cethéoréme est dil & M. S. Mazur.
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Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans un espace vec-
toriel séparable E situé dans l'espace (m) est de la forme

Fx) = lim Day
s j=1

ou x = {&} ef {1} et un tableau de nombres réels satisfaisant aux
conditions:
1° ay = Qpour > &k, ot {k,} est une suite de nombres naturels,

2 Jé‘lm,-tsm pour n=1,2, ..,

3 lim Y lay|=|f]
Ry j=1

§ 5. Suites fermées et complétes dans les espaces (C), (LU,
(et (E).

Nous allons appliquer a présent les résultats qui précedent
a plusieurs notions et problémes liés avec les propriétés des es
paces particuliers que nous venons de considérer.

Une suite de fonctions {x.{(f)} oU xu (&) C (C) et 0 < £ <1
est dite fermée dans (C), lorsqu'il existe pour toute fonction x{£)  (C)

#n
une suite de combinaisons linéaires {;}:mf") X (t)} tendant unifor-
=1

mément vers x (t).
La suite {x«(f)} sappelle complete dans (C), lorsque, g (t)
étant une fonction quelconque a variation bornée, les conditions

1
fx,,(t) dg =0pourtout n= 1, 2,... entrainent I'égalité g(0) =g {¢) =
o
= g(1), excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de t.

Une suite de fonctions Ex,,(t}} ot x () (LY et 0LEL

est dite fermée dans (£¥), lorsqu'il existe pour toute fonction
&

x (¢ (L) une suite {g»} de fonctions de la forme ga(#) =f§a;"‘)x,(t)
convergente en moyenne avec la r-iéme puissance vers Xx(t),

1
c. ad. telle que lim [ix(t) — g7 dt =0.
R—-Fﬁeﬁ
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La suite {x.(f)} Sappelle compléte dans {L*}, lorsque, ¢ (t)
étant une fonction arbitraire qui est mesurable et bornée ou qui

appartienta {L®) oﬁ%+—l— =1, suivant que r — 1 our>>1, les

1
conditionsfx,.(t) gty di = 0 pour n=1,2,... entrainent presque par-
[+]

tout I'égalité g (t) = 0.

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries
orthogonales.

11 est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dans
(L"), est qu'elle soit fondamentale (dans le sens défini au § 3,
p. 58, de ce chapitre). De-méme, pour qu'elle soit compléte, il
faut et il suffit qu'elle soit totale (dans le sens défini ibidem). Il
suffit, en effet, de rappeler la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans (C), resp. (L), établie p. 61, resp. 64—65.

Enfin, le th. 7, p. 58, implique aussitdét que pour gu'une suite
de fonctions soit compléte dans (C), resp. dans ¢L™}, il faut et il
suffit quelle y soit fermée.

En procédant d'une facon analogue, on peut établir les
notions de suites fermées et de suites compléetes pour les espa-
ces (c) et (i),

§ 6. Approximation des fonctions appartenant & (C) et (Lt
par des combinaisons linéaires de fonctions.

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d'interprétation dans
divers espaces normes particuliers. En voici deux exemples:

1. Espace (C). Pour 'guil existe des polyndmes formés de
termes de la suite {xu(£}} ot xu(£)} C (C) et O <l tadil appro-
chent uniformément une fonction donnée x (t) (II{C), faut et il
suffit que, g (f) étant une fonction quelconque a variation bornée,

1

les conditions::fx,,(t) dg=0 pour n=1,2 ., entrainent ['égalité
L

[x)dg=o.
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2. Espaces (L)), Pour quil existe des combinaisons linéaires
formées de termes de la suite {xaft}} oft Xaft) (C (L) et 0 2T
qui approchent avec la r-ieme puissance en moyenne une fonction don-
née x () (L)), il faut et il suffit que g (f) éant une fonction
arbitraire, mesurable et bornée lorsque r =1 & appartenant a (L)

ou ri + ni =1 lorsque r > 1, les conditions /-‘g (L) xa{t} dt =0 pour
b

1
n=12 .. entrainent légalité [ g (#) x (&) dt =0,
(]

§ 7. Le probléme des moments.

Passons aux applications du th. 5, p. 57.

On a donné le nom du probléme des moments au probleme
qui consiste a établir des conditions pour I'existence d'une fon-
ction f satisfaisant a-l'infinité d'éguations

b
(33) chmuz.cI ol i=1,2, ..
&

pour une suite de fonctions {g:} et une suite de nombres {¢;} don-
nées d'avance.

Nous donnons ici la solution de ce probléeme dans deux cas
particuliers d'espaces normes. elle sobtient par ['interprétation
convenable du th. 5, p. 57, dans ces espaces.

. Espace (C). Soit x=x{f) o0 0t <1 une fonction
continue. Toute fonctionnelle linéaire f(x) dans (C) étant (cf.

1
p. 61) de la forme f{x) =fx.(t) dg ou variation g (t) =|fI, on ob-
] [T

tient du th. 5, p. 57, le théoréme?):
Pour quil existe une fonction g (t) a la

variation g (t) <= M
[T o |

et satisfaisant aux équations

%) Ce théoréme a été trouvé par F. Riesz (cf. les travaux de F.
Riesz et de E. Helly citésici p. 56, note)).
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1
fx;(t) dg=¢ pour (=12, ..,
1]
il faut et il suffit que Von ait pour toute suitefinie h; h,,..., h, de
nombresréels

r l l r
) <M £
S < x| 3 hseo
Il. Espace ¢L¢}). Pour =1 on parvient, en procédant
dune fagon analogue, au théoréme"):
Pour qu'il existe une fonction « (¢} ot 0 < £ < 1 telle que

+o=1

[
ta | -

1
J|a(z)|sdt4.»w oit
(1]

et qui remplisse les équations
1

f X e dt=c Ol x()C (LY e i=12 .,

il faut Det il suffit que l'on ait pour toute suite finie hy, hy,..., hy

de nombres réels
y 1
<o)/ [

k
2 }!,' c;
=1

Pour r = 1, les fonctions x;(t) sont intégrables et la fonction
cherchée a(t) est bornée et telle que

£ [
Db xAt) |’ dt.

i=1

vral max [« ()] < M.

La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante:

L
Zkf &:

=1

A

éM-f]Zk;xs(t)!df-

=1

1) Ce théoreme est di également & F. Riesz I. c
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§ 8. Conditions pour l'existence des solutions de certains sy-
stémes d'équations a une infinité d'inconnues.
Considérons un autre probléme.

Etant donnés un tableau {xi} €t une suite {7} de nombres,
nous allons chercher d'établir des conditions pour ['existence
d'une suite de nombres {z;} satisfaisant a I'infinité d'équations

(34) Dawz=e ol i=1,2,.
k=1
Nous donnons ici, également a l'aide du th. 5, p. 57, la o
lution de ce probleme dans deux cas particuliers d'espaces.
I1l. Espace (C). Soient Xi = {xx} €t

(35) klim ap=0 pouri=1 2.

Toute fonctionnelle linéaire dans I'espace (c) étant de la forme
f(*)=Clim& + X Citr o x = (&) et |f] =| C|+Z|E]p. 66),
le th. 5, p. 57, donne en vertu de (35) I'énoncé suivant:

Pour quil existe une suite de nombres {z:} qui remplisse les

équations (34) en méme temps que la condition ,,2|z*| < M, il faut
=1 .
et il suffit que I'on ait pour toute suite finie de nombres hy hy,..., h

l'inégalité

.
2, hiop
=

IV. Espace (i). Soient x = {ais) etgja;¢|<oc pouri=1i,2,..
=]

i’f;, P

f=1

< M- borne sup
1 ko

Toute fonctionnelle linéaire dans (1) étant de la formef(x) :gi'z: &
ou x={&} et [f|= boirgte( sup |#| (cf. p. 67), le th. 5, p. 57,

donne immédiatement I'énoncé suivant:
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Pour qu'il existe une suite bornée {z:} qui remplisse les équa-

tions (34) en méme temps que la condition borne sup |2zx| << M, il
1 helom

faut et il suffit que Von ait pour toute suite finie de nombres réels
hy, h,..., hy I'égalité

r
2, ki e
i=1

QM'SIS_}MG‘M
k=1 1i=1



CHAPITRE V.

Espaces du type (B).

§ 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B).

Nous allons établir ici quelques théoréemes généraux sur
les espaces E du type (B)%)> dans lesquels leur propriété qu'ils
sont non seulement normés, mais aussi complets, intervient d'une
facon essentielle.

Théoreme 1. F (x) étant une opération mesurable (B) et U (x)
une opération additive, définies toutes les deux dans E et telles que
|F({xy| = | U{x)| pour tout x(_ E, I'opération U(x) est linéaire.

Démonstration. |l existe en vertu du th. 4 de I'Introduction
p. 17, un ensemble H(E de I-e catégorie tel que |'opération
F{x) est continue dans E— H. Il existe par conséquent pour

X0 (_E—Hun r>0 e un N>O0 tels que
(1) |x—xo| <7 entraine |U(x) | < | F{x)| < Mpour toutx(C E-—H.

L'ensemble des points x( E— H tels que ix--xo}é—;—

étant de Il-e catégorie, il en est a plus forte raison de méme de

I'ensemble G de tous les points de la forme '+ x ol ]x’1<-’:,
x(CE—H et Ix—x.,[g%. Il existe donc dans G un élément

+x,CE—-H ou x,CE—H, Commeixl—xolg—;—, a

1 voir la définition de ces espaces Chap. 1V, p. 53,
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[ %' 4%, — %, )< r, d'oU, selon (1), |UEM < UE +x) | +HUE)
£ 2M. La norme de U(x) est par conséguent bornée dans la

. r - N .
sphére |x|{§, donc, évidemment dans toute sphere. |l en ré-

sulte en vertu du th. 1 (Chap. IV, §2), p. 54, que I'opération U (x)
est continue.

Théoréeme 2. S, pour une opération additive U (X)y lim x. = %
Fe—tacy

entraine lim | J (x,)

R—yoa

= U (x)| pour tout x( E, l'opération U (x)
et lingaire?).

Démongtration. L'ensemble G, de tous les x{_ E tels que
|7 (x)| < nm est pour tout n= 1, 2.. fermé et comme Eié::G,,,

un au moins des ensembles G, contient une sphére dans laquelle
la norme de U (x) est bornée, d'ou, comme dans le th. précédent,
la continuité de I'opération U (x).

Théoreme 3. S une suite dopérations linéaires {L/u(x})} dé
finies dans l'espace E est convergente dans un ensemble G qui est
dense dans une sphere K et s la suite des normes {! J:|} est bornée,
la suite des opérations {{/a{x)} est convergente dans I'espace E
tout  entier?).

Démonstration.  Etant donné un X, K, il existe par hypo-
these une suite {xx} telle que x, (C Gpour n=1, 2,... et lim x,= x,,

L

Or on a noiir trois nomhres n n et o aeleconniies

| Unlg) —Uglxo) | < |U(% — X} | 4 | UolXn — X} |+ | UplXa) — Ug(xa)]

donc  fim | Lp(xe) — Ug(ke} | < 2M | %o — X4| 08 M =Tim | Uy,
B—oo -0
g
3 cf. s. Banach. 1. ¢, Fund. Math, 111 (1922), p. 153, th. 3.

3 Cf. S Banach et H.Steinhaus, |. ¢, Fund. Math. IX (1927),
p. 53.
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d'ot, comme lim |X, « x| =0, on a lm | Us(x,) — Uelx,) | =0, ce
R-des P e

qui implique la convergence de la suite {a{x,}.

Etant donné a présent un élément arbitraire xCE et Xo
désignant en particulier le centre de la sphére K, il existe un
¢ 0 tel que X,+ex(C K, donc que la s Unfxy+ex)s t
convergente. La convergence de IJ«{x) en résulte en vertu de
celle de Unfx'y) et de Un(x] + sx).

Théoreme 4. Etant donnée une suite {L/,(x)} &2 opérations
linéaires définies dans E, I'ensemble H de tous les x{_ E pour les
quels lim | Un{x)| < eo est soit de I-e catégorie, soit identique a EY).

L

La démonstration résulte du th. 1 (Chap. |11, § 1), p. 36, Vu
que H est un ensemble linéaire et mesurable (B).

Théoréeme 5. Etant donnée dans E une suite {L.{x)} dopé
rations linéaires telles que lim | Unf{x)|< oo pour tout x(C E, la
L&

suite des normes {| Ux|} est bornée?).

Démonstration. En vertu du th. 11 de I'Introduction, p. 19, il
existe une sphére K(_ E et unnombre TV tels que Ton a|lalx}{<C
< N pour tout x(_K et n=1, 2,... En désignant par r le rayon

de la sphere K, on en tire facilement | x| égg pour tout n=1,2,...

Théoreme 6. Etant donnée une suite {x,} d'ééments de E
telle que Von a Iim |f(x)| <eo pour toute fonctionnelle linéaire
R—pec

f(xX) définie dans E, la suite des normes {|.x.|} est bornée.
Démonstration. L'ensemble E de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans E constitue, en y conservant la définition
de la norme adoptée pour ces fonctionnelles, un espace du type
(B). Définissons dans E une suite de fonctionnelles {Fa}, en po-
sant Fa(f) = £ (xx) pour tout f E. L'hypothéseE | f (xn)| < 00

) ibidem, p. 55.
) ibidem, p. 57.
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entraine par conséquent lim | Fa(f) | < oo pour tout £ E. En ver-
Ao

tu du th.5, qui précéde, il existe donc un nombre N tel que
[ FalFf}| << N-|f| pour tout n—1, 2,... D'autre part comme x, (_ E,
il existe pour tout n=1, 2,... en vertu du th. 3 (Chap. 1V, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire f,(x) définie dans E et telle que
Ton a |fulxa)|=|%| et |fu]=1. On a donc |x.|=|fudxn| =
= Falfe}] < N-|fu| = N, quel que soit n, c. gq. f. d.

8§ 2. Principe de condensation des singularités.
Théoréme 7. Etant donnée dans E une suite double d'opé
rations linéaires {U,, (%)} telles que

2 tim | Upg| = eo pour tout p= 1, 2, ...,
g—ous

il existe un ensemble G{_ E (indépendant de p) de Ile catégorie
dans E et tel que Von a pour tout x(_ G:

(3) lim | Upg(%)| = oo pour tout p = 1, 2,...%).
e

Démongtration.  L'ensemlbe H, de tous les éléments x(_ E
tels que lim | Uy 4(x) | << oo ne peut coincider avec E, car en vertu
groe

du th. 5, p. 80, I'hypothése (2) se trouverait contredite. Il en

résulte en vertu du th. 4, p. 80, que H,, et par suite I'ensemble

H=2'H, de tous les éléments x (. E pour lesquels la condition
=1

(3) est en défaut, est de I-e catégorie dans E. Il ne reste donc

gu'a poser G= E—H.

Remarque. Les contredomaines E, des suites {{/s4} peuvent
varier avec p = 1, 2,..., tandis que pour tout p donné ils doivent
évidemment étre supposés identiques pour toutes les valeurs de
g, puisqu'on fait intervenir dans I'énoncé du th. 7 la notion de
convergence des suites {{p4(x)} avec g tendant vers o

Y ibidem, p. 54 th. I.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 6
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Le th. 7 qui précede constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4),
p. 24, au point de vue fonctionnel ce qu'on appelle le principe
de condensation des singularités. Nous allons |'expliquer sur des
exemples !

Soit {g«(f)} une suite orthogonale et normée de fonctions
a carré sommable dans [0,1]. Etant donnée une fonction quel-
conque x (t) intégrable dans [0,1], la série

e !
ggk(r)_n/ &u(s) % () ds

s'appelle le développement de la fonction x (t) suivant la suite {gx{£)}

(pourvu, bien entendu, que les |ntegralesfgk(s)x(s) ds existent
pour tout k=1,2, ...).

On alestheoremes suivantsp. ex. dans les espaces (C) et (L):

Dans (C). Etant donnée une suite {#,} de points de [0,1],
I'existence pour tout p — 1, 2,... d'une fonction continue x,(£) dont
le développement dans le point t, est [divergent, resp. non borné
entraine I'existence d'une fonction continue x (f) dont le développe
ment est divergent, resp. non borné dans tout point t, ou p = 1, 2,...

La démonstration résulte du th.7, p. 81, et du th. 6 (Chap.
1,8 4), p. 24, si I'on pose

Upo(#) = X' gullty) [£:(s) % (s) ds,

en regardant Uy{x) comme des fonctionnelles linéaires dans (C).
Dans (L). Etant donnée une suite dintervalles {[e,, By]} Situés
sur [0,1], l'existence pour tout p = 1, 2,... d'une fonction intégrable
X(t) dont le développement jouit de la propriété
Pp
im | [s,(8)| dt = v oit $u(2) : ng(t) J 2u8) x(8) dt

R
op

) cf. ibidem, p. 56—61.
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entraine l'existence d'une fonction Intégrable x (t) dont le dévelop-
pement jouit de la méme propriété dans tous les Intervalles [a,, B,]
a la fois.

La démonstration résulte du th. 7, p. 81, en posant

1
g
Upg(%) =Z ga(t)fg*(t) x{8)dt pouwr a, 7t I3
k=1

et en regardant Uy(X) comme des opérations linéaires définies
dans I'espace des fonctions intégrables dans [0,1] et dont les con-
tredomaines sont situés respectivement dans les espaces des fon-
ctions intégrables dans [, B,

Remarque. En particulier, si les points & coordonnées w,, B,
forment un ensemble dense dans le carré [0,1; 0,1], la pro-
priété en question de x (t) se présente dans tout intervalle [x«, ]
de [0,1].

En s'appuyant sur cette remarque, on peut démontrer pour
les séries de Fourier F existence dune fonction Intégrable x (t)

3
'on  ait lim|| $:(¢) df| = e dans tout Intervalle

H o

telle que |
[2, 8] C [0,2=].
§ 3. Espaces du type (B) compacts.

Lemme. Etant donné un ensemble linéaire fermé G qui est
un vrai sous-ensemble d'un ensemble linéaire D {_ E, il existe pour
tout nombre >0 un X ¢ D tel que Von a

|%,]=1 et |x,—x|>+-1—2¢ pour tout x{_ G.

Démonstration.  Soient: x'(__ I} — G, d la distance deax’ G
et n un nombre positif arbitraire. 1l existe donc un ¥ { G tel

]
que & < |x'— ¥, I d+ . Posons X, = ]—';,_—13 ur tout x(C G
on a alors |x, — x| = i_i"_i_l;'_i‘ |l —y'—|x'—y'|-x| et comme
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les relations x(_ G et y(C G entrainent ¥ +|x' —y3'|-x(C G,

. . 1 d N
on en obtient |x,— x| > —~;-—— -8 » 57—, d'ol, en posant
l o ] E lx'_y| /d+1,la p
E - . . '
q:d-lTE, ilvient Xy — x| > 1—e¢,
, T Eod 4
Evidemment, on a a UIxn|‘—ix;_y.? 1 et xo{_D, car

XCDey(CGCD.
Théoréme 8. S tout ensemble d'élements de E dont les nor-
mes constituent un ensemble borné est compact, il existe dans E
une suite finie d'éléments Xy, %, .., %, tels que tout X E est de
la forme
(4) X=uo, % Fayx,+ ...+ ox,

ol a,, &, .., ¢4 Sont des nombres (qui dépendent de x).
Démonstration.  Soient: x; un élément arbitraire de E tel que
|x | =1 et Xy, OO r>up élément arbitraire de E tel que

. 1 ,
(B5) j%epj=1 et 1x,+1—x;[?}§ pour i=1,2,..,r

Désignons pour tout ri= 1 par G, l'ensemble de tous les
éléments x(_ E qui sont de la forme (4) et posons D = E. En
supposant que le théoréme n'est pas vrai, on aurait donc tou-
jours G, D et G, D, , d'ol,selon le lemme qui précéde (avec

G=G,, s=% et x, = X441}, l'existence pour tout r naturel d'un

X1 (C E assujetti a (5), ¢. ad. dune suite infinie {x} telle
1
que fx,| =1 et |5 ~x;] 2> 5 pour p#4q.
Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite con-
vergente; elle constituerait donc un ensemble non compact, bien

que l'ensemble correspondant des normes soit borné. On serait
ainsi en contradiction avec I'hypothése du théoreme.

§ 4. Une propriété des espaces {L\?)., (c) et (i)

Par I'application du th; 4 (Chap. I, § 3), p. 23, alaforme
générale des fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces,
on obtient les théorémes suivants:
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Pour (L&) our=1. S a(t) ol B<lf <1 estune fonction
mesurable et Sil existe pour toute fonction .x (¢} (C (L&)} I'Intégrale

r

1 1

Jx@a@ydt, dorsfja(t)f<co pour r>1 e () est une
4] [}

fonction bornée pour r = 1%).

Démonstration. Posons pour n naturels

w (f) pour |e(t)] < n

nt =
) {nsigna(t) pour |e(f)|>=n.

Nous avons alors |x (£} = (£)] = | x {#) x.(f}|, donc, comme
lim x,(f) = a (£), il vient
R-y=a

1 1
lim f X (1) 2a(f) dt = f X (6 a(t) dt.

1
L'expressionjx(t) a.(f) df étant pour tout n=1,2,.. une
1]
fonctionnelle linéaire dans {£¢) (car =.{f} est une fonction bornée),

j‘x(t)a(t)dt est en vertu du th. 4, p. 23, également une fon-
ctionnelle linéaire. 1l existe par conséquent, en vertu du thé-
oreme sur la forme générale des fonctionnelles linéaires dans les
espaces (L) oit r>>1 (voir p. 64), une fonction « (#) (C (L (f{_i))
telle quej'x(t) a(h) dt:jl'x () «(t) df pour tout x (&) C (L) En
posant dco)nc ’

1 pour 0<t< A,

x(t)={
0 pour t,<t<1,

!,
on a]E(t) dt=/'a(f) dt pour tout O£, <1, dou presque par-
L] L]

tout & (£) = a (2).

" Pour ¥=»1 ce théoréme est di a M. F. Riesz.
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On procede d'une fagon analogue pour r = 1.

Pour (c). S pour toute suite convergente x =:{&} la série

Yait est convergente, ona ¥ |u| <eo,
i-1 hd

"
Démonstration. > a; & étant pour tout n=1,2, .. une fon-
=1

" =
ctionnelle lingaire dans I'espace (c) et comme lim 3 a; & ==, % i
R—pen dx] {=x)

on conclut du th. 4, p. 23, que2 = & est également une fonction-
izl
nelle linéaire. 1l existe par conséquent un MZ>0 tel que
{Slﬁr Efi M lx| =M. bcl)r’ne sup i &|
- I [ SRS

En posant donc
_ sign % pour i<in e a;5:0

oLiw

| 0 pour i:a 0 mwo,
on obtient ¥« < M pour tout n — 1,2, ..., d'ol X < Al
i r--1
Pour (#7) ol r > Bi la séXa;é st convergente pour

i—1
toute suite x — {&} ( (&N, alors X} |e['~1 < =0 pour r >1 et la sui-
f=c1

te {0} est bornée pour r = 1").
La démonstration est analogue a celle du théoreme précédent.

§ 5. Espaces du type (B) formés de fonctions mesurables.

Nous allons nous arréter un peu sur quelques propriétés
des espaces du type (B) assujettis a des conditions plus spécia-
les. Admettons a ce but que E soit |'espace des fonctions me-
surables définies dans l'intervalle fermé [0,1] et telles qu'on ait
pour tout x, = X, () CE ou 0« t< 1

1. lim || Xa||=0 entraine lim as x,(t) = O;

Rudoe

1) Ce dernier théoréme a été trouvé par M. E. Landau (iber einen
Konvergenzsatz, Gottinger Nachr. 1907, p. 25—27).
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2. lim|x.Y|=0 entraine I'existence dans E dune suite par-
tielle {x,:a“)q} et dun x tels que Von ait |x,{£)| < ‘x (£}| pour tout
i=1,2, .. etpour presque tout 0 <7 ¢ < 1 (| | désignant ici la valeur
absolue);

3. ”,,T as X:{t) ~ x () entraine lim | x| | x!.

Tels sont, en particulier, les espaces (M), (C) et (L"), envisagés
a plusieurs reprises (v. pages 10—12, 59—64 et 72—76); s'il s'agit

de réaliser la condition 2., on n'a qu'a définir pour 3| xa, i< oo
1

=

la fonction x () par I'égalité x (t) = }:|x,,,(t)|.
P

Théoréme 9. Soient E et E, deux espaces du type (B) assu-
jettis aux conditions 1., 2. et 3. et K(s, t) une fonction définie dans
le carré [0,1; 0,1]. S l'intégrale

L
(6) u(s)= J K (5 t) x (t) dt
existe pour tout x¢” E et pour presque toute valeur de s et s
us) (CE; elle est une opération linéaireh).
Démonstration. Posons

(7 lim | xy - x| =0

H-paa

et désignons par {x.} une suite quelconque extraite de {%.}. En
vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans E une suite par-
tielle {x,, —x} et un (C:E tels que l'on a pour tout /=1, 2, ...
presque partout | xa{¢) — x (£)| < 2 (f). Evidemment lim as K (s, t).

[:tﬂ,(t) — & ('t)] =0, et | K(S, £)- (xn;'_ X} ] = 1 Kis, 1) | ‘z (t) De p|US

I
I'intégrale /'K(s, £} z (£) dt existe dans un ensemble H de mesu-
0

1y Cf. s. Banach, I. ¢, Fund. Math. 111 (1922), p. 166, th. 2.
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1
re 1, car z(_E. On a donc 1imfk'(s, ) [%aft) —x ()] df =0 et
l—)acn
1 i 1
par conséquent lim [K’(s, t) xa{t) dt =fK(s, £) x () dt pour s H.
i-peos ;

1
Or, toute suite extraite de {u#a{s) =f K (s, #) x¢) dt} contenant
[H

une suite partielle qui converge presque partout vers u (s), on a
lim as uy(s) = u (s), ce qui implique selon 3. et le th. 2, p. 79, que
Ry

|'opération (6) est linéaire.
§ 6. Exemples des opérations linéaires dans quelques espaces
particuliers du type (B).

Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient
d'étre établi, aux espaces (M), (C) et (L4,

Espace (M). Si K(s;t) oo O<is« 1 et 0=t 1 est une
1
fonction mesurable et si pour tout s on aj | K (s, 8)| dt < N <o,
o
I'expression

®8) Ux) = J K(s, 8y x () d

est une opération linéaire définie dans (M) et dont le contredo-
maine est situé dans (M).

Espace (C). Si la fonction K(s, t) est continue pour 0« s<. 1
et 0=Jt=71, I'expression (8) est une opération linéaire définie
dans I'espace (C), son contredomaine étant aussi situé dans (C).

Espace (L). Si K(s, t) est une fonction mesurable dans
1

le carré 0<s«< 1, 0«2 t="1 et telle quef C(s)ds< N< o oU
1]

C(s = vr&l}(maxla‘((s, )|, l'expression (8) est une opération li-
1

néaire de domaine (L) et de contredomaine ( (L).
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Espaces (L¥). K(st) étant une fonction mesurable dans le
carré 025 1,0« t=< 1 et telle que pour tout couple de fon-
®

ctions x(t)_ (L®) et y (9 C(L(‘?“l)) olpi»2eqx=2 0na

(©) [ [ikKehs@y©iasa<e,

I'expression (8) et une opération linéaire définie dans (L*)) et
dont le contredomaine est situé dans (14).
En effet, étant donné un x( (L¥) quelconque, on a pour

toutyC(L( 1))
Jl [K(s,t)x(r)y(s)dsdz jy(s)UK(s t)x(t)dtlds,

s 0
d'ou (cf. p. 85) ‘/'K(s, Hx O dt C (L) et par conséquent, selon
(8), U((X) est u:1e opération linéaire.
Pour que la condition (9) se trouve vérifiée, il suffit d'admet-
tre quej'j'|K(s, H |'_:Tdsdt{oo, ol r est le plus petit des nom-
23

bres p et mg—l- (en particulier, que la fonction K(st) et bornée,
lorsque r = 1, et intégrable, lorsque p = q = + oo),
On a, en effet, en vertu de l'inégalité de Riesz:

fK(s t)x(t)y(s)dsdt‘ {ff|1{(s t)JHdsdt} {f|x(s) |'ds}

{ﬂy(t) | dt}?. En particulier, pour p = q = 2, la condition (9) peut
[}

11
donc étre remplacée par-fflK(s. £)|*dsdt < oo, ce qui implique
o0

que l'opération (8) est linéaire dans (L®) et que son contredo-
maine est également contenu dans (L),
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La méme remarque s'applique aux cas ou p—q—1 et
P= g= «9.

8§ 7. Quelques théorémes sur les méthodes de sommation.
Etant donné un tableau infini de nombres

yyy By ey Doty ...
A oy, Hyay ey D2ty ooe
( ) 81, ipy oy Hipy o

nous dirons qu'une suite de nombres x = {&} est sommable (vers
A (X)) par la méhode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque

chacune des séries Ai(x) =¥ au b est convergente et la suite {A{x)}
[y |

converge aussi (vers A (X)).

La méthode A est dite permanente, lorsque toute suite con-
vergente est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle
s'appelle réversible, lorsqu'a toute suite convergente {7} vient
correspondre exactement une suite x (convergente ou non) telle
que Ai(x) = %; pour i =1, 2, ... Nous dirons qu'une méthode B (qui
correspond au tableau (B) = {{bx}}) n'est pas plus faible de A,
lorsque toute suite sommable par la méthode A I'est aussi par
la méthode B.

Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite,
lorsqu'elle est a la fois permanente, reversible et telle que les
conditions

s

(10) Z’ia:|<oo et Zasam=0 pour k= 1,2,...
i=1

il

entrainent
(1) ;=0 pour tout £= 1,2,...

Théoreme 10. Pour qu'une méhode A soit permanente, il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies simul-
tanément:
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1° Zja,ﬂ <M pour tout i =12, ..
k=1

2° lim @ =0 pour tout k= 1,2,...
]
3° lim Zam - 1Y)

Démonstration. Nécessité. La convergence de la série

L2

glam & pour toute suite convergente x —{£:} et pour tout i = 0,1,2,...

entraine (cf. p. 86, pour (c)) la convergence absolue de la série

.

2"”" Les fonctionnelles Ai(x), définies dans I'espace (c), sont
&1

par conséquent linéaires et comme elles forment une suite con-
vergente, on en conclut d'aprés le th. 5, p. 80, que la condition
1° est remplie.

Soient d'autre part: & — 1 pour i=1,2,..., & =0 pour i¥=n
et &7 =1 pour tout n —1,2, .. Posons x, = {&} pour n=1, 2, ...

On a Ai(x) = 3ay et Ai{x)) = &, pour i et n naturels, donc
k=1

A (%) = 1e A(X) =0 pour n=>0, de sorte que les conditions
2° et 3° sont également remplies.

Suffisance des trois conditions résulte du th. 3, p. 79,
et du fait que la suite {x.} définie tout a I'heure est dans I'espace
(c) fondamentale.

Lemme 1. Soient A une méthode permanente et yo = {9} une
suite convergente. S pour toute suite de nombres {«,} les conditions

(10) entrainent ['égalité ¥ a %W =0, il existe pour tout nombre &> 0
f=:1
une suite convergente x telle que Von a

(12) | A{X) -5 | <e pour tout i =1, 2, ..

) Ce théoréme est dii & O. Toeplitz. (Ober allgemeine lineaire Mit-
telbildungen, Prace Mat. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 113—119).
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Démonstration. Désignons par G I'ensemble de toutes les
suites convergentes {%:} auxquelles correspondent des suites
convergentes x telles que % = A{x) pour /=1,2,... Considéré
dans I'espace (c), I'ensemble G ainsi défini constitue évidemment
un espace vectoriel. Si y n'est pas un point d'accumulation de
G, il existe en vertu du lemme (Chap. IV, 8§ 3), p. 57, une fon-
ctionnelle linéaire F (y) définie dans (c) et tellequel'on a F (yo) = 1
et F(y) =0 pour tout y( G. Vu la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans|'espace (c) (cf. Chap.1V § 4, p. 66), il existe

donc une suite de nombres {a;} telle que la série X est  absolu-
f=1

ment convergente et que

o

(13) Zaﬂ]-‘ +a l;l_fg =0 pour {q4 C G,

r—1

o

(14) D alimp=1.

]
La méthode A étant permanente, on a d'apres (13)

(15) Sw Ai(X)+ elim & = 0 pour tout x= {&} ( (c)
R—pone

i=1

et leth. 10 qui précede entraine I'existence d'un M satisfaisant ala

oo o

condition 1° deson énoncé. Onapar conséquent 2, Xl o || @w | & | <
i-=1 k=1

<M Zia e, dob

oo

(16) Zﬂf Adx) = ZE& 2 i @iy,
= k=] i=]
En posant pour un & naturel fixe &k =1 et & =0 pour
n==k, on conclut de (15) que

-

(17) Zd:an»:O pour k=1,2,...

=1

En posant ensuite § =1 pour k— 1, 2,..., on tire de (15),
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(16) et (17) que = =0, d'ol, en vertu de (14), que X = =1 ce.
=1
qui est, en raison de (17), en contradiction avec |'hypothése.

Lemme 2. S la méthode A est permanente et les conditions
(10) entrainent la condition (11), il existe pour toute suite conver-
gente {%’} et pour tout nombre ¢  une suite convergente x satis-
faisant a la condition (12).

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui
précede.

Lemme 3. x, ={§} é&ant une suite bornée, sommable par
une méthode permanente A, il existe pour tout >0 une suite con-
vergente x telle que

(18) | Adx) — Ai(x}| <& pour tout i =1, 2,...

Démonstration.  Posons

(19) =Ai(%) pour {=1,2,...

et désignons par {=;} une suite quelconque assujettie aux condi-
tions (10), p. 90.
On, a selon (19)

@0 =3 u e

et, A étant une méthode permanente, il existe d'aprés le th. 10,

p. 90, un nombre M satisfaisant a1°, d'oué: ,,Zil“f"i“‘”'“;' <«
< M- X|e|+borne sup |8 et selon (20) 2«;@:2&3-2::,@.,
i=1 1k ea fae} =T =

donc, selon (10), izi'u; 7f = 0. Ceci établi, lathese du lemme & dé-
montrer résulte immédiatement du lemme 1.

Lemme 4. Soit X, une suite sommable par une méthode A
permanente et réversble. S, quel que soit £ 0, il existe une suite
x satisfaisant & la condition (18), la suite X, est sommable vers le
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méme nombre par toute méhode B permanente et pas plus faible
de A.

Démonstration. La reversibilité de A entraine (voir Chap.
111, § 6, th. 10, p. 47, et remarque p. 50) I'existence d'une suite
{a;} et d'un tableau {fi} ayant les propriétés suivantes:
(21) 2|Bm|<~ pour k=1,2, ..,
i -1

(22) s l'on pose pour une suite convergente y — v}

o

Ev = fil() = {3.4- i + e llm oo k=1,2, ..,
=

on a

r}_}?am b= poar i-:1,2,..
Les fonctionnelles fi{y) ainsi définies dans |'espace (c) sont
linéaires. Pour toute suite convergentey la suite correspondante
x—{&} étant par hypothese sommable par la méthode perma-

nente B, chacune des serleczb.k . est convergente et la suite de
leurs sommes {B{x)} I'est egaJement.

Posons pour tout y{ (c):

FO) =3 bufiy) pour i =12, .. e F (y)= limFig).

A=—1 f—hien

Ainsi définies, les fonctionnelles Fi (y) sont linéaires; en vertu
du th. 4 (Chap. | §, 3), p. 23, il en est donc de méme de la fon-
ctionnelle F (y).

Ceci établi, soient, conformément a I'hypothése, X, la suite
donnée et x une suite convergente satisfaisant a (18). En posant
Yo = {Adx)} et y={Adx)}, onay ([0), y(Jo) etlly—yli<s
donc

(23) |B(x}— Bx)| = F(y) — F{y)| < |F|-=

et, comme A (X) = B(x), il vient |A (xo)—B(xo)| | A (xg) —
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-AX\ + \B(X)-B(xo)|, d'ou, selon (18) et (23), | A (X0)-B(Xo)| =
<Z|F|-e+e ce qui entraine I'égalité A (Xo) = B (%), 0. f. d.
Les lemmes 3 et 4 donnent le
Théoréme 11. S la méhode permanente B n'est pas plus
faible que la méthode permanente et réversible A, toute suite bornée
sommable par A est aussi sommable par B vers le méme nombre?).
D'autre part les lemmes 2 et 4 donnent le

Théoreme 12. 9 A est une méthode parfaite et B une mé-
thode permanente pas plus faible de A, toute suite sommable par A
est auss sommable par B vers le méme nombre?).

) Pour une classe spéciale de méthodes réversibles, & savoir des mé
thodes ainsi dites normales, ce théoréme a été trouvé par M. S. Mazur (1l.c,
Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 599—611, Satz VI1I).

%) Pour les méthodes normales ¢f S. M azur, Uber eine Anwendung der
Theorie der Operationen bel der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungsver-
fahren, Stud. Math. Il (1930), p. 40—50.



CHAPITRE V1.

Opérations totalement continues et associées.

§ 1, Opérations totalement continues.

Une opération linéaire U (x) s'appelle totalement continue, si
elle transforme tout ensemble borné en ensemble compact.

Exemple. Si, pour i=1,2, ..., n, X désignent des fonction-
nelles linéaires et x; des éléments, I'opération U (x) zf X (x)-x
est totalement continue. =

Théoreme 1. Le contredomaine de toute opération totalement

continue est séparable.
Démonstration. L'ensemble G, de tous les U (x) ou |x| < »n
étant compact, donc séparable?), il en est de méme de I'ensemble

Gy, qui est le contredomaine de |'opération U.
fi==]

Théoréme 2. Etant donnée une suite {L/{x)} dopérations
linéaires totalement continues, toute opération linéaire U (x) telle
que lim |/, — U/ =0 est auss totalement continue.

Démonstration.  Soient {x;} une suite bornée e{x} n e suite
extraite de {x;} par la méthode de la diagonale de fagon que
limUn(xs} existe pour tout n naturel. On a en conséquence pour
i-yes

n=1,2, 02| U %) — U () | < | U () — Unlp) | +| Unlep) —Un(xg)| +
+ | Unlxg) — Utxg) |, done | U (xp) — U(x) | <1 U—Un| (| %p| + | 54} +

Y o p. ex. F. Hausdor ff, 1. ¢, p. 126.
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+ i Unliey) - Unlxy)), dol évidemment lim! U(xp) — U xg)| —O.

of -, -
Ainsi la suite {7 {(x:)} est convergente, ce qui implique la continuité
totale de I'opération U (x).

§ 2. Exemples des opérations totalement continues dans quelques
espaces particuliers.

Si K(s, t) est une fonction continue pour0+"5:"1 et 0«t-71,
la fonction (de la variable s)
I
1) us = J K (s, 0 x () dt
est continue, quelle que soit la fonction intégrable x (t). Regardée
comme opération définie dans un des espaces

(2 (M), (C), (L) et (L) ob r =1,

et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces
espaces, l'opération (1) est totalement continue.

La démonstration s'appuie sur le théoréme suivant de Arzel a:

Pour qu'une suite de fonctions continues {u.(s)} renferme une
suite partielle uniformément continue, il suffit quiil existe pour tout
nombre &> 0 un nombre %>>0 tel quel'inégalité |s,—s,,<.n entraine
I'inégalité |m(s,) — ua{s,)| == = pour tout n = 1,2,... .

Admettons en effet que X {t)li~. 1 et que I'on ait pour

1

07 s 1 e «=1,2, ..: a5} =‘/.K(s, #) x,(t)df. Lacontinuité de

K(s, t) implique I'existence pour tout >0 d'un n>0tel que I'inéga—
litél1s, — 8,0 <m e n iK‘(sl,t)—K(sq,m + roo=tsl .

Par conséquent |ia{s,) — #a{$y)| == |j {K(5,8)— K{(sp, 5] xu(Ddl] <

B /i x.{£)| d¢, ce qui donne, en raison de I'inégalitéj | xXn(2) | df <
0 1)

~7 i%all, facilement vérifiable dans les espaces (2), | ua(s)) —
— uss,)| < s, de sorte qu'en vertu du théoréme de Arzela on
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 7
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peut extraire de {#s(s)} une suite uniformément convergente.
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans
les espaces (2) convergente en méme temps suivant la norme
(qui y a été adoptée), il est démontré que I'opération (1) y est
totalement continue.

On a, en particulier, les théorémes suivants:

Espace (C). Pour que l'opération (1) soit totalement continue
dans (C), il suffit d'admettre que I'on a pour tout :

1
@3) lim fi K (50, ) — K (s, £)| dt = 0.

En effet, pour tout > 0 on déduit facilement de (3) I'exis-

1
tence d'un >0 tel que |8 — 8| <y entraTnefIK(S,,t)-—
[

— K (s, D)} dt < e, ce qui implique, comme auparavant, la conti-
nuité totale de I'opération (1) dans (C).

La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K(st) est une
fonction bornée et telle que I'on a_sl_m K(s, t) = K(so, t) pour tout
S €t pour presque tout t.

Notons enfin que |'opération

v () =I'K(s, O x () dt

est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est
remplie.

Espaces (L®). K (s, t) étant une fonction mesurable pour 0 < s« 1
et 0=t 1 et r désignant l'inférieur des nombres p EEI u

p>1letq>1 s l'ona

@ | f f K (s, )i ds di < o,
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I'opération (1) est totalement continue dans (L<#?) et son contredomaine
est situé dans (L).
En effet, {Ku{s, #)} étant une suite de fonctions continues, soit

11
(5) lim | || Ks®) — K (s, i dsdt: 0.
Hre J J‘

b
L'opération y = Uy(x) = f Kafs, £) x (£) at étant totalement con-
[}

tinue pour x (L7 et y(C (LW, ona || Uu(x)— U (x)||¢ gf] | fl(k’, -

a(r=1) ;1

_K)x(t)dti UdsMK K|’—‘dt} ,—} (f|x(t)|’dt)
Or, comme < p, on a(f|x(t)|’ )’M(]lx(t)lf’dt)

comme r < ;;“g_‘“i" c. ad. f—(%_—-l--)- =1, on a || Uax)— U (x)| =

r—1

X 11
7| x]l, donc i|u,.~U||~<[jf|K,.—
LT

< = f j | Ko — Kt ds}

r—1

- Kjr—ldzds] r, dou, selon (5), hm||U,, Ul =0, cequi implique

en vertu du th. 2, p. 96, la continuité totale de U, c. ad. de Topé&
ration (1), ou u(s)= U (x) C (L@).

. Remarque. En particulier, pour p=qg=2 la condition
f f K¥st)dsdt < + e entraine donc la continuité totale de I'opé-

ratlon (1) pour X (L®™) et u(s) (L™,

§ 3. Opérations conjuguées (associées).

Soient, comme d'habitude, E et E; deux espaces du type (B)
et y = U(x) une opération linéaire définie dans E et dont le contre-
domaine est contenu dans E;

Convenons de désigner par X et Y des fonctionnelles linéaires
définies respectivement dans E et E;.
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Considérons I'expression Y[U(x)] ou Y est une fonctionnelle
quelconque définie dans E; Cette expression peut étre regardée
évidemment comme une fonctionnelle définie dans E. Posons

notamment
(6) X()=Y[U] -
Ainsi définie, la fonctionnelle X est additive et continue, car
ona X~ [¥[Ux)|-i¥V: Ui x|,dou
(7) EXH YU

Or, la relation (6) entre X et Y constitue une nouvelle
opération
X=U(Y),
dont le domaine est I'espace £, des fonctionnelles linéaires définies
dans E et dont le contredomaine est situé dans |'espace E de celles
définies dans E.
L'opération if (Y) sappelle associée a U(X) (ou conjuguée avec
U(x)). En vertu de (7), elle est additive et continue.
Théoreme 3. O(Y) étant une opération associée a |'opération
lindaire U (x), on a |L/y=U.
Démonstration.  On a d'une part pour tout.x (_ E: | ¥ [L7(x)]| -+~
S YU e, Ao (U(Y) = | V(U)|-7 Y - UL et par consé
quent
(8) U U
D'autre part, étant donné un Xx,{_ E arbitraire, il existe en
vertu du th. 3 (Chap. 1V, 82), p. 55, une fonctionnelle linéaire Y,
définie dans E; et telle que l'on a | Y| =1 et | ¥, [/ {x)] | =| U/ (x5),
donc [Ufxdi=|Y fU M| <IU[ Yol [ X]=|Ul %] dou
| U {xe)i ~2 | Ui | x,1 et par conséquent

) !
Les inégalités (8) et (9) donnent I'égalité, g. f. d.

Théoreme 4. S I'opération linéaire U(x) est totalement con-
tinue, il en est de méme de Vopération associée &7 (Y): en d'autres
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termes, si | Y| <M, il existe une suite {¥.g une fonctionnelle

X telles que
(10) lim' U (¥a)— X[ =10,

Démongtration. Le contredomaine G E; de l'opération U (x)
contenant en vertu du th. 1, p. 96, un ensemble dénombrable

dense, on peut selon le th. 3 (Chap. V, § 1), p. 79, extraire de

la suite des fonctionnelles {¥,;} ou | ¥y, << M une suite partielle

{Yn} convergente pour tout y(_ G. Posons donc lim Yyux[U(X)]=

= limX,.(X) — X (x) et soit x- un élément de E tel que I'on ait
i—pema

. . ) 1 ,
1) lwi=1 et X @) Xald | B g [ X - XL

Or, si le théoreme n'était pas vrai, c. a d. s'il existait un
nombre %> 0 tel que !X — X, |>% pour tout i —12.., on aurait
d'aprés (11), en posant pour abréger V{ = ¥a:

(12) VU o)~ lim VUG

et (comme |x:| = 1) il existerait une suite d'indices {%:} telle que
!im U{xeFyo On trouverait donc, quel que soit e®, unM
s
naturel tel que I'on ait pour tout {>> N les inégalités | ¥, — U (xx) | <&
et [ ¥ (y) —lim Vg gy} | e, d'oi | Vo (U )] — lim ¥, LU (e =
YU o) = yub 1V ay0) = lim ¥ (o)) +Hm ¥y 1 Cox) =ik
<M e +e+Mee, ce qui est impossible en vertu de (12), le
nombre s étant aussi petit que |'on veut.

§ 4. Applications. Exemples des opérations conjuguées dans
quelques espaces particuliers.

Espace (C). Si K(s,t) est une fonction continue pour 0 1

P

»r-

et 0= t= 1, I'expression
|
UK = J K (s, £) % (t) dt
1]

est une opération continue.
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Soit Y(y) ot y(C (C) une fonctionnelle linéaire quelconque.
Comme définie dans (C), elle est donc (cf. Chap. 1V, § 4, p. 61)
1

de la forme Y (y) ::fy(t)d ¥(#), ou Y(t) est une fonction a varia-
o

tion bornée. La fonctionnelle X (x) = Y[U (X)] est également
linéaire dans (C), donc encore de la forme

(13) X(x) = f x(®)d X (D),

o

ou X(t) est aussi une fonction a variation bornée (et nous pou-
vons admettre que X (0) = 0). En posant par conséquent

1
(14) y(8)=U@®)= f K (s, &) % (£) dt,

on a pour toute fonction x (t)  (C):

(15) j x(s)d X(s)= j y(s)d ¥ (s).

Considérons la fonction
1 pour 0 s< v

Ko, nlS) =
o.n(5) lo pour w-{--}i- <5<

et qui soit linéaire pour v < § < ‘v+%. Par substitution de Xyn(S)
1
au lieu de x(s) dans (14) et (15) on obtient fxv,n(s)dX(s)=
o
ir 1 - 1 1
=[[[66. Dzt @t|47(5)= [run 0| K05, 0 4 ¥ @) a0, o,
» 1§ I ]

) en vertu du théoréme suivant sur la ,commutativité de I'intégration
pour les intégrales multiples de Stieltjes d'une fonction continue:
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par le passage a la limite avec #— =0, on a pour s=0,1 et pour
tout point s ou la fonction X (s) est continue, donc dans tout point
de [0,1], sauf tout au plus une infinité dénombrable de points,

(16) X(s)= f[ ‘JI'K (s, ) d }’(s)] dt;

or, la valeur de l'intégrale de Stieltjes (13) restant la méme,
lorsqu'on modifie la valeur de la fonction X(t) dans une infinité
dénombrable de points (excepté 0 et 1), on peut admettre que la
fonction X(s) est définie par la formule (16) dans [0,1] tout
entier, donc qu'elle est continue pour 0 «'s 1.

L'expression (16) peut étre considérée par conséquent com-
me représentation de |'opération associée Ury=X 1 faut
I'entendre dans ce sens que, Y(s) étant une fon~*j~~ * *~~i~*igp
bornée qui représente la fonctionnelle linéaire fy ®dY(s), la

1]

fonction correspondante X (s) a variation bornée représente la

1
fonctionnelle Iinéairefx (f)d X (£).
¢

Etant donnée une fonction F (s, t) continue dans le carré K=[0,1; 0,1] et
deux fonctions g(t) eth(t) a variation bornée dans [0,1], on a f f Fis, ) dg(s) dh () =
¥

i 1 11 .
=f-[jF($, t)dg(s)] dh(r):f’j."(s, f) dh{r)Jdk(s).
2 Ly a ka

La premiere de ces trois intégrales (I'intégrale double) est a entendre
comme la limite des sommes de la forme

nm
é‘;éf (6] £)18 (s140) — B (A 1R (414} ~— B {EN]
(ou 0=Sn<31<---<3,-<..-<6‘m+]=1' at 0=f¢<f1(.<.<f;<...<fu+.l_s=sl.
les points &/ Cls, 8,471 et & Clty ¢, 4] étant arbitraires), lorsque la longueur
des plus grands des ' segments [s; 83411 €t [f5 6441 tend vers O.
La démonstration du théoréme en question coincide avec celle du théo-
reme analogue pour les intégrales de Riemann.
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Pour [I'opération linéaire

U (x) = x(s)—['K(s, 1) % () dt
(avec la méme fonction K(st)) non a
UY)y = Y () —fdf. {]'K(s, HdY(s) =X @)
Espaces (L#). Si Kn(s,t)‘I est une fonction mesurable pour
0-"s-71et0«"t:"1etsil'ona
) ..[']'l[l, K(s, 0 x(l) V() < ~
pour tout couple ’c(:) l:r: (L) et }’(s)C(L(*’-‘_q‘ Yol pi=1et g1,

|'opération
1

Ux) =y (s) = j K(s,8) x ()

est linéaire pour x (_ L) et y (C_ (L),
La fonctionnelle linéaire Y dans I'espace (L*%') est de la forme

Y () =j'r(s)y(s) ds,

1t

il
ol Y(s) est une fonction appartenant a {L#+—!) et on a

Y () :J"Y(s) ds-J'K(s, £y x(t) dt =J’x(z) dt -j'K(s, £) Y (s) ds

En posant 1
(18) X(t)= j Ks, 1) Y (5) ds,

on a

1 1
fV(s)y (s) ds =J'X(t) x () dt.
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L'expression (18) peut étre considérée comme représentation
de I'opération associée U (Y) = X
Dans le cas particulier oo p =q> 1, I'opération associée

a l'opération linéaire
1

U(x) = x (5) _J'K(s, £) x (f) dt

est de la forme 1

X =0y - V(t)_j'K(s, £) Y (3) ds.

1t

Espace (L). Les considérations qui précedent s'appliquent
également a l'espace (L). Si l'on a la formule (17) pour x{_ (L)
et Y (M), I'expression

!
y-:U(x):JK(s,t)x(t)dt

est une opération linéaire pour x(L) et y{ (L).

L'opération associée est de la forme

X=U() =J'K(s,r) Y (s) ds

ol Y(s)_(M) représente la fonctionnelle Iinéaire['Y(s)y(s)ds
b

pour y (s) (L), tandis que X (t) (_ (M) représente la fonctionnelle
linaire /"X (£) x (£) d¢ pour x (B)( (L),

Pour un couple correspondant X, Y et x,y, on a

1 1
JX(:)x(t)dt =J Y(s)y (s) ds.
o (1]



CHAPITRE VII.

Suites biorthogonales.
§ 1.  Définition et propriétés générales.
Une suite d'éléments {x} et de fonctionnelles linéaires {f:}
s'appelle biorthogonale, lorsque
| 1 pour i=j.
{0 pour iZjf,

(1) Sixp) =

Etant donné un :( E arbitraire, la série

®) Sxf -fi(x)

porte le nom du développement de x suivant la suite biorthogo-
nale {x:,{f}

Dans le cas ou la suite {f;} constitue un ensemble total de
fonctionnelles (cf. Chap. I11,.8 3, p. 42) et la série (2) est pour
un x convergente, x est la somme de cette série; en effet, on a
alors pour toutj — 1,2, ..

ff[x— S xr fi)| = 119 = ey = 0.

a1
Théoréme 1. S la série (2) est convergente pour tout x{_ E,
la série

PV L)

=i
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est auss convergente pour tout x{_ E, quelle que soit la fonction-
nelle linéaire F.
Démonstration.  En posant

L
3) Se=>"fi- F (%),
i=1
n n )
on a Sk(x) :—-_Z,I'f;(x)-F(x,-) = F{é‘lxa-f;(x)] , de sorte que la con-
vergence de la suite {S.{x}} pour tout x est évidente.

Théoréme 2. S les normes des sommes partielles (3) de la
série

@ 3 feF )

sont bornées dans leur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle li-
néaire F, la série (2) est convergente pour tout x{_ E qui est la
limte dune suite quelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite {x}.

Démonstration.  En posant

() sa(xy = 3" % fix)

on a F[s«(x)] ﬁé‘F(x,) -fi{x) = Su(x) (voir (3)) et, comme par hy-

pothése |S:| < M ol M et un nombre indépendant de n, on a
pour tout x( E en vertu du th. 6 (Chap. V, 8 1), p. 80
Him | sa(%){ <~ || existe donc en vertu du th.5 (Chap.V,§1),p.80,
R—ypoa

un nombre N, indépendant de n et de x, tel que |s.(x)| < N-|x]|

Or, comme pour tout /=1, 2,... on anlim sy(Xi) — Xi, on éta-
blit par un raisonnement banal |I'existence de llm S(X) pour tout
élément x{_ E qui satisfait & la condition de I'énoncé.

Théoréeme 3. S les normes des sommes partielles (5) de la
série (2) sont bornées dans leur ensemble, quel que soit X E, la
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série (4) est convergente pour toute fonctionnelle F qui est la li-
mite d'une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite {f£.}.

La démonstration est analogue a celle du th. 2, qui précede.

Théoréme 4. Dans les mémes hypothéses, si en outre {x;}
est une suite fondamentale, la série (2) est convergente pour tout
x{ E.

Démonstration.  On a, selon (5), limjs.{x) <~ pour tout
x {_ E et, de plus, lim ss{x) = x; pour touti = 1,2, .. La conver-

gence de la série (2) pour tout x{_ E en résulte en vertu des
th. 5 et 3 (Chap. V, § 1), p. 80 et 79.

§ 2. Suites biorthogonales dans quelques espaces particuliers.

Envisageons a présent comment se comportent les suites
biorthogonales dans les espaces qui nous intéressent plus par-
ticuliérement.

Posons
I

L ) _J 1 pour i-==j}
®) [romoa=p B

L]

Admettons de plus que {x:{£)} soit une suite de fonctions
F

dans (L) ot p>1 et {¥(f}} en soit une dans ( .&—1,) ;);enfinque
ces suites y soient complétes (ou fermées).

Théoréme 5. Dans ces hypotheses, si la série

1
Xxt) J it) x (&) dt

est convergente en moyenne avec la p-iéme puissance, quelle que soit
la fonction x (t) (C (L®, la série

) Syo) [ty y @ de
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est convergente en moyenne avec la pl’q_l -iéme puissance pour toute

.
fonction y (t)C(L(P-’)).
Démonstration.  Soit
1

Jix) = }‘yf(t) x (t)dt pour x(t) _ (L¥)

n
La série ¥ x; fi{x) est donc par hypothése pour tout x (" (L®)
[
convergente en moyenne (c. a d. selon la norme) avec la

p-iéme puissance. En vertu du th. 3, p. 107, la série fir F(x) ~
il

o : .

=‘},]'y.-{t)‘/x,-(t)y(t) dt oﬂy(t)C(L(P"‘)) est par conséquent avec
- L1}

Iapﬂ-j-iéme puissance convergente selon la norme (c. a d. en

moyenne) pour toute fonctionnelle linéaire F définie dans I'espace

(L#); il en est donc de méme de la série (7) pour toute fonction

P
yo Celry cgtod
En particulier, lorsque x££ = y{£) C (L™} ol r est le plus

P

grand des nombres p et F—1’ le théoreme qui vient d'étre éta-

bli entraine le corollaire suivant.
S la série

® S0 sty £ @)
[

est pour tout x¢_ (L) convergente en moyenne avec la p-iéme puissance ,

I
ele l'est également pour tout x (L(P—l )) avec la }5%_1 -iéme puis-
sance.

On peut y admettre p. ex. que xi oui =1, 2, .. sont des

fonctions bornées.

Considérons maintenant le cas ou, dans I|'hypothése (6),
{x(f)} est une suite de fonctions intégrables et {y{f)} une suite
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de fonctions bornées pour 0« t< 1. Admettons enfin que la
suite {x{£)} soit compléte dans (L).

oa 1
Théor éme6. Dansceshypothéses, si Iasérieiz,: x.{t)fy;(t)x (Hrdt
= i
est convergente en moyenne pour tout Xx(t) C (L), la série
il 1
ié_}lyf(:t) f x{£) y (§) dt est bornée presque partout pour tout X (t) ( (M)

€t réciproquement.

Le démonstration est analogue a celle du th. 5, qui précede:
on considére x; comme des ééments du domaine (L) et yi com-
me des représentants des fonctionnelles linéaires; on a recours
enfin aux th. 3 et 4, p. 107—108.

En particulier, lorsque x(t) —vVi(t), on a les corollaires:

1° 9 la série (8), ou Xi(t)—yi(t) C (M), est convergente en
moyenne pour tout x (t) C (L), €elle est bornée pour tout x (t) C (M)
et réciproguement,

2° 9 la série (8), ou x(t) = yi(t)  (C) et {x} est une suite
compléte dans(C), est uniformément convergente pour tout x (t) (Z (C),
elle est convergente en moyenne pour tout X (t) C (L) et récipro-
guement.

La démonstration sobtient: dans un sens, en considérant X;
comme des éléments du domaine (C) et y, = Xi comme des repré-
sentants des fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant
x(t) comme des éléments du domaine (L) et y, = X, comme des
représentants des fonctionnelles linéaires définies dans (L).

§ 3. Bases dans les espaces du type (B).

Une suite {x} dééments de E sappelle base'), lorsqu'il
existe pour tout x(_ E exactement une suite dé nombres {u:}
telle que I'on ait

) Cette notion a été introduite dans le cas général par M. J. Schau-
der (Zur Theorie stetiger Abbildungen in FunktionalrGumen, Math. Zeitschr. 26
(1927), p. 47—65).
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o)
T
X = Ne X,

=1

Etant donnée une base {x}, soit E; Pensamble des suites

y {5} pour lesquelles la série_Z,l‘ wx%; est convergente. En po-

g i x;\ , on montre facilement que E; ainsi

. b
norme constitue un espace du type (B).
Posons ensuite

s 131 = bore sp

x=U( =Z wx; pour toute suite. y = {n} C E,.
=1
Ainsi définie, I'opération U (y) et linéaire, car ] /()| < |¥[,
est comme elle transforme E; en E d'une fagon biunivoque, Topé
ration inverse y = J-1{x) est également linéaire.
Enfin la fonctionnelle

filxy=x od x= Ni Xi
=1

est auss linéaire, car |n:x:| <2 |y| et 1f:(x)|=|11:|4|-~3;|-1y|~£

2
| %i ]
Or, on a par conséquent

x =S‘ x: f{x) pour tout x( E

(=1

L= | U1+ %],

et, ce développement étant unique, on obtient I'égalité (1) (voir
p. 106), de sorte que la suite {x}, {fi} est biorthogonale.
Remarquons que pour toute fonctionnelle linéaire F définie

dans E la sérieff fi(x)-F(x) converge vers F (x), car on a pour
=1

tout xCE:Ii:'f;{x) *F(x) = lim F[_Zﬂ,’tx, -f;(x)]= F (x).
= Hyoo i=
Onnesait passi tout espace du type (B) séparableadmet une base.
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La question n'est résolue que pour certains espaces parti-
culiers. Ainsi p. ex. dans (L®) ou |~ 1 la base est donnée par
le systéme orthogonal de Haar. Dans (C) la base a été con-
struite par M. J. Schauder'). Dans (/*?) ot p ™= 1 la base est
[ 1 pour i=n
L 0 pour iun:
on a alors fi(x) =& pour x = {&. Enfin dans (c) la base est
formée de la méme suite augmentée de I'élément x, = {4} ou
& =1 pour n=1,2,... On a alors fo(x) = Il_i)m g, pour x ={&} C (o).

fournie par la suite {x;} on x;= {3} et iV =

8§ 4. Quelques applications & la théorie des développements
orthogonaux.

Théoreme 7. Les suites {x;}, {fi} ef {yi}, {5:4 étant  biortho-
gonales et les équations fi(x) = ga(y) ou i = 12, .. admettant pour
tout x exactement une seule solution y—U (X), la convergence de

2

la série ¥ #; x; entraine celle de la série 3 4 y; pour toute suite de
= i1
nombres {#;}.

Démongtration. On apercoit facilement que les égalités
lim x,=x, et lim y,=¥, o y.= U (x.) entralnent ['égalité y, = U{x,).

n we L

En vertu du th. 7 (Chap. IIl, § 3), p. 41, I'opération y= U(X)
est par conséquent linéaire. En posant donc |L/i=M, on a

PU(x}] -7 M-| x| et comme par définition U(xi) =yi pouri =1, 2,...,
il vient U(?Zlk.- x;)a{}jk,—y; pour h; réels quelconques, ce qui im-
= .1
pligue immédiatement la these du théoreme.
Corollaire. {xd{t)} et {y{f)} étant des suites orthogonales

normées de fonctions continues, s pour toute fonction continue x (t)
il existe une fonction continue unique y () telle que Von ait

1 1
/'x,-(t)x{t) dt={y{tyy (H)dt, la convergence uniforme de la série

n [+]
> ki x{?) entraine celle de la série Xk yd#).
i=1 =1

%) 1. ¢, Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 48—49.
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Des corollaires analogues s'obtiennent pour d'autres espaces
fonctionnels?).

Théoreme 8, Soient: {x:, {fi} une suite biorthogonale, ou
{fi} est une suite totale, et {#} une suite de nombres telle que, {u;3
étant une suite de coefficients d'un éément x (c. a d. que a; — fi(X)

pour i = 1,2,...), {#: 2} en soit une dun éément v.
S dans ces conditions {f;} est une suite de coefficients d'une
fonctionnelle linéaire F (c. a d. que §;=F (xi) pour i =1,2,..), la

suite {h; 3} l'est d'une fonctionnelle linéaire @

Démonstration. Le systeme d'équations f(x) = h; fi(y) ou
i =1,2,... admet par hypotheése pour tout x exactement une so-
lution. Désignons la par y = U (x).

Les égalités lim x, = x, et nli)ﬂ'lyu =y, oUu Yy, = U (xp) entrai-

R-poo

nent évidemment I'égalité yo = U (Xo). Par conséquent, en vertu
du th. 7 (Chap. 11, 8 3), p. 41, I'opération U (x) est continue.
En particulier, on vérifie aisément que I'on a

9 U((x)= h x pour tout i = 1,2,...

Or, étant donnée une fonctionnelle linéaire F telle que
B;=F (xi) pouri —1,2,..., on aselon (9) F[L7 (x)] = ke F(x:) = A sy
c. a d. que les nombres # 3; sont des coefficients de |'opération
@=0F), c q.f. d

Remarquons que si x =limx; U (X) est en vertu de (9) la

limite d'une combinaison linéaire de termes de la suite {x}.
Comme une application facile de cette remarque, nous obte-
nons le

Théoréme 9. Soit {x(#}} une suite orthogonale et normée
de fonctions continues, fermée Uans I'espace (C).

1) Cf. S . Banach, Sur une propriété caractéristique des fonctions ortho-
gonales, Comptes Rendus 180, Paris 1925, p. 1637 — 1640 et H. Steinhaus,
Sur quelques applications du calcul fonctionnel a la théorie des séries orthogona-
les, Stud. Math, i (1929), p. 191-200,

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 8
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S la suite de facteurs {#;} transforme toute suite {«;} de coefi-
cients d'une fonction bornée en une suite {%;2;} de ceux d'une fonction
bornée, elle transforme en méme temps toute suite {f;} de coefficients
d'une fonction continue arbitraire en une suite {& [} de coefficients
d'une fonction continue.

Le théoreme inverse est auss vrai.

On a enfin le

Théoreme 10. Soit {xd£)} une suite de fonctions bornées or-

thogonale, normale et compléte dans (L(P'p-'l)) ou p> 1.

S la suite de facteurs {&:} transforme la suite de coefficients
{#s} d'une fonction arbitraire x (t) (" (L) dans la suite {# o} de
ceux dune fonction y (t) { (L), elle transforme aussi toute suite

- P
{#;4 de coefficients dune fonction arbitraire x (t) C(L.(P—l)) dans

B
la suite {# 3} de ceux dune f o j;_(t)C(L(i";‘)). St p = o0,
alors (L) = (M) Y.

) Cf. W. Oriiez, Betrage zur Théorie der Orthogonalentwickiungen

Stud. Math. | (1929), p. 1—39 et 241—255.



CHAPITRE VIII.

Fonctionnelleslinéaires danslesespacesdutype(B).

§ 1. Préliminaires.

Etant donné un espace vectoriel fermé dééments G(_ E et
|'espace E de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E,
il existe, comme nous avons vu (cf. Chap. IV, 8§ 3, p. 57, lemme),
pour un éément quelconque X, {_ E — G une fonctionnelle linéaire
fC E telle que I'on a

f(x)=1 e f(x=0 pour tout x{_ G.

Le probleme s'impose si, réciproquement, la relation analogue
ne subsiste entre les espaces I'(C E de fonctionnelles linéaires et
les éléments de E. Plus précisément, il s'agit de savoir si, étant
donné un espace vectoriel fermé r(C E de fonctionnelles linéaires
définies dans E, il existe pour une fonctionnelle quelconque
B E—Tun dément x{_E tel que I'on ait

1) fo) =1 e f(x) =0 pour tout fFC 1.

Or, la réponse est, dans le cas général, négative.

Considérons, en effet, comme E I|'espace () des suites con-
vergentes de nombres réels, donc comme E I'ensemble de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans (c), et comme  celui de
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans (c) de la forme:

) f(x)=2na:&.- o x={}C (0 e S|a;|<m.
2= =
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Ainsi défini, r est un espace vectoriel et fermé.
En effet, posons
) lim || £ — f| = 0,
M=poa
ou

4 fCT e fn(x)zjas”’ﬁ.: pour n=1,2,...

Il sagit de montrer que f(_ . Or, (2) entraine lim |{ fo —f;||=0,
- prom, G—poa
d'ol, comme par définition fo{x) —f{x) =f§(u§_ﬂ)-_a$ﬂ)5f, on conclut

de (3) en vertu du th. (Chap. IV, § 4), p. 66, que ]im§| afP) —al? =0
P =

groo

et, par conséquent, qu'il existe une suite {a} telle que I|'on

ahm2| “l—a;I—Oet,},|a;|<m On adonc pour tout x = {&}(_ (¢}

Ao f=1

I'égalité llmZaﬁ"’ & —Ea;E;, d'ou, selon (4), hm Fulx) —Za;E; et

Ao =]

comme selon (3) nl_l)lil 1fulX) — £ ()] <3l£lo fa—f |l x| =0, il vient
F(x) =§a,— & pour tout x (C (c), La fonctionnelle f est donc de la
forme (2), d'ot finalement f (C I
Ceci établi, soit
© folm =lim& pour x= &) C ().
La fonctionnelle fo ainsi définie n'appartient évidemment pas

arfl. Cependant il n'existe aucun xo ={&} ( (c) satisfaisant aux
conditions (1), car (1) et (5) entrafnant I'égalité lim &® =1, il est

f—yoa

impossible d'avoir pour toute suite de nombres {a,} satisfaisant
aux conditions (2) I'égalitéiz; a, [ = 0 exigée par (1).
§ 2. Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires.

Un ensemble vectoriel £ de fonctionnelles linéaires définies
dans un espace E du type (B) s'appelle régulierement fermé, lors-
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qu'il existe pour toute fonctionnelle linéaire définie dans E, mais
n'appartenant pas a I, un élément x, C_ E qui remplisse les con-
ditions (1).

L'exemple qui précéde montre que I'ensemble vectoriel fermé
de fonctionnelles linéaires n'est pas toujours régulierement fermé.
Or, la réciproque est vraie: tout ensemble vectoriel de fonction-
nelles linéaires £ qui est régulierement fermé est en méme temps
fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 13) de ce terme.

En effet, soit
(6) f»C T pour n=1,2,..
et
™ lim (/s — ol = 0.

Si dans ces conditions f, n'appartenait pas a |'ensemble f,
supposé vectoriel et régulierement fermé, il existerait un x,(_ E
satisfaisant a(l); d'aprés (6) on aurait donc en particulier fu{x,) =0
pour n=1,2,..., dou, selon (7), fu(xo}=limf,(xn)=0, contraire-

ment & (1). On doit donc admettre que f, (C £, c. & d. que I'en-

semble 7 est fermé.

Il est facile de donner des exemples d'ensembles réguliére-
ment fermés. Soit, en effet, E un espace du type (B) et G({_ E
un ensemble vectoriel, d'ailleurs arbitraire. L'ensemble ' des
fonctionnelles linéaires f définies dans E et telles que

J{¥)=0 pour tout x( G
est, comme on |'apercoit aisément, régulierement fermé.

Remarque. Si I'ensemble I en question est non seulement
vectoriel et régulierement fermé, mais en outre total, il contient
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E.

En effet, la définition de I'ensemble total (voir Chap. |11,
§ 3, p. 42) implique que le seul éément de E pour lequel toutes
les fonctionnelles f(_ I sannulent est I'élément O.

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des propriétés
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que possedent les ensembles régulierement fermés de fonction-
nelles linéaires?).

§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires.

Etant donnés un nombre ordinal quelconque O qui est un
nombre-limite, ¢. a d. n'ayant pas de précédent immédiat, et une
suite bornée de nombres réels {C¢}- du type &, c. a d. ou 17 &<,
on appelle limite transfinie supérieure de {C;} et on désigne par
Eﬂce la borne inférieure des nombres réels t satisfaisant a I'iné-
galité C; ¢ a partir d'un indice (ordinal) qui dépend de t. La
limte transfinie inférieure de {Cy) est ensuite définie par la formule

lim G = — lim (— Cy).
'E;,.n. E—3

Lemme 1. S l'on a pour une suite {f;} du type % de fon-
ctionnelles linéaires

|f] == M pour 1LE<$,

il existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions:

8) Ifi <M et Yim fi(x) f_(x)égiig fitxy pour tout x(C E.
i d

3

La démonstration résulte du th. 1 (Chap. Il, § 2), p. 27, en

y posant p (x) = lim fi(x). La fonctionnelle p (x) satisfait en outre
[t

al'inégalité p (x) < M- x|.

Ce lemme établi, nous appellerons une fonctionnelle linéaire
J(x) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite
{fe(0)}

En particulier, lorsque lim {f, — f| = 0, la fonctionnelle f (x)
est évidemment une limite transfinie de la suite {f«{x)}, car on
a lim fo{x) = f (%} = lim f»{x) pour tout x ( E.

n poe

—oa

) Cf. S. Banach, 1. ¢, Studia Mathematica |, p. 228-234, ol se trou-
vent les théorémes des 88 3—5 de ce chapitre.
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Un espace vectoriel I de fonctionnelles linéaires est dit
transfiniment fermée lorsque toute suite transfinie {£} de fon-
ctionnelles de I & normes bornées dans leur ensemble admet
une limite transfinie f(C I

Tout espace f transfiniment fermé est en méme temps fermé
au sens ordinaire.

En effet, les formules (6) et (7) donnent alorslim fu(x} = f{x)

pour tout x(_ E et comme toute fonctionnelle f qui satisfait
a la condition Hm fo{x} «< f (x) < Iim f,(x) est dans ce cas iden-

H

tique avec la fonctionnelle fo, cette derniere, comme la seule Ii-
mite transfinie de la suite {f.}, appartient a I'espace 7, qui est
par conséquent fermé.

Lemme 2. Etant donnés un espace vectoriel et transfiniment
fermé [ de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire f, n'appartenant pas a I, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant & la condition

(9) 0<M<|f—7f,| pour tout f(_ P

un éément X C_ E tel que l'on a

: 1
Jdx) =1, flx)=0 pour tout fCT et [x| <4

Démonstration.  {M:} ou M; = M étant une suite infiniment
croissante quelconque de nombres, désignons par m le plus grand
nombre cardinal satisfaisant & la condition suivante: étant donné
un ensemble quelconque G(E de puissance <m, il existe une
fonctionnelle linéaire f(_ I telle que

(10) [fl <M, et |f{)—fo(¥)] < Myo|x] pour tout  x( G

Le nombre m ainsi défini—remarquons le de suite—ne dé-
passe pas la puissance de E, car, s'il existait un f{ I tel que
| FCx)— folx) | << M, | x| pour tout x{TE, on aurait |[f—fo] < My=M,
contrairement a I'hypothése (9).
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Ceci dit, nous allons montrer que m est un nombre fini.

Supposons, en effet, que m ne soit pas fini et considérons
un ensemble quelconque G E de puissance m. Rangeons les
éléments de G en suite transfinie {xg} 1 «{ £ 9, en désignant
par ¥ le plus petit nombre ordinal de puissance m; évidemment
# et un nombre-limite. En conséguence, pour tout nombre or-
dinal 5 <\# la puissance de I'ensemble des termes de la suite {x;}
ol 1< &<y est<<m. Par définition de m il existe donc pour
tout % <<# une fonctionnellelinéaire f, (C I telle que

(12) [fql <M, et | faleg) — folxe) <O M, | x¢] pour tout &<n

et, I' étant par hypothése transfiniment fermé, il existe une fon-
ctionnellelinéaire f(_ I qui est une limite transfinie de la suite
{f4} ot 1<%, donc, d'aprés (11), qui satisfait aux conditions
|fl << My et |F(xp) — folxe) << My [x¢] pour T <C& << c ad. aux
conditions (10). Ainsi, en supposant m non fini, il existerait
pour tout ensemble G E de puissance m un f{_ I satisfaisant
a (10), contrairement a la définition de m.

Or, m étant fini, il existe un ensemble fini G;(_ E tel qu'au-
cune fonctionnelle f assujettie aux conditions

If—£1< M et |f()—fl0l <M |x] pour tout x(_ G,

n‘appartient a f.

On en deéduit aisément par induction |'existence dans E
d'une suite {G;} d'ensembles finis tels qu'aucune fonctionnelle
f qui, pour un certain k, remplit les conditions

If=Ffol < Me et [f(X) =Ll < Mi-lx| pour x(C G, ef i<k
n'appartient a r Par conséquent, si I'on a pour un f:
(12) [f) =S} < Mi-|x| pour x(C G ef i=12,..,

la fonctionnelle f n'appartient pas a 7.
Nous pouvons admettre que les éléments des ensembles G;

M,
oui=1,2,.. ont les normes égales é‘;ﬁ:: il suffit a ce but de



§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires. 121

multiplier ces éléments par des nombres convenables. Si I'on
range ensuite les éléments de ces ensembles en une suite {xa},
en écrivant d'abord ceux de G; puis ceux de G, et ainsi de suite
on obtient

(13) limx,=®© et |x,|<1 pour tot n—1,2 ..

n=roo

et si

(14) | £ () — fulen)i <2 My pour tout n=1,2,...,

la fonctionnelle f n'appartient pas a f.

Désignons par Gy l'ensemble de toutes les suites {f {xa)}
pour f({_ F. On a évidemment C(c) e{fo(x:)} ) . Envertu
de (14), la distance de {fi{xa)} a I'ensemble linéaire Gy est > M;
Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires dans |'espace
(c) (cf. Chap. 1V, & 4, p. 66), il existe donc en vertu du lemme
(Chap. IV, 8 3), p. 57 (en y posant G = Gg), une suite de nombres
{Cx} et un nombre C tels que l'on a

(15) Clim f(xa) + D) Co ffo) = 1,

(16)  Clim FEN+ D Cof(xa) =0 pour tout fFC T

A=l

et

g I 1‘
(17) EPATARS:
i M,

En posant donc x, =237 Cx x., 0N obtient finalement de (15)—(17),
=1
en vertu de (13), fo(xo) =1, f(xg) = 0 pour tout f(C I et

- 1 1
[xorgéicn|’|.¥n|'<m;='m, c. g. f. d

Le lemme 2 qui vient d'étre établi implique le suivant

Lemme 3. Les notions, d'espaces vectoriels de fonctionnelles
lindaires régulierement fermes et de ceux trasfiniment fermés sont
équivalentes.
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Démonstration. Si un espace vectoriel I~ de fonctionnelles
linéaires est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire,
ce qui impliqgue immédiatement en vertu du lemme 2 que [ est
un espace régulierement fermé.

Réciproquement, soient £ un espace vectoriel régulierement
fermé de fonctionnelles linéaires, {fi} une suite arbitraire du
type 0 de fonctionnelles appartenant a I~ et dont les normes sont
bornées dans leur ensemble, enfin f, une fonctionnelle quelcon-
que qui est une limite transfinie de la suite {f;}. On a donc

(18)  lim fe{x) < fo(x) < ];i??; felxy pour tout x(_ E
¥ :

Si en conséquence fo n'appartenait pas a [, il existerait par
définition de I un élément x{_ E assujetti aux conditions (1),
p. 115, d'ou, en particulier, fi{x) = 0, contrairement a (18). On
a donc f, (C I, de sorte que I est transfiniment fermé.

Les lemmes 2 et 3 donnent le

Théoréeme 1. Etant donné un espace vectoriel régulierement
fermé F de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire f, n'appartenant pas a f, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant & la condition

0<M<|f—f,| pour tout f(_ I
un élément x ¢ E tel que I'on a
1
fuxe) =1, f(x)=0 pour tout fC I e |x|<7.

8 4. Convergence faible des fonctionnelles linéaires.

On dit qu'une suite {f,} de fonctionnelles linéaires converge
faiblement vers la fonctionnelle f, lorsqu'on a

lim fx{x) = f(x) pour tout x( E.

La fonctionnelle f porte alors le nom de limite faible de la

suite {fx}.
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La fonctionnelle f(x) est donc additive et mesurable (B);
selon le th. 4 (Chap. I, 8§ 3), p. 23, elle est donc linéaire. D'autre
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor-
mes {!f«|} est bornée. Enfin, on a

(19) |£1 < lim |

car la convergence faible de la suite {f;} vers f entraine
}‘im | f{x)| = | F(x); pour tout x, et comme | fu(x)| <7 |fui-| %' pour
n=12, .., 0n a|f{x)| |x|-_l_i1_n_ |f1, d'ou la formule (19).
- yo
On en déduit aisément le
Théoréme 2. Pour quune suite {f.(x}} de fonctionnelles Ii-
néaires converge faiblement vers la fonctionnelle f (x), il faut et il
suffit que l'on ait simultanément
(20) la suite {|f-!} bornée
et
(21) lim f, () =f(x) pour tout éément x dun ensemble
f—im

dense (ou fondamental).

Théoréeme 3. S l'espace E est séparable, toute suite de fon-
ctionnelles linéaires {f,} dont I'ensemble des normes est borné con-
tient une suite partielle faiblement convergente.

Démongtration. Il suffit, en effet, d'extraire de la suite {f}
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense dénom-
brable, ce qui est facile de faire par le procédé de la diagonale.

§ 5 Ensembles faiblement fermés de fonctionnelles linéaires
dans les espaces du type (B) séparables.

Etant donnés deux ensembles de fonctionnelles linéaires 4
et Fou 4(CF, I'ensemble 4 est dit faiblement dense danif,ors-
que pour tout f¢_ £ il existe dans 4 une suite {f«} qui conver-
ge faiblement vers f.
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L'ensemble I de fonctionnelles linéaires s'appelle faiblement
fermé, lorsque I admet comme élément toute fonctionnelle f qui
est la limite faible d'une suite de fonctionnelles appartenant a f.

Théoréme 4. S l'espace E est Séparable, tout ensemble I~ de
fonctionnelles linéaires définies dans E contient un sous-ensemble
dénombrable 4 faiblement dense dans 7.

Démonstration.  On peut se borner au cas ou les normes
des fonctionnelles de I sont bornées dans leur ensemble, car
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus
d'une infinité dénombrable d'ensembles ayant cette propriété.

Soient {x.} la suite dense dans E et Z, pour n—1, 2, ...
I'ensemble des points de I|'espace n-dimensionnel a coordonnées

(22) f(xa), f(x2), ~...f(xn)

pour tous les f(_ I, Il existe évidemment pour tout n un en-
semble dénombrable 4, (I tel que les points a coordonnées (22)
pour f{_ 4. forment un ensemble dense dans Z,. L'ensemble

4 =) 4, est évidemment dénombrable et il existe pour tout f(C I

n==|
une suite {f} satisfaisant aux conditions fr (" 4. (_ 4 et | fa(x) —
1
—f{x) < pour touti =1,2,..,, n, donc qui converge faible-
ment vers f, puisque, les fonctionnelles f, appartenant & 4 I,
I'ensemble de leurs normes est borné par hypothése.

Théoréeme 5 Pour les espaces E du type (B) séparables les
notions d'ensembles de fonctions linéaires (définies dans E) régulie-
rement fermé et faiblement fermé sont équivalentes.

Démonstration.  Soit, d'une part, {f=} une suite de fonction-
nelles linéaires appartenant af et qui converge faiblement vers
une fonctionnelle f,. On a donc

(23) lim fi{x) = f,(x) pour tout x{_ E.

Si f, n'appartenait pas a I'ensemble f, supposé réguliérement
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fermé, il existerait par définition de cette notion un élément x,C E
satisfaisant aux conditions

(24) fox)) =1 e f(x) =0 pour tout F(_ I

Comme fo I, on aurait par conséquent f,(X)) — O pour tout
n=I,2,.., dou, en vertu de (23), fo(xo) =0, contrairement a (24).
Il en résulte quef,(C I I'ensemble I est donc faiblement fermé?).
D'autre part, en vertu du lemme 3, p. 121, il suffit de
montrer que I'ensemble I, supposé faiblement fermé, est transfi-
niment fermé.
Soient {ft} une suite du type ¥ telle que

(25) L CT et (fil <M on 18<?

et {x:} une suite dense dans E. Il existe, en raison de I'hypothese,
pour tout n naturel un & ordinal tel que

26)  m filxd — 71; < fi (8) < lim fyx) + - pour 1<i<
T8 | %) n

Or, l'espace E étant séparable, on peut en vertu du th. 3,
p. 123, extraire de la suite {fg"} une suite partielle faiblement
convergente. En désignant par f la limite faible de la suite{fe"},
on a en vertu de (25) f(C I et, en méme temps, on conclut de
(26) que f est une limite transfinie de la suite {f}.

Les théoremes 1, p. 122, et 5, qui vient d'étre établi, entrainent
immédiatement le

Théoréme 6. S l'espace E du type (B) est séparable, alors
étant donné un ensemble vectoriel faiblement fermé F de fonctionnelles
lindaires définies dans E et une fonctionnelle linéaire quelconque fy
nappartenant pas af, il existe pour chaque nombre M satisfaisant

a la condition
O M<|f—f| pour tout fF(_ I

%) On voit donc que la séparabilité de E n'intervient pas dans cette
partie de la démonstration.
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un éément x, (" E tel que I'on a
1
lo(x)) = h fx) = 0 P™ 0 FOCT & |x]< g0

Le th. 5 entraine en vertu du lemme 3, p. 121, I'équivalence
des notions densembles régulierement, transfiniment et faiblement
fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B)
séparablés.

Il en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 117, le

Théoreme 7. S l'espace E du type (B) est séparable et F est
un ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement
vectoriel et faiblement fermé, mais aussi total, alors/ contient toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E (c. a d. /"= E).

§ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles
linéaires définies dans les espaces (C), (L), (c) et ({#).

Nous passons a étudier successivement la convergence faible
des fonctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliers du
type (B) séparables. Tels sont les espaces (C), (Z.{#)) pour p =1,
(c) et (&) pour p = 1.

L'ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (Lt#)
les polyndmes a coefficients rationnels, dans (c), resp. dans (##),
les suites de nombres rationnels dont tous les termes a partir
d'un indice suffisamment élevé restent constants, resp. sont
égaux a 0.

Espaces (L{M) ol p> 1. Toute fonctionnelle linéaire f(x)
définie dans (Lt#) étant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme

]
(27) fx Ba®dt on a(®)(C( pr'f'i )),

n

la suite des fonctionnelles

; P
(28) {fu(x)}={ [=o a,.(t)dt} o an(t)C (L5
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converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu'on a
1 1

(29) lim [ x(t) anlty dt = j X () a (f) dt

i} n
pour toute fonction x (t) ¢ (Lt#2).

Or, on peut montrer aisément que pour la convergence faible
de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que
Von ait simultanément:

1

(30) la suite { [ |2y dt} bornée

i
et

" i

()  lim I ut) dt = [ Aty dt pour 0 w7 1Y),

.

La démonstration résulte du th. 2, p. 123, étant donné que

r r»—I1

o ;
Ton a | feil =I_f, w,{£) P71 dtl'k'_, que, en outre, les fonctions x(t)
définies pour 0 - u-<. 1 par les conditions

1 pour 07 f<u

xu() = { 0 pour w<t-<1

1
forment un ensemble total dans (LP) et enfin que_/x,,(t) an(t) df =
" a

:fa,,(t) dt pour tout n=1,2,...
a

Espace (L). Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(L) étant de la forme

1
(32) f@=fx®a@a o <@
(cf. Chap. IV, 8 4, p. 65), la suite des fonctionnelles

%) Ces conditions ont éé données par F. Riesz 1. c, Math. Ann. 69
(1910), p. 449—497.
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1
(3) = { JECEC dt} ot anlt) C (M)

converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu'on a
! !
(34) lim J x (£) an(t) df — J k(B a)dt pour tout  xH)C (L.
oo
u 1)

On montre comme dans le cas qui précéde que pour la con-
vergence faible de la suite de fonctionnelles linéaires (33) vers la
fonctionnelle (32), il faut et il suffit davoir simultanément:

(35) les fonctions de la suite {xa{£)} bornées dans leur ensemble, en
dehors tout au plus d'un ensemble de valeurs de t de mesure lebes-
guienne nulle,

u

(36) limfan(t) dt =fm (B dt pour 0L m <17
e
0 L]

Remarque, Les conditions (30) et (31) sont évidemment
nécessaires et suffisantes pour que I'on ait la propriété (29).
Il en est de méme des conditions (35) et (36) pour la propriété (34).

Espaces (##)) ou p=-1. Toute fonctionnelle linéaire f(x)
définie dans ({#Y) étant de la forme

_r
| (i(f’—‘)}poar p>1

37 ) =2ma, boi k= {8 C U et () O (PP
=1 -

(cf. Chap. IV, 8§ 4, p. 67—68), la suite des fonctionnelles
- G5
_ , (71 pour p-1
@) A= Setl o maC{ (1 PO P

i=1

converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsqu'on a

(39) lim 3 tim by = 3 2 & pour tout X ={&} C ({")).
u—me . g

') Ces conditions ont été trouvées par M. S. L ebesgue.
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Pour que la suite des fonctionnelles linéaires (38) converge
faiblement vers la fonctionnelle (37), il faut et il suffit que I'on ait
simultanément

]am|‘_’:i} pour p>1
(40) la suite: {,2_1' bornée,
{bo%'giqsup {om|} pomr p=1

(42) limog, =0 pour i=1 2 ..
f-yoo

La démonstration résulte du th. 2, § 4, p. 123, en s'appu-
yant sur le fait que les éléments

x = {8 oi E:;=f 1 pour ‘_=J_

l o pour [5=j
forment une suite totale dans (#*Y) et que l'on a en outre
Ju(X} = % pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de
la représentation de la norme des fonctionnelles linéaires dans

les espaces ({), donnée p. 68.

Remarque. Les conditions (40) et (41) sont en méme temps
nécessaires et suffisantes pour (39).

Espace (c). Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires
définies dans (c)

(42 f(x) =4 lim G4+ Yt o x={E3C() et {03 CWO
e =1
(cf. Chap. IV, 8 4, p. 66), la suite des fonctionnelles linéaires

(43) {fu{)} = {A”JI_LT & +j i E:} ot {em} C (B pour n =1,2,...

=]

converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque

(44) lim| A~ lim£;+2a:n£;]=AiimE¢+ o & pour tout x={%;} _ ().

fi—pe J—rom =

On montre facilement que pour la convergence faible de la suite

(43) vers la fonctionnelle(42), il faut et il suffit davoir simultanément
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 9
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[RSE
lf—l I

(46) lim Ay — A et limzy =2 pour tout i= 1,2 ..

"oy e

(45) la suite oc,—,,{} bornée,

8§ 7, Compacticité faible d'ensembles bornés dans certains es-
paces.

Les résultats qui précédent permettent de déduire en vertu
du th. 3, p. 123, les théorémes suivants.

Pour (L%Y) ou p:1. Toute suite de fonctions {=.(£}}, ou
a,(t) (L), assujettie & la condition

1
[ () P dE <M,

ou M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle
{exAf); telle que I'on a pour une fonction =,(¢) (_ (L)

1 1

lim ‘“u‘-({)x(t)df- -—-J.an(t)x(f) di pour tout ()} (L r‘ﬁ'l))l).

RN,

1
En effet, les expressions / 2.{8) x () dt pour tout n— 1, 2, ...

4]

peuvent étre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies
L
dans (L.(!"")). L'ensemble de leurs normes étant borné et |'espace

(L(F’i*)) étant séparable, on peut d'aprés le th. 3, p. 123, extraire
de la suite {#.{#)} une suite faiblement convergente; on n'a en-
suite qu'a appliquer I'énoncé établi pour les espaces (L) au § 6,
p. 127.

Pour (M). Toute suite de fonctions {a, {(2)} al(t) (C (M)

Ce théoréme est di a M. F. Rei sz, 1. c, p. 466—467.
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dont les normes sont bornées dans leur ensemble contient une suite
partielle {a,(f)} telle que Von a pour une fonction e,(t) _ (M):
1‘ 1
lim I a0, () % () dt = "ao(c)x(t)dt pour tout x (£} (L)
La démonstration est analogue a la précédente.
Pour (#7) ou p> 1 et (m) on a des théoremes analogues.

§ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continues définies dans
les espaces des fonctionnelles linéaires.

F(f) ou f(C E désignant une fonctionnelle définie dans
I'ensemble E de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans
E supposé un espace du type (B)), nous appelons la fonctionnelle
F (/) faiblement continue, lorsqu'on a Jim F (f) — F (f) pour toute

suite {f.; de fonctionnelles linéaires faiblement convergente vers f.

Théoréeme 8. S l'espace E du type (B) est séparable et la
fonctionnelle linéaire F (f) définie pour f{_ E est faiblement conti-
nue, il existe un élément xo (_ E tel que I'on a

@7 f=(f)  =f(xq)  Pour tout F(C E.

Démonstration. r désignant I'ensemble de toutes les fon-
ctionnelles £(~ E qui remplissent I'équation F (f) = 0, la continu-
ité faible de F a pour conséguence facile que { est un ensemble
faiblement fermé. On peut évidemment admettre que /" E. Soit
donc f, une fonctionnelle linéaire remplissant |'équation

(48) F(fo)=1.

Il en résulte en vertu du th. 6, p. 125, I'existence d'un x(_E
tel quel'ona

(49) fox) =1 e f(x) =0 pour tout fF( 7
Or, l'identité

(50) f= foF(H)+ 5 pourtout f( E, o0 w=f-fo<F (f),
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donne, selon (48), F(y) =0, d'ou g (I et par conséquent, d'ap-
rés (49), ¢ () =0, ce qui entraine en vertu de (50) la propriété
(47), q. f. d.

Remarque. Si l'espace E n'est pas séparable, le th. 8 reste
vrai, pourvu que; la fonctionnelle F (f) soit linéaire et |'ensem-
ble désigné par { soit régulierement fermé (ce qui permet de
faire appel dans leraisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6,
p. 125).



CHAPITRE IX.

Suites faiblement convergentes d'éléments.

§ 1. Définition. Conditions pour la convergence faible des
suites  d'ééments.

Une suite {x.} dééments de E s'appelle faiblement convergente
vers I'élément x{ E, lorsqu'on a

lim/(x) = f() pour tout f( E,

c. a d. pour toute fonctionnelle linéaire f définie dans |'espace
donné E.

Théoréme 1. Pour que la suite {x,} converge faiblement vers
x, il faut et il suffit davoir simultanément

(1) la suite {|x.|} bornée
et

dense dans F.

Démonstration. La nécessité de (1) résulte du th. 6 (Ch.
V, § 1), p. 80, et celle de (2) est évidente.

Pour en démontrer la suffisance, considérons une fonction-
nelle quelconque f( E. En vertu de (2), il existe alors pour

-3

tout nombre s> 0 une fonctionnelle ¢ C 4 telle que {¢-- f| <ﬂ'
ou M désigne la borne supérieure des nombres |x4| et | x|, qui
existe daprés (1). Par conséquent }f{x — xa)| < [p {x—xa)|+
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E
+§M-|x — Xy | =i lp e —xa): 4+ g comme limep{x,)=9(x) et ¢
H—yo
est arbitraire, on en conclut que lim f{x,) = f(x), c. a d. que la

suite {x.} converge faiblement vers x.

Remarque. Il suffit d'ailleurs d'admettre de & que les com-
binaisons linéaires formées de fonctionnelles appartenant a I'en-
semble A constituent un ensemble dense dans F.

Théoréme 2. S la suite {x,} converge faiblement vers x, il
existe une suite {g,} de combinaisons linéaires d'ééments de {x.}
telle que lim g, = x.

H-¥r3

La démonstration résulte du th. 6 (Chap. 1V, 8§ 3), p. 58,
et de la définition de la convergence faible des suites d'éléments.

§ 2. Convergence faible des suites d'@déments dans les espaces
(C), (L), (6) et (£).

Envisageons a présent la convergence faible des suites d'élé-
ments dans les espaces particuliers les plus importants.

Espace (C). Etant donnée la forme générale des fonction-
nelles linéaires définies dans (C) (voir p. 61), pour gu'une suite
de fonctions continues {x.(¢)} converge faiblement vers la fonction
continue x (t), // faut et il suffit que Von ait

1 1

®) Jim [xa(t) dg(t) = [x (0 dett)

pour toute fonction g (f) a variation bornée.

Il en résulte que pour la convergence faible d'une suite de
fonctions {xa(t)} ou x,.(£) C (C) vers la fonction x (¢£) ( {(C). il faut
et il suffit davoir simultanément

(4) les fonctions x)(t) ou n—1,2,... bornées dans leur en-
semble,

(5) I| m X(t) = x () pour tout t” [0,1]
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En effet, la nécessité de (4) résulte du th. 1, p. 133, et
celle de (5) est une conséquence du fait que, to désignant un
point arbitraire de [0,1], la fonctionnelle f(x) = x (t;) est linéaire,
d'ou limf(x,) =f(x) et par conséquent lim xy(t,) = x (to),

La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et
(5) entrainent I'égalité (3) pour toute fonction g(t) a variation
bornée (cf. Introduction, § 5, p. 7).

Ceci établi, on obtient du th. 2, p. 134, le théoréme suivant:

Si une suite de fonctions continues {x, (f)} ou =)t 71 est
bornée et converge partout vers une fonction continue x (t), il existe
une suite de polyndmes formés de termes de la suite {x.(#)} e qui
converge vers x (t) uniformément.

Cest une propriété remarquable de I'espace des fonctions
continues et qui est en défaut p. ex. déja pour les fonctions de
la premiéere classe de Baire.

Espaces (L#t) ol p > 1. La suite {x,(¢}} ou xq(t) (L% con-
verge faiblement vers x (t) ¢ (L), lorsqu'on a

I 1

tim ['x,,(z) 2 (£) dt = I'x () « () dt
. ) " ) '
pour toute fonctionz (#) . (L'#—'").
Il en résulte en vertu de la remarque, p. 128, le théoreme
suivant:
Pour la convergence faible d'une suite de fonctions {x.{f}} ou
X(t) (L% vers lafonction x (t) (_ (L), il faut et il suffit davoir

a la fois L

J | xalD) P dt] bornée

(6) la suite

et

i 1]

(7 lim .x,,(t) dt =J.x (Hdt pouwr 0 lm<i11),
4

") Ce théoréme a été démontré par M. F. Riesz, 1. ¢, Math. Ann. 69
(1910), p. 465-466.
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Espace (L). La suite {x,(£)} converge faiblement vers xot)
ol X, (_(Z), % (L) et 0= t= 1, lorsguon a

1 1

®) lim J oty % () df — ’ ey(E) @ (B) dt
o L]
pour toute fonction bornée = (t).
Il en résulte le théoreme suivant:
Pour la convergence faible de la suite de fonctions {x.f£)}
appartenant & (L) vers la fonction x (t) (C (L,), il faut et il suffit
que les conditions suivantes soient remplies simultanément:

1
) la suitel 'Ixn(t)!dtl et bornée,
0
(10) il existe pour tout nombre >0 un noy >0 tel que
Von ait
I fxutydt! <ie ou n=12, .
IH’ |
pour tout ensemble H de mesure < v de valeurs de t),
(11) lim j et dt = [ X dt pour O w1
H- s, ot
] 1

1
En effet, (8) équivaut a |'égalité lim] [ty — x4 ()] 2 (E) dE =0
H-—)Wn

pour a (t) { (M); le théoréme en question s'en déduit facilement
a l'aide du théoreme de Lebesgue énoncé p. 7 (voir Intro-
duction, § 6).

Espace (c). Pour quune suite {x,} o0  X.={§}(_ (c) converge
faiblement vers I'édlément x ={&} ( (c), il faut et il suffit davoir
a la fais

(12) la suite {|x.|} bornée,

) Cette condition (10) implique dailleurs la condition (9),
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(13) limé&r=4%& ef lim(lim &) = limé&.
Hpo H-yon [y F-pea
La démonstration est immédiate, étant donné que toute fon-
ctionnelle linéaire dans (c) est de la forme f(x) = C}lim &+

+2Ci8ou x ~{&) et |f]=|Cl+3iCH (voir p. 66) et en te-
] il

is=1

nant compte du fait que, si 1'on pose

limé& pour i=0
ff(x>~—~{
& pour iz 1,
les combinaisons linéaires formées de termes de la suite {fi{x)}}
oul =0,1, 2, .. constituent un ensemble dense dans celui de tou-
tes les fonctionnelles linéaires définies dans (c).

Espaces (1) oup>> 1. Pour qu'une suite {xa} 0UXx = {EM}C (1)
converge faiblement vers x = {&} ( (&M}, il faut et il suffit que I'on
ait simultanément
(14) la suite des norrbres{Z',E‘;” :P} bornée

fal

et

(15) lim§&m =§ pour tout ¢=1,2, ..

o

La démonstration résulte de la remarque, p. 129.

Espace (I). Pour qu'une suite {x.} ot x. = {E} ( () conver-
ge faiblement vers x={&}(C (&), il faut et il suffit que Von ait
lim }{x, — x{ =0, Cest a dire, lim } [&" — & = 0.

n-yeo R-yma Il

En conséquence:

Dans l'espace (I) la convergence faible est équivalente a la
convergence suivant la norme.

Démonstration.  Admettons que {x:} converge faiblement vers
X. En posant %" = &= — &, la suite {ys} oU y» = {%{™} converge
donc faiblement vers 8 avec # —ec. On a par conséquent pour
toute suite bornée de nombres {ci}
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(16) lim Ve300 = 0.
- n )ﬁ
Soit
- f 1 pour j=1i
doi Tl 0 pour j,
17 lim % =0 pour tout j =1, 2, ..
J
Il s'agit de montrer que l'on a
(18) limE P i gy =00,

Pl

SUppOSOﬂS par contre que
(19) lim VT W e 0,

Définissons par induction deux suites croissantes de nom-
bres naturels {m} et {r} comme il suit:

1° n; est le plus petit ntel que Y| e,
f=1

- L E i . €
2° 1y est le plus petit r tel quel i >y et Y| | < 5
] ir il

3° ng est le plus petit nombre naturel dépassant n;—; et tel
e ¢
R 1R 5

i—1

quelg!'qg"ﬂil‘)s et
4° r, est le plus petit nombre naturel dépassr et tel
que iqw >3 et N[ <i-
frg ol
Les suites {m} et {r} ainsi définies existent en vertu de
(17) et (19). Or, soit maintenant

(20) ] sign i pour 1 <li=.r
€ =
b osign nimsd pour re <<i< Fapr.

On a donc |¢;} =1 pour touti =1,2, .., dou selon (16)
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5

(21) lim Me yim) =0,
k'”ui'-..]
U e e Tr—1
Mais, d'aprés (20), on a; X ¢ |~ N rowd — ) |'."i{'"k}| -
Pi—1 i ’k 1-]-I
2 [ |
— 3t ol 0 o N ot -, BB
:r;_“}ll‘q!k |, d'ou, en vertu de 3° et 4 ,EE%C,'ﬁ_‘,'k a5 T
pour tout k= 1,2, .., ce qui est incompatible avec (21). On a

donc I'égalité (18), c. q. f. d.

8§ 3. Relation entre la convergence faible et forte dans les
espaces (L) et (f) pour p 1.

Au sujet de la relation entre la convergence faible d'élé-
ments et celle selon la norme on peut énoncer pour les espaces

(L) et (#) ot p> 1 les théorémes JJ|US généraux suivants:
S la suite {xu(£)}, ol x.(t) " (LE) px>1, converge faible-
ment vers x (t) (C (L») et s en outre

1 1
lim [ " xalt) Pt = ' x (&) 7 dt,
1+ 0
alors la suite {x.{f); converge vers x () selon la norme, c. a d.
que l'on a
.
lim f | xa(8) — x () Pdt =0,

oroe,
1

Nous allons démontrer le théoréme analogue pour les es
paces (#7) ou p>1 (le cas p=1 étant envisagé au § 2, qui
précede).

1y Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. Radon
(Sitzungsberichte der Akad. fur Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. Il-a, p.
1295—1438). Cf. aussi F. Ri esz, ActalLitt. Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58-64
et 182—185.
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9 la suite {xa}, oU xp = {E} (C ({9 of p 2 1, converge fai-
blement vers x = {&} C (M) et s Von a

lim | x| = | %),
HN-bos

alors
(22) lim | x,— x| =0,

=¥t

Démonstration.  On a d'aprés (15), p. 137,
(23) lim §(" == £,

Hopes
et

(24) ]/”2: O VZ'“"’““”‘VZ”‘""3‘"”

ol TV est un nombre naturel arbitraire. Or,

, Zuam_s.u}/z|a<nw+[/2‘|af|v

r

d'ou par I'hypotheése et d'aprés (23) et (24)

P
R b ¥ - P -
"!i:l:g|gsnn_g; ;p.g[gl/gmp} :2#§]E:Ip

Comme lim > |&]? =0 et N est arbitraire, on en tire I'éga-
MN-vua [N

lité (22), g f. d.

§ 4. Espaces faiblement complets.

Etant donné dans un espace E du type (B) une suite d'élé-
ments {x,} telle que lim f(x,) existe pour toute fonctionnelle Ii-
néaire f (x) définie daﬁgﬁE, il peut n'exister aucun élément x, (_ E
vers lequel la suite {x,} soit faiblement convergente, c. a d. tel
que l'on ait lunf(xu) F({x,) pour toutes les fonctionnelles liné-
aires fCE a Ia fois.
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En voici un exemple dans l'espace (C). Soit {x:{f)} ou

0 1 une suite de fonctions continues, bornées dans leur
Pl =

- i

ensemble et convergeant pa“~ "t 177" fonction Zt) qui
n'est pas continue. Lalimite limfx,.(t)dg existe alors pour

H-Yoo

w

toute fonction g (t) a variation bornee (cf. Introduction, § 5,
p. 7), mais la suite {x«(#)} ne converge faiblement vers aucune
fonction continue.

Cependant on a le théoreme:

Dans les espaces (L) et (#7) ou p = 1 l'existence de limf(x,)

Lo ol

pour une suite {xs}, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, en-
traine la convergence faible de la suite {x.} vers un éément X,

1
Démongtration pour (L).  Si lim f Xp(t) o (£) df, ot %.{8) (C (L),
N—MD

existe pour toute fonction a (t) (C_ (M), on a évidemment

1
lim I [olf) — xO] & (F) dE =0 pour tout a (t) C {M).
i
Nous allons montrer qu'il existe pour tout ¢> 0 un 4> 0
et un N naturel tels que l'on a

(25) f
=

pour tout nZ= N et pour tout ensemble H de mesure < .

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites in-
finiment croissantes de nombres naturels {g} et {#:} et une sui-
te densembles {f} de mesure tendant vers 0 telles que

1
f|xpk(t)—x,,k(t}|dt »>e  dol limf[xpk(t)—x,,,,(t)] @ (f) dt =0
Hy b=y
pour tout ?) (_ (M), contrairement au th. de Lebesgue (voir

Introduction, § 6, p. 7).
Ceci établi, on a donc en particulier, si n est suffisamment

petit,f| x{t) | dt < 1E-a pour tout n=1, 2,..., d'ou selon (25),
M

Xty — x(E) ‘ dt <e
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y 3
(26) [ixn(f)l dt< e pour tout n—1,2 ..,
b

pourvu que la mesure de H soit - %.

Posons
!

@7 lim [ o) diz = B ().

Nous allons montrer que la fonction 3 (t) est absolument
continue.
En effet, pour tout e>0 il existe d'apres (26) u¥ >0 tel

que l'on af; x(t), df <~ e pour n= 1, 2, ., et pour tout ensemble
H

H de mesure << %. En particulier, si H se compose d'un nombre
fini de segments a extrémités t, et ¢' n'empiétant pas |'un sur

17

|'autre, on a donc lim / Xty dt = llm L / xaltydt = ¥ [-.’:‘ N — B

Ly i H-pos "'r

d'ou L[;i (/) — 3 ()] = ce qui exprime la continuité absolue

de la fonction § (t).

Ceci étant, on n'a qu'a poser p'(t) = x(t) pour conclure de
(27) et des conditions pour la convergence faible, établies p. 128,
que la suite {x4(f)} converge faiblement vers Xqt).

Démonstration  pour (L%} ou p>=> 1. Admettons que

1.
lim / xo{8) v (£) dE, ot &) ( (LY quel que soit /z=1, 2,..., existe
Hoba
1
pour tout y {#) {_ L(ﬂ—l)) Les fonctionnelles f.(y} =[x,,(t)y (6) d¢

p
sont évidemment linéaires dans rL( ')) et comme, par hypothése,
Ilmfn(y) existe pour tout y{H( (L ﬁ*l) la fonctionnelle F() =

= hmf,,(y) est, selon le th. 4 (Chap. I, 8 3), p. 23, également linéaire
H—ywa
r .
dans (L(F'"l)); elle est donc (cf. Chap. 1V, § 4, p. 64) de la forme

Fin= j‘ 5By () dt ot y(C (L(P{_i)) et x, (C(LO).

L]
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Il en résulte que

1 1

. . e
lim [kt y (&) dt = J %Oy dt pour tout v (L=,

c. a d. que {x,} converge faiblement vers x, c. q. f. d.

Démonstration pour (1) est analogue a celle du théoréme éta-
bli au § 2, p. 137—139, et consiste a établir la convergence suivant
la norme de la suite {x,} vers un élément x.

Démonstration pour (f) ou p> 1 est analogue a celle pour
(Ler)

8 5 Un théoréme sur ta convergence faible d'ééments.
Nous allons terminer ce chapitre par le théoréeme général
suivant.

Théoréme 3. Etant donnée une opération linéaire y = U (x)
définie dans un espace E du type (B) et dont le contredomaine est
situé dans un espace E; également du type (B), Si une suite {x.}
converge faiblement vers X, dans E, la suite {&/{x.)} converge
faiblement vers U (xo) dans E;

Démonstration. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans E;, lafonctionnelle ¥ [{/{x)] = X (x), définie dans E
y est évidemment additive et continue, car on alX(x)| = ¥TU/{x}]] =
| YU@ < | YU} 5.

La convergence faible de {x.} vers x, implique donc que
lim Y[U(x,)] = lim X(x) = X(») =~ Y[U(X)], ¢ a d que {&f{xs)}
converge faiblement vers U (x), c. g. f. d.

Remarque. Dans I'hypotheése supplémentaire que I'opération
y— U (X) est totalement continue, la convergence faible de {xa}

Vers Xo entraine la convergence de {L/(x,)} vers U (x) seon la
norme, ¢. a d. I'égalité

lim | U (xx) — U {x) | = 0,
R—r=a
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En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait un e>0 et une
suite partielle {xq} telle que

(28) U (%) — U(%)i>s pour i=1,2,..,

la suite {&/ (xx)} convergeant en méme temps suivant la norme
vers un ¥ (C E,. Or, laconvergence faible d{x,}er sxo entrainant
d'autre part, en vertu du th. 3 qui précéde, celle de {{/(xs)} vers
U (%), on aurait y' = U (Xg), ce qui est impossible selon (28).



CHAPITRE X.

Equations fonctionnelles linéaires.

§ 1. Relations entre les opérations linéaires et les opérations
conjuguées avec elles?).

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équations de
la formey= U (x) ou U est une opération linéaire ayant pour le
domaine des x un espace E du type (B) et pour le contredomaine
un espace E, situé dans une espace E' également du type (B).

Les fonctionnelles définies dans E seront désignées par X et
celles définies dans E' par Y.

Si la transformation de E en E, déterminée par |'opération
linéaire ¥y = U/ (x} est biunivoque, I'opération inverse x = U-4(y)
est évidemment additive. |l est facile de voir que pour I'exis-
tence de |'opération inverse, il faut et il suffit que

UK =8 entraine x—8.

Si |'opération inverse est continue, il existe un Ai> 0 tel
que x| < M-||yi.

Réciproguement, s'il existe un nombre m>>0 tel que mjjx| <
< || U (x|, il existe |'opération inverse continue.

S [l'opération inverse est continue, le contredomaine E; est
fermé.

En effet, en posant limy,=y, ou yy = U(x,), on a

LE S

%) Les théorémes du § 1 de ce chapitre se trouvent dans la note de
S. Banach, 1. ¢, Stud. Math. | (1929), p. 234—238.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 10



146 Chapitre X. Equations fonctionnelles linéaires.

lHmix,—x," <2 M- limi yp—y,/l =0, dou, en posant lim x, = x,
Ji—bes, - dn P N e

on tire U (X) =vy.

Si la fonctionnelle Y, est une limite transfinie de la suite
{¥:} du type i, la fonctionnelle conjuguée Xo = U(Yy) est une
limitetransfinie de la suite {X¢} = {U(YE_)} du type .

En effet, on a pour tout x les égalités Ay {x)— ¥y [L/ (x}] ol
1<t 8

Lemme. L'opération associée X = U (Y) admettant I' opéra-
tion inverse continue et f, désignant un ensemble quelconque des Y
vectoriel et régulierement fermé, I'ensemble [correspondant £™-- /(7))
est auss régulierement fermé.

Démonstration. |l existe par hypothése un nombre M= 0 tel
que l'on a [ /(¥}y = M- ¥. pour tout Y. Par conséguent, si
Xe(CU) et X 7C pour toutol - $<X%,  Xp:=U(¥y),
11;' € pour tout 1-7&<I& L'en-
semble [, étant par hypothese régulierement fermé, il existe en
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, 8§ 3), p. 121, une limite transfinie ¥, (_ f}
de la suite { ¥}. Evidemment la fonctionnelle X, = U(Yo) appartient
donc a U(/y) et elle est une limite transfinie de la suite {Xg}.
Ainsi l'ensemble {"={/({}) est transfiniment fermé, donc, en vertu
du méme lemme, réguliérement fermé, c. g. f. d.

on aura aussi Yy (T /fy et (¥ .7

Théoréme 1. S l'opération associée X = &/(V) admet I'opé
ration inverse continue, I'éguation y = &/ (x) admet une solution
pour tout .

Démonstration.  Etant donné un y, (C E' quelconque, désignons
par I I'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires Y telles
que Y(yo) = 0 et par Icelui de toutes les fonctionnelles X=U(Y)
ou ¥ I.

L'ensemble 7, est régulierement fermé; il en résulte en vertu
du lemme qui précéde que I|'ensemble 7 est aussi régulierement
fermé. D'autre part, Y, étant une fonctionnelle linéaire telle que
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Yo(yo) = 1, la fonctionnelle X, — U (Yy) n'appartient pas a [
Il existe donc en vertu du th. 1 (Chap. VIII, § 3), p. 122, un
élément xo(_ E tel que l'on a

(D) Xo(¥) =1 e XX)=0 pour tout X(¢_ [I.
En posant
@) Y1 = U(xo),
on a Yoyr) = Xo(X) et Y(yi) = X(x), d'ou en raison de (1)

(3) VYolyD= 1 et Y(y) =0 Jwwr tout ¥ f,.

Or, quelle que soit la fonctionnelle linéaire Y, lafonctionnelle

Y=Y —{Y(y)]- Yo appartient évidemment a 7, puisque ¥ (yo) —

=Y (Yo) — [Y(Yo)] Yo (Y0)=0. On a par conséquent, selon (3)

Y(yo)= Y - [YO0I = Yoly)=Y(y1)- Y(Yo) = 0, dore Y(i -Yo) = 0

pour tout Y. Il en résultel'égalité y; —y, = 0, donc, d'aprés (2),

la solution yo — U(xo) pour |'élément yo(_ E', qui a été arbitraire-
ment donné d'avance, c. q. f. d.

Réciproguement, on a le

Théoréme 2. S I'équation X = {/(¥) admet une solution pour
tout X, alors

1° l'opération y =U(x) admet I'opération inverse continue,

2° le contredomaine de U(X) est l'ensemble desy qui satisfont
a la condition

4) Y(=0 s UY)=0

Démongtration.  1°. Si l'opération y = U (x) n'admettait pas
d'opération inverse continue, il existerait une suite {x.} d'éléments
de E tels que

(5) lim || x, ) = oo

L ol

et lim ”y,pg” =0 ol yn = U(xn).

Or, I'équation X = {/(¥) admettant par hypothése une solution,
quel que soit X, on alim X (x;) = llm ¥(ya} =0 pour toute fonction-

LE T
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nelle X définie dans E, ce qui implique en vertu du th. 6 (Chap.
V, 8§ 1), p. 80, que la suite des normes {ix,lit est bornée,

contrairement a (5).
2°.  Admettons que pour un élément v, ( E'

(6) U(Y)=0 entraine Y(y) = O.

Le contredomaine E; de |'opération U(x) étant fermé en ver-
tu de 1° (cf. ce Chapitre 8 1, p. 145), si y, n'appartenait pas a E;,
il existerait (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) unefonctionnelle Y,
telle que

(M YolYo)= 1

et Yo(y) = 0 pour tout y(_ E;. En posant X, = &/ (Ko), on aurait
donc Xo(X) = Yoly) =0 o y=U (X) T E; dou U(Yy) =0, ce qui
entraine, d'apres (6), Yo(Yo)=0, contrairement a (7). Par conséquent

yOC E; _
Réciproquement, si &/ (Y) = X= 0, on a pour tout y(_ E;

l'égalité Y(y) = X(¥) =0, c. g f. d.

En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent x.y,
X, Y, U et U respectivement par Y, Xyx, & et U et en appliquant
dans le raisonnement les théoremes sur les fonctionnelles 1& ou
on a fait appel aux théorémes concernant les éléments, on obtient

les deux théorémes suivants.

Théoréme 3. S l'opération y = U (X) admet ['opération in-
verse continue, I'équation  X- &7(Y) admet une solution pour toute
fonctionnelle linéaire X définie dans E,

Théoréme 4. S I'équation y=U(x) admet une solution pour

tout y, alors
1° l'opération X= T/ (Y) admet I'opération inverse continue,
2° son contredomaine est l'ensemble des X remplissant pour
tout x({_ E la condition:

®) X(x) = 0, s U =0



§ 1. Relations entre les opérations linéaires et conjuguées avec elles. 149

Les théorémes 1 — 4 donnent lieu facilement aux théorémes
suivants.

Théoreme 5. S I'équation y = U (X) admet pour tout y
exactement une solution, I' équation  X— I/{Y) en admet aussi exacte-
ment une pour tout X et réciproguement.

Théoréme 6. S les opérations y={/f(x) et X=1U/(¥) admet-
tent les opérations inverses continues, il existe pour tout y et pour
tout X exactement un x et un Ytels que Von a y=£f(x} e X=U(Y)

Théoréme 7. S les opérations y= U (x) et X =U(¥) admet-
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est unique.

Nous allons démontrer en outre les trois théorémes qui suivent.

Théoreme 8. S le contredomaine dune opération linéaire
U(X) est fermé celui de Vopération associée {7 (Y) est I'ensemble
des X qui remplissent la condition (8): X(x) =0, s U (X) =0.

Démonstration. L'ensemble dérivé E;'du contredomaine E;{_E'
de I'opération U(X) constitue (comme ensemble linéaire et fermé)
un espace du type (B).

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans E; et par £/,(Z) la fonctionnelle linéaire X satisfaisant
a |'équation

Z[U(X)]—X(x) pour tout x{_ E,
on vérifie aisément que les contredomaines des opérations {/, (2)
et U(Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y
définie dans E' et assujettie a la condition

©) Zly)= Y (y) pour tout y( E
on a Z[U(x)] = Y[U ()] pour tout x(C E, dou
(10) U(Z)y = U(Y)

et, par définition de Z, il existe en vertu du th. 2 (Chap. |V, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire Y définie dans E' et satisfaisant
a la condition (9), donc a (10). La condition (8) en résulte en
vertu du th. 4, 2°, p. 148, en remplacant E' par E;.
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Théoréme 9. S le contredomaine de I'opération linéaire £7( Y)
est fermé, celui de I'opération U(x) est I'ensemble de tous les y qui
remplissent la condition (4): Y(y) =0, s & (Y) =0.

Démonstration. Les fonctionnelles Z et t5(Z) étant définie
comme dans la démonstration du th. 8, qui précéde, remarquons
que (/(Z)=4 entraine Z(y)=0 pour tout y (" £y on adonc Z=#€.

Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type
(B), I'opération X = Uy(2) admet en vertu du th. 5 (Chap. I'l1, § 3)
p. 41, I'opération inverse continue. Il en résulte en vertu du th. 1,
p. 146, que l'équation y = U (X) possede une solution pour tout
y C E;. Le contredomaine E = E;de I'opérationy = U (x) est
donc fermé.

La condition (4) étant évidemment remplie, lorsque y E;
il ne reste donc qu'a établir la réciproque, c. a d. démontrer
que tout yo ¢ E' qui satisfait a (4) appartient a E;.

En effet, E; étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait
dans le cas contraire (cf. Chap. 1V, 83, p. 57, lemme) une
fonctionnelle linéaire Y, telle que Yo(yo) =1 et Yo(y) =0 pour
tout v{_ E;. En posant donc Xo = U(Yo), on aurait Xo(x) = Yo(y) =0
pour x(_ E, d'ou X, =0, et par conséquent U (Kg) =0, contraire-
ment a la condition (4) supposée pour Y.

Théoreme 10. S le contredomaine E, de I'opération linéaire
y — U (X est fermé il existe un nombre m>0 tel qua tout y( E
on peut faire correspondre un x(_ E satisfaisant aux conditions

y=Ux) et (x| <m iyl

Démongtration.  Nous avons établi au cours de la démon-
stration du th. 3 (Chap. I'll, § 3), p. 38, la proposition (1), qui,
dans les hypothéses du théoréme a démontrer, exprime |'existence
pour tout e 0 d' -0 tel que, étant donné uny arbitraire
assujetti a I'inégalité |y <=, on peut lui faire correspondre un
X satisfaisant aux conditions ¥ = &/ {x) et | x| <«

On en déduit facilement |'existence pour tout y d'un x satis-

faisant a la thése du théoréme avec # =—§—-
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§ 2. La théorie de Riesz des éguations linéaires totalement
continues.

Nous allons nous occuper a présent des équations de la forme
y = x—U(x), ou U est une opération linéaire totalement continue
et dont le contredomatne est situé dans le domaine (dans I'espace
E des valeurs de x)).

Lemme. S I'opération linéaire U (x) est totalement continue,
I'opération T(x) = x—U(x) transforme tout ensemble borné et fermé
G(_ E en ensemble fermé.

Démonstration. Posons

(11) (G pour u =12 ... et lim T(X,) =Yo.

H yeo

La suite {{/(x,)} étant en conséguence un ensemble compact,
il existe une suite partielle {{/(x,)} convergente vers un élément
Xo __G. Comme X;= U(X:) + T(X,), on a selon (11) Lim Xu,= X+ ¥,
dlou T(yo + Xo) = y0-

Théoreme 11. S [l'opération lindaire U (x) est totalement
continue, les ¢ ont redomaine s des opérations

Txy=x-U{x) ¢¢ TX)=X-U(X)
sont  fermés.

Démonstration. G désignant I'ensemble des solutions de |'équa-
tion T(x) —O0, soit ¥, # 8 un élément d'accumulation du contre-
domaine de I'opération T. Il existe par conséquent une suite
{x,} d'éléments de E telle que y, = lim T {x,).

Si la suite {| x|} était bornée, |'élément y, appartiendrait
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d'étre démontré.

En désignant par d, la distance entre x, et I'ensemble G,
il existe donc un @, (" G tel que

) Les théorémes de ce §, excepté ceux ol intervient la notion d'opé-
ration associée, ont été établis pour la premiére fois par F. Riesz (Cher Une-
are Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98).
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(12) d, < x,‘—w,,;é;(1+-}i)d,,-
On a
(13) fim T (v, —w) =y,

H-pran

Si la suite {jx.— w.'} était bornée, la démonstration se
trouverait achevée en raison du lemme qui précede.
Supposons donc que lim jx, —@,j= oo, doU, en posant

M-y

@  on a, selon (13), lim T(za} = & et 2, =1. En
{xn—mn| ok

vertu du lemme on peut donc extraire de la suite {z,} une suite
{z.;} convergente vers un élément w, tel que T(wg) = 0, d'ou
w, (__ G. En posant z,--w, = e,, il vient

2y =

(14) lim |&,,| =0,
FA

Xp = Wn p
: ;= Wy = g, €t par Consequent Ky — Wy —

done 2, — @, =~ L= -
1evn "

— Wy | X — Wy =Ry Xy — wa!, d'ol selon (12)
| : ¥ 1
(15) | oy oy — " X — T e L\ L Y

Or, il existe en vertu de (14) et (15) un n; tel que I'on a

: i B *i
Xpy — Wap — Wy | Xy — We, | L Yy

Wy + Wy - | Xn, — Wy | (C G et diy; est la distance entre x, et G.
Ainsi le contredomaine de T est fermé. Le raisonnement
pour T (X) est analogue.

mais c'est impossible, car

Théoréme 12. S I'opération linéaire U (X) est totalement
continue, les équations

A=U®=0 o X—U(X)=0

admettent tout au plus un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes.

Démonstration.  Supposons par contre qu'il existe une suite
infinie {x«} d'éléments de E linéairement indépendants et satisfai-
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sant aux équations xx— Uf{x.})=® o0 n=1,2,... Soit E, I'en-
H
semble des éléments de Iaformefz,'k,- X5 OU & sont des nombres
=1
réels quelconques. Evidemment
(16) x(C E, entraine x—U(x)=8

et il est facile de voir que pour tout n—1, 2, ... I'ensemble E,
est linéaire et fermé ne contenant pas x.4,, donc un vrai
sous-ensemble de Eqji.

En vertu du lemme (Chap. V, § 3) p. 83, il existe donc
une suite {y.} telle que

(A7) v C Eny |yl =1 &b |yn—x| >—é— pour tout x(_ En_y,

d'ot, selon (16), y, — U (y,)—© et par conséquent y, = U(y,).
La suite {y«} est donc compacte, contrairement a (17).

Pour I'éguation X — U (X) =@ le raisonnement est analogue,
car on peut considérer l'ensemble des X comme un espace du

type (B).

Théoréme 13. S pour une opération linéaire et totalement
continue U (X) I'équationy = x ~ U (x), resp. Y — X — il (X), admet
une solution pour tout 'y, resp. Y, l'éguation x — U (X) — 9, resp.
X— U(X) =@, admet exactement une solution, & savoir x = 8,
resp. X = 6.

Démonstration. Posons

TO{x)=x—U{x)=T(x) et TM(x)=T[Trx)].

Désignons par E, I'ensemble de tous les x(_ E satisfaisant
a I'équation 7@Hx)=® et supposons qu'il existe un x; %= @ tel
que T(x)= 8. En désignant par X, |'élément satisfaisant a |'équa-
tion X,y = T{x,), on a donc

T (Xnp1) = X, =0 et T x,,) = T(x) =0,

d'ou
X1 C En+1 - Eno
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L'ensemble E, est évidemment linéaire et fermé; il est un
vrai sous-ensemble de E..;. En vertu du lemme, p. 83, il existe
donc une suite {y.} remplissant la condition (17).

Or, comme y(_E, on a par définition de T et de E, I'égalité
Ty} =Ya— Uy, d'oni

(18) Uy — Uy =3 =+ T =Tl =y, —x
et p>>q entraine T~ B(x) = Ty} + TN y,) — TW(y,) = 8,

Par conséquent x{_ £,..., d'ou, en vertu de (17), ly,— x| > ;

donc, d'aprés (18), U(_*,';,)---U(y,,)iﬁ.l pour p>=g, ce qui est

impossible, car la suite {I/ (y.)} contient des suites partielles
convergentes. On doit donc admettre que x = ®, c. g. f. d.

Pour I'équation X — U (X) —# la démonstration est analo-
gue, car on peut considérer I'ensemble des X comme un espace
du type (B).

Théoréeme 14. S pour une opération linéaire etstotalement con-
tinue U (X) I' éguation x — U (x) =8, resp. X— U (X) = &, admet
comme l'unique solution x=6, resp. X=8, |'éguation y = x — U(x),
resp. Y— X— U (X), admet une solution pour tout y, resp. pour
tout .

Démonstration. Le contredomaine de |'opération x — U (x)
étant en vertu du th. 11 p. 151, fermé, on conclut de I'hypothése
en vertu du th. 3, p. 148, que I'équation Y—X- U(X) admet
une solution pour tout Y, d'ou, en vertu du th. 13 qui précéde,
la seule solution de I'équation X— U(X)=® est donnée par
X—# et par conséquent, en vertu du th. 5, p. 149, ['équation
y = x — U(X) est soluble pour tout y,

La démonstration pour Y=X— U (X) est symétrique.

Théoreme 15. S U (x) est une opération linéaire et totale-
ment continue, les équations

x-UX -6 e X -UX =8
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admettent le méme nombre de solutions linéairement indépen-
dantes®).
Démonstration. Posons comme auparavant
(19) TR =x—Ux) ef T(X)=X-U(X).
Soient
(20) T(xi)=® pour i —1,2,..., n e TX)—® pour i= 1,2,..., v

ou les éléments de la suite {x;¥, de méme que les fonctionnelles
de la suite {X;}, sont supposés linéairement indépendants et les
nombres n et v désignent respectivement les nombres les plus
grands possibles de solutions linéairement indépendantes des
équations T(X)—® e T(X)= 8,

Désignons par zi ou i = 1,2, .., ¥ un élément arbitraire tel
que I'on ait
21) Xil2) _| 1 pour i=]

| 0 pour i+ j.

Un tel Zi existe, car I'ensemble linéaire de la forme
=1 v
2 X+ 2
Jrary s
Désignons d'une fagon analogue par Zj, ou i = 1,2, ..,n la
fonctionnelle linéaire telle que

f;X; est faiblement fermé et ne contient pas xi,
L

- 1 pour i=j
22 Zi(x; 1——J
(22) 1(%1) | 0 pouwr i)

Une telle fonctionnelle Z; existe, car x; n'appartient pas

i1 n
a l'ensemble linéaire fermé de la formeX #px; +2 .
J Jeoigel

Ceci dit, supposons d'abord que v >>n. Soit

) Pour certains cas particuliers ce théoréme a été établi par F. Ri esz,
1. ¢, Acta Math. 41 (1918), p. 96—98. En toute généralité, mais formulé autre-
ment, ce théoréme a été établi par M. T. H. Hilde brandi (UObe vollstetige
lineare Transformationen, Acta Math. 51 (1928), p. 311—318) et dans I'énoncé
donné ici par M. J. Schauder, I. ¢, Studia Mathematica |l (1930), p. 183—196.
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(23) R{x)=U(x) +Z Zi(x)-z, et W(x)=x—R(x).
i

Il est facile de voir que I'opération R (x) ainsi définie est
totalement continue. Nous allons montrer que I'équation W(x) = @
admet exactement une solution, a savoir x =®.

En effet, admettons que W(x) = €. Il sagit de prouver
que Xp = & Or, on a selon (19) et (23):

@8 W(e)=x, ~ Rix)= T(x)~ 3 Z(x) 20

et comme d'aprées (20)

(25) Xi T(x) =® pour tout x e i=12 ..,V
on tire de (21) et (24)

(26) XW(xo) - Zi(x) =0 pour i =1,2,..,n,
dou  T(x)= 8, ce qui implique selon (20) et par définition de n
que x, ::‘-i‘l: a;x; oil % sont des nombres réels correspondants. En
vertu de (56) et (22) on a donc Z{x,) = «; = (} pour touti —1, 2,...,n,
d'ou finalement x, — @.

Ceci établi, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, que

I'équation x — R (x) = T(x) — ¥ Zix) z: = 2,41 admet une solution.
=1

Mais on voit aussit6t en vertu de (21) et (25) que X1 [x—R(x)}=0
et d'autre part, en vertu de (21), que Xpt1{2at1)=1. La suppo-
sition que v>n est donc impossible.

¥
Supposons & présent que v<n. Soit R(x) = 3 Zdx) 2z, d'ou
i=1
R(X)=2X(z)-Z;. En procédant comme plus haut, on mon-
=l :

v
trerait alors que I'équation T(X)—;'X(za)-z,ze (conjuguée
=1
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de I'équation T{x) —fZ Z{x) z; =) admet exactement une solu-
=1

tion, a savoir X= 8. L'équation 7(X) — Y X(z)-Z;= Z, 41 de
i=l

vrait donc, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce
qui est cependant impossible, car on a T(X) x,41 =X [T(x,0:}} =0
pour tout X, dou, selon (22), Zi{x,4:}=0 pouri =12, ..,n et
d'autre part Z,4i{x,41)=1. Ainsi la supposition que v<nh im-
plique également une contradiction.

§ 3. Valeurs régulieres et valeurs propres dans les équations
linéaires.

Admettons a présent de I'opération U (x) qu'elle est tout
simplement linéaire, mais maintenons |'hypothése que son con-
tredomaine est situé dans le domaine E.

L'opération x—h U (x) est alors linéaire pour tout h réel
et son opération associée est de la forme X — & {7 (X) o0t &/ dé-
signe |'opération associée a U.

Ceci dit, nous allons étudier les équations associées

(27) x—hU()=y et X—hUX)=VY.

Si, pour un hy donné, la premiére, resp. la deuxiéme des
équations (27) admet pour tout y, resp. pour tout K, exactement
une solution, hy s'appelle valeur réguliere de cette équation; dans
le cas contraire hy s'appelle sa valeur propre. L'ensemble des
valeurs propres constitue l'ainsi dit spectre.

Si x, resp. X, satisfait a la premiére, resp. a la seconde, des
équations

(28) X+EU=0 et X+rUX)=98,

il porte le nom déément propre, resp. de fonctionnelle propre.

En vertu du th. 5, p. 149, les deux équations (27) ont le mé-
me ensemble des valeurs réguliéres, donc aussi des valeurs
propres.
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On énoncera sans peine les th. 1—9, établis p. 146—150,
pour les équations de la forme (27). Ces théorémes permettent
de conclure sur la maniére dont se comporte |'une des deux équa-
tions d'aprées celle dont se comporte l'autre et réciproquement.

Théoreme 16. L'ensemble des valeurs réguliéres est ouvert.
Démonstration.  h, étant une valeur réguliére, il existe un
nombre m>0 remplissant les conditions

lx —hU(x) 2m-|x| et [ X—-hU(X))| mX]|.

On a par conséguent pour tout e
|x—{+ U} "= i x—hy Ux) | — s 1Ux)} = (m— ]| U} ¥
et d'une facon analogue
| X — (b +©) UXY| > (m— el UD| X1

Il en résulte que pour des |s| assez petits les opérations

x—(h+e U o8 X—(i+9) UX)
ont les opérations inverses continues, ce qui a pour conséquence,
en vertu du th. 6, p. 149, que #,+ ¢ est également une valeur
réguliére.
1

Théoréme 17. Si |k {:"'_Ur" h est une valeur réguliére ).

1
Démonstration.  Si j& < Ib_'_’ les solutions peuvent étre re-
présentées sous la forme

(29)  x=y A+ MHUOKy) et X =Y+ N UOAY)
1 -1

Ol:l H—
Uy =U(y) et UXY)=U(Y),

Unyy = ULU=Ny)] et UPAY)=U [U=(T)].

1y cf. s. Banach, 1. ¢, Fund. Math. 111 (1922), p. 161, th. 7.
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Les séries (29) sont convergentes, car on a

“; 3 : .
| Y)Y | Dk U )Y

Z’tk"U‘”’(Y)EéZ[Ik..'!Ui]"'. Y.
A=l f=-1
Or, on obtient de (29):
- 1 5 1
Ux)y=1t/ NI U ) = NT ROy = - (x —
X =U(W) +,,2{ (W= 2 (D= (=),

d'ou x—h U(x) =y. D'une fagon analogue on a X— h U (X) — Y.
Ainsi les équations (27) admettent des solutions pour tout v,
resp. pour tout Y. En vertu du th. 7, p, 149, ces solutions sont
donc uniques et par conséquent h en est une valeur réguliére,
c. g f. d

Théoreme 18. S Von a pour % £ k.
x-hU(x)=- f e X-hU(X) =,

alors X (x) = 0.
En d'autres termes: I'éément propre de la valeur h est ortho-
gonal a toute fonctionnelle propre de la valeur h' distincte de h.
Démonstration. On a X (x) = &X [/ (x)] = AU/ (X) x et com-

1 i
me L/ (X} :k" il vient X(x):k, X(x). Si k-#%=#, on a donc
X(x) = 0.

8 4. Théorémes de Fredholm dans la théorie des équations
linéaires totalement  continues.

Si, dans les hypothéses du § précédent, ['opération U (X)
est en outre supposée totalement continue, on peut énoncer pour
les équations (28) les théorémes suivants, qui constituent une
généralisation des théoremes de Fredholm sur les équations
intégrales %).

% Cf. J. Schauder, 1. ¢, Studia Mathematica Il (1930), p. 183—196.
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Théoréeme 19. Les équations (28) ont le méme nombre fini
d (h) de solutions indépendantes.
Ce n'est qu'un autre énoncé du th. 15, p. 154.

Théoréme 20. S d(h) =0, h est une valeur réguliére.
C'est une conséquence des th. 14, p. 154, et 19, qui précede.

Théoreme 21. S d(h)™>0 et si
{x:}, resp. {Xi), ou i=1,2,...,d(h),

désignent les solutions des équations (28), les équations (27) admet-
tent des solutions pour tout y tel que Xi(y) = 0, resp. pour tout Y
tel que Y (x) = 0.

C'est une conséquence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et
11, p. 151
Nous allons démontrer le

Théoréme 22. S I|'opération linéaire U (x) est totalement con-
tinue, les valeurs propres de la premiére équation (27)

y=x—hU(x)

congtituent un ensemble isolé}).
Démonstration.  Soit {4} une suite infinie de valeurs pro-
pres ou & == fy; pour £ % j.  Posons

Xp= Ml (x;) e x,£09.

Montrons d'abord par recurrence que les éléments x, sont
linéairement indépendants.

n--1

En effet, Si XXy, .., Xe— |'étaient, M =2 wx, n
i=1

A—1 n—1

aurait xn = A7 (xa) = 2 el (), d'oU X, =Zl' I —zi-xf et par
i=—=f i=

n—1
conséquent Z: o (1 - ’;1) x;=0. Comme par hypothése i" =1
= T 1

%) Cf. F. Riesz, 1. c, Acta Math. 41 (1918), p. 50, Satz 12,
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pour n>, on voit que déa les éléments x, xy,..., Xz-1 NE SE-
raient pas linéairement indépendants.
Ceci établi, soit pour tout n=1,2,... E, I'ensemble linéaire
L

des éléments y de la forme y L—,z_: #; X5 il est donc fermé et con-

stitue un vrai sous—ensemble de En+1 On a pour tout y(C E, se

lon (30) »— &/ (y}= ua.xf—zknw Py —Z'cl!.(l-_.‘.'z )xf, d'ou

F2=]

y—hU () CE... En vertu du lemme, p. 83, il existe donc
une suite d'éléments {¥.} remplissant les conditions (17), p. 153.

Or, supposons, que la suite {#.} soit convergente. L'opéra-
tion Uétant totalement continue, la suite {&/ (#..)} formerait donc
un ensemble compact. D'autre part, on a pour p=>

(3L) | U{lpys) — Ullyy) | = | yp — o — 22U (¥} + U (gpa)]

et, selon (17), ys {_E, ce qui implique, comme nous avons
vu, que yp — hU (yp) CEp.:  de méme hyU(yy) C Eq(Eq.1 d'oq,
1
en vertu de (17) et (31), U (aayp) — U (B3 | > 5 Pour toutp> g,
de sorte que la suite {{/ (h:v2)} ne formerait pas un ensemble
compact.
En raison de cette contradiction, on ne peut pas admettre

qu'une suite {#.} de valeurs propres en question soit convergente.
Elles forment donc un ensemble isolé, c. g. f. d.

§ 5 Equations intégrales de Fredholm.

Envisageons maintenant quelques applications des théoremes
qui viennent d'étre établis.

Dans les espaces (L), aux équations de laforme x—h U(x) —y
se réduisent les ainsi dites équations intégrales de Fredholm,
dont la forme générale est la suivante

32) x(s)-!sz(s,t)x(t)dt=y(s),

ou K(st) remplit certaines conditions.
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 11
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L'équation associée X—h U (X) — Y prend |'aspect
1‘
(33) X —h|K($ X () ds= V().

L

On donnera facilement [I'interprétation des théoremes qui
précedent dans le cas de ces équations intégrales.

Si K(s, t) satisfait aux conditions convenables, |'opération
1
linéaire / K(s,#) x{#)df est totalement continue et en consé
f

quence les théoréemes des 88 2, 3 et 4 de ce chapitre s'appli-
gueront aux équations (32) et (33). En particulier, les th. 19—21
prennent alors la forme des théorémes dits de Fredholm (mais,
bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des équations in-
tégrales).

8§ 6, Equations intégrales de Volterra.
Les équations de la forme

5

(34) xm-fxmaxmw,

ou K(st) est une fonction continue, portent le nom d'équations
de Volterra

L'opération /'K(s,r)x(z; d¢ est alors totalement continue

dans les espaces (C) et (L) ou p ™ 1.
Nous allons montrer que I'équation

(35) ()= | K(s, ) x @ dt =0

1l

admet la solution unique x(s) = 0.
En effet, admettons que x (s) remplisse cette équation; évi-
demment x (S) est une fonction continue. Posons
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m=max 'x(s)| e M=max|K(s §)!.
[ | S sf*{}
A

On a donc selon (35)

(36) x ()|~ M- r;x(mdt,
dou |x ()| M-nm-s pour 0~ r-:ﬁ 1, ce qui donne, en rempla-

cant dans (36) x (t) par M-ms, l'inégalité |x(s)| -~ M*-m: ; En

(M5

procédant ainsi de suite, on obtient donc |x {s}] - ol

tout n= 1,2, .., d'ou, évidemment, x (9= O.

m pour

Ceci établi, revenons sur |'équation (34). Comme pour x¢_ (C)
et y{ (C), de méme que pour x(_ (Lim) et y{ (L), |I'opération

/'K(s, £y x (¥) dt est totalement continue, I'équation (34) possede

d'aprés le th. 14, p. 154, pour tout y{_ (C), resp. y (_ (L@), exac-
tement une solution x{_ (C), resp. x{_ (L.

§ 7. Equations intégrales symétriques.

Si l'opération y = U(X) est linéaire pour x ety de (L®),
I'opération associée X — U/ (Y) peut étre regardée comme liné-
aire pour X et Y de (Z*).

En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (L) étant (cf.

1
Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme/ X x(Ddt ot Y (L2,
b
nous pouvons considérer Y(t) comme représentant cette fon-
ctionnelle.

L'opération U (x) s'appelle symétrique, lorsque

37) J'yU(x) dt = J'x U(y)dt pour x(C(L®) ef y( (L)
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H |
Commefy U (x) dt ==} x U(y) df, toute opération symétrique
H o

coincide avec son opération associée.
Lorsque la fonction K(st) est symétrique (c. a d. que
I'on a partout K(st) = K(,s) et en outre I'intégrale double

11
f[!((s, Hx(tHy(sydsdl existe pour tous x (_ (L®) et y( (L&),

les opérations .
V)= [K(s, ) s () dt =y (s).

(38) !
V(%) = x (s) — kJK(s, Hx () dt =y (s)

sont des opérations linéaires et symétriques, car elles remplis-
sent la condition (37).

Les équations de la forme (38) portent le nom d'équations
intégrates  symétriques.

Théoreme.23. 9 l'opération U (X) est symérique, la valeur
du parametre h de I'opération de la forme x —h U(X) =y est ré&
guliere, lorsque cette opération admet ['opération inverse continue
ou bien lorsque cette équation est soluble pour tout y.

La démonstration résulte des th. 3 et 4, p. 148, a la suite
du fait que I'éguation en question est dans ces conditions iden-
tique a I'équation associée.



CHAPITRE XL

Isométrie, équivalence, isomorphie.

§ 1. Isométrie.

Soient E et E; des espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 8)
ety— U((X, oo x{ E e y{E;, uneopération biunivoque trans-
formant E en E; tout entier. On dit que cette transformation est
isométrique, lorsqu'elle n'altére pas la distance, c. a d. lorsqu'on a

(X1, %) -1 (YY) oly = U (x1) et y» = U(xp)
pour tout couple x;, x, d'éléments de E.

Si E et E; sont des espaces vectoriels et normés, nous di-
sons que la transformation de E en E, donnée par |'opération
y — U (X) est linéaire, lorsque I'opération U (x) est linéaire.

Les espaces vectoriels normes étant des espaces métriques
(cf. Chap. 1V, § 1, p. 53), on peut considérer aussi les transforma-
tions isométriques de ces espaces I'un en l'autre.

8§ 2. Les espaces (L?) et (I%).
Théoreme 1. Les espaces (L?) et ({2) sont isométriques.
Démonstration.  Soit, eneffet.ou une suite
{6}y “ "1t Tune suite
quelconque orthogonale, normée et compléete. Si x( (L*), on a,

comme on sait,
1 1

1) S U () x () dt r - J xRy dt .

I.
En désignant donc par U{x) la suite y = {%:} oia m:/x.(t)x(t) dr,
H
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on a en vertu de (1) y(_ (#) et |[U(x}| =|x:. Comme additive
et n'altérant pas la norme, I'opérationy = U (x) est linéaire. Or,
on sait de la théorie des séries orthogonales qu'il existe pour
tout y¢_ (#) une et une seule fonction x (t) (C (L?) telle que
y=U(X).

Ainsi |'opération linéaire y = U (X) transforme (L*) en (£%)
d'une fagon biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance.
Les espaces (I%) et (f*) sont par conséquent isométriques.

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (L)
et ({4}) ne sont isométriques que dans le cas ot p — q = 2. Clest
une conséguence du corollaire (Chap. XII, § 3), p. 206.

§ 3. Transformations isométriques des espaces vectoriels
normes.

Théoreme 2. Toute transformation isométrique U (x) dun
espace vectoriel norme en un autre, telle que U (8) —8, est lindaire?).

Démonstration.  Soit d'abord E un espace (D) arbitraire et
X1 X2 un couple quelconque de points de E.

Désignons par H; l'ensemble des points x(_ E tels que

1
2 (%, %)) = (x, %) -= o (%, %)
et, pour n=2,3, .., par H, l'ensemble des points x(H,.; as
sujettis pour tout z(_ Hy;h l'inégalité
1
(3) (x,2) = 9 (a0,

ou & (Hy.;) désigne le diamétre de I'ensemble H,-u c. a d. la
borne supérieure des distances de ses points.
La suite {4} étant ainsi définie, on a
4) lim &'(f) =0,

e

) Ce théorémo a été établi par MM. S. M azur et S. Ulam (v. Comp-
tes Rendus de I'Acad. des Se. 194, Paris 1932, p. 946-948).
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En effet, si les ensembles H, ne sont pas vides, on a pour tout couple
x, x” de points de i/ " H,_, (puisque par définition £/, " Fhy .. 3 H, T,

donc, en vertu de (3), {1, %"} l A{H, ), par conséquent é{#,) - 1) {1,

d'ot & (H,) ;u_la(m), et d'autre part,on a en vertu de (2), pour tout cou-
ple xx' de points de Hy, I'inégalité (a*, xy - L {x", ) -+ (v, 1)) - Ly, 2, donc

o(H1,) (X1,,-X2) et par conséquent & (¥4,) - L" , vl d'oli I'egalité (4).

Il en résulte que la partie commune des ensembles H, (lors-
gu'elle n'est pas vide) se réduit a un point. Nous appellerons ce
point le centre du couple X; Xo.

Ceci dit, soit E un espace vectoriel norme. Pour tous deux
points X' et x" de E on a donc

(xr’ xu) — |xr —_ xni

Posons x= x; +x; — x pour x{_ E. On voit aisément par
induction que

(5) x(_ H, entraine x(_ #, pour tout n =1,2,

Kn effet, s X', Hy.on @ x—x. = x—x| € ¥—xu|=iv—y

d o ! H—x, 0 selon (2 x: A, et, e n admettant

"
que la relation (5) est vraie pour n— 1, on a en conséquence pour x’i ,
H e, —a T8 v H onadonc selon (3) ¥ —&" = |{x, e —x)—x}
. 1) B{H, ) dol il H,,
: 1
Nous allons montrer que le point & = Y (x, + x.) est le cen-

tre du couple x, X.. On a, en effet, £ H,, car [x,—&l:=|x,—&|=

= ; | %, -+ x, . Admettons donc que % (_ #,—,. Pour tout x(C Hpq

on a envertu de (5) x, +xy -~ x=x{_ H, , et comme 2:&—x|=
X4 %, — 2% = x—x|:" 8 (H.), on conclut que it — x|

<7 ; 3 (Hs=), d'ou £ H,. Comme appartenant a H, pour tout

n naturel, le point £ est donc le centre de x; Xo.
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Ceci établi, soit E; également un espace vectoriel norme et
y=U(), ou x(_E et y(_E;, une opération isométrique trans-
formant E en E, tout entier de fagon que U(# )=@. La notion
de centre étant définie d'une fagon métrique, on apercgoit faci-
lement que le centre du couple quelconque X; X, de points de E
se trouvera transformé en centre du couple U (x, U (x,) de E;
On a donc

U ; (x, -}-xz)l = ; [U(x)+ Ulx)] pouwr x,(_ F ¢t x,( F,

d'ol, en posant x; = X et x, =9, on obtient par suite de I'hypo-
these que U (&) = &

1 1 _
O -x|=--U(x)y pour tout x/_ E.
(2 |z U P
Il en résulte pour des points arbitraires x; et x, de E que:

U, +x)=U [ Z (2, +25,)

= U+ U -
— U+ U,

Ainsi I'opération U (x) est additive et, par suite de sa con-
tinuité, linéaire. Il en est donc de méme de la transformation
y=UKX, ¢ g f. d.

8 4. Espace des fonctions réelles continues.

Etant donné un ensemble quelconque Q métrique, complet
et compact (cf. Introduction, § 7, p. 9), on peut considérer I'en-
semble E des fonctions réelles continues x (q) définies pour q¢{_ Q
comme un espace du type (B), si l'on définit dans E de la fagon
usuelle I'addition et la multiplication par nombres et choisit
comme norme le maximum du module de la fonction.

Lemme. Soit x(q)_E ou q{_ Q. Pour quon ait pour un
éément donné oo (C Q I'inégalité
(6) [ (g} > tg)i pour tout g =g,
il faut et il suffit que
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7 lim || x+ Az || — | x|:
w2

existe pour tout z (g) C E.
En outre, s la fonction x (g) satisfait a I'inégalité (6), on a:

tim L1 L ) signx (g por ot 2@ CE

Ry h

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,

on alxl=]x{g,) et comme lafonction continue |x+ &z| atteint
son maximum, on obtient

) | X (go) +hz{go)| - | x(g) | <ilx+h2l| = xif =
=|x (g + Az (g — :'.x(quﬂa

ou ¢, est un point dépendant de h et appartenant & Q. Or, on
tire de (8) !x{q) + hz(q))| - "X (gw) + hz{gs}] €t par conséquent
0| x (g —|xdgdi=T h:2(q) i 2{p) "2 k- 2z, doU

lim!x (g} = x(g)j. Il en résulte par suite de la compacticité
ot
de Q que
(9) l}'m](}!; =5y
Ceci établi, examinons d'abord le cas ou x (gg) = 0. Il exi-

ste alors un &= 0 tel que Ton ait pour (k< < |'égalité
ix (Qn) + hz ((Fu) l - ! X (qu) | =X (‘?u} + he ('Ju) - X (qo) =z {qn)
et, en vertu de (9),

L lgn) + hz (@) | -- " xlge}, = x(gu} + Az (gn) — x(q) - hz{qn},
d'ou; selon (8), hz(qo) = i|% + Az - [fx{ <7 hz{(q} et par consé-
quent, encore en raison de (9) et par suite de la continuité de z(q),

lim L A2 — 0%
h-3l ;)

:z(‘h)-

Dans le cas ou x (go) <0 on obtiendrait, en procédant d'une
facon analogue,
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. oxt k- ljxo
lim - !

LI h T (qﬂ) ’

Nous avons ainsi démontré la nécessité de la condition
(I'existence de la limite (7)) et, en méme temps, la deuxiéme
partie du lemme.

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons
qgue le module de la fonction x (q) atteigne son maximum dans
deux points distincts qo et q de Q, c. a d. que

Xl = xg)! i) pour tout q Q.

Dans le cas ou X(qo) ™~ 0 posons z(q) —=(q, qgy). Il vient:
Xx+hz — x. x(g)+ g, q)— x{g,). d'oid

(10) lim inf x+ hz i—ixd = G, g0 0.
s b h
On aen méme temps (X +kz" — x| »lx(q)+i{qnq) —
—x(q) =0, d'ou
(11) lnnhs‘l‘]-]g L \ I 0,

et les inégalités (10) et (11) montrent I'impossibilité de I'existence
de la limite (7).

Dans le cas ou x () <0 on parviendrait, en posant
z= — (g, q), a la méme conclusion, c. g. f. d.

On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu'il existe
une transformation biunivoque et bicontinue de I'un en I'autre.

Théoreme 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et
compacts Q et Q; soient homéomorphes, il faut et il suffit que les
espaces E e E; des fonctions réelles continues définies dans ces
ensembles soient  isométriques.

Démonstration. Nécessité. On vérifie facilement que,
g =f(g), ot g Qetqg {_ Q; désignant une transformation biu-
nivoque et bicontinue de Q en Q; tout entier, la transformation
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de E; en E qui fait correspondre a toute fonctiony(q) _ E;
la fonction x (g) =y [f ()] C £ est isométrique.

Suffisance. Les espaces E et E; étant supposés isomé-
triques, soit y — V (x) l'opération biunivoque qui transforme E
en E; tout entier, en faisant correspondre a toute fonction x (q) {_ E
la fonctiony (q) CE; de fagcon que ! V(x,) — V(%) {=; X — Xl
pour tous x et x, de E.

En posant U (X) — V(X V(#), on apercoit aisément que
I'opération U (x) jouit exactement des mdmes propriétés et qu'on
a en outre UM®)~®. En vertu du th. 2, p. 166, |'opération
y — U (X) est donc linéaire.

Soit o un point donné de Q et x(q) (_E ou q Q une
fonction satisfaisant a l'inégalité (6) du lemme, p. 168. Comme
|'opération y = U (X) n'altere pas la norme, on a pour tout nom-
bre h, en posant U (2 —t ou z(_E:

qX bz —vix Gy dhti—tyl
h b3

"

d'ou, en vertu du lemme précédent,

(12) z (ffu) 'Sigl’l x (ffu) . l}im "y+ h't-k' — ,.V
Or, comme I|'opération U (z) transforme E en E; tout entier,
la limite (12) existe pour tout t{_E;. Il existe par conséguent, en
vertu du lemme, un do(CQ; tel queiyv(g,} ™ ¥ (¢'} pour tout
point ¢ =#: ¢, de Q; et que

Tyt —
I

B |
fim Y=t g) sign y(@) pour tour 1 E,.

-1

On en conclut en vertu de (12) que z(g,) sign x{g,) =
==t (g)) sign y (¢}, d’ol, en posant ¢ (g,) = sign x (4,)-sign ¥ (4)),
on obtient la relation suivante entre gy Q et q'o(__ Qu:

(13) t(g) =z(g)elg) od g} =1
et qui subsiste pour tout z(_ E et t = U (2.
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Envisageons donc la fonction

q; = f(‘h),

qui transforme Q en Q.
Cette transformation est biunivoque. En effet, I'égalité g;=4g,
ol ¢, = f(g,) et ¢, = f(g;) donne en vertu de (13) |2(q,}| =]z (g)|
pour toute fonction z(_ E, ce qui entraine I'égalité q = @, puis-
qu'elle se présente en particulier pour la fonction z (q) — (q, o).
La fonction f transforme en outre Q en Q; tout entier. En effet,

i 1
uel que soitq* on a d'apres (13), en posant t{g') = - - —-
quel g T CQ apres (13), en p (g9 el

(14) 1z (g} = ) pour tout qo (. Q
1 + (qu‘ q’} 0

Or, comme =z = f =1, il existeungo( Q tel que 'z(g} =1.
Pour le point ¢, = f{g,) on a donc, selon (14), - -, ., =1,

T+, 1)

d'ol (q;,¢') — O et par conséquent g' = g,.
Enfin, la transformation f est continue. En effet, soit
go—=limg. et g, =f(gs) pour n—1,2, .. Il vient, selon (13),

lim £(q,) — £(qg,) pour tout t{_E; dou en particulier pour
;Eq} =g, q) on a lim{q, q,)— {7, q)=10 et par conséquent
im g, =g, o

T Il en résulte par suite de la compacticité de Q et Q; que
ces ensembles sont homéomorphes, c¢. g. f. d.

Remarque. On voit de cette démonstration que si I'opé-
ration y= U (X) transforme l'espace E en espace E; d'une fagon
isométrique et si U (#) —8, il existe une fonction g =/'(q) trans-
formant I'ensemble Q en Q; par homéomorphie et une fonction
continue s (q) telle que

@Y=x[fTgN=(g) o y=U(x) et jc@g){=1.

Applications.  Le th. 3 qui précede implique en particulier que
I'espace (C)des fonctions continues x (t) définies pour 0« t.<l 1
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n'est pas isométrique avec celui des fonctions continues x (u, v)
de deux variables u et v, définies dans le carré 0« u< 1,
0l v L

Cependant I'espace (L%?) des fonctions a p-ieme puissance som-
mable définies dans l'intervalle 0 <] t«{ 1 est isométrique avec
celui des fonctions a p-iéme puissance sommable définies dans
le carré 0 <. u= 1,0« v=_ 1. Il existe, en effet, une fonction
biunivoque £ =9 (&, ¥) qui transforme ce carré (sauf un ensemble
de mesure nulle) en intervalle [0,1] (encore sauf un ensemble de
mesure nulle) de maniére que les ensembles mesurables se trou-
vent transformés en ensembles de mesure égale.

En faisant donc correspondre a toute fonction x (t) (L)
la fonction y (i, v) = X [¢ (&, ¢)), on obtient une transformation
des deux espaces fonctionnels I'un en l'autre qui, comme il est
facile de voir, n'altére pas les distances.

§ 5. Rotations.

Nous appelons rotation d'un espace E du type (B) autour
du point xo (C E toute transformation biunivogue et isométrique
de E en E tout entier qui en transforme le point xo en X.

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de O est une
transformation linéaire.

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas parti-
culiers des espaces du type (B).

Espace (C). La rotation la plus générale dans (C) autour de O
est donnée par I'opération de la forme

yy=ex[2()],

ol X{t) C (C), e=+ 1 ou — 1 indépendamment de x (t) et a(t) est
une fonction arbitrairement choisie qui transforme I'intervalle fermé
O t<z 1l en lui-méme dune fagon biunivoque.

La démonstration résulte de la remarque, p. 172, en tenant
compte du fait que, e (t) étant une fonction continue telle que

fe{?)j=1, on a e (t) = const.
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Espace (). Nous pouvons considérer cet espace comme
celui des fonctions continues définies dans un ensemble borné et
fermé de nombres réels ayant un seul point d'accumulation.
En vertu de la remarque, p. 172, on en déduit facilement le thé-
oréme suivant.

La rotation la plus générale dans (c) autour de & est donnée
par |'opération y = U (x) ou

X = {5 (o), ¥= U Ce) e wy - S o
{e,} désignant une suite convergente quelconque telle que e, -~ 1 pour
n=1,2,... et o (n) une fonction arbitrairement choise qui trans

forme d'une maniere biunivogue |'ensemble des nombres naturels en
|ui-méme.

Espace (L*).  Toute rotation de (L?) autour de # est de la forme

(15) 3 = Ny ity < ) at,

o
”

ol x (7 (L2 el {28y}, 18.(6)) S(I)‘nt des suites arbitraires, compléetes

dans (L%, de fonctions orthogonales normées définies pour 0 -t 1.
Démongtration. On a d'apres (15)

1 |

[2tt) x (1 dtr - e a,

.

1k

I o
] vty dt _4\_{

dou , ¥'=.x.. Toute transformation de la forme (15) est donc
en effet une rotation autour de 9.

Réciproquement, soient: y— U (X) une rotation autour de @
donnée dans (L?) et {2.(#}} une suite quelconque, compléte dans (L%),
orthogonale et normée. En posant 3 (f} = Ufwff)] o0Un—1,2,...,
on a donc

() =E an(?) J aalt) X (8) dt

et par conséquent y () = U[x (t)] est de la forme (15). De plus,
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1 1

1
(16) [ B(8) dt = [ U2l 8)] dt = J o (¢ df =1

i 1]

et comme Bt} ++ BA8) = UJ [ad®) 4+ o,(£)], on a pour { =]

[t + BiOF dt = [[odt) + 20)p at = 2,

It "

d'ou en vertu de (16)
1

(17) [ B BAO dE - O pour i -# .
En conséquéhce, si pour une fonction & (t) ¢ (L*) on a

1
/ Bu(2) 3 (¢) dt = 0, quel que soit n= 1,2, ..., on aura d'aprés (15)
"l
/'y () B () df -0 pour toute fonction y (t):_ (L%), de sorte que

B(t)- 0. Il en résulte en vertu de (16) et (17) que {3.(£}} est
une suite compléte dans (L¥) de fonctions orthogonales et normées.

Espace ({%). On peut énoncer pour (£2) un théoreme tout
a fait analogue. C'est une conséquence de l'isométrie des espaces
(L) et (%) (v. th. 1, p. 165).

Espaces (L") et (7)) oul .~ p=£2. On ales lemmes suivants:
1. Etant donnée une rotation y= U(x) de (L), ou 1 -~ p=# 2,
autour de ®, s on a pour un couple xy(t), x(t) de fondions appar-
tenant a L (')
(18) X1(t) ¢ xo(t) =0 presgue partout dans [O,1],
alors pour le couple yi(t), Vyat), o0 y; = U (x) et y» = U (%), on
a également
(29 V1 (t)y2 (1) = 0 presque partout dans [0,1]
Démonstration. Pour tout couple de nombres «, B on a par
hypothése, d'aprés (18), j|ax, + § xa 7 = |a{# | x, 2 4+ [B|7 [ & |17,
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d'ou par définition de y; ety, il vient |[ay, 4ByyiP=|ai |y {7+
+ B[y, 07 et par conséquent
1 1

(20) J.I 2y (0) + () |7 dl = [« I"ﬁ @ P at+1B1”7 | [ya(t)ieat.

1] L]

Dans le cas ou p = 1, on en tire, en posant successivement
I: 1
a=f=1 et a==B=1, larelation |y, (&) -+ y,(t)|dt = [|,(8)~ yu(®)| dt=
o 0
].
=/[iyl(.f)i+!y2(.¢) ldt, qui n'est possible que lorsque la condition

(19) est réalisée.

Dans le cas ou p> 2, on obtient de la relation (20), en
désignant par H I'ensemble des valeurs de t( [0,1] pour lesquelles
yit)yo(t)  #0, la relation

@) [(a30+3n@yrdt=iar (in@yp+ise [ d,

.“; M ?.a"
qui donne, en y posant % (=, £} = |2 ¥,({) + B (£} |, les égalités

(22) 9% =p 1230+ 6300 7 sign [23.40) + £ 701 500
et

29 -

T =P = D+ BB S
Or, comme 12 ;(8) + 3 y® 1 1 C (D) ety C (LM), on

constate aisément I|'existence de l'intégrale /[‘ ‘da df, d'ou
[
selon (22)

(24) [“’ -fq:(a,t)dt=p-signa-’lalp-lﬁyi(mﬂdt
at
M H

et par conséguent [(d ?) dt =0 en résulte aussitdt (puisgu'on
[ % azo
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dhp ® de af
a selon (23) A > 0) que ] /d drdi - ![ &__édt’ d'ou selon (24)

jg-‘z dt = p (p — 1) | e}t~ /| 7,(O)|7 dt et par conséquent selon (23)
(25) j | ,06) + B ya® |72 32(6) dt = [u |22 [ iy,(0) |7 it

M H

On tire de (25), en posant = =0 et g =1 I|'égalité
) [isorrs 0 rac—o,
5 .

ce qui entraine par définition de H que mH = 0Y).
Enfin, dans le cas o0 1 << p=<I2, considérons pour i =1 et 2

la fonctionnelle Y,-{y)zjl'lﬁ-(t)y(t) @t ot y (@) (C(L®) ot V() =
= )1 sign pd#E). LJ'opération conjuguée X = IJ(¥) est une
rotation de I'espace (L(f‘il)) autour de ©?). Posons X;= U (Y)
et Xidx) =_I!X;(t)x(t) d¢ o0 T L. On a Xixd= Yely)=

2| Vi |yt =Xij X, dou en vertu de l'inégalité de Riesz
Xi(t) = 0 pour les mémes valeurs de t que xi(t) = 0. Par consé-

quent Xy(t) ¢ Xx(t) =0 et comme p£1 >2, on conclut en vertu

du cas précédent, que YM)' Yo(t) — 0, donc que yi(t)'y(s) = 0.
La condition (19) se trouve ainsi démontrée.

2. Etant donnée une rotation y = U (x) de ({”) ol 1< p=+1
autour de @, s on a pour deux suites x, = {&M} ef x, = {¢3)) appar-
tenant a (&)

ED.E@ =0 pour n=1,2,...,

%) 'mH désigne la mesure de I'ensemble H (cf. Introduction, p. 3).
%) Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du th. 11, p. 188.
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 12
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alors pour les suites y, = U (x,) = {n} ef y» = U () = {x@} on a
également
ey =0 pour n= 12 ..
La démonstration est analogue a celle du lemme précédent
pour les espaces (L%, les modifications a apporter étant évidentes.

Les deux lemmes donnent respectivement les théorémes
suivants sur la forme générale des rotations.

|. Etant donnée une rotation y = U (x) de | espace (L), ou
< ps£ 2, autour de®, i/ existe deux fonctions ¢ () et (t) définies

pour 0<lt«1 et telles que les conditions suivantes soient remplies:

(@ la fonction ¢ (t) transforme  biunivoguement I'intervalle
fermé [0,1] presque entier en méme intervalle presque entier de fagon
que les ensembles mesurables se trouvent transformés en ensembles
mesurables et réciproguement,

(b) on a pour presque tout tCI[O,I}

f O~ I im {?.'_{E_,ﬁ_ir_f!]];‘,-
Aor ety A

ou I[t, t+ h] désigne I'image de l'intervalle fermé [t, t + h] donnée
par la fonctiong (c. & d. I'ensemble des points ¢ (S) pour £ =, 8= £k,

(c) on a pour tout x { (L)

yO=xl@l+@®
ou y () = U [x ().
Réciproquement, s ¢ () est une fonction satisfaisant a la con-
dition (a), il existe une fonction ¢ (t) définie par (b) et I'opération
y=U(x) définie par (c) est une rotation de (L&) autour de 8.

Il1. Etant donnée une rotation quelconque y = U (x) de I'espace
({¥) ou 1 < p= 2 autour de @, il existe une fonction ¢ (n) et une
suite de nombres {s,} telles que

1) Pour la démonstration de ce théoréme voir S. Banach, Sur les ro-
tationsdans|es champs desfonctionsintégrables avec p-iéme puissance, Studia
Mathematica IV (& paréitre).
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(@) lafonction ¢ (n) transforme I'ensemble des nombres na-
turels tout entier en lui-méme d'une maniére biunivoque,

(b) ona|s.}=1pour n=1,2,...,
() on a pour tout couple de suites.x = {t} ( (& e
y={ C (i) ot y = U(x)

Nin = sn'e.{,m) pour n = 1,2,..

Réciproquement, pour v {n) et {&} quelconques satisfaisant aux
conditions (a) et (b), I'opération y = U (x) définie par la condition
(c) est une rotation.

Démonstration. Soit d'abord y = U (X) une rotation de (#)
autour de @. Posons

. 1 pour i=n
W=
@0 “ { 0 pour in
et xi={&" pour i =12.. On a évidemment pour tout
x = {&} C (1)
29) x=Ntx.

f==1
En posant yi = U {(x:) = {%}?}, on a donc en vertu de (28) pour

y=U (%)= {n.} I'égalité y= § &y, dou
(29) M = 3 &4 pour n=1,2,...
Selon (27) on a gV -8 =0, lorsque !==j; on en conclut en
vertu du lemme, p. 177, 2, que

(30) W0y =0 pour i=] e n=12,..

Commey peut étre une suite quelconque appartenant a (&),
il n'existe en vertu de (29) et (30) pour tout n naturel qu'un seul
nombre ¢ (n) tel que 5i™ == 0. || en résulte d'aprés (29) quel'on a
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(31) Tn==8y 7 6n POUr 8 =™ et n=12..,
ce qui réalise la condition (c).

D'autre part, nys=n, entraine % (#;) = ¢ (1), car dans le cas
contraire on aurait selon (31) pour toute suite {%.}( {¢¢) I'égalité
Ba, in, — Em, %in, = 0 QUi est impossible; et s'il existait un ny naturel
tel qu'on ait p{ay=n, pour n-1, 2, ..., on aurait selon (31) pour

la suite x = {&x} ol
1 pour n=an,

En =
0 pour Hegny
|'égalité %, =0 pour n =1,2,..., ce qui est aussi impossible. Ainsi
la condition (a) se trouve également démontrée.
Enfin, on a par définition de la rotation: |¢|=-|x], ce qui

donne en vertu de (31)
@) 3l telr= Dbl pour tout 5= {6 C ).
Mn=—1 =]

En conséguence, si on choisit, pour tout ng naturel arbitrairement
donné, la suite x = {¢«} de fagon a avoir
_| \ pour n=n,
e‘ﬂ"lnl ¢ pour nEn,
on obtient de (32) | &, |* =1, d'ou {e.,{=1, ce qui prouve la con-
dition (h).

La réciproque est évidente.

§ 6. Isomorphie et équivalence.

Deux espaces E et E du type (F) s'appellent isomorphes,
lorsqu'il existe une opération biunivoque et linéaire, qui transforme
E en E; tout entier.

Soit y = U(X)y ol x(_E et y(CE, cette opération; en vertu
du th. 5 (Chap. 111, § 3), p. 41, I'opération inverse x=U(y) est
également linéaire, de sorte que |'opération y = U (x) transforme
E en E; d'une maniére bicontinue.

Les espaces E et E; sont dits équivalents, lorsqu'il existe une
opération biunivoque et linéaire y = U(X) qui transforme E en E;
de fagon que |¥|=={x! pour tout x{ E,
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L'équivalence de deux espaces en entraine par conséquent
I'isomorphie, mais, comme nous le verrons, la réciprogue n'est
pas vraie.

Considérons deux exemples.

1°. Soit (co) I'espace des suites de nombres réels convergentes
vers 0. On a le théoréme:

Les espaces (C) et (cp) sont isomorphes.

En effet, en posant pour x = {t;} C ()

w=limE et =% —w powr i1,
I-rma .

on a évidemment lim+; =0, d'ou, en posant y {-q!-}, on a y{ @ il est
F

facile de voir que |'opération y= U(x) ainsi définie est additive et remplit la
condition | {/(x) |- 2| x|; elle est donc linéaire.
Réciproquement, si y = {'q,—}{:(rn), on n'a qu'a poser pour x = {E,,-}

G =Ty =+m o0 i =12,
pour* obtenir x{ {c), puisque litmE, =+, et pour voir que y = 0 entraine x —O0.
i-p

L'opération y = U (x) est donc linéaire et détermine une transformation
biunivoque de (c) en (cy).

2°.  Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans
(L), (i) oo p>1, (L), (/) e (o)
sont équivalents respectivement aux espaces

. ) .1_ 1 —
(L9)., () ot - -4 =1, (M), (m) et ().

Ce n'est qu'une autre fagon de formuler les théoréemes sur la forme
générale des fonctionnelles linéaires établis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61— 68).

Le th. 2, p. 166, implique immédiatement le
Théoréme 4. Les espaces E et E; du type (B) gui sont iso-
métriques  sont  équivalents.

§ 7. Produits des espaces du type (B).

Etant donnés deux espaces E et E, du type (B), désignons
par EXE; l'espace que constitue I'ensemble de tous les couples
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ordonnés xy ou x(_ E et y(E; lorsqu'on y définit I'addition
et la multiplication par nombres, en posant

xy+xy=x+xy+y et kRxy=hx by

(bien entendu, ou x* C_E, ' (_E, et h étant un nombre) et en y
définissant la norme de fagcon que la condition suivante soit
remplie:

(33) limx,=x, el Jiﬂyu=y., équivautd:im 1 Xy ¥ — gy W0 11 = O,

A—pes

Ainsi défini, I'espace E X E; est également du type (B). Nous
I'appellerons produit des espaces E et E;

Il est aisé de voir que la condition (33) se trouveraremplie,
si on admet en particulier comme norme du couple z = xy l'une
ou l'autre des expressions 1

1) dzll={lx|?+iyll? oipi=1,

2) tzil=maxflixl, [lyi]
et qu'elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette
condition. Or, on apergoit aussitdt gu'en choisissant des normes
quelconques, pourvu qu'elles soient conformes ala conditions (33),
on obtiendra toujours des espaces isomorphes.

Pour mettre en évidence quelle norme a été adoptée, con-
venons de désigner le produit des espaces E et E; dans le cas
de la norme 1) par (E X E;)w et dans celui de la norme 2) par
(EX Ep)m.

On définit de la méme facon le produit d'un nombre fini
d'espaces E; X E; X ... X E, du type (B). Il est évident que le pro-
duit des espaces séparables est un espace séparable.

Le produit E XE portera le nom du carré de E et sera dé-
signé par E2

Théoréme 5. Les espaces (L], (#) ou p 1 et () sont
isomorphes respectivement avec leur carré.

Démongtration, 1l suffit de faire correspondre a toute fon-
ction x (1) {Z (L®) le couple des fonctions xy(t), x,(t) définies par
les formules
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x,(t)=x(-£) el xa(t):x(-i—-}-i) o 0-f1,
2 2 2
pour avoir une transformation biunivoque et linéaire de (L®) en
(L),

De méme, il suffit de faire correspondre a toute suite
x = {8} C (£ le couple de suites x; = {%a}, %, = {{x} définies
par les formules

M =E&m e =48, 00 n=1, 2, ..,

pour que l'espace (##Y) se trouve transformé en {{@)* d'une ma-
niére biunivoque et linéaire.

Enfin, faisons correspondre a toute suite x ={&}( (c) le
couple Xy = {na}, x, = {€.} défini par les formules

M= fon— & e Ly=lopp—limG 43 o0 n=12 ..
Il vient

g =limCy dn=u+limi; e Smp=g+limn, o 1=12..

Ny A—roa

et on voit que c'est une transformation biunivoque et linéaire
de (c) en (c)%

Théoréme 6. L'espace (C) est isomorphe avec le produit
(C)X(c)h).

Démongtration, Désignons par E le sous-espace de (C) for-
mé de fonctions x () ¢ (C) qui satisfont a la condition
x(——l-) =0 pour n=1,2,...

n

Construisons pour toute fonction x () { (C) une fonction
x (&) (C(C) telle que x(l) = X (;) et qui soit linéaire dans les

intervalles }?] pour tout n naturel.

1
nfi’

Faisons correspondre a tout x (t) _ (C) le couple (formé
d'une fonction et d'une suite de nombres)

1) Ce théoréme a éé établi par M. K. Borsuk.
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9 (), {x(—l)} o y () = x (&) — % ().

On a évidemment y (&) C E et {x(};)}c .

Il est facile de voir que la transformation établie par cette
correspondance est linéaire.

On apercoit également que pour tout couple y{f}{t:} (C £ X ()
il existe une fonction continue x (t) telle que y (t) = x (t) = x (t)

et £, =x (:;) pour n=1,2, .., de sorte que la transformation

considérée est biunivoque et épuise les espaces (C) et EX (c)
entierement. Ces deux espaces sont donc isomorphes.

I enrésulte I'isomorphie des espaces (C) X (c) et Ex (c) X (c) =
= Ex (c)%.  Or, (c)® étant (selon le th. 5 qui précéde) isomorphe
avec (c), l'espace (C) X (c) est isomorphe avec Ex (c), donc avec
(C), c. q. f. d.

Théoreme 7. L'espace (C) est isomorphe avec chacun des es-
paces (C®) ol p= 1,2 ..5.

Démonstration. Faisons correspondre atoute fonctionx (t) (C (C%¥)
(cf. Introduction, § 7, p. 11, 7) le couple formé de la fonction
{8y = ='?t) et du systéme de p nombres: x (0), x'(0), ... , x ¥—X0).
En désignant par R, I'espace a p dimensions, (C) est donc iso-
morphe avec (C) X Rp et par conséquent, en vertu du th, 6 qui
précede, avec (C) X (c) X Rs.

Or, comme (c) x Rp est isomorphe avec (c), I'espace (C¥*¥) est
isomorphe avec (C) X (c), donc (encore d'aprés le th. 6) avec l'es-
pace (C), c. g. f. d.

Théoréme 8. Lespace (C) est isomorphe avec I'espace (C)?).

Démonstration,  Faisons correspondre a tout couple x(t), y(t)
de fonctions de (C) le couple zt\& ou z (t)(_ (C) est la fon-
ction définie par les formules

) Ce théoréme a été démontré par M. K. Borsuk.?)
%) Ce théoréme est di aussi & M. K. Borsuk.
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x (28) pour 0 Lt -;

z{l) = 1
y@-1)—y{(0) + x (1) pour Y <l

et £ est le nombre déterminé pour tout y (t) (_ (C) par I'équation
£= y(0).

Ainsi l'espace (C)® se trouve transformé en (C) X R, ol R,
désigne I'espace de tous les nombres réels. Cette transformation

est linéaire et comme on a par définition x(t)zz(-;—) et
y(t)=z(—;+—§-)—z(;-)+ﬁ, elle est biunivogque. On a ainsi

I'isomorphie des espaces (C)® et (C) X R, et comme en vertu du
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (c), I'espace (C)? est
isomorphe avec (C) X (c) X Ri, donc, par suite de l'isomorphie en-
tre () X Ry et (c), avec I'espace (C) X (c) et par conséquent (encore
en vertu du th. 6) avec l'espace (C), c¢. g. f. d.

Remarque. On ignore si l'espace (C) est isomorphe avec
celui de toutes les fonctions continues définies dans le carré.

§ 8. Espace (C) comme l'espace universal?).

Théoréme 9. Tout espace E du, type (B) séparable est équi-
valent & un sous-espace linéaire fermé de I'espace (C).

Démonstration. Soient I~ I'ensemble de toutes les fonction-
nelles linéaires a la norme <7 1 définies dans E et {x.} la suite
d'éléments de E a la norme < 1, dense dans la sphérejx; « 1,

Comme distance, posons pour tout couple fi,f, de fonction-
nelles appartenant a f~

(34) (. f) = 1 L 1A = fla)!

=1 4| fulxa) — folxn |
Nous allons montrer que, avec cette définition de la distan-
ce, I est complet et compact.

) Les théorémes de ce § ont été trouvés en commun par M. S. M a-
zur et moi.
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Considérons une suite {f;} ou f; pouri= 1, 2,... et soit
lim(f,, f) = 0. En vertu de (34), il existe donc la limite lim_fi(x,).

P J
g

Comme |f; = 1, la suite { f;x} est un vertu du th. 3 (Chap. V,
§ 1), p. 79, convergente pour tout x(_ E; par conséquent la suite
des fonctionnelles {f;} est faiblement convergente vers une fon-
ctionnelle fet on a |/| < 1, d'ou f¢_ . Comme lim fi(x,) =f (X))
pour n = 1,2,..., on conclut de (34) que lim(f;i)=0. Ainsi I
est complet. e

D'autre part, on peut extraire de la suite {f;} par le procédé
de la diagonale une suite partielle {fi} telle que \im fig(x,) existe
pour n—1, 2,..., d'ou, comme auparavant, I'exis?ém:e d'une fon-
ctionnelle C_‘F telle que I|m (fi,f) =0. Ainsi I est compact.

Il existe par consequent ) une transformation continue de
I'ensemble parfait et non dense de Cantor P({_ [0,1] en ensem-
ble T. En désignant par f;;(_ 7" lafonctionnelle qui vient correspon-
dre au point t(_ P, considérons un élément quelconque x{_E et
définissons y{t) comme il suit: posons pour tout t(_ P

y()=fi(x)
et pour les points de I'ensemble [0,1] — P complétons la fonctiony (t)
d'une fagon linéaire, en posant notamment pour tout t{_ [0,1] —P

Yy — "
ou t' et t" désignent les points les plus proches de P tels que
A R A

Examinons les propriétés de la fonction y (t) ainsi définie.
Si limt,=t, ot t,(C P, la suite{f;,} converge faiblement
vers fig, d'ou limfty(x) = fio(x), donc lim y (t,) =y (t). La fonction
e Ayoo
y est par conséquent continue dans P. Comme linéaire ailleurs,
elle est donc continue dans [0,1] tout entier; ainsi y (t) { (C).

Hv.p.ex. .Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197.
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D'autre part, il existe en vertu du th. 3 (Chap. IV, §2), p. 55,
une fonctionnelle /(I telle que |f{x)| = xf. Soitty  [0,1] le
point tel que f =fy. On a donc |y (£} =|flx)| =%l e¢ comme

[y @] =fdx}] <|fe|| %] <] %] pour tout t(ZP,

on en conclut en raison du fait que la fonction |¥({£)! atteint son
maximum dans |'ensemble P, que max |y (£} = [ix .
(Sl |

Ainsi, nous avons fait correspondre a tout élement x(_ E
un élément y =y (t) C_ (C) et on voit, en posant y= U (x), que
cette opération est additive. Comme |!y|i =i x!i, elle est linéaire
et transforme l'espace E en un sous-espace E; de (C) d'une facon
isométrique. Les espaces E et E; {_ (C) sont donc équivalents,
c. q f.d

Théoreme 10. Tout espace métrique séparable E peut étre
transformé d'une maniére isométrique en un sous-espace de (C).

Démonstration.  Selon une remarque de M. Fréchet?) tout
espace métrique séparable E se laisse transformer isométrique-
ment en un sous-espace de (m). Une telle transformation s'obtient,
comme on le vérifie sans peine, en faisant correspondre a tout
x (E la suite {&:} définie par la formule

En = (X, X) — (Xo, %) pour n==12,...

ou la suite {x} forme un ensemble dense dans E.

En conséguence, nous pouvons nous borner au cas ou E{_ (m).
On montre facilement que I'espace formé de toutes les combinaisons
linéaires d'éléments de E et de leurs limites est un espace du
type (B) séparable. En vertu du th. 9 qui préceéde il existe donc

une transformation isométrique de cet espace, et a plus forte
raison de son sous-espace E, en un sous-espace de (C), c. q. f. d.

Remarque. En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d'étre établis
I'espace (C) peut étre considéré comme |'espace universel pour les

1y cf. M. Fréchet, Les dimensions dun ensemble abstrait, Math. Anna-

len 68 (1910), p. 161.
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espaces séparables du type (B), resp. métriques. L'étude des es
paces du type (B) se réduit donc a celle des sous-ensembles Ii-
néaires fermés de I'espace (C).

§ 9. [Espaces conjugués.

Etant donné un espace E du type (B), I'espace E de toutes

les fonctionnelles linéaires définies dans E est évidemment aussi
du type (B). Nous appellerons E I'espace conjugué avec E.

Théoréme 11. S deux espaces E et E; du type (B) sont
Isomorphes, resp. équivalents, les espaces £ et £, sont également
isomorphes, resp. équivalents.

Démonstration. En effet, si une opération linéairey = U(X)
transforme E en E; d'une maniére biunivoque et bicontinue,
I'opération conjuguée X = L/ (Y) transforme en vertu du th. 5
(Chap. X, § 1), p. 149, l'espace E; en espace E tout entier égale-
ment d'une maniére biunivoque et linéaire, d'ou I'isomorphie de
ces derniers espaces.

Si, en outre, E et E; sont équivalents, on a pour les fon-
ctionnelles linéaires correspondantes X et V:

{ X'i = borne sup X (x) = borne sup Y{U/{x)]=:borne sup ¥(y) = Y|
l%;771 [a1<71 T

de sorte que les espaces £ et E, sont dans ce cas équivalents,
c. g. f. d

Remarque. Cependant, I'équivalence des espaces £ et F; n'en-
traine pas toujours celle des espaces E et E;.

Considérons, atitre d'exemple, les espacesE = (¢} et £, = (¢)? !}
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E=(f) et £, = (1)
et on établit facilement leur équivalence. Mais il n'en est pas
ainsi des espaces E et E;. Nous pouvons regarder E comme
I'espace des fonctions continues définies dans I'ensemble Q com-
posé de nombres 0 et — ou n— 1, 2,... et l'espace E; peut étre

n

Y Pour la signification des indices dans ces symboleS voir p. 182.
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considéré comme celui des fonctions continues définies dans |'en-

semble Q; formé de nombres 0,1, 1 et 1—|—-1- oun=1,2,... Or,
n "

les ensembles Q et Q; en question n'étant pas homéomorphes,
on en conclut en vertu du th. 3, p. 170, que les espaces E et E;
ne sont pas isométriques, donc a plus forte raison équivalents.

Théoréme 12. S l'espace conjugué £ est séparable, I'espace
E l'est également.

Démonstration.  /°¢(” E désignant I'ensemble des fonction-
nelles linéaires définies dans E a la norme 1, il existe par I'hy-
potheése une suite {X,}, ou X I, dense dans [.

Soit {x.} la suite d'éléments de E qui remplissent les con-
ditions

(35) | Xl =1 et Xau(xq) ™ 3 pour n= 1,2,..

En supposant que l'espace E ne soit pas séparable, on peut
affirmer que la suite {x.} n'est pas fondamentale dans E, donc,
en vertu du th. 7 (Chap. 1V, 8 3), p. 58, elle n'y est pas totale.
Il existe par conséquent une fonctionnelle linéaire X I telle que

(36) |X] =1 ef X{x)=10 pour n= 12 ..
En posant Z, = X, — X, on a par conséquent selon (35) et (36)

Zn(xrx) = Xn(xn) - X(xri) = ;"‘ d’od 'Zﬂ 12 ; ’ donc |Xn - X' e %

pour tout n naturel, ce qui est impossible, la suite {X,} étant
supposée dense dans /et X appartenant a I

Théoreme 13. Etant donné un espace E du type (B) Sépara-
ble et tel que toute suite {x;} d'éléments de E a normes bornées
dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver-
gente vers un éément de E, l'espace E est équivalent a I'espace
E (conjugué de E).

Démonstration. Soit G |'ensemble des fonctionnelles linéai-
res F(X) définies dans E et telles que F (X) = X (X) pour tout
X (C E et pour unx, (E qui ne dépend que de F. On a donc
'F(X)| < | X]|"| %], d'ou I'inégalité | F| «|x4]. Envertuduth.3
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(Chap. 1V, 8 2), p. 55, il existe d'autre part une fonctionnelle
Xo (CE telle que | .X,| =1 et Xp(x,) =[x, donc F(X,) =[x,],
d'oul'inégalité | F{ 2 | x,}. Lesdeux inégalités donnent | F|= ||

G est un ensemble total (dans I'espace E des fonctionnelles
linéaires définies dans El.

En effet, si pour un Xo(_ £ on a F (X)) = 0, quel que soit
F( G, on a aussi Xo(x) =0, quel que soit x{_ E, donc X, = 0.

Nous allons montrer que I'ensemble G est transfiniment fermé.

Soient & ce but # un nombre-limite quelconque et {Ff;} ou
Fy (G pour 1<&<% une suite transfinie de fonctionnelles
a normes bornées dans leur ensemble. |l existe donc un nom-
bre M> 0 tel quon alF]<M pour 1< feL &  par définition
de G toute fonctionnelle F; est de la forme Fi(X) = X (x). L'es-
pace E étant par hypothése séparable, soit {x;} la suite dense
dans E.

Pour tout n naturel désignons par xg'l un terme arbitraire-
ment extrait de {x;} qui satisfait a I'inégalité

(37) ) — ] <

et posons _
FE"J(X) = X(xé"!) pour X _ E.
Dans le cas ou & est confinai avec w (donc ou il existe une
suite {&} a i naturels de nombres transfinis tels que lim & =&
f—dem

et &<d pouri=1,2 ..), lasuite {ngi} renferme une suite par-
tielle faiblement convergente vers un élément x (_ E. Evidem-
ment on a alors

lim F(X) 2> lim FE(X) = lim X () > X ()

et par conséquent lafonctionnelle F#{X) = X (x™) est une limite
transfinie de la suite {Fé"l}.

Dans le cas ou lenombre-limite # n'est pas confinai avec
w, la suite transfinie {xg'?}, qui ne contient par définition qu'une
infinité au plus dénombrable de termes différents, renferme un
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terme x™ tel que pour tout % <ik  existe un & >4 donnant lieu
a I'égalité xg"l =x(, On a alors

nm FPX) = lim X (59) > X (),

de sorte que la fonctionnelle F"{X} = X{x*}) est encore une
limite transfinie de la suite {F{®}.

Ceci établi, considérons la suite {x¥}. On peut en extrai-
re une suite faiblement convergente vers un x(_ E. Posons
X {(x)= F{X). On a donc d'une part

(38) hm FE(XY 2 F(X) pour tout X(C E

et d'autre part, par définition de G, Fo(C_ G. Or, on a selon (37)
X(xE)Z}X(xg‘F)—--l— | X\, doi, par définition de Fy et F®,

fim Fy(X)= nm m X () > nm m X (1) —— | Xi= 11m F("J(X) - 1 X
E-)

_>/F("’(X)—-?1X| et par conséquent, selon (38), l:m F(X) >
> lim F"(X) > F,(X). La fonctionnelle F, est donc une limite

Reyoo

transfinie de la suite {f¢} et puisque (G, l'ensemble G est
en effet transfiniment fermé.

Comme total et transfiniment fermé, |'ensemble G coincide
en vertu de la remarque (Chap. VIII, 8§ ap 117, et du lemme 3
(Chap. VIII, § 3), p. 121, avec l'espace E.

Par définition de G, a tout FCE‘_" vient donc correspondre
un x(C E tel que, comme il a été prouvé au début, | F|=]x]|
L'opération U (x) = F est par conséquent biunivoque, linéaire et
transforme E en E sans altérer la norme. Les espaces E et E
sont donc équivalents, c. g. f. d.

Remarque. Ainsi p. ex. les espaces (L¥) et ({¥) ou p>1
sont équivalents aux espaces conjugués avec ceux des fonction-
nelles linéaires définies dans eux (cf. p. 181, 2°).
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Théoreme 14. L'espace conjugué avec le produit des espaces
du type (B) est isomorphe au produit des espaces conjugués avec eux.

Démonstration. E; E,, .. , E, étant des espaces du type (B), il
s'agit d'établir I'isomorphie entre I'espace"l':’ou E=E XE X .. XE,
et l'espace E, X E, X .. X E, On peut se borner au cas ol n = 2.

Désignons respectivement par x; x, et z les éléments de
E; E, et E et par X; X, et Z les fonctionnelles linéaires définies
dans ces espaces.

Soit H l'ensemble de tous les couples x:# ou x;(C E. Nous
pouvons donc regarder H comme un sous-ensemble de E=E; X E,
et par conséquent toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans
I'espace H, détermine une fonctionnelle linéaire X; définie dans
E; Posons

Z(2 = X{x) pour z= X
K]
et d'une fagon analogue
Z (2 = Xy(x2) pour z ='9X5.
Pour z= xix; on a donc, comme il est facile de vérifier,

(39) Z(2) = Xi(x) + X(x,).

Réciproquement, étant données deux fonctionnelles linéaires
X, (CE et X,(CE, laformule (39) détermine lafonctionnelle Z{_E.

La correspondance est biunivoque et établit une transformation
linéaire de E, X E en E tout entier, donc I'isomorphie de ces deux
espaces, g. f. d.

Remarque. En posant £=[£; X E; X ... X E |;r, resp. E =
=[£; X E; X ... X Eu]lm, On apercoit aisément que |'espace conjugué
E est isométrique pour p>>1 avec l'espace [E, X E; X .. < EJ » et

it

nonr n — 1 auar l'agpace [E x Es o X E,]m. resp. avec l'espace

B X By X oo X Enlpe



CHAPITRE XI1.

Dimension linéaire.

§ 1. Définitions.

Etant donnés deux espaces E et E; du type (F), nous dirons
qgue la dimension linéaire de l'espace E ne dépasse pas celle de
I'espace E; en formule:

1) iim, £ < dim, E,,

si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de E;
Les espaces E et E; s'appelleront de dimension linéaire égale,
en formule:
dim, £ = dim, £},
lorsqu on a les relations (1) et
(2 dim; £, <7 dim, £

a la fois.
L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que Ei,
lorsqu'on a la relation (1) sans avoir (2). En formule:

dim, E < dim, E;

Enfin, les dimensions linéaires de. ces espaces s'appelleront
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en défaut.

Les espaces isomorphes sont donc toujours de dimension
linéaire égale. On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie,

mais je considere comme tres probable qu'il existe des espaces du
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 13
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type (B), méme séparables, qui soient des dimensions linéaires
égales sans étre isomorphes.

Tout espace qui est isomorphe avec I'espace euclidien n-dimen-
sionnel sera dit simplement & n dimensions. Un espace du type (B)
pour lequel un tel n n'existe pas sera dit a une infinité de dimensions.

§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (#) oit p= 1.
Théoréme 1. S on a pour un espace E du type (B)

(3) dim, E<dim, (c)
ou bien
4 dim, E<dim; () pour un p=1

E est un espace a un nombre fini de dimensions.

Démonstration.  L'espace (c) étant isomorphe avec |'espace
(co) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. X1, §86,
p. 180, 1°), il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire et fermé
G (co), isomorphe avec E. En supposant que E, donc aussi G,
est a une infinité de dimensions, il existerait pour tout N naturel

une suite de N+1 élémentsz (C G oui =1,2,..., N+1 telle que
AN41
2“" z:i=0 entraine =; =d = .. = oyyi =0,

i=1

Par conséquent, si on pose z:=={f!}, on trouvera des nom-

bresa-o0 z=1,2,.., N+1 qui (sans étre tous égaux a 0) vé-
Nt

rifient les équations X % # =0 pour n=1,2, .., N En désignant
=1
N1

par {8} la s uz=_2;a,- z;, on obtient donc
(5) 12!>0 e =0 pour n=1,2,..MN.

Il est ainsi établi qu'il existe pour tout N naturel en élé-
ment z = {§,} de G ayant les propriétés (5).

Définissons a présent par induction une suite }y;}, d'élé-
ments de G ou y; = {%.}, en choisissant arbitrairement comme y;
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un élément de G tel que |¥,!=1 et comme yi ol i= 2,3, .. un
élément de G tel que I'on ait

(6) lyl=1 et % =0 pour n=1,2 .., N,
le nombre Ni-i étant le plus petit de ceux qui satisfont a I'iné-
galité

@) ;n;"—li-(-;--;-{- pour tout s ™ Ni_;.

L'existence d'une telle suite {} résulte aussitdt de la pré-
misse qui vient d'étre établie.
Soit Gy Il'ensemble composé de tous les polyndmes de la

¥
formeZa,—y, our—1,2,... et de leurs limites. Gy est évidem-
£==1

ment un ensemble linéaire et fermé.
Ceci dit, considérons une suite bornée quelconque x = {%;}
et posons

(8) M= M &% opour n= 1,2 ..

!

Nous allons montrer que

1 || 1l / 3 1 i
A = h I | =%
© g 1%l << borne sup iy, | <ol
En effet, étant donné un indice n, il existe en vertu de (6)

un nii naturel tel que

(10 f"ifu,-i=1 pour i = 1,2,...,
d'ou par définition de Ni
(H) N < m < N;
et par conséquent Illm N;=oo; il existe donc un k naturel tel

que l'on a pour l'indice n en question
(12) Ny = n< Ny,

ol No = 1.
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Pour tout >k on a par conséquent selon (11) Nx < Ni-1
d'ou, selon (12), n <Ni-1. On en conclut en vertu de (6) que
%f = 0 pour tout i >k, donc d'aprés (8) que -

A
(13) B =) & nh
i1
Pour tout i<k on a en méme temps selon (11) Ni < Ng1,
d'ou selon (12) N-=n, donc d'aprées (7) i%f| < —;f Comme |%%) <1
et ‘4§, «7 x| pour tout i, il en résulte en vertu de (13) que I'on

A—1
a dune part la relation j9 <% ;;x;;lé ;, +;;xg;<._§. | xi|, d'ou
. . 3.
(14) borne sup | a| < o Tx il
it Bl

et d'autre part, pour tout k satisfaisant a (12), la relation

k-1
(15) i"InI}iEki'."’ffn‘“i!-"..!Z—a-‘_._,_.'f:‘*i'E"?ﬁ's'—'2‘||xl

=]

. . .. 2, .
Or, il existe un k tel que '&:! .- 5 ‘1%, donc conformément

a (10), que .'nf;.,"lzl. Par conséquent, la relation (15) étant dé-
duite pour l'indice n donné arbitrairement, on en tire pour n — my:
. o2 1. .. 1., 1
il e — Jxil— —jjxil=--ixi, d'oll berne su e AP
Tl g el =-iixi e sup [ 7|2 [l 2]
En rapprochant cette inégalité de I'inégalité (14), nous voyons que
la formule (9) se trouve ainsi établie.

Faisons a présent correspondre a tout x= {&;} la suite y == {}a},
définie par I'égalité (8). En vertu de (9) la suite y est bornée
et on a en posanty = U (X),

(16) —g—sxmwwg%{xu

de sorte que l'opération U (X) est linéaire.
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D'autre part, pour x;= {§.}, ou

F.‘—{ 1 pour i=n
? 0 pour i==n,

on a par définition yi = U (xi) pour /=12, ... Par conséquent

pour x ={&} C {e;) on ax = ZE:x, d'ert nar enita da la ron.
tinuité de I'opération U(x), |I V|ent y =U{x) ig‘:&; U(x) =§E,—y;,
donc, cette derniére série étant convergente, on obtient y{_ Go.

Réciproquement, soit y{_ Go. Par définition de Gy on a donc
¥ :31:5 Sz OU Sy ﬂg,: af y;, pour £, = _2, 47 x; on a par conséquent
t, C(c,) ot U(t)=s,. Or, la relation (16) donne\6-|t,,—t,,,!ﬁ§

U, — b)) i=15,— 35,15 |'égalité lim 's, —$,|= 0 entraine donc

b ! _ s Pt ff-yoo

,],151,,' b —ty] = 0. Ainsi la suite {#,} est convergente. En posant

—pen

x=1lim £, on a donc x{_ (cp) e U (x) =y, de sorte que |'opéra-
Az

tion U (X) est biunlvogue et transforme (c)) en Gy tout entier.
Les espaces (cp) et Go sont donc isomorphes et comme
Go_ G, on en conclut que dim; (cp) =2 dim. G, ce qui entraine
par suite des isomorphies entre G et E et entre (co) et (c) que
dim, (c) = dim, E, contrairement a I'hypothese (3). Le nombre de
dlmensmns de E est par conséquent fini, ¢. gq. f. d.
Pour (4#) ou p > 1 la démonstration est analogue.

§ 3. Dimension linéaire des espaces (L¥) et (i) ol p=> 1Y),
Théoréme 2. Toute suite de fonctions {x{¢)}} appartenant
a (L), faiblement convergente vers 0, contient une suite partielle

{x,(t)} telle que l'on a
1
- li ¥ -

(= O(a®) pour  pr=2.

) Les théorémes de ce § ont éé trouvés en collaboration avec M. S.
Mazur.
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Démonstration. Nous allons nous appuyer sur I'inégalité sui-

vante pour

"
ELp)

(18) |a+b'_ﬂ,-;ia'y+p;aiﬂ*'b-signa+A'!b;P+BZ la#iibli Y
ou a et b sont des nombres réels quelconques, A_zet B des con-
stantes qui ne dépendent que de p et E (p) désigne I'entier de p.
Par conséquent le dernier sommande disparait, lorsque p < 2.

Définissons la suite {x;} par induction, en posanti; = 1 et
en désignant par i, ou n> 1 un nombre naturel arbitraire satis-
faisant a I'inégalité

|

(19) P ] sv 1) 7 sign s, 1) i, (B dE 1 1
o ;
mol
ou $,—f2) = }Sx,-k(t). Un tel i, existe, puisque par I'hypothése la
k=1
suite {xi(f)} converge faiblement vers 0 et 's,..(t)»! (L@} ou
1 1
- - = 1 .
P + q

L'inégalité (18) donne pour a — s—i(t) et b — xin(t) par inté-

ration
g 1 1

1
(20) J L8 P dE T J!.s‘,.._1 rdt +pJ Spt P Lsign Say i, dE
il :7 ]

: we
+A f %, P dt+BY J;s,,__,1 o4 | x; |/ dt .
W ==y
La convergence faible de la suite {x.(£)} implique en vertu
du th. 1 (Chap. IX, 8§ 1), p. 133, que la suite des nombres {}j x. |}

est bornée et on peut admettre sans restreindre la généralité du
raisonnement que

(21) il xall <21 pour n=1,2,...

Yy Pour ladémonstration de cette inégalité voir S. Banach et S. Saks,
Sur la convergence forte dans les champs LP, Studia Mathematica Il (1930), p. 52.
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Or, dans le cas ou p>2 on a selon (21) en vertu de I'iné-
galité de Riesz (cf. Introduction, 8 2, p. 2) pour 2 <% j < p:
! l. .y !
J | S 1P| X0 U dE l f | Sucy dtJ )1 +l { 50 1P d.‘t] >
o " o
d'ou, selon (19) et (20), ii Sa 11 -7 [ a1 17+ 14+ A + Bp (1 4| sa—t |7 72),
ce qui conduit par itération a la forme

H--1

(22) R PN B
k-1

ou C=1+A+BpetD=Bp
Soit M = C+ D + 2. Nous allons montrer par induction que

1
(23) syl <o M-m¥ pour n= 12, ..

En effet, par définition de s, et daprés (21) on a s, |i <1

et, en admettant que I'inégalité (23) est vraie pour les indices infé-
n--1 p—2

rieurs & un n donné, on aselon (22) ! su:# < D-M 23 k2 4 Com +7
k=L

" P e
LD M-ty CoaMur(D-M2yn TC MP, ce qui en
traine I'inégalité (23), puisque, comme on vérifie facilement, la

somme en parenthéses est << 1 pour p == 2.
l_
En vertu de (23), I'égalité :!s,; == 0(n*) pour |= 2 est ainsi

établie.

Passons au cas ou 1<Cp < 2. Par définition de s, on tire
1 1

de (20) et (21) fl a7 dt g/‘fs,._l wdt 14+ A+ B, dol {|s.|lF <

L] n
ilselP+ Col C= 1 +A+B etpar conséquent isal|? < i|s || 4
+C(h—1) <z Cn donc, en posant MP — C nous obtenons
1
1sa]| <~ M-nP, de sorte que dans le cas en question |'égalité

1
ise] = O (n#) se trouve aussi établie, c. g. f. d.
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Remarque. Le théoréme précédent cesse d'étre vrai, quel
que soit p> 1, si on remplace dans les relations (17) le signe
O par o,

En effet, pour p> =2 soit Xi(t) =sin2rif{. Comme on a

1
lim { o (f)sin2rifdt =0 pour toute fonction intégrable « (t), la

J—¥oe .
0

suite {x{£)} est dans ) faiblement convergente dans I'intervalle
"

[0,1]. En posant s{f) =k21x,-k(t) ot {x,,(£)} désigne une suitepartielle
P P

e I ] —
arbitraire, on a donc i s«{f); = ]/ /';-s,,(t) i df T l.»/[sﬁt(t) qt =
. . J

1]

n 1
:}/é‘ni’, ce qui prouve que O ne peut pas étre remplacé par o.

Pour 1 <Ip « 2, en posant

2r pour 5 Iy
0 pour 0 E< i et Gimt t =1,
»

I -
on apour toute suite partielle {x;(t)} I'égal ité;iisa | =}f' / | sl£) 17 dE =
i

P_
=yn, qui montre |'impossibilité de rempacer O par o aussi
dans ce dernier cas.

Théoréme 3. Toute suite {xi} d'é@éments de (") ou p>1,
faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {x;,} telle
que

(24)

Sxuf=ofw)

Démonstration.  Soit xi = {&}. La convergence faible de {xi}
vers 0 entraine (cf. p. 137), que
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(25) |limg=0 , r=1,2.
et que
(26) | %l <IM pour =12, ..

La définition reeurrentielle de la suite {x;} est la suivante:
Xx = Xi et Xi, o r>1 est un terme arbitraire de la suite {x;}
satisfaisant a l'inégalité

M N
(27) e+ el < D glr 41,
F—1 i=1
=1
ou {&} = §p— =Z":«c,-Jnl et N désigne un nombre naturel tel que
kil
(28) Dligir 1.
JoN

Un Xi, ainsi défini existe en vertu de (25). On a par défi-

N o
nition: |18ali# = || Sut 4 X, 12 = 3 13- §n [P + >Xiu+ % dou en
j—1 j=a

N
vertu de (27) et de Iinégalité de Holder jis.ji# < X ]& " +1+
Jal
ST 11
+[(,3|5ﬂ-ﬂ)ﬂ + 3 g
NN Pt _
l[$all? <l $nmt 124 14 (U4 MY 2= | Sps P+ € 00 €= 15+ (1+ M)
Il en résulte que s, d'ol par définition de s, I'égalité
(24), q. f. d.

et par conséquent selon (26) et (28)

Remarque. Le th. 3 qui précéde cesse d'étre vrai pour tout
p>1, si on remplace 0 par o dans la formule (24).
En effet, il suffit de poser
E"=J 1 pour i=r
Tl 0 pour ier,
I "m | 1

pour avoir E;kz,l'x,kli =n#, quelle que soit la suite partielle {x.}.
k= !

Nous allons déduire des th. 2 et 3, qui viennent d'étre éta-
blis, plusieurs relations d'une part entre les dimensions linéaires
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des espaces (Z#") et (Z.'"), d'autre part entre celles des espaces
(#) et (#4*) et enfin entre les dimensions linéaires des espaces
(L) et celles des espaces (#9%), en posant partout p=>1<q.
Lemme. S dim, (L®) .« dim, (L¥) ol p>1<q, alors on a
soit q-7p -7 2 soit 2«7peyq
Démonstration, |l existe par hypothése une opération liné-
aire y = U(x), ou x( (L#Y, qui transforme (L) en sous-espace
fermé G de (L) d'une fagon biunivoque et continue. Etant donnée
une suite {x,} oo  ( (L¥), faiblement convergente vers &, il en
est donc de méme de la suite {¥.} ouy, — U (x). En vertu du
th. 2, p. 197, il existe par conséquent une suite partielle {y:,} telle
que
_ " ) powr 1<Cq -7 2
(29) Zy;k L= 0 (") ot p {q) =
'k i

1\')'.»-5 L=

pour q =2,

L'opération inverse x= U(y) étant continue, il existe un
Coa
l

M >0 tel que :x:l=" M4yl pour tout y( G, dou ;!k,fx,-k"i <
k-l fi

] E "

<M 2y, - et par conséquent, selon (29), X x;, = 0¥, done,
Rl . [ B

{x;} étant une suite arbitraire faiblement convergente vers €, on

conclut de (29) que

(30) P(p) -7 (g).

Or, comme les espaces des fonctionnelles linéaires défi-
nies dans (L) et (L% sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 2°)

r i
isométriques respectivement avec (L(ﬂ—l)) et*(L['f“)), nous pou-
vons admettre que |'opération conjuguée X = & (Y) transforme

g, B
W) en LG et il résulte du th. 3 (Chap. X, § 1), p. 148,

.p_.
gu'elle a pour contredomaine |'espace (L(P‘l)) tout entier. En ver-
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 150, il existe donc un m>> 0 tel
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L R
qu'a chaque XC(L(J*"‘)) vienne correspondre un Y{_ (L('f—l)) de
fagon qu'on ait X =&/ (¥)eti V| <m|X|.

Ceci dit, soient {X.} une suite quelconque d'éléments de
(L(Pp*i)), faiblement convergente vers 0 et {¥,} la suite assujettie
aux conditions X, = {/(V.) et | Yai " m 1 X,| pour tout n naturel.
La suite des normes {| ¥.|} étant donc bornée, il existe (voir
Chap. VIII, 8 7, p. 130), une suite partielle {Y,;} faiblement
convergente. Si on en désigne la limite par Yo, il vient U(Y,) =0,
puisque la suite {X,} converge faiblement vers 0. On a en con-
séquence  X=U(Yy— Yo) et, en outre, la suite {¥, ~ Yy} con-
verge faiblement vers 0. En posant Yi =Y,.— Yopour i—1, 2, ...,
on peut donc en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suite
partielle {¥:,} telle que

M

(32) \ y ‘__ O(n'?(._; 1)
d'ou, en posant X, == U(Y,-k), on obtient | Xy | < |L -] ¥, | et

| \ ; ;_ 0O 'r"{q__l)
(33) P X, . (n .
La suite {X;,} étant par définition extraite de {X,}, on con-
clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que

34 7
(34) NS ENY

d'ou selon (30) et par définition de la fonction ¢ on tire sans
peine les inégalités qu'il fallait démontrer.

On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants.

Théoréme 4. S| dim.(L¥) =dim. (L¥) ol p>1<Iqg, on a
p =aq.

Théoreme 5. 5/1<Cp<{2<q, les espaces (L¥) et (L) sont
des dimensions linéaires incomparables.

Théoréme 6. S 1<<p==2, on a dim. (L?)<dim, (L®).

Démonstration.  Soit pour x (t) (C (L?:
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yO =2+ ) (@ cos 24+ b; sin2)
=

k3

™ b3
ou a,-=%fx {£) cos it dt et b,-:—}_—fx(f) sin If dt, quel que soit
L 1]
/=012 ..

oo in
Comme 2(af+b}) = / X6 dt, il existe®) une constante M >0
i=n .

(ne dépendant que de p) telle que

[f:y ® p]% M [2 (a? +bg)]'§

L}
En posant y = U (X), on a donc y(_ (L®) et l'inégalité pré-
cédente peut étre écrite dans la forme

Lyl Mixl
de sorte que l'opération U (x) est linéaire.
Il existe?) dautre part une constante K telle que
s 1 4
[E(ag—f-bf)]?{ Kf|y(t)[dt, d'ou en vertu de l'inégalité de
i=u | B

Riesz(v. Introduction, § 2, p. 2):

C 1 o =
N+t kv
it -

. T a1
fiv iﬂdt]'ﬂ,

o

P
donc ! xii < ClyY ou C~ K})2x, de sorte que U (x) admet |'opé-
ration inverse continue.

On a par conséquent la relation

dim,(L?) « dim,(L)

%) en vertu d'un théoréme de M. A. Zygmund (v. Sur les séries tri-
gono métriques lacunaires, Proceed. London. Math. Soc. 5 (1930), p. 138—145).

%) voir S. Banach, Lakunare trigonometrische Reihen, Studia Mathema-
tica 1l (1930), p. 212.
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ou le signe d'égalité est exclu (puisqu'on aurait alors en vertu
du th. 4, p. 203, I'égalité p=2, contrairement a I'hypothese),
c qg. f. d.

Il est a noter que le probléme suivant reste ouvert: est-il
vral que pour g=p<2, ains que pour 2< p<Iqg on a toujours
dim, (L) < dim, (L)) ?

Pour les espaces (#¢7) et ({9) on a le

Théoreme 7. Les espaces (#7) et (f#}) ou 1 <p==q> 1 sont
des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration.  En  posant dim, (£} < dim, ({4) et en pro-
cédant comme dans la démonstration du lemme, p. 202, on obtient
en effet les inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)):

LIPS AL I Suk
r q ¥ q

d'ou p — g, contrairement a I'hypothése.

Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L'})
et (f9).

Théoreme 8. S dim, (L¥) «dim, (¥¥) ou p>1<gq, on a
p=q = 2.

Démonstration.  Par le méme procédé on obtient (au lieu de
(30) et (34)):

-1 P 91
P (p) p et v(p_l) < ¢
ou
—’-1-3— poiir n < 2
(35) @ (a} =
' pour n>2,

Il en résulte aussitdt que p=q=2, c. q. f. d.

Le th. 8 qui précéde entraine en vertu du th. 1 (Chap. X1,
§ 2), p. 165, le
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Corollaire. Pour que dim, (L®) = dim, (£7), i/ faut et il suf-
fit e p—q=2

Théoreme 9. S 1<p=: 2, on a dim, (L®) > dim, (i).

Démonstration, En effet, si on avait par contre dim; (L®) .
<2 dim,(#), on aurait en vertu du th. 8, p. 205 en y posant
p =g, I'égalité p = 2, contrairement a I'hypothése.

Il reste donc & montrer que les espaces en question sont
de dimensions linéaires comparables. Posons a ce but

| 2 powr ey
2¢  pour o £l o i
l 0 pour 0.f< o et o <ET,

1
d'ou }'iy,{t) imdt =1, donc y{f) C (L") pour | = 1, 2, ...; soit pour
tout 'x ={& C (@

a

y@&y=3'4ydb),

i=1

1
d'ou f’;y {ty;rdt = ¥ &#. En posant par conséquenty = U (x),
a i1

on obtient "y =ix,, ce qui prouve que l'opération U (x) est
linéaire et admet I'opération inverse continue. Or, elle transforme
par isomorphie ({#7) en sous-espace de (Lt).

Théoréme 10. Pourl<q<{p=<<2, de méme que pour 2<Ip =<,
les espaces (L47) et {{9) sont des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration, En supposant que dim; (Z.%)) = dim, ({), on
aboutit par le raisonnement employé dans la démonstration du
lemme, p. 202, aux inégalités (analogues a (30) et (34)):

1 . g—1 _ p
= = et o Z el e \
g » g (p = 1)

ou la fonction ¥ est définie par la formule (35), p. 205. On en
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déduit aussitét qu'on a soit p < q-~7 2, soit 2-7q-7p, contraire-
ment a |'hypotheése.

La question suivante reste cependant non résolue: est-il
viai que p<iq<i2, de méme que 2<<q-<p, entraine [linégalité
dim, (Z/#) > dim, ({)?



ANNEXE.

Convergence faible dans les espaces du type (B).

Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions
de convergence faible, a savoir: la convergence faible des fon-
ctionnelles linéaires et celle des éléments'). Les deux notions
sont évidemment différentes. Nous allons ajouter ici quelques
théoréemes relatifs & I'étude de ces notions.

§ 1. Les dérivés faibles des ensembles de fonctionnelles liné
aires.

Etant donné un espace du type (B) séparable, soit S~ un en-
semble quelconque de fonctionnelles linéaires définies dans E.

Appelons une fonctionnelle linéaire X point d'accumulation
faible de I'ensemble £, lorsqu'il existe une suite de fonctionnelles
{Xs}, OU Xe=s= X et Xp ([ pour tout k=1, 2, .., qui converge
faiblement vers la fonctionnelle X.

L'ensemble de tous les points d'accumulation faible de I'en-
semble /~ sera dit le déivé faible dordre 1 de i, et le dérivé
faible du dérivé faible d'ordre n —1 de I~ s'appellera dérivé faible
d'ordre n de I, Les dérivés faibles successifs d £ eront dési-
gnés par fuy, Fayy e s Sy e

Si £ est un ensemble linéaire, on a évidemment

FCroClroC.ClnClnnC..

%) cf. Chap. VIII, § 4, et Chap. IX, § 1.
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Il est facile de donner un exemple d'ensemble linéaire
qui soit fermé, sans étre faiblement fermé.

Considérons, en effet, comme I~ I'ensemble des fonctionnelles linéaires
définies dans I'espace {c;}*) de la forme

o) X = 35,
i=1

ol x={E)C{eg) ot C=3Cs

i=2
On constate aisément que I'ensemble 7 ainsi défini est linéaire,
fermé et qu'il ne contient pas la fonctionnelle de la forme (1) ou C; =1 et
Ci—O0 pour i =2,3,... Or, cette derniere fonctionnelle étant (voir Remarques
au Chap. VIIl, 8 6, p. 239) la limite faible de la suite {X,} des fonctionnelles

de la forme (1) ou
{1 ponr i=1 an i=2%

C;=
LU0 ponr P£1 et itk
I'ensemble 7 n'est pas faiblement fermé.

Théoreme 1. |l existe pour tout n naturel un ensemble liné
aire de fonctionnelles linéaires définies dans l'espace (c;) et dont le
dérivé faible dordre n n'est pas faiblement fermé °).

Démonstration. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans

(co) étant de la forme (1) ob x = {&}Y(C (6,) et > | Ci|=:X]|, soient
i=1

4, I'ensemble de celles ou I'on a Cy = 0 et 4, I'ensemble de cel-
les o0 Cyy =0 pour i =1, 2, ...

Faisons correspondre d'une facon biunivoque & tout couple
r, s de nombres naturels un nombre pair N(r,s) et désignons par
Z s la fonctionnelle linéaire définie dans (c;) de la forme

Zie — X Gt ob x— {&} (Co)et telle que
Fe=]

1y c. a d. dans I'espace des suites de nombres réels convergentes vers

0 (cf. Chap. X1, § 6, p. 180).
%) ¢f. Chap. IV, § 4, p. 66.
% Le premier exemple d'un ensemble linéaire de fonctionnelles linéai-
res dont le dérivé faible n'est pas faiblement fermé a été donné par M. S.
Mazurkiewicz (Sur la dérivée faible d'un ensemble de fonctionnelles linéaires,
Studia Mathematica Il (1930), p. 68 — 71).
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 14
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J 1 pour i=N(rs

@ Gi = .
| 0 pour i£N{rs).

Considérons un ensemble linéaire quelconque G de fonction-
nelles linéaires définies dans (cp). Soit H I'ensemble de toutes
les fonctionnelles de la forme (1) ou C,, = 0 pour i = 1,2,... et telles

e

que Iafonctionnelleéc‘g;_: t; appartienne & G. L'ensemble H ainsi

défini est évidemment linéaire et ona ( 4,. Comme sous
espace de (/), I'ensemble 4, est séparable. H contient donc une
suite de fonctionnelles {¥;} dense dans I'ensemble des fonction-
nelles a normes < 1, appartenant a H, et telle que

(3) | ¥-| =71 pour r=1,2 ..

Posons pour r et s naturels:

(4) XF.S = Yr + rzr.s
et désignons par f I'ensemble linéaire des fonctionnelles X de
la forme

(5) X = arsX j}rzars+2rars r:,

r=l

-

§=
ou il n'y ait tout au plus qu'un nombre fini de a; snon nuls.
En raison de (4) et (5) on a donc par définition des ensem-

bles 4, et 4,
6 rs = L rdy, I.
(6) | Z rars

=1

Soit a présent {Xa} ou A (_ 7 pour k=1, 2, ... une suite fai-
blement convergente vers X. En vertu de (5) on peut poser

@) Zﬂ Xrs=Xd + Xy,

iy
-

ou

8 X = myw a® et X'= Ya®Z,,,
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On a évidemment Xy ( 4, et X" ( 4,, quel que soit k, de
sorte que les suites {X«'} et {Xi"} convergent faiblement vers
certaines fonctionnelles X' 4, et X' {_ 4,; par conséquent
X=X"4 X"

H' désignant, comme d'habitude, I'ensemble dérivé de H au
sens ordinaire, nous allons montrer d'abord que

9) X' H.

En effet, il existe par suite de la convergence faible de la
suite {Xi} vers X, un nombre M >0 tel qu'on a pour k=1, 2, ...
| Xul < M, dob selon (B)— (8)2'ira®| <L M; en posant donc

r=1 -

s—=1

b  Xat, on peut écrire
y—1
(10 erbﬁ”’léM pour k=1,2,..
r=z1

Il existe par conséquent une suite partielle {&;} telle que la
limite b, = lim ##? existe pour tout r = 1, 2,...
Jrene

On a donc en vertu de (10)

(11) Zr|b,[»ﬁM.

r=i

Pour tout m naturel on a en conséquence ;| d®? — b, | <
r=1 )

i

Fr— = oo
< X |4 — by | + 3| ¥4 | + 3| B|, ce qui donne selon (11) et par
r—=1 Fe=M r=m

— . = , M
définition de b, I'inégalité lim 2_,|bfr"ﬂ —b.[ <2, dou, m étant
3 L

J’—D'W =
arbitraire, lim X' |6%) — &,/ =0,
Jowen r=1

Remarquons que la série 3'b, Y, est d'aprés (3) et (11) con-
=1

vergente et |'égalité qui précede implique d'apres (8) que &' en



212 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B).

est la somme. Comme Y, (_ A pour tout r naturel et H est un
ensemble linéaire, on a donc X' H".

Il est ainsi demontré que pour X'= X"+ X" (/) ot X' (C 4
et X"(_ 4, on a X'(_ H'. La formule (9) se trouve donc éta-
blie.

D'autre part, on constate facilement que la suite {Z,} tend
faiblement vers ® avec s—e<; par conséquent en vertu de (4), la
suite { X, .} tend faiblement vers Y,, lorsque s—ea., On a donc

(12 Y, fy pour r=1 2,..

Soit maintenant {Xk} ou Ay £y pour k=1, 2,... une suite
faiblement convergente vers X (C 4, /i»'). On a évidemment
Xe=Xy+ X o0 X C H' et A" (C 4,. On apercoit aisément que
la suite {Xi'} converge faiblement vers X, d'ou X{_Hgu Réci-
proquement, il existe pour tout X(H(;) une suite {X;} defonction-
nelles appartenant a M et faiblement convergente vers X. Nous pou-
vons admettre sans restreindre la généralité que | A%! <71 quel que
soitk = 1, 2,... Par définition delasuite {¥,} il existe pour tout k

1
un indice rx tel que | X¢— ¥y, <. 5> de sorte que la suite {¥}

est aussi faiblement convergente vers X. Il en résulte selon (12)
que XC Tl d'XCadlm sque Hy(C 4 par définition
de 4:). Donc
(13) 4 foy = Hy.
En procédant ainsi de suite, on montrera par induction que
I'on a d'une fagon générale
(14) A Fayy=Hey pour tout n=1,2,...
Ceci établi, revenons a I'ensemble donné G. Si |'on admet
que le dérivé G' de G n'est pas faiblement fermé, il en sera évi-

demment de méme du dérivé H' de H, et, en vertu de (9) et (13),
il en sera encore de méme du dérivé faible Iyy de I. D'une

) Le symbole AB désigne dune fagon générale |a partie commune des
ensembles A et B.
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fagcon analogue, en admettant que le dérivé faible Gg—y d'ordre
n— 1 de G ne soit pas faiblement fermé, il en sera évidemment
de méme du dérivé faible Hyy d'ordre n de H, donc, en vertu de
(14), aussi du dérivé faible fin41y d'ordre n+41 de [, c. g. f. d.

Remarque. On peut définir les dérives faibles [y dordre
transfini & de I pour les nombres transfinis £ de deuxiéme classe,
en posant F(E)=2F(,T} ou F{g)r—(f'(;__l))m, suivant que £ est un

'Ig"--'-'E

nombre-limite ou non.

On peut établir alors par induction le théoréme suivant, ana-
logue au th. 1:

Il existe pour tout nombre transfini & de deuxieme classe un
ensemble linéaire de fonctionnelles linéaires définies dans I'espace
(co) et dont le dérivé faible dordre & n'est pas faiblement fermé ).

On peut cependant montrer que, E étant un espace du ty-
pe (B) séparable et £ un ensemble arbitraire de fonctionnelles
linéaires définies dans E, il existe toujours un tel nombre &
fini ou transfini de deuxieme classe que |'ensemble /i est faible-
ment fermé. C'est une conséquence facile du th. 4 (Chap. VIII,
§ 5), p. 124.

Théoréme 2. Soient E un espace du type (B) Séparable et
I'C E® un ensemble lindaire.  Pour que fy) = £, il faut et il suffit
quil existe un nombre M >0 tel que I contienne pour tout x{_ E
une fonctionnelle X satisfaisant aux conditions

(15) IX{<M et |Xx)i=]|x;.

Démonstration. N écessité. Soit pour tout n natutel
I'ensemble des fonctionnelles linéaires X définies dans E qui sont
des limites faibles des suites {Xa} de fonctionnelles appartenant

% Voir S Banach, Sur le dérivé faible des ensembles de fonctionnelles
linéaires, Studia Mathematica IV (a paraitre).

%) E désigne, comme auparavant, l'espace conjugué avec E, c. a d. l'es-
pace des fonctionnelles linéaires définies dans E.
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al et vérifiant I'inégalité | X,| <z pour k=1,2,... On a donc
en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 5), p 1;}1)=§14", o U par
I'hypothese

(16) E-Y 4,

n=:l
Remarquons que tout 4, est un ensemble fermé. Soit,

en effet, {X;} une suite de fonctionnelles appartenant a 4. ou
lim:X,— X|=0. Par définition de 4, il existe done pour tout

Fopea

j une suite {XJ} faiblement convergente vers X;, ou X et

X417 n pour k =1,2,... Etant donnée une suite {x,}, dense dans E,

les égalités lim Xi(x,} = Xi(x,) et lim Xi{x,) quiX (x,), se pré-
F. 2 YEY o

sentent quels que soient j et r, entrainent |'existence d'une suite

{X{,}} telle que }I:E X;}(x,) = X (x;} pour tout r = « 1, 2, ... Comme

EX;}, -2 n, il en résulte en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 4), p. 123,
que la suite {X,{j} converge faiblement vers_X, dou X (" 4.
Ainsi,tout J, étant fermé et I'espace £ étant également du
type (B), I'égalité (16) entraine l'existence d'un indice nq tel que
dsy contient une sphére K{_ E. Désignons par X' le centre et
par ¢ le rayon de K.
Etant donné un élément x(_ E, il existe en vertu du th. 3

(Chap. 1V, § 2), p. 55, une fonctionnelle X, ¢(_ E telle que
(17) Xfxy= x| e 1X,i=1,

Posons

. g " 5 '
18 h=—-t g X"=LX I—n X
1) 14 X7 o

On en tire facilement | X" — X" =7 p, d'ou X" K dn. |l
existe par conséquent deux suites {Xi'} et {X\"} de fonctionnelles
appartenant a f et faiblement convergentes vers X' et X" respe-
ctivement; on a donc en méme temps

(19) | Xe'| =iy, et | X" -7 my pour k=12 ..

La suite {—}1— Xk"_:l";'?'\ Xk'} appartient a I~ et d'apres (18)
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tend faiblement vers X,. D'aprés (17) il existe par conséquent
un indice ko tel que

1

2o L xe0 - 1_')".’“,\;“(;;): a-|x| o, —;-<m<2.

En posant donc X — i (}1 X, — -I--j_-)‘-

X;n) ,onobtient X" F,
X(x)="xl,et, en vertu de(18)— (20), | Xi =~ M=%—:-"-'(2+2iX'!+P),

de sorte que M est indépendant de x. Ainsi la condition (15) se
trouve en effet réalisée.

Suffisance. 4 désignant I'ensemble des fonctionnelles
linéaires X appartenant a I~ et telles que { X! +7 1, il existe dans
4 suivant le th. 4 (Chap. VIII, § 5), p. 124"), une suite de fon-
ctionnelles linéaires {X,} faiblement dense dans 4.

Posons pour tout x{_E

(21) y=1{a) o v =X{x) pour r=1,2,..
On a donc
(22) L R TR

d'ou y{_ (m). En admettant pour y la norme adoptée dans (m),
on obtient de (21) et (22)
(23) ly: = ]x

D'autre part, X (_ I~ désignant une fonctionnelle qui remplit
par I'hypothése la condition (15), posons sz.;tlx Par consé-
quent | X'} I 1, d'ou X" (4. 1l existe donc une suite partielle {X;}
faiblement convergente vers .X', d'ou lim:X,{x}|=|X'(x} , ce

oy
qui donne en vertu de (15) et ( lirﬁ|-q |,‘;a[X‘(x)|>%4tx| t
par conséquent
1
24 | T — | xl.
(24) Wl 1%

') eny remplagant I’ par & et A par {X,}.
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En posant donc y = U(x), on voit facilement de (21) et (22)
que l'opération U (X) est linéaire; en vertu de (24) il en est de
méme de |'opération inverse x — U"(y). L'espace E étant par
hypothése séparable, le contredomaine E; de U (x) I'est égale-
ment par suite de la continuité de cette opération.

Ceci dit, soient X une fonctionnelle linéaire quelconque dé
finie dans E et

(25) Y () = X [U-(n)],

de sorte que (l'opération U™(y) étant linéaire) Y est une fon-
ctionnelle linéaire définie dans E;. En vertu du théoréme de
M. S. Mazur (Chap. IV, § 4), p. 72%), il existe donc une suite
double de nombres {=.} telle que

(26) Y =,}im 2‘ war e pour y(_E
=1
et . =0 pour r >k, oU {k:} est une suite de nombres naturels.

On en déduit suivant (21):
ea ¥y Ry ~
(27) Z]' Dnr Nir ZE Spr Yy =‘Zl Uar Xr(x) = Xn(-’C),
LES] F=1 e

de sorte que X, (7 pour #=1,2, ., puisque /" est un ensem-
ble linéaire et X, C 4 1.
Or, on a selon (26) et (27) ¥ [/ (x}] = lim X,{x), d'ou selon
A—yoma
(25) X (x) = lim X,(x) pour tout x(E; la suite {X,} converge
donc faiblement vers X, Par conséquent X ( g3 ce qui prouve
que la condition est en effet suffisante, c. g. f. d.

Il est facile de voir que L'ensemble E de toutes les fonctions
réelles bornées et continues x (g), définies dans n'importe quel ensemble
métrique Q, constitue un espace du type (B), lorsqu'on y définit
I'addition et la multiplication par nombres de la fagon habituelle
et prend comme norme

) eny remplagant & par %,.
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(28) i X|! = borne sup |x (g)
qQ

Si, en outre, I'ensemble Q est compact, |'espace E en question
est séparable.

On a dans ces hypothéses le

Théoréme 3. {g,} désignant une suite de points dense dans
Q, il existe pour toute fonctionnelle linéaire X définie dans E un
tableau de nombres réels {a;} et une suite de nombres naturels {k.}
telles que

ke
limZ’a,—,x(q,):X(x) pour x(_E.
fraoe r=1
La démonstration résulte du th. 2 qui précede, étant donné
que dans ces conditions I'ensemble I des fonctionnelles linéaires

"
de la forme_EI a; x{g:}, ol a sont des nombres réels et m est un
i=
nombre naturel quelconques, satisfait a I'hypothése du th. 2.
En effet, il existe pour tout w7 £ an g, C G tel que | x{g)| > ; max | x{@)| =
iR

= ; | <, et comme X,(x)==x(g,) est une fonctionnelle linéaire a la norme 1
on n'‘a qu'a mettre M = 2.

Le th. 3 peut étre aussi déduit facilement par I'application
directe du th. de M. S. Mazur, p. 72.

§ 2. Convergence faible des ééments.

Soit a présent Q un ensemble abstrait quelconque, pas né
cessairement métrique, et E I'espace du type (B) de toutes les fon-
ctions réelles bornées x (g) définies dans Q, avec la norme (28).

Une fonctionnelle X définie dans E s'appellera non négative,
lorsque, quelle que soit la fonction x{_ E, la condition x (q) == 0
pour tout g Q entraine X (x) = 0.

Théoreme 4. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans E
est une difference de deux fonctionnelles linéaires non négatives
définies dans E.
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Démonstration.  Posons pour tout sous-ensemble S de Q
(29)  (5) = borne sup X (g,)
ol ¢, désigne d'une facon génré:ale la fonction caractéristique
de I'ensemble T. On a donc
(30) 0 < p(8) < 4|
et 1 (S, 4+ S,) = n(S)+n(S5) pour & et S, disjoints. En raison
de (29) on a de plus
(31) X {gs) - 0 (S).
Pour toute fonction x( E telle que 'x =1 soit
(32) xulq) = :;- pour ;— Slx (< { ﬁ-l ool —n- "f+"n.

On a évidemment :xu(q) -~ x{(g) - --i— pour tout q¢{_ Q, d'ou

JXg—X T :1 et par conséquent

(33) x=1limx,.

e
S,, désignant I'ensemble de tous les éléments de Q qui s&

tisfont a l'équation x.(g) = % ol —n < { < n, poSONS

A=y

(34) X =lim 3L (S,

On montre facilement que, en vertu de (33), la limite (34)
existe et qu'on a selon (30) ' X' (x)i «" i XL,
Or, la fonctionnelle X'(x) est non négative, car, en admet-

tant que

(35) x(@) .+ 0 pour tout q( Q,
on obtient de (30) et (34) l'inégalité

(36) X(x) = 0.

R

:
Remarquons d'autre part que (32) donne xa(g) =‘,=Z‘,J‘E(st_“(§’),
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d'ou selon ( X(x")élZ—fi—p(Sf,,,)t par conséquent d'aprés
|
(33) et (34)
(37) X(x) -7 X'(x),

de sorte que la fonctionnelle
(38) X"x) = X'(x) — X (x)

est également non négative, car on a en vertu de (37) l'inéga-
lité X"{x) -0 toutes les fois que la condition (35) se présente.
Enfin, X {(x) = X'(x) — X"(x) par suite de (38).

Théoréme 5. Pour qu'une suite de fonctions {x,} @ normes bor-
nées dans leur ensemble et appartenant a E converge faiblement vers 0,
il faut et il suffit quon ait
(39) Iim lim Exu(fﬂ)! =0

Moy g

pour toute suite de points {g} appartenant a Q.

Démonstration. N écessité. Supposons, par contre, que pour
une suite {gi} de points de Q on ait lim lim x.{¢)| >2>0. |l

L

existe donc une suite croissante {#:} de nombres naturels telle
que lim  x,(g). 7> @70 pour tout k et on peut en conséquence

Fobres
extraire de{qi} par la méthode de la diagonale une suite partielle
{gi} telle que

(40) Jl:!: x,,k(q,})| >a>0 pour k=-1,2 ..
Considérons la fonctionnelle linéaire X définie par la formule
X(x) = I;im x(q;) pour tout x( E

le signe Lim ayant ici le sens défini au Chap. I, § 3, 4, p. 34.
On a alors selon (40) | X (%a)| = = pour k=1, 2,..., dol

(41) lm | X ()| > a0,

de sorte que la suite {x.} ne tendrait pas faiblement vers 0.



220 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B).

Suffisance. Afin de prouver qu'une suite de fonctions
{x.} OU |x,]<<M pour n=1,2,.. -converge faiblement vers @,
il suffit donc, inversement, de montrer qu'il n'existe aucune fon-
ctionnelle linéaire et non négative X qui remplisse I'inégalité (41).

Or, supposons par contre, qu'une telle fonctionnelle X
existe; nous pouvons évidemment admettre que

(42) i X|=1 et lim X(x}>>a>0.
fi—pom
Posons pour tout q(_Q
| xl@ pour xig) >0

5,
@) | o poar xdq) <0
et
tAq) = xalg) — salq).
Une des limites Iim X (s} et lim X (¢,) dépasse évidemment
ft—po H—rea
2. soit donc
2
(43) lim X (s,) > % >0,
Posons ensuite pour tout q{_ Q
sq) pour sulg) > 4
=1 .
0 poar S,{q) < g
Alors || §5 — ¥ !, {%, d'ol selon (42) et (43)
(44) fim X (yn) > = > 0.

P a2

Désignons par S, le sous-ensemble de Q formé de tous les q_C Q

tels que |xa(q)| ;‘.-“}% et soit ga{g) la fonction caractéristique de

I'ensemble S, Commel} ¥l <5 |[8x ff < [[ 2 || <M, On a%(?)}ﬁ;,yn(q)

pour tout qC_ Q et n =1, 2,..., donc, la fonctionnelle X étant non
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négative, X {(M-on) > X (ys), d'oU selon (44), en posant ﬁ:i&'
(45) lim X (pa) > £ > 0.

Considérons la fonction d'ensemble F définie pour les sous-
ensembles S de Q par I'égalité

(46) F(S)= X (ps)

ou ps est la fonction caractéristique de 5. L'inégalité (45) peut
donc étre écrite dans la forme lim F(S,) > 8 >>0. Soit n; le plus

petit nombre naturel tel que

47) Tim F (Ss, $)>01).

Ry

Un tel n; existe.

En effet, supposons par contre que lim F(5,§,)=0 et par conséquent
Ao

L3
que lim F(ES,.S,,) =0 pour k—1,2,... Il existerait donc deux suites crois-

fi—yom i—1
santes {&;} et {n;} telles que pour j=1,2, ..
2

ky
B <<k, F(S,,B}ﬁ et !-‘(élsisﬂi)<?

&
'l
En posant :r':,=8"},---25d Sn;’ on aurait en conséquence
i==l
(48)d T, e T n t s pour tout j £,
et
(49) F(T)> S powr f=1,2,..
Par suite, y, désignant la fonction caractéristique de I'ensemble Tj, les
formules (46) et (49) donneraient

"
(50) X(Zvj)>n% pour n=1,2,... .
f=1
| r “
Onacependant d'aprés [2 <1, d'aax(zn) 1 . n=1,2,..
=L f=1

contrairement a (50).

1 cf. la note!), p. 212,
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En procédant comme pour (47), on aboutit par induction
a l'existence d'une suite croissante {#;} satisfaisant aux inégalités
lim F (Su; Szy o Su; S2) > 0, de sorte qu'aucun.des ensembles {Sn}

J'lj
T oo
n'est vide.
Soit a présent gi, pour i = 1, 2, ... un point arbitraire de I'en-
semble S;; S1,... Si.. Evidemment, pour tout i=j on a donc

qi{_Sn;, d'ou, par définition de S, I'inégalité |.vc,,1,(q,-);'.‘_'»;E pour
toutj=1,2,... Il en résulte que M |x,(g)!" ; et par consé-

quent que lim lim | X4(g:}| > Z » contrairement a I'hypothése (39).
Théoréme 6. Etant donné un espace E du type (B), pour
quune suite {x.} o X, Epour n — 1, 2,... & normes bornées dans
leur ensemble converge faiblement vers 0, i/ faut et il suffit qu'on
ait
(51) lim lim | Xi(xa){ = 0
pour chaque suite de fonctionnelles {X;} appartenant a un ensemble
F de fonctionnelles linéaires définies dans E qui jouisse des pro-
priétés  suivantes:
1° l'ensemble des normes des fonctionnelles X{_ I est borné
2° il existe un nombre N> 0 tel que pour tout élément x{_ E
I'ensemble F contient une fonctionnelle X remplissant I'inégalité

(52) X(xX) > N|x|.

Démonstration. Pour montrer que la condition est suffisan-
te, considérons l'espace E; de toutes les fonctions réelles bornées,
définies dans I. Faisons correspondre a tout élément x(CE la
fonction (CE; donnée par la relation

(53) fX) = X(X) pour XTI

M désignant la borne supérieure des normes des fonction-
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nelles X(— 7T, posons f =U(x). On a daprés (53) et (52)
Nelx| Tl fil T M- x|y par conséquent, |'opération U étant addi-
tive, elle est linéaire, de méme que son opération inverse.

Ceci établi, si la suite {x.} satisfait a la condition (51),
on en conclut dapres (53), en posant fu{X) =X (x,}, que
lim lim | f,(X;}| = 0. Il en resulte en vertu du th.5, p. 219, que

la suite {f.} tend faiblement vers ¥, Comme |'opération x= {/~1(f)
est linéaire et x.= U-!(f), il sen suit en vertu du th. 3, (Chap.
IX, 8 5), p. 143, que la suite {x»} converge faiblement vers 6.

On montre par un raisonnement semblable que la condition
est nécessaire.

Théoreme 7. Etant donné un espace E du type (B), pour
quune suite {x,} de ses éléments & normes bornées dans leur ensem+
ble converge faiblement vers @, il faut et il suffit qu'on ait

(54) lim X(x,)=0 pour tout X7,
ol r est un ensemble de fonctionnelles jouissant des propriétés 1°
et 2° et en outre faiblement compact.

Démonstration. La condition est nécessaire par définition
de la convergence faible des éléments. Pour prouver qu'elle est
suffisante, il suffit (en raison du th. 6) de montrer que (54) en-
traine (51).

Supposons par contre qu'il existe une suite partielle {x,} et
une suite {X:} de fonctionnelles de I telles que

(55) lim | Xdxa) | >>22>0 pour k =1,2,..
i-doo

Or, I'ensemble F étant par hypothése faiblement compact, il
existerait une suite partielle {X;} faiblement convergente vers
une fonctionnelle Xo(_ I, d'ou selon (55) | Xu(xa,)| ™= 2 >0 pour

k=12, ..., contrairement a (54).

On déduit facilement des théorémes qui viennent d'étre éta-
blis les théorémes suivants.



224 Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B).

Théoreme 8. Etant donnée une suite {x,} de fonctions réelles
continues, définies dans un ensemble Q métrique compact et bor-
nées dans leur ensemble, la condition nécessaire et suffisante pour
la faible convergence de {x,} vers © est quon ait

lim x.(g) =0 poar tout g Q.

La démonstration s'obtient du th. 7, en désignant par E I'es-
pace des fonctions réelles continues définies dans Q et par I
I'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
E de laforme X{x})=x{q) ot x(_ E et ¢ Q. On a alors évi-
demment | X|=1 pour tout X I et il est aisé de voir que I~
remplit aussi les autres hypothéses du th. 7.

Remarque. En particulier, on obtient aussitét du th. 8 les
conditions pour la convergence faible des suites de fonctions con-
tinues définies dans I'intervalle rectiligne, resp. dans le carré.

Théoreme 9. Pour qu'une suite de fonctions {x.,} appartenant
a l'espace (M) converge faiblement vers ©, i/ faut et il suffit que
pour toute suite de fonctions {a(t)} telles que

1
J;g;(t}|dt=1 ok i=1,2, ..

n

on ait

lim lim

A [ yon

J "alt) xalf) =0
|

La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par I”
I'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
(M) de la forme

X= (2@ a(t)dt oi ﬁa(t)|dt=1.

o

On a alors | X| =1 pour tout X (_ I et, pour tout X C (M),
il existe une fonction a () vérifiant les conditions
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1 1
j|«x(t)|dt=1 of Ja(t)x(t)dtI‘;.»—é—“x?i.
;} il
Il suffit donc de poser dans le th. précité N:—;--
Théoréme 10. Pour quune suite {x.}, ou x. = {1}, d'ééments
de l'espace (m) converge faiblement vers O, il faut et il suffit
davoir pour toute suite dindices {k}

lim lim ; Egi_l =0,

Hdem

La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par
I la suite {X;} des fonctionnelles de la forme

Xix)y=4% o0 x={1 () e j=1,2 ..
On a alors |X;|=1 pour j=1,2 .. et il existe en outre

pour tout x(_ (m) unj tel que |X;{x)| .= -—;—Hxii. On posera donc

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 15
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§ 3. Nous écrivons lim as x,{#) == x {t}, lorsque |a suite de fonctions{x, (61}

f, B

converge asyraptotiqguement vers la fonction x (t).
§ 5. Le dernier th. implique que si les fonctions continues x, (t) sont
bornées dans leur ensemble et la suite {x,{)} est convergente partout,

)
lim /x,,{t) d= (¢) existe pour toute fonction (t) a variation bornée (cf. F. Riesz,
b

Sur le théoréme de M. Egoroff et sur les opérations fonctionnelles linéaires,
Acta Szeged 1 (1922), p. 18-26).

§ 6. La démonstration du th. de M. Lebesgue se trouve aussi dans
I'ouvrage de M. H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte f.
Math. u. Phys. 32 (1922), p. 1—88.

§ 7. La distance des éléments x ety dans (S peut étre définie égale-
ment par la formule (xy) =: borne mr u,+m£(| x (B — v {0 | > w)] hamétri-
que ainsi obtenue est equwalente ) ceIIe du texte (voir 1, p 9).

Pareillement, dans (s) la métrique vorne inf [ 1 4-max B — ! ]
1R ea L A et

équivaut & celle donnée dans 2., p. 10 (cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits,
Paris 1928, p. 82 et 92).

Dans les exemples 1, 3, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d'ailleurs admettre que
les fonctions en question sont définies dans un ensemble d'une nature plus
générale. Ainsi p. ex. dans 5, p. 11, les fonctions peuvent étre supposées dé-
finies dans un espace (D) compact arbitraire, ou méme seulement complet, en
se bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornées continues, resp. unifor-
mément continues.

Y Pour la signification des symboles v. p. 3, renvoi?).
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Beaucoup d'exemples des espaces (D), intéressants au point de vue de
la théorie des opérations, se trouvent dans les ouvrages précités de M. H. Hahn
et de M. M. Fréchet; a I'égard des applications une attention spéciale mé
ritent les espaces considérés dans les travaux de M. J. Schauder, Zur Thé
orie stetiger Abbildungen in Funktionalraumen et Bemerkungen zu meiner Arbeit...
Math. Zeitschr. 26 (1927), p, 47—65 et 417—431.

Parmi les autres exemples sont & noter les suivants.
11. L'espace (Q) de toutes les fonctions quasi-périodiques avec la métrique
o y) = “_‘,‘_',"J -y,

12. L'espace (H(P)) OU p 1, formé de toutes les fonctions définies dans le
cercle & + 1 et respectivement équivalentes (c. a d. égales presque partout)
a des fonctions harmoniques. La métrique qui y est entendue est donnée

. 1
par la formule (r,3) = UJ x5, ) —y(s,8)p a‘sn't)'.b'.
* el
13. L'espace (R) des fonctions définies dans [0,1] et équivalentes respective-
ment & des fonctions intégrables au sens de Riemann avec la métrique {xy) =

=vm‘-iﬂ$axix(r,)-—y(t)i. Pour une fonction z(t), ou 0-:..t=7 1, mesurable et
[t |

supérieurement bornée presque partout, vrai max z(t) désigne la borne infé-
vt
rieure des nombres c» tels que z(t) -~ = presque partout.

Les exemples 11 et 12 se trouvent dans l'ouvrage de G. Ascoli,
Sugli spazi lineari metrici e le loro varieta lineari, Annali di Matematica X
(1932), p. 33— 81, et I'exemple 13 dans celui de M. W. O rliez, Beitrage zur
Theorie der Orthogonalentwicklungen, Studia Mathematica | (1929), p. 1 — 39 et
241 — 255.

M. O rliez a de plus attiré I'attention sur une classe d'espaces qui con-
tient les espaces (L{r}) ol p=>1 et dont les autres ont avec eux beaucoup de
propriétés communes.

Soit notamment M (u) une fonction convexe définie pour toutes les

1
valeurs réelles de u et telle que 1° M{—u)=M(m), 2° liﬁ?M(u)=0,
Pk

1 e 1 :
d: lim - M (u) =+ et 4:.._,?.““1 e M 2y <

Soit N(u) la fonction définie pour toutes les valeurs réelles de v par les
relations: & {t} = max [uo — M ()], lorsque v =0 et N(v) = N(—v) pour v<I 0

0. M.

Ceci posé, I'ensemble (O) de toutes les fonctions x (t) définies dans [0,1] pour
1

lestuelles il existe l'intégrale | M Lx ()] dt, métrisé par la formule
v
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1 1
(r, ) == horue RuUp / lx(F) — v w () i on / Nlw(f)|dt =21,
i )

constitue un espace métrique complet.

- 1 140
En particulier, pour M {#) = p—1 (1— p] Sl ool o px=1, on oa
- ! 1
N(V) = w21 et (.r,_v).—:(/ !x(r)—y(r)'r):’, de sorte que l'espace (O) est
i

dans ce cas identique a (Atr)).
En remplagant dans la définition de M (u) la condition 4° par

Hm “1(;1—) M(2t) <+ sans y changer la définition de N(v), I'espace (0) des
n—r !

suites de nombres réels {£,} telles que la série 37 A1 (8, est convergente, métrisé par
1

la formule

(£, ¥) = borne san Ey—vgpw, ot x={El p==Lr ) et ZN("’:I)""; i,

Hoal =1

constitue aussi un espace métrique complet, dont les espaces (#r)) avec p == 1 sont
des cas particuliers (cf. W. Orlicz, liber eine gewisse Klasse von Raumen vom
Typus (B), Bull, de I'Acad. Polonaise des Se. et des Lettres, Février 1932).

Il est enfin & remarquer qu'aucun des espaces 1—13 (0) et (0) n'est
compact; plus encore: dans chacun d'eux les ensembles compacts sont non
denses.

8§ 8. Les espaces 1, 2, 5—10 et 12, de méme que les espaces (0) et (0)
de M. W. Orlicz, sont séparables. Par contre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne
sont pas séparables, tout en étant, comme les précédents, de puissance du
continue. Dans chacun de ces derniers espaces les ensembles de puissance
inférieure a celle du continu sont non denses.

§ 9. Comme I'a remarqué M. K. Kuratowski, si une opération mesu-
rable (B) transforme d'une fagon biunivoque un espace métrique séparable E
en espace métrique E;,, I'opération inverse remplit la condition de Baire.
La démonstration sappuie sur le th. 7, p. 17, et sur le théoreme suivant: pour
qu'une opération U(x) définie dans un espace métrique E et dont le contre-
domaine est situé dans un espace métrique E; remplisse la condition de Bai-
re, il faut et il suffit que pour tout ensemble fermé G;CE; l'ensemble G
d'éléments x¢ E tels que U(X) G; remplisse la condition de Baire (v, C. K u-
ratowski, La propriété de Baire dans les espaces métriques, Fundamenta Ma-
thematicae X V1 (1930), p. 390—394).
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CHAPITRE 1.

§ 1. Etant donné que les espaces du type (F), étudiés dans les chapi-
tres suivants, constituent des cas particuliers des espaces du type (G), notam-
ment lorsqu'on les considére comme des groupes par rapport a I'addition qu'on
y définit, il a été préférable de fixer d'emblée le nom d'addition a |'opération
fondamentale du groupe et d'y conformer les énoncés et la notation.

Tous les espaces métriques 1—13, (0) et (o) constituent, comme on voit
aussitét, autant despaces du type (G); comme opération fondamentale du
groupe on y admettra I'addition ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous
ces espaces sont abeliens, c. & d. que I'addition définie dans eux est com-
mutative (en formule: x+y =1y + X).

Parmi d'autres exemples des espaces du type (G) on peut citer les sui-
vants:

14. L'espace des transmormations homéomorphes d'un espace métrique
compact Q en lui-méme, lorsqu'on définit la distance de deux homéomorphies
X ety par laformule {x,3) = hurneru;J (x (@) y(q))+bomgosup (x-1g}, y—1aN

q a0

et entend par |'addition la composition ordinaire des transformations.

15. L'espace des transformations isométriques d'une sphére (située dans
un espace métrique) en elleméme, lorsqu'on y définit la métrique et I'addi-
tion comme dans I'exemple précédent.

16. L'espace de toutes les fonctions définies dans un espace métrique Q
et admettant comme valeurs les nombres complexes a module 1 (on peut les
supposer en outre continues ou uniformément continues), lorsqu'on définit la

distance de deux fonctions x et y par la formule (x, ¥} = borne sup' x (g9 — ¥ {a) |
g

et entend par I'addition la multiplication ordinaire des fonctions.
17. L'espace des transformations biunivoques de I'ensemble des nombres
naturels en lui-méme avec la métrique

1 Lo —y (m |+ x=Wn) —y— )

A= 2 e~y ko
L/
(ou x(n), etc. désigne Il'image de n obtenue par la transformation x, etc.) et
avec |'addition entendue comme composition des transformations.

Etant donné un espace arbitraire E du type (Ci), si une suite {x,} délé
ments de E est convergente, on a évidemment

1i X, —X N=0
1) p--w.TLSuP p

mais on ne sait pas si, réciproquement, la condition (l) entraine toujours la
convergence de cette suite.
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Si dans un espace métrique E I'addition des éléments est définie de
maniere que E constitue par rapport & elle un groupe, et méme les axiomes
115, et I, étant remplis, il ne suffit pas que la condition (l) entraine toujours
la convergence de la suite {«,} vers un élément de E, pour que l'espace E
soit complet. On ignore toutefois s'il n'existe alors dans E une autre mé-
trique, équivalente & la métrique donnée, et qui eu formerait un espace du
type (G). M. D. van Dantzig a montré qu'il en est ainsi dans I'hypothése
supplémentaire que E est un espace abelien; dans ce cas on peut trouver méme
une métrique équivalente ,,glissante", c. a d. telle qu'on ait (x,y) = (x + zy + 2)
pour tout zC E (cf. D. van Dantzig, Einige Sitze Uber topologische Gruppen
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932).

La .définition des espaces du type (G), de méme que tous les théorémes
du texte se trouvent dans la note: S. Banach, Uber metrische Gruppen, Stu-
dia Mathematica |11 (1931), p. 101 — 113; cf. aussi F. Leja, Sur la notion de
groupe abstrait topologique, Fundamenta Mathematicae IX (1927), p. 37—44.

8§ 2. Les espaces 1 — 10 (Introduction, 8 7, p. 9—12), de méme que les
espaces 11—13, (0) et (o) définis ici (v. p. 227—228), sont connexes.

§ 3. Outre le th, 5 p. 24, on a le théoréme: I'espace E étant connexe, si
{Un{)} est une suite de fonctionnelles linéaires, I'ensemble des points ou cette sui-
te est bornée est soit de 1-e catégorie, soit identique a E.

§ 4. 1l résulte de la remarque précédente que, |'espace E étant connexe, si

{ UP‘?(x)} est une suite double de fonctionnelles linéaires telles qu'on a pour une

suite {x,4 déléments de E la formule lim | &, Ax ek 4o que soit p, I'en-
g

semble de tous les x C £ tels gue iim | U, 0| == ov pour p=1,2,... est dell-e
o] -y
catégorie et son complément est de |-e catégorie.

On peut montrer que les th. 3—7 du Chapitre |11 (p. 38—42) subsistent
déja pour les espaces E et E; du type (G), lorsque I'espace E est supposé sépa-
rable (cf. S. Banach. 1. ¢, Stud. Math. |11, p. 101-113). Le th. 5, p. 41, est
aussi une conséquence immédiate du th. 4, p. 23, et de la remarque, p. 228.
L'hypothése que E soit séparable est essentielle; il serait intéressant de savoir
si les th. 3—7 en question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non
séparables, mais connexes.

Il est a remarquer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes
pour chaque espace E du type (G):

(=) étant donnée une opération linéairey = U(X) qui transforme E d'une
fagon biunivoque en un espace E; du type (G), l'opération inverse x = U(y)
est linéaire
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(¥) étant donnée dans E une autre métrique (xy)* par rapport a la
quelle E est également un espace du type (G), si lim x, = x, impliquetoujours
H—pa

lim (x,, x,)* =0, alors on a aussi I'implication inverse.
LE L

Or, on ignore si ces propriétés se présentent p. ex. pour l'espace fon-
ctionnel E coincidant avec celui de I'exemple 16, p. 229, lorsqu'on y désigne
par Q I'ensemble des nombres complexes a module 1.

CHAPITRE I

§ 1. On peut également traiter les espaces vectoriels avec une multi-
plication des éléments non seulement par les nombres réels, mais aussi par
les nombres complexes et sans que les axiomes 1)—7) soient modifiés. Ces
espaces constituent le point de départ de la théorie des opérations linéaires
complexes et d'une classe, encore plus vaste, des opérations analytiques, qui
présentent une généralisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex.
L. Fantappié, | funzionali analitici, Citta di Castello 1930). Nous nous propo-
sons d'eu exposer la théorie dans un autre volume.

Un ensemble H situé dans un espace vectoriel E Sappelle base de
Hamel dans E, lorsque tout élément xC E est une combinaison linéaire des
éléments de H sans qu'aucun x: H soit une combinaison linéaire des autres
éléments de H. Tout espace vectoriel admet des bases de Hamel et elles sont
deux a deux toujours de puissance égale.

§ 2. La remarque précédente implique pour tout espace vectoriel E
I'existence des fonctionnelles additives, homogeénes et non identiquement nul-
les, définies dans E.

§ 3. Le dernier théoreme (v. p. 34, 4) implique aussitdt qu'a tout sous-
ensemble S de I'ensemble des nombres naturels N on peut assigner une me)
sure mS de fagon que 1) mS>:0,2) m(S;+S)=mS+mS,pour S; et S
digoints, 3) mS; = mS,, lorsque S;=5, et 4 mN=1

Quelle que soit la mesure assujettie aux conditions 1) — 4), I'ensemble
de tous les nombres de la forme an+ b pour n=1,2,..., avec a et b fixes,

i .
est de mesure ; I'ensemble de tous les nombres premiers est de mesure 0.

Une mesure satisfaisant aux conditions 1) —4) ne coincide pas toujours avec
la densité (lorsque celle-ci est définie), mais on peut toujours sarranger de
facon que cette condition supplémentaire soit également satisfaite.
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CHAPITREIII.

§ 1. Au sujet de la définition des espaces du type (F) voir M. Fréchet,
Les espaces abstraits topologiquement affines, Acta Math. 47 (1926), p. 25— 52.

Evidemment, les espaces 11 — 13, (0) et (0), définis p. 227 — 228, sont
aussi du type (F).

M. S. Mazur a remarqué que tout espace du type (F) remplit la con-
dition

(1) s hmx,=ux limy,=y Himh, =Hh e lm#k =k alors

Fian ¥ bz B

le:lm Gy x k¥, ) = kv 4 kv,

On ne sait pas si dans tout espace vectoriel, complet et satisfaisant a la
condition (1) la métrique peut étre remplacée par une métrique équivalente
de maniére a en obtenir un espace du type (F).

§ 3. Les th. 3—9, p. 38—43, restent valables pour tout espace métrique
vectoriel F satisfaisant & la condition (1) et a la condition suivante:

(2 s lim{x,—x)=0, il eiste un dement xCF tel que limx, =x.

g_—:: H—pua

M. Mazur suppose de pouvoir remplacer cette derniére condition par I'hypo-
thése que l'espace F est complet. Une démonstration simple des th. 3—5
pour le cas des espaces du type (B) se trouve dans la note de M. J. Schau-
der, Uber die Umkehrung linearer stetiger Funktionaloperationen, Studia Math. 11
(1930), p. 1-6.

Considérons a présent, dans un espace F du type (F), un ensemble
quelconque GCE, linéaire et fermé. |1l est évident qu'on obtiendra une dé
composition de F en parties disjointes, si on convient de ranger deux éé&
ments x et y de E dans une méme partie, lorsqu'on a x—y( G, et seulement
aors. On a le théoréme suivant: I'ensemble E* des parties de E ainsi obte-
nues constitue un espace du type (F), lorsqu'on y définit la distance et les
opérations fondamentales par les conditions (ou X, Y et Z désignent des élé
ments de F*):

1° (X, Y) =borne inf (xy) ou x>X et yrK,

2° X+ Y est celui des ZCE* qui contient les éléments de la forme
Xty ou Xx{ X etyrY,

3% tX est celui des YZE* qui contient les éléments de la forme tx ou
A X

La démonstration de ce th. se trouve dans mon livre Teorja operacyj,
Tom |, Warszawa 1931, p. 47—49 (en polonais); cf. aussi F. Hausdorff, Zur
Theorie der linearen metrischen Raume, Journ. f. reine u. angew. Math. 167
(1932), p. 294—311.
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En s'appuyant sur ce th., on peut montrer que, étant donnée une opé-
ration linéaire U définie dans un espace E du type (F) et dont le contredomaine
est situé dans un espace E; également du type (F), si E est séparable, le contre-
domaine de U est mesurable (B). Cependant, on ne sait pas si |'hypothéese
que E soit séparable est essentielle.

§ 4. Les travaux suivants contiennent des applications d'une autre
méthode de la théorie des opérations a ce probléme et aux problémes voi-
sins:

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. I11
(1931), p. 92-94, 1

S. Mazurkiewicz, Qur | ' i |[f(’.’.ﬂif(x.ﬁ_’)??{_(f)__df,

p. 114118, § f

S. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen,
ibid., p. 173—179,

H. Auerbach et S. Banach, Uber die Héldersche Bedingung, ibid.,
p. 180—184,

S. Kaczmarz, Intégrale vom Dinischen Typus, ibid., p. 189—199.

8§ 5. Les autres applications de la théorie des opérations aux problemes
concernant les équations différentielles sont données dans les notes suivantes:

S. Banach, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations
partielles du second ordre, Math. Zeitschr. 27 (1927), p. 68—75,

W. orliiez, Zur Théorie der Differentialgleichung g=f(x,.v), Bull, de
I'Acad. Polon. des Sc. et des Lett., Février 1932

§ 7. Etant donné un ensemble linéaire fermé G (s), il existe pour tout
élément Xo: () — G une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans (s) et telle
qu'on a f(x) — 0 pour tout x: G et f(x) = 1.

Le th. 12, p. 51, implique que si le contredomaine d'une opération liné-
aire définie dans (s) est situé dans (s), il est un ensemble fermé.

CHAPITRE 1V.

§ 1. Les espaces vectoriels normés ont été traité indépendamment de
moi et presqu'a la méme époque par M. N. Wiener, dans son ouvrage Limit
in ternis of continuons transformations, Bull, de la Soc. math, de France 150
(1922), p. 124—134.

Les espaces 11—13, (O) et (o), définis p. 227—228, sont du type {B). Par
contre, l'espace (s) de I'exemple 2, p. 10 (v. aussi p. 50 — 52) n'est pas du ty-
pe (B) et méme, comme I'a démontré M. S. M azur, il n'est homéomorphe
a aucun espace du type (B).
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§ 2 et 3. On peut établir pour les espaces E du type (F) I'éguivalence
des deux propriétés suivantes:

(@ Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un ensem-
ble linéaire G E, il existe une fonctionnelle linéaire F(x) définie dans E et
telle que F(x)—f(x) pour tout xi. G.

(#) Dans les mémes conditions, si G est en outre fermé, il existe pour
tout xoir E—G une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans E et telle que
Fr) % 0, mais F(X)=0 quel que soit xCG.

Or, ces propriétés ne se présentent pas nécessairement dans tous les
espaces du type (F). Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles linéaires définies
dans l'espace (S) s'annulent identiquement.

Etant donnés deux espaces E et E; du type (B) et une opération liné-
aire U(x), définie dans I'ensemble linéaire G E, dont le contredomaine est
situé dans E;,, on ne sait pas si elle se laisse éendre (prolonger) de G sur E tout
entier, c. ad. s'il existe une opération linéaire V(x) définie dans E, ayant son
contredomaine dans E; et telle que V ( X ) = U (X) pour tout . G.

Cette extension de U (x) est toujours possible, lorsque E; est a un nom-
bre fini de dimensions, mais méme aors la condition | V:,=: |, peut rester
irréalisable.

§ 4. Les conditions 1°—3°, p. 72, peuvent étre remplacées par les deux
suivantes:

1) &, =0 pour tout j>n ol n=1,2,..

I
2) Xlmyt=ifipourn=12,.
=

La forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces (0) et (0)
de M. Orlicz (cf. p. 227—228) est établie dans son ouvrage cité. Ainsi p. ex.
toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans l'espace (0) est de la forme

1 1
fx)y = { x{H () dt ob «{f) est une fonction telle que / N{kau())dt existe pour
u i

un k compris entre 0 et 1.
1

Selon M. F.Riesz la normedeIafonctionnelleIinéairej(x)=fx () dg{t)
o

définie dans (C), ou g(t) est une fonction a variation bornée, est égale a la
variation de lafonction g{f définie comme suit: g =g{®, g{l) =g(1) et
g =hIiTgtt+fr) pour << 1.

340

§ 6. Voir F. Riesz, Sur I'approximation des fonctions continues et des
fonctions sommables, Bull, of the Calcutta Math. Soc. XX (1928/29), p. 55—58.
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§ 8. Voir le livre de F. Riesz, Les systémes d'équations linéaires & une
infinité d'inconnues, Paris 1913.

CHAPITRE V.

8§ 1. Leth.3,p. 79 implique que I'ensemble Q des points de convergence
d'une suite d'opérations linéaires {#/,(x}} & normes bornées dans leur ensem-
ble est toujours fermé. Dans le cas général Q est un Fg;.

Il est a noter a ce propos que, comme l'ont montré MM. S. M azur
et L. Sternbach, si {U/,(x}} est une suite de fonctionnelles linéaires et
I'ensemble Q de ses points de convergence n'est pas fermé, il existe dans Q
une suite de points {x;} et un point X E — Q tels "l_i‘ri\oe;=xu que la

suite double {if,{x)} est bornée. On en déduit comme corollaire que dans
ces conditions Q n'est pas un F;. Or, ces énoncés se laissent étendre au cas
ou {{/{x)} est, plus généralement, une suite d'opérations linéaires, pourvu que
leurs contredomaines soient situés dans un espace E; aussi du type (B)
et jouissant de la propriété:

(Y) pour toute suite {¥,}, ot ¥, E, et |y,| =1 pour « =12, ., il exi-

ste une suite de nombres {t,} telle que la série 3 eoj} divergente et que
n=1
la suite des normes de ses sommes partielles soit bornée.

De la propriété (y) jouissent p. ex. |'espace (c) et tous les espaces du ty-
pe (B) & un nombre fini de dimensions.

Le corollaire qui vient d'étre mentionné se laisse, selon une remarque
commune de M. S. Mazur et moi, préciser davantage en ce sens que dans
les conditions considérées I'ensemble Q n'est pas un Gz, Comme application,
on en tire le th. que tout espace E du type (B) & une infinité de dimensions
contient un ensemble linéaire qui est un Fgz sans étre un Gi;. MM. S. Ma-
zur et L. Sternbach ont montré en outre que tout espace de ce genre
contient un ensemble linéaire qui, sans étre un F; est une partie commune
d'un F; et d'un Gs; cependant tout ensemble linéaire Gg y est fermé.

Dans certains espaces du type (B) on peut établir I'existence des en-
sembles linéaires qui sont des Fsa; sans étre des Fgg. Reste ouvert le problé-
me sl en existe toujours dans des espacés du type (B) a une infinité de
dimensions. On ignore aussi s'il existe des espaces du type (F) contenant
des ensembles linéaires des classes de Borel plus élevées ou des ensembles
linéaires (A) non mesurables (B) ou encore des ensembles linéaires remplissant
la condition de Baire, mais n'étant pas (A). Tout espace du type (F) a une
infinité de dimensions contient des ensembles linéaires ne remplissant pas la
condition de Baire.
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Ces probléemes se rattachent a certaines questions concernant les opé-
rations additives. E et E; étant du type (F), toute opération U(x) additive
et mesurable (B) définie dans un ensemble linéaire fermé GC E et dont le
contredomaine se trouve dans E; est en vertu du th. 4, p. 23, continue. Or,
si I'ensemble G n'est pas fermé, I'opération U(x) peut ne pas étre continue:
nous connaissons des exemples ou, G étant mesurable (B), I'opération U(x)
est discontinue de le classe de Baire; mais nous ne connaissons aucun
exemple ou elle soit d'une classe de Baire plus élevée. De méme, on igno-
re si |'opération U(x) peut remplir la condition de Baire sans étre en méme
temps mesurable (B).

On est amené aux opérations additives discontinues par I'inversion des
opérations linéaires. E et E; étant du type (E), si I'opération linéairey = U(x)
transforme d'une fagon biunivoque E en un ensemble fermé G;( E; |'opéra-
tion inverse x = &/-1(» est en vertu du th. 5, p. 41, continue. Or, si G, n'est
pas fermé, |'opération t/-1 peut ne pas étre continue, mais si I'espace E est
séparable, elle est toujours mesurable (B). Ainsi, p. ex., dans le cas ou
E=F, = (L9, cette opération est de 1€ classe de Baire.

§ 3. Lelemme et le th. 8 se trouvent dans la Note de M. F. Riesz, 1.c,
p. 151. On apercoit aisément que le th. réciprogue du th. 8 est aussi vrai. En
outre, le th. 8 se laisse généraliser comme suit: tout espace du type (F) conte-
nant une sphére qui y est compacte n'‘a qu'un nombre fini de dimensions; il est
facile de voir que la réciproque est encore vraie.

§ 4. Le th. sur(Ltr¥) établi p. 85, provient pour le casr = | de M. H.
Lebesgue (v. Annales de Toulouse, 1909).

§ 6. Tous ces exemples sont bien connus.

§ 7. La méthode A, qui correspond au tableau (A), sappelle normale,
lorsque n; =0 pour §<k et @, =£0 pour i=#k Telles sont pour k>0 les
méthodes Cy de Cesaro, de méme que les méthodes E, de Euler. Ces
derniéres sont d'aprés M. S. Mazur (1 c, Stud. Math. 11, p. 40—50) des mé
thodes parfaites.

On ne sait pas si le th. 11, p. 95, subsiste, lorsque la méthode A n'est
pas reversible.

Le th. 12, p. 95, peut étre complété comme suit: si la méthode A est
permanente, reversible et telle que chaque suite sommable par A vers un
nombre l'est vers le méme nombre par toute méthode permanente pas plus
faible de A, alors A est une méthode parfaite.

Le th. sur la forme générale des fonctionnelles linéaires définies dans
un espace vectoriel séparable EL (m) (voir p. 72) montre que toute fonction-
nelle linéaire f{x) y coincide avec une limite généralisée obtenue par certaine
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méthode A, c. a d. qu'il existe un tableau (A) tel que toute suite xCE est
sommable vers f(x) par la méthode correspondante a ce tableau. Or, si E
n'est pas séparable, ce th. peut étre en défaut; plus encore, il peut exister
alors, comme I'a observé M. S. M azur, une stite {f,(x}} de fonctionnelles
linéaires définies dans E, faiblement convergente vers une fonctionnelle liné-
aire f(x) et telle que f,(x) coincide pour tout n = 1,2,... avec une limite géné
ralisée obtenue par une méthode convenable, tandis que f(x) soit dépourvue
de cette propriété.

CHAPITRE VI.

§ 1. La notion d'opération totalement continue est due a M. D. Hil-
bert et a M. F. Riesz, qui ont éé aussi les premiers a en mettre en évi-
dence I'utilité.

Selon une remarque de M. S. M azur, on a le th. suivant: {2t étant
une suite d'opérations linéaires et totalement continues, définies dans un es
pace E du type (B) et telles quenlim U, txy=x pour tout x<-- la condition

nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble G¢ E soit compact, est que la
convergence de {{/,4%)} sur G soit uniforme. Un espace E qui admet une
telle suite d'opérations est en vertu du th. 1, p. 96, séparable. La question
si, réciproquement, tout espace E du type (B) séparable admet une pareille
suite d'opérations, reste ouverte.

Au sujet du critére de la compacticité pour GC E cf. aussi A. Kolmo-
goroff, Uber Kompaktheit der Funktionenmengen bei der Konvergenz itn Mittel,
Gottinger Nachrichten 1931, p. 60—63.

§ 2. Tous ces exemples sont connus.

§ 3. La notion d'opération conjuguée a été introduite en toute généra-
lité pour la premiéere fois dans ma Note Sur les fonctionnelles linéaires II, Stu-
dia Mathematica | (1929), p. 223— 239, qui contient aussi le th. 3, p. 100. La
démonstration du th. 4, p. 100, se trouve également dans la Note de M. J.
Schauder, Uber lineare vollstetige Eunktionaloperationen, Studia Mathematica
11 (1930), p. 183—19%.

CHAPITRE VII.

§ 1. M. W. Orlicz a observé que pour les espaces E faiblement com-
plets le th. 2, p. 107, peut étre précisé davantage, a savoir que la série (2)
est alors convergente pour tout xCE.

Un systéme biorthogonal {a;}, {f;} sappelle complet si les suites {x;} et
{7} sont des suites totales (voir les définitions p. 42 et 58). On peut montrer
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qu'il existe des systémes biorthogonaux complets dans tout espace du type (B)
séparable.

Un systéme biorthogonal {;}, { f;} est dit norme, lorsqu'on a i x¢f =4 f=1
pour i =1,2,... Selon une remarque de M. H. Auerbach, il existe des sy-
stémes biorthogonaux normes et complets dans tout espace du type (B) a un
nombre fini de dimensions. Cependant on ne sait pas s'il en est ainsi dans tout
espace du type (B) séparable et mdme s'il y existe toujours un systéme biortho-
gonal complet tel que |x;|=1 pour i =1,2,.. et ;lﬂlf‘ < oo

§ 2. En vertu de la remarque précédente on peut supprimer dans le
th. 5, p. 108, I'nypothése que les suites {x{n)} ot {¥{n)} soient complétes.

§ 3. Le th., suivant lequel le systéme de Haar constitue une base dans
(Lér) ou p» 1, se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Eine Elgenschaft
des Haarschen Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317—320.

On peut montrer que, étant donnée dans un espace E du type (B) une
suite d'élements {x,} telle qu'il existe pour tout x{E exactement une suite

k
de nombres {¢,% donnant lieu a la faible convergence de la suite{ 2, x,,}
n=1

vers x, la suite {x,} constitue dans E une base.

L'espace (Cir)) (v. exemple 7, p. 11) admet une base pour p=1,2,...;
on ignore cependant s'il en existe une dans I'exemple 10, p. 12. On ne sait
non plus s'il y a une base p. ex. dans I'espace de toutes les fonctions réelles
X(st) définies dans le carré 0-7s=7 1,0-.71+71 et admettant les dérivées
partielles d'ordre 1 continues, les opérations élémentaires dans cet espace
étant définies comme d'ordinaire et la norme étant donnée par la formule

[} xii =ugaxli x(s )] +;n=_:xlix’3 0| +n=2%i xis 0.
DT | [t L1 nedel]

L'existence d'une base dans tout espace E du type (B) séparable équi-
vaut en vertu du th. 9, établi au Chap. X1, § 8, p. 185, a I'existence d'une
base dans tout ensemble linéaire fermé E;¢ (C). Or, on ne connait aucun
exemple despace du type (B) séparable, ayant une infinité de dimensions,
non isomorphe avec (L*) et tel que chacun de ses sous-ensembles linéaires
fermé contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du type (B)
a une infinité de dimensions renferme un ensemble linéaire fermé & une in-
finité de dimensions qui admet une base.

La notion de base peut étre évidemment introduite d'une fagon plus
générale déja pour les espaces du type (F). Dans l'espace (s) la base est don-
1 pouri=n

née p. ex. par la suite d'éléments {x} ol x; = (&} et & = o pour 15
LA
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L'espace (S) ne contient aucune base; c'est une conséquence du fait qu'il n'y
existe aucune fonctionnelle linéaire ne s'annulant pas identiquement.

CHAPITRE VIII.

§ 4 et 5, Suivant une remarque de M. S. M azur, lesth. 2—4, p. 123—124,
subsistent aussi dans les espaces E du type (F), en remplacant la condition
(20) dans les th. 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles
{ £} soit bornée dans une sphére.

§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles ont
été données pour les espaces () par M. H. Hahn et pour les espaces (itm)
ou p;~1 par M. F. Riesz.

Les conditions (45) et (46), données pour la faible convergence des
fonctionnelles linéaires définies dans I'espace (c) voir p. 130 et corriger selon

.

p. VIII) prennent pour le cas de l'espace (co) la forme: 1° la swuite Ziaw}

bornée et 2° lim «;, = w; pour i =1,2,..
n-pes

CHAPITRE IX.

§ 1. La notion de convergence faible des éléments a été étudié pour
la premiére fois dans I'espace (L% par M. D. Hilbert et dans les espaces (L¢)
ou p:1 par M. F. Riesz.

Un ensemble G situé dans un espace E du type (B) est dit faiblement
compact, lorsque toute suite d'ééments de G contient une suite faiblement
convergente. Dans les espaces (Li#) et (##Y) ol p:>1 tout ensemble borné
est faiblement compact (cf. p. 130—131). Il en est de méme dans (c) et (cy),
tandis que les espaces (C), (L), (/) et (m) sont dépourvus de cette propriété.

§ 2. Les conditions pour la convergence faible des éléments ont été
données pour l'espace {c) par M. H. Hahn et pour les espaces (O et (iF}) ou
px1 par M. F. Riesz. Le th., p. 137, sur I'équivalence dans (/) de la con-
vergence faible avec la convergence suivant la norme se trouve dans la Note
de M. J. Schur, Uber lineare Transformationen in der Théorie der unendlichen
Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math. 151 (1921), p. 79—111.

Il est & remarquer que la convergence faible d'une suite des fonction-
nelles linéaires définies dans un espace E du type (B) n'est pas une condi-
tion suffisante pour la convergence faible de la méme suite, lorsqu'on regarde
cette derniere comme une suite d'éléments dans |'espace E, c. ad. dans l'es
pace de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E (et qui est égale-
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ment du type (B)). Ainsi p. ex. dans (/) la notion de la convergence faible
varie suivant qu'on en considére les éléments comme des représentants des
fonctionnelles linéaires ou non.

§ 4. Un espace E du type (B) Sappelle faiblement complet, lorsque toute
suite {x,} d'élements de E, faiblement convergente (c. a d. telle que lim f{x,}
L

existe pour toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans E), est faiblement
convergente vers un éément de E. L'espace (co), donc aussi les espaces (c) et
(m), ne sont pas faiblement complets. La propriété d(é&re faiblement complet
a été établie pour l'espace (L) par M. H. Steinhaus (v. Additive und stetige
Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186—221) et pour les espaces
(L®y et (#tm) ol p=>1 par M. F. Riesz (v. Untersuchungen iber Systeme inte-
grierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497). Suivant une remar-
que de M. W. Orlicz (1. c. Bull, de I'Acad. Polon. des Sc. et des Let., Fevrier
1932), I'espace (0) est faiblement complet, si lim 1 )N(2u)<+w; il en est

n—peo N{ﬁ'
de méme pour I'espace (0).

Une série d'éléments d'un espace du type {B) sSappelle commutativement
convergente (,unbedingt konvergent"), lorsqu'elle reste convergente indépen-
damment de I'ordre de succession de ses termes. La propriété 7° (Chap. |11,
8§ 3), p. 37, établie pour les espaces du type (F) implique aussitdt que la con-
vergence absolue d'une série en entraine toujours la convergence commuta-
tive, mais on ne sait pas si la réciproque est vraie en dehors des espaces
a un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz a démontré les théorémes
suivants.

(1) La somme d'une série commutativement convergente ne dépend pas de
I'ordre de ses termes,

(2) Afin qu'une série soit commutativement convergente, il faut et il suffit
que toute série partielle soit convergente,

(3 A la méme fin, il faut et il suffit que toute suite partielle soit faible-
ment convergente vers un éément.

11 en résulte dans I'hypotheése que |'espace E est faiblement complet

que, pour la convergence commutative d'une série qu d'éléments de E, il
=1

faut et il suffit que la série )7 {x,}} soit convergente pour toute fonction-
=]

nelle linéaire f{x) définie dans E. Ce dernier résultat permet d'établir pour

les espaces faiblement complets plusieurs propriétés importantes des séries

commutativement convergentes d'éléments, tout a fait analogues a celles des

séries commutativement convergentes de nombres. Ainsi p. ex. une série
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2 x, est commutativement convergente, lorsqu'il existe un nombre M- 0 tel
n=i

que l'ont ait |x,,1+x,,,+...+x,,k|<M, quel que soit le systéme d'indices diffé-
rents n; ny.., N ou encore, lorsque la série 3 t.x, et convergente, quelle que
r==1

soit la suite de nombres {¢,} tendant vers 0. Ces théoremes jouent un role
dans la théorie des séries orthogonales (cf. M. W. Orlicz, 1. c, Stud. Math. |
(1929), p. 241—255).

CHAPITRE X.

§ 1. Au sujet de la théorie des équations linéaires, développée dans
ce chapitre, voir F. Hausdorff, Zur Théorie der linearen R&urne, Journ. f.
reine u. angew. Math. 167 (1932), p. 294—311.

Les théorémes de ce § ont éé démontrés dans le cas oll E= E' = (L?)
par MM. E. Hellinger et O. Toeplitz (v. Integralgleichungen und Glei-
chungen mit unendlichvielen Unbekannten, Encyklopedie der Math. Wiss., Leipzig
1923—1927). Dans les cas plus général ou E—FE' —(L{#) avec p>1 lesth. 1
et 3 ont été établis par M. F. Riesz, 1. c, Math. Ann. 69 (1910), p. 449-497
et pour E=E' — () ou p=1 par le méme auteur dans son livre Les systé-
mes d'équations linéaires a une infinité dinconnues, Paris 1913. Les th. 2 et 4
pour E=E' = (L&) resp. (/")) oli p>>1 ont éé démontrés par M. S. Saks,
Remarques sur les fonctionnelles linéaires dans les champs LP, Studia Mathema-
tica | (1929), p. 217—222.

§ 2. Si on fait tomber dans le th. 15, p. 154, I'hypothese que I'opération
U{x) est totalement continue, les équations en question peuvent ne pas avoir
le nombre égal de solutions linéairement indépendantes. On peut cependant
montrer que pour |&f|=1 on a l'inégalité n=:v et qu'elle redevient égalité,
lorsque, en outre, l'espace E est faiblement complet et tel que tous les en-
sembles bornés y sont faiblement compacts (v. S. M azur, Uber die Nullstellen

linearer Operationen, Stud. Math. |1 (1930), p. 11—20).

CHAPITRE XI.

§ 2. Le plus ancien exemple connu dune transformation isométrique
des espaces du type (B) |'un dans l'autre est celui de la transformation isomé-
trique de (L?) en (1% qui sobtient des th. de Riesz-Fischer et Parseval-
Fatou.

§ 3. On ignore si le th. 2, p. 166, subsiste pour les espaces du type (F);

suivant une remarque de MM. S. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 16
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pour les espaces du type {G). Les mémes auteurs m'ont de plus signalé le
corollaire suivant du th. 2 en question: il n'est pas possible de définir dans
un espace métrique E les opérations (d'addition des éléments et de multipli-
cation par nombres) de deux maniéres différentes, de facon que dans les deux
cas E devienne un espace vectoriel normé et que I'élément & de E reste le
méme.

§ 4. On ne connait aucun exemple de deux espaces du type (B) Sépa
rables, a une infinité de dimensions et qui ne soient homéomorphes; d'autre
part, on ne sait pas démontrer que p. ex. (C) est homéomorphe a (c). Pareil-
lement, on ne réussit pas d'établir I'homéomorphie entre (C) et (/). Or, les
espaces (Lir) et (f«¥) sont homéomorphes pour |~-1 - qg.arbitraires (v. S. Ma-
zur, Une remarque sur I'homéomorphie des champs fonctionnels, Stud. Math. |
(1929), p. 83-85).

D'un intérét particulier semble étre la question si (C) est homéomorphe
avec l'espace des fonctions continues définies dans le carré. On ne connait
aucun exemple de deux espaces métriques compacts a un nombre fini, mais
inégal, de dimensions (au sens de Menger-Urysohn) et tels que les espa
ces des fonctions continues définies dans eux soient homéomorphes.

§ 5. Lanotion de rotation est applicable d'une fagcon générale aux espaces
du type (G). Il peut arriver que la seule rotation possible autour de 0 y soit donnée
par la transformation U (x) —x; dans les espaces du type (F) la transforma-
tion V(X) = —x est aussi une rotation autour de H. |l existe des espaces du
type (B) & une infinité de dimensions ou il n'y a que ces deux rotations au-
tour de H. La forme générale (15) des rotations dans(A?2), établie p. 174,
(d'ailleurs connue dépuis longtemps), montre que pour tout couple d'éléments x et
y alanormelil y existe une rotation autour de # qui transforme x eny. M. S.
Mazur a posé la question si tout espace du type (B) séparable, ayant une
infinité de dimensions et jouissant de cette propriété est isométrique avec (L*).

§ 6. La notion d'isomorphie sapplique aussi aux espaces du type (G).
Deux espaces du type (G) sont équivalents, lorsqu'il existe une transformation
isométrique et additive de I'un en l'autre.

Soit pour deux espaces isomorphes E et E; du type (B)
(K, E,) =Yvorne 1of [log {| |- | U1 )]
ou U parcourt toutes les transformations biunivoques linéaires de E en E; Si
(E,E)) =0, les espaces E et E; seront dits presque isométriques. Les espaces

isométrigues sont en méme temps presque isométriques. La réciproque est vraie
en tout cas pour les espaces a un nombre fini de dimensions, mais on ne
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sait pas réfuter I'hypothése que p. ex. les espaces (c) et (Co), qui ne sont pas
isométriques, soient presque isométriques.

Considérons I'ensemble Jz de tous les espaces qui s'obtiennent d'un
espace donné E du type (6), lorsqu'on en remplace la norme par une norme
équivalente quelconque. |l est évident que tout espace qui appartient a Je
est isomorphe avec E et que tout espace isomorphe avec E est isométrique
avec un espace de I'ensemble Jz. Divisons Jg en sous-ensembles, en rangeant
deux espaces dans le méme sous-ensemble t, lorsqu'ils sont presque isométriques.
Pour deux sous-ensembles |; et t; de Je posons (i1, t) = (E,E;) ol E; et E,.,
sont des espaces arbitraires appartenant respectivement a l; et I,. On peut
montrer que cette définition est univoque et que I'ensemble I de tous les
I, ainsi métrisé, constitue un espace métrique complet. Jai introduit ces no-
tions en collaboration avec M. S. M azur.

§7. On peut étudier aussi des produitsinfinis. Désignons par (E; X E; X ...)c
ou E; E,.. sont des espaces du type (B) l'espace E du type (B) défini comme
suit: les éléments de E sont toutes les suites {x,} ou X, E, pour « = 12,..
et telles que Um || x,l'lagdifion et la multiplication par nombres terme

H Yy

a terme; la norme {x,,} It < max i x, | . On définit dune fagon analogue p.
S ]
ex. les espaces (E, X Es X ..)e, Bt X E; X ..)m €t (B, X B X .)l, ot p7= 1.

§ 8. P. Urysohn a éé premier a démontrer |'existence d'un espace
métrique séparable contenant des sous-espaces isométriques a tout espace
métrique séparable donné davance (v. P. Urysohn, Sur un espace métrique
universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1—38).

§ 9. On ne sait pas si I'équivalence des espaces E, et I, entraine tou-
jours l'isomorphie des espaces E; et E, (cf. th. 11, p. 188). La réciproque
du th. 12, p. 189, est évidemment fausse, mais on ignore s'il en est de méme
de la réciproque du th. 13, p. 189, a savoir, si I'équivalence entre I'espace E du
type (B) séparable et |'espace £ entraine, oui ou non, I'existence dans toute suite
bornée d'éléments de E d'une suite partielle faiblement convergente vers un
élément de E. La question suivante reste aussi ouverte: étant donné un es
pace E du type (B) tel que I'espace conjugué F n'est pas séparable, existe-t-il
dans E une suite bornée d'éléments ne contenant aucune suite partielle fai-
blement convergente?

CHAPITRE XI1.

Nous allons énumérer ici une série de propriétes isométriques, resp. iso-
morphes, resp. dimensionnelles, c. & d. qui se reproduisent, lorsqu'on passe d'un
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espace du type {B) qui en jouit a un espace quelconque isométrique, resp.
isomorphe, resp. de dimension linéaire égale.

Propriétés isométriques:

(1) La convergence faible d'une suite d'éléments {x,} vers I'élément X,
jointe & I'égalité Um | x, ;== x|, entraine lim |x, —x,|=14.

Ao Ao

(2) |xi=1 entraine I'existence dune et dune seule fonctionnelle Ii-
néaire f{x) telle que f{xe} =1 et |f| = 1.

(3) Isométrie de I'espace avec l'espace conjugué.

(4) Isométrie de l'espace avec chaque sous-ensemble linéaire et fermé

a une infinité de dimensions.
(5) Isométrie entre tout couple de sous-ensembles linéaires a un nom-

bre fini donné n= 2 de dimensions.

Propriétés isomorphes:

(6) Existence d'une base.

(7) Existence pour tout sous-ensemble linéaire fermé S d'un sous-en-
semble linéaire fermé T tel que tout élément x se laisse représenter d'une
seule maniere dans la forme x= s+t ou sCSet tCT.

(8) Existence pour tout sous-ensemble linéaire fermé S d'une transfor-
mation linéaire de I'espace entier en S entier.

(9) Existence pour tout espace séparable E d'une transformation liné-
aire de l'espace donné en E tout entier.

(10) Isomorphie de l'espace avec |'espace conjugué.

(11) Isomorphie de l'espace avec son carré.

Propriétes dimensionnelles:

(12) La propriété d'étre faiblement complet.

(13) Compacticité faible des sous-ensembles bornés.

(14) Existence de la base dans tout sous-ensemble linéaire fermé.

(15) Isomorphie de tous les sous-ensembles linéaires fermés & une in-

finité de dimensions.

(16) Egalité de la dimension linéaire de tous les sous-ensembles liné-
aires fermés a une infinité de dimensions.

(17) Equivalence entre la convergence faible des ééments et leur con-

vergence suivant la norme.
(18) Egalité entre la dimension linéaire de I'espace et celle de son carré.

Sur le tableau qui suit la présence et |'absence connues de ces proprié-
té dans divers espaces est désignée respectivement par + -;  les mailles
libres correspondent aux problemes ouverts, d'ailleurs pas faciles.
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Comme I'a remarqué M. S. M azur, il existe des espaces séparables
a une infinité de dimensions qui, sans étre isomorphes avec (L?), jouissent
de la propriété (3), donc aussi de la propriété (10), tandis qu'il n'en existe
aucun, du moins parmi les espaces connus, qui jouisse de la propriété (4),
(5) ou (14). M. Mazur a démontré d'autre part, que tout espace séparable,
a une infinité de dimensions et qui possede la propriété (5) pour n=2 est,
réciproquement, isométrique avec (L?). La propriété (6) est en défaut dans tous
les espaces non séparables, mais on ignore si tous les espaces séparables la
possedent. On ne sait non plus s'il existe un espace séparable a une infinité
de dimensions qui, sans étre isomorphe & (L3, (L) ou (/), poséde la propriété
(8). Les propriétés (11) et (18) se présentent pour tous les espaces connus
a une infinité de dimensions; on ignore cependant s'il en est ainsi en géné
ral pour tous les espaces pareils. On ne sait ni démontrer, ni réfuter que
tout espace séparable jouit de la propriété (14). Enfin, on ne connait aucun
exemple d'espace a une infinité de dimensions qui, sans étre isomorphe avec
(L), posside la propriété (15).

On remarquera qu'aucune des propriétés isométriques envisagées ici n'est
une propriété isomorphe. Or, nous ne savons pas S toutes les propriétés
isomorphes qui ont été énumérées ne sont en méme temps des propriétés
dimensionnelles. Parmi les autres problemes restés ouverts signalons les
suivants:



246 Remarques.

1° Soient Xi(x) et X(x) deux fonctionnelles linéaires quelconques dé
finies dans un espace E du type (B) a une infinité de dimensions et ne san-
nulant pas identiquement. G; et G, désignant respectivement les ensembles
des éléments de E ou ces fonctionnelles s'annulent, on peut montrer que
dim, (G,) = dim, (Gy); or, est-il vrai que dim; (G;) = dim, (E)?

2° Les dimensions linéaires de deux espaces du type (B) étant suppo-
sées incomparables, est-il vrai qu'il en est deméme de celles de leurs carrés?

Notons pour terminer quelques résultats de M. S. Mazur concernant
la géométrie des espaces vectoriels normés.

E désignant un tel espace, appelons trandation toute transformation
isométrique de I'espace E en lui-méme de la forme U (X) =X + X, oU %< E;
les ensembles s'obtenant par translation des ensembles linéaires s'appelleront
variétés linéaires. Une variété linéaire H=E portera le nom d'hyperplan, lors-
qu'il n'existe aucune variété linéaire fermée G telle que fic GCE et H¥ G+ E.
Nous dirons qu'un ensemble A est situé d'un coté de I'hyperplan H, lorsque
tout segment unissant deux point de A— H est disjoint de H. Un ensemble C
sera dit corps convexe, lorsqu'il est fermé, convexe et contient des points inté-
rieurs. Un hyperplan H s'appellera plan d'appui (,Stiitzebene") du corps con-
vexe C, lorsque C est situé d'un coté et a la distance O de H; en particulier H
peut donc passer par des points frontiéres de C.

Ceci posé, on a le théoreme: par tant point frontiere x, d'un corps con-
vexe C passe un plan d'appui H de C (cf. G. Ascoli, Sugli spaz lineari...,
Annali di Mathematica X (1932), p. 33—81). |l en résulte que tout ensemble
convexe fermé est faiblement fermé. En d'autres termes: étant donnée une
suite {x,} de points de E, faiblement convergente vers x,CE, il existe des

nombres non-négatifs e a indices naturels, tels que i) =0 pour tout n

oo

a partir d'un certain i et que la suite de points {,}., ou y, =ZC§"’~‘: pour
i=1

i=
tout i & partir d'un certain n, converge vers le point X,. Cette derniére con-
vergence a été obtenue par M. S. Mazur et moi d'abord par une autre voie.

En particulier, pour l'espace (C) elle a été établie aussi par MM. D. C.
Gillespie e¢ W. A. Hurwitz (v. On sequences of continuons functions ha-
ving continuons limits, Transact. Americ. Math. Soc. 32 (1930), p. 527—543) et,
indépendamment, par M. Z. Zalcwasser (v. Sur une propriété du champ des
fonctions continues, Studia Mathematica Il (1930), p. 63—67).

On peut montrer de plus que la condition nécessaire et suffisante pour
la convergence faible d'une suite (bornée) de points {x,} vers un point Xo,
est que tout corps convexe (borné) contenant une infinité de points x, con-
tienne le point X.
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ment 130,239), de I-e, dell-ecatégorie
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