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Vorwort.

Zweck des vorliegenden Heftes ist eine axiomatische Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der leitende Gedanke des Verfassers
war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche
noch unlangst fur ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die Reihe
der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik ein-
zuordnen. Vor der Entstehung der LKBESGUEschen MaB- und Inte-
grationstheorie war diese Aufgabe ziemlich hoffnungslos. Nach den
LEBESGUEschen Untersuchungen lag die Analogie zwischen dem Male
einer Menge und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses sowie zwischen
dem Integral einer Funktion und der mathematischen Erwartung
einer zufalligen GroRe auf der Hand. Diese Analogie lieR sich auch
weiter fortfiihren: so sind z. B. mehrere Eigenschaften der unabhangigen
zufélligen GréRen den entsprechenden Eigenschaften der orthogonalen
Funktionen vollig analog. Um, ausgehend von dieser Analogie, die
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden, hatte man noch die MaR-
und Integrationstheorie von den geometrischen Elementen, welche bei
LEBESGUE noch hervortreten, zu befreien. Diese Befreiung wurde von
FRECHET vollzogen.

Der diesen allgemeinen Gesichtspunkten entsprechende Aufbau der
Wahrscheinlichkeitsrechnung war in den betreffenden mathematischen
Kreisen seit einiger Zeit geldufig; es fehlte jedoch eine vollstandige
und von uberflissigen Komplikationen freie Darstellung des ganzen
Systems (es befindet sich allerdings ein Buch von FRECHET (Literatur-
verzeichnis[2]) in Vorbereitung).

Ich moéchte hier noch auf digjenigen Punkte der weiteren Darstel-
lung hinweisen, welche aullerhalb des erwéahnten, den Kennern ver-
trauten ldeenkreises liegen. Diese Punkte sind die folgenden: Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen in unendlich-dimensionalen Raumen (drittes
Kap., 84), Differentiation und Integration der mathematischen Er-
wartungen nach einem Parameter (viertes Kap., § 5), vor allem aber
die Theorie der bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungen
(funftes Kap.). Es sei dabei hervorgehoben, dal diese neuen Frage-
stellungen notwendigerweise aus einigen ganz konkreten physikalischen
Fragestellungen entstanden sind*.

1vgl. z. B. die in der FuRnotel auf der S. 41 zitierte Arbeit von Herrn LEONTO-
WITSCH und dem Verfasser sowie M. LEONTOWITSCH : Zur Statistik der kontinuier-
lichen Systeme und des zeitlichen Verlaufes der physikalischen Vorgénge. Phys.
Z. Sowjetunion Bd. 3 (1933) S. 35-63.
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Das sechste Kapitel enthalt eine Ubersicht (ohne Beweise) einiger
Resultate von Herrn KHINTCHINE und dem Verfasser Uber die Anwend-
barkeitsgrenzen des gewdhnlichen und des starken Gesetzes der grolien
Zahlen. In dem Literaturverzeichnis sind einige neuere Arbeiten an-
gegeben, welche vom Standpunkte der Grundlagenfragen von Interesse
sein durften.

Herrn A. KHINTCHINE, der das ganze Manuskript sorgféltig durch-
gelesen und dabei mehrere Verbesserungen vorgeschlagen hat, danke
ich an dieser Stelle herzlich.

Kljasma bei Moskau, Ostern 1933.
A. KOLMOGOROFF,
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Erstes Kapitel.

Die elementare
W ahrscheinlichkeitsrechnung.

Wir nennen elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung denjenigen
Teil der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in welchem Wahrscheinlichkeiten
von nur endlich vielen zufélligen Ereignissen vorkommen. Die Sétze,
die hier gewonnen werden, werden natiirlich angewandt auch auf Fragen,
die mit unendlich vielen zufélligen Ereignissen verbunden sind, aller-
dings braucht man bei der Behandlung dieser letzteren Fragen auch
wesentlich neue Prinzipien. Deshalb wird ein sich gerade auf den Fall
unendlich vieler zufélliger Ereignisse beziehendes Axiom der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeitstheorie erst zu Beginn des zweiten Kapitels
eingefihrt (AxiomV1).

Die Wahrscheinlichkeitstheorie als mathematische Disziplin soll und
kann genau in demselben Sinne axiomatisiert werden wie die Geometrie
oder die Algebra. Das bedeutet, dal3, nachdem die Namen der zu unter-
suchenden Gegenstéande und ihrer Grundbeziehungen sowie die Axiome,
denen diese Grundbeziehungen zu gehorchen haben, angegeben sind,
die ganze weitere Darstellung sich ausschliellich auf diese Axiome
grinden soll und keine Riicksicht auf die jeweilige konkrete Bedeutung
dieser Gegenstdnde und Beziehungen nehmen darf.

Dementsprechend wird im 8 1 der Begriff .eines Wahrscheinlichkeits-
feldes als eines gewissen Bedingungen geniigenden Mengensystems defi-
niert. Was die Elemente dieser Mengen sind, ist dabei fir die rein
mathematische Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung véllig
gleichgiltig (man vgl. die Einfuhrung der geometrischen Grundbegriffe
in HILBERTS ,Grundlagen der Geometrie" oder die Definitionen von
Gruppen, Ringen und Korpern in der abstrakten Algebra).

Jede axiomatische (abstrakte) Theorie lalt bekanntlich unbegrenzt
viele konkrete Interpretationen zu. In dieser Weise hat auch die mathe-
matische Wahrscheinlichkeitstheorie neben derjenigen ihrer Inter-
pretationen, aus der sie aufgewachsen ist, auch zahlreiche andere.
Wir kommen so zu Anwendungen der mathematischen Wahrscheinlich-
keitstheorie auf Untersuchungsgebiete, die mit den Begriffen des Zu-
falls und der Wahrscheinlichkeit im konkreten Sinne dieser Begriffe
nichts zu tun haben. Derartigen Anwendungen ist der Anhang ge-
widmet.
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Dic Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann auf ver-
schiedenc Weisen geschehen, und zwar beziehen sich diese verschiedencn
Mbglichkeiten sowohl auf die Wahl der Axiome als auch auf die der
Grundbegriffe und Grundrelationen. Wenn man allerdings das Ziel
der moglichen Einfachheit des Axiomensystems und des weiteren Auf-
baus der darauf folgenden Theorie im Auge hat, so scheint es am zweck-
mibigsten, die Begriffe cincs zufilligen Ereignisses und seiner Wahr-
scheinlichkeit zu axiomatisieren. Es gibt auch andere Begriindungs-
systeme der Wahrscheinlichkeitsrechnung, ndmlich solche, bei denen
der Wahrscheinlichkeitsbegriff nicht zu den Grundbegriffen ziihlt,
sondern durch andere Begriffe ausgedriickt wirdl. Dabei wird jedoch
cin anderes Ziel angestrebt, nimlich der gréBtmégliche Anschlul3 der
mathematischen Theoric an die empirische Entstehung des Wahrschein-
lichkeitsbegrifies,

§ 1. Axiome?,

Es sei E eine Menge von Elementen &, 17, £, . . ., welche man elemen-
lare Ereignisse nennt, und § eine Menge von Teilmengen aus E; die
Elemente der Menge § werden weiter zufillige Eveignisse genannt,

I. % ist ein M engenkorper?,
11. 5 enihilt die Menge E.

II1. jeder Menge A aus § tst eine michinegalive reelle Zahl P(A)
zugeordnel, Diese Zahl P(A) nennt man die Wahrscheinlichkeit des
Ercignisses A.

IV. P(E) = 1.

V. Wenn A und B disjunkt sind, so gilt
P{4d -+ B} = P(A4) + P(B).

Ein Mengensystem § mit ciner bestimmten Zuordnung der Zahlen
P(A4), welche den Axiomen 1—V geniigt, nennt man cin Wakrscheinlich-
keitsfeld,

Unser Axiomensystem [—V ist widerspruchsfrei. Das zeigt folgendes
Beispiel: £ besteht aus einem cinzigen Elemente &, § aus £ und der
Nullmenge 0, wobei P(E) = 1, P(0) = 0 gesetzt ist.

* Vgl. z. B. R, von Misgs [1) und [2] und 5. BERNSTEIN [1].

2 Ein Leser, der den folgenden Axiomen sofort vinen kenkreten Sinn geben
will, soll sogleich den § 2 lesen.

# Vgl. Havspor¥r: Mengenlehre 1927 S. 78. Ein Mengensystem heilit cin
Kérper, wenn Summe Durchschnitt und Differenz von zwei Mengen des Systems
wieder dem System angehéren. Jeder nicht lecre Mengenkorper enthilt die Null-
menge . Wir bezeichnen mit HauvsporrF den Durchschnitt von A und B mit
AL, dic Vereinigungsmenge von A und B im Falle AR = 0 mit 4 + I, allgemein
aber mit 4 4+ B, und die Differenz von 4 und B mit 4 — B. Das Komplement
E — A4 der Menge A wird durch 4 bezeichnet. Dic elementaren Rechengesetze
fur Mengen und ihre Durchschnitte, Summen und Differenzen werden weiter als
bekannt vorausgesetzt. Mengen aus {§ werden weiter mit groBen lateinischen
Buchstaben bezeichnet.
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Unser Axiomensystem ist aber wnvollstindig: in verschiedencn
Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet man verschie-
dene Wahrscheinlichkeitsfelder.

Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsfeldern. Einfachste Wahrschein-
lichkeitsfelder konstruiert man folgendermaBen: Man nimmt eine be-
licbige endliche Menge E = {&,, &, ..., &} und eine beliebige Menge
{1, P2, - - -» P} vonr nichinegativen Zahlen mit der Summe 2, 4 $,
-+ eor 4 P =1, als F nimmt man dic Gesamtheit aller Untermengen
von E und setzt P{&,&,,... &} =5, +0;, +--- + pi;. Man
sagt in diesem Falle, daB py, §,, . . ., p; die Wahrscheinlichkeiten der
elementaren Fille &, &,, ..., § odcr die elementaren Wahrscheinlich-
keiten sind. So erhilt man alle méglichen endlichen Wahrscheinlich-
keitsfelder mit der Gesamtheit aller Untermengen von F als §§ (man
nenit dabei ein: Wahrscheinlichkeitsfeld endlich, wenn die Menge E
endlich ist}). Fiir weitere Beispiele vgl. zweites Kapitel, § 3.

§ 2. Das Verhiltnis zur Erfahrungswelt !,

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die reelle Er-
fahrungswelt geschicht nach dem folgenden Schema:

1. Es wird cin gewisser Komplex & von Bedingungen vorausgesetzt,
welcher unbeschrinkter Wiederholung fihig ist.

2. Man untersucht einen hestimmten Kreis von Ereignissen, welche
infolge der Recalisation der Bedingungen & cntstehen kénnen. In den
einzelnen Fillen der Realisation der Bedingungen & verlaufen die
crwithnten Ercignisse im allgemeinen aaf verschiedene Weisen, Es
sei £ dic Menge der verschicdenen méglichen Varianten &,,&,,...
des Verlaufes der besagten Ercignisse. Einige unter diesen Varianten
brauchen dabei iiberhaupt nicht zur Realisation zu gelangen. Wir
nehmen in die Menge F alle Varianten auf, die wir a priori fiir mégtich
crachten.

3. Wenn die nach der Realisation der Bedingungen © praktisch
aufgetretenc Variante unserer Ercignissc zu der (durch irgendwelche
Bedingungen definierten) Menge A gehort, so sagen wir, dall das Er-
cignis 4 stattgefunden hat.

1 KEin Leser, der sich nur fur die rein mathematische Entwicklung der Theorie
intercssiert, brancht diesen Paragraphen nicht zu lesen -~ dic weitere Darsteliung
beruht auf den Axiomen des § 1 und benutzt nicht dic Uberlegungen des gegen-
wirtigen Paragraphen. In dicsem wollen wir uns mit dem bloBen Hinweis auf
die empirische Entstchung der Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung begniigen
und lassen deshalb ecine eingehende philosophische Untersuchung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes in der Erfahrungswelt bewulBit beiseite. In der Darstetlung der
notwendigen Voraussetzungen flir dic Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf dic Welt der rcellen Geschehnisse folgt der Verfasser im hohem MaBe

den Ausfithrungen von Herrn von Mises {vgl. insbesondere [1] S.21—27: ,,Das
Verhaltnis der Theoric zur Erfahrungswelt”),
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Beispiel. Der Komplex der Bedingungen & besteht darin, daR
man zweimal eine Minze wirft. Der Kreis von Ereignissen, von dem
unter 2. die Rede war, besteht darin, dal3 bei jedem Wurf der Kopf
bzw. der Adler zum Vorschein kommt. Daraus folgt, dal} im ganzen
vier verschiedene Varianten {Elementarereignisse) maoglich sind, namlich

Kopf—Kopf, Kopf—Adler, Adler—Kopf, Adler—Adler.

Als Ereignis A betrachte man eine Wiederholung. Dieses Ereignis
besteht aus dem Inbegriff des ersten und vierten Elementarereignisses.
Man kann also jedes Ereignis als Menge von Elementarereignissen be-
trachten.

4. Unter gewissen Bedingungen, auf die wir hier nicht naher ein-
gehen wollen, kann man voraussetzen, dafd einem Ereignis A, welches
infolge der Bedingungen A auftritt oder nicht, eine gewisse reelle Zahl
P(A) zugeordnet ist, welche folgende Eigenschaften besitzt:

A. Man kann praktisch sicher sein, dal3, wenn man den Komplex
der Bedingungen & eine groRe Anzahl von n Malen wiederholt und
dabei durch m die Anzahl der Félle bezeichnet, bei denen das Ereignis A
stattgefunden hat, das Verhéltnis mn sich von P(A) nur wenig unter-
scheidet.

B. Ist P(A) sehr klein, so kann man praktisch sicher sein, dal bei
einer einmaligen Realisation der Bedingungen & das Ereignis A nicht
stattfindet.

Empirische Deduktion der Axiome. Gewdhnlich kann man voraus-
setzen, dal das System % der in Betracht kommenden Ereignisse
A B, C, .. . denen gewisse Wahrscheinlichkeiten zugeschrieben sind,
einen Mengenkorper bildet, welcher E als Element enthadlt (Axiome |
und Il sowie die erste Héalfte des Axiomes| || — die Existenz der

Wahrscheinlichkeiten). Es ist ferner evident, dal3 stets D 5?:5;'121 ist,

so daf} die zweite Halfte des Axioms| |1 durchaus as natarlich er-
scheint. Fir das Ereignis E gilt immer m — n, weshalb man natirlicher-
weise P(E) = 1 setzt (Axiom V). Sind schlieflich A und B mit-
einander unvertraglich (d. h. sind die Mengen A und B disjunkt), so
ist m = my 4 m,, wobei m,m;, m,; der Reihe nach die Anzahl der
Versuche bezeichnet, in denen das Ereignis A + B bzw. A bzw. B
auftritt. Daraus folgt

mo__ P
W= T
Es erscheint also als angebracht, P(A +B) = P(A) + P(B) zu setzen.
- Bemerkung |. Aus der praktischen Sicherheit zweier Behaup-
tungen folgt die praktische Sicherheit der Behauptung ihrer gleich-
zeitigen Richtigkeit, obwohl der Sicherheitsgrad sich dabei ein wenig
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erniedrigt. Ist jedoch die Anzahl der Behauptungen sehr grof3, so lassen
sich aus der praktischen Sicherheit jeder einzelnen dieser Behauptungen
in bezug auf die Richtigkeit der simultanen Behauptung tberhaupt
keine .Schllisse ziehen. .Deshalb folgt aus dem Prinzip A noch keines-
wegs, dald bei einer sehr grofen Anzahl von Serien von Versuchen, von
denen jede Serie aus n Versuchen besteht, in jeder Serie der Quotient
emin sich von P{A) wenig unterscheiden wird.

Bemerkung IL Dem unmdglichen Ereignis (der leeren Menge)
entspricht kraft unserer Axiome die Wahrscheinlichkeit P(0) = 0*,
wahrend umgekehrt aus P{A) = 0 die Unmdoglichkeit des Ereignisses A
durchaus nicht zu folgen braucht; nach dem Prinzip B folgt aus dem
Nullwerden der Wahrscheinlichkeit nur, dafd bei einer einmaligen
Realisation der Bedingungen & das Ereignis A praktisch unméglich
ist. ~Das bedeutet jedoch keineswegs, dal? auch bei einer genlgend
langen Reihe von Versuchen das Ereignis A nicht auftreten wird.
Andererseits kann man nach dem Prinzip A nur behaupten, dal3 bei
P{A) = 0 und sehr groRem n der Quotient m/n sehr klein wird (er
kann z. B. gleich \jn sein).

8 3. Terminologische Vorbemerkungen.

Wir haben die eigentlichen Objekte unserer weiteren Betrachtungen
— die zufélligen Ereignisse — as Mengen definiert. Mehrere mengen-
theoretische Begriffe bezeichnet man aber in der Wahrscheinlichkeits-
_rechnung mit anderen Namen. Wir wollen hier ein kurzes Verzeichnis
solcher Begriffe geben.

Mengentheor etisch. Im Falle der zufélligen Ereignisse.
1. A und B sind disjunkt, d. h. 1. Die Ereignisse A und B sind
AB —0. unvereinbar.
2.AB.. . N=0. 2. Die Ereignisse A, B,..., N
sind unvereinbar.
3. AB...N=X 3. Das Ereignis X besteht in der
gleichzeitigen Realisation aller
Ereignisse A, B, .. , N
4. A+ B +—+N =X 4. DasEreignis X besteht in der Er-
scheinung mindestens eines un-
ter den Ereignissen A B, ... ,N.

5. Die Komplementdrmenge A. 5. Das entgegengesetzte Ereignis
A besteht in der Nichterschei-
nung des Ereignisses A.

6. A=0. 6. A ist unmdglich.

7. A =E 7. A muB3 notwendig vorkommen.

* Vgl. §3, Formel (3).
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8. Ein System ¥ der Mengen A; 8. Ein Versuch ¥ besteht darin,

As,...,A, bildet eine Zer- dall man feststellt, welches
legung der Menge E, wenn unter den Ereignissen A
A+ A —+ A, = E ist A, ., ., Ay vorkommt. A
(das setzt bereits voraus, dai A, . . ., Ay sind die mdglichen
die Mengen A; paarweise dis- Ausgange des Versuches ¥.
junkt sind).

9. B ist eine Untermenge von A: 9. Aus der Realisation des Er-
Bc A, eignisses B folgt notwendig

dieselbe von A.

8 4. Unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, der Satz von BAYES.

Aus A + A = E und den Axiomen IV und V folgt

(1) P(4) + P(d) =1,

©) P(A) = 1 — P(4).

Da E = 0 ist, erhdt man insbesondere

K P{0) =0.

Wenn A, B, ..., N unvereinbar sind, so folgt aus dem Axiom IV die
Formel

@  PA+ B+t N)=PA) £ PB) + -+ PE)
(der Additionssatz).
Wenn P{A) >0 ist, so nennt man den Quotienten

P{4dB

die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B unter der Bedingung A ,
Aus (5 folgt unmittelbar

(6) P(AB) =P{4)P4(B).
Ein Induktionsschlul? ergibt sodann die allgemeine Formel
7 P(Ady.. . A) =P{A) P4 (A Pya,{4s) - . Paa,... 40, (40)

(derMultiplikationssatz).
Man beweist auch leicht folgende Formeln:

©®) P.(B) =0,

9 P4(E} =1,

(10 P4(B + C) = P4(B) + P,(C}.

Vergleicht man diese Formeln (8) bis (10) mit den Axiomen | | | bis V,

so ergibt sich, daB das Mengensystem & mit der  Mengenfunktion P4 (B)
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R

(bei einer festen Menge A) ein Wahrscheinlichkeitsfeld bildet. Folglich
gelten alle fir die Wahrscheinlichkeiten P(B) bewiesenen allgemeinen
Sitze auch fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten PA(B) (mit einem
festen Ereignisse A). Man bemerkt noch leicht, daf3
) Py(4) =1
ist.

Aus (6) und der symmetrischen Formel

P(AB) = P(B) Py (4}
ergibt sich die wichtige Formel
P{4) P, (B
welche eigentlich den Satz von BAYES enthalt.
Satz Uber die vollstéandige Wahrscheinlichei
t. Essel

A+ At . +A— E (das setzt voraus, dal3 die Ereignisse A; .

A_ 1inverainhar <incA 11nd X haliehin Nann it _
P(X) = P{A)) P4 (X} + P{A) P (X) + -+ + P{4,) Py (X).

Beweis.

)

X=A,X+ A, X + - + Ao X,

nach (4) hatpmen _sgenij, xy .4+
P(X) = P(4,X) +

P(4,X} = P4} P4 (X).
nach (6) gilt aber dabei o
P(A‘,X) = P(Az) PA:(X) °I"

Satz von BAYES. ESsei.d. +Aq +-:- 4+ 4. = E und X beliebia.
P(4) P4, (X)

oy {T* ) = TP+ PP X) + PP )
§i=1,2,3,..., k4.

Man nennt dabei ofters A; A, . . ., Ay ,,Hypothesen" und sagt, daf
die Formel (14) die Wahrscheinlichkeit P(A) der Hypothese A; nach
dem Auftreten des Ereignisses X angibt. [P(A;) wird dabei as die
Wahrscheinlichkeit a priori von A; bezeichnet.]

Beweis. Nach der Formel (12) hat man

P(4) Pa(X)
P(X) -
Um die Formel (14) zu gewinnen, bleibt nur die Wahrscheinlichkeit,

P(X) durch ihren Ausdruck (13) nach dem Satze iiber die vollstandige
Wahrscheinlichkeit zu ersetzen.

Pr(d) =
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§ 5. Unabhangigkeit.

Der Begriff der gegenseitigen Unabhangigkeit zweier oder mehrerer
Versuche nimmt eine in gewissem Sinne zentrale Stellung in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ein. In der Tat haben wir schon gesehen, daf
die Wahrscheinlichkeitsrechnung vom mathematischen Standpunkte
aus as eine spezielle Anwendung der allgemeinen Theorie der additiven
Mengenfunktionen betrachtet werden kann. Man kann sich natdrlich
fragen, wie ist es dann moglich, dal die Wahrscheinlichkeitsrechnung
sich in eine groRe, ihre eigenen Methoden besitzende selbstandige
Wissenschaft entwickelt hat?

Diese Frage zu beantworten, heif3t die Spezialisierung anzugeben,
die die algemeinen Fragestellungen Uber additive Mengenfunkhonen
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung erfahren.

Der Umstand, da3 unsere additive Mengenfunktion P{A) nicht
negativ ist und der Bedingung P{E) = 1 genugt, bedingt natirlich
noch keine tiefliegenden eigentiimlichen Probleme. Zuféllige Grolien
(vgl. drittes Kap.) sind vom mathematischen Standpunkte aus nichts
anderes as in bezug auf P(A) meflbare Funktionen, wahrend ihre
mathematischen Erwartungen abstrakte LEBESGUEsthe Integrale sind.
(Diese Analogie wurde zum erstenmal in den Arbeiten von M. FRECHET
vollig erklart’) Die Einfiihrung der genannten Begriffe kénnte aso
auch noch keine Basis fur die Entwicklung einer grof3en originellen
Theorie liefern.

Geschichtlich ist die Unabhangigkeit von Versuchen und zufélligen
Grolen derjenige mathematische Begriff, welcher der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ihr eigenartiges Geprége gibt. Die klassischen Arbeiten
von LAPLACE, POISSON, TCHEBY CHEFF, MARKOFF, LIAPOUNOFF, V. MISES
und BERNSTEIN sind in der Tat im wesentlichen der Untersuchung von
Reihen unabhéngiger GrofRen gewidmet. Wenn man in den neueren
Untersuchungen (MARKOFF, BERNSTEIN usw.) Ofters die Forderung der
vollstandigen Unabhéngigkeit ablehnt, so sieht man sich immer ge-
zwungen, um hinreichend inhaltreiche Resultate zu erhalten, ab-
geschwéchte analoge Forderungen einzufihren. (Vgl. in diesem Kap.
86 — MARKOFthe Ketten.)

Man kommt aso dazu, im Begriffe der Unabhangigkeit wenigstens
den ersten Keim der eigenartigen Problematik der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu erblicken — ein Umstand, welcher in diesem Buche nur
wenig hervortreten wird, dawir hier hauptsachlich nur mit den logischen
Vorbereitungen zu den eigentlichen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Untersuchungen zu tun haben werden.
~ Es ist dementsprechend eine der wichtigsten Aufgaben der Philo-
sophie der Naturwissenschaften, nachdem se die vielumstrittene Frage

Y'vgl. [1] und [2].
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Uber das Wesen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes selbst erkléart hat,
die Voraussetzungen zu préazisieren, bei denen man irgendwelche gegebene
reelle Erscheinungen fir gegenseitig unabhéngig halten kann. Diese
Frage fallt allerdings aus dem Rahmen unseres Buches.

Es seien # Versuche 9®, 9®, .. ., 94", d. h. # Zerlegungen

E=AP + AP+ -+ + A7) i=1,2,...,n
der Grundmenge E gegeben. Im allgemeinen kann manr =ryrp . . . Iy
Wahrscheinlichkeiten

Patn...an=PAR AR ... AT =
beliebig unter der einzigen Bedingung
(1) 2 pﬁ‘u‘h
11 qll'l'!

wahlen®.
Definitionl. Man nennt n Versuche %, A2, .. ., ™ gegenseitig
unabhéngig, wenn bei beliebigen g,,¢,. ..., ¢, die Gleichung

(2)| P(A(l) [2). (ﬁ)) — P(A(l)) P( (2) L P(Ag:l'
gilt.

Man hat unter den r Gleichungen (2) nur r — 7z, — #p.—eee—z,
+ # — 1 unabhangige®.

Satz I. Wenn n Versuche '\, 1=, , . ., %" gegenseitig unabhéngig
sind, so sind auch irgendwelche m {m << #) Versuche [, 91, 9ftim)
unter ihnen unabhangig®.

! Man konstruiert ein Wahrscheinlichkeitsfeld mit beliebigen, nur den er-
wahnten Bedingungen unterworfenen Wahrscheinlichkeiten pg, 4, ... ¢, folgender-
maRen: die Menge E bestehe aus r Elementen &, 4, ...qan di€ entsprechenden
elementaren Wahrscheinlichkeiten seien pgq,... gu: endlich sei A(') die’ Menge
aJIer Eqiqa...qn Mit i —q.

2 1n der Tat kann man im Unabhangigkeitsfalle nur » + 7, 4+ ...+ 7,

Wahrscheinlichkeiten p;" = P{A‘”} beliebig wéhlen, und zwar unter der Geltung
von n Bedingungen .
pll} =1
b

Man hat also im allgemeinen Falle r — \ Freiheitsgrade und im Falle der Un-
abhangigkeit nur vy +#g 4 -+ 7, — n.

3 Zum Beweise geniigt es, zu zeigen, dai aus der gegenseitigen Unabhéngigkeit
von n Zerlegungen die gegenseitige Unabhangigkeit von n — \ ersten unter ihnen
folgt. Es sei also angenommen, dal3 die Gleichungen (2) erfillt sind. Dann ist

P(4l4D... A0 ZP (AP AR... 4D

LLE

= PAD P .. PLAL) ZP(4Z) = PR PG .. PR,

$u—1

w. z. b. w.
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Es gelten folglich im Falle der Unabhangigkeit die Gleichungen
@ PAPAR . AL PP (D). P(al)

(5,. sollen dabei alle verschieden sein).

DefinitionlIL n Ereignisse 4,,A4s,..., 4, SiNd gegenseitig un-
abhangig, wenn die Zerlegungen (Versuche)

E=A+ 4, E=1,2,..,n
unabhéangig sind.

In diesem Falle ist #, = #, = .- =7, = 2, # = 3% esgibt folglich
unter den 2" Gleichungen (2) nur 2* — » — 1 unabhangige. Die folgen-
den 3* — 5 — { Gleichungen sind auch fur die Unabhangigkeit der Er-
eignisse A,, A5, ..., 4, notwendig und hinreichend*:

@) Pi{di s, . Ay,) = P(A:) P{43). . .P(44,).
m_1,2,...,n,
1=t <<l rve g im
Diese Gleichungen sind alle gegensestig unabhingig. Im Falle n = 2
erhdlt man nach (4) nur eine (2® — 2 — 1 = 1) Bedingung fiir die
Unabhingigkeit von zwei Ereignissen 4, und A4,:

(5) P{d, 4,) = P(4,)P(4,).

Das System der Gleichungen (2) besteht in diesem Falle aul}er (5) noch
aus drei Gleichungen:

P(4,4,) = P(4) P(Az)
P(d; 4,) = P(4)P(4,
P(4,4,) = P(4,)P(4,

welche in ersichtlicher Weise aus (5) folgen :
Man braucht dabei kaum zu bemerken, da3 aus der paarweisen
Unabhangigkeit der Ereignisse 4,, 44, ..., 4,, d. h. aus der Relation

P(4:4)) = P(4,)P(4)) i

im Falle k >z noch keineswegs die Unabhéangigkeit dieser Ereignisse
folgt® [dafiir ist das Bestehen aller Gleichungen (4) notwendig].

' 'vgl. S BERNSTEIN [1], S.47-57. Der Leser kann das Ubrigens selbst
muhelos nachprufen (Induktionsschluf).

B P{AIAE} = P{Al} - P{AlAs} - P(Al} — P{AﬂP{As) = P4, {1 - P(As)}
= P{4,) P{A4,) usw.

3 Das zeigt auch das folgende einfache Beispiel (S. BERNSTEIN): Die Menge E
besteht aus vier Elementen &, &,, &;, §,. die entsprechenden elementaren Wahr-
schcmhchkelten P1s Pa, P35, By werden alle gleich )} gesetzt und A = {§, &},

= {&, &}, € ={&, &} ist. Man berechnet leicht, daB dann P(4} = P(B)
= P{C} =}, P(AB) = P(BC) = P{4) = } = (}}%, P{4BC) = } & {}}® ist.
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Wir haben bei der Einfhrung des Unabhéngigkeitsbegriffes die
bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht gebraucht. Unser Ziel war dabei,
das Wesen dieses Begriffes rein mathematisch moglichst klar darzustellen.
Seine Anwendungen beruhen aber meistens auf Eigenschaften gewisser
bedingter Wahrscheinlichkeiten. Nehmen wir an, da alle Wahrschein-
lichkeiten P(A;"’) positiv sind, so folgt aus den Gleichungen (3), daR

(6) Pt Al =D (457) = pagw

ist'. Aus dem Bestehen der Formeln (6) folgen umgekehrt nach dem
Multiplikationssatz [Formel (7) aus 84] die Formeln (2). Wir haben
also den

Satz || . Im Falle positiver Wahrscheinlichkeiten P {4} ist folgende
Bedingung fir die Unabhangigkeit der Versuche #‘*, 91%:, |, Y™ not-
wendig und hinreichend: Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Aus-
ganges .Ag‘) des Versuches A% unter der Hypothese, daB einige andere
Versuche @, 9%, 9% bestimmte Ausgange 4§, A%, A%, ., AU
hatten, ist der absoluten Wahrscheinlichkeit P(A%} gleich.

Auf Grund der Formeln (4) beweist man ganz analog auch den
folgenden Satz:

Satz | I1. Wenn alle Wahrscheinlichkeiten P{4;) positiv sind, so
ist das Bestehen der Gleichungen
(7) PAil"‘i:"' A‘jk(Ai) = P(Af.]
bei beliebigen paarweise verschiedenen i, %,,..., %, ¢ flr die gegen-

seitige Unabhangigkeit der Ereignisse 4,, As, ..., A, notwendig und
hinreichend.
Im Falle n = 2 reduzieren sich die Bedingungen (7) auf zwei Glei-

chungen :
®) { Py, (4s) = P4y,
P, (dy) =P(4).
Man ersieht sogleich, dal schon die Gleichung (8) allein eine notwendige

und hinreichende Bedingung fir die Unabhéngigkeit von A; und A;
darstellt, wenn nur P(4,) > 0 ist.

8 6. Bedingte Wahrscheinlichkeiten als zuféllige Grofen,
MARKOFFsthe K etten.

Es sei ¥ eine Zerlegung der Grundmenge E:
E=A4,+ 44+ 4,

! Zum Beweise erinnere man sich an die Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit [Formel (5) aus § 4] und ersetze die Wahrscheinlichkeiten der Durch-
schnitte durch Produkte der Wahrscheinlichkeiten nach der Formel (3).

Ergebnisse der Mathematik. 11/3.  Kolmogoroff. 2
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und x eine reelle Funktion des Elementarereignisses &, welche auf
jeder Menge A, einer entsprechenden Konstante a, gleich ist. Man
sagt in diesem Falle, dal? x eine zuféllige Grof3e ist, und nennt die Summe

E{x) = %:a,P (Ag)

die mathematische Erwartung der GrofRe x. Die Theorie der zufélligen
Grolzen und ihrer Erwartungen wird in dem dritten und vierten Kapitel
entwickelt, und zwar ohne Beschrénkung auf zuféllige Grofen, welche
nur endlich viele verschiedene Werte annehmen konnen.
Die zuféllige Grolke, welche auf jeder Menge A den Wert 24,,(B)
hat, nennen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B nach dem Ver-
" For u b (e
such 9 und bezeichnen se mit Py (B). Zwei Versuche ¥ und
sind aso dann und nur dann unabh&ngia. wenn
PAUI(A?') = p(Af?) g=1,2,..., 1
ist.
Sind irgendwelche Zerlegungen (Versuche) AWM, @, ., . AW ge
geben, so bezeichnen wir mit

QUIYED | ., Y

die Zerlegung der Menge E in die Produkte %g'%g ... %", DieVer-
suche %, YD, sing Y™ dann und nur dann gegenseitig unabhéangig,
wenn

Pum e .. e v (A7) = P(4P)

bei jeder Wahl von k und q ist.
Definition. Eine Folge

AW, Y@, . .., AW
von Versuchen bildet eine MARKOFFsche K ette, wenn bei jedem n und q

Pamas . ., s -0 {A7") = Pyn - (4J")
ist.

Die MARKOFFsthen K etten bilden also eine natiirliche Verallgemeine-
rung der Folgen von gegenseitig unabhangigen Versuchen. Bezeichnet
man

ﬁ‘?m in {ml ﬂ’) = Pﬁl‘:“ (A;T) ¥ m=<_H

so lautet die Grundformel der Theorie von MARKOFFschen Ketten

(1) Poign (B, 1) = qz:f’ﬂrm (5, #) Pomgalm, n). k<<m<n

! Die Notwendigkeit dieser Bedingungen folgt aus dem Satz11, § 5, daR sie
auch hinreichend sind, schliet man unmittelbar aus dem Multiplikationssatz
[Formel (7) des §4].
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Bezeichnet man die Matrix |[p,,,,, (m, #)|| mit p{m, =), so 1Bt sich (1)
in der folgenden Form darstellen:

(2} plh,n) =plk, wm)p(m,n). k<m<n*

Zweites Kapitel.

Unendliche
W ahrscheinlichkeltsfelder.

§ 1. Das Stetigkeitsaxiom.

Wir bezeichnen wie {iblich mit %Am den Durchschnitt der Mengen
A,, (in einer endlichen oder unendlichen Anzahl) und mit & 4,, ihre
Vereinigungsmenge. Nur im Falle disjunkter Mengen A, schreibt man
2 A, statt ©4,,. Es ist also
[ L

%AmzAl_{" Ag"‘ vy
ZAm =4+ A3+ -,
:DAm= AIAE .

Bei allen weiteren Betrachtungen setzen wir voraus, dald auler [—V
noch das folgende Axiom erfillt ist:
V1. Fur eine abnehmende Folge

(1) A, DA4;--- 24,2

von Ereignissen aus § mit

(2) S?A,. =0

gilt die Gleichung

(3) limP(4,) = 0. 7® -» 00

In der ganzen weiteren Darstellung nennen wir Wahrscheinlichkeils-
feld nur ein Wahrscheinlichkeitsfeld im Sinne des ersten Kapitels,
welches aullerdem dem Axiom VI geniigt. Wahrscheinlichkeitsfelder
im Sinne des ersten Kapitels kénnte man Wahrscheinlichkestsfelder im
erweiterten Stnme nennen.

Wenn das Mengensystem § endlich ist, folgt VI aus den Axiomen I-V.
In der Tat gibt es in diesem Falle nur endlich viele verschiedene Mengen
in der Folge {1); es sei A, die kleinste unter ihnen, dann fallen alle

* Uber die weitere Entwicklung der Theorie der MarkorrFschen Ketten vgl.
R, v. MisEs [1] § 16 und B. Hostinsky: Méthodes générales du calcul des proba-
bilités. Mém. Sci. math. Bd. 52. Paris 1931.
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Mengen A;., mit A, zusammen, und es gilt folglich
Ap = Apyp = ?Au =0,

limP(d,) = P(0) = 0.

Alle Beispiele von endlichen Wahrscheinlichkeitsfeldern aus dem ersten
Kapitel genlgen folglich auch dem Axiom V1. Das Axiomensystem
I —V 1 ist somit widerspruchsfrei und unvollsténdig.

Fur die unendlichen Wahrscheinlichkeitsfelder ist dagegen das
Stetigkeitsaxiom VI von den Axiomen | —V unabhédngig. Da das neue
Axiom nur fir die unendlichen Wahrscheinlichkeitsfelder wesentlich ist,
wahre es kaum moglich, seine empirische Bedeutung zu erklaren, etwa
so,’wie es fir die Axiome I—V im 8§ 2 des ersten Kapitels skizziert
wurde. Bei einer Beschreibung irgendwelcher wirklich beobachtbarer
zufdlliger Prozesse kann man nur endliche Wahrscheinlichkeitsfelder
erhalten.  Unendliche Wahrscheinlichkeitsfelder erscheinen nur als
idealisierte Schemata reeller zufdlliger Prozesse. Wir beschranken uns
dabel  willkirlich auf solche Schemata, welche dem Setigkeitsaxiom VI
genugen. Diese Beschrankung erwies sich bis jetzt bei den verschieden-
sten Untersuchungen as zweckmalig.

Der erweiterie Additionssatz. Wenn A,, 4,, ..., 4,, ... und 4 zu
% gehoren, so folgt aus

(4) A=24,
die Gleichung "
(5) P{d) = 2 P(4,).

Beweis. Es sei

R, == ZAm
mI=n
gesetzt. Dann gilt offenbar

:;?(Rn) =0,

und folglich nach dem Axiom VI

(6) limP(R,} = 0. # > 00
Nach dem Additionssatz ist andererseits

7) P(A) = P(A;) + P(dy) + - + P(4s) + P(R.).

Aus {6) und {7} folgt unmittelbar (5).

Wir haben also bewiesen, dal die Wahrscheinlichkeit P(A) eine auf é;
T

vollstandig additive Mengenfunktion ist. ~Umgekehrt gelten fir jede auf
einem Mengenkorper % definierte vollstandig additive Mengenfunktion

(A -die-Axiome V und VI'. Man kann folglich den Begriff des Wahr-
' vgl. z. B. O. NIKODYM: Sur une generalisation des integrales de M. J. RADON,
Fundam. Math. Bd. 15 (1930) S. 136.
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scheinlichkeitsfeldes folgendermaBlen definieren: Es seien E eine beliebige
Menge, §§ ein Kirper der Uniermengen von E, welcher E enthilt, und P{4)
etme nichinegative auf & definierie vollsiindig additive Mengenfunktion;
der Mengenkdrper & zusammen mit der Mengenfunkiion P{A) bildet
dann ein Wahrscheinlichkeiisfeld.

Ein Uberdeckungssatz. Wenn A, 4,, Ag, ..., 4,,... zu § gehéren
und
(8) Ac %A,.
ist, so gilt
9) P(A) =z DIP(4,).
Beweis,
4= A4 G(4,) = AA; + A(A, — Ay A)) + A(Ay — A Ay — Ay A) + -,
P(A) = P(44y) + P{A(dy — 4y A0} + -+ 21 P(4)) + P(d)) + -+

§ 2. BoreLsche Wahrscheinlichkeitsfelder,

Ein Mengenkorper ¥ ist ein BorELscher Kérper, wenn alle abzihl-
baren Summen »'4, der Mengen A, aus § zu § gehdren. Man nennt
"

BoreLsche Korper auch vollstindig additive Mengensysteme. Aus der
Formel

(1) §A,, = Ay + (A, — A, A;) + (Ag — Ay Ay — A3A4) + - -

schlicBt man, dafl ein BorELscher Kérper auch alle Vereinigungsmengen
&4, abziihlbar vieler zu ihm gehérender Mengen A4, enthilt. Aus der
L

Formel )
{2) ?A,‘ =F — §Aﬂ

folgt dasselbe fiir Durchschnittsmengen.

Ein Wahrscheinlichkeitsfeld ist ein BORELsches Wahrscheinlichheits-
Jeld, wenn der entsprechende Mengenkirper 35 ein BORELscher ist. Nur in
BoreLschen Wahrscheinlichkeitsfeldern erhilt die Wahrscheinlichkeits-
rechnung eine vollstindige Handlungsfreiheit, die mit keiner Gefahr
verbunden ist, zu Ercignissen zu gelangen, welche keine Wahrscheinlich-
keit besitzen.

Wir wollen jetzt zeigen, daf man sich auf die Betrachtung der BOREL-
schen W ahrscheinlichkestsfelder beschrimken kann. Dies ergibt sich aus
dem Erweiterungssatze, zu dem wir gleich iibergchen.

Es sei ein Wahrscheinlichkeitsfeld (3%, P) gegeben. Bekanntlich!
existiert cin kleinster BoreLscher Korper By iiber . Sodann gilt der

Erweiterungssatz. Man kann immer die auf § definierte nichi-
negative, vollstindig additive Mengenfunkiion P(A) auf alle Mengen von

1 ygl. HavsporFF: Mengenlchre 1027 8. 79.
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B mit der Evhaliung der beiden Eigenschafien (nichtnegativ und voll-
stindig additiv zu sein) erweilern, und zwar auf eine einzige Weise.

Der erweiterte Kérper B bildet also mit der erweiterten Mengen-
funktion P{4) auch ein Wahrscheinlichkeitsfeld (B3, P); dieses Wahr-
scheinlichkeitsfeld (B, P) nennen wir die BorRELsche Erweiterung des
Feldes (§, P).

Der Beweis dieses Erweiterungssatzes, welcher der Theorie der
additiven Mengenfunktionen angehért und in verschiedenen anderen
Fassungen im wesentlichen bekannt sein diirfte, verliuft folgender-
maben:

Es sei 4 eine beliebige Untermenge von E, wir definieren P*(A4)
als untere Grenze der Summen

2P(4,)
fiir alle Uberdeckungen
4dc C:}A,,

der Menge 4 mit endlich oder abzihlbar vielen Mengen A4, aus . Man
beweist leicht, daB P*{4) ein duberes Maf} im Sinne von CARATHEODORY
istl, Fiir die Mengen 4 aus ¥ fillt P*(4) nach dem Uberdeckungssatz
(§ 4) mit P(4} zusammen. Man beweist weiter, dall alle Mcngen von §
im CARaTHEODORYschen Sinne melbar sind. Da alle meBbaren Mengen
einen BorELschen Koérper bilden, so sind also alle Mengen von B
mebBbar. Die Mengenfunktion P*(4) ist also auf B vollstindig additiv,
und wir kénnen auf B}
P(d) = P*(d)

setzen. Die Existenz der Erweiterung ist somit bewiesen. Die Ein-
deutigkeit der Erweiterung folgt unmittelbar aus der Minimaleigenschaft
des Korpers By,

Bemerkung. Wenn man die Mengen (Ereignisse) A aus § als
reelle und (vielleicht nur anniherungsweise) beobachtbare Ereignisse
deuten kann, so folgt daraus natiirlich noch nicht, dall die Mengen
des erweiterten Korpers B eine solche Deutung als reelle beobachtbare
Ereignisse verniinftigerweise gestatten. Es kann also vorkommen, dal}
das Wahrscheinlichkeitsfeld (§§, P} als ein (vielleicht idealisiertes} Bild
reeller zufilliger Erscheinungen betrachtet werden kann, wihrend das
erweiterte Wahrscheinlichkeitsfeld (B, P) eine rein mathematische
Konstruktion bleibt.

Mengen aus B betrachten wir also im allgemeinen nur als ,,ideclle
Ereignisse”, welchen in der Erfahrungswelt nichts entspricht. Wenn
aber eine Deduktion, die die Wahrscheinlichkeiten solcher ideellen Er-
eignisse gebraucht, zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines reellen
Ereignisses aus ¢ fiihrt, wird diese Bestimmung offensichtlich auto-
matisch auch vom empirischen Standpunkte aus einwandfrei sein.

1 CARATHEODORY: Vorlesungen liber reelle Funktionen 191§ . 237—258.
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8§ 3. Begpide unendlicher Wahrscheinlichkeitsfelder.

|. Schon im ersten Kapitel, § 1 haben wir verschiedene endliche
Wahrscheinlichkeitsfelder konstruiert. Es sa jetzt die Menge

E={&.&,....8,, ...}

abzéhlbar und & mit der Gesamtheit der Untermengen der Menge E
identisch.

Alle moglichen Wahrscheinlichkeitsfelder mit einer solchen Menge %
erhdlt man folgendermal3en: Man wéahlt eine Folge von nichtnegativen
Zahlen p, mit

pl_}'?&g“{* L] --i—p”-}- .
und setzt fur jede Menge A
Pd) =2,
"

wobei die Summation > sich auf alle Indizes n erstreckt, fir welche
€, zu A gehort. Diese Wahrscheinlichkeitsfelder sind offensichtlich
BORELsche.

I .Wir nehmen jetzt an, da3 E die reelle Zahlengerade ist. Zuerst
se dabel aus alen endlichen Summen von halb offenen Intervallen
a; b) = {d%= & < b}

a;b) ={a=£& < b} gebildet (dabel betrachten wir neben den eigent-

Iu:hﬂn aAntgrvallgn mit endlichen a und b auch die uneigentlichen

oo a), [@; +oc) und [—eo; +oo)}). Man Uberzeugt sich leicht, daR
ein Korper ist. Nach dem Erweiterungssatz kann man aber jedes

i%

Wahrschelnllchkeltsfeld auf  in ein solches auf BB% erweitern. Das

i i

Mengensystem iB% ist in unserem Falle nichts anderes als das System

aller BORELschen Punktmengen der Zahlengeraden E. Wir kdnnen

also direkt zum folgenden Falle Ubergehen.

I1l.Es wird jetzt angenommen, dal3 E die reelle Zahlengerade ist
und ssaus allen BQRELschen Punktmengen dieser Gerade besteht. Um
ein Wahrscheinlichk@itsfeld mit diesem Koérper § zu konstruieren, ge-
nigt es eine beliebige nichtnegative vollstéandig additive Mengen-
funktion P(A) auf . zu Refirvesen), swdfém die Bedingung P(E) = 1

befriedigt. Eine solche Funktion ist bekanntlich' durch ihre Werte
0) P[—o0; %) = F(x)

fur die speziellen Intervalle [—oo; x) eindeutig bestimmt. Die Funk-
tion F(x) ,he an \erteilungsfunktiop v i_ 1St W, 1ter bewiesen
(drittes, r}g "gn I(\]gfs ) rﬁéht m it d Elﬁl _st' h Imks stetig

ist und d|e leeswerte .
@) ... limF(x) = F(—oc} =0, lim F(x) = F{4+0o0) = 1
x = — o0 & —>= 4 oo

besitzt. Ist umgekehrt eine diesen Bedingungen gentigende Funktion

' vgl. z.B. LEBESGUE: Lecons sur I'integration 1928 S. 152—156.
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F{xX) gegeben, so bestimmt sie immer eine nichtnegative vollstandig
additive Mengenfunktion P(A) mit P(E) = 1 *.

IV. Es sei jetzt der n-dimensionale euklidische Koordinatenraum
R, d. h. die Menge aller geordneten n-Tupeln & ={x;, 2a, ..., X,
reeller Zahlen, als die Grundmenge E gewdhlt. 'i’é bestehe dabei aus

14
allen BORELschen Punktmengen® von R'. (Auf die Betrachtung ver-
schiedener engerer Mengensysteme, z. B. des Systems aller w-dimen-
sionalen Intervalle, kénnen wir aus Griinden, die den in Il angegebenen
analog sind, verzichten.)

Als Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) kann man hier wie immer
eine beliebige nichtnegative und vollstandig additive Mengenfunktion
wahlen, welche auf  definiert ist und der Bedingung P(E) = 1 genigt.
Eine solche Mengenfunktion wird eindeutig bestimmt, wenn man ihre

(3) PLaiaa...aud = Flay, ay, ..., a)
flr die speziellen Mengen .L, ., ....¢ angibt, wobei Ly . .. .4 die
Menge aller & mit x;<a;,1=1,2,...,#8, bezeichnet. Als Funktion

Fepnapan dabgi eine beliebige in jeder Veranderlichen
nicht abnehmende und nach links stetige Funktion wahlen, welche den
folgenden Bedingungen genlgt:

lim F(al’aﬂ’ . "’un} =@y, ... 8oy —00, By - '!aﬂ) =0,
af —» —02 :
(4) 1""'1»2;--—,?&
lim Fla,, ay,..., %) = F(+oo, 40, ..., +x) =1,
Gy —» +00, @y —» 400, .., #y—> 0

Man nennt F{a,, &.,... 4, die Verteslungsfunkiion der Griflen
Xys gy oo vy Xyo

Die Betrachtung der Wahrschemlichkeitsfelder des oben definierten
Typus genugt vollstandig fir alle klassischen Probleme der Wahrschein-
lichkeitsrechnung?.

Insbesondere definiert man eine Wahrscheinlichkeitsfunktion in R,
wenn man eine beliebige im R" definierte nichtnegative Punktfunktion
g, %g, o+ o, %,) mit

-+ o0 -+ ol =]

f f...ff(xl,xz,...,x,,)dxldxg...dx,.zzi

nimmt und
(3) Pld)=[[... [t % ..., x)dxdx, ... dx,
N, A

* Vgl. die vorige Fufinote.

! Fur die Definition der BoRELschen Mengen des R" vgl. HAUSDORFF: Mengen-
lehre 1927 s. 177-181.

2vgl. z.B. R.v. MISES: [1], S. 13— 19. Hier fordert man die Existenz der
Wahrscheinlichkeiten P(A) fiur ,alle praktisch vorkommenden" Mengen des
n-dimensionalen Raumes.
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setzt. Dann ist t{%;, Xa, - - -, %,) die Wahrscheinlichkeitsdichte im Punkte
(X4, %5, ..., %, (vgl. drittes Kap., 8§2).

Ein anderer Typus der Wahrscheinlichkeitsfunktionen in R" erhalt
man folgendermaRen: Es sei {E.} eine Folge von Punkten aus R" und
{#:] eine Folge von nichtnegativen reellen Zahlen mit 2 p; = 1; dann
setzt man wie im Beispiele |

P(d) = 2 b

wobeidie Summation_2," sich auf alle Indizes i erstreckt, fir welche &
zu A gehort. Zwei hier erwdhnte Typen der Wahrscheinlichkeits-
funktionen in R" erschopfen nicht alle Méglichkeiten, obwohl man sich
mit ihnen in den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
wohnlich begnugt.

Man kann sich jedoch auf’er diesem klassischen Gebiet auch fir
Anwendungen interessante Probleme vorstellen, in welchen Elementar-
ereignisse mit Hilfe unendlich vieler Koordinaten definiert sind. Ent-
sprechende Wahrscheinlichkeitsfelder wollen wir erst nach Einflhrung
einiger hierzu notwendigen Hilfsbegriffe naher untersuchen (vgl. drittes
Kap., §3).

Drittes Kapitel.

Zufallige Grol3en.

8 1. Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Es sei eine Abbildung der Menge E in eine Menge E' von irgend-
welchen Elementen, d. h. eine auf E definierte eindeutige Funktion
% (&), deren Werte zur Menge E' gehoren, gegeben. Jeder Untermenge
A" von E' ordnen wir dann as ihr Urbild in E die Menge u! (A
aller Elemente von E zu, welche auf ein Element von A' abgebildet
sind. Essei weiter ¥ das System aller Untermengen A' von E', deren
Urbilder zum Mengenkérper & gehéren. §® ist dann auch ein Kérper;
ist dabei % ein BORELscher Korper, so gilt dasselbe auch von §§%.

Wir setzen jetzt
(1) P® (A4} = Plu-1(4"}.

Diese auf %}"‘) definierte Mengenfunktion P“ geniigt in bezug auf den
Mengenkorper %% allen unseren Axiomen |—V1, ist folglich eine Wahr-
scheinlichkeitsfunktion auf §*). Bevor wir zum Beweise aller soeben
angegebenen Tatsachen Ubergehen, wollen wir schon jetzt die folgende
Definition aussprechen: .

Definition. Es sei eine eindeutige Funktion (&) des zufalligen
Ereignisses & gegeben. Dann heiRt die durch (1) definierte Mengen-
funktion pY(A') die Wahrscheinlichkeitsfunktion von u.
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Bemerkung 1. Man nennt bei der Untersuchung des Wahrschein-
lichkeitsfeldes (§, P) die Funktion P(A) schlechthin die Wahrschein-
lichkeitsfunktion und P* {4’} die Wahrscheinlichkeitsfunktion von u.
Im Falle (&) = & f3llit P* (4" mit P(A) zusammen.

Bemerkung 2. Das Ereignis #~"{4A}) besteht darin, daR (&)
zur Menge A' gehért. Folglich ist P {A4) die Wahrscheinlichkeit dafir,
daR #{& < A’ gilt.

Es bleibt uns die obenerwahnten Eigenschaften von %% und PY
zu beweisen. Sie folgen aber aus einer einzigen fundamentalen Tatsache,
und zwar aus der folgenden:

Hilfssatz. Vereinigungsmengen, Durchschnitte und Differenzen be-
liebiger Urbildmengen #-1{4") sind Urbilder der entsprechenden Ver-
einigungsmengen, Durchschnitte und Differenzen originaler Mengen A'.

Der Beweis dieses Hilfssatzes darf dem Leser Uberlassen werden.

Es seien jetzt A' und B' zwei Mengen aus &, ihre Urbilder A und B
gehdren dann zu §&; da §§ ein Korper ist, gehdren auch die Mengen
AB, A +BundA — B zu, diese Mengen sind aber die Urbilder der
Mengen AB.,A" + B' und A' — B', folglich gehoéren letztere Mengen
zu %™, Wir haben also bewiesen, daf F™ ein Korper ist. Ebenso beweist
man, daR, wenn F ein BORELscher K 6rper ist, dasselbe auch von f* gilt.

Es ist ferner klar, dal

P@(E) = P{u-*(E"})} =P(E}) =1
ist. DaB P“ immer nichtnegativ ist, ist selbstverstandlich. Es bleibt
folglich zu beweisen, dal} PU) vollstéandig additiv ist (vgl. das Ende des

§ 1, zweites Kap.). Es seien also die Mengen A,, folglich auch ihre Ur-
bilder w=1(4,) disjunkt; daraus folgt aber, daf

P(‘"(;A;) = P{““(Z’;AQ)} = P{Zﬂ‘u“(z‘l;)}
=2 P {u-1(da)} = 2 P¥(4))

ist, womit die vollstandige Additivitat von P' bewiesen ist.

Zum SchluR wollen wir noch folgendes bemerken. Es sei u; (&)
eine Funktion, welche Ein E'abbildet, und \#g{§’) eine andere Funktion,
welche E'in E" abbildet. Dann bildet die zusammengesetzte Funktion
ugu, (&) die Menge E in E”ab. Wir betrachten jetzt die Wahrscheinlich-
keitsfunktionen P®?(4") und PW™{4") der Funktionen #¢{f) und
#(&) = uyu,(&).. Diese zwei Wahrscheinlichkeitsfunktionen sind, wie
man leicht berechnet, durch die folgende Relation verbunden:

@ P (A") = Pl {u (4"))

§ 2. Definition der zufalligen GrofRRen, Verteillungsfunktionen.

- Definition. Eine auf der Grundmenge E definierte eindeutige
reelle Funktion x{§) nennt man eine zufdllige GrolRe, wenn bei jeder
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Wah! einer reellen Zahl a die Menge §x << a} aller , fir welche die
Ungleichung x < a gilt, zum Mengensystem x gehort.
% (& t

Die Funktion .x{{‘ﬁ bildet die Grundmenge E in die Menge R* aller
fgetlen Zahlen ab. Diese Funktion bestimmt nach § 1 einen Korper
%@ von Untermengen der Menge R". Unsere Definition einer zugd@igen
GrolRe kann jetzt so formuliert werden: Eine reétle Funktion x(§) ist
dann und nur gangp eine zufdllige Groke, wenn F* jedes Intervall von
der Forgtzi(— oo, a4} enthalt. (—o0; a)

Da % ein Korper ist, so enthalt er mit den Intervallen {(—oo; a)
auch alle moglichen endlichen Summen von halboffenen Intervallen
[a; b). Wenn unser Wahrscheinlichkeitsfeld ein BORELsches ist, so sind
% und %% BORELsche Korper, folglich enthdlt in diesem Falle &% alle
BORELschen Mengen von

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer zufélligen GroRe bezeichnen
wir weiter mit p()(A). Sie ist fur alle Mengen des Korpers F® defi-
niert. Im wichtigsten Falle des BORELschen Wahrscheinlichkeitsfeldes

ist also P(*) insbesondere fiir alle BORELschen Mengen des R' definiert.

initi Nie Funkti
Definition. F(I’:‘;(Q)H; P'(Q)riﬂ_oo’a):P{x<a},

wobei --m0 und +eo als Werte von a zugelassen sind, heil3t die Ver-
teilungsfunktion der zufdlligen GréRe x
Es folgt unmittelbar aus unserer Definition, daf

@) F@(—o0) =0, FO(+4o0)=1

ist. Die Wahrscheinlichkeit der Erfullung beider Ungleichungen & =z x<Z &
ist offenbar durch die Formel

@) P{x < [a; )} = FO(b) — I'{a)
gegeben. Es folgt daraus, dal3 fir a< b

F® (a) = F®(b)
ist, wenn nur a <b ist, d. h. daR F®*)(q) eine nichtabnehmende Funk-
tion ist.

Es sei ferner a; << @, <<+« < @, << -+ < b; dann ist

D{x < [an; )} = 0,

folglich konvergiert wegen des Stetigkeitsaxioms
F&@ (b)) — F®{a,) = P{x < [a,, b}

mit #-»+ 00 gegen Null. Man sieht also, daR F® (a) linkseitig stetig ist.
Es lassen sich analog die Formeln

(3) limF®(g) == FE(—oc) = 0, a-» —oo,
@) limF® (g) = F®(+00) =1, a—> +oo,
beweisen.
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Ist das Wahrscheinlichkeitsfeld (%, P) ein BORELsches, so sind die
Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion P()(A) fir alle BORELschen
Mengen A des R' durch die Kenntnis der Verteilungsfunktion F®(a)
eindeutig bestimmt (vgl. zweites Kap., 83, I11). Daman sich meistens
nur fir solche Werte von P(*)(A) interessiert, spielen die Verteilungs-
funktionen in der ganzen weiteren Darstellung eine wesentliche Rolle.

Wenn die Verteilungsfunktion F¥*){g) differentiierbar ist, so nennt
man ihre Ableitung

19(a) = 4 FO(a)

nach a die Wahrschdnlichkeitsdichte von X im Punkte a. Ist dabei

fur jedes a ¥ (q) == ff“"(a) da, so laRt sich die Wahrscheinlichkeits-
funktion PYW(A) fiir eine BORELsche Menge A folgendermaBen durch
f(& ausdricken:

5) PO (A) — [1(a) da.
A

In diesem Falle sagt man, dal die Vertellung von x stetig ist. Im all-
gemeinen Falle schreibt man analog

6) P@(A) — [dF0)(a).
i
Alle angefiihrten Begriffshildungen lassen sich auch auf den Fall

der bedingten Wahrscheinlichkeiten verallgemeinern. Die Mengen-
funktion

PP (4) = Pg(x < A)

ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von x in der Hypothese B,
die nichtabnehmende Funktion

F§a) = Pylx < a)

ist die entsprechende Verteilungsfunktion, und endlich [im Falle der
Differentiierbarkeit von F§ (a)] ist

9@ = £ Fi)

die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von x im Punkte a bei der
Hypothese B.

8 3. Mehrdimensionale Verteilungsfunktionen.

Es seien jetzt n zuféllige GroRRen x,, x,, . . ., X, gegeben. Der Punkt
% = (%, X3, .. ., x,}) des n-dimensionalen Raumes R ist eine Funktion
des elementaren Ereignisses £, Man erhéalt folglich nach den allgemeinen
Regeln des § 1 einen Mengenkorper & #1:-- 20 yon Untermengen des
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Raumes R" und eine auf " definierte Wahrscheinlichkeitsfunktion
P@i. %11 -, #a) (47 | Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P& #s - #l' nennt
man die n-dimensionale  Wahrscheinlichkeitsfunktion  der  zufélligen
Grollen =y, Xg. .., Xy.

Der Korper % enthalt, wie es direkt aus der Definition einer zu-
falligen GroRe folgt, bei jeder Wahl von i und &; (t =1, 2,..., n) die
Menge aller Punkte von R", fur welche x; << a; ist. Folglich enthélt &’
auchdenDurchschnitt der genanntenMengen,d. h.dieMengeL a1a2. .

B, <a, i=1, ...ﬂh
aller Punkte von .R*®, fir welche alle Ungleichungen x; < a;, +=1, 2,...,%,
gelten’. Bezeichnet manr sle ain n dimancinnalac hglhoffenes Intervall
1By e gy by, by, ol By)
die Menge aller Punkte von R", fiir welche alle Ungleichungen a; =< x; << b;
erflllt sind, so sieht man sofort ein, daf?jedes solches Intervall auch zum
Korper %' gehort, denn es ist

@y, ag, ..., Gp; b b, ..., by}

F. N

= Lb;bg--.bn - Li‘hb;...bg - Lblﬂgb’-.ob!‘ - Tt Lb:b,...b,.-;a,-

Die BORELsche Erweiterung des Systems aller n-dimensionalen halb-
offenen Intervalle besteht aber aus allen BORELschen Mengen des R
Es folgt daraus, dal der Korper 355 im Falle eines BOREhschen Wahr-
scheinlichkeitsfeldes alle  BORELschen Mengen des Raumes R enthélt.

Satz. Im Falle enes BORELschen Wahrscheinlichkeitsfeldes st
jede BORELsche Funktion x = f(x,, %4, ..., %, endlich vider zufalliger
Grolen :x,, %4, . . ., %, Wieder eine zuféllige Grofie.

Zum Beweis geniigt es, zu bemerken, da die Menge aller Punkte
(%y, %g, .- ., %)l des R, fur welche x == f(x,, %,, .. ., x,) << a gilt, eine
BORELsche ist. Insbesondere sind also endliche Summen und Produkte
zufélliger Grofllen wieder zufallige GroRen.

Definition. Die Funktion

F QST PR (“1; oy - oy an) = P T o 20) (Lma,..‘an)

nennen wir die n-dimensionale Verteilungsfunktion der zufalligen GrofRen
X1 oy v vy x“.

Man beweist wie im eindimensionalen Falle, daR Fi# @ -..s &l

(a1, @, . .., &) in jeder Variablen nicht abnehmend und nach links
stetig ist. Analog zu den Gleichungen (3) bis (4) des § 2 hat man hier
{7) WmF(a, ag, ..., a0 =Fla,, ..., 4.1, —0, @gyq, - .-, @) =0,
(8) LimF(a, a,, ..., a,) = F(+o0, +o0, ..., }o0) = 1.

@ = oo, ay > Foo, ..., qn > o0

DieVerteilungsfunktion FF&#1 7 --- % gipt uns direkt nur die Werte
von P& -3 fir die speziellen Mengen L, 4. . . q.- Wenn aber unser
Wahrscheinlichkeitsfeld ein BORELsches ist, so ist P # @t durch die

1 a kénnen dabei auch unendliche Werte +oa annehmen.
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Kenntnis der VerteilungsfunktionFs @, -+ 24l fiir alle BORELschen Mengen
von R' endeutig bestimmt®.

Wenn die Ableitung
au

f(a.lr Aoy« -y an) = mﬁ&; Flans, onxa) (dl, By, o v sy a,,)

existiert, so nennt man diese Ableitung t die n-dimensionale Wahr-
scheinlichkeitsdichte der zufélligen GrolRen x,, x4, ..., %, im Punkte

a,,as, ... a, |st dabei fir jeden Punkt (a,, aq, ..., &,
o @y an
Feua, .omd (g g, ... a,) -:f [ . ./f(al. g, - -+, ) daday ... da,,

so nennt man die Verteilung von (a,, @g, . . ., @,) Stetig. Fir jede BOREL-
sche Menge 4 < R" gilt dann die Gleichung

) Plev, ... 2 (4) :ff . .ff(al,ag, oo agdajday ... day,.
A

Zum Schlul3 dieses Paragraphen machen wir noch eine Bemerkung
Uber Relationen zwischen verschiedenen Wahrscheinlichkeits- und Ver-
teilungsfunktionen. Es sei zuerst eine Permutation

1, 2, ..., n
S=|[, . )
By, Bg, .., Bn

gegeben, und rs bezeichne die Transformation

x@-::-x“ k=1,2,...,n
des Raumes R" in sich selbst. Dann gilt offenbar '
(10) PlEicrBias - Find ( A} == Pl 2us o sm) {731( )},

Es sei jetzt ¥ = p,{x} ,die Projektion" des Raumes R" in den
Raum R¥(k << u), bei welcher der Punkt (x,, %, ..., %,) in den Punkt
(%1, X, - . ., x) abgebildet wird. Dann gilt infolge der Formel (2) des § 1

(11) =L PVE N 53 (A) — Pl ""”‘){ﬁ;l(A)} .

Fur die entsprechenden Verteilungsfunktionen folgen aus (10) und
(11) die Gleichungen

(12) F(.t;'.:’i,,--nxiu) (at.” ... ”a'-n) = Jrl#, 1, ...,zn}(al’ I PR aﬂ) ,

(13) Flonmeo @, ag, ..., ag) = FEoa (g, L, @y, 400, ..., +00).

8 4. Wahrscheinlichkeiten in unendlichdimensionalen
Raumen.

Wir haben in 8§ 3 des zweiten Kapitels gesehen, wie man verschiedene
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Ubliche Wahrscheinlichkeitsfelder

' vgl. zweites Kapitel, §3,1V.
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konstruiert. Man kann sich jedoch auch fur Anwendungen interessante
Probleme vorstellen, in welchen Elementarereignisse mit Hilfe unendlich-
vieler Koordinaten definiert sind. Es s& aso eine Menge M — be-
liebiger Mé&chtigkeit m — der Indizes u gewéhlt. Die Gesamtheit

al st
er Systeme E—{x,)

reeller Zahlen x,, wobei u die ganze Menge M durchl&uft, wird as der
Raum R" bezeichnet (um ein Element & des Raumes R zu bestimmen,
soll man aso jedem Elemente u der Menge M eine bestimmte reelle
Zahl X, zuordnen oder, was dasselbe ist, eine auf M definierte eindeutige
reelle Funktion x, des Elementes (u, angeben)”.

Wenn die Menge M aus n ersten naturlichen Zahlen 1,2, .. n
besteht, so ist R™ der gewdhnliche n-dimensionale Raum R'. Wahit
man as Menge M die Menge aller reellen Zahlen R, so besteht der
entsprechende Raum RY = R? aus allen reellen Funktionen

&) = Xy
des reellen Argumentes u.
Die Menge R" (mit einer beliebigen Menge M) nehmen wir jetzt
zur Grundmenge E. Es sei £ = {x,} ein Element von E; wir bezeichnen
dann mit b, .. .8 den Punkt (%, %, ... %, Oes n-dimen-

sionalen Raumes R". Eine Untermenge A von E nennen wir eine Zylin-
dermenge, wenn sie in der Form

A= p;:,l,s:, . ;ta(A ’)

darstellbar ist, wobei A" eine Untermenge von R" ist. Die Klasse aller
Zylindermengen fallt also mit der Klasse von allen solchen Mengen,
welche durch eine Relation von der Form

) P Bpay e - -5 Xy = 0

definiert werden kdnnen, zusammen. Um eine beliebige Zylindermenge
Pusps... un{d’) durch eine solche Relation zu bestimmen, genlgt es
asf eine Funktion zu nehmen, welche auf A" gleich Null und auf3erhalb
A' gleich Eins ist.

Eine Zylindermenge ist eine BORizLsche Zylindermenge, wenn die
entsprechende Menge A' eine BORELsche ist.  Alle BORELsthen Zylinder-
mengen des Raumes R bilden einen Korper, welcher weiter mit ™ be-
zeichnet wird?.

! vgl. HAUSDORFF: Mengenlehre 1927 S. 23.

2 Aus den oben angefilhrten Betrachtungen folgt, da? BORELsche Zylinder-
mengen diejenigen Mengen sind, welche durch BORELsche Relationen (1) defi-
niert werden konnen. Es seien jetzt A und B zwei BORELsche Zylindermengen,
welche durch die Relationen

f(xﬂl’xm"'”xﬂn):o' g('ﬂ.l- E7 W ...,x1,.)=0
definiert sind. Dann kann man die Mengen A + B, AB und A — B bzw. durch
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Die BORELsche Erweiterung des Mengenkorpers ¥¥ bezeichnen wir
wie immer mit BE¥, Die Mengen des Mengensystems BFH¥ nennen
wir die BORELSCHEN Mengen des Raumes

Es wird weiter eine Methode angegeben, Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen auf FM und folglich nach dem Erweiterungssatz auch auf B3
zu konstruieren und zu behandeln. Die so erhaltenen Wahrscheinlich-
keitsfelder reichen im Falle einer abzéhlbaren Menge M fiur alle Zwecke
hin. Man beherrscht also alle Fragen Uber das Verhalten einer abzéahl-
baren Folge von zufélligen GroRen. Wenn aber M unabzéhlbar ist, so
bleiben manche einfache und interessante Untermengen von RY noch
auBerhalb des Mengensystems B%¥. Z. B. die Menge aller Elemente &,
fur welche x, bei jeder Wahl des Indizes u kleiner as eine feste Konstante
bleibt, gehort im Falle einer unabzéhlbaren Menge M nicht zum Mengen-
system BFHM.

Es ist folglich immer erstrebenswert, jedes Problem, wenn mdglich,
in einer solchen Form zu bringen, bei welcher der Raum aller elementaren
Ereignisse £ nur abzaéhlbar viele Koordinaten hat.

Es sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion P{A) auf JF definiert.
Jede Koordinate x, des elementaren Ereignisses & kann dann als eine
zuféllige GroRe betrachtet werden. Folglich besitzt jede endliche Gruppe
{xxx von diesen Koordinaten eine n-dimensionale Wahr-
Kugr Zpegr =+ s Hyun) Prsy...peulA)
schemhchkeﬂsﬁgnktlon (Pml,,‘ M(A}!)_und eine entsprechende Vertei-
lungsfunktion®, .. .. ..{4, 4, -.., 4,}. Man hat "offensichtlich fir jede

BORELsche Zyllndermeng" -1 ,
A = ‘u“n,...‘"u( )
die Gleichung
P(A - !': fex e fin (A’) 4

wobei A' eine BORELsche Menge von R" ist. Die Wahrscheinlichkeits-
funktion P ist also auf dem Koérper M aller Zylindermengen durch die
Kenntnis der Werte aller endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeits-
funktionen Pyy...u, fir alle BORELschen Mengen der entsprechen-
den R&ume R" eindeutig bestimmt. Fir BORELsche Mengen sind
aber die Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktionen PW,, .un €indeutig
durch die entsprechenden Verteilungsfunktionen F, .. . ., bestimmt.
Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

die folgenden Relationen definieren:

-wobei w (x) =0 fur ¥+ 60 und w (0) = 1 gesetzt ist. Wenn f und g BORELsche
Funktionen sind, so gilt dasselbe fir die Funktionen f.g. 2+ g% und /2 + wig},
folglich sind A+B, AB und A —B BORELsche Zylindermengen. Somit ist die
Korpereigenschaft des Mengensystems §¥ bewiesen.
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Die  Gesamtheit  aller endlichdimensionalen Verteilungsfunktionen
I ips...ua G€finiert —eindeutig die  Wahrscheinlichkeilsfunktion — P(A)  fir
alle Mengen vonF™. Ist P(A) auf B®M definiert, so ist sie (nach dem
Erweiterungssatz) auch auf B{¥ eindeutig durch die Kenntnisse der
Verteilungsfunktionen ¥, ., ..., bestimmt.

Es liegt jetzt nahe, sich die Frage zu stellen, unter welchen Bedin-
gungen ein a priori gegebenes System von Verteilungsfunktionen
Frpn...nn €N Wahrscheinlichkeitsfeld auf FM (und folglich auch auf
B{FHM) bestimmt.

Zuerst. bemerken wir, daf jede Verteilungsfunktion F, ., .. ., den
im zweiten Kapitel, 83, 11| angegebenen Bedingungen geniigen muf,
was allerdings im .Begriffe der Verteilungsfunktion enthalten ist.
Aullerdem gelten wegen den Formeln (13) und (14) des § 2 noch die

folgenden Relationen:
(2) Enil;t"-..,u‘n(aip Bipr » -y aig) = F;qp....;&»(ap Bgy ouay an) »
. (3) F.ullu....,u.t(all Bgy o0y ak) :‘Fﬂnﬂu.--#n(al! Ayy ooy g,y +°°: ey +w) :

wobei k< # und (: f :3) eine beliebige Substitution ist. Diese
Flr ¥Zy mmer

notwendigen Bedingungen sind aber auch hinreichend, wie es sich aus
dem folgenden Satze ergibt:

Hauptsatz. Jedes System von Verteilungsfunktionen Fy; yo. un,
welche den Bedingungen (2) und (3) genligen, bestimmt eine Wahrschein-
lichkeitsfunktion ~ P(A)  auf §§M, welche allen Axiomen [|—VI geniigt.
Diese Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A) kann (nach dem Erweiterungs-
satz) auch auf BFM erweitert werden.

Beweis des Hauptsatzes. Es seien also die Verteilungsfunktionen
F oy na 9€9€bEN, Welche den allgemeinen Bedingungen vom zweiten
Kapitel, 83, 111 und den Bedingungen (2) und (3) genlgen. Jede
Verteilungsfunktion f,,,, .. ., definiert eindeutig die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsfunktion ¥, ., . ., flr ale BORELschen Mengen
des R" (vgl. §3). Weiter betrachten wir nur BORELsche Mengen des R"
und BORELsche Zylindermengen in E.

Fur jede Zylindermenge

A = ?};Ll ue fin (A’)
setzen wir

4 P(A) = P#. ﬂn..-.“n(A’) .

Da dieselbe Zylindermenge A durch verschiedene Mengen A' definiert
werden kann, mufd man zuerst beweisen, dad die Formel (4) immer
denselben Wert fir P(A) ergibt.

Es sei (x,,, %4, ---» %,,) €in endliches System der zufalligen Grofen x,.
Ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsfunktion P, ,, .. ., dieser zu-
falligen GroRen kdnnen wir nach den Regeln des § 2 die Wahrscheinlich-

Ergebnise der Mathematik. 11/3. Kolmogoroff. 3
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o eummiwe e st o o IT e IDITTTMUASEISE L, S fer et mnoome—rman -

keitsfunktion P'“ip"i."""ik jedes  Teilsystems (x,,‘.l, Epgr o or Bug,)

stimmen. Die Gleichungen (2) und (3) haben zur Folge, daB diese nach
dem § 2 definierte Wahrscheinlichkeitsfunktion mit der a priori gegebenen
Funktion Pﬁ‘i;!‘i,‘--."i* zusammenfallt. Wir setzen jetzt voraus, daf} eine

Zylindermenge A durch
= A1 4
A= Pﬂ."lﬁ‘f'...;f‘f* (A)
und gleichzeitig durch
— A1 ’
A - ?‘"3'1‘"3'1"'”’:!! (A,)
definiert ist, wobei alle zufalligen Grofen x, und X, zum System
(%py+ Xpys - - -1 %,) gehOren, was offenbar keine wesentliche Einschran-
kung ist. Die Bedingungen
(x_,,il, Kuir oon x,,h) c A
und
(x‘“,u’ x"h’ Tt x-“ )CA
sind gleichbedeutend. Es gilt folglich
Pﬁ‘f;'"!‘a"""!‘k (A ') = Pll'i'“u, - Hn {(xp- L] xﬂi LA | xlll' )C A}

= Pussesecopn{(Be B o0 2y ) E A"} = P (A7)

was unsere Behauptung bezlglich der Eindeutigkeit der Definition
von P{A) beweist.

Wir wollen jetzt beweisen, dal das Wahrscheinlichkeitsfeld foM, P)
allen Axiomen |—VI geniigt. Das Axiom | behauptet nur, da® M
ein Korper sein soll, diese Tatsache wurde schon oben bewiesen. Es
gilt weiter bei einem beliebigen u

E = p (RY,
P(E) = P.(RY) =1,
was die Gilltigkeit der Axiome Il und IV beweist. Es folgt endlich
unmittelbar aus der Definition von P(A), dal P(A) nicht negativ ist
(Axiom I11).

Nur wenig komplizierter ist der Beweis der Giiltigkeit des Axioms V.

Zu diesem Zwecke betrachten wir zwei Zylindermengen

A=, (4)
und B=pl (B

Dabei setzen wir voraus, daB alle GroRen x,; und x,; zu einem umfassen-
den endlichen System (%, %,,. .+ . ., %) gehoren. Wenn die Mengen A
und B disjunkt sind, so sind die Relationen

r
(x,,t.l, Kugr oo x,,ﬁ) cAd

lll" ‘H . .""k

und Y
(i Ho -+ ) < B
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unvereinbar. Es gilt folglich
P{4 + B) = P, ,g,...,;,.{(xml, Kpgr + oo x,,'.*) c A’
oder (x‘,,,.l, Bppir + o x#j.m) < B’}
= Py ... I“"{(x-“i » Egs v e e x},ik) c A’}
+ P,‘lh,_,,‘"{(xﬁ.i, LR L~ B’} = P(4) + P(B).

Damit ist unser Beweis zu Ende gefihrt.
Es bleibt das AxiomV|. Es se aso
A1:A2: "':Aﬂg e
eine abnehmende Folge von Zylindermengen mit
mP{A4,) =L > 0;
wir wollen beweisen, dal? der Durchschnitt aller Mengen A, nicht leer
ist. Man kann, ohne die Fragestellung wesentlich einzuschréanken,

voraussetzen, dafd in der Definition der ersten n Zylindermengen Ay
nur die n ersten Koordinaten x, einer Folge

Xperr Xpgr v o vs Xpps oo o
vorkommen, d. h. daB
n = p;;:,,' .rm(B")
ist. Wir setzen zur Abkirzung

P!‘:#!---Hu(B) == Pn(B):
dann ist offenbar
Pn(Bn) == P(An) = L>0.
Man kann in jeder Menge B, eine abgeschlossene beschréankte Menge U,
finden mit

Pn (Bn - Uﬂ) = '28){ 4
Aus dieser Ungleichung folgt fir die Menge

V = p.“:lﬂl---.ﬂn(U")
die Ungleichung

8

(4) BEJ _ Tfﬂi _\_f
Es sei weiter
W =zVF.. V,'.'E
aus (4) folgt
P{dy — W) =

und, da W K cjn ist,

P(W,,} = p(A,.) — & = L —e¢.

Ist e klein genug, so ist asolP({W,) > 0 und W, nicht leer. Wir wahlen
jetzt in jeder Menge W, einen Punkt &% mit den Koordinaten xy’.

3*
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Jeder Punkt &n+2), 6 —0,1, 2, ..., gehort zur Menge V,, es gilt folglich

19 k) () o p—1 :
ER LR ) = P EP) S U

Da die Mengen U, beschrankt sind, kann man (Diagonalverfahren!y
aus der Folge {E ™} eine Teilfolge

' gow) | Ema R
wahlen, fiar welche die entsprechenden Koordinaten :xi"f) bei jedem k

gegen den bestimmten Limites xx konvergieren. Es sei endlich & ein
Punkt von E mit den Koordinaten

Kug = Xg»
=0, . k=1,2,3%,...
Der Punkt (%, x4, - .., &) gehort als Limes der Folge ({*), 0, ..., x{*",

1=1,2,9,..., zur Menge U, Folglich gehort € zur
A,,CV',,Z —1 (U.I:)

L paes itk

bei jedem k, also auch zur Durchschnittsmenge
A. = %)Al:-

§ 5. Aquivalente zufallige GroRen, verschiedene Arten der
Konvergenz.

Von diesem Paragraphen an betrachten wir ausschliefdlich BORELSCHE
Wahrscheinlichkeitsfelder. Dies bildet, wie schon im § 2, zweites Kapitel,
erklart wurde, keine wesentliche Einschrankung unserer Betrachtungen.

Zwei zuféllige GroéRen x und y heillen &quivalent, wenn die Wahr-
scheinlichkeit der Relation x = V gleich Null ist. Offenbar haben zwei
aquivalente zufallige GroéRen dieselbe Wahrscheinlichkeitsfunktion:

PE(A) = P®)I(A).
Die Verteilungsfunktionen F® und F fallen folglich auch zusammen.
In mehreren Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann eine zu-
fallige GrofRe durch jede &quivalente GrofRe ersetzt werden.
Es sei jetzt

(1) X1 Xgr voey Xy oo

eine Folge von zufélligen GroRen. Wir wollen die Menge A aller elemen-
taren Ereignisse € betrachten, fir welche die Folge (1) konvergiert. Wenn
man mit A die Mengealler § bezeichnet, in welchen alle Ungleichungen

1
[n sk — %n] < B=4,2,...,p

gelten, so ergibt sich unmittelbar, daR
) A= @@‘DA;’;

manp
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ist. Nach §3 gehort die Menge 4 immer zum Mengenkorper §.
Die Relation (2) zeigt uns, da auch die Konvergenzmenge A zu 3

gehért. Es hat also immer einen ganz bestimmten Sinn, Uber die Wahr-
scheinlichkeit der Konvergenz einer Folge zufélliger GroRBen zu sprechen.
Es sei jetzt die Wahrscheinlichkeit P(A) der Konvergenzmenge A
gleich Eins. Dann behaupten wir, dafd die Folge (1) mit der Wahrschein-
lichkeit Eins gegen eine zuféllige GroRe x konvergiert, dabei ist die
zuféllige GroRe x bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Um eine
solche zuféllige GroRe zu bestimman ecatzen wir auf A
x = limx, 7 > o0
und x = 0 auBerhalb A. Es bleibt uns zu beweisen, da3 x eine zuféllige
GroRe ist, d. h. daB die Menge A (a) der Elemente &, fir welche x < a
ist, zum Korper § gehort. Es gilt aber

Aa) = 4 (%‘%}{xﬁp < a},
wenn & < 0 ist, und :
Al@) = 4 g?}){x,ﬂ, <a)+ 4

im entgegengesetzten Falle, woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt.
Wenn die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz der Folge (1) gegen x
gleich Eins ist, so sagen wir, da (1) fast sicher gegen x konvergiert.
"Doch ist fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein anderer Konver-
genzbegriff vielleicht noch wichtiger.
Definition. Eine Folge x,, %4, ..., %,,... von zufélligen Gréfzen
konvergiert nach Wahrscheinlichkeit (converge en probabilite) gegen eine
zufédllige GroRe x, wenn bei jedem e > 0 die Wahrscheinlichkeit

P{|xy — x| > ¢}
mit #— o0 gegen Null konvergiert®.

. Wenn die Folge (1) gegen x und gleichzeitig gegen X' konvergiert,
so sind x und x' &quivalent. Es gilt in der Tat

P{]x—x’|>%}éP{|xn—x[>-2%’;}+ P{ix"_x'i >51171};

da die letzten Wahrscheinlichkeiten bei einem genlgend grof3en n
beliebig klein sind, folgt es daraus, daf

’ 1
Pllv— x>t =0
ist; jetzt erh@t man schon unmittelbar

P{x:{z%}:ﬁézP{|x—x’|>;:;}=0.

! Dieser Begriff stammt im wesentlichen von BERNOULLI her, wurde jedoch
in der vollen Allgemeinheit von SLUTSKY eingefiihrt (vgl. SLUTSKY [1]).
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I'l.Konvergiert die Folge (1) fast sicher gegen X, so konvergiert sie
gegen x auch nach Wahrscheinlichkeit. Es sei A die Konvergenzmenge
der Folge (1); dann ist

1=P(4)<limP{x,,—x|<e,p=0,1,2,..} < IlmP{|x,,—x|<s}.
0> oo

woraus die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit folgt.

1. Fir die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1) ist
die folgende Bedingung notwendig und hinreichend: Bei jedem e >0
exisiert ein solches n, dal fir jedes p > 0 die Ungleichung

gilt. P{%nsp — 2| >} <&
Es seien jetzt F,(a), Fe(a),...,Fo(@),..., F(a) die Verteilungs-
funktionen der zufélligen GroBen 2z, %g,...,%;, ..., %. Wenn die

Folge x, nach Wahrscheinlichkeit gegen x konvergiert, so ist die Ver-
teilungsfunktion F(a) eindeutig durch die Kenntnis der Funktionen
Fn(@ bestimmt. :

Es gilt in der Tat:

Satz. Konvergiert die Folge %,, %5, ..., %,, . . . nach Wahrscheinlich-
keit gegen X, so konvergiert die Folge der entsprechenden Verteilungs
funktionen F,, (@) in jedem Setigkeitspunkte von F (a) gegen die Verteilungs-
funktion F(a) von X

Dall F(a) durch die Fy(@) wirklich bestimmt ist, folgt daraus, daf
F(&) als eine nach links stetige monotone Funktion durch ihre Werte
in den Stetigkeitspunkten eindeutig festgelegt ist’. Zum Beweise des
Satzes setzen wir voraus, da a ein Stetigkeitspunkt von F ist. Es
sei @' < a, dannist im Fallex <C a’, x, == @ notwendig |x. — x| > a—a’.

Xy — X| > a—a'.

Es gilt folglich hmP(x(a x_ra) =0.
(x<a x.™

Fla)=P (x<a)£P(x,,(a}+P(x<a x,,ﬁ ‘a) ¥ F,(a) +Plx<a,xyza),
F(&) = liminfF,{a) + limP(x < d’, 2,24},
(3) F(a) = liminfF,(a) .
Analog beweist man, dall aus a" > a die Relation
() F(a”) = lim supF,{a)
folgt. Da F(a) und F{a") mit a' -> a und a" -> a gegen F(a) konver-
gieren, folgt aus (3) und (4), da
limF, (&) = F(a)

ist, womit unser Satz bewiesen ist.

! Sie hat in der Tat nur eine héchstens abzahlbare Menge von Unstetigkeits-
punkten (vgl. z.B. LEBESGUE: Lecons sur I'intdgration 1928 S. 50). Die Stetig-
keitspunkte liegen infolgedessen Uberall dicht, und man bestimmt den Wert der
Funktion F(a) in einem Unstetigkeitspunkt als Limes ihrer Werte in den nach
links liegenden Stetigkeitspunkten.
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- Viertes Kapitel.
M athematische Erwartungen®.

§ 1. Abstrakte LEBESGUES e Integrale.

Es sai x eine zufallige GroRe und A eine Menge aus §. Wir bilden
dann fur ein positives m die Summe

k= too
(1) Si =2 kAPEL 2 < (k+14)4, Ec 4).
Wenn diese Reihe bei jedem 4 absolut konvergiert, so strebt S; mit
A >0 gegen einen bestimmten Limes, welcher nach Definition das
Integral
© f xP(dE)

A

ist. In dieser abstrakten Form wurde der Integralbegriff von M. FRECHET
eingefiihrt?, se ist insbesondere fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
unentbehrlich (der Leser wird Ubrigens im folgenden Paragraphen sehen,
dal3 die Ubliche Definition der bedingten mathematischen Erwartung
der Grole x unter der Hypothese A bis auf einen konstanten Faktor
mit der Definition.des Integrals (2) zusammenfallt).

Wir geben hier ein kurzes Verzeichnis der wichtigsten Eigenschaften
der Integrale von der Form (2). Der Leser findet ihre Beweise in jedem
Lehrbuch Uber reelle Funktionen, obwohl se meistens nur in dem Falle,
da P(A) das LEBESGUEsche MaR der Mengen im R" ist, durchgefihrt
sind. Diese Bewelse auf den allgemeinen Fall zu Ubertragen, ist eigent-
lich keine neue mathematische Aufgabe: se bleiben meistens wortlich
dieselben.

I. Ist die zuféllige GroRe x auf A integrierbar, so ist se auch auf
jeder Teilmenge A" von A, welche zu § gehort, integrierbar.

[1.1st x auf A integrierbar und A in hochstens abzahlbar viele
disjunkte Mengen A, aus § zerlegt, so gilt

fo(dE):%A[xP(dE).

I'11.Mit x ist immer auch |x]| integrierbar, und es gilt dabei
[#P@E)| = [|#P@E).
- 4 4

! Wieesim § 5, drittes Kapitel, erwdhnt wurde, betrachten wir in diesem und
in den folgenden Kapiteln nur BORELSCHE Wahrscheinlichkeitsfeider.

2 KRECHET: Sur l'integrale d'une fonctionnelle etendue & un ensemble abstrait.
Bull. Soc. Math. France Bd. 43 (1915) S. 248.




A I'V. Mathematische Erwartungen. [234

V. Wenn in jedem Falle & die Ungleichungen 0=y = x erfillt
sind, so ist mit x auch y integrierbar’ und es gilt dabei

[yP(aE) = [xP@E).
4 4

V. Wenn;m = x = M ist, wobei mund M zwei Konstanten sind,
0 ist
mP(4) < [xP(E) = MP(4).
A

*VI. Sind x und y integrierbar und K und L zwei reelle Konstanten,
so ist auch Kx + Ly integrierbar, und es gilt dabel

[(Bx + Ly)P@E) = foP(dE) + Lfyp(dE).
A A A

T’ﬂ,, ATV I Y
V1. Ist die Reihe 2"|xﬂ|p(ﬂg)

n A

2k =%
konvergent, so konvergiert di“z":"’; g
. =
n

in jedem Punkt der Menoe A his auf eine Menoe B mit P(B) =0. Setzt
man aulerhab A — (xp(aE) = 3 [x,P(E).
A A

VIII. Sind x und y é&quivalent (P{x 4 y}=0), 0 ist fir jede
Menge A aus §% _
3 |#PWE) = [yP(E).

A A

IX. Gilt (3) fur jede Menge A aus F, so sind x und y aquivalent.

Der obigen Definition des Integrals entnimmt man noch die folgende
Eigenschaft, welche man in der gewohnlichen LEBESGUEsthen Theorie
nicht hat:

X. Es sden Py(A) und Py(A) zwei Wahrscheinlichkeitsfunktionen,
welche auf demselben e definiert sind, P{4) = P,{4Ahd- P,(4) X
in bezug auf P;(A) und P,(A) auf A integrierbar. Dann gilt

fo(dE) =fo1(dE) + (2P, {@E).
A A A

X1.Jede beschrankte zufédllige GroRe ist integrierbar.

1 Man setzt dabei voraus, dai y eine zufallige GréBéist, d. h. in der Terminologie
der allgemeinen Integrationstheorie in bezug auf §& mefRbar ist.
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§ 2. Absolute und bedingte mathematische Erwartungen.
Es sa x ene zuféllige Grolke. Das Integral

E(x) = [sP(@E)

E
nennt man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung die mathematische Er-

wartung der Grolee x. Es folgt aus den Eigenschaften 111, 1V, V, VI,
VI, VI, X1, da .
L (E(x)] = E(]x]);
II. E(¥) == E(x), wenn immer 0=y =x ist;
IIL, inf(x) < E(x) < sup(x);
IV. E(Kx + Ly).— KE(%) + LE(y):
V. E(ch,,) -:;'E(xﬂ), wenn die Reihe ;E(|x,,|) konvergiert.

VI, Sind x und y dquivalent, so ist
E(x) = E(y).

V1l. Jede beschréankte zufédlige GroRe besitzt eine bestimmte
mathematische Erwartung.
Man hat nach der Definition des Integrals

E{x) = n&"i‘?m Plom = x < (k 4- 1) m}

k= o
k= f oo

= limfkm{F((k + 1)ym) — F(km)}.
k= —o0

Die zweite Zeile ist nichts anderes as die Ubliche Definition des STIELT-
JESschen Integrals

+0o
0) fa dF®(g) = E(x).
Die Formel (1) kénnte folglich auch als Definition der Erwartung E{X)
dienen. :
Es sa jetzt u eine Funktion des elementaren Ereignisses & und X
eine zufdllige Grolke, welche as ene eindeutige Funktion x = x(u)
von u definiert ist. Dann ist

Plhm < x < (k+1)m} =P {km == x(u) < (R + 1) m},

wobei P(Y)(A) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von u ist. Es folgt
mithin aus der Definition des Integrals, daf

JxPE) = [xP0(@E®)
B K
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und folglich
@ E(x) = [ () PO(dEW)
B
ist, wobei E¥ die Menge aler méglichen Werte von u bedeutet.
Wenn insbesondere u selbst eine zuféllige Grof¥e ist, so hat man
=+ o0
3) E(x) = f %P (dE) = f % (1) P®@ (d RY) = f %(a) AF® ().
E R —o0
Das letzte Integral in der Formel (2) ist im Falle einer stetigen Funktion

X(u) ein gewohnliches STIELTJEsches Integral. Es sei aber dabei be-
merkt, da3 das Integral

+oa

f x{a) dF® (a)

— O

auch im Falle der Nichtexistenz der mathematischen Erwartung E(X)
existieren kann: fur die Existenz von E(x) ist die Endlichkeit des
Integrals

oo
[|x(a)| dF® (a)

notwendig und hinreichend™.
Ist u ein Punkt (s, #,, ..., #,) ds R, so ist wegen (2

) E(x) —-:ff---fx(ul, Uy, ..., ty) Ptz .o un) (F ™)
En

Wir haben schon gesehen, dal? die bedingte Wahrscheinlichkeit
Ps (A) ale Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsfunktion besitzt.
Das entsprechende Integral

5) Ep(x) = j xPy{dE)
E

nennen wir die bedingte mathematische Erwartung der zufalligen_ Grofle x
in bezug auf das Ereignis B. Da

PyB) =0,  [2PaldE) =0

B
i C f.A f..n 3T f-,n 3% r.,D 3TN f,..D F&
ist,  Eptx) =fo,,(dE) ==fx Py (dE) +fx Pu(dE) = [xPy(dE).
E B B B

_ P(4B) _ P(4)

| P = e = e
Erimnert-man sich, das> i raic A v. b

1'vgl. V. GLIVENKO: Sur les valeurs probables de fonctions. Rend. Accad.
Lincei Bd. 8 (1928) S. 480-483.
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ist, so erhalt man

© Eplx) = 'p?g)‘fx P{AE),
B

@ [xP@E) = P(B)Extx) .
F.]

Aus (6) und der Gleichung
[xP@E) fo (dE) +fo(dE)

AfH
folgt schlieflich
P(A4) E, P(B)E,
o Carnth) = POEILEE),

Es gilt insbesondere die Formel

©) E(x) = P(4)E4(x) + P(4) Eilx).
§ 3. Die TCHEBYCHEFFshe Ungleichung.

Es sei f(x) eine nichtnegative Funktion eines reellen Argumentes X,
welche bei x z: a: immer nicht kleiner als b > 0 bleibt. Dann ist fir

jede zuféllige GrofRe x

(1) P{x=a) < E{f ()i

wenn nur die mathematische Erwartung IE{f{x)} existiert. Man hat
in der Tat
E{fm)} = ff (%) P(4E) ff(x 2 bP(xz2a),
{=c = a}
woraus (1) unmittelbar folgt.
. Es qgilt z. B. fir jedes positive e
N B E s
@ Plrzza) = o).
Es sei jetzt f(x) nichtnegativ, gerade und bei positivem x nicht
abnehmend. Dann gilt fur jede zuféllige GroRe x und bei jeder Wahl
der Konstante a > 0 die Ungleichung

= e E{f (%)
3) P{x|=a) = 7{/(“'; '
Insbesondere gilt
@) P{lx — E(x)l = a) = Ef{xf_(;;g(x)}

Besonders wichtig ist der Fall f (x) = x% In diesem Fall erhdlt man aus
3 und 4

(3 P(l#| = a) =2 =5,

E{Jﬂ __ ')

a?

6) P(lx — Ex)| =z a) =
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Man nennt dabei o*(x) = E{x — E(x)}?

die Sreuung der GroRe x. Es laBt sich leicht berechnen, dald -
it 0% (x) = E(x?) — {E(x)}?

Ist f(x) beschrankt:

lf0|= K,

so kann man IP{|x| = &) auch nach unten abschatzen. Es gilt in der Tat

E(f(x)) = [ /() P(dE) = [(x) P(dE) + [(#) P(dE)

E {lz{<a} {lz]|=a}
< f@) P(x] < @) + KP(ix| = a) = f(a) + KP(|x| = a)

und folglich
@) P(x| = a) == E_{f_(:”.’.}{:f.(f). _

Ist statt f(x) die zuféllige Grole x selbst beschrankt:
x| = M,
so ist f{x}) = f(M), und man erhdt statt (7) die Formel
E(ftx) — fla}

tS) Pl =a) = =70
Im Fall f (x) = x* ergibt sich aus (8)
©) P(x| = a) 2 “0) 4
§ 4. Einige Konvergenzkriterien.
Es s
(1) xlo xz; L] xu, e

eine Folge von zufélligen GroRen und f(x) eine nichtnegative, gerade
und bei positiven x monoton wachsende Funktion'. Dann gelten die
folgenden Sétze:

|. Fur die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1) ist
die folgende Bedingung hinreichend: Zu jedem e>0 existiert ein
solches n, dad flr jedes p > 0 die Ungleichung

) E{/nip — 2} <&

gilt. ‘
I'l. Far die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1)

gegen die zuféllige Grofle x ist die Bedingung

©) limE{f(xy —2)} =0

"nrt+o

hinreichend.

LEsigt dsof (x) > 0, fals » + o ist.
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[11.1Ist f(x) beschrankt und stetig und /(0) = 0, so sind die Be-
dingungen | und Il auch notwendig.

IV.Istf(x) stetig, f (0) ==0 und alle #,, g, ..., %5, ..., # inihrer
Gesamtheit beschrénkt, so sind die Bedingungen | und Il auch not-
wendig.

Aus |l und 1V folgt insbesondere

V. Fur die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit der Folge (1)

gegen x ist die Bedingung
(4) limE (x, — )2 = 0
hinreichend. Sind dabei #,, x4, ..., %,,..., 2 in ihrer Gesamtheit be-
schrénkt, so ist diese Bedingung auch notwendig.
Zum Beweis von |—IV vgl. sLUTSKY [1] und FRECHET [1]. Diese

Sétze folgen dbrigens fast unmittelbar aus den Formeln (3) und (8)
des vorigen Paragraphen.

8§ 5. Differentiation und Integration der mathematischen
Erwartungen nach einem Parameter.

Ist jedem elementaren Ereignis § eine bestimmte reelle Funktion
x(1) eines reellen Argumentes ¢ zugeordnet, so sagen wir, dal3 x(t) eine
zuféllige Funktion ist, wenn bei jedem festen t die Grof3e x(t) eine zu-
fallige Grofeist. Esentsteht dann die Frage, unter welchen Bedingungen
das Erwartungszeichen E mit den Integrations- und Differentiations-
zeichen vertauschbar ist. Zwei folgende Sétze, ohne die Frage zu er-
schopfen, konnen in mehreren einfachen Fallen eine befriedigende Ant-
wort auf diese Frage geben:
~ Satzl. Ist die mathematische Erwartung E[x(t)] fUr jedes t endlich,
X(t) immer fur jedes t differentiierbar und die Ableitung x' (t) von Xx(t)
nach t dem Betrage nach immer kleiner als eine feste Konstante M,

ist
> L E@e) =EW®).

Satz 1. Ist x(t) dem Betrage nach immer kleiner as eine feste
Konstante K und nach RIEMANN integrierbar, so ist

fE(x{t)) dt = EUx(e) dtl,

wenn nur E(x(t)) im RIEMANNschen Sinne integrierbar ist.
~Beweis des Satzes|. Es ist zuerst zu bemerken, dal3 x' (t) als
Limes der zufélligen Gréfen
FeAR - x) 1 1
h

k:'l, -2—, ...,?‘*, .

eine zuféllige Grofde ist. Da x'(t) beschrankt ist, existiert die mathe-
matische Erwartung E (X (t)) (Eigenschaft V I | der mathematischen Er-
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A I e TR e e SESRELEEE, T

Wartungen aus § 2). Wir wahlen jetzt ein festes t und bezeichnen mit A
das Ereignis X(t+ by — 2(0)

t4 t)’>£. .
Die Wahrscheinlichkeit P(A) konvergiert mit h->0 gegen Null fir
jedes e > 0. Da immer

{t+h)—x(t - -

j_{——-}f——“_\ =M, W) =M

ist und auRerdem im Falle A
|2 (2 4+ A — a2t -
| Z (.__..... });.._.__(._) — x’(t) l = E

gilt, so hat man

:‘é2MP(A)+e.

e>0 kann man dabei beliebig wahlen, und P{A) ist bei jedem genUgehd
kleinen h beliebig klein. Es gilt folglich

d Ex{t+h)—Ezx(f)
= Ex{f) = lim =~ V7 PO

h—=>D

—~2(t)|

Ex(t),

w. z. b. w.
Beweis des Satzes|L Es sei

k—h
=y Dat+kE), k= L
b=l

Da S, gegen J —J'ix(t)dt konvergiert, so kann man fir jedes e > 0
a
n= N
ein solches N wahlenP (dik=aB{mn = N"|dte &) rgleichung
P{d)=P{S;,— Ji>e<e

k=h
k=h

folgt. Setzt man S§* — %Z’ Ex(i+ kh) = E(S,),

k=1
5% — E(N| = {E(Sa — N = E[Sa — Ji

= P(A)E4|Sy— J| + PUADELS, — J|; =i 2KP(A) + e = 2K + 1)e
Somit konvergiert 5% gegen E(/), woraus die Gleichung

cn arivd

b
fEx(t)dt:limS,‘,‘: E(J)
folgt. a
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Der Satz Il kann ohne jede neue Schwierigkeit fur die zwei- und
mehrfachen Integrale erweitert werden. Wir wollen eine Anwendung
dieses Satzes auf ein Problem der geometrischen Wahrscheinlichkeiten
geben. Es s&8 G ein quadrierbares Gebiet der Ebene, dessen Gestalt
vom Zufall abhéngt, d. h. es sai jedem Elementarereignis 8 eines Wahr-
scheinlichkeitsfeldes ein bestimmtes quadrierbares Gebiet G der Ebene
zugeordnet. Wir bezeichnen mit J den Inhalt des Gebietes G und mit
P(x,y) die Wahrscheinlichkeit, da3 der Punkt (xy) zum Gebiet G
gehort. Dann ist E(J)=1ffP(x,y) dxdy.

Um dies zu beweisen, genugt es zu bemerken, dal3

J - ff t (xy)dxdy,
P(xy) = Ef(xy)
ist, wobei f(xy) die charakteri§ische Funktion des Gebietes G ist
(f(xy) = 1 auf G und f(x, y) CauBerhaIb G

Fiinftes Kapitel.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
und Erwartungen.

§ 1. Bedingte Wahrscheinlichkeiten,

Wir haben im ersten Kapitel, § 6 die bedingte Wahrscheinlichkeit
Py () eines Ereignisses B nach einem Versuch ¥ definiert, Es wurde
dabei im ersten Kapitel vorausgesetzt, da ¥ nur endlichviele ver-
schiedene mégliche Ausgiinge hat. Man kann aber Py (B) auch im Falle
cines Versuches ¥ mit einer unendlichen Menge der méglichen Ausginge,
d. h. einer Zecrlegung der Menge E in unendlichviele disjunkte Teil-
mengen, definieren. Eine solche Zerlegung erhilt man insbesondere,
wenn man eine beliebige Funktion # von & betrachtet und die Mengen
# = const als Elemente der Zerlegung U, definicrt. Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit Py, (B) wird auch mit P,(B) bezeichnet. Eine beliebige
Zerlegung A der Menge E erhilt man als die Zerlegung U, welche durch
cine Funktion # von & ,induziert” ist, wenn man jedem ¢ diejenige
Menge der Zerlegung U als # (&) zuordnet, welche & enthilt.

Zwei Funktionen # und #«’ von ¢ bestimmen dann und nur dann
dieselbe Zerlegung %, = A, der Menge E, wenn eine solche einein-
deutige Zuordnung »’ = f(x) ihrer Wertebereiche §* und {7 existiert,
daB identisch ' (&) = fu (&) ist. Der Leser kann leicht nachpriifen,

1 vgl. A. KoLmogoroFF¥ u. M. A. LEontowlTscH: Physik. Z. Sowjetunion.
Im Druck {1933).
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daB die im folgenden definierten zufilligen Groflen P, (8) und P, (B) in
diesem Falle zusammenfallen, sie sind also wirklich durch die Zerlegung
U, = ¥, selbst bestimmt.

Man kann zur Definition von P, (B) die folgende Gleichung brauchen:

(1) P{uc Ay (B) = E{m: AY Ps (B) .

Man konnte leicht zeigen, daB im Falle einer endlichen Menge E®) der
moglichen Werte von # die Gleichung (1) bei jeder Wahl der Menge A
erfiillt ist (wobei P,(B) nach § 6, erstes Kapitel definiert ist). Im all-
gemeinen Falle {in welchem P,{B) noch nicht definiert ist) beweisen
wir, daB immer eine und bis auf Aquivalenz nur eine zufillige GroBe
P,(B) existiert, welche als Funktion von # sich bestimmen 148t und
bei jeder Wahl von A4 mit P®(4) > 0 aus §* der Gleichung (1)
gentigt. Die somit bis auf Aquivalenz bestimmte Funktion P,(B) von u
nennen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B in bexug auf u (oder
bei bekanntem #%). Den Wert von P,(B) bei u = a bezeichnen wir
dabei mit P,(a; B).

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von P, (B). Multi-
pliziert man (1) mit P{u < A} = P®)(4), so erhilt man links

P{uc A}Pyc4(B) = P(B{uc 4}) = P(Bu 1(4))
und rechts

P{xC A}Equc 4y Pu(B) = [Pu(B) PE) = [P, (B) P® (dEW).
{uc 4} A

Es ergibt sich also die Formel

(2) P(Bu Y(A) = f P, (B) P® (dE®) .
A

Umgekehrt folgt aus (2) die Formel (1). Im Falle P (4) = 0, in welchem
(1} keinen Sinn hat, ist (2) in trivialer Weise richtig. Die Forderung (2)
ist also mit (1} 4quivalent.

Nach der Eigenschaft IX des Integrals (viertes Kap., § 1) ist eine
zufillige Grofe x durch die Werte des Integrals

f x P(dE)

A
fir alle Mengen aus § bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt. Da
P.(B) eine auf dem Wahrscheinlichkeitsfelde (¥®, P®)} bestimmte zu-
fallige Grofe ist, so folgt daraus, daB die Formel (2) diese GroBe P, (B)
bis auf Aquivalenz eindentig bestimmt.

Es bleibt uns die Existenz von P, (B) zu beweisen. Zu diesem Zwecke

brauchen wir den folgenden Satz von O. Nikopym?:

1 NixopyM, O.: Fundam. Math. Bd. 15 (1930) 5. 168 (Théoréme III).
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Es sei & ein BORELschcr Mengenkorper, P(A) eine auf & definierte
nichtnegative vollstandig additive Mengenfunktion (in der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Terminologie — eine zuféllige GroRe auf (g, P})
und Q{A) eine zweite auf p definierte vollstandig additive Mengen-

funktion, wobei aus Q(A) =0gdie Ungleichung P{AE>0 folgt. Es
existiert dann eine in bezug auf % meRbare Funktion f{(&) (in der wahr-
scheinlichkeitstheoretischgn Terminologie — eine zuféllige GroRe), welche

far ]ede Menge A aus CF- dor la r\hnnn
©Q(4) = [1(&) PE)

gentigt.
.Um diesen Satz in unserem Falle anwenden zu koénnen, bleibt es
zu zeigen: 1° daB

Q(4) = P(Bu-1(4))

auf §™ vollstandig additiv ist, 2° daR aus Q{A) 4= 0 die Ungleichung
PU(4) >0 folgt.
Zunéachst folgt 2° aus

0=PBu Y A) =Plut4) =PW(4).
Um 1° zu beweisen, setzen wir

A=34,.
n

u-1(4) mzn'u'l(.»i“)

Dann ist

und
Bu-'(A)=2>Bu-'(4,).

Da P vollstandig additiv ist, so folgt daraus, dal
P(Bu~'(Ay) =22 P(Bu1(4,)
"

ist, w. z. b. w.

Aus der Gleichung (1) folgt insbesondere (wenn man A = EY
setzt) die wichtige Formel
?) P(B) = E(Pu(BY).

Wir wollen jetzt zum Beweise der zwei folgenden fundamentalen
Eigenschaften von bedingten Wahrscheinlichkeiten iibergehen:

Satz |. Es ist fast sicher, daf

(4) 0=P,(B)=1
ist. ,
Satz IL Ist B in die hochstens abzahlbar vielen Summen den B,
zerlegt:
B=23B,,
13

Ergebnise der Mathematik. 11/3.  Kolmogoroff.
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so gilt fast sicher die Gleichung
Q) Pu(B) = X Pu(B))
n

Diese zwei Eigenschaften von P, (B) entsprechen den zwei charakte-
ristischen Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion P(B): es ist
immer 0 =< P{B} =, und P(B) ist vollstandig additiv. Sie gestatten,
mehrere weitere wesentliche Eigenschaften der absoluten Wahrschein-
lichkeiten P(B) auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten Py(B) zu uber-
tragen. Man soll dabei jedoch nicht vergessen, dal3 Py(B) bei einer
festen Menge B eine nur bis auf Aquivalenz bestimmte zufallige GroReist.

Beweis des Satzes |. Setzen wir voraus — im Gegensatz zu der
zu beweisenden Behauptung —, da auf einer Menge M < E® mit
P(“)(M) > 0 die Ungleichung P, (B) == 1 4edf[il&t> o, ist, so ist
nach der Formel (1)

Piucuy(B) = Equeany Pu(B) 721 -+ &,
was offenbar unmdglich ist. Ebenso beweist man, dal} fast sicher
P.(B)z=0 ist.
Beweis des Satzes||. Aus der Konvergenz der Reihe

;‘ E|P.(B,)| =§ E(P.(B,) — ; P(B.) = P{(B)

folgt wegen der Eigenschaft V der mathematischen Erwartungen
(viertes Kap., §2), dal’ die Reihe

X P.(B
fast sicher konvergiert. Da die Reihe

Z E{ucd}lp (Bn)l = 2, E{ucd} P {Bn)) = Zp{uc/ﬂ' ) = P{ucd}(B}
2 Bt ay|Pu(Ba) =2 E{ucA}(P (Bn)) = ¥ Piuc 4y (Bp) = Puc 43(B)
bé jeder Wahl der Méhge A mit P(“)(A) >*0 konvergiert, so folgt aus
der erwdhnten Eigenschaft V der mathematischen Erwartungen, dal3

fur jede Menge A der erwdhnten Art die Relation

E{uc.d} (; Pu(Bu)) = ; E{u:A}(Pu(Bn)) = P{m:A} (B) == E{ucA}(Pu(Bn)]‘

gilt; daraus folgt die Gleichung (5) unmittelbar.

Zum Schlul dieses Paragraphen wollen wir auf zwei Speziafélle
hinweisen. Ist erstens u(f) =c eine Konstante, so gilt fast sicher
P(A) = P(A). Setzt man dagegen u(§) = E, so erhdlt man sogleich,
dal P&A) auf A fast sicher gleich Eins und auf A fast sicher gleich
Null ist. PE(A) ist also die charakteristische Funktion der Menge A.

§ 2. Erklarung enes BOREL sthen Paradoxons.

Es sai die Menge aller Punkte einer Kugelflache zur Grundmenge E
gewahlt. Als g wahlen wir die Gesamtheit aller BORELschen Mengen
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der Kugelflachen. Endlich sei P{A) dem Inhalt der Menge A propor-
tional. Wir wahlen jetzt zwei diametrale Punkte zu Polen, dann ist
jeder Meridiankreis durch die entsprechende geographische Lénge
v, 0=y < m, eindeutig bestimmt. Da w nur von 0 bis & l&uft, wir
also volle Meridiankreise (nicht Halbkreise) betrachten, muRl auch die

Breite & von — g bis +n|(nicht von — ; bis -} 2) laufen. Dievon BOREL

gestellte Aufgabe ist: die ,,bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung" fir
die Breite ®, —m = @ <« 47, bei bekannter Lange wzu bestimmen.
Man berechnet leicht, daR

6y
P, {6, = 0 < 6} = }f|cos@!d8
e

ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur & bei bekanntem # ist also
nicht homogen.

Setzt man voraus, dall die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung
fur @ ,bei der Hypothese, daB £ auf dem gegebenen Meridiankreis
liegt", homogen sein soll, so erhalt man einen Widerspruch.

Dieser Umstand zeigt, dald der Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit in bezug auf eine isoliert gegebene Hypothese, deren Wahrscheinlich-
keit gleich Null ist, unzuldssig ist: nur dann erhdlt man auf einem
Meridiankreis eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir @, wenn dieser
Meridiankreis als Element der Zerlegung der ganzen Kugelflache in
Meridiankreise mit den gegebenen Polen betrachtet wird.

§ 3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten in bezug auf eine
zufallige GrolRRe.

Ist x eine zuféllige GroRe und Py(B) as Funktion von x im BOREL-
schen Sinne mefRbar, so kann man PyB) auch elementar definieren.
Man konnte in der Tat der Formel (2), 8§ 1 die folgende Gestalt geben:

O P(B)PF (4) = [P.(B) P@E).

4
In unserem Falle ergibt sich unmittelbar aus (1), dal
@ P(B) Fif(a) = [ P;(a; B) dF ) (a)

ist. Nach einem Satz von LEBESGUE' folgt aus (2), dal

Fgla+ k) — Fy§(a)
Fo(a + &) — F™(a)

ist, bis auf eine Menge H der Punkte a mit P() (H) = 0.

3) P,(2; B) = P(B)lim h->0

! LEBESGUE: Lesons sur l'intdgration, S 301 —302. 1928
4%
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Py(a; B) wurde im 8 1 nur bis auf eine Menge G mit P() (G) =0
definiert. Betrachtet man jetzt die Formel (3) as Definition von
P, (a; B), wobei im Falle der Nichtexistenz des Limes auf der rechten
Seite von (3) Py(a; B) = 0 gesetzt ist, so geniigt diese neue Grol3e allen
Forderungen des § 1.

Existieren noch die Wahrscheinlichkeitsdichten /®{a) und f&{(a)
und ist f®(a) > 0, so verwandelt sich die Formel (3) in die folgende:
() )

@ Pa; B) = PB) ST
Es folgt noch aus der Formel (3), da3 die Existenz des Limes (3) und
der Wahrscheinlichkeitsdichte ji#}{a)i die Existenz von {{{«) zur Folge
hat. Es ist dabei o

©) P(B) 15 (@) = f)(a).

~Ist P(B) >0, so folgt aus (4) die Gleichung

P.(a; B) f*

© (@) = "

Im Falle (@) =0 ist nach (5 /%{a) =0, und folglich ist (6) auch
richtig. Ist dabel die Verteilung von x stetig, so hat man

Lo + 00
(7) P(B) = E(Po(B) = [P.(a; B)dF®)(a) = [P.(a; B) [ (a) da.

Aus (6) und (7) ergibt sich
P.(a; B) f°

©) 12 (@) = __F_Fén_(“;__ﬂ "a) .

JPc(a; B) f9(a) da

In dieser Gleichung haben wir den sog. BAYESschen Satz fir die stetigen
Verteilungen erhalten. Die Voraussetzungen, unter welchen dieser Satz
bewiesen ist, sind aso die folgenden: Py(B) ist im BORELschen Sinne
meflbar und im Punkte a nach der Formel (3) bestimmt, die Verteilung

von x ist stetig und die Wahrscheinlichkeitsdichte f¥(a) im Punkte a
existiert.

8 4. Bedingte mathematische Erwartungen.

Es sden u ene beliebige Funktion von € und y eine zufélige GroRe.
Eine zufdlige GroRe Ey(y), welche as Funktion von u darstellbar ist
und fir jede Menge A aus §® mit P(“)(A) > 0 die Bedingung

1) Ewe a3 (¥) = Ecay Eu(9)

erfullt, heildt (falls se existiert) bedingte mathematische Erwartung der
Groe y bel bekanntem Wert von u.
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Multipliziert man (1) mit P(“)(A), so erhdlt man

@ [yP@E) = [E,) PO aE®)

{ucd} 4
Umgekehrt folgt aus (2) die Formel (1). Im Falle P(*) (A) =0, in welchem
(D) keinen Sinn hat, ist (2) in trivialer Weise richtig. Ebenso wie im
Falle der bedingten Wahrscheinlichkeit (vgl. § 1) beweist man, dafd
Eu(y) durch (2) bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

Der Wert von Eyy) bei u = a bezeichnen wir mit Eya)y). Es
sel noch bemerkt, dal3 E, (y) ebenso wie Py, (y) nur von der Zerlegung
abhéngig ist, und kann aso as Ey,(y) bezeichnet werden.

In der Definition von E,(y) ist schon die Existenz von E(y) voraus-
gesetzt (man setize A — EY, dann ist Egenn() = E(y)); wir wollen
jetzt beweisen, dald die Existenz von E{y) fur die Existenz von E,(y) auch
hinreichend ist. Dazu geniigt es nach dem Satz von O. NIKODYM (vgl.
§ 1) zu beweisen, da3 die Mengenfunktion

Q(4) = [yP(@E)
{uc A}
auf F“ vollstandig additiv und in bezug auf RY)(@A) total stetig ist.
Die erste Tatsache beweist man wortlich so wie im Falle der bedingten
Wahrscheinlichkeiten (vgl. §1). Die zweite Forderung der Total-
stetigkeit besteht darin, da aus Q(A) 0 die Ungleichung P(Y)(A) >0
folgen soll. Setzt man voraus, dald P®){4) =P{uc A}==0 ist, so ist
offenbar
Q(4) = [yP@E) = 0.
fuc A}
Unsere zweite Forderung ist aso auch erfillt.
Setzt man in der Gleichung (1) A = E“' so ergibt sich die Formel

3) E{y) = EE,{).
Man beweist weiter, da fast sicher
(4) Eu (ay + bz) = d Eu(y) + &E, (2)

ist, wobei a und b zwei beliebige Konstanten sind. (Die Durchfihrung
des Beweises kann dem Leser Uberlassen bleiben.) _

Sind u und v zwei Funktionen des Elementarereignisses , so kann
das Paar (u, v) auch als eine Funktion von betrachtet werden. Es
gilt dann die folgende wichtige Gleichung:

(5 Eu B0y (y) = Eu(y).
In der Tat ist Ey(y) durch die Relation
E{ucd}(y) = E{ucd} Eu(y)
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definiert. Man soll aso beweisen, daB E,E(, ,,(¥) der Gleichung
)

(6) E{ul: AY (y) = E{u:d} E. E(u.u) ()’
geniigt. Aus der Definition von Eg,(y) folgt

U] Ewe 3 () = Eue a3 Baun () -
Aus der Definition von E,Eg ,(¥) folgt weiter, dal
(@ Etwe 43 B (%) = Eque a3 Eu Equn ()

ist. Die Gleichungen (7) und (8) haben die Gleichung (6) zur Folge,
womit unsere Behauptung bewiesen ist.
Setzt many = P § (B) auf B gleich Eins und auf3erhalb B gleich Null,

0 ist Eu(y) = Pu(B),

E(u,v) (y} = p(u,ﬂ) (B) .
In diesem Falle ergibt sich aus (5) die Formel
©) Ey P,y (B) = Py (B)..
Man kann die bedingte mathematische Erwartung Ey (y) auch direkt
durch die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten definieren.
Man betrachtet zu diesem Zweck die folgenden Summen:

k= + 0o

(10] =2 RiP{kizmy <(k+ 1)1} =R

_.—-m

Ist E(y) bestimmt, so konvergiert die Reihe (10) fast sicher. Es gilt
in der Tat nach der Formel (3) des §1

E{Ry| = [RA|P{kl =y < (R + 1) 4},
und die Konvergenz der Reihe

:_}_J:‘Tku PlELSy < (+ 1)1 = SE|RY

ist die notwendige Bedingung der Existenz von E(y) (vgl. viertes Kap.,
§1). Aus dieser Konvergenz folgt, daB die Reihe (10) fast sicher konver-
giert {vgl. viertes Kap., § 2, V). Man beweist weiter cbenso wie in der
Theorie der LEBESGUEschen Integrale, daB aus der Xonvergenz von
(10) bei irgendeinem A die Konvergenz bei jedem 2 folgt und daB im
Falle der Konvergenz der Reibe (10) S;(#) mit 1— 0 gegen einen be-
stimmten Limes konvergiert!. Man kann dann definitionsgemil

(11) Eu(y) = limS, (1)

setzen, Um zu beweisen, dalB die durch {11) definierte bedingte Erwar-
tung E,(y) den frither aufgestellten Forderungen geniigt, braucht man

! Dabei betrachten wir nur eine abzahlbare Folge von A-Werten: alle Wahz-
scheinlichkeiten P, {k1 =iy < (k¥ 4+ )4} sind dann far allc diesc Werte von
A fast sicher bestimmt.
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nur die Geltung der Gleichung (1) fir die nach (11) definierte GrofRe
Eu(y) zu verifizieren. Dieser Beweis verlauft folgendermafien:

Ene sy Es{y) = }.in}]E{uc A} S (u)

“+ o0
=lim M kAPgyeap{bd =y < (k+ 1)} = Eneany(y)..
>0 k=—-o
Bei dieser Rechnung ist die Vertauschung des Erwartungs- und Limes-
zeichens berechtigt, da SA(w) mit A-> 0 gleichmaBig gegen Eyy) kon-
vergiert (eine einfache Folge der Eigenschaft V der mathematischen
Erwartungen aus § 2). Die Vertauschung des Erwartungszeichens mit
dem Summenzeichen ist ebenfalls berechtigt, da die Reihe

szam}{lkll Pulkd ==y < (k + 1} 41}

k= oo

&

;s — 00

konvergent ist (direkte Anwendung der Eigenschaft V der mathemati-
schen Erwartungen!).
Man konnte statt (11)

(12) Ex(y) = [y Pu(dE)
E

schreiben, man darf aber dabei nicht vergessen, daB (12) kein Integral
im Sinne des vierten Kapitels, 8 1 ist, so dal3 (12) nur eine symbolische
Bezeichnung ist.

Ist x eine zuféllige GrofRe, so nennen wir die Funktion von x und a

F¥Pla) =P,y <a)

die bedingte Verteilungsfunktion von y bei bekanntem x. F¥({a) ist bei
jedem a fast sicher bestimmt. Ist a< b, so ist fast sicher

F®(a) =2 F2(b).
Aus (11) und (10) folgt, dal fast sicher

13 E,(y) == fim > FA[FY ((k + 1)3) — FP (k)]

A»Dk=—co
ist'. Diese Tatsache kann man symbolisch durch die Formel

-+ o

(14 E.{y) = [adFY (o)

—_— 03

ausdr iicken.

1 vgl. FuRnote 1 auf Seite 48.
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Mit Hilfe der neuen Definition (10 — 11) der mathematischen
Erwartung beweist man noch leicht, dal fur eine reelle Funktion von u

(15) Eulf () ¥] = f (1) Ex(y)
ist.

Sechstes Kapitel.

Unabhangigkeit.
Gesetz der grof3en Zahlen.

§ 1. Unabhéangigkeit.

Definition 1. Zwei Funktionen u und v von sind gegenseitig
unabhangig, wenn fir je zwei Mengen A aus FY und B aus FV die
folgende Gleichung gilt:

() PcA vcB)=Puc 4)PvcB) = PW(4)P®(B).
Bestehen die Mengen E® und EY nur aus endlichvielen Elementen
E(u):“1+“g‘+‘ e U,
E® = v +yy+ e+,

so fallt unsere Definition der Unabhangigkeit von u und v mit der
Definition der Unabhangigkeit der Zerlegungen

E=3u=u},
&

E =§{”: v}

nach dem ersten Kapitel, 8 5 zusammen.

Fur die Unabhangigkeit von u und v ist die folgende Bedingung
notwendig und hinreichend: Bei jeder Wahl der Menge A aus FY ist
die Gleichung

) Py{n c A} = Pluc A)
fast sicher erfullt.
Im Falle P(*)(B) = 0 sind in der Tat beide Gleichungen (1) und (2)

erfllt, es geniigt folglich ihre Aquivalenz im Falle P() (B) > 0 zu be-
weisen. In diesem Falle ist (1) mit

©) Peny(u = A) = P(uc A)
und folglich mit ‘
4 E{ucB}Pv(“CA) = P(%C A)

équiva]ent. Man sieht andererseits, dald aus (2) die Gleichung (4) folgt.
Umgekehrt, daP,(# < A) durch (4) bisauf die Wahrscheinlichkeit Nul|
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eindeutig bestimmt ist, folgt aus (4) die Gleichung (2) mit Fast-Sicher-
heit.

Definition 2. Es sei M eine Menge von Funktionen u(f) von §,
diese Funktionen heil3en in ihrer Gesamtheit gegenseitig unabhangig,
wenn die folgende Bedingung erfillt ist: Es seien M' und M" zwei dis-
junkte Untermengen von M, A' (bzw. A") eine Menge aus %, welche
durch eine Relation zwischen u, aus M' (bzw. M") bestimmt ist; dann

gilt die Gleichung P(A’A") = P(4) P(4") .

Man kénnte die Gesamtheit aller u, aus M' (bzw. aus M") as Koordi-
naten einer Funktion u' (bzw. u") betrachten. Die Definition 2 fordert
nur die Unabhangigkeit von u' und u" im Sinne der Definition 1 bei
jeder Wahl teilfremder Mengen M' und M".

Sind #,, #g, ..., #, gegenseitig unabhangig, so ist immer

Plu, c Ay, uy © Ay, ..., %y © Ay}
d) — P, c APl Ag) ... Plunc A,),

wenn nur die Mengen A, zu den entsprechenden F“¥) gehéren (Beweis
durch Induktion!). Diese Gleichung ist aber im allgemeinen keineswegs
fur die gegenseitige Unabhéngigkeit von u,, #,, ..., #, hinreichend.

Man verallgemeinert (1) ohne Schwierigkeiten auf die abZahlbaren
Produkte.

Aus der gegenseitigen Unabhangigkeit von uy in jeder endlichen
Gruppe (%, #,,, ..., #,,) folgt im allgemeinen noch nicht, daR alle uj
gegenseitig unabhangig sind.

Man bemerkt endlich leicht, dal} die gegenseitige Unabhangigkeit
der Funktionen u, eigentlich eine Eigenschaft der entsprechenden Zer-
legungen ¥y, ist. Sind ferner die u'y eindeutige Funktionen der ent-
sprechenden u,, so folgt aus der gegenseitigen Unabhéangigkeit der u,
diejenige von u\.

8 2. Unabhangige zufallige GrofRen.

Sind x,, 2, .. .. %, gegenseitig unabhéngige zuféllige GroRen, so folgt
aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen insbesondere die Formel

F(Q'l, Xy, ...,xn) (al’ as’ PN an) — I:(:tl} (“1) F(zq) (as) - F(xn) (an) .
d)
Wenn dabei der Mengenkorper §*u % .- #) nur aus BOREhschen Mengen
des R bester;}, P ist dig‘ Bedingung (1) fur die gegenseitige Unabhangigkeit
. 1* [ B ] . .
der Grof¥en jx;, X4, . .., %, auch hinreichend. iy Xy ey Xy )
Beweis. Es seien ¢ = {x, ..., 4;) ynd xig "R
Tar TRt ”(x.fx’ Xigs v o 0s xfm)
Zweli disjunktﬁ,,Tq%ils stﬁqgg der GroRen %, %3, ..., x,. Man-soll auf
Grund der Fornme’ %ﬁ"be\g isen, dal fU[ je zwei B”ORELEChe Mengen A'
und A" des R¥ fhzw R™MCHE JomilRirde 4) Px” < A7)
) Px'cd,x"cd”)=Px¥cA)Px"c 47}

LAl
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erfullt ist. Das folgt aus (1) unmittelbar fiir die Mengen von der Form
A':{xi1<a1:xi;<azl ---’x‘ik<ak}l
A= {le<bl, Xj'<ba, N < bm}'

Man beweist weiter, dal diese Eigenschaft der Mengen A' und A"
bei der Differenz- und Summenbildung erhalten bleibt, woraus (2)
fur alle BORELschen Mengen folgt.

Es sei jetzt x —{x,} eine beliebige (im allgemeinen unendliche)
Gesamtheit zufélliger GroRen. Ist der Mengenkorper ‘% mit dem Korper
BJH (M ist dabei die Menge aller u) identisch, so ist die Gesamtheit der
Gleichungen

(3) Frvaoons(@y @, ooy 8y) = Fpay) Fr(ag) ... Iy, (@0)

fir die gegenseitige Unabhéngigkeit der Groflen x, notwendig und hin-
reichend.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt unmittelbar aus der
Formel (1). Wir wollen beweisen, dal sie auch hinreichend ist. Es
seien M' und M" zwei disjunkte Untermengen der Menge M aller
Indizes u, A" (bzw. A") eine Menge aus B2, welche durch eine Relation
zwischen x, mit den Indizen u aus M' (bzw. aus M") bestimmt ist;
man soll beweisen, da dann die Gleichung
4) P{4’4") = P(4) P (4")
erfallt ist. Sind A" und A" Zylindermengen, so handelt es sich in Wirk-
lichkeit um Relationen zwischen endlichvielen GroRen x,; die Glei-
chung (4) ist in diesem Falle eine einfache Folge der friiheren Betrach-
tungen [Formel (2)]. Da aber die Relation (4) bei der Differenz- und
Summenbildung der Mengen A" (bzw. A") erhalten bleibt, so ist (4)
auch fir alle Mengen aus BF¥ bewiesen.

Es sei jetzt flr jedes u aus einer Menge M eine Verteilungsfunktion
Fu. (@ a priori gegeben, man kann dann ein solches Wahrscheinlichkeits-
feld konstruieren, daf in diesem Felde gewisse zuféllige GroRen x, (u durch-
- lauft die ganze Menge M) gegenseitig unabhdngig sein werden, wobei X,
die a priori gegebene Funktion F, (a) als Verteilungsfunktion haben wird.
Um das zu beweisen, geniigt es, R" als die Grundmenge E und iBEM
als den Koérper % zu wéhlen und die Verteilungsfunktionen ¢
(vgl. drittes Kap., 84) durch die Gleichung (3) definieren.

Es sei noch bemerkt, da, wie man oben gesehen hat, aus der gegen-
seitigen Unabhangigkeit jeder endlichen Gruppe von Grolken x,
[Gleichung (3)] die gegenseitige Unabhangigkeit aller x, auf BF folgt.
In umfassenderen Wahrscheinlichkeitsfeldern kann diese Eigenschaft
_verlorengehen.

Zum Schluf3 dieses Paragraphen geben wir noch einige Unabhéngig-
keitskriterien fir zwei zuféllige Grolien:

Haftaees fin
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Sind zwei zuféllige Grofien x und y gegenseitig unabhéngig und ist
E(x) ebenso wie E(y) endlich, so ist fast sicher

E.(y) = E{),
E, (x) = E(x)}.
Diese Formeln bilden eine unmittelbare Folge der zweiten Definition
der bedingten mathematischen Erwartung [Formeln (10) bis (11) des

84, funftesKap.]. Folglichsindim Falle der Unabhangigkeit die beiden
Grolen

®)

2= Ey-E ) 2 Elx—-E @)
o?(y) ’ o® (%}

gleich Null [wenn nur a%x) > 0 und a’(y) > 0 ist]. Die Zahl f? heifit

das Korrelationsverhéltnis von y zu x, g dasjenige von x zu y (PEARSON).
Aus (5 folgt weiter, daf

6) E(xy) = E(x) E()

ist. Zum Beweise wendet man die Formel (15) aus dem finften Kapitel,
84 an:

E{xy) = EE;(xy) = E[xE.{y)] = E[xE{y)] = E(y) E(x) .
Folglich ist im Unabhangigkeitsfalle
y = E¥) ~ EXEQ)

T @y
auch gleich Null; r ist bekanntlich der Korrelationskoeffizient von x undy.

Genugen zwei zuféllige GrofRen x und y der Gleichung (6), so heil3en
se unkorreliert. Fur die Summe

S=x+a+  + %
paarweise unkorrelierter Grof3en .x,, x,, .. ., x,, berechnet man leicht, dai3
@ a*(s) = 0% (1} + ? (%) + -+ - 0%(x,)

ist. Die Gleichung (7) gilt aso insbesondere fur die unabhéngigen
Grolen X '

8 3. Gesetz der grollen Zahlen.

Zuféllige GrolRen s eingr Iiolg_e s

S35 Sgys v s Spy oot

heiRen stabil, wenn es eirfs sfehe Zafenfolge
d, dy, ., dy, ...

P{|sy — dp| = &}

gibt, da fir jedes positive e
P{|sp — da| = &}
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mit 2 — oo gegen Null konvergiert. Wenn ale E (s,) bestimmt sind und
man '
dy = E(s,)

wahlen kann, so ist die Stabilitédt normal.
Sind dle s, gleichméRig beschrénkt, so folgt aus

(1) P{lsn""dnlgq*o #— +oo
die Relation

IE(S") —d,;l—>0 #— -J-oo
und folglich
() . P{lss — E(sp)] =x &} - 0. > foo

Die Stabilitdt einer beschrénkten stabilen Folge ist aso notwendig
normal.
Es sei
E (S,, e E(Sn))z = g* (sn) = Gi .

Nach der TCHEBYCHEFFschen Ungleichung ist
Plsn—Esn| 26} = 5.
Folglich ist die MARKOFFSCHE Bedingung
(3) 0’,2,,_ -0 # — oo
fur die normale Stabilitat hinreichend.
Sind s, — E(s) gleichmalig beschrankt:
S0 ist nach der Ungleichung 9) aus § 3, viertes Kapitel

P{ls — E(sn)] 26} 22 %7
Folglich ist in diesem Falle die MARKOFsthe Bedingung (3) fur die
Stabilitét von s, auch notwendig.
Ist
xl+xﬂ+ +xn

S5
O ”

und die Grollen x, paarweise unkorreliert, so hat man
0} = {0t (x) + o2 (x) + - + 2 (x)}.

Folglich ist in diesem Falle flr die normale Stabilitat der Mittelwerte s,
die Bedingung
@ 0% = ot (&) + (%) + -+ + 0F(x.) = o (n?)

hinreichend (Satz von TCHEBYCHEFF). Insbesondere ist die Bedingung
(4) erfallt, wenn dle Grolen x, gleichmé3ig beschrankt sind.
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Man kann diesen Satz auf den Fall der schwach korrelierten Gréf3en
Xn verallgemeinern: Setzt man voraus, dal3 der Korrelationskoeffizient
mn* Y°" X und ¥, der Ungleichung
{tun == c{|n — m|)

genligt und dai

k=n—1

Cn = X c(k)
K=o
ist, so ist fur die normale Stabilitdt der Mittelwerte s die Bedingung
G Co 0 = 0(n?)

hinreichend".

Im Falle unabhéngiger Summanden x, kann man auch eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fur die Stabilitéat der Mittel-
werte s, geben. Fir jedes x, existiert eine Konstante m, (Mediane von x;),
die den folgenden Ungleichungen genlgt:

P(xn<mn) =1,
Plan > m,) = %

Wir setzen nun : )
Xnp = %, wenn |x — my = n ist,

%ot = 0 im entgegengesetzten Falle,

s* == T Fer ko F Fnw
n n "
Dann sind die Relationen
k=n I'Tf:l

{6) EP{]xu— M| > 1} :élP(x,,,,:l:x}} -+ 0, # > 00

R=an
(7} 0 {(s¥) = D 0 (%) = o(n?)

=1

fur die Stabilitat der GréRen s, notwendig und hinreichend?.
Man kann dabel die Konstanten d, gleich den GroRen E (§¢) nehmen,
so dal im Falle
E(s¥) — E(sy) > 0 " -> oo

(und nur in diesem Falle) die Stabilitat normal ist.

Man erhdlt eine weitere Verallgemeinerung des TCHEBY CHEFFschen
Satzes, wenn man voraussetzt, dal3 s, irgendwie von den Ausgangen
irgendwelcher n Versuche

b/ ) PO\ 8

* Es ist offenbar immer r,, — 1.

1 vgl. A. KHINTCHINE: Surlaloi forte des grandes nombres, C. R. de |'acad. sei.
Paris, Bd. 186 (1928) S. 285.

2 vgl. A. KOLMOGOROFF; Uber die Summen durch den Zufall bestimmter
unabhéngiger GroRen. Math. Ann. Bd. 99 (1928) S. 309— 319 — Berichtigungen
ebenda Bd. 102 (1929) S. 484-488, SatzVIIl (und der entsprechende Zusatz

s.318).
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abhangt, so dal’ nach jedem bestimmten Ausgang aller dieser n Ver-
suche s, einen bestimmten Wert erhélt. Die allgemeine Idee aler Sétze,
welche unter dem Namen des Gesetzes der grof3en Zahlen bekannt sind, be-
steht darin, dal3, wenn die Abhangigkeit der Grof3e s, bei einem grof3en
n von jedem einzelnen Versuch ¥, (k=1,2, ... n) sehrkleinist, die
Grolen s, stabil sind. Betrachtet man

Bar = ElEou, ... we(Sn) — Eotom, ... e (S 2

as ein vernunftiges Mal’ der Abhangigkeit der Grof¥e s, von dem Ver-

such S*, so laBt sich die obenerwéhnte allgemeine Idee des Gesetzes

der groRen Zahlen durch die folgenden Betrachtungen konkretisieren®:
Es sai

Znk = Evor, ... 90 (8n) ~ Eoor.. o=, (Sa) -
Dann ist
Sp — E(S") =2+ Zg 4 - -+ 2y,

E(znl‘) = EE&I;QI; (S ) - EE?I;?I....‘Kx-1(sn) = E(sn) — E(sn) =0,

Oe(znk) = E u.k ﬂik
Man berechnet weiter leicht, dal’3 die zufalligen GroBen znk, k=1, 2,.
unkorreliert sind. Es sai in der Tat i <k dann ist?

Bt % ... %01 (Zni Znk) = Zns Evton .. 9ty (2n2)
= ZosEotyuty ... ooy [Eo o, ... 00 (S} — Bty ... 2= 1 (Sa)]

= zni[E‘)h%...Q(k-i(sn) — E%?I....Hz_t(sﬂ)] =0

und folglich Eflz.,2z..) = 0.
E{2u¢Zat) = 0.
Wi r(sk)aﬁf:r{’gM + 03(2,,3) + o+ 02 ztm ﬁ?st +ﬂ:r2 -+ ﬁ:‘m'
02( ) = U (znl) Uz(zns) + + o (zﬂﬂ ﬁ?ﬂl +‘B:r2 * +.B;Jgﬂ .

Folglich ist die Bedm mm o3 . - .
’ + 8+ R0 no» foc

fir die normale Stabllltat der GréRRen s, hinreichend.

8 4. Bemerkungen zum Begriff der mathematischen
Erwartung.

Wir haben die mathematische Erwartung einer zufélligen Grole x ds
-+ o0
E(@) = [#P(dE) = [adF® (@)

E —x

' vgl. A. KOLMOGOROFF: Sur la loi des grands nombres. Rend. Accad. Lincei

Bd. 9 (1929) S. 470-474.
2 Anwendung der Formel (15), fiinftes Kapitel, §4.
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definiert. Dabei versteht man rechts das Integral im Sinne

- ¢
W E@)fiadﬂ”M)=lmgadﬂﬂ@L ij:;:
Es liegt die Idee nahe, den Ausdruck
+ b
@) Eﬁ@=hmﬁdﬂwm b +oo
—~b

as die verallgemeinerte mathematische Erwartung zu betrachten. Man
verliert dabei allerdings einige einfache Eigenschaften der mathemati-
schen Erwartungen. Z. B. ist in diesem Falle die Formel

E{x +y) = E{x) + E()
nicht mehr allgemeingultig. In dieser Form ist aso die Verallgemeine-
rung kaum zuldssig. Es ist aber bemerkenswert, dald unter einigen ein-
schréankenden Nebenvoraussetzungen die Definition (2) as ene ganz

nattirliche und brauchbare erscheint.
Man kann nadmlich die Frage folgendermal3en stellen: Es sei
Xy, Xgy veey Xy, .-
eine Folge von gegenseitig unabhangigen GrofRRen, welche dieselbe Ver-
teilungsfunktion F®®{a) — Fen {g), # = 1,2, ..., haben wie x. Es sa
weiter

Mt st A

Sy "

Es wird gefragt, ob eine solche Konstante E*(x) existiert, da3 bei
jedem e> 0
(3) hmP(lsn—E*(xHﬂ)-é::O 7> Foc

ist. Die Antwort lautet: Existiert eine solche Konstante E*(x), so ist sie
durch die Formel (2) dargestellt. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung fir die Gultigkeit der Formel (3) besteht dabei aus der Existenz
des Lirnes (2) und der Relation

@) P(jx]>n) :0(_:{)'

Zum Beweise braucht man den Satz, da3 die Bedingung (4) fir die
Stabilitét der Mittelwerte s, notwendig und hinreichend ist, wobei im
Falle der Stabilitat

“+n
¢,=fadﬁwu@
gesetzt werden kann®. )

1VgI .A.KOLMOGOROFF: Bemerkungen zu meiner Arbeit, Uber die Summen
zufélliger GroRen". Math. Ann. Bd. 102 (1929) S. 484-488, Satz X I | .
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Existiert die mathematische Erwartung im friheren Sinne [Formel
(1)], so ist die Bedingung (4 immer erfiillt'. Da in diesem Falle
E(xX) = E*{x) ist, so bestimmt die Forderung (3) wirklich eine Ver-
allgemeinerung des Erwartungsbegriffes. Fir die verallgemeinerte mathe-
matische Erwartung bleiben die Eigenschaften | —V I | (viertes Kap., 8 2)
erhalten, aus der Existenz von E*(x) folgt aber die Existenz von E* x|
im algemeinen nicht.

Um zu beweisen, da3 der neue Erwartungsbegriff wirklich all-
gemeiner ist as der frihere, genigt das folgende Beispiel: Man setzt
die Wahrscheinlichkeitsdichte f®(a) gleich

. _ C
@) = (T mgal+ 5

wobei die Konstante C durch die Forderung

o0
ff(") (@) da =1

bestimmt ist. Man berechnet leicht, dald in diesem Falle die Bedingung
(4) erfillt ist, die Formel (3) den Wert

Ex) =0
ergibt, das Integral '

4o 00
[laldF® (@) = [la} @ @) da

aber divergent ist.

8§ 5. Starkes Gestz der grol3en Zahlen, Konvergenz von
Reihen.

Zuféllige GroRen s, der Folge
51s Sgs s Spyoeen
sind stark stabil, wenn es eine solche Zahlenfolge
A R KR
gibt, dal3 die zufalligen Grofen
Sp — dy

mit n - +oo0 fast sicher gegen Null konvergieren. Aus der starken
Stabilitat folgt offenbar die gewohnliche Stabilitdt. Wenn man

) 4, = E{s,)
wahlen kann, so ist die starke Stabilitat normal.

zufélliger GroRen". Math. Ann. Bd. 102 (1929) S 484-488, Satz XII1.
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Im TCHEBYCHEFFschen Falle
M+ xp -+,

]

8§ =

wobei die GroRen x, gegenseitig unabhangig sind, ist die Konvergenz
der Reihe

(4) >

fur die starke normale Stabilitat der Mittelwerte s, hinreichend®. Diese
Bedingung ist in dem Sinne die beste, daR man fir jede Reihe von
Konstanten b, mit oo
Z b,
.?é_’. f— +m
n=1
eine Reihe von gegenseitig unabhangigen zufélligen GroRen x, kon-
struieren kann, so dai
azﬁﬁlzzbn
ist und die entsprechenden Mittelwerte s, nicht stark stabil sind.
Haben alle x, dieselbe Verteilungsfunktion F® (a), so ist die Existenz
der mathematischen Erwartung
400
E(x) = f adF® (a)
fir die starke Stabilitat von s, notwendig und hinreichend, die Stabilitat
ist in diesem Falle immer normal?.
Es seien jetzt wieder
x]:“@) LELEL ] xn:

beliebige gegenseitig unabhéngige zufédllige GroRen. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit der Konvergenz der Reihe

) gl Xy

entweder gleich Eins oder NuII. Diese Wahrscheinlichkeit ist ins-
besondere gleich Eins, wenn die beiden Reihen

E' E(»,) wund S o® (%)

=l n=1
konvergent sind. Es sei weiter
Yn == %a, im Falle |x,] =<1,

yp =0, im Falle [x,}>1

1 vgl. A. KOLMOGOROFF: Sur la loi forte des grandes nombres. C. R. Acad.
Sei., Paris Bd. 191 (1930) S. 910-911.
 Der Beweis ist noch nicht publiziert.

Ergebnise der Mathematik.  11/3. Kalmogoroff. 5



60 Anhang: Null- oder Eins-Gesetz in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. [260

gesetzt. Dann ist die gleichzeitige Konvergenz der Reihen

8

]P{[x..]>1}. n;lE(yﬂ) und n:Z_Tlaz{yn)

fne

Ir

fr die Konvergenz der Reihe (1) mit der Wahrscheinlichkeit Eins
notwendig und "hinreichend®.

Anhang.

Null- oder Eins-Gesetz
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Man hat schon mehrere Féalle beobachtet, in welchen gewisse Grenz-
wahrscheinlichkeiten notwendigerweise gleich Null oder Eins sind. Zum
Beispiel kann die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz einer Reihe un-
abhangiger zufélliger GroéRen nur diese zwei Werte annehmen® Wir
wollen jetzt einen allgemeinen Satz beweisen, welcher mehrere solche
Falle umfalit.

Satz. Es seien xy, %, .. irgghdwelche zufallige Grofzen und
f(x,,%s,..., %, ...) eine BAiREsche Funktion® der Variablen %,, %, . .
Xt .. . derart, dafd die bedingte Wahrscheinlichkeit

Pz.,z,.‘.‘,:.{j(x) = 0}

der Relation
flx, 2,000, %,,...) =0

bei den bekannten n ersten GroRen x,, x,,...,%, der absoluten Wahr—
scheinlichkeit

d) P{f(x) = 0}

fur jedes n gleich bleibt. Unter diesen Bedingungen ist die Wahr-
scheinlichkeit (1) Null oder Eins. '

Insbesondere sind die Voraussetzungen des Satzes erfillt, wenn
alle GroRen x, gegenseitig unabhangig sind und der Wert der Funk-
tion /(x) bei einer Anderung von endlich vielen GréRen x, unverandert
bleibt.

1 vgl. A. KHINTCHINE U. A. KOLMOGOROFF: Uber Konvergenz von Reihen.
Rec. math. Soc. math. Moscou Bd. 32 (1925) S. 668-677.

2 Vgl. Kap. VI, § 5. Dasselbe gilt auch fir die Wahrscheinlichkeit

_ P{s, — dy— 0}
im starken Gesetz der grofen Zahlen, wenigstens in dem Falle, dal3 die GroRen x,
gegenseitig unabhéngig sind.

% Dabei versteht man unter einer BAjRESchen Funktion eine Funktion, welche
ausgehend von Polynomen durch iterierte Grenziibergédnge darstellbar ist.
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Beweis des Satzes. Wir bezeichnen mit A das Ereignis
{{x) = 0.

Neben diesem Ereignisse betrachten wir den Korper & aller Ereignisse,
welche durch irgendwelche Relationen zwischen endlich vielen GréRen x,
bestimmt werden kdnnen. Gehort ein Ereignis B zu &, so ist wegen der
Bedingungen des Satzes

) Pr{d) = P{4}.
Im Falle P(A) =0 ist unser Satz schon bewiesen. Es sei also
?{A) >0. Dann folgt aus (2) die Formel

Pa(A}P(B
3) - Pu(B) = 25 — e,

P(B) und PA (B) sind also zwei vollstandig additive Mengenfunktionen,
welche auf § zusammenfallen, sie missen folglich auch fir jede Menge
der BORELschen Erweiterung Bt des Korpers § einander gleich bleiben.
Insbesondere ist deswegen

P(4) = Py(d) =1.

Womit unser Satz bewiesen ist.

Einige weitere Falle, in welchen man Uber gewisse Wahrscheinlich-
keiten behaupten kann, dal} sie nur die Werte Null und Eins annehmen
kénnen, wurden von P. Levy entdeckt. Vgl. dazu P. LEvy: Sur un
theoreme de M. kHINTCHINE, Bull, des Sc. Math. Bd. 55 (1931) S. 145—160,
Theéoréme | | .
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