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Vorwort.

Die synthetische Logik' soll en wissenschaftliches Bild der in
der Logik, Arithmetik und Mengenlehre angeschauten Denkvorgénge
bieten, genau so wie die Mechanik des Himmels ein wissenschaft-
liches Bild der Planetenbewegung liefert.

Dazu gehort vor allem eine Einigung Uber jene ersten Tatsachen,
die wir als fir jedes Denken verbindlich anerkennen wollen und auf
dieser Grundlage die Konstruktion oder Synthese des Dingbegriffs, der
in den mathematisch-logischen Wissenschaften —auftritt.  Insbesondere
snd es die Kollektivbegriffe (Mengenbegriffe), dis bei dieser Unter-
suchung eine ausgezeichnete Sellung einnehmen. Die Erfahrung zeigt,
dal? solche Kollektivbegriffe sich nicht nur durch die in die Kollektion
aufgenommenen Elemente unterscheiden kdnnen, sondern auch durch
die Art und Weise, ,wie* diese Elemente in jenem Kollektivbegriffe,
in der Menge, enthalten sind, wodurch vor allem die Bussellsche
,,contradiction ihre naturgeméde Erklarung findet. Nicht eine Be
schrankung, sondern eine Prazisierung und damit verbundene Ver-
allgemeinerung des Mengenbegriffs ist es, nach der die sogenannten
Antinomien der Mengenlehre verschwinden, die von Poincaré ge
forderten strengen Bedingungen fir unser mathematisches und logisches
Denken erflllt werden, und trotzdem die klassischen Resultate der
Cantarschen Mengenlehre erhalten bleiben.

Dabei erweist sich eine tiefere Fassung der logischen Deduktion
als notwendige Grundlage. Nicht durch ontologische und metaphysische
Betrachtungen ist der Satz des Widerspruchs zu erhérten; damit ware

! Uispriinglichwar ,,Synthetische L ogik" der Haupttitel desBuches.—D. K.
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ja immer nur gesagt, da, wo die Geltung dieses Satzes aufhort, auch
unser logisches Denken aufhéren muf3. Seine Geltung mufd ,evident”
werden; und dies geschient ausschliefllich durch Berufung auf un-
mittelbare Anschauung, vor allem auf die als unabweisbar hingestellte
Tatsache, daf} dieselben Dinge nicht zugleich verschieden und auch
nicht verschieden sein kénnen. Ahnlich wie Hilbert die Wider-
spruch dlosigkeit seiner ,, Geometrien“ durch Zurickfihrung auf das
Anschauungsgebiet der Zahlen erhértet, wird die Widerspruchslosigkeit
des logischen Denkens durch Reduktion auf jenes eben erwdhnte An-
schauungsgebiet ,, evident”.

Unser Glauben an die Zuverlassigkeit des logischen Denkens wird
damit wesentlich vertieft, und zugleich eine zentrale Methode geschaffen,
die das Problem der Widerspruchslosigkeit fur die hier in Betracht
kommenden Gebiete erledigt. In die gewohnte Ausdrucksweise Uber-
tragen, heil}t dies, da die Widerspruchsosigkeit gewisser Gruppen
von Axiomen erhartet wird. Damit eben wird eine ,neue" Grundlegung
der Arithmetik und Mengenlehre erreicht, auf deren auch in den Einzel-
heiten nicht unwichtige Erorterung diese kurze Anzeige nicht eingehm
kann.

Nur das eine sei noch erwahnt, daR wir so auch zu dem Zermelo-
schen Auswahlprinzipe und dam damit zusammenhéngenden allgemeinen
Wohlordnungssatze gelangen. Niemand kann ,gezwungen" werden, die
in diesen enthaltenen Anschauungspostulate anzunehmen, wohl aber
kann gezeigt werden, dal} diess Annahmen niemals zu einem Wider-
spruche fihren. Das ist es aber, was eigentlich verlangt werden kann,
denn eine Gruppe von Satzen, die durch logische Deduktion niemals
zu Widerspruchen fihrt, ist nicht mehr Hypothese; sie besitzt jene
logische Existenz, die fur ,freile Schopfungen unsres Geistes' allein
verlangt werden kann.

So glaube ich, diese interessanten und hei3 umstrittenen Gebiete
unsrem definitiven, in gewissem Sinne des Wortes naturwissenschaft-
lichem Wissen angegliedert zu haben.

Julius Honig.



Vorwort. Y

Mit diesen Worten charakterisierte mein am 8. April d. J.
verstorbener Vater das Ziel und die Resultate des Buches, an dem
er sat acht Jahren bis zum letzten Tage senes Lebens gearbeitet
hat und das hiermit der Offentlichkeit tbergeben wird. Es war
ihm nocn vergoénnt, sein Werk — dem Wesen der Sache nach —
zum AbschluB zu bringen, wenn auch das letzte Kapitel nur als
ein Fragment angesehen werden kann. Es fehlten nur mehr einige
Seiten. Diese hatten vor allem die seiner — in diesem Buche end-
gultig dargestellten — Auffassung entsprechende Darlegung des
vielumstrittenen Zermeloschen Beweses fur den Wohlordnungs-
satz enthalten. Er hatte schon seit mehreren Jahren diesen Beweis
— wenigstens fur die von ihm sogenannten Cantorschen Mengen
|Kap. VI, Art. 6), zu denen auch das Kontinuum gehért — als
bindend anerkannt. Auflerdem hatte er nur noch die Absicht, einen
Beweis des Satzes ,,N,’=R," in sein Buch aufzunehmen. Fur
diesen Satz von Cantor wurden bekanntlich von Hessenberg
und Jourdain Beweise publiziert. Diese Erorterungen héatten
keine neuen prinzipiellen Schwierigkeiten mehe bereitet. Der Ver-
fasser meinte sogar schon nach der Beendigung des VI 1. Kapitels
— und hat es auch wiederholt ausgesprochen —, daR alles Weitere
jeder nachholen koénnte, der diese sieben Kapitel grindlich studiert
und verstanden hat.

Das Buch erscheint hier ohne Zusitze und Ergénzungen, so wie
der Verfasser das Manuskript zuriickgelassen hat. Die Anderungen,
die ich bei der Durchsicht des Manuskriptes und der Korrekturen
fur unvermeidlich fand, sind so unwesentlich, daf es wohl nicht
notig erscheint, se hier einzeln aufzufuhren. Ich hatte das Glick,
se samtlich mit Prof. Kirschak besprechen zu dirfen, der das
Interesse, das er fur die wissenschaftliche Tatigkeit meines Vaters
stets bekundete, auch dem letzten Werke senes Lehrers und Freundes
nicht entzogen hat. Wenn es nicht allzusehr merklich blieb, daf
die letzte Revision des Manuskriptes nicht vom Verfasser selbst
ausgBfuhrt werden konnte, so ist das vor allem seiner Mitwirkung
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zu danken. Mein aufrichtiger Dank gilb auch Prof. F. Hausdorff.
Indem er die mihsame und undankbare Arbeit Ubernahm, ene
Korrektur des ganzen Buches mitzulesen, hat er einen der letzten
Wiinsche meines Vaters erfiillt. Auch die Verlagsbuchhandlung
Veit & Comp, hat mich zum Danke verpflichtet durch ihre Freund-
lichkeit, mit der se alen auf die Herstellung des Buches beziiglichen
Wiinschen, die zum Teil noch von meinem Vater selbst ausgesprochen
wurden, bereitwilligst entgegengekommen ist und dem Buche das
Bildnis des Verfassers vorangesetzt hat.

Budapest, Oktober 1913.
Dénes Konig.
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Erstes Kapitel.
DIB ergen Tatsachen.

Die Erlebnisse.

|. Dall mein Bewuftsein von Vorgangen Kenntnis nimmt, die
sich in diesem meinem BewuBtsein abspielen, ist eine unabweisbare
. Tatsache" meines Denkens. Diese Tatsache kann nicht weiter
beschrieben werden; denn in jeder solchen Beschreibung wére ja diese
Tatsache schon enthalten. Ich kann und darf nicht einmal sagen,
daf die Leugnung dieser Tatsache mein

selbst aufheben
wirde; was ware dies anderes, als Kenntnisnahme von einem Vor-
gangein meinem Bewuf3tsein, den ich als, Widerspruch" empfinde?

Der oberste Satz meines Denkens lautet demnach:

Es gibt Erlebnisse meines Bewuftseins.

DaR ich in diesen Zeilen andern denkenden Wesen von meinem
Denken Mitteilung machen will, kommt dabel nicht in Rechnung.
Ebensowenig hat es hier einen Sinn, zu fragen, ob ein Erlebnis meines
Bewuftseins ,wahr" ist oder nicht? Die Tatsache einer Geister-
erscheinung, an der noch keine Skepsis rihrt, und die Tatsache, dafl3
ich denke, haben in diesem Augenblicke fir mich denselben ,Wert".
Jedes Erlebnis meines Bewuftseins ist — wahrend und weil ich es
erlebe — ,unabweisbar”. Ausfuhrlicher kénnte ich dies nur in
der allerdings etwas sonderbaren Tautologie ausdriicken: ,Mein Be-
wufdtsein, das ein bestimmtes Erlebnis erlebt, erlebt dieses bestimmte
Erlebnis".

Wenn ich die Denkvorgéange beschreiben will, UB allem wissen-
schaftlichen Denken gemeinsam sind, und diesem ,vorangehen", muf
ich, soweit dies tunlich ist (ganz &Rt es sich leider nicht ausfihren,
da ich doch irgend welchen sprachlichen Ausdruck benétige), jeden
Ausdruck, der ene bestimmte wissenschaftliche Bedeutung besitzt,
vermeiden. Jeder solche Ausdruck setzt uns ja der Gefahr aus, un-
bemerkt festzusetzen, was erst festgesetzt werden soll. Ich muR
mich demnach damit begniigen, das bisherige in folgender Aussage

zusammenzufassen:
Konlg,Megenlehre. 1
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DalR es Erlebnisse meines BewuBtseins gibt, ist eine
unabweisbare ,Tatsache“.!

An diese Ur-Tatsache schlielfen sich die weiteren unabweisbaren
Tatsachen:

Ein Erlebnis meines Bewuftseins kann sich wieder-
holen |z. B. das Erlebnis, daf ich ,etwas* erlebe).

und:

Es gibt verschiedene Erlebnisse meines Bewul3t-
seins.

Ich kann mir nicht denken, wie eine wortreichere Fassung diese
Aussagen klarer stellen kdnnte. Und ich wirde in den eben gerlgten
Fehler verfallen, wenn ich hier von ener Analyse des Inhalts der
Ur-Tatsache, von undefinierbaren Denk-Akten u. dgl. sprechen
wollte.

Uber das bisherige komme ich hinaus, wenn ich gewisse BewuRt-
seins-Erlebnisse konstatiere, d. h. diese als Erlebnisse in mein Bewuf3t-
sein aufnehme. Als solche wéahlen wir folgende:

slch sehe a“ ,lch sehe b"

DaR ich dabei Gesichtsein drucke benutze, ist vollig nebensich-
lich. Man wird wohl zugeben, dal ein genligend geschulter Geist
von Sinneseindricken Uberhaupt absehen und andre Bewuftseins-
erlebnisse beniitzen konnte, an denen er die Tatsachen der Wieder-
holung oder Verschiedenheit zu konstatieren in der Lage ist. Da
es aber so am bequemsten ist, will ich das Erleben von Gesichtsein-
dricken benltzen, was ich umsomehr tun kann, als aus der fertigen
Terminologie dieser Ursprung der Denkakte wieder herausféllt.

Der charakteristische Zug des ,wissenschaftlichen Denkens'
besteht darin, dal es sich dabei immer um ein Erleben von Erlebnissen
handelt. Statt zu sagen: ,lch erlebe ein Erlebnis" benutze ich nun
den Ausdruck: ,lch erlebe ein (Gedanken-) Ding", und nenne
diese sprachliche Umformung, bei welcher ich , Gedankending" oder
,Ding" statt Erlebnis sage, ,Objektivierung" des Erlebnisses. Ob
es Dinge gibt, die nicht Erlebnisse meines Bewuftseins sind, ist eine
Frage, die vorlaufig gar nicht aufgeworfen wird, und ich kann deshalb
statt , Gedankending“ immer kurz ,Ding" sagen. So sage ich statt:
» I ch erlebe das Erlebnis, daB ich a sehe’ auch , Ich erlebe den Gesichts-
eindruck a“, wo ,der Gesichts ein druck a“ eben ein (bestimmtes)
,Ding" ist.

! Ware das Wort , Anschauung® nicht schon — und noch dazu in ver-
schiedenen Bedeutungen — festgelegt, so wiirde ich Anschauungatatsache sagen;
umsomehr, da diese Ausdruoksweise, meiner Ansicht nach, im philosophischen
oder erkenntnistheoretischen Sinne riohtig ware.
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So gelangen wir endlich zu der endgiltigen Formulierung der
friher ausgesprochenen unabweisbaren Tatsachen:

Es gibt Dinge, die wir erleben. Diese Dinge werden,
als ,sich wiederholend” oder als ,verschieden“ erkannt.
Statt ,sich wiederholend" soll auch der sprachliche Aus-
druck: ,nicht verschieden" benutzt werden.

DaR Dinge als sich wiederholend, nicht verschieden erkanntwerden,
dricken wir endlich in folgenden Worten aus. ,lch sche a“ ist das-
selbe, wie ,lch sehe a“.

Vorstellungen und Gefihle.

2. Der Ausdruck: , Ein Erlebnis erleben" wird im gewohnlichen
Sprachgebrauchs nicht benitzt; er kann und soll daher fir uns ene
genauere terminologische Bedeutung erhalten. Die Aussage, dal} ich
ein Erlebnis, z. B. den Gesichtseindruck a erlebe, sagt vor allem,
dafd ich ,,a" sehe; se ware aber, wenn se genau dasselbe bedeuten
sollte, gewil? Uberflissig. Dies ist aber schon dem unmittelbaren
Sprachgefiihle zufolge nicht der Fall. ,Ich erlebe den Gesichts
eindruck a“ sagt mehr als ,ich sehe a“; ungeféhr folgendes. Mein
BewufRltsein nimmt Kenntnis von der Tatsache, dal mein Bewul3t-
sein den Gesichtseindruck a aufgenommen hat; mein BewufBtsein
erlebt nicht nur den Gesichtseindruck a, sondern auch die Vor-
stellung diesss Gesichtseindruckes a. Endlich in genauerer Fassung:

DaR ich ein bestimmtes Erlebnis erlebe, ist ein von diesem be-
stimmten Erlebnisse verschiedenes Erlebnis; und wird as ,Vor-
stellung” dieses Erlebnisses dem Erlebnisse selbst gegenliber gestellt.
Statt ,ein Erlebnis erleben* sagen wir demnach ,ein Erlebnis vor-
stellen"; und die Vorstellung eines Erlebnisses ist wieder ein sprach-
lich objektiviertes Erlebnis, ein (Gedanken-)Ding.

Ich gelange damit zu weiteren unabweisbaren Tatsachen
meines Denkens:

Ein bestimmtes Erlebnis und die Vorstellung dieses
Erlebnisses sind verschiedene Dinge. Das Erlebnis ,er-
zeugt" die Vorstellung des Erlebnisses. Die Vorstellung
des Erlebnisses ,erinnert" an das Erlebnis Selbst. Das
Erlebnis und seine Vorstellung sind miteinander ,ver-
knupft“.

Auch hier wiirde eine wortreichere Fassung dieser unabweisbaren
Tatsachen diese nicht klarer stellen. Damit soll naturlich nicht
gesagt sein, dall eine weitere Untersuchung dieser Tatsachen (ber-
flussig oder gar unstatthaft ist. Aber diese Untersuchuniin, die einem



4 |. Die ergen Tatsachen.

andern Forschungsgebiete, der Psychologie angehdren, werden auch
dort den unmittelbaren ,Inhalt" dieser Tatsachen als gegeben vor-
aussetzen.

In die Reihe der unabweisbaren Tatsachen, die von jedem Denk-
vorgange unzertrennlich sind, und also noch vor jenen Tatsachen zu
konstatieren sind, die wir as der synthetischen Logik angehérend
bezeichnen werden, gehdrt endlich noch folgende:

Jedes Erlebnis meines Bewulitseins wird von Zu-
standen meines Bewulitseins — Gefluhlen im weitesten
Sinne des Wortes — begleitet.

Auch diese Gefuhle, DIE das Erlebnis begleiten, kénnen ebenso
wie die durch das Erlebnis erzeugte Vorstellung dem Erlebnisse selbst,
als von diesem verschiedene Erlebnisse gegenubergestellt werden.
Doch ist diee Gegenlberstellung vorderhand eine unsichere, ver-
worrene, und es gehoért zu den Hauptzielen des wissenschaftlichen
Denkens, diese verworrenen Gefiihle in klare Vorstellungen um-
zusetzen. FiUr Farbenempfindingen ist dies z. B. Aufgabe der
physiologischen Optik; fiur das ebenso urspringliche Gefihl des
~Wahr-Seins" versucht dies, in allerdings — wieder fir unser
,» Gefuihl* — recht ungenugender Weise, jedes metaphysische System.

Wie weit das Gefuhl des Wahr-Seins — man verzeihe den un-
gewohnlichen aber charakteristischen Ausdruck — sich mit dem
Gefuhle deckt, daR gewisse Tatsachen unabweisbar sind, soll und
kann durch Beschreibung gewisser Denkvorgéange klargestellt werden,
die als , Theorie der logischen Formen" den ersten Teil jenes Wissens-
zweiges bildet, den wir als Beschreibung der Denkvorgéange , Logik*,
und weil aus der Zusammenstellung unabweisbarer Tatsachen ent-
stehend, ,synthetische Logik" nennen. Der Zusammenhang mit
dem kantschen Probleme der synthetischen Urteile a priori ist
wohl ersichtlich, soll aber — weil wir eben nicht Philosophie treiben
wollen — nicht weiter erortert werden. FUr uns ist die synthetische
Logik , Naturwissenschaft® in dem Sinne, daR wir Tatsachen — die
Tatsachen unseres Denkens — , beschreiben", ,ordnen", und da-
durch ,erkléaren”, das hei3t im Gegensatz zu ihrer urspringlichen
Verworrenheit klarer machen wollen.

Namen und Zeichen.

3. Indem mein Bewufdtsein von der unabweisbaren Tatsache
Kenntnis nimmt, daf ein Erlebnis mit der Vorstellung dieses Er-
lebnisses , verknupft" ist, entsteht ein neues Erlebnis. Mein Bewuft-
sein erlebt die Verknlpfung jener Erlebnisse. Dabei zeigt mir die



3. Namen und Zeichen. 5

Beobachtung meines Denkens, daR nicht blo3 ein Erlebnis und seine
Vorstellung verknipft werden konnen.

Es ist eine unabweisbare Tatsache, daR ich folgende Fest-
setzung treffen kann. Irgendein bestimmtes Erlebnis (also
auch eine bestimmte Vorstellung) soll die Vorstellung
irgend eines, von diesem verschiedenen Erlebnisses ,er-
zeugen“, und diese Vorstellung wieder an Jenes Erlebnis
.erinnern". Dabei wird ein Erlebnis mit der Vorstellung
eines beliebigen anderen Erlebnisses ,verknipft".

Auch diee Festsetzung ist, indem mein BewuRtsein von ihr
Kenntnis nimmt, Bin Erlebnis, und als solches von dem Gefiihle der
Spontaneitat (der Freiheit) begleitet. (Ich kann, ich will diee
Festsetzung treffen; ich kann es auch nicht tun.) Durch diese spon-
tane Verknlpfung der Erlebnisse werden dieee ,einander zugeordnet”
oder auch ,geordnet".

Die soeben beschriebene Festsetzung ist das Wesen der Sprache,
und eben deshalb einer Beschreibung durch die Sprache eigentlich
unzugénglich. Wenn ich der deutschen Sprache machtig bin, erzeugt
der Laut ,Rose" in meinem BewufRtsein eine bestimmte Vorstellung;
und diee Vorstellung, sei sie wie immer entstanden, erinnert mich
an den Laut, Die zugrunde liegende Festsetzung muf3 und kann ,er-
lernt® und dann ,festgehalten" werden. Wie diee Verkniupfung
geschehen, habe ich an mir erfahren; es war dies das Erlebnis der
Verknipfung der Vorstellung und des Lautes ,Rose. In der sprach-
lichen Darstellung ist aber die zu erzeugende Vorstellung nie vor-
handen, sondern immer wieder nur ein sinnliches Erlebnis |z. B.
die Laute ,rote Blume" usw.), das die Vorstellung erzeugt. Der
Laut ,Rose* ist ein Name der zugehérigen Vorstellung, und das
Erlebnis diesss Lautes hat innerhalb jener ,sprachlichen* Fest-
setzung ene ,Bedeutung" erhalten, die von dem Erlebnisse selbst,
dem Horen des Lautes, verschieden ist.

Der Gesichts eindruck ,Rose" wird in der geschriebenen Sprache
genau so beniitzt, wie der Laut in der gesprochenen Sprache.

So werden wir endlich Uberhaupt Bin Erlebnis als
Namen jener Vorstellung denken, die eS in Biner be-
stimmten und festgehaltenen Festsetzung erzeugt, wéah-
rend diese Vorstellung wieder an Jenes Erlebnis, als den
Namen der Vorstellung erinnert.

Jedes Erlebnis, jeder BewuBtseinszustand, jede Empfindung,
jedes Gefuhl, kénnte als , Name" benutzt Werden. Die Sprache des
Naturmenschen benutzt as Namen Sinneseindriicke [|vor allem
Grehorseindriicke, aber auch Gesten usw.); der Name ist um so
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.bequemer“ je leichter und sicherer er erkannt und reproduziert
wird. Auch die Erfahrung und Uberlegung wird darum vor allem
Sinneseindriicke, aber as solche die ,schérfsten“, die Gresichtsein-
dricke wahlen, die in dieser ihrer Verwendung zu ,reinen” Namen,
Schriftsymbolen werden.

So gelangen wir zu ener festen Terminologie. Eine bestimmte
Vorstellung hat einen bestimmten Narnen, an den se erinnert. Sie
wird z. B. ,a" genannt, wenn a der als Name benutzbeSinneSein-
druck ist. Der Name a bedeutet, erzeugt jene bestimmte Vor-
stellung. Dabei ist aber eine fundamentale Tatsache hervorzuheben.
Was ich da gesagt oder geschrieben, sind wieder nur Worte, Namen.
So ist der Ausdruck ,eine bestimmte Vorstellung" wieder nur ein
Name, der ein zugehoriges Denkerlebnis erzeugt.

Das methodische Denken beruht nun darauf, daB wir Namen
als Erlebnisse wieder mit Namen belegen. Der Name, der
die Vorstellung eines Namens erzeugt, ist ein Zeichen (im engeren
Sinne des Wortes). So sage ich z. B.: , +" ist das Zeichen der Addi-
tion, wo ja , +" und ,Addition" Namen im oben gegebenen Sinne
sind. So kann ich ,nom.“ (nominatur) als ,Zeichen* der ,Verknup-
fung zwischen Vorstellung und Namen" benutzen (auch das ist ja
ein Name) und

A nom. B

schreiben. ,Der Name B SOIl als Name, Zeichen des Namens A be
nutzt werden." Und so wird endlich nach gehorigen Festsetzungen
»Anom.B“ as Name die Vorstellung erzeugen, dal der Vorstellung
des Erlebnisses, dessen Name A ist, jenes Erlebnis, dessen Name B
ist, als Name zugeordnet ist.

Auch an dieser Beschreibung bemerke ich, da ene Denktétig-
keit, die uns einfach und gewohnt erscheint, durch ene solche Aus-
einandersetzung zuerst eher unklarer und verworrener wird. Trotz-
dem muften diese Betrachtungen kurz gegeben werden; denn das
Denken an und von Zeichen ist die Grundlage des wissenschaftlichen
Denkens, wenigstens in dem Sinne, daf3 es die Methodologie des wissen-
schaftlichen Denkens ergibt.

4. Die Zeichen sind selbst Namen, und zwar Namen eines Namens;
wir konnen festsetzen, dal} ein bestimmtes Zeichen Name (Zeichen)
irgendeines bestimmten Zeichens sei. In dieser Auffassung ist

A nom. B

selbst der Name eines Erlebnisses, fur den wieder der Name , No-
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mination“ festgesetzt werden kann, oder in der gewohnlichen Sprach-
weise:

~Anom. B“ soll eine Nomination genannt werden.

Die Erfahrung lehrt, da wir verschiedene solche Nominationen
festsetzen und in unserem BewufRtsein festhalten koénnen, am ein-
fachsten durch die ,simultane* Anschauung der betreffenden Zeichen.
Beispiele, d. h. Erfahrungen Solcher Erlebnisse sind:

a) Die Nominationen:

a num. M

b nom. M;

im sprachlichen Ausdrucke: , Die Zeichen aund bwerden M genannt".
Dabei ist dieser Satz selbst ein Namen jenes Erlebnisses.
}) Die Nominationen:
a nom. M

a nom. N;

im sprachlichen Ausdrucke: ,a wird M genannt, und auch N
genannt". Fir ene ganz prazise Fassung ist die Wiederholung des
Wortes ,genannt” notwendig; denn selbst die scheinbar genaue
Ausdrucksweise: ,a wird M und auch N genannt* koénnte ja auch
so gedeutet werden, daR das Zeichen ,,M und auchN" ein Name des
Zeichens a ist.

Die unter a) und R) vorgezeigten Erlebnisse sind von dem Er-
lebnisse

A nom. B

verschieden. In diesem ist die Verknipfung von A und B von dem
Gefihle der , Sicherheit* begleitet. B bedeutet, erzeugt nur A, und
A erinnert nur an B. A ist durch B, und B durch A ,bestimmt*“.

Anders in jenen. Durch den Namen M ist in a) kein Zeichen
bestimmt. Ebensowenig bestimmt das Zeichen a in ) einen Namen.
Es entsteht das Gefuhl der ,Unsicherheit", des ,Zweifels", dem
im sprachlichen Ausdruck das Bindewort ,oder" entspricht. Das
Zeichen, dessen Namen M wir kennen, ist a oder b. Der Name des
Zeichens a ist M oder N.

Es sei noch ein fir allemal bemerkt, dal der sprachliche Aus-
druck Ungenauigkeiten mit sich fuhrt, die wir als vorlaufig belanglos
nicht weiter verfolgen. Sie konnen nicht stéren; denn was wir er-
fahren, erfahren wir an den angeschauten Nominationen und nicht
an ihrer sprachlichen Beschreibung. Insbesondere bezieht sich diese
Bemerkung auf den sprachlichen Gebrauch von ,und“ und ,oder”.

Das Erlebnis, dessen festgesetzter Namen ,,Anom. B“ ist, kann
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auch mit anderen Namen verknipft werden. Solche waren z. B.
.A gehort zur Art B" oder ,die Art B enthalt A“. Insoweit wir
diese Satze nur als Namen jenes Erlebnisses auffassen, ware diee
veranderte Nomination von ,A nom. B* ganz belanglos. (Se wirde
uns jedoch der Gefahr aussetzen, daR wir diesen Satzen schon jetzt
den Sinn einer ,logischen Einteilung" zuschreiben, wéahrend wir
doch jetzt nur ganz bestimmte, einzeln aufgefiihrte Tatsachen unseres
BewuRtseins konstatieren sollen, deren Synthesis uns erst spéter zu
jenen Tatsachen fiihren soll, die wir als logische Begriffshildungen
zu bezeichnen gewohnt sind. Allerdings hegen in der Nomination
die ersten Keime de logischen Einteilung; aber gerade diese Ein-
sicht wird klarer, wenn wir solche Namen, die schon unwillkirlich
daran erinnern, jetzt noch prinzipiell vermeiden.)

Der Inkompatibilltdtssatz und die Grundnorin unsres Denkens.

5. lch bin imstande, gewisse Nominationen festzusetzen, und
diese Festsetzungen festzuhalten. Diese ,unabweisbare’ Tatsache
ist unmittelbar der Erfahrung entnommen und kann z. B. in fol-
gender Weise beschrieben werden. Auf einem Blatte Papier sehen
wir in einzelnen Zeilen gewisse Nominationen oder eigentlich wir er-
fahren gewisse Gesichtseindriicke, die Namen jener Nominationen
sind, und wir koénnen mit Hilfe diesss Anschauungsmittels wieder
und wieder konstatieren, dal ,eine gewisse Nomination (oder eigent-
lich ihr sichtbarer Name) sich auf diesem Blatte befindet"; oder auch
dal ,eine gewisse Nomination sich nicht auf diesem Blatte be-
findet".

Das Erlebnis, das wir betrachten, ist ein fundamentales, das
unbedingt ausfiihrlich beschrieben werden muf3. DaR wir diese Be-
schreibung verstehen, dal3 wir in ihr einig sind, geht allem , Wissen"
voraus.

Wir haben ein Blatt Papier, auf dem in der angegebenen Weise
gewisse Nominationen verzeichnet sind. Wir haben ein anderes Blatt,
auf dem eine bestimmte Nomination sichtbar ist. Wir wollen ent-
scheiden, ob diee Nomination sich unter jenen findet. Die Erfah-
rung gibt uns diee Entscheidung; diessr einfachste ,Versuch" ist
ausfihrbar. Der Versuch und die Entscheidung sind Erlebnisse, die
wiederholt werden konnen. DaR der wiederholte Versuch ene Ent-
scheidung ergibt, die von der friiheren Entscheidung verschieden ist,
erscheint uns — wie man zu sagen pflegt — als undenkbar. |Wollten
und dirften wir hier schon einen logischen SchluR anwenden, so kénnte
man ungefahr folgendes sagen. Mit dem Erlebnisse des Versuches
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erleben wir auch die Entscheidung. Die Wiederholung des Versuchs
ist ,also" auch eine Wiederholung der Entscheidung. Das waére aber
offenbar Anwendung der Logik, bevor noch die Logik in den Besitz-
stand unsres Bewulitseins eingetreten ist; der gewohnliche Zirkel.)

Wir wollen den fraglichen Vorgang nun noch naher beschreiben.
Der Versuch samt seiner Wiederholung ist auch ein Erlebnis, das
in unser BewuBtsein gstrsten ist. Wir hatten in diesem Erlebnisse
erlebt, daR jene bestimmte Nomination von einer bestimmten Nomi-
nation auf dem urspringlichen Blatte nicht verschieden ist, und
auch, daB sie von dieser verschieden ist.

W ir behalten von jetzt ab nur das Wesentliche bei und kiirzen
die Ausdrucksweise, indem wir statt ,das Erlebnis, dessen Name A
ist" kurz ,das Erlebnis A* oder auch nur ,A" schreiben.

Mit den Erlebnissen A, B koénnen wir uns oft ein Erlebnis ,A
und -B“'vorstellen. (,Die Kugel ist rund” und ,die Kugel ist rot".)
Versuchen wir das mit den Erlebnissen

.M ist von N verschieden", [A)
»M ist von N nicht verschieden", [B)

so gelingt es nicht eine Vorstellung von ,,A und B* zu erhalten. Es
entsteht nur das Gefuhl einer , Schranke" unseres BewulRtseins |wenn
man will, unseres Denkvermdgens); und es ist, wenn wir aufrichtig
sein wollen, nur dieses Gefiihl, dem wir in dem ,Inkompatibili-
tats-Satze" Ausdruck geben:

Die Erlebnisse: ,M ist von N verschieden" und
»M ist von N nicht verschieden" sind inkompatibel. Sie
schlieBen sich gegenseitig aus.

Die Tatsache dieses Gefuhls ist gewil3 auch eine unabweisbare
Tatsache meines Denkens, die aber jeder andern Tatsache schroff
gegenlibersteht. 1Thre Anwendung ist unfruchtbar. Die Tatsache,
daB ich eine gewisse Festsetzung treffen kann, ,vermehrt" den In-
halt meines Denkens. Diese Tatsache beschrénkt es. Wir versuchen
es gar nicht mehr, von jener Festsetzung zu einem Erlebnis, zu einer
Vorstellung des Erlebnisses durchzudringen. Man erinnert sich
dabei, auch unwillkurlich, der Vorgange, die sich in unserem Bewul3t-
sein abspielen, wenn wir einen mathematischen Bodweis , nicht ver-
stehen“, wenn ein physikalischer Apparat ,nicht funktioniert”.
Aber die Verhaltnisse hegen hier anders. Die Tatsache des Gefiihls,

! Was ,A undB“ bedeutet, zeigt in einzelnen Beispielen, wie oben, die
Anschauung. Nur von solchen Féllen ist hier die Rede. Vielleicht ist das folgende
eine genauere Beschreibung des Erlebnisses: ,A und B“: ,Wir erleben A
und wir erleben B“.
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von dem wir hier sprechen, ist von dem Gefuhle der Notwendigkeit
begleitet. Ob das Erlebnis, daB die Tatsache dieses Gefilhls von dem
Gefuhle der Notwendigkeit begleitet wird, ob dieses Erlebnis selbst
von dem Gefilhle der Spontaneitdt oder von dem Gefiihle der Not-
wendigkeit begleitet wird, ist eine fir den Philosophen sehr wichtige
Frage. Hier wird diese Frage gar nicht aufgeworfen. Jene Schranke
unseres Denkvermogens wird von uns einfach angenommen, in frei-
williger Unterwerfung beibehalten; wir werden von jetzt ab
keine Festsetzung fordern, nach der eine Vorstellung
von ,M ist von N verschieden und ,M ist von N nicht
verschieden" erlebt werden soll. Eine Solche Vorstellung ist
,unannehmbar*”.

5. Der Inkompatibilitats-Satz wird durch diese Betrachtungen
eine ,unabweisbare Tatsache*, die Vorstellung einer , unabweisbaren
Tatsache" selbst aber durch dieselben Betrachtungen klarer und
genauer. Wahrend wir zuerst nur gewisse Erlebnisse unabweisbare
Tatsachen genannt haben, kdnnen wir nun weiter konstatieren, dal
die Vorstellung dieser Erlebnisse von dem Gefiihle der Notwendig-
keit begleitet ist. Wir wollen nun geradezu ein Erlebnis, dessen Vor-
stellung von dem Gefilhle der Notwendigkeit begleitet wird, ,un-
abweisbar® nennen. Aber wir kdnnten dann weiter fragen, ob das
Erlebnis, dal die Vorstellung eines Erlebnisses von dem Gefilhle
der Notwendigkeit begleitet wird, ,unabweisbar® ist. Und SO fort.
Es muB hier noch dabei bleiben, da wir gewisse unabweisbare Tat-
sachen einfach aufgezahlt und beschrieben haben. Selbstverstandlich
ist damit noch die Untersuchung, was ,unabweisbar® und ,unan-
nehmbar“ bedeutet, wissenschaftlich nicht blof3 nicht abgeschlossen,
sondern eher noch gar nicht begonnen.

Der Inkompatibilitatssatz hat in dieser Ausfliihrung zu einer
praktischen Regel, der Grundnorm unseres Denkens gefihrt.

Ist einmal , M ist von N verschieden“, sei es als notwendige
Tatsache, Be es as spontane Annahme, festgesetzt, so soll ,M ist
von N nicht verschieden weder als notwendige Tatsache, noch als
spontane Annahme festgesetzt werden. Und umgekehrt. Die beiden
Annahmen schlielen sich von jetzt ab aus. Wird die eine vorgestellt,
so soll die andere fallen gelassen werden.

Ich betone hier den Gebrauch des Wortes ,SOII"; so wollen wir
es halten. ob wir es so halten mussen, ist ein Problem der Meta-
physik, mit dem wir nichts zu tun haben. ,Undenkbar" ist, was
uns durch diese Denknorm verboten wird. (Dies entspricht Ubrigens
auch dem Sprachgebrauche; wir sagen auch, dal} das Perpetuum
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mobile undenkbar ist, wéhrend es doch, wenn auch as Wunder,
ganz gut denkbar ist.)

Eine Festsetzung oder Annahme, von der die Grund-
norm unseres Denkens gebietet, dall sie fallen gelassen,
ausgeschlossen werde, werden wir als unmoglich be-
zeichnen. So ist z. B. bei der Annahme, daR M von N nicht
verschieden ist, die Annahme, daB M von N verschieden ist, un-
moglich, usw.

Diese Bedeutung des Wortes ,unmdglich" ist, wenn das bisher
Vorgetragene as in den Inhalt unseres BewuBtseins eingegangen
anerkannt wird, ene vollig klare; de ist rein normativ und sagt
demgemalR viel weniger, als das in metaphysische Nebel gehillte
,unmoglich® des Philosophen, dessen Sinn in bezug auf ,Sein",
.Denken" und ,Wirken" ja die Ldsung aller ,Weltrétsel* in sich
enthalten miRte. Trotzdem ist es nicht nur gefahrlos, sondern geradezu
angezeigt, dieses und kein anderes Wort zu gebrauchen. So geht jede
Theorie vor, deren ,wissenschaftlichen Wert“ wir anerkennen. So
spricht z. B. die Theorie der Planetenbewegung von der Erdmasse,
wahrend doch von den verworrenen Erfahrungen, die mit dem Worte
urspringlich genannt werden, nichts Ubrig geblieben ist als die Zahl,
die wir Gravitationskonstante nennen.

Im Gegensatze zu dieser normativen Bedeutung sucht die
Metaphysik dem Worte ,unmdglich® ene dogmatische Bedeu-
tung zu geben. Mit dieser haben wir vorlaufig nichts zu tun®, auch
dann nicht, wenn wir se anerkennen. Nur enes muf} diesbeziglich
bemerkt werden. Wenn wir in den bisher entwickelten und spéter zu
entwickelnden Satzen das Wort ,unmdglich" nicht normativ, sondern
in seiner als anerkannt gedachten dogmatischen Bedeutung fassen,
so erhalten se selbstverstandlich einen ganz anderen (,transzen-
denten“) Sinn. Auch in diesem Sinne sind sie, oder scheinen se,
allgemein gultig, d. h. sie sind fur jeden, der Metaphysik treibt oder
Metaphysik zu treiben glaubt und trotz aller Verworrenheit der
entsprechenden Vorgange des Bewuftseins von der Empfindung
der Notwendigkeit begleitet. Mit andern Worten:

Unsere Gedankenreihe gibt uns in der Tat eine Theorie
lein Bild) des Wissens oder der wissenschaftlichen Er -
kenntnis, genau so wie die Gfravitationstheorie eine
Theorie (ein Bild) der Bewegungen der Himmelskdrper
liefert.

! Siehe die hierauf beziiglichen abschlieRenden Erérterungen in Kap. V,
Art. 5
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Dieser merkwurdige Parallelismus zwischen der empirischen und
transzendenten Bedeutung unserer Sétze wird durchweg erhalten
bleiben, auch bei den weiter zu behandelnden logisch-arithmetischen
Teilen. So wird diese ,Theorie des wissenschaftlichen Denkens"
nicht ein Bindeglied, sondern ein gemeinsames Fundament der Philo-
sophie und Naturwissenschaft. Se liefert die Kriterien des , exakten®
Denkens und gentigt ihnen selbst.

7. Das Erleben (die Kenntnisnahme) von Denkvorgéangen ist
wieder ein Denkvorgang; Uber diee unabweisbare Tatsache kdnnen
wir nicht hinwegkommen. Will man nun das Wissen von unseren
Denkvorgéangen als gesonderten und noch dazu grundlegenden Wissens-
zweig (Logik) von unserem ibrigen Wissen trennen, so muf} eine
Antinomie entstehen. In der Tat gelangt man da zu dem Wider-
streite: ,Ohne Wissen keine Logik, ohne Logik kein Wissen.*

Antinomien entstehen, wenn man aus bestimmten, wohlunter-
schiedenen oder doch als solchen angesehenen Begriffenneue Begriffe
.erzeugt" und dann, durch mehr oder weniger oberflachliche Ana-
logien verleitet, den neu erzeugten Begriff mit einem der erzeugenden
Begriffe zusammenfallen |aRt. Die Vorstellung eines Erlebnisses A,
die gar nicht zustande kommen kann (nicht erlebt werden kann),
wenn wir nicht schon die Vorstellung des Erlebnisses B besitzen,
ist schon durch diese ihre Erzeugung von der letzteren verschieden,
und sie als Von dieser nicht verschieden zu denken, verstot jeden-
falls gegen dia Grundnorm unseres Denkens.

Ebensowenig wie spater die Antinomien der Mengenlehre, dirfen
wir diese Antinomie des logischen Denkens als ,scholastische Spitz-
findigkeit" oder gar der Beachtungnicht werte , Spielerei mit Worten"
bei Seite schieben; es ist ene Lebensfrage des wissenschaftlichen
Denkens, in der Begrindung der Logik jede solche Klippe zu ver-
meiden. Daf es einen solchen Weg gibt, hat wohl noch niemand be-
zweifelt. Aber das geniigt nicht. Der Weg muf} auch einmal be-
gangen, die Methode festgelegt werden, nach der wir ,wissenschaft-
lich denken“.

Wenn nach dem bekannten Kantschen Ausspruch, den auch
Hilbert as Leitwort seinen ,Grundlagen der Geometrie® vor-
gesetzt hat, ,alle menschliche Erkenntnis mit Anschauungen an-
fangt*, so kann auch die erste Beschreibung unseres wissenschaft-
lichen Denkens nur mit Anschauungen beginnen, einfachen Erfah-
rungen, Erlebnissen, die wir als unabweisbare Tatsachen empfinden.
Und wie diese Anschauungen wieder zu einem Erlebnis zusammen-
treten, auch das mufl wieder angeschaut, beobachtet werden.
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Fur die menschliche Erkenntnis geht der Weg zum Wissen nur
durch die Beschreibung. Die Anschauungen werden als verschieden
erkannt, als nichtverschieden wiedererkannt, als Vorstellungen
wiedererzeugt. Die unabweisbare Tatsache, dal} wir nicht nur die
Vorstellung, sondern in gewissen Féallen auch die Anschauung selbst,
das Erlebnis wiedererzeugen kénnen, ist UB unumgéngliche, natiir-
liche und eben deshalb auch naturwissenschaftliche Grundlage unseres
Denkens. oder um dies mit kants Worten auszudriicken', da ja
diee Wiedererzeugung eines Erlebnisses das , Experiment” in seiner
einfachsten Form ist:

.Diese dem Naturforscher nachgeahmte Methode besteht also
darin: die Elemente der reinen Vernunft in dem zu suchen, was sich
durch ein Experiment bestatigen oder widerlegen laRt"
(Kritik der reinen Vernunft, 2. Auflage, Anmerkung auf S. 17).

Aber nicht nur fir den Ansatz, auch fir den Aufbau entscheidet
das Beispiel, das die Naturwissenschaft in langer, harter Arbeit
gegeben hat.

Es isteine unabweisbare Tatsache, dall es Vorstellungen gibt,
deren Erzeugung mit dem Gefihle der Spontaneitat verknipft ist.
Z. B. wenn wir sagen: ,Denken wir uns den Gesichtseindruck |den
Buchstaben) a.“ Esist einefernereunabweisbare Tatsache, dal3solche
spontan erzeugten Vorstellungen zu Vorstellungen von neuen Er-
lebnissen fuhren, die mit dem Gefilhle der Notwendigkeit verknupft
sind. So z.B. wenn wir in der Vorstellung des Gesichts ein drucks ab
gezwungen sind, den Gesichtseindruck a wieder zu erkennen. So
sammeln wir Erfahrungen, in die noch kein Element der formalen
Logik eingeht. Die Madglichkeit, solche Erfahrungen in spontan
festgesetzten, aber bestimmten Vorstellungen zu erzeugen, ist das
primére, empirische Element der Erkenntnis; ene so erzeugte Er-
fahrung und die Vorstellung einer solchen Erfahrung — soweit ich
diese Vorstellung Uberhaupt erzeugen kann — ist ein Erlebnis, da3
als priméares, rein deskriptives Wissen bezeichnet werden kann.

Ganz anders steht die Sache bei Erfahrungen, die von dem
Gefuhle der Notwendigkeit begleitet sind. Wir ,missen" es an-
erkennen, daR der Stein unter gewissen Bedingungen zur Erde fiel,
daR ein in gewisser Schlufireihe gefélltes Urteil sich uns , aufdréangt”.
So verschieden die beiden Beispiele auch sind, in dem einen,wie im
anderen haben wir es mit der Vorstellung eines neuen Erlebnisses
zu tun, das nicht durch spontane Festsetzung erzeugt wurde. Wirde

1 Ob Kant selbst an diesen Sinn seiner Worte gedacht hat, muf3 wohl min-
destens dahingestellt bleiben.
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ich auch sagen, der Stein muf zur Erde fallen, das Urteil muB richtig
sein, so ware damit fir unsern ,Wissenstrieb“ nichts gewonnen,
sondern nur ein Dogma oder ein Wunder konstatiert. Uber diesen
Standpunkt hinauszukommen — ist das Ziel des , wissenschaftlichen
Denkens". Wie soll das geschehen? ,Beweisen“ l&aBt sich offenbar
das Gravitationsgesetz ebensowenig wie der Syllogismus. Beweisen
hieBe ja (eine andere Bedeutung des Wortes gibt es nicht) von be-
stimmten Vorstellungen durch spontane Festsetzungen (Kegeln) zu
neuen Vorstellungen zu gelangen. Dann ist aber eben die neue Vor-
stellung, da ja jene Hegeln von dem Gefiihle der Spontaneitéat be-
gleitet sind, selbst auch von dem Gefilhle der Spontaneitat begleitet,
und sie von jener notwendigen Vorstellung nichtverschieden zu setzen
wirde gegen die Grundnorm unseres Denkens verstolen, die fest-
zuhalten wir ein fur allemal lbereingekommen sind.

Hier setzt das Beispiel der Naturwissenschaften, z. B. der Astro-
nomie ein, die in dem einen Teile rein beschreibend, in dem andern
rein theoretisch ist.

In diesem Sinne soll die synthetische-Logik ein ,wissenschaft-
liches Bild“ der in Logik, Arithmetik und Mengenlehre angeschauten
Denkvorgange bieten, gerade so wie die ,Mécanique Céeste’ ein
wissenschaftliches Bild der Planetenbewegungen liefert.

Ob und wie die so sehr unvollkommen angedeutete Aufgabe in
diesen Blattern wirklich gelost wird, — diese Frage zu beantworten
mufl wohl dem sachkundigen Leser Uberlassen werden.



Zweites K apitel.

Die Erweiterung des Dingbegriffs .
(Die kollektivbegriffe oder Mengen.)

Die Beschreibung der Denkbereiche. Involution.

1. Ein bestimmter Zustand unseres BewulBtseins ist gegeben,
wenn es fur jedes Erlebnis festgesetzt ist, ob wir uns dasselbe vor-
stellen kénnen oder nicht. Dabei ist aber zu beachten, da wir fir
irgendein Erlebnis auch durch einen spontanen Akt festsetzen kénnen,
dafl wir es uns nicht vorstellen kénnen, das heif3t, dal wir es uns
nicht vorstellen wollen, da wir es ausschlielen wollen. Wir
objektivieren so einen bestimmten Zustand unseres Bewultseins
als Denkbereich, dem gewisse Erlebnisse angehéren, andere nicht.
Ein Denkbereich ist vollstandig beschrieben, wenn wir von
jedem Erlebnisse wissen, ob es dem Denkbereiche angehort oder
nicht. Aber auch unvollstandig beschriebene Denkbereiche
kénnen als Objekte unserer Anschauung dienen.

In den einfachsten Fallen wird der Denkbereich durch Auf-
Weisung der ihm angehorenden Erlebnisse vollstandig beschrieben.
So z. B. Wenn ich sage, da ich nur das eine denken kann: , Ich bin
hungrig". Es gibt verschiedene Denkbereiche, die wir nach ihrer
vollstéandigen Beschreibung durch verschiedene Namen oder Zeichen
unterscheiden kénnen. (,Der Denkbereich ®“, ,der Denkbereich ¥
usw.)

Das Aufweisen der dem Denkbereiche angehorigen Erlebnisse
und daraufhin die Unterscheidung dieser Erlebnisse von den dem
Denkbereiche nicht angehorenden Erlebnissen ist aber nicht immer
durchfihrbar. Man denke z. B. an so vage Bestimmungen, wie der
Denkbereich der formalen logischen Gesetze usw.

Die Beschreibung der Denkbereiche wird wesentlich gefordert
durch die Mdglichkeit weiterer Festsetzungen, im besonderen der
sog. Involution.

Wir kénnen zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen, in-
dem wir ,Eigenschaften" des Denkbereichs festsetzen, z. B. wie
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folgt: ,,Sollte das Erlebnis A dem Denkbereiche angehdren, So soll
auch das Erlebnis B dem Denkbereiche angehoren. Wofur wir
fernerhin kurz

Ainv. B

\A involviert B) sagen wollen. Eine solche Eigenschaft des Denk-
bereichs heifdt Involution, wo wir naturlich, wenn verschiedene
Denkbereiche zugleich betrachtet werden — was aber Selten der
Fall sein wird — die Angabe des Denkbereichs hinzufigen muften,
in dem die Involution statthat.

Man hite sich wohl, der Involution ,A inv. B irgend einen
»logischen" Inhalt zu geben, etwa den von ,Grund und Folge".
Sollte A dem Denkbereiche angehéren, SOsagt , A inv. B* nicht mehr
und nicht weniger aus, als da B dem Denkbereiche angehort. Sollte
aber A dem Denkbereiche nicht angehoren, so sagt ,A inv. B" gar
nichts aus, d. h. se bestimmt nichts in bezug auf den Denkbereich.
Insbesondere soll damit durchaus nicht gesagt sein, da das Er-
lebnis jener ,Verknupfung von A mit B* |,Wenn A dem Denk-
bereiche angehort, gehdrt auch B dem Denkbereiche an“) selbst dem
Denkbereiche angehort. Mit anderen Worten: ,A inv. B* tragt nur
dann zur Beschreibung des Denkbereichs bei, wenn A diesem ange
hort, und sagt dann, dal auch B ihm angehért.

Ebenso werden die Involutionen ,A inv. B* und ,B inv. C*
nur dann zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen, wenn A
oder B dem Denkbereiche angehéren. Ist dies nur fur B der Fall,
so erfahren wir damit, da® C dem Denkbereiche angehdrt. Gehort
aber auch A dem Denkbereiche an, so erfahren wir, da B und auch
V dem Denkbereiche angehdren. In diesem Falle wird auch ,,A inv.
C* zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen, da wir — aller-
dings wuften wir dies schon — damit erfahren, da? C dem Denk-
bereiche angehort.

Sollte also ,A inv. B und ,Binv. C* zur Beschreibung des
Denkbereichs beitragen, so darf auch ,A inv. C“, als zur Beschrei-
bung des Denkbereichs beitragend gesetzt werden.

Die &auRere Analogie der Satzbildung darf uns aber durchaus
nicht dazu vsrfihren, in diesen Betrachtungen irgend etwas von der
Natur des Syllogismus zu finden. Es handelt sich hier nur um un-
mittelbare Erfahrungen, die gewisse spontane Festsetzungen
unseres Denkens betreffen.

Auch mit dem ,logischen Prinzip“ des ausgeschlossenen Dritten
haben diese Betrachtungen nichts gemein. Allerdings benutzen wir
die Tatsachen: ,A gehdrt dem Denkbereiche an“, ,A gehdrt dem
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Denkbereiche nicht an“ und lassen nur ene der beiden zu. Aber
nur weil wir eben willklrlich festgesetzt haben, dal fir A ene
und nur eine der beiden Behauptungen statthaben soll. Sollte die
vollstéandige Beschreibung auf irgendwelchen Umwegen geschehen
sein, so missen wir uns eben Uberzeugen, ob diese Festsetzungen
einen , Denkbereich* ergeben. Was durch eine Beschreibung eventuell
entsteht, in der ,A gehdért dem Denkbereiche an“ und auch ,A
gehort dem Denkbereiche nicht an“ gesetzt werden, heil3t eben gar
nicht mehr Denkbereich.

Ein solcher Denkbereich ist fur uns ,unmaoglich“. Wir SchlieRen
ihn aus, wenn wir das Wort ,Denkbereich“auch jetzt beniitzen
wollten. Dies entspricht vollstdndig dem Gebrauche des Wortes
»unmoglich“, der in Kap. |, Art. 5 festgesetzt wurde. , A gehort dem
Denkbereiche an“ und ,A gehtrt dem Denkbereiche nicht an"
wirde nach dem fir den Ausdruck ,Denkbereich" festgesetzten
Gebrauch sagen, dal A von A verschieden ist.

Es mufl aber besonders betont werden, dal durch diese Ab-
machungen nur in der Beschreibung des Denkbereiches auf-
tretende Widerspriche [A gehdrt dem Denkbereiche an und
A gehort dem Denkbereiche nicht an) ausgeschlossen werden.
Ob die Erlebnisse, deren Vorstellbarkeit wir mit dem Denkbereiche
statuieren, ,wahr“ oder ,falsch® sind, hat damit gar nichts zu tun,
um so weniger, als wir den genauen Wahrheitsbegriff der Logik noch
gar nicht kennen. Wir hatten es nur mit gewissen, an spontanen
Festsetzungen gemachten (naiven) Erfahrungen zu tun, die wir als
Fundamente unseres Denkens Kkritiklos annehmen und in diesem
Sinne als ,unabweisbar” bezeichnen.

So kann der Denkbereich die beiden Behauptungen enthalten:
,unser Kaum hat ein konstantes positives krimmungsmaf3* und
»unser Baum hat ein konstantes negatives KrummungsmafR“. Oder
wenn wir in dem Gedankenkreise dieser Betrachtungen bleiben
wollen: ,A ist von B verschieden und ,A ist von B nicht verschie-
den“. Die Beschreibung der hierbei auftretenden , Wahrheitsgefiihle*
bleibt spaterem vorbehalten. Die einem bestimmten Denkbereiche
angehdrenden Erlebnisse sind vorstellbar, aber noch weder wahr,
noch falsch, und kénnen sich auch ,widersprechen®.

2. Man beachte wohl, daR ,,Ainv. B“, d.h. die Festsetzung, nach
der mit A auch B ein dem Denkbereiche angehérendes Erlebnis ist,

! Selbstverstandlich kann dies umsomehr der Fall sein, wenn wir aus den
»Behauptungen“ (Erlebnissen), die dem Denkbereiche angehéren, durch sog.
»logische Schliisse® andere Behauptungen , ableiten”.

Kénig, Mengenlehre. 2
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etwas ganz anderes ist, as die Festsetzung, daf ,,Ainv. B* ein dem
Denkbereiche angehdrendes Erlebnis sein soll. ,Ainv. B* ist aus der
Anschauung des schon beschriebenen Denkbereichs gewonnen, eine
Eigenschaft des ,fertigen" Denkbereichs.

Durch eine Involution kann in der Beschreibung des Denk-
bereichs eine Eigenschaft desselben z. B. eine Involution festgesetzt
werden, z.B. esinvolviert A, da3,, Binv. C" eine Eigenschaft des Denk-
bereichs ist. Dann dirfen wir aber dafir nicht abgekirzt schreiben:

A inv. \Binv. C).
Das wiirde sagen, daB mit A das Erlebnis ,Binv. C* dem Denkbereiche
angehort, und zwar ohne dal3 dieses Erlebnis deshalb zur Beschreibung
des Denkbereichs benutzt werden kdnnte oder mufite, mit andern
Worten, ohne da dieses Erlebnis fur die Anschauung des Denk-
bereichs richtig sein mifite.

Um unserer abgekirzten Schreibweise auch fur diese Féalle Ge
nauigkeit zu verleihen, wollen wir, wenn nicht ein Erlebnis des Denk-
bereichs, sondern eine Eigenschaft desselben durch die Involution
firstgesetzt werden SOIl, nach inv. den Buchstaben Q einfligen; also
in diesem Falle schreiben:

Ainv. Q [Binv. C).

Diese Involution tragt offenbar nur dann zur Beschreibung des
Denkbereichs bei, wenn A dem Denkbereiche angehért, und sagt dann,
da der Denkbereich die Eigenschaft (qualitas) besitzt, die durch
»Binv. C" ausgedriickt wird. Diese Involution tragt wieder nur dann
zur Beschreibung des Denkbereichs bei, wenn B dem Denkbereiche
angehort, und besagt dann, da auch C dem Denkbereiche angehort.
Jene Doppelinvolution enthélt die Aussage, da3, wenn A und B dem
Denkbereiche angehoren, auch C dem Denkbereiche angehdren soll,
was wir aus naheliegenden Griinden in der Folge auch durch

;} inv. C

ausdriicken wollen. Ahnlich benutzen wir auch die Bezeichnung

4
Biinv. D.
C

Tiefergehende Methoden zur Beschreibung der Denkbereiche
erhalten wir, wenn wir Festsetzungen treffen, die sich auf ,irgendein
Erlebnis", das dem Denkbereiche angehort, beziehen. Diese Akte
unseres Denkens missen aber dann genauer beschrieben werden,
als es die gewohnliche Sprache gestattet.
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Eine genaue sprachliche Beschreibung unseres Denkens entsteht
nur, wenn wir die Erlebnisse mit Eigennamen bezeichnen, so daf
ein solcher Eigenname ein bestimmtes Erlebnis und nur dieses bezeich-
net, wahrend verschiedene Eigennamen auch verschiedene Erlebnisse
bezeichnen. Als solche Eigennamen sollen nun die Zeichen X, Y,Z. ..
oder, wenn diese nicht ausreichen, X; X,.. usw. benutzt werden;
wahrend die Festsetzung, welches Erlebnis durch X oder Y usw.
bezeichnet werden soll, fehlt, oder genauer ausgesprochen, nach-
traglich beliebig gegeben werden kann. So konnen wir
z. B. fur einen Denkbereich die Involution

Xinv. |[X e A)

festsetzen, d. h.: Ist X irgend ein Erlebnis, das demDenkbereiche an-
gehort, so soll auch dasErlebnis, Xund.A*“ dem Denkbereiche ange-
héren. Kompliziertere Falle, deren sprachlicher Ausdruck schon
schwieriger ist, lassen sich dann leicht ausdriicken, z. B.

[X inv. \Y inv. X & Y)] inv. Q [Z inv. |X e Y et Z)]

Formal sind auch ,Ainv. A“ oder , Xinv. X" Involutionen, sog.
identische Involutionen. Offenbar sagt eine solche gar nichts
aus und kann einfach weggelassen werden. Wir brauchen nur aus
fuhrlich zu schreiben: ,Wenn A dem Denkbereiche angehért, soll
A demDenkbereiche angehéren”, um zu sehen, dal? diese , Tautologie"
fir jeden Denkbereich richtig, aber bei Beschreibung eines solchen
Uberflissig ist.

Verknipfungserlebriisse.

8. In jedem Denkprozesse erkennen wir die Vorstellung von Er-
lebnissen, wo wir uns um nichts anderes als um die Tatsache kim-
mern, dal3 wir uns jenes Erlebnis vorstellen. Weder die Entstehungs-
weise, noch der Inhalt des Erlebnisses, nicht einmal das Gefuhl der
spontanen oder zwangsweisen Erzeugung gehen dabei in unser Be-
wufBltsein ein. Ein solches Erlebnis ist (in jenem Denkprozesse)
ein priméres Erlebnis. Als solche kénnen z B. ,ich bin hungrig”
oder ,die Sonne scheint* hingestellt werden. Dabei ist aber wohl
zu beachten, daR diese Erlebnisse nur flr gewisse Denkprozesse die
Rolle der primaren Erlebnisse Gbernehmen. Die unaufhaltsame
LAssoziation" de Vorstellungen in unserem Bewufltsein — moge
diese uns von unserem Wollen abhangig oder unabhangig erscheinen
— gibt diesen Vorstellungen, sobald wir unsere Aufmerksamkeit
auf sie richten, einen neuen Inhalt, und sie haben damit aufgehort,
primér zu sein. Se sind nur solange primar, als wir uns um ihren
Inhalt nicht kimmern, und sind demnach in gewisser Beziehung, im

2*
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besonderen beim ,logischen” Denken, Abstraktionsprodukte, deren
weitere Bestimmung eben erst durch diein den Denkprozel3 aufgenom-
menen Verknipfungen geschieht. So z. B. wenn ich denke, und
nur dieses denke, daB das Erlebnis: , Ich bin hungrig" von dem Er -
lebnisse: ,Die Sonne scheint® verschieden ist. Dieses Erlebnis
ist das Erleben der Verknlpfung selbst, und als solches von jedem
Erlebnisse zu unterscheiden, das — bei der in unserem Bewuftsein
stattfindenden Assoziation der Vorstellungen — zu jenem Erlebnisse
der Verknupfung hinzutritt. Dabei sind sehr feine Unterschiede,
die wir in gewissen Fallen gar nicht zu beachten pflegen, von grund-
legender Bedeutung. So ist z. B. das Erlebnis: ,A ist von B ver-
schieden“, sobald wir unsere Aufmerksamkeit auf A richten, was wir
sprachlich durch ,A ist ein von B verschiedenes Ding“ ausdriicken
konnen, ein anderes geworden. Wéahrend dort die gleichberechtigten
Erlebnisse A und B ,verknipft* werden, ist hier ein Erlebnis ent-
standen, das , eine Eigenschaft von A ausdriickt", — womit vorlaufig
nur durch die sprachliche Nuance die Verschiedenheit der Erlebnisse
hervorgehoben werden soll.  (Selbstverstandlich hat wieder diese
»Analyse" mit der ,Wahrheit" der Erlebnisse absolut nichts zu tun.)

Das Erlebnis, daB die Erlebnisse A und B zu einem neuen Erleb-
nisse in bestimmter Weise verknipft werden, ist von unserem Stand-
punkte aus ,einfacher" als irgend ein Erlebnis, das sich mit dieser
Vorstellung ,zugleich® in unser BewuBtsein drangt. Nichtsdesto-
weniger gibt es Verkniipfungs-Erlebnisse, die unserer Anschauung
nach gewissen mit ihr unaufhaltsam verbundenen Vorstellungen
gegeniiber zurticktreten.

In dem Erlebnisse: ,A und B“ (Die Sonne scheint und ich bin
hungrig) erkennen wir ein Erlebnis, das verschieden ist von ,A ist
in der durch un d bestimmten Weise mit Bverknupft,und aus diesem
erst in einer ganz bestimmten Weise erzeugt wird. Die Bildung
unsrer sprachlichen Ausdricke konnte und wollte niemals den Be-
dirfnissen der Logik entsprechen, esist ja umgekehrt die aristotelische
Logik aus der Analyse der sprachlichen Schopfungen entstanden. So
sind wir erst langsam zu der Erkenntnis vorgedrungen, dal3 der volle
Satz |als Erlebnis) etwas logisch einfacheres ausdrickt, als die in den
einzelnen Worten gegebenen ,Begriffsbilder”. Es wéare demgemaf
verfehlt, zu behaupten, dald wir erst das Erlebnis ,A und B* vorstellen
mussen, um aus diesem die Vorstellung der entsprechenden Ver-
knlipfung von A mit B abzuleiten. Das hangt ausschliefdlich von der
Gewohnungunseres Denkens ab, die, wie die beiden bisher gebrauchten
Beispiele zeigen, bei verschiedenen Verknupfungen verschieden sein
kann. Wir sind demnach vollauf berechtigt, in der Beschreibung
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unseres logischen Denkens das Erlebnis, nach dem A und Bin bestimm-
ter Weise verknupft ist, ,fraher zu bilden", d. h. fur ,einfacher”
zu erkléren und erst aus diesem die assoziierte Vorstellung |in unserem
Falle ,A und D") zu erzeugen. Es ware aber verfehlt und wirde
unsere Aufgabs nur erschweren, diese Auffassung auch sprachlich
durchzufiihren, und demgemal in der genaueren Sprache der Logik
nicht dem Erlebnisse ,,A und B“ das einfachere (urspriingliche)
Zeichen zuzuordnen.

Die logische Synthese wird — wenn wir das bisherige zusammen-
fassen — von gewissen Erlebnissen ausgehen, die wir as priméare
betrachten; und zwar wird diese Auffassung der Erlebnisse dadurch
statuiert, dal wir den verschiedenen primaren Erlebnissen ver schiedene
Eigennamen zuordnen |[S. Art. 2). Wir werden dann Erlebnisse
statuieren, die nichts anderes als bestimmte verschiedene Verknup-
fungen jener primaren Erlebnisse sind, und endlich aus diesen in be-
stimmter Weise neue Erlebnisse erzeugen. Offenbar kdnnen wir diese
Denkprozesse an den neuen, nicht mehr primaren Erlebnissen aber-
mals durchfiohren, und so zu neuen Verknupfungserlebnissen so-
Wil zu neuen, mit diesen in bestimmter Weise assoziierten (aus ihnen
in bestimmter Weise erzeugten) Vorstellungen gelangen.

Alles dies geschieht in spontanen Festsetzungen, die nicht mo-
tiviert zu werden brauchen, deren ,ZweckmaRigkeit“ erst nachtréag-
lich erscheint, wenn wir in ihnen die Beschreibung der , logischen”
Denkprozesse erkennen. |[Man wirdin der Methode leicht das Vorbild
erkennen, das innerhalb der Mathematik die Konstruktion des all-
gemeinen Zahlbegriffs geliefert hat.)

Erlebnis und Ding.

4. Wenn wir einen Denkbereich beschreiben, handelt es sich
immer nur darum, ob ein Erlebnis dem Denkbereiclie angehort
oder nicht. Dies soll auch fernerhin durchweg so gehalten werden.
Insofern das Erlebnis objektiviert wird, d. h. as , Gegenstand“
unsrer Vorstellung betrachtet wird, haben wir es auch Ding genannt,
und dadurch — streng genommen — vom Erlebnisse unterschieden.
Es ist dies eine Unterscheidung, die umsomehr betont werden muf3,
als die Sprache Uberhaupt nicht im Standeist, sie genau wieder zugeben.
Sobald ich namlich sage: ,das Erlebnis gehort dem Denkbereiche
an", habe ich esja schon objektiviert, und das ,Ding“ dem eigent-
lichen , Erlebnisse" substituiert.

Demgemaf soll von Erlebnissen und Dingen fortan nebeneinander
die Rede sein mit der Festsetzung, dal3, wenn wir weiterhin die Be-
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deutung des Wortes , Ding“ andern, unsere Betrachtungen eigentlich
Wort fur Wort wiederholt werden sollten, was aber in der Praxis
ebenso Uberflissig wie langwierig ware.

Die Bedeutung des Wortes Ding soll aber niemals anders fest-
gesetzt werden, als dafl eine ,Verallgemeinerung“ stattfindet, das
heiBt dal} die Bedeutung des Namens Ding alles umfaRdt, was bisher
schon Ding genannt wurde, also insbesondere das objektivierte Er-
lebnis immer auch ein Ding ist. Andrerseits soll ein , Ding" immer
auch mit jedem anderen Dinge in neuen Erlebnissen ,verknipft"
werden koénnen.

Die Nominationen.

5. Die Betrachtung der als ,Verkniupfungen" bezeichneten Er-
lebnisse beginnt, wie jede Beobachtung von der Erfahrung entnommenen
Tatsachen, am besten an solchen Fallen, wo wir am wenigsten stérende
Einflisse vermuten. Diese stérenden Einflusse sind bei der Beob-
achtung der in unserem Bewultsein stattfindenden Denkprozesse
die assoziierten Vorstellungen, die mit und ohne EinfluR unsres
Willens jedes Erlebnis begleiten.

Die Elimination der auf ein ,weil" oder ,wie" gerichteten
assoziierten Vorstellungen erscheint uns am leichtesten, wenn wir
festsetzen, dal dem Dinge a das Ding m als ,Name" zugeordnet
sein soll. Hier konnten wir auch die Bestimmung ,als Name"
weglassen und kurzweg davon sprechen, dall dem Dinge a das Ding
m zugeordnet ist. Die Worte ,als Name* erinnern nur an diese
Lenfachste Art" der Zuordnung. Wenn wir fur diese Zuordnung
den Ausdruck , Nomination“ gebrauchen, ist diess Nomination wohl
aus der im ersten Kapitel as solche beschriebenen Verknipfung
entstanden, aber doch schon etwas anderes geworden.

Das methodische Hilfsmittel, mit dessen Hilfe wir stérende
assoziierte Vorstellungen fer nhalten wollen und auch fernhalten kénnen,
ist die Festsetzung enes bestimmten Denkbereichs, so da nur dem
Denkbereicha angehorende Erlebnisse’ in unser Denken eintreten
sollen.

Wir kénnen so — um mit einem , einfachsten" Beispiele zu be-
ginnen — einen Denkbereich dadurch bestimmen, dal? das Erlebnis

a nom. m
und nur dieses dem Denkbereiche angehéren Soll, wo a
! Die einem Denkbereiche angehérenden ,Dinge" sind der getroffenen

Festsetzung nach immer nur ,Erlebnisse", wie immer auch inzwischen eine Er-
weiterung [Verallgemeinerung) des Dingbegriffes geschehen S
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und m irgendwelche — von einander verschiedene oder auch nicht
verschiedene — Dinge sind.

Fir den sprachlichen Ausdruck dieses Erlebnisses sagen wir:
.a heillt m“ oder auch ,,aist m“. Insbesondere die letztere Sprach-
weise verleitet uns dazu, in ,ist" die s. g. reine Copula der Schul-
logik zu sehen, d. h. eine Verkniipfung, die jeden weiteren Inhalt
verloren hat. Allerdings haben wir durch die Festsetzung, dal nur
»anom.m*“ dem Denkbereiche angehort, eben statuiert, daR kein Er -
lebnis in unserem Bewuftsein auftreten soll, das diese Verknipfung
betreffende weitere Anschauungen vermittelt.

Wenn wir aber nun weiter einen neuen Denkbereich bilden,
dem das Erlebnis

a nom. m'

und nur diesss angehdren soll, wo a' und m' wieder irgendwelche,
aber von a und m verschiedene Dinge sind, SO ist doch diese hier durch
nom. bezeichnete Verknipfung von der friheren wesentlich ver-
schieden. Se konnte dort nur auf die Dinge aund m, hier nur auf
die Dinge @ und m', bezogen werden.

Wir wollen die hier beschriebenen Denkbereiche der Kiirze wegen
mit [a nom. m] und [a' nom. m'] bezeichnen.

Die sprachliche Beschreibung des einen Denkbereichs unter-
scheidet sich von der des anderen nur dadurch, da wo in dem einen
die Zeichen oder Laute aund m zur Verwendung kommen, in dem an-
deren dafir &' und m' eintreten. Diese Tatsache verleitet uns zu dem
»Schlusse”, daR nicht nur in dem sprachlichen Ausdrucke, sondern
in den entsprechenden Erlebnissen sich nichts anderes geandert hat.
Wir durfen und wollen aber hier Uberhaupt nicht , schliel3en", sondern
nur unsre Anschauungen fixieren. Am allerwenigsten dirften wir

 Eigentlich ist jede bestimmte Verkniipfung der Dinge a und b etwas ganz
gesondert stehendes, individuelles, und diese bestimmte Verknipfung ist ohne
die bestimmten Dinge a und b gar nicht denkbar. Wenn wir trotzdem sagen,
daB zwischen den Dingen c und d dieselbe Verknupfung besteht, wie zwischen
a und b, so meinen wir damit immer nur, da diese Verknupfungen als , in ge-
wissen Beziehungen nicht verschieden" gedacht werden kdnnen, was
offenbar von ,nicht verschieden" sehr verschieden ist.

Man denke z. B. an den Verknipfungsbegriff ,also" und die Satze: ,Es
ist a gleich b; also auch b gleich a*. ,Der Luftdruck steigt, also wird es schones
Wetter". Es wird niemandem einfallen, die in diesen Satzen durch ,also ausge-
driickten Verknupfungen als absolut nicht verschieden anzusehen. Die eine ist
ein logischer SchluB, die andere ein SchluB ,aus der Erfahrung". Das ,also"
in dem einen Falle ist von dem ,also“ in dem anderen Falle nur , in gewissen
Beziehungen nicht verschieden“. Dieses , in gew.Bez. nicht verschieden"
ist ein Fundamentalbegriff unsres logischen Denkens, und wird als

solcher unter dem Namen der ,Isologie” noch genauer betrachtet werden
mussen.
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aber einen geradezu falschen SchluR (eine quaternio terminorum)
sich einschleichen lassen. Die mit nom. bezeichnete Zuordnung (Ver-
knlpfung) bezieht sich in dem einen Denkbereiche nur auf a und m,
in dem andern nur auf a' und m'. Und die Forderung, diese , Spur"
von aund min dem einen Falle, Von a und m' in dem andern Falle
aus der Verknipfung wegzudenken, ist eigentlich nur so zu erfiillen,
dal wir uns a von @ und m von m' nicht verschieden denken. Sie
verstoRt gegen die Grundnorm unsres Denkens, und ist der Uberein-
kunft nach auszuschliefen. Wir missen de fallen lassen.

DieAkteder Verknupfungvon aund min dem einen Denkbereiche,
von aund m' in dem andern unterscheiden sich in den zur Verknipfung
gelangenden Dingen; se sind ,in gewisser Beziehung nicht
verschieden“, aber durchaus nicht ,absolut nicht verschieden.”
Die Verknupfung kann ja uUberhaupt ohne die verknupften Dinge
nicht zur Anschauung gelangen!

Der sprachliche Ausdruck, in dem wir jene Denkbereiche be-
schreiben, ist ungenau und muf3, um der Anschauung zu entsprechen,
zumindest soweit gedndert werden, dal? wir, wenn statt aund m nun
(@ und m' gesetzt werden, auch statt nom. ein neues Zeichen,
z. B. nom." gebrauchen. Die Nominationen sind verschieden, wenn
auch nur in den Dingen, die wir eben verkniipfen. Die Annahme
einer ,reinen Copula“, die in beiden Denkbereichen auftritt, ist un-
haltbar. Sie entspricht durchaus nicht einer wirklichen, unabweis-
baren Anschauung. Die ,reine Copula“ ist eine ganz willkirliche
Annahme; die Grundnorm unsres Denkens, die wir eben nicht ver-
lassen wollen, zwingt uns, se fallen zu lassen.

Es mag weiter noch ausdriicklich bemerkt werden, daf3, wenn
wir einen Denkbereich dadurch bestimmen, daR die Er-
lebnisse ,anom.m“ und ,a'nom.m'" (oder auch,a'nom.m")und
nur diese dem Denkbereiche angehdren sollen, die mit
nom. bezeichnete Verknipfung in diesen verschiedenen
Erlebnissen der Festsetzung nach nicht verschieden ist.

Die Klassenbegriffs.

6. Wenn demselben Denkbereiche angehdrende Nominationen
betrachtet werden, kann es vorkommen, daf in diesen weder die Art
und Weise der Zuordnung noch die zugeordneten Dinge ver-
schieden sind. So z. B. wenn wir festsetzen, da die Erlebnisse
»anom.m"“ und ,bnom.m“ — und nur diee — einem bestimmten
DenkbereictiB angehoren sollen. Solche Nominationen kénnen kurz
als gleichartige bezeichnet werden.
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Wir wollen uns nun mit Denisbereichen beschéftigen, fir welche
alle dem Denkbereiche angehdrenden Erlebnisse gleichartige Nomi-
nationen sind. Als Beispiel kann der eben statuierte Denkbereich
oder auch inunmittel bar verstandlicher Bezeichnung |und Anschauung)

[anom.m, bnom.m, cnom.m]
dienen.

Allgemeiner kénnen und wollen wir uns denken, dal} gewisse
Dinge gegeben sind, oder genauer, daf wir fir jedes,Ding", das
Uberhaupt in unsere Betrachtung eingezogen werden soll, wissen,
ob es ,gegeben" oder ,nicht gegeben ist. ,Woher" wir das wissen,
,wie" die Frage zu beantworten ist, ob ein Ding ,gegeben“ oder
»Nnicht gegeben" ist, soll uns dabei nicht weiter kimmern. (So wissen
wir in dem eben gegebenen Beispiele, dal die mit a, b, c bezeichneten
Dinge und nur diese ,, gegeben" sind). Wohl aber sei es ausgeschlossen,
dal? ein Ding gegeben und auch nicht gegeben ist, wie auch, da3 ein
Ding weder gegeben noch nicht gegeben ist. Solche , Bestimmungen"”
betrachten wir eben Uberhaupt nicht.

Es soll weiter X der Eigenname eines bestimmten Dinges sein;
wir setzen nun einen Denkbereich durch die Beschreibung fest, daf
jedem gegebenen Dinge — und nur diesen — jenes durch den
Eigennamen X bestimmte Ding as Name zugeordnet sei. Offenbar
entspricht dieser Denkbereich den in Art. 1 diese3 Kapitels ausein-
andergesetzten Forderungen; er verstof3t nicht gegen die Grundnorm
unsres Denkens.

Wir konnen und wollen jetzt weiter festsetzen, dal die Bestim-
mung, welches Ding durch X bezeichnet werden soll, nicht blofR fehlt,
sondern auch nachtraglich niemals erfolgen SOIl. Offenbar ist dadurch
der Inhalt der in den Denkbereich gehdrenden Erlebnisse geéndert
worden, es bleibt nur die ,Bestimmung", da allen gege-
benen Dingen, und nur diesen, dasselbe Ding als Name
zugeordnet werde.

In dem Denkakte, den der letzte Satz ausdriickt, hat aber schon
eine Erweiterung des Dingbegriffs stattgefunden. Das ,Ding", das
Jetzt allen gegebenen Dingen und nur diesen als Name zugeordnet
wird, hat unsern Festsetzungen nach seinen primaren, angeschauten
Inhalt ein fur allemal verloren, und was Ubrig geblieben, besagt nur
seine in bestimmter Weise zu bewirkende Verknipfung mit den ge-
gebenen Dingen.!

' Wahrend—wie dies beim Aufbau unsrer Begriffswelt geschieht—urspriing-
lich nur Erlebnisse ,Dinge" waren, ist dieses Ding gar kein Erlebnis mehr, das
fur sich angeschaut werden kann; sondern es gelangt nur so in unser Bewuf3tsein,
da wir eS mit bestimmten Erlebnissen in bestimmter Weise verknupft denken.
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Wir statuieren demnach Dinge, die selbstandige Schopfungen
unseres Denkvermégens sind, von denen wir geradezu sagen kénnen,
dal3 se erst durch den beschriebenen Denkbereich erzeugt (definiert)
werden. Ein solches Ding soll ein klassenbegriff heiRen, und zwar
ein Klassenbegriff erster Art; von den Dingen, die als gegeben
den definierenden Denkbereich vollstandig beschreiben, sagen wir,
dal se Terms sind, die unter den klassenbegriff fallen;
wahrend fir die nicht gegebenen Dinge auch der Ausdruck gebraucht
wird, daR se nicht unter den Klassenbegriff fallen.

Eine sehr ahnliche, aber mit der vorhergehenden durchaus nicht
zu verwechselnde Begriffshildung findet durch folgende Festsetzung
statt: Dasselbe Ding soll allen gegebenen Dingen, und auch
sich selbst — aber nur diesen — als Name zugeordnet
werden. Wenn wir im ubrigen den bisher beschriebenen Gedanken-
gang genau wiederholen, gelangen wir abermals zu einem Dinge,
das ene selbstdndige Schopfung unseres Denkvermdgens ist, und
das auch Klassenbegriff, aber Klassenbegriff zweiter Art,
heiBen soll. Nicht nur die gegebenen Dinge, sondern auch der , Klassen-
begriff* selbst sind jetzt Terme, die unter den Klassenbegriff fallen;
wahrend die nicht gegebenen Dinge nicht unter den Klassen begriff
fallen; eventuell mit Ausnahme des Klassenbegriffs selbst, wenn
er eben nicht schon unter den urspriinglich in Betracht gezogenen
Dingen vorhanden war. Dem fruher zugezogenen einfachen Bei-
spiele wirde jetzt der Denkbereich

[anom.x, bnom. x, cnom.x, xnom.x]
entsprechen.!

Vorlaufige logische Bemerkungen zum klassenbegrlff.

7. Die Denkbereiche, welche Klassenbegriffe definieren, ent-
sprechen der festgesetzten Grundnorm unseres Denkens, se sind
»moglich*. Damit ist aber nur gesagt, dal? wir die dem Denkbereiche
angehorenden Erlebnisse, uns vorstellen (,zugleich" vorstellen)
konnen?, aber durchaus nicht, daR diese Erlebnisse ,wahr" sind.

* Wenn wir den durch
[anom.z, b nom.z cnom. Z]

definierten Klassenbegriff Brater Art eingefuhrt haben, kénnen wir wieder einen
neuen Klassenbegriff erster Art bilden, fur den a, b, c und z die gegebenen Dinge
sind. Derselbe ist aber offenbar durch einen Denkakt erzeugt, der verschieden
ist von jenem, in welchem der durch UB gegebenen Dinge a, b, ¢ bestimmte Klassen-
begriff zweiter Art erzeugt wird.

Erlebnisse ,zugleich* vorstellen, heifst fir uns nichts anderes als statu-
ieren, dal die Erlebnisse demselben Denkbereiche angehoren.
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Umsoweniger als in der bisherigen synthetischen Beschreibung ge-
wisser Denkvorgange das , Wahrheitsgeftihl“ noch (berhaupt nicht
beschrieben wurde. Auch kénnen wir nicht schon jetzt die Frage
aufwerfen, ob die Annahme, daf3 die dem Denkbereiche angehdrenden
Vorstellungen ,wahr" sind, nicht durch logische Schlisse zu einem
widerspruche fihrt; es sind doch weder logische Schliisse, noch die
allgemeine Vorstellung des,, Wider spruchs* bisher beschrieben worden.
Ebensowenig kann hier untersucht werden, ob der Klassenbegriff
von den gegebenen Dingen verschieden oder nicht verschieden ist.
Jede dieser Behauptungen kann in den Denkbereich aufgenommen
werden, ohne die Grundnorm unsres Denkens zu verletzen; wahrend
doch den ,logischen Gesetzen" nach die eine dieser Behauptungen
wahr, die andere falsch sein muf3. DieKonstruktion der Denkbereiche,
insbesondere die Schopfung der Klassenbegriffe, hat vorlaufig
mit dem ,Wahr- oder Falschsein" der erzeugten Vorstellungen nichts
zu tun. Die Betrachtungen, mit denen wir jetzt die exakte Beschrei-
bung unseres Denkens unterbrechen und uns auf den Boden der
Schullogik stellen, sind demnach hier eigentlich absolut nicht an
ihrem Platze. Wenn wir se dennoch einschalten, geschieht es nur,
um uns einerseits vorlaufig Uber die weiteren Problemstellungen zu
orientieren, andrerseits aber — und in erster Reilhe — um aben eine
solche Verwirrung in der Reihenfolge unserer Begriffskonstruktionen
spater zu vermeiden.

Der Klassenbegriff, dessen Schépfung soeben beschrieben wurde,
lehnt sich wohl an den Klassenbegriff der Schullogik an, ist aber von
diesem himmelweit verschieden. Er hat — wie wir das eben in der
Ausdrucksweise der Schullogik sagen konnen — enen wesentlich
geringeren Inhalt, der durch den zugehorigen Denkbereich erschopft
ist, also nicht einmal die Widerspruchslosigkeit fordert.

Der Klassen begriff der Schullogik geht von zwei Voraussetzungen
aus; die eine besagt, da’ die unter den Klassen begriff fallenden Dinge
den Klassenbegriff vollstandig bestimmen, die andere, dal dieser
Klassenbegriff in allen Fallen ein widerspruchsoses logisches Gebilde-
ist. Beide Voraussetzungen sind aus den einfachsten Beispielen
unseres vorlogischen Denkens in Ubereilter Weise verallgemeinert
und unhaltbar, wie dies im Anschlusse an Cantors Schépfung der
Mengenlehre in den letzten anderthalb Jahrzehnten klar geworden.
DaR diee Unhaltbarkeit nur an sehr abstrakten Neuschdpfungen
unseres Denkvermdogens klar wird, hat mit der Sache selbst nichts
zu tun.

Wenn wir eben auf dem Boden der Schullogik bleiben, kénnen
wir dem Klassenbegriffe wohl nicht die allgemeineren Sammelbegriffe
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entgegenstellen, mit denen wir es alsbald zu tun haben werden; aber
selbst auf diesem engeren Gebiete zeigt sich schon die Unzulanglich-
keit der ersten Voraussetzung. Dieser entsprechend wére z. B. der
Klassenbegriff zu bilden, unter den jeder Klassenbegriff fallt.

Um diesen Klassenbegriff bilden zu konnen, mifRten wir ihn
schon gebildet haben. Das kénnen wir uns nicht denken, und in dieser
krassen Form verstoRt diess sogen. ,,impradikative Definition”
gegen die Grundnorm unseres Denkens; se muf? als unmdglich fallen
gelassen werden. Daraus ist — wohl voreilig — geschlossen worden,
daR mit der Definition auch das zu definierende Ding unmdoglich
ist. Sieht man aber genau zu, so sind das ganz verschiedene Tatsachen.
Es laBt sich ja vielleicht jenes Ding in anderer (widerspruchsloser)
Weise erzeugen, so dall uns erst nachtraglich die Anschauung lehrt,
dall das erzeugte Ding ein Klassenbegriff ist, unter den jeder Klassen-
begriff fallt. Aus der inipradikativen Definition eines Dinges darf
wohl nicht die logisch widerspruchslose Existenz des Dinges , gefolgert”
werden, aber ebensowenig ,folgt" aus ihr, dal jede Erzeugung des
fraglichen Dinges auf einen logischen Widerspruch fuhren muB.

Offenbar ist aber bei Erzeugung unseres Klassenbegriffes erster
Art diese Schwierigkeit der impréadikativen Definition vollstandig ver-
mieden. Es handelt sich ja nur darum, uns vorzustellen, daf} allen ge-
gebenen Dingen und nur diesen dasselbe Ding als Name zugeordnet ist.

Nicht ganz SO steht die Sache bei der Erzeugung des Klassen-
begriffs zweiter Art, wo wir uns vorstellen sollen, da dasselbe Ding
allen gegebenen Dingen und aulRerdem nur noch sich selbst als Name
zugeordnet ist. Hier ist das impradikative Element in der Forderung,
ein Ding sich selbst als Namen zuzuordnen, gewil3 enthalten; aber
die Schwierigkeit der damit zu verbindenden Vorstellung ist vollig
Uberwunden. DaB z. B. der Gesichts ein druck ,a" die Vorstellung
diesss Gesichtseindrucket ,a“ erzeugt, das konnen wir uns vorstellen;
es ist das sogar ene ganz unmittelbare Vorstellung unseres (ab-
strahierenden) Denkvermodgens.

8. Dagegen ist (UB Annahme, daR ein Klassenbegriff durch
die unter ihn fallenden Dinge immer widerspruchslos bestimmt ist,
auch bei unserer inhaltlich &rmeren Definition nicht zu retten.
Es ist das Verdienst B. Russells', diee merkwirdige Tatsache,

! Die Russellsche ,Contradiction“ findet sich in der Literatur zuerst bei
Frege, Grundgesetze der Arithmetik, | | . Bd. Jena 1903, , Nachwort” (S. 253),
und zwar auf Grund einer brieflichen Mitteilung Russells. Siehe die ausfihrliche
Darstellung in Russell, ThePrinciplesof Mathematics, Vol. |. Cambridge 1903,
S 101 usw.
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und ihre grundlegende (umstirzende) Bedeutung fir die Logik
zuerst erkannt zu haben.

Wenn wir uns wieder auf den Boden der Schullogik stellen,
mufl es fur jeden Klassenbegriff wahr oder falsch sein, daR dieser
Klassenbegriff van jedem der unter ihn fallenden Dinge verschieden
ist. Oder — kurzer ausgedrickt — es mul3 wahr oder falsch sein,
daB ein bestimmter Klassenbegriff nicht unter sich fallt. Klassen-
begriffe, die nicht unter sich fallen, kdnnen wir aber unmittelbar
bilden. Ein Klassenbegriff erster Art, fur den die gegebenen Dinge
Erlebnisse sind, wird z. B. gewif3 nicht unter sich fallen; dieser klassen-
begriff ist gar kein Erlebnis, wahrend die unter ihn fallenden Dinge
durchweg Erlebnisse sind.

Es miiBte — nach der zu prifenden Annahme — ein klassen-
begriff gebildet werden kénnen, unter den ,alle nicht unter sich fal-
lenden Klassenbegriffe* — und nur diese Dinge — fallen, und dieser
Klassenbegriff dirfte keinen logischen Widerspruch ergeben.

Fir den soeben beschriebenen (Russellschen) Klassenbegriff
mifRte es demnach wahr oder falsch sein, dal dieser , Russellsche
Klassenbegriff" unter sich fallt. Wir wollen ihn kurz mit R bezeichnen.

Wenn es nun wahr ist, da R unter sich féallt, so ware eben R
enes der , gegebenen" Dinge, die unter den Klassenbegriff fallen,
also ein Klassenbegriff, der nicht unter sich fallt. Das ergibt aber
einen logischen Widerspruch.

Wenn es dagegen falsch ist, da3 R unter sich fallt, so muf} es wahr
sein, dal? R nicht unter sich fallt, d. h. es ist wahr, daR R eines der
gegebenen Dinge ist, also da R unter sich fallt; was abermals einen
logischen Widerspruch ergibt.

»R féllt unter sich kann weder wahr noch falsch sein, d. h.
der Russellsche Klassenbegriff kann nicht widerspruchslos gedacht
werden.

Dem steht die unabweisbare Tatsache gegenlbpr, da wir in
der Forderung, jeden nicht unter sich fallenden Klassenbegriff von
jedem anderen Dinge gesondert vorzustellen, geniigen kénnen, ohne
darin etwas zu finden, was der Grundnorm unseres Denkens wider-
spréache. In der Gegenlberstellung diessr Tatsachen hat man von
verschiedenen Seiten ene unlosliche oder wenigstens ungeldste
Antinomie unsres Denkvermogens zu finden geglaubt, die diesem
Denkvermogen selbst eine unerklarliche, oder wenigstens unerklarte
Schranke setzt.

Wenn wir diese Tatsachen den an bisher untersuchten Klassen-
begriffen gefundenen Anschauungen gegenuberstellen, widersprechen
sie dieser, sind jedenfalls neu und deshalb in gewissem Sinne par adox
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(wie auch die Tatsache einer stetigen und doch nicht differenzierbaren
Funktion fur einen gewissen Zustand unseres mathematischen Denkens
paradox erscheint). Genau zugesehen, haben wir nur folgendes kon-
statiert. Die Annahme, dal3 die unter den Klassenbegriff fallenden
Dinge diesen Klassenbegriff as logisch widerspruchsloses Gebilde
bestimmen, muR fallen gelassen werden.!

Jede Tatsache, jedes Erlebnis, dessen Vorstellung aus der An-
schauung mit dem Gefiihle des Zwanges verbunden erzeugt wird,
ist streng genommen unerklé&rt und unerklarlich. Wir sprechen von
einer ,Erklarung", wenn wir die entsprechende Vorstellung in einen
Denkbereich einstellen, in dem sie as logische konsequenz anderer
ebenso unerklarter, aber — oft ganz willkirlich — as ,einfacher"
gedachter Tatsachen erscheint. (DieTatsache, daf ,die Sonne scheint",
ist wohl fur die meisten Menschen einfacher, as die Unzahl der phy-
sikalischen Theorien und mathematischen Begriffsbildungen, aus der
sie der Astronom ,ableitet".)

Bei einer ,Erklarung" des Russellschen Paradoxons, WO es sich
um ganz ungewohnte Gebiete unseres Denkens handelt, mussen wir
offenbar ganz besonders vorsichtig sein. So mag es an sich ganz
richtig sein, dal3 der logische Widerspruch mit dem in der Beschrei-
bung des fraglichen Kklassenbegriffs eingetretenen imprédikativen
Elemente in (logischem) Zusammenhange steht. Aber es geht deshalb
doch nicht an, die ,Erkl&arung" des Paradoxons darin zu sehen, da
jede solche Begriffshilding a limine auszuschlielen ist. Das wirde
auf dasselbe herauskommen, wie wenn man die Besteigung einer be-
sonders geféhrlichen Bergspitze polizeilich verbieten wollte! Die
Bergspitze ist damit doch nicht aus der Welt geschafft.

Die beschriebenen Tatsachen werden damit weder erkl&rt noch
eliminiert, wenn man ihretwegen, wie es einzelne der bedeutendsten
Forscher (Poincaré) getan haben, Cantors geniale Schdpfung,
die Mengenlehre, im ganzen verwirft, oder aber diese durch eine Be-
schrankung des Mengenbegriffs zu ,retten" versucht. Den letzteren
Weg hat Zermel o eingeschlagen und auch Russells ,theory of types*
gehort dem Wesen nach in diese Kategorie. Dabei mag aber sogleich
bemerkt werden, dal Cantors geniale Intuition ihn davor bewahrt
hat, auch nur einmal auf impradikative Elemente gestiitzte , Schlisse"
zu ziehen.

! Der Text zeigt dies eigentlich nur fir den hier eingefiihrten und genau
beschriebenen Klassenbegriff. Dieselben Betrachtungen koénnen Jedoch fur den
Klassenbegriff der Schullogik wiederholt werden. Ubrigens ersient man aus den
bisherigen und noch mehr aus den folgenden Betrachtungen, da3 dieser in Uber-
eilter Weise einigen beschrénkten Anschauungen entnommene ,Klassenbegriff*
fur ein exaktes Denken noch gar nicht verwendet werden kann.
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9. Der Tatbestand ist demgegeniber der folgende.

Wir wollen uns gewisse gegebene Dinge von den nicht gegebenen
Dingen gesondert (verschieden) vorstellen und verbinden dann,
wenn wir von ,den gegebenen Dingen" oder von ,jedem gegebenen
Dinge" sprechen, mit diesen Ausdriicken eine mehr oder minder
genaue Vorstellung. Eine ,exakte Beschreibung“, eine , Theorie*
unsres Denkens wére aber offenbar wenig zufriedenstellend, wenn
wir die eben angedeuteten Vorstellungen nicht genauer beschrieben,
sondern statt dessen geradezu festsetzen wollten, daf diese Vor-
stellungen aus der , Theorie" vollstandig auszuschliefen sind.

offenbar |d. h. seiner Beschreibung nach) fallt jeder Klassen-
begriff zweiter Art unter sich. Wenn ein klassenbegriff demnach
nicht unter sich fallt, mufl er, wenn wir, wie {berhaupt in diesem
Exkurse, die logischen Gesetze as zwingend anerkennen, ein klassen-
begriff erster Art sein.! Wir kénnen nun festsetzen, dai allen Hlassen-
begriffen erster Art, die nicht unter sich fallen, dasselbe Ding (als
Name) zugeordnet werde, und daf wir fir diesess Ding ausschlielich
diese Zuordnungen als definierende Erlebnisse zulassen. Fir das so
definierte Ding, den Russellschen klassenbegriff, tritt nun die friher
beschriebene paradoxe Erscheinung auf, die jedoch bei genauerer Be-
trachtung sich als ganz naturgemal} erweist.

DaR der Klassenbegriff X nicht unter sich fallt, sagt einfach
aus, da X von jedem der Dinge verschieden ist, die als ,gegeben”
den klassenbegriff (erster Art) X definieren. Ebenso fir den Klassen-
begriff Y usw. Die Festsetzung, da dann und nur dann, wenn X
nicht unter sich fallt, dem X der Name R zugeordnet werden soll,
enthélt nun absolut nichts, was zu einem Widerspruche fiihrt. Der
Widerspruch entsteht erst dann, wenn wir diese Festsetzung folgen-
dermalRen formulieren: ,Dann und nur dann, wenn X nicht unter
sich fallt, soll X unter R fallen" und damit in ungerechtfertigter
Weise zwei ganz verschiedene Arten der Zuordnung — im Gegensatz
zur Grundnorm unseres Denkens — als nicht verschieden statuieren.

Es kann dies auch anders — vielleicht noch klarer — ausgedrickt
werden. Wennwirin, Xféllt unter sich" oderin , X fallt nicht unter
sich" X dem X zuordnen oder nicht zuordnen, so ist von einem Er-
lebnisse die Rede, in dem wir X mit den Dingen vergleichen, die as

! Daraus ,folgt” aber durchaus nicht, daB ein Klassenbogriff erster Art
niemals unter sich fallt. In den einfachsten Fallenzeigt dies eine unabweisbare
Anschauung. Aber dies schliefit durchaus nicht aus, da in gewissen Fallen der
erzeugte klassenbegriff notwendigerweise nicht verschieden ist von einem der
Dinge, die als ,gegeben“ den Klassenbegriff definieren. (Klasse aller ,nicht-
roten" Dinge.)
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»gegeben”  den Klassenbegriff X definieren. Ebenso fur Y. Die Zu-
ordnung erfolgt also auf Grundlage einer Anweisung, die von X ab-
hangig, d. h. fur verschiedene X verschieden ist. Wenn wir aber X
dem E zuordnen, vergleichen wir X mit den Dingen, die als , gegeben"
den Klassenbegriff R definieren, benutzen also eine Anweisung, die
von X unabhéngig ist. Wenn wir nun fir diese verschiedenen An-
weisungen genau denselben sprachlichen Ausdruck verwenden, be-
gehen wir einen Fehler, den auch die Schulbgik als ,quaternio ter-
minorum*“ genau kennt und verbietet.

Nach Feststellung dieser Tatsachen erscheint die folgende Regel,
obwohl se alle sog. Antinomien der Mengenlehre als auf einer quaternio
terminorum beruhende falsche Schliisse aufdeckt, beinahe als Gemein-
platz. Wenn wir mit Hilfe gewisser Zuordnungen von Dingen aber-
mals eine Zuordnung definieren, und in dieser Weise neue Dinge
adjungieren, wird es nicht immer gestattet sein, die SO definierte Zu-
ordnung als nicht verschieden von einer in der Definition schon be-
nutzten Zuordnung zu statuieren. Insbesondere wird dies der Fall
sein, wenn in der Definition schon ,alle" als nicht verschieden zu
betrachtenden Zuordnungen vorkommen, und diese Definition selbst
durch jene weitere Gleichsetzung anscheinend nichtpradikativ wird.

10. Viel wichtiger aber, weil positiv neue Resultate schaffend,
ist die allerdings jetzt schon als selbstverstandlich erscheinende
Bemerkung, daf die aristotelische Logik, die nur einen einzigen
unwandelbaren Sammelbegriff, den klassenbegriff kennt, einer weit-
gehenden Verallgemeinerung fahig ist, die von unserem modernen
mathematischen Denken geradezu gefordert wird. DaB wir aus
»gegebenen" Dingen die Vorstellung verschiedener Sammelbegriffe
bilden konnen, ist unmittelbar zu sehen, wenn wir sprachliche Aus-
—————— wie ,jedes gegebene Ding", ,alle gegebenen Dinge", ,irgend
ein gegebenes Ding" oder auch ,kein gegebenes Ding“ bilden. Diese
Verschiedenartigkeit der Zusammenfassung, die insbesondere von Rus-
sell' genau untersucht wurde, kann aber noch mit Hilfe des gewshn-
lichen Klassenbegriffs genauer beschrieben werden. Wenn wir z. B.
alle Erlebnisse zusammenfassen, die ,Teile* oder ,Folgen" enes
bestimmten Erlebnisses sind, so treten in dieser Art der Zusammen-
fassung determinierende Momente auf, die uber den Inhalt des Klassen-
begriffs weit hinausgehen, da dieser ja prinzipiell die der Zusammen-
fassung selbst assoziierten Erlebnisse ausschliefdt, von deren Ver-
schiedenheit absieht. Und doch wird es niemandem einfallen, bei

Y A.a o, Kap.V des ersten Teils: ,Denoting* S. 53 u. f.
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Sammelbegriffen wie ,ein Sack Kartoffeln" oder ,der Professoren-
korper der Berliner Universitat" die Art der Zusammenfassung zu
ignorieren.

Wir stellen demgemaf die Tatsache fest, dall dieselben Dinge
zur Erzeugung verschiedener Sammelbegriffe Anlall geben
konnen, indem wir eben die gegebenen Dinge dem zu adjungieren-
den Sammelbegriffe in verschiedener Weise zuordnen.

Wenn z. B. in einer Urne sich ausschliefllich rote Kugeln und
schwarze Wiirfel befinden, kénnen wir von den in der Urne befind-
lichen roten Korpern und auch von den in der Urne befindlichen
kugelférmigen Korpern sprechen, und haben dabei ganz verschiedene
Sammelbegriffe gebildet; die Zusammenfassung geschah eben auf
Grund ganz verschiedener , Eigenschaften". Dall die zusammen-
gefaBten Dinge dieselben sind, ist dabei fur uns ein zufalliger, s
kundérer, oder genauer ausgedriickt, ein neuer Umstand, der, wenn
wir nicht von der Beschreibung der Urne und der in dieser befindlichen
Korper, sondern von den Sammelbegriffen selbst ausgehen, ene
besondere Eigenschaft der gebildeten Sammelbegriffe ergibt.

Die Unterscheidung der Sammelbegriffe nicht nur den gegebenen
Dingen nach, sondern auch mit Bericksichtigung der Art der Zu-
ordnung oder Adjunktion fuhrt Uber die Logik der Klassenbildung
hinaus zur allgemeinen Mengenlehre.

Die reine Menge als abstrakter Sammelbegriff.

11. Der primare Denkakt, den wir der synthetischen Erzeugung
des reinen Mengenbegriffs zugrunde legen, ist abermals die Zuord-
nung (Verknlpfung) eines bestimmten Dinges zu einem bestimmten
(von jenem verschiedenen oder auch nicht verschiedenen) Dinge.
Tatséchlich sind diese Zuordnungen von der verschiedensten Art
(Grund und Folge, Teil und Ganzes, Ding und diesem zukommende
Eigenschaft, Term und Klassenbegriff usw. usw.). Wir koénnen und
wollen aber jetzt, wenn wir diese Zuordnungen selbst zum Gegenstand
unseres Denkens machen, die mannigfachen, einer bestimmten Zu-
ordnung assoziierten Vorstellungen als nicht vorhanden betrachten,
genauer ausgesprochen, die diesen Assoziationen entsprechenden Er-
lebnisse als unserem Denkbereiche nicht angehdrend fixieren |von ihnen
.abstrahieren*), wohl aber — der Grundnorm unseres Denkens ent-
sprechend — voraussetzen, daR fur irgend welche Zuordnungen ihre
Gleichheit oder Verschiedenheit erkannt wird. Um in dieser Auf-
fassung unser Denken genauer beschreiben zu kénnen, wird es am be-
guemsten sein, von einer a-Zuordnung, B-Zuordnung usw. zu sprechen,

Konlg, Mengenlenre 3
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WO die o-Zuordnung von der [-Zuordnung als verschieden oder
nicht verschieden gesetzt wird, je nachdem die Dinge o und 3 ver-
schieden oder nicht verschieden sind.’

Wir wollen nun wieder als festgesetzt denken,? daB gewisse
Dinge gegeben sind, oder — genauer — daR wir fir jedes Ding,
das Uberhaupt in unsere Betrachtung einbezogen werden soll, wissen,
ob es ,gegeben“oder ,nicht gegeben" ist. Dabei sei es aber ausge-
schlossen, daR ein Ding gegeben und auch nicht gegeben ist, wie auch
dal ein Ding weder gegeben noch nicht gegeben ist. Solche Be-
stimmungen betrachten wir Uberhaupt nicht.

Wir beschreiben ferner einen Denkbereich durch die Festsetzung,
dafll jedem gegebenen Dinge, und nur diesen, ein durch den Eigen-
namen X bestimmtes Ding in der durch o bestimmten Weise \,a-
artig“) zugeordnet sei. Der so beschriebene Denkbereich entspricht
den in Art. 1 aufgestellten Forderungen.

Wir setzen nun weiter fest, dal die Bestimmung, welches Ding
durch X bezeichnet werden soll, nicht bloR fehlt, sondern auch nach-
traglich niemals erfolgen soll. Es bleibt dann — mit Anderung des
Inhaltes der in den Denkbereich gehdrenden Erlebnisse — nur die
,Bestimmung“, dal allem gegebenen Dingen, und nur
diesen, dasselbe Ding a-artig zugeordnet sei, oder auch,
dal3 jedes gegebene Ding in der a-Relation zu ,demselben”
Dinge steht.

Wir statuieren damit Dinge, die ,freie Schopfungen des mensch-
lichen Geises* sind,® von denen wir geradezu sagen konnen, dafl
sie erst durch den beschriebenen Denkbereich erzeugt |definiert) wer-
den. Ein solches Ding soll eine reine a-Menge erster Art
heiRen. Von den Dingen, die als gegeben den erzeugenden (defi-
nierenden) Denkbereich vollstandig beschreiben, sagen wir, dal sie
o-Elemente der betreffenden reinen o-Menge sind; wahrend
fur die nicht gegebenen Dinge auch der Ausdruck gebraucht wird,
daB se keine a-Elemente der betr. reinen a-Menge sind.

Eine sehr &hnliche, aber mit der vorhergehenden durchaus
nicht zu verwechselnde ,Begriffsbildung” (Ding-Adjunktion) er-

! Man kann sich das auch so vorstellen, da dem abstrakten Zuordnungs-
begriffe immer enes der Dinge a, B, ... (einer willkirlichen Festsetzung nach)
assoziiert werde, und daf? die Verschiedenheit der Zuordnung eben in diesen Fest-
setzung an zum Ausdruck gelangt.

Wie der allgemeine Mengenbegriff in Analolgieund Erweiterung des Klassen-
begriffe entsteht, zeigt sich an der beinahe wortlichen Wiederholung der vorher
gebraychten sprachlichen Ausdriicke.

3 Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und scharfer aufzu-
flavssen [)[])edekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig 1888.
orwort)].
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folgt auch durch folgende Festsetzung: , Dasselbe Ding ist allen gege-
benen Dingen, auRerdem aber auch sich selber — und nur diesen
Dingen — o-artig zugeordnet®, oder auch: ,Jedes gegebene Ding,
wie auch das zu adjungierende Ding, steht zu diesem in der o-Re-
latiun“. Wenn wir im Ubrigen den soeben befolgten Gedankengang
genau wiederholen, gelangen wir wieder zur Erzeugung eines Dinges,
das eine ,freie Schopfung des menschlichen Geises' ist und ,reine
a-Menge zweiter Art" heilRen soll.

Nicht nur die gegebenen Dinge, sondern auch die a-Menge
zweiter Art selbst sollen jetzt o-Elemente der so erzeugten
«-Menge zweiter Art heiBen, wahrend die nicht gegebenen Dinge
nicht Elemente der Menge sind, eventuell mit Ausnahme der Menge
selbst, die, wenn sie von allen urspringlich gegebenen Dingen ver-
schieden ist, als ein neues Element der Menge anzusehen ist.

12. Die bei Erzeugung der Mengen zwischen gewissen Dingen
festgesetzte (oder nach Erzeugung des Mengenbegriffs der An-
schauung entstammende) Verknupfung wollen wir von jetzt ab in
bequemerer Weise ausdriicken, in ,Formeln", die vorlaufig nur als
abgekurzte Schreibweisen anzusehen sind.

Wir schreiben

g rel., b

fur die Aussage, dal3 ,das Ding a“ a-artig ,,dem Dinge b" zugeordnet
ist, woflr wir Ubrigens auch sagen, dal3 das Ding a in a-artiger Re-
lation (Zuordnung) zu dem Dinge b steht.

Offenbar k6nnen wir, von denselben Dingen als gegeben ausgehend,
durch die Art der Zuordnung verschiedene reine Mengen erster oder
zweiter Art bilden.

Eine reine Menge erster Art ist durch die Art der Zuordnung
und durch die Bestimmung der gegebenen Dinge vollstandig be-
schrieben. Dagegen kann es ganz gut reine Mengen erster und zweiter
Art geben, die verschieden sind, trotzdem se dieselben Elemente
enthalten und durch dieSdbe Zuordnung erzeugt werden. So seien
z. B. aund b zwei primére Erlebnisse |z. B. die Gesichts eindriicke
a und b selbst). Die durch a und b als gegebene Dinge erzeugte a-
MBngB zweiter Art M ist durch den Denkbereich

[srel, M, brel, M, Mrel M]

definiert und verschieden von der a-Menge erster Art /N, die aus den
gegebenen Dingen a, b und M erzeugt wird und durch den Denk-

bereich
erete [arel, N, bral N, Mrl N]
3*
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definiert ist. Offenbar enthélt trotzdem die a-Menge erster Art N
und die x-Menge zweiter Art M dieselben Elemente. M und N werden
durch verschiedene Denkakte adjungiert, und sind demnach als
verschieden anzusehen.'

Die Mongen der ,Mengenlehre”.
|Der gewdhnliche Mengenbegriff.)

13. Der Begriff der ,reinen Menge", wie er auf den vorstehenden
Seiten entwickelt wurde, ist der Sammelbegriff geringsten Inhaltes,
den wir Uberhaupt bilden konnen. Der definierende Denkbereich
enthélt eben keine anderen Erlebnisse, as dal3 gewisse Dinge, die
unter sich und von anderen ,wohlunterschieden® werden koénnen,
zu einem eben durch den Denkbereich definierten Ding in ener
bestimmten a-Relation stehen. Insbesondere fehlt jede Angabe
daruber, ,wie" die ,gegebenen” Dinge unter sich und von anderen
unterschieden werden. Dadurch wird der Begriff aber so ,arm",
dall er zur Beschreibung der entsprechenden tatsichlichen Denk-
Vorgénge nicht ausreicht.

Insbesondere ist aus dem die reine Menge erster Art definierenden
Denkbereiche jede Festsetzung, ob ein Ding gegeben oder nicht
gegeben, als ,Erlebnis* ausgeschaltet. Dem Denkbereiche. gehéren
nur die Erlebnisse an, dal3 gewisse Dinge zu demselben (eben durch
diee Zuordnung definierten) Dinge in der “-Relation stehen. W&h-
rend demnach jedes Erlebnis des Denkbereichs Verknupfung des
Mengenbegriffs mit einem gegebenen Dinge ist, wird dieser Mengen-
begriff selbst schon durch die in der Verknipfung ihm zugewiesene
»Stellung” von jedem gegebenen Dinge verschieden. Dieses Er-

* Eine interessante Bemerkung, die unser ,logisches® SchlieRen betrifft,
und uns spater von Nutzen sein wird, mag sogleich angefligt werden. Offenbar
sind M und N in gewisser Beziehung nicht verschieden, insofern sie dieselben
Elemente in derselben Weise enthalten. Den Denkbereichen, welche M und N
definieren, gehort weder das Erlebnis ,M ist von N verschieden®, noch ,M ist
von N nicht verschieden“ an. Wenn ich nun dem Denkbereiche, dem die Erleb-
nisse

srel, M, brel, M, M rel. M,
arel, ¥, bral, N, Mol N

angehdren, noch das Erlebnis ,M ist von N nicht verschieden" hinzufiige, ent-
steht kein logischer Widerspruch; und doch ist es ein Fehlschluf3, hieraus ,M von
N nicht verschieden" zu ,folgern”.

Ein solcher FehlschluB, der in der Mengentheorie sehr verlockend erscheinen
kann, wird aber wohl schon durch ein mathematisches Beispiel leicht aufgedeckt.
Aus x* = 1, y* = 1 entsteht durch x = y kein logischer Widerspruch; trotzdem
darf ich nicht x = y setzen.
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lebnis gehort aber nicht dem Denkbereiche an, sondern
entsteht erst aus der Anschauung des (fertigen) Denk-
bereichs selbst. Und wir haben im allgemeinen gar kein Recht,
den Denkbereich fur ,unmdéglich" zu erklaren, wenn festgesetzt
wird, dall eines der Erlebnisse ,das zu definierende Ding ist von
einem der gegebenen Dinge nicht verschieden" oder ,von jedem gege-
benen Dinge verschieden* auch dem Denkbereiche angehére. Dadurch
wird eben die Definition gedndert. Der Denkbereich ist durchaus
nicht unmdéglich, kann aber , durch logische Schliisse zu Wider spriichen
fuhren." Das mul3 eben noch naher gepruft werden.

In erster Relhe werden die Festsetzungen, nach denen ein Ding
gegeben oder nicht gegeben ist, in den Denkbereich aufzunehmen
sein. Erst wenn diese Festsetzungen einmal getroffen sind, wird es
ein Erlebnis, dal ein bestimmtes Ding diesen Festsetzungen nach
»gegeben" oder ,nicht gegeben" ist. Dieses Erlebnis wird sprachlich
am bequemsten so ausgedriickt, dal3 ein bestimmtes Ding die durch
jene Festsetzung bestimmto Eigenschaft, die G-Eigenschaft (gegeben
zu sein) besitzt (oder nicht besitzt). Die Festsetzungen koénnen in
verschiedener Weise getroffen werden. Demgem&R gibt es verschie-
dene solche Eigenschaften (G-Eigenschaft, H-Eigenschaft usw.).

Wir statuieren nun einen Denkbereich [G] durch folgende
Festsetzung:

Wenn X Eigenname enes gegebenen Dinges ist, soll das Erlebnis:
» X besitzt die G-Eigenschaft® dem Denkbereiche angehéren.

Und einen weiteren Denkbereich [M], dem die [G] an-
gehdrenden Erlebnisse angehéren und fur den ferner noch die In-
volution besteht: Das Erlebnis ,X besitzt die G-Eigenschaft" in-
volviert das Erlebnis: , X steht in der o-Relation zu M*.

Durch diese Involution wird Kkein Erlebnis als ,dem Denk-
bereiche nicht angehdrend" statuiert; der Denkbereich ist nicht
»unmoglich" und soll wieder as Definition des zu adjungierenden
(mit M bezeichneten) Dinges dienen.

Ein so definiertes Ding nennen wir kurzweg a-Menge (a-Menge
der die G-Eigenschaft besitzenden, d. h. der gegebenen Dinge) oder
auch”, wenn die Unterscheidung von anderen Mengenbegriffen dies
erheischt, gewdhnliche a-Mange. Diese a-Mengen und (wenigstens
bisher) nur diese bilden den Gegenstand der Untersuchungen der
Mengenlehre. (Damit ist — wie Schon wiederholt betont wurde —
eine solche a-Menge durch einen regelrecht beschriecbenen Denk-
bereich definiert, aber damit noch durchaus nicht die Anschauung
gewonnen, dal aus diesem Denkbereiche durch logische Schliisse
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sich niemals Widerspriche ergeben; auch dann ware M ein ,Ding",
aber ein Ding, das logische Widerspriche ergibt.)

Der soeben beschriebene Denkbereich [M ] kann in komprimierter
Schreibweise' mit

(], |X gual. G) inv. |X rel., M)

bezeichnet werden, WO , X qual. G* und , X rel., M“ (wenigstens vor-
laufig) nur sprachliche Abkurzungen fur die Ausdricke ,X besitzt
die G-Eigenschaft® bzw. ,X steht in der a-Relation zu M“ sind,
wahrend das ,, Symbol*“ [G], wie schon weiter oben festgesetzt wurde,
andeutet, dal dann und nur dann, wenn X Eigenname enes ,gege-
benen“ Dinges ist, ,X qual. G* dem Denkbereiche angehort.

Wir wollen endlich von jedem gegebenen Dinge und nur von
diesen sagen, dal? se a-Elemente der Menge sind, oder auch dafl die
Menge se (als Elemente) enthalt. In kurzer Schreibweise?,
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Ausdruck ,Ganzes" bessr vermieden, der uns verleitet, in UB Art
der Zusammenfassung UB Eigenschaften eines speziellen Falles der
Anschauung hineinzutragen. Es soll jedoch ausdricklich bemerkt
werden, dal3 Cantors untruglicher Forscherblick ihn davor bewahrt
hat, auch solche Mengenbildungen in Betracht zu ziehen, wo die
Nichtbeachtung der erwéhnten Umstande zu Antinomien oder besser
gesagt zu Fehischlussen fihrt. Cantor spricht in solchen Fallen
von ,inkonsistenten* Mengen, ohne aber in seinen Publikationen
auf diese einzugehen.!

Paradox erschelnende Mengen.

15. Die reine a-Menge erster Art ist — wie schon erwéhnt —
ihrer Definition nach verschieden von den sie definierenden gegebenen
Dingen, insofern fur diese nur diein den Denkbereich aufgenommenen
Erlebnisse gelten. Hierin unterscheidet se sich wesentlich von der
jetzt betrachteten (gewdhnlichen) a-Menge.!

Der Annahme nach ist eine Festsetzung getroffen, die fur jedes
Ding entscheidet, ob es gegeben ist (die G-Eigenschaft besitzt) oder
nicht. Andererseits ist es aber auch festgesetzt, daR die durch den
beschriebenen Denkbereich definierte «-Menge M ein Ding ist. Jene
Festsetzung, die fur jedes Ding gilt, entscheidet (damit ist nur mit
anderen Worten dasselbe gesagt) dariber, ob M gegeben (die G-
Eigenschaft besitzt) oder nicht, ob (wieder nur mit Anderung der
Aus drucksweise) das Erlebnis ,M qual. G* dem Denkbereiche an-
gehért oder nicht. Es ist entschieden, ob M ein a-Element von M
ist oder nicht. Das letztere findet z. B. stets statt, wenn die ge-
gebenen Dinge durchweg Erlebnisse sind. So wird ,,die a-Menge aller
Erlebnisse” sich nicht als o-Element enthalten.

Als Beispiel einer a-Menge, die sich enthélt, gilt gewohnlich in
erster Reihe ,die a-Menge der Dinge, die die Eigenschaft besitzen,
nicht-rot zu sein". Die Menge besitzt selbst auch diese Eigenschaft,

''In chmnologischer Reihenfolge ist wohl diu Bog. Antinomie ,aller wohl-
geordneten Mengen"; die wir erat spater |Kap. | X. Art. 4) betrachten werden,
die erste ausfiihrlicher dargelegte.  |Burali-Forti, Una questione sui numeri
transfiniti, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 11 |1897) S. 154).
Russell |a. a. 0.) und Zermelo |in mindlichen Mitteilungen) haben dann zuerst
darauf hingewiesen, daf &hnliche Schwierigkeiten schon bei viel einfacheren
Gebilden, z. B. der Menge aller sich nicht enthaltenden Mengen auftreten. Die
ther%tur des Gegenstandes ist seitdem ziemlich angewachsen.

Die Verwechslung der reinen und der gewohnlichen a-Menge flihrt zu
dem Fehlschlusse, daB die letztere sich niemals als Element enthélt. So z. B. bei
Suhoenflies, Uber die Iogischen Paradoxien der Mengenlehre, Jahresber.
d. d. Math.-Ver. |Bd. XV. 1906) S. 19.
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mit andern Worten, se enthéalt sich. Offenbar ist aber das Beispiel
sehr roh; der Dingbegriff, der dabei auftritt, ist gar nicht wissen-
schaftlich gefafdt; ebensowenig die Unterscheidung zwischen nicht-
rot oder nicht nicht-rot.*

Nichts hindert uns M auch dann en Ding zu nennen, wenn aus
den Erlebnissen des Denkbereichs durch gewisse Kegeln |die wir
Regeln der logischen Deduktion nennen werden) Vorstellungen von
Erlebnissen ,abgeleitet" werden, die mit den Erlebnissen des Denk-
bereichs in Widerspruch geraten. Es wird dann eben M ein ,Ding",
dessen Definition ,zu Widersprichen fuhrt* (ohne aber solche un-
mittelbar zu enthalten).?

Sobald die dem Mengenbegriffe zugrundeliegende G-Eigen-
schaft der &uBeren oder der inneren Anschauung, d. h. der Erfahrung
entstammt, fordert offenbar die Bildung des Begriffs ein Postulat
(Erfahrungspostulat); daR wir namlich auf Grund der Anschauung
entscheiden konnen, ob ein Ding die G-Eigenschaft besitzt oder nicht.

' Es mag Bin fir allemal betont werden, daR der Aufbau des Dingbegriffs
hier ausschliefflich fur die Zwecko des mathematisch-logischen Denkens geschieht,
dem sich noch hdchstens die Theorien der , mathematischen* Physik anschlieRen,
insofern wir von einer tatséchlichen Ubertragung auf die Naturerscheinungen
absehen. Wenn wir von diesem Blatt Papier as Ding sprechen, so geschieht dies
auch nur auf Grund einer Zusammenfassung mannigfacher Erlebnisse, deren
,unmittelbare” Realitét etwas ganz anderes ist, als die Realitat des Papierblattes.

DaR nur Erlebnisse als BewuRtseins-Akte Realitat besitzen, ist Bin Satz,
dessen Inhalt ganz davon abhéngt, was wir , Realitat" nennen wollen. Jedenfalls
ist die Realitat des Erlebnisses: , Der Stein fallt" eine ganz andere, als die Realitéat
des Steins selbst.

So ist auch das Kantsche Ding an sich ,einDing*“, ohne aber deshalb die Re-
alitat eines BewufRtsein-Aktes zu besitzen.

2 Eswird spater unsere Aufgabe sein, solchBE Dinge, und die entsprechenden
Denkbereiche auszuschlieflen, wennwir eben in der Synthesis unseres mathematisch-
logischen Denkens zur Beschreibung logischer Denkbereiche gelangen. Vorlaufig
ist das fur unseren Dingbegriff durchaus nicht nétig, wenn wir nurin diesen nicht
— wozu die Gewdhnung unseres , logischen* Denkens uns sehr leicht verleitet —
mehr hineinlegen, als die Beschreibung eines der Grundnorm unseres Denkens
entsprechenden Denkbereichs.

Einer der wichtigsten Gesichtspunkte bei diesen spéteren Untersuchungen
mag der Klarheit wegen schon hier angedeutet werden. Wenn wir die dem fertigen
Denkbereiche entsprechenden Anschauungen in unser Denken aufnehmen, wird
in der Beschreibung eines Erlebnisses: , A rel., M*“ die Beschreibung von A schon
enthalten sein. Diese selbst kann die a-Relation schon enthalten, und dieser
Umstand allein geniigt schon, um die a-Relation in ,A4 rel., M“ als vonjenerver-
schieden zu erklaren. Doch kénnen wir die beiden Relationen as , in gewisser
Beziehung nicht verschieden" betrachten, as nicht ,identisch“, aber ,isolog“
erklaren, und damit zu einer widerspruchslosen Auffassung durchdringen, was
in der Identitatslehre der reinen Logik tatséchlich geschieht.

Um aber eine Menge von ,Dingen* zu definieren, kénnen wir auch eine -
Relation benitzen, die von den bei der Bildung der Dingbegriffe benutzten ver-
schieden ist. Es wird sich zeigen, dal3 das immer moglich ist, was aber jetzt noch
dahingestellt bleiben mag.
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Wir mussen die G-Eigenschaft — um einen von Zermelo enge
fuhrten Ausdruck zu benutzen — als definit voraussetzen. Da
wir ja niemals den entsprechenden Versuch fur jedes Ding aus
gefuhrt denken konnen, aber doch voraussetzen, da der Versuch
fur jedes Ding ausgefiihrt werden kann, und dadurch das Erlebnis:
»Ein bestimmtes Ding besitzt die G-Eigenschaft® eine unabweis-
bare oder unannehmbare Tatsache wird; handelt es sich fir das
empirische Denken um eine unvermeidbare Schranke, die durch ene
entsprechende ,Hypothese" wohl nicht weggerédumt, aber unserem
Denken ertréglich gemacht wird. (Fur dasreine Denken wird an Stelle
einer solchen Hypothese eine Beschrénkung des Dingbegriffs treten,
die in unsere Betrachtung eintreten mul3, wenn wir die Eigenschaft
als definit aufrecht erhalten wollen.)

16. Das Russellsche Paradoxon bezieht sich in préziser Fassung
auf die o-Menge aller sich nicht enthaltenden oa-MBngen.
Die Gr-Eigenschaft ist demnach ,eine a-Mengl sein, die sich nicht
enthalt" und fir den bisher genau festgestellten Dingbegriff definit.
(Ein Erlebnis ist keine a-Menge; ebensowenig eine [-Menge usw.;
SOllte der Dingbegriff anderweitig erweitert werden, so wird dieser
eben wieder die G-Eigenschaft nicht besitzen.)

Die Involution

(Xqual. G) inv. |Xrel. R),

wo wir die zu definierende a-Menge mit R bezeichnen, sagt ausfihr-
lich hingeschrieben: Wenn X eine a-Menge ist, die sich nicht enthalt,
soll die zu definierende Menge R die Menge X as Element ent-
halten.

Da aber die Beschreibung des definierenden Denkbereichs durch
Involution erfolgt, wird es notwendig sein, genauer nachzusehen,
ob der Denkbereich wirklich ein solcher ist, d. h. der Grundnorm
unseres Denkens entspricht. Die G-Eigenschaft wird as definit
vorausgesetzt. Es muR also auch entschieden sein, ob die definierte
o-Menge R sich enth@lt oder nicht, wenn der Denkbereich Uberhaupt
,moglich" ist und damit auch eine a-Menge definiert.

Ist X Eigenname eines von R verschiedenen Dinges, das die
G-Eigens ehalt besitzt, so liefert die Involution ein Erlebnis, das dem
Denkbereiche angehort. Diesesist: , Xrel.,R*, das der unmittelbaren
Anschauung nach \X ist eben von R verschieden) von jedem Erleben
der G-Eigenschaft verschieden ist. Ist aber X Eigenname eines von
R verschiedenen Dinges, das die G-Eigenschaft nicht besitzt, so
liefert UB Involution liberhaupt kein Erlebnis, das dem Denkbereiche
angehort.
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Ein VerstoR gegen die Grundnorm unseres Denkens, so daf
[G], (Xqual.G) inv. |Xrel. R)

Uberhaupt kein Denkbereich ist, kann, wie die Anschauung lehrt,
nur so erfolgen, daB X Eigenname des adjungierten Dinges R ist.

Rist denbestehendenFestsetzungennachgegeben, d.h. ,Rqual.G*
gehort dem Denkbereiche an oder dies ist nicht der Fall. Ist R ge
geben, so gehdrt — wieder gemal den bestehenden Festsetzungen —
auch ,,.Rrel. -R“ dem Denkbereiche an. Das heif3t: R ist eine sich
enthaltende Menge, oder R ist nicht gegeben. Der Denkbereich ist
unmaoglich.

Wenn aber ,R qual. G* dem Denkbereiche nicht angehort, d. h.
R kein gegebenes Ding ist, sagt auch die Involution nichts in bezug
auf den Denkbereich aus, und , Rrel. R“ gehért dem Denkbereiche
nicht an, was aber in anderen Worten ,R ist ein gegebenes Ding"
aussagt. R wére wieder gegeben und auch nicht gegeben.

Mit andern Worten:

[G], [Xqual.G)inv. |Xrel. R)

ist gar kein Denkbereich und definiert auch demgemaR kein Ding.
In der gewohnlichen Sprachweise sagen wir auch: ,,Eine a-Menge
aller sich nicht enthaltenden o-Mengen existiert nicht.“ Dabei ist e3
,fur unsere Anschauung“ ganz klar, wie wir durch die , entgegen-
gesetzte® Bedeutung von ,R qual.G* und ,Rrel. ,R“ zu diesen
s»Anschauungen®“ gelangen.

Die sog. ,Antinomie" wirde nun darin bestehen, daB die fr-
Eigenschaft definit ist und doch keine a-Menge der die G-Eigenschaft
besitzenden Dinge existiert. Eine sorgsame Darstellung hat uns
aber offenkundig gezeigt, dal? diese beiden Aussagen eben nicht
in allen Féallen dasselbe sagen. Eine Antinomie ware auch dann
nicht vorhanden, wenn wir in der Synthese unserer Anschauungen
Uberhaupt nicht weiter gelangen kénnten. Dem ist aber offenbar
nicht so; offenkundig konnen wir den allen gegebenen Dingen ent-
sprechenden Sammelbegriff auch hier leicht fassen. Es ist dies ,,die
B-Menge aller sich nicht enthaltenden a-Mengen“, wo R
von a verschieden ist. Der in [G] benutzte Relationsbegriff ist
der Definition nach von dem in der Bildung von R benutzten ver-
schieden, und diese doch gleich zu setzen, als ,,in gewisser Beziehung
nicht verschieden" anzunehmen — was in anderen Fallen gestattet

! Die implizite Voraussetzung, daB ,von R verschieden sein® oder auch
,von R nicht verschieden sein“ eine definite Eigenschaft ist, ist am klarsten als
Beschrénkung des Dingbegriffs selbst zu fassen.
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sein mag — fuhrt jetzt zu jener Verletzung der Grundnorm unseres
Denkens. Damit ist auch die Rolle des ,impréadikativen“ Elementes
in diesen Anschauungen genau auseinandergesetzt.

offenbar fihrt

[G,.], |Xqual.G )inv. (Xrel.gR),

wo [G, ]andeuten soll, daR die G-Eigenschaft sich auf o-Mengen
bezieht, und o von [ verschieden ist, zu einem ganz regelrecht de-
finierten Denkbereich. ,X qual. G, “und , Xrel.gR" sind eben jetzt
Erlebnisse, deren Zugehdrigkeit zum Denkbereiche nichts mitein-
ander zu tun hat.

R ist jetzt eine B-Menge, und besitzt als solche gewil nicht die
G_-Eigenschaft. DemgemaR gehort ,,Rrel.z R* dem Denkbereiche nicht
an. R ist eine sich nicht enthaltende3-Menge; se enthalt eben nur
gewisse o-Mengen.

17. Die klare Auffassung dieser Begriffsbildungen wird wesent-
lich unterstitzt, wenn wir in &hnlicher Weise versuchen, die a-
Menge aller sich enthaltenden o-Mengen zu bilden. (DafR
die B-Menge dieser Dinge durch einen der Grundnorm unseres Den-
kens entsprechenden Denkbereich definiert ist, braucht wohl kaum
auseinandergesetzt zu werden.)

Wenn wir ,eine a-Menge sein, die sich enthéalt" jetzt as H, -
Eigenschaft bezeichnen, ist es die Forderung eines Denkbereichs

[H,1, /X qual. H) inv. | Xrel., $),

die ndher zu untersuchen ist.

Ist X Eigenname eines von S verschiedenen Dinges, so stehen die
Verhéltnisse geradeso wie friher. Fir S selbst sagt aber ,Squal. H “
und ,Srel. §“ genau dasselbe: ,,S ist einesich enthaltende o-Menge®“.
Die Involution wird identisch und tr&gt nichts zur Beschreibung
des Denkbereiches bei. So gelangen wir — wie die Anschauung zeigt
— niemals zu dem Erlebnisse: ,,Srel. S“; dieses Erlebnis gehort dem
(Gbrigens regelrecht definierten) Denkbereiche nicht an. Sist eine
sich nicht enthaltende a-Mengs, die alle sich enthalten-
den oa-Mengen und nur diese enthalt.

Nichts hindert uns aber festzusetzen, daf} auch ,Srel. . S“ dem
Denkbereiche angehdre. Dann diurfen wir aber nicht vergessen, dal
wir so den definierenden Denkbereich und damit auch das zu de-
finierende Ding geandert haben; dementsprechend wollen wir die
jetzt zu definierende Menge mit T bezeichnen. Dann zeigt die An-
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Schauung — genau wie in den schon behandelten Beispielen — dal3
der Denkbereich

[H.], |Xqual.H,) inv. |Xrel., T), Trel. T

regelrecht definiert ist und 7 eine sich enthaltende a-Menge
ist, die alle sich enthaltende oa-Mengen und nur diese
enthalt. DaB diese Mengenbildungen auch ,zu keinerlei logischen
Widersprichen fihren”, wird spater zu zeigen sein.

An Stelle der ,Unmdéglichkeit" im friheren Beispiele ist hier
ene ,Zweideutigkeit" der Ldsung des Problems getreten.



Drittes Kapitel.

Die Erweterung des Dingbegriffs I1.

[Bild und Relation. Endliche Mengen und endliche Denkprozesse.)

BildprozeR. Reihe.

1. Als einfachste Mengenbildung kann wohl eine solche ange-
sehen werden, wo ein bestimmtes Ding, z. B. a, und nur dieses als
gegeben angenommen wird, die entsprechende Gr-Eigenschaft dem-
nach ,von a nicht verschieden sein" ist. Die Bezeichnung des Denk-
bereichs mit

a qual. G, [X qual. G) inv. \Xrel. M)

kann dann unmittelbar jauch ohne Begriindung) mit der Aufzéhlung
der dem Denkbereiche angehorenden Erlebnisse

| qual. G, arel. M)

vertauscht werden, und liefert so die Definition der ,das einzige
Element a enthaltenden o-Menge*.

Die so definierte Menge bezeichnen wir als durch die beschrie-
bene Festsetzung aus a ,erzeugt®“. Irgendeinem beliebig gewahlten,
aber bestimmten Dinge entspricht so die aus diesem erzeugte a-Menge,
welche dieses und nur dieses bestimmte Ding als Element enthalt
und von diesem Dinge verschieden ist, wenn auch nur dadurch, daR
diese ,Erzeugung" in die Beschreibung des erzeugten Dinges neu
aufgenommen ist. Die Anschauung lehrt uns ferner, dal mit der
Anschauung des erzeugten Dinges immer auch die Anschauung des
»erzeugenden" (urspringlich beliebig gewahlten, aber bestimmten)
Dingesverbundenist. Mit andern Worten: I st einmal der Erzeugungs-
pruzel3 festgesetzt, so , bestimmt" (definiert) das erzeugende Ding
das erzeugte Ding, und auch das erzeugte Ding das erzeugende Ding.

Der ErzeugungsprozeR (die obige Festsetzung) soll kurz als f-
Prozel3 bezeichnet werden; das erzeugte Ding heil3e, wenn x Eigen-
name des erzeugenden Dinges ist, das f-Bild von x, kurz: fz, wo dieses
Zeichen wieder vorlaufig nur als abgekiir zte Schreibweise gelte. Ahn
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lich nennen wir x dasT—BiId von fx; so dal 'f (fx) eine neue Bezeich-
nung von x wird.

Solange wir nur den oben beschriebenen Erzeugungsprozel? be-
trachten, kénnen wir mit diesen Bezeichnungen auskommen; offen-
bar gibt es aber verschiedene Erzeugungsprozesse, z. B. wenn wir
nicht a-Mengen, sondern 3-Mengen bilden; oder wenn wir festsetzen,
daR die zu erzeugende Menge das beliebig gewéahlte, aber bestimmte
Ding, dessen Eigenname x ist, und auBerdem das ein fir allemal
gewdhlte Ding k, und nur diexe as Elemente enthalte. In diesen
Fallen werden wir von f, fg,... oder auch f, g...-Bildern usw.
sprechen.

Festsetzungen, in denen das erzeugende und das erzeugte Bild
sich gegenseitig bestimmen (definieren) (wir kennen hier dem
gewohnlichen Gebrauche des Wortes entsprechend nur eindeutige
,Bestimmungen") sollen Bildprozesse genannt werden.! Wir
sprechen in der Folge kurz von f-Prozessen und verstehen darunter
irgendeine der beschriebenen Festsetzungen, aber selbstverstandlich
immer dieselbe.

Wir kénnen und wollen nun weiter die Festsetzung treffen, dal
von x ausgehend, nicht nur das f-Bild von x, dasist fx erzeugt
werde, sondern auch, wenn ein solches f-Bild erzeugt ist,
dieses wieder als erzeugendes Ding zur Erzeugung seines
f-Bildes verwendet werde.

Diese Festsetzung fuhrt zu einer sehr merkwirdigen Tatsache.
Die in ihr enthaltene ,Forderung" ist vdllig prazis. Aus x ist fx,
aus fx wieder ffx, aus ffx abermals fffx zu erzeugen. ,Und so fort."
In diesem ,,und so fort" ist eine grundlegende Anschauung |ein syn-
thetisches Urteil) enthalten, die am Anfange.jedes logischen Denkens
steht und nicht umgangen werden kann. Wenn wir der Festsetzung
entsprechend irgendein Ding as Bild erzeugt haben, ist diess Bild
wieder als erzeugendes Ding zu verwenden (und das neu erzeugte
Bild ist von den schon erzeugten Bildern, zumindest durch seine
»Stellung” im  Erzeugungsprozesse selbst, verschieden). Die ge
troffene Festsetzung oder Forderung verstoRt nirgends gegen die

! Die hier beschriebenen Bildprozesse entsprechen der hisherigen Erweite-
rung des Dingbegriffs. Es gibt aber natiirlich auch andere @hnliche Festsetzungen.
Z. B. ,lch stelle mir Bin Ding vor" ist ein Erlebnis, das von dem , vorgestellten”
Dinge verschieden ist und auch alsBild des erzeugenden Dinges angesehen werden
kann. Die Anwendung der Mengen, die nur ein Element enthalten, stammt von
Zermelo; hat aber bei Zugrundelegung unseres Mengenbegriffs einen ganz ver-
schiedenen logischen Inhalt. So sind fur uns die Dedekindschen Begriffe, wie
Vorstellung von x, Vorstellung der Vorstellung von x usw. auch Mengen, die nur
ein Element enthalten.
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Grundnorm unseres Denkens und darf — wenigstens bei der hier
-gebrauchten prézisen Bedeutung diesess Wortes — nicht als ,,un-
maoglich abgetan werden. (Abgesehen davon, daf3 dann jedes mathe-
matisch-logische Denken gleichfalls ,unmdglich" wére, d.h. ab-
gelehnt werden miRte.) Wir haben es nicht mit einer Schranke
unseres Denkvermdgens, wohl aber mit einer Schranke unseres
Anschauungsvermégens® zu tun. Diese Schranke koénnen wir
ver schieben, aber nicht aufheben! Wohl aberist es—im prézisen Sinne
des Wortes — unmdoglich, diese Schranke anzugeben. Dal} unser
Anschauungsvermdgen bis zur Anschauung der Erzeugung
eines bestimmten Bildes langt, und nicht weiter, ist
unmoglich. Mit dieser Anschauung kénnen wir die Erzeugung
des Bildes jenes Bildes verbinden,, und das so erzeugte Bild ist der
Anschauung zuganglich und doch von allen der Anschauung zu-
ganglichen Dingen, damit auch von sich selbst verschieden, was in
der Tat gegen die Grundnorm unseres Denkens verstoft.

Die Annahme, daR diese Schranke angegeben werden
kann, muR fallen gelassen werden.?

Um nun jene Festsetzung oder Forderung nicht nur mit unserem
Denkvermogen, sondern auch mit unserem Anschauungsvermogen
in Einklang zu bringen, muf3 se durch eine (mehr oder weniger)
willkiurliche Festsetzung der Schranke gedndert werden. Wir kénnen
und wollen ein bestimmtes, durch den mit x beginnenden f-Prozel
erzeugtes Ding |z. B. fx oder ffx oder fffx) wahlen, und den f-Proze
selbst dann durch die Vorschrift ,beschrénken“, dal unsere im
f-Proze beschriebene Denktatigkeit mit der Erzeugung jenes Dinges
eingestellt werde. Die urspriinglich gegebene Festsetzung wollen wir
weiterhin als ,offenen f-ProzeR* von der jetzt gegebenen Fest-
setzung as ,geschlossenem f-ProzelR“ unterscheiden.

Ein Ding, das durch einen dem x entstammenden
geschlossenen f-ProzeR erzeugt wird, sowie auch das
Ding x selbst, soll kurz ,Glied der Sy-Reihe* heilRen.

2. DaB wir die Dinge, die Glieder der x entstammenden Sy-
Reihe, von allen andern unterscheiden, mit andern Worten als

! Nebenbei sei bemerkt, daR diese Schranke, wenn wir uns in dieser An-
merkung Uber die methodische Synthese des Textes hinwegsetzen, nicht im Un-
endlichen, sondern im Endlichen liegt. Wir konnen die Vorstellung der Kar-
dinalzahlen 2, 10, vielleicht auch 1000 durch Anschauung gewinnen; fiur eine
Trillion ist dies gewif3 nicht der Fall.

2 Unser Anschauungsvermégen ist fortwahrend der Erweiterung fahig, un-
fertig |endlich, noch unendlich). ,Der Anschauung zuganglich sein“
ist keine (definite) Eigenschaft. Es mufRte dann die Anschauung entscheiden,
ob die Anschauung erzeugt werden kann.
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»gegeben” ansehen kdnnen, oder auch dal} ,Glied der x entstammen-
den S;-Reihe sein* eine G-Eigenschaft ist, mul3, wie schon ausein-
andergesetzt wurde, als Postulat der Erfahrung hingenommen
werden; wir kdnnen diese Annahme erlautern, aber niemanden zwingen,
diese Behauptung als unabweisbare Tatsache hinzunehmen. Aller-
dings hort bei Leugnung dieser Behauptung die Mdglichkeit jedes
mathematisch-logischen Denkens, auch die Moglichkeit des Z&hlens
auf. Um doch jenes Postulat zu erlautern, bemerken wir, dal wir
bei einem geschlossenen f-Prozesse es vor allem mit einem Dinge zu
tun haben, von dem uns eben die Anschauung gelehrt hat, daR es
in der Tat durch einen offenen f-Prozel3 erzeugt wird. Der ent-
sprechende geschlossene f-Prozeld ist dieser Annahme nach der An-
schauung zugénglich, und die Anschauung dieses geschlossenen f-
Prozesses lehrt uns eben, daR gewisse Dinge und nur diese , Glieder
der x entstammenden Sxs-Reihe sind." Wir erfahren im engsten
Sinne des Wortes, daR fx Glied der Sxs-Reihe ist, d. h. daB es z. B
bei dem |mit ffx) geschlossenen f-Prozesse erzeugt wird. Unserer
Denkgewohnheit erscheint dies beinahe as Tautologie, und dabei
hat es uns noch gar nicht zu kimmern, ob diese Anschauung nicht
eventuell , zu Widersprichen fuhrt“. Wir haben nur diese Anschau-
ung as unabweisbare Tatsache hingenommen, aber noch gar nicht
behauptet, daR diee Tatsache mit anderen Denkprozessen verbunden
uns immer als unabweisbar erscheint.

DafR unser Anschauungsvermoégen bei Anwendung des offenen
f-Prozesses plotzlich versagt, d. h. dal} Jas so erzeugte Ding k noch
der Anschauung zuganglich ist, dies aber fur das aus k erzeugte Ding
fk nicht mehr der Fall ist, erwies sich als unmdglich. Unser Anschau-
ungsvermodgen hat eben keine Schranke, wenigstens keine feste
Schranke. Es ist ener unausgesetzten Vervollkommnung féahig.
Wir haben kein Recht, von irgendeinem durch einen offenen f-Proze
erzeugten Dinge zu behaupten, dal? es auch nach jeder wie immer
geschehenen Vervollkommnung unseres Anschauungsvermogens der
Anschauung unzuganglich bleibt. Keinesfalls widerstreitet es der
Grundnorm unseres Denkens, wenn wir die folgende Behauptung als
Erfahrungspostulat aufstellen.

Jedes durch einen x entstammenden offenen f-ProzeR
erzeugte Ding ist nach entsprechender Vervollkommnung
unseres Anschauungsvermdgens der Anschauung zugéng-
lich. (Dall x selbst der Anschauung zugénglich gedacht wird, ist

! Selbst wenn solche Denkprozesse sich auffinden lieBen, wére jenes Postulat
eine sehr nutzliche , naturwissenschaftliche Hypothese", mit deren Hilfe wir ge-
wisse Denkerfahrungen wissenschaftlich klaren und ordnen.
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dabei nicht besonders zu erwahnen; die Behauptung selbst verlore
sonst ihren Sinn.)

Die Setzung enes solchen, von dem unsern wohl quantitativ,
aber nicht qualitativ verschiedenen Anschauungsvermdogens, mit dem
wir ,arbeiten"” kénnen, ohne es doch zu besitzen, ist die grundlegende
Errungenschaft des philosophierenden menschlichen Geistes. Diese
Vervollkommnung unseres Anschauungsvermodgens — wenn not-
wendig — auch schon als geschehen angenommen, gelangen wir
dazu, jedes durch einen dem x entstammenden offenen f-Prozef
erzeugte Ding as der Anschauung zuganglich und so auch als
bestimmt (von irgendeinem Dinge verschieden oder nicht ver-
schieden) anzunehmen. Die Anschauung eines solchen Dinges
ist nichts anderes als die Anschauung der Erzeugung
des Dinges®; und damit sind die durch den f-ProzeR erzeugten Dinge
auch mit der Verschiedenheit ihrer Erzeugung als verschieden er-
kannt. Wir sind demnach berechtigt festzusetzen:

Jedes Ding, das durch einen dem x entstammenden
offenen f-ProzeRR erzeugt wird, sowie auch das Ding x
selbst, soll , Glied der Sy¢-Reihe* heiBen |sein).

Die Beschréankung auf geschlossene f-Prozesse féllt fort; jedes
Ding, das durch den offenen f-Proze3 erzeugt wird, kann eben zur
,Beschrankung“dieses Prozesses benutzt werden, und wird so auch
durch diesen geschlossenen Proze3 erzeugt werden.

Nach diesen Voraussetzungen lehrt uns die Anschauung (wenn
eben unser Anschauungsvermdégen entsprechend vervollkommnet
gedacht wird) ob irgendein Ding Glied der Sx-Reihe ist. , Glied der
S«-Reihe sein* kann als G-Eigenschaft gefalt werden (ist eine
definite Eigenschaft) und die SO gegebenen Dinge definieren eine §»
Menge, die (gewohnliche) Menge der Glieder der Sy -Reihe,
auch wenn ¢ von a« nicht verschieden ist. Der definierende Denk-
bereich ist regelrecht gebildet. Sowohl die G-Eigenschaft wie die
Mengeneigenschaft sagen nur aus, dal gewisse Dinge in der o-Re-
lation oder &-Relation stehen, niemals aber, dal ein Erlebnis dem
Denkbereiche nicht angehort.

Diese Menge ist regelrecht definiert; ob sie , zu logischen Wider -
spruchen fahrt“, wird hier noch gar nicht gefragt; daf3 dies nicht
der Fall ist, wird Gegenstand spaterer Erdrterungen sein.

Diese Erlauterungen — um einen vielfach gebréuchlichen Aus-
druck anzuwenden — ,begrunden" die ,Existenz der Glieder der

! DaR Bin Ding der Anschauung zuganglich ist, oder auch
daR die Erzeu%ug(? dieses Dinges der Anschauung zugénglich ift,
sind nur verschiedene Ausdriicke fur dieselbe Tatsache.

Konlg, Mengenlehre. 4
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Si-Reihe"; d.h. ds beschreiben, was unter diessm Ausdrucke zu
verstehen ist; se begriinden aber — wenn wir so sprechen dirfen —
nur ene ,vorlogischB" Existenz; fur eine ,logische Existenz" wird
eben noch die Uberzeugung der ,Widerspru chlosigkeit" im oben
gegebenen Sinns gefordert.

Eigenschaftsbegriffs.

3. Das bei der Definition des gewdhnlichen Mengenbegriffs zur
Anwendung gelangte Symbol [G] |Kap. II, Art. 13) kann geradezu
als Bezeichnung enes Denkbereichs angesehen werden, dem die
Erlebnisse ,,X besitzt die Gr-Eigenschaft" dann und nur dann ange-
héren, wenn X Eigenname eines gegebenen Dinges ist. Dement-
sprechend kann das Erlebnis, das bisher nur in geklrzter Schreib-
weise mit , X qual. Cr" bezeichnet wurde, asVerkniupfungVonXmit G-
betrachtet werden, wo dann Gals ein durch den Denkbreich [Cr] neu
definiertes |adjungiertes) Ding anzusehen ist. In solcher Weise defi-
nierte Dinge nennen wir Eigenschaftsbegriffe. Offenbar benutzt
die Sprache mit Vorliebe diee Eigenschafts begriffe; sie werden in
unserem Denken fortwéhrend aus den sich auf bestimmte Dinge be-
ziehenden ,Aussagen" abgeleitet.

Bei dieser , Ableitung" wird ,X qual. G” das einemal als dasEr-
lebnis, das gegeben ist, aufgefaldt, das anderemal aber als das Er-
lebnis, dal? X einem bestimmten Dinge, dem durch den Denkbreich
definierten Eigenschaftsbegriff, in bestimmter Weise zugeordnet ist.
Offenbar ist der Eigenschaftsbegriff nichts anderes, als ein Mengen-
begriff, in dem die definierende Zuordnung (Relation) durch gewisse
assoziierte Vorstellungen gewissermallen ene andere Nuance, ene
andere Auffassung erhélt. Die Relation ist eine andere geworden,
aber der Eigenschaftsbegriff ist nichts anderes als ein Mengen begriff.
An Stelle der a-Menge ist — sagen wir — eine £-MengB getreten.

Wir dirfen demnach gewisse Mengen als Eigenschaften oder
Eigenschafts begriffe bezeichnen und aus jeder Menge den , zugehoren-
den" Eigenschafts begriff ,Element der Menge sein" erzeugen.

Die Theorie der ,EigenschaftsbegriffB" ist nichts anderes als
die Theorie der (gewdhnlichen) Mengen.

Dabei sind aber sehr feine und ungewohnte Unterschiede in den
mit unserem Denken verbundenen Anschauungen zu beachten. Dem
definierenden Denkbereiche gehdren nun die Erlebnisse ,X ist ge
geben" und diejenigen Erlebnisse an, die durch die Involution ,X
ist gegeben involviert X qual. G" entstehen.
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Andererseits kdnnen und wollen wir [G] auch als den Denkbereich
fassen, dem die Erlebnisse , X qual. Cr" und nur diese angehoren, wo X
Eigenname eines gegebenen Dinges ist, ohne uns aber um das , wie"
diesss Gregebnseins zu kimmern, wahrend doch G als , Ding" zu
fassen ist, das eben durch den Denkbereich [Cr] definiert wird. Offen-
bar sind wir aber damit auf den Begriff der reinen Menge zuriickge-
kommen, in dessen Beschreibung wieder nur die Bezeichnung der
Verknipfung geandert wurde.

M an kénnte dementsprechend diese Dinge als , reine Eigenschafts-
begriffe" bezeichnen, was aber als uberflissig erscheint, und auch
mit dem Sprachgebrauchs nicht Gbereinstimmt. Bei der Aussage , X
besitzt die G-Eigenschaft" unterscheiden wir eben den Anschauungs-
akt, der zu jener Zuordnung veranlaft, von dieser Zuordnung selbst.

So treten in der Theorie der gewdhnlichen Mengen auch Fragen
auf, die eigentlich noch in die Theorie der reinen Menge gehoren,
insofern wir eben solche Verhdltnisse erdrtern, die sich nur auf den
Denkbereich [G] beziehen.

Nichts hindert uns, einen irgendwie bestimmten Denk-
bereich selbst als Ding, als Menge der ihm angeho6renden
Erlebnisse, oder — was auf dasselbe hinauskommt — ,ein Er-
lebnis sein, das einem bestimmten Denkbereiche angehort” als Eigen-
schaftsbegriff aufzufassen. Insbesondere geschieht dies, wenigstens
sprachlich, wenn wir einen bestimmten Denkbereich zur Beschrei-
bung eines neuen Denkbercichs benutzen, wie wir ja schon den Denk-
bereich [Cr] zur Beschreibung des die a-Menge M definierenden Denk-
bereichs beniitzten.

Dabei ist es von grolter Wichtigkeit, die Erlebnisse, die dem
Denkbereiche angehdren, von jenen Erlebnissen zu unters eheiden,
die der Anschauung des Denkbereichs selbst, d. h. der Anschauung
der den Denkbereich bestimmenden Festsetzungen entstammen.
So wird z. B. wenn das Erlebnis A dem Denkbereiche angehort, das
Erlebnis: ,A gehtrt dem Denkbereiche an", wenigstens in vielen
Fallen? nicht nur von A verschieden sein, sondern dem Denkbereiche
Uberhaupt nicht angehéren.

! Des Verstandnisses wegen wird es gut sein, schon jetzt zu bemerken, daR
wir spater — den Forderungen des ,exakten" Denkens entsprechend — unser
Denken auf bestimmte Denkbereiche beschréanken mussen,.so dal ein Erlebnis,
das dem Denkbereiohe nicht angehort, ein fir allemal ausgeschaltet bleibt, |, nicht
ist"). Dieser Denkbereioh s0Il niemals als Ding adjungiert werden.

2S50Z.B. wenn A ein Gesichts ein druck |l ch sehe a) ist, und dem Denkbereiche
nur solche Gesichtseindriicke angehdren.

4%
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Erlebnis und Tellerlebnals.

4. Es s& A ein bestimmtes Erlebnis. In und mit dem Denk-
vorgange, der die Vorstellung des Erlebnisses A erzeugt, ist die Tat-
sache, daR ich mir das Erlebnis A vorstelle, unabweisbar. Wir ,ob-
jektivieren“ diese Erfahrung — allerdings nur dem sprachlichen
Ausdruck nach —, indem wir sagen: Die Vorstellung des Erlebnisses
A ist eine unabweisbare Tatsache. Damit ist nichts anderes gesagt,
als dal’ ich mir eben dieses Erlebnis A vorstelle. |Der weitere Zweck
dieser Objektivierung, die Setzung eines von meinem Bewultsein
unabhangigen Denkaktes liegt durchweg auflerhalb unserer Betrach-
tungen). Die Festsetzung resp. Annahme, dal3 die Vorstellung des
Erlebnisses A eine unabweisbare Tatsache ist, wird dementsprechend
nichts anderes als die Forderung sein, das Erlebnis A vorzustellen
und diee Vorstellung mit dem Gefiihle des Zwanges bzw. der Spon-
taneitat zu verkntpfen.

Die Erlebnisse A und B konnen nun, wie ein einfaches Beispiel
sogleich zeigen wird, in der Weise verknupft sein, da die Annahme
oder Festsetzung, die Vorstellung von B sei eine unabweisbare Tat-
sache, uns dazu zwingt, auch die Vorstellung von A als unabweisbare
Tatsache anzuerkennen. Wir wollen in diesem Falle sagen , A is-
ein Teilerlebnis von B".

SO wird z. B. das Erlebnis: ,Ich habe Paul gesehen" ein Teil-
erlebnis [Teil) von: ,lch habe Peter und Paul gesehen".

Das Erlebnis: ,Aist ein Teilerlebnisvon B" ist eineVerknupfung
von A und B, die unmittelbar der Anschauung entnommen, als un-
abweishare Tatsache hingestellt wird. Sollte jemand diesss Ver-
knupfungserlebnis nicht als unabweisbare Tatsache annehmen wollen,
so ist eben eine Gemeinsamkeit unseres Denkens ausgeschlossen.

Dabei ergibt meine Anschauung noch folgendes: Die Erlebnisse
»A ist ein Teilerlebnis von B” und ,B ist ein Teilerlebnis von C”
zwingen mich, auch das Erlebnis ,A ist ein Teilerlebnis von C" als
unabweisbare Tatsache hinzustellen. In der gewohnlichen Ausdrucks-
weise sagen wir: Ohne A koénnen wir uns B, und ohne B kénnen wir
uns 0 nicht vorstellen. , Also* konnen wir uns auch C nicht ohne A
vorstellen. Wir geben diessr Tatsache damit eine ,logische Form".
Offenbar entsteht diese sprachliche Aus drucks weise nur aus der Ge-
wohnheit, unser Denken in ein ,logisches Schema" zu bringen. Von
einer logischen , Deduktion" ist aber deshalb in jenem Erlebnisse
durchaus nichts vorhanden. In ungewohnter, und dadurch schwer-
fallig erscheinender Weise konnen wir dies zur Evidenz bringen,
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indem wir den Inhalt unserer Anschauung folgendermaRen ausdriicken:
,Aist ein Teilerlebnis von C" ist ein Teilerlebnis von ,A ist ein Teil-
erlebnis von B, und B ein Teilerlebnis von C". Das soll fir mich und
jeden, der meine Gedanken mitdenken will, als unabweisbare Tatsache,
d. h. als unmittelbar der Anschauung entnommenes Erlebnis gelten,
dessen Vorstellung wir wann immer erzeugen konnen.

Ob wir ,X ist ein Teilerlebnis von Y" in unsern Erfahrungs-
kreis, in unsern Denkbereich aufnehmen wollen, hangt noch von un-
serer freien EntschlieBung ab; dal? aber mit ,X Teilerlebnis von Y"
und , Y Teilerlebnis von Z" auch , X Teilerlebnis von Z" ab unserem
Erfahrungskreis entstammend, dem Denkbereiche angehérend zu
betrachten ist, ist eine Festsetzung, von der wir niemals abweichen
wollen und die, dem bisherigen entsprechend, als allgemein gul-
tiges Anschauungsgesetz bezeichnet werden kann.!

RelatIDrisbegriffe und OrdnungsbRgrlffe.

5. Das Erlebnis,Arel.aB" gibt Anla zu einer abermaligen Er-
weiterung des Dingbegriffs, die bei dem sprachlichen Ausdruck un-
sres Denkens sich Von selbst ergibt und eigentlich schon geschehen
ist, wenn wir von , Zuordnungen" oder ,Verknupfungen", von ,Re-
lationen" sprechen.

Der erste Schritt hierzu geschieht schon, wenn wir jenes Erlebnis
so ausdriicken, dal? A die Eigenschaft besitzt, zu B in der a-Relation
zu stehen. Statt B kdnnen wir den Eigennamen X irgendeines Dinges
benutzen, und so von der Eigenschaft sprechen, zu X in der a-Re-
lation zu stehen. Wenn die Bestimmung jenes Dinges, dessen Eigen-
name X ist, fehlt, wird die Eigenschaft ,unbestimmt" und erst durch
die Angabe jenes Dinges endglltig festgelegt.

Nichts hindert uns jedoch, auch in diesem Denkprozesse die , Er-
zeugung" eines Dinges zu sehen, das as Relationsbegriff bezeichnet
werden kann. Dieser Relationsbegriff erscheint in dem Erlebnisse,
dalR er mit einem Dinge, dessen Eigenname eben X sein soll, verknipft

! Es mag auffallen, dae wir hier nicht von den Denkbereich beschreibenden
Involutionen sprechen. Dies wird aus verschiedenen Griinden vermieden. Erstens
weil bei der Beschreibung eines Denkbereiohs das willkirliche Element unseres
Denkens betont wird, wahrend wir es hier mit einer normativen, niemals zu ver-
letzenden Feststellung zu tun haben; zweitens aber, und vor allem, wile es sich
bei Anwendung dieser Erfahrungen um an schon konstruierten Denkbereiohen
erlangte Anschauungen handeln wird, die wir nicht wieder zu neuen Denkhe-
reiohen vereinigen, sondern nur dazu benutzen, an jenen Denkbereichen erfahrene
Erlebnisse zu beschreiben.
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wird, und in dem sich anschlieBenden Verknupfungserlebnisse, dafR
jenes Erlebnis den Eigenschaftsbegriff, zu jenem jetzt schon bestimm-
ten Dinge in der m-Relation zu stehen, ,erzeugt".

Das so adjungierte Ding ist den schon friher erzeugten Dingen
gegenuber en ,unvollstandiges’ Ding, ein Funktionalding, kurz eine
Funktion, von der wir zu schon friher beschriebenen Dingen zu-
rickkehren, wenn wir ihr , Argument" angeben, d. h. jenes Ding
bestimmen, dessen Eigenname eben X sein soll.

Einen weiteren Funktionsbegriff, den allgemeinen Re-
lationsbegriff erhalten wir, wenn wir X und Y als Eigennamen
irgendwelcher Dinge benutzen, und das Erlebnis , Y rel.,.X" ins Auge
fassen. Dies ergibt einen FunktiDnsbegriff, der zu einem der schon
beschriebenen Dinge wird, wenn wir die Argumente X und Y angeben.
Offenbar kdénnen dann Y sowie X wieder RelatiDnsbegriffe sein, wie
schon in dem einfachsten Falle, WD wir Relationsbegriffe als von-
einander verschieden erklaren.

Wir werden auch bei anderen Denkprozessen Gelegenheit haben,
FunktionsbegriffB zu bilden, so z. B. wenn wir (Art. 1 d. K.) das f-
Bild eines Dinges, dessen Eigenname seist, erzeugen, und die Angabe
des Dinges, dessen Eigenname z sein soll, nicht erfolgt. Dann ist
,das f-Bild irgendeines Dinges' wieder ein Funktionsbegriff, au3
dem ein schon friher beschriebenes Ding ,erzeugt" wird, wenn wir
das Argument, d. h. das Ding, dessen Eigenname z sein soll,
bestimmen.

Bei dieser Fassung des Relationsbegriffs ist der Akt der Ver-
knipfung von den zu verknilpfenden Dingen unabhangig gedacht,
was in gewissen Fallen unserem Anschauungsvermégen adaquat er-
scheint, wie z.B. bei der Relation ,verschieden von". Bei der Relation
von Grund und Folge, der ,Kausalitatsrelation", erscheint aber diees
selbstédndige Anschauung des Verkniipfungsaktes schon viel schwieriger.
Bei der Relation ,irgend ein Element irgendeiner a-MengB Sein"
kann ich Uberhaupt zu einer selbstéandigen Auffassung des Ver-
knupfungsakt es nicht gelangen und werde immer nur an mir be
kannte Beispiele denken und mich dabei auf ein ,Abstraktions-
vermogen" berufen, das ich in der Tat gar nicht besitze (und
eigentlich auch adjungiere). Diese Bemerkungen fiihren auf die Ge
biete der Psychologie und Erkenntnistheorie, die hier nicht betreten
werden sollen.

6. Diesen (abstrakten) Relations begriffen stellen wir den
empirischen Relationsbegriff gegentber, der in der Synthesis
unseres Denkens eigentlich ausschlielflich benutzt wird. Er wird aus
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irgendeinem bestimmten, genaubeschriebenem Denkber eiche,, erzeugt" ,
so z. B. wenn ich von dem Denkbereiche ausgehe, der eihe bestimmte
(sagen wir z. B. die Elemente a, b und nur diese enthaltende) a-Menge
erzeugt. |ch kann es dann als Erlebnis fassen, dal? der entsprechende
Relationsbegriff die Dinge a, b und nur diee der a-Menge in be
stimmter Weise zuordnet. Der Inhalt der Erlebnisse, in denen so der
Relationsbegriff mit gswissen Eigenschaftsbegriffen verknupft wird,
ist dann selbstverstandlieh nicht verschieden von den Festsetzungen,
die den Denkbereich bestimmen.

Aus verschiedenen Denkbereichen entstammende empirische Re-
lationsbegriffe sind dann (konform den Ausfuhrungen im Kap. |1,
Art. 5) immer auch verschieden.

Zur Beschreibung des empirischen Relationsbegriff es tragen dann
insbesondere jene dem Denkbereiche angehérenden Erlebnisse bei,
die selbst von der Form ,, Xrel.,_ Y" sind, oder fur welche die Anschau-
ung lehrt, daR ein Erlebnisvon der Form?',,X rel. Y" ein Teilerlebnis
derselben ist. Das ist z. B. fur ein Erlebnis von der Form ,,(Xrel._ Y)
rel.g Z" der Fall.

Unter den empirischen Relationsbegriffen sind wieder gewisse,
die wir aus naheliegenden Grinden syllogistische Relations-
begriffe nennen wollen, fir die genaue Beschreibung unseres Denkens
von besonderer Wichtigkeit.

Es kann vorkommen, daB in einem gewissen Denkbereiche ein
bestimmter Relationsbegriff, den wir mit ,syll. rel..," bezeichnen, vor-
kommt, und dabei der Denkbereich der Involution

[Xsyll.rel. Y] inv. Q[(Ysyll.rel. Z)inv. (Xsyll.rel. Z)]
genugt.
Die Anschauung lehrt, daR dieser Involution nach mit , Xsyll.

rel, Y” und ,Y syll.nl. Z" auch, Xsyll.rel.,Z* dem Denkbereiche
angehort, und dal3 der Inhalt dieser Aussage auch durch dielnvolution

[Y syll.rel.aZ] inv. Q[|X syll. rel., Y) inv. [Xsyll rel. Z)]

gegeben werden kann.

(Selbstverstandlich ist es nicht ausgeschlossen, dald derselbe Denk-
bereich verschiedene syllogistische RelationBn beschreibt, die z. B.
mit syll. rel., und syll. rel..lif bezeichnet werden koénnen.)

| ,Ein Erlebnisvon der Form Xrel., Y* ist hier und in der Folge nur ein
k_UEjzerer Augdruck fir ,Xrel, Y, wo X und Y Eigennamen bestimmter Dinge
snd”.
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Ein empirischer Relations begriff, fur den der definierende Denk-
bereich der soeben beschriebenen Festsetzung genuigt, Soll eben syl-
logistisch genannt werden.

Unter den syllogistischen Relationen sind wieder die Drd-
nungsrelationen besonders hervorzuheben.

Wir gehen von ener bestimmten a-Menge M aus und definieren
einen neuen Denkbereich in folgender Weise: Jedes Erlebnis, das
dem M definierenden Denkbereiche angehort, soll auch dem neuen
DenkberBiche angehéren. Sind a und b irgendwelche verschiedene
Elemente von M, SO soll von den beiden Reltionen z<b, b<o
?ine und nur eine dem Denkbereicrie angehdren, wo eben < das
Zeichen® der neu eingefiihrten Relation ist. Es kann nun vorkommen,
dal die neueingefihrte Relation syllogistisch wird, d. h. der Denk-
bereich der Involution

[z < y] inv. P[(y<2) inv. [z <2)]
genugt. In diesem Falle mag der neue Denkbereich mit O[M) bezeich-
net werden, und wir sagen dann, daf die Menge M in D\M) |d. h.
durch die fur O[M) getroffenen Festsetzungen) geordnet wurde.

Fir Mengen, die keine verschiedenen Elemente enthalten (wie
z. B. die Mengen des Art. 1 d. K.) verliert die Beschreibung von 0\M)
ihren Sinn.

Fir die Menge, deren Elemente a, b und nur diese sind, wird die
Festsetzung 3 < b, aber ebenso auch b« s genigen; allerdings ist
das noch ein Ausnahmefall, insofern wohl der Involution ,genlgt"
wird, aber nur ,weil" sie zur Beschreibung des Denkbereichs nichts
beitragt.

Sind die Elemente der Menge «, b, ¢ oder in einem anderen Falle
a, b, ¢, d, so geniigen der unmittelbaren Anschauung nach die folgen-
den Festsetzungen den Forderungen. In dem einen Falle

nth, o< bdic (B}
In dem anderen Falle:
s<b, a<s aed,
) b<o b2d,
c<d.
Wir sagen auch mitunter, da O(M) die geordnete Menge M
definiert, obwohl eigentlieh der Ordnungsbegriff sich

! ¢ ante, vor oder auch ,steht vor". Dabei soll aber selbstverstandlich

,vor" durchaus nicht an zeitliche uder raumliche Verhéltnisse erinnern.
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nicht auf UB a-Menge, sondsrn nur auf ihre Elemente,
auf die gegebenen Dinge bezieht, und ungedndert bleibt, wenn
wir z. B. auf die B-Menge derselben Elemente Ubergehen.

Dabei haben wir in den verschiedenen Beispielen dasselbe Zeichen
| ¢ ) fur die Drdnungsrelation benutzt; diesist allgemein gebré&uchlich,
darf aber nicht zu der Annahme verleiten, dal diese Relation in den
verschiedenen Beispielen dieselbe ist. Der Drdnungsbegriff ist eben
ein empirischer Relationabegriff, der nur an den zu ordnenden
Dingen erzeugt wird, und ohne solche gar keinen Inhalt besitzt. Die
gegebenen Dinge sind in den Beispielen verschieden; SO in |I.) und (I1.)
nicht nur durch das Hinzutreten von d, sondern auch dadurch daf
o, b, ¢ in diesen Beispielen eine verschiedene Bedeutung erhalten.
So besitzt o« dem (I1.) entsprechend die in :< d beschriebene Eigen-
schaft, die bei (I.) fehlt.

Wiirde fur eine a-Menge, die als Elemente a, b, ¢ und nur diese
enthalt, die Festsetzung

egdtc, a4b c<b

getroffen, so kénnte es uns gar nicht einfallen, in einem Denkbereiche,
der beide Ordnungsmoglichkeiten beschreibt, diesen Relationen
dasselbe Zeichen entsprechen zu lassen; aber ebensowenig entspricht
es der tatsachlichen Anschauung, wenn wir fir I. und || . jene ,in
gewisser Beziehung nicht verschiedenen" Relationsbegriffe als Uber-
haupt nicht verschieden erkléren. Es wére das geradezu ein Verstol3
gegen die Grrundnorm unseres Denkens. Die Annahme eines reinen
(abstrakten) Ordnungsbegriffs ist ebenso unstatthaft, wie die der
reinen Copula und die auf diese bezuglichen Bemerkungen (Kap. | I,
Art. 5) Ubertragen sich unmittelbar auf die jetzt betrachteten Denk-
prozesse.!

Es mag dies noch folgendermaRen gefaflt werden. Nach der Be-
schreibung des Denkbereichs, der die geordnete, die Elemente a, b,
¢, d und nur diee enthaltende Menge definiert, kdnnen wir festsetzen,
daR die Erlebnisse

dqual. G, dedem.M, a+<d, b<d, c+d

nicht mehr dem Denkbereiche angehoren sollen. Damit ist ein von
jenem verschiedener Denkbereich definiert. Dann haben aber die G-
Eigenschaft, die gegebenen Dinge und der gebrauchte Relations-
begriff auch ihre Bedeutung gedndert.

Y Hier findet sich schon der Hinweis auf jenen falschen Schluf?, der auf
die ,,Menﬁe aller Ordnungszahlen" — zur sogenannten ,Antinomie der Menge
W" — fuhrt, und mit dem wir uns spéter |Kap. !X, Art. 4) noch ausfihr-
licher beschéftigen Werden.
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Die Numeratoren und ihre naturliche Ordnung.

7. Die Anwendung der Ordnungsbegriffe auf die Dinge, die
durch einen dem x entstammenden offenen f-ProzeR erzeugt werden,
und die wir Glieder der S;i-Reihe nannten, fihrt zur genaueren Be-
schreibung jener Drnktéatigkeit, die wir in der gewohnlichen Sprache
als ,Zé&hlen" bezeichnen. In diesen Ausdruck wird aber gewdhnlich
ein weiterer Schritt unseres synthetischen Denkens, die Bildung des
Anzahlbegriffs, auch schon mit hineingenommen. Um dieses zu ver-
meiden, wollen wir die jetzt zu beschreibende Denktéatigkeit als
Numeration bezeichnen.

Um unsere Anschauungen genau zu fixieren, wollen wir den f-
Proze3 nicht einem beliebigen Dinge, dessen Eigenname x ist, ent-
stammen lassen, Sondern dafir ein bestimmtes Ding, den Gesichts
eindruck 1, die ,Eins", kurz , 1", genauer ,die Ziffer 1" wahlen, so
dall wir es mit den Gliedern der offenen S;¢-Reihe zu tun haben,
die wir von jetzt ab auch Numeratoren nennen. Als (sprachliche)
Namen, d. h. abgekirzte Schreibweisen fihren wir noch die , Ziffern"
2bis9 fur f 1 bis ffffffff 1 ein. Die Ziffern sind Z&hlzeichen, aber
durchaus nicht Zahlzeichen® (Anzahlzeichen).

Mit den Numeratoren ist nun auch die Menge |§-Menge) der
Numeratoren bestimmt; wir bezeichnen se mit Z.

Die Erzeugung eines bestimmten Numerators, den wir mit m
bezeichnen wollen, geschieht durch einen geschlossenen f-PrDzeR,
der dann und nur dann von der Vorstellung der Eins nicht verschieden
ist, wenn jener bestimmte Numerator die Einsist. Fir die Erzeugung
enes von 1 verschiedenen Numerators ist die Erzeugung der 1
ein Teilerlebnis; die Anschauung zeigt ferner (man denke z. B. an
ff 1), ob auch die Erzeugung anderer Numeratoren ein Teilerlebnis
der Erzeugung von mist. |Ist dies z. B. der Anschauung nach fur |
der Fall, so soll

l«m

gesetzt werden. Ein Numerator n, dessen Erzeugung kein Teilerlebnis
der Erzeugung von m ist, wird der mit unseren Festsetzungen ver-
bundenen Anschauung nach durch neuerliche Anwendung des f-

! Indem wir daran denken, daR den gegebenen und zu unterscheidenden
Dingen |wie in einer Garderobe) zur bequemeren Unterscheidung , Nummern"
zugeordnet werden und die Dinge auf Grund der zugeordneten , Nummern" ge-
ordnet werden.

2 Die Bezeichnungen f %1 oder f | wiirden eben schon , 2" oder , 8" als Zeichen
der Anzahl benutzen |
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Prozesses erzeugt, und die Erzeugung von m ist ein Teilerlebnis der
Erzeugung von n. DemBntsprsehend setzen wir

m<€n.

Hat man fur irgendwelche Numeratoren in diessr Weise x ¢« y
und y< z gesetzt oder, mit anderen Worten, konstatiert, dal3 die Er-
zeugung von x ein Teilerlebnis der Erzeugung von y, und die Erzeugung
von y ein Teilerlebnis der Erzeugung von zist, so zwingt uns die An-
schauung, die Erzeugung von x auch als Teilerlebnis der Erzeugung
von z zu konstatieren und demgemanl

X4z
zZu setzen.

Wenn ich aber von dem Numerator z ausgehe und die bei Erzeu-
gung dieses Numerators erhaltene Anschauung benutze, kann mich
diese Anschauung wieder belehren, dal x « z zu setzen ist. Wie aber,
wenn meiner Anschauung nach die Erzeugung von x kein Teilerlebnis
von Z ware, und die Erzeugung von x jetzt erst durch ene Fort-
setzung des f-Prozesses an z zur Anschauung gelangte? Demgemald
ware dann (im Gegensatze zu unserer fritheren Anschauung)

z% X

zu setzen. Unserer Anschauung nach wére dann x+< 2, und Z% x
zu setzen, d.h. x durch die Fortsetzung des f-Prozesses an x erzeugt,
und mit der Verschiedenheit der Erzeugung auch die Verschieden-
heit der erzeugten Dinge konstatiert, mit anderen Worten, x als von
x verschieden erkannt, gegen die Grundnorm unseres Denkens.
Die Annahme, daB unsere Anschauung uns einmal dazu fihrt,
X <z zu setzen, das andere Mal aber z< x zu konstatieren, ist  n-
moglich* in dem genau |Kap. |. Art. 5) festgesetzten Sinne dieses
Wortes. Diese Annahme muf fallen gelassen werden. Mit anderen
Worten: Wenn wir festsetzen, da x % y dann und nur dann zu setzen
ist, wenn x ein Teilerlebnis von y ist, so zwingt uns die Grundnorm
unseres Denkens, die in y< x ausgedrickte Annahme zu verwerfen
(auszuschlief?en). Ebenso muf3 auch die Annahme, dal mit x<y
und y+< z auch die in z< x ausgedriickte Tatsache der Anschauung
entspringt, ausgeschlossen werden. Damit ist endlich gesagt:

! Die mit dieser ,,Unméoglichkeit" verbundenen erkenntnistheoretischen
Annahmen werden spéter in Verbindung mit dem Problem der Widerspruchs-
loeigkeit noeh naher auseinandergesetzt werden |Kap.V, Art. 6—10). Der Klar-
heit wegen soll aber der Hauptinhalt diesss Annahmen im folgenden Satze schon
hier antizipiert werden.

DaR dieselben Dinge verschieden und aueh nicht verschieden sind, ist uns
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SO0Il die Grundnorm unseres Denkens nicht verletzt
werden, so mussen wir annehmen, daR fur irgendwelche
Numeratoren x und y die eine der Relationen x<vy, y<¢x
gesetzt und die andere ausgeschlossen werde. Ferner
mufll die Menge Z der Numeratoren durch Setzung dieser
Relationen geordnet sein. Mit andern Worten: Der (im
Sinne von Art. 5 d. K.) konstruierte Denkbereich 0(Z)
muf3 der Involution

[z <y] inv. P[|y < 2) inv, [z < 2]

genugen. Die so geschaffene Drdnung soll alsnattirliche Ordnung
bezeichnet werden.

B. Von einem gewissen Standpunkte aus, der mit Gr. Hessen-
bBrg® sehr charakteristisch als ,naiver Standpunkt" bezeichnet
werden kann, erscheinen diese Er 6r ter ungen geradeein emmathematisch
geschulten Bewulftsein, das sich eben an diese Anschauungen schon
gewohnt hat, als ziemlich Uberflissig. Die Unhaltbarkeit dieses
Standpunktes ist langst erkannt worden und man nennt infolgedessen
solche Annahmen postulate oder Axiome, womit eigentlich nur ge-
sagt wird, daB wir uns um ihre Herkunft nicht weiter kiimmern
wollen. Fiir uns sind se Denknormen auf Grrund ihres Zusammen-
hanges mit der Grundnurm unseres Denkens.?

Durch dieErorterungen desArt. 7 dirfen wir aber die am Schlusse
dieses Artikels festgesetzte Annahme durchaus nicht als , bewiesen"
betrachten. Wiuhl aber dirfen wir sagen, dall solche Annahmen
keines Beweises bedurfen. Nicht als ob sie sich schon durch einfache
Aussage als unabweisbare Tatsachen aufdrangten, wie etwa: ,A ist
von B verschieden". Sie sind aber fur unser Denken notwendig,
um die Grundnorm unseres Denkens nicht zu verletzen, was nach
allgemeinem Ubereinkommen unstatthaft ware und abgelennt werden
mufB. Beweis im engeren Sinne des Wortesist die logische Deduktion.
Der , Augenschein", (demonstratio ad oculos) —sei er eineunmittelbare

wohl undenkbar. DaR wir aber niemals vor die Forderung gestellt werden, diese
»undenkbare" Anschauung zu erleben, ist und bleibt ein metaphysisches Dogma,
das wir als solches annehmen und in dem wir die ,Natur" unseres Denkver-
mogens in eine von uns und unserem Denken unabhéangige , widerspruchslose
Wirklichkeit" |AuBenwelt) projizieren.

' Grundbegriffe der Mengenlehre, GéttingBn 1909 |Abhandl. der Fries-
schen Schule, Bd. |, Heft 4) Wir werden noch ofter Gelegenheit haben, dieses fir
die Klarung unseres logisoh-mengentheoretischen Denkens sehr wertvolle Buch
zu zitieren.

2loh unterscheide Erfahrungspostulate (sehe z. B. Art. 2 d. K.), Denk-
normen und Axiome |sehe Kap. VI, Art. 2).
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Erfahrung oder erst durch sine ausfihrliche Klarlegung der Verhalt-
nisse erreicht —ist kein Beweis im engeren Sinne des Wortes; unsere
Behauptungen sind in diesem Falle nicht bewiesen, sondern , zur
Evidenz gebracht", wie wir uns, um diese Félle genau zu sondern,
ausdriicken wollen.

Ein Drittes ist die Berufung auf die Grundnorm unseres
Denkens, und die damit zusammenhangende Annahme von Denk-
nurmen. Dal} diese sich wesentlich von den sog. logischen Prinzipien
unterscheidet, wird spéter zu zeigen sein, wenn wir den Inhalt und die
Tragweite dieser untersuchen. Dabei wird insbesondere das Prinzip
des ausgeschlossenen Dritten und das Prinzip des Widerspruchs in
Frage kommen, die aber, wie wir sehen werden, eine ganz andere Be-
deutung haben, als die Berufung auf die Grundnorm unseres Denkens.

Aquivalenz.  Endliche Mengen und oenkprozesse.

9. Es kann vorkommen, daR die Elemente der Mengen
M undN durch eine bestimmte Festsetzung einander um-
kehrbar eindeutig zugeordnet sind.

Dieser kurze Ausdruck soll ausfiihrlich folgendes besagen:

Jedes Element x der Menge M soll (durch die ,, Zuordnung von
M zu N") en und nur ein Element x' der Menge N , bestimmen”;
und ebenso jedes Element u' der Menge N (durch die ,Zuordnung
von N zu M“) ein und nur ein Element u der Menge M bestimmen.
Und zwar sollen die Zuordnungen von M zu N und N zu M so be
schaffen sein, daf3, wenn das Element x der Menge M das Element x'
der Menge N bestimmt, das Element x' der Menge N wieder da3
Element x der Menge M bestimmt; wie auch umgekehrt, wenn das
Element x' der Menge N das Element x der Menge M bestimmt, das
Element x der Menge M auch das Element x' der Menge N bestimmt.

So z. B. wenn M die Elemente 1, 2 und nur diese, N die Elemente
2, 3 und nur diess enthalt, wird der Festsetzung entsprochen, wenn
bei der Zuordnung von M zu N

1 die 2, und 2 die 3,
ferner bei der Zuordnung von N zu M

2 die 1, und 3 die 2
bestimmt.
Um auch ein ganz abstraktes Beispiel zu geben, s& V ,die Menge
aller Dinge", V die Menge der f-Bilder aller Dinge'. Dann S0Il irgend

! Die Menge aller Dinge bedeutet uns noch dem bisherigen die Menge aller
Erlebnisse und aller auf einem gewissen Standpunkte aus diesen erzeugten Dinge.
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ein Element x von 17 bei der Zuordnung von U zu U' das f-Bild von
X bestimmen; und umgekehrt irgend ein Element von U', dasjetzt mit
fy bezeichnet werden kann (jedes Element von U' ist eben ein f-Bild),
soll das Element y von U bestimmen. Die Anschauung zeigt unmittel-
bar, daR durch diese Festsetzung die Elemente der Mengen U und U’
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet sind.

DaR die jetzt beschriebenen Mengen , moéglich” sind, ist schon
nach den bisherigen Erfahrungen zumindest fraglich; aber offenbar
beziehen sich diese Festsetzungen, wie immer sie auch getroffen seien,
in Wirklichkeit niemals auf die ,Mengen”, d. h. auf ihre Erzeugung,
sondern immer nur auf dieDinge, die als ,, gegeben" bei der Erzeugung
der Menge auftreten sollen und die wir von den nicht gegebenen
Dingen und unter sich als unterscheidbar voraussetzen. Insbesondere
haben diese Festsetzungen gar nichts mit der Frage zu tun, ob ich
,,alle Dinge" oder ,die f-Bilder aller Dinge" in der Tat logisch wider-
spruchsfrei zur Erzeugung einer Menge verwenden kann.!

! Nur das muB entschieden Sein, ob irgend ein Bing F-Bild eines Dinges
ist oder nicht. Bei Dedekind, a. a. 0., S. 17, kéame es ebenso nur darauf an, ob ein
Ding ein solches Erlebnis ist wie diese:

,Das Ding s kann Gegenstand meines Denkens sein“

oder nicht. Es wird demnach bei Dedekind nicht erhartet, daR es , unendliche
Systeme” d. h. unendliche Mengen gibt, sondern nur, dal Dinge in solcher Weise
als , gegeben" definiert werden kdnnen, dal wir den entsprechenden Denkbereich
[G] im Dedekindschen Sinne as ,unendlich" bezeichnen missen. Dabei ist
aber der Denkbereich [0] durchaus kein ,Ding", wenn wir auch der Bequemlich-
keit wegen im Sprachgebrauche , Denkbereich" als Hauptwort benutzen. Offenbar
wirde sich diese Aus drucks weise — allerdings mit argen Weitlaufigkeiten —
vermeiden lassen.

Weitere Einwendungen lassen sich gegen den von Dedekind geschaffenen
Begriff der , kleinsten Kette" erheben. Wohl 4Rt sich eine einwandfreie Erzeugung
beschreiben, aber die Anschauungen, die bei Dedekind zu diesem Begriffe fihren,
sind gar keine Anschauungen, nicht nur des in ihnen enthaltenen unpréadikativen
Elementes wegen, sondern vor allem, weil sie die ,kleinste Kette" nicht bestimmen,
sondern, was bei diesen Untersuchungen als verworrener, unklarer Ausdruck
noch nicht statthaft ist, nur ,ihre Existenz erweisen". Spéater werden wir eben
genau fixieren, was dar Ausdruck ,logische Existenz" bedeuten soll. Sehr richtig
hat auch Hessenberg, a.a. D., in seiner Darstellung der Dedekindschen Theorie
an diee Stelle ein ,Axiom" gesetzt.

Ich benutze endlich noch diese Gelegenheit, meine Stellung der klassischen
Dedekindschen Schrift gegeniber zu préazisieren. Dedekind setzt durchweg
die deduktive Logik als definitiv errichtetes Gebaude schon voraus. Das bietet
fur unser geklartes Denken nicht mehr die genugende Sicherheit. Was aus ge-
wissen Anschauungen sich ergibt [folgt) und was sich durch logische Deduktion
ergibt (folgt), muB reinlich gesondert werden. Insbesondere muf} die Annahme,
daB das logische Denken niemals zu einem Widerspruche fihren kann, genauer
untersucht und viel tiefer begrindet werden; mit andern Worten, die ,deductiu
ad absurdum" erfordert eine neu zu schaffende Theorie. Sonst gelangen wir dazu,
wie bei Zermelo Untersuchungen Uber die Grundlagen der Mengenlehre,
Math. Ann. Bd. 35, S. 261) gewisse Axiome als (,wahrscheinlich") widerspruchs-
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Trotzdem benutzen wir den in der Mengenlehre eingebirgerten
und tatsdchlich bequemeren Sprachgebrauch, nach dem, wenn die
Elemente der Mengen M und N durch ene bestimmte Festsetzung
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet werden, die Mengen M
und N aquivalent sind, wofir wir auch sagen, da M dem N
oder N dem M aquivalent ist, in abgekiirzter Schreibweisa

M~N oder N~ M,

wo selbstverstéandlich die ein fur allemal getroffene Festsetzung
(Zuordnung) der Kiirze wegen nicht ausgesprochen wird, aber hinzu-
gedacht werden muB. Sollten verschiedene solche Zuordnungen zu-
gleich betrachtet werden, so wird dies nicht mehr angehen, und die
betreffende Zuordnung muf3 ausdricklich angegeben sein; zwischen
M und N sind eben verschiedene , Aquivalenzbeziehungen" méglich.

Die Anschauung lehrt, daR jede Menge sich selbst aquivalent
ist, indem wir eben jedes Element sich selbst zuordnen.

Wenn die Elemente der Menge M auf Grund der , G-Eigenschaft”,
digjenigen der Menge N auf Grund der , H-Eigenschaft" als , gegeben"
betrachtet werden, kénnen wir ebensogut sogar genauer sagen, daf
die Denkbereiche [G] und [H] aquivalent sind; und die um-
kehrbar eindeutige Zuordnung wieder auf die Dinge selbst, oder auch
auf die Erlebnisse, die [G] bez. [H] angehéren, beziehen; womit wir
die Berufung auf die Mengen M und N ganz vermeiden.

Die zu Grunde liegende Festsetzung wird auch als (umkehrbar
eindeutige, &hnliche, genaue) Abbildung von M auf N, oder [G]

frei zu erkléren und dann auf Grund aufgedeckter Widerspriiche gewise Sitze
als falsch oder richtig zu bezeichnen, wahrend doch der Widerspruch ebensogut
daraus entstehen kann, daR die ,Axiome" eben nicht widerspruchsfrei sind.

Daf es Bin exaktes Denken gibt, das der Logik ,vorausgeht", zeigt die Dar -
stellung dieses Kapitels; daR diesss Denken eine Voraussetzung des logischen
Denkens ist, scheint mir auch klar. Ding und Zuordnung, Klassenbegriff oder
genauer Mengen- und EigBnschaftsbegriff sind Schopfungen unseres Geistes,
diein jedes logische Denken eingehen. Wenn wir sie noch nicht benutzen, kénnen
wir auch nicht logisch denken.

Nur fur den Z&hlbegriff mag dies vielleicht bestritten werden, wenn oben M a-
thematik als reine Logik aufgefalt wird. Ich mdochte durch diesss Buch eben
zeigen, dal3 es viel richtiger ist, umgekehrt zu sagen, dal? die deduktive Logik
auch.schon M athematik ist. Sie wird eSnicht erst in dem Augenblick, wo wir die
Widerspruchsloaigkeit des logischen Denkens genauer untersuchen, se wird es
schon friher, wenn wir der Aufgabe der deduktiven Logik entsprechend, das Bog.
logische Denken formalisieren und auf dieser Grundlage die logische Deduktion
selbst genau fassen oder beschreiben. Dabei ist dem Wesen der Sache nach, wie sich
zeigen wird, der Zahlbegriff unerlaBlich. Dies hat fir einen bestimmten Fall
wohl zuerst Hilbert erkannt und ausgesprochen: ,Der Beweis selbst" ist ,als
Bin mathematisches Gebilde, namlich als eine endliche Menge zu betrachten, deren
Elemente durch Aussagen verbunden sind". |Verh. desl | | . Mathematiker-Kon-
gresses in Heidelberg, Leipzig, 1905, S. 185).
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auf [H], ebenso von N auf M oder [H] auf [G] bezeichnet. Wenn M
oder N alle Dinge enthdlt, so wird aus der ,Abbildung" der friher be-
handelte , BildprozeR".

10. Von einem bestimmten Numerator k ausgehend,
sollen als ,gegeben” betrachtet werden der Numerator
k, sowie alle Numeratoren x, fur die X< k ist, d.h. digenigen,
deren Erzeugung ein Teilerlebnis der Erzeugung von k ist. Die Menge
dieser Numeratoren soll mit Z, bezeichnet werden. Jedes Z, soll
auch eine geschlossene Numeratorenmenge heilRen.

Die Anschauung lehrt, dal? 1 ein Element dieser Menge, und daf,
wenn X en anderes Element von Z,, 14 x ist. Wir dricken dies
kurz so aus, dal 1 das , erste" Element der Menge Z ist.

Dia Anschauung zeigt ferner, daf k ein Element dieser Menge,
und wann x ein anderes Element von Z,, x4 k ist. Wir dricken
dies kurz so aus, daf k das ,letzte" Element der Menge Z ist.

Die Anschauung (darunter immer die Anschauung von der Er-
zeugung des Numerators k verstanden) zeigt ferner: Jedes von 1
verschiedene Element der Menge Z¢ wird als f-Bild enes bestimmten
Numerators erzeugt, der auch Element von Z ist. In diesem Sinne
sagen wir, dal3 x das dem Elemente f xunmittelbar vorangehende,
fx das dem Elemente x unmittelbar folgende Element von
Zit.

Diese Anschauung mag fur den Augenblick mit ,x, dann fx"
beschrieben sein.

Fur 1 gibt es kein unmittelbar vorangehendes Element; fir k
kein unmittelbar folgendes Element |f k ist nicht , gegeben").

Wir koénnen weiter jetzt einen Denkbereich [Z, folgendermaRen
definieren: Ist x ein von k verschiedenes Element der Menge Z,
und nur in diesem Falle, soll das Erlebnis ,x, dann fx" |und nur diee
Erlebnisse) dem Denkbereiche angehdren.

Die Erzeugung von k ,wird durch diesen Denkbereich exakt
beschrieben". Die Erzeugung von k ist ein Erlebnis in [Z. Ist
namlich | das dem k unmittelbar vorangehende Element, SO gehort
das Erlebnis I, dann k" |die Erzeugung von k) dem Denkbereiche an.
Ebenso ist die Erzeugung irgend enes von 1 verschiedenen Elementes
von Zy ein dem Denkbereiche angehdrendes Erlebnis. Die uns bei
der Erzeugung von k interessierenden Teilerlebnisse sind hier ,ge-
sondert", allenfalls mitauftreten de assoziierte Erlebnisse formell aus
geschieden. Wahrend wir friher auf Grund des aufgestellten Er-
fahrungspostulates nur die Anschauung der Erzeugung Von k [0 zu
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sagen in ihrer Totalitat) behaupteten, beschreibt janer Denkbereich
Erlebnisse, die as ,einzelne Schritte in der Erzeugung von k"
bezeichnet werden und unter denen sich auch das entscheidende
.1, dann k* vorfindet. Auch diese , Schritte" sind geordnet, ndmlich
durch die Festsetzung, da dann und nur dann, wenn x <y ist,
\x, dann fx) < \y, dann fy) sein soll. Jeder Schritt (mit Ausnahme
des letzten) bestimmt den darauffolgenden. I, dann k" ist der letzte
Schritt; und , 1, dann f 1" der erste.

Dabei kann das,, dann" raumlich oder zeitlichinterpretiert werden;
dies muld aber durchaus nicht geschehen, wie das Denken an Z, oder
Zz unmittelbar lehrt. Bei andern k héngt das eben von der Vervoll-
kommnung unseres AnschauungsVermogens ab.

Die Anschaubarkeit des urspriinglich gegebenen Erzeugungs-
prozesses von k sagt in andern Worten, daB, wenn wir die einzelnen
Schritte durchweg ausfuhren, wir auch zu ,I, dann k" gelangen, d.h.
auch k erzeugen. (Dal} wir se ,in der Reihenfolge ihrer Ordnung"
ausfiihren kénnen, ist davon wesentlich verschieden.)

Von ener Menge, die einer Z,-Menge aquivalent ist, sagen wir
kurz, dal se ,endlich" ist, genauer, da die Elemente der
Menge ,in endlicher Anzahl" vorhanden sind.

Demnach sind vor allem die Zx-Mengen durchweg endlich.

Die ausfuhrliche Behandlung der endlichen Mengen soll Art. 9.,
Kap. VI | folgen.

11. Es kann vorkommen, daf ein (vollstandig beschriebener)
Denkbereich und eine Z,-Menge aquivalent sind. Genauer
ausgesprochen, daR die Erlebnisse, die dem Denkbereiche angehoren,
und die Elemente der Zy-Menge einander umkehrbar eindeutig zu-
geordnet sind. (SD ist das z. B. fir den Denkbereich, dem die ver-
schiedenen Erlebnisse A und B — und nur diese — angehéren, und
die Z,-Menge der Fall, wenn wir annehmen, daR A die 1, B die 2 be-
stimmt und umgekehrt.)

Ist dann x irgend ein Element von Z,, so kann man das dem x
zugeordnete, dem Denkbereich angehdrende Erlebnis mit e, bezeichnen
und ferner die Festsetzung treffen, daf dann und nur dann, wenn
X4y, immer auch ?,+4e gesetzt werde. Die Anschauung lehrt,
dal? durch diese Festsetzung auch die dem Denkbereiche ange-
hérenden Erlebnisse geordnet sind.

Wir wollen nun weiter festsetzen, da3 mit der Vorstellung der 1
und mit der Vorstellung der Erzeugung irgendeines der anderen

K dnig, Mengenlehre. 5
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Elemente von Z, immer auch die Vorstellung des dem Denkbereiche
angehdrenden, zugeordneten Erlebnisses in unser Bewuftsein trete
(wie wenn dieses Erlebnis ein , Teilerlebnis" jener Erzeugung ware)
Die Anschauung lehrt, daR fir die Erlebnisse A und B einerseits,
fur die Elemente von Z, andrerseits dieser Forderung genlgt werden
kann. Ebenso fur Z;oder Z,. Die Behauptung, dass fir irgend
einen Numerator bei entsprechender Vervollkommnung
unseres Ans chauungsvermdgens dieser Forderung genlgt
wird, ist Erfahrungspostulat, as solches eines ,Beweises"
weder fahig, noch bedirftig (dehe Art. 2 d. K.)

Diese ,, mdglichen" Anschauungen beschreiben wir von jetzt ab
s0, da (mit den Numeratoren der Menge Zi) auch die Erlebnisse,
die dem Denkbereiche angehéren, , erzeugt" werden, d. h. dem Schritte
»X, dann fx" entsprechend bei dieser Erzeugung ,e dann e." ge
schieht, und endlich also auch diese Erzeugungin geordneten Schritten
erfolgt.

Nach allen diesen Festsetzungen ist in unserem BewuRtsein
aus jenem der Zy-Menge dquivalenten Denkbereiche die Vorstellung
eines endlichen Denkprozesses entstanden, wie wir eben kurz
sagen wollen, um alles dies nicht bei jeder Gelegenheit wiederholen
zu missen. Diesen Denkprozefl3 als ,endlichen" Denkprozel? zu be-
zeichnen ist eigentlich Uberflussig, da wir uns einen , unendlichen"
DenkprozeR niemals vorzustellen brauchen und seiner (eventuell
in Gestalt eines neuen Erfahrungspostulates) auch gar nicht bediirfen.’
Der endliche DenkprozeR ist offenbar ein Erlebnis, wenn wir eben
jenes AnschauungspoStulat ,angenommen” haben.

12. Ein solcher endlicher DenkprozeR, der fur das lugisuh-matke-
mathische Denken von grundlegender Bedeutung ist, wird insbe-
sondere durch folgende Abmachungen beschrieben:

Eine [G-Eigenschaft im Sinnevon Kap. | | , Art.13) sel beschrieben
durch die Festsetzung, dall 1 die G-Eigenschaf t besitzt, und durch
die Involution, dafl, wenn ein Numerator x die G-Eigenschaft be-
sitzt, auch der Numerator fX die G-Eigenschaft besitzen soll.

In dem der Menge Zx aquivalenten Denkbereiche [I¢] sei nun e;
das Erlebnis, daR 1 die G-Eigenschaft besitzt, und das einem
Numerator fx, wo x4 k ist, zugeordnete Erlebnis &, s folgendes:

! Fiir den Satz von der vollstandigen Induktion scheint dies nach viel-
verbreiteten Ansichten doch vielleicht notwendig oder wenigstens wiinschenswert.
Es wird sieh aber zeigen |s Kap. VI, Art. 10 u. 11), daR auch fir diesen Satz die
oben auseinandergesetzten Grundanschauungen gentgen.
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. Dal x die G-Eigenschaft besitzt, involviert, da auch fx die G-
Eigenschaft besitzt". (Db diese Erlebnisse der Anschauung ent-
stammen oder aber willkirliche Abmachungen sind, ist dabei ganz
gleichgiltig.)*

Wir wollen jetzt einen BildprozeR, den g-Proze, durch folgende
Beschreibung einfuhren: , Fir irgend ein Ding x s gx en Ding,
das f-Bild von rist und die G-Eigenschaft besitzt“. Offenbar beschreibt
man damit einen Denkbereich, dem die Erlebnisse, dal? ,ein Ding
f-Bild von x ist (heif3t)", und daR ,dieses Ding die G-Eigenschaft
besitzt" — und nur diese angehéren. Es ist dann — wieder in freier
Schopfung unseres Geistes — gx das diesem Denkbereiche adjungierte
(durch diesen Denkbereich definierte) neue Ding. Wir kdnnen aber
auch sagen, dal3 gx aus fx ,durch Hinzufliigung der (G-Eigenschaft"
erzeugt wird.

Wir konnen weiter die Synthesis der Anschauungen, wie sie fir
den f-ProzeR in Art. 1 und 2 gegeben wurde, Wort fir Wort auch
an dem g-Proze ausfiihren, und auch der Einfithrung der , Numer a-
toren" (Art. 7) entsprechend jetzt ,die fr-Eigenschaft besitzende
Numeratoren" einfiihren. Die 1 ,ist" jetzt ein Numerator, der die
G-Eigenschaft besitzt; ebenso sind 91, 991 Numeratoren, die die G-
Eigenschaft besitzen und ahnlich. (Genauer, um das , und &hnlich"
nicht zu gebrauchen: gx ist ein fx, das die G-Eigenschaft besitzt.)

Durch den g-Proze in seiner Anwendung auf ,den die G-Eigen-
schaft besitzenden Numerator 1" werden ,die G-Eigenschaft be-
sitzenden Numeratoren" und nur diese eingefiihrt, woflir wir auch
sagen konnen, daR die so definierten Dinge die aus den urspriinglichen
Numeratoren ,durch Hinzufligung der G-Eigenschaft" definierten
(erzeugten) Dinge sind. Der gegebenen Anweisung nach ist es evident,
daB die laut dieser Anweisung erzeugten Dinge , Numeratoren sind,
die die G-Eigenschaft besitzen". Ich setze nun statt diessr Anwei-

' Bei dem geschlossenen f-PruzeB, durch den der Anweisung Art. 1 d. Kap.
entsprechend.der Numerator k erzeugt wird, zeigt die Anschauung, daB, wenn wir
die einzelnen Schritte durchweg ausfiihren |siehe Art. 10 d. Kap.), wir auch
Je erzeugen. Der Beschreibung dea Denkprozesses entsprechend, wird aber jetzt
die Anschauung des Erlebnisses e, mit jenem Schritte verbunden, der die Er-
zeugung von X enthalt. Dies gibt als Teilerlebnisse des Denkprozesses: , 1 besitzt
die G-Eigenschaft", und weiter flr jedes ]x, wo< k ist: ,Mit x besitzt auch
fx die G-Eigenschaft".

Wirde man die G-Eigenschaft des x so interpretieren, daf} die Erzeugung
von x ein ,einzelner Schritt” in der Erzeugung von k ist (d. h. die ,Vorstellung”
deSersten Elementes, oder die Erzeugung von x aus dem unmittelbar vorhergehen-
den Elemente ein solcher Schritt ist), so ware man geradezu zu dem Denkbereiche
[Z] zurickgekehrt.

5*
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sung die folgende: ,Es sollen die urspriinglichen Numeratoren er-
zeugt werden; es soll aber der , 1" die G-Eigenschaft hinzugefiigt
werden, und wenn einem Numerator die G-Eigenschaft hinzugefugt
wurde, dann werde auch dem aus diesem durch den f-Prozel erzeugten
Numerator die G-Eigenschaft hinzugeftigt." Offenbar |und diesist als
Anschauung neu) ist das dieselbe Anweisung. Das einemal wird jeder
ursprungliche Numerator erzeugt und jedem die G-Eigenschaft hin-
zugefligt, das anderemal aber jedem aus der , 1" erzeugten Numer ator,
d. h. wieder jedem Numerator, die G-Eigenschaft hinzugefigt.

Endlich wird nach diesen Anschauungen an dem Denkbereich
[lk] nichts gedndert, wenn wir statt der ,involutorischen" Beschrei-
bung die definitive aber von jener nicht verschiedene setzen, nach
der ,1 die G-Eigenschaft besitzt" und, auch ,wenn x < k ist, fx die
G-Eigenschaft besitzt".

Damit ist folgendes zur Evidenz gebracht:

Das Erlebnis: ,Der Numerator k besitzt die G-Eigenschaft"
ist Teilerlebnis des endlichen Denkprozesses, dal 1 die G-Eigenschaft
besitzt, und mit jedem Numerator x, fir den x < k ist, auch fx die
G-Eigenschaft besitzt.

Esist diesnichts anderes, als der sog. , Satz der vollstandigen
Induktion fur endliche Mengen", der — wie man unmittelbar
sieht — (nach Art. 4) auch folgendermalien in uns gewohnterer Ge-
stalt ausgesprochen werden® und nach unseren Entwicklungen als
allgemein gultiges Anschauungsgesetz bezeichnet werden
kann.

Sobald ,1 besitzt die G-Eigenschaft" und ,mit jedem
Numerator x, fir den x<k ist, besitzt auch fx die G-
Eigenschaft" unabweisbare Tatsachen sind, ist auch ,k
besitzt die G-Eigenschaft" eine unabweisbare Tatsache.

Die Ausfihrungen, die zu dem Satze fuhren, sind nicht gerade
kurz, konnten aber nicht anders gegeben werden, weil es uns darauf
ankam, in dieser Ausfuhrlichkeit zu zeigen, dal nur ,evidente" An-
schauungen aufgezeigt werden und keine ,logische Beweisfihrung"
eintritt. Wenn das Ganze einer solchen doch so sehr &hnlich erscheint,
ist dies nur der Fall, weil wir in ,logische Beweisfiihrungen" meist
auch evidente Anschauungen zu verweben pflegen und andrerseits

! DaB der Satz nur fir endliche Mengen ausgesprochen wird, geschieht,
weil wir uns auf endliche Denkprozesse beschranken. Wollten wir hier den ,allge-
meinen" Satz der vollstandigen Induktion aussprechen, so wére ein neues An-
schauungspostulat notwendig in bezug auf Denkbereiche, die nicht ,endliche
Denkprozesse" sind. Es wird sich spater zeigen, daR das uberflissig ist.
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auch die , logische Deduktion" sich ds eine spezielle Art der An-
schauung erweist.”

! Der Satz der vollstandigen Induktion fiir endliche Mengen ist in der Tat
an synthetisches Urteil, das uns chne Logik evident wird. Soviel ich Wele, ist das
fir den Fall, daf, wie hisr, k ein besimmter durch die Anschauung gegebener
Numerator ist, auch niemals bestritten worden. Auf den heftigen Streit, der flr
den entgprechenden ,, allgemeinen” Satz in den letzten Jahren entbrannte, wird
séter {Kap. V1, Art, 10) zurtickzukommen san.

Mit dem Gesgten dtiinde es prinzipiell nicht in Widerspruch, da3 die be-
treffenden Sétze auch durch logische Deduktion her geleitet worden kénnen. Welche
Herleitung methodisch entsprechender sain sall, ist bis zu einem gewissn Grade
Gexthmacksache Man kann die unmittelbare Anschauung bevorzugen, weil se
ja doch , Uberzeugender” wirkt, man kann aber auch die logische Deduktion fir
methodisch richtiger ansehen, well dann der irreduziblen Elemente unsres wissn-
schaftlichen Denkens ,weniger” sind. Kenedfalls kann jedoch die Herleitung
des Satzes da vollséndigen Induktion, wie ee Zormelo |Sur les ensmbles
finiset le principe de I'induction complée, ActaMath. Bd. 32, S. 185) angegeben
hat, trotz ihrer genialen Grundidee as prinzipiell geniigend angenommen werden,
Se benutzt offenbar neben der Dedekindachen Grundidee der kleingten Kette
die ,deduetio ad absurdum". (Die ,kleinste Kette" M, wére dann kene kleinste
Kette, a, a. 0., Art. 3). Dasis aber nur dann gestattet, wenn wir uns von der
Widerspruchdosgkst dea zugrunde gdegten Fessetzungen Uberzeugt haben,
o wieHilbert diesin senen ,,Grundlagen da Geometrie€' durch Berufung auf
die als widergpruchdos vorausgesstzte Arithmetik tut und in der Geometrie auch
mit gutem Grunde tun kann. Hier wére Ahnliches auch fiir endliche Mengen nur
0 moglich, dal? fir jedes bestimmte k Berufung auf eine bestimmte, dem Z
aquivalente Menge tattfindet. Diese Anschauung liefert aber schon unmittelbar
den Satz sdbg, und der Beweis gabe nichts Neues hdchgtens eine sehr bemerkens:
werte, aber unnatirliche Umsdlung in der Rehenfolge unserer Anschauungen.
Fur nicht-endliche Mengen kann nur die ,Anschauung’ da De dekindschen
kleingten K ette Abhilfe schaffen, die aber denSatz schon unmittelbar johnededuetio
ad absurdum) ergibt jauch bei Dedekind). Die Aufstellung und Lésung dieses
Problems der Widerspruchdosigkeit — auch fir das Gebiet der reinen Lo-
gikselbst — gibt mir en Recht, in gutem Glauben von ener neuen Grundlegung
unseres logischen und mathematischen Denkens zu sprechen. Dabel stellt sch aber
die Tatsache heraus dal? die vollsandige I nduktion fir endliche Mengen vor der
logischen Deduktion in unserem Besitzstand eingetr eten sein mul3; die Wider spruchs
losgkeit der reinen Logik kann eben nur s as unabweisbare Tatsache erschaut
werden, wenn die vallsténdige I nduktion fiir endliche Mengen schon als unabweis-
bare Tatsache erkannt und festgesdtzt ist.



Viertes Kapitel.
Die logischen Grundbegriffe und ihre Formalisierung.

Vorbemerkung.

1. Es ist eins unabweisbare Tatsache, da ein bestimmtes
Erlebnis, dessen Name A sei, und ein bestimmtes Erlebnis, dessen
Name B sei, miteinander verknupft werden konnen. Ebenso ist
es eine unabweisbare Tatsache, daR diese Verkniipfungen in ver-
schiedenen Weisen festgesetzt werden kénnen. Esistz.B.,Anom.B",
und auch ,,Bnom. A" eine solche Verknipfung, und ,A nom. R" ver-
schieden von ,B nom. A“.

Neben vielen anderen Verknupfungen, die wir an unseren Denk-
vorgangen beobachten, l&auft fortwéahrend eine bestimmte Ver-
knupfung, die in dem sprachlichen Ausdruck unserer Gedanken
zutage tritt. In dieser kobnnen wohl verschiedene Namen die' Vor-
stellung desselben Erlebnisses erzeugen, aber verschiedene Vor-
stellungen oder Erlebnisse dirfen nie an denselben Namen erinnern.
Nur wenn diese Festsetzungen eingehalten werden, ist die Sprache
unzweideutig, genau, d. h. fahig, unsere Gedanken abzubilden,
auszudriicken. Die in der Sprache benutzten Namen sind in erster
Reihe artikulierte Laute, die Sprache selbst eine Lautsprache; erst
wenn wir Gesichts eindriicke as Zeichen dieser Laute benutzen,
entsteht die Schriftsprache, die sodann in ihrer Vervollkommnung
als (wissenschaftliche) Zeichensprache den methodischen Anfor-
derungen des Denkens genligt.

Es wird fortwahrend Gegenstand unserer peinlichsten Sorgfalt
sein missen, dal auch beim Anwachsen des Materials an Tatsachen,
die benutzte Sprache diesen Anforderungen genuge.

Isoiogie.

2. Neben den Nominationen ist bisher inshesondere von einer
Art der Verknlipfung die Rede gewesen, die fir das logische Denken
geradezu fundamental ist. Es handelt sich um die Erlebnisse, die
wir in den folgenden (sprachlichen) Sétzen ausdriicken:
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.Das Erlebnis A ist verschieden von dem Erlebnisse B."

.Das Erlebnis A ist nicht verschieden von dem Erlebnisse B."*
Jeder der beiden angefiihrten sprachlichen Satze hat fir mich einen
bestimmten Sinn, den ich denken kann, und ist demgemaR der
sprachliche Name enes bestimmten Erlebnisses, das als solches
noch ,diesseits von wahr oder falsch" liegt, Ob die in dem Erleb-
nisse gedachte Tatsache unabweisbar oder vielleicht unannehmbar
ist, daran denke ich jetzt gar nicht. Dia angefiihrten Erlebnisse
— und das ist fir den Augenblick das Wesentliche — verknupfen
in bestimmter Weise das Erlebnis A und das Erlebnis B. Um fur
diese bestimmte Verkniipfung einen bestimmten Namen zu erhalten,
sagen wir: ,Sie verknipfen durch die Anschauungsbegriffe ver-
schieden bzw. nicht-verschieden."

Wir erleben diese bestimmten Verknipfungen, und
jene Satze sind nichts anderes als Namen fur das Er-
lebnis der betreffenden Verknipfung. Dabei kann es aber
allerdings noch vorkommen, dal} wir uns das genannte Erlebnis
gar nicht ,vorstellen" konnen. Anders steht es aber mit den in den
folgenden Satzen genannten Erlebnissen:

a) Das Erlebnis A ist nicht verschieden von dem Erlebnisse A.

) Das Erlebnis: ,Das Erlebnis A ist nicht verschieden von
dem Erlebnisse B* ist nicht verschieden von dem Erlebnisse: , Das
Erlebnis B ist nicht verschieden von dem Erlebnisse A.“

Was wir uns bei diesen Satzen vorstellen, sind unabweisbare
Tatsachen, die vor und nach allem Gribeln gleich unabweishar
sind. Auch wenn A und B Namen verschiedener Erlebnisse sind,
das in B) beschriebene Erlebnis also gar nicht vorgestellt (erlebt)
werden kann, ist das, was wir in beiden Fallen fordern und als , un-
moglich" verwerfen, doch , nicht verschieden".

W ir wollen nun den sprachlichen Ausdruck unserer Sétze kurzen;
statt ,Erlebnis A* kurz A sagen, statt ,ist nicht verschieden von"
die Silbe id. (idem) schreiben. Dann wirde aus o) und [3) jetzt:

dil. 4; (a)
@Biu.Bid.A.

Da zeigen sich aber in \R) eine ganze Keine von Ubelstanden. Vor
allem, wie ahnlich bei mathematischen Symbolen, ist die Sprache,

! Die Ausdrucksweise ,Das Erlebnis A" usw. ist in Kap. |, Art. 5 fest-
gelegt worden. Die zur Verwendung gelangenden Namen mussen, wie soeben
ausgefiihrt wurde, eine genaue Sprechweise ermdglichen. Dabei mag — um
MiRverstandnissen vorzubeugen — nochmals betont werden, da A und B auch
Namen desselben Erlebnisses sein kénnen.
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weil das Zeichen fur ,ist nicht verschieden von“ auch in den ver-
knlpften Erlebnissen vorkommt, ungenau geworden. Wie dem
Parenthesen abhelfen, braucht wohl bei diesen ohnehin schon lang-
gezogenen Betrachtungen nicht besonders auseinandergesetzt zu
werden. Wir schreiben also statt \Q);

\A id. B) id. \B id. A). [3")

Aber auch das wéare ungenau; wir kdénnten ja lesen, miissen es sogar,
daR,.Aid.B" nicht verschieden von ,-Bid.A" ist. Das wére aber offen-
bar eine unannehmbare Tatsache, denn die Namen ,A id. B“ und
. Bid. A" sind verschieden. DaB es sich um die Erlebnisse handelt,
deren Namen i und B sind, muf3 in den Namen id. hineingelegt
werden, und dann ist die Verknipfung eine ander e geworden. Statt
st nicht verschieden von" wére zu setzen: ,ist der Name enes
Erlebnisses, das nicht verschieden ist von dem Erlebnisse, dessen
Name . . .“

Um nicht in ermidende und uUberflissige Wiederholungen zu
verfallen, soll aber sogleich an den hier fixierten Anschauungen
eine weitere Anderung vorgenommen werden, die Ubrigens, wenn
wir uns nicht erst von den Fesseln mancher Traditionen befreien
miften, von Anfang an einen naturgemaflen Ausgangspunkt gegeben
hatte. Weder wollen noch koénnen wir hier eigentlich von der ab-
soluten Nicht Verschiedenheit, von der ,ldentitat" ausgehen, deren
Abstraktion keinesfalls durch unmittelbare Anschauung geboten wird.
Die Erlebnisse, die wir betrachten, geben eigentlich nur die Eigen-
schaft: ,1n bestimmten, ein fur allemal festgesetzten Beziehungen
nicht verschieden sein. In den meisten Ausdricken, wie z. B. wenn
ich von ,derselben Ansicht", ,demselben Buche" u. dgl. spreche, ist
dies der Fall. Und erst dann gelange ich zu dem abstrakten Begriffe
der Identitéat, wenn ich unter jenen bestimmten Beziehungen ,jede"
Beziehung verstehen will. Und dabei ist es sogar sehr fraglich, ob
und wann dies Uberhaupt angeht. Wir werden aber auch diesen
dunklen ,philosophischen Fall" einschlieBen, wenn wir statt der
Identitat nur von einer |sologie sprechen, und Dinge als isolog
bezeichnen, wenn sie in bestimmten, ein fir allemal
festgesetzten Beziehungen nicht verschieden sind.

Wir haben es statt mit o) und R3) jetzt mit den folgenden un-
abweisbaren Tatsachen zu tun:

a) Das Erlebnis A ist isolog dem Erlebnis A.

b) Das Erlebnis ,Das Erlebnis A ist isolog dem Erlebnisse B“
ist isolog dem Erlebnisse ,Das Erlebnis B ist isolog dem Erleb-
nisse A“.
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Wenn endlich = as Zeichen der Isologie eingefiihrt wird,
und auch fir die ,Namen" A und B Zeichen wie x und y gesetzt
werden, erhélt man statt a) und b)

T=x, (la)
[z=y]=[y=z] [1b)

Eine letzte Erweiterung entspricht endlich der Mdéglichkeit,
[lal? x oder y Zeichen von Dingen sind, die keine Erlebnisse
sind. In diesem Falle soll x=y ein Zeichen dafir sein, da? die
Erzeugungen der mit x und y bezeichneten Dinge in jenen be-
stimmten, ein flr allemal festgesetzten Beziehungen nicht verschieden
sind. Die Dinge, mit denen wir es in der synthetischen Logik zu
tun haben, sind Erlebnisse oder als aus Erlebnissen erzcugt gedacht.
DemgemaR kénnen wir ein fur allemal festsetzen, dal? wo es sich
in der reinen Logik um Dinge handelt, die nicht Er-
lebnisse sind, immer fur das Ding das Erlebnis der Er-
zeugung jenes Dinges zu setzen ist.

Die Zeichenaggregate |la) und |Ib) sollen, und zwar
nur als solche, die logischen Grundformen (la) und (Ib)
genannt werden. Wie sie gelesen und interpretiert werden, ist
klar. Setzt man statt der Zeichen die entsprechenden Namen, SO
liest man (sprachliche) Sétze, die logischen Grundséatze (I'a) und
(I'b); die durch diese Sétze in uns erzeugten Erlebnisse sind die
logischen Grundgesetze [I"a) und |I"Db).

Was hier geschehen, kann, wenn es auch hier etwas verfriht
ist, mit Husserl as Formalisierung des Begriffes ,,nicht
verschieden" bezeichnet werden®; wir werden von nun ab —
wenigstens vorlaufig— nur die logischen Grundformen |la) und |Ib),
nicht aber die entsprechenden Sitze und Gesetze behandeln, und
dadurch eine Methode gewinnen, die den vollen Anschauungs-
begriff eliminiert und nur die eben in die Formen gelegts Bedeutung
benutzt.? | ch umgehegeflissentlich den Ausdruck, Axioinatisierung”,

! Der logische Grundsatz [I'a) ist sin ,Name" deS logischen Grundgesetzes
(1"a); und x =x, die logisohe Grundform |la) ein Name dieses Namens, ein
Zeiohen. So weit scheint die Behauptung des Textes, daf eine , Furmaliaierung”
stattgefunden, durchaus nicht gerechtfertigt. Bei |la) und |I'a) denken wir uns
hier noch dasselbe. Die Formalisierung wird hier eigentlich nur vorbereitet.
Durchgefiihrt wird sie erst im néchsten Kapitel, wenn an diesem Zeichen gewisse
Anschauungen konstatiert werden, und durch geeignete MaBnahmen die in diesen
Anschauungen enthaltenen Eigenschaften dieser Zeichen, und nur diese, zum
Gegenstande der Betrachtung gemacht werden.

Dieselbe Bemerkung bezieht sich auch auf die Formalisierung der ubrigen
Grundbegriffe.

2 Unsere Festsetzung sagt aber durchaus nicht, daB wir der Isologie niemals
andere Eigenschaften beilegen, als die durch die Formen [la) und |Ib) oder die
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denn der volle Anschauungsbegriff kann nicht durch Axiomatisierung
erschopft werden; wohl kénnte man aber von formellen Axiomen
fur das Zeichen = sprechen, was aber auch verfriht ware, da esja
hier noch keinen Sinn hétte, von Richtigkeit, Wahrheit u. dgl. zu
sprechen.

Ein anderer Punkt muR3 aber noch stark betont werden. Jene
unabweisbaren Tatsachen, deren Formalisierung in [la) und |Ib)
vorgenommen wurde, waren so beschaffen, dal A und B Namen
ganz beliebiger Erlebnisse sein konnten. Dementsprechend kénnen
x und y Zeichen irgend welcher Namen sein. Es sind — wie wir
das kurz andeuten wollen — x und y Stellnzeichen, Stellen-
halter fir bestimmte [Ding-)Zeichen.

Loglsche Konjunktion und Disjunktion.

3. Den Bedirfnissen entsprechend, die bei der Beschreibung
unserer Denkvorgéange sich geltend machen, geschieht die Forma-
lisierung der Anschauungsbegriffe ,und" und ,oder" in ganz anderer
Weise as fir den Anschauungsbegriff ,nicht verschieden". Es
steht dies damit in engster Beziehung, dall ,A und B“, sowie ,A
oder B" keine sprachlichen Satze sind, d. h. Uberhaupt nicht die
Vorstellung des Erlebnisses einer Verknipfung erzeugen. Das Er-
lebnis oder Ding ,A und B” ist verschieden von dem Erlebnisse:
oA ist in der durch das Wort ,und" bestimmten Weise verknipft
mit B". Soll ich mir ,A und B* vorstellen, SD muB ich offenbar
das andere Erlebnis mir schon vorgestellt haben. Auch das ist eine
der Anschauung entnommene Verknipfung verschiedener Erlebnisse,
die aber jetzt nicht naher untersucht werden soll. Im ubrigen ist
die Formalisierung dieser logischen Grund begriffe so einfach, dal
die entstehenden logischen Formen unmittelbar hingeschrieben
werden kénnen, wenn wir nur noch die Zeichen festsetzen, die dabei
gebraucht werden sollen.

entsprechenden Grundgesetze ausgedriickten. Dies kann geschehen, und geschieht
auch, aber nicht durch ene in unseren Ausdruck hineingelegte , selbstverstand-
liche" Bedeutung, sondern durch neue Formen, und diesen entsprechend in
unser Bewuftsein aufgenommene neue Gesetze. |So z. B. noch in diesem Kapitel
mit Hilfe der in Art. 8 ausgefihrten Betrachtungen).

Man bemerke noch, daR die Isologie nicht die einzige Relation ist, die
Formen wie |la) und |Ib) ergibt. Daswird z. B. noch in diesem Kapitel |Art. 7)
fur die ,Aquipollenz" der Fall sein. SD kann z. B bei Zahlen vonihrer , Gleich-
heit" oder auch von ihrer ,,Kongruenz mod. p" die Rede sein.

Wo das der Fall ist, kbnnen wir von verschiedenen , Arten" der Isologis
sprechen, was aber auch darauf hinauskommt, da wir den verschiedenen Re-
lationen auch verschiedene Namen beilegen.
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Es sei das dem ,und" entsprechende Zeichen: X (logischmal),
das dem ,oder" entsprechende: J (logisch plus). Die Namen von
x und JF seien ,Zeichen der Konjunktion bzw. Disjunktion".

Aus den einfachsten Tatsachen, die sich beim Gebrauch der
Worte ,und" und ,oder" ergeben, gelangen wir zu den logischen

Formen:
[zF¥]=[y+4] (Ila)
EFlwFal=[lcFyF4 (I1b)
[z % ¥1 = [y % 2] lle)
[zX ¥ X2 =[lzX ) X 2] I1d)
llzF N Xz]=[lz X 2) T jy X 2] (Ile)

Diesen logischen Formen entsprechen wieder logische Grundsétze
und logische Grundgesetze; und die letzteren sind Erlebnisse, die
unabweisbare Tatsachen sind. So wird — ein Beispiel geniigt wohl —
aus (lle), wenn A, B, C Namen bestimmter Dinge sind:

»A oder B* und C ist nicht verschieden von: , A und C* oder
.Bund C".

Auch hier geben die durch Formalisierung entstandenen Zeichen
F und X weniger ds die Anschauungsbegriffe ,und" und , oder".*

Die merkwiirdige, wenn auch nur &uRerliche Ahnlichkeit mit
dem kommutativen, assoziativen und distributiven Gesetzen der
Zahlen fihrt dazu, die den Zeichen + und X nachgebildeten Zeichen
J- und X zu benutzen. Wenigstens im Drucke wére es aber nicht
angezeigt, geradezu nur jene zu gebrauchen: weil es auch notwendig
sein wird, beide zugleich zu verwenden. Dabei ist es aber unumgang-
lich, fir ,und" das Multiplikations-, fir ,oder" das Additionszeichen

Y J1le) wird als distributives Gesetz bezeichnet.
Es muf noch besonders darauf hingewiesen werden, dal die dem sog.
szweiten distributiven Gesetze" entsprechende Form

s Xy Fa=IzF2) X1y T2 \F)
nicht unter jene logischen Formen aufgenommen ist. Offenbar wird die Auf-
nahme oder Nicht-Aufnahme einer Form mit einem leventuell schwankenden)
Sprachgebrauche zusammenhangen. Auch in diesem Falle. ,AoderiB“ hatin der
Tat im gewohnlichen Leben zwei verschiedene Bedeutungen. M an ver steht darunter
manchmal: , Entweder nur A oder nur B“, in anderen Fallen aber: ,Entweder
nur A oder nur B oder auch A und 2?'. Dieser Unterschied kommt bei den
Formen |lIla—e) nicht zur Geltung, wohl aber bei der jetzt hingeschriebenen
Form, die bei der ersten Fixierung des Sinnes von ,oder" durchaus keiner un-
abweisbaren Tatsache entspricht. |Siehe die FuBnote zu Art. 16, Kap. V.) Bei der
Formalsierung gehen auch hier gewisse Eigenschaften der Ansuhauungsbegriffe
verloren. Zwischen den zweifelhaften Fallen das Sprachgebrauchs wird aber
nicht entschieden; se werden — wie wir sehen werden — vom Gebrauchs
ausgeschlossen.
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zu verwenden, wenn wir die Analogie aufrechterhalten wollen; weil
eben die in der letzten FuBRnote erwahnte Form (F) nicht vor-
handen ist. (Im sog. Klassen- und Aussage-Kalkil steht die Sache,
wegen des Auftretens der Form (F), anders.)

4. Es sei nochmals auf die logische Form |1 | ¢) zurlckgegriffen.
Ihre Interpretation kann an einem einfachen Beispiel erlautert
werden. ,Ich traf Peter und Paul" ist der Bedeutung nach nicht
verschieden von , Ich traf Paul und Peter". Es ist wenigstens klar,
dall wir von den beiden Redewendungen in den meisten Fallen
ohne Bedenken die eine ebenso gut wie die andere gebrauchen
werden. Wollte ich aber in der Verknipfung ,Peter und Paul”
zwischen Peter und Paul einen Unterschied machen, so wirde ich
eine andere Redewendung gebrauchen. Z. B. wenn ich auf die Frage:
. Trafst du Peter?" so antworte: ,lch traf nicht blol3 Peter, sondern
auch Paul". Diese Gleichberechtigung von ,Peter* und ,Paul”
in der Verknupfung ,Peter und Paul" wird in das Zeichen X erst
durch (11 c) hineingelegt.

Wie nun, wenn es sich um das Zeichen x X x bzw. um das Er-
lebnis ,A und A handelt? Ich darf dann, wenn ich nicht von der
in ,und" erkannten Anschauung abweichen soll, durchaus nicht
»A und nochmals A“ denken. Denn ,nochmals A", das wiederholte
Erlebnis A waére ja schon verschieden von dem einfachen ,A".
»lch denke A und A" ist nicht verschieden von , Ich denke A und
ich denke A“; esist eben, wenn der Begriff der Stellung und Wieder-
holung eliminiert wird, nicht verschieden von , I ch denke A". Das soll
keine ,Begrundung" sein und ist auch keine. Es ist nur eine Be-
schreibung des Tatbestandes, wie wir uns ,A und A" denken oder
noch genauer, wie wir uns ,A und A" denken wollen.

Dieselbe Beschreibung konnte beinahe von Wort zu Wort fir
die Vorstellung ,,A oder A" wiederholt werden.

Diesen Tatsachen entsprechend bilden wir noch die logischen

Formen:
a% ] = e 11)

[lrg)il'-a:]éz

Die entsprechenden logischen Grundgesetze sind dann jene Er-
lebnisse, die wir in der vorhergehenden Beschreibung der An-
schauung von ,und" und ,oder" fir den Sprachgebrauch fixiert
haben.

In diesen Formen hat offenbar die Analogie Von ¥ und X
mit + und X aufgehort.
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Implikation.

5. Der Verknupfungsbegriff, der bei den Denkvorgéngen des
Folgerns und SchlieBens in die Anschauung tritt, wird wohl am
schérfsten durch dasBindewort ,also" charakterisiert. , A, aso B".
Dder in grammatikalisch vollstandiger Satzform: ,A hat B zur
Folge". Man nennt A die Hypothese, B die These. Ich fihre
pinige Beispiele an:

,Die Schwalben kommen, aso wird es Frihling." — , A gilt,
und wenn A gilt, gilt auch B; also gilt B" ,Alle Menschen sind
sterblich, also ist auch Sokrates sterblich." — ,Aus A folgt B, und

aus B folgt C; also folgt aus A auch C."

Wie man sieht, sind das der Schullogik nach sehr verschiedene
Aussagen. Die Beispiele reprasentieren der Reihe nach das hypo-
thetische Urteil, den hypothetischen Schluf, den kategorischen und
den hypothetischen Syllogismus.

Den Inhalt von ,also" betreffend, wird es nicht uberflussig
sein, zu bemerken, da ,,A, aso B* nichts mit der Frage zu tun
hat, ob A, bzw. B unabweisbare Tatsachen sind. Dies ist nur Name
des folgenden Erlebnisses’: Die Annahme, daB A eine unab-
weisbare Tatsache ist, zwingt mich zu der weiteren An-
nahme, dal B auch ein unabweisbares Erlebnis ist. |Man
vergleicht dazu am besten vielleicht das scholastische Schulbeispiel:
,Baculus in angulo, ergo pluit".)

Auch hier soll in logischen Formen die Formalisierung des Ver-
knupfungsbegriff es ,also" geschehen. Als Zeichen wéhlen wir C,
das wir Zeichen der Implikation nennen wollen. Wie bei der
Isologie, wird auch hier x Cy das Erlebnis der Verknlpfung selbst
darstellen.

Die folgenden logischen Grundformen sind wohl kaum der Er-
lauterung bedirftig:

TLE [IT1a)
[z % y]es; [2Xy]cy [IT1b)
ztfz+y]; yiz+y] 1o

(,Die Kugel ist rot, und der Wirfel schwarz; asoist die HUgel rot. —
Die Kugel ist rot; aso ist die Kugel rot oder der Wiirfel schwarz.".)
Wir haben weiter die logische Grundform:

[zX (zty)]cy (Ild)

! Dabei ist die Annahme, daR A eine unabweisbare Tatsache ist, genau
im Sinnevon Kap. | I 1, Art. 4 zu verstehen.
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die geradenzu den logischen ,SchluR", das hypothetische Urteil
formalisiert. Aus dieser lesen wir unmittelbar folgenden logischen
Grundsatz (bzw. folgendes logische Grundgesetz) ab: ,Es seien
x und y Eigennamen irgendwelcher Erlebnisse. Sobald x eine un-
abweisbare Tatsache, und mit x auch y eine unabweisbare Tatsache
ist, sind wir gezwungen, auch y as unabweisbare Tatsache anzu-
erkennen".

Wir haben weiter die (syllogisbischen) logischen Grundformen:

Mzecy) X lyea)]c[zcz] [I11e)
[zcy) X zcu)] Iz X 2) (ly X w)] [111f)
[lzcy) X fzcu)]tflz ¥ 2) cfy F )] (11g)

Hier erhalten wir z. B. aus (|1 | e) geradezu den hypothetischen Syllo-
gismus: ,Wenn mit x auch y, und mit y auch z unabweisbare Tat-
sache ist, so ist mit x auch z eine unabweisbare Tatsache". Die
|[111f) und (I11g) entsprechenden Grundsétze lauten, wenn X, y, z
und u wieder als Eigennamen beliebiger Erlebnisse aufgefalit werden:
~Wenn x das y und z das u zur Folge hat, so hat auch x und z das
y und u zur Folge." Ferner: ,Wenn x das y und z das u zur Folge
hat, so hat x oder z das y oder u zur Folge."

Diese beiden Formen des syllogistischen Denkens werden merk-
wirdigerweise in der Schullogik nirgends hervorgehoben. Sie werden,
wie das unvermeidlich ist, as ,selbstverstandlich" benutzt, aber
nicht als unmittelbar der Anschauung entnommen hingestellt, wie
dies z. B. fir den Syllogismus geschieht. Dal} sie mit diesem gleich-
wertig sind und von diesem unabhangige, irreduzible Bestandteile
unseres Denkinhaltes sind, hat erst die ,Algebra der Logik" auf-
gedeckt.!

Dieselbe Bemerkung bezieht sich auf die beiden weiteren
logischen Formen, die der Anschauung von durch ,und" und , also"
verknipften Erlebnissen entstammen. Es sind dies

[z tlyc2)] c[(z X 4) ¢a] [ h)
[lzX ¥ calc[zcgca)l (117)

1S u. a das in jeder Beziehung empfehlenswerte schéne Buch von
L. Couturat (L'algebre de la logique, Paris 1905). Dabei mochte ich aber
schon hier bemerken, dal ich die Theorie dea Verkniupfungsbegriffs ,also", wie
se auch bei Couturat im Anschlusse an Boole und Schréder entwickelt
wird, obwohl se formal véllig einwandsfrei ist, nicht annehmen kann. Sie Bignet
sich nichb fur den hier verfolgten Zweok einer genauen Beschreibung unserer
Denkvorgange. Wie dies spater ausfuhrlicher auseinandergesetzt wird, liegt
dies daran, daB das ,Wahr der Algebra der Logik nicht ,wahr in einem be
stimmten Denkbereich", sondern ,absolut wahr" bedeuten soll.
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Die entsprechenden logischen Grundgesetze, die man als Ge-
setze deS Transferierens bezeichnet, lauten®: x hat zur Folge,
dal y das z zur Folge hat; also hat ,x und y" das z zur Folge. Und
dessen ,Umkehrung". ,x und y* hat das z zur Folge; also hat x
zur Folge, dall y das z zur Folge hat.

Da volle Anschauung nur dann vorhanden ist, wenn an die Stelle
der ErlebniBnamen x, y, z die tatsachlichen (sprachlichen) Namen
wirklicher Erlebnisse gesetzt werden, mag auch ein solches , Beispiel”
angefuihrt werden.

X bedeute: , In diessr Urneist jede Kugel rot und jeder Wirfel
schwarz."

y bedeute: ,Diese Kugel befindet sich in diesser Urne."

z bedeute: ,Diese Kugel ist rot."

Endlich ist noch
[ = y]c[zcy] wmd [z3 y]c[yca] 11 )

unter die logischen Grundformen aufzunehmen.

sie besagat, dal3, wenn x und 1( (in bestimmter Beziehung nicht
verschieden, das heift) isolog sind, mit x immer auch y und um-
gekehrt mit y immer auch x als unabweisbare Tatsache anzunehmen
ist. Dies ist evident, wenn ,isolog" einfach ,nicht verschieden"
bedeutet. In jedem andern Falle beschrankt diesess Grundgesetz
die Anwendung des Ausdrucks ,isolog" oder des Ausdrucks ,folgt".
Wenn wir Dinge als in bestimmter Beziehung nicht verschieden be-
trachten, so sehn wir eben von gewissen Eigenschaften ab, und es
kann, wenn dies geschieht, ,x, also y* seine Evidenz verlieren. In
solchen Fallen wird es unstatthaft scheinen, von Isologie zu sprechen,
und wir kénnen Ubereinkommen, dann Uberhaupt nicht mehr von
Isologie zu sprechen, sondern fur die Relation zwischen x und y einen
andern Namen und ein anderes Zeichen zu gebrauchen. Ebenso kénnen
wir aber auch den Sinn, Namen und Zeichen der Implikation &ndern,
indem wir fur die so erhaltenB Relation zwischen x und y eben an-
nehmen, daR dieser gemaR nicht ,x, also y* gilt; sondern statt dessen,
da es ein mit x isologes Ding gibt (eben y), aus dem y ,folgt".

Beide Annahmen sind statthaft; se fihren aber Gber den Denk-
bereich der reinen Logik hinaus und sollen jetzt nicht weiter verfolgt
werden. Offenbar genligt es hier, festzusetzen, daf, wenn wir von
Uberhaupt nicht verschiedenen Dingen zu in bestimmter Beziehung

! Man kann und darf diese logischen Formen nicht mit dem hypothetischen
Syllogismus verwechseln. Offenbar folgt hier aus x durchaus nicht y.
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nicht verschiedenen Dingen Ubergehen, diese Beziehungen solche sind,
dall die Evidenz des ,Folgerns" nicht verloren geht. Wara dies
auch niemals der Fall, so bliebe fir unsere Betrachtungen noch
immer der Fall erhalten, wo ,isolog" eben ,nicht verschieden"
bedeutet.

6. Sobald der Vor knipfungsbegriff ,also", so wie es eben ge
schehen, as ,Implikation" in den logischen Grundformen (111 a—j)
formalisiert ist, und wir es eben in der Folge nur mit diesen zu tun
haben, ist die den entsprechenden logischen Grundgesetzen anhaftende
erkenntnistheoretische Anschauung, auch wenn sie ,richtig" ist, eli-
miniert; es werden nur jene Elemente dieser Anschauung benutzt,
die in den Grundformen zum Ausdruck gelangen. Dal} aber dieses
wirklich angeschaute Bild unsres logischen Denkens durchweg ein
genaues ist, d.h. daB die aus diesen Formen erzeugten (,transzen-
denten") Denkgesetze sich mit dem decken, was wir a3 der
Schullogik wissen, ist wohl nicht notwendig, aber ,zweckmaRig".
Unspre ganzen Betrachtungen sind doch darauf gerichtet, unser
»logisches" Denken zu beschreiben, und verléren jeden ,Nutzen",
sobald zwischen beiden irgend welche Abweichungen sich zeigen
wirden!

Dies wird besonders erwéhnt, weil eine oberfl&chliche Vergleichung
leicht zu dem Irrtume fuhrt, daR solche Abweichungen vorkommen
konnen. Ich setze diese Félle in einigen Zeilen weiter auseinander;
um so mehr, ds die ,Interpretation” dieser Falle auch an sich von
Wichtigkeit ist. Wir haben festgesetzt, daR, sobald es sich nicht um
Erlebnisse, sondern um ,erzeugte" Dinge handelt, fir die Dinge
immer die Erzeugung der Dinge zu setzen ist. So wird, wenn x und
y Zeichen erzeugter Dinge sind, die Interpretation von x C [x ¥+ V]
ergeben: ,Wenn das Erlebnis der Erzeugung von x unabweisbare
Tatsache ist, wird auch das Erlebnis der Erzeugung von x oder das
Erlebnis der Erzeugung von y unabweisbare Tatsache sein". Wir
wirden nicht so interpretieren, wie es festgesetzt ist, wenn wir statt
dessen folgenden Satz bzw. folgendes Gesetz feststellen wollten:
»Wenn das Erlebnis der Erzeugung von x unabweisbare Tatsache
ist, wird auch das Erlebnis der Erzeugung von ,x oder y' eine unab-
weishare Tatsache". Das ware unserem Denken unertréglich, d.h.
.falsch"; aber auch nicht die festgesetzte Interpretation.

Man uberzeugt sich leicht, dal3 auch in diesen ,komplizierteren",
d. h. weniger gewohnten Fallen die Interpretation der Formen
(Il'la—j) von unserem logischen Denken als richtig anerkannt® Sitze
liefert.
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Aquipollenz.

7. Die Verknupfung: ,A, aso B" und , B, aso A" ist offenbar
nichts Urspringliches, sondern durch die Verkniupfung von Erleb-
nissen entstanden, die selbst Verknupfungen sind. Wir werden also
in diesem Falle gewi3 zu keinem neuen logischen Grundbegriffe ge-
fuhrt. Wenn wir in diesem Falle die Verknipfung von A und B
trotzdem dureh ein neues Zeichen, dasZeichen der Aquipollenz aus-
dricken, und entsprechend

Ty

schreiben, so ware es prinzipiell am richtigsten, festzustellen, daR
damit nur eine Abbreviatur gemeint ist, und wo wir xm= y sehen,
dafir immer \x € y) ¥ \y C x) zu setzen (eigentlich zu sehen) sei.
Da aber damit gesagt ist, dal} die diesen Zeichen entsprechenden
Namen dasselbe Erlebnis bedeuten, konnen wir diese Festsetzung
selbst in der logischen Form

[z=y] =[[zty) X [yc2)] [1v)
formalisieren, und diese geradezu als , Definition" der Aquipollenz
bezeichnen.

Die Einfiihrung der Aquipollenz ist demnach prinzipiell ganz
Uberflissig; se 1aBt aber flr viele logische Denkvorgénge eine um
soviel kirzere und doch ebenso klare Beschreibung zu, dal3 es schade
ware, auf diesss Mittel der Darstellung zu verzichten.

oie Formalisierung des Wahrheltsbegrlffes.

8. Die Klippe des erkenntnistheoretischen Wahrheitsbegriffs zu
umschiffen ist die schwierigste, aber auch fruchtbarste Aufgabe in
der Formalisierung der logischen Grundbegriffe.

Um von ganz bestimmten Anschauungen auszugehen, sei A ein
unabweisbares, B ein unannehmbares Erlebnis. Wir wollen nun
eine Tafel mit ener n-Holumne und einer o'-Holumne bilden und A
nur in die D-Kolumne, B nur in die o'-Kolumne aufnehmen |Ich kann
und will den Gesichts ein druck dieser Tafel erzeugen).

L
b o’
A B

Die Anschauung dieser Tafel erzeugt in mir die Vorstellung ge-
wisser unabweisbarer Tatsachen:

Konig, Mengenlehre 6
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A steht in der o-Kolumne,

iffs und ihre Formaliaierung.

B steht in der o'-Kolumne.

Und ebenso die Vorstellung der unannehmbaren Tatsachen:

A stBht in der o'-Kolumne,

B steht in der D-Kolumne.

Fir diese Erlebnisse fihren wir als kurze, unmittelbar verstandliche

Zeichen die folgenden ein:
4—0o,
A—0n',

B—1y
B—yp,

Wir erweitern unsere Tafel durch Aufnahme dieser neuen un-
abweisbaren bzw. unannehmbaren Tatsachen:

II.

b
A
A—b
B—r

und wiederholen dies, was wohl
schehen kann:

v

B
A—p
B—b

ohne nochmalige Erlauterung ge-

III.
— _1__ "
- = -
A—b A0
B—v B—vp
(d—b)—b |[A—b)—n
[B—u)— ||B—b)—b
[4—0)—0" | |[d—1)—p
|B—b)—b" | [B—1b")——b"

Wir konnten nun ebensogut

eine Tafel 1V konstruieren, und

die dabei hinzugekommenen Aussagen waren auch neu; denn se

beziehen sich auf der Tafel |||

entnommene neue Anschauungen.

Das bisherige geniigt aber, wenn wir unserem Zwecke entsprechend

die zu A—n und B — o' bisher h

inzugekommenen Aussagen nur als

neue Namen diesr Aussagen selbst beniitzen wollen.

Wenn x das Zeichen eines bisherigen Erlebnisses, D und o' die
bisher benitzten , Wortzeichen" und die Verknipfung von x mit

D oder o durch — bezeichnet wi

rd, ergeben sich fir diese Namen-

gebung die folgenden logischen Formen:
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[lz—1v) —o] = [z—1] (V)
[lg=0)=v] = [z—1'] [Vb)
[z—0)—p] = [z—0p] [Ve)
[l#—~v)—v]= [—0] Ivd)

Diese gehen ebenso wie friher in logische Grundsitze und
logische Grundgesetze iiber. Was diese bedeuten sollen, wird genau
erst spater (Art. 1D) fixiert werden. Vorlaufig wollen wir statt ,in
der o- bzw. o'-Kolumne stehen" nicht, wie wir dies in strenger
Observanz tun mufiten, ,den o-Werfc bzw. den o'-Wert besitzen"
sagen, sondern die Préadikate ,in unserer Wertetafel wahr" und
,in unserer Wertetafel falsch" benltzen. ,Es ist i. u. W. falsch,
dal x i.u. W. wahr ist" sagt dasselbe wie: ,x ist i. u. W. falsch*
usw.! Dabei mag noch besonders betont werden, daR in diesen
logischen Formen x, wie es sein mul3, das Zeichen eines ganz belie-
bigen Erlebnisses sein kann. Die Beschrankung auf in die
Tafel aufgenommene unabweisbare oder unannehmbare
Erlebnisse ist ganz weggefallen. Was in den Formen |Va—d)
auf beiden Seiten des Zeichens = steht, erzeugt in uns die Vorstellung
desselben Erlebnisses, auch wenn dieses Erlebnis, weil der durch
X bezeichnete Namen in unserer Tafel nicht vorhanden ist, Uberhaupt
nicht zustande kommen kann. Es kann eben Erlebnisse geben, die
Lin unsrer Wertetafel" weder wahr noch falsch sind.

9. Die Wertetafel, deren Konstruktionin Art. 8 erlautert wurde,
kann erweitert werden, vor allemin der Weise, daf3 nicht blof3 das unab-
weisbare Erlebnis A und das unannehmbare Erlebnis B, sondern davon
verschiedene, C, D usw., in die Tafel aufgenommen werden. Diese
Erweiterung bietet aber fiir unserejetzige Absicht nichts Neues. Wir
wollen und kénnen aber nun festsetzen, daB mit den Erlebnissen
EundFauch die Erlebnisse E ¥ F und E4F in die Tafel
aufgenommen werden sollen. Der diesen Erlobnissen zuzu-
schreibende Wert |o oder o') wird wohl rein formal bestimmt; aber

! DaR mit dem Erlebnis ,A ist wahr" eine ,unendliche" Progression von
Wahrheits-ErIBbnissen entsteht [Esist wahr, da3 A wahr ist usw.), ist einein der
Schullogik und Erkenntnistheorie vielfaoh untersuchte Tatsache. Die so ent-
stehenden Erlebnisse A', A" usw., haben gewil3 verschiedenen Inhalt. Aber
diese Inhalte als voneinander unabhéngig anzusehen, wére ein Irrtum. Der
erste Satz sagt am meisten. Er ,enthalt die folgenden. Die Vorstellung von
»Aist wahr" fordert zu ihrer Erzeugung durchaus nicht, daf auch ,Esist wahr,
dalR A wahr ist" vorgestellt werde usw. In interessanter Weise hat Lewis Darruli
IWhat the Tortoise said to Achilles, Mind, N. S. Vol. V. 1895, s, 278) diess
»logische Paradoxon" formuliert.
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die Regel, die Anweisung, wie das zu geschehen hat, wird dadurch
gegeben sein, dall wir den Inhalt der folgenden Betrachtungen for-
malisieren wollen:

E ist ein entweder unabweisbares oder unannehmbares Erlebnis.
Ebenso F. ,E und F" |,die Kugel ist schwarz und der Wirfel ist
weil3") ist unannehmbar, sobald auch nur E unannehmbar, ebenso,
wenn auch nur F unannehmbar; aber unabweisbar, wenn E sowohl
wie F unabweisbar ist. ,E oder F" ist unabweisbar, sobald auch
nur E unabweisbar, ebenso wenn auch nur F unabweisbar; aber un-
annehmbar, wenn E sowohl wie F unannehmbar ist.

Dementsprechend bilden wir die logischen Grundformen:

[lz % $)—v] =[lg—p) X [y—0n])] IVe)
[lz X y)—0] = [[c—D) + [y—)] IV f)
iz ¥ 3)~v] = [[z—0) T [y~»)] V)
[lz ¥y —0]=[lz—~v) X |y—~v]] [Vh)

und Uberzeugen uns durch die Anschauung, daR der Ubergang zu
den entsprechenden logischen Grundsdtzen und Grundgesetzen so ge-
schieht, wie es unser Wunsch war.

Dabei ist die Bemerkung, daR in diesen Grundformen x sowie y
Zeichen beliebiger Erlebnisse sein kénnen, vom Ende des Art. s zu
wieder holen,

Zur Einibung wird es angezeigt sein, die entsprechenden Grund-
gesetze auch auszusprechen. So wird z.B. aus |Vh): ,Das mit
X y bezeichnete Erlebnis ist i. u. W. falsch" ist der Bedeutung
nach nicht verschieden von: ,Das durch x bezeichnete Erlebnis ist
i. u. W. falsch, und das durch y bezeichnete Erlebnis ist i. u. W.
falsch".

Noch eine prinzipielle Bemerkung. DaR mit Eund F auch E F F
und E X F in die Tafel aufgenommen werde, war ene willkiirliche,
aber von nun ab festzuhaltende Festsetzung, die damit zur
unabweisbaren Tatsache geworden ist. Ebenso willkirlich, aber von
nun ab unveranderlich sind die Formen |V e—h) und die mit diesen
verbundene Anweisung, in welche Kolumne E FF bzw. E X F auf-
zunehmen ist. Bei unsrer analytischen Vorbereitung hat unstreitig
die logische Funktion des Schlielfens eine Bolle gespielt. Die Synthesis
der Formen ist so geschehen, daB sie flr gewisse Zwecke brauchbar
sei. Aber das beachten wir nicht weiter. Se sind so gewdhlt, das
ist ein flr allemal geschehen, und ihre Interpretation liefert ,richtige”
logische Gesetze.

Sollten nun nicht auch solche Festsetzungen an-
gebracht sein, nach denen, wenn das Erlebnis EXF
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oder auch EFF in die Tafel aufgenommen ist, auch E
bzw. F nach bestimmten Kegeln in die Tafel aufgenom-
men werden sollen ? Da es sich nur um ene analytische Vor-
bereitung handelt, darf ich aufrichtig sein und brauche die Anwen-
dung des , SchlieRens" auch formell nicht zu eliminieren. Dal} eine
solche Festsetzung in gewissen Fallen gar keine Beschreibung der
logischen Denkvorgange liefern kann, ist leicht einzusehen. Waére
z.B. \x X y) — o', SO wiikten wir nach |Vf) nur, daR x in der o'-
Kolumne steht, oder y in dar o'-Kulumno steht. Eine Festsetzung
wiirde also etwas enthalten, was gar nicht aus x X y— o' ,folgt".
Aber auch dort, wo eine solche Festsetzung méglich ist, ware sir hier
noch nicht am Platze. Das durch (xxy)— D bezeichnets Erlebnis
ist nach |Ve) nicht verschieden von dem Erlebnisse, das durch
\x —0) ® \y— o) bezeichnet wird. DaR aber dann auch x — o fiir
sich in die Tafel aufgenommen werden soll, ist eine logische , De-
duktion" und konnte durch eine Implikation ausgedruckt werden.
Dies soll nicht geschehen; nicht SO sehr wegen des subtilen Unter-
schiedes, der zwischen der angezogenen Tatsache einerseits und dem
so erhaltenen logischen Gesstze anderseits besteht, sondern vor allem,
weil diese selbstéandigen Festsetzungen Uberflussig sind. Die For-
malisiBrung der logischen Deduktion wird diese Licke
in natlrlicher Weise ausfullen.

10. Wenn auch grundsétzlich auf diesen Bléattern ausschlieBlich
mit den exakten Wissenschaften entlehnten Methoden ausgefiihrte
Beobachtungen gewisser Denkvorgéange vorgetragen werden sollen,
ist es doch, um die grébsten MiRverstandnisse zu vermeiden, wohl
angezeigt, auf den Wahrheitsbegriff einen Augenblick naher einzu-
gehen.

Wenn ich erklare, daB ich A fur wahr halte, SO konstatiere ich
damit nur einen gewissen Zustand meines Bewultseins, ein Geflhl,
das die Vorstellung von A in meinem BewuRtsein begleitet; und zwar
ist die Verknupfung der Vorstellung mit diesem , Wahrheitsgefiihle"
wieder von dem Gefiihle der Notwendigkeit begleitet. Ich , muR"
A fur wahr halten. Ich habe A in bestimmter WeiSe gewrtet,
dem A den Wahreitswert zugeschrieben.! Darin ist, dem be-
nutzten Worte entsprechend, auch die Metapher einer Billigung ent-
halten; aber durchausnoch nicht, dal3 ich A billige, , weil" A wahr ist.

Diese Wertung des A bezieht sich aber offenbar auf einen ganz
bestimmten BewufRtseinszustand. ohne auf das metaphysische Pro-

! Sehe die tifgehunde Darstellung von Windelband: , praludien”
ITibingen, | | . Aufl., 1903) S. 30ff.
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blem einzugehen, ob aus der Vorstellung enes Erlebnisses das Er-
leben selbst wirklich ausgeschaltet werden kann, wird wohl eines zu-
gestanden werden. In meiner Behauptung ,A ist wahr" ist mein
voller Bewuf3tseinsinhalt in geheimnisvoller Weise mit enthalten. A ist
far mich wahr. Wie dies zu verstehen ist, kann ein einfaches Bei-
spiel zeigen.

Ich weil3, dall Peter mit einem bestimmten Zuge nach Wien
reiste. Ich befrage das Kursbuch usw. Unter bestimmten Umstanden
wird dann die Aussage: , Peter trifft morgen frih sechs Uhr in Wien
ein" fir mich wahr sein, wenn ich namlich an gewisse mégliche Hinder -
nisse gar nicht denke. In dem Augenblicke aber, wo ich die Tat-
sache, dal} die Zuge sich manchmal verspaten, in meinpn BewuBt-
seinsinhalt aufgenommen habe, hat jener Satz aufgehort, fur mich
wahr zu sein, ohne aber deshalb — im gewohnlichen Sirnie des Wortes
— falsch geworden zu sein.

Oder in einem ,wissenschaftlichen" Beispiele. Ein BewulBtsein,
in dem das Parallelenaxiom als unabweisbare Tatsache festgehalten
ist, halt den Satz, dalR die Winkelsumme jedes Dreiecks 2R ist, fur
wahr; ein Bewufltsein, das diese Tatsache nicht kennt (weder als
unabweisbar, noch als unannehmbar), halt den Satz nicht fur , wahr".

An die Stelle des ,absolut-wahren" darf aber nicht das grob-
empirische ,wahr fir mich" gesetzt werden. Ich muf3 den BewulRt-
seinszustand, auf den sich das ,wahr fur mich" bezieht, genau be
schreiben kénnen und gelange dann zu dem Wahrheitswerte, der
Gegenstand der logischen Beobachtung ist.

Das methodische Hilfsmittel dieser Beschreibung ist
die Einfihrung eines bestimmten Denkbereichs im Sinne

von Kap. 11 ,Art.1, mit der weiteren Festsetzung, dal die
Erlebnisse, die dem Denkbereiche angehéren — und nur
diese — als unabweisbare Tatsachen gelten sollen. Diese

Festsetzung selbst wird nach unsern Abmachungen als Involution
zur Beschreibung des Denkbereichs beitragen. Sollte das Erlebnis X
dem Denkbereiche angehdren, so soll auch das Erlebnis, dalR X eine
unabweisbare Tatsache ist, dem Denkbereiche angehéren. Oder, in-
dem wir die eben konstruierte Tafel der unabweisbaren Tatsachen
benltzen: X involviert, daR X den D-Wert (oder Wahr-
heitswert) besitzt oder auch, daR X ,in unserem Denk-
bereiche wahr" ist. Mit Benltzung der eingefihrten Bezeich-
nungsweise:

Xinv. [X—-D].

Fur en Erlebnis Z, das dem Denkbereiche nicht angehort,
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kann es vorkommen, daR das Erlebnis,,Z ist eine unannehmbare T at-
sache' dem Denkbereiche angehort. Dieses Erlebnis bezeichnen wir
durch

Z-0",

d.h. Z besitzt den o'-Wert (oder Falschheitswert) oder
auch Z ist ,in unserem Denkbereiche falsch".

Es kann aber auch dieses Erlebnis Z-o' dem Denk-
bereiche nicht angehéren; dann wird eben von Z nichts
behauptet, weder daB es wahr, noch daR es falsch ist.
Das Erlebnis ist aus unserem Bewultsein ausgeschaltet und darf in
diesem Sinne, soweit wir uns auf jenen bestimmten Bewultseina-
zustand, auf den Denkbereich beziehen, ebenso wenig als wahr wie
als falsch angenommen werden.® Es ,ist" Uberhaupt nicht, wie das
Parallelenaxiom in dem friher angezogenen Beispiele.

Schon diese erste Sonderung zeigt, daB ,Z gehért dem Denk-
bereiche nicht an" und daB ,,Z ist eine unannehmbare Tatsache, ist
ein dem Denkbereiche angehtrendes Erlebnis" sehr verschiedene Er -
lebnisse sind, deren Verwechslung zu schweren Irrtimern fihren kann
und auch gefuhrt hat.

Den so konstruierten Denkbereich wollen wir nun auch W ahr -
heitsbereich nennen; wobei selbstverstandlich wie frither die Uber-
zeugung gewonnen werden muf3, daf er die Grundnorm unsres Denkens
nicht verletzt, d.h. nicht ,unmoéglich" ist. Das ist nicht der Fall,

! Ein Denkbereich, dem jedes Erlebnis als unabweisbare oder unannehm-
bare Tatsache angehort, wirde das , absolut Wahre" definieren. Ein solcher
scheint mir ,unmdoglich". Aber ohne auf diese kenntnistheoretische Frage
hier naher einzugehen, ist es jedenfalls klar, daB, wenn dieser mdglich ist, er in
der obigen Beschreibung mitbehandelt wird. Jedenfalls ist der hier gegebene
Wabhrheitsbegriff viel praziser und gestattet eine exakte methodische Beschrei-
bung. Ich halte es fir den fundamentalen Fehler der Algebra der Logik, daf
sie durchweg Wahrheits- und Falschheitswerte annimmt, was direkt zu Irr-
tumern fuhrt |siehe Kap. V, Art. 11).

Ich mochte hier zugleich bemerken, daf die Formalisierung der reinen
Logik, wie se hier begonnen und im nachsten Kapitel durchgefiihrt wird, durch-
aus nichts mit der Algebra der Logik zu tun hat, trotz der dauBeren Ahnlichkeit
in der Benutzung von , Formeln". Die Algebra der Logik driickt unser logisches
Denken in einer symbolischen und vielfach préaziseren Fassung aus, die sich
darum fur verwickelte Falle gut eignet und neue Resultate erreichen kann, ohne
aber wirklich neue Denkmethoden zu liefern; und auch ohne uns vor den
Irrtimern zu bewahren, die das logische Denken in seiner gewdhnlichen sprach-
lichen Gestalt begleiten oder wenigstens begleiten konnen.

Die Theorie der logischen Formen ist ein neues, von der Sohullogik véllig
unabhangiges Ansohauungsgebiet, das sich sodann als genaues Bild der Ge-
setze des logischen Denkens erweist, genau so, wie die Differential-
gleichungen der Mechanik ein genaues Bild gewisser Bewegungen liefern. Eben
dadurch ist sie imstande, wesentlich neue Resultate zu liefern, wie sioh dies ins-
besondere fiir die Probleme der Widerspruchslusigkeit ergeben wird.
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Wenn die Erlebnisss X-—o0 und X —o' beide dem Denkbereiuhe
angehdren. Es sind dies verschiedene Erlebnisse, die beide dem
Denkbereiche angehdren koénnen. In diesem Falle wirde bei Kon-
struierung der Tafel (Art. 8 d.K.) X in die o-Kolumne und auch in
die o'-Kulumne gehdren, X as unannehmbare und unabweisbare
Tatsache gesetzt werden miussen. Dies soll ausgeschlossen
werden. Es ist dies eine Denknurm, die mit der Grundnorm uns res
Denkens erkenntnistheoretisch wohl genau zusammenhangt®, aber fiir
uns formell von dieser unabhéngig ist. Es ist dies die Denknorm
der Widerspruchlosigkeit. Ein Wahrheitsbereich, der diese
Norm verletzt, wird fur uns ,unmdoglich", d. h. er soll ausgeschlossen
wer den.

Dadurch entsteht das Problem, fir einen Wahrheitsbereich zu
entscheiden, ob er der Denknorm der Widerspruchlosigkeit ent-
spricht, in welchem Falle wir den Wahrheitsbereich als exakten
oder widerspruchlosen Wahrheitsbereich bezeichnen wollen.

11. Damit ist die Formatierung des Wahrheitsbegriffs
far wunser logisches Denken in préziser Form geschehen, und
insbesondere auch genau festgestellt, wie die Interpretation der
Formen wieder zu logischen Grundsitzen und Grundgesetzen fuhrt.

Insofern wir ausschlieflich die durch die logischen Grundformen
(Va—h) gegebene Anschauung benutzen, denken wir ,formal", ohne
von der vollen Anschauung des Wahrheitsbegriffes, auch in der jetzt
entwickelten genaueren Fassung, Gebrauch zu machen. Bei der Inter-
pretation in den entsprechenden Satzen ist fir x—o bzw. x—o' zu
setzen: ,x ist in unserem Wahrheitsbereiche wahr bzw. falsch" und
in den entsprechenden Grundgesetzen x — 0 bzw. x —0' ebenso
zu ,verstehen".

Auch hier ist, sobald es sich um Dinge handelt, die nicht Erleb-
nisse sind, immer fur das Ding das Erlebnis der Erzeugung des Dinges
zu setzen. ,Der pegasus ist wahr" oder ,die a-MBnge aller Dinge
ist wahr bzw. falsch” sind dann allerdings sehr ungewohnte Aus-
dricke; sie sagen aber nur, dal die Vorstellung des Pegasus oder
jener a-Menge ,erzeugt" wurde, und daf diese Erzeugung in unser
Denken as unabweisbare oder unannehmbare Tatsache eingeht.

! Dieser Zusammenhang wiirde z. B. durch ein neu einzufiihrendes An-
sohauungsgesetz geschaffen: ,, Jede unabweisbare Tatsache ist von jeder unan-
nehmbaren Tatsache verschieden". Offenbar kann aber auch dieses Anschauungs-
gesetz sich nur auf einen bestimmten BewuBtseinszustand beziehen. Eine Tat-
saohe kann das eine Mal als unabweisbar, das andere M al alsunannehmbar ,,er-
scheinen". So in dem allerdings ganz rohen Beispiele: , Die Erde bewegt sioh".
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Offenbar ist dies der genaue Sinn der gebrauchlichen Ausangen, in
denen wir jenen Dingen, dem Pegasus oder auch der a-Mtmge aller
Dinge,logische Existenz" zuschreiben, oder aber diese logische
Existenz leugnen.' Wir beniitzen dann, wieder in genauem Anschlusse
an gewohnte Anschauungen, den Ausdruck ,logische Existenz* auch
bei Erlebnissen, die dem betrachteten Wahrheitsbereiche angehéren,
wenn das Erlebnis in dem gebrauchten Sinne ,wahr" ist.

Dabei setzen wir aber immar schon voraus, dal
der definierte Wahrheitsbereich widerspruchlos ist, d. h.
dar Denknorm der Widerspruchlosigkeit geniigt.?

Zeichen und Formen.

12. In unseren bisherigen Betrachtungen wurde eine Reihe von
»Zeichen" | insbesondere die logischen Grundformen eingefiihrt. Diese
sind fUr uns bisjetzt einfach Gresichtseindriucke, Aggregate von Buch-
staben und anderen Schriftsymbolen, die, voneinander verschieden,
eben als Zeichen fur die verschiedenen logischen Grundgesetze
dienen koénnen und sollen. Bei den ferneren Entwicklungen werden
immer mehr und mehr solche Zeichen einzufuhren sein. Um einer-
seits einen guten Uberblick zu erhalten, und um anderseits das
Wesentliche vom Unwesentlichen sondern zu koénnen, wobei schliel3-
lich der Gesichtseindruck der Zeichen ganz ausgeschaltet wird, werden
diesen zu benltzenden Zeichen wieder Namen beigelegt. |Die Zeichen
sind augenblicklich fir uns noch Gresichtseindriicke, d. h. Erlebnisse.)
In strenger Observanz mufBten und kénnten wir zuerst die in diesem
Buche auftretenden Zeichen hinschreiben und bei jedem einzelnen be-
merken, Welche Namen wir ihnan beilegen wollen. Wenn die Redewen-
dungen, waswir uns der Ubersichtlichkeit und Bequemlichkeit wegen
erlauben, auch den Eindruck einer Einteilung, Klassifikation machen,
wird es dem Leser nicht schwer fallen, einzusehen, dafR jedes solche

! Offenbar sind beide Falle verschieden davon, daR jenes Erzeugungs-
erlebnis ganz ausgeschaltet ist, und unserem Wahrheitsber eiche weder als unab-
weisbare, noch als unannehmbare Tatsache, d. h. Uberhaupt nicht angehért.
Die Erzeugung tritt dann nicht in unser BewuBtsein; wir haben mit ihr berhaupt
nichts zu tun.

Es mag sogleich bemerkt werden, daR ,die Widerspruch-
losigkeit", mit der wir es zu tun haben, nouh einer erat spater
einzufihrenden Forderung, genigen muB. Wir fihlen uns erat
durah die ,logisohe Widerspruehlosigkeit" befriedigt, wenn nam-
lich die Erlebnisse des Wahrheitsbsreiohs auch ,durch logisohe
Deduktion" keinen Widerspruch ergeben. Einen solchen Denk-
bereioh werden wir als widsrspruohlosen |exakten) logischen Wahr -
heitsbereich bezeichnen.
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Moment — allerdings in auBerordentlich weitschweifiger Weise —
vermieden werden konnte.

Damit erhalten aber diese Zeichen eine ganz neue fundamentale
Bedeutung. Wir erhalten in bezug auf die einzelnen Zeichen endliche
Denkbereiche, und zwar sind die dem Denkbereiche angehérenden
Erlebnisse die Festsetzungen, mit denen dem betreffenden Zeichen
gewisse Namen beigelegt werden. Indem wir uns auf diesen Denk-
bereich beschranken, wird jede andere Eigenschaft des Zeichens aus
geschaltet, und der Denkbereich definiert, erzeugt — wie in den ahn-
lichen Fallen des | | . Kapitels — ein neues, adjungiertes Ding. In
dieser wesentlich neuen Bedeutung werden unsere Zeichen eigentlich
erst jetzt eingefihrt und sollen vorlaufig Zeichenformen (spater
nur Formen) genannt werden.

. Einfache Zeichenformen" sollen die folgenden genannt
wer den:

a) die Stellenzeichen oder leeren Dingzeichen, von denen
nur festgesetzt ist, da se Eigennamen irgend enes Dinges sind, wo
die Bestimmung, welches Ding ein solches Stellenzeichen bezeichnet,
wenn einmal getroffen, aufrecht erhalten wird, aber sonst behebig
ist und bei verschiedenen Denkvorgéngen auch verschieden sein kann.
Offenbar kommt es nur darauf an, die verschiedenen Stellenzeichen
auch als verschieden zu erkennen. Und nur diessswird bezweckt, wenn
wir weiter abmachen, dal in erster Reins die Buchstaben x, y, z
und &hnliche als Stellenzeichen zu verwenden sind.

b) dievollen Dingzeichen (kurz auch Dingzeichen), die Eigen-
namen irgendeines ein flr allemal bestimmten Dinges sind. Fir diee
werden wir in erster Reihe die Buchstaben a, b, ¢ und &hnliche ver-
wenden.

Ein volles Dingzeichen ist z.B. das Buchstabenaggregat: ,Die
Sonne scheint" als Zeichen fir den Namen des entsprechenden Erleb-
nisses. Dieses Beispiel soll zugleich darauf hinweisen, dal} der Aus-
druck ,einfach" nicht gerade die Einfachheit des betreffenden Schrift-
symbols bedeuten soll; obwohl natiirlicherweise die Wahl des Wortes
mit der in der Praxis gesuchten mdoglichsten Einfachheit des Zeichens
zusammenhangt.

Die leeren und vollen Dingzeichen entsprechen den Variabeln
und Konstanten der Mathematik.

L Warum wir zuerst , Zeiuhenformen" und spater , Formen" sagen miissen,
wird in Art. 16 klargestellt werden.
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19. Um die Beschreibung der ,zusammengesetzten" Zeichen-
filmen leichter verstandlich zu machen, wird es bei ihrer UngeWohnt-
heit angezeigt sein ein Beispiel vorauszuschicken. Wir wollen als
solches das Zeichen

X =y

L

betrachten; mit Ricksicht auf das Vorkommen von = wollen wir
dieses Zeichen Isologie nennen |,,,Hauptname") und ihm weiter
die Namen beilegen ,als ersten Teil x enthaltend"” und auch ,als
zweiten Teil y enthaltend" (,Teilnamen"). Es klingt sonderbar,
dal? wir hier nicht von Eigenschaften, sondern von Nominationen
sprechen. Es ist dies aber gerade sprachlich sehr wichtig, denn wir
wollen eben den Gesichtseindruck des x = y ganz ausschalten, und
statt dessen geradezu ein Ding definieren, das die Namen , Isologie",
.als ersten Teil x enthaltend", ,als zweiten Teil y enthaltend" fuhrt,
und durch diese Erlebnisse vollstandig definiert ist. Es wird offenbar
sehr bequem sein, auch jetzt von der Zeichenform x = y zu sprechen,
d.h. x = y as Zeichen dieser Zeichenform zu benitzen; wir dirfen
und sollen aber auch bei dieser saloppen Ausdrucksweise uns nur das
durch jenen Denkbereich definierte, erzeugte Ding vorstellen. Wir
konnten genau genommen fur dieses Ding irgend ein Zeichen, z. B.
u C v benitzen, was aber Dffenbar sehr unzweckmaRig wére, wahrend
bei der Beniitzung von x = y sich die bei der Bildung des Zeichens
benltzten Anschauungen ergeben, die fir uns aber nur — allerdings
as solche sehr wichtige — mnemotechnische Behelfe sind.
Wir kénnen nun im weiteren kurz verfahren:
. Zusammengesetzte Zeichenformen" sollen die folgenden
genannt werden.
a) die Relationalformen, wie
dielsologie (Hauptname), als ersten Teil x, als zwei-
ten Teil y enthaltend (Teilnamen) \x = ),
die Implikation (Hauptname), als ersten Teil x, als
zweiten Teil y enthaltend (Teilnamen) \x (y),
die Aquipollenz (Hauptname) als ersten Teil x, als
zweiten Teil y enthaltend [Teilnamen) \x= vy).
die Formen der Mengenrelationen (Hauptname) als
ersten Teil x, als zweiten Teil y enthaltend
(Teilnamen) \x elem.ac y, x elem.By, u. a.),
die Ordnungsrelationen (Hauptname), als ersten Teil
X, als zweiten Teil y enthaltend (Teilnamen) x <y
oder X<y, oder auch x<ay usw.), zu denen nach
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Bedarf xrel.ay, xrel.By und andarg hinzugefiigt werden
konnen.

b) Die Komplexformen:

die logische Summe (Hauptname), als ersten Teil X,
als zweiten Teil y enthaltend |Teilnamen) \x ¥+ y),

das logische Produkt |HauptnamB), als ersten Teil X,
als zweiten Teil y enthaltend (Teilnamen) \x X y).

c) die f-Bildform (Hauptname), als Hauptteil x enthal-
tend (Teilnamen) (fx), der nach Bedarf gx, f,x und &hnliche hinzu-
gefugt werden.

d) Die (G-Qualitatsformen (Hauptname), als Hauptteil
x enthaltend (Teihiame) \xqual.G), der wieder ,x qual. H* und
ahnliche hinzugefugt werden kénnen. Diese sind von den Relations-
formen wohl zu unterscheiden; hier ist G kein Ding, und die Inter-
pretation von ,x qual. Cr" lautet, wie friher festgesetzt wurde: ,Das
Ding, desen Eigenname x ist, besitzt die G-Eigenschaft".

e) Die Valenzformen |Wertungen) (Hauptname), als
Hauptteil x enthaltend (Teilname) [x—0 und x-—o0'), denen
nach Bedarf &hnliche, wie x - m, x— w' hinzugefiigt werden |o-
Valenz, o'-Valenz usw.).

Man bemerke, daR die schon friher festgesetzte Interpretation
dieser Zeichen fir a), d) und e) ,Aussagen" ergibt, absr ohne jede
Rucksicht auf ihre ,Richtigkeit" oder ,Wahrheit". Das ist auch
bei e) der Fall, wo die Interpretation , Urteile", genauer Wahrheits-
werturteile ergibt, die aber durchaus nicht ,richtig sein", d.h. un-
abweisbaren Tatsachen entsprechen mussen.

Statt den Teilnamen ener Zeichenform (als ersten Teil,
zweiten Teil oder Hauptteil z enthaltend) anzugeben, sagen
wir auch der bequemeren Satzbildung wegen: , zist der erste Teil,
zweite Teil oder Hauptteil der betreffenden Zeichenform™".

Die bisher eingefiihrten Zeichenformen sollen priméar B Zeichan-
formen heiRen (die einfach oder zusammengesetzt sein konnen usw.).

14. Wir wollen und kodnnen weitere zusammengesetzte Zeichen-
formen einfihren, d.h. ,erzeugen". Wie dies geschieht, wird der
Klarheit wegen wieder zuerst an einem Beispiel erlautert.

Es seien T7 und V irgendwelche schon festgesetzte Zeichenformen,
d.h. U und V Zeichen dieser letzteren. Wir definieren dann einen
Denkbereich bzw. das durch diesen Denkbereiuh erzeugte, ihm ad-
jungierte Ding durch die Bestimmung der dem Denkbereiche ange
horenden Erlebnisse. Solche seien, und zwar nur diese: Namen dieses
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Dinges sind Isologie (Hauptname), den ersten Teil T7 enthaltend
und den zweiten Teil V enthaltend (Teilnamen). Mnemotechnisch
wird ES sehr bequem sein, fir dieses Ding das Zeichen V = V einzu-
fuhren; aber das Ding selbst hat mit diesem Gesichts ein drucke nichts
zutun. Wenn ich nun sage, daR die neu eingefuhrte Zeichen-
form aus der primaren Isologie durch die Substitution
von U fir x und V fur y entsteht, so darf ich diese unserer
Gewohnheit entsprechende Ausdrucksweise beibehalten, und doch,
wenn ich diesen Satz als Beschreibung jener Erzeugungsweise ver-
stehe, dem erzeugten Dinge die angefiihrten Eigenschaften und nur
diese beilegen. In diesem Sinne wird auch

(g y)e=n

ein bequemes Zeichen jenes Dinges sein, ebenso wie V = V; trotzdem
fir das Ding selbst alle mit diesen Gesichtseindriicken assoziierten
Vorstellungen bis auf die eingefihrten Nominationen ausgeschaltet
sind. Insbesondere wird so unabhangig von diesen asso-
ziierten Vorstellungen der genaue Sinn jener ,Sub-
stitution" genannten ,Operation" beschrieben.!

Damit ist der genaue Sinn von Festsetzungen gegeben, die
ahnlich fur die anderen Félle durchzufiihren wohl Uberflissig ist.
Diese Festsetzungen geben das sog. Erzeugungsprinzip der
Zeichenformen und lauten:

Wenn U und V irgendwelche Zeichenformen sind,
soll das durch die Substitution von U fiur x, und V
far y aus den primé&ren Zeichenformen erzeugte Ding
wieder eine Zeichenform Sein [heil3en).

Dabei haben wir verschiedene eigentlich zu sondernde Félle
hier schon zusammengezogen. Wie dies geschieht, ist flur unsere
(mathematische) Gewohnheit , selbstverstandlich"; muR aber, der
hier gewohnten Préazision wegen, doch genau festgesetzt werden.

So hat z.B. fx keinen ersten und zweiten Teil, sondern nur den
» Hauptteil" x. Fur y jetzt V zu setzen, Soll dann eben den Sinn
haben, dal3 Uberhaupt nichts gedndert wird; fir x jetzt U zu setzen,
heil3t die Nomination ,den Hauptteil U besitzend" festsetzen. Offen-

! Man bemerke noch, daR die nahe liegende Einfiihrung von

[$(7 V) =ezn]=w=n

durchaus nicht den vollen Sinn unserer Abmachungen geben wirde, nach denen
die eingefuhrten Zeichen d asselbe Ding bezeichnen sollen. Das hier links stehende
Zeichen ist gar keine Zeichenform, nur Zeichen einer solchen.
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bar wird das durch S[;) auch ausgedriickt; dieses operationszeichen
hat aber auch fir x =y enen ,selbstverstandlichen" d. h. sich
unmittelbar aufdrangenden, aber neu festzusetzenden Sinn: Statt
»den ersten Teil x enthaltend" soll die Nomination ,den ersten Teil U
enthaltend" gesetzt werden; fir die Nomination ,den zweiten Teil y
enthaltend" ist Uberhaupt nichts gesagt, se soll demnach unver-
andert bleiben. so daR

S[;) lz = y)

ein Zeichen der Zeichenform L= y wird, wo aber statt U die ge-
gebene Zeichenform ausgeschrieben gedacht werden muR. Ware
z. B. xty diee Zeichenform, so hatte man

8 [szcy) |z = y) sls Zeichsn fir |zcy) =y,

Die ganz é&hnliche Einfuhrung des operationszeichens S’[;)
braucht wohl nicht im einzelnen durchgefiihrt zu werden. Ebenso
»selbstverstandlich" im oben gebrauchten Sinne des Wortes ist
die ,Anwendung" dieser operationazeichen auf die primaren einfachen
Zeichenformen. Aber es sind dies doch neue Festsetzungen, die als
solche erwahnt werden missen. Diesen gemaR sind z. B.

sz s[o)w. s()s
neue Zeichen fir U, y, z und ebenso
$Z3)e sa¥e s
neue Zeichen fir U, V, und z -
Endlich sind
s()- s}

identische Substitutionen, die ,nichts andern".
Es muB noch betont werden, da die ,Bedeutung" der Ope

rationszeichen
- - x ¥
sz sf): sy
nur fur primére Zeichenformen gegeben wurde.
15. Wir kénnen nun auch die Anwendung einer , allgemeinen

Substitution” auf eine beliebige Zeichenform genau de
finieren.



15. Formen und Zeichen. 05

Es sei eine endliche Menge von Stellen zeichen gegeben, unter
denen sich auch x und y befinden; den in der endlichen Menge ent-
haltenen St eilen zeichen sollen in eindeutiger Weise gewisse , gegebene"
Zeichenformen entsprechen. Wir kdnnen jetzt die dem Stellenzeichen z
eindeutig zugeordnete Zeichenform mit U, bezeichnen, und endlich
festsetzen, dall jedes der gegebenen Steuerzeichen Eigen-
name der zugeordneten Zeichenform sein soll. Diese
Festsetzung selbst bezeichnen wir mit:

E, Yy e
S [Ust Uyl -")’
wo die Funkte nichts ungenau Beschriebenes bedeuten,
sondern den (besonders auszufiihrenden) Hinweis auf die gegebenen
Stellenzeichen und die entsprechenden Zeichenformen geben.
Die gegebenen Stellenz eichen sollen in der ganzen Betrachtung
unverandert bleiben; es sind eben jene Stellenzeichen, die Uberhaupt

auftreten; dagegen konnen die zugeordneten Zeichenformen andere
sein, so dal z. B. die Substitution

(i)

auftritt. Es kann natirlich auch V, das Zeichen x bedeuten usf.

Gegebene Substitutionen sind solche, wo die Stellenzeichen und die
zugeordneten Zeichenformen unmittelbar in Anschauung treten.

Z.B.
z y
8 =y, ﬂy]
und &hnliche.

In der Beschreibung des Denkbereichs, der die Zeichenform F
definiert (erzeugt), ist x als Eigenname einer Zeichenform U, auf-
zufassen \Ux fir x zu ,setzen"). Offenbar ist dadurch wieder ein
Denkbereich bestimmt, wenn der urspringliche Denkbereich be-
stimmt ist; der so beschriebene Denkbereich definiert wieder ein
durch ihn erzeugtes (adjungiertes) Ding, das als ,durch die Anwen-
dung der Substitution

z, 2 nee
3 [Ulu Ufl LR -)

auf F entstanden", kurz als

S (oo o)

bezeichnet wird. Ein Ding, das durch Anwendung einer
bestimmten Substitution auf eine Zeichenform ent-
standen ist (erzeugt wird), soll abermals eine Zeichen-
form sein (heiRen).
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Sind F, U,, ... V, ... gegebene Zeichenformen, so entsteht
durch die Anwendung von

2, %y een " S
S, v, ) suf § [U.. v, )
wieder eine Zeichenform, die unmittelbar mit

afve ) (3o o) )

bezeichnet werden kann. Der Festsetzung nach ist in der Beschrei-
bung von F jedes der gegebenen Stellenzeichen als Eigenname der
zugeordneten Zeichenform T7 zu verstehen; und dabei zu der Be-
schreibung dieser Zeichenformen wieder jedes Stellenzeichen als
Eigennamen der zugeordneten Zeichenform N verstehen. (Offen-
bar ware es genauer, in F und S " Uy. “**| statt der Stellenzeichen
X, Y,... andere, z. B. X, v zu verwencfen und von der Anwen-
dung der Substitution S(V '!,f' "1 zu sprechen. De facto wird

hierdurch nichts geandert; denn dle Zeichen X, y,.. dienen ja nur
dazu, voneinander verschiedene Dinge zu bezeichnen, von denen
nur das festgesetzt ist, dal sie Eigennamen irgendwelcher Dinge
sein sollen. Jene klrzere Aus drucksweise ist nicht ganz genau,
wird aber wohl kaum zu MiRverstandnissen Anlal bieten konnen.)
Die Anschauung lehrt, dal das durch |1) bestimmte Ding nicht
verschieden ist von

T, " -
-E[ [z. y.---) [z. y.-..) )F.
&) s AN LTI 8 Mo AR | Y
Die hierin gegebene Festsetzung ist eben von der friher gegebenen
nicht verschieden.

Statt also aus F durch die Substitution S\ s U ! ) eina

Zeichenform zu erzeugen, und nachher auf d|e93 elchenform

wieder die Substitution 3 ;” ¥roor anzuwenden, kann man auch

die so erzeugte Zeiehenform direkt durch eine bestimmte Sub-
stitution, wie in |2), erhalten.

16. Das hier gebrauchte ,nachher" ist nicht ganz einwandfrei;
die Einfuhrung des zeitlichen Moments jedenfalls Uberflissig. Statt
dessen  fihren wir die folgende exakte Beschreibung des
.wiederholten" Erzeugungsprozesses ein:

Ein endlicher DenkprozeB kann wund soll durch
folgende Festsetzungen beschrieben sein: Es sei e; das
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Erlebnis, dal die in Art. 12 und 13. beschriebenen pri-
méaren Zeichenformen eben Zeichenformen sind. Es sei
ferner e, das folgende Erlebnis: Durch die Substitution

S Ux’ U""' wird aus einer gegebenen Zeichenform F
F 1 Ry

ein Ding erzeugt, das auch Zeichenform (F;) genannt
wird, und es sind dabei U, Uy... sowie F primare
Zeiuhenformen oder solche, deren Erzeugung Teilerleb-
nisse solcher e sind, fiur die e < e ist.

Ist insbesondere dieser endliche Denkproze3 der
Z-Menge aquivalent, so soll die in dem Erlebnisse e
erzeugte Zeichenformat als ,,durch den gegebenen end-
lichen Denkprozel3 erzeugt" bezeichnet werden. Offenbar
konnen auch die primaren Zeichenformen, selbst die einfachen (durch
identische Substitutionen), in dieser Weise erzeugt werden.

Jede durch einen solchen endlichen Denkprozel3 er-
zeugte Zeichenform soll Form genannt werden; wobei
wir die primaren einfachen Zeichenformen als uneigent-
liche Formen von den Ubrigen eigentlichen Formen
unterscheiden wollen.?

Als Beispiele dienen die schon erwahnten, oder das kompli-
ziertere:

[lzce) ¥ ly t D] cflz X y) cel,

wo die verschiedenen Klammern den Gang der Erzeugung angeben.
Gsnauer:

», ¥ . . .
e) S zee g cz! ergibt aus x F y die Zeichenform \x¢2) - \y C 2),

® ¥ . . . =
&) Slmf(y. “I ergibt aus xCy die Zeichenform  Xxy)( z

z ' ¥y .
&) S @ ()Lly ), =>_<!.'(=.I ergibt f':\us XLy unter Berufung auf e
und e, die obige Zeichenform, die demnach durch diesen Denk-

prozel} |e;, &, &) erzeugt wurde.
Jede Form ist ihrer oben gegebenen Beschreibung nach Zeichen
enes Erlebnisses; und umgekehrt wird ein Erlebnis durch

b Wir konnten auch Zeichenformen bilden, die nicht Formen sind, z. B.
logische Summen mit ,unendlich vielen Summanden"; diese sollen dann eben
nicht Formen, sondern ,unendliche Aggregate" genannt werden. Von solohen
wird aber in diesem Buche kein Gebrauch gemacht werden.

Es wird auch jetzt klar, daB um die durch einen endlichen Denkprozel3
erzeugten Formen von anderen ahnlichen Gebilden unterschieden, préazis defi-
nieren zu konnen, wir dis urspriinglich eingefiihrten priméren Formen anfangs
,Zeichenformen" nennen mufiten. Nur so konnte die endglltig eingefiihrte
Nomination als ,Formen" scharf gefalt werden.

Konig, Mengenlehre. 7
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Einfuhrung der das Erlebnis bezeichnenden Form forma-
lisiert. Der entsprechende sprachliche Satz ist eine formale
Aussage. Aus der formalen Aussage wird durch die , Interpretation”
der Form die ,volle Aussage'.

17. Wir wollen weiter festsetzen, dal die eingefiihrten
Zeichenformen bei ihrer Interpretation durchweg Zeichen
von Erlebnissen sein sollen. Insofern dies nach dem bisherigen
nicht der Fall wéare, und die Zeichenform nicht als Zeichen enes
Erlebnisses, sondern als Zeichen enes adjungierten, neu erzeugten,
d. h. durch einen bestimmten Penisbereich definierten Dinges ein-
gefihrt wurde, soll das Zeichenform genannte Ding eben
Zeichen des als ,Erzeugung jenes bestimmten Dinges"
beschriebenen Erlebnisses sein. Dies ist umso eher gestattet,
daja z. B. x ¥y, wenn es auch in der Schrift beibehalten wird,
gar nicht mehr das frihere Zeichen, sondern jetzt jenes Ding ist,
dessen Hauptname ,logische Summe", und dessen Teilnamen
.als ersten Teil x enthaltend", ,als zweiten Teil y enthaltend" sind.
So wird also x als Erzeugung, d.h. Vorstellung , irgend eines Dinges,
dessen Eigenname vorlaufig mit x bezeichnet ist", zu interpretieren
sein; &hnlich x ¥ y als Erzeugung, d. h. Vorstellung von ,x oder
y', wo auch fir x und y jene Namen zu setzen sind. So wird z. B.
fx Zeichen des Erlebnisses sein, dal? aus x durch den f-Prozefl3 ein
neues Ding definiert wird.

In den ,Zeichenformen" ist gegenuber den friheren Zeichen
eben alles — und nur das — ausgeschaltet, was in die Interpretation
nicht eingeht.

Die vollstandige Induktion fur endliche Mengen zeigt, dal fur
jede Form eine solche , sinngeméfRe" Interpretation sich darbietet.
In jenem endlichen Denkproze kann der Annahme nach F, sowie
Uy, Uy... ,sinngemaR" interpretiert werden, und dies andert sich
der unmittelbaren Anschauung nach nicht, wenn fur die Vorstellung
sirgendeines Dinges', die Vorstellung der Erzeugung gewisser Dinge
|d. h. fur x eben Uy), gesetzt wird.

So wird z. B.

[z = y]cffz = fy)
interpretiert: Wenn irgendwelche Dinge (deren Eigennamen fir
x und y zu setzen sind) isolog (in bestimmter Beziehung nicht ver-
schieden) sind, so sind die durch den f-Prozel? geschehenden Er-
zeugungen neuer Dinge aus jenen |die an x und y ausgeflihrten
f-Prozesse) auch isolog |in jener bestimmten Beziehung nicht ver-
schieden).



FUNFTES KAPITEL.

Theorie der logischen Formen.
[Der Denkbereich der reinen Logik.)

Die logischen Formen.

1. Im vierten Kapitel wurde eine Reihe von Zeichen eingefiihrt,
die wir ,logische Grundformen" nannten, und von denen wir uns
jetzt unmittelbar Uberzeugen konnten, dafl sie im Sinne der soeben
gegebenen Entwicklungen ,Formen" sind.

Der Ubersicht wegen soll die vollstandige Tafel der logischen
Grundformen hier zusammengestellt werden.

r==x (b)
[z=y]l=[y = 4]
1I. (a)
[= ¥ y]l=[yF =] (b)
[+l Fa]=[lzFyFe]
[z X y]=[y X =] (c)
[z lyRA1=[[=Xy) X4
[eFy) X2 =[lzX2)F ly X a)] (e)
lEa: Xz =z (f)
L wl =
IIL ©
(T (a)
[exyliz; [zXylcy |b)
zc[zFy); yefzFyl |)
[zX [zcy)]cy |d)
[lzcy} X lyc]clzca] B)

7*
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[lzty) X W] iz X 2} c(y X )] )
[lzty) X kowlclz Fa)cly F )] lg)
[zclyce)] [z X g) ca] Ih)
[lz X y)ee] [z cly ta)] 0)
[e=ylc[ztyl; [z=y]c[yce] )
IV.
[e=yl = [lzty) X ly )]
V.
[lz—v0)—vo]=[z~v] @
[lz—1p)—20] = [z—V] [b)
[lz—0)—v]=[z—0] (x)
[l —10)—0] = [z—0] (d)
(e X y)—p]=[[z—0) X ly—0)]
[lz X y)—0] = [{z—V) ¥ [y —07) )
[lzF+ y)—0)=[[z—~v) F ly—2)] ©

(h)lle ¥ 9 —v]=[lz—2) X ly—v]

In diesen logischen Grundformen sind die logischen Grundgesetze
.formalisiert”. Diese Formalisierung ist eigentlich erst jetzt in
endglltiger Weise erfolgt, nachdem die logischen Grundformen, die
anfangs nur Zeichenaggregate waren, jetzt im Sinne der soeben
abgeschlossenen  Entwicklungen as ,Formen" betrachtet werden.

Die Interpretation der aufgefiihrten logischen Grundformen
liefert, wie schon besprochen, die logischen Grundséitze und logischen
Grundgesetze, und damit — in den letzteren — Tatsachen, die wir
als evident, d. h. als unabweisbar annehmen wollen. Ein volles
Bild der Logik ergibt sich, wenn wir nun auch die logischen Prin-
zips formalisieren. Im AnschluR an die Terminologie der Natur-
wissenschaften, insbesondere der Mechanik, soll ,Prinzip" eine
solche Regel genannt werden, mit deren Hilfe wir aus den gegebenen
Formen weitere Formen ableiten, deren Interpretation wieder logische
Gesetze ergibt, d.h. solche Tatsachen, die wir beim logischen Denken
ebenfalls als evident oder unabweisbar anerkennen wollen. DaR
hier eben die Spontaneitdt an Stelle des in der Logik behaupteten
Zwanges tritt, ist ein hervorstechender Charakterzug der ,exakten"
Wissenschaft. Allerdings tritt im Zusammenhange damit das Problem
der Widerspruchlosigkeit, eben als Problem, in den Vordergrund.
Gerade in der Moglichkeit, dieses Problem nicht nur genau zu fassen,
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sondern auch zu l6sen, finde ich die Berechtigung, hier von einer
neuen und tieferen Grundlegung der Logik zu sprechen.

2. ,Prinzipe der logischen Deduktion" sind Anweisungen zur
Erzeugung neuer logischer Formen, deren Interpretation eben neue
logische Gesetze ergibt.

Um die logischen Formen genau beschreiben zu kénnen, wollen
wir wieder, genau SO wie bei den Formen, eine Uber gangsbezeichnung
einfuhren. Es ist dies der Name ,A-Form".

Die logischen Grundformen |—V. sollen auch A-
Formen genannt werden (,A-Formen sein").

Wir statuieren dann zuerst die Prinzipe \I) und \W).

\) Wenn U, V, W beliebige, aber bestimmte Formen
sind, soll

w=nfs)w =53]

eine A-Form. sein |lsologieprinzip).

Die Interpretation entspricht offenkundig dem allgemeinen
Identitatsprinzip der Schullogik; wahrend mit der logischen Grund-
form x = x eigentlich nur ausgesagt wird, daf nicht verschiedene
Dinge immer auch isolog |d. h. in bestimmter Beziehung nicht
verschieden) sind.

\W) Es sollen, wenn 17 eine beliebige aber bestimmte
Form ist,

Ue[U—v] und [U—v]cU

auch A-Formen sein (Wertungsprinzip)®'.

Hierzu kommen die ene besondere Stellung einnehmenden
Festsetzungen \D) und (S):

\D) Mit U und U (V SDIl immer auch V ene A-Form
sein (Deduktions- oder Schlu3prinzip). Das |D)-Prinzip ist
eine ,Involution”. Man sieht, da es sich um die Beschreibung
enes Denkbereichs handelt; die dem Denkbereiche angehérenden
Erlebnisse sind digenigen, in denen wir gewisse Dinge A-Formen

' Das (W)-Prinzip statuiert fir die den A-Formen entsprechenden Sitze
den Wahrheitsoharakter. Dies bedeutet, wie schon hier bemerkt werden soll,
folgendes: Mit dem Denkbereiriche der Erlebnisse, dal gewisse Dinge A-Formen
(spéter logische Formen) genannt werden, ist auch derjenige Denkbereich be-
schrieben, dem die durch Interpretation der logischen Formen erlangten Er-
lebnisse angehdéren. Und zwar wird durch das Wertungsprinzip, wenn auch
Brilon das SuhluBprinzip statuiert ist, aus diesem Denkbereiche ein Wahrheits.-
bereich |Kap. 1V, Art. 19).
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nennen. Wir konnen diese Erlebnisse symbolisieren, d. h. gekurzt
schreiben, z. B.
[z = z]nom. A .

Das (D)-Prinzip wird dann durch folgende I nvolution gegeben:

Upom. A,
(% V) n::m. A}m"- [¥ nom. A4].

Das SchluRprinzip |D) ist geradezu die logische Deduktion in
ihrer einfachsten Gestalt. Es besagt, da mit den Aussagen ,U"
und ,U, also V", auch die der Aussage ,,V*“ entsprechende Form V
unter die A-Formen aufzunehmen ist. Wegen

Vinv, [V — )
erhalt bei abermaliger Anwendung des SchluBprinzips auch diese
Form V den Wahrheitscharakter.
Endlich statuieren wir folgendes Prinzip:
(S) Wenn U eine beliebige aber bestimmte Form,
und W eine beliebige, aber bestimmte A-Forrn ist, soll
auch*S(;)W eine A-Form sein (Substitutionsprinzip).

Auch diesss Prinzip ist eine , Involution” und kann als solche
in der Gestalt

B”num. Alinv. [S [;) W nom. A]

symbolisiert werden.

In bezug auf die Interpretation sieht man unmittelbar, daR es
sich um das , dictum de omni et nullo" handelt. Mit einer auf ein
beliebiges (auf jedes) Ding bezogenen Aussage ergibt sich auch die
auf ein bestimmtes einzelnes Ding bezogene entsprechende Aussage.
Setzt man V-0' an die Stelle von W, so ergibt sich

[(V — v nom. 4] inv. [s [;J IV-—n']nnm.A] ,

d. h.: Daraus, daR die V-Aussage fiur jedes Ding falsch (fur kein
Ding richtig) ist, ergibt sich auch, daR die entsprechende, auf U
bezogene Aussage falsch ist.

Wir besitzen nun die Hilfsmittel, um den als logische De-
duktion bezeichneten Denkprozeld endgiltig zu beschreiben:
Es sei eine endliche Menge von Formen gegeben,
und zwar sei, wenn diese Menge der Z,-Menge dquivalent
ist und r<list, U, die dem Numerator r eindeutig zu-



3. Der Denkbereich der reinen Logik. 103

geordnete Form, U, die letzte Form dieser Menge. Es
sei weiter e; das Erlebnis, daR eine Form Element dieser
Menge und dall die in der Tafel logischer Grundformen
unter |—V. aufgezahlten Formen eben -A-Formen sind.
Es sei ferner e das folgende Erlebnis: Durch Anwen-
dung eines der Prinzipien \l), \W), \D) oder \S) wird
aus den Formen U, V, W bzw. den A-Formen U—ound U CV
eine Form (Fy) erzeugt, die auch A-Form genannt wird. Da-
bei soll die Tatsache, daB U, V, W Formen sind, ein Teil-
erlebnis von e;; ferner die Tatsache, daR U, U—v oder
U C V schon A-Formen sind, Teilerlebnis von e bzw. von
e und e sein, WD E,<ey, e,<eist-

Ist insbesondere dieser endliche Denkprozel3 der
Z(-Menge aquivalent, so soll die in dem Erlebnisse e
erzeugte A-Form Fy als ,durch den gegebenen endlichen
Denkproze3 erzeugt" bezeichnet werden. Offenbar kénnen
auch die logischen Grundformen in dieser Weise erzeugt werden.

Jede durch einen solchen endlichen DenkprozelR er-
zeugte A-Form soll logische Form genannt werden; wobei
diein unserer Tafel unter | —V . aufgefuhrten als logische Grundformen
von den ubrigen unterschieden werden.

Der beschriebene Denkprozel3 selbst wird als logische
Deduktion bezeichnet. Jenes Teilerlebnis der logischen De-
duktion, das durch e bezeichnet wird, ist [fir 1 <r) en ,einzelner
Schritt” dieser Deduktion.

Der Defikberelch der reinen Logik.

3. Jede logische Form ist in dem bisher gebrauchten Sinne des
Wortes der Interpretation féhig; d. h. sie fihrt bei der festgesetzten
Ubersetzung in die gewéhnliche Sprache zu Sétzen, die einen be
stimmten Sinn haben, d. h. Erlebnisse ausdricken. Nur so ist es
vorderhand zu verstehen, wenn wir sagen, daf} die Interpretation
jeder logischen Form einen logischen Satz bzw. ein logisches Gesetz
ergibt. Nur die Mdglichkeit, den Satz bzw. das Gesetz zu , verstehen",
ist vorlaufig damit gemeint, nicht die , Richtigkeit" des Satzes oder
Gesetzes. Dall diese Interpretation tatséchlich geschehen kann, ist
aus dem Umstande evident, dal eine ,logische Form" ihrer De-
finition nach eben eine ,Form" ist.

Durch die Beschreibung der logischen Formen wird offenbar ein
Denkbereich beschrieben, dem als Erlebnisse die Tatsachen ange-
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hoéren, dal3 gewisse Formen logische Formen (forma, logica, kurz
F.L.) genannt werden; in ahgeklrzter Schreibweise z.B.

[z = z] nom, F.L.

Damit soll durchaus nicht gesagt sein, dal unsere Abmachungen
den Denkbereich ,vollstandig" beschreiben. Es kann der Fall sein,
dal fur gewisse Dinge, auch fur gewisse Formen, es durch das bis-
hange gar nicht entschieden ist, ,ob sie logische Formen sind oder
nicht". Dann ist der Denkbereich eben nicht vollstédndig beschrieben,
was aber selbstverstandlich kein Hindernis sein kann, wenn wir —
den gegebenen Daten gemaR — jene Beschreibung des Denkbereichs
weiter fuhren wollen und weiter fiihren kénnen.!

Statt des Denkbereichs der F.L.-Nominationen wsrden wir in
der Folge von dem Bereiche der logischen Formen sprechen,
dem jene und nur jene Dinge ,angehéren”, die — den Erlebnissen
jenes Denkbereiches entsprechend — logische For men genannt werden.
Die Interpretation der logischen Formen als logische Gesetze ergibt
nun einen fir unser Denken fundamentalen Denkbereich, dem die
logische Gesetze genannten Erlebnisse und nur diese angehoren. Es
ist dies der Denkbereich der reinen Logik.

Der Denkbereich der reinen Logik ist dem in dessen
Beschreibung aufgenommenen Wertungsprinzipe ent-
sprechend ein Wahrheitsbereich (nach Kap.1V, Art. 1D). Da-
durch entsteht aber die weitere Frage, ob dieser Wahr-
heitsbereich der Denknorm der Widerspruchslosigkeit
entspricht, ob er exakt (widerspruchslos) ist?

Man verwirre die so entstehende Fragestellung ja nicht mit der
unabweisbaren Tatsache, da3 wir der Natur unseres Denkens nach
gezwungen sind, jedes durch Interpretation einer logischen Form ent-
standene logische Gesetz als unabweisbare Tatsache, als ,richtig"
anzuerkennen.? Gerade diese Tatsache zwingt uns dazu, jenes Pro-

1 Man iat sehr leicht geneigt, zu sagen: Fiir Bin bestimmtes Ding gibt es
eine Erzeugung, der zufolge es ,logische Form" genannt wird, oder es gibt keine
solche; tertium non datur. Abgesehen davon, da dies eine Anwendung des
sog. Prinzips des ausgeschlossenen Dritten wére, die ihrem Wesen nach hier
Uberhaupt nicht gestattet werden kann (siehe hiertber spater Art. 11), ware uns
damit gar nicht geholfen. Es kénnte ja Bein, daB fur uns [fir unsere Intelligenz)
die Entscheidung doch Uberhaupt nicht erreichbar ist, so daf der Denkbereiuh
»Vvollstandig bestimmt", aber doch nicht , vollstandig besohreibbar" ware. |Man
denke an die Analogie, nach der z. B. der groRe Fermatsche oder der Gold-
bachsche Satz wohl ,richtig", aber nicht ,beweisbar" ware, was jedenfalls
denkbar ist.)

2 Dies ist fur die Grundgesetze unmittelbar evident und ergibt sich auch
fur die Gbrigen mittels der vollstandigen Induktion fur endliche Mengen bei



3. Der Denkbereich der reinen Logik. 105

blem der Widerspruchslosigkeit als fundamentales Problem der
Erkenntnistheorie hinzustellen. Wéare L irgend ene logische
Form, deren Interpretation als logisches Gesetz wir der Natur unseres
Denkens gemal? als unabweisbare Tatsache annehmen missen, was
wir dem bisherigen entsprechend so ausdricken, da L-o eine
logische Form ist; und wirde die logische Deduktion uns zwingen,
auch in L —o' ene logische Form zu erkennen, so hieRe dies, dal
die Interpretation von L als logisches Gesetz uns auch als unannehm-
bare Tatsache erscheint. Es wéare unabweisbar, dal} dieselbe Inter-
pretation von L (dassdbe Erlebnis) fir uns unabweisbar und un-
annehmbar ist. Diese Verletzung der Denknorm der Widerspruch-
losigkeit ist undenkbar, ,unmdoglich". Ein wenn aush nur einziger
Fall, wo dies vorkommt, wirde die Zuverl&ssigkeit unsres logischen
Denkens nicht erschiittern, sondern geradezu vernichten. Demgegen-
Uber beruhigt sich die Erkenntnistheorie von Aristoteles bis heute
mit cier mageren Bemerkung, daB das wohl auch nicht vorkommen
wird.

Dieser Glaube an die ,Zuverlassigkeit" des logischen Denkens
ist ein ganz anderer, wie z. B. der Glaube, dafl die Sonne morgen
aufgehen wird. Hier handelt es sich um eine Tatsache, die genauer
formuliert, d.h. unter ,gewissen Bedingungen" evident ist, oder
wenn wir wollen, um ein Wahrscheinlichkeitsurteil. Nicht so bei der
Behauptung, dal das logische Denken zu keinem Widerspruch fihren
kann. Das wird durch die Erfahrung, daR das logische Denken

Betrachtung des endlichen DenkprozesSBS, der die dem fraglichen Gesetze ent-
sprechende logische Form erzeugt. Eine nahere Ausfihrung, die der Leser ohne
jede Schwierigkeit Uberblicken kann, ist fur unsere Zwecke kaum notwendig.

! So heifit eSz. B. in der mustergiiltigen , Logik" von Sigwart |Tibingen)
1904, 1 1 I . Aufl., I. Bd. S. 15: , Die Mdglichkeit, die Kriterien und Regeln des
notwendigen und allgemeinglltigen Fortschritts im Denken aufzustellen, be-
ruht auf der Fahigkeit, objektiv notwendiges Denken von nicht notwendigem
zu unterscheiden, und diese Fahigkeit manifestiert sich in dem unmittelbaren
Bewuftsein der Evidenz, welches notwendiges Denken begleitet. Die Erfahrung
dieses Bewuftseins und der Grlaube an seine Zuverlassigkeit ist ein
Postulat, Uber welches nicht zuriickgegangen Worden kann."

Das ist der sehr prazis gefafite Standpunkt der Erkenntnistheorie, gegen
den nur eine Einwendung mdoglich ist. Woher wissen wir, daB {iber jenea postulab
nicht zuriickgegangen werden kann7 Wir konnen doch mit gutem Grunde nur
soviel sagen, dal} Uber jenes Postulat nicht zurickgegangen worden ist.

Der Ausdruck ,Postulat" ist Gbrigens nicht treffend. Wir konnen eine
Anschauung postulieren, d. h. das Erlebnis dieser Anschauung in einen Denk-
bereich aufnehmen; wir koénnen auch eine Ansuhauung ausschlieBen, d. h. aus
dem Denkbereiche ausschlieBen. Wir sind aber nicht imstande eine Eigenschaft
des beschriebenen Denkbereiches als eine Anschauung zu postulieren oder aus-
zusehlieBen, denn der Denkbereich ist schon definitives Objekt der Anschauung;
das ware aber der Sinn jenes Postulates. Einen Glauben konnen wir nicht
fordern; wir , glauben" eben nur, daR jener Fall nicht vorkommt.
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bisher zu keinem Widerspruch gefiihrt hat, um nichts plausibler.
Die Bedingungen des logischen Denkens mogen unveranderlich sein;
aber die Mdglichkeit, daf3 ein solcher Widerspruch irgendwie auftritt,
insbesondere die Existenz auch nur eines solchen Falles hat mit
der Wahrscheinlichkeit seines Auftretens gar nichts zu tun.

4. Der Glaube an die Zuverldssigkeit des logischen Denkens
drickt sich in dem sog. Satze des Widerspruchs der Schullogik
aus. Nach diesem ist es eine unannehmbare Tatsache, dal irgend
ein Erlebnis unabweisbare und auch unannehmbare Tatsache sei.
Man sieht sofort, daf3 dies eine Interpretation der Form

[f—=—p) X [T~—20)]—0

ist, und ist geneigt, den Inhalt dieses Erlebnisses as ,logisches Ge
setz" in Anspruch zu nehmen. Das ist aber, wenn wir auch die Uber-
zeugung von der Unfehlbarkeit des logischen Denkens festhalten,
nicht richtig oder wenigstens nicht evident; wir wollen ja damit
nur ausdriicken, daR fir irgend ein x die Formen x— o und x — o'
nicht beide logische Formen sind. Das ist eine an dem Denk-
bereiche der reinen Logik zur Anschauung gelangte, sei es auch
unabweishare Tatsache, die aber deshalb kein dem Denkbereiche
angehdrendes Erlebnis sein mu3. Man darf aber nicht glauben,
daf} durch die Aufnahme des Satzes vo m Widerspruche unter die lo-
gischen Grundgesetze das Problem der Widerspruchlosigkeit seiner
Lésung naher gebracht wird. Die logische Deduktion kann und wird
dann genau dieselben Widerspriiche ergeben wie fruher, zu denen
noch neue treten. Waren eben L —o und L—o0 logische Formen
gewesen, so wirde dieselbe logische Deduktion wieder diese (wider-
sprechenden) Formen ergeben, aus denen sich auch

(E—v) X [L—0))—~0

as logische Form ergibt!, im Widerspruche zum Satze des Wider-
spruchs selbst.

' Mit U und V ist auch U¥ V eine logische Form.
Es ist ndmlich
L3
S[H-“) [z (2]

[zX yl([zX y]
eine logische Form; und ebenso
z .
s[xi y) (i)

ucer

oder:
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Hieran knlpft sich eine interessante Bemerkung: Durch die
Substitution S[z_fh’ xyn'] wird aus (Vf) die logische Form:
y =0

[liz—1) X fe— 1)) —0] = [(lz—1)—2) ¥ [[e—0)—v))]

und bei unmittelbar zu sehender Anwendung des Isologieprinzips
erhdlt man weiter die logische Form

[((z—=1) X (1)) 0] = [[c—=0) T |&—D))

und wegen (I11j) endlich die Tatsache, daf} aus dern Satze des Wider-
spruchs

[le~»)F [z—0)]—0D

.folgt". Interpretiert: Es ist unabweisbar, daf irgend ein Erlebnis
unabweisbar oder unannehmbar ist, der sog. Satz des ausge-
schlossenen Dritten. Dieser ist ebenso wenig logisches Gesetz,
wie der Satz des Widerspruchs und drickt auch nur eine hypothe-
tische Eigenschaft des Denkbereichs der reinen Logik aus, wenn dieser
namlich ein widerspruchsloser Wahrheitsbereich ist. Dagegen ist
es ein logisches Gesetz, dal der Satz des Widerspruchs
den Satz des ausgeschlossenen Dritten zur Folge hat
und umgekehrt. Die beiden Satze sind &quipollent.

5. Das Problem der Widerspruchslosigkeit ist auch dann fir
unser logisch-mathematisches Denken von grundlegender Bedeutung,
wenn wir auf dem Standpunkte des ,Glaubens" verharren und jede
Vertiefung dieser Uberzeugung as iberfliissig ablehnen. Denn nicht
um den Denkbereich der reinen Logik allein handelt es sich. Sobald
wir nach Erkenntnis suchen, sobald wir ,wissenschaftlich" denken,
treten neben den logischen Gesetzen noch andre Erlebnisse in unser
BewuBtsein, Erlebnisse, denen wir besonderen Wert zuschreiben,

lzXyclzX Ml cl=zy(zXn)]
Dem SchlufRprinzipe nach ist dies nun auch fir
z([y ({z X )

der Fall. Durch die Substitution S| ;']f, ergibt sich, da
1]

T(Y TR
ene logische Form ist. Der gemachten Festsetzung nach gilt dasselbe dem
SchluRprinzipe gemaf? auch fir -
FCIFXF)

und die Wiederholung dieses Verfahrens zeigt endlich in der Tat, daB UiV
eins logische Form ist.
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die wir — im Sinns Hilberts — als ,Axiome" formalisieren. Der
Denkbereich der reinen Logik erhalt seine fundamentale Bedeutung
nur dadurch, daR wir seine Erlebnisse in jeden Wahrheitsbereich
aufnehmen mussen; aber der Satz des Widerspruchs kann nicht far
jeden Wahrheitsbereich als neues Dogma angesehen werden. Das
Beispiel der klassischen Untersuchungen von Hilbert dber die
Grundlagen der Geometrie zeigt zur Genuge Wert und Wichtigkeit
des Problems flr jedes Gebiet der Erkenntnis. Wenn auch die Anti-
nomien der Mengenlehre als Fehlschllisse ausgeschaltet werden kdnnen,
bleibt doch die Frage immer offen, ob die Denkbereiclie, die z. B.
die Mengenbegriffe, die Menge aller Dinge und dergl. definieren, wider-
spruchdose logische Wahrheitsbereicrie (Kap. 1V, Art. 11) ergeben.
Dem erzeugten Dinge sprechen wir nur in diesem Falle logische
Existenz zu; es hatte eben sonst sich selbst widersprechende Eigen-
schaften. Ja, eine der interessantesten und merkwirdigsten Fragen
der modernen Mathematik, die von heftigen Gegensitzen umwogte
Frage des Zermeloschen Auswahlsprinzips, der wir in Kap. VI
diesss Buches néher treten, ist eigentlich nur die Frage der Wider-
spruchslosigkeit eines gewissen Wahr heitsbereichs.

So ist es ein wichtiges erkenntnistheoretisch es Bedurfnis, diesen
Fragen zunéchst fur den einfachsten Fall néher zu treten; um so mehr,
da die Methode sich dann leicht auf alle Wahrheitsbereiche aus
dehnen 1&aRt, die in unsrem mathematisch-logischen Denken bisher
aufgetreten sind.

Eine Berufung auf die Grundnorm unseres Denkens mit Hinweis
auf das Anschauungsgesetz, daR jede unabweisbare Tatsache von
jeder unannehmbaren Tatsache verschieden ist, hat — abgesehen
von erkenntnistheoretischen Bedenken — nicht den geringsten Wert.
Was se uns bieten konnte, ist nur der Entschluf3, die Kegeln der
logischen Deduktion abzulehnen, falls wir irgendwie zu einem Wider -
spruche gelangen sollten. Was wir suchen, ist so ziemlich das Gegen-
teil: eine Rechtfertigung der Annahme, daR die Notwendigkeit, die
Regeln der logischen Deduktion fallen zu lassen, niemals auftreten
kann.

Dabei ist aber wohl zu bedenken, dal? es einen kategorischen
Imperativ fur die Logik, Bin primum scibile, fir die Erkenntnis-
theorie nicht gibt. Es kann sich also nur darum handeln,
die Betrachtung in ein beschrankteres Anschauungsgebiet
zurickzudrangen, wo die Berufung auf die Evidenz der
Widerspruchlosigkeit uns volle oder wenigstens groRere
Beruhigung gewahrt. Wie das erreicht werden soll, setze ich
hier kurz auseinander, und glaube durch dieses vorlaufige Erdrterung
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des Wesens der Sache diese Reduktiun des Problems der Wider-
spruchslosigkeit verstandlicher zu gestalten.

Wir wollen in freier Wahl' gewisse Kegeln aufstellen, nach
denen gewisse Formen P-Formen, andere Q-Formen genannt werden.
Und zwar wird der Augenschein lehren, dafl diese Nuniinatiunen
exklusiv sind, einander ausschlielfen. D.h.: die Kegeln sind
so beschaffen, dall eine Form, die diesen Regeln gemafl P-Form ist
oder heifdt, niemals auch Q-Form ist oder heif3t und umgekehrt. Dabei
wird es sich zeigen, und zwar unter ausschlieflicher Anwendung der
vollstandigen Induktion fir endliche Mengen, daR jede logische
Form ene P-Form ist. Andrerseits wird der Augenschein lehren,
dalR denselben Kegeln geméal, sobald L —o ene P-Form, L—o0'
eneQ-Formist. Waren demnach L — o und L — n' logische Formen,
so mufte L—o ene P-Form und auch ene Q-Form sein. Dies
wirde dem Augenscheine widersprechen und ist ,unmaéglich”, im
Srnie von Kap. |, Art. 6.

Dadurch wird die Berufung auf die ,Evidenz" auf ein viel
beschrankteres Gebiet zuriickgedrangt, genau so wie Hilbert
die Widerspruchlosigkeit seiner ,geometrischen Denkbereiche* auf
Larithmetische Denkbereiche" zurtckfihrt. Allerdings geschieht
dies den logischen Zwecken dieser Untersuchungen ent-
sprechend so, daB ein Widerspruch in diesem be-
schrankten Gebiete nicht nur formal ausgeschlossen,
d. h. der Grundnurm unsres Denkens entsprechend als
unmoéglich erklart wird; sondern so, daB unser
Denken (bei der unmittelbaren Anschaulichkeit jener
Regeln) tatsachlich gezwungen ist, jenen Widerspruch
in der Anwendung der fiur die P- und Q-FormBn gel-
tenden Kegeln— auch im transzendenten, dogmatischen
Sinne des Wortes — als unmaoglich zu erklaren. Eine
Berufung auf den Glauben an die Zuverlassigkeit unsres Denkens
ist schliellich niemals zu vermeiden. Genauer ausgesprochen ist
dies der erlauben an die Zuverlassigkeit unsrer auf die bisher be-
schriebenen Denkprozesse gerichteten inneren Anschauung. DaR
dieselben Dinge verschieden und auch nicht verschieden sind, ist
— wie wir bereits im Kap. I | l, Art. 7 bemerkt haben —
uns wohl undenkbar; da wir aber niemals vor die Forderung ge
stellt werden, diese ,undenkbare" Anschauung zu erleben, ist und
bleibt ein metaphysisches Dogma, das wir als solches annehmen und

! Die »Zweckmafigkeit" dieser Wahl ist innerhalb unsrer Synthesis ein
»glucklicher Zufall" .
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in dem wir die ,Natur®“ unsres Denkvermdgens in eine von uns und
unsrem Denken unabhéngige , widerspruchslose Wirklichkeit" (AuRen-
welt) projizieren. Diese dogmatisch behauptete wider-
spruchslose Wirklichkeit ist die ,logische Existenz",
mit der wir esin den der Logik und Mathematik angehérenden Denk-
prozessen allein zu tun haben.

Den Ubergang von der formalen zur transzenden-
ten Bedeutung des Wortes ,unmdoglich" mit voller Be-
ruhigung ausfihren zu kdnnen, ist es, was wir eben er-
reichen wollen; die ,Evidenz" dieses Uberganges st
gleichbedeutend mit der ,Evidenz" der fraglichen
Widerspruchslofligkeit. Die Ausfihrung dieser Betrachtungen
(in den Einzelheiten jener Kegeln) kann erst zeigen, dal’ diese Evidenz
wirklich erreicht ist. Selbstverstandlich darf ich prinzipiell nicht
von einem ,Beweis' der Widerspruchlosigkeit sprechen, da ja ,lo-
gische Deduktion" nicht zur Anwendung gelangt und auch nicht zur
Anwendung gelangen darf. Was tatsachlich geschieht, ist eine ,de-
monstratio ad oCUIOS' der Widerspruchslosigkeit, die aber — bei
unserem beschréankten Erkenntnisvermdgen — irgendwo, aber jeden-
falls in einem moglichst beschréankten Anschauungsgebiete, jenen
Ubergang in der Interpretation des Wortes ,unmoglich" erheischt.

In diesem Sinne die Widerspruchslosigkeit des Denkbereichs der
reinen Logik zur Evidenz zu bringen, ist unsre nachste Aufgabe.

Das Problem der Widerspruchslosiokeit im Denkbereiche der
reinen Logik.

5. Wir beginnen mit der Aufstellung jener Regeln, nach denen
gewisse Formen P-Formen bzw. Q-Formen genannt werden sollen.
(Dies sind aber noch nicht die friher erwéhnten P- und Q-Formen!)

I. Jedes Stellenzeichen soll eine P-Form Sein.

I'l. Mit X S0Il auch X—v eine P-Form sein und
uingakehrt.

I11.Wenn X eine P-Form ist, soll X —o' eine Q-Form
sein und umgekehrt.

IV. Wenn X eine Q-Form ist, soll X —QO' eine P-
Form sein und umgekehrt.

V. Eine logische Summe U FV soll dann und nur

danneineP-Formsein,wennUoder VengFP-Formist.VI.EinelogischeSummeU

dann eine Q-Form sein, wenn U und V Q-Formen sind.
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VII. Ein logisches Produkt U X VSOIl dann und nur
dann eine -P-Form sein, wenn V und V -P-Formen sind.
VIIl. Ein logisches Produkt UX Vsoll dann und nur
dann eine Q-Form sein, wenn U oder V eine Q-Form ist.
I X. Eine Implikation U C V SOIl dann und nur
dann eine .P-Form sein, wenn 17 eine Q-Form, oder V
eine P-Form, oder endlich U und V weder P- noch Q-
Formen sind.
X. Eine lIsologie '= V und auch eine Aquipollenz
U&= V osoll dann und nur dann eine .P-Form sein, wenn
Uund V -Formen, oder U und V Q-Formen sind, oder
endlich, Wenn U und V weder P- noch Q-Formen sind.

Wir (berzeugen uns unmittelbar durch die Anschauung, dai3
diese Regeln fur gewisse Formen eine und nur eine der
Nominationen (Eigenschaften) ,eine .P-Form sein", ,eine Q-Form
sein", ,weder P- noch Q-Form sein" festsetzen. So wird z. B. x auf
Grund von |. eine .P-Form sein, wahrend keine der Ubrigen Regeln
eine Nomination ergibt; ebenso wird xcy auf Grund von | X.,
oder x + y auf Grund von V. eine P-Form, ferner x —0o' ene Q-
Form sein, wahrend keine der Ubrigen Regeln eine Nomination er-
gibt. Fir fx oder x <y gibt keine der Regeln eine Festsetzung;
dementsprechend sagen wir, daf fx oder x<y ,weder P-Form
noch Q-Form ist".

Kirzer gefalt soll eine Zeichenform ,einen bestimmten
Charakter besitzen", wenn durch (wiederhalte) Anwendung jener
Regeln sich fur die Zeichenform eine und nur ene jener dm Nomina-
tionen ergibt.

Es wird bequem sein, statt de3 Ausdrucks ,weder P- noch
Q-Formsein" kirzer von der betreffenden Form zu sagen, daf sie
»N-Formist". Wir werden demnach Formen mit P-Dharakter,
Q-Charakter und N-Charakter unterscheiden.

Die Anschauung lehrt unmittelbar, dal3 unter den priméren
Zeichenformen die Stellenzeichen, ferner x Sy, xCy, x=y, xF vy,
x Xy und x —o und nur diess P-Formen, ferner x — o eine
Q-Form ist, wahrend fur jede andere primére Zeichenform |Kap. |V,
Art. 12—13) sich die Nomination N-Form ergibt.

Die priméren Zeichenformen besitzen demnach einen durch-
weg bestimmten Charakter.

Mit Zuhilfenahme der vollstandigen Induktion fir endliche
Mengan lehrt uns die Anschauung:

a) Ist F irgend eine Form und sind Vi, V ,...Formen
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von bestimmtem Charakter, so hat mit F auch die Form

S\ ;’ vy. **") F einen bestimmten Charakter.?
L ¥y mv

b) Wenn die Formen V,, Vy ..., Wy, W,, ... einen be-
stimmten Charakter besitzen, und V= W, V,=W,
durchweg P-Formen sind, so besitzen mit F auch

Sy ) mi 8T g )E
einen bestimmten, und zwar denselben Charakter.

c) Jede Form hat einen bestimmten Charakter.

Dabei soll der Genauigkeit wegen hinzugefigt werden, dal
.einen bestimmten Charakter besitzen" ,,einen durch die
Kegeln | —X . vollstandig bestimmten Charakter besitzen"
bedeutet, was aber eigentlich Selbstverstandlich ist. Wir haben ja
Uberhaupt kein andres Mittel zur ,Bestimmung" des Charakters,
as jene unter | — X . festgesetzten Kegeln.

Fur die priméren Zeichenformen ist das unter a), b), c) Gesagte
ohne weiteres evident. Wir mussen uns also nur Uberzeugen, daR,
wenn die in e, erzeugte Form F,, wo u <t ist, diein a), b) und c)
postulierten Eigenschaften besitzt \t< k) und. t' der unmittelbar auf
t folgende Numerator ist, auch F,, diese Eigenschaften besitzt. Dabei
ist Fy nichts andres als

o I, ¥ -
s e Ull "')F“,

wo F, und Uy, Uy, ... die aufgefihrten Eigenschaften a), b) und c)
schon besitzen.
Nach a) hat dann jedenfalls F; einen bestimmten Charakter.

Ferner ist
S [VII Fl‘l "‘)F"
nichts andres als

(55(3[;,‘: Ef v s(f :’,"': ) o, :::)F"

und ebenso

8 (os w11 e

1 Es sa hier noch besonders betont, daR die Schreibweise Vy V...,
Wy, W,..., insbesondere die ,Punkte" durchaus keine vage oder un-
sichere Bedeutung besitzen, sondern nur Abkirzungen fir gewisse
Anschauungen sind, die schon friher (Kap. IV, Art. 15) genau be-
schrieben wurden. Dabei ist die Bndliche Menge von Stellenzeichen jetzt
far die Formen Vy Vy,.. und W,, W, ... dieselbe.
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nichts andres als

I, ¥, e
) ] y) [ Z ¥ e )F_. 2
[3 o we ) Ve 8w s ) O @)
Wenn nun V,&W,, V,=W, usf. durchweg den P-Charakter
besitzen, so haben wegen der fir U,, U, ... geltenden b)-Eigen-
schaft auch
Ty ¥ oon- z, Y. -
S(V,. v,. ...]U- und S[W,, v, ] U,
und so fort denselben bestimmten Charakter, und endlich wegen der
fur.F, geltenden b)-Eigenschaft auch |1) und |2); d. h.: unter den gel-
tenden Annahmen hat auch F, die a), b), c)-Eigenschaft; so der voll-
standigen Induktion gemal auch Fy; womit unsre Behauptung eben
fiir .jede Form" ! zur Evidenz gebracht ist.

7. Es kann vorkommen, dal eine Form F nicht nur
selbst P-Form (Q-Form), sondern bei Anwendung jeder

Substitution SI[;' Uy‘ ", wo Uy Uy, ... beliebige Formen
[ /

sind, eine P-Form (Q-Form) ergibt. Wir wollen dann
F eine P-Form bzw. Q-Form nennen.
Die Anschauung lehrt, da z. B. die Formen

x=x oder xe[xFy)

P-Formen sind. Setzt man in »= x fur x irgend eine Form U,
SO ergibt dieee Substitution U= U eine Isologie, deren erster und
zweiter Teil U ist, d.h. auch den P-Charakter besitzt. Nach X. ist
(Art. 6 d. K.) tatséchlich |= U ene P-Form, also x = x eine
P-Form.

Ebenso wird aus x C [x -F y), wenn man U fir x und V fir
y setzt,

Ut [UF V].

Wenn U ene P-Form, ist nach V. auch U¥ V ene P-Form,
und nach | X. auch UC[UF V) ene P-Form. Wenn U ene
Q-Form, wird wieder nach | X . diee Form auch ene P-Form. Wenn
endlich U weder P-Form noch Q-Form ist, so wird U 4 V P-Form,
wenn V ene solche ist; und weder P-, noch Q-Form, Wenn V nicht
P-Form ist. Nach | X. wird auch in diesem dritten Falle tatsich-

! Jede Form entsteht der Definition nach durch den in Kap. |1V, Art. 16
beschriebenen endlichen DenkprozeB.

Ksnig, Mengenlehre. 8
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lieh Ut UF V dne AForm. Also ist auch x C \x-Fy) eine
P-Form.

Es.entsteht demnach die Frage: Ist es fur jede Form entscheid-
bar oder gar entschieden, ob se P-Firm, Q-Form oder eventuell
keines der beiden ist? In dieser Allgemeinheit brauchen wir uns mit
der Frage gar nicht zu beschaftigen. Der Augenschein lehrt, dal P-
Formen sich nur unter den P-Formen, und Q-Formen nur unter den
Q-Formen finden; womit die fundamentale Anschauung sich ergibt,
daB jede P-Form von jeder Q-Form verschieden ist.

Dazu kommt ferner mit Hilfe der vollstandigen Induktion fir
endliche Mengen die Erfahrung, dall jede logische Form
eine P-Form ist. Um zu diesen Anschauungen zu gelangen,
muissen wir uns vor allem Uberzeugen, daf die logischen Grund-
formen durchweg P-Formen sind. Es ist das ein recht langwieriges
und mihsames Geschaft, aber durch Erschopfung der auftretenden
Féalle ebenso zu absolvieren, wie dies oben beispielsweise fur die
Formen |la) und (lllc) schon geschehen.

Mit Ricksicht auf das Ungewohnte dieser Betrachtungen einer-
seits und auf die fundamentale Wichtigkeit dieser an den logischen
Grundformen zu erfahrenden Anschauungen andrerseits, kdnnen wir
esnicht dem Leser Uberlassen, sich von der Evidenz der Anschauung,
dal jede logische Grundform P-Form ist, zu Uberzeugen, sondern
wir missen den ganzen endlichen Denkprozel3, in dem wir diese An-
schauung erleben, ausfuhrlich darlegen.

8. Wir betrachten zuerst jene logischen Grundformen,
in denen das Stellenzeichen x und nur dieses (as Teil-
name) auftritt. Es sind dipst (la), (IIf), (Hg), (Illa) sowie (Va)
bis (Vd). In erster Reilie also:

z=z, [zX2)=z% [zT2)=zund mcz.

Bei irgend einer Substitution wird an Stelle von x eine P-Form,
eine g-Form oder eine N-Form gesetzt. Man sieht, daf} bei dieser
Substitution mit x nicht nur x selbst, sondern auch x X x und
x F x nach V. bis VIII. dne P-Form oder eine Q-Form ist, wahrend
fur den Fall, daR fur x eine N-Form gesetzt wird, keine der gegebenen
Regeln zur Anwendung gelangt, also auch x 3 x und x-FexN-Formen
sind. Nach X. sind also jene Grundformen (als Isologien) durchweg

! Die rémischen Zahlen mit den Indicea a, b,... bezeichnen den logischen
Grundformen |Art. 1, d. K.), digjenige ohne Index die Regeln desArt. 9, d. K.
Daf bei der logisohen Grundform |IV) kein Index vorhanden ist, wird wohl kein
MiRver standnis hervorrufen.
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P-Formen. Endlich ist nach | X ., mag fur x eine P-, Q- oder N-Form
gesetzt worden, Xx(x immer eine P-Form; und ebenso ist dies nach
It 1., 1V, und X. fir |Va)—(Vd) der Fall.

Wir gehen nun zu jenen logischen Grundformen uber,
in denen die Stellenzeichen & y und nur diese auftreten.
Es sind dies: |Ib), (I1a), |llc), [ITIb)—]|I11d), [I11]), [IV), |[Ve)
bis [V h).

Bei irgend einer Substitution wird an Stelle von x eine P-Form,
eine Q-Form oder eine N-Form gesetzt, ebenso fiir y; die Anschauung
lehrt, daR demnach immer nur einer der in folgender Tafel zusammen-
gesetzten Falle auftreten kann.

%% e

“Form
D-Furm] und fur y eine P-Form,
N-Form
P-Form
so wird x =y nach X. ene Il\_f-Fnrm] und ebenso y=x End--
N-Form,
lich also wird [x = y]= [y= x] in jedem dieser Falle eins AForm.
Ebenso betrachten wir die Féalle, wo fir y eine Q- oder N-Form ge-
setzt wird, und die Anschauung zeigt unmittelbar, dal auch bei
jeder diesr Substitutionen, also Uberhaupt bei jeder Substitution
aus der betrachteten Form eine P-Form wird.

Ahnliche Anschauungen sind weiter fiir jede der aufgezahlten
Grundformen zu ,erleben". Es wére aber doch wohl schon Papier-
verschwen dang, dies fir jede der Grundformen ausfihrlich zu be
schreiben. Allerdings ist es sehr wiinschenswert, da der Leser dies
nicht einfach als ,wohl richtig" annimmt, sondern die Tatsache,
daR jede dieser Grundformen P-Form ist, wirklich ,erlebt". Die
Evidenz dieser Anschauungen ist ja eben die ultima ratio dieser
Betrachtungen.

Weiter haben wir Grundformen, in denen die Stellen-
zeiohen X, y, z und nur diese auftreten. Es sind dies (lIh),
[11d), (11B), (llle), (I1th) und [I11i).

Es ist dann jeder der bei irgend einer Substituten fur x und y
auftretenden Falle mit der Substitution einer P-, Q- oder N-Foim

P
g
N
Setzt man nun fir x {
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flr z zusammenzustellen. Wag dabei geschieht, gelangt in folgen-
der Tafel* zur Anschauung:

X y\zz\xx\yy\zixx\yyzz
plp|lpVNplp\@\\PliplN
QVP P\ @\ A\ QO |QQ\ PP\ |\N
N\ B \|PP\II N |\ B\ QQl INN\ |Pp\ NN
PVQVPI P\ Q\QJI P\ @\IN
QVQ\P\QQ RO Q &\ @\| |\
N N®R|[PP NN Q\| @ N\|NQN
PIWN |P [P W @ P NWJ\IN
Q VNN |\PP 1oQ| WN\@® J@N\MW \ N
N \INN\IPP] |NN\ |NNC ‘Q\INN\lNN\l N

So Uberzeugen wir uns an der Hand dieser Tafel, daR die aufge-
fuhrten Grundformen in der Tat durchweg P-Formen sind. Ab-
kirzungen des ganzen Verfahrens ergeben sich Ubrigens sehr leicht
bei den einzelnen Grundformen.

So Sehen wir fir

[XF\y¥2)]= [(xFy) + 7 (Hb)

daB, wenn auch nur fir eines der Stellenzeichen x, y oder z eine P-

Form gesetzt wird, x ¥ \y-F2) und \xF y) -F z beide P-Formen sind

und damit auch (11b) eineP-Form wird. Es werden also weiter nur

noch jene Falle zu betrachten sein, WO weder fiurr x, noch fur y, noch

fir z eine P-Form gesetzt ist. (Es bleiben noch acht Falle.)
Ahnliches gilt fur

X% (y%2)] = [xxy) % 2, (11d)

wo nur P und Q die Rollen tauschen.
Fir die Grundform

x FyXqg= [xX2F WX 2] [11e)

sent man, daB, wenn flir z eine Q-Forni gesetzt wird, Welche
Form immer auch an Stelle von x und y gelange, \x ¥ y) ¥ und
[x%X 2 ¥ \y X 2 beide Q-For men werden, womit es klargestellt ist,

' Es treten hier genau 27, sowie frither 3 bzw. 9 verschiedene Félle auf.
Dffenbar hat diese Anschauung der Anzahl mit den Betrachbungen des Textes
nichts zu tun. Wir hétten den ,Anzahlbegriff" fir endliche Mengen unab-
héngig von diesen logischen Betrachtungen schon einfilhren kénnen. Das ist
aber Uberflussig. Der Ubersichtlichkeit wegen benutzen wir ihn jeduuh in den
Erlauterungen, die dadurch etwas kiirzer werden.
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daR (11B) in diesen |neun) Fallen eine P-Form wird. Ahnlich wenn
x und z oder auch yund z P-Formen werden (finf Féalle). Ferner,
wenn x und y Formen gleichen Charakters sind (vier neue Falle).
Die Ubrigen Félle |es bleiben noch neun) werden am raschesten ein-
zeln erledigt. Es werde z. B. fur x eine N-, fir y eine Q-, fur z eine
P-Form gesetzt. Eswird dann x F y ene N- und [x ¥ y) X z eine
N-Form; ferner wird x ¥ z éine N-, y X z eine Q-Form, und endlich
x X 2 ¥ \y X 2 eine N-Form.
Bei der dem Syllogismus entsprechenden Grundform

[(zey) X [yca)][zca] [l11e)

sieht man, daR, wenn fir x eine Q- oder fir z eine P-Form ge

setzt wird, auch x(z und damit auch (llle) eine P-Form wird

|15 Falle). Wenn fur x eine P- oder N-Form, fur z eine Q- oder N-

Form gesetzt wird, wird x(z eine N-Form. |Eine Implikation ist

niemals Q-Form.) Dies gibt alle Ubrigen Félle. Man Uberzeugt sich

leicht, daR auch \xCy) ¥(yCz) dann immer eine N-Form wird.
Bei den Formen

D)y c2)] c[|= X y) cz]
[lz X pecz]c[zcfwcs] (1)

werden sowohl x C \y C 2) wie \x X y) C z beide P-Formen, wenn
y ene Q- oder z eine P-Form wird, oder auch, wenn y und z
N-Formen sind |18 Falb). Wird aus x eine Q-Form, so hat man
fur jene Formen wieder P-Formen (drei Félle). Es bleiben noch
folgende Falle: PPQ, NPQ, PNQ, NNQ, PPN, NPN, die der
Reihe nach fiir xC\yCz und \x X y)Cz durchweg N-Formen er-
geben, womit es evident wird, dal die betrachteten zwei Grund-
formen P-Formen sind.

Es verbleiben endlich noch die Grundformen |lIIf)
und |II1g), in denen die Stellenzeichen x, y, z, u auftreten.
Auch hier kann an Stelle des unmittelbaren(s) Falle umfassenden)
Verfahrens ein kirzeres treten.

Insbesondere bemerkt man bei

[lzcy) X [ecw)]c[ |z X 2) ¢ by X W] (11)
unmittelbelr, dal, wenn man fir x oder z eine 5-Form setzt,
\x ¥ 2) C \yX u) und demnach auch [I11f) nach | X . eine P-Form wird.

Es verbleiben demnach nur mehr die Falle, wo weder x noch z eine
Q-Formwird, wahrend fur y und u beliebig P-, Q- oder N-Formen
gesetzt werden. Es ist demnach jeder der in der Tafel
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X z X | Z
P NP \W |\P
P NWN|N

aufgefuhrten Féalle mit jedem Falle zusammenzustellen, der sich in
folgender Tafel findet:

y wo\yy || w Ny u
PP PINTP

E % 8 N \[{lN |(’§

Wird aber y oder u eine Q-Form, so ist XCy) X [Zu) jetzt,

wo eben x und z nicht Q-Formen sind (und eine Implikation nie_:_mals
Q-Form sein kann), eine N-Form, und ebenso \x X 2) C [y X u).

I'n diesen Fallen ist demnach |I11f) tatsachlich P-Form. Und statt
der zweiten Tafel ist nur noch die folgende

y o Vvy\u
p— I _
PYP\NIP
P | N | N N
zu bericksichtigen; wo die verbleibenden |I16) Félle sehr leicht zu
Ubersehen sind. Inshesondere die [4) Falle, wo y und u P-Formen

werden, sind auf den ersten Blick als AFormen zu erkennen.
Die Grundform

[g)y) X (zcu)lc[(= T 2) ¢y F u)]
erheischt ganz ahnliche Betrachtungen, die ausfihrlich darzulegen
um so weniger notwendig ist, als sie sich aus den soeben hingeschrie-
benen sofort ergeben, wenn man x, zund Q mit y, u und P vertauscht.

9. Die vollstandige Induktion fir endliche Mengen bringt es
endlich in der Tat zur Evidenz, daf3, so wie jede logische Grundform,
Uberhaupt jede logische Form P-Form ist. Dabei haben wir
auf diein Art. 2 gegebene Beschreibung des endlichen Denkprozesses
zurlickzugreifen, durch den Uiber haupt logische For men erzeugt wer den.
Sei die so erzeugte Form Fy; wir (lberzeugen uns dann leicht, daB,
wenn die logische Form F, eine P-Form ist und X' der auf t folgende
Numerator, immer auch F, eine P-Form ist; womit eben der voll-
standigen Induktion entsprechend auch die Anschauung gewonnen
ist, da Fy eine P-Form ist.
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Die Form F; wird durch Anwendung enes der Prinzipe |i),
[W), (D) oder \S) (Art. 2 d.(K.)gewonnen. Diese verschiedenen
Félle sind gesondert zu betrachten.

[I) Bei Anwendung einer ,beliebigen" Substitution

, ¥e---
8oz o)
(d.h. einer solchen, wo U, V,, ... irgendwelche bestimmte Formen
sind) wird in der Implikation

(@ cls(p)w=s()w)
Ao o Ju=s( g )Y

der ,erste Teil":

d der ,7wpite Tail"
o [r; U,.:: [U)W Slos o8

ik ¥ooee-
das heif3t: i Ty Yy e .
S v.. U,,___]U. U,....)W_
@ i Pooon
S x, Yy on
S Uﬂ U" -..)V‘ U"l '--)W.

Es gibt keine Festsetzung, nach der eine Isologie Q-Form ware;
d. h. eine Isologie ist P-Form oder N-Form, und zwar je nachdem,
ob der erste und zweite Teil der Isologie denselben Charakter be-
sitzen oder nicht. Hat nun der erste und zweite Teil von (1) den-
selben Charakter, so zeigen diein Art. 6 gegebenen Entwicklungen,
dall der erste und zweite Teil von |2) gleichfalls denselben Charakter
besitzen. Damit ist fir diesen Fall gezeigt, dal der erste und
zweite Teil von [l) denselben Charakter besitzen, oder daR [I) eine
P-Form ist.

Ist aber |1) eine N-Form, SO kann (2) eine P- oder N-Form
sein. Mag aber welcher immer dieser Falle eintreten, so ist doch
\I) dne .P-Form, wovon wir uns eben iiberzeugen wollten.*

[W) Esist unmittelbar evident, da® U und U — D Formen sind,
die denselben Charakter besitzen, was eben wieder den P-Charakter
der in \W) gegebenen Implikationen sichert.

! Das (ibliche ,qu. e. d." ist hier Brat recht am Platze; das ,demonstran-
dum" ist im engsten Sinns des Wortes das ,Zeigen" einer Anschauung.
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\D) Wenn U und U CV P-Formen sind, so ist damit fur die
Implikation U CV gesagt, daB V ene O-Form ist; U und UCV
sind aber den schon gewonnenen Anschauungen gemafR nach jeder
Substitution P-Formen, d. h. P-Formen; womit es evident wird,
dall auch V eine P-Form ist |bei jeder Substitution eine P-Form
bleibt).

\S) Der schon gewonnenen Anschauung nach ist W eine P-
Form; dalR dies auch fir S[;]W der Fall ist, lehrt die einfache

Bemerkung, dal die Anwendung einer ,beliebigen" Substitution

g [U ‘U, .. :) Buf S[;) L4

x. ¥ oo
g r,
[S o ) v, T, )W,

d. h. nach der an W schon gewonnenen Anschauung eine P-Form gibt.

Damit ist aber die in Art. 5 beschriebene Anschauung tatsich-
lich erreicht. Es sei L irgend eine logische Form und mit dieser dem
Prinzips \W) entsprechend auch L — D eine logische Form; (UB An-
schauung lehrt uns, wie wir soeben gesehen, daB L — D eine P-Fonm
ist.  Ware nun L— o' den beschriebenen Anschauungen gemaR
auch eine logische Form, so miuf3ten wir die Anschauung gewonnen
haben, dal L eine Q-Form ist. Jede P-Form ist von jeder Q-Form
verschieden, und es ware in unsrer Anschauung die Form L von sich
selbst verschieden. Das ist unmoglich im normativen Sinne des
Wortes; aber nach der an der erwéhnten Stelle ausfihrlich dar-
gelegten Annahme auch im dogmatischen, transzendenten Sinne
des Wortes.

die Form

10. Dal fur irgend eine Form L nicht L — D und L— o' beide
logische Formen sein konnen, ist der Satz der Widerspruchlosigkeit
in der Theorie der logischen Formen, oder auch im Denkbereictie
der F.L.-Nominationen, oder endlich im Denkbereiche der reinen
Logik.

Fir den Denkbereich der reinen Logik ist damit gesagt, daB ,in
diesem Denkbereiche“irgend ein Erlebnis nicht ,wahr“ und auch
.falsch" sein kann. Man kann ja L als volles Dingzeichen betrachten,
das Zeichen irgend eines bestimmten Erlebnisses ist. Mit anderen
Worten: Ein Erlebnis, das in diesen Denkbereich als unabweishare
Tatsache aufgenommen ist, wird durch kein Erlebnis des Denk-
bereichs als unannehmbare Tatsache hingestellt. Aber auch nicht
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als ,weder unabweisbare noch unannenmbare Tatsache". Die An-
schauung zeigt, dal der Denkbereich der F.L.-Norninationen durch
Aufweisung der logischen Grundformen, der logischen Erzeugungs-
prinzipe, und durch die Beschreibung der endlichen Denkprozesse,
die zu |eventuell neuen) F.L.-Nominationen fihren, bestimmt wird;
diesdlbe Anschauung zeigt, dafd so eben wieder nur F. L.-NDminationen
erzeugt werden und somit der Denkbereich der Grrundnorm unsres
Denkens entspricht. DaR ,Lnom.F. L.“ dem Denkbereiche nicht
angehort, ist ein Erlebnis, das bei der Anschauung des Denkbereichs
auftreten kann, aber der Beschreibung des Denkbereichs, d.h. der
Anschauung nach nicht ein Erlebnis, das dem Denkbereiche an-
gehort. Dall ,Lnom.F.L." dem Denkbereiche nicht angehort, sagt
nicht mehr und nicht weniger, als da L sich unter den ,logische
Formen" genannten Dingen nicht vorfindet. DaR L trotzdem sich
unter den logischen Formen findet, sagt wieder, daf} L von sich
selbst verschieden ist.’

Es sei beim Abschlu dieser Betrachtungen nochmals betont, daf3
es sich durchweg um reine Anschauungsprozesse handelt, zu denen
sich am Ende das Anschauungspostulat gesellt, demzufolge es , un-
maoglich" ist, daB ein Ding von sich selbst verschieden ist.

Die Erzeugung irgend einer Form ist unmittelbar ein Erlebnis
(objektiviert ein ,Gegenstand") unsrer inneren Anschauung, die
durch die fir die Formen benutzten Schriftzeichen wohl in kréftiger
Weise unterstutzt wird, aber von diesem Hilfsmittel , bei entsprechen-
der Vervollkommnung" des Anschauungsvermégens® ganz unabhéngig
ist. Die Anschauung unterrichtet uns weiter, ob eine — und dann
nur eine— der Regeln | — X . auf die Form anwendbar ist und , dem-
gemaR" die Form P-, Q- oder N-Form genannt wird. Und esist wieder
direkte Anschauung, in der wir erkennen, daf} jede logische Form
P-Form ist. Uber die direkte Anschauung geht dabei nur das , dem-
gemaR" in der Fassung des vorstehenden Satzes hinaus. Dieses
,demgemaR" fordert, dal den Regeln | — X . entsprechend eine und
nur eine der Nominationen P-Form, Q-Form, N-Form gesetzt werde.
Eine solche Festsetzung, bei der gewissen Dingen derselbe Name
zuzuordnen ist, ist eine Urfunktion unsres Denkens, und unumgang-
liche Voraussetzung des ,logischen” Denkens.?

! DaR ich fir irgendein L nicht wei3, und vielleicht tiberhaupt nicht ent-
scheiden kann, b eS sich unter den logischen Formen findet, oder nicht findet,
ist davon verschieden, und kann nicht ab ovo zurickgewiesen werden.

2 Die entsprechenden Ausfithrungen sind denen in Kap, | | | , Art. 2 analog
und sollen hier nicht wiederholt werden.

3 Man kénnte auch in der sprachlichen Aus drucks weise dieser Auffassung
in hoherem M al3e dadurch gerecht Werden, dal3 die Regeln | — X . anders formuliert
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So ist es — um ein bei den Untersuchungen Uber die Natur des
Zahlbegriffs vielfach angewendetes Bild zu benitzen — in der Tat
nur ein gewissen willklrlichen Festsetzungen entsprechendes, spiel-
artiges Setzen von Marken, das an die Stelle des logischen Denkens
tritt; aber durchaus nicht so, daf} dieses Spiel das logische Denken
.ist"; wohl aber wird durch dieses , Spiel" das Problem der Wider-
spruchlosigkeit geradezu auf diesss einfachere, niedrigere An-
schauungsgebiet bertragen und damit reduziert.

Es s& noch bemerkt, dal3 die Sprache, die mit und im logischen
Denken entstanden ist, sich unwillkirlich und beinahe ausnahmslos
in logischen Analogien bewegt. So wird selbst der logisch und mathe-
matisch geschulte Leser auf den ersten Blick durch die Behauptung
Uberrascht sein, daR die ganze Keine dieser Betrachtungen ohne Be-
nutzung der logischen Deduktion durchgefihrt ist. Bei unsrer
logischen Gewohnung, oder eigentlich Verwohnung ist, um dies zu
konstatieren, volle Aufmerksamkeit notwendig. So sagen und denken
wir: ,U ist eine P-Form; ,also" ist auch U4 eine P-Form". Wir
benutzen ganz ruhig die Aus drucks weise des logischen Schlusses,
wahrend doch nur von willkirlichen Regeln, nicht aber von ,unab-
weisbaren Tatsachen" die Rede ist. Bei der Beschreibung des Denk-
bereichs der -P-Nominationen ,involviert" das ene Erlebnis das
andere; was aber, wie wir schon zu Beginn des zweiten Kapitels
auseinandergesetzt haben, ein vom logischen Schlielen ganz ver-
schiedener, vor allem viel einfacherer Denkakt ist.

Der Satz des ausgeschlossenen Dritten und die Schullogih.

11. Der Satz des Widerspruchs wurde in diesen Be-
trachtungen nicht unter die logischen Grundsatze auf-
genommen. Wohl aber ergibt er sich als an dem Denk-
bereiche der reinen Logik erfahrenes Anschauungsgesetz.
Trotzdem konnte der eingefiihrten genauen Terminologie entsprechend
dieser Satz auch ein ,logischer Satz" sein, was Ubrigens, wie schon
bemerkt wurde, die eben durchgefiihrten Betrachtungen nicht Uber-
flissig macht, ja nicht einmal vereinfacht. Es wird leicht zu
sehen sein, dal3 die hier fir den Satz des Widerspruchs gegebenen
Entwicklungen den Forderungen einer prézisen Erkenntnistheorie
entsprechen. Es hat sich schon gezeigt, daB der Satz das Wider-

werden. Man kénnte z. B. statt X. sagen: ,Eine Isobgie heiBt eine P-Form,
se Name des Erlebnisses, dal der erste und zweite Teil der Isolugie Formen
gleichen Charakters sind". Ich glaube aber, dal das Ungewohnte dieser Aus-
drucks weise unser Denken eher verwirren als erleichtern wirde.
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Spruchs und der Satz des ausgeschlossenen Dritten durch logische
Deduktion |mit Hilfe des SchluBlprinzips) aus einander ,folgen", d.h.
daB die entsprechenden Formen &quipollent sind. Fir die aufge
worfene Frage geniigt es demnach, die dem Satze des ausgeschlossenen
Dritten entsprechende Form

[z—0] F [¢—v]

zu untersuchen. Dabei zeigt es sich unmittelbar, dal diese Form
keine P-Form ist, d. h. unter den logischen Formen sich gewil3 nicht
findet. Bei der Substitution einer N-Form N fur xwird ausjener Form
eben, daN — o und N~- o wieder N-Formen sind, auch ene N-Form.
Damit ist aber die aufgeworfene Frage durchaus nicht erledigt. Die
Einfuhrung der P- und Q-Nominationen ist eben nur ene Methode,
ilie uns fir den Denkbereich der reinen Logik gute Dienste leistet
und insbesondere das Problem der Widerspruchbsigkeit in der aus
gefihrten Weise erledigt. Wenn wir aber jetzt den Satz des aus
geschlossenen Dritten unter die logischen Grundsatze, und dement-
sprechend die Form |X—-D)F [X—i) unter die logischen Grund-
fojyrien aufnehmen und dann dieselben logischen Erzeugungsprinzipe
wie friher statuieren, erhalten wir eben einen anderen Formenbereich,
und in der Interpretation: einen anderen Denkbereich, den wir der
Kurze wegen als , Denkbereich der Schullogik" bezeichnen wollen. Die
frihere Bemerkung, daf} der Satz des ausgeschlossenen Dritten keine
P-Form liefert, zeigt nur, dal3 jene Methode der P- und Q-Nomina-
tionen jetzt nicht zum Ziele fihrt; zeigt aber nicht, dafl der Denk-
bereich der Schulbgik fur die Beschreibung , notwendigen Denkens"
unbrauchbar ist.

Um eine Beschreibung , notwendigen" Denkens zu erhalten, muf3
aber die Interpretation der logischen Formen Satze ergeben, die wir
als evident anerkennen. Um in diese Aus drucks weise nicht mehr als
unbedingt erforderlich hineinzulegen, wollen wir wieder sagen, daR
die logischen Formen V-Formen sein missen. Fur diese V-Nomina-
tionen verlangen wir aber beim ,notwendigen" Denken noch weitere-
Eigenschaften.

Den unabweisbaren Tatsachen sind unannehmbare Tatsachen
und entsprechend den V-Formen W-Formen gegeniberzustellen;
wahrend der Denkbereich ein Wahrheitsbereich werden soll. Wir
werden dem gerecht, wenn wir bestimmen, daf mit X auch X — o
eine V-Form sein soll und umgekehrt; und weiter: wenn X ene V-
Form ist, soll X — o' ene W-Form sein und umgekehrt. Sowie:
Wenn X ene W-Form ist, soll X-——D' ene V-Form sein und umge-
kehrt. Wir fordern schliellich eine solche Beschaffenheit des , Wahr -
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heitsbegriffs’, dal ,A oder B ist wahr" nur dann als ,notwendig"
erkannt wird, wenn zum mindesten A wahr ist oder B wahr ist;
was in unsre Aus drucks weise Ubersetzt folgende Regel ergibt: Die
logische Summe U F V ist dann und nur dann ene V-Form, wenn
U oder V eneV-Formist. Es missen Bndlich die logischen Erzeugungs-
prinzipe gelten.

Soll nun dem Satze des ausgeschlossenen Dritten entsprechend

[X—D] + [x— O]

eiene logische Grundform sein, so miissen wir fordern, daR diese Grund-
form selbst sowie die aus ihr bei irgend einer Substitution entstehenden
Formen V-Formen seien. Ist aber X irgend ein Erlebnis, SO ware
damit gesagt, da X— D oder X— o' jedenfalls V-Form ist. Jedes
Erlebnis ware ,wahr" oder ,falsch"; genauer ausgedriickt: jedes
Erlebnis wére als unabweisbare oder als unannehmbare
Tatsache in den Denkbereich aufzunehmen. Der Denk-
bereich der Schulbgik mifte der sog. absolute Wahrheitsbereich
sein, dem jedes Erlebnis als unabweisbare oder unannehmbare Tat-
sache angehdrt. |Ist aber in diesem Falle A irgend ein Erlebnis, so
mifRte auch das Erlebnis, daR von den Erlebnissen A — D und A —o'
enes und nur eines dem Denkbereiche angehort, wieder dem Denk-
bereiche angehoren. Diese ,impradikative" Bestimmung deutet
auf ene Schranke unsres Denkens. Offenbar ist ein solcher Denk-
bereich nach Kap. 11, Art. 1 (im normativen Sirnne des Wortes) un-
maglich. Die Beschreibung eines Denkbereichs geht davon aus, daR
jedes Erlebnis ,gegeben" oder ,nicht gegeben" ist; die Synthesis
des Denkbereichs statuiert, daf} die gegebenen Erlebnisse und nur
diee dem Denkbereiche angehdéren. Das Erlebnis E' (oder E"),
daB das Erlebnis E dem Denkbereiche angehort (oder nicht angehort),
ware nichts andres, als das Erlebnis, dal E gegeben (oder nicht ge-
geben) ist und daR diee Eigenschaft auch jedem andren gegebenen
(oder nicht gegebenen) Erlebnisse zukommt. Ein solches Erlebnis
ware aber weder gegeben noch nicht gegeben; die Eigenschaft, ge-
geben oder nicht gegeben zu sein, hat absolut nichts damit zu tun,
ob irgend ein anderes Erlebnis gegeben oder nicht gegeben ist; wah-
rend doch jenes Erlebnis E' die Kenntnis aller gegebenen (oder nicht
gegebenen) Erlebnisse voraussetzt. Das heil3t:

Um zu entscheiden, ob das Erlebnis E' |bzw. E") gegeben oder
nicht gegeben ist, mufl es schon entschieden sein, ob E' (bzw. E")
gegeben oder nicht gegeben ist. Dieser Denkakt ist fur uns tatsach-
lich ,unmdéglich"; wir kénnen ihn nicht ausfiihren. Diese Beschrei-
bung des Erlebnisses E' (oder E") mussen wir fallen lassen; es ware
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aber, wie schon |Hap. ! |, Art.7) auseinandergesstzt wurde, zum
mindesten Ubereilt, jenes Erlebnis selbst als unmdglich zu bezeichnen.
Diese antinomischen Verhéltnisse werden unmittelbar geklart, wenn
wir bedenken, dafjenes ErlebnisE' |Dder.E") eine Anschauung ist,
die wir an der Synthese (Konstruktion) des Denkbereichs
selbst gewinnen, d.h. die diese Synthese schon voraussetzt.

Mit anderen Worten: Nach der Grundnorm unsres Denkens ist
ein absoluter Wahrheitshereich, dem jedes Erlebnis als unabweis-
bare oder unannehmbare Tatsache angehoért, ,unmdglich”; ene
solche Annahme muf} ausgeschlossen bleiben. Dies entspricht tat-
sichlich dem Entwicklungsgange der exakten Wissenschaften. M uf3ten
wir z. B. das Parallelenaxiom als wahr oder falsch in unsern , Denk-
bereich" aufnehmen, so gébe es keine absolute |nicht-euklidische)
Geometrie. Und die bekannte Anekdote, nach der Laplace die
Existenz Gottes als eine in der mécanigme Céegte Uberfliissige Hypo-
these bezeichnet, drickt eigentlich denselben Gedanken aus.

12. Der Denkbereich der reinen Logik unterscheidet sich von
der ,Schullogik" nicht nur durch die Stellung, die den Satzen des
Widerspruchs und des ausgeschlossenen Dritten zukommt. Wenn
wir einmal erkannt haben, dal nicht ,jedes’ Erlebnis as unabweis-
bare oder unannehmbare Tatsache dem Denkbereiche angehéren kann,
so kénnte nach dieser Préazisierung unsrer Anschauungen, was ja in
der ,Schullogik” nicht explizite ausgeschlossen ist, diese mit der
.reinen Logik" Ubereinstimmen. Dies ist aber nicht der Fall.
Sie unterscheiden sich noch immer in einem wesentlichen Punkte.
Wir haben die Form

Xty  —o0')C|z — O]

nicht unter die logischen Grundformen aufgenommen; trotzdemihre
Interpretation einen Denkakt beschreibt, der bisher, so viel ich weil3,
ganz allgemein als notwendig, evident anerkannt wurde. Diese
Interpretation lautet: Wenn y aus x folgt, so muf3 auch , x ist falsch"
aus ,y ist falsch" folgen. Allerdings ist die ,Notwendigkeit" dieses
Schlusses ein schwerer Irrtum, in den wir kaum mehr verfallen, wenn
unser logisches Denken durch den Begriff des Denkbereichs schon
préazisiert ist und damit das Vorurteil des absoluten Wahrheitsbereichs
entfernt wurde. Offenbar sind bei jener SchluRweise die Eigenschaften
»dem Denkbereiche nicht angehéren” und ,dem Denkbereiche als
unannehmbare Tatsache angehdren" als nicht verschieden gesetzt,
was in der Tat, aber auch nur dann der Fall ist, wenn wir von einem
Erlebnisse E irgendwie schon wissen, dal E —o oder E —0o' dem
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Denkbereiche angehdéren muf3, wahrend der Fall, daf weder E— o
noch E ~~ o dem Denkbereiche angehort, offenbar Ubersehen ist.
Der pruzise SchluB, der sich unsin der Tat aufzwingt, ist der folgende:
Wenn x(y, d.h. aus x das y folgt, und y dem Denkbereiche nicht
angehort, so kann x dem Denkbereiche nicht angehdren; sonst miifite
auch y dem Denkbereiche angehdren, was nach der Grundnorm
unsres Denkens ausgeschlossen ist. Gehdrt y— o' dem Denkbereiche
an, SO wiirde bei denselben Annahmen auch y —o dem Denkbereiche
angehodren, was abermals |wegen der Widerspruchslosigkeit des Denk-
bereichs) ausgeschlossen ist. Keinesfalls dirfen wir aber die so zur
Evidenz gebrachte Tatsache, dal x oder auch x-o0 dem Denk-
bereiche nicht angehort, mit der davon ganz verschiedenen Tatsache,
dal x —o' dem Denkbereiche angehort, verwechseln. Fir gewisse
Erlebnisse ist jener SchluR richtig; nicht aber fur ,jedes" Erlebnis x.
Dabei ist aber ein naheliegendes MiRverstandnis zu vermeiden.
Wenn wir den Satz des Widerspruches oder den Satz des ausgeschlos-
senen Dritten nicht as Eigenschaft des ,fertigen" Denk-
bereichs, sondern als logisches Grundgesetz — in dem hier
gebrauchten prézisen Sinne dieses Ausdrucks — auffassen, so werden
wir zu der absurden Annahme eines absoluten Wahrheitsbereichs ge-
zwungen. Das ist unter allen Umstdnden ausgeschlossen. Nicht so,
wenn wir von dem Denkbereiche der reinen Logik zu dem Denk-
bereiche einer prazisen Schullogik Ubergehen, indem wir jetzt

[zcy]lc[ly —v) (e -~0]
unter die logischen Grundformen aufnehmen. Diese Annahme ist
fir uns — der gebréuchlichen Aus drucks weise nach — Bin neues
Axiom (dehe spater Kap.V |, Art.1). Ausfihrlicher gesprochen:
Wir wollen annehmen, daR, sobald x Cy und y— o' dem Denk-
bereiche angehéren, auch x — o' dem Denkbereiche angehéren soll.!
Damit ist allerdings ein neuer Denkbereich definiert: der Denk-
bereich der préazisen Schullogik, dernuninder Tat ein exakter
(widerspruchsloser) Wahrheitsbereich ist, aber eine Annahme ent-
halt, die durchaus nicht so ,notwendig" ist, wie es die Annahmen
der reinen Logik sind. Wir werden mit Hilfe dieses Denkbereichs
gewisse Denkvorgange ,zweckmaRig" beschreiben, dirfen aber nie-
mals vergessen, dal wir eben jene (rein logisch nicht immer moti-
vierte) Annahme gemacht haben. Damit ist das erste Beispiel fir
die exakte Beschreibung gewisser Denkvorgénge gewonnen, in denen
eben auch nicht unbedingt ,notwendige” Annahmen enthalten sind.

! Es ist dies selbstverstandlich eine viel weniger sagende Annahme, als
daR fir jedes Erlebnis x entweder x —o oder x —0' dem Bereiche angehért.
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DaR der Denkbereich der prézisen Schullogik in der Tat Bin
exakter (widerspruchsloser) Wahrheitshereichist, kann sehr leicht zur
Evidenz gebracht werden. Wir Uberzeugen uns unmittelbar, dal die
neue Form ene P-Form ist, indem wir die Falle, dal} x bzw. y P-,
Q- oder N-Formen sind, samtlich Uberblicken, und dann die Betrach-
tungen, die fiir den Fall des Denkbereichs der reinen Logik angestellt
wurden, jetzt Wort fur Wort wiederholen.

Spezielle Entwicklungen zur Theorie der logischen Formen.

13. Der endliche Denkproze, der in Art.2 d. H. ausfuhrlich
beschrieben wurde und (UB Erzeugung der logischen Formen ergibt,
ist als ,bestimmt" anzusehen, wenn die zugrunde gelegte Formen-
menge gegeben ist und bei ,jedem einzelnen Schritte der Deduktion"
sowohl das zur Verwendung gelangende logische Prinzip, wie auch
die schon erzeugten logischen und andere Formen gegeben sind,
»auf welche" das Prinzip eben angewandt wird. Wenn dies geschehen
ist, bleibt fur irgendwelche Willkur (frele Wahl) kein Kaum mehr.
Der DenkprozeR ist eben vollstandig beschrieben und liefert eine be-
bestimmte logische For mig. Jede3 solche Verfahren wird Algorith-
mus genannt. |Die Darstellung selbst zeigt unmittelbar die voll-
kommene Analogie mit den Algorithmen der Mathematik.)

Der Algorithmus ist durch seine Bestimmungsstiicke gegeben;
die Bestimmungsstiicke selbst sind gewissen gegebenen Dingen in
freier Wahl zu entnehmen. Wie dies geschieht, ist vorderhand ganz
gleichgultig; wir erhalten doch immer logische Formen und durch
die Interpretation dieser Formen logische Sétze bzw. logische Gesetze,
diefdr uns den Charakter der Evidenz besitzen. Wir versuchen jedoch,
diee freie Wahl , zweckmaRig", d.h. so vorzunehmen, da wir zu den
in unserm Denken erfahrungsgeméafl benutzten logischen Gesetzen
vordringen und in diessr Weise das Ristzeug unsres ,notwendi-
gen" logischen Denkens durch die (jetzt eben genau beschriebene)
logische Deduktion uns gewissermallen neu erschaffen. So entsteht
eine beliebig ausdehnbare spezielle Theorie der logischen Formen,
aus der wir jedoch hier nur einige wenige Sitze herausheben. Dabei
kommt es uns darauf an, die Art der logischen Deduktion an Bei-
spielen zu erlautern, aber diee Beispiele auch so zu wéhlen, dafl
die wichtigsten und weiterhin anzuwendenden logischen Gesetze (als
Bestandteile unsres ,notwendigan" Denkens) zur Evidenz gelangen.

Wir beginnen mit der prinzipiell sehr wichtigen Erweiterung
des SchluBprinzips und erkennen das (Anschauungs-) Gesetz:

Mit U, U und [UX U]t Vist auch V eine logische Form.



128 F. Theorit der logischen Formen.

Ty ¥

. . . ® . .
Durch die Substitution S U, v, V,] wird aus |[llli)

[(U &) CVICI[UCIVcV)

und dies ist nach dem Substitutiunsprinzip eins logische Form. Den
gemachten Festsetzungen nach ist auch (UX IT) CV eine logische
Form. Durch zweimalige Anwendung des SchluBprinzips ergibt sich
dann |wie in der FulRnote zu Art.4), dal V eine logische Form ist.

Eine weitere, fir die Bedeutung der logischen Deduktion selbst
sehr wichtige Bemerkung ist die folgende.

Durch die Substitution S ;I wird aus (I11i) die logische Form

[x X V(X ZWX)-\;

die Bemerkung, daR hier \x X y) (x die logische Grundform |[I11by)
ist, gestattet die Anwendung des Schluf3prinzips, so daf} auch

x([ypd

als logische Form erkannt wird. Setzt man hier fur x irgend ene
logische Form L, fur y irgend eine Form F, so erhélt man wieder
eine logische Form

Lc[FCL]

und erkennt, indem wieder das SchluRprinzip zur Anwendung kommt,
daB, wenn L irgend eine logische Form, F eine beliabige
Form ist, immer auch-FcL eine logische Form ist. Die
Interpretation dieser logischen Form ergibt en sehr merkwirdiges
logisches Gesetzz Die Annahm?, daB irgend ein Erlebnis?
unabweisbare Tatsache ist, zwingt mich, jedes logische
Gesetz als unabweisbare Tatsache anzuerkennen.

Es ware wohl ganz verfehlt, hierin einen ,Beweis" oder auch
nur eine tiefere Begrindung der Evidenz des logischen Denkens zu
sehen; die ,,Evidenz" ist nur in der unmittelbaren Anschauung ent-
halten und kann von dieser nicht getrennt werden. Wohl aber faf3t
diesss fundamentale logische Gesetz in einer einzigen Aussage die
volle erkenntnistheoretische Wertung zusammen, die unsre Fest-
setzungen dem Denkbereich der reinen Logik beilegen (und die wir
sehr bald auch auf andere , axiomatische" Denkbereiche uUbertragen,
insofern wir den in den ,Axiomen" ansgedriickten Annahmen die
Evidenz der logischen Gesetze beilegen).

' So auch z. B. das Erlebnis, daR ich denke, mir irgend einen Denkakt
vorstelle.



14. Spezielle Entuicklungen zur Thieorie der logischen Formen. 129

14. Unter den logischen Gesetzen sind es die mit dem sog. |denti-
tatsprinzipe der Schullogik zusammenh&ngenden, die am haufigsten
zur Anwendung kommen. |hre Deduktion geschieht, wie folgt:

Wenn wir in dem Isologieprinzipe fur U, V, W der Reine nach
X, y und x = z setzen, erhalten wir die logische Form:

[zéy][[b'(:) w=a =83 =)

oder
[e=ylcllz =2ty = 9] (a)
Indem wir in (111j,) die Substitution S :f ' i | ausfiihren,
=z, y=12

ergibt sieh nach dem Substituteonsprinzipe die logische Form:

Br=a=ly=alcllz=2c(y=2);

und nun wieder, indem wir in |Il1le) die substiUition

§ [x—-:v- lz=a= < Iy;zl'. (mEZ):iyE:))
ausfiihren, die logische Form
[{z=y) c(z== =) X {(e=n=ly=d)) ( (= cly= s))]]
Cllz=w c[lz=2 < [y=2)].

Nach der obigen (Art. 13) Erweiterung des SchluBpvinzips er-
gibt sich dann, wenn fir U und U die unter |a) und (b) stehen-
den logischen Formen gesetzt werden, aus (c), dal auch

[e=ylc(lz=2c(y=2]]
eine logische Form ist.

Durch Ausfihrung der Substitution il i |
=2y, £2z, g=2
in |I11h) und abermalige Anwendung des SchluRprinzipts' ergibt

sich endlich die logische Form:
WE =9 X (2= 3]ty = 4]
und wegen llz = ) = |y = £) auch die logische Form:

[y = @) X {z = )] [y = 2], (J2)

! Die genaue Ausfiihrung der Deduktion unter Berufung auf die zur Anwen-
dung gelangenden logischen Formen, Substitutionen und Prinzipe, ist ein sehr
einfaches, aber langwieriges Geschaft. Um zu zeigen, wie das in préziser Weise
geschieht, geniigen wohl die bisherigen Beispiele. Und es wird wohl besser sein,
wenn wir in der Folge den Leser nicht ermiiden, und den Gang der Deduktion
nur mehr kirzer andeuten.

Kdnig. Mengenlehre. 9
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Die Interpretation von (J; und |J;) ergibt die beiden Arten, in
denen der Schluf? von Isologien auf Isologien (ldentitaten auf Iden-
titaten) am haufigsten zur Anwendung gelangt.

Sehr leicht ergeben sich — was wohl nicht néher ausgefuhrt zu
werden braucht — die logischen Formen

[e=2ylclizFw) =y T ]
[

die ebenfalls haufig zur Anwendung kommen.

und

it

ylC[la X w) = ly X u],

15. Ein wichtiges Hilfsmittel unsrer Darstellung ist die allge-
meine Beschreibung gewisser Formen, die wir as logische Pro-
dukte (bzw. logische Summen) eines endlichen Formen-
komplexes bezeichnen werden.

Ist Z, wieder die Menge der Numeratoren, die < k' sind, so kann
man jedem dieser Numeratoren eine bestimmte Form zuordnen und
die dem Numerator i zugeordnete Form mit F, bezeichnen. Die
Formen des Komplexes sind dann

Fi, Fa ...,F¢ oder Fi \i<¢ k).

Dabei ist k' der auf k unmittelbar folgende Numerator, und die
Bezeichnung trotz der ,Punkte" eine vollig bestimmte, wenn diese
Punkte an die schon gegebene Menge Z, und die gleichfalls gegebenr
Zuordnung erinnern. Die Zuordnung der Numeratoren und Formen
ist nicht umkehrbar eindeutig; jedem Numerator entspricht eine be-
stimmte Form, aber diese Form bestimmt den Numerator nicht.
Wenn die Formen F; \i<k) durchweg verschieden sind, ist dies
natlrlich der Fall. Aber es kdnnen sich bei der hier geltenden weiteren
Annahme auch einzelne ofter vorfinden, voneinander nicht ver-
schieden sein; z.B. F; und F, dann bestimmt der Numerator die
zugehérige Form, aber diese Form bestimmt den Numerator 1 nicht,
da eben auch 2 dieselbe Form bestimmt.

Der Name ,logisches Produkt oder logische Summe eines end-
lichen Formenkomplexes" wurde bisher nicht gebraucht; wir kdnnen
also die mit diesem Namen zu belegende Form frei bestimmen.

Ist insbesondere k die 2, SO da der Formenkomplex de. ,Ele-
mente" (Formen) F; F, und nur diese enthalt, SO kann als logisches
Produkt des Formenkomplexes [Fy F, geradezu FiX F,, d.h. das
logische Produkt, dessen erster Teil F; und dessen zweiter Teil F;
ist, bezeichnet werden.
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Ist ferner k die 1, so dal? der Formen komplex die Form F; und
nur dieses Element enthalt, so soll als logisches Produkt des Formen-
komplexea {F;} geradezu die Form F; bezeichnet werden.

Im allgemeinen wird nun das logische Produkt enes endlichen
Formenkomplexes mit Hilfe der vollstandigen Induktion fir endliche
Mengen bestimmt. Diese Art der Bestimmung wird kurz als re-
kursive Bestimmung bezeichnet.

Der der Numeratorenmenge Zk' zugeordnete Formenkomplex
{F1 .., F Fx} kann auch SO beschrieben werden, da der Formen-
komplex {F; .., F} der NumeratDrenmenge Z, umkehrbar eindeutig
zugeordnet ist und wir dann das neue Element F, aufnehmen, das
dem Numerator k' zugeordnet sein soll. Das logische Produkt des
Formenkomplexes [F; .. .F oder {F} (i < k') soll nun definitiv mit

bezeichnet werden. Es soll dann
F = ) X F
i!kl' ¢ !'!LF,)X o

sein, wo k" wieder den auf k' unmittelbar folgenden Numerator be-
zeichnet. Offenbar sagt hier das Zeichen = zu wenig; P ist
ik
geradezu die als zweiter Teil jener Isologie gegebenen Form; also
wohl auch mit dieser Form isolog. Um neue Bezeichnungen nicht
allzusehr zu héufen, soll es fur die (Symbolik bei jener Isologie bleiben;
offenbar genugt dies im Kreise logischer Betrachtungen, wo ja isologe
Formen fir einander eintreten konnen.

Mit Hilfe der Anschauungen, die in der vollstandigen Induktion
fiir endliche Mengen beschrieben werden, ist damit J] F. vollstandig
beschrieben. oy

Man hat dann fir die einfachsten Falle (bei jener Anwendung
des Zeichens =):

[7 =F,,
i<

[I’Fl = [FI. )? F!]l
LLE: = [(F, X F,) X F,],

I17:= [(F, X F,) X F,) X F],
usf.

lle

I

1 Um so mehr, als diese Ungenauigkeit der Bezeichnung durch das eben zu
deduzierende , kmnmutative Gesetz der logischen Prcdukte" wieder gehoben wird.

o*
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Wir konnen offenbar die Formen des Komplexes den Numera-
toren mit AusschluR des Falles, wo Z; auftritt, in verschiedener
Weise zuordnen. Um dies zu sehen, brauchen wir ja z. B. nur fest-
zusetzen, daB nicht F; der 1, F, der 2, sondern F; der 2 und F, der 1
zugeordnet sei. Allgemein kdénnen wir die Zeichen

n Bk
ads Zeichen der Numeratoren i (i % k) auffassen, mit der Bestim-
mung, dal fir jeden dieser Numeratoren eines und nur enes jener
Zeichen, und zwar fir verschiedene Numeratoren verschiedene Zeichen,
gesetzt werden, was z. B. erreicht ist, wenn r; dio 2, r, die 1 und
jedes andre r; das i bezeichnet. Offenbar kann diese Festsetzung

selbst in verschiedener Weise erfolgen. Wie dies auch immer geschehen
sei, werden die Mengen

F, E<k) und F, li<k)
dieselben Elemente enthalten; man sagt entsprechend, da die
logischen Produkte
F d F.
JLFe undI1

sich nur durch ,die Reihenfolge ihrer Faktoren" unterscheiden und

konstatiert, da
[ F = 111"

eine logische Form ist, deren Interpretatiun das sog. kommutative,
Gesetz der logischen Multiplikation liefert. DaB (Cy) fir
den beliebigen aber bestimmten Numerator k eine logische Form ist,
wird mit Hilfe der vollstandigen Induktion fir endliche Mengen zur
Evidenz gebracht. Die Anschauung lehrt in der Tat, daB (C,), d.h.
F; =F; eine logische Form ist, und weiter, daf3, wenn | irgend ein
Numerator, der < kist, mit |C\) auch |[CV) einelogische Formist. Die
letztere Behauptung ist aber noch naher auszufithren. Fiir (C,) hat man

[F, X F ] = [F, X ¥,] viler [F, X I\]= [Fy X F].

die in der Tat logische Formen sind. Der entsprechende Schritt von
|C2) zu |(Cy) ist besonders auszufihren:
Die logische Grundform |Jid) liefert durch die Substitution

8 [F F‘ F)
diu logische Forin
[Fy X (Fy X Fp)] = [|Fy, X Fp) X Fy].
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Ebenso ist auch, wenn man F, mit F; vertauscht,
[Fy X [Fy X F))] = [(Fy X Fy) X F,]

eine logische Form. Es ist danach auch
[(Fy X Fy) X F5] = [(Fy X Fy) X F,|

eine logische F |, X #,] X Iy, |Fy X Fj] X F,,
Ahnliche S|k, X F,] X F,, [F, X F] X F,,
[Fy X F]XF,, |FXF]XT,
mit |, X F,] X Fy isolog ist, und damit, daR auch
; -Fr = 1‘1_
L% =] IE C)

logische Form ist. Die Anschauung lehrt eben, daf in der hinge-
schriebenen Form jede mogliche Wahl von ry r,, rs erschopft ist.
Mit |C,) ist demnach auch |C3) logische Form; um die vollstandige
Induktion fur endliche Mengen anwenden zu kdnnen, ist aber noch
zu zeigen, dal? mit |(7;) auch |CV) logische Formist, was nach einer von
Lejeune-Diriuhlet herrihrenden SchluBweise geschieht.
Der Annahme nach ist

'l<I' F. = II'F‘

logische Form. Es ist demnach auch

[IsIJrF"n) X Fr] = lLFi

eine logische Form. Es ist aber der Annahme nach auch

11, = (]9 F) X F. ]
il i F

eine logische Form, wo T andeuten soll, daRF, aus der Keine der
Formen Fr ausgel WY % F.) % Fy] = [[F..lere logische Form
[||J<l 2 X Fr) v] H p

In dem ersten Teil dieser Isologie kann aber nach |C3) jetzt F, mit
F. vertauscht werden, wi [ll:.[,r'i'F'.] % Fy,
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wo statt r. jetzt V steht, nach |(C) die Reihenfolge der Faktoren
beliebig gewahlt werden kann. Es steht demnach in dem ersten
Teil von \Cy) jetzt das beliebige r* an letzter Stelle, und die Ubrigen r
an beliebigen Stellen. Nach der Vertauschung von r, mit V ist dem-
nach \C';) nichts anderes, as die zu erhartende logische Form [C,).

16. Die Definition der logischen Summe eines endlichen
Formenkomplexes geschieht in analoger Weise wie die des Pro-
duktes; es ist nur statt ,Produkt" ,Summe" zu setzen und ent-
sprechend das Zeichen X mit F zu vertauschen.

Als logische Summe des Formenkomplexes {F;} bezeichnen wir
F, selbst; als logische Summe von {F; Fj;} bezeichnen wir F;+ F,.
Die allgemeine Definition geschieht wieder rekursiv. Wenn man
die logische Summe der Formenmenge {F} (i 4 k') mit

= Fi

vk

SFESE) F

bezeichnet, soll

sein. So wird z. B.

SF=[F FF)FF),
SEE[(@ FF)FF)FR]

usw.
Es ergibt sich, was wohl nicht ausgefiihrt zu wprden braucht,

ganz wie fruher, das sog. kommutative Gesetz der logischen
Addition, das sich in der logischen Form

%F,' = E’Fi

L Wir haben hier endlich Gelegenheit, die Anmerkungin Kap. 1V, Art. 3
zu ergdnzen. Offenbar ist nach |11 d—f)
lletaXlyFaiSlzXnTlzXaF X+,
wo wir nach dem fiur logische Summen bewiesenen kommutativen Gesetze in
leichtverstandlicher Analogie mit den entsprechenden mathematischen Bezeich-

nungen, die Parenthesen im zweiten Teile dieser Isologie zum Teile fortlassen
konnten.

Waére nun das zweite distributive Gesetz
UzX ) Fal=[z¥ =X lyFa
eine logische Form, so wirde sich hieraus unmittelbar auch
XN Fal=lzXpFleXa ¥ X+

as logische Form ergeben. Sind X, y, z Zeichen von Erlebnissen, SO kdnnte die
»Unabweisbarkeit" des zweiten Teiles bedeuten, dal3 z und y unabweisbare Er-

ausdr tickt.?
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17. Die den ldentitatssatzen entsprechende allgemeine logische
Form _
TL 16, = 6] ([6, = 6]

ergibt sich wieder durch vollstdndige Induktion.

Erwéhnt werde noch die dem KettenschluB entspre-
chende logische Form

[!(L[G. L) Gi')] L [GI ¢ Gy] .

Man hat, wenn k die 1 oder 2 bedeutet, die schon bekannten
logischen Formen
[y CGp] o [y CFg],

(B tg) X (Gy Gy ¢ [6 ¢ Gy]

(die durch Substitution aus (I11a) und (111e€) entstehen). Beachtet
man, dal auch
(FatG ]Gy ]

eine logische Form ist, so erhalt man durch die Substitution

S[ ¥ . z uJ
BB X R R, UG, FH(%, G0

aus (I11f), indem man das Schluf3prinzip anwendet, die logische
Form

LG €B) X (6 ¢Gy)) X G ¢GII IR, (Gy) X 15, v )]
Da nach (llle) auch
[(Gy(B) X ((aC G [ €]
eine logische Form ist, ergibt sich durch abermalige Anwendung

von [Ille) auch
1§ RETUOIICANEY
4

als logischt Form fur den Fall, dal k die 3 ist; und weiter durch
die vollstandige Induktion die allgemeine logische Form \Ky).

Lebnise sind. Eine Bedeutung, die dem ersten Teile niemals zukommt. Dort ist
nur z uder nur x und y oder beide unabweisbar. Nur z und y findet sich niebt.
Die beiden Interpretationen widersprechen sich WDVI1 nicht, aber sie sind doch
ver schieden.
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Der Aussagekalkiil.

18. Der sog. Aussagekalkul fugt den logischen Grundfoirnen

noch
[zey] = [[z—0) F ly—0)]

als solche hinzu. DaR diese Form nach unsein Festsetzungen keine
logische Form ist, kann unmittelbar klargestellt werden. Sie mifte
dann bei jeder Substitution eine P-Form bleiben; aso z.B. auch,
wenn fdr x und y N-FOirnen gesetzt werden. Dann wirde aus dem
eisten Teile jener Isologie eine AForm, aus dem zweiten Teile eine
N-Form und die Isologie selbst eine N- und keine AForm. Um
dies zu vermeiden, miuRte eine Bestimmung getroffen werden, nach
der jede Form A oder Q-Form ist. Damit sind wir wieder auf jene
Betrachtungen zuriickgewiesen, die wir in Art. 11 angestellt haben.
Der Satz des ausgeschlossenen Dritten muBte durch eine logische
Form dargestellt sein und wir waren wieder zu dem as ,unmoglich”
erkannten absoluten Wahrheitsbereich gelangt.

Die Begrinder des sog. Aussagekalkiils haben diese Unmdglich-
keit wohl nicht klar erkannt, aber doch sehr wohl gefiihit und durch
eine sehr merkwirdige, aber doch eigentlich wertlose Interpretation
umgangen; in dieser Interpretation wird ,ewahr" und ,falsch" in
einem ganz neuen Sinne gebraucht, der mit der erkenntnistheore-
tischen Bedeutung dieser Worte gewif3 nichts mehr zu tun hat.

Wir nehmen im Aussagekalkul einfach an, daf jedes Erlebnis
.gegeben" oder ,nicht gegeben" ist, und nennen die gegebenen Er-
lebnisse ,wahr", die nicht gegebenen ,falsch"; es wird aber dann
noch weiter festgesetzt, da die Erlebnisse E und E, insofern sie in
diesem Sinne beide wahr oder beide falsch sind, asisolog zu betrachten
sind, so daB die Isobgie E = E' nur dann nicht besteht, wenn von
den Erlebnissen E und E' das eine ,wahr", das andere ,falsch" ist.
Offenbar entsteht so ein Denkbereich, in dem eigentlich nur ,das
Wahre" und ,das Falsche" durch die logischen Grundbegriffe ver-
knupft werden. Geradezu verwirrend wirkt aber dann der Name des
»Aussagekalklls", der ja dadurch entsteht, da3 aus den Aussagen
alles, was diese as ,Aussagen" charakterisiert, ihr Inhalt, demgemaR
sie wahr oder falsch sind, wegzudenken ist. Dann verlieren aber auch
die logischen Grundbegriffe ihren Inhalt vollstandig; wéhrend doch
unser wissenschaftliches Denken in erster Reihe die Anwendung
dieser logischen Grundbegriffe genau beschreiben soll.

Nach jenem .Grundgesetze des Aussagekalkils wére

[z—0)F [y—0)
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wahr, wenn x falsch oder y wahr ist, und es wirde eben x(y
dieselbe Bedeutung haben. In der Tat wird im Aussagekalkil
angenommen, daB xCy ,wahr" ist, wenn x falsch ist, oder auch
wenn y wahr ist. DaR aber mit diesen Annahmen alles weggefallen
ist, was irgendwie noch an den Sinn der Worte , also" oder ,folgt"
erinnert, ist klar. So wirde z. B. aus der Aussage, daf3 ich im letzten
Sommer das Matterhorn bestiegen, die Richtigkeit des Fermatschen
Satzes folgen, und zwar einfach deshalb, weil ich eben im letzten
Sommer das Matterhorn nicht bestiegen habe. Trotz der Folge-
richtigkeit seiner Satze kann wohl demnach nicht behauptet werden,
da der Aussagekalkiil zur wissenschaftlichen Beschreibung unsres
logischen Denkens auch nur das geringste beitragt.

Der Aussagekalkil ist ein exaktes, d. h. widerspiuchloses Spiel
mit den Dingen, die willkirlich ,das Wahre" und ,das Falsche"
genannt werden, und die ebenso willkirlich durch gewisse Regeln
befolgende Relationen verknlpft werden. Eine Anwendung auf
»Wwissenschaftliche" Probleme ist damit auf einen ganz unbedeutenden
Rist reduziert.



Sechstes Kapitel.
Axiomatische Formen- und Denkbereiche.

Erste Beschreibung der axiematischBn Bereichs.

1. Es seien gewisse Formen ,gegeben"; d.h. es seien Fest-
setzungen getroffen, nach denen es fir jedes Ding entschieden ist,
ob es eine gegebene Form ist oder nicht. Wir nennen diese Formen
die axiomatischen Grundformeni des Formenbereiches A.
Die logischen Grundformen sind auch jetzt ,die logischen Grund-
formen des Formenber eichs A",

Die Grrundformen des Formenbereichs A sollen auch A -Formen
genannt werden.

Wir statuieren dann in voller Analogie zur Theorie der logischen
Formen die folgenden Prinzips:

\1) Wenn U, V, W beliebige, aber bestimmte Formen sind, soll

we s m=s )]

eine A-Form sein (Isologieprinzip).
\W) Es sollen, wenn U eine beliebige, aber bestimmte Form ist,

Uc[U—D] wund [U —o]cU

A-Formen sein (Wertungsprinzip).

\D) Mit U und UCYV soll immer auch V eine A-Forin Sein
(Deduktions- oder Schlufprinzip).

(S) Wenn U eine beliebige aber bestimmte Form und W eine
beliebige aber bestimmte .A-Form ist, soll auch S |;]W eine A-Form
sein |Substitutionsprinzip). '

Damit sind die Hilfsmittel gegeben, um den as ,logische De-
duktion im Formenbereiche 4" bezeichneten endlichen Denk -
prozeB endglltig zu beschreiben.

Es sei eine endliche. Menge von Formen gegeben, und zwar, wenn
diese Menge der Z-Menge aquivalent ist, und r<i, so sei U, die
dem Numerator r eindeutig zugeordnete Form, U; die ,letzte" Form
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dieser Menge. Es sei weiter e, das Erlebnis, da eine Form Element
dieser Menge und dal3 die logischen sowie die axiomatischen Grund-
formen des Formenbereichs A eben A-Formen sind. Es sei ferner
e; das folgende Erlebnis: Durch Anwendung eines der Prinzipe (1),
\W), \D) oder \S wird aus den Formen U, V, W bzw. den A-Formen
U, U— o, U(V eine Formg erzeugt, die auch A-Form genannt
wird. Dabei SOIl die Tatsache, da? U, V, W Formen sind, ein Teil-
erlebnis von e ferner die Tatsache, dal 17, U —o oder U(V
schon A-Formen sind, ein Teilerlebnis von e bzw. e und e, sein,
wWo & 4 & und g % g ist.

Ist insbesondere dieser endliche DenkprozeR der Zy-Menge aqui-
valent, so soll die in dem Erlebnisse e erzeugte A-Form F ads
durch den gegebenen endlichen DenkprozeR erzeugt bezeichnet werden.
Offenbar kdénnen auch die Grund formen des Formenbereichs A so
erzeugt werden.

Jede durch einen solchen DenkprozelR erzeugte A-Form soll
eine Form des Formenbereichs A, kirzer auch eine Form
aus A genannt werden.

Der endliche DenkprozeR selbst wird as logische Deduktion
im Formenbereiche A bezeichnet.

Dffenbar ist jede Form aus A, wie Uberhaupt jede Form, in dem
bisher gebrauchten Sinne desWortes, der Interpretation fahig (Kap.1V,
Art. 17). Durch die Beschreibung der Formen aus A wird in erster
Reihe ein Denkbereich beschrieben, dem as Erlebnisse die Tatsachen
angehoren, da gewisse Formen Formen aus A genannt werden;
wo die Frage, ob diese Abmachungen den Denkbereich ,vollstandig"”
beschreiben, nicht weiter erértert wird (vgl. Uberhaupt Kap.V,
Art. 3 und 4).

Die Interpretation der Formen aus A ergibt einen Denkbereich 7),
dem gewisse Sétze bzw. Gesetze, und unter diesen alle logischen
Sétze bzw. Gesetze, angehdren. Der Denkbereich D wird durch die
den axiomatischen Grundformen entsprechenden Sitze bzw.
Gesetze, die sog. Axiome des Denkbereichs, vollstandig charakte-
risiert und soll darum der durch diese bestimmte ,axiomatische
Bereich" genannt werden. Er ist dem Wertungsprinzipe ent-
sprechend ein Wahrheitsbereich. Dadurch entsteht aber fur jeden
Denkbereich D die weitere Frage, ob dieser Wahrheitsbereich der
Denknorm der Widerspruchslosigkeib entspricht, ob er exakt (wider-
spruchslos) ist.

Ein solcher Fall wurde schon friher erértert. Wir habenin Kap.V,
Art. 12 dem Bereiche der logischen Formen die (einzige) axiomatische
Grundform
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[ecyltfy—0)C[z—0T)]
hinzugefiigt, und den aus dem Denkbereiche der reinen Logik so ent-

standenen Denkbereich der prézisen Schullogik as widerspruchslos
erkannt.

2. Im allgemeinen wird durch diese Bestimmungen der Sinn des
Ausdrucks ,Axiom" in einer dem gewdhnlichen Gebrauche vollig
entsprechenden Weise, aber wohl genauer festgelegt.

Axiom des Denkbereichs Di st ein Erlebnis, das dem Denkbereiche
D angehoért, und dem wir in D dieselbe unmittelbare Evidenz zu-
schreiben, wie den logischen Gesetzen. Die Axiome sind frei gewdhlt;
ob wir ihnen diese ,logische Evidenz" mit Recht zuschreiben, ist
eine Frage der Erkenntnistheorie, die wir nicht beriihren. Wohl aber
beschrénken wir uns — wicder in freiem Entschlusse — auf eine
solche Wahl der Axiome, daf3 der Denkbereich exakt (widerspruchs-
los) ist.

So wird z. B. der Satz des Widerspruchs kein Axiom des Denk-
bereichs sein, auch wenn dieser widerspruchslos ist, wie das friher
|Kap. V, Art. 11) zur Genuge erdrtert wurde; es ist vielmehr der
Satz des Widerspruchs eine an dem Denkbereiche selbst
gewonnene neue Anschauung, deren ,Evidenz" von der ,lo-
gischen Evidenz" wesentlich verschieden ist, insbesondere nicht in
dem ,logische Deduktion" genannten endlichen Denkprozesse ge-
wonnen wird. Damit soll und wird jedoch durchaus nicht gesagt
sein, dal die ,Intensitat" dieser Evidenz deshalb guinger ist. Die
Evidenz hat Uberhaupt keine Intensitatsgrade. Sie ist vorhanden
oder nicht.

Damit behaupten wir aber keineswegs, da der Satz des Wider-
spruchs fir den as widerspruchslos erkannten Denkbereich D (ber-
haupt nicht ,axiomatisiert" werden kann; wir behaupten nur, dal
die Annahme, da dies im Denkbereiche I) selbst geschieht, die
Grundnorm unsres Denkens verletzt. Indem wir den Satz des
Widerspruchs ,axiomatisieren", gehen wir zu einem neuen Denk-
bereiche D' Uber, fir den wir wohl festsetzen konnen, dal jedes
Erlebnis, das dem D angehort, auch dem D' angehdren SOl
der aber jedenfalls den Satz des Widerspruchs fir D as neues
Axiom enthalt. Dieser Satz lautet jetzt: Wenn F eine Form
aus A ist, wird F~~D' keine Form aus A sein. Die wesent-
liche Anderung ist die, daR der Denkbereich D, as adjungiertes
Ding, as Kollektivbegriff, in die Beschreibung des Denk-
berBichs D' eingeht und damit fir D ein neuer Wahrheitsbegriff
(dem Denkbereiche D' angehorend) auftritt. Wir koénnen diesen
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neuen Wahrheitsbegriff as Verallgemeinerung des fruheren fassen,
wenn, wie in solchen Fallen tatsachlich geschieht, festgesetzt wurde,
daf jedes Erlebnis aus D dem Denkbereiche D' angehéren soll. Auch
dies ist ein neues Axiom und kann (wenn wir die Tatsache, da E
dem Denkbereiche D' angehért, in der Valenz E—m formalisieren)
durch die axiomatische Form

LE — o[E — W]

ausgedriickt werden. Dagegen ist \E—m ] | [ E - D ] durchaus keine
axiomatische Form aus A" wo A' der dein Denkbereiche D' ent-
sprechende Form enber eich ist.

Zusammengefaldt: Aus den Axiomen und der als ,,ultimo ratio"
verbleibenden Annahme, dal diese Axiome in derselben Weise evi-
dent sind wie die logischen Gesetze, entsteht durch logische De-
duktion ein Denkbereich, der, wenn er widerspruchslos ist, eine
wissenschaftliche Disziplin darstellt. An diesem Denkbereiche selbst,
an dieser Disziplin erfahren wir neue Anschauungen, deren Notwendig-
keit oder Evidlenz schon — infolge dieser Entstehung —- von der
Evidenz der dem ursprunglichen Denkbereiche angehdrenden Er-
lebnisse verschieden ist. Nichts hindert uns aber (so geschieht es in
der Tat im wissenschaftlichen Denken), diese Anschauungen in einem
weiteren Denkbereiche, in einer hoheren wissenschaftlichen Disziplin
von neuem zu axiomatisieren und so fortzufahren. Eswird sichjedoch
der Natur der Sache nach immer zeigen, da3 der volle Inhalt einer
wissenschaftlichen Disziplin nur in den an einem Denkbereiche ge-
wonnenen Anschauungen zutage tritt.

AxiDmatischB Bereiche fir die Mengonbegriffa.

3. Wir greifen jetzt auf die erste Definition der gewdhnlichen®
Mengen zuriick, in welcher der Mengenbegriff durch Beschreibung
eines Denkbereichs definiert (gegeben) wurde.

Jener Denkbereich war in der dort (Kap. Il., Art. 13) ge
brauchten symbolischen Schreibweise:

(], [z qual (]inv. [zrel. M],

wo das Symbol [G] andeutet, dafl jedes Erlebnis, demgemaR ein
bestimmtes Ding ,gegeben” ist, d.h. die G-Eigenschaft besitzt, dem

! Das Beiwort ,gewdhnlich" lassen wir in der Folge weg, da es Soh aus-
schlieBlich um die ,gewoéhnlichen" Mengen, d. h. diejenigen Mengenhundelt,
die in der Mengenlehre bisher untersucht wurden.
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Denkbereiche angehort; wahrend die Involution besagt, daB, wenn
x Eigenname eines Dinges ist, das die G-Eigen Schaft besitzt (somit
also , x qual. " dem Denkbereiche angphért) auch,,xrel.,M" dem
Denkbereiche angehéren soll.

Wenn durch irgendweiche Festsetzungen die G-Eigenschaft be-
schrieben ist, oder mit anderen Worten es fir jedes Ding entschieden
ist, ob es gegeben oder nicht, wird allerdings noch in jedem einzelnen
Falle nachzusehen sein, ob der Denkbereich nicht als ,unmdoglich”
auszuschlief3en ist, was der Grundnorm unsres Denkens geméaR dann
und nur dann der Fall ist, wenn er irgend ein Erlebnis as dem
Denkbereiche angehtérend und auch dem Denkbereichc nicht an-
gehdrend bestimmt.

In gewissen Fallen ergibt die Anschauung unmittelbar, dal3 der
Denkbereich der Grundnorm unsres Denkens geniigt. So z. B.

a) wenn, welches Ding immer auch x bezeichne, die
Aussage , x besitzt die G-Eigenschaft", von der Aussage,
dalR ,ein bestimmtes Erlebnis einem bestimmten Denk-
bereiche nicht angehdrt", verschieden ist und diese auch
kein Teilerlebnis jener Aussage ist. Wie wir dies fur die
a-Menge aller sich nicht enthaltenden Mengen gesehen haben,
kdnnte ja im entgegengesetzten Falle jener Denkbereich mit dem
zu definierenden Denkbereiche zusammenfallen und so, wenn wir
die Erlebnisse des Denkbereichs as unabweisbare Tatsachen auf-
fassen, ein bestimmtes Erlebnis as unabweisbare und auch as un-
annehmbare Tatsache auftreten. Wenn aber unsere Festsetzungen
eintreffen, wird die Beschreibung des Denkbereichs eben niemals die
Tatsache liefern, dal3 ein Erlebnis dem Denkbereiche nicht angehort,
der Denkbereich ist ,moglich" (aber noch durchaus nicht ,logisch
widerspruchslos").

b) Ebenso lehrt uns die Anschauung, daR der Denk-
bereich méglich ist, wenn die Beschreibung der G-Eigen-
schaft die a-Eelation Uberhaupt nicht benttzt; oder
genauer gesprochen, wenn die Beschreibung der G-Eigenschaft
erlebt werden kann, ohne da die a-Relation dberhaupt in
unser Denken eingeht. Dann kann die Aussage ,x besitzt die fr-
Eigenschaft" far irgend ein x auch bedeuten, daf3 ein bestimmtes
Erlebnis einem bestimmten Denkbereiche nicht angehort; aber die
Beschreibung dieses Denkbereichs benitzt die a-Relation nicht und
liefert demnach einen von jenem zu definierenden Denkbereiche
verschiedenen Denkbereich. Dal ein Erlebnis diesem Denkbereiche
nicht angehért, wird demgeméaR in diesem Falle gewild nicht aus
gesagt. Allerdings werden wir aber in diesem Falle fordern mussen,
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da’ die zur Beschreibung der G-Eigenschaft dienenden Denkbereiche
durchweg maoglich sind.

Es sollen nun die Erlebnisse eines solchen — eine Menge de-
finierenden — Denkbereichs, der der Grundnorm unsres Denkens
genlgt, as Axiome eines durch diese bestimmten axiDmatischen
Denkbereichs aufgefa3t werden.

Dabei ist aber wohl zu beachten, da, wenn wir den Denkbereich,
der die Menge definiert, in

[G], [xqual. [G]inv. [xre., M]

auch symbolisierten, dieses Symbol noch durchaus nicht as die Menge
charakterisierender Formenbereich angesehen werden kann. Hierin
wurde wohl von gewissen Dingen ausgesagt, da3 sie die G-Eigenschaft
besitzen, ebenso wirde uns die Anschauung des Bereichs (nicht
die Interpretation einer Form des Bereichs) lehren, dal fir
gewisse Dinge das Erlebnis, daR sie die fr-Eigenschaft besitzen, dem
Denkbereiche nicht angehort; aber was die G-Eigenschaft besagt,
wére aus dem Denkbereiche ganz herausgefallen.®

Um die ,Eigenschaften der G-Eigenschaft" zu beriicksichtigen,
steht uns nach den bisherigen Entwicklungen eine weitreichende
Methode zur Verfigung, die eben eine ,formale" Beschreibung der
G-Eigenschaft gibt. Dall x die G-Eigenschaft besitzt, kann as die
Interpretation eines bestimmten Formenbereichs angesehen werden,
so daf, um ,,a qual. G” zu formalisieren, in allen Formen des Bereichs

. . . E .. . .
die Substitution .S m\ auszufiihren ist und demnach, wenn a ein ge-
gebenes Ding und Firgend eine Form dieses Bereichs ist, die Form
S [jF unter die axiomatischen Formen des die Menge definierenden

Formenbereichs aufzunchmen ist, denen dann noch fur jedes gegebene
Ding a noch die Form ,arel.,M" hinzugefiigt wird. Dal ein Erlebnis
im Denkbereiche as unabweisbare oder auch as unannehmbare Tat-
sache auftritt, wird durch x— o oder x — o' ausgedriickt; dal3 aber
fur ein bestimmtes Erlebnis e weder e— o noch e—o' dem Denk-
bereiche angehort, kann eine an dem Denkbereiche gewonnene An-
schauung sein, ist aber kein dem Denkbereiche angehdrendes Erleb-
nis und wird auch aus keiner Form durch Interpretation zu erlangen
sein; solche Formen ,existieren" Uberhaupt nicht, d.h. wir haben
keine solche eingefihrt.

1 Esist hier eben ,x qual. 9" nicht als Qualitatsform im Sinnevon Kap.IV,
Art. 13 aufzufassen, sondern nur als Symbol fur die eventuell sehr komplizierte
Aussage: ,x besitzt die (G-Eigenschaft" \x ist , gegeben").
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Bei dieser Interpretation der (G-Eigenschaft ist der die Menge
definierende Denkbereich, auch as axiomatisch er Bereich, immer ein
solcher, der der (Grundnorm unsres Denkens geniigt, und sollte er
sich noch als widerspruchslos erweisen, so definiert dieser axiomatische
Bereich die Menge as ,,logisch widerspruchsloses Ding". In diesen
Fallen sagen wir auch, daB die Menge ,existiert", genauer dal3 ,die
Anschauung ihre logische Existenz erhartet".

Offenbar kann diese Interpretation, was besonders be-
tont werden muf, nicht fur jede G-Eigenschaft stattfinden;
so z. B. nicht fir die Eigenschaft, ,eine sich nicht enthaltende
a-Menge sein”, weil eben ,dem Denkbereiche nicht, angehoren”
nicht durch eine Form ausgedrickt wird. Wenn aber die G-
Eigenschaft aus einem Formenbereiche interpretiert werden kann,
ist fur den betreffenden Denkbereich nur das Problem der Wider-
spruchslosigkeit zu ldsen; die Moglichkeit ist unmittelbar evident.

4. Dal der Inhalt der Aussage ,aqual, G" dadurch formalisiert
wird, dal} wir in jeder Form eines bestimmten Formenbereichs die

T
Substitution S ) ausfihren und die Interpretation dieses Formen-
bereichs an Stelle der Aussage ,aqual.fr" setzen, ist fir das mathe-
matisch geschulte Denken der ,naLurliche" Fall, aber nur deshab
zuerst erwahnt, weil er sich eben den Gewohnheiten unsres Denkens
bess er anschmiegt.

Offenbar kénnen wir jedoch die folgende weitere Annahme
machen: Jedem gegebenen Dinge a entspricht ein be-
stimmter Formenbereich, dessen Interpretation nichts
anderes als die Aussage ,aqual.fr" ist. Auch dann lehrt
die Anschauung wie friher, daB der so beschriebene
Denkbereich der (Grundnorm unsres Denkens genugt.

In gewissen, gerade den haufigsten Anwendungen
entsprechenden Fallen ist es leicht zu zeigen, daR der so
definierte Mengenbegriff, d.h. der entsprechende Denk-
bereich auch logisch widerspruchlos ist. Die Formen des
entsprechenden Forrnenbereichs A sind offenbar die Formen der den
gegebenen Dingen entsprechenden Formenbereiche, auRerdem die
Formen ,xrel.,M", wenn der Hauptteil dieser Relation ein ge

1

! wenn wir die Forderung des axiomatischen Aufbaues einor wissenschaft-

lichen Disziplin in kategorischer Strenge durchfuhren wollen, ist unter der Aus-
sage ,,a qual. 0" immer nur die Stutuierung eines entsprechenden Formenbereiches
zu verstehen. Im allgemeinen werden die. axiomatischen Formen eines Denk-
bereicliH, der eine Menge definiert, entweder solche Sein, die ein Element der
Menge bestimmen, oder solche, die Eigenschaften der Elemente bestimmen.
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gebenes Ding ist, und endlich die durch logische Deduktion aus
diesen erhaltenen Formen.

Man sieht, daR der Denkbereich D bzw. der Formen-
bereich A logisch widerspruchslos ist, sobald sich unter
den Formen der Formenbereiche, die den gegebenen
Dingen entsprechen, keine Stellenzeichen, keirie Va-
lenzen', keine logischen Summen oder Produkte, keine
Implikationen und auch weder Isologien noch Aqui-
pollenzen finden. (Mit andern Worten: Keine solchen Formen,
fur die es in Kap. V, Art. 6 schon festgesetzt wurde, wie und
wann sie P- oder Q-Formen genannt werden sollen.)

Obwohl keine andern Formen eingeflihrt wurden, sei es doch
festgesetzt, dal nur von solchen Formen die Rede ist, die durch ihren
ersten und zweiten Teil, bzw. durch ihren Hauptteil und ihren Haupt-
namen bestimmt sind.

Man kann dann den fir das Problem der Widerspruchslosigkeit
im Denkbereiche der reinen Logik gemachten Festsetzungen (Kap. V,
Art. 6) die weiteren hinzufiigen, dal die in gegebenen Dingen ent-
sprechenden Formenbereichen auftretenden Formen, fir die nach
den jetzigen Annahmen eben noch keine Festsetzungen vorhanden sind,
immer P-Formen seien, was immer auch ihr erster und zweiter Teil
bzw. ihr Hauptteil sei. Ebenso sei ,xrel.,y" immer eine -P-Form,
was immer auch ihr erster oder zweiter Teil sei. Diese Formen sollen
weiter unter die ,primaren" Zeichenformen eingereiht werden. Nach
diesen Anderungen kann aber der weitere Inhalt der Art. 6—9 in
Kap. V hier wortlich eingefiigt werden. Das heif}t, die Anschauung
des so beschriebenen Denkprozesses zeigt, da3, wenn L—o eine
Form des Bereichs ist, es in dem dort gegebenen genauen Sinne des
Wortes unmdglich ist, da? auchL - O 'eine solche Form sei.

Bei den jetzt geltenden Annahmen wird demnach der dem
Formenbereiche A entsprechende Denkbereich D nicht nur der Grund-
norm unsres Denkens entsprechen, sondern auch logisch widerspruchs-
los sein.

Wenn der Denkbereich, der eine Menge definieren soll, der Grund-
norm unsres Denkens geniigt und auch zu keinem logischen Wider-
spruche fihrt, sagt man kurz, da die Menge konsistent ist. Sollte
aber die eine oder andere dieser Bedingungen nicht zutreffen, so

! DaR der Formenbereich keine Valenzen enthélt, ist so zu verstehen, daR
er keine Form enthédlt, deren Interpretation gemaR ein bestimmtes Erlebnis
einem bestimmten Denkbereiuhe als unabweisbare oder auch unannehmbare
Tatsache angehort.

Ko6nig, Mengenlehre. 10
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sprechen wir von inkonsist enten Mengen. Allerdings ist in dem
ersten dieser Falle der Denkbereich unmdéglich, und damit auch die
Menge, die dann eben ,,nicht existiert". Im zweiten Falle der In-
konsistenz kann jedoch ganz wohl die Menge as durch den Denk-
bereich definiertes ,Ding" angesehen werden; die Menga ,fuhrt"
dann eben zu logischen Widersprichen; sie verliert damit nicht ihre
,Existenz" Uberhaupt, sondern nur ihre ,logische Existenz".

Diese scharfe Trennung der Begriffe ,unmdglich” und ,logisch
widerspruchsvoll* beruht, wie man sieht, darauf, da® wir wohl in
beiden Féllen gezwungen wéaren, ein Ding as von sich selbst ver-
schieden anzuerkennen; diese Unmdglichkeit aber im ersten Falle an
den Erlebnissen selbst, die den Denkbereich konstituieren, auftreten
wirde, wahrend im zweiten Falle dasselbe Erlebnis im Denkbereiche
als unabweisbare und auch als unannehmbare Tatsache auftreten
wirde. Insbesondere darf man ja nicht glauben, wie der ungenaue
Gebrauch des Wortes ,widerspruchslos’ es beinahe als selbstver-
sténdlich erscheinen aRt, dal es geniigt, von der Beschreibung eines
Denkber eichs ausgehend dessen logische Wider spruchslosigkeit zu er-
harten, ohne die Mdglichkeit des Denkbereichs vorher geprift zu
haben, die eben in der Widerspruchslosigkeit auch schon zur Evidenz
gebracht wére.

80 ware, um ein ganz krasses Beispiel zu geben, der Denkbereich
der reinen Logik, wenn wir seiner Beschreibung noch hinzufiigen,
daR das durch a = a ausgedriickte Erlebnis dem Denkbereiche nicb
angehort, gewil unmdoglich; aber es wird dadurch an den Erlebnissen,
die dem Denkbereiche angehdr en, nichts geandert, und unter diesen
tritt ein logischer Widerspruch jetzt ebensowenig auf wie friher.

Endgiiltige Fassung des Mengengrffe Cantorsohe Mongen.

5. Nachdem wir fir irgend einen Mengenbegriff einen axiDma-
tischen Denkbereich festgesetzt haben und diesen Denkbereich als
moglich und widerspruchslos, d. h. die Menge selbst als konsistent
erkannt haben, zwingt uns die Erkenntnis dieser Verhdltnisse, den
Begriff des Mengenelementes genauer zu fassen. Offenbar konnen,
gegenliber der ersten Beschreibung der Menge, jetzt auch fir Dinge u,
die gar nicht gegeben waren, Formen wie ,urel.M" in den Bereich
eintreten, indem diese eben durch ,logische Deduktion" erhalten
werden. Dies ist sogar der , gewohnliche" Fall. Wenn wir z. B. die
Menge M definieren, deren Element ,,a" und nur dieses ist, wird wegen
=0 & durch logische Deduktion aus ,arel.M" auch ,,[(x-F alrel.M"
als Form des Bereichs sich ergeben. Trotzdem dirfen wir durch-
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aus nicht sagen, dafR oF a ein ,Element" der Menge ist.
Dann enthielte ja die Menge M neben o auch das Element o o.
Mit der Bemerkung, daR ja o von oF a nicht verschieden ist, ist
[HB Sache durchaus nicht abgetan; diese Bemerkung ist ,falsch".
ImDenkbereiche der reinen Logik erhalten wir, wenn fir o ,,« oder o"
gesetzt wird, aus evidenten S&tzen wieder evidente Satze. Es ist
eben (= [aF «]; aber logische Isologie ist durchaus nicht gleich-
bedeutend mit Nicht-Verschiedenheit. Die Denkakte ,a" und
»ooder o" sind verschieden. Die Wiederholung des Denkakbes o in
,,o oder a" ist in o gewild .nicht vorhanden. Nach diesem Beispiele
kehren wir zu den allgemeinen Ero6rterungen zurick.

Den Denkbereich, der die Menge urspringlich beschrieb, haben
wir durch Aufnahme neuer Erlebnisse zu einem axiomatischen Be-
reiche erweitert und dann erfahren, daR dieser Bereich moglich und
widerspruchslos ist. Jedes Erlebnis des ersten Bereichs gehdrt auch
dem zweiten Bereich an. Mit diesem wird auch jener méglich und
widerspruchslos und kann auch durch logische Deduktion keinen
Widerspruch ergeben. Allerdings missen wir zwischen den Dingen,
die den Axiomen nach , gegeben" und ,Elemente der Menge" sind,
und denjenigen Dingen, fur die durch logische Deduktion ,folgt",
dalRsiezu M eben in jener Mengenrelation stehen, scharf unterscheiden.
Diese Unterscheidung ist durch die tatsachliche Anschauung unmittel-
bar gegeben und muR festgehalten werden. (Sonst k&men wir gar
nicht zur ,Mengenlehre' ; mit a ware auch F «, ebenso [laT o)
4] und so fort ,Element" der Menge; es gabe fur diesen Mengen-
begriff gar keine endliche Menge.)

Elemente der Menge sind die gegebenen Dinge;
fur diese ist die ,Gultigkeit" der Mengenrelation durch
die axiomatischen Formen (Axiome) festgesetzt. In dem
der Menge entsprechenden axiomatischen Bereiche kann es (und wird
es auch im allgemeinen) andere Dinge geben, die der Mengenrelation
genligen, aber deshalb durchaus nicht , Elemente der Menge" sind
(genannt werden).

So wird zwischen der Menge, die a und nur o als Element ent-
halt, und der Menge, die « und - @, und nur diese als Elemente
enthélt, scharf zu unterscheiden sein. Fur die erste ,folgt" durch
logische Deduktion aus ,arel.+4" auch ,,[ad]rel.M".Aberwéhrendim zwe
wird diese Form im ersten Falle erst durch logische Deduktion in
den Bereich aufgenommen.

Mengen, die verschiedene Elemente besitzen, sind
verschieden, auch wenn die entsprechenden axiomatischen Bereiche
1D*
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dieselben Erlebnisse enthalten.® Die Verschiedenheit dieser Bereiche
kommt eben erst in der Verschiedenheit ihrer Erzeugung zum Aus-
druck. (AuBerdem konnen selbstverstandlich Mengen, wenn sie auch
durch dieselben Elemente erzeugt werden, durch die Verschieden-
heit der zur Anwendung gelangenden Mengenrelation — a-Mengen,
-Mengen — verschieden sein.)

6. Wenn die gegebenen Dinge, d. h. die Elemente einer Menge,
durch Formenbereiche beschrieben werden und unter den Formen
dieses Bereiches sich keine St eilen zeichen, keine Valenzen, keine
logischen Summen oder Produkte, keine Implikationen und auch
weder | sologien nochAquipollenzen finden, ist, wiewirin Art.3und 4
gesehen haben, der Denkbereich bzw. der Formenbereich mdglich und
widerspruchslos. Eine so definierte Menge soll in der Folge kurz als
Cantorsche Menge bezeichnet werden. Die von Cantor betrach-
teten Mengen gehdren durchweg dieser Klasse an.

Ist M eine Cantorsche Menge, SOkdnnen wir in der Beschreibung
des Denkbereichs von der Verschiedenheit der in dieser auftretenden
Mengenrelation absehen. Nach den bisherigen Erdrterungen ist es
wohl Uberflissig, auseinanderzusetzen, daf, wenn wir fir die ver-
schiedenen Mengenrelatioen durchweg dieselbe setzen, wir ein von
dem friheren verschiedenes Ding erhalten; aber die so erhaltene
Menge, deren Beschreibung auch jetzt den friher aufgestellten Be-
dingungen genlgt, ist wieder eine Cantorsche Menge.

Endlich ergibt die Anschauung die wichtige Tatsache, dafl3
eine Menge, deren Elemente durchweg Cantorsche Men-
gen sind, selbst wieder eine Cantorsche Menge ist. Offen-
bar ist ja der Formenbereich, der in diesem Falle die einzelnen ,ge-
gebenen" Dinge beschreibt, wieder ein solcher, wie er in Art. 4 (und
hier) statuiert wurde.

! DaR wir in der Beschreibung des Denkbereichs, der die Menge M definiert,
das Axiom, demzufolge a ein Element der Menge M ist, wiederholt setzen, d. h.
abermals denken, andert nichts an der Beschreibung des Denkbereichs. Es ware
davon génzlich verschieden, Wenn wir den Elementen der Menge die weitere
Eigenschaft zuschrieben, in gewisser Weise gewissen , Anzahlen" zugeordnet zu
sein, was Ubrigens natirlich nur nach Einfilhrung des Anzahlbegriffs geschehen
kénnte. Die Elemente erhielten dann die Eigenschaft, as ,einfache" oder , mehr-
fache" Elemente aufzutreten. Das Bedurfnis, solche Kollektivbegriffe naher zu
untersuchen, ist bisher in der allgemeinen Mengenlehre nicht aufgetreten.

Mengen mit mehrfachen Elementen betrachten wir hier berhaupt nicht,
was, um jedem MiRverstandnisse vorzubeugen, besonders bemerkt werden soll;
obwohl das den Ausfiihrungen nach, die im Texte gegeben sind, selbstverstand-
lich ist. Zu der Bestimmung, daB gewisse Erlebnisse dem Denkbereiche als Axiome
angehoren, ist eben keine solche Bestimmung (Z&hlung) der Elemente hinzu-
getreten.
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Es sei nun eine beliebige Cantorsche Menge gegeben. Dieser
entspricht ein bestimmter axiomatischer Formen- bzw. Denkbereich,
der moglich und logisch widerspruchslos ist. Diesen axiomatischen
Bereich wollen wir durch Aufnahme gewisser axiomatischer Formen
|bzw. Axiome) ,erweitern". Und zwar seien die neu aufzu-
nehmenden Formen durchweg Isologien von besonderer
Beschaffenheit:

a) Diese Isologien sollen sich bei keiner Substitution &andern.
Offenbar ist dies fir irgend eine Form dann und nur dann der Fall,
wenn ihre Beschreibung kein Stellenzeichen gebraucht. Eine solche
Form kann kurz as konstant bezeichnet werden.

b) Diese Isologien sollen durchweg P-Formen sein, wenn in
bezug auf die Benennung als P-, 0- oder N-Formen die in Kap. V,
Art. 6 gegebenen Festsetzungen gelten, und diesen Festsetzungen,
wie in Art. 4, noch hinzugefigt wird, daR alle bei der Beschrei-
bung der as Elemente auftretenden Mengen gebrauchten Formen
immer p-Formen sind.

Offenbar sind dann auch die in Kap. V, Art. 7—9 gegebenen Er-
lauterungen wortlich Ubertragbar, und wir erhalten demnach
abermals einen mdglichen und widerspruchslosen For-
men- bzw. Denkbereich, wenn wir den eine Menge von
Cantorschen Mengen definierenden axiomatischen For-
men irgendwelche Isologien hinzufiigen, die die soeben
statuierte Beschaffenheit besitzen. Wie wir sehr bald sehen
werden, ist die so gewonnene und in diesem Satze ausgedriickte An-
schauung von weittragender Bedeutung.

Die ,Mene aller Dinge" und die ,absolute Nullmenge".

7. Wir Uberzeugen uns leicht von der Konsistenz |d. h. Méglich-
keit und Widerspruchslosigkeit) der ,Menge aller Dinge"; allerdings
wird es dabei notwendig sein, den mit dem Ausdrucke ,Menge
aller Dinge" verknipften ungenauen Sprachgebrauch zu prazisieren.
Es soll jetzt

x qual. G

genau as Qualitatsform im Sinne von Kap. |V, Art. 13 gebraucht
werden. lhre Interpretation lautet: ,lrgend ein Ding, dessen Eigen-
name X sei, ist ein Erlebnis oder ein durch seine Erzeugung bestimmtes
adjungiertes Ding". Der Denkbereich ist mdglich; axiomatische
Formen sind ,x qual. G" und ,irel., U". Diese Axiome, sowie jeder
durch logischs Deduktion erhaltene Satz sagt eben nur, daf} gewisse
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Erlebnisse dem Denkbereiche angehdéren. Die Erérterungen des
Art. 4 zeigen, daR auch dieser Denkbereich widerspruchslios ist.

Das ist aber durchaus nicht die Menge aller Ding?. Im Gegen-
teil, se enthalt nur das Element x (irgend ein Ding). Fur ein be
liebiges Ding a ,folgt" nur ,arel.a U". Aber a ist kein Element.

Wenn wir aber jetzt festsetzen, dal} fur ein beliebiges Ding die
Form ,,arel.aU axiomatische Form sei, d.h. a Element der
Menge U sei, so erhalten wir einen axiomatischen Bereich, der eine
Menge U beschreibt. Offenbar ist jedes Erlebnis, das diesem Denk-
bereiche angehort, auch ein Erlebnis des zuerst beschriebenen Denk-
bereichs, und umgekehrt; der Denkbereich selbst wieder moglich und
widerspruchslos. Mit andren Worten: Die Menge Uist konsistent.

Die Moglichkeit und Widerspruchslosigkeit ist nur fir den hier
klar beschriebenen Denkbereich erhértet. In diesem Satz hat die
G-Eigenschaft eines Dinges die Bedeutung, und nur diese Bedeutung,
dal dieses Ding ein Erlebnis, oder aber ein durch das Erlebnis seiner
Erzeugung bestimmtes ,adjungiertes’ Dingist. Auferdem ist selbst-
verstandlich vorausgesetzt, dal diese Dinge als voneinander ver-
schieden erkannt, d.h. gesondert, oder aber als nicht-verschieden
erkannt sind. Sobald wir den Dingen aber auch weitere Eigenschaften
zuerkennen, d. h. diese neuen Eigenschaften in den Denkbereich auf-
nehmen, ist dieser Denkbereich eben ein anderer geworden und die
Untersuchung der Mdoglichkeit bzw. Widerspruchlosigkeit hat von
neuem zu beginnen. Nur wenn wir von den Dingen nichts anderes
voraussetzen, as dal se as verschiedene |oder auch nicht-ver-
schiedene) Dinge erkannt werden, gilt diein dem Satze, dal die Menge.
U konsistent ist, ausgedriickte Anschauung. Diese a-Menge steht
demnach denin Kap.I 1, Art. 11 erwéhnten und beschriebenen , reinen"
Mengen noch sehr nahe.’

* Wenn wir aber spéter (Art. 16) die , Teilmengen” der a-Menge aller Dinge
einfihren und diesen Dingen die in ihrer speziellen Benennung zum Ausdruck
gelangenden Eigenschaften beilegen, haben wir es mit einem neuen Denkbereiche
zu tun, fur den die Existenz der Mdglichkeit und Widerspruchslosigkeit durchaus
nicht erhartet ist. Fur die Menge aller Teilmengen der a-Menge aller Dinge ist
in der Tat eine Antinomie konstruiert worden, nach der diese Menge inkonsistent
ware. Es wird sich aber zeigen |Kap. VIII, Art. 6), dal3 eine solche,, Antinomie"
nicht besteht, sondern es sich nur um die einfache falsche Verallgemeinerung
enea klassischen Cantorschen Schlusses handelt.

Ein anderer ebenso falscher Gedankengang wére der folgende: Mit einer
Menge ist auch jede ihrer Teilmengen konsistent. Nun ist die a-Menge aller sich
nicht enthaltenden o-Mengen eine Teil ge der a-Menge aller Dinge und dem-
nach konsistent. Offenbar ist hier die Eigenschaft ,eine a-Menge Bein, die sich
nicht enthalt" neu eingefihrt und der Denkbereich gedndert wurden'; wir haben
demnach verschiedene Anschauungen fir nicht verschieden, d. h. ein ,unmog-
liches" Erlebnis fur unabweisbar (evident) erklart.
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Das Gegenstick der Menge aller Dinge ist eigentlich gar keine
Menge, soll aber doch als uneigentliche Menge den ,eigent-
lichen" Mengen zugesellt werden. Es ist dies die absolute a-Null-
menge (0), die Menge, fur welche die Aussage, dal sie irgend ein
Ding als Element enthé&lt, als unannehmbare Tatsache in den Dtmk-
bereich aufgenommen ist.

Die axiomatischen Formen sind
a qual. G und o rela D) — o

fir jedes a. Man sieht unmittelbar, daf der Denkbereich mdglich
und sehr leicht auch, dalR der Denkbereich widerspruchslos ist. Die
Erorterungen des vorhergehenden Artikels sind nicht direkt zu ge
brauchen, da unter den axiomatischen Formen Valenzen vorkommen.
Wir haben, aber nur festzusetzen, dal3 ,xqual.G" immer P-Form
sei, was immer auch der Hauptteil dieser Qjualitatsform, ferner dai
,,xrel.ae 0" immer Q-Form sei, unabhéangig davon, welchen Eigen-
namen auch X bedeute. Wenn wir jetzt wieder ,xqual.C" und
,,xrel.oO" zu den priméaren Zeichenformen hinzufligen, kann man
wieder die Erorterungen in Art. 6—9, Kap.V wortlich wiederholen
und gelangt zu dem Resultate, dal die absolute Nullmenge
widerspruchslos ist.

Die sophistischen Bereiche.

8. Es s Nirgend eine Form, die den in Kap. V, Art. 5 gegebenen
Festsetzungen nach nicht nur selbst N-Form ist, sondern auch bei
jeder Substitution N-Form bleibt. Offenbar geschieht dies fur jede
Form, die nicht Stellenzeichen, Valenz, logische Summe, logisches
Produkt, Implikation, Isobgie oder Aquipollenzist. So z. B. am ein-
fachsten fir jedes volle Dingzeichen.

Wir konnen in diesem Falle dem Bereiche der logischen Formen
die axiDmatische Form

@r_)’-u] = [N—v']
[N —~v]= [N—1]

oder auch

hinzufugen; die Interpretationen dieser Formen als , Axiome" scheint
wohl zu Beginn paradox, ist es aber durchaus nicht, wenn wir die
.Bedeutung" der Isologie bzw. Aquipollenz genauer ins Auge fassen.

! Die absolute Nullmenge wird von den Nullmengen, die als Teilmengen
anderer Mengen entstehen, Wohl zu unterscheiden sein.
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Dal die N-Aussage den o- (bzw. den 0-) Wert besitzt, sagt,
dal} das betreffende Erlebnis dem Denkbereiche angehort (nicht an-
gehort), mit andern Worten, dal3 dss Erlebnis (im Denkbereiche)
wahr (bzw. falsch) ist. Dielnterpretation der axiomatischen Form \S,)
besgb nun, dai3 die Erlebnisse: ,, Das N-Erlebnis gehdrt dem Denk-
bereiche an" und ,,das N-Erlebnis gehdrt dem Denkbereiche nicht
an" in bestimmter Beziehung (die fir den Denkbereich
gegeben ist) nicht verschieden sind. Dies ist der Fall,
wenn keines der beiden Erlebnisse dem Denkbereiche
angehort. Dann kann man in der Tat fir eines dieser Erlebnisse
geradezu das andere setzen, ohne dal3 sich im Denkbereiche das ge-
ringste é&ndern wirde; diese Erlebnisse , existieren” berhaupt nicht,
wenn unser Denken auf den Denkbereich beschrénkt bleibt. Noch
einfacher gestaltet sich die Sache fir dieAquipollenz \S). Aus dem
enen der Erlebnisse ,folgt das andere"; wenn aber von keinem der
Erlebnisse die Bede ist, so wird damit berhaupt nichts ausgesagt.

Wir (berzeugen uns aber leicht, dal} der durch Auf-
stellung von \S) oder \S,) erzeugte axiomatische Bereich
moglich und widerspruchslos ist, ferner da dieser die
Formen N—v, N— o' (bzw. die entsprechenden Erleb-
nisse) nicht enthalt.

Offenbar ist der Denkbereich méglich; die Interpre-
tation einer Form ergibt eben niemals, da3 ein Erlebnis dem Denk-
bereiche nicht angehdrt. Der Denkbereich ist auch wider-
spruchslos, wie durch wértliche Wiederholung der Betrachtungen
im V. Kapitel (Art. 6—9) unmittelbar erhértet wird.

Die Anschauung lehrt dann, da3 N — D sowie N —0' dem
Formenbereiche nicht angehdren, es sind eben keine P-Formen.
Und man kann geradezu sagen, dal3 in dem neuen Denkbereiche
die Tatsache, dal weder N—o noch N~ o' dom Denk-
bereiche der reinen Logik angehdren, axi omatisiert ist,
wahrend se urspriinglich ds unabweishare Tatsache in der Anschau-
ung diesss (engeren) Denkbereichs gewonnen wurde.

Wollte man aber nun N—o oder N—- D' as weitere axiomatische
Form dem Bereiche hinzufligen, d. h. wollte man festsetzen, dal? das
N-Erlebnis (in dem gegebenen Denkbereiche) wahr oder falsch ist,
diesem ds unabweisbare oder unannehmbare Tatsache angehort, so
erhielte man, wie unmittelbar zu sehen, einen Bereich, der zu
logischem Widerspruche fuhrt. MitN-~n mifte ja auchN-o'
dem Bereiche angehtren und umgekehrt. Wenn eine solche Einfih-
rung dennoch geschieht, liegt diesem ein Irrtum zugrunde, der nun
klar auf der Hand liegt. Es wird der dem Denkbereiche entsprechende
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Wahrheitsbegriff mit einem von diesen verschiedenen vertauscht; am
einfachsten, aber auch am é&rgsten in der Weise, da3 wieder die Mdg-
lichkeit eines absoluten Wahrheitsbereichs vorausgesetzt wird, in dem
N—v oder N—/ ,sein mufR".

9. Das Problem der a-Menge, die alle sich nicht enthaltenden
a-Mengen und nur diese enthalt, erscheint hier in neuer Beleuchtung.
Das , Problem" fordert vor allem die Beschreibung eines entsprechen-
den Denkbereichs. ohne uns um die friher (Kap. |1, Art. 15) er-
haltenen Resultate zu kiimmern, versuchen wir diese Beschreibung.
Dabei missen wir voraussetzen, dal jedes Ding, das a-Menge ist,
von jedem andern Dinge unterscheidbar ist, fprner dal} die Tatsache,
ob ein Ding Element einer a-Menge ist, als unabweisbar oder un-
annehmbar dem Denkbereiche angehért. (Hierdurch unter-
scheidet sich dieser Denkbereich von dem friuher kon-
struierten.) Dementsprechend filhren wir axiomatische Formen ein:

|zrel, ) —v, [|zrel., y)—v",

von denen, sobald y eine a-Mengo und x ein beliebiges Ding ist, eine
und nur eine dem Bereiche angehdren soll. Ist dann R das Zeichen der
as logisch widerspruchslos vorausgesetzten ,,a-Menge aller sich nicht
enthaltenden a-Mengen", so ist zur Definition dieser Menge die weitere
axiomatische Form

[|z elem., z) — v'] = [z elem., R]

einzufuhren. Durch die Substitution S ;] erhdlt man hieraus die
axiomatische Form

LB elem., B) — v'] = [Relem., R]

und sieht, da der so konstruierte Denkbereich , sophistisch" ist;
d. h. inihm die Tatsache, dal3 ein bestimmtes Erlebnis, hier das durch
»Relem.a.R" ausgedriickte, weder als unabweisbar noch unannehm-
bar dem Denkbereiche angehdéren kann, axiomatisiert ist. Die Be-
hauptung, da R eine a-Menge ist, sagt aber geradezu, dafl
»Relem.aR"oder,,/Relem.aR/—D"'" dem Denkbereiche angehort.
Mit der einen Form mufte dies auch fir die andere der Fall sein.
Der Denkbereich ist damit als unmdoglich erkannt.

Offenbar verschwinden auch hier alle diese auRergewohnlichen
Umsténde, sobald die Bildung einer R-Menge (und nicht einer a-
Menge) aller sich nicht enthaltenden a-Mengen verlangt wird.
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Andersartige Beispiele findrn sich in groRer Zahl in den Sog.
Sophismen der griechischen Philosophen.®

Die einfachsten, aber dadurch eben lehrreichsten Verhaltnisse
zeigen sich bei der in der Tradition dem Eubulides zugeschriebenen
Frage:

,Lugt man, wenn man sagt, dal man luge?"

(Das berihmte epimenidisclie Réatsel, in den spater vielfach mit
anekdotischem Beiwerke versehenen Erzéhlungen von Epimenides,
dem Kreter.)

Offenbar wird mit dieser Frage die Aussage |das Erlebnis) sta-
tuiert, dal? eben diese Aussage (dieses Erlebnis) falsch ist. Man
axiomatisiert diese Aussage, wenn wir als Zeichen derselben das volle
Dingzeichen e einfihren in der Form

E= [e—0'],
aus der sich durch logische Deduktion auch
[e—v] = [e—1]

als Form des Bereichs, und dieser selbst als sophistischer Bereich er-
gibt, der bei der weiteren Annahme, daR e—n oder e—o'
dem Bereiche ungehdrt, nicht logisch widerspruchslos
ist. ,Ja" oder ,,nein" als Beantwortung der Frage ist die soeben er-
wahnte Annahme. Der durch die Frage statuierte Denkbereich
fordert, um logisch widerspruchslos zu sein, geradezu, dal} die Ant-
wort auf die Frage dem Denkbereiche nicht angehére.

Wie man sieht, hat der scharfblickende griechische Geist den
kritischen Punkt der Logik durchaus nicht vollig tbersehen, aber
nicht erkannt, da es sich in diesen scheinbaren Spielereien um einen
fundamentalen Denkbegriff, den Wahrheitsbegriff handelt, der,
wenn auch nicht metaphysisch, so doch in einer beinahe empirisch
zu nennenden Weise fir das Gebiet der Logik genau gefaRdt
werden muf3.

Es ist das nicht genug zu wirdigende Verdienst Russells, nach
zwei Jahrtausende umfassenden ,LOsungsversuchen" das Problem
genau formuliert zu haben. Insbesondere in der Gestalt, wo es sich
um den Eigenschafts begriff handelt, ,ein nicht unter sich fallender
Eigenschaftsbegriff zu sein", sieht man sogleich, da es sich nicht
um nebenséachliches Beiwerk, sondern um eine fundamentale Frage

! Siehe Prantl, Geschichte der Logik im Abendlande, Bd. |. Leipzig 1855.
Insbesondere die Sophismen der Sophisten (p. 2Dff.), der Megariker |p. 41ff.)
und der Stoiker |p. 488ff.).
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der Logik handelt, wie dies insbesondere Hessenberg und Hilbert
mehrfach urgiert haben.

Wohl kann die Russellsche ,Typentheorie"! nicht als defini-
tive Losung des Problems angeschen werden. Se ,verbietet" zu
viel und begrindet infolgedessen das Verbot nicht in zufriedenstel-
lender Weise. Jedenfalls hat Russ eil in dieser und friiheren Arbeiten
zuerst eine grindliche Klarung des Sachverhalts angeregt.

Die vollstdndige Induktion.

10. Das f-Bild enes Dinges wurde in Kap. | || as Menge defi-
niert, die dieses Ding und nur dieses als Element enthalt. Der dieser
Definition entsprechende axiomatische Bereich entsteht, wenn wir
den logischen Grundformen die axiomatische Grundform

arel., fa

hinzufiigen. Die SO definierte Menge ist eine Cantorsche Menge,
also konsistent.

Um nun die Menge der Numeratoren axiomatisch zu beschreiben,
fuhren wir eine J-Eigenschaft ein. Es soll ,x qual.s§", ,x besitzt die
f-Eigenschaft" dann und nur dann gelten, wenn x ein Numerator
ist. Die Bezeichnung durch $ soll daran erinnern, daR wir die Nume-
ratoren auf Grund der jetzt zu beschreibenden Eigenschaften auch
induktive Zahlen nennen.

Dementsprechend haben wir die axiomatische Form

1 qual, 43,
far fl (oder 2) weiter
1rel ; f1 qual,J
und wieder

flel..fflj ff1 qual 3.

Wir setzen Uberhaupt fest, daB jedem bestimmten Numerator k',
der unmittelbar auf k folgt, die axiomatischen Formen

kre\..K'; k' qual, ¥
entsprechen sollen.
Der axiomatische Bereich, der einer geschlossenen Numeratoren-
reihe |s. Kap.111) entspricht, ist wieder moglich und logisch wider-
spruchslos; wir sehen eben sofort, dal die Mengen Cantorsche

! Mathematiual Logic as besed DU the Theory of Types, American Journal
of Mathematics. Vol. 30, S. 222.
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Mengen sind. Die vollstandige Induktion fir endliche Mengen be-
nutzend konnen wir in dieser Betrachtung zu ,jedem" bestimmten
Numerator gelangen. Um aber zu einem Bereiche zu gelangen, der
»alle'" Numeratoren umfaft, geniigt dieses , Fortschreiten* nicht. Die
Zusammenfassung der durch ,jedes" bezeichneten Dinge in einem
»alle" diese Dinge enthaltenden Denkprozesse ist logisch (und auch
vom Standpunkte der Erkenntnistheorie) etwas anderes, ein wesent-
lich neuer Denkakt. Und es handelt sich dabei in erster Reine darum,
ob dieser Denkakt Uberhaupt in einem endlichen Denkprozesse exakt
beschrieben werden kann.® Dem Wesen der Sache nach hat Dede-
kind zuerst dieses Problem zur Sprache gebracht und auch gelost.
Die hier gebrauchten Methoden sind nur insofern anders geartet, as
wir von vornherein die logische Deduktion, as eine besondere Form
der Anschauung, von jeder andern unmittelbaren Anschauung genau
gesondert haben, und in Verbin dung damit die logische Widerspruchs-
losigkeit sogleich mit in Betracht ziehen konnen.

Es handelt sich dabei zuerst um den Denkbereich, der durch die
axiomatischen Formen

1 qual.%, B

[« gual. 3] [z qual. J] (J2

bestimmt wird. Dieser Denkbereich soll weiterhin as Denkbe-

reich der induktiven Zahlen bezeichnet werden, der selbst-

verstandlich durch Interpretation des entsprechenden Formenbereichs

erhalten wird. Dabei trittjedoch die schon frither statuierte Annahme

auf, da wir fir jedes Ding durch unmittelbare Anschauung ent-
scheiden kodnnen, ob es ein Numerator ist oder nicht.

Den friiheren Fallen nachgebildete Betrachtungen zeigen un-
mittelbar, daf der Denkbereich mdéglich und auch widerspruchslos
ist. Fir das letztere soll den Festsetzungen in Kap. V, Art. 6 noch
as X | . hinzugefiigt werden, da? die Qualitatsform ,,z qual.{}** dann

1 Die nicht mehr auf endliche Mengen beschrankte ,vollstéandige I nduktion®
ist, ohne daf damit der Inhalt des Satzes erschopft wére, ein solcher Denkakt.
Die Evidenz des Verfahrens ist niemals bezweifelt worden, und kann auch nicht
bezweifelt werden. Wenn nun weiter behauptet wird, daB diese vollstandige
Induktion ein neues , synthetisches Urteil apriori" ist, so wird damit auch gesagt,
daB fur diese ein nicht endlicher Denkproze3 gefordert wird und auch vollzogen
werden kann. Wenn wir aber die vollstandige Induktion in einem endlichen Denk-
prozesse tatsachlich ausfuhren, ist es doch eigentlich nur ein Wortstreit, ob die
in diesem Denkprozesse beschriebenen Anschauungen logischer Natur sind oder
nicht. Ausfuhrliche historische und polemische Erorterungen liegen auflerhalb des
Planes dieses Buches. Es sei darum nur einfach auf die &uferst anregende und
tiefgehende Diskussion hingewiesen, die uber diese Frage in erster Reine zwischen
Poinoaré, Couturat und Russell gefiihrt wurde (Revue de Métaphysique et
de Murale, Jahrg. 1904—1909).
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und nur dann AForm ist, wenn ihr Hauptteil z ein Numerator ist.
Offenbar ist mit x auch fx, und mit fx auch x ein Numerator, so
da fur die axiomatischen Grundformen die Anschauung, dafl sie
P-Formen sind, sich unmittelbar ergibt. Alles weitere ist wieder nur
eine wortliche Wiederholung der fiir den Bereich der logischen Formen
angestellten Betrachtungen.

An dem Denkbereiche anzustellende Betrachtungen zeigen leicht,
ilaB wenn k irgend ein bestimmter Numerator ist, die Form , k qual.}"
dem Bereiche angehort. Dies ergibt sich aus der vollstandigen In-
duktion fir endliche Mengen. Ist namlich m ein solcher Numerator,
dak , mqual .J" dem Bereiche angehért, und fm oderm' der unmittel-
bar auf m folgende Numerator, so ergibt die Substitution S ; in
der oben stehenden axiomatischen Grundform ’

(m qual. J) ( (m’ qual, ).

Die Anwendung des SchluRRprinzips zeigt dann, da mit ,mqual.3}"
auch ,m'qual.J" dem Bereiche angehort; die vollstandige Induktion
fir endliche Mengen ist dann ohne weiteres zu benitzen.

Der Ubergang von ,,jedem Numerator" zu ,allen Numeratoren"
geschieht nun durch Betrachtungen, diein der Tat einem endlichen
Denkprozesse entsprechen. Die Forderung, den Proze der Nume-
ratorenbildung immer wieder zu wiederholen, konnte vorderhand in
einem endlichen Denkprozesse nicht ausgefiihrt werden, und diese
wenn auch unbestimmte Schranke unsres Anschauungsvermogens
|Kap. 111, Art. 1) wurde eben umgangen, indem wir die vollstandige
Induktion as Anschauungsgesetz fir endliche Mengen beschrieben
haben. An Stellejener Forderung trittjetzt dieFestsetzung einer neuen
axiomatischen Grundform und damit die Beschreibung des Denk-
aktes in einem endlichen Denkprozesse. Hierin liegt die exakte Be-
schreibung des Tatbestandes, daR die J-Eigenschaft fur ,alle"
Numeratoren gilt. Es ist damit nicht mehr und nicht weniger
gesagt, as daR nach Festsetzung Jenes Axioms ,ohne weitere Zwischen-
glieder" die Anschauung sich ergibt, nach der jeder bestimmte Nume-
rator die J-Eigenschaft besitzt.!

Der Vollstandigkeit wegen mufd noch erwéhnt werden, daf3, wenn
an Stelle jener Forderung jetzt die lmplikation |3y) as Grundformtritt,
und weiter auch irgend eine logische Deduktion zur Erzeugung von
Formen des Bereichs verwendet werden kann, es eigentlich nicht aus-

' vgl. die treffende Bemerkung von Heisenberg in ,Grundlagen der
Mengenlehre", § 131.
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geschlossen ist, daR nicht bloR Numeratoren, sondern auch andere
Dinge die S}-Eigenschaft besitzen. Die Erganzung, nach der dieser
Fall nicht eintritt, ist sehr einfach. Nach den fir den Charakter
der auftretenden Formen geltenden Festsetzungen ist jede Form des
Bereichs P-Form. Die Annahmee daR ,aqual.,J'" dem Bereich?
angehort, besagt demnach, daB , aqual.. }"' eine P-Form ist, und
damit auch, dal a ein Numerator ist.

11. Der wesentliche Inhalt der , vollstandigen Induktion® ergibt
sich aus dem Umstande, daf in dem durch die axiomatischen Formen

1 qual. 3 )
[z qual. ¥] ¢ [z qual. ¥] (R

definierten axiomatischen Formenbereiche die J-Eigenschaft ganz be-
liebig interpretiert werden kann.

Dieser Interpretation kdnnen auch weitere axiomatische Formen
bzw. Axiome entsprechen. Sei aber ein Formenbereich (bzw. Denk-
bereich) durch irgendwelche axiomatische Formen gegeben, sobald
sich nur die Formen [%,) und [Qg) unter diesen befinden, wird die
logische Deduktion, nach der fir jeden Numerator k die Form
Lk qual. ¥ dem Bereiche angehort, auch alsin demjetzt beschriebenen
erweiterten Bereiche erfolgt betrachtet werden konnen; die Fest-
Setzungen, die dies ergeben, gelten ja genau auch fur diesen erwei-
terten Bereich. Damit erhalten wir das allgemeine Resultat:

Wenn in irgend einem axiomatischen Denkbereiche
die Gesetze: ,1 besitzt die -Eigenschaft" und ,Mit x
besitzt auch \x die,J-Eigenschaft” gelten, so folgt durch
logische Deduktion, daR dieser Denkbereich auch das
Gesetz enthéalt, daR jeder Numerator die ¥ -Eigenschaft
besitzt. Den vorhergehenden Entwicklungen entspre-
chend kann dieses Gesetz auch SO ausgedrickt werden,
daB ,alle" Numeratoren die S-Eigenschaft besitzen.

DaR diesss Gesetz aus [3,) und |Sa) , durch logische Deduktion
folgt", hat mit Mdoglichkeit und Widerspruchslosigkeit in gewisser
Beziehung nichts zu tun. Die Deduktion ist erwiesen (angeschaut),
auch wenn der Denkbereich jenen Forderungen nicht genigt. DaR
wir den Denkbereich in diesem Falle fir die Beschreibung unsres
wissenschaftlichen Denkens nicht gebrauchen wollen und nicht ge
brauchen konnen, ist davon unabhé&ngig.

Eins andere wohl nur formale, aber doch sehr weitreichende
»Verallgemeinerung" des Satzes ergibt sich dadurch, dal3 wir die
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» 1" nicht als ,ersten Numerator", sondern als Zeichen enes ganz
beliebigen Dinges o auffassen. An Stelle der ,,Numeratoren" treten
dann offenbar (Kap. 111, Art. 1) ,die Glieder der S_ ,-Reihe".
Damit ergibt sich die allgemeinste Fassung der vollstadndigen
Induktion:

Wenn in irgend einem axiomatischen Bereiche die
Gesetze: ,abesitzt die JJ-Eigenschaft” und ,Mit x be-
sitzt auch fx die ,}-Eigenschaft" gelten, so folgt durch
logische Deduktion, dal in diesem Denkbereiche alle
Glieder der S, f-Reihe die ¥-Eigenschaft besitzen.

Wird insbesondere fir o ein Numerator k gesetzt, so ergibt sich
die vollstandige Induktion in der Gestalt, wo sie wohl in der Nume-
ratorenreihe, aber nicht ,von 1 ab", sondern nur ,von k ab" gilt
bzw. ausgefihrt wird.

Wichtig ist die letzte Fassung insbesondere auch dann, wenn
die Interpretation des f-Bildes bzw. des f-Prozesses nicht gerade die
in erster Reihe bericksichtigte ist.

Die erkenntnistheoretische Natur der vollstandigen Induktion
ist, wie ich glaube, durch diese Betrachtungen vollstéandig klar-
gestellt. Esist ein Anschauungsgesetz, mit dem wir es zu tun haben;
aber diese Anschauung ergibt sich aus der Betrachtung eines Denk-
bereichs und der fur diesen Denkbeieich statuierten logischen De-
duktion. Die logische Deduktion als solche ist in der
vollstandigen Induktion Gegenstand der Anschauung.

12. Einige allgemeine Bemerkungen Uber unser , exaktes (wissen-
schaftliches) Denken" werden wohl am besten hier eingefugt.

Ein solches exaktes Denken beginnt mit der Statuierung eines
axiomatischen Denkbereichs. Dadurch wird dieser selbst Gegenstand
der Anschauung. Nur wenn diese Anschauung lehrt, dal der Denk-
bereich moglich und logisch widerspruchslos ist, wird der Denkbereich
as Grundlage einer wissenschaftlichen Disziplin anerkannt. Die
logische Deduktion bereichert dann in mannigfaltiger Weise unsre
Kenntnis JAnschauung) von den Gesetzen diesss Denkbereichs, d.h.
den Erlebnissen, die diesem Denkbereiche angehéren. Wenn wir
aber den Denkbereich selbst zum Gegenstand unsrer Anschauung
machen, sind diese Eigenschaften des Denkbereichs (daB namlich
gewise Erlebnisse dem Denkbereiche angehéren) durchaus nicht die
einzigen, deren wir uns durch die Erfahrung (Anschauung) versichern.
Wir legen sogar gerade diesen Eigenschaften einen geringeren Wert
hei; sind se es doch, die den Denkbereich urspringlich beschreiben,
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so [laB in diesem Falle die ,Beschreibung" des Denkbereichs nach
Objektivierung des letzteren eine rein formale neue Fassung erhalt.
Diese Bemerkung ist es, die vielfach gegen den ,Wert" der Logik
vorgebracht wird und in der gewdhnlichen Formulierung dahin lautet,
dal} die rein formale logische Deduktion niemals wesentlich Neues
bietet, sondern nur die Elemente der tatséchlichen Erfahrung sondert.
Wie weit diese Bemerkung richtig ist, wird durch unsre Darstellung
selbst gezeigt. In der Tat gabe die logische Deduktion nichts Neues,
wenn wir imstande wéren, uns alle dem Denkbereiche angehdrenden
Erlebnisse , zugleich" vorzustellen. Das ist aber schon bei dem Denk-
bereiche der reinen Logik nicht der Fall. Die Statuierung des Denk-
bereichs ist eben ein methodisches Hilfsmittel, das uns lehrt, wie wir
diese schwierige oder eigentlich unerfiillbare Forderung (alle Erleb-
nisse des Denkbereichs , zugleich", d. h. in einem Erlebnisse vorzu-
stellen) vermeiden.

So bilden diese Anschauungen (daf3 gewisse Erlebnisse dem Denk-
bereiche angehdren) wohl Eigenschaften des Denkbpreichs, aber nicht
die einzigen. Und jede Anschauung, die an dem Denkbereiche ge-
wonnen wird und Uber diese hinausgeht, ist neu, nicht in der urspriing-
lichen Beschreibung des Denkbereichs enthalten und demnach in
gewissem Sinne auch ,wertvoller". So z.B., wenn wir erkennen,
dal? der Denkbereich logisch widerspruchslos ist, da der Satz des
Widerspruchs fiir den Denkbereich gilt, ohne aber deshalb selbst
ein dem Denkbereiche angehdrendes Erlebnis zu sein. Ebenso ergab
sich fir gewisse Denkbereiche die vollstandige Induktion als an dem
Denkt) ereiche gewonnene Anschauung, die Uber die logische De-
duktion hinausgeht, also, wenn man will, as neues ,synthetisches
Urteil" betrachtet werden kann.

Es werden SO in mannigfaltiger Weise an dem Denkbereiche
Erlebnisse statuiert, die dem Denkbereiche nicht angehdéren und auch
diesem gegeniber as ,Bereicherung" unsres Wissens angesehen
werden missen. Im weitesten Sinne des Wortes sind es Erfahrungs-
satze, die wir SO erhalten; wahrend aber die (an der ,Auflenwelt"
gemachte) gewdhnliche Erfahrung niemals in ihre letzten Elemente
aufgel6st werden kann und darum mehr oder weniger ,verworren"
bleibt, handelt es sich hier um Erfahrung an einer Schépfung unsres
Geistes, die wir as solche in ihrer Totalitét erblicken. Die Ab-
straktion dieser Begriffe erfordert eine nicht leichte Schulung unsres
Anschauungsvermdogens; ist diese aber erreicht, SO gewinnen diese
Erfahrungssétze, weil eben die gewonnene Erfahrung eine yollstandige
ist, den hochsten Grad von Evidenz, der uns Uberhaupt zugéanglich
ist. Es ist allerdings wieder nur der Glaube an die Zuverlé&ssigkeit
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unsres Denkens, dem wir gegenliberstehen; aber diessr Glaube ist
unerschiitterlich.*

Ob wir bel diesen an dem Denkbereiche gewonnenen Erfahrungs-
sétzen als solchen stehen bleiben oder diese im Sinne des Art. 2
(dieses Kapitels) wieder axiomatisieren und damit zu einem neuen
Denkbereiche fortschreiten, ist Sache der Methodik und wird nach den
speziellen Anforderungen zu entscheiden sein, die fir die betreffende
wissenschaftliche Disziplin gestellt werden.

Bekanntlich ist es Hilbert, der diese ,Axiomatisierung" einer
wissenschaftlichen. Disziplin in den ,Grundlagen der Geometrie"
|[Dritte Aufl. Leipzig 1909) in ihrer vollen Schéarfe und Reinheit durch-
gefuhrt hat. Er stellt sich die genau formulierte Aufgabe, ,ein voll-
standiges und moglichst einfaches System von Axiomen aufzustellen
und aus denselben die wichtigsten geometrischen Satze abzu-
leiten". Dabei ist aber auf einen besonders in philosophischen
Kreisen viel verbreiteten Irrtum hinzuweisen. Diese Hilberts che
»Ableitung" ist durchaus nicht durchweg logische De-
duktion, sondern in ihren wesentlichen Teilen Erfahrung
an dem durch die Axiome statuierten Denkbereiche.
»Es folgt" bedeutet durchaus nicht immer, daf3 die Folgerung durch
ene logische Deduktion geschieht; es kann ebenso gut davon die
Hede sein, dal? ein Erlebnis |eine neue Anschauung) durch Betrach-
tung der dem Denkbereiche zukommenden Eigenschaften .,folgt",
d. h. als unabweisbare Tatsache erhértet wird.

Insbesondere ist dies bei der ,deductio ad absurdum" der Fall,
die sich darauf stitzt, da der Anschauung nach der Denkbereich
logisch widerspruchslos ist.?

An axiomatischen Denkbereichen statuierte Erfahrungen bilden
das eigentliche Fundament unsres ,Wissens'. Die Evidenz dieser

! Eine ganz merkwirdige Phase in der Beurteilung unsres notwendigen
Denkens bieten fir den einzelnen Denker sowohl, wie fur die allgemeine Auffassung
die sog. Antinomien der Mengenlehre; es ist nie jemandem eingefallen, dieser
Antinomien Wegen an der Moglichkeit logischen Denkens zu verzweifeln; man war
eben Uberzeugt, dafl die Konstruktion des Mengenbegriffa |oder &hnliches) den
Anforderungen einer ,richtigen" Erkenntnistheorie nicht gentgt. DaR dieser
,Glaube" der richtige war, hat sich fur die Russellsche , Contradiction" schon
gezeigt und wird sich fur die speziellen ,Antinomien" der Mengenlehre [Menge
aller Teilmengen der Menge aller Dinge, Menge aller Ordnungszahlen) spéter
|Kap. VIl und | X) erweisen.

2 Die Grundlagen der Geometrie gehdren nicht in den Plan dieses Buches;
doch wird es nicht Uberflissig sein, aus dem Kklassischen Hilbertschen Buche
Beispiele fur Obige Behauptungen zu zitieren.

Es ist der Satz im Kap. | (84, Satz 3), daB zwischen irgend zweii Punkten
einer Geraden es stets unbegrenzt viele Punkte gibt, der aus den Axiomen
der Verkniipfung und Anordnung ,folgt", offenbar eine neue Anschauung, die

Koénlg, Mengenlehre 11
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Erfahrungen oder Anschauungen ist wohl auch nur ein unerschitter-
licher Glauben an die Zuverléassigkeit unsres Denkens. Wahrend aber
bei Erlebnissen, wie ,die Sonne scheint", ich wohl die Vorstellung
des Erlebnisses, nicht aber das Erlebnis selbst willkirlich hervor-
rufen kann und damit eben zwischen , meinem" Bewuf3tseinszustanie
und einer mir unbekannten oder doch nur sehr verworrenen, jeden-
falls von , mir" unabhangigen Ursache unterscheiden mufR3, stehb bei
den jetzt beschriebenen Denkvorgéngen die Sache wesentlich anders.
Es ist ein spontaner Akt meines Bewultseins, den ich vorstelle und
der als solcher AnlaR zu neuen Vorstellungen gibt, die gerade so und
genau SO , in meinem BewufBtsein existieren", wie jener Akt meines
Bewuftseins, der als Ausgangspunkt diente. Die Evidenz ist hier —
um mich wohl ein wenig metaphysisch, aber doch der gewohnten
Ausdrucksweise ndher und darum auch klarer auszudricken —
geradezu das Gefuihl der ldentitat meines Denkens mit sich selbst;
diese Evidenz wegzudenken hieBe nichts anderes, als mein Bewult-
sein selbst leugnen.

M an bemerke hierzu noch, da3 an axiomatischen Denkbereichen
gewonnene Anschauungen uns as ,unabweisbare Talsachen" er-
scheinen, und den vorhergehenden Erdrterungen entsprechend als
solche erscheinen , mussen”.

»Unannehmbare" Tatsachen, diean axiomatischen Denkbereichen
konstatiert werden, erscheinen nicht als solche; es kann sich dabei
immer nur um die Beschreibung von Anschauungen handeln, die
wir an dem Denkbereiche nicht erlebt haben und doch als erlebt
voraussetzen. Wenn die Voraussetzung dieses Erlebnisses nun zu
einem Widerspruche flhrt, ist jene Tatsache (als Eigenschaft des
Denkbereichs aufgefal’t) unmdoglich oder unannehmbar.

Das Prinzip der Auswahl.

13. Es seien die zur Beschreibung einer Menge dienenden ,ge-
gebenen" Dinge selbst durchweg konsistente Mengen (jedoch mit
Ausschlu3 der spater zu beschreibenden ,uneigentlichen" Null-

durch die Betrachtung des axiomatischen Denkbereichs als solchen gewonnen wird
und irgendwie den neuen Begriff der Anzahl enthalt, der in den , Axiomen"
nicht vorhanden war.

So wird weiter |§ 8, Satz 15) erhértet, daB alle rechten Winkel einander
kongruent sind; und zwar dadurch, daf} eine gewisse Anschauung als nicht moglich
erwiesen wird. Im Wesen der Sache ist dies eine deductio ad absurdum, die schon
die logische Widerepruchslosigkeit des betrachteten Denkbereichs* voraussetzt
und also erst durch die Betrachtungen des § 9 (Widerspruchslosigkeit der Axiome)
vollstandig wird.
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Mengen), und wir wollen weiter voraussetzen, daf} ,diese Menge der
gegebenen Mengen" Selbst konsistent ist. Wir bezeichnen diese
Menge mit N, einzelne der gegebenen Mengen mit M; M, und &hn-
lich. Die Mengenrelation, deren wir uns bei der Bildung von M;
M, und Uberhaupt der gegebenen Mengen, sowie der Menge N be
dienen, ist dabei nicht besonders erwahnt. In gewissen Fallen wird
se, um eben konsistente Mengen zu erhalten, gewissen Bedingungen
entsprechend gewahlt werden missen; so konnen wir z.B. die -
Menge, aber nicht die a-Menge aller sich nicht enthaltenden o-Mengen
bilden. Dem ist eben durch die Forderung der Konsistenz vorge-
sehen. Es ist demnach bei dem Worte Menge die Art der Mengen-
relation immer hinzugefiigt zu denken, die so entstehende kiirzere
Ausdrucksweise aber um so eher gestattet, als die so darzulegenden
Anschauungen sich im wesentlichen nicht auf die Mengenbegriffe,
sondern auf die , gegebenen" Dinge beziehen und die Voraussetzung
dabei eigentlich nur die ist, dal} sich au3 diesen mdgliche und wider-
spruchdose (d. h. logisch existierende) Hollektivbegriffe bilden lassen.
Diese Voraussetzung ist in der Forderung der Konsistenz der Mengen
eben am einfachsten (wenn auch nicht in mdéglichst all-
gemeiner Weise) ausgedrickt.

Wenn bei entsprechender Bestimmung der Mengenrelationen
die gegebenen Mengen, z. B. M; M, usw., und damit auch die
Menge N Cantorscrie Mengen sind, soll die Menge N, in der
jetzt die Mengenrelationen des N und auch der ,gegebenen”
Mengen endgiiltig gegeben sind!, als ZermeloSche Monge be
zeichnet werden. Das von Zermelo aufgestellte und ur-
gierte Prinzip der Auswahl wird sich fur diess Mengen
als ebense — und in demselben Sinne — evident er-
weisen, wie irgendwelche andere fundamentale An-
schauung dor logis ch-mathematischen Wissenschaften.
Man sieht unmittelbar, dal? die (in Art. 6 beschriebenen) Cantor-
schen Mengen, Wenn die dort durch die G-Ei genschaften ge
gebenen Dinge eben Mengen sind, durchweg Zermelosche Mengen
sind. (Insbesondere wird — wie Schon hier erwahnt werden soll —
auch das ,Kontinuum", dessn genaue Beschreibung ene der wich-
tigsten Aufgaben der Mengenlehre bildet, eine sulche Zermeloache
Menge sein.) Die dort gegebenen Erdrterungen bringen es auch zur
Evidenz, dall dann jedes die G-Eigenschaft besitzende Ding durch
einen mdoglichen und widerspruchslosen Denkbereich definiert wird,

! Diese Mengenrelationen kénnen jetzt, wie man unmittelbar sieht, ganz
beliebig [verschieden oder auch nicht verschieden) angenommen werden.
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und dementsprechend jedea die G-Eigenschaft besitzende Ding, in-
sofern es eine Menge ist, sowie die entsprechende Menge N ene kon-
sistente Menge ist.

Wir wollen nun weiter zwei neue Bildformen einfiihren, Von denen
wir voraussetzen, dall se in dem die betreffende Zermelosche Menge
definierenden Formenbereiche nicht zur Anwendung gelangt sind.
(Es ist dies, wenn man will, eine weitere Beschréankung des Begriffs
der Zermeloschen Menge, in deren Formenbereiche eben diese beiden
Bildformen nicht aufgenommen sein dirfen.)

Es sden dies die Bildform , Prot.x“, deren Hauptname , Pro-
teronform”, deren Teilname ,den Hauptteil x enthaltend" ist, und
die weitere ,#Wx", deren Hauptname ,Auswahlsform" und deren
Teilname ,,den Hauptteil x enthaltend" ist.

Eins Interpretation von ¥Mx findet nur dann statt, wenn fiir x
eine Zermelosche Menge gesetzt wird, und wir nennen dann N
,die -Menge der Zermeloschen Menge N".

Eine Interpretation von Prot, x findet ebenso nur dann statt,
wenn fur x ene der in N als Elemente enthaltenen Mengen gesetzt
wird. Ist M eine solche Menge, so soll Prot.M ein neues Zeichen
fuar ,ein und nur ein Element der Menge M" Sein. Wenn
ein ,Gesetz" in unsern Denkbereich aufgenommen ist, nach dem
zu jeder der Mengen M enes und nur enes ihrer Elemente gehoért,
so hindert uns nichts, Prot.M als Zeichen dieses Elementes fest-
zusetzen. Das ist aber durchaus nicht der Fall, den wir betrachten
wollen. Ein solches Gesetz kann an gebbar sein, kann auch,
ohne ,bekannt"” zu sein, ,logische Existenz" besitzen, kann viel-
leicht auch unsrer [endlichen) Intelligenz unzuganglich, nicht an-
gebbar sein. Das kimmert uns Uberhaupt nicht; wir nehmen
ein solches ,Gesetz" (berhaupt nicht in den zu be-
schreibenden Denkbsreich auf. Sene Existenz, seine Mdglich-
keit kommen demnach gar nicht in Frage. Prot.M ist ein Ding,
dessen vollstdndige Beschreibung in der Eigenschaft
.eines und nur eines der Elemente von M zu aein" ent-
halten ist und damit auch erschopft wird.

Damit ist eine ganz klare Anschauung des Dinges Prot.M ge
wonnen; wir wissen ganz genau, was wir uns unter Prot.M zu denken
haben. Allerdings fallen wir sehr leicht der Versuchung anheim, zu
fragen, welches Element von M wohl durch Prot.M bezeichnet werden
Soll. Offenbar haben wir aber damit die Bedeutung von Prot.M
wesentlich gedndert. Prot.M ist nicht ein Element der Menge M,
dessen Bestimmung noch ausstandig ist, das wir aus irgendwelchen
aufleren Grinden nicht angeben koénnen, vielleicht einfach noch nicht
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angegeben, vielleicht nur ,vergessen" haben. Dann wére Prot.M
ein unvollstandig beschriebenes Ding, das eine uns unbekannte Eigen-
schaft besitzt. Prot. M ist vollstdndig beschrieben; es ist
Zeichen ,eines und nur eines der Elemente von M " ; das und nichts
anderes SOIl eben Prot.M sein, was wir uns gewi3 ganz klar denken
kénnen. Wenn wir trotzdem Prot.M mit jenem friher erwahnten
Lunvollstéandig" beschriebenen, aber auch so ganz klar angeschauten
Dinge verwechseln, begehen wir eben einen Verstol? gegen die Grund-
norm unsres Denkens, indem wir ,,in gewisser Beziehung" nicht ver-
schiedene Dinge als Uberhaupt nicht verschieden ansehen.

Mit Hilfe des Denkbereichs, der die Menge N |und
damit auch die Mengen M) definierte, bilden wir jetzt einen
neuen Denkbar eich, indem wir festsetzen, daR jedes Erlebnis
des fruheren Denkbereichs auch dem jetzt zu beschreibenden an-
gehéren soll, der aber noch weiter die folgende durch eine Involution
ausgedrickte Eigenschaft besitzt. Ist M irgend eine der in
N enthaltenen Mengen, so soll Prot.M Element der
Menge ®IN sein. In unsrer Symbolik ausgedriickt:

[X rel. N1inv. [Prot.X rel. AN,

WD dem fruheren gemaR die Unterscheidungen rel.
gelassen sind.

Der neue Denkbereich definiert die Menge UAN; die
Anschauung zeigt unmittelbar, daR in den hier angezogenen Féllen
auch N eine Cantorsche Menge, demnach konsistent ist, oder —
wie wir dies auch ausdriicken — logische Existenz besitzt. Wir sind
damit zu dem ,Existenzaxiome" gelangt, nach dem dU:
Menge einer beliebigen Zermeloschen Menge® logische
Existenz besitzt, d.h. konsistent ist.

In der hier benutzten Begriffsbildung ist — wie schon erwahnt —
das durch Prot.M bezeichnete Ding durchaus kein Element
von M. Wenn M z.B. die Elemente o« und 5 und nur diese ent-
halt, so bezeichnet Prot.M das Ding ,a oder b". Trotz des ,oder"
ist ,,a oder b" ein klares Erlebnis unsres Denkens und als solches

rel.B usw. weg-

o«

' Offenbar kénnten wir allgemeiner: jede Menge von Meng dn, deren ¥-Menge
logische Existenz besitzt, Zermelosohe Menge nennen; die engere Fassung des
Textes geht aus dem Bestreben hervor, diesem , Existenzaxiome" genau dieselbe
,Evidenz" zu verleihen, wie jeder anderen, unserem mathematisch-logischen
Denken entspringenden Anschauung.

Ubrigens ist in unsrer Terminologie dieses , Existenzaxiom" durchaus
kein Axiom des Denkbereichs, sondern eine an dem Denkbereiche gewon-
nene |neue) Anschauung.
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sowohl von a wie von b verschieden und demnach gewif3 kein Ele-
ment von M.

In diesem Sinns ist N eine konsistente Menge, deren Elemente,
mit den Mengen M vollstandig und klar beschriebene, von jedem
andern Dinge unterscheidbare, aber neu adjungierte Dinge sind. So
ist es zu verstehen, dai fir eine Zermelosche Menge N die Menge #IN
logische Existenz besitzt, und dieses ,Existenzaxiom" hat in der
Tat fir uns dieselbe Evidenz, wie jede andere an unserem mathe-
matisch-logischen Denken erarbeitete Anschauung.

14. Wir wollen jetzt (Ubergangsweise) von der Annahme aus
gehen, daR jeder Menge, die Element der Zermeloschen Menge ist,
ein bestimmtes Element dieser Menge zugeordnet ist, so z. B. der
MengeM; das Element a, usw.; oder, wenn dies vielleicht klarer ist,
ein ,Auswahlgesetz" annehmen, nach dem =zu jeder
Menge, die Element der Zermloschen Menge ist, das
zugeordnete Element a angegeben werden kann. Wir
kdnnen dann den Denkbereich der Zermeloschen Menge , erweitern"”,
indem wir festsetzen, da3, wenn M ein Element von N, und a das
dem M zugeordnete Element von M ist, immer

ProtM =a

eine axiomatische Form des Bereichs sei. Prot. M isteine
bisher (in der Beschreibung der Zernieloschen Menge) nicht benutzte
Form, deren Charakter noch nicht festgesetzt ist. Es soll nun Prot. M
dann und nur dann eine -P-, bzw. Q-Formsein, wenn das zugeordnete
a eine P-, bzw. Q-Form ist. Offenbar ist dann Prot. M mit a zugleich
auch eine N-Form. Es wird demnach

Prot.M = «a

eine (konstante) P-Form sein.

Nach Art. 6 ist der so definierte Denkbereich mdglich und
Widerspruchs, und genau dasselbe wird der Fall sein, wenn wir
den Denkbereieh abermals durch die Festsetzung erweitern, dal3 dann
und nur dann, wenn

Prot.M = a
eine axiomatische Form des Bereichs ist, auch
arell N

eine axiomatische Form des Bereichs sei, wo BN ein
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neues Zeichen, das Zeichen der ,Auswahlmenge von
N"  sei.l

Wenn fur die Mengenrelationen ,,xrel.,3N" festgesetzt wird, dal
se immer P-Formen seien, ergeben die bisher angewandten Methoden
wieder, dald der so definierte Denkbereich mdglich und wider spruch-
los oder also mit anderen Worten die Menge §.N konsistent ist.

Diese Auswahlmenge von N enthédlt offenbar as Elemente
je ein und nur ein Element Jeder Menge, die Element von N ist.

Offenbar lieBe sich der hier befolgte Gedankengang wesentlich
vereinfachen, wenn das Auswahlgesetz tatsichlich gegeben wére, oder
wenigstens als gegeben vorausgesetzt werden konnte. Dann konnten
wir ja direkt statuieren, dall diess Auswahlelcmente |IZermelos
,ausgezeichnete" Elemente) und nur diese Elemente der Auswahl-
menge sein sollen, und es kdme weiter nur darauf an, zu untersuchen,
ob die so definierte Menge (selbstverstandlich bei ener bestimmten
Wahl der Mengenrelation) konsistent ist.

DaR wir trotzdem den hier gegebenen komplizierten Weg wahlten,
ist jedoch begrindet. Es kommt vor allem darauf an, die logische
Existenz der Auswahlmenge auch dann zu erharten, Wenn die
Annahme (Hypothese) eines ,Auswahlgesetzes" voll-
standig auBerhalb unsrer Betrachtung bleibt, Uberhaupt
nicht eingefihrt wird.

Die frihere Festsetzung, daR Prot.M =o eine bei Erweiterung
des Bereichs einzufihrende axiomatische Form sei, hat jetzt gar
keinen Sinn mehr; denn davon, dal der Menge eines und nur enes
ihrer Elemente zugeordnet ist, kann eben bei Wegfall des Auswahl-
gesetzes nicht mehr gesprochen werden.

Wohl aber kdnnen entsprechende Festsetzungen folgender mafien
geschehen:

Wir erweitern den Denkbereich, der die Menge N
definierte, durch Einfihrung neuer axiomatis eher Formen.
Diese seien in erster Reihe Isologien, und zwar wenn
die Menge M irgendein Element von N ist, solche Iso-
logien, deren erster Teil Prot.ilf und deren zweiter Teil
ein und nur ein beliebiges Element von M ist. Mit jeder
solchen lIsologie sei auch jede Mengenrelation ,xrel. BN*
axiomatisuhe Form, wenn deren Hauptteil \x) ein in

L Fur den logisch zu' bewerkstelllgenden Ubergang zum allgemeinen Fall
ist €S von Wichtigkeit, zu bemerken, daR3 ,arel.®N" dann und nur dann axioma-
tische Form ist, wenn ,FrotM =" ene solche ist; und nicht, was hier noch
kaum als davon verschieden erscheint, wenn o das dem M zugeordnete
Element von M ist.
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jenen Isologien auftretendes Element der Mengen M ist.
Endlich setzen wir (willkirlich) fest, daB der Charakter
von Prot.M immer derselbe sei, wie der des zweiten Teils
jener lsologie, deren erster Teil Prot.M ist.

Unsere Denkgewohnheiten verleiten uns sehr leicht dazu, in
diese Festsetzungen mehr hineinzutragen, als in ihnen tatsichlich
enthalten ist. Insbesondere ist in ihnen durchaus nicht enthalten,
dald wir jenes beliebige Element aus irgend welchen aufleren Griinden
»hoch nicht" bestimmt haben, aber bestimmen mdchten, oder gar
vielleicht, um zu einer klaren Anschauung zu gelangen, doch be-
stimmen mussen. Wir fragen gar nicht danach, ob wir imstande
sind, das zu machen; selbst wenn wir imstande sind, dieser Forderung
zu genugen, wollen wir dies nicht tun.

Der so beschriebene Denkbereich ist offenbar verschieden Von
dem friher erzeugben. Es ist etwas anderes, wenn wir von einer
Isobgie ,wissen", daR ihr zweiter Teil ein Element von M ist, wie
wenn wir wissen, dal dieser zweiter Teil das Element a von M ist.
Wir wissen, wenn man die gewohnliche Ausdrucks weise benutzen
will, was ohne Gefahr geschehen kann, in dem einen Falle , weniger",
as in dem anderen. Aber unser Wissen, d. h. unsere Anschauung,
ist in dem einen Falle ebenso scharf, ebenso genau, wiein dem anderen.
Und, was das Wichtigste ist, diese Anschauung kann in unserem
BewufRtsein immer genau reproduziert, von neuem vorgestellt werden.
sie hat infolge dessen die hochste Evidenz, die groRte , Zuverlassig-
keit", die unserem Denken zuganglich ist. Es ist ein naheliegender
Irrtum, aber doch unbedingt ein Irrtum, die Anschauung des Jetzt
beschriebenen Denkbereichs als unvollkommen, als verworren [und
daher unwissenschaftlich) anzusehen, ,weil" wir nicht wissen, mit
welchem Elemente von M wir es zu tun haben. Was wir wissen,
wissen wir ebenso genau wie friher; wir wissen aber etwas anderes.
Dal wir jetzt ,weniger "wissen, sagt eben durchaus nicht, dal unsere
Anschauung weniger genau ist.

Was wir jetzt von dem Denkbereiche wissen, sind wieder be-
stimmte, genau angegebene Festsetzungen, ,Eigenschaften" des
spontan erzeugten Denkbereichs, und diese Festsetzungen gsnigen,
um mit den bisherigen Methoden, ja mit denselben Worten, wie
fur den Fall der Annahme enes Auswahlgesetzes, festzusetzen, daf3
der Denkbereich méglich und widerspruchslos, oder demnach die
durch den Denkbereich definierte Menge BN — die Auswahlsmenge
von N — konsistent ist.

Die Auswahlsmenge N enthalt als Elemente ein und
nur ein Element jeder Menge M, und nur diese. Sie ist
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konsistent, sie besitzt ,logische Existenz". Und die
Erhartung dieser Tatsache hat absolut nichts mit der
»Modglichkeit" oder gar mit dem ,Vorhandensein" eines
Auswahlgesetzes zu tun, das bei dieser Betrachtung
Uberhaupt nicht in unser Bewufltsein tritt, Uberhaupt
nicht ,existiert", auch wenn es konstruiert werden kann.

Was wir hier und in der Folge von der Auswahlmenge aussagen,
ist Anschauung an einem genau beschriebenen Denkbereiche, den
die Anschauung selbst als mdglich und logisch widerspruchslos er-
weist. Die Existenz von BN ist damit wohl nicht ,durch logische
Deduktion" bewiesen; diese Existenz wird —um den schulausdruck
zu gebrauchen — durch ein neues synthetisches Urteil erhéartet;
aber die , Notwendigkeit", dieses Urteil in unser Bewuftsein auf-
zunehmen, die Evidenz der entsprechenden Anschauung anzuerkennen,
ist dieselbe, wiein jedem anderen Akte unseres logisch-mathematischen
Denkens: es ist eben immer die Evidenz einer an mdglichen und
logisch widerspruchslosen (exakten) Denkbereichen erarbeiteten An-
schauung.*

15. Das Auswahlprinzip, nach dem zu jeder Zermeloschen
Menge eine (konsistente) Auswahlmenge existiert, ist durch die
vorstehenden Entwicklungen ein gesicherter Bestandteil unseres
logisch-mathematischen Denkens geworden. An dieser Auswahl-
menge erarbeitete Anschauungen haben ,dieselbe’ Evidenz, wie
die einfachsten Sétze der Arithmetik. Allerdings ergibt sich diese
Evidenz fur die Arithmetik erst dann, wenn wir den die Arithmetik
definierenden Denkbereich |im nachsten Kapitel) beschrieben und
as moglich und exakt (logisch widerspruchslos) erwiesen haben.

Um die Richtigkeit und Anwendbarkeit des Auswahlprinzips
hat sich in den letzten Jahren ein heftiger Streit entsponnen?, der
aber, der Natur der Sache nach, nicht so sehr das Auswahl-

' Vom Standpunkte der Erkenntnistheorie aus — aber auBerhalb des
Rahmens der synthetischen Logik — setzt hier wieder der Glaube an die Zu-
verlassigkeit unsres ,notwendigen Denkens' ein. Dieser Glaube driokt sich in
einem wenn auch als solch es nicht ausgesprochenen) heuristischen Prinzip« aus.
Diesem Prinzipe zufolge sind wir Uberzeugt, dae, wenn die Anschauung zu Wider -
sprichen fahrt, ein, Irrtum® unterlaufen ist, d. h. ganz genau ausgedr tickt, dal
wir die Grundnorm unsres Denkens verletzten, indem in einer ,verworrenen“
Anschauung , in gewisser Beziehung nicht verschiedene" Dinge uns als Uberhaupt
»hicht-verschieden" erscheinen. Offenbar ist es eine Anerkennung dieses Prinzips,
wenn wir fir jede ,Antinomie" eine ,Ldsung" fordern.

2 Siehe insbesondere Borel in Math. Annalen Bd. SO, S. 194 und die Cinq
lettres sur la théorie des ensembleS von Hadamard, Borel, Baireund Le-
beegueim Bull, dela soe. math. deFrance, B. 33 S. 261. Ferner Zer melo, Neuer
Beweis fur die Moglichkeit einer Wohl Ordnung, Math. Annalen, Bd. 65, ins-
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prinzip wie das Auswahlgesetz betrifft. Die hier gegebenen
Erorterungen beziehen sich nur auf ene bestimmte Klasse von
Mengen, die wir Zermelosche Mengen genannt haben. Fir diese
Mengen, unter denen sich, wie wir sehen werden, auch das Kon-
tinuum befindet, ist der Sachverhalt vollstandig geklart, und dies
dirfte — wenigstens vorlaufig — fir die Mengenlehre und tberhaupt
for das mathematische Interesse geniigen, obwohl es klar ist, daR
dieselben Prinzipien weit Uber die hier gezogenen Grenzen hinaus-
reichen. Trotzdem halte ich es fiir notwendig, mit einigen Worten
auf den logischen Inhalt diesss Streites naher einzugehen, der aus
einer ganzen Reihe von Mifl3verstandnissen entstanden ist.

Vor allem ist das Auswahlprinzip Uberhaupt kein
Axiom in dem allgemein gebrauchten Sinne des Wortes. Das geht
schon daraus hervor, da3 eben darum gestritten wird, ob das Aus-
wahlprinzip ,richtig" ist oder nicht. Ein Axiom ist doch an sich
weder wahr noch falsch; ein Axiom wird ,eingefihrt", d. h. wir
schreiben ihm ohne weitere Begrundung jene Evidenz zu, die in
unserer Anschauung den logischen Satzen zukommt. Dies kann zur
Beschreibung gewisser Erfahrungen zweckmaRig sein oder auch nicht.
Fur uns kommt nur enes in Betracht: Ist der durch Einfuhrung
des Axioms ,erweiterte" Denkbereich mdglich und widerspruchslos?
Die Anschauung eines solchen Denkbereichs liefert uns, wenn dies
der Fall ist, Eigenschaften des Denkbereichs, Tatsachen, die ebenso
evident sind wie digjenigen, die dem Denkbereiche der reinen Logik
angehoren.

Das Auswahlprinzip ist ein Existentialsatz (,die Menge §N
hat logische Existenz"). Und dieser Satz wird durch die ausfihrlich
beschriebene Anschauung erhértet. Wenn wir das Wort ,Beweis"
auch fur solche Félle gelten lassen, kénnen wir geradezu sagen, dal
die ausgefihrten Erorterungen den Existenzbeweis fir die Aus-
wahlmenge einer Zermeloschen Menge geben.

Wahrend ich nun in den mathematischen Ausfiihrungen (Wohl-
Drdnungssatz usw.), soweit es sich um Zermelosche Mengen
handelt, vollstandig auf Seite Zermelos stehe, ist die erkenntnis-
thyDretische Grundlage, auf der diese Satze ,evident” werden, hier
ene ganz andere und gewil3 auch tiefere. Soweit ich sehe, ist fir
Zermelo die Existenz eines Auswahlgesetzes unmittelbar evident,
oder zum mindesten eine Hypothese, die ohne weiteres eingefiihrt

besondere S. 111, wo die Einwénde gegen das Auswahlprinzip ausfihrlich be-
sprochen werden.

Auch B. Russell ist, soviel ich weif3, entschiedener Gegner der von Zermelo
urgierten allgemeinen Gultigkeit.
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werden kann, und von der es — das ,Warum" wird gar nicht er-
Ortert — sicher ist, daR se zu ,richtigen" Resultaten fuhrt. FUr
uns ,existiert" ein Auswahlgesetz Uberhaupt nicht; d. h. es wird
in den Denkbereich gar nicht aufgenommen, auch wenn es fir uns
(oder fUr eine hohere Intelligenz) angebbar ware. Trotzdem haben
wir einen moglichen und widerspruchslosen Denkbereich konstruiert,
d. h. in einem endlichen Denkprozesse genau beschrieben, der die
logische Existenz der Auswahlmenge erhéartet. Wenn wir nun
wissen, daR ein und nur ein Element von M Element von BN ist,
fragen wir gar nicht, welches Element von M dies wohl ist; unser
Wissen ist ,weniger", als wenn dies angegeben ware; aber was wir
wissen, ist darum nicht weniger scharfe, nicht weniger genaue Er-
fahrung, deren Evidenz sich von der unseres ibrigen mathematisch-
logischen Denkens uberhaupt nicht unterscheidet.

Die Frage nach der Zulassigkeit eines Auswahlgesetzes ist es
die Zerrnelo von seinem extremsten Gegner Borel scheidet, und
in dieser Fassung wihl gar nicht entschieden werden kann. Es
mufRte entweder fir jede Menge N en Auswahlgesetz angegeben
werden oder aber fir eine bestimmte Menge N ein Widerspruch
in der Annahme enes Auswahlgesetzes nachgewiesen werden.
Beides scheint mir genau so unausfiihrbar wie die , Summierung”
einer unendlichen Reihe; die Forderung selbst ist , unlogisch". Durch
Anderung der Definition gelangen wir aber zu einem Begriffe der
Reihensumme, ohne ein Gesetz fur die , Addition" unendlich vieler
Zahlen aufzustellen; und ebenso gelangten wir zu ener logisch
widerspruchslosen Definition der Auswahlmenge 8N, ohne ein
Gesetz der Auswahl fur die Mengen M, die Elemente von N sind,
zu postulieren oder gar aufzustellen.

Nach Borel ist fir die Existenz eines Auswahlgesetzes nur
dann Gewahr geleistet, wenn es tatsichlich angegeben ist. Da3 ist
jedenfalls der sehr berechtigte Standpunkt des Empiristen; das
Auswahlgesetz ist eine Anschauung; und die ,Mdglichkeit" einer
Anschauung liegt offenbar darin, daR ich diese Anschauung tat-
séchlich hervorrufen kann.

Wenn wir aber den ,Begriff® des AusWahlgesetzes voll-
standig fallen lassen und uns darauf beschrénken, einen mdglichen
und widerspruchslosen Denkbereich zu konstruieren, d. h. durch
einen endlichen DenkprozeR genau® zu beschreiben, der die Existenz

' Was wir frither als vollstandige oder unvollstandige Beschreibung des
Denktﬁerf?ichs bezeichneten, hat mit der Genauigkeit dieser Beschreibung nichts
zu schaffen.
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der Auswahlmenge erhértet, SO haben wir damit einen Stand-
punkt erreicht, der uns zeigt, da die weitpren Zermeloschen Sétze
(fur ZermeloscKe Mengen, aso auch fur das Kontinuum) der
~wahren Mathematik" angehéren, und der den Von Borel [und
in anderer Richtung auch Von Poincaré) aufgestellten Forde-
rungen vollstandig geniigt. Diese Forderungen sind von Borel selbst
genau formuliert:

.11 n'y apour lui [le mathématicien] qu'une distinction utile:
certaines definitions permettent de connaitr.e parfaitement |'étre
mathématique dont on parle, de calculer sur lui Sans aucune ambi-
guité ou confusion possible, d’autres ne le permettent pas."!

Unsere Betrachtungen zeigen eben, dal die Auswahlmenge
BN einer Zermeloschen Menge ein ,étre mathématique" ist, wie
jedes andere.

Teilmengen. Potenzmenge, Durchschnlttsmenge usw.

16. Sind M und T a-Mengen, deren Beschreibung demnach
durch einen ,Denkbereich" erfolgt, so kann es vorkommen, dal die
axiomatischen Grundformen, soweit sie nicht Elemente der Mengen
definieren |d. h. soweit sie nicht von der Form ,xrel. M" bzw.
.xrel. T" sind) in beiden Bereichen dieselben sind und ferner fur
jedes & sobald , xrel. T" in der Definition von T auftritt, ,xrel.M"
auch in der Definition Von M erscheint. Wir dricken dies kirzer
so aus, daf jedes Element von T auch Element von M ist. Die
Mengenrelation in M und T ist dabei als nicht verschieden gedacht.

Offenbar ist dann jede axiomatische Grundform des Denk-
bereiches von T auch axiomatische Grundform des Denkbereiches
von M, und der erste Denkbersich kann aus dem zweiten so ,ent-
standen" gedacht werden, da} gewisse Grundformen, die Elemente
von M definierten, eventuell weggelassen werden. In diesem Falle
nennen wir die Menge T eine Teilmenge von M. Der Augen-
schein lehrt, daB, wenn M konsistent ist, auch je de Teil-
menge T von M konsistent ist. Jedes Erlebnis im Denkbereiche
der Menge T ist ja auch ein Erlebnis im Denkbereiche der Menge M.
Und wenn dieser Denkbereich durchweg mogliche und zu keinem
Widerspruche fuhrende Erlebnisse aufweist, ist dies offenbar auch
fur den Denkbereich von T der Fall.

Die Menge M selbst geniigt der Definition einer ,Teilmenge
von M*; wir nennen auch M eine Teilmenge |und zwar, eine un-

! La Philosophie mathématique et I’ infini, Revue du Mois, B. X1V, 5. 219.
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eigentliche Teilmenge) von M. Man kann aus den Grundformen
des Denkbereiches von M auch alle axiomatischen Grundformen weg-
gelassen denken, die gewisse Dinge als Elemente von M definieren.
J3iesem Denkbereiche, der dann eigentlich gar keine Menge definiert,
adjungieren wir rein formal ein Ding (das eben der Erzeugung dieses
Denkbereichs entspricht) und nennen dieses Ding die , Nullmenge
von M " . Auch ge soll eine uneigentliche Teilmenge von M heilZen.
Jede andere Teilmenge von M nennen wir eigentliche Teilmenge
von M .

Unter der Annahme, dal3 es fur jedes Ding entschieden ist, ob
es Teilmenge von M ist oder nicht, kénnen wir die Teilmengen von
M als ,gegebene’ Dinge fassen. (Gegeben sind dann, dem einge-
blrgerten Gebrauche nach, die eigentlichen Teilmengen von M, die
Nullmenge von M und endlich M selbst als uneigentliche Teil-
mengen.) Wir koénnen dann die Forderung stellen, eine Menge zu
bilden, deren Elemente die Teilmengen von M und nur diee sind.

ob diese Menge aller Teilmengen von M — bei irgend einer Wahl
der Mengenrelation — konsistent sein wird, muf3 natirlich in jedem
Falle besonders untersucht werden.

Ist M eine a-Menge, so nennen wir die a-Menge aller Teilmengen'
von M (nach Zermelo) kirzer auch die Potenzmenge von M und
bezeichnen se mit PM.

Wenn M ene Cantorsche Menge ist, so ist offenbar auch jede
Teilmenge von M eine solche, und die Potenzmenge (als eine
Menge Cantorscher Mengen) eine Zermelosche Menge. Nach unsern
friheren Entwicklungen ist die Konsistenz dieser Potenzmenge ge-
sichert, wie immer auch die Mengenrelationen angenommen seien.
Insbesondere kénnen die Mengenrelationen as durchweg nicht ver-
schieden angenommen werden. Wir sind demnach zu degf An-
schauungssatze gelangt, dal die Potenzmenge jeder Cajitor-
schen Menge eine Zermelosche Menge und damit auch
konsistent ist.

Endlich ist, wie man unmittelbar sieht, wenn M eine
Cantorsche Menge ist, auch die Auswahlimenge ,3PM™m
ihrer Potenzmenge konsistent.

17. Es sai 'N eine konsistente a-Menge, deren Elemente |z. B.
M, M, usw.) durchweg konsistente «-Mengen sind. Es kann dann
Dinge geben, die Elemente jeder Menge M sind, die selbst Element
von N ist. Ob ein Ding ein solches ,,gemeinsames” Element ,aller"

' Die Teilmengen sind der Definition nach durchweg o-Mengen.
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Mengen M ist, muR der Augenschein lehren. Die Menge, deren Ele-
mente diese und nur diese Dinge sind, heiRt der Durchschnitt
von N, ausfiihrlicher die Durchschnittsmenge jener Mengen
die Elemente von N sind. Wir bezeichnen sie mit D.N.

Offenbar ist diese Durchschnittsmenge ene Teilmenge jeder
Menge M: ene eigentliche Teilmenge oder M selbst, wenn es Solche
» Durchschnittselemente™ gibt; sonst die Nullmenge.

Insbesondere besitzt jede Zermelosche Menge eine
Durchschnittsm enge, deren logische Existenz unmittelbar klar ist.

Es lallt sich ferner die Forderung aufstellen, eine Menge zu
bilden, fir welche jedes Element irgend einer Menge M, und nur
diese, Elemente der zu bildenden Menge sind. Wir nennen se
Vereinigungsmenge von N, genauer Vereinigungsmengp
(Summenrnenge) aller Mengen, die Elemente von N sind,
und bezeichnen sie mit BN. Ob diese Menge mit den M
und mit N konsistent ist, bleibe dahingestellt. Offenbar ist dies
aber flur jede Zermelosche Menge der Fall.

Jede Zermelosche Menge besitzt eine Vereinigungs-
inenge, deren logische Existenz klar ist.

Erwahnenswert ist der Fall, WO die Mengen M elernenten-
fremd sind. Dies heiBt folgendes: wenn M; und M, irgend-
welche verschiedene Elemente von N sind, gibt es kein Ding, das
Element von M; und M\, ist. Dieser Fall, auf den wir den all-
gemeinen Fall meistens zurickfuhren kénnen, ist fur die Anwen-
dungen der wichtigste. Die Mengen M werden, wie schon aus
einandergesetzt wurde, als durchweg verschieden vorausgesetzt.
Wenn wir as den Elementen der Mengen M die weitere Eigen-
schaft zuschreiben, zu einer und nur Biner der Mengen M zu
. gehdggen" , werden nach Einfihrung dieser Eigenschaft die Mengen M
durchweg elementenfremd sein.

Ist wieder N eine Menge, deren Elemente durchweg Mengen
sind, so laBt sich — wenigstens in gewissen Fallen — aus diesen wieder
ene neue Menge, die Verbindungsmenge (Produktmenge) von
N definieren, die, wenn sie logische Existenz besitzt, mit N be
zeichnet werden soll. Als Element dieser Menge definieren wir jede
Menge — und nur diese — deren Elemente Elemente der in N ent-
haltenen Mengen sind, und zwar so, dal} se aus jeder der in N ent-
haltenen Mengen ein und nur ein Element enthalt.

In den einfachsten Fallen ergibt die Anschauung die logische
Existenz der Verbindungsmenge, und auch ihre samtlichen,Elemente.

Es sden z.B. die Elemente von N die Mengen M' und M"\
die Elemente von M' seien a, b; und nur diese; UB Elemente von
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M" &hnlich ay, b, und nur diese. Elemente der Verbindungsmenge
sind dann offenbar die Mengen, deren Elemente & und a,, oder ahn-
lich a und by, b; und a, b; und b, sind.

Im allgemeinen sichert, wie man unmittelbar sieht, die Anwend-
barkeit des Auswahlprinzips die Tatsache, dald es Dinge gibt, die der
Definition nach Elemente der Verbindungsmenge sind, und demnach,
dal} diese Menge, falls se logische Existenz besitzt, keine Nullmenge
ist. Dieser Ausspruch (der ,Produktsatz") formuliert dss Auswahl-
prinzip von neuem. Die logische Existenz der Verbindungsmenge
fordert aber noch dss Anschauungspostulat, demzufolge es fur
jedes Ding entschieden ist, ob es Element der Verbindungsmenge
ist oder nicht. Mit andern Worten besagt dieses Anschauungs-
postulat, dal? die Eigenschaft , Element der Vereindungsmenge sein”
definit, d, h. eine ,G-Eigenschaft" ist. Darauf wird es spéter allein
ankommen. Die Zusammenfassung dieser Elemente in einem , kon-
sistenten" Mengen begriff ist meist nur ene bequeme Ausdrucks-
weisB, die auch vermieden werden konnte.



Siebentes Kapitel.
Die Grundlagen der Arithmetik.

Arithmetische Summen und Produkts. Arithmetische Gleichheit.

1. Die Einfihrung jenes axiomatischen Bereichs, der ein exaktes
Bild der Arithmetik ergibt, wird durch die Beschreibung gewisser
neuer Formen vorbereitet. Es sind dies in erster Reihe die arithme-
tischen Summen und die arithmetischen Produkte. Die Interpre-
tation dieser Formen, die auch in verschiedener Weise erfolgen kann,
bleibt vorbehalten. Damit ist gesagt, dal} wir zuerst einen Formen-
bereich beschreiben und spater erst zu einem entsprechenden Denk-
bereiche Ubergehen. Die neuen Formen sind

Xty

deren Hauptname eben ,arithmetische Summe" sein SOIl und.
der weiter noch die Teilnamen ,den ersten Teil x enthaltend" und
.den zweiten Teil y enthaltend" zukommen; ferner

X Xy

deren Hauptname , arithmetisches Produkt" sein soll und der
weiter noch die Teilnamen , den ersten Teil x enthaltend" und ,den
zweiten Teil y enthaltend" zukommen.

Es sollen jetzt Festsetzungen getroffen werden, nach denen in
gewissen Fallen gewisse Formen [unter anderen auch arithmetische
Summen und Produkte) einen Numerator — und nur einen — be-
stimmen. Diese Festsetzungen sind spontan, d. h. ganz willkurlich
getroffen, werden sich aber as ,zweckmaRig" erweisen, indem sie
dazu dienen kénnen, die Denkvorgange der Arithmetik exakt zu be-
schreiben. Diese Bestimmung eines Numerators erfolgt in ,be-
stimmter” Weise und sollte deshalb eigentlich einen besonderen
Namen erhalten, z. e. ,arithmetische Bestimmung" heiBen; der
Kilrze wegen lassen wir dieses Beiwort weg, da diese kirzere Aus-
drucks weise zu keinerlei MilRverstandnissen Anlall geben kann.
Dieee Festsetzungen sind:
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I. Jeder Numerator Soll sich selbst (arithmetisch)
bestimmen.

I'l.Ist x ein Numeratur, so soll die arithmetische
Summe x + 1 den auf x unmittelbar folgenden Nume-
rator fx; bestimmen.

I'1l. Sind x und y Numeratoren, ferner u der durch
X +y bestimmte Numeratur, so soll die arithmetische
Summe x+fy den auf u unmittelbar folgenden Nume-
rator fu bestimmen.

Die Festsetzungen | | . und I I | . ergeben fiir jede arithmetische
Summe, deren Teile Numeratoren sind, eine, eindeutige” Bestimmung.
Se m en beliebiger, aber bestimmter Numerator. Um dannm +1 zu
bestimmen, ist nur | | . brauchbar und ergibt fm. Ist aber m + vy
»bestimmt", so kann zur Bestimmung von m+fy nur | | | . gebraucht
werden und ergibt, wenn m +y den Numerator u bestimmt, fu.
Die vollstandige Induktion fir endliche Mengen ergibt den ausge
sprochenen Satz.

IV.Ist x ein Numerator, so soll das arithmetische
Produkt xxI den Numerator x bestimmen.

V. Sind x und y Numeratoren, ferner u der durch
X X y bestimmte Numerator, SO soll das arithmetische
Produkt x Xfy den durch die arithmetische Summe
u+x bestimmten Numerator bestimmen.

Die Festsetzungen |V. und V. ergeben fir jedes arithmetische
Produkt, dessen Teile Numeratoren sind, eine eindeutige Bestimmung,
wovon man sich genau wie friher (durch die in der vollstandigen
Induktion fir endliche Mengen enthaltene Anschauung) Uberzeugt.

VI1.Wenn die Formen. F und G die Numeratoren u
und v bestimmen, soll die arithmetische Summe F + G
denselben Numerator bestimmen, wie u +v.

VIl.Wenn die Formen F und G die Numeratoren u
und v bestimmen, soll das arithmetische Produkt F x G
denselben Numerator bestimmen, wie u X v.

Wenn F und Q. beide Numeratoren sind, so sagt V1. und VI1.
nichts anderes, as dalR u+v denselben Numerator bestimmt, wie
u +v; und ahnlich fir u x v; ist aber auch nur eine der Formen
F, G kein Numerator, so ergibt V1. und V11 . eine neue, eindeutige
Bestimmung, die frither eben nicht vorhanden war.

VIII. Wenn die Form F den Numerator u bestimmt,
soll fF den Numerator fu bestimmen.
K&énig, Mengenlehre. 12
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Die Bestimmung ist ,eindeutig" und ,neu". Fir f-Bilder war
eben noch keine Bestimmung gegeben, wenn F kein Numerator ist;
wenn aber dies der Fall ist, sagt VIIl. eben nur, da der Numerator
sich selbst bestimmt. Nach dieser Festsetzung kann auch umgekehrt
fF nur dann den Numerator fu bestimmen, wenn F den Nume-
rator u bestimmt.

IX. Wenn die Form F den Numerator u bestimmt,
soll auch die logische Summe FF F und das logische
Produkt F % F den Numerator u bestimmen.

Auch diee Bestimmung ist ,eindeutig" und ,neu".

2. Die Tatsache, dal3 die Formen F und G den geschehenen Fest-
setzungen nach Numeratoren bestimmen und daR diess NumeratDren
nicht verschieden sind, dricken wir durch

F=6

aus, WO die hingeschriebene Formel unmittelbar nur ene abgekirzte
Schreibweise ist. Wir sagen in diesem Falle auch, dal F und G ,den-
selben (arithmetischen) Wert besitzen". Wir formalisieren aber so-
gleich diese Ausdrucksweise, indem wir

X =y

as Form einfihren, deren Hauptname ,arithmetische
Gleichheit" und deren Teilnamen ,den ersten Teil x
enthaltend" und ,den zweiten Teil y enthaltend" sind.

Um aber bei diesssr Formalisierung die wesentlichen Eigen-
schaften der arithmetischen Gleichheit zu erhalten, setzen wir weiter
fest, da in jedem Formenbereich, der arithmetische Gleichheiten
enthélt, die Formen

[z=y]l=[y=12],
flz=9) X ly =2]t{z=2],

die nach dem obigen interpretiert unmittelbar evidente Tatsachen
ausdricken, als axiomatische Formen enthalten sind.

Der axiomatische Formenberehh der Arithmetik.

3. Mit Hilfe der bisherigen Festsetzungen kann nun der Formen-
bereich, der bei entsprechender Interpretation die DenkvDrgénge der
(reinen) Arithmetik vollstdndig beschreibt, unmittelbar gegeben
werden. Dies geschieht durch Aufstellung der ihn definierenden
axiomatischen Formen. Diese sind:
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a) die axiomatiachen Formen, welche die Numera-
toren definieren,

1 qual. ¥, 58]
[ qual. 3] = [fz qual. J], K

b) die axiomatischen Formen der arithmetischen
Weichheit
[x qual. J]C [x = x], \Ey)

die eben besagt, dal? jeder Numerator nach den Festsetzungen in
Art. 1 und 2 sich selbst bestimmt, und weiter nach dem friheren

[z=y]|=[y=1=]
(=X ly=2]c[z=2],
c) die axiomatischen Formen der ,Addition"®:
k& qual. J1 [z + 1) =fz],
B2 qual. 3) X 1y qual. H]Iclz +Fy) =Flz +p)],
(=9 X (z=u)]C[lz +2) =(y + )],
durch welche dieFestsetzungen | | ., 111 .undVI.desArt.l , axioma-
Lisiert" werden.
d) Die axiomatischen Formen der ,Multiplikation
[zqual. F]c[(z x 1) = =], (My)
[lz qual. 3) X (y qual. N[z x Ty) = llz x ¥) + 2)]
{iw)=y) X z=w]c[lz x 2 = [y x W],
durch welche die Festsetzungen in V., V. und VI | . ,axiomatisiert"
sind.
e) DasBeildaxiom:
[z =y]=[fz=fy) (B)

nw 3.

! Indem wir die Erzeugung der arithmetischen Summe als , Addition" be-
zeichnen.

2 Man konnte hier |und spater) fir jeden Numerator a eine spezielle
»axiomatische" Form ,a + 1| = fa" einfihren, wé&hrend diese nach ungern
Festsetzungen erst durch die logische Deduktion — hier durch die Substitution

S[ x] — aus \A;) entsteht. Dies geschieht nicht, trotzdem die ,Formeln" da-
durch einfacher wirden. Wir hatten dann ,unendlich" viele Axiome; wahrend
die Ausfiihrungen des Textes den Denkbereich der Arithmetik durch eine , end-
liche" Anzahl von Axiomen vollstandig beschreiben.
3 Indem wir die Erzeugung des arithmetischen Produktes als ,Multipli-
kation" bezeichnen.
12*
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WO die Festsetzung VIIl. und ihre dort evidente Umkehrung , aro-
matisiert" wird.

f) Und endlich die axiomatischen Formen der Ordnung

[z qual. ¥ [z < fz], p,)
[lz<y) X [y<2)]t[z2], (02)
in denen dienatirliche Ordnung der Numeratoren |Kap.l 11, Art.7)

zum Ausdruck gelangt.

4. Die einfachste, aber in ihrem Denkinhalte auch die armste
Interpretation des jetzt beschriebenen axiomatischen Formenbereichs
erhalten wir durch folgende Annahmen. Die Numeratoren sind die
in Kap. | || beschriebenen Dinge; logische Summen und Produkte
sind auch als Formen durch ihre Erzeugung bestimmte Dinge, denen
wir die Festsetzungen des Art. 1 as ,Eigenschaften" beilegen.
Die arithmetische Gleichheit x =y sagt dann aus, dal} die Dinge,
deren Eigennamen x und vy sind, die ,Eigenschaft" besitzen, gewisse
Numeratoren zu bestimmen, und dafl diese Numeratoren nicht ver-
schieden sind. Endlich sa die Interpretation von x <y, daf y en
Glied der S;s-Reihe ist.

DaR der bei dieser Interpretation entstehende Denkbereich en
exakter Wahrheitsbereich ist, ist eine der Anschauung leicht zu-
gangliche Tatsache. Es sind wieder nur die fir den Denkbereich der
reinen Logik in Kap.V, Art. 6—9 entwickelten M ethoden anzuwenden,
indem wir den dort unter | — X . gegebenen Festsetzungen noch die
weiteren hinzufiigen, dal jede arithmetische Gleichheit x =y und
jede Ordnungsrelation x ¢ y eine P-Form sei. Die Ausfiihrung kénnen
wir dem Leser uberlassen, da se sich — beinahe wortlich —
aus dem friheren ergibt. Man bemerkt aber sogleich, daR diee
inhaltsarme |Interpretation, obwohl se einen exakten Wahrheits-
bereich liefert, zu einer genauen Beschreibung der in der Arithmetik
angeschauten Denkvorgange nicht genlgt. Nicht so sehr, weil ihr
noch der Begriff der Kardinalzahl fehlt; diesem Mangel kann, wie
wir bald sehen werden, durch eine neue Interpretation fir (arith-
metische) Summen und Produkte sehr leicht abgeholfen werden. Die
Festsetzungen geniigen fir die Arithmetik vor allem deshalb nicht,
weil der Begriff der P-Formen zu weit gefaldt ist. Wir erfahren wohl,
dal jede Form des Bereichs eine P-Form ist; aber bei diesen Fest-
setzungen ist z.B. auch 8=4 eine P-Form, die demnach Form des
Bereichs sein kann, ohns daB se es deshalb sein mufR. Um durch
die Anschauung zu erharten, dall 3=4 keine Form des Bereichs ist,
mul eine andere Festsetzung des Formenbereichs erfolgen.
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DaR dies geschehen kann und wie dies geschieht, ist fur die Grund-
lagen unsres logisch-mathematischen Denkens von der gréften Wich-
tigkeit was ich in einigen Zeihn noch néher auseinandersetzen will.

Wenn ich in einer Abhandlung, die nach einer ,Rechnung*! von
ein paar hundert Seiten, mag diese ganz elementar sein oder auch
die , modernsten" Begriffsentwicklungen der Mathematik enthalten,
zu dem Resultate 3=4 gelange, so werde ich der Uberzeugung Aus-
druck geben, daB , ein Rechenfehler unterlaufen sein muR". Damit
ist ,der Glauben an die Zuverléassigkeit unsres notwendigen Denkens"
ausgedriickt, ber den hinauszugehen eben nicht gefordert wird.
|Wie selbst der grofte Schlachtendenker keiner weiteren (astrono-
mischen) Vertiefung der Tatsache bedarf, dal die Nacht anbricht.
Er wird gewil3 eine Wiederholung des Josuasehen Wunders nicht in
den Kreis seiner Kombinationen, in seinen ,Denkbereich", ein-
beziehen.) Jenen Glauben an die Zuverlassigkeit unseres Denkens
zu vertiefen und das metaphysische oder dogmatische Element
dieses Glaubens auf seine einfachste Gestalt zu bringen, ist eben
der Wunsch, der jedes erkenntnistheoretische Denken begleitet.
Dies geschieht in der folgenden Weise. Wir treffen solche Fest-
setzungen, bei denen 8=4 keine AForm wird, und die Annahme,
dall 3=4 eine Form des Bereichs ist, trotzdem die Anschauung
(als Teilerlebnis) enthalt, daB 3=4 eine P-Form ist. Wéare nun 3=4
eine Form des Bereiches, SO wirde sie die Grundnorm unsres
Denkens verletzen; eine P-Form ware zugleich keine P-Form, ein
Ding endlich von sich selbst verschieden. Was wir nun ,glauben”,
ist, daB eine solche formale Unmdoglichkeit auch ,tatsachlich" nicht
auftritt. (Siehe Kap.V, Art.5)

So paradox es auch klingt, die Tatsache, daf} unser arithmeti-
tisches Denken niemals 3=4 ergeben kann, wird durch die folgenden
Betrachtungen zum erstenmale ,bewiesen". Selbstverstandlich ist
der Beweis eine demonstratio ad oCUIOS.

5. Im Anschluf} an die Festsetzungen in Kap.V, Art. 6 normieren
wir weiter:

X1A. Die Qualitatsform ,xqual.3" soll dann und
nur dann eine P-Form sein, wenn ihr Hauptteil x ein
Numerator ist.

X11A. Eine arithmetische Gleichheit soll dann und
nur dann eine P-Form sein, wenn ihr erster und zweiter
Teil nach den Satzen |—VIII. in Art. 1 dieses Kap. einen
Numeratur, und zwar beide denSelben Numerator be-
stimmen.
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XII1A. Die ordnungsrelation x+<y soll dann und
nur dann eine -P-Form sein, wenn y ein Glied der S¢-
Reihe ist.

Lidern wir nun auch x +y, x Xy, xqual., x4y, x =y
und fx, sowie den Numerator 1 unter die , aufgezahlten" priméaren
Zeichenformen® aufnehmen |die 1 als einfaches volles Dingzeichen),
sind diee durchweg N-Formen, wie dies aus dem P-Charakter der
Stellenzeichen x und y unmittelbar hervorgeht. Es ergeben sich
fur den Charakter ,jeder Form" Séatze, die den Séatzen des
Kap.V, Art. 6 analog, aber von diesen verschieden werden,
wenn wir, wie dies der Fall sein soll, fur den Charakter
der Isologie eine andere, als die dort getroffene Fest-
setzung eintreten lassen. Diese sei (wahrend X. fur die
Aquipollenz giiltig bleibt):

X A. Die Isologie F=G ll dann und nur dann eine
P-Form sein, wenn

entweder F und G denselben Charakter besitzen, aber
weder F noch G einen Numerator bestimmen,

oder aber F und G Numeratoren, und zwar sowohl
F wie G denselben Numerator bestimmen.

Der Unterschied zwischen dieser und der friheren Festsetzung
zeigt sich z.B. fur 1=fl, das wir friher mit der Anschauung, daR
1 und fl beide N-Formen sind, eine P-Form nannten, wéahrend
jetzt 1=fl eine N-Form wird.

Die Anschauung ergibt dann Satze, die den in Kap.V, Art. 6
entwickelten vollstandig analog sind. Diese letzteren sind jedoch
nicht geradezu auf die jetzt beschriebenen Eigenschaften Uibertragbar;
offenbar treten infolge von X A. flr Isologien ganz andere Verhalt-
nisse auf; insbesondere werden jetzt auch jene Festsetzungen mit
zu berucksichtigen sein, nach denen eine Form in gewissen Fallen
,einen Numerator bestimmt", in anderen Féallen aber nicht. Wir
werden jedoch die zitierten Satze genau in ihrem Wortlaut aufrecht-
halten kénnen, indem wir dem Ausdrucke ,einen bestimmten Cha-
rakter besitzen" eine neue, engere Bedeutung geben.

Eine Form F soll jetzt ,einen bestimmten Charakter
besitzen", wenn es durch die hier entwickelten Fest-
setzungen entschieden ist, ob sie P, Q- oder N-Foxm
ist, und es auch entschieden ist, ob sie einen Nume-
rator bestimmt oder nicht.

! Selbstverstandlich kénnen auch ,andere" primarB Zeiuhenfurmen auf-
treten. Sie sind, mit Ausnahme der Stellenzeichen, durchweg N-Formen.
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In unverandertem Wortlaute, aber in verénderter
Bedeutung gelten dann wieder die an der zitierten Stelle gegebenen
Sétze, die der leichteren Ubersicht wegen hier nochmals hingeschrieben
seien:

a) Ist F irgend eine Form und sind V,, V, ... Formen
von bestimmtem Charakter, so hat auch die Form
T, Y¥,---

S(vve)E

einen bestimmten Charakter.
b) Wenn die Formen V,V, ..., W, W, ... einen be-
b X' y X'

stimmten Charakter besitzen und V, =W, V =W,
durchweg P-Formen sind, so besitzen mit F auch

%, Y oaws z, ..
S[n, ,’;:]F und S[W,. W,. )F
einen bestimmten und zwar denselben Charakter.

c) Jede Form hat einen bestimmten Charakter.

Die Satze ergeben sich aus dem endlichen Denkprozesse, der
als , Erzeugung einer beliebigen Form" seinerzeit beschrieben wurde.
Se sind evident, wenn F ene primére Zeichenform ist, und
die vollstandige Induktion fir endliche Mengen zeigt ihre Evidenz
fur jede Form; genau so wie in Kap.V, Art. S.

Auch jetzt kann es vorkommen, dal eine Form F nicht nur

selbst P-Form ist, sondern auch bei jeder Substitution

Ty N oou-
s (5o )

wo Uy, U, ... beliebige Formen sind, P-Form bleibt. Eine solche
Form soll P-Form genannt werden, wo die Bedeutung dieses
Ausdrucks selbstverstéandlich eine andere ist, als se esin der Theorie
der logischen Formen war. In der Beschreibung der auftretenden
Verhéltnisse bleibt aber der Wortlaut der dort gegebenen Entwick-
lungen beinahe unverandert.

Wir Uberzeugen uns leicht, da die logischen Grundformen
auch bei dem jetzt gebrauchten Sinne des Namens ,,P-
Form" durchweg P-Formen sind. Fur |[lIlla=IIlj) und
|Va—Vh) andert sich dabei Uberhaupt nichts (Kap.V, Art. 1); WO
Isologien nicht bloR zwischen Valenzen auftreten, wie in |la), |Ib),
(I'la—11g)und (I1V), sind die veranderten Festsetzungen zu ber tick-

sichtigen, aber man sieht auch hier ohne jede Schwierigkeit, daB
jede diesr Formen P-Form ist.
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Ebenso wird es evident, dal} die axiomatischen Formen,
die fir den Bereich der Arithmetik aufgestellt wurden, durchweg
P-Fornien sind.

So z. B. [Jy), das sich bei einer Substitution tGberhaupt nicht
andert, wahrend , 1 qual. 3", wo 1 eben ein Numerator ist, der Defini-
tion nach P-Form ist. Weiter wird |, eine P-Form; die Anschauung
zeigt, dad x und fx zugleich Numeratoren sind oder nicht; und damit
wird ,xqual.5¥" und ,fxqual.F*“ gleichzeitig P-Form oder N-Form.

Die Verhaltnisse liegen SO einfach, dal} ein Durchsprechen samt-
licher aromatischen Formen ganz Uberflissig ist. Um noch ein Bei-
spiel zu geben, betrachten wir noch die letzte solche Form:

[lz<y) X lw<2)]c[z<=].

Wenn z Glied der Si-Reihe ist, wird x< z eine P-Form und damit
die Implikation selbst eine solche. Wenn aber z kein Glied der Sy
Reihe, wird x<z eine N-Form; aber dasselbe findet dann auch
fir \x<y) ¥ \y<z) statt. Die Aussage, daR dieses Form ene
P-Form ist, wiirde eben sagen, dafl y ein Glied der S;+-Rethe und z
ein Glied der Sji-Reihe ist, womit eben das Erlebnis verbunden ist,
dal? auch zein Glied der S;¢-Reiheist. Es wéare dann zvon sich selbst
verschieden.

Genau mit denselben Worten, wiein Kap.V Art. 8 und 9, Uber-
zeugen wir uns weiter, da die Anwendung der logischen Prinzipe
wieder durchweg P-Formen ergibt, d. h. jede Form des jetzt
definierten Bereichs P-Form ist. SO kann z. B. in diesem
Bereiche die Deduktion niemals 3=4 ergeben.

Der axiomatische Bereich der Arithmetik beschreibt
demnach einen widerspruchlosen Wahrheitsbereich. Der
Glaube au die Zuverlassigkeit unsres Denkens ist dabei in der , dog-
matischen" Annahme ausgesprochen, dal} ein Ding niemals von sich
selbst verschieden ist, oder wohl subjektiv, aber doch genauer aus-
gedrickt, dafl eine Anschauung, nach der ein Ding |d. h. die Er-
zeugung eines Dinges) von sich selbst verschieden ware, niemals in
unserem Bewulf3tsein auftreten wird.

Dle Gesetze der Arithmetik.
6. Man erhalt aus
kgygual. J]c[|= + 1) =f=]
durch die Substitution S[":] abermals eine Form unsres Bereichs:

1 qual. 3 [(1 + 1) =F1].
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Es ist aber ,,1qual. " Form des Bereichs, und damit nach dem
SchluRRprinzipe auch
(1+1)=fi

ene ,,A-Form", wie wir kurz sagen wollen, wenn eine Form dem
axiomatischen Foimenbereich der Arithmetik angehort.
Infolge des Bildaxioms ist
[(1 +2) =f=]c[fll + 2) =fiz]

eine A-Form. Ferner sind auch

[z qual. 3] ¢ [z qual. F]
[z quel. 3] ¢ [fz qual. F]
A-Formen, deren Verbindung durch logische Multiplikation wieder
[l qual. ) X ({1 + z) =fa)] ¢
((zqual. J) X fzqual. 3) X (f(1 + =) ={f2)]
as A-Form ergibt. Die Substitution S ;:' i) ergibt aus (A,) die
A-Form
[= qual. 3] ([(1 +fz) = ffz].
Ziehen wir dies in Betracht, so erhalten wir
[lgqual. ) X ((1+2) =fz)]c
[z qual. ) X (F(1 + =) =ff=x) X ({1 4-f2) ={i=}]

endlich also die A-Formen
[le qual. 3) % ({1 + 2}={=)] ¢ [(fzqual. 3) X (01 + f=) =§(1 + 2))]
und vereinfacht:

Eapal. A [(L+ ) =fa) ¢ (L + f=2) =flL + )],

dleren Interpretation im Snne, unsrer Betrachtungen ein ,Gesetz
d\esDenkbereichs der Arithmetik" liefert.

Esist (1 +1) =fl, und.wenn k irgendein bestimmter Nume-
rator ist, nach (Gy mit1 + k =fk auch [1 + fk] = [f |1 + k)] oder
[1+fk]=ffk oder endlich

[1+ffk]-[ffc + I]

eine A-Form. Die vollstdndige Induktion zeigt demnach, daR fur
jeden Numerator [1 + Xx] = [x + 1] ist, was wir durch

[zquel. J] inv. [l + z) ={z+1)]
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ausdriicken konnen; damit ist aber durchaus nicht gesagt, daf
[zqual. J]c[(1 + 2) = |2+ 1)] KV)

eine A-Form ist.?

Auch |f3) kann — wie das allgemeiner Gebrauch ist — als Ge-
setz der Arithmetik bezeichnet werden; aber |3} ist nicht durch
Interpretation einer A-Form gegeben; sondern es ist [Iy) ein
an dem Denkbereiche erfahrenes Anschauungsgesetz. Die
auf die logische Deduktion selbst bezogene vollstandige Induktion
zeigt, daB 1 + x = x + 1, welcher Numerator immer auch statt x
gesetzt werde, eine A-Form ergibt.

Damit werden logisch ganz verschiedene Anschauungen genau
gesondert. Was bei der Verwechslung von Involution und Impli-
kation geschieht, ist klar. Das Anschauungsgesetz |y wird
in (" axiomatisiert, d.h. |*) as neue axiomatische Form
dem Bereiche der Arithmetik hinzugefiigt, was tatsachlich ge-
schehen kann, ohne Schaden anzurichten. Man sieht sehr leicht,
da3 der Bereich auch dann ein exakter Wahrheitsbereich bleibt.
Jedenfalls aber ist die Hinzufiigung dieses oder irgedl eines &hn-
lichen Axiom es (siehe den néachsten Artikel) tberflissig.

7. Die Methode, mit deren Hilfe wir das arithmetische An-
schauungsgesetz  |I73) erhielten, fuBt auf einem allgemeinen Prinzip,
das wir leicht angeben kdnnen.

Sei F irgendeine Form; es seien weiter
S"T)F und [mqual.:}]c[FzS[;)FJ

A-Formen; wir sehen dann, daR mit 8 [:)F auch S (;)F pine A-

Form ist, d. h. S[: P ist fur jeden Numerator k eine A-Form;

ein Resultat, das sich in dem Gesetze (worunter jetzt eben auch
Anschauungsgesetze verstanden werden)

[z gual. J]inv. F
aussprechen |aRt.

! Der Unterschied zwischen Involution und Implikation muR hier nochmals
betont werden. Ist N irgend eins N-Form, so ist mit ,Ninv.P" gar nichts aus-
gesagt, obwohl ,Ninv. P* (,wenn N eine A-Form, ist auch P eine-Form") an
sich richtig ist. Esist eben ,Ninv.P" gar keine Form, sondern nur der Ausdruck
einer an dem Denkbereich eventuell erfahrenen Eigenschaft. Dagegen kann
N (P eine A-From sein und besagt dann zum mindesten, daf} P eine A-Form ist.



7. Die Gesetze der Arithmetik. 187

So kénnen wir z. B. fur F die Form
[im + 2] =[m +fz]

wahlen, wo m einen beliebigen, aber bestimmten Numerator bedeutet.
In der Tat ist nach [A;) und [A,)

[fm +1]=ffm
[m+§1]=:flm +1) =fim,

also fur diese Wahl von F die Form S[';]Fa A-Form. Weiter
sind nach dem Bildaxiome

[zqual. J]c[f(fm + 2) ={ [ + [2)],
und nach [A;) auch

(zuoal. F1C[f(fm + 2) = [fm +fa)],

|z gqual. I [f Im + f2) = |m - Tf2)]

A-Formen. Weiter erhalt man durch logische Multiplikation und
Anwendung von |&,)

[zqual. F]c[(fm + §2) = pm +Tiz)],
oder kirzer, indem wir das eben eingefiihrte Zeichen F benitzen

[ qual. ] ¢ 8 (;] F

und auch

und damit auch

[l qual. 3) X F] 8 [;)F

uder
[zqual.3]¢ [F ¢ 8 [r“;) F]
as A-Formen. Das Gesetz
[z qual. F]inv. [{fm + 2) = (m + f2)].

das fir ,jeden” Numerator m erhartet ist, |1aR3t sich weiter unmittel-
bar in der Gestalt
z gual.

y qual. 3 iny.[fy+ 2) = [y + f2)] 1)

ausdr ticken.

Ein ganz ahnliches Verfahren, desen Ausfihrung dem Leser
Uberlassen werden kann, gibt auch das Gesetz

:::::5} fav.[[z4fy) =y + ). iy
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Es ist aer nach (&)
[(fy+ 2) = ly+f2) X (lz+F9) = ty+F2)] [le+Fy) = y+2)].

Mit den Involu ;:;:{: g} iwv. [tz + F9) = Fy+ =), ()
wofur endlich

e qual. ) . -

iy s} nv.[|z + ) = ly + 2)]. )

d as kommutative Gesetzder Addition geschrieben werden kann.
offenbar umfaldt I, dem F ' gegeniber noch den Fall y = 1, fir den
aer [x+1) = (1 +x) sich schon (nach |I‘1)) ds A-Form erwies.

9. Ein weiteres wichtiges (Anschauungs) Gesetz der Arithmetik
driickt sich in folgender Involution aus:

z gual. |
¥ qual. .‘}i inv.[(le+y) +2) = (= + |y + )] 4]
z qual. ¥

das assoziative Gesetz der Addition, an weches die Theorie
der arithmetischen Summen, analog der Theorie der logischen
Summen (Kap. V, Art. 16) anknupft.

Ferner haben wir fur die Multiplikation:

[z qual. §inv.[{1 x 2} = {z x 1)], {ry
LS. [l ) = (lx )+ )], i)
2 aoe e [le x ) by x 2], 18
zqual. .
das Komm  yual. Jhinv.[(ex (y+2) = (ex )+ lexA)]  IF3)
2 qual, ¥
.. zquall
das distri v qunl.ﬂ‘inv.[[[w Xy xay=(zxlyx l)]! (7 3]
zqual.

das assoziative Gesetz der Multinlikation



8. Dis Gestxe der Arithmetik. 9. Endliiche Mengen. 189

Eine ausfihrliche Entwicklung dieser Anschauungsgesetze an
diesr Stelle ist wohl Uberfllssig; sie geschieht in leicht eraichtlicher
Weiae nach den bisher benutzten Prinzipien und unterscheidet sich
in ihrem formalen Teile Gberhaupt nicht von den bekannten Dar -
legungen.’ Der erkenntnistheoretische Inhalt ist allerdings ein ganz
anderer geworden und scheidet die ,logische Deduktion" und ,VD11-
standige Induktion"” genannten Anschauungen genau voneinander.
Die logische Deduktion ist Anschauung eines endlichen Denkprozesses,
der die Erzeugung gewisser A-Formen beschreibt; die vollstandige
Induktion dagegen ist Anschauung, die wir an dem ,fertigen")
Denkbereiche erwerben. Der Gedanke, aus gewisaen ,Axiomen"
durch Deduktion und vollstandige Induktion die Gfeaetze der Arith-
metik , abzuleiten", stammt von Hermann GraRmann.?

Dabei ist aber in dieser Darstellung — wohl zum erst en Male —
die logische Existenz jenes Denkbereiches gesichert, in dem
und an dem jene Anschauungen erworben werden. Diese funda-
mentals Forderung der Erkenntnis hat Dedekind (a. a. 0.) zuerst
urgiert. Bekanntlich sind aber seine diesbezliglichen Erorterungen
nicht ganz stichhaltig, was Dedekin d nicht nur zugestanden, sondern
vielleicht selbst zuerst erkannt hat.

Endliche Mengen.

9. Die Tatsache, daB die Mengen M und N aquivahnt sind,
|im Sinne der Definition Kap. 111, Art. 9), wird durch die Anschau-
ung erhéartet, wenn wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der
Elemente von M und N aufweisen. Die Frage, ob die Mengen M
und N &quivalent sind, wird in den einfachsten Fallen direkt zu
beantworten sein, in dem wir ene solche umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung der Elemente suchen. Dazu bietet sich erfahrungsgeman
der folgende Weg.

Wir ordnen in irgendeiner beliebigen Weise jedem Elemente
von M ein und nur ein bestimmtes Element von N zu. Dann kann
es Vorkommen, daBd bei dieser Zuordnung auch alle Elements von N
zur Verwendung gelangen, und verschiedenen Elementen von M
immer auch verschiedene Elemente von N zugeordnet sind. Dffen-
bar ist dies eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. Wenn wir nun
den gesamten Elementen von M in Jeder moglichen Weiseje

* Am genauesten wohl bei Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen,
8§11 und 12.
2 Lehrbuch der Arithmetik. Berlin 1861.
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ein und nur ein Element von N zuordnen, Uberzeugen wir uns in
jedem einzelnen Falle durch die Anschauung, ob alle Elemente von
N zur Anwendung gelangten, und ob verschiedenen Elementen
von M auch immer verschiedene Elemente von N zugeordnet sind.
In diesem Falle haben wir ene Aquivalenz-Beziehung der
Mengen M und N gefunden, und die Mengen M und N sind &qui-
valent. Wenn aber die Anschauung lehrt, daR bei jeder solchen
Zuordnung gewissen verschiedenen Elementen von M dassebe
Element von N zugeordnet ist, oder aber gewisse Elemente von N
gar nicht zur Verwendung gelangen, so ist es ,unmdglich", daR
eine solche Zuordnung ene Aquivalenzbeziehung liefert. Die- An-
schauung, dal M und N &quivalent sind, ist unmdglich; se ergébe,
dal ein nicht zur Verwendung gelangtes Element von N von einem
zur Verwendung gelangten nicht verschieden ist, oder aber jenes
verschiedenen Elementen von M zugeordnete Element von N von
sich selbst verschieden ist. In diesem Falle sagen wir kurz, daf
M uni N nicht dquivalent sind. Trotz der formalen Negation
in dieser Aussage, ist damit eine tatsachliche Anschauung gemeint®;
dafl namlich, wenn wir in irgendeiner beliebigen Weise jedem Ele-
mente von M ein Element von N zuordnen, einzelne Elemente von
N nicht zur Verwendung gelangen, oder aber verschiedenen Elementen
von M dasslbe Element von N zugeordnet ist.

Man bemerkt sofort, dal, wenn gewisse Elemente von N nicht
zur Verwendung gelangen, aber verschiedenen Elementen von M
verschiedene Elemente von N zugeordnet sind, damit eine Aqui-
valenzbeziehung zwischen M und einer wirklichen Teil-
menge? von N festgelegt ist.

So uberzeugen wir uns z. B., da die Numeratorenmengen Z, und
Z, (deren Elemente 1 und 2 sind resp. nur die 1 ist) nicht dquivalent
sind. offenbar kénnen wir den Elementen 1 und 2 von Z, immer
nur das einzige Element 1 von Z; zuordnen; ,jede" Zuordnung
wird demnach von ener Aquivalenzbeziehung verschieden sein.
Dasselbe zeigt sich, wenn wir die Aquivalenz von Z, und jener Menge
untersuchen, deren einziges Element die 2 ist. Wir konnen endlich
auch sagen, dal Z, und die Nullmenge von M nicht &quivalent sind;
wenn wir darunter eben verstenen, daR eine Aquivalenzbeziehung

! Nicht vielleicht, daR eins mogliche Aquivalenzbeziehung zwischen M und
N unserem Denkbereiche nicht als Erlebnis angehort.

2 schon frither |Kap. V1, Art. 19) wurden die Nullmenge von M und M
selbst als uneigentliche Teilmengen von M bezeichnet, Wahrend die
Gibiigen Teilmengen von M eigentliche Teilmengen von M genannt wurden.
— Die eigentlichen Teilmengen vcn M und die Nullmenge von M sollen von
nun ab auch wirkliche Teilmengen von M heilRen.
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zwischen diesen ,Mengen" unmdglich ist; allerdings ist in diesem
Falle auch jede Zuordnung von Z, zur Nullmerge unmdglich, Weil
kein Element der Nullmenge vorhanden ist, und die Zuordnung
ein Ding statuieren wiirde, das Element der Nullmenge, d. h. von
sich selbst verschieden ware.

SD erhalten wir endlich die Tatsache, dall die Nume-
ratoienmenge Z, keiner ihrer wirklichen Teilmengen & qui-
valent ist.

Denselben Satz konnen wir auch fiir Z; aussprechen; obwohl
ET in diesem Falle seinen wesentlichsten Inhalt, der sich doch nur
auf eigentliche Teilmengen bezieht, verloren hat.

Die vollstandige Induktion fir endliche Mengen liefert uns
jetzt leicht folgendes Anschauungsgesetzz Ist k ein beliebiger,
aber bestimmter Numerator, SO ist die Numeratoren-
menge Zy keiner ihrer wirklichen Teilmengen & Equivalent.

Dffenbar haben wir uns nur davon zu uUberzeugen, daf3, unter
Annahme des Anschauungsgesetzes fiir k, uns die Anschauung den-
selben Satz fur den auf k unmittelbar folgenden Numerator k' bzw.
far die Numeratorenmenge Z liefert.

Sei zuerst A eine Teilmenge von Z,, die das Element k' nicht
enthalt. Eine Zuordnung von A zu Z,, die das Element k' von Z,
nicht verwendet, gibt gewill? keine Aquivalenzbeziehung. Ebenso-
wenig erhalten wir eine solche, wenn dem Elemente a, und auch dem
Elemente b von A das Element k' von Z, zugeordnet ist. Aqui-
valenzbeziehungen ergeben sich demnach nur aus solchen Zu-
ordnungen, bei denen einem und nur einem Elemente von A,
A.z.Bdem Elements a das Element k' von Z,, zugeordnet ist.
Wenn wir in diesem Falle die Festsetzung, nach der dem a
das k' zugeordnet ist, weglassen (nicht berucksichtigen), so ist
das, was weiter als Festsetzung betrachtet wird, die Zuordnung
einer eigentlichen Teilmenge von A, die weder a noch k' as Ele-
ment enthélt, also auch einer wirklichen Teilmenge von Zy zu Z.
Der Annahme nach ist diese Zuordnung keine Aquivalenzbeziehung;
se verwendet gewisse Elemente von Z, Uberhaupt nicht oder ordnet
verschiedenen Elementen der Teilmenge dassdbe Element von Z.
zu. Diese Eigenschaft Zeigt sich aber dann ebenso fir A und Z.
Eine Zuordnung, die sich auf diese Mengen bezieht, ergibb also niemals
eine Aquivalenzbeziehung.

Sel weiter A ene wirkliehe Teilmenge von Z,., die das Element
k' enthalt. In der Zuordnung von A zu Z, sei dem a und keinem
anderen Elemente k', dem k' und keinem anderen Elements b zu-
geordnet. Wenn diese Voraussetzung nicht eintrifft, SO ist die Zu-
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ordnung gewiR keine Aquivalenzbeziehung. Trifft dieSe Voraus-
setzung ein, so soll wieder die Festsetzung, dal? k' dem a, und b dem
k' zugeordnet ist, weggelassen, nicht beriicksichtigt warden. (In
speziellen Fallen kbnnen a, b und k' auch nicht verschieden sein;
Dffenbar wird aber, wenn a (bzw. b) von k' nicht verschieden
ist — im Falle einer Aquivalenzbezienung —, auch b [bzw. a)
von k' nicht Verschieden sein.)) Statt dieser werde jetzt die
Zuordnung von a, als Element von A zu. b, als Element von Z,
festgesetzt. Wenn die Urigen Festsetzungen bleiben, wird deni
Elements a und nur diesem b zugeordnet. Man erhalt so die Zuord-
nung einer wirklichen Teilnienge von Zy zu Zy, die gewil keine
Aquivalenzbeziehung ist; und die Eigenschaft, deren Anschauung
in diesen Worten ausgedriickt ist, wird auch fur die urspringliche
Zuordnung von A zu Z, evident.

Damit ist der behauptete Satz allgemein erhértet. Er wird sich
unmittelbar auf jede endliche Menge Ubertragen. Ist diese Menge M
der Numeratorenmenge Zy &quivalent, so ist eine wirkliche Teil-
menge M' von M einer wirklichen Teilmenge Z' von Zy aquivalent.
Die Aquivalenz von M' und M wirde aber auch die Aquivalenz
von Z' und Zy, d. h. eine unmdogliche Anschauung ergeben. Unsere
Betrachtungen ergeben demnach das AnschauungsgeSetz, dal
keine endliche Menge einer ihrer wirklichen Teilmengen
Equivalent ist.!

10. Es ergibt sich noch leicht das Anschauungsgesetz, dem-
gemdR jede Teilmenge einer endlichen Menge abermals
eine endliche Menge, d.h. einer geschlossenen Numera-
torenmengs Zy Equivalent ist.

Dabei haben wir den Ausnahmefall, wenn die Teilmenge die
Nullmenge ist, der Bequemlichkeit nicht nicht ausgeschtossen. Um
dies tun zu koénnen, fihren wir Z, als uneigentliche geschlossene
Numeratorenmenge ein, genau z. B. als Nullmenge, die Teil-
menge von Z; ist, und nennen alle Nullmengen, die Teilmengen von
Numeratorenmengen sind, aquivalent mit Z, und dementsprechend
auch untereinander Equivalent.

Jede endliche Menge ist der Definition nach einer Menge Zy
Equivalent; und es ist unmittelbar evident, da® es geniigt, das aus-
gesprochene Gesetz fir die Mengen Zy zu erhérten.

1 Mit diesem Satze beginnt die DantDrsclie Mengenlehre. Es wird Auf-
gabe des naohsten Kapitels sein, die Fundamentulsatze diessr mathematischen
Disziplin auf Grund unsrer scharfen Fassung des Mengenbegriffs endglltig zu
begrunden und insbesondere von den noch nicht behandelten ,AntinDmien ' zu
eaubern.
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Fur Z; hat man als Teilmengan nur Z; und Zy ;der ausgesprochene
Satz ist in diesem Falls evident. Um una von der Evidenz fur das
voile Gresgz zu Uberzeugen, benutzen wir wieder die vollstandige
Induktion fir endliche Mengen.

Sei das Gesetz fur Z, evident und k' der auf k unmittelbar fol-
gende Numerator.- Die bei Z, auftrebsnden Verhaltnisse sind daun
leicht zu Uberblicken. Eine Teilmenge von Z, die das Element k'
nieht enthdalt, ist auch Teilmenge von Z; fir diese iat der Satz, wie
angenommen, schon evident. |Ist aber A eno Teilmenge von Z,
die auch das Element k' enthélt, so ergibt diese durch Weglassung
von k' eine Teilmenge A, fiir welche die Aquivalenz mit einer ge-
schlossenen Numeratorenge, z. e. Z,, schem erhértet ist. Dffenbar
ist aber dann A selbst mit Z,, &quivalent.

Wir haben ferner das Anschauungsgesetz. Es Sei N eine end-
liche Menge, deren Elemente durchweg endliche Mengen
sind. Dann ist auch B.N, die Vereinigungsmenge von
N, eine endliche Menge.

Es S& N' jene Teilmenge von N, die alle Elemente des N mit
Ausnahme enes einzigen, mit M; bezeichneten enthalt. Dann ist
B.N offenbar die Vereinigungsmenge von B.N' und M; Es ge
ngt demnach, den Satz fir den Fall zu erharten, wo N Z, um
hieraus durch vollstandige Induktion den allgemeinen Satz abzu-
leiten. Auch dieser spezielle Fall wird der Anschauung durch voll-
stdndige Induktion zugénglich. Ist zuersb M;  Z; und B.N'-"Z
so wird dieVereinigungsmenge B.N offenbar Z,, oder Z, je nach-
dem M; und B.N' elementenfremd sind oder nicht. Ist aber M; Z,,
SD ist M; Vereinigungsmenge einer mit Z; und einer mit Z, aquiva-
lenten Menge. Die ,Vereinigung" erfolgt, indem wir N' mit der Z,
aquivalenten Menge vereinigen und dann die so erhaltene Menge
wieder mit derjenigen Menge, die Z; ist. Jeder dieser Schritte
ergibt der Annahme nach eine endliche Menge.

In analoger Weiss iberzeugen wir una auch davon, daB, wenn
N eine endliche Menge iat, deren Elemente durchweg
endliche Mengen sind, auch B,N, die Verbindungsmenge
(Produktmenge) von N, eine endliche Menge ist.

Der endliche DenkprozeB3, in dem wir die Anschauung erlangen,
dal M einer gexhlossenen Numeratorenmenge, z. B. Zy aquivalent
ist, wird als Zahlen bezeichnet; wir nennen k das , Resultat" diesss
Zahlprozesses, womit nur gesagt ist, da wir in dieser Anschauung
die ,Bestimmung" des Numerators k zum Gegenstande unsrer be-
sonderen Aufmerksamkeit machen. In diesem Sinne nennen wir k
die , Anzahl der Elemente von M"' (also auch vonZy). Insofern

Koénlg, Mengenlehre. 13
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dieser Begriff der Anzahl spater zu dem ,allgemeinen" Begiff der
Mé&chtigkeit erweitert wird, kommen wir noch auf ihn zurick. Hier
geniigt eS kurz zu bemerken, daB, indem wir den Numeratoren
diese Interpretation beilegen, die ,reine Arithmetik" sich zur , Arith-
rnetik der (endlichen) Hardinalzahlen" umwandelt. Man (berzeugt
sich dabei leicht, daR die axiomatischen Formen, die in Art. 9 auf-
gezahlt wurden, auch jetzt unmittelbar evidente Anschauungsgesetze
,,axiomatisieren" und jener Formenbereich demnach auch die exakte
eeschreibung der endlichen Kardinalzahlen, d. h. der gewohnlichen
Arithmetik, liefert, was hier nicht weiter ausgefihrt werden soll
|sehe Kap.VIII).

Jedenfalls sind wir aber voll berechtigt, von nun ab den Anzahl-
begriff zu benitzen und demgemaR von Mengen zu sprechen, die
»Zwei", ,drei" oder mehr Elemente enthalten.

Ferner konnen wir, wenn die endliche M engcM und Z, aquivalent
sind, die Elemente von M mit a (i <k') bezeichnen, wo eben a das
dem Elemente i von Zy umkehrbar eindeutig zugeordnete Element
von Zy bezeichnet. Setzen wir dann fest, daB sobald x <y, auch
a<a, gesetzt werde’; so .werden die Elements von M geordnet
und wir kénnen dann, dem gewohnlichen Sprachgebrauche ent-
sprechend, von dem ,.ersten", ,zweiten" oder auch ,i-ten" Elemente
von M sprechen. In diesem Sinne werden aus den Numeratoren
die sog. ,,Ordinalzahlen" und aus dem Denkbereiche der ,reinen”
Arithmetik: der Denkbereich der Arithmetik der Drdinalzahlen, in
dessen Axiomen wieder Tatsachen der Anschauung axiomatisiert
werden und der sich genau wie friher als exakter Wahrheitsbereich
erweist.

Es mag aber bemerkt werden, dal? diese Ordinalzahlen mit den
spater einzufiihrenden ,, Cantorschen Ordnungszahlen" durchausnicht
Ubereinstimmen; allerdings geben aber auch die endlichen Cantor-
schen Ordnungszahlen eine , mdgliche" Interpretation des A-eereichs.

Die Menge aller Numeratoren.

11. Wenn wir dem Formenbereiche der reinen Arithmetik
weitero axiomatische Formen durch die Festsetzung hinzufiigen, dafl
dann und nur dann, wenn x Eigenname einps Numerators ist,

xrel. Z

! Es miiRte eigentlich in &, < @, das £ -Zeichen von dem in x¢ y gebrauchten
verschieden sein, was aber hier nur kurz erwahnt werden soll.
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axiDmatische Form des Bereichs sei, entsteht aus jenem Formen-
bereiche ein neuer Formenbereich, dpr in bekannter Weise eine Menge,
die Menge aller Numeratoren, Z definiert. (Der axiomatischen Form
xrel-Z" entspricht das ,,Axiom": x steht in bestimmter Relation zu
dem [durch die Axiome definierten] Dinge Z, oder auch: x ist Element
der MengeZ.) Indem wir festsetzen, dal’ ,,xrel.Z" dann und nur dann
P-Form sei, wpnn fir x ein Numprator gesetzt wird, Uberzeugen wir
uns — genau wie fur den Bereich A — dall der Denkbereich ein
widerspruchsloser Wahr heitsbereich, die Menge Z deninach konsistent
ist. (Auch die weiteren Deduktionen bleiben gultig, z. B. dal
2 + 3=4 keine Form des Bereichs ist usw.)

Um hierauf spater verweisen zu konner, Sé noch bemerkt, daf,
wenn wir den Axiomen, die ausdrticken, daB jeder Numerator Elpment
der Menge Z ist, nicht diein A gegebenen Axiome hinzufligen, sondern
nur digjenigen, diein Kap.V 1, Art.10 entwickelt wurden, wir offen-
bar ene andere Menge erhalten, deren Elemente jene als ,Mengen-
begriffe’ gefalliten Numeratoren sind und denen eben die weiteren
Eigenschaften der Numeratoren nicht beigelegt werden. Die so de-
finierte Menge Z, die wir as abstrakte Numeratorenmenge
bezeichnen wollen, ist offenbar der Z-Menge &quivalent, und auch
konsistent, was jetzt einfach erhartet wird, indem wir uns darauf be-
rufen, da diese Menge eine Cantorsche Menge ist. Ebenso ist es da-
mit unmittelbar ersichtlich, daR die Potenzmenge (s.Kap.V |, Art. 16)
dieser Menge, BZ, die wir auch mit S, bezeichnen, eine Zermelosche
Menge und ebenfalls konsistent ist. Aus naheliegenden Griinden soll
diee Menge als abstraktes Kontinuum bezeichnet werden. Auch
ihre Teilmengen bilden eine konsistente (weil Zermelosche) Menge,
auf die — wie wir gesehen haben — das Auswahlprinzip unbedingt
Anwendung findet.

Ebenso bemerken wir sogleich, da jede Ordnungsbeziehung
von den Dingen, die durch eine G-Eigenschaft gegeben sind, auf die
dureh eine H-Eigenschaft gegebenen Dinge Ubertragen werden kann,
wenn zwischen den in dem einen und dem andern Falle gegebenen
Dingen eine umkehrbar eindeutige Zuordnung hergestellt wurde.
Selbstverstandlich findet das auch in bezug auf Aquivalenzbeziehungen
(Teilmengen usw.) statt.

Es ist hier — wie man sieht — eine ganze Reihe von Mengen-
bildungen nebeneinander zu betrachten, die sich nur wenig unter-
scheiden und darum ofter verwechselt werden. So ist jene Z-Menge,
in deren Beschreibung auch die Axiome nach Kap.V 1, Art. 10 auf-
genommen sind, von der jetzt definierten zu unterscheiden. Wohl ist
es aber Uberflissig, fir de ene besondere Bezeichnung einzufiihren.

13
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Wichtiger ist, daB der Denkbereich, der (UB Z-Menge definiert,
in zwei Schritten beschrieben werden kann. Wir fihren zuerst die
arithmetischen Axiome — mit AusschluR der Ordnungs-
axiome — ein; die so definierte Menge nennen wir die ungeord-
nete Z-Menge, Z,. Diese MengB Z, ordnen wir nun" im Sinne von
Kap.l 11, Art. 6 durch Einfuhrung der Bestimmung, daf3, wenn x
ein Numerator und y ein Glied der 8 ,-Reihe ist, auch immer =<y
dem Denkbereiche angehdre. In der so definierten Menge 0 (Z,)
ist Z, geordnet. Offenbar kodnnen aber auch andere Ordnungen
bestimmt werden. Es sei z.B. z <wie friuher, wenn x von 1 ver-
schieden ist; aber fur jeden von 1 verschiedenen Numerator x die
Ordnungsrelation x < 1 gegeben.! Um dieSB Falle unterscheiden zu
koénnen, miissen verschiedene O-Zeichen benutzt werden. So schreiben
wir fur die zuerst beschriebene ,natiirliche' Ordnung O, (Z,), was
wir mit dem kurzeren Zeichen Z, vertauschen. Z, ist die im w
Typus (natlrlich) geordnete Z-Menge. Die weiter beschrie-
bene geordnete Menge nennen wir Z441, die im w + 1-Typus
geordnete Z-Menge.

DiR so beschriebenen Z-Mengen besitzen durchweg die Eigen-
schaft, daf sie keiner endlichen Menge A&quivalent sind,
kirzer ,,nicht-endlich" sind. Wegen der Aquivalenz der ver-
schiedenen Z-Mengen ist die ,Unmdglichkeit" einer solchen Aqui-
valenz nur an irgend einem dieser Mengen begriffe zu erharten. Mit
dem Erlebnisse, da Z einer endlichen NumeratorenmengB Z, aqui-
valent ist, erleben wir auch die Tatsache, daR jede eigentliche Teil-
menge von Z einer eigentlichen Teilmenge von Z, &quivalent ist.
So auch die Menge Z selbst, die dann einer ihrer eigentlichen Teil-
mengen &aquivalent wére; was aber schon in Art. 9 als ,unmdglich”
erkannt wurde.

Bilden wir eine Z'-Menge, die alle Numeratoren mit Ausschlufd
der 1 als Elements enthalt, so zeigt die Anschauung unmittelbar,
daR Z ~ Z’ ist. Eine (umkehrbar eindeutige) Aquivalenzbeziehung
zwischen Z' und Z' ist unmittelbar herzustellen, indem wir irgend
einem Elemente z von Z das Element fzvon Z' und umgekehrt jedem
Element fz von Z' das Element z von Z zuordnen. (Jedes Element
von Z' ist ein §-Bild, dessn Hauptteil ein Numerator ist.)

Wir nennen eine Menge, die einer ihrer eigentlichen
Teilmengen &aquivalent ist, ,unendlich". Demnach ist Z
eine unendliche Menge.

! Es ist damit die Reihe der Numeratoren von 2 ab in ihrer ,natiirlichen
Ordnung" gegeben und nach allen diesen 1 als ,letztes" Element hinzugefligt
2 3, .... 1.
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Dabei ist aber zwischen der |negativen) Eigen-
schaft ,nicht endlich" und der (positiven) Eigenschaft
»unendlich" (wenigstens vorldufig) genau zu unterscheiden.

Eine Menge, die ~ Z ist, wird ,abz&hlbar unendlich" ge-
nannt; jedem Elemente einer solchen Menge ist offenbar ein Nume-
rator umkehrbar eindeutig zugeordnet; die Elemente kdénnen noch
in gewissem Sinne ,gezahlt" werden, allerdings ohne daR dieser
Zé&hlprozeld zu einem Abschlusse gelangt. Auchin diesem Falle kdnnte
man sagen, dal’ die , Anzahl" der Elemente von Z und z.B. Z' ,die-
selbe" ist; es verliert aber dabei der Anzahlbegriff jene fundamentale
Eigenschaft, da die Anzahl der Elemente sich bei Hinzufligung
eines neuen Elementes &ndert. Man gebraucht deshalb nach Cantor
den neuen Ausdruck Mé&chtigkeit und sagt z.B., daR Z und Z'
(die Elemente von Z und Z') ,gleiche Méachtigkeit besitzen".
Die Mé&chtigkeit der abzadhlbar unendlichen Mengen wird mit Ng
bezeichnet.

12. Fur die natirlich geordnete (im w-Typus geordnete) Menge
Z, ergibt eine genauere Betrachtung folgende Anschauung.

Jede Teilmenge® von Z,, fals sie nicht die Nullmenge ist,
besitzt ein erstes Element, d. h. ein Element p, fir welches,
wenn x ein von p verschiedenes Element jener Teilmenge von Z,
bezeichnet, den urspriinglichen Festsetzungen nach die Ordnungs-
relation p < x besteht. Ist nur ein einziges Element vorhanden,
so ist dieses das erste.

Es erhellt dies zuerst fir die Teilmenge Z; deren ,erstes"
Element die 1 ist. Weiter fir diejenigen Teilmengen, die zugleich
Teilmengen einer geschlossenen Numeratorenmenge sind; fur die
Teilrnengen von Z, oder Z; ist das unmittelbar ersichtlich. Mit
der an Z, errungenen Anschauung ergibt sich aber auch dieselbe
Anschauung fir Z, Die zu betrachtende Teilmenge von Z,
mag das Element k' nicht enthalten; sie ist demnach auch Teil-
menge von Z, und enthalt ein erstes Element. Wenn aber jene
Teilmenge von Zy das Element k' enthdlt, kann k' das einzige
Element dieser Teilmenge sein und ist dann auch ihr erstes Element.
Enthalt endlich jene Teilmenge von Z, neben k' auch andere Ele-
mente, so kann k' weggelassen werden; man erhalt in dieser Weise
eine Teilmenge von Z, die gewil3 Bin erstes Element besitzt, z.B. p.
Es ist dann aber auch p+< %" und demnach p auch erstes Element
der urspriinglich betrachteten Teilmenge.

! Eine , Teilmenge von Zx"* ist eine Teilmenge von Z, fir deren Elemente
diesslben Drdnungsrelationen gelten, wie in Zi



198 VII. Die Grundlagen der Arithmetik.

Eine ganz beliebige Teilmenge von Z,, kann nun das Element 1
enthalten und dieses ist dann auch das erste Element. |Ist dies
nicht der Fall, so sei k' eines ihrer Elemente, und sie besitzt dann as
eigentliche Teilmenge eine Teilmenge von Z,. Das erste Element
dieser Teilmenge ist dann auch erstes Element jener gegebenen
Teilmenge.*

Eine geordnete Menge, in der jede Teilmenge mit Ausnahme der
Nullmenge ein erstes Element besitzt, wird nach Cantor ,wohl-
geordnet" genannt; die Menge selbst ist, soweit wir von den fest-
gesetzten Ordnungsaxiomen absehen, ,der Wahlordnung fahig".
So ist: Z der Wohlordnung féhig, Z, wohlgeordnet. Eine Menge
kann durch verschiedene Ordnungsaxiome in verschiedener Weise
wohlgeordnet werden; so z.B. wird Z auch im m + 1-Typus as
Z,.1 wohlgeordnet. Diese verschiedenen Ordnungen koénnen sich
nicht blof3 in der Benennung der Elemente, sondern — wie im
letztgenannten Beispiele — auch ,wesentlich" unterscheiden. So
enthalt z. B. Z, nur ein Element, zu dem kein unmittelbar vor-
hergehendes angegeben werden kann, namlich die 1; dagegen
Z,41 zwei solche Elemente, die 2 und die 1.

Man sieht unmittelbar, daR jede abz&hlbar unendliche
Menge M durch ihre Aquivalenzbeziehung zu Z (und.damit
auch zu Z7,) wohlgeordnet wird. Die Elemente von M koénnen
offenbar durch a bezeichnet werden, wenn a das dem Numerator i
umkehrbar eindeutig zugeordnete Element von M bedeutet. Die
Festsetzung, daB dann und nur dann, wenn i<j ist, a<a sei,
ergibt unmittelbar M as wohlgeordnete Menge.

! Die Betrachtungen des Textes enthalten Ubrigens eine Annahme, deren In-
halt genau prézisiert folgender ist. Wenn eine Teilmengevon Z,, dienicht dieNull-
mengeist, das Element 1 nicht enthdlt, enthalt sie einen Numerator, der unmittel-
bar auf einen andern Numerator folgt und demgeméaB mit k' bezeichnet werden
kann. Wennwir auch nicht wissen, ,welchen" Numerator k' bezeichnet, so kénnen
wir doch die oben beschriebenen Anschauungen erzeugen, geradeso, wie wenn k'
,bekannt" wére. Offenbar kann dies als eine , Anwendung” des Auswahlprinzips
auf jene eigentliche Teilmenge gefaldt werden; allerdings HU, da mit dem voraus-
gesetzten Erlebnisse, daB jene Teilmenge keine Nullmenge ist, die ,Auswahl"”
eines k' evident wird. Ich halte es fir klarer, wenn wir uns hier eben nicht
auf das Auswahlprinzip ,berufen”, sondern die Evidenz der so beschriebenen
Anschauungen unmittelbar konstatieren. Soviel ich weil3, wird diese Evidenz auch
von Burel und seinen Anhéngern nicht bestritten. — Dem Kantschen Aus-
drucke nach ist hier von einem synthetischen Urteile die Rede, ohne dessen Evidenz
Mathematik nicht moglich ist. Man denke z. B. an die Menge der Primzahlen p,
deren Darstellung im dekadischen Zahlensysteme mehr as 15 Ziffern erfordert
und die die Eigenschaft besitzen, da3 mit p auch p+ 2 Primzahl ist. Diese Menge
ist eine Teilmenge von Z, und zwar ,entweder" die Nullmenge, oder eine solche
Teilmenge, die ein erstes Element besitzt.
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13. Im AnschluB an Art. 1D ergeben sich fur abzéhlbar unend-
liche Mengen ena Relhe von Sézen. Wir beginnen mit dem
folgenden.

Es sei N eine abz&hlbar unendliche Menge endlicher
Mengen, die untereinander durchweg elementenfremd
sind. Dann ist §,N, die Vereinigungsmenge dieser Mengen,
gleichfalls abzahlbar unendlich.

Jene endliche Mengen bezeichnen wir mit M; wo M; dem Nume-
ratori auf Grund der Tatsache N—Z umkehrbar eindeutig zugeordnet
ist. Die Menge M; ist endlich, dso einer abgeschlossenen Numera-
torenmenge aquivalent, die mitZ, bezeichnet werden kann, wo eben
dem i en k (Anzahl der Elemente von M;) umkehrbar eindeutig
zugeordnet ist. Die Aquivalenzbeziehung zwischen BN und Z
kann mit Hilfe dieser Festsetzung leicht angegeben werden.

Die Elemente von M; und die in Zx; ds Elemente enthaltenen
Numeratoren werden einander zugeordnet. Seien ale Numeratoren X,
fur die x <y ist, gewissen Elementen von B, N umkehrbar eindeutig
zugeordnet, so soll das dem Numerator p zugeordnete EIement von
B,N durch folgende Rege bestimmt werden. Es sei M ® die erste
Menge unter den Elementen von N, die in der Zuordnung noch nicht
aufgenommene Elemente besitzt; des erste dieser Elemente wird dem
p zugeordnet.  Offenbar ist dese Zuordnung umkehrbar eindeutig.
Dabei betrachten, wir N auf Grundlage der Aquivalenz N —~ Z und
M; auf Grundlage der Aquivalenz M;~Z., ds wohlgeordnet.

Die vollstandige Induktion zeigt endlich, da3 durch diese Regel
in der Tat ale Numeratoren und ale Elemente von B, N enander
umkehrbar eindeutig zugeordnet werden; d.h. daR wir eine Aqui-
vaenzbeziehung erhalten. Mit jedpm Numerator ist auch der un-
mittelbar folgende in die Zuordnung aufgenommen. Andrerseits,
wenn die Beziehung ale Mengen M; umfafdt, fir dies < gist, werden
auch die Elemente von Mg in der beschriebenen Zuordnung auftreten,
was allerdings abermals die Anwendung der vollstandigen Induktion,
aber nur fur endliche Mengen, erfordert.

Ferner gilt der Satz:

Es sei N sine abzahlbar unendliche Mengo abz&hlbar
unendlicher, untereinander durchweg BlementenfremdBr
Mengen. Dann ist auch B,N, die Vereinigungsmenge
dieser Mengen, abzahlbar unendlich.

Wir bezeichnen die Mengen, die Elemente von N sind, mit M;
wo wegen N — Z das i jeden Numerator bedeuten kann. Dia Elemente
von M; konnen wegen M; Z mit &; bezeichnet Werden, so da3
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a; jenes Element von M; bedeutet, dasin der Aquivalenzbeziehung
M; ~Z dem Numerator j umkehrbar eindeutig zugeordnet ist.

Wir setzen weiter fest, da, wenn k einen bestimmten Numerator
bedeutet, die Elemente o;; in denen

1=k, j<k oder j=k, i<k

ist, Elemente, einer Menge My sein sollen.

Es ist unmittelbar klar, da® M;' nur das Element a;; ebenso
M, die Elemente a;», @1, ax» und nur diese enthdlt. Die voll-
stéandige Induktion zeigt unmittelbar, da die Mengen My durchweg
endliche Mengen sind. |Die Anzahl der Elemente in My ist 2k — 1,
was aus den bisher entwickelten Prinzipien folgt.) Der Augenschein
lehrt auch, daf irgendwelche dieser Mengen, z.B. My und M;' ele-
mcntenfremd sind; sowie endlich, daf3 &; wenn i4j oder i=j,
der Menge M;' und, wenn j<i, der Menge M;' angehért. Demnach
ist jedes a;; in eine und nur eine der Mengen M;' aufgenommen, wo-
mit endlich erhértet ist, da® N', die Menge der Mengen M', und N
dieselbe Vereinigungsmenge liefert. Da die Elemente von N' end-
liche Mengen sind, ist nach dem vorangehenden Satze B,N* — und
damit auch B,N — abzahlbar unendlich.

Ganz &hnliche Betrachtungen, deren Ausfiihrung wohl Uber-
flussig ist, ergeben noch den Satz:

Es sei N eine endliche Menge abzahlbar unendlicher,
untereinander durchweg elementenfremder Mengen. Dann
ist auch BN, die Vereinigungsmenge dieser Mengen, ab-
zahlbar unendlich.

Man sieht leicht, daf} diese Sdtze auch dann richtig sind, wenn
N endliche und abzéhlbar unendliche Mengen enthalt. Daf} der
Zusatz ,elementenfremd" in allen diesen Féllen wegbleiben kann,
wird sich aus dem nachsten Artikel unmittelbar ergeben.

14. Jede eigentliche Teilmenge von Z,, ist, wie wir gesehen haben,
abermals wohlgeordnet. Wir missen es wohl auch as evident be-
trachten, daB, wenn eine Teilmenge von Z_, ,.gegeben" ist, wir
auch wissen, ob sie Uberhaupt Elemente enthdlt oder aber die
Nullmengevon Z_ ist. Es kann nichts dagegen eingewendet werden,
wenn wir diese Tatsachs as Anschauungspostulat oder auch als
,neues" synthetisches Urteil fassen.*

L Offenbar treten hier wieder Betrachtungen ein, mit denen wir es in der
zweiten Anmerkung des Art. 12 zu tun hatten.
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Enthalt eine Teilmenge T von Z, ein Element, so hat sie nach
dem Vorhergehenden Bin erstes Element n; und mit Tist auch T,
das alle Elemente von T mit AusschluB von n; enthalt, gegeben.
T'ist nun entweder (UB Nullmenge von Z_, oder nicht. In diesem
letzteren Falle sei n, ihr erstes Element, T' die Teilmenge,
die durch AusschluB von n, aus T' entsteht. In der Reihe der
so entstehenden Teilmengen erhalten wir die Nullmenge oder wir
erhalten sie nicht. In dem ersten Falle ist T eine endliche Teil-
menge. In dem anderen Falle ist T der Menge Z aquivalent;
wir erfahren dies, indem wir n; der 1, n, der 2 zuordnen und
uns Uberzeugen, daB, wenn ny dem k zugeordnet war, ny dem k'
zugeordnet wird, und daf bei dieser Zuordnung jedes Element
von T zur Verwendung gelangt. Ware n,, das erste Element, das
nicht zur Verwendung gelangt, so mifite doch wegen der umkehrbar
eindeutigen Zuordnung von n; und | auch n; dem V zugeordnet sein.
Das ist im strengen Sinne des Wortes ,unmadglich"; n; wére eben
von sich selbst verschieden.

Damit ergibt sich offenbar der Satz, da jede eigentliche
Teilmenge von Z endlich oder aber ~2Z ist.

Wenn man jetzt in den Betrachtungen des vorhergehenden
Artikels auch nicht elementenfremde Mengen as Elemente von N
zuldRt, und das Element a, das z.B. in M; und M, auftritt, as
das ,zu M; gehorige Element &' von dem ,zu M, gehorigen Ele-
mente a" unterscheidet, so wird die bei dieser Unterscheidung ge-
bildete Vereinigungsmenge abzéhlbar unendlich, und das bei Zu-
lassung nicht elementenfremder Mengen zu bildende B3N eine eigent-
liche Teilmenge jener Vereinigungsmenge, aso nach dem eben
erhérteten Satze endlich oder ~Z. Es kann aber in keinem der
drei Sédtze des Art. 18 die Menge B3N endlich sein, sonst miRte
auch jede ihrer Teilmengen nach Art. 10 endlich sein, wahrend sie
doch auch abzahlbar unendliche Teilmengen enthélt, die, wie wir
wissen, ,nicht-endlich" sind (Art: 11). Es kann also— der Schluf3-
bemerkung des vorstehenden Artikels entsprechend —in den erwahnten
Sétzen die Beschrankung auf elementenfremde Mengen wegbleiben.

Unendliche Mengen.

15. DaB eine Menge M ,unendlich" ist, sagt in kirzerem Aus-
druck, daR die Anschauung uns eine Aquivalenzbeziehung zwischen
der Menge M und einer eigentlichen Teilmenge T derselben ergibt.
Es ist ein evidentes Teilerlebnis dieser Anschauung, da gewisse
Elemente von M nicht Elemente von T sind. Es sei a ein solches
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Element?, a® das in T dem a umkehrbar eindeutig zugeordnete
Element.

Auf Grund der Aquivalenz M ~ T sehen wir, daR auch T — T®
wo T™ eine eigentliclie Teilmenge von T, und daB das Element a®
von T kein Element von T ist. Das in T%" dem Elemente a*
aus T umkehrbar eindeutig zugeordnete Element kann mit a® be-
zeichnet werden. Dabei ist eben die Aquivalenz T— T durch die
Bestimmung festgelegt, daR, wenn auf Grund der AquivalenzM — T
die Elemente u und u einander zugeordnet sind, diese auch in der
Aquivalenzbeziehung T — T einander zugeordnet seien, insofern
u ein Element von T ist.

Die vollstandige Induktion zeigt, dafl man in dieser Weise Jedem
Numerator k entsprechend eine Teilmenge von M bilden kann, die
mit T® bezeichnet werden moge und die das Element a™ von
T nicht enthélt, also eine eigentliche Teilmenge von T® ist. Dabei
ist offenbar a™ von a und jedem a (i<fk) vershieden, und
immer Element von M. Man kann die SO bestimmte, aus den Ele-
menten a? bestehende Teilmenge A von M den Elementen der
Numeratorenmenge von Z umkehrbar eindeutig zuordnen; d. h. es
ist A ~Z. Damit ist das Anschauungsgesetz gewonnen, dae jede
unendliche Menge eine der Z-Menge &quivalente Teil-
mpiigp A enthalt. Es ist dabei aber durchaus nicht ausgeschlossen,
daB A alle Elemente von M enthélt und demnach eine uneigentliche
Teilmenge von M ist.

Es seien A; und A, abzadhlbar unendlichp, elementenfremde
Mengen; wir sahen, dal ihre Vereinigungsmenge audi abzahlbar un-
endlich ist; und zwar ist mit der Anschauung A~Z und A, ~Z
auch die Aquivalenzbeziehung fur

durch die Anweisungen des Art. 13 gegeben. Dffenbar kbnnen wir
das audi so ausdriicken, dal die Elemente vonZ in zwei Teilmengen
zerlegt sind, von denen die eine die den Elementen von A; die andere
die den Elempnten von A, zugeordneten Elemente enthalt. D.h.:

Jede abzahlbar unendliche Menge kami auch als
Vereinigungsmenge zweier elementenfremder abzahlbar
unendlicher Mengen beschrieben Werden.

Ebenso ergibt sion das allgemeine Anschauungsgesetz, dae jede
abzahlbar unendliche Menge as Vereinigungsmenge einer endlichen,
Dder aber auch abzéhlbar un endlichen Menge abzahlbar unend-

! Sehe abermals die Anmerkung zu Art. 12.
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lichen Mengen beschrieben werden kann; ebenso as Vereinigungs-
menge einer abzadhlbar unendlichen Menge endlicher Mengen; oder
endlich as Yereinigungsmenge einer endlichen oder abzahlbar un-
endlichen Menge endlicher und abzahlbar unendlicher Mengen.

In Anwendung dieser Bemerkungen fihren wir neue Zeichen-
iDrmen ein, die den Hauptnamen ,Bruchform" und die Teilnamen
,den ersten Teil (oder Z&hler) x enthaltend" und ,den zweiten Teil
(oder Nenner) y enthaltend" fihren sollen. Wir kommen weiter
Uberein, eine Bruchform mit x/y zu bezeichnen und diese, wenn x
und y NumeratDren sind, ,positive Briche" oder ,positive
rationale Zahlen" zu nennen.

Die Menge der positiven rationalen Zahlen ist demnach abzahlbar
unendlich; offenbar sind jene positiven rationalen Zahlen, deren Nenner
durch denselben Numerator gegeben wird, Elemente einer abzahlbar
unendlichen Menge, und die Menge aller positiven rationalen Zahlen
die Vereinigungsmenge dieser Mengen, also auch abzahlbar unendlich.

Wie hieraus die Arithmetik der rationalen Zahlen as exakter
Wahrheitsbereich beschrieben wird, soll nicht weiter ausgefiihrt
werden; allerdings gehéren dazu noch weitere Festsetzungen, so vor
allem die Bestimmungen, daR a/b = efd dann und nur dann gesetzt
werden soll, wenn ad =bc ist. Hier treten keine weiteren prinzi-
piellen Fragen auf, und es wére wohl Uberflussig, diese Erdrterungen
hier ausfuhrlich wiederzugeben.

Nur daB wir dann und nur dann ofb<c/d setzen, wenn
ud < be ist, mag noch erwdhnt werden, da damit die ,natdrliche"
Ordnung der positiven Zahlen gegeben wird, bei der es bekanntlich
keine auf eine gegebene Zahl unmittelbar folgende Zahl gibt. Ist
wfb+<efd, so gibt es immer eine positive rationale Zahl r, SO daR
w/b<r und r<cfd ist. Damit ist aber, wegen der Aquivalenz
mit Z, auch fir die Numeratorenmenge eine ahnliche Ordnung ge-
geben.

Endlich sei noch bemerkt, daf? die Arithmetik der rationalen
Zahlen weiter noch durch Einfiihrung der O und der negativen ratio-
nalen Zahlen zu erweitern ist, was aber gleichfalls keine prinzipiell
neuen Gesichtspunkte erfordert.

Allgemeine Arithmetik. Theorie der reellen Zahlen.

15. Die Betrachtungen, dia wir an dem in Art. 11 dsanierten
abstrakten Kontinuum &, anstellen konnen, filhren zu Besultaten,
dia fir die Arithmetik von grundlegender Bedeutung sind, insbe-
sondere die allgemeine Theorie der reellen Zahlen ergeben.
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Eine Teilmenge T der abstrakten Numeratorenmenge Z, die
demnach ein Element von E, ist, kann vor allem zur umkehrbar
eindeutigen Bestimmung (Erzeugung) von Dingen benutzt werden,
die wir als echte dyadische Briiche bezeichnen. Es soll nam-
lich jedem in T enthaltenen Numerator die Ziffer 1, jedem in der
Teilmenge nicht enthaltenen Numerator die Ziffer O zugeordnet sein.
Diese Zuordnung, die durch T bestimmt ist, und umgekehrt auch T
bestimmt, wird eben as ,Ding" ein echter dyadisoher Bruch
genannt. Wenn eine solche Zuordnung gegeben ist, kann man die
dem Numerator k zugeordnete Ziffer mit e bezeichnen; fir eine
»gegebene" Zuordnung wissen wir dann, ob e die D oder aber die
1 bezeichnet. Man benutzt zur Bezeichnung dieses Dinges e;ezes...,
wo die Punkte auf eine ,gegebene" Zuordnung verweisen. Nennen
wir kurz einen bestimmten echten dyadischen Bruch E, so sagen wir
auch, dal3 an ,der k-ten Stelle von E die Ziffer e, steht", womit der
Ausdruck einer ungenauen raumlichen Anschauung, wie sie in den
Elementen Ublich ist, prézisiert wird. Die Mengo der echten
dyadischen Briiche ist eine Cantorsche Menge und offenbar ~ [,.

Wenn wir eine Stelle (einen Nurnerabor) m angeben kénnen, so
dal e, sobald m« i ist, immer die D bedeutet, nennen wir das ent-
sprechende E ,endlich", in jedem anderen Falle ist E ein ,unend-
licher" dyadischer Bruch. Die Menge aller endlichen echten
dyadischeii Briiche ist, wie man unmittelbar sieht, abzhlbar un-
endlich.

Es sei e ein Stellenzeichen in E, das die 1 bedeutet; dann gibt
es offenbar, wenn E unendlich ist, ein erstes Stellenzeichen e, von
der Beschaffenheit, da r < s und e, wieder die 1 bedeutet. Auch
wenn E endlich ist, kann es ein solches e; geben; es kann aber auch
e das ,letzte" von O verschiedene Stellenzeichen sein. SchlieRlich
kann auch jedes Stellenzeichen die O bedeuten (wenn T die ,Null-
menge" D ist). Dieses E bezeichnen wir mit E (0). Allgemein kann
auch der T entsprechende dyadische Bruch mit E (T) bezeichnet
werden.

Ist e ein Stellenzeichen in E, das die 1 bedeutet, und e, das erste
Stellenzeichen, fir welches r € sist und das gleichfalls die 1 bedeutet,
so ist offenbar die Menge der Numeratoran i, fur die r< 4+ & ist,
endlich und es entspricht dieser Menge as ,Anzahl" ihrer Ele-
mente ein Numerator, der mit ks bezeichnet werden mag. Dem
ersten Stellenzeichen e, das in E die 1 bedeutet, soll der Nume-
rator p entsprechen, die Anzahl der Numerator an, fur die 4% p’ ist.

Jedem E (mit Ausnahme von E [0)) entspricht demnach eine
endliche oder abzéhlbar unendliche Menge von Numeratoren ke, k...,
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die auch geordnet ist, wenn wir festsetzen, dal ke¢'k; sei, wenn s<t
ist. (Diese Ordnung ist selbstverstandlich nicht die nattrliche Ord-
nung, und es mufl demnach fir ihre Bezeichnung ein neues Zeichen,
<! benutzt werden. Préazis gesprochen mufR diesss Zeichen die Ver-
weisung auf E oder T enthalten.)

So wird jedes' E eine bestimmte , Numeratorenreihe" (ks kKi,...),
kurz V, mit bestimmter Anordnung der Numeratoren ergeben; diese
Numeratorenreihe kann aber denselben Numerator an verschiedenen
Stellen wiederholt enthalten. Die Zuordnung der E und V ist
offenbar umkehrbar eindeutig. Die so beschriebenen Dinge V
nennen wir die Variationen von Z,.

Die Menge aller Variationen von Z, heiRe E,. Se ist
nach den entwickelten Prinzipien wieder konsistent, und wie aus
ihrer Beschreibung unmittelbar ersichtlich, auch r—LE,. Ist (a1 ,a2,...)
eine solche Variation, so fihrt diee durch den (endlichen oder un-
endlichen) , Kettenbruch"

1
ey
e
offenbar schon auf die ,Menge aller.reellen Zahlen zwischen O und 1",
was aber hier nicht weiter ausgefuhrt werden SOII.

Die Verbindungsmenge von Z, und &, ergibt sich aus diesen
Anschauungen als ~K . Ist a, ein Element von Z , und (a,, a,, ...)
ein Element von lf,, so ist (a, ,a,, a,, ...) auch ein Element von
E,, das umgekehrt auch das Element {a,,|a,, 2,,.-.)] der Ver-
bindungsmenge eindeutig bestimmt.

Es ist demnach auch die Verbin dungsmenge von Za und der
Menge aller dyadischen echten BriichB ~E..

Um aber diese Verbindungsmenge zur genauen Darstellung der
sog. reellen Zahlen zweckmafRig gebrauchen zu kdnnen, ist die Menge
der dyadischen Echten Briche noch zu modifizieren. Diese Menge
enthalt offenbar z.B. 100..., wo auf jeder weiteren Stelle die
Ziffer 0 zu denken ist, und auch 011 ..., wo auf jeder weiteren
Stelle die Ziffer 1 zu denken ist. Will man durch dyadische Briiche
die reellen Zahlen genau beschreiben, so sind diese an sich ver-
schiedenen logischen Gebilde als ,numerisch nicht verschieden" zu
setzen. Es ist am bequemsten, solche unendliche dyadische Bruche
in denen von einer bestimmten Stella ab die 1 steht, ganz auszu-
schlieBen. offenbar ist die Menge dieser Bruche abzéhlbar un-

' E(0) ergibt die,,Nullmenge", in der keina Verachiedenheit der Anordnung
ersuhaut warden kann.
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endlich. Dasselba ist fur die Vereinigungsmenge der Fall, die aus
dieser Menge und der Menge der endlichen Briche entsteht
(letztere ist namlich ebenfalls abzahlbar unendlich); de st
demnach aquivalent der Menge aller endlichen Briiche. Damit ge
langen wir zur Anschauung der Tatsache, dafl die Menge der dy-
adischen Bruche, auch nach AusschluR jener speziellen unendlichen
Briiche, wieder — &, ist.

Also ist auch die Verbindungsmenge von Z, und dieser Menge

—~ &, Thre Elemente werden durch die Bezeichnung

K e e e o oo
angedeutet, wo aber der Fall auszuschlielen ist, dal von ener be
stimmten Stelle die Ziffer 1 steht. Endlich kénnen wir noch den
Numeratoren k die Ziffer 0 hinzufugen und statt Z jene Menge be-
niitzen, deren Elemente die 0 und alle Numeratoren sind. Diee
Menge mag mit Z'® bezeichnet werden.

So erhalten wir die Verbindungsmenge von Z©® und der oben
modifizierten Menge der echten dyadischen Briche, in deren ,all-
gemeinen" Zeichen k' e e e;..., k irgendeinen Numerator oder
auch die D bedeutet. Die so definierte Menge bezeichnen wir —
wenn noch gewisse Festsetzungen |s. den néchsten Artikel) getroffen
werden — als Menge der positiven reellen Zahlen und der
Null',B,; die Aquival,—~®, st aus dem Bisherigen unmittel-
bar ersichtlich.

17. Die reellen Zahlen entstehen aus den Elementen der
beschriebenen Menge, indem wir diesen Elementen noch weitere
Eigenschaften beilegen, die enesteils der Anschauung entstammen,
andernteils als ,Axiome" in den die Menge definierenden Denk-
bereich aufgenommen werden. Allerdings ist dabei die ,MengB der
Axiome" nicht endlich; trotzdem koénnen diese durch einen endlichen
Denkprozef3 vollstdndig beschrieben werden. Ich muR mich hier
— dem Plane diesss Buches entsprechend — auf eine kurze Andeu-
tung beschréanken.

Es werden — den Ausfuhrungen zu Anfang diesss Kapitels
entsprechend — Festsetzungen getroffen, nach denen arithmetische
Summen und Produkte bestimmt werden. Hier steht uns aber das
Hilfsmittel der vollstandigen Induktion nicht mehr zur Verflgung.
Die Festsetzung geschieht, wenn x und y irgendwelche reellen Zahlen
sind, durch Beschreibung jenes Algorithmus, der x + y und x Xy

! Die Zahl 0'000... wird kurz mit O bezeichnet und Null genannt. Die
ubrigen dyadischen Briiche werden positive reelle Zahlen genannt.
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tatsachlich ergibt. Wenn x +y in dieser Weise z. B. z ergibt,
ist die arithmetische Gleichheit x+y =1z axiomatische
Form des Bereiches und die Tatsache, dall aus x und y nach
jenen Festsetzungen z entsteht, ein Erlebnis des Bereichs.

Wir sind auch umgekehrt in der Lage, wenn X, y, z irgendwelche
reellen Zahlen sind, auf Grund jener Festsetzungen zu entscheiden,
ob x +y =z eine axiomatische Form des Bereichs ist oder nicht
|d.h. dem gewo6hnlichen Sprachgebrauchenach , richtig" ist oder nicht).

Die die weiteren Summen und Produkte betreffenden Fest-
setzungen sind analog den in Art. 1 diesss Kapitels getroffenen.

Ebenso wird, wenn x und y reelle Zahlen sind, eine (bekannte,
hier nicht naher auszufiihrende) Festsetzung ergeben, daR x <y
oder y < x (eine und nur eine dieser Formen) axiomatische
Form des Bereichs ist. Auch hier fallt aber die vollstandige
Induktion fort, und es muf} jede einzelne'solche Form, die den Fest-
setzungen entspricht (,richtig" ist), als axiomatische Form auf-
genommen wer den.

Endlich ist noch, der Tatsache entsprechend, daR x eine reelle
Zahl ist, fur jede reelle Zahl x die axiomatische Form
»zqual.R" in den Bereich aufzunehmen.

Neben den fundamentalen axiomatischen Formen, deren , Typus"
sich durch x + y=z, xxy =z x < y charakterisieren laft, sind
die axiomatischen Formen der Rechnung und Anordnung
aufzunehmen. Diese entstehen aus den Formen

I.
tt+y+2)=Iz+y += i
z+y=y+ze 12)
X ([yx=[(zxy Xz %)
zX[y+2)=|lexy)+[(z x2 4)
[+ xz=|zxa)+ |y x2) (5)
TXY=y Xz (8)

II.
[lz<y) X [y<2)] ([z<2] 1Y
[z<ylc[lz+ A< (y+ 2] 2)
[lz<y) X (0] c[|z X 2) < |y X 2)] 19)

wenn in der Implikation
[z qual. }) X [y qual.R) X [squal. R)] U
fir U sine der Formen [I 1—6), {II 1—3) gesetzt wird.
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Damit ist ein axiomatischer Denkbereich vollstdndig beschrieben;
ebenso der axiomatische Formen bereich, der ein genaues Bild jenes
Denkbereichs ist. Es entsteht die Frage, ob wir es auch mit
einem widerspruchslosen Wahrheitsbereiche zu tun haben. Die
Anschauung, der gemae dies der Fall ist, erwerben wir in eetrach-
tungen, die den in Art. 5 dieses Kapitels fur den eereich der de
mentaren Arithmetik angestellten vollig analog verlaufen und des
halb auch nur kurz angedeutet zu werden brauchen.

Den bekannten und hier nicht naher ausgeflihrten) Fest-
setzungen entsprechend, nach denen arithmetische Summen und
Produkte reelle Zahlen bestimmen oder aber die Wahl zwischen
X <y ode y< x (as Form des Bereichs) geschah, nennen wir
wieder arithmetisehe Gleichheiten und Ungleichheiten -P-Formen;
und wenden diese Benennungen auch auf andere Zeichenformen
genau so an wiein Art. 5, allerdingsjetzt statt ,,Numerator" immer
.reelle Zahl" setzend. Die Anschauung lehrt uns dann, daR jede
Form unseres Bereichs eine P-Form ist, womit eben evident wird,
dall unser eereich ein widerspruchsloser Wahrheitsbereich
ist (in dem auch Satze wie 2 + 2 = 5, das eine N-Form. ware, nicht
vorkommen konnen). Die Theorie der reellen Zahlen wird damit
eine exakte wissenschaftliche Disziplin.

18. Wie diese Theorie der reellen Zahlen sich einerseits zu dem
,»genetischen" Aufbau von Cantor® und Dedekind?, andererseits
zur ,,axiomatischen" Begriindung von Hilbert?® stellt, muR noch
in einigen Worten auseinandergesetzt werden, wenn auch ene
historisch-kritische Analyse dieser Begriffsentwicklung hier nicht
gegeben werden soll. Da es sich doch immer urn dieselben mathe-
matischen ,,Dinge" handelt, missen diese Theorien durchweg ene
gewisse duBerliche Ahnlichkeit besitzen, trotzdem se in der Tat
ihrem Inhalte nach ganz verschieden sind, und untereinander in-
kDmmensurable wissensehaftliche Werte prégen. Bei Cantor und
Dedekind werden Dinge als freie Schopfungen unseres Gelstes
hergestellt, deren Eigenschaften sich dann als analog denen er-
geben, die wir fur die reellen Zahlen als in der Anwendung notwendig
postulieren. Ob diese Dinge ,logische Existenz" besitzen — was
bekanntlich nicht nur als nicht erhértet bezweifelt, Sondern ge-
radezu bestritten wurde — ist damit noch in Schwebe gsblieben.

1 Math.Ann. ed.5, S.123. —Vgl. auch Heine, CrellesJournal Bd. 74, S. 172.

2Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschwsig 1e72.

3 Uber den Zahlbegriff, Jahreaber. der deutschen Mathematiker-Vereinigung
ed. 8 (auch Anhang VI zu den Grundlagen der Geometrie).
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Wenn auch zuerst in genetischer Form beschrieben, sind unsere
reellen Zahlen von vornherein Dinge, deren logiache Existenz ge-
sichert ist, und es wird dieae logische Existenz dann Schritt fur
Schritt auch fur die voile Theoris der reellen Zahlen erhéartet.

Ganz eigentimlich ist die Stellung der Hilbertschen Axiornatik,
die in ihrer neuen Problematellung unvergiinglichen Wert besitzt,
aber hier sich nicht einfugen 188t, da se eben keine auf unabweia-
bare — oder als unabweisbar angenommone — Tatsachen sich auf-
bauende , Naturwissenschaft" ist. In der Hilbertschen Axiornatik
werden weder die Dinge, noch die diese Dinge verknipfenden Be-
griffe definiert. Im beaten Falle definieren se sich gegenseitig. Diese
simultanen Definitionen heilen bei Hilbert ,,Axiome". Dae diese
Axioms aus der Kenntnia unabweisbarer Tatsachen entstanden,
wird geradezu absichtlich ignoriert. Es gibt demnach in dieaen
» Grundlagen" keine Evidenz und keine Wahrheit, die dann in der
logischen Verkettung dieser Grundlagen wieder angenommen und
gebraucht wird. Zum Schlusse soll dann eine — versprochene,
aber nicht ausgefiihrte — Erhéartung der Widerspruchsbsigkeit den
notwendigen erkenntnistheoretischen AbschluR geben.

Dabei ist noch zu bemerken, dal Hilberta Axiome nicht
durchweg Axiome im Sinne der hier angewandten Terminologio
sind; so z. B. wenn es als Axiom hingestellt wird, dal} ,ea ein Ding
gibt, das eine gewisse Eigenschaft besitzt". Dae ein Ding logische
Existenz besitzt, oder daB ein Ding eine reelle Zahl ,,ist", bedeutet
fir una eine Anschauung, die an einem fertigen Denkbereiche er-
worben wird, aber kein Erlebnis, das dem Denkbereiche ,, angehbrt".
Ebenso ist das , Vollstandigkeitsaxiom" eine an dem fertigen Denk-
bereiche zu erlangende Anschauung; die ,Vollstandigkeit" ist ein
Postulat, das in unserer SyntheSe Uberhaupt nicht ala ,,Axiom"
dea Denkbereicha gefaldt werden kann; ebensowenig wie das Postulat
der Widerapruchlosigkeit.

Nicht-endliche und unendliche Mengen.

19. Mit der Anschauung der Tatsache, dal eine Menge M , un-
endlich" ist, erleben wir auch nach Art. 15) die Anschauung, dal
diese Menge ene da Z-Menge &aquivalenta Teilmenge T besitzt.
Ware nun k ein bestimmter Numerator, und M ~Z,, so ware damit
auch die Anschauung gewonnen, dal} jede Teilmenge von M, alao
auch Z, einer Teilmenge von Z, &aquivalent ist. In Art. 11 wurde
diese Anschauung als ,unmoglich” erkannt, d. h. jede unendliche
Menge ist nicht-endlich.

Konis, Mongenlehre. 1*
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Fir eine ,gegebene" Teilmenge T von M, d. h. fir eine tatsach-
lich beschriebene Teilmenge von M, lehrt auch die Anschauung,
ob sie Uberhaupt noch Elemente enthalt, oder aber Nullmenge
ist. Man mag dies as selbstandiges ,Anschauungspostulat" hin-
stellen, oder auch als Spezialisierung der die Mengen definierenden
G-Eigenschaft auffassen. Jedenfalls sind G-Eigenschaften, die diesem
Postulate nicht gentigen, fur uns undenkbar; allerdings nur in dem
Sinne, daR jene Teilmenge von T eben nicht ,gegeben" ware’.

Bei Annahme dieses Anschauungspostulates zeigt

sich, daB auch jede nicht-endliche Menge unend-
lich ist.

Sei M eine nicht-endliche Menge, also auch keine Nullmenge.
Sie enthdlt Elemente, und danach auch eine mit Z; &quivalente
Teilmenge. Dies kann fur jeden Numprator k stattfinden. D. h,,
ist k ein beliebiger, aber bestimmter Numerator, SO gibt es eine mit
Z, aquivalente Teilmenge von M. Wenn aber diese ,Eigenschaft"
der Numeratoren nicht fir jeden Numerator Tatsache der An-
schauung ist, SO gibt es einen ,ersten” Numerator |I' fur den dies
nicht der Fall ist. Mit anderen Worten: Es besitzt M eine Teil-
menge, die ~Z,, aber keine Teilmenge, die —Z, ist. Die Teilmenge
von M, die alle Elemente von M, mit Ausschlul? der Elemente jener
Z, &aquivalenten Teilmenge, enthdlt, ist gegeben; sie ist keinB Null-
inenge, sonst ware M eben endlich. Es gibt also auch eine Teil-
menge von M, die ~&, ist. Die vollstandige Induktion zeigt dem-
nach, daf es fir jeden Numerator i eine Teilmenge T; von M gibt,
die ~Z, ist.

Aus der Existenz dieser T; ergibt sich aber — wie wir gleich
sehen werden — auch die Existenz einer Teilmenge von M, die
~Z ist, und damit, da M eine ,unendliche" Menge ist.

Die Vereinigungsmenge aller T;, fir die €< p ist, ist endlich,
z. B. —~Z,. Demnach bilden digjenigen Elemente von T, die
auch in jener Vereinigungsmenge enthalten sind, eine Teilmenge
von Tg, die &quivalent einer Teilmenge von Z, ist. Sie ist aso
eine eigentliche Teilmenge von Tg; d. h. Ty enthélt ein Element,
das von allen Elementen der T; [i % p) verschieden ist. Die voll-
stéandige Induktion zeigt, dal dieses Verfahren nicht abbricht, und
so eine Teilmenge von M erzeugt wird, die in der Tat —Z ist.

! Undenkbar, ungefahr so, wie die Funkentelegraphie fiir Ciceso undenkbar
war; aber nicht ,unmdoglich", indem sine Verletzung der Grundnorm unseres
Denkens vorlage. Wenigstens sehe ich nicht, wie eine solche Verletzung zu
konstatieren ware.
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Eine strenge Prifung dieser Betrachtungen zeigt, daf? auch hier
noch Berufiung auf die Evidenz gewisser neuer Anschauungen (die
Bildung neuer synthetischer Urteile) stattfindet, die aber, wie es
scheint, nicht vermieden werden kann.!

Schriftzeichen und Schriftsprache.

2D. Es sei n ein bestimmter Numerator; z, ,z, ..., Z, oder
genauer z [i < n') sollen dann einfache Zeichen bedeuten, die wir
Schriftzeichennennen wollen (Buchstaben, Ziffern, Interpunktions-
zeichen, zu denen aber noch ein Worttrennungszeichen hinzugefigt
werden muf3).

Den Elementen von Z, wo k ein beliebiger, aber bestimmter
Numerator ist, konnen wir dann in beliebiger Weise bestimmte
Schriftzeichen zuordnen, ohne aber eine umkehrbare Eindeutigkeit
dieser Zuordnung vorauszusetzen. Insbesondere kann verschiedenen
Elementen von Z, auch dassplbe Schriftzeichen zugeordnet sein.
Mit dieser Zuordnung sind auch die zugeordneten Schriftzeichen
geordnet; oder, wie wir in Analogie zu bekannten Ausdruckaweisen
sagen konnen: die Schriftzeichen kdnnen verschiedpne Stellenwerte.
erhalten. (Es kann z. B. z, an erster und auch an dritter Stella stehen
usw.). Jede solche Zuordnung nennen wir einen Schriftnamen.
Damit ist ein Schriftname — im gewohnlichen Sinna des Wortes —
ohne Zuhilfenahme einer raumlichen Anschauung genau beschrieben.

Die einem bestimmten k entsprechenden. Schriftnamen bilden
pine endliche Menge. Dies ist klar, wenn k die 1 ist. Die endliche
Menge besteht aus den pinzelnen z-Zeichen; sie ist demnach ~Z,.
Die Ausfiihrung der vollstandigen Induktion ist unmittelbar zu Uber-
sehen. Es sei die Menge der einem bestimmten k entsprechenden
Schriftnamen —2Zy. Wenn wir von k zu k' Ubergehen, kann eben
dem k' wieder jedes z zugcordnet werden. Und die Menge der k'
entsprechenden Schriftnamen ist geradezu é&quivalent der Ver-
bindungsmenge B, [Z, Zy), demnach gewi3 endlich.

Die Menge aller Schriftnamen ergibt sich hieraus als ab-
zéhlbar unendlich; sis ist geradezu eine abzdhlbar unendliche Menge
endlicher, elementenfremder Mengen.

Man gelangt zur Schriftsprache, wenn man jedem Elements
einer bestimmten Teilmenge der Menge aler Schriftnamen ein be-
stimmtes Ding umkehrbar eindeutig zuordnet; wahrend jena Schrift-
namen, die nicht Elemente jener Teilmenge sind, as ,sinnlos" iiber-

! Auch in der songt auBerordentlich genauen Daratellung von Haaaenberg
a. a 0. §120) wird dieser Teil der Betrachtung als Selbetverstandlich hingestellt.

14*
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haupt nicht gebraucht werden. Jene Zuordnung gewisser Schrift-
namen und Dinge ist eins genaue Abbildung des die Dinge (ds
Erlebnisse, bzw. die Erzeugung der Dinge) umfassenden Denk-
bereichs in einer fertigen (idealen) Sprache.® Die einer so be
stimmten Schriftsprache zugehdrigen Schriftnamen sind Elemente
einer Teilmenge der Menge aller Schriftnamen. Diese, ads abzahlbar
unendliche Menge kann im w-Typus geordnet werden, und es ist
damit auch jene Teilmenge wohlgeordnet.
Dabei haben wir es mit einem DenkpiDzesse zu tun, der ver-
schiedene Denkbereiche benutzt. Diese sind:
a) der Denkbereich A, dem die durch jene Sprache bezeichen-
baren Erlebnisse (Dinge) angehoren,
b) Der Denkbereich X, der die Menge der Schriftnamen definiert,
und endlich
¢) der Denkbereich |4, Z}. dessen Erlebnisse die Aquivalenz-
beziehungen zwischen den Erlebnissen in A und den Ele-
menten der in b) definierten Menge sind.

21. An diese ,endliche Bezeichnung" der in einer bestimmten
Sprache beschriebenen Erlebnisse schlieBen wir die Besprechung
gewisser ,Antinomien"” an. Wenn auch diese Antinomien nichts
anderes as Fehlschliisse sind, in denen wir wieder verschiedene
Dinge as nichtverschieden annehmen, wird ihre genauere Besprechung
doch nicht Uberflussig sein. Die genaue , LOsung" dieser Antinomien
beseitigt nicht nur gewisse Zweifel an der Sicherheit unseres , not-
wendigen" Denkens; sie lehrt uns auch, die Prazision unseres Denkens
sorgfaltiger zu pflegen.

Die einfachste und eben darum lehrreichste solche Antinomie
ist die von Dixon? besprochene.

Inirgend einer Kultursprache, z. B. der deutschen Schrift-
sprache, besitzen wir fiir jede beliebige ,ganze Zahl"® entsprechende
Schriftnamen, z.B. ,eins", ,tausend" usw. Die Schriftnamen, die
aus weniger als tausend Schriftzeichen bestehen, bilden eine endliche
Menge; jene ganzen Zahlen, die in deutscher Sprache diesen aus
weniger as tausend Schriftzeichen bestehenden Schriftnamen zu-

1 Unter den Erlebnissen kénnen und sollen sich auch die Erzeugung von
Dingen, wie z. B. Numeratoren, befinden. Jed entails kénnen wir in den sog
Kultursprachen jede naturliche ganze Zahl so , beZeichnen".

2 Proceedings of the London Mathematical Society 1906. Eine davon
prinzipiell kaum untereuhieclene Fassung, die von Berry herrihrt, wird aus
fuhrllch vun Russel | besprochen (American Jour nal of Mathematics, ed. 3D, 1908).

®Darunter die positiven ganzen Zahbn, wie immer — also als Nume-
ratoren, oder auch als Hardinalzahlen — ver standen.
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geordnst sind, bilden auch eine endliche Menge. Und ,es gibt dem-
nach eine bestimmte kleinste ganze Zahl, deren Schriftnamen saint-
lich tausend oder mehr Schriftzeichen enthalten". (DieSelbe Zahl
kami namlich mehrere Schriftnamen besitzen.)

Offenbar — so heiBt es weiter — ist aber dieser letzte Satz auch
ein Schriftname dieser bestimmten Zahl. Und dieSe Zahl, deren
Schriftnamen tausend oder mehr Schriftzeichen enthalten missen,
hat demnach auch einen Schriftnamen, der weniger da tausend
Schriftzeichen enthalt; womit ein -unloslichpr® Widerspruch ge
geben scheint. Dieaer ,unldsliche Widerspruch" beruht aber auf
einem ganz evident en Fehlschlusse. Der angezogene Satz ist
gar kein Schriftname jener Zahl, sondern Schriftnanie
einer Definition dieser Zahl. |hm zugeordnet ist nicht
die Zahl, sundern eine Regel, nach der diese Zahl von jedem
andern Dinge unterschieden, und demnach — bei den vorliegenden
speziellen Verhaltnissen — in einer endlichen Rpihe von Schritben
bestimmt werden kami. Wenn die Zuordnung \A, -\J klar genug in
unseiin eewufitsein vorhanden ist, wird der Schriftname jener Zahl
unniittelbar die Vorstellung jener Zahl erzeugen. Der Schriftnanie
der Regel erzeugt nur die Vorstellung des Denkprozesses, der die
Zahl bestimmt. Die Antinomie entsteht, wenn wir diese Regel mit
der durch sie bestimmten Zahl verwechseln; und es wird ein
iimiienser Aufwand an Mitho notwendig sein, urn mit Hilfe dieser
Regel die gesuchte Zahl, d.h. ihren Schriftnamen, wirklich zu finden.

DaR das impréadikative Element des Satzes allein uns schon
zwingt, den Satz as sinnlos zu verwerfen — wie Poiiirare ursprung-
lich nieinte — kann nicht richtig sein. Um dies einzusehen, geniigt
es, den folgenden deutschen Satz zu bilden: , Die kleinste ganze Zahl,
deren Schriftnamen in deufcscher SprachD samtlich mehr as tausend
Schriftzeichen enthalten, ist N* |wo fur N der Schriftname jener
Zahl zu setzen ist).

Spater hat Poincare seine Ansicht modifiziert und die Quelle
der Dixonschen AntinDinie in den folgenden eetrachtungen zu finden
vernieint.!

Indem wir fragen, Db ein Schriftname weniger as tausend
Schriftzeichen enthélt oder nicht, nehrnen wir implizito an, daf die
entsprechende Einteilung der Schriftnamen schon gegeben und un-
veranderlich ist. Das ware aber unmoglich. Eine soluhe Klassen-
einteilung ist ja erst daun gegeben, wenn wir alls Schriftnamen mit
weniger as tausend Schriftzeichen uberblickt und ale jene ausge-

! Revue de Métuphyeitiue et de Morale, 1909, S. 4817435,
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schieden haben, die sinnlos sind. Unter diesen Schriftnamen , gibt
es abpr solche, die erst nach gpschehpner Klasseneintpilung enpn
Sinn prhalten, eben jene, wo die Klasseneinteilung selbst in Frage
konimt". Dffenbar ist das abpr falsch; die dem Schriftnamen ent-
sprechende Denkregel hat einpn bestimmten klaren Sinn, auch wenn
die Klasseneintpilung uns nicht bekannt ist. Dall wir mangels der
betreffenden Daten die Regel nicht beniitzen konnen, hat mit dem
Sinne der Regel nichts zu tun.

Nach Poincaré ,konnte dann endlich die Klasseneintpilung der
Zahlen erst dann crfolgen, wenn die Auswahl der Schriftnamen schon
erfolgt ist; aber auch umgekehrt die Auswahl der Schriftnamen erst
dann erfolgen, wenn die Klasseneintpilung der Zahlen schon erfolgt
ist. Und deshalb ist sowDhl die Klasseneinteilung wie die Auswahl
der Schriftnamen unnidglich". Damit ist ein DenkprDzefi as un-
mbglich hingestellt, den wir doch mit der gréften Sicherheit aus
fithren! Esist unmittelbar klar, dal? dabei einem wichtigen Urnstanda
nicht Rpchnung getragen wurde. Die Schriftnamen der Sprache
kbnnen auch solchen Erlebnissen entsprechen, die an der fertigen
Sprache entstehen. Wer wirde z. e. den Sinn enes Schriftnamens
leugnen, wie z. e ,dieses Ding heiBt in deutscher Sprache eine
RDSB" ? Jede Sprache ist fahig, auf die Sprache belizgliche impradi-
kative Satze zu bildden.

Das ganze ,,Problem" ist mit der eemerkung prledigt, dae der
Schriftname der Definition eineS Dinges durchaus
nicht mit dem Schriftnamen des Dinges selbst ver-
wechselt werden darf.

Als endlich-definiert, genauer als in einer bestimmten Sprache
endlich definiert, hat man bisher — ich selbat in friheren Publi-
katiDnen® — ein Ding bezeichnet, dem in der betreffenden Sprache
ein Schriftname entspricht. Nach diesen Erdrterungen werden wir
ein Ding endlich-definiert nennen kénnen und nennen miissen, wenn
ein (endlicher) Schriftname fir eine Definition des Dinges vorliegt.
Andrerseits wird das aber von dem Falle, wo das Ding Selbst einen
(endlichen) Schriftnamen besitzt, wohl zu unterscheiden sein.

! Der Verfasser zieht hiermit die mengentheorotischen Folgerungen seiner
Noten in Math. Ann., B. 91 u. 63 |Acta Mathematica, ed. 3D u. 31) zuriick.
Seine endgultigen Ansiuhten Uber den Gegenstand sind in diesem eu une sD aus
fuhrlich dargestellt, dae ea wohl nicht nbtig ist, auf die beachtenswerte Kritik
besondeis einzugelien, zu welcher diese Noten die Herron Hobson (Proceedings
of the London Mathematical Society (2) Bd. 41), Vivanti Rendiognti del Cir-
coun Matemati DU di Palermu, ed. 25) u. a. verani aet haben.



Achtes Kapitel.

Die Fundamentalsatze der Canturschen Mengenlehre.

Der Aquivalenzsatz.

1. Die Tatsache, rlae M und N aquivalente Mengen sind, d. h.
die Tatsache, dae zwischen den Dingen, die Elemente von M bzw. N
sind, eine umkehrbar eindeutige eeziehung hergestellt werden kann,
ist ein unmittelbarea Ergebnis der Anschauung, ein Erlebnis, das
sich eigentlich gar ment auf die Mengenbegriffe, sondern auf die diese
Mengenbegriffo definierenden Dingo bezieht. Wenn wir trotzdem
|bisher und auch weiterhin) von der Aquivalenz der Mengen sprechen,
so geschieht dies einesteils, weil wir den damit verbundenen be-
quemen Ausdruck nicht missen wollen, andrenteils aber auch, weil
wir ja die Aquivalenz fur die Theorie der Mengen verwerten und nur
ausnahmsweise die Aquivalenz soldier Denkbereiche [G] und [H]
|Kap. 11, Art.9) in eetrachb ziehen, die zur eildung konsistenter
Mengen nicht geeignst sind.

Mit der Anschauung, dae die Elemente VDIl M und N, und auch
die Elemente von N und P, in umkehrbar eindeutiger eeziehung
zueinander stehen, d. h. mit der Anschauung, dae M~N und
N — P ist, erleben wir auch die Anschauung M — P. Es st
,,-M-P" ein Teilerlebnis von ,M ~N und N ~P".

Statt dessen , berufen" wir uns auf den ,allgemein giiltigen"
(Anschauungs:) Satzz Wenn M~N und N~P, ist auch N—P.
Wir werden diese Aussage vielfach statt der fruher hingeschriebenen
benlibzen, obwohl die logisch deduktive Form dieser Aussage ihreni
Inhalte nicht vdllig entspricht. Wenn wir die eigentliche eedeutung
des Satzes einmal betont haben, kann diese Form des Satzes keinen
Schaden anrichten; eS ware aber richtiger die der bgischen De-
duktion entnommenen Wendungen der Sprache in Fallen, WD von
logischer Deduktion eigentlich gar keine Rede ist, zu vermeiden. In
dissen sprachlichen Wendungen geschieht durchweg ein unbewuBtes
,,Axiomatisieren" gewisser Anschauungen. Hatten wir festgesetzt,
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daR jeder Denkbereich, der Aquivalenzen enthalt, auch die axioma-

tische Form
[X~Y) % ¥ ~Z)]([X ~Z]

enthélt, so wére diese ,Axiomatisierung" klar zum Ausdrucke ge-
langt. Wenn diesnicht explizite geschieht, hat das seinen guten Grund.
Um unser Denken endgultig zu beschreiben, muf} auch das , Axio-
matisieren" irgendwo aufhdren, und die SchluRresultate ergeben
sich as Anschauungen an einem mdglichen und widerspruchslosen
Denkbareiche. Damit miissen wir uns einmal zufrieden geben; nichts
hindert uns, einen neuen Schritt zu fordern und die so erhaltenen
Anschauungen in neuen Formen zu axiomatisieren und wieder die
Mdoglichkeit und Widerspruchslosigkeit des so konstruierten neuen
Denkbereichs zu konstatieren. Damit wird allerdings der Klaube
an die Zuverlassigkeit unsres Denkens von neuem vertieft. Es ist
aber fur die hier in Betracht kommenden Gebiete die Anwendbar-
keit der hier entwickelten Methoden unmittelbar klar und einleuchtend,
so daf} der Abschluf3, der jetzt durch Berufung auf die Anschauung
geschieht, uns as vallig natlrlich erscheint, um so mehr, as jene
(historisch jedenfalls sehr merkwirdige) Skepsis, die sich auf Grund
der sog, Antinomien entwickelte, mit diesen selbst doch wieder ver-
seil windet.

2. In dem sog. Aquivalenzsatze wird das Erlebnis, daR
gewisse Mengen &quivalent sind, as Teilerlebnis eines anderen Er-
lebnisses erhartet, das in gewissen Fallen der unmittelbaren Anschau-
ung leichter zugénglich ist. Die Beschreibung der Verhdltnisse, die
jene Aquivalenz zur Evidenz bringen, pflegen wir ,Beweis" des
Aquivalenzsatzes zu nennen, obwohl durchaus keine logische De-
duktion, sondern eine demonstratio ad oculos, eine Berufung auf
gewisse Anschauungen erfolgt, die ,unabweisbare Tatsachen" sind.
Den erkenntnistheoretischen Inhalt dieser ,Berufung" haben wir
eben auseinandergesetzt. Es wird daher ohne weiteres gestattet
sein, die ,logische" Sprechweise zu benitzen.

Der wesentliche Inhalt des Aquivalenzsatzes, dessen Verall-
gemeinerung dann ohne Schwierigkeiten erfolgt, ist in folgendem An-
schauungsgesetze  enthalten.

Ist A, eine Teilmenge von A; ,A; sine Teilmenge
von A und A,~A, so ist auch A; —.A.

Jene Elemente von A, die nicht Elemente von A; sind, bilden
eine Teilmenge von A, die mit B; bezeichnet werden kann; jene
Elemente von A; die nicht Elemente. von A, sind, bilden eine Teil-
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menge von A; (und auch eine Teilmenge von A), die mit B, bezeichnet
werden kann, und es ist offenbar A dann geradezu die Vereinigungs-
menge von A; und Bj; und A; wieder die Vereinigungsmenge von
A, und By; oder endlich A die Vereinigungsmenge von A, B, und B;

Mit A, muf3 auch A eine ,Nullmenge" sein; ist A, eine uneigent-
liehe Teilmenge von A, ohne ,Nulhnenge" zu sein, so da A und A,
dieselben Elemente enthalten, so ist dies auch mit A; der Fall und
A — A; wird unmittelbar evident.

Es ist demnach nur der Fall genauer auseinanderzusetzen, in
dem A; und A, eigentliche Teilmengen von A sind, und auch A,
eigentliche Teilmenge von A; ist. Den eingefiihrten Bezeichnungen
entsprechend ist dann auch B; eigentliche Teilmenge von A und
B, eigentliche Teilmenge von A;.

Es sei nun b ein Element von B; das demnach kein Element
von A; und auch kein Element von A, ist. Die bekannte umkehrbar
eindeutige Atmivalenzbeziehung zwischen A und A, bestimmt ein
zu b gehdriges Element von A, das mit b bezeichnet werden mége.
Ebenso bestimmt dieselbe Atmivalenzbeziehung das zum Ele-
mente b™ von A gehérige Element b® von A, Ist man bei dieser
Bestimmung zu einem Elemente b® gelangt, so bestimmt dies
wieder ein Element von A, das mit b*) bezeichnet werden mége.
Die vollstandige Induktion zeigt, da in dieser Weise jedem Ele-
mente b von B! eine abzéhlbar unendliche Menge von Elementen
der Menge A entspricht, die der Numeratorenmengo Z umkehr-
bar eindeutig zugeordnet und mit dieser zugleich im w-Typus
geordnet ist. In dieser aus b erzeugten Menge ist b, das erste Element,
ein Element von B; ,edes andere Element ein Element von A,
Diese Elemente sind durchweg verschieden; sonst gabe es ein erstes
Element b", das spater as b® wieder auftritt. Dann muBte aber
auch das dem b™ unmittelbar vorangehende Element mit jenem
Elemente iibereinstimmen, das dem b® unmittelbar vorangeht. Das
ist unméglich; sonst ware b™ gar nicht das erste solche Element,
und demnach von sich selbst verschieden. Es kénnte also b™ nur
b selbst sein; auch das ist unmdéglich; jedes auf b folgende Element
ist Element von A,, wahrend dieses selbst nicht Element von A, ist.

Sind b und b; zwei verschiedene Elemente von B;, so werden die
aus b bzw. b; erzeugten Elemente durchweg verschieden sein. Wére
b® das erste Element, das von einem Elemente b; (' nicht verschieden
ist, so muRte wegen der zugrunde gelegten umkehrbar eindeutigen
Beziehung das dem b® unmittelbar vorangehende Element von dem
b, (')unmittelbarvorangehenden Elemente nicht verschieden sein.
Das ist ,unmoglich”, es muBte also b™ oder b,") das erstB Element
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der Menge, d.h. b bzw. b; sein; aber auch in diesem Falle ist die Un-
moglichkeit unmittelbar evident.

Die Elemente von B; bestimmen demnach eine Teil-
menge von A, die mit A; bezeichnet werden mag —nam-
lich die Menge derjeniger Elemente von A,, die der aus irgend oinem
Elemente b von B; entstammenden Reihe angehéren; A; wird im
allgemeinen auch ene eigentliche Teilmenge von A, sein.

Jedenfalls ist es flr jedes Element von A, entschieden, ob es
Element von A; ist oder nicht.

Um diese Entscheidung fir irgend ein Element a von A, zu
treffen, hat man auf Grund der umkehrbar eindeutigen Aquivalenz-
beziehung zwischen A und A, das Element aus A zu bestimmen,
das dem a als Element von A; entspricht. Dies s& das ,dem a un-
mittelbar vorangehende Element von A" ist diesss ein Element von
A,, so kann dieser Prozel? wiederholt werden; ist aber a ein Element
von Az so muBl die Mdglichkeit der Wiederholung des Prozesses
nach einer endlichen Anzahl von Schritten aufhéren, indem wir zu
einem Elemente b von B; gelangen. Dann ist eben a ein Element
von As, das bei Erzeugung der aus b entstammenden Reihe auftritt.

Die M dglichkeit der Bestimmung enes ,, unmittelbar vorangehen-
den" Elementes kann auch so aufhoren, daR wir zu einem Elemente
von B, gelangen; oder es kann auch bei jedem endlichen Schritte
ein unmittelbar vorangehendes Element bestimmt werden. In diesen
Fallen ist es evident, daR das Element a von A, kein Element von
Az ist.

Wir koénnen auf Grund dieser Tatsachen folgende umkehrbar
eindeutige Aquivalenzbeziehung zwischen A und A; statuieren. |st
X ein Element der als B; oder A; bestimmten Teilmengen von A, so
soll diesem Elemente dasselbe Element von A, entsprechen, wie in
der supponierten Aquivalenzbeziehung zwischen A und A, Ist aber
x ein Element von A, das weder in B; noch in A; enthalten ist, so
soll es sich selbst als Element entsprechen. Dies ist demnach fir
jedes Element der Fall, das Element von B, oder A, ist, ohne jedoch
in letzterem Falle Element von A; ZU sein.

Es ist evident, daR die SO gegebene Zuordnung umkehrbar ein-
deutig ist, und daR die allen Elementen von A zugeordneten Elemente
alle Elemente von A, mit Ausnahme der in B; enthaltenen Ele-
mente, d. h. die Elemente von A; sind. Man hat demnach in der
Tat A~ A; g. e d. Das ,quod erat demonstrandum" ist dabei
im engsten Sinne des Wortes als Demonstrieren des Augenscheins
zu verstehen.
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3. Der allgemeine Aquivalenzaatz® ist ein Anschamings-
gesetz, dessen Evidenz sich beinahe unmittelbar aus dem soeben
erharteten Satze ergibt.. Er lautet:

Sind M und N irgendwelche Mengen und hat man
M ~N; sowie N~M;, wo M; eine Teilmenge von M, und
N; eine Teilmenge von N bedeutet, so ist auch M = N.

Wegen M —N; gibt es eine Teilmenge N, von N;, fiur die
N, ~M; ist; es ist aber dann auch N, —~N. Es ist demnach N,
Teilmenge von N;, N; Teilmenge von N und N;~N; dies ergibt
nach den Erdrterungen in Art. 2 auch N;~N und wegen M ~ N;
in der Tat auch

M ~ N.

So erkennen wir z. B. auf Grund des eben entwickelten Satzes,
dal3 die Menge der (echten endlichen oder unendlichen) dyadischen
Briiche D, und die Menge der echten (endlichen oder unendlichen)
Dezimalbriiche X aquivalent sind, und zwar erlangen wir diese An-
schauung in rein formaler Weise, ohne Berufung auf die , Bedeutung"
jenpr Gebilde als reelle Zahlen. Jeder dyadische Bruch kann geradezu
als Dezimalbruch interpretiert werden, und es ist auf Grund dieser
Interpretation D einer Teilmenge von X aquivalent. ‘Umgekehrt
kann aber aus jedem Dezimalbruch ein dyadischer Bruch hergestellt
werden,.wenn wir festsetzen, da an die Stelle der Ziffer ,K" immer

' Der allgemeine Aquivalenzsatz ist zuerst von Cantor ausgesprochen
(Zeitsuhr. f. Philosophie, Bd. 91; Math. Annalen Bd. 46) und bald darauf
von Bernstein bewiesen worden. Der Beweis von Bernstein findet sich
zuerst in einem BorelscliBn Buche: Lecons sur la théurie des fonetions, Paris 1898,
S. 103. Der lange Zeit als richtig anerkannte ,Beweis’ von Schroder (Nova
Acta Leop., 71, 1898) wurde von ihm selbst als unrichtig erkannt; siehe: Kurselt,
Math. Ann. Bd. 70, S. 294. Ein fir den ,M&chtigksitskalkil" prinzipiell wichtiger
neuer Bewels ruhrt von Zermelo (Géttinger Nachr. 1901) her.

Die im Jahre 1908 unabhangig voneinander entstandenen Beweise von
Hessnberg (GrundbegriffB der Mengenlehre, Géttingen 1906) und mir (Comptes
rendus, Juli 1906) vermeiden die Bezugnahme auf das Bxplizite Prinzip der voll-
standigen Induktion und benutzen nur den in Kap. 111, Art. 1 erérterten Bild-
prozel, sowie den daraus entstehenden Reihenbegriff. Allerdings zeigen gerade
die Entwicklungen dieses Buches, daR diese Unterscheidung durchaus nicht
wesentlich ist. Im Texte ist der Hessenbergsche Grundgedanke benutzt.

Ein neuer Beweis von Zermelo (Math. Annalen Bd. BS S. 272; zuerst publi-
ziert in einem Artikel von Poinuaré in Revue de Métaphysique et Morale, 1906;
S. 314—315) vermeidet aus prinzipiellen Griinden jede Bezugnahme auf geordnete
Reihen vom Typus w oder das Prinzip der vollstdndigen Induktion, und setzt
dafir die — von ihm sogenannte — ,Dedekindsche Kettentheorie"; womit
aber, wie ich glaube, viel weitergehende neue Ansohauungspostulate gesetzt
worden, als es fur diesen Teil der Mengenlehre notwendig ist. (Siehe diesbeziig-
lich Kap. I I'l, Art. 12)) Der ebenfalls 1906 veroffentlichte Beweis von Peano
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 21, S. SXO) ist von diesem
Zermeloschen Beweis nicht wesentlich verschieden.
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eine 1 gesetzt werde, der k Nullen vorangehen. So entsteht
z. B. aus
+3D5D1....
der dyadische Bruch
.00011000001101....

Diese Beziehung ist umkehrbar eindeutig und ergibt offenbar,
dall X einer Teilmenge von D aquivalent ist. Damit ist aber nach
dem Aquivalenzsatze auch eine Aquivalenz D —X festgelegt.

4. Diu Aquivalenzsitze beziehen sich, wie schon bemerkt wurde,
de facto nicht auf Mengen, sondern auf gewisse Denkbereiche [G]
[H], ... die so definiert sind, daf ,x qual. G" dann und nur dann dem
Denkbereiche angehért, wenn x durch die G-Eigenschaft , gegeben”
ist, d. h. wenn es eine unabweisbare Tatsache ist, dal x die G-Eigen-
schaft besitzt. (Ahnlich fir [H] usw.) Offenbar ist nun ene leicht
ersichtliche, aber im sprachlichen Ausdrucke doch kompliziertere
Formulierung notwendig, um die Aquivalenzsitzo in dieser allge-
meinen Gestalt auszusprechen, wo sie so ziemlich alles enthalten,
was wir von den allgemeinsten Kollektivbpgriffen wissen.

Insbesondere wird der in Art. 2 behandelte Satz folgende Ge-
stalt annehmen:

Es seien durch unmittelbare Anschauung die Dinge
bekannt (,gegeben"), welche die A-Eigenschaft, die A;-
Eigenschaft oder die A,-Eigenschaft besitzen. Diese
Eigenschaften seien ferner so beschaffen, dal jedes
Ding, das die A,-Eigenschaft besitzt, auch die A;-Eigen-
schaft besitzt, und jedes Ding, das die A;-Eigenschaft be-
sitzt, auch die A;-Eigenschaft besitzt. Es sei endlich
[A]~[A2], d. h. es bestehe eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung (eine Aquivalenzbeziehung) zwischen allen
Dingen, welche die A-Eigenschaft besitzen, einerseits,
und allen Dingen, welche die A,-Eigenschaft besitzen,
andererseits.

Dann ist auch [A]-[A;], d.h. es besteht auch eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Dingen,
welche die A-Eigenschaft besitzen, einerseits, und den
Dingen, welche die A;-Eigenschaft besitzen, anderer-
seits. Und es kann eine solche - Aquivalenzbeziehung", so wie friiher,
aus der Aquivalenzbezienung [A] ~[A; direkt abgeleitet werden.

Fir die neue Fassung der in Art. 2 beschriebenen Denkprozesse
wird es vielleicht noch gut sein, zu bemerken, daR wenn wir dort
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jene Elemente von A, die nicht Elemente von A; waren, ds Elements
ener Tellmenge B; von A auffallten, wir jetzt von einer B;-Eigen-
schaft sprechen miissen, die wir jedem Dinge beilegen, welches die
A-Eigenschaft besitzt, ohne die Aj;-Eigenschaft zu besitzen usw.

Fiir den in Art. 8 behandelten ,allgemeinen Aquivalenzsatz"
erhalten wir ebenso die folgende, von dem Begriffe der (gewdhnlichen)
Menge unabhéngige Fassung:

Wenn jedem Dinge, das diu G-Eigenschaft besitzt,
in umkehrbar eindeutiger Weise ein Ding zugeordnet
ist, das die H-Eigenschaft besitzt, und auch umgekehrt
jedem Dinge, das die H-Eigenschaft besitzt, in um-
kehrbar eindeutiger Weise ein Ding zugeordnet ist, das
die G-Eigenschaft besitzt, so besteht zwischen allen
Dingen, welche die fr-Eigenschaft besitzen, und allen
Dingen, welche die H-Eigenschaft besitzen, eine um-
kehrbar eindeutige Zuordnung, d. h. eine Aquivalenz-
beziehung.

Der Cantorschs Satz.

5. Es & M irgendeine konsistente a-Menge; T irgendeine ihrer
Teilmengen, die selbstversténdlich auch a-Menge ist. T ist, wie
wir schon gesehen haben, dann jedenfalls auch eine konsistente
Menge (Kap. VI, Art. 16). Wir erhdrten dann ohne Schwierigkeit
die Evidenz des ds ,Cantorscher Satz" bekannten Anschauungs-
gesetzes.

Wenn man jedem Elemente von M eine und nur
eine Teilmenge von M zuordnet, so kann diese Zuord-
nung niemals eine Aquivalenzbeziehung zwischen allen
Elementen von M einerseits, und allen Teilmengen von
M andererseits ergeben.

Oder in etwas einfacherer, wenn auch nicht so préziser Gestalt:

DIE Aquivalenzbeziehung zwischen allen Elementen
und allen Teilmengen einer konsistenten Menge M ist
unmdoglich.

Unter der engeren Voraussetzung, dald3 auch die Menge aller
Teilmengen von M konsistent ist, d. h. da die Potenzmenge BM
von M ,existiert", erhalt der Satz endlich noch die Gestalt:

Sind M und BM konsistente Mengen, so ist die Aqui-
valenzbeziehung M ~BM unmdglich.

Die Unmdglichkeit einer bestimmten Anschauung ergibt sich
aus der Unmdglichkeit ener Anschauung, die Teilerlebnis JBner
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bestimmten Ansehauung ist. Der Nachweis eines solchen Teil-
rlebnisses ist einpr der einfachsten und doch auBerordentlich frucht-
baren Denkprozesse, die in der Mengenlehre zur Anwendung gelangen.

Jener vorausgesetzten Aquivalenzbeziehung entsprechend, ge-
hort zu jedem Dinge X, das Element von M ist, eine bestimmte
Teilmenge von M, der wieder das Element x von M entspricht.
Dies gestattet uns eine bequeme Bezeichnungsweise. Die der sup-
ponierten Aquivalenzbeziehung nach dem Elemente x. von M umkehr-
bar eindeutig zugeordnete Teilmenge von M bezeichnen wir mit T.
Der Voraussetzung nach erhalten wir aus Ty alle Teilmengen von M,
wenn fur x alle Elemente von M gesetzt werden.

Die beschriebenen Anschauungen gestatten jetzt die Bildung
einer bestimmten Teilmenge U von M in folgender Weise. Ein
Element u von M soll dann und nur dann Element von U sein, wenn
u kein Element von T, ist. Wegen der Konsistenz von M ist diese
Teilmenge von M wieder durch einen moglichen und widerspruchs-
losen Denkbereich definiert, sie ,existiert", wie wir diese Tatsache
kurz auszudricken pflegen; und muB, da alle Teilmengen in dieser
Bezeichnung erscheinen, von einer durch T, bezeichneten Teilmenge
nicht verschieden sein. Das ist aber in der Tat unmdglich; denn
U und T, unterscheiden sich gewi3 in dem Verhalten des Elementes
v von M. Esist v dann und nur dann Element von U, wenn v kein
Element von Ty ist. Die Teilmenge U ware von jeder Teilmenge T,,
d. h. von allen Teilmengen verschieden, und das ist eben im formalen
und auch im dogmatischen Sinne des Wortes ,,unmdglich”.

Damitist die Evidenz des Cantorschrn Satzes erhartet. Offenbar
ist aber diese Unmdglichkeit nur dann tatsachlich Gegenstand der
Anschauung, wenn die Anweisung zur Bildung der Teilmenge V
einwandfrei ist. Dies ist nur dann der Fall, wenn M konsistent ist.
Die Anweisung zur Bildung von U kann dann ausgefiihrt werden;
sobald aber M nicht konsistent ist, kann eben jene Anweisung eine
,unmégliche" Forderung enthalten, und (UB Teilmenge U , existiert"
nicht. Jene Anweisung , mufll" wenigstens nicht ausfiihrbar sein;
und wenn wir dies trotzdem annehmen, konstatieren wir eine Tat-
sache als unabweisbar, die eben nicht unabweisbar ist; d. h. ,wir
begehen einen Irrtum". Dieser ,Irrtum"” ist die Grundlage der sog.
»Antinomie der Menge aller Dinge", mit der wir uns alsbald noch
naher beschéaftigen werden.

Die Bildung der Teilmenge U wird (nach einem der raum-
lichen Anschauung zuganglichen speziellen Falle) as das ,,Cantor-
sche Diagonalverfahren" bezeichnet. Wenn namlich die Menge
M abz&hlbar unendlich ist, und ihre Elemente, auf Grund der Aqui-
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valenzbeziehung zu Z, geordnet gedacht werden, kdénnen wir ena
Tafel

T To Te

a 0 1 1
b 1 D 0
c 0 0 1

konstruieren, wo die Zeichen 0, 1 andeuten, daR z.B. bin T, enthalten,
b in Ty nicht enthalten ist usw. Wenn wir dann in der ,Diagonale."
fur 0 die 1 und fur 1 die O setzen, erhalten wir offenbar die Bestim-
mung von U.

Das Kontinuum T, kann nach dem Cantorschen Satze keiner
abzéhlbar unendlichen Menge &quivalent sein, es ist ja die Potenz-
menge von Z, Dal s, als unendliche Menge keiner endlichen Menge
aquivalent ist, haben wir schon fruher erhértet.

Der Cantorsche Satz zeigt demzufolge die Existenz ,trans-
zendenter" Zahlen, d. h. solcher Zahlen, die nicht algebraisch sind.
Dazu ist noch der Nachweis notwendig, dall auch die Menge der
yalgebraischen" Zahlen abz&ahlbar unendlich ist. Dem Plans dieser
Darstellung entsprechend gehen wir aber auf diesen allerdings sehr
wichtigen, aber doch speziellen Teil der Theorie des Zahlenkontinuums
nicht weiter ein.

Dia sogenannte ,Antinomie der Menge aller Dinge".

5. Wir bezeichnen als A-Eigenschaft eines Dinges die Eigenschaft,
eben ,ein Ding zu sein". D. h. auf Grund dieser A-Eigenschaft
ist jedes Ding als ,gegeben" zu betrachten. Als A;-Eigenschaft
enes Dinges bezeichnen wir die Eigenschaft, eine (konsistente)
o-Menge zu sein. Als A,-Eigenschaft endlich die Eigenschaft eines
Dinges, eine (konsistente) «-Menge zu sein, die ein und nur ein
Element enthalt; kirzer nach Kap. 111, Art. 1: ,das f-Bild eines
bestimmten Dinges zu sein".

Die Anschauung erhartet dann unmittelbar die Aquivalenz
[A]—[A;]. Die Beziehung, die irgandein Ding dem f-Bilde dieses
Dinges zuordnet, und umgekehrt, ist ohne weiteres ersichtlich.
Ebenso sehen wir, daR jedes Ding, das die A,-Eigenschaft besitzt,
d. h. ein und nur ein Element enthaltende a-Menge ist, auch die
A,-Eigenschaft  besitzt, d. h. eben eine (konsistente) o-Menge ist.
Die Anschauung zeigt ferner, dal jedes Ding, das die A;-Eigen-
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Schaft besitzt, d. h. eine (konsistente) a-Menge ist, auch die A-Eigen-
schaft besitzt, d. h. ein Ding ist.

Die Voraussetzungen, die dem AquivalenzsatzB (in seiner ersten
Gestalt) zugrunde liegen, sind durchweg erfillt. Wir erharten dem-
nach nicht bloR die ,Existenz" einer Aquivalenzbeziehung

wir konnen sie auch angeben. Ist x irgendein Ding, das die
B;-Eigenschaft besitzt, d. h. keine konsistente a-Menge ist, so bilde
man die Relhe Sy . Jedem Elemente einer solchen Si-Reihe,
als einem die A-Eigenschaft besitzendem Dinge, ordnen wir das
f-Bild diesss Dinges zu, das wieder das zugeh¢rige Ding, das un-
mittelbar vorangehende Glied der Reihe bestimmt. Jedes Ding,
das nicht Glied einer S;;-Reihe ist, WO X keine a-Menge ist, sa sich
selbst  zugeordnet.

Offenbar ergibt sich so eine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung zwischen ,allen Dingen" und ,allen (konsisten-
ten) a-Mengen".

Die Annahme, dal? jeder wie immer geartete Kollektiv begriff
eine Darstellung als konsistente a-Menge zulafit, fihrt dann zu einem
Widerspruche, der offenbar auch ,unléslich" sein wird, da wir eben
von verschiedenen Dingen behaupten, dal se nicht ver-
schieden sind.

Die Annahme, dal} es eine konsistente a-Menge gibt, die ,jedes"
Ding as Element enthalt, verletzt offenbar die Grundnorm unseres
Denkens. Mit dieser Menge wéare auch jede ihrer Teilmengen kon-
sistent, so z. B. die a-Menge aller sich nicht enthaltenden a-Mengen,
die eben nicht konsistent ist, keine logische Existenz besitzt. Die
Anwendung des Cantdrschen Satzes ergdbe nun allerdings, dafl
eine Aquivalenzbeziehung zwischen ,jedem Dinge" und ,jeder
a-Menge" unméglich ist, wahrend wir doch diese Aquivalenzbeziehung
tatsachlich hergestellt haben; es wird uns aber nach den genauen
Begriffsbestimmungen, die uns jetzt zu Gebote stehen, wohl Uber-
haupt nicht mehr einfallen, den Cantorsehen Satz anzuwenden,
wenn die Anweisung zur Bildung der Teilmenge U (in Art. 5) Uber-
haupt nicht ausgefihrt werden kann. Wenn man die gewohnliche
Ausdrucksweise benutzt, ist das, wenn man will, eine ,L&sung"
Jener Antinomie, die seit zwei Jahrzehnten so viel Unheil angestiftet
hat. Se besteht eben darin, dal? wir erkannt haben, daR nicht jeder
Kollektivbegriff sich als a-Menge darstellen 14R3t, und dal der Cantor -
sche Satz eben nur fir konsistente a-Mengen und durchaus nicht
fur jeden Kollektivbegriff erhértet ist.
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Die Geschichte der , Antinomien" wird trotz ihrer meteorartigen
Kirze fur die Wissenschaft immer lehrreich bleiben; wenn nicht
anders, so doch as Beispiel falschen Denkens (ungeféhr wie das
Dividieren mit der Null). Allerdings wird das wichtigste solcher Bei-
spiele, die Menge aller Ordnungszahlen, noch spéter |Kap.|X, Art. 4)
zu betrachten sein. Es ist beinahe unglaublich, welche Verwirrung
diese Sog. Antinomien angerichtet haben. So wurde z. B. mehrfach
behauptet, daB, weil die ,Menge aller Dinge" auch mathematisch
nicht definierbare objekte enthélt, ihre Paradoxie den Mathematiker
»hicht sonderlich zu beunruhigen braucht". Es héatte demnach die
Tatsache, daf ,notwendiges, unabweisbares Denken zu Wider-
spriichen fihrt", fir den Mathematiker kein Interesse! Um ein
Hessenbergsches Scherzwort anzuwenden, ist diese ,L&sung"
des Paradoxons ,durch Festlegung im Druck fir absehbare Zeit
dem Schicksal entrissen, trotz ihrer Beliebtheit as mathematische
Stammtischunterhaltung eines Tages in Vergessenheit zu geraten"
und mufite eben deshalb auch hier erwahnt werden.

Dal die Theorie der Hollektivbegriffe mit der Theorie der
Mengen nicht erschopft ist, versteht sich fur uns jetzt wohl schon
von selbst; die néchstliegende Erweiterung ist wohl die, daf nicht
alle Elemente der ,Menge" in der Menge in ,gleicher" Weise ent-
halten sein missen. Der Ausgangspunkt solcher Betrachtungen
findet sich in der Verschiedenheit der Bedeutung des Wortes ,ent-
halten", wenn wir von ,sich enthaltenden" und ,ein bestimmtes
Element a enthaltenden" Mengen sprechen |s. Kap. ||, Art. 9).

Die Machtlgkeiten.

7. Die Tatsache, da X ~M, d. h. da die Mengen X und M
aquivalent sind, kann auch as ,Eigenschaft" der Menge X auf-
gefallt werden. X besitzt die Eigenschaft ,der Menge M &quivalent
zu sein". Wir nennen diese Eigenschaft ,die Méachtigkeit von M"
und sagen dementsprechend, dal X die Machtigkeit von M besitzt.
Wenn X ~M, sind die Aussagen, dal} eine Menge die Mé&chtigkeit
von X besitzt, und dal3 eine Menge die Mé&chtigkeit von M besitzt,
gleichbedeutend. Wir bezeichnen die Mé&chtigkeit von X, M usw.
mit X, M usw. und kénnen dann, indem wir das Zeichen der (ver-
allgemeinerten) arithmetischen Gleichheit einfuhren, statt X ~M
auch

Schreiben.  Dffenbar wird das Anschauungsgesetz, da mit M ~ N
und N ~ P auch M — P ist, sich jetzt folgendermalRen ausdriicken.
Kdnlg, Mengenlehre. 15
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Mit M =N und N = P ist auch M = P.

Dal} es sich auch hier nicht eigentlich um Mengen im strengen
Sinne des Wortes handelt, sondern um Denkbereiche [G], [H] usw.,
soll eben nur erwahnt werden.!

Wenn eine ,Machtigkeit" as solche angegeben werden soll,
werden wir kleine gotische Buchstaben anwenden, So dal z. B.

a=D0

uns sagt, da3 a und b Zeichen der Méachtigkeiten &quivalenter Mengen
(Denkbereiche) sind.

Als (verallgemeinerte arithmetische) Summe der M und N
zukommenden Mé&chtigkeiten

M4N
bezeichnen wir die Mé&chtigkeit der Vereinigungsmenge von M und N,

insofern diese as elementenfremd angenommen werden. Man kann
demzufolge die , Grleichheit"

e S

als Definition der Summe von Machtigkeiten ansehen. Ebenso ist
das (verallgemeinerte arithmetische) Produkt der M und N zu-
kommenden Maéachtigkeiten

M x N

die Machtigkeit der Verbindungsmenge von M und N, insofern diese
als elementenfremd angenommen werden. Die Gleichheit

B, M N)=MxF
definiert das Produkt von M und N. Selbstverstandlich haben diese

Aussagen auch in ihrer gekirzten (symbolischen) Form nur dann
einen , Sinn", konnen nur dann gebraucht werden, wenn die Ver-

! Nach Russell soll ,die Machtigkeit von M"' die Menge aller zu M &qui-
valenten Mengen sein. Insofern ja jeder Eigenschaftsbegriff als besonderer MBngen-
begriff aufgefalt werden kann, ist gegen diese Beschreibung des Méchtigkeits-
begriffs in erster Reihe nur einzuwenden, daf diese abermalige Verwendung
des Wortes ,Menge" in anders als bisher nuancierter Bedeutung unser Denken
erschwert. DaB X die Machtigkeit von M besitzt, ist eine Anschauung, bei deren
Erzeugung nur X und M zur Verwendung kommen; die Russellsche Definition
gibt also gewiB nicht die einfachste Anschauung, die dem Mé&chtigkeitsbegriff
zugrunde liegt. Die Russellsche Méchtigkeit und der gewdhnliche Machtig-
keitsbegriff sind in bezug aufeinander Funktionsbegriffe, die sich gegenseitig
bestimmen. Die Einfihrung des Russellschen Machtigkeitsbegrifis erklart
sich durch sein Bestreben, alle Kollektivbegriffe moglichst extensional aufzu-
fassen; womit jedoch eine gewisse Einseitigkeit in der Beschreibung unseres
Denkens unvermeidlich wird sehe Kap. |11, Art. 3 u. 5).
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Binigungsmengen ¥, bzw. W, oder wenigstens die entsprechenden
Denkbereiche logische Existenz besitzen.
Allgemein werden wir die Zeichen

a+b, a xb

fur die Méachtigkeit der Vereinigungs- bzw. Verbindungsmenge zweier
as elementenfremd gedachter Mengen benutzen, wenn diesen Mengen
die Mé&chtigkeiten a bzw. b zukommen. Die Anschauung lehrt (es
ist unmittelbar evident), da? bei einer den Festsetzungen ent-
sprechBndBn verschiedenen Annahme dieser Mengen die
Machtigkeit sich nicht andert.

Daraus ergeben sich fir Mé&chtigkeiten die unmittelbar evidenten
Anschauungsgesetze;

n+b=b+n,
pn+[b+)=[r+0)+c¢c,

axb=>0xnm,
axXbx)=[nxb Xc,
axb+r)=[axb)4xxr).

Die Zeichen =, +, X sind vorlaufig as verschieden von den
in den Grundlagen der Arithmetik eingefiihrten anzunehmen. Dal
aber jene Zeichen auch dort so interpretiert werden koénnen, dal
sie eben die jetzige Bedeutung erlangen, wird sich sehr bald ergeben.

8. Wir konnen jedem Elemente einer Menge B ein und nur ein
bestimmtes Element der Menge A zuordnen, ohne aber zu fordern,
dal diese Zuordnung umkehrbar eindeutig sei; so da aso auch ver-
schiedenen Elementen von B dasselbe Element von A zugeordnet
sein kann. Eine solche Zuordnung ist selbst Gegenstand der An-
schauung und kann demnach als Ding aufgefallt werden, das wir
eine A-Belegung von B nennen. Offenbar genligt es fur diese
Begriffshildung, statt von Mengen A und B von durch eine A-Eigen-
schaft und eine B-Eigenschaft ,,gegebenen Dingen" auszugehen.
Wir sprechen dann von der Menge der A-Belegungen von B, insofern
diese Ménge konsistent ist. Sollte dies nicht der Fall sein, so ist
statt der Menge wieder der Eigenschaftsbegriff ,eine A-Belegung
von B sein" zu setzen.' Wir wollen diese Menge mit A%, bzw. den
Eigenschaftsbegriff mit [A®] bezeichnen; sind endlich a und b die
Machtigkeiten von A und B, so soll die Machtigkeit von AP
mit n° bezeichnet werden.

15*
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AP heiRt ,die A-Belegungsmenge von B", und ihr der
Potenzbezeichnung nachgebildetes Machtigkeitssymbol geniigt den
formalen Regeln der Rechnung mit Potenzen.

Die Gleichheiten

ab x nf = El”‘, (|)
|z % B = a° x BE, (II)
(|||) 16} = gbxc
sind abgekiirzte (symbolische) Schreibweisen fur unmittelbar evidente
Tatsachen.

Sind A, B, Cirgendwelche Mengen, deren Ma&chtigkeiten durch
(a, b, c bezeichnet werden, so ist a¢ die Machtigkeit der A-Be-
legungsmenge der Vereinigungsmengen von B und C, insofern diese
as elementenfremd gedacht werden. Die A-Belegungen von B, (B,C)
bestimmen aber in umkehrbar eindeutiger Weise eine A-Belegung
von B und eine A-Belegung von C; aso auch ein und nur ein
Element von B, [A°, A). Es ist demnach

B, (A" ATy ="2%w"),
ein Anschauungsgesetz, das genau den Inhalt von |l) ausdrickt.
Ebenso ist durch

1B, (4, B)®=1,[47, BY)

der evidente Anschauungsinhalt von (Il) ausgedrickt. Eine A-
Belegung von C und eine B-Belegung von C bestimmen eben in
umkehrbar eindeutiger Weise eine Belegung von C mit Elementen
der Verbindungsmenge von A und B.

Ebenso ergibt

[45)7 = 48 & 1)

den evidenten Anschauungsinhalt von (Ill). Jede Belegung von C
mit Elementen der Belegungsmenge A® bestimmt in umkehrbar
eindeutiger Weise eine Belegung der Verbindungsmenge &, (B,C)
mit Elementen von A. Wenn zu jedem Elemente von C das zu-
gehérige Element von A®, d. h. eine A-Belegung von B gegeben
ist, so ist damit offenbar jedem Elemente der Verbindungsmenge
(BL) ein Element von A zugeordnet, d.h. eine A-Belegung von
B,\B,C) gegeben, aus der sich auch umgekehrt wieder die zu C ge
horige A-Belegung von B, d. h. das entsprechende Element von
(ABYC ergibt.

Es sei |indem wir die Benutzung der Numeratoren as Machtig-
keitssymbole fur endliche Mengen (sehe Art. 10) fir den Augen-
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blick schon als eingefiihrt annehmen) ,2" die Machtigkeit jener
Menge A, deren Elements die Schriftsymbole o und 1 und nur diee
sind. Es sei ferner M irgendeine konsistente Menge; dann koénnen
wir zwischen den Teilmengen von M einerseits und den Elementen
der Belegungsmengo AY andererseits unmittelbar eine Aquivalenz-
beziehung festsetzen. Einer Teilmenge T von M soll jene A-Be
legung von M entsprechen, in der jedem Elemente von M, das Ele-
ment von T ist, da3 Element 1 von A, jedem Elemente von M, das
nicht Element von T ist, das Element 0 von A zugeordnet ist.
Die Beziehung ist offenbar umkehrbar eindeutig und ergibt

Die Vergleichung der Machtigkeiten.

9. Sind M und N irgendwelche (konsistente) Mengen, zwischen
denen eine Aquivalenzbeziehung stattfindet, so besitzen M und N
»gleiche” Machtigkeit, und wir dricken dies durch das Symbol

M=N
aus, dessen Anschauungsinhalt mit dem des Symbols

M~N
Ubereinstimmt.
Ist M einer Teilmenge von N aquivalent, ohne da aber M~N
ware, so nennen wir die Machtigkeit von M ,kleiner" als die
Méchtigkeit von N, und schreiben dafir

M<N, N>M,
oder auch
M«N, N>M,

Es kann aber auch vorkommen, daf wir wohl wissen, daf M
einer eigentlichen Teilmenge von N &quivalent ist, aber nicht wissen,
ob M ~N ist, d. h. die Anschauung einer Aquivalenzbeziehung
zwischen M und N einfach fehlt, so da weder ihr Vorhandensein,
noch ihre Unmdglichkeit konstatiert ist. Wir schreiben dann

M<N,
M=s=N.

Fir spezielle Félle |z. B. Bndliche Mengen) kénnen wir uns denken,
daR wir ,alle" Zuordnungen der Elemente von M zu den Elementen
von N kennen, und fir ,jede" diessr Zuordnungen entscheiden,
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ob diese Zuordnung eine Aimivalenzbeziehung ergibt oder nicht;
so daR, wenn M = N ist, entweder die Anschauung M < N, oder
aber die Anschauung M ~ N, und zwar eine und nur eine dieser
Anschauungen auftritt.

DaR aber fur beliebige konsistente Mpngen mit M & N immer
eine und nur eine der Anschauungen M < N oder M ~ N sich er-
gibt, ist eine durch diese Analogie (unvollstandige Induktion) durch-
aus nicht erhartete Behauptung. lhre Evidenz ist Sache des Glau-
bens an die Zuverlassigkeit unseres Denkens, oder wenn wir wollen,
ein Anschauungspostulat, in anderer Auffassung ein synthetisches
Urteil a priori. DalR aber mit der Ablehnung jenes Satzes eine
Verletzung der Grundnorm unseres Denkens stattfinden mifte,
wird sich kaum erweisen lassen. Die erkenntnis theoretische
Stellung des Satzes ist ungeféhr die des ,Auswahlprinzips". Er
besitzt ,logische Existenz", seine Aufnahme in den die Verhaltnisse
der Mé&chtigkeiten beschreibenden Denkbereich wird keinpn Wider-
spruch ergeben. Es scheint — wenigstens bisher —nicht notwendig,
auf die Erhéartung dieser Tatsache naher einzugehen.

Jedenfalls aber wird es der Genauigkeit wegen angezeigt sein,
zwischen den Aussagen ,,a = b" und,,a < b oder a =b"' zu unter-
scheiden.

Fir endliche Mengen sieht man unmittelbar, dal3 immer einer
und nur einer der Félle

a<cb, a=0b, a>b ([l h D<a)

eintritt; ob bei nichtendlichen Mengen dieselbe , Trichotomie" —
wenigstens unter gewissen beschrankenden Bedingungen — statt-
findet, bleibt hier noch fraglich. Wenn fir zwei Mengen eine und
nur eine jener Relationen stattfinden muf3, nennen wir die Mengen
.vergleichbar". DaR sich die gegebenen Relationen jedenfalls
ausschlieRen, ist unmittelbar klar. Es konnte eben nur noch vor-
kommen, da3 keine von ihnen zulassig ist.

Der Inhalt des Aquivalenzsatzes &Rt sich nach diesen Fest-
setzungen in folgendem Satze aussprechen:

Ist a£b u 1bsa, so muk auch o = b sein.

'DaR n < b und @ =b sich gegenseitig ausschlieRen, ist unmittelbar klar.

Man bemerke noch, daB |bei der hier gegebenen prézisen Fassung fir die Be-
deutung von & &= B) mit « < b immer auch o & b ist.

Dagegen ist b nicht immer ein Teilerlebnis von a = b. Dem ist so,
wenn 0 und b unendlich« Mengenii sind. Dann ist eben mit A —~ B immer auch
A einer eigentlichen Teilmenge von B &quivalent. Fur endliche Mengen ist aber,
wenn a = b ist, niemals a < b, also auch nicht m == b,
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Es sagt ja m= b, daR A einer von B verschiedenen Teilmenge
VON B &quivalent ist; ohne eben auszuschlieRen, dal 4—B ist.

10. Die Maéachtigkeit einer endlichen Menge wird als endliehe
M achtigkeit bezeichnet, oder auch als endliche Kardinalzahl.
Dementsprechend koénnen wir auch die Mé&chtigkeit einer nichtend-
lichen Menge transfinite. Kardinalzahl nennen; jedoch hat
Cantor selbst, trotz dieses gelegentlichen Vorschlags, fir diesen Fall
die Bezeichnung als Mé&chtigkeit meist beibehalten und den Namen
der transfiniten Zahl auf die (spéter zu betrachtenden) transfiniten
Ordnungszahlen beschrankt. Es entspricht dies auch besser unserem
mathematischen Sprachgefiihle, demgeméal? wir fir jede Schdpfung
unseres Geistes, die als Zahl bezeichnet werden soll, verlangen, daR
das ,Anhéangen enes Elementes' (ungefahr die ,Operation” +1)
die Zahl andert, wahrend fir nichtendliche Méachtigkeiten doch
a+ 1 = aist. Dagegen ist es schon langer in Gebrauch, logisch-
mathematische Gebilde auch dann ,Zahlen" zu nennen, wenn fir
diese z. B. das kommutative Gesetz nicht gilt.

Da jede endliche Menge einer geschlossenen Numeratoren-
menge Zy aquivalent ist, kann die Machtigkeit einer endlichen Menge
durch einen bestimmten Numerator k charakterisiert werden. Wir
haben schon fruher (Kap.V 11, Art. 10) k in diesem Sinne die Anzahl
der Elemente einer mit Z, aquivalenten Menge genannt und kénnen
entsprechend jetzt ,K" geradezu als Zeichen fur die Mé&chtigkeit
einer solchen Menge benutzen.

Auf dieser Grundlage ergibt sich ene neue Interpretation
des in Kap. VI, Art. 3 beschriebenen axiomatischen Formen-
bereichg.

Es wird dort ,x qual.T" as die Aussage interpretiert werden,
daB x dis Eigenschaft besitzt, Zeichen einer endlichen Machtigkeit

zu sein. Ebenso werden wir den Zeichen X, + und — jetzt die
auf Machtigkeiten beziigliche Bedeutung unterlegen, so daR z. B.
E+1=fk

uns jetzt sagt, daR die Vereinigungsmenge der Mengen M und N,
die den Numeratorenmengen Z, bzw. Z; &aquivalent sind, mit der
Menge Zy;, &quivalent ist.

Es wird schlieRlich statt des Zeichens 4 das Zeichen < zu
setzen sein, um den a. a. D. beschriebenen Bereich geradezu als
jenen Bereich schildern zu koénnen, der uns die Theorie der end-
lichen Kardinalzahlen as exakten Wahrheitsbereich liefert.
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Kalkil mit Machtigkeiten.

11. Der Kalkul mit Mé&chtigkeiten beruht auf der Anwendung
gewisser Anschauungsgesetze, die sich mehr oder weniger unmittel-
bar aus der Vergleichung der Mé&chtigkeiten ergeben.

Die einfachsten solcher Anschauungsgesetze, deren Evidenz
keiner weiteren Auseinandersetzung bedarf, sind (in einem Satze
zusammengefalit):

Mit n=m und b =n ist auch:

atb=m+n,
axb=mxn,
& =m"

die eben nur aussagen, dai3 die Mé&chtigkeit von B,(A,B), B, [AB),
und A%, wo A und B als elementenfremd gedacht sind, der Definition
nach mit der Mé&chtigkeit von A und B bestimmt ist.

Ebenso ,sehpn" wir unmittelbar, da wenn

a<b, b<c oder a<b, b c, oder n b, b<c

ist, immer auch
a<c
ist.

Um dies z. B. fur den zweiten Fall auszufiihren, wissen wir
jetzt, dall A einer Teilmenge von B aquivalent ist, ohne dal} aber
A ~B ist; wir wissen ferner, da? B einer Teilmenge von C &qui-
valent ist. Esist demnach auch A einer Teilmenge von V &quivalent;
wahrend A — C ,unmdglich ist". Es wirdeja A~C auch A ~B
besagen, was aber durch a < b ausgeschlossen ist. Ahnlioh in den
anderen Fallen.

Bezeichnen jetzt die Numerateren (K, | usw.) endliche Machtig-
keiten, und B, die Machtigkeit einer abz&hlbar unendlichen Menge,
so ergibt die Anschauung (in friiher schon erdrterten Tatsachen,
Kap. VIl, Art. 13):

k4R, =2,

R+ R, =N
und auch

kXt =mn,.

Bezeichnet man namlich die Elemente einer Menge A, deren
Machtigkei ®; ist, mit a;, wo i jeder Numerator sein kann, so kann
man die Elemente der Verbindungsmenge von Z, und A mit Z
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bezeichnen; wo j % k' ist. Z, und A sind as elementenfremd voraus-
zusetzen, und man sieht eben, dal B, [Z,y A) die Vereinigungs-
inengB einer endlichen Menge abzahlbar unendlicher Mengen, also
abzahlbar unendlich ist, was eben in k X N, =M, ausgedriickt ist.

Die Elemente der Verbindungsmenge zweier abzahlbar un-
endlicher Mengen konnen mit &; bezeichnet werden, wo i und j
jeden Numerator bedeuten. Se sind demnach auch die Elemente
der VereinigungsmengB einer abzéhlbar unendlichen Menge abzahlbar
unendlicher Mengen; d. h. es ist

BX N, =0,

Der Cantorsche Satz wird in dieser neuen Ausdrucksweise
lauten:
Ist a. die Machtigkeit einer konsistenten Menge A,

so hat man immer
|1<2nl

womit ja nach den bisherigen Entwicklungen geradezu gesagt ist,
daR ene Aquivalenzbeziehung zwischen ,allen Elementen von A
und ,,allen" Teilmengen von A unmdglich ist, wahrend eine Aqui-
valenzbeziehung zwischen allen Elementen von A und gewissen
Teilmengen von A unmittelbar hergestellt werden kann.

Ist M eine (konsistente) Menge von der Méachtigkeit m, und
jedes Element von M eine |konsistente) Menge, die einer Menge A
von der Machtigkeit a aquivalent ist, SD bestimmt jedes Element
der Verbindungsmenge von M ene A-Belegung von M, und um-
gekehrt, so dal S

g, —A7—1¥

ist. Damit ist die Méachtigkeit einer Belegungsmenge mit der Mé&chtig-
keit einer Verbindungsmenge in ener Gleichheit verbunden, und
& ist z. B.

erwiesen.
Im Machtigkeitskalkill machen wir weiter von folgenden An-
schauungsgesetzen sehr haufig Gebrauch.

Ist a< b oder as b, so wird auch
n+ms=b+m,
oxmabxm,

o< ™,
me = mb,
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Es sind dies Eelationen, die durchweg unmittelbar DvidentR Tat-
sachen beschreiben.

Eine sehr einfache Anwendung der bisher angefiihrten Gesetze
ergibt diefolgenden fundamentalen Eigenschaften des Kontinuums.
Die Machtigkeit der mit E_ bezeichneten Menge (des abstrakten
Kontinuums) bezeichnen wir mit c, die selbstverstandlich auch
der Menge der reellen Zahlen zukommt (Kap. VI |, Art. 11 und 15).
Esist aber B, geradezu die Potenzmenge von Z, und demnach |Art. 8
diesss Kapitels)

£ = 2%,

Hieraus ergibt sich

F— kXN _o%_ ¢,

Diese Tatsache wird gewohnlich so ausgesprochen, da dus lineare
und das k-imensiunale Kontinuum gleiche Machtigkeit
besitzen.!
Es ist aber auch
o= [2 S,)!. = 2“.'

d.h. das Kontinuum mit abzahlbar unendlich vielen Di-
mensionen hat die Machtigkeit des linearen Kontinuums.

Die in Art. 3 diesss Kapitels erhartete Aquivalenz zwischen
den Mengen der dyadischen und Dezimalbriiche wird in folgendem
Satze verallgemeinert. Es ist (fur 1 <K):

k“" = Hn!ﬁ = 2“’.
Man hat namlich
28,=(2H,]Nn
und wegen k<2 auch
k¥ < 200,
im Falb, wo 2<K ist, ist aber 2% & k™ also in der Tat
2% = M,
Und ahnlich wegen My« 2™ auch MM & 2%; andererseits aber
wegen 2N, f e r2 gX ™ n d damit endlich, indem man wieder
den Aquivalenzsatz anwendet:

» Als k-dimensionaba Kontinuum bezeichnen wir die Menge der @&, Be-
legungen von Z,, als Kontinuum mit abzahlbar unendlich vielen Dimensionen
die Menge der E,-Belegungen von Z.
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Die wohlgeordrieten Mengen.

12. Der Begriff der geordneten Menge wurdeschoninKap.I11,
Art. 6 eingefiihrt. Wir haben dann weiter in Kap. V11, Art. 12 fest-
gesetzt, dal} eine geordnete Menge wohlgeordnet genannt werde,
wenn jede ihrer Teilmengen, mit Ausnahme der Nullmenge (aso
auch die Menge selbst) auf Grundlage der den Elementen der ge-
ordneten Menge zugeschriebenen Drdnungsrelationen ein ,erstes"
Element besitzt. Dabei mag noch daran erinnert werden, daf fir
geordnete Mengen, wenn a und b irgendwelche verschiedene Elemente
der Menge sind, von den Ordnungsrplationen a«< b und b+« a eine
und immer nur eine gilt, und dal der Denkbereich der geordneten
Menge die Eigenschaft

[z4y]inv. @ [[¥x2) inv. (z<2)]
besitzt.

Um die Cantorsche Theorie der wohlgeordneten Mengen in ihrer
monumentalen Einfachheit vollig einwandfrei darzustellen, wird es
jedoch notwendig sein, den Begriff der , Wahlordnung"* selbst einer-
seits praziser, andrerseits allgemeiner zu fassen und uns dadurch vor
jenem Fehlschlisse zu bewahren, der as ,Antinomie der Menge aller
Ordnungszahlen" die ganze Theorie einer nicht unberechtigten Skepsis
auslieferte.?

Die wohl nicht schwierigen, aber doch ganz ungewohnten Be-
trachtungen, die uns zu einer neuen Fassung des Begriffs der Wahl-
ordnung (und auch der Ordnung) zwingen, mdgen zuerst an einem
ganz einfachen Beispiele dargelegt werden, das aber doch geeignet
ist, diese Begriffshildung zu erlautern und die entsprechenden all-
gemeinen Festsetzungen vorzubereiten.

1 Ich habe als Nicht-DeutschBr kaum das Recht, das von den deutschen
Mathematikern durchweg gebrauchte Wort ,Wohlordnung" als etymologisches
Monstrum abzulehnen. Ware es aber nicht angezeigt, dafir den auch inter-
national brauchbaren Ausdruck , Eutaxis' zu setzen ?

2 Dievon Cantor selbst gegebenen speziellen Entwicklungen sind fiir diese
prézisere und allgemeinere Fassung des Begriffs der wohlgeordneten Menge
wortlich gultig. Es genlgt aber durchaus nicht, sich darauf zu berufen, daf in
gewissen Betrachtungen die ,Menge aller Drdnungazahlen" explicitB nicht vor-
kommt. Wenn der Begriff der wohlgeordneten Menge wo und wann immer tat-
séchlich zu Widerspriichen fihren sollte, so wéare eben dieser Widerspruch in dem
Begriffe selbst enthalten; und es ,konnte" dann eben jede Anschauung, die an
einem Widerspruch ergebenden Denkbereiche errungen wird, wieder W|derspruche
ergeben, wenn dieser Widerspruch auch noch nicht aufgedeckt wurde. , Evident"
konnen nur solche Anschauungen sein, die an widerspruchslosen Denkbereichen
erworben werden.
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Es sei K eine Menge, deren Elemente die Schriftsymbole a, b, ¢
und nur diese |als primare Erlebnisse, Gesichtseindriicke) sind. Die
Menge K sei in D (K) durch die Ordnungsrelationen a4 b, adc,
b < c geordnet. Es ist dann

arel.K, brel.K, crel. K,
a<h, adc bic

ein Formenbereich, der den die Menge K definierenden Denkbereich
vollstandig charakterisiert. Die Menge K ist durch die gegebenen
Ordnungsrelationen offenbar nicht nur geordnet, sondern auch wohl-
geordnet.

Von der Menge K konnen wir durch einen sehr einfachen Denk-
proze}, den man as ,Anhangen eines neuen Elementes d"
bezeichnet, zu einer anderen Menge L Ubergehen. Wir setzen nam-
lich fest, dal3 die neue Menge L auler a, b, ¢ noch das von diesen ver-
schiedene Element d enthalten soll, und daR fur dieses Element Ord-
nungsrelationen bestehen sollen, denen zufolge o, & und c ,,vor d"”
stehen sollen. Die Menge L ist jedenfalls von K verschieden; dem-
gemal benutzen wir fur diese auch ein neues Zeichen und beschreiben
dann den diese Menge definierenden Denkbereich durch den Formen-
bereich:

arel. L, brel.L, crel.L, del,

ath a<c b<c
a<d, b<d ced

und konstatieren unmittelbar, dal diese so geordnete Menge auch
wohlgeordnet ist.

Es hat sich aber in diesen Ubergang von K zu L ein
Denkfehler, eine Verletzung der Grundnorm unsres Denkens (sog.
quaternio terminorum) eingeschlichen. Die Ordnungsrelation, die
fur die Ordnung von K gebraucht wurde, ist in dieser Ordnung
vollstandig definiert; das Zeichen ¢, wenn es einmal in K gebraucht
wurde, ist in

a<b a<c b<c

seiner Bedeutung nach vollstdndig erschépft. Wir haben durchaus
nicht das Recht, jetzt ¢+ d zu setzen, oder mit anderen Worten,
wir haben, indem wir auch c¢< d, b < d, c % d setzen, die Bedeu-
tung des Zeichens < gedndert. Allerdings ist es fur die so
definierte Menge L unmittelbar ersichtlich, dal? se (als Caritorsche
Menge) auch konsistent ist, und es scheint demnach, daR diese Ande-
rung des Zeichens der Ordnungsrelation, wenn wir innerhalb des
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Denkbereichs bleiben, der die Menge L definiert, da wir ja dann
eben nur die neue Ordnungsrelation benutzen, auch ohne Schaden
wegbleiben kann. Das ist in der Tat der Fall, wenn die neue so her-
gestellte Menge, in der nur ein Ordnungszeichen verwendet wird,
konsistent ist. Wir werden aber vielleicht auch Falle zu betrachten
haben, wo dem nicht so ist, und das zu speziell definierte , Anh&ngen
eines Elementes" Widerspriiche erzeugen kann, indem es eben zu
nicht-konsistenten Mengen fihrt.

Wir wollen deshalb dieses ,Anhéngen eines Elementes" genauer
beschreiben. Die neue Menge L soll das neue Element d enthalten;
die Elemente a, b, ¢ sollen der in der Menge K (und durch diese)
definierten Ordnungsrelatio £ genlgen; es sei weiter aber auch

a|<[d, b|<|'d, c|<[d,

wo jetzt | 4 |" eine neue Ordnungsrelation bedeuteb. Die so gegebene
(durch die neue Ordnungsrelation eben vonl L verschiedene) Menge L'
kann nun konsistent sein, wenn es auch L nicht gewesen wéare. Bei
unserem Beispiele, wo die Konsistenz unmittelbar ersichtlich ist,
scheint das allerdings eitel Haarspalterei zu sein; aber ein ,Denk-
fehler" liegt doch vor, wenn wir die Bedeutung der Ordnungsrelation
andern und die alte und neue Bedeutung einfach as nicht verschieden
setzen. Mag er auch bei dem betrachteten Beispiele, soweit wir die
an diesem erworbenen Anschauungen verfolgen, keinen Widerspruch
ergeben, so kann doch eben dieser Denkfehler, wenn wir das An-
héngen eines Elementes bei einer beliebigen konsistenten wohlge-
ordneten Menge ausfuhren, zu weiteren Anschauungen fuhren, die
als die Grundnorm unsres Denkens verletzend abgelehnt werden
mussen. Es wird sich sehr bald zeigen, dal3 dieser Fall bei gewissen
Mengen tatsachlich eintritt. Jener Denkfehler wird jedenfalls prin-
zipiell zu vermeiden sein, und dies geschieht, wenn wir das ,,An-
héngen eines neuen Elementes" auf Grund einer neuen Ordnungs-
relation ausfihren. Dabei wird die Menge L' in bezug auf die prin-
zipiellen Eigenschaften der Wahlordnung mit L Ubereinstimmen;
aber diese Betrachtungen fuhren uns dazu, den Begriff der wohl-
geordneten Menge eben praziser und allgemeiner zu
fassen, so dall das ,Anhangen eines neuen Elementes"
an eine konsistente wohlgeordnete Menge immer wieder
zu einer konsistenten wohlgeordneten Menge fuhrt; und
ein Widerspruch nur .dann eintritt, wenn wir verschiedene Ordnungs-
relationen as nicht-verschieden betrachten, d. h. einen , Irrtum be-
gehen".

Der prinzipielle Inhalt dieser Betrachtungen mag noch so gefal3t
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wer den, dal dieOrdnungsr elation, diegewissegegebeneDingever -knipft, ihr eBedeut
knupft, ihre Bedeutung &ndert, wenn neue Dinge in die ,Ordnung"
aufgenommen werden, und da demgem&R bei der formalisierten
Darstellungjener Verknipfungentsprechend neueZeichen zur An-wendungmissen.
wendung gelangen missen. Es wird notwendig sein, in die préazise

und allgemeine Fassung des Begriffs der wohlgeordneten Menge auch
jeneFélleaufzunehmen, wover schiedeneOr dnungsr elationen neben-einander aufter
einander auftreten.’

13.Wirgehennundazuilber,dieSynthesedesBe-griffsder geordneten
griffsdergeordnetenundinsbesonder eder wohlge-ordnetenMengein
ordneten Menge in allgemeiner und zugleich préaziser
Weise auszufiuhren.

Essal M irgend einekonsistenteM enge, X, yir gendwel chever -schiedenen Elemente\

z|< |y
eine Drdnungsrelation in M, wenn von den beiden Relationen
z| <l y, yi<l=

eine und nur eine in den Bereich der geordneten Menge O(M) gehort.
Solcher Ordnungsrelationen kann es verschiedene geben, die wir durch
an dem Zeichen | 4| angebrachte Indizes unterscheiden. Offenbar
haben wir es im Sinne von Hap. |1V, Art. 12 mit Formen zu tun,
deren Hauptname ,a-Ordnungsrelation” wund derpn Teilnamen ,den
ersten Teil x enthaltend” und ,den zweiten Teil y enthaltend" sind.
Fir jede Relation, die wir Ordnungsrelation nennen wollen, soll aber
noch der Denkbereich 0O(M) die Eigenschaft
[=] < | ¥]inv. @[ly | < |;2)inv. (=] < |, )]

besitzen. D.h. wenn ,x vor y* und ,y vor z* steht, soll auch ,x
vor z' stehen; genau so, wie es die gewohnte Anschauung, die wir
Ordnung nennen, verlangt; nur dal3 in dem ungenauen satzlichen
Ausdruck die Bedeutung des Wortes ,vor" bei dem wiederholten
Gebrauche des Wortes nicht mehr genau dieselbe ist, wie das in der
Involution eben prézis gefalt ist. Man sieht aber auch unmittelbar,

Y In der Forderung, an jede wohlgeordnete Menge ein Element anhangen
zukonnen, stecken schon diespater genauer zu erérternden,, Antinomien" . Einer-seitskonnenwir r
seitskonnen wir nicht zugestehen, daB das , unmdoglich" ist; andererseits kommen
wir doch zu einem Widerspruch. Jene Tatsache ist evident, die entsprechende
Anschauung enthalt eben nichts von der Nichtverschiedenheit der verschiedenen
OrdnungsrelationBn, mit der erat Bin Wider spruch in wider spruchslose Anschau-ungen hineinkonstru
ungen hineinkonstruiert wird. Man beachte hierzu die Ausfiihrungen in Hap. 11 I,

Art. 6.
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daR bei der ,Ordnung" genannten naiven Anschauung das gar nicht

verlangt wird und diese Identitdt der Ordnungsrelationen nur auf

Grund einzelner gar zu einfacher Féllemittelseiner sehr unvoll-standigen Induktion al
stdndigen Induktion als allgemein erschaut behauptet wird.

DieMengeM st nunin O(M) mittelsder sobeschaffenen Ord-nungsr elatioen geor dn
nungsrelationen geordnet; se ist endlich wohlgeordnet, wenn
jede ihrer Teilmengen |mit AusschluR der Nullmenge) ein ,erstes
Element besitzt,d.h.wenn auf Grund dar gegebenen Ordnungs-r elationen zujeder Tei
relationen zu jeder Teilmenge T ein in dieser Teilmenge enthaltenes
Element p von folgender Beschaffenheit angegeben werden kann.

Ist x ein von p verschiedenes Element von T, so besteht in 0\M)
eine Ordnungsrelation

Pltl=,
wo das Zeichen |« ]!, irgend eine der benutzten Ordnungsrelationen
andeutet, und jene .Relation nur fordert, da p ,vor x" stehe, aber
die genaue Bedeutung des ,vor" in verschiedenen Fallen verschieden
sein kann.

Diesebegrifflichen Festsetzungen sind aller dingsden gewodhn-lichen Der stellung
lichen Darstellungen der Mengenlehre gegeniiber sehr ungewohnt;
trotzdemist esevident, daB dieAnnahmedur chwegnicht ver schie-dener Ordnungsrel
dener Ordnungsrelationen nichts anderes als ein Denkfehler ist,
der, auf einem ungenauen sprachlichen Ausdruck ful’end, eine
gar nicht vorhandene Anschauung zur unabweisbaren Tatsache
stempelt.

Die jetzt gegebenen Festsetzungen kdnnen und sollen
aber auch dann gelten, wenn die Forderung, dal M
eine konsistente Menge sei, fallen gelassen wird.

In diesem allgemeinen Falle haben wir es nur mit einer G-Eigen-
schaft zu tun, d.h. mit einer Unterscheidung, nach der ,jedes"
Ding ,gegeben" Oder ,nicht gegeben" ist, und zwar so, dal} eben
fur jedesDingeiner und nur einer dieser Falleeintritt. DieBeschrei-bung Denkbereicg:
bung des Denkbereichs, der die Menge M definieren soll, ist auch
jetzteinvolligbestimmtesErlebnis, aber dieAusfiihrungder gegebenen Anweisungis
gebenen Anweisung ist unmdglich, insofern die so beschriebene
»Menge" ebennicht, moglich undwiderspruchslos’, kiir zer aus-gedr tivkt:nicht kon:
gedrickt: nicht konsistent ist. Wenn wir, dem Sprachgebrauche
folgend, auch jetzt von der (inkonsistenten) Menge M sprechen,
so wird dies bei einiger Vorsicht zu keinerlei Inkonvenienzen
fuhren. Wir missen es nur sorgfaltig vermeiden, diesss M als
Ding zu betrachten und Anschauungen als evident zu erklaren, die
an diesem sich selbst widersprechenden Denkgebilde erworben
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werden. Es ist eben evident, dad dann Widerspriiche eintreten
koénnen.

Wenn dso von hier ab von Mengen die Rede ist, ohne dal} ihrs
Konsistenz besonders gefordert bzw. konstatiert wird, missen wir
sorgféltig darauf achten, dald die Aussagen sich immer nur auf Dinge
beziehen, welche die G-Eigenschaft besitzen, und nicht auf den ob-
jektivierten Kollektivbegriff aler die G-Eigenschaft besitzenden
Dinge, der eventuell mit jener Mengenrelation unmdglich ist, V|e|
leicht auch mit gar keiner Mengenrelation gebildet werden kann;
die Objektivierung solcher Kollektivbegriffe liegt eben auflerhalb des
Bereichs der ,,Mengenlehre'.

14. In diesem Sinne werden die Grundzige der Cantorschen
Theorie wohlgeordneter Mengen® sich folgendermaRen gestalten:

Die wohlgeordneten Mengen M und M' heiflen durch
eine zwischen den Elementen |d.h. jetzt zwischen den
die G- bzw. G'-Eigenschaft besitzenden Dingen) be-
stehende Aquivalenzbeziehung &hnlich abgebildet, wenn
mit der Ordnungsrelation z|<|,%, die zwischen zwei be-
liebigen Elementen von M besteht, die zwischen den
x und y entsprechenden Elementen x' und y' von M' be
stehende Ordnungsrelation: z'[<|;y" (und nicht ¥|<],z"
ist. Eine solche Aquivalenzbeziehung werdsn wir ds Ahnlich-
keitsbeziehung bezeichnen.

Wir sagen in diesem Falle, da3 die entsprechenden Ord-
nungsrelationen ,gleichgerichtet" sind, d.h. in den ent-
sprechenden  Ordnungsrelationen sind die entsprechenden Elemente
zugleich ,erste" oder ,zweite" Teile. In diesem Falle werden wir
die &quivalenten Mengen Mund M' kurz ,, &hnlich" nennen, indem
wir die Aquivalenzbeziehung, auf die sich die Aussage bezieht, ds
ein fir allemal gegeben nicht besonders erwdhnen. In diesem Sinne
schreiben wir kurz

M= M,

Damit ergibt sich des Anschauungsgesetzz Mit M — M' und
M =~ M"” ist auch M=—M". Man sieht auch unmittelbar, da3
jede wohlgeordnete Menge zu sich selbst ahnlich ist.

Von fundamentaler Bedeutung sind gewise Teilmengen der
wohlgeordneten Mengen, die wir den zu einem bestimmten Ele-

'S0 z. B. fir die Menge aller Dinge, wenn eben jede Menge as Ding
gefaBt wird.

2 Math. Annalen Bd. 49, S.207—245.
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niente m von M gehdrigen Abschnitt und Best nennen und
demgemal mit A(m) bzw. R[m) bezeichnen (indem wir die Angabe
der Menge M, wenn diese ein fir allemal gegeben ist, zur Abkirzung
weglassen).

DerzumgehérigeAbschnitt A(m)enthaltalleEle-mentexvonM,fur
mente x von M, flr die eine ordnungsrelation von der
Gestalt z|<|,m besteht, und nur diese.

Der zu m gehdrige Rest R\m) enthalte das Element
m, sowie alle Elemente y von M, flir die eine Ordnungs-
relation von der Gestalt m|< |,y besteht, und nur diese
Elemente.

Die Teilmengen A(m) und Rim) sind demnach komplementér,

d.h. jedes Element von M ist Element von A(m) oder R(m), wo
sich aber diee beiden mdglichen Félle ausschlieen. Durch die fur
M gegebenen Ordnungsrel ationen sind A(m) und R(m), wie libeupt jede Teimenge
haupt jede Teilmenge von M, geordnet und zwar wohlgeordnet.®

Auf Grund der Bildung de3 Abschnittsbegriffs sind wir schon
imstande, jenes Anschauungsgesetz zu statuieren, daseine unmittel-bare Verallgem
bare Verallgemeinerung der vollstandigen Induktion enthalt, und auf
dem die grundlegende | ogi sch-mathemati sche Bedeutung der wohl-geordnten beruht
geordneten Menge beruht. Esist dies das Gesetz der sog. trans-
finiten vollstandigen Induktion:

Es sei Bine (G-Eigenschaft ,gegeben"; es besitze das
erstiElementvonM dieG-Eigenschaft; mitallenEle-mentenvonA(m) be
menten von A{m) besitze auch m die (7-Eigenschaft.

Dann besitzt jedes Element von M die G-Eigens chaft.

Digjenigen Elemente von M, denen die G-Eigenschaft nicht
zukommt, geben ene Teilmenge von M, die wegen der Wohlordnung

* JedewohlgeordneteM engeM besitzt Bin , erstes’ Element p; dieTeil-mengeM ;vonM die
menge M, von M, die jedes Element von M mit Ausnahme des Braten enthélt,
ein erstes Element, daswir , zweites Element von M" nennen, und mit p; be-zeich-
zeichnen. Offenbar ist, wenn wir A\p) Bine Bedeutung geben wollen, diesss die
Null-Teilmenge von M; und A(p;) eine Menge, die ein und nur ein Element, das
erste Element von M enthalt. Um eben — wie dies im Texte geschieht — sagen
zu konnen, dafl jeder Abschnitt von M eine wohlgeordnete Menge ist, wollen
wir die Mengen, die gar kein Element enthalten, die Nullmengen, und jene Mengen,
die ein und nur ein Element enthalten, als uneigentliche wohlgeordnete
Mengen bezeichnen.

Eine Nullmenge, als wohlgeordnete Menge, besitzt offenbar berhaupt
keinen Abschnitt.

Auch digjenige Menge, die nur zwei Elemente enthalt, « und b, fir die eine
Ordnungsrelation o | < | b testgelegt ist, ist noch, genau genommen, nur im un-
eigentliuhiin  Sinne tles “Wortes wohlgeor dnet.

Ebenso wird, wenn M Bin ,letztes" Element u enthalt, R(u) Bine Menge
sein, dienur ein Element enthélt. Dannist eben R(u) eineuniegentlichewohl-georvbneteM enge
geordnete Menge.

K onig, Mengenlehre. e
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von M ein erstes Element o besitzt. Dann besitzt jedes Element
von A4 (a) die G-Eigenschaft und damit auch a. Es wére a, das die
G-Eigenschaft besitzt und auch nicht besitzt, von sich selbst ver-
schieden. Das ist im formalen und dogmatischen Sinne des Wortes
unmoglich.  (Der Klaube an die Zuverléssigkeit unseres Denkens
zwingt uns, das Vorkommen eines solchen Elementes abzulehnen.)
D.h. jedes Element von M besitzt die G-Eigenschaft.!

Die Betrachtung der wohlgeordneten Mengen ergibt noch das
folgende fundamentale Anschauungsgesetz.

Eine Ahnlichkeitsbeziehung zwischen einer wohl-
geordneten Menge und irgend einem ihrer Abschnitte
ist unmdoglich. |Ist m ein Element der wohlgeordneten
Menge M, so sind M und A (m) niemals ahnlich.)

Fur Nullmengen ist schon die Bildung enes Abschnitts unmdg-
lich; fur Mengen, die nur ein Element enthalten, ist die Nullmenge
der einzige Abschnitt. Wir kdnnen uns also auf solche wohlgeord-
nete Mengen beschrénken, die, wenn m irgend ein Element von M
ist, auch ein von m verschiedenes Element enthalten.

Waren nun M und irgend ein Abschnitt von M ahnlich, so
wirden digjenigen Elemente von M, fir die der zugehdrige Ab-
schnitt diese Eigenschaft besitzt, ene von der Nullmenge ver-
schiedene Teilmenge von M ergeben; diese Teilmenge besitzt en
ersteS Element n, so daB A [n) =M, wahrend fir jedes Element n',
das der Ordnungsrelation n'|¢|,# entsprid@m)ind M nicht
ahnlich sein kénnen. Es gibt Elemente n'; wie daraus ersichtlich
ist, dal n gewiB nicht das erse Element von M ist. In diesem
Falle wére ja A\n) ene Nullmenge und zwischen A\n) und der

Y Fir den logischen Inhalt dieses Satzes und der weiter folgenden ist noch
dies zu bemerken. Die Sétze: ,Jedes Element von M besitzt die G-Eigenschaft"
und , Esist unmdglich, dal3 ein Element von M die G-Eigenschaft nicht besitzt"
sagen eigentlich verschiedenes aus. Im ersten Falle ist von der unmittelbaren
Anschauung die Rede, daR irgendein Element von M die G-Eigenschaft besitzt.
Im zweiten Falle wird behauptet, daR die Anschauung, ein Element von M be-
sitze die G-Eigenschaft nicht, das Teilerlebnis enthélt, nach dem jenes Element
die G-Eigenschaft besitzt. Erst dann, Wenn wir dem Worte ,unméglich" seine
dogmatische Bedeutung beilegen, d. h. unsern Glauben, daf3 eine solche Anschau-
ung tatsachlich niemals vorkommen wird, in den Denkbereich als Erlebnis auf-
nehmen, werden die beiden Behauptungen nicht verschieden Sein. In jeden
Denkbereich, der ein,, Wissen" darstellt, ist dieser Glaube aufgenommen, und dem-
entsprechend benutzt unser logisches Denken jene beiden Behauptungen als unter -
schiedslos, obwohl — wenn auch nicht in dem Inhalte, so doch in der Herleitung
jener Behauptungen — ein Unterschied immer zu erkennen ist. In dem einen
Falle ist eben eine direkte Anschauung vorhanden, wéhrend diese im zweiten
Falls durch eine deduotio ad absurdum ersetzt wird, die vom Standpunkte dar
Erkenntnistheorie aus gewil? eine andere Bedeutung hat. |Erlebnis des Denk-
bereichs und Erlebnis am Denkbereich.)
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eigentlichen wohlgeor dneten Mengekann nicht einmal eineAqui-valenzbeziehung,ge:
valenzbeziehung, geschweige denn eine Ahnlichkeitsbeziehung statt-
finden.

Warenun M=~ Afn), so miuRte dem Elemente n von M |wie
Uberhauptjedem Elementevon M) ein Element n' von A\n) ent-sprechen;d.h.eswéreau
sprechen; d.h. es wére auf Grund der Wahlordnung von M, »’| <[ n.

Damit ist aber ene Ahnlichkeitsbeziehung von A\n) und A (n')
gegeben. Wegen M= 4 |n) werden irgendwelche Elemente X, y
von A (n) als Elemente von M betrachtet, Elemente x', y' von A [n')
ergeben, da wegen z| < |ym auch '| < |, »' ist. Ebenso wird aus der
Ordnungsrelation zwischen x und y eine gleichgerichtete Ordnungs-
rdatiun zwischen x' und y'. Man hat demnach nicht nur M == A (n}),
sondern auch A=~ 4Afm) und damit endlich M= 4 "), Es
waredann aber nicht ndasersteElementin M von der Beschaffen-heit,daB (n)
heit, dal 4 |r)= M, was unseren Voraussetzungen nach unmaglich
ist. Eswaredamit nvon sich selbst ver schieden. D. h. dieAnschau-ungeiner Ahnlickei
ung einer Ahnlichkeitshbezienung zwischen einer wohlgeordneten
Menge und irgend einem ihrer Abschnitte ergabe ein unmdgliches
Teilerlebnis und ist damit selbst als unmdglich erwiesen.

15. Die urspringliche Beschreibung der Abschnitte bzw. Beste
einer wohlgeordneten Menge M zeigt unmittelbar:
Jeder AbschnitteinesAbschnittsder wohlgeord-netenMenegeMis
neten Menge M ist wieder Abschnitt von M. Jeder Best
eines Bestes der wohlgeordneten Menge M st wieder
Best von M.
Ebenso einfach ergibt sich:

Wenn x und y verschiedene Elemente von M sind,
ist eine Ahnlichkeitsbeziehung .Adfz)— 4[y) unmdglich.

Es ist in dem betrachteten Falle A \x) ein Abschnitt von Ay),
oder Aly) ein Abschnitt von A(x); undinbeiden Fallen ein Ab-sehnitt einer wohlgeor dne
schnitt einer wohlgeordneten Menge dieser selbst ahnlich, was eben
schon als unmdéglich erkannt wurde.

Sind M und M' a&hnliche wohlgeordnete Mengen,
x und x' bei. der zugrunde gelegten A quivalenzbeziehung
einander entsprechende Elemente von M bzw. M' , so
sind auch die Abschnitte A(x) von M und AWX) von M'
ahnlich.

Es ergibt sich 4|z) ~ 4|2 unmittelbar bei der angenommenen
Aquivalenzbeziehung zwischen M und M'' , die ja auch die Richtimg
der Ordnungsrelationen fir alle Elemente von M bzw. M', und dem-

16*
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nach auch fir die Elemente von A[X) bzw. A\X) erhdlt. Es gilt
endlich auch die Umkehrung des letzten Satzes:
Sind M und M' &hnlichewohl geordnete Mengen, A\x) ein Ab-schnitt von M, A(y") ei
schnitt von M, A (y) ein Abschnitt von M' undendlich4 |z) =~ 4 %),
soisty dasbei der beniitzten Aquivalenzbeziehung dem x ent-sprechenede Element \
sprechende Element von M'.  Nennen wir diess x'; wére X' von Y
verschieden, so hétten wir doch 4 [z)~ A=) und 4 |2)~ 4 [¥);
damit auch 4 |z} = 4 (y'). Verschiedene Abschnitte derselben Menge
kénnen abpr nicht dhnlich sein; oder mit anderen Worten, esist un-mélich,daB y' vo
maglich, dal3 y' von X' verschieden sei.
Nach diesen Vorbereitungen gelangen wir endlich zu dem Haupt -
satze der Theorie der wohlgeordneten Mengen, der die
algemeine Theorie der ,Ordnungszahlen" begriindet.
EsseienMundNirgendwel chewohlgeordneteMen-gen.Danntrittimme

gen. Dann tritt immer einer und nur einer der folgenden
Félle ein:

1. MundeinAbschnittvonNsindahnlichewohl-geordneteMengen.
geordnete Mengen.

2. NundeinAbschnittvonMsindahnlichewohl-geoedneteMengen.
geordnete Mengen.

3. M und N sind &hnliche wohlgeordnete Mengen.

Wir wollen zwischen gewissen Elementen von M und N
eine umkehrbar eindeutige Beziehung festsetzen. Es sollen das Element
x von M und das Element y von N einander entsprechen, wenn die
Abschnitte A[X) von M und Aly) von N (auf Grund der fir M
bzw. N festgesetzten Wohlordnung) dhnlich sind. Die Beziehung ist
offenbar umkehrbar eindeutig. Wirde dem x in diesr Wess y;
und y, in N entsprechen, so miften die verschiedenen Abschnitte
A[y1) und A(y;) von N dhnlich sein, und dasist unmdglich. Ebenso-wenig kdnnen ein
wenig kdnnen einem Elemente y von N verschiedene Elemente x;
und x, von M entsprechen. Dal3 diese Festsetzung einander umkehr-bar eindeutig entsy
bar eindeutig entsprechende Elemente von M und N ergibt, i st un-mittel bar klar. So wer
mittelbar klar. So werden z. B. die , ersten", die ,,zweiten" Elemente
von M und N enander entsprechen. Wir sehen auch, daf3, wenn
Xy und Xp, Y1 und Yy, in dieser Weise einander entsprechende Eleinente
von M und N sind, der Ordnungsrelation

AR
die ,gleichgerichtete” Ordnungsrelation

LY | b |§.‘fl
entspricht. Da né@mlich der Abschnitt A\x;) von M dem Ab-
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schnitte A(y) von N ahnlich ist, so muB dem Elemente x; von
M, das ,vor" X, steht, ein Element von N entsprechen, das ,vor"
y, steht. Es steht demnach y; ,vor® vy..

Fraglich bleibt aber, ob dieSO zwischen Elementen von M und N
statuierte umkehrbar eindeutige Beziehung alle Elemente von M
bzw. N umfalit. Ist dies sowohl fir M wie fir N der Fall, so sind
M und N offenbar &hnlich. |Fall 3.)

DaR jene Beziehung zwischen den Elementen von M und N
weder alleElementevon M noch alleElementevon N umfaft, er-weist sich leocht alsunm
weist sichleicht alsunmaglich. Diein dieser Beziehungnicht au-treten Elementevon \
tretenden Elemente von M bzw. N bestimmen dann Teilmengen
diessr Mengen, die von der Nullmenge verschieden sind. Sel m das
erste solche Element von M, n das erste solche Element von N. Dann
sind aber offenbar die Abschnitte A(m) von M und A (n) von N
einander &hnlich und m, n einander entsprechende Elemente; so
daRinjener Beziechungmundndoch auftreten. Diej etzt be-trachteteAnnahmeist dan
trachtete Annahme ist damit als unmdglich erkannt.

Ist weiter jene Beziehung zwischen den Elementen von M und N
SO beschaffen, dal se alle Elemente von M, nicht aber alle Elemente
von N umfafdt, so gibt esin N eben ein erstes Element n, das in jener
Beziehung nicht auftritt. Dann ist der zu n gehorige Abschnitt
von N der Menge M &hnlich. (Fall 1).

Endlich kénnen in jener Beziehung wohl alle Elemente von N,
aber nicht alle Elemente von M auftreten. Sei dann m das erste
Element von M, das nicht zur Verwendung gelangt. Dann ist eben
N einem Abschnitte von M &hnlich. (Fall 2).

Damit ist eben auch eine von den aufgezéhlten Fallen verschiedene
Anschauung als unmdglich erkannt.

16. Ist M eine wohlgeordnete Menge, so ist jeder Abschnitt von
M, z. B. A \x), wenn x ein Element von M bezeichnet, eine Teilmenge
von M, die mit M selbst auch wohlgeordnet ist. Wir haben erkannt,
dalR dieser Abschnitt und M selbst niemals &hnlich sein koénnen.
Fur endliche Mengen ist offenbar dasselbe fiir jede Teilmenge der
Fall; fir diese Teilmenge ist ja schon die Aquivalenz, um so mehr
dieAhnlichkeit mit M ausgeschlossen. Dagegen sehenwir , daR fiir un-endlicheMengen die
endliche Mengen die Ahnlichkeit einer Teilmenge von M mit M selbst
durchaus nicht ausgeschlossen ist; SO ist fur Z, diese wohlgeordnete
Menge dem Beste ihres ersten Elementes (ja sogar dem Beste irgend
enes ihrer Elemente) nicht nur &quivalent, sondern auch &hnlich.

Um so wichtiger ist es daR wir auch hier das folgende allgemeine
Anschauungsgesstz erharten konnen.
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EineAhnlichkeitsbeziehungzwischender wohlge-ordnetenMengenM
ordneten Menge M und irgend einem Abschnitte irgend
einer Teilmenge von M ist unmaoglich.

Offenbar ist aber jeder Abschnitt einer Teilmenge von M auch
Teilmenge eines Abschnittes von M, sowie auch umgekehrt jede
Teilmenge eines Abschnitts von M Abschnitt einer Teilmenge von
M. Wir koénnen demnach die zu erlangende Anschauung auch in
folgendem Satze ausdriicken:

EineAhnlichkeitsbeziehungzwischender wohlge-ordnetenMengen
ordneten Menge M und irgend einer Teilmenge. irgend
eines Abschnitts von M ist unmdglich.

Unter den Elementen von M, die einen solchen Abschnitt von
M bestimmen, gibt esein erstes; wir bezeichnen esmit x; den zu-gehdgen Abschnieewiel
gehodrigen Abschnitt wie bisher mit A (x;), die Teilmenge von A (X,),
um die es sich handelt, mit TA (x;) und betrachten die supponierte
Ahnlichkeitsbeziehung

TA|z)=M.

Das hierbei dem Elemente x; von M zugeordnete Element von
TA (X)) s x;fur dieses ist, wie fur jedes Element von TA(xy),
gewil’
||,

Betrachtet man weiter die Elemente von TA(x;) als Elemente
von M, so sind die zugeordneten Elemente in TA (x,), wie aus der
Erhaltungder Richtungder Ordnungsrelationen unmittelbar sichtlich,dur chweg solch
sichtlich, durchweg solche, die ,vor" x' stehen; d.h. es besteht eine
Ahnlichkeitsbeziehung zwischen einer Teilmenge des Abschnitts A (x')
und TA;). Demnach ist fir diese Teilmenge, die mit T'AlX')
bezeichnet werden moge,

TAr)= TA|z,).
Wegen TAlz,) = M aber auch
TAlf) =M,
Es hatte auch Ax') UB fiir A[x) supponierte Eigenschaft, und
es ware nicht x; das erse unter jenen Elementen von M,
sondernx'.Mitanderen Worten, x; warevon sich selbst ver -schiden.DieAnnahme

schieden. Die Annahme jener Ahnlichkeitsbeziehung ist demnach
in der Tat unmdglich.

Hieraus ersieht man noch:
Ist M eine wohlgeordnete Menge und T irgendeine.
ihrer Teilmengen, so ist T der Menge M oder einem ihrer
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Abschnitte ahnlich. Der Fall, da® M und en Abschnitt von T
ahnlichsind, i stjanach der eben abgeschlossenen Betrachtung un-maglich.
moglich.

Man bemerkt noch ohne weiteres, da? von den Erlebnissen
wm| ¢ |, n" und;,A(m) ist Abschnitt von A[n)* jedes ein Teilerlebnis
desanderenist, d. h. mit dem einen auch das andere evident (un-abweisbare Tatsache)
abweishare Tatsache) ist.

Mit der wohlgeordneten Menge M kénnen wir auch noch die
Mengealler AbschnittevonM zum Gegenstande unserer Be-trachting machen. Of
indem wir festsetzen, dal

Am)|<], A visx Ap)|4],4pm)
sel, je nachdem
_ m|¢).n oder n|<) m
Ist.
Man sieht auch sofort, da? die so wohlgeordnete Menge
aller Abschnitte von M und M selbst &hnlich sind.



Neuntes Kapitel.

Ordnungszahlen, ordinatoren und Wohlordnungssatz.

Einfihrung der Ordnungszahlen.

1. Mit der Theorie der wohlgeordneten Mengen haben wir An-schauungen erworbel
schauungen erworben, diein den einfachsten Fallen geradezu die-selben sind,diein den
selben sind, die in dem Denkprozesse des ,,Zahlens" auftreten.

Eine erse Beschreibung jener Anschauungen, die zusammengesetzt

den Denkprozel? des ,unbeschrankten, transfiniten Z&hlens"
ermdglichen, geschieht durch die Einf iihrung des Begriffs der Ord-nungszahlen.'Wieie
nungszahlen.® Wie die natiirlichen Zahlen, sind auch die |trans-

finiten) Ordnungszahlen freie Schopfungen unseres Geistes, mit

anderen Worten, Dinge, die wir durch exakte (widerspruchdose)
Wahrheitsbereichedefinieren, d. h. mit der Anschauung dieser Be-reiche erzeugen. Wi
reiche erzeugen. Wir verdanken Cantors genider Schopfung

die Eroberung neuer Gebiete, in denen unser logisch-mathematisches

Denken sich in ungeahnter Weise betétigt.

Dabel wird alerdings der Umstand, da3 die Ordnungszahl ds
.Ding" genau definiert werden mul3, und da andererseits ene
.reine Ordmuigsrelation" fir uns ebensowenig denkbar ist, wie
eine, reine Copulad' (von der sejakaum verschiedenist), esnot-wendig erschieinen|
wendig erscheinen lassen, diese Theorie der Ordnungszahlen préziser
zu fassen, ds dies friher geschehen ist. Damit ist Unsere néchste
Aufgabe gegeben.

Aus dem Denkbereiche 4, der eine geordnete Menge definiert,
konstruieren wir einen neuen Denkbereich 4" durchfolgende Fest-setzung.Diel
setzung. Die Erlebnisse des Denkbereichs A, nach denen ein Ding
zu M in der Mengenrelation steht, und weiter die Erlebnisse, nach
denen zwischen irgendwelchen Dingen x, y, die Elemente von M
sind, die in 4 statuierte Ordnungsrelation stattfindet, — und nur
diese Erlebnisse — sollen dem Denkbereiche 4* angehdren. In dem so

! Dieendgltige und exakte Beschreibung dieser Anschauung erfor dert je-doch-wie sehen w
doch — wie wir shen werden — noch die Sch(jpfu“::fgt dnes weiteren Begriffs
des Ordinaburenbegriffs, de uns weiterhin beschéftigen wird.
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gegebenen Denkbereiche verbleiben neben der priméren Tatsache, dafl3
die Dinge verschieden sind, nur digjenigen Eigenschaften der Dinge,
die durch ihre Ordnungsrelationen gegeben sind. Die Erlebnisse,
die dem Denkbereiche angehoren, sind daher in Formen ausgedrlickt,
die durchweg nur Ordnungsrelationen oder Mengenrelationen sind.
Der Denkbereich A" definiert (erzeugt) demnach ene Cantorsche
Menge. Friheren allgemeinen Betrachtungen (Kap. V1, Art. 4)
entsprechend, wissen wir, dal3 der Denkber eich méglich und wider -spruhslos,definiert
spruchdos, die definierte Menge konsistent ist. Wir nennen die
so definierte Menge den Ordnungstypus von M, und bezeichnen
se auch mit M.

Die Ordhungstypen wohlgeordneter Mengen Werden
Ordnungszahlen genannt, die offenbar ihrer Beschreibung nach
konsistente wohlgeordnete Mengen sind.

In Ordnungstypen und Ordnungszahlen koénnen und
wollenwirnochvoraussetzen,dalBdieinihnenbe-nutztenOrdungsrela
nutzten Ordnungsrelationen nicht verschieden sind. Wir
haben es mit Cantorschen Mengen zu tun, und diese bleiben solche,
auch wenn wir statt verschiedener Ordnungsrelationen immer nur
eine setzen. Die Tatsache, daR von den Relationen x, y und y, X
immer eine und nur ene dem Denkbereiche angehort, bleibt un-
geandert; ebenso die Richtung der Ordnungsrelation. Die der Wohl-
ordnung entsprechenden Verhdaltnisse von M werden jetzt in M
am einfachsten dargestellt, indem eben von allen anderen Tatsachen,
die in M zur Darstellung gelangen, ,abstrahiert" wird.

Dabeiistaber einSehr naheliegender|rrtum(Fehl-sehluB)sorgfaltigz
schluB) sorgféaltig zu vermeiden.

Fir jedeauch nicht konsistentewohlgeor dneteM engeM er-haltenwir der sok
halten wir in der so konstruierten (zugeordneten) Cantorschen
Mengeein, Bild" jener Wahlordnung, dasdurch Abstraktion ge-wonnenwurde,inden
wonnen wurde, indem wir insbesondere die eventuell verschiedenen
Ordnungsrelationen als ,in gewisser Beziehung nicht verschieden”
setzen,d.h.umdenfruher fur solcheVerhéltnisseeingefiihrten Aus-druck zu benutzen
druck zu benitzen, als ,isolog" annehmen. In de Tat wird die
SO erzeugte M enge— eine Cantor scheM enge— mdglich und wider -spruchslossein. Abe
spruchslos sein. Aber wir haben durchaus nicht das Recht, die so
konstruierte Cantorsche Menge als vollstandiges Bild der Wohl-
Ordnung von M aufzulassen, wenn wir von ihrer Erzeugung aus M
absehen, d. h. den Denkbereich der Cantorschen Menge und nur
diesen betrachten.

Der wichtigste Fall, wo beinahe unwillkirlich dieser Irrtum
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eintritt, ist folgender. Die Tatsache, dal jedes (durch die G-Eigen-
schaft) gegebene Ding Element von M ist, ist durchaus kein Er-
lebnis, das dem Denkbereiche angehort, sondern eine Eigenschaft
des Denkbereichs, d. h. ein Erlebnis, das der Anschauung an dem
Denkbereiche als solchen entstammt. (Ahnlich, wie friiher die Wider-
spruchslosigkeit eines Denkbereichs) Bei dem Ubergange zur Can-
torschen Menge ist demnach ein solches Erlebnis ganz entfallen,
und es entstent nur dann wieder, wenn wir die Ahnlichkeit der Can-
torschen Menge mit M selbst wieder in den Denkbereich aufnehmen.
Dann haben wir es aber durchaus nicht mehr mit dem Denkbereiche
zu tun, der die Cantorsche Menge definiert. Unsere Anschauungen
bewegen sich dann in einem Denkbereiche, der noch viel kompli-
zierter ist als derjenige, der M selbst definiert. Er enthalt nicht
nur die Erlebnisse von M, sondern auch an diesen erworbene An-
schauungen, ebenso die Erlebnisse des die Cantorsche Menge defi-
nierenden Denkbereichs, und endlich Anschauungen, die erst bei
simultaner Betrachtung dieser beiden Denkbereiche entstehen.

Wenn wir alle diese Erlebnisse als dem Denkbereiche der Dan-
torschen Menge angehdrend annehmen, mul3 selbstverstandlich
eine heillose Verwirrung eintreten, die als ,Antinomie der Menge
aller Ordnungszahlen" zur Genlige bekannt ist. Allerdings kann
und wird diese Verwirrung durch die jetzt gegebenen prazisen Be-
griffsbestimmungen beseitigt werden, denen auflerdem noch die
Erkenntnis der eventuellen Verschiedenheit der zu betrachtenden
Ordnungsrelationen anzufiigen ist.

2. Die Ordnungszahlen sollen weiterhin durch kleine griechische
Buchstaben bezeichnet werden.

Sind 4, g irgendwelche Ordnungszahlen, so muB nach dem
Hauptsatze der Theorie der wohlgeordneten Mengen (Kap. VIII,
Art. 15) fur diese einer und immer nur ener der folgenden Félle
eintreten:

1. Es sind 4 und g &hnliche wohlgeordnete Mengen.

2. Es sind g und ein Abschnitt von 4 &hnliche wohlgeordnete

Mengen.
9. Es sind & und ein Abschnitt von g &hnliche wohlgeordnete
Mengen.

Der Inhalt dieser Aussagen soll fernerhin in folgenden Satzen
ausgedriickt werden:

la) 4 und @ sind der Ordnung nach gleich.

2a) @ ist der Ordnung nach kleiner als 4.

3a) 4 ist der Ordnung nach kleiner als .
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In symbolischer Schreibweise setzen wir fir 1a)

l=pu,

wahrend 2a) und 3a) zur Festsetzung von Ordnungsrelationen
|bzw. ihrer , Richtung") benutzt werden. Im Falle 2a) setzen wir die
Orilnungsrelation

sl<lad
fest; wahrend im Falle 3a)

At lgp
sein soll. Die Zeichen a, B sollen' nur andeuten, daR wir es in | 4|,
und | < I, wohl mit Ordnungsrelationen zu tun haben, die aber bis
auf ihre Rich tung auch verschieden sein kdnnen.

Dall diese Festsetzungen ,Ordnungsrelationen” im bekannten

Sinne des Wortes ergeben, erkennen wir unmittelbar aus den fur
konsistente, wohlgeordnete Mengen friher gegebenen Satzen.

Theorie der Ordnungszahlen.

3. Die Tatsache, da3 die Menge M konsistent und wohlgeordnet
ist, soll in der Folge auch so ausgedriickt werden, dal3 der Menge M
eine Ordnungszahl zukommt, oder auch daf zu M eine Ordnungszahl
gehort. Inanderer Ausdrucksweise, da3 diezu M gehdrendeOrd-nungszahly,,existiert”
nungszahlp , existiert". (DaR M existiert, wirde nur die Existenz
eines Ordnungstypus aussagen, wenn nicht zugleich behauptet wird,
da M wohlgeordnet ist). Die Elemente von g sind Dinge, denen
nur die durch die Ordnungsrelationen ausgedriickten Eigenschaften
zukommen; also im allgemeinen verschieden von den Dingen, die als
Elemente von M gegeben sind. Wohl aber ist der Erzeugung, der
Definition von g entsprechend, eine Ahnlichkeitsbeziehung zwischen
M und g gegeben,d.h. eineAijuivalenzbeziehung, welchedie Ord-nungder entsprechr
nungder entsprechenden Elementenicht &ndert. Wenn a, birgend-welche Elementw vor
welche Elamente von M, o' und b' die entsprechenden Elemente
von gt sind, so wird mit |« |b auch a"|< |}’ sein. Aus a und b
wird ja o’ und b', indem gewisse Erlebnisse, die « und b betreffen,
aus der Beschreibung des Denkbereichs wegbleiben; es bleibt aber
#|<|b, aus dem dann eben w’[«|b’ wird. DaR die Beziehung
dann auch umkehrbar eindeutig sein muf3, ist evident. Ist a' von V
verschieden, so tritt diese Verschiedenheit eben in den Ordnungs-relationen auf, die erl
relationen auf, die erhalten werden, und es sind auch oc und b ver-schieden.lst umgekel
schieden. Ist umgekehrt o von b verschieden, so gilt fur diesa eine
und nur ene der Ordnungsrelationen |4 |b oder ¥|4]|a. Es
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tritt demnach in p eine und nur eine der Ordnungsrelationen a’ | 4 | ¥’
oder |« | 8" auf. Ware nun o’ von b' nicht verschieden, SO ware
z. B. mit @' |4 | b auch ¥ | < | a* eine Ordnungsrelation in g, Die
Menge M enthielte dann die Ordnungsrelationen a| < |bwund b| ¢ | &,
was nach den Festsetzungen fur Ordnungsrelationen eben nicht
moglich ist. Wir sehen hieraus:

Wenn der Menge M eine Ordnungszahl g zukommt,
sind M und gz &ahnliche wohlgeordnete Mengen.

Wir gehen nun zur Formulierung jenes Anschauungsgesetzes
Uber, dasallen unseren weiter en Betr achtungen Giber Ordnungs-zahlen zugrundeliegt
zahlen zugrunde liegt:

Wenn @ eine beliebige Ordnungszahl ist, so gehort
g als Ordnungszahl auch zur Menge aller Ordnungszahlen,
die kleiner als g sind.Dabeiistalsselbstverstandlichvoraus-gesetzt,daeOrdr
geschieht, die zwischen Ordnungszahlen ihrer Definition nach |Art. 2)
gegeben sind. Ferner ist, um dem Satze einen ganz prézisen Inhalt
zugeben,nochdaranzuerinnern,dalwirinder Beschrei-bungjeder Ordn
bungjeder OrdnungszahlimmernureineOrdnungs-relationbenutzen.
relation benutzen. Offenbar ist das nur ein genauer Ausdruck
daflr, dawir der Ordnungnach gleicheOrdnungszahlenalsiiber-haupt nicht ver schie
haupt nicht verschieden betrachtenwollen. W ahr end diej et zt be-schriebeneFestsezt
schriebene Festsetzung eben immer durchgefihrt werden kann,
war edieFestsetzunginihrer gewdhnlichen Form,dal3wir ,, in ge-wisser Beziehungnich
wisser Beziehung nicht verschiedene" Dinge als , Uberhaupt nicht
verschieden" betrachten wollen, durchaus nicht einwandfrei.

Die konsistente wohlgeordnete Menge, zu der g alsOrdnungs-zahl gehort
zahl gehoért, sss M. Dann sind M und g &hnliche wohlgeordnete
Mengen. Jeder Abschnitt von M definiert einen Abschnitt von u,
der offenbar selbst eine Ordnungszahl g’ ist und es ist g’ |der Ord-nungnach)
nung nach) kleiner als g. Ist umgekehrt g’ (der Ordnung nach)
kleiner als g, so definiert se einen Abschnitt von g, und demnach
einen Abschnitt von M. Die Ordnungszahlen, die kleiner als g sind,
stehen dieser Betrachtung entsprechend in umkehrbar eindeutiger
Beziehungzu den Abschnittenvon M, und diezwischenihnenbe-sthenden Ordengsre
stehenden Or dnungsr elationen sind mit denen zwischen den Ab-schnittenvon Mgleic
schnitten von M gleichgerichtet. D. h.: dieMengealler Ordnungs-zahlen, diekleiner als
zahlen, die kleiner als g sind, und die Menge aller Abschnitte von
M sind ahnlich; dieseletztereM engeund M selbst ebenfalls; wo-mit dasoben ausgeaproch
mit das oben ausgesprochene Gesetz gewonnen ist.

Wir erweitern diesss Gesetz unmittelbar in folgender Form:
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Wenn in einer Menge von Ordnungszahlen M jede
derselben kleiner als eine bestimmte Ordnungszahl v
ist,sokommtdieser M engeselbsteinebestimmteOrd-nungszahlpzu,diev
nungszahl w@ zu, die v oder kleiner als v ist.

M ist offenbar eine Teilmenge der Menge aller Ordnungszahlen,
diekleiner alsvsind,und damit wissenwir auch, daihr eineOrd-nungzsahal zekomm
nungszahl zukommt, die |nach den Satzen in Kap. VIII, Art. 16)
gleich oder kleiner als v ist.

Wenn wir weiter aus M jene Menge von Ordnungszahlen bilden,
diejedesElement von M enthéalt, und weiter mitirgendeinem Ele-mentevon Mauch alle
mente von M auch alle Ordnungszahlen enthélt, die kleiner als
dieses Element sind, SO entsteht offenbar eine Menge M,, deren
Elemente wieder durchweg Ordnungszahlen sind, die kleiner als
v sind.

Die M, zukommende Ordnungszahl g, ist die Kkleinste
Ordnungszahl, die groéRer ist, als alle Elemente von M;
es ist dies ,die auf alle Elemente von M unmittelbar
folgende Ordnungszahl".

Ist ndmlich o ein Element von M, also auch von M ,, so ist
nach den bisher erhaltenen Anschauungen o die Ordnungszahl
eines Abschnitts von M ,, also o (der Ordnung nach) kleiner als g,.

Ist umgekehrt o der Ordnung nach kleiner als g,, so ist der
Bedeutung gemaR, diediesem Ausdruckeinnewohnt,« UB Ord-nungszahl enier M enge
nungszahl einer Menge, die einem Abschnitte von M, &hnlich ist,
und damit auch die Ordnungszahl enes Abschnitts von M,, d. h.
eben jenes Element von M ,, das diesen Abschnitt bestimmt.

Dies besagt aber, wie das eben in unserem Satze ausgesprochen
wurde, daR jedes Element von M Kkleiner ist als g,., und zu jeder
Ordnungszahl, die kleiner als g, €in Element & von M existiert,

0 daR & =4 oder e 44 ist.

Esbraucht kaum bemerkt zu wer den,dalR M und M ;auch zu-sammenfallenkénnen.
sammenfallen kénnen.

Endlich ergibt noch die Anschauung folgenden Fundamentalsatz:

Jede Menge von Ordnungszahlen M ist, auf Grund der
far Ordnungszahlen festgesetzten Ordnungsbeziehungen
wohlgeordnet.

Es s& a irgendeine Ordnungszahl, die Element der Menge ist.

Wenn die Menge M kein Element enthalt, das kleiner als a ist, so
ist o kleiner als jedes andere Element der Menge. Gibt es Elemente,
die kleiner als o sind, so ist die Menge aller Ordnungszahlen, die
kleiner als o sind, jedenfalls wohlgeordnet. Diese Menge und die
wohlgeordnete Menge, die o definiert, sind ja &hnlich. Die in M
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enthaltenen Ordnungszahlen, die kleiner als o sind, bilden eine Teil-menge aller O
menge der Menge aller Ordnungszahlen, die kleiner als o sind. Sie
besitzt ein erstes Element.

Dafll aber jede Menge von Ordnungszahlen ein erstes Element
besitzt, also auch jede Teilmenge dieser Menge, sagt eben, dal jede
solche Menge wohlgeordnet ist.

4. Die der Menge W aller Ordnungszahlen als einer konsistenten
wohlgeordneten Menge zukommende Ordnungszahl ist offenbar
die groRte Ordnungszahl. Jede Ordnungszahl, die Element
vonWist, muRdemnach kleiner alsdieseOr dnungszahl sein. Ander er -seitsist doch die
seitsist aber doch dieseOrdnungszahl £Element von W, und dem-nach einem Abschni
nach einem Abschnitte von W &hnlich. Es wéaren endlich
W und ein Abschnitt von W &hnliche Mengen, und das
istunmoglich.SOhéatteunsdiefriher schon alskonsistent er-kannteW-M engedoch
kannte W-Menge doch zu einem Widerspruche gefuhrt. Dies ist
die berihmte Antinomie der W-Menge, die zuerst von Burali-
Forti? aufgedeckt wurde, aber auch schon Cantor bekannt war.,
DalRR auch hier keine Antinomie, sondern ein allerdings tiefliegender
FehlschluBvorliegt,wirdauf Grund der bisher vor getr agenen ge-nauenlogischen
nauen logischen Begriffsbildungen leicht zu zeigen sein.’®

! Rendiconti del Circulo Matematico di Palermo, Bd. 11, S. 154,

2 Siehe: Juurduin, Philosophical Magazine, 1904, S. 67 und 7D.

2> Wenn wir ,die Menge aller Ordnungszahlen" W genau betrachten, sehen
wir,daldieErlebnisse, diedemdieMengeWdefinierenden Denkberei che\W an-gehéren,durchweg M
gehdren, durchweg Mengen- und Ordnungsrelatiunen sind; so erkannten wir oben W
als Cantorsche Menge. In diesen Erlebnissen und ebenso in jenen, die aus diesen
,Axiomen" des Denkbereichs durch logische Deduktion abgeleitet werden kdnnen,
findet sich aber keine Spur der Tatsache, daf} die Menge alle Ordnungszahlen
als Elemente enth&lt. Erst Wenn wir diesen Denkbereich selbst objektivieren,
asDingbetrachten, dessen Eigenschaftenineinemhéheren Denkbereichebe-schribenwerden,kannsc
die Eigenschaft der Menge, alle Ordnungszahlen zu enthalten, kein Erlebnis, das
dem Denkbereiche \W) angehort, sondern eine Anschauung, die an dem , fertigen"
Denkbereicheeventuell erlangtwird. DaswurdeschonvorldufiginArt. 1kon-statiert. Ebensoistdie
statiert. Ebenso ist die Widerspruchslosigkeit eines Denkbereichs kein Erlebnis,
das dem Denkbar ei che angehdrt, sondern eine Anschauung, die wir an dem Denk-
bereiche als solchen erringen. Allerdings kénnen wir diese Tatsache selbst mit
andern fur jene Anschauung notwendigen zusammen axiomatisieren, gelangen
aber dadurchzu einem héheren Denkbereiche[W]', der von\WAwesentlichver-sehiedenist.DaB jede
schieden ist. Daf jede Ordnungszahl ein Element von Wist, ist ein Erlebnisin
\Wy, nicht aber ein Erlebnis des urspringlichen Denkbereichs \W\, sondern eine
an diesem Denkbereiche gewonnene Anschauung.

DieVerwechslung der Denkbereiche\WA und\W\', dieof fenbar ni cht ge-stattetist, fuhrt zur sog
stattetist, fuhrtzur Sog. Antinomieder W-Menge. Essoll sogleichnaher aus-einendergesetzt werden,
einandergesetzt werden, wiedas, Anhéngen einesElementes" an' WalsErwei-terung desDenkhereic
terung desDenkbereiches\W\ ausgefiihrtwird, und nachtréaglich dieses, An-héngen“ alsErweitrun
héngen" als Erweiterung des Denkbereichee \W\' aufgefalit wird. In dem einen
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Die Beschreibung der Ordnungszahlen |[ihre Erzeugung) ge
schient mit Hilfe einer und nur einer in den betreffenden Denk-
prozessen auftretenden Ordnungsrelation. Die Anschauung lehrt
sodann, dafl wir zwischen diesen Ordnungszahlen selbst Ordnungs-
relationen festsetzen konnen, denen entsprechend auch jede Menge
von Ordnungszahlen wohlgeordnet ist. Bei der Beschreibung dieser
Ordnungsrelationen werden aber jene Ordnungsrelationen, die die
Ordnungszahlen selbst definieren, schon gegeben sein; und dieser
Tatsache werden wir nur so gerecht, wenn wir die das eine und
andere Mal benutzten Ordnungsrelationen eben als verschiedene
Verknupfungen anerkennen. Damit ist durchaus nicht gesagt, daf,
wenn wir diese verschiedenen Verknupfungen als ,in gewisser Be-
ziehung nicht verschieden" setzen, mit anderen Worten, wenn wir
von dieser Verschiedenheit abstrahieren wollen, ein Widerspruch
entstehen muf; wohl aber ist damit gezeigt, daB, wenn wir jene
Abstraktion ausfuhren, ein Widerspruch entstehen kann. Die
»Antinomie der W-Menge" zeigt aber, dal ein solcher Widerspruch
tatsachlich eintritt, wenn wir jene der urspringlichen Anschauung

Falle ist diese Erweiterung ausfihrbar, in dem anderen unmdéglich. Die Ver-
wechslung, eine quaternio terminorum ergibt die Antinomie.
Das Bratemal erweitern wir den Denkbereich \WA durch folgende Festsetzungen.
Es sei ein Ding m gegeben durch die Eigenschaft, daB, wenn x Bin Element
von Dasist, und nur dann
z|«<|m

sei, und ferner sei jetzt auch m ein Element von W. Allerdings wird damit die
Bedeutung von W geandert. Der erweiterte Denkbereich heiRe [W},,; er definiert
eine Cantorsche Menge und ist demnach mdglich und widerspruchslos. Daran
ist auch durchaus nichts merkwirdiges; denn von der Tatsache, da W alle Ord-
nungszahlen enthalt, ist weder in \WA noch in [W), die Rede. Diese Tatsache
ist nicht vorhanden, solange unser Denken nur Erlebnisse umfaRt, die diesen Denk-
bereichen angehdren. Wenn ich nun sage, daB durch diese Festsetzung m faktisch
hinter alle Elemente von W gelangt, so ist das ganz evident; aber ebenso evident
ist es daB ich mich um die Tatsache, da? W alle Ordnungszahlen enthalt, absolut

nicht gekiimmert habe; prazis ausgedriuickt, ich habe \W\, aber durchaus
nicht \W}' zu \W}™ erweitert. Dasist ,moglich”, genau in dem Sinne der hier

entwickelten Betrachtungen. Die Erweiterung von \WA' durch Anhéangen des
Elementes m aber ist unmdoglich; denn hier ist die Bestimmung, dai jede Ordnungs-

zahl Element von W ist, eben schon ,Erlebnis des Denkbereichs' geworden.

Indem wir die beiden Denkprozesse verwechseln, entsteht die ,,Antinomie".

M an konnte auch statt von einer Festsetzung voh einer Anweisung sprechen,
nach der ein neues Element angehangt werden solll. Die Anweisung ist das eine
Mal ausfuhrbar, das andere M al nicht.

Prinzipiell gefaBt: Ich kann den Denkbereich WA zu [W],, und auch zu \W\'
erweitern. Daraus ergibt sich aber durchaus nicht, daR auch alle Erlebnisse von
\WA,, und \W)' in einen mdglichen und widerspruchslosen Denkbereich zusammen-
gefal’t werden koénnen. Und das geschieht eben in dem Schlusse von
Burali-Forti, dessen Inhalt auf Grund der bisherigen Betrach-
tungen im Texte genau dargestellt werden kann.
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nach ver schiedenen Or dnungsr elationen alsnicht ver schieden zu-sammenfalen lasse
sammenfallen lassen. Wir sehen aber wohl jetzt ganz klar, daR
diesssNicht-ver schieden-Setzeninvolligunber echtigter Weise, ge-schieht,und selbst
schieht, und selbst dann, wenn es zu keinem Widerspruch fiihren

wirde, den Denkbereich, dessen Eigenschaften wir betrachten,
wesentlich andert.

Mit den konstatierten Tatsachen hat aber die ,Antinomie der
W-Menge" offenbar zu existieren aufgehért. Die Menge aller Ord-
nungszahlenist wohlgeor dnet; esentsprichtihr aber keineOrdnungs-zahl dem Sinne,
zahl in dem Sinne, dal3 in dieser alle Ordnungsrelationen, die in
ihrer Beschreibung auftreten, voneinander nicht verschieden sind.

Solange dieser Punkt (die Mdoglichkeit verschiedener Ordnungs-
relationen) nicht geklart war, muf3te die Behauptung, daf® der 1T-

Menge trotz ihrer Wahlordnung keine Ordnungszahl entspricht,
alsjeden Sinnes bar abgelehnt werden, wie dies insbesondere Hessen-

ber g’betont hat. Jetztist esganzklar,daR der Begriff der Ord-nungszahl zur Besehrei
nungszahl zur Beschreibung einer beliebigen Wohlordnung nicht
ausreicht, sonder n, genau sowiefr iher der Begriff der Mengen-relation,er st entspreche
relation, erst entsprechend erweitert wer den muf3?, um dieser For -der ung zu gentigen. |
derung zu genligen. Dieses Gebilde ist unter den Ordnungszahlen

nicht vorhanden; es wird uns also auch nicht mehr einfallen, es

unter den Ordnungszahlen zu suchen, oder gar als dort vorhanden

zu setzen. Ausdieser einfach falschen Behauptung, d. h. einer Be-hauptung, dienicht nu
hauptung, die nicht nur keine vorhandene Anschauung ausdrickt,

sonder n-ger adezu eineunmaogliche Anschauungalsvor handen hin-stellt, er gibt sich ¢
stellt, ergibt sich endlich auch, dal3 die W-Menge und einer ihrer
Abschnitte &hnlich sind.

Die Ordlnatoren und der Wohlordnungssatz.
(Fragment.)

5. Eswirdnununsere Aufgabe sein, jenal ogischen Gebilde zu kon-struieren, die Beschrei
struieren, die zur Beschreibung der Wohlordnungin jedem Falle ausreichen.
Es sind dies wieder freie Schopfungen unsres Geistes, deren , Existenz®
in ihrer Widerspruchslosigkeit begrindet ist. Dabei wird sich auch hier
der fiir dieses ganze Gebiet wissenschaftlichen Denkens auRerst charak-teristische Umstand e

A.aD §9 )

Man erinnere sich vor allem an die erste Tatsache, aus der unsere ganze
Theorie sich einfach und folgerichtig entwickelt. Alle sich nicht enthaltenden
a-Mengen kdnnen nicht wieder in einer a-Menge, wohl aber in einer FMenge zu
einein neuen Kollektivebgriffe vereinigt werden.
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Verknupfungen aufdrngen, aber auch umgekehrt die Anschauung der
Verknupfungen uns wieder zur Erzeugung neuer Dinge fihrt.

Wir koénnen und wollen as primédre Ordnungsrelationen diejenigen
einfihren, in denen festgesetzt ist, da ale Dinge, die eine bestimmte
(gegebene) G-Eigenschaft besitzen, ,vor" dem Dinge m stehen, das die
G-Eigenschaft nicht besitzt. Dabei werden sel bstverstandlich Ordnungs-rel ationen, diesich
relationen, die sich auf verschiedene G-Eigenschaften beziehen, oder auch
solche, indenenwohl dieselbe G-Eigenschaft, aber ein anderesm zur Ver-wendung gelangt, als,,
wendung gelangt, as ,verschieden" anzusehen sein.

Der néchste Schritt ist (genau so, wie bei der Konstruktion des Mengen-
begriffs), dald wir diese Anschauung zur Erzeugung eines neuen Dingbegriffa
beniitzen, indem wir von Jen urspringlichen Eigenschaften des Dinges
absehen, oder mit anderen Worten, einen Denkbereich dadurch beschreiben,
da3 ale Dinge, welche die G-Eigenschaft besitzen, (in derselben Weise)
vor m stehen sollen, WD eben das Ding m durch die Erlebnisse dieses Denk-
bereichs und nur diese definiert (erzeugt) ist. Dabei ist dem Sinne gemdR,
den wir der Relation , vor" beilegen, das SD erzeugte Ding ds von allen
Dingen, welche die G-Eigenschaft besitzen, verschieden anzunehmen.

Offenbar liegt unsnoch die Pflicht ob, den Denkbereich auf seine M églich-keit und widersprucl
keitund Widerspruchslosigkeit hinnaher zu prifen; eswirdediesin &hn-licher Weisewiebi
licher Weise wie bisher, aber in ziemlich langwieriger Ausflihrung schon

hier geschehen kénnen; wir verschieben' das aber, weil wir diese Frage spater

fir gewisse Denkbereiche, die einfacher beschaffen, aber fir unsere Zwecke

genugend sind, unmittelbar entscheiden kénnen.

Wir benutzen weiter die so beschriebene Erzeugung von Dingen in
ganz spezieller Weise.

Es sei ), die ,Null" irgend ein Ding, ein Erlebnis, der Gesichtseindruck
0 selbst oder was sonst immer. Aus diesem definieren, erzeugen wir —
as freie Schopfung unsres Geistes — ein Ding 1 durch die Festsetzung

U<l'T;

aus diesem wieder, wenn O, 1 die eben definierten Dinge sind, durch die
Festsetzungen _ o
Dj<i"2, T|<|"2

das Ding 2. Ebenso das Ding 3 durch die Festsetzungen
U|<"3, T|<["8, Z|<[T,

wo wieder 0, 1, 2 die schon eingefilhrten , Dinge" sind.?
Die so erzeugten Dinge 1, 2, 3 Sillen Ordinaturen genannt werden.

! Dies konnte der Verfasser nicht mehr nachholen. — D. K.
) Die Beniitzung von 1, 2, 3 ds neuer Dingzeiohen motiviert sich durch
i hren offenbaren Zusammenhang mi't den fiir Numeratoren oder endlichen Machtig-keiten schon ben
keiten schon benitzten Zeichen 1, 2, 3. So gibt z.B.die Einflihrung von 3 einen
Denkbereioh, der eineWohlordnung der mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten Dinge be-schreibt, und der 3 ent
schreibt, und der 3 entsprechende Abschnitt dieser wohlgeordneten Mengeist ~Z,.
Konlg, Mengenlere 17
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Ist nun ene beliebige G-Eigenschaft gegeben, so SOIl die Erzeugung
eines Dinges, dessen Definition darin besteht, da jedes Ding, das die
G-Eigenschaft besitzt, ,vor" diesem Dinge steht, ds Anwendung des
D-Prozesses auf die Menge aler Dinge, welche die G-Eigenschaft besitzen,
bezeichnet werden. Es ist dies offenbar eine genauere Beschreibung des
Denkprozesses, den wir friher as ,,Anhéngen eines Elementes" bezeichnet
haben.

Wir haben offenbar durch Anwendung des D-Prozesses aus der Menge,
die das einzigeElement O enthdlt, den Ordinator 1 ,erzeugt"; ebenso aus
der Menge, die 0 und 1, und nur diese as Elemente enthélt, den Ordinator 2.

Ebenso fur 3.

Wir setzen nun fest:

Wenn es moglich ist, auf die schon erzeugte Menge von
Ordinatoren den D-Prozel? anzuwenden, SO SOIl dieser Prozel3
auch als ausgefihrt gedacht werden und das durch den Prozel
erzeugte Ding wieder Ordinator genannt werden.?

Genau so wie bei den Numeratoren erhalten wir hier (jedem Numerator
k entsprechend) einen Ordinator k; wenn wir aber alle den Numeratoren
entsprechenden Ordinatoren gebildet haben, hindert uns nichts, weiter zu
gehenundein Dingtuzu definieren?, so dal?, wennk ein beliebiger Nume-rator,k,,vor“w stehen
rator, k, vor" wstehensoll, wo allerdingsdieftr tu zur Verwendung ge-langende Ordnungsrel a
langende Ordnungsrelation von jeder solchen verschieden sein muB3, die
bei der Erzeugung irgend enes k schon benutzt wurde.

Die soeben beschriebenen Denkpruzesse begriinden das evidente An-
schauungspostul at, daResfir jedes (genau beschriebene) Ding un-mittel bar ersichtlichwird
mittelbar ersichtlich wird, ob es ein Ordinator ist oder nicht; d. h. ob die
Definition (die Erzeugung) des Dinges die geforderten Eigenschaften be-sitzt
sitzt.

Ebenso ergibt die Beschreibung des Denkprozesses dasfol gende An-schauungageestz: Sir
schauungsgesetzz Sind a und B irgendwelche Ordinatoren, so
kann o in der Erzeugung von [ schon benutzt sein; wenn
dies aber nicht der Fall ist, so muB B in der Erzeugung von
abenutzt werden. Es ergibt dies, insofern eine von den beniitzten
Ordnungsrelationen  verschiedene Ordnungsrelation denkbar ist, eine
Ordnungsrelation zwischen den Ordinatoren, indem wir im ersten Falle
w| <], B, im zweiten Falle g|«t|, setzen.

Sobald wir uUberhaupt eine von den benltzten wieder
verschiedeneOrdnungsrelationdenkenkdnnen,istesunmittel-barklar,derv-pr
bar klar, da der o-ProzeR ausgefiihrt werden kann, und die Erzeugung

1II_)ieAnangiemitd(arinK .1 I ausgefihrten Erzeugung der Numera-tprenliegt auf der Han
toren liegt auf der Hand; weshalb wir uns hier wohl kirzer fassen konnen.

ES sollen weiter fur die Bezeichnung der Ordinatoren, insofern sie nicht
Numsratoren entsprechen, kleine ;}nechls:h_e Buchstaben beniitzt werden. Se
tretenjaan die Stelle der Ordnungszehlen, die sich asfir unsere Zwecke un-gentigend erweisen unc
gen[]gend erweisen und nur vorubergehend benutzt werden, um die Tatsaohe,

a3 verschiedene Ordnungsrelationen” nebeneinander auftreten, zu erhérten.
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der Ordinaturen schlief3t demnach erst damit ab, dal3al | emdglichen ver-sciheidenen Ordnur
schiedenen Ordnungsrelationen auch schon zur Verwendung gelangt sind.

Offenbar ergibt sich aus diesen Betrachtungen, da3 die Menge
aller Ordinatoren logische Existenz besitzt, d.h. durch einen
exaktenundwiderspruchslosen Wahrheitsheieich definiertist. lhreBe-schreibungenthalt e
schreibung enthdlt ja nur Mengenrelationen und Ordnungsrelationen. Wir
haben es demnach mit einer Cantorschen Menge zu tun und fir diese wurde
die fragliche Tatsache eben ganz allgemein erhdrtet. Damit ist aber
selbstverstandlich die logische Existenz jedes einzelnen Ordi-
nators auch zur Evidenz gebracht.

ES lehrt endlich die Anschauung, da3 dann auch die Menge aller
Ordinatoren im Sinne unsrer obigen Ausfuhrung geordnet
ist und daB3 die hierbei auftretende Ordnungsrelation |}, von den bei
der Erzeugung der Ordinatoren benitzten verschieden ist;
wenigstens insofern, as sie bei der Beschreibung von |«|, schon benitzt
waren.

Die Anschauung zeigt endlich, dal} die Menge aller Ordinatoren,
in denen jedoch wenigstens eine Ordnungsrelation noch nicht
gebraucht wurde, auf Grund der neuen Ordnungsrelation
|« |s wohlgeordnet ist, und ein Widerspruch nur dadurch auftreten kann,
dal3wir behaupten, dal3die Erzeugung der Ordinatoren schon al | e Ord-nungsrel ationen aufg
nungsrelationen aufgebraucht hat.
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